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Geleitwort.

Als mir Herr Dr. Tietjens, damals mein Mitarbeiter am Kaiser-
Wilhelm-Institut fiir Stromungsforschung, seine Absicht mitteilte, an
Hand seiner Aufzeichnungen iiber meine Vorlesungen ein Lehrbuch
der Hydrodynamik und Aerodynamik zu schreiben, habe ich ihn gern
zur Ausfithrung dieses Planes ermuntert. Ich hatte mir selbst bereits
seit langerer Zeit vorgenommen, diese Vorlesungen spdter einmal in
geeigneter Erweiterung im Druck herauszugeben, war aber meiner
sonstigen starken Inanspruchnahme wegen bisher noch nicht dazu ge-
kommen, auch nur mit den Vorbereitungen zu dieser Arbeit zu beginnen.
Es war mir deshalb ganz willkommen, dal nun sozusagen als eine
Zwischenlésung ein Buch erscheinen sollte, in dem ciner meiner fritheren
Schiiler den Inhalt dieser Vorlesungen wiedergibt. Um nun dem Leser
auch meinerseits eine Gewihr dariiber geben zu konnen, daf diejenigen
Teile des Buches, die meinen Vorlesungen entstammen, auch in der
Darstellung als eine treue Wiedergabe dieser Vorlesungen gelten konnen,
bin ich mit Herrn Dr. Tietjens iibereingekommen, da8 ich die beziig-
lichen Teile des Manuskripts durchsehen und erforderlichenfalls selbst
mit meinen eigenen Ausfiihrungen in der Vorlesung in Ubereinstimmung
bringen wiirde. Das ist denn auch geschehen, und ich habe auBerdem
einige neue Resultate, die erst nach dem Ausscheiden von Herrn
Dr. Tietjens in die Vorlesung aufgenommen wurden, selbst noch
zugefiigt. Im iibrigen hat Herr Dr. Tietjens, hauptsichlich im zweiten
Band, verschiedene Dinge aus Eigenem hinzugetan, so besonders die
Einzelausfiilhrungen iiber Gerdte zur Druck- und Geschwindigkeits-
messung und iiber die Verfahren zur Messung des Luftwiderstandes
und zur Sichtbarmachung von Strémungen, ferner auch verschiedene
historische Bemerkungen und Ausfiihrungen iiber die zeitgendssische
Literatur iiber die Stromung in Réhren und die Strémungsverluste in
Kanilen verinderlichen Querschnittes, u. a. m.

Das Buch erscheint aus praktischen Griinden in zwei getrennten
Teilen, die so abgefaBt sind, daB jeder Teil firr sich allein benutzbar ist.
Der erste Band enthilt die Lehre vom Gleichgewicht der Fliissigkeiten
und Gase samt praktischen Anwendungen, besonders auf die gasgefiillten
Luftfahrzeuge, und er enthilt ferner den Aufbau der Lehre von der
strémenden Bewegung einer idealen reibungslosen Fliissigkeit in einer
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verhiltnisméBig strengen Darstellung. Der zweite Band ist vor allem den
technischen Anwendungen gewidmet und bevorzugt in seinem iiber-
wiegenden Teil Darstellungsweisen, die mehr dem Gedankenkreise des
Praktikers angepaflt sind. Bei der Behandlung der Stromungsgesetze
der zéhen Fliissigkeiten sowie in der Tragfliigeltheorie lieBen sich aller-
dings groflere mathematische Entwicklungen nicht ganz vermeiden.

Die Einteilung der Stromungslehre in einen mehr theoretischen und
einen mehr praktisch gerichteten Teil geht auf den Umstand zuriick,
daB es sich um zwei verschiedene Vorlesungen handelt, die den iiber-
wiegenden Teil des Stoffes des Buches geliefert haben, eine mehr mathe-
matisch gehaltene ,,Hydrodynamik und Aerodynamik‘‘ und eine mehr
praktisch auf die Fragen der Luftfahrtechnik gerichtete ,,Aeromechanik*‘.
Die Verteilung auf die zwei Binde des Tietjensschen Buches entspricht
im iibrigen nicht genau derjenigen in den heiden Vorlesungen. So gehort
z. B. von dem ersten Bande die Lehre von den Zustinden der freien
Atmosphéire und die von den gasgefiillten Luftfahrzeugen zur Aero-
mechanik und einige mehr theoretische Kapitel des zweiten Bandes zur
Hydrodynamik und Aerodynamik. Der zweite Band geht, wie bereits er-
wahnt, in verschiedenen Punkten iiber den in den Vorlesungen behan-
delten Stoff hinaus, so auch in der Darstellung der Tragfliigeltheorie,
die sich hauptsichlich an einige Versffentlichungen von mir anschlief3t.

Beziiglich der Grundtendenz meiner hier wiedergegebenen Vor-
lesungen darf ich vielleicht noch kurz das Folgende bemerken. Ich habe
mich dabei vor allem bemiiht, das Begriffliche deutlich herauszuarbeiten.
Die Einzelausfithrungen, die man auch in anderen Lehrbiichern findet,
habe ich dabei entweder ganz iibérgangen oder nur kurz angedeutet.
Auch bei der Darstellung der Versuchsergebnisse habe ich mehr Wert
darauf gelegt, durch wenige typische Beispiele eine zutref{fende An-
schauung iiber diese Dinge zu vermitteln, als mdglichst viel Einzel-
tatsachen zu bringen, iiber dic man sich ja aus dcr experimentellen
Literatur geniigend unterrichten kann. So hoffe ich denn auch, daf das
vorliegende Buch durch seine Eigenart sich neben den bisherigen Dar-
stellungen der Stromungslehre einen besonderen Platz erobern wird und
gebe ihm hierfiir meine besten Wiinsche mit auf den Weg.

Gottingen, im Mai 1929.
L. Prandtl.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Als sich herausstellte, daB die erste Auflage dieses Werkes ver-
griffen war, hatte man in Erwigung gezogen, durch einen photo-
mechanischen Neudruck der bestehenden Nachfrage zu begegnen. Eine
eingehende Uberlegung fiihrte dann aber zu der Ansicht, daB dieses
wohl fiir den ersten Band des vorliegenden Werkes angingig sei, nicht
aber fiir den zweiten Band. Vielmehr erschien es angebracht, ja not-
wendig, den zweiten Band einer griindlichen Uberarbeitung bzw. Neu-
fassdng zu unterziehen.

Der Grund fiir diese unterschiedliche Behandlung der beiden Bande
ist darin zu suchen, daB3 es sich bei dem ersten Band um die mehr
grundlegenden und sozusagen bereits klassisch gewordenen Teile der
Stromungslehre handelt, die in den letzten Jahrzehnten keine wesent-
lichen Anderungen erfahren haben, so daB fiir diese Teile ein Bediirfnis
nach Uberarbeitung nicht unbedingt vorliegt. — Anders der zweite
Band. Hier werden in erster Linie die auch jetzt noch stark in FluB
befindlichen und keineswegs abgeschlossenen Gebiete der Stromungs-
lehre behandelt — es sei neben den Fortschritten der Tragfliigellehre
vor allem auf die Theorie der Turbulenz, der Rohr- und Plattenreibung
hingewiesen —, die heute, 14 Jahre nach Abfassung der ersten Auflage,
eine umfassende Uberarbeitung verlangen.

Es bereitet dem Unterzeichneten nun eine besondere Freude, an
dieser Stelle mitteilen zu kénnen, daf3 Herr Professor Dr. L. Prandtl
sich bereit erklirt hat, die Bearbeitung des zweiten Bandes selbst zu
iibernehmen, und zwar nicht in Form einer zweiten Auflage, sondern
in Form eines neuen Buches. Wer koénnte wohl geeigneter sein als
Professor Prandtl selbst, seine eigenen Vorlesungen herauszugeben,
zumal wo es sich in erster Linie um solche Gebiete der Strémungslehre
handelt, denen er selber den Stempel seiner Eigenart aufgedriickt hat.

So hat denn der vom Unterzeichneten herausgegebene zweite Band
der Prandtlschen Vorlesungen iiber Hydro- und Aeromechanik seine
Aufgabe als ,,Zwischenlosung® erfiillt.

Der vorliegende erste Band, in dem lediglich kleinere Anderungen
sowie eine Ausmerzung der Druckfehler vorgenommen wurden, wird
somit weiterhin noch als Zwischenlgsung dienen miissen, bis Prof.
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Prandtl seine Vorlesungen auf diesem Gebiet in erweiterter Form zu
einem Gesamtlehrbuch der Strémungslehre zusammengefa3t haben wird.

Was den zweiten Band anbelangt, der als neues Buch erscheinen
wird, so gibt der Unterzeichnete im Namen vieler kiinftiger Leser der
Hoffnung Ausdruck, daB es Herrn Prof. Prandtl trotz seiner starken
Behinderung durch Kriegsarbeit méglich sein méchte, in nicht allzu-
ferner Zeit die Arbeiten dafiir abzuschlieBen.

Wien, im September 1944.
0. Tietjens.
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Einleitung.

Begriffsbestimmung. Wollen wir das Gebiet der Hydromecha-
nik, das als einen Spezialfall die Aeromechanik in sich schlieBt, durch
eine Begriffsbestimmung niher kennzeichnen, so kénnen wir sagen,
daB die Hydromechanik die Mechanik der nicht festen Korper ist.
Dabei lassen sich die nicht festen Korper in ‘drei Gruppen ein-
teilen:

1. zahfliissige Korper,
2. diinnflissige Korper,
3. gasformige Korper.

Diese Gruppen weisen jedoch Ubergénge ineinander auf und sind nicht
streng voneinander zu trennen. Auch der Ubergang von den zihen
Fliissigkeiten zu den festen Korpern erfolgt allmihlich. Sprechen wir
z. B, dem Sirup noch eine zéhfliissige Eigenschaft zu, so haben wir
im Asphalt einen Korper, der im allgemeinen Sprachgebrauch wohl
schon als fester Korper bezeichnet wird, der trotzdem aber in gewissen
Fillen (auch bei gewshnlicher Temperatur) sich gleichfalls wie eine zéhe
Fliissigkeit verhdlt. Es kommt hierbei im wesentlichen auf die Ge-
schwindigkeit einer etwaigen Deformation an. Zerschligt man mit
einem Hammer Asphalt in Stiicke, so verhilt er sich dabei wie ein
fester Korper; die Deformationsgeschwindigkeit ist in diesem Falle
sehr groB. UberlaBt man hingegen Asphalt in einer seitlich offenen
Tonne geniigend lange der Wirkung seines Eigengewichtes, so flieBt
er allmdhlich (auch bei derselben Temperatur, bei der er sich zer-
schlagen 1aBt) in der gleichen Art wie eine sehr zihe Fliissigkeit aus
der Tonne; die Formidnderungsgeschwindigkeit ist in diesem Falle
sehr klein.

Im Gegensatz zu den festen Korpern, bei denen im allgemeinen
die auf sie einwirkenden Krifte den dadurch bewirkten Forménderungen
proportional sind, kénnen wir von den nicht festen Korpern (Fliissig-
keiten und Gase) sagen, daB die eine gewisse Forménderung bewir-
kende Kraft um so kleiner zu sein braucht, je geringer die Form-
anderungsgeschwindigkeit ist. Es lassen sich also bei den Fliissig-
keiten und Gasen beliebig grofe Formadnderungen durch auBerordent-

Tietjens, Hydromechanik. 2. Aufl. 1
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lich kleine Kriafte herbeifiihren, wenn nur die Forménderungsgeschwin-
digkeit klein genug ist. Wir koénnen geradezu als Definition der nicht
festen Korper sagen, da8 bei ihnen im Grenzfall einer unendlich kleinen
Forminderungsgeschwindigkeit die zur Forménderung erforderliche
Kraft gleich Null ist.

Den Unterschied zwischen einem zahfliissigen und einem diinn-
fliissigen Korper kénnen wir dadurch der Anschauung néher bringen,
daB wir in Gedanken einen beliebigen festen Koérper einmal in einer
zihen Fliissigkeit wie Ol oder Sirup bewegen, ein andermal denselben
Korper in Wasser, wobei die Dichte von 01 und Sirup nicht wesentlich
verschieden von der des Wassers ist. Im Falle der zdhen Fliissigkeit
wird die zur Bewegung notige Kraft betrachtlich gréBer sein miissen
als bei einer diinnfliissigen Fliissigkeit wie es Wasser ist. Die gréBeie
innere Reibung der zéhen Fliissigkeiten setzt einer Forménderung
in einer gegebenen Zeit einen viel groBeren Widerstand entgegen als
die sehr geringe innere Reibung, wie sie z. B. Wasser, Alkohol oder
gar Ather besitzen.

Die beiden letzten Gruppen der diinnflissigen und der gasférmigen
Korper unterscheiden sich hinsichtlich ihrer Bewegungsformen im
wesentlichen darin voneinander, daB ein fliissiger Korper einer Vo-
lumenverringerung durch duBleren Druck auflerordentlichen Widerstand
entgegensetzt, d. h. Fliissigkeiten sind gegeniiber méiBigen Drucken
praktisch inkompressibel, wihrend die gasformigen Korper schon durch
relativ kleine Drucke komprimiert, d. h. verdichtet werden konnen.
In den Fillen jedoch, in denen die Druckénderungen so gering bleiben,
da8 die dadurch bewirkten Dichteinderungen vernachléssigt werden
konnen, gehorchen die diinnfliissigen und die gasférmigen Kérper den
gleichen Strémungsgesetzen. Das Gebiet der diinnfliissigen und der
gasformigen Korper, soweit die letzteren gleichfalls als inkompressibel
angesehen werden konnen, bezeichnet man auch wohl als Hydro-
und Aeromechanik im engeren Sinne.

" Die Ursachen einer wesentlichen Volumeniénderung gasformiger
Koérper konnen zweierlei Art sein. Entweder sind die Volumendnde-
rungen durch aufBerordentlich groBe Geschwindigkeiten (von der
GroBenordnung der Schallgeschwindigkeit) bedingt, oder die Volumen-
inderungen werden bewirkt durch die Druckunterschiede, wie sie bei
groBen Héhendnderungen (GréBenordnung etwa 1 km und mehr) auf-
treten. Im ersteren Fall handelt es sich z. B. um Erscheinungen bei
fliegenden Geschossen — wir bezeichnen dieses Gebiet als Gasdyna-
mik —; im zweiten Fall haben wir es mit Fragén der dynamischen
Meteorologie zu tun.

Fiir das gesamte Gebiet der Mechanik nicht fester Kérper
konnen wir demnach folgendes Schema aufstellen:
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Mechanik nicht fester Korper.

_— T

zahfliissige Korper diinnfliissige Korper gasformige Korper
Wasser, Alkohol, Luft usw:
Ather usw.

Asphalt dicke Ole,
Glyzerin

ohne mit
wesentl. Volumenénderung

N

GrofBle GroBe Héhen-
Geschwindig- unterschiede,

keit, dynamische
Gasdynamik eteorologie

Hydro- und Aerodynamik
im engeren Sinne.

Geschichtliche Bemerkungen. Es mogen hier einige geschicht-
liche Bemerkungen Platz finden, die zugleich den Standpunkt erldutern
werden, welcher in der Behandlung des vorliegenden Stoffes, der Hydro-
und Aeromechanik, im engeren Sinne eingenommen wird.

Obwohl schon gewisse Einsichten und Kenntnisse der Hydrodynamik
und besonders der Hydrostatik im Altertum und im Mittelalter zu
finden sind — stammt doch das beriihmte Gesetz vom statischen
Auftrieb von Archimedes — und obwohl spiter von Stevin, Galilei
und Newton diese Kenntnisse vertieft und erweitert worden sind, so
kann man doch erst Leonhard Euler als den eigentlichen Vater der
Hydrodynamik bezeichnen. Von ihm stammt die klare Erfassung des
Begriffes des Fliissigkeitsdruckes, und davon ausgenhend hat er die
spater nach ihm benannten grundlegendenn Bewegungsgleichungen auf-
gestellt. Dieser grofe Mathematiker — obwohl ein hervorragender
Theoretiker — brachte in seiner universellen Einstellung auch den
technischen Problemen e¢in groBles Verstindnis entgegen, hat er doch
selber Regeln und Anweisungen zum Bau von Wassermaschinen und
Turbinen gegeben.

Spiter machte sich jedoch mehr und mehr bemerkbar, dal die ein-
setzende technische Entwicklung des 19. Jahrhunderts den wissen-
schaftlichen Erkenntnissen vorausgeeilt war. Die vielen neuen Probleme
und Fragen der Praxis, wie sie die gewaltige Entwicklung der Technik
auch auf hydrodynamischem Gebiet zeitigte, konnten durch die Hydro-
dynamik, wie sie sich nach Euler weiterentwickelt hatte, nicht beant-

wortet, ja nicht einmal in Angriff genommen werden. Dieses hatte
1%
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vor allem seinen Grund darin, dal die Hydrodynamik, ausgehend vor
den Eulerschen Bewegungsgleichungen, sich mehr und mehr nach de:
theoretischen Seite entwickelt hatte, unter fast ausschlieSlicher Bevor
zugung der reibungslosen Fliissigkeiten. Wir nennen hier die Namer
Helmholtz, Lord Kelvin, Lamb, Lord Rayleigh.

Mit der Praxis ergaben die Resultate dieser sogenannten klassischer
Hydrodynamik wenig oder gar keine Ubereinstimmung. So beant
wortete die theoretische Hydrodynamik z. B. die tiberaus wichtige Frag:
der Praxis, wie groB der Druckverlust in Rohren oder der Widerstanc
eines in einer Fliissigkeit bewegten Korpers sei, dahin, daB sowoh
Druckverlust als Widerstand sich nach der Theorie zu Null ergebe. Fii
die Ingenieure hatte also die Hydrodynamik wenig Bedeuturig; dem
einerseits waren die mathematischen Kenntnisse, die die klassischs
Hydrodynamik erforderte, recht groB, anderseits war die Moglichkei
der Anwendung dieser theoretischen Hydrodynamik sehr gering. S¢
bildeten denn die lagenieure — wir nennen hier die Namen D. Ber
noulli, Hagen, Weilbach, Darcy, Bazin, Boussinesq —
gestiitzt auf eine Unmenge von Versuchsdaten, eine Wissenschaft, dis
Hydraulik, aus, die in den Methoden und Zielen sich immer mehr. vor
denen der Hydrodynamik unterschied.

Wiihrend die Methoden der klassischen Hydrodynamik spezifiscl
analytischer Natur waren, wurden die der Hydraulik meist synthetische:
Art.: Die Hydrodynamik ging aus von einfachen Grundvorstellunger
und — indem sie fiir die Fliissigkeit gewisse mechanische Eigenschafter
annahm — versuchte sie auf rein analytischem Wege von dem Ver
halten des Fliissigkeitselementes zum Verhalten von ganzen Fliissigkeits
massen aufzusteigen. Anders die Hydraulik: sie ging aus von ein
fachen durch die Erfahrung gegebenen Tatsachen und machte sich zu:
Aufgabe, mit diesen Erfahrungselementen kompliziertere Vorginge zi
erkliren. Die Hydrodynamik nahm — kurz gesagt — ihren Ausgangs
punkt von vereinfachten Naturgesetzen, die Hydraulik von den Natur
erscheinungen.

Diese Verschiedenheit in den Methoden und den Ausgangspunkter
der beiden Wissenschaften hing eng zusammen mit ihren Zielen. In de:
klassischen Hydrodynamik war die alleinige Richtschnur der logische
Aufbau, so daB ihr alles entging, was nicht aus den Ausgangsgleichunger
durch Rechnung abzuleiten war. Aufgabe und Ziel der Hydraulik hin
gegen war es, moglichst fiir jeden Einzelfall der Praxis eine Antwor
geben zu konnen, mochte auch der innere Zusammenhang der Einzel
probleme fehlen. Die theoretische Hydrodynamik schien jedes Ver
standnis dafiir verloren zu haben, daBl die Resultate ihrer Rechnunger
in sehr vielen Fallen der Wirklichkeit direkt widersprachen; um mathe
matisch die Probleme behandeln zu kénnen, wurden Vereinfachunger



Einleitung. 5

angenommen (besonders hinsichtlich der Reibungsfreiheit), die selbst
als Naherungen oft nicht statthaft waren. Anderseits war die Hydraulik
in eine Wissenschaft von Einzelproblemen zerfallen. Jede der immer
haufiger auftretenden Fragen wurde durch besondere Experimente und
durch die damit gefundenen Koeffizienten ,erledigt’. Die Hydraulik
schien mebr und mehr eine Wissenschaft von den Koeffizienten
zu werden.

Am Ende des 19. und Anfang des 20. Jahrhunderts setzte von beiden
Seiten eine kritische Betrachtung und ein Bemiihen ein, die auseinander
gelaufenen Richtungen einander zu ndhern und zu vereinigen. Unter
der Einwirkung der schnell aufblithenden Flugtechnik und des Turbinen-
wesens und nicht zuletzt unter dem EinfluB jener allgemeinen Richtung,
die eng mit dem Namen von F. Klein verbunden ist, jener Richtung,
die es sich zur Aufgabe machte, die verloren gegangene Verbindung der
reinen Wissenschaften mit den angewandten wieder herzustellen,
machte die Synthese der Hydrodynamik und der Hydraulik groBe
Fortschritte.

Im AnschluB an diese Bemerkungen iiber die Entwicklung der
Hydrodynamik kénnen wir nun leicht die Art und Weise kennzeichnen,
in der versucht werden soll, den Stoff zu behandeln. Eben diese Syn-
these von Theorie und Praxis soll im Vordergrund stehen. Die theore-
tischen Betrachtungen und Entwicklungen werden nicht losgelost von
den Erfahrungstatsachen, sondern vielmehr in enge Beziehungen zu
ihnen gestellt; anderseits werden die Ergebnisse der Experimente vor
allem unter dem Gesichtspunkt betrachtet, aus der Vielgestaltigkeit
der Erfahrung das den Erscheinungen zugrunde liegende Gesetz abzu-
leiten und mit der Theorie in Beziechung zu bringen.



Erster Abschnitt.

Statik der Flissigkeiten und Gase.
I. Gleichgewicht und Stabilitit.

1. Berechtigung zu der Behandlung der Fliissigkeiten und Gase als
Kontinua. Wir wollen zunachst einige Betrachtungen dariiber anstellen,
auf welche Weise es moglich ist, die Bewegungen von Fliissigkeiten und
Gasen, sowie die dabei auftretenden GesetzmiBigkeiten zu beschreiben.
Eine sehr allgemeine Beschreibung der Bewegung einer Fliissigkeit
— aufgefallt als Materie von molekularer Struktur — wire die, daf
man fiir alle einzelnen Molekiile die Bewegungsgleichungen aufstellt.
Aber abgesehen davon, daB uns die intermolekularen Krifte unbekannt
sind und wir auch bei Kenntnis dieser Krifte weit davon entfernt wiren,
das Problem in dieser Allgemeinheit I6sen zu konnen (Dreikérper-
problem!), sind es im allgemeinen gar nicht die Molekiile oder die
kleinsten Teilchen einer Fliissigkeit, deren Bewegung uns interessiert.
Es handelt sich vielmehr darum: Wie bewegt sich die Fliissigkeit als
Ganzes, oder wie verhalten sich solche Teile von ihr, die schon sehr
viele Molekiile enthalten ? Welche Geschwindigkeiten oder Beschleuni-
gungen treten auf, welche Dichte oder Temperatur besitzt die Fliissig-
keit oder das Gas an gewissen Stellen ? Wir fragen mit anderen Worten
nicht nach den Bewegungszustinden der Molekiile selbst, sondern nach
deren riaumlichen und zeitlichen Mittelwerten.

Uberlegen wir uns jetat, in welcher Weise es méglich ist, diese
Mittelwerte zu bilden und in welchen Fillen die Moglichkeit dazu
fehlt, d. h. in welchen Fillen es keinen Sinn mehr hat, nach diesen
Mittelwerten, z. B. nach der Dichte oder der Temperatur einer Fliissig-
keit, zu fragen. Fiihren wir beispielsweise diese Betrachtung durch fiir
den Begriff der Dichte:

Wir fassen zu dem Zweck die Fliissigkeit bzw. das Gas auf als ein
System diskreter Massenpunkte (Molekiile), dessen raumliches Ausdeh-
nungsgebiet V sein mdge. Unter der durchschnittlichen Dichte dieses
Systems versteht man dann den Quotienten der Summe m der in V
enthaltenen Punktmassen, dividiert durch das Volumen V, d.h. die

durchschnittliche Dichte fiir das Volumen V ist ’;
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Wie sollen wir jedoch die Dichte in einem Punkt der Fliissigkeit
oder des Gases definieren? Ist A der fragliche Punkt im Innern der
Flissigkeit, fiir den der Ausdruck der Dichte aufgestellt werden soll,
so umgeben wir 4 durch immer kleinere Volumina AV,, 4V,, ..., von
denen jedes folgende ganz im vorhergehenden enthalten sein soll
(AV;yy < AV,). Bezeichnen wir die Summe der in AV, enthaltenen

Massen entsprechend mit Am;, so haben wir in Am eine Folge von
. . 4v;
Differenzenquotienten.

Wihrend fiir relativ grofie AV die durchschnittliche Dichte fT;r/l
im allgemeinen von der Grée AV abhingig ist (es sei denn, daB3 wir
ein Gas oder eine Fliissigkeit von iiberall konstanter Dichte vor uns
haben), wird diese Abhéngigkeit mit abnehmender GréBe von AV fiir
gewohnlich geringer und scheint einem gewissen Grenzwert zuzustreben
(da im allgemeinen fiir geniigend kleine Volumina die Dichte als kon-
stant angesehen werden kann), bis bei noch weiterer Verkleinerung

immer gréBere Schwankungen auftreten und bei lim AV =0 j—’; selbst

gleich Null wird oder iiber alle Grenzen wachst. Denn entweder trifft
A mit einem Massenpunkt zusammen oder nicht. Im ersteren Fall ist
wegen des endlichen Abstandes der Massenpunkte von einem bestimmten
AV, an der Zahler konstant, namlich gleich der Masse des Massen-
punktes 4, wihrend der Nenner im limes Null wird, mithin der Quo-
tient iiber alle Grenzen wichst. Im andern Fall, daB 4 nicht mit einem
Massenpunkt zusammenfallt, ist von einem gewissen AV, ab kein

Massenpunkt im Volumen AV, so daB der Quotient 3—73 von da ab

Null bleibt und somit Null als Grenzwert -hat.
Es kommt nun darauf an, ob die GroBe desjenigen Volumens, fiir

das ZL'I; von AV unabhéngig ist, mit geniigender Genauigkeit als

,»physikalischer Punkt’ angesehen werden kann, ob also sein Volumen
so klein ist, dafl seine GroBe gegeniiber den sonst auftretenden Léngen-
abmessungen vollkommen vernachldssigt werden kann. Da nun z. B.
bei normalen. Drucken in 1 cem Luft 2,7-101® Molekiile vorhanden
sind, so erkennt man, da8 in dieser Hinsicht im allgemeinen praktisch
keine Schwierigkeiten auftreten. Denn nehmen wir beispielsweise ein
Volumen Luft von 10-12 ccm Inhalt oder von /40, mm gréBter Lange
— ein Volumen, dessen GroBe man im allgemeinen gegeniiber den an-
deren vorkommenden Abmessungen vernachlissigen kann —, so ent-
halt dieser ,,physikalische Punkt noch 2,7-107 Molekiile, eine Anzahl.
die eine verniinftige Mittelwertbildung noch sehr gut zulaft.

Anders werden jedoch die Verhéltnisse, wenn man Gase unter sehr
geringem Druck, also die Vorgange im Hochvakuum untersucht. Hier
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konnen sehr wohl die Fille eintreten, in denen wegen des grofien mitt-
leren Abstandes der Molekiile die Volumina, die zu einer verniiriftigen
Mittelwertbildung notig wiren (4V 9 so groB sind, daB sie gegeniiber
den sonstigen Abmessungen nicht mehr vernachlissigt werden kénnen.
Hier verliert es jeden Sinn, nach der Dichte des Gases in einem Punkt
zu fragen.

Extrapolieren wir nun die Kurve auf Abb. 1, die den Zusammen-
hang der durchschnittlichen Dichte mit dem Volumen AV (auf das sie
bezogen ist) angibt, iiber den
Punkt AV'® nach Null, so machen
wir damit den Ubergang vom Dis-
kontinuum zum Kontinuum und
vom Differenzenquotienten zum

__-/ Differentialquotienten, indem wir

~H 4 A== formal setzen:

lim 4™ _dm

AreodV T d7

— . 13 . - 3

& Die hier als ein Beispiel erfolgte

A e e oo Dienve it Betrachtung iiber die Dichte eines
Gases oder einer Fliissigkeit in

einem Punkt 1dBt sich analog auch auf die anderen in Frage kommen-

den Mittelwerte anwenden, so z, B. auf die der kinetiscaen Energie der

Molekiile, d. h. auf die Temperatur usw.

o—

ave

Wir haben somit erkannt, da in allen denjenigen Fillen, in denen
jener oben besprochene Grenzwert existiert und das Volumen AV ° mit
geniigender Genauigkeit als physikalischer Punkt angesehen werden
kann, wir von der molekularen Struktur der Materie absehen und an
Stelle eines Systems diskreter Massenpunkte ein Kontinuum setzen
kénnen. Dieser formale Ubergang vom Diskontinuum zum Kontinuum
ist also um so mehr berechtigt, je geringer der durchschnittliche Ab-
stand der Molekiile im Verhiltnis zu den iibrigen vorkommenden Ab-
messungen ist.

Haben wir bisher lediglich den endlichen Abstand der Molekiile in
Betracht gezogen, ohne ihre dauernde Bewegung zu beriicksichtigen,
so ist zu sagen, dafl ohne Beriicksichtigung der Molekularbewegung
jedes noch so kleine Volumenteilchen dauernd aus denselben Molekiilen
besteht, d. h. ein physikalisches Inidividuum bleibt, wihrend man im
anderen Falle zu Volumenteilchen gelangen kann, die innerhalb kiir-
zester Zeit immer wieder aus verschiedenen Molekiilen bestehen und
somit nicht mehr als physikalische Individuen angesehen werden
kénnen. Gehen wir beispielsweise in der Teilung des Volumens so weit,
daB die Abmessungen des Volumenteilchens AV? von der GroBen-
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ordnung der freien Weglinge der Molekiile sind, so wiirden in ein
solches Fliissigkeitsvolumen dauernd Molekiile hinein- und heraus-
kommen und es keineswegs mehr als physikalisches Individuum an
zusehen sein. Da es jedoch im allgemeinen geniigt, bei solchen Teilchen
AV O stehen zu bleiben, deren Abmessungen noch grof sind im Ver-
héltnis zur freien Weglinge der Molekiile, so kénnen auch im allgemeinen
solche Fliissigkeitsvolumina fiir kiirzere Zeiten als physikalische Indi-
viduen angesehen werden unter Vernachlassigung, daB an der Be-
grenzung dieses Volumens allerdings ein Austausch von Molekiilen
stattfindet.

DaB bei langerer Zeitdauer die Molekularbewegung selbst bei groBen
Volumenabmessungen nicht vernachldssigt werden darf, tritt in drei-
facher Hinsicht in Erscheinung: 1. in der Diffusion, wobei es si¢h um
einen molekularen Austausch von Materie handelt, 2. in der inneren
Reibung, bei der ein Austausch von Impuls zwischen aneinander vorbei-
gleitenden Fliissigkeitsschichten stattfindet, und 3. in der Tatsache der
Wirmeleitung, die als ein molekularer Austausch von kinetischer
Energie aufzufassen ist.

Sehen wir von der Molekularbewegung ab und machen den oben

beschriebenen Grenziibergang, indem wir den fiir ein bestimmtes
Adm

Volumen AV° vorhandenen Grenzwert —7 fiir beliebig kleinere
Volumenteilchen extrapolieren, entsprechend lim j—'; = ‘;_71”" so haben
47=0

wir in dem so erhaltenen Kontinuum eine Abstraktion fiir eine reibungs-
lose Fliissigkeit, bei der jedes noch so kleine Volumen dauernd ein
physikalisches Individuum bleibt. Dafl ein so gewonnenes Gedanken-
bild — als eine erste Néherung fiir die wirkliche Fliissigkeit — nicht
ausreichend ist, um die Gesetze der Diffusion, der Reibung und der
Wirmeleitung zu untersuchen oder Vorgiange, bei denen diese Erschei-
nungen von wesentlicher Bedeutung sind, ergibt sich von selbst. Im-
merhin kann man die Einschrinkung machen, daB diese vereinfachte
Vorstellung auch fiir zihe Fliissigkeiten geniigt, soweit es sich um
Gleichgewichtszustinde handelt. In den iibrigen Fillen muBl man
jedoch, wenn man die Erscheinungen der Diffusion, Reibung oder
Wirmeleitung beriicksichtigen will, die Molekularbewegung in geeig-
neter Form in Rechnung ziehen.

Da aber die Volumina AV 9, die wir zur Mittelwertbildung der uns
interessierenden Groflen heranziehen, immer noch so viele Molekiile
besitzen, daB diese Volumina fiir kleine Zeiten als physikalische In-
dividuen angesehen werden kénnen, so laBt sich auch die zdhe Fliissig-
keit als Kontinuum behandeln, solange die freie Weglinge der Mole-
kile gegen die Abmessungen der zu untersuchenden Fliissigkeitsbereiche



10 Statik der Fliissigkeiten und Gase.

vollkommen zu vernachléssigen ist. Allerdings muB man, um der Mole-
kularbewegung Rechnung zu tragen, den funktionellen Zusammenhang
der Auswirkung des molekularen Austausches — sei es von Materie,
von Impuls oder von Energie — mit dem Ort und der Zeit beriick-
sichtigen.

Befinden sich z. B. am Boden eines mit einer Fliissigkeit gefiillten
GefaBes einige in dieser Fliissigkeit losliche Kristalle, so diffundieren
allmihlich die den Kristallen anliegenden Fliissigkeitsteile von groBer
Konzentration in Bereiche niederer Konzentration, bis schlieSlich die
ganze Fliissigkeit gleiche Konzentration besitzt und sich ein Gleich-
gewicht eingestellt hat. Bezeichnet nun n das MaB der Konzentration,
80 lassen sich die Gesetze der Diffusion (und analog die der Reibung und
der Wirmeleitung) ableiten, wenn man die Fliissigkeit als Kontinuum
voraussetzt, dazu aber n als Funktion von Raum und Zeit gegeben
annimmt.

Es kommen jedoch Falle vor, in denen die Differentialgleichungen
unstetige Funktionen als Losungen besitzen. Dann ist das kritische
Zuriickgehen auf das Diskontinuum nétig, wenn man AufschluB iiber
die feineren Einzelheiten der Unstetigkeit haben will. Auch bei stetigen,
aber in sehr kleinen Bereichen noch stark veridnderlichen Funktionen,
bei denen die Funktionswerte (im durchgefiihrten Beispiel: die Dichte)
gelbst in den kleinsten Volumina AV 9, die gerade noch als physikalische
Individuen angesehen werden kénnen, verdnderlich sind, ist ein Zuriick-
gehen auf das Diskontinuum notwendig.

Sehen wir jedoch von diesen Ausnahmefillen ab, und setzen wir
fir die folgenden Betrachtungen voraus, daBl bei den von uns behan-
delten Fliissigkeiten und Gasen die GroBe der freien Weglinge der
Molekiile gegeniiber den Abmessungen der Fliissigkeitsbereiche zu
vernachldssigen ist, so konnen wir im folgenden die Fliissigkeiten und
Gase als von Masse stetig erfiillt betrachten. Um anzudeuten, daB in
den oben erwdhnten Ausnahmefillen Flissigkeiten und Gase sich in
ihrem Verhalten von einem Kontinuum unterscheiden, bezeichnet man
sie auch als Quasi-Kontinua.

2. Der Begriff des Fliissigkeitsdruckes. Wir setzen folgenden Satz
als eine Art Axiom an die Spitze, indem wir feststellen:

Ein Kontinuum ist dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn an
jedem beliebig abgegrenzten Teil desselben die Resultierende
der simtlichen an ihm angreifenden Krafte gleich Null ist.

Die in Frage kommenden Krifte kénnen wir einteilen in:

1. Oberflichenkrifte, das sind Krifte, die auf die Oberfliche eines
Korpers wirken und der Oberfliche proportional sind,

2. Volumenkrifte oder Massenkrafte, Kriafte, die proportional dem
Volumen oder der Masse sind. Beispiele fiir Volumenkréifte haben wir
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in der Erdschwere p g, wo ¢ die Masse der Volumeneinheit und ¢ die
Erdbeschleunigung ist, ferner in der Zentrifugalkraft.

Betrachtet man irgendeinen sich im Gleichgewicht befindlichen
Korper K (Abb.2), an dem eine Anzahl &uBlerer Krafte angreifen,
so treten auBer diesen Kriften noch innere Krifte auf. Geht man
von einem Diskontinuum aus und macht den Grenziibergang zum
Kontinuum, so laBt sich leicht zeigen, daB bei der Summierung iiber
samtliche an K angreifenden Krifte die
inneren Krafte herausfallen, da sie immer
zweimal mit entgegengesetzter Richtung
vorkommen. Als eine Bedingung fiir das
Gleichgewicht eines Kontinuums erhalten
wir somit die Forderung, daB die geometri-
sche Summe der &uBeren Kréfte gleich Null
sein muf.

Wollen wir nun doch einen AufschluB8 tiber
die inneren Krifte an irgend einer Stelle r}clll}:fké:l;)gf%ﬂmﬁ:ﬁg‘;ggg;
des Korpers haben, so kénnen wir das da-  sufenerjeden Schnittflache mus

. . .. gleich der Resuitierenden der
durch erreichen, dal wir uns den Korper iibrigen an dem abgeschnittenen
an eben dieser Stelle zerschnitten denken, Korper %‘5;?{?‘;2{;“, Buberen
und daB wir dadurch die inneren Krafte zu
aulleren machen. Da sich dann auch dieses in Gedanken abgeschnittene
Stiick im Gleichgewicht befindet, muB die Resultierende auf der
Schnittfliche entgegengesetzt gleich der Resultierenden der iibrigen an
dem abgeschnittenen Korper angreifenden auBeren Krafte sein. Uber
die Verteilung der Krifte in der Schnittfliche erfihrt man allerdings
durch die Anwendung dieses — besonders in der Festigkeitslehre haufig
angewandten — Schnittprinzips nichts.

Noch einen zweiten Satz speziell fiir ein fliissiges Kontinuum,
den wir entweder als einen Erfahrungssatz oder als Definition einer
Fliissigkeit auffassen konnen, wollen wir voraussetzen:

Bei einer Fliissigkeit stehen im Gleichgewichtsfall fiir jeden be-
liebig abgegrenzten Teil der Fliissigkeit die Oberflichenkréifte
senkrecht auf den Flachen, auf die sie wirken, und zwar sind sie von
auflen nach innen gerichtet.

Dieses Senkrechtstehen der Oberflichenkriafte bedeutet nichts
anderes als die vollige Abwesenheit von irgendwelchen Reibungen.

Diese Oberflichenkrifte pro Flicheneinheit, die wir Spannungen
nennen, haben — wie Euler? zuerst gezeigt hat — bei im Gleichgewicht
sich befindlichen Fliissigkeiten eine besonders einfache Bedeutung. Aus
dem obigen Erfahrungssatz bzw. Definition der Flissigkeit in Ver-

1 Euler, L.: Principes généraux de I'état de ’équilibre des fluides. Berlin,
Hist. de 'Acad. Bd. 11 (1755).
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bindung mit dem Axiom iiber das Gleichgewicht eines Kontinuums
wollen wir nun eine fundamentale Aussage iiber den Spannungszu-
stand in einer Fliissigkeit herleiten. Wir machen bei dieser Gelegenheit
zum ersten Male von der in dem Axiom enthaltenen Anweisung Ge-
brauch, dafl wir uns aus der Fliissigkeit irgendein Volumen heraus-
priparieren, wie es gerade fiir den vorliegenden Fall praktisch ist. Fir
dieses Volumen stellen wir dann die Gleichgewichtsbedingungen auf
unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl die Oberflichenkrifte senk-
recht auf den Oberflichen stehen.

In diesem Fall betrachten wir ein Fliissigkeitsvolumen von der
Form eines Prismas mit rechtwinklig dreieckiger Grundflache (der Ver-
einfachung der Rechnung wegen) und der
Hohe 1 (Abb. 3). Bezeichnen p,, p,, p, die
Oberflichenkrifte pro Flicheneinheit, d. h.
die Spannungen auf den Flichen bzw. a - 1,
b-1, ¢+ 1, so mufl fiir den vorausgesetzten
Fall des Gleichgewichtes die Summe der
Vertikal- und die Summe der Horizontal-
komponenten gleich Null sein. In diesem
Fall brauchen wir die senkrecht auf die Basis-

Abb. 3 Gleichgew‘;;ht cincs flichen wirkenden Krifte nicht zu beriick-

Flissigkeiteprismas; alledrei  sichtigen, da sie zu den beiden betrachteten

Drucciig::g:u:l%?cnh? ind Kraftrichtungen keine Komponenten liefern.

Unter Benutzung der sich aus Abb. 3

ergebenden Bezeichnungen ist also, wenn wir zuniichst annehmen, daf

Volumenkrifte nicht vorhanden sind und wenn wir noch die absoluten
Betrige der Vektoren p,, p,, p, mit p,, p,, p; bezeichnen,

pyra—p,-ccos(a, c¢) =0
Py b — py-ccos (b,c) = 0.
Nun ist aber :
a = ccos(a,c)

b = ¢ cos (b, ¢),

mithin
P1—Pp; =0
Py —Pp; =0,
also
P =P = DPs- 1

Die Ableitung dieser letzten Gleichung ist unabhingig von der
GroBe des Prismas und von seiner Orientierung im Raum. Lassen .wir
daher das Volumen des Prismas nach Null konvergieren etwa derart,
daB sich die Fliche c-1 parallel zu sich selbst nach A4 verschiebt, so
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sagt die Gleichung (1) also, daB im Gleichgewichtsfall die Kraft pro
Flacheneinheit, die Spannung, im Punkt A4 unabhingig ist von der
Richtung des Flachenelementes, auf das sie wirkt. Diese von der Wir-
kungsrichtung unabhingige Spannung einer im Gleichgewicht befind-
lichen Flissigkeit heiBt der Fliissigkeitsdruck im Punkte A.

Wihrend bei einem anderen Kontinuum, einem elastischen Koérper
oder auch einer zéhen, sich nicht im Gleichgewicht befindlichen Flissig-
keit, der Spannungszustand in einem Punkt durch die Form und die
Orientierung eines Ellipsoides und damit durch 6 Zahlenangaben ge-
geben ist, geht dieses Spannungsellipsoid bei einer im Gleichgewicht
befindliehen Fliissigkeit in eine Kugel iiber, die zur eindeutigen Be-
stimmung nur eine Zahlenangabe erfordert.

Es ist nun eine Erfahrungstatsache, daB die Fahigkeit zaher Fliissig-
keiten, tangentielle Oberflichenkrifte (Schubspannungen) aufzunehmen,
um so geringer wird, je weniger zéhe die Fliissigkeit ist. Machen wir
jetzt den Grenziibergang zu Flissigkeiten ohne jede Zahigkeit, so
schreiben wir dieser ,,ideal reibungslosen Fliissigkeit die Eigenschaft
zu, keine Schubkrifte aufnehmen zu kénnen. Bei reibungslosen Fliissig-
keiten stehen somit die Oberflichenkrafte in allen Fillen (nicht nur
im Gleichgewichtsfall) senkrecht auf den Oberflichen eines jeden Fliissig-
keitsteiles. Der Druck in einem beliebigen Punkt einer ideal reibungs-
losen Flissigkeit ist also in jedem Falle unabhéngig von der Orientie-
rung des Flachenelementes, auf das er wirkt, d. h. der Flissigkeits-
druck ist durch eine Zahlenangabe eindeutig bestimmt. Das Spannungs-
ellipsoid geht bei der reibungslosen Flissigkeit (auch fiir Nichtgleich-
gewichtszustidnde) in eine Kugel iiber. (Der Spannungszustand in einem
Punkt einer reibungslosen Flussigkeit wird somit durch einen Skalar
bestimmt, wihrend der allgemeine Spannungszustand einer zihen
Flissigkeit durch einen symmetrischen Affinor (vgl. Nr. 44) gekenn-
zeichnet wird.) Fithren wir in einem Kontinuum (elastischer Korper,
Fliissigkeiten) einen beliebigen Schnitt aus, so steht bei einer reibungs-
losen Fliissigkeit die Resultierende der inneren Krafte am Orte des
Schnittes immer senkrecht zur Schnittfliche, wihrend bei zihen
Flissigkeiten und bei elastischen Kérpern die Resultierende der Span-
nungen im allgemeinen nicht senkrecht zur Schnittfliche steht.

. DaB im Gleichgewichtsfall auch fiir zihe Fliissigkeiten der
Druck senkrecht zur Oberfliche des betrachteten Fliissigkeitsteilchens
steht, 138t sich auch noch so einsehen: Betrachten wir zunéchst einen
Korper von dem Gewichte @, der lings einer Ebene E unter Uber-
windung der Reibungskraft K, fortbewegt wird (Abb. 4), so ist die
Resultierende der von dem Korper auf die Ebene ausgeiibten Krifte
(G und K,) unter einem gewissen Winkel « gegen die Normale von E
geneigt. Es ist nun eine wesentliche Eigenschaft jeder Fliissigkeit im
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Gegensatz zu den elastischen festen Korpern, daBl bei nach Null kon-
vergierender Forméanderungsgeschwindigkeit — also im Gleichgewichts-
fall — « ebenfalls nach Null konvergiert, d. h. auch die zihen Fliissig-
keiten konnen im Gleichgewichtsfall keine Schubspannungen aufnehmen.

Haben wir den Begriff des Fliissigkeitsdruckes zunéchst abgeleitet
unter Vernachlidssigung von Volumenkriften, so konnen wir ihn leicht
auch fiir den Fall, daB Volumenkrifte vor-
handen sind, erweitern. Da niamlich die Ober-
flichenkréfte proportional der zweiten Potenz,
die Volumenkrifte jedoch proportional der
dritten Potenz der linearen Abmessung des Le-
trachteten Fliissigkeitsteilchens sind, so laBt
sich der verhaltnisméaBige Anteil der Volumen-
Abb. 4. Ein fester Kirper vom  Lrifte unter jedes beliebige Maf herunter-

Gewicht @ bewegt sich unter

Ebgwgld&!;lz , der 1};;2::@5 driicken, wenn das in Frage kommende Fliissig-
Il r . . o .
imGleichgewichtsfallergibtsich  keitsteilchen nur geniigend klein genommen
bei festen Kdrpern (trockene . . . —
Rejbung) ein endlicher Winkel ©+ wird. Da aber bei der Ableitung des Fliissig-

% el flissigen Korbern Wird® 1 eitsdruckes das Volumen des Prismas nach

Null konvergiert, gilt die obige Ableitung auch
streng fiir den allgemeinen Fall, daB auBer den Oberflichenkriften auch
Volumenkrifte vorhanden sind.

3. Zusammenhang der Druckverteilung mit der Volumenkraft. Wir
wollen jetzt die Frage behandeln: Wie hdngt im Gleichgewichts-
fall der Fliissigkeitsdruck mit den Volumen- oder Massenkriften, die
wir auch als die (von auBen) eingeprigten Krifte bezeichnen, zusammen ?
Die Einheit der Kraft g sei die Kraft pro Masseneinheit, der Dimension
nach also eine Beschleunigung. Wird auch spéter im allgemeinen als
Massenkraft in erster Linie die Erdschwere g in Frage kommen, so
gelten die folgenden Uberlegungenn doch ganz allgemein fiir beliebige
Massenkrifte.

Ein Kraftfeld sei definiert durch die als stetig vorausgesetzte Orts-
funktion des Kraftvektors g. Wir
denken uns nun ein diinnes Zy-
linderchen, dessen Erzeugende

ADb. 5. Gleichgewicht elnes Flissigkeits.  Senkrecht zu g ist (Abb. 5). Fiir
Zrlinderehens, aoeeen Jf{:&‘;ﬁe"’s‘:? senkreoht zur den vorausgesetzten Fall, daB

die Flissigkeit sich im Gleich-
gewxcht befindet, miissen die Resultierenden in drei aufeinander senk-
rechten Richtungen gleich Null sein. Betrachten wir hier lediglich die
Richtung parallel der Zylinderachse, so stellen wir zunichst fest, daB
alle Massenkrifte und auch die Oberflichenkrifte auf dem Zylinder-
mantel senkrecht zur Zylinderachse stehen. Wir haben also nur die
Krifte AF-p, und AF-p, zu betrachten. Diese sind entgegengesetzt ge-
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richtet. Thr Gleichgewicht liefert daher

Py = Ps-

Da aber die Lage des Zylinders in der zu g orthogonalen Fliche be-
liebig war und wir beliebig viele solche Zylinderchen aneinanderreihen
konnen, so ergibt sich hieraus (wenn man die Querschnittsfliche des
Zylinders nach Null konvergieren 1aft) der Satz:

In jeder Orthogonalfliche des Kraftfeldes g ist der Druck konstant.

Diese Flichen gleichen Druckes werden auch — in Anlehnung an
die Wasseroberflaichen, in denen auch gleicher Druck, namlich der
Atmosphéarendruck, herrscht — Niveaufliachen genannt. Ist ein
Vektorfeld nicht ,,flaichennormal, d.h. besitzt es keine Orthogonal-
flichen, so ist auch kein Gleichgewicht méoglich. So besitzt z. B. ein
Schraubenvektorfeld keine Orthogonalfliche. Eine Fliissigkeitsmasse
unter der Einwirkung eines solchen Kraftfeldes wiirde zu kreisen an-
fangen und sich nicht in einem Gleichgewicht befinden konnen.

Ein besonders wichtiges, flaichennormales Kraftfeld ist dasjenige,
dessen Vektor g eine Kréftefunktion U besitzt, d. h. dessen Vektor
der Gradient eines Skalars U = f(x, y, 2) ist:

g=grad U,
in Komponenten:

aU
gr=ﬁ

9: = Wa
g = konst. ist somit gleichbedeutend mit U = konst. Man nennt ein
solches Kraftfeld ein Potentialfeld. Da die Flachen U = konst. Ortho-
gonalflichen des Kraftfeldes g sind, auf diesen jedoch nach Vorherigem
auch der Druck konstant ist, so ist fiir den Fall eines Potentialfeldes
der Druck allein eine Funktion von U:

p={U). @)

Hat das Vektorfeld g keine Kraftefunktion, so ist es im allgemeinen
auch nicht flichennormal; es gibt zwar Fille, in denen ein Vektorfeld
kein Potential, aber doch Normalflichen besitzt. Man kann solche
Felder immer auf die Form ¢ = grad U-f(x, y,2) bringen. Im all-
gemeinen ist hier aber kein Gleichgewicht méglich, es sei denn bei
sehr speziellen Dichteverteilungen. Das Gleichgewicht ist dabei aber
immer instabil.

Wir gehen jetzt dazu iiber, die Abhingigkeit des Druckes von der
Volumenkraft in der Richtung des Kraftvektors zu untersuchen. Zu
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dem Zweck betrachten wir ein Fliissigkeitszylinderchen, dessen Er-.
zeugende parallel zu g ist, und dessen Grundflachen 4F sich in zwe
Flichen mit dem konstanten Druck p bzw. p 4+ dp befinden (Abb. 6)
Stellen wir fiir dieses Fliissigkeitszylinderchen die Gleichgewichts.
bedingung fiir die Richtung des Kraftvektors g auf, so fallen wiedes
alle Druckkrifte auf die Mantelfliche des Zy-
Pl 2F n ekonsy linderchens fort, da diese simtlich senkrecht zw
Richtung der betrachteten Kraftkomponente
g | stehen. Die Betrachtung der iibrigbleibender
e l np-konst. KTafte ergibt, daB das Gewicht des Fliissigkeits.
< zylinders entgegengesetzt gleich der Differenz der
"f+*%  Druckkriifte auf den Grundflichen des Zylin.
"1 ders sein mufl. Bezeichnen wir mit g.die Masse
der Volumeneinheit, so ergibt sich mit. den Be-
A gl ean® zeichnungen der Abb. 6
zur Richtung des Eraliteides @R AFg = (p + dp) AF — pAF = dpAF
ist; dp

t d
an=es oder E% =og. 3)

Hiermit haben wir einen fiir die Statik der Fliissigkeiten ungemein
wichtigen Satz gefunden:

Der Druck im Innern einer Fliissigkeit wichst in der Richtung der
eingeprigten Kraft derartig, dal seine Zunahme pro Lingeneinheit
gleich dem Produkt aus Dichte und eingeprigter Kraft ist.

Betrachten wir die Zunahme des Druckes in anderen zu p = konst.
nicht senkrechten Richtyungen, so erkennt man leicht, daB es sich in

%um den Gradienten von p handelt, so daB8 wir allgemein schreiben

koénnen

grad p = gg (3a)
oder

/]

a_:i =08

op (3b)

W = 00y

i)

_a'g_ 09:.

Fiir den Fall, daB g die Erdschwere bedeutet, also g = g parallel z
ist, vereinfachen sich die letzten Gleichungen zu

dp __ op __ ip _
3—1—0’ W—O, —67—@9'

Dieses Vorzeichen von 7’;— ist richtig, wenn die positive z-Achse nach
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unten gerichtet ist. Wird z nach oben positiv gerechnet, so ist

a
FE=—ey.

Setzen wir jetzt voraus, daB das Kraftfeld ein Potential besitzt,
80 ist, wenn A parallel g ist,

aU
=8 (4)
In Verbindung mit (3) ergibt das
dp = ¢dU; (5)
da aber nach (2) der Druck eine Funktion von U allein ist, haben wir
d .
TE=e=1()

oder

f(U) = [ 0dU + konst.,
d. h. bei bekannter Verteilung der Dichte 1aB8t sich f(U) einfach durch
Integration bestimmen.

Aus g = f(U) ergibt sich, daB fiir U = konst. auch die Dichte
konstant ist. Da wir schon weiter oben gefunden haben, daB auf
den Fliachen konstanten Potentials auch p = konst. ist, so konnen wir
— wenn wir die Zustandsgleichung eines Gases f(g, p, T') = 0 heran-
zichen — sagen, daB unter der Einwirkung einer Potentialkraft der
Zustand des Gases auf einer Niveaufliche konstant ist.

In vielen Fillen ist die Abhédngigkeit der Dichte vom Druck ge-
geben, z. B. bei adiabatischen Zustandsinderungen von Gasen; dann
haben wir nach (5)

Pr
d d
pr= U+ konst. oder pr= U,— Uy,

4

wof—de—p bei Kenntnis der Abhéangigkeit zwischen p und g berechnet

werden kann. Das Integraldep, das selbst wieder eine Funktion von

p bzw. g ist, nennen wir die Druckfunktion und bezeichnen sie mit

pdp
j?=Pmu ®)

wo p, einen beliebigen Anfangswert bedeutet.

Mit dieser einfachen linearen Beziehung zwischen Druckfunktion
und Kriftefunktion ist die Druckverteilung einer unter dem EinfluBl
einer Potentialkraft sich im Gleichgewicht befindlichen Fliissigkeit
prinzipiell erledigt.

Tietjens, Hydromechanik. 2. Aufl. 2
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4. Stabilitat der Gleichgewichtslagen. Wir nennen ein Gleichgewicht
dann stabil, wenn durch jede beliebige kleine Verschiebung ein solcher
Zustand geschaffen wird, der danach strebt, den alten Gleichgewichts-
zustand wieder herzustellen, labil dagegen, wenn das gestorte System
sich von der alten Gleichgewichtslage zu entfernen strebt, indifferent
schlieBlich, wenn der Flissigkeit beliebige Verschiebungen erteilt wer-
den konnen, ohne daB das Gleichgewicht gestort wird.

Um bei einer Fliissigkeit festzustellen, welcher Gleichgewichts-
zustand besteht, nehmen wir in Gedanken ein gewisses Quantum
der Flissigkeit und verschieben es um einen passenden Betrag entgegen
der Kraftrichtung. Hat es dort nach der Verschiebung eine griBere
Dichte als die umgebende Fliissigkeit, so wird es offenbar wieder zuriick-
sinken und zur fritheren Gleichgewichtslage zuriickzukehren streben.
Die Flussigkeit befindet sich in diesem Falle im stabilen Gleichgewicht !,

Besitzt das verschobene Fliissigkeitsquantum an der neuen Stelle
eine geringere Dichte als die umgebende Flissigkeit, so erfahrt es durch
sie einen hydrostatischen Auftrieb, d. h. es ist bestrebt, sich noch mehr
aus geiner urspriinglichen Gleichgewichtslage zu entfernen; die Fliissig-
keit befindet sich im labilen Gleichgewicht.

Findet ein Fliissigkeitsquantum bei jeder beliebigen Verschiebung
in seiner Umgebung die gleiche Dichte, die es selbst nach der Verschie-
bung besitzt, so befindet sich die Flissigkeit im indifferenten Gleich-
gewicht.

Ist die Dichte unabhdangig vom Druck, d. h. haben wir eine in-.
kompressible Flissigkeit, und ist die Verschiedenheit der Dichte nur
durch die Inhomogenitit der Fliissigkeit bedingt (haben wir z. B. in
einem GefaB ibereinander gelagerte Salzlésungen von verschiedener
Konzentration), so ist — wenn wir die Richtung von A mit der Kraft-

richtung zusammenfallen lassen — die Fliissigkeit
im stabilen Gleichgewicht, wenn —g—: >0,
im labilen Gleichgewicht, wenn g—f <0,

im indifferenten Gleichgewicht, wenn —g—i =0

ist.

Bei kompressiblen Fliissigkeiten, bei Gasen, sind die Vorgange in-
sofern etwas verwickelter, als das Gasteilchen bei seiner Ortsverande-
rung auch seine Dichte dndert dadurch, daB es in eine andere Niveau-
flaiche von anderem Druck kommt.

! Man kann natirlich ebenso auch eine Verschicbung in Richtung der
eingepragten Kraft vornehmen. Im Fall der Stabilisat hat das verschobene
Quantum kleinere Dichte als die neue Umgebung und kehrt auch hier zuriick.
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Im II. Kapitel unter Nr. 15 werden wir die Stabilitit von Gasmassen
behandeln und die dabei in Rechnung zu ziehende Abhéangigkeit der
Dichte von dem Druck eingehend beriicksichtigen.

5. Hydrostatische Druckgleichung. Haben wir bisher von dem Kraft-
vektor g nur vorausgesetzt, daf er eine stetige Funktion des Ortes ist
und nur in gewissen Fillen angenommen, daB dieses Vektorfeld eine
Kriftefunktion besitzt, so wollen wir weiterhin den speziellen Fall be-
trachten, daB g die Erdschwere bedeutet. Die Erdschwere ist eine nach
dem Mittelpunkt der Erde gerichtete Zentralkraft und besitzt, wie jede
Zentralkraft, eine Kriftefunktion, die wir — wie bisher — mit U be-
zeichnen wollen. U = konst. sind somit, wenn von der Kriimmung
der Erdoberfliche abgesehen wird, Ebenen parallel der Erdoberfliche,
Die Richtung von & wollen wir entgegen der fritheren Bezeichnung von der
Erdoberflichenachauflen, wieallgemeiniiblich, positiv rechnen. Dadurch
tritt der besprochene Vorzeichenwechsel in (4) ein, so daB wir haben:

g=—20 oder g(h—h)="U,—U.

Da anderseits nach (5)

fd
[2=v-u,
P ¢
ist, so ergibt sich
4
~1rer
h—h = J . )
»

Hierin haben wir eine Beziehung, die es erméglicht — unter Vor-
aussetzung der Kenntnis des Zusammenhanges des Druckes mit der
Dichte —, Héhenmessungen auf Druckmessungen zuriickzufithren, wo-
zu noch die Messung der Temperatur kommt, um aus dieser und dem
Druck nach der Zustandsgleichung die Dichte zu berechnen. Diese
Gleichung, in der die barometrische Hohenformel steckt, kommt be-
sonders bei Messungen von Lufthchen zur Anwendung?!. Die Abnahme
der Erdbeschleunigung mit zunehmender Hohe, die durch die Kugel-
gestalt der Erde bedingt ist, kann im allgemeinen vernachldssigt wer-
den, da der hierdurch verursachte Fehler bei Hohen von etwa 10 km
weniger als /s% betrigt. Denn bedeutet R den Erdradius und g, die
Erdbeschleunigung auf der Erdoberfliche, so ist dié¢ - Erdbeschleuni-
gung (g) in einer Hohe h gegeben durch

R \2 1
g= g°<—R+h> =G (1 +l>2 .
R

1 Im II Kapitel kommen wir ausfiihrlicher auf diese Gleichung und ihre
Anwendung zur Héhenmessung zuriick.
2*
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Dafiir konnen wir als Naherungsformel schréiben (k<€ R):

g=9o(1——231)-
Es ist also:
—U=[gah=g,[(1—3)an
—U;%@—%y
Fir R =6370km und z. B. » = 10 km ist
-’-‘1;—=16m.

Das ist die Korrektionshohe, um die ein bestimmter Wert von U und
damit von p verlegt werden muBl, um der Abnahme von g wegen der
Kugelgestalt der Erde gerecht zu werden. Wie man erkennt, macht
das Korrektionsglied bei einer Hohe von 10 km noch nicht /s % aus.
Fassen wir pg zu einer Grofle zusammen (9g = p), so haben wir
in dem ,,Raumgewicht‘ y das Gewicht der Volumeneinheit und kénnen
(7) schreiben:
mdp
h—hy = - (8)
?
Besonders einfach werden die Verhiltnisse, wenn ¢ und damit
auch yp als konstant angenommen werden kann, wie z. B. bei Wasser
von iiberall gleicher Temperatur. (8) geht dann iiber in

h—b = 317(1’1—1»)
oder
p=p—y(h—h).
Legen wir den Ursprung unseres Bezugssystems noch so, daB &, =(
ist, d. h. bezeichnen wir den Druck an der Stelle & = 0 mit p,, 8o bleibt

p=p —yh. (9)
(Druckgleichung der Hydrostatik.)

Wir haben in dieser Hauptgleichung der Hydrostatik also den Satz.
daB der Druck nach unten zunimmt, und zwar pro Léngeneinheit um
das Gewicht der Volumeneinheit, was wir in Differentialform auch
schreiben konnen:

dp
dn T

6. Anwendungen der hydrostatischen Druckgleichung. Kommuni-
zierende GefidBe. Dafl die Fliissigkeitsspiegel zweier kommunizierender
GefiBle in derselben Horizontalebene liegen miissen, geht unmittelbar

(9a)
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aus der Druckgleichung hervor (da an der Oberfliche der gleiche Atmo-
sphiarendruck herrscht), 1laBt sich jedoch auch direkt einsehen unter
Anwendung eines von Stevin! zuerst benutzten sogenannten Er-
starrungsprinzips. Allgemein ausgedriickt

lautet dieses Prinzip: Einim Gleichgewicht T
befindliches System (z. B. ein Hebel- G 7B /
system) bleibt im Gleichgewicht, wenn 77/ [
hinterher beliebige Teile des Systems als R

starr angenommen werden. Stevin, der e

dieses Prinzip speziell auf hydrostatische

Probleme anwandte, ging davon aus, da3

ein beliebiges Quantum Wasser, in Wasser g%ﬁz'dga’,’;f::gfcﬁﬁ'ege&lﬁ
derselben Dichte eingetaucht, an jeder gﬁz‘i‘g:e‘g&efei‘nc‘;l‘:g"erfggz
Stelle im Gleichgewicht sich befinden miisse, o fgg}gﬂnﬁfe}mﬂz n‘*g:ﬁge fier
und daB dieses Gleichgewicht auch dann

nicht gestort werden konne, wenn man annimmt, daB einzelne Teile
des Wassers — unter Beibehaltung derselben Dichte — erstarren
wiirden.

Um dieses Prinzip auf den Fall der verbundenen Geféfle anzuwenden,
denken wir uns ein Gefil G (Abb.7) mit Wasser gefillt. Das herr-
schende Gleichgewicht kann nun offenbar nicht aufhéren zu bestehen,
wenn man gewisse — an sich beliebige — Teile des Wassers (unter
Beibehaltung seiner Dichte) erstarren
laft. Lassen wir jetzt alles Wasser er-
starren bis auf das Wasser, das dem-
jenigen in dem kommunizierenden Ge-
fal entspricht, so erkennt man, daB
das fliissig gebliebene Wasser auch in
dieser Form sich im Gleichgewicht
befindet.

Eine praktische Anwendung der
kommunizierenden Réhren hat man Y.
in den Fliissigkeitsmanometern, mit Abb. 8a . b. Manometer zur Druckmessung
denen man vielfach den Druck von von Gasen (8a). Manometer zur Messung
Gasen miBt. des Atmosphiirendruckes (8b).

Haben wir in dem rechten Schenkel des in Abb. 8a schematisch
gezeichneten Manometers ein Gas eingesclilossen, und hat sich ein
Gleichgewicht eingestellt bei einem Wasserspiégel im linken Schenkel
von der Hohe %, 8o ist, wenn wir mit p den Druck des Gases, mit p,
den Atmospharendruck, mit p, den Druck im Manometer an seiner
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1 Stevin, 8.: De Beginselen des Waterwichts. Leyden 1586 oder: Oevres
mathematiques. Leyden 1634.
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tiefsten Stelle und mit y das Raumgewicht des Wassers bezeichnen,

P=n+yh
n=p+7yhs,

P=po+y(hy—h)=p+7yh.
Man kann auch den Atmosphérendruck selbst zur Messung bringen,
wenn man in dem geschlossenen Teil des U-Rohrs eine Luftleere her-
stellt (vgl. Abb.8b); es ist dann der Druck p =0 und somit

Po="y (hy—hy).

Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung der kommunizierenden
GefaBe bietet die hydraulische Presse. Abb. 9 zeigt das Prinzip dieser
Pressen, mit denen sich betriachtliche Krafte
— bis 300t und mehr — verhiltnisméBig
leicht ausiiben lassen. Die beiden verschie-
€ den groBen Offnungen der kommunizierenden
Gefale sind mit gut gedichteten Kolben
versehen, deren Querschnittsflichen F; bzw.
F, sein mogen (F; < F,). Wird auf den
kleineren Kolben die Kraft P ausgeiibt, so
ergibt sich daraus an der Beriihrungsfliche
des Kolbens mit dem Wasser ein Fliissig-
keitsdruck p, der sich aus der Gleichung

P=1pF

ADb. 9. Prinzip der hydraulischen hegtimmt. Infolge des Druckausgleiches

e=P- 3. durch die Fliissigkeit stellt sich auch an der

unteren Fliche F, des groBeren Kolbens der

gleiche Druck p ein, der jedoch — da er auf der groBeren Fliche F,
zur Wirkung kommt — die groBe Kraft

Q=pF,

mithin

ausiibt.
Es ergibt sich somit

— ,F2
Q=P

7. Hydrostatischer Druck auf Winde und Boden. Alle hier auftreten-
den Fragen werden im wesentlichen durch die hydrostatische Grund-
gleichung p = p, + yk gelost unter Beriicksichtigung der Tatsache,
daB der Druck in senkrechter Richtung zur Begrenzungsfliche wirkt.

Die auf eine wagerechte Fliche F (Bodenfliche eines Gefifles) vom
Flissigkeitsdruck ausgeiibte Kraft ist somit

P=F(p—mp)=Fyh.
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Der Bodendruck P ist also unabhangig von der Form des GefaSes
und nur abhéngig von der Grée der Bodenfliache, der vertikalen Hohe
der Fliissigkeitsoberflache iiber dem Boden und dem Raumgewicht der
Flissigkeit. Die in Abb. 10a—d dargestellten GefaBe verschiedener For-

Abb. 104, b, ¢ u. d. GefiBe verschiedenartiger Form, die bei gleicher
Hohe der Fliissigkeit gleichen Bodendruck besitzen.

men besitzen bei gleicher Bodenfliche und bei gleicher Wasserhohe
den gleichen Bodendruck P.

Diese als hydrostatisches Paradoxon bekannte Tatsache, da8 sehr
verschiedene Wassermengen denselben Bodendruck ausiiben konnen,
daB die auf den Boden ausgeiibte Kraft unter Umstanden sogar gréfier
sein kann als das Gewicht der gesamten Fliissigkeit (Abb. 10¢), laBt
sich auch leicht mit Benutzung des Erstarrungs-
prinzips erkliren. Betrachten wir beispielsweise %~
den Fall des in Abb. 10c dargestellten GefaBes: [
Wir denken uns zu dem Zweck ein zylindrisches
GefaB mit der Grundfiache F bis zur Hohe & mit l

Wasser gefiillt (Abb. 11). Diese im Gleichgewicht
befindliche Wassersaule iibt offenbar auf den
Boden eine Kraft

P=Fyh
aus. Nun kann aber das Gleichgewicht und so-
mit die auf den Boden wirkende Kraft sich nicht
andern, wenn man gewisse Teile des Wassers (in
der Abb. schraffiert) sich erstarrt denkt, so daf}
die fliissig gebliebene Wassermasse von der Form
Abb. 11 den gleichen Bodendruck ausiibt wie die

Abb. 11. Ein mit Wasser
gefiilltes GefdB; denkt
man sich den schrig
gestrichelten Teil unter
Beibehaltung seiner
Dichte erstarrt, so ergibt
sich, daB der Bodendruck
unabhiéngig von der
Form des GefiaBes und
nur abhingig von der
Hohe der Flissigkeit {st.

in Abb. 10c dargestellte. Durch zweckentsprechende Wahl der sich
erstarrt gedachten Wasserteile 1aBt sich diese Erscheinung ebenfalls
bei den anderen in Abb. 10 angegebenen GefifBformen erkliren.
Der Flissigkeitsdruck auf eine Wand wird gleichfalls mit der hydro-
statischen Hauptgleichung berechnet, nur ist zu beriicksichtigen, dafl
in diesem Fall 2 und somit p auf der Flache nicht konstant ist.
Betrachten wir speziell den Fall, dafl es sich um eine senkrechte
Wand eines GefaBes handelt und fragen wir, wie groB die Kraft ist,
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die auf einen Teil dieser Fliche ausgeiibt wird, so ergibt sich aus dem
linearen Zusammenhang des Druckes mit der Héhe folgende Beziehung:
Errichten wir (Abb. 12) iiber der Fliche F ein gerades Prisma und
schneiden von diesem Prisma durch eine unter 45° gegen die Wand
geneigte Ebene, die den Wasserspiegel in E E schneidet, ein Stiick ab,
so ist offenbar das Volumen dieses abgeschnittenen Prismas (V), multi-
pliziert mit dem Raumgewicht der Fliissigkeit, gleich dem Druck auf
die Fliche F. Die Hohen des Pris-
mas an den verschiedenen Stellen
von F' entsprechen nach Konstruk-
tion den an diesen Stellen herr-
schenden Drucken auf die Seiten-
wand.

Unter Benutzung der hydro-
statischen Hauptgleichungerhalten
wir fir den Druck P auf die
Seitenflaiche F

¥
P=[(p—p)dF,
wenn p, der Druck fiir A = 0 ist (Atmosphéarendruck); oder da

P— Py =17k

Abb. 12, Hydrostatischer Seitendruck,

ist,
r
P=y[hdF =yFh,

wenn h, die Entfernung des Schwerpunktes der Fliche F vom Fliissig-
keitsspiegel ist.

Fragen wir nach dem Angriffspunkt der resultierenden Kraft P
und beriicksichtigen wir dabei, daB das Produkt aus Kraft (P) und Hebel-
arm (h,) gleich dem resultierenden Moment aus allen einzelnen Kriften
sein muB, so haben wir

F
Ph=[(p—pm)dFh
oder mit p — p, = hy
F
Phy=y [WdF=yJ,
wenn J das Trigheitsmoment der Fliche F bedeutet.

Bezeichnen wir mit J,, das Trigheitsmoment fiir die Schwerpunkts-
achse, so ist bekanntlich

J=F h% + JO ’
und wenn wir noch setzen (Abb. 13):
hy =hy + a,
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80 ist Pho+ Pa=yFhi+ yJy = Phy + yJ,,
mithin a=Jo_

Ist beispielsweise ¥ ein Rechteck, so ist, da das Tragheitsmoment
durch die horizontale Schwerpunktsachse J, = l—;gf ist (b die horizon-

tale, I die vertikale Seite des Rechtecks):

_p B e 3
@ = 125ih, 12k ﬂ
Beriihrt das Rechteck mit seiner oberen Seite f _ }1’ A,
den Wasserspiegel, so ist wegen ky = ~;< il s ’,‘_2{1,::_ _1
N Il 1
a = ? . ——— ) —
8. Hydrostatischer Auftrieb und Stabilitiit.

Die Erklirung der Erscheinung, daB ein in eine abb, 13. Angrittspunkt der
Fliissigkeit getauchter Korper scheinbar an Ge- o oaaft eul eine
wicht verliert, 1aBt sich entweder nach dem Gestalt.
Erstarrungsprinzip oder mit Hilfe der hydrostatischen Druckgleichung
durchfiihren.

Wie wir gesehen haben, bleibt eine im Gleichgewicht befindliche
Fliissigkeit auch dann noch im Gleichgewicht, wenn ein beliebiger Teil
von ihr erstarrt, ohne dabei ein anderes Raumgewicht anzunehmen.
Dem Gewicht dieser erstarrten Fliissig-
keitsmasse stehen die Druckkriftp Z==—=—FfF - ——=————==
gegeniiber, die unter der erstarrten - = - FA;— —— - ~—— ——
Fliissigkeitsmasse groBer sind als iiber — —_—
derselben. Die Resultierende di€ser
Druckkrifte muB nun gleich dem Ge- — —
wicht der erstarrten Flissigkeitsmasse — —
sein. Ersetzt man den als erstarrt ge- —-——— T _p,
dachten Fliissigkeitsteil durch einen =~ — — — — — — ~
anderon Korper der gleichen Gestalt, Atk it Hrivugchr sute g
den man Kinstlich an der betreffon.  yswniim ol b e dom
den Stelle gehalten denkt, so bleiben ’
die Krifte auf diesen Korper, d. i. aber der Auftrieb, die gleichen.

Rechnerisch ergibt sich der Auftrieb so: Nach Abb. 14 ist

F
A=[(p,—p) dF
oder mit Pr— P2 =y (hy—hy)

F
4= 9’.[("2 —h)dF
oder A =9V,
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wo V das Volumen des Korpers ist. Ein in eine Fliissigkeit vom Raum-
gewicht y vollstindig eingetauchter Korper erfihrt also einen Auftrieb —
oder eine scheinbare Gewichtsabnahme —vom Betrage des Gewichtes der
von ihm verdringten Fliissigkeitsmasse, wobei die Auftriebskraft immer
im Schwerpunkt der verdringten Fliissigkeitsmasse angreift. Wir haben
also den Satz:

Das Gewicht eines in einer Fliissigkeit im Gleichgewicht schweben-
den oder auf einer Fliissigkeit schwimmenden Korpers ist gleich dem
Gewicht der von dem Korper verdrangten Fliissigkeit.

Was die Stabilitdit von festen Korpern in Fliissigkeiten gegen
Drehung anbelangt, so 148t sich dieselbe fiir vollstindig untergetauchte
Korper durch den Satz erledigen, daB sich der Kérper im stabilen
Gleichgewicht befindet, wenn sich der Schwerpunkt des Korpers
senkrecht unter dem des verdringten Wassers befindet; liegt er
senkrecht dariiber, so befindet sich der Kérper im labilen Gleich-
gewicht. Das' Gleichgewicht ist
schlieBlich indifferent, wenn die
beiden Schwerpunkte zusam-
menfallen.
= Bei nicht vollstandig ein-

_.—::—_—:::; getauchten Koérpern (Schiffen)

== —=—ist die Aufstellung der Stabili-

ST —::::::: tatsbedingung gegen Drehung

oo e~ insofern schwieriger, als bei

Drehungen des Korpers die

Abb. 15. Querschnitt eines Schiffskdrpers; statt der Form des Verdréi,ngten Wassers
Drehung des Schiffes um seine Schwerpunktachse S . . .

um den Winkel—dp wird die Wasserlinie um dp und damit die Lage seines
gedreht. Schwerpunktes sich andert.

Abb. 15 zeigt schematisch den Querschnitt eines Schiffskérpers.
8 sei der Schwerpunkt des Schiffes, 4 der des verdringten Wassers,
also der Angriffspunkt des Auftriebs.

Denken wir uns jetzt eine Drehung des Schiffes um seine Schwer-
punktsachse um den kleinen Winkel —dg oder, was auf dasselbe
hinauskommt, denken wir uns eine Drehung der Wasserlinie um dg,
so moge durch diese Drehung der Schwerpunkt der verdringten
Wassermasse von 4 nach A’ riicken. Die in S angreifende Schwer-
kraft sowie die Auftriebskraft in 4’ sind dann natiirlich senkrecht
zur gedrehten Wasserlinie zu nehmen.

Es fragt sich nun: Ist das durch die Drehung des Schiffes auftretende
Moment bestrebt, das Schiff in seine erste Lage zuriickzudrehen, oder
hat es das Bestreben, das Schiff von seiner Anfangslage noch weiter
fortzudrehen ? Im ersteren Falle haben wir stabiles, im zweiten Falle

labiles Gleichgewicht. Tritt bei jeder Drehung des Schiffes kein Moment
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auf — in diesem Fall muB8 der Schwerpunkt des Schiffes mit dem des
verdringten Wassers immer in eine Senkrechte fallen —, so befindet
sich das Schiff im indifferenten Gleichgewicht.

Bringen wir die Wirkungslinien der Auftriebskriafte in 4 und 4’
im Punkte M zum Schnitt, und bezeichnen wir den Abstand von M
bis S mit A, so ergibt sich nach der Drehung des Schiffes das Moment
Qhdgp, das im Falle der in Abb.15 gezeichneten Lagebeziehungen
offenbar bestrebt ist, das Schiff wieder aufzurichten. Wir haben somit
hier ein stabiles Gleichgewicht.

Wie sich aus geometrischen Griinden ergibt, herrscht stabiles Gleich-
gewicht, solange sich der Punkt M oberhalb von 8 befindet. Liegt M
unterhalb von 8, so herrscht labiles Gleichgewicht. M wird das Meta-
zentrum genannt und A die metazentrische Hohe. Je héher das Meta-
zentrum iiber dem Schwerpunkt des Korpers sich befindet, um so
groBer ist die Stabilitat.

9. Berechnung der metazentrischen Héhe. Wir kniipfen an die Abb. 15
und an die dort gegebenen Bezeichnungen an.

Betragt das Gewicht des Schiffes und somit das Gewicht der ver-
drangten Wassermasse @, und ist der Angriffspunkt der Auftriebskraft 4,
80 haben wir nach einer Drehung des Schiffes um —dg eine Verschie-
bung des Auftriebszentrums um ¢ nach 4’. Das Moment @ ¢ muBl nun
offenbar gleich der algebraischen Summe der auf der rechten Seite
hinzukommenden und auf der linken Seite verschwindenden verdriangten
Wasserteilchen, jedes mit seinem Hebelarm multipliziert, sein:

F F
Qe=[ydFydpy=ydp[y*dF
Qe=yJdy,
wenn J das Trigheitsmoment des Wasserlinienquerschnittes ist; mithin
J
E=Y Q d‘P ’
oder, wenn wir statt des Gewichtes das Volumen der verdringten

Wassermasse V=3 (Deplacement) einfiihren,

J
Aus der Abb. 15 ergibt sich
e=(h+a)dy,
so daB man fiir die metazentrische Hohe & den Ausdruck hat:

h:

€

(lqa_a'

oder

h=13 —a.
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Experimentell 148t sich die metazentrische Hoéhe bestimmen, wenn
man ein grofes Gewicht P von der einen Seite des Schiffes vom
Gewicht @ auf die um b entfernte andere Seite desselben bringt und
dabei den kleinen Winkel dp der Drehung mift, den das Schiff bei

dieser wechselseitigen
— A Belastung  ausfiihrt.
A < .
7 1 Wasser-22. Wie sich aus Abb. 15
> A | oberflachedl: 722 )
. ) s722~~ ergibt, muBl dann
Pb=Qhrdy
oder
5 Pb
Abb. 16. Ein im Wasser schwimmender prismatischer Korper; Qdy
seine metazentrische Hohe ist: b .
h=1g—a sein.

Wir wollen noch
die metazentrische Héhe eines in Abb. 16 wiedergegebenen Korpers
von der Linge I, der Breite b und dem Tiefgang ¢ bestimmen. Die
Hohe des Schwerpunktes iiber der Bodenflache sei c.

Die Trigheitsmomente der Wasserlinienquerschnitte sind

J, = lli; bezogen auf die Langsachse des Schiffes durch den Schwer-

punkt,
2= l;_2b bezogen auf die Querachse des Schiffes durch den Schwer-
punkt.
Wie wir gesehen haben, ist
J
h= 7 —a,

d. h. die metazentrische Héhe # und damit die Stabilitit ist um so
kleiner, je kleiner das Trigheitsmoment J ist.

Da wir annehmen, da8 I > b, also J, > J, ist, so haben wir als
MaB der geringsten in unserem Fall vorkommenden Stabilitat
J, 5

h=% —a=1y—

a.

Setzt man ¥V = 1b¢ und beriicksichtigt man, da a = ¢ -—é ist,

so ergibt sich fiir die metazentrische Hdohe:
b? b2 t
b=t (c—3)

Solange 3 > ¢ —% ist, haben wir ein positives » und damit Stabi-

litat. Man erkennt, daB bei konstantem Tiefgang und konstanter Hohe
des Schwerpunktes iiber der Bodenfliche die Stabilitit wesentlich ab-
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hingt von der Breite des Schiffes. Bei einer bestimmten Breite wird
k =0, d.h. das Gleichgewicht indifferent, bei weiterer Abnahme der
Breite wird k negativ und somit das Gleichgewicht labil.

II. Anwendung der Druckgleichung auf permanente
Gase. Stabilitit von Luftmassen.

10. Zustandsgleichung fiir permanente Gase. Wir gehen aus von
der Zustandsgleichung fiir permanente Gase:

pv=RB-T.

In dieser Gleichung seien alle GroBen in technischem MafBe genommen,
d. h.

3
pin X v=§in 5 T=10Celsius + 273,

80 daB wir fiir die Dimension von B haben:
[B] = m/Grad Celsius.
Die GroBe B ist fiir verschiedene Gase im allgemeinen verschieden
gro3;
fiir mittelfeuchte Luft ist: B = 29,4 m/Grad Celsius,
fiir trockene Luft: B = 29,27 »
Setzen wir in (8) des I. Kapitels (S. 20)

1
Y=3

v b}
80 ist

P
hy—hy = [vdp (1)
P

und, wenn man v mit Benutzung der Zustandsgleichung eliminiert:

m
hz—h1=Bde?p. )
Ds
Man erkennt, daB- hier die Temperatur als eine wesentliche Grofle
hineinkommt.
Fiir die weitere Berechnung ist es nun notwendig, Annahmen iiber
die Temperaturverteilung zu machen. Wir werden die foloenden Fille
behandeln:

v =% = konst. gleichférmige Atmosphire,

T = konst. isotherme Atmosphiire,
p-v" = konst. polytropische Atmosphére.
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11. Gleichférmige Atmosphdre. Die Annahme, da8 die Dichte der
Atmosphére vom Druck und damiv von der Héhe unabhéngig sei, hat
zunidchst nur fiir Niherungsformeln bei kleinen Héhenunterschieden
Wert, da die wirkliche Atmosphire in keiner Weise mit dieser An-
nahme iibereinstimmt. Eine solche Voraussetzung wiirde némlich ein
labiles Gleichgewicht der Luft bedeuten.

Unter der Voraussetzung v = % = konst, haben wir fir (1)

.
hy = by =v f dp
Ps
oder
hy — by = v(py — p)* (3)
Rechnen wir die Héhe von der Erdoberfliche aus, d. h. setzen wir
hy = 0, und nehmen wir die hier herrschende Dichte y, =vl als die
1

konstante Dichte der gleichférmigen Atmosphére an, so ergibt (3),
wenn wir fir h, und p, die variable Hohe A bzw. den dazugehérigen
Druck p setzen,

h=v(p,—p). (4)
Offenbar bedeutet diejenige Hohe A, fiir die der Druck p gleich Null
ist, die ,,Hohe der gleichférmigen Atmosphire‘. Bezeichnen wir diese
Hohe mit &y, so ist

hy = pyv, (5)
und unter Beriicksichtigung der Zustandsgleichung
hy = BTy,

wo T, die Bodentemperatur bedeutet. Die Hohe der gleichférmigen
Atmosphire wird sich als eine wichtige RechengriBe erweisen. Nennen
wir diese Hohe fiir die Bodentemperatur ¢ = 0° die Normalh6he der
gleichférmigen Atmosphére, und bezeichnen wir sie mit k,, so ist

h,= B-Ty=29,4-273 = 8026 m oder rd. 8 km . (6)

Um die Hohe der gleichférmigen Atmosphire fiir eine Bodentempera-
tur von t9 zu berechnen, kénnen wir setzen:

2730 +¢° to
o= b g = by (1 5750)

ho = h, (1 +0,0047) .

oder angenahert

* Dic Voraussetzung v = konst. ist in weitem MaBe bei Flissigkeiten er-
fiillt, so daB man dort in Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit schreiben

kann:
hy—h = e 7 P:  (Hydrostatische Gleichung).
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Wir wollen zum SchiuB in der Behandlung der gleichformigen
Atmosphire noch die Frage beantworten, fiir welche Hohe wir eine
Druckabnahme um 1% haben, d.h. fiir welche Hohe p, — p =
ist. (4) lautete

P
100

h= v (pl - p) ’
also
=
und mit Benutzung von (5) und (6)
— b _
h= l*O*—O = 80m o

Wir erhalten somit unter Voraussetzung einer gleichformigen Atmo-
sphire bei Annahme einer Bodentemperatur von 0°C eine Druck-
abnahme von 1% bei einer Héhenzunahme von 80 m.
12. Isotherme Atmeosphire. Wir setzen jetzt voraus, daB die Tempe-
ratur der gesamten Atmosphéire konstant ist: 7' = konst. = T',.
Aus (2) ergibt sich dann:
D
d
hy—h =BT [,
21
oder
hy — hy==BT,In 21|
2
und unter Beriicksichtigung von (5)

) A
h,—hl——-holn% oder p,=pe BTi=pe M. (7)
2

Wir erkennen also, wenn wir p, = 0 setzen, daB die Hohe der iso-
thermen Atmosphire logarithmisch unendlich wird. In' der andern
Form sagt (7) aus, daB die Drucke mit der Hohe exponentiell ab-
nehmen.

Da sich die Barometerstande (b) wie die Drucke verhalten, kénnen
wir fiir (7) auch schreiben:

M—m:mm%:m@+%§m%
(Barometrische Hohenformel).

Bei Emden! finden wir die Grofe % = n eingefiihrt und Ta-
bellen fir :
H(n)=nh,-Inn
aufgestellt.

1 Emden, R.: Grundlagen der Ballonfilhrung. Leipzig 1910,
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Die ganze Uberlegung gilt jedoch nur fiir 7' = konst. In Wirklich-
keit wird aber im allgemeinen — besonders bei groBeren Hohen —
eine Temperaturabnahme mit zunehmender Hohe beobachtet. Man
kann sich aber dadurch helfen, da8 man die Luft in Schichten kon-
stanter Temperatur eipteilt und fiir die einzelnen Schichten Mittel-
werte der Temperatur annimmt.

> 13. Polytropische Atmosphire. Die polytropische Atmosphire ent-
spricht einer Gleichung zwischen p und v von der Form

p-v™ = konst,.

Wie man erkennt, enthdlt diese Gleichung fiir n = 1 den Spezialfall
der isothermen Atmosphére. Eliminieren wir v unter Benutzung der
allgemeinen Zustandsgleichung p-v = B-T, so haben wir

oder

oder

Setzen wir fest, daB fiir p = p, die Temperatur T = T, ist, so ergibt
sich fiir die letzte Gleichung
n—1

T=T, (%)_"_ . 8)

Gehen wir mit diesem Ausdruck fiir 7' in (2) ein, so ergibt sich

P 1

a—1
hy— by =BTp, * fp "dp

P:

oder
1:—1' 1
b= b=k 2 (2) 7 [
oder
n;l
b= b= k{1 - (B2) 7 o)

Wir haben in dieser Hohenformel die Abhingigkeit der Hohe vom
Druck.
Eine analoge Beziehung der Héhe mit der Temperatur bekommen

wir, wenn wir
n—-1
(B T
P1} T,
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in die Gleichung (9) einsetzen. Dann ist:

n T.
oder
hy— by = T B(T,—T,). (10)

Diese Gleichung sagt also aus, daB unter der Voraussetzung einer
polytropen Atmosphire die Hohe eine lineare Funktion der Tempe-
ratur ist.

Rechnen wir wieder die Héhe von der Erdoberfliche aus, d. h.
getzen wir h; = 0 und schreiben wir fiir h, die variable Hohe &, so
ergeben die Gleichungen (9) bzw. (10) nach p bzw. T aufgelost:

_n_
p=m(1- ")
T=T1(1—";3—,"-';). (11)

~ Wihrend in der letzten Gleichung wieder die lineare Abhingigkeit
der Temperatur von der Hohe zum Ausdruck kommt, erkennen wir
aus der vorletzten Gleichung, daB der Zusammenhang des Druckes
mit der Hohe gegeben ist durch eine hohere Parabel. Fiir p = 0, d. h.
fiir den Scheitel der Parabel, ergibt sich eine Héhe » = A’ aus der
Beziehung:

n—1 &
n hy 1
oder
r_ " .
h—n i hy.

Setzt man fiir n einen der Beobachtung entnommenen Wert, etwa
n=12,
so erhélt man als Hohe der polytropen Atmosphire
B =6hy=48km.

Die Frage nach der wirklichen Beschaffenheit der Atmosphire
laBt sich dahin beantworten, daB man im wesentlichen zwei vonein-
ander verschiedene Gebiete der Atmosphire unterscheiden kann.

Der untere Teil der Atmosphire, der in unseren Breiten sich bis
zu einer Hohe von etwa 11 km erstreckt, heiBt Troposphire. Es ist
dieses ein Gebiet, in dem dauernd betrichtliche Umwilzungen vor-
kommen, und zwar kann man groBe und kleine Zirkulationen unter-
scheiden. Wéhrend die groBfen Zirkulationen Luftstromungen vom Pol
bis zum Aquator und zuriick darstellen, sind die kleinen Zirkulationen

Tietjens, Hydromechanik. 2. Aufl. 3
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durch Tief- und Hochdruckgebiete bedingt und ortlich beschrinkt.
Die Troposphire erhsht sich am Aquator bis zu 14 km, wahrend sie
am Pol nur bis etwa 7 km reicht. In diesem Gebiet kann man im Mitte]
fiir n den Wert 1,2 setzen.

Uber der Troposphiire erhebt sich als zweiter Teil der Atmosphire
die sogenannte Stratosphire (ausgebreitete Atmosphire). Unter der
Stratosphire haben wir eine geschichtete Luftmasse zu verstehen, in
der — im Gegensatz zur Troposphire — keine Umwilzungen statt-
finden, sondern die sich im wesentlichen im Strahlungsgleichgewicht
befindet. Es ist dieses ein Gebiet von nahezu konstanter Temperatur
von etwa t = —50°C. Dieses wiirde einer Annahme von » =1 ent-
sprechen. Wir wollen noch bemerken, daB zwischen der Troposphire
und Stratosphire keine scharfe Grenze, sondern ein allmahlicher Uber-
gang anzunehmen ist.

14. Bestimmung des Exponenten 7 der Polytrope. Man kann einer-
seits ausgehen von dem Zusammenhang zwischen Temperatur und
Druck und anderseits von der Beziehung zwischen Hoéhe und Tem-
peratur.

Aus (8) erhalt man

n—1
T, _ (&)T
/4 P
oder
T, n-—1 De

log T, n log n

nach » aufgelost:
log?l
_ y 2
AR
log P2 _ jog -2
o8 b2 ¢ T,
Statt der Drucke kann man wieder die Barometerstinde nehmen.
Die zweite Moglichkeit zur Berechnung von n aus der Beziehung
zwischen Héhe und Temperatur gestaltet sich folgendermaBen:
(10) ergibt nach n aufgeldst:
h =
" hy—h — B(T,— T

und durch A, — h; dividiert:

1 1
n = =
_gh—T, T,—- 71y
1 B—h—z_hl 1+Bh2—hl
oder in Differentialform
1
n= g (12)

l+Bﬁ
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nach %‘ aufgelost
aT n—1 1
ah - n B
Es ist nun in der Meteorologie iiblich, die Anderung der Temperatur
mit der Hohe oder den Temperaturgradienten auf eine Héhenanderung
von 100 m zu beziehen, da dann gerade der Temperaturgradient — wir

bezeichnen ihn mit 4 — von der GréBenordnung 1° ist. Also
A = Temperaturinderung in °C fiir 100 m
oder, da mit zunehmender Héhe eine Abnahme der Temperatur statt-

findet,
aT
4 =100(—%3).
Fiithren wir den Temperaturgradienten 4 in Gleichung (12) ein,
so ergibt sich, wenn wir noch fiir die Konstante B ihren Wert 29,4

einsetzen,

N 1 340
n_l__l_?_A_l—O,294A_3,4O—A' (13)
100
oder nach 4 aufgelost
A=340""1 (13a)

Diese Gleichungen liefern, wenn der Temperaturgradient experimentell
bestimmt ist, den gesuchten Wert ven =.

Einen wichtigen Spezialfail woilen wir im folgenden noch erwihnen:
Da es sich im allgemeinen um groBe Luftmassen handelt, die bei raschen
Bewegungsvorgingen keine Gelegenheit haben werden, Wirme zu
empfangen oder abzugeben (wenn es sich nicht gerade um Misch-
vorginge oder besondere Strahlungsvorginge handelt), miissen wir solche
Vorgiinge als adiabatisch betrachten.

Hierfiir gilt nun die Beziehung:

p-v"= konst. ,

WO % = %’ = 1,405 ist, oder in unserer Schreibweise (da die Adiabate

ein Speziajlfall der Polytrope ist)
n = 1,405.

Setzen wir diesen Wert in die letzte Gleichung fiir 4 ein, so ergibt sich
fiir den adiabatischen Temperaturgradienten:
4=10,98°C/100 m.

Fiir eine adiabatische Schichtung ergibt sich also ein Temperatur-
gradient von etwa 1°C/100 m.
15. Bedeutung des Temperaturgradienten fiir die Stabilitit von Luft-
massen. Durch die adiabatischen Schichtungen von Luftmassen werden
3=
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wir auf eine neue wichtige Fragestellung hingewiesen, nimlich auf di
Stabilitdét und Labilitdét von Luftmassen, wobei die adiabatischs
Schichtung — wie wir sehen werden - gerade dem indifferenten Gleich
gewichtszustand entspricht. Wir verstehen unter einer stabilen Schich
tung von Luftmassen eine solche, bei der ein gewisses Luftquantum
das aus einer Schicht in eine andere gebracht ist, wieder in seine ur
spriingliche Schicht zuriickstrebt; hat es das entgegengesetzte Be
streben, sich von seiner Schicht weiter fortzubewegen, so bezeichne
man eine solche Schichtung als im labilen Gleichgewicht befindlich
Von einem indifferenten Gleichgewicht spricht man dann, wenn be
jeder Verschiebung eines Luftquantums weder das Bestreben besteht
zur urspriinglichen Lage sich hinzubewegen, noch von der urspriing
lichen Lage sich weiter fortzubewegen.

Um die Frage zu beantworten, ob eine Luftmasse sich im stabile:
oder im labilen Gleichgewicht befindet, denkt man sich ein Luft
quantum von einer Schicht in eine héhere gebracht. Hierbei expandier
diese Luft adiabatisch. Es fragt sich nun: Wie paBt das Luftquantun
in seine neue Umgebung ? Ist die Dichte der umgebenden Laft geringe
als die durch die adiabatische Expansion auch geringer geworden
Dichte des Luftquantums, oder ist sie gréBer oder gleich? Der erst:
Fall entspricht einem stabilen Gleichgewicht, der zweite einem labile:
und der letzte Fall einem indifferenten Gleichgewicht. Man erkenn
hieraus, daB eine adiabatische Schichtung im indifferenten Gleichgewich
ist; denn jedes Luftquantum, das aus seiner Lage in eine andere gcbrach
wird und dabei sich adiabatisch é&ndert, findet in seiner neuen Lag
— wegen der vorausgesetzten adiabatischen Schichtung — die gleich
Dichte vor.

Es geniigt also fiir die Stabilitdt einer Luftmasse nicht, daB8 di
oberen Schichten geringere Dichte haben als die unteren, sondern da:
MaB der Abnahme der Dichte muB wenigstens ein‘solches sein, wie &
das adiabatische Gesetz ergibt.

Wir wollen nun die Rolle des Temperaturgradienten bei den ver
schiedenen Gleichgewichtszustinden untersuchen, wobei es sich zeiger
wird, da man in dem Temperaturgradienten ein bequemes Kriteriun
fiir die Stabilitdt oder Labilitat einer Luftmasse hat.

Wie wir soeben gesehen haben, entspricht die adiabatische Schichtuny
dem indifferenten Gleichgewicht. Fir die adiabatische Schichtung haber
wir aber als Temperaturgradienten: A =0,98°/100m entsprechenc
einem n =x = 1,405. Da einerseits cinem » <<» Stabilitdt entspricht
und anderseits fiir n <<% nach (13a) 4 < 0,98%100m wird, so ha

man also fir
4 < 0,98°C/100 m

ein stabiles Gleichgewicht.
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Da ferner einem n > » Labilitit entspricht, und man fir n > »
einen Temperaturgradienten 4 > 0,98°/100 m erhalt, so ist bei

4 > 0,98°C/100 m

die Luftmasse im labilen Gleichgewicht.

Man sieht daraus, daB ein Temperaturgradient von etwa 1° C/100 m
der groflte zu beobachtende Temperatur-
gradient in einer im Gleichgewicht befind- 47
lichen Luftmasse ist, da jeder griflere %%
Temperaturgradient Labilitat der Luftmasse
zur Folge haben wiirde.

Setzen wir fiir adiabatische Schichtun.-
gen als ungefihren Wert des Temperatur-
gradienten 3

7000

500

5°  20° 75° —=t%C
-— 10
4=1°C/100 m, Abb. 17. Abhangigkeit der Tempe-

.. . . . ratur von der Hohe bei verschiedenen
und tragen wir in einem rechtwinkligen Bodentemperaturen wnter Annahme

Koordinatensystem die Hohe % als Funktion °™* adi(“;:?;c.h é;‘m(l)“;‘l;’scmcm““
von der Temperatur ¢ auf, und zwar in '

einem derartigen Mafistab, dal eine Abszissendifferenz von 10° C gleich
einer Ordinatendifferenz von 1000 m ist, so ist der Zusammenhang
zwischen k und ¢ dargestellt ain
durch Geraden, die die Ab- = T
szissenachse unter 450 2000
schneiden (Abb. 17). Fir
jede Bodentemperatur er-
gibt eine derartige Gerade
die zugehorige adiabatische

stabile Sehichtung b<A<q398 Ywom
7500

7000 Inversion oesaoﬁa'eﬁ.s

stadr/ <

Schichtung. 500
Wie wir sahen, stellt \ /hdﬁ%ag;;zjom
ein  Temperaturgradient T 7T L A VLR g
von 1°C/100 m, d. h. i Lo
on / m, - . 1m Abb. 18, Luftschichtung mit Inversion.

Diagramm eine Neigung
von 459 die Grenze einer stabilen Luftmasse dar. Je kleiner - ist,
d. h. je steiler die Geraden, um so stabiler die Luftmasse.

Beobachtungen zeigen, dal 4 auch negativ sein kann, d. h. daB bei
zunehmender Hohe die Temperatur auch wachsen kann. Ein derartiger
Fall bedeutet eine besonders stabile Schichtung. Die Meteorologen
nennen eine derartige Schichtung eine ,,Inversion‘* (Abb. 18).

Die Inversionen wird man im allgemeinen erkliren konnen als
Grenzen von Luftstromungen verschiedener Herkunft. Die wirmere
Luftschicht schiebt sich dabei iiber die kaltere Schicht hiniiber (der
umgekehrte Fall wire labil).
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16. EinfluB der Feuchtigkeit. Der Luft ist im allgemeinen Wasser
dampf beigemischt. Bei einer vorgegebenen Temperatur kann i
1 cbm Luft nur eine bestimmte Maximalmenge Wasser in Dampfforn
enthalten sein. Sobald diese Menge (Sattigungsmenge) iiberschritter
wird, kondensiert ein Teil des Wasserdampfes und scheidet sich i1
Tropfenform (Nebel) ab.

Die Sattigungsmenge in einem Kubikmeter ist abhéngig von de
Temperatur, aber unabhidngig vom Luftdruck. Die folgende Tabell
gibt die Sattigungsmenge in g/cbm fiir eine Anzahl Temperaturen

bei 1o —10° 0° 10° 20° 30°
g/cbm 2,1 4,9 94 17,3 304.

Solange der Wasserdampf in gasférmigem Zustand ist, bringt seir
Vorhandensein in diesen geringen Mengen wenig Anderung in den
Verhalten der Luft hinsichtlich ihrer Stabilitit hervor. GroBe Ande
rungen aber ergeben sich, wenn der Wasserdampf kondensiert, infolg
der sehr groBien dabei frei werdenden Kondensationswirme (rd
600 cal/g bei 20° C). Die Kondensation kann z. B. eintreten, wenn feucht
Luft adiabatisch expandiert. Ungesattigte Luft wird durch adiabatisch.
Abkiihlung schnell gesittigt, da bei adiabatischer Expansion die Tem
peratur sinkt, und dabei die Sattigungsmenge schneller abnimmt al:
die in der Volumeneinheit enthaltene Wassermenge, die wegen de:
Volumenzunahme der Luft auch abnimmt. Uberschreitet die in de:
Volumeneinheit enthaltene Wassermenge die Sittigungsmenge, so trit
Kondensation ein, und ein Teil des Wassers schligt sich an vorhan
denen Staubteilchen (Kondensationskernen) in Tropfenform nieder
Dabei ist nun von Bedeutung, daB bei weiterer adiabatischer Expan
sion die Lufttemperatur durch die frei werdende Kondensationswirms
langsamer sinkt als sie es ohne Kondensation tun wiirde.

Fiir feuchte Luft (100% rel. Feuchtigkeit) 148t sich der Temperatur
gradient bei adiabatischer Schichtung berechnen, und zwar ergibt sicl
fir die bodennahen Schichten ein etwa halb so groBer Wert wie fii
trockene Luft; firr die hoheren Schichten ergibt sich wegen des be
der tieferen Temperatur geringeren Wasserdampfgehaltes ein kleinere:
Unterschied gegen die trockene Adiabate.

Wir betrachten als ein Beispie
der ,feuchten Adiabate“ folgen

Héhe Bodentemperatur : e
in Zece i 2000 den Vorgang: Eine gesittigte Luft
m ) | n 4 masse wird aus irgendwelcher
: Griinden (Bergriicken) in die Héhe
% 0 0,62 1 1,22 l 044 | 1,15 gehoben (Abb. 19, von 4 nach B)
4088 g’;g | i’gg | 8’?2 %’;g mit yunehmender Héhe nimmt dic
6000 — ¢ = 063|123 Kondensation dauernd zu. Die ein
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zelnen Nebeltropfen werden dabei unter Umsténden so groB, daB sie als
Regen zu Boden fallen. Bewegt sich die Luftmasse dann iiber den Berg-
riicken hinweg und wieder ins Tal, so erwdrmt sie sich, zunéchst wie-
der nach der feuchten Adiabate, da ein Teil der Warme bei der
Verdampfung des noch vorhandenen Nebels wieder gebunden wird.
Von dem Augenblick (C) an, wo die letzten Nebeltropfen in den
gasférmigen Zustand iibergefiihrt sind, erfolgt die Erwarmung nach
der trockenen Adiabate,
so daB die Luft, wenn sie
ihre urspriingliche Hoéhe ss00
(D) wieder erreicht hat,
eine betrichtliche Erwir-
mungerfahrenhabenwird.
Der hier skizzierte Vor-
gang liegt der Erschei- zp0
nung des sogenannten

,,F6hn* zugrunde. GroBe 7500
Kettengebirge kénnen auf

diese Weise zu Wetter- 7
scheiden werden. Regen-
gebietesindimmerGebiete
aufsteigender  feuchter &

Luftstrome, wihrend die

. : . Abb. 19. Beispiel einer Luftbewegung bei ,,feuchter Adiabate**.
Gebiete hinter emnem Die hLu(tgmss% stglﬂt (Bergricken) von A4 bis B bei
i i zunchmender Kondensation; von B nach C fillt 'sie bej
Bergm?ken" . wo die an Verdunstung des noch vorh'&ndencn Nebels, von € nach D
Feuchtigkeit &rmer gewor- nach der ,,trockenen Adfubate*.

dene Luft wieder absteigt,

regenarim und trocken sind. Man vergleiche z. B. die Regenverhiltnisse
an der Westkiiste Siiddamerikas. wo bei durchschnittlich westlichem
Wind (feucht, da iiber den Stillen Ozean geweht) das schmale, den
gewaltigen Kordilleren westlich vorgelagerte Gebiet dulerst regenreich
und fruchtbar ist, wiahrend das Hinterland wiistenihnlichen Cha-
rakter hat.

17. Begriff der potentiellen Temperatur. Die Tewaperatur, die eine
Luftmasse durch adiabatische Verdichtung annchmen wiirde, wenn
sie auf ein vereinbartes Normalniveau (Meeresoberfliche) herabgefiihrt
bzw. auf den dort herrschenden Normaldruck gebracht wiirde, wird mit
potentieller Temperatur bezeichnet. Eine adiabatisch geschichtete Luft-
masse besitzt demnach konstante potenticlle Temperatur.

Wie wir in Nr. 15 gesehen haben, entspricht einem Temperatur-
gradienten 4 S 1 (genauer < 0,98) ein {Sl?bbiile(:} Gleichgewicht, so

daB in Abb. 20 die Kurve I einer labilen, die Kurve IJ einer stabilen

hin
m

Jooo

2500

500

5°  ° 75° 20° 25°  J0° 35":—,6,,
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und die Kurve III einer indifferenten Schichtung der Atmosphire
entspricht.

Ubertragt man diese Temperaturverteilungen sinngemdf auf die
potentielle Temperatur, so gehen die in Abb. 20 dargestellten Kurver

nin in die von Abb. 21 iiber. Man kanr
mT somit sagen, daB in einer (nicht mit
3000 Wasserdampf gesattigten) Luftmasse
2500 {i?l}iiizs} Gleichgewicht herrscht
2000 wenn die potentielle Temperatw
nach oben {z“m.mmt} (Abb. 21).
1500 ) abnimmt
Die potentielle Temperatur spiel
000 also dieselbe Rolle wie die gewohnlich.
4 Temperatur in einer volumenbestin
500 digen Fliissigkeit mit positiver Wirme
ausdehnung (z. B. Wasser oberhall
CRNE A A A TR 4° C).
Abb. 20, Kurve I labile Schichtung,[Kurve 11 Lragen wir die Hohe 4 als Funk

stabile Schichtung, Kurve 1II Indifferente

Sehightung. tion der potentiellen Temperatu

auf, so entsprechen die Parallelen zu

h-Achse den verschiedenen adiabatischen Schichtungen mit verschie
denen Bodentemperaturen (indifferentes Gleichgewicht). Nimmt mi
zunehmender Hohe die poten

rint . 2u
tielle Temperatur , so haber
Jooot- ab
wir — wie wir gesehen haben —
25001~ ein {stal?xles} Gleichgewicht, ent
labiles
2000~ sprechend einer Kurve, dere:
Tangenten die Abszissenachs
7500 =4 i
unter { spitzen | Winkeln {a
) A stumpfen | '8
1000 1= 7 schneiden, und zwar ist di
. jstabiler]
5001 Schichtung um so il&biler | ¥
& {kleiner o

5 1 %5 20 25 30 —>=pT) "Berﬂ} ist (Abb. 22).

L gro
Abb, 21. Die der Abb. 20 entsprechenden Kurven grUb ir di . Luf
unter Zugrundelegung der potentieflen Temperatur. ertragen wir die eine Lu t

schichtung  charakterisierend

(h, t}-Kurve in ein (Hohen-potentielle Temperatur-) Diagramm, (h,p.T.)

Kurve, so ergibt sich fiir ungesittigte Luft beispielsweise folgend:
Gegeniiberstellung (Abb. 23a, b).

Wir gehen jetzt dazu iiber, Mischungsvorgédnge von stabiler
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Luftschichten zu betrachten. Durch die in Abb. 24 stark ausgezogene
Linie sei eine stabile Luftschichtung charakterisiert.

Will man z. B. eine Luftmasse 4, /
in der Hohe %, mit einer anderen in T \ /
der Héhe &, befindlichen Luftmasse 4, /
mischen, so miissen beide Luftmassen
in gleiche Hohe gebracht werden, \

z. B. die Luftmasse 4, von der Hohe 4, \

nach der Hohe h,. Die Temperatur ! \

dieser Luftmasse steigt bei dieser |} \
adiabatischen Héheninderung von f, Abb. 22. Stabile und labile Scm;;;)gjz
auf t;. Die in A, befindliche Luft- nacﬁdel.n“der Neigungswinkel klelnergode‘x2
masse A, von der Temperatur ¢, und grofer als eln rechter .

die nach h, gebrachte Luftmasse 4; von der Temperatur ¢, mischen
sich nun zu einem Luftgemisch von der Temperatur ¢,.

Wird umgekehrt eine T /ZT

Luftmasse 4, von der Hohe
hy nach h, verschoben, so //

wird ihre Temperatur {,;
durch ‘Mischung mit der vy
neuen Umgebung entstehe d
die Temperatur ¢,. Man er-
kennt, daB der Tempera- — —

2 ¢ 6 ».r

turgradient sich durch die ‘
Misch .. Abb. 23a u. b. UObertragung der fiir eine JLuftschich-
schungsvorgange dem tung charakteristischen (A, t)-Kurve (Abb, 23a) in ein

adiabatischen néhert. (h, pT.)-Diagramm (Abb. 23b).

Da die Temperaturen der Luftmassen am Mischungsort (k,) sich
von den potentiellen Temperaturen nur um eine vom Druck abhingige
additive GroBe unterscheiden, und
da die potentielle Temperatur
der nach A, gebrachten Luftmasse
A, dieselbe ist wie in A, (adiaba-
tische Verdinderung), so laBt sich
die Mischungsregel fiir in ver-
schiedenen Héhen befindliche Luft-
massen anwenden unter Verwen-
dung der potentiellen Tempera-
turen dieser Luftmassen. 3

Diese Regel ist allerdmgs nur Abb. 24. EinfluB von Mischungsvorgingen stabiler
angenahert rlchtlg, da die Druck- Luftschichtungen auf den Temperaturgradienten.
verteilung von der Art der Schichtung nicht unabhiingig ist. Die Fehler
sind aber nur von der zweiten Ordnung in

hy— hy

0

Y

[eg
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Bei wiederholtem Mischen muf3 die potentielle Temperatur immer
mehr sich einem konstanten Werte nihern und damit die Schichtung
adiabatisch werden, d. h. in den indifferenten Gleichgewichtszustand
kommen. (Diesem Vorgang entspricht, da8 bei Wasser mit nach oben

<

tec

Abb. 25, Bodenabkiihlung,
durch die eine sehr stabile
Schichtung bewirkt wird
(abends u. nachts).

zunehmender Temperatur durch wiederholtes
Mischen die Temperatur sich ausgleicht und
einem konstanten Werte zustrebt.)

18. Entstehung von Wolken. Die Anderungen
der potentiellen Temperatur in einer geschichteten
Luftmasse erfolgen groBtenteils durch Einwir-
kung vom Boden her, dann aber auch durch Kon-
densation und Verdunstung. Ferner kommt Ein-
und Ausstrahlung des in der Luft vorhandenen
Staubes in Frage, weniger eine Strahlung der
Luft selbst, von der hauptsichlich Wasserdampf
und Kohlensdure absorbieren.

Eine Abkiihlung vom Boden her gibt immer

eine sehr stabile Schichtung (Inversion). Abb. 25 zeigt den Vorgang der
Bodenabkiihlung, wie er sich des Abends und nachts an der Erd-
oberfliche abspielt: Man sieht, wie mit zunehmender Bodenabkiih-
lung immer héhere Luftschichten von der Abkiihlung ergriffen werden
(hauptsachlich durch langwellige Strahlung im Wasserdampf). Wir
haben hier den Fall, daB mit zunehmender Héhe die Temperatur zu-
nimmt, d. h. wir haben eine. Inversion, von der wir schon erwihnten,
daB sie besonders stabil ist. In bergiger Gegend fiillen sich hiaufig die
Tiler des Abends mit kalter Luft, die von den Abhingen herabstromt
und dann weiter talabwiirts flieBt (Talwind).

g

ta

Eine Erwarmung vom
Boden her ergibt eine in-
stabile Schichtung, aus

_______________ — der aufsteigende Luftstro-

=====——-=-—:=—->= mungen und zum Massen-

>'H(( )\ I ( <{ ausgl?ich entspfechende

absteigende Strémungen
TR resultieren (Abb. 26). Da.

Abb. 26. Bodenerwirmung, durch die eine labile Schichtung durch wird die nachtliche

hervorgerufen wird (morgens).

Inversion (4, bis 4,,) im-

mer mehr ausgeglichen, wobei die Erwirmungsgrenze 4,, 4,, . . . all-
méhlich héher riickt. Jeder folgende aufsteigende Luftstrom steigt
etwas hoher als der vorige und breitet sich dort, wo er ins Gleich-
gewicht kommt, flach aus. Die zwischen diesen aufsteigenden Stro-
mungen liegende Luft sinkt nach unten nach, um die entstandenen
Liicken auszufiillen. Die ganze indifferente Luftschicht wird fort-
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wiahrend umgewéilzt. Durch die Warmeausdehnung der unteren Luft-
schichten werden die oberen Luftschichten dabei im ganzen etwas nach
oben geschoben (in Abb. 26 ist diese Verschiebung zur Vereinfachung
fortgelassen).

Bei geniigender Hohe der aufsteigenden Luftstréme erfolgt Kon-
densation, d. h. es treten Nebel oder Wolken auf, und damit vollzieht
sich der weitere Verlauf der Schichtungskurve nach der feuchten
Adiabate. Bei gleichméBiger Feuchtigkeit und gleicher Ausgangs-
temperatur ergibt sich gleichzeitige Kondensation und damit eine
horizontale Basis der Wolken; die Wolken scheinen auf einer horizon-
talen Luftmasse zu schwimmen (Abb. 27). Wir kénnen also sagen, daB
Wolken aufsteigende Luftstromungen sind, bei denen infolge von
Ubersittigung Kondensation eintritt. Da — wie frither schon erwihnt —

Abb. 27. Entstehung von Wolken infolge von Kondensation
aufsteigender Luftstromungen.

die Luft immer eine gewisse Menge Wasser in Dampfform enthilt,
wird die rel. Feuchtigkeit bei wachsender Hohe, d. h. abnehmender
Temperatur, dauernd zunehmen, bis bei einer bestimmten Héhe der
Sattigungsgrad erreicht ist und Kondensation eintritt. Bis zu dieser
Hoéhe sind die aufsteigenden Luftmassen unsichtbar, wahrend sie ober-
halb dieser Hohe als Wolken in Erscheinung treten.

Bei geniigend geringer Stabilitdt der oberen Luftschichten erhalten
die Wolken eigenen Auftrieb, dann niamlich, wenn der Témperatur-
gradient der oberen Luftschichten groBer ist als der Temperatur-
gradient der feuchten Adiabate, die in den Wolken herrscht.

Um diese Erscheinung noch etwas zu erldutern, bétrachten wir in
Abb. 28 eine nahezu adiabatische Schichtung. Nehmen wir nun an,
daB an einem heilen Sommertag durch Sonnenbestrahlung der Erd-
boden stark erwiarmt wurde, so wird — wie bei jeder Bodenerwarmung —
die dariiber lagernde Luftschicht instabil (gestrichelte Kurve) und geht
in auf- und absteigende Luftstrome iiber. Fir den Fall, da die Luft
eine relativ groBe Feuchtigkeit besitzt (schwiil), werden die aufsteigen-
den Luftstréme bald die Kondensationshohe erreichen (K). Ist die
dort befindliche trockene Luftschicht wenig stabil, so daBl die trockene
Luft kilter, also spezifisch schwerer ist als die ankommende feuchte
Luft, so steigt die Wolke unter immer weiterer Kondensation (nach
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der feuchten Adiabate) bis zu einer sehr stabilen Luftschicht (J) (wir-
mere Luftschicht, Inversion). Aus dynamischen Griinden schie8t die
aufsteigende Wolke ab und zu iiber die Inversionsschicht hinweg.
Findet geniigend Zufuhr feuchter Luft statt, so kann der eben
beschriebene Vorgang lange andauern und grofe Dimensionen an-
nehmen. Wir haben dann die Erscheinung eines Wirmegewitters. Bei
geniigend starker Kondensation fillt das ausgeschiedene Wasser als
Regen nieder. Wenn die Zufuhr von feuchter Luft aufhort, so lost

Abb. 28. Die in (K) entstehende Wolke kemmt in eine Schichtung von

groBerem Temperaturgradienten als demjenigen der feuchten Adiabate, die in

der Wolke herrscht; sie erfahrt dadurch solange eimen Auftrieb, bis sie an
eine Inversionsschicht (J) gelangt.

sich die Wolke von der Wolkenbasis los und breitet sich unterhalb
der Inversion zu einer Schichtwolke aus. Die Haufen- oder Kumulus-
wolke ist zu einer Schicht- oder Stratuswolke geworden.

Wir fragen uns jetzt nach der Entstehungsméglichkeit von Wolken
in ausgedehnten ebenen Gebieten. Haben wir iiber ein ausgedehntes
Gebiet hin einen barometrischen Tiefstand, so ist die Folge ein kon-
zentrisches Zusammenstromen der Luft in dieses Tiefdruckgebiet. Da-
durch wird die Hohe der Luftmasse dieses Gebietes anwachsen, und da
von den Seiten warme Luft zustromt, ndhert sich der Temperaturgradient
mehr und mehr der adiabatischen Schichtung. Durch das Eintreten

—_— der Kondensation in einer be-
stimmten Hohe kann dann
leicht Labilitit der feuchten
Luft eintreten. Beim weite-
ren Aufsteigen nimmt die
Kondensation betrachtlich

Abb. 29. Einbruch einer kalten Luftmasse 1ings einer Zu, was lang andauernde

langen Front; die warme Luft wird unter Kondensations- 3
erscheinungen in die Hohe gehoben (Kiltegewitter). Regenfalle zur FOlge haben

kann. Der entstehende Auf-
trieb kann die Bewegung viele Tage in Gang halten (Regenwet-
tergebiete).

Den entgegengesetzten Fall haben wir in einem Hochdruckgebiet.
Die Luft stromt radial fort, die Hohe der Luftschicht wird geringer,
der Temperaturgradient kleiner, d. h. die Schichtung nimmt an Sta-
bilitdit zu. Durch die absteigende Bewegung der ganzen Luftmasse



Statischer Auftrieb gasgefiillter Luftfahrzeuge. 45

werden die durch die Bodenerwirmung bedingten aufwirts steigenden
Stromungen stark gehemmt, so daB die Kondensation unbedeutend
bleibt (Schonwettergebiet). Auf den fundamentalen EinfluB, den die
Rotation der Erde auf diese meteorologischen Vorginge hat, wollen
wir hier nicht eingehen.

Zum SchluB dieses Abschnittes behandeln wir noch kurz eme zweite
Art der Gewitterbildung, die wir Wetterumsturzgewitter nennen kénnen.
Hier handelt es sich um einen Einbruch von kalter Luft, die die warme
Luft unter Kondensationserscheinung vor sich in die Hshe hebt (Abb. 29).
Diese Erscheinung tritt fast immer lings einer ausgedehnten Front
auf (Frontgewitter). Nach dem Gewitter hat man eine betriachtlich
tiefere Temperatur, und zwar ist das so zu erkliren, daB nicht das
Gewitter die Abkiihlung, sondern umgekehrt der Einbruch der kalten
Luft das Gewitter verursacht. Das Gewitter ist als eine Folgeerschei-
nung dieses Einbruches der kalten Luft anzusehen, verstirkt abtr
allerdings durch seinen thermischen Auftrieb infolge Kondensation die
Heftigkeit der Luftbewegung.

II1. Statischer Auftrieb gasgefiillter Luftfahrzeuge.

19. Der Druck anf die Ballonwand. Als gasgefiillte Luftfahrzeuge
kommen in Betracht: Freiballons und Luftschiffe. Da fiir diese die
statischen Auftriebsgesetze dieselben

Ventit
sind, werden wir uns auf die Vor-
ginge beim Freiballon beschrinken.

Ein Ballon besteht im wesentlichen Hile
aus einer kugelférmigen, gasundurch- Reil2bahn mit Netz
lassigen Hiille, die unten mit einem An- V-
satz zum Einfiillen des Gases in den R—

Ballon (dem sogenannten Fiillansatz)
und dem zur Aufnahme von Menschen,
Apparaten und Ballast dienenden
Korbe versehen ist (Abb. 30). Fillansatz
Da das Gas sich bei zunehmender ,_, hlleiine
Hohe ausdehnt (auf -etwa 100 m um R-geg/eine
1% seines Volumens) und die Stoffhiille
die beidieser Ausdehnung auftretenden
betrichtlichen Krifte keineswegs auf- Horb
nehmen kann, ist es hotwendig, daf Abb-30. Schematische Daratellung eines
der Fiillansatz wihrend der Fahrt
offen bleibt, um ein Austreten des Gases bei zunehmender Ausdeh-
nung zu ermoglichen.
Wir gehen jetzt dazu iiber, das Gleichgewicht eines Ballons zu be-
trachten, der ganz mit Gas gefiillt ist. Die Druckverteilung mit der

KNorbring
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Hohe ergibt sich, wenn wir die z-Richtung senkrecht nach oben positiv
rechnen, nach (9a auf S.20) zu:

wo y das Gewicht der Raumeinheit ist.

Wir haben zwischen zwei verschiedenen Raumgewichten zu unter-
scheiden: dem Raumgewicht der Luft (y;), die den Ballon umgibt,
und dem Raumgewicht des Gases (y,). Die Unterschiede des Raum-
gewichtes der Luft am obersten Teile des Ballons und am unteren
Rande des Fiillansatzes sind von der GréBenordnung: Ballonhohe
dividiert durch Hohe der gleichformigen Atmosphire; bei einer
Ballonhshe von z. B. 20 m und einer gleichformigen Atmosphire von
8 km ergibt sich daraus ein Unterschied von etwa 1/,%, kann also bei
unserer Betrachtung vernachlissigt werden. Wir nehmen daher im
folgenden fiir das Raumgewicht einen Mittelwert; das gleiche gilt fiir

das Raumgewicht des Gases.

zI rjeosv  Die Druckgleichung integriert, er-
gibt;

"pr, = — Y12 ++ konst.
Fir z=0 mége sein: p = p, so
daB wir haben:

PL=1DP0 — VL%

Analog ergibt die Integration der
Druckgleichung fiir das Ballongas

Pg = Do — Ye?»
da an der Stelle, an der die Luft
mit dem Ballongas in Beriihrung
kommt, d.i. fiir 2 =0,

e

— Pg = PL = Po
Abb.31. Die auf dieKBr:lfltzt.xwa.ndung wirkenden ot (Bei Luftschiffen haben wir im
Inneren einen Uberdruck, so daB
zu p, also auch zu p, des Gases eine additive Konstante kommt.)
Fir den Druckunterschied auf die Ballonwandung erhalten wir

somit den Ausdruck:
P =pg—pL= (Y1 — V2. (1)
Die resultierende Kraft, die auf die Fliche dF des Ballons. wirkt
(Abb. 31), ist also:
p' dF
und ihre Vertikalkomponente:

p'dF cosv.
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wobei dF cosy die Vertikalprojektion auf die Horizontalebene ist,
d.i. =dz-dy.

20. Auftrieb eines gasgefiillten Ballons. Fiir die Vertikalkomponente
der auf die Fliche dF wirkenden Kraft hatten wir gefunden: p’dx dy.
Die gesamte resultierende Kraft — d. i. aber der Auftrieb — ergibt sich
dann durch Integration tiber die ganze Oberfliche des Ballons:

A=[[(pi—pr)dzdy,
oder nach (1)

A=@y—vye) [[ (2, —2)dzdy.

A=L—7eV=01— (2)
(Archimedischer Auftrieb),

wenn wir mit: y,V = @, das Gasgewicht und mit: y,V =@, das
Gewicht der verdringten Luftmasse bezeichnen.

Die Formel 4 = @, — @, gilt auch fiir nicht homogene Gasfiillung.
Denn, ist y, eine Funktion von z, so wird

mithin

z
PG'—‘Po""(.)f?’adZ,

also

2z
:o’=YLz—6fdez.
Mithin:
A=[[vdzdy=y,V—[[[ysdzdyaz,
4=Q,— QG .
21. Bedeutung der Temperaturen fiir den Auftrieb. Eine andere Form

fir den Auftrieb bekommen wir durch Einfiithrung der Temperatur.
Es ist nach Nr. 10

1
Y=

und mit Beriicksichtigung der Zustandsgleichung

. p
Y= BT -

Wir bekommen somit zwei -entsprechende Ausdriicke fiir y, und y,:

I 4 R A
L= BTy’ Ye = BeTe ° (3)

Fiir den Auftrieb ergibt sich also nach (2):

Wir kénnen auch statt der Gaskonstanten das spezifische Gewicht
des Gases (bezogen auf Luft) einfilhren: Nehmen wir gleiche Tem-
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peraturen der Luft und des Gases an, also T, = T, so ist das spezi-
fische Gewicht des Gases (o) bezogen auf Luft von gleicher Temperatur

_P
Ye BGTG _ B,
g = — = - _ =,
YL Y4 Bg
BLTI,

Die Gaskonstanten verhalten sich also umgekehrt wie die Raumgewichte.
Haben Fiillgas und Luft verschiedene Temperaturen, so ist
ve _ B Tz Ty
i Be Te " Ta®
Setzen wir in dem letzten Ausdruck fiir den Auftrieb

(4)

BG——;,
80 ist:
oVl e
4= L(TL To>’
oder:
T
A—yLV(l—aT—:>,
oder:

T:
4= (107
Hauptformel fiir den Auftrieb gasgefiillter Luftfahrzeuge.

22. Gleichgewicht der Kritte am Ballon. AuBler der sich aus den
Druckdifferenzen ergebenden Auftriebskraft haben wir noch eine Reihe
weiterer Krifte in Rechnung zu ziehen:

1. das Gewicht des Ballons .

2. das Gewicht der Insassen Jl Konstantes Gewicht @
und

3. Ballast (meist in Form von Sand-

siacken, die ein Gewicht von je Veranderliches Gewicht @, .
etwa 15 kg haben)

Fir den Fall, daB die Auftriebskraft sich mit diesen Kraften im
Gleichgewicht befindet, muB8 somit sein:

4= Q1 + Qz .

Andert sich der Auftrieb (Sonnenbestrahlung des Ballons) oder der
Ballast (durch Abwerfen von Sand), so erhalten wir eine Resultierende,
die eine Beschleunigung des Ballons bewirkt und die den bei der Be-
wegung vorhandenen Luftwiderstand iiberwindet. Es ist dann:

R=A4—(@Q +Q). (5)
Bei Luftschiffen tritt noch zu dem statischen Auftrieb der dyna-

mische hinzu, der durch die Ruder und die dadurch bedingte Schrig-
lage des Luftschiffes bedingt wird.



Statischer Auftrieb gasgefiillter Luftfahrzeuge. 49

Es wird nun unsere Aufgabe sein, die Anderung der Resultierenden
bzw. der Hohenlage zu untersuchen, die durch eine Anderung der in
Frage kommenden Grélen bewirkt wird. Es kommen hier als Ursachen
in Betracht:

1. Abgabe von Fiillgas,

2. Abgabe von Ballast,

3. Temperaturinderung der Luft,

4. Temperaturanderung des Fiillgases.

Zur weiteren Untersuchung ist es von Wichtigkeit, zwischen zwei
prinzipiell verschiedenen Zustinden des Ballons zu unterscheiden:

a) Prallzustand,

b) Schlaffzustand.

Bei dem Prallzustand ist der Ballon vollstindig mit Gas gefiillt,
so daB bei allen Lagednderungen des Ballons das Gasvolumen stets
konstant ist.

Fiir den Schlaffzustand ist es wesentlich, daB nur ein Teil des
Volumens mit Gas, der iibrige mit Luft gefiillt ist, sei es, daB sich die
Hiille in Falten legt oder daB durch den Fiillansatz Luft eindringt und
den unteren Teil des
Innenraumes  ein-
nimmt; in diesem Zu-
stand ist immer das ,,
Gasgewicht kon-
stant.

Wihrend im Prall-
zustand ein Ballon
nur unter Gasabgabe e
steigen kann, ist es Abb. 32. Hoheninderungen eines Ballons; die stark ausgezogenen
einem Ballon im Telle der Kurve enupl;eggensglﬁfﬂfur:&z#:fand, die anderen Teile
Schlaffzustand még-
lich zu steigen, ohne Gas abzugeben. Steigt ein Ballon im Prallzustand
bis zu einer max. Héhe (H;, H,, H, der Abb. 32), so bezeichnet
man diese Hohe als ,,Prallhéhe“. Triagt man die Hohe als Funktion
der Zeit auf, so kann sich beispielsweise ein Bild wie in Abb. 32 er-
geben. Die stark ausgezogenen Kurvenstiicke bezeichnen den Prall-
zustand, wihrend fiir den iibrigen Teil der Kurve der Ballon sich im
Schlaffzustand befindet. )

23. Stabilitit eines im Prallzustand befindlichen Ballons bei adia-
batischen Zustandsinderungen. Wir werden zunichst die Stabilitiit
untersuchen bei Annahme von adiabatischen Zustandsinderungen (keine
Temperaturinderung durch Bestrahlung) und danach den EinfluB
feststellen, den die durch Warmezufuhr oder Wirmeabfuhr bedingten
Temperaturdnderungen auf die Stabilitit ausiiben.

Tietjens, Hydromechanik. 2. Aufl. 4

Hy
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In beiden Féllen betrachten wir zuerst den

a) Prallzustand, darauf den

b) Schlaffzustand.

Wir gehen aus von der Gleichung (5) in Verbindung mit (2)

B=V(yr—ve) — €, (6)

wo @ das Gesamtgewicht (@ = @, + @,) bezeichnet.
Um die Anderung der Resultierenden bei Anderung der Héhe zu

berechnen, bilden wir 3—;—2 bei konstantem Volumen (da Prallzustand
vorausgesetzt); das Gesamtgewicht @ nehmen wir zunichst als kon-
stant an. Es ist dann

dR d
an = Vaa e —7ve,

oder
dR dp d
—=VT:3;(7L—70),
oder, da
d
Tz ="V
ist,
dR d
—an = V?’L,Tp(J’L — e (7

Nehmen wir jetzt fiir die Luftschichtung eine Polytrope von der Form

p o™ = konst. ,
oder
1\"
P (—ﬁ) = konst. ,

oder
1

¥1 = konst, p" >
oder logarithmiert und dann differenziert:

dlog}’L= %ﬁ = %‘%1
so ergibt sich
dvi _ i
dp  mp’

Dem Ausdruck ‘;—’: legen wir nach Voraussetzung die Adiabaten-
gleichung
P+ v"% = konst.
zugrunde, wobei x, fiir Leuchtgas etwa gleich 1,35 und g fir Wasser-

stoff gleich 1,40 ist (wir nehmen also an, daB eine Wirmezu- oder -abfuhr

durch Strahlung nicht in Frage kommt). Analog wie oben fiir 12_)';



Statischer Auftrieb gasgefiillter Luftfahrzeuge. 51

bekommen wir dann:

dve _ ve
dp  xep’
Setzen wir die gefundenen Ausdriicke fiir ‘?% und %yi in (7) ein, so
p bl

ergibt sich:
_4rR _V YL Ye
dh = p “(u Z)'
Die Formel wird sehr einfach und fiir Uberschlagsrechnungen be-
sonders geeignet, wenn
Ny =H*g="n
gesetzt wird. Dann geht die Gleichung iiber in:
dR  Vy
) ?:‘(7’1,_'70) .
Unter Einfilhrung der RechengroBe p/y, =k, (Hohe der gleichf.
Atmosphire) ergibt sich

_9E_Vii—y) _ @
dh = hyom kg (8)

Als ein Beispiel fiir die praktische Anwendbarkeit dieser Formel
fragen wir uns: Wie hoch steigt ein Ballon im Prallzustand, wenn eine
gewisse Ballastmenge abgeworfen wird? Im Gleichgewichtsfall ist
R =0. Wird eine Ballastmenge —A¢ abgeworfen, so entspricht das
in diesem Augenblick einem AR = — AQ. Wir fragen uns nun:
Welche Hohendnderung entspricht diesem AR ? Entwickeln wir % als
Funktion von R in eine Taylorsche Reihe und benutzen wir nur das
erste Glied, so haben wir

dh

oder, da im Augenblick des Ballastgebens 4R = — AQ ist, und da
wir nach (8) schreiben kénnen

dh _ mh
drR~ @’
wird
Ah="" 40 (Ballastformel) . ()

Q
Setzen wir z. B. @ = 1000 kg und den Ballastabwurf 4Q = 10 kg,
d. h. 1% von dem Gesamtgewicht, und nehmen wir an, dal die Tempe-
ratur t = 0°C und 7 = 1,40 (Ballon mit Wasserstoff gefiillt) ist, so
ist, wenn wir nach S.30 k, = 8000 m setzen,
1,4-8000- 10

Ah= 1000

=112m.
4%
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Man sieht, daB ein verhiltnismaB8ig groBer Ballastverlust nur. eine
geringe Hohendnderung bewirkt, d. h. dém Prallzustanid kommt eine
groBe Stabilitat zu.

24. Stabilitit eines im Schlaffzustand befindlichen Ballons bei adia-
batischen Zustandsinderungen. Da beim Schlaffzustand das verfiig-
bare Ballonvolumen nur zu einem Teil mit Gas gefiillt ist, kann sich
dieses bei Aufwirtsbewegungen des Ballons ausdehnen, ohne aus dem
Fillansatz auszutreten. Das Gesamtgewicht des Fiillgases @, bleibt
somit konstant, solange sich der Ballon im .Schlaffzustand befindet.

Qo

Setzen wir in (6) V = Yo 50 haben wir
(]

Q

B= 2 (=) —Q,

oder
— Yr_ 4\
R=a(iot)—e
Bilden wir Jetzt R fiir @, = konst., so erhalten wir
dp d

= Qe 3} dh dp ( 1)

., d
und mit a——g = —y

dR _ _ Qa-v: ( dyr d‘)’a)
dh ya (< dp 14/ dp
Diese Gleichung 148t sich analog wie in Nr. 23 umformen in
Q - Qo‘)’g <_1___1_)
dh YeP \mp  %g

oder mit Beriicksichtigung von -}% =hy

dR _ Vv (L 1 )
dh —  hy \nz  xg
Da nun im Gleichgewichtszustand
Q=V(yp—ve)

ist, so ergibt sich
, TR T b i—ye) \mp wg )
oder, da nach (4) '

YL _ 1 _ 1
YL — Ve ve T,
1-Y g2t
YL 7 Ty
ist,
iR Q 11 )
o <nn %g/° (10)



Statischer Auftrieb gasgefiillter Luftfahrzeuge. 53

Man erkennt, daB %_Ihf =0 ist fiir n; =g, d.h. einer Anderung

von h entspricht fiir diesen Fall keine Anderung von R; wir haben also
den indifferenten Gleichgewichtszustand.

Fiir ng = 1,40 (adiabatische Schichtung)
und #g = 1,35 (Leuchtgasfiillung) ,

oder iiberhaupt fiir ny, > %4 erhalten wir % > 0, d. h. bei wachsender

Hoéhe nimmt die resultierende Kraft zu; wir haben ein labiles Gleich-
gewicht. Nur fiir n;, < %5 haben wir also stabiles Gleichgewicht.

Bisher haben wir die Stabilitdt eines Ballons bei adiabatischen Zu-
standsinderungen untersucht. Jetzt wollen wir dazu iibergehen, den
EinfluB der Temperaturinderungen zu betrachten, die durch Warmezu-
bzw. -abfuhr bewirkt werden, d.h. der Temperaturinderungen bei
konstantem Druck, wie sie besonders durch Bestrahlung und Aus-
strahlung entstehen.

26. Einflu8 der Temperaturinderungen bei konstantem Druck aut
einen Ballon im Prallzustand. Wir gehen von (6) aus und kénnen unter
Beriicksichtigung von (3) und (4) diese Gleichung auch schreiben

Vpr1 c
R= (7, —7,) =@

Differenzieren wir jetzt R partiell nach der Temperatur des Fiill-
gases T, wobei nach Voraussetzung sowohl V konstant zu setzen ist
(Prallzustand) als auch p (Zustandsinderung konstanten Drucks), so
erhalten wir

OR _Vp o
9Ts  Br T}
oder mit Benutzung von (3) und (4)

IR __ Ve
T, ~ Tg -
Da
ve Ty
_ V(yr —ve) _ Q . Q'}’L . Qo Te
R e
Ye,— Ve Yr_ 1 1Y gl
Ye YL Ty
ist, konnen wir auch schreiben
o Tz
OR _Q To
0T ~ 1o | Ti°
Te
Nach T, differenziert, ergibt sich in ahnlicher Weise
o Vp _ _Vn__ @
T, BLT‘;, T, TL<1 __0>T1,7\‘
T,/
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Fiir endliche (kleine) Differenzen der Temperatur des Fiillgases
(4T, und der Luft (47T,) erhidlt man, da

R R

ist,

o
AQ{E_:_-TG TGTL T ' (12)

Eine Uberschla.gsformel erhalten wir wieder, wenn wir die Tem.
peratur der Luft gleich der des Fiillgases annehmen 7'y = T, = T.
Wir erhalten dann

AR _0ATq—AT,
@ Tdl-o)
und unter Benutzung der Ballastformel (9)
. [ 4 Tq 1 a4 TL
Ah_nho(l——o’. T 1—¢ T >

In dieser Gleichung haben wir den Zusammenhang der Hohen-
anderung eines Ballons im Prallzustand mit der Temperaturinderung
bei konstantem Druck. Das erste Glied ist hierin das wichtigste, da

fiir verschiedene ¢ sich stark dndert; wir haben z. B.

l1—o
0,42
fir Leuchtgas: I—}; = O:W =0,73,
wahrend
fiir Wasserstoff: I—Z; = g:g% = 0,075,

d. h. fast 1/,, des Wertes fiir Leuchtgas ist.
Berechnen wir beispielsweise die Hohenénderung bei einer Tem.
peraturerhohung von 1°. Es sei
T =290° (t=17°C)
hy = 8500 m
ng = %= 1,35 (Leuchtgas).
Setzen wir diese Werte in die Uberschlagsformel ein, so ergibt sich eine
Hohenénderung von
Ah = 34m
fiir 1° Temperaturerhéhung.
Die gleiche Rechnung fiir Wasserstoff liefert fiir 1° Temperatur-
erhohung ein Aufsteigen des Ballons um
Ah =3,5m.
Wir erkennen also, daB ein mit Wasserstoff gefiillter praller Ballon
— soweit Temperaturerh6hungen durch Warmezufuhr in Frage kommen
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— wesentlich stabiler ist als ein solcher mit Leuchtgasfiillung. Der
groBe Unterschied kann so versténdlich gemacht werden, daB das Aus-
stoBBen des verhiltnismiBig schweren Leuchtgases bei Erwdrmung einer
erheblichen Ballastausgabe gleichkommt, wihrend bei dem leichten
Wasserstoff eine solche Wirkung nur in sehr geringem MaBe eintritt.

26. Einfluf der Temperaturinderung bei konstantem Druck auf einen

Ballon im Schlaftzustand. Setzen wir in (6) V = %, so haben wir

r=af-1-c

oder nach (4)
\

p— Tq
R =Qo (G —1)—0.

Um die Abhingigkeit der Resultierenden bei Temperaturdanderungen
des Gases zu berechnen, bilden wir wiederum die partiellen Ableitungen
von R nach T, bzw. T, wobei das Gewicht des Fiillgases @, wegen
des Schlaffzustandes als konstant zu betrachten ist:

AR _ Qq
aTa - O'TL ’
oder bei Beriicksichtigung von (11)
OR Q
aTg TL
(1 —0 ’71—> Tq
Ebenso ergibt sich unter Benutzung von (4) wie in Nr. 25
OR _  Q¢-Te _ Vv 9 _ Q
BTL GT% yG Ye TL TL <1—0&>T
Te) "

Fiir endliche Differenzen der Temperaturen des Fiillgases und der
Luft erhalten wir dann in dhnlicher Weise wie in Nr. 25

ATy AT,
AR _T¢ To
0 = 1—015«. (13)
Te

Hier verhilt sich also — im Gegensatz zu dem a.nalogen Ausdruck
(12)-— Leuchtgas und Wasserstoff bis auf den Faktor ( > gleich.

Die Anderung der Gastemperatur wirkt hier eben nur durch Ver-
énderung von V.
Durch Kombination von (10) mit (13) erhalten wir

4T AT,

Ap=ho-To T2

nr e

(14)
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Wir haben hiermit fiir den schlaffen Ballon die Beziehung zwischen
den Anderungen der Temperatur zu den dadurch bewirkten Hohen.
anderungen. Es ist hier zu bemerken, daB die Hohenénderung un-
abhangig von o ist.

Als ein Beispiel wollen wir den Fall betrachten, da8 die Temperatur
des Fiillgases (Leuchtgas) sich um 1° C erhohe, wihrend die Luft-
temperatur (T, = 290°) konstant bleiben moge, also

ATy =1°C, xg = 1,35,
AT, =0,
T; = T, = 2980° entsprechend Ay = 8500 m .
Setzt man diese GroBen fiir verschiedene n; (d.h. verschiedene

Luftschichtungen) in (14) ein, so ergeben sich die in der folgenden
Tabelle angegebenen Werte der Hohenanderung 4h.

%0 == 1,35 -'—-——l—ﬁ Ahinm
ng Xg ;

ng == 1,35 0 ! o)

ny =120, 0,002 320

ng:=1,00 - 0,259 113

27. Ursachen der Wirmezu- bzw. -abtuhr; Verhalten des Ballons
wihrend der Fahrt. Es fragt sich nun: Durch welche Ursache ist eine
Temperaturanderung bei konstantem Druck, d. h. bei Warmezu- oder
-abfuhr bedingt ? Es kommt einerseits die Sonnenbestrahlung bei Tag
und die Warmeausstrahlung des Ballons bei Nacht in Frage, anderer-
seits die Abkiihlung durch , Aspiration* bei Vertikalbewegungen (ca.
1 bis 4m pro Sek.; Horizontalbewegungen relativ zur umgebenden
Luft kommen so gut wie nicht vor). Zu erwihnen ist hier, daB die
Wiirmeabgabe ungefihr proportional der Geschwindigkeit ist, wihrend
der Widerstand mit dem Quadrat der Geschwindigkeit wichst.

Da der Ballon bei Tag iiberhitzt ist, wird jede Aufwiirtsbewegung
wegen der Abkiihlung durch Aspiration verringert, wahrend eine Ab-
wartsbewegung beschleunigt wird. Er steigt daher im schlaffen Zustand
langsam und gleichmiBig bei zunehmender Bestrahlung, fillt dagegen
beschleunigt bei abnehmender Bestrahlung (Wolken). Des Nachts liegen
die Verhaltnisse umgckehrt: der Ballon ist hier kilter als die Luft und
daher steigt er schnell und fillt langsam.

Es mag noch erwihnt werden, daB es fiir Dauerfahrten richtig ist,
bei Tag an der Prallhéhe zu bleiben und des Nachts eine Stabilitits-
schicht (Bodeninversion, vgl. Nr. 18) aufzusuchen.

Wie wir schon erwihnten, ist fiir den Widerstand bei Vertikal-
bewegung die Proportionalitat mit der zweiten Potenz der Geschwin-
digkeit anzusetzen. Benutzen wir fir die Vertikalbewegung die Sétze
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der Punktmechanik, so haben wir unter Vernachlissigung der Wirkung
der Aspiration: dih
mos=RGR)FW,

wobei Y dh\?

W = konst.- 2. F ()

ist; das negative Vorzeichen ist fiir den Aufstieg, das positive Vor-
zeichen fiir den Abstieg zu nehmen.

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung und zweiten Grades

laBt sich auf eine solche erster Ordnung zuriickfilhren, wenn R von A
unabhingig ist, durch Einfiihrung der Variableng—?- . Schwieriger wird
die Aufgabe, wenn Aspiration in Frage kommt, da R dann nicht nur
von h abhingig, sondern durch eine Differentialgleichung gegeben ist.
Zu beriicksichtigen ist noch die vom Ballon mitgefiihrte Luftmasse,
was auf eine Méssenvermehrung des Ballons hinauskommt, so daB man

etwa setzen kann: m = 1,5 —Q

Beim Aufstieg nach Ballastabgabe schieBt der Ballon durch seine
Tragheit etwas iiber die Gleichgewichtslage hinaus und wiirde mit dem
entstandenen Abtrieb wieder bis zum Boden durchfallen, wenn die
Luft nicht stabil genug ist (Abb. 33). Man muB daher nach beendigtem

Zeit Zert
(1 e/
Abb. 33. Der Ballon steigt infolge der Trigheit liber Abb. 34. Die Wirkung des Gebens von
seine Gleichgewichtslage A, hinaus und sackt (ohne- Ballast kurz vor der Landung.

Ballastabgabe) wieder langsam zn Boden.

Aufstieg (bei B) ein wenig Ballast geben (etwa 1/, kg), um den Ballon
ins Gleichgewicht zu bringen.

Vor der Landung ist ,,Bremsballast‘ zu geben. Ein Teil des Brems-
ballagts wird in Form eines Schleppseils mitgenommen. Eine weitere
Aufgabe dieses Schleppseils ist die, den Ballon so zu drehen, da8 vor
der Landung die ,,ReiBbahn®, die zum endgiiltigen Offnen des Ballons
vorgesehen ist, nach hinten oben gelangt. Das Geben von Ballast kurz
vor der Landung (Punkt B in Abb. 34) hat den Zweck, den sonst zu
erwartenden StoB auf den Erdboden abzufangen. Kurz vor dem Auf-
setzen hat dann das AufreiBen der (geklebten) ReiBbahn zu geschehen.
Durch die entstandene groBe Offnung entweicht das Gas schnell. Damit
ist die Landung beendet.



58 Statik der Fliissigkeiten und Gase.

IV. Oberflichenspannung.

28. Physikalische Feststellungen. Die freien Fliissigkeitsoberflichen
zeigen eine Reihe von Erscheinungen, die alle aus einer gemeinsamen
Ursachke erklart werden kénnen, namlich aus dem Bestreben dieser
Oberflichen, sich méglichst zu verkleinern. Diese Tatsache, die offenbar
auf das Vorhandensein von Zugspannungen in der Oberflaichenhaut
ahnlich den Spannungen in einer diinnen biegsamen Membran schlieBen
laB8t, kann man durch folgendes sehr einfaches Experiment besonders
anschaulich beweisen (Abb. 35). Zieht man einen Drahtring, an dem
an einer Stelle ein in sich geschlossener diinner Faden befestigt ist,
durch eine Seifenloésung (der man,
um das schnelle Verdunsten zu
verhiiten, einige Tropfen Glyze-
rin beimischt), so iiberzieht er
sich mit einer sehr diinnen La-
melle; der in sich geschlossene
diinne Faden hat dabei eine be-
liebige zufillige Gestalt. Durch-
Abb. 35. Wirkungsweise der Oberflachenspannung st58t man nun die Oberfliche an

einer dilnnen Fliissigkeitshaut. . . . .
einer Stelle im Innern des in sich
geschlossenen Fadens, so weitet sich die Schlinge unter dem Einflu
der Oberflichenspannungen zu einem Kreise auf. Die diinne Fliissig-
keitsschicht hat damit ihre kleinstmégliche Oberfliche erhalten.

Daf eine Fliissigkeit, die keinen duBeren Kraften unterworfen ist,
die Gestalt einer Kugel annimmt, ist gleichfalls der Eigenschaft der
Fliissigkeitsoberfliche zuzuschreiben, fiir ein gegebenes. Volumen die-
jenige Gestalt anzunehmen, fiir die die Oberfliche ein Minimum ist.

Dieses besondere Verhalten der Fliissigkeitsoberfliche hingt damit
zusammen, daB die molekularen Krafte derjenigen Fliissigkeitsmolekiile,
deren Wirkungssphire die Fliissigkeitsoberfliche schneidet, die also um
weniger als den Radius der Wirkungssphire von der Qberfliche ent-
fernt sind, eine einseitige Anziehung nach innen erfahren. Wahrend
im Innern der Flissigkeit die molekularen Kohisionskrifte sich am
einzelnen Teilchen gegenseitig aufheben, ergibt sich daher fiir die Teil-
chen an der Oberfliche eine senkrecht nach dem Innern der Fliissigkeit
gerichtete Resultierende der Kohisionskrifte, durch die diese Teilchen
gewissermaBen nach dem Innern der Fliissigkeit gezogen und daran
gehindert werden, sich von der iibrigen Fliissigkeit loszulosen. Daraus
resultiert das Bestreben, die Oberfliche moglichst zu verkleinern.

Die Erscheinungen der Oberflichenwirkungen treten nicht nur an
freien Oberflichen auf, sondern auch an den Begrenzungsflichen von
verschiedenen Flissigkeiten, z. B. von Wasser und Ol. Hier fiihren
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die in der Beriihrungsfliche der beiden Medien auftretenden Spannungen
zu dhnlichen Erscheinungen wie die Oberflichenspannungen an der Be-
grenzungsfliche von Flissigkeit und Gas.

In gewissen Fillen (wenn es sich um mischbare Fliissigkeiten wie
Wasser und Alkohol handelt) treten jedoch statt der Zugspannungen
Drucke auf. Derartige Oberflichenhdute sind aber im labilen Gleich-
gewicht und im allgemeinen nicht zu beobachten; nur bei besonderer
Vorsicht gelingt es, z. B. beim EingieBen von Alkohol in Wasser, die
Oberflachenhaut, die ein gekrauseltes Aussehen hat, fiir Augenblicke
zu beobachten.

29. Zusammenhang der Oberflichenspannung mit dem Druckunter-
schied an beiden Seiten einer Fliissigkeitsoberfliche. Betrachten wir ein
beliebiges Stiick einer Flissigkeitsoberfliche, so ist die Oberflichen-
spannung an allen Stellen dieser Flissigkeitshaut gleich groB, und auch
an jeder Stelle in allen Richtungen der Tangentialebene der Oberfliche
die gleiche. Wir bezeichnen dabei als Oberflichenspannung die Tan-
gentialkraft pro Langeneinheit eines durch die ,,Fliissigkeitshaut* be-
liebig gelegten Schnittes. Bei Wasser ist die Oberflichenspannung —
W 0,075 5

Um die Beziehung zwischen der Oberflichenspannung und der durch
sie bewirkten Resultierenden senkrecht zur Oberfliche abzuleiten, be-
trachten wir ein rechteckiges Element der Oberfliche (Abb. 36) und
bestimmen die Radien r;, und r, der Krimmungskreise fiir zwei auf-
einander senkrechte Schnittlinien des Oberflichenelementes. Ist C die
Kapillaritatskonstante, so greifen an
den Seiten des Oberflichenelementes
die Krafte C ds, und Cds, an, wenn
ds, bzw. ds, die Seiten des Elementes
sind. Bilden wir den Krifteplan der den
Winkel do einschlieBenden Krifte senk-
recht zu ds,, so ergibt sich, wenn man
beriicksichtigt, dal ds, = r,d« ist, als
Resultierende:

auch Kapillarititskonstante genannt — gleich C = 74

Cds,do = Cdszg,

1

analog fiir die Krifte senkrecht zu ds,

ds, Abb. 36. Die an eine gekriimmte Oberflache
1 r— . angreifenden Oberflichenspannungen.
2

Cds

Der Summe dieser beiden Krifte muB offenbar ein Druckunter-
schied das Gleichgewicht halten: die Druckkraft auf die Fliache ds, ds,
ist offenbar AP = Ap-ds, ds,. Hieraus ergibt sich fiir die Druck-
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differenz pro Flacheneinheit der Oberfliche die Beziehung
1 1 :
dp=0(5+5). “’
Der Druckunterschied an beiden Seiten einer Fliissigkeitsoberfliche ist
somit der Summe der reziproken Kriimmungsradien zweier aufeinander
senkrechter Kriimmungskreise proportional, also um so grifler, je ge-

kriimmter die Oberfléche ist, wobei der gréBere Druck immer auf der
hohlen Seite der Fliissigkeitsoberfliche ist. Wir wollen noch bemerken,

daB der Ausdrilck rl + rl Koordinatendrehungen gegeniiber in-
1 2

variant ist, so daB die Formel (1) die aus physikalischen Griinden
zu fordernde Unabhidngigkeit von den gewahiten Rechteckrichtungen
auch wirklich besitzt.

30. Oberflichenspannung bei Beriihrung mehrerer Medien. Bisher
haben wir im wesentlichen nur das Verhalten der freien Fliissigkeits-
oberfliche behandelt, d. h. derjenigen Oberflache einer Fliissigkeit, die
von einem Gas begrenzt wird. Zur Erklirung der dabei auftretenden
Erscheinungen hatten wir die Vorstellung herangezogen, da8 die Fliissig-
keitsmolekiile, deren Wirkungssphére in das begrenzende Gas hinein-
ragt, im wesentlichen nur von den Kohisionskriften der Fliissigkeit
beeinfluBt werden, da die entsprechenden Krifte des Gases auf diese
Fliissigkeitsmolekiile vernachlassigt werden konnten. Die dadurch be-
dingte einseitig nach innen gerichtete Kraftresultierende auf die Teile
der Fliissigkeitsoberfliche sahen wir als Ursache der spezifischen Ober-
flachenerscheinungen an.

Anders werden jedoch diese Verhiltnisse, wenn wir uns die be-
trachtete Fliissigkeit von anderen Fliissigkeiten oder von festen Koérpern
begrenzt denken. In diesem Fall werden auf die Oberfliche der Fliissig-
keit Krifte ausgeiibt, die von den beriihrenden Medien ausgehen, und
die eine Abnahme der Oberflichenspannungen verursachen. Dabei ist
zu bemerken, dafl die Oberflichenspannung zwischen zwei Kérpern 1

und 2, die wir mit C, , bezeich-

nen wollen, keineswegs gleich
2 Cz;& der Differenz der Oberflichen-
J - spannungen beider Korper

7 = gegen Luft C; — C, ist.

Fir den Fall, daB drei

Abb. 37. Oberfidchenspannungen an der Beriihrungs- Fliissigkeiten (von denen eine
stelle dreier Fliissigkeiten; die Winkel sind durch die Luft sein kann) zusammen-

Drejeckseiten vollig bestimmt.
treffen, ergibt sich aus Abb. 37
der Zusammenhang der in Frage kommenden Oberflichenspannungen.
Betrachten wir jetzt den Fall, daB zwei Fliissigkeiten I und 2 (von
denen die eine wieder Luft sein kann) an einem festen Kérper 3 zu-
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sammenstoBen, so bilden die beiden Fliissigkeiten, wie die Erfahrung
zeigt, an der Berithrungstelle P mit der Wand einen gewissen Randwinkela
(Abb. 38). Da das Gleichgewicht in der vertikalen Richtung durch das
Vorhandensein des festen Korpers gegeben ist, bleibt hier als Gleich-
gewichtsbedingung nur das Verschwinden der Horizontalkomponenten
der auftretenden Oberflichenspannungen
im Punkte P
Cypacosa = Cy3—Cy 3.

Hieraus 1a8t sich bei bekannten Kapilla-
rititskonstanten der Randwinkel berech-
nen, oder aus der Messung des Randwin- abb.3s. Oberfidchenspannungen an der

. ) N Stelle, lcher 2 Fi
kels die eine der drei Kapillaritatskon- geneqdie eine such  Ftlsslgkelten (von

stanten bestimmen einem festen Korper zusammenstoSen.

Ist Cy 3 — Cy,5 < 0, 80 ergibt sich aus der obigen Gleichung a > 12'-;

wir bezeichnen in diesem Fall die Fliissigkeit I als nicht netzend ( Queck-
silber auf Glas, Abb. 39a); ist 0 < Cy 3 —C, 3 < C, ,, 80 nennen wir
die Fliissigkeit netzend (Wasser auf Glas, Abb.39b); ist C, 3 —Cy 3> C) 4,
80 ist die obige Gleichung fiir keinen Randwinkel zu befriedigen, es ist
daher kein Gleichgewicht vorhanden, und der Punkt P riickt nach rechts,
d. h. die Fliissigkeit kriecht dauernd weiter. Diese Erscheinung haben
wir bei gewissen Olen auf Glas oder Metall, oder bei einem auf Wasser
gefallenen Oltropfen, der mit einer diinnen Haut schlieBlich die ganze
Oberflache iiberzieht.

31. Oberfliichenwirkung unter dem Einflu8 der Schwerkraft. Haben
wir bisher die Erscheinungen der Oberflachenwirkung von Fliissigkeiten
betrachtet, soweit auBere Krafte, insbesondere die Schwerkraft, nicht
zur Wirkung kamen, so fragen wir uns jetzt: Welche Gestalt nimmt
die Ben'i}}mngsﬂiiche zweier Fliissigkeiten (von denen die eine wieder
Luft sein kann) unter der Einwirkung der

Schwerkraft an ? Legen wir ein rechtwinkliges 7.

Koordinatensystem zugrunde mit der positiven % :

z-Richtung nach oben, so ist, wenn der mit

der Hohe variable Druck der Flissigkeit 1 X
x<7

(mit dem Raumgewicht y,) mit p, und der
Druck der Flissigkeit 2 mit dem Raumge-

wicht (y,) mit p, bezeichnet wird, nach S.20 Abb-30 & undb. Tropfen einer

nicht netzenden (u > %) und

Pr=1DPo — V1?2 ,
N einer netzenden (a < f)

Pa = Pg — V22, Fliiseigkeit.

7

wo p, eine Integrationskonstante ist, die wir als gleich annehmen wollen.
Das bedeutet, daB fiir z = 0 auch die Druckdifferenz p, — p, = 0 ist,
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d. h. wir haben den Koordinatenursprung in die Ebene gelegt, in der
Py = P, I8t

Als Druckdifferenz p, — p, = 4 phaben wir somit an der Beriihrungs-
fliche beider Fliissigkeiten

Ap = (y1 — 72 2.
Da anderseits der Zusammenhang der Druckdifferenz mit der Kriim-
mung der Begrenzungsfliche gegeben ist durch Gleichung (1), so haben
wir 1 1 y1—9e 2 2)

n Ts Crs
Die Radien sind dabei positiv zu rechnen, wenn die Begrenzungsfliche
nach oben hohl ist, wobei die Fliissigkeit 2 iiber der Fliissigkeit I liegen
Y17V
01‘8
deutung mit der Dimension einer reziproken Fléche:

Kraft J{mft}_ 1
[Volumen * Lange |  Lénge? °

moge. Der Quotient ist eine Konstante von geometrischer Be-

Driickt man in obiger Gleichung die Kriimmungsradien r; und 7,
in den Ableitungen von z nach z und y aus, so erhélt man eine Differential-
gleichung fiir z als Funktion von z, y, deren Losung die Gleichung der
Begrenzungsfliche darstellt, wobei die auftretenden Integrations-
konstanten durch die Randbedingungen bestimmt sind. Das Problem

vereinfacht sich betrachtlich, wenn o= 0 ist, wie es bei der Beriihrung

zweier Fliissigkeiten langs einer ebenezn Wand der Fall ist. Die Losung
der Differentialgleichung fithrt hier auf dieselben elliptischen Funktionen,
die bei der endlichen Verbiegung diinner Drihte auftreten (Beispiele
hierfiir haben wir in den Abb. 40a und b). Bei rotationssymmetrischen
Begrenzungsflichen, z. B. der Begrenzungsfliche in einem Zylinder, 148t
sich die Losung der Differentialgleichung nicht mehr in geschlossener
Form angeben.

32. Kapillaritit. Zum SchluB dieses Kapitels wollen wir noch kurz
auf die Erscheinung der Kapillaritit eingehen.
‘ Tauchen wir beispiels-
-~ ~ weise ein enges Glasrohr

in Wasser, so wissen wir

?» nach dem Vorhergehen-

den, daB das Wasser —

da es in bezug auf Glas

Abb. 40. Analogie zwischen den Formen von verbogenen gut netzend ist — einen

diinnen elastischen Drahten und den unter der Einwirkung . 3
von Oberflachenspannungen sich ausbildenden Formen von ~ sehr spitzen Randwinkel

Fliissigkeitsoberfliichen. bil det, 50 daB der Menis-
kus bei geniigend kleinem Durchmesser des Rohres eine sehr stark
gekriimmte Wasseroberfliche bildet. Die Folge davon ist aber —
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wie wir in Nr. 29 gesehen haben — eine Druckresultierende 4 P nach
oben, derzufolge das Wasser so lange in dem Glasrohr steigt, bis das
Gewicht der iiber der umgebenden Flissigkeit befindlichen Fliissigkeits-
siule im Glasrohr gleich 4 P ist (Abb. 41).

Nehmen wir den Fall, daB das Innere des Glasrohres von Wasser
benetzt ist, so daB also der Randwinkel « = 0 ist, so haben wir nach (2),
wenn a der Radius des Rohres ist, unter der Néherungsannahme, daB
die Oberfliche die Form einer Halbkugel hat,

2 N7V
a0, ¢
also
2
r= 2l
(1— ) a

Man erhdlt diese Beziehung auch direkt, wenn man bedenkt, daf
an der Oberflichenhaut im Innern der Kapillarrchre vom Umfang 27z a
gleichsam die Fliissigkeits-
sdule ma?z (y; —y,) von
der Kraft 2naC, , in der
Oberflachenhaut getragen
wird. Es ist somit

Sy

CTEETETTTTTeY

2naCy,2=na*z(y; — ¥3),

also

STTIRRTILRAN SAARIRRNIA

20,
(ri—via’
T ——@#--——---- Diese Betrachtung Jla0t
uns auch gleich eine Ver- Abb. 42. Meniskus einer

. Kapliilarrihre.
feinerung unserer Formel
erkennen. Fiir z ist genauer die Hohe zu nehmen, die — wie in Abb. 42
angedeutet -— das Volumen ausgleicht.

Handelt es sich nicht um eine vorher benetzte Kapillarrchre, so er-

gibt sich — wenn « der Randwinkel der Fliissigkeit gegen Glas ist —

ettt rrrrrrrrrnrorere e TToeTo

Abb. 41. Kapillarrdhre.

2n aCy,co80 =mna%z(y, — ¥,
oder
20, 4c080
T n—rdae’
Nehmen wir als ein Beispiel den Fall, da a = 0,05 cm ist, so haben
wir, da C,, = 0,0755% ist, fir die Hohe, die das Wasser emporsteigt:

_ 2.0,075
= 1.0,05

2

=3cm.



Zweiter Abschnitt.
Kinematik der Fliissigkeiten und Gase.

V. Darstellungsmethoden.

33. Lagrangesche Darstellung. Es handelt sich in diesem Abschnitt
um die Verkniipfung der geometrischen Lagenbeziehungen von Fliissig-
keitsteilchen mit der Zeit, wobei wir die Fliissigkeit als einen von
Masse stetig erfiillten Raum, d. h. als ein Kontinuum, ansehen wollen.
DaB wir das tun diirfen in unserem Falle, wo die Volumenabmessungen
der betrachteten Fliissigkeitsteilchen immer groB gegeniiber der durch-
schnittlichen freien Weglinge der Molekiile sein werden, haben wir in
Nr. 1 ausfiihrlich dargelegt.

Es sind zwei Methoden zur Behandlung von Fliissigkeitshewegungen
ausgearbeitet. In der einen handelt es sich darum: Was geschieht mit
den einzelnen Fliissigkeitsteilchen im Verlaufe der Zeit, welche Bahnen
beschreiben sie, welche Geschwindigkeiten oder Beschleunigungen be-
sitzen sie usw. ? Die andere Methode will die Frage beantworten: Was
geschieht an gewissen Punkten eines von einer Fliissigkeit ausgefiillten
Raumes, z. B. welche Geschwindigkeiten usw. herrschen in den einzelnen
Raumpunkten ?

Wir gehen zunichst auf die erstere Methode ein und miissen — um
die einzelnen Fliissigkeitsteilchen voneinander zu unterscheiden — diese
bezeichnen, gleichsam numerieren oder mit Namen versehen. Wir tun
das dadurch, daB wir zu einer beliebigen Zeit ¢ = t, (einem wirklichen
oder fingierten Anfangszustand) das Kontinuum auf ein beliebiges
Koordinatensystem beziehen. Padurch wird jedem Punkt des Kontinu-
ums umkehrbar eindeutig ein Zahlentripel (a, b, ¢) zugeordnet. Dieses
Zahlentripel soll der Name des betreffenden Fliissigkeitsteilchens sein,
den es wihrend der ganzen Untersuchung behilt.

Die Fliissigkeit, deren simtliche Teile auf diese Art durch je ein
Zahlentripel gekennzeichnet sind, beziehen wir jetzt auf ein recht-
winkliges Koordinatensystem. Die Bewegung der Fliissigkeit ist dann
vollstindig gegeben, wenn fiir jedes Teilchen der Ortsvektor r oder
seine drei Komponenten z, y, z abhéngig von der Zeit gegeben ist. Dies
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wird ausgedriickt durch die Gleichung
x=F (a, b ct)
t=(a, b,c,t) oder y=F,(a,b,c,t) (1)
2= Fy(a, bct).

Ohne die Allgemeinheit dieser Methode einzuschrianken, kann man
auch das Zahlentripel (a, b, ¢), das den Namen eines Fliissigkeitsteilchens
bezeichnet, auffassen als kartesische Koordinaten. Jedem Fliissigkeits-
teilchen wird dann eindeutig ein Vektor 3 = ia + j b + f ¢ zugeordnet,
wo1, |, t die Einheitsvektoren in drei aufeinander senkrechten Richtungen
bedeuten. Es kommt also diese Auffassung darauf hinaus, da man das
z, ¥, 2-System oder — wie wir sagen wollen — den y-Raum zu einem
beliebigen Zeitpunkt ¢ = ¢, fixiert und ausmacht, daB jedes Fliissig-
keitsteilchen gekennzeichnet sein soll durch den Raumvektor 3, den es
in diesem Zeitpunkt ¢ ={, gerade hat. Diesen willkiirlich fingierten
Raum, der nur zur Benennung der einzelnen Teile dient, nennen wir
den 3-Raum; er wird im allgemeinen nur zur Zeit ¢t = ¢, mit dem r-Raum
iibereinstimmen.

2
Die obige Gleichung (1) erhilt also die Form p 2
¥ = % (@, t) ’ T
wobei 3 (der Name des einzelnen Fliissigkeitsteil- Abb. 43. Vektorielles

. . . Wegdi i
chens) fiir jedes betrachtete Teilchen konstant ist. cuciagramm

Es ergibt sich also in dieser Darstellungsmethode fiir die Geschwin-
digkeit des Flissigkeitsteilchens 38 (Abb. 43)

. T, 1 Jr .

= lim - 1= <—,~> =1

t—t,>0 2k ot /s :
oder _(d=\ .
“= (—a_t )s- s

0 .
v= ('('371/)5: Ys
w= (—a—z—\ = 2
at )~ -
Der Index 8 soll dabei bedeuten, daBl die Differentiationen bei kon-
stantem 3 vorgenommen werden miissen.
Entsprechend fiir die Beschleunigung

b= (F),= &
oder b, = (((9;; >B= i
by = (%‘>g= Ya

Tietjens, [Iydromechanik. 2. Aufl.

[543
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Diese scheinbar sehr bequeme Methode erweist sich in praktischen
Fillen, wo es sich darum handelt, Formeln fiir bestimmte Aufgaben zu
finden, alg sehr umsténdlich und schwierlg. Sie leistet zwar — wenn
sie durchfithrbar ist — sehr viel. Man nennt diese Darstellungsweise
die Lagrangesche Darstellung, weil besonders Lagrange die zugehérigen
Rechenmethoden ausgearbeitet hat; indes hat schon Euler die Dar-
stellung gekannt.

Im allgemeinen jedoch will man soviel, wie diese Methode ergibt,
nicht einmal wissen. In den meisten Fillen — wenigstens bei homogenen
Fliissigkeiten — hat das Schicksal des einzelnen Fliissigkeitsteilchens,
das sich als solches durch nichts von den iibrigen unterscheidet, kein
besonderes Interesse. Vielmehr geniigt es in den weitaus meisten Fillen,
auf die individuelle Behandlung der einzelnen Fliissigkeitsteilchen zu
verzichten. Man will nur den Strémungszustand und seine Verdnderung
in der Zeit an jedem Raumpunkt kennen. Wir kommen hiermit zur
zweiten Methode, die zwar weniger weitreichende Resultate ergibt, dafiir
aber wesentlich leichter bis zum Zahlenresultat durchgefiihrt werden
kann.

34. Eulersche Darstellung und ihr Zusammenhang mit der Lagrange-
schen Methode. Diese nach dem Begriinder der Hydrodynamik benannte
Eulersche Methode beantwortet die Frage: Was geschieht zu bestimmten
Zeiten ¢ an den einzelnen Punkten (tr) des von einer Fliissigkeit erfiillten
Raumes? Fiir die Geschwindigkeit in den einzelnen Raumpunkten
kénnen wir die Gleichung schreiben:

w = f(r, )
oder
u =f1 (%, 9,2, 1)
v = fz (=, Y, 21) 2)
w =f3(x>y’z:t)'

Will man nachtraglich zur Lagrangeschen Darstellung aufsteigen
und die Schicksale der einzelnen Fliissigkeitsteilchen bestimmen, so hat
man fiir jedes einzelne Teilchen in

dzr

ar v

dy

FTE (3)
dz

a W

verkniipft mit dem Gleichungssystem (2), ein System von drei simul-
tanen Differentialgleichungen erster Ordnung fir x, y, 2 in ihrer Ab-
hiangigkeit von ¢: Die Losung dieses Systems simultaner Differential-
gleichungen enthilt drei Integrationskonstanten, die auch dazu nétig
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sind, um zu erreichen, daB fiir eine gegebene Zeit ¢ = ¢, die Koordinaten
des Teilchens x = z,, ¥ = ¥,, z = 2, werden. Man kann die drei Inte-
grationskonstanten oder auch die von ihnen abhéngigen Werte z;, y,, 2,
als Flussigkeitskoordinaten a, b, ¢ auffassen und kommt so auf die
Lagrangesche Darstellung

x=F;(a, b,ct)

y:-Fg(a,b,C,t)
z =Fy(a,b,ct)

zuriick. Die Lagrangesche Darstellung a8t sich also im Prinzip immer
auf Grund der Gleichung (3) aus der Eulerschen Darstellung gewinnen.

Die Schwierigkeiten, die die Losung der drei simultanen Differential-
gleichungen bietet, sind allerdings meist so groB3, daB von dieser Mog-
lichkeit nicht viele Anwendungen bekannt sind.

35. Stromlinie und Bahnlinie; stationire Bewegungsvorginge. Wir
wollen jetzt — um die Anschauung zu beleben — einige zur Darstellung
von Fliissigkeitshewegungen besonders geeignete Linien betrachten.

Gehen wir von der Eulerschen Darstellungsweise aus, so haben wir
ein der Gleichung w = f (r, t) entsprechendes Geschwindigkeitsfeld, d. h.
in jedem Punkt des betrachteten Raumes ist die Geschwindigkeit nach
GréBe und Richtung gegeben, wobei dieses Geschwindigkeitsfeld sich
im allgemeinen mit der Zeit éndert. Fixieren wir es fiir einen beliebigen
Zeitpunkt ¢ =¢, und ziehen diejenigen Kurven, deren Richtung in
jedem Kurvenpunkt mit der Richtung der Geschwindigkeit in dem be-
treffenden Punkte iibereinstimmt, so geben diese Linien uns iiber die
Geschwindigkeitsrichtung in jedem Punkte des Raumes Aufschluf.
Diese Kurven heiBen Stromlinien.

Wiahrend man durch die Lagrangesche Methode Kenntnis erhalt
iiber die Bahn der einzelnen Fliissigkeitsteilchen im Verlauf der Zeit
(Bahnlinien), gibt die Eulersche Darstellung gleichsam in Momentbildern
augenblickliche Stromungszustinde in einzelnen Zeitpunkten (Strom-
linienbildern), wobei die Beziehung der einzelnen Fliissigkeitsteilchen
zu den Stromlinien fehlt, da im allgemeinen die Stromlinien zu ver-
schiedenen Zeitpunkten aus anderen Flissigkeitsteilchen gebildet
werden.

Die Gleichung der Stromlinien fiir einen bestimmten Zeitpunkt
t =t, lautet (nach Definition)

vektoriell geschrieben: dr|[w oder dr><w =0,1| @)

in Koordinaten: dz:dy:dz=wu:v:w.

1 dy>< v (gelesen: dr an ) ist das vektorielle Produkt der beiden Vek-
toren dr und fo.
5*
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Diese Gleichung unterscheidet sich fiir einen bestimmten Zeitpunkt
¢t = t, nicht vom Gleichungssystem (3) fiir diesen Zeitpunkt, d. h. die
Bahnlinie beriihrt fir ¢ = ¢, die Stromlinie an dem Ort, wo das Teil-
chen sich gerade befindet.

Ein besonders wichtiger Fall ist der, daB ¢ in (2) nicht explizit
vorkommt w = f(r); es sind dies offenbar Bewegungen, bei denen in
den einzelnen Raumpunkten die Geschwindigkeiten von der Zeit un-
abhiingig sind, d. h. zeitlich unverandert andauern; man nennt solche
Bewegungen stationire Bewegungen. In diesem Fall ist (3) identisch
mit (4) (¢ tritt als Parameter auf), so daB wir sagen kénnen:

Im stationdren Bewegungszustand sind die Bahnlinien mit den
Stromlinien identisch.

36. Streichlinie. Ncben diesen beiden wichtigsten Linien wollen wir
noch eine dritte Art betrachten, die besonders von experimenteller
Bedeutung ist. Wir fragen uns, welche Flissigkeitsteilchen, d. h. welche 8
passieren im Laufe der Zeit einen gewissen Raumpunkt ¢, des r-Raumes ?
Die Flissigkeitsteilchen, die dieser Bedingung unterworfen werden,
miissen also nach der Lagrangeschen Darstellung der Gleichung

& (5, t) = vy = konst.
geniigen, oder nach § aufgelost
$:= @(ry,0).

Fiir jeden Zeitpunkt ¢ gibt es somit ein 3, das fiir diesen Zeitpunkt
die Lage von r, ecinnimmt, d. h. fir ein kontinuierliches Zeitintervall
eine Kurve im 3-Raum. Beziecht man jetzt diese 3-Kurve auf den r-Raum,
d. h. fragt man sich, welche Lage im t-Raum diejenigen Punkte in einem
gewissen Zeitpunkt cinnehmen, die den festen Punkt r, passiert haben,
so ergeben sich Punkte ciner Kurve, die man Streichlinie nennt. Es ist

somit zu bilden
=51, wo 3= (1) ist,
mithin

v = K16 (1 1), 1]

Will man also eine Streichlinie fir den Zeitpunkt ¢, konstruieren,
so hat man zuniichst fiir ¢ -= 0 (dieses moge der Beginn der Stromungs-
bewegung sein) aus der vorausgesctzten Kenntnis der Lagrangeschen
Gleichung v = (¢, t) das Flussigkeitsteilchen &, zu bestimmen, das zur
Zeit t = 0 die Koordinaten von r; hat, d. h. in diesem Augenblick an r,
vorbeistreicht. Dann handelt es sich darum, den Raumpunkt t za be-
stimmen, in dem dieses Flissigkeitsteilechen 3, = @ (0, r,) sich zur Zeit t,
befindet, d. i. aber nach der Lagrangeschen Gleichung

=3, ) = F[H(, 1), 1]
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Damit haben wir cinen Punkt der Streichlinie. In der gleichen Weise
sind nun fiir eine geniigend groBe Anzahl von Zeitpunkten zwischen
t = 0 und t = ¢, die verschiedenen 3; zu bestimmen, die in den betref-
fenden Zeitpunkten die Koordinaten von r; gehabt haben, und schlie3-
lich deren Lage zur Zeit ¢ = ¢t,. Wie man erkennt, ist die Konstruktion
von Streichlinien recht umstéandlich und schwierig, besonders auch des-
halb, weil sie die Lagrangesche Darstellung voraussetzt.

Als Beispiel fiir eine Streichlinie kann man das Momentbild einer
sich im Winde bildenden Rauchfahne an einem Schornstein ansehen
(dies gilt jedoch nur, sofern man davon absehen kann, dafl der Rauch
durch seine Warme usw. der an der Schornsteinéffnung vorbeistreichen-
den Luft zusdtzliche Geschwindigkeiten erteilt).

Man benutzt die Streichlinien gelegentlich zur experimentellen Er-
forschung von Strémungserscheinungen. Dies geschieht dadurch, daB
man durch ein Rohrchen oder auch eine Anzahl von solchen Farbe in
die Fliissigkeit austreten laBt und damit sozusagen einzelne Fliissig-
keitsteilchen farbt. Die hierdurch sichtbar gemachten Linien gefarbter
Flissigkeit sind Streichlinien. Yhr Charakteristikum ist offenbar, daB
auf jeder solchen Linie lauter Fliissigkeitsteilchen vorhanden sind, die
an der Rohrchenmiindung vorbeigestrichen sind. Auch bei Unter-
suchungen von Luftbewegungen wird diese Methode haufig angewandt.

Da die Streichlinien nach vorherigem gebildet werden aus den je-
weiligen Endpunkten von Bahnlinien, diese aber im stationiren Zustand
mit den Stromlinien identisch sind, so fallen fiir stationire Bewegungen
auch die Streichlinien mit den Stromlinien zusammen. Da die eben
erwihnte experimentelle Anwendung der Streichlinien sich meistens
auf stationdre Vorginge beschrankt, so gibt diese Methode hier zu-
gleich AufschluB iiber die Formen der Bahn- und Stromlinien.

37. Bedeutung des Bezugssystems fiir die Bewegungsform. Von be-
sonderer Bedeutung ist die Wahl des Koordinatensystems, auf das die
Flissigkeitsbewegung bezogen wird. Wie wir sehen werden, ist es ndm-
lich moglich, durch Anderung des
Bezugssystems unter Umstédnden eine
nichtstationdre Bewegung zu einer
stationdren zu machen und umgekehrt.
Wir wollen dieses an einem Beispiel
erkliren.

Wir betrachten z. B. die Strémung
um einen Briickenpfeiler, wobei das  Abb. 44 Str%!;lrlgg%n einer stationiren

ng.
Bezugssystem oder — anders gesagt —
der Beobachter in Ruhe ist, oder auch die Stréomung um den vorderen
Teil eines Luftschiffes, wie sie dem mitfahrenden Beobachter erscheint.
Hier haben wir den stationdiren Zustand. Abb. 44 zeigt die Strom-
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linien, die in diesem Fall zugleich Bahn- und Streichlinien sind (be-
merkt sei noch, dal wir den Koérper so lang annehmen, daB Riick-
wirkungen auf die betrachtete Strémung um den Vorderteil des
Kérpers durch Stérungen, die am Ende des Korpers auftreten konnen,
vernachldssigt werden diirfen). Wiirde man im Punkt 4 durch eine
kleine Sonde der an diesem Punkt vorbeistreichenden Fliissigkeit (oder
Luft) etwas Farbstoff (oder
Rauch) beimischen, so wiirde sich
der Farbfaden in der gezeich-
neten Art lings einer Stromlinie
legen.
- K Ganz anders werden jedoch
die Verhdltnisse, wenn wir eine
/ nichtstationdre Strémung haben.

Y}J,«,.e,‘d,/,',,,b Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn

wir die vorige Stromung um
Abb. 45. Stromlinie, Bahnlinie und Streichlinie . . . .
einer nicht stationaren Bewegung. einen Luftschiffkérper auf ein

relativ zur ungestorten Fliissig-
keit ruhendes Koordinatensystem beziehen. Jetzt haben Stromlinie,
Bahnlinie und Streichlinie vollkommen voneinander verschiedene Ge-
stalt. Abb. 45 zeigt die einzelnen Linien. Der Kdérper verdringt bei
seiner Bewegung die Fliissigkeitsteilchen und zwar so, da das vor
der Mitte des Korpers befindliche Teilchen dauernd nach vorn ge-
schoben wird, wihrend die etwas von der Mitte des Kérpers entfern-
ten Teilchen nach vorn und zu-
gleich seitwarts ausweichen. Das
IRy Stromlinienbild wird dabei vom

Korper mitgenommen.
T2 / / 38. Konstruktion von Bahn-
sy und Streichlinien. Um die Bahn-
linie eines Fliissigkeitsteilchens
zu konstruieren, betrachten wir
Abb. 46. Xonstruktion einer Bahnlinje. die Bewegung des in der Abb. 46
mit 8 bezeichneten Fliissigkeits-
teilchens. Nehmen wir an, daB die Bewegung des Kérpers mit gleich-
formiger Geschwindigkeit erfolgt, so daB der Kérper K nach einem
kleinen Zeitintervall sich um a verschoben hat, so mége sich das Fliissig-
keitsteilchen 3 in dieser Zeit — entsprechend der GréBe der Geschwindig-
keit, die dem Punkt 0 zukommt — ungefihr nach dem Raumpunkt! be-
wegt haben. Da sich das Stromlinienbild mit dem Ko6rper bewegt, so
befindet sich das Teilchen 8 nach dem betrachteten Zeitintervall auf
einer neuen Stromlinie 1’, die in der Bewegungsrichtung um a von der
alten entfernt ist. Auf dieser mége sich das Fliissigkeitsteilchen in einem

1' Z' Jl
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gleichen kleinen Zeitraum nach 2 bewegt haben, wobei es sich am
Ende dieser Bewegung wieder auf einer neuen Stromlinie 2’, die von der
vorherigen in der Bewegungsrichtung des Kérpers wieder um a entfernt
ist, befindgt usw. Dabei werden die einzelnen Bahnelemente, den ge-
ringen Geschwindigkeiten der in Frage kommenden Stromlinien (¢4',5, .. .)
entsprechend, immer geringer, so daB das Fliissigkeitsteilchen schlieB-
lich praktisch zur Ruhe kommt.
Wir gehen jetzt dazu iiber,
eine Streichlinie zu konstruieren
(Abb. 47). Um die Gestalt einer
Streichlinie fir den Zeitpunkt
t = t; zu bekommen, haben wir die
Endpunkte der Bahnlinien zur
Zeit t, aller derjenigen Fliissigkeits-
teilchen (3) zu bestimmen, die
frither einmal, d.h. fir <y,
an einem ortsfesten Punkt r, vorbeigestrichen sind. Im Augenblick
t = t, streicht offenbar gerade das in r, befindliche Fliissigkeitsteilchen
8, an dem festen Raumpunkt r, vorbei (Abb. 48). Setzen wir der
Einfachheit wegen wiederum voraus, daB es sich um eine gleich-
formige Bewegung des Korpers K handelt, so war zu einem Zeitpunkt
t, — At der Korper in der gestrichelten Lage und damit das Strom-
linienbild um den Betrag @ nach rechts verschoben,
so daB} die Stromlinie 1' durch r, ging. Das Fliissig-
keitsteilchen 8, dieser Stromlinie, das in diesem
Augenblick gerade an r, vorbeistrich, mége sich
im Verlauf der Zeit At in der Richtung der Strom-
linie 1’ nach I bewegt haben. Zur Zeit ¢, — 2 At
bewegte sich das Fliissigkeitsteilchen 3, der Strom-
linie 2’ an 1, vorbei und legte bis zur Zeit ¢, — At
einen Weg auf der Stromlinie 2° und von da ab
bis zum Zeitpunkt ¢, einen Weg auf der Strom-
linie I' zuriick bis etwa zum Punkte 2 usw.
Die Endpunkte der so konstruierten Bahnlinien Avb.48. Einzelheiten zur
sind alle im Laufe der Zeit an dem festen Steibinier
Punkt r; vorbeigestrichen; die Verbindungslinie
dieser Punkte ergibt somit die gesuchte Streichlinie durch t,.
39. Stromrohre. Zum Schlull dieses Kapitels wollen wir noch den
Begriff der Stromrohre einfithren, der zur anschaulichen Ableitung der
einfacheren Gesetze der Fliissigkeitsbewegungen sehr brauchbar ist.
Konstruiert man namlich simtliche Stromlinien, die durch eine
kleine geschlossene Kurve gehen, so bilden diese bei der angenommenen
Stetigkeit des Geschwindigkeitsfeldes eine Rohre, die man Stromréhre

Abb. 47. Konstruktion einer Streichlinie.
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nennt. Da die Stromlinien iiberall die Richtungen der Geschwindig-
keiten haben, verhilt sich die Stromréhre also wie eine Rohre mit dichten
Winden, innerhalb der die Flissigkeit strémt. Im allgemeinen wird
die Gestalt der Stromlinie sich zeitlich dauernd éndern, so daB auch
immer wieder andere Fliissigkeitsteilchen zu einer Réhre zusammen-
gefaBt werden. Haben wir es jedoch mit einer stationdren Stromung
zu tun, bei der also in einem beliebigen Punkt der Fliissigkeitszustand
dauernd derselbe ist, so verhalt sich die Stromréhre wie eine feste Rohre.
Den Inhalt der Stromriohre nennt man auch den Stromfaden.

VI. Geometrie der Vektorfelder.

40. Lineare Vektorfunktion des Ortes. 4 mit den Koordinaten z,,
Yo, 2o sei ein fester Raumpunkt; ferner sei angenommen, daB in dem
betrachteten Fliissigkeitsbereich die Geschwindigkeit eine reguliire
Funktion des Ortes ist.

Hat man dann im Punkte 4 die Geschwindigkeit

W =1tuy + jv, + tw,
(wo i, |, ¥ bzw. die Einheitsvektoren in den z, g, 2-Richtungen sind),

so konnen wir die Geschwindigkeit w in der Niahe von 4 darstellen
durch die Taylorsche Entwicklung

on+"“ PV -

W = 1, + 2

wo P den Operator 1 + is- ay +f 5 bezeichnet, oder in Koordi-

naten:

— ']
=yt @ — 20 Gt (5= g gt (e —2) ge+ TG T

da?

a p;) — F
o

2 d 2 (x — o8
w=wo+(x-—xo)%+(y— yo)£+(z—lo)a—i:+‘x 2!?_0)'6_:;_*_' .

Beschrianken wir nun unsere Betrachtung auf die niachste Um-
gebung des Punktes 4, so konnen wir die quadratischen und folgen-
den Glieder der Entwicklung vernachlissigen, sofern wir das Gebiet
um 4 klein genug wéhlen. Wir haben dann in w eine lineare Vektor-
funktion des Ortes, d. h. also, es 1Bt sich immer um A ein Gebiet an-
geben, in welchem wir die Geschwindigkeiten als linear abhingig von
den Abstinden von A annehmen konnen, ohne daB der dadurch be-
dingte Fehler einen beliebig vorgegebenen kleinen Betrag iiberschreitet.
Man nennt solche Geschwindigkeitsfelder, bei denen die Komponenten

* o bezeichnet die skalare Vektoroperation, so daB also aob (gelesen a mit b)
das skalare Produkt der beiden Vektoren a und b ist.
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der Geschwindigkeit eines Punktes lineare Funktionen seiner Ko-
ordinaten sind, Felder homogener Deformation.

Wie sich aus der Taylorschen Entwicklung ergibt, ist innerhalb
des betrachteten Bereiches um A der Unterschied der Geschwindig-
keiten gegeniiber der Geschwindigkeit im Punkte A charakterisiert
durch neun Zahlenangaben, nimlich durch die partiellen Ableitungen
der drei Geschwindigkeitskomponenten u, v, w nach den drei Rich-
tungen z, y, z:

du Jdv Jw

dz dz Oz l

du Jdv Ow

b_j dy oy (l)
ou dv dw

0z dz 3z

Es bedeutet nun keine Einschrinkung der Allgemeinheit der fol-
genden Betrachtung, wenn wir — durch eine entsprechende Wahl
unseres Bezugssystems — den Punkt 4 in den Ursprung des Koordi-
natensystems verlegen und seine Geschwindigkeit gleich Null setzen.
Durch die Angabe der obigen neun GréfBen ist dann die (ieschwindig-
keit in jedem Punkt des in Frage kommenden Gebietes um 4 bestimmt,

41. Geometrische Deutung der EinzelgroBen der ein Geschwindig-
keitsfeld charakterisierenden Matrix. Welche Vorstellung kénnen wir uns
nun von den einzelnen GroBen der obigen sogenannten Matrix machen ?
Um von den einfachsten Vorgingen zu komplizierteren aufzusteigen,
nehmen wir zundchst einmal an, daf} alle Glieder der Matrix bis auf

das erste g—:, das wir > 0 annehmen wollen, identisch gleich Null sind.

Es ist dann nach der oben angegebenen Taylorschen Entwicklung

also:
o = 2i du yT
== il B
-« — b >
oder | 1 ! 1 ! 1
ou el R
wergl wm0, we0.  HTd )b
- ‘-', i A I 1 1
. . . —l - )V N |
Da die Gleichung fiir die Ebenen PEIDIENEE G B
. L
parallel zur y, 2-Ebene z = konst. ist, IR o
v i R e
so haben die Ebenen parallel zur y, ..i - b
z-Ebene konStantie Geschwmdlgke.lten, Abb. 49. Dehnungsgeschwindigkeit nach
und zwar der GréBe nach proportional der z-Richtung
. . Bu . du
dem Abstand vom Punkt 4. der Rich- wozio =voi 1

tung nach parallel zur 2-Achse(Abb. 49).
Da wir ferner fiir x = konst. vektoriell auch t o1 == konst. schreiben
kénnen, so haben wir als Ausdruck fir das Geschwindigkeitsfeld oder
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— wie wir es auch auffassen konnen —— als Gleichung fiir die Verschiebung
der erwahnten Ebenen in einem Zeitelement, bezogen auf die Zeiteinheit:
du du

m:xla'zztol l-a—z-.

Die analogen Ausdriicke, die wir erhalten, wenn wir alle GréBen
der Matrix bis auf g?v/ oder bis auf %%) identisch gleich Null setzen,
haben die Form

o = .0y . . OV
= ylay =1o] 1'0“3*/'
bzw.
Jw

Jw
TU:Zf*a—;:Iot EZ

Dem Ausdruck v = ylg—: =Ttoj} 1%% entspricht eine Geschwindig-
keitsverteilung, bei der in Ebenen parallel zur 2, z-Ebene die Geschwin-

digkeiten konstant und zwar parallel zur y-Achse gerichtet und der GroBe
nach der Entfernung der Ebenen vom Punkt A proportional sind.
Wenn v = zf%ij -=tol f%% ist, so entspricht das einem Ge-
schwindigkeitsfeld mit konstanten Geschwindigkeiten in Ebenen parallel
zur x, y-Ebene, und zwar ist die Richtung der Geschwindigkeit parallel
der z-Richtung und die GroBe wieder proportional dem Abstande vom
Punkte A. Die drei Ausdriicke stellen also Dehnungsgeschwindig-

keiten nach der 2z-, y- und z-Richtung dar.
Eine andere Art von Geschwindigkeitsverteilung bekommen wir, wenn

wir alle GréBen der Matrix bis auf —Z: (> 0) gleich Null annehmen.

yTL” Es ist dann:
— o D = i?_ﬁ
R, Y15y
/ oder
/ "—'_y- Yo j=kons?. ou
e =Ygy v=0, w=0,
—> . . . . . .
A * d. h. die Geschwindigkeiten sind in
—<+—<~—#t+—<+—<—<=—— Ebenen parallel zur z, z-Ebene kon-
iy stant und um so gréBer, je weiter
Abb. 50. Scherungsgeschwindigkeit in  diese Ebenen von der z, z-Ebene ent-
der z-Richtung . . .
ou ou fernt sind (Abb. 50). Da wir wieder
m:yl-(-)-il=t01 |a—y. fiir

y = konst. auch o, | = konst.

schreiben konnen, so ergibt sich fiir dieses Geschwindigkeitsfeld der

Ausdruck: , Ou . . 0u
= yt—lﬁ =To] l‘ay
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Ganz entsprechende Geschwindigkeitsfelder mit analog gebildeten
Ausdriicken erhdlt man, wenn die iibrigen GroBen der Matrix einzeln
als von Null verschieden angenommen werden. LaBt man z. B. alle

Glieder auBBer g—i— identisch verschwinden, so erhilt man ein Geschwindig-

keitsfeld, bei dem die zur y, z-Ebene parallelen Ebenen konstante
Geschwindigkeiten besitzen, die dem Betrage nach proportional sind
dem Abstand von der y, 2-Ebene und die Richtung der y-Achse be-
sitzen (Abb. 51).

Diese soeben besprochenen Geschwindigkeitsfelder oder — wie wir
auch sagen konnen — Deformations-Zustandsinderungen in der Zeit-
einheit sind gleichsam die Bausteine, aus denen wir durch Superposi-
tion (wegen der linearen Abhéngigkeit von den Koordinaten) zu den

{

1 | 2= 1voi<konst

4’1'1/11

b
X

l l' At T ﬂ‘r _T? L‘L‘b}l
l ]

Abb. 51. Scherungsgeschwindigkeit in der Abb. 52, Scherungsgeschwlndigkeit

y-Richtung a0 au 2 ou
) w=zioo 4 yiss —-tO(i +ii )
m=z1b»: =roi ig:. oz oy oz oy

allgemeinsten (homogenen) Geschwindigkeitsfeldern oder Deformations-
#nderungen aufsteigen koénnen.

42. Scherungs- und Drehungsgeschwindigkeit. Zunichst wollen wir
— auf unserem Wege vom Einfacheren zum Komplizierteren — zwei
besonders wichtige Félle betrachten, die wir durch Zusammenfiigen
von zwei der'oben erwihnten Bausteine erhalten:

Wir betrachten die lineare Kombination'

ou

. 0 .
m=x1~5§+yta ——tol]a +rolt --m(tla +116y/

und wollen dabei zunéchst }9}5 und 89 beide gleich groB (positiv oder

negativ) annehmen.

Wie aus dem Vorhergehenden und aus der Abb. 52 hervorgeht,
handelt es sich hier um eine Anderungsgeschwindigkeit eines urspriing-
lich rechten Winkels in einen spitzen bzw. stumpfen Winkel oder
— wie man diese Erscheinung auch nennt — um eine Scherungs-
geschwindigkeit.
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Ein wesentlich anderes Geschwindigkeitsfeld erhalten wir im anderen

" 2 .

Fall, wenn wir gg positiv, aber 6: negativ und absolut genommen
. . dv ) ) dv ou . .
gleich grofl wie 5 - voraussetzen; sowohl )~ als auch - oy wirkt im
Sinne einer positiven Drehgeschwindigkeit, wenn wir die Drehung ent-

gegen dem Uhrzeigersinn als positiv rechnen (Abb. 53).

y T
rw v
P
{
\ 1 —
x
Abb. 53. Drehung, Abb. 54. Zusammenhang der

mittleren Drehung mit der
Winkelgeschwindigkeit.

Betrachten wir einen mit der Winkelgeschwindigkeit @ um die
z-Achse rotierenden starren Korper, so ergibt sich aus Abb. 54, wenn
P ein Punkt des Kérpers ist, wegen der Ahnlichkeit der schraffierten
Dreiecke

V:i—ulrw=2x:Y:7.
Mithin:

U=—Yw,; v=xw; w::=0,

Hier ist g-:; = @ und g—g- = — w, die anderen 7 Differentialquotien-
ten sind = 0; wir erkennen also die vollige Ubereinstimmung mit dem
Fall von Abb. 53.

Geht man von den beiden hier betrachteten Spezialfdllen zu dem
etwas allgemeineren iiber, da g% und ZZ beliebige Werte haben, so

wird auch hier die Scherungsgeschwindigkeit durch die algebraische
Summe du  ov

gemessen; aus dem Mittelwert der beiden Winkelgeschwindigkeiten
0
7: und ——gs kénnen wir die ,mittlere Drehung*
1 /0v ou
2 (5 z 5@)

bilden (fiir die obige starre Drehung wird diese = ;— [0 —(—w)]=w).
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43. Der Begriff des Affinors. In der gleichen Weise wie in den beiden
letzten Fillen kénnen wir nun zu immer allgemeineren Geschwindig-
keitsfeldern aufsteigen, wenn wir die verschiedenen GroBen der Matrix
als von Null verschicden annehmen. Fir das allgemeinste (homogene)
Geschwindigkeitsfeld hat man dann offenbar den Ausdruck:

.. O0u .. 0y L OW
m»-»to{llé’i“{”l]‘a—x‘*—lf o

, . 0 .. 0 .4 0

+iig, +ily, +ityy 2)
0w .0 o

G+t g,

oder

/. 0u | .0y ow
m:t0{1<lax'+l'a'x _*-té;_)

Hi(ig 415+ 1)
rHig g )}

Beriicksichtigen wir, daB iu + jv +fw -- w ist, so kénnen wir
setzen:

0w . 0o ow _ OJw

Yoz Tl()x—*—t_ax = 9z

dto

Das entsprechende gilt fiir die Ausdriicke %—'; und >, 80 daB wir

schreiben koénnen:
, 0t , 0w di
— o RALAER gl
o to(lax +1ay : t82>'

Die GroBen i 97, 1 9%, ¢ 9
nach denen mit diesen GroBen gerechnet werden muB, sind im wesent-
lichen dieselben wie bei gewohnlichen Zahlen, nur sei bemerkt, daf
beim Rechnen mit Dyaden das kommutative Gesetz nicht gilt

w4 oy
\16.r+8zt :

werden Dyaden genannt. Die Regeln,

Wir gehen in der Zusammenfassung des obigen Ausdruckes fiir
das allgemeinste homogene Geschwindigkeitsfeld noch einen Schritt
weiter, indem wir setzen:
d1o

L0 .
+Hig At =0

)
Vo
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Die GroBe @, die wir nach Gibbs einen Affinor nennen wollen, ist

also eine GréBe, die in der gleichen Art aus drei Vektoren (Z—:, %: , %‘:)
gebildet wird, wie ein Vektor sich aus drei Skalaren zusammensetzt.

Das allgemeinste lineare Geschwindigkeitsfeld ist also gekenn-
zeichnet durch

wW=to@.

Da dem Affinor @ die besondere Bedeutung zukommt, daB durch
ihn das lineare Geschwindigkeitsfeld vollkommen bestimmt ist, wollen
wir noch auf einige Eigenschaften und Besonderheiten dieser GrofBe
eingehen.

44. Zerlegung eines Affinors in einen symmetrischen und einen
antisymmetrischen Teil. Vertauscht man in der obigen Matrix (1),
die auch die Neunerform des Affinors genannt wird, die Kolonnen
mit den Reihen, so ergibt sich

i+ i+ Pi=o,.
Einen derartigen Affinor nennen wir einen zu @ konjugierten Affinor
und bezeichnen ihn mit @,.

Sind speziell in der Neunerform eines Affinors die durch Pfeile
verbundenen Glieder einander gleich

du dv dw
oz dz 9z
2L
9u"0v (" ow
oy dy. 9y
9u” av " ow
0z 0z dz
d.h. ist du _ v du_ dw 9y _ dw
dy 9z’ 9z dz’ 9z oy’
so nennen wir diesen durch sechs GréBen eindeutig bestimmten
Affinor einen symmetrischen Affinor; man erkennt sofort, daB ein
symmetrischer Affinor sich selbst konjugiert ist @ = @,.

Hat ein Affinor die Neunerform:

dv dw
0 52 oz l

A
Ou 0\ ow

9 ;
y, % J
du OJv
9z 9z
und sind die durch Pfeile verbundenen Glieder entgegengesetzt
gleich, d. h. ist
ou dv du ow dv ow
9y ~ 9z’ 9z 0z’ 9z T 9y
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so nennt man einen solchen durch drei GréB8en bestimmten Affinor
antisymmetriseh. In diesem Falle ist @ = — @,.

Es liBt sich nun zeigen, daB jeder Affinor (charakterisiert durch
neun Zahlenangaben) sich in einen durch sechs Gré8en bestimmten
symmetrischen und in einen durch drei GréBen bestimmten antisym-
metrischen Affinor zerlegen 1aBt, wobei der symmetrische Affinor der
Ausdruck fiir eine reine Dehnungsgeschwindigkeit nach drei Haupt-
achsen ist, wihrend der antisymmetrische die Bedeutung einer Drehungs-
geschwindigkeit besitzt. Ist @, der zu @ konjugierte Affinor, so ist
— wie man durch Ausfiihren der Operation sofort sieht —

% (D + D, der symmetrische Teil
und
%((D — @,) der antisymmetrische Teil des Affinors @.

In diesem Zusammenhang wollen wir erwéhnen, daBl die Bezeich-
nung ,,Affinor** zum Ausdruck bringen soll, daB jede durch ihn charak-
terisierte Transformation eine affine Transformation darstellt. Bei
einem durch einen Affinor gekennzeichneten Geschwindigkeitsfeld wird
also ein in einem bestimmten Augenblick kugelférmig abgegrenztes
Fliissigkeitsgebiet ein Zeitelement spéter in ein Ellipsoid iibergegangen
sein. Die zur Bestimmung dieses Ellipsoids notwendigen sechs GroSen-
angaben: drei Richtungsangaben und drei Hauptdehnungsgeschwindig-
keiten liefert der symmetrische Teil des Affinors, der auch wohl Tensor
genannt wird. Die iibrigen drei Zahlenangaben des antisymmetrischen
Teiles des Affinors werden sich — wie wir in Nr. 45 sehen werden —
als die Komponenten eines Vektors erweisen, durch den die Drehung
oder Rotation eines Fliissigkeitselementes gegeben ist.

Was die Beziehung des Affinors zur Koordinatentransformation
anbelangt, so ist noch zu sagen, dafl die Komponenten des symme-
trischen Teils sich wie Quadrate und Produkte von Punktkoordinaten
transformieren, wihrend die Komponenten des antisymmetrischen
Teils — gemifB seiner Bedeutung als Vektor — sich wie Punktkoordi-
naten transformieren.

46. Der Stokessche Satz. Wir gehen jetzt kurz auf den Stokesschen
und in Nr. 46 auf den GauBschen Satz ein und werden dabei zugleich
zwei fiir die Hydrodynamik wichtige Begriffe erldutern.

Der Stokessche Satz wird den Begriff der Rotation der Anschauung
néherbringen und (in Nr. 47) zeigen, daf3 der die Rotation bestimmende
Vektor der antisymmetrische Teil eines Affinors ist. Der GauBsche
Satz wird den neuen Begriff der Divergenz bringen.

Um den Stokesschen Satz abzuleiten, betrachten wir eine be-
liebige geschlossene Kurve € in einem solchen Bereich, in welchem
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wir mit geniigender Genauigkeit — wie schon friiher — die quadra-
tischen und héheren Glieder in t der Taylorentwicklung fiir w ver-
nachlissigen diirfen. In diesem Bereich ist dann also der das Geschwindig-
keitsfeld eindeutig bestimmende Affinor @ praktisch konstant.

Ist dr ein Kurvenelement von €, so ist das skalare Produkt tv , dt
gleich der Projektion der Geschwindigkeit in einem Punkt t der Kurve €
auf die Kurventangente in diesem Punkt. Nimmt man das Integral
von diesem skalaren Produkt iiber die geschlossene Linie €, so hat

4  -a , man ein sogenanntes Linienintegral

1
b fwodr.

Setzen wir v =1 o @, so haben wir
also zu bilden:

¢
§r'o¢odt.

Wir nehmen zunéchst als Integra-
Abb. 55. Integrationsweg zur Ableitung biONSWeg € ein Parallelogramm 1, 2, 3, 4
des Stokesschen Satzes. der Abb. 55. (DaB das keine wesentliche
Einschrinkung der Allgemeingiiltigkeit ist, werden wir spater sehen.)
Die Integration iiber I—2 und 3—4 ergibt, da die beiden Integra-
tionswege entgegengesetzt gleich sind, nach Umkehrung des Integra-
tionsweges 3—4 wegen t; — r, == konst. == — b

frlo¢odr—-jr20¢odt:(tl—t2)o¢01ﬁdt= —boPoa.
Entsprechend ergibt sich, da 11 — 12 ~ konst. = a ist,

jr’lodiodt—jt'godiodr=(t'1-—t'2)od>ofdt=aodiob.
Als Linienintegral erhélt man somit:

12341

froDodr=acDPob—bodoa.

Setzen wir, wie in Nr. 43,

. 0w | .0 i
D=ty T Yy + f‘a'z !

. . . .. . 0
so ergibt sich, wenn wir zunichst den ersten Summanden @, = 1£
beriicksichtigen,

1234
; . Ow*
$r0¢lodt=axbotxa':

* Sind a, b, ¢, b vier Vektoren, so ist
a<boc “bd=aocbhbobdb—bocaod
=qaocbdob—Dbocbdoa.
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und bei Beriicksichtigung der beiden iibrigen Summanden des Affinors

12841 12341 _ . o . dmw Py

fwodt=4§roDPodr = a><bo<t><3$~ + i oy +f><72—).
a><b = § ist ein Vektor der Richtung nach senkrecht zur Fliche {,
um die herum das Linienintegral gebildet ist und dem Betrage nach

gleich der MaBzahl des Flicheninhalts.
. 0w . 0w ow /0w v .(0u Odw
PGy +ixGy H G =Gy - o) +i(E - 50)
/v du
+1(5 — 5)
ist ein Vektor, der —wie aus der geometrischen Bedeutung des Linien-
integrals hervorgeht — ein Mal der Drehgeschwindigkeit bedeutet.
Wir bezeichnen ihn mit R oder auch mit rottw und nennen ihn die
Rotation von 1.

Wie sich aus der Ableitung ergibt, ist die Rotation unabhingig
vom Koordinatensystem. Nimmt man statt des Parallelogramms eine
beliebige geschlossene Kurve €, so 1Bt sich leicht zeigen, dal das ab-
geleitete Resultat auch hierfir gilt. Man kann zu diesem Zweck die
Flache ¢ in ein Netz von Parallelogrammen
zerlegen (Abb. 56) und um alle diese Parallelo-
gramme integrieren, wobei simtliche Integrale
fortfallen (wegen der paarweise entgegengesetzt
gerichteten Integrationswege) bis auf diejenigen,
deren Integrationsweg zur duBeren Begrenzung
des Parallelogrammnetzes gehort. Denkt man  ,py 56, auttennung einer
sich das Parallelogrammnetz mehr und mehr 8ggebenen Tidcbe in (Infini-
verfeinert, so daB die Seite der Parallelogramme
nach Null konvergiert, so geht im Grenzfall das Integral kKings der
duberen Begrenzungsfliche des Netzes iiber in das Integral lings der
vorgegebenen geschlossenen Kurve €.

Es ist also fiir jede in sich geschlossene Kurve € des betrachteten
Gebietes das Linienintegral iiber € gleich dem skalaren Produkt aus
dem Flichenvektor § und der Rotation R:

=
v
=¥

[
fwodt=FoR=Forotiw. (3)
Wie wir schon frither bemerkten, ist die Annahme, daB das Ge-
schwindigkeitsfeld in einem kleinen, aber endlichen Gebiet um den
Punkt A eine lineare Vektorfunktion ist, im allgemeinen nicht genau
zutreffend, sondern nur als Néherung aufzufassen, die allerdings um
80 mehr der Wirklichkeit entspricht, je kleiner das betreffende Ge-
biet ist.
Streng genommen gilt die Annahme einer linearen Ortsabhingig-
Tietjcns, Uydromechanik. 2. Aufl. 6
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keit der Geschwindigkeitsvektoren nur firr einen infinitesimalen Be-
reich (d%), so daB wir exakt schreiben konnen:
lim§modt,=limd%o§R=limd8-orotm. (4)
dF->0 dF-»0 dF->0
Bezeichnen wir mit f die Richtung vond § (| f| =1) (normal zum Flichen-
element) und mit dF dessen Betrag, so haben wir d§ =f{dF und daher

. § wodt
rotmof=Rof d];l_l:o iF
R o | ist die Komponente von R in Richtung f. Durch die Kompo-
nenten nach drei aufeinander senkrechten Richtungen f,, f,, {5 ist also
R vollig gegeben. Gleichung (3a) ist also als Definition fiir R in
einem inhomogenen Geschwindigkeitsfelde verwendbar.

Wenn {||R gewihlt wird, so ist R o f = |R|, also ergibt sich auch
die folgende Beziehung:

Die Rotation eines Geschwindigkeitsfeldes in einem Punkte 4 ist
gleich dem Grenzwert, dem sich das durch Division mit dem Betrag
des Flachenelementes auf die Flicheneinheit bezogene Linienintegral iiber
dem Geschwindigkeitsvektor lings einer Kurve néhert, die ein zur Rich-
tung der Rotation senkrechtes infinitesimales Flichenelement umschlieSt.

Haben wir eine endliche Flache § (in welcher @ und damit R im
allgemeinen nicht mehr als konstant angesehen werden konnen), so
denken wir sie uns in infinitesimale Flichenelemente d§ zerlegt, in
denen (4) gilt. Bei der Integration dieser infinitesimalen Flichen sind
die Linienintegrale, deren Integrationsweg ganz im Innern der betrach-
teten Fliche liegt, wieder identisch gleich Null (die Integrationswege
werden paarweise in entgegengesetzter Richtung durchlaufen), und es
bleiben nur die Anteile, deren Integrationsweg Teile der Umrandung
der Fliche & sind, so da man erhilt:

& i
;modr=ffmod8=ffrotmod8-.

Hiermit haben wir den Stokesschen Satz in seiner allgemeinen
Form: das Linienintegral lings € wird in ein Flachenintegral iiber &
transformiert, wobei € die Umrandung von § bedeutet. Als wichtige
Folgerung aus dem Stokesschen Satz wollen wir noch bemerken, daf3

, (3a)

&
das rechte Integral f f rotw o d § fiir den Fall, daBl § eine geschlos-
sene Oberfliche bedeutet, gleich Null ist, da der Integrationsweg €
und damit das linke Integral fiir diesen Fall identisch verschwindet.

¢
46. Der GauBsche Satz. Wir untersuchen jetzt das zu $w o dr
analoge Integral iiber eine geschlossene Flache §

ﬁmd%:ﬁ?romda«,
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wobei wir wieder annehmen, daB in dem von § eingeschlossenen Bereich
die Geschwindigkeit eine lineare Vektorfunktion, d. h. @ konstant ist.
Geometrisch bedeutet dieses Integral das in einem Zeitelement durch
die geschlossene Oberfliache
geschobene Volumen, be-
zogen auf die Zeiteinheit;
man spricht in diesem Fall
von einem VektorfluBl
durch die geschlossene
Fliache .

Nehmen wir zunichst
. . Abb. 57. Parallelepiped zur Ableitung des
an, daBB § die Oberfliche GauBschen Satzes. Die Bezeichnungen der

: : 3 Rechteckflichen sind jeweils an Diagonalen
eines Pz?,ralleleplpeds mit Gor Roentand, Jowells an Dia
Kantenrichtungen parallel ,

den Koordinatenachsen ist!, so erhalten wir unter Beriicksichtigung

von & = — Fa Fa = — Far Fs = — T (Abb. 57)

%rlo@od%'{‘%fzo¢od%=§(f1—rg)o¢od8
=0oDoF,=a0Pob><c,

da §, =b>< ¢ ist.
Setzen wir @ = ig—’: +ig—'; + f%—':, 88 ergibt sich, da a par-
allel zu i und senkrecht zu jund f ist,also aoi=4a, acj=ao0t=0,

o

a9z ob><c¢

Go®Pobx<c=a
. , 0 .0 a
=a<t~a;:+1a—;+f%)ob><c

und, da jund? L b><cund ai=a ist,

a
=a—uaob><c,
x
_ou
T 9z

v,

wo V das Volumen des Parallelepipeds bezeichnet.
In der gleichen Weise erhilt man fiir die entsprechenden Integrale
iiber die beiden anderen Flichenpaare ,, , und §,, 4 die Ausdriicke:

dw

v
5!; V  bzw. 9z V,

! Diese spezielle Annahme ist nicht unbedingt notig; man kann den Be-
weis auch fiir ein beliebig orientiertes Parallelepiped fiihren, der dann allerdings
etwas umstdndlicher wird, dafiir aber zeigt, daB die nachfolgende Definition
der Divergenz © ebenfalls vom Koordinatensystem unabhangig ist.

6*
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so daB man fiir das Integral iiber die geschlossene Oberfliche erhilt:

ﬁm od?\‘:ﬁto¢od%=(§%+_§5+%§)v,

oder
ﬁmod8‘=ioaz+lo +{°az)V

DerAusdruckio +lo 3y+t°%t:_'35‘+?%+%'i5t
ein Skalar und heifit dle Divergenz des Vektors 1. Wir bezeichnen die
Divergenz mit @ oder mit div 1. Die Divergenz ist also das in einem
Zeitelement durch die Begrenzungsfliche geschobene Volumen der
Volumeneinheit, bezogen auf die Zeiteinheit.

In analoger Weise wie beim Stokesschen Satz laBt sich das fiir
ein Parallelepiped abgeleitete Resultat auch fiir beliebige Volumina
ableiten, solange die Geschwindigkeitsverteilung in diesem Volumen
geniigend genau durch eine lineare Vektorfunktion angendhert werden
kann. Streng genommen gilt die Ableitung nur fiir ein Volumenelement
dV, so daB die Divergenz in einem Punkte eines beliebigen Geschwindig-
keitsfeldes definiert ist durch

Fos
divw =0 = lim ° 48

av—o 94V
In Worten:

Die Divergenz in einem Punkt eines Geschwindigkeitsfeldes ist der
FluB des Vektors 1w durch die Oberfliche eines infinitesimalen Volumen-
elements bezogen auf die Volumeneinheit.

Geht man zu endlichen Fliissigkeitsbereichen mit vom Ort ab-
hiingigem Affinor iiber, so erhdlt man aus der letzten Gleichung die
von GauB aufgestellte Beziehung, durch die ein Oberflichenintegral
in ein Volumenintegral transformicrt wird,

X v
Froodd=[f[divwdy.

Es ist also der VektorfluB des Vektors w durch eine geschlossene
Oberfliche gleich demi Volumenintegral der Divergenz dieses Vektors
genommen iiber das von der Oberfliche eingeschlossene Volumen
(GauBscher Natz).

47. Einfiihrang des Opvrators V. Unter Benutzung des Hamilton-

schen Operators 7 = L + i 6y + f 32" mit dem wie mit einem Vektor
zu rechnen ist. Lillt sich der Affinor
.0 . O o
P=iy, tiy, +iy;

auch schreiben ¢ =Vw.
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Fir den zu @ konjugierten Affinor, den man durch Vertauschen der
Kolonnen mit den Reihen der Neunerform des Affinors erhilt, schreiben
wir sinngemé8:

oW , ow . dt
Pe=ppit gyt =0V,

Es ist offenbar P =) (710 + 0 F) + - (V1o — 0 F). Hierin
ist nun, wie sich sofort ergibt, wenn man die Neunerform der beiden
Affinoren 5 (V1o + W ) bzw. 4 (710 — 1o ) bildet,

;— (Vw4 wl) der symmetrische Teil des Affinors @ = Pw

und -%—(Vm — w ') der antisymmetrische Teil des Affinors @ = F w.
Wir wollen jetzt noch eine andere Schreibweise fiir die Rotation #
und die Divergenz @ einfithren:
Fiir die Rotation R hatten wir in Nr. 45 den Ausdruck gefunden:

. o | . o aw
Dafiir 1aBt sich auch schreiben
. 9 .0 9
rotm=t—a—£><m+1ay><m+fa—:/.m
=F>x<mw,.

In Koordinaten ergibt sich fiir rot w:

rOtszxm:(ibai_*-i‘oay +f(,i->><(iu+iv+fw)

. /0w Jdv
= ‘(a'y - 42)
., [0u ow
+1 (52 65:)
/0v u
T (oz ‘8y>’
oder in Determinantenform
1 i 4
RN T B )
rotiv = ‘dx  dy oz |
Py v w |

Ebenso ergibt sich fiir dic Divergenz:

7
divio = @ =10 — +1°i°,i_fo_

I

. d 3
. Loy L
5700 onolU -t

Jo Jw

dx dy az
i sy
Az °

=Fom,
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In Koordinaten
div 1w =Vom=(ii+i%+t%)o(iu+iv+tw)
ow
0x + 6 y + 9z
Zusammenfassend haben wir also in der neuen Schreibweise
d=Vw............ Affinor
R=PV><w=rot... Vektor
O@="Vomw=divw ... Skalar.
Wir wollen zum SchluB dieses Abschnittes noch an zwei Beispielen
die ZweckmaiBigkeit der neuen symbolischen Bezeichnung erliutern:
1. Gegeben sei ein Vektorfeld, dessen Vektor i selbst wieder der
Gradient eines skalaren Feldes ¢ ist; also
w=gradp =Feg.
Bilden wir zunichst die Divergenz dieses Vektorfeldes:
divio =divgradg =VolV ¢ =P2¢
2
= Tat ot 52 =4,
wo 4 = 6;’ + ay” + 53 a -3 den Laplaceschen Operator bedeutet.
Bilden wir dann die Rotation, so.erkennen wir sofort, daf
rotgradg =V ><V¢ =0
ist, da das Vektorprodukt jedes Vektors mit sich selbst gleich 0 ist. (In

Koordinatendarstellung ergibt sich auf etwas umsténdlicherem Wege
natiirlich dasselbe Resultat; man erhilt dabei Ausdriicke von der Form
ot e
dzdy Oyox

2. Ist hingegen ein Vektorfeld gegeben, dessen Vektor die Rotation
eines anderen Vektorfeldes 9 ist:
v = rot 9,
so ergibt sich fiir die Divergenz:
divio =divrot A=V, V<% =0,

da V' >< U ein Vektor mit der Richtung senkrecht zu F und 9 ist,
und daher dieser Vektor mit I skalar multipliziert verschwindet; fiir
die Rotation des Vektorfeldes w erhdlt man
rot w = rotrot A = P >< (F >< N)
=V (UV—rA)
=Vo¥A V—Vol U,
* Sind a, b, ¢ drei Vektoren, so ist

a>(b><¢)=ao(chb—"be¢)
=aotb—aobec.

=0 usw.)
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also
rot 1w = rotrot A = graddivy — 4 U.

Wir haben somit gefunden, daB ein Vektorfeld, das durch Bildung
des Gradienten eines Skalars hervorgegangen ist, keine Rotation be-
sitzt (drehungsfreies Feld), daB hingegen ein Vektorfeld, das man durch
Bildung der Rotation eines Vektors erhalt, ohne Divergenz ist (quellen-
freies Feld).

Man konnte noch die umgekehrte Frage stellen, ein Vektorfeld
zu finden, dessen Rotation iiberall verschwindet, und dessen Divergenz
iiberall vorgegeben ist bzw. ein Vektorfeld, dessen Divergenz iiberall
verschwindet und dessen Rotation iiberall vorgegeben ist. Beides ist
wegen des Auftretens des Laplaceschen Operators mit den Methoden
der Potentialtheorie durchfiibrbar. Ist ein allgemeines Vektorfeld ge-
geben, so wird es stets moglich sein, es so in zwei Teile zu zerlegen,
daB fiir den ersten Anteil die Rotation gleich Null ist und fiir den
zweiten die Divergenz identisch verschwindet.

VII. Beschleunigung eines Fliissigkeitsteilchens und
kinematische Grenzbedingungen.

48. Abhiingigkeit der Anderung der ZustandsgroBen eines Fliissig-
keitsteilchens von der Zeit und dem Geschwindigkeitsfeld. Bei der
Berechnung der Beschleunigung eines Fliissigkeitsteilchens handelt es
sich um die Aufgabe, die Geschwindigkeitsinderung eines festgehal-
tenen Teilchens zu ermitteln. Als Vorbereitung mag hier die allge-
meinere Aufgabe behandelt werden, die zeitliche Anderung irgend
einer skalaren oder gerichteten GréBe (z. B. Dichte, Temperatur, Ge-
schwindigkeit, Rotation, auch Deformation) zu bestimmen.

Bei dieser Fragestellung ergibt sich nun sofort eine Zweiteilung.
die ganz den beiden Darstellungsmethoden von Euler und Lagrange
entspricht. Man kann entweder danach fragen: Wie dndert sich die
betreffende Grofle, z. B. die Geschwindigkeit, in einem bestimmten
Punkt (r) des von der Flissigkeit ausgefiillten Raumes, oder man kann
die Frage stellen: Wie dndert sich die Geschwindigkeit eines gewissen
sich im Raume bewegenden Teilchens (3)? Im ersten Fall (bei fest-
gehaltenem Raumpunkt r) sprechen wir vom lokalen Differential-
quotienten, im zweiten Fall (bei festgehaltenem Fliissigkeitsteilchen §)
vom substantiellen Differentialquotienten. Nehmen wir z. B.
als die von der Zeit (und im allgemeinen auch vom Ort) abhingige
GroBe die Temperatur 7' an, so ergibt sich in der Eulerschen Dar-
stellung fiir den lokalen Differentialquotienten:
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or or
( Jt at
schlechthin, da dies ein gewohnlicher partieller Differentialquotient ist.

)t oder

Den substantiellen Differentialquotienten (%?L wollen wir in der

Eulerschen Darstellungsweise zum Unterschied vom lokalen Differential-
quotienten mi —Is—tT (gesprochen 7' substantiell nach ?) bezeichnen.

49. Substanticller Differentialquotient = lokaler Differential-
quotient 4 konvektiver Differentialquotient. Wir werden nun sehen,
daB der substantielle Differentialquotient sich in zwei Teile zerlegen
1aBt. Wir fragen uns zu dem Zweck: Wodurch ist die zeitliche Ande-
rung der betreffenden GroBle — im betrachteten Fall der Tempera-
tur — bei festgehaltenem Fliissigkeitsteilchen bedingt? In einem ge-
wissen Zeitpunkt ¢ = ¢, moge das in Frage kommende Fliissigkeits-
teilchen den Ortsvektor 1, besitzen. Denken wir uns nun, da8 in irgend-
einer Weise die Temperaturverteilung des Raumes sich zeitlich éndert,
so kann man an jedem festgehaltenen Ort r, eine Temperaturinderung
feststellen. Wenn das Fliissigkeitsteilchen ruht, ist dies die ganze Ande-
rung. Lassen wir jetzt das Fliissigkeitsteilchen eine Bewegung ausfiihren,
so wird im allgemeinen die Temperatur des Fliissigkeitsteilchens durch
diese Ortsverinderung beeinfluBt. Diese durch die Bewegung des
Fliissigkeitsteilchens bedingte Temperaturinderung bezeichnet man
auch als Temperaturinderung durch Konvektion.

Die konvektive Anderung hiingt ab:

1. von der Bewegungsrichtung und dem Betrag der Geschwindig-
keit des Teilchens, also dem Geschwindigkeitsvektor 1 und
grad 7 2. von der Temperaturverteilung bzw. dem
—_—T Temperaturgradienten.
“  Wir betrachten in Abb. 58 eine Schar Kur-
— [ #% 7% ven T = konst. Bei der angenommenen Be-
— 1L oz % wegung des Teilchens im Zeitelement d¢
7 von 1, nach v, dndert sich also die Tempe-
Abb. 58. Bewegung eines Flissig. T20UT Ul einen Betrag gleich der Projektion
keitsteilchens von r, nach v, in des Vektors wd¢ auf den durchr, gehenden
einem ortlich  veridnderlichen . T .
g?m:;uréﬂde;rggfmerk%: Gradxenten. m.ultlph‘zlert mit dem Betrag von
Teilchens ist dann wo grad 7. grad 7', mithin gleich dem skalaren Produkt

von wdt und grad 7. Fir die konvektive

Anderung in der Zeiteinheit, d.h. fiir den konvektiven Differential-
quotienten erhalten wir somit den Ausdruck

wograd 7.

Nehmen wir statt des Beispiels der Temperatur eine beliebige
GroBle w, die ein Skalar, ein Vektor oder auch ein Affinor sein kann,
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so ergibt eine leichte Nachpriifung, daB auch hier der substantielle
Differentialquotient nach der Zeit
Do IJdow
S =9 TWo grad w (1)
ist.
Fiir den besonders wichtigen substantiellen Differentialquotienten
der Geschwindigkeit to ergibt sich also
Dw __ dw
43 = af TWogradi. (2)
In Koordinaten erhilt man fiir diesen Ausdruck, wenn man beriick-
sichtigt, daB
_ g . .0 | .0 I
wogradiv =wolVw=(lutjv+two (15—5 + ;—a—y +lﬁ~)
0w o I
=ug, TV, TUy,

. Ou . Ou ., Ou
=tugy Tivgy tiwg
, 0v ., dv ., Ov
+lu‘a;+lvj§+lw‘*az‘
dw dw Jw

ist,

ou Ju ou ou
T + U5 + s + w5 (x-Komponente)

ov dv dv dv

a1 Tt Yy + w5  (y-Komponente) (2a)
dw ow ow ow

¥ +u 3z + v 3y + w ¥ (z-Komponente) .

In der Lagrangeschen Darstellungsweise, die allerdings — wie frither
schon erwiahnt — praktisch von geringer Bedeutung ist, hat man fiir
den substantiellen Differentialquotienten der GréBe v zwar den ein-
fachen Ausdruck

a1
<_¢9_t )5 ’

die Schreibweise fiir den lokalen Differentialquotienten ist aber um so
komplizierter, da der Raumvektor tr als abhiangige GroBe erscheint.
Fiir eindimensionale Probleme laBt sich in gewissen Fillen die
Lagrangesche Methode — wie Riemann' gezeigt hat — mit Vorteil
anwenden.
50. Kinematische Grenzbedingungen; Lagrangesches Theorem. Die
kinematische Grenzbedingung an den Beriihrungsflichen von Fliissig-

1 Riemann-Weber, 2. Bd. S. 507, 5. Aufl. (1912), Braunschweig.
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keiten und festen Koérpern sowie zwischen zwei nicht miteinander
mischbaren Flissigkeiten (Wasser und Ol, Wasser und Luft usw.)
muf offenbar die sein, daB einerseits nirgends eine Liicke, ein Vakuum,
anderseits auch kein Ineinanderdringen auftreten kann. Daraus ergibt
sich aber die Forderung, daBl die Normalkomponenten der Geschwindig-
keiten fiir beide Medien diesseits und jenseits der gegenseitigen Be-
rithrungsflache gleich sind, d. h.
mn| = wy =wucos (n,x)+ vcos(n,y) -+ wecos(n,z)

mufB auf beiden Seiten der Beriithrungsfliche gleich sein.

Bei dieser Gelegenheit wollen wir kurz auf ein merkwiirdiges — von
Lagrange aufgestelltes — Theorem eingehen, welches besagt, daB die
Grenzflache einer Fliissigkeit dauernd aus denselben Fliissigkeits-
teilchen gebildet wird. In dieser Allgemeinheit ist allerdings dieser
Satz, wie wir noch sehen werden, nicht ganz richtig. Wohl aber laG3t
sich leicht beweisen, daB ein Fliissigkeitsteilchen, das nicht von jeher
an der Grenzfliche war, in endlichen Zeiten auch nicht an die Grenz-
fliche kommt. Dafl allerdings Teilchen, die einmal an der Grenzflache
waren, nicht in das Innere der Fliissigkeit gelangen konnten, erweist
sich als irrig.

Wir betrachten in Abb. 59 einen Punkt 4, der von der Begrenzungs-
fliche um die kleine GroBe A entfernt sein moge. Ist % klein genug.
so konnen wir ein Gebiet um A4 abgrenzen, von dem wir mit geniigen-
der Genauigkeit annehmen diirfen, daBl es sich im Laufe der Zeit affin
deformiert, so daB also in dem betrach-
teten Gebiet z. B. Gerade bei der Defor-

mation wieder in Gerade iibergehen, Schnitt-
—————————————— —— punkte in Schnittpunkte, gleichmaBige Tei-
Abb. 59. Ein im Innern der Flissig- lungen wieder in ebensolche Teilungen usw.
keit befindliches Fliissigkeitsteilchen . . ..
kana g:zf&%(}:éc;eﬁgnggt(?a ‘rzl;c;lrtl oo DeI" die .Deforma}tu.)n charakterisierende
sches Theorem). Affinor wird somit in dem um A abge-
grenzten Gebiet konstant angenommen.

Nehmen wir an, daB sich das Fliissigkeitsteilchen in 4 zur Grenze
hinbewegt, so wiirde also die zeitliche Abnahme von % proportional h
sein, wobei wir voraussetzen diirfen, daBl dieser Proportionalitits-
faktor, der eine Funktion der Zeit sein kann, immer endlich bleibt.

dh
also ,, =g(f) -k oder, wenn wir mit &, eine Integrationskonstante

bezeichnen:
¢
h
0

Da der Integrand als endlich vorausgesetzt werden konnte, bleibt

fiir endliche Zeiten auch das Integral, d. h. In }}: , also auch k endlich.
0



Beschleunigung eines Fliissigkeitsteilchensund kinematische Grenzbedingungen. 91

Wihrend das Integral positiv wie negativ sein kann, muB A dauernd
positiv und, wie wir gesehen haben, endlich bleiben (allerdings nimmt
k bei negativem g(f) unbegrenzt ab, wird aber in endlicher Zeit nicht
Null).

Damit ist der obige Satz bewiesen, daB ein Fliissigkeitsteilchen,
das zu einem bestimmten Zeitpunkt nicht auf der Begrenzungsflache
sich befindet, in endlichen Zeiten auch nicht dorthin kommen kann.
Dabei setzen wir allerdings voraus, dafl das Geschwindigkeitsfeld oder
die Begrenzungsfliche keine Unstetigkeiten aufweist, da firr diesen
Fall fiir das betrachtete Gebiet die Voraussetzung, daB die Deformation
affin sei, nicht zutrifft.

Betrachten wir z. B. eine Stromyng gegen eine scharfe “Schneide
vom Winkel Null, so wird die Fliissigkeit durch diese Schneide gleich-
sam aufgespalten, wobei Fliissigkeitsteilchen aus dem Innern an die
Begrenzungsfliche gelangen.

51. Die Fliissigkeiten und Gase sind nicht als ideale, sondern als
Quasi-Kontinua aufzufassen. Dal diejenigen Fliissigkeitsteilchen, die
einer Grenzfliche angehéren, unter gewissen Bedingungen doch in
das Innere der Fliissigkeit gelangen kénnen, rithrt davon her, daBl die
Fliissigkeiten und Gase nicht als ideale Kontinua, sondern als Quasi-
Kontinua aufgefaBt werden miissen. Betrachten wir die Stromung
einer reibungslosen Fliissigkeit um einen Zylinder oder um eine Kugel.
8o verlaufen die Stromlinien, wie wir spater sehen werden, in der in
Abb. 60 angegebenen Form, und zwar ist an den Punkten 4 und B,
wo die Stromlinien den Kor-
per treffen, die Geschwindig- T
keit gleich Null; in der 7
niachsten Umgebung beider
Punkte ist das Geschwindig-
keitsfeld durch einen kon-
stanten Affinor darstellbar.
Bei A verkiirzen sich die

Strecken senkrecht zur Ober-
flaiche dauernd, die Strecken
parallel zur Oberfliche ver-

Abb. 60. Stromung um einen Zylinder im ersten

Augenblick der Bewegung aus der Ruhe. Die,,fliissige

Flache'* K (gekennzeichnet durch den gestrichelten

Kreis) geht in die strichpunktierte und darauf in die
punktierte Kurve {iber.

langern sich dauernd; bei B
ist es gerade umgekehrt: Ein Teilchen in einem kleinen Abstand
von der Kugel in der Ndhe des linken Punktes riickt der Oberfldche
immer naher; der Abstand nimmt nach einem Exponentialgesetz ab,
er wird nie Null, geht aber sehr bald unter jede praktisch angebbare
Grenze.

Anderseits werden die urspriinglich bei A4 befindlichen Teilchen
immer weniger; ihre Zahl nimmt exponentiell ab, so daB unbe-
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schadet der Richtigkeit des mathematischen Satzes fiir das echte
Kontinuum nach gar nicht sehr langer Zeit von den urspriinglich
bei A Staupunkt befindlichen Fliissigkeitsteilchen kaum noch welche
ibrig sind.

Eine andere Betrachtung ist die folgende: Wir wollen unter einer
fliissigen Fliache eine Flache verstehen, die dauernd aus denselben
Fliissigkeitsteilchen besteht. Eine solche fliissige Fliche soll sich zu
einer gewissen Zeit in einem geringen Abstand von der Kugeloberfliche
befinden (in Abb. 60 als gestrichelte Linie (K) gekennzeichnet). Durch die
Fliissigkeitsbewegung befindet sie sich nach einer gewissen Zeit in der
Lage, wie sie in derselben Abbildung durch eine strichpunktierte Linie
angegeben ist, noch spiter geht sie itber in die punktierte Linie usw.
Sie riickt also vorn immer naher an den Kérper heran, wahrend sie
sich hinter dem Korper zu einem immer linger werdenden Gebilde
auseinderzieht; alles natiirlich unter der Annahme des angegebenen
Geschwindigkeitsfeldes, das — wie bemerkt werden mége — nicht
dasjenige einer wirklichen (reibenden) Fliissigkeit ist.

VIII. Kontinuitiitsgleichung.

2. Volumenbestindige homogene Fliissigkeiten. Wir haben im
VI. Kapitel Geschwindigkeitsfelder von grofier Allgemeinheit behandelt,
miissen jedoch jetzt die einschrinkende Bemerkung machen, daB nicht
jede beliebige Vektorverteilung eine mdégliche Fliissigkeitsbewegung
ergibt. Eine der Einschrinkungen folgt aus der notwendigen Forderung
der Konstanz der Materie. Solange freilich iiber die Abhangigkeit der
Dichte der Fliissigkeit von Raum und Zeit keine Angaben vorliegen,
laBt sich diese Forderung auch fiir beliebige Vektorfelder erfiillen. Da
diese Abhéngigkeit jedoch nicht willkiirlich angenommen werden kann,
sondern aus physikalischen Gegebenheiten eindeutig bestimmt ist,
werden durch die Notwendigkeit, dal weder Materie entstehen noch
vergehen kann, gewisse Vektorfelder, die dieser Forderung nicht ge-
niigen, weitérhin auflerhalb unserer Betrachtung bleiben.

Wenn wir zunichst den wichtigsten Fall behandeln, daB die Dichte o
zeitlich und raumlich konstant ist, so haben wir — wenn wir der Euler-
schen Methode folgen — den mathematischen Ausdruck dafiir zu
bilden, daB in jedem beliebigen von Fliissigkeit erfiillten Volumen nur
so viel Fliissigkeit austreten kann als zugleich eintritt, d. h. wir haben
eine quellenfreie Stromung. In Nr. 46 haben wir als analvtischen Aus-
druck dafiir gefunden:

Vo =divin =
oder
dw

Ju ov
oz T oy T oz =0
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Diese Gleichung bezeichnen wir als Kontinuititsgleichung fiir eine
volumenbestindige homogene Fliissigkeit. Fiir den stationdren Fall
ergibt sich mit Hilfe der Stromréhren noch eine andere Méglichkeit,
die Kontinuitit auszudriicken. Bei einer Stromréhre, die sich in diesem
Fall wie eine feste Rohre verhilt, flieBt ndmlich durch irgendeine Quer-
schnittsfliche ebensoviel Fliissigkeit wie durch eine beliebige andere
Querschnittsfliche der Stromrohre. Ist das Stromlinienbild bekannt
— wie z. B. bei Stromungen in Réhren, wo angenihert die ganze Rohre
als eine Stromréhre behandelt werden kann —, so gilt mithin fiir jeden
Rohrquerschnitt

F,w, = Fyw, = Fw = konst.

53. Kompressible Fliissigkeiten (Gase), Ableitung in der Eulerschen
Methode. Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall, daB o eine be-
liebige (analytische) Funktion des Raumes und der Zeit ist, so konnen
wir die Kontinuititsgleichung ableiten entweder bei festgehaltenem
Volumen 4V des r-Raumes oder fiir eine bestimmte Fliissigkeitsmasse
im 3-Raum. Bei festgehaltenem Volumen AV haben wir den Ausdruck
dafiir aufzustellen, da in demselben Verhiltnis, in dem mehr Masse
in das betrachtete Volumen ein- als ausgeflossen ist, die Masse dieses
Volumens (durch Anderung der Dichte) zugenommen hat.

Die Fliissigkeitsmasse, die in ein Volumen AV in der Zeiteinheit
mehr (oder weniger) ein- als austritt (der MassenfluB), ist gegeben
durch das Integral

4

$ewodd,
wo & die Oberfliche des Volumens bedeutet (die Richtung der AuBen-
normale sei positiv gerechnet). Das Integral ist also bei einer Massen-
zunahme negativ, bei einer Massenabnahme positiv. Transformieren
wir dieses Oberflachenintegral nach dem GauBschen Satz (Nr. 46) in
ein Volumenintegral, so haben wir fiir den Massenflu den Ausdruck

Ay

fdiv(pw)dV.
Beriicksichtigen wir jetzt, dal wir jedes beliebige Vektorfeld an-
gendhert als lineares Vektorfeld betrachten kénnen, wenn wir nur das

Volumen AV klein genug wihlen, so erhalten wir in diesem Fall fiir
den MassenfluB:

&
$owodF = AV div (o).

Dieser Ausdruck mufB nun wegen der Konstanz der Materie gleich
der zeitlichen Zu- bzw. Abnahme der Masse des konstanten Volu-
mens AV sein. Mithin
— AV div (o 0) = AV%?— ,
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oder
5%+ div (o) = 0. (1)
Wir konnen dieser allgemeinsten Kontinuitéitsgleichung noch eine

etwas andere Form geben:
Da

div(pmw) =Fo(ow) =FVpotw + oV ol =twogradp + pdiviv
ist, haben wir
a—‘;+rt)ogra,dg—i—gdivm=0 (1a)

oder in Koordinatendarstellung
2t ol twd o (P 2 ) 0. (b
_t+u"6:+v—(ﬁ harP Te oz 0y 9z) -7 (1b)

Wollen wir jetzt die Kontinuititsgleichung ableiten fiir eine be-
stimmte Fliissigkeitsmasse, so ist der Ausdruck fiir die Konstanz der

Materie offenbar
oAV = konst,,

also, da es sich um die zeitliche Anderung einer bestimmten Fliissigkeits-
masse, d. h. um den substantiellen Differentialquotienten handelt,

D
o @dv) =0
oder
0dr D 4 V+ 4 V
Bedenken wir, daB d1e Anderung des Volumens AV in der

Zeiteinheit ist und div 1o dle]enlge der Volumeneinheit, so ist

D .

Da ferner nach S. 89 d a—f + o grad g ist, so haben wir,

wenn wir durch AV kiirzen,

t

gdivm-f-%-}—mogradg:O;

wir erhalten also auch auf diesem Wege unsere Gl. (1a) wieder. Han-
delt es sich um eine stationdre Fliissigkeitsstromung, ist also p von ¢
unabhingig, so bleibt als Kontinuitéitsgleichung

div (o) = 10 o, grad g + p diviv = 0. (2)
Ist auflerdem p rdumlich konstant, so ist o divip = 0, also
divio = 0. (3)
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Betrachten wir die Fliissigkeitsbewegung durch eine Stromrohre
mit verdnderlichen Querschnitten, so mul — da der Massenfluf} durch
die Begrenzungsfliche einer jeden Stromréhre gleich Null ist — fiir
stationdre Bewegungen gelten

Fiw, 0, = Fyw,p, = konst. = Fwp.

Diese Gleichung hat allerdings nur Bedeutung in dem Fall, da3
wir iiber die Form der Stromlinien Aussagen machen kénnen (z. B. bei
Stromungen durch Rohre).

Fiir raumbestandige Fliissigkeiten (o = konst.) haben wir wieder
die Gleichung, die man vorzugsweise in der Hydraulik als Kontinuitats-
gleichung betrachtet:

F-w = konst. (4)

54. Die allgemeine Kontinuitdtsgleichung in der Lagrangeschen Dar-
stellung. Wir wollen der Vollstindigkeit wegen noch die Kontinuitats-
gleichung in der Lagrangeschen Darstellung ableiten.

Ist dV ein bestimmtes im 3-Raum abgegrenztes Volumenelement
mit den Kanten da, db, dc (Abb. 61) und der Dichte g,, so ist die Masse
dieses Fliissigkeitselementes p, da dbdc. Fragen wir, welche Gestalt
dieses Fliissigkeitsvolumen dV zu irgend einem Zeitpunkt ¢-im t-Raum

8-Raum

- Raum

dr,

ADbb. 61. Die Gestalt eines im 3-Raum abgegrenzten Volumenelementes nach einer infinitesimalen
Deformation im r-Raum.

besitzt, so ist — wenn dr, dr, dr, die Kanten des deformierten Vo-
lumenelementes bezeichnen —

dt, = g; da
dr, = % db
dty = gvz de.

Das Volumen dieses deformierten Volumenelementes ist nun

dty o dry, >< dry .
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Ist dann die Dichte des deformierten Volumenelementes gleich g
80 ergibt die Forderung der Konstanz der Materie
Qodadb dc = erl -} drz >< dts
oder
codadbde = gdadbde 0% o 9% 5 It
Mithin erhalten wir als Kontinuititsgleichung in der Lagrangesche:

Darstellung :
dr  dtr _ 0t

Q=034 ° 35 <gc’
oder in Koordinaten

oz oy 0

| da da Jda

dz Jdy 0z

=C 35 b 9b
dy 9z,

oz
de ¢ de



Dritter Abschnitt.
Dynamik der reibungslosen Flissigkeiten.

IX. Eulersche Gleichung und ihre Integration auf der
Stromlinie.

56. Allgemeine Bemerkungen iiber die Wirkung der Z#higkeit von
Fliissigkeiten. Wir gehen aus von der Grundgleichung der Dynamik
eines Massenpunktes: Kraft gleich Masse mal Beschleunigung. Diese
Gleichung muB fiir jedes Fliissigkeitsteilchen erfiillt sein.

Was die Krifte anbelangt, so tritt im allgemeinen auBier den uns
schon aus der Hydrostatik bekannten Kriften:

1. der Massenkraft pro Volumeneinheit go = y und

2. dem Druckgefille pro Volumeneinheit — grad p noch

3. die Reibungskraft auf.

Die innere Reibung oder die Zahigkeit einer Fliissigkeit ist etwas
verwickelter Natur. Sie hingt ebenso wie der Spannungszustand eines
elastischen Korpers von einem symmetrischen Affinor oder Tensor ab;
nur daB bei den zidhen Flissigkeiten nicht die Formédnderungen selbst,
sondern die Forménderungsgeschwindigkeiten den Spannungen
proportional sind.

Es seien an dieser Stelle einige allgemeine Bemerkungen iiber die
Wirkung der Zahigkeit in Fliissigkeiten gemacht:

Die Bewegung einer Fliissigkeit ist — abgesehen von Schwerkraften,
die bei kompressiblen, homogenen Fliissigkeiten sich nur in der Dichte-
verteilung bemerkbar machen — wesentlich beeinfluBt durch die
Tréagheit und die Reibung. Die Erfahrung lehrt nun, da8 bei vielen
Fliissigkeiten (z. B. Wasser) und bei den Gasen — sobald es sich um
groBe und méBig grofe Abmessungen handelt — die Wirkung der
Reibung im Innern der Fliissigkeit gegeniiber den Trigheitswirkungen
sehr zuriicktritt. Die hier vorkommenden Druckdifferenzen werden fast
ausschlieBlich durch die Tragheitskrifte aufgenommen. Bei kleinen
Fliissigkeitsmassen jedoch (bei denen dann auch meistens die Be-
schleunigungen klein sind), z. B. bei Nebeltropfchen oder Stromungen
in Kapillarréhren, stehen den Druckdifferenzen im wesentlichen nur
die Reibungskrifte gegeniiber, wihrend die Tréagheitswirkungen ver-
nachléssigt werden kénnen.

Tictjens, Hydromcchanik. 2. Aufl. 7
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Es ist nun lediglich in der Schwierigkeit der mathematischen Be-
handlung des Stoffes begriindet, daB bis vor noch nicht langer Zeit

das allgemeine Problem der Fliissigkeitsbewegung — von einigen
besonders einfachen Fiallen abgesehen — nicht behandelt werden
konnte.

Nur unter Annahme von gewissen extremen Voraussetzungen war
es gelungen, hydrodynamische Vorginge theoretisch zu verfolgen.
Einerseits vereinfachen sich namlich die Differentialgleichungen so sehr,
daB sie in vielen Fillen integriert werden kénnen, wenn man die Rei-
bungskréafte vollstindig vernachlassigt. Hier handelt es sich um die
sogenannte klassische Hydrodynamik, die ihrer Betrachtung also eine
idealisierte vollstandig reibungslose Flissigkeit zugrunde legt.
Dieses Gebiet ist — besonders von seiten der Mathematiker — so ein-
gehend durchforscht, da man es im wesentlichen als abgeschlossen
betrachten kann. Anderseits 1laf3t auch diejenige Vereinfachung, die sich
aus der Vernachlissigung der Tragheitswirkungen ergibt, eine mathe-
matische Behandlung zu.

Wir konnen somit ein Schema von drei Gebieten aufstellen:

I I
Reibungslose Fliissig- _Tragheitslose Fliissig-
keitsbewegung N 1M1 kelt,sbewegungen

AN
AuBer den Druck- N “Wirkliche Flﬁssigkeits-‘( yZ AuBer den Druck-
kriften nur Tragheits- "\ bewegungen / kréften nur Zahigkeits-
wirkungen AN wirkungen

> AuBer den Druck- ‘(
kraften treten Trag-
heits- und Reibungs-
wirkungen auf
Vor etwa 20 Jahren sind nun von den Gebieten I und II VorstsBe
in das Gebiet III unternommen insofern namlich, als man einerseits
versucht hat, im Gebiet IT — also bei Beriicksichtigung der Zahigkeits-
krifte — das erste Glied der in eine Reihe entwickelten Trigheitskréfte
zu beriicksichtigen und anderseits, indem man es unternommen hat,
Fliissigkeiten sehr geringer Zahigkeit mathematisch zu behandeln. Dex
Vorsto von den zahen Fliissigkeiten geht zuriick auf den Namen
Osseen?, wihrend der VorstoB von der Seite der reibungslosen Fliissig-
keiten von Prandtl? ausgeht, der 1904 in einem Vortrag auf dem
Heidelberger Mathematiker-Kongre8 den Weg zur Behandlung von
Flissigkeiten sehr geringer Zahigkeit gewiesen hat, wodurch der ge-
samten Hydrodynamik ein Impuls erteilt worden ist, der sich als auler-

! Osseen, C. W.: Zur Theorie des Fliissigkeitswiderstandes. Nov. Acts
R. Soc. Scient. Ups. Ser. IV, Bd. 4. 1914.

2 Prandtl, L.: Uber Fliissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. Verh
d. III. Int. Math. Kongresses in Heidelberg 1904. Leipzig 1905.
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ordentlich fruchtbar erwiesen hat und dessen Auswirkungen noch nicht
abzusehen sind.

Die Stromungsvorginge, bei denen die Reibungskrifte von der-
gelben GroBenordnung wie die Tragheitskrafte sind, hat man auch bis
jetzt noch nicht der mathematischen Behandlung zugingig machen
konnen. In einigen wenigen Fillen allerdings hat man Ldsungen der
allgemeinen Differentialgleichungen ziher Fliissigkeiten gefunden, so
z. B. fir eine bestimmte einfache Stromung gegen eine unendlich
ausgedehnte Platte oder fiir die Strémung in Kanilen von besonderen
Formen.

Fragen wir uns jetzt, inwiefern sich die wirklich eintretende Stro-
mung einer Fliissigkeit mit sehr geringer Zahigkeit — wie sie die Gase
oder Wasser usw. besitzen — von derjenigen unterscheidet, die wir
bei Annahme einer vollstandig reibungslosen Fliissigkeit erhalten,
8o koénnen wir sagen, daBl die Wirkung der Zahigkeit bei Fliissigkeiten
sehr geringer Reibung nur wesentlich zur Geltung kommt in einer im
allgemeinen sehr diinnen Schicht an der Begrenzungsfliche von Fliissig-
keit und festem Korper. Das kommt daher, daB in dieser Schicht — der
sogenannten Prandtlschen Grenzschicht — ein sehr starker Anstieg der
Geschwindigkeit stattfindet, dem die Reibungskraft proportional ist
(vgl. Kapitel XVI des 1I. Bandes). Waihrend die ideal-reibungslose
Fliissigkeit ein Gleiten der Fliissigkeit an der Begrenzungsfliche er-
gibt, haftet jede wirkliche auch noch so wenig zéhe Flissigkeit mit
ihren Beriihrungsteilchen an dem festen Korper. Da nun aber bei einer
um einen Kérper stromenden Fliissigkeit von geringer innerer Reibung
(z. B. bei Wasser, im Gegensatz zu Glyzerin) schon in sehr geringer
Entfernung vom Korper betrichtliche Geschwindigkeiten auftreten
(Geschwindigkeiten, wie sie einer reibungslosen Fliissigkeit entsprechen
wiirden), so hat der Ubergang der Geschwindigkeit auf Null am Kérper
selbst in einer sehr diinnen Schicht stattzufinden; dies laBt aber — wie
gesagt — auf das Vorhandensein von gro8en Reibungskriften schliefen,
die in dieser Schicht von der GréBenordnung der Druckgradienten sind.

Solange nun diese diinne Schicht, in der die Zahigkeit wesentlich
zur Wirkung kommt, am umflossenen Korper bleibt, wird das Strom-
linienbild der wirklichen Strémung sich nicht wesentlich von dem-
jenigen unterscheiden, das sich aus der Annahme einer ideal-reibungs-
losen Fliissigkeit ergibt. Wenn aber der Fall eintritt — den man meistens
beobachtet —, daB die Stromung sich vom Kérper loslost, so wird da-
durch das gesamte Stromlinienbild wesentlich verindert. Die sich
hierbei ausbildende Grenzschicht zerfdllt namlich in Wirbel, die der
Strémung ein ganz neues Gepriage geben. In diesem Falle fiihrt die
Annahme einer ideal-reibungslosen Fliissigkeit zu keinem praktisch
verwertbaren Ergebnis.

e
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Denken wir uns beispielsweise eine Stromung um einen schlanken
Luftschiffkérper oder um einen Tragfliigel, so kommen zwar auch hier
die Reibungskriifte in der Grenzschicht zur Wirkung, insofern als hier
die Stromungsgeschwindigkeit bis auf Null unmittelbar am Kérper
abgebremst wird; da aber die Grenzschicht bei diesen Stromungs-
formen gewdhnlich am Kérper bleibt und die Stromung nicht von ihm
,,abreifit‘, 8o wird durch die Grenzschicht das gesamte Stromlinienbild
nicht wesentlich beeinfluit. Bei einer Strémung um eine Kugel oder
um eine senkrecht zur Strémung gestellte Platte jedoch bleibt diese
Grenzschicht nicht am Korper, sondern st sich an bestimmten Stellen
von ihm ab, um sich weiterhin in Wirbel aufzulosen. Von wesentlicher
Bedeutung ist es nun, da man weiB, unter welchen Bedingungen eine
Ablosung der Grenzschicht eintritt bzw. nicht eintritt.

Es hat somit in manchen Fillen einen guten Sinn, die Fliissigkeit
als reibungslos zu betrachten, dann némlich, wenn ein Ablosen der
Strémung vom Korper nicht stattfindet. LBt man in diesem Fall die
Zshigkeit mehr und mehr abnehmen, so wird die Grenzschicht diinner
und diinner, bis sie schlieBlich beim Grenziibergang zur Zahigkeit
gleich Null verschwindet und das Stromungsbild in dasjenige der ideal-
reibungslosen Fliissigkeit iibergeht.

In dem anderen Falle jedoch, in dem eine Ablosung stattfindet,
bekommen wir beim Ubergang zur Reibung Null nicht das Bild der
von vornherein als reibungslos angesehenen Fliissigkeit, sondern — so-
fern man der Auswirkung der nach Null konvergierenden Zahigkeit
geniigend Zeit 1at — Ablosung und Wirbelbildung.

In Anbetracht dessen also, dal man in manchen Fillen die Fliissig-
keit als reibungslos betrachten kann, ohne sich in den Resultaten da-
durch von den wirklichen Verhiltnissen sehr zu entfernen, wollen wir
im folgenden zundchst die Reibung vollstdndig vernachlissigen.
Es bleibt uns dann immer noch unbenommen, nachtréglich zu unter-
suchen, ob die Bedingungen der Ablésung der Grenzschicht vorhanden
sind oder nicht, d. h. ob die unter der Annahme der Reibungslosigkeit
erhaltenen Stromungsformen sich von den wirklich eintretenden wesent-
lich unterscheiden, oder ob man sie als eine gute Naherung an die
wirkliche Strémung gelten lassen kann. Wir beenden hiermit die allge-
meinen Bemerkungen iiber die Zahigkeitswirkungen und fahren in der
Aufstellung der hydrodynamischen Grundgleichung fort.

56. Die Eulersche Gleichung. Die Masse eines Volumenteilchens AV
mit der Dichte p ist

odV.

Fiir die Beschleunigung haben wir, weil es sich um die Beschleuni-
gung eines Fliissigkeitsteilchens handelt, den substantiellen Differential-
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quotienten der Geschwindigkeit nach der Zeit zu nehmen. Da wir
unsere Betrachtungen in diesem Abschnitt auf reibungslose Fliissig-
keiten beschranken wollen, bleiben als Krifte die im Anfang von Nr. 55
angefiihrte Volumenkraft y 4V = og AV und das Druckgefille grad p AV,

Wir haben somit fiir das Grundgesetz der Mechanik (angewandt auf
ein Fliissigkeitsteilchen) in der Eulerschen Darstellungsweise:

QAV%?—’- =godV —gradp A4V
oder unter Benutzung von (2) auf S.89 und nach Division mit pAV
————— =~—%—?+mogradm=g—;gradp. (1)

Diese Grundgleichung der klassischen Hydrodynamik fiihrt den
Namen ,,Eulersche Gleichung*, da Euler zuerst von dieser Gleichung
ausgegangen ist und sie seinen Arbeiten iiber Hydrodynamik zugrunde
gelegt hat.

In Koordinaten erhalten wir unter Beriicksichtigung von (2a) auf
S. 89 fiir die Eulersche Gleichung

ou 1 dp
a0 T 3z+v +“’a, 9o —

dv dv dv 1 dp

ot tuer T ay+w6z v~ g 3y (1)
ow 1 dp

6t+u8z+ 3y+waz g‘__g'—67'

In der Eulerschen Gleichung haben wir somit drei Gleichungen fiir
die fiinf unbekannten GréBen u, v, w, p und p. Eine weitere Bestim-
mungsgleichung liefert die Kontinuitdtsgleichung

7f—+mogradg+gdivm=0.

Es fehlt also noch eine Bestimmungsgleichung. Wie wir in der
Kontinuitétsgleichung die Aussage der Konstanz der Materie benutzt
haben, so miissen wir jetzt noch eine Gleichung beriicksichtigen, die
die Konstanz der Energie ausdriickt. Wir erhalten sie in der Aussage
des ersten -Hauptsatzes der Thermodynamik: Es ist die Vermehrung
der inneren Energie (d U) eines Systems gleich der zugefiihrten Wirme
(dQ) vermehrt um die gesamte &uBere Arbeit (— pdV); also, wenn A
das mechanische Warmedquivalent ist:

dU =dQ + A (— pdV + Reibungsarbeit).
Sehen wir von der Reibung und der Wirmeleitung ab, so erhalten wir

AU = — ApdV.
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Diese Bedingung entspricht nach den Lehren der Thermodynamik
einer adiabatischen Zustandsinderung, die irgendeine Beziehung von
der Form

e=1(p)

liefert. Nehmen wir an, daB unsere Fliissigkeit ein ideales (,,perma-
nentes*) Gas ist, dann ergibt sich firr diese adiabatische Zustands-
dnderung die Gleichung

p-v* = konst.,
oder, da v =% ist,

p = p* - konst.
Dabei st % = > (bei Luft x = 1,405).

Wenn wir es mit einer volumenbestdndigen Fliissigkeit zu tun
haben, so tritt an Stelle von p = f (p) die Gleichung g == konst.

Wir haben also gesehen, dal die Bewegung einer reibungslosen
Fliissigkeit vollstandig bestimmt ist durch die Eulersche Gleichung,
die Kontinuitdtsgleichung und eine Aussage iiber die Dichte, die ge-
gebenenfalls dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik zu entnehmen ist.

Wesentlich komplizierter werden die Verhiltnisse bei inhomogenen
Fliissigkeiten (z. B. Schwingungsvorgingen von iibereinander geschich-
teten Salzlosungen). Hier kommt als neue Variable noch das Maf} der
Konzentration hinzu, die iiberdies an ein bestimmtes Teilchen gebunden
ist: o =f(0y @, b,¢). Die Behandlung derartiger Fliissigkeitshewe-
gungen fiihrt auf dis hydrodynamische Grundgleichung in der Lagrange-
schen Darstellung, die wir der Vollstindigkeit wegen noch ableiten
wollen. Beriicksichtigen wir, daB der substantielle Differentialquotient
der Geschwindigkeit in dieser Darstellungsweise (g%)’ lautet, so haben

wir nach Division mit o 4V
J*t 1
(W). =8 — ,grdp,
wobei die beiden im r-Raum gebildeten Glieder der rechten Seite noch
auf den 3-Raum zu transformieren sind. Es ist nun
grad;p = gradep o Vs 1,
dp dz

entsprechend % = =7 " 35 fir eine unabhingige Verinderliche; setzen

wir noch die Existenz einer Kriftefunktion von g voraus,
g =grad, U
80 ist
grad; U =gl‘&ngo Vst.
Setzt man in die obige Gleichung, nachdem man sie mit ¥t skalar
multipliziert hat, diese beiden GriBen ein, so erhélt man die Grund-
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gleichung der Hydrodynamik reibungsloser Fliissigkeiten in der La-
grangeschen Form:

Pto—-5 =grad U — —gra,dp,
wo alle Ableitungen im Q-Raum genommen sind.

b7. Integration der Eulerschen Gleichung au! der Stromlinie. Ein
fir die praktische Anwendung ungemein wichtiges Integral der Euler-
schen Gleichung haben wir in dem Linienintegral fiir stationire Zu-
sténde lings einer Stromlinie.

Bilden wir das Linienintegral der Eulerschen Gleichung fiir eine
Stromlinie €, und setzen wir voraus, daB die Massenkraft g eine Krifte-
funktion g = grad U besitzt, so haben wir:

5 € G [ o
a—? odr +f(m o V'iv) odr=fgradUo dt—f%lodt + konst.

Fiir die beiden Integrale der rechten Seite konnen wir schreiben:
9 9
Jegrad Uodr = [dU = U + konst.

< ¢
gadp .. (dp _
fTodr_f 2 = P(p) + konst.

Der Integrand (w o V) o dr==dto (v, Vi) laBt sich, da
v//dx ist (Integration auf der Stromliniel),

W o(dTolm) =t odww = d >

schreiben. Wegen der Wichtigkeit dieses Schrittes wollen wir dieselbe
Umformung noch in Koordinatendarstellung durchfiihren:

monodt=(iu+iv+!w)o( aw+ +: S )olidz +idy+1d2)
=< az—f-v +w ) (tda:-{—]dy—i-fdz)
=u-5;dx+v—a?dz+w3%dx
+u%dy+v-a—”dy+wi:—dy

+u d+v dz+w—'f—dz.

Ben’icksichtlgen wir ]etzt, daB die Integration auf einer Stromlinie
erfolgt, d. h. daB dx:dy:dz = u:v:w oder
vdr = udy
wdzr = udz
wdy =vdz,
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ist, so erhalten wir fiir den obigen Ausdruck:

ou du ou
u5-dz +u5;dy+u—a—z—dz

2 2 2
+ov5-de + va—;dy + v 5 dz
+w%‘£— dx +w%— dy +w%L:—dz =udu + vdv + wdw
_ (et At wt\ ot
- d( 2 ) =d35
Bei dieser Gelegenheit erkennt man so recht, wieviel umstindlicher
das Zuriickgehen auf Koordinaten ist.

Wir bekommen somit als Linienintegral der Eulerschen Gleichung
langs einer Stromlinie:

90t + 20 4 P — U = konst, @)

Diese Gleichung gilt ganz allgemein auch fiir nicht stationire Bewe-
gungen, wobei jedoch zu bemerken ist, daB sie in diesem Fall nur fiir
einen bestimmten Zeitpunkt gilt, da im nichsten Augenblick andere
Flissigkeitsteilchen zu einer Stromlinie zusammengefaBt werden. Aber
auch in dem Fall, daB die Stromlinien ihrer Gestalt nach bestehen
bleiben, die Geschwindigkeitsbetrige jedoch zeitlichen Anderungen
unterworfen sind, wird die Konstante im allgemeinen fiir verschiedene
Zeiten verschiedene Werte annehmen, d. h. durch eine Funktion der
Zeit zu ersetzen sein. Physikalisch bedeutet das, daB der Druck in
dem Raum, in dem die Bewegung stattfindet, durch &uBere Einwir-
kungen noch beliebig variiert werden kann.

68. Die Bernoullische Gleichung. Fiir stationare Bewegungen,

fiir die also %t:l = 0 ist, vereinfacht, sich die obige Gleichung zu
"+ P — U = konst. 3)

Diese fiir die gesamte Hydrodynamik reibungsloser Fliissigkeiten auBer-
ordentlich wichtige Gleichung hat schon Daniel Bernoulli in seiner
Hydrodynamica 1738 aufgestellt. Man hat sie ihm zu Ehren die
»»Bernoullische Gleichung* genannt. (Der in Nr. 3, Gleichung (6) ge-
fundene Ausdruck fiir das Gleichgewicht einer homogenen Gasmasse
P = U + konst. ist somit als spezieller Fall fir w — 0 in der Ber-
noullischen Gleichung enthalten.)

Betrachten wir den besonderen Fall der volumenbestindigen Flissig-
keiten (¢ = konst.)?, und nehmen wir als Volumenkraft die Erdschwere

! Gase konnen wir — wie im XIII. Kapitel gezeigt wird — obentalls als

volumenbestindig auffassen, sofern die auftretenden Geschwindigkeiten klein
gegen die Schallgeschwindigkeiten sind.
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(U = konst. — gz), so geht die Bernoullische Gleichung iiber in:
]
% + % + gz = konst. , (3a)
oder, wenn man durch ¢ dividiert und pg = y setzt,
to? P _
—2?+7+z~konst (3b)

In dieser Form, die eine besonders einfache geometrische Deutung
der einzelnen GroBen der Gleichung zuliBt, wird die Bernoullische
Gleichung besonders von den Ingenieuren verwendet. Da z eine Liinge
— in unserem Fall eine Héhe — bedeutet, miissen die iibrigen GréBen
der Gleichung auch die Dimension einer Linge haben und zwar kann

]
% als die Hohe aufgefaBt werden, von der aus ein Fliissigkeitsteilchen
aus der Ruhe heraus unter der Einwirkung der Schwerkraft frei fallen

muBl, um die Geschwindigkeit v zu erhalten (man spricht von der

3
Geschwindigkeitshohe %); % konnen wir als die Héhe ansehen, bis zu
der eine Fliissigkeitssiule unter der Einwirkung von p entgegen der
Erdschwere aufsteigt (man bezeichnet % als Druckhohe); z ist die

Hohe des gerade betrachteten Punktes einer Stromlinie iiber einer
gewissen Niveaufldche (sie wird die Ortshohe genannt).

Die Bernoullische Gleichung in der Form (3b) sagt also aus, daB
bei einer stationiren Bewegung.einer volumenbestindigen reibungs-
losen Fliissigkeit unter der Einwirkung einer Kriftefunktion in jedem
Punkt einer bestimmten Stromlinie die Summe aus Geschwindigkeits-
hohe, Druckhéhe und Ortshéhe konstant ist.

Diese Konstante (die sogenannte Bernoullische Konstante) ist dabei
im allgemeinen auf den einzelnen Stromlinien verschieden und nur in
dem Fall, daB es sich um eine drehungsfreie Fliissigkeitsbewegung
handelt, ist — wie wir in Nr. 61 sehen werden — die Konstante auf
allen Stromlinien dieselbe. Eine solche drehungsfreie Fliissigkeitsbewe-
gung haben wir z. B. dann, wenn alle Stromlinien aus einem grofBen
Fliissigkeitsbereich kommen, in dem die Geschwindigkeiten klein genug
sind, um ihre Quadrate vernachldssigen zu konnen (z. B. der AusfluB
durch eine kleine Offnung am unteren Teil eines groBen GefiBes). In
diesem Gebiet, das praktisch in Ruhe ist (v = 0), gilt also die Be-
ziehung fiir ruhende homogene Fliissigkeiten P — U = konst. oder bei
Erdschwere und ¢ = konst.:

%—{—z:konst.,

wobei die Konstante in jedem Punkt der ruhenden Fliissigkeit dieselbe
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ist. Da — wie wir gesehen haben — die Bernoullische Konstante auf
einer bestimmten Stromlinie die gleiche ist, alle Stromlinien jedoch in
diesem Fall aus einem Gebiet kommen, in dem iiberall dieselbe Kon-
stante gilt, so folgt daraus, daB diese fiir simtliche aus dem in Ruhe
befindlichen Gebiet kommenden Stromlinien die gleiche ist. Den Fall,
daB die Bernoullische Konstante auf den Stromlinien verschieden ist,
haben wir z."B., wenn zwei Fliissigkeitsmassen, die aus verschiedenen
Réumen kommen, zusammentreffen.

Unter der angenommenen Voraussetzung, daB p in der ganzen
Fliissigkeit konstant ist, kénnen wir der Bernoullischen Gleichung
noch eine besonders einfache Form geben. In dem Fall ist es moglich,
den gesamten Druck (p) in den durch das Eigengewicht der Fliissigkeit
verursachten sogenannten Schweredruck (p) und in einen durch die dyna-
mischen Wirkungen bedingten Anteil (p*) zu trennen. Dieser Druck p*
stimmt dann iiberein mit dem Druck in der stromenden Fliissigkeit bei
Abwesenheit von Schwerkraften. Uns interessieren vor allem die durch
die dynamischen Wirkungen, d. h. die durch die Bewegung hervor-
gerufenen Druckunterschiede, wihrend die Druckverteilung in der
Ruhe im allgemeinen von geringerer Wichtigkeit ist. Wir wollen des-
halb die Bernoullische Gleichung in der Form haben, wo der in ihr
auftretende Druck der Druckunterschied, gerechnet vom Schwere-
druck aus, ist. Die durch das Eigengewicht bedingte Druckverteilung
ist gegeben durch

p = konst. — yh.
Der an einem Punkt der bewegten Fliissigkeit herrschende Druck ist also
p = p + p* = konst. — yh | p*.
Setzen wir diesen Ausdruck in die Bernoullische Gleichung (3a) ein,
8o erhalten wir:

ml P‘ _
7 + E— = konst.

Die Drucke p* sind also um so kleiner, je groBer die Geschwindigkeiten
sind, und umgekehrt.

Wir erkennen also, daB — wegen der Unabhingigkeit der Dichte
von der Hohe — die Wirkung der Schwerkraft auf die Fliissigkeitsteile
im Innern der Flissigkeit durch den Auftrieb, den jedes Fliissigkeits-
teilchen von seiner Nachbarschaft erfahrt, eliminiert wird. Es 1a8t sich
somit die Bewegung einer schweren volumenbesténdigen Fliissigkeit
behandeln, ohne daB die Schwerkraft selbst beriicksichtigt wird. Die
Schwerkraft erlangt erst wieder ihre Bedeutung an den Begrenzungs-
flichen der Fliissigkeit, wo der gesamte Druck p und nicht der Druck p*
gewisse Grenzbedingungen erfiillen muB.

Diese Vereinfachung der Bernoullischen Gleichung 1t sich auf
Gase, sobald deren Kompressibilitdt berticksichtigt werden muB,
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nicht iibertragen, da hier die Dichte ¢ durch statische und dyna-
mische Wirkungen gleichzeitig gedndert wird. Die Schwerewirkung
und die Tragheitswirkung jedes Elementes héingt aber von dem wirk-
lichen ¢ ab, so daB also eine derartige Trennung des Druckes nicht
moglich ist.

59. Beispiele fiir die Anwendung der Bernoullischen Gleichung.
1. Uberfall einer Fliissigkeit iiber ein Wehr (Abb. 62). Da die
Oberfliche der Flussigkeit ,  ___________________________
eine  Fliche gleichen 7 pekonst T
Druckes ist, so hat man 2,,_:
nach der Bernoullischen i
Gleichung (3b)

% -+ z = konst. ¥
Ist die Gestalt der Ober- z
fliche bekannt — z. B | l
durch Photographie —,  abb. 62. Overfall einer Filssigkeit Giber ein Wehr.

so laBt sich ohne weiteres
die Geschwindigkeit fiir jeden Punkt der Oberfliche ablesen, wenn
die Geschwindigkeit des zustromenden Wassers bekannt ist.

Hat man iiberhaupt irgendwelche Aussagen geometrischer Art iiber
Flissigkeitsbewegungen, so kann man haufig mit Erfolg die Bernoulli-
sche Gleichung benutzen, um weitere Schliisse zu ziehen.

2. AusfluBgeschwindigkeit aus einer kleinen Offnung
eines offenen GeféaBes (Abb. 63). Als geometrische Aussage nehmen
wir in diesem Fall die der Beob-
achtung entnommene Tatsache,
daB die ausflieBende Fliissigkeit
einen Strahl bildet.

An der freien Oberfliche der
Fliissigkeit sowohl wie an der
Oberfliche des Strahles herrscht
der gleiche Atmosphirendruck
Po; Wir nehmen an, daB dieser \
Druck auch im Innern desfreien Abb- 6. Ausflud sus elner kleinen (tfnung eines
Strahles vorhanden ist. An der
freien Oberfliche der Fliissigkeit (4) kann man mit geniigender Genauig-
keit die Geschwindigkeit 1, gleich Null setzen; die Hohe der Ober-
fliche iiber einer gewissen Niveaufliche sei z,. Die Geschwindigkeit im
Strahl an einer Stelle, die um z, tiber der Niveaufliche liegt, sei 1.

Es ist somit:

ma
2—;+z,=0+z4,
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also

2
t;—; =z4—z3= h
oder

y = J2gh.

Diese Beziehung hat schon Torricelli (Schiiler von Galilei) rund
100 Jahre vor Aufstellung der Bernoullischen Gleichung gefunden;
man nennt sie das Torricellische Theorem.

3. AusfluBgeschwindigkeit aus einem Druckkessel. Unter
Benutzung der aus Abb. 64 ersichtlichen Bezeichnungen liefert die
Bernoullische Gleichung

|“’B|=‘/2&;e—ﬁ-

Die Druckhche, die der Differenz
Py — P, entsprechen wiirde, ist nach
Abb. 64. AusfluB aus elnem Druckkessel. (9) S. 20

Dieser Ausdruck, in die obige Gleichung fiir | wy,| eingesetzt, ergibt
wieder
|ws| = Y2gh.

4. Zeitlicher Verlauf der AusfluBgeschwindigkeit durch
ein Ansatzrohr (Abb.85). Wir wollen die folgende Uberlegung
wieder unter Vernachldassigung der Reibung anstellen, obwohl beson.-
ders bei lingeren Ansatzrohren die Reibung wesentlich zur Wirkung
kommt.

Wir denken uns das zundchst geschlossene Rohr plétzlich geoffnet
und fragen nach der zeitlichen Entwicklung der AusfluBgeschwindigkeit
ara Ende des Ansatzrohres. Da wir es offenbar mit einer nicht statio-
niren Bewegung zu tun haben, miissen wir die erweiterte Bernoullische

Gleichung S. 104 benutzen mit dem Glied J‘—%% odt, das wir, da es sich
hier im wesentlichen um einen eindimensionalen Vorgang handelt,
schreiben kénnen j %’;—) ds (ds sei ein Stromlinienelement). Wir nehmen

an, daf die Fliissigkeit volumenbestindig ist.
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F, sei der Querschnitt des Ansatzrohres am Ende, F der Querschnitt
an einer beliebigen Stelle des Ansatzrohres, der nicht konstant zu sein
braucht.

Nach der Kontinuitatsgleichung ist, wenn wir den absoluten Betrag
von v mit w bezeichnen,

Fw = Fyw,
oder

F,
w=};w1.

Der Quotient EF_I ist eine Funktion von s, also w = @(s)w,; mithin

dw _ dw,
T T4 K
also
Jw

dw
5, 98 = TlTlf'P(s) ds.
Die Querschnittsflichen F zeichnen wir gefiihlsmaBig (senkrecht

zu den Stromlinien) so weit in das Innere des GefaBes hinein, bis %

klein gegen 1 ist. Dann hat @(s) etwa den in der Abb. 65 gezeichneten

z|.

|
Pi
D

~

e N —

e ) —4

. Z, —
Abb. 65. AusfluB durch efn Ansatzrohr.

Verlauf (fiir konstanten Querschnitt des Ansatzrohres). Durch graphi-

sche Integration erhdlt man hieraus das Integral f @(s)ds, das die

Dimension einer Linge hat: f @(s)ds = l;, mithin

dwy

dt -’

Bei konstantem Querschnitt des Ansatzrohres ist /, die um einen durch

die Zustromung bedingten Zuschlag vermehrte Rohrlinge.

ow
—é—td8=ll
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Am Rohrende herrscht der Atmosphéarendruck p,, dort liefert die
Bernoullische Gleichung also

dw1

L+ +p°+gzl=0

Fiir einen Punkt der freien Oberfliche der Fliissigkeit im Gefall
hat man

%9 + g2, =0C;
mithin, da die Konstanten gleich sind:

dw,

L +3 —g(zz—zl)=gh-
Dies ist die Differentialgleichung fiir w,. Zu Beginn der Strdmung,

wenn die Geschwindigkeit w, noch klein ist, ist der Quotlent groB

bis er mit wachsendem w, immer kleiner wird. Es sei nun angenommen,
daB durch einen ZufluB dafiir gesorgt ist, daB die Fliissigkeitshohe im
GefiBB konstant bleibt; dann ist die Differentialgleichung von der
ersten Ordnung.

Wir koénnen sie noch etwas anders schreiben, indem wir beriick-
sichtigen, daBl nach geniigend langer Zeit (theoretisch fiir ¢ = c0) sich
der stationdre Zustand mit der Geschwindigkeit w = Vm eingestellt

hat. gh = —2?— in die obige Gleichung eingesetzt, ergibt:

dwy _ wh —w}
e~ 2l

oder
_dw, _ dt
wl —w? 20’
mithin
We b
wy = we TG 57 -
-1

Die Geschwindigkeit am Ende des Ansatzrohres wichst also wie
der hyperbolische Tangens, d. h. zunéchst fast linear, bis sie kurz vor
Erreichen der Endgeschwindigkeit langsamer wichst und diesem End-
wert asymptotisch zustrebt.

Bei fehlendem ZufluBl sinkt der Wasserspiegel, und zwar ist offenbar
mit F, = Fliche des Wasserspiegels und JF; = Rohrquerschnitt:
7 dh

0 dt
gibt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Behandlung
hier aber ibergangen werden mag.

= — Fyw,. Die Verbindung dieser Gleichung mit der obigen
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5. Horizontaler Fliissigkeitsstrahl gegen eine senkrechte
Platte. Aus Symmetriegrinden mufl der mittelste Stromfaden an der
Platte zur Ruhe kommen. Benutzen wir die Bezeichnungen aus Abb. 66,
so lautet die Bernoullische Gleichung fiir zwei Punkte der mittelsten

Stromlinie .
w? Do _
9t Y c
2o \
0+ 0 c
Da die Konstanten wiederum gleich
sind, haben wir 7,
Wb Fo
21 % "%
oder
w
n=p+ 9*2“ )

oder mit = eschrieben
ey 7 & Abb. 66. Horizontaler Fliissigkeits-

y w? strahl (rotationssymmetrisch)
D1 = Py + o0 " gegen eine senkrechte Platte.
g

Den Punkt an der Platte, an dem der mittelste Stromfaden zur
Ruhe kommt, an dem er sich gleichsam staut, nennt man den Staupunkst;
die durch diese Stauung hervorgerufene Druckerhéhung

Pl*Po=T=‘§‘g‘

heiit der Staudruck oder auch der dynamische Druck. Fir den
Fliissigkeitsdruck p, ist in der technischen Literatur die Bezeichnung
,,statischer Druck‘ iiblich geworden. Es ist dies diejenige Kraft pro
Flicheneinheit, mit der an demr betrachteten Punkt der stromenden
Fliissigkeit die Grenzflichen zweier nebeneinander befindlicher Fliis-
sigkeitsteilchen aneinandergepret werden. Dieser Druck wiirde
somit von einem mit den Fliissigkeitsteilchen mitbewegten Druck-
meBgerdt angezeigt werden. Fiir die Summe von statischem und
dynamischem Druck ist die Bezeichnung ,,Gesamtdruck‘ gebrauchlich.

Zu beriicksichtigen ist dabei, daBl die obige Gleichung allgemein
nur giiltig ist fiir homogene volumenbestéindige Fliissigkeiten (¢ = konst.),
fir die wir auf S.106 die aus dem Eigengewicht der Fliissigkeit resul-
tierende Druckverteilung eliminieren konnten. Zerlegt man fiir diesen
Fall den in der allgemeinen Bernoullischen Gleichung auftretenden

Druck p p+ % w? + yh = konst.

in den durch das Eigengewicht bedingten sogenannten Schweredruck
(Hydrostatischer Druck) p — entsprechend der hydrostatischen Druck-
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verteilung p + yh = konst. — und in den mit dem Bewegungsvorgang
der Fliissigkeit zusammenhingenden und durch dynamische Wirkungen
bedingten Anteil p*, so erkennt man, daf die Bezeichnung , statischer
Druck« fiir diesen von der Bewegung der Fliissigkeit abhdngigen
Anteil nicht sehr gliicklich ist. Es wire deshalb besser, diesen Druck p*
etwa Bewegungsdruck zu nennen.

X. Potentialbewegung.

60. Vereinfachung der Eulerschen Gleichung und Integration bei
Annahme eines Geschwindigkeitspotentials. Wir gehen jetzt dazu iiber,
ein wesentlich allgemeineres Integral der KEulerschen Differential-
gleichung aufzustellen. Es 1aBt sich nimlich die Eulersche Gleichung
in einer ohne weiteres integrierbaren Form schreiben, wenn wir (auBer
einigen speziellen Annahmen iiber die Dichte o und das Kraftfeld g)
voraussetzen, dal die Fliissigkeitsbewegung in jedem Punkte drehungs-
frei ist; und zwar braucht diese Voraussetzung der Drehungsfreiheit
nur angenommen werden fiir einen bestimmten Zeitpunkt.

Fiir diesen Augenblick ist also

rot o = 0,
oder in Koordinaten w v
gy 9z =0
y 0z
du ow
9z 9z =0
v du
9z oy =0

Wir werden spiiter sehen, daB die Voraussetzung der Drehungs-
freiheit keineswegs eine so starke Beschrinkung der moglichen Be-
wegungen ist, wie es auf den ersten Blick zu sein scheint, sondern daB
bei sehr vielen Bewegungen reibungsloser Flissigkeiten die Voraus-
setzung der Drehungsfreibeit wirklich gegeben ist.

Wie wir in Nr. 47 gesehen haben, kénnen wir eine Geschwindig-
keit v, deren Rotation iiberall verschwindet, auffassen als Gradient
eines Skalars @

w = grad @,

d. h. es 1aBt sich also in diesem Fall immer eine skalare Ortsfunktion
D (z, y, z) angeben, so daB

09 _ 09 __ 09

Y=%z YT ey YT o
ist. @ nennen wir die Potentialfunktion oder kurz das Potential des
Geschwindigkeitsfeldes und die Bewegung der Fliissigkeit eine Potential-
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bewegung. Wir werden spiter sehen, daBl den Potentialbewegungen
eine fundamentale Bedeutung in der gesamten Hydrodynamik zu-
kommt.

Mathematisch bedeutet die Annahme einer Potentialfunktion eine
ganz wesentliche Vereinfachung, da wir statt der drei Funktionen der
Geschwindigkeitskomponenten u (z, y,2), v (z ¥,2), w (@, ¥, 2) lediglich
eine Funktion @ (z, y, 2z) zu bestimmen haben.

Wir fragen uns jetzt: Was ergibt sich aus der Voraussetzung der
Drehungsfreiheit in einem Zeitpunkt ¢ = ¢, fiir die Eulersche Gleichung ?
Da wir die Voraussetzung tv = grad @ nur fiir einen bestimmten Zeit-
punkt ¢, machen, diirfen wir in dem ersten Glied der Eulerschen Glei-

a . . .
chung % nicht ohne weiteres w durch grad @ ersetzen. Das zweite

Glied w o grad w formen wir folgendermafien um:
Wir gehen aus von der bekannten Vektorbeziehung von drei be-
liebigen nicht komplanaren Vektoren q, b, ¢

ax<(b><c)=aocb—aobec.

Benutzen wir diese Beziehung fiir a = w, b =V und ¢ = w, so haben
wir
wx<Fxw=wotwl —twoli,

oder, da w > (F><w)=1mw>rotw
WolwW=wowl —w <rotw.

2
Beriicksichtigt man nun, daB w oV =V w o v = grad%— ist, und

daB wir fiir den betrachteten Augenblick rot v = 0 voraussetzen, so
bleibt :

2
ol w=1ogradw = grad ‘;_

Dasselbe Resultat erhalten wir natiirlich auch, wenn wir auf die
Koordinatenstellung zuriickgehen:

.. 0u .. 0V T du Odv dw
Po=tigz+ig+tilsy | 5 6
s.0u .. 0v .y OW du Odv Odw
+ltw+lla—y+lf5§— 9y oy 9y
. Ju . dv ow du dv Ow
tligptlg +1y e 5 @
wegen
_e oo 90
=3z O_W’ Y= 52

Tietjens, Bydromechanik. 2. Aufl. 8
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ist aber
du _dv( 3P
79—3_/__—6_:::(_ 0x3y)
Ju ow/ 0@
Wr'W(_?;W)
dv _ow(  0*®
‘a?“a_y(* 0y62)'

Wir sehen also, daB es sich in Vv um einen symmetrischen Affinor
handelt, der — wie wir in Nr. 44 gesehen haben — der Ausdruck fiir
eine Deformationsgeschwindigkeit ohne Rotation ist. Bilden wir nun
die z-Komponente des Vektors 1 o Vv, so ist:

Ju Jdu
(mon)z=u%+v5-y—+wa—z,
oder da
Ju dv du dw
5;/‘:*5; und Ez_x
ist,
du a dw 0 u+4 34w
(mon)z=u5;+va—;+wb~£=—a;%.

Bildet man die entsprechenden Ausdriicke fiir die - und z-Komponente,
8o ergibt sich
. 0 [ut4 v 4wl .0 rud4 0% 4wt
(mon)=I-£<—2 )+15;\42 )
0 (ud+ vt wt
+g ()

2 3
= grad <W) = gr&d%‘
Nehmen wir jetzt noch an, daf die Massenkraft g eine Krifte-
funktion U besitzt,
g = grad U,

und ferner, daB die Fliissigkeit homogen ist, d. h. daB die Dichte o
nur eine Funktion des Druckes p allein ist (kompressibel darf die Flissig-
keit sein)
dp 1
J‘? =P (p) oder Egra,dp = grad P,
so geht die Eulersche Gleichung iiber in:
o
ot
Wir erkennen somit, dal fiir den Fall, daB das Geschwindigkeits-
feld in einem bestimmten Augenblick ¢, drehungsfrei ist, die Eulersche
Gleichung unter den gemachten Voraussetzungen beziiglich Kraftfeld

= —grad(l;:%-P—U).
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und Dichte die Aussdge liefert daB in diesem Zeitpunkt dann auch
das Beschleumgungsfeld der Gradient eines Skalars — ( 2, +P-U ) ,

d. h. drehungsfrei ist.
Entwickeln wir nun bei festgehaltenem Ort die Geschwindigkeit in
eine Taylorsche Reihe nach der Zeit:

mz = ml + (tz - tl) <%?>t‘+ (ta ;|tl) (z:::) + Ct

so haben wir fiir ein geniigend kleines Zeitintervall t, — ¢,

o, = 10; + (t; — &) (%?) .

Da — wie wir eben gesehen ha.ben — fiir den Zeltpunkt t, das Feld

der Geschwindigkeitsinderung a rotationsfrei ist, so ist also auch

w,, d. h. das Geschwindigkeitsfeld zur Zeit f,, ohne Rotation. Die
wiederholte Anwendung dieser Uberlegung fithrt somit zu dem Satz:

Ist in einer reibungsfreien homogenen Fliissigkeit in einem bestimm-
ten Augenblick die Geschwindigkeitsverteilung drehungsfrei, so bleibt
sie unter der Wirkung eines drehungsfreien Kriftesystems dauernd
drehungsfrei. Dieser Satz stammt von Lagrange. Man kann den
Satz auch so aussprechen, dafl es unmgglich ist, einer rotationslosen
Fliissigkeitsbewegung durch Einwirkung einer drehungsfreien Kraft
Rotation zu erteilen. Auf Grund spaterer Betrachtungen werden wir
erkennen, daB auch in dem Fall, wo in einem endlichen Gebiet
der Fliissigkeit die Bewegung drehangsfrei ist, dieser Satz fiir das
aus denselben Fliissigkeitsteilchen bestehende Gebiet Geltung hat.
Gewisse Unstetigkeiten an den Grenzen des Gebiets kénnen aller-
dings Veranlassung geben, daB sich drehende Fliissigkeit oder Un-
stetigkeiten der Fliissigkeitsbewegung in das Innere des Gebiets hinein-
schieben (vgl. hieriiber Nr. 84 und auch die SchluBbemerkung des vor-
liegenden Kapitels). Die FEinschrinkung des Satzes auf drehungs-
freie Kraftsysteme ist nicht sehr betriachtlich, da Kraftfelder mit Dre-
hung praktisch kaum in Betracht kommen. Eine Ausnahme dieser Art
sind Kraftfelder, die unter dem EinfluB von elektrischen Strémen, die
die Fliissigkeit durchsetzen, in einem Magnetfeld auftreten.

Hinsichtlich der vorausgesetzten Homogenitit der Fliissigkeit ist
zu sagen, dafB fiir Flissigkeitsbewegungen, bei denen die Dichte nicht
allein vom Druck, sondern beispielsweise durch értliche Erwérmung
beeinfluBt wird, der obige Satz nicht gilt. So kann man die Eulersche
Gleichung in der letzten Form nicht anwenden, wenn man z. B. die Be-
wegung eines Gases studieren will, das an einzelnen Stellen durch duBere
Wirmezufuhr erwiarmt wird und durch die dadurch bedingte Dichte-
anderung in Bewegung gerit.

8#
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Jetzt, nachdem wir nachgewiesen haben, dafl ein Geschwindigkeits-
feld einer Fliissigkeit, wenn es zu irgendeinem Zeitpunkt ein Potential
besitzt, dauernd — unter den gemachten Voraussetzungen — ein Po-
tential behilt, kénnen wir auch in dem ersten Glied der Eulerschen
Gleichung fiir die Geschwindigkeit grad @ einsetzen. Wegen der Un.
abhingigkeit der raumlichen und zeitlichen Integration kénnen wir danr

noch schreiben:

ow 08 P
57 = mgrad@— grad -,

so daBl wir schlieBlich die Eulersche Gleichung in der Form haben:

o 2
grad (5 + 5+ P—U) =0 )
und integriert

09 , wt
St tP=U=f(@. (2)

f(t) ist dabei eine willkiirliche Funktion der Zeit.
]
Der Ausdruck %? + —t;— + P—U ist also zu ein und demselber

Zeitpunkt an allen Stellen der Fliissigkeit (bzw.
des drehungsfreien Fliissigkeitsgebietes) kon-
stant. Da aber die Gleichung nur sagt, daB die
réumliche Differentiation des Klammerausdruckes
verschwindet, so braucht die Konstante vor
einem Zeitpunkt zum anderen nicht dieselbe
sein, d. h. sie wird im allgemeinen eine Funk-
tion der Zeit sein. Physikalisch hat das die Be-
deutung, daB der Druck in dem Raum, in dem
Abb. 67. Durch aufere Ein- dje Bewegung stattfindet, durch #uBere Ein-

wirkungen (Driicken auf efnen A . .
Stempel) bewirkte Druckdn- wirkungen, z. B. Driicken auf einen Stempel

wetdhen. die 1‘:1:;}13:?: T vgl. Abb. 67, noch beliebig variiert werden kann
"“““""’""2;‘,,‘{.‘;‘5,":“ st Handelt es sich jedoch um unendlich ausgedehnte

Flissigkeitsbereiche, in denen eine Druckinde-
rung durch &uBlere Einwirkung nicht méglich ist, so hat man auct
eine von der Zeit unabhingige Konstante.

61. Zusammenhang des Integrals der Eulerschen Gleichung tiir Po.
tentialbewegungen mit dem entsprechenden Integral lings einer Strom.
linie. Wir haben in (2) ein sehr allgemeines Integral der Eulerscher
Gleichung, das nicht wie das in der vorigen Nr. abgeleitete spezielle
Integral nur fiir Flissigkeitsteile einer Stromlinie gilt, sondern gan:
allgemein fir alle Punkte der Fliissigkeit, sofern nur die notwendiger
Voraussetzungen erfiillt sind.

Als wesentlichste dieser Voraussetzungen hat dabei, wie wir geseher

haben, diejenige zu gelten, dal die Geschwindigkeitsverteilung — wenr




Potentialbewegung. 117

auch nur fiir einen Augenblick — rotationsfrei gewesen sein muB. Nun
fallen offenbar hierunter alle Flissigkeitsbewegungen, die aus der Ruhe
heraus erfolgen, da die Fliissigkeit in der Ruhe sicher drehungsirei ist
(@ = konst.). Wir konnen also sagen, daB samtliche Bewegungen einer
homogenen reibungslosen Fliissigkeit aus der Ruhe heraus rotationsfrei
sind, wenn das Kraftfeld (wie es fast immer der Fall ist) eine Krifte-
funktion besitzt.

Hier ergibt sich nun ein enger Zusammenhang mit dem speziellen
Integral der Eulerschen Gleichung auf der Stromlinie, der Bernoulli-
schen Gleichung, von der wir festgestellt hatten, daB auch sie fiir alle
Punkte der Fliissigkeit gilt, wenn die Fliissigkeit in einem so grofien
Gefall ihren Ursprung hat, daB die dort herrschenden Geschwindig-
keiten praktisch gleich Null sind (die Bernoullische Konstante ist dann
fir alle Stromlinien die gleiche).

Fiir den stationaren Fall sind namlich beide Gleichungen identisch,
d. h. fir stationire Bewegungen einer vordem ruhenden homogenen,
reibungslosen Fliissigkeit ergibt sich dieselbe Beziehung, die wir friiher
fiir den Spezialfall erhalten hatten: daB die sich bewegende Fliissigkeit
aus einem Gebiete stammt, in dem statische Verhiltnisse bestehen:

M rP—U=/0).

Man weil} jetzt also, dal eine Fliissigkeitsbewegung, bei der die Ber-
noullische Konstante auf allen Stromlinien die gleiche ist, eine Po-
tentialbewegung und somit drehungsfrei ist.

Fiir nicht stationire Bewegungen konnten wir die Integration der
Eulerschen Gleichung durch Bildung des Linienintegrals auf einer

Stromlinie nicht durchfiihren; es blieb das Glied f g_:_o o dr. Haben wir

jedoch den Fall, daB die Fliissigkeit aus Gebieten kommt, in denen
statische Verhiltnisse bestehen, so daB also die Bernoullische Konstante
in der ganzen Fliissigkeit dieselbe ist, so konnen wir jetzt, nachdem
wir erkannt haben, daB es sich dann immer um Potentialbewegungen

(v = grad @) handelt, die Quadratur von f(z)? o dr ausfihren:

0P
gt ’

)

J
op o dr= ot‘j‘gra(l@o dr =

Damit geht aber die aus dem Linienintegral abgeleitete Losung der
Eulerschen Gleichung iiber in die Gleichung

2
e+ TP —U=/0),

die wir die allgemeine Bernoullische Gleichung nennen wollen.
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Der beriihmte Satz. von Lagrange, daB eine rotationsfreie Be-
wegung einer homogenen reibungsfreien Fliissigkeit durch beliebige
Kraftwirkungen eines (eine Kriaftefunktion besitzenden) Kraftfeldes nie
eine Drehung erhalten kann, scheint nun mit der Erfahrung keineswegs
iibereinzustimmen. Freilich gibt es keine vollkommen reibungslosen
Flissigkeiten, aber in vielen Fillen ist die Zahigkeit doch so klein, da
man sich fragt: Wie konnen so geringe Ursachen, wie es die Zihigkeiten
von Luft, Wasser usw. sind, so groBe Anderungen in den Bewegungs-
vorgingen zur Folge haben, wie man sie beobachtet ? Die Antwort auf
diese Frage ist die, daBl der Lagrangesche Satz in weitestem MaBe tat-
sachlich iiberall dort gilt, wo die Reibungswirkungen vernachléssigt
werden konnen, und das ist — wie wir ausfithrlicher in Nr. 55 gesehen
haben — im Innern einer Fliissigkeit der Fall, nicht aber in der diinnen
Schicht langs der Begrenzungsfliche der Fliissigkeit, in der die Rei-
bungswirkungen auch bei sonst sehr wenig zahen Fliissigkeiten betricht-
lich werden. Hier, wo die notwendige Voraussetzung der Reibungs-
losigkeit auch nicht annéhernd erfiillt ist, gilt auch der Lagrangesche
Satz nicht. Wie wir in Nr. 55 schon erwiahnt haben, kann nun dieses
Grenzschichtmaterial sich unter gewissen Umstinden von der Be-
grenzungsflache loslésen, in das Innere der Flissigkeit gelangen und
dadurch den Bewegungszustand der hier sonst nahezu reibungslosen
Fliissigkeit vollstindig verindern. Es kommt hinsichtlich der Giiltig-
keit des Lagrangeschen Satzes wesentlich darauf an, die Gebiete des-
jenigen Fliissigkeitsbereiches festzustellen, in denen die Voraussetzungen
der Reibungslosigkeit, der Drehungsfreiheit und der Homogenitit der
Fliissigkeit gelten.

62. Die Bestimmungsgleichungen fiir die Potential- und fiir die Druck-
funktion. Kehren wir zur allgemeinen Bernoullischen Gleichung (2)
zuriick, so haben wir — da @ noch der Kontinuitatsgleichung geniigen
mufl — unter der Annahme einer bekannten Kriftefunktion (Schwere-
potential) zwei Gleichungen fiir @ und P, aus denen wir @ bestimmen
konnen.

Z—f + pdiviv + v ogradp = 0 aligemeine Kontinuititsgleichung,

%? + ,;z +P—-U=¢{() allgemeine Bernoullische Gleichung,

wobei die Dichte allein eine Funktion des Druckes ist.
Dividieren wir die Kontinuitdtsgleichung durch ¢, und setzen wir

divm:Voszograd(Dz VOV¢:A¢,

;'§§+A¢+ :,gradmgradg: _

80 ist:
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Beriicksichtigt man nun, daB nach einer allgemeinen Formel die
Schallgeschwindigkeit
=)
e

ist, wo E den Elastizititsmodul bedeutet, und daB anderseits

E=—2
ist, also wegen
_4V _de
Ve
E_dpn_,
e de

so erhilt man, da

ist, fiir die allgemeine Kontinuitétsgleichung:

1 0P d P P
=57 +A¢+g_ra___gg_rad

=0. 3
Mit
mz
FHP—U=10
haben wir also unter Beriicksichtigung von 1 = grad @ zwei Gleichungen
fiir @ und P, durch die jede drehungsfreie, Bewegung einer homogenen
reibungsfreien Fliissigkeit, vorbehaltlich geniigender Angaben iiber die
Bedingungen an den Grenzen, eindeutig bestimmt ist.
Dieses recht komplizierte Gleichungssystem vereinfacht sich indessen
in den folgenden speziellen Fillen bedeutend:
1. fiir volumenbestdndige Fliissigkeiten (o = konst.),
2. fiir den Fall, daB die Geschwindigkeit w sehr klein ist,
3. fiir stationidre Bewegungen
a) bei groBen Abmessungen, aber maBig groBen Geschwindigkeiten,
b) bei kleinen Abmessungen, aber sehr groBen Geschwindigkeiten,
4. fiir das eindimensionale Problem.
63. Berechnung der Potentialfunktion fiir volumenbestindige Fliissig-
keiten. Die Kontinuitatsgleichung lautet in diesem Falle

divip =49 =0. 4)

oD
a7 T

Da diese Gleichung allein @ enthilt, und anderseits durch die Angabe
von @ das ganze Geschwindigkeitsfeld gegeben ist, so laBt sich aus
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AP = 0 unter Beriicksichtigung der Grenzbedingungen an allen Grenzen
der Fliissigkeit die gesamte Kinematik des Bewegungsvorganges be-
rechnen.

Die allgemeine Bernoullische Gleichung dient dann nur noch zur
nachtriglichen Berechnung des Druckes, wobei die Funktion f(f) auf
der rechten Seite der Gleichung eindeutig bestimmt ist, sobald an irgend-
einer Stelle der Fliissigkeit der Druck vorgeschrieben ist. Dabei ist es
notwendig, daB an simtlichen Grenzen der Fliissigkeit die Geschwin-
digkeiten vorgegeben sind. Ist das nicht der Fall, wie z. B. beim Vor-
kommen von freien Oberflichen, an denen keine Bedingungen fiir die
Geschwindigkeiten gegeben sind, so 1a8t sich auch nicht aus (4) allein
die Bewegung bestimmen. Ebenfalls 146t sich in den Fillen, in denen
die Dichte nicht konstant ist, die Teilung des Rechnungsganges in die
Bestimmung der Bewegungsformen und in die Berechnung der Drucke
nicht vornehmen.

Die Gleichung 4® =0, die auch die Laplacesche Differential-
gleichung genannt wird, ist auBerordentlich héufig behandelt worden,
da sie auch in der Lehre von den elektrischen und magnetischen Kraft-
feldern eine grundlegende Rolle spielt. Sie bildet das eigentliche Gebiet
der Potentialtheorie und der klassischen Hydrodynamik. Da man sehr
viele Liosungen von dieser Gleichung kennt, und in der Literatur?!
dariiber alles Nahere zu finden ist, wollen wir hier nicht naher darauf
eingehen. Nur eine Bemerkung wollen wir noch hinzufiigen:

Haben wir bisher quadratische Differentialgleichungen fiir hydro-
dynamische Vorginge als charakteristisch kennen gelernt (Eulersche,
allgemeine Bernoullische Gleichung), so tritt hier bei der Potential-
bewegung einer volumenbestéindigen Fliissigkeit eine lineare Gleichung
in @ auf. Das schlieBt nun groBe mathematische Vereinfachungen in
sich, die damit zusammenhéngen, daB jede lineare Kombination parti-
kulidrer Losungen wieder eine Losung der Differentialgleichung ist. Man
erhilt auf diese Weise eine groBe Vielseitigkeit von Lésungen, wodurch
die Befriedigung der Grenzbedingungen wesentlich erleichtert wird.

64. Berechnung der Potentialtunktion fiir den Fall, da8 die Ge-

schwindigkeit W sehr klein ist. Ist 1o so klein, daB in der Kontinuitéts-
grad P

. mo . . . o3 .
gleichung — 43— und in der Bernoullisechen Gleichung -5~ als klein

von zweiter Ordnung vernachlassigt werden kénnen, so bleibt fiir die
Kontinuitétsgleichung

2 OP

1 Lamb, H.: Lehrbuch der Hydrodynamik. nach der 3. englischen Auflage
iibersetzt von J. Friedel. Leipzig 1907.
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Nehmen wir ferner an, dafl die betrachteten Fliissigkeits- bzw. Gas-
abmessungen nur so grol sind, daB wir die durch das Kraftfeld be-
dingten Anderungen in der Dichte vernachlissigen kénnen (so daB nur
Dichteanderungen durch dynamische Wirkungen zugelassen werden),
8o haben wir fiir die allgemeine Bernoullische Gleichung

%% + P = konst.

Die Funktion f(¢) haben wir dabei gleich konst. gesetzt, da wir
den Fall ausschlieBen wollen, daf der Druck im Innern der Fliissigkeit
durch &duflere Einwirkungen (etwa durch einen von auBlen bewegten
Stempel an der Begrenzungsfliche der Fliissigkeit) gedndert wird.

2
Differenzieren wir diese Gleichung nach ¢ und setzen %_F: = —aa—t? in
die Kontinuitatsgleichung ein, so ergibt sich:
2P
24 D= e (5)

Dies ist aber die bekannte Differentialgleichung fiir die Schall-
ausbreitung eines homogenen Mediums. Wir wollen hier die verschie-
denen Methoden der Integration dieser Gleichung nicht behandeln, da
in der Literatur iiber diesen Gegenstand alles Néhere nachgelesen
werden kannl.

Nur auf ein Beispiel wollen wir kurz noch eingehen. Eine Lésung
der Differentialgleichung (5) ist — wie man durch Verifikation sofort
erkennt — gegeben durch:

D = Aeilez—F0),
wobei die komplexe Schreibweise so verstanden werden soll, daB so-
wohl der reelle wie auch der imaginire Teil von 4e*®2— 89 eine Losung

der Differentialgleichung darstellt.
Wir haben somit als Geschwindigkeitskomponenten:

w=22 iy deitaz—po
dx
od
v = _8.17 =0
oD
=3 =0
Bilden wir:
AP = — a2 Aeilez—F
und
2P ,
= — prd eitez—p0

1 Vel z. B Rayleigh, Theorie des Schalles, II. Bd., Kap. XIII u. f.
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&

so ergibt sich, wenn wir beide GréBen in die Differentialgleichung (5)
einsetzen:
c?a? = B2

fiir ein bestimmtes « (d. h. fiir eine bestimmte Wellenlinge 4 =%’5)

ist also B bestimmt durch

f=+ca.
Wir haben somit die beiden Lésungen:

451 = Aetla(z—co)]
und
¢2 — Aei[a(z+ct)] ,

die nach rechts bzw. links mit der Geschwindigkeit ¢ fortschreitende
Wellen darstellen. Wir befinden uns im Gebiet der Akustik; alle
Schallwellen, alle Téne haben die gleiche Fortpflanzungsgeschwindig-
keit. Es tritt also keine Dispersion ein, wie z. B. bei Lichtwellen in
isotropen Medien oder wie bei Wasserwellen an der Oberfliche.

Die Kugel- und Zylinderwellen verlaufen ziemlich dhnlich wie die
hier behandelten ebenen Wellen. Uber die Einzelheiten sei auf die Be-
handlung in den Lehrbiichern der klassischen theoretischen Physik ver-
wiesen.

Hinsichtlich der Voraussetzungen, unter denen die Differential-
gleichung (5) abgeleitet wurde, wiirde eine Beriicksichtigung von U,
also eine Beriicksichtigung der Tatsache, da bei sehr groBen rdum-
lichen Abmessungen die Dichte auch mit vom Kraftfeld abhéngt, sich’
dahin geltend machen, daB ¢ nicht konstant, sondern eine Funktion
des Ortes wird. Besonders betonen wollen wir aber nochmals, daB (5)
nur als eine Naherung aufzufassen ist fiir kleine Geschwindigkeiten,
was bei den meist kleinen Schwingungszeiten auch immer kleine Wege
bedeutet. Fiir Wellen mit endlichen Amplituden (wie sie bei Explosionen
am Explosionsherd vorkommen) gilt die Gleichung nicht. Hier kénnen
Druckunterschiede von mehreren Atmosphiren und Geschwindigkeiten
gleich dem Vielfachen der Schallgeschwindigkeiten auftreten. Unter
Nr. 65,b kommen wir nochmals kurz auf solche Vorginge zuriick.

65. Die Potentialfunktion fiir stationiire Bewegungen. Im stationiren
Fall, bei dem die Ableitung nach der Zeit verschwindet, hat die Ber-
noullische Gleichung, die Form:

m2

9 + P — U = konst.

Bilden wir den Gradienten, und setzen wir den Ausdruck firr grad P
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in die Kontinuitatsgleichung (3) fiir stationire Bewegungen, so erhalten
wir als Gleichung fir die Potentialfunktion ¢

2
1 o grad (U — i)

A0 + 2

s =0. (6)

Wir unterscheiden nun zwei Fille:

2

a) die Geschwindigkeiten sind maBig groB, so da3 % vernachléissigt
werden kann; die riumlichen Abmessungen der betrachteten Fliissig-
keit bzw. des Gases jedoch sind so gro}, dal man die Dichtednderungen,
hervorgerufen durch die Druckdnderungen, die das eingeprigte Kraft-
feld (das Gewicht der Gasmasse) verursacht, beriicksichtigen muB.

b) Die Geschwindigkeiten sind von der GréBenordnung der Schall-
geschwindigkeit, die in Frage kommenden raumlichen Abmessungen der
Fliissigkeit bzw. des Gases aber so klein, daB die Dichteinderungen
durch das Gewicht des Gases vernachléssigt werden diirfen.

Fiir den Fall a) vereinfacht sich die obige Gleichung zu

AP + wo grad U = 0. (7)

Dies ist somit die Kontinuitatsgleichung der homogenen freien
Atmosphire, freilich nur insoweit, als die Erdrotation keine Rolle spielt.
Mit Beriicksichtigung der Erdrotation, die bei wagerecht weit ausge-
dehnten Gebieten unerldBlich jst, geht die Drehungsfreiheit verloren,
so daBl die Behandlung mit Stromungspotentialen nicht mehr anwend-
bar ist. Nehmen wir ein homogenes Schwerfeld an (U = konst. — gz),
d. h. vernachldssigen wir die durch die Kugelgestalt der Erde bedingte
Abnahme von g mit der Hohe (z), so haben wir

czddi—g%%:(). (7a)

Diese Gleichung ist noch wenig behandelt worden. Der Grund
dafiir liegt in den Einwendungen, die man von physikalischer Seite
machen kann, insofern als die Zustandsanderungen der Atmosphére im
allgemeinen nicht adiabatisch vor sich gehen, so daB die dabei auf-
tretenden Schichtungen der Atmosphére der fiir die Anwendung der
allgemeinen Bernoullischen Gleichung notwendigen Voraussetzung der
Homogenitat widersprechen.

Immerhin lieBe sich fiir den Fall, daB man die Bewegung der adiaba-
tischen Atmosphédre in einem Gebiet méaBiger Héhe untersuchen will,

eine Niherung dadurch erhalten, daB man zunéchst Volumenbestiandig-
. o
keit annimmt und mit dem aus AP, = 0 erhaltenen @, in (7a) g —(ﬁl

oD . .
berechnet und die Gleichung ¢ 4, =g —-* lost. Mit dem sich aus
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dieser Gleichung ergebenden @, kann man aatb berechnen und ein @,

bestimmen und so der Losung von (7a) beliebig nahe kommen, voraus-
gesetzt, daB das Verfahren konvergiert und die Schwierigkeiten bei der
Erfiillung der Randbedingungen iiberwunden werden konnen.
Fiir den Fall b) bekommen wir als Differentialgleichung einer kom-
pressiblen Flissigkeit 2’
to o grad _T
40— p =0. (8)
Wir nehmen dabei also an, daB in dem betrachteten Gebiet die Dichte-
anderung durch Eigengewicht vernachlassigt werden darf (bei der Atmo-
sphire ca. 1% Abweichung auf 100 m Hohendifferenz).
Als ein Anwendungsgebiet dieser Differentialgleichung haben wir
z. B. den Fall, daB ein Gas aus einem Kessel unter hohem Druck (z. B.
10 Atm.) durch eine Offnung oder ein Rohr ausstromt. Auch in
der Theorie der Dampfturbinen treten dhnliche Verhéltnisse auf, und
gerade mit Riicksicht auf die Vorgéinge bei Dampfturbinen ist diese
Differentialgleichung verschiedentlich behandelt worden.

2
Bilden wird den Ausdruck o grad-n;— in Koordinatendarstellung

um, so ist
R
mogradf (futjo+tw) oli- +1i- ay +f——a~z—-
9 u’+v2+w2
—“T(
0 u2+v2+
togy (FREY)
J [u+ vz—i-w2
+og ()
du

Da ferner

ist, so ergibt sich fiir (8)

-0+ 50- D 0= -Gl E
(-



Potentialbewegung. 125

Zu dieser Gleichung mufl bemerkt werden, daf die Unabhéngigkeit von
der Bernoullischen Gleichung nur scheinbar ist, denn die Schallgeschwin-
digkeit ¢ ist eine Funktion des Druckes bzw. der Dichte; durch die Ver-
bindung mit der Bernoullischen Gleichung wird sie hier eine Funktion
von (u? + v% 4 w?).

Beziiglich der Lésung dieser Differentialgleichung kdnn man in den
Fillen, in denen %, v, w mifBig grol (jedenfalls kleiner als die Schall-
geschwindigkeit) sind, durch sukzessive Approximation zum Ziel kom-
men. Zu diesem Zweck bestimmt man eine erste Naherung @, aus der
volumenbestindigen Flissigkeitsbewegung 4A®, = 0 und berechnet dar-
aus u,, v;, w;. Mit diesen Werten geht man darauf in die Gleichung:

4P, = uf% +u1v1(%1;—’ + %) +oee

Hieraus 1aBt sich @, und damit u,, v,, w, bestimmen usw. Das Ver-
fahren konvergiert im allgemeinen um so besser, je kleiner tv gegen-
iiber der Schallgeschwindigkeit ¢ ist.

Haben wir jedoch Geschwindigkeiten, die gleich oder grofer als
die Schallgeschwindigkeit sind, wie sie z. B. beim Ausstrémen eines
Gases aus einem Druckkessel auftreten konnen, so konvergiert das eben
angegebene Verfahren nicht mehr, und wir miissen andere Methoden
anwenden.

Durch einen Kunstgriff ist es in diesem Falle moglich, die nicht-
lineare Differentialgleichung (8a) in eine lineare zu verwandeln. Wir
kehren, um dieses zu bewirken, das Verhdltnis der abhdngigen und
der unabhingigen Variablen durch Einfiihrung einer Legendreschen
Transformation um, so daB wir u, v, w als unabhingige und z, y, z als

12
abhéngige Variable haben. Die Klammerausdriicke (l _:

c—,) usw. ent-
halten dann die Unabhiéngige, und man bekommt eine lineare Differen-
tialgleichung, deren Koeffizienten allerdings wieder Funktionen der Un-
abhingigen sind. Ohne auf die Einzelheiten der Transformation hier
néher einzugehen, wollen wir nur noch bemerken, da man nach der
Art, wie solche Transformationen ausgefiihrt werden, an Stelle des
Potentials zu einem Ausdruck

YV=uztovytwz—@

gelangt (symmetrisch in ¥ und ®). In Verbindung mit

_w e o0
U=%z: Ty YT 3

ergeben sich dann firr die neuen Abhdngigen
L AL 4 oY

T=%0 YT o T ou”



126 Dynamik der reibungslosen Fliissigkeiten.

Geht man mit diesen neuen Variablen in die Differentialgleichung
(8a) ein, so erhilt man die oben erwihnte lineare partielle Differential-
gleichung fiir ¥, und zwar zeigt sich, da8 die so erhaltene Gleichung

von elliptischem Typ ist fir (| <e¢
und von hyperbolischem Typ ist fiir [w|>c.

Physikalisch bedeuten die beiden Gleichungstypen vollstindig ver-
schiedene Stromungsarten. Wir betrachten die Strémung léngs einer
Platte (zweidimensional), und

- nehmen an, daf an irgend-
——————— > einer Stelle dieser Platte sich
—__’/\m eine .| Unebenheit  befindet,
” durch die die sonst glatte Stré-

bel Untérschaligeschwindighelts die Stbrung kilogt sp, 0UNE gestort wird (Abb. 68
: und 69). Ist die Geschwindig-

keit kleiner als die Schallgeschwindigkeit, so glatten sich die duBeren
Stromlinien sehr rasch, und die Storung klingt nach aulen asymptotisch-
ab (Abb. 68). Ist dagegen die Geschwindigkeit gré8er als die Schall-
geschwindigkeit, so pflanzen sich die Unstetigkeiten der Wand in voller
Starke in das Innere der Fliissigkeit fort, ohne irgendwie abzuklingen
L (Abb. 69). Wir konnen so-

‘f/-\‘—, e mit feststellen, daB die mit
o — T > Unterschallgeschwindigkeit
e ——— stromende Fliissigkeit be-
Wmﬂ% ziglich Storungen ausglei-

Abb. 69. Stromung {iber eine Unebenheit einer Platte Ch_end erkt’ wahren(‘l (_he
bei Uberschallgeschwindigkeit; die Stérungen pflanzen  mit, Uberschallgeschmndjg-

sich in das Innere der Fliissigkeit unvermindert fort. keit stromende Fll’issigkeit
alle Wandstorungen in die Fliissigkeit hinein fortpflanzt.

Wir wollen uns diese verschiedenen Eigenschaften der beiden Stro-
mungsarten noch fiir den Fall klarmachen, daB sich in einem festen
Raumpunkt A einer allseitig ausgedehnten Fliissigkeit von der Ge-
schwindigkeit v ein punktformiger Stérungsherd befindet. Eine momen-
tane Stérung breitet sich nun in Form einer Kugelwelle aus, deren
Mittelpunkt sich mit der Strémungsgeschwindigkeit 1v bewegt. Ist nun
die Stromungsgeschwindigkeit < ¢, so hat nach einer Zeit v die Kugel-
welle offenbar die in Abb. 70 gezeichnete Lage beziiglich 4. Gehen
vom Storungsherd nun dauernd Storungen aus, die man als schnelle
Aufeinanderfolge momentaner Stérungen auffassen kann, so erhilt man
die in Abb. 70 dargestellte Kugelwellenschar. Wie man erkennt, ergibt
sich eine Auswirkung der Storung nach allen Richtungen, allerdings
nach verschiedenen Richtungen verschieden schnell.




Potentialbewegung. 127

Ist jedoch die Stromungsgeschwindigkeit > ¢, so ist die die Stérung
fortpflanzende Kugelwelle nach der Zeit 7 in die Lage beziiglich 4 ge-
kommen, wie in Abb. 71 dargestellt. Bei dauernder Storung erfiillen,
wie man aus Abb. 71 ersieht, die simtlichen Kugelflichen einen kegel-
formigen Raum mit dem Punkt 4
als Spitze. Man erkennt, daB das
Gebiet auBerhalb dieses Kegels
vollig frei von jeder Einwirkung
des Storungsherdes bleibt. Wie
sich aus Abb. 71 ergibt, bestimmt
sich der Winkel o des Kegels aus
der Beziehung

. c
sln o = Tm .
Eine dauernde punktférmige
Storung breitet sich also in einer
mit  Unterschallgeschwindigkeit  Abb. 70. Ausbreitung einer punktférmigen
stromenden Fliissigkeit mit Schall. SR8 Pel Untenchallgeschwindiglelt.
geschwindigkeit nach allen Seiten aus, wobei die Intensitit in einer Rich-
tung proportional dem Quadrat der Entfernung vom Stérungsherd ab-
nimmt, wahrend die Wirkung der Stérung in einer mit Uberschall-
geschwindigkeit stromen-
den Flissigkeit nur ein
kegelformiges Gebiet er-
fillt und auf der Kegel-
oberfliche eine Intensitits-
abnahme proportional der

ersten Potenz der Ent-4gix[nc
fernung vom Storungsherd i N k '
erfahrt.

66. Bestimmung der
Potentialfunktion liir das
eindimensionale Problem.
Wir wollen zum SchluB
kurz auf die Vereinfach-
ungen cingehen, die sich AW 71 Aubritiog ener punktfirmigm Storuog
aus der Annahme ergeben,

daBl der Bewegungsvorgang eindimensional ist. Es ist dann also:

D =P (1)

und
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Die Bernoullische Druckgleichung geht damit iiber in:
o ur dp

Fiir die Kontinuitatsgleichung erhalten wir:

1dp
eat+0z+

Da wir wieder Homogenitit, d. h. alleinige Abhéngigkeit der Dichte
vom Druck, voraussetzen, so konnen wir schreiben:

u de

3. =0

de_ de dp.
e dp e’
anderseits ist nach der Bernoullischen Gleichung
dp Y]
—e— = - < W + udu) »

so daB die KOntinuitiitsgleichung iibergeht in:
»o *o du\do _
~(Gatu et oy + 3 (vozar + 9 52) 33 =

rP P 3P dp _ (3D\| D
58 T 252 9z01 — [dg—(—>]8—x’—
Diese Gleichung 148t sich wieder durch Einfiihrung einer Legendre-

oder

schen Transformation, fiir %g =« als neue Unabhéngige neben ¢

linear machen. Weitere Ausfilhrungen dieses Problems findet man bei
Riemannl.

67. Einige einfache Beispiele volumenbestiindiger Potentialbewegungen
Es handelt sich im folgenden also um Lgsungen von 4@ = 0. Wir
stellen nun einfache Funktionen von @ auf, von denen wir durch Verifi-
kation leicht erkennen, daB sie der Differentialgleichung AP =0 ge-
niigen, und fragen uns, welcher Art die durch die Funktion ¢ gekenn-
zeichnete Stromung ist, wie die Stromlinien aussehen, welche Druck-
verteilung wir haben usw.

1. d=azx+ by + cz,

wo a, b, ¢ konstante GroBen oder auch Funktionen der Zeit sind. Wir
haben somit:

o0

5 =

_ 09

~ 9y

=9 _

=5, =

U =

=b

1 Riemann-Weber: 2. Bd. 8. 507. 5. Aufl. (1912), Braunschweig.
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d. h. der Geschwindigkeitsvektor w =iu + jv 4 fw ist in jedem
Punkte der Fliissigkeit derselbe; wir haben also eine Tranglation der
Fliissigkeit. Nehmen wir a, b, ¢ auch unabhingig von der Zeit an, so
haben wir den stationdren Fall und also gleichférmige Translation. Da
eine solche Bewegung durch geeignete Wahl des Bezugssystems stets
auf Ruhe transformiert werden kann, laBt sich in der Bernoullischen

2 2
Gleichung 22)— + % — gz = konst. das Glied % zum Fortfall bringen,

so dall wir die Grundgleichung der Statik g — gz = konst. behalten.
Sind a, b, ¢ von der Zeit abhingig, so konnen wir die allgemeine
Bernoullische Gleichung

0 m  p
FIE 7 = f()

T o d db d .
unter Beriicksichtigung von - = x -d—‘: +yg te 7(; auch schreiben:

P da db de
IO — (=g vy o)
. :

wobei wir —';—, da nur von t abhéngig, in f(f) einbezogen haben. Es

ergibt sich somit eine rdumliche lineare Druckverteilung, die der Be-
schleunigung des einzelnen Teilchens entspricht.

Bilden wir noch den Druckgradienten grad p = Ig%’: + ig‘z + fg—f‘ )
so erhalten wir

.d . ab d
grad p = g(t-d% +ig —}—fd—:).

Fassen wir die drei GréBen a, b, ¢ als Komponenten des Vektors a
auf (a =1a 4+ jb + fc), so bleibt

da
grad p = Q4

Fiir das Stromlinienbild erhalten wir aus da:dy:dz=a:b:¢

dy _ b _ b

iz =a" konst. oder y== 22t konst.,
ebenso

dz c

dy =5= konst. oder z = fb—y + konst.,

d. h. die Stromlinien sind Gerade.

Eine translatorische nicht stationire Bewegung haben wir z. B. dann,
wenn wir ein vollstindig mit Flussigkeit gefiilltes Gefil parallel zu
sich selber in irgendwie gekriimmten Bahnen bewegen. Man erkennt
hierbei auch den Unterschied der Stromlinien von den Bahnlinien.
Wihrend die Stromlinien — wie wir gesehen haben — gerade Linien

Tictjons, Hydromechanik. 2. Aufl, 9
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sind, haben die Bahnlinien in diesem Fall die durch die krummlinige
GefiBbewegung vorgeschriebene Gestalt.
2. &= %(am’—{- by + c2%).

Da AP = a + b + ¢ ist, haben wir in obiger Funktion eine Losung
von AP = 0, wenn a 4+ b + ¢ = 0 ist. Diese Bedingung kann auf ver-
schiedene Art erfiillt werden; wir betrachten als ersten Fall:

a) b=—a, ¢=0, also: ¢=%(x3—-y2).

Aus der Unabhingigkeit von z geht hervor, da3 wir es mit einer zwei-
dimensionalen Bewegung zu tun haben. Aus der Potentialfunktion erhalten
wir durch Differentiation nach den Komponenten die Geschwindigkeiten:

also

Abb. 72. ZweldlmenslomlePllflttlsslgkelmuamnng gegen elne der delogarithmiert-
atte. :

Fra,gen wir nach der
Gestalt der Stromlinien,
8o erglbt sich

y

k4

oder i@l__ﬂ

y z

z-y == konst.

Die Stromlinien bilden somit eine Schar gleichseitiger Hyperbeln
mit der z- und y-Achse als Asymptoten (Abb.72). Wir konnen uns
dieses Stromlinienbild deuten als die Stromlinien eines zweidimensio-
nalen Stromes gegen eine Wand. In vielen Féllen kommt eine derartige
Stromung als Teil einer umfangreicheren Fliissigkeitsbewegung vor.
Man kann hier fiir die Nachbarschaft des Verzweigungspunktes der
Stromung (eigentlich einer Verzweigungsgeraden) die Potentialfunktion
in eine Potenzreihe entwickeln und, wenn das betrachtete Gebiet klein
genug ist, die Reihe mit dem Gliede 2. Grades abbrechen. Die Bewegung
in der Nihe einer solchen Verzweigungsgeraden ist also durch das Strom-
linienbild Abb. 72 gegeben.

Fir die Verteilung des Druckes hat man im Fall der stationdren

Bewegung 102 2
Tri=g@++i=c

Bezeichnen wir den Druck im Punkt O, im Staupunkt, mit p,, so
haben wir fiir diesen Punkt

y4l
o+ =¢
+9
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und, da die Konstanten gleich sind,
ai
n—P=0g @+ ).

Wir erhalten somit als Kurven gleichen Druckes eine Schar konzen-
trischer Kreise.
b) Als zweiten Fall der Bedingungsgleichung a + b + ¢ = 0 nehmen
wir an
b=a, ¢c= —2a,
also

¢=g—(x2+y”—2zz).

Fiir die Geschwindigkeitskomponenten ergeben sich dann:

u=ax
v =ay
w= —2az

Als Gleichung der Stromlinien erhalten wir somit
dx:dy:dz=2:y: — 2z,

so daB wir als Projektionen der Stromlinien auf die xy-Ebene haben

also
Inz=Iny+InC
oder
x = konst.-y.

Die Projektion der Stromlinien auf die x y-Ebene ist also eine Ge-
radenschar durch den Ursprung.
Fiir die Projektion der Stromlinien auf die zz-Ebene ergibt sich

also:
Ing =InC— ;Inz

oder
x? z == konst.,

d. h. wir erhalten fiir die Projektion der Stromlinien auf die xz- Ebene
eine Schar kubischer Hyperbeln mit der z- und z-Achse als Asymptoten.
9*
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Abb. 73 zeigt das Stromlinienbild, das wir uns rotationssymmetrisch
zur z-Achse zu denken haben.

Da fiir z =0 auch w = 0 ist, so ist die 2y-Ebene eine mogliche
Begrenzungsfliche der Stromung, die wir uns wieder als einen — dies-
2 } mal rotationssymme-

% == trischen — Strom deu-
ten, der gegen einenach
allen Seiten unendlich
ausgedehnte Ebene
stréomt, sichamPunktO
staut und sich dort
verzweigt.

Auch in diesem Fall
kann a eine Funktion
7 X der Zeit sein; da aber
Abb. 78. Dreldimenslonale Flissigkeltsstromung (Strahl) gegen  die Stromlinienglei-

eine Platte. . o
chung a nicht enthélt,
so sind in diesem wie im vorigen Falle Stromlinien und Bahnlinien
(desgleichen auch die Streichlinien) identisch. Der EinfluB der Ab-
hingigkeit von der Zeit macht sich nur durch einen Faktor in den
Betrigen der Geschwindigkeiten geltend.
Fiir stationire Bewegungen ergibt sich als Druckverteilung:

P A . 2 2
ré-—i—g(x + y® — 42%) = konst.

Wir haben also als Flichen gleichen Druckes eine Schar von Ellip-
soiden mit dem Achsenverhéltnis 1:1: % .
Ist a eine beliebige Funktion von ¢, so ergibt sich aus der allgemeinen
Bernoullischen Gleichung fiir die Druckverteilung
Pt — 5[5 @8+ 9t — 22 +arat 4 g2 4 427,
wobei f () dadurch bestimmt wird, dal an einem Punkt der Fliissigkeit

ein vorgeschriebener Druck herrscht. Je nach dem Verhéltnis von a2: da

T dt
kann man verschiedene Flichen konstanten Druckes erhalten; so ist z. B.
fiir % = —a? Z = f(t) — 3a?2? p = konst. auf Ebenen
parallel der =z, y-

; Ebene.
" -d—;z-» = q? g = f(t) — a?(z? + y® + 22) p = konst. auf Kugeln.

d

b gr=2e = Sat(@t+y)  p=lkonst. suf Kreis-

zylindern mit Achse
parallel der z-Achse.
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68. Das Quell- und Senkenpotential. Wir betrachten die Funktion

D= l:— , wo r = J#?® + 2 + 2% den Abstand vom Koordinatenursprung

bedeutet. Da die Flichen @ = konst. konzentrische Kugeln um den
Ursprung sind und anderseits die Geschwindigkeit w = grad @ senk-
recht auf den Flichen @ = konst. steht, haben wir in diesem Fall nur
radiale Geschwindigkeiten:

Fragen wir uns jetzt, ob die Funktion @ =% die Differential-

gleichung A® = 0 erfiillt, so konnen wir, da 4P = 0 zugleich die
Kontinuititsgleichung ist, die Frage dahin beantworten, ob die Kontinui-
tiat erfiillt ist oder nicht. Bezeichnen wir mit ¢ diejenige Flissigkeits-
menge, die in der Zeiteinheit durch eine Kugeloberfliche vom Radius r
hindurchflieBt, so ist

Q=4nr*w, = —4nb.

Da diese Fliissigkeitsmenge von 7 unabhéngig ist, ergibt sich, dafl durch
jede Kugelfliche die gleiche Fliissigkeitsmenge hindurchfliefft. Betrach-
ten wir also ein von zwei Kugelflichen (r, und r,) begrenztes Gebiet,
so tritt in der Zeiteinheit in die groBere Kugelfliche die gleiche Fliissig-
keitsmenge ein, wie aus der kleineren Kugelfliche aus, d. h. die Kon-
tinuitdt ist erfiillt. Man kann natiirlich auch durch Bildung von
2P 0*d 2P
G T g T g =0
erkennen, daB die Summe dieser drei partiellen zweiten Ableitungen
nach den Koordinaten identisch verschwindet.

Bei positiven Vorzeichen von b haben wir eine Strémung, die radial
nach innen gerichtet ist, bei negativem b eine entsprechende Stromung
nach auBen. Niahert man sich dem Punkt O mehr und mehr, so wachsen
die Geschwindigkeiten umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent-
fernung vom Ursprung. Der Punkt O selbst bildet eine Singularitat,
indem dort die Geschwindigkeit unendlich gro wird und im Falle
eines positiven Vorzeichens von b die Menge @ == 4z b dort sekund-
lich verschwindet und im Falle eines negativen Vorzeichens von b die-
selbe Fliissigkeitsmenge entsteht. Physikalisch ist das eine Unmdglich-

. . . b . .
keit, und die Potentialfunktion @ = " ist also nur soweit der Ausdruck

fiir eine Fliissigkeitsstromung, als das Gebiet der wirklichen Flissig-
keitsbewegung den singuldren Punkt O nicht enthilt.

Hat b positives Vorzeichen, so bezeichnen wir den Punkt O als eine



134 Dynamik der reibungslosen Fliissigkeiten.

Senke; hat b negatives Vorzeichen, so sprechen wir von einer Quelle
in O.

Die Anwendung dieser Potentialfunktion ist sehr mannigfaltig. Man
kann z. B. in erster NiHerung die Strémung durch ein kleines Loch in

einem ebenen Boden (Abb. 74) durch die Funktion @ = % darstellen,

sofern man die nédchste Umgebung
des Loches von der Betrachtung aus-
nimmt. Fir das iibrige Gebiet hat
das Loch im ebenen Boden die Wir-
kung einer Senke, wobei der Druck
sehr stark mit der Anniaherung an das
Loch abnimmt. Denn, da der Druck
1 sich mit dem Quadrat der Geschwin-
M’efl’ilzg~el§:£gl'ﬁ§tgr(cshe:ﬂ:‘r‘§gﬁ ‘B?Ch digkeit andert, diese jedoch wifader der
Entfernung vom Loch quadratisch um-
gekehrt proportional ist, ergibt sich eine Druckabnahme mit der vierten
Potenz des Abstandes vom Loch. Eine Néherung an das Loch um die
Hilfte der Entfernung ergibt also eine 16fache Vermehrung des
Unterdruckes. Die Stromlinien sind
— abgesehen von der naheren
3 Umgebung des Loches — Radien,
so daB auch die Grenzbedingung,
daB an der festen Wand die
Abb. 75. Stromung durch einen Hohlkegel. Normalgeschwindigkeiten ver-
schwinden miissen, erfiillt ist.
Ebenso lassen sich Stromungen durch einen Hohlkegel darstellen
(Abb. 75). Da die sekundliche Flissigkeitsmenge durch alle Querschnitte
die gleiche sein muf}, ergibt sich auch hier, daB die Geschwindigkeit
umgekehrt proportional der zweiten Po-
™~ tenz der Entfernung von der Kegel-
spitze ist.
69. Darstellung von Stromungen um
Rotationskérper durch Annahme von
Quellen und Senken. Wir gehen jetzt zu
$3}3§3-°"S‘;;’,;';‘;“,if;‘h“'g:;;‘}ff;‘:{,’;;g'; einer weiteren Anwendung des Quell-
Fliisslgkelt bowegenden Korpers (nicht - bzw. Senkenpotentials tiber, die von
Rankine stammt, und betrachten zu
dem Zweck die Wirkung eines sich bewegenden Rotationskorpers auf
die den Korper umgebenden Flissigkeitsteilchen.
Der vorn abgerundete Korper schiebt, wie in Abb. 76 dargestellt,
bei seiner Bewegung die Fliissigkeitsteilchen nach allen Seiten heraus,
gleichsam als ob im Innern des Korpers eine Quelle vorhanden wire,

-
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wobei diese Quelle sich dauernd mit der Geschwindigkeit des Kérpers
vorwarts bewegt. Betrachten wir den entsprechenden stationdren Vor-
gang, d. h. lassen wir die Fliissigkeit gegen den mit dem Bezugssystem
ruhenden Korper flieBen, was in den Formeln durch Uberlagerung
einer gleichférmigen Strémung (P = ax) erreicht wird, so erhalten wir
das uns bereits bekannte Stromlinienbild Abb. 77. Die Stromung wird
vorn am Koérper auseinandergebogen und zwar um so stirker, je niaher
sich die Fliissigkeitsteilchen an dem __ _—— ———
Korper befinden.

Es ergibt sich nun bei naherer Be-
trachtung, daB die Uberlagerupg der —__Qj
Quellstromung mit der konstanten R S
gegen den Korper flieBenden Stro- —  — —  —— 7

mung ein Stromlinienbild ergibt der- — =~ — —~
art’ig, daB die gesamte der Quelle Abb.77. 8tromung um den abgerundeten
entstammende Fliissigkeit gerade im Vo o T e sorpers
Innern des Korpers bleibt (Abb. 78).

Sorgt man noch durch Anbringen von Senken am hinteren Teil des
Korpers dafiir, daB genau alles der Quelle entstammende Fliissig-
keitsmaterial hier wieder verschluckt wird, so bleibt von der Wir-
kung der Annahme der Quellen und Senken nur die deformierende
Wirkung auf die gegen den Korper anstrémende Fliissigkeit iibrig.
Auf diese Weise konnen wir mit Hilfe der Potentialfunktionen verhalt-
nismiBig einfach die Stromung
um einen Rotationskérper be-
rechnen. Aufler einer einzelnen
punktférmigen Quelle bzw. Senke
kann man auch mehrere der-
selben annehmen oder auch eine
stetige (oder unstetige) Quellen-
und Senkenverteilung.

Durch die verschiedensten An- - .
nahmen iiber die Verteilung der Abb. 78. U":{,‘,25*;‘;‘;5.{;‘,‘;353‘;‘22‘"’"‘“"“ mit
Quellen und Senken auf der Sym-
metrieachse des Korpers (nur Stromungen um achsensymmetrische
Korper konnen mit diesen Methoden behandelt werden), laBt sich
eine groBe Mannigfaltigkeit von umstromten Koérpern bilden. Es ist
dabei — wie schon gesagt — nur notwendig, daB die Gesamtheit der
Senken gerade diejenige Fliissigkeitsmenge wieder aufnimmt, die den
Quellen entstromt ist.

Wir wollen als Beispiel den Fall einer punktférmigen Quelle etwas
niher verfolgen. Als Potentialfunktion, die sich aus der Uberlagerung
der gleichformigen Stromung @, = az und der Quellstrémung
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P, = — % ergibt, haben wir somit
b=+ D, =azx — —(;—,

wo

r= Y2+ y? 4 22
ist.

Auf der Symmetrieachse, d. h. fiir y = z = 0, ist fiir negative Werte
fir £ (r = || ist hier = — z zu setzen)
b
¢2 = ;‘ )
also b
b =aqazx + -; s

mithin EY) b

U=%z 2 4

Die Geschwindigkeit ist also gleich Null fiir

W
=4 V—a~.
Es kann offenbar nur das negative Vorzeichen gelten, also

u=0 fir x=-Vl,
a

d. h. in der Entfernung — V% von der Quelle haben wir den Staupunkt

der Stromung (Abb. 78). Fiir kleinere negative Werte von a haben
wir Geschwindigkeiten nach links; hier iiberwiegen noch die der Quelle
entstammenden Geschwindigkeiten die gleichférmige Geschwindigkeit,
bis mit wachsendem — z der durch die Quellstrémung bedingte Anteil
immer mehr abnimmt und schlieBlich mit gréBer werdender Entfernung
von der Quelle quadratisch nach Null konvergiert, so daB hier nur die
Parallelstromung bleibt.
Fiir positive Werte von x ist r = + 2 zu setzen und daher
S=az— 2
T

und 9 b
U=y =aetoa,

d. h. rechts von der Quelle sind die Geschwindigkeiten immer nach
rechts gerichtet mit dem Grenzwert a fiir z = co.
Es lassen sich nun aus dem Potential @ =ax —% die einzelnen

Stromlinien berechnen unter Beriicksichtigung von dz:dy:dz = u:v:w.

Bestimmt man die Stromlinien durch den Staupunkt x = — V—Z—, 80
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ist diese Stromlinie offenbar die Kurve oder, raumlich betrachtet, die
Rotationsfliche, welche die aus der Quelle entstammende Fliissigkeit
von der mit der Geschwindigkeit a strémenden Parallelstromung trennt.
Diese Rotationsfliche verhalt sich somit wie ein fester Kérper, gegen
den eine Parallelstrémung mit der Geschwindigkeit a flieBt.
Bezeichnen wir mit d den Durchmesser dieses zylindrischen Korpers,
so ist offenbar in geniigender Entfernung von der Quelle die durch

2
den Zylinderquerschnitt sekundlich flieBende Menge @ =n—f~a. Da

diese Fliissigkeit vollstandig det Quelle entstammt, und anderseits die
Ergiebigkeit der Quellstromung gleich @ = 47b ist, so ergibt sich

d?
b= TG—G ,
d. h. die Quellintensitdit & mufl bei Annahme einer punktformigen

Quelle und einer Geschwindigkeit a der Parallelstrémung gleich
d? . .. .
16 @ genommen werden, wenn man eine Strémung um einen (vorne

geeignet abgerundeten) zylindrischen Korper vom Durchmesser d
erhalten will. Die Entfernung der Quelle vom vordersten Punkt war

V%; mit obigem Wert von b ergibt dies 7‘:

Eine besonders einfache Darstellung zur Bestimmung der Strom-
linien um derartige durch Quellen und Senken gegebene Rotations-
kérper erhdlt man folgendermafen: Wir betrachten eine rotations-
symmetrische Stromfliche und sagen aus, daB diese Stromfliche einen
Flissigkeitsstrom enthalten muB, der sich aus der aus dem Unendlichen
kommenden Menge @, und den links von der betrachteten Stelle befind-
lichen Quellen zusammensetzt. Setzen wir diese Strémungsmenge
konstant, so bleiben wir offenbar auf einer Stromfliche. Mit Ein-

fithrung von Zylinderkoordinaten (z und r, wo r = }/?_#—723 mubB also
fir jeden Schnitt senkrecht zur Symmetrieachse f 2rrdru=Q, +
]

algebraische Summe der sekundlichen Quellmassen links vom Schnitt
gesetzt werden, damit r; auf einer Stromlinie (bzw. Stromfliche) liegt.
Fiir verschiedene ¢, erhalten wir somit verschiedene Stromlinien.
Speziell @, = 0 gibt dann diejenige Rotationsfliche, welche die Quell-
stromung von der Parallelstromung trennt, d. h. die Kontur des festen
Korpers.

Diese Methode ist weiter ausgebaut und besonders auf luftschiff-
artige Korper angewandt von G. Fuhrmann?!. Es wird in dieser Arbeit

1 Fuhrmann, G.: Theoretische und experimentelle Untersuchungen an
Ballonmodellen. Diss. Géttingen (1912), Jahrb. d. Motorluftschiff-Studiengesell-
schaft Bd. 5, S. 63. 1911/12,
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unter Annahme von verschiedenartig stetig verteilten Quellen und
Senken eine Reihe von Rotationskorpern untersucht und dabei auler
den Stromlinien auch die Druckverteilung berechnet und mit experi-
mentell bestimmten verglichen. In Band II kommen wir bei der Be-
handlung des Widerstandes auf die Ergebnisse dieser Arbeit noch zuriick.

70. Stromung um eine Kugel, Dipol. Lassen wir jetzt die Entfer-
nung zwischen Quelle und Senke allmahlich kleiner werden, so wird
der dadurch gegebene umstrémte Koérper mehr und mehr eine gedrun-
gene Gestalt bekommen, und wenn wir die Ergiebigkeit der Quelle
und Senke konstant (entgegengesetzt gleich) annehmen, so wird der
durch die Quelle und Senke dargestellte umstromte Korper im gleichen
MaBe kleiner, wie der Abstand zwischen Quelle und Senke geringer
wird, bis er im Grenzfall, wo Quelle und Senke zusammenfallen, ver-
schwindet.

Wollen wir bei dem Grenziibergang der Entfernungsabnahme der
Quelle von der Senke auf den Abstand Null einen endlichen Kérper
behalten, so miissen wir die Intensitit der Quelle und Senke im gleichen

MaBe zunehmen lassen wie ihr Abstand sich verringert. Nahert sich die

Quelle ( — —b—> der Senke <r£> in der z-Richtung bis auf Az, so hat

" 3
man als Ausdruck fiir die Intensitdtssteigeruug geméaB dieser Ent-

fernungsabnahme:

b b
= Nh_ T
?= Az
oder, wenn wir b
Jo= g,
1
b
7=
setzen, ®— d_’a — P,
dz

Da nun @, (z, y, 2) = P, (x — Az, y, 2) ist, so haben wir im Grenzfall,
daB Quelle und Senke zusammenfallen,

&(2— Al‘, 3/,2)—‘151(75, !/»Z) — aq)l

¢ = lim iz =— 3

dz=0

Mithin, da @ nur von r abhingt,
¢:_6<D,_d¢l or b odr

B9z dr 0z 13z’
und da
— Va? 4 2 1 2 or & _ =
r= ya?+ y*+ 2%, und daher 3% T Y g ist,

¢=~—»-£=;b2—costp,
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wenn x == r cos @ gesetzt wird. Hiermit haben wir @ in Polarkoordinaten
r und @ ausgedriickt. Man nennt @ die Potentialfunktion eines Dipoles.

Fir die Radialgeschwindigkeit in einer bestimmten Richtung ¢
haben wir

0P 2b
Wy, = (W)}n: - 7{008(}) .
Betrachten wir eine Kugel vom <

Radius r,, so ist die Radialgeschwin-
digkeit auf ihrer Oberflache

w, = konst.-cos @,

d. h. fiir @ zwischen 0° und 90° (bzw.
270° und 360°) haben wir negative und
fiir ¢ zwischen 90 und 1809 (bzw. 180°
und 270°) positive Radialgeschwindig-
keiten (Abb. 79).
Wenn wir anderseits einer Kugel
vom Radius r; eine Geschwindigkeit
— a (parallel der z-Achse in negativer Abb. 79. Dipol.
Richtung) erteilen, so miissen offenbar
an der Oberfliche der Kugel die Normalkomponenten der Geschwin-
digkeit der Fliissigkeit gleich der des festen Korpers sein, d. h.
gleich — a-cosg (Abb. 80). Beriicksichtigen wir jetzt die fir das
Potential eines Dipoles abgeleitete Formel der Radialgeschwindigkeit

in der Entfernung r, vom Ursprung: w, = — %cosq) = konst.-cos g,
1

go ist das Geschwindigkeitsfeld unseres Poten-

tials @ = %cosg; mit dem der bewegten Kugel

identisch (da die Randbedingung befriedigt ist),

2b

wenn die Geschwindigkeit der Kugel — a = — —

r$
genommen wird. Da die Konstante b in der be-
trachteten Potentialfunktion noch zur freien Ver-

. ar}
figung steht, also b = 2‘ gesetzt werden kann, Apb.80. Bewegung einer
.. Kugel mit der Geschwin-
haben wir in 1 digkeit @ von rechts nach
D= 5a _cosp links.

das Potential einer Fliissigkeitsbewegung, wie sie sich ergibt, wenn
eine Kugel vom Radius »; mit der gleichférmigen Geschwindigkeit —a
bewegt wird. Wie wir erkennen, nehmen die Geschwindigkeiten in einer
bestimmten Richtung ¢ sehr rasch, niamlich mit der dritten Potenz
der Entfernung vom Mittelpunkt, ab.
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Wollen wir jetzt die Potentialfunktion einer Strémung um eine
stillstehende. Kugel bilden, so haben wir der zuletzt betrachteten Stro-
mung eine Parallelstromung @ = ax zu superponieren, so dafl wir

erhalten:
.——————-’“’N

- T
¢=a<x+—2%cos¢>

oder mit x = rcos ¢

3
V’_——» @———a(r—{——z%)cosq). (9)
\/‘_—-————*
Pas Stromlinienbild hat die in

Abb. 81 gezeichnete Form.

Da die Kugel jetzt relativ zum Bezugssystem ruht, miissen die
Radialgeschwindigkeiten an der Kugel, d. h. fiir r = r,, verschwinden;
im Einklang damit ergibt sich aus der letzten Gleichung firr @

9P
('5;‘)”:”:—‘ (w)r, = 0.

Abb. 81. Strémung um eine Xugel.

3
In grofler Entfernung von der Kugel ist der zweite Term —2'—;,— bedeu-

Abb. 82. Uberlagerung der Stromung eines Dipols mit einer Parallel-
stromung von links nach rechts.

tungslos; es bleibt als Potential r cos ¢, d. h. Parallelstrémung. Die
analytische Fortsetzung der Strémung im Innern der Kugel ergibt sich
aus Abb. 82; hier ist der zweite Term der Gleichung (9) von iiber-
wiegender Bedeutung.

DaB die wirkliche Strémung einer Flissigkeit um eine Kugel — auch
wenn wir die Zahigkeit der Fliissigkeit nach Null abnehmen lassen —
fiir den stationdren Fall anders aussieht, und dafl durch die ablésende
Grenzschicht das Stromungsbild wesentlich geéndert wird, haben wir
in Nr. 55 schon erwahnt. Wenn sich aber die Fliissigkeit als Potential-
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stromung bewegt (wie z. B. beim Stromungsbeginn aus der Ruhe),
dann ist ihr Potential durch (9) gegeben und das Stromlinienbild hat
die in Abb. 81 dargestellte Gestalt.

Fiir Rotationskorper der verschiedensten Gestalt, so z. B. auch fiir
den in Abb. 83a gezeichneten Koérper laBt sich die Potentialfunktion
durch eine entsprechende Verteilung der Quellen und Senken auf-
stellen, nicht aber mehr fiir Korper von der in Abb. 83b angegebenen
Art. Hier ist die Krimmung am Staupunkt zu gering und an der brei-
testen Stelle zu stark. Die Kugel bildet in dieser Beziehung den Grenz-
fall, der sich gerade noch mit der Methode der Quellen und Senken

=1

Abb. 83a. Rotationssymme- Abb. 83b. Rotationssymme-
trischer Kdorper, dessen Btro- trischer Kdrper, bei dem das
mungsform sich mit den Metho- nicht mehr méglich ist.

den der Quellen und Senken
gerade noch behandeln 1aBt.

behandeln laBt. Fir Koérper von der Form 83b kann die Berechnung
der -Potentiale durch Hinzunahme von Wirbelringen zu den Quellen
und Senken erméglicht werden.

71. Das Potential eines geraden Wirbelfadens. Wir betrachten als
letztes Beispiel einer Potentialfunktion in diesem Kapitel die Funktion

D=cop,

wo @ den Winkel einer Ebene durch die z-Achse mit der z, z-Ebene
bedeutet. Das Potential ist also unabhéngig von z und in allen zur
z, y-Ebene parallelen Ebenen das gleiche. Wir haben hiermit ein Bei-
spiel fiir das sogenannte ebene Problem, mit dem wir uns im folgenden
Kapitel noch eingehend beschéftigen werden.

Die Flichen konstanten Potentials bilden ein Ebenenbiischel und
also dessen Projektion auf die z, y-Ebene ein Geradenbiischel durch
den Ursprung. Als Stromlinien ergeben sich die zur Z-Achse konzen-
trischen Kreise; es ist die Radialgeschwindigkeit w, = 0 und die zu
den Radien senkrechte Geschwindigkeit

oP ¢

Yo = Top = v

DaBl bei einer Stromung dieser Art die Kontinuitit gewahrt wird, ist

unmittelbar einzusehen; im iibrigen kann man auch ¢ = arc tg%

setzen und A ® bilden; man erkennt dann unschwer, da A ® identisch
verschwindet. @ = c ¢ ist daher eine Potentialfunktion der hier behan-
delten Art, die allerdings im Ursprung einen singuliren Punkt besitzt.
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Eine derartige Bewegungsform nennt man einen Wirbel. Die Ge-
schwindigkeit in jedem Punkt hat die Richtung senkrecht zum Radius-
vektor durch diesen Punkt und ist dem Betrag nach umgekehrt pro-
portional der Entfernung vom Ursprung.

Das Potential @ = c¢ hat jedoch eine erwidhnenswerte Eigen-
tiimlichkeit: Bei Zunahme des Winkels ¢ von ¢ == 0 ab wichst das
Potential dauernd, bis es fiir p = 2v den Wert 27 ¢ besitzt. Eine weitere
Umbkreisung des Ursprungs bringt eine weitere VergroBerung des Po-
tentials um den gleichen Betrag 2m¢c. Wir haben es hier mit einem
sogenannten mehrdeutigen Potential zu tun. Fragen wir uns, wie denn
eine solche Bewegung, deren Potential mehrdeutig ist, iiberhaupt ent-
stehen kann, so ergibt sich aus der allgemeinen Bernoullischen Glei-

chung wegen der Mehrdeutigkeit von %—? eine Mehrdeutigkeit des

Druckes, was physikalisch nicht méglich ist. Wir miissen darausschlieen,

daB eine Bewegung, wie sie durch das mehrdeutige Potential @ = c¢

gekennzeichnet ist, zwar weiterbestehen kann, wenn sie einmal vor-

handen ist, aber ihre Entstehung aus der Ruhe heraus erscheint un-

moglich. Es gibt aber doch einen Weg sie zu erzeugen, wobei allerdings

der von der Strémung eingenommene Raum

zeitweilig durch einen festen Korper zer-

trennt werden mufl. Denken wir uns ein

P diinnes Blech in einer Fliissigkeit schnell

P auf eine kurze Strecke beschleunigt, so

haben wir auf der einen Seite des Bleches

den Druck p, und auf der anderen Seite

Abb. 84, Bildung eines Wirbels UCT DTUCK Pp, WO Py > p, sein moge. Dieser

ln-einer relbungsinsen Fidsslg- Druckunterschied bewirkt nun ein Strom-

linienbild in der Art, wie es in Abb. 84 dar-

gestellt ist. Denkt man sich jetzt plotzlich das Blech senkrecht zur

Fliissigkeitsoberflache herausgezogen, so gleicht sich der Druck aus,

und man hat als Stromlinienbild gendhert eine Schar konzentrischer
Kreise.

Bilden wir in der Stromung mit dem Potential @ = cg das Linien-

integral der Geschwindigkeit lings einer den singuliren Punkt voll-

stindig umschlieBenden Kurve, so erhalten wir gemdB dem Obigen

$wodt=P2a)—D(0) =2xc.

Dieser Ausdruck, den wir mit I" bezeichnen wollen, heifit die Zirkulation.

72. Unterschied einer Potentialbewegung mit Zirkulation von einer
drehenden Fliissigkeitshewegung, Bewegung mit Rotation. Wie kénnen
wir nun von der in der vorigen Nr. behandelten Flissigkeitsbewegung
um einen Wirbel behaupten, sie sei eine Potentialbewegung, da doch
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eine Potentialbewegung und drehungsfreie oder wirbelfreie Bewegung
identisch ist? Das wird dadurch verstandlich, daB der Begriff der
drehungsfreien Fliissigkeit sich auf die Drehung jedes einzelnen Fliissig-
keitsteilchens bezieht und, so definiert, ist allerdings die in Nr. 71
betrachtete Fliissigkeitsbewegung — bis auf den singuldren Punkt
r = (0 — wie wir sehen werden ,,drehungsfrei“. Um dies zu erkennen,
betrachten wir in Abb. 85 ein ,(fliissiges !
Stabchen in der unter a) angegebenen xy
Lage. In dem Zeitelement d¢ legt das ke

Flissigkeitsteilchen den Weg w,,d ¢ zuriick, r ‘
wobei es sich um den Winkel a de

_ qudt _

do = — dt

’
b ﬁ" T e
dreht. Verfolgen wir anderseits ein Fliis- 2 s

H 4 : 3 - Abb. 858 und 85b. Bewegung von
SlgkelmteIIChen in der u.nter b) al}gegebe zwel Fliissigkeitateilchen in Stab-
nen Lage, so dreht es sich bei seiner Be-  chenform in einem rotationstreien

. . . Geschwindigkeitsfeld.
wegung in dem Zeitelement d¢ (da die
Geschwindigkeit an dem zum Ursprung nédher gelegenen Teil groBer

ist als die an dem weiter entfernten Teil) um den Winkel

dwyp
a7 drdt c

. _ Owe ,,
d(P = —'T— = 'a_r‘dt = — ;?dt.

Man erkennt also, dal, wenn die eine Achse des Flissigkeitsteilchens
sich um einen gewissen Winkel dg dreht, sich die dazu senkrechte Achse

um denselben Winkel nach der entgegen- .
gesetzten Seite dreht, so daf der resultie- ” A,
rende Mittelwert der Drehung Null ist: 7 ﬁ’

1 ,

5 @do+dg)=0. .
Abb. 86. Bewegung eines Fliissig-

. . . . keitsteilchens von der Form eines

Zieht man in Abb.86 in das Fliissig- Kreuzes in einem rotationsfreien

keitskreuz in beiden Lagen zwei um 45° Geschwindighettsfeld.
gegen die stabférmigen Flissigkeitsteilchen geneigte Geraden, so
bleiben sich diese Geraden bei der Bewegung parallel; es gibt also
bei der Deformation, die das Fliissigkeitsteilchen bei seiner Bewegung
erfihrt, zwei sich parallel bleibende Achsen, das bedeutet aber, dafl
die Bewegung drehungsfrei ist.

Bildet man das Linienintegral §1 odr iiber eine geschlossene
Kurve, die den singuliren Punkt nicht einschlieBt, so verschwindet
es iiberall. Enthilt die Kurve, lings der das Integral genommen wird,
jedoch den singuliren Punkt, so ergibt sich dafiir der Wert 2zzc. Wah-
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rend bei einer Potentialbewegung ein geschlossenes Linienintegral in
der Regel verschwindet und nur dann von Null verschieden ist, wenn
es einen singuliren Punkt der besprochenen Art im Innern des geschlos-
senen Integrationsweges enthilt, ist bei drehenden Fliissigkeitsbewe-
gungen, d. i. bei Bewegungen mit nicht verschwindender Rotation,
das Linienintegral lings einer beliebigen geschlossenen Kurve im all-
gemeinen iiberall von Null verschieden. Die GréBe des Linienintegrals
gibt hier — wie wir auch in Nr. 45 gesehen haben — geradezu ein
MaB fiir die Rotation oder die Drehung der Fliissigkeitshewegung.

73. Deutung des Potentials als StoBdruck. Die allgemeine Bernoulli-
sche Gleichung fiir nicht stationire Bewegungen volumenbestdndiger
Fliissigkeiten lautete

oo ot P
~7+~2—+--9 —U={().

Nehmen wir jetzt an, daB der durch diese Gleichung gekennzeichnete
Bewegungsvorgang aus der Ruhe heraus durch einen stoBartigen Druck
hervorgebracht sei, so sind im betrachteten ersten Augenblick die
Beschleumgungen Oto groB gegeniiber den Gliedern 1 o 10, und eben-

falls sind die stoBartlgen Druckgradienten grof3 gegen die Wirkung der
Schwerkraft. In der allgemeinen Bernoullischen Gleichung iiberwiegt
2
weit die Betrige von %— und U. Bilden wir
2
also unter Vernachldssigung von %—— und U das Zeitintegral iiber die

2P
ebenso der Betrag von — - 31

Dauer des StoBes, so ergibt sich
. oP P N
J(GE+ g —1w)a=o
0

wo v die Dauer der StoBwirkung bedeutet. Beriicksichtigen wir noch,
daB f(t) nur die Bedeutung hat, dafl in einem vorgegebenen Punkt ein

vorgeschriebener Druck besteht, so ist b’. f(t) dt = konst. Ferner ist
Y
—a—t_ =@ (T) —_ ¢0.
0

Da nach unserer Annahme die Fliissigkeit vor dem Stofie in Ruhe
war, ist @, = konst. Wir erhalten somit:

l T
o)+, det — konst. (10)
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Das Integral ;— J‘ pdt, das die zeitliche Gesamtwirkung der Drucke
0

in dem Intervall von 0 bis T bedeutet, ist ein MaB fiir die GroBe des
,,StoBdruckes.

Aus (10) 1Bt sich die GroBe des StoBdruckes berechnen, durch den
eine Potentialbewegung mit dem Potential @ hervorgebracht werden
kann. Da der Druck rdaumlich stetig verteilt ist, muBl es auch das Po-
tential sein, d. h. durch stoBartige Druckwirkungen lassen sich keine
unstetigen Potentiale erzeugen. Ebenfalls folgt aus der Eindeutigkeit
von p diejenige von @, d. h. durch stoBartige Druckwirkungen lassen
sich auch keine Bewegungen mit Zirkulation hervorbringen.

Die obige Gleichung (10) ergibt nun eine anschauliche Deutung der
Potentialfunktion. Haben wir irgendeine beliebige stetige Potential-
stromung vor uns, so konnen wir das mit der Dichte multiplizierte
Potential dieser Fliissigkeitsbewegung auffassen als den StoBdruck,
der nétig wire, eben diese Potentialbewegung zu erzeugen. Auch bei
den Strahlvorgingen — d. h. bei Potentialbewegungen mit unstetigen
Potentialen — konnen wir die gleiche Deutung des Potentials vor-
nehmen, wenn wir an Stelle der Unstetigkeitsflichen feste Wande
setzen.

XI. Ebene Potentialbewegung.

74. Der Real- und Imaginérteil einer reellen analytischen Funktion
komplexen Argumentes als Ldsung der Laplaceschen Dilferential-
gleichung. Wenn auch ebene, d.h. zweidimensionale, Bewegungsvor-
ginge in strenger Form in Wirklichkeit kaum vorkommen, so lassen
sich doch viele Fliissigkeitsbewegungen — wenigstens gewisse Bereiche —
angenidhert als ebene Bewegungsvorginge betrachten. Die besondere
Bevorzugung des ebenen Problems, wo immer es als Niherung an den
wirklichen Strémungsvorgang angesehen werden kann, liegt in der
reichen Anwendungsmdéglichkeit der mathematischen Analysis.

Die Vereinfachung der mathematischen Behandlung rithrt nun im
wesentlichen nicht davon her, daB wir beim ebenen Problem statt der
drei unabhingigen Ortsvariablen derer nur zwei besitzen (diese Ver-
einfachung gilt auch fiir rotationssymmetrische Bewegungsvorginge),
sondern sie hingt damit zusammen, daB — sobald der Vorgang nur
von zwei kartesischen Koordinaten (z, y) abhingt — sowohl der reelle
wie der imaginire Teil einer jeden analytischen Funktion des komplexen
Argumentes (x + ¢y) der Laplaceschen Differentialgleichung der Po-
tentialtheorie geniigt.

Bezeichnen wir mit F(z + iy) = F(z) eine analytische Funktion

Tietjens, Hydromechanik. 2. Aufl. 10
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des komplexen Argumentes z = x + 1y, so liBt sich diese immer in
einen reellen und in einen imagindren Teil zerlegen:

Fe)=F@=+iy) =P y)+i¥(y),

wo @ und ¥ reelle Funktionen von z und y sind.

Bilden wir die zweiten partiellen Ableitungen von F(z) nach z und y,

. s 1 2 i 92 22
so ergibt sich bei Beriicksichtigung von —: =1, 5@ =1; axi 33/2 0

' F d2F< 0z\e _ d&F i{_d’F.(ﬁ)z_dF(

Fz? 928 6:::) T d2? > 9yd T 022 \dy/! T d=2 1,
also ist 2F R o
9z + ayt ’

Mit F =@ 4 + ¥ wird hieraus:

A 4 .(32‘1’ 6”97) 0
0z2 | Gyt "\ Gt dy? =
also

aP | 02 4

dar T g =0 und az2+ay =0,

d. h. sowohl der reelle wie der rein imaginire Teil jeder analytischen
Funktion des komplexen Argumentes x + 7y = z geniigt der Laplace-
schen Differentialgleichung.

76. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und ihre phy-
sikalische Deutung. Setzen wir wieder

Fletiy=P@ y)+i¥(x,y),

80 ist:
OF _dF 9z _ dF
Px ~ dz 9z dz
und
oF dF 9z _ .dF
By~ dz oy 'Tdz
Mithin ist
dF . IF
By 9z
Wegen
oF od oY
9z -67—*—101:
und
oF ad oY
oy~ a9y Ty
gibt dies

?2 OY’ . 0D oy
oy T oz
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also, wenn reell und imaginir getrennt werden:

99 _o¥
dr  dy
und
o0 ¥
Ty = T 9 (1)

Aus diesen sogenannten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen, die unmittelbar aus der Annahme folgen, daB @ und ¥ der reelle
bzw. imaginire Teil einer analytischen Funktion des komplexen Argu-
mentes x + 1y ist, lassen sich durch nochmalige partielle Differentiation
nach z bzw. y wieder die Laplaceschen Differentialgleichungen ableiten.

Die physikalische Bedeutung der Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen ergibt sich aus folgendem: Wenn wir mit @ die Potential-

funktion bezeichnen, so ist y
D od
U = —a—; und v = a— .
y grady
Aus Gleichung (1) ergibt sich nun, da8 auch
o T
= rd
u ay R g v
und 72
oY Abb. 87. Geometrische Bezie-
V= — 53— hung zwischen dem Gradienten
dz der Potentialfunktion zu dem-
ist. jenigen der Stromfunktion.

Bilden wir den Gradienten von @
grs,d(D—-t——-{-]ay =iu+jv
(i, i Einheitsvektoren) und ebenso den Gradienten von ¥
ov . :
grad’l’—taz-i-xay —iv+ju,
80 haben wir, wie in Abb. 87 dargestellt ist,

grad @ | grad ¥;
ferner ist

jgrad @ = Igrad ¥ |.

Hieraus folgt, daB die Kurvenscharen @ = konst. und ¥ = konst.
orthogonal aufeinanderstehen, und daB sie — wenn wir die Intervalle
zwischen aufeinanderfolgenden @- und ¥-Werten gleich und geniigend
klein nehmen — ein quadratisches Netz bilden.
Da nun
iutijv=1
10*
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ist, d. h. da die Richtungen der Geschwindigkeiten (die Stromlinien)
senkrecht zu den Kurven @ = konst. stehen, anderseits aber auch die
Linien ¥ = konst. senkrecht zu den Kurven @ = konst. sind, so stellt
also die Schar ¥ = konst. die Schar der Stromlinien dar. Aus der Tat-
sache, daB das aus @ = konst. und ¥ = konst. gebildete Netz qua-
dratisch ist, lassen sich hdufig, wenn man eine Anzahl Kurven® = konst.
bzw. ¥ = konst. kennt, neue Kurven durch Interpolation finden. Zieht
man — wie in Abb. 88 — die
Diagonalkurven durch die ein-
zelnen Quadrate des Netzes, so
bilden die Schnittpunkte der
Diagonalkurven wieder Punkte
von Kurven @ = konst. bzw.
Y == konst.

Es ist noch zu bemerken,

\ 1 daB man ebenso wie @ auch ¥

\ als Potential einer Stromung
Abb: 88. Konstruktion weiterer Stromlinien, wenn betrachten . darf’ da  auch
.eine Anzahl Kurven & —.konst. und ¥ = konst. F*(2) = — t¢F(2)eine Funktion

gogeben iet der betrachteten Art ist (wir

haben ja auch in Nr. 74 schon festgestellt, da AY¥ = 0 ist). In diesem
Falle sind natiirlich die Linien @ = konst. Stromlinien.

Die Funktion F(z) = F(z + iy) = ®(x, y) + t¥(z, y) wollen wir
die Stromungsfunktion nennen.

Wir bilden nun das vollstindige Differential von F(x + iy). Es ist

a

F oF
dF = g dz + 5, dy

(52 e £ 20 e
=(u—1iv)de+ (v+iu)dy

= (u—tv)de +i(u—1v)dy

= (u—1v) (dx +1idy)

=mwdz,

wo W die zu w = u 4 iv konjugiert komplexe Zahl ist, die man be-

kanntlich durch Spiegelung von w an der reellen Achse erhalt. Wir

haben somit:

w — 4F@

dz

Diese einfache Beziehung sagt also aus, dafl die Ableitung der

Stromungsfunktion F(z) nach dem komplexen Argument z gleich dem

an der reellen Achse gespiegelten Geschwindigkeitsvektor ist.

= F'(z). (2)
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76. Die Stromfunktion. Wir wollen uns jetzt die Bedeutung von ¥
und die schon abgeleitete Tatsache, da ¥ = konst. die Schar der
‘Stromlinien darstellt, auf eine andere Weise klarmachen.

Betrachten wir in Abb. 89 die Stromung lings einer Wand und
fragen wir uns, welche Fliissigkeitsmenge @ zwischen dem Punkt 4
mit den Koordinaten z, ¥ und der Wand in der Zeiteinheit flieBt, so
erhalten wir, wenn wir einmal einen Schnitt durch A4 parallel zur
z-Achse, dann einen Schnitt
durch 4 parallel zur y-Achse
legen, im ersten Falle (die Linge -‘/T
inder z-Richtung nennen wir h):

£

Q=hfvdx
z

und mit
]
= — 3 =
Abb. 89. Zweidimensionale Stromung lings
Q =h (T__ q’ll) ) einer Wand.

Im zweiten Fall, wenn der Schnitt durch 4 parallel zur y-Achse
gelegt wird, ist

Q@=hjudy,
23
oder mit
_ow
Y=oy
wiederum
Q =h (W“ 'Ill) H
mithin ist:
Y= % + konst.

Die Kurven ¥ = konst. sind also offenbar Kurven, die zwischen sich
und der Begrenzung der Fliissigkeit in der Zeiteinheit konstante Fliis-
sigkeitsmengen durchlassen, d.h. sie sind Stromlinien. ¥ wird des-
wegen die Stromfunktion genannt.

Setzen wir die Héhe & in der z-Richtung noch gleich 1, so ist

¥ = @ + konst.,

d.h. ¥ ist bis auf eine additive Konstante gleich der in der Zeiteinheit
durch einen von z, y abhingigen Querschnitt von der Héhe h =1
strémenden Fliissigkeitsmenge. Die Integrationskonstante wird im
allgemeinen so bestimmt, daB ¥ an der Wand verschwindet; dann
wird unmittelbar ¥ = Q.
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77. Beispiele fiir die Anwendung der Stromungsfunktion F'(?) aul
einige einfache zweidimensionale Bewegungsvorgiinge. Wir wollen zu-
nichst an einigen einfachen Funktionen zeigen, in welcher Weise aus
einer gegebenen analytischen Funktion einer komplexen Variablen das
Stromlinienbild einer Fliissigkeitsbewegung berechnet wird, und wir
werden sehen, mit wie einfachen Mitteln und mit welch geringer Miihe
das in vielen Fillen moglich sein wird.

1. F=az.

Ist a reell, so ergibt die Trennung in @ und ¥
d=aczx,
Y =ay.
Die Stromlinien ¥ = konst. sind, also parallel zur z-Achse, die
Kurven gleichen Potentials

(® = konst.) sind Geraden par- yT
allel zur y-Achse. Fiir den an

i
> —
x
1 —
X
Abl;. 90. Zweidimensionale Stromung; Abb. 91. Zweidiménsionale Strémung;
Stromungsfunktion P (2) = az (a reell). Strémungsfunktion F(z)=az(a komplex).

der reellen Achse gespiegelten Geschwindigkeitsvektor erhalten wir
wW=F(@E)=a=u—1v,
also
u=a, v=0,
d. h. wir haben eine Parallelstromung zur z-Achse (Abb. 90).
Ist @ komplex = a; + ¢a,, so haben wir
Fl)=(m+ia)@tiy)=az—ay+iy+az)
7 ¥

und fiir den konjugiert komplexen Geschwindigkeitsvektor
D=F(z)=a,+ia=u—1v,

also
U = al )
V= — az,
d. h. auch hier handelt es sich, da% = — Z‘ = konst. ist, um eine

2

geradlinige Strémung (Abb. 91).
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Wir wollen bemerken, da alle linearen Funktionen in 2z gerad-
linige Strémungen ergeben. Da der Einflu eines komplexen a sich
nur in einer Drehung der gesamten Strémung um einen gewissen
Winkel geltend macht, setzen wir fiir die folgenden Beispiele der Ein-
fachheit halber a reell voraus.

2. F=g2=5(@*—y)+iazy.
1 4

Die Stromlinien ¥ = axy = konst. ergeben gleichseitige Hyperbeln
mit den Koordinatenachsen als Asymptoten, wihrend ¢ = % (2 — y?)

= konst. die dazu orthogonale Schar gleichseitiger Hyperbeln liefert,
mit den Geraden y = z bzw. y = — z als Asymptoten. Man erkennt in
Abb. 92 das quadratische Maschennetz
der Kurven @ = konst.und ¥ = konst.

In manchen Fillen kann man ein-
zelne Bereiche dieser Losung gebrau-
chen, so z. B. wenn es sich um eine
Stromung gegen eine Platte handelt
(Abb. 72), entsprechend der friiheren
Staupunktstromung (Nr. 67, 2).

Die Geschwindigkeit v = u — v
erhalten wir wieder durch die Ableitung
der Funktion nach 2

0=F(2)=0az
u=az

Abb. 92. Zweidimensjonale 8tromung;
Strémuangsfunktion ¥ (z) = —g 2 (g reell).
V= —ay.

Die Geschwindigkeit ist also proportional der komplexen Zahl z, d. h.
auf Kreisen um den Ursprung ist die Geschwindigkeit den Radien
praoportional.

3. F=2,
n

Hier ist es am einfachsten, Polarkoordinaten einzufiihren; wir
erhalten mit z = ret?

F= % Meine = % ™ (cosng + 4 sinng),
als Potentialfunktion somit

ar®
= —-C087 @
und als Stromfunktion
Y =""ginn ¢

n
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Fragen wir jetzt nach den Stromlinien, so haben wir fiir eine Reihe
von Werten der Konstanten zu bilden:
r.

[ - aTsinnq) = konst.

Hieraus laBt sich fiir verschiedene Winkel ¢ dann r berechnen. Bilden
wir z.B. die Stromlinie ¥ = 0, so haben wir, wenn wir von dem

k
Punkt r = 0 absehen, sinn ¢ = 0, d.h.qo=—7:i mitk=0,1,2, ...,

mithin als Stromlinie die Gerade durch den Ursprung ¢ = konst. = k%’ .

\g/j
\/
/4
N 7
\ /
\ i

\ / /

AN TR TR AN
Abb. 93a. Abb. 93b.

Abb.93a und 93b. Zweidimensionale Stromung. Stromungsfunktion ¥ (z) = i;— 23 (a reell),

B\

Abb. 94a. Abb. 94 1.
3
Abb. 94a und 94b. Zweidimensionale Stromung; Strémungsfunktion F (z) = ‘—7— z / e,

Je nach dem Zahlenwert, den wir » erteilen, erhalten wir verschie-
dene Stromungen, wobei wir die unter Umstidnden auftretende Mehr-
deutigkeit der Funktion durch Annahme eines Fremdkorpers in der
Flissigkeit, die ihr als Begrenzung dient, beheben.

Fiir n > 2 ergibt sich eine Strémung wie in Abb. 93a oder 93b,

» N =2 das in Abb. 72 dargestellte Strémungsbild,
,», 1< n <2 Abb.9%a,b,
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Fiir n = 1 Stromung lings der reellen Achse (Abb. 90),
py M= 32; Stromung um eine vorspringende Kante wie in Abb. 95,
py T =% Stromung um eine Platte wie in Abb. 96.

Die zu ¥ = konst. orthogonale Kurvenschar @ = konst. gibt das
gleiche um den Winkel —“—- . gedrehte Kurvenbild. Man erkennt an diesen

IF (€

Abb. 98, vadlmemlomlesmimung, Abb. 96. Zweidimensionale Stro-
Strémungsfunktion F (2) = ;/_ z mung; Strﬁmungat;x.nkuon
F@)= =2

1y

wenigen Beispielen, mit wie einfachen Funktionen man bereits Stré-
mungen von groBem gegensténdlichen Interesse behandeln kann.
Fiir die Geschwindigkeit haben wir

W=F(z)=az""1=qgm-len-Do,
also
|| =arm-1,

d. h. die Geschwindigkeit ist dem Betrage nach konstant auf konzen-
trischen Kreisen um den Ursprung. Untersuchen wir die Geschwindig-
keit im Ursprung des Bezugssystems, d. h. fiir 2 = 0, so haben wir,
wie sich ohne weiteres aus dem obigen Ausdruck fiir die Geschwindig-
keit ergibt:

w=20 fir n > 1,
o = endlich ,, n=1,
= o , n< L

Der Umstand, daB fiir » < 1, d. h. bei Strémungen um vorsprin-
gende Kanten, die Geschwindigkeit iiber alle Grenzen wichst, ist fiir
die praktische Anwendung dieser Potentialfunktion von wesentlicher
Bedeutung. In Wirklichkeit werden zwar die Geschwindigkeiten an der
Kante durch Reibungswirkungen — die hier in einem kleinen Bereich
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wieder wesentlich auftreten — daran verhindert, beliebig groB zu
werden. Es bildet sich ndmlich an der vorspringenden Kante aus dem
Material der reibenden Grenzschicht ein Wirbel, der die scharfe Kante
abrundet. Immerhin kénnen bei Bewegungen aus der Ruhe heraus im
ersten Augenblick betrichtliche Geschwindigkeiten unmittelbar an der
Kante entstehen. Darauf wird spiter in Nr.93 noch néher einzu-
gehen sein.

In der weiteren Untersuchung der Potentialfunktion F = —(-:l-z" wollen
wir uns auf den Fall-n = — 1 und auf die Fille lim n -> 0, sowie
lim n —> oo beschrénken.

78. Stromung um einen geraden Kreiszylinder. Wir betrachten die

SN Funktion
F= g = i:-(cos<p — iging) = -‘:—e“"?’.
Fiir die Stromlinien erhalten wir
/N ‘P:%sinqp:konst.

Abb. 97. Zweidimensionale oder, wenn wir @ mit in die Konstante € beziehen:
Stromung; Stromungsfunk-
tion F (2) =% (zweldimen- r=Csing.

sionaler Dipol).

Das sind aber, wie sich aus Abb. 97 ergibt,
Kreise, die den Ursprung berithren und € als Durchmesser besitzen.
Fiir C = co haben wir als Stromlinie die reelle Achse.

Wir konnen diese Stromung auch auffassen als hervorgerufen durch
eine gleichférmige Besetzung der z-Achse mit Dipolen (zweidimensio-
naler Dipol). Die analoge rotationssymmetrische Strémung um eine
Kugel haben wir mit anderen Mitteln bereits in Nr. 70 (Abb. 79) unter-
sucht.

Fiir die Geschwindigkeit haben wir

a a

B % % 2
W= A- At ’
und also
— a
|| =7,

d. h. die Geschwindigkeit wird im Nullpunkt unendlich grofi vom
zweiten Grade.

Uberlagern wir der obigen Strémung eines Dipols eine Parallel-
stromung F = az, so haben wir als Stromungsfunktion

an,(z—{—%)=acos¢<r+%>+iasin¢p<r—;). 3)
D S v
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Fiir die Stromlinien bekommen wir, wenn wir ¥ = konst. setzen,
fir ¥ =0 entweder sing =0 oder —%: 0. In dem einen Falle

ist ¢ =0 bzw. ¢ ==m, d. h. wir erhalten als Stromlinie die vom Ur-
sprung ausgehenden beiden Aste der reellen Achse; im anderen Fall ist
r=1, d. h. der Kreis mit dem Radius» =1 ist gleichfalls eine Stromlinie
(wir haben in der Geraden der reellen Achse und dem Einheitskreis, als
Ganzes aufgefaBt, eine Kurve dritter Ordnung). Fiir verschiedene Kon-
stanten erhélt man fiir irgendeinen Radius das zugehérige ¢ oder um-
gekehrt und kann so punktweise
die Stromlinien berechnen, wie Q
es in Abb. 98 geschehen ist. /\
Da physikalisch hier nur das -/\
AuBere des Einheitskreises von
Bedeutung ist, haben wir in dem

obigen Ausdruck die Strémungs-

funktion fiir eine Stromung um \/
den Einheitskreis. Eine Stro- v
mung um einen Kreis vom Ra- T~
dius R ist — wie sich leicht  — ———o —

Abb. 98. Stromung um einen Kreiszylinder.

F=a(z+—1:—g>.

ergibt — gegeben durch

Bilden wir jetzt den Grenzwert der Funktion —a’; z® fiir nach Null

konvergierendes n, d. h. lim -~ 2%, g0 ergibt sich

n=0"
F=galnz=aln(re®) =alnr +iagp, (4)
¢ v

Firr die Stromlinien ¥ — a ¢ = konst. ergibt sich ¢ = konst., d. h.
wir erhalten als Stromlinienbild ein Strahlenbiischel durch den Utr-
sprung. Die Kurven konstanten Potentials sind gegeben durch

®D =aln r = konst. oder r = konst.,

d. h. durch konzentrische Kreise um den Ursprung, wie es ja auch sein
muB, da die Kurven @ = konst, auf ¥’ = konst. senkrecht stehen miissen.
Die Geschwindigkeit ist

o =2,
2z
d. h. die Geschwindigkeit nimmt in gleichem MaBe ab, wie die Entfer-
nung vom Ursprung zunimmt. Wir haben also in F = a In z die Stro-
mungsfunktion fiir eine gleichformige, Besetzung der. z-Achse mit
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Quellen (zweidimensionale Quelle) von der Ergiebigkeit 2na fiir die
Schichthéhe 1; entsprechend in F = — alnz den Ausdruck fiir eine

Senke.
Bilden wir durch Multiplikation der -vorigen Funktion mit ¢ die

neue Stromungsfunktion
F=italnz,

go wird der reelle Teil der vorigen Funktion rein imagindr und der
imaginére Teil reell, d. h. die Potentialfunktion und die Stromfunktion
vertauschen ihre Rollen. Als Stromlinien erhalten wir konzentrische
Kreise um den Ursprung, als Kurven konstanten Potentials eine Ge-
radenschar durch den Nullpunkt.

Fiir die Geschwindigkeit haben wir wieder

— ’ _:8
m=F(z)—:z

und

B =w=",

Bilden wir das Linienintegral § w-dt auf einem Kreise (Strom-
linie!), so erhalten wir 227w = 2 ma = konst. Wir erkennen somit,
daB es sich bei der Funktion F = ia In z um das Stromungsbild eines
geraden Wirbels parallel der z-Achse handelt.

Bilden wir jetzt noch den Grenzwert der Funktion %z" fiir nach

Unendlich strebendes n, genauer lim a (l + 9;:—)” , 80 erhalten wir

n=o0
F = g ¢#* = g 2% &Y
=@ae*?(cosay + ssina y).
Es treten hier trigonometrische Funktionen auf, deren Argumente nicht
Winkel, wie bisher, sondern die y-Koordinaten sind.

Bilden wir, um die Stromlinien zu erhalten, zunachst ¥ = 0, so
ergibt sich dafiir «y = kx (k=0,1,2,...), d. h. Gerade parallel der

reellen Achse im Abstande von —:‘i voneinander. Fiir die Gebiete inner-
halb dieser Geraden erhalten wir aus ¥ — konst. oder

=07 — asinay
konst.
1 .
T = — ;ln(sma y) -+ konst.

Berechnen wir aus dieser Gleichung fiir eine Anzahl Konstanten
die zueinander gehérigen Wertepaare z, y, so ergeben sich die Strom-
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linien. Die eben behandelte Funktion — wenn man sie noch um 90°
im positiven Sinne dreht, also F = ae'*®* — liBt sich auffassen als
Potential einer ebenen Wellenbewegung von sehr geringer Wellenhéhe.

79. Begriff der konformen Abbildung. Nachdem wir in Nr. 78 fiir
einige der einfachsten analytischen Funktionen einer komplexen
Variablen untersucht haben, welche Stromungen diesen Funktionen
entsprechen, wollen wir jetzt zu den Methoden iibergehen, durch die
es moglich ist, umgekehrt zu einer Stromung um einen vorgegebenen
Korper die Stromungsfunktion zu bestimmen.

Wir machen uns zu dem Zweck zunichst den Begriff der Abbildung
im Sinne der Funktionentheorie in anschaulicher Weise klar. Gehen

Abb. 99. Kurven ¢ = konst. und Abb. 100. Kurven z = konst. und y = konst.

’;= konst. der Funktion der Fuplktion der Abb. 90, wean # — konst.

O R A S I und ¥ = konst. recht ge Koordi-
F 2 ¢ 2 (= —v?) +iazy. naten sufgefat werden.

wir aus von einer beliebigen analytischen Funktion F(z), deren reeller
Teil (%, y) und deren imaginérer Teil ¥ (z, y) ist:

F=0 +iV,

so gehort offenbar zu jedem Punkt z, d. h. zu jedem Wertepaar z, y
ein Wert F, d. h. je ein Wert von @ und ¥. Nehmen wir beispielsweise
die in Nr. 77 behandelte Funktion

F=»g—z“’=—;~(x2—— ) +iazy=>D +i¥,

so erkennen wir in Abb. 99, wenn wir uns die z, y-Ebene mit Kurven
® = konst. bzw. ¥ =konst. dicht belegt denken, daB jedem Punkt
(z, y) der Ebene ein Schnittpunkt der Kurven® = konst. und ¥ = konst.
entspricht.

Denken wir uns jetzt eine @, ¥-Ebene derartig, da wir® und ¥
als rechtwinklige Koordinaten deuten (Abb.100), so entspricht das
rechtwinklige Maschennetz @ = konst. und ¥ = konst. dieser @,
Y. Ebene eindeutig dem Maschennetz ®-konst. und Y-konst. der
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z, y-Ebene. Wir sprechen in diesem Falle von einer Abbildung des
einen Maschennetzes auf das andere und, da wir den Abstand der
einzelnen Maschen nach Null .konvergieren lassen konnen, von einer
Abbildung der z, y-Ebene auf die @, ¥-Ebene bzw. umgekehrt.

Da nun wegen der Giiltigkeit der Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen das quadratische Netz der @, ¥-Ebene -— sofern
wir die quadratische Teilung nur eng genug nehmen — wieder in ein
quadratisches Netz in der w, y-Ebene abgebildet wird, sprechen
wir hier speziell von einer konformen Abbildung. Unter einer
konformen Abbildung versteht man somit eine Abbildung einer Ebene
auf eine andere derart, daB3 Winkel der einen Ebene in gleiche Winkel
(mit gleichem Drehsinn) der anderen Ebene abgebildet werden, und
daB das Verhiltnis zweier Strecken der einen Ebene gleich ist dem
Verhiltnis der entsprechenden Strecken der anderen Ebene fiir den
Fall, daB die GroBe der Strecken nach Null konvergiert. Man sagt
auch, daB bei einer-konformen Abbildung eine Ebene auf eine in den
kleinsten Teilen dhnliche Ebene abgebildet wird. Wie sich aus der Her-
leitung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ergibt, ist
die Abbildung, die durch eine jede analytische Funktion einer kom-
plexen Variablen vermittelt wird, iiberall dort konform, wo die erste
Ableitung der Funktion nicht verschwindet, d. h. wo wir keinen singu-
laren Punkt haben.

Ist in Abb. 99 einem jeden Wertepaar z, y ein Wertepaar @, ¥
zugeordnet, so 148t sich umgekehrt in Abb. 100 jedem Wertepaar @, ¥
ein Wertepaar z, y zuordnen. Wir brauchen, um das auszufiihren,
nur fiir eine Reihe von z-Werten (bei konstantem y) die @ -und ¥'-Werte
aus Abb. 99 abzulesen und diese z-Werte an den Stellen der @, ¥'-Ebene
einzutragen, die den in Abb. 99 abgelesenen @- und ¥-Werten ent-
sprechen. Wir erhalten damit in der @, ¥'-Ebene eine Schar y — konst.
Fiihren wir dieselbe Operation fiir eine Reihe von y-Werten (bei kon-
stantem z) aus, so ergeben sich in der®, ¥-Ebene Kurven 2 = konst.

Wihrend wir zuerst das Wertepaar @ und ¥, d. h. F als Funktion
von z und y, d. h. von 2, aufgefat haben (F = az?), haben wir jetzt

z als Funktion von F (z = 4 Vf) angenommen. Da nun die inverse

Funktion einer analytischen Funktion (bis auf eventuelle singulire
Punkte) wieder eine analytische Funktion ist, so ist auch-die durch
sie vermittelte Abbildung konform, d.h. aber, die Kurvenschar
z = konst. und y = konst. der @, ¥-Ebene in Abb. 100 miissen
gleichfalls ein quadratisches Maschennetz bilden.

Dabei kann es vorkommen, daB die gegenseitige Zuordnung der
beiden Ebenen — wie im betrachteten Falle F = a¢z2 — mehrdeutig
ist. So entspricht ein Punkt der @, ¥-Ebene zwei Punkten der z, y-Ebene,
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da z = 4- Vg ist, z. B. erfilllen die Punkte der oberen gz, y-Halb-

ebene bereits die gesamte @, ¥'-Ebene, so daB diese Ebene durch die
Abbildung der unteren z, y-Halbebene ein zweites Mal bedeckt wird.
Um diese Mehrdeutigkeit auszuschlieBen, kann man auch — wie Rie-
mann gezeigt hat — sich die Abbildung der unteren z, y-Halbebene
auf einem zweiten Exemplar

der @, ¥-Ebene denken, die 4 1 - I L_: o f I j + ;I

mit der ersten @, ¥-Ebene | HEER - —SNCHh

lings der positiven reellen t=priqg | | ' - !

Achse zusammenhéngt. Ebene ! N i&: 7NN i hj
Die Methoden der konfor- —— : \E N YAl JIW: ! :

men Abbildung lassen sich N

nun in auBerordentlich viel- ~2¢% —b— F

seitiger Art und Weise ver-
wendeén, wenn es sich darum
handelt, die Strémung um einen vorgegebenen Kérper zu berechnen.

80. Anwendung der konformen Abbildung au! Stromungsvorginge.
Im wesentlichen sind es zwei Methoden, auf die wir in dieser und
der niichsten Nummer naher eingehen wollen:

Die gesuchte Funktion F(z) ist als Funktion einer Funktion ¢(z)
gegeben, bzw. wir haben F(z) in Pa-
rameterform:

F=F(@),

Abb. 101, Wirbel in der ¢ = p + iq -Ebene.

z=gp(t).

Es moge sich — als ein Beispiel
fir diese Methode — darum handeln,
die Stréomung zweier Wirbel von ent-
gegengesetztem Sinn hinter einem
Kreiszylinder vom Halbmesser R, wie
sie in Abb. 102 dargestellt ist, zu be-
rechnen (der Einfachheit halber ist nur

Abb. 102, Deformation des Wirbels der

ein Wirbel gezeichnet). Wirdenken uns
zu dem Zwecke die z-Ebene auf eine
zweite Ebene derartig konform abgebil-

Abb. 101, wenn die ¢-Ebene so auf die

z-Ebene konform abgebildet wird. da8

das Geradenstiick von — 2R bis + 2R in
den Kreis mit R als Radius iibergeht.

det, daB die kreisférmige Kontur in ein
doppelt zu zéhlendes Geradenstiick (in einen Schlitz von der Breite 0 und
der Lénge 4 R) und das AuBere des Kreises in die ganze Ebene, die wir
die ¢ == p + iq-Ebene nennen wollen, iibergefiihrt wird (das Innere
des Kreises wird dabei auf ein zweites Riemannsches Blatt ab-
gebildet).

Das Stromlinienbild des Wirbelpaares in der ¢-Ebene hat die in
Abb. 101 dargestellte Form. Fiir diese Stromung laB8t sich aber nach
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Nr. 78 unter Benutzung der sich aus Abb. 101 ergebenden Bezeich-
nungen die Stromungsfunktion F(¢) angeben:

F(t)y=1da[ln(t —b+ic) —In(t —b — ic)]

(ein rechtsdrehender Wirbel und ein linksdrehender, daher das Minus-
zeichen vor dem einen Logarithmus).

Die Abbildungsfunktion der ¢-Ebene auf die z-Ebene, die das Ge-
radenstiick von — 2 R bis 4+ 2 R der ¢-Ebene wieder in den Kreis
um den Ursprung mit dem Radius R in der z-Ebene abbildet, ist — wie
wir im weiteren niaher sehen Wwerden — gegeben durch:

2
t=z+—§~ oder z=';—j:-l2- /1 — 4R2.

Man hat somit einerseits
F=F(@)
und anderseits
t=1t(z),
so daB F(z) = F[t(z)] als Funktion einer Funktion gegeben ist. Durch
Elimination von ¢ ergibt sich dann die gesuchte Funktion F(z).
Zu einer im Prinzip gleichen Abbildungsmethode kommt man,
wenn F(£) in Parameterform gegeben ist:

F=F(t) und z=¢(t).
Gehen wir von der seit langem bekannten Stromung F(f) um einen
Kreiszylinder aus, dessen Querschnitt wir im folgenden der Einfach-
heit halber als Einheitskreis nehmen wollen, so geht durch die Funktion
z=1t+ —1

der Kreis in der ¢-Ebene iiber in ein Geradenstiick der reellen Achse
in der z-Ebene, und die Stromung um den Kreis in eine Strémung
lings der reellen Achse.

Um das zu erkennen, fithren wir Polarkoordinaten ein und haben,
wenn ¢ = p + iq = ret” gesetzt wird,

z=re'? 4 ; e~ i?,
also fiir t:Werte auf dem Einheitskreis
z=1¢'? 4 ¢—i7
oder z=2co8¢,

d.h. z ist fiir | ¢! = 1 reell, und hat als groBten Wert + 2, entsprechend
dem Punkt 4 1 der ¢-Ebene, als kleinsten Wert — 2, entsprechend dem
Punkt —1 der ¢-Ebene. Die Kreiskontur ist also in das doppelt zu
zihlende Geradenstiick von —2 bis + 2 abgebildet. Die Abbildung
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des AuBeren der Kreiskontur ist die gesamte z-Ebene; das Innere des
Kreises ist, wie schon gesagt, in einem zweiten Riemannschen Blatt
mit den Verzweigungspunkten - 2 abgebildet. Man konnte, um die
Punkte ¢ = J- 1 auf die Punkte z = 4- 1 abzubilden, auch als Ab-

bildungsfunktion z = ; (t + —i) nehmen. Wir tun das aber aus dem

Grunde nicht, um im Unendlichen der beiden Ebenen den gleichen

MaBstab zu behalten. Andernfalls wire im Unendlichen der ¢-Ebene

die MaBzahl doppelt so groB wie diejenige im Unendlichen derz-Ebene.
Man erkennt in der gleichen Weise, daB die Funktion

2=t—7

die Strémung um einen Kreiszylinder in der ¢-Ebene in eine solche

_—
Abb. 103. Zweldimensionale Stromung um Abb. 104, Zweidimensionale Stromung um eine
eine senkrecht zur Stromung gestellte Platte. schriggestelite Platte.

um eine senkrechte Platte von — 24 bis + 24 in der z-Ebene abbildet
(Abb. 103). Denn es ist fiir |¢| =1

z=¢? — ¢ '?=12singp,
d. h. z ist fir Werte von ¢ auf dem Einheitskreis rein imaginér, und
zwar entspricht dem Punkt ¢ = + 1 (entsprechend ¢ = 0) der Wert
2 =0, dem Punkt ¢t = + ¢ (entsprechend p= 721) der Wert z = 4271,
dem Punkt ¢ = — 1 (entsprechend ¢ = 7) der Wert z = 0, und schlief-
lich wird der Punkt ¢ = — ¢ (entsprechend p= §2f> in den Punkt

z == — 21 abgebildet.
Aus beiden Abbildungsfunktionen ergibt sich in
1 . 1
z=a<t+7)+ zb(t +T)
diejenige Abbildungsfunktion, die die Stromung um einen Kreiszylinder
konform abbildet auf eine Stromung gegen eine ebene Platte, die um

den Winkel « = arc tg (— %) gegen die Geschwindigkeit im Unendlichen

geneigt ist (Abb. 104).
Tictjens, Hydromechanik. 2. Aufl. 11
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Da wir in der Lehre vom Auftrieb im Band II derartige Ab-
bildungsfunktionen ausfiihrlicher behandeln werden, wollen wir hier,
ohne auf Einzelheiten einzugehen, nur den Weg andeuten, auf dem
man zu Abbildungen kommt, die sich in der Theorie des Tragfliigels
von groBler praktischer Bedeutung erwiesen haben.

Bereits die letzte betrachtete Stromung um eine gegen die anstré-
mende Flissigkeit geneigte ebene Platte ergibt ein Drehmoment, d. h.
ein Kriftepaar, wie man sofort erkennt, wenn man bedenkt, daB an
den beiden Staupunkten (Verzweigungsstellen der Strémung) je ein
Druckmaximum liegt. Die Wirkung einer einzelnen Kraft erhalten wir
jedoch durch derartige Abbildungen einer symmetrischen Stromung
um einen Kreiszylinder nicht.

Um die Wirkung einer Einzelkraft zu erhalten, miissen wir — wenn
wir nicht eine der spiter zu behandelnden unstetigen Fliissigkeits-

) —
e

- —
Abb. 105. Stromung um einen Zylinder Abb. 106. Parallelstromung mit Zirkulation um
mit Zirkulation. eine schrag gestellte Platte (die Zirkulation ist

gerade so groB gewiahlt, daB eine Umstrémung
der rechten Kante vermieden wird).

bewegungen annehmen wollen — die Symmetrie der Stromung stéren.
Wir kénnen dies dadurch erreichen, daB wir der Stromung um einen
Kreiszylinder noch eine um den Mittelpunkt des Zylinders kreisende
Potentialbewegung, wie wir sie in Nr. 78 behandelt haben, iiberlagern.
Wir nehmen also in der Mitte des Zylinders einen Wirbel an, behal-
ten jedoch, da die Mitte selbst keinen Punkt unserer Fliissigkeit dar-
stellt, aullerhalb des Zylinders Potentialbewegung. Wir erhalten auf
diese Weise ein Stromlinienbild, wie es in Abb. 105 dargestellt ist. Oben
ist durch den Wirbel die Stromung verstarkt, unten geschwicht,
was einen Druckunterschied zwischen unten und oben ergibt.

Bildet man jetzt — wie es zuerst Kutta getan hat — diese Ebene
durch die obige Funktion auf eine Ebene ab, in der die Kreiskontur
in eine schrige zur Stromungsrichtung stehende Gerade abgebildet
wird, und bestimmt man die Starke der Zirkulation des im Ursprung
angenommenen Wirbels derartig, daB gerade der hintere Staupunkt
des Kreiszylinders bei der Abbildung auf die Platte an deren Ende
zu liegen kommt, so daB sich die Stromung hier auf beiden Seiten
der Platte anschmiegt, so erhalt man das Stromlinienbild Abb. 106
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Diese Stromung ergibt bereits eine senkrecht zur Geschwindigkeits-
richtung (1v,) wirkende Kraft (dieselbe, die vorher an dem Zylinder
wirkt).

Zu umstréomten Konturen, die bereits eine sehr groBe Ahnlichkeit
mit den Profilen moderner Tragfliigel besitzen, gelangt man, wenn
man die von Joukowski angegebene Abbildung anwendet. Es kommt
hierbei im wesentlichen darauf hinaus, einen zum Einheitekreis K
exzentrisch gelegenen Kreis K’ (Abb. 107), der den Einheitskreis
entweder in einem Punkt beriihrt oder ihn in zwei Punkten 4 und B
schneidet, so auf eine Ebene abzubilden, daB der Einheitskreis K
selber in ein Geradenstiick
von — 2 bis + 2 iibergeht. Vt
Verfolgen wir die Kontur
des Kreises X’ von B aus,
so wird die Abbildung
dieses Stiickes, da es im
AuBengebiet des Kreises K
und in der oberen ¢-Halb-
ebene sich befindet, in der
z-Ebene iibergefiihrt in
ein Kurvenstiick, das von
+ 2 ausgeht und in der
oberen z-Halbebene liegt. Abb.107. Stromung um einen zum Einheitskreis exzentrisch
Dabei wird der Winkel, gelcgenen Rrels.
den die beiden Kreise K und K’ im singuliren Punkt 1 der
t-Ebene bilden, in der z-Ebene verdoppelt (Abb. 108). Verfolgen wir
die Kontur des Kreises

t~Fbene

weiter, so mufl die Ab- £ yI
bildungderselben in einem Zmeoene

. -
gewissen Punkte (' ent- —

sprechend dem Punkte C . %’
die reelle Achse schnei- " 7

den, und zwar liegt C' um
80 weiter links von -2,
je weiter C von —1 in
der t-Ebene entfernt liegt.
Die Abbildung des Krei-
ses K’ muf sich im wei-

I

. Abb. 108. Konforme Abbildung der ¢- Ebene von Abb. 107
teren dann wieder der .y eine z-Ebene, bei der der Einheitskreis der ¢- Ebene in
reellen Achse nihern und ein Geradenstiick von — 2 bis + 2 iibergefiihrt wird (Strémung

um ein Joukowsky-Profil).
vom Punkte A4’ bis 42
auf dem zweiten Riemannschen Blatt liegen, entsprechend der
Tatsache, daB von hier ab. der Kreis K’ im Innern des Einheits-
11*



164 Dynamik der reibungslosen Fliissigkeiten.

kreises liegt. Die so qualitativ erhaltene Abbildung hat — wie Abb. 108
erkennen liBt — eine Form, die denjenigen der Tragflichenprofile
sehr dhnlich ist. Bilden wir jetzt in der gleichen Weise eine Stromung
mit Zirkulation um den Kreiszylinder K’ der ¢-Ebene auf die z-Ebene
ab, und sorgen wir wieder durch entsprechende Wahl der Zirkulation
dafiir, daB die Stromung auf beiden Seiten des abgebildeten Korpers
glatt abflieBt, so ergibt sich die in Abb. 108 dargestellte Strémung.

Zu Stromungen um gewolbte Platten kommt man, wie Kutta
gezeigt hat, wenn der umstromte Kreis K’ die in Abb. 109 gezeichnete
Lage hat; das AuBere eines solchen Kreises geht in die gesamte
z-Ebene iiber, wobei der Verzweigungsschnitt ein Kreisbogen ist
(Abb. 110). Eine Stromung um einen derartig exzentrisch gelegenen

t-£bene 2-Fbene

// % / / //
A ‘“/ ,,,/////r////,,,.
00’/ / / /
/A //
Abb. 109. Der zum Ursprung exzentrisch Abb. 110. Konforme Abbildung des Kreises K’
gelegene Einheitskreis K’ geht durch der Abb. 109 auf einen Kreisbogen durch die
konforme Abbildung in den Kreisbogen
der Abb. 110 iiber. Funktion z = ¢ + -;

Kreis wird also iibergefiihrt in eine Strémung um einen Kreisbogen.
Man kann natiirlich auch wieder durch entsprechende Abbildung einen
zur Stromungsrichtung geneigten Kreisbogen erhalten.

81. Hodographenmethode. Wir gehen jetzt zu einer anderen
Methode iiber, die es ermdglicht, planméaBig die Stromung um Koérper
verschiedenartiger Querschnitte zu untersuchen, und zwar kénnen wir
die folgende Art der Betrachtung auffassen als einen Spezialfall der
eben behandelten Methode insofern,-als hier die Geschwindigkeit 1o
als Parameter auftritt. Diese Art der Untersuchung ist dann anwend-
bar, wenn — wie es oft vorkommt — gewisse Aussagen itber das Ge-
schwindigkeitsfeld gemacht werden kénnen.

Da 1w = F’(z) eine analytische Funktion von z ist, geht die ro-Ebene
durch konforme Abbildung in die z-Ebene iiber. Da anderseits auch
die z-Ebene in die F-Ebene durch eine konforme Abbildung iibergefiihrt
wird, ergibt sich eine in den kleinsten Teilen &hnliche Abbildung der
w-Ebene auf die F-Ebene, d. h.

= ¢ (F)

ist eine analytische Funktion.
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Wihrend die Abhdngigkeit der Strémungsfunktion von z in den
meisten Fillen zu kompliziert ist, als daB man sie von vornherein
bestimmen kénnte, ist der funktionelle Zusammenhang von w und F
in vielen Fillen so einfach, dal man den analytischen Ausdruck dafiir
finden kann. Hat man aber die Funktion m = o (F), so laBt sich
der gesuchte Zusammenhang von z und F dann immer durch Inte-

gration finden; denn da w = F'(z) oder dz = g ist, ergibt sich
w

z :fdr:' -+ konst.,

also
aF
z = J‘a(—I’T) + konst.

Ist es also moglich, auf Grund von Aussagen iiber die Geschwindig-
keiten in der z-Ebene eine w-Ebene zu konstruieren, so kann dieser
Umweg iiber die w-Ebene in vielen Fillen dazu dienen, zunichst die
Funktion F(w) aufzustellen, aus der dann wieder riickwirts durch
Integration F(z) zu finden ist. Dabei geht man so vor, daB man die
Linien ¥ = konst. in der u, v-Ebene zeichnet, d. h. man trigt die Ge-
schwindigkeitsvektoren fiir alle Punkte der gewéhlten Stromlinie von
einem festen Punkt aus auf.

Das Kurvenbild ¥ = konst. in der yv-Ebene nennt man auch in
Anlehnung an eine Hamiltonsche Benennung einen Hodographen und
die ganze eben gekennzeichnete Methode die Hodographenmethode.

Wir wollen diese Methode jetzt an einem Beispiel anwenden

und dieobenangegebenen Schritte

im einzelnen ausfithren: Wir \ ig A
betrachten die Strémung in eine A

sogenannte Bordasche Miindung. ‘

Ohne Kenntnis der Strémungs- 4

funktion zeichnen wir zunichst \7\ A

gefilhlsmiBig den wahrschein-

lichen Verlauf der Stromlinien Abb. 111. Strémung in eine sogennannte,,Borda-
(Abb. 111). Die Fliissigkeit Mindung™.

stromt von allen Seiten in den links offenen Spalt. Im Spalt
selber moge die Fliissigkeit — sobald sie sich weit genug von der
Miindung befindet — die konstante Geschwindigkeit vom Betrage a
besitzen; hier ist also w = @ und v = 0. AuBerhalb des Spaltes wird
die Geschwindigkeit mit zunehmender Entfernung von der Miindung
abnehmen, und im Unendlichen, das funktionentheoretisch als Punkt
aufzufassen ist (4), wird die Geschwindigkeit nach Null konvergieren.
An dem scharfkantigen Rand der Miindung wird — wie wir nach
Nr. 77 wissen — die Geschwindigkeit alle Grenzen iiberschreiten.
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Auf Grund dieser Aussagen iiber das Geschwindigkeitsfeld der
2-Ebene wollen wir nun versuchen, die 1v-Ebene aufzubauen (Abb. 112):
Da alle Stromlinien aus dem Unendlichen kommen und dort mit
der Geschwindigkeit Null beginnen, so geht offenbar das Unendliche
der z-Ebene iiber in den Nullpunkt der w-Ebene. Von diesem Ur-
sprung in der 1w-Ebene nehmen mithin alle auf die tv-Ebene konform
abgebildeten Stromlinien ihren Anfang. Verfolgen wir den mittelsten
Stromfaden der z-Ebene, so nimmt er bei gleichbleibender Richtung
dauernd von Null bis tv = @ zu. Als Abbildung dieser Stromlinie in
der tv-Ebene haben wir somit eine Gerade von to =0 bis w = a.
Verfolgen wir jetzt eine aus dem Unendlichen kommende Stromlinie
lings der unteren Begrenzungsfliche der Miindung: Die Geschwindig-
keiten in den einzelnen Punkten dieser Stromlinien nehmen bei kon-
stanter Richtung nach B hin
stindig zu, bis die Geschwin-
digkeit in B alle Grenzen
iberschreitet, entgegenge-
setzte Richtung annimmt und
bis auf tv =a wieder ab
nimmt. Die Abbildung dieser
Stromlinien in der tv-Ebene
haben wir in dem Strahl von A4 nach links ins Unendliche zu-
sammen mit dem Strahl von plus Unendlich bis w = a. Die ande-
ren Stromlinien miissen - wie leicht einzusehen ist — die in
Abb. 111 dargestellte Form besitzen, da sie alle vom Punkt u = 0,
v = 0 zum Punkt % = a, v = o laufen miissen. Dabei wird die obere
2-Halbebene in die untere w-Halbebene und die untere z-Halbebene
in die obere w-Halbebene abgebildet. Von 4 gehen alle Stromlinien
aus, in C miinden sie wieder. Wir haben somit die Erscheinung einer
Quelle und einer Senke. Ohne dafiir einen Beweis erbracht zu haben,
setzen wir zunichst einmal den Ausdruck fiir eine Quelle und Senke
an und sehen nachher, ob bei diesem Ansatz die Grenzbedingungen
befriedigt sind. Wenn ja, so haben wir der Eindeutigkeit der Losung
wegen die richtige Losung.

Als Ausdruck eciner Quelle in w =0 und einer Senke in w =a
haben wir nach Nr. 78, wenn ¢ eine MaBstabkonstante ist,

Abb. 112. Hodograph zur Strémung von Abb. 111.

F(w)=c[lnw— In(w — a)]
oder P

e Y

also
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Damit haben wir .w als Funktion von F.
Jetzt bleibt nur noch eine Integration:

z =J“L—F + konst.,

.23 _F
2 =f~a_ (l —e c_) + konst.,

also

mithin
F
F c ——
z=_ +-a--e ¢ + konst.

Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen z und F. Trennen wir
noch in Real- und Imaginirteil, so ist

z=x+ 1y = i—[fp—*— i+ ce_%(cos—%{ — isin—f—)} + konst.

Da die Konstante nur eine Koordinatenverschiebung der @, ¥-Ebene
bedeutet, setzen wir sie als unwesentlich gleich Null (damit legen wir
die reelle Achse in die untere Begrenzungsfliche der Miindung).

Untersuchen wir jetzt, ob die Funktion die Grenzbedingung er-
fiillt, daB die Winde der Bordaschen Miindung selbst Stromlinien sein
miissen, so ergibt sich fir ¥ =0 der Wert ay =0, d. h. die untere
Wand der Miindung ist eine Stromlinie. Fiir ¥ = 2n¢ erhdlt man
ay = 2n ¢ = konst. Ist der Abstand der beiden Winde y = d, so laBit
sich also, da die Konstante ¢ noch zur Verfiigung steht, diese stets
so wihlen, daB ay =2nc¢ = ad ist:

L
2n
Pamit ist erwiesen, dafl auch die obere Wand der Bordaschen Miin-
dung eine Stromlinie ist, so da die Grenzbedingungen durch die ge-
fundene Funktion erfiillt werden.
Die Gleichung fiir den mittleren Stromfaden, der von der reellen

Achse um % entfernt ist, lautet ¥ ==z¢, da hierfiir ay = m¢c = konst.

ist. Noch fiir eine weitere Stromlinie 1a8t sich y als Funktion von z

expliziert ausdriicken, namlich fir ¥ = %’ Fiir diesen Wert ist

@
e -
ay=7—ce ¢,

wo @ = gz ist, mithin
az
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Betrachten wir noch fiir einige Werte von ¥ die Potentialfunktion @,
so haben wir fiir ¥ = 0, d. h. fiir die Stromlinie, die der unteren Wand
entspricht:

@
ax =D+ ce °.

Zeichnen wir in Abb. 113 a z als Funktion von @, wobei wir @ nach
oben auftragen, und fassen wir fiir das Weitere dann @ als Funktion
von az auf, so wollen wir diesem Kurvenzug nachgehen, indem wir
dabei ein Fliissigkeitsteilchen auf einer Bahn lings der unteren Be-
grenzungswand der Bordaschen Miindung (entsprechend ¥ =0) ver-
folgen. Ein Fliissigkeitsteilchen an der AuBenseite der Begrenzungs-
ray sbere Wond wand in groBer Entfernung von
L der Bordamiindung der Miindung hat eine sehr geringe
Geschwindigkeit, d. h. ein kleines

g—?. Dementsprechend hat die be-

trachtete @-Kurve fir groBie «
eine geringe Neigung zur a z-Achse.
Mit wachsender Entfernung von der
Miindung nimmt die Geschwindig-

. od .
Abb. 113, Die Potentisifunktion & tar ¥ = o Keit oder 5= umgekehrt proportio-
(untere Wand der Bordamindung). nal der Entfernung von der Miin-
dung ab; in Ubereinstimmung damit wird nach der letzten Gleichung @
fiir groBe negative Werte mit wachsendem =z logarithmisch unendlich.
Bewegt sich das Fliissigkeitsteilchen lings der AuBenseite der Wand
weiter der Miindung zu, so wichst seine Geschwindigkeit dauernd
entsprechend der immer gréBer werdenden Neigung der @-Kurve.
Am Endpunkt der Miindungswand bei der Umstromung der scharfen
Kante wird die Geschwindigkeit unendlich groBl und wechselt die Rich-
tung. Dieser Tatsache entspricht es, daBl die @-Kurve eine senkrechte

Tangente fiir einen gewissen Punkt der a2-Achse besitzt, so daB hier
%‘2 unendlich grof8 wird (daB dieser Punkt der a z-Achse, in dem g-;g = oo

ist, vom Ursprung um die GréBe ¢ entfernt ist, hat — wie wir schon
oben bemerkten — seinen Grund darin, da8 wir die Integrationskon-
stante gleich Null gesetzt haben). Bewegt sich das Fliissigkeitsteilchen,
nachdem es die Kante (a2 = ¢, y = 0) umflossen hat, in das Innere
der Miindung, so nimmt seine jetzt nach rechts gerichtete Geschwindig-
keit wieder ab bis zu einem konstanten Grenzwert a, da fiir positive
Werte von @
lim >~ =a

T=®
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ist. @ als Funktion von az hat somit eine Gerade unter 45° zur
Asymptote.
Um den Verlauf des Potentials auf der mittleren Stromlinie zu
verfolgen, haben wir den Ausdruck von az fir ¥ = mc¢ zu bilden:
@
az=®—ce °
Wir erhalten den in Abb. 114 angegebenen Verlauf. Fiir negativ
wachsendes az wird @ logarithmisch unendlich, was wieder der Ge-
schwindigkeitsabnahme umgekehrt proportional der Entfernung von
der Miindung entspricht. Die Geschwindigkeit nimmt dann mit zu-
nehmender Annéherung an die Miindung immer stirker zu, bis sie in
der Miindung sich dem Wert a mehr und mehr néhert, entsprechend
der grofer werdenden Neigung der @-Kurve, die wieder die unter 45°
geneigte Gerade zur Asymptote hat.

A obere Wand
) T 1% der Bordaméindung g
|ay=2xc

|
I
1 /
/ A
t JS7
4
Ve
/|
o« Ward der 7 >
F7/az) far ¥ ¢ Bordamindung ax

i

=

A
Abb. 114. Die Potentialfunktion ® fiir ¥ = n¢ (mitt- Abb. 116. Stromung durch
lere Stromlinie der Strémung in die Bordamiindung). einen scharfkantigen Spalt.

82. Diskontinuierliche Fliissigkeitshewegungen. Ein weiteres unge-
mein fruchtbares Anwendungsgebiet der Methode der konformen Ab-
bildung bilden die sogenannten diskontinuierlichen Fliissigkeitsbe-
wegungen. Die Untersuchungen auf diesem Gebiet nehmen ihren
Ausgangspunkt von der klassischen Arbeit von Helmholtz?.

Wir erhalten z.B. eine diskontinuierliche Fliissigkeitsbewegung,
wenn wir — wie in Abb. 115 dargestellt — Wasser aus einem scharf-
kantigem Spalt einer senkrecht angenommenen Wand ausflieBen lassen.
Setzen wir die Geschwindigkeit im ausflieBenden Strahl dabei als ge-
niigend groB voraus, so kénnen wir bei diesem Vorgang die Schwer-
kraft vernachldssigen.

Was konnen wir nun iiber die ungefihre Form der Stromlinien
und die Geschwindigkeiten aussagen? Fiir groBe Entfernung von der
Offnung wird die Strémung im GefiB derartig sein, als wenn wir in der

1 Helmholtz, H.: Uberdiskontinuierliche Flissigkeitsbewegungen. Monats-
ber. d. kénigl. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1868, S. 215, oder Zwei hydrodyna-
mische Abhandlungen, Ostwalds Klassiker Nr. 79.
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Offnung eine Senke annehmen, d. h. die Stromlinien laufen in gréBere:
Entfernung radial auf die Wandéffnung zu, wobei die Betrige der Ge
schwindigkeiten mit zunehmender Entfernung von der Offnung um.
gekehrt proportional dieser Entfernung abnehmen. Die Wand selbst
bildet gleichfalls an der Innenseite eine Stromlinie.

Eine Umstromung des scharfkantigen Lochrandes findet jedoct
nicht statt, so daB die Geschwindigkeiten hier nicht iiber alle Grenzer
wachsen. Die Fliissigkeit reiBt vielmehr an dieser Stelle ab und bilder
einen Strahl, der bei groBen Geschwindigkeiten zunichst als wagerecht
angenommen werden kann. Den Druck lings der freien Oberfliche
des Strahles miissen wir dabei als konstant, ndmlich gleich dem de:
umgebenden Luft ansehen. Daraus folgt aber nach der Bernoullischer

Gleichung % 10? = konst., also | v | = konst., d. h. die Geschwindigkei

auf der freien Oberfliche des Strahles ist dem Betrag nach konstant

Die -der Senke entsprechende Quelle haben wir im Unendlichen

das wir funktionentheoretisch als Punkt (4) aufzufassen haben. Der

unteren Rand des Spaltes bezeichnen wir mit B, den oberen mit C' unc

das Unendliche des Strahles, wo die Geschwindigkeit konstant ist, mit D

Konstruieren wir jetzt auf Grund des allgemeinen Bildes, das wi

uns von dem Geschwindigkeitsfeld gemacht haben, die w-Ebene, d. h

den Hodographen, so haben wir im Ursprung die Quelle 4 und ir

dem um @ entfernten Punkt der reellen Achse die Senke D (Abb. 116

(weil alle Stromlinien mit der Geschwindigkeit » = 0, v = 0 beginner

”T 5 und mit der Geschwindigkeit % = a, v =(

endigen). Da — wie wir gesehen haben — dic

Geschwindigkeit auf der Strahloberfliche kon

stant ist, so wird die Stromlinie auf der Strahl

4 2 oberfliche von B nach D bzw. von C nach L

“" bei der Abbildung auf die w-Ebene in Kreis.

bogen um den Ursprung von dem Halbmesser ¢

abgebildet, und zwar liegt B entsprechend de:

d nach oben gerichteten Geschwindigkeit iiber 4

Abb. 116, ggggoxg?hn;ur und C wegen der nach unten gerichteten Ge-

" schwindigkeit unter 4. Die¢ iibrigen Stromlinier

filllen dann bei der Abbildung der 2-Ebene auf die w-Ebene der

Halbkreis in der Art aus, wie es Abb. 116 zeigt. Alle Stromlinier

nehmen ihren Ausgangspunkt von der Quelle A und gehen zur Senke D

Es handelt sich jetzt darum, einen Ausdruck fiir die Funktion F(w'

zu finden. Haufig fithrt der Weg zum Ziel, daB man die w-Ebene noch.

mals auf eine Ebene abbildet, in der die Kreisbogen in Geradenstiicke
iibergefiihrt werden. So bildet in unserem Fall die Funktion

nw=In|w|+i¢p
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das Innere des Halbkreises in einen sich ins Unendliche erstreckenden
Streifen ab (Abb. 117). Dies bietet den Vorteil, daB man nun nach
dem Schwartz-Christoffelschen Satz diesen Streifen auf die obere
Halbebene abbilden kann!. So einfach diese Methode auch scheinen
mag, so wird die Anwendung des Schwartz-Christoffelschen Satzes,
die auf eine Integration hinauskommt, eben
wegen der Auswertung dieses Integrals in vielen
Fillen Schwierigkeiten bereiten.

Als ein praktisch wichtiges Ergebnis lieferte a
die "'von Kirchhoff durchgefiihrte Rechnung ﬁ’_

eine GroéBe fiir den Kontraktionskoeffizienten,
der mit dem experimentell gemessenen gut

iibereinstimmt. Der aus der Theorie sich er- Abb.117. Konforme Abbildung
des Halbkreises der Abb. 118

T ., auf einen sich ins Unendliche
T2 0,61, was mit erstreckenden Streifen.

+
Nlie

IR

gebende Wert ist o =
den Versuchen gut iibereinstimmt.

Wihrend wir bisher vorausgesetzt haben, daB der Fliissigkeits-
strahl durch den Spalt in der Wand in ein Gas austritt, gilt — wie
schon Helmholtz bemerkt hat — die von ihm gefundene Lésung
auch fiir den Fall, da8 der Wasserstrahl in ruhendes Wasser eintritt.
Der Druck auf der Strahloberfliche ist
dann konstant, und zwar gleich dem
Druck der umgebenden ruhenden Fliis-
sigkeit. Allerdings miissen wir hier
die Einschrankung machen, da es
gich um stationdre Stromungen han-
deln muB.

Fragen wir uns, wie denn solche
Bewegungen von Flissigkeitsstrahlen
bei wirklichen Fliissigkeiten entstehen
kénnen, so ist zu sagen, da im
ersten Augenblick tatsichlich ein Um-
stromen der scharfen Kante stattfin- , - o o = o e ek
det, so daB sich das Stromlinienbild trischen Potentials und die Schar
. . der orthogonalen Trajektorien (ge-
einer normalen d. h. stetigen Poten- strichelt).
tialbewegung einstellt.

Da nun die Differentialgleichung A® = 0 auch die Gleichung des
elektrischen Potentials ist, so konnen wir experimentell leicht die Formen
der Stromlinien bestimmen, wenn wir — wie in Abb. 118 veranschau-
licht — an ein geniigend groBes von beiden Seiten eingeschnittenes

1 Der Schwartz-Christoffelsche Satz sagt aus, daB man jede geradlinig begrenzte
Figur auf eine Halbebene abbilden kann, und es wird die Auffindung der Ab-
bildungsfunktion auf die Auswertung eines gewissen Integrals zuriickgefiihrt.
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Blech eine elektrische Spannung anlegen. Dabei .ist es notwendig, die
Seiten, an denen die Spannung angelegt wird, mit méglichst gut leiten-
den Schienen zu versehen, um lings der Schienen konstante Spannung
zu besitzen. Durch Abtasten des Bleches mit einem geeigneten Instru-
ment lassen sich dann die Kurven gleichen Potentials bestimmen.
Die Schar der orthogonalen Trajektorien, die man dann zeichnen kann,
ergibt das Stromlinienbild.

Aber, wie schon gesagt, diese Geschwindigkeitsverteilung stellt
sich nur im ersten Augenblick beim Strémungsbeginn ein. Alsbald
168t sich infolge des Anwachsens der Grenzschicht — wie wir in Nr. 92
im einzelnen noch sehen werden — von der scharfen Kante eine Tren-
nungsfliche ab, in der ein Geschwindigkeitssprung stattfindet.

Da die Trennungsfliche jedoch, wie in Nr. 93 gezeigt werden wird,
labil ist, lost sie sich sehr bald in Wirbel auf, die — sich gegenseitig
wieder beeinflussend — schnell die Bewegung vollkommen ungeordnet
werden lassen. Daf3 Fliissigkeitsstrahlen in Luft linger ihren geschlos-
senen Charakter behalten, hat in der geringen Dichte der Luft und in
der Oberflachenspannung des Wasserstrahles gegen Luft seine Ursache.

Schon Helmholtz machte darauf aufmerksam, daB auch beim
Umstrémen von Korpern Trennungsflichen auftreten. XKirchhoff
hat dann im AnschluB daran eine allgemeine Methode entwickelt,
um fiir den Fall, daB die festen Grenzen des Korpers von geraden
Linien gebildet werden, die Strémung zu untersuchen.

Er hat u. a. den Fall durchgerechnet, daB eine ebene Platte von einer
Fliissigkeit zweidimensional angestromt wird (Abb. 119). Bezeichnen
wir das Unendliche mit 4,
und nehmen wir an, daf3
hier | v | = aist, sobewegt
sich die Fliissigkeit von 4
in gewohnlicher Potential-
stromung gegendie Platte,
Acoe— -p=konst. —»o0A gtaut sichim Staupunkt B
und 16st sich in € und D
in zwei Trennungsflachen
von der Platte ab. Hinter
der Platte haben wir den
Druck der ungestorten
Fliissigkeit. (Dieletzte An-
nahme hinsichtlich des
Druckes sind wir gezwungen zu machen, da wir ein Uberschneiden
der Trennungsflichen erhalten wiirden, wenn wir hinter der Fliche
etwa einen Druck annehmen wiirden, der kleiner ist als derjenige
der ungestorten Fliissigkeit.) Da sich aus dem konstanten Druck

\

Abb. 119. Unstetige Potentialstromung gegen eine Platte.
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des Totwassergebietes konstanter Druck auf den Trennungsflichen
ergibt, erhalten wir nach der Bernoullischen Gleichung auf den Tren-
nungsflichen auch wieder konstante Geschwindigkeit, die — da die
Trennungsfliche ins Unendliche geht — gleich der Geschwindigkeit
im Unendlichen, d. h. gleich a sein mufl. Die zur Platte symmetrische
Stromlinie kommt also mit der Geschwindigkeit | v | = a aus dem Un-
endlichen und néhert sich mit abnehmender Geschwindigkeit dem
Punkt B. Im Punkt B selbst ist die Geschwindigkeit
Null. Von hier aus verzweigt sich die Stromlinie nach UT 0
C bzw. D, die Geschwindigkeit wichst wieder, bis sie
bei C bzw. D die GroBe || = a erreicht hat. Von
hier ab bleibt der Betrag der Geschwindigkeit konstant
gleich a, wihrend die Richtung sich dem Grenzwert & A
parallel zur Strémung im Unendlichen nahert.

Die Ubertragung dieser symmetrischen Strom-

linie auf die w-Ebene ergibt dann im Hodographen ¢
(Abb. 120) den Kurvenzug: Von A (mit dem Abstand @ ,up, 120, Hodograph
vom Ursprung) nach dem Ursprung B, dann weiter 2 d¢,3tromungvon
nach C bzw. D und auf einem Kreisbogen zuriick zu 4.
Analoge Uberlegungen fiir die anderen Stromlinien fiihren im Hodo-
graphen zu Kurven, wie in Abb. 120 ersichtlich. Die Stromlinien gehen
alle von A4 aus und nach A4 hin; sie kommen
in der z-Ebene alle aus dem Unendlichen und
gehen nach dem Unendlichen. Je néher also
im Hodographen die geschlossenen Linien dem
Punkte A bleiben, um so weiter sind die Strom-
linien von der Platte entfernt.

Die w-Ebene laBt sich nun wieder durch
besondere Abbildungsfunktionen auf eine
t-Ebene abbilden derart, daB das Innere des
Halbkréises der w-Ebene abgebildet wird auf Bor i ibens von- Abb. 120 auf
die ¢-Ebene, so daB die Begrenzungskurve §ime i"Eoene Semit: e das
des Halbkreises der w-Ebene in die reelle Achse ! Ebone auf die hatbe {- Hbene
der t-Ebene iibergefiihrt wird (Abb. 121). geht in die reelle Achse der
Diese Funktion in der ¢-Ebene ist aber die in-
verse Funktion zu der in Abb. 92 dargestellten Funktion; der Null-
punkt der einen Funktion entspricht dem Unendlichen der anderen
Funktion und umgekehrt. Wir haben also

c
F=‘t§.

r -£bene

t -Lbene

Ohne auf weitere Einzelheiten einzugehen, wollen wir nur noch
bemerken, daB die Methoden der Behandlung unstetiger Fliissigkeits-
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bewegungen gerade auch in neuerer Zeit betriachtlich weiter entwickelt
worden sind; es sind hier im besonderen die Arbeiten von Levi-
Civita, Cisotti und Villat zu nennen.

Es ist nun von wesentlicher Bedeutung, da — im Gegensatz zu
den stetigen Potentialbewegungen — die Kirchhoffsche Rechnung
einer diskontinuierlichen Stromung um eine Platte einen Widerstand
ergibt.

Bezeichnet man mit F die Flache eines Stiickes von der Linge !
(senkrecht zur Papierebene in Abb. 122) der senkrecht angestromten
unendlich langen Platte, ferner mit W den auf dieses Stiick entfallen-

P } ]
den Widerstand und mit g'—a— den Staudruck, so liefert die Kirchhoff-

2
sche Rechnung die (dimensionslose) Widerstands-
ziffer:
¥ 0,880,
w
F ] —2'

wihrend das Experiment den Wert
Abb. 122. Die Trennungs-

flache der Kirchhoffschen w

Strémung gegen eine =920

Platte wird durch gwei w? ’

etwas gegeneinander ge- F Q-

setzte Parabelbogen an- 2
gendhert. erglbt.

Diese groBle Unstimmigkeit der beiden Widerstandszahlen hat ihren
Grund darin, daB in der wirklichen Fliissigkeit alle Trennungsschichten
instabil sind und sich rasch in einzelna Wirbel auflésen. Dadurch kann
die Kirchhoffsche Strémung nicht bestehen bleiben. Hinter der Platte
herrscht deshalb auch ein betrachtlicher Unterdruck, durch den der
Widerstand stark vergroBert wird. Wegen der Auflésung der Trennungs-
schichten weicht auch das ganze Stromlinienbild hinter der Platte in
Wirklichkeit wesentlich von dem theoretischen ab, denn wihrend hier
die Unstetigkeitsflichen ungefahr wie zwei Parabeldste sich ins Un-
endliche erstrecken (genauer: zwei Parabelbogen mit etwas versetztem
Brennpunkt), Abb. 122, so schlieBt sich in Wirklichkeit die Strémung"
bald wieder hinter der Platte etwas zusammen, um sich mit den hier
vorhandenen im allgemeinen unregelmiBigen Wirbeln zu vermischen.
Infolge der inneren Reibung der Flissigkeit klingen dann diese Un-
regelmiBigkeiten in der Geschwindigkeit mehr und mehr ab, so daB
wir weit hinter der Platte wieder angenéhert die ungestorte Fliissig-
keitsbewegung haben. Bei der Behandlung des Widerstandes von um-
stromten Korpern im Band II werden wir gerade auf diese Erschei-
nung noch ausfiihrlich zuriickkommen.
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XII. Wirbelbewegung.

83. Kinematik der Wirbelbewegung. Im Gegensatz zu den bisher
betrachteten Fliissigkeitsbewegungen handelt es sich in diesem Kapitel
im wesentlichen um solche Bewegungen, bei denen in jedem Punkt der
Flissigkeit oder in gewissen Teilgebieten derselben eine Drehung vor-
handen ist, so daB also

rotto 40

ist. Da nach dem Stokesschen Satz (Nr. 45)

g ¢
Jfrotwodd = fwodr

ist, wo € die Umrandung von § bedeutet, so ist also das Linienintegral
lings einer beliebigen geschlossenen Kurve bei drehenden Bewegungen
oder, wie man auch sagt, bei Bewegungen mit Rotation im allgemeinen
in jedem Punkte von Null verschieden. Bei der ebenen Potentialbewe-
gung mit Zirkulation konnte — wie wir in Nr. 72 gesehen haben —
das Linienintegral um eine geschlossene Kurve nur dann von Null
verschieden sein, wenn die geschlossene Linie einen singulidren Punkt
umschloB.

An dieser Stelle sei nochmals auf den in Nr. 72 dargelegten Unter-
schied hingewiesen, der zwischen einer Potentialbewegung mit Zirku-
lation und einer drehenden Fliissigkeitsbewegung besteht,.

Zunichst erhebt sich die Frage: Wie konnen iiberhaupt in einer
reibungslosen Fliissigkeit bzw. in einer Fliissigkeit sehr geringer Reibung
Wirbel entstehen ? Einmal — wie wir schon
in Nr. 55 erwiahnt haben — dadurch, da8
beim Umstrémen abgerundeter Korper
Grenzschichtmaterial, das immer eine Be- /A
wegung mit Rotation darstellt, in das
Innere der Flissigkeit gelangt, anderseits
dadurch, da beim Umstrémen von scharf- = , b
kantigen Kérpern sich Unstetigkeitsflaichen Abb. 123 und 123b. Die Trennungs-

. . . o Te . fliche einer reibungslosen Fliissig-
bilden, bei denen die Geschwindigkeiten ent- keit (a) geht bei Annahme einer end-
weder dem Betrage oder der Richtung nach fichen o e,?utnﬁmfﬁ,flb)ﬁb’;. cine
eine Unstetigkeit aufweisen. Ein derartiges
unstetiges Geschwindigkeitsprofil wie in Abb. 123a wird bei der immer
vorhandenen (wenn auch sehr geringeu) inneren Reibung iibergehen
in ein solches, wie es Abb.123b zeigt. Das bedeutet aber eine Fliis-
sigkeitsschicht mit Rotation. In Nr. 93 werden wir auf die Einzel-
heiten, insbesondere auf die Entstehungsursachen solcher Unstetig-
keitsflichen niaher eingehen.
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Wir hatten in Nr. 72 gesehen, da8 rot w ein MaB fiir die durch-
schnittliche Drehung eines Flissigkeitsteilchens darstellt, die bei
Potentialbewegungen in jedem Punkt der Fliissigkeit (bis auf Singu-
laritdaten) gleich Null ist. Bezeichnen wir mit q den Drehungsvektor
eines Fliissigkeitsteilchens, so daB |q| dessen Winkelgeschwindigkeit
bedeutet, so ist — wie wir in Nr. 42 gesehen haben —

rottvo = 2q.

Es ist nun héufig zweckméBig und fiir die anschauliche Vorstellung
des Bewegungsvorganges sowie fiir seine rechnerische Verfolgung eine
Erleichterung, statt des Geschwindigkeitsfeldes 1 das Feld der Drehungs-
vektoren q zu verfolgen.

Zunichst stellen wir fest, daB

div2q=divrotw =V P><Xmwm=0

ist, d. h. das Feld der Drehungsvektoren hat die geometrischen Eigen-
schaften eines Geschwindigkeitsfeldes einer inkompressiblen Fliissig-
keit. Alle kinematischen Sétze iiber volumenbestindige Fliissigkeiten
lassen sich daher sinngemdB auf Felder von Drehungsvektoren iiber-
tragen. Den Stromlinien einer inkompressiblen Fliissigkeit entsprechen
dabei Drehungslinien oder Wirbellinien, die also in jedem Punkt die
Richtung von g, d. h. die Richtung der Rotationsachse, besitzen. Ebenso
wie die Stromlinien nirgends im Innern einer Fliissigkeit endigen kénnen,
so ist das auch fiir Drebungs- oder Wirbellinien nicht méglich; sie
miissen entweder geschlossene Kurven bilden oder sonst sich im Innern
der Flissigkeit ohne Ende fortsetzen oder aber an den Begrenzungs-
flichen bzw. der freien Oberfliche der Fliissigkeit enden.
Nach dem Stokesschen Satz ist

& & €
ffrotmod8=ff2QOd%=§modt=r.

In dem Flichenintegral haben wir den FluB der Drehungsvektoren
durch die Fliche §; diese GroSe wird die Wirbelstirke genannt. Die
Wirbelstarke ist also gleich der Zirkulation entlang der Randkurve.

Konstruiert man aus den Drehungslinien durch eine kleine ge-
schlossene Kurve eine Réhre, so nennt man den Inhalt der Rohre
einen , Wirbelfaden“. Wegen div q = 0 ist der FluB von q durch die
Rohre, also die Wirbelstirke, an allen Stellen des Wirbelfadens dieselbe.

In einem hinreichend kleinen Bereich kann die Drehungsstirke
rot tv konstant gesetzt werden. Fiir einen Wirbelfaden von geringer
Dicke ist also die Wirbelstarke gendhert "= 2q o d{. Aus ihrer Kon-
stanz iber die Erstreckung des Wirbelfadens: folgt daher auch, daB
der Betrag der Winkelgeschwindigkeit q umgekehrt proportional dem
jeweiligen Querschnitt des Wirbelfadens ist.
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Es kommt gelegentlich vor, dal in einem engbegrenzten faden-
féormigen Gebiet die Drehung von Null verschieden ist, wihrend die
gesamte iibrige Fliissigkeit drehungsfrei ist. Wir sprechen dann von
einem Wirbelfaden, der von einer Potentialbewegung umgeben ist.
Die Stiirke eines solchen Wirbelfadens erhdlt man nach obigem da-
durch, daB man das Linienintegral der Geschwindigkeit lings einer
geschlossenen, den Wirbelfaden umschlieBenden Kurve bildet; diese
darf in der den Wirbelfaden umgebenden Potentialstromung beliebig
gezogen werden, da innerhalb dieser der Wert des Linienintegrals un-
veridnderlich ist.

84. Der W. Thomsonsche Satz von der zeitlichen Unverinderlichkeit
der Zirkulation. Die theoretische Behandlung der Wirbelbewegung hat
ihren Ausgangspunkt genommen von der beriihmten Arbeit von
Helmholtz! ,Uber Integrale der hydrodynamjschen Gleichungen,
welche den Wirbelbewegungen entsprechen‘ (1858). Bevor wir auf die
von Helmholtz gefundenen Sdtze eingehen, leiten wir zunichst einen
Satz ab, den Sir William Thomson (Lord Kelvin), angeregt durch
die Helmholtzsche Arbeit, gefunden hat.

Wir bilden zu dem Zweck das Linienintegral der Geschwindigkeit
lings einer geschlossenen fliissigen Linie und fragen uns: Wie dndert
sich dieses Linienintegral mit der Zeit? Da wir als Integrationsweg
eine fliissige Linie genommen haben, d. h. eine Linie, die dauernd aus
denselben Fliissigkeitsteilchen besteht, so ist der substantielle zeit-
liche Differentialquotient zu nehmen, d. h.

¢

D
mém odr.

Weil der Integrationsweg eine geschlossene Kurve darstellt, kommt
eine Differentiation nach den Grenzen nicht in Frage, so dal wir aus-
differenziert erhalten:

¢ ¢
é%—? odr 4+ @m‘o D;:t) .
Betrachten wir zunidchst das erste Integral, so ergibt sich unter
Beriicksichtigung der Eulerschen Gleichung (S. 101)

1 ¢ 1

&%odt=¢godt—¢gr?podt.

Setzen wir jetzt ein drehungsfreies Kraftfeld voraus

g=grad U,

1 Vgl. FuBnote S. 169.
Tictjens, Hydromecchanik. 2. Aufl, 12
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und nehmen wir ferner an, daf3 die Dichte nur eine Funktion des Druckes

ist, d. h. die Fliissigkeit sei homogen (kompressibel darf sie sein)
dp

80 ist das unbestimmte Integral

f%ode—P.

Den Integranden des zweiten Integrales konnen wir folgendermafen
umformen: Wegen der Unabhéngigkeit der zeitlichen und raumlichen
Differentiation ist

D Dy

% ist aber die Ortsinderung des Teilchens, bezogen auf die Zeiteinheit,
d. h. die Geschwindigkeit tv; folglich ist

D

—‘Hdt:'dm,

und hiermit
D v
mom‘dt—modm——dT,

mithin ergibt das zweite Integral:

ml
2

Wir erhalten somit fiir die zeitliche Anderang des Linienintegrales
lings einer fliissigen Linie

D 2
mfmodt=%~+U—P.

(Es ist, nebenbei bemerkt, die rechte Seite nicht etwa die Bernoullische
2
Gleichung, die % + P — U = konst. lautet.)

Gehen wir von einem Werte 4 der fliissigen Linie zu einem anderen
Punkt B der Linie, so haben wir

B
%fmodt=[%z+U—PE.
4

Fiir das Integral lings einer geschlossenen Linie ist also, da dann
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B = A4 ist, bei Voraussetzung der Stetigkeit von w (d. h. Trennungs-
flichen sollen im Integrationsgebiet nicht vorhanden sein)

El—zé;wodt=0,

mithin ém odr = konst. =TI,

Wir haben hiermit den Satz von Sir William Thomson bewiesen,
daB in einer reibungslosen homogenen Fliissigkeit bei Annahme eines
drehungsfreien Kraftfeldes das Linienintegral langs einer geschlossenen
flissigen Linie (die Zirkulation) zeitlich konstant ist.

Beriicksichtigen wir jetzt, dal bei einer in Ruhe befindlichen Fliissig-
keit fiir jede beliebige geschlossene fliissige Linie die Zirkulation Null
ist (da die Geschwindigkeit iiberall Null ist), so folgt, daB bei jeder Be-
wegung einer homogenen Fliissigkeit aus der Ruhe heraus unter dem
EinfluB eines drehungsfreien Kraftfeldes die Zirkulation fiir diese Linien
Null bleibt. Da wir uns nun jeden Punkt der ruhenden Fliissigkeit von
einer -— an sich beliebigen — fliissigen Linie umschlossen denken kénnen,
und da anderseits das Verschwinden der Zirkulation fiir jede beliebige
fliissige Linie der Ausdruck fiir die Drehungsfreiheit der Bewegung ist,
so folgt mithin aus dem W. Thomsonschen Satz, da alle Bewegungen
aus der Ruhe heraus drehungsfrei, d. h. Potentialbewegungen sind.

Dabei ist jedoch einem Umstand besondere Beachtung zu schenken:
Die Aussage, daB bei Bewegungen einer homogenen reibungslosen
Fliissigkeit aus der Ruhe heraus unter der Einwirkung eines drehungs-
freien Kraftfeldes keine Zirkulation entstehen kann, gilt allgemein
nur fiir Gebiete, die von solchen fliissigen Linien umschlossen werden,
die zur Zeit, als die Fliissigkeit noch
in Ruhe war, geschlossene Kurven
bildeten, und nur auf Gebiete, die von
derartigen fliissigen Linien eingeschlos-
sen werden, erstreckt sich die obige
Folgerung der Drehungsfreiheit. Es
jassen sich jedoch unschwer Fliissig-

. Abb. 124. Eine einen strebenférmigen
keitsbewegungen aus der Ruhe angeben, Kgrper umgebende geschiossene fliissige
bei denen in der Fliissigkeit Flichen Linie di¢ don Korper sclbet nicht in
auftreten, die nicht im Innern der-
jenigen Gebiete liegen, auf die sich der W. Thomsonsche Satz bezieht.
In diesen Fallen handelt es sich dann immer um den Zusammen-
fluB von vorher getrennten Fliissigkeitsteilen.

Betrachten wir z. B. die Bewegung um einen schlanken streben-
artigen Korper mit scharfer Hinterkante und denken wir uns, wie Abb. 124
zeigt, diesen Korper vor Beginn der Bewegung von einer geschlossenen

12*
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fliissigen Linie, die den Korper selbst nicht enthilt, umgeben, so er-
kennen wir in Abb. 125, daBl nach Einleitung der Bewegung von der
Kante des Korpers eine Fliche ausgeht, die nicht im Innern der durch
die Bewegung deformierten geschlossenen fliissigen Linie liegt, auf die
sich also der W. Thomsonsche Satz nicht anwenden 1aBt. In dieser
ZusammenfluBfliche. von vorher getrennt gewesenen Flissigkeitsteil-
chenkannderUbergangderGe-
schwindigkeiten von der einen

7/. ________ Seite dieser Fliche zur andern

Seite stetig sein — wic im an-
genommenen Beispiel — oder
aber entweder der Richtung
mei\icgtelme;nner;pfier %mssigen Linie liegt. ' stetlgkelt besitzen. Wir spre-
chen dann von einer Unstetig-
keitsfliche, die man — wie wir in Nr. 92 noch sehen werden — auffassen
kann als ein Gebilde flichenhaft verteilter Wirbelfiden. Eine solche
Unstetigkeitsfliche tritt z. B. immer bei der Bewegung von Trag-
fliigeln auf. Wir stellen also fest, dal das Vorhandensein von Trennungs-
flichen mit transversalen oder longitudinalen Unstetigkeiten in der
Geschwindigkeit nicht im Widerspruch steht mit der klassischen Hydro-
dynamik reibungsloser Fliissigkeiten.
Da iiber die Kompressibilitit nichts vorausgesetzt wurde, so gilt
der Satz sowohl fiir kompressible als fiir inkompressible Fliissigkeiten.
85. Erweiterung des Thomsonschen Satzes au! inhomogene Fliissig-
keiten durch V. Bjerkness. Fiir inhomogene Fliissigkeiten, also in erster
Linie fiir die Anwendungen in der Meteorologie, ist der Thomsonsche
Satz von V. Bjerkness! erweitert und ihm eine- anschauliche Deutung
gegeben worden. Es war, da

w? ?
d-5 = grad -5- o dt
18t © ©
D 1 3
m—im odr=§<g— ?gradp +‘grad—2—) odt.

Solange wir von der Erdrotation absehen, d. h. die Coriolis-Kraft ver-
nachléssigen, kénnen wir g als Gradienten einer Kriftefunktion ansehen.
Es bleibt in der letzten Gleichung noch das Integral

¢

d
pEL2 ar

! V. Bjerkness, Vorlesungen iiber hydrodynamische Fernkrafte. Leipzig,
1900—02.
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zu untersuchen: Da die Atmosphére im allgémeinen als inhomogene
Fliissigkeit angesehen werden muf}; d. h. da die Dichte nicht nur vom
Druck allein, sondern auch noch vom Ort abhingig ist, werden die
Flichen p — konst. und ¢ = konst. im allgemeinen nickt identisch
sein. Wahrend wir bei der homogenen Fliissigkeit

19

gﬁ-g—’ﬁd—”odr=0
e

hatten, wird bei inhomogenen Fliissigkeiten dieses Integral im all-
gemeinen von Null verschieden sein.

Nach dem Stokesschen Satz bilden wir das Linienintegral in ein
Flachenintegral um:

11 ¥
é gl‘aedp ody =ffl‘0t Eagip» o dF,

wobei die Form der Fliche §§ — wenn sie nur § zum Rande hat —
gleichgiiltig ist; dies hangt mit dem Wesen der Rotation insofern zu-
sammen, als die Divergenz eines Vektorfeldes, das durch Rotation eines
anderen Vektorfeldes a gebildet ist, identisch verschwindet: div rot a=0,
vgl. Nr. 47, 2).

Beriicksichtigt man, daB

gradp __ lp=pl 1
rot . —VX(QVP> VQ><Vp+ng_>_b<jP

= grad —;- >< grad p

ist, so ergibt sich bei Beriicksichtigung von .

o? - : -
i(grad U+grad—é-)odt=0 <,
) ENTAS é‘,\
fir die zeitliche Anderung des Linien- Abb. 126. Querschnitt des Rohren-

. . systems, gebildet aus den Flichen
mt’egra'ls - P = konst. und 1/¢ = konst.

dD‘ wodt —ff grad — Xgradp) od .

Fiir dieses Integral hat V. Bjerkness eine sehr anschauliche geome-
trische Deutung gefunden : Zeichnet man équidistante Flichen p = konst.

’v%\‘

/

/
/\/
/|

und 1_ konst., so ergibt sich ein Réhrensystem, von dem ein beliebiger

Querschnitt senkrecht der Rohrenflichen in Abb. 126 dargestellt sein
moge. Ist f der Querschnitt einer Rohre, so ist also
b

I_smot 2°
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Da h, und k, die Richtungen von grad % bzw. grad p haben, und da
der Abstand zweier Fléchen —;— = konst., d. h. A, um so kleiner, je grofler

grad% ist, und k, um so kleiner, je groBer grad p ist, so ist

o= konst. __ konst.
1= 7 15 2 = Toradol’
‘grad Ll | grad p|
| e |
mithin:
f= konst. L konst. .
lgrad—l—‘ gradp} sin o« ‘fgrad-.;—xgradp
! ' |

Setzen wir die Konstante gleich 1, was auf eine spezielle Wahl des
Schrittes von p oder 1 hinauskommt, so ergibt sich fiir die zeitliche
Anderung des Linienintegrals der Ausdruck

¢ &
D dF
dt modr =ff7

" Fiithren wir die Integration der rechten Seite aus, so erkennen wir,
daB die Anderung der Zirkulation in der Zeiteinheit gleich der Anzahl
der von der Kurve € umschlossenen Réhren ist.

86. Dynamik der Wirbelbewegung. Bei der Behandlung des dyna-
mischen Teiles der Wirbelbewegung kénnen wir uns kurz fassen, da
wir den Satz von W. Thomson -— auf den wir jetzt zuriickgreifen —
bereits in Nr. 84 abgeleitet haben. Es kommt, wie wir vorweg bemerken
wollen, im wesentlichen darauf hinaus nachzuweisen, daBl ein Wirbel-
faden dauernd aus denselben Fliissigkeitsteilchen besteht, und daB seine
Wirbelstirke nicht nur rédumlich (vgl. Nr. 83), sondern auch zeitlich
konstant ist.

Bilden wir das geschlossene Linienintegral lings einer beliebigen
flissigen Linie, die den Wirbelfaden umschlieBt, so wissen wir nach
dem Thomsonschen Satz, daB dieses Linienintegral, d. h. die Zirkulation,
auch zeitlich konstant ist. Es ist jetzt nur noch zu beweisen, dal diese
fliissige Linie dauernd den Wirbelfaden umschlieBt und nicht etwa von
dem Wirbelfaden ‘durchschnitten wird.

Wir denken uns jetzt aus den einzelnen Wirbellinien, die den Wirbel-
faden bilden, diejenigen besonders gekennzeichnet, die durch eine be-
liebige geschlossene Kurve € gehen (Abb. 127), wobei wir Singularititen
aus unserer Betrachtung ausschlieBen. Diese Wirbellinien werden dann,
wie schon erwihnt, eine Rohre bilden (eine sogenannte Wirbelrohre),
die einen Wirbelfaden zum Inhalt hat. Nun wissen wir, daB der Fluf
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durch eine solche Wirbelrohre (wegen div q =0) konstant sein muB,
d. h. die Wirbelstidrke ist lings der Wirbelréhre in einem Augenblick
konstant (Nr. 83).

Jetzt kommt das Neue in der Beweisfilhrung insofern, daB wir
auf irgendein kleines Flachenstiick d§ (Abb. 127) in der Wand der
Wirbelrohre den W. Thomsonschen Satz anwenden. Der FluB des Dre-
hungsvektors durch dieses Fliachenstiick, d. h. die
Zirkulation um den Rand dieser Flache, ist gleich //;
Null, da das Flichenstick Annahme nach 200 S5

ull, da das Flichenstiick unserer Annahme nac
der Wand der Wirbelréhre angehort, durch die
keine Drehungslinie hindurchtritt. Dann mu8 aber
nach dem W. Thomsonschen Satz die Zirkulation
und damit der FluB durch diese Fliche, wenn wir
sie als fliissige Flache betrachten, dauernd Null Avb. 127. Die eine Wir-
bleiben. Setzen wir nun die ganze Wirbelréhre erbh'wﬂ%ﬁf“ Wir-
aus solchen Flachenstiicken zusammen, so ergibt
gich, daB der FiuB durch die Fliche der Wirbelrshre — als fliissige
Fliache angesehen — dauernd gleich Null bleiben muBl. Mit anderen
Worten: Diejenigen Fliissigkeitsteilchen, die gerade einmal eine Wirbel-
réhre bilden, tun es auch nach beliebiger Zeit, d. h. Wirbelréhren bleiben
dauernd Wirbelrohren. Aus dem rdumlichen Zusammenhang ist dann
auch sofort ersichtlich, daB die Fliissigkeitsteilchen, die einmal eine
Wirbelrohre erfiillen, immer darin bleiben. Also besteht ein Wirbelfaden
dauernd aus denselben Flissigkeitsteilchen. Man kann natiirlich eine
Wirbelréhre auch auf eine einzige Drehungslinie zusammengezogen
denken und findet so, daB@ auch jede einzelne Drehungslinie dauernd
aus denselben Fliissigkeitsteilchen besteht.

Weiter ergibt sich folgendes: Eine fliissige Linie, die zu einem Zeit-
punkt eine Wirbelrshre umschliet, umschlieBt sie dauernd. Da aber
nach dem Thomsonschen Satz das Linienintegral langs einer geschlosse-
nen fliissigen Linie konstant ist, anderseits — wie eben bewiesen — eine
einen Wirbelfaden umschlieBende fliissige Linie den Wirbelfaden dauernd
umgibt, so haben wir den Satz bewiesen, dafl die Wirbelstirke eines
Wirbelfadens dauernd konstant ist, und daB der Wirbelfaden selber
dauernd aus den gleichen Fliissigkeitsteilchen besteht. Dieser eigen-
artige Satz ist zum erstenmal von Helmholtz 1858 auf’gestellt und
bewiesen worden. Der hier gegebene Beweis geht auf W.Thomson
zuriick.

87. Die Helmholtzschen Wirbelsitze. Helmholtz selber hat die
gpater nach ihm benannten Wirbelsitze in der angefiihrten Arbeit
folgendermaflen ausgesprochen:

Wenn fiir alle Kriafte, welche auf die reibungslose Fliissigkeit wirken,
ein Kraftepotential existiert, so gelten die Sétze:
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1. Kein Wasserteilchen kommt in Rotation, welches nicht von An-
fang an in Rotation begriffen ist.

2. Die Wasserteilchen, welche zu irgendeiner Zeit derselben Wirbel-
linie angehoren, bleiben auch, indem sie sich fortbewegen, immer zu
derselben Wirbellinie gehorig.

3. Das Produkt aus dem Querschnitt und der Rotationsgeschwindig-
keit eines unendlich diinnen Wirbelfadens ist lings der ganzen Linge
des Fadens konstant und behélt auch bei der Fortbewegung des Fadens
denselben Wert. Die Wirbelfaden miissen deshalb innerhalb der Fliissig-
keit in sich zuriicklaufen oder kénnen nur an ihren Grenzen endigen.

Der Helmholtzsche Beweis, der eine homogene und — im Gegen-
satz zum W. Thomsonschen Beweis — eine inkompressible Fliissigkeit
voraussetzt, geht aus von der Eulerschen Gleichung, welche den Zu-
sammenhang von Druck und Geschwindigkeit enthalt. Da iiber den
Druck keine Aussagen gemacht werden kénnen, eliminiert man ihn
durch Bildung der Rotation der Eulerschen Gleichung:

rot [%T —grad U + »;4 gradp] =0.

Da
Div

o
dt = 9f TWelW

und nach S.113 .
wolW =gra.d—n2’— — v ><rot v

ist, so ist, wenn wir rot 1v = 2 q schreiben,

Dw
dt
Setzen wir voraus, daBl die Fliissigkeit homogen ist, also

L ot
_Ft_—f-grad.2 ><2q.

%grad p = grad P,

so behalten wir unter Beriicksichtigung, da8 die Rotation eines Gra-
dienten identisch Null ist,
rot%=rotg—? +rot(2q><w) =10
oder, da
ow _ 0

—994
= —rot iy —2—a—t

ot o =5y

und
rot (q><Xw) = ><g><mw=Fo (log— qiv)

=Fomwg+mwolq)—Foqmw+qgolm)
=qdivio4+mwolqg—twdivg—qoFiv,

also wegen divg = -;— (divrot w) =0

rot (q><w) =qdivio +wol/q—qolFiv
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ist, so erhidlt man mit
a D
~5(:— +mwolVa= fd}tl
die Beziehung D
—d‘i=qol7m—qdivm.

Dies ist die Helmholtzsche Ausgangsgleichung. Fiir die weitere Unter-
suchung wird die Fliissigkeit noch als inkompressibel angenommen,
also divio = O (hierin liegt die Uberlegenheit des W. Thomsonschen
Satzes gegeniiber dem von Helmholtz, da W. Thomson nicht In-
kompressibilitit voraussetzt, sondern nur Homogenitdt annimmt, wih-

rend die Flissigkeit kompressibel sein darf). Es bleibt somit

Die geometrische Bedeutung dieser Gleichung ist folgende: Wir be-

trachten zwei dicht benachbarte et S

Fliissigkeitsteilchen 1 und 2, deren 4 &

Verbindungsstrecke zu einer bestimm.- PR T
7 dr+Ddr

ten Zeit ¢, in der Rotationsachse des
Fliissigkeitsteilchens liegt und die
Linge ¢ q hat. Es ist dann offenbar .
Abb. 128. Zwei dicht benachbarte Fliissig-
(Abb. 128) keitsteilchen I und 2, deren Verbindungs-
o linie in einem bestimmten Zeitpunkt in
dr=¢q. der Rotationsachse des Flilssigkeitateflchens
liegt, bewegen sich immer derartig, da8
Ist die Geschwindigkeit des ersten ™™ ¥ “Rerasiomic, 12, der jeweiligen
Teilchens 1, und die des zweiten tv,,
80 ist — da 1 eine regulire Funktion von r ist — nach dem Taylor-
schen Satz, wenn man mit dem linearen Gliede in dt abbricht,
w, — 1w, =drolVt.
Nach Verlauf der Zeit d¢ haben beide Fliissigkeitsteilchen ihre Lage
im Raume geindert: das erste Teilchen hat den Radiusvektor ¢, + w,d¢,
das zweite Teilchen ty + w, d¢, so'daB die substantielle Anderung von’
dx sich zu
Ddx = ,dt — v, dt
ergibt. Man erhilt somit fiir die substantielle Anderung des Verbindungs-
vektors der beiden Fliissigkeitsteilchen in der Zeiteinheit

D
Wdt=mz—m],

wofiir wir auch. nach obigém schreiben konnen:

D

a—tdt=drol7m

oder mit
dr=¢q

d%dr=eqo[7m.
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- Anderseits hat sich bei der Bewegung der beiden Fliissigkeits-
teilchen in der Zeit dt auch der Drehungsvektor gedindert, und zwar
— bezogen auf die Zeiteinheit — nach der Helmholtzschen Gleichung

um % —qo V.

Das ergibt aber mit der vorigen Gleichung
Ditr—el q
dt dt

Helmholtz schlieBt jetzt so: Wenn die Proportionalitit von dt
mit q zu einer Zeit t = ¢, bestanden hat, so wird sie auch zur Zeit
t = t, + dt gelten, also bei wiederholter Anwendung des soeben ab-
geleiteten Satzes fiir beliebige Zeiten.

Die Verbindungsstrecken zweier beliebigen auf einer Wirbellinie ge-
legenen dicht benachbarten Fliissigkeitsteilchen &ndern sich also in einem
Zeitelement nach GroBe und Richtung gerade so wie die entsprechenden
Drehungsvektoren (Abb. 128). Sind also einmal irgendwelche Fliissig-
keitsteilchen auf einem Element einer Drehungslinie, so bleiben sie
dauernd darauf; fiir die ganzen Drehungslinien ergibt sich dann das
gleiche. Da nun ferher dt sich proportional mit q dndert und dr wegen
der vorausgesetzten Volumenbesténdigkeit sich umgekehrt proportional
dem Querschnitt df des Wirbelfadenstiickes &ndern muB, damit bei einer
Streckung des Stiickes das Volumen konstant bleibt, so ergibt sich, da8
das Produkt aus Querschnitt einer Wirbelrohre und der zu diesem Quer-
schnitt zugehorigen Rotation konstant ist. Diese Konstanz der ,,Wirbel-
stirke ist iibrigens nichts anderes als der Flachensatz der Mechanik
der Massensysteme. Dieser sagt aus, daB bei Abwesenheit von Dreh-
momenten bei einer Anderung des Trigheitsmomentes des Systems
sich die Winkelgeschwindigkeit umgekehrt proportional dem Trigheits-
moment #ndert (Drehschemel). Bei einer kleinen Deformation eines
Fliissigkeitsteilchens &ndert sich tatséichlich das Trigheitsmoment wie
der Querschnitt, wenn angenommen wird, daB das Teilchen vorher
rotationssymmetrisch war.

Uber die hier gebrauchten Benennungen, die z. T. von denen von
Helmholtz abweichen, mag nachtriglich noch folgendes bemerkt
werden. Helmholtz nannte das, was hier ,,Drehung® genannt ist

<q — % rot m) , den ,,Wirbel‘. Mit dieser Anwendung des Wortes,, Wirbel*

kommt man jedoch in Widerspruch mit dem gewdhnlichen Sprach-
gebrauch, der unter einem Wirbel eine kreisende Fliissigkeitsbewegung
versteht. Nach Helmholtz wiirde die rein gleitende Laminarbewegung
einer reibenden Fliissigkeit eine ,,Wirbelbewegung® sein, was dem
sonstigen Sprachgebrauch durchaus widerspricht. In diesem Buche
wird das Wort ,,Wirbel*“ hauptsichlich gebraucht fiir die kreisende Be-
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wegung um einen isolierten ,,Wirbelfaden‘ (vgl. Nr. 71); die Laminar-
bewegungen besitzen ,,Drehung‘‘ oder Rotation, aber sie besitzen keinen
Wirbel.

88. Das Geschwindigkeitsfeld in der Umgebung eines isolierten
Wirbelfadens, das Biot-Savartsche Gesetz. Wir gehen jetzt dazu iiber,
die Wirkung eines einzelnen Wirbelfadens auf seine Umgebung zu unter-
suchen, d.h. wir fragen nach dem mit dem Wirbelfaden zusammen-
hingenden Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeit auBerhalb des Wirbel-
fadens. Da wir in der Umgebung des Wirbelfadens q = 0 annehmen
wollen, haben wir hier eine Potentialbewegung, und es fragt sich also: Wie
1aBt sich die Potentialfunktion dieser durch den Wirbelfaden bedingten
Bewegung angeben. Das ohne Wirbelfaden einfach zusammenhingende
Gebiet wird, wenn wir den durch den Wirbelfaden eingenommenen Raum
als nicht zu dem Gebiet gehorig ansehen, zweifach zusammenhingend.

. che
S & Verzweigungsf1é
R
Abb. 129. Verzweigungsfliche durch Abb. 130. Mehrdeutiges Potential; wenn
den in sich geschlossenen Wirbelfaden. der geschlossene Integrationsweg die Ver-

zweigungsfliche durchschneidet, findet ein
Potentialsprung statt.

Der einfachste Fall ist der, den Wirbelfaden so konzentriert anzu-
nehmen, daB er als linienférmig angesehen werden kann.

Schneiden wir nun den Raum, den die Fliissigkeit einnimmt, lings
einer (beliebigen) Fliche durch den in sich geschlossenen Wirbelfaden
auf, die den geschlossenen Wirbelfaden zum Rand hat (Abb. 129), so
haben wir aus dem zweifach zusammenhangenden Bereich einen ein-
fach zusammenhéngenden erhalten. Fiir jeden geschlossenen Integra-
tionsweg (€) in diesem einfach zusammenhidngenden Bereich, der die
Verzweigungsfliche also nicht schneidet, haben wir dann

[
fwodr=0.

Das Linienintegral zwischen zwei Punkten O und 4 ist

A
fmodt=¢A—¢o.
0

Legen wir den Integrationsweg €, wie in Abb. 130 ersichtlich, von
Punkt 4 nach 4’, so ist

P
[wodt=0,—a,.
4
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Lassen wir jetzt 4’ nach A konvergieren, so erhalten wir
§ wWode=1T1,

d.h. esfindet beim Durchschneiden der Verzweigiungsflache ein Potential-
sprung I" statt. Dieser Potentialsprung ist fiir alle Stellen, an denen
die Verzweigungsfliche durchschnitten wird, gleich groB, wie aus Abb. 131
zu ersehen ist. Wahlt man den Integrationsweg derartig, daBl er die
Verzv’veigungsﬂiiche bei BB’ durchschneidet statt bei 44’, indem
man bei 4 und bei A’ je einen Kurvenzweig 4’ B’ und B4 anfiigt,
so fiigt man im ganzen einen geschlossenen Weg in einem einfach
zusammenhingenden Bereich hinzu, da ja die Verzweigungsfliche
auch irgendwie anders; z. B. in der gestrichelten Form, gezogen werden
kann. Das Linienintegral auf diesem geschlossenen Weg ist aber Null,
also der Potentialsprung I'y = I'4.

Bei Fortlassung der durch die Verzweigungsflache gewonnenen
Scheidewand ist also das Potential unendlich vieldeutig, und zwar

Abb. 131. Mehrdeutiges Potential; der Abb. 182a. Verzweigungsfliche, aufgefaBt als eine
Potentialsprung ist fir alle Stellen, an mit Quelien (+) und Senken (—~) doppelt belegte
denen die Verzweigungsfliche durch- Flache.
schnitten wird, gleichgroB. Abb. 182b. Das Feld des Potentialausgleiches
. der Doppelfliche.

nimmt es bei jeder Umschlingung des Wirbelfadens um den Wert I
zu. I ist dabei nichts anderes als die Wirbelstirke des Fadens.

Hierin haben wir eine analoge Erscheinung, wie sie bei einem Magnet-
felde eines von einem Strom durchflossenen Leiters auftritt. Ganz all-
gemein sind die Analogien zwischen den von Wirbelfiden erzeugten
Geschwindigkeitsfeldern und den durch elektrische Stréome hervor-
gerufenen Magnetfeldern so groB, daB sich viele Sitze und Beweise
der Elektrodynamik direkt auf die Hydrodynamik iibertragen lassen,
wenn man statt des elektrischen Stromes Wirbelfaden und statt des
Magnetfeldes Geschwindigkeitsfeld setzt.

Wir wollen nun die Aufgabe behandeln, zu einem gegebenen Wirbel-
faden das Potentialfeld zu ermitteln. Hierfiir bietet sich uns die aus
der Elektrodynamik bekannte Methode der Doppelbelegung dar. Wir
denken uns die Verzweigungsfliche (Abb. 132a) auf der einen Seite
stetig mit Quellen (+ + + +), auf der anderen Seite in gleicher Weise
mit Senken (-~ — —) belegt. Nehmen wir jetzt statt der Verzweigungs-
flache eine Doppelfliche von endlicher aber kleiner Dicke A (Abb. 132B),



Wirbelbewegung. 189

so wird dadurch die Unstetigkeit, der Potentialsprung, beseitigt. Der
weitaus grofite Teil des aus den Quellen kommenden Stroms flieBt un-
mittelbar den Senken zu und erzeugt hier auf der kurzen Strecke %
einen groBen Potentialunterschied. Die Starke der Quellen und Senken
sei so bemessen, daBl dieser Potentialunterschied iiberall gleich I ist.
Nur ein verhiltnismaBig geringer Teil des Quellstromes flieBt aulen
herum und bildet so das iibrige Feld.

Ist @ die Ergiebigkeit einer punktférmigen Quelle pro Zeitein-
heit, so ist der Betrag der Geschwindigkeit w in der Entfernung a
von der Quelle gleich der Flissigkeitsmenge pro Flicheneinheit

Q

lml=w=Ea—z; df n
mithin ist das Potential der Quelle: ﬁ
s e
b = fwda = konst. — -Q—, e & '
0 4na P \&x I
o

entsprechend fiir eine Senke:
Abb. 133. Das Potential einer Doppel-
belegung im Aufpunkt 4 fiir ein

& = konst. + —Q—— . Flachenelement df.
4na

Das Potential einer Doppelbelegung im Aufpunkte A fiir ein Flachen-
element df ist, wenn ¢ die Quellintensitiat pro Flicheneinheit und a,
und a_ die Entfernung von 4 zum Quell- bzw. Senkflichenelement
ist (Abb. 133)

4na. 47 \a. a,

qd/ qdf qdi ! 1
d¢ J— + 2 7 ( —_— >.
Es ist aber

a,=a_~+ hcosa,

und, da kb gegen @ klein angenommen wird,

1 1 1

= - ——hcosa,

a, a. a

dd = ~4q-~L-kcosa.
na

Die Geschwindigkeit im Innern der Doppelbelegung ist, da bis auf einen
verschwindenden Anteil alle Quellergiebigkeit innen durchstromt, gleich
der Quellergiebigkeit pro Flicheneinheit g, der Potentialzuwachs also
= g+h. Dieser soll aber fiir nach Null konvergierendes A gleich I sein,
also

gh = konst. = I'.
Damit ergibt sich
I dfcosa
T i o

ad
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= d® ist jedoch der raumliche Winkel, unter dem die Fliche

df von A aus erscheint; er ist gleich dem Fliacheninhalt, den die Pro-
jektionsstrahlen nach dem Rande von df aus der Einheitskugel um
A alsMittelpunkt ausschneiden.

Integriert man schlieBlich
iiber die gesamte Fliche §,
welche von der geschlossenen
Wirbellinie umrandet wird, so
erhilt man als Potential im
Punkte A4:

r.

Q A= E w,
wo @ der rdumliche Winkel
ist, unter dem die geschlossene
Abb. 134, And des riumlichen Winkels, unt i ini
dem die geschf;‘;ge %?H:b‘exl!lxilnice evnom Aut;;unl:(l:, e; Wirbellinie von dem Punkt’
erscheint, wenn dieser eine den Wirbelfaden um- fiir den @ gebildet ist, er-

kettende Bahn beschreibt. .

scheint (Abb. 134). Bewegt

man den Aufpunkt A4 in einer den Wirbelfaden umkettenden Bahn,
so ergibt sich aus Abb. 134 fiir den riaumlichen Winkel eine Zunahme.
um 4 x. Man erkennt somit auch hier wieder, daB das Potential @ bei
einem geschlossenen Umlauf um den Wirbelfaden durch die Verzwei-

gungsflichehindurch um{; dn=I

7" zugenommen hat.

Um die Geschwindigkeitsver-
teilung zu ethalten, haben wir den
Gradienten von @ zu bilden, wofiir
sich, da I" konstant ist,

m:grad¢=4£ngradi)

Abb. 185, Verschiebung des vtpunktes 4 ergibt. Zur Berechnung von grad @

' verschieben wir jetzt in Abb. 135
den Aufpunkt 4 um den Vektor dt nach A’ und erhalten daraus die
Anderung des rdumlichen Winkels

do =dtograd @ .

Da es nur auf die relative Bewegung des Aufpunktes zum Wirbel-
feld ankommt, kann man auch, anstatt den Aufpunkt zu verschieben,
den Wirbelfaden parallel mit sich um gleich viel in entgegengesetzter
Richtung bewegen. Wir fragen uns also: Wie dndert sich der riaumliche
Winkel @, wenn der Wirbelfaden (€) um die Strecke dr parallel mit
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sich verschoben wird (Abb. 136)? Die Anderung von & ist offenbar
gleich der Projektion der Zylinderfliche €€’ auf die Einheitskugel.
Ist d3 ein Element des Wirbelfadens €, so ist ein Element der Zylinder-
fliche dt><d8 und die Projektion dieses Flichenelementes auf eine zum
Radiusvektor a senkrechte Ebene gleich

dt><d8 o %:dto déx%
und also die Projektion auf die Einheitskugel

dr ods <%
L a

a?
Mithin ist die Projektion der Zylinderfliche €€’ auf die Einheitskugel,
d. h.die Winkeldnderung

. ¢ ds <
do = §dr o 2250,

und da dr konstant ist
(Parallelverschiebung)

€
- d3><a
do=dto § 3 .
a

Da anderseits
Abb}.ﬂl%. Kng‘%nl:]n]g“des éaumlmhen Winkeh;; unter dem die
~ . -~ geschlossene rbellinie von A aus erscheint, wenn der
do=dto grad w. Wirbelfaden sich um dfe Strechl;e dr parallel zu' sich selbst

verschiebt.

ist, so folgt

g
grad @ = é d§3<Aa_.

==
Setzen wir diesen Ausdruck in

= f—n grad @ ,
so ergibt sich schlieBlich
©
r | di3x<a
=GP e
d3 >< q ist dem Betrage nach gleich ds-a-sin (d3, a) und hat die Rich-
tung senkrecht zu d3 und a. Die Geschwindigkeit w setzt sich also
additiv aus den Beitragen der einzelnen Wirbelfadenelemente d8 zu-
sammen, und zwar hat ein solcher Beitrag die Richtung senkrecht zu
d3 und q, ist proportional dem Sinus des Winkels zwischen d3 und a
und umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung a vom Auf-
punkt. Dies ist aber genau das Biot-Savartsche Gesetz der Elektro-
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dynamik, in welchem wir die Rechenvorschrift besitzen, nach der das
Magnetfeld in der Umgebung eines beliebigen stromdurchflossenen
Leiters berechnet werden kann.

Liegt der Wirbelfaden in einer Ebene (Abb. 137), so vereinfacht

sich die obige Gleichung zu
¢

: I Lds .
/1, lm]=4—”§a—,smtp.

Als ein Beispiel fiir den letzten Fall wollen
wir das Geschwindigkeitsfeld eines unendlich
langen geraden Wirbelfadens von der Zirkula-
/ tion I" berechnen (Abb. 138). Nach der letzten

Gleichung haben wir dann:

Abb. 137, In einer

“Ads-

Ebene gelegener ®© .
krummliniger I' rdssina
Wirbelfaden. |w,|= pr

—-®

Fiihren wir den Winkel o als neue Variable eimr, so ist

4 —8= Retga
un

Rda
; ds = Jqig

erner
__ R

sina

Mithin
. T
|w,] =7 R‘!smada— 1 Rcosa!o,
e ~ - also

- ds \{® ‘ r
N Il = 55

__>\’& 4 Man kann das gleiche

Resultat noch einfacher
Abb. 138. Geradliniger Wirbelfaden. ablei ten, wenn man durch
A eine Ebene senkrecht zum Wirbelfaden legt und das Linienintegral
lings eines Kreises (€) in dieser Ebene bildet; es ist dann

'
oder, da I=g¢mwodr
wldr
ist, .
I'=§wdr=w2nR,
also

_r
W=32R"
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Die vorstehende Rechnung bleibt aber auch brauchbar, wenn der
Wirbelfaden aus mehreren geradlinigen Strecken besteht. Es sind dann
nur die Grenzen in den einzelnen Integralen richtig einzusetzen.

89. Vereinfachter Aufbau eines Wirbelfadens durch Annahme eines
Wirbelkernes mit konstanter Rotation. Fir viele Uberlegungen geniigt
es hiufig, sich von einem Wirbelfaden folgendes, die wirklichen Ver-
hiltnisse vereinfachendes Bild zu machen:

Die isolierten Wirbelfaden sind in der Regel so aufgebaut, daB ihre
Rotation im Zentrum am gréBten ist und zum Rande allmihlich
bis auf Null abfdllt. Statt dessen pflegt man bei den Rechnungen
einen Wirbelkern von kon.
stanter Rotation anzunehmen "T
(den man also im Falle eines
geraden Wirbelfadens als einen J \
rotierenden starren Korper be- P
trachten kann), wihrend auBer-
halb dieses Kernes Potential-
stromung angenommen wird
(Abb. 139). Die Umfangsge-
schwindigkeit 1, des starr an- !

genommenenKerneshingt dann WW T

3
—

mit dessen Winkelgeschwindig- N
keit ¢ durch die Gleichung Abb. 189, Vereinfachter Aufbau eines Wirbelfadens
durch Annahme eines Wirbelkernes von konstanter
lmll = q.rl Rotation.
Abb. 140. Geschwindigkeitsverteilung eines Wirbel-

. fadens und eines von Potentialstrémung umgebenen
zusammen, wenn r, der Radius Wirbelkernes,

des Kernes ist.

AuBerhalb des Kernes, in einem Abstand r vom Mittelpunkt des
Kernes herrscht, da wir hier Potentialstromung haben, die Geschwindig-
keit (Abb. 140) r

2y’

Die Zirkulation I' ist gleich der Wirbelstirke:

w =

IF'=rotw-nrl=2q-nn.

Anderseits ist auch I' = 2z r,* | v, | = 27 r? ¢, was mit vorstehendem
iibereinstimmyt. ‘
Mit diesem Wert von I" ist also fiir die Potentialstrémung -
v
Iwi=g7 =07
Fiir r = r, ist demnach die Geschwindigkeit der Potentialstrémung
und die des Kerns gleich grof.
Tietjens, Hydromechanik. 2. Aufl. 13
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Fiir die Komponenten « (in der z-Richtung) und » (in der y-Rich-
tung) ergibt sich

y . z
u=—|w[-3; v=[w|[ .
Dies gibt im Kern
U= —qy; v =gqzx;
in der Potentialstrémung
2 2

41 n
U=—4qaY; v=qna-%-

Fiir die Geschwindigkeitsverteilung erhalten wir nach den vor-
stehenden Gleichungen fiir |w| bei Annahme eines Wirbelkernes das
in Abb. 140 schraffiert dargestellte Bild.

90. Bewegung und gegenseitige Beeinflussung von einzelnen Wirbel-
fiden. Wir kommen jetzt zu den Bewegungen der einzelnen Wirbel
und gehen aus von dem Helmholtzschen Satz, daB jeder Wirbel dauernd
(auch bei seiner Bewegung) aus denselben Fliissigkeitsteilchen gebildet
wird. Es folgt daraus, daB ein Wirbel, wenn seinem eigenen Geschwindig-
n, keitsfeld ein weiteres Geschwindigkeits-

feld iiberlagert wird, an der Bewegung
dieses Geschwindigkeitsfeldes teilnimmt.
Eine solche Uberlagerung eines Geschwin-
digkeitsfeldes zu dem schon bestehenden
des Wirbelfadens haben wir z. B., wenn

4

3 @
R

To.
R

=

n
? 'lxcl ?"Iga

Abb. 141, Gegenseitige Beeinflussung
von zwel unendlich langen einander
parallelen Wirbelfadden: a) beide Wir-
belfiden haben verschieden starke aber
gleichsinnige Zirkulation; b) beide Wir-
belfiden haben gleichstarke aber un-
gleichsinnige Zirkulation.

ein Wirbelfaden durch das Feld eines
anderen beeinfluBt wird.

Als ein Beispiel hierfiir betrachten wir
zwei unendlich lange einander parallele
gleichsinnige Wirbelfiden von der Zir-
kilation Iy und I',. Die beiden durch I
und I'; hervorgerufenen Potentialfelder

iiberlagern sich, ebenso die entsprechenden
Geschwindigkeitsfelder. Betragt in Abb. 141a die Entfernung der beiden
parallelen Wirbelfiden @, so ist die Geschwindigkeit im Punkte 2,

herriihrend vom Wirbel I, r
1

Wy = 5——
27 2na

und im Punkte I, herriihrend vom Wirbel I',, die Geschwindigkeit

1y

wy, = .
1™ 2n7q?

wobei beide Geschwindigkeiten w, und w, senkrecht zu a gerichtet sind
und im Falle gleichen Vorzeichens von I} und I', entgegengesetzte
Richtung haben.
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Legt man jedem Wirbelfaden ein Gewicht gleich dem seiner Wirbel-
stirke bei, so kann man als Schwerpunkt des Systems der beiden Wirbel
den Punkt auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte der beiden Wirbel-
faden definieren, fiir den

Ia, +T'ya, =0
ist. Die Geschwindigkeit dieses Schwerpunktes ist nun:
w. = D1+ Law,
s r 1 + T, 3

Die Ausrechnung ergibt, daB dies gleich Null ist. Der Schwerpunkt
der beiden Wirbelfiden bleibt also in Ruhe. Dies bedeutet im iibrigen
nur, daB dauernd derselbe Raumpunkt das Zentrum fiir die Bahnen
der um diesen Punkt rotierenden Wirbelfiden ist; iiber die Fliissig-
keitsbewegung in diesem Punkt ist gar nichts ausgesagt, sie braucht
keineswegs Null sein.

Die analogen Uberlegungen gelten fiir beliebig viele gerade und ein-
ander parallele Wirbelfiden. Wir konnen sagen, daB jeder einzelne
Wirbelfaden sich gerade so hewegt wie die tibrigen Wirbelfiden es ihm
vorschreiben (diese Aussage stammt schon von Helmholtz, ebenso
wie der obige Schwerpunktssatz).

Als eingn weiteren speziellen Fall betrachten wir noch die Bewegung
zweier Wirbel von entgegengesetzt gleicher Zirkulation:

I'N=—T,.
Hier liegt der Schwerpunkt der beiden Wirbel im Unendlichen, d. h.
das ,,Wirbelpaar* fiihrt eine geradlinige Bewegung aus (Abb. 141b). Der
Wirbel mit der Zirkulation I} bewirkt eine Bewegung des Wirbels I’
mit der Geschwindigkeit

senkrecht zur Verbindungslinie. Umgekehrt bewegt der Wirbel mit der
Zirkulation I', den Wirbel I} mit der Geschwindigkeit

ebenfalls senkrecht zu a. Da nun I'} = — I, ist, bewegt sich das Wirbel-
paar mit der konstanten Geschwindigkeit
r
2na
senkrecht zu ihrer Verbindungslinie. Die Geschwindigkeit in der Mitte
zwischen den beiden Wirbeln ist gleich
r r 2r
2n -2 * 2a & BEDE

2 2
d. h. gleich der vierfachen Fortschreitungsgeschwindigkeit des Wirbel-
paares.

13*
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Fiir die Fliissigkeitsteilchen auf der Verbindungslinie der Wirbel-
achsen ergibt sich aus der Beziehung

o=

r

2nr

die Geschwindigkeitsverteilung der Abb. 142.
Um das System der Stromlinien bzw. der Linien konstanten Po-

O

X

O~

o

-m.II

-

Abb. 142. Geschwindigkeitsverteilung in der Umgebung eines geraden Wirbelpaares.

tentials zu erhalten, gehen wir am besten auf die komplexe Darstellung
eines Wirbels zuriick. Die Strémungsfunktion eines geraden Wirbels

Abb. 143. Linien konstanten Potentials
und Stromlinien fiir zwei gerade Wirbel
von ent tzt gleicher Zirkulation
(nicht stationire Stromung, da das Wir-
belpaareine Eigengeschwindigkeit besitzt).

lautet in dieser Schreibweise nach Nr. 78
F=t¢lnz=@+:¥.

Fiir zwei gegenlaufige gerade parallele
Wirbel, deren Achsen die z-Ebene in
den Punkten z, bzw. z, schneiden
mogen, haben wir somit

I«'=§%i[ln(z—z1)—1n(z“zz)]:

oder

r . r
D+ =g (g3 — ) +ig I

Die Kurven konstanten Potentials
sind also Linien, fiir die ¢, —¢, kon-
stant ist. Wir haben also nach dem

Satz vom Peripheriewinkel in Abb. 143 als Kurven @ = konst. ein

Kreisbiischel durch z, und z,.

Die Kurven, fiir die ¥ = konst. ist — also die Stromlinien —, sind

dann das dazu orthogonale Kreisbiischel (Kreise mit konstantem ;)

1
2

Wir miissen allerdings dabei beriicksichtigen, daB dieses Strom-
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linienbild wegen der Bewegung der Wirbel nicht stationdar ist. Um
einen stationiren Bewegungsvorgang zu bekommen, miissen wir

die Eigengeschwindigkeit der Wirbel, die wir zu %‘; bestimmt haben,
in Abzug bringen. Dassich dann ergebende Stromlinienbild zeigt Abb. 144.

Im Unendlichen haben wir die
Geschwindigkeit 5. -, in der
Mitte der Verbindungslinie die
Geschwindigkeit 23—;% in ent-
gegengesetzter Richtung. Wie
man in Abb. 144 erkennt, bilden
sich zwei Arten von Stromlinien:
in sich geschlossene Stromlinien
und solche, die nicht geschlossen
sind. Physikalisch bedeutet das
ein Mitwanderrr der innerhalb
der geschlossenen Stromlinien
befindlichen Fliissigkeit mit den
Wirbeln oder — aufgefat vom
Standpunkt der ruhenden Wir- gbb. 144, Das] der Abb. 143 entgprechende stationare
belfiden (stationir) — ein Um- o entgesongescres gies ner Tirkaistlon
strémen einer rotierenden Fliis-
sigkeitsmasse, die wie ein starrer Kérper in der Fliissigkeit wandert
(in der Abbildung gestrichelt gezeichnet).

Ein Wirbelring hat mit einem Wirbelpaar insofern eine gewisge
Verwandtschaft, als ebenfalls eine gegenseitige Beeinflussung  der
Elemente des Wirbelrings stattfindet, und der Wirbel-

ring dadurch eine Eigenbewegung erhélt. Die Inte- @
a:

gration ist jedoch in diesem Fall wesentlich verwickelter. j

Es zeigt sich, daBl die Fortschreitungsgeschwindigkeit
groBer ist als beim Wirbelpaar und zwar um so groBer,
je kleiner der Durchmesser des Wirbelkernes ist. Be- \
zeichnet manmit D den Durchmesser desWirbelringesund
mit d den Durchmesser des Kernes (Abb. 145), so ergibt ‘3
die Rechnung fiir die Fortschreitungsgeschwindigkeit . 1. Ein
T 8D 1 ‘Wirbelring.
(g — )

Haben wir es nicht mit einem einzelnen kreisformigen Wirbelring
zu tun, sondern mit mehreren, so wirken die-einzelnen Wirbelringe
natiirlich auch gegenseitig aufeinander ein. Nehmen wir zunéchst zwei
Wirbelringe von gleichem Umlaufssinn, also gleicher Fortschreitungs-
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richtung, so duert sich die Einwirkung der beiden Wirbel aufeinander
insofern, als sich der vordere Wirbelring erweitert und dadurch an Ge-
schwindigkeit abnimmt, wiahrend der hintere Wirbel sich zusammen-
zieht und dabei seine Geschwindigkeit vergréBert, bis schlieBlich der
kleinere Wirbel mit der gréBeren Geschwindigkeit durch den gréBeren
und langsameren Wirbel hindurchschliipft. Damit ist der zundchst
hintere Wirbel zum vorderen Wirbel geworden, und das Spiel beginnt
von neuem.

Zwei gleiche kreisformige Wirbelringe auf der gleichen Achse, aber
mit entgegengesetztem Umlaufssinn, also entgegengesetzter Fortschrei-
tungsrichtung, beginflussen sich derartig, daB sie sich einander niahern,

Abb. 1486. Abb. 147, Abb. 148.
Abb. 146 bis 148. Stationdre Stromlinien von Wirbelringen mit verschieden dicken Wirbelkernen.

indem sie bei ihrer Annidherung ihren Durchmesser dauernd vergrofiern
und dadurch an Geschwindigkeit so stark abnehmen, daB sie in endlichen
Zeiten nicht miteinander in Beriihrung kommen. Da sich die Ebene,
nach der beide Wirbelringe dauernd sich mehr und mehr néhern, wie
eine feste Wand verhilt, so konnen wir sie uns auch durch eine solche
ersetzt denken, d. h. ein kreisférmiger Wirbelring, der sich gegen eine
feste Wand bewegt, erreicht diese Wand niemals, da seine Geschwindig-
keit dauernd abnimmt, wihrend sich sein Durchmesser entsprechend
vergroBert.

Man hat auch fiir Wirbelringe untersucht, welcher Fliissigkeits-
korper vom Wirbelring bei seiner . Bewegung mitgeschleppt wird. Da-
durch, dafl man — wie beim Wirbelpaar — dem Geschwindigkeitsfeld
des Wirbelringes eine Geschwindigkeit entgegengesetzt gleich der
Fortschreitungsgeschwindigkeit des Wirbelringes iiberlagert und so
den Bewegungsvorgang stationdr macht, erhdlt man fir verschieden
dicke Wirbelkerne ein Verhalten gemal3 den Abb. 146 bis 148. Abb. 146
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zeigt fiir einen Wirbelring mit verhaltnisméafBig dickem Wirbelkern,
wie die Strémung um einen dauernd aus den gleichen Fliissigkeits-
teilchen gebildeten Korper (in der Abbildung gestrichelt gezeichnet)
flieBt. Abb. 147 zeigt, wie diese Strémung fiir einen kreisférmigen Wirbel
mit diinnerem Wirbelkern abgedndert wird, und auf Abb. 148 erkennt
man, wie fiir noch diinnere Wirbelkerne die am Wirbelring haftende
Fliissigkeit selber einen Ring bildet.

Erzeugt man einen solchen Wirbelring in einer gefirbten Fliissigkeit
und laBt ihn in eine ungefirbte hineinwandern, so wird der in Abb. 146
bis 148 dargestellte Fliissigkeitskérper sichtbar, da er aus gefirbter
Fliissigkeit besteht (Rauchringe usw.). Uber die Erzeugung von geraden
Wirbelfiden und von Wirbelringen vgl. Nr. 71 und Nr. 93.

91. Druckverteilung in der Umgebung eines geraden Wirbels. Unter
der vereinfachenden Annahme eines Wirbelkernes 1a8t sich auch leicht
die Druckverteilung in der Umgebung eines geraden Wirbels berechnen.
Aus der Eulerschen Gleichung erhalten wir unter Beriicksichtigung,
daBl wir eine stationidre Bewegung haben,

1o o P | = [E2dPl
e
Bei der Kreisbewegung ist |1 o V10| = — (Zentripetalbeschleu-
nigung). Der Druck wichst nach auBlen. Es 1st also:
1dp
edr  r

Setzt man den Druck im Unendlichen gleich p,, so ist der Druck irgend-
wo weiter innen

@ w2
:v=po—f97dr;
r

r

fir die Potentialstromung ist also mit w = 35—
nr

[* gr et pdr _ el
T 4n? )P 8natrere
Damit wird in Ubereinstimmung mit der Bernoullischen Gleichung
e

P =Py — 5 - Der Druck im Kernradius wird hiermit

Innerhalb des Kerns ist



damit wird

hiermit wird im Kern

7
_ el f',drzer’(r%—m,
ntrt ’

r
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8nr!

el*(2rf—r?

r,w2 .
P =1 — gf—;— dr = py, — 878 (Parab0101d).

r

r = 0 liefert den Druck in der Mitte:

ol®

Pm = Po — dnie?

Es ist

Po— Pm = 2(pg — P1):

Es sei dazu bemerkt, dafl im Kern, wo Drehung herrscht, die Bernoul-

———————

Abb. 149. QGeschwindigkeitsverteilung und

Druckverteilung im Innern*ind in der Um-

gebung, des Wirbelkernes eines geraden
Wirbelfadens.

lische Gleichung nicht mehr gilt.

Abb. 149 zeigt die Druckverteilung
im Vergleich mit der Geschwindig-
keitsverteilung.

92. Zusammenhang der Wirbel-
bewegung mit Unstetigkeits- oder
Trennungsflichen. Es liBt sich —
wie wir schon in Nr. 83 erwihnten —
das Eintreten von Rotation nicht
nur mit Hilfe der in das Innere der
Fliissigkeit gelangenden Fliissigkeits-
teilchen aus den Grenzschichtgebie-
ten erkldren, sondern es gibt auch
bei vollkommen reibungsloser Fliis-
sigkeit einen Fall, bei dem Rotation
eintritt. Es handelt sich hierbei um
die besonders von Helmholtz und
Kirchhoff untersuchten sogenann-
ten Unstetigkeitsflachen.

Wenn die Theorie dieser Erschei-
nung auch noch keineswegs in allen

Einzelheiten hat durchgefiilhrt werden konnen, so ist es doch von
Wichtigkeit, sich wenigstens anschaulich klarzumachen, wie aus
Unstetigkeitsflichen eine Wirbelbewegung zustande kommt. Die Ur-
sache zur Entstehung von Unstetigkeitsflichen kann verschieden-

artig sein.
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Wir wollen zunichst den Fall betrachten, daB zwei Flissigkeits-
schichten von verschiedenen Geschwindigkeiten an dem scharfen Rande
eines Korpers (K) zusammenflieBen (Abb. 150).

Die dabei entstehende Unstetigkeitsfliche, die ihren Namen daher
hat, daB an ihr ein Geschwindigkeitssprung stattfindet, ist zugleich die
Trennungsfliche der beiden Fliigsigkeitsschichten. Man kann sich die
beiden Fliissigkeiten verschieden gefirbt denken, wodurch sich die
Trennungsfliche deutlich markiert.

Betrachten wir das Geschwindigkeitsprofil hinter dem Zusammen-
fluB, so erhalten wir bei reibungsloser Fliissigkeit eine Unstetigkeit in
der Geschwindigkeit,

wie Abb. 150 sie dar- \\_}Q e S I
stellt. Nehmen wir —— ::’___:*:__75_’2
. . K = =

jedoch eine — wenn 7 =

auch geringe — Rei- / / =9 F:

bung an, so wird die ‘ /

Unstetigkeit aufgelost, Abb. 150, Die Unstetigkeitafliche, die sich an der scharfen
terkante des Korpers K ausbildet, dort, wo Fliissigkeits-

und statt des sprung- sfﬁhhchten lglxit, gemchieden groSen Geschwindigkeiten zusammen-
eBen, geht durch Annahme einer — wenn auch geringen —

haften Uberganges der Zahigkelt der Fliissigkeit in eine Schicht mit Rotation uber.

einen Geschwindigkeit
in die andere tritt ein stetiger mehr oder minder riumlich aus-
gedehnter Ubergang ein.

Die Zone, in der dieser Geschwindigkeitsiibergang stattfindet, ist
aber eine Schicht mit Rotation, wie man an dem in Abb. 150 angege-
benen Kreuz aus Fliissigkeitsteilchen erkennt. Denn, bezeichnet man
die Richtung der Geschwindigkeit als z-Richtung und die dazu senk-
rechte als y-Richtung, so ist — wenn wir den Stromungsvorgang als
zweidimensional ansehen —

v ou

rottp = 51 - ay’ H

ou . v .
also, da 5y #+ 0, hingegen a5 = 0 ist,
rotw 0,

d. h. wir haben in der Ubergangszone eine Fliissigkeitsbewegung mit
Rotation. LBt man die Zéhigkeit wieder nach Null konvergieren, so
geht diese Trennungsschicht in die Trennungsflache iiber. Wihrend
1w und auch @ in der Trennungsfliche unstetig sind, ist hingegen aus
physikalischen Griinden der Druck dort stetig.

Den Fall, daB die an einer scharfen Kante zu einer Unstetigkeits-
fliche zusammenflieBenden Flissigkeiten vorher auch schon zusammen
waren, haben wir z. B. bei der Umstrémung eines endlichen Tragfliigels
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(dreidimensionaler Bewegungsvorgang). Da in Abb. 151 bei 4 auf beiden
Seiten der Trennungsfliche der gleiche Druck herrscht, so ergibt sich,
wenn man die Bernoullische Gleichung durch Integration vom Punkte O
langs der Stromlinie oberhalb und unterhalb des Fliigels bildet, da8

=

— T
Abb. 151. Die Trennungsfliche bei einem Tragfliigel;

die zu einer Unstetigkeitsfliche rusammenflieSenden
Fliissigkeitsteile waren vorher auch schon zusammen,

auch || ober- und unterhalb der
Unstetigkeitsfliche gleich ist.
DieRichtung von 1 braucht je-
doch nicht dieselbe zu sein, d. h.
es konnen zwar keine longitu-
dinalen, wohl aber transversale

Geschwindigkcitsinderungen auftreten, und zwar gilt dies fiir den

stationdren Fall.

Im stationdren zweidimensionalen Fall ist eine transversale Bewe-
gung ausgeschlossen; hier ergibt sich also keine Unstetigkeit der Ge-

S

—

Abb. 152. Eine Unstetigkeitsfliche geht in eine

Fliissigkeitaschicht mit Rotation liber, wenn man

von einer ideal reibungslosen Fliissigkeit zu einer
Flissigkeit mit innerer Reibung iibergeht.

ik

schwindigkeit. Dagegen ist hier
sehr wohl ein Potentialsprung,
mit anderen Worten eine Zir-
kulation um den Fliigel, mog-
lich, vgl. Nr. 80.

In nicht stationdren Be-
oD
ot
unstetig sein, so daf dann

wegungsvorgingen kann

auch der Betrag von 1 auf der Trennungsfliche unstetig ist.

93. Entstehen von Unstetigkeitsflichen. Den Zusammenhang der
Wirbelbewegung mit den Unstetigkeitsflichen einer Potentialbewegung
erkannten wir in Nr. 92 darin, daB durch eine beliebig kleine innere

L Reibung der Fliissigkeit die Unstetigkeit

E L in der Geschwindigkeit durch einen
stetigen Geschwindigkeitsiibergang mit

m" '%!’/_"Mm' Rotation ersetzt wird.

= T In dem Bereich, in dem der stetige

Ei Ubergang der einen Geschwindigkeit in

Abb. 153, Vereinfachung der Abb.162da-  die andere vor sich geht, haben wir eine

durch, daB man den Ubergang der ver-

schieden groBen Geschwindigkeit linear aus Wirbelfiden gebildete Wirbelschicht,

annimmt; man erhilt damit eine Fliissig-

keltsachicht von konstanter Rotation. 8uBerhalb dieser Schicht Potentialstro-

mung (Abb. 152). Schematisieren wir den
Vorgang dadurch, daB wir annehmen, die Rotation innerhalb der
Wirbelschicht sei konstant, so haben wir eine Geschwindigkeitsver-

teilung wie in Abb. 153.

Lassen wir jetzt die innere Reibung der Fliissigkeit immer mehr
abnehmen, so konvergiert 2 nach Null, d. h. aus der Wirbelschicht
wird eine Wirbelfliche. Eine Unstetigkeitsfliche konnen wir also
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gedanklich durch eine flichenhafte Wirbelverteilung (Wirbelfliche)
ersetzen.

Wirbelbildung 1a8t sich in schwach reibenden Flissigkeiten fast
immer durch Zusammenflu8 von Fliissigkeiten und durch das dadurch
bedingte Auftreten von Unstetigkeitsflichen verstehen. Die erste
Einleitung zur Bildung von Trennungsflichen liegt meist in Vorgingen
in der Reibungszone unmittelbar am Kaérper begriindet.

Als ein erstes Beispiel fiir die Bildung einer Unstetigkeitsfliche bei
einem nicht stationdren Vorgang betrachten wir den Verlauf der
Stromlinien bei der Umstrémung einer scharfen Kante (ebenes Problem).
Beim Einsetzen der Strémung haben wir nahezu Potentialstr6mung

T A

Abb. 1564. Abb. 155.
-~ e
Abb. 166. Abb. 167,

Abb. 154 bis 157. Verschiedene Stadien der Wirbelbiildung einer reibungslosen Filissigkeit
bel der Umstromung einer scharfen Kante.

(Abb. 154). Durch das Anhidufen von Fliissigkeitsmassen in der dem
Koérper anliegenden Grenzschicht nahe der Kante bildet sich weiter
ein Zustand aus wie in Abb. 155. Die weitere Gestaltung des Strom-
linienbildes ist in den Abb. 156 und 157 ersichtlich, wobei wir den
ZusammenfluB an der Kante erkennen. Auf beiden Seiten der von der
Kante ausgehenden Trennungsfliche herrscht Potentialstrémung, in
der Trennungsfliche aber ist ein Geschwindigkeitssprung vorhanden.

Das Potential dieser Strémung anzugeben macht sehr groBe Schwie-
rigkeiten und ist nur in vereinzelten Féllen bis jetzt moglich. Die
Schwierigkeiten ergeben sich durch die Forderung, da8 auf der Tren-
nungsfliche immer zwei Bedingungen zugleich erfiillt sein miissen.
Erstens mul} die Trennungsflache eine fliissige Flache sein (da sie als
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Wirbelfliche aufgefaBt werden kann), zweitens mu auf ihr der Druck
stetig sein. Vgl. hierzu den Prandtlschen Aufsatz: Uber die Entstehung
von Wirbeln in der idealen Fliiseigkeit?.

Wir Iragen uns jetzt: wie groB ist die sekundlich erzeugte Menge
der Wirbelstarke ! Wir losen wieder die Trennungsfliche in der Nihe
der scharfen Kante auf in eine Wirbelschicht von endlicher Dicke

(Abb. 158). In der Wirbelschicht haben wir |rot 1| = %:— . Um die sekund-

liche Menge der Wirbelstarke, d. h. den WirbelfluB zu bestimmen,
haben wir den Querschnitt festzustellen, der mit den Wirbeln von der
Stérke [rot | erfiillt ist. Ein Flichenelement von der Breite dy wird

vorgeschoben mit der Geschwindigkeit w, so

L S B da8 wir als Wirbelquerschnitt haben:
W1
= — f wdy,
i_’ /4 T ¥a
il und somit als WirbelfluB:
wrrrriir i l _w? W. N w§ — w}
2 - f "’dy =72, 2

)

Abb. 158  Geschwindig- Wie dleser Altlsdruck zeigt, hangt d'ie sekund-
keiteyortellung in = ciner lich erzeugte erbelsté,rke von der Dicke A der

) Wirbelschicht nicht mehr ab, so da man nach-
traglich zur Grenze h = O iibergehen kann, ohne daB das Resultat
sich #@ndert.

Sobald bei dem (nicht stationdren) Vorgang die Geschwindig-
keiten auf beiden Seiten der Trennungsfliche einander gleich ge-
worden sind, d. h. sobald in der Gleichung fiir die sekund-
lich erzeugte Wirbelstirke .

w;, = w, ist, werden keine /_\_)
weiteren Wirbel erzeugt. —///\

Dieser Fall tritt z. B. bei /—\y
Tragfliigeln ein. Wird ein —\/_)
Tragfliigel angeblasen oder N
mit konstanter Geschwin- = ——————0———— >

digkeit durch rubende Luft Abb.159. Stromungsform im ersten Augenblick der
. . . . Umstromung eines Tragfligels (Potentialstrémung).
gefiihrt, so bildet sich im

ersten Augenblick nahezu Potentialstromung aus, etwa wie in
Abb. 159. Nach kurzer Zeit éndert sich dieses Stromlinienbild in das

1 Prandtl, L.: Uber die Entstehung von Wirbeln in der idealen Fliissig-
keit mit Anwendungen auf die Tragfliigeltheorie und andere Aufgaben. Vor-
trage aus dem Gebiet der Hydro- und Aerodynamik (Innsbruck 1922). Heraus-
gegeben von v. Kdrmén und Levi-Civita. Berlin 1923.
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von Abb. 160. Die Wirbelstirke nimmt nun so lange zu, bis w; = w,
geworden ist (Abb. 161).

In diesem Zustand ist auch die Zirkulation um den Tragfliigel
konstant, und zwar ist
sie entgegengesetzt gleich /\
der Wirbelstdrke des ab- /\/
gegangenenWirbels. Denn
fiir eine den Tragfligel //_\—/
geniigend weit umfassen- N
de, fliissige Linie ABCDA ——_\/

in Abb. 162 ist offenbar Abb.160. Die der Abb. 150 zeitlich folgende Strémungs-
ABCDA form: Ausbildung des Anfahrwirbels.

I'= $§mwodsd=0,
da ABCDA eine geschlossene fliissige Kurve zur Zeit der Ruhe war,
und nach dem W.Thomsonschen Satz das Linienintegral der Ge-
schwindigkeit lings einer fliissigen Linie sich zeitlich nicht dndert.

N

=

Abb. 161. Der Anfahrwirbel wichst so lange, bis die Betrige der Ge-
schwindigkeiten oberhalb und unterhalb der Trennungsfliche gleich
geworden sind.

Die obige Behauptung ergibt sich dann daraus, da8 man das Linien-
integral nachtriglich durch die doppelt durchlaufene Linie BED in

zwei Umldufe ABEDA D
und DEBCD zerlegen D—
kann, vgl. Abb.162. Es E
ist nun offenbar A T
ABCDA l 5
$§ wods
—
ABEDA V-]
= § o ds Abb. 162. Die Zirkulation des abgehenden Anfahrwirbels ist
EBCDE in jedem Zeitpunkt %ggg;n%e::gtatug%llelch der Zirkulation
+ § wWodd=0. ’

Der letztere Umlauf enthalt in seinem Innern den Wirbel und hat
also sieher Zirkulation. Der andere, der den Tragfliigel ohne den Wirbel
enthilt, muB also die entgegengesetzt gleiche Zirkulation haben.

Beim Anfahren eines Tragfliigels in ruhender Luft bildet sich also
an der scharfen Hinterkante des Tragfliigels ein Wirbel, der so lange
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wichst, bis w, = w, geworden ist. Von diesem Augenblick an wird
keine Zirkulation mehr erzeugt, der erste Wirbel schwimmt weg, und
die Stromung wird dadurch stationir. Hierin liegt die Erklirung fiir
das Entstehen der Zirkulation um einen Korper.

Die Zirkulation it gleich der algebraischen Summe aller abgegan-
genen Wirbel; bei Schwankungen in der Geschwindigkeit des Trag-
fliigels gehen Wirbel beiderlei Vorzeichens ab, die sich summiert im
Mittel aufheben. Wie wir in Nr. 80 schon gesehen haben, hingt die
Zirkulation eng zusammen mit dem
Auftrieb und zwar derartig, daB bei
stetigen Potentialstrémungen ein Auf-
trieb nur mit Zirkulation méglich ist
(vgl. hieriiber auch Band II).

Als ein Beispiel fiir das Entstehen
von Unstetigkeitsflichen bei statio-
niren Bewegurigsvorgingen betrachten
wir die Strémungserscheinungen um
einen Tragfligel von endlicher Seiten-
linge (dreidimensionales Problem).

Es sei der folgenden Betrachtung
die Tatsache zugrunde gelegt, daB bei
Abb. 163. Schematische Zeichnung der €inem Tragfliigel, der eine Tragkraft
Vorderansicht eines Traglliigels; infolge ausﬁbt, iiber demselben ein Unter-

des Druckgefilles (iiber dem Tragfliigel

herrscht Unterdruck — mit minus bezeich- ii 1 .
R K gl O horaoele e druck, unter dem Tragfliigel ein Uber

plus bezelshnet —), findet ein Umstromen druck herrscht. An den Schmalkanten
der Schmalkanten des Tragfliigels statt. . . A
Die Abbildung ist auf ein Koordinaten- des Tragfliigels findet infolge des dort
SYBteIn Dezogen, I e M gkelt Im oo rhandenen Druckgefilles ein Um-
strémen dieser Kante von unten nach
oben statt, wie in Abb. 163 (Vorderansicht eines solchen Fliigels) er-
kenntlich ist; in der Abbildung ist das Unterdruckgebiet mit -~
und das Uberdruckgebiet mit +++ bezeichnet.

In Verbindung mit der Strémung der Hauptbewegung ergeben sich
Stromlinien von der in Abb. 164 veranschaulichten Form, wobei von
der hinteren Lingskante des Tragfliigels eine Trennungsfliche mit
transversalem Geschwindigkeitssprung sich erstreckt.

94. Labilitdt von Unstetigkeits- oder Trennungsflichen. DaB die
wirklichen Trennungsflichen — soweit sie iiberhaupt beobachtet
werden konnen — wesentlich andere Formen zeigen als die theoretischen,
hat seinen Grund darin, da die Trennungsflichen labil sind. Eine auch
noch so geringe Storung, wie sie in Wirklichkeit immer auftritt, wichst
zeitlich an und &ndert bald vollstandig das Bild der Trennungsfliche.

Rechnerisch geht man ahnlich vor wie bei der Behandlung von

Wasserwellen. Setzt man z = z + ¢ y, so ergibt sich als Stromungs-
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funktion fiir das erste und
zweite Gebiet (iiber und un-
ter der Trennungsfliche):
Fy(z)=A,2+ B et*?-eft,

Fyz)=Ayz+ Bye—te2.¢f2,
wo Az eine gleichformige

Bewegung und Be'ez.eft
die iiberlagerte Storungs-

bewegung ist.

Die Rechnung, die hier
nicht im einzelnen durch-
gefiihrt werden soll, geht
80 vor sich, da8 man aus-
driickt, daB die beiden
Stréme sich dauernd so be-
wegen, daB keine Liicke
und keine Uberdeckung

: : : Abb. 164, Strémung unterhalb (ausgezogene Kurven) und
zwischen ihnen a'Uﬁ‘rltt" und oberhalb (gestrichelte Kurven) der von einem Tragfliigel

daB der Druck an der
Trennungsfliche stetig ist.

ausgehenden Unstetigkeitsfliche.

Wenn auf beiden Seiten der Trennungsfliche kein Unterschied in
der Dichte ist, wohl aber in der Geschwindigkeit, so ergibt sich # immer

komplex und einer der beiden Werte

hat positiven reellen Anteil (der an- a

dere negativen). Der erstere bewirkt
die Labilitit. Solche Uberlegungen,
dienurfiirkleine Amplitudender Sté-
rungsbewegungen gelten, sind beson-
ders von Lord Rayleigh angestellt
worden auch fiir Trennungsschichten
nach Art der Abb. 153. Qualitativ
geht der Vorgang so vor sich:

Bei einer nach Abb. 165a gewell-
ten Trennungsfliche wiirde man im
stationdrenStromungszustand fiir die

untere Stromung in den Wellentélern,

vergroBerte Geschwindigkeit,in den
Wellenbergen verkleinerte Geschwin-
digkeit haben (zusammengedringte
bzw. auseinandergezogene Strom-
linien), alsodort Unterdruck ( —), hier

il

Abb. 165a bise. Labilitit einer Trennungs-
fliche.

Uberdruck (+); fiir die obere Stromung gilt entsprechendes. Diese
Drucke bewirken aber eine VergréBerung der Wellenamplitude.
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Die Wellenform bildet sich somit mehr und mehr aus und wird bald
unsymmetrisch (Abb. 165b, c). Die Wellen iiberschlagen sich schlieB-
lich und spulen sich zu Wirbeln auf (Abb. 165d, e), die dann als selbstén-
dige Wirbelgebilde im allgemeinen wieder im labilen Gleichgewicht sind,
sich gegenseitig beeinflussen und schnell das Stromlinienbild vollsténdig
ungeordnet werden lassen.

XIII. Einflufi der Znsammendriickbarkeit
(Kompressibilitiit).

95. Allgemeine Bemerkungen iiber die Berechtigung, Gase als in-
kompressible Fliissigkeiten zu behandeln. Bisher haben wir (mit Aus-
nahme des II., III. und IV. Kapitels) tropfbare Fliissigkeiten sowie
Gase hinsichtlich ihrer Bewegungsformen und Strémungsgesetze als
gleichartig angesehen und im allgemeinen immer nur von Fliissigkeiten
schlechthin gesprochen. Wir haben dabei die Tatsache unberiicksichtigt
gelassen, daB die Gase — im Gegensatz zu tropfbaren Fliissigkeiten —
zusammendriickbar und dadurch in ihrer Dichte verdnderlich sind.

Da aber die Dichte in den Bewegungsglelchungen wesentlich auf-
tritt, muB eine Anderung der Dichte sich in einer Anderung der Bewe-
gungsform geltend machen. Wir wollen nun vorweg feststellen und in
diesem Kapitel im einzelnen nachweisen, daB die durch die Bewegung
der Gase bedingten Dichtednderungen vielfach so gering sind, daBl man
deren Einwirkungen auf die Bewegungsgleichungen vernachldssigen
kann. Im Gegensatz zu der weitverbreiteten Meinung, daB Gase sich
wegen ihrer Zusammendriickbarkeit wesentlich anders als tropfbare
Fliissigkeiten verhalten, werden wir im folgenden sehen, daB in den
weitays meisten Fillen Gase und tropfbare ‘Flissigkeiten den gleichen
Bewegungsgesetzen gehorchen, daB also im allgemeinen auch Gase bei
ihren Bewegungen als inkompressibel angesehen werden kénnen.

Die Dichte- oder Volumenénderungen kénnen (sofern Wirmezu-
oder -abfuhr auBer Betracht gelassen wird) nur bewirkt werden durch
Druckkrifte auf das Gas, die aber bei Gasen von Atmosphiérendruck
keineswegs gering sind. Denn da die Abhéngigkeit der Dichte ¢ bzw.

des spezifischen Volumens v = L it dem Druck p unter Voraus-
setzung eines adiabatischen Vorgangs durch die Gleichung

p-v* = konst.1

! x ist das Verhaltnis der spezifischen Warme bei konstantem Druck (c,)
bzw. bei konstantem Volumen (c,)
c’
[
und hat fiir Luft von Atmosphirendruck den Wert 1,405.
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gegeben ist, entspricht einer Volumenanderung um 1% eine Druck-
#anderung von 1,405%. Das bedeutet aber bei Luft von Atmosphiren-
druck (10330 kg/m?) eine Druckidnderung von 145 kg/m?2 Man erkennt
also, daB} fiir Drucke dieser GréB8e oder fiir kleinere Drucke die. hier-
durch bewirkten Volumen#énderungen nur gering sind und — wie wir
noch sehen werden — auf die Bewegungsform des Gases kaum einen
Einflu haben.

Fragen wir uns, wodurch die Druckidnderungen eines Gases bedingt
sein konnen, so lassen sich drei Falle unterscheiden. Die Ursache von
Druckinderungen kann sein:

1. Kiinstlich geschaffene Druckunterschiede in Kesseln und Rohr-
leitungen,

2. grofe Hohenunterschiede,

3. sehr groBe Geschwindigkeiten.

Wir werden in diesem Kapitel sehen, welche Einwirkung die Kom-
pressibilitit der Gase auf die Kinematik und Dynamik ausiibt, und
wir werden dabei feststellen, bis zu welchen Héhenunterschieden und
bis zu welchen Geschwindigkeiten man diese Einwirkungen vernach-
lassigen kann, ohne einen merklichen Fehler zu begehen.

96. Beriicksichtigung der Kompressibilitit in der Bernoullischen
Gleichung ; Druckkesselformel. Um den Einflu8 der Zusammendriickbar-
keit von Gasen festzustellen, haben wir in der Bernoullischen Gleichung
fiir stationire Bewegungszustinde:

wT’—}rgh—P:konst.

das Integral
?

|

)

P

I

| &
'blns

zu untersuchen. Setzen wir

9:

Q=

=1
= 7o
wo v =% das Volumen der Gewichtseinheit bedeutet, so ist

P=gfvdp.
7

Da bei den auftretenden Bewegungen im allgemeinen allein adiaba-
tische Zustandsinderungen in Frage kommen, ist der Zusammenhang
zwischen v und p gegeben durch das Adiabatengesetz:

p+v* = konst.
Tictjens, Hydromcchanik. 2. Aufl, 14



210 Dynamik der reibungslosen Fliissigkeiten.

Bezeichnen wir das spezifische Volumen, das dem Druck p, entspricht,
mit v, so ist
pvt = piv;

oder
1—3

®

v = e 1 P11,
p E3
also bei Einfithrung der Héhe der gleichformigen Atmosphére h, = p,v,
(vgl. S. 30)

1—x

v="hep * F,

Dieser Ausdruck fiir » in die Gleichung fiir P eingesetzt, ergibt:

l—x p
~ (4

P=ghopy f—f’
JP

P

1—x x=1 |p
IR e
=ghpy T P T,

x—1
' P o
=gh°x—l<<p1> l)
Setzen wir diesen fiir P gefundenen Wert in die Bernoullische
Gleichung ein, so ergibt sich, wenn noch durch ¢ dividiert wird,
x—1

w? *® N AN .
55 1+ —1(<p1> —1)_ konst.

X

Ist speziell w = 0, so herrschen statische Verhaltnisse. Bezeichnen
wir fiir diesen Fall die dem Druck p, entsprechende Hohe mit k;, so

haben wir
x—1\
h—k1=hoxil<1_<,;’l_> . ) 1)

Wir finden hier wieder die Gleichung, die wir fiir adiabatische Schich-
tungen in Nr. 13 abgeleitet haben.

Handelt es sich um unveridnderliche Hohen oder um geringe Héhen-
unterschiede, so daBl » — A, in der Bernoullischen ‘Gleichung vernach-
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lissigt werden bzw. in die Konstante genommen werden kann, so
haben wir den Zusammenhang der Geschwindigkeit w mit dem Druck p
dargestellt in der Gleichung:

2 x=1
%Jr h‘,,‘—ﬁ—l((}%) g —-l)zkonst. @)

Um uns ein Bild von den Hohenunterschieden zu machen, bei denen
die letzte Gleichung praktisch noch gilt, sei erwihnt, da8 nach Nr. 11
bei gleichformiger Atmosphire einer Héhendifferenz von 80 m eine
Druckénderung von 1% entspricht. Wir sehen also, daB im allgemeinen
alle in Frage kommenden Strémungsvorginge (mit Ausnahme der-
jenigen der Meteorologie) noch innerhalb dieser Héhendifferenz liegen,
so daB wir in allen diesen Féllen mit der obigen Gleichung auskommen,
falls nicht besonders hohe Anforderungen an die Genauigkeit gestellt
werden.

Unter Zugrundelegung dieser Gleichung wollen wir zwei Beispiele
néiher betrachten. Durch die Willkiir in der Annahme der Konstanten
in (2) ist ndmlich noch unbestimmt, welche Geschwindigkeit dem
Druck p, entspricht.

Wir nehmen an, daB p, dem Ruhezustand (w = 0) entspricht, so
dafl die Konstante auch gleich Null ist. Setzen wir dann in (2) wieder
hy = pyv,, 8o erhalten wir die Druckkesselformel:

x——l_
CA

w=Vaomo 21— (2) 7 | ®

also

oder nach (1)
w=7}2g(h — k),

wo h — h, die Hohendifferenz ist, die einer Druckinderung p, — p
entsprechen wiirde, durch die die Geschwindigkeit w erzeugt wird. Fiir
die groBte Geschwindigkeit haben wir mit p = 0

x
Wmax =l/ 29, 1h0-

Ist p, gleich dem Atmospharendruck, so erhalten wir als Maximal

geschwindigkeit eines Gases von 15° C Anfangstemperatur unter Be-
14*
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riicksichtigung von
x x
Pt g = k=W

,405

(h* die Héhe der adiabatischen Atmosphére — 8460 -

w=172g-29000 = 760 m/s.

Dies ist also die Geschwindigkeit eines in ein Vakuum stromenden
Gases.

97. EinfluB der Kompressibilitét aut die Staudruckformel. Wir be-
trachten jetzt den Fall, daB ein Korper sich in ruhender Luft mit einer
gewissen Geschwindigkeit bewegt. Da es sich nur um die relative Ge-
schwindigkeit des Korpers zur umgebenden Luft handelt, haben wir
dieselben Verhiltnisse, wenn sich die Luft um den ruhend gedachten
Korper bewegt.

Die geniigend weit vor dem Korper befindliche und durch den
Korper noch nicht beeinfluBte Luft habe die Geschwindigkeit w, und
den Druck p,. Am Staupunkt haben wir die Geschwindigkeit w, = 0,
der dort herrschende Druck sei p;.

Setzen wir in (2) p, statt p,, so ergibt sich fiir die Konstante:

= 29000 m),

2
Wo

2¢9°

x—1
5|2 -]
Fiir w = 0 und p = p, erhalten wir die Formel fiir den Staudruck:
x—1
gonsl@™ ]

= Do
ho=povo = 70

Mithin:

Setzen wir noch

und Iésen die Gleichung nach p, auf, so erhalten wir

0 ﬂ x—1
2 x—1
P1="Po [1 t } ,
und wenn wir den Staudruck p, — p, mit ¢ bezeichnen,

7= po [(1+ % 1} ”_l)ﬁ—l].

x




EinfluB der Zusammendriickbarkeit (Kompressibilitat). 213

Um zu erkennen, wie dieser Ausdruck mit der einfachen Formel fiir
den Staudruck einer inkompressiblen Fliissigkeit zusammenhingt, ent-
wickeln wir die rechte Seite der Gleichung binomisch und erhalten:

q*po(1+ Qo W5 + 5 (Qowo)z_*__.___l)
oder

_ QoW Qo W3
7="3 (1+47¢po+ )

Unter Beriicksichtigung, daB fiir ein ideales Gas die Schallgeschwindig-
keit
¢ = V" Po

¢=2R8 1+ 4. @)

Wir haben hiermit die allgemeinere Staudruckformel, die bei Beriick-
sichtigung nur des ersten Gliedes der Klammer in die spezielle Stau-
druckformel fiir inkompressible Fliissigkeit iibergeht.

Wir fragen uns jetzt: Bis zu welchen Geschwindigkeiten unter-
scheidet sich bei Beriicksichtigung des zweiten Gliedes von (4) der
Staudruck einer kompressiblen Fliissigkeit von dem einer inkompres-
siblen Fliissigkeit um hochstens 1%, d. h. bis zu welchen Geschwindig-

keiten ist das Korrektionsglied

o o1 PT
4ct = = 100 100

Dies ist offenbar der Fall fiir w, < % .

Nehmen wir Luft von 15°C, so ist T

ist, erhalten wir:

x
p-u ~konst

L4
¢ =340 m/s. Erst bei einer Geschwin- Gl

digkeit von %9= 68 m/s betrigt also plt

der EinfluB der Kompressibilitit von -Lb

Luft auf den Staudruck 1%. Abb. 166. Zusammenhang desvSt,au-
Tragen wir in dem v, p-Diagramm druckes ¢ einer kompressiblen Flﬁsslg

der Abb. 166 den Druck p, am Stau- ket mit dem Staudruck @2, der

punkt des umstromten Korpers sowie I ehRriech bel e e cung

den Druck der ungestérten Luft p, ein,

so ist der Inhalt derjenigen Flache, die durch die Ordinatenachse,

die Geraden p = p, bzw. p = p, und durch die Kurve p-v"=konst.

begrenzt wird (in Abb. 166 wagerecht schraffiert), gleich dem Integral

P—

f vdp. Die Hbhe p, — p, = q dieser Fliche ist der Staudrdck der

P
kompressiblen Fliissigkeit. Den entsprechenden Staudruck einer in-
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2
Qo Wo

kompressiblen Fliissigkeit < ) erhalten wir nun in der Héhe des-

jenigen Rechteckes, das, iiber p = p, errichtet, den gleichen Inhalt
31
besitzt, wie die Fliche [vdp (in Abb. 166 schrig schraffiert).

98. Beriicksichtigungp.der Kompressibﬂitﬁt in der Kontinuititsglei-
chung. Nachdem wir gesehen haben. wie die Beriicksichtigung der
Kompressibilitit die Bernoullische Gleichung beeinflult, wollen wir
jetzt untersuchen, wie sich die Kontinuitatsgleichung éndert, wenn wir
wieder die Kompressibilitit beriicksichtigen. Wir gehen aus von dem
Satz, der die Konstanz der Materie ausdriickt, dal die durch jeden
Querschnitt F eine Stromréhre flieende sekundliche Masse (M) kon-
stant sein muB, d.h. 3 _ p. 0w = konst.

Zur Vereinfachung der weiteren Rechnung fiihren wir als neue
GroBe diejenige Fliache f ein, durch die in der Sekunde die Massen-
einheit flieBt, d. h.

F
=%
Es ist also fwe:l

oder 1
7‘ =pw.

Wenn wir den Ruhedruck mit p, be-

—053p, - Py . . .
Abb. 167. Zusammenhang der rezi- Zeichnen entsprechend einer Dichte g = g,

proken Flache f (durch die die s o . ) .
Masseneinheit pro Sekunde flielt) so ist fiir diesen wegen w = 0

nmit dem Druck.

Lw= 0 N
anderseits ist fiir p = 0, d. h. fiir eine Expansion bis zum vollkom-
menen Vakuum die Dichte g gleich Null, wobei — wie sich aus (3)
ergibt — die Geschwindigkeit ihren Maximalwert erreicht, jedoch endlich

bleibt, so dal auch 0 Wmax = 0

ist. Zwischen diesen extremen Werten der Geschwindigkeiten w = 0

und w = wpy,, ist aber pw = —;— endlich und von Null verschieden, d. h.

die Funktion % von p hat zwischen den Werten von p, die diesen Ge-

schwindigkeiten entsprechen — d.i. p = p, baw. p = 0,— wenigstens
ein und, wie die nihere Untersuchung zeigt, nur ein Maximum (Abb. 167).

Tritt aus einem Raume, in dem Ruhe herrscht (w = 0), ein Gas-
strom in einen Raum von geringerem Druck bzw. in ein vollkommenes
Vakuum (p = 0}, so nimmt mit abnehmendem Druck die Geschwindig-

keit nach (3) zu. Dabei wiichst zunichst pw = %, d. h. der Stromfaden-

querschnitt (f) wird mit zunehmender Geschwindigkeit kleiner (wie bei
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inkompressiblen Fliissigkeiten). Das hat seine Ursache darin, daB bei
den zunidchst auftretenden maBig groBen Geschwindigkeiten die ver-
hiltnismaBige Zunahme der Geschwindigkeit groBer ist als die durch die
Druckverminderung bedingte verhéltnismiBige Abnahme der Dichte

(‘i,_w > — d—;’—) Bei weiterer Druckabnahme bzw. Geschwindigkeits-

zunahme kehren sich diese Verhiltnisse jedoch um. Wahrend niamlich
die durch die weitere Druckabnahme bewirkte Geschwindigkeit allméih-
lich immer langsamer wichst und fiir p = 0 einem endlichen Grenzwert
zustrebt, nimmt die Dichte unbegrenzt ab, so da8 das Produkt pw
schlieBlich wieder abnimmt und sich dem Wert Null nihert. Das heiBt
aber, daB der Stromfadenquerschnitt, nachdem er fiir eine gewisse
Geschwindigkeit einen geringsten Wert gehabt hat, bei weiterer Ge-
schwindigkeitszunahme wieder gréer wird.

Wir wollen den Zustand, fiir den der Stromfadenquerschnitt seinen
kleinsten Wert erreicht, fiir den also gw ein Maximum ist, noch etwas
naher untersuchen. Fiir diesen Fall mull offenbar

dlpw)  dw do

ap ~Cap T =0

sein. Wir betrachten zunichst den ersten Teil :—: Unter Vernach-

lassigung der Schwerkraftwirkung und bei Annahme einer stationiren
eindimensionalen Stromung (ds sei ein Wegelement) ergibt die Euler-
sche Gleichung

dw 1 dp
W = T o ds
oder
dw 1
dp T ow

. d .
Fiir den zweiten Teil des Ausdruckes wa% haben wir unter Benutzung

der in Nr. 62 abgeleiteten Beziehung

dp _ 2
do =¢
oder
do
Wip T

d do .
Setzen wir die beiden gefundenen Ausdriicke fiir —d% und wz—% in

die Gleichung _¢1$Tm= 0 ein, so haben wir:
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Wir sehen also, daB fiir das -Maximum von gw, d. h. fiir das Minimum
des Stromrohrenquerschnittes f, die Stromungsgeschwindigkeit w gleich
der dem dortigen Zustand entsprechenden Schallgeschwindigkeit ist.

Ob der Stromréhrenquerschnitt mit steigender Geschwindigkeit
abnimmt wie bei inkompressiblen Fliissigkeiten oder wie bei Gasen
mit Geschwindigkeiten unterhalb der Schallgeschwindigkeit, oder ob
er zunimmt wie bei Gasen mit Geschwindigkeiten oberhalb der Schall-
geschwindigkeit, ist ein ganz fundamentaler Umstand, der die ganzen
Strémungsformen unter und iiber der Schallgeschwindigkeit wesentlich
verschieden werden laft.

99. Einflu8 der Zusammendriickbarkeit auf die Stromlinienform bei
Stromungen mit Unterschallgeschwindigkeit. Wir kniipfen an die in
Nr. 96 abgeleitete Druckkesselformel (3) an und erhalten, wenn wir

1
g

v =

setzen und (3) nach p auflosen:
x—1 . w? gl>',_:T
*® 2p, ’

p=p1(l——_

wo p, den der Geschwindigkeit w = 0 entsprechenden Kesseldruck
bedeutet. Anderseits ist

PV =Py vy
oder
1
— P\~
Q_Ql<p!) ’
mithin
1
_ x—1 glw’ *—1
Q“Ql(l— x 2131) .

Durch binomische Entwicklung erhalten wir daraus:

1 p,w?

9=Q<1_§—§ ) +>

oder mit

xh _
151 cf,

wo ¢, die Schallgeschwindigkeit fiir den Kesselzustand bedeutet,

9291(1__1_"’_2_}_...). (5)

2
2 ¢t

Wir fragen uns zum SchluB dieses Kapitels noch: Fir welche Ge-
schwindigkeit wird die Abnahme der Dichte 1% betragen ? Offenbar,
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. Lo 1wt 1 "
wenn das Korrektionsglied 7°d = 100 betrigt, d. h. wenn

1/ 2 4
=0t =15 12

ist. Nehmen wir Luft von Atmosphérendruck und 15°C, also eine
Schallgeschwindigkeit von ¢, = 340 m/s, so ergibt das:

w=%}}/§ =48m/s.

Wir sehen also, da8 der Fehler, den wir begehen, wenn wir Luft
als inkompressibel annehmen, in der Kontinuitétsgleichung oder,

anders gesagt, in der Stromlinienform (g w == i/), groBer ist als in der

Staudruckformel. Bei der Staudruckformel hatten wir einen Fehler
von 1% bei einer Geschwindigkeit von w = 68 m/s, wihrend in der
Kontinuitatsgleichung schon eine Geschwindigkeit von w = 48 m/s
einen Fehler von 1% bewirkt.

Im dibrigen sehen wir aus den beiden Abschidtzungsformeln (4)
bzw. (5), daB der Fehler, der in der Annahme der Gase als inkompres-
sible Fliissigkeiten liegt, mit dem Quadrat der Geschwindigkeit wichst;
so ergibt in der Kontinuitdtsgleichung die Annahme der Volumen-
besténdigkeit von Gasen bei rund 100 m/s einen Fehler von 4%. Dieser
Fehler ist jedoch bei sehr vielen Anwendungen noch innerhalb der
ertraglichen Grenzen.

XIV. Impuls- und Energiesatz.

100. Der Impulssatz tiir stationdire Bewegungsvorginge. Der be-
sondére Wert des Impuls- und Energiesatzes ist der, da8 man durch
seine Anwendung auf physikalische Vorginge Aussagen erhalten kann
allein aus der Kenntnis des Zustandes auf der Begrenzungsfliche
eines bestimmten Gebietes, ohne im einzelnen von den Vorgingen
im Innern des Gebietes Kenntnis zu haben, ohne den ,,Mechanismus*
des Bewegungsvorganges zu verstehen. Man kann einerseits haufig
in denjenigen Fallen, in denen die Differentialgleichungen des betrach-
teten Vorganges nicht aufgestellt oder wenigstens nicht integriert
werden kénnen, durch die Anwendungen des Impuls- oder Energie-
satzes Aufschlu} erhalten tiber die Bewegung, wie sie in grolen Ziigen
ohne Beriicksichtigung von Einzelheiten vor sich geht, anderseits hat
man in dem Impuls- bzw. Energiesatz ein bequemes Mittel, die Er-
gebnisse, die man durch Lésung der betreffenden Differentialgleichungen
hat gewinnen kénnen, auf ihre Richtigkeit zu priifen.
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Allerdings hat der Impulssatz — wie wir noch sehen werden —
nur praktische Bedeutung fir stationire Bewegungsvorginge oder fiir
im Mittelwert stationdre Bewegungen, d.h. fiir solche wirbligen und
unregelméBigen Bewegungen, die eine stationire Hauptbewegung er-
kennen lassen (besondere Beachtung ist in letzterem Fall einer rich-
tigen Mittelwertbildung zu schenken). Wahrend der Impulssatz sich
auch auf Vorginge anwenden lat, in denen durch Reibung ein Energie-
verlust stattfindet, trifft das fiir den Energiesatz nicht zu, da hier
die durch Reibung entstandene thermische Energie als Unbekannte
darin stehenbleiben wiirde, so daB der Satz keine Aussage iiber die
Bewegung mehr liefert. Anderseits sind es gerade die nicht stationéren
Vorginge, liber die man in gewissen Fillen durch den Energiesatz
Aussagen erhilt, wihrend die stationdren Bewegungen (bei Vernach-
lassigung der Reibungsarbeit) hier regelmiBig triviale Aussagen von
der Form Null gleich Null ergeben.

Der Impulssatz 1iBt sich auf zwei verschiedenen Wegen ableiten:
Entweder geht man aus von dem Schwerpunktsatz (bzw. Flachensatz)
der allgemeinen Mechanik (diese Ableitung hat den Vorteil einer be-
sonderen Anschaulichkeit), oder man nimmt die Eulersche Gleichung
als Ausgangspunkt (in diesem Fall kommt es darauf hinaus, Volumen-
integrale in Oberflichenintegrale umzuwandeln).

Wir geben zunichst die erste Ableitung des Impulssatzes, gehen
also aus von dem Schwerpunktsatz der allgemeinen Mechanik: Die zeit-
liche Anderung der Impulse oder BewegungsgroBen ( Smi) eines ab-
gegrenzten Massensystems diskreter Massenpunkte ist gleich der Summe
der von auflen auf das System wirkenden Krifte

2 (Smw) = %,

wo 3P die Summe aller duBeren Krifte bedeutet, d. h. derjenigen
Krifte, die von nicht zum System gehoérigen Massen auf Massen des
Systems ausgeiibt werden (die inneren Krifte, d. h. diejenigen Krifte,
die die zum System gehérigen Massen aufeinander ausiiben, heben sich
— wie die Mechanik lehrt — nach dem Prinzip von actio und reactio
gerade auf).

Bei dem Ubergang vom System diskreter Massenpunkte zur Fliissig-
keit — aufgefaBt als Kontinuum — geht die Summe Ymv iiber in
das Integral [wdm = &, mithin lautet der Schwerpunktsatz:

=4 fmin=3s. ®

Die Anderung des Gesamtimpulses in der Zeiteinheit eines von einer
flissigen Fliache eingeschlossenen Gebietes ist gleich der Resul-
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tierenden der duBeren Krifte. Es ist dabei zu beachten, daB die betrach-
tete Fliissigkeitsmenge dauernd aus denselben Fliissigkeitsteilchen zu
bestehen hat, damit der Satz der Mechanik von Massensystemen un-
mittelbar angewandt werden kann. Diese Fliissigkeit ist mithin durch
eine fliissige Fliche von der iibrigen Fliissigkeit abzugrenzen. Es ist
also nicht angingig, daB wihrend der Untersuchung (zeitliche Dif-
ferentiation) nicht zum System gehorige Fliissigkeit durch die Grenze,
die wir einmal gezogen

haben, ein- oder austritt. 2T ST
o /7 N\
Betrachten wirin Abb.168 K mdt Y
eine durch die fliissige o] ! n
Flache ¢ abgegrenzte Flis- A\ !

A <

sigkeitsmenge, so erfolgt die
zeitliche Anderung der Be- Abb. 168. Eine in einem Zeitelement d¢ verschobene,
wegungsgroBe & dieser ab-  von der fliissigen Flache § begrenzte Fliissigkeitsmasse.
gegrenzten Fliissigkeit in der
Weise, daB einerseits die Geschwindigkeiten im Innern des betrachteten
Gebietes sich 4ndern koénnen, und dafl anderseits die begrenzende fliissige
Flache  sich verschiebt (in Abb. 168 ist die in dem Zeitelement d¢ ver-
schobene fliissige Fliche ¥ gestrichelt gezeichnet). Ist jetzt der Be-
wegungsvorgang stationir, wird also jedes Fliissigkeitsteilchen im Ver-
lauf eines Zeitelementes an dem festgehaltenen Ort durch ein anderes
Fliissigkeitsteilchen von gleicher Geschwin- A B
digkeit ersetzt, so bleibt fiir die zeitliche An-
derung des Impulses der durch {§ abgegrenzten
Fliissigkeitsmenge nur die Anderung der Bewe-
gungsgroBe, die durch die Verschiebung der fliis-
sigen Fliche bedingt ist. Wir kdnnen diese Ver-
schiebung der flissigen Fliche noch in anderer
Weise deuten:

Betrachten wir eine raumfeste Flache, die Abb. 165, Das durch cin
zu einem beliebigen Zeitpunkt f, mit der fliis- Flachenelement d einer

. . .. . raumfesten Fliche in
gigen Fliche § zusammenfallen moge, so ergibt cinem Zeitelement durch-

sich bei der Verschiebung der flissigen Flache § 8echobene Flissigkeitsvo-
ein Impulstransport durch diese raumfeste Flache.

Bezeichnet in Abb. 169 A4 einen Teil der im Raume festen Fliache,
die zur Zeit ¢, mit der flissigen Fliche § zusammenfiel, und be-
zeichnet B B einen Teil der fliissigen Flache zur Zeit ¢, + d¢, so ist —
wenn wir die #ullere Normale der geschlossenen Flichen positiv
rechnen — das durch das Flichenelement d der raumfesten Flache 4 4
in der Zeiteinheit geschobene Volumen d§ o wdt und die in der Zeit-
einheitdurchdasFlichenelementd §§ getretene BewegungsgriBealsogleich

edF o v,
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Die durch die Verschiebung der fliissigen Begrenzungsfliche bedingte
Anderung des Gesamtimpulses in der Zeiteinheit ist somit gleich der
Resultierenden der durch eine raumfeste Begrenzungsfliche in der
Zeiteinheit hindurchgetretenen ImpulsgroBen:

9 o FedFonmmw, (@)

in Komponenten

aJ,
1t = odF|w|cos(n,w)u,
aJ,
= = fodF|w]cos (n,w)v,
daJ,
g = odF|w|cos (n, w)w,

wo n die nach auBlen gerichtete positive Normale bedeutet. Ist speziell
dF senkrecht zur z-Richtung, so wird die durchgeschobene Masse
¢ dFu und

de: = fodFu’,

ist d F senkrecht zur y-Richtung, so ist die durchgeschobene Masse gd Fv

und
d;t' = ffnguv

usw.

Die geschlossene raumfeste Fliache, iiber die sich die Integration
erstreckt, nennen wir die Kontrollflache. Wir haben somit den
Satz abgeleitet, daB fiir einen stationdren Bewegungsvorgang die
sekundliche Andejung des Gesamtimpulses einer Fliissigkeitsmenge
gleich ist dem ImpulsfluB durch die Kontrollfliche.

Die rechte Seite von (1), die Summe aller duBeren Krifte, setzt
sich (bei Voraussetzung reibungsloser Fliissigkeit) zusammen aus:

1. den Druckkriften lings der Kontrollfliche: — g pdF (vek-
torielle Integration; a-Komponente: — ‘g pdF cos (n, ) usw.). Das
negative Vorzeichen tritt deshalb auf, da wir die nach innen gerichtete,
auf die Kontrollfliche wirkende Kraft als Druck bezeichnen, und diese
Richtung entgegegesetzt der positiv gerechneten AuBennormalen ist;

2. den eingepriagten Kriften, insbesondere der Schwerkraft:
JIfesav;

3. den Fremdkriften, d. h. den Kriften, die von auBen auf in der
Fliissigkeit befindliche Korper ausgeiibt werden: 3'9P,. In der ab-
gegrenzten Fliissigkeit befinden sich z. B. Kérper, die mit ihren Be-
festigungsvorrichtungen aus der abgegrenzten Fliissigkeit herausragen,
und auf diese Kérper werden durch die Haltevorrichtungen von auBen
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Krifte ausgeiibt. Man kann das Oberflachenintegral der Drucke p auch
iiber die Oberflichen der in der Fliissigkeit eingeschlossenen Fremd.
korper mit erstrecken und hat in diesem Fall die Fremdkrifte nicht
mehr besonders in Rechnung zu setzen. Es ist aber hiufig bequemer,
mit den Fremdkraften unmittelbar zu rechnen.

Wir haben somit fiir den Impulssatz den Ausdruck:

FodFoww=[[fogav—FpriF+3I%, 3)

oder, wenn — wie es meistens der Fall ist — die Schwerkraft vernach-
lissigt werden darf,

FodForwnw+ FpaF =3 %,. (38)
In Worten:

Bei stationdren Bewegungen einer reibungslosen Fliissigkeit ist
der ImpulsfluB durch die ein bestimmtes Volumen abgrenzende raum-
feste Kontrollfliche gleich der Resultierenden aus dem Druckintegral
auf der Kontrollfliche und den auf die eingeschlossene Fliissigkeit wir-
kenden Massenkriften und Fremdkraften.

Hiufig fragt man nicht nach den Kriften, die von auBen auf die
Fliissigkeit ausgeiibt werden — wie wir es bisher getan haben —,
sondern es handelt sich in vielen Fallen
umgekehrt darum: welche Krifte werden
von der Fliissigkeit nach auBen, z. B. auf
in der Fliissigkeit befindliche (nicht zum
System gehorige) Kérper wie Schaufeln,
Tragflichen usw: ausgeiibt ? Diese ent-
gegengesetzte Fragestellung kommt offen- .~ - 0 o e aller
bar auf einen Vorzeichenwechsel in den Druckiritte, die die gimem%:;
Kriften hinaus. Wir haben hier die ana- gieich dem Impulstransport durch
logen Beziehungen wie bei der Unter- dle Fikchen §: und §s.
scheidung von actio und reactio. Um dieses einzusehen, betrachten wir
eine Stromung zwischen zwei gekriimmten Wanden (Abb.170). Wir legen
die gestrichelt gezeichnete Kontrollflaiche, wie in Abb. 170 angegeben.
Fremdkorper sind in diesem Fall nicht vorhanden, so daB wir unter
Vernachlassigung der Schwerkraft fiir den Impulssatz haben:

ﬁgd%}omm= —ﬁpd%.

Der Impulstransport findet der festen Wiande wegen nur durch die
Flichen §, und §, statt. Fir den durch die Flache §, tretenden Impuls-
fluB haben wir, da die Richtung der Geschwindigkeit v entgegen-
gesetzt der des Flachenvektors §, ist,

—oF|w,|w,.
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Die diesem ImpulsfluB entsprechende Kraft §;, die mit &, (s. unten)
zusammen von der Wandung auf das abgegrenzte Volumen iivertragen
wird, hat somit den Betrag ¢ Fw? und die zu i, entgegengesetzte
Richtung. Entsprechend ergibt sich fiir den durch §, tretenden Impuls-
fluB die Kraft ®,, deren Betrag gleich g F'w? und deren Richtung gleich
der von v, ist (da die Richtung von 1w, mit der von {, iibereinstimmt).
Die Resultierende von &, und &, d. i. &, entspricht somit dem Impuls-
transport durch §, und $, und ist demnach die Resultierende aller
Druckkrifte, die die festen Fiihrungsflichen auf die Fliissigkeit aus-
iben.

Dieser Kraft & entspricht nach dem Prinzip von actio und reactio
eine gleich groBe und entgegengesetzt gerichtete Reaktionskraft, die

das Wasser auf die Fiihrungsflichen aus-

yd \\\ iibt. Fir die nach auBen gerichtete
/' . Kraft &, haben wir eine gleich groBe nach
2 innen gerichtete Reaktionskraft R, des

®2 R, Wassers auf die Oberfliche. Ebenso er-
gibt sich fiir die nach auBen gerichtete

AN Kraft ®, eine gleich groBe aber nach
innen gerichtete Reaktionskraft R,

// N y
(]
M (Abb. 171).
; f Wir konnen also sagen, daB dem

Abb. 171. Die nach dem Prinzipvon €iDtretenden ImpulsfluB eine entgegen-
3o, Whd Teactio et resultierenden  gesetzt gerichtete Kraﬁ:, und (.iem aus-
entgegengoectst glelch Erode, Xait tretenden ImpulsfluB eine glelch.gerlch-
feste Wandung ausgeiibt. tete Kraft entspricht, wenn es sich um
die Kraftwirkung von auBlen auf das
System handelt (Abb. 170); fragen wir jedoch nach der Kraft, die
das System nach auflen abgibt, so entspricht umgekehrt dem ein-
tretenden ImpulsfluB eine gleichgerichtete Kraft und dem aus-
tretenden Impuls eine entgegengesetzte Kraft (Abb. 171). Im ersten
Fall ist die Kraft immer nach auBen, im zweiten Fall immer nach
innen gerichtet.
Vom Impulssatz, der eine Vektorgleichung darstellt, werden meistens
— wie wir an Beispielen noch sehen werden — nur einzelne Kompo-
nentenaussagen verwendet. Auch pflegt man meist die Kontrollfliche
so zu legen, daB der ImpulsfluB durch einen Teil derselben verschwindet.
Man kann die Impulsgleichung (3) auch leicht aus der Eulerschen

Gleichung ableiten: Es war nach 8. 101

9(%3}+mol7m)=99—gr&dp;

wenn wir beriicksichtigen, daB
Po(ow)=Fomw)w +mwol v
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ist, und wenn wir weiter eine volumenbestindige Fliissigkeit voraus-
setzen (diviv =V o tv = 0), so erhélt man, wenn die Gleichung noch
mit dem Volumenelement dV multipliziert und iiber das abgegrenzte
Volumen integriert wird, die Beziehung:

Jfe%zav+[[fev e wmav = [[fegav— [[[erdpav.

Nach dem GauBschen Satz (vgl. Nr. 46) ist jedoch
) J[fvemim)d?=FdFomww
2) [[[eradpav = §pds.

Setzt man jetzt voraus, dal der Bewegungsvorgang stationir ist
(o
at

und

=O>, so erhilt man in Ubereinstimmung mit (3)

FodForww=[[fogdV - FpaF.

Die in Gl. (3) aufgefiihrten Fremdkrafte 3 B, sind bei der vorliegen-
den Darstellung in dem Druckintegral mit enthalten, das iiber die Ober-
flichen der Fremdkorper mit zu erstrecken ist.

Geht man aus von dem Fliachensatz der Mechanik diskreter Massen-
punkte, daB die zeitliche Anderung des Impulsmomentes um einen
Punkt oder eine Achse gleich ist dem resultierenden Moment der Krifte

4 (Smrx<m) = TP,

so erhilt man — analog der Beziehung des Drehmomentes zur Kraft —
auch den entsprechenden Momentensatz des Impulses:

ggd{”yomr><m=fffgt><ng—ﬂpr><d%+2:><‘B,.

101. Erweiterung des Impulssatzes fiir ,,in Mittelwerten stationiires
Fliissigkeitshewegungen. Fiir nichtstationire Bewegungen lassen sich
die Impulssitze zwar aufstellen, aber man hat im allgemeinen keinen

Gewinn davon, da das Integral ”fg 8(_;;) dV sich meist nicht in ein

Oberflichenintegral umformen 148t, und daher durch dieses Glied
der Vorteil des Impulssatzes, nur Aussagen iiber die Zustinde an der
Kontrollfliche zu enthalten, verloren geht. Die Anwendung auf nicht-
stationdre Strémungen wird aber moglich, wenn es sich um periodische
oder andere Stromungen handelt, die einen stationiren Mittelwert der
Geschwindigkeit besitzen, so daB eine ,,Grundstréomung*“ (eben durch
diesen Mittelwert gebildet) und eine dariiber gelagerte Schwankung
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regelméBiger oder auch unregelmiBiger Art vorhanden ist. Der Impuls-
satz liefert hier fiir die Mittelwerte iiber lingere Zeit Aussagen, die nur
die Zustinde an der Kontroliflache enthalten, da die das Innere betref-
fenden Mittelwerte herausfallen.

Ist die Geschwindigkeit eines Fliissigkeitsteilchens des durch die
Kontrollfliche abgegrenzten Fliissigkeitsgebietes

w=m 4w,

wo 1 der stationiare Mittelwert und w’ die Schwankung um den Mittel-
wert sein mége, so ergibt sich, wenn wir den Mittelwert von v bilden
(Mittelwertbildung sei immer durch Uberstreichen ausgedriickt),

mithin

r—a—, =v,
d.h. bei in Mittelwerten stationiren Bewegungsvorgéngen ist der Mittel-
wert der Schwankung ihrer Definition gemiB identisch Null.

Setzt man also bei der Anwendung des Impulssatzes im Innern
des abgegrenzten Gebietes fiir jeden Impulsbeitrag seinen Mittelwert,
so fallt dieser, da er stationér ist, bei der Impulsinderung fort.

An der Kontrollfliche handelt es sich aber um die Mittelwertbildung
von quadratischen Ausdriicken in”w, wie z. B. von 42, uv usw., wenn
u, v, w die rechtwinkligen Komponenten von v sind.

Nun ist aber

W= (u+uwP=u+2uw+u?,

also wegen %’ =0

Ebenso ist

wv=(a4+u)(v+v)=uv+uwo-tuv+uwv

also wegen ' =0 und v’ =0:
uv =uv +wv.

Der Mittelwert des Schwankungsquadrats «'? ist als Mittelwert
von lauter positiven Werten immer > 0; der Mittelwert des Produktes
u’ v’ kann ebenso positiv wie negativ, wie auch = 0 sein. Er ist z. B.
positiv, wenn in den iiberwiegenden Fillen positive %’ mit positiven
v’ und negative «’ mit negativen v’ zusammentreffen.

Bezeichnet p=p + " den Druck, wo p den stationiren Mittel-
wert und p’ die Schwankung um den Mittelwert bedeutet, so ist, wie
bei der Geschwindigkeit, der Mittelwert der Druckschwankung gleich
Null.
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Selbst dann ist der Impulssatz noch anwendbar, wenn zwar keine
stationdre oder im Mittel stationire Bewegung vorhanden ist, aber
eine teilweise stationire Bewegung, wo in einem Teil der Flissigkeit
periodische Vorginge auftreten (z. B. Kdrman-Wirbel, vgl. Bd. II).
In diesem Fall ist nach einer Periode das Strémungsbild am Fremd-
korper wieder das gleiche. Das Bezugssystem wird so gelegt, daBl das
Wirbelsystem stationér ist; die Kontrollfliche besteht aus einer Ebene
durch das Wirbelsystem und einer Fliche, die ganz im ungestorten

L/m/ hinzu gekommenes

i.— ....... e / Gebiet

Abb. 72. Anwendung des Impulssatzes auf periodische Vorgiinge (Kdrmgn-Wirbel).

Gebiet verlauft und den Kérper einschlieBt (Abb. 172). Ist der Kérper
um den Weg einer Periode vorgeriickt, so kommt zum Druck- und Im-
pulsintegral auf der Kontrollebene noch die Impulsvermehrung im Innern
gegeniiber der ungestorten Fliissigkeit hinzu, iiber die ein Volumen-
ir‘ltegral zu erstrecken ist. Der Impulssatz liefert in diesem Fall den
Mittelwert der Kraft am Korper fiir eine Periode.

102. Anwendungen des Impulssatzes. Wir wollen jetzt an einigen
einfachen Beispielen zeigen, wie schnell und mit wie geringer Miihe
man durch die Anwendung des Impuls-
satzes gewisse summarische Aussagen liber
Stromungsvorginge erhilt, ohne daff man
von den Einzelheiten der Bewegung Kennt-
nis zu haben braucht.

1. AusfluBl aus einem GefaB. Ver-
nachldssigen wir fiir den austretenden
Fliissigkeitsstrahl die Schwerkraft, so er-
gibt (3a), da keine Fremdkoérper in der
Flﬁssigkeit sind, die von auBen Kraft- Abb.173. Dem nach rechtsgerichteten

. Fliissigkeitsstrahl entspricht cine nach
erkungen erfahren: links gerichtete Reaktionskraft, die

das GefiB bei reibungsloser Lagerung
foiFormmw=——Fpag=2.

nach links beschleunigt.
Legen wir die Kontrollfliche, wie aus Abb. 173 ersichtlich, und nehmen
wir an, daBB die Geschwindigkeit v der Fliissigkeitsteilchen iiber dem
Tictjens, Hydromechanik. 2. Aufl. 15
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Strahlquerschnitt §, konstant ist, so ergibt sich als ImpulsfluB (¢ = konst.

angenommen):
dF o 1w =pF,|w|1w= stzl‘{
e e »

(% ist ein Richtungsfaktor vom Betrage 1).

Diesem austretenden Impulsflu entspricht nach Nr. 100 eine ent-
gegengesetzt gerichtete Reaktionskraft vom gleichen Betrage. Be-
zeichnen wir den Druck im Innern des GefédBes mit p, und den Aufen-
druck (Atmospharendruck), den wir im Strahl als vorhanden annehmen
kénnen, mit p,, so ist nach der Bernoullischen Gleichung 8. 111

w? = 2‘%‘&’. Mithin erhalten wir fiir die Reaktionskraft:
P= 2Fs(p1—p0)‘

Wiirde das GefaB auf (reibungslosen) Rédern stehen, so wiirde es sich
unter der Kraft von P in der entgegengesetzten Richtung des aus-
flieBenden Strahles beschleunigen; wollte man das verhindern, ' so
miifte man (in Ubereinstimmung mit Nr. 100) auf das GefaB und da-
durch auf das Wasser von auflen eine Kraft ® = — P einwirken lt%ssen.

DaB in dem Ausdruck fiir die Reaktionskraft der doppelte Strahl-
querschnitt auftritt, hat seinen Grund darin, daB aufler dem Wegfall
des statischen Uberdruckes F,(p, — p,) an der Offnung infolge der
Zustromung zur Offnung ein weiterer Druckabfall lings der Wandung
—————————— 9 in der Umgebung der Offnung vor-
handen ist, der, wie wir aus dem
Impulssatz erfahren, noch einmal die
{ gleiche Kraft liefert wie der Druck-
| ausfall iiber dem Strahlquerschnitt.
£ b 2. Bestimmung der Kontrak-
*~ tionsziffer einer Borda-Miin-
dung. Bezeichnet F den Quer-
schnitt der Borda-Miindung und F,
den Querschnitt des die Kontroll-
fliche durchstoBenden Strahles, so
b oo _J' wird die Kontraktionsziffer o definiert

Abb.174. Bestimmung der Kontraktions- durch die Gleichlmg
ziffer einer Borda-Miindung.
F,=aF.

Legen wir die Kontrollfliche wie in Abb. 174 ersichtlich, so ergibt
sich unter den gleichen Voraussetzungen wie im ersten Beispiel

FpaF=ofFdFornw

o
=9st"fw_

NV

————————— e —
|

=2F,(p, — Po) 2.

w
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Da nun auf allen Wandflichen, deren Druckkrifte Komponenten in
der Strahlrichtung besitzen, der volle Uberdruck herrscht, muB3 der
Wegfall des Uberdruckes im Miindungsquerschnitt: F(p, — p,) gleich
dem Strahlimpuls sein. Mithin

F(p,— po) = 2F,(p, — Do)
d. h.

1 1
Fy=5F oder o=-.

3. Reaktion einer durch einen gekriimmten Kanal flie-
Benden Fliissigkeit. Wir beziehen uns auf Nr. 100 (Abb. 171), wo
wir gesehen haben, daB dem durch {, und %2 tretenden Impulsflu

9F1w17“ QFeuz w,

die Reaktionskraft des Wassers auf die Kontrollfliche R; + R, = R
entspricht. Diese Kraft wird — wenn wir von der Sthwere absehen —
vom Oberflichendruck des Wassers gegen die Kontrollfliche auf-
genommen. Der Oberflichendruck besteht nun aber aus den Drucken
gegen die Kanalwinde, vermehrt um die Drucke an den KEintritts-
bzw. Austrittsflichen F121 + F2p,- Fiir den Reaktionsdruck der Flissig-
keit auf die Winde (Ry) allein haben wir somit

1] o ~
ERW:QF1W¥7DTI*9F2W§;:;_ §101 — Faba-

Wenn die Flichen ¥, und {, gerade senkrecht zu den Geschwindig-
keitsvektoren w, und w, gewéahlt werden, dann kann, da die Richtung
des Vektors ; entgegengesetzt der-
jenigen von ,, die Richtung von ,
aber der von 1, gleichgerichtet ist, auch
geschrieben werden:

Ry = _98'1")%“ TP — 0 & wE — Fa P2
oder

72
Ry = — Fr @i +p) — Faloud+po).  * or 2%

Abb. 175. Reaktion einer durch einen
In Abb. 175 ist die resultierende Reak- 8ekrimmten Kanal (bzw. Rohr)

flieBenden Fliissigkeit.
tionskraft der Fliissigkeit auf die Winde
(Ry) aus den Komponenten — §, (ow2 + p;) und — &, (ows + p,)
konstruiert.

4. Plotzliche Erweiterung eines Rohres. Es trete ein
Fliissigkeitsstrahl aus einem zylindrischen Rohrstick vom Quer-
schnitt %, in ein weiteres ebenfalls zylindrisches Rohr mit der Quer-
schnittsfliche &,. Da der (mit der Geschwindigkeit 1,) austretende
Strahl sich in einer labilen Bewegung befindet, so wird er sich mit der

1H*
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umgebenden Fliissigkeit vermischen und schlieBlich nach der Ver-
mischung (in geniigender Entfernung vom Strahlaustritt) ungefihr-
gleichférmig mit einer mittleren Geschwindigkeit v, in dem weiteren
Rohr abstromen. Der Fliissigkeitsdruck im Strahl moge dort, wo er
das engere Rohr verlaf8t, p, und dort, wo er sich mit der umgebenden
Flissigkeit durchmischt hat, p, sein. Es laft sich nun die Druck-
differenz p, — p; mit Hilfe des Impulssatzes berechnen, ohne da8 die
Einzelheiten des Mischungsvorganges bekannt wiiren.

Da Fremdkrifte nicht vorhanden sind, so haben wir fiir den Impuls-
satz, wenn wir die Schwerewirkung

| ppioiaint SN Q_'.‘q'—& . oy
STl G = S - vernachlissigen und Homogenitit der
X —— —_ c e . N

kS 2 t= "2 Fliissigkeit voraussetzen,

Abb. 176. Plitzliche Erweiterung 0 g dF om0 = — ﬁ pdy.

eines Rohres.

Legen wir die Kontrollfliche so wie
in Abb. 176 angegeben, so bleibt nur ein Impulsflufl durch die Flichen
%, und F,, so daB wir haben:

9F2w§'"9F1w¥: — Fy(pe — py)

und mit Beriicksichtigung der Kontinuitatsgleichung fiir volumen-
bestindige Fliissigkeiten
Fow, = Fyuw,,

P2 — Py = Quy (U — Wy) .

Hiermit haben wir die Drucksteigerung berechnet.

Wiirden wir in einem sehr allmahlich sich erweiternden Rohr von
der kleineren Querschnittsfliche $%, mit dem Druck p; zum gréBeren
Querschnitt §, mit dem Druck p; iibergegangen sein, so dafB sich auf
diesen Vorgang die Bernoullische Gleichung anwenden laBit, so er-
gibt sich als Drucksteigerung entsprechend der Geschwindigkeits-
abnahme

Py — P = g (uf—uf).
Bilden wir den Unterschied der Enddrucke fiir allmihliche und plotz-
liche Erweiterungen:

P; — P = ’P; —p—(pp—p) = g (“'f —ud) — 0 Wy (wy — wy)

g (u'l—u'2)2y
so erkennen wir, da im Falle einer plotzlichen Erweiterung nicht der
Druck zuriickgewonnen wird, den man bei allmédhlicher Erweiterung
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erhalten wiirde. Eine Verringerung der Geschwindigkeit durch eine
plotzliche Erweiterung des Querschnittes ist also nur unter Verlust
eines gewissen Betrages der Druckerhéhung zu erreichen, und zwar
ist dieser Verlust um so groBer, je groBer die Querschnittserweiterung
und je groBer damit die Geschwindigkeitsverringerung ist.

Die letzte Gleichung, die den Druckverlust gegeniiber einem all-
mihlich sich erweiternden Rohr angibt, hat man wegen ihrer Ahn-
lichkeit mit der Formel, die den Energieverlust beim StoB zweier
unelastischer Korper ausdriickt, die Carnotsche StoB8verlustformel ge-
nannt, obwohl der Druckverlust mit einem ,,StoB¢ nicht mehr zu
tun hat, als dafl hier wie dort ein nicht umkehrbarer Ausgleich der
Geschwindigkeiten erfolgt.

5. Schwebenderhalten von schweren Koérpern in Fliissig-
keiten. Um einen Korper z. B. in ruhender Luft entgegen der Schwer-
kraft in der Schwebe zu erhalten, ist es notwendig, dauernd neue Luft-
massen nach unten zu beschleunigen. Dies wird beispielsweise von einer
Hubschraube geleistet. Ist tv die Endgeschwindigkeit, die die Hub-
schraube der von ihr erfaBten Luft erteilt, so liefert der Impulssatz

FodFownw=—FpiF+3%,.

Nehmen wir die Kontrollfliche sehr groB8, so daB in den abwirts
bewegten Luftmassen die Druckdifferenzen vernachldssigt werden
konnen, so erhalten wir als Reaktionskraft auf den Schraubenpropeller
eine nach oben gerichtete Kraft vom Betrage o Fw?, wo F den Quer-
schnitt ‘des Strahles der nach unten beschleunigten Luftmassen be-
deutet. Bezeichnen wir mit M die in der Zeiteinheit in Bewegung ge-
setzte Luftmasse, so haben wir fiir die Reaktionskraft

P=—Mw.

Wenn die Schraube keine andere Arbeit leistet, als sich in der Schwebe
zu erhalten, so ist die Leistung (L) gleich der Energie des in der Zeit-
einheit nach unten beférderten Luftstrahles:

w2
L=M’T
oder
w
L=P"§

Wie die Anwendung des Impulssatzes auf eine abwarts bewegte
Luftmasse lehrt, ist es fiir das Schwebenderhalten eines Korpers von
einem bestimmten Gewicht gleichgiiltig, ob einer kleinen Luftmasse
eine groBe Geschwindigkeit erteilt wird oder einer groflen Luftmasse
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eine kleine Geschwindigkeit, sofern nur das Produkt aus sekundlicher
Masse und Geschwindigkeit konstant bleibt. Fiir die aufzuwendende
Leistung ist es jedoch wesentlich vorteilhafter, eine moglichst groBe Luft-
masse zu beschleunigen und die Abwirtsgeschwindigkeit klein zu halten.
6. Zweidimensionaler Wasserstrahl gegen eine schrige
Platte. Man kann einmal fragen nach der Kraft, die vom Wasser
auf die Platte ausgeiibt wird, anderseits nach der Art der Verteilung
des Strahles, d. h. nach dem nach oben bzw. nach unten abgelenkten
Anteil desselben. In Abb. 177 sei a die Dicke des mit der Geschwindig-
keit v flieBenden Strahles, a,
und a, die Dicke des nach oben
bzw. nach unten abgelenkten Teil-
strahles. Der Druck der ankom-
menden Flissigkeit sei p,. O sei
der Schnittpunkt der Mittellinie
des Strahles mit der schrigen
Flache, e die Entfernung des
Druckmittelpunktes von O.
Aus dem Umstand, daB der
Druck in den abflieBenden Strah-
Abb. 177. Zweidimensionaler Wasserstrahl gegen len da, wo die Umbiegung been-
eine schrig zur Ans}t,fg&u.ngsrlchtung gestellte det ist, ebenfalls gleich dem At-
mosphérendruck p, ist, folgt,
daB die Geschwindigkeit auch dort den Betrag |iw| hat. Legen wir
die Kontrollfliche wie in Abb. 177 gezeichnet, so ist (bei Vernach-
lissigung der Erdschwere)

gﬁd%omm=—gpdi§=‘13.

Bilden wir von dieser Vektorgleichung einmal die Komponenten-
gleichung fiir die Richtung senkrecht zur Platte und dann fiir die
Richtung parallel zur Platte, so ist (wenn wir die Tiefe des Strahles
gleich 1 setzen):

Komponente senkrecht zur Platte P = gaw?sina,

Komponente parallel zur Platte 0 = pa,u?— pa,uw® —paw?cosa

oder ) — @y = B COS X .
Da nach der Kontinuitat
o+ ae=a
ist, so haben wir fiir ¢, und a,
1+ cosa
o=a——7 ,
1 — cosa
@ =0 ;5
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Nachdem wir hiermit die oben erwiahnten Fragen nach der Kraft
des Waassers auf die Platte, sowie nach der Dicke der Teilstrahlen
erledigt haben, wollen wir noch die Lage des Angriffspunktes der
Kraft des Strahles auf die Platte bestimmen. Wir wenden zu dem
Zweck den Satz vom Impulsmoment an fiir O als Momentenpunkt.

Unter Beriicksichtigung, daf die Hebelarme %, % und Null sind,

ergibt sich
2, 4 2, % _
o w? 5 —Qagw?- 5 = P-e,

so dal wir mit
. P =gawsina
haben:
1 /a%—ai a

(#2714) = 5 ectga.
Dies ist die Entfernung des Druckmittelpunktes vom Punkte O.

Was wir natiirlich mit der summarischen Betrachtungsweise, wie
sie die Anwendung des Impulssatzes darstellt, nicht berechnen kénnen,
ist die Druckverteilung lings der Platte.

103. Der Energiesatz liir nicht stationire Bewegungsvorgiinge
volumenbestindiger Fliissigkeiten. In dhnlicher Weise, wie wir in Nr. 100
einen Satz iiber den Impulstransport abgeleitet haben, 1a8t sich ein
‘entsprechender Satz iiber den Energietransport in Fliissigkeitsbewe-
gungen aufstellen.

Man geht zu diesem Zweck von dem allgemeinen Satz aus, daB
die Energieiinderung eines Systems gleich der von auBen an dem
System geleisteten Arbeit ist, oder in anderer Form: daB die Energie-
inderung in der Zeiteinheit gleich der von auBen zugefiihrten (bzw.
nach auBen abgefithrten) Leistung ist.

Da bei der Anwendung der Energiesitze auBer der kinetischen
und potentiellen Energie auch die elastische und thermische Energie
mit beriicksichtigt werden muB, versagen die Energiesitze, wenn
merkliche Betrige von Reibungsarbeit auftreten und dadurch Energie
zerstreut (dissipiert) wird. Denn ohne Kenntnis der Vorginge im Innern
der Fliissigkeit lieBe sich die Dissipation nicht berechnen, wiahrend
doch die Energiesitze analog den Impulssitzen gerade dazu dienen
sollen, allein aus den Oberflichenzustinden der betrachteten ab-
gegrenzten Fliissigkeit die resultierenden Krifte zu berechnen. Also
nur in den Fillen, wo merkliche Reibungsarbeit nicht auftritt, 1Bt
sich der Energiesatz mit Nutzen anwenden.

Fiir stationire Vorginge ist bei Vernachlissigung der Reibungs-
arbeit die Aussage des Energiesatzes trivial; denn die Arbeit am ruben-
den Fremdkérper ist Null, und auch in der Flissigkeit ist dann die



232 Dynamik der reibungslosen Flissigkeiten.

Energie konstant, so daB die Anwendung des Energiesatzes auf diese
Fille regelmiBig Aussagen von der Form Null gleich Null liefert.
Ist w, die Normalkomponente der Geschwindigkeit eines Fliissig-
keitsteilchens an der Kontrollfliche, wobei sie positiv gerechnet wer-
den soll, wenn sie nach auBen gerichtet ist, so haben wir fiir die durch
ein Flachenelement dF der Kontrollifliche in der Zeiteinheit transpor-

tierte Masse:
dm =dF pw,,

also fiir die entsprechende kinetische Energie:
2
dE = dF gu, 5.

Anderseits ist die Leistung zu beriicksichtigen, die vom Druck
herrithrt, withrend die fliissige Flache sich in der Zeiteinheit ver-
schiebt:.

d4 = — pdFw,.

Der Energiesatz wiirde also fiir den stationiren Fall ergeben:
Fag=§aa

0=§ow. (% +L)ar.

oder

Der Klammerausdruck unter dem Integral ist aber fiir volumenbestin-
dige drehungsfreie Fliissigkeitsbewegungen konstant und kann somit
vor das Integral gezogen werden. Das dann verbleibende Integral
stellt jedoch den MassenfluB durch das abgegrenzte Fliissigkeits-
gebiet dar und muB bei vorausgesetzter Quellenfreiheit identisch
gleich Null sein, so daB der Energiesatz nichts Neues ergibt.

Ist U die thermische Energie pro Masseneinheit (einschlieBlich der
etwaigen elastischen Energie) -— gemessen im mechanischen Mafl —,
so hat man durch das Flichenelement dF einen konvektiven Energie-
transport pro Zeiteinheit von der GroBe:

2
edF w, (102— +U ) .
Anderseits ist die Druckleistung

—pdFw,.

Beide GroBen zusammengefafit ergeben den Ausdruck

edFw, (—"—;i +U+ %)
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. . . 1 .,
oder, wenn wir das Volumen der Masseneinheit v = ° einfiihren,

2
ngw,,(wT +U +pv).
Setzen wir adiabatische Zustandsinderungen voraus, so ist:

U+ fpdv = konst,
und nach Bernoulli:

3 d 2
wT +f7p = %— +fvdp= konst.
Mithin: :

2 3
%—%— U +f(pdv+vdp) = i;——}- U + pv = konst,,

also derselbe Ausdruck wie oben! Da nun fiir eine Stromrohre
o dFw, = konst. ist, so sagt der Energiesatz nur die schon bekannte
Tatsache aus, daB der eintretende Energiestrom -+ Arbeitsleistung
gleich dem austretenden Energiestrom + Arbeitsleistung ist.

Fiir nicht stationire Bewegungen jedoch kann der Energiesatz
wohl eine Aussage ergeben, z. B. wenn durch eine nicht stationire
Bewegung eines Fremdkoérpers dem System Energie zugefiihrt wird
wie beispielsweise beim Propeller. Nimmt man in diesem Falle an,
daB der Propeller eine Druckerhéhung liefert, so wird nach Druck-
ausgleich eine Vermehrung der kinetischen Energie auftreten, die der
in den Propeller hineingesteckten Arbeit entspricht, wenn der Pro-
peller in dem Bezugssystem ruht. Fir ein anderes Bezugssystem,
beziiglich dessen die ungestorte Fliissigkeit ruht, ergibt sich eine andere
(kleinere) kinetische Energie pro Zeiteinheit, die gleich der Differenz
zwischen der hineingesteckten Leistung und der gewonnenen Schub-
leistung ist.

Eine andere Art der Energiebetrachtung hat man in den Fallen,
wo der Fremdkorper in einer urspriinglich ruhenden Fliissigkeit ein
Wirbelsystem von angebbarer Bewegung erzeugt, wie es bei fort-
schreitenden Tragflichen und Propellern der Fall ist. Das Bezugs-
system wihlt man in diesen Fillen so, daB es relativ zur ungestérten
Fliissigkeit ruht; der Fremdkérper, etwa Propeller, bewege sich z. B.
mit seiner Achse mit der Geschwindigkeit ¥ und drebe sich mit der
gleichférmigen Winkelgeschwindigkeit w. Wenn M das Drehmoment
an der Schraubenwelle und § den Schub bedeutet, so ist die Energie-
zunahme der Fliissigkeit in der Zeiteinheit, gemessen in dem Bezugs-
system, in dem die ungestorte Fliissigkeit rubht (E = kinetische
Energie)
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dE
W‘i‘gdew":Mw—SV,

wobei die rechte Seite der Gleichung die Leistung des Fremdkérpers
darstellt und das Integral die Arbeitsleistung auf der Kontrollfliche.
Die Kontrolifliche nehmen wir so, da3 wir eine hinter dem Propeller
senkrecht zur Fortschreitungsgeschwindigkeit gelegene Ebene durch
eine Fliche in ungestorter Flissigkeit schlieBen (Abb. 178).

Da der Energieinhalt pro Liangeneinheit der abgegrenzten Fliissig-
keitsmasse in hinreichendem Abstand hinter dem Korper konstant
1 ist, so ist die zeitliche An-

! derung der Energie gleich
X% dem Energieflu8 durch die
—

(zu V senkrechte) ruhende
Kontrollfliche, vermehrt
um den Energiezuwachs
{ zwischen der Kontrollfliche
und einer mit der Geschwin-
digkeit V.sich bewegenden

] Flache (F); man erhilt so-

Abb. 178. Wirbelsystem eines sich in Achseorichtung 1Y _8‘18 Anderyng c!er
bewegenden Propellers. Energie pro Zeiteinheit:

=
.'

dE : : ’
Cr=Fwio s daF +V§o s aF = § & (V + w,) dF,

wobei die Integration iber die Kontrollfliche zu nehmen ist.

Obwohl in dem Integral g pdFw, die Drucke umgekehrt pro-
portional dem Quadrat der Entfernung abnehmen, die Kontrollfliche
jedoch in demselben MaBe zunimmt, so konvergiert — weil w,, auBer-
halb des Propellerstrahles gleichzeitig unbegrenzt abnimmt — das
Integral hier doch gegen Null, wenn man die SchlieBung der Kontroll-
fliche durch die ungestorte Fliissigkeit ins Unendliche riicken laBt!.
Dagegen verschwindet im allgemeinen das Druckintegral in dem Wirbel-
gebiet nicht. Man hat also

_ gw! w3
Mo—SV=V[[&aF +ﬂw,,(g—2— + p)dF,
wo beide Integrale nur noch iiber das Wirbelgebiet hinter dem Pro-

! Aus dieser Uberlegung geht im iibrigen hervar, daB man beim Impulssatz
mit solchen Grenziibergingen sehr vorsichtig sein muBl. Es ergibt sich haufig
ein endlicher Impuls oder eine endliche Druckkraft als Beitrag der Kontroll-
fliche in der ungestorten Fliissigkeit.
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peller und seine nichste Nachbarschaft zu erstrecken sind. In dem
Fall eines ,,schwach belasteten Propellers* ist w, iiberall klein gegen V
und daher in erster Naherung das zweite Integral gegeniiber dem ersten
zu vernachlassigen.

Im Falle eines Tragfliigels oder eines Systems von Tragfliigeln ist
die in die Flissigkeit hineingesteckte Leistung gleich W-V, wo W der
Widerstand ist, den der Fliigel in der (reibungslos gedachten) Fliissig-
keit findet. Da hier w, meist vernachlissighar klein ist, wird hier ge-
nihert nach Kiirzung der Gleichung mit V:

w=[[ ar,

wobei das Integral wieder iiber das Wirbelsystem und seine Umgebung
zu erstrecken ist. Der Widerstand ist also hier bei Vernachlissigung
der mit w, behafteten Glieder gleich der auf einem Wege gleich der
Liangeneinheit zuriickgelassenen kinetischen Energie.
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