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Geleitwort. 

Als mir Herr Dr. Tietjens, damals mein Mitarbeiter am Kaiser­
Wilhelm-Institut ftir Stromungsforschung, seine Absicht mitteilte, an 
Hand seiner Aufzeichnungen tiber meine Vorlesungen ein Lehrbuch 
der Hydrodynamik und Aerodynamik zu schreiben, habe ich ihn gern 
zur Ausftihrung dieses Planes ermuntert. Ich hatte mir selbst bereits 
seit langerer Zeit vorgenommen, diese Vorlesungen spiiter einmal in 
geeigneter Erweiterung im Druck herauszugeben, war aber meiner 
sonstigen starken Inanspruchnahme wegen bisher noch nicht dazu ge­
kommen, auch nur mit den Vorbereitungen zu dieser Arbeit zu beginnen. 
Es war mir deshalb ganz willkommen, daB nun sozusagen als eine 
Zwischen16sung ein Buch erscheinen sollte, in dem ciner meiner frtiheren 
Schtiler den Inhalt dieser V orlesungen wiedergibt. Urn nun dem Leser 
auch meinerseits eine Gewiihr dartiber geben zu konnen, daB diejenigen 
Teile des Buches, die meinen Vorlesungen entstammen, auch in der 
Darstellung als eine treue Wiedergabe dieser Vorlesungen gelten konnen, 
bin icb' mit Herrn Dr. Tietj ens tibereingekommen, daB ich die beztig­
lichen Teile des Manuskripts durchsehen und erforderlichenfalls selbst 
mit meinen eigenen Ausftihrungen in- der V orlesung in Oberein~timmung 
bringen wtirde. Das ist denn auch geschehen, und ich habe auB.erdem 
einige neue Resultate, die erst nach dem Ausscheiden von Herrn 
Dr. Tietjens in die Vorlesung aufgenommen wurden, selbst noch 
zugefiigt. 1m tibrigen hat Herr Dr. Tietjens, hauptsachlich im zweiten 
Band, verschiedene Dinge aus Eigenem hinzugetan, so besonders die 
Einzelausftihrungen tiber Gerate zur 'Druck- und Geschwindigkeits­
messung und tiber die Verfahren zur Messung des Luftwiderstandes 
und zur Sichtbarmachung von Stromungen, ferner auch verschiedene 
historische Bemerkungen und Ausftihrungen tiber die zeitgenossische 
Literatur tiber die Stromung in Rohren und die Stromungsverluste in 
Kaniilen veranderlichen Querschnittes, u. a. m. 

Das Buch erscheint aus praktischen Grtinden in zwei getrennten 
Teilen, die so abgefaBt sind, daB jeder Teil ftir sich allein benutzbar ist. 
Der erste Band enthalt die Lehre vom Gleichgewicht der Fliissigkeiten 
und Gase samt praktischen Anwendungen, be::londers auf die gasgeftillten 
Luftfahrzeuge, und er enthalt ferner den Aufbau der Lehre von der 
stromenden Bewegung einer idealen reibungslosen Fliissigkeit in einer 



IV GeJeitwort. 

verhii.ltnismii.Big strengen Darstellung. Der zweite Band ist vor aHem den 
technischen Anwendungen gewidmet und bevorzugt in seinem iiber­
wiegenden Teil DarsteHungsweisen, die mehr dem Gedankenkreise des 
Praktikers angepaBt sind. Bei der Behandlung der Stromungsgesetze 
der zahen Fliissigkeiten sowie in der Tragfliigeltheorie lieBen sich aller­
dings groBere mathematische Entwicklungen nicht ganz vermeiden. 

Die Einteilung der Stromungslehre in einen mehr theoretischen und 
einen mehr praktisch gerichteten Teil geht auf den Umstand zuriick, 
daB es sich urn zwei verschiedene Vorlesungen handelt, die den iiber­
wiegenden Teil des Stoffes des Buches geliefert haben, eine mehr mathe­
matisch gehaltene "Hydtodynamik und Aerodynamik" und eine .mehr 
praktisch auf die Fragen der Luftfahrtechnik gerichtete "Aeromechanik". 
Die Verteilung auf die zwei Bande des Tietjensschen Buches entspricht 
im iibrigen nicht genau derjenigen in den beiden Vorlesungen. So gehort 
z. B. von dem ersten Bande die Lehre von Qen Zustanden der freien 
Atmosphare und die von den gasgefiillten Lnftfahrzeugen zur Aero­
mechanik und einige mehr theoretische Kapitel des zweiten Bandes zur 
Hydrodynamik und Aerodynamik. Der zweite Band geht, wie bereits er· 
wahnt, in verschiedenen Punkten iiber den in den Vorlesungen behan­
delten Stoff hinaus, so auch in der Darstellung der Tragfliigeltheorie, 
die sich hauptsachlich an einige Veroffentlichungen von mir anschlieBt. 

Beziiglich der Grundtendenz meiner hier wiedergegebenen Vor­
lesungen darf ich vielleicht noch kurz das Folgende bemerken. Ich habe 
mich dabei vor allem bemiiht, das Begrifflichc deutlich herauszuarbciten. 
Die Einzelausfiihrungen, die man auch in anderen Lehrbiichern findet, 
habe ich dabei entweder ganz iiMrgangen oder nur kurz angedeutet. 
Auch bei der Darstellung der Versuchsergebnisse habe ich mehr Wert 
darauf gelegt, durch wenige typische Beispiele cine zutreffende An­
schauung iiber diese Dinge zu vermitteln, als moglichst viel Einzel­
tatsachen zu bringen, iiber die man sich ja aus drr experimentellen 
Literatur geniigend unterrichten kann. So hoffe ich denn auch, daB das 
vorliegende Buch durch seine Eigenart sich neben den bisherigen Dar­
stellungen der Stromungslehre einen besonderen Platz erobern wird und 
gebe ihm hierfiir meine besten Wiinsche mit auf den Weg. 

Gottingen, im Mai 1929. 
L. Prandtl. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 

Ais sich herausstellte, daB die erste Auflage dieses Werkes ver­
griffen war, hatte man in Erwagung gezogen, durch einen photo­
mechanischen Neudruck der bestehenden Nachfrage zu begegnen. Eine 
eingehende tJberlegung fuhrte dann aber zu der Ansicht, daB dieses 
wohl tur den ersten Band des vorliegenden Werkes angangig sei, nicht 
aber fur den zweiten Band. Vielmehr erschien es angebracht, ja not­
wendig, den zweiten Band einer grundlichen tJberarbeitung bzw. Neu­
fassdng zu unterziehen. 

Der Grund fur diese unterschiedliche Behandlung der beiden Biinde 
ist darin zu suchen, daB es sich bei dem ersten Band um die mehr 
grundlegenden und sozusagen bereits klassisch gewordenen Teile der 
Stromungslehre handelt, die in den letzten Jahrzehnten keine wesent­
lichen Anderungen erflthren haben, so daB fur diese Teile ein Bedurfnis 
nach tJberarbeitung nicht unbedingt vorliegt. - Anders der zweite 
Band. Hier werden in erster Linie die auch jetzt noch stark in FluB 
befindlichen und keineswegs abgeschlossenen Gebiete der Stromungs­
lehre behandelt - es sei neben den Fortschritten der Tragflugellehre 
vor aHem auf die Theorie der Turbulenz, der Rohr- und Plattenreibung 
hitlgewiesen -, die heute, 14 Jahre nach Abfallsung der ersten Auflage, 
eine umfassende tJberarbeitung verlangen. 

Es bereitet dem Unterzeichneten nun eine besondere Freude, an 
dieser Stelle mitteilen zu konnen, daB Herr Professor Dr. L. Prandtl 
sich bereit erklart hat, die Bearbeitung des zweiten Bandes selbst zu 
ubernehmen, und zwar nicht in Form einer zweiten Auflage, sondern 
in Form eines neuen Buches. Wer konnte wohl geeigneter sein als 
Professor Prandtl selbst, seine eigenen Vorlesungen herauszugeben, 
zumal wo es sich in erster Linie um solche Gebiete der Stromungslehre 
handelt, denoo er seIber den Stempel seiner Eigenart aufgedruckt hat. 

So hat denn der yom Unterzeichneten herausgegebene zweite Band 
der Prandtlschen Vorlesungen uber Hydro- und Aeromechanik seine 
Aufgabe als "ZwischenlOsung" erfullt. 

Der vorliegende erste Band, in dem lediglich kleinere Anderungen 
sowie oine Ausmerzung der Druckfehler vorgenommen wurden, wird 
lIomit weiterhin noch als Zwischenlosung dienen mussen, bis Prof. 
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Prandtl seine Vorlesungen auf diesem Gebiet in erweiterter Form zu 
cinem Ge~amtlehrbuch der Stromungslehre zusammengefaBt haben wird. 

Was den zweiten Band anbelangt, der als neues Buch erscheinen 
wird, so gibt der Unterzeichnete im Namen vieler kiinftiger Leser der 
Hoffnung Ausdruck, daB es Herrn Prof. Prandtl trotz seiner starken 
Behinderung durch Kriegsarbeit moglich sein mochte, in nicht allzu­
ferner Zeit die Arbeiten dafiir abzuschlieBen. 

Wien, im September 1944. 

o. Tietjeos. 
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Einleitung. 
Begriffshestimmung. Wollen wir das Gehiet der Hydromecha­

nik, das als einen SpeziaUall die Aeromechanik in sich schlieBt, durch 
eine Begriffshestimmung naher kennzeichnen, so konnen wir sagen, 
daB die Hydromechanik die Mechanik der nicht festen Korper ist. 
Dahei lassen sich die nicht festen Korper indrei Gruppen ein­
teilen: 

1. zahfliissige Korper, 
2. diinnfliissige Korper, 
3. gasformige Korper. 

Diese Gruppen weisen jedoch "Obergii.nge ineinander auf und sind nicht 
streng voneinander zu trennen. Auch der "Obergang von den zii.hen 
Fliissigkeiten zu den festen Korpern erfolgt allmahlich. Sprechen wir 
z. B, dem Sirup noch eine zahfliissige Eigenschaft zu. so hahen wir 
im Asphalt einen Korper, der im allgemeinen Sprachgehrauch wohl 
schon als fester Korper hezeichnet wird, der trotzdem aher in gewissen 
Fallen (auch hei gewohnlicher Temperatur) sich gleichfalfs wie eine zahe 
Fliissigkeit verhii.lt. Es kommt hierhei im wesentlichen auf die Ge­
schwindigkeit einer etwaigen Deformation an. Zerschlii.gt man mit 
einem Hammer Asphalt in Stiicke, so verhii.lt er sich dahei wie ein 
fester Korper; die Deformationsgeschwindigkeit ist in diesem FaIle 
sehr groB. "OberlaBt man hingegen Asphalt in einer seitlich offenen 
Tonne geniigend lange der Wirkung seines Eigengewichtes, so flieBt 
er allmahlich (auch hei derselben Temperatur, h~i der er sich zer­
schlagen laBt) in der gleichen Art wie eine sehr zahe Fliissigkeit aus 
der Tonne; die Formanderung8geschwindigkeit ist in diesem FaIle 
sehr klein. 

1m Gegensatz zu den festen Korpern, hei denen im allgemeinen 
die auf sie einwirkenden' Krafte den dadurch hewirkten Formanderungen 
proportional sind, konnen wir von den nicht festen KOrPern (Fliissig­
keiten und Gase) sagen, daB die eine gewisse Formii.nderung hewir­
kende Kraft um so kleiner zu sein hraucht, je geringer die Form­
anderungsgeschwindigkeit ist. Es lassen sich alSo hei den Fliissig­
keiten und Gasen heliehig groBe Formanderungen durch auBerordent-

Tletjens. Hydromcchanik. 2. Auf!. 1 



2 Einleitung. 

Hch kleine Krafte herbeifiihren, wenn nur die Formanderungsgeschwin­
digkeit klein genug ist. Wir konnen geradezu ala Definit~on der nicht 
festen Korper sagen, daB bei ihnen im Grenzfall einer unendlich kleinen 
Formanderungsgeschwindigkeit die zur Formanderung erforderliche 
Kraft gleich Null ist. 

Den Unterschied zwischen einem zahfliissigen und einem diinn­
fliissigen Korper konnen wir dadurch der Anschauung naher bringen, 
daB wir in Gedanken einen beliebigen festen Korper einmal in einer 
zahen Fliissigkeit wie 01 oder Sirup bewegen, ein andermal denselben 
Korper in Wasser, wobei die Dichte von 01 und Sirup nicht wesentlich 
verschieden von der des Wassers ist. 1m FaIle der zahen Fliissigkeit 
wird die zur Bewegung notige Kraft betrachtlich groBer sain miissen 
als bei einer diinnfliissigen Fliissigkeit wie es Wasser ist. Die groBere 
innere Reibung der zahen Fliissigkeiten setzt einer Formanderung 
in einer gegebenen Zeit einen viel groBeren Widerstand entgegen ala 
die sehr geringe innere Reibung, wie sie z. B. Wasser, Alkohol oder 
gar Ather. besitzen. 

Die beiden letzten Gruppen der diinnfliissigen und der gasformigen 
Korper unterscheiden sich hinsichtlich ihrer Bewegungsformen im 
we~entlichen darin voneinander, daB ein fliissiger Korper einer Vo­
lumenverringerung durch auBeren Druck auBerordentlichen Widerstand 
entgegensetzt, d. h. Fliissigkeiten sind gegeniiber maBigen Drucken 
praktisch inkompressibel, wahrend die gasformigen Korper schon durch 
relativ kleine Drucke komprimiert, d. h. verdichtet werden konnen. 
In den Fallen jedoch, in denen die Druckanderungen so gering bleiben, 
daB die dadurch bewirkten Dichteanderungen vernachlassigt werden 
konnen, gehorchen die diinnfliissigen und die gasformigen Korper den 
gleichen Stromungsgesetzen. Das Gebiet der diinnfliissigen und der 
gasformigen Korper, soweit die letzteren gleichfalla ala inkompressibel 
angesehen werden konnen, bezeichnet man auch wohl ala Hydro­
und Aeromechanik im engeren Sinne. 

, Die Ursachen einer wesentlichen V'olumenanderung gasformiger 
Korper konnen zweierlei Art sein. Entweder sind die Volumenande­
rungen durch auBerordentlich groBe Geschwindigkeiten (von der 
GroBenordnung der Schallgeschwindigkeit) bedingt, oder die Volumen­
anderungen werden bewirkt durch die Druckunterschiede, wie sie bei 
groBen Hohenanderungen (GroBenordnung etwa 1 km und mehr) auf­
treten. 1m ersteren Fall handelt es sich z. B. um Erscheinungen bei 
fliegenden Geschossen - wir bezeichnen dieses Gebiet als Gasdyna­
mik -; im zweiten Fall haben wir es mit Fragen der dynamischen 
Meteorologie zu tun. 

FUr das gesamte Gebiet der Mechanik nicht fester Korper 
konnen wir demnach folgendes Schema aufstellen: 
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Mechanik nicht fester Korper. 

------r-------
zibfliissige Korper diinnfliissige Karper gasfermige Kerper 

/\ 
Wasser, Alkohol, Luft usw: 

Asphalt dicke Ole, 
Glyzerin 

Ather uew. /\ 

ohne mit 
wesentl. V olumenanderung 

/\ 
GroBe GroBe Hohen-

Geschwindig- unterschiede, 
keit, dynamische 

Gasdynamik Meteorologie 

Hydro- und Aerodynamik 
im engeren Binne. 

Geschichtliche Bemerkungen. Es mogen hier einige geschicht­
Hche Bemerkungen Platz finden, die zugleich den Standpunkt erlautern 
werden, welcher in der Behandlung des vorliegenden Stoffes, der Hydro­
und Aeromechanik, im engeren Sinne eingenommen wird. 

Obwohlschon gewisse Einsichten und Kenntnisse der Hydrodynamik 
und besonders der Hydrostatik im Altertum und im Mittelalter zu 
finden sind - stammt doch das beriihmte Gesetz yom statischen 
Auftrieb von Archimedes - und obwohlspater von Stevin, Galiiei 
und Newton diese Kenntnisse vertieft und erweitert worden sind, so 
kann man doch erst Leonhard Euler als den eigentlichen Vater der 
Hydrodynamik bezeichnen. Von ihm stammt die klare Erfassung des 
Begriffes des Fliissigkeitsdruckes, und davon ausgehend hat er die 
spater nach ihm benannten grundlegenden Bewegungsgleichungen auf­
gestellt. Dieser groBe Mathematiker - obwohl ein hervorragender 
Theoretiker - brachte in seiner universellen Einstellung auch den 
technischen Problemen ein groBes Verstandnis entgegen, hat er doch 
seIber Regeln und Anweisungen zum Bau von Wassermaschinen und 
Turbinen gegeben. 

Spater machte sich jedoch mehr und mehr bemerkbar, daB die ein­
setzende technische Entwicklung des 19. Jahrhunderts den wissen­
schaftlichen Erkenntnissen vorausgeeilt war. Die vielen neuEm Probleme 
und Fragen der Praxis, wie sie die gewaltjge Entwicklung der Technik 
auch auf hydrodynamischem Gebiet zeitigte, konnten durch die Hydro­
dynamik, wie sie sich nach Euler weiterentwickelt hatte, nieht beant­
wortet, ja nicht einmal in Angriff genommen werden. Dieses hatte 

1" 
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vor aHem seinen Grund darin, daB die Hydrodynamik, ausgehend VOl 

den Euler~chen Bewegungsgleichungen, sich mehr und mehr nach de: 
theoretischen Seite entwickelt hatte, unter fast ausschlieBlicher Bevor 
zugung der reibungslosen Flussigkeiten. Wir nennen hier die NameI 
Helmholtz, Lord Keolvin, Lamb, Lord Rayleigh. 

Mit der Praxis ergaben die Resultate dieser sogenannten klassischeI 
Hydrodynamik wenig oder gar keine "Obereinstimmung. So beant 
wortete die theoretische Hydrodynamik z. B. die iiberaus wichtigeO Fragl 
der Praxis, wie groB der Druckverlust in Rohren oder der Widerstanc 
eines in einer Flussigkeit bewegten Korpers sei, dahin, daB sow-oh 
Druckverlust als Widerstand sich nach der Theorie zu Null ergebe. Fu: 
die Ingenieure hatte also die Hydrodynamik wenig Bedeutung; dem 
einer~eits waren die mathematischen Kenntnisse, die die klassischl 
Hydrodynamik erforderte, recht groB, anderseits war die Moglichkeio 
der Anwendung dieser theoretischen Hydrodynamik sehr gering. S( 
bildeten denn die Ingenieure - wir nennen hier die Namen D. Ber 
noulli, Hagen, WeiBbach, Darcy, Bazin, Boussinesq -
gestutzt auf eine Unmenge von Versuchsdaten, eine Wissenschaft, dil 
Hydraulik, aus, die in den Methoden und Zielen sich immer mehr. VOl 

denen der Hydrodynamik unterschied. 
Wii.hrend die Methoden der klassischen Hydrodynamik spezifiscl 

analytischer Nat~r waren, wurden die der Hydraulik meist synthetische: 
Art: Die Hydrodynamik ging aus von einfachep GrundvorsteUungeI 
und - indem sie fur die Flussigkeit gewisse m~chanische EigenschafteI 
annahm - versuchte sie auf rein analytischem Wege von dem Ver 
halten des Flussigkeitselementes zum Verhalten von ganzen Flussigkeits 
massen aufzusteigen. Anders die Hydraulik: sie ging aus von ein 
fachen durch die Erfahrung gegebenen Tats~chen und machte sich zu: 
Aufgabe, mit diesen Erfahrungselementen kompliziertere Vorgii.nge Zl 

erklii.ren. Die Hydrodynamik nahm - kurz gesagt - ihren Ausgangs 
punkt von vereinfachten Naturgesetzen, die Hydraulik von den Natur 
erscheinungen. 

Diese Verschiedenheit in den Methoden und den AusgangspunkteI 
der beiden Wissenschaften hing eng zusammen mit ihren Zielen. In de: 
klas3ischen Hydrodynamik war die alleinige Richtschnur der logisch( 
Aufbau, so daB ihr alles entging, was nicht aus den AusgangsgleichungeI 
durch Rechnung abzuleiten war. Aufgabe und Ziel der Hydraulik hin 
gegen war es, moglichst fur jeden Einzelfall der Praxis eine Antworo 
geben zu konnen, mochte auch der innere Zusammenhang der Einzel 
probleme fehlen. Die theoretische Hydrodynamik schien jedes Ver 
standnis dafur verloren zu haben, daB die Resultate ihrer RechnungeI 
in sehr vielen Fallen der Wirklichkeit direkt widersprachen; um mathe 
matisch die Probleme behandeln zu konnen, wurden VereinfachungcI 
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angenommen (besonders hinsichtlich der Reibungsfreiheit), die selbst 
aIs Na.herungen oft nicht statthaft waren. Anderseits war die Hydraulik 
in eine Wissenschaft von Einzelproblemen zerfallen. Jede der immer 
haufiger auftretenden 1<'ragen wurde durch besondere Expedmente und 
durch die damit gefundenen Koeffizienten "erledigt". Die llydraulik 
schien mepl" und mehr eine Wissenschaft von den Koeffizienten 
zu werden. 

Am Ende des 19. und Anfang des 20. Jahrhunderts setzte von beiden 
Seiten eine kritische Betrachtung und ein Bemiihen ein, die auseinander 
gelaufenen Richtungen einander zu nahern und zu vereinigen. Unter 
der Einwirkung der schnell aufbliihenden Flugtechnik und des Turbinen­
wesens und nicht zuletzt unter dem EinfluB jener allgemeinen Richtung, 
die eng mit dem Namen von F. Klein verbunden ist, jener Richtung, 
die es sich zur Aufgabe machte, die verloren gegangene Verbindung der 
reinen Wissenschaften mit den angewandten wieder herzustellen, 
Clachte die Synthese- d;r Hydrodynamik und der Hydraulik groBe 
Fortschritte. 

1m AnschluB an diese Bemerkungen iiber die .Entwicklung der 
Hydrodynamik konnen wir nun leicht die Art und Weise kennzeichnen, 
in der versucht werden solI, den Stoff zu behandeln. Eben diese Syn­
these von Theorie und Praxis solI im Vordergrund stehen. Die theore­
tisc,hen Betrachtungen und Entwicklungen werden nicht losgelost von 
den Erfahrungstatsachen, sondern vielmehr in enge Beziehungen zu 
ihnen gestellt; anderseits werden die Ergebnisse der Experimente vor 
allem unter dem Gesichtspunkt betrachtet, aus der Vielgestaltigkeit 
der.Erfahrung das den Erscheinungen zugrunde liegende Gesetz abzu­
leiten und mit der Theorie in Beziehung zu bringen. 



Erster Abschnitt. 

Statik der Fliissigkeiten und Gase. 
I. Gleichgewicht und Stabilitat. 

1. Berechtigung zu der Behandlung der Fliissigkeiten und Gase als 
Kontinua. Wir wollen zunachst einige Betrachtungen dariiber anstellen, 
auf ~elche Weise es moglich ist, die Bewegungen von Fliissigkeiten und 
Gasen, sowie die dabei auftretenden GesetzmaBigkeiten zu beschreiben. 
Eine sehr allgemeine Beschreibung der Bewegung einer Fliissigkeit 
- aufgefaBt als Materie von molekularer Struktur - ware die, daB 
man fiir alle einZelnen Molekiile die Bewegungsgleichungen aufstellt. 
Aber abgesehen davon, daB uns die intermolekularen Krafte unbekannt 
sind und wir auch bei Kenntnis dieser Krafte weit davon entfernt waren, 
das Problem in dieser Allgemeinheit losen zu konnen (Dreikorper. 
problem f), sind es im allgemeinen gar nicht die Molekiile oder die 
kleinsten Teilchen einer Fliissigkeit, deren Bewegung uns interessiert. 
Es handelt sich vielmehr darum: Wie bewegt sich die Fliissigkeit aIs 
Ganzes, oder wie verhalten sich solche Teile von ihr, die schon sehr 
viele Molekiile enthalten? Welche Geschwindigkeiten oder Beschleum­
gungen treten auf, welche Dichte oder Temperatur besitzt die Fliissig. 
keit oder das Gas an gewissen Stellen 1 Wir fragen mit anderen Worten 
nicht nach den Bewegungilzustanden der Molekiile selbst, sondern nach 
deren raumlichen und zeitlichen Mittelwerten. 

Oberlegen wir uns jetzt, in welcher Weise es moglich ist, diese 
Mittelwerte zu bilden und in welchen Fallen die Moglichkeit dazu 
fehlt, d. h. in welchen Fallen es keinen Sinn mehr hat, nach diesen 
Mittelwarten, z. B. nach der Dichte oder der Tempera-tur einer Fliissig­
keit, zu fragen. Fiihren wir beispielsweise diese Betrachtung durch fur 
den Begriff der Dichte: 

Wir fassen zu dem Zweck die Fliissigkeit bzw. das Gas auf aIs ein 
System diskreter Ma'3senpunkte (Molekiile), dessen raumliches Ausdeh­
nungsgebiet V sein mage. Unter der durchschnittlichen Dichte dieses 
Systems versteht man dann den Quotienten der Summe m der in V 
enthaltenen Punktmassen, dividiert durch das Volumen V, d. h. die 

durchschnittliche Dichte fUr das Volumen V ist ; . 
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Wie sollen wir jedoch die Dichte in einem Punkt der Fliissigkeit 
oder des Gases definieren 1 1st A der fragliche Punkt im Innerr. der 
Fliissigkeit, fiir den der Ausdruck der Dichte aufgestellt werden soIl, 
s(> umgeben wir A durch immer kleinere Volumina Li VI' Li V 2' ..• , von 
denen jedes folgende ganz im vorhergehenden enthalten sein soIl 
(Li Vi+1 < Li Vi). Bezeichnen wir die Summe der in Li Vi enthaltenen 

Massen entsprechend mit Li m i , so haben wir in ~ ;.! eine Folge von 
Differenzenquotienten. i 

Wahrend fiir relativ groBe Li V die durchschnittliche Dichte ~; 
im allgemeinen von der GroBe Li V abhangig ist (es sei denn, daB wir 
ein Gas oder eine Fliissigkeit von iiberall konstanter Dichte vor \lns 
haben), wird diese Abhangigkeit mit abnehmender GroBe von Li V fiir 
gewohnlich geringer und scheint einem gewissen Grenzwert zuzustreben 
(da im allgemeinen fiir geniigend kleine Volumina die Dichte als kon­
stant angesehen werden kann), bis bei noch weiterer Verkleinerung 

immer groBere Schwankungen auftr~ten und bei lim Li V = 0 ~; selbst 

gleich Null wird oder iiber aIle Grenzen wachst. Denn entweder trifft 
A mit einem Massenpunkt zusammen oder nicht. 1m ersteren Fall ist 
wegen des endlichen Abstandes der Massenpunkte von einem bestimmten 
Li Vi an der Zahler konstant, namlich gleich der Masse des Massen­
punktes A, wahrend der Nenner im limes Null wird, mithin der Quo­
tient iiber aIle Grenzen wachst. 1m andern Fall, daB A nicht mit einem 
Massenpunkt zusammenfallt, ist von einem gewissen Li Vi ab kein 

Massenpunkt im Volumen LtV, so daB der Quotient ~; von da ab 

Null bleibt und somit Null als Grenzwert· hat. 
Es kommt nun darauf an, -ob die GroBe desjenigen Volumens, fiir 

das ~ V von Li V unabhangig ist, mit genii gender Genauigkeit als 

"physikaIischer Punkt" angesehen werden kann, ob also sein Volumen 
so klein ist, daB seine GroBe gegeniiber den sonst auftretenden Langen. 
abmessungen voIlkommen vernachlassigt werden kann. Da nun z. B. 
bei normalen. Drucken in 1 cem Luft 2,7.1019 Molekiile vorhanden 
sind, so erkennt man, daB in dieser Hinsicht im allgemeinen praktisch 
keine Schwierigkeiten auftreten. Denn nehmen wir beispielsweise ein 
Volumen Luft von 10-12 ccm Inhalt oder von l/tOOI) mm groBter Lange 
- ein Volumen, dessen GroBe man im allgemeinen gegeniiber den an­
deren vorkommenden Abmessungen vernachHissigen kann -, so ent­
halt dieser "physikalische Punkt" noch 2,7.107 Molekiile, cine Anzahl. 
die eine verniinftige Mittelwertbildung noch sehr gut zulaBt. 

Anders werden jedoch die Verhaltnisse, wenn man Gase unter sehr 
geringem Druck, also die Vorgange im Hochvakuum untersueht. Hier 



8 Statik der Fliissigkeiten und Gue. 

konnen sehr wohl die Falle eintreten, in denen wegen des. groBen mitt­
leren Abstandes der Molekiile die V oIumina, die zu einer vemiil'iftigen 
Mittelwertbildung notig waren (LI YO) so groB sind, daB sie gegeniiber 
den sonstigen Abmessungen nicht m~hr vernachlii.ssigt werden konnen. 
Hier verliert es jeden Sinn, ne.oh der Dichte des Gases in einem Punkt 
zu fragen. 

Extrapolieren wir nun die Kurve auf Abb. 1, die den Zusammen-
hang der durchschnittlichen Dichte mit dem Volumen LlY (auf das sie 

bezogen ist) angibt, iiber den 
Punkt LI Y-0 nach Null, so machen 
wir damit den Obergang vom Dis­
kontinuum zum Kontinuum und 

U~I~~~~-~-~------

-

vom Differenzenquotienten zum 
Differentialquotienten, indem wir 
formal setzen: 

. LIm dm 
hm LlV = dV· 

<lV=O 

Die hier als ein Beispiel erfolgte 
Betrachtullg iiber die Dichte eines 
Gases oder einer Fliissigkeit in 

einem Punkt laBt sich analog auch auf die anderen in Fra.ge kommen­
den Mittelwerte anwenden, so Z., B. auf die der kinetiscJ.en Energie der 
Molekiile, d. h. auf die Temperatur usw. 

.dJ02 
.... bb. 1. Zoaammenhanll der mittleren Dlchte mit 

dem Volumen, auf daa sJe bezollen lit. 

Wir haben somit erkalHlt, daB in allen denjenigen Fallen, in denen 
jener oben besprochene Grenzwert existiert und das Volumen LI yo mit 
geniigender Genauigkeit als physikalischer Punkt angesehen werden 
kann, wir von der molekularen Strukttir der Materie absehen und an 
Stelle eines Systems diskreter Massenpunkte ein Kontinuum setzen 
konnen. Dieser formale Obergang vom Diskontinuum zum Kontinuum 
ist also um so mehr berechtigt, je geringer der durchschnittliche Ab­
stand der Molekiile im Verhii.ltnis zu den iibrigen vorkommenden Ab­
messungen ist, 

Haben wir bisher lediglich den endlichen Abstand der Molekiile in 
Betracht gezogen, ohne ihre dauemde Bewegung zu beriicksichtigen, 
so ist zu sagen, daB ohne Beriicksichtigung der Molekularbewegung 
jedes noch so kleine Volumenteilchen dauemd aus denselben Molekiilen 
besteht, d. h. ein physikalisches Individuum bleibt, wahrend man im 
anderen FaIle zu Volumenteilchen gelangen kann, die innerhalb kiir­
zester Zeit immer wieder aus verschiedenen Molekiilen bestehen und 
somit nicht mehr als physikalische Individuen angesehen werden 
konnen. Gehen wir beispielsweise in der Teilung des Volumens 80 weit, 
daB die Abmessungen des Volumenteilchens LlYo von der GroBen-
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ordnung der freien Weglii.nge der Molekiile sind, so wiirden in ein 
solches Fliissigkeitsvolumen dauernd Molekiile hinein- und hera us­
kommen und es keineswegs mehr als physikalisches Individuum an 
zusehen sein. Da es jedoch im allgemeinen geniigt, bei solchen Teilchen 
LlYo stehen zu bleiben, deren Abmessungen noch groB sind im Ver­
hii.ltnis zur freien Weglii.nge der Molekiile, so kannen auch im allgemeinen 
solche Fliissigkeitsvolumina Jiir kiirzere Zeiten als physikalische Indi­
viduen angesehen werden unter Vernachlii.ssigung, daB an der Be­
grenzung dieses Volumens allerdings ein Austausch von Molekiilen 
stattfindet. 

DaB bei lii.ngerer Zeitdauer die Molekularoewegung selbst bei groBen 
Volumenabmessungen nicht vernachlassigt werden darf, tritt in drei­
facher Hinsicht in Erscheinung: 1. in der Diffusion, wobei es si~ um 
einen molekularen Austausch von Materie handelt, 2. in der inneren 
Reibung, bei der ein Austausch von Impuls zwischen aneinander vorbei­
gleitenden·Fliissigkeitsschichten stattfindet, und 3. in der Tatsache der 
Wii.rmeleitung, die als ein molekularer Austausch von kinetischer 
Energie aufzufassen ist. 

Sehen wir von der Molekularbewegung ab und machen den oben 
beschriebenen Grenziibergang, indem wir den fiir ein bes~immtes 

Volumen Ll y o vorhandenen Grenzwert ~;'o fiir beliebig kleinere 

Volumenteilchen extrapolieren, entsprechend lim ~; = ~mv' so haben 
AV=O 

wir in dem so erhaltenen Kontinuum eine Abstraktion fiir eine rei bungs-
lose Fliissigkeit, bei der jedes noch so kleine Volumen dauernd ein 
physikalisches Individuum bleibt. DaB ein so gewonnenes Gedanken­
bild - als eine erste Naherung fiir die wirkliche Fliissigkeit - nicht 
ausreichend ist, urn die Gesetze der Diffusion, der Reibung und der 
Warmeleitung zu untersuchen oder Vorgii.nge, bei denen diese Erschei­
nungen von wesentlicher Bedeutung sind, ergibt sich von selbst. Im­
merhin kann man die Einschrii.nkung machen, daB diese vereinfachte 
Vorstellung auch fur zii.he Fliissigkeiten geniigt, soweit es sich urn· 
Gleichgewichtszustande handelt. In den iibrigen Fallen muB man 
jedoch, wenn man die Erscheinungen der Diffusion, Reibung oder 
Wiirmeleitung beriicksichtigen will, die Molekularbewegung in geeig­
neter Form in Rechnung ziehen. 

Da aber die Vol.umina Ll Y 0, die wir zur Mittelwertbildung der uns 
interessierenden GraBen heranziehen, immer noch so viele M,olekiile 
besitzen, daB diese Volumina fiir kleine Zeiten als physikalische In­
dividuen angesehen werden kannen, so liiBt sich auch die ziihe Fliissig­
keit als Kontinuum behandeln, solange die freie Wegliinge der Mole­
kule gegen die Abmessungen der zu untersuchenden Fliissigkeitsbereiche 
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vollkommen zu vernachlassigen ist. Allerdings muB man, um. der Mole· 
kularbewegung Rechnung zu tragen, den funktionellen Zusammenhang 
der Auswirkung des molekularen Austausches - sei es von Materie, 
von Impuls oder von Energie - mit dem Ort und der Zeit beriick­
sichtigen. 

Befinden sich z. B. am Boden eines mit einer Fliissigkeit gefiillten 
GefaBes einige in dieser Fliissigkeit lOsliche Kristalle, so diffundieren 
allmahlich die den Kristallen anliegenden Fliissigkeitsteile von groBer 
Konzentration in Bereiche niederer Konzentration, bis schlieBlich die 
ganze Fliissigkeit gleiche Konzentration besitzt und sich ein Gleich­
gewicht eingestellt hat. Bezeichnet nun n das MaB der Konzentration, 
80 lassen sich die Gesetze der Diffusion (und analog die der Reibung und 
der Warmeleitung) ableiten, wenn man die Fliissigkeit ala Kontinuum 
voraussetzt, dazu aber n als Funktion von Raum und Zeit gegeben 
annimmt. 

Es kommen jedoch Fii.lle vor, in denen die Differentialgleichungen 
unstetige Funktionen als Losungen besitzen. Dann ist das kritische 
Zuriickgehen auf das Diskontinuum notig, wenn man AufschluB iiber 
die feineren Einzelheiten der Unstetigkeit haben will. Auch bei stetigen, 
aber in sehr kleinen Bereichen noch stark verii.nderlichen Funktionen, 
bei denen die Funktionswerte (im durchgefiihrten Beispiel: die Dichte) 
selbst in den kleinsten Volumina LI yo, die gera<le noch als physikalische 
Individuen angesehen werden konnen, verii.nderlich sind, ist ein Zuriick­
gehen auf das Diskontinuum notwendig. 

Sehen wir jedoch von diesen Ausnahmefii.llen ab, und setzen wir 
fiir die folgenden Betrachtungen voraus, daB bei den von uns behan­
delten Fliissigkeiten und Gasen die GroBe der freien Weglange der 
Molekiile gegeniiber den Abmessungen der Fliissigkeitsbereiche zu 
vernachlii.ssigen ist, so konnen wir im folgenden die Fliissigkeiten und 
Gase ala von Masse stetig erfiillt betrachten. Um anzudeuten, daB in 
den oben erwahnten Ausnahmefii.llen Fliissigkeiten und Gase sich in 
ihrem Verhalten von einem Kontinuum unterscheiden, bezeichnet man 
si'3 auch als Quasi-Kontinua. 

2. Der Begriff des Fliissigkeitsdruckes. Wir' setzen folgenden Satz 
als eine Art Axiom an die Spitze, indem wir feststellen: 

Ein Kontinuum ist dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn an 
jedem beliebig abgegrenzten Teil desselben die Resultierende 
·der samtlichen an ihm angreifenden Krafte gleich Null ist. 

Die in Frage kommenden Krafte konnen wir einteilen in: 
1. Oberflachenkrii.fte, das sind Krafte, die auf die Oberflache eines 

Korpers wirken und der Oberflii.che proportional sind, 
2. Volumenkrii.fte oder Massenkrii.fte, Krii.fte, die proportional dem 

Volumen oder der Masse sind. Beispiele fiir Volumenkrafte hahen wir 
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in der Erdschwere {! g, wo (! die Masse der Volurneneinheit und g die 
Erdbeschleunigung ist, ferner in der Zentrifugalkraft. 

Betrachtet man irgendeinen sich im Gleichgewicht befindlichen 
Korper K (Abb.2), an dem eine Anzahl auBerer Krafte angreifen, 
so treten auBer diesen Kraften noch innere Krafte auf. Geht mall 
von einem Diskontinuum aus und macht den Grenzubergang zum 
Kontinuum, so laBt sich leicht zeigen, daB bel der Summierung iiber 
samtliche an K angreifenden Krafte die 
inneren Krafte herausfallen, da sie immer 
zweimal mit entgegengesetzter Richtung 
vorkommen. Ais eine Bedingung fur das 
Gleichgewicht eines Kontinuums erhalten 
wir somit die Forderung, daB die geometri­
sche Summe der auBeren Krafte gleich Null 
sein muB. 

Wollen wir nun doch einen AufschluB iiber 
die inneren Krafte an irgend einer Stelle 
des Korpers haben, so konnen wir das da­
durch erreichen, daB wir uns den Korper 
an eben dieser Stelle zerschnitten denken, 
und daB wir dadurch die inneren Krafte zu 

Abb.2. 1m Glelcbllewlcht beflnd­
Ucher Kilrper. Die Re8ultlerende 
auf elner jeden Scbnlttfllche muB 
glelch der Reaultlerenden der 
iibrlgen an dem abgeschnlttenen 

KilrPer angrelfenden luBeren 
Krlfte seln. 

auBeren machen. Da sich dann auch dieses in Gedanken abgeschnittene 
Stiick im Gleichgewicht befindet, muB die Resultierende auf der 
Schnittflache entgegengesetzt gleich der Resultierenden der iibrigen an 
dem abgeschnittenen Korper angreifenden auBeren Krafte sein. "Ober 
die Verteilung der Krafte in der Schnittflache erfahrt man allerdings 
durch die Anwendung dieses - besonders in der Festigkeitslehre haufig 
angewandten - Schnittprinzips nichts. 

Noch einen zweiten Satz speziell fiir ein fliissiges Kontinuum, 
den wir entweder als einen Erfahrungssatz oder als Defi~tion einer 
Flussigkeit auffassen konnen, wollen wir voraussetzen: 

Bei einer Flussigkeit stehen im Gleichgewichtsfall fur j eden be­
liebig abgegrenzten Teil der Fliissigkeit die Oberflachenkrafte 
senkrecht auf den Flachen, auf die sie wirken, und zwar sind sie von 
auBen nach innen gerichtet. 

Dieses Senkrechtstehen der Oberflachenkrafte bedeutet nichts 
anderes als die vollige Abwesenheit von irgendwelchen Reibungen. 

Diese Oberflii.chenkrafte pro Flacheneinheit, die wir Spannungen 
nennen, haben - wie Eulerl zuerst gezeigt hat - bei im Gleichgewicht 
sich befindlichen Fliissigkeiten eine besonders einfache Bedeutung. Aus 
dem obigen Erfahrungssatz bzw. Definition der Fliissigkeit in Ver-

I Euler, L.: Principes gene raux de 1'6tat de l'equilibre des flu ides. Berlin, 
Rist. de l'Acad. Bd. II (1755). 
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bindung mit dem Axiom uber das Gleichgewicht eines Kontinuums 
wollen wir nun eine fundamentale Aussage uber den Spannungszu­
stand in einer Flussigkeit herleiten. Wir machen bei dieser Gelegenheit 
zum ersten Male von der in dem Axiom enthaltenen Anweisung Ge­
brauch, daB wir unS aua der Flussigkeit irgendein Volumen heraus­
praparieren, wie es gerade fur den vorliegenden Fall praktisch ist. Fur 
dieses Volumen stellen wir dann die Gleichgewichtsbedingungen auf 
unter Berucksichtigung der Tatsache, daB die Oberflachenkrafte senk­
recht auf den Oberflachen stehen. 

In diesem Fall .betrachten wir ein Fliissigkeitsvolumen von der 
Form eines Prismafl mit rechtwinkligdreieckiger Grundflache (der Ver­

/I 

", 
Abb. 3. Gleichgewicht cines 
Fliissigkeitsprlsmas; aile drei 

Druckspannungen sind 
cinand3r gleich. 

einfachung der Rechnung wegen) und der 
Hohe 1 (Abb .. 3). Bezeichnen 1'1' 1'2' l'a die 
Oberflachenkriifte pro Flacheneinheit, d. h. 
die Spannungen auf den Flachen bzw. a· 1, 
b· 1, c· 1, so muB fur den vorausgesetzten 
Fall des Gleichgewichtes die Summe der 
Vertikal- und die Summe der Horizontal­
komponenten gleich Null sein. In diesem 
Fall brauchen wir die senkrecht auf die Basis­
flachen wirkenden Krafte nicht zu beruck­
sichtigen, da sie zu den beiden betrachteten 
Kraftrichtungen keine Komponenten liefern. 
Unter Benutzung der sich aus Abb. 3 

ergebenden Bezeichnungen ist also, wenn wir zunachst ,annehmen, daB 
Volumenkrafte nicht vorhanden sind und wenn wir noch die absoluten 
Betrage der Vektoren 1'1' V2' l'a mit PI> P2' 'Fa bezeichnen, 

Nun ist aber 

mithin 

also 

Pl' a - P3 • C cos (a, c) = 0 

P2 . b - P3' C cos (b, c) = O. 

a = c cos (a, c) 

b = c cos (b, c), 

PI-P3 = 0 

P2-P3 = 0, 

PI = P2 = P3' (1) 

Die Ableitung dieser letzten Gleichung ist unabhangig von der 
GroBe des Prismas und von seiner Orientierung im Raum. Lassen .wir 
daher das Volumen des Prismas nach Null konvergieren etwa derart, 
daB sich die Flache c·1 parallel zu sich selbst nach A verschiebt, so 
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sagt die Gleichung (1) also, daB im Gleichgewichtsfall die Kraft pro 
Flacheneinheit, die Spannung, im Punkt A unabhangig ist von der 
Ri<:htung des Flachenelementes, auf das sie wirkt. Diese von der Wir­
kungsrichtung unabhangige Spannung einer im Gleichgewicht befind­
lichen Fliissigkeit heiflt der Fliissigkeitsdruck im Punkte A. 

Wahrend bei einem anderen Kontinuum, einem elastischen Korper 
oder auch einer zahen, sich nicht im Gleichgewicht befindlichen Fliissig­
keit, der Spaimungszustand in einem Punkt durch die Form und die 
Orientierung eines Ellipsoides und damit durch 6 Zahlenangaben ge­
geben ist, geht dieses Spannungsellipsoid bei einer im Gleichgewicht 
befindliehen Fliissigkeit in eine Kugel iiber, die zur eindeutigen Be­
stimmung nur eine Zahlenangabe erfordert. 

Es ist nun eine Erfahrungstatsache, daB die Fahigkeit zaher Fliissig­
keiten, tangentielle Oberflachenkrafte (Schubspannungen) aufzunehmen, 
um so geringer wird, je weniger ziihe die Fliissigkeit ist. Machen wir 
jetzt den Grenziibergang zu Fliissigkeiten ohne jede Ziihigkeit, so 
schreioen wir dieser "ideal reibungslosen Fliissigkeit" die Eigenschaft 
zu, keine Schubkriifte aufnehmen zu konnen. Bei reibungslosen Fliissig­
keiten stehen somit die Oberflachenkriifte in allen Fallen (nicht nur 
im Gleichgewichtsfall) senkrecht auf den Oberflachen eines jeden Fliissig­
keitsteiles. Der Druck in einem beliebigen Punkt einer ideal reibungs­
losen Fliissigkeit ist also in jedem Falle unabhiingig von der Orientie­
rung des Flachenelementes, auf das er wirkt, d. h. der Fliissigkeits­
druck ist durch eine Zahlenangabe eindeutig bestimmt. Das Spannungs­
ellipsoid geht bei der reibungslosen Fliissigkeit (auch fiir Nichtgleich­
gewichtszustiinde) in eine Kugel iiber. (Der Spannungszustand in einem 
Punkt einer reibungslosen Fliissigkeit wird somit durch einen Skalar 
bestimmt, wahrend der allgemeine Spannungszustand einer zahen 
Fliissigkeit durch einen sYlttmetrischen Affinor (vgl. Nr.44) gekenn­
zeichnet wird.) Fiihren wir in einem Kontinuum (elastischer Korper, 
Fliissigkeiten) einen beliebigen Schnitt aus, so steht bei einer reibungs­
losen Fliissigkeit die Resultierende der inneren Kriifte am Orte des 
Schnittes immer senkrecht zur Schnittflii.che, wahrend bei ziihen 
Fliissigkeiten und bei elastischen Korpem die Resultierende der Span­
nungen im allgemeinen nicht senkrecht zur Schnittflache steht . 

. DaB im Gleichgewichtsfall auch fiir ziihe Fliissigkeiten der 
Druck senkrecht zur Oberfliiche des betrachteten Fliissigkeitsteilchens 
steht, lii.Bt sich auch noch so einsehen: Betrachten wir zuniichst einen 
Korper von dem Gewichte G, der lii.ngs einer Ebene E unter tiber­
windung der Reibungskraft Kr fortbewegt wird (Abb. 4), so ist die 
Resultierende der von dem Korper auf die Ebene ausgeiibten Krafte 
(G und Kr) unter einem gewissen Winkel IX gegen die Normale von E 
geneigt. Es ist nun eine wesentliche Eigenschaft jeder Fliissigkeit im 
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Gegensatz zu den elastischen festen K6rpern, daB bei nach Null kon­
vergierender Formanderungsgeschwindigkeit - also im Gleichgewichts­
fall - IX ebenfalls nach Null konvergiert, d. h. auch die zahen Fliissig­
keiten k6nnen im Gleichgewichtsfall keine Schubspannungen aufnehmen. 

Raben wir den Begriff des Fliissigkeitsdruckes zunachst abgeleitet 
unter Vernachlii.ss~gung von VolumenkriiJten, so k6nnen wir ihn leicht 

auch fiir den Fall, daB Volumenkriifte vor­
handen sind, erweitern. Da namlich die Ober­

£ £ flachenkriifte proportional der zweiten Potenz, 
Ww.~~~~~~ die Volumenkrafte jedoch proportional der 

Abb. 4. Eln fester Kiirper vom 
Gewleht G bewegt .sleh nnter 
tJberwlndung der RelbunlJl!' 
kraft K, langs elner Ebene B; 
ImGleichgewlchtsrall erglbt sleh 
bel resten Kiirpern (trockene 
Relbung) eln endlleher Winkel . 
ex. bel fiilsslgen Kiirpern Wird ex 

gIelch Null. 

dritten Potenz der linearen Abmessung des b­
trachteten Fliissigkeitsteilchens sind, so HWt 
sich der verhiiltnismaBige Anteil der Volumen­
krafte unter jedes beliebige MaB herunter­
driicken, wenn das in Frage kommende Fliissig­
keitsteilchen nur geniigend klein genommen 
wird. Da aber bei der Ableitung des Fliissig­
keitsdruckes das Volumen des Prismas nach 
Null konvergiert, gilt die obige Ableitung auch 

streng filr den allgemeinen Fall, daB auBer den Oberflachenkrii.ften auch 
V ol~menkriifte vorhanden sind. 

3. Zusammenhang der Druckverteilung mit der Volumenkraft. Wir 
wollen jetzt die Frage behandeln: Wie hangt im Gleichgewichts­
fall der Fliissigkeitsdruck mit den Volumen- oder Massenkriiften, die 
wir auch ala die (von auBen) eingepriigten Krafte bezeichnen, zusammen ? 
Die Einheit der Kraft 9 sei die Kraft pro Masseneinheit, der Dimension 
nach also eine Beschleunigung. Wird auch spiiter im allgemeinen als 
Massenkraft in erster Linie die Erdschwere g in Frage kommen, so 
gelten die folgenden "Oberlegungeri doch ganz allgemein filr beliebige 
Massenkriifte. 

Ein Kraftfeld sei definiert durch die als stetig vorausgesetzte Orts-

!
.dF I funktion des Kraftvektors g. Wir 

1'1 ~(}- 1}E ~l denken uns nun ein diinnes Zy-
9 9 linderchen, dessen Erzeugende 
Abb.5. Glelehgewleht elnes Fliisslgkelts. senkrecht zu gist (Abb. 5). Fiir 

zylindereh~ns. dessen Erzeugende senkrecht zur den vorausgesetzten Fall, daB 
Rlehtung des Kraftfeldes 1st; PI =P •• 

die Fliissigkeit sich im Gleich-
gewicht befindet, miissen die Resultierenden in drei aufeinander senk­
rechten Richtungen gleich Null sein. Betrachten wir hier lediglich die 
Richtung parallel der Zylinderachse, so stellen wir zuniichst fest, daB 
aIle Massenkriifte und auch die Oberfliichenkriifte auf dem Zylinder­
mantel senkrecht zur Zylinderachse stehen. Wir haben also nur die 
Kriifte· LI F . PI und LI F· P2 zu betrachten. Diese sind entgegengesetzt ge-
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richtet. lhr Gleichgewicht liefert daher 

PI = P2· 

Da aber die Lage des Zylinders in der zu 9 orthogonalen Flache be­
liebig war und wir belie big viele solche Zylinderchen aneinanderreihen 
konnen, so ergibt sich hieraus (wenn man die Querschnittsflache des 
Zylinders nach Null konvergieren lallt) der Satz: 

In jeder Orthogonalflache des Kraftfeldes gist der Druck konstant. 
Diese Flii.chen gleichen Druckes werden auch - in Anlehnung an 

rue Wasseroberflachen, in denen auch gleicher Druck, namlich der 
Atmospharendruck, he~scht - Niveauflachen genamrt. 1st ein 
Vektorfeld nicht "flachennormal", d. h. besitzt es keine Orthogonal­
flachen, so ist auch kein Gleichgewicht moglich. So besitzt z. B. ein 
Schraubenvektorfeld keine Orthogonalflache. Eine Fliissigkeitsmasse 
unter der Einwirkung eines solchen Kraftfeldes wiirde zu k.reisen an­
fangen und sich nicht in einem Gleichgewicht befinden konnen. 

Ein besonders wichtiges, flachennormales Kraftfeld ist dasjenige, 
dessen Vektor 9 eine Kraftefunktion U besitzt, d. h. dessen Vektor 
der Gradient eines Skalars U = f(x, y, z) ist: 

in }(omponenten: 
g=gradU, 

au 
g~ = ax 

au 
gil = ay-

au 
9. = ifZ' 

9 = konst. ist somit gleichbedeutend mit U = konst. Man nennt ein 
solches Kraftfeld ein Potentialfe~d. Da die Flachen U = konst. Ortho­
gonalflachen des J(raftfeldes 9 sind, auf diesen jedoch nach Vorherigem 
auch der Druck konstant ist, so ist fiir den Fall eines Potentialfeldes 
der Druck allein eine Funktion von U: 

P = I(U). (2) 

Hat das Vektorfeld 9 keine Kra.ftefunktion, so ist es im allgemeinen 
auch nicht flachennormal; es gibt zwar FaIle, in denen ein Vektorfeld 
kein Potential, aber doch Normalflachen besitzt. Man kann solche 
Felder immer auf die Form 9 = grad U·I (x, y, z) bringen. 1m all­
gemeinen ist hier aber kein Gleichgewicht moglich, es sei denn bei 
sehr speziellen Dichteverteilungen. Das Gleichgewicht ist dabei aber 
immer instabil. 

Wir gehen jetzt dazu iiber, die Abhangigkeit des Druckes von der 
V.olumenkraft in der Richtung des Kraftvektors zu untersuchen. Zu 
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dem Zweck betrachten wi!' ein Fliissigkeitszylinderchen, dessen Er· 
zeugende parallel zu 9 ist, und dessen Grundflachen L1 F sich in zwe 
Fliichen mit dem konstanten Druck p bzw. p + dp befinden (Abb. 6) 

Stellen wir ftit dieses Fliissigkeitszylinderchen die GIeichgewichts. 
bedingung fur die Richtung des Kraftvektors 9 auf, so fa.llen wiedel 

aIle Druckkrafte auf die Mantel£lache des Zy. 
-konsf. linderchens fort, da diese samtlich senkrecht zw 

__ -*=Ery-!;;L.:.;= Richtung der betrachteten KraftkomponentE 

Abb. 6. G1elphgewlcht elnes 
FIJsslgkeltBzyllnderchens. 

des Ben Erzeugende parallel 
ZUT Rlchtung des Kraftfeldes 
ist; dp 

,fJi =eo· 

stehen. Die Betrachtung der iibrigbieibendell 
Krafte ergibt, daB das Gewicht des Flussigkeits. 
zylinders entgegengesetzt gleich der Differenz del 
Druckkriifte auf den Grundfliichen des Zylin. 
ders sein muB. Bezeichnen wir mit e· die MassE 
der Volumeneinheit, so ergibt sich mit. den Be­
zeichnungen der Abb.6 

edhiJFg = (p + dp) L1F - pL1F = dpL1F 

oder dp 
dh = e g. (3) 

Hiermit haben wir einen fur die Statik der Fliissigkeiten ungemein 
wichtigen Satz gefunden: 

Der Druck im Innern einer Fliissigkeit wiichst in der Richtung der 
eingepragten Kraft derartig, daB seine Zunahme pro Liingeneinheit 
gleich dem Produkt aus Dichte und eingepragter Kraft ist. 

Betrachten wir die Zunahme des Druckes in anderen zu p = konst. 
nicht senkrechten Richtl,lngen, so erkennt man leicht, daB es sioh in :i um den Gradienten von p handelt, so daB wir allgemein schreiben 

konnen 
gradp = e9 (311.) 

oder 
ap 

I ax = e9z 

ap 
ay = egy 

I ap 
iil.' = e g •. 

(3b) 

Fur den Fall, daB 9 die Erdschwere bedeutet, also g = g para.llel z 
ist, vereinfachen sich die letzten Gleichungen zu 

.op __ 0 op 0 ap 
ax ' a, =, az=eg· 

Dieses Vorzeichen von ~~ ist richtig, wenn die positive z-Achse nach 
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unten gerichtet ist. Wird z nach oben positiv gerechnet, so ist 

iJp 
Tz=-eg· 

17 

Setzen wir jetzt voraus, daB das Kraftfeld ein Potential besitzt, 
80 ist, wenn ", parallel gist, 

dU 
K=g· 

In yerbindung mit (3) ergibt das 

dp = edU; 

(4) 

(5) 

da aber nach (2) der Druck ei,ne Funktion von U allein ist, haben wir 

;~ = e = f'(U) 
oder 

leU) = f edU + konst., 

d. h. bei bekannter Verteilung der Dichte laBt sich / (U) einfach durch 
Integration bestimmen. 

Aus e = I'(U) ergibt sich, daB fur U = konst. auch die Dichte 
konstant ist. Da wir schon weiter oben gefunden haben, daB auf 
den Flii.chen konstanten Potentials auch p = konst. ist, so konnen wir 
- wenn wir die Zustandsgleichung eines Gases/(e, p, T) = 0 heran­
ziehen - sagen, daB unter der Einwirkung einer Potentialkraft der 
Zustand des Gases auf einer Niveauflii.che konst~nt ist. 

In vielen Fallen ist die f\bhii.ngigkeit der Dichte yom Druck ge­
geben, z. B. bei adiabatischen Zustandsii.nderungen von Gasen; dann 
haben wir nach (5) 

PI 

fd: = U + konst. oder f d: = U2 - U1 , 

PI 

wo f": bei Kenntnis der Abhii.ngigkeit zwischen p und e berechnet 

werden kann. Das Integral f d: ' das selbst wieder eine Funktion von 

p bzw. e ist, nennen wir die Druckfunktion und bezeichnen sie mit 

11 f d: = P(p)., (6) 

111 

wo PI einen beliebigen Anfangswert bedeutet. 
Mit dieser einfachen linearen Beziehung zwischen Druckfunktion 

und Krii.ftefunktion ist die Druckverteilung einer unter dem EinfluB 
einer Potentialkraft sich im Gleichgewicht befindlichen Flussigkeit 
prinzipieU erledigt. 

Tietjens, Hydromechanlk. 2. Auf!. 2 
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4. Stabm&lt der G1eiehgewiehtslagen. Wir nennen ein Gleichgewicht 
uann stabil, wenn durcb jede beliebige kleine Verscbiebung ein solcher 
Zustand geschaffen wird, der danach strebt, den alten Gleicbgewichts­
zustanu wieder herzustellen, labil dagegen, wenn das gestorte Systt'm 
sich von der alten Gleichgewichtslage zu entfemen strebt, indifferent 
schlieBlich, wenn der Flussigkeit beliebige Verschiebungen erteiIt wer­
den konnen, ohne daB das G1eichgewicht gest(irt wird. 

Urn bei einer It'lussigkeit festzustellen, welcher G1eichgewicht.s­
zust.and besteht, nehmen wir in Gedanken ein gewisses Quantum 
der Flussigkeit und verschieben es urn eincn passenden Betrag entgegen 
der Kraftrichtung. Hat es dort nach der Verschiebung eine groBere 
Diehtc als <lit, umgebende }<'liissig\{eit, so wird es offen bar wieder zuruck­
sinken und zur friiheren G1eichg<'wichtslage zuriickzukehren streben. 
Die Flussigkeit befindet sich in dicsem Fa.lle im stabilen Gleichgewicht 1. 

Bcsitzt das verschobene Flussigkeitsquantum an der neuen Stelle 
eine geringere Dichte als die umgebende Flussigkeit, so erfahrt es durch 
sie eim'n hydrostatischen Auftrieb, d. h. e8 ist bestrebt, sich noeh mehr 
aus seiner urspriinglicht'n Gleichgewichtslage zu entfemen; die Flussig­
keit befindet sich im labilen Gleichgewicht. 

Findet ein Fliissigkeitsquantum bei jeder beliebigen Verschiebung 
in seiner Umgebung die gleiche Dicbte, die es selbst nach der Verschie­
bung bcsitzt, so befindet sicb die Flussigkeit im indifferenten Gleich­
gewicht. 

IMt die Dicbte unabbangig ,'om Druck, d. b. baben wir eine in­
kompressible Flussigkeit, und ist die Verscbiedenbeit der Dichte nur 
durch die Inhomogenitat der Flussigkeit bedingt (baben wir Z. B. in 
einem GefaB ubereinander gelagerte SalzlOsungen von verscbiedener 
Konzentration), 80 ist - wenn wir die Ricbtung von 1& mit der Kraft­
richtung zusammenfallen 1a.'J8en - die FliillRigkeit 

ist. 

im st.abilen Gleichgewicht, wenn :: > 0 , 

a(! 
im labilen Gleichgewicht, wenn (fA. < 0 

im indifferenten Gleichgewicht, wenn :: = 0 

Bei kompressiblen Fliissigkeiten, bci Gasen, sind die Vorgange in­
sofero etwas verwickelter, als das Gasteilchen bei seiner Ortsverande­
rung auch seine Dichte andert dadurch, daB es in eine andere Niveau­
flache von anderem Druck kommt. 

1 Man kann natilrlich ebenao auch cine Verschiebung in Ricbtung der 
I'ingepragten Kraft vornehmen. 1m Fall der Stabiliit hat daa verschobene 
QuantuIII kl('inl'rr Dil-htl' 11111 dil' nl'U(' L"mgcbung und kehrt auch hier zuriick. 
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1m II. Kapitel unter Nr. 15 werden wir die Stabilitat von Gasmassen 
behandeln und die dabei in Rechnung zu ziehende Abhangigkeit der 
Dichte von dem Druck eingehend beriicksichtigen. 

o. Hydrostatische Druckgleichung. Haben wir bisher von dem Kraft· 
vektor 9 nur vorausgesetzt, daB er eine stetige Funktion des Ortes ist 
und nur in gewissen Fallen angenommen, daB diesas Vektorfeld eine 
Kraftefunktion besitzt, so wollen wir weiterhin den speziellen Fall be­
trachten, daB 9 die Erdschwere bedeutet. Die Erdsch'\tere ist eine nach 
dem Mittelpunkt der Erde gerichtete Zentralkraft und besitzt, wie jede 
Zentralkraft, eine Kraftefunktion, die wir - wie bisher - mit U be­
zeichnen wollen. U = konst. sind somit, wenn von der Kriimmung 
der Erdoberflache abgesehen wird, Ebenen parallel der Erdoberflache. 
Die Richtung von 11, wollen wir entgegen der friiheren Bezeichnung von der 
ErdoberflachenachauBen, wieallgemeiniiblich, positiv rechnen. Dadurch 
tritt der besprochene Vorzeichenwechsel in (4) ein, so daB wir haben: 

dU 
g = - -(/,h' oder g (11, - hI) = U1 - U. 

Da anderseits nach (5) 
71 

S-d: = U-U1 

711 
ist, so ergibt sich 

(7) 

Hierin haben wir eine Beziehung, die es ermoglicht - unter Vor­
aussetzung der Kenntnis des Zusammenhanges des Druckes mit der 
Dichte -, Hohenmessungen auf Druckmessungen zuriickzufiihren, wo­
zu noch die Messung der Temperatur kommt, um aus dieser und dem 
Druck nach der Zustandsgleichung die Dichte zu berechnen. Diese 
Gleichung, in der die barometrische Hohenformel steckt, kommt be­
sonders bei Messungen von Lufthohen zur Anwendung 1. Die Abnahme 
der Erdbeschleunigung mit zunehmender Hohe, die durch die Kugel. 
gestalt der Erde bedingt ist, kann im allgemeinen vernachlassigt wer· 
den, da der hierdurch verursachte Fehler bei Hohen von etwa 10 km 
weniger als 1/6 % betri-igt. Denn bedeutet R den Erdradius und go die 
Erdbeschleunigung auf der Erdoberfli-iche, so ist die. Erdbeschleuni­
gung (g) in einer Hohe 11, gegeben durch 

( R )2 1 
fl = go R + h = flo ( ,--h -)2 . 

l+jf 

1 1m II. Kapitel kommen wir ausfuhrlicher auf diese Gleichung und ihre 
Anwendung zur Hohenmessung zuruck. 

2* 
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Dafiir konnen w!r als Na.herungsformel schreiben (16 -< R): 

g = go ( 1 _ 2;) . 
Es ist also: 

-U=fgdh=gof(l- ~)dh 

- U -. go (16 - ~) • 
Fur R = 6370 km und z. B. 16 = 10 km ist 

A· 
Ii = 16m. 

Das ist die Korrektionshohe, um die ein bestimmter Wert von U und 
damit von P verlegt werden 'muB, um der Abnahme von g wegen der 
Kugelgestalt der Erde gerecht zu werden. Wie man erkennt, Macht 
das Korrektionsglied bei einer Rohe von 10 km noch nicht 1/6 % aus. 

Fassen wir eg zu einer GroBe zusammen (eg = y), so haben wit 
in dem "Raumgewicht" r das Gewicht der Volumeneinheit und konnen 
(7) schreiben: 

p, 

f d P 
16-161= y' 

p 

(8) 

Besonders einfach werden die Verhaltnisse, wenn e und damit 
auch r als konstant angenommen werden kann, wie z. B. bei Wassel 
von uberall gleicher Temperatur. (8) geht dann uber in 

1 
16 - hI = Y (PI - p) 

oder 
P = PI - " (16 - hI) • 

Legen wir den Ursprung unseres BezugBsystems noch so, daB hI = () 
ist, d. h. bezeichnen wir den Druck an der Stell& 16 = 0 mit Pu so bleibt 

P = PI - ,,16 • (9) 
(Druckgleichung der Hydrostatik.) 

Wir haben in dieser Hauptgleichung der Hydrostatik also den Satz, 
daB der Druok nach unten zunimmt, und zwar pro Lii.ngeneinheit urn 
das Gewicht der Volumeneinheit, was wir in Differentialform auch 
schreiben konnen: 

dp 
dA = - y. (9a) 

6. Anwendungen der hydrostatischen Druckgleichung. Kommuni· 
zierende GefiBe. DaB die Fliissigkeitsspiegel zweier kommunizierendel 
GefiiBe in derselben Horizontalebene liegen mussen, geht unmittelbal 
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aus der Druckgleichung hervor (da an der Oberflache der gleiche At.mo­
spharendruck herrscht), laBt sich jedoch auch direkt einsehen unter 
Anwendung eines von Stevin 1 zuerst benutzten sogenannten Er­
starrungsprinzips. Allgemein ausgedruckt 
lautet dieses Prinzip: Ein im Gleichgewicht 
befindliches System (z. B. ein Hebel­
system) bleibt im Gleichgewicht, wenn 
hinterher beliebige Teile des Systems als 
starr angenommen werden. Stevin, der 
dieses Prinzip speziell auf hydrostatische 
Probleme anwandte, ging davon aus, daB 
ein beliebiges Quantum Wasser, in Wasser 
derselben Dichte eingetaucht, an jeder 
Stelle im Gleichgewicht sich befinden musse, 
und daB dieses Gleichgewicht auch dann 

Abb.7. Eln mit Wasser lIefillltel! 
Gef!!.8; denkt man Bleh den schr!!.g 
gestrtehelten Tell unter Belbe­
hal tung selner Dlehte erstarrt. 
BO erglbt Bleh daB Gesetz der 

kommunlzlerenden GeflUle. 

nicht gesrort werden konne .. wenn man annimmt, daB einzelne Teile 
des Wassers - unter Beibehaltung derselben Dichte - erstarren 
wiirden. 

Um dieses Prinzip auf den Fall der verbundenen GefaBe anzuwenden, 
denken wir uns ein GefaB G (Abb.7) mit Wasser gefullt. Das herr­
schende Gleichgewicht kann nun offenbar nicht aufhoren zu bestehen, 
wenn man gewisse - an sich beliebige - Teile des Wassers (unter 
Beibehaltung seiner Dichte) erstarren 
laJ3t. Lassen wir jetzt alles Wasser er­
starren bis' auf das Wasser, das dem­
jenigen in dem kommunizierenden Ge­
faB entspricht, so erkennt man, daB 
das flussig gebliebene Wasser auch in 
dieser Form sich im Gleichgewicht 
befindet. 

Eine praktische Anwendung der 
kommunizierenden Rohren hat man 
in den Flussigkeitsmanometern, mit 
denen man vielfach den Druck von 
Gas~n miBt. 

,. .. 

1 

J 
Abb. 8a u. b. Manometer zur Druekmessung 
von Gasen (8a). Manometer zur Messung 

des Atmosphl!.rendruekes (8 b). 

Haben wir in dem rechten Schenkel des in Abb. Sa schematisch 
gezeichneten Manometers ein Gas eingesclilossen, und hat sich ein 
Gleichgewicht eingestellt bei einem Wasserspiegel im linken Schenkel 
von der Hohe hi> so ist, wenn wir mit P den Druck des Gases, mit Po 
den Atmospharendruck, mit Pl den Druck im Manometer an seiner 

1 Stevin, S.: De Beginselen des Waterwichts. Leyden 1586 oder: Oevres 
mathematiques. Leyden 1634. 
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tiefsten Stelle und mit 'Y das Raumgewicht des Wassers bezeichnen, 

PI=Po+"kl 

P1=p+"hz, 
mithin 

P = Po + " (hi - hz) = Po + " k . 
Man kann auch den Atmospharendruck selbst zur Messung bringen, 

wenn man in dem geschlossenen Teil des U·Rohrs eine Luftleere her. 
stellt (vgl. Abb. 8b); es ist dann der Druck P = 0 und somit 

Po = " (h. - hI)· 

Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung der kommunizierenden 
GefaBe bietet die hydraulische Presse. Abb. 9 zeigt das Prinzip dieser 

Pressen, mit denen sich betrachtliche Krafte 
- bis 300 t und mehr - verhiiltnismaBig 
leicht ausiiben lassen. Die beiden verschie­
den groBen Offnungen der kommunizierenden 
GefaBe sind mit gut gedichteten Kolben 

__ :J._-_-_-_-_~:::::-=-=-= 
Abb.~. Prlnzlp der hydraulischen 
Presse: F 

Q=p. ~. 
P. 

versehen, deren Querschnittsflachen FI bzw. 
F2 sein mogen (FI < F2). Wird auf den 
kleineren Kolben die Kraft P ausgeiibt, so 
ergibt sich daraus an der Beriihrungsflache 
des Kolbens mit dem Wasser ein Fliissig­
keitsdruck P, der sich aus der Gleichung 

bestimmt. Infolge des Druckausgleiches 
durch die Fliissigkeit stellt sich auch an der 
unteren Flache F2 des groBeren Kolbens der 

gleiche Druck P ein, der jedoch - da er auf der groBeren Flache F2 
zur Wirkung kommt - die groBe Kraft 

Q = p·F2 

ausiibt. 
Es ergibt sich somit 

Q = P.~:-
7. Hydrostatischer Druok auf Wande und Boden. AIle hier auftreten­

den Fragen werden im wesentlichen durch die hydrostatische Grund­
gleichung p = Po + Y h gelost unter Beriicksichtigung der Tatsache, 
daB der Druck in senkrechter Richtung zur Begrenzungsflache wirkt. 

Die auf eine wagerechte Flache F (Bodenflache eines GefaBes) vom 
Fliissigkeitsdruck ausgeiibte Kraft ist somit 

P = F (p - Po) = F" h. 
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Der Bodendruek P ist also unabhangig von der Form des Gefa.lles 
und nur abhangig von der Gro.lle der Bodenflaehe, der vertikalen Rohe 
der Fliissigkeitsoberflaehe iiber dem Boden und dem Raumgewieht der 
Fliissigkeit. Die in Abb. lOa-d dargestellten Gefa.lle versehiedener For-

Abb. 10 a, b, e u. d. GefAlle versehledenartller Form, die bel Ileicber 
Rohe der Fliissllkeit Ileichen Bodendruck bealtzeu. 

men besitzen bei gleicher Bodenflaehe und bei gleieher WasserhOhe 
den gleiehen Bodendruek P. 

Diese ala hydrostatisehes Paradoxon bekannte Tatsaehe, da.ll sehr 
versehiedene Wassermengen denselben Bodendruek ausiiben konnen, 
da.ll die auf den Boden ausgeiibte Kraft unter Umstanden sogar gro.ller 
sein kann als das Gewieht der gesamten Fliissigkeit (Abb. lOe), la.llt 
sieh aueh leieht mit Benutzung des Erstarrungs­
prinzips erklaren. Betrachten wir beispielsweise 
den Fall des in Abb. 10e dargestellten Gefa.lles: 
Wir denken uns zu dem Zweck ein zylindrisches 
Gefa.ll mit der Grundflaehe F bis zur Rohe h mit 
Wasser gefiillt (Abb. 11). Diese im Gleiehgewieht 
befindliehe Wassersaule iibt offenbar auf den 
Boden eine Kraft 

P=Fyh 
aus. Nun kann aber das Gleiehgewieht und so­
mit die auf den Boden wirkende Kraft sieh nieht 
andern, wenn man gewisse Teile des Wassers (in 
der Abb. schraffiert) sieh erstarrt denkt, so daB 
die fliissig gebliebene Wassermasse von der Form 
Abb.11 den gleichen Bodendruck ausiibt wie die 

Abb.11. Eln mit Wasser 
lefiill tes GefAIl; denkt 
man sleh den schrAg 
gestrichelten Tell unter 

Belbehaltung selner 
Dichte erstarrt, so erglbt 
sleh, daB der Bodendruck 

unabhinglg von der 
Form des Gefilles und 
nur abhinllig von der 
Rohe der Flii.sigkeit lAt. 

in Abb. 10e dargestellte. Dureh zweekentspreehende Wahl der sieh 
erstarrt gedaehten Wasserteile laBt sieh diese Erscheinung ebenfalls 
bei den anderen in Abb. 10 angegebenen GefaBformen erklaren. 

Der Fliissigkeitsdruck auf eine Wand wird gleiehfalls mit der hydro­
statisehen Rauptgleiehung bereehnet, nur ist zu beriieksiehtigen, daB 
in diesem Fall h und somit p auf der Fliiehe nieht konstant ist. 

Betraehten wir speziell den Fall, daB es sich um eine senkrechte 
Wand eines GefaBes handelt und fragen wir, wie groB die Kraft ist, 
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die auf einen Teil dieser Flache ausgeubt wird, so ergibt sich aus dem 
linearen Zusammenhang des Druckes mit der Hohe folgende Beziehung: 
Errichten wir (Abb.12) uber der Flache Fein ,gerades Prisma und 
schneiden von diesem Prisma durch eine unter 45° gegen die Wand 
geneigte Ebene, die den Wasserspiegel in E E schneidet, ein Stuck ab, 
so ist offenbar das Volumen dieses' ~bgeschnittenen Prismas (V), multi­
pliziert mit dem Raumgewicht der Flussigkeit, gleich dem Druck auf 

Abb. 12. Hydrostatlacher 8elteDdruck. 

die Flache F. Die Hohen des Pris­
mas an den verschiedenen Stellen 
von F entsprechen nach Konstruk­
tion den an diesen Stellen herr­
schenden Drucken auf die Seiten­
wand. 

Unter Benutzung der hydro­
statischen Hauptgleichung erhalten 
wir fiii- den Druck P auf die 
Seitenflache F 

p 

P = j(p - Po) dF , 
wenn Po der Druck fur h = 0 ist (Atmospharendruck); oder da 

p - Po = rh 
ist, 

p 

P=rfhdf=rFho, 

wenn ho die Entfernung des Schwerpunktes der Flache F vom Fliis~ig­
keitsBpiegel ist. 

Fragen wir nach dem Angriffspunkt der resultierenden Kraft P 
und beriicksichtigen wir dabei, daB das Produkt aus Kraft (P) und Hebel­
arm (hl ) gleich dem resultierenden Moment aus allen einzelnen Kriiften 
sein muB, so haben wir 

oder mit p - Po = hI' 
p 

P ~ = y J hi dF = Y J , 

wenn J das Tragheitsmoment der Flache F bedeutet. 
Bezeichnen wir mit J 0 das Tragheitsmoment fiir die Schwerpunkts­

achse, so ist bekanntlich 

J =F~+ Jo , 

und wenn wir noch setzen (Abb. 13): 

hI = ho + a, 



so ist 
mithin 
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P ho + Pa = yFh~ + yJo = Pho + yJo, 
J o 

'a = Fho ' 

25 

1st beispielsweise Fein Rechteck, so ist, da das Tragheitsmoment 

durch die horizontale Schwerpunktsachse J o = ~: ist (b die horizon­

tale, Z die vertikale Seite des Rechtecks): 
bZS zt 

a = 12blho = 12ho ' 

Beriihrt das Rechteck mit seiner oberen Seite 

den Wasserspiegel, so ist wegen ho = { 
1 

a=6' 
8. Hydrostatischer Auftrieb und Stabilitlit. 

Die Erkla~ng der Erscheinung., da.ll ein in eine Abb. 13. Angriffsponkt der 

FliiBBigkeit getauchter Korper scheinbar an Ge- Seltendruckkraft auf eine Fliiche von rechtecklger 
wicht verliert, la.llt sich entweder nach dem Gestalt. 

Erstarrungsprinzip oder mit Hilfe der hydrostatischen Druckgleichung 
durchfiihren. 

Wie wir gesehen haben, bleibt eine im Gleiehgewicht befindliche 
FliiBBigkeit auch dann noch im Gleichgewicht, wenn ein beliebiger Teil 
von ihr erstarrt, ohne dabei ein anderes Raumgewicht anzunehmen. 
Dem Gewicht dieser erstarrten Fliissi,g-
keitsmasse stehen die Druckkraft; ~_~~~~~~~~~~~ 
gegeniiber, die unter der erstarrten =­
FliiBBigkeitsmaBBe gro.ller sind als iiber -
derselben. Die Resultierende dieser =-­
Druckkrii.fte mu.ll nun gleich dem Ge­
wicht der erstarrten FliiBBigkeitsmasse 
sein. Ersetzt man den als erstarrt ge­
dachten Fliissigkeitsteil durch einen - - - - -
anderen Korper der gleichen Gestalt, 
den man kiinstlich an der betreffen­
den Stelle gehalten denkt, so bleiben 

Abb. 14. Hydrostatischer Auftrieb: die 
Resultierende der Druckkratte auf der 

gesamten Oberfiilche ist gleich dem 
Gewlcht der verdrilngten Flussigkeitsmasse. 

die Krafte auf diesen Korper, d. Laber der Auftrieb, die gleichen. 
Rechnerisch ergibt sich der Auftrieb so: Nach Abb. 14 ist 

oder mit 

oder 

F 

A = f (PI - P2) dF 
PI - P2 = Y (h2 - hl) 

F 

A = y f (h2 - hi) dF 

A =yV, 
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wo V das Volumen des Korpers ist. Ein in eine Fliissigkeit vom Raum­
gewicht y vollstandig eingetauchter Korper erfahrt also einen Auftrieb -
oder eine schein bare Gewichtsabnahme - vom Betrage des Gewichtes der 
von ihm verdrangten Fliissigkeitsmasse, wobei die Auftriebskraft immer 
im Schwerpunkt der verdrangten Fliissigkeitsmasse angreift. Wir haben 
also den Satz: 

Das Gewicht eines in einer Fliissigkeit im Gleichgewicht schweben­
den oder auf einer Fliissigkeit schwimmenden Korpers ist gleich dem 
Gewicht der von dem Korper verdrangten Fliissigkeit. 

Was die Stabilitat von festen Korpern in Fliissigkeiten gegen 
Drehung anbelangt, so laBt sich dieselbe fiir vollstandig untergetauchte 
Korper durch den Satz erledigen, daB sich der Korper im stabilen 
Gleichgewicht befindet, wenn sich der Schwerpunkt des Korpers 
senkrecht unter dem des verdrangten Wassers befindet; liegt er 
senkrecht dariiber, so befindet sich der Korper im labilen Gleich­

gewicht. Das' Gleichgewicht ist 
schlieBlich indifferent, wenn die 
beiden Schwerpunkte zusam­
menfallen. 

Bei nicht vollstandig ein-
- ---= getauchten Korpern (Schiffen) 

_ -= ist die Aufstellung der Stabili-= = = -tatsbedingung gegen Drehung 
_ _ _ _ _ _ -_ _ insofern schwieriger, als bei 
- - - - - -~ - j!- - - - - - Drehungen des Korpers die 

Abb. 15. Querschnitt eines Schlffskorpers; statt der Form des verdrangten Wassers 
Drehung des Schlffes um seine Schwerpunktachse S .. . 
um den Winkel-dp wlrd die Wasserllnle um d." und damlt die Lage seInes 

gedreht. S h nkt' h .. d t c werpu es SIC an er . 
Abb. 15 zeigt schetnatisch den Querschnitt eines Schiffskorpers. 

S sei der Schwerpunkt des Schiffes, A der des verdrangten Wassers, 
also der Angriffspunkt des Auftriebs. 

Denken wir uns jetzt eine Drehung des Schiffes um seine Schwer­
punktsachse um den kleinen Winkel -dip oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, denken wir uns eine Drehung der Wasserlinie um dip, 
so moge durch diese Drehung der Schwerpunkt der verdrangten 
Wassermasse von A nach A' riicken. Die in S angreifende Schwer­
kraft Bowie die Auftriebskraft in A' sind dann natiirlich senkrecht 
zur gedrehten Wasserlinie zu nehmen. 

Es fragt sich nun: 1st das durch die Drehung des Schiffes auftretende 
Moment bestrebt, das Schiff in seine erste Lage zuriickzudrehen, oder 
hat es das Bestreben, da~ Schiff von seiner Anfangslage noch weiter 
fortzudrehen? 1m ersteren FaIle haben wir stabiles, im zweiten FaIle 
labiles Gleichgewicht. Tritt bei jeder Drehung des Schiffes kein ~oment 
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auf - in diesem Fall mufl der Schwerpunkt des Schiffes mit dem des 
verdrii.ngten Wassers immer in eine Senkrechte fallen -, so befindet 
sich das Schiff im indifferenten Gleichgewicht. 

Bringen wir die Wirkungslinien der Auftriebskrii.fte in A und A' 
im Punkte M zum Schnitt, und bezeichnen wir den Abstand von M 
bis S mit k, so ergibt sich nach der Drehung des Schiffes das Moment 
Q k drp, das im FaIle der in Abb. 15 gezeichneten Lagebeziehungen 
offenbar bestrebt ist, das Schiff wieder aufzurichten. Wir haben somit 
hier ein stabiles Gleichgewicht. 

Wie sich aus geometrischen Grunden ergibt, herrscht stabiles Gleich­
gewicht, 80lange sich der Punkt M oberhalb von S befindet. Liegt M 
unterhalb von S, so herrscht labiles Gleichgewicht. M wird das Meta­
zentrum genannt und k die metazentrische Rohe. Je hoher das Meta­
zentrum tiber dem Schwerpunkt des Korpers sich befindet, um so 
grofler ist die Stabilitii.t. 

9. Berechnung der metazentrischen Hohe. Wir kntipfen an die Abb. 15 
und an die dort gegebenen Bezeichnungen an. 

Betragt das Gewicht des Schiffes und 80mit das Gewicht der ver­
drangten Wassermasse Q, und ist der Angriffspunkt der Auftriebskraft A, 
80 haben wir nach einer Drehung des Schiffes urn -drp eine Verschie­
bung des Auftriebszentrums urn e nach A'. Das Moment Q e mufl nun 
offenbar gleich der algebraischen Summe der auf der rechten Seite 
hinzukommenden und auf der linken Seite verschwindenden verdrangten 
Wasserteilchen, jedes mit seinem Rebelarm multipliziert, sein: 

F F 
Q e = J y dF y d rp y = Y d rp J y2 dF 

Qe=yJdrp, 
wenn J das Trii.gheitsmoment des Wasserlinienquerschnittes ist; mithin 

J 
B = yQdrp, 

oder, wenn wir statt des Gewichtes das Volumen der verdrangten 

Wassermasse V = Q (Deplacement) einfiihren, 
y 

J 
B = -V-drp. 

Aus cler Abb. 15 ergibt sich 

e = (k + a) drp, 

so daB man ftir die metazentrische Rohe k den Ausdruck hat: 

k= E -a 
drp 

oder 
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Experimentell liiBt sich die metazentrische Hohe bestimmen, wenn 
man ein groBes Gewicht P von der einen Seite des Schiffes vom 
Gewicht Q auf die um b entfernte andere Seite desselben bringt und 
dabei den kleinen Winkel dcp der Drehung miBt, den das Schiff bei 

dieser wechselseitigen 
Belastung ausfiihrt. 
Wle sich aus Abb. 15 
ergibt, mull dann 

oder 

sein. 

Ph = Qh dcp 

h= Ph 
QdqJ 

Wir wollen noch 
die metazentrische Hohe eines in Abb. 16 wiedergegebenen Korpers 
von der Liinge l, der Breite h und dem Tiefgang t bestimmen. Die 
Rohe des Sch.werpunktes fiber der Bodenfliiche sei c. 

Die Triigheitsmomente der Wasserlinienquerschnitte sind 

J1 = '1~ bezogen auf die Liingsachse des Schiffes durch den Schwer­

punkt, 

J 1 = ~: bezogen auf die Querachse des Schiffes durch den Schwer­

punkt. 
Wie wir gesehen haben, ist 

J 
h=--a y , 

d. h. die metazentrische Hohe h und damit die Stabilitiit ist um so 
kleiner, je kleiner das Triigheitsmoment Jist. 

Da wir annehmen, dall l > b, also J I > J 1 ist, so haben wir als 
MaB der geringsten in unserem Fall vorkommenden Stabilitiit 

J 1 lh3 
h=y-a= 12y-a. 

Setzt man V = lbt und beriicksichtigt man, dall a = c - ~ ist, 

so ergibt sich fiir die metazentrische Hohe: 

h = ~ - a = ~ - (c - .!-) 12 t 12 t 2 . 

S I hi t . t h b .. . " 1. d d . S b" o ange 12 i > c -"2 18, a en wlr em posltIves n un amlt ta 1-

litat. Man erkennt, dall bei konstantem Tiefgang und konstanter Rohe 
des Schwerpunktes fiber der Bodenfliiche die Stabilitiit wesentlich ab-
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hangt von der Breite des Schiffes. Bei einer bestimmten Breite wird 
k = 0, d. h. das Gleichgewicht indifferent, bei weiterer Abnahme der 
Breite wird h negativ und somit das Gleichgewicht labil. 

II. Anwendung der Druckgleichung auf permanente 
Gase. 8tabilitAt von Luftmassen. 

10. Zustandsgleichung fiir permanente Gue. Wir gehen aU8 von 
der Zustandsgleichung fur permanente Gase: 

P'v = B·T. 
In dieser Gleichung seien aIle GraBen in technischem MaDe genommen, 
d.h. 

. kg 1. m3 0 Cel 0 
p ill ml ' v = y 10 kg' T = t sius + 273 , 

so daB wir fUr die Dimension von B haben: 

[B] = m/Grad Celsius. 

Die GroBe B ist ffir verschiedene Gase im allgemeinen verschieden 
groB; 

fUr mittelfeuchte Luft ist: B = 29,4 m/Grad Celsius, 
fUr trockene Luft: B = 29,27 " 
Setzen wir in (8) des I. Kapitels (S.20) 

so ist 

1 ,,= v' 

p, 
(1) 

und, wenn man v mit Benutzung der Zustandsgleichung eliminiert: 

(2) 
p, 

Man erkennt, daB- hier die Temperatur als eine wesentliche GroBe 
hineinkommt. 

FUr die weitere Berechnung ist es nun notwendig, Annahmen uber 
die Temperaturverteilung zu machen. Wir werden die foluAnden Faile 
behandeln: 

1 
v ~ - = konst. gleichformige Atmosphire, 

" T = konst. isotherme Atmosphii.re, 

P'v" = konst. polytropische Atm08phire. 
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11. Gleiehlormige Atmosphire. Die Annahme, daB die Dichte der 
Atmosphare vom Druck und damit von der Hohe unabhangig sei, hat 
zunachst nur fiir Naherungsformeln bei kleinen Hohenunterschieden 
Wert, da die wirkliche Atmosphare in keiner Weise mit dieser An­
nahme ubereinstimmt. Eine solche Voraussetzung wiirde namlich ein 
labiles Gleichgewicht der Luft bedeuten. 

1 
Unter der Voraussetzung v = - = konst. haben wir fur (1) 

'Y 
p, 

11,'1. -- hi = v f dp 
P, 

oder 
(3) 

Rechnen wir die Hohe von der Erdoberflache aus, d. h. setzen wir 

hi = 0, und nehmen wir die hier herrschende Dichte Y1 = ! als die 
VI 

konstante Dichte der gleichformigen Atmosphare an, so ergibt (3), 
wenn wir fiir 11,2 und P2 die variable Hohe II, bzw. den dazugehorigen 
Druck p setzen, 

(4) 

Offenbar bedeutct diejenige Hohe 11" fur die der Druck p gleich Null 
ist, die "Hohe der gleichformigen Atmosphare". Bezeichnen wir diese 
Hohe mit 11,0' so ist 

11,0 = P1 V1 (5) 

und unter Beriicksichtigung der Zustandsgleichung 

11,0 = BTl' 

WO T 1 die Bodentemperatur bedeutet. Die Hohe der gleichformigen 
Atmosphare wird sich als eine wichtige RechengroBe erweisen. Nennen 
wir diese Hohe fur die Bodentemperatur t = 0 0 die NormalhOhe der 
gleichformigen Atmosphare, und bezeichnen wir sie mit h., so ist 

11,* = B· To = 29,4'273 = 8026 m oder rd. 8 km. (6) 

Um die Hohe der gleichformigen Atmosphare fur eine Bodentempera­
tur von to zu berechnen, konnen wir setzen: 

273 0 +t O ( to) 
11,0 = 11,* -273 0- = 11,* 1 + 273 0 

oder angenahert 
ko = h* (1 + 0,004 t) . 

* Die Voraussetzung v = konst. ist in weitem MaBe bei Fliissigkeiten er­
flillt, so daB man dort in "Obereinstimmung mit der Wirklichkeit schreiben 
kann: 

h h - P_l - P2 (Hydrostatische Gleichung). 2- 1- Y 
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Wir wollen zum SchluB in der Behandlung der gleichformigen 
Atmosphare noch die Frage beantworten, fUr welche Rohe wir eine 

Druckabnahme um 1 % haben, d. h. fU~ welche Rohe P1 - P = l~~ 
ist. (4) lautete 

also 
h Pi = V1100 

und mit Benutzung von (5) und (6) 

1. Ao 
n=lOO=80m. 

Wir erhalten somit unter Voraussetzung einer gleichformigen Atmo­
sphare bei Annahme einer Bodentemperatur von 0 0 C eine Druck­
abnahme von 1% bei einer Rohenzunahme von 80 m. 

12. Isotherme Atmosphiire. Wir setzen jetzt voraus, daB die Tempe­
l'atur der gesamten Atmosphare konstant ist: T = konst. = T1. 

Aus (2) ergibt sich dann: 

oder 

h - J. =BT In-~ 
Z'''1 1 PI' 

und unter Beriicksichtigung von (5) 

h h 

pz = Ple- 1fT; = Ple-A;. (7) 

Wir erkennen also, wenn wir P2 = 0 setzen, daB die Rohe der iso­
thermen Atmosphare logarithmisch unendlich wird. In" der andern 
Form sagt (7) aus, daB die Drucke mit der Rohe exponentiell ab­
nehmen. 

Da sich die Barometerstande (b) wie die Drucke verhalten, konnen 
wir fur (7) auch schreiben: 

1 bi ( t ) 1 bi h2 - h1 = ho n -b; = h* 1 + 2"'r3 n b2 

(Barometrische Rohenformel). 

Bei Emden1 finden wir die GroBe :: = n eingefiihrt und Ta­
bellen fur 

H (n) = h* . In n 
aufgestellt. 

1 Emdt'n, R.: Grundlagen der Ballonfiihrung. Leipzig 1910. 
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Die ganze tTherlegung gilt jedoch nur fur T = konst. In ,Wirklich­
keit wird aber im allgemeinen - besonders bei groBeren Hohen -
eine Temperatcrabnahme mit zunehmender Hohe beobachtet. Man 
kann sich aber dadurch helfen, rlaB man die Luft in Schichten kon­
stanter Temperatur eipteilt und fur die einzelnen' Schichten Mittel­
werte der Temperatur annimmt. 

, 13. 2olytropische Atmosphire. Die polytropische Atm08pha.re ent­
spricht einer Gleichung zwischen p und tI von der Form 

p' tI" = konst •. 

Wie man erkennt, enthii.lt diese Gleichung fur n = 1 den Spezialfall, 
der isothermen Atm08phii.re. Ellminieren wir tI unter Benutzung der 
allgemeinen Zust&ndsgleichung p·tI = B· T, so haben wir 

oder 

oder 

p (BT,,, = konst. 
l' / 

1 BT 
p" P = konst. 

,,-I 
T kOllflt.---,.­
=-B-P 

Setzen wir fest, daB fur P = PI die Temperatur T = TI ist, so ergibt 
sich fUr die letzte Gleichung 

(8) 

Gehen wir mit diesem Ausdruck fur T in (2) ein, so ergibt sich 

,,-I P. 1 

As - ht = BT1 P1----,.-f p -II dp 

". oder 

oder 

,,-I 

a (1')-" I'" Iis-kt=ko- -a-I PI I", 

n-l 

As-~=a:'Iko{l-(::)-n }. (9) 

Wir haben in dieser' Hohenformel die Abha.ngigkeit der Hohe vom 
Druck. 

Eine analoge Beziehung der Hohe mit der Temperatur bekommen 
wir, wenn wir 
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in die Gleichung (9) einsetzen. Dann ist: 

hI - hl = n:' 1 ho (1 - ~:) 
oder 

(10) 

Diese Gleichung sagt also aus, daB unter der Voraussetzung einer 
polytropen AtmosphiLre die Rohe eine lineare Funktion der Tempe­
ratur ist. 

Rechnen wir wieder die Rohe von der Erdoberflii.che aus, d. h. 
setzen wir hl = 0 und schreiben wir fUr hs die variable Rohe h, so 
ergeben die Gleichungen (9) bzw. (10) nach p bzw. T aufgelost: 

" (1 n-Ih),,_i 
P=P1 --"- " n ho 

( n-Ih) T = TJ. 1 - -n- ho • (11) 

WiLhrend in der letzten Gleichung wieder die lineare AbhiLngigkeit 
der Temperatur von der Rohe zum Ausdruck kommt, erkennen wir 
aus der vorletzten Gleichung, daB der Zusammenhang des Druckes 
mit der Hohe gegeben ist durch eine hOhere Parabel. Fur p = 0, d. h. 
fur den Scheitel der Parabel, ergibt sich eine Rohe h = h' aus der 
Beziehung: 

oder 

n-l h' 
--.""-= 1 

n Ito 

h'=~l·ho. n-

Setzt man fur n einen der Beobachtung entnommenen Wert, etwa 

n = 1,2, 

80 erhiLlt man als Rohe der polytropen AtmosphiLre 

h' = 6 ho = 48 km . 

Die Frage nach der w~rklichen Beschaffenheit der Atmosphare 
liLBt sich dahin beantworten, daB man im wesentlichen zwei vonein­
ander verschiedene Gebiete der Atmosphiire unterscheiden kann. 

Der untere Teil der' Atmosphare, der in unseren Breiten sich bis 
zu einer Rohe von etwa 11 km erstreckt, heiBt Troposphare. Es ist 
dieses ein Gebiet, in dem dauernd betriLchtliche Umwalzungen vor­
kommen, und zwar kann man groBe und kleine Zirkulationen unter­
scheiden. WiLhrend die groBen Zirkulationen Luftstromungen vom Pol 
bis zum Aquator und zuriick darstellen, sind die kleinen Zirkulationen 

Tietjens, Hydromechanik. 2. Auf!. 3 
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durch Tief- und Rochdruckgebiete bedingt und ortlich beschrii.nkt. 
Die Troposphii.re erhOht sich am .!quator bis zu 14 km, wii.hrend sie 
am Pol nur bis etwa 7 km reicht. In diesem Gebiet kann man im Mittel 
fiir n den Wert 1,2 setzen. 

tther der Troposphii.re erhebt sich als zweiter Teil der Atmosphii.re 
die sogenannte Stratosphii.re (ausgebreitete Atmosphii.re). Unter der 
Stratosphii.re haben wir eine geschichtete Luftmasse zu verstehen, in 
dar - im Gegensatz zur Troposphii.re - keine Umwii.lzungen statt· 
finden, sondem die sich im wesentlichen im Strahlu~gsgleichgewicht 
befindet. Es ist dieses ein Gebiet von nahezu konstanter Temperatur 
von etwa t = - 50 0 C. Dieses wiirde einer Annahme von n = 1 ent· 
sprechen. Wir wollen noch bemerken, daB zwischen der Troposphii.re 
und Stratosphii.re keine scharfe Grenze, sondern ein allmii.hlicher "Ober. 
gang am;unehmen ist. 

14. Bestimmung des Exponenten n der Polytrope. Man kann einer­
seits ausgehen von dem Zusammenhang zwischen Temperatur und 
Druck und anderseits von der Beziehung zwischen Rohe und Tem­
peratur. 

Aus (8) erhii.lt man 

oder 
P '1'1.-1 'P log ~ = --log -.!, 
PI '1'1. PI 

nach n aufgelost: 
10gP • 

... _ PI 
,.- P • 

log 'PI - log ~ 
PI PI 

Statt der Drucke kann man wieder die Barometerstii.nde nehmen. 
Die zweite Moglichkeit zur Berechnung von n aus der Beziehung 

zwischen Rohe und Temperatur gestaltet sich folgeniiermaBen: 
(10) ergibt nach n aufgelOst: 

h. - hI 
n=~~~~~~~ 

h.- hI - B (PI - PI) 

und durch hz - hI dividiert: 
I 1 n=------= , 

1 - B T.I - PI 1 + B P a --~ 
h.-hI h2 -h1 

oder in Differentialform 

(12) 
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elT .. 
nach ella aufgelost 

elT n-I 1 
ella =--n-'Jj' 

Es ist nun in der Meteorologie ublich, die Anderung der Temperatur 
mit der Hohe oder den Temperaturgradienten auf eine Hohenanderung 
von 100 m zu beziehen, da dann gerade der Temperaturgradient - wir 
bezeichnen ihn mit L1 - von der Grollenordnung 10 ist. Also 

L1 = Temperaturanderung in 0 C fur 100 m 
oder, da mit zunehmender Hohe eine Abnahme der Temperatur statt­
findet, 

L1 = l00(-~-i). 
Fiihren wir den Temperaturgradienten L1 in Gleichung (12) ein, 

80 ergibt sich, wenn wir noch fur die Konstante B ihren Wert 29,4 
einsetzen, 

1 1 3,40 n = = = .,..-"-----
1-~LI 1-0,294L1 3,40-Ll' 

100 
oder nach L1 aufgelost 

L1 = 3,4O n - l . 
n 

(13) 

(13a) 

Diese Gleichungen liefern, wenn der Temperaturgradient experimenteU 
bestimmt ist, den gesuchten Wert vc.n n. 

Einen wichtigen Spezial£ail woilen wir im folgenden noch erwii.hnen: 
Da es sich im allgemeinen um grolle Luftmassen handelt, die bei raschen 
Bewegungsvorgangen keine Gelegenheit haben werden, Wii.rme zu 
empfangen oder abzugeben (wenn es sich nicht gerade um Misch­
vorgange oder besondere Strahlungsvorgii.nge handelt), mussen wir solche 
Vorgange als adiabatisch betrachten. 

Hierfur gilt nun die Beziehung: 
p·v"= konst., 

wo " = ~ = 1,405 ist, oder in unserer Schreibweisa (da die Adiabate 
c" 

ein Spezial£all der Polytrope ist) 
n = 1,405. 

Setzen wir diesan Wert in die letzte Gleichung fur L1 ein, so ergibt sich 
fUr den adiabatischen Temperaturgradienten: 

L1 = 0,98 0 Cll00 m. 

FUr eine adiabatische Schichtung ergibt sich also ein Temperatur­
gradient von etwa 1 0 C/l00 m. 

15. Bedeutung des Temperaturgradienten ffir die Stabilitlt von Luft .. 
massen. Durch die adiabatischen Schichtungen von Luftmassen werden 

3· 
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wir auf eine neue wichtige Fragestellung hingewiesen, na.mIich auf di« 
Stabilitat und Labilitat von Luftmassen, wobei die adiabatisch« 
Schichtung - wie wir sehen werden - gerade dem indifferenten Gleich 
gewichtszustarld entspricht. Wir verstehen unter einer stabilen Schich 
tung von Luftmassen eine solche, bei der ein gewisses Luftquantum 
das aus einer, Schicht in ein~ andere gebracht ist, wieder in seine ur 
spriingliche Schicht zuriickstrebt; hat es das entgegengesetzte Be 
streben, sich von s~iner Schicht weiter fortzubewegen, so bezeichne' 
man eine s~lche Schichtung als im labilen Gleichgewicht befindlich 
Von einem indifferenten Gleichgewicht spricht man dann, wenn be 
jedet Verschiebung eines Luftquanturqs weder das Bestreben besteht 
zur ursprunglichen Lage sich hinzubewegen, noch von der urspriing 
lichen Lage sich weiter fortzubewegen. 

Um die Frage zu beantworten, ob eine Luftmasse sich im stabilel 
oder im labilen Gleichgewicht befindet, denkt man sich ein Luft 
quantum von einer Schicht in eine hohere gebracht. Hierbei expandier 
diese Luft adiabatisch. Es fragt sich nun: Wie paBt das LuftquantuD 
in seine neue Umgebung 1 1st die Dichte der umgebenden Liift geringe 
als die durch die adiabatische Expansion auch geringer geworden. 
Dichte des Luftquantums, oder ist sie groBer oder gleich 1 Der erst4 
Fall entspricht einem stabilen Gleichgewicht, der zweite einem labilel 
und der letzte Fall einem indifferenten Gleichgewicht. Man erkenn 
hieraus, daB eine adiabatische Schichtung im indifferenten Gleichgewich 
ist; denn jedes Luftquantum, das aus seiner Lage in eine andere gcbrach' 
wird und dabei sich adiabatisch andert, findet in seinel' neuen Lag« 
- wegen der vorausgesetzten adiabatischen Schichtung - die gleich. 
Dichte vor. 

Es genugt also fur die Stabilitat einer Luftmasse nicht, daB di. 
oberen Schichten geringere Dichte haben als die unteren, sondern da; 
MaB der Abnahme der Dichte muB wenigstens ein 'Bolches sein, wie e; 

das adiabatische Gesetz ergibt. 
Wir wollen nun die Rolle des Temperaturgradienten bei den ver 

schiedenen Gleichgewichtszustanden untersuchen, wobei es sich zeigel 
wird, daB man in dem Temperaturgradienten ein bequemes KriteriuD 
fur die StabiIitat oder Labilitat einer Luftmasse hat. 

Wie wir soeben gesehen haben, entspricht die adiabatische Schichtunl 
dem indifferenten Gleichgewicht. Fiir die adiabatische Schichtung habel 
wir aber als Temperaturgradienten: L1 = 0,980/100m entsprechenc 
einem n =" = 1,405. Da einerseits cinem n <" Stabilitat entspricht 
und anderseits fur n <" nach (13a) .1 < 0,98°/100 m wird, so ha 
man also fur 

L1 < 0,98°C/100m 

ein stabiles Gleichgewicht. 
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Da ferner einem n >" Labilitat entspricht, und man fiir n > " 
einen Temperaturgradienten j > 0,98 0/100 m erhalt, so ist bei 

L1 > 0,98 0 0/100 m 

die Luftmasse im labilen Gleichgewicht. 
Man sieht daraus, daB ein T.emperaturgradient von etwa 10 0/100 m 

der groBte zu beobachtende Temperatur. 
gradient in einer im GleiQhgewicht befind· 
lichen Luftmasse ist, da jeder groBere 
Temperaturgradient Labilitat der Luftmasse 
zur Folge haben wiirde. 

Setzen wir fiir adiabatische Schichtun. 
gen als ungefahren Wert des Temperatur. 
gradienten 

L1 = 10 0/100 m, 

und tragen wir in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem die Rohe h als Funktion 
von der Temperatur t auf, und zwar in 

Abb.17. AbhiDKIKkelt der Tempe· 
ratur von der Rilhe bel verachledenen 
Bodentemper&turen unter Annahme 
einer adiabatlachen Luftach1chtUDK 

(.1 -I" C/IOOm). 

einem derartigen MaBstab, daB eine Abszissendifferenz von 10 0 0 gleich 
einer Ordinatendifferenz von 1000 mist, so ist der Zusammenhang 
zwischen h und t dargestellt 
durch Geraden, die die Ab· 
szissenachse unter 45 0 

schneiden (Abb.17). Fiir 
jede Bodentemperatur er· 
gibt eine derartige Gerade 
die zugehOrige adiabatische 
Schichtung. 

Wie wir sahen, stellt 
ein Temperaturgradient 
von 10 0/100 m, d. h. im 
Diagramm eine N eigung 

~~ __ ~mq~~~1r~m 
b-..-.;:I",=""..-.;:I~~~~..,.."..~..,.,... .. r.~lItlill6atiscIJ) 

LSo~ 

Abb. 18. Luftschlchtung mit Inversion. 

von 45 0 die Grenze einer stabilen Luftmasse dar. Je kleiner Jist, 
d. h. je steiler die Geraden, um so stabiler die Luftmasse. 

Beobachtungen zeigen, daB L1 auch negativ sein kann, d. h. daB bei 
zunehmender Rohe die Temperatur auch wachsen kann. Ein derartiger 
Fall bedeutet eine besonders stabile Schichtung. Die Meteorologen 
nennen eine derartige Schichtung eine "Inversion" (Abb. 18). 

Die Inversionen wird man im allgemeinen erklaren konnen als 
Grenzen von Luftstromungen verschiedener Rerkunft. Die warmere 
Luftschicht schiebt sich dabei iiber die kaltere Schicht hiniiber (der 
umgekehrte Fall ware labil). 
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16. EinrIuB der Feuchtigkeit. Der Luft ist im allgemeinen Wasser 
dampf beigemischt. Bei einer vorgegebenen Temperatur kann it 
1 cbm Luft nur eine bestimmte Maximalmenge Wasser in Dampfforn 
enthalten sein. Sob aid diese Menge (Sattigungsmenge) ilberschritteJ 
wird, kondensiert ein Teil des Wasserdampfes und scheidet sich iJ 
Tropfenform (Nebel) abo 

Die Sattigungsmenge in einem Kubikmeter ist abhangig von de 
Temperatur, aber unabhangig vom Luftdruck. Die folgende Tabell~ 

gibt die Sattigungsmenge in g/cbm fur eine Anzahl Temperaturen 

bei to -100 00 100 200 300 

g/cbm 2,1 4,9 9,4 17,3 30,4. 

Solange der Wasserdampf in gasformigem Zustand ist, bringt seiJ 
V orhandensein in diesen geringen Mengen wenig Anderung in den 
Verhalten der Luft hinsichtlich ihrer Stabilitat hervor. GroBe Ande 
rungen aber ergeben sich, wenn der Wasserdampf kondensiert, infolg~ 
der sehr groBen dabei frei werdenden Kondensationswarme (rd 
600 caljg bei 20° C). Die Kondensation kann Z. B. eintreten, wenn feuchtA 
Luft adiabatisch expandiert. Ungesattigte Luft wird durch adiabatisch~ 
Abkuhlung schnell gesattigt, da bei adiabatischer Expansion die Tem 
peratur sinkt, und dabei die Sattigungsmenge schneller abnimmt al: 
die in der Volumeneinheit enthaltene Wassermenge, die wegen de 
Volumenzunahme der Luft auch abnimmt. Oberschreitet die in de 
Volumeneinheit enthaltene Wassermenge die Sattigungsmenge, so trit 
Kondensation ein, und ein Teil des Wassers schlagt sich an vorhan 
denen Staubteilchen (Kondensationskernen) in Tropfenform nieder 
Dabei ist nun von Bedeutung, daB bei weiterer adiabatischer Expan 
sion die Lufttemperatur durch die frei werdende Kondensationswarml 
1angsamer sinkt als sie es ohne Kondensation tun wurde. 

Fur feuchte Luft (lOO% reI. Feuchtigkeit) laBt sich der Temperatur 
gradient bei adiabatischer Schichtung berechnim, und zwar ergibt siel 
fur die bodennahen Schichten ein etwa halb so groBer Wert wie fu 
trockene Luft; fur die hOheren Schichten ergibt sich wegen des be 
der tieferen Temperatur geringeren Wasserdampfgehaltes ein kleinere 
Unterschied gegen die trockene Adiabate. 

Hohe 
in 
m 

o 
2000 
4000 
6000 

Wir betrachten als ein Beispie 

Bodentemperatur der "feuchten Adiabate" folgen 
den Vorgang: Eine gesattigte Luft 
masse wird aus irgendwelchel 
Grunden (Bergriicken) in die Hoh, 

t ~-OoC !-- t:: 20 0 C 
-----

~ n ~ n 

0,62 1,221 
0,75 1,28 I 
0,88 I 1,35, 

0,44 
0,49 
0,56 
0,63 

1,15 gehoben (Abb. 19, von A nach B) 
1,17 mit ~unehmender Hohe nimmt di, 
1,20 
1,23 Kondensation dauernd zu. Die ein 
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zelnen Nebeltropfen werden dabei unter Umstanden so groll, dall sie als 
Regen zu Boden fallen. Bewegt sich die Luftmasse dann iiber den Berg­
riicken hinweg und wieder ins Tal, so erwarmt sie si9h, zunachst wie­
der nach der feuchten Adiabate, da. ein Teil der Warme bei der 
Verdampfung des noch vorhandenen Nebels wieder gebunden wird. 
Von dem Augenblick (0) an, wo die letztcn Nebeltropfen in den 
gasformigen Zustand iibergefiihrt sind, erfolgt die Erwarmung nach 
der trockenen Adiabate, 

"",ill t so dall die Luft, wenn sie 
ihre urspriingliche Hohe J500 

(D) wieder crreicht hat, 
eine betrachtliche Erwar- JODO 

mungerfahrenhabenwird. 2500 

Der hier skizzierte Vor-
gang liegt der Erschei- 2000 

nung des sogenannten 
"Fohn" zugrunde. Grolle 
Kettengebirge konnen auf 

10 0 

diese Weise zu Wetter- 1000 

scheiden werden. Regen- 500 

gebiete sindimmerGebiete 
aufsteigender feuchter 
Luftstrome, wahrend die 
Gebiete hinter einem 
Bergriicken, wo die an 
Feuchtigkeitarmergewor­

Abb.19. Beispiel elner Luftbewegung bel "feuchter Adiabate". 
Die Luftmasse steigt (Bergriicken) von .A bls B bel 
zunchmender Kondensatton; von B nach C fiUlt "sle bel 
Verdunstung des noch vorhandenen Nebels, von C nach D 

na.ch der "trockenen Adillbate". 

dene Luft wieder absteigt, 
regenarm und trocken sind. Man vergleiche z. B. die Regenverhaltnisse 
an der Westkiiste Siidamerikas. wo bei durchschnittlich westlichcm 
Wind (feucht, do. iiber den Stillen Ozean geweht) das schmale, den 
gewaltigen Kordillercn westlich vorgelagerte Gebiet au/3eJ"st regen reich 
und fruchtbar ist, wahrend das Hinterland wiistenahnlichen Cha­
rakter hat. 

17. Begriff der potentiellen Temperatur. Die Teillperatur, die eine 
Luftmasse durch adiabatische Verdichtung annehmen wiirde, wenn 
sie auf ein vereinbartes Normalniveau (Meeresoberflache) herabg8fiihrt 
bzw. auf dell·dort herrschenden Normaldruck gebracht w.irde, wird mit 
potentieller Temperatur bezeichnet. Eine adiabatisch gl's,~hichtet~ Luft­
masse besitzt demnach konstante potenticlle Temperatur. 

Wie wir in Nr. 15 gesehen haben, ~nt~pricht einem Tempemtur-

adi A ) 98 . r stabilt~il} Gl . h . ht gr enten LJ § 1 (genauer § t , ) em llabiles ele gcwlC , 80 

daB in Abl>. 20 die Kurve I einer labilen, die Kurvt: II einer stabilen 
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und die Kurve III einer indifferenten Schichtung der Atmosphart 
entapricht. 

Obertragt man diese Temperaturverteilungen sinngemaB auf dit 
potentielle Temperatur, so gehen die in Abb.20 dargestellten Kurver 

in die von Abb.21 liber. Man kanr 
somit sagen, daB in einer (nicht mi1 
Wasserdampf gesattigten) Luftmass. 

{stabiles} labiles Gleichgewicht herrscht 

wenn die potentielle TemperatUl 

{Zunimmt} nach oben abnimmt (Abb. 21). 

Die potentielle Temperatur spiel 
also dieselbe Rolle wie die gewohnlich, 
Temperatur in einer volumenbestan 
digen Fliissigkeit mit positiver Warme 
ausdehnung (z. B. Wasser oberhall 

o-~-"*--'~~=""--+':--30+':--.. 40 C). 

Abb.20. KurvellabileSChlchtWllLIKur!°g Tragen wir die Rohe h a!s Funk 
stabile SchlchtUJl8. Kurve III !Bdlfferente tion der potentiellen Temperatu 

SchlchtulIIl. 
auf, so entBprechen die Parallelen zu 

h-Achee den verschiedenen adiabatischen Schichtungen mit verschie 
denen Bodentemperaturen (indifferentes Gleichgewicht). Nimmt mi 

zunehmender Rohe die poten 

tielle Temperatur {:~}, so habe) 

wir - wie wir gesehen haben -

. {sta.biles} GI . h . h em labiles elC geWlc t, ent 

sprechend einer Kurve, dere) 
Tangenten die Abszissenachsl 

{ spitzen l. llX. 
unter t f J Wmkeln \{J sump en ; 
schneiden, und zwar ist dil 

. lstabiler t 
SchlChtung um so llabiler J' jl 

I kleiner IX.} . 
. 5 10 20 25 ,]0 -po r. 1 groBer {J 1St (Abb. 22). 
Abl;l. 21. Die der Abb. 20 eDtBprechenden Kurven ~'r • d· . L 
unter Zugrundelegung der potentlelten Temperatur. U bertragen Wll' Ie eme uft 

schichtung charakterisierendl 
·(h, t)-Kurve in ein (Hohen-potentielle Temperatur-) Diagramm, (h,p. T.) 
Kurve, so ergibt sich fiir ungesattigte Luft beispielsweise folgend. 
Gegeniiberstellung (Abb. 2380, b). 

Wir gehen jetzt dazu iiber, Mischungsvorgange von stabile) 
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Luftschichten zu betrachten. Durch die in Abb. 24 stark ausgezogene 
Linie sei eine stabile Luftschichtung charakterisiert. 

Will man z. B. eine Luftmasse Al t 
in der Rohe hI mit einer anderen in h 
der Rohe h2 befindlichen Luftmasse A2 
mischen, so mussen beide Luftmassen 
in gleiche Rohe gebracht werden, 

_p.T. 

z. B. die Luftmasse Al von der Rohe hl 
nach der Rohe h2• Die Temperatur 
dieser Luftmasse steigt bei dieser 
adiabatischen Rohenanderung von tl 
auf ( Die in h2 befindliche Luft­
masse AI von der Temperatur t2 und 

Abb. 22. Stabile und labile Schlchtungen je 
nacbdem der Nelgungswlnkel klelner oder 

groBer als eln rechter 1st. 

die nach h'/, gebrachte Luftmasse Al von der Temperatur t~ mischen 
sich nun zu einem Luftgemisch von der Temperatur ta' 

Wird umgekehrt eine t t 
Luftmasse AI von der Rohe h h 
hI nach hI verschoben, so 
wird ihre Temperatur t~; 
durch . Mischung mit der 
neuen Umgebung entstehe 
die Temperatur t,. Man er­
kennt, daB der Tempera­
turgradient sich durch die 
Mischungsvorginge dem 
adiabatischen nahert. 

7 lJ -p.T. 
Abb. 23 a u. b. t)bertragunll der flir elne ',Luft8cbich­
tung charakterlstlschen (la, t)·Xurve (Abb.23a) In ein 

(la, p.T.)-Dlagramm (Abb. 23 b). 

Da die Temperaturen der Luftmassen am Mischungsort (hI) sich 
von den potentiellen Temperaturen nur um eine vom Druck abhangige 
additive GroBe unterscheiden, und 
da die potentielle Temperatur 
der nach hI gebrachten Luftmasse 
Al dieselbe ist wie in hl (adiaba­
tische Veranderung), so laSt sich 
die Mischungsregel fUr in ver­
B.chiedenen Hohen befindliche Luft­
massen anwenden unter Verwen­
dung der potentiellen Tempera­
turen dieser Ll,lftmassen. 

Diese Regel ist allerdings nur 
angenahert richtig, da die Druck­

I 
til 

-tOe' 

Abb.2&. EinfiuB von Mischungsvorgilngen stabiler 
LuftBchichtungen auf d(n ·Temperaturgradlenten. 

verteilung von der Art der Schichtung nicht unabhangig ist. Die Fehler 
sind aber nur von der zweiten Ordnung in 

h1 - hI 
. -"0'---



42 Statik der Fliissigkeiten und GaBe. 

Bei wiederholtem Mischen muB die potentielle Temperatur immer 
mehr sich einem konstanten Werte nii.hern und damit die Schichtung 
adiabatisch werden, d. h. in den indifferenten Gleichgewichtszustand 
kommen. (Diesem Vorgang entspricht, daB bei Wasser mit nach oben 

Abb. 25. Bodenabki1hlung, 
durch die ~Ine aebr stabile 
8chichtung bewtrkt wtrd 

(abends u. nachta). 

zunehmender Temperatur durch wiederholtes 
Mischen die Temperatur sich ausgleicht und 
einem konstanten Werte zustrebt.) 

18. Entstehung von Wolken. Die Anderungen 
der potentiellen Temperatur in einer gesch~chteten 
Luftmasse erfolgen groBtenteils durch Einwir­
kung vom Boden her, dann aber auch durch Kon­
densation und Verdunstung. Ferner kommt Ein­
und AUBBtrahlung des in der Luft vorhandenen 
Staubes in Frage, weniger eine Strahlung der 
Luft selbst, von der hauptsii.chlich Wasserdampf 
und Kohlensii.ure absorbieren. 

Eine Abkuhlung vom Boden her gibt immer 
eine sehr stabile Schichtung (Inversion). Abb. 25 zeigt den Vorgang der 
Bodenabkuhlung, wie er sich des Abends und nachts an der Erd­
oberflii.che abspielt: Man sieht, wie mit zunehmender Bodenabkuh­
lung immer hOhere Luftschichten von der Abkuhlung ergriffen werden 
(hauptsachlich durch langwellige Strahlung im Wasserdampf). Wir 
haben hier den Fall, daB mit :tunehmender Rohe die Temperatur zu­
nimmt, d. h. wir haben eine. Inversion, von der wir schon erwiihnten, 
daB sie besonders stabil ist. In bergiger Gegend fUllen sich hii.ufig die 
Tiiler des Abends mit kalter Luft, die von den Abhiingen herabstromt 
und dann weiter talabwiirts flieBt (Talwind). 

Eine Erwarmung vom 
Boden her ergibt eine in. 
stabile Schichtung, aus 

~~)~~:~)Tf~~ ff~S7:g.§~ 
resultieren (Abb. 26). Da­

Abb. 26. Bodenerwlrmung, durch die elne labile Schiohtung durch wird die nachtliche 
hervorgeruten wtrd (morgens). 

Inversion (Ao bis An) im-
mer mehr ausgeglichen, wobei die Erwii.rmungsgrenze AI' A 2, ••• all­
mii.hlich hOh~r riickt. Jeder folgende aufsteigende Luftstrom steigt 
etwas hOher als der vorige und breitet sich dort, wo er ins Gleich­
gewicht kommt, flach aus. Die zwischen diesen aufsteigenden Stro­
mungen liegende Luft sinkt nach unten nach, um die entstandenen 
Lucken auszufullen. Die ganze indifferente Luftschicht wird fort-



Anwendg. d. Druckgleichg. auf permanente Gase. Stabilitat v. Luftma.ssen. 43 

wahrend umgewalzt. Durch die Warmeausdehnung der unteren Luft­
schichten werden die oberen Luftschichten <labei im ganzen etwas nach 
oben geschoben (in Abb.26 ist diesa Verschiebung zur Vereinfachung 
fortgelassen). 

Bei geniigender Rohe der aufsteigenden Luftstrome erfolgt. Kon­
densation, d. h. es treten Nebel oder Wolken auf, und damit vollzieht 
sich der weitere Verlauf der Schichtungskurve nach der feuchten 
Adiabate. Bei gleichmaBiger Feuchtigkeit und gleicher Ausgangs­
temperatur ergibt sich gleichzeitige Kondensation und damit eine 
horizontale Basis der Wolken; die Wolken scheinen auf einer horizon­
talen Luftmasse zu schwimmen (Abb. 27). Wir konnen also sagen, daB 
Wolken aufsteigende Luftstromungen sind, bei denen infolge von 
"Obersattigung Kondensation eintritt. Da - wie frUber schon erwahnt -

tOe 
Abb.27. Entatehung von Wolken infolge von Kondeuaation 

aufsteigender Luftatriimungen. 

die Luft immer eine gewisse Menge Wasser in Dampfform enthalt, 
wird die reI. Feuchtigkeit bei wachsender Hohe; d. h. abnehmender 
Temperatur, dauernd zunehmen, bis bei einer bestimmten Hohe .der 
Sattigungsgrad erreicht ist und Kondensation eintritt. Bis zu dieser 
Hohe sind die aufsteigenden Luftmassen unsichtbar, wahrend sie ober­
halb dieser Rohe als Wolken in Erscheinung treten. 

Bei geniigend geringer Stabilitat der oberen Luftschichten erhalten 
die Wolken eigenen Auftrieb, dann na.mlich. wenn der Temperatur­
gradient der oberen Luftschichten groBer ist als der Temperatur­
gradient der {euchten Adiabate, die in den Wolken herrscht. 

Um diese Erscheinung noch etwas zu erlautern, betrachten wir in 
Abb. 28 eine nahezu adiabatische Schichtung. Nehmen wir nun an, 
daB an einem hciBen Sommertag durch Sonnenbestrahlung der Erd­
boden stark erwarmt wurde, so wird - wie bei jeder Bodenerwarmung­
die dariiber lagernde Luftschicht instabil (gestrichelte Kurve) und geht 
in auf- und absteigende Luftstrome iiber. Fiir den Fall, daB die Luft 
eine relativ groBe Feuchtigkeit besitzt (schwiil), werden die aufsteigen­
den Luftstrome bald die KondensationshOhe erreichen (K). 1st die 
dort befindliche trockene Luftschicht wenig stabil, so daB die trockene 
Luft kalter, also spezifisch schwerer ist als die ankommende feuchte 
Luft, so steigt die Wolke unter immer weiterer Kondensation (nach 
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der feuchten Adiabate} bis zu einer sehr stabiIen Luftschicht (J) (war­
mere Luftschicht, Inversion). Aus dynamischen Grunden schieBt die 
aufsteigende Wolke ab und zu uber die Inversionsschicht hinweg. 

Findet genugend Zufuhr feuchter Luft statt, sO kann der eben 
beschriebene Vorgang lange andauern und groBe Dimensionen an­
nehmen. Wir haben dann die Erscheinung eines Warmegewitters. Bei 
genugend starker Kondensation fallt das ausgeschiedene Wasser als 
Regen nieder. Wenn die Zufuhr von feuchter Luft aufhOrt, so lOst 

Abb. 28. DIe In (E) entstehende Wolke kemmt In elne Schlchtung von 
grollerem Temperaturgradlenten ala demjen/gen der feuchten Adlabate, dIe In 
der Wolke herrscht; ale erfAhrt dadurch solange elnen Auftrleb, bls sle an 

elne InversloD8schlcht (J) gelangt. 

sich die Wolke von der W olkenbasis los und breitet sich unterhalb 
der Inversion zu einer Schichtwolke aus. Die Haufen- oder Kumulus­
wolke ist zu einer Schicht- oder Stratuswolke geworden. 

Wir fragen uns jetzt nach der Entstehungsmoglichkeit von Wolken 
in ausgedehnten ehenen Gebieten. Raben wir uber ein al,lsgedehntes 
Gebiet hin einen barometrischen Tiefstand, so ist die Folge ein kon­
zentrisches Zusammenstromen der Luft in dieses Tiefdruckgebiet. Da­
durch wird die Rohe der Luftmasse dieses Gebietes anwachsen, und da 
von den Seiten warme Luft zustromt, nahert sich derTemperaturgradient 
mehr und mfilhr der adiabatischen Schichtung. Durch das Eintreten 

~~~~~~~~~~~~_~_~;~~ der Kondensation ineiner be-
.~---- \ stimmten Rohe kann dann 

leicht Labilitat der feuchten 
Luft eintreten. Beim weite­
ren Aufsteigen nimmt die 
Kondensation betrachtlich 

Abb. 29. Einbruch einer kalten Luftmasse Illnga elner ZU, was lang andauernde 
langen Front; die warme Luft wird unter Kondensatlons- R f"ll F I h b 

erscbelnungen in die Bohe gehoben (KAltegewitter). egen a e zur 0 ge a en 
kann. Der entstehende Auf-

trieb kann die Bewegung viele Tage in Gang halten (Regenwet­
tergebiete). 

Den entgegengesetzten Fall haben wir in einem Rochdruckgehiet. 
Die Luft stromt radial fort, die Rohe der Luftschicht wird geringer, 
der Temperaturgradient kleiner, d. h. die · Schichtung nimmt an Sta­
bilitat zu. Durch die absteigende Bewegung der ganzen Luftmasse 
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werden die durch die Bodenerwarmung bedingten aufwarts steigenden 
Stromungen stark gehemmt, so daB die Kondensation unbedeutend 
bIeibt (Schonwettergebiet). Auf den fundamentalen EinfIuB, den die 
Rotation der Erde auf diese meteorologischen Vorgange hat, wollen 
wir hier nicht eingehen. 

Zum SchiuB dieses Abschnittes behandein wir noch kurz eme zweite 
Art der Gewitterbildung, die wir Wetterumsturzgewitter nennen konnen. 
Hier handelt es sich um einen Einbruch von kaiter Luft, die die warme 
Luft unter Kondensationserscheinung vor sich in die Hohe hebt (Abb. 29). 
Diese Erscheinung tritt fast immer Iangs einer ausgedehnten Front 
auf (Frontgew:itter). Nach dem Gewitter hat man eine betrachtlich 
tiefere Temperatur, und zwar ist das so zu erklaren, daB nicht das 
Gewitter die Abkiihlung, sondern umgekehrt der Einbruch der kalten 
Luft das Gewitter verursacht. Das Gewitter ist alB eine Folgeerschei­
nung dieses Einbruches der kalten Luft anzusehen, verstarkt al1llr 
allerdings durch seinen thermischen Auftrieb infoige Kondensation die 
Heftigkeit der Luftbewegung. 

III. Statischer Auftrieb gasgefiillter Luftfahrzeuge. 
19. Der Druck anf die Ballonwand. Ais gasgefiillte Luftfahrzeuge 

kommen in Betracht: Freiballons und Luftschiffe. Da fur diese die 
statischen Auftriebsgesetze dieselben 
sind, werden wir uns auf die Vor­
gange beim Freiballon bescaranken. 

Ein BaIlon besteht im wesentlichen 
aus einer kugelformigen, gasundurch­
lassigen llulle, die unten mit einem An­
satz zum Einfullen des Gases in den 
BaIlon (dem sogenannten Fiillansatz) 
und dem zur Aufnahme von Menschen, 
Apparaten und Ballast dienenden 
Korbe versehen ist (Abb. 30). 

Da das Gas sich bei zunehmender V-"-.""" . 
-r~nflllelf7t! 

Hohe ausdehnt (auf' etwa 100 m um R4?~i8Ie;"e 
1 % seines Volumens) und die Stoffhiille 
die bei dieser Ausdehnung auftretenden 
betrachtlichen Krafte keineswegs auf-

"",,,,,,,,-Hii/le 
""'" O,1\I\Il mit Nm 

/(o,.b 

nehme.n kann, ist es hotwendig, daB Abb.30. Schematlsche Darstellung eiDes 
Frelballons. 

der Fiillansatz wahrend der :Fahrt 
offen bleibt, urn ein Austreten des Gases bei zunehmender Ausdeh­
nung zu ermoglichen. 

Wir gehen jetzt dazu iiber, das Gleichgewicht eines Ballons zu be­
trachten, der ganz mit Gas gefiillt ist. Die Druckverteilung mit der 
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Hohe ergibt sieh, wenn wir die z-Riehtung senkreeht naeh oben positiv 
reehnen, naeh (9a auf S.20) zu: 

dp 
Tz=-'Y, 

wo y das Gewieht der Raumeinheit ist. 
Wir haben zwischen zwei verschiedenen Raumgewichten zu unter­

seheiden: dem Raumgewieht der Luft (YL), die den Ballon umgibt, 
und dem Raumgewicht des Gases (Yo)' Die Untersehiede des Raum­
gewichtes der Luft am obersten Teile des Ballons und am unteren 
Rande des Fiillansatzes sind von der GroBenordnung: Ballonhohe 
dividiert durch Hohe der gleiehformigen Atmosphiire; bei einer 
Ballonhohe von z. B. 20 m und einer gleiehformigen Atmosphare von 
8 km ergibt sieh daraus ein Untersehied von etwa 1/, %, kann also bei 
unserer Betraehtung vernaehlassigt werden. Wir nehmen daher im 
folgenden fiir das Raumgewieht einen Mittelwert; das gleiehe gilt fiir 

das Raumgewicht des Gases. 
fl.; cos 'Y Die Druckgleichung integriert, er-

d.x ~ 

gibt: 
'PL = - 'YL Z + konst. 

Fiir z = 0 moge sem: P = Po, so 
daB wir haben: 

PL = Po - 'YL Z • 

Analog ergibt die Integra.tion der 
Druekgleiehung fur das Ballongas 

Po = Po - 'Yoz, 
da an der Stelle, an der die Luft 
mit dem Ballongas in Beriihrung 
kommt, d. i. fiir z = 0, 

Po = PL = Po 
Abb.31. Die auf die BalJonwandung wlrkenden 

KrAtte. 
ist. (Bei Luftsehiffen haben WIT 1m 
Inneren einen 'Oberdruek, so daB 

zu Po also auch zu Po des Gases eine additive Konstante kommt.) 
Fur den Druckuntersehied auf die Ballonwandung erhalten wir 

somit den Ausdruck: 

p' = Po - PL = (YL - Yo) z . (1) 

Die resultierende Kraft, die auf die Flache dF des Ballons. wirkt 
(Abb. 31), ist also: 

p'dF 

und ihre Vertikalkomponente: 

p' dFcosv. 



Statischer Auftrieb gasgefiillter Luftfahrzeuge. 47 

wobei dF cos 11 die Vertikalprojektion auf die Horizontalebene ist, 
d. i. = dz·dy. 

20. Auftrieb eines gasgefiillten BaUons. Fur die Vertikalkomponente 
der auf die Flache dF wirkenden Kraft hatten wir gefunden: p' dz dy. 
Die gesamte resultierende Kraft - d. i. aber der Auftrieb - ergibt sich 
dann durch Integration uber die ganze Oberflache des Ballons: 

oder nach (1) 

mithin 

A = f f (p~ - p~) dz dy , 

A = (YL - Yo) f f (Zl - Z2) dz dy: 

A = (YL - Yo) V = QL - Qo 
(Archimedischer Auftrieb), 

(2) 

wenn wir mit: 'Yo V = Qo das Gasgewicht und mit: 'YL V = QL das 
Gewicht der verdrangten Luftmasse bezeichnen. 

Die Formel A = QL - Qo gilt auch fur nicht homogene Gasfullung. 
Denn, ist 'Yo eine Funktion von z, so wird 

also 

Mithin: 

z 

Po = Po - f Yodz, 
o 

z 

p' = YL Z - f yGdz. 
o 

A = f f p' dzdy = YL V - f f f Yodzdydz, 
A = QL-QG. 

21. Bedeutung der Temperaturen ffir den Auftrieb. Eine andere Form 
fur den Auftrieb bekommen wir durch Einfuhrung der Temperatur. 
Es ist nach Nr. 10 

I Y = --_. 
v 

und mit Berucksichtigung der Zustandsgleichung 

- p 
Y- BT· 

Wir bekommen somit zwei.entsprechende Ausdrucke fur 'YL und 'Yo: 
p P 

YL = -Br. Tr.' Yo = -Jj;T;-· (3) 

Fur den Auftrieb ergibt sich also nach (2): 

A - V(_l ___ l_) 
- P Br.Tr. BoTo· 

Wir konnen auch statt der Gaskonstanten das spezifische Gewicht 
des Gases (bezogen auf Luft) einfuhren: Nehmen wir gleiche Tem-
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peraturen der Luft und des Gases an, also T L = T G' so ist das spezi­
fische Gewicht des Gases (<1) bezogen auf Luft von gleicher Temperatur 

p 
i'a Be Ta Br. 

<1 = i'r. = --p- = Be . 

Br.Tr. 
Die Gaskonstanten verhalten sich also umgekehrt wie die Raumgewichte. 
Raben Fullgas und Luft verschiedene Temperaturen, so ist 

i'a Br. T,r. Tr. 
i'r. = Ba . Te = <1 T;' (4) 

Setzen wir in dem letzten Ausdruck fur den Auftrieb 
Br. 

BG = -ii-' 
so ist: 

oder: 

A = "/L V (1 - (J ~;) , 

oder: 

A = QL (1 - (J ~;-) 
Hauptformel fur den Auftrieb gasgefullter Luftfahrzeuge. 

22. Gleichgewicht der Krafte am Ballon. AuBer der sich aus den 
Druckdifferenzen ergebenden Auftriebskraft haben wir noch eine Reihe 
weiterer Krafte in Rechnung zu ziehen: 

1. das Gewicht des Ballons t . 
2 d G . ht d I J Konstantes GewlCht Q1 . as ewlC er nsassen 

und 
3. Ballast (meist in Form von sand-l 

sacken, die ein Gewicht von je Veranderliches Gewicht Q2. 
etwa 15 kg haben) 

Fur den Fall, daB die Auftriebskraft sich mit diesen Kraften im 
Gleichgewicht befindet, muB somit sein: 

A = Q1 + Q2. 
Andert sich der Auftrieb (Sonnenbestrahlung des Ballons) oder der 

Ballast (durch Abwerfen von Sand), so erhalten wir eine Resultierende, 
die eine Beschleunigung des Ballons bewirkt und die den bei der Be­
wegung vorhandenen Luftwiderstand uberwindet. Es ist dann: 

R = A - (Ql + Q2) • (5) 

Bei Luftschiffen tritt noch zu dem statischen Auftrieb der dyna­
mische hinzu, der durch die Ruder und die dadurch bedingte Schrag­
lage des Luftschiffes bedingt wird. 
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Es wird nun unsere Aufgabe sein, die Anderung der Resultierenden 
bzw. der Rohenlage zu untersuchen, die durch eine Anderung der in 
Frage kommenden GroBen bewirkt wird. Es kommen hier alB Ursachen 
in Betracht: 

1. Abgabe von FiiIlgas, 
2. Abgabe von Ballast, 
3. Temperaturanderung der Luft, 
4. Temperatura.nderung des Fiillgases. 
Zur weite~en Untersuchung ist es von Wichtigkeit, zwischen zwei 

prinzipiell verschiedenen Zustii.nden des Ballons zu unterscheiden: 
a) Prallzustand, 
b) Schlaffzustand. 
Bei dem Prallzustand ist der BaIlon vollstandig mit Gas gefiillt, 

so daB bei allen Lageanderungen des Ballons das Gasvolumen stets 
konstant ist. 

FUr den Schlaffzustand ist es wesentlich, daB nur ein Teil des 
Volumens mit Gas, der iibrige mit Luft gefiillt ist, sei es, daB sich die 
Riille in Falten legt oder daB durch den Fiillansatz Luft eindringt und 
den unteren Teil des 

~ -----------------------------Innenraumes ein­
nimmt; in diasem Zu­
stand ist immer das Hz 

Gasgewicht kon­
stant. 

lH6'11~ 

Wahrend im Prall-
H, 

zustand ein BaIlon 
nur unter Gasabgabe Zeit" 
steigen kann, ist es Abb. 32. HohenAnderungen elneB B&l1ons; die Btark &usgezogenen 

Te1le der Kurve entBpreehen dem PmllzuBt&nd, die &nderen TeUe 
einem Ballon im dem Schl&tfzuBt&nd. 

Schlaffzustand mog-
lich zu steigen, ohne Gas abzugeben. Steigt ein BaIlon im Prallzustand 
bis zu einer max. Rohe (HI' H 2, H3 der Abb. 32), so bezeichnet 
man diese Rohe alB "Prallhohe". Tragt man die Rohe als Funktion 
der Zeit auf, so kann sich beispielsweise ein Bild wie in Abb. 32 er­
geben. Die stark ausgezogenen Kurvenstiicke bezeichnen den Prall­
zustand, wahrend fiir den iibrigen Teil der Kurve der BaIlon sich im 
Schlaffzustand befindet. 

23. Stabllitit eines im Prallzustand befindlichen Ballons bei adia­
batischen Zustandsinderungen. Wir werden zunachst die Stabilitat 
untersuchen bei Annahme von adiabatischen Zustandsanderungen (keine 
Temperaturanderung durch Bestrahlung) und danach den EinfluB 
feststellen, den die durch Warmezufuhr oder Warmeabfuhr bedingten 
Temperaturanderungen auf die Stabilitat ausiiben. 

TletJens, Hydromechanlk. 2. Aufl. 4 
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In heiden Fallen betrachten wir zuerst den 
a) Prallzustand, darauf den 
b) Schlaffzustand. 
Wir gehen aus von der Gleichung (5) in Verbindung mit (2) 

R = V (YL - YG) - Q, (6) 

wo Q das Gesamtgewicht (Q = Q1 + Qz) hezeichnet. 
Um die Anderung der Resultierenden bei Anderung der Rohe zu 

berechnen, bilden wir :: bei konstantem Volumen (da Prallzustand 

vorausgesetzt); dllS Gesamtgewicht Q nehmen wir zuniichst alB kon­
stant an. Es ist dann 

oder 

oder, da 
dp 
dh = -YL 

ist, 

(7) 

Nehmen wir jetzt fur die Luftschichtung eine Polytrope von der Form 

p VAr. = konet. , 
oder 

( 1 )"r. 
p YL = konet. , 

od.er 
1 

YL = konst. p"L , 
oder logarithmiert und dann differenziert: 

dYL 1 dp 
dlogYL=-=--, 

YL nr. P 
so ergibt sich 

dyr. yr. 
liP = nLP 

Dem Ausdruck !~ legen wir nach Voraussetzung die Adiabaten­

gleichung 

p' v"l1 = konst. 

zugrunde, wobei xG fiir Leuchtgas etwa gleich 1,35 und xG fiir Wasser­
stoff gleichl,40 iet (wir nehmen also an, daB eine Warmezu- oder -abfuhr 

durch Strahlung nicht in Frage kommt). Analog wie oben fiir ~; 
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bekommen wir dann: 
dYa Ya 
(fp- I<GP 

Setzen wir die gefundenen Ausdrucke fur c!Ji und ~; in (7) ein, so 

ergibt sich: 

_~_~ = ~Y (YL _ Ya) 
dh, p L nL Ka' 

Die Formel wird sehr einfach und fUr V"berschlagsrechnungen be­
sonders geeignet, wenn 

nL = "a = n 
gesetzt wird. Dann geht die Gleichung uber in: 

dE VYL 
--ih = pn-(YL-Ya)' 

Unter Einfuhrung der RechengroBe P/YL = ho (Rohe der gleichf. 
Atmosphare) ergibt sich 

dE V(YL - Ya) Q (8) 
-ala = -ho·n--- = hon' 

Ais ein Beispiel fur die praktische Anwendbarkeit dieser Formel 
fragen wir uns: Wie hoch steigt ein BaIlon im Prallzustand, wenn eine 
gewisse Ballastmtmge abgeworfen wird? 1m Gleichgewichtsfall ist 
R = O. Wird eine Ballastmenge -,1 Q abgeworfen, so entspricht das 
in diesem Augenblick einem ,1 R = - ,1 Q. Wir fragen uns nun: 
Welche Rohenanderung entspricht diesem L1R? Entwickeln wir h als 
Funktion von R in eine Taylorsche Reihe und benutzen wir nur das 
erste Glied, so haben wir 

dh 
L1h=iJJiLlR, 

oder, da im Augenblick des Ballastgebens LI R = - L1Q ist, und da 
wir nach (8) schreiben konnen 

wird 

dh nho 
dE Q ' 

L1 h - ~ ~ ,1 Q (Ballastformel): - Q (9) 

Setzen wir z. B. Q = 1000 kg und den Ballastabwurf ,1 Q = 10 kg, 
d. h. 1 % von dem Gesamtgewicht, und nehmen wir an, daB die Tempe­
ratur t = OO'C und n = 1,40 (BaIlon mit Wasserstoff gefUllt) ist, so 
ist, wenn wir nach S. 30 ho = 8000 m setzen, 

,1 h = 1,4·8000 -10 = 112 
1000 m. 

4* 
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Man sieht, daB ein verhii.ltnisma13ig groBer Ballastverlust nur· eine 
geringe Hohenanderung bewirkt, d. h. dem Prallzustand kommt eine 
gro13e Stabilitat zu. 

24. Stabilitiit eines im Sehlaffzustand befindliehen Ballons bei adia­
batisehen Zustandsinderungen. Da beim Schlaffzustand das verfiig­
bare Ballonvolumen nur zu einem Teil mit Gas gefiilIt ist, kann sich 
dieses bei Aufwartsbewegungen des Ballons ausdehnen, ohne aus dem 
Fiillansatz auszutreten. Das Gesamtgewicht des Fiillgases QG bleibt 
somit konstant, solange sich der BaIlon imSchlaffzustand befindet. 

Setzen wir in (6) V = ~'!.-, 80 haben wir 
I'll 

R = ~: (YL-YG)-Q, 
oder 

R = QG(;; -l)-Q. 

Bilden wir jetzt ~~ fUr QI1 = konst., so erha.lten wir 

~~ = QGit '/il (~;-l) 
d 't dp un ml dh = -YL 

d R _ QI1' 1'1. (d'YL d'Yl1) 
dh - - ------yr- YG di - ''J'L di . 

Diese Gleichung lii.13t sich a.nalog wie in Nr.23 umformen in 

d R QI1 y~ ( 1 1 ) 
dh =- 'YQP ;;--;;-, 

oder mit Beriicksichtigung von -~ = ko 
1'1. 

d R _ V 'YL ( 1 1 ) 
dk - -~ nL --,:;- . 

Da nun im Gleichgewichtszustand 

ist. so ergibt sich 

oder, da nach (4) 

ist, 

Q = V (YL-YG) 

dR Q'YL ( 1 1 ) 
-~=----. ~--

dk ko ('YL-'YO) nL. '41 ' 

'YL 1 1 -- = --- - --=-
l_a_T_L 

To 

(10) 
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Man erkennt, dall ~~ = 0 ist fur nL = xQ ' d. h. einer Anderung 

von k entspricht fur diesen Fall keine Anderung von R; wir haben also 
den indifferenten Gleichgewichtszustand. 

Fur nL = 1,40 (adiabatische Schichtung) 

und xQ = 1,35 (Leuchtgasfiillung), 

oder uberhaupt fur nL > xQ erhalten wir ~! > 0, d. h. bei wachsender 

Hohe nimmt die resultierende Kraft zu; wir haben ein labiles Gleich­
gewicht. Nur fur nL < xQ haben wir also stabiles Gleichgewicht. 

Bisher haben wir die Stabilitat eines Ballons bei adiabatischen Zu­
standsanderungen untersucht. Jetzt wollen wir dazu ubergehen, den 
Einflull der Temperaturanderungen zu betrachten, die durch Warmezu­
bzw. -abfuhr bewirkt werden, d. h. der Temperaturanderungen bei 
konstantem Druck, wie sie besonders durch Bestrahlung und Aus­
strahlung entstehen. 

25. EinfluB der Temperaturinderungen bei konstantem Druck auf 
einen BaIlon im PraIlzustand. Wir gehen von (6) aus und konnen unter 
Berucksichtigung von (3) und (4) diese Gleichung auch schreiben 

R = Y l! (J __ -~ ) _ Q. 
BL TL Til 

Differenzieren wir jetzt R partiell nach der Temperatur des Full­
gases T Q' wobei nach Voraussetzung sowohl V konstant zu setzen ist 
(Prallzustand) als auch p (Zustandsanderung konstanten Drucks), so 
erhalten wir 

aR Y·p u 
aT; = -jj~- . T~ 

oder mit Benutzung von (3) und (4) 

all V"e 
aTe = --;p;;- . 

Da 

ist, konnen wir auch schreiben 
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Fiir endliche (kleine) Differenzen der Temperatur des FiillgaseE 
(Ll To) und der Luft (Ll TL ) erhalt man, da 

8B 8B 
LlR = 8TQLlTa+ 8TL LlTL 

ist, 
LlTQ TL LlTL (1--.----

LIB TQ TQ TL 
Q = 1-(1 TL 

TQ 

(12) 

Eine Oberschlagsformel erhalten wir wieder, wenn wir die Tem. 
peratur der Luft gleich der des Fiillgases annehmen T L = To = T, 
Wir erhalten dann 

LIB (ILl TQ-LITL 
Q T(l-(l) 

und unter Benutzung der Ballastformel (9) 

Ll h = n h (_~. LI TQ ___ 1 _ LI TL) . 
° 1-(1 T 1-(1 T 

In dieser Gleichung haben wir den Zusammenhang der Hohen· 
anderung eines Ballons im Prallzustand mit der Temperaturanderun~ 
bei konstantem Druck. Das erste Glied ist hierin das wichtigste, da 

-1 (I fiir verschiedene (J sich stark andert; wir haben z. B. -(I 
.. (I 0,42 

fur Leuchtgas: } ... :':'(1 = 0,58 = 0,73, 

wahrend 

fiir Wasserstoff: 
(I 0,07 

1 - (I = 0,93 = 0,075, 

d. h. fast 1/10 des Wertes fiir Leuchtgas ist. 
Berechnen wir beispielsweise die Hohenanderung bei einer Tern. 

peraturerhohung von 1°. Es sei 

T = 290 ° (t = 17 0 C) 

ho = 8500 rn 

nL = uG = 1,35 (Leuchtgas). 

Setzen wir diese Werte in die Oberschlagsforrnel ein, so ergibt sich eill€ 
Hohenanderung von 

Ll'h = 34 rn 
f(ir 10 Temperaturerhohung. 

Die gleiche Rechnung fiir Wasserstoff liefert fiir 1° Temperatur. 
erhohung ein Aufsteigen des Ballons um 

11k = 3,5 rn. 

Wir erkennen also, daB ein mit Wasserstoff gefiillter praller BaIlon 
- soweit Temperaturerhohungen durch Warmezufuhr in Frage kommen 
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- wesentlich stabiler ist ala ein solcher mit Leuchtgasfiillung. Der 
groBe Unterschied kann so versta.ndlich gemacht werden, daB das Aus­
stoBen des verhaltnismii3ig schweren Leuchtgases bei Erwarmung einer 
erheblichen Ballastausgabe gleichkommt, wahrend bei dem leichten 
Wasserstoff eine solche Wirkung nur in sehr geringem MaBe eintritt. 

26. EinfluB der Temperaturinderung bei konstantem Druck auf einen 

Bailon im Scblaffzustand. Setzen wir in (6) V = Qa, so haben wir 
Ya 

R = QGG; -l)-Q 

oder nach (4) 

R = QG(~--l\)-Q. aTL 

Um die Abhangigkeit der Resultierenden bei Temperaturanderungen 
des Gases zu berechnen, bilden wir wiederum die partie lIen Ableitungen 
von R nach To bzw. TL , wobei das Gewicht des Fiillgases Qo wegen 
des Schlaffzustandes als konstant zu betrachten ist: 

aR Qa 
aTa aTL' 

oder bei Beriicksichtigung von (11) 

aR Q 
aT; = ( 1-_-a--c~O=;-)-T-a 

Ebenso ergibt sich unter Benutzung von (4) wie in Nr. 25 

aR _ Qo·To_ V YL _ QL_ Q 
aTL --aT! -- 'YGyaTL --TL --(I-a~;)TL 

Fiir endliche Differenzen der Temperaturen des Fiillgases und der 
Luft erhalten wir dann in ahnlicher Weise wie in Nr.25 

LI Ta LI TL 
LI R To TL (13) 
-Q -I-a TL 

To 

Hier verhalt sich also - im Gegensatz zu dem analogen Ausdruck 

(12)' - Leuchtgas und Wasserstoff bis auf den Faktor (I'::' a) gleich. 

Die Anderung der Gastemperatur wirkt hier eben nur durch Ver­
anderung von V. 

Durch Kombination von (10) mit (13) erhalten wir 

LlTa ATL 

LJ h = ~ T) - ;L . (14) 
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Wir haben hiermit fur den schlaffen BaIlon die Beziehung zwischen 
den Anderungen der Temperatur zu den dadurch bewirkten Hohen. 
anderungen. Es ist hier zu bemerken, daB die Hohenanderung un· 
abhangig von (J ist. 

Als ein Beispiel wollen wir den }<'all betrachten, daB die Temperatur 
des }<'ullgases (Leuchtgas) sich um 10 C erhOhe, wah rend die Luft· 
temperatur (T L = 290 0) konstant bleiben moge, also 

LJ To = 10 C , Xo = 1,35, 
LJTL = 0, 

To = TL = 290° entsprechend ho = 8500 m. 
Setzt man diese Gro6en fur verschiedene nL (d. h. verschiedene 

Luft8chichtungen) in (14) ein, so ergeben sich die in der folgenden 
Tabelle angegebenen Werte der Hohenanderung LJ h. 

)Co = 1,35 ----- L1A in m 
nL "a 

71£ c: 1,35 0 C() 

7/£ = 1.20 , 0,092 320 
71L ,-, 1,00 0,259 113 

27. Ursaehen der Wlirmt'zu- bzw. -abfuhr; Verhalten de8 BaUons 
wihrend der Fahrt. Es fragt sich nun: Durch welche Ursache ist eine 
Temperaturanderung bei konstantem Druck, d. h. bei Warmezu. oder 
.abfllhr bedingt? Es kommt einer!leits"die Sonnenbestrahlung hei Tag 
und die Warmeausstrahlung des Hallons bei Nacht in Frage, anderer· 
!!Cits die Abkiihlllng durch "Aspiration" bci Vertikalbewegungen (ca. 
I bi!' 4 m pro Sek.; Horizontalbewegungen relatiy zur umgebendl'1l 
Luft kommen so gut wie nicht vorl. Zu erwahnen ist hier, daB die 
Wi\rmeabgabe ullgefii.hr proportional der Geschwindigkeit ist, wahrend 
der Widerstand mit dem Quadrat der Geschwindigkeit wachst. 

Da cler Balloll bei Tag uberhitzt ist, wird jede Aufwartsbewegung 
wegen der Abkiihlung durch Aspiration verringert, wahrend eine Ab· 
wartsbewegung heschleunigt wirrl. Er steigt daher im schlaffen Zustand 
langsam und gleichmaBig bei zunehmender Bestrahlung, fallt ~gen 
beschleunigt bei abnehmender Bestrahlung (Wolken). Des Nachts liegen 
die Verhaltnisse umg(,kehrt: der Bailon ist hier kalter als die Ltfft und 
daher IItcigt er schnell und fallt lang!!8m. 

Es mag noch erwahnt werden, daB es fUr Dauerfahrten richtig i!lt, 
bei Tag an der Prallhiihe zu bleiben und des Nachts eine Stabilitiits­
schicht (Bodeninversion. vgl. Xr. 18) aufzusuchen. 

Wie wir schon ('rwahnten, ist fiir den Widerstand bei Vertikal· 
bewegllng die Proportionalitiit mit der zweiten Potenz der Ge!lchwin· 
digkeit anZlllletzen. Benutzen wir fiir die Vertikalbewegung die Siitze 
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der Punktmechanik, so haben wir unter Vernachlassigung der Wirkung 
der Aspiration: dB h 

m dt B = R (h) =f W , 

wobei 
W = konst .. "; . F (~:) I 

ist; das negative Vorzeichen ist fUr den Aufstieg, das positive Vor­
zeichen fiir den Abstieg zu nehmen. 

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung und zweiten Grades 
liiBt sich auf eine solche erster Ordnung zuriickfiihren, wenn R von h 

unabhangig ist, durch Einfiihrung der Variablen :~. Schwieriger wird 

die Aufgabe, wenn Aspiration in Frage kommt, da R dann nicht nur 
von h abhii.ngig, sondern durch eine Differentialgleichung gegeben ist. 
Zu beriicksichtigen ist noch die vom BaIlon mitgefiihrte Luftmasse, 
was auf eine Massenvermehrung des Ballons hinauskommt, so daB man 

etwa setzen kann: m = 1,5 -q .. 
g 

Beim Aufstieg nach Ballastllbgabe schieBt der BaIlon durch seine 
Tragheit etwas iiber die Gleichgewichtslage hinaus und wiirde mit dem 
entstandenen Abtrieb wieder bis zum Boden durchfallen, wenn die 
Luft nicht stabil genug ist (Abb. 33). Man muB daher nach beendigtem 

8 

Zeit" 
Abb.33. Der Bailon stelgt Infolge der TrAghelt ilber 
selne G1elcbgewichtslage h, hinaus und sackt (ohne· 

BaJlastabgabe) Wieder langsam zu Boden. 

---Zeit 
Abb.34. Die Wlrkung des Oebens von 

Ballast kurz vor der Landung. 

Aufstieg (bei 11) ein wenig Ballast geben (etwa 1/'1. kg), ~m den BaIlon 
ins Gleichgewicht zu bringen. 

Vor der Landung ist "Bremsballast" zu geben. Ein Teil des Brems­
ballasts wird in Form eines Schleppseils mitgenommen. Eine weitere 
Aufgabe dieses Sc~leppseils ist die, den BaIlon so zu drehen, daB vor 
der Landung die "ReiJ3bahn", die zum endgiiltigen Offnen des Ballo~s 
vorgeseh~n ist, nach hinten oben gelangt. Das Geben von Ballast kurz 
vor der Landung (Punkt B in Abb. 34) hat den Zweck, den sonst zu 
erwartenden StoB auf den Erdboden abzufangen. Kurz vor dem Auf­
setzen hat dann das AufreiBen der (geklebten) ReiBbahn iu geschehen. 
Durch die entstandene groBe Offnung entweicht das Gas schnell. Damit 
ist die Landung beendet. 
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IV. Oberflachenspannung. 
28. Physikalische Feststellungen. Die freien Flussigkeitsoberfliichen 

zeigen eine Reihe von Erscheinungen, die aIle aus einer gemeinsamen 
U rsache erklart werden konnen, niimlich aus dem Bestreben dieser 
Oberflii,ohen, sich moglichst zu verkleinern. Diese Tatsache, die offenbar 
auf das Vorhandensein von Zugspannungen in der Oberfliichenhaut 
ahnlich den Spannungeh in einer dunnen biegsamen Membran schlie Ben 
liiBt, kann man durch folgendes sehr einfaches Experiment besonders 
anschaulich beweisen (ALb. 35). Zieht man einen Drahtring, an dem 
an einer Stelle ein in sich geschl08sener dunner Faden befestigt ist, 

durch eine SeifenlOsung (der man, 
um das schnelle Verdunsten zu 
verhuten, einige Tropfen Glyze­
rin beimischt), so uherzieht er 
sich mit einer sehr dunnen La­
melle; der in sich geschlossene 
dunne Faden hat dahei eine be­
liebige zufallige Gestalt. Durch­
stOBt man nun die Oberfliiche an Abb. 35. Wirkungswe!S6 der OberflAchenepannung 

einer dilnnen Flilssigkeltsh&ut. 
einer Stelle im Innern des in sich 

geschlossenen Fadens, so weitet sich die Schlinge unter dem EinfluB 
der Oberflachenspannungen zu einem Kreise auf. Die dunne Flussig­
keitsschicht hat dam it ihre kleinstmogliche Oherflache erhalten. 

Da/3 eine Flussigkeit, die keinen iiuBeren Kriiften unterworfen ist, 
die Gestalt einer Kugel annimmt, ist gleichfalls der Eigenschaft der 
Flussigkeitsoberfliiche zuzuschreiben, fur ein gegebenes, Volumen die­
jtmige Gestalt anzunehmen, fUr die die Oberfliiche ein Minimum ist. 

Dieses besondere Verhalten der Flussigkeitsoberfliiche hiingt damit 
zusammen, daB die molekularen Krafte derjenigen Flussigkeitsmolekule, 
deren Wirkungssphiire die Flussigkeitsoberfliiche schneidet, die also um 
weniger als den Radius der Wirkungssphare von der Oberfliiche ent­
fernt sind, eine einseitige Anziehung nach innen erfahren. Wiihrend 
im Innern der Flussigkeit die molekularen Kohiisionskriifte sich am 
einzelnen Teilchen gegenseitig aufheben, ergibt sich daher fiir die Teil­
chen an der Oberfliiche eine senkrecht nach dem Innern der Fliissigkeit 
gerichtete Resultierende der Kohiisionskriifte, durch die diese Teilchen 
gewissermaBen nach dem Innern der Flussigkeit gezogen und daran 
gehindert werden, sich von der ubrigen Fliissigkeit loszulOsen. Daraus 
resultiert das Bestreben, die Oberfliiche moglichst zu verkleinern. 

Die Erscheinungen der Oberflachenwirkungen treten nicht nur an 
freien Oberflachen auf, sondern auch an den Begrenzungsfliichen von 
verschiedenen Flussigkeiten, z. B. von Wasser und 01. Hier fuhren 
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die in der Beriihrungs£lache der beiden Medien auftretenden Spannungen 
zu ahnlichen Erscheinungen wie die Oberflachenspannungen an der Be­
grenzungs£lache von Fliissigkeit und Gas. 

In gewissen Fallen (wenn es sich um mischbare Fliissigkeiten wie 
Wasser und Alkohol handelt) treten jedoch statt der Zugspannungen 
Drucke auf. Derartige Oberflachenhaut'e sind aber im labilen Gleich­
gewicht und im allgemeinen nicht zu beobachten; nur bei besonderer 
Vorsicht gelingt es, z. B. beim EingieBen von Alkohol in Wasser .. die 
OberfIachenhaut, die ein gekrauseltes Aussehen hat, fiir Augenblicke 
zu beobachten. 

29. Zusammenhang der Oberflachenspannung mit dem Druckunter· 
schied an beiden Seiten einer Fliissigkeitsoberflache. Betrachten wir ein 
beliebiges Stiick einer Fliissigkeitsoberflache, so ist die Ober£lachen­
spannung an allen Stellen dieser Fliissigkeitshaut gleich groB, und auch 
an jeder Stelle in allen Richtungen der Tangentialebene der Oberflache 
die gleiche. Wir bezeichnen dabei als Ober£lachenspannung die Tan­
gentialkraft pro Langeneinheit eines durch die "Fliissigkeitshaut" be­
liebig gelegten Schnittes. Bei Wasser ist die Ober£lachenspannung -

such Kapillaritatskonstante genannt - gleich 0 = 74 dyn = 0,075 JL . 
em em 

Um die Beziehung zwischen der Oberflachenspannung und der durch 
sie bewirkten Resultierenden senkrecht zur Oberflache abzuleiten, be­
trachten wir ein rechteckiges Element der Oberflache (Abb. 36) und 
bestimmen die Radien r} und r 2 der Kriimmungskreise fur zwei auf­
einander senkrechte Schnittlinien des Oberflachenelementes. 1st 0 die 
Kapillaritatskonstante, so greifen an 
den Seiten des Oberflachenelementes 
die Krafte 0 ds} und 0 dS2 an, wenn 
ds} bzw. dS2 die Seiten des Elementes 
sind. Bilden wir den Krafteplan der den 
Winkel da. einschlieBenden Krafte senk­
recht zu ds2 , so ergibt sich, wenn man 
beriicksichtigt, daB ds} = r} da. ist, als 
Resultierende: 

Ods2 da. = OdS2~' r 1 

analog fiir die Krafte senkrecht zu ds} 
Abb. 36. Die an elne gekriimmte Oberflache 

angrelfenden Oberflilchenspannungen. 

Der Summe dieser beiden Kra£te muG o££enbar ein Druckunter­
schied das Gleichgewicht halten: die Druckkra£t auf die Flache ds} dS2 
ist o£fenbar LJP = LJp·ds1 ds2. Hieraus ergibt sich fiir die Druck-
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differenz pro Flicheneinheit der Oberflache die Beziehung 

L1p=O(~+~). 
Tl T. 

(1) 

Der Druckunterschied an heiden Seiten einer Fliissigkeitsoberflache ist 
somit der Summe der reziproken Kriimmungsradien zweier aufeinander 
senkrechter Kriimmungskreise proportional, also um so groBer, je ge­
kriimmter die Oberflache ist, wol>ei der groBere Druck immer auf der 
hohlen Seite der ,Fliissigkeitsoherflache ist. Wir wollen noch bemerken, 

daB der Ausd~ck ~ + ~ Koordinatendrehungen gegeniiber in-
TI T. 

varia.nt ist, so daB die Formel (1) die a.us physikalischen Grunden 
zu fordemde Unabh~gigkeit von den gewii.hlten Rechteckrichtungen 
auch wirklich besitzt. 

30. Obernichenspannung bei Beriihrnng mehrerer Medien. Bisher 
haben wir· im wesentlichen nur das Verhalten der freien Fliissigkeits­
oherfliche hehandelt, d. h. derjenigen Oberflache einer Fliissigkeit, <lie 
von einem Gas begrenzt wird. Zur Erklarung der dabei auftretenden 
Erscheinungen hatten wir die Vorstellung herangezogen, daB die Fliissig­
keitsmolekiile, deren Wirkungssphare in das begrenzende Gas hinein­
ragt, im wesentlichen nur von den Kohasionskraften der Fliissigkeit 
beeinfluBt werden, do. die entsprechenden KriiJte des Gases auf diese 
Fliissigkeitsmolekiile vemachlassigt werden konnten. Die dadurch be­
dingte einseitig nach innen gerichtete Kraftresultierende auf die Teile 
der Fliissigkeitsoberflache Bahan wir als Ursache der spezifischen Ober­
flachenerscheinungen an. 

Anders werden jedoch diese Verhaltnisse, wenn wir uns die be­
trachtete Fliissigkeit von anderen Fliissigkeiten oder von festen Korpern 
begrenzt denken. In diesem Fall werden auf die Oberflache der Fliissig­
keit KriiJte ausgeiibt, die von den beriihrenden Medien ausgehen, und 
die ein!,) Abnahme der Oberflachenspannungen verursachen. Dabei ist 
zu bemerken, daB die Oberflachenspannung zwischen zwei Korpern 1 

1 

Abb. 37. Oberfillchenspannungen an der Beriihrungs­
stelle dreier Fliisslgkelten; die Winkel sind durch die 

Dreieckselten volli!! bestlmmt. 

und 2, die wir mit 0 1, 2 bezeich­
nen wollen, keineswegs gleich 
der Differenz der Oberflachen­
spannungen beider Korper 
gegen Luft 0 1 - O2 ist. 

Fiir den Fall, daB drei 
Fliissigkeiten (von denen eine 
Luft sein kann) zusammen· 
treffen, ergibt sich aus Abb. 37 

der Zusammenhang der in Frage kommenden Oberflachenspannungen. 
Betrachten wir'jetzt den Fall, daB zwei :Fliissigkeiten 1 und 2 (von 

denen die eine wieder Luft sein kann) an einem festen Korper 3 zu-
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sammenstoflen, so bilden die beiden Fliissigkeiten, wie die Erfahrung 
zeigt, an del' Beriihrungstelle P mit del' Wand einen gewissen RandwinkellX 
(Abb.38). Da das Gleichgewicht in del' verlikalen Richtung durch das 
Vorhandensein des festen Korpers gegeben ist, bleibt hier alB Gleich­
gewichtsbedingung nur das Verschwinden del' Rorizontalkomponenten 
del' auftretenden Oberflachenspannungen 
im Punkte P 

01.Z COS IX = Os. 3 - 01.1' 

Rieraus laflt sich bei bekannten Kapilla­
ritatskonstanten del' Randwinkel berech-

2 
1 

p 

nen, odeI' aus del' Messung des Randwin- Abb.38.0berOlichenapannungenander 

kelB die eine del' drei Kapillaritatskon- :~~~~!e7:~c~:~h2l~~:~f!~~)(~~ 
stanten bestimmen. elnem festen Karper zuaammenltollen. 

1st 02.3 - °1,3 < 0, so ergibt sich aus del' obigen Gleichung IX > i; 
wir bezeichnen in diesem Fall die Fliissigkeit 1 als nicht netzend (Queck­
silber auf Glas, Abb. 39 a) ; ist 0 < 0 23 - 01 3 < °12 , so nennen wir 
dieFliissigkeit netzend (Wasserauf Glas',Abb. 39 b) ; ist O2,3 - °1,3> °1,2' 

so ist die obige Gleichung fiir keinen Randwinkel zu befriedigen, es ist 
daher kein Gleichgewicht vorhanden, und del' Punkt P riickt nach rechts, 
d. h. die Fliissigkeit kriecht dauernd weiter. Diese Erscheinung haben 
wir bei gewissen Olen auf Glas odeI' Metall, odeI' bei einem auf Wasser 
gefallenen Oltropfen, del' mit einer diinnen Raut Bchlielllich die gauze 
Oberflache iiberzieht. 

31. Oberflichenwirlmng unter dem Einnu8 der Schwerkraft. Raben 
wir bisher die Erscheinungen del' Oberflachenwirkung von Fliissigkeiten 
betrachtet, soweit auGere Krafte, insbesondere die Schwerkraft, nicht 
zur Wirkung kamen, so fragen wir UIlB jetzt: Welche Gestalt nimmt 
die Beriio/ungsflache zweier Fliissigkeiten (von denen die eine wieder 
Luft sein kann) unter del' Einwirkung del' ~ 
Schwerkraft an.1 Legen wir ein rechtwinkliges ~>~ 
Koordinatensystem zugrunde mit del' positiven ~"""H0. z 
z-Richtung nach oben, so ist, wenn del' mit 
del' Rohe variable Druck del' Fliissigkeit 1 ~ Jr 

(mit dem Raumgewich,~ 1'.) mit PI und del' _ ~""F::2 
Druck del' Fliissigkeit 2 mit dem Raumge- W$/M "0 

wicht (1'2) mit P2 bezeichnet wird, nach S. 20 Abb.39 a und h. Tropfenelner 
nlcht netzenden (a > i) und 

P2 = Po - rz z, 
elner netzenden (a < i) 

Flilaelllkeit. 

wo Po eine 1ntegrationskonstante ist, die wir alB gleich annehmen wollen. 
Das bedeutet, dafl fur z = 0 auch die Druckdiffereuz pz - PI = 0 ist, 
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d. h. wir haben den Koordinatenursprung in die Ebene gelegt, in der 
PI = P2 ist 

Als Druckdifferenz P2 - PI = L1 P haben wir somit an der Beriihrungs­
Wi.che beider Flussigkeiten 

L1p = (Yl - Y2) z. 

Da anderseits der Zusammenhang der Druckdifferenz mit der Krum­
mung der Begrenzungs£lache gegeben ist durch Gleichung (1), so haben 

wir ~ + ~ = Yt - Y. z . (2) 
't '1 Ct •2 

Die Radien sind dabei positiv zu rechnen, wenn die Begrenzungsflache 
nach oben hohl ist, wobei die Flussigkeit 2 uber der Fliissigkeit l1iegen 

mage. Der Quotient Yt;;Ys ist eine Konstante von geometrischer Be-
t •• 

deutung mit der Dimension einer reziproken Flache: 

[ Kraft Kraft] 1 
Volumen : Lange = -~ . 

Druckt man in obiger Gleichung die Kriimmungsradien r l und r 2 

in den Ableitungen von z nach x und y aus, so erhalt man eine Differential­
gleichung fur z als Funktion von x, y, deren Lasung die Gleichung der 
Begrenzungsflache darstellt, wobei die auftretenden Integrations­
konstanten durch die Randbedingungen bestimmt sind. Das Problem 

vereinfacht sich betrii.chtlich, wenn .~= 0 ist, wie es bei der Beruhrung 
'2 

zweier FHissigkeiten langs einer ebenen Wand der Fall ist. Die Lasung 
der Differentialgleichung fuh!i hier auf diesel ben elliptischen Funktionen, 
die bei der endlichen Verbiegung dunner Drahte auftreten (Beispiele 
hierfur haben wir in den Abb. 40a und b). Bei rotationssymmetrischen 
Begrenzungsflii.chen, z. B. der Begrenzungsflache in einem Zylinder, laBt 
sich die wsung der Differentialgleichung nicht mehr in geschlossener 
Form angeben. 

32. Kapillaritat. Zum SchluB dieses Kapitels wollen wir noch kurz 
auf die Erscheinung der Kapillaritiit eingehen. 

Abb. 40. Analogle zwischen den Formen von verbogenen 
diinnen elastischen DrAhten und den unter der Elnwlrkung 
von OberfiAchenspannungen sich ausblldenden Formen von 

Fliissigkeitsoberfliichen. 

Tauchen wir beispiels­
weise ein enges Glasrohr 
in Wasser, so wissen wir 
nach dem Vorhergehen­
den, daB das Wasser -
da es in bezug auf GIas 
gut netzend ist - einen 
sehr spitzen Randwinkel 
bildet, so daB der :Menis­

kus hei genugend kleinem Durchmesser des Rohres eine sehr stark 
gekrummte Wasseroberflache bildet. Die Folge davon ist aber -



Oberflachenspannung. 63 

wie wir in Nr. 29 gesehen haben - eine Druekresultierende LI P naeh 
oben, derzufolge das Wasser so lange in dem Glasrohr steigt, bis das 
Gewieht der iiber der umgebenden Fliissigkeit befindliehen Fliissigkeits­
saule im Glasrohr gleich LI P ist (Abb.41). 

Nehmen wir den Fall, daB das Innere des Glasrohres von Wasser 
benetzt ist, so daB also der RandwinkellX = ° ist, so haben wir naeh (2), 
wenn a der Radius des Rohres ist, unter der Naherungsannahme, daB 
die Oberflaehe die Form einer Ralbkugel hat, 

also 

~_ = YI-Y· Z 
a C1• 2 

2 C1•1 z=---­
(YI-y.)a· 

Man erhalt diese Beziehung aueh direkt, wenn man bedenkt, daB 
an der Oberflii.chenhaut im Innern der Kapillarrohre vom Umfang 2na 

gleichsam die Fliissigkeits. 
saule n a2 Z (7'1 - 7'2) von 
der Kraft 2naC1• 2 in der 
Oberflaehenbaut getragen 
wird. Es ist somit 

2naC1.z=na2 z(YI - Y2)' 
also 

2Ct.I 
Z = (YI-y.)a' 

;-=. ==- __ = _-~ Diese Betracbtung lii.Bt 
una auch gleich eine Ver· Abb. '2. Menisku8 eiDer 

Abb. ,1. Kapl1larr6hre. Kaplll&rr6hre. 
feinerung unserer Formel 

erkennen. Fiir z ist genauer die Rohe zu nebmen, die - wie in Abb. 42 
angedeutet - das Volumen ausgleieht. 

Randelt es sich nieht um eine vorher benetzte Kapillarrohre, so er­
gibt sicb - wenn IX der Randwinkel der Fliissigkeit gegen Glas ist -

oder 
201 .cosoc 

Z = .,---~.~-;--

(YI-y.)a· 

Nebmen wir als ein Beispiel den Fall, daB a = 0,05 em ist, so haben 

wir, da C1,2 = 0,075 c~ ist, fiir die Rohe, die das Wasser emporsteigt: 
2·0,075 

z = 1.0,05 = 3cm. 



Zweiter Abschnitt. 

Kinematik der Flu8sigkeiten und Gase. 
V. Darstellungsmethoden. 

33. Lagrangesche Darstellllng. Es handelt sich in diesem Abschnitt 
um die Verkniipfung der geometrischen Lagenbeziehungen von Fliissig­
keitsteilchen mit der Zeit, wobei wir die Fliissigkeit als einen von 
Masse stetig erfiillten Raum, d. h. als ein Kontinuum, ansehen wollen. 
DaB wir das tun diirfen in unserem FaIle, wo die V olumenabmessungen 
der betrachteten Fliissigkeitsteilchen immer groB gegeniiber der durch­
schillttlichE'ri freien Wegliinge der Molekiile sain werden, haben wir in 
Nr. 1 ausfiihrllch dargelegt. 

Es sind zwei Methoden zur Behandlung von Fliissigkeitsbewegungen 
ausgearbeitet. In der einen handelt es sich darum: Was geschieht mit 
den einzelnen Fliissigkeitsteilchen im Verlaufe der Zeit, welche Bahnen 
beschreiben sie, welche Geschwindigkeiten ode~ Beschleunigungen be­
sitzen sie usw.1 Die andere Methode will die Frage beantworten: Was 
geschieht an gewissen Punkten eines von einer Fliissigkeit &usgefiillten 
Raumes, z. B. welche Geschwindigkeiten usw. herrschen in den ei,nzelnen 
Raumpunkten 1 

Wir gehen zunii.chst auf die erstere Methode ein und miissen - um 
die einzelnen Fliissigkeitsteilchen voneinander zu unterscheiden - diese 
bezeichnen, gleichsam numerieren oder mit Namen versehen. Wir tun 
das dadurch, daB Wir zu einer beliebigen Zeit t = to (einem wirklichen 
o~er fingierten Anfangszustand) das Kontinuum auf eln beliebiges 
Koordinatensystem beziehen. Dadurch wird jedem Punkt des Kontinu­
urns umkehrbar eindeutig ein Zahlentripel (a, b, c) zugeordne!' Dieses 
Zahlentripel solI der Name des betreffenden Fliissigkeitsteilchens sein, 
den es wiihrend der gallzen Untersuchung behii.lt. 

Die Fliissigkeit, deren siimtliche Teile auf diese Art durch je ein 
·Zahlentripel gekennzeichnet sind, beziehen wir jetzt auf ein recht­
winkliges Koordinatensystem. Die Bewegung der Fliissjgkeit ist dann 
vollsta.ndig gegeben, wenn fiir jedes Teilchen der Ortsvektor t oder 
seine drei Komponenten x, y, z abhiingig von der Zeit gegeben ist. Dies 
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wird ausgedriickt durch die Gleichung 

x = Fl (a, b, c, t) 
t = ~(a, b, c, t) oder y = F2 (a, b, c, t) 

z = Fa(a,b,c,t). 

65 

(1) 

Ohne die Allgemeinheit dieser Methode einzuschranken, kann man 
auch das Zahlentripel (a, b, c), das den Namen eines Flussigkeitsteilchens 
bezeichnet, auffassen als kartesische Koordinaten. Jedem Fliissigkeits­
teilchen wird dann eindeutig ein Vektor s = i a + i b + t c zugeordnet, 
wo i, j, t die Einheitsvektoren in drei aufeinander senkrechten Richtungen 
bedeuten. Es kommt also diese Auffassung darauf hinaus, daB man das 
x, y, z-System oder - wie wir sagen wollen - den t-Raum zu eineni 
beliebigen Zeitpunkt t = to fixiert und ausmacht, daB jedes Flussig­
keitsteilchen gekennzeichnet sein soll durch den Raumvektor s, den es 
in diesem Zeitpunkt t = to gerade hat. Diesen willkurlich fingierten 
Raum, der nur zur Benennung der einzelnen Teile dient, nennen wir 
den s-Raum; er wird im'allgemeinen nur zllr Zeit t = to mit dem t-Raum 
ii bereinstimmen. 

Die obige Gleichung (1) erhalt also die Form 

r = ~ (~, t), 
wobei S (der Name des einzelnen Flussigkeitstcil­
chens) fUr jedes betrachtete Teilchen konstant ist. 

Abb, 43, Vektorlelle8 
Welldlagramm. 

Es ergibt sich also in dieser Darstellllngsmethode fur die Geschwin­
digkeit des Fliissigkeitsteilchens s (Abb.43) 

oder (aX) . 
u=- ati=Xi 

v = (~ni =- Yi 
(az) . 

W= ati=Zj. 

Der Index s soll dabei bedeuten, daB die Differentiationen bei kon­
stanu,m s vorgenommen werden mussen. 

Entsprechend fur die Beschleunigung 
r.. (alx)' .. 
v = -- = ri \ atl • 

oder (aIX) .. 
bllC = 7fi2 i = Xi. 

b ( aay) .. 
fI = ap- 1= y, 

b ('811,) .. 
z= ifiI.=zt. 

Tietjcns. Uyuromechanik. 2. A.uCl. 5 
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Diese scheinbar sehr bequeme Methode erweist sich in praktischen 
Fallen, wo es sich darum handelt, Formeln fiir bestimmte Aufgaben zu 
finden, ala sem umstandlich und schwierig. Sie leistet zwar - wenn 
sie durchfiihrbar ist - sehr viel. Man nennt diese Darstellungsweise 
die Lagrangesche Darstellung, weil besonders Lagrange die zugehOrigen 
Rechenmethode~ ausgearbeitet hat; indes hat schon Euler die Dar­
stellung gekannt. 

1m allgemeinen jedoch will man soviel, wie diese Methode ergibt, 
nicht einmal '.'riBsen. In den meisten Fallen - wenig~tens bei homogenen 
Flii88igkeiten - hat das Schicksal des einzelnen Fliissigkeitsteilchens, 
das sich ala solches durch nichts von den iibrigen unterscheidet, kein 
besonderes Interesse. Vielmehr geniigt es in den weitaus meisten Fallen, 
auf die individuelle Behandlung der einzelnen Fliissigkeitsteilchen zu 
verzichten. Ma.n will nur den Stromungszustand und seine Veranderung 
in der Zeit an jedem Raumpunkt kennen. Wir kommen hiermit zur 
zweiten Methode, die zwar weniger weitreichende Resultate ergibt, dafiir 
aber wesentlich leichter bis zum Zahlenresultat durchgefiihrt werden 
kann. 

34. Eulersche Darstellung und ihr Zusammenhang mit der Lagrange­
schen'Methode. Diese nach dem Begriinder der Hydrodynamik benannte 
Eulersche Methode beantwortet die Frage: Was geschieht zu bestimmten 
Zeiten t an den einzelnen Punkten (t) des von einer Fliissigkeit erfiillten 
Raumes? Fiir die Geschwindigkeit in den einzelnen Raumpunkten 
konnen wir die Gleichung schreiben: 

oder 
\v = f(t, t) 

U = It (x, y, z, t) 

v = 12 (x, y, z, t) 

W = 13 (x, y, z, t) . 

(2) 

Will man nachtraglich zur Lagrangeschen Darstellung aufsteigen 
und die Schicksale der einzelnen Fliissigkeitsteilchen bestimmen, so hat 
man fiir jedes einzelne Teilchen in 

dx 
Tt=u 
dy 
Tt=v 
dz 
dt=w, 

(3) 

verkniipft mit dem Gleichungssystem (2), ein System von drei simul­
tanen Differentialgleichungen erster Ordnung fiir x, y, z in ihrer Ab­
hiingigkeit von t: Die Losung dieses Systems simultaner Differential­
gleichungen enthiilt drei Integrationskonstanten, die auch dazu notig 
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sind, um zu erreichen, daB fiir eine gegebene Zeit t = tl'die Koordinaten 
des Teilchens x = Xl' Y = Yl' Z = Zl werden. Man kann die drei Inte· 
grationskonstanten oder auch die von ihnen abhii.ngigen Werte Xl' Yl' Zl 
ala Fliissigkeitskoordinaten a, b, G auffassen und kommt so auf die 
Lagrangesche Darstellung 

X = F 1 (a, b, ,G, t) 

Y = F 2 (a, b, G, t) 

Z = Fa (a, b, c, t) 

zuriick. Die Lagrangesche Darstellung lii.Bt sich also im Prinzip immer 
auf Grund der Gleichung (3) aus der Eulerschen Darstellung gewinnen. 

Die Schwierigkeiten, die die Losung der drei simultanen Differential· 
gleichungen bietet, sind allerdings meist so groB, daB von dieser Mog. 
lichkeit nicht viele Anwendungen bekannt sind. 

35. Stromlinie und Bahnlinie; stationiire Bewegungsvorgiinge. Wir 
wollen jetzt - um die Anschauung zu beleben - einige zur Darstellung 
von Fliissigkeitsbewegungen besonders geeignete Linien betrachten, 

Gehen wir von der Eulerschen Darstellungsweise aUB, so haben wir 
ein der Gleichung ItJ = f (r" t) entsprechendes Geschwindigkeitsfeld, d. h. 
in jedem Punkt des betrachteten Raumes ist die Geschwindigkeit nach 
GroBe und Richtung gegeben, wobei dieses Geschwindigkeitsfeld sich 
im allgemeinen mit der Zeit andert. Fixieren wir es fiir einen beliebigen 
Zeitpunkt t = tl und ziehen diejenigen Kurven, deren Richtung in 
jedem Kurvenpunkt mit der Richtung der Geschwindigkeit in dem be· 
tre££enden Punkte iibereinstimmt, so geben diese Linien unB iiber die 
Geschwindigkeitsrichtung in jedem Punkte des Raumes AufschluB. 
Diese Kurven heiBen Stromlinien. 

Wii.hrend man durch die Lagrangesche Methode Kenntnis erhii.lt 
iiber die Bahn der einzelnen Fliissigkeitsteilchen im Verlauf der Zeit 
(Bahnlinien), gibt die Eulersche Darstellung gleichsam in Momentbildern 
augenblickliche Stromungszustande in einzelnen Zeitpunkten (Strom. 
linienbildern), wobei die Beziehung der einzelnen Fliissigkeitsteilchen 
zu den Stromlinien fehlt, da im allgemeinen die Stromlinien zu ver· 
schiedenen Zeitpunkten aus anderen Fliissigkeitsteilchen gebildet 
werden. 

Die Gleichung der Stromlinien fiir einen bestimmten Zeitpunkt 
t = tl lautet (nach Definition) 

vektoriell geschrieben: dr II to oder 

in Koordinaten: dx : dy : dz = u : v : w . 
(4) 

1 dtx ro (gelesen: elt an ro) ist das vektorielle Produkt der heiden Vek­
toren elt und ro. 

5· 
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Diese Gleichung unterseheidet sieh fur einen bestimmten Zeitpunkt 
t = tl nicht vom Gleiehungssystem (3) fur diesen Zeitpunkt, d. h. die 
Bahnlinic beruhrt fur t = tl die Stromlinie an dem Ort, wo das Teil­
chen sich gerade befindet. 

Ein be80nders wiehtiger Fall ist der, daB t in (2) nicht explizit 
vorkommt IV = f(t); es sind dies offenbar Bewegungen, bei denen in 
den einzeinen Raumpunkten die Geschwindigkeiten von der Zeit un­
abhiingig sind, d. h. zcitlieh unveriindert andauern; man nennt solehe 
Bewegungen stationare Bewegungen. In diesem Fall ist (3) identiseh 
mit (4) (t tritt als Parameter auf), so daB wir sagen konnen: 

1m stationaren Bewegullgszustand sind die Bahnlinien mit den 
Stromlinien identisch. 

36. Streiehlinie. Kehen diesen beiden wiehtigsten Linien wollen wir 
noch cine dritte Art betrachten, die besonders von experimenteller 
Bedeutung ist. Wir fragen uns, welehe Flus8igkeitsteilchcn, d. h. welche 5 
passieren im Laufe der Zeit einen gewissen Raumpunkt Tl des t-Raumes ? 
Die Flussigkeitsteilchen, die dieser Bedingllng unterworfen werden, 
mussen also naeh der Lagrangeschen Darstellung der Gleiehung 

ij- ($, t) ,--0' \'1 =--, konst. 

genugen, oder nach 5 aufgelost 

S ,~ QJ(t1 , t). 

Fur jeden Zeitpunkt t gibt es somit eill 5, das fur diesen Zeitpunkt 
die Lage von \'1 einnimmt, d. h. fUr ein kontinuierliehes Zeitintervall 
cine Kurve im ~-Haum. Bezieht man jetzt diese {l-Kllrve auf den r-Raum, 
d_ h. fragt man sieh, welche Lage im r-Rallm diejenigen Punkte in einem 
gewissen Zeitpunkt einnehmen, die den festen Pllnkt tl passiert haben, 
so ergeben sic-h Punkte ciner Kurve, die man Strciehlinie nennt. Es ist 
somit zu bildl'll 

T = ~ (5, t), wo 5 =-,~ QJ (t, Tl) ist, 
mithin 

WiII man also cine Streiehlinie fur den Zeitpllnkt tl konstruieren, 
so hat man zunuchst fiir f -,0 (dil'sl's muge der Beginn der Stromungs­
hewegung sein) aus der vOJ'ausg('setzh'n Kenntnis der Lagrangeschen 
Gleichung t = ~ (~, f) das I<'liissigkeitsteilelwn $1 zu bestimmen, das Zllr 
Zf'it t = 0 die Koordinaten VOIl \'1 hat, d. h. in diesem Augenbliek an Tl 
,'orbeistreieht. Dann handelt es sich darum, den Rallmpunkt t zu bf:'­
l:Itimmen, in dem diesf'8 Fliissigkeitstcilchen !31 = (}$ (0, r 1) sich zllr Zeit. fl 

befindct, tl. i. aber nach (}f'r Lagrangcschen Gleichung 
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Damit haben wir cinen Punkt der Streiehlinie. In der gleiehen Weise 
sind nun fiir cine geniigend groBe Anzahl von Zeitpunkten zwischen 
t = 0 und t = tl die verschicdenen {Ii zu bestimmf'n, die in den betref­
fenden Zeitpunkten die Koordinaten von tl gehabt haben, und sehlieB­
Heh deren Lage zur Zeit t = tl . Wie man erkennt, ist die Konstruktion 
von Streiehlinien recht umstandlich und Rehwierig, besonders aueh des­
halb, weil sie die Lagrangesehe Darstellung vorausRetzt. 

Als Beispiel fiir cine Streichlinie kann man das l\Iomcntbild einer 
sich im Winde bildenden Rauchfahne an einem Schornstein ansehen 
(dies gilt jedoch nur, sofern man davon absehen kann, daB der Rauch 
durch seine Warme usw. der an der Schornsteinoffnung vorbeistreichen­
den Luft zusatzliche Geschwindigkeiten erteilt). 

Man benutzt die Streichlinien gelegentlich zur experimentellen Er­
forschung von Stromungserscheinungen. Dies gesehieht dadurch, daB 
man durch ein Rohrehen oder auch eine Anzahl von solchen Farbe in 
die Fliissigkeit austreten laBt und damit sozusagen einzelne }'liissig­
keitsteilchen farbt. Die hierdurch sichtbar gemachten Linien gefarbter 
Fliissigkeit sind Streichlinien. Ihr Charakteristikum ist offenbar, daB 
auf jeder solchen Linie lauter Fliissigkeitsteilchen vorhanden sind, die 
an der Rohrchenmiindung vorbeigestrichen sind. Auch bei Unter­
suchungen von Luftbewegungen wird diese Methode haufig angewandt. 

Da die Streichlinien nach vorherigem gebildet werden aua den je­
weiligen Endpunkten von Bahnlinien, diese aber im stationiiren Zustand 
mit den Stromlinien identisch sind, so fallen fiir station are Bewegungen 
auch die Streichlinicll mit den Stromlinien zusammen. Da die eben 
erwahnte experimentelle Anwendung der Streichlinien sich meistens 
auf stationare Vorgange beschrankt, so gibt diese Methode hier zu­
gleich AufschluB iiber die Formen der Bahn- und Stromlinien. 

37. Bedeutung des Bezugssyst .. ms filr die Bewegungsform. Von be­
sonderer Bedeutung ist die Wahl des Koordinatenl:lystems, auf das die 
}'liissigkeitsbewegung bezogen wird. Wie wir schen werden, ist es nam­
lieh moglieh, durch Anderung des 
Bezugssystems unter Umstanden eine 
nichtstationare Bewegung zu einer ~-\,.~. <."';., ' 

stationiiren zu machen und umgekehrt. """~~~'~'~';\~" 
Wir wollen dieses an einem Beispiel ~'~%~~~~~"< 

kl A ... 3---_ ___. :" 
er aren. -

Wir betrachten z. B. die Stromung 
urn einen Briickenpfeiler. wobei das 
Bezugssystem oder - anders gesagt -

Abb.44. StromllDlen einer 8tatioDiiren 
Str6mung. 

der Beobachter in Ruhe ist, oder auch die Stromung urn den vorderen 
Teil eines Luftsehiffes, wie sie dem mitfahrenden Beobaehter erscheint.. 
Rier haben wir den stationaren Zustand. Abb.44 zeigt die Strom. 
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linien, die in diesem Fall zugleich Bahn- und Streichlinien sind (be­
merkt sei noch, daB wir den Korper so lang annehmen, daB Ruck­
wirkungen auf die betrachtete. Stromung urn den Vorderteil des 
Korpers durch SWrungen, die amEnde des Korpers auftreten konnen, 
vernachlassigt werden durfen). Wurde man im Punkt A durch eine 
kleine Sonde der an diesem Punkt vorbeistreichenden Fliissigkeit (oder 

Luft) etwas Farbstoff (oder 
Rauch) beimischen, so wurde sich 
der Farbfaden in der gezeich­
neten Art langs einer Stromlinie 
legen. 

Ganz anders werden jedoch 
die Verhaltnisse, wenn wir eine 
nichtstationare Stromung haben. 
Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn 
wir die vorige Stromung urn 

Abb. 45. StromlinJe, Bahnllnfe nnd Strelchllnfe 
elner nJcht statlont.ren Bewegnng. einen Luftschiffkorper auf ein 

relativ zur ungesWrten Fliissig­
keit ruhendes Koordinatensystem beziehen. Jetzt haben Stromlinie, 
Bahnlinie und Streichlinie vollkommen voneinander verschiedene Ge­
stalt. Abb. 45 zeigt die einzelnen Linien. Der Korper verdrangt bei 
seiner Bewegung die Fliissigkeitsteilchen und zwar so, daB das vor 
der Mitte des Korpers befindliche Teilchen dauernd nach vorn ge­
schoben wird, wii.hrend die etwas von der Mitte des Korpers entfern­

ten Teilchen nach vorn und zu­
gleich seitwarts ausweichen. Das 
Stromlinienbild wird dabei vom 
Korper mitgenommen. 

38. Konstruktion von Bahn­
und Streichlinien. Um die Bahn­
linie eines Fliissigkeitsteilchens 
zu konstruieren, betrachten wir 

Abb.46. Konstruktlon elner Bahnllnle. die Bewegung des in der Abb. 46 
mit 5 bezeichneten Fliissigkeits­

teilchens. Nehmen wir an, daf3 die Bewegung des Korpers mit gleich­
formiger Geschwindigkeit erfolgt, so daf3 der Korper K nach einem 
kleinen Zeitintervall sich urn a verschoben hat, so moge sich das Flussig­
keitsteilchen 5 in dieser Zeit - entsprechend der Grof3e der Geschwindig­
keit, die dem Punkt 0 zukommt - ungefahr nach dem Raumpunktl be­
wegt haben. Da sich das Stromlinienbild mit dem Korper bewegt, so 
befindet sich das Teilchen ~ nach dem betrachteten Zeitintervall auf 
einm' neuen Stromlinie 1', die in der Bewegungsrichtung urn a von der 
alten entfernt ist. Auf dieser moge sich das Fliissigkeitsteilchen in einem 
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gleichen kleinen Zeitraum nach 2 bewegt haben, wobei es sich am 
Ende dieser Bewegung wieder auf einer neuen Stromlinie 2', die von der 
vorherigen in der Bewegungsrichtung des Korpers wieder um a entfemt 
ist, befindet usw. Dabei werden die einzelnen Bahnelemente, den ge­
ringen Geschwindigkeiten derin Frage kommendenStromlinien(4',.5', ... ) 
entsprechend, immer geringer, so daB das Flussigkeitsteilchen schlieB­
lich praktisch zur Ruhe kommt. 

Wir gehen jetzt dazu tiber, 
eine Streichlinie zu konstruieren 
(Abb. 47). Um die Gestalt einer 
Streichlinie fur den Zeitpunkt 
t = tl zu bekommen, haben wir die _ 
Endpunkte der Bahnlinien zur 
Zeit tl aHer derjenigen Flussigkeits­
teilchen (£I) zu bestimmen, die 
fruher einmal, d. h. fur t< tl , 

Abb. 47. KODstruktlOD eloer StrelchllDie. 

an einem ortsfesten Punkt tl vorbeigestrichen sind. 1m Augenblick 
t = tl streicht offenbar gerade das in tl befindliche Fliissigkeitsteilchen 
!3o an dem festen Raumpunkt tl vorbei (Abb.48). Setzen wir der 
Einfachheit wegen wiederum voraus, daB es sich um eine gleich­
formige Bewegung des Korpers K handelt, so war zu einem Zeitpunkt 
tl - L1t der Korper in der gestrichelten Lage und damit das Strom­
linienbild um den Betrag a nach rechts verschoben, 
so daB die Stromlinie l' durch tl ging. Das Fliissig­
keitsteilchen !31 dieser Stromlinie, das in diesem 
Augenblick gerade an tl vorbeistrich, moge sich 
im Verlauf der Zeit L1 t in der Richtung der Strom­
linie l' nach 1 bewegt haben. Zur Zeit tl - 2 L1t 
bewegte sich das Fliissigkeitsteilchen !32 der Strom­
linie 2' an tl vorbei und legte bis zur Zeit tl - L1 t 
einen Weg auf der Stromlinie 2' und von da ab 
bis zum Zeitpunkt tl einen Weg auf der Strom­
linie l' zuriick bis etwa zum Punkte 2 usw. J 

1 

Streich­
lilfie 

Die Endpunkte der so konstruierten Bahnlinien Abb.48. Einzelhelten zur 
KODstruktlon eiDer 

sind aHe im Laufe der Zeit an dem festen Streichllnle. 

Punkt tl vorbeigestrichen; die Verbindungslinie 
dieser Punkte ergibt somit die gesuchte Streichlinie durch tl. 

39. Stromrohre. Zum SchluB dieses Kapitels wollen wir noch den 
Begriff aer Stromrohre einfiihren, der zur anschaulichen Ableitung der 
einfacheren Gesetze der Fliissigkeitsbewegungen sehr brauchbar ist. 

Konstruiert man namlich samtliche Stromlinien, die durch eine 
kleine geschlossene Kurve gehen, so bilden diese bei der angenommenen 
Stetigkeit des Geschwindigkeitsfeldes eine Rohre, die man Stromrohre 
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nennt. Da die Stromlinien iiberall die Richtungen der Geschwindig. 
keiten haben, verhiilt sich die Stromrohre also wie eine Rohre mit dichten 
Wanden, innerhalb der die Fliissigkeit stromt. 1m allgemeinen wird 
die Gestalt der Stromlinie sich zeitlich dauernd andern, so daB auch 
immer wieder andere Fliissigkeitsteilchen zu einer Rohre zusammen· 
gefaBt werden. Raben wir es jedoch mit einer stationaren Stromung 
zu tun, bei der also in einem beliebigen Punkt der Fliissigkeitszustand 
dauernd derselbe ist, so verhalt. sich die Stromrohre wie eine feste Rohre. 
Den Inhalt der Stromrohre nennt man auch den Stromfaden. 

VI. Geometrie der Vektorfelder. 
40. Lineare Vektorfunktion des Ortes. A mit den Koordinaten xo' 

Yo' Zo sei ein fester Raumpunkt; ferner sei angenommen, daB in dem 
betrachteten Fliissigkeitsbereich die Geschwindigkeit eine regulare 
Funktion des Ortes ist. 

Hat man dann im Punkte A die Geschwindigkeit 

tvo = i U o + j vo + f wo 

(wo i, j, f bzw. die Einheitsvektoren in den x, y, z.Richtungen sind), 
so konnen wir die Geschwindigkeit tv in der Nahe von A darstellen 
durch die Taylorsche Entwicklung 

1:1 - ta V (t1 - t2)1 V V + * tv = tvo + -1-!- 0 tv + ----2'- 0 tv ... 

wo V den Operator i :x + j :y -+- f :z bezeichnet, oder in Koordi. 

naten: 
au au au (x - Xo)1 atu 

U = Uo + (x - xo) ax + (y - Yo) oy + (z - Zo) 8i + --2[- Chi + ... 
OV OV OV (x - Xo)1 at v 

v = Vo + (x - xo) ax + (y - Yo) ay + (z - Zo) 8i + --2-! - ox. + .. . 
w = w + (x - x ) ow + (y _ Yo) ow + (z _ Z ) ow + (x -~~~ atw + .. . 

o 0 ox oy 0 az 2! ax. 
Beschranken wir nun unsere Betrachtung auf die nachste Urn· 

gebung des Punktes A, so konnen wir die quadratischen und folgen. 
den Glieder der Entwicklung vernachlassigen, sofern wir das Gebiet 
urn A klein genug wahlen. Wir haben dann in tv eine lineare Vektor· 
funktion des Ortes, d. h. also, es laBt sich immer urn A ein Gebiet an· 
geben, in welch em wir die Geschwindigkeiten als linear abhangig von 
den Abstanden yon A annehmen konnen, ohne daB der dadurch be· 
dingte Fehler einen beliebig vorgegebenen kleinen Betrag iiberschreitet. 
Man nennt solche Geschwindigkeitsfelder, bei denen die Komponenten 

• 0 bezeichnet die skalare Vektoroperation, so daB also a 0 b (gelesen a mit b) 
das skalare Produkt der beiden Vektorcn a und b ist. 
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der Geschwindigkeit eines Punktes lineare Ji'unktioncn seiner Ko­
ordinaten sind, Felder homogener Deformation. 

Wie sich aus der Taylorschen Entwicklung ergibt, ist innerhalh 
des betrachteten BereicheR um A der Unterschied der Geschwindig­
keiten gegeniiber der Geschwindigkeit im Punkte A charakterisiert 
durch neun Zahlenangaben, namlich durch die partiellen Ableitungen 
der drei Geschwindigkeitskomponenten u, v, w nach den drei Rich-
tungen x, y, z: 

I" 
Ot} ow 

ox ox ax 
ou Ot} ow 

(1) fJy oy oy 
ou at} aw 
az az az 

Es bedeutet nun keine Einschrankung cler AlIgcrneinheit dpr fol­
genden Betrachtung, wenn wir - durch eine cntsprechencle Wahl 
unseres Bezugssystems - dC'n Pllnkt A in dC'n Ursprung cles Koordi­
natensystems verlegen und seine Gcschwindigkcit glt'ich Null setzt'll. 
Durch clie Angabe der obigen ncun GroBen ist dann die ncschwindig­
keit in jedem Punkt des in Frage kommenden Gebit'tC'1:! urn A bestimrnt. 

41. Geometrische Deutung der EinzeJgrii8en der ein Geschwindig­
keitsfeld charakterisierenden l'latrix. Welche Vorstellung konnen wir uns 
nun von den einzelnen GroBen der obigen sogenannten Matrix machen 1 
Urn von den einfachsten Vorgangcn zu komplizierteren aufzllsteigen, 
nehmen wir zunachst einmal an, daB alle Glieder der Matrix bis auf 

das erste ::' das wir > 0 annehmen wollen, identisch gleich Null sind. 

Es ist dann nach der oben angegebenen Taylorschen Entwicklung 
also: 

oder 

. au 
h:l=Xla"X 

au 
u = x ax' v =0, w ~= o. 

, I I I 

+-1..., 4f .. 
I I I I 

~ ~ 4 r-
+-l ~., L. 

I I I I 

+-l ~ *l ~ 
'~.J L. 

I I .... ~ 
I I 
..... I--. 
, I 
..... I--. 
I I 

t-t-
..... I--. 
I I ..., I I A I 

Da die Gleichung fiir die Ebenen _~i--I-,-...,oo-f-, -':'-~--+~-+-~-~L-""'-7""7 

parallel zur y, z-Ebene x = konst. ist, -1 -1 ~ ~:.... L-
so haben die Ebenen parallel zur y, -1 -i": ~ ~ ~ 
z-Ebene konstante Geschwindigkeiten, 
nnd zwar der GroBe nach proportional 
dem Abstand vom Punkt A. der Rich­
tung nach parallel~ur x-Achse(Abb. 49). 

Abb. 49. Dehnungsgeschwlndigkcit na<'l, 
der z-RlchtunR 
.8U . 8u 

IU z,--=tO, ,-_. 
dZ az 

Da wir ferner fiir x = konst. vektoriell auC'h to i 0-0 konst. schreiben 
konnen, so haben wir als Ausclrnck fiir daR Geschwindigkeitsfeld oder 
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- wie wir es auch auffassen konnen -- als Gleichung ffir die Verschie bung 
der erwii.hnten Ebenen in einem Zeitelement, bezogen auf die Zeiteinheit: 

• iJu .. iJu 
to = x 1 ax = t 0 1 1 -iJx . 

Die analogen Ausdriicke, die wir erhalten, wenn wir aIle GroBen 
iJv • iJw 

der Matrix bis auf-- oder blS auf - identisch gleich Null setzen, 
iJy iJz 

haben die Form 
• iJv •• iJv 

to = Y 1- --- = t 0 1 1 - ---
iJy iJy 

bzw. 
iJw iJw 

to = z f --- = t 0 f f ~ . az az 
D A d k . av •• iJv • ht . G h' di em us ruc to = Yl ay = t 0 1 1 ay entspnc eIlle esc WIll g-

keitsverteilung, bei cler in Ebenen parallel zur z, x-Ebene die Geschwin­
digkeiten k,onstant und zwar parallel zur y-Achse gerichtet und der GroBe 
nach der Entfernung cler Ebenen vom Punkt A proportional sind. 

Wenn to = z f -~; = to f f ~: ist, so entspricht das einem Ge­

schwindigkeitsfeld mit konstanten Geschwindigkeiten in Ebenen parallel 
zur x, y-Ebene, und zwar ist die Richtung der Geschwindigkeit parallel 
der z-Richtung und die GroBe wieder proportional dem Abstande yom 
Punkte A. Die drei Ausdriicke stellen also Dehnungsgeschwindig­
keiten nach der X-, y- und z-Richtung dar. 

Eine andere Art von Geschwindigkeitsverteilung bekommen wir, wenn 

wir aIle GroBen der Matrix bis auf -:; (> 0) gleich Null annehmen. 

-! 
I 

',y- ro i-kol1sl. 

/' 

Abb.50. Scherungsgeschwlndlgkelt In 
der a;·Rlchtunll 

III = II i ~_u = r 0 i i ~ . 
UII all 

Es ist dann: 

oder 

. au 
to = Y1ay 

iJu 
u = y -ag- , v = 0, w = 0 , 

d. h. die Geschwindigkeiten sind in 
Ebenen parallel zur z, x-Ebene kon­
stant und um so groBer, je weiter 
diese Ebenen von der z, x-Ebene ent­
fernt sind (Abb.50). Da wir wieder 
ftir 

y = kOnAt. auch t 0 j = konst. 

schreiben konnen, so ergibt sich ftir dieses Geschwindigkeitsfeld der 
Ausdruck: , au .. au 

to = Y 1 ay = toll iJy . 
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Ganz entsprechende Geschwindigkeitsfelder mit analog gebildeten 
Ausdriicken erhii.lt man, wenn die iibrigen GraBen der Matrix einzeln 
als von Null verschieden angenommen werden. LaBt man z. B. aIle 

Glieder auBer :: identisch v.erschwinden, so erhalt man ein Geschwindig­

keitsfeld, bei dem die zur y, z-Ebene parallelen Ebenen konstante 
Geschwindigkeiten besitzen, die dem Betrage nach proportional sind 
dem Abstand von der y, z-Ebene und die Richtung der y-Achse be­
sitzen (Abb. 51). 

Diese soeben besprochenen Geschwindigkeitsfelder oder - wie wir 
auch sagen konnen - Deformations-Zustandsanderun,gen in der Zeit­
einheit sind gleichsam die Bausteine, aus denen wir durch Superposi­
tion (wegen der linearen Abhiingigkeit von den Koordinaten) zu den 

A bb. 61. Scherungsgeschwlndigkelt In der 
I/-Rlchtung 

t1)=~ia_tI ~roi l~tI. 
a~ il~ 

Abb. 52. Scherungsgeschwlndlgkelt 

.il" .au (ila" .. au) 
1V=~liG+I/lail=ro oz+llal/' 

allgemeinsten (homogenen) Geschwindigkeitsfeldern oder Deformations­
anderungen aufsteigen konnen. 

42. Scherungs- und Drehungsgeschwindigkeit. Zunachst wollen wir 
- auf unserem Wege vom Einfacheren zum Komplizierteren - zwei 
besonders wichtige FaIle betrachten, die wir durch Zusammenfiigen 
von zwei der' oben erwahnten Bausteine erhalten: 

Wir betrachten die lineare Kombination: 
.OV .OU •. OV •• OU ( •• ov+ .. ou'l 

Il.l=xl---+yt-=tot l--+tol t--=to lJ- Jt--ox oy ox oy ox oy/-

und wollen dabei zunii.chst ~; und -~~ beide gleich groB (positiv oder 

negativ) annehmen. 
Wie aus dem Vorhergehenden und aus der Abb.52 hervorgeht, 

handelt es sich hier urn eine Anderungsgeschwindigkeit eines urspriing­
Hch rechten Winkels in einen spitzen bzw. stumpfen Winkel oder 
- wie man diese Erscheinung auch nennt - um eine Scherungs­
geschwindigkeit. 
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Ein wesentlich anderes Geschwindigkeitsfeld erhaltcn wir im anderen 

. av .. b au t' d bIt Fall, wenn wlr ax POSltIV, a er ay nega IV un a so u genom men 

av h av I 1 au. k . gleich groB wie a x voraussetzen; sowo I (] x a S aue I -- ay wlr t 1m 

Sinne einer positiven Drehgesehwindigkeit, wenn wir die Drehung ent­
gegen dem Uhrzeigersinn als positiv reehnen (Abb.53). 

Abb.53. DrehuDI!. 

f'''' U -u p 

-x 

Abb. 54. Zu."mmenhang der 
mittleren Drehung mit der 

Winkelgeschwlndigkeit. 

Betrachten wir einen mit der Winkl'lgesehwindigkeit co urn die 
z-Aehse rotierenden starren Korper, so ergibt sieh aus Abb. 54, wenn 
P ein Punkt des Korpers ist, wegen der Ahnlichkeit der sehraffierten 
Dreiecke 

v:-u:rco=x:y:r. 
Mithin: 

u=-yco; v=xw; w==O. 

Hier ist QaV = co und ~ u = - (I), die anderen 7 Differentialquotien· 
x u y 

ten sind = 0; wir erkennen also die vollige 'Obereinstimmung mit dem 
Fall von Abb. 53. 

Geht man von den beiden hier betrachteten Spezialfii.llen zu dem 

etwas allgemeineren tiber, daB ~~ und -:-i beliebige Werte haben, so 

wird auch hier die Scherungsgeschwindigkeit durch die algebraische 
Summe au av 

(Tii + au 
gemessen; aus dem Mittelwert der beiden Winkelgeschwindigkeiten 
av au . 
---- und --- kBnnen wlr die "mittlere Drehung" ax ay 

I 
bilden (ffir die obige starre Drehung wird diese = f [co - (- co)] = w) . 
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43. Der Begriff des Affinors. In der gleichen Weise wie in den beiden 
letzten Fallen konnen wir nun zu immer allgemeineren Geschwindig­
keitsfeldern aufsteigen, wenn wir die verschiedenen GroBen der Matrix 
als von Null verschicden annehmen. Fur das allgemeinste (homogene) 
Geschwinuigkeitsfelu hat man dann offenbar den Ausdruck: 

{ .. au + .. av . t aw to ~-, tot t .,'-, t 1 '- + t -, ax ax ax 
+ .. au + .. av + . f aw 

1 t ay 1 1 ay 1 aij (2) 

f . au f . av f f aw } + t ,- + 1 -~ + ,. -~ az az az' 

f·(·au .av taw) 
to = t 0 l t tax + 1 ax +a-X-

+ i (i iJ,u, + i av + f~) ay ay ay 

f (. au . av f aw)} 
-1- t iJz + 1 a7: + -az' . 

Beriicksicht,igen wir, daB iu t- it' +fw cc tu ist, so konnen wir 
setzen: 

. i) It ,I • a v + f.a w = P I~ 
tax ,l ax ax ax . 

Das entsprechendc gilt fur die Ausdrucke ~~ und ~~ , so daB wir 

schreiben konnen: 

I) ' G --B . atv . atv f atv d D d D' R In 
Ie ro en t 'ax' 1 iJy' ai wer en ya en genannt. Ie ege , 

lIach denen mit diesen GroBen gerechnet werden muB, sind im wesent­
lichen diesel ben wie bei gewohnlichen Zahlen, nur sei bemerkt, daB 
beim Rechnpn mit Dyaden das kommutative Gesetz nicht gilt 
(. atv =1= DIU .) 
,t ax ax t . 

Wir gehcn in der Zusammenfassung des obigen Allsdrllckes fiir 
das allgcmeinste homogene Geschwindigkeitsfeld noch einen Schritt 
weiter, inUC'Ill wir sdzell: 

• (ltv .atv 
t- +J-Dx ,Iy 
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Die GroBe C/>, die wir nach G i b b 8 einen Affinor nennen wollen, ist 

also eine GroBe, die in der gleichen Art aus drei Vektoren (~: ' ~~ , ~~-) 
gebildet wird, wie ein Vektor sich aus drei Skalaren zusammensetzt. 

Das allgemeinste lineare Geschwindigkeitsfeld ist also gekenn­
zeichnet durch 

ttl=toC/>. 
Da dem Affinor C/> die besondere Bedeutung zukommt, daB durch 

ihn das Iineare Geschwindigkeits£eld vollkommen bestimmt ist, wollen 
wir noch auf einige Eigenschaften und Besonderheiten dieser GroBe 
eingehen. 

44. Zerlegung eines Affinors in einen symmetrischen und einen 
antisymmetrischen Teil. Vertauscht man in der obigen Matrix (1), 
die auch die Neunerform des Affinors genannt wird, die Kolonnen 
mit den Reihen, so ergibt sich 

_oro i + O!?j + _o~f = C/> . 
ox oy Dz C 

Einen derartigen Affinor nennen wir einen zu C/> konjugierten Affinor 
und bezeichnen ihn mit C/>o. 

Sind speziell in der Neunerform eines Affinors die durch Pfeilc 
verbundenen Glieder einander gleich 

Du OV ow 
ox iJx ox 

I' I' 
ou ov I ow 
8y oy! -oy r " 
ou OV / ow 
a-Z -0---;'- OZ 

d. h. ist ou OV ou ow OV ow 
oy ox' oz - ox' oz oy' 

sonennen wirdiesen durch sechs Grollen eindeutig bestimmten 
Affinor einen symmetrischen Affinor; man erkennt sofort, dall cin 
symmetrischer Affinor sich selbst konjugiert ist C/> = fPc. 

Hat ein Af£inor die Neuner£orm: 

und sind die durch PIeilc 
gleich, d. h. ist 

ou OV 
oY Dx' 

o OV o~ 1 ox ox , , 
_o~ 0 I f!...w 

/-1' oy iiJY ] 
_o~ _~v. 0 
Dz OZ 

vcrbundenen 

ou ow -az =- ox' 

Glieder entgegcngesetzt 

OV ow az=- oy' 
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so nennt man einen solchen durch drei GroBen bestimmten Affinor 
antisymmetrisch. In diesem FaIle ist cP = - CPo. 

Es liiBt sich nun zeigen, daB jeder Affinor (charakterisiert durch 
neun Zahlenangaben) sich in einen durch sechs GroBeIl bestimmten 
symmetrischen und in einen durch drei GroBen bestimmten antisym­
metrischen Affinor zerlegen liiBt, wobei der symmetrische Affinor der 
Ausdruck fiir eine reine Dehnungsgeschwindigkeit nach drei Haupt­
achsen ist, wiihrend der antisymmetrische die Bedeutung einer Drehungs­
geschwindigkeit besitzt. 1st CPo der zu cP konjugierte Affinor, so ist 
- wie Rlan durch Ausfiihren der Operation sofort sieht -

~ (CP + CPo) der symmetrische Teil 

und 

~ (CP - CPc) der antisymmetrische Teil des Affinors CPo 

In wesem Zusammenhang wollen wir erwahnen, daB die Bezeich­
nung "Affinor" zum Ausdruck bringen soIl, daB jede durch ihn charak­
terisierte Transformation eine affine Transformation darstellt. Bei 
einem durch einen Affinor gekennzeichneten Geschwindigkeitsfeld wird 
also ein in einem bestimmten Augenblick kugelformig abgegrenztes 
Fliissigkeitsgebiet ein Zeitelement spater in ein Ellipsoid iibergegangen 
sein. Die zur Bestimmung dieses Ellipsoids notwendigen sechs GroBen­
angaben: drei Richtungsangaben und drei Hauptdehnungsgeschwindig­
keiten liefert der symmetrische Teil des Affinors, der auch wohl Tensor 
genannt wird. Die iibrigen drei Zahlenangaben des antisymmetrischen 
Teiles des Affinors werden sich - wie wir in N r. 45 sehen werden -
als die Komponenten eines Vektors erweisen, durch den die Drehung 
oder Rotation eines Fliissigkeitselementes gegeben ist. 

Was die Beziehung des Affinors zur Koordinatentransformation 
anbelangt, so ist noch zu sagen, daB die Komponenten des symme­
trischen Teils sich wie Quadrate und Produkte von Punktkoordinaten 
transformieren, wahrend die Komponenten des antisymmetrischen 
Teils - gemiiB seiner Bedeutung als Vektor - sich wie Punktkoordi­
naten transformieren. 

46. Der Stokessche Satz. Wir gehen jetzt kurz auf den Stokesschen 
und in Nr. 46 auf den GauBschen Satz ein und werden dabei zugleich 
zwei fiir die Hydrodynamik wichtige Begriffe erlautern. 

Der Stokessche Satz wird den Begriff der Rotation der Anschauung 
naherbringen und (in Nr. 47) zeigen, daB der die Rotation bestimmende 
Vektor der antisymmetrische Teil eines Affinors ist. Der GauBsche 
Satz wird den neuen Begriff der Divergenz bringen. 

Um den Stokesschen Satz abzuleiten, betrachten wir eine be­
liebige geschlossene Kurve ij; in einem solchen Bereich, in welch em 
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wir mit geniigender Genauigkeit - wie schon friiher - die quadra. 
tischen und h6heren Glieder in t der Taylorentwicklung fiir It) ver­
nachlassigen diirfen. In diesem Bereich ist dann also der das Geschwindig­
keitsfeld eindeutig bestimmende Mfinor $ praktisch konstant. 

1st dt ein Kurvenelement von [, so ist das skalare Produkt It) 0 dt 
gleich der Projektion der Geschwindigkeit in einem Punkt t der Kurve [ 
auf die Kurventangente in diesem Punkt. Nimmt man das Integral 
von diesem skalaren Produkt iiber die geschlossene Linie [, 80 hat 

1/ - 11 .1 man ein sogenanntes Linienintegral 

~ 

~ltJodt. 

Setzen wir It) = t 0 $, so haben wir 
also zu bilden: 

It 
~to$odt. 

Wir nehmen zunachst als Integra­
Abb. 55. Integratlonsweg zur AbleltUDg tionsweg [ ein Parallelogramm 1, 2, 3, 4 

dell Stoke88Chen Satzes. der Abb. 55. (Dall das keine wesentliche 
Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit ist, werden wir spiiter sehen.) 

Die Integration iiber 1=2 und 3-=--4 ergibt, da die heiden Integra­
ti.?nswege entgegengesetzt gleich sind, nach Umkehrung des Integra­
tionsweges 3-4 wegen tl - t2 == konst. =~ - b 
232 

J t1 0 $ 0 d t - J t2 0 $ 0 d t = (t1 - t 2) 0 $ 0 J d t = - b 0 $ 0 a . 
I 4 1 

Entsprechend ergibt sich, da ti - ti! = konst. = a ist, 
3 4 3 

J t~ 0 $ 0 d t - J t~ 0 $ 0 d t = (t~ - t~) 0 $ 0 f d t = a 0 $ 0 b. 
2 1 2 

Ais Linienintegral erhiilt man somit: 
12341 
~t 0 $ 0 dt = a 0 $ 0 b - b 0 $ 0 a. 

Setzen wir, wie in Nr.43, 

$ = i a_tv -+ i ~ ~_ -+ f _iJ w ax ay az ' 
so ergibt sich, wenn wir zuniichst den ersten Summanden $1 = i :: 
beriicksichtigen, 

1234 cJw* 
:f to $1 0 d t = a X b 0 i x ax 

• Sind 0, ti, c, b vier Vektoren, so ist 

o>(tioc /b=Oocoob-oocoob 

=Oocboo-fJocboo. 
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und bei Beriicksichtigung der beiden iibrigen Summanden des Affinors 

128'1 123'1 (otu atu atu) 
~tuoat~~tot/Joat=Clxbo iXax-+iXay+fXaz-' 

Cl X b = ~ ist ein Vektor der Richtung nach senkrecht zur Flache ~, 
um die herum das Linienintegral gebildet ist und dem Betrage nach 
gleich der MaBzahl des Flacheninhalts. 

ix atu +iX~tu +fx~IE_=i(aw _~)+i(aU _a~_) ax ay OZ oy az az ax 
+ f(~ _ aU) 

\ox 01/ 

ist ein Vektor, der -wie aus der geometris9hen Bedeutung des Linien­
integrals hervorgeht - ein MaB der Drehgeschwindigkeit bedeutet. 
Wir bezeichnen ibn mit Sl oder auch mit rotto und nennen ihn die 
Rotation von tu. 

Wie sich aUB der Ableitung ergibt, ist die Rotation unabhangig 
vom Koordinatensystem. Nimmt man statt des Parallelogramms eine 
beliebige geschlossene Kurve ~, so laBt sich leicht zeigen, daB das ab­
geleitete Resultat auch hierfiir gilt. Man kann zu diesem Zweck die 
Flache ~ in ein Netz von Parallelogrammen 
zerlegen (Abb.56) und um aIle diese Para11elo­
gramme integrieren, wobei sii.mtliche Integrale 
fortfallen (wegen der paarweise entgegengesetzt 
gerichteten Integrationswege) bis auf diejenigen, 
deren Integratioll!weg zur ii.uBeren Begrenzung 
des Parallelogrammnetzes gehort. Denkt man Abb. 511. AufteDung elner 

. h das P 11 1 t m h d m h gegebenen FlIche In (luflul-81C ara e ogrammne z e r un e r tealmaie) ParaUelogramme. 
verfeinert, so daB die Seite der Parallelogramme 
nach Null konvergiert, so geht im Grenzfall das Inte-gral tangs der 
a.uBeren Begrenzungsflache des Netzes iiber in das Integral langs der 
vorgegebenen geschl08senen Kurve ~. 

Es ist also fur jede in sich geschlossene Kurve ~ des betrachteten 
Gebietes das Linienintegral uber ~ gleich dem skalaren Produkt aus 
dem Flachenvektor ~ und der Rotation ill: 

~ 

§ tu 0 at = ~ 0 ill = ~ 0 rot tu . (3) 
Wie wir schon friiher bemerkten, ist die Annahrne, daB das Ge-

8chwindigkeitsfeld in einem kleinen, aber endlichen Gebiet um den 
Punkt A eine lineare Vektorfunktion ist, im allgemeinen nicht genau 
zutreffend, sondem nur als Nii.herung aufzufasscn, die allerdings urn 
so mehr der Wirklichkeit entspricht, je kleiner das betreffende Ge­
biet ist. 

Streng genommen gilt die Annahme einer linearen Ort.sabhangig-
TletJcnB. Uyllromcchlluik. Z. Aun. 6 
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keit der Geschwindigkeitsvektoren nur fiir einen infinitesimalen Be­
reich (dm, so daB wir exakt schreiben konnen: 

lim !f 1'0 0 dt F lim d~ 0 m = lim d~ 0 rot 1'0 • (4) 
dP-+O dP-+O dP-+O 

Bezeichnen wir mit f diE." Richtung von d ~ (I f I = 1) (normalzum Flachen­
element) und mit dF dessen Betrag, so haben wir d~ = fdF und daher 

f en f . !f to 0 dt rot 1'0 0 = (A 0 = bm dF ' (3~) 
dP-+O 

m 0 fist die Komponente von m in Richtung f. Durch die Kompo­
nenten nach drei aufeinander senkrechten Richtungen h, f2' f3 ist also 
m vOllig gegeben. Gleichung (380) ist alSo ala Definition ffir m in 
einem inhomogenen Geschwindigkeitsfelde verwendbar. 

Wenn fl/m gewahlt wird, so ist m 0 f = Iml, also ergibt sich auch 
die folgende Beziehung: 

Die Rotation eines Geschwindigkeit8feldes in einem Punkie A ist 
gleich dem Grenzwert, dem sich das durch Division mit dem Betrag 
des Flachenelementes auf die Flacheneinheit bezogene Linienintegral fiber 
dem Geschwindigkeitsvektor langs einer Kurve nahert, die ein zur Rich­
tung der Rotation senkrechtes infinitesimales Flii.chenelement umschlieBt. 

Haben wir eine endliche Flache ~ (in welcher lP und damit m im 
allgemeinen nicht mehr ala konstant angesehen werden konnen), so 
dtinken wir sie uns in infinitesimale Flachenelemente d~ zerlegt, in 
denen (4) gilt. Bei der Integration dieser infinitesimalen Flachen sind 
die Linienintegrale, deren Integrationsweg ganz im Innern der betrach­
teten Flache liegt, wieder identisch gleich Null (die Integrationswege 
werden paarweise in entgegengesetzter Richtung durcihlaufen), und es 
bleiben nur die Anteile, deren Integrationsweg Teile der Umrandung 
der Flache ~ sind, so daB man erhalt: 

Ii IJ IJ 
!f 1'0 0 dt = f f m 0 d~ = f f rot 1'0 0 d~. 

Hiermit haben wir den Stokesschen Satz in seiner allgemeinen 
Form: das Linienintegral langs (t wird in ein Flachenintegral fiber ~ 
transformiert, wobei (t die Umrandung von ~ bedeutet. Als wichtige 
Folgerung aus dem Stokesschen Satz wollen wir noch bemerken, daB 

I} 

das rechte Integral f f rot 1'0 0 d~' ffir den Fall, daB ~ eine geschlos­
sene Oberflache bedeutet, gleich Null ist, da der Integrationsweg (t 
und damit das linke Integral ffir diesen Fall identisch verschwindet. 

fit 
46. Der Gall8sche Satz. Wir untersuchen jetzt das zu !f to 0 dt 

analoge Integral fiber eine geschlossene Flache ~ 

i 1'0 0 diY = Ito lP 0 d~ , 
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wobei wir wieder annehmen, daB in dem von tr eingeschlossenen Bereich 
die Geschwindigkeit eine lineare Vektorfunktion, d. h. cP konstant ist. 
Geometrisch bedeutet dieses Integral das in einem Zeitelement durch 
die geschlossene Oberflache 
geschobene Volumen, be­
zogen auf die Zeiteinheit; 
man spricht in diesem Fall 
von einem VektorfluB 
durch die geschlossene 
Flache tr. 

Nehmen wir zunachst 
an, daB tr die Oberflache 
eines Parallelepipeds mit 
Kantenrichtungen parallel 

Abb.57. Parallelepiped zur Ableitung des 
Gaullschen Satzes. Die Bezelchnungen der 
Rechteckfil1chen sind Jewells an Dlagonalen 

der Rechtecke angeschrieben. 

den Koordinatenachsen ist 1, so erhalten wir unter Beriicksichtigung 
von trl = - tr2' tr3 = - tr4' tr5 = - tre (Abb.57) 

f tl 0 cP 0 dtr + f t2 0 cP 0 dtr = § (t1 - t 2) 0 cP 0 d~ 
= a 0 cP 0 ~1 = a 0 cP 0 v XC, 

da trl = V x c ist. 

S . n.. • oW + . oW + f oW • 'b . h d etzen Wlr 'P = tax lay 7fZ' Su ergl t SIC, a a par-

allel zu i und senkrecht zu j und fist, also a 0 i = a, a 0 j = a 0 f = 0 , 
aw 

a 0 f/J 0 V.X C = a ax 0 V X C 

/ (. au . OV f OW) r. = a t ax + l ax + ax 0 v X C 

und, da i und f -'- V X c und a i = a ist, 

wo V das Volumen des Parallelepipeds bezeichnet. 
In der gleichen Weise erhii.lt man fiir die entsprechenden Integrale 

tiber die beiden anderen Flachenpaare tr3' 4 und tjs, e die Ausdrticke: 

~~V b oy zw. 
ow V 
OZ ' 

1 Diese spezielle Annahme ist nicht unbedingt notig; man kann den Be­
weis auch fiir ein beliebig orientiertes Parallelepiped fiihren, der dann allerding~ 
etwas umstandlicher wird, dafiir aber zeigt, daB die nachfolgende Definition 
der Divergenz e ebenfalls vom Koordinatensystem unabhangig ist. 

6* 
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so daB man fUr das Integral uber die geschlossene Oberflache erhalt: 

I - I (au av aW) ttl 0 a IS = t 0 f/J 0 d'iJ = - +-- + - V ax ay az ' 
oder 

J ttl 0 d 3· = (i 0 !l!l'_ + j 0 a It) + f 0 a It)) V . 9 ax ay az 
. iJlt) • olt) a It) au avow 

Der Ausdruck t 0 - + 1 0 . - - + f 0 -- = -.- -+ -- + - ist dx a1l az ox ay az 
ein Skalar und heiBt die Divergenz des Vektors ttl. Wir bezeichnen die 
Divergenz mit (9 oder mit div ttl. Die Divergenz ist also das in einem 
Zeitelement durch die Begrenzungsflache geschobene Volumen der 
Yolumeneinheit. bezogen auf die Zeiteinheit. 

In analogcr W cise wie beim Stokesschen Satz laBt sich das fur 
ein Parallelepiped abgeleitete Resultat auch fur beliebige Volumina 
ableit.en, solange die Geschwindigkeitsverteilung in diesem Volumen 
genugcnd genau dllrch eine lineare Vektorfunktion angenahert werden 
kann. Streng genommen gilt die Ableitung nur fur ein Volumenelement 
a Y, so daB die Di\'ergenz in einem Punkte eines beliebigen Geschwindig­
keitsfeldes <lefinicrt ist <lurch 

. . J It) 0 d~ 
dlV'" = e = hm ------. 

clV-O dV 
In Worten: 

Die Divergenz in einem Punkt cines Geschwindigkeitsfeldes ist der 
FluB des Yektors IV durch die Oberflache eines infinitesimalen Volumen­
elements hezogen auf die Volumeneinheit. 

Geht man zu endlichen Flussigkeitsbereichen mit vom Ort ab­
hiingigem Affinor tiber, so erhii.lt man aus der letzten Gleichung die 
von Ga u B nufgestellte Beziehung, durch die ein Oberflachenintegral 
in ein VollllllPnintegrnl transformicrt wird, 

;; v 
f ttl 0 d~ = fff divrodV. 

Es ist also der V cktorflul3 des V cktors ttl durch eine geschlossene 
Oberfliiche glcich <lelU Volumenintegral der Divergenz dieses Vektors 
gPIlOJllllll'n iihel' das yon der Oberflache eingeschlossene Volumen 
(Gaul3scher Hatz). 

47. Eillfiihrullg dl'S Olwrators V. Unter Benutzung des Hamilton-

I 0 r .()+.a+fa 'd ... Vkt se len perator,; = t () x 1 a·" a-Z' mIt em Wle mlt emem e or 

Zll I'echnl'n ist. liiUt ~ich cler Affinor 

f/J = i a It) + j a~. + r al1l. 
i)x oy az 

nllc-h "eilrpih('11 W = V IV. 



Geometrie der Vektorfelder. 85 

Fur den zu tP konjugierten Affinor, den man durch Vertauschen <ler 
Kolonnen mit den Reihen der Neunerform des Affinors erhalt, schreiben 
wir sinngemaB: 

tPc = -~~. i + ~: i + ~7- f = It) V . 

Es ist offenbar V It) = .~ Wit) + It) V) + -! W 10 - It) v). Hierin 

ist nun, wie sich sofort ergibt, wenn man die Neunerform del' beiden 

Affinoren i- Wit) + It) V) bzw. -} Wit) - It) V) bildet, 

!- Wit) + It) V) del' symmetrische Teil des Affinors tP ~-=- V lU 

und} W It) - It) V) del' antisymmetrische TC'il des Affinors rp = V 10. 

Wir wollen jetzt noch eine andere Schreil)\wisl' fiir die Rotation ffi 
und die Divergenz e einfuhren: 

Fur die Rotation ffi hatten wir in Nr.45 den Ausdruck gefundcn: 

ro' dtu . dtu+! otu 
rotlt)=on=tXi)x +lX ay· X-;:;z' 

Dafur lii,Bt sich auch schreiben 

.a .iJ fa 
rot It) = t -fix X It) + I iJ Y X It) + iJ z > . It) 

= VXltJ. 

In Koordinaten ergibt sich fiir rot 10: 

rot It) = V x It) = (i! + La + t ;~ -\ x (i 1t + j V + f w) 
uX uy (JZ/ 

= i(~~ - ~D 
+ . (au _ a~) 

I az dX 
IdV iJU) + ! \-ax - -dy , 

oder in Dcterminantenform 
i 

! j) 
rot 10 = ~­ox 

i :u 

i 
d 
ay 
11 

Ebenso ergibt sich fiir die Diwrgellz: 

t 
o 
dZ 
wi 

d· D' atu . iltu f am 
IV It) = 0 ,= t 0 _- + 10 -,---- -r 0-

rJx (Iy (I;,; 

• (j . rJ I rJ = t -;-- 0 It) --L I - 0 10 -- f - ~ ll) iJx I Dy I ih 

=Volt). 
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In Koordinaten 

div It) = 17 0 It) = (i :x + j 88y + f ;z) 0 (iu + jv + fw) 

_ 8u + ~ + 8w 
- 8x 8y 8z . 

ZUBammenfaBsend haben wir also in der neuen Schreibweise 
cp = 17 It) • • • • • • •••••• Affinor 
9l = 17 x It) = rot It) • • • Vektor 
e = 17 0 It) = div It) ••• Skalar. 

Wir wollen zum SchluB dieses Abschnittes noch an zwei Beispielen 
die Zweckmii.Bigkeit der neuen symbolischen Bezeichnung erlautern: 

1. Gegeben sei ein Vektorfeld, dessen Vektor It) selbst wieder der 
Gradient eines skalaren Feldes cp ist; also 

It) = grad cp = 17 cp • 
Bilden wir zunachst die Divergenz dieses Vektorfeldes: 

div It) = div grad cp = 17 0 17 cp = 17 2 cp 
8Z rp 8z rp 81 rp 

= 8xl + 8y. + 8z. = LIp, 
al 81 81 

wo LI = 8Xl + 8y. + 8z1 den Laplaceschen Operator bedeutet. 

Bilden wir dann die Rotation, so· erkennen wir Bofort, daB 

rot gradcp = 17 X 17 g; = 0 

ist, da das Vektorprodukt jedes Vektors mit sich selbst gleich ° ist. (In 
Koordinatendarstellung ergibt sich auf etwas umstandlicherem Wege 
natiirlich dasselbe ReBultat; man erhalt dabei Ausdriicke von der Form 

81 rp 82 rp 
8x8y - ay8x = ° usw.) 

2. 1st hingegen ein Vektorfeld gegeben, dessen Vektor die Rotation 
eines anderen V ektorfeldes ~ ist: 

It) = rot ~ , 

so ergibt sich fur die Divergenz: 

div It) = div rot ~ = 17 0 17 X ~ = 0, 

da 17 X m: ein Vektor mit der Richtung senkrecht zu 17 und ~ ist, 
und daher dieser Vektor mit 17 skalar multipliziert verschwindet; fiir 
die Rotation des Vektorfeldes It) erhi:i.lt man 

rot It) = rot rot ~ = 17 X (17 X Ill) 

• Sind a, (" c drei Vektoren, 80 ist 

= 17 0 (~17 - 17 ~() 
=170~ 17-17017 ~., 

Qx(b xc) = Qo(eb - be) 
=Qocb-aobc. 
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also 
rot"' = rot rot ~( = grad div 2{ - LI 2{ • 

Wir haben somit gefunden, daB ein Vektorfeld, das durch Bildung 
des Gradienten eines Skalars hervorgegangen ist, keine Rotation be­
sitzt (drehungsfreies Feld), daB hingegen ein Vektorfeld, das man durch 
Bildung der Rotation eines Vektors erhiilt, ohne Divergenz ist (quellen­
freies Feld). 

Man konnte noch die umgekehrte Frage stellen, ein Vektorfeld 
zu finden, dessen Rotation uberall verschwindet, und dessen Divergenz 
uberall vorgegeben ist bzw. ein Vektorfeld, dessen Divergenz uberall 
verschwindet und dessen Rotation uberall vorgegeben ist. Beides ist 
wegen des .Auftretens des Laplaceschen Operators mit den Methoden 
der Potentialtheorie durchfuhrbar. rst ein allgemeines Vektorfeld ge­
geben, so wird es stets moglich sein, es so in zwei Teile zu zerlegen, 
daB fur den ersten Anteil die Rotation gleich Null ist und fur den 
zweiten die Divergenz identisch verschwindet. 

VII. Bescbleunigung eines Fliissigkeitsteilcheus uud 
kinematische Grenzbediuguugeu. 

48. Ahhiingigkeit der Anderung der ZustandsgroBen eines Fliissig­
keitsteiJchens von der Zeit und dem Geschwindigkeitsfeld. Bei der 
Berechnung der Beschleunigung eines Fliissigkeitsteilchens handelt es 
sich um die Aufgabe, die Geschwindigkeitsiinderung eines festgehal­
tenen Teilchens zu ermitteln. Ais Vorbereitung mag hier die allge­
meinere Aufgabe behandelt werden, die zeitliche Anderung irgend 
einer skalaren oder gerichteten GroBe (z. B. Dichte, Temperatur, Ge­
schwindigkeit, Rotation, auch Deformation) zu bestimmen. 

Bei dieser :Fragestellung ergibt sich nun sofort eine Zweiteilung. 
die ganz den beiden Darstellungsmethoden von Euler und Lagrange 
entspricht. Man kann entweder danach fragen: Wi~ andert sich die 
betreffende GroBe, z. B. die Geschwindigkcit, in einem bestimmten 
Punkt (t) des von der Fliissigkeit ausgefiillten Raumes, oder man kann 
die Frage stellen: Wie andert sich die Geschwindigkeit eines gewissen 
sich im Raume bewegenden Teilchens ($)? rm ersten Fall (bei fest­
gehaltenem Raumpunkt t) sprechen wir yom lokalen Differential­
q uotienten, im zweiten Fall (bei festgehaltenem Fliissigkeitsteilchen~) 
yom substantiellen Differentialquotienten. Nehmen wir z. B. 
als die von der Zeit (und im allgemcinen auch "om Ort) abhiingigc 
GroBe die Temperatur T an, so ergibt sich in der Eulerschen Dar­
stellung ftir den lokalen Differentialquotienten: 
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schlechthin, da dies ein gewohnlicher partieller Differentialquotient ist. 

Den substantiellen Differentialquotienten (~;), wollen wir in der 

Eulerschen Darstellungsweise zum Unterschied yom lokalen Differential­

quotienten mit ~; (gesprochen T substantiell nach t) bezeichnen. 

49. Substanti~ller Diflerentialquotient = lokaler Differential­
(luotient + konv~ktiver Differential quotient. Wir werden nun sehen, 
daB der substantielle Differentialquotient sich in zwei Teile zerlegell 
liiBt. Wir fragen una zu dem Zweck: Wodurch ist die zeitliche Ande­
rung der betreffenden GroBe - im betrachteten Fall der Tempera­
tur - bei festgehaltenem Fliissigkeitsteilchen bedingt 1 In einem ge­
wissen Zeitpunkt t = tl moge das in Frage kommende Fliissigkeits­
teilchen den Ortsvektor tl besitzen. Denken wir una nun, daB in irgend­
einer Weise die Temperaturverteilung des Raumes sich zeitlich andert, 
so kann man an jedem festgehaltenen Ort tl eine Temperaturanderung 
feststellen. Wenn das Fliissigkeitsteilchen ruht, ist dies die ganze Ande­
rung. Lassen wir jetzt das FliissigkeitsteiIchen eine Bewegung ausruhren, 
so wird im alIgemeinen die Temperatur des FliissigkeitsteiIchens durch 
diese Ortsveranderung beeinfluBt. Diese durch die Bewegung des 
Fliissigkeitsteilchens bedingte Temperaturanderung bezeichnet man 
auch als Temperaturanderung durch Konvektion. 

Die konvektive Anderung hiingt ab: 
1. von der Bewegungsrichtung und dem Betrag der Geschwindig­

keit des Teilchens, also dem Geschwindigkeitsvektor It> und 
g,"l1t! T 2. von der Temperaturverteihing bzw. dem 

Temperaturgradienten. 
7; Wir betrachten in Abb. 58 eine Schar Kur-__ --~C=~----__ 

!"z ~ ven T = konst. Bei der angenommenen Be-
__ --+t-----_ Tz wegung des Teilchens im Zeitelement dt 
-~l",~----r. von tl nach ta andert sich also die Tempe­

ratur um einen Betrag gleich der Projektion 
des Vektors It> a t auf den durch tl gehenden 
Gradienten multipliziert mit dem Betrag von 
grad T, mithin gIeich dem skalaren Produkt 
von It> dt und grad T. Fiir die konvektive 

Abb. 58. Bewegung elnes Fliisslg· 
keltsteilchens von I, nach I. In 
elnem ortllch verinderllchen 
Temperaturielde. Die konvekt/ve 
Anderung der Temperatur des 
Tellchens 1st dann III 0 grad T. 

Anderung in der Zeiteinheit, d. h. fiir den konvektiven Differential­
quotienten erhalten wir somit den Ausdruck 

It> 0 grad T. 

Nehmen wir statt des Beispiels der Temperatur eine beliebige 
GroBe w, die ein Skalar, ein Vektor oder auch ein Mfinor sein kann, 
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80 ergibt eine leichte Nachpriifung, daB auch hier der substantielle 
Differentialquotient nach der Zeit 

Dw ow 
dt- = at + tv 0 grad (J) (1) 

iat. 
Fur den besonders wichtigen aubstantiellen Differentialquotienten 

der Geschwindigkeit tv ergibt sich also 
DIU OIU 
-1ft = fie- + tv 0 gra.d tv . (2) 

In Koordinaten erhiHt man fur diesen Ausdruck, wenn man beruck­
sichtigt, daB 

tv 0 gra.d tv = It> 0 V It> = (i U + j v + f w) 0 (i a~ + i 01U + r Ottl) ox oy OZ 

o IU 0 IU 0 IU 
= U ox + v oy + W ifl, 

• OU • OU • OU 
= tu ax + tv ay + tw az 

• OV • OV • OV 
+ IU(J-X + IV Ty + IWai 

ow ow ow + fu-- + Iv -- + fw--ox oy OZ 
ist, 

01£ OU OU 01£ at + U ax + va-ij + W 8"Z (x-Komponente) 

OV OV OV OV ai + u-oi + v-oy-+ waz (y-Komponente) (2a) 

iJw + u!3!!. + v ow + W ow (z-Komponente) . at ax oy az 
In der Lagrangeschen Darstellungsweise, die allerdings - wie fruher 

schon erwiihnt - praktisch von geringer Bedeutung ist, hat man fur 
den substantiellen Differentialquotienten der GroBe tv zwar den ein­
fachen Ausdruck 

(~~). ' 
die Schreibweise fur den lokalen Differentialquotienten ist aber um so 
komplizierter, da der Raumvektor t ala abhangige GroBe erscheint. 

FUr eindimensionale Probleme laBt sich in gewissen Fallen die 
Lagrangesche Methode - wie Riemannl gezeigt hat -. mit Vorteil 
anwenden. 

50. Kinematische Grenzbedingungen; Lagrangesches Theorem. Die 
kinematische Grenzbedingung an den Beruhrungsflachen von Flussig-

1 Riemann-Weber, 2. Bd. S. 507,5. Aufl. (1912), Braunschweig. 
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keiten und festen Korpern sowie zwischen zwei nicht miteinandel 
mischbaren Flussigkeiten (Wasser und ()l, Wasser und Luft usw.) 
muB offenbar die sein, daB einerseits nirgends eine Lucke, ein Vakuum, 
anderseits auch kein Ineinanderdringen auftreten kann. Daraus ergibt 
sich aber die Forderung, daB die Normalkomponenten der Geschwindig­
keiten fur beide Medien diesseits und jenseits der gegenseitigen Be­
ruhrungsflache gleich sind, d. h. 

ltunl = Wn = ucos (n ,x) + v cos (n, y) + wcos (n ,z) 
muB auf beiden Seiten der Beruhrungsflache gleich sein. 

Bei dieser Geleg~nheit 'wollen wir kurz auf ein merkwurdiges - von 
Lagrange aufgestelltes - Theorem eingehen, welches besagt, daB die 
Grenzflache einer Flussigkeit dauernd aus denselben Fliissigkeits. 
teilchen gebildet wird. In dieser Allgemeinheit ist allerdings diesel 
Satz, wie wir noch sehen werden, nicht ganz richtig. Wohl aber laBt 
sich leicht beweisen, daB ein Fliissigkeitsteilchen, das nicht von jehel 
an der Grenzflache war, in endlichen Zeiten auch nicht an die Grenz­
Wi.che kommt. DaB allerdings Teilchen, die einmal an der Grenzflii.che 
waren, nicht in das Innere der Flussigkeit gelangen konnten, erweist 
sich als irrig. 

Wir betrachten in Abb. 59 einen Punkt A, der von der Begrenzungs­
flache um die kleine GroBe h entfernt sein moge. 1st h klein genug. 
so konnen wir ein Gebiet um A abgrenzen, von dem wir mit geniigen­
der Genauigkeit annehmen diirfen, daB es sich im Laufe der Zeit affin 

=~ == =---~ -=-=-- - --=-------= ---- -------- ----
~ ~- = 

deformiert, so daB also in dem betrach­
teten Gebiet z. B. Gerade bei der Defor-
mation wieder in Gerade iibergehen, Schnitt­

=---------------= punkte in Schnittpunkte, gleichmaBigeTei­
Abb. 59. Ein im Innern der Fliissig· 
kcit beflndliches Fliissigkeitsteilchen 
kann In endlichen Zeiten nicht an 
dieGrenzflache gela.ngen (L a g ran g e-

sches Theorem). 

lungen wieder in ebensolche Teilungen usw. 
Der die Deformation charakterisierende 
Affinor wird somit in dem um A abge­
grenzten Gebiet konstant angenommen. 

Nehmen wir an, daB sich das Fliissigkeitsteilchen in A zur Grenze 
hinbewegt, so wiirde also die zeitliche Abnahme von h proportional h 
sein, wobei wir voraussetzen diirfen, daB dieser Proportionalitats­
faktor, der eine Funktion der Zeit sein kann, immer endlich bleibt. 

dh 
also dt = g (t) • h oder, wenn wir mit ho eine Integrationskonstante 

bezeichnen: 
t 

In *~ = f g (t) d t . 
o 

Da der Integrand als endlich vorausgesetzt werden konnte, bleibt 

ftir endliche Zeiten allch das Integral, d. h. In -:~ , also auch h endlich. 
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Wahrend das Integral positiv wie negativ sein kann, muB h flauernd 
positiv und, wie wir gesehen haben, endlich bleiben (allerdings nimmt 
h bei negativem get) unbegrenzt ab, wird aber in endlicher Zeit nicht 
Null). 

Damit ist der obige Satz bewiesen, daB ein Flussigkeitsteilchen, 
das zu einem bestimmt~n Zeitpunkt nicht auf der Begrenzungsflii.ch'e 
sich befindet, in endlichen Zeiten auch nicht dorthin kommen kann. 
Dabei setzen wir allerdings voraus, daB das Geschwindigkeitsfeld oder 
die Begrenzungsflache keine Unstetigkeiten aufweist, da fur diesen 
Fall fur das betrachtete Gebiet die Voraussetzung, daB die Deformation 
aWn sei, nicht zutrifft. 

Betrachten wir z. B. eine Strom~ng gegen eine scharfe 'Schneide 
vom Winkel Null, so wird die Flussigkeit durch diese Schneide gleich. 
sam aufgespalten, wobei Flussigkeitsteilchen aus dem Innern an die 
Begrenzungsflache gelangen. 

61. Die Fliissigkeiten und Gase sind nicht als ideale, sondern als 
Quasi.Kontinua aufzufassen. DaB diejenigen Flussigkeitsteilchen, die 
einer Grenzflache angehoren, unter gewissen Bedingungen doch in 
das Innere der Flussigkeit gelangen konnen, ruhrt davon her, daB die 
Fliissigkeiten und Gase nicht als ideale Kontinua, sondern als Quasi. 
Kontinua aufgefaBt werden mussen. Betrachten wir die Stromung 
einer reibungslosen Flussigkeit urn einen Zylinder oder urn eine Kugel. 
so verlaufen die Stromlinien, wie WIT spater sehen werden, in der in 
Abb. 60 angegebenen Form, und zwar ist an den Punkten A und B, 
wo die Stromlinien den Kor· 
per treffen, die Geschwindig. 
keit gleich Null; in der 
nachsten Umgebung beider 
Punkte ist das Geschwindig. 
keitsfeld durch einen kon· 
stanten Affinor darstellbar. 
Bei A verkurzen sich die 
Strecken senkrecht zur Ober­
flache dauernd, die Strecken 
parallel zur Oberflache ver­
langern sich dauernd; bei B 

: 

Abb. 60, Strornung urn einen Zylinder 1m el'1lten 
Augenblick der Bewegung aua <ter Ruhe, Die "fliisslge 
Flache" K (gekennzeichnet durch den gestrichelten 
Kreis) geht in die strichpunktlerte und darauf in die 

punktlerte Kurve iiber, 

ist es gerade umgekehrt: Ein Teilchen in einem kleinen Abstand 
von der Kugel in der Nahe des linken Punktes riickt der Oberflache 
immer naher; der Abstand nimmt nach einem Exponentialgesetz ab, 
er wird nie Null, geht aber sehr bald unter jede praktisch angebbare 
Grenze. 

Anderseits werden die urspriinglich bei A befindlichen Teilchen 
immer weniger; ihre Zahl nimmt exponentiell ab, so daB unbe-
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schadet der Richtigkeit des mathematischen Satzes fiir das echte 
Kontinuum nach gar nicht sehr langer Zeit von den urspriinglich 
bei A St&upunkt befindlichen :Flussigkeitsteilchen kaum noch welche 
u brig sind. 

Eine andere Betrachtung ist die folgende: Wir wollen unter einer 
flussigen Fliiche eine Fliiche verstehen, die dauemd aus denselben 
Fliissigkeitsteilchen besteht. Eine solche flussige l!'lache soll sich zu 
einer gewissen Zeit in cinem geringen Abstalld von der Kugeloberflache 
bdinden (in Abb. 60 als gestrichelteLinie (K) gekennzeichnet). Durch die 
Flussigkeitsbewegung bdindet sie sich nach einer gewissen Zeit in der 
Lage, wie sie in derselben Abbildung durch eine strichpunktierte Linie 
angegeben ist,' noch spiiter geht sic iiber in die punktierte Linie usw. 
Sil' ruckt also vom immer naher an den Korpcr heran, w&hrend sic 
sich hinter dem Korper zu einem immer Hinger werdenden Gebilde 
auseinderzieht; aIles naturlich unter der Annahme des angegebenen 
Geschwindigkeitsfeldes, das - wie bemerkt werden moge - nicht 
dasjenige einer wirklichcn (reibenden) Fliissigkeit ist. 

VIII. KOlltilluitut~g]pi('hung. 
02. Volumenb('stiindig(' homog('ne Fliissigk('iten. Wir haben im 

VI. Kapitel Geschwindigkeitsfelder von groBcr AlIg('Dleinheit behandelt, 
mussen jedoch jetzt die cinschriinkende Bemcrkung machen, daB nicht 
jede beliebige Vektorverh'ilung ('ill(' Jllc)gliche Flussigkcitsbewegung 
ergibt. Einc der Einschriinkungl'n folgt aus der notwendigen }'orderung 
der Konstanz der llaterie. Solallge fI'l'iIich ubl'r die Abhiingigkeit der 
Dichte der Flussigkeit von Raum lind Zl'it kcine Angaben vorliegen, 
laBt sich diese Forderung allch fiir bcli('bige Vektorfelder erfullen. Da 
diese Abhangigkeit jedoch nicht willkiirlich angenommen werden kann, 
sondern aus physikalischen G('g('benheiten eilldeutig bcstimmt jst, 
w('rden durch die Notwendigkeit, daB weder :\Iatcrie cntsh·hen noeh 
verge hen kann, gewisse Vektorfeld('r, die diescr Fordl'rung Ilicht ge­
niigen, weiMrhin auBerhalb unserer Betra('ht\mg bleibcn. 

Wenn wir zunachst den wichtigsten :Falll)(,handeln, daB die Dichte e 
zcitlich und raumlich konstant ist, so haben wir - wenn wir der Euler­
t;chen :Methodl' folgen - den mathematisclH'n Ausdru('k dafiir zu 
bilden, daB in jl'dem beliebigen von Fliissigkeit erfiillten Yolumen nur 
so yiel Fliissigkeit austreten kann als zugleich cintritt, <I. h. wir haben 
eine qllellenfreie Stromllng. In Xr. 46 haben wir als analytischen Aus­
druck dafiir gefundcn: 

v 0 IV = <liv IV = 0 
oder 

o.'! + of! + ow _ 0 
ox oy {jz - • 
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Diese Gleichung bezeichnen wir als Kontinuitatsgleichung fiir eine 
volumenbestandige homogene Fliissigkeit. Fiir den stationaren Fall 
ergibt sich mit Hilfe der Stromrohren noch eine andere l\lOglichkeit, 
die Kontinuitat auszudriicken. Bei einer Stromrohre, die sich in diesem 
Fall wie eine feste Rohre verhii.lt, flieBt namlich durch irgendeine Quer­
schnittsflache ebensoviel Fliissigkeit wie durch eine beliebige andere 
Querschnittsflache der Stromrohre. 1st das Stromlinienbild bekannt 
- wie z. B. bei Stromungen in Rohren, wo angenahert die ganze Rohre 
als eine Stromrohre behandelt werden kann -, so gilt mithin fiir jeden 
Rohrquerschnitt 

F1w1 = F2w2 = Fw = konst. 

63. Kompressible Fliissigkeiten (Gase), Ableitung in der Eulerschl'n 
Methode. Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall, daB e eine be­
liebige (analytische) Funktion des Raumes und der Zeit ist, so konnen 
wir die Kontinuitii.tsgleichung ableiten entweder bei festgehaltenem 
Volumen AV des t-Raumes oder fiir eine bestimmte Fliissigkeitsmasse 
im ~-Raum. Bei festgehaltenem Volumen A V haben wir den Ausdruck 
dafiir aufzustellen, daB in demselben Verhaltnis, in dem mehr Masse 
in das betrachtete Volumen ein- als ausgeflossen ist, die Masse dieses 
VolumeI1ij (durch Anderung der Dichte) zugilllommen hat. 

Die Fliissigkeitsma.sse, die in ein Volumen A V in der Zeiteinheit 
mehr (oder weniger) ein- als austritt (der MassenfluB), ist gegeben 
durch das Integral 

" ~etvodff, 

\vo ij die Oberfla.che des Volumens bedeutet (die Richtung der AuGen­
normale sei positiv gerechnet). Das Integral ist also bei einer Massen­
zllnahme negativ, bei einer Massenabnahme positiv. Transformieren 
wir dieses Oberflachenintegral nach dem GauBschen Satz (Nr. 46) in 
ein Volumenintegral, so haben wir fiir den Massenflufl den Ausdruck 

,IV 

J div (e tv) d V . 
Beriicksichtigen wir jetzt, dafl wir jedes beliebige Vektorfeld an­

genahert als lineares Vektorfeld betrachten kOnnen, wenn wir nur das 
Volumen A V klein genug wahlen, so erhalten wir in diesem Fall fur 
den MassenfluB: 

IJ 
~ e tv 0 d tr = A V div (Q tv) . 

Dieser Ausdruck mull nun wegen der Konstanz der :Materie gleich 
der zeitlichen Zu- bzw. Abnahme der Masse des konstanten Volu­
mens A V sein. Mithin 

- AV div (e tv) = AV -~~-, 
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oder 

: ;- + div (e it) = 0 . (1) 

Wir konnen dieser allgemeinsten Kontinuitatsgleichung noch eine 
etwas andere Form geben: 

Da 

div (e it) = V 0 (g it) = Ve 0 it) + eV 0 it) = it) o grad e + ediv tv 

ist, haben wir 

:; + it) o grade + ediVit) = 0 

oder in Koordinatendarstellung 

~ u_a~ v~ w~ (au ~ aw)_o at + ax + ay + az + e ax + ay + az - .. 

(la} 

(1 b) 

Wollen wir jetzt die Kontinuitatsgleichung ableiten fUr eine be­
stimmte Fliissigkeitsmasse, so ist der Ausdruck fiir die Konstanz der 
Materie offenbar 

eLJ V = konst., 

also, da es sich um die zeitliche Anderung einer bestimmten Fliissigkeits­
masse, d. h. um den substantiellen Differentialquotienten handelt, 

D 
/It (e LJ V) = 0 

oder 
D D(! e de LJ V + LJ V lit = 0 • 

ed . DAV di A" d B enken Wlr, daB (It" e n erung des Volumens LJ V in der 

Zeiteinheit ist und div \tI diejenige der Volumeneinheit, so ist 

~- LJ V = LJ V div .... dt ..., . 

Da ferner nach S.89 ~i = :; + it) 0 grad (! ist, so haben wir, 

wenn wir durch LJ V kiirzen, 

e div it) + :; + it) 0 grad e = 0; 

wir erhalten also auch auf diesem Wege unsere Gl. (1 a) wieder. Han­
delt es sich um eine stationare Fliissigkeitsstromung, ist also e von t 
unabhangig, so bleibt als Kontinuitatsgleichung 

div (e \tI) = \tI 0 grad e + g div \tI = O. (2) 

1st auBerdem e raumlich konstant, so ist e div \tI = 0, also 

div \tI = O. (3) 
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Betrachten wir die Fliissigkeitsbewegung durch eine Stromrohre 
mit verii.nderlichen Querschnitten, so muB - do. der MassenfluB durch 
die Begrenzungsflii.che einer jeden Stromrohre gleich Null ist - fUr 
stationii.re Bewegungen gelten 

Flwl(!I = F 2 w2 (!2 = konst. = FW(2. 

Diese Gleichung hat allerdings nur Bedeutung in dem Fall, da.B 
wir iiber die Form der Stromlinien Aussagen machen konnen (z. B. bei 
Stromungen durch Rohre). 

Fiir raumbestandige Fliissigkeiten ((2 = konst.) haben wir wieder 
die Gleichung, die man vorzugsweise in der Hydraulik als Kontinuitii.ts­
gleichung betrachtet: 

F·w = konst. (4) 

54. Die allgemeine Kontinuitatsgleichung in der Lagrangeschen Dar­
stellung. Wir wollen der Vollstii.ndigkeit wegen noch die Kontinuitats­
gleichung in der Lagrangeschen Darstellung ableiten. 

1st d Vein bestimmtes im £I-Raum abgegrenztes Volumenelement 
mit den Kanten da, db, de (Abb. 61) und der Dichte (20' so ist die Masse 
dieses Fliissigkeitselementes eo da db de. Fragen wir, welche Gestalt 
dieses Fliissigkeitsvolumen dV zu irgend einem Zeitpunkt tim t-Raum 

6-RQum r-Raum 

Abb. 61. Die Gestalt eines 1m i·Raum abgegrenzten Volumenelementes nach elner Infinlteslmalen 
Deformation 1m r·Raum. 

besitzt, SO ist - wenn dt l dr2 dt3 die Kanten des deformierten Vo­
lumenelementes bezeichnen -

at 
dtl = 7Ja- da 

at 
dr2 = -abo db 

at 
dr3 = -ae de. 

Das Volumen dieses deformierten Volumenelementes ist nun 
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1st dann die Dichte des deformierten V olumenelementes gIeich (! 
80 ergibt die Forderung der Konsta.nz der Materie 

eodadbdc = (!drt 0 drll X drs 
oder 

at at at 
(!odadbdc = edadbdc aa 0 tib X ac' 

Mithin erhalten wir ala Kontinuitatsgleichung in der LagrangescheJ 
Darstellung: 

at at at 
(!o = e 7iii 0 ab x ac' 

oder in Koordinaten 

I~ ay az 
I aa aa aa 

ax ay az 
(!o = e ab ab ab 

ax ay az I 

ac Tc -ac I 



Dritter Abschnitt. 

Dynamik der reibungslosen Flussigkeiten. 
IX. Eulersche Gleichung und ihre Integration auf der 

Stromlinie. 
00. Allgemeine Bemerkungen tiber die Wirkung der Zlhlgkeit von 

Flti88igkeiten. Wir gehen aus von der Grundgleichung der Dynamik 
eines Massenpunktes: Kraft gleich Masse mal Beschleunigung. Diese 
Gleichung muB fur jedes FlussigkeitsteiIchen erfUUt sein. 

Was die Krii.fte anbelangt, so tritt im allgemeinen auBer den uns 
schon aus der Hydr08tatik bekannten Krii.ften: 

1. der Massenkraft pro Volumeneinheit g e = i' und 
2. dem Druckgefii.lle pro Volumeneinheit - grad p nooh 
3. die Reibungskraft auf. 
Die innere Reibung oder die Zii.higkeit einer Flu88igkeit ist etwas 

verwickelter Natur. Sie hii.ngt ebenso wie der Spannungszustand eines 
elastischen Korpers von einem symmetrischen Affinor oder Tensor ab; 
nur daB bei den zii.hen Flu88igkeiten nicht die Formii.nderungen selbst, 
sondem die Formii.nderungsgeschwindigkeiten den Spannungen 
proportional sind. 

Es seien an dieser Stelle einige allgemeine Bemerkungen uber die 
Wirkung der Zii.higkeit in Flussigkeiten gemacht: 

Die Bewegung einer Flu88igkeit ist - abgesehen von Schwerkraften, 
die bei kompressiblen, homogenen Flu88igkeiten sich nur in der Dichte­
verteiIung bemerkbar Machen - wesentlich beeinfluBt durch die 
Trii.gheit und die Reibung. Die Erfahrung lehrt nun, daB bei vielen 
Flussigkeiten (z. B. Wasser) und bei den Gasen - sobald es sich um 
groBe und maBig groBe Abmessungen handelt - die Wirkung der 
Reibung im Innern der Flussigkeit gegenuber den Trii.gheitswirkungen 
sehr zurUcktritt. Die hier vorkommenden Druckdifferenzen werden fast 
ausschlieBlich durch die Trii.gheitskrii.fte aufgenommen. Bei kleinen 
Flu88igkeitsmassen jedooh (bei denen dann auch meistens die Be­
Bchleunigungen klein sind), z. B. bei Nebeltropfchen oder Stromungen 
in Kapillarrohren, stehen den Druckdifferenzen im wesentlichen nur 
die Reibungskrii.fte gegenuber, wii.hrend die Trii.gheitswirkungen ver­
nachlii.ssigt werden konnen. 

Tlctjcns, llyllromccho.nlk. 2. Aun. 7 
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Es ist nun lediglich in der Schwierigkeit der mathematischen Be· 
handlung des Stoffes begriindet, daB bis vor noch nicht langer Zeit 
das allgemeine Problem der Fliissigkeitsbewegung - von emlgen 
besonders einfachen Fallen abgesehen - nicht behandelt werden 
konnte. 

N ur unter Annahme von gewissen extremen Voraussetzungen waI 
es gelungen, hydrodynaInische Vorgange theoretisch zu verfolgen. 
Einerseits vereinfachen sich namlic~ die Differentialgleichungen so sehr, 
daB sie in vielen Fallen integriert werden konnen, wenn man die Rei· 
bungskrii.fte vollstandig vernachlii.ssigt. Bier handelt es sich um die 
sogenannte klaBSische Hydrodynamik, die ihrer Betrachtung also eim 
idealisierte vollstandig rei bungslose FliiBSigkeit zugrunde legt. 
Diesas Gebiet ist - besonders von seiten der Ma.thema.tiker - so ein· 
gehend durchforscht, daB man as im wesentlichen als abgeschloBSen 
betrachten kann. Anderseits laBt auch diejenige Vereinfachung, die sicb 
aus der Vemachlii.ssigung der Tragheitswirkungen ergibt, eine mathe· 
matische Behandlung zu. 

Wir konnen somit ein Schema von drei Gebieten aufstellen: 

I II 
Reibungslose Fliissig-, /Tragheitslose Fliissig. 
keitsbewegung '''" III // keitsbewegungen 

AuBer den Druck-" "Wirkliche Fliissigkeits-" / AuBer den Druck-
krii.ften nur Trii.gheits- " bewegungen / kraftennurZihigkeits. 

wirkungen" / wirkungen 
" AuBer den Druck- " 

kriften treten Trag-
heits- und Reibungs-

wirkungen auf 

Vor etwa 20 Jahren sind nun von den Gebieten I und II VorstoBe 
in das Gebiet III unternommen insofern namlich, als man einerseitE 
versucht hat, im Gebiet II - also bei Beriicksichtigung der Zahigkeits. 
krafte - das ~rste Glied der in eine Reihe entwickelten TriigheitskriiftE 
zu beriicksichtigen und anderseits, indem man es untemommen hat: 
Fliissigkeiten sehr geringer Zahigkeit mathematisch zu behandeln. Del 
VorstoB von den zahen Fliissigkeiten geht zuriick auf den Namen 
Osseenl, wahrend der VorstoB von der Seite der reibungslosen Fliissig. 
keiten von Prandt12 ausgeht, der 1904 in einem Vortrag auf dem 
Heidelberger Mathematiker-KongreB den Weg zur Behandlung von 
Fliissigkeiten sehr geringer Zahigkeit gewiesen hat, wodurch der ge· 
samten Hydrodynamik ein Impuls erteilt worden ist, der sich als auBer· 

1 Oueen, C. W.: Zur Theorie des Flul!sigkeitswiderstandes. Nov. Act8 
R. Soc. Scient. Ups. Ser. IV, Bd. 4. 1914. 

2 Prandtl, L.: 'Ober Flussigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. Verh 
d. III. Int. Math. Kongresses in Heidelberg 1904. Leipzig 1905. 
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ordentlich fruchtbar erwiesen hat und dessen Auswirkungen noch nicht 
abzusehen sind. 

Die Stromungsvorgange, bei denen die Reibungskrafte von der­
selben GroBenordnung wie die Tragheitskrii.fte sind, hat man auch bis 
jetzt noch nicht der mathematischen Behandlung zugangig machen 
konnen. In einigen wenigen Fallen allerdings hat man LOsungen der 
allgemeinen Differentialgleichungen zaher Fliissigkeiten gefunden, so 
z. B. fiir eine bestimmte einfache Stromung gegen eine unendlich 
a.tisgedehnte Platte oder fUr die Stromung in KanMen von besonderen 
Formen. 

Fragen wir uns jetzt, inwiefem sich die wirklich eintretende Stro­
mung einer Fliissigkeit mit sehr geringer Zii.higkeit - wie sie die Gase 
oder Wasser usw. besitzen - von derjenigen unterscheidet, die wir 
bei Annahme einer voUstii.ndig reibungslosen Fliissigkeit erhalten, 
so konnen wir sagen, daB die Wirkung der Zii.higkeit bei Fliissigkeiten 
sehr geringer Reibung nur wesentlich zur Geltung kommt in einer im 
allgemeinen sehr diinnen Schicht an der Begrenzungsflii.che von Fliissig­
keit und festem Korper. Das kommt daher, daB in dieser Schicht - der 
sogenannten Prandtlschen Grenzschicht - ein sehr starker Anstieg der 
Geschwindigkeit stattfindet, dem die Reioungskraft proportional ist 
(vgl. Kapitel XVI des II. Bandes). Wahrend die ideal-reibungsl08e 
Fliissigkeit ein Gleiten der Fliissigkeit an der Begrenzungsflii.che er­
gibt, haftet jede wirkliche auch noch 80 wenig zahe Fliissigkeit mit 
ihren Beriihrungsteilchen an dem festen Korper. Da nun aber bei einer 
um einen Korper stromenden Fliissigkeit von geringer innerer Reibung 
(z. B. bei Wasser, im Gegensatz zu Glyzerin) schon in sehr geringer 
Entfemung vom Korper betrii.chtliche Geschwindigkeiten auftreten 
(Geschwindigkeiten, wie sie einer reibungsl08en Fliissigkeit entsprechen 
wiirden), so hat der Vbergang der Geschwindigkeit auf Null am Korper 
selbst in einer sehr diinnen Schicht stattzufinden; dies laBt aber - wie 
gesagt - auf das V orhandensein von groBen Reibungskraften schliellen, 
die in dieser Schicht von emr GroBenordnung der Druckgradienten sind. 

Solange nun diese diinne Schicht, in der die Zii.higkeit wesentlich 
zur Wirkung kommt, am umfl08senen Korper bleibt, wird das Strom­
linienbild der wirklichen Stromung sich nicht wesentlich von dem­
jenigen unterscheiden, das sich aus der Annahme einer ideal-reibungs­
losen Fliissigkeit ergibt. Wenn aber der Fall eintritt - den man meistens 
beobachtet -, dall die Stromung sich vom Korper loslost, so wird da­
durch das gesamte Stromlinienbild wesentlich verandert. Die sich 
hierbei ausbildende Grenzschicht zerfallt namlich ip. Wirbel, die der 
Stromung ein ganz neues Geprage geben. In diesem FaIle fiihrt die 
Annahme einer ideal-reibungslosen Fliissigkeit zu keinem praktisch 
verwertbaren Ergebnis. 

7· 
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Denken wir una beispielsweise eine Stromung um einen schlank~n 
Luftschiffkorper oder um einen Tragflugel, so kommen zwar auch hier 
die Reibungskriiite in der Grenzschicht zur Wirkung, insofern als hier 
die Stromungsgeschwindigkeit bis auf Null unmittelbar am Korper 
abgebremst wird; do. aber die Grenzschicht bei diesen Stromungs­
formen gewohnlich am Korper bleibt und die Stromung nicht von ihm 
"abreiBt", so wird durch die Grenzschicht das gesamte Stromlinienbild 
nicht wesentlich beeinfluBt. Bei einer Stromung um eine Kugel oder 
um eine senkrecht zur Stromung gestellte Platte jedoch bleibt diese 
Grenzschicht nicht am Korper, sondern lost sich an bestimmten Stellen 
von ihm ab, um sich weiterhin in Wirhel aufzulosen. Von wesentlicher 
Bedeutung ist es nun, daB man weiB, unter welchen Bedingungen eine 
Ablosung der Grenzschicht eintritt bzw. nicht eintritt. 

Es hat somit in manchen Fallen einen guten Sinn, die Flussigkeit 
als reibungslos zu betrachten, dann natnlich, wenn ein Ablosen der 
Stromung vom Korper nicht stattfindet. LaBt man in diesem Fall die 
Zii.higkeit mehr und mehr abnehmen, so wfrd die Grenzschicht dunner 
und dunner, bis sie schlieBlich beim Grenzubergang zur Zii.higkeit 
gleich Null verschwindet und das Stromungsbild in dasjenige der ideal­
reibungslosen Flussigkeit ubergeht. 

In dem anderen FaIle jedoch, in dem eine Ablosung stattfindet, 
bekommen wir beim "Obergang zur Reibung Null nicht das Bild der 
von vornherein als reibungslos angesehenen Flussigkeit, sondern - so­
fern man der Auswirkung der nach Null konvergierenden Zahigkeit 
genugend Zeit laBt - Ablosung und Wirbelbildung. 

In Anbetracht dessen also, daB man in manchen Fallen die Flussig­
keit als reibungslos betrachten kann, ohne sicb in den Resultaten do.­
durch von den wirklichen Verhii.ltnissen sehr zu entfernen, wollen wir 
im folgenden zunachst die Rei bung vollstandig vernachlassigen. 
Es bleibt uns dann immer noch unbenommen, no.chtraglich zu unter­
suchen, ob die Bedingungen der Ablosung der Grenzschicht vorhanden 
sind oder nicht, d. h. ob die unter der Annahme der Reibungslosigkeit 
erhaltenen Strom,ungsformen sich von den wirklich eintretenden wesent­
Hch unterscheiden, oder ob man sie als eine gute Naherung an die 
wirkliche Stromung gelten lassen kann. Wir beenden hiermit die allge­
Meinen Bemerkungen uber die Zahigkeitswirkungen und fahren in der 
Aufstellung der hydrodynamischen Grundgleichung fort. 

56. Die Eulersche Gleichung. Die Masse aines Volumenteilchens A V 
mit der Dichte e ist 

eAV. 

Fur die Beschleunigung haben wir, weil es sich um die Beschleuni­
gung eines Flussigkeitsteilchens handelt, den substantiellen Differential-
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quotienten der Geschwindigkeit nach der Zeit zu nehmen. Da wir 
unsere Betrachtungen in diesem Abschnitt auf reibungsl08e Flussig­
keiten beschrii.nken wollen, bleiben als Krii.fte die im Anfang von Nr. 55 
angefuhrte Volumenkraft y L1 V = e 9 L1 V und das Druckgefalle grad p L1 V. 

Wir haben somit fur das Grundgesetz der Mechanik (angewandt auf 
ein Flussigkeitsteilchen) in der Eulerschen Darstellungsweise: 

DIU 
eLlVTt = geLlV - gradpL1l' 

oder unter Benutzung von (2) auf S. 89 und nach Division mit eL1 V 
DIU alU 1 
-de- = -iff + to 0 grad to = 9 - e gradp. (1) 

Diese Grundgleichung der klassischen Hydrodynamik fuhrt den 
Namen "Eulersche Gleichung", da Euler zuerst von dieser Gleichung 
ausgegangen ist und sie seinen Arbeiten liber Hydrodynamik zugrunde 
gelegt hat. 

In Koordinaten erhalten wir unter Beriicksichtigung von (211-) auf 
S. 89 fur die Eulersche Gleichung 

au au au au 1 ap 
7ft + U az + tI 8y + Waz = g~ - -Q 8z 

8v 8v 8v 8v 1 8p 
7ft + U az + tI 8y + W iii = g" - -i 8ii (Ia) 

8w 8w 8w 8w 1 8p 
Tt+ u 8z+ v 8y+Wiii=g·- e-az· 

In der Eulerschen Gleichung haben wir somit drei Gleichungen fur 
die funf unbekannten GroBen u, tI, W, e und p. Eine weitere Bestim­
mungsgleichung liefert die Kontinuitatsgleichung 

:; + to 0 grad e + e div to = O. 

Es fehlt also noch eine Bestimmungsgleichung. Wie Wlr m der 
Kontinuitatsgleichung die Aussage der Konstanz der Materie benutzt 
haben, so mussen wir jetzt noch eine Gleichung beriicksichtigen, die 
die Konstanz der Energie ausdriickt. Wir erhalten sie in der Aussage 
des ersten .Hauptsatzes der Thermodynamik: Es ist die Vermehrung 
der inneren Energie (d U) eines Systems gleich der zugefuhrten Warme 
(dQ) vermehrt um die gesamte auBere Arbeit (- pdV); also, wenn A 
das mechanische Warmeaquivalent ist: 

d U = dQ + A (- p d V + lteibungsarbeit). 

Sehen wir von der Reibung und der Warmeleitung ab, so erhalten wir 

dU = - ApdV. 
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Diese Bedingung entsprioht nach den Lehren der Thermodynamik 
einer adiabatischen Zustandsinderung, die irgendeine Beziehung von 
der Form 

(! = I (p). 

liefert. Nehmen wir an, daB unsere Fliissigkeit ein ideales ("perma­
nentes") Gas ist, dann ergibt sioh fiir diese adiabatische Zustands­
ii.nderung die Gleichung 

oder, da. ,,=.!. ist, e 

p' tI' = konst., 

p = (!'" konst. 

Dabei ist ~ = ~ (bei Luft ~ = 1,4(5). c. 

Wenn wir es mit einer volumenbesta.ndigen Flii88igkeit zu tun 
haben, so tritt an Stelle von e = f (p) .die Gleichung (! = konst. 

Wir haben also gesehen, daB die Bewegung einer reibungsloFlen 
Fliissigkeit vollstii.ndig bestimmt ist duroh die Eulersche Gleichung, 
die Kontinuitii.tsgleichung und eine Aussage iiber die Dichte, die ge­
gebenenfalls dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik zu entnehmen ist. 

Wesentlich komplizierter werden die Verhii.ltnisse bei inhomogenen 
Fliissigkeiten (z. B. Schwingungsvorga.ngen von iibereinander geschich­
teten Salzlosungen). Hier kommt als neue Variable nooh das MaB der 
Konzentration hinzu, die iiberdies an ein bestimmtes Teilchen gebunden 
ist: (! = f «(!o' a, b, c). Die Beha.ndlung derartiger Fliissigkeitsbewe. 
gungen fiihrt auf di~ hydrodynamische Grundgleichung in der Lagrange­
schen Darstellung, die wir der Vollstii.ndigkeit wegen nooh ableiten 
wollen. Beriicksiohtigen wir, daB der substantielle Differentialquotient 

der Geschwindigkeit in dieser Da.rstellungsweise ( :1;). lautet, so haben 

wir nach Division mit (! LI V 

(Olt) 1 
7fP. = 9 - -e-gradrP, 

wobei die beiden im t-Raum gebildeten Glieder der rechten Seite noch 
auf den e-Raum zu transformieren sind. Es ist nun 

grad,p = gradrP 0 V. t , 

t h d dp dp tlz f'" bh'" V .. d li h tz el). sprec en til = tlz . (fI ur eIDe una angtge eran er c e; se en 

wir nooh die Existenz einer Krii.ftefunktion von g voraus, 

9 = gradr U 
so ist 

grad, U = gradf U 017. t. 
Setzt man in die obige Gleichung, nachdem man sie mit V.t skalar 

multipliziert hat, diesa beiden GraBen ein, so erhii.'lt man die Grund. 
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gleichung der Hydrodynamik reibungsloser Flussigkeiten in der La­
grangeschen Form: 

alt 1 
I7t 0 ail = grad U - g grad p , 

wo aHe Ableitungen im s-Raum genommen sind. 
57. Integration der Eulerschen Gleichung auf der StromUnie. Ein 

fiir die praktische Anwendung ungemein wichtiges Integral der Euler­
schen Gleichung haben wir in dem Linienintegral fur stationire Zu­
stinde lings einer Stromlinie. 

Bilden wir das Linienintegral der Eulerschen Gleichung fUr eine 
Stromlinie (1:, und setzen wir voraus, daB die Massenkraft 9 eine Krifte­
funktion 9 = grad U besitzt, so haben wir: 
iii i 

J ~~ 0 at + J (1'0 0171'0) 0 at = J grad U 0 at - J gr~p 0 at + konst. 

Fur die beiden Integrale der rechten Seite konnen wir schreiben: 

" " J gr&d U 0 at = J aU = U + konst. 
i i 

f gr~p 0 at = f d: = pep) + konst. 

Der Integrand (I'O 0 171'0) 0 at = at 0 (I'O 0 171'0) liBt Bich, da 
1'0/1 a t ist (Integration auf der Stromlinie I), 

tol 
1'00 (dt 0171'0) = 1'0 0 dl'O = aT 

schreiben. Wegen del' Wichtigkeit diesas Schrittes wollen wir dieselbe 
Umformung noch in Koordinatendarstellung durchfiihren: 

1'00 I7tu odt= (iv +iv + !w)o(i ~~ +i:~ +! ~~)o(idz + idy+fd~) 

= (u ~: + v :~ + tD ~~) o{iaz + i ay +'!az) 

au au au 
= v az dz + v a, az + tDa, az 

at} at} at} + v-a ay + v-a dy + w-a ay z ' , z 

a ID aID aID + va;dz + tI a, az + wa;,- dz. 

Beriicksichtigen wir jetzt, daB die Integration auf einer Stromlinie 
erfolgt, d. h. daB az:dy:az = u:tJ:w oder 

vaz = uay 
waz = uaz 
way = tJaz, 
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ist, so erhalten wir fiir den obigen Ausdruck: 
au au au 

U iJz tb + U ay rJ,y + uazrJ,z 

a~ iJ~ a~ + v az rJ,z + v ay rJ,y + vazrJ,z 

aw aw aw + Waz dz + Way rJ,y + wTzdz = udu + vrJ,v + wrJ,w 

_ (Ul ,j- ~I + WI) _ tvl. 
-rJ, 2 -d 2 • 

Bei dieser Gelege~eit erkennt man 80 recht, wieviel umstandlicher 
das Zuriickgehen auf KoordiIiaten ist. 

Wir bekommen somit alB Linienintegral der Eulerschen Gleichung 
langs einer Stromlinie: 

" Satv tvl a, 0 rJ,t + 2" + P - U = konst. (2) 

Diese Gleichung gilt ganz allgemein auch fiir nicht stationare Bewe­
gungen, wobei jedoch zu bemerken ist, daB sie in diesem Fall nur fiir 
einen bestimmten Zeitpunkt gilt, do. im nii.chsten Augenblick andere 
Fliissigkeitsteilchen zu einer Stromlinie zusammengefaBt werden. Aber 
auch in dem Fall, daB die Stromlinien ibrer Gestalt nach bestehen 
bleiben, die Geschwindigkeiisbetrage jedoch zeitlichen Anderungen 
unterworfen sind, wird die Konstante im allgemeinen fUr verschiedene 
Zeiten verschiedene Werte annehmen, d. h. durch eine Funktion der 
Zeit zu ersetzen sein. Physikalisch bed.eutet das, daB der Druck in 
dem Raum, in dem die Bewegung stattfindet, durch iuBere Einwir­
kungen noch beliebig ~ariiert werden kann. 

58. Die Bemoullische GIelchung. FUr stationare Bewegungen, 

fiir die also ~~ = 0 ist, vereinfa.cht sich die obige Gleichung zu 
tvl 
2" + p - U = konst. (3) 

Diese fiir die gesa.mte Hydrodynamik reibungsloser Fliissigkeiten auBer­
ordentlich wichtige Gleichung hat schon Daniel Bernoulli in seiner 
Hydrodynamica 1738 aufgestellt. Man hat sie ibm zu Ehren die 
"Bernoullische Gleichung'~ genannt. (Der in Nr. 3, Gleichung (6) ge­
fundene Ausdruck fiir das Gleichgewicht einer homogenen Gasmasse 
p = U + konst. ist somit alB spezieller Fall fiir tv = 0 in der Ber­
nouillschen Gleichung enthalten.) 

Betrachten wir den besonderen Fall der volumenbestandigen Fliissig­
keiten (e = konst.) 1, und nehmen wir ala Volumenkraft die Erdschwere 

1 Gue k6nnen wir - wie im xm. Kapitel gezeigt wird - ebenfalls ala 
vo~umenbestAndig auffassen. sofem die auftretenden Geschwindigkeiten klein 
gegen die Sohallgesohwindigkeiten sind. 
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(U = konst. - gz), 80 geht die Bernoullische Gleichung uber in: 
to- p 
2 + e + gz = konst., (3a.) 

oder, wenn man durch g dividiert und (!u = 'Y setzt, 
to l p 
2i + Y + z = konst (3b) 

In diaser Form, die eine besonders einfache geometrische Deutung 
der einzelnen GroBen der Gleichung zulii.Bt, wird die BernoulIische 
Gleichung besonders von den Ingenieuren verwendet. Da z eine Lange 
- in unserem Fall eine Rohe - bedeutet, mussen die iibrigen GroBen 
dar Gleichung auch die Dimension einer Lange haben und zwar kann 

~; ala die Rohe aufgefaBt werden, von der aus ein Flussigkeitsteilchen 

aus der Ruhe heraus unter der Einwirkung der Schwerkraft frei fallen 

muB, um die Geschwindigkeit ttl zu erhalten (man spricht von der 

GeschwindigkeitshOhe ~;); ~ konnen wir als die Hohe ansehen, bis zu 

der eine Flussigkeitssii.ule unter der Einwirkung von p entgegen der 

Erdschwere aufsteigt (man bezeichnet ~ ala DruckhOhe); z ist die , y 
Hohe des gerade betrachteten Punktes einer StromIinie iiber einer 
gewissen Nivea.uflii.che (sie wird die OrtshOhe genannt). 

Die Bernoullische Gleichung in der Form (3 b) sagt alao aus, daB 
bei einer stationii.ren Bewegung. einer volumenbestii.ndigen reibungs­
losen Fliissigkeit unter der Einwirkung einer Krii.ftefunktion in jedem 
Punkt einer bestimmten StromIinie die Summe aus Geschwindigkeits­
hOhe, Druckhohe und OrtshOhe konstant ist. 

Diese Konstante (die sogenannte Bernoullische Konstante) ist dabei 
im allgemeinen auf den einzelnen Stromlinien verschieden und nur in 
dem Fall, daB es sich um eine drehungsfreie Flussigkeitsbewegung 
handelt, ist - wie wir in Nr.61 sehen werden - die Konstante auf 
allen Stromlinien dieselbe. Eine salcha drehungsfreie Flussigkeitsbewe­
gung haben wir z. B. dann, wenn aIle Stromlinien aus einem groBen 
Fliissigkeitsbereich kommen, in dem die Geschwindigkeiten klein genug 
sind, um ihre Quadrate vernachlii.ssigen zu konnen (z. B. der AusfluB 
durch eine kleine ()ffnung am unteren Teil eines groBen GefaBes). In 
diesem Gebiet, das praktisch in Ruhe ist (ttl = 0), gilt also die Be­
ziehung fur ruhende homogene Fliissigkeiten P - U = konst. oder bei 
Erdschwere und (! = konst.: 

~ + z = konst. , y 

wobei die Konstante in jedem Punkt der ruhenden Fliissigkeit dieselbe 
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ist. Do. - wie wir gesehen haben - die Bernoullische Konstante auf 
einer bestimmten Stromlinie die gleiche ist, aIle Stromlinien jedoch in 
diesem Fall aus einem Gebiet kommen, in dem iiberall dieselbe Kon­
stante gilt, so folgt daraus, daB diese fiir sa.mtliche aus dem in Ruhe 
befindllchen Gebiet kommenden Stromlinien die gleiche ist. Den Fall, 
daB die Bernoullische Konstante auf den Stromlinien verschieden ist, 
haben wir z:B., wenn zwei Fliissigkeitsmassen, die aus verschiedenen 
Raumen kommen, zusammentreffen. 

Unter der angenommenen Voraussetzung, daB e in der ganzen 
Fliissigkeit konstant ist, konnen wir der Bernoullischen Gleichung 
noch eine besonders einfache Form geben. In dem Fall ist es moglich, 
den gesamten Druck (p) in den durch das Eigengewicht der Fliissigkeit 
verursachten sogenannten Schweredruck (p) und in einen durch die dyna­
mischen Wirkungen bedingten Anteil (p.) zu trennen. Dieser Druck p. 
stimmt dann iiberein mit dem Druck in der stromenden Fliissigkeit bei 
Abwesenheit von Schwerkrii.ften. Uns interessieren vor allem die durch 
die dynamischen Wirkungen, d. h. die durch die Bewegung hervor­
gerufenen Druckunterschiede, wahrend die Druckverteilung in der 
Ruhe im allgemeinen von geringerer Wichtigkeit ist. Wir wollen des­
halb die Bernoullische Gleichung in der Form haben, wo der in ihr 
auftretende Druck der Druckunterschied, gerechnet vom Schwere­
druck aus, ist. Die durch das Eigengewicht bedingte Druckverteilung 
ist gegeben durch 

p = konst. -"h. 
Der an einem Punkt der bewegten Fliissigkeit herrschende Druck ist also 

p = p + p* = konst. - "h + p* . 
Setzen wir diesen Ausdruck in die Bernoullische GIeichung (30.) ein, 
so erhalten wir: 

to' p* 
""2 +--e =konst. 

Die Drucke p. sind also um so kleiner, je groBer die Geschwindigkeiten 
sind, und umgekehrt. 

Wir erkennen also, daB - wegen der Unabhangigkeit der Dichte 
von der Rohe - die Wirkung der Schwerkraft auf die Fliissigkeitsteile 
im Innern der Fliissigkeit durch den Auftrieb, den jedes Fliissigkeits­
teilchen von seiner Nachbarschaft erfahrt, eliminiert wird. Es laBt sich 
somit die Bewegung einer schweren volumenbestandigen Fliissigkeit 
behandeln, ohne daB die Schwerkraft selbst beriicksichtigt wird. Die 
Schwerkraft erlangt erst wieder ihre Bedeutung an den Begrenzu~gs­
flachen der Fliissigkeit, wo der gesamte Druck p und nicht der Druck p. 
gewisse Grenzbedingungen erfiillen muB. 

Diese Vereinfachung der Bernoullischen Gleichung laBt sich auf 
Gase, sobald deren Kompressibilitii.t beriicksichtigt werden muB, 
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nicht iibertragen, da hier die Dichte e durch statische und dyna­
mische Wirkungen gleichzeitig geandert wird. Die Schwerewirkung 
und die Trii.gheitswirkung jedes Elementes hii.ngt aber von dem wirk­
lichen e ab, so daB also eine derartige Trennung des Druckes nicht 
moglich ist. 

59. Beispiele fiir die Anwendung der Bernoullischen Gleichung. 
1. tTberfall einer Fliissigkeit iiber ein Wehr (Abb. 62). Da die 
Oberflii.che der Fliissigkeit 
eine Flache gleichen 
Druckes ist, so hat man 
nach der Bernoullischen 
Gleichung (3 b) 

fIJI f --------- ----------------1---19 - p-kol1sf, 

If 

tol 
2g + Z = konst. 

Z1 

1st die GestaltderOber-
flache bekannt - z. B 
durch Photographie -, Abb.62. 11berfall elner Flllsslgkelt iiber eln Wehr. 

so laBt sich ohne weiteres 
die Geschwindigkeit fiir jeden Punkt der Oberflache ablesen, wenn 
die Geschwindigkeit des zustromenden W Msers bekannt ist. 

Hat man iiberhaupt irgendwelche Aussagen geometrischer Art iiber 
Fliissigkeitsbewegungen, so kann man haufig mit Erfolg die Bernoulli­
ache Gleichung benutzen, um weitere Schliisse zu ziehen. 

2. AusfiuBgeschwindigkeit aus einer kleinen Offnung 
eines offenen Gefii.Bes (Abb. 63). Ala geometrische Aussage nehmen 
wir in diesem Fall die der Beob­
achtung entnommene Tatsache, 
daB die ausflieBende Fliissigkeit 
einen Strahl bildet. 

An der freien Oberflache der 
Fliissigkeit sowohl wie an der 
Oberflii.che des Strahles herrscht 
der gleiche Atmospharendruck 
Po; wir. nehmen an, daB dieser ______ ....L-L._ 

Druck auch im Innern des freien 
Strahles vorhanden ist. An der 

Abb. 63. Ausflull aus elner klelnen Otluung elnes 
offenen GefABes. 

freien Oberflache der Fliissigkeit (A) kann man mit genii gender Genauig­
keit die Geschwindigkeit 1U..t gleich Null setzen; die Rohe der Ober­
flii.che iiber einer gewissen Niveauflii.che sei z..t. Die Geschwindigkeit im 
Strahl an einer Stelle, die um zB iiber der Niveauflii.che liegt, sei IUB• 

Es ist somit: 
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also 

oder 

!?iese Beziehung hat schon Torricelli (Schiiler von Galilei) rund 
100 Jahre vor Aufstellung der Bernoullischen Gleichung gefunden; 
man nennt sie das Torricellische Theorem. 

3. AusfluBgeschwindigke'it aus einem Druckkessel. Unter 
Benutzung der aua Abb. 64 ersichtlichen Bezeichnungen liefert die 

Bemoullische Gleichung 

.1o~+Po=O+~ 
2 e e 

oder 

Die DruckhOhe, die· der Differenz 
PI - Po entsprechen wiirde, ist nach 

Abb. M. AlIIfluB alii elnem Druckkeaael. (9) S. 20 

Diaser Ausdruck, in die obige Gleichung fiir I roB I eingesetzt, ergibt 
wieder 

4. Zeitlicher Veri auf der AusfluBgeschwindigkeit durch 
ein Ansatzrohr (Abb.65). Wir wollen die folgende "Oberlegung 
wieder unter Ve~hlissigung der Reibung anatellen, obwohl beson­
ders bei lingeren Ansatzrohren die Reibung wesentlich zur Wirkung 
kommt. 

Wir denken una das zunii.chst geschlossene Rohr plotzlich ge6ffnet 
und fragen nach der zeitlichen Entwicklung der AusfluBgeschwindigkeit 
am Ende des Ansatzrohres. Da wir es offenbar mit einer nicht statio­
naren Bewegung zu tun haben, miissen wir die erweiterte Bernoullische 

Gleichung S. 104- benutzen mit dem Glied f ~~ odt, das wir, da es sich 

hier im wesentlichen um einen eindimensionalen Vorgang handelt, 

schreiben ko~nen f ~~ dB (dB sei ein Stromlinienelement). Wir nehmen 

an, daB die Fliissigkeit volumenbestandig ist. 
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F I sei der Querschnitt des Ansatzrohres am Ende, F der Querschnitt 
an einer beliebigen Stelle des Ansatzrohres, der nicht konstant zu sein 
braucht. 

Nach der Kontinuitatsgleichung ist, wenn wir den absoluten Betrag 
von It) mit w bezeichnen, 

oder 
PI 

W = F WI· 

Der Quotient ~ ist eine Funktioll von 8, also W = 1p(8)W1; mithin 
ow dWI 
at = 1ft 1p (s) , 

also 

S~7dS = ~:IS 1p(s)ds. 

Die Querschnittsflii.chen F zeichnen wir gefuhlsmaBig (senkrecht 

zu den Stromlinien) so weit in das Innere des GefaBes hinein, bis ~ 
klein gegen 1 ist. Dann hat 1p(8) etwa den in der Abb. 65 gezeichneten 

___ -----l,.-----i T 
Abb. 65. Ausflull durch eln Ansatzrohr. 

Verlauf (fur konstanten Querschnitt des Ansatzrohres). Durch graphi­
sche Integration erhii.lt man hieraus das Integral f 1p(8)ds, das die 
Dimension einer Lange hat: f 1p(8)d8 = 11 , mithin 

Sow aWl 
at d8 = ~Tt· 

Bei konstantem Querschnitt des Ansatzrohres ist 11 die urn einen durch 
die Zustromung bedingten Zuschlag vermehrte Rohrlange. 
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Am Rohrende herrscht der Atmospharendruck Po' dort liefert die 
Bernoullische Gleichung also 

Fur einen Punkt der freien Oberflache der Flussigkeit im GefiB 
hat man 

Po + gz = O· e 2 , 

mithin, da die Konstanten gleich sind: 

dWl wi ( h II de + 2 = g Z2 - Zt) = g . 

Dies ist die Differentialgleichung fur WI' ZU Beginn der Stromung, 

wenn die Geschwindigkeit WI noch klein ist, ist der Quotient ~~l groB, 

bis er mit wachsendem WI immer kleiner wird. Es sei nun angenommen, 
daB durch einen ZufluB ddur gesorgt ist, daB die FlussigkeitsbOhe im 
GefaB konstant bleibt; dann ist die Differentialgleichung von der 
ersten Ordnung. 

Wir konnen sie noch etwas anders schreiben, indem wir beruck­
sichtigen, daB nach genugend langer Zeit (theoretisch fUr t = (0) sich 
der stationare Zustand mit der Geschwindigkeit Woo = y2 g h eingestellt 

hat. gh = W27., in die obige Gleichung eingesetzt, ergibt: 

w~-wi 
-----

oder 
dW1 dt 

w~ - wi = 2l~' 
mithin 

Die Geschwindigkeit am Ende des Ansatzrohres wachst also wie 
der hyperbolische Tangens, d. h. zunachst fast linear, bis sic ku~z vor 
Erreichen der Endgeschwindigkeit langsamer wachst und diesem End· 
wert asymptotisch zustrebt. 

Bei fehlendem ZufluB sinkt der Wasserspiegel, und zwar ist offenbar 
mit Fo = Flache des Wasserspiegels und FI = Rohrquerschnitt: 

dh 
Fo -it = - FI Wt· Die Verbindung dieser Gleichung mit der obigen 

gibt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Behandlung 
hier aber ubergangen werden mag. 
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5. Horizontaler Flussigkeitsstrahl gegen eine senkrechte 
Platte. Aus SymmetriegriiQ,den muB der mittelste Stromfaden an der 
Platte zur Ruhe kommen. Benutzen wir die Bezeichnungen aus Abb. 66, 
so lautet die Bernoullische Gleichung fur zwei Punkte der mittelsten 
Stromlinie 

wI+Po=O 
2 (l 

O+Pl=O 
(l 

Da die Konstanten wiederum gleich 
sind, haben wir 

oder 

wI+Po=_~ 
2 (l (l 

(lwl 
Pl=PU+T' 

oder mit (! g = r geschrieben 
ywl 

Pl=PO+2i. 

Abb.66. Horlzontaler Fliisslgkeits­
strahl (rotatlonssymmetrllch) 
gegen eine aenkrechte Platte. 

Den Punkt an der Platte, an dem der mittelste Stromfaden zur 
Ruhe kommt, an dem er sich gleichsam staut, nennt man den Staupunkt; 
die durch diese Stauung hervorgerufene DruckerhOhung 

heiBt der Staudruck oder auch der dynamische Druck. Fiir den 
Fliissigkeitsdruck Po ist in der technischen Literatur die Bezeichnung 
"statischer Druck" ublich geworden. Es ist dies diejenige Kraft pro 
Fla.cheneinheit, mit der an deD' betrachteten Punkt der stromenden 
Flussigkeit die Grenzfl8.chen zweier nebeneinander befindlicher Flus­
sigkeitsteilchen aneinandergepreBt werden. Dieser Druck wiirde 
somit von einem mit den FIUssigkeitsteilchen mitbewegten Druck­
meBgera.t angezeigt werden. Fiir die Summe von statischem und 
dynamischem Druck ist die Bezeichnung "Gesamtdruck" gebra.uchlich. 

Zu berucksichtigen ist dabei, daB die obige Gleichung allgemein 
nur gultig ist fur homogene volumen bestandige Flussigkeiten ((! = konst.), 
fiir die wir auf S. 106 die aus dem Eigengewicht der Flussigkeit resul­
tierende Druckverteilung eliminieren konnten. Zedegt man fiir diesen 
Fall den in der allgemeinen Bernoullischen Gleichung auftretenden 
Druck P P + ~ Wi + y h = konst_ 

in den durch das Eigengewicht bedingten sogenannten Schweredruck 
(Hydrostatischer Druck) p - entsprechend der hydrostatischen Druck-
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verteilung p + y h = konst. - und in den mit dem Bewegungsvorgang 
der Fliissigkeit zusa.mmenhingenden und qurch dynamiBc:ihe Wirkungen 
bedingten Antell p., 80 erkennt man, daB die Bezeichnung "sta.tischer 
Druck" fUr diesan von der Bewegung der Fliissigkeit abhiiongigen 
Antell nicht sehr glucklich ist. Es wire deshalb besser, diesen Druck ~ 
etwa Bewegungsdruck zu nennen. 

X. potentialbewegung. 
60. Vereinfachung der Eolerschen Gleichung und Integration bei 

Annahme eines Geschwindigkeitspotentials. Wir gehen jetzt dazu uber, 
ein wesentlich allgemeineres Integral der Eulerschen Differential­
gleichung aufzustellen. Es laBt sich namlich die Eulersche Gleichung 
in einer ohne weiteres integrierba.ren Form schreiben, wenn wir '(auBer 
einigen speziellen Annahmen iiber die Dichte e und das Kraftfeld g) 
voraussetzen, daB die Fliissigkeitsbewegung in jedem Punkte drehungs­
frei ist; und zwar braucht diese Voraussetzung der Drehungsfreiheit 
nur angenommen werden fur einen bestimmten Zeitpunkt. 

Fiir diesen Augenblick ist also 

rot IU = 0, 
oder in Koordinaten 

iJw _ ~ = 0 
iJy iJz 

iJu aw az - ax = 0 

~!!..- _ iJu = 0 
iJx ay . 

Wir werden spater sahen, daB die Voraussetzung der Drehungs­
freiheit keineswegs eine so starke Beschrankung der moglichen Be­
wegungen ist, wie es auf den ersten Blick zu sein scheint, sondern daB 
bei sehr vie len Bewegungen reibungsloser Fliissigkeiten die Voraus­
setzung der Drehungsfreiheit wirklich gegeben ist. 

Wie wir in Nr,47 gesehen haben, konnen wir eine Geschwindig­
keit IU, deren Rotation iiberall verschwindet, au{fassen als Gradient 
eines Skalars rp 

Itl = grad rp , 

u. h. es laBt sich also in diesem Fall immer eine skalare Ortsfunktion 
(/J (x, y, z) angeben, so daB 

iJtfJ u = --~~ 
iJx ' 

a~ 
v=-­oy , 

ist. (/J nennen wir die Potentialfunktion oder kurz das Potential des 
Geschwindigkeitsfeldes und die Bewegung der Fliissigkeit eine Potential-
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bewegung. Wir werden spater sehen, daB den Potentialbewegungen 
eine fundamentale Bedeutung in der gesamten Hydrodynamik zu­
kommt, 

Mathematisch bedeutet die Annahme einer Potentialfunktion eine 
ganz wesentliche Vereinfachung, da wir statt der drei Funktionen der 
Geschwindigkeitskomponenten u (x, y, z), v (x y, z), w (x, y, z) lediglich 
eine Funktion cP (x, y, z) zu bestimmen haben. 

Wir fragen uns jetzt: Was ergibt sich aus der Voraussetzung der 
Drehungsfreiheit in einem Zeitpunkt t = tl fur die Eulersche Gleichung 1 
Da wir die Voraussetzung ttl = grad cP nur fur einen bestimmten Zeit­
punkt tl machen, durfen wir in dem ersten Glied der Eulerschen Glei-

chung °o~ nicht ohne weiteres ttl durch grad cP ersetzen, Das zweite 

Glied ttl 0 grad ttl formen wir folgendermaBen um: 
Wir gehen aus von der bekannten Vektorbeziehung von drei be­

liebigen nicht komplanaren Vektoren 0, h, c 

n X (b X c) = n 0 c b - nob c , 

Benutzen wir diese Beziehung fur a = ttl, b = 17 und C = ttl, so haben 
wir 

oder, da 

to X (17 X ttl) = to 0 to 17 - ttl 0 17 to , 

ttl X (17 X ttl) = ttl X rot ttl 

to 0 17 to = to 0 to 17 - ttl X rot ttl , 

Beriicksichtigt man nun, daB ttl o· to 17 = 17 W 0 ttl = grad ~2 ist, und 

daB wir fur den betrachteten Augenblick rot ttl = 0 voraU3setzen, so 
bleibt: 

11)2 

to 0 17 to = to 0 grad to = grad "2' 

Dasselbe Resultat erhalten wir naturlich auch, wenn wir auf die 
Koordinatenstellung zuriickgehen: 

wegen 

17 ' . 011, + ,. Of) + . f ow 
to = It ax 1J ax t ax 

+' i 011, +,. ~ + 'f aw = 
1 ay 11 ay 1 ay 

+ fi au + I' ~ + fl aw az 1 01, az 

arp 
u = ax' 

arp 
v = ay' 

TietJens. Bydromecbanlk. 2, Autl, 

au 
ax 
au 
ay 
au 
az 

af) aw 
ax ax 
af) aw 
(fy ay 
af) ow 
az az 

8 
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ist aber 
au av ( a1tll) 
a1/ = ox = ox 01/ 

ou ow ( Oltll) 
7iZ = ox = oxaz 

avow ( Oltll) 
7iZ = 01/ = 01/ OZ • 

Wir sehen also, daB es sich in v.1t> um einen symmetrischen Affinor 
handelt, der - wie wir in Nr.44 gesehen haben - der Ausdruck fur 
eine Deformationsgeschwindigkeit ohne 'Rotation ist. Bilden wir nun 
die x-Komponente des Vektors to 0 v.to, so ist: 

oder da 

ist, 

OU OU OU 
(to 0 J71t»z = u ox +" 01/ + w7iZ' 

und 
OU ow 
7iZ = ox 

OU ov aw 0 ul+vI+wl 
(It> 0 J7 It»z = U ox + "i}i + wai = ox 2 

Bildet man die entsprechenden Ausdriicke fiir die y- und z-Komponente, 
so ergibt sich 

.0 (ul+vI+WI) . a (u1+va+wl) 
(to 0 J71t» = t ox 2 + 1 01/ \ 2 

a (U1+VI+WI) + f7iZ 2 

_ (U1+VI+WI)_ ~ 
-grad 2 -grad 2 • 

Nehmen wir jetzt noch an, daB die Massenkraft 9 eine Krafte­
funktion U besitzt, 

9 = grad U, 

und ferner, daB die Flussigkeit homogen ist, d. h. daB die Dichte f! 
nur eine Funktion des Druckes p al1ein ist (kompressibel darf die Flussig. 
keit sein) 

J~p = pep) 1 
oder - grad p = grad P, 

~ 

so geht die Eulersche Gleichung uber in: 

Wir erkennen aomit, daB fur den Fall, daB das Geschwindigkeits­
feld in einem bestimmten Augenblick tl drehungsfrei iat, die Eulersche 
Gleichung unter den gemachten Voraussetzungen bezuglich Kraftfeld 
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und Dichte die Aussige liefert, daB in diesem Zeitpunkt dann auch 

das Beschleunigungsfeld ~ 7 der Gradient eines Skalars - (~I + P - U) , 
d. h. drehungsfrei ist. 

Entwickeln wir nun bei festgehaltenem Ort die Geschwindigkeit in 
eine Taylorsche Reihe nach der Zeit: 

1U 2 = lUI + (t2 - t1) (~~) + (/2 -.e0~ (oa w) + ... , at t. 2 . \ 0 II t. 

so haben wir fiir ein geniigend kleines Zeitintervall t2 - tl 

1U 2 = lUI + (t2 - tl ) (~ait 
Da - wie wir eben gesehen haben - fiir den Zeitpunkt tl das Feld 

der Geschwindigkeitsanderung ~~ rotationsfrei ist~ so ist also auch 

1U2 , d. h. das Geschwindigkeitsfeld zur Zeit t2 , ohne Rotation. Die 
wiederholte Anwendung dieser Uberlegung fiihrt somit zu dem Satz: 

1st in einer reibungsfreien homogenen Fliissigkeit in einem bestimm.l 
ten Augenblick die Geschwindigkeitsverteilung drehungsfrei t so bleibt 
sie unter der Wirkung eines drehungsfreien Kraftesystems dauernd 
drehungsfrei. Dieser Satz stammt von Lagrange. Man kann den 
Satz auch so aussprechen, daB es unmoglich ist, einer rotationslosen 
Fliissigkeitsbewegung durch Einwirkung einer drehungsfreien Kraft 
Rotation zu erteilen. Auf Grund spaterer Betrachtungen werden wir 
erkennen, daB auch in dem Fall, wo in einem endlichen Gebiet 
der Fliissigkeit die Bewegung drehJngsfrei ist, dieser Satz fiir das 
aus denselben Fliissigkeitsteilchen bestehende Gebiet Geltung hat. 
Gewisse Unstetigkeiten an den Grenzen des Gebiets konnen a.ller­
dings Veranlassung geben, daB sich drehende Fliissigkeit oder Un­
stetigkeiten der Fliissigkeitsbewegung in das Innere des Gebiets hinein­
schieben (vgl. hieriiber NT. 84 und auch die SchluBbemerkung des vor­
liegenden Kapitels). Die Einschrankung des Satzes auf drehungs­
freie Kraftsysteme ist nicht sehr betrachtlich, da Kraftfelder mit Dre­
hung praktisch kaum in Betracht kommen. Eine Ausnahme dieser Art 
sind Kra{tfelder, die unter dem EinfluB von elektrischen Stromen, die 
die Fliissigkeit durchsetzen, in einem Magnetfeld auftreten. 

Hinsichtlich der vorausgesetzten Homogenitiit der Fliissigkeit ist 
zu sagen, daB fiir Fliissigkeitsbewegungen, bei denen die Dichte nicht 
allein vom Druck, sondern beispielsweise durch ortliche Erwarmung 
beeinfluBt wird, der obige Satz nicht gilt. So kann man die Eulersche 
Gleichung in der letzten Form nicht anwenden, wenn man z. B. die Be­
wegung eines Gases studieren will, das an einzelnen Stelleri durch iiuBere 
Wiirmezufuhr erwarmt wird und durch die dadurch bedingte Dichte­
anderung in Bewegung gerat. 

8* 
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Jetzt, nachdem wir nachgewiesen haben, daB ein Geschwindigkeits. 
feld einer Flussigkeit, wenn es zu irgendeinem Zeitpunkt ein Potential 
besitzt, dauernd - unter den gemachten V oraussetzungen - ein Po· 
tential behiiJt, konnen wir auch in dem ersten Glied der Eulerschen 
Gleichung fur die Geschwindigkeit grad (/> einsetzen. Wegen der Un· 
abhangigkeit der riiumlichen und zeitlichen Integration konnen wir dam 
noch schreiben: 

alU a acp 
at = at grad (/> = grad at' 

so da13 Wir schlie13lich die Eulersche Gleichung in der Form haben. 

(acp 1U2 ) 
grad -[jt+T+P-U =0 (1) 

und integriert 
acp lUI 
-at + T + P - U = t (t) . (2) 

f (t) ist dabei eine willkurliche Funktion der Zeit. 

Der Ausdruck ~-~ + lUI + P - U ist also zu ein und demselbe[ at 2 
Zeitpunkt an allen Stellen der Flussigkeit (bzw. 
des drehungsfreien 1<'lussigkeitsgebietes) kon· 
stant. Da aber die Gleichung nur sagt, da13 diE 
raumliche Differentiation des Klammerausdrucke! 

---= verschwindet, so braucht die Konstante vo[ 
_ ~ ~ _ einem Zeitpunkt zurn anderen nicht dieselbE 

- - - - sein, d. h. sie wird im allgerneinen eine Funk-

Abb.67. Durch iuBere Eln­
wlrkungen (Driicken auf elnen 
Stempel) beWirkte Druckin­
derungen In dem Raum, In 
welchem die fragllchen Flils­
slgkeltabewegungen Butt-

. flnden. 

tion der Zeit sein. Physikalisch hat das die Be­
deutung, da13 der Druck in dem Raum, in dem 
die Bewegung stattfindet, durch au13ere Ein· 
wirkungen, z. B. Drucken auf einen Stempel 
vgl. Abb. 67, noch belie big variiert werden kann 
Handelt es sich jedoch um unendlich ausgedehntE 
Flussigkeitsbereiche, in denen eine Druckande· 

rung durch au13ere Einwirkung nicht moglich ist, so hat man aud 
eine von der Zeit unabhiingige Konstante. 

61. Zusammenhang des Integrals der Eulerschen Gleichung flir Po· 
tentialbewegungen mit dem entsprechenden Integral lings einer Strom· 
linie. Wir haben in (2) ein sehr allgemeines Integral der Eulerscher 
Gleichung, das nicht wie das in der vorigen Nr. abgeleitete spezieIlE 
Integral nur fur Flussigkeitstelle einer Stromlinie gilt, sondern gam 
allgemein fur aIle Punkte der Flussigkeit, sofern nur die notwendiger 
V oraussetzungen erfiillt sind. 

Ais wesentlichste dieser V oraussetzungen hat dabei, wie wir geseher 
haben, diejenige zu gelten, da13 die Geschwindigkeitsverteilung - wem 
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auch nur fiir einen Augenblick - rotationsfrei gewesen sein muB. Nun 
fallen offen bar hierunter aIle Fliissigkeitsbewegungen, die aus der Ruhe 
heraus erfolgen, da die Flussigkeit in der Rube sieher drehungsfrei ist 
(f/> = konst.). Wir konnen also sagen, daB samtliehe Bewegungen einer 
homogenen reibungslosen Flussigkeit aus der Ruhe heraus rotationsfrei 
sind, wenn das Kraftfeld (wie es fast immer der Fall ist) eine Krafte­
funktion besitzt. 

Rier ergibt sieh nun ein enger Zusammenhang mit dem speziellen 
Integral der Eulerschen Gleiehung auf der Stromlinie, der Bernoulli­
schen Gleiehung, von der wir festgestellt hatten, daJ3 aueh sie fiir aIle 
Punkte der Flussigkeit gilt, wenn die Fliissigkeit in einem so groJ3en 
GefaJ3 ihren Ursprung hat, daJ3 die dort herrsehenden Geschwindig­
keiten praktiseh gleieh Null sind (die Bernoullische Konstante ist dann 
fUr aIle Stromlinien die gleiehe). 

Fur den stationaren Fall sind namlieh beide Gleiehungen identisch, 
d. h. fiir station are Bewegungen einer vordem ruhenden homogenen, 
reibungslosen Fliissigkeit ergibt sieh dieselbe Beziehung, die wir friiher 
fiir den Spezialfall erhalten hatten: daJ3 die sich bewegende Fliissigkeit 
aus einem Gebiete stammt, in dem statisehe Verhaltnisse bestehen: 

to 2 
2 + p - U = I (t) . 

Man weiJ3 jetzt also, daB eine Fliissigkeitsbewegung, bei der die Ber­
noullische Konstante auf allen Stromlinien die gleiehe ist, eine Po­
tentialbewegung und somit drehungsfrei ist. 

Fur nicht stationare Bewegungen konnten wir die Integration der 
Eulersehen Gleiehung durch Bildung des Linienintegrals auf einer 

Stromlinie nicht durehftihren; es blieb das Glied S ~~ 0 dt. Raben wir 

jedoch den Fall, daJ3 die Flussigkeit aus Gebieten kommt, in denen 
statisehe Verhaltnisse bestehen, so daJ3 also die Bernoullisehe Konstante 
in der ganzen Fliissigkeit diesel be ist, so konnen wir jetzt, naehdem 
wir erkannt haben, daJ3 es sich dann immer urn Potentialbewegungen 

(tV = grad f/» handelt, die Quadratur von f ~7 0 dt ausfiihren: 

Jato aJar[> 
at- 0 dt = ai grad f/>o dr = Jt . 

Damit geht aber die aus dem Linienintegral abgelcitete Losllng der 
Eulerschcn G1cichung tiber in die Gleiehung 

ar[> to2 at + 2 + P - U = I (t) , 

die wir die allgemeine Bernoullische Gleichung nennen wollen. 
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Der beriihmte Satz. von Lagrange, daB eine rotationsfreie Be­
wegung einer homogenen reibungsfreien Flussigkeit durch beliebige 
Kraftwirkungen eines (eine Kraftefunktion besitzenden) Kraftfeldes nie 
eine Drehung erhalten kann, scheint nun mit der Erfahrung keineswegs 
ubereinzustimmen. Freilich gibt es keine vollkommen reibungslosen 
Flussigkeiten, aber in vielen Fallen ist die Zahigkeit doch so klein, daB 
man sich fragt: Wie konnen so geringe Ursachen, wie es die Zahigkeiten 
von Luft, Wasser usw. sind, so groBe Anderungen in den Bewegungs­
vorgangen zur Folge haben, wie man sie beobachtet 1 Die Antwort auf 
diese Frage ist die, daB der Lagrangesche Satz in weitestem MaBe tat­
sachlich uberall dort gilt, wo die Reibungswirkungcn vernachlassigt 
werden konnen, und das ist - wie wir ausfuhrlicher in Nr. 55 gesehen 
haben - im Innern einer Flussigkeit der Fall, nicht aber in der dunnen 
Eichicht langs der Begrenzungsflache der Flussigkeit, in der die Rei­
bungswirkungen auch bei sonst sehr wenig zahen Fliissigkeiten betracht­
lich werden. Hier, wo die notwendige Voraussetzung der Reibungs­
losigkeit auch nicht annahernd erfullt ist, gilt auch der Lagrangesche 
Satz nicht. Wie wir in Nr.55 schon erwahnt haben, kann nun dieses 
Grenzschichtmaterial sich unter gewissen Umstanden von der Be­
grenzungsflache 10slOsen, in das Innere der Flussigkeit gelangen und 
dadurch den Bewegungszustand der hier sonst nahezu reibungslosen 
Fliissigkeit vollstandig verandern. Es kommt hinsichtlich der Gultig­
keit des Lagrangeschen Satzes wesentlich darauf an, die Gebiete des­
jenigen Flussigkeitsbereiches festzustellen, in denen die Voraussetzungen 
der Reibungslosigkeit, der Drehungsfreiheit und der Homogenitat der 
Flussigkeit gel ten. 

62. Die Bestimmungsgleiebungen fUr die Potential- und fUr die Druck­
funktion. Kehren wir zur allgemeinen Bernoullischen Gleichung (2) 
zuruck, so haben wir - da if> noch der Kontinuitatsgleichung genugen 
rouB - unter der Annahme einer bekannten Kriiftefunktion (Schwer£>­
potential) zwei GIeichungen fur if> und P, aus denen wir if> bestimmen 
konnen. 

-~~ + e div \t) + \t) 0 grad e = 0 allgemeine Kontinuitatsgleichung, 

a (/J \t)2 -ae- + -2- + P - U = f (t) allgemeine BernouUische Gleichung, 

wobei die Dichte allein eine Funktion des Druckes ist. 
Dividieren wir die Kontinuitiitsgleichung durch e, und setzen wir 

div \t) = Vo \t) = Vograd if> = V 0 Vif> = L1 if> , 

I ae I --+ L1 if> + fJ grad if> 0 grad I! = O. e at _ 
so ist: 
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Beriicksichtigt man nun, daB nach einer allgemeinen Formel die 
Schallgeschwindigkeit 

c=~ 
ist, wo Eden Elastizitatsmodul bedeutet, und daB anderseits 

ist, also wegen 

so erhalt man, da 

E= dp 
1 

-ydV 

dV 
-y-

ist, fiir die allgemeine Kontinuitatsgleichung; 

Mit 

(3) 

haben wir also unter Beriicksichtigung von to = grad f/> zwei Gleichungen 
fiir f/> und P, durch die jede drehungsfreie. Bewegung einer homogenen 
reibungsfreien Fliissigkeit, vorbehaltlich geniigender Angaben iiber die 
Bedingungen an den Grenzen, eindeutig bestimmt ist. 

Dieses recht komplizierte Gleichungssystem vereinfacht sich indessen 
in den folgenden speziellen Fallen bedeutend; 

1. fUr volumenbestandige Fliissigkeiten (e = konst.), 
2. fiir den Fall, daB die Geschwindigkeit l1.J sehr klein ist, 
3. fiir stationare Bewegungen 

a) bei groBenAbmessungen, aber maBig groBen Geschwindigkeiten, 
b) bei kleinenAbmessungen, aber sehr groBen Geschwindigkeiten, 

4. fiir das eindimensionale Problem. 

63. Berechnung der Potentialfunktion fiir volumenbestiindige Fliissig­
keiten. Die Kontinuitatsgleichung lautet in diesem Faile 

div to = L1 f/> = O. (4) 

Da diese Gleichung allein f/> enthalt, und anderseits durch die Angabe 
von f/> das ganze Geschwindigkeitsfeld gegeben ist, so UiBt sich aus 
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L1«P = 0 unter Beriicksichtigung der Grenzbedingungen an allen Grenzen 
der Fliissigkeit die gesamte Kinematik des Bewegungsvorganges be· 
rechnen. 

Die allgemeine Bemoullisohe Gleiohung dient dann nur noah zur 
naohtragliohen Bereohnung des Druokes, wobei die Funktion I(t) auf 
der rechten Seite der Gleichung eindeutig bestimmt ist, sobald an irgend. 
einer Stelle der Fliissigkeit der Druck vorgeschrieben ist. Dabei ist es 
notwendig, daB an samtliohen Grenzen der Fliissigkeit die Geschwin· 
digkeiten vorgegeben sind. 1st das nicht der Fall, wie z. B. beim Vor· 
kommen von freien Oberflaohen, an denen keine Bedingungen fiir die 
Gesohwindigkeiten gegeben sind, so laBt sioh auoh nicht aus (4) allein 
die Bewegung bestimmen. Ebenfalls laBt sich in den Fallen, in denen 
die Dichte nicht konstant ist, die Teilung des Rechnungsganges in die 
Bestimmung der Bewegungsformen und in die Berechnung der Drucke 
nioht vomehmen. 

Die Gleichung L1 «P = 0, die auch die Laplacesche Differential. 
gleichung genannt wird, ist auBerordentlich haufig behandelt worden, 
da sie a.uoh in der Lehre von den elektrisohen und magnetisohen Kraft· 
feldem eine grundlegende Rolle spielt. Sie bildet das eigentliche Gebiet 
der Potentia.ltheorie und der klassischen Hydrodynamik. Da man sehr 
viele Losungen von dieser Gleichung kennt, und in der Literatur 1 

dariiber alles Nii.here zu finden ist, wollen wir hier nioht naher darauf 
eingehen. Nur eine Bemerkung wollen wir nooh hinzufiigen: 

Haben wir bisher quadratische Differentialgleichungen fiir hydro. 
dynamisohe Vorgange als oharakteristisch kennen ge1ernt (Eulersche, 
allgemeine Bemoullisohe Gleichung), so tritt hier bei der Potential· 
bewegung einer volumenbestandigen Fliissigkeit eine lineare Gleichung 
in «P auf. Das sohlieBt nup groBe mathematisoJie Vereinfachungen in 
sioh, die damit zusammenhangen, daB jede lineare Kombination parti. 
kulii.rer Losungen wieder eine Losung der Differentialgleichung ist. Man 
erhii.lt auf diese Weise eine groBe Vielseitigkeit von Losungen, wodurch 
die Befriedigung der Grenzbedingungen wesentlioh erleiohtert wird. 

64. Berechnung der PotentiaHunktion fir den Fall, da8 die Ge­
schwindigkeit " sehr klein ist. 1st ttl so klein, daB in der Kontinuitats· 

gleichung to o~ P und in der Bemoullischen Gleiohung ~I als klein 

von zweiter Ordnung vemachlii.ssigt werden konnen, so bleibt fiir die 
Kontinuitatsgleiohung 

1 Lamb, H.: Lehrbuch der Hydrodynamik. nach der 3. englischen Auflage 
fibersetzt von J. Friedel. Leipzig 1907. 
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Nehmen wir ferner an, daB die betrachteten Fliissigkeits- bzw. Gas­
abmessungen nur so gro/3 sind, daB wir die durch das Kraftfeld be­
dingten Anderungen in der Dichte vernachlassigen konnen (so daB nur 
Dichteanderungen durch dynamische Wirkungen zugelassen werden), 
so haben wir fiir die allgemeine Bernoullische Gleichung 

atfJ at + P = konst. 

Die Funktion I (t) haben wir dabei gleich konst. gesetzt, da wir 
den Fall ausschlieBen wollen, daB der Druck im Innern der Fliissigkeit 
durch auBere Einwirkungen (etwa durch einen von auBen bewegten 
Stempel an der Begrenzungsflache der Fliissigkeit) geandert wird. 

. a p a2 tfJ . 
Differenzieren wir diese GlelChung nach t und setzen iii = - 8t2 m 

die Kontinuitatsgleichung ein, so ergibt sich: 

a2 tfJ 
c2 Ll (/J = 8t2 (5) 

Dies ist. aber die bekannte Differentialgleichung fiir die Schall­
ausbreitung eines homogenen Mediums. Wir wollen hier die verschie­
denen Methoden der Integration dieser Gleichung nicht behandeln, da 
in der Literatur iiber diesen Gegenstand alles Nahere nachgelesen 
werden kann 1. 

Nur auf ein Beispiel wollen wir kurz noch eingehen. Eine Losung 
der Differentialgleichung (5) ist - wie man durch Verifikation sofort 
erkennt - gegeben durch: 

(/J = A ei(az-/l t ) , 

wobei die komplexe Schreibweise so verstanden werden solI, daB so­
wohl der reelle wie auch der imaginare Teil von A e i (IX z - fJt) eine Losung 
der Differentialgleichung darstellt. 

Wir haben somit als Geschwindigkeitskomponenten: 

Bilden wir: 

und 

u = atfJ = iocAei(az-/l/) ax 
atfJ 

v=-=o ay 
iJtfJ 

w=-=O. az 

a2 tfJ . 
-.~- = - /32Ae t (az- fl t) DP , 

1 Vgl. z. B. Ra.yleigh, Theorie deB Schalles, II. Bd., Ka.p. XIII u. f. 
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so ergibt sich, wenn wir beide GroBen in die Differentialgleichung (5) 
einsetzen: 

fUr ein bestimmtes IX (d. h. fUr eine bestimmte Wellenlange A = ~n) 
ist also p bestimmt durch 

P=±CIX. 

Wir haben somit die beiden LOsungen: 

<Pl = Ae i [a(2:-cIl) 

und 
<P2 = Ae i [a(2:+ct» , 

die nach rechts bzw. links mit der Geschwindigkeit c fortscbreitende 
Wellen darstellen. Wir befinden UUB im Gebiet der Akustik; aIle 
Schallwellen, aIle Tone haben die gleiche Fortpflanzungsgeschwindig­
keit. Es tritt also keine Dispersion ein, wie z. B. bei Lichtwellen in 
isotropen Medien oder wie bei Wasserwellen an der Oberflacbe. 

Die Kugel- und Zylinderwellen verlaufen ziemlich ahnlich wie die 
hier behandelten ebenen Wellen. tJber die Einzelheiten sei auf die Be­
handlung in den Lehrbuchern der klassischen theoretischen Physik ver­
wiesen. 

Rinsipbtlich der Voraussetzungen, unter denen die Differential­
gleichung (5) ahgeleitet wurde, wiirde eine Beriicksichtigung von U, 
also eine Beriicksichtig'lng der Tatsache, daB hei Behr groBen raum­
lichen Ahmessungen die Dichte auch mit vom Kraftfeld abhangt, sich' 
dahin geltend machen, daB c nicht konstant, sondern eine Funktion 
des Ortes wird. Besonders betonen wollen wir aber nochmals, daB (5) 
nur als eine Naherung aufzufassen ist fUr kleine GeBchwindigkeiten, 
was hei den meist kleinen Schwingungszeiten auch immer kleine Wege 
bedeutet. Fiir Wellen mit endlichen Amplituden (wie sie bei Explosionen 
am Explosionsherd vorkommen) gilt die Gleichung nicht. Rier konnen 
Druckunterschiede von rflehreren Atmospharen und Geschwindigkeiten 
gleich dem Vielfachen der Schallgeschwindigkeiten auftreten. Unter 
Nr. 65, b kommen wir nochmals kurz auf Bolche Vorgange zuruck. 

65. Die Potentialfunktion fUr stationiire Bewegungen. 1m stationaren 
Fall, bei dem die Ableitung nach der Zeit verschwindet, hat die Ber­
noullische Gleichung. die Form: 

tu 2 
2 + P - U = konst . 

Bilden Wlr den Gradienten, und setzen wir den Ausdruck fiir grad P 
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in die Kontinuitatsgleichung (3) fur stationare Bewegungen, so erhalten 
wir als Gleichung fur die Potentialfunktion (/) 

roograd(U- ~2) 
L1 (/) + ----2--- = O. c (6) 

Wir unterscheiden nun zwei Falle: , 
a) die Geschwindigkeiten sind maBig groB, so daB';" vernachlassigt c 

werden kann; die raumlichen Abmessungen der betrachteten Flussig­
keit bzw. des Gases jedoch sind so groB, daB man die Dichteanderungen, 
hervorgerufen durch die Druckanderungen, die das eingepragte Kraft­
feid (das Gewicht der Gasmasse) verursacht, berucksichtigen muB. 

b) Die Geschwindigkeiten sind von der GroBenordnung der Schall­
geschwindigkeit, die in Frage kommenden raumlichen Abmessungen der 
Flussigkeit bzw. des Gases aber so klein, daB die Dichteanderungen 
durch das Gewicht des Gases vernachlassigt werden durfen. 

Fur den Fall a) vereinfacht sich die obige Gleichung zu 

c2 J(/) + to 0 grad U = O. (7) 

Dies ist somit die Kontinuitatsgieichung der homogenen freien 
Atmosphare, freilich nur insoweit, als die Erdrotation keine Rolle spielt. 
Mit Berucksichtigung der Erdrotation, die bei wagerecht weit ausge­
dehnten Gebieten unerlaBlich jst, geht die Drehungsfreiheit verioren, 
so daB die Behandlung mit Stromungspotentialen nicht mehr anwend­
bar ist. Nehmen wir ein homogenes Schwerfeld an (U = konst. - gz), 
d. h. vernachlassigen wir die durch die Kugelgestalt der Erde bedingte 
Abnahme von g mit der Rohe (z), so haben wir 

a(/> 
c2 L1 (/) - g az = O. (7 a) 

Diese Gleichung ist noch wenig behandelt worden. Der Grund 
dafur liegt in den Einwendungen, die man von physikaliseher Seite 
machen kann, insofern als die Zustandsanderungen der Atmosphare im 
allgemeinen nicht adiabatisch vor sich gehen, so daB die dabei auf­
tretenden Schichtungen der Atmosphare der fur die Anwendung der 
allgemeinen Bernoullischen GlEiichung notwendigen Voraussetzung der 
Homogenitat widersprechen. 

lmmerhin lieBe sich fur den Fall, daB man die Bewegung der adiaba­
tischen Atmosphare in einem Gebiet maBiger Rohe untersuchen will, 
eine Naherung dadurch erhalten, daB man zunachst Volumenbestandig­

a(/> 
keit annimmt und mit dem aus J(/)1 = 0 erhaltenen (/)1 in (7 a) g a/ 
berechnet und die Gleichung c2 J(/)2 = g aa~l lOst. Mit dem sich aus 
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dieser Gleichung ergebenden tP2 kann man aiJ~1 berechnen und ein tPa 
bestimmen und so der Losung von (7 a) belie big nahe kommen, voraus­
gesetzt, daB das Verfahren konvergiert und die Schwierigkeiten bei der 
Erfullung der Randbedingungen uberwunden werden konnen. 

Fur den Fall b) bekommen wir als Differentialgleichung einer kom-
pressiblen Flussigkeit 11)1' 

11) o grad T 
L1 tP - cl = 0 . (8) 

Wir nehmen dabei also an, daB in dem betrachteten Gebiet die Dichte­
anderung durch Eigengewicht vernachliissigt werden darf (bei der Atmo­
sphiire ca. 1 % Abweichung auf 100 m Hohendifferenz). 

Als ein Anwendungsgebiet dieser Differentialgleichung haben wir 
z. B. den Fall, daB ein Gas aus einem Kessel unter hohem Druck (z. B. 
10 Atm.) durch eine 6ffnung oder ein Rohr ausstromt. Auch in 
der Theorie der Dampfturbinen treten iihnliche Verhii.ltnisse auf, und 
gerade mit Rucksicht auf die Vorgiinge bei Dampfturbinen ist diese 
Differentialgleichung verschiedentlich behandelt worden. 

Bilden wird den Ausdruck IV 0 grad ~I in Koordinatendarstellung 

urn, so ist (11)1 11)1 I1)B) 
11)1 ., ,aT .aT aT 

IV 0 grad T = (1 U + 1 v + f w) 0 1 '"(ri"- + 1 -a y -+ f --tTz--

= u.i.. (U2 + VI -+:_~~) ox 2 

a (Ua + VB + WI) + V iJy 2 

w.i.. (1tB + VB + WI) + iJz 2 

= u2 iJu + uv (~U, + avo) 
iJx dy cJx 

+ V2~.+ uw(au + ~W) oy - OZ cJx 

.2 iJ W (iJ v iJ w ) + W dz + v w iJz + -rfij , 
Da ferner 

ist, so ergibt sich fur (8) 



Potentialbewegung. 125 

Zu dieser Gleichung muB bemerkt werden, daB die Unabhangigkeit von 
der Bernoullischen Gleichung nur scheinbar ist, denn die Schallgeschwin­
digkeit c ist eine Funktion des Druckes bzw. der Dichte; durch die Ver­
bindung mit dcr Bernoullischen Gleichung wird sie hier eine Funktion 
von (UZ + VZ + WZ). 

Bezuglich der Losung dieser Differentialgleichung kann man in den 
Fallen, in denen u, v, w mallig groB (jedenfalls kleiner als die Schall­
geschwindigkeit) sind, durch sukzessive Apprciximation zum Ziel kom­
men. Zu diesem Zweck bestimmt man eine erate Naherung fPI aus der 
volumenbestandigen Flussigkeitsbewegung AfPI = 0 und berechnet dar­
aus u1 , VI' wI' Mit diesen Werten geht man darauf in die Gleichung: 

Z A,m _ 2 aUl + (aUl + aVl) + c LJ 'P2 - U1 ax UI Vl ----ay ax '" 
Rieraus laBt sich fPz und damit uz, vz, Wz bestimmen usw. Das Ver­

fahren konvergicrt im allgemeinen um so besser, je kleiner to gegen­
uber der Schallgeschwindigkeit c ist. 

Raben wir jedoch Geschwindigkeiten, die gleich oder groBer aIs 
die Schallgeschwindigkeit sind, wie sie z. B. beim Ausstromen eines 
Gases aus cinem Druckkessel auftreten konnen, so konvergiert das eben 
angegebene Verfahren nicht mehr, und wir mussen andere Methoden 
anwenden. 

Durch einen Kunstgri£f ist es in diesem FaIle moglich, die nicht­
linea.re Differentialgleichung (8a) in eine lineare zu verwandeln. Wir 
kehren, um dieses zu bewirken, das Verhiiltnis der abhangigen und 
der unabhangigen Variablen durch Einfiihrung einer Legendreschen 
Transformation urn, so dall wir u, v, w aIs unabhangige und x, y, z aIs 

abhangige Variable haben. Die Klammerausdriicke (1 - ::) usw. ent­

halten dann die Unabhangige, und man bekommt eine lineare Differen­
tialgleichung, deren Koeffizienten allerdings wieder Funktionen der Un­
abhangigen sind. Ohne auf die Einzelheiten der Transforma.tion bier 
naher einzugehen, wollen wir nur noch bemerken, daB man nach der 
Art, wie solche Transformationen ausgefuhrt werden, an Stelle des 
Potentials zu einem Ausdruck 

1JI = ux + V y + wz - fP 

gelangt (symmetrisch in 1JI und fP). In Verbindung mit 

a f/J a f/J a f/J 
u=- v=- w=-ax ' ay , az 

ergeben'sich dann fur die neuen Abhangigen 

a'P 
Z=­au:' 
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Geht man mit diesen neuen Variablen in die Differentialgleichung 
(8a) ein, so erho.lt man die oben erwo.hnte lineare partielle Differential­
gleichung fiir lJI, und zwar zeigt sich, daB die so erhaltene Gleichung 

von elliptischem Typ ist fur I It) I < c 

und von hyperbolischem Typ ist fur I It) I > c . 

Physikalisch bedeuten die beiden Gleichungstypen vollsto.ndig ver­
schiedene Stlomungsarten. Wir betrachten die Stromung lo.ngs einer 

Platte (zweidimensional), und 

~~~~~~~~i~~~~~~~)o nehmen an, daB an irgend-)0 einer Stelle dieser Platte sich -- ; eine Unebenheit befindet, 
durch die die sonst glatte Stro­

Abb.68. Strtimung ilber elne Unebenheit elner Platte mung gesWrt wird (Abb. 68 
bel UntersChallgeschWindlgkelt; die Starung kllngt abo 

und 69). 1st die Geschwindig-
keit kleiner als die Schallgeschwindigkeit, so glii.tten sich die auBeren 
Stromlinien sehr rasch, und die SWrung klingt nach auBen asymptotisch· 
ab (Abb. 68). 1st dagegen die Geschwindigkeit groBer als die Schall­
geschwindigkeit, so pflanzen sich die Unsietigkeiten der Wand in voller 
Starke in das Innere der Flussigkeit fort, ohne irgendwie abzuklingen 

(Abb. 69). Wir konnen so­
mit feststellen, daB die mit 
Unterschallgeschwindigkeit 
stromende Flussigkeit be­
zuglich Storungen ausglei­
chend wirkt, wahrend die 

Abb.69. Stromung liber elne Unebenhelt· einer Platte 
bel tl"bersehallgeachwlndlgkelt; die Storungen pflanzen mit Oberschallgeschwindig­
sleh In das Innere der Flilsslgkelt unvemllndert fort. 

keit stromende Flussigkeit 
aIle Wandstorungen in die Flussigkeit h'inein fortpflanzt. 

Wir wollen uns diese verschiedenen Eigenschaften der heiden Stro­
mungsarten noch fur den Fall klarmachen, daB sich in einem festen 
Raumpunkt A einer allseitig ausgedehnten Flussigkeit von der G!.l­
schwindigkeit It) ein punktformiger SWrungsherd befindet. Eine momen­
tane Storung breitet sich nun in Form einer Kugelwelle aus, deren 
Mittelpunkt sich mit der Stromungsgeschwindigkeit It) bewegt. 1st nun 
die Stromungsgeschwindigkeit < c, so hat nach einer Zeit T die Kugel­
welle offenbar die in Abb.70 gezeichnete Lage bezuglich A. Gehen 
vom Storungsherd nun dauernd Storungen aus, die man als schnelle 
Aufeinanderfolge momentaner Storungen auffassen kann, so erhii.lt man 
die in Abb. 70 dargestellte Kugelwellenschar. Wie man erkennt, ergibt 
sich eine Auswirkung der Storung nach allen Richtungen, allerdings 
nach verschiedenen Richtungen verschieden schnell. 
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1st jedoch die Stromungsgeschwindigkeit > c, so ist die die SWrung 
fortpflanzende Kugelwelle nach der Zeit T in die Lage beziiglich A ge­
kommen, wie in Abb.71 dargestellt. Bei dauernder SWrung erfiillen, 
wie man aus Abb. 71 ersieht, die samtlichen Kugelflii.chen einen kegel­
formigen Raum mit dem Punkt A 
als Spitze. Man erkennt, daB das 
Gebiet auBerhalb dieses Kegels 
vollig frei von jeder Einwirkung 
des Storungsherdes bleibt. Wie 
sich aus Abb. 71 ergibt, bestimmt 
sich der Winkel at des Kegels aus 
der Beziehung 

. c 
SIn at = -;;;-;- . 

:"'1 

Eine dauernde punktformige 
SWrung breitet sich also in einer 
mit Unterschallgeschwindigkeit Abb. 70. Ausbreltunll elner punktformIllen 

StOrung bel Unterschallgeschwtndlgke1t. stromenden Fliissigkeit mit Schall-
geschwindigkeit nach allen Seiten aus, wobei die Intensitat in einer Rich­
tung proportional dem Quadrat der Entfernung vom Storungsherd ab­
nimmt, wahrend die Wirkung der Storung in einer mit V"herschall­
geschwindigkeit stromen­
den Fliissigkeit nur ein 
kegelformiges Gebiet er­
fiillt und auf der Kegel­
oberflache eine Intensitats­
abnahme proportional der 
ersten Potenz der Ent-..4~=t='--'-t---+--t-'--_4-+ __ 
fernung vom SWrungsherd 
erfahrt. 

66. Bestimmung der 
Potentialfunktion fiir das 
eindimensionale Problem. 
Wir wollen zum SchluB 
kurz auf die Vereinfach­
ungen eingehen, die sich Abb. 71. AU8breitung elner punktformlgen StOrunll 

bel 'Oberachallgeachwtndlgke1t. 
aus der Annahme ergeben, 
daB der Bewegungsvorgang eindimensional iat. Es ist dann also: 

und 
af/J 

u=iJX' v=O, w=O. 
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Die Bernoullische Druckgleichung geht damit uber in: 

a,z, ul S dp at + "2 + e = konst. 

FUr die Kontinuititsgleichung erhalten wir: 

! ae + ~~ + ~ ae = 0 e at az e az . 
Da wir wieder Homogenitit, d. h. alleiQige Abbingigkeit der Dichte 

vom Druck, voraussetzen, so konnen wir 8chreiben: 

de _ de dp. e- - dp o-i' 
anderseits ist nach der Bernoullischen Gleichung 

dp = _ (a a,z, + u au) e at ' 

so daB die Kontinuititsgleichung ubergeht in: 

(al,z, au) ae au (al,z, z au) ae _ 
- TtI+ U at ap + O"z - u ozat +u az ap-O 

oder 
al,z, + 2 a,z, (JI,z, _ [dP _ (a,z,)IIJ (}ltD = 0 
0" az az at de oz azl . 

Diesa Gleichung laBt sich wieder durch Einfuhrung einer Legendre­

schen Transformation, fiir :: = U aIs neue Unabbingige neben e 
linear machen. Weitere Ausfiihrungen dieses Problems findet man bei 
Riemannl. 

67. Einige einlaehe Beispiele volumenbestindiger Potentialbewegungen 
Es handelt mch im fo1genden also um wsungen von if tP = o. Wir 
stellen nun einfache Funktionen von tP auf, von denen wir durch Verifi­
kation leicht erkennen, daB sie der DiHerentialgleichung Lf q, ="0 ge­
nugen, und £ragen una, welcher Art die durch die Funktion q, gekenn­
zeichnete StrOmung ist, wie die Stromlinien aU88eh~n, welche Druck­
verteilung wir haben usw. 

1. q, = ax + by + cz, 

wo a, b, c konstante GroBen oder auch Funktionen der Zeit sind. Wir 
haben somit: 

a,z, 
u= az = a 

a,z, 
tI = a1l = b 

a,z, 
w=az=c, 

1 Riemann-Weber: 2.Bd. 8.507. 5.Aufi. (1912), Braunschweig. 
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d. h. der Geschwindigkeitsvektor IU = i u + i v + fw ist in jedem 
Punkte der Fliissigkeit derselbe; wir haben also eine Tran~lation der 
Fliissigkeit. Nehmen wir a, b, e auch unabhangig von der Zeit an, so 
haben wir den stationaren Fall und also gleichformige Translation. Da 
eine solche Bewegung durch geeignete Wahl des Bezugssystems stets 
auf Ruhe transformiert werden kann, laBt sieh in der Bernoullisehen 

Gleiehung ~~ + ~ - gz = konst. das Glied -'f zum Fortfall bringen, 

so daB wir die Grundgleiehung der Statik E - gz = konst. behalten. e 
Sind a, b, e von der Zeit abhangig, so konnen wir die allgemeine 

Bernoullische Gleiehung 

arp +.!V~ + _P_ = !(t) at 2 e 

B k . h . arp da + db + dc h h 'b unter eriie SIC tigung von 7ft = xiii Y de z di aue se reI en: 

E = !(t) _ (x'!t1. + y_db + z ~~) e dt dt dt' 

wobei wir ~2, da nur von t abhangig, in f (t) einbezogen haben. Es 

ergibt sieh somit eine raumliche lineare Druckverteilung, die der Be­
schleunigung des einzelnen Teilehens entsprieht. 

Bilden wir noeh den Druekgradienten grad p = i ~~ + i :: + f :~, 
so erhalten wir 

d ( . da • db f dC) 
gra p=e liT + 1 "de + "de' 

Fassen wir die drei GroBen a, b, e als Komponenten des Vektors a 
auf (a = i a + i b + te), so bleibt 

da 
gradp = e de' 

Fiir das Stromlinienbild erhalten wir aus dx: dy: dz = a: b: e 

ebenso 

dy = ~ = konst. 
dx a 

dz c 
dy = b = konst. 

oder 

oder 

d. h. die Stromlinien sind Gerade. 

b 
Y == -x + konst., a . 

c 
Z = b y + konst., 

Eine translatorisehe nieht stationare Bewegung haben wir z. B. dann, 
wenn wir ein vollstandig mit Fliissigkeit gefiilltes GefaB parallel zu 
sieh seIber in irgendwie gekriimmten Bahnen bewegen. Man erkennt 
hierbei aueh den Untersehied der Stromlinien von den Bahnlinien. 
Wahrend die Stromlinien - wie wir gesehen haben - gerade Linien 

TlctJons, Hydromccbllnik. 2. Auf!. 9 
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Bind, haben die Bahnlinien in diesem Fall die durch die krummlinige 
GefaBbewegung vorgeschriebene Gestalt. 

1 
2. f/J = 2" (a x 2 + b yl + C Zl) . 

Da L1 f/J = a + b + c iBt, haben wir in obiger Funktion eine wsung 
von L1 f/J = 0, wenn a + b + c = 0 ist. Diese Bedingung kann auf ver­
Bchiedene Art erfiillt werden; wir betrachten als ersten Fall: 

a 
a) b = - a, c = 0 , also: f/J = "2 (Xl - y2) . 

Aus der Unabhangigkeit von z geht hervor, daB wir es mit einer zwei~ 
dimensionalenBewegung zu tun haben. Aus der Potentialfunktion erhalten 
wir durch Differentiation nach den Komponenten die Geschwindigkeiten: 

u=ax, v=-ay, w=o. 
Fragen wir nach der 

Gestalt der Stromlinien, 
so ergibt Bich 

dy v y 
dx- = u = --X-

oder dy dx 
y x ' 

alBo 
Iny=lnO-lnx 

Abb. 72. Zweldlmenslonale Flilaslgkeltaatromung gepn elne oder delogarithmiert: 
Platte. 

X.y = konst. 
Die Stromlinien bilden somit eine Schar gleichseitiger Hyperbeln 

mit der x- und y-Achse als Asymptoten (Abb.72). Wir konnen uns 
dieses Stromlinienbild deuten als die Stromlinien eines zweidimensio­
nalen Stromes gegen eine Wand. In vielen Fallen kommt eine derartige 
Stromung als Teil einer unrfangreicheren Fliissigkeitsbewegung vor. 
Man kann hier fiir die N achbarschaft des Verzweigungspunktes der 
Stromung (eigentlich einer Verzweigungsgeraden) die Potentialfunktion 
in eine Potenzreihe entwickeln und, wenn das betrachtete Gebiet klein 
genug ist, die Reihe mit dem Gliede 2. Grades abbrechen. Die Bewegung 
in der Nahe einer solchen Verzweigungsgeraden ist also durch das Strom­
linienbild Abb. 72 gegeben. 

Fur die Verteilung des Druckes hat man im Fall der stationaren 
Bewegung lUI p as p 

T + Q = "2 (x2 + y2) + Q = O. 

Bezeichnen wir den Druck im Punkt 0, im Staupunkt, mit PI' so 
haben wir fiir diesen Punkt 
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und, da die Konstanten gleich sind, 

Wir erhalten somit ala Kurven gleichen Druckes eine Schar konzen­
trischer Kreise. 

b) Ala zweiten Fall der Bedingungsgleichung a + b + c = 0 nehmen 
wir an 

b = a, c = -2a, 
also 

Fur die Geschwindigkeitskomponenten ergeben sich dann: 

u = ax 

v = ay 

w = - 2az. 

Als Gleichung der Stromlinien erhalten wir somit 

dx: dy: dz = x: y: - 2z, 

so dall wir ala Projektionen der Stromlinien auf die xy- Ebene haben 

dz 
(J'-y 

also 

oder 

oder 
dz 

y 

In x = In y + In C 

x = konst.·y. 

dy 
Y , 

Die Projektion der Stromlinien auf die x y -Ebene ist also eine Ge­
radenschar durch den Ursprung. 

Fur die Projektion der Stromlinien auf die x z-Ebene ergibt sich 

also: 

oder 

dx 
dz 

z 
2z 

oder 
dx 
z 

1 
Inx = InC- 2lnz 

x 2 Z =--= konst. , 

dz 
2z' 

d. h. wir erhalten fur die Projektion der Stromlinien auf die x z -Ebene 
eine Schar kubischer Hyperbeln mit der x- und z-Achse als Asymptoten. 

9* 
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Abb.73 zeigt das Stromlinienbild, das wir uns rotationssymmetrisch 
zur z-Achse zu denken haben. 

Da fur z = 0 auch tv = 0 ist, so ist die x y -Ebene eine mogliche 
Begrenzungsflache der Stromung, die wir uns wieder als einen - dies-

z mal rotationssymme-
.. ~~:.?-:;-¥.(~~:!' -"'~~~~~":O"'-_ trischen - Strom deu-

,~,~ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 

I 

, , , , , , , 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

" " ... ---~ 

ten, der gegen eine nach 
allen Seiten unendlich 

ausgedehnte Ebene 
stromt, sichamPunktO 
staut und sich dort 
verzweigt. 

Auch in diesem Fall 
kann a eine Funktion 

~~~~~~~~~~~~~~~~~%X der Zeit sein; da aber 
die Stromlinienglei-Abb. 73. DEeldltMnalonale FiilAalgkeltastriimung (Strahl) gegen 

elne Platte. 
chung a nicht enthalt, 

so sind in diesem wie im vorigen FaIle Stromlinien und Bahnlinien 
(desgleichen auch die Streichlinien) identisch. Der Einflu/3 der Ab­
hangigkeit von der Zeit macht sich nur durch einen Faktor in den 
Betragen der Geschwindigkeiten geltend. 

Fur stationare Bewegungen ergibt sich als Druckverteilung: 
p as 

-e + "2 (x2 + y2 - 4Z2) = konst. 

Wir haben also als Flachen gleichen Druckes eine Schar von EIlip­

soiden mit dem Achsenverhaltnis I : I : ~- . 

1st a eine beliebige Funktion von t, so ergibt sich aus der allgemeinen 
Bernoullischen Gleichung fUr die Druckverteilung 

l' = I(t) - ~ [~~ (x2 + y2 - 2Z2) + a2 (x2 + y2 + 4Z2)J e 2 dt ' 

wobei t (t) dadurch bestimmt wird, daB an einem Punkt der Fliissigkeit 

ein vorgeschriebener Druck herrscht. Je nach dem VerhiiJtnis von a 2 : ~~ 
kann man verschiedene Flachen konstanten Druckes erhalten; so ist z. B. 

fur ~ = - a2 _P = t (t) - 3 a2 Z2 p = konst. auf Ebenen 
dt e 

da 
" de"" = a2 

da 2 2 
" Tt= a 

.parallel der x, y-
Ebene. 

p = konst. auf Kugeln. 

p = konst. auf Kreis­
zylindern mitAchse 
parallel der z-Achse. 
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68. Das Quell- und Senkenpotential. Wir betrachten die Funktion 
b ---------

<P =r ' wo r = }' x 2 + x 2 + Z2 den Abstand vom Koordinatenursprung 

bedeutet. Da die Flachen <P = konst. konzentrische Kugeln urn den 
Ursprung sind und .anderseits die Geschwindigkeit to = grad <P serik­
recht auf den Flachen <P = konst. steht, haben wir in diesem Fall nur 
radiale Geschwindigkeiten: 

Fragen wir uns jetzt, ob die Funktion <P =!. die Differcntial-r 
gleiehung J <P = 0 erfiillt, so konnen wir, da L1 <P = 0 zugleich die 
Kontinuitatsgleiehung ist, die Frage dahin beantworten, ob die Kontinui­
tat erfiillt ist oder nicht. Bezeichnen wir mit Q diejenige Fliissigkeits­
menge, die in der Zeiteinheit dureh eine Kugeloberflaehe vom Radius r 
hindurehflieBt, so ist 

Q = 4nr2 wr = - 4nb. 

Da diese Fliissigkeitsmenge von r unabhangig ist, ergibt sieh, daB durch 
jede Kugelflaehe die gleiehe Fliissigkeitsmenge hindurehflieBt. Betraeh­
ten wir also ein von zwei Kugelflaehen (rl und '2) begrenztes Gebiet, 
so tritt in der Zeiteinheit in die groBere Kugelflaehe die gleiche Fliissig­
keitsmenge ein, wie aus der kleineren Kugelflaehe aus, d. h. die Kon­
tinuitat ist erfiillt. Man kann natiirlieh auch durch Bildung von 

a2 tfJ a2 tfJ a2 tfJ 
-ax2 + ay2 + -gzs = 0 

erkennen, daB die Summe dieser _drei partiellen zweiten Ableitungen 
naeh den Koordinaten identiseh verschwindet. 

Bei positiven Vorzeiehen von b haben wir eine Stromung, die radial 
nach innen geriehtet ist, bei negativem b eine entsprechende Stromung 
naeh auGen. Nahert man sich dem Punkt 0 mehr und mehr, so waehsen 
die Gesehwindigkeiten umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent­
fernung vom Ursprung. Der Punkt 0 selbst bildet eine Singularitiit, 
indem dort die Gesehwindigkeit unendlieh groB wird und im Falle 
eines positiven Vorzeiehens von b die Menge Q = 4 n b dort sekund· 
lieh versehwindet und im Falle cines negativen V orzeiehens von b die­
selbe Fliissigkeitsmenge entsteht. Physikaliseh ist das cine Unmoglich-

keit, und die Potentialfunktion <P = -~ ist also nur soweit cler Ausdruck r 
fiir eine Fliissigkeitsstromung, als das Gebiet der wirklichen Fliissig-
keitsbewegung den singularen Punkt 0 nicht enthiilt. 

Hat b positives Vorzeichen, so bezeichnen wir den Punkt 0 als eine 
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Senke; hat b negatives Vorzeichen, so sprechen wir von einer Quelle 
in O. 

Die Anwendung dieser Potentialfunktion ist sehr mannigfaltig. Man 
kann z. B. in el'ster Nalierung die Stromung durch ein kleines Loch in 

einem ebenen Boden (Abb.74) durch die Funktion if> = ~ darstellen, 
r 

o 

sofern man die nachste Umgebung 
des Loches von der Betrachtung aus­
nimmt. Fiir das iibrige Gebiet hat 
das Loch im ebenen Boden die Wir­
kung einer Senke, wobei der Druck 
sehr stark mit der Annaherung an das 
Loch abnimmt. Denn, da der Druck 
sich mit dem Quadrat der Geschwin­

Abb. 74. Stromung durch eln klelnes Loch digkpit andert, diese jedoch wieder der 
elner ebenen Platte (Senkstromung). 

Entfernung vom Loch quadratisch um-
gekehrt proportional ist, ergibt sich eine Druckabnahme mit der vierten 
Potenz des Abstandes vom Loch. Eine Naherung an das Loch urn die 
Halfte der Entfernung ergibt also eine 16fache Vermehrung des 

Abb. 76. Stromung durch elnen Hohikegel. 

Unterdruckes. Die Stromlinien sind 
- abgesehen von der naheren 
Umgebung des Loches - Radien, 
so daB auch die Grenzbedingung, 
daB an der festen Wand die 

N ormalgeschwindigkeiten ver­
schwinden miissen, erfiillt ist. 

Ebenso lassen sich Stromungen durch einen Hohlkegel darstellen 
(Abb. 75). Da die sekundliche Fliissigkeitsmenge durch alle Querschnitte 
die gleiche sein muB, ergibt sich auch hier, daB die Geschwindigkeit 

Abb.76. Stromlinien am abgerundeten 
Vordertell elnes slch durch ru hende 
Fliissigkelt bewegenden Korpers (nicht 

stationlre Stromung). 

umgekehrt proportional der zweiten Po­
tenz der Entfernung von der Kegel­
spitze ist. 

69. Darstellung von Stromungen um 
Rotationskorper durcb Annabmevon 
Quellen und Senken. Wir gehen jetzt zu 
einer weiteren Anwendung des Quell­
bzw. Senkenpotentials iiber, die von 
Rankine stammt, und betrachten zu 

dem Zweck die Wirkung eines sich bewegenden Rotationskorpers auf 
die den Korper umgebenden Fliissigkeitsteilchen. 

Der vorn abgerundete Korper schiebt, wie in Abb.76 dargestellt, 
bei seiner Bewegung die Fliissigkeitsteilchen nach allen Seiten beraus, 
gleichsam als ob im Innern des Korpers eine Quelle vorhanden ware, 
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nismaJ3ig einfach die Stromung 
um einen Rotationskorper be­
rechnen. AuBer einer einzelnen 
punktformigen Quelle bzw. Senke 
kann man auch mehrere der­
salben annehmen oder auch eine 
stetige (oder unstetige) Quellen­
und Senkenverteilung. 

Durch dieverschiedenstenAn-

-T 

====-:::~-r. J 
Abb. 78. 'Oberlagerung einer Quellatrlimung mit 

nahmen fiber die Verteilung der einer Paralleiatrlimung. 

Quellen und Senken auf der Sym-
metrieachse des Korpers (nur Stromungen um achsensymmetrische 
Korper konnen mit diesen Methoden behandelt werden), laBt sich 
eine groBe Mannigfaltigkeit von umstromten Korpern bilden. Es ist 
dabei - wie schon gesagt - nur notwendig, daB die Gesa.mtheit der 
Senken gerade diejenige Flfissigkeitsmenge wieder aufnimmt, die den 
Quellen entstromt ist. 

Wir wollen als Beispiel den Fall einer punktformigen Quelle etwas 
naher verfolgen. Ala Potentialfunktion, die sich aus der Oberlagerung 
der gleichformigen Stromung tPl = a x und der Quellstromung 
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tP. = - ~ ergibt, haben wir somit , 

wo 

ist. 

b tP·= tPl + tP2 = ax - -,- , 

Auf der Symmetrieachse, d. h. fur y = z = 0, ist fur negative Werte 
fur x (r = I x I ist hier = - x zu setzen) 

also 

mithin 

b tP ---2- z' 

'b 
tP = ax +--

z • 
a~ b 

u = 7JX = a - Zl • 

Die Geschwindigkeit ist also gleich Null fUr 

x= ±V~~. 
Es kann offenbar nur das negative Vorzeichen gelten, also 

u = 0 fUr x = - ~, 

d. h. in der Entfernung - V!- vol} der Quelle haben wir den Staupunkt 

der Stromung (Abb.78). Fur kleinere negative Werte von x ha.ben 
wir Geschwindigkeiten nach links; hier uberwiegen noch die der QueUe 
entsta.mmenden Geschwindigkeiten die gleichformige Geschwindigkeit, 
biS mit wachsendem - x der durch die Quellstromung bedingte AnteiI 
immer mehr abnimmt und schlieBlich mit groBer werdender Entfernung 
von der Quelle quadratisch nach Null konvergiert, so daB hier nur die 
Pa.rallelstromung bleibt. 

Fur positive Werte von x ist r = + x zu setzen und daher 

tP = ax -..!-z 
und a~ b u=-=a+-ax Xl , 

d. h. rechts von der QueUe sind die Geschwindigkeiten immer nach 
rechts gerichtet mit dem Grenzwert a fur x = 00. 

Es lassen sich nun aus dem Potential tP = a x - ~ die einzelnen , 
Stromlinien berechnen unter Beriicksichtigung von dx:dy:dz = u:v:w. 

Bestimmt man die Stromlinien durch den Staupunkt x = - V·~, so 
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ist diese Stromlinie offenbar die Kurve oder, raumlich betrachtet, die 
Rotations£lache, welche die aus der QueUe entstammende Flussigkeit 
von der mit der Geschwindigkeit a stromenden ParaUelstromung trennt. 
Diese Rotationsflache verhalt sich somit wie ein fester Korper, gegen 
den eine Parallelstromung mit der Geschwindigkeit a flieBt. 

Bezeichnen wir mit d den Durchmesser dieses zylindrischen Korpers, 
so ist offen bar in genu gender Entfernung von der Quelle die durch 

den Zylinderquerschnitt sekulldlich flieBende Menge Q = nt a. Da 

diese Flussigkeit vollstandig dec (JueHe entstammt, und anderseits die 
Ergiebigkeit der QueUstromung gleich Q = 4 n b ist, so ergibt sich 

d2 

b = 16a, 

d. h. die Quellintensitat b muB bei Annahme einer punktformigen 
QueUe und einer Geschwindigkeit a der Parallelstromung gleich 

~; a genommen werden, wenn man eine Stromung um einen (vorne 

geeignet abgerundeten) zylindrischen Korper vom Durchmesser d 
erhalten will. Die Entfernung der QueUe vom vordersten Punkt war 

V: ; mit obigem Wert von b ergibt dies {-. 

Eine besonders einfache Darstellung zur Bestimmung der Strom· 
linien urn derartige durch QueUen und Senken gegebene Rotations. 
korper erhalt man folgendermaBen: Wir betrachten eine rotations· 
symmetrische Stromflache und sagen aus, daB diese Stromflache einen 
Fliissigkeitsstrom enthalten muB, der sich aus der aus dem Unendlichen 
kommenden Menge Q1 und den links von der betrachteten Stelle befind· 
lichen QueUen zusammensetzt. Setzen \Vir diese Stromungsmenge 
konstant, so bleiben wir offenbar auf einer Stromflache. Mit Ein-

fiihrung von Zylinderkoordinaten (x und r, wo r = yy2~+~) muB also 
r, 

fur jeden Schnitt senkrecht zur Symmetrieachse J 2 n r dr u = Q1 + 
o 

algebraische Summe der sekundlichen Quellmassen links vom Schnitt 
gesetzt werden, damit r1 auf einer Stromlinie (bzw. Stromfliiche) liegt. 
Fur verschiedene Q1 erhalten wir somit verschiedene Stromlinien. 
Speziell Q1 = 0 gibt dann diejenige Rotationsflache, welche die Quell­
stromung von der Parallelstromung trennt, d. h. die Kontur des festen 
Korpers. 

Diese Methode ist we iter ausgebaut und besonders auf luftschiff­
artige Korper angewandt von G. Fuhrmann 1. Es wird in dieser A,beit 

1 Fuhrmann, G.: Theoretische und experimentelle Untersuchungen an 
Ballonmodellen. Diss. Gottingen (1912), Jahrb. d. Motorluftschiff-Studiengesell­
Bchaft Bd. 5, S. 63. 1911/12. 
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unter Annahme von verschiedenartig stetig verteilten Quellen und 
Senken eine Reihe von Rotationskorpern untersucht und 'dabei auBer 
den Stromlinien auch die Druckverteilung berechnet und mit experi­
menteU bestimmten verglichen. In Band II kommen wir bei der Be­
handlung des Widerstandes auf die Ergebnisse dieser Arbeit noch zuriick. 

70. Striimung um eine Kugel, Dipol. Lassen wir jetzt die Entfer­
nung zwischen QueUe und Senke aUmiihlich kleiner werden, so wird 
der dadurch gegebene umstromte Korper mehr und mehr eine gedrun­
gene Gestalt bekommen, nnd wenn wir die Ergiebigkeit der QueUe 
und Senke konstant (entgegengesetzt gleich) annehmen, so wird der 
durch die QueUe und Senke dargesteUte umstromte Korper im gleichen 
MaBe kleiner, wie der Abstand zwischen QueUe und Senke geringer 
wird, bis er im GrenzfaU, wo QueUe und Senke zusammenfaUen, ver· 
schwindet. 

Wollen wir bei dem Grenziibergang der Entfernungsabnahme der 
QueUe von der Senke auf den Abstand Null einen endlichen Korper 
behalten, so miissen wir die Intensitiit der Quelle und Senke im gleichen 
MaBe zunehmen lassen wie ihI: Abstand sich verringert. Niihert sich die 

Quelle (- -:;) der Senke CJ in der x-Richtung bis auf L1 x, so hat 

man als Ausdruck fiir die Intensitiitssteigeruug gemiiB dieser Ent-
fernungsabnahme: 

oder, wenn wir 

setzen, 

_ b_ + _~_ 
cp = ~! _ _ r~ 

..1z 

b 
-- = cP1 r 1 

b 
-- = cP1 rs 

cP = ~I- <PI 
..1z 

Da nun cP2 (x, y, z) = cP1 (x - Ll x, y, z) ist, so haben wir im Grenzfall, 
daB Quelle und Senke zusammenfallen, 

cP = lim «?~(:r; - ..1 x, y, z) - <PI (x, y, z) = _ a<P1 • 

. 12;=0..1x ax 
Mithin, da cP nur von r abhiingt, 

cP = _ a<P1 = ~<Pl.~ = !!....~ ax dr ax rl ax ' 
und da 

r = y'xi + y2+~ii , und daher 
x x 

ist, 

b x b cP = ---.- = --eosm rZ r rZ T , 
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wenn x = , cos q; gesetzt wird. Hiermit haben wir (/J in Polarkoordinaten 
, und q; ausgedruckt. Man nennt (/J die Potentiaifunktion eines Dipoles. 

Fur die Radialgeschwindigkeit in einer bestimmten Richtung q; 
haben wir 

Wr = (~~t = - ~~cosq;. 
Betrachten wir eine Kugel vom 

Radius '1> so ist die Radialgeschwin­
digkeit auf ihrer Oberflache 

Wr = konst.·- cos q;, 

d. h. fur q; zwischen 0° und 90° (bzw. 
2700 und 360°) haben wir negative und 
fur q; zwischen 90° und 180° (bzw. 180 0 

und 270°) positive Radialgeschwindig­
keiten (Abb. 79). 

Wenn wir anderseits einer Kugel 
vom Radius '1 eine Geschwindigkeit 
- a (parallel der x-Achse in negativer Abb.79. Dipol. 

Richtung) erteilen, so miissen offenbar 
an der Oberflache der Kugel die Normalkomponenten der Geschwin­
digkeit der Flussigkeit gleich der des festen Korpers sein, d. h. 
gleich - a'cos q; (Abb. 80). Berucksichtigen wir jetzt die fur das 
Potential eines Dipoles abgeleitete Formel der Radialgeschwindigkeit 

2b 
in der Entfernung '1 vom Ursprung: Wr = - -3 cosq;=konst.·cosq;, '1 
so ist das Geschwindigkeitsfeld unseres Poten-

tials (/J = :1 cos q; mit dem der bewegten Kugel 

identisch (da die Randbedingung befriedigt ist), 

wenn die Geschwindigkeit der Kugel - a = - ~~ 
1 

genommen wird. Da die Konstante b in der be-
trachteten Potentiaifunktion noch zur freien Ver-

fiigung steht, also 

haben wir in 

ar~ 
b =, T gesetzt werden kann, 

1 r' 
(/J = - a - '. cos m 

2 ra T 

Abb.80. Bev.egung einer 
Kugel mit der Geschwin­
dlgkelt a von rechts nach 

link •. 

das Potential einer Flussigkeitsbewegung, wie sie sich ergibt, weJ,ln 
eine Kugel vom Radius r1 mit der gleichformigen Geschwindigkeit - a 
bewegt wird. Wie wir erkennen, nehmen die Geschwindigkeiten in einer 
bestimmten Richtung q; sehr rasch, namlich mit der dritten Potenz 
der Entfernung vom Mittelpunkt, abo 
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Wollen wir jetzt die Potentialfunktion einer Stromung um eine 
stillstehende.Kugel bilden, so haben wir der zuletzt betrachteten Stro­
mung eine Parallelstromllng (j) = a x zu superponieren, so daB wit 

erhalten: .. 

~ ~ 
(j) = a (x + ;;, cos II' ) 

oder mit x = r cos II' 

(j) = a (r + -;;, ) cos II' . (9) 

- .. 
Abb.81. Strllmung um elne KUlel. 

Da.s Stromlinienbild hat die in 
Abb.81 gezeichnete Form. 

Da die Kugel jetzt relativ zum Bezugssystem ruht, mussen die 
Radialgeschwindigkeiten an der Kugel, d. h. fur r = r1• verschwinden; 
im Einklang damit ergibt sich aus der letzten Gleichung fur (j) 

(aa4)) = (W,.)r. = o. 
r '==", 

3 

In groBer Entfemung von der Kugel ist der zweite Term ;;. bedeu-

Abb. 82. 'Oberlagerunl der StromuUII elnes DJpoia mit elDer Parallel­
atromuDI VOD Unks nach rechta. 

tungslos; es bleibt als Potential r cos 91, d. h. Paralleistromung. Die 
analytische Fortsetzung der Stromung im Innern der Kugel ergibt sich 
aus Ahb. 82; hier ist der zweite Term der Gleichung (9) von uber­
wiegender Bedeutung. 

DaB die wirkliche Stromung einer Flussigkeit um eine Kugel - auch 
wenn wir die Zii.higkeit der Flussigkeit nach Null abnehmen lassen -
fur den stationaren Fall anders aussieht, und daB durch die ablosende 
Grenzschicht das Stromungsbild wesentlich geandert wird, haben wir 
in Nr. 55 schon erwahnt. Wenn sich aber die FliissilZkeit als Potential-
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stromung bewegt {wie z. B. beim Stromungsb~ginn aus der Ruhe} , 
dann ist ihr Potential durch (9) gegeben und das Stromlinienbild hat 
die in Abb. 81 dargestellte Gestalt. 

Fiir Rotationskorper der verschiedensten Gestalt, so z. B. auch fiir 
den in Abb. 83a gezeiohneten Korper lii.St sich die Potentialfunktion 
durch eine entsprechende Verteilung der Quellen und Senken auf· 
stellen, nicht aber mehr fiir Korper von der in Abb. 83 b angegebenen 
Art. Hier ist die Kriimmung am Staupunkt zu gering und an der brei· 
testen Stelle zu stark. -Die Kugel bildet in dieser Beziehung den Grenz· 
fall, der sich gerade nooh mit der Methode der Quellen und Senken 

Abb. 83a. RotatJoDllymme· 
trlacber XlIrper. detllMln stro· 
munpform Ileb mit den Metho· 
den der QueUen und 8enken 
lerade nooh behandeln IAOt. 

Abb. 8S b. RotatloD88ymme­
trlacber KlIrper, bel dem daB 

n1eht mehr mlilileh lit. 

behandeln lii.Bt. Fiir Korper von der Form 83 b kann die Berechnung 
der ·Potentiale durch Hinzunahme von Wirbelringen zu den Quellen 
und Senken ermoglicht werden. 

71. nail Potential eiDes geraden WirbeHadeos. Wir betrachten aIs 
letztes Beispiel einer Potentialfunktion in diesem Kapitel die Funktion 

$=cqJ, 

wo qJ den Winkel einer Ebene durch die z·Achse mit der x, z·Ebene 
bedeutet. Das Potential ist also unabhii.ngig von z und in allen zur 
x, y.Ebene parallelen Ebenen das gleiche. Wir haben hiermit ein Bei· 
spiel fiir das sogenannte ebene Problem, mit dem wir uns im folgenden 
Kapitel noch eingehend beschii.ftigen werden. 

Die Flii.chen konstanten Potentials bilden ein Ebenenbiischel und 
also dessen Projektion auf die x, y.Ebene ein Geradenbiiscnel durch 
den Ursprung. Ais Stromlinien ergeben sich die zur Z·Achse konzen· 
trischen Kreise; es ist die Radialgeschwindigkeit w,. = 0 und die zu 
den Radien senkrechte Geschwindigkeit 

a~ c 
w'l' = ,.alp =-r" 

DaB bei einer Stromung dieser Art die Kontinuitiit gewahrt wird, ist 

unmittelbar einzusehen; im iibrigen kann man auch qJ = arc tg ~ 
setzen und L1 tP bilden; man erkennt dann unschwer, daB L1 tP identisch 
verschwindet. tP = C qJ ist daher eine Potentialfunktion der hier behan· 
delten Art, die allerdings im Ursprung einen singuliiren Punkt' besitzt. 
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Eine derartige Bewegungsform nennt man einen Wirbe!'· Die Ge­
schwindigkeit in jedem Punkt hat die Richtung senkrecht zum Radius­
vektor durch diesen Punkt und ist dem Betrag nach umgekehrt pro­
portional der Entfernung vom Ursprung. 

Das Potential f/J = c cp hat jedoch eine erwahnenswerte Eigen­
tiimlichkeit: Bei Zunahme des Winkels cp von cp = 0 ab wachst das 
Potential dauernd, bis es fiir cp = 2n den Wert 2nc besitzt. Eine weitere 
Umkreisung des Ursprungs bringt eine weitere VergroBerung des Po­
tentials um den gleichen Betrag 2 n c. Wir haben es hier mit einem 
sogenannten mehrdeutigen Potential zu tun. Fragen wir uns, wie denn 
eine solche Bewegung, deren Potential mehrdeutig ist, iiberhaupt ent­
stehen kann, so ergibt sich aus der allgemeinen Bernoullischen Glei-

chung wegen der Mehrdeutigkeit von aa~ eine Mehrdeutigkeit des 

Druckes, was physikalisch nicht moglichist. Wirmiissendarausschlie13en, 
daB eine Bewegung, wie sie durcli das mehrdeutige Potential f/J = c cp 
gekennzeichnet ist, zwar weiterbestehen kann, wenn sie einmal vor­
handen ist, aber ihre Entstehung aus der Ruhe heraus erscheint un­
moglich. Es gibt aber doch einen Weg sie zu erzeugen, wobei allerdings 

der von der Stromung eingenommene Raum 
zeitweilig durch einen festen Korper zer­
trennt werden muB. Denken wir uns ein 
diinnes Blech in einer Fliissigkeit schnell 
auf eine kurze Strecke beschleunigt, so 
haben wir auf der einen Seite des Bleches 
den Druck PI und auf der anderen Seite 

Abb. 84. Bildung elnes Wlrbels den Druck P2' WO PI > P2 sein moge. Dieser 
in einer reibungslosen Fliissig- Druckunterschied bewirkt nun ein Strom­

kelt. 
linienbild in der Art, wie es in Abb. 84 dar-

gestellt· ist. Denkt man sich jetzt plotzlich das Blech senkrecht zur 
l<'liissigkeitsoberflache herausgezogen, so gleicht sich der Druck aus, 
und man hat als StrQmlinienbild genahert eine Schar konzentrischer 
Kreise. 

Bilden wir in der Stromung mit dem Potential f/J = ccp das Linien­
integral der Geschwindigkeit langs einer den singularen Punkt voll­
standig umschlie13enden Kurve, so erhalten wir gema13 dem Obigen 

~ tu odt=f/J(2n)-f/J(O) = 2nc. 

Dieser Ausdruck, den wir mit r bezeichnen wollen, hei13t die Zirkulation. 

72. Unterschied einer Potentialbewegung mit Zirkulation von einer 
drehenden Fliissigkeitsbewegung, Bewegung mit Rotation. Wie konnen 
wir nun von der in der vorigen Nr. behandelten Fliissigkeitsbewegung 
urn einen Wirbel behaupten, sie sei eine Potentialbewegung, da doch 



Potential bewegung. 143 

eine Potentialbewegung und drehungsfreie oder wirbelfreie Bewegung 
identisch ist 1 Das wird dadurch verstandlich, daB der Begriff der 
drehungsfreien Fliissigkeit sich auf die Drehung jedes einzelnen Fliissig­
keitsteilchens bezieht und, so definiert, ist allerdings die in Nr.71 
betrachtete Fliissigkeitsbewegung - bis auf den singularen. Punkt 
r = 0 - wie wir Behan werden "drehungsfrei". Urn dies zu erkennen, 
betrachten wir in Abb. 85 ein "fliissiges " : 
Stabchen" in der unter a) angegebenen \~ 
Lage. In dem Zeitelement dt legt das 'r"' 
Fliissigkeitsteilchen den Weg w",dt zuriick, ~ 
wobei es sich urn den Winkel a ~ 

dm = W'I' dt =(;- dt 
T r rZ 

dreht. Verfolgen wir anderseits ein Fliis­
sigkeitsteilchen in der unter b) angegebe­
nen Lage, so dreht es sich bei seiner Be­
wegung in dem Zeitelement dt (da die 

Abb. 85a und 85\). Bewegung von 
zwel Fliissigkeitsteilchen In Stilb­
chenform in elnem rotatlonsfrelen 

Geschwlndlgkeltsfeld. 

Geschwindigkeit an dem zum Ursprung naher gelegenen Teil groBer 
ist als die an dem weiter entfernten Teil) urn den Winkel 

aw", drdt 
dffJ'= ~~-- = aW"'dt = - -~dt. 

dr ar ~ 

Man erkennt also, daB, wenn die eine Achse des Fliissigkeitsteilchens 
sich urn einen gewissen Winkel dffJ dreht, sich die dazu senkrechte Achse 
urn denselben Winkel nach der entgegen-~" ,,' 
gesetzten Seite dreht, so daB der resultie-~' , 
rende Mittelwert der Drehung Null ist: ~,;\ 

" " , 
1 " " -2 (d ffJ + dffJ') = 0 . " 

Abb. 86. Bewegung eines Fliissig­

Zieht man in Abb. 86 in das Fliissig­
keitskreuz in beiden Lagen zwei urn 45 0 

keltsteilchens von der Form elnes 
Kreuzes In elnem rotatlonsfrelen 

Gcschwindlgkeltsfeld. 

gegen die stabformigen Fliissigkeitsteilchen geneigte Geraden, so 
bleiben sich diese Geraden bei der Bewegung parallel; es gibt also 
bei der Deformation, die das Fliissigkeitsteilchen bei seiner Bewegung 
erfii.hrt, zwei sich parallel bleibende Achsen, das bedeutet aber, daB 
die Bewegung drehungsfrei ist. 

Bildet man das Linienintegral ~ IV 0 dt iiber eine geschlossene 
Kurve, die den singularen Punkt nich t einschlieBt, so verschwindet 
es iiberal!. Enthii.lt die Kurve, langs der das Integral genom men wird, 
jedoch den singularen Punkt, so ergibt sich dafiir der Wert 2nc. Wah-
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rend bei einer Potentialbewegung ein geschlossenes Linienintegral in 
der Regel verschwindet und nur dann von Null verschieden ist, wenn 
es einen singularen Punkt der besproehenen Art im Innern des geschlos­
senen Integrationsweges enthii.lt, 'ist bei drehenden Fliissigkeitsbewe­
gungen, d. i. bei Bewegungen mit nicht verschwindender Rotation, 
das Lifiienintegra1 langs einer beliebigen geschlossenen Kurve im 8011-
gemeinen iiberall von Null verschieden. Die GroBe des Linienintegrals 
gibt hie,r - wie wir auch in Nr. 45 gesehen haben - geradezu e,in 
MaB fiir die Rotation oder die Drehung der Fliissigkeitsbewegung. 

73. Deutung des Potentials als StoBdruck. Die allgemeine Bernoulli~ 
sc.he Gleichung fiir nicht stationare Bewegungen volumenbestandiger 
Fliissigkeiten lautete 

alP lUI p 
at + 2 + -i,I - U = f(t) . 

Nehmen wir jetzt an, daB der durch diese Gleichung gekennzeichnete 
Bewegungsvorgang aus der Ruhe heraus durch einen stoBartigen Druck 
hervorgebracht sei, so sind im betrachteten ersten Augenblick die 

Beschleunigungen ~~ groB gegeniiber den Gliedern to 0 V to, und eben­

falls sind die stoBartigen Druckgradienten groB gegen die Wirkung der 
Schwerkraft. In der allgemeinen Bernoullischen Gleichung iiberwiegt 

ebenso der Betrag von ~~ weit die Betrage von ~I und U. Bilden wir 

also unter Vernachlii.ssigung von ~I und U das Zeitintegral iiber die 

Dauer des StoBes, so ergibt sich 

• 
J(aa~ + : - f(t»)dt= 0, 
o 

WO l' die Dauer der StoBwirkung bedeutet. Beriicksichtigen wir noeh, 
daB f (t) nur die Bedeutung hat, daB in einem vorgegebenen Punkt ein 

• 
vorgeschriebener Druck besteht, so ist I f(t) dt = konst. Ferner ist 

• J ~~ = (/J (1') - (/Jo. 
o 

Da nach unserer Annahme die Fliissigkeit vor dem StoBe in Ruhe 
war, ist (/Jo = konst. Wir erhalten somit: 

• 
(/J (1') + -~ J p dt = konst. 

o 
(10) 
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r 

Das Integr8t1 -i-f pat, das die zeitliche Gesamtwirkung der Drucke 
o 

in dem Intervall von 0 bis T bedeutet, ist ein MaB fur die GroBe des 
"StoBdruck~s" . 

Aus (10) laBt sich die GroBe des StoBdruckes berechnen, durch den 
eine Potentialbewegung mit dem Potential tP hervorgebracht werden 
kann. Da der Druck raumlich stetig verteilt ist, muB es auch das Po­
tential sein, d. h. durch stoBartige Druckwirkungen lassen sich keine 
unatetigen Potentiale erzeugen. Ebenfalls folgt aus der Eindeutigkeit 
von p diejenige von tP, d. h. durch stoBartige Druckwirkungen lassen 
sich auch keine Bewegungen mit Zirkulation hervorbringen. 

Die obige Gleichung (10) ergibt nun eine anschauliche Deutung der 
Potentialfunktion. Haben wir irgendeine beliebige stetige Potential­
stromung vor una, so konnen wir das mit der Dichte multiplizierte 
Potential dieser Flussigkeitsbewegung auffassen als den StoBdruck, 
der notig ware, eben diese Potentialbewegung zu erzeugen. Auch bei 
den Strahlvorgangen - d. h. bei Potentialbewegunge~ mit unstetigen 
Potentialen - konnen wir die gleiDhe Deutung des Potentials vor­
nehmen, wenn wir an Stelle der Unstetigkeitsflachen feste Wande 
setzen. 

XI. Ebene Potentialbewegung. 
74. Der Real- und Imaginirteil einer reellen analytischen Funktion 

komplexen Argumentes als Lasung der Laplaceschen Differential­
gleichung. Wenn such ebene, d. h. zweidimensionale, Bewegungsvor­
gange in strenger Form in W!rklichkeit kaum vorkommen, so lassen 
sich doch viele Flussigkeitsbewegungen - wenigstens gewisse Bereiche -
angenahert als ebene Bewegungsvorgange betrachten. Die besondere 
Bevorzugung des ebenen Problems, wo immer es als Naherung an den 
wirklichen Stromungsvorgang angesehen werden kann, liegt in der 
reichen Anwendungsmoglichkeit der mathematischen Analysis. 

Die Vereinfachung'der mathematischen Behandlung ruhrt nun im 
wesentlichen nicht davon her, daB wir beim ebenen Problem statt der 
drei unabhangigen Ortsvariablen derer nur zwei besitzen (diese Vcr­
einfachung gilt auch fur rotationssymmetrische Bewegungsvorgange), 
sondern sie hangt damit zusammen, daB - sobald der Vorgang nur 
von zwei kartesischen Koordinaten (x, y) abhangt - sowohl der reeHe 
wie der imaginiire Teil einer jeden analytischen Funktion des komplexen 
Argumentes (x + i y) der Laplaceschen Differentialgleichung der Po­
tentialtheorie genugt. 

Bezeichnen wir mit F(x + iy) = F(z) cine analytisch(· Funktion 
Tletjcns, IIyuromcchanik. 2. Auf!. 10 
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des komplexen Argumentes z = x + i y, so laBt sich dieso immer in 
einen reellen und in einen imaginaren Teil zerlegen: 

F (z) = F (x + i y) = (/> (x, y) + i 1J' (x, y) , 

wo (/> und 1J' reelle Funktionen von x und y sind. 
Bilden wir die zweiten partiellen Ableitungen von F(z) nach x und y, 

·b . h b . Be .. ks° h ° OZ 1 OZ ° 02 Z 02 Z 0 so ergt t SIC el ruc lC tlgung von 0 x = ; By = ~; 0 x2 = a y2 = 

also ist 02F oaF 
o x2 + 0 yZ = 0 . 

Mit F = (/> + i 1J' wird hieraus: 

also 

do h. sowohl der reelle wie der rein imaginare Teil jeder analytischen 
Funktion des komplexen Argumentes x + i Y = z geniigt der Laplace­
schen Differentialgleichung. 

76. Die Cauchy-Riemannschen Difterentiaigleichungen und ihre phy­
sikalische Deutung. Setzen wir wieder 

so ist: 

und 

Mithin ist 

Wegen 

und 

gibt dies 

F (x + i y) = (/> (x, y) + i 1J' (x, y) , 

of dF OZ dF 
fiX = (ii°ax = dZ 

of dF iJz ° dF 
_=_o_=~_ 

oy dz oy dz . 

of = ot/J + i 0 IJI 
ay oy ay 

~t/J + i alP = i ot/J _ alP 
ay ay ax ox 
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also, wenn reell und imaginar getrennt werden: 

acp a'P 
ax ay 

und 
acp a'P 

(1) ay -ax 
Aus diesen sogenannten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun­

gen, die unmittelbar aus der Annahme folgen, dall (]J und lJI der reelle 
bzw. imaginare Teil einer analytischen Funktion des komplexen Argu­
mentes x + i y ist, lassen sich durch nochmalige partie lIe Differentiation 
nach x bzw. y wieder die Laplaceschen Differentialgleichungen ableiten. 

Die physikalische Bedeutung der Cauchy-Riemannschen Differential­
gleichungen ergibt sich aus folgendem: Wenn wir mit (]J die Potential­
funktion bezeichnen, so ist 

acp acp 
u=7fX und v=ay' 

Aus Gleichung (1) ergibt sich nun, dall auch 

a'P 
U = ay 

und 

u 

ist. 

Abb. 87. Geometrlsche Bezle­
hung zwischen dem Gradlenten 
der Potentlalfunktlon zu dem­
jenlgen der Stromfunktlon_ 

Bilden wir den Gradienten von (]J 

rad n. • acp . acp . +. 
g 'P=t7fX+lay=tu IV 

(i, Einheitsvektoren) und ebenso den Gradienten von lJI 

d ITI • a'P . a 'P . +. gra T =ta-z+l ay = -tv IU, 

so haben wir, wie in Abb. 87 dargestellt ist, 

grad (]J 1. grad lJI ; 
ferner ist 

i grad (]J ; = ! grad lJIl . 

Hieraus folgt, dall die Kurvenscharen (]J = konst. und lJI = konst. 
orthogonal aufeinanderstehen, und dall sie - wenn wir die Intervalle 
zwischen aufeinanderfolgenden $- und lJI-Werten gleich und geniigend 
klein nehmen - ein quadratisches Netz bilden. 

Da nun 
iu+iv=w 

10* 
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ist, d. h. da rue Richtungen der Geschwindigkeiten (die Stromlinien) 
senkrecht zu den Kurven 4J = konst. stehen, anderseits aber auch die 
Linien 1]' = konst. senkrecht zu den Kurven 4J = konst. sind, so stellt 
also die Schar 1]' = konst. die Schar der Stromlinien dar. Aus der Tat­
sache, daB das aus 4J = konst. und 1]' = konst. gebildete Netz qua­
dratisch ist, lassen sich hii.ufig, wenn man eine Anzahl Kurven 4J = konst. 
bzw. 1]' = konst. kennt, neue Kurven durch Interpolation finden. Zieht 

I I 

Abb. 88. KonatruktloB welterer Stromllnlen, wenn 
.elne Anza.bl Kurven ~ =.konat. und 'P = konat. 

gegeben lat. 

man - wie in Abb. 88 - die 
Diagonalkurven durch die ein­
zelnen Quadrate des Netzes, so 
biIden die Schnlttpunkte der 
Diagonalkurven wieder Punkte 
von Kurven 4J = konst. bzw. 
'I' = konst. 

Es ist noch zu bemerken, 
daB man ebenso wie 4J auch 1]' 

als Potential einer Stromung 
betrachten dad, da auch 
F* (z) = - iF (z) eine Funktion 
der betrachteten Art ist (wir 

haben ja auch in Nr. 74 schon festgestellt, daB L1 'I' = 0 ist). In diesem 
FaIle sind natiirlich die Linien 4J = konst. Stromlinien. 

nie Funktion F(z) = F(x + iy) = 4J(x, y) + i1]'(x, y) wollen wir 
die Stromungsfunktion nennen. 

Wir bilden nun das vollstandige Differential von F(x + iy). Es ist 

8F 8F 
dF= az dx + 8" dy 

= (O~ + i a!')dx + (~(I)- + i-~-~)dy 
oz 8z iJy 0" 

= (u - i v) dx + (v + iu) dy 
= (u - i v) dx + i (u - i v) dy 

= (u - iv) (dx + idy) 

= ili dz, 

wo III die zu III = u + iv konjugiert komplexe Zahl ist, die man be­
kanntlich durch Spiegelung von tv an der reellen Achse erhii.lt. Wir 
haben somit: 

dF(z) , 
III = --rii- = F (z). (2) 

Diese einfache Beziehung sagt also aus, daB die Ableitung der 
Stromungsfunktion F(z) nach dem komplexen Argument z gleich dem 
an der reellen Achse gespiegelten Geschwindigkeitsvektor ist. 
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76. Die Stromfunktion. Wir wollen uns jetzt die Bedeutung von lJI 
und die schon abgeleitete Tatsache" daB lJI = konst. die Schar der 
Stromlinien darstellt, auf eine andere Weise klarmachen. 

Betrachten wir in Abb.89 die Stromung langs einer Wand' und 
fragen wir uns, welche Flussigkeitsmenge Q zwischen dem Punkt A 
mit den Koordinaten x, y und der Wand in der Zeiteinheit flieBt, so 
erhalten wir, wenn wir einmal einen Schnitt durch A parallel zur 
x-Achse, dann einen Schnitt 
durch A parallel zur y-Achse 
legen, im ersten FaIle (die Llinge 91 
in derz-Richtung nennen wir h): 

• 
und mit 

t1 = - iJz 

, , 

~ 
Abb. 89. Zweldlmenalonale stromUDfI linllJ 

eiDer Wand. 

1m zweiten Fall, wenn der Schnitt duroh A parallel zur y-Achse 
gelegt wird, ist 

oder mit 

wiederum 

mithin ist: 

Q = ",Judy, 
w. 

8lP 
u=-

811 

Q = h (lJI-- lJI1 ) ; 

Q 
lJI = A + konst. 

Die Kurven lJI = konst. sind also offenbar Kurven, die zwischen sich 
und der Begrenzung der Flussigkeit in der Zeiteinheit konstante Flus­
sigkeitsmengen durchlassen, d. h. sie sind Stromlillien. lJI wird des­
wegen die Stromfunktion genannt. 

Setzen wir die H6he h in der z-Richtung noch gleich 1, so ist 

lJI = Q + konS~., 
d. h. 1JI ist bis auf eine additive Konstante gleich der in der Zeiteinheit 
durch einen von x, y abhii.ngigen Querschnitt von der H6he h = 1 
stromenden Flussigkeitsmenge. Die Integrationskonstante wird im 
allgemeinen so bestimmt, daB lJI an der Wand verschwindet; dann 
wird unmittelbar lJ1 = Q. 
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77. Beispiele fiir die Anwendung der Stromungsfunktion .F (z) auf 
einige einfaehe zweidimensionale Bewegungsvorglinge. Wir wollen zu­
nachst an einigen einfachen Funktionen zeigen, in welcher Weise aus 
einer gegebenen analytischen Funktion einer komplexen Variablen das 
Stromlinienbild einer Fliissigkeitsbewegung berechnet wird, und wir 
werden sehen, mit wie einfachen Mitteln und mit welch geringer Miihe 
das in vielen Fallen moglich sein wird. 

1. F = az. 

1st a reell, so ergibt die Trennung in tP und lJI 
tP = ax, 
lJI=ay. 

Die Stromlinien lJI = konst. sind also parallel zur x-Achse, die 
Kurven gleichen Potentials 
(tP = konst.) sind Geraden par­
allel zur y-Achse. FUr den an 

--~----~-------. ~ 

Abb. 90. Zweldlmenslonale Strilmung; 
Stromungsfunktlon 11(%) = /u (a reell). 

Abb.91. Zweldlmenslonale Stromung; 
Strijmungsfunktlon11(z)=az(akomplex). 

der reellen Achse gespiegelten Geschwindigkeitsvektor erhalten wir 

W = F' (z) = a = u - iv, 
also 

u = a, v = 0, 

d. h. wir haben eine Parallelstromung zur x-Achse (Abb. 90). 
1st a komplex = a1 + iaa, so haben wir 

F (z) = (~ + i ~)(x + i y) = ~ x - as y + i (a1 y + ~ x) 
"'------

!J, 'JI 

und fiir den konjugiert komplexen Geschwindigkeitsvektor 

W = F' (z) = a1 + i ~ = u - iv, 
also 

d. h. auch hier handelt es sich, da ~ = - a l = konst. ist, um eine 
v a2 

geradlinige Stromung (Abb.91). 



Ebene Potentialbewegung. 151 

Wir wollen bemerken, daB aIle linearen Funktionen in z gerad­
linige Stromungen ergeben. Da der EinfluB eines komplexen a sich 
nur in einer Drehung der gesamten Stromung um einen gewissen 
Winkel geltend macht, setzen wir fiir die folgenden Beispiele der Ein­
fachheit ha.lber a reell voraus. 

Die Stromlinien lJ' = a x y = konst. ergeben gleichseitige Hyperbeln 

mit den Koordinatenachsen als Asymptoten, wahrend tP = i- (Xl - y2) 

= konst. die dazu orthogonale Schar gleichseitiger Hyperbeln liefert, 
mit den Geraden y = x bzw. y = - x als Asymptoten. Man erkennt in 
Abb. 92 das quadratische Maschennetz 
der Kurven tP = konst. und lJ' = konst. 

In manchen Fallen kann man eil}­
zelne Bereiche dieser Losung gebrau­
chen, so z. B. wenn es sich um eine 
Stromung gegen eine Platte handelt 
(Abb. 72), entsprechend der friiheren 
Staupunktstromung (Nr. 67, 2). 

Die Geschwindigkeit tv = u - iv 
erhalten wir wieder durch die Ableitung 
der Funktion nach z 

fi) =F'(z) = az 
u=ax 
v = - ay. 

Abb. 112. ZweldlmeDBlonale 8~munll; .. 
StrilmllllllafunktioD P(z) = 2Z1 (Green). 

Die Geschwindigkeit ist also proportional der komplexen Zahl Z, d. h. 
auf Kreisenum den Ursprung ist die Geschwindigkeit den Radien 
proportional. 

3. F= ~z". n 

Hier ist es am einfachsten, Polarkoordinaten einzufiihren; wir 
erhalten mit z = re'''' 

F a. a ( +.. ) = - r"e"'''' = - r" cQsn«p ,smn«p, n n 

als Potentialfunktion somit 

und als Stromfunktion 

ar" 
tP = -cosnrp n 

tTl ar". 
r = -smnq; n 
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Fragen wir jetzt nach den Stromlinien, so haben wir fiir eine Reihe 
von Werten der Konstanten zu bilden: 

1JI = a r" sin n f[J = konst. 
n 

Hieraus laBt sich fUr verschiedene Winkel f[J dann r berechnen. Bilden 
wir z. B. die Stromlinie 1JI = 0, so haben wir, wenn wir von dem 

Punkt r = 0 absehen, sin nf[J = 0, d. h. f[J = Ie: mit k = 0, 1, 2, ... , 

mithin ala Stromlinie die Gerade durch den Ursprung f[J = konst. = Ie n . 
n 

Abb. 93 a. Abb. 93 b. 

Abb.93a und 93b. ZweldlmenBlonale Stromung. Str6mungatunktlonF (z) = ~.zI(Greell). 

Abb. 94&. Abb. 941;!; 
Gil. 

Abb. 94& und 94 b. ZweldimenBlonale StromUD8i StriSmunptunktion F (z) ~ OJ; , • 

Je Mch dem Zahlenwert, den wir n erteilen, erhalten wir verschie­
dene Stromungen, wobei wir die unter Umstanden auftretende Mehr­
deutigkeit der Funktion durch Annahme eines Fremdkorpers in der 
Flussigkeit, die ihr als Begrenzung dient, beheben. 

Fur n> 2 ergibt sich eine Stromung wie in Abb.93a oder 93b, 
" n = 2 das in Abb. 72 dargestellte Stromungsbild, 
.. 1 < n < 2 Abb. 94a, b, 
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FUr n = 1 Stromung iangs der reellen Achse (Abb.90), 

" n = ~ Stromung um eine vorspringende Kante wie in Abb. 95, 

" n = i Stromung um eine Platte wie in Abb. 96. 

Die zu 'P = konst. .orthogonale Kurvenschar tP = konst. gibt das 

gleiche um den Winkel 2
3C
n gedrehte Kurvenbild. Man erkennt an diesen 

Abb.lIl. Z_dImeuloaaJe StrOmunl; 
. • 01 

Str&nunptuDktlOD II (z) - 010 z • 

Abb. 116. Zweldtmenalonale StrlS­
mUDI; StriSmuDllfuDktloD 

11(,) = ..!. ,'/0 
11. 

wenigen Beispielen, mit wie einfachen Funktionen man bereits Stro­
mungen von groBem gegenstandllchen Interesse behandeln kaon. 

FUr die Geschwindigkeit haben wir 

iO =F'(z) = az·-1 = ar"-l e.(·-l)'P, 
also 

d. h. die Geschwindigkeit ist dem Betrage nach konstant auf konzen­
trischen Kreisen um den Ursprung. Untersuchen wir die Geschwindig­
keit im Ursprung des Bezugssystems, d. h. fur z = 0, so haben wir, 
wie sich ohne weiteres aus dem obigen Ausdruck ffir die Geschwindig­
keit ergibt: 

ttl = 0 fur n> 1, 

ttl = endlich " n = 1, 

ttl = 00 " n<l. 

Der Umstand, daB fur n < 1, d. h. bei Stromungen urn vOl'liprin­
gende Kanten, die Geschwindigkeit uber alle Grenzen wachst, ist fur 
die praktische Anwendung dieser Potentialfunktion von wesentlicher 
Bedeutung. In Wirklichkeit werden zwar die Geschwindigkeiten an der 
Kante durch Reibungswirkungen - die bier in einem kleinen Bereich 



154 Dynamik der reibungalOll8D FliisBigkeiteD. 

wieder wesentlich auftreten - daran verhindert, belie big groB zu 
werden. Es bildet sich namlich an der vorspringenden Kante aus dem 
Material der reibenden Grenzschicht ein Wirbel, der die scharfe Kante 
abrundet. Immerhin konnen bei Bewegungen aus der Ruhe heraus im 
ersten Augenblick betrachtliche Geschwindigkeiten unmitteThar a.n der 
Kante entstehen. Darauf wird spiter in Nr.93 noch naher einzu­
gehen sein. 

In derweiteren Untersuchung der Potentialfunktion F = .!'-z" wollen 
" wir uns auf den Fall' n = - 1 und auf die FiiJIe lim n ~ 0, sowie 

lim n ~ 00 beschranken. 

78. Striimung um einen geraden Kreiszyllnder. Wir betrachten die 
Funktion 

F a a( .. ) a . = - = - cos'P - '81n'P = -- e-''I'. z r r 
Fiir die Stromlinien erh .. lten wir 

lJ' = ~ sin 'P = konst. 
Abb.97. Zweldlmenslouale oder, wenn wir a mit in die Konstante (] beziehen: 
StrllmuDI!; Strllmunl!sfunk­

II 
tlOD P (z) = t (zweldlmeD- r = 0 sin 'P . 

slODaler Dlpol). 

Das sind aber, wie sich aus Abb. 97 ergibt, 
Kreise, die den Ursprung beriihren und Gals Durchmesser besitzen. 
Fiir 0 = 00 haben wir als Stromlinie die reelle Achse. 

Wir konnen diese Stromung auch auffassen als hervorgerufen durch 
eine gleichformige Besetzung der z-Achse mit Dipolen (zwoidimensio­
naler Dipol). Die analoge rotationssymmetrische Stromung um eine 
Kugel haben wir mit anderen Mitteln bereits in Nr. 70 (Abb. 79) unter­
sucht. 

Fiir die Geschwindigkeit haben wir 

und also 
1

_- , a 
tul=-., r 

d. h. die Geschwindigkeit wird im Nullpunkt unendlich groB vom 
zweiten Grade. 

'Oberlagern wir der obigen Stromung eines Dipols eine Parallel­
stromung F = az, so haben wir als Stromungsfunktion 

F= a(z +~) = acos'P(r +~) + iasin'P(r - ~)_ (3) 
~ ---w----



Ebene Potentialbewegung. 155 

Fiir die Stromlinien bekommen wir, wenn wir IJI = konst. setzen, 
1 

fiir 'P = 0 entweder sin'P = 0 oder r - r = O. In dem einen FaIle 

ist 'P = 0 bzw. 'P = 'J'l, d. h. wir erhalten als Stromlinie die vom Ur­
sprung ausgehenden beiden Xste der reellen Achse; im anderen Fall ist 
r = 1, d. h. der Kreis mit dem Radius r = 1 ist gieichfalls eine Stromlinie 
(wir haben in der Geraden der reellen Achse und dem Einheitskreis, als 
Ganzes aufgefa/lt, eine Kurve dritter Ordnung). Fiir verschiedene Kon­
stanten erhii.lt man fiir irgendeinen Radius das zugehorige 'P oder um­
gekehrt und kann so punktweise 
die Stromlinien berechnen, wie ---­
es in Abb. 98 geschehen ist. 

Au/lere des Einheitskreises von 
Da physikalisch hier nur das ~ 

Bedeutung ist, haben wir in dem -----<.~>-. ---~ .. ;. 
obigen Ausdruck die Stromungs­
funktion fiir eine Stromung um 
den Einheitskreis, Eine Stro­
mung um einen Kreis vom Ra­
dius R ist - wie sich leicht --------~ 
ergibt - gegeben durch Abb. 98. Stromung urn einen Kreiszylinder. 

F= a(z + IF). 
Bilden wir jetzt den Grenzwert der Funktion !!- zn fiir nach Null n 

konvergierendes n, d. h. lim ,a zn, so ergibt sich 
n=on 

F= alnz = aln(rei 9') = alnr + ia'P. 
--r g;--

(4) 

Fiir die Stromlinien'l' = a'P = konst. ergibt sich 'P = konst., d. h. 
wir erhalten als Stromlinienbild ein Strahlenbiischel durch den Ur­
sprung. Die Kurven konstanten Potentials sind gegeben durch 

f/J = a In r = konst. oder r = konst., 

d. h. durch konzentrische Kreise um den Ursprung, wie es ja auch sein 
mull, da die Kurven f/J = konst. auf '1' = konst. senkrecht stehen miissen. 

Die Geschwindigkeit ist 
,- a 
lU =-­

z ' 

d. h. die Geschwindigkeit nimmt in gleichem Malle ab, wie die Entfer­
nung vom Ursprung zunimmt. Wir haben also in F = a In z die Stro­
mungsfunktion fiir eine gleichformige} Besetzung der. z-Achse mit 
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Quellen (zweidimensionale QueUe) von der Ergiebigkeit 2:rt a fur die 
ScbichthOhe 1; entsprechend in F = - a In z den Ausdruck fur eine 
Senke. 

Bilden wir durch Multiplikation der ~origen Funktion mit i die 
neue Stromungsfunktion 

F=iaInz, 

80 wird der reelle Teil der vorigen Funktion rein imagina.r und der 
imaginare Teil reell, d. h. die Potentialfunktion und die Stromfunktion 
verta.uschen ,ihre Rollen. Als Stromlinien erhalten wir konzentrische 
Kreise um den Ursprung, a.ls Kurven konstBnten Potentials ewe Ge­
radenschar duroh den Nullpunkt. 

FUr die Geschwindigkeit haben wir wieder 

iV = F'(z) = i~ 
2i 

und 

ltol=w=: . 
Bilden wir das Linienintegral ~ IV b dt auf einem Kreise (Strom­

linie I), 80 erhalten wir2:rt r w = 2 :rt a = konst. Wir erkennen somit, 
daB es sich bei der Funktion F = ia In z um das Stromungsbild eines 
geraden Wirbels parallel der z-Achse handelt. 

Bilden wir jetzt nooh den Qrenzwert der Funktion : ztl fur naoh 

Unendlioh Btrebendes n, genauer lim a (1 + IX: r, so erhalten wir 
11 =00 

= aeU(oos«y + isin«y). 

Es treten bier trigonometrische Funktionen auf, deren Argumente nicht 
Winkel, wie bisher, 80ndem die y-Koordinaten sind. 

Bilden wir, um die Stromlinien zu erhalten, zuna.chst "P = 0, so 
ergibt sich dafiir «y = kn (k = 0, 1,2, ... ), d. h. Gerade parallel der 

reellen Achse im Abst&nde von ~ voneinander. Fur die Gebiete inner­
IX 

halb dieser Geraden erhalten wir aus "P = konst. oder 

e- IXII = asinlXY 
konst. 

x = - ! In (sin« y) + konst. or. 

Berechnen wir aus diej!er Gleichung fiir eine Anzahl KODstanten 
die zueinander gehorigen Wertepaare x, y, so ergeben sich die Strom-
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linien. Die eben behandelte Funktion - wenn man sie noch um 90 0 

im positiven Sinne dreht, also F = aeiac - laBt sich auffassen als 
Potential einer ebenen Wellenbewegung von sehr geringer Wellenhohe. 

79. Begriff der konformen Abbildung. Nachdem wir in Nr.78 fiir 
einige der einfachsten analytischen Funktionen einer komplexen 
Variablen untersucht haben, welche Stromungen diesen Funktionen 
entsprechen, wollen wir jetzt zu den Methoden iibergehen, durch die 
es moglich ist, umgekehrt zu einer Stromung um einen vorgegebenen 
Korper die Stromungsfunktion zu bestimmen. 

Wir machen uns zu dem Zweck zunachst den Begriff der Abbildung 
im Sinne der Funktionentheorie in anschaulicher Weise klar. Gehen 

--x-
Abb. 99. Kurven </J = konat. und 

tp = konst. der Funktlon 

F = -i ,I = i (2:' - ,,") + ilu" . 

--r 
Abb. 100. Kurven 2: ,,; konst. und " = konat. 
der Funktlon der Abb. 99. wenn .p ~ konst. 
und tp ~ konat. all rechtwlnklla8 Koordl· 

naten au1aefallt werden. 

wir aus von einer beliebigen analytischen Funktion F(z), deren reeHer 
Teil (I) (x, y) und deren imaginarer Teil 1JI (x, y) ist: 

F=(I)+iP, 

so gehOrt offenbar zu jedem Punkt z, d. h. zu jedem Wertepaar x, y 
ein Wert F, d. h. je ein Wert von (I) und P. Nehmen wir beispielsweise 
die in Nr.77 behandelte Funktion 

F = -;- Z2 = -; (x 2 - yl) + i a x y = (I) + i P, 

so erkennen wir in Abb. 99, wenn wir uns die x, y.Ebene mit Kurven 
(I) = konst. bzw. lJ' = konst. dicht belegt denken, daB jedem Punkt 
(x, y) der Ebene ein Schnittpunkt der Kurven (I) = konst. und lJ' = konst. 
entspricht. 

Denken wir uns jetzt eine (I), lJ'·Ebene derartig, daB wir (I) und lJ' 
als rechtwinklige Koordinaten deuten (Abb. 100), so entspricht das 
rechtwinklige Maschennetz (I) = konst. und lJ' = konst. dieser (I), 
lJ'·Ebene eindeutig dem Maschennetz (I)·konst. und lJ'·konst. der 
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x, y-Ebene. Wir sprechen in diesem Falle von einer Abbildung des 
einen Maschennetzes auf das andere und, da wir den Abstand der 
einzelnen Maschen nach Null. konvergieren lassen konnen, von einer 
Abbildung der x, y-Ebene auf die tP, Y"-Ebene bzw. umgekehrt. 

Da nun wegen der Giiltigkeit der Cauchy-Riemannschen Diffe­
rentialgleichungen das quadratische Netz der tP, Y"-Ebene .- sofern 
wir die quadratische Teilung nur eng genug nehmen - wieder in ein 
quadratisches Netz in der x, y-Ebene abgebildet wird, sprechen 
wir hier speziell von einer konformen Abbildung. Unter einer 
konformen Abbildung versteht man somit eine Abbildung einer Ebene 
auf eine andere derart, daB Winkel der einen Ebene in gleiche Winkel 
(mit gleichem Drehsinn) der anderen Ebene abgebildet werden, und 
daB das VerhiHtnis zweier Strecken der einen Ebene gleich ist dem 
VerhiHtnis der entsprechenden Strecken der anderen EbenI!' fiir den 
Fall, daB die GroBe der Strecken nach ~ull konvergiert. Man sagt 
auch, daB bei einer- konformen Abbildung eine Ebene auf eine in den 
kleinsten Teilen ahnliche Ebene abgebildet wird. Wie sich aus der Her­
leitung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ergibt, ist 
die Abbildung, die durch eine jede analytische Funktion einer kom­
plexen Variablen vermittelt wird, iiberall dort konform, wo die erste 
Ableitung der Funktion nicht verschwindet, d. h. wo wir keinen singu­
laren Punkt haben. 

1st in Abb.99 einem jeden Wertepaar x, y ein Wertepaar tP, Y" 
zugeordnet, so laBt sich umgekehrt in Abb. 100 jedem Wertepaar tP, Y" 
ein Wertepaar x, y zuordnen. Wir brauchen, um das aUHzufiihren, 
nur fiir eine Reihe von x-Werten (bei konstantem y) die tP -und 1J' -Werte 
aus Abb. 99 abzulesen und diese x-Werte an den Stellen der tP, Y"-Ebene 
einzutragen, die den in Abb. 99 abgelesenen tP- und Y"-Werten ent­
sprechen. Wir erhalten damit in der tP, Y"-Ebene eine Schar y = konst. 
Fiihren wir dieselbe Operation fiir eine Reihe von y-Werten (bei kon­
stantem x) aus, so ergeben sich in dertP, Y"-Ebene Kurven x = konst. 

Wahrend wir zuerst das Wertepaar tP und lJI, d. h. F als Funktion 
von x und y, d. h. von z, aufgefaBt haben (F = az2), haben wir jetzt 

z als Funktion von F (z = ± JI~) angenommen. Da nun die inverse 

Funktion einer analytischeil Funktion (bis auf eventuelle singulare 
Punkte) wieder eine analytische Funktion ist, so ist auch . die durch 
sie vermittelte Abbildung konform, d. h. aber, die Kurvenschar 
x = konst. und y = konst. der tP, lJI-Ebene in Abb. 100 miissen 
gleichfalls ein quadratisches Maschennetz bilden. 

Dabei kann es vorkommen, daB die gegenseitige Zuordnung der 
beiden Ebenen - wie im betrachteten FaIle F = az2 - mehrdeutig 
ist. So cntsprichteinPunktder tP, 1J'-Ebene zwei Punkten der x, y-Ebene, 
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da z = ± V~ ist, z. B. erfullen die Punkte der oberen :Ii, y- Halb­

ebene bereits die gesamte (/J, YI-Ebene, so daB diese Ebene durch die 
Abbildung der unteren x, y-Halbebene ein zweites Mal bedeckt wird. 
Um diese Mehrdeutigkeit auszUBchlieBen, kann man auch - wie Rie­
mann gezeigt hat - sich die Abbildung der unteren x, y-Halbebene 
auf einem zweiten Exemplar 
der (/J, YI -Ebene denken, die 
mit der ersten (/J, YI-Ebene 
langs der positiven reellen t-p+iq 
Achse zusammenhangt. £bene 

Die Methoden der konfor­
men Abbildung lassen sich 
nun in auBerordentlich viel- - 2 

seitiger Art und Weise ver- Abb.1Ol. Wlrbelln der t = P + iq-Ebene. 

wenden, wenn es sich darum 
handelt, die Stramung um einen vorgegebenen Karper zu berechnen. 

80. Anwendung der konformen Abbildung auf Stromungsvorgange. 
1m wesentlichen sind es zwei Methoden, auf die wir in dieser und 
der nachsten Nummer naher eingehen wollen: 

Die gesuchte Funktion F(z) ist als Funktion einer Funktion t(z) 
gegeben, bzw. wir haben F(z) in Pa­
rameterform: 

F = F (t), z = VJ (t) . 

Es mage sich - als ein Beispiel 
fur diese Methode - darum handeln, 
die Stramung zweier Wirbel von ent­
gegengesetztem Sinn hinter einem 
Kreiszylinder vom Halbmesser R, wie 
sie in Abb. 102 dargestellt ist, zu be­
rechnen (der Einfachheit halber ist nur 
ein Wirbelgezeichnet). Wirdenken uns 
zu dem Zwecke die z-Ebene auf eine 
zweite Ebene derartig konform abgebil­
det, daB die kreisfarmige Kontur in ein 

Abb. 102. des Wlrbels der 
Abb. 101, wenn die t - Ebene so auf die 
z- Ebene konform abgebiidet wird. dall 
das Geradensttick von - 2 Rbis + 2 R in 

den Kreis mit R als Radius iibergeht. 

doppelt zu zahlendes Geradenstuck (in einen Schlitz von der BreiteO und 
der Lange 4 R) und das AuBere des Kreises in die ganze Ebene, die wir 
die t = P + iq- Ebene n.ennen wollen, ubergefuhrt wird (das Innere 
des Kreises wird dabei auf ein zweites Riemannsches Blatt ab­
gebildet). 

Das Stromlinienbild des 
Abb. 101 dargestellte Form. 

Wirbelpaares in der t-Ebene hat die in 
Fur diese Stramung laBt sich aber nach 
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Nr.78 ullter Benutzung der sich aus Abb.101 ergebenden Bezeich­
nungen die Stromungsfunktion F (t) angeben: 

F(t) = ia [In (t - b + ic) -In (t - b - ic)) 

(ein rechtsdrehender Wirbel und ein linksdrehender, daher das Minus­
zeichen vor dem einen Logarithmus). 

Die Abbildungsfunktion der t-Ebene auf die z-Ebene, die das Ge· 
radenstiick von - 2 R bis + 2 R der t-Ebene wieder in den Kreis 
um den Ursprung mit dem Radius R in der z-Ebene abbildet, ist - wie 
wir im weiteren naher sehen werden - gegeben durch: 

t = z + ~I- oder z = -} ±! Vt2 - 4R2. 

Man hat somit einerseits 
F = F(t) 

und anderseits 
t = t(z) , 

so daB F(z) = F[t(z)] als Funktion 'iliner Funktion gegeben ist. Durch 
Elimination von t ergibt sich dann die gesuchte Funktion F(z). 

Zu einer im Prinzip gleichen AbbiIdungsmethode kommt man, 
wenn F (z) in Parameterform gegeben ist: 

F = F(t) und z = rp(t) • 

Gehen wir von der seit langem bekannten Stromung F(t) um einen 
Kreiszylinder aus, dessen~ Querschnitt wir im folgenden der Einfach­
heit hal her als Einheitskreis nehmen wollen, so geht durch die Funktion 

1 
z=t+-( 

der Kreis in der t-Ebene iibcr in ein Geradenstiick der reellen Achse 
in der z-Ehene, und die Stromung um den Kreis in eine Stromung 
Iangs der reellen Achse. 

Um das zu erkennen, fiihren wir Polarkoordinaten eiil und haben, 
wenn t = P + iq = rei'T' gesetzt wird, 

. 1 . 
z = r et'T' + -e-t'T' 

r ' 

also fiir t :Werte auf dem Einheitskrcis 

z = e''I' + e-ir 

oder z = 2 cos rp , 

d. h. z ist fur: t! = 1 reell, und hat als gro/3ten Wert + 2, cntsprechend 
dem Punkt + I der t-Ebene, als kleinsten Wert - 2, entsprechend dem 
Punkt -1 der t-Ebene. Die Kreiskontur ist also in das doppelt Zll 

zahlende Geradenstiick von - 2 bis + 2 abgebildet. Die Abbildung 
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des AuBeren der Kreiskontur ist die gesamte z-Ebene; das Innere des 
Kreises ist, wie schon gesagt, in einem zweiten Riemannschen Blatt 
mit den Verzweigungspunkten ± 2 abgebildet. Man Mnnte, um die 
Punkte t = ± 1 auf die Punkte z = ± 1 abzubilden, auch ala Ab-

bildungsfunktion z = ~- (t + ~) nehmen. Wir tun das aber aus dem 

Grunde nicht, um im Unendlichen der beiden Ebenen den gleichen 
MaBstab zu behalten. Andernfalls ware im Unendlichen der t-Ebene 
die MaBzahl doppelt so groB wie diejenige im Unendlichen der z-Ebene. 

Man erkennt in der gleichen Weise, daB die Funktion 
1 

z=t- T 
die Stromung um einen Kreiszylinder in der t-Ebene in eine solche 

• ------------------~ .... 

~== 
~~ 
-----------~, .. 
-----------~------------~--------.. 

Abb. 103. ZweldlmenBionale Striimung um Abb. 104. Zweldlmensionale Striimung um elne 
elne senkrecht zur Str1imung gestellte Platte. 8chrAggestellte Platte. 

um eine senkrechte Platte von -2i bis + 2i in der z-Ebene abbildet 
(Abb. 103). Denn es ist fur It I = 1 

z = ei'P - e-l'P = i2sinqJ, 

d. h. z ist fur Werte von t auf dem Einheitskreis rein imaginar, und 
zwar entspricht dem Punkt t = + 1 (entsprechend qJ = 0) der Wert 

z = 0, dem Punkt t = + i (entsprechend qJ = -f) der Wert z = + 2 i, 

dem Punkt t = - 1 (entsprechend qJ = n) der Wert z = 0, und schlieB­

Hch wird der Punkt t = - i (entsprechend qJ = 327t) in den Punkt 

z = - 2 i abgebildet. 
Aus beiden Abbildungsfunktionen ergibt sich in 

z = a (t + +) + i b (t + +) 
diejenige Abblldungsfunktion, die die Stromung um einen Kreiszylinder 
konform abbildet auf eine Stromung gegen eine ebene Platte, die um 

den Winkel <x = arc tg (- !) gegen die Geschwindigkeit im Unendlichen 

geneigt ist (Abb. 104). 
TictJcns, nydromcchanik. 2. Auf!. 11 
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Da wir in der Lehre vom Auftrieb im Band II derartige Ab­
bildungsfunktionen ausfiihrlicher behandeln werden, wollen wir hier, 
ohne auf Einzelheiten einzugehen, nur den Weg andeuten, auf dem 
man zu Abbildungen kommt, die sich in der Theorie des Tragfliigels 
von groBer praktischer Bedeutung erwiesen haben. 

Bereits die letzte betrachtete Stromung um eine gegen die anstro­
mende Fliissigkeit geneigte ebene Platte ergibt ein Drehmoment, d. h. 
ein Kraftepa.a.r, wie man sofort erkennt, wenn man bedenkt, daB an 
den beiden Staupunkten (Verzweigungsstellen der Stromung) je ein 
Druckmaximum liegt. Die Wirkung einer' einzelnen Kraft erhalten wir 
jedoch durch derartige Abbildungen einer symmetrischen Stromung 
um einen Kreiszylinder nicht. 

Um die Wirkung einer Einzelkraft zu erhalten, miissen wir - wenn 
wir nicht eine der spater zu behandelnden unstetigen Fliissigkeits-

Abb. 105. Striimung um elnen Zylinder 
mit Zlrku1atlon. 

Abb. 106. Parallelatromung mit Z1rkulation um 
elne schrAg gestellte Platte (die Zirkulation 1st 
gerade so graB gewihlt. daB elne Umstromung 

der rechtcn Kante vermleden wlrd). 

bewegungen annehmen wollen - die Symmetrie der Stromung storen. 
Wir konnen dies dadurch erreichen, daB wir der Stromung um einen 
Kreiszylinder noch eine um den Mittelpunkt des Zylinders kreisende 
Potentialbewegung, wie wir sie in Nr. 78 behandelt haben, iiberlagern. 
Wir nehmen also !n der Mitte des Zylinders einen Wirbel an, behal­
ten jedoch, da die Mitte selbst keinen Punkt unserer Fliissigkeit dar­
stellt, auBerhalb des Zylinders Potentialbewegung. Wir erhalten auf 
diese Weise ein Stromlinienbild, wie es in Abb. 105 dargestellt ist. Oben 
ist durch den Wirbel die Stromung verstarkt, unten geschwacht, 
was einen Druckunterschied zwischen unten und oben ergibt. 

Bildet man jetzt-wie es zuerst Kutta getan hat - diese Ebene 
durch die obige Funktion auf eine Ebene ab, in der die Kreiskontur 
in eine schrage zur Stromungsrichtung stehende Gerade abgebildet 
wird, und bestimmt man die Starke der Zirkulation des im Ursprung 
angenommenen Wirbels derartig, daB gerade der hintere Staupunkt 
des Kreiszylinders bei der Abbildung auf die Platte an deren Ende 
zu liegen kommt, so daB sich die Stromung hier auf beiden Seiten 
der Platte anschmiegt, so erhalt man das Stromlinienbild Abh. 106 
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Diese Stromung ergibt bereits eine senkrecht zur Geschwindigkeits­
richtung (lUcxJ wirkende Kraft (dieselbe, die vorher an dem Zylinder 
wirkt). 

Zu umstromten Konturen, die bereits eine sehr groBe Ahnlichkeit 
mit den Profilen moderner Tragfliigel besitzen, gelangt man, wenn 
man die von J oukowski angegebene Abbildung anwendet. Es kommt 
hierbei im wesentlichen darauf hinaus, einen zum Einheihlkreis K 
exzentrisch gelegenen Kreis K' (Abb. 107), der den Einheitskreis 
entweder in einem Punkt beriihrt oder ihn in zwei Punkten A und B 
schneidet, so auf eine Ebene abzubilden, daB der Einheitskreis K 
seIber in ein Geradenstiick J 
von - 2 bis + 2 iibergeht. vI 
Verfolgen wir die Kontur ::::::+==:::----
des Kreises K' von B aus, 
so wird die Abbildung 
dieses Stiickes, da es im 
AuBengebietdesKreisesK r 
und in der oberen t-Halb-
ebene sich befindet, in der 
z-Ebene iibergefiihrt in 
ein Kurvenstiick, das von 
+ 2 ausgeht und in der 
oberen z-Halbebene liegt. Abb.107. Strtimunll um einen zum Einheitskreis enentrlsch 

lIeiegenen Kreis. 
Dabei wird der Winkel, 
den die beiden Kreise K undK' im singulii.ren Punkt + 1 der 
t-Ebene bilden, in der z-E'bene verdoppelt (Abb. 108). Verfolgen wir 
die Kontur des Kreises 
weiter, so mua die Ab­
bild ung derselben in einem 
gewissen Punkte 0' ent­
sprechend dem Punkte 0 

z-Ebene 

die reelle Achse schnei- ---.L7~.L;-,L;~~::=:::~f===~~===-=~ 
den, und zwar liegt 0' um -1-_______ X-
so weiter links von - 2, 
je weiter 0 von - 1 in 
der t-Ebene entfernt liegt. 
Die Abbildung des Krei­
ses K' muB sich im wei­
teren dann wieder der 
reellen Achse nahern und 
vom Punkte A' bis + 2 

Abb.108. Konfonne Abbildung der t-Ebene von Abb. 107 
auf elne z· Ebene. bel der der Elnheltskrels der t - Ebene In 
ein Geradenstiick von - 2 bls + 2 iibergefiihrt wlrd (Strtimung 

um eln J oukowsky· Profll). 

auf dem zweiten Riemannschen Blatt liegen, entsprechend der 
Tatsache, daB von hier ab der Kreis K' im Innern des Einheits-

11* 
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kreises liegt. Die so qualitativ erhaltene Abbildung hat - wie Abb. 108 
erkennen lii.Bt - eine Form, die denjenigen der Tragflachenprofile 
sehr ii.hnlich ist. Bilden wir jetzt in der gleichen Weise eine Stromung 
mit Zirkula.tion um den K.reiszylinder K' der t-Ebene auf die z-Ebene 
ab, und sorgen wir wieder durch entsprechende Wahl" der Zirkulation 
daftir, daB die Stromung auf beiden Seiten des abgebildeten Korpers 
glatt abflieBt, so ergibt sich die in Abb. 108 dargestellte Stromung. 

Zu Stromungen um gewolbte Platten kommt man, wie Kutta 
gezeigt hat, wenn der umstromte Kreis K' die in Abb. 109 gezeichnete 
Lage hat; das AuBere eines solchen Kreises geht in die gesamte 
z-Ebene tiber, wobei der Verzweigungsschnitt ein Kreisbogen ist 
(Abb.110). Eine Stromung um einen derartig exzentrisch gelegenen 

t-E/Jene 

Abb. 109. Der zum Ursprung exzentriach 
geiegene Elnheitskrels K.' geht durch 
konforme Abblldung In den Krelsbogen 

der Abb. 110 iiber. 

Abb.llO. Konforme Abblldung des KrelsesJ[' 
der Abb. 109 auf einen Krelsbogen durch die 

1 , 
Funktlon z = , + -i . 

Kreis wird also tibergeftihrt in eine Stromung u~ einen Kreisbogen. 
Man kann natiirlich auch wieder durch entsprechende Abbildung einen 
zur Stromungsrichtung geneigten IUeisbogen erhalten. 

81. Ho!Iographenmethode. Wir gehen jetzt zu einer anderen 
Methode tiber, die es ermoglicht, planmaBig die Stromung um Korper 
verschiedenartiger Querschnitte zu untersuchen, und zwar konnen wir 
die folgende Art der Betrachtung auffassen als einen SpeziaI£all der 
eben behandelten Methode insofern,' als hier die Geschwindigkeit IU 

als Parameter auftritt. Diese Art der Untersuchung ist dann anwend­
bar, wenn - wie es oft vorkommt - gewisse Aussagen tiber das Ge­
schwindigkeitsfeld gemacht werden konnen. 

Do. IV = F' (z) eine analytische Funktion von z ist, geht die IV-Ebene 
durch konforme Abbildung in die z-Ebene tiber. Do. anderseits auch 
die z-Ebene in die F-Ebene durch eine konforme Abbildung tibergefiihrt 
wird, ergibt sich eine in den kleinsten Teilen ahnliche Abbildung der 
IV-Ebene auf die F-Ebene, d. h. 

to = cp (F) 

ist eine analytische Funktion. 
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Wahrend die Abhangigkeit der Stromungsfunktion von z in den 
meisten Fallen zu kompliziert ist, als daB man sie von vornherein 
bestimmen konnte, ist der funktionelle Zusammenhang von to und F 
in vielen Fallen so einfach, daB man den analytischen Ausdruck dafiir 
finden kann. Hat man aber die Funktion n; = <p (F), so laBt sich 
der gesuchte Zusammenhang von z und F dann immer durch Inte. 

- dF 
gration finden; denn da to = F' (z) oder d z = -=- ist, ergibt sich 

ttl 

f dF 
z =itj + konst., 

also f dF 
z = II' (F) + konst. 

1st es also moglich, auf Grund von Aussagen iiber die Geschwindig­
keiten in der z-Ebene eine to-Ebene zu konstruieren, so kann dieser 
Umweg iiber die to-Ebene in vielen Fallen dazu dienen, zunachst die 
Funktion F(w) aufzustellen, aus der dann wieder riickwarts durch 
Integration F (z) zu finden ist. Dabei geht man so vor, daB man die 
Linien tp = konst. in der u, v-Ebene zeichnet, d. h. man tragt die Ge­
schwindigkeitsvektoren fiir aIle Punkte der gewahlten Stromlinie von 
einem festen Punkt aus auf. 

Das KurvenbiId tp = konst. in der to-Ebene nennt man auch in 
Anlehnung an eine HamiItonsche Benennung einen Hodographen und 
die ganze eben gekennzeichnete Methode die Hodographenmethode. 

Wir wollen diese Methode jetzt an einem Beispiel anwenden 
~nd~eobenangegeb~nenSchrit~e ~/ A 
1m emzelnen ausfuhren: Wlr ~ X ~ 
betrachten die Stromung in eine A ~ : 
sogenannte Bordasche Miindung. .. Jiv=a C 

Ohne Kenntnis der Stromungs- A ?\ 'A 
funktion zeichnen wir zunachst /' / ' 
gefiihlsmaBig den wahrschein-
lichen Verlauf der Stromlinien Abb. 111. Striimung in eine 80gennannte "Borda-

(Abb. HI). Die Fliissigkeit 
Miindung". 

stromt von allen Seiten in den links offenen Spalt. 1m Spalt 
seIber moge die Fliissigkeit - sobald sie sich weit genug von der 
Miindung befindet - die konstante Geschwindigkeit vom Betrage a 
besitzen; hier ist also u = a und v = O. Au13erhalb des Spaltes wird 
die Geschwindigkeit mit zunehmender Entfernung von der Miindung 
abnehmen, und im Unendlichen, das funktionentheoretisch als Punkt 
aufzufassen ist (A), wird die Geschwindigkeit nach Null konvergieren. 
An dem scharfkantigen Rand der Miindung wird - wie wir nach 
Nr. 77 wissen - die Geschwindigkeit alle Grenzen iiberschreiten. 
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Auf Grund dieser Aussagen uber das Geschwindigkeitsfeld der 
z-Ebene wollen wir nun versuchen, die ttJ-Ebene aufzubauen (Abb. 112): 
Da aIle Stromlinien aus dem Unendlichen kommen und dort mit 
der Geschwindigkeit Null beginnen, so geht offenbar das Unendliche 
der z-Ebene uber in den Nullpunkt der ttJ-Ebene. Von diesem Ur­
sprung in der ttJ-Ebene nehmen mithin aIle auf die ttJ-Ebene konform 
abgebildeten Stromlinien ihren Anfang. Verfolgen wir den mittelsten 
Stromfaden der z-Ebene, so nimmt er bei gleichbleibender Richtung 
dauernd von Null bis ttJ = a zu. Als Abbildung dieser Stromlinie in 
der ttJ-Ebene haben wir somit eine Gerade von ttJ = 0 bis ttJ = a. 
Verfolgen wir jetzt eine aus dem Unendlichen kommende Stromlinie 
langs der unteren Begrenzungsflache der Mundung: bie Geschwindig­
keiten in den einzelnen Punkten dieser Stromlinien nehmen bei kon­

stanter Richtung nach B hin 
standig zu, bis die Geschwin­
digkeit in Balle Grenzen 

8 B uberschreitet, entgegenge-

Abb. 112. Hodograph zur Stromung von Abb. 111. 

setzte Richtung annimmt und 
bis auf ttJ = a wieder ab 
nimmt. Die Abbildung dieser 
Stromlinien in der ttJ-Ebene 

haben wir in dem Strahl von A nach links ins Unendliche zu­
sammen mit dem Strahl von plus Unendlich bis w = a. Die ande­
ren Stromlinien mussen ...,.... wie leicht einzusehen ist - die in 
Abb.ll1 dargestellte Form beRitzen, da sie aIle vom Punkt u = 0; 
v = 0 zum Punkt u = a, v = 0 laufen mussen. Dabei wird die obere 
z-Halbebene in die untere w-Halbebene und die untere z-Halbebene 
in die obere w-Halbebene abgebildet. Von A gehen aIle Stromlinien 
aus, in C munden sie wieder. Wir haben somit die Erscheinung einer 
Quelle und einer Senke. Ohne dafur einen Beweis erbracht zu haben, 
setzen wir zunachst einmal den Ausdruck fur eine QueUe und Senke 
an und sehen nachher, ob bei diesem Ansatz die Grenzbedingungen 
befriedigt sind. Wenn ja, so haben wir der Eindeutigkeit der Losung 
wegen die richtige Losung. 

Als Ausdruck einer Quelle in w = 0 und einer Senke in w = a 
haben wir nach Nr.78, wenn c eine MaBstabkonstante ist, 

oder 

also 

F(w)= c[lnw -In(w - a)] 

F 
eC = -- !!I .. -

w-a 

a 
w = ----=},:-

1- e C 
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Damit haben wir .W als Funktion von F. 
Jetzt bleibt nur noch eine Integration: 

f dF 
z = w + konst., 

also 

f dF ( -~) z = -;;: 1 - e c. + konst., 
mithin 

F c-~ 
z = - + ... e C + konst. a a 

Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen z und F. Trennen wir 
noch in Real- und Imaginarteil, so ist 

<l> 

Z = X + i y = !- [ (/> + i lJI + c e - C ( cos.~ - i sin ~) ] + konst. 

Do. die Konstante nur eine Koordinatenverschiebung der (/>, lJI-Ebene 
bedeutet, setzen wir sie als unwesentlich gleich Null (damit legen wir 
die reelle Achse in die untere Begrenzungsflache der Mundung). 

Untersuchen wir jetzt, ob die Funktion die Grenzbedingung er­
flillt, daB die Wande der Bordaschen Mundung selbst Stromlinien sein 
mussen, so ergibt sich fur lJI = 0 der Wert a y = 0, d. h. die untere 
Wand der Mundung ist eine Stromlinie. FUr lJI = 2n c erhi:i.lt man 
a y = 2 n c. = konst. 1st der Abstand der beiden Wande y = d, so laBt 
sich also, do. die Konstante c noch zur Verfugung steht, diese stets 
so wahlen, daB ay =2nc = ad ist: 

ad 
c= 2n' 

Damit ist erwiesen, daB auch die obere Wand der Bordaschen Mun­
dung eine Stromlinie ist, so daB die Grenzbedingungen durch die ge­
fundene Funktion erfullt werden. 

Die Gleichung fur den mittleren Stromfaden, der von der reellen 

Achse urn nc entfernt ist, lautet lJI =nc, da hierfur ay = nc = konst. a 
ist. Noch fur eine weitere Stromlinie laBt sich y als Funktion von x 

expliziert ausdriicken, namlich fur lJI = ~c. FUr diesen Wert ist 

wo (/> = a x ist, mithin 

nc c y=---e 2a a 



168 Dynamik der reibungslosen Fliissigkeiten. 

Betrachten wir noch fur einige Werte von P die Potentialfunktion C/J, 
so haben wir ffir P = 0, d. h. fur die Stromlinie, die der unteren Wand 
entspricht: 

Zeichnen wir in Abb. 113 a x ala Funktion von C/J, wobei wir C/J nach 
oben auftragen, und fasaen wir fur das Weitere dann C/J als Funktion 
von ax auf, so wollen wir diesem Kurvenzug nachgehen, indem wir 
dabei ein Flussigkeitsteilchen auf einer Bahn langs der unteren Be­
grenzungswand der Bordaschen Miindung (entsprechend P = O) ver­
folgen. Ein Flussigkeitsteilchen an der AuBenseite der Begrenzungs-

f, Q'!I wand in groBer Entfernung von I: iUr BorriamiindlJng der Miindung hat eine sehr geringe 1 olJel'e Wand 

l'O-!f:2xc Geschwindigkeit, d. h. ein kleines 
I o~ : ox. Dementsprechend hat die be-

l /,~ trachtete C/J -Kurve fUr groBe x l Wonddllr 
/ __ BorriomiJndIJn9 eine geringe Neigung zur ax-Achse. 

a.r~ Mit wachsender Entfernung von der 
Mundung nimmt die Geschwindig-

keit oder ~o~x umgekehrt proponio­Abb. 113. DIe Potentlalfunktlon tf> fUr 'P = 0 
(untere Wand der Bordamilndung). 

nal der Entfernung von qer Mun-
dung ah; in "Obereinstimmung damit wird nach der Ietzten Gleichung C/J 
fur groBe negative Werte mit wachsendem x logarithmisch unendlich. 
Bewegt sich das Fliissigkeitsteilchen lii-ngs der AuBenseite der Wand 
weiter der Mundung zu, so wachst seine Geschwindigkeit dauernd 
cntsprechend der immer groBer werdenden Neigung der C/J-Kurve. 
Am Endpunkt der Miindungswand bei der Umstromung der scharlen 
Kante wird die Geschwindigkeit unendlich groB und wechselt die Rich­
tung. Dieser Tatsache entspricht es, daB die C/J-Kurve eine senkrechte 
Tangente fiir einen gewissen Punkt der ax-Achse besitzt, so daB hier 

~~ unendlich groB wird (daB dieser Punkt der ax-Achse, in dem g: = 00 

ist, vom Ursprung um die GroBe c entfernt ist, hat - wie wir schon 
oben hemerkten - seinen Grund darin, daB wir die Integrationskon­
stante gleich Null gesetzt haben). Bewegt sich daB Flussigkeitsteilchen, 
nachdem es die Kante (ax = c, y = O) umflossen hat, in das lnnere 
der Mundung, so nimmt seine jetzt nach rechts gerichtete Geschwindig­
keit wieder ab his zu einem konstanten Grenzwert a, da fiii' positive 
Werte von C/J 

lim ~~ = a 
z=ooox 
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ist. tJ> als Funktion von a x hat somit eine Gerade unter 45 0 zur 
Asymptote. 

Um den Verlauf des Potentials auf der mittleren StromIinie zu 
verfolgen, haben wir den Ausdruck von a x fUr lJI = nc zu bilden: 

<P 

ax = tJ> - ce- c' 
Wir erhalten den in Abb. 114 angegebenen Verlauf. lfur negativ 

wachsendes ax wird tJ> logarithmisch unendlich, was wieder der Ge· 
schwindigkeitsabnahme umgekehrt proportional der Entfernung von 
der Mundung entspricht. Die Geschwindigkeit nimmt dann mit zu· 
nehmender Annaherung an die Mundung immer starker zu, bis sie in 
der Mundung sich dem Wert a mehr und mehr nahert, entsprechend 
der groBer werdenden Neigung der tJ>.Kurve, die wieder die unter 45 0 

geneigte Gerade zur Asymptote hat. 

c 

~ay 
~a.¥=2xc 
I 
I 
i 

obef't! Wand 
tier 80fYiamiindung 

Wanddl!l' 
Bordamiindung -ax 

Abb. 114. Die Potentlalfunktlon <P fiir 'P = ;ltC (mltt· 
lere Stromllnie der Stromung In die Bordamiindung). 

A 

Abb. 115. Striimung durch 
elnen 8charfkantlgen Spalt. 

82. Diskontinuierliche Fliissigkeitsbewegungen. Ein weiteres unge. 
mein fruchtbares Anwendungsgebiet der Methode der konformen Ab· 
bildung bilden die 80genannten diskontinuierlichen Flussigkeltsbe. 
wegungen. Die Untersuchungen auf diesem Gebiet nehmen ihren 
Ausgangspunkt von der klassischen Arbeit von Helmholtz·I . 

Wir erhalten z. B. eine diskontinuierliche Flussigkeitsbewegung, 
wenn wir - wie in Abb. 115 dargestellt - Wasser aus einem scharf· 
kantigem Spalt einer senkrecht angenommenen Wand ausflieBen lassen. 
Setzen wir die Geschwindigkeit im ausflieBenden Strahl dabei als ge· 
nugend groB voraus, so konnen wir bei diesem Vorgang die Schwer· 
kraft vernachlassigen. 

Was konnen wir nun uber die ungefahre Form der Stromlinien 
und die Geschwindigkeiten aussagen 1 Fur groBe Entfernung von der 
Offnung wird die Stromung im GefaB derartig sein, als wenn wir in der 

1 He I mho I t z, H.: OOOr diskontinuierliche Fliissigkeits bewegungen. Monats· 
oor. d. konigl. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1868, S. 215, oder Zwei hydrodyna· 
mische Abhandlungen, Ostwalds Klassiker Nr. 79. 
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Offnung eine Senke annehmen, d. h. die Stromlinien laufen in gr6BereJ 
Entfernung radial auf die Wand6ffnung zu, wobei die Betrage der Ge· 
schwindigkeiten mit zunehmender Entfernung von der Offnung um 
gekehrt proportional dieser Entfernung abnehmen. Die Wand selbsi 
bildet gleichfalls an der Innenseite eine Stromlinie. 

Eine Umstr6mung des scharfkantigen Lochrandes findet jedocl 
nicht statt, so daB die Geschwindigkeiten hier nicht uber alle Grenzer 
wachsen. Die FluBBigkeit reiBt vieImehr an dieser Stelle ab und bilde1 
einen Strahl, der bei groBen Geschwindigkeiten zunachst als wagerech1 
angenommen werden kahn. Den Druck langs der freien OberfliichE 
des Strahles mUBBen wir dabei als konstant, namIich gleich dem del 
umgebenden Luft ansehen. Daraus folgt aber nach der BernoulIischer 

Gleichung % 1tJ2 = konst., also! ItJ ! = konst., d. h. die Geschwindigkei1 

auf der freien Oberfla.che des Strahles ist dem Betrag nach konstant 
Die -der Senke entsprechende Quelle haben wir im Unendlichen 

das wir funktionentheoretisch als Punkt (A) aufzufassen haben. Der 
unteren Rand des Spaltes bezeichnen wir mit B, den oberen mit 0 une 
das UnendIiche des Strahles, wo die Geschwindigkeit konstant ist, mit D 

Konstruieren wir jetzt auf Grund des allgemeinen Bildes, das Wil 
uns von dem Geschwindigkeitsfeld gemacht haben, die w-Ebene, d. h 
den Hodographen, so haben wir im Ursprung die QueUe A und ir 
dem um a entfernten Punkt der reellen Achse die Senke D (Abb. 116 
(weil aIle Stromlinien niit der Geschwindigkeit u = 0, v = 0 beginner 

t 8 und mit der Geschwindigkeit u = a, v = ( 
vI endigen). Da - wie wir gesehen haben - diE 

D 
~ 

c 

Geschwindigkeit auf der Strahloberflii.che kon 
stant ist, so wird die Stromlinie auf der Strahl· 
oberflache von B nach D bzw. von 0 nach L 
bei der Abbildung auf die w-Ebene in Kreis 
bogen um den Ursprung von dem Halbmesser G 

abgebildet, und zwar Iiegt B entsprechend del 
nach oben gerichteten Geschwindigkeit uber A 

Abb. 116. Hodograph zur und 0 wegen der nach unten gerichteten Ge· 
Strilmung von Abb. 116. 

schwindigkeit unter A. Die ubrigen Stromlinier 
fullen dann bei der Abbildung der z-Ebene auf die w-Ebene der 
Halbkreis in der Art aus, wie es Abb. 116 zeigt. Alle StromIinier 
nehmen ihren Ausgangspunkt von der Quelle A und gehen zur Senke D 

Es handelt sich jetzt darum, einen Ausdruck fur die Funktion F(w 
zu finden. Haufig fiihrt der Weg zum Ziel, daB man die w-Ebene noch· 
mals auf eine Ebene abbildet, in der die Kreisbogen in GeradenstuckE 
ubergefuhrt werden. So bildet in unserem Fall die Funktion 

InltJ =In!ltJ! +icp 
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das Innere des Halbkreises in einen sich ins UnendIiche erstreckenden 
Streifen ab (Abb.117). Dies bietet den Vorteil, daB man nun nach 
dem Schwartz-Christoffelschen Satz diesen Streifen auf die obere 
Halbebene abbilden kann 1. So einfach diese Methode auch scheinen 
mag, so wird die Anwendung des Schwartz-Christoffelschen Satzes, 
die auf eine Integration hinauskommt, eben 
wegen der Auswertung dieses Integrals in vielen 
Fallen Schwierigkeiten bereiten. 

Als ein praktisch wichtiges Ergehnis lieferte 
die· von Kirchhoff durchgefiihrte Rechnung 
eine GroBe fiir den Kontraktionskoeffizienten, 
der mit dem experimentell gemessenen gut 
iibereinstimmt. Der aus der Theorie sich er-

gebende Wert ist (X = n--: 2 = 0,61, was mit 

den Versuchen gut iibereinstimmt. 

-------.,+-1 

x --------1-2 

Abb. 117. Konforme Abblldung 
des Haibkrel&es der Abb. 116 
auf einen Bieb Ins Unendilebe 

erstreckenden Streifen. 

Wahrend wir bisher vorausgesetzt haben, daB der Fliissigkeits­
strahl durch den Spalt in der Wand in ein Gas austritt, gilt - wie 
schon Helmholtz bemerkt hat - die von ihm gefundene Losung 
auch fiir den Fall, daB der Wasserstrahl in ruhendes Wasser eintritt. 
Der Druck auf der Strahloberflache ist 
dann konstant, und zwar gleich dem 
Druck der umgebenden ruhenden Fliis­
sigkeit. Allerdings miissen wir hier 
die Einschrankung machen, daB es 
sich um stationare Stromungen han­
deln muB. 

Fragen wir uns, wie denn solche 
Bewegungen von Fliissigkeitsstrahlen 
bei wirkIichen Fliissigkeiten entstehen 
konnen, so ist zu sagen, daB im 
ersten Augenblick tatsachIich ein Um- ~+~~ ____ ~,,"_-.Ji...-"'--U 
stromen der scharfen Kante stattfin-
det, so daB sich das StromIinienbild 
einer normalen d. h. stetigell Poten­
tialbewegung einstellt. 

Abb. 118. Kurven konstanten eiek­
trischen Potentiais und die Schar 
der orthogonaien Trajektorlen (ge-

strieheit). 

Da nun die Differentialgleichung L1 (/J = 0 auch die Gleichung des 
elektrischen Potentials ist, so konnen wir experimentellleicht die Formen 
der StromIinien bestimmen, wenn wir - wie in Abh. 118 veranschau­
Iicht - an ein geniigend groBes von heiden Seiten eingeschnittenes 

1 Der Schwartz-Christoffelsche Satz sagt aus, daB man jede geradlinig begrenzte 
Figur auf eine Halbebene abbilden ~ann, und es wird die Auffindung der Ab­
bildungsfunktion auf die Auswertung eines gewissen Integrals zuriickgefiihrt. 
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Blech eine elektrische Spannung anlegen. Dabei .ist es notwendig, die 
Seiten, an denen die Spannung angelegt wird, mit moglichst gut leiten­
den Schienen zu versehen, um langs der Schienen konstante Spannung 
zu besitzen. Durch Abtasten des Bleches mit einem geeignetell Instru­
ment lassen sich dann die Ku.rven gleichen Potentials bestimmen. 
Die Schar der orthogonalen Trajektorien, die man dann zeichnen kann, 
ergibt das StromlinienbiId. 

Aber, wie schon gesagt, diese Geschwindigkeitsverteilung stell,t 
sich nur im ersten Augenblick beim Stromungsbeginn ein. Alsbald 
lost sich infolge des Anwachsens der Grenzschicht - wie wir in Nr. 92 
im einzelnen noch sehen werden - von der scharfen Kante eine Tren­
nungsflache ab, in der ein Geschwindigkeitssprung stattfindet. 

Da die Trennungsfliiche jedoch, wie in Nr. 93 gezeigt werden wird, 
labiI ist, lost sie sich sehr bald in Wirbel auf, die - sich gegenseitig 
wieder beeinflussend - schnell die Bewegung vollkommen ungeordnet 
werden lassen. DaB Fliissigkeitsstrahlen in Luft langer ihren geschlos­
senen Charakter behalten, hat in der geringen Dichte der Luft und in 
der Oberflachenspannung des Wasserstrahles gegen Luft seine Ursache. 

Schon Helmholtz machte darauf aufmerksam, daB auch beim 
Umstromen von Korpern Trennungsflachen auftreten. Kirchhoff 
hat dann im AnschluB daran eine allgemeine Methode entwickelt, 
um fiir den Fall, daB die festen Grenzen des Korpers von geraden 
Linien gebiIdet werden, die Stromung zu untersuchen. 

Er hat u. a. den Fall durchgerechnet, daB eine ebene Platte von einer 
Fliissigkeit zweidimensional angestromt wird (Abb.119). Bezeichnen 

wir das Unendliche mit A, 
und nehmen wir an, daB 
hier I m I = a ist, so bewegt 
sich die Fliissigkeit von A 
in gewohnlicher Potential­
stromung gegen die Platte, 

Aoo_ _ooA stautsichimStaupunktB 
und lOst sich in 0 und D 
in zwei Trennungsflachen 
von der Platte abo Hinter 
der Platte haben wir den 
Druck der ungestorten 

Abb.119. Unstetlg8 PotentlalatrB1nung gegen elne Platte. Fliissigkeit. (DieletzteAn-
nahme hinsichtlich des 

Druckes sind wir gezwungen zu machen, da wir ein "Oberschneiden 
der Trennungsflachen erhalten wilrden, wenn wir hinter der Flache 
etwa einen Druck annehmen wilrden, der kleiner ist als derjenige 
der ungestorten Fliissigkeit.) Da sich aus dem konstanten Druck 
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des Totwassergebietes konstanter Druck auf den Trennungsflachen 
ergibt, erhalten wir nach der Bernoullischen Gleichung auf den Tren­
nungsflachen auch wieder konstante Geschwindigkeit, die - da die 
Trennungsflache ins Unendliche geht - gleich der Geschwindigkeit 
im Unendlichen, d. h. gleich a sein mull. Die zur Platte symmetrische 
Stromlinie kommt also mit der Geschwindigkeit I tv I = a aus dem Un­
endlichen und nahert sich mit abnehmender Geschwindigkeit dem 
Punkt B. 1m Pullkt B selbst ist die Geschwindigkeit 
Null. Von hier aus verzweigt sich die Stromlinie nach 
o bzw. D, die Geschwindigkeit wachst wieder, bis sie' 
bei 0 bzw. D die Grolle I tv I = a erreicht hat. Von 
hier ab bleibt der Betrag der Geschwindigkeit konstant 
gleich a, wahrend die Richtung sich dem Grenzwert A 

parallel zur Stromung im Unendlichen nahert. 
Die V'bertragung dieser symmetrischen Strom­

linie auf die w:Ebene ergibt dann im Hodographen c 
(Abb. 120) den Kurvenzug: Von A (mit dem Abstand a Abb.120. Hodograph 

vom Ursprung) nach dem Ursprung B, dann weiter zuder Stromungvon 
Abb.119. 

nach 0 bzw. D und auf einem Kreisbogen zuruck zu A. 
Analoge V'berlegungen fur die anderen Stromlinien fuhren im Hodo­
graphen zu Kurven, wie in Abb. 120 ersichtlich. Die Stromlinien gehen 
aIle von A aus und nach A hin; sie kommen 
in der z-Ebene aIle aus dem Unendlichen und 
gehen nach dem Unendlichen. Je naher also 
im Hodographen die geschlossenen Linien dem 
Punkte A bleiben, um so weiter sind die Strom- ---'3~><11 

linien von der Platte entfernt. 
Die w-Ebene lii.3t sich nun wieder durch 

besondere Abbildungsfunktionen auf eine 
t-Ebene abbilden derart, dall das Innere des 
Halbkreises der w-Ebene abgebildet wird auf 
die t-Ebene, so daB die Begrenzungskurve 
des Halbkreises der w-Ebene in die reelle Achse 
der t- Ebene ubergefuhrt wird (Abb. 121). 
Diese Funktion in der t-Ebene ist aber die in­

Abb. 121. Konforme Abblldung 
der w - Ebene von Abb. 120 auf 
eine t - Ebene derart, dnll das 
Innere des Halbkreises der 
w - Ebene nuf die halbe t - Ebene 
abgeblldet wlrd; der Halbkrels 
geht In die reelle Aehse der 

t - Ebene tiber. 

verse Funktion zu der in Abb. 92 dargestellten Funktion; der NuIl­
punkt der einen Funktion entspricht dem Unendlichen der anderen 
Funktion und umgekehrt. Wir haben also 

o 
F = -(1.-. 

Ohne auf weitere Einzelheiten einzugehen, wollen wir nur noch 
bemerken, dall die Methoden der Behandlung unstetiger Flussigkeits-
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bewegungen gerade auch in neuerer Zeit betrachtlich weiter entwickelt 
-worden sind; es sind hier im besonderen die Arbeiten von Levi­
Civita, Cisotti und Villat zu nennen. 

Es ist nun von wesentlicher Bedeutung, daB - im Gegensatz zu 
den stetigen Potentialbewegungen - die Kirchhoffsche Rechnung 
einer diskontinuierlichen Stromung um eine Platte einen Widerstand 
ergibt. 

Bezeichnet man mit F die Flache eines Stuckes von der Lange l 
(senkrecht zur Papierebene in Abb. 122) der senkrecht angestromten 
unendlich langen Platte, ferner mit W den auf dieses Stuck entfalIen-

den 'Widerstand und mit e ~. den Staudruck, 80 liefert die Kirchhoff­

Abb_l22. DleTreJUlungl­
f1t.cbe der KlrchhoUlChen 
Strlimung gegen elne 
Platte wlrd durch awel 
etwas lIegenelDlDder Ie­
setzte ParabelbOlleD aD-

lIeDlLbert_ 

sche Rechnung die (dimensionslose) Widerstands­
ziffer: 

w -ws =0,880, 
Fg"2-

wahrend das Experiment den Wert 

W 
-.=2,0 w Fg 2 

ergibt. 

Diese groBe U nstimmigkeit der beiden Widerstandszahlen hat ihren 
Grund darin, daB in der wirklichen Flussigkeit alle Trennungsschichten 
instabil sind und sich rasch in einzelne Wirbel auflosen. Dadurch kann 
die Kirchhoffsche Stromung nicht bestehen bleiben. Hinter der Platte 
herrscht deshalb auch ein betrachtlicher Unterdruck, durch den der 
Widerstand stark vergroBert wird. Wegen der Auflosung der Trennungs­
schichten weicht auch das ganze Stromlinienbild hinter der Platte in 
Wirklichkeit wesentlich von dem theoretischen ab, denn wii.hrend hier 
die Unstetigkeitsflii.chen ungefii.hr wie zwei Parabelaste sich ins Un­
endliche erstrecken (genauer: zwei Parabelbogen mit etwas versetztem 
Brennpunkt), Abb. 122, so schlieBt sich in Wirklichkeit die Stromung' 
bald wieder hinter der Platte etwas zusammen, um sich mit den hier 
vorhandenen im allgemeinen unregelmii.Bigen Wirbeln zu vermischen. 
Infolge der inneren Reibung der Flussigkeit klingen dann diese Un­
regelmaBigkeiten in der Geschwindigkeit mehr und mehr ab, so daB 
wir weit hinter der Platte wieder angenahert die ungestorte Flussig­
keitsbewegung haben. Bei der Behandlung des Widerstandes von um­
stromten Korpern im Band II werden wir gerade auf diese Erschei­
nung noch ausfuhrlich zuruckkommen. 
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XII. Wirbelbewegung. 
83. Kinematik der Wirbelbewegung. 1m Gegensatz zu den bisher 

betrachteten Fliissigkeitsbewegungen handelt es sich in diesem Kapitel 
im wesentlichen um solohe :Bewegungen, bei denen in jedem Punkt der 
Fliissigkeit oder in gewissen Teilgebieten derselben eine Drehung vor­
handen ist, so daB also 

rot \1) + 0 

ist. Da nach dem Stokesschen Satz (Nr.45) 

iJ lot 
ffrot \1) 0 dO: = ~ \1) 0 dt 

ist, wo (£ die Umrandung von 0: bedeutet, so ist also das Linienintegral 
Iiings einer beliebigen geschlossenen Kurve bei drehenden Bewegungen 
oder, wie man auch sagt, bei Bewegungen mit Rotation im allgemeinen 
in jedem Punkte von Null verschieden. Bei der ebenen Potentialbewe­
gung mit Zirkulation konnte - wie wir in Nr. 72 gesehen' haben -
das Linienintegral um eine geschlossene Kurve nur dann von Null 
verschieden sein, wenn die geschlossene Linie einen singularen Punkt 
umschloB. 

An dieser Stellesei nochmals auf den in Nr. 72 dargelegten Unter­
schied hingewiesen, der zwischen einer Potentialbewegung mit Zirku­
lation und einer drehenden Fliissigkeitsbewegung besteht. 

Zunachst erhebt sich die Frage: Wie konnen iiberhaupt in einer 
reibungslosen Fliissigkeit bzw. in einer Fliissigkeit sehr geringer Reibung 
Wirbel entstehen ? Einmal - wie wir schon 

b 

in Nr. 55 erwahnt haben - dadurch, daB 
beim Umstromen abgerundeter Korper 
Grenzschichtmaterial, das immer eine Be­
wegung mit Rotation darstellt, in das 
Innere der Fliissigkeit gelangt, anderseits 
dadurch, daB beim Umstromen von scharf- a 
kantigen Korpern sich Unstetigkeitsflachen 
bilden, bei denen die Geschwindigkeiten ent­
weder dem Betrage oder der Richtung nach 
eine Unstetigkeit aufweisen. Ein derartiges 

Abb. 123a und 123 b. Die TrennungB­
Wiehe einer relbungsioBen FiilBsip;­
keit (a) geht bel Annahme einer end­
lichen Inneren Relbung (b) In cine 

Sehicht mit Rotation ilber. 

unstetiges Geschwindigkeitsprofil wie in Abb. 123a wird bei der immer 
vorhandenen (wenn auch sehr geringel1) inneren Reibung iibergehen 
in ein solches, wie es Abb.123b zeigt. Das bedeutet aber eine Fliis­
sigkeitsschicht mit Rotation. In Nr. 93 werden wir auf die Einzel­
heiten, insbesondere auf die Entstehungsursachen solcher Unstetig­
keitsflachen naher eingehen. 
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Wir hatten in Nr.72 gesehen, daB rot to ein MaB fur die durch­
schnittliche Drehung eines Flussigkeitsteilchens darstellt, die bei 
Potentialbewegungen in jedem Punkt der Flussigkeit (bis auf Singu­
laritaten) gleich Null ist. Bezeichnen wir mit q den DrehungsvektoI 
eines Flussigkeitsteilchens, so daB I q I dessen Winkelgeschwindigkeit 
bedeutet, so ist - wie wir in Nr.42 gesehen haben -

rot ttl = 2 q. 

Es ist nun haufig zweckmaBig und fUr die anschauliche V orstellung 
des Bewegungsvorganges sowie fur seine rechnerische VerfoIgung eine 
Erleichterung, statt des Geschwindigkeitsfeldes to das Feld der Drehungs­
vektoren q zu verfolgen. 

Zunachst stellen wir fest, daB 

div 2 q = div rot ttl = 17 0 17 X ttl = 0 

ist, d. h. das Feld der Drehungsvektoren hat die geometrischen Eigen­
schaften eines Geschwindigkeitsfeldes einer inkoQlpressiblen Flussig­
keit. Aile kinematischen Satze uber volumenbestandige Flussigkeiten 
lassen sich daher sinngemaB auf Felder von Drehungsvektoren uber­
tragen. Den Stromlinien einer inkompressiblen Flussigkeit entsprechen 
dabei Drehungslinien oder Wirbellinien, die also in jedem Punkt die 
Richtung von q, d. h. die Richtung der Rotationsachse, besitzen. Ebenso 
wie die Stromlinien nirgends im II).nern einer Flussigkeit endigen konnen, 
so ist das auch fur Drehungs- oder Wirbellinien nicht moglich; sie 
mussen entweder geschlossene Kurven bilden oder sonst sich im Innern 
der Flussigkeit ohne Ende fortsetzen oder aber an den Begrenzungs­
flachen bzw. der freien Oberflii.che der Fliissigkeit enden. 

Nach dem Stokesschen Satz ist 
~ ~ ~ 

ffrotto 0 diJ =ff2q 0 dij = fttl 0 dt = r. 
In dem Flachenintegral haben wir den .FluB der Drehungsvektoren 
durch die F'liiche ~; diese GroBe wird die Wirbelstarke genannt. Die 
Wirbelstarke ist also gleich der Zirkulation entlang der Randkurve. 

Konstruiert man aus den Drehungslinien durch eine kleine ge­
schlossene Kurve eine Rohre, so nennt man den Inhalt der Rohre 
einen "Wirbelfaden". Wegen div q = 0 ist der FluB von q dur!;h die 
Rohre, also die Wirbelstarke, ~n allen Stellen des Wirbelfadens dieselbe. 

In einem hinreichend kleinen Bereich kann die Drehungsstarke 
rot to konstant gesetzt werden. Fur einen Wirbelfaden von geringer 
Dicke ist also die Wirbelstarke genahert r = 2 q 0 d~. Aus ihrer Kon­
stanz uber die Erstreckung des Wirbelfadens· folgt daher auch, daB 
der Betrag der Winkelgeschwindigkeit q umgekehrt proportional dem 
jeweiligen Querschnitt des Wirbelfadens ist. 
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Es kommt gelegentlich vor, daB in einem engbegrenzten faden­
formigen Gebiet die Drehung von Null verschieden ist, wahrend die 
gesamte ubrige Flussigkeit drehungsfrei ist. Wir sprechen dann von 
einem W.irbelfaden, der von einer Potentialbewegung umgeben ist. 
Die Starke eines solchen Wirbelfadens erhii.lt man nach obigem da­
durch, daB man das Linienintegral der Geschwindigkeit langs einer 
geschlossenen, den Wirbelfaden umschlieBendcn Kurvc bildet; dicse 
darf in der den Wirbelfaden umgebenden Potentialstromung belie big 
gezogen werden, do. innerhalb dieser der Wert des Linienintegrals un­
veranderlich ist. 

84. Der- W. Thomsonsche Satz von der zeitlichen Unverinderlichkeit 
der Zirkulation. Die theoretische Behandlung der Wirbelbewegung hat 
ihren Ausgangspunkt genommen von der beriihmten Arbeit von 
Helmholtz 1 ,,-Gber Integrale der hydrodynamjschen Gleichungen, 
welche den Wirbelbewegungen entsprechen" (1858). Bevor wir auf die 
~on Helmholtz gefundenen Satze eingehen, lei~en wir zunachst einen 
Satz ab, den Sir William Thomson (Lord Kelvin), angeregt durch 
die Helmholtzsche Arbeit, gefunden hat. 

Wir bilden zu dem Zweck das Linienintegral der Geschwindigkeit 
langs einer geschlossenen fliissigen Linie und fragen uns: Wie andert 
sich dieses Linienintegral mit der Zeit 1 Da wir als Integrationsweg 
eine fliissige Linie genommen haben, d. h. eine Linie, die da1}.ernd aus 
denselben Fliissigkeitsteilchen besteht, so ist der substantielle zeit­
liche Differentialquotient zu nehmen, d. h. 

fit 

~t~tuodt. 
Weil der Integrationsweg eine geschlossene Kurve darstelIt, kommt 

eine Differentiation nach den Grenzen nicht in Frage, so daB wir aus­
differenziert erhalten: 

fit fit 

,hDIU 1. D(dt) rYe 0 dt + r tu.o lit· 

Betrachten wir zunachst das erste Integral, so ergiht sich unter 
Beriicksichtigung der Eulerschen Gleichung (S.101) 

fit fit fit 

~~~ 0 dt = ~9 0 dt - ~ gr~p 0 dt, 

Setzen wir jetzt ein drehungsfreies Kraftfeld voraus 

9=gradU, 

1 VgI. FuBnote S. 169. 
TictJens. Hydromcehanik. 2. Aufl. 12 
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und nehmen wir ferner an, daB die Dichte nur eine Funktion des Druckes 
ist, d. h. die Fliissigkeit sei homogen (kompressibel darf sie sein) 

fd: = P(p) , 

so ist das unbestimmte Integral 

SDIU de 0 dt= U - P. 

Den Integranden des zweiten Integrales konnen wir folgendermaBen 
umformen: Wegen der Unabhangigkeit der zeitlichen und rauD1lichen 
Differentiation ist 

D DE 
di rlt = ddt 

~~ ist aber die Ortsinderung des Teilchens, bezogen auf die Zeiteinheit, 

d. h. die Geschwindigkeit tu; folglich ist 

D 
(fidt = dtu , 

und hiermit 
D IVI 

tu 0 -dt = tu 0 dtu = d-, dt 2 

mithin ergibt das zweite Integral: 

lUI 

2' 

Wir erhalten somit fiir die zeitliche Andertmg des Linienintegrales 
lings einer fliissigen Linie 

D f lUI (fi tu 0 elt = 2 + U - P. 

(Es ist, nebenbei bemerkt, die rechte Seite nicht etwa die Bernoullische 

Gleichung, die ~I + P - U = konst. lautet.) 

Gehen wir von einem Werte A der fliissigen Linie zu einem anderen 
Punkt B der Linie, so haben wir 

B 

Df [lUI JB (fi tu 0 dt = 2""" + U - P A' 

A 

Fiir das Integral Hings einer geschlossenen Linie ist also, do. dann 
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B == A ist, bei Voraussetzung der Stetigkeit von tv (d. h. Trennungs­
flii.chen Bollen im Integrationsgebiet nicht vorhanden sein) 

:, ~ tv 0 dt = 0, 

mithin ~tv 0 dt = konst. = r. 
Wir haben hiermit den Satz von Sir William Thomson bewiesen, 

daB in einer reibungslosen homogenen Fliissigkeit bei Annahme eines 
drehungsfreien Kraftfeldes das Linienintegral langs einer geschlOBsenen 
fJiissigen Lime (die Zirkulation) zeitJich konstant ist. 

Beriicksichtigen wir jetzt, daB bei einer in Ruhe befindlichen Fliissig­
keit fiir jede beliebige geschlossene fliissige Linie die Zirkulation Null 
ist (da die Geschwindigkeit iiberall Null ist), so folgt, daB bei jeder Be­
wegung einer homogenen Fliissigkeit aus der Ruhe heraus unter dem 
EinfIuB eines drehungsfreien Kraftfeides die Zirkulation fiir diese Linien 
Null bleibt. Da wir uns nun jeden Punkt der ruhenden Fliissigkeit von 
einer - an sich beliebigen - fliissigen Linie umschiossen denken konnen, 
und da anderseits das Verschwinden der Zirkulation fiir jede beliebige 
fliissige Linie der Ausdruck fUr die Drehungsfreiheit der Bewegung iat, 
so folgt mithin aus dem W. Thomsonschen Satz, daB alle Bewegungen 
aus der Ruhe heraus drehungsfrei, d. h. Potentialbewegungen sind. 

Dabei ist jedoch einem Umstand be~ondere Beachtung zu schenken: 
Die Aussage, daB bei Bewegungen einer homogenen reibungslosen 
Fliissigkeit aus der Ruhe heraus unter der Einwirkung eines drehungs­
freien Kraftfeldes keine Zirkulation entstehen kann, gilt allgemein 
nur fiir Gebiete, die von solchen fliissigen Linien umschlOBsen werden, 
die zur Zeit, als die Fliissigkeit noch 
in Ruhe war, geschlossene Kurven 
bildeten, und nur auf Gebiete, die von 
derartigen fliissigen Linien eingeschlos­
sen werden, erstreckt sich die obige 
Folgerung der Drehungsfreiheit. Es 
iassen sich jedoch unschwer Fliissig­
keitsbewegungen aus der Ruhe angeben, 
bei denen in der Fliissigkeit Flii.chen 
auftreten, die nicht im Innern der­

Abb. 124. Elne elnen strebenformlgen 
Korper umgebende geschlossene fiiissige 
Llnle, die den Korper selbst nlcht In 

Ihrem Innem enthAlt. 

jenigen Gebiete liegen, auf die sich der W. Thomsonsche Satz bezieht. 
In diesen Fallen handelt es sich dann immer um den Zusammen­
fluB von vorher getrennten Fliissigkeitsteilen. 

Betrachten wir z. B. die Bewegung um einen schlanken streben­
artigenKorper mit scharfer Hinterkante und denken wir uns, wieAbb.124 
zeigt, diesen Korper vor Beginn der Bewegung von einer geschlossenen 

12* 
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fliissigen Linie, die den .Korper selbst nicht enthalt, umgeben, so er­
kennen wir in Abb. 125, daB nach Einleitung der Bewegung von der 
Kante des Korpers eine Flii.che ausgeht, die nicht im Innern der durch 
die Bewegung deformierten geschlossenen fliissigen Linie liegt, auf die 
sich also der W. Thomsonsche Satz nicht anwenden laBt. In dieser 
ZusammenfluBflache. von vorher getrennt gewesenen Fliissigkeitsteil­

Abb. 125. Die durch die Bewegung des Karpen defor­
mlerte fliisslge L1nle der Abb. 124. Von der .charfen 
Hlnterante dee Karpen geht eine Flllcbe aue, dote 

nlcht 1m Innern der fli1s81gen Llnle Iiegt. 

chen kannder tlbergangderGe­
schwindigkeiten von der einen 
Seite dieser Flache zur andern 
Seite iltetig sein - wic im an­
genommenen Beispiel - oder 
aber entweder der Richtung 
oderdem Betragenach eineUn­
stetigkeit besitzen. Wir spre­
chen dann von einer Unstetig­

keitsflache, die man - wie wir in Nr. 92 noch Behan werden - auffassen 
kann als ein Gebilde flachenhaft verteilter Wirbelfaden. Eine solche 
Unstetigkeitsflache tritt z. B. immer bei der Bewegung von Trag­
fliigeln auf. Wir stellen also fest, daB das Vorhandensein von Trennungs­
flachen mit trar18versalen oder longitudinalen Unstetigkeiten in der 
Geschwindigkeit nicht im Widerspruc~ steht mit der klassischen Hydro­
dynamik reibungsloser Fliissigkeiten. 

Da iiber die Kompressibilitat nichts vorausgesetzt wurde, so gilt 
der Satz sowohl fiir kompressible als fiir inkompressible Fliissigkeiten. 

86. Erweitcrung des Thomsonschen Satzes auf inhomogene Flussig­
keiten durch V. Bjerkness. Fiir inhomogene Fliissigkeiten, also in erster 
Linie fiir die Anwendungen in der Meteorologie, ist der Thomsonsche 
Satz von V. B j er knessl erweitert und ibm eine- anschauliche Deutung 
gegeben worden. Es war; da 

lUI lUI 
d-2,-- = grad-'2 0 dr 

ist, It It 

~ ~tu 0 dr = ~(g - ~gradp + grad ~2) 0 dr. 

Solange wir von der Erdrotation abseben, d. h. die Coriolis-Kraft ver­
nachlassigen, konnen wir gals Gradienten einer Kraftefunktion ansehen. 

Es bleibt in der letzten Gleichung nocb das Integral 
(t 

~ gradp d 
--0 r 

e 

1 V. Bjerkness, Vorlesungen fiber hydrodyna.mische Fernkrifte. Leipzig, 
1900-02. 
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zu untersuchen: Da die Atmosphare im aUg~meinen als inhomogene 
Fliissigkeit angesehen werden muB; d. h. da die Dichte nicht nur vom 
Druck allein, sondern auch noch vom Ort abhangig ist, werden die 
Flachen p = konst. und e = konst. im allgemeinen nicHt identisch 
sein. Wahrend wir bei der homogenen Fliissigkeit 

II 

1. gradp r----e- 0 dr = 0 

hatten, wird bei inhomogenen Fliissigkeiten dieses Integral im all­
gemeinen von Null verschieden sein. 

Nach dem Stokesschen Satz bilden wir das Linienintegral in ein 
Flachenintegral urn: 

'I iJ 

1, grad p if grad p r -e- 0 dr = rot ~e- 0 d ty , 

wobei die Form der Flache ty - wenn 'sie nur ~ zum Rande hat -
gleichgiiltig ist; dies hiingt mit dem Wesen der Rotation insofern zu­
sammen, als die Divergenz eines Vektorfeldes, das durch Rotation eines 
anderen Vektorfeldes a gebildet ist, identisch verschwindet: div rot a= 0, 
vgl. Nr. 47, 2). 

Beriicksichtigt man, daB 

gradp ( 1 ) 1 1 rot -- = J7 X - J7 p = J7 - - X J7 p + -- J7 X J7 p 
e e e e---o-

1 
= grad -- X grad p 

e 
ist, so ergibt sich bei Berucksichtigung von 

" ~ (grad U + grad ~2) 0 dr = 0 

fiir die zeitliche Anderung des Linien­
integrals 

lJ: ;j 

Abb. 126. Querschnltt des Robreno 

systems, geblldet aus den FilcheD 
11 = konst. und lie = konst. 

~ ~ tv 0 dr = ff(grad ~ X grad p ) 0 dty. 

Fur dieses Integral hat V. B j e r k n e s seine sehr anschauliche geome­
trische Deutung gefunden: Zeichnet man aquidistante Flachen p = konst. 

und ~ = konst., so ergibt sich ein Rohrensystem, von dem ein beliebiger 
e 

Querschnitt senkrecht der Rohrenflachen in Abb. 126 dargestellt sein 
moge. 1st I der Querschnitt einer Rohre, so ist also 

I = -!!-l_ 0 h 0 

Slnet 2 
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Da hI und h2 die Richtungen von grad ~ bzw. grad p haben, und da 
(} 

der Abstand zweier FI~chen ~ = konst., d. h. hI um so kleiner, je groBer e 
grad ~ ist, und h2 um so kleiner, je groBer grad p ist, so ist 

(} 

h _. kon~ 
I - I l' , 

grad-I 
I (} I 

h _ konst. 
2 - Igradp!' 

mithin: 

1= kon~t. I 

I 1 . I ' 
grad e I· grad p I sin IX 

konst. 
. 1 I . i grad ";- X grad p 
I e 

Setzen wir die Konstante gleich 1, was auf eine spezielle Wahl des 

Schrittes von p oder ~ hinauskommt, so ergibt sich fiir die zeitliche .. (} 
Anderung des Linienintegrals der Ausdruck 

[ il 

~~toodt=Jfdr 
. Fiihren wir die Integration der rechten Seite aus, so erkennen wir, 

daB die Anderung der Zirkula,tion in der Zeiteinheit gleich der Anzahl 
der von der Kurve (£ umschlossenen Rohren ist. 

86. Dynamik der Wirbelbewegung. Bei der Behandlung des dyna­
mischen Teiles der Wirbelbewegung konnen wir uns kurz fassen, da 
wir den Satz von .W. Thomson - auf den wir jetzt zuriickgreifen -
bereits in Nr. 84 abgeleitet haben. Es kommt, wie wir vorweg bemerken 
wollen, im wesentlichen darauf hinaus nachzuweisen, daB ein Wirbel­
faden dauernd aus denselben Fliissigkeitsteilchen besteht, und daB seine 
Wirbelstarke nicht nur raumlich (vgl. Nr. 83), sondern auch zeitlich 
konstant ist. 

Bilden wir das geschlossene Linienintegral langs einer beliebigen 
fliissigen Linie, die den Wirbelfaden umschlieBt, so wissen wir nach 
dem Thomsonschen Satz, daB dieses Linienintegral, d. h. die Zirkulation, 
auch zeitlich konstant ist. Es ist jetzt nur noch zu beweisen, daB diese 
fliissige Linie dauernd den Wirpelfaden umschlieBt und nicht etwa von 
dem Wirbelfaden '<iurchschnitten wird. 

Wir denken uns jetzt aus den einzelnen Wirbellinien, die den Wirbel­
faden bilden, diejenigen besonders gekennzeichnet, die durch eine be­
liebige geschlossene Kurve (£ gehen (Abb. 127), wobei wir Singularitaten 
aus unserer Betrachtung ausschlieBen. Diese Wirbellinien werden dann, 
wie schon erwahnt, eine Rohre bilden (eine sogenannte Wirbelrohre), 
die einen Wirbelfaden zum Inhalt hat. Nun wissen wir, daB der FluB 
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durch eine solche Wirbelrohre (wegen div q = 0) konstant sein muB, 
d. h. die Wirbelatarke ist langs der Wirbelrohre in einem Augenblick 
konstant (Nr. 83). 

Jetzt kommt das Neue in der Beweisfiihrung insofern, daB wir 
auf irgendein kleines Flachenstiick d~ (Abb. 127) in der Wand der 
Wirbelrohre den W. Thomsonschen Satz anwenden. Der FluB des Dre­
hungsvektors durch dieses Flii.chenstiick, d. h. die 
Zirkulation um den Rand dieser Flache, ist gleich 
Null, da das Fiii.chenstiick unserer Annahme nach 
der Wand der Wirbelrohre angehOrt, durch die 
keine Drehungslinie hindurchtritt. Dann muB aber 
nach dem W. Thomsonschen Satz die Zirkulation 
und damit der FluB durch diese Flache, wenn wir 
sie ala fliissige Flache betra.chten, dauernd Null Abb.127. Die elne Wlr· 

bl 'b St' di W' b lr"h belriihre blldenden Wlr· el en. e zen Wlr nun e ganze lr e 0 re belllnien. 

aus solchen Flii.chenstiicken zusammen, so ergibt 
sich, daB der FluB durch die Flache der Wirbelrohre - als fliissige 
Flache angesehen - dauernd gleich Null bleiben muB. Mit anderen 
Worten: Diejenigen Flii88igkeitsteilchim, die gerade einmal eine Wirbel· 
rohre bilden, tun es auch nach beliebiger Zeit, d. h. Wirbelrohren bleiben 
dauernd Wirbelrohren. Aus dem raumlichen Zusammenhang ist dann 
auch sofort ersichtlich, daB die Fliissigkeitsteilchen, die einmal eine 
Wirbelrohre erfiillen, immer darin bleiben. Also besteht ein Wirbelfaden 
dauernd aus denselben Fliissigkeitsteilchen. Man kann natiirlich eine 
Wirbelrohre auch auf eine einzige Drehungslinie zusammengezogen 
denken und findet so, daB auch jede einzelne Drehungslinie dauernd 
aus denselben Fliissigkeitsteilchen besteht. 

Weiter ergibt sich folgendes: Eine fliissige Linie, die zu einem Zeit· 
punkt eine Wirbelrohre umschlieBt, umschlieBt sie dauernd. Da aber 
nach dem Thomsonschen Satz das Linienintegrallangs einer geschlosse. 
nen fliissigen Linie konstant ist, anderseits - wie eben bewiesen - eine 
einen Wirbelfaden umschlieBend.e fliissige Linie den Wirbelfaden dauernd 
umgibt, so haben wir den Satz bewi.esen, daB die Wirbelstarke eines 
Wirbelfadens dauernd konstant ist, und dan der Wirbelfaden selbeJ,' 
dauernd aus den gleichen Fliissigkeitsteilchen besteht. Dieser eigen. 
artige Satz ist zum erstenmal von Helmholtz 1858 aufgestellt und 
bewiesen worden. Der hier gegebene Beweis geht auf W. Thomson 
zuriick. 

87. Die Helmholtzschen Wirbelsiitze. Helmholtz seIber hat die 
spater nach ihm benannten Wirbelsatze in der angefiihrten Arbeit 
folgendermaBen ausgesprochen: 

Wenn fiir alle Krafte, welche auf die reibungslose l<'liissigkeit wirken, 
ein Krii.ftepotential existiert, so gelten die Siitze: 
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1. Kein Wasserteilchen kommt in Rotation, welches nicht von An­
fang an in Rotation begriffen ist. 

2. Die Wasserteilchen, welche zu irgendeiner Zeit derselben Wirbel­
linie angehoren, bleiben auch, indem sie sich fortbewegen, immer zu 
derselben Wirbellinie gehOrig. 

3. Das Produkt aus dem Querschnitt und der Rotationsgeschwindig­
keit eines unendlich diinnen Wirbelfadens ist Hi.ngs der ganzen Lange 
des Fadens konstant und behalt auch bei der Fortbewegung des Fadens 
denselben Wert. Die Wirbelfaden miissen deshalb innerhalb der Fliissig­
keit . in sich zuriicklaufen oder konnen nur an ihren Grenzen endigen. 

Der Helmholtzsche Beweis, der eine homogene und - im Gegen­
satz zum W. Thomsonschen Beweis - eine inkompressible Fliissigkeit 
voraussetzt, g~ht aus von der Eulerschen Gleichung, welche den Zu­
sammenhang von Druck und Geschwindigkeit enthalt. Da iiber den 
Druck keine Aussagen gemacht werden konnen, eliminiert man ihn 
durch Bildung der Rotation der Eulerschen Gleichung: 

-Dro 1 1 rot I· ._- -- grad U + --grad p = O. 
Co dt e j 

Da 
DIO (ho 
dt = -iJ{ + tv 0 Vtv 

und nach S. 113 rol 
tv 0 V tv = grad -2- - tv X rot tv 

ist, so ist, wenn wir rot tv = 2 q schreiben, 

Dro iJro d rol 
/ft = 7ft + gra '2- - tv X 2 q . 

Setzen wir voraus, daB die Fliissigkeit homogen ist, also 
1 
- grad p = grad P, e 

so bebalten wir unter Beriicksichtigung, daB die Rotation eines 
dienten identisch NuJl ist, 

Dro 011) 
rot de = rotOT + rot (2 q X ttJ) = 0 

oder, da 
oro 0 iJq 

rot at = iii rot tv = 2 at 
und 

rot (q, X tv) = V X q X tv = V 0 (tv q - q tv) 

= (V 0 tvq + tv 0 Vq) - (V 0 qtv + q 0 VttJ) 

= q div tv + tv 0 V q - tv div q - q 0 V tv , 

a.lso wegen div q = -} (div rot 1tJ) = 0 

rot (qXtv) = qdivtv + tv 0 Vq - q 0 Vtv 

Gra-



Wirbelbewegung. 185 

ist, so erhiiJt man mit 
oq Dq at + IV 0 l7a ;= -(jJ 

~i = q 0 I7IV - qdivlU. 

die Beziehung 

Dies ist die Helmholtzsche Ausgangsgleichung. Fur die weitere Unter­
suchung wird die Fluasigkeit noch als inkompressibel angenommen, 
also div IU = 0 (hierin liegt die "Oberlegenheit des W. Thomsonschen 
Sa'tzes gegenuber dem von Helmholtz, da W. Thomson nicht In­
kompressibilitat voraussetzt, sondern nur Homogenitat annimmt, wah­
rend die Flussigkeit kompressibel sein darf). Es bleibt somit 

Dq 
-dt = q 0 17 IV . 

Die geometrische Bedeutung dieser Gleichung ist folgende: Wir be­
trachten zwei dicht benachbarte 
Flussigkeitsteilchen 1 und 2, deren 
Verbindungsstrecke zu einer bestimm­
ten Zeit tl in der Rotationsachse des 
Flussigkeitsteilchens liegt und die 
Lange e q hat. Es ist dann offen bar 
(Abb.128) 

dt=eq. 

1st die Geschwindigkeit des ersten 
Teilchens lUI und die des zweiten 1U2 , 

Abb. 128. Zwel dieht benachbarte Fliiselll· 
keltstellchen 1 und 2, deren Verbindunlls­
!inle In elnem bestlmmten Zeltpunkt In 
der Rotatlonsachse des Flilsslilkeitstellchens 
lIellt. bewegen sleh Immer derartlg. dall 
Ihre Verblndungsllnle In der jeweillgen 

Rotatlonsachse blelbt. 

so ist - da IU eine reguliire Funktion von t ist - nach dem Taylor­
schen Satz, wenn ma.n mit dem linearen Gliedc in dt abbricht, 

1V2 - IVI = dt 0 17 IV • 

Nach Verlauf der Zeit dt haben beide Fluasigkeitsteilchen ihre Lage 
im Raume geandert: das erste Teilchen hat den Radiusvektor tl + 1U1dt, 
das zweite Teilchen t2 + IVz dt, sO'daB die substantielle Anderung von' 
dt sich zu 

Ddt = 1V 2 dt - 1V1dt 

ergibt. Man erhii.lt somit fUr die substantielle Anderung des Verbindungs­
vektors der beiden Flussigkeitsteilchen in der Zeiteinheit 

D 
de dt = IVz - 1V1 , 

wofUr wir auch. nach obigem schreiben konnen: 

oder mit 

D 
de dt ;= dt 0 17 IV 

dt = eq 
D 
dedr = eq 0 17 IV • 
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Anderseits hat sich bei der Bewegung der beiden Flussigkeits­
teilchen in der Zeit dt auch der Drehungsvektor geandert, und zwar 
- bezogen auf die Zeiteinheit - nach der Helmholtzschen Gleichung 
um Dq 

Tt=qoVIV. 

Das ergibt aber mit der vorigen Gleichung 
DID 
dt at = e lIt q. 

Helmholtz schlieBt jetzt so: Wenn die Proportionalitat von dr 
mit q zu einer Zeit t = to bestanden hat, so wird sie auch zur Zeit 
t = to + dt gelten, also bei wiederholter Anwendung des soeben ab­
geleiteten Satzes fur beliebige Zeiten. 

Die Verbindungsstrecken zweier beliebigen auf einer Wirbellinie ge­
legenen dicht benachbarlen Flussigkeitsteilchen andern sich also in einem 
Zeitelement nach GroBe und Richtung gerade so wie die entsprechenden 
Drehungsvektoren (Abb. 12.8). Sind also einmal irgendwel.che Flussig­
keitsteilchen auf ePlem Element einer Drehungslinie, so bleiben sie 
dauenld darauf; fur die ganzen Drehungslinien ergibt sich dann das 
gleiche. Da nun ferher dt sich proportional mit q andert und dr wegen 
del. vorausgesetzten Volumenbestandigkeit sich umgekehrt proportional 
dem Querschnitt d f des Wirbelfadenstuckes andern muB, damit bei einer 
Streckung des Stuckes das Volumen konstant bleibt, so ergibt sich, daB 
das Produkt aus Querschnitt einer Wirbelrohre und der zu diesem Quer­
schnitt zugehorigen Rotation konstant ist. Diese Konstanz der "Wirbel­
starke" ist ubrigens nichts anderes als der Fliichensatz der Mechanik 
der Massensysteme. Dieser sagt aus, daB bei Abwesenheit von Dreh­
momenten bei einer Anderung des ~ragheitsmomentes des Systems 
sich die Winkelgeschwindigkeit umgekehrt proportional dem Tragheits­
moment andert (Drehschemel): Bei einer kleinen Deformation eines 
Flussigkeitsteilchens andert sich tatsachlich das Tragheitsmoment wie 
der Querschnitt, wenn angenommen wird, daB das Teilchen vorher 
rotationssymmetrisch war. 

V'ber die hier gebrauchten Benennungen, die z. T. von denen von 
Helmholtz abweichen, mag nachtraglich noch folgendes bemerkt 
werden. Helmholtz nannte das, was hier "Drehung" genannt ist 

(q = ~ rot IV), den "Wirbel". Mitdieser Anwendungdes Wortes "Wirbel" 

kommt man jedoch in Widerspruch mit dem gewohnlichen Sprach­
gebrauch, der unter einem Wirbel eine kreisende Fliissigkeitsbewegung 
versteht. Nach Helmholtz wilrde die rein gleitende Laminarbewegung 
einer reibenden Fliissigkeit eine "Wirbelbewegung" sein, was dem 
sonstigen Sprachgebrauch durchaus widerspricht. In diesem Buche 
wird das Wort "Wirbel" hauptsachlich gebraucht fiir die kreisende Be-
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wegung urn einen isolierten "Wirbelfaden" (vgl. Nr. 71); die Laminar­
bewegungen besit~en "Drehung" oder Rotation, aber sie besitzen keinen 
Wirbel. 

88. Das Geschwindigkeitsfeld in der Umgebung eines isolierten 
Wirbelfadens, das Biot-Savartsche Gesetz. Wir gehen jetzt dazu tiber, 
die Wirkung eines einzelnen Wirbelfadens auf seine Umgebung zu unter­
suchen, d. h. wir fragen nach dem mit dem Wirbelfaden zusammen­
hangenden Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeit auBerhalb des Wirbel­
fadens. Da wir in der Umgebung des Wirbelfadens q = 0 annehmen 
wollen, haben wir hier eine Potentialbewegung, und es fragt sich also: Wie 
laBt sich die Potentialfunktion dieser durch den Wirbelfaden bedingten 
Bewegung angeben. Das ohne Wirbelfaden einfach zusammenhangende 
Gebiet wird, wenn wir den durch den Wirbelfaden eingenommenen Raum 
ala nicht zu dem: Gebiet gehorig ansehen, zweifach zusammenhangend. 

R 

Abb. 129. Verzweigungsfliche dureh 
den in sleh gesehlossenen WirbeUaden. 

Ahb. 130. Mehrdeutiges Potential; wenn 
der geschiossene Integrationsweg die Ver­
zweigungsflaehe durchsehneldet, findet ein 

Potentialsprung statt. 

Der einfachste Fall ist der, den Wirbelfaden so konzentriert anzu­
nehmen, daB' er als linienformig angesehen werden kann. 

Schneiden wir nun den Raum, den die Fliissigkeit einnimmt, langs 
einer (beliebigen) Flache durch den in sich geschlossenen Wirbelfaden 
auf, die den geschlossenen Wirbelfaden zum Rand hat (Abb. 129), so 
haben wir aus dem zweifach zusammenhangenden Bereich einen ein­
fach zusammenhangenden erhalten. Fur jeden geschlossenen Integra­
tionsweg (~) in diesem einfach zusammenhangenden Bereich, der die 
Verzweigungsflache also nicht schneidet, haben wir dann 

(I 

f tt> 0 dt = O. 

Das Linienintegral zwischen zwei Punkten 0 und A ist 

A 

Jtt> 0 dt = WA - Wo. 
o 

Legen wir den Integrationsweg ~, wie in Abb. 130 ersichtlich, Yon 
Punkt A nach A', so ist 

A' 

Itt> 0 dt = W A' - W A' 
A 
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Lassen wir jetzt A' nach A konvergieren, so erhalten wir 
§tu 0 dt = r, 

d. h. es findet beirn Durchschneiden der Verzweigtingsflii.che ein Potential­
sprung r statt. Dieser Potentialsprung ist fiir aIle Stellen, an denen 
die Verzweigungsflii.che durchschnitten wird, gleich groB, wie ausAbb.131 
zu ersehen ist. Wiihlt man den Integrationsweg derartig, daB er die 
Verz;'eigungsflache bei B B' durchschneidet statt bei A A I, indem 
man bei A und bei A' je einen Kurvenzweig A' B' und BA anfiigt, 
so fiigt man im ganzen einen geschlossenen Weg in einem einfach 
zusammenhii.ngenden Bereich hinzu, da ja die Verzweigungsflache 
auch irgendwie anders; z. B. in der gestrichelten Form, gezogen werden 
kann. Das Linienintegral aUf diesem geschlossenen W:eg ist aber Null, 
also der Potentialsprung r B = r.A . 

Bei Fortlassung der durch die Verzweigungsflii.che gewonnenen 
Scheidewand ist also das Potential unendlich vieldeutig, und zwar 

+++++++++++++++ 
&) ~--------------~ 

Abb. 131. MehrdeutlgeB Potential; der 
PotentlalBprung IBt liir aile Stellen, an 
deneD die VerzwelllUDgllfllche durch-

BChnI~teD wlrd, glelchgroB. 

6) ~-----=,~ 
Abb. 182a. VerzwelllUDpfll~che, aufgefaBt alB elne 
mit QUl'lIen (+) und Senllen (-) doppelt belegte 

J'llI.che. 
Abb. 182 b. Daa :reid dee PotentlalauagJelches 

der Doppelft~e. 

nimmt es bei jeder Umschlingung des Wirbelfadens um den Wert r 
zu. r ist dabei nichts anderes als die Wirlielstarke des Fadens. 

Hierin habeD; wir eine analoge Erscheinung, wie sie bei einem Magnet­
felde eines von einem Strom durchflossenen Leiters auftritt. Ganz all­
gemein sind die Analogien zwischen den von Wirbelfii.den erzeugten 
Geschwindigkeitsfeldern und den durch elektrische Strome hervor­
gerufenen Magnetfeldern so groB, daB sich viele Sii.tze und Beweise 
der Elektrodynamik direkt auf die Hydrodynamik iibertragen lassen, 
wenn man statt des elektrischen Stromes Wirbelfaden und statt des 
Magnetfeldes Geschwindigkeitsfeld setzt. 

Wir wollen nun die Aufgabe behandeln, zu einem gegebenen Wirbel­
faden das Potentialfeld zu ermitteln. Hierfiir bietet sich uns die aus 
der Elektrodynamik bekannte Methode der Doppelbelegung dar. Wir 
denken uns die Verzweigungsflii.che (Abb. 132 a) auf der einen Seite 
stetig mit Quellen (+ + + +), auf der anderen Seite in gleicher Weise 
mit Senken (- - - -) belegt. Nehmen wir jetzt statt der Verzweigungs­
flii.che eine Doppelflache von endlicher aber kleiner Dicke h (Abb.132fl), 



Wirbelbewegung. 189 

so wird dadurch die Unstetigkeit, der Potentialsprung, beseitigt. Der 
weitaus groBte Teil des aus den QueUen kommenden Stroms flieBt un­
mittelbar den Senken zu und erzeugt hier auf der kurzen Strecke 11, 
einen groBen Potentialunterschied. Die Sta.rke der QueUen und Senken 
sei so bemessen, daB dieser Potentialunterschied uberaU gleich r ist. 
Nur ein verhii.ltnismaBig geringer Teil des QueUstromes flieBt auJ3en 
herum und bildet so das uhrige Feld. 

1st Q die Ergiebigkeit einer punktformigen QueUe pro Zeitein­
heit, so ist der Betrag der Geschwindigkeit to in der Entfernung a 
von der QueUe gleich der Flussigkeitsmenge pro Flacheneinheit 

I ttl I = w = 4~a8 ; df 

i-r±t~ mith in ist das Potential der Quelle: 

G Q 
(/J = f w da = konst. - -4-- , 

I --. 
~.-

~", ... '-' 
""~~ ... ~-o.' I' ~":'.,,. " . ,--- ,« I 

t:I' --'" 
A '---1 

o 1la 

entsprechend fur eine Senke: 
Abb. 133. Das Potential elner Doppel· 
belegung 1m Aufpunkt A fiir cin 

Fllchenelement II f. Q 
(/J = konst. + -4 - • 

1la 

Das Potential einer Doppelbelegung im Aufpunkte A fur ein Flachen­
element dt ist, wenn q die Quellintensitat pro Flacheneinheit und Q+ 

und a_ die Entfernung von A zum Quell- bzw. Senkflachenelement 
ist (Abb. 133) 

Es ist aber 
a+ = a_ + 11, cos ct , 

und, da 11, gegen a klein angenommen wird, 

mithin 

1 1 1 
-- - = -- - - 11, cos ct 
~+ a_ a2 , 

qdl d (/J = - -_._-.11, cos ct. 
41l at 

Die Geschwindigkeit im Innern ,der Doppelbelegung ist, da bis auf einen 
verschwindenden Anteil aIle Quellergiebigkeit innen durchstromt, gleich 
der Quellergiebig~eit pro Flacheneinheit q, der Potentialzuwachs also 
= q·k. Dieser soU aber fur nach Null konvergierendes 11, gleich r sein, 
also 

q 11, = konst. = r. 
Damit ergibt sich 
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dl C~8 OC = dw ist jedoch der riiumliche Winkel, unter dem die Fliiche 
a 

d f von A aus erscheint; er ist gleich dem Flacheninhalt, den die Pro­
jektioDBstrahlen nach dem Rande von d I aus der Einheitskugel um 

Abb. 13~. Anderung des raumllchen Winkels, unter 
dern die ge8chlo8sene Wirbelllnie vom Aufptlnkt,d 
erschcint, wenn dieser eine den WirbeJfaden um-

A alsMittelpunkt aUBSchneiden. 
Ifltegriert man schlieBlich 

tiber die gesamte Fliiche ~, 

welche von der geschlossenen 
Wirbellinie umrandet wird, so 
erhiilt man als Potential im 
Punkte A: 

m. r -
'V,d=4n w , 

wo w der riiumliche Winkel 
ist, unter dem die geschlossene 
Wirbellinie von dem Punkt, 
ftir den tP gebildet ist, er-

kettcndc Bahn beschrelbt. 
scheint (Abb. 134). Bewegt 

man den Aufpunkt A in einer den Wirbelfaden umkettenden Bahn, 
so ~rgibt sich aus Ahb. 134 ftir den raumlichen Winkel eine Zunahme. 
urn 41l. Man erkennt somit auch hier wieder, daB das Potential tP bei 
einem geschlossenen Umlauf urn den Wirbelfaden durch die Verzwei-

gungsfliichehindurch urn:: ·41l = r 
zugenommen hat. 

Urn die Geschwindigkeitsver­
teilung zu ethalten, haben wir den 
Gradienten von (/> zu bilden, woftir 
sich, da r konstant ist, 

IU = grad (/> = :: grad OJ 

Abb.135. Verschlebung des Aufpunktes.A ergibt. Zur Berechnung von grad w 
urn die Strecke d~. 

verschieben wir jetzt in Abb. 135 
den Aufpunkt A urn den Vektor dt nach A' und erhalten darau8 die 
Anderung des riiumlichen Winkels 

dw = dt 0 grad w . 
Da es nur auf die relatiye Bewegung des Aufpunktes zum Wirbel­

feld ankommt, kann man auch, anstatt den Aufpunkt zu verschieben, 
den Wirbelfaden parallel mit sich urn gleich viel in entgegengesetzter 
Richtung bewegen. Wir fragen uns also: Wie andert sich der riiumliche 
Winkel W, wenn der Wirbelfaden (~) urn die Strecke dt parallel mit 
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sich verschoben wird (Abb. 136) 1 Die Anderung von cO ist offenbar 
gleich der Projektion der Zylinderflache (t(t' auf die Einheitskugel. 
1st d9 ein Element des Wirbelfadens (t, so ist ein Element der Zylinder­
Wi.che dtXd9 und die Projektion dieses Flachenelementes auf eine zum 
Radiusvektor a senkrechte Ebene gleich 

dtXds 0 ~=dtodsX~ a a 

und also die Projektion auf die Einheitskugel 

dt Od9X~ 
a 

Mithin ist die Projektion der Zylinderflache (t(t' auf die Einheitskugel, 
d. h. die Winkelanderung 

d - !d d9XQ 
W =:r t o-a-3- , 

und da dt konstant ist 
(Parallelverschiebung) 

II 

d - - d J. d9X Q w - t 0 'j' ----aa- . 
Da anderseits 

dw = dt 0 grad w. 
ist, so folgt 

Abb. 136. Anderung deB rAumUchen Winkels, unter dem die 
geschlo8sene Wirbellinle It von .4 aus erscbelnt, wenn der 
Wlrbelfaden 81eh um dIe Strecke dt parallel zu sleb selbat 

verschlebt. 

(l: 

- J. d9 XQ 
grad w = ':t' -- /l3-- - . 

Setzen wir diesen Ausdruck in 

so ergibt sich schIieBIich 

r d­ttl = 4n gra w, 

ds X Q ist dem Betrage nach gleich dS'a'sin (ds, a) und hat die Rich­
tung senkrecht zu ds und Q. Die Geschwindigkeit ttl setzt sich also 
additiv aus den Beitragen der einzelnen Wirbelfadenelemente ds zu­
sammen,. und zwar hat ein solcher Beitrag die Richtung senkrecht zu 
d5 und a, ist proportional dem Sinus des Winkels zwisehen ds und Q 

und umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung a vom Auf­
punkt. Dies ist aber genau das Biot-Savartsche Gesetz der Elektro-
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dynamik, in welchem wir die Rechenvorschrift besitzen, nach der das 
Magnetfeld in der Umgebung eines beliebigen stromdurchflossenen 
Leiters berechnet werden kann. 

Liegt der Wirbeliaden in einer Ebene (Abb. 137), so vereinfacht 
sich die obige Gleichung zu 

Abb. 137. In elner 
Ebene gelegener 

krummUniller 
Wirbelfaden. 

Als ein Beispiel fiir den letzten Fall wollen 
wir das Geschwindigkeitsfeld eines unendlich 
langen geraden Wirbeliadens von der Zirkula. 
tion r berechnen (Abb. 138). Nach der letzten 
Gleichung haben wir dann: 

<SO 

I tv I = ~f d8sina: • 
A 4n a l 

-00 

Fiihren wir den Winkel « als neue Va.riable eill, so ist 

und 

ferner 

Mithin 

-s=Rctg« 

:< 

Rda: ds = ._--- . 
sinl a: ' 

R a=-.-. 
sma: 

I r f' r I" I tvA = 4n R sm«d« = - 4n R cos« 10 ' 
o 

also 
r 

ItvA I=2nR' 

Man kann das gleiche 
Resultat noch einfacher 

Abb. 138. Geradllniger Wirbelfaden. 
ableiten, wenn man durch 

A eine Ebene senkrecht zum Wirbeliaden legt und das Linienintegral 
langs eines Kreises (~) in dieser Ebene bildet; es ist da.nn 

Ii 

oder, do. 
r = ~tv 0 dr 

tv!1 dr 
ist, 

II 

also 
r = ~ w dr = w 2n R , 

r 
w = 2nR' 
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Die vorstehende Rechnung bleibt aber auch brauchbar, wenn der 
Wirbelfaden aus mehreren geradlinigen Strecken besteht. Es sind dann 
nur die Grenzen in den einzelnen Integralen richtig einzusetzen. 

89. Vereinfaehter Aufban eines WirbeHadens dureh Annahme eines 
Wirbelkemes mit konstanter Rotation. Fiir viele 'Oberlegungen genugt 
es hii.ufig; sich von einem Wirbelfaden folgendes, die wirklichen Ver­
hii.ltnisse vereinfachendes Bild zu machen: 

Die isolierten Wirbelfiden sind in der Regel so aufgebaut, daB ihre 
Rotation im Zentrum am groBten ist und zum Rande allmahlich 
bis auf Null abfillt. Statt dessen pflegt man bei den Rechnungen 
einen Wirbelkem von kon­
stanter Rotation anzunehmen 
(den man also im Falle eines 
geraden Wirbelfadens als einen 
rotierenden starren Korper be­
trachten kann), wahrend anDer­
halb dieses Kemes Potential­
stromung angenommen wird 
(Abb. 139). Die Umfangsge­
schwindigkeit "'1 des starr an­
genommenenKemeshangt dann 
mit dessen Winkelgeschwindig­
keit q durch die Gleichung 

ito1 i=q·'1 

zusammen, wenn rl der Radius 
des Kernes ist. 

Abb. 1811. Verelnfacbter Aufban eiDea Wlrbelf&denB 
dureb AJm&hme elnea Wlrbelkernes von kODBt&nter 

Rotation. 
Abb. 140. GeschwfDdlgkeltIVertellUDg elnea Wlrbel­
f&denB nnd elneB von Potentl&iBtrilmUDg umgebeDen 

Wlrbelkernea. 

AuBerhalb des Kernes, in einem Abstand r vom Mittelpunkt des 
Kernes herrscht, da wir bier Potentialstromung haben, die Geschwindig­
keit (Abb. 140) r 

w=2n,.· 

:pie Zirlmlation r ist gleich der WirbelstarkE': 

r=rot",·n~= 2q·n~. 

Anderseits ist auch r = 2 n r 1· i "'1 i ;:::: 2 n r~ q, was mit vorstehendem 
ubereinstimmt. 

Mit diasem Wert von r ist also fur die Potentialstromung· 

I I r ,.~ 
tol=-2-=q-· n,. r 

Fiir , = r1 ist demnach die Geschwindigkeit der Potentialstromung 
und die des Kerns gleich groB. 

Tletjens, Hydromechanik. 2. Auf!. 13 
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Fiir die Komponenten u (in der x-Richtung) und v (in der y-Rich­
tung) ergibt sich 

v = I It) I·-~· 
Dies gibt im Kern 

u = - qy; 
in der Potentialstromung 

v= qx; 

U= -q;i·y; 

Fiir die Geschwindigkeitsverteilung erhalten wir nach den vor­
stehenden Gleichungen fiir I tu I bei Annahme eines Wirbelkernes das 
in Abb. 140 schraffiert dargestellte Bild. 

90. Bewegung und gegenseitige BeeinDussung von einzelnen Wirbel­
fiden. Wir kommen jetzt zu den Bewegungen der einzelnen Wirbel 
und gehen aus von dem Helmholtzschen Satz, da.B jeder Wirbel dauernd 
(auch bei seiner Bewegung) aus denselben FliiBBigkeitsteilchen gebildet 
wird. Es folgt daraus, da.B ein Wirbel, wenn seinem eigenen Geschwindig­

Abb. 141. Gegenaeltlge Beelnfiu88ung 
von zwel unendllch fangen elnander 
parallelen WlrbeltMen: a) belde Wlr­
bellMen baben verachleden starke • ber 
glelchalnnlge ZlrkuJatlon; b) belde Wlr­
belfMen baOOn glelchatarke aber un-

glelchalnnlge Zlrkufation. 

keitsfeld ein weiteres Geschwindigkeits­
feld iiberlagert wird, an der Bewegung 
dieses Geschwindigkeitsfeldes teilnimmt. 
Eine solche V"berlagerung eines Geschwin­
digkeitsfeldes zu dem schon bestehenden 
des Wirbelfadens haben wir z. B., wenn 
ein Wirbelfaden durch das Feld eines 
anderen beeinfhi.Bt wird. 

Ais ein Beispiel hierfiir betrachten wir 
zwei unendIich lange einander parallele 
gleichsinnige Wirbelfiiden von der Zir­
ktilation r1 und ra. Die beiden durch r1 

und ra hervorgerufenen Potentialfelder 
iiberlagern sich, ebenso die entsprechenden 

Geschwindigkeitsfelder. Betriigt in Abb. 141 a die Entfernung der beiden 
parallelen Wirbelfiiden a, so ist die Geschwindigkeit im Punkte 2, 
herriihrend vom Wirbel r 1 , 

und im Punkte 1, herriihrend vom Wirbel r2 , die Geschwindigkeit 

r. 
WI = 2:n:a ' 

wobei beide Geschwindigkeiten WI und Wa senkrecht zu a gerichtet sind 
und im FaIle gleichen V orzeichens von r l und ra entgegengesetzte 
Richtung haben. 
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Legt man jedem Wirbelfaden ein Gewicht gleich dem seiner Wirbel­
starke bei, so kann man als Schwerpunkt des Systems der beiden Wirbel 
den Punkt auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte der beiden Wirbel­
faden definieren, fur den 

rl~ + r2a2 = 0 

ist. Die Geschwindigkeit dieses Schwerpunktes ist nun: 
T1w1 + Tawa w = ---- ----

• Tl + Ta 
Die Ausrechnung ergibt, daB dies gleich Null ist. Der Schwerpunkt 

der beiden Wirbelfaden bleibt also in Ruhe. Dies bedeutet im ubrigen 
nur, daB dauernd derselbe Raumpunkt das Zentrum fur die Bahnen 
der um diesen Punkt rotierenden Wirbelfaden ist; uber die Flussig­
keitsbewegung in diesem Punkt ist gar nichts ausgesagt, sie braucht 
keineswegs Null sein. 

Die analogen V"berlegungen gelten fur beliebig viele gerade und ein­
ander parallele Wirbelfaden. Wir konnen sagen, daB jeder einzelne 
Wirbelfaden sich gerade so bewegt wie die ubrigen Wirbelfaden es ihm 
vorschreiben (diese Aussage stammt schon von Helmholtz, ebenso 
wie der obige Schwerpunktssatz). 

Als ein~n weiteren speziellen Fall betrachten wir noch die Bewegung 
zweier Wirbel von entgegengesetzt gleicher Zirkulation: 

r 1 = - r 2 • 

Hier liegt der Schwerpunkt der beiden Wirbel im Unendlichen, d. h. 
das "Wirbelpaar" fuhrt eine geradlinige Bewegung aus (Abb. 141 b). Der 
Wirbel mit der Zirkulation r 1 bewirkt eine Bewegung des Wirbels rs 
mit der Geschwindigkeit 

Tl 
+ 211:a 

senkrecht zur Verbindungslinie. Umgekehrt bewegt der Wirbel mit der 
Zirkulation r2 den Wirbel r 1 mit der Geschwindigkeit 

Tt 

- -!.fna 
ebenfalls senkrecht zu a. Da nun r 1 = - r 2 ist, bewegt sich das Wirbel­
paar mit der konstanten Geschwindigkeit 

T 
21t a 

senkrecht zu ihrer Verbindungslinie. Die Geschwindigkeit in der Mitte 
zwischen den beiden Wirbeln ist gleich 

T T 2T 
--a +--a =na' 
21t -- 21t ---

2 2 
d. h. gleich der vierfachen Fortschreitungsgeschwindigkeit des Wirbel­
paares. 

13* 
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Fiir die Fliissigkeitsteilchen auf der Verbindungslinie der Wirhel­
Mhsen ergibt sich aus der Beziehung 

r /tu/=--2:1t" 
die Geschwindigkeitsverteilung der Abb. 142. 

Um das System der Stromlinien bzw. der Linien konstanten Po-
-r r 

~f-"---, a.----'-1~ 
~ ~ 
I I I I I I 
I I I I I I 
I : ~ I I I 

I li~ Hi I 
I I 
I I 

I 

Abb. 142. Geachwfndlgkeltsvertellung In der Umgebung elnes gemden Wlrbelpa.ares. 

tentials zu erhalten, gehen wir am besten auf die komplexe Darstellung 
eines Wirbels zuruck. Die Stromungsfunktion eines geraden Wirbels 

Abb. 143. Lfnlen konatanten Potentials 
und Stromllnien fUr zwel gerade Wlrbel 
von entgegengesetzt glefcher Zirkulatfon 
(nlcht stationllre Stromung, da das Wlr­
belpaar elne Eigengeachwfndlgkeit besitzt). 

Satz yom Peripheriewinkel in 
Kreisbuschel durch Z1 und Z2' 

lautet in dieser Schreibweise nach Nr. 78 

F=ilnz=~+ilJl. 

FUr zwei gegenlaufige gerade parallele 
Wirbel, deren Achsen die z-Ebene in 
den Punkten Z1 bzw. Z2 schneiden 
mogen, haben wir somit 

oder 

~ + ,lJI = 2r (9'lI - 9'1) + i 2r In .!i . 
:It :It ". 

Die Kurven konstanten Potentials 
sind also Linien, fur die 9'2 -9'1 kon­
stant ist. Wir haben also nMh dem 
Abb. 143 als Kurven ~ = konst. ein 

Die Kurven, fur die lJI = konst. ist - also die Stromlinien -, sind 

dann das dazu orthogonale Kreisbuschel (Kreise mit konstantem ~). 
Wir mussen allerdings dabei berucksichtigen, da13 dieses Strom-
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linienbiId wegen der Bewegung der Wirbel nicht stationar ist. Um 
einen stationaren Bewegungsvorgang zu bekommen, miissen wir 

die Eigengeschwindigkeit der Wirbel, die wir zu 2£ bestimmt haben 
na ' 

in Abzug bringen. Das sich dann ergebende StromlinienbiId zeigtAbb.l44. 

1m Unendlichen haben wir die 

Geschwindigkeit 2r , in der na 
Mitte der Verbindungslinie die 

Geschwindigkeit ::a in ent· 

gegengesetzter Richtung. Wie 
man in Abb.144 erkennt, bilden 
sich zweiArten von Stromlinien: 
in sich geschlossene Stromlinien 
und solche, die nicht geschlossen 
sind. Physikalisch bedeutet das 
ein Mitwandern der innerhalb 
der geschlossenen Stromlinien 
befindlichenFliissigkeitmit den 
Wirbeln oder - aufgefaBt vom 
Standpunkt der ruhenden Wir· Abb.144. Das der Abb. 143 ent,prechende stationi!.re 

Stromlinienblld der Bewegung zweier gender Wirbel 
belfaden (stationar) - ein Um· von entgegengesetzt gleicher Z1rkulation. 

stromen einer rotierenden Fliis· 
sigkeitsmasse, die wie ein starrer Korper in der Fliissigkeit wandert 
(in der AbbiIdung gestrichelt gezeichnet). 

Ein Wirbelring hat mit einem Wirbelpaar insofem eine gewis,e 
Verwandtschaft, ala ebenfalls eine gegenseitige Beeinflussun~ der 
Elemente des Wirbelrings stattfindet, und der Wirhel. 
ring dadurch eine Eigenbewegung erhii.lt. Die lnte· //;. 
gration ist jedoch in diesem Fall wesentlich verwickelter. 
Es zeigt sich, daB die Fortschreitungsgeschwindigkeit 
groBer ish als beim Wirbelpaar und zwar um so groBer, 
je kleiner der Durchmesser des Wirbelkernes ist. Be· 
zeichnet man mit D den Durchmesser des Wirbelringes und 
mit d den Durchmesser des Kernes (Abb. 145), so ergibt 
die Rechnung fiir die Fortschreitungsgeschwindigkeit Abb. 145. Ein 

r 8D I Wirbelrlng. 

nD(ln(t- - 4)' 
Raben wir es nicht mit einem einzelnen kreisformigen WirbeIring 

zu tun, sondern mit mehreren, so wirken die-<einzelnen Wirbelringe 
natiirlich auch gegenseitig aufeinander ein. Nehmen wir zunachst zwei 
Wirbelringe von gleichem Umlaufssinn, also gleicher Fortschreitungs. 
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richtung, so auBert sich die Einwirkung der heiden Wirbel aufeinander 
insofern, ala sich der vordere Wii-belring erweitert und dadurch an Ge­
schwindigkeit abnimmt, wahrend der hintere Wirbel sich zusammen­
zieht und dabei seine Geschwindigkeit vergroBert, bis schlieBlich der 
kleinere Wirbel mit der groBeren Geschwindigkeit durch den groBeren 
und langsameren Wirbel hindurchechlupft. Damit ist der zunachet 
hintere Wirbel zum vorderen Wirbel geworden, und das Spiel beginnt 
von neuem. 

Zwei gleiche kreisformige Wirbelringe auf der gleichen Achee, aber 
mit entgegengesetztem Umlaufssinn, also entgegengesetzter Fortschrei­
tungsrichtung, befJinflussen sich derartig, daB sie sich einander nahern, 

Abb.U6. Abb.147. Abb.I48. 
Abb. 146 biB 148. Statlonire Stromlinfen von Wfrbelrlngen mit verBchleden d1cken Wlrbelkemen. 

indem sie bei ihrer Annaherung ihren Durchmesser dauernd vergroBern 
und dadurch an Geschwindigkeit so stark abnehmen, daB sie in endlichen 
Zeiten nicht miteinander in Beruhrung kommen. Da sich die Ebene, 
nach der beide Wirbelringe dauernd sich mehr und mehr nahern, wie 
eine feste Wand verhalt, so konnen wir sie uns auch durch eine solche 
ersetzt denken, d. h. ein kreisformiger Wirbelring, der sich gegen eine 
feste Wa.nd bewegt, erreicht diese Wand niemals, da seine Geschwindig­
keit dauernd abnimmt, wahrend sich sein Durchmesser entsprechend 
vergroBert. 

Man hat auch fur Wirbelringe untersucht, welcher Fliissigkeits­
korper yom Wirbelring bei seiner . Bewegung mitgeschleppt wird. Da­
durch, daB man - wie beim Wirbelpaar - dem Geschwindigkeitsfeld 
des Wirbelringes eine Geschwindigkeit entgegengesetzt gleich der 
Fortschreitungsgeschwindigkeit des Wirbelringes uberlagert und so 
den Bewegungsvorgang stationar macht, erhalt man fur verschieden 
dicke Wirbelkerne ein Verhalten gemaB den Abb. 146 bis 148. Abb. 146 
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zeigt fiir einen Wirbelring mit verhaltnismiiBig dickem Wll'belkern, 
wie die Stromung um einen dauernd aus den gleichen Fliissigkeits. 
teilchen gebildeten Korper (in der Abbildung gestrichelt gezeichnet) 
flieBt. Abb. 147 zeigt, wie diese Stromung fiir einen kreisformigen Wirbel 
mit diinnerem Wirbelkern abgeandert wird, und auf Abb. 148 erkennt 
man, wie fiir noch diinnere Wirbelkerne die am Wirbelring haftende 
Fliissigkeit seIber einen Ring bildet. 

Erzeugt man einen solchen Wirbelring in einer gefarbten Fliissigkeit 
und lii..Bt ihn in eine ungefarbte hineinwandern, so wird der in Abb. 146 
bis 148 dargestellte Fliissigkeitskorper sichtbar, da er aus gefarbter 
Fliissigkeit besteht (Rauchringe usw.). 'Ober die Erzeugung von geraden 
Wirbelfaden und von Wirbelringen vgl. Nr.71 und Nr. 93. 

91. Druckverteilung in der Umgebung eines geraden Wirbeis. Unter 
der vereinfachenden Annahme eines Wirbelkernea laBt sich auch leicht 
die Druckverteilung in der Umgebung eines geraden Wirbels berechnen. 
Aus der Eulerschen Gleichung erhalten wir unter Beriicksichtigung, 
daB wir eine stationare Bewegung haben, 

I to 0 17 to 1= .igradpi . 
e 

Bei der Kreisbewegung ist I to 0 17 to I = ~ (Zentripetalbeschleu. 
r 

nigung). Der Druck wachst nach auBen. Es ist also: 

1 dp WI 

--edr=r 
Setzt man den Druck im Unendlichen gleich Po' so ist der Druck irgend. 
wo weiter innen 

r 

fiir die Potentialstromung ist also mit w = 2~r 

f'" WZ erZfdr erz 
(! r dr = 4.nZ r3 = SnZT2' 

Damit wird in 'Obereinsthnmung mit der Bernoullischen Gleichung 

ew' P = Po - 2' Der Druck im Kernradius wird hiermit 

Innerhalb des Kerns ist 

era 
PI = Po - "8 -n2 r~ . 

rr w= -----' 
2n r~ , 
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damit wird 
" '1 f wt erl f erl (r2-r2) 

n --dr=--- rdr=--_l __ . 
~ r 4nlrt 8n1r:' , , 

hiermit wird im Kern 

, 
r = 0 liefert den Druck in der Mitte: 

Es ist 

erl 
Pm = Po - 4 "I r~ • 

Po - Pm = 2 (Po - PI)' 

Es sei dazu bemerkt, daB im Kern, wo Drehung herrscht, die Bemoul­

~ I I 
I 

I 

lische Gleichung nicht mehr gilt. 
Abb. 149 zeigt dieDruckverteilung 

im Vergleioh mit der Geschwindig­
keitsverteilung. 

92. Zusammenhang der Wirbel­
bewegung mit Unstetigkeits. oder 
Trennungsfilehen. Es laBt sich -
wie wir schon in Nr. 83 erwahnten­
das Eintreten von Rotation nicht , 
nur mit Hilfe der in das Innere der 

~ Fliissigkeit gelt).ngenden Fliissj,gkeits­
--=c::nTIT~mTTI1lrJ:];l:--- teilchen aus den Grenzschichtgebie­

Abb. UII. GeechwindllkeltsverteJlunll und 
Druckvertellunll 1m Innem ·lind In der Um­
Ilebunll, dee Wlrbelkemee eineB lIeraden 

ten. erklii.ren, sondem es gibt auch 
bei vollkommen reibungsloser Fliis­
sigkeit einen Fall, bei dem Rotation 
eintritt. Es handelt sich hierbei um 
die besonders von Helmholtz und 
KirchhQff untersuchten sogenann­
ten Uniltetigkeitsflachen. 

Wenn die Theorie dieser Erschei-
WlrbelfadenB. 

nung auch noch keineswegs in allen 
Einzelheiten hat durchgefiihrt werden konnen, so ist es doch von 
Wichtigkeit, sich wenigstens anschaulich klarzumachen, wie aus 
Unstetigkeitsflii.chen eine Wirbelbewegung zUBtande kommt. Die Ur­
sache zur Entstehung von Unstetigkeitsflii.chen kann verschieden­
artig sein. 
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Wir wollen zunachst den Fall betrachten, daB zwei Fliissigkeits­
schichten von verschiedenen Geschwindigkeiten an dem scharfen Rande 
eines Korpers (K) zusammenflieBen (Abb.I50). 

Die dabei entstehende Unstetigkeitsflache, die ihren Namen daher 
hat, daB an ihr ein Geschwindigkeitssprung stattfindet, ist zugleich die 
Trennungsflii.che der beiden Flii~sigkeitsschichten. Man kann sich die 
beiden Fliissigkeiten verschieden gefarbt denken, wodurch sich die 
Trennungsflii.che deutlich markiert. 

Betrachten wir das Geschwindigkeitsprofil hinter dem Zusammen­
fluB, so erhalten wir bei reibungsloser Fliissigkeit eine Unstetigkeit in 
der Geschwindigkeit, 
wie Abb. 150 sie dar­
stellt. N ehmen wir 
jedoch eine - wenn 
auch geringe - Rei­
bung an, so wird die 
Unstetigkeit aufgelOst, 
und statt des sprung­
haften 'Oberganges der 
einen Geschwindigkeit 

Abb. 160. Die UnBtetlgkeltsfU1cbe. die Bleb an der scharten 
Hlnterkante deB Kiirpera K ausblldet. dort, wo FliiBBlgkelts­
scblchten mit verachleden grollen Geschwlndlgkelten zuaammen· 
fUellen, geht durch Annahme elner - wenn auch gerlngen -
ZAhlgkelt der FliiBBlgkelt In eine Schlcht mit Rotation iiber. 

in die andere tritt ein stetiger mehr oder minder raumlich aus­
gedehnter 'Obergang ein. 

Die Zone, in der dieser Geschwindigkeitsiibergang stattfindet, ist 
aber eine Schicht mit Rotation, wie man an dem in Abb. 150 angege­
benen Kreuz aus Fliissigkeitsteilchen erkennt. Denn, bezeichnet man 
die Richtung der Geschwindigkeit als x-Richtung und die dazu senk­
rechte ala y-Richtung, so ist - wenn wir den Stromungsvorgang als 
zweidimensional ansehen -

av au rot IU = ---- - -' ax iJy , 

1 d au h' av O· a so, a ifi 9= 0 , mgegen ax = 1st, 

rotlU 9= 0, 

d. h. wir haben in der 'Obergangszone eine }'liissigkeitsbewegung mit 
Rotation. LaBt man die Zahigkeit wieder nach Null konvergieren, so 
geht diese Trennungsschicht in die Trennungsflache iiber. Wahrend 
IU und auch q, in der Trennungsflache unstetig sind, ist hingegen aus 
physikalischen Griinden der Druck dort stetig. 

Den Fall, daB die an einer scharfen Kante zu einer Unstetigkeits­
flii.che zusammenflieBenden Fliissigkeiten vorher auch schon zusammen 
waren, haben wir z. B. bei der Umstromung eines endlichen TragfliigeIs 
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(dreidimensionaler Bewegungsvorgang). Do. in Abb.15l bei A auf beiden 
Seiten der Trennungsflache der gleiche Druck herrscht, so ergibt sich, 
wenn man die Bernoullische Gleichung duroh Integration vom Punkte 0 
langs der Stromlinie oberhalb und unterhalb des Flugels bildet, daB 

-4> 

auch I to I ober- und unterhalb der 
Unstetigkeitsflache gleich ist. 
DieRichtung von to braucht je­
doch nicht dieselbe zu sein, d. h. Abb. 151. Die TrennungstIAche bel elnem Tragflilgel; 

die zu elner UnatetlgkeltsfiAche zusammenflleaenden es konnen zwar keine longitu­
FllisalgkelteteJle waren vorher auch schon zusammen. 

dinalen, wohl aber transversale 
GeschwindigkcitBii.nderungen auftreten, und zwar gilt dies fur den 
stationaren Fall. 

1m stationaren zweidimensionalen Fall ist eine transversale Bewe­
gung ausgeschlossen; bier ergibt sich also keine Unstetigkeit der Ge­

, p~ 
Abb. 152. Elne Ull8tet!gkelWlAche geht In elne 
Flilsslgkelteschlcht mit Rotation iiber, wenn man 
von elner Ideal relbungsloaen FlilB8lgkelt zu elner 

FlilBslgkelt mit Innerer Relbung ilbergeht. 

schwindigkeit. Dagegen ist hier 
sehr wohl ein Potentialsprung, 
mit anderen Worten eine Zir­
kulation um den Flugel, mog­
lich, vgl. Nr. 80. 

In nicht stationaren Be-
arp 

wegungsvorgangen kann at 
unstetig sein, so daB dann 

auch der Betrag von to auf der Trennungsflache unstetig ist. 
93. Entstehen von Unstetigkeitsnichen. Den Zusammenhang der 

Wirbelbewegung mit den Unstetigkeitsflachen einer Potentialbewegung 
erkannten wir in Nr. 92 darin, daB durch eine beliebig kleine innere 

Reibung der Flussigkeit die Unstetigkeit 
in der Geschwindigkeit durch einen 

d... f stetigen Geschwindigkeitsubergang mit 
t-o","""","~~~."","',"'P --zg-hn&. Rotation ersetzt wird. 

Abb.153. Verelnfachung dar Atib.152 da­
durch, daB man den tibergang der ver· 
8chJeden groaen Geschwlndlgkelt Unear 
annlmmt; man erhAlt damlt elne FlilBsig-

kelt88ChJcbt von konatanter Rotation. 

In dem Bereich, in dem der stetige 
Vbergang der einen Geschwindi~keit in 
die andere vor sich geht, haben wir eine 
aus Wirbelfaden gebildete Wirbelschicht, 
auBerhalb dieser Scbicht Potentialstro-
mung (Abb. 152). Schematisieren wir den 

V organg dadurch, daB wir annehmen, die Rotation innerhalb der 
Wirbelschicht sei konstant, so haben wir eine Geschwindigkeitsver­
teilung wie in Abb. 153. 

Lassen wir jetzt die innere Reibung der Flussigkeit immer mehr 
abnehmen, so konvergiert II, nach Null, d. h. aus der Wirbelscbicht 
wird eine Wirbelflache. Eine Unstetigkeitsflache konnen wir also 
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gedanklich durch eine flachenhafte Wirbelverteilung (Wirbelflache) 
ersetzen. 

Wirbelbildung laBt sich in schwach reibenden Flussigkeiten fast 
immer durch ZusammenfluB von Flussigkeiten und durch das dadurch 
bedingte Auftreten von Unstetigkeitsflachen verstehen. Die erste 
Einleitung zur Bildung von Trennungsflachen liegt meist in Vorgangen 
in der Reibungszone unmittelbar am Korper begriindet. 

Ais ein erstes Beispiel fur die Bildung einer UnstetigkeitBflache bei 
einem nicht stationaren Vorgang betrachten wir den Verlauf der 
Stromlinien bei der Umstromung einer scharfen Kante (ebenes Problem). 
Beim Einsetzen der Stromung haben wir nahezu Potentialstromung 

Abb.154. Abb.155. 

Abb.156. Abb.157. 
Abb. 154 bls 157. Verschledene Stadlen der Wlrbelbfldung elner relbungslosen FHlsslgkelt 

bel der Umstrtimung elner 8charfen Kante. 

(Abb. 154). Durch das Anhaufen von Flussigkeitsmassen in der dem 
Korper anliegenden Grenzschicht nahe der Kante bildet sich weiter 
ein Zustand aus wie in Abb. 155. Die weitere Gestaltung des Strom­
linienbildes ist in den Abb. 156 und 157 ersichtlich, wobei wir den 
ZusammenfluB an der Kante erkennen. Auf beiden Seiten der von der 
Kante ausgehenden Trennungsflache herrscht Potentialstromung, in 
der Trennungsflache aber ist ein Geschwindigkeitssprung vorhanden. 

Das Potential dieser Stromung anzugeben macht sehr groBe Schwie­
rigkeiten und ist nur in vereinzelten Fallen bis jetzt moglich. Die 
Schwierigkeiten ergeben sich durch die Forderung, daB auf der Tren­
nungsflache immer zwei Bedingungen zugleich erfullt sein miissen. 
Erstens muB die Trennungsflache eine fliissige Flache sein (da sie als 
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Wirbelflache aufgefaat werden kann), zweitena muB auf ihr der Druck 
stetig sein. Vgl. hierzu den Prandtlschen Aufsatz: "Ober die Entstehung 
von Wirbeln in der idealen Fliiseigkeit1• 

Wir fragen una jetzt: wie groa ist die sekundlich erzeugte Menge 
der Wirbelstiitrke 1 Wir losen wieder die Trennungsflache in der Nahe 
der scharfen Kante auf in eine Wirbelschicht von endlicher Dicke 

(Abb.158). In der Wirbelschicht haben wir Irot IVI = .;-~. Um die sekund-. ~y 

liche Menge der Wirbelstarke, d. h. den WirbelfluB zu bestimmen, 
haben wir den Querschnitt festzustellen, der mit den Wirheln von der 
Starke Irot IV I erfiillt ist. Ein Flachenelement von der Breite d y wird 

!I 
vorgeschohen mit der Geschwindigkeit w, so 
daB wir als Wirhelquerschnitt hahen: 

"'t 

Abb. 158. Geachwlndill­
keitsvertclluull In elner 

TrennunllBBchlcht. 

traglich zur Grenze 
sich andert. 

II, 

fwdy, ,. 
und somit als WirhelfluB: 

" f d elw w2 !II. w~ - w: 
w y·--=-·I = . 

ely 2 III. 2 
II. 

Wie dieser Ausdruck zeigt, hangt die sekund­
lich erzeugte Wirhelstarke von der Dicke k der 
Wirhelschicht nichl mehr ah, so daB man nach­

h = 0 iihergehen kann, ohne daB das Resultat 

Sohald hei dem (nicht stationaren) Vorgang die Geschwindig­
keiten auf heiden Seiten de!" Trennungsflache einander gleich ge­
worden sind, d. h. sohald in der Gleichung fiir die sekund­
lich erzeugte Wirhelstarke 
WI = wa ist, werden keine 
weiteren Wirhel erzeugt. 

Dieser Fall tritt z. B. bei 
Tragfliigeln ein. Wird ein 
Tragfliigel angeblasen oder 
mit konstanter Geschwin­
digkeit durch ruhende Luft Abb. 1119. StromUDlaform 1m ersten AUlenbUck der 

UmBtromunl elnes TrallfiillelB (PotentlalBtromUDII). 
gefiihrt, SO hildet sich im 
ersten Augenhlick nahezu Potentialstromung aus, etwa wie in 
Ahh. 159. Nach kurzer Zeit andert sich dieses Stromlinienhild in das 

1 Prand tl, L.: 'Ober die Entstehung von Wirbeln in der idealen Fliissig­
keit mit Anwendungen auf die Trl!-gfliigeltheorie und andere Aufgaben. Vor­
trage aus dem Gebiet der Hydro- und Aerodynamik (Innsbrurk 1922). Herau1<­
gegeben von V:. Kf.rmf.n und Levi·Civita. Berlin 1923. 
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von Abb.l60. Die Wirbelstarke nimmt nun so lange zu, bis w1 = WI 

geworden ist (Abb. 161). 
In diesem Zustand ist auch die Zirkulation um den Tragfliigel 

konstant, und zwar ist 
sie entgegengesetzt gleich 
der Wirbelstii.rke des ab­
gegangenen Wirbels. Denn 
fiir eine den Tragfliigel 
geniigend weit umfassen­
de, fliissige Linie ABODA 
in Abb. 162 ist offenbar 

.4-BOD.4-
r = § tv 0 d~ = 0, 

Abb. 160. Die der Abb. 169 zelt1lch folaende Str6m1Ulll­
form: Auabndung de8 .ADtahrwtrbell • 

do, ABODA eine geschlossene fliissige Kurve zur Zeit der Ruhe war, 
und nach dem W. Thomsonschen Satz das Linienintegral der Ge­
schwindigkeit langs einer fliissigen Linie sich zeitlich nicht andert. 

Abb. 16l. Der Anfahrw1rbel wichBt 10 lange. bll die Betrige der Ge-
8chwlndlgkelten oberhalb und unterhalb der Trennungllfliche Bleich 

geworden lind. 

Die obige Behauptung ergibt sich dann daraus, daB man das Linien­
integral nachtraglich durch die doppelt durchlaufene Linie BED in 
zwei Umliufe ABEDA 
und DEBOD zerlegen 
kann, vgl. Abb. 162. Es 
ist nun offenbar A ! 

.4-BCD.4-
§ to 0 d~ 

.4-BED.4-

--

--§ tv 0 d9 Abb. 162. Die ZirkuJatlon des abgehenden AnfahrwIrbelB lit 
BBCDB In ,edem Zeltpunkt entlleaengeaetlt glelch der Z1rkulatlon 

+ .1: d um den Tragfillgel. 
:r too ~=O. 

Der letztere Umlauf enthalt in seinem Innem den Wirbel und hat 
also sieber Zirkulation. Der andere, der den Tragfliigel ohne den Wirbel 
enthalt, muB also die entgegengesetzt gleiche Zirkulation haben. 

Beim Anfahren eines Tragfliigels in ruhender Luft bildet sich also 
an der schaden Hinterkante des Tragfliigels ein Wirbel, der so lange 

c 
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wachst, bis WI = WI geworden ist. Von diesem Augenblick an wird 
keine Zirkulation mehr erzeugt, der erste Wirbel schwimmt weg, und 
die Stromung wird dadurch stationar. Hierin liegt die Erklarung fiir 
das Entstehen der Zirkulation um einen Korper. 

Die Zirkulation iet gleich der algebraischen Summe aller abgegan­
genen Wirbel; bei Schwankungen in der Geschwindigkeit des Trag­
£Iiigels gehen Wirbel beiderlei Vorzeichens ab, die sich summiert im 
Mittel aufheben. Wie wir in Nr.80 schon gesehen haben, hiingt die 

Abb. 163. Schematlsche Zelchnung der 
Vorderaoslcht elnes Tragflitgels; lofolge 
des DruckgeflUles (itber dem Tragflilgel 
herrscht Unterdruck - mit minus bezelch­
net - • uoter dem Flilgel tlherdruck - mit 
plus bezeltlhoet -). flndet elo Umstromeo 
der Schmalkanteo des Tragfiilgels stitt. 
Die Abblldung 1st auf eln Koordlnateo-
8Y11tem bezogeo. filr daB die FliIBBlgkelt 1m 

Unendlicheo ruht. 

Zirkulation eng zusammen mit dem 
Auftrieb und zwar derartig, dall bei 
stetigen Potentialstromungen ein Auf­
trieb nur mit Zirkulation moglich ist 
(vgl. hieriiber auch Band II). 

Ala ein Beispiel fur das Entstehen 
von Unstetigkeits£Iachen bei statio­
naren Bewegurigsvorgangen betrachten 
wir die Stromung8el"8cheinungen um 
einen Tragfliigel von endlicher Seiten­
lange (dreidimensionales Problem). 

Es sei der folgenden Betrachtung 
die Tatsache zugrunde gelegt, dall bei 
einem Tragflugel, der eine Tragkraft 
ausubt, uber demselben ein Unter­
druck, unter dem Tragflugel ein "Ober­
druck herrscht. An den Schmalkanten 
des Tragflugela findet infolge des dort 
vorhandenen Druckgefalles ein Um­
stromen. dieser Kante von unten nach 

oben statt, wie in Abb. 163 (Vorderansicht eines solchen Flugels) er­
kenntlich ist; in der Abbildung ist das Unterdruckgebiet mit -­
und das Vberdruckgebiet mit + + + bezeichnet. 

In Verbindung mit der Stromung der Hauptbewegung ergeben sich 
Stromlinien von der in Abb. 164 veranschaulichten Form, wobei von 
der hinteren Langskante des Tragfliige18 eine Trennungsflache mit 
transversalem Geschwindigkeitssprung sich erstreckt. 

94. Labilitit von Unstetigkeits- oder Trennungsflichen. Dall die 
wirklichen Trennungsflachen - soweit" sie uberhaupt beobachtet 
werden konnen - wesentlich andere Formen zeigen ala die theoretischen, 
hat seinen Grund darin, dall die Trennungsflachen labil sind. Eine auch 
noch so geringe Storung, wie sie in Wirklichkeit immer auf tritt, ·wachst 
zeitlich an und andert bald vollstandig das Bild der Trennungsflache. 

Rechnerisch geht man ahnlich vor wie bei der Behandlung von 
Wasserwellen. Setzt man z = x + i y, so ergibt sich ala Stromungs-



funktion fUr das erste und 
zweite Gebiet (uber und un­
ter der Trennungsfliiche),: 
Ft(z)=Atz+Bleiaz. eP1 , 

F 2(z) =Asz+ Bs e- ia%. eP1 , 

wo A z eine gleichformige 
Bewegung und Beiaz·eP' 
die uberlagerte Storungs­
bewegung ist. 
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---------------

Die Rechnung, die hier 
nicht im einzelnen durch­
gefuhrt werden solI, geht 
so vor sich, daB man aus­
druckt, daB die beiden 
Strome sich dauernd so be­
wegen, daB keine Lucke 
und keine Oberdeckung 
zwischen ihnen auf tritt, und 
daB der Druck an der 

----
I 

: 
I 
I 
I 
I 
I I 

--~ ____ --- , "'1------------ .-.-=-=~ 

Abb. 164. Stromung unterhaIb (ausgezogene Kurven) und 
oberhalb (gestrlchelte Kurven) der von einem Tragfliigel 

ausgehenden Unstetigkeitsflliche. 

Trennungsflache stetig ist. 
Wenn auf beiden Seiten der Trennungsfliiche kein Unterschied in 

der Dichte ist, wohl aber in der Geschwindigkeit, so ergibt sich f3 immer 
komplex und einer der beiden Werte I I I 

T I I I 
hat positiven reellen Anteil (der an-&)~ 
dere negativen). Der erstere bewirkt -t' -+ -;------t--

1 I I to-
die Labilitiit. Solche Oberlegungen, I I I 

die nurfurkleine Amplitudender Sto- i I I 

rungsbewegungen gelten, sind beson- b) ~ 
ders von Lord Rayleigh angestellt I 

I 
worden auch fur Trennungsschichten 
nach Art der Abb. 153. Qualitativ C) 

geht der V organg so vor sich: 
Bei einer nach Abb. 165a gewell­

ten Trennungsfliiche wiirde man im t;i) 
stationiirenStrom ungszustand fUr die 
untere Stromung in den WellentalerIf 
vergroBerte Geschwindigkeit,in den 
Wellenbergen verkleinerteGeschwin- e) 

digkeit haben (zusammengedriingte 
bzw. auseinandergezogene Strom- Abb. 165a blSt, Labliltat elner Trennungs-

linien), aIsodort Unterdruck ( -), hier Dil.che. 

Oberdruck (+); fur die obere Stromung gilt entsprechendes. Diese 
Drucke bewirken aber eine VergroBerung der Wellenamplitude. 
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Die Wellenform bildet sich 80mit mehr und mehr aus und wird bald 
unsymmetrisch (Abb. 165b, c). Die Wellen iiberschla.gen sich schlieB­
lich und spulen sich zu WirbeIn auf (Abb. 165d, e), die dann ala selbstii.n­
dige Wirbelgebilde im allgemeinen wieder im Ia.bilen Gleichgewicht sind, 
sich gegenseitig beeinflussen und schnell das Stromlinienbild vollatii.ndig 
ungeordnet werden lassen. 

XIII. Einfiufi der ZJIsammendriickbarkeit 
(KompressihilitAt). 

96. Allgemeine Bemerkungen iiber die Berechtigung, Gase als in­
kompressible Fliissigkeiten zu behandeln. Bisher haben wir (mit Aus­
nahme des II., III. und IV. Kapitela) tropfbare Fliissigkeiten sowie 
Gase hinsichtIich ihrer Bewegungsformen und Stromungsgesetze aIS 
gleichartig angesehen und im allgemeinen immer nur von Fliissigkeiten 
schlechthin gesprochen. Wir haben dabei die Tatsache unberiicksichtigt 
gelassen, daB die Gase - im Gegensatz zu tropfbaren Fliissigkeiten -
zusammendriickbar und dadurch in ihrer Dichte verii.nderlich sind. 

Da aber die Dichte in den Bewegungsgleichungen wesentlich auf­
tritt, muB eine Anderung der Dichte sich in einer Anderung der Bewe­
gungsform geltend machen. Wir wollen nun vorweg feststellen und in 
diesem Kapitel im einzeInen nachweisen, daB die durch die Bewegung 
der Gasa bedingten Dichteanderungen vielfach so gering si~d, daB man 
deren Einwirkungen auf die Bewegungsgleichungen vemachlii.ssigen 
kann. 1m Gegensatz zu der weitverbreiteten Meinung, daB Gasa sich 
wegen ihrer Zusammendriickbarkeit wesentlich anders ala tropfbare 
Fliissigkeiten verhalten, werden wir 'im folgenden sehen, daB in den 
weita1J8 meisten Fallen Gasa und tropfbare 'Fliissigkeiten den gleichen 
Bewegungsgesetzen gehorchen, daB also im allgemeinen auch Gasa, bei 
ihren Bewegungen ala inkompressibel angesehen werden konnen. 

Die Dichte- oder Volumenanderungen konnen (sofern Warmezu­
oder -abfuhr auBer Betracht gelassen wird) nur bewirkt werden durch 
Druckkrafte auf das Gas, die aber bei Gasen von Atm08phii.rendruck 
keineswegs gering sind. Denn da die Abhii.ngigkeit der'Dichte e bzw. 

des spezifischen Volumens tI = ~ mit dem Druck punter Voraus-
Ie 

setzung eines adiab",tischen VorgaItgs durch die Gleichung 

p' tI' = konst. 1 

1 K. ist das Verhii.ltnis der spezifischen Wi.rme b,ei konstantem Druck (c.) 
bzw. bei konstantem Volumen (c.) 

und hat ffir Luft von Atm08phirendruck den Wert 1,405. 
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gegeben ist, entBpricht einer Volumenanderung um 1 % eine Druck­
anderung von 1,405%. Das bedeutet aber bei Luft von Atmospharen­
druck (10330 kg/mS) eine Druckiinderung von 145 kg/mI. Man erkennt 
also, daB fiir Drucke dieser GroBe oder fiir kleinere Drucke die, hier­
durch bewirkten Volumenanderungen nur gering sind und - wie wir 
noch sehen werden - auf die Bewegungsform des Gases kaum einen 
EinfluB haben. 

Fragen wir uns, wodurch die Druckiinderungen eines Gases bedingt 
sein konnen, so lassen sich drei Falle unterscheiden. Die Ursache von 
Druckiinderungen kann sein: 

1. Kiinstlich geschaffene Druckunterschiede in Kesseln und Rohr-
leitungen, 

2. groBe Hohenunterschiede, 
3. sehr groBe Geschwindigkeiten. 
Wir werden in diesem Kapitel sehen, welche Einwirkung die Kom· 

pressibilitiit der Gase auf die Kinematik und Dynamik ausiibt, und 
wir werden dabei feststellen, bis zu welchen Hohenunterschieden und 
bis zu welchen' Geschwindigkeiten Irian diese Einwirkungen vernach­
.lii.ssigen kann, ohne einen merklichen Fehler zu begehen. 

96. Berucksichtigung der Kompressibilitit in der Bernoullischen 
GleichuDg; DruckkesseHormel. Um den ~influB der Zusammen4riickbar­
keit von Gasen festzustellen, haben wir in der Bernoullischen Gleichung 
fiir stationare Bewegungszustiinde: 

Wi .,... + Uk - P = konst . ... 
das Integral 

zu untersuchen. Setzen wir 

" 1 Q = 9 = gtJ' 

wo v = .!. das Volumen der Gewichtseinheit bedeutet, so ist 

" 

Da bei den auftretenden Bewegungen im allgemeinen allein adiaba­
tische Zustandsi.nderungen in Fraga kommen, ist der Zusammenhang 
zwischen " und p gegeben durch das Adiaba.tengesetz: 

p • v" = konst. 
'l'ictJcns, lIyuromccbnnlk. 2. AuCl. 14 
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Bezeichnen wir das spezifische Volumen, das dem Druck PI entspricht, 
mit VI' so ist. 

oder 
1-" 

PI " 
V = --I-PI VI' 

P" 

also bei Einfiihrung der Hohe der gleichformigen Atmosphare hoJ = PI VI 

(vgl. S.30) 
1-" -- 1 

V = hOPl " • ---.----, • p x 

Dieser Ausdruck fiir " in die Gleichung fiir P eingesetzt, ergibt: 

1-" 11 

P= ghOP1-"-fd.~ 
• P 
P. 

..-1 

= gho,,: 1 ((~)-" -1). 
Setzen wir diesen fiir P gefundenen Wert in die Bernoullische 

Gleichung ein, so ergibt sich, wenn noch durch g dividiert wird, 

,,-1 

w2 
" (( l' ) -" ) --- + h + ho-- - -- - 1 =- konst. 

2g ,,- 1 1'1 

1st speziell w = 0, so herrschen statische Verhii.ltnisse. Bezeichnen 
wir fiir diesen Fall die dem Druck PI entsprechende Hohe mit hi' so 
haben wir 

( "-1) h - h = ho ~ -- 1 - (_1! __ )-" . 
1 ,,-1 1'1 (I) 

Wir finden hier wieder die Gleichung, die wir fiir adiabatische Schich­
tungen in Nr. 13 abgeleitet haben. 

Handelt es sich um unverii.nderliche Hohen oder urn geringe Hohen­
unterschiede, so daB h - hi in der Bernoullisehen ·Gleichung vernach-
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lassigt werden bzw. in die Konstante genommen werden kann, so 
haben wir den Zusammenhang der Geschwindigkeit w mit dem Druck p 
dargestellt in der Gleichung: 

( 
><-1 ) Wi ~ P---- + ho - (---) " - 1 = konst. 

2g ~ -1 PI 
(2) 

Um uns ein Bild von den Hohenunterschieden zu machen, bei denen 
die letzte Gleichung praktisch noch gilt, sei erwahnt, daB nach Nr. 11 
bei gleichiormiger Atmosphare einer Hohendifferenz von 80 m eine 
Druckanderung von 1 % entspricht. Wir sehen also, daB im allgemeinen 
aHe in Frage kommenden Stromungsvorgange (mit Ausnahme der­
jenigen der Meteorologie) noch innerhalb dieser Hohendifferenz liegen, 
so daB wir in allen diesen Fallen mit der obigen Gleichung auskommen, 
falls nicht besonders hohe Anforderungen an die Genauigkeit gestellt 
werden. 

Unter Zugrundelegung dieser Gleichung wollen wir zwei Beispiele 
naher betrachten. Durch die Willkur in der Annahme der Konstanten 
in (2) ist namlich noch unbestimmt, welche Geschwindigkeit dem 
Druck Pl entspricht. 

Wir nehmen an, daB PI dem Ruhezustand (w = 0) entspricht, so 
daB die Konstante auch gleich Null ist. Setzen wir dann in (2) wieder 
ho = PI VI' 80 erhalten wir die Druckkesselformel: 

also 

(3) 

oder nach (1) 

w = f2g(h - ~~, 

wo h - hl die Hohendifferenz ist, die einer Druckanderung Pl - P 
entsprechen wiirde, durch die die Geschwindigkeit w erzeugt wird. Fur 
die groBte Geschwindigkeit haben wir mit P = 0 

1st PI gleich dem Atmospharendruck, so erhalten wir als Maximal 
geschwindigkeit eines Gases von 15 0 C Anfangstemperatur unter Be-

14* 
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rucksichtigung von 

" " Pl Vl " _ 1 = ho" _ 1 = .",* 

(h* die Hohe der adiabatischen Atmosphii.l"e = 8460· ~::: = 29000 m), 

W =V2g.29000 = 760m/s. 

Dies ist also die Geschwindigkeit eines in ein Vakuum stromenden 
Gases. 

97. Einflu8 der Kompressibilitit auf die Staudrueldormel. Wir be­
trachten jetzt den Fall, daB ein Kort>er sich in ruhender Luft mit einer 
gewissen Geschwindigkeit bewegt. Da es sich nur um die relative Ge­
schwindigkeit des Korpers zur umgebenden Luft handelt, haben wir 
dieselben Verhii.ltni88e, wenn sich die Luft um den ruhend gedachten 
Korper bewegt. 

Die genugend weit vor dem Korper befindliche und durch den 
Korper nooh nicht beeinfluBte Luft habe die Geschwindigkeit Wo und 
den Druck Po. Am Staupunkt haben wir die Geschwindigkeit wl = 0, 
der dort herrschende Druck sei Pl' 

Setzen wir in (2) Po statt Pl' so ergibt sich fur die Konstante: 

Mithin: 

w~ -Wi = ho-" [(~)"-:l -1] 
2g ,,- 1 Po 

Fur w = 0 und P = Pl erhalten wir die Formel fur den Staudruck: 

Setzen wir nooh 

wa = h _" [( PI ) H -: 1 _ 1) . 
2g 0,,_1 Po 

ho=Povo=~ 
9 flo 

und losen die Gleichung nach Pl auf, 80 erhalten wir 

und wenn wir den Staudruck Pl - Po mit q bezeichnen, 
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Um zu erkennen, wie diesel' Ausdruck mit del' einfachen Formel fiir 
den Staudruck einer inkompressiblen Fliissigkeit zusammenhii.ngt, .ent­
wickeln wir die rechte Seite del' Gleichung binomisch nnd erhalten: 

\' eo w~ 1 ( eo w~ )2 ) q=Po 1+-+- - + .. ·-1 2po 2" 2Po 
oder 

q = eow~ (1 + eowg + ... ). 
2 4"po 

Unter Beriicksichtigung, daB fiir ein ideales Gas die Schallgeschwindig­
keit 

ist, erhalten wir: 

e = li"Po 
Y eo 

(4) 

Wir haben hiermit die ,allgemeinere Staudruckformel, die bei Beriick­
sichtigung nur des ersten Gliedes del' Klammer in die spezielle Stau­
druckformel fiir inkompressible Fliissigkeit iibergeht. 

Wir fragen uns jetzt: Bis zu welchen Geschwindigkeiten unter­
scheidet sich bei Beriicksichtigung des zweiten Gliedes von (4) del' 
Staudruck einer kompressiblen Flilssigkeit von dem einer inkom pres­
siblen Flii~sigkeit um hochstens 1%, d. h. bis zu welchen Geschwindig-

keiten ist das Korrektionsglied 

Dies ist offenbar del' Fall fUr Wo < ~ . 
Nehmen wir Luft von 15 0 C, so ist 
c = 340 m/s. Erst bei einer Geschwin-

digkeit von a:o = 68 mjs betrii.gt also 

del' EinfluB del' Kompressibilitat von 
Luft .auf den Staudruck 1 %. 

Tragen wir in dem v, p-Diagramm 
del' Abb. 166 den Druck PI am Stau­
punkt des umstromten Korpers sowie 
den Druck del' ungestorten Luft Po ein, 

~ 
Abb. 166. Zusammenhang des Stau­
druckea q einer kompresalblen Fltlaalg-

(! ID' kelt mit dem Staudruek ~2..!L • der 

.aleh rechnerlseh bel Vernachlliaalgung 
der Komprea81bllltAt erglbt. 

so ist del' Inhalt derjenigen Flache, die durch die Ordinatenachse, 
die Geraden P = Po bzw. P = PI und durch die Kurve P' VX = konst. 
begrenzt wird (in Abb. 166 wagerecht schraffiert), gieich dem Integral 

f~ d p. Die Rohe PI - Po = q diesel' Flache ist del' Staudr~ck del' 
1'. 
kompressiblen Fliissigkeit. Den entsprechenden Staudruck einer in-
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kompressiblen Fliissigkei~ (eo2
W8) erhalten wir nun in der Hohe des­

jenigen Rechteckes, das, uber P = Po errichtet, den gleichen Inhalt 
P. 

besitzt, wie die Flache f v dp (in Abb. 166 schrag schraffiert). 
P. . 

98. Beriicksichtignng der Kompressibilitiit in der Kontinuitiitsglei-
chung. Nachdem wir gesehen haben. wie die Berucksichtigung der 
Kompressibilitat die Bernoullische Gleichung beeinfluBt, wollen wir 
jetzt llntersuchen, wie sich die Kontinuitatsgleichung andert, wenn wir 
wieder die Kompressibilitat berucksichtigen. Wir gehen aus von dem 
Satz, der die Konstanz der Materie ausdriickt, daB die durch jeden 
Querschnitt F eine Stromrohre flieBende sekundliche Masse (M) kon-
stant sein muB, d. h. M = F. e . w = konst. 

Zur Vereinfachung der weiteren Rechnung fiihren wir ala neue 
GroBe diejenige Flache / ein, durch die in der Sekunde die Massen-

qN=7 F r 1 einheit flieBt, d. h. 

/= M' 

-o.SJP1-
Abb. 167. Zuaammenbang der rez!­
proken Fli!.che f (durch die die 
MU!lenelnhelt pro Sekunde fIleBt) 

mit dem Druck. 

Es ist also 

oder 
/we = 1 
I 
T = ew . 

Wenn wir den Ruhedruck mit PI be­
zeichnen entsprechend einer Dichte e = el' 
so ist fiir diesen wegen w = 0 

elW=O; 

anderseits ist fiir P = 0, d. h. fur eine Expansion bis zum vollk.om­
menen Vakuum die Dichte e gleich Null, wobei - wie sich aus (3) 
ergibt - die Geschwindigkeit ihren Maximalwert erreicht, jedoch endlich 
bleibt, so daB auch e Wmax = 0 

ist. Zwischen diesen extremen Werten der Geschwindigkeiten w = 0 

und w = wmax ist aber e w = ~ endlich und von N ull verschieden, d. h. 

die Fllnktion ~ von P hat zwischen den Werten von p, die diesen Ge· 

schwindigkeiten entsprechen - d. i. p = PI bzw. P = 0,- wenigsteru 
ein und, wie die nahere Untersuchung zeigt, nur ein Maximum (Abb. 167). 

Tritt aus einem Raume, in dem Ruhe herrscht (w = 0), ein Gas­
strom in einen Raum von geringerem Druck bzw. in ein vol1kommenes 
Vakuum (p = 0), so nimmt mit abnehmendem Druck die Geschwindig-

keit nach (3) zu. Dabei wii.chst zunii.chst ew = ~ , d. h. der Stromfaden­

qllerschnitt (f) wird mit zunehmender Geschwindigkeit kleiner (wie bei 
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inkompressiblen Flussigkeiten}. Das hat seine Ursache darin, daJl bei 
den zunachst auftretenden maBig groBen Geschwindigkeiten die ver­
haltnismaBige Zunahme der Geschwindigkeit groJler ist als die durch die 
Druckverminderung bedingte verhaltnismaBige Abnahme der Dichte 

(~W > _ d(!(!). Bei weiterer Druckabnahme bzw. Geschwindigkeits­

zunahme kehren sich diese Verhaltnisse jedoch um. Wah rend namlich 
die durch die weitere Druckabnahme bewirkte Gesehwindigkeit allmah­
lich immer langsamer wachst und fur p = 0 einem endlichen Grenzwert 
zustrebt, nimmt die Diehte unbegrenzt ab, 80 daB das Produkt ew 
schlieJllich wieder abnimmt und sieh dem Wert Null nahert. Das heiBt 
aber, daB der Stromfadenquerschnitt, nachdem er fur eine gewisse 
Geschwindigkeit einen geringsten Wert gehabt hat, bei weiterer Ge­
schwindigkeitszunahme wieder groBer wird. 

'Vir wollen den Zustand, fur den der Stromfadenquerschnitt seinen 
kleinsten Wert erreicht, fur den also ew ein Maximum ist, noch etwas 
naher untersucheh. Fur diesen Fall muB offenbar 

d((!w) = ~+w~~=O 
dp e dp dp 

sein. Wir betrachten zunachst den ersten Teil :;. Unter Vernach­

IaBBigung der Schwerkraftwirkung und bei Annahme einer stationaren 
eindimensionalen Stromung (ds sei ein WegeIement) ergibt die Euler­
sche Gleichung 

dw 1 dp w-= --~,-
dB (! dB 

oder 
dw 
dP (!W 

Fur den zweiten Teil des Ausdruckes w :: haben wir unter Benutzung 

der in Nr.62 abgeleiteten Beziehung 

oder 

dp 2 di=C 

d(! w 
w dp = CZ' 

d f d A d k f ·· dw d d(!. Setzen wir die bei en ge un enen us rue e ur dP un 10 dp m 

d' GI' h d((! w) 0' h b . Ie elC ung --rrp- = em, so a en Wlr: 

w2 
-2 =1, 

C 
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Wir Behan also, daB fiir das -Maximum von (!W, d. h. fiir das Minimum 
des Stromrohrenquerschnittes f, die Stromungsgeschwindigkeit w gleich 
der dem dortigen Zustand entsprechenden Schallgeschwindigkeit ist. 

Ob der Stromrohrenquerschnitt mit steigender Geschwindigkeit 
abnimmt wie bei inkompressiblen Flussigkeiten oder wie bei Gasen 
mit Geschwindigkeiten unterhalb der Schallgeschwindigkeit, oder· ob 
er zunimmt wie bei Gasen mit Geschwindig~eiten oberhalb der Schlloll­
geschwindigkeit, ist ein ganz fundamentaler Umstand, der die ganzen 
Stromungsformen unter und uber der Schallgeschwindigkeit wesentlich 
verschieden werden laBt. 

99. Einnu8 der Zusammendriickbarkeit auf die Stromlinienform bei 
Stromungen mit Unterschallgeschwindigkeit. Wir knupfen an die in 
Nr.96 abgeleitete Druckke88elformel (3) an und erhalten, wenn wir 

1 
VI = 9 (11 

setzen und (3) nach P auflosen: 

" _ (1 _ " - 1 • Wi (h )-"-::"1 
P - PI ,,2PI ' 

WO PI den der Geschwindigkeit w = 0 entsprechenden Ke88eldruck 
bedeutet. Anderseits ist 

pV" = PI v'; 
oder 

mithin 
1 

(1 " - I (11 w2 )-,,-1 n-n ---.--
I;: - 1;:1 ,,21'1 . 

Durch binomische Entwicklung erhalten wir daraus: 

( 1 (! Wi ) 
!! = (!1 1- b·~.+··· 

oder mit 

WO c1 die Schallgeschwindigkeit fur den Kesselzustand bedeutet, 

( I w2 ) 0= n 1- ---+ .... 
~ 1;:1 2 c~ 

(5) 

Wir fragen uns zum SchluB dieses Kapitels noch: FUr welche Ge­
schwindigkeit wird die Abnahme der Dichte 1 % betragen 1 Offenbar, 
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d K kt ' l'ed 1 Wi 1 b .. d h wenn as orre IOnsg 1 "2' c:I = 100 etragt, . . wenn 

ist. Nehmen wir Luft von Atmosphii.rendruck und 150 C, also eine 
Schallgeschwindigkeit von c1 = 340 mis, 80 ergibt das: 

W=~f2=48m/s. 

Wir sehen also, .:laB der Febler, den wir begehen, wenn wir Luft 
als inkompre~ibel annehmen, in der Kontinuitatsgleichung oder, 

anders gesagt, in der StromIinienform ((! w = ~), groBer ist aIs in der 

Staudruckformel. Bei der Staudruckformel hatten wir einen Fehler 
von 1 % bei einer Geschwindigkeit von w = 68 mis, wahrend in der 
Kontinuitatsgleichung schon eine Geschwindigkeit von w = 48 m/s 
einen Fehler von 1 % bewirkt. 

1m ubrigen sehen wir aus den beiden Abschii.tzungsformeln (4) 
bzw. (5), daB del' Fehler, der in der Annahme der Gase als inkompres­
sible Flussigkeiten liegt, mit dem Quadrat der Geschwindigkeit wachst; 
so ergibt in der Kontinuitatsgleichung die Annahme der Volumen­
bestandigkeit von Gasen bei rund 100 m/s einen Febler von 4%. Dieser 
Fehler ist jedoch bei sehr vielen Anwendungen .noch innerhalb der 
ertraglichen Grenzen. 

XIV. Impuls- und Energiesatz. 
100. Der Impulssatz ffir stationire Bewegungsvorglinge. Der be­

sondere Wert des ImpuIs- und Energiesatzes ist der, daB man durch 
seine Anwendung auf physikaIische Vorgange Aussagen erhalten kann 
al)ein aus der Kenntnis des Zustandes auf der Begrenzungsflache 
eines bestimmten Gebietes, ohne im einzelnen von den Vorgangen 
im lnnern des Gebietes Kenntnis zu haben, ohne den "Mechanismus" 
des Bewegungsvorganges zu verstehen. Man kann einerseits haufig 
in denjenigen Fallen, in denen die Differentialgleichungen des betrach­
teten Vorganges nicht aufgestellt oder wenigstens nicht integriert 
werden konnen, durch die Anwendungen des Impuls- oder Energie­
satzes AufschluB erhalten uber die Bewegung, wie sie in groBen Zugen 
ohne Beriicksichtigung von Einzelbeiten vor sich geht, anderseits hat 
man in dem ImpuIs. bzw. Energiesatz ein bequemes Mittel, die Er­
gebnisse, die man durch Losung der betreffenden Differentialgleichungen 
hat gewinnen konnen, auf ihre Richtigkeit zu prufen. 



218 Dynamik der reibungslosen Fliissigkeiten. 

Allerdings hat der Impulssatz - wie wir noch sehen werden -
nur praktische Bedeutung fiir stationare Bewegungsvorgange oder fur 
im Mittelwert stationare Bewegungen, d. h. fur 80lche wirbligen und 
unregelmaBigen Bewegungen, die eine stationare Hauptbewegung er· 
kennen lassen (besondere Beachtung ist in letzterem Fall einer rich· 
tigen Mittelwertbildung zu schenken). Wahrend der Impulssatz sich 
auch auf Vorgange anwenden la6t, in denen durch Reibung ein Energie. 
verlust stattfindet, trifft das fur den Energiesatz nicht zu, da hier 
die durch Reibung entstandene thermische Energie als Unbekannte 
darin stehenbleiben wurde, so da6 der Satz keine Aussage uber die 
Bewegung mehr liefert. Anderseits sind es gerade die nicht stationaren 
Vorgange, uber die man in gewissen Fallen durch den Energiesatz 
Aussagen erhalt, wahrend die stationaren Bewegungen (bei Vernach· 
lassigung der Reibungsarbeit) bier regelmaBig triviale Aussagen von 
der Form Null gleich Null ergeben. 

Der Impulssatz la6t sich auf zwei verscbiedenen Wegen ableiten: 
Entweder geht man aus von dem Schwerpunktsatz (bzw. Flachensatz) 
der allgemeinen Mechanik (diese Ableitung hat den Vorteil einer be· 
sonderen Anschaulichkeit), oder man nimmt die Eulersche Gleichung 
als Ausgangspunkt (in diesem Fall kommt es darauf hinaus, Volumen· 
integrale in Oberflachenintegrale umzuwandeln). 

Wir geben zunachst die erste Ableitung des Impulssatzes, gehen 
also aus von dem Schwerpunktsatz der allgemeinen Mechanik: Die zeit· 
liche Anderung der Impulse oder Bewegungsgro6en (.2mro) eines abo 
gegrenzten Massensystems diskreter Massenpunkte ist gleich der Summe 
der von au6en auf das System wirkenden Krafte 

d 
TtC2mro) = .2$, 

wo .2$ die Summe aller au6eren Krafte bedeutet, d. h. derjenigen 
Krafte, die von nicht zum System gehorigen Massen auf Massen des 
Systems ausgeubt werden (die inneren Krafte, d. h. diejenigen Krafte, 
die die zum System gehorigen Massen aufeinander ausuben, heben sich 
- wie die Mechanik lehrt - nach dem Prinzip von actio und reactio 
gerade auf). 

Bei dem Obergang vom System diskreter Ma8senpunkte zur Flussig. 
keit - aufgefa6t als Kontinuum - geht die Summe .2mro uber in 
das Integral ftudm = 3, mithin lautet der Schwerpunktsatz: 

(I) 

Die Xnderung des Gesamtimpulses in der Zeiteinheit eines von einer 
flussigen Flache eingeschlossenen Gebietes ist gleich der Resul· 
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tierenden der au.Beren Krafte. Es ist dabei zu beachten, da.B die betrach­
tete Flussigkeitsmenge dauernd aus denselben Flussigkeitsteilchen zu 
bestehen hat, damit der Satz der Mechanik von Massensystemen un­
mittelbar angewandt werden kann. Diese Flussigkeit ist mithin durch 
eine flussige Flache von der ubrigen Flussigkeit abzugrenzen. Es ist 
also nicht angangig, da.B wahrend der Untersuchung (zeitliche Dif­
ferentiation) nicht zum System gehorige Flussigkeit durch die Grenze, 
die wir einmal gezogen )0 

::~:;~~~n~En~~:~: ~I£~ 2) ~~ 
Flache iY abgegrenzte Flus- -_ ---- :::: 
sigkeitsmenge, so erfolgt die 
zeitliche Anderung der Be­
wegungsgrofle .3 dieser ab­
gegrenzten Flussigkeit in der 

Abb. 168. Eine in elnem Zeltelement Ile verachobene. 
von der f1iisslgen Fliche 3' begrenzte Fliisalgkeltsmasse. 

Weise, dafl einerseits die Geschwindigkeiten im Innern des betrachteten 
Gebietes sich andern konnen, und dafl anderseits die begrenzende flussige 
Flache iY sich verschiebt (in Abb. 168 ist die in dem Zeitelement dt ver­
schobene flussige rlache lr gestrichelt gezeichnet). 1st jetzt der Be­
wegungsvorgang stationar, wird also jedes Flussigkeitsteilchen im Ver­
lauf eines Zeitelementes an dem festgehaltenen Ort durch ein anderes 
Flussigkeitsteilchen von gleicher Geschwin­
digkeit ersetzt, so bleibt fur die zeitliche An­
derung des Impulses der durch iY abgegrenzten 
Flussigkeitsmenge nur die Anderung der Bewe­
gungsgrofle, die durch die Verschiebung der flus­
sigen Flache bedingt ist. Wir kOnnen diese Ver­
schiebung der flussigen Flache noch in anderer 
Weise deuten: 

Betrachten wir eine raumfeste Flache, die 
zu einem beliebigen Zeitpunkt tl mit der flus­
sigen Flache iY zusammenfallen moge, so ergibt 
sich bei der Verschiebung der flussigen Flache lr 
ein Impulstransport durch diese raumfeste Flache. 

Abb. 169. Das durch cin 
Flichenelement Il \l einer 
raumfesten Fliche in 
elnem Zeitelement dureh­
geschobene Fliisslgkeltsvo-

lumen. 

Bezeichnet in Abb. 169 AA einen Teil der im Raume festen Flache, 
die zur Zeit tl mit der flussigen Flache iY zusammenfiel, und be­
zeichnet B B einen Teil der flussigen Flache zur Zeit tl +' dt, so ist -
wenn wir die auflere N ormale der geschlossenen Fliichen positi v 
rechnen - das durch das Flachenelement diY der raumfesten Fliiche A A 
in der Zeiteinheit geschobene Volumen diY 0 tudt und die in der Zeit­
einheit durch das Flii.chenelement d iY getretene Bewegungsgrofle also gleich 

e diY 0 tu tu . 
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Die durch die Verschiebung der fliissigen Begrenzungsflii.che bedingte 
Anderung des Gesamtimpulses in der Zeiteinheit ist somit gleich der 
Resultierenden der durch eine raumfeste Begrenzungsflache in der 
Zeiteinheit hindurchgetretenen ImpulsgroBen: 

in Komponenten 

it:,_ = § e dF I to I cos (n, to) u, 

d:; = § e dF I to I cos (n, to) v, 

it:,_ = § edF I to I cos (n, tu) w, 

(2) 

wo n die nach auBen gerichtete positive Normale bedeutet. 1st speziell 
dF senkrecht zur x-Richtung, so wird die durchgeschobene Masse 
e dFu und 

dJ. = II dF I 4t p. u, 

ist dF senkrecht zur y-Richtung, so ist die durchgeschobene Masse edFv 
und 

it;'. = I I e dF u v 

usw. 
Die geschlossene raumfeste Flache, tiber die sich die Integration 

erstreckt, nennen wir die Kontrollflache. Wir' haben somit den 
Satz abgeleitet, daB ftir einen stationaren Bewegungsvorgang die 
sekundliche Anderung des GesamtiJppulses einer Fltissigkeitsmenge 
gleich ist dem IlII.pulsfluB durch die· Kontrollflache. 

Die rechte Seite von (1), die Summe aller auBeren Krafte, setzt 
sich (bei V oraussetzung reibungsloser Fltissigkeit) zusammen aus: 

1. den Druckkraften langs der Kontrollflache: - § P d~ (vek­
torielle Integration; x-Komponente: - § pdF cos (n, x) usw.). Das 
negative Vorzeichen tritt deshalb auf, da wir die nach innen gerichtete, 
auf die Kontrollflache wirkende Kraft als Druck bezeichnen, und diese 
Richtung entgegegesetzt der positiv gerechneten AuBennormalen ist; 

2. den eingepragten Kraften, insbesondere der Schwerkraft: 

IIIeg dV ; 
3. den Fremdkraften, d. h. den Kraften, die von au Ben auf in der 

Fliissigkeit befindliche Korper ausgeiibt werden: .2~f. In der ab­
gegrenzten Fltissigkeit befinden sich z. B. Korper, die mit ihren Be­
festigungsvorrichtungen aus der abgegrenzten Fliissigkeit herausragen, 
und auf diese Korper werden durch die Haltevorrichtungen von auBen 
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Krafte ausgeubt. Man kann das Oberflachenintegral der Drucke p auch 
uber die Oberflachen der in der Flussigkeit eingeschiossenen Fremd­
korper mit erstrecken und hat in diesem Fall die Fremdkrafte nicht 
mehr besonders in Rechnung zu setzen. Es ist aber haufig bequemer, 
mit den Fremdkrii.ften unmittelbar zu rechnen. 

Wir haben somit fUr den Impulssatz den Ausdruck: 

§ e diY 0 tu tu = J f J e 9 d V - § p diY + 2 ~f (3) 

oder, wenn - wie es meistens der Fall ist - die Schwerkraft vema.ch­
lii.ssigt werden darf, 

(3a) 
In Worten: 

Bei sta.tionaren Bewegungen einer reibungslosen Flussigkeit ist 
der ImpulsfluB durch die ein bestimmtes Volumen abgrenzende raum­
feste Kontrollflii.che gleich der Resultiert:!nden aus dem Druokintegral 
auf der Kontrollflii.che und den a.uf die eingeschlossene Flussigkeit wir­
kenden Massenkraften und Fremdkraften. 

Haufig fragt man nicht na.ch den Kraften, ~ie von au Ben auf die 
Flussigkeit ausgeubt werden - wie wir es bisher getan haben -, 
sondem es handelt ·sich in vielen Fallen 
umgekehrt darum: welche Krii.fte werden 
von der Flussigkeit nach auBen, z. B. auf 
in der Fltissigkeit befindliche (nicht zum 
System gehOrige) Korper wie Schaufeln, 
Tragf1ii.chen usw! ausgeubt ¥ Diese ent­
gegengesetzte Fragestellung kommt offen­
bar auf einen V orzeichenwechsel in den 
Kraften hinaus. Wir haben hier die ana-
logen Beziehungen wie bei der Unter­

Abb. 170. Die Reaultlerende aller 
Druekkrifte, die die teate Filhrunlll­
fliiebe aut die J'llluJllkelt aullflbt. lit 
aleleb dem Impulltr&Dlport durcb 

die J'lJ.eben ii. und If •. 

scheidung von actio und reactio. Um dieses einzusehen, betra.chten wir 
eine Stromung zwischen zwei gekrtimmten Wanden (Abb.170). Wir legen 
die gestrichelt gezeichnete KOlltrollflii.che, wie in Abb. 170 angegeben. 
Fremdkorper sind in diesem Fall nicht vorhanden, 80 daB wir unter 
Vema.chlii.ssigung der Schwerkraft fur den Impulssatz haben: 

f e d~ 0 tu tu = - f p d~ • 
Der Impulstransport findet der festen Wande wegen nur durch die 

Flii.chen ~l und iY. sta.tt. FUr den durch die Flii.che ~l tretenden Impuls­
fluB haben wir, da die Riohtung der Geschwindigkeit tu entgegen­
gesetzt der des Flii.chenvektors iYl ist, 

-(;IF I tull tu l • 
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Die diesem ImpulsfluB entsprechende Kraft srI' die mit sr. (s. unten) 
zusammen von der Wandung auf das abgegreru.~e Volumen iiuertragen 
wird, hat somit den Betrag e Fw 2 und die zu IVI entgegengesctzte 
Richtung. Entsprechend ergibt sich fiir den durch 3-2 tretenden Impuls­
fluB die Kraft sr., deren Betrag gleich eFw2 und deren Richtung gleich 
der von IV. ist (da die Richtung von IVa mit der von 3-2 iibereinstimmt). 
Die Resultierende von il und sr., d. i. i, entspricht somit dem Impuls­
transport durch 3-1 und 3-. und ist demnach die Resultierende aller 
Druckkrii.fte, die die festen Fiihrungsflachen auf die Fliissigkeit aus­
iiOOn. 

Dieser Kraft i entspricht nach dem Prinzip von actio und reactio 
eine gleich groBe und entgegengesetzt gerichtete Reaktionskraft, die 

Abb. 171. Die nach dem PriD.zlp von 
actio UDd reactlo der reBultlerenden 
Kratt In Abb. 170 entBprechende, 
ent&el!eDl_tat IIlelch aroDe, Kraft 
It wIrd von der I'llIIaIllkelt auf .die 

teste WandUDIL aUllleiibt. 

das Wasser auf die Fiihrungsflachen aus­
iibt. Fiir die nach auBen gerichtete 
Kraft il haben wir eine gleich groBe nach 
innen gerichtete Reaktionskraft 9t1 des 
Wassers auf die Oberflache. Ebenso er­
gibt sich fiir die nach auBen gerichtete 
Kraft srs eine gleich groBe aber nach 
innen gerichtete Reaktionskraft 9ta 
(Abb.l71). 

Wir konnen also sagen, daB dem 
eintretenden ImpulsfluB eine entgegen­
gesetzt gerichtete Kraft und dem aus­
tretenden ImpulsfluB eine gleichgerich­
tete Kraft entspricht, wenn es sich um 
die Kraftwirkung von auBen auf das 

System handelt (Abb. 170); fragen wir jedoch nach der Kraft, die 
das System nach auBen abgibt, 80 entspricht umgekehrt dem ein­
tretenden ImpulsfluB eine gleichgerichtete Kraft und dem aus­
tretenden Impuls eine entgegengesetzte Kraft (Abb. 171). 1m ersten 
Fall ist die Kraft immer nach auBen, im zweiten Fall immer nach 
innen gerichtet. 

Vom Impulssatz, der eine Vektorgleichung darstellt, werden meistens 
- wie wir an Beispielen noch sehen werden - nur einzelne Kompo­
nentenaussagen verwendet. Auch pflegt man meist die Kontrollflache 
so zu legen, daB der ImpulsfluB durch, einen Teil derselben verschwindet. 

Man kann die Impulsgleichung (3) auch leicht aus der Eulerschen 
Gleichung ableiten: Es war nach S.101 

e (;T + IV 0 V IV) = e 9 - grad p ; 

wenn wir beriicksichtigen, daB 

V 0 (ttl IV) = W 0 IV) ttl + IV 0 V ro 
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ist, und wenn wir weiter eine volumenbestandige Flussigkeit voraus­
setzen (div It) = V 0 It) = 0), so erhalt man, wenn die Gleichung noch 
mit dem Volumenelement dV multipliziert und uber das abgegrenzte 
Volumen integriert wird, die Beziehung: 

fff e aa~dY + fff e V 0 (It) It)) dV = fff eg dV - fff gradpdV. 

Nach dem GauBschen Satz (vgl. Nr. 46) ist jedoch 

und 
I) I I I V 0 (It) tb) dV = 1 d ~ 0 tv tv 

2) IIIgradpdV=lpd~. 

Setzt man jetzt voraus, daB der Bewegungsvorgang stationar ist 

(~7 = 0), so erhalt man in "Obereinstimmung mit (3) 

1 e d~ 0 It) tv = I lIe 9 dV - 1 p d~ . 

Die in Gl. (3) aufgefuhrten Fremdkrafte 2- ~, sind bei der vorliegen­
den Darstellung in dem Druckintegral mit enthalten, das iiber die Ober­
flachen der Fremdkorper niit zu erstrecken ist. 

Geht man aus von dem Flii.chensatz der Mechanik diskreter Massen­
punkte, daB die zeitliche Anderung des Impulsmomentes um einen 
Punkt oder eine Achse gleich ist dem resultierenden Moment der Krii.fte 

d 
de CEmtX It)) = .2tX ~, 

so erhalt man - analog der Beziehung des Drehmomentes zur Kraft -
auch den entsprechenden Momentensatz des Impulses: 

1 ed~ 0 tv tXIt) = III etxg dV -I ptXd~ + .2tX ~f· 

101. Erweiterung des Impulssatzes ffir "in Mittelwerten stationiire" 
Fliissigkeiisbewegungen. Fur nichtstationare Bewegungen lassen sich 
die Impulssatze zwar aufstellen, aber man hat im allgemeinen keinen 

Gewinn davon, da das Integral fff e °a1 dV sich meist nicht in ein 

Oberflachenintegral umformen laBt, und daher durch dieses Glied 
der Vorteil des Impulssatzes, nur Aussagen iiber die Zustande an der 
Kontrollflache zu enthalten, verloren geht. Die Anwendung auf nicht­
stationare Stromungen wird aber moglich, wenn es sich um periodische 
oder andere Stromungen handelt, die einen stationaren Mittelwert der 
Geschwindigkeit besitzen, so daB eine "Grundstromung" (eben durch 
diesen Mittelwert gebildet) und eine dariiber gelagerte Schwankung 
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regelmaBiger oder auch unregelm.ii.Biger Art vorhanden ist. Der Impuls­
sa.tz liefert hier fur die Mittelwerte uber langere Zeit Aussagen, die nur 
die Zustii.nde an der Kontrollfliche enthalten, da die das Innere betref­
fenden Mittelwerte hera.usfallen. 

1st die Geschwindigkeit eines Flu.ssigkeitsteilchens des durch die 
Kontrollflache abgegrenzten Flussigkeitsgebietes 

tu = IV + tu' , 

wo IU der stationare Mittelwert und tu'die Schwankung um den Mittel­
wert sein moge, 80 ergibt sich, wenn wir den Mittelwert von tu bilden 
(Mittelwertbildung sei immer durch "Oberstreichen ausgedruckt), 

tu =lU +tu', 
mithin 

tu'=O, 

d. h. bei in Mittelwerten stationaren Bewegungsvorgangen ist der Mittel­
wert der Schwanku~ ihrer Definition gemaB identisch Null. 

Setzt man also bei der Anwendung des Impulssatzes im Innern 
des abgegrenzten Gebietes fur jeden Impulsbeitrag seinen Mittelwert, 
so faUt dieser, da er stationar ist, bei der Impulsanderung fort. 

An der Kontrollflache handelt es sich aber um die Mittelwertbildung 
von quadratischen AusdrUcken in' tu, wie z. B.. von UI, uv usw., wenn 
u, v, w die rechtwinklige~ Komponenten von tu sind. 

Nun ist aber 

ul = (u + u')· = ii + 2 u;U; + U'I , 

also w~gen u' = 0 
u' = u"'+ uii . 

Ebenso ist 

u" = (u + u') ( " + v') = u v + U '11 + it V' + u' v' 

also wegen u' = 0 und V' = 0: 

uv =uv+u'V'. 

Der Mittelwert des Schwankungsquadrats U'I ist als Mittelwert 
von lauter positiven Werten immer > 0; der Mittelwert des Produktes 
u'v' kann ebenso positiv wie negativ, wie auch = 0 sein. Er ist z. B. 
positiv, wenn in den uberwiegenden Fallen positive u' mit positiven 
v' und negative u' mit negativen v' zusammentreffen. 

Bezeichnet p. = p + p' den Druck, wo p den stationaren Mittel­
wert und p' die Schwankung um den Mittelwert bedeutet, so ist, wie 
bei der Geschwindigkeit, der Mittelwert der Druckschwankung gleich 
Null. 
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Selbst dann ist der Impulssatz noch anwendbar, wenn zwar keine 
atationare oder im Mittel stationare Bewegung vorhanden ist, aber 
eine teilweise stationare Bewegung, wo in einem Teil der Flussigkeit 
periodische Vorgange auftreten (z. B. Karman-Wirbel, vgl. Bd. II). 
In diesem Fall ist nach einer Periode das Stromungsbild am Fremd­
korper wieder das gleiche. Das Bezugssystem wird so gelegt, daB das 
Wirbelsystem stationar ist; die Kontrollflache besteht aus einer Ebene 
durch das Wirbelsystem und einer Fliiche, die ganz im ungestorten 

r::------------------~ r------·----·--------, I · I . 

! I 
I I 
· I I I 
· I ! I 

L-------J~-=~-=-=__:::_~_::-=__:j~r:!~!c:~ e~ 
Abb. 72. Anw~ndung des Impu!ssatzes auf periodische ,"organge (K4rmAn-Wirbel). 

Gebiet verlauft und den Korper einschlieBt (Abb. 172). 1st der Korper 
um den Weg einer Periode vorgeriickt, so kommt zum Druck- und Im­
pulsintegral auf der Kontrollebene noch die Impulsvermehrung im Innern 
gegenuber der ungestorten Flussigkeit hinzu, uber die ein Volumen­
i~tegral zu erstrecken ist. Der Impulssatz liefert in diesem Fall den 
Mittelwert der Kraft am Korper fur eine Periode. 

102. Anwendungen des Impulssatzes. Wir wollen jetzt an einigen 
einfachen Beispielen zeigen, wie schnell und mit wic geringer Muhe 
man durch die Anwendung des Impuls­
satzes gewisse summarischeAussagen uber 
Stromungsvorgange erhalt, ohne daB man 
von den Eimelheiten der Bewegung Kennt­
nis zu haben braucht. 

1. AusfluB aus einem GefaB. Ver­
nachlassigen wir fur den austretenden 
Flussigkeitsstrahl die Schwerkraft, so er­
gibt (3a), da keine Fremdkorper in der 
Flussigkeit sind, die von auBen Kraft­
wirkungen erfahren: 

r----------., 
I I 
I t' KDIII,.ol/-
I =::.. _ -==: I rNiche 
I I 
I I 
I I 
I I 
I J[s 
I ~ '" I !{(I I L __________ .J 

Abb. 1 i:!. Dern nach rccht8'lIerirhteten 
}'Iiissigkeitsstrahl ~nt.pricht "ine Bach 
links lIerlchtete Reaktionskraft. die 
das Gefiill bei reibunllsloser Lagerung 

nach links bes(·hleunigt. 

Legen wir die Kontrollflache, wie aus Abb. 173 ersichtlich, und nehmen 
wir an, daB die Geschwindigkeit IV der Flussigkeitsteilchen uber dem 

Tictjcns, IIydromcchanik. 2. Auf!. 15 
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Strahlquerschnitt~. konstant ist, so ergibt sich als ImpulsfluB (e = konst. 
angenommen) : ItJ 

f ed~ 0 tv It> = eF.11t> lit> = eF.w2--w 

( : ist ein Richtungsfaktor vom Betrage 1). 
Diesem austretenden ImpulsfluB entspricht nach Nr. 100 eine ent· 

gegengesetzt gerichtete Reaktionskraft vom gleichen Betrage. Be· 
zeichnen wir den Druck im Innern des GefaBes mit PI und den AuBen­
druck (Atmosphii.rendruek), den wir im Strahl als vorhanden annehmen 
ktinnen, mit Po' so ist nach der Bernoullisehen Gleichung S. III 

w2 = 2 (PI - Po). Mithin erhalten wir fUr die Reaktionskraft: 
€I 

P = 2 F S (PI - Po) • 

Wiirde das GefaB auf (reibungslosen) Radern stehen, so wiirde es sich 
unter der Kraft von $ in der entgegengesetzten Riehtung des aus· 
flieBenden Strahles beschleunigen; wollte man das verhindern,' S() 

miiBte man (in "Obereinstimmung mit Nr. 100) auf das GefaB und da. 
dureh auf das Wasser von auBen eineKraft Sf = - $ einwirken lassen. 

( 

DaB in dem Ausdruek fiir die Reaktionskraft der doppelte Strahl-
quersehnitt auf tritt, hat seinen Grund darin, daB auBer dem Wegfall 
des statischen V"berdruekes F. (PI - Po) an der ilifnung infolge der 
Zustr6mung zur Offnung ein weiterer Druckabfalllangs der Wandung 
r--I-----.~----l in der Umgebung der Offnung vor-
I Konfrrollf'lacne I handen ist, der, wie wir aus dem 
I Impulssatz erfahren, noch einmal die 
I gleiche Kraft liefert wie der Druek-
: \ ausfall iiber dem Strahlquerschnitt. 
I ~ F F. 2. Bestimmung der Kontrak-
I tionsziffer einer Borda·Miin-
I ~( dung. Bezeichnet F den Quer-
1 schnitt der Borda-Miindung und F. 
I den Querschnitt des die Kontroll-I Wiehe durchstoBenden Strahles, S() 

L ____________ J wird die Kontraktionsziffer oc definiert 
Abb.174. Bestlmmung der Kontraktions. durch die Gleichung 

ziller einer Borda-Miindung. 
F, = ocF. 

Legen wir die Kontrollflache wie in Abb. 174 ersichtlich, so 
sich unter den gleichen Voraussetzungen wie im ersten Beispiel 

f pd~ = e f d~ 0 It> It> 

ergibt 
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Da nun auf allen Wandflachen, deren Druckkrafte Komponenten in 
.der Strahlrichtung besitzen, der volle 'Oberdruck herrscht, muB der 
Wegfall des 'Oberdruckes im Miindungsquerschnitt: F(PI - Po) gleich 
dem Strahlimpuls sein. Mithin 

d. h. 
F (PI - Po) = 2F, (PI - Po), 

1 
Fa = -2- F 

3. Reaktion einer durch einen gekriimmten Kanal flie­
Benden Flussigkeit. Wir beziehen uns auf Nr. 100 (Abb. 171), wo 
wir gesehen haben, daB dem durch th und tr2 tretenden ImpulsfluB 

It) IU 
eF1wf-l - eF:lW~-B 

WI WI 

die Reaktionskraft des Wassers auf die Kontrollfliiche 911 + 912 = 91 
entspricht. Diese Kraft wird - wenn wir von der S~hwere absehen -
vom Oberflachendruck des Wassers gegen die Kontrollflache auf­
genommen. Der Oberflachendruck besteht nun aber aus den Drucken 
gegen die Kanalwande, vermehrt um die Drucke an den Eintritts­
bzw. Austrittsflachen trlPI + tr2P2' Fiir den Reaktionsdruck der :Flussig­
keit auf die Wande (91w) allein haben wir somit 

ro F _ .. 2 lUI F:I IUs ~ "" 
i/'W = e 1 Wi - - e 2 Wz -.- - Ul PI - 0'2 P2 . 

WI Us 

Wenn die Flachen trl und tr:l gerade senkrecht zu den Geschwindig­
keitsvektoren to1 und to2 gewahlt werden, dann kann, da die Richtung 
des Vektors trl entgegengesetzt der­
jenigen von' to1, die Richtung von tr2 
aber der von to2 gleichgerichtet ist, auch 
geschrieben werden: 

91w = - e trl wr - trlPI - e ir2 w~ - tr2P2 

oder 

91w = - 0:1 (e wr + PI) - ir:l (ew~ + P2)' 

In Abb. 175 ist die resultierende Reak-
tionskraft der Flussigkeit auf die Wande 

~ 1'1 
Abo. 175. Reaktion einer durch einen 
gekriimmten Kanal (bzw. Rohr) 

fliellenden Fliissigkeit. 

(91w) aus den Komponenten - trdew~ + PI} und - 0:2 (eu'~ + P2) 
konstruiert. 

4. PlOtzliche Erweiterung eines Rohres. Es trete ein 
Fliissigkeitsstrahl aus einem zylindrischen Rohrstiick vom Quer­
schnitt trl in ein weiteres ebenfalls zylindrisches Rohr mit der Quer­
schnittsflache trz' Da der (mit der Geschwindigkeit tol) austretende 
Strahl sich in einer labilen Bewegung befindet, so wird er sich mit der 

1:)* 
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umgebenden Flussigkeit vermischen und schliefllich nach der Ver­
miBchung (in genugender Entfernung yom Strahlaustritt) ungefahr· 
gleichformig mit einer mittleren Gesch~indigkeit. \1)2 in dem weiteren 
Rohr abstromen. Der Flussigkeitsdruck im Strahl moge dort, wo er 
daB engere Rohr verliiflt, PI und dort, wo er sich mit der umgebenden 
FluBsigkeit durchmischt hat, pz sein. Es liillt sich nun die Druck­
differenz P2 - PI mit Hilfe des ImpulBsatzes berechnen, ohne dall die 
Einzelheiten (les MischungsvorgangeB bekannt waren. 

Da :Fremdkrafte nicht vorhanden sind, so haben wir fur den Impuls­
satz, wenn wir die Schwerewirkung itt' ~~~~iiftF, v,e~na.chla.ssigen und Homogenitat der 

P,- _.' ,~tc;::.- - Z F 11lSSlgkeIt voraussetzen, 
F1 

Abb. 176. PlOtzliche Erweiterung 
eines Rohres. 

e § d ~ 0 \1) ttl = - § pdiJ. 

Legen wir die Kontrollflache so wie 
in Abb. 176 angegeben, so bleibt nur ein Impulsflull durch die Fliichen 
~1 und (Jz, so dall wir haben: 

eFz~ - e F I wi = - F2 (P2 - PI) 

und mit Beriicksichtigung der Kontinuitatsgleichllng fiir volumen­
beBtandige Flussigkeiten 

pz - PI = eU'2(U\ - w z) . 

Hiermit haben wir die Drucksteigerung berechnet. 
Wurden wir in einem sehr aIlmahlich sich erweiternden Rohr von 

der kleineren Querschnittsflache ~1 mit dem Druck PI zum grolleren 
Querschnitt ~2 mit dem Druck P~ ubergegangen sein, so dall sich auf 
diesen Vorgang die BernouIlische Gleichung anwenden lallt, so er­
gibt sich alB Drucksteigerung entsprechend der Geschwindigkeits­
abnahme 

P' - P - (! (u·2 - U,2) 2 1-21 2' 

Bilden wir den Unterschied der Enddrucke fiir allmahliche und plOtz­
liche Erweiterungen: 

P' P - p' P (p P ) - (! (u·2 - u·2) - 0 W (u' - U' ) 2- 2-'2- 1- 2-'1-2 I 2 ~ 21 2 

= (! (u' -U' )2 2 1 2' 

so erkennen wir, daB im FaIle einer plOtz lichen Erweiterung nicht der 
Druck zuriickgewonnen wird, den man bei allmahlicher Erweiterung 
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erhalten wiirde. Eine Verringerung der Geschwindigkeit durch eine 
plOtzliche Erweiterung des Querschnittes ist also nur unter Verlust 
eines gewissen Betrages der Druckerhohung zu erreichen, und zwar 
ist dieser Verlust um so groBer, je groBer die Querschnittserweiterung 
und je groBer damit die Geschwindigkeitsverringerung ist. 

Die letzte Gleichung, die den Druckverlust gegeniiber einem all­
mi.i.hlich sich erweiternden Rohr angibt, hat man wegen ihrer AIm­
lichkeit mit der Formel, die den Energieverlust beim StoB zweier 
unelastischer Korper ausdriickt, die Carnotsche StoBverlustformel ge­
nannt, obwohl der Druckverlust mit einem "StoB" nicht mehr zu 
tun hat, als daB hier wie dort ein nicht umkehrbarer Ausgleich der 
Geschwindigkeiten erfolgt. 

5. Schwebenderhalten von schweren Korpern in Fliissig­
keiten. Um einen Korper z. B. in ruhender Luft entgegen der Schwer­
kraft in der Schwebe zu erhalten, ist es notwendig, dauernd neue Luft­
massen nach unten zu beschleunigen. Dies wird beispielsweise von einer 
Hubschraube geleistet. 1st IV die .Endgeschwindigkeit, die die Hub­
schraube der von ihr erfaBten Luft erteilt, so liefert der 1mpulssatz 

Nehmen wir die Kontrollfli.i.che sehr groB, so daB in den abwarts 
bewegten Luftmassen die Druckdifferenzen vernachlassigt werden 
konnen, so erhalten wir als Reaktionskraft auf den Schraubenpropeller 
eine nach oben gerichtete Kraft vom Betrage eFw2, wo F den Quer­
schnitt 'des Strahles der nach unten beschleunigten Luftmassen be­
deutet. Bezeichnen wir mit M die in der Zeiteinheit in Bewegung ge­
setzte Luftmasse, so haben wir fur die Reaktionskraft 

~=-MIV. 

Wenn die Schraube keine andere Arbeit leistet, als sich in der Schwebe 
zu erhalten, so ist die Leistung (L) gleich der Energie des in der Zeit­
einheit nach unten beforderten Luftstrahles: 

oder 

Wie die Anwtlndung des 1mpulssatzes auf eine abwi.i.rts bewegte 
Luftmasse lehrt, ist es fiir das Schwebenderhalten eines Korpers von 
einem bestimmten Gewicht gleichgiiltig, ob einer kleinen Luftmasse 
eine groBe Geschwindigkeit erteilt .wird oder einer groBen Luftmasse 
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eine kleine Geschwindigkeit, sofern nur das Produkt aus sekundlicher 
Masse und Geschwindigkeit konstant bleibt. Fiir die &ufzuwendende 
Leistung ist es jedoch wesentlich vorteilhafter, eine moglichst groBe Luft­
masse zu beschleunigen und die Abwartsgeschwindigkeit klein zu halten. 

6. Zweidimensionaler Wasserstrahl gegen eine schrage 
Platte. Man kann einmal fragen nach der Kraft, die vom Wasser 
auf die Platte ausgeiibt wird, anderseits nach der Art der Verteilung 
des Strahles, d. h. nach dem nach oben bzw. nach unten abgelenkten 
Anteil desselben. In Abb. 177 sei a die Dicke des mit der Geschwindig-

-IJI 

Ko"f1oollfliich!. ~ __ 
// ~ 

/ 0 

/ 
I , 

keit \1.) flieBenden Strahles, a l 

'und a2 die Dicke des nach oben 
bzw. nach untenabgelenktenTeil­
strahles. Der Druck der ankom­
menden Flussigkeit sei Po' 0 sei 
der Schnittpunkt der Mittellinie 
des Strahles mit der schragen 
Flache, e die Entfernung des 
Druckmittelpunktes von O. 

Aus dem Umstand, daB der 
Druck in den abflieBenden Strah-

Abb.177. Zweidimensionaier Wasserstrabl gegen len da, wo die Umbiegung been­
eine schrag zur Anstromungsrichtung Ilesteilte 

Platte. det ist, ebenfalls gleich dem At-
mospharendruck Po ist, folgt, 

daB die Geschwindigkeit auch dort den Betrag I \1.) I hat. Legen wir 
die Kontrollfliiche wie in Abb. 177 gezeichnet, so ist (bei Vernach­
l8.ssigung der Erdschwere) 

e § dl"Y 0 \1.) ttl = - § pdl"Y = ~. 
Bilden wir von dieser Vektorgleichung einmal die Kompone\lten­

gleichung fur die Richtung senkrecht zur Platte und dann fur die 
Richtung parallel zur Platte, so ist (wenn wir die Tiefe des Strahles 
gleich 1 setzen): 

Komponente senkrecht zur Platte P = e a w2 sin ex, 

Komponente parallel zur Platte 0 = e a l w2 - e a2 w2 - e a w2 cos cc 

oder 
Da nach der Kontinuitat 

al+~=a 

ist, so haben wir fur a l und a2 

] + cos IX 
a l = a '---2-- , 

1 - cos IX 
a2 = a ;- --2--- . 
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Nachdem wir hiermit die oben erwahnten Fragen nach der Kraft 
des Wassers auf die Platte, sowie nach der Dicke der Teilstrahlen 
ilrledigt haben, wollen wir noch die Lage des Angriffspunktes der 
Kraft des Strahles auf die Platte bestimmen. Wir wenden zu dem 
Zweck den Satz vom Impulsmoment an filr 0 aIs Momentenpunkt. 

Dnter Beriicksichtigung, daB die HebeYarme ;1, ;- und Null sind, 

ergibt sich 
2 a1 2 a2 r. a w . -- - fl a w . -- = p. e ,,1 2 ,,2 2" , 

so dall wir mit 

haben: 
P = eaw2sinIX 

I (a~ - a~) a 
e = sin at -2a = 2 ctg IX • 

Dies ist die Entfernung des Druckmittelpunktes vom Punkte O. 
Was wir natiirlich mit der .summarischen Betrachtungsweise, wie 

sie die Anwendung des Impulssat~es darstellt, nicht berechnen konnen, 
ist die Druckverteilung langs der Platte. 

103. Der Energiesatz fiir nicht stationiire Bewegnngsvorgin!re 
volumenbestindiger Fliissigkeiten. In ahnlicher Weise, wie wir in Nr. 100 
einen Satz iiber den Impulstransport abgeleitet haben, lallt sich ein 
-entsprechender Satz iiber den Energietransport in Fliissigkeitsbewe­
gungen aufstellen. 

Man geht zu diesem Zweck von dem allgemeinen Satz aus, dall 
die Energieji.nderung eines Systems gleich der von aullen an dem 
System geleisteten Arbeit ist, oder in anderer Form: daB die Energie­
anderung in der Zeiteinheit gleich der von au Ben zugefiihrten (bzw. 
nach auJlen abgefiihrten) Leistung ist. 

Da bei der Anwendung der Energiesatze auBer der kinetischen 
und potentiellen Energie auch die elastische und thermische Energie 
mit beriicksichtigt werden muB, versagen die Energiesatze, wenn 
merkliche Betrage von Reibungsarbeit auftreten und dadurch Energie 
zerstreut (dissipiert) wird. Denn ohne Kenntnis der Vorgange im Innern 
der Fliissigkeit lie13e sich die Dissipation nicht berechnen, wahrend 
doch die Energtesatze analog den ImpuIssatzen gerade dazu dienen 
sollen, allein aus den Oberflachenzustanden der betrachteten ab­
gegrenzten Fliissigkeit die resultierenden Krii.£te zu berechnen. Also 
nur in den Fallen, wo merkliche Reibungsarbeit nicht auf tritt, laBt 
sich der Energiesatz mit Nutzen anwenden. 

Filr stationare Vorgange ist bei Vernachlii.ssigung der Reibungs­
arbeit die Aussage des Energiesatzes trivial; denn die Arbeit am ruhen­
den Fremdkorper ist Null, und auch in der Fliissigkeit ist dann die 



232 Dynamik der reibungsloaen Fliissigkeiten. 

Energie konstant, so daB die Anwendung des Energiesatzes auf diesa 
FaIle regelmaBig Aussagen von der Form Null gleich Null liefert. 

1st w,. die Normalkomponente der Geschwindigkeit eines Fliissig­
keitsteilchens an der Kontrollflii.che, wobei sie positiv gerechnet wer­
den solI, wenn sie nach auBen gerichtet ist, so haben wir fiir die durch 
ein Flii.chenelement dF der Kontrollflii.che in der Zeiteinheit transpor­
tierte Masse: 

dm = dFew,., 

also fiir die entsprechende kinetische Energie: 
Wi 

dE= dFew"T' 

Anderseits ist die Leistung zu beriicksichtigen, die yom Druck 
herriihrt, wahrend die fliissige Flii.che sich in der Zeiteinheit" ver­
schiebt:. 

dA = - pdFw,.. 

Der Energiesatz wiirde also fiir den s~tiona.ren Fall ergeben: 

oder 

o = § e w,. (~I + :) dF. 

Der Klammerausd.ruck unter dem Integral ist aber fiir volumenbestan­
dige drehungsfreie Fliissigkeitsbewegungen konstant und kann somit 
vor das Integral gezogen werden. Das dann verbleibende Integral 
stellt jedoch den MassenfluB durch das abgegrenzte Fliissigkeits­
gebiet dar und mull bei vorausgesetzter Quellenfreiheit identisch 
gleich Null sein, so daB der Energiesatz nichts Neues ergibt. 

1st U die thermische Energie pro Masseneinheit (einschIielllich der 
etwaigen elastischen Energie) - gemessen im mechanischen Mall -, 
so hat man durch das Flachenelement dF einen konvektiven Energie­
transport pro Zeiteinheit von der Grolle: 

e dF w,. (~I + U). 

Anderseits ist die DruckleistuIl:g 

-pdFwn • 

Beide Grollen zusammengefaBt ergeben den Ausdruck 

( Wi P) e dFwn 2- + U + ~ 
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oder, wenn wir das Volum",n der Ma.sseneinheit tJ = .!. einfuhren, e 

Setzen wir adiabatische Zustandsanderungen voraus, so ist: 

U + f pdv = konst. 
und nach Bernoulli: 

Wi fd P Wi f 
T + e = T + v dp = konst. 

Mithin: 
Wi f Wi T+U+ (pdtJ+vdp)=T+U+pv=konst., 
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also derselbe Ausdruck wie oben! Da nun fiir eine Stromrohre 
(! dFwfI = konst. ist, so sagt der Energiesatz nur die schon bekannte 
Tatsache aus, daB der eintretende Energiestrom + Arbeitsleistung 
gleich dem austretenden Energiestrom + Arbeitsleistung ist. 

Fur nicht stationare Bewegupgen jedoch kann der Energiesatz 
wohl eine Aussage ergeben, z. B. wenn durch eine nicht stationare 
Bewegung eines Fremdkorpers dem System Energie zugefuhrt wird 
wie beispielsweise beim Propeller. Nimmt man in diesem FaIle an, 
daB der Propeller eine Druckerhohung liefert, so wird nach Druck· 
ausgleich eine ·Vermehrung der kinetischen Energie auftreten, die der 
in den Propeller hineingesteckten Arbeit entspricht, wenn der Pro· 
peller in dem Bezugssystem rnht. Fur ein anderes Bezugssystem, 
bezuglich dessen die ungestorte Fliissigkeit ruht, ergibt sich eine andere 
(kleinere) kinetische Energie pro Z~iteinheit, die gleich der Differenz 
zwischen der hineingesteckten Leistung und der gewonnenen Schub· 
leistung ist. 

Eine andere Art der Energiebetrachtung hat man in den Fallen, 
wo der Fremdkorper in einer urspriinglich ruhenden Flussigkeit ein 
Wirbelsystem von angebbarer Bewegung erzeugt, wie es bei fort· 
schreitenden Tragflachen und Propellern der Fall ist. Das Bezugs. 
system wahlt man in diesen Fallen so, daB es relativ zur ungestorten 
Flussigkeit ruht; der Fremdkorper, etwa Propeller, bewege sich z. B. 
mit seiner Achse mit der Geschwindigkeit V und drehe sich mit der 
gleichformigen Winkelgeschwindigkeit w. Wenn M das Drehmoment 
an der Schraubenwelle und S den Schub bedeutet, so ist die Energie. 
zunahme der Fliissigkeit in der Zeiteinheit, gemessen in dem Bezugs. 
system, in dem die ungestorte Flussigkeit ruht (E = kinetische 
Energie) 
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dE if de + 11 pdFwn = Mw - BV, 

wobei die rechte Seite der Gleichung die Leistung des Fremdkorpers 
darstellt und das Integral die Arbeitsleistung auf der Kontrollflache. 
Die Kontrollflache nehmen wir so, daB wir eine hinter dem Propeller. 
senkrecht zur Fortschreitungsgeschwindigkeit gelegene Ebene durch 
eine Flache in ungestorter Fliissigkeit schIieBen (Abb. 178). 

Da der Energieinhalt pro Langeneinheit der abgegrenzten Fliissig­
keitsmasse in hinreichendem Abstand hinter dem Korper konstant 
r--------------------, ist, so ist die zeitIiche An-

I derung der Energie gleich 
~ dem EnergiefhtB durch die 

n ~~ (zu V senkrOOhte) ruhende 
II V. Kontrollflache, vermehrt 
~ 9; um den Energiezuwachs 
II zwischen der Kontrollflache 
V und einer mit der Geschwin-

p" digkeit V. sich bewegenden 
I Flii.che (F) i man erhalt so-

L __________________ .,....J mit als Anderung der 
Abb. 178. WirbelBystem eioeB Bich 10 Acb8eorlchtUDIl 

bewegeDdeD Propellers. Energie pro Zeiteinheit : 

wobei die Integration iiber die Kontrollflache zu nehmen ist. 
Obwohl in dem Integral § pdFw" die Drucke umgekehrt pro­

portional .dem Quadrat der Entfemung abnehmen, die Kontrollflii.che 
jedoch in demselben MaBe zunimmt, so konvergiert - weil w" auBer­
halb des Propellerstrahles gleichzeitig unbegrenzt abnimmt - das 
Integral hier doch gegen Null, wenn man die SchIieBung der Kontroll­
flache durch die ungestOrte Fliissigkeit ins UnendIiche riicken laBt!. 
Dagegen verschwindet im allgemeinen das Druckintegral in dem Wirbel­
gebiet nicht. Man hat also 

Mw - BV = V sse;1 dF + Sf tD.(e ~I + p) dF, 

wo beide Integrale nur noch iiber das Wirbelgebiet hinter dem Pro-

1 Aus dieser 'Oberlegung geht im ubrigen hervor. daB man beim Impulssatz 
mit 80lchen GrenzubergiLngen sehr vorsichtig 118in muD. Es ergibt sich hiLufig 
ein endlicher Impuls oder eine endliche Druckkraft als Beitrag der Kontroll­
fliche in del ungestOrten Flu8sigkeit. 
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peller und seine nachste Nachbarschaft zu erstrecken sind. In dem 
Fall eines "schwach belasteten Propellers" ist w" iiberall klein gegen V 
und daher in erster Naherung das zweite Integral gegeniiber dem ersten 
zu vernachlassigen. 

1m FaIle eines Tragfliigels oder eines Systems von Tragfliigeln ist 
die in die Fliissigkeit hineingesteckte Leistl,lng gleich W· V, wo W der 
Widerstand ist, den der Fliigel in der (reibungslos gedachten) Fliissig­
keit findet. Da hier w" meist vernachlassigbar klein ist, wird hier ge­
nahert nach Kiirzung der Gleichung mit V: 

W= ffe;1 dF, 

wobei das Integral wieder iiber das Wirbelsystem und seine Umgebung 
zu erstrecken ist. Der Widerstand ist also hier bei Vernachlassigung 
der mit w" behafteten Glieder gleich der auf einem Wege gleich der 
Liingeneinheit zUrUckgelassenen kinetischen Energie. 
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satzes auf 233. 

Quasi-Kontinuum 91. 
Quellpotential 133. 

Raumgcwicht 20. 
Rotation 82. 
-, Bewegung mit 176. 
Rotationskorper, Darstellung von Strii-

mungen urn 135. 
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Sattigungsmenge 3M. 
Schallgeschwindigkeit, Minimum des 

Stromfadenquerschnitts bei 215. 
Scherungsgeschwindigkeit 76. 
Schlaffzustand 49. 
Schnittprinzip II. 
Schweredruck Ill. 
Schwerpunkt eines Systems zweier ge· 

radliniger Wirbel 195. 
Seitendruck, hydrostatischer 24. 
Senkenpotential 133. 
Spannungen II. 
Spannungszustand einer sich im Gleich· 

gewicht befindenden Fliissigkeit 13. 
- reibungsloser Fliissigkeiten 13. 
Stabiljtat der Gleichgewichtslage bei 

inkompressiblen Fliissigkeiten 18. 
- ~ - - kompressiblen Gasen 36. 
- eines Ballons im Prallzustand 50. 
- - - - Schlaffzustand 52. 
- von Schiffen 26. 
stationare Bewegungsvorgange 68. 
statischer Druck Ill. 
Staudruck 111. 
Staudruckformel fiir kompressible Fliis-

sigkeiten 213 
Staupunkt 111. 
Stokesscher Satz 82. 
Stolldruck, Deutung des Potentials ala 

144. 
Strahl gegen eine schrage Platte 230. 
Stratosphiire 34. 
Streichlinie 68. 
Streichlinieh, Konstruktion von 70. 
Stromfaden 72. 
StromfunKtion 149. 
Stromlinie 67. 
Strororohre 71. 
Stromungsfunktion 148. 
substantieller Differentialquotient 88. 
symmetrischer Mfinor 78. 
- Teil eines Mfinors 79. 

Temperatur, Bedeutung der - fiir den 
Auftrieb gasgefiillter Luftfahrzeuge ; 
53. 

Temperaturgradient 35. 
W. Thotllsonscher Satz von der zeit- I 

lichen Unveranderlichkeit der Zir­
kulation 177. 

Trennungsflache 201. 
Trennungsflachen, Labilitat von 207. 

Trennungsschicht 201. 
Troposphare 33. 

Umstromung einer scharfen Kante 203. 
Unstetigkeitsflachen, Entstehung von 

202. 
-, Labilitat von 207. 
Unstetigkeits- oder Trennungsflachen, 

Zusammenhang der Wirbelbewegung 
mit 200. 

Vektorfunktion, lineare - des Ortes 72. 
Volumenkraft 10. 

Warmegewitter 44. 
Wirbelbewegung, Dynamik der 182. 
-, Kinematik der 175. 
-, Zusammenhang der - mit Unstetig-

keits- oder Trennungsflachen 200. 
Wirbelbildung in schwach reibenden 

Fliissigkeiten 203. 
Wirbelfaden, das Geschwindigkeitsfeld 

in der Umgebung eines 193. 
-, Potential eines geraden 156. 
Wirbelfaden, Bewegung und gegen­

seitige Beeinflussung von einzelnen 
194. 

Wirbelkern konstanter Rotation 193. 
Wirbelpaares, die Geschwindigkeitsver­

teilung eines 196. 
Wirbelring 197. 

I Wirbelringen, gegenseitige Beeinflus­
sung von 198. 

Wirbels, die Stromungsfunktion eines 
geraden 156. 

-, Druckverteilung in der Umgebung 
eines geraden 200. 

Wirbelstarke 176, 193. 
-, sekundlich erzeugte Menge der 204. 
Wolken, Entstehung von 42. 

Zahigkeit, Wirkung der 97. 
Zirkulation 142. 
Zirkulation, Entstehung der - urn einen 

Tragfliigel 205. 
Zusammendriickbarkeit, Einflull der 

208. 
-, Einflull der - auf die Dichte 

bei Stromungen mit Untersehall­
geschwindigkeit 216. 

Zustandsgleichung ftir permanente Gase 
29. 
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