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Vorwort.

Im vorigen Jahrhundert hat der Forscher, der sich mit periodischen
Eigenschaften von Naturvorgingen zu beschiftigen hatte, kaum andere
Hilfsmittel besessen, als ihm die Theorie der FouriERschen Reihen
lieferte. Erst die um die Jahrhundertwende erfolgte Erfindung des
Periodogramms durch ARTHUR SCHUSTER brachte hierin eine Anderung,
die im wesentlichen auf einer grundlegenden Verschiebung der Frage-
stellung beruhte: Die auf der FouriERrschen Theorie der trigonometrischen
Reihenentwicklung gegriindete Harmonische Analyse 16ste die Aufgabe,
empirische Funktionen oder Beobachtungsreihen interpolatorisch durch
eine Folge von Sinuswellen darzustellen oder anzunihern — die Periodo-
grammtheorie stellt dariiber hinaus die Frage, welchen Realitdtswert
solche Wellen besitzen, und stellt durch die, wenn auch noch so proble-
matische, Antwort auf diese Frage die Verbindung her, die zwischen
der rein mathematischen und der physikalisch-naturwissenschaftlichen
Auffassung eines konkreten Problems bisher noch fehlte. Dieser Begriff
der physikalischen Realitdt hat iiberall dort einen wohlbestimmten Sinn,
wo die GesetzmiBigkeiten eines Naturvorgangs wenigstens ihrer Form
nach bekannt sind. In all den zahlreichen Féllen hingegen, wo diese
Gesetzmifligkeit selbst oder ihre Form dem Forscher als Unbekannte
entgegentritt, erhilt der Realitidtsbegriff einen unbestimmten Charakter —
es ist dann sinnvoller, von der mehr oder weniger groBen Wahrschein-
lichkeit der Realitdt, als von Realitdt schlechthin zu sprechen. Seit
ScHUSTER beschrinken sich die Aufgaben der Periodenforschung also
nicht auf rein analytische Probleme, sondern greifen weit auf das Gebiet
der Statistik {iiber.

Die Erweiterung der Grundlagen der Periodenforschung hat zu einer
fortschreitenden Verbesserung der Methoden in theoretischer und prak-
tischer Hinsicht gefithrt. Diese Entwicklung, die durch mannigfache
Erfahrung bei der Behandlung akuter wissenschaftlicher Aufgaben
unterstiitzt und geférdert worden ist, kann auch heute noch keineswegs
als abgeschlossen gelten. Seitdem ich, vor nunmehr 10 Jahren, in meinem
Leitfaden: ,, Analyse periodischer Vorginge' eine Zusammenfassung der
bis dahin bekannten Methoden der Periodenforschung unternommen
habe, ist diese Entwicklung unaufhaltsam fortgeschritten. Es sind nicht
nur neue Methoden zur Losung alter Probleme auf rechnerischem oder
instrumentellem Wege gefunden worden, sondern es hat sich auch auf
Grund neuer praktischer Erfahrungen die Méglichkeit ergeben, den Zu-
sammenhang zwischen verschiedenartigen Losungen von héheren Gesichts-
punkten aus zu erkennen und zu einer einheitlicheren Gestaltung des
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Ganzen zu verwerten. Besonders fruchtbar ist in dieser Hinsicht die
grofe Aufmerksamkeit gewesen, die in neuerer Zeit den ebenso wichtigen
wie schwierigen Problemen geschenkt worden ist, die mit dem periodischen
Charakter meteorologischer Erscheinungen zusammenhingen. Das Inter-
esse an den -zeitlich stark begrenzten Schwingungsvorgingen in der
Atmosphire ist besonders durch die Arbeiten von WEICKMANN und
seiner Leipziger Schule geweckt worden. Die Einordnung der Theorie
des statistischen und analytischen Verhaltens solcher ,,quasipersistenter
Schwingungen in die klassische Periodogrammtheorie verdanken wir
hauptsidchlich den neueren Arbeiten von J. BARTELS, die sich ins-
besondere auf Erfahrungen bei erdmagnetischen Erscheinungen stiitzen.

Das dem Meteorologischen Institut der Universitit Berlin angegliederte
und vom Verfasser geleitete ,,Institut fiivr Periodenforschung'* verfolgt
seit 1934 die Aufgabe, die Grundlagen und Methoden der Perioden-
forschung zusammenzufassen, zu erweitern, zu verbessern und sie ins-
besondere der Erforschung meteorologischer Perioden nutzbar zu machen.
Eine erneute und wegen der Fortschritte der letzten 10 Jahre weit iiber
den Rahmen der oben erwihnten ,,Analyse periodischer Vorginge
hinausgreifende Zusammenfassung dieser Grundlagen und Methoden
erschien daher gerechtfertigt. Das neue Werk soll das alte nicht iiber-
fliissig machen — es ist im folgenden oft auf die Ausfithrungen der
,7Analyse periodischer Vorginge” Bezug genommen worden — sondern
es vielmehr erginzen. Es konnten daher manche Einzelheiten, sofern
sie nicht gerade fiir das Verstindnis der Grundlagen wichtig waren,
hier kurz gefaft werden, wenn ein Hinweis auf die ausfithrlichere Dar-
stellung in der ,,Analyse periodischer Vorginge Ersatz bot. (Solche
Hinweise sind unter der Abkiirzung 4.4.V. mit folgender Seitenzahl
gegeben.) Dafiir ergab sich dann Raum fiir eine breitere Behandlung
neuerer Methoden und grundsitzlicher Uberlegungen, auf die ich hier
besonderen Wert gelegt habe. '

Der gesamte Stoff ist in sechs Kapiteln behandelt, von denen die
ersten beiden sich mit Grundlagen, Theorie und Praxis der Harmonischen
Analyse beschiftigen. Die beiden nichsten Kapitel behandeln die
analytischen und statistischen Grundlagen der Periodogrammrechnung.
Das fiinfte Kapitel gibt einen kurzen Uberblick iiber diejenigen ana-
lytischen Methoden der Periodenbestimmung, die sich neben der Periodo-
grammrechnung Geltung verschafft haben. Das letzte Kapitel enthilt
eine Beschreibung der wichtigsten physikalischen Hilfsmittel und MeB-
methoden der Periodenforschung, soweit sie nicht, wie die mechanischen
Harmonischen Analysatoren und das Hoirerita-Lochkartenverfahren,
schon in den fritheren Kapiteln im Zusammenhang mit den dort be-
schriebenen numerischen Methoden aufgefithrt worden sind. Auf die
Aufnahme einiger weiterer Abschnitte, die sich auf verwandte Probleme,
wie z. B. die Theorie und Praxis der Kugelfunktionen oder spezielle
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Fragen der Fehlertheorie und der Korrelationsrechnung bezogen, mulite
aus Raummangel verzichtet werden.

Die einzelnen Kapitel sind in Abschnitte unterteilt worden. Hinweise
auf Abschnitte fritherer oder spéaterer Kapitel sind in der Form gegeben,
daB neben der in rémischen Ziffern ausgedriickten Kapitelnummer die
Nummer des Abschnitts in arabischen Ziffern steht, z. B. (IV, 5).
Formeln sind grundsitzlich nur dann numeriert, wenn an anderer Stelle
auf sie Bezug genommen werden muBte. Die Numerierung (ein-
geklammerte arabische Zahl) erfolgte fiir jedes Kapitel, mit (1) beginnend,
durchlaufend. Bei Bezugnahme auf Formeln anderer Kapitel ist also
stets die Kapitelnummer hinzugefiigt; fehlt die Kapitelangabe, so ist
das laufende Kapitel gemeint.

Literaturhinweise sind durch den Vermerk (Lit.) mit nachfolgender
Nummer gegeben und beziehen sich auf das nach Autoren alphabetisch
geordnete Literaturverzeichnis am Ende des Buches, das die wichtigsten
Abhandlungen des modernen periodographischen Schrifttums umfaft,
ohne auf Vollstindigkeit Anspruch zu erheben. Insbesondere konnten
von den auBerordentlich zahlreichen Anwendungen periodographischer
Methoden auf naturwissenschaftliche, namentlich geophysikalische Einzel-
fragen nur die wichtigsten und methodisch interessantesten aufgenommen
werden, ohne daf} jedoch mit dieser Auswahl ein Werturteil verbunden
sein soll.

Ich hoffe, daB3 dies Lehrbuch nicht nur dem theoretisch interessierten
Leser Anregung zum weiteren Ausbau der Grundlagen und Methoden
der Periodographie bietet, sondern daf auch der Praktiker in ihm alles
finden wird, was zu einer richtigen und zweckmiBigen Anwendung dieser
Methoden auf die in den verschiedensten Forschungsgebieten auf-
tauchenden Periodenprobleme notwendig ist. Leider reichte der zur
Verfiigung stehende Raum nicht aus, um (mit Ausnahme der im zweiten
Kapitel behandelten Praxis der Harmonischen Analyse) {iberall praktische
Rechenbeispiele einzufiigen. Es ist jedoch geplant, dies Versiumnis in
einer Sammlung von Hilfstafeln, Formeln und Aufgaben der Perioden-
forschung nachzuholen, die in Kiirze im gleichen Verlage erscheinen soll
und sich eng an die theoretischen Ausfithrungen des vorliegenden Werkes
anlehnen wird.

Fiir die Durchsicht des Manuskripts und der Formeln bin ich Friulein
J. PraFF, fiir die Ausfithrung der zahlreichen photographischen Aufnahmen
dem Mechaniker des Instituts fiir Periodenforschung, Herrn R. ENGLER
und fiir die Hilfe bei der Korrektur Friulein I. BECk, zu groBem Dank
verpflichtet. Der Verlagsbuchhandlung Julius Springer danke ich fiir das
Interesse an dem Zustandekommen des Buches und fiir dessen schéne und
sorgfiltige Ausgestaltung.

Berlin, Mirz 1937. K. STUMPFF
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Erstes Kapitel.

Reihenentwicklung und ndherungsweise
Darstellung empirischer Funktionen.

1. Empirische Funktionen.

Der Begriff einer Funktion einer oder mehrerer Verdnderlicher ist
aus der hoheren Mathematik wohlbekannt. Eine Zahl x (Abszisse,
Argument, unabhingige Verdnderliche genannt) moge innerhalb eines
Zahlenbereiches alle oder ausgewihlte Werte annehmen koénnen. Ver-
moge einer gegebenen Vorschrift soll dann jedem dieser Werte x eine
Zahl y zugeordnet sein; diese von x abhingige Zahl nennen wir eine
Funktion von x(y=7f(x)), auch wohl Ordinate oder abhingige Ver-
anderliche. Ebenso gibt es Funktionen, die von mehreren Variablen
(%, 9,2, ...) abhingen, die also erst dann zahlenmiBig bekannt sind,
wenn allen unabhiingigen Variablen bestimmte Werte zugeschrieben
werden.

Empirisch nennen wir eine Funktion, wenn sie nicht durch einen
mathematischen Ausdruck, durch rechnerische oder gedankliche Vor-
schriften; sondern durch Beobachtung oder Registrierung eines Natur-
vorgangs oder irgendwelcher der Erfahrung entnommenen Gegeben-
heiten gewonnen worden ist. Die unabhingige Variable ist in sehr vielen
Fillen die Zeit; wir sprechen dann von einem Vorgang, oder richtiger
von der zahlen- oder kurvenmiBigen Wiedergabe eines Vorgangs.
Der beobachtete Vorgang sei etwa die Anderung des Luftdrucks an
einem bestimmten Beobachtungsort wihrend eines bestimmten Zeit-
raums. Ist der Vorgang (in diesem Falle durch einen Barographen)
fortlaufend graphisch registriert worden, so haben wir eine Beobachtungs-
kurve vor uns; ist der Vorgang nicht fortlaufend, sondern nur an aus-
gewihlten Zeitpunkten (Beobachtungsterminen) durch Ablesung eines
Instruments gemessen worden, so sprechen wir von einer Beobachtungs-
rethe oder -folge. Sind die zwischen den einzelnen Beobachtungsterminen
liegenden Zeitriume gleich, so heiflt die Reihe gleichabstindig oder
iquidistant. Die Stelle der Zeit als unabhingige Variable kann natiirlich
auch durch eine rdumliche Koordinate vertreten werden. Beispiele fiir
solche rdumlichen Funktionen mit einer Verdnderlichen: Luftdruck-
verteilung lings eines Breitenkreises der Erde; Meereshéhe, erd-
magnetische Intensitit, Schwere lings eines Weges auf der Erdoberfliche

Stumpff, Periodenforschung. I
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(StraBe, Eisenbahnlinie, Gelandeprofil). Solche ,,Ortsfunktionen’ kénnen,
den 3 Koordinaten des Raumes entsprechend, auch von zwei oder drei
Variablen abhingen; als vierte Variable kommt in manchen Fillen noch
die Zeit hinzu. — Beispiele andersartiger GréBen, die als unabhingige
Variable vorkommen, findet man besonders zahlreich in der Stafisiik.
Zum Beispiel gilt dies fiir Hiufigkeits- oder Verteilungskurven, die als
empirische Funktionen oft von sehr verschiedenartigen Argumenten ab-
hingen.

Obwohl die empirischen Funktionen demnach sehr mannigfaltig ge-
staltet sein koénnen, gibt es doch gewisse Eigenschaften, die ihnen ihrer
Natur gemiB anhaften und sie aus der viel groBeren Mannigfaltigkeit
aller denkbaren Funktionen deutlich abgrenzen. Allgemein gilt zun4chst:

a) die Grenzen des Arguments, innerhalb derer die empirische Funktion
definiert ist, sind endlich,

b) alle empirischen Funktionen sind eindeutig und beschrankt, d. h.
zu jeder Stelle des Definitionsbereiches gehért héchstens ez Funktions-
wert, und die Betrige aller Funktionswerte liegen unterhalb einer end-
lichen Schranke.

Fiir fortlaufend registrierte Beobachtungsergebnisse (hier diirfen wir
uns auf den Fall einer einzigen unabhingigen Variablen beschranken)
gilt auBerdem:

c) jede in einem stetigen Bereich einer unabhingigen Variablen
definierte empirische Funktion ist héchstens an endlich vielen Stellen
des Bereiches unstetig. Geometrisch gesprochen: die Funktion 148t sich
als Kurve zeichnen, die gegebenenfalls an isolierten Stellen ,,Spriinge’’
aufweisen darf. Fiir die Sprungstellen gilt die unter b) erwdhnte Ein-
deutigkeit der Funktion eigentlich nicht, sie wird aber wieder hergestellt,
wenn wir fir die Sprungstelle besondere Festsetzungen treffen. Wir
werden spiter sehen, daB es mathematisch zweckmiBig ist, der Sprung-
stelle weder den vorderen noch den hinteren Grenzwert der Funktion,
sondern das arithmetische Mittel aus beiden als Funktionswert zuzu-
schreiben.

Aus c) folgern wir noch, daB empirische Funktionen immer sntegrierbar
sind. Uber ihre Differenzierbarkeit ist jedoch nichts ausgesagt. Ist zu-
sitzlich bekannt, daB sie in bestimmten Teilintervallen differenzierbar
ist, so wollen wir sie daselbst ,,glaft’ nennen. Stetige Punkte mit un-
stetiger erster Ableitung bezeichnen wir als Kwnicke.

Auch die hier bemerkten Einschrinkungen lassen natiirlich noch
einen ungeheuren Spielraum fiir die besondere Gestalt empirischer
Funktionen tibrig. Aber es ist wichtig, festzustellen, da8 in den hier
gezogenen Grenzen Singularititen keinen Platz haben, und daB ,,aus-
gefallene” Funktionen, wie z. B. solche, die Haufungspunkte von Un-
stetigkeiten besitzen, nicht vorkommen. Durch das Fehlen solcher
Ausnahmen wird die mathematische Behandlung empirischer Funktionen
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wesentlich erleichtert. Insbesondere werden die Entwicklungssitze, die
wir in diesem Teil zu behandeln haben, fiir alle uns interessierenden Fille
Giiltigkeit besitzen. Wir diirfen daher Existenz- und Konvergenzfragen,
die in der mathematischen Analysis mit Recht einen breiten Raum
einnehmen, stets mit einer kurzen Bemerkung oder mit einem Hinweis
auf die Spezmlhteratur iibergehen.

Sollten dennoch in besonderen Fillen Bedenken iiber die Anwend-
barkeit dieses oder jenes Satzes oder dieser oder jener Operation bestehen
bleiben, so werden sie leicht zerstreut, wenn die folgenden Betrachtungen
beriicksichtigt werden, die fiir die verstindnisvolle Bearbeitung empiri-
scher Funktionen unentbehrlich sind. Zwischen den durch Beobachtung
oder Registrierung eines Naturvorgangs gewonnenen Zahlenreihen oder
Kurvenbildern und dem gesetzmiBigen Walten der Natur, das sich in
ihnen ausspricht oder auch nur hinter ihnen vermutet wird, besteht eine
mehr oder weniger breite Spanne, die der Forscher durch seine Unter-
suchung zu #iberbriicken hat. Die Naturgesetze oder die naturgesetzlich
bedingten Erscheinungen lassen sich in den meisten Fillen auf eine mehr
oder weniger einfache Gestalt bringen. Oft ist das Gesetz formal bekannt,
und es handelt sich nun darum, unbekannte Konstante oder Parameter,
die in der Formulierung des Gesetzes noch offen geblieben sind, numerisch
zu bestimmen — oft ist aber auch die mathematische Form selbst nicht
gegeben, sondern der Forscher sieht sich vor die Aufgabe gestellt, sie
aus der Gestalt seiner Beobachtungsergebnisse zu erschlieBen. Nun aber
werden die Wirkungen der Naturkrifte in den beobachteten Daten selten
ganz rein hervortreten, vielmehr oft durch stérende Einfliisse iberlagert,
immer aber durch Beobachtungs- bzw. Registrierungsfehler entstellt, die
unvermeidlich sind, da sie aus der Unvollkommenheit der menschlichen
Sinne und der Me[Bgerite entspringen. Aus dieser den Beobachtungs-
werten im allgemeinen anhaftenden Unsicherheit folgt aber, dal es
nicht nur nicht erforderlich, sondern sogar nicht einmal wiinschenswert
ist, den gesuchten mathematischen Ausdruck fiir den naturgesetzlichen
Inhalt der Messungsergebnisse in véllige Ubereinstimmung mit diesen
Ergebnissen selbst zu bringen. Dieser Umstand bedeutet zunichst
eine Erleichterung, da sich hiufig glatte und einfache mathematische
Funktionen finden lassen, durch die eine empirische Funktion mit
solcher Annidherung dargestellt wird, daB die noch iibrigbleibenden Ab-
weichungen sich nach GréB8e und Verteilung so verhalten, wie es von
den unvermeidlichen Beobachtungsfehlern oder Stérungen, mit denen zu
rechnen ist, erwartet werden muB3. Dieser Spielraum, innerhalb dessen
eine willkiirliche kleine Veranderung am Verlauf einer Beobachtungskurve
nicht als wesentlich angesehen werden kann, gestattet in den meisten
Fallen, die rohe Beobachtungskurve durch eine idealisierte zu ersetzen,
die nunmehr von Singularititen frei ist. Andererseits liegt eine gewisse
Erschwerung der Untersuchung darin, daB3 infolge dieses Spielraumes

1%
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auch der idealisierten Funktion noch eine mehr oder weniger groBe
Unsicherheit anhaftet. Es kann eine empirische Funktion durch eine
einfache mathematische Formel innerhalb der Fehlergrenzen darstellbar
sein, ohne daB man deshalb die GewiBheit besitzt, daB diese Formel
auch wirklich den naturgesetzlichen Sachverhalt wiedergibt, denn es ist
sehr wohl méglich, daB zwei ihrer Natur nach grundverschiedene Funk-
tionen eine empirische Funktion in deren beschriankten Definitions-
bereich- gleich gut wiedergeben, wihrend sie aulBerhalb des Bereiches
ein verschiedenes Verhalten zeigen. Erst die Extrapolation der Formel
iiber den urspriinglichen Bereich hinaus und ihr Vergleich mit weiteren
oder spdteren Beobachtungen (Eintreffen oder Nichteintreffen von
Voraussagen) kann hier eine endgiiltige Entscheidung oder auch nur
eine Verdichtung der Griinde herbeifithren, die fiir eine bestimmte Form
der GesetzmiBigkeit sprechen.

Gerade in der Periodenforschung ist eine besondere Vorsicht in dieser
Beziehung sehr am Platze. Wie die Erfahrung lehrt, hat die gute Dar-
stellbarkeit einer Beobachtungsreihe durch eine einfach gebaute perio-
dische Funktion schon oft zur vermeintlichen Entdeckung von Periodi-
zitaten gefiihrt, deren Realitit spiteren kritischen Untersuchungen nicht
standgehalten hat. Trotz dieser Vorbehalte ist das Problem der An-
niherung empirischer Funktionen oder Wertereihen durch mathematische
Ausdriicke gerade in der Periodenforschung auBlerordentlich wichtig, weil
durch sie das oft sehr spréde Material erst in diejenige Form gebracht
wird, die eine Anwendung weiterer Untersuchungsmethoden gestattet.

2. Annidherung empirischer Funktionen durch
Potenzreihen.

Die bekannteste Art der Anniherung einer beliebigen Funktion f (f),
die im Bereich a =t¢{=0 durch einen Kurvenzug definiert sein moge,
ist die durch eine Potenzreihe

gt)=ag+ayt+ay®2+---+a,t"+---.
Bekanntlich gibt es analytische Funktionen, die sich sogar fiir alle ¢
durch eine unendliche Potenzreihe darstellen lassen; z. B. konvergiert
die Reihe

I I I

I+t—|—-'2’t2—[—'6 t3+ _[_Zrt”_[_
fiir jedes reelle! ¢ gegen den Grenzwert ¢ und ist daher geeignet, diese
Funktion zu reprisentieren. Man kann die Tatsache auch so aussprechen,
daBl man fiir jedes ¢ eine endliche Partialsumme der obigen Reihe

H

12 15
gn(t)::[—i’"t_[_?—i_‘ _[_“,;!"

! Funktionen komplexen Arguments sollen, wenn nicht ausdriicklich anderes
bemerkt ist, immer auBer Betracht bleiben.
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finden kann, so da} |¢—g, ()| kleiner ist als eine vorgegebene, beliebig
kleine positive Schranke. Mit anderen Worten: Durch Mitnahme gentigend
vieler Glieder der obigen Potenzreihe erzielt man jede gewiinschte An-
niherung an den Wert ¢/, oder auch: Durch die Folge ganzer rationaler
Funktionen aufsteigender Ordnung

8o, &1(0), &), -, & @), ...

148t sich die Funktion ¢ beliebig annihern. Diese spezielle Form der
Anniherung hat allerdings einige Nachteile, die sie als Vorbild fiir eine
allgemeine Losung des Problems ungeeignet machen. Erstens geschieht
die Anniherung fiir verschiedene ¢ sehr ungleichmiBig — fiir sehr kleine
Betrige von ¢ konvergiert die Folge sehr rasch, fiir groBe ¢ dagegen
sehr langsam. Wird ferner die Anndherung in einem positiven Bereich
von ¢ verlangt, etwa fiir o < ¢ < T, so finden wir, daB die tibrigbleibenden
Abweichungen bei einer Annédherung n-ter Ordnung im ganzen Bereich
dasselbe Vorzeichen haben. Die Abweichungen , ,Funktion minus
Niherung'« zeigen also bei keiner noch so hohen Ordnung der Niherung
diejenigen Eigenschaften, die den Beobachtungsfehlern charakteristisch
sind: gleiche Haufigkeit positiver und negativer Abweichungen und
Fehlen systematischer Unterschiede in verschiedenen Teilen des Bereichs.

Vom Standpunkte des praktischen Rechners aus ist es klar, da8
wir bei der Bildung {fortschreitender Niherungsfunktionen auf diese
Erfordernisse Riicksicht zu nehmen haben. AuBerdem muBl Sorge
getragen werden, da mit jedem neuen Schritt die Ndherung soweit wie
moglich verbessert wird, d. h. dafl die Restbetrige in ihrer Gesamtheit
bei jedem Schritt so stark verkleinert werden, wie es die mathematische
Gestalt der Niherungsfunktion erlaubt. Alle diese Bedingungen lassen
sich am besten dadurch erfiillen, dal man das aus der Fehlerausgleichungs-
theorie bekannte ,,Prinzip der kleinsten Quadrate auf die vorliegende
Aufgabe anwendet. Nach diesem Prinzip ist die N&herungsfunktion
n-ter Ordnung so zu bestimmen, dafBl

@, = [ 1 () — g (0] dt | (1)

ein Minimum wird. In unserem Falle sollte g, (f) eine ganze rationale
Funktion #-ten Grades

gn(t) :a0+a1t+azt2+"'+antn

sein. Die n -+ 1 Koeffizienten ag, ay, ..., a, werden alsdann durch die
7 -4 I linearen Gleichungen ,

0P _ . by 00, 0Dy

Ba, s day, 9> Ga, 00 day

ermittelt. Der Minimalwert
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selbst, der sich durch Einsetzen der so bestimmten Niherungsfunktion
in (1) ergibt, dient als MaB} der Giite der Anniherung — er entspricht
der ,,Fehlerquadratsumme’’ in der Ausgleichsrechnung. Der Anniherungs-
prozeB ist durch sukzessive Erh6hung der Ordnungszahl # so lange
fortzusetzen, bis die Restfunktion

R, () =10 —g. ()
ganz innerhalb des den jeweiligen Umstdnden entsprechenden Fehler-
bereiches verlauft. Das ist erreicht, wenn die GréBe
&, (Min)
b—a

gréBenordnungsmiBig mit dem im Beobachtungsbereich [a, 5] zu er-
wartenden mittleren Fehlerquadrat iibereinstimmt. Hierbei ist voraus-
gesetzt, daB dem Bearbeiter der Beobachtungen ein Urteil iiber ihre
innere Genauigkeit moglich ist. Das ist in praktischen Fillen die Regel;
andernfalls mufl die Ndherung so lange fortgesetzt werden, bis die Rest-
funktion keinen wesentlichen systematischen Gang mehr zeigt. Auf
keinen Fall ist es angebracht, das Niherungsverfahren weiter zu treiben,
als es auf Grund dieser Prinzipien angezeigt ist. Ein solches Vorgehen
wire nicht nur undkonomisch, da mehr Rechenarbeit auf die L&sung
der Aufgabe verwendet werden wiirde, als nétig erscheint — es wire
auch schidlich, da durch eine solche Mehrarbeit die Fehler der Beob-
achtungsreihe in unzuldssigem MafBe mit zur Berechnung der Konstanten
herangezogen werden. Durch zu starkes Herabdriicken der Restbetrige
unter die Fehlergrenze erzielt man also nur scheinbar eine Erhshung
der Darstellungsgenauigkeit, in Wirklichkeit verfilscht man das Ergebnis.
Ein sicheres Urteil iiber den geeigneten Augenblick, in dem das Niherungs-
verfahren abzubrechen ist, erfordert vom Bearbeiter oft sehr viel Finger-
spitzengefithl, das sich durch die Kenntnis bestimmter Regeln und
Vorschriften nicht ersetzen lagt.

Der Gang der Berechnung der Niherungswerte moge an einem ein-
fachen Beispiel gezeigt werden: Es sei eine empirische Funktion f (f)
im Bereich @ ={¢=5 durch eine ganz rationale Funktion zweiten Grades

g ) =ag+ayt+ a i
dem Prinzip der kleinsten Quadrate gemiB anzunihern. Die Bedingung

(1) ergibt dann ein System von 3 linearen Gleichungen:

b b b b
1 09, Lo »
— S gat=a, [vatda [riraita, [erdi—[ridi=0 (@)

¢ (v=o0,1,2),
die wir, dem Sprachgebrauch der Ausgleichungsrechnung folgend, als

Normalgleichungen bezeichnen, und aus denen die Konstanten a,, 4, a,
hervorgehen. Der Minimalwert @,, der, wie oben gezeigt wurde, ein
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unentbehrliches MaB fiir die Giite der Anniherung darstellt, ergibt sich
unmittelbar aus (1) oder aus der gleichwertigen Beziehung

b
@, (Min) = [ [2 () —g3 ()] dt,

deren Ableitung man der mathematischen Literatur (z. B. RuNGE-KONIG:
Numerisches Rechnen, S. 191—192) entnehmen mdége.

Die Ubertragung dieser Formeln auf den Fall der Anniherung durch
ganze rationale Funktionen beliebig hoher Ordnung ist leicht und bedarf
keiner nidheren Erlduterung. Eine weitere Frage ist aber, ob die so
bestimmte Folge g, (f) sich bei geniigend hoher Ordnung der gegebenen
Funktion f (f) auch beliebig eng annihern wird, d.h. ob die Grenz-
iiberginge

lim @, (Min) = o bzw. lim g, (£) =71 () (3)
fiir alle vorkommenden Funktionen f (f) giiltig sind. In der Tat kann
dies fiir alle in ihrem endlichen Definitionsbereich eindeutigen, be-
schrinkten und stiickweise stetigen Funktionen nachgewiesen werden,
also auch fiir alle empirischen Funktionen. Es ist nur noch zu bemerken,
daB an Unstetigkeitsstellen die Entwicklung gegen die mittlere Sprung-
ordinate konvergiert, wodurch die weiter oben getroffene Festsetzung
ihre mathematische Rechtfertigung erfihrt. Der Entwicklungssatz,
dessen Beweis man in den Lehrbiichern nachlesen mége (z. B. Lit. 71),
besagt also, daB3 sich jede empirische Funktion in jedem vorgeschriebenen
endlichen Intervall der unabhiingigen Variablen ¢, in dem sie iiberall
definiert ist, durch eine lineare Kombination von geniigend vielen Gliedern
der Funktionenfolge

LB, ..., .. 4)
beliebig eng und gleichmiBig annihern 148t. Da dies offenbar nicht
mehr aligemein der Fall ist, wenn von der Folge (4) auch nur ein Glied
ausgeschlossen ist, so bezeichnet man die Folge (4) als ein vollstdndiges
System von Funktionen und die Limesbeziehungen (3) als die Voll-
standigkeitsbeziehungen.

3. Orthogonale Funktionssysteme.

Die Formeln des vorigen Abschnittes lassen sich sinngemi8 von der
Folge (4) auch auf andere Funktionsfolgen

o (), @), Ba (@), o vs Ba (D), - (5)
iibertragen, sofern fiir diese ebenfalls die Vollstindigkeitsbeziehung gilt.

Die Anndherungsfunktion #-ter Ordnung an eine in einem Intervall
‘{a, b] gegebene empirische Funktion f (f) sei eine lineare Kombination

8ull) = aghy (&) +ay by (¢) 4+ - 4 a, by, (2)
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der ersten m 4 1 Glieder dieser Folge. Es darf dabei vorausgesetzt
werden, daBl die Grundfunktionen %, (¢} voneinander linear unabhingig
sind, d.h. daB zwischen ihnen keine linearen Identititen bestehen.
Wiirde namlich eine solche Identitit bestehen, so wiirde man mit ihrer
Hilfe eine der Funktionen durch die anderen ausdriicken, also ohne
Verletzung der Vollstindigkeit ein Glied der Folge entfernen kénnen.

Die Normalgleichungen zur Bestimmung der # + 1 Konstanten
ay, a4y, ..., @, werden durch Losung der Minimumaufgabe

b
@, = [ [f(t)—g, ()]2dt = Min
erhalten und lauten

ag [ M hodt +ay [ B, hydi+ . +a, [ B h,dt = [fh,dt,  (6)
v=o0,1,...%)
wihrend der Minimalwert selbst durch

@, (Min) = [ [f2—g;] dt
dargestellt wird. Als Grenzen der Integrale sind iiberall die Grenzen
des Definitionsbereiches von f (f) einzusetzen.

Die Berechnung der Unbekannten aus den Normalgleichungen wird
im allgemeinen um so schwieriger, je gréfler die Ordnung der Anniherung
wird. Bei jeder weiteren Ndherung erhéht sich die Zahl der Konstanten
um eins — es ist aber beim Ubergang von g, auf g, . ; nicht nur eine
Konstante 4, ,; neu zu berechnen, sondern die iibrigen # 4 1 Kon-
stanten dndern sich ebenfalls alle oder zum Teil.

Nur in einem besonderen Fall behalten die einmal berechneten
Konstanten a, ein fiir allemal ihre Giiltigkeit: dann n4mlich, wenn alle
Koeffizienten der Normalgleichungen, mit Ausnahme der ihrem Bau
nach wesentlich positiven Diagonalglieder, verschwinden. Funktions-
systeme, die diese Eigenschaft besitzen, heilen orthogonal®.

1 Zwei Vektoren in der Ebene, die durch die rechtwinkligen Komponenten
(%1, x,) und (y,, ¥,) gegeben sind, stehen senkrecht aufeinander, wenn ihr inneres
Produkt verschwindet, wenn also

XY+ XYy =0
ist. Ebenso lautet die Bedingung fiir das Senkrechtstehen zweier riumlicher
Vektoren mit den Komponenten (x;, x,, #;) und (¥, ¥s, ¥3)

YV ¥V XYy =0.
Durch Verallgemeinerung dieser fiir zwei und drei Dimensionen anschaulichen
Verhaltnisse auf Vektoren im x-dimensionalen Raum kommt man auch fiir solche
,, Vektoren‘ auf den Begriff der Orthogonalitit. Man sagt also, zwei n-dimensionale
Vektoren (v, %5, ..., #,) und (9, ¥y, ..., ¥u) stehen senkrecht aufeinander oder
sind orthogonal, wenn die Bedingung
ki

2 x,y, =0

v=1
erfiillt ist. Durch sinngemaBe Ubertragung dieses Begriffes auf Funktionen, wobei
die Summe durch ein Integral zu ersetzen ist, wird die Bezeichnung ,,orthogonal‘*
auch fir Funktionen verstindlich.
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Das System 54, (2), 7y (2), - .., b, (#), ..., ist demnach orthogonal, wenn
zwischen je zwei Verschiedenen Funktionen des Systems die Bedingung
/ B, &)k, () dt=0 (=)

erfiillt ist, die als 01'thog0nahtcitsbedingung zu bezeichnen ist. Hingegen
sind die Koeffizienten der Hauptdiagonale des Normalgleichungs-
schemas von der Form

fh2 f)ydt=2,>o0.

Unter diesen Umstanden zerfallen die Normalgleichungen (6) in die
einfacheren Gleichungen

af;ﬁ dt_ff v=o0,1,2,...)

aus denen, unabhanglg vom Grade der Anniherung,

a, ff

folgt. Ferner geht der M1n1ma1ausdruck
b

, (Min) = ff2 dt—f (@ohg + ashy + -+ 4 a, h,)2dt
wegen der Orthogonahtatsbedmgungen in

» (Min) = /f2 t)ydt— X4, a2
v—O
iiber. Die Orthogonalitit bleibt erhalten, wenn man die Glieder der
orthogonalen Folge (5) mit beliebigen Konstanten multipliziert. Es ist
also auch

- Ry - hy I
hy = —=; h, = —=; b= —, ...
"= U =L Vin (7)
eine orthogonale Folge, fiir die zudem
b
[R@Hdi=1 (7a)

gilt. Wir nennen die Folge (7) normiert und die fiir sie charakteristischen
Gleichungen (7a) die Normierungsbedingungen. Fir die Annidherung
einer empirischen Funktion durch normierte orthogonale Funktionen

gilt der Minimumausdruck

, (Min) = f Podi—Xa?
v=20
und die Vollsténdigkeltsrelatlon

lim S‘a—//‘z

n=00 v=10
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4. Die orthogonalen Kreisfunktionen.

Aus jedem vollstindigen System von nicht verschwindenden linear
unabhingigen Funktionen
@ (8), @1 (), ..., g, (0), ...
14Bt sich ein vollstindiges orthogonales System bilden, indem man
ho () = o
Iy () = 3090 + @1

setzt und die Konstanten a,, so bestimmt, daB die Orthogonalitits-
bedingungen

b
S @) h, () dt =0 (v =)

erfiillt sind. So ergeben sich z. B. durch Orthogonalisierung der Elemen-
tarfunktionen

Qo=1I, =1 @, =1 ..., g, =1", ...,
abgesehen von konstanten Faktoren, die bekannten LEGENDREschen
Polynome

5 3
Py(f) =1 Pty =2—21
35 I5 3
P (t) =t P)=F 870+
3 b
Py="2e—> ,

sofern man die Integrale zwischen den Grenzen — 1 und - I nimmt.

Diese Betrachtungen lassen sich sehr leicht auch auf mehrdimensionale
Funktionsbereiche tbertragen. So kann man z. B. zeigen, daB die
Funktionsfolge

1,
x: y;
%2, xy, ¥? (8)

X8, X2y, %42, 43
den Vollstindigkeitsbedingungen geniigt, jede in einem zweidimensionalen
Bereiche von gegebenen Grenzen definierte Funktion also durch eine
nach diesen Elementarfunktionen fortschreitende Reihe dargestellt
werden kann. In der Ebene ist die Mdglichkeit der Abgrenzung von
Bereichen verschiedener Form und Gré8e auBerordentlich mannigfaltig;
ebenso vielgestaltig sind demnach die Systeme von orthogonalen
Funktionssystemen, die man durch Orthogonalisierung der Funktionen (8)
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gewinnen kann. So fiihrt die Orthogonalisierung von (8) in dem quadra-
tischen Bereich —1=x=41; —1=y=-4 1 auf Polynome, die das
zweidimensionale Analogon zu den LEGENDREschen Polynomen bilden,
die Orthogonalisierung in einem Kreise oder Kreisring um den Koordi-
natenanfang als Mittelpunkt auf andere Orthogonalsysteme, die man als
Kreisflichen- bzw. Kreisringfunktionen bezeichnen kann. Andererseits ist
es aber auch mdglich, eindimensionale Integrationswege in der Ebene zu
benutzen. So fithrt von den orthogonalen Kreisringfunktionen ein ein-
facher Grenziibergang zu den Kreis- (genauer Kreislinien-) funktionen,
indem man den inneren Radius des Kreisringes gegen den festgehaltenen
duBeren streben 148tl. Setzt man den Radius des kreisférmigen Inte-
grationsweges gleich 1 und ersetzt durch die Transformation

X =cosg; y=sing

die Variablen x und y durch eine einzige neue Variable ¢, so ergibt sich
das auf diese Weise erzeugte System der orthogonalen Kreisfunktionen
in der Gestalt

I, COSQ, COS2@, COS3Q, ... (o=¢@=2mn) |
sing, sinzg, sin3g,

Von dem ebenfalls an einen endlichen Bereich (—1=¢= + 1) der un-
abhingigen Variablen gekniipften System der LEGENDREschen Polynome
unterscheidet sich dies neue Orthogonalsystem in zweierlei Hinsicht
grundlegend: Es ist transzendent und periodisch. Die letztere Eigenschaft
folgt einfach daraus, daBl der Integrationsweg eine geschlossene Kurve
ist, so daB also die Funktion nach Vermehrung des Arguments um einen
vollen ,,Umlauf** oder um eine beliebige ganze Zahl von Umliufen wieder
den gleichen Wert annimmt. Wir haben es hier eigentlich mit Funktionen
zu tun, die fir einen unendlich groBen Bereich des Arguments definiert
sind, also aus dem Rahmen der empirischen Funktionen herausfallen.
Trotzdem macht die Anwendung des Entwicklungssatzes hier keine
neuen Schwierigkeiten, da zur Beschreibung dieser Funktion eben wegen
ihrer Periodizitit ein einziger Umlauf geniigt. Wir werden iiber die
praktischen Auswirkungen dieser Verhiltnisse an spiterer Stelle noch
mehr zu sagen haben; hier gentigt es, auf die fundamentale Bedeutung
des neuen Orthogonalsystems fiir alle Aufgaben der Periodenforschung
hinzuweisen.

! Dje gleichen Uberlegungen lassen sich mit Leichtigkeit auch auf mehr als
zwei Dimensionen iibertragen. Zum Beispiel erhdlt man durch Orthogonalisierung
eines vollstandigen Systems von Potenzprodukten %48 z¥ auf der Oberflache der
Einheitskugel die bekannten Kugelflichenfunktionen (kurz Kugelfunktionen genannt),
die eine Entwicklung von Funktionen auf der Kugeloberfliche (etwa von Funktionen
der geographischen Lange und Breite auf der Erdoberfliche) gestatten. Aus Raum-
ersparnisgriinden mufte hier auf die Behandlung der Kugelfunktionen und ihrer
Anwendung verzichtet werden.
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Der Entwicklungssatz lautet fiir das System der orthogonalen Kreis-
funktionen: Jede in einem Intervall von der Lange 27, z. B. im Bereich
0 =1 =27, definierte empirische Funktion f (¢) 148t sich durch eine nach
den Funktionen (g) fortschreitende Reihe

fl®) =ag+ aycosp + azcos2¢ + -+ +a,cosng -4 -

4 by sing+bysinze+ - b, sinne 4 -

beliebig gut annihern. Man bezeichnet diese Reihe auch als FOURIERsché
Reihe oder Harmonische trigonometrische Reihe. Die Bestimmung ihrer
Koeffizienten heiBit Harmonische oder FOURIERsche Amnalyse,.die Kon-
stanten a,, b, selbst werden als Harmonische Konstituenten oder FOURIER-
Koeffizienten bezeichnet. Die Orthogonalitit der Kreisfunktionen beruht
auf den aus der elementaren Analysis bekannten Integralbeziehungen

fcos,u<pcoqu7 dp=o0
0

27

/sin‘u(psinv(pdtp =0
0

(10)

(e =F7)

27
/COSILt(pSiHV(pd(pzo.
0

GemiB den Betrachtungen des Abschnitts 3 geschieht die Berechnung
der Fourier-Koeffizienten nach den Formeln

a,,~fcosz-n<p de = ]f((p) cosnpdyp
i 0
b,- _~/vsin2 npdyp = ]f {p)sinngdep.
0 0
Da ferner
2n 27 27
0/d(p:?.yz; Ofcoszmpd(pzofsinzn(pd(p:n, (n=1,2,3,...)

so folgt schlieBlich:

a=—= [ f(p)dp
0
a, = i/f((p) cosnede (11)

0
I R .
b= 1 [ @) sinngdy.
0

Die Volistindigkeitsrelation besagt daB (s. Abschnitt 3)

lim zn{ag—{—}—z (a2 + 02 } /f2

"=
v=1
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Es ist daher das Quadrat des mittleren Restfehlers einer Anniherung
der gegebenen Kurve durch eine endliche Fouriersche Reihe #-ter

Ordnung

2n »
= [P dg—{at + 5 D @+ 5]
0 v=1

Anstatt (10) ist auch eine andere Form der FouriErschen Reihe
gebrauchlich, die durch Zusammenfassung der cos- und sin-Glieder
gleicher Ordnung entsteht. Setzt man nimlich

a, ==, Cosy,; dy = €,
b, =c,sinyp,,
so erhilt man?
1 (@) = co+ crcos (p—yn) + cacos (2@ —py) + - +- (12)
Die Konstanten ¢, werden Amplituden, die Winkel p, Phasen der FOURIER-
schen Glieder y-ter Ordnung genannt.

Die grundsitzliche Bedeutung der Harmonischen Analyse liegt darin,
daB sie die Aufgabe der Anniherung streng periodischer Funktionen
auf die einfachste Weise 16st. Das liegt daran, daB der Kress, der hier
als Integrationsgebiet gewihlt wurde, die einfachste geschlossene Kurve
ist, die es in der Geometrie der Ebene gibt. Natirlich 14Bt sich das
System der elementaren Potenzfunktionen (8) auch fiir jede andere
geschlossene Kurve orthogonalisieren, z. B. fiir eine den Nullpunkt
umschlieBende Ellipse, wobei im besonderen der Nullpunkt mit aus-
gezeichneten Punkten innerhalb der Ellipse, etwa mit dem Mittelpunkt
oder dem Brennpunkt, zusammenfallen kann. Als Argument der
Belegungsfunktion kann wieder der von o bis 2 & fortschreitende Winkel ¢
dienen, den der vom Nullpunkt ausgehende Strahl mit der positiven
X-Achse bildet, oder auch die von einem bestimmten Punkte der Ellipse
aus gezidhlte Weglinge. Die hierbei entstehenden orthogonalen Funk-
tionssysteme stehen in direktem Zusammenhang mit den bekannten
Elliptischen Funktionen. Diese und andere Entwicklungsméglichkeiten
haben jedoch, ganz im Gegensatz zur Harmonischen Analyse, nur in
solchen Fillen praktische Bedeutung, in denen der spezielle Integrations-
weg durch die besondere Natur des vorgelegten Problems nahegelegt
wird, z. B. bei der Bahnbeschreibung von Himmelskérpern.

! Gebriduchlich ist auch die Substitution
a,=c¢, sin y, ; b, =c¢, cosy,,

die auf

F@) =6+ ersin (@ +y) +cpsin (29 +yy) + -
fuhrt. Die Konstanten y, bedeuten dann die ,, Anfangsphasen’‘ der Teilwellen
fiir das Argument @ =o. Oft wird auch die Substitution a, =¢, cosvy,; b, =¢,
siny , angewandt, die f{(p) = ¢, + ¢, cos (p — y,) 4 ¢, cos2 (p — ;) + - - - ergibt.
Der Winkel =19y, 4- 27k (kR =0, 1, 2,..) bezeichnet dann die Lage der Maxima
der y-ten Teilwelle.
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5. Harmonische Analyse in beliebigen Grundintervallen.

Die Grundperiode der durch (10) bzw. (12) in eine FouriErsche Reihe
entwickelten Funktion f (@) hat die Linge 2s. Sie ist gleichzeitig die
Periode des Fourierschen Gliedes erster Ordnung, wihrend die Glieder
hoherer Ordnungen schon in ganzzahligen Teilen von 2x: periodisch
sind. Die Folge der Perioden der in der Entwicklung (12) auftretenden
Fourier-Glieder von der ersten Ordnung ab ist demnach

27 27 27

2w, P T, cees T e

2@
wihrend das konstante Glied ¢, = % / flp)de dem einfachen Mittel-
0

wert der Funktion f (p) tiber das Grundintervall [o, 2x] entspricht.
Durch Einfiihrung einer neuen Variablen

P
148t sich die Entwicklungsformel auch auf Grundintervalle von beliebiger
Linge p ausdehnen. Ist f(f) im Grundintervall [o, #] definiert und
(gegebenenfalls) mit der Grundperiode p periodisch, so lautet die Ent-

. . 27
wicklung, wenn wir 5 = setzen,

1 (f) =co+cycos (wb—yy) + -+ +c,co8 (mat—m,) +---,  (13)
und es ist

»
a= [t at cp=1ad T &
0
’ b
a,,:%/f(t)cosnoctdt wnzarctgﬁn
0

?
2 .
bnzg()/f(t) sinnotds.

Diese Entwicklung entspricht der Orthogonalisierung der Elementar-
funktionen (8) auf einem Kreise um den Nullpunkt der Koordinaten-

ebene, dessen Radius die Linge {% hat. Die Perioden der Glieder ver-
schiedener Ordnung entsprechen in diesem Falle der Folge

A ?
b, 5 S
Wir bezeichnen die Grundperiode p auch — insbesondere, wenn die

unabhingige Variable ¢ die Zeit bedeutet, — als Grundschwingung, alle
iibrigen Perioden als Oberschwingungen, ihre Periodenlingen als Wellen-
lingen und die der Wellenlinge umgekehrt proportionalen GréBen
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no = % als Frequenzen. Fir die FOURIER-Glieder ¢, cos (nat—1,)

werden wir in Zukunft 6fter die kiirzere Bezeichnung ,,Welle** der n-ten
Ordnung oder noch einfacher #-te (harmonische) Welle gebrauchen.

6. Rein periodische Funktionen.

Wir haben in den letzten Abschnitten gesehen, daB die Entwicklung
nach orthogonalen Kreisfunktionen die einfachste Entwicklungsform fiir
solche Funktionen einer Variablen darstellt, die in einem bestimmten
endlichen Bereich von der Linge ¢ periodisch sind. Dariiber hinaus
koénnen wir aber folgende wichtige Erweiterung und Feststellung machen:
Die durch die Harmonische Analyse zu erzielende Annidherung durch
harmonische Wellen 148t sich praktisch auch auf jede beliebige empirische
Funktion anwenden, die in einem Bereich von der Liange $ bekannt ist.
Die Anniherung der gegebenen Funktion erstreckt sich in diesem Falle
ausschlieBlich auf dieses Intervall — auBerhalb des Intervalls, das wir
als Grundintervall oder Analysenintervall bezeichnen, setzt sich die durch
die Anniherungsformel bestimmte Naherungsfunktion periodisch fort,
wihrend dies fir die gegebene empirische Funktion nicht der Fall zu
sein braucht; — ja, die letztere braucht auBerhalb des Intervalls nicht
einmal zu existieren oder, wenn sie existiert, nicht bekannt zu sein. Die
durch die Entwicklung gegebene Moéglichkeit der periodischen Fort-
setzung nach vorwirts und riickwérts steht dann a priori in keinerlei
Zusammenhang mit dem (naturgesetzlich bedingten) Verhalten der zu
untersuchenden Kurve. Wir haben also zwei grundsitzlich voneinander
abweichende Méoglichkeiten zu unterscheiden:

1. den soeben beschriebenen Fall, in dem die Harmonische Analyse
lediglich zu einer fiir einen bestimmten endlichen Bereich des Arguments
giiltigen interpolatorischen Darstellung oder Anndherung der empirischen
Funktion fiihrt,

2. den anderen Fall, in dem die empirische Funktion threr Natur
nach periodisch mit der Periode p ist. Fiir solche Funktionen gilt die
Darstellung oder Anndherung durch ihre FouriErsche Reihe auch fiir
alle Argumente auBerhalb des Grundintervalls, sie ist also fiir die Extra-
polation geeignet und somit auch, soweit es sich um Funktionen der
Zeit handelt, fir die Voraussage des kiinftigen und die Riickwirts-
berechnung des fritheren Verlaufs des durch die periodische Funktion
beschriebenen Vorgangs.

Wir bezeichnen solche Funktionen als rein periodische Funktionen.
Ist p ihre Periode, so sind sie durch die Funktionalgleichung

fe+kp)=70) (k=0 x1,+2...) (14)
charakterisiert. Aus der Giiltigkeit dieser Funktionalgleichung folgen
sodann noch einige weitere Eigenschaften:
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1. Ist p eine Periode von f (f), so sind auch

2P, 3P, 49, ..., np, ...
Perioden von f (f).
2. Die Funktion f (f) = const hat jedes beliebige $ > 0 zur Periode.

3. Ist f nicht konstant, so gibt es eine kleinste Periode p,, die als
Grundperiode zu bezeichnen ist. Die Gesamtheit aller Perioden von
/ (¢) ist dann durch die Folge kp, (k=1, 2, 3, ...) gegeben. Sind dem-
nach p und p’ zwei verschiedene Perioden von f (f), so ist das Verhiltnis
PP’ rational.

4. Aus f (¢ + kp) =1 (¢) folgt ferner f({+ %2p +q)=F(t+¢), wenn
¢ eine beliebige Phasenverschiebung des Grundintervalls anzeigt. Hat
f (¢) die Grundperiode p,, so ist f (f) fiir alle ¢{ bekannt, wenn es in
einem beliebigen Intervall [g, ¢ + p,] mit beliebigem Anfangspunkt ¢
bekannt ist.

5. Sind f, f5, ..., [, 7 rein periodische Funktionen von ¢, die eine
gemeinsame Periode p haben, so hat auch ¢;f; + ¢ fo + -+ +¢,f, die
Periode p, wenn die ¢, beliebige Konstante sind. Die Grundperiode
der zusammengesetzten Funktion ist die kleinste gemeinschaftliche
Periode der Teilfunktionen und gleichzeitig das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache der Grundperioden aller Teilfunktionen. ‘

6. Aus (2) und (5) folgt: Ist f () rein periodisch (p beliebig), so ist es
auch f(¢) + const.

Die Frage, ob es im Naturgeschehen Vorginge oder sonstige der
Beobachtung zugingliche Gegebenheiten gibt, die sich durch rein perio-
dische Funktionen beschreiben lassen, ist nur bedingt zu bejahen.
Ganz streng ist dies nur dort erfiillt, wo es sich um rein rdumliche, als
stationire Wertebelegung auf geschlossenen Wegen zu verstehende
Funktionen handelt (Beispiel: Verteilung einer physikalischen MeBgréBe
auf einem Breitenkreis der Erde zu einem festen Zeitpunkt). Hier ist
die reine Periodizitit der Beobachtungsfunktion eine Trivialitit und
lediglich der Ausdruck fiir einen geometrischen Zusammenhang. Hin-
gegen sind die rdumlichen Koordinaten eines Planeten, der sich im
Vakuum um einen Zentralkérper in einer KEPLERschen Ellipse bewegt,
bezogen auf den Zentralkdrper oder auf den Schwerpunkt des Systems,
rein periodische Funktionen der Zest. Hier wird die reine Periodizitit
als wesentlicher Teil des naturgesetzlichen Inhalts zu bewerten sein,
den wir dem Beobachtungsgegenstand zuschreiben. Die Grundperiode
dieses Vorganges ist die Umlaufszeit des Planeten. Die Bewegung der
Himmelskérper ist das klassische Beispiel dafiir, daB in der Natur rein
periodische Vorginge von groBer Zuverlissigkeit moglich sind, die
infolgedessen auch eine Vorausberechnung auf lange Zeiten gestatten.
Aber selbst in diesem Fall, der die reine Periodizitit eines Naturvorgangs
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in einer Strenge zeigt, wie wir sie von ¢rdischen Erscheinungen her nicht
gewohnt sind, haben wir einige wesentliche Vorbehalte zu machen.
Zunichst treten die geschlossenen KEPLERschen Bahnen nur dort auf,
wo auf die beiden um einander gravitierenden Massen keine Anziehungs-
krifte von anderen Korpern ausgeiibt werden. Wenn dies jedoch —
so wie bei den Kérpern unseres Sonnensystems — der Fall ist, wird die
KEepPLERsche Bahn deformiert. Diese mehr oder weniger auffilligen
Deformationen (Stérungen genannt), haben zwar im wesentlichen auch
periodischen Charakter; die Grundperioden sind aber mit der Umlaufs-
zeit des Planeten keineswegs kommensurabel, so daB durch das Hinzu-
kommen der Stérungen das rein periodische Verhalten der Beobachtungs-
groBe strenggenommen zerstért wird. Immerhin ist in den meisten
vorkommenden Fillen die GréBenordnung der Stérungen betrichtlich
geringer als die der urspriinglichen (ungest6rten) Bewegung selbst, so da$3
die Bewegung wenigstens im Muttel — d.h. abgesehen von gewissen
Abweichungen beschrinkten Betrages — noch rein periodisch genannt
werden darf. Dazu kommen dann allerdings noch solche Stérungsglieder,
die eine wumperiodische, fortschreitende Anderung der Bahnelemente
hervorrufen, und die wir als sdkulare Stérumgen bezeichnen. Diese
wirken sich, wie auch der Name andeutet, in sehr langen Zeiten aus
und rufen dann eine sehr merkliche Umgestaltung der Bahnverhiltnisse
hervor. Im gleichen Sinne, wenn auch in anderer Form und in noch
groBeren Zeitrdumen wirken andere Stoérungskrifte, etwa ein selbst im
leeren Weltenraum vorhandenes widerstehendes Mittel, ferner der durch
die ,,Gezeitenreibung’* hervorgerufene Verlust an Energie. Durch diese
sikularen Verdnderungen des periodischen Zustandes wird die Giiltigkeit
der Funktionsgleichung (14) praktisch auf endliche Zeitriume vor und
nach der Ausgangsepoche beschrinkt. Dasselbe wire aber auch aus
einem ganz anderen Grunde der Fall, selbst wenn es sich um eine ideale,
d. h. storungsfreie rein periodische Schwankung der Beobachtungsgrife
handeln wiirde. Die Grundperiode nimlich, also in unserem Beispiel
die Umlaufszeit des Planeten, ist niemals eine a priori gegebene GroBe,
sondern wird aus Beobachtungsreihen ermittelt, die natiirlich endliche
Zeitriaume umfassen, und in denen die einzelnen Beobachtungswerte mit
Fehlern behaftet sind. Somit wird auch die aus den Beobachtungen
ermittelte Umlaufsperiode mehr oder weniger fehlerhaft sein, und dieser
Fehler macht die Extrapolation iiber den durch die Beobachtungen tiber-
deckten Zeitraum hinaus um so unsicherer, je weiter sie getrieben wird.
In der Praxis wird man also schon durch diesen letzteren Umstand
gezwungen, die Darstellbarkeit eines Naturvorgangs durch eine rein
periodische Zeitfunktion immer nur fiir endliche Zeitriume und innerhalb
gewisser Genauigkeitsgrenzen als erfiillt anzusehen. Unter giinstigen
Umstidnden kann dabei der Zeitraum, der durch die Formel {iberbriickt
wird, im Verhdltnis zur Grundperiode auBerordentlich grof3 sein.

Stumpff, Periodenforschung. 2
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Wenn also schon in der Astronomie diese Einschrinkungen eine Rolle
spielen, die nicht iibersehen werden darf, so ist dies fiir irdische Natur-
vorgdnge in noch weit gréBerem MaBe der Fall. Um iiberhaupt die
Moglichkeit zu haben, den so niitzlichen und fruchtbaren Begriff der
rein periodischen Funktion in der Physik und Geophysik anzuwenden,
werden wir bei der praktischen Definition dieses Begriffs auf die oben
entwickelten Schwierigkeiten von vornherein Riicksicht nehmen. Als
rein periodische Funktionen in diesem praktischen Sinne werden wir
daber schon solche empirischen Funktionen bezeichnen, fiir die die
Funktionsgleichung (14) innerhalb eines endlichen Zeitraumes erfiilit
ist, der im Verhiltnis zur Grundperiode gro8 ist, und ferner auch solche,
ftir die dies nur innerhalb gewisser Genauigkeitsgrenzen der Fall ist, die
durch die Wirkung zufilliger Beobachtungsfehler oder stérender Ein-
fliisse von auflen bestimmt sind. Unter diesen Vorbehalten sind als rein
periodische Vorginge z. B. anzusehen: die Schwingungen eines Pendels;
die Anderungen der elektromotorischen Krifte in einem von Wechsel-
strom durchflossenen Leiter; die Schwingungen einer Stimmgabel, einer
Membran, einer Saite oder der in einer Orgelpfeife eingeschlossenen
Luftsiule; allgemein die Schwingungen eines Luftteilchens bei der
Entstehung harmonischer Téne oder Akkorde. Der Zusatz ,,harmonisch’’
kennzeichnet bei dem letzteren Beispiel bereits diejenigen Schall-
schwingungen, deren Schwingungsbilder sich als rein periodische Kurven
im obigen Sinne darstellen lassen, im Gegensatz zu solchen, die keine
Grundperiode haben (das ist schon dann der Fall, wenn sich eine Schall-
schwingung aus zwei oder mehreren rein periodischen Schwingungen
zusammensetzt, deren Grundperioden kein rationales Verhiltnis zu-
einander haben; solche Téne heilen unharmonisch). Der Ausdruck:
Harmonische Analyse’* fir die Analyse rein periodischer Vorginge
stammt demnach aus dem Sprachgebrauch der Akustik.

Nach dem oben Gesagten haben wir somit die Klasse der rein perio-
dischen empirischen Funktionen dahin erweitert, daBl wir auch solche
Funktionen in sie aufnehmen, die innerhalb eines — eventuell sehr
groBen — Zeitbereiches durch einen Ausdruck

FO=fe)+s@) +0
dargestellt werden koénnen, wobei f, () eine rein periodische Funktion
im strengen Sinne, s (f) eine nach Ausschaltung aller erkennbaren Neben-
einfliisse noch iibrigbleibende #uBere Stérung (oder ein ,,systematischer
Fehler”), schlieflich ¢ (f) den zufilligen Beobachtungsfehler bedeutet.
Da es immer Gefiihlssache bleibt, welche Grenzen man den Betrigen
der Stérungsglieder zubilligen will, lassen sich die Methoden der Har-
monischen Analyse mit mehr oder weniger Berechtigung auch auf eine
groBe Anzahl von Naturvorgingen anwenden (insbesondere auf geo-
physikalische), die man sonst nicht zu den rein periodischen zihlen
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wiirde — z. B. auf den mittleren jihrlichen Verlauf der Temperatur
an Beobachtungsorten mit gleichmiBigem Klima. Es ist chne weiteres
klar, daB es nicht gentigt, in einem solchen Falle die Ergebnisse der
Harmonischen Analyse eines einzigen Grundintervalls als maBgebend
fiir die ganze Beobachtungsreihe anzusehen; man wird vielmehr so ver-
fahren, dafl man alle oder méglichst viele der verfiigbaren Grundintervalle
analysiert und die mittleren Werte der FOUuRIER-Koeffizienten bestimmt,
um auf diese Weise den schidlichen EinfluB der Stérungen und der
Beobachtungsfehler soweit wie moglich zu erkennen und abzuschitzen.
Somit wird die Analyse rein periodischer Vorginge, die urspriinglich
ein analytisches Problem ist, durch die Bediirfnisse der praktischen
Forschung auch zu einer Angelegenheit der Statistik.

An dem Beispiel der unharmonischen Schallschwingungen haben wir
oben gesehen, daB es Vorgidnge gibt, die sich zwar aus rein periodischen
Teilvorgdngen additiv zusammensetzen, die aber als Gesamtvorgang
nicht rein periodisch genannt werden kénnen, weil die Grundperioden
der Teilvorginge kein rationales Verhiltnis zueinander haben, eine
Grundperiode des Gesamtvorgangs also nicht existiert. Solche zu-
sammengesetzten Vorginge sind aber in der Natur auBerordentlich viel
hiufiger anzutreffen als die rein periodischen Vorginge selbst. Es ist
daher von auBerordentlicher Tragweite, daf die bequemen Methoden
der Harmonischen Analyse auch fiir die Untersuchung jener ihre grund-
sitzliche Bedeutung behalten. In der theoretischen Astronomie z. B.
kommen solche inkommensurablen Perioden in der Stérungsrechnung
vor, in der Geophysik lassen sich die Gezesten des Meeres der Hauptsache
nach als erzwungene Schwingungen mit den zueinander inkommen-
surablen Grundperioden des Jahres, der Umlaufszeit des Mondes und
der Rotationsdauer der Erde darstellen; ferner die Polschwankungen
durch eine jghrliche Periode und die CHANDLERsche Periode von etwa
433 Tagen. Fir die Behandlung dieser zusammengesetzten Probleme
kommen drei verschiedene Wege in Frage, die man je nach den besonderen
Umstdnden beschreiten wird, um die Ldsung nach Moglichkeit auf die
Methode der Harmonischen Analyse zuriickfithren zu kénnen:

1. Man macht von der Einsicht Gebrauch, daB die Linge der Grund-
perioden der Teilvorginge nur mit einer gewissen Anniherung bekannt
ist und mit Riicksicht auf die bei Voraussagen immer in Rechnung
zu stellende Genauigkeitsspanne auch nur innerhalb gewisser Grenzen
bekannt zu sein draucht. Man hat es daher sehr oft in der Hand, die
Grundperioden durch Abrundung innerhalb der zulissigen Genauigkeits-
grenzen in ein rationales Verhiltnis zueinander zu bringen. Es wird
somit moglich sein, ein Grundintervall zu finden, das wenigstens an-
gendhert als Grundperiode der Gesamtfunktion angesprochen werden
darf. Allerdings wird diese behelfsmiBige Grundperiode mitunter sehr
lang sein, und es ist eine andere Frage, ob die vorliegende Beobachtungs-

2%
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reihe auch nur eine solche Grundperiode ausfilllt. Ein sehr bekanntes
Beispiel fiir eine solche behelfsmaBige Grundperiode ist der etwa 18jdhrige
Zyklus der Sonnen- und Mondfinsternisse (der sog. Saroszyklus), der
immerhin ausreicht, das Eintreffen von Finsternissen auf Jahrhunderte
hinaus vorauszusagen, und der darauf beruht, daf3 die beiden inkommen-
surablen Hauptperioden der Finsternisse, der drakonitische Monat und
das drakonitische Jahr, in 6585 Tagen ungefihr ganzzahlig enthalten sind.

2. Ist eine von den Teilschwankungen von iiberragender Amplitude,
so kann man versuchen, die tibrigen zunichst als (periodische) Stérungen
zu behandeln und sie nach verschiedenen Methoden, die wir spiter
kennenlernen werden, zu eliminieren, um zunichst die Hauptperiodizitit
so rein wie moglich herauszuarbeiten. Die nach ihrer Darstellung {ibrig-
bleibenden Reste der Gesamtfunktion werden sodann — eventuell nach
der gleichen Methode — weiter untersucht (Exhaustionsmethode).

3. Es wird von vornherein ein theoretischer Ansatz gemacht, der die
verschiedenen in der Beobachtungsreihe vorhandenen oder vermuteten
Periodizitdten berticksichtigt. Der LosungsprozeB wird sodann grund-
sdtzlich verschieden sein, je nachdem die Grundperioden der Teil-
vorgidnge ganz oder angendhert bekannt sind oder nicht. Im ersteren
Falle 148t sich die Losung, also die Bestimmung der Fourier-Koeffi-
zienten der Teilvorginge, stets durch eine Ausgleichung nach der Methode
der kleinsten Quadrate bewerkstelligen, im anderen Falle ist das
Problem transzendent und erfordert besondere mathematische Hilfs-
mittel (s. Kap. V).

7. Reihenentwicklung von Verteilungsfunktionen.

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir die Méglichkeit kennen-
gelernt, empirische Funktionen von einer oder auch mehreren Variablen
durch Reihen anzunihern, die nach gewissen Systemen von Funktionen
fortschreiten. Diese Funktionssysteme hatten zwel wesentliche Eigen-
schaften: 1. die lineare Unabhingigkeit ihrer Glieder, 2. die Voll-
stindigkeit, die eine beliebig enge Anniherung der gegebenen Funktion
durch eine geniigend groBle Anzahl von Gliedern der Reihe gewihr-
leistete. Die dritte Eigenschaft, die Orthogonalitit des Systems, war
zwar fiir die Entwicklung an sich nicht notwendig, aber in Hinblick
auf die Praxis der Koeffizientenberechnung unentbehrlich und jederzeit
durch eine lineare Umformung des urspriinglichen Systems zu erreichen.

Wie gezeigt wurde, ist die Mannigfaltigkeit der Orthogonalsysteme,
nach denen Reihenentwicklungen durchgefiihrt werden koénnen, auBer-
ordentlich groB. So ergaben sich derartige Systeme von Orthogonalfunk-
tionen einer Variablen, indem die zweidimensionalen Elementarfunk-
tionen (8) auf verschiedenen Wegen durch die Koordinatenebene ortho-
gonalisiert wurden. Als einfachste und gebriduchlichste Systeme dieser
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Art erhielten wir die LEGENDRESschen Polynome durch Orthogonalisierung
lings der X-Achse zwischen den Punkten -+ I und — 1, sowie die
harmonischen Kreisfunktionen (FOURIER-Perioden) durch Orthogonali-
sierung lings des Einheitskreises oder eines beliebigen dazu konzen-
trischen Kreises. N

Es gibt nun in der Praxis Fille, in denen diese und dhnliche Arten
der Entwicklung der Natur der vorgelegten Funktionen nicht entsprechen.
In den spiteren Teilen dieses Buches werden wir des 6fteren mit Problemen
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der Statistik und KollektivmaBlehre!
zu tun haben, z. B. mit Aufgaben, in denen von der Verteilung gegebener
oder beobachteter Gr6Ben in bezug auf variable Werte eines Parameters
die Rede ist. Beispiclsweise sei die Hiufigkeit des Auftretens ver-
schiedener Werte des Luftdrucks oder der Temperatur an einem Beob-
achtungsort gegeben, oder die Verteilung der zufalligen Beobachtungs-
fehler einer MeBreihe ihrer Gréfle nach. Solche Verteilungs-, Haufigkeits-
oder Wahrscheinlichkeitskurven haben einige besondere Eigenschaften,
die sie als ausgezeichnete Klasse des allgemeineren Begriffs der empiri-
schen Funktionen erscheinen lassen:

1. Der Definitionsbereich solcher Verteilungsfunktionen, wie wir sie
kurz nennen wollen, ist zwar endlich, aber nach beiden Seiten des
Arguments oder mindestens nach einer Seite hin nicht bestimmt begrenzt.
Beispiel: Es kommt zwar niemals vor, daB ein zufilliger Beobachtungs-
fehler einen sehr groBen positiven oder negativen Wert (etwa den 100-
fachen mittleren Fehler) erreicht. Der gréBte in einem endlichen Material
vorkommende Fehler kann zwar als Anhaltspunkt fiir eine ungefihre
Begrenzung des Fehlerbereichs dienen, aber keineswegs als eine natiirliche
Schranke aufgefat werden, denn kommt ein Fehler von einem bestimmten
Betrage vor, so besteht immer die Moglichkeit, daB er bei genfigend
langer Fortsetzung der Beobachtungsreihe noch iibertroffen werde. Ist
das Argument der Verteilung dem Wesen des Kollektivs entsprechend
positiv (z. B. Niederschlagsmengen; KérpermaBle von Versuchspersonen;
sportliche Statistiken), so ist zwar durch den Wert null eine natiirliche
untere Schranke gegeben, wihrend eine obere Schranke a priori nicht
gegeben werden kann (mit anderen Worten: es gibt keinen Rekord, der
nicht gebrochen werden konnte).

2. Die Funktion selbst ist (als Anzakl der mit einem bestimmten
Merkmal behafteten Individuen) immer = o.

3. Fiir groBe Betrige des Arguments nihert sich die Funktion (ein-
seitig oder zweiseitig) frither oder spiter der null; es ist praktisch
belanglos, ob man den Wert Null schon fiir endliche Betrige des Arguments
als erreicht ansehen will oder ob man eine asymplotische Anniherung
an null annimmt, falls das Argument gegen -+ co oder — oo strebt.

! Siehe Kapitel IV.
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Mathematisch ist diese letztere Fassung befriedigender, weil dadurch der
Ubelstand einer fehlenden Schranke formal beseitigt wird. Es wird also
formal der (eigentlich endliche) Definitionsbereich ein- oder zweiseitig
ins Unendliche ausgedehnt. Der Erfahrungstatsache, dafl von einem
gewissen (gentigend grof zu wihlenden) Betrage des Arguments an
Individuen -des Kollektivs praktisch nicht mehr vorkommen, wird
mathematisch dadurch Rechnung getragen, daB das Integral iiber die
Verteilungsfunktion von jenem Punkte an bis 4- oo praktisch gegeniiber
dem Gesamtintegral vernachlissigt werden kann.

Natiirlich ist, wenn die Verteilungskurve eines Kollektivs als (evtl.
stiickweise) stetige Funktion des Arguments gegeben ist, ihre Darstellung
auch durch LeGENDREsche Polynome oder durch eine FOURIERsche
Reihe in einem den tatsichlichen Bereich der Funktion einschlieBenden
Grundintervall praktisch ohne Schwierigkeiten durchfithrbar. Eine
solche Entwicklung wiirde aber keinesfalls der inneren Natur der Funk-
tion gerecht werden, da ihre Glieder wesentlich andere Struktur besitzen
als die Verteilungsfunktion selbst. Damit dieser Ubelstand beseitigt
werde, fordern wir, daB3 auch die Reihenglieder Funktionen sein sollen,
die sich mit wachsendem Argument (ein- oder zweiseitig) asymptotisch
der Null nihern. Die Eigenschaft der Verteilungskurve, wesentlich
positiv zu sein, braucht nur von der ersten Niherung erfiillt zu sein —
die beste Naherung im Sinne des Prinzips der kleinsten Quadrate 148t
ja, wenn iberhaupt, positive und negative Reste ohne Bevorzugung
eines bestimmten Vorzeichens iibrig.

Orthogonale Funktionssysteme der verlangten Art lassen sich erzeugen,
indem man irgendein vollstindiges System von Elementarfunktionen,
z. B. das der Potenzen

I, x, 2% X3, ..., L.,
mit bestimmten ,,Gewichtsfunktionen® multipliziert, bevor man zur
Orthogonalisierung schreitet. Diese Gewichtsfunktion kann man nun
so festsetzen, daB sie den Elementarfunktionen die gewiinschten Eigen-
schaften verleiht. Sei etwa p (x) diese Funktion, dann lautet das
,.gewichtete’ Elementarsystem

p(x), xp(x), ¥2p(x),..., 2P (%),...
Fiir eine nach beiden Seiten der x-Achse unbestimmt begrenzte und
gegen null abnehmende Verteilungskurve erweist sich die Gewichts-

funktion
I

plx)—e ="
als geeignet, da ihr Kurvenbild der idealen Verteilungsform des Gauss-
schen Fehlergesetzes dhnlich ist. Die orthogonalisierten Funktionen sind
dann offenbar von der Gestalt

I
I

hy(x)=¢ 2" G,(x),
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wobei G, (x¥) noch nidher zu bestimmende ganze rationale Funktionen
#n-ten Grades von x bedeuten. Die Orthogonalititsbedingungen lauten
in diesem Falle, wenn das Integrationsintervall von — oo bis + oo lduft:

+ o0
e "G, (%) G, (x)dx=o0. (=)

— 00
Die Berechnung der Koeffizienten der ganzen rationalen Funktionen
G, (%) ist leicht mit Hilfe der Integrale!

o fiir ungerade m

+ o
T :—[oxmg—x’-dx = 1.3.5,;;1(m—l.vg
g E
]0=1/75

durchfiihrbar.

Es erweist sich, daf3 die Funktionen G, (von willkiirlichen konstanten
Faktoren abgesehen, durch deren spezielle Wahl man das System auch
,,normieren kann) mit den bekannten HErRMITESchen Polynomen:

Hy=1
H=2x%
Hy=4x*—2

Hy=8x*—12%
Hy=16x*—48x% 412 |

identisch sind, fiir die eine Rekursionsformel
H,.,—2xH,4+2nH, ;=0
gilt, oder die durch die Formel
H,(x) = (—1)*¢" gd_gx%—

direkt definiert werden.
Die Frage nach der Vollstindigkeit des Funktionssystems

By (8) = e 7 H,(x) m=o0,1,2...)

bedarf noch einer besonderen Beantwortung, da hier, entgegengesetzt
zu frither, der Integrationsbereich unendlich ausgedehnt ist. Es geniigt
hier die Angabe, daB in solchen Fillen zu den bereits bekannten

1 Durch partielle Integration erhilt man leicht die Rekursionsformel

2
fm=“”—**‘]m+2-

m 4 1
=+ 00

Daj,= f e~ P dx = 1/;, J, = o, so folgen daraus alle {tbrigen Integrale.
—~ o0
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Bedingungen, denen die zu entwickelnden Funktionen f (x) geniigen
miissen, nur noch die weitere hinzukommt, daB das Integral

oo

FRACLE

existieren, also einen endlichen Wert besitzen muBl. Die Normicrung
des Systems der %, (x) geschieht vermittelst der Beziehung

o0

)
+ R _
/ H:(x)e “dx=2"n!y/m,

der die HErMITEschen Polynome unterworfen sind.

Jede Verteilungsfunktion der Statistik erfiillt eo ipso die oben vor-
geschriebenen Bedingungen, 148t sich demmnach durch eine endliche
Reihe

(@ -+ ay Hy (%) + ag Hy () -+ a, H, (x))e ="

beliebig anndhern. Diese Naherungsmethode bildet die Grundlage der
Entwicklung von Verteilungskurven nach den statistischen Momenten
eines Kollektivs, die von BRUNS gegeben worden ist, und die wir an
spiterer Stelle! ausfiihrlicher behandeln wollen.

Fir einseitig asymptotische Verteilungsfunktionen f (x), deren Defini-
tionsbereich also von o bis + oo reicht, und fiir die das Integral

[ (%) dx

i
existiert, ist eine Entwicklung nach den HerMmiTEschen Funktionen
natiirlich auch denkbar — es wire dazu nur nétig, fir ¥ <o die Er-
weiterung von f (%) durch eine passende Festsetzung vorzunehmen, z. B.
durch f(—x) =o0 oder f(—«) = f (+ x). Natiirlicher und dem Wesen
der Verteilungsfunktion entsprechender ist es aber, auf die Einseitigkeit
der unendlichen Ausdehnung des Bereiches von vornherein Riicksicht
zu nehmen. Das geschieht z. B. durch die Einfithrung der einseitig

asymptotischen Gewichtsfunktion # (x) =e 2, also durch Orthogonali-
sierung des Systems

zwischen den Grenzen o0 und co. Man kommt sodann auf das orthogonale
System

! Kapitel IV, 3.
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wobei L, (x) die LAGUERREschen Polynome

Ly=1

Li=1—x

Ly=2—4x+ x%

Ly=6—18x 4 ga2—x8

Ly=24—096x+ 72 x2—16x% + x*
bedeuten, die der Rekursionsformel

L, ,—@nt+1—x)L,+n*L, ;=0

geniigen, und die durch die Formel

n

L () = e~ (e
X

erzeugt werden. Zur Normierung dieses Systems dienen die Gleichungen

joe"‘L,z, (x)dx = (n!)2.

8. Allgemeine Bemerkungen iiber Beobachtungsreihen.

In den bisherigen Betrachtungen ist stets das Vorhandensein einer
empirischen Funktion vorausgesetzt worden, die innerhalb eines stetig
zusammenhidngenden Bereiches einer (oder mehrerer) unabhingigen
Variablen iiberall definiert und bekannt ist. Im Falle einer Variablen
ist also ein — gegebenenfalls durch endlich viele Spriinge unterbrochener —
Kurvenzug bekannt. In der Praxis ist es jedoch viel hiufiger, daf3 die
Funktionswerte nur an gewissen diskreten Stellen des Definitionsbereiches
gegeben sind. Die Beobachtungsdaten haben dann die Form einer end-
lichen Menge von Zahlen, deren jede einem von endlich vielen Punkten
des Bereiches zugeordnet ist, z. B. der Folge von Beobachtungsterminen

t, ty, by, ..., 8

oder einer 6rtlichen Folge von Beobachtungspunkten. Im zweidimensio-
nalen Bereich — etwa auf der Oberfliache einer Kugel — ist die Funktion
fiir ein Netz von mehr oder weniger regelmifBig verteilten Punkten
(Beobachtungsorten) gegeben. Wir sprechen in diesen Fillen von dis-
kreten (zeitlichen oder o&rtlichen) Beobachtungsrethen oder von Beob-
achtungsnetzen.

Es ist hierbei eine grundsitzliche Unterscheidung zu machen zwischen
solchen Reihen oder Netzen, die durch Auswahl von diskreten Werten
einer an sich vorhandenen zusammenhingenden Funktion entstanden
sind und solchen, die von vornherein nur fiir diskrete Argumente einen
Sinn haben. Messen wir z. B. an einem Beobachtungsort eine Zeitlang
taglich zu einem bestimmten Termin die Lufttemperatur, so haben wir
eine Beobachtungsreihe der ersten Art vor uns — wir haben uns von

ny e
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einer an sich zu allen Zeiten vorhandenen zeitlich verinderlichen physi-
kalischen GroBe durch Stichproben eine Werteauswahl verschafft, durch
die der wirkliche Verlauf des Vorgangs zwar nicht exakt dargestellt,
aber doch in grofen Ziigen verfolgt werden kann. Es ist sogar denkbar,
daB dieser Vorgang — etwa durch die Aufzeichnungen eines Thermo-
graphen — auch als stetige Funktion der Zeit bekannt geworden ist. Die
diskrete Beobachtungsreihe wiirde dann nicht nur durch direkte Messung
der Temperatur zu den Beobachtungsterminen zu erlangen sein, sondern
auch durch Entnahme der betreffenden Ordinaten aus der Registrier-
kurve. Eine solche Ordinatenauswahl wird immer dann einen praktischen
Vorteil fir den Rechner bieten, wenn die Untersuchung der Reihe
bequemer ist als die der stetigen Funktion selbst, und wenn die Un-
genauigkeit, die durch die Nichtberiicksichtigung der zwischen den
einzelnen Terminen liegenden Funktionswerte hervorgerufen wird, gegen-
iiber jenen Rechenvorteilen nicht ins Gewicht fillt.

Ein extremes Beispiel von Beobachtungsrethen der anderen Art
haben wir vor uns, wenn wir etwa die Augenzah! einer Reihe von Wiirfen
mit einem Wirfelspiel aufzeichnen. Der Unterschied ist hier der, daB
das beobachtete Faktum nicht ein an sich stetiger Vorgang, sondern
ein seinem Wesen nach diskretes Ereignis ist, das jedesmal erst durch
ein Experiment erzeugt werden muBl. Wir kénnen eine Wurfserie von
# Wiirfen gedanklich als einen ,,Vorgang‘‘ auffassen, der sich innerhalb
einer gewissen Zeit abspielt, miissen ihn dann aber als ,,wesentlich dis-
kontinuierlich* ansehen, wihrend die Diskontinuitit einer Temperatur-
beobachtungsreihe offenbar unwesentlich ist, d. h. mit den inneren Eigen-
schaften des Vorgangs nicht im Zusammenhang steht. Auch in der
Natur lassen sich wesentlich diskontinuierliche Vorgidnge finden und
beobachten. Zeichnet man z. B. die Stirke der an einer seismologischen
Station beobachteten Erdst6B8e als Funktion ihrer Eintrittszeiten auf,
so ergibt sich eine diskontinuierliche Wertereihe. Das Kriterium fiir
die wesentliche Diskontinuitit ist offenbar, daB3 es sinnlos ist, eine solche
‘Wertfolge durch einen geschlossenen Kurvenzug zu verbinden oder nach
den zwischen den Aufzeichnungen liegenden Werten der Folge zu fragen.
Man kann also eine wesentlich diskontinuierliche Wertfolge nicht ¢nter-
polieren, sie 1Bt sich infolgedessen auch nicht analytisch, sondern nur
statistisch behandeln .

1 Zwischen beiden Arten von Wertfolgen gibt es zahlreiche- Uberginge. So
setzt sich die mit Beobachtungsfehlern behaftete Folge von Températurmessungen
aus unwesentlich und wesentlich diskontinuierlichen Elementen zusammen. Oft
148t sich auch eine an sich wesentlich diskontinuierliche Folge interpolieren, wenn
aus ihr auf einen kontinuierlichen Vorgang geschlossen werden kann, der mit ihr
eng zusammenhingt. Zeichnet etwa ein Schiitze, der téglich eine feste Zahl von
Schiissen auf ein Ziel abgibt, die Zahl der Treffer auf, so ergibt die formale Inter-
polation (bzw. Glattung) dieser wesentlich diskontinuierlichen Folge den zeitlichen
Verlauf der (als stetig veridnderlich anzusehenden) ,,Treffsicherheit®‘.
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In den folgenden Abschnitten soll von der Inferpolation von Werte-
reihen die Rede sein — daraus geht hervor, daf3 der Fall der wesentlichen
Diskontinuitit ausgeschlossen bleibt. Wir haben es also nur mit solchen
Wertefolgen zu tun, die als einzelne Ordinaten einer in ihrem Bereich
itberall definierten empirischen Funktion entnommen worden sind. Bei
Wertereihen mit einer unabhingigen Veridnderlichen haben wir noch zu
unterscheiden zwischen solchen Reihen, deren Abszissen gleiche Abstinde
haben (iquidistante Reihen) und solchen, in denen die Abszissen un-
gleichférmig tber den Beobachtungsbereich verteilt sind.

9. Interpolation und Glattung.

Es sei nun allgemein die Aufgabe gestellt, die durch eine Beobachtungs-
reihe, also durch eine bestimmte Ordinatenauswahl reprisentierte empi-
rische Funktion innerhalb des Beobachtungsbereichs so gut wie moglich
zu rekonstruieren. Damit diese Aufgabe iiberhaupt l6sbar sei, miissen
gewisse Vorbedingungen erfiillt sein, die sich mathematisch streng und
allgemeingiiltig nicht formulieren lassen. Die gréBte Schwierigkeit liegt
offenbar darin, daB diese Voraussetzungen sich bis zu einem gewissen
Grade auf den als unbekannt angenommenen Verlauf der Funktion
zwischen den Beobachtungspunkten erstrecken. Vor allen Dingen ist
erforderlich, daB die Beobachtungspunkte dicié genug liegen, und zwar
so dicht, daB wesentliche Schwankungen der Funktion zwischen den
beobachteten Ordinaten nicht zu erwarten sind. Ein sicheres Urteil
iiber diesen Punkt 14Bt sich aus der Kenntnis der diskreten Wertfolge
allein nicht gewinnen, wohl aber aus den Erfahrungen, die dem Bearbeiter
dariiber hinaus iber die Schwankungseigenschaften der Funktion vor-
liegen. Handelt es sich z. B. um eine Aquidistante Beobachtungsreihe
des Luftdrucks fiir eine bestimmte meteorologische Station, so sind —
wenn nicht fiir den gleichen Zeitraum, so doch fiir frithere Zeitriume,
und wenn nicht fiir dieselbe, so doch fiir eine klimatisch dhnlich gelegene
Station — Barogramme vorhanden, die ein allgemeines Bild von der
Anderung des Luftdrucks, von der GréBe und der Schnelligkeit seiner
Schwankungen zu geben vermégen. Als Schwankung wird man dabei
einen Kurventeil ansehen, der von einem Teilmaximum der Kurve bis
zum nichsten reicht. In Anlehnung an die Bezeichnungsweise bei
periodischen Kurven kann man (zundchst ganz provisorisch) das Ab-
szissenintervall (Zeitintervall) zwischen zwei aufeinanderfolgenden Teil-
maxima als Schwankungsperiode oder Schwankungsdauer, den Ordinaten-
unterschied zwischen Teilmaximum und nachfolgendem Teilminimum
(noch besser den Unterschied zwischen dem arithmetischen Mittel auf-
einanderfolgender Maximalordinaten und der dazwischenliegenden Mini-
malordinate) als Schwankungsamplitude bezeichnen. Nun wird im all-
gemeinen die Dauer sowohl als auch die Amplitude aufeinanderfolgender
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Schwankungen starkem Wechsel unterworfen sein. Es wird ferner zu
unterscheiden sein zwischen Schwankungen, die durch zufillige Regi-
strierungsfehler oder durch belanglose kleine Stérungen hervorgerufen
werden, und solchen, die auf wesentlichen Anderungen der MeBgroBe
selbst beruhen. Die ersteren Schwankungen werden im allgemeinen
von kleiner Amplitude und sehr kurzer Periode sein — von diesen
Schwankungen wird sich der Bearbeiter tunlichst zu befreien haben,
etwa dadurch, daB er die gegebene Kurve gldttet. Erst die Schwankungen
der geglitteten Kurve werden nach Dauer und Amplitude diejenigen
Eigenschaften zeigen, die fiir die Bestimmung des geeignetsten Beob-
achtungsabstandes maBgebend sind. Der Beobachtungsabstand ist dann
auf alle Fille so klein zu wihlen, daB diese wesentlichen Schwankungen
in der Beobachtungsreihe deutlich sichtbar bleiben. Ist p die kleinste
unter den vorkommenden wesentlichen Schwankungsperioden, so ist
zundchst klar, daB ein Beobachtungsabstand A¢=$ zu groB wire, da
die Beobachtungsreihe diese kurzen Schwankungen tiberhaupt nicht

wiedergeben wiirde. Ein Beobachtungsabstand 4¢= g kénnte die

Schwankung im vollen Mafle zeigen, wenn eine Abszisse gerade das
Schwankungsmaximum, die nichste also das Schwankungsminimum
trife. Da aber ebenso wahrscheinlich diese beiden Abszissen gerade in
die Mitte zwischen Maximum und Minimum fallen kénnten, so liegt
auch hier noch die Gefahr vor, daB die Schwankung aus der Reihe
herausfallt. Mit Riicksicht auf diesen ungiinstigsten Fall wiirde es nétig
werden, zwischen je zwel Beobachtungswerten noch einen weiteren zu
besitzen, so daB dann auf einen Bereich von der Linge der kleinsten
wesentlichen Schwankungsperiode mindestens vier Beobachtungenkédmen.
Die Bedeutung dieser, lediglich aus ganz einfachen Uberlegungen ge-
wonnenen Erkenntnis fiir die Aufgaben der Periodenforschung ist un-
mittelbar einzusehen — es ist plausibel, da man, um eine Periode von
der Lange p durch eine Beobachtungsreihe feststellen zu kénnen, den

Beobachtungsabstand tunlichst nicht gréBer als —i— wihlen darf.

Wir haben in den vorhergehenden Bemerkungen zwei Begriffe ver-
wendet, die jedem Bearbeiter von Beobachtungswerten geldufig sind,
hier aber noch einer genaueren Bestim mung bediirfen: Interpolation und
Glattung.

Unter Interpolation einer Beobachtungsreihe versteht man die Ver-
bindung der in einem Koordinatensystem als Punkte aufgezeichneten
diskreten Funktionswerte durch eine stetige, notigenfalls durch eine
stiickweise stetige, also hochstens an isolierten Stellen unstetige Kurve.
Die Art der Kurvenziehung ist an sich willkiirlich; sobald wir aber die
Interpolation als Mittel zur Erreichung eines bestimmten Zieles, ndmlich
der bestméglichen Rekonstruktion der empirischen Funktion ansehen,
die der Beobachtungsreihe zugrunde liegt, wird diese Willkiir durch
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starke Einschrinkungen geniildert werden miissen. Zumindest werden
wir die Art der Interpolation den Voraussetzungen anzupassen haben,
denen die Beobachtungsreihe selbst als Reprisentant des unbekannten
Funktionsverlaufes nach den obigen Betrachtungen unterworfen ist:
Da der Verlauf der durch die Beobachtungen gegebenen Punktreihe
alle wesentlichen Schwankungen der Funktion enthalten soll, darf
die Interpolationskurve keine zusitzlichen Schwankungen zeigen, also
insbesondere keine ausgeprigten Wellen von der Linge des doppelten
Beobachtungsabstandes oder noch kleinerer Linge. Sofern solche kurz-
periodische Schwankungen dennoch zugelassen werden, sollen ihre
Amplituden jenes MaB nicht {iberschreiten, das durch die Ungenauigkeit
bzw. die Streuung der Beobachtungen selbst oder durch die Genauigkeits-
anspriiche des Bearbeiters gegeben ist.

Ist von der gegebenen Wertereihe bekannt, daB sie einer analytischen
Funktion von mehr oder weniger einfachem Aufbau und glattem Verlauf
entnommen ist und an den Entnahmestellen die Funktionswerte bis auf
eine bestimmte Dezimalstelle genau angibt, so gibt es strenge Inter-
polationsverfahren, die es gestatten, auch die dazwischenliegenden
Funktionswerte mit der gleichen Genauigkeit zu ermitteln. Die hierzu
nétigen Formeln, die in der Differenzenrechnung (s. Lit. 221, 312) gelehrt
werden, beruhen auf den allgemeinen mathematischen Eigenschaften
analytischer Funktionen, insbesondere darauf, daB sie in jedem Punkte
ihres Definitionsbereiches beliebig oft differenzierbar sind. Diese Inter-
polationsformeln werden z. B. benutzt, wenn Funktionswerte fiir be-
liebige Argumente aus Tafeln entnommen werden sollen, die die Funktion
fiir diskrete Werte des Arguments enthalten; auf ihnen beruht also
die Benutzung von Tafeln der Logarithmen, der trigonometrischen
Funktionen usw., aber auch von Tafeln zusammengesetzter Funktionen,
wie z. B. der astronomischen Ephemeriden der Himmelskdrper.

Die Anwendung der Formeln der Differenzenrechnung auf empirische
Wertereihen ist im allgemeinen nicht statthaft, da die oben genannten,
fiir analytische Funktionen giiltigen Voraussetzungen fiir empirische
Funktionen meist nicht zutreffen. Selbst wenn die der Beobachtungs-
reihe zugrunde liegende empirische Funktion ihrer Natur nach als
analytisch angesehen werden kann, ist mit dem Auftreten der zufilligen
Beobachtungsfehler zu rechnen, die den Einzelwerten der Reihe anhaften
‘und ihren ,glatten” Verlauf mehr oder weniger empfindlich stéren.

Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache und mit dem Ziel, eine Aus-
gleichung der Beobachtungsfehler herbeizufiihren, lassen sich verschiedene
Wege einschlagen:

1. Man interpoliert die gegebene Wertereihe zunichst provisorisch
auf eine moglichst einfache und vorurteilsfreie Weise. Hierdurch erhalt
man eine stiickweise stetige, sogar stiickweise glatte Kurve, die dann
nach den Methoden des ersten Teiles durch bekannte Funktionssysteme
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so weit anzunihern ist, wie es die Genauigkeit der Beobachtungen erforder-
lich macht. Fiir diese provisorische Interpolation kommen insbesondere
zwei Methoden in Frage:

a) Die lineare Interpolation, die graphisch dadurch erzielt wird, daB
man die als Punkte in einem Koordinatensystem aufgetragenen Werte
durch gerade Strecken miteinander verbindet (Interpolation durch einen
Polygonzug).

b) Die Interpolation durch einen Treppen- oder Stufenzug. Hier
wird angenommen, dafl die Funktion den gemessenen Wert wihrend
eines ganzen Beobachtungsintervalls beibehidlt. Handelt es sich um eine
gleichabstindige Reihe mit dem Abstand A ¢, so wird die interpolierte

Kurve im Intervall
At At

by— - <t<t,+—-
den Wert f (f,) = const haben, auBerdem in der Mitte zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Beobachtungsterminen einen Sprung aufweisen,
sofern die dazugehé6rigen Beobachtungswerte verschieden sind.

2. Die gegebene Wertereihe wird vor ihrer weiteren Behandlung
gegldttet, d. h. durch ihre graphische Darstellung wird ein glatter Kurven-
zug hindurchgelegt, so da die Einzelpunkte mdglichst gleichmiBig zu
beiden Seiten der Kurve verteilt bleiben, und ihre Abweichungen von
der Kurve die GroBenordnung der zu erwartenden Fehler innehalten.
Am einfachsten geschieht diese Glittung ,,aus freier Hand", indessen
erfordert diese Art der Behandlung von seiten des Bearbeiters eine
gewisse Gefiihlssicherheit, die sich in konkreten Fillen oft erst dann
einstellt, wenn tiber das vorliegende Problem gentigend Erfahrung ge-
sammelt worden ist.

3. Die gegebene Wertereihe wird in ungeglitteter Form benutzt,
und es wird versucht, sie direkt durch eine Anniherungsfunktion nach
dem Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate anzundhern. Die Anndherungs-
funktionen verschiedener Ordnung, die dabei erhalten werden, sind als
analytische Ausdriicke ihrer Natur nach glatt, ihre Kurvenbilder also
als Gldattungskurven anzusehen. Der GlittungsprozeB gilt als abgeschlossen,
wenn der mittlere ibrigbleibende Fehler der Darstellung der erwarteten
Genauigkeit entspricht. Da die gesamte Beobachtungsreihe nur endlich
viele Werte enthilt, ist es immer méglich, die Quadratsumme der Rest-
fehler nach endlich vielen Anniherungsschritten zum Verschwinden zu
bringen — diese letzte Niherungsfunktion wird also die Beobachtungs-
werte restlos darstellen, sie entspricht daher einer Imferpolation der
Beobachtungsreihe. Da jedoch diese Interpolationskurve die Beob-
achtungsfehler mit darstellt, braucht sie keineswegs die beste Anndherung
an die gesuchte, dem beobachteten Vorgang entsprechende Kurve zu
sein. Ja, selbst wenn die ,,Beobachtungsreihe’ einer analytischen
Funktion fehlerfrei entnommen wire, wiirde eine derartige Interpolation
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keineswegs Gewihr dafiir bieten, da8 die Zwischenwerte mit der ur-
spriinglichen Funktion iibereinstimmen, denn sie hingen ja noch ganz
wesentlich von der Art der verwendeten Anniherungsfunktionen ab:
so wird die Interpolation von # Zahlenwerten durch eine Potenzreihe
zwar diese Werte ebenso vollkommen darstellen, wie die durch eine
trigonometrische Reihe, aber die Zwischenwerte werden in beiden Fillen
erheblich voneinander abweichen, und wenn etwa die gegebenen Werte
einer Exponentialfunktion entnommen waren, wird keine der beiden
Darstellungen eine befriedigende Interpolation gestatten.

Von den unter Punkt 3 genannten analytischen Glittungsverfahren
wird in den folgenden Abschnitten noch ausfithrlich die Rede sein. Im
Anschlufl an Punkt 2 miissen noch einige Hilfsmittel erwihnt werden,
die das Glitten aus freier Hand erleichtern, wenn auch nicht ganz
ersetzen koénnen, und dieser MaBnahme wenigstens einen Teil der in
ihr enthaltenen Willkiir und GefithlsmaBigkeit nehmen. Der Zweck der
Glattung ist ja, die Beobachtungsreihe nach Moglichkeit von der Wirkung
der zufilligen Fehler zu befreien. Da zufillige Fehler die statistische
Eigenschaft haben, gleich hiufig positiv und negativ zu sein, so wird
das arithmetische Mittel aus einer gréfleren Anzahl verschiedener Fehler
von um so kleinerem Betrage sein, je groBer die’ Anzahl ist, und zwar
nimmt (was hier als bekannt vorausgesetzt sei) der wahrscheinlichste
Betrag des arithmetischen Mittels wie die Wurzel der Anzahl ab. Eine
Verminderung der GréBenordnung der Fehler wird man daher bei
Beobachtungsreihen unter gewissen Voraussetzungen dadurch erzielen
konnen, dal man je » aufeinanderfolgende Werte zu ihrem arithmetischen
Mittel zusammenfaBt und dieses als gegldtteten Funktionswert dem
mittleren Argument zuschreibt. Das ist aber nur dann statthaft, wenn
man annehmen darf, da die gedachte (fehlerfreie) Beobachtungskurve
in dem Bereich, iiber den die Mittelbildung erfolgt, keine merkliche
Kriimmung aufweist, also wenigstens angendhert linear verlduft. Liegen
die Beobachtungswerte hinreichend dicht, so wird man diese Methode
der Glattung durch tibergreifende Mittel oft mit Erfolg anwenden, doch
mull man sich sehr hiiten, die Mittelbildung auch iiber solche Intervalle
vorzunehmen, die eine offensichtliche sprunghafte Anderung der Funktion
oder ihrer Ableitung (Spriinge oder Knicke) enthalten, da die geglittete
Reihe die Tendenz hat, diese Eigenschaften zu verwischenl. Die ein-
fachste Form der Glittung durch Mittelbildung ist die, die Beobachtungs-
reihe durch die arithmetischen Mittel zwischen je zwei aufeinander-
folgenden Werten zu ersetzen. Dehnt man die Mittelbildung {iber mehr
als zwei Werte aus, so geht man oft so vor, da man den Werten, die
dem mittleren Argument am nichsten liegen, ein gréBeres Gewicht
erteilt als den weiter entfernten. Bei Dreiermitteln ist die Gewichts-

1 Siehe anch A.p.V, S. 15 bis 16.



32 Reihenentwicklung und niherungsweisé Darstellung empirischer Funktionen.

verteilung (1, 2, 1) sehr gebrauchlich: Sind also f;, f,, f; drei aufeinander-
folgende Beobachtungswerte, so lautet der geglittete Wert

g‘z:%(f1+2fz+f3)-

Fiir mehr als drei Werte benutzt man verschiedene Gewichtsverteilungen,
z. B. gleichmiBige Abnahme von der Mitte nach den Enden des Intervalls
oder ungleichférmige Abnahme gemidB den Binomialkoeffizienten. So
erhilt man fiir Vierermittel nach diesen beiden Methoden die Werte

=75 (h+2ht2fa+f) baw g = (i+3h+3f+])

fiir Fiinfermittel
@= o (ht+2ha+3fs+ 20+ 1) baw. =i+ 4fe+6ls+4fi+ 1)
usw.

Ist die Beobachtungsreihe ihrem allgemeinen Verlauf nach merklich
gekrimmt, d. h. weist sie wesentliche Schwankungen auf, so zeigt die
durch iibergreifende Mittel gebildete geglittete Reihe eine Neigung, die
Amplitude der Schwankungen zu verkleinern, wihrend die Perioden
erhalten bleiben. Wird, die (ungewichtete) Mittelbildung iiber ein Intervall
von der Linge der Schwankungsperiode ausgefiihrt, so wird die geglittete
Reihe diese Schwankung tiberhaupt nicht mehr enthalten. Bei der
Glattung durch {ibergreifende Mittel wird man also darauf achten, daB3
das zur Mittelbildung herangezogene Intervall gegeniiber den jeweilig
auftretenden Schwankungsperioden hinreichend klein ist — es sollte im
allgemeinen den vierten Teil der Schwankungsperiode nicht tiberschreiten.
Andererseits ist durch diesen Umstand die Méglichkeit gegeben, kurz-
periodische Schwankungen durch Glittung aus der Beobachtungsreihe
zu entfernen, um dadurch Schwankungen von lingerer Periode klarer
hervortreten zu lassen. Diese Methode wird in der Periodenforschung
hiufig angewandt, um kurze und lange Perioden voneinander zu trennen!.

10. Annidherung von Beobachtungsreihen.

Wenn wir eine Beobachtungsreihe vor der weiteren Bearbeitung
glditten, so setzen wir damit ihrer Annidherung durch eine analytische
Funktion oder durch Reihen solcher Funktionen von vornherein eine
Schranke, die durch das Quadrat der Abweichungen der Einzelwerte
von der Glittungskurve gréBenordnungsméiBig gegeben ist. Eine fort-
schreitende Anndherung der Beobachtungswerte mit dem Ziel, die
iibrigbleibenden Reste beliebig klein zu machen, ist dagegen durch die
beiden Verfahren ermdglicht, die in Punkt 1 und 3 des vorigen Ab-
schnitts angedeutet worden sind. In der Art, wie diese Anndherung

1 Siehe z.B. V, 5.
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vor sich geht, unterscheiden sich beide Methoden wesentlich voneinander.
Durch die provisorische Interpolation der Beobachtungsreihe durch
Polygon- oder Treppenziige (Punkt 1) wird eine stellenweise geknickte
bzw. stellenweise unstetige Hilfsfunktion erzeugt, die die Beobachtungs-
werte selbst als Ordinaten enthidlt. Die vorgelegte Aufgabe ist daher
auf die frilhere der Anndherung empirischer Kurven zuriickgefiihrt —
eine vollstindige Darstellung der Beobachtungswerte wird daher im
allgemeinen erst nach unendlich vielen Schritten der Anndherung zu
erwarten sein, wihrend die in Punkt 3 angefiihrte direkte Anniherungs-
methode schon nach endlich vielen Schritten zur vollstindigen Dar-
stellung der Originalwerte fiihrt.

Wir beschrinken uns auf den Fall einer eindimensionalen Beob-
achtungsreihe — der Einfachheit halber nehmen wir als Argument die
Zeit (f) an. Die zu den Beobachtungsterminen

P U N
gemessenen GroBen seien
yO’ yl) yz: ee yv: seey _'yN-

Ist die Beobachtungsreihe dguidistant, so wihlen wir den konstanten
Beobachtungsabstand (etwa Stunde, Tag, Monat, Jahr), als Zeiteinheit —
die Folge der Argumente entspricht dann der Folge der ganzen Zahlen,
die Null und die negativen Zahlen gegebenenfalls eingeschlossen.

Die zur Anniherung benutzten Funktionen bilden, wie friiher, ein
linear unabhéngiges System von ,Elementarfunktionen‘

@), @1@), s @), ...
Die Niherung n-ter Ordnung sei eine lineare Kombination dieser Funk-
tionen:
gu(l) =@ (t) + a1y (f) + - + 2,9, ()
mit noch zu bestimmenden Konstanten 4,4y, ..., g,.
Nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate ist dann diejenige Niherung

n-ter Ordnung als die beste anzusehen, die der Bedingung
N

¢n =2 (Vs —&n (tv»z = Min
v=0

geniigt. Die Losung dieses Minimumproblems fithrt sodann auf die
Normalgleichungen

N N
0Dy, ’
*% da, aozfpu (&) @, (4) +412 P, )@, () + -
y=190 y=20
o N (15)
+ a"Z(pﬂ (t”) ¢n(t,,)—2 yv(p,u (tv) =0, (‘M =0,1,.. .,n)
r=20 p=0

die sich von den fritheren nur dadurch unterscheiden, daB anstatt der
Integrale Summen auftreten.

Stumpff, Periodenforschung. 3
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Fir die Bestimmung des Minimumsausdruckes @,, erhilt man ganz
ahnlich wie frither

N N
D, (Min) = X yi— X g5 (t,) -
v=0 =0

Das Quadrat des mittleren Restfehlers ist dann

p2 = — @, (Min)*.

Etwas tiefergehende Betrachtungen werden nétig, wenn wir versuchen,
auch den Begriff der Orthogonalitit des Systems der Annidherungs-
funktionen auf die bei Beobachtungsreihen vorliegenden besonderen
Verhiltnisse zu iibertragen, was mit Riicksicht auf die auBerordentliche
Vereinfachung der Auflésung der Normalgleichungen im Falle der Ortho-
gonalitit sehr wiinschenswert ist. DaB wir mit den im ersten Teil
gewonnenen Erfahrungen iiber orthogonale Funktionssysteme allein
nicht auskommen, ist klar und liegt einfach daran, daB ja die Ausgangs-
funktionen nicht wie dort in ihrem gesamten Verlauf benutzt werden,
sondern — ebenso wie die Beobachtungsfunktion selbst — nur fiir aus-
gewdhlte Argumente. Erfiillen also die Funktionen des Systems fiir
ein bestimmtes Intervall [a, b] die Orthogonalititsbedingungen

b
Jee@di=o, (=)

so ist damit noch nicht gesagt, daf} fiir diskrete Argumente dieses Inter-
valls auch

#”

g b)p ) =o (1 4)
ist. Das ist aber offenbar die Forderung, die zu stellen ist, wenn die
Losungen der Normalgleichungen (15) die gleiche einfache Gestalt haben
sollen wie frither. Die Befriedigung dieser Forderung, die wir ebenfalls
als Orthogonalitatsbedingung bezeichnen wollen, hingt aufBler von der
analytischen Gestalt der Niherungsfunktionen ganz wesentlich von der
Wahl der diskreten Argumente, also der Beobachtungszeiten ab, ebenso
wie sie im fritheren Fall von der Linge und Lage des Beobachtungs-
intervalls abhing.

So wie wir frither ein gegebenes, nicht orthogonales Funktionssystem
fir einen bestimmten Bereich der unabhingigen Variablen orthogonali-
steren konnten, werden wir jetzt die Orthogonalisierung mit Riicksicht
auf ein bestimmtes Aggregat von diskreten Argumenten vornehmen
miissen. Gehen wir dabel von einem einfachen Elementarsystem aus,
z. B. von dem der Potenzen, so werden wir im allgemeinen nicht zu den

! Der Nenner N ist um eins kleiner als die Anzahl der Summanden. Die Be-
griindung dieser Tatsache ist aus der Fehlertheorie bekannt.
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gleichen Orthogonalsystemen gefiihrt werden, die wir frither kennen-
gelernt haben, oder wenn doch, dann nur bei ganz bestimmter Verteilung
der Argumente.

11. Harmonische Analyse von Beobachtungsreihen.

Die in Abschnitt 6 gesammelten Bemerkungen iiber rein periodische
Funktionen lassen sich ohne Schwierigkeit auf Beobachtungsreihen iiber-
tragen. Wir wollen also eine Beobachtungsreihe

e e Yo Vis Vo eees Yoy ovn [v,=1)]

rein periodisch nennen, wenn sie aus einer rein periodischen Kurve durch
Ordinatenauswahl entstanden ist, wobei fiir den Begriff der reinen
Periodizitat die gleichen Vorbehalte gelten wie frither. Geschieht die
Ordinatenauswahl in jeder ,,Grundperiode an gleichliegenden Stellen
der Abszissenachse, so kann die Funktionalbedingung in der Form

&) =1+ kD)
geschrieben werden. Ist insbesondere die Reihe dquidistant, und ist die
Grundperiode ein ganzes Vielfaches des Beobachtungsabstandes A ¢ == 1,
so ist — immer abgesehen von Beobachtungsfehlern oder sonstigen
stérenden Beimischungen —

yv = yv+k1>'

Die Harmonische Analyse einer Beobachtungsreihe, die der letzt-
genannten Bedingung geniigt, ist der in der Praxis bei weitem am
hiufigsten vorkommende Fall. Es liege ein Grundintervall von der
Lange $ vor, das durch p gleichabstindige Beobachtungen

Yo Yoo oo o ¥p
belegt sei. Diese Werte sollen durch eine endliche, nach den Funktionen

I, cosatl, cos2atl, ... ( 2n>
oL —

sinet, sinzat, ... P

fortschreitende Reihe angendhert bzw. interpoliert werden.
Es erweist sich, daB in diesem Falle die in den Normalgleichungen
auBerhalb der Hauptdiagonale auftretenden Koeffizienten

S cospat,cosgoat,
r=1

\,

k=
sinpgot,singat,

b~ EM» i

cosyat,singat,

=1

I

samtlich verschwinden, sofern u +o<p.
3*
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Man beweist diese Behauptung mittels der bekannten Summations-
sitze der trigonometrischen Funktionen:

4 sinp 2
Ecos(wp—{—y)) (p—cos[(ﬁ—{—l)w—{—zp]
p=1 sin?

[ sinp%
Slsinp+y)=——2sin[p+ 1L +y|-

y=1 sin —

Es ist ndmlich, wenn gemil den obigen Voraussetzungen die gleich-
abstindigen Abszissen

L,=q-+v =1, 2,..., P)
eingefiihrt werden:

e ?
2 Ycospat,cospat,= ):{cos (u+o)a(g+7») +cos(u—o)o(g+7)}

r=1

?
2251n,uoct sinpoat, _2{005( o)a(g+v)—cos(u+p)o(g+9}
r=1

1>

ZZCOS‘uoct,,Sinrot,,:Z{Sin (e + o) (g-+v)—sin (u—p)x(g+»}.

v=1 r=1
In den vorkommenden cos- und sin-Summen sind also die Frequenzen

p=alpto)=", (uto)
zu verwenden. Fir gy >p und p 4o < ]5 ist stets sin % >0, hingegen

sin ¢ % = 0. Daraus folgt zunichst die Giiltigkeit der Orthogonalitats-

bedingungen
4
S cospat,cospot, =0
v =p1 u # 0
S sinpot,singal, =0
v=1

fiir 4 + o < p, withrend ersichtlich ist, daB die Bedingung
?
S cospuat,singot, =0
v=1
auch fiir 4 = p noch erfiillt ist.
Fiir eine Anndherung bis zur m-ten Ordnung:
Y, = ay+ aycosat, +ascos2at, + - + a,cosmat,
+bysinat, 4 bysinzat, -+ b, sinmat,
sind 2 m - 1 Koeffizienten zu berechnen; es muB also 2m |+ I =4 sein,
damit die Lésung eindeutig bleibt. Die Normalgleichungen reduzieren
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sich, da die Orthogonalititsbedingungen wegen u=m; 9=m, d.h.
4+ o=z2m<p simtlich erfiillt sind, auf
P
a() : p = ;1 Yy
? ?
a, Xcostuat, = Xy, cos uat,
”=pl ”T U=1,2,...,m,
b, Elsinz pot, = glyp sin pat,
wobei man zweckmiBig durch Wahl eines geeigneten Anfangspunktes
dafiir sorgt, da8 #, = v gesetzt werden kann. Da ferner

p ?
Ecos{uoatv: Esinz,uoztvzé fir zp<p,
v=1 p=1

so ergeben sich fiir die Koeffizienten

4
Ay = %2%

21;_;l 2 2
a, = ?2 Y, Cosp al, = ?2 Y, COS L v o
v=ﬁ1 v——-;
b, = %Zy,,sin‘uoct,,z ?2; Ey,,sin,u Vo .
v=1 =1

Die Interpolation der gegebenen Werte ist streng, wenn die Anzahl der
Konstanten gleich der Anzahl der Beobachtungen ist. Hier haben wir
zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem 7 eine gerade oder ungerade
Zahl ist. Ist p ungerade, etwa p =27+ 1, so tritt die strenge Inter-
polation gerade fiir die 7-te Ordnung ein, und da in diesem Falle stets
2 =27<p, so behalten die obigen Formeln fiir die Fourier-Koeffi-
zienten auch fiir die héchste Ordnung ihre Giiltigkeit. Das ist jedoch
nicht mehr der Fall, wenn ¢ gerade ist. Ist nidmlich p =27, so ist

4
COS?P o = COSTTY = + I; S cos?rya =19
=1
sinryo = sinmy =0,

woraus erhellt, daB die Bestimmungsgleichung fiir b, ihren Sinn verliert,

wihrend
»
I
4=y Y, CO87P o

y=1
wird. Die harmonische Welle héchster Ordnung ist also in diesem Falle
eine reine cos-Welle.
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Fiir die minimale Fehlerquadratsumme ergibt sich bei Anndherung
bis zur m-ten Ordnung:

@, (Min) Zyv —p ak Zp 2+ 82),

y=1

also fiir das Quadrat des mittleren Restfehlers der wahrscheinlichste Wert
4 "
2 I P I
=g St 1 3+ )
=1 p=1

12. Mehrdeutigkeit der trigonometrischen Interpolation.

Ist eine empirische Funktion im Bereich [0, ] durch eine Kurve
tiberall definiert, so wird sie durch ihre FouriERsche Entwicklung ein-
deutig dargestellt. Es gibt daher eine und nur eine Folge von FOURIER-
Koeffizienten

og; oy Bis o Ba e Gy Bauren,
die fiir die Anniherung der Funktion maBgebend ist. Ist hingegen die
Funktion im gleichen Bereich durch eine (im besonderen dquidistante)
Auswahl von p Ordinaten vertreten, so stellt die Interpolation dieser
Ordinaten mittels der im vorigen Abschnitt abgeleiteten ¢ ersten Glieder!
der Folge
ag;  ay, by ay, by ...

nur eine einzige von unendlich vielen Interpolationsméglichkeiten dar,
und zwar diejenige, die mit mdglichst wenig und modglichst langen
harmonischen Wellen die betreffende Ordinatenauswahl darzustellen ver-
mag. Dabei ist es keineswegs sicher, dall diese p Konstanten a,, b,
mit den ersten p FouriEr-Koeffizienten «,, 8, auch nur anniherungs-
weise iibereinstimmen; wir wollen aber die Ordinatenauswahl als Ain-
reichend dicht bezeichnen, wenn eine geniigende Ubereinstimmung vor-
liegt. Véllige Ubereinstimmung ist nur dann zu erwarten, wenn die
Fourier-Entwicklung selbst mit dem p-ten Gliede abbricht, alle spéiteren
Fourier-Koeffizienten also verschwinden. Alsdann folgen die Identitdten

Ay = %y; b, =,

aus der Eindeutigkeit der Fourier-Entwicklung. Geniherte Uberein-
stimmung zwischen den 4,, b, und «,, f, ist dann gegeben, wenn die
Quadratsumme der Fourier-Koeffizienten vom (p + 1)-ten ab hin-
reichend klein, d. h. von der GréBenordnung des zu erwartenden Fehler-
quadratintegrals ist.

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen ‘den Konstanten a, b,
und den Fourier-Koeffizienten an einigen konkreten Beispielen naher

' Also, wenn p ungerade, bis by, _q); wenn p gerade, bis ay,.
i 2
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untersuchen, um an Hand der dabei gewonnenen Erfahrungen einige
allgemeinere Regeln iiber diese Zusammenhinge ableiten zu kénnen.

Von besonderer Wichtigkeit fiir die Zwecke der prakiischen Harmo-
nischen Analyse ist es, den Fall zu untersuchen, daB3 die Beobachtungs-
reihe provisorisch durch einen Stufenzug oder einen Polygonzug inter-
poliert wurde. Beide Interpolationsarten werden nimlich sehr hiufig
vorgenommen, wenn die zur Darstellung der Fourier-Koeffizienten
benutzte Methode das Vorhandensein eines stetigen oder stiickweise
stetigen Kurvenzuges voraussetzt, wie dies z. B. bei der Verwendung
der mechanischen Harmonischen Analysatoren (s. II, 2) der Fall ist.
Wir haben also hier das Ergebnis der trigonometrischen Interpolation
nicht mit der FouriErR-Entwicklung der ,,wahren’* Beobachtungs-
funktion, sondern mit der Entwicklung der provisorisch interpolierten
Funktion zu vergleichen, wobei nach wie vor die Frage offen steht,
welche von beiden Darstellungen dem wahren Funktionsverlauf am
meisten gerecht wird. Ich hebe diese an sich triviale Feststellung
besonders hervor, da man in der Literatur mitunter einer verkehrten
Interpretation dieses Sachverhaltes begegnet.

Es sei eine empirische Funktion im Bereich [0, $] durch die FOURIER-
Reihe

)

fO) =00+

(o, cospot + B, sinpot) (a: .2;;1)

I

1

dargestellt; aus ihr sei an den gleichabstindigen Stellen
l=1,2,3,...,9p

eine ,,Beobachtungsreihe

¥, =1 =ay+ X (x,cospov 4 f,sinpov) w=1,2,...,9p)
p=1

entnommen. Ohne Einschrankung der Aligemeinheit darf dabei
Yo=1Yp

angenommen, d. h. die reine Periodizitit der Beobachtungsfunktion im

Grundintervall [o, p] vorausgesetzt werden. Die provisorische Inter-

polation der Ordinatenauswahl durch einen Treppenzug geschieht dann
dergestalt, daB fiir ein Teilintervall

l~>|)—(

v——<t<v+
2
der provisorische Funktionswert
*e =y,
eingesetzt wird. Setzen wir der Einfachheit halber $ als ungerade voraus

(p =27+ 1) so lauten die Koeffizienten der trigonometrischen Inter-
polation
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?
I
“u = ?7—21 Yy
.u=75 2, Yy COS U oLV (u=1,2,...,7)
v=1
?
= %2 Yysinpoy.
va=1
Die Fourier-Koeffizienten der Treppenkurve sind hingegen:
P+1— v 1 p
I
aBk:'p—/ t'—_“zyv / dt = 2:}}”:5{0
¥ v=1 } v=1
’1’"’ b v+3

f*()cos,uoctdt——PZy,,/ cospotds

y—

’:g*
I
>
e \

e

sm——- gin 27
= Zy,,cosluoc A
y=1 .
:b
P+ 3 v+3
5::%/ * ()sm,uovtdt—-fzy,, / sin g ot dt
3 v=1 v—%
. smM 4 smlgZ
=7 na Zyysmuow_ Vza by
?" .val P
Ist jedoch erade (p=27), so ist wegen a, = - Y, COS oL ¥
] I3 3 » os i1
=1
. ¥t
sin — -
oF = 2—7n—a,:—:;—-a,, wihrend 8f = b,=o0.
: P
Mit Hilfe der Reduktionsfaktoren
LAl
?
W=""pa (w=0,71,2,...,7)

sin “——

kann man also jederzeit die harmonischen Konstituenten der Beob-
achtungsreihe aus den FouriEr-Koeffizienten der Treppenkurve ab-
leiten, was fiir die Anwendung der Harmonischen Analysatoren (s. II, 2)
von groBer Bedeutung ist.
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Die Interpolation der Beobachtungsreihe durch einen Polygonzug
ergibt fir jedes der Intervalle

P—I<<t<¥

den provisorischen Funktionsverlauf

f (t) =Y (t__’p + I)—yv—l (t_"’V)
Die Berechnung der Fourier-Koeffizienten ergibt:

4 P v »
&0=£—0/f(t)dt=—;—2 v, [—v+1)di—y,_, /(t—~v)dt}

v=1 v—1 y—1
P 1 0
=% E yvfrdt—yv_lfrdz}
v=1 0 -1
4
__ I Yo+ Vo—1
=3 -
v=1

? »
Wegen der vorausgesetzten reinen Periodizitit ist Xy, = X' v, _;, daher

=1 =1

P v .
:,; < {}’y fl(t—v+1)cos,yatdt—y,_1 /;(t—v)cos,uoctdt}
P I 1 R
2
=;;:lyVO/TCOS/‘“(T‘f‘”—I)dT"‘yv—1_[TCOS,uoc(‘l:+v)dr
4 1 1
:%ZJ‘ ¥,C08 (¥— I),uoc-O/rcosuocrdr—yvsin(v_ I)/M'/rsin,uoctdr
= 0
0 0 l
— Y, _1COSVUL" /TCOSMaTdT+yv_1SinvMoc-/rsmlua-,;d-;‘,

Da tcosuat eine ungerade, Tsiny ot eine gerade Funktion ist, wird

1 0
/rcos,umrdr:— frcos,uocrdr
0 —1

1 0
/rsinﬂocrdr: f‘rsin‘uoc'rdr,
0 -1
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mithin:

? 1
"= g E (y,cos (v—1)pp oo + v, 1 COSP pt %) /rcosy atdr

Y = 0

1
—(y,sin(v—I)po—7y, _,sinvy o) /rsin,uon:dt}.
0

Ferner ist wegen der reinen Periodizitit der ¥, und der harmonischen

Funktionen

p p ? . P
3 y,_jcosvpa=Xy,cos(v+ Dpa; Xy, gsinvua= 3 y,sin@@+1)pe
v=1 v=1 y=1 p=1

Daher ergibt sich schlieBlich

K|

13

b 1 1
=% E yvcosv[uoccos‘uoc-/rcosyocrdr+yvcosv‘uocsinyoc-['rsinuocrdv:}
v=1 0 0
1

?
:%Zyvcosv‘uoc-frcos‘uoc (z—1)d7
v=1 0

2
2 % I—COS[a sin Mpn
== El Y, COSV L o E =a, Em
V= 2
P
Ebenso berechnet man
)\ 2

sin

ﬁ 14 = bﬂ : nw
P
Benutzt man also bei der Ermittlung der harmonischen Konstituenten

einer dquidistanten Beobachtungsreihe einen Polygonzug, so sind die
erhaltenen FouriEr-Koeffizienten mit dem Reduktionsfaktor

uw 2
a_ | P
q;z"“ I

sin

zu multiplizieren.

In beiden betrachteten Fillen sieht man, daB die aus der provisorisch
interpolierten Reihe erhaltenen Konstanten um so ungenauer sind, je
kleiner die Wellenlinge ist (ungenauer, insofern man die durch Aus-
gleichung nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate erhaltenen wahr-
scheinlichsten Werte als die genauesten ansehen will). Die Faktoren

EI_ bzw. ?Ig, die fiir 4 = o den Wert 1 besitzen, betragen fiir y = %, also
w w
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fiir die kleinste bei der trigonometrischen Interpolation vorkommende

Wellenlidnge
% = 0,6366 bzw. —;52— = 0,4053.

Die abgeleiteten Formeln fiir die Konstanten o, f) bzw. a,, E’”
haben iibrigens auch fiir beliebige Frequenzen u Giiltigkeit. So gilt
im Falle der Treppenkurve ganz allgemein

*—

4
o ! 2 E COs
———. oy
(23 q!l P ! yv Iu
yp=

s
x__ T 2 i
B, = P Z!y,,sm/mw,

und man sieht leicht, daB die vorkommenden Summenausdriicke sich
auch fiir p >% auf die Konstanten a, b zuriickfithren lassen. Ist

p=27r oder p=27r-+1 und

k=o0,1,2,... 20

p=kpxs; $=0, 1, 2,...,7 *="p

so erhilt man

4 4 4
27Ty
_El Y, COS Loy = E y,cos (kP 4+ s) 5 = E ¥, COS S oY

=1 p=1

4 ? b
. . 27y -
—El Y, sin g oy = E v, sin (B p = s) S =+ ;1 yi,smsoc?.

v=1

Daraus folgt, daB sdmtliche FoURIER-Koeffizienten einer aus ¢ &dqui-
distanten Beobachtungen entstandenen Treppenkurve sich in einfacher
Weise aus den endlich vielen Konstanten ag, b, gewinnen lassen. Dasselbe
gilt natiirlich auch fiir den Polygonzug und allgemein fir jede durch be-
stimmte geometrische Vorschriften aus der Beobachtungsreihe hervor-
gehende provisorische Interpolation, sowie auch fiir jede durch solche
Vorschriften festgelegte Glittung, z. B. fiir Gliattung durch arithmetische
Mittel benachbarter Beobachtungswerte und nachfolgende Verbindung
der Glattungspunkte durch einen Stufenzug.

Die letzten Betrachtungen lassen sich schlieBlich auch durchfiihren,
wenn es sich darum handelt, das Ergebnis der Harmonischen Analyse
der Beobachtungsreihe mit dem wahren Funktionsverlauf zu vergleichen.
Unabhingig davon, ob dieser Verlauf — etwa durch eine Registrierung,
der die dquidistanten Beobachtungswerte entnommen waren — bekannt
ist oder nicht, 148t er sich formal durch die Fouriersche Reihe

f@)=ey+o,cosat+oa,coszot -+ o,cosmet—+---

+fysinat 4 fosinzat 4+ f,sinnot -
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wiedergeben. Die p dquidistanten Werte der Beobachtungsreihe haben
dann die Gestalt :

Y, = g —}—oclcoswoc—}-'oczcoszvoc “+-rFa,cosnve |-

) +pfisinva+ fysinzvat o+ smave e
Da die cos- und sin-Faktoren dieser Reihe periodisch sind, also nach
Ablauf einer gewissen Folge immer wieder die gleichen Werte annehmen,

lassen sie sich weitgehend zusammenfassen, so daBl wir schlieBlich die
endliche Reihe

Yy =G %p + Kgp o
Fcosver (o Fop 1t opp1Foepo1Fopr )
+sinvea (Bi—PBp -1+ Brr1—Pap—1+ Paps1i—")
+cos2ve-{og oy 5+ %ot Uap_oT Raprat o)
+sinzva- (fo—Pp_n+ Brioa—Prp—2+Pepra—"")

erhalten, deren Koeffizienten unendliche Teilsummen der Folge der
Fourier-Koeffizienten darstellen. Diese endliche Reihe ist mit dem
Ergebnis der trigonometrischen Interpolation der Beobachtungsreihe
offenbar identisch, die Konstanten der Anniherungsglieder haben also
die Form

g =0y + &p + g+ -+
@y =0+ 0y %yt ey T Oap T (16)
bu=Bu—Bp—utBosu— Bop—n T Bepsn—""

wobel noch zu bemerken ist, daBl im Falle p =27

a, = o, + g, + oz,

b, =0
fur die Konstanten der héchsten Oberschwingung herauskommen. Aus
dieser Darstellung ist alles abzulesen, was iiber den Zusammenhang
zwischen der empirischen Funktion f () und der trigonometrischen Inter-
polation der Reihe v, zu sagen ist. Damit die letztere eine hinreichende
Anniherung an den wahren Funktionsverlauf bildet, ist notwendig, da3
die ersten Glieder auf den rechten Seiten von (16) so stark iiberwiegen,
daB alle tibrigen Glieder in ihrer Gesamtheit klein sind, und zwar gentigt
es nicht, daB ihre Summe ganz oder nahezu verschwindet, sondern es
ist dies sogar von der Summe der absoluten Betrige oder von der Summe
der Quadrate zu fordern. Ist ndmlich nur die einfache Summe der
Restglieder in (16) klein, so stellen zwar die a,, b, die entsprechenden
Fourier-Koeffizienten «,, #, mit groBer Anniherung dar, es sind aber
auBerdem in der wahren Kurve wesentliche kurzperiodische Schwan-
kungen vorhanden, die durch die getroffene Ordinatenauswahl y, nicht
erfaBBt worden sind, wir haben also den Fall vor uns, der nach den ein-
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leitenden Bemerkungen dieses Abschnittes bei hinreichender Ordinaten-
dichte ausgeschlossen sein sollte. Ein besonders krasses Beispiel fiir
diesen ,,verbotenen‘‘ Fall wiirde dann vorliegen, wenn die Beobachtungs-
funktion aus einer einzelnen harmonischen Schwingung besteht, deren

Frequenz >7 ist, etwa y =Fkp+s (s < %) Alsdann werden alle Kon-
stanten a, b gleich Null, bis auf

As = Qpp+s; bs=Prpss,
und die Beobachtungsreihe wird durch die trigonometrische Inter-

polation
Y, = a,cossva + bosinsya

dargestellt, wiahrend die wahre Funktion die Gestalt

f@) =ascospat+ bysinpat
hat. Mit anderen Worten: die Beobachtungsreihe tiuscht das Vorhanden-
sein einer langwelligen Periodizi-

t.ét vor, Wélhr.end es sich ip Wirk- L\ /\ /\/ ﬂ ]o\\ 7‘\
Jdett. Bin Betepiel daftn bieset dor * L] )

in Abb. .I dargeStente Sa.ChVeI'- Abb. 1. Vortduschung einer langperiodischen Schwingung
halt. Hier ist die SchW1ngung durch Z4quidistante Ordinaten einer kurzperiodischen

f ( ) A Sinuswelle.
i) =sm7at

- - 27 . . .
im Bereich o<t<p= —,~ einmal als stetige Kurve, sodann durch eine

Auswahl von ¢ gleichmiBig iiber den Bereich verteilten Ordinaten
(Abszissen o, 1, ..., 8) dargestellt worden — die letztere tduscht eine
lange Welle
f, =—sinat,

vor. In der Praxis 148t sich eine Entscheidung iiber die wahre Wellen-
linge in solchen Fillen nur dadurch herbeifiithren, daB3 man die Ordinaten-
folge durch weitere Zwischenwerte verdichtet, oder dafl man auBer den
Beobachtungswerten selbst ihre zeitliche Anderung zu den Beobachtungs-
terminen mit heranzieht.

Sind die Beobachtungstermine wungleichmdifig tiber den Bereich der
unabhingigen Veridnderlichen verteilt, so gelten die Orthogonalitiits-
bedingungen nicht oder wenigstens nicht alle. Die Niherungswerte fiir
die harmonischen Konstituenten sind also fiir jede Ordnung getrennt
und aus allen Normalgleichungen gemeinsam zu berechnen, was ins-
besondere fiir die hdheren Ordnungen eine groBe Vermehrung der Rechen-
arbeit bedeutet. Da es jedoch in den meisten praktischen Fillen nicht
auf eine strenge Darstellung der Beobachtungswerte ankommt, so wird
man versuchen, diese Schwierigkeit unter Inkaufnahme einer ertrig-
lichen Ungenauigkeit zu umgehen. Das wird immer dann moglich sein,
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wenn wenigstens die Dichte der Beobachtungsreihe an jeder Stelle des
Bereiches, wenn auch verschieden, so doch so groB ist, daB sie den
im Abschnitt g aufgestellten Bedingungen entspricht. Dann ist es
nidmlich méglich, eine provisorische Interpolation der Reihe durch einen
Treppen- oder Polygonzug vorzunehmen und der so erhaltenen Kurve
gleichabstindige Ordinaten in genfigender Dichte zu entnehmen, die
dann nach den Methoden des vorigen Abschnitts analysiert werden.
Dies Verfahren bedarf keiner niheren Erliuterung — wir werden im
dritten Kapitel bei der Erérterung des Darwinschen Verfahrens Gebrauch
davon machen. Kommt es jedoch auf eine strenge Interpolation an,
oder ist die Dichte der Ordinaten in einzelnen Abschnitten des Gebietes
fiir eine hinreichend sichere provisorische Interpolation nicht groB genug
(wenn dies auch unter allen Umstinden von der mittleren Dichte verlangt
werden muB), so 148t sich die strenge Auflésung der Normalgleichungen
schwerlich umgehen. Man wird aber meistens davon Gebrauch machen
konnen, daB die auBerhalb der Diagonale stehenden Koeffizienten der
Normalgleichungen von geringerer GréBenordnung sind als die der
Hauptdiagonale. Es 148t sich dann aus der Gleichung

aoz(Po(tv)‘Pu (tv) +“12‘P1(tv)97n (tv) ++aﬂ2¢,§ (tv) + -
+a, X Pu (tv) Pu (tv) =X Yo Pu (tv)

der Koeffizient 4, zunichst annaherungsweise durch den formal genau
so wie frither gebildeten Ausdruck

a) X)) =X v, 9, (t)
darstellen. Die so erhaltenen Niherungswerte 4, sind dann in den
meisten Fillen schon genau genug fiir die Bestimmung der vernach-
lassigten Glieder, in denen sie mit sehr kleinen Faktoren multipliziert
erscheinen. Unter Umstinden mufl dies Verfahren mit den korrigierten
Werten der harmonischen Konstituenten wiederholt werden, bis sich
die Ergebnisse innerhalb der erforderlichen Genauigkeitsgrenzen nicht
mehr adndern.

Zweites Kapitel.

Praxis der Harmonischen Analyse
und Synthese.

1. Einige Beispiele fiir Fouriersche Reihen.

Wir haben die Fouriersche Reihenentwicklung in doppelter Bedeu-
tung kennengelernt: einmal als trigonometrische Interpolation einer in
einem endlichen Bereich [0, $] gegebenen empirischen Funktion, so-
dann als exakte und extrapolationsfihige Darstellung einer in einem
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Grundintervall von der Linge p rein periodischen Funktion, deren Gel-
tungsbereich im iibrigen beliebig groB, unter Umstinden sogar unendlich
ausgedehnt sein durfte. Durch lineare Transformation der unabhingigen
Variablen lieB sich die Zahl p, ob sie nun die Linge des Definitions-
bereichs oder die Grundperiode bedeutete, auf die NormalgréBe 2z
zurtickfithren. Im folgenden sollen nun einige Beispiele von FOURIER-
Reihen besonders einfach gebauter Funktionen berechnet werden, wobei
wir der Einfachheit halber annehmen, daB reine Periodizitit im Inter-
vall [o, 2 @] vorliegt. Obwohl gerade diese Beispiele in fast allen Lehr-
biichern, die {iber Harmonische Analyse berichten, zu finden sind, ist es
nicht tberfliissig, sie auch hier aufzunehmen, da einige der sich ergeben-
den Formeln in den spiteren Betrachtungen verwendet werden.

a) Gitterfunktion. Im Grundintervall [0, 2 7] sei eine Funktion G (¢)
durch die Festsetzung
Go)=G(m)=G(2m)=0
Git) =41 (o<t<nm)
Gt) =—1 (m<t<2n)
definiert. Die Fourier-Koeffizienten sind dann:

%:;5/27& dt=»—{/dt——fdt}—o

27
:%/G (f)cosp tdt= /cosytdt—/cos,utdt}:
0 a
7 27
:——/G smytdt~——{/sin‘utdt——jsin‘utdt
0 24
3 _ o (u gerade)
= - /sm,utdt_—n-—l-g—’i@_:{ s .
0 & s (@ ungerade) .
Mithin ist:
G(t):i{sint+~1—sin3t+isin5t+...}_ (I)
7 3 5

Wird der Anfangspunkt des Grundintervalls um % verschoben, so
erhdlt man die Funktion H (¢), die folgendermaBen definiert ist:

n(5)=n (%) =
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Offenbar ist H (f) = G<t+ g) also
4 1 b
H(t)=;{cost—~3~cos3t—{—?cosst¢...}. (2)

Bei beliebiger Anfangsphase, etwa fiir eine Verschiebung des Intervall-
anfangs um y (Abb. 2), ergibt sich

F@=G@+w=§+ma+w+§mm@+w+§ﬁm@+@+m}
T
| - H— —_—
3 '
-t d
L

Abb. 2. Gitterfunktion bei beliebigem Intervallanfang (Anfangsphase p).

Setzt man die beiden alternierenden Funktionswerte gleich 1 und o,
so erhilt man

F)=5 (0 +FO) =5 +={sin(t+y)+5sin3¢+y) +-] G2
b) Sidgezahnkurve. Die Funktion
flo=f(zm)=o0
f)=— - +1lo<t<zm)
liefert die Fourier-Koeffizienten

a4y =0

27 27

1 ¢ I

aﬂ:———;/ (;-—I) cos,utdtz-§/ tcosutdt=o
0 0

2 2n
bﬂz—%f(—2——1)sin‘utdtz—%/tsin‘utdtz—;—n,
0 o
mithin die Entwicklung
]‘(t):%{sint—{—f;sinzt—{——;-sin3t—{—---}.
c) Zackenkurve. Die Funktion
f)=1—2Lo=t=n)

[ =—3+ 2 (n=t=2q)
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ergibt
7;{/ I—— cos[utdt——/< )cos[utdt}
I-—COoS T
Z—;z-'/tCOS‘utdtZW'* 2 L
0
’ d
. (ﬂ ungera e) bﬂ -0
0o (u gerade),
mithin

f(t)~i{cost+ —5Cos3t+ 2c055t+ }

d) Unsymmetrische Zackenkurve (Abb. 3). Es werde gesetzt (@ < 2n)

ft)=1——(0=t=a) /'\
) __zmfa > (a=t=27). N\ N

2m—a 27— a Lﬂ zz 2]5 4
Dann ist 7
Abb. 3. Unsymmetrische Zackenkurve (u =3 :z> .
Ay =0 4
a 27
I 2t I n+a 2f )
aﬂ:?{/<1_'a‘> cosytdt—}—;/( Sm—a —f—"zn_a)cos‘utdt
0
1 2t 27 +a 28\ .
bu rl <I~7) Slnll,ttdt—}— /( T —a -+ fé—;t_a)smlutdt
0
oder, mit b =27—a, t =t +a
a b
1 2¢) 1 28" , ,
a, = 5](1—7) cosputdt— }z/(1~~b—> cosp (¢ —b)dt
0 0
4
= i ena) -(T—cosua),
. . S sy
ebenso: b, = Faa_a Snua, mithin:
. 4 . - cosz_ I—cos3a
f) *'a(zn—a){(l cosa) cost + coszt 4 - 3 cos3t+
—sinasin ¢ —sz:a sinzt—ir;g"—l—sin:gt—- . }

Diese Formel enthalt die Fille b und ¢ als Spezialfille. Fir ¢ ist
dies ohne weiteres abzulesen (2 = ), fir b (@ = 2 x) ist zu beachten, dal

I-—cosap sin a

lim =0; lim
a=27g 27 Q a=2x 24

=—1I. (m=1,23""")

Stumpftf, Periodenforschung. 4
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e) Unharmonische Welle. Unter einer unharmonischen Welle wollen
wir eine solche Sinusschwingung verstehen, deren Wellenlinge in der
Linge des Grundintervalls, 2 77, nicht ganzzahlig enthalten ist (Abb. 4).
Es sei also

@) =c-sin(xt+pB),
wobei « beliebig, also nicht auf die FouriERr-Frequenzen 1, 2, 3, ... be-
schrinkt ist, sondern auch gebrochene Werte annehmen kann. Wird die
Funktion in dieser geschlossenen Form tiber das Grundintervall [o, 2 7]

hinaus extrapoliert, so
7%\ entsteht eine einfache
\ . . .

/\ r\ /\ r\\ Schwingung, die mit 27

\{ \/ \T‘i_»\/ Y{” nicht periodisch zu sein

braucht. Setzt man da-

Abb. 4. Unharmonische Welle (oc~——3— = 45°). gegen fCSt, daB die oben

) definierte Funktion rein

periodisch mit der Grundperiode 27 sein soll, so erhdlt man einen ge-

brochenen Wellenzug, der an den Stellen o, & 2x, 4 47, ... jedesmal

den gleichen Phasensprung erleidet. Die Analyse solcher Wellenziige

wird in der spiter zu behandelnden Periodogrammtheorie eine grofe

Rolle spielen.

Die Analyse ergibt:

ay = E%/sin (wt+p)dit=c- SH;ZE‘ sin (wo + f)
0
aM:i/sin (2t 4+ B)cosutdi

= {/sm (e +w) t+ ) dt+/s1n a—u)t =+ f) dt}

_ {Smaij;)ﬂ’ism(“—i_” 7+ B) E%':—"u' “sin ((e— p) n—i—ﬂ)}

T

0

b,=° ~/sin (ot -+ B) siny ¢ dt

_ {_]cos((a.—i—/t)t+/3)dt+fCOS((d—lt>f+ﬁ)dt}
0

— c{ Sl?of:-/igt) cos (e + wa + ) + ;33 :J’A) cos ((o—p) 7 +ﬂ)}

Eine weniger symmetrische, aber einfachere Form der FOURIER-
Koeffizienten wird erhalten, wenn man berticksichtigt, daB

sin ((oc + p) 7w + B) = =+ sin (az 4 B), usw.
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Dann ergibt sich:

2cC Sln.'fl(Z

Gp="f "% -sin (o -+ f)
2¢ sin 7 o

by=— ‘u-a2_#2~cos(no:—[—ﬂ).

2. Harmonische Analysatoren.

Bei der Harmonischen Analyse empirischer Funktionen, die durch
eine Registrierkurve gegeben sind, sind wir darauf angewiesen, den

Abb. 5. Polarplanimeter.

geometrischen Verlauf der Kurve selbst zur Bestimmung der Integrale

4 P
= [10d a,=5 [f@eos purar b, ;b/f sin 270140
0 0

heranzuziehen, falls wir es nicht vorziehen, die FOURIER—KOEflelenten
gendhert aus einer dquidistanten Ordinatenauswahl durch Rechnung zu
ermitteln. Fiir die Ausfithrung bestimmter Integrationen iiber kurven-
mafig gegebene Funktionen gibt es einen einfachen und bequemen
Apparat, das Polarplanimeter'. Dies sehr bekannte und weitverbreitete
Instrument besteht im wesentlichen aus zwei Hebeln, einem Fahrstift
und einer Prazisionsmefrolle (Abb. 5). Der eine Hebel ist um einen festen
Punkt O drehbar, der zweite um den freien Endpunkt Q des ersten
Hebels. Am freien Endpunkt P des zweiten Hebels befindet sich der
Fahrstift — in der Nihe des Punktes Q ist, fest mit dem Hebel PQ
verbunden, die MeBrolle 3/ angebracht, die um eine zu PQ parallele

1 Die Theorie des Polarplanimeters, die hier nicht entwickelt werden soll, ist
unter anderem in F. KiLEIN: , Elementarmathematik vom héheren Standpunkt
aus* (Bd.II, S. r1ff.) ausfithrlich beschrieben.

4*
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Achse drehbar ist. Umfihrt man nun mit dem Fahrstift eine geschlos-
sene Kurve, so rollt dabei die MeBrolle auf der Unterlage ab. Die gesamte
Drehung der MeBrolle wihrend dieses Vorgangs ist dann dem von der
Kurve umschlossenen Flicheninhalt proportional. Der Proportionali-
tatsfaktor ist eine Apparatkonstante; von der zu umfahrenden Fliche
wird nur vorausgesetzt, daB sie ganz im Bereich des Fahrstifts liegt
und daB sie den festen Drehpunkt O nicht enthilt. Es ist klar, daB man

Abb. 6a. Harmonischer Analysator von Maper-OrT.

auf diese Weise jede vorgelegte Kurve in endlichen Bereichen integrieren
kann: Der Fahrstift umfihrt dann nacheinander Anfangsordinate,
Kurve, Endordinate und die Abszissenachse riickwirts bis zum An-
fangspunkt. Auf diese Weise 148t sich zunichst ohne weitere Hilfsmittel
der Fourier-Koeffizient nullter Ordnung, 4, bestimmen.

Die iibrigen FouriERr-Koeffizienten lassen sich mit dem Planimeter
direkt nicht messen, es gibt aber zahlreiche Instrumente, die die Multi-
plikation der Kurvenfunktion mit den harmonischen Faktoren auto-
matisch besorgen und die zu leistende Arbeit im iibrigen gleichfalls auf
das Umfahren der Kurve mit einem Fahrstift zuriickfithren. Solche
Apparate, die meist in Verbindung mit einem Polarplanimeter gebraucht
werden, heilen , Harmonische Analysatoren“. Aus der groBen Anzahl
der vorhandenen Systeme, die im Grunde alle auf dem gleichen Prinzip
beruhen, sei hier der Analysator von MADER-OTT herausgegriffen, der
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seiner einfachen Konstruktion wegen zur Beschreibung dieses Prinzips
sehr geeignet ist.

y=7f(x) sei die in einem (x, y)-Koordinatensystem gezeichnete
Kurve. Das Grundintervall mége {o, ] sein. Der in Abb. 6a abgebildete
und in Abb. 6b schematisch gezeichnete Apparat ist nun folgendermalen
eingerichtet: Ein Wagen W 14Bt sich, durch eine Schiene gefiihrt, parallel
zur Y-Achse bewegen. Ein Winkelhebel ACB, dessen Arme senkrecht
aufeinanderstehen, dreht sich um pa—
den mit dem Wagen fest verbun- by
denen Punkt C. Der Wagen ist so
aufgebaut, daB der Drehpunkt C
auf der Mittelsenkrechten der p

Langeneinheiten messenden

Grundstrecke 0Q der Abszissen-
achse liegt. Auf dem lingeren
Hebelarm AC 14Bt sich der
Fahrstift F festklemmen, der
kiirzere Arm wird durch zwel
Anschlige a, und a, in seiner Be-
wegungsireiheit eingeschrinkt,
so daB auch der lange Hebelarm,
dessen Normallage CD 1 OQ ist,
sich nach beiden Seiten héch-
stens um einen bestimmten
Winkel () aus dieser Lage
entfernen kann. Der Fahrstift

. . Abb. 6b. Harmonischer Analysator von MapEr-OTT.
wird nun so eingestellt, daB er (Schematische Darstellung.) BCA: Winkelhebel in

linker Anschlaglage (a,), B’CA’: Winkelhebel in
rechter Anschlaglage (a.).

sich bei der Anschlaglage a, auf
der Y-Achse selbst bewegt, wenn
der Wagen rollt. Da der gréBtmogliche Ausschlag des langen Hebelarms
nach rechts ebenso grofB8 ist wie nach links, so beherrscht der Fahrstift
bei der anderen Anschlaglage (a,) die Endordinate (Abszisse p).

Auf dem Wagen ist der Schlitten S, ebenfalls parallel zur Y-Achse,
beweglich. Er wird durch den Endpunkt B des kurzen Hebelarms ver-
mittels einer Kulissenfithrung bewegt und tragt die, wiederum zur Y-Achse
parallele, Zahnstange Z, die in ein Zahnrad R eingreift, dessen Achse
einen festen Punkt des Wagens bildet. Der Mittelpunkt des Zahnrades
moge als Anfangspunkt eines mit dem Wagen beweglichen, parallel
zum festen Koordinatensystem (x, y) orientierten zweiten Koordinaten-
systems (£, 77) angesehen werden. Das Zahnrad trigt, in der Entfernung »
von seinem Mittelpunkt, zwei Vertiefungen s und ¢, die so angebracht
sind, daB in der linken Anschlaglage des Winkelhebels die Vertiefung s
sich links vom Mittelpunkt des Zahnrades, ¢ dagegen oberhalb desselben
befindet. Die GréBe des Zahnrades ist so bemessen, daBl wihrend der
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Bewegung des Winkelhebels von der linken zur rechten Anschlaglage,
also durch die gréBtmogliche Verschiebung der Zahnstange, das Zahnrad
eine ganze Anzahl von Umdrehungen erfihrt. Durch Auswechseln der
Zahnrader ist es moglich, diese Umdrehungsanzahl ¢ zu variieren.
Da der Punkt C auf der &-Achse des beweglichen Koordinatensystems
liegt, so ist aus der Abb. 6b unmittelbar einzusehen, daf8 die #-Koordi-
nate des Punktes B proportional der Entfernung des Fahrstifts F. von
der Mittelsenkrechten CD sein mufB. Wird also der Fahrstift aus der
linken Anschlaglage auf irgendeinem Wege in die rechte iibergefiihrt,
z. B. lings der Kurve f (x), so ist die Drehung des Zahnrades aus'der
Anfangslage stindig der Abszisse x proportional. Ist also der Fahrstift
bei der Abszisse x angelangt, so haben gleichzeitig die beiden Ver-
tiefungen ¢ und s des Zahnrades im (&, %)-System die Koordinaten

27 . 27 R
5 Ne=7COS= = i & A (c)
bzw.
& =—rcos —p? ux;, my=rsn 2776/1, x. (s)

Beziehen wir nun die Punkte ¢ und s auf das (x, y)-System, so ist die
7-Ordinate noch um die jeweilige Entfernung CD zu vermehren. Bewegt
man den Fahrstift lings dem Kreisbogen OQ, so bleibt CD ungeédndert.
Bezeichnet man also die stets negativen Ordinaten dieses Kreisbogens
mit— g (x), so ist, wenn der Fahrstift den Kurvenpunkt y = f (x} bertihrt,
bis auf eine additive Konstante,

CD=f(x) +¢ ().

Mithin haben die Punkte ¢ und s im System (x, y) bis auf eine additive
Konstante die Koordinaten

& mrsmT,ux e —1’cos—‘u;\+f( x) + g (%)
bzw.
& = —rcos- Pn mx; s —Vsm7,ux+f( )+ g (x).

Wird jetzt die ganze Kurve nach der obigen Vorschrift umfahren, so
beschreiben auch die Punkte ¢ und s geschlossene Kurven, deren Integrale

17/
]C:/-;ycd.fc:0/(7cos%,ux+f(x)+g(x)) Srwcos T pxdx
3

N 27
—()/(70057;¢x—l—g(x)> » [ucos7f/uxdx

=7 —,u /}‘ cosfluxdx
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und

/ﬂsd§s /(rs1n—~‘ux-{—f( x) -+ (x))r ,usm r 2T uxdx
_/<r5in;—nux+g(x)) Zp usin —— i) ,uxdx
H

P
27 27
:7.‘2’7—‘“ -{/f(x) Sln—p“ﬂxdx

sind. Werden also bei den verschiedenen Zahnridern, die zur Ermitt-
lung der verschiedenen harmonischen Wellen dienen, die Vertiefungen ¢
und s in einer zu g umgekehrt proportionalen Entfernung vom Mittel-
punkt angebracht, so ist fiir die verschiedenen Wellen

7 - p == const.
mithin, wenn % eine Apparatkonstante bedeutet,

? P
J=Fk- _/f COS_Y.;.dex ]s:k-%/f(x)sinE;uxdx,
0

Setzt man daher den Fahrstift eines Polarplanimeters in die Vertiefung ¢
bzw. s, so liest man an der PlanimetermefBrolle nach Umfahrung der
Kurve die Fourier-Koeffizienten u-ter Ordnung direkt ab. Es ist auf
diese Weise mdéglich, die Harmonische Analyse bis zur 25. Ordnung
durchzufithren. (Eine einfachere Ausfithrung des Instruments liefert
die FouriEr-Koeffizienten nur bis zur 9. Ordnung.) Fiir die héheren
harmonischen Wellen (u > 6) sind aus technischen Griinden noch
Zwischenzahnrider eingefiihrt.

Die Genauigkeit dieses Verfahrens ist natiirlich beschrinkt, aber
den praktischen Bediirfnissen gut angepafit. Im allgemeinen 1486t sich
dariiber sagen, daB3 die Fehler der Analysenergebnisse von der gleichen
Gr6Benordnung sind, wie diejenigen, die durch die Ungenauigkeit der
Kurvenziehung selbst zu erwarten sind oder durch die Unsicherheit
des Nachfithrens der Kurve mit dem Fahrstift bedingt werden. Die
Genauigkeit hidngt daher nicht unwesentlich von dem MaBstab der
Kurve ab, aber auch von der manuellen Geschicklichkeit des Bearbeiters.
Um die Unsicherheit der Fahrstiftfiihrung herabzumindern und gleich-
zeitig auch die Arbeitsgeschwindigkeit zu vergr6Bern, hat J. BARTELS
(Lit. 25) einen Hilfsapparat konstruiert, der allerdings fiir den Sonder-
fall erdacht ist, dafl die Beobachtungskurve durch dquidistante Ordi-
naten ersetzt wird und somit das Verfahren der provisorischen Inter-
polation durch einen Treppenzug gegeben ist. BARTELS hat zu diesem
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Zwecke einen rechteckigen Rahmen gebaut (Abb. 7), in den vom unteren
Rande her schmale rechteckige Zungen hineingeschoben werden. Diese
Zungen sind durch Nuten miteinander verbunden und tragen auf ihrer
Oberseite MaBstibe, so daB sie den Beob-
achtungswerten entsprechend meBbar weit
in der Ordinatenrichtung in das Innere des
Rahmens hineingeschoben werden kénnen.
Der Fahrstift wird sodann lings der inneren,
durch die Zungen noch freigelassenen Be-
grenzung des Rahmens herumgefiithrt — als
Abszissenachse dient die obere innere Rah-
menkante.
Uber andere Systeme von Harmonischen
Analysatoren moége man in der mathema-
tischen Literatur nachlesen. Ich erwihne
hier die Apparate von Corabp1i (Lit. 68),
Hexricr (Lit. r13), MICHELSON und STRAT-
ToN (Lit. 165), sowie den Apparat von
WIECHERT und SOMMERFELD, den ich A. p.
V., S. 49—50 ausfithrlich beschrieben habe
Abb. 7. Analysatorralimen nach (sieh? auch Lit. 108). Alle diese Apparate
Bartets (gez. for 1z Ordinaten). arbeiten rein mechanisch und gehen direkt
von der graphisch dargestellten Beobach-
tungskurve aus. Andere Verfahren, die auch elektrische und optische
Hilfsmittel benutzen, sollen in einem besonderen Kapitel (VI) behandelt
werden, da es zweckmiBig erscheint, sie erst nach der Darlegung der
ScuusTERschen Theorie des Periodogramms (Kap. III) einzufithren.

3. Rechenschemata fiir Harmonische Analyse von
Beobachtungsreihen.

Die Berechnung der Fourier-Koeffizienten aus dquidistanten Beob-
achtungsreihen auf numerischem- Wege ist die weitaus verbreitetste
Methode und wird es auch wohl immer bleiben, da sie die geringsten
Hilfsmittel erfordert. Um so notwendiger ist es, die Umstindlichkeit
des Rechenverfahrens durch Anlage geeigneter Schemata so weit zu
vermindern, wie nur irgend mdglich ist. Ein gutes Rechenschema ist
besonders dann unerldBlich, wenn eine groBe Anzahl von Analysen
gleichzeitig durchgefithrt werden soll oder die zu bearbeitende Beob-
achtungsreihe sehr lang ist.

Das konstante Glied der FOURIER-Reihe wird durch das arithmetische
Mittel der Beobachtungswerte dargestellt; die Berechnung bedarf keiner
Erliuterung und Vereinfachung. Die iibrigen Glieder enthalten als
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wesentlichen Bestandteil die Summen

P, — 2Ty ﬁ
2O Ly Vv COS i Zyvsm p 17

y=1 v=1
Hiufig benutzt man auch, je nach der Lage der ausgewihlten Ordinaten
im Grundintervall, die Ausdriicke

i
cos 27T 1
Zyvsinj;#(”“‘?)
v=1
bzw.
p—1
27 27T
Zyv :10; P [u v—I) oder 2}/,, §f§7ﬂv
y=1 =10

Die letztere Schreibweise, die sich dadurch auszeichnet, daf in jeder
Summe das Argument des ersten trigonometrischen Faktors o° ist, soll
in den- folgenden Betrachtungen stets angewandt werden.

Die Erleichterungen, die man sich bei der Bildung dieser Summen
verschaffen kann, beruhen in erster Linie darauf, daBl man gewisse
Gruppen von Summanden zusammenfassen kann. Wir untersuchen
diese Méglichkeit an den Gliedern erster Ordnung, also an der Grund-
schwingung (Welle 1) selbst, da sich die bei der Bildung der tibrigen
Glieder nétigen Summationen stets auf diesen Fall zuriickfithren lassen,
wie anschlieBend gezeigt werden wird. Es handelt sich also um die

Summen
p—1 p—1
P . 27"
a; = Y, COS Y o; 71)1: Ey,,smvcx. o’.:T)
y=0 ' ’

y=0

NS

Die trigonometrischen Argumente bilden die gleichabstindige Winkel-
folge

]

0% o, 20, ..., (p—T)a

die das Intervall [0, 2z] in $ gleiche Abschnitte zerlegt. Wegen der
Symmetriel der trigonometrischen Funktionen cos und sin in den vier
Quadranten, die bei der Zusammenfassung der Glieder -die Hauptrolle
spielt, ist es notig, die Symmetrieeigenschaften dieser Winkelfolge in
bezug auf die Punkte
0°, 9o°, 180° 270°

zu untersuchen. Es ergeben sich dabei drei verschiedene Moglichkeiten:

1. p ist eine ungerade Zahl. Dann sind 0° und 180° Symmetriepunkte
der Folge. Der Punkt 180° kommt selbst in der Folge nicht vor.

2. p ist gerade, aber nicht durch 4 teilbar. Dann ist auch 180° ein
Punkt der Folge; go° und 270° sind Symmetriepunkte, aber nicht selbst
in der Folge enthalten.

1 Uber Symmetrie siehe auch Abschnitt 7 dieses Kapitels.
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3. p ist durch 4 teilbar. Dann sind auch 9o° und 270° Punkte
der Folge.

Die Zusammenfassung der Glieder geschieht mit Hilfe eines ,,Fal-
tungsprozesses', und zwar im ersten Fall durch eine einfache, in den
beiden andern Fillen durch eine doppelte Faltung der gegebenen
Wertereihe innerhalb jedes Grundintervalls. An den folgenden ein-
fachen Beispielen 148t sich die Handhabung der Faltung klarer und
verstidndlicher zeigen als durch eine formelmiBige Einkleidung:

(1) DieBeobachtungswerte werden

1.p = 9. a = 40°. Einfache Faltung.
nach nebenstehendem Schema zu

va I I | Cp=I+T1I|Sy=1~—1I .
| E z Summen C, und Differenzen S,
zusammengefaBt, und es ist dann
o° Yo ’ —_ Yo — g ’
40° | | Ys | M F Vs (1 Vs P
8° | vy |\ ¥ | V2tV | Ve S =2XC,cosva;
120° V3 Ve Y3+ Ve | V3 — Vs
160° Ve . Vs ‘

Vot Vs [ Ya— s P .
* 7b1=251,51nvo<,

A

wobei die Summation sich iiber die beiden ersten Quadranten erstreckt.

2. p=10. 0=36°. Doppelte Faltung. 3. p=12. o= 30"
va } I | o | v va | 1 ‘ u | m | 1w
o° Yo ‘ - { Vs - 0° Yo —_ Ve -
36° 0y | oy Ve Vo 30° 621 Vs 2] Yu
72° Yy . Y ’ YVa Vs 60° Va Ya Vs Y10
\j \j 9o° - Vs — ‘ Yy
T A

(2; 3) Die Winkel verlaufen symmetrisch in allen vier Quadranten,
die Zusammenfassung der y-Werte erfolgt, indem man die nebeneinander-
stehenden Werte mit den Vorzeichen (+ — — ) bei der Bildung der
cos-Summe, mit (+ 4 — —) bei der Bildung der sin-Summe versieht
und addiert. Das geschieht in der Praxis am besten, daBl man zunichst
die Differenzen A, = I—III und B, = II—IV bildet, sodann ist

Cv:Ar_Bv; Sv:A1r+Bv:
und man erhilt schlieBlich die Summen
?

7a1=2Cvcosv<x; %bI:ZSvsinva,
die nur noch iiber den ersten Quadranten zu bilden sind.

Die Vorteile, die sich im Fall (3) — ¢ durch 4 teilbar — gegeniiber
Fall (2) ergeben, sind doppelter Natur, wie ohne Schwierigkeit einzusehen
ist: Einmal wird der Umstand ausgenutzt, daBl die trigonometrischen
Funktionen fiir go° und 270° die Betrige o bzw. 1 annehmen; sodann

nehmen cos und sin fiir die vorkommenden Winkel die gleichen
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numerischen Betrige, wenn auch in umgekehrter Reihenfolge, an. So
werden bei p = 10 fiinf verschiedene Faktoren benutzt (den Faktor
null nicht eingerechnet), bei 4 = 1z hingegen nur drei

SchlieBlich sei noch ein vollstindiges numerisches Beispiel gegeben:
Es sei die Aufgabe gestellt, die Koeffizienten der Welle 1 fiir eine Folge
von 24 Luftdruckbeobachtungen (Statiom Berlin, 1. bis 24. April 1936,
8 Uhr morgens) zu bestimmen. Diese Beobachtungsreihe lautet, in Ab-
weichungen von I1000,0 mb und in zwei Zeilen angeordnet,

10,5 11,0 14,8 15,9 17,1 22,8 6,4 14,8 18,0 17,1 0,1 3,0
49 35 29 —54 —I131 —108 4,5 99 —IL8 006 4,5 154

Rechenschema (p = 24, o = 15°, Welle 1).

va 1 | oo I m o | W 4y | B Cy-cosva Sy-sinva

o° 10,5 — 4,9 — 5,6 —_ 5,6 | 1,000 — —
15° 11,0 3,0 3.5 15,4 7,5 | — 12,4} 19,9 | 0,960 | — 4,9| 0,259
30° 14,8 0,1 2,9 45| 11,0 | — 4,4| 16,3 | 0,866 7,5| 0,500
45° | 159 | I7,I | — 5.4 0,61 21,3 16,5 4.8 | 0,707 | 37,8| 0,707
60° 17,1 | 18,0 | — 13,1 | — L1,8| 30,2 19,8 | 10,4 | 0,500 50,0 | 0,866
75° 22,8 | 14,8 | — 10,8 99| 33,6 4,9 28,7 | 0,259 38,5 0,066
90° - | 64 - 4,5 — 1,9 — — 1,9 1,000
f a, = 54,97 g b,=111,60
a = 4,581 | b,=9,300

Die Produktsummen lassen sich mit Hilfe einer Rechenmaschine in
einem Arbeitsgang erledigen. Steht eine Maschine nicht zur Verfiigung,
so ist der Gebrauch von Produkttafeln zu empfehlen, z. B. der CRELLE-
schen Multiplikationstafeln. Sehr erleichtert wird in allen praktisch
vorkommenden Fillen die Produktbildung durch die von L. W. PoLLAK
(Lit. 193) geschaffenen ,,Rechentafeln zur Harmonischen Analyse®, in
denen fiir nahezu alle bei Grundintervallingen von p = 3 bis zu p = 40
aufwirts vorkommenden cos- und sin-Faktoren die ersten 1ooo Viel-
fachen enthalten sind. Bei Einzelanalysen ist allerdings der Gebrauch
dieser Tafeln umstindlich, da beim Ubergang von einem Faktor zum
nichsten immer wieder umgeblidttert werden mull — PoLLAK empfiehlt
daher, wenn eine groBere Anzahl von Analysen nach dem gleichen
Schema zu machen ist, ein Gebrauchsexemplar der Tafel in einzelne
Bliitter zu zerlegen, die dann, dem Schema entsprechend, in die richtige
Reihenfolge gelegt werden konnen. AuBerdem ist die Stellenzahl dieser
Tafeln fiir die meisten praktischen Aufgaben unnétig groB.

Die zur Bildung der hoéheren FouURriEr-Glieder nétigen Summen
lassen sich, wie schon oben erwihnt, stets so umformen, daB das fiir
Welle 1 giiltige Rechenschema verwendet werden kann. Zunichst ist
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unmittelbar einzusehen, daBl die fiir die Welle 2 =2, 3, 4, ... giiltige
Folge der trigonometrischen Argumente
o°, ko, 2 ke, ..., (p—1) ke (oczz—:—)

keine anderen Winkel enthalten kann als die Winkelfolge der Welle 1.
Die Winkelfolge A-ter Ordnung entsteht aus der urspriinglichen, indem
man, von 0° ausgehend, immer #— 1 Werte iiberspringt. Das Intervall
[0; 2x], in dem die Grundfolge ja periodisch ist, wird demnach &-mal
durchlaufen. Ist 2 mit p inkommensurabel, d. h. haben % und p auBer 1
keinen gemeinschaftlichen Teiler, so werden bei jedem neuen Umlauf
immer andere Winke] getroffen, alle Winkel der Grundfolge sind demnach
in der neuen Folge enthalten. Andernfalls kommen schon nach weniger
als £ Umldufen die gleichen Winkel wieder an die Reihe, so daB also
gewisse Winkel mehrfach, andere wieder iiberhaupt nicht belegt werden.
Ist allgemein z der gréBte gemeinschaftliche Teiler von %2 und ¢, also
etwa p=az, k =0z wobei a und b inkommensurabel sind, so findet
nach jedem &-ten Turnus eine Wiederholung statt. Die Zahl der belegten
Werte ist a, jeder dieser Werte kommt z-mal vor. Aus dieser Betrachtung
geht hervor, daBl im Falle z =1 (p und % inkommensurabel) das Schema
fiir die Welle 1 unmittelbar benutzt werden kann, indem die Beob-
achtungswerte entsprechend umgeordnet werden. Ist z > I, so werden
nur a Felder des Schemas belegt, diese jedoch jeweils mit der Summe
von z Beobachtungswerten. Es empfiehlt sich dann, diese Summen
vorher zu bilden und die so entstandene Folge von 4 Summen in das
fiir 2 Beobachtungswerte giiltige Analysenschema einzutragen.

Am einfachsten ist die Summenbildung, wenn b = 1, & = z ist, also
die Winkelwerte sich mit jedem Turnus wiederholen. Alsdann lassen
sich die Beobachtungen in % Reihen zu je a Werten anordnen:

Yo Y - Va1
Yas ya+1: y YV2a—1 (f’—kﬂ:za)
Ye~Da Ye—la+1 -+ Yia—1

Y, Y, e Y,

Die Analyse der Summenreihe Y, nach Welle 1 im Schema p = a ergibt
dann die gesuchten Koeffizienten der Welle &.

Sind jedoch b und z beide > 1, so ist die Summenreihe Y, Y3, ..., Y, 1
nach der Welle & im Schema $ = a zu analysieren, das jetzt voll aus-
gefiillt wird, da ja nach Voraussetzung 4 und b inkommensurabel sind.
Als Beispiele fiir die verschiedenen Moglichkeiten mdgen von der obigen
Luftdruckreihe (p = 24) noch folgende hoheren Wellen berechnet werden:

I. Welle 5 (2 =1, a =24, b=75). Wie immer, wird der Wert y, in
das erste Feld des Schemas (p = a = 24) eingetragen, die folgenden
zyklisch je 5 Felder weiter:
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vor 1 II IIr v Ay By Cy-cosva Syesinve
o |

o 10,5 - 4,9 — 5,6 — 5,6 | 1,000 — —

15° 22,8 14,8 —10,8 9,9 33,6 4,9 28,7 : 0,066 38,5 | 0,259

30° 0,1 14,8 45| 29— 4.4 11,9 | — 16,3 0,866 7,5 0,500

45° | — 5.4 0,6 159|17,1|—21,3|—16,5| — 48 o707 | — 37,8 0,707

60°t—1,8|—13,1 18,0|17,1| —19,8 | — 30,2 10,4 : 0,500 | — 50,0 | 0,866

75°| 11,0 3,0 3.5|15.4 7,5 | — 12,4 19,9 0,259 | — 4,9 | 0,966

90° — 6,4 — 4,5 — 1,9 —_ - 1,9 | 1,000
? P
?a5:26,17 5—-[35:_59,14

as = 2,181 by=— 4,928

2. Welle 6 (2=06, a=4, b=1).

zu je a = 4 Werten ergibt sich, wie nebenstehend:
Die Analyse der 4-gliedrigen Summen-

Die Anordnung in z = 6 Reihen

A . 10,5 11,0 14,8 15,9
reihe naf:h Welle b=1 erglb’F wegen 171|228 g’ B 4.8
o = 9o° in diesem Falle sehr einfach 18,0 17,1 0,1 3,0

' . S 4,9 35| 29 | —5a

o =Yo— Vi =24; —13,1] —108| 45 9,9
ag = 0,200 — 1,8 0,6 4,5 15,4
P > . 35,6 44,2 | 33,2 53,6
b =Y —Y3=—094; v, | v, Y, Y,)
bg = —0,783.
3. Welle g (z=3, a=38, b=3). Jetzt werden die Werte in z= 3
Reihen zu a = 8 Werten angeordnet:
10,5 11,0 | 148 ! 15,9 17,1 22,8 6,4 | 14,8
8o . I7.1 o1 | 30 4.9 3.5 20 | —54
— 13,1 | — 10,8 4,5 9,9 — 1,8 0,6 45 | 154
15,4 ’ 17,3 | 19,4 ‘ 28,8 ’ 20,2 ‘ 26,9 1 13,8 ’ 24,8

Die Summenreihe ist im Schema fiir 8 Werte (¢ = 45°) nach Welle
b =3 zu analysieren:

I ] I m | w A, ‘ By Cy - cos vy Sy -sinvy
| 1 !
o°| 15,4 — 20,2 — |—48: — |— 48| 1,000 — —
45° ] 28,8 | 17,3 24,8 | 26,9 4,0 — 9,6 136! 0,707 | — 5,6 | 0,707
90°| — | 13,8 — 19,4 —  — 56| - — — 5,6 | 1,000
P P
5 =482 |- by=—056
ay = 0,402 by = — 0,797

4. Spezielle Rechenschemata.

Wenn man die im vorigen Abschnitt gezeigten Berechnungen der
1. und 5. Welle einer 24-gliedrigen Beobachtungsreihe aufmerksam mit-
einander vergleicht, wird man finden, daB die GréBen C, und S, in
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beiden Fillen bis auf Reihenfolge und Vorzeichen miteinander iiberein-
stimmen. Ein solcher Zusammenhang ergibt sich allgemein fiir die
C,, S, jeder mit p inkommensurablen Welle, im Falle $ = 24 also auch
noch fiir die 7. und 11. Welle. Der Leser moge versuchen, die allgemeine
Regel, die dieser Ubereinstimmung zugrunde liegt, herauszufinden. Fiir
uns ergibt sich aus dieser Tatsache die weitere Erleichterung, dall die
GroBen C, und S, nur fiir die Welle 1 explizit bestimmt zu werden
brauchen; fiir alle anderen zu $ inkommensurablen Wellen ergeben sich
dann die zugehérigen C,, S, durch bestimmte Vertauschungen von
Vorzeichen und Reihenfolge. Da gezeigt worden ist, da nach Bildung
aller erforderlichen Summenreihen Y, Y;, Y, ..., Y, _,, wozu natiirlich
auch die Beobachtungsreihe selbst (a2 = $) sinngemiB zu rechnen ist,
lediglich zu @ inkommensurable Wellen zu berechnen sind, so kann von

dieser Erleichterung durch-

b 11, o= 3fi’° —32°7272. .. weg Gebrauch gemacht
werden. Ist $ eine Prim-
v | v ’ 1 | G 1 S zahl, so gilt dies sogar
! | | fiir alle Wellen — weitere

o | Yo A - Vereinfachungen sind
xpn Yo | TNl 0 qann picht mehr moglich.

2o Va Y Yo+ ¥y | Y2 Y . .
300 | vo | s 4 v l Vs — Ve So ergibt z. B. die Ana-

4o Vs Ve | Vet Ve | Va— Va Iyse einer 11-gliedrigen
Vs Ye | ¥ T3 | ¥s—%  Beobachtungsreihe neben-
stehendes Schema.

(ST RSV N e

50

[

Befolgt man die Vorschriften des vorigen Abschnittes, so findet man:
ITay=Cy+ C; + C, + Gy +C, + C5

»I,_;I-aI:C0+Clcosoc 4+ Cycos2a + Cycos3a + Cycos 4o+ Cycos5a
»—Igl—a.z:COJ,—Clcosza+C2cos4oc—§—C3c0550c+C4cos3a+C5cosa
—I;Aa:i:C0+C1cos3oc—|~C2c055a+C30052a—i—C4cosoc 4+ Ccos4a
%a4:C0+Clcos4a+C2cos3o&+C3cosv. + Cycos50 4+ C cos2a
11

~5 a5 ="Co+ Cycos50+ Cycosa + Cycos4a+ Cycosza+-C cos3a

11 . . - . .
by = S;sine + Sysin2a 4 Sysin3e + Sysing o4 Sysin5a

II

by = Sysin2a + Sysin4a— S;sin5a— Sy sin 30— Sy sino

2
11 . . . . -
by =S;sin3o—S,sin5a— Sgsin2a + Sysine + S;sin4x«

II . . . . .
2‘b4: Sisin4a— Sysin3a -+ Sysina -+ S,sinjo—S;sinza

—I_;-b5: Sysingo— Sysina -+ Sgsin4a— S;sinzo + S sin3ax.
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Setzt man die numerischen Werte der trigonometrischen Funktionen
ein, so erhilt man fiir die Rechnung nachstehendes Normalschema, das
die bequeme Ausfithrung der Produktsummen spaltenweise gestattet; soll
eine groBere Menge von Analysen dieser Art durchgefithrt werden, so ist
es praktisch, dies Schema zu vervielfiltigen, wobei die beiden Spalten

Welle T 2 3 4 ’ 5 1 Kontr.
C, 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 5
C; 0,841 0,415 | — 0,142 | — 0,655 | — 0,959 — 0,5
C, 0,415 | — 0,655 | — 0,959 | — 0,142 ! 0,841 — 0,5
C, — 0,142 | — 0,959 0,415 0,841 | — 0,655 — 0,5
C, — 0,655 | — 0,142 0,841 | — 0,959 0,415 — 0,5
Cy — 0,959 0,841 | — 0,655 0,415 | — 0,142 — 0,5

Welle I 2 ; 3 4 5 Kontr.

I
_ _ _ b _ _
S, 0,541 0,910 | 0,990 0,756 0,282 3,479
S, 0,910 0,756 | — 0,282 | — 0,990 | — 0,541 | — 0,147
S, 0,990 — 0,282 | — 0,910 0,541 0,756 1,095
S, 0,756 — 0,990 0,541 0,282 | — 0,910 | — 0,321
Ss 0,282 — 0,541 | 0,756 | — 0,910 0,990 0,577

fiir die GréBen C, und S, fiir die jeweiligen Eintragungen freizulassen
sind. Um eine Rechnungskontrolle zu haben, ist dem Schema noch eine
weitere Spalte hinzugefiigt, die die Summe der in jeder Zeile stehenden
cos- bzw. sin-Faktoren enthilt. Multipliziert man die C, und S, auch
mit der Kontrollspalte, so ergibt die Produktsumme die Summe der
iibrigen Produktsummen. Bemerkenswert ist dabei die einfache Gestalt
der Kontrollgleichung fiir die cos-Summen:

5Co— 5 (Gt Cotrrr - C) =S (@t ag o+ ay).

Ist p keine Primzahl, sondern beliebig, so 1aBt sich natiirlich ein
Schema der obigen Art ebenfalls aufstellen, da es lediglich auf dem
immer anwendbaren. Prinzip der Faltung beruht. Der Unterschied
ist nur der, daB dann in den Faktorenspalten die Betrdge der vor-
kommenden Faktoren nicht, wie oben, simtlich verschieden sind, sondern
zum Teil doppelt oder mehrfach vertreten sind, so daf} also die Zahl der
auszufithrenden Multiplikationen sich weiter verringern und durch Addi-
tionen bzw. Subtraktionen ersetzen 14B3t. Die Zahl dieser Moglichkeiten
ist fiir verschiedene Wellen verschieden. Die Okonomie der Rechnung
verlangt ihre vollige Ausnutzung, da Additionen einfacher ausfiithrbar
sind als Multiplikationen. Der Rechner wird also zugunsten der
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Vereinfachung der Rechenoperationen auf die Einheitlichkeit des
Schemas fiir alle Wellen verzichten.

Die Schemabildung wird daher nach folgenden allgemeinen’Regeln
vor sich gehen:

1. Bildung aller méglichen Summenreihen.

2. Falten der Summenreihen und Bildung der Faltungssummen C,
und S,.

3. Analyse der Summenreihen nach den zu ihrer Gliederzahl a in-
kommensurablen Wellen.

Als Beispiel sei der Fall = 12 gew#hlt. Hier gibt es 5 verschiedene
Summenreihen zu a = 12, 6, 4, 3 und 2 Gliedern. Die 6 Wellen ergeben
sich, wie folgt:

Welle 1 und 5 aus der Originalreihe (a = 12).

Welle 2 aus der Summenreihe a = 6, Welle 1

Welle 3 aus der Summenreihe a = 4, Welle 1.

Welle 4 aus der Summenreihe a = 3, Welle 1.

Welle 6 aus der Summenreihe a = 2, Welle 1.

Bei der Bildung der Summenreihen Y'” ist noch zu beachten, dafl man

nur die 6- und 4-gliedrige Reihe aus den Originalwerten direkt zu bilden
braucht:

Yo Y1 Yo Y3 Ya Vs Yo Y1 Y2 Vs
Yo Y1 Ys Yo Ve Yu Yo Vs Ve Vq
YB‘” Y;‘il Y; 6 Y<35J Y;ﬁ* v Ys Y9 Yo Yu

Y\:) YL].41 Y\é@ Y;&‘
wihrend man die 3- und 2-gliedrige Reihe bequemer durch nochmalige
Zerlegung der 6- bzw. 4-gliedrigen erhilt:

6) (6 (6) 4) 4)
YOG) YlG) Y(26) Y&) Yl@
< ( (! (4
Ye ve vl VRS
7(3) (3) (3) (2) (2)
Y 0 Yl YZ YO Yl

Bei der Bildung der Faltungssummen C% und S% beachte man, daB
diese sich aus Differenzen zwischen den Gliedern der Summenreihen
zusammensetzen. Man erhilt zunichst folgende Zusammenstellung, aus
der die Bildung der Produktsummen ¥ C%cosya, X S sinya un-
mittelbar ersichtlich ist:

Welle 1 Welle 5
v | v o | s | s
B3

o o’ Yo — Vs } - Co -

c 1y 1
I 30 (3 — ¥) — (05— ) (3 — ¥ + (Vs — ) —C S1

o a 1
2 6o (¥a— ¥s) — (¥4 — Y10} (ve — ¥8) + (¥4 — ¥10) Cs — 52

o (1
3 | 90 ! - Vs — Yo - 53)
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Welle 2
v v c’?) 51('2)
o o° Y — v —
( 6 6
r | 600 | (Y® - Y®) — (v — v) (v® — vi®) + (v — v¥)
Welle 3 Welle 4
v | e @ s v | va ¢ s
o o° | Y¢'— Vs — o 0° | Y& —
go° — Y(f) — Y§4) I 120° Yga) - Yéa) Y(13) — Y(23)
Die trigonometrischen Faktoren werden, Welle 6
abgesehen vom Vorzeichen, durch die Werte o, ®
v VL
v

%, g =0,866 ..., 1 dargestellt. Mit Hilfe der

obigen Ubersicht 148t sich leicht ein Schema o o° | Y® _yi®

herstellen, das auf die Bequemlichkeit der

Rechnung noch weitere Riicksicht nimmt. So sieht man sofort, dal3
immer wieder neben den Differenzen zweier Zahlen auch ihre Summen
vorkommen — es ist also angebracht, diese Operationen stets gemein-
sam zu erledigen. SchlieBlich erweist sich auch die Bildung der Summen-
reihe von 4 Gliedern als unnétig, da man die beiden aus ihnen zu
bildenden Faltungen auch unmittelbar in der Form

(3) . 4) 4) __ (6) (6) (6. (3) __ 4 @ __ e (6) (6)
CO=YP—YP=YO_ YO}V, SO_YO_YP=YP_ VO 4 V!

schreiben kann. Man gelangt so zu folgendem endgiiltigen Rechenschema:

Yo Y1 Y2 Y5 Vi Vs
Y¢ Yi Vs Yo Yo Yn

Summe Y, Y; Y, Y; Y, Y;

Ditferenz 2, 2, Z, Z; Z, Z,

So=Yo+Y; dy=Y,—Y;
$s=Y,4+Y, d4d=Y-Y,
S$s=Y,+Y, dy=Y,—Y,

Z=2,—2Z; Z,=1Z, +Z,
Zy=Zy—Z, Zy=Zy+7,

Stumpff, Periodenforschung. 5
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128y = So+ 51+ S, 6ay= dy + — (dy — dy)
12 ag = dg—dy + d, 6 by = g (d, + dy)
6a1=ZO—{—qZ’1—}——E—Z’2 6a4:so—-£-(sl—}—sz)
6b, = Zs+ 92y + —Z} 6 b, = g (s;— sa)
6a5=2Zy— g2y + —Z, 6ay =Zy—Zy+ 24
6by=2y—qZy + —Z 6by=2,—Zy + Zs

Der Leser mége sich der Miihe unterzichen, auch fiir andere Werte
p ein moglichst kurzes Rechenschema aufzustellen, z. B. fir p = 16, 24,
30, 36. Nach einem von RUNGE angegebenen Verfahren ist es iibrigens
auch méglich, von einem Schema fiir 4 Beobachtungswerte direkt auf
Vielfache von p iiberzugehen, d.h. auf eine verdichtele Beobachtungs-
reihe. Liegt etwa das Schema fiir = 12 vor, und sind 2 p = 24 Beob-
achtungen gegeben, so 14Bt sich zunichst rein formal das Schema p = 12
auf die beiden ineinandergreifenden Wertfolgen

Yo Yo Ya,--- Voa, (¥5)

Y1, Vs Yso oo Vo3, (y;q
anwenden. Die Analyse ergibt sodann 2 $ FoURIER- Koeffizienten,
die mit
ag, ay, ..., ag by, by, ..., by

ay, ai, ..., ag; b, by, .., b5

bezeichnet werden mégen. Da diese 2 p Zahlen voneinander unabhingige
lineare Kombinationen der gegebenen Beobachtungswerte sind, so muf}

es moglich sein, die gesuchten Koeffizienten der vollstindigen Analyse
aller 24 Werte,

Gy, Ay, <oy Gigs by, by, oo, by

als Funktionen der a;, ..., by darzustellen. In der Tat ist

23 11 11

Xy, cosuva =Xy, coszuvo—+ XV, +,008(2v+ Iua
v=0 p=0) y=0

11 11
= Xy, cos2uvo -+ cospa X'y, cos2uvo
y=0 »=0

11
—sinpa Xy sinzuvo usw.,
p=0
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da aber (zunichst fir y=1, 2, ..., 5)

11 11
a, = E V,COS2UV X ; %a}j: E v, coszuva
rv=0 v=0
11

11
b, = E ysinzuva; %b!’;: Ey;’sinzluvoc,
y=0

=0

Ny

SRS

so kdnnen wir schreiben:
124, = 6a, + 6 (a, cosy a— b, sin u a)
12b,=06b, 46 (,b”l’cos[uoc + a;/sinya),
wahrend
24ay=12ay+ 124,
12a5 =124,
12 b =12 4y .
SchlieBlich lassen sich auch die restlichen Koeffizienten bestimmen,

indem man die Symmetrieeigenschaften der trigonometrischen Funk-
tionen beriicksichtigt. Es ist. nimlich:

’ 1 ”

A= Mo p= &, .

b/ _—b ” ___bn (lu‘_‘I’ 2,000 5)
12—p— “ 12 — p = e

Daraus ergibt sich dann:

12415, = 6ay, + 6 (a) cos (12— p) o« 4 b/, sin (12— p) a)
(

12 by, =—6b;,—6 (b, cos (12— y) o —da, sin (12— w) o)
oder:
12a12 ., = 6a,—6(a,cosya—>~), sin uo)

12 b1y, =—06b, 4 6 (b}, cos po + a) sin o) .
Die Ableitung der HilfsgréBen
a, = @), cos wo— by, sin pr o
b, = b, cosua+ a;sin pao
148t sich noch einfacher gestalten, wenn man die zweite Teilreihe nicht
mit y;, sondern mit y; beginnen 148t und, mit Riicksicht auf die reine

Periodizitit der Beobachtungsreihe, die formal stets angenommen
werden darf, y,; = y; setzt. Da die Verschiebung x « nunmehr ein

Vielfaches von 45° ist, kommen als Faktoren bei der Bildung der a, Eu

nur T und ; ]/5': 0,707 ... vor. Wir erhalten demnach, unter der
Voraussetzung, dal die Analyse der Teilfolgen
Yor Yor -+ Yaor Yoo, (V)
Y3 Vs oo Vag Y1 (0))
5%
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durchgefiihrt ist und ‘die Konstanten a,, by,; ay, b, vorliegen, folgendes
zusitzliche Rechenschema:

a; ay al Ao = ay
" 122 ’ . I — T I T
b by b alzfl—Vz-Dl b1=;1/2-51
Summe S, S; S5 Y b —
. - 2 —
Differenz D, D, D, 2 2 i 2
a5 =——1/2 by=—12-D
=7 1/2'53 37 2 3
ay =—a, by =—1b}
— I — I -
a5=—7]/2~D5 55:_?1/2 S;
7 ”
bg = ay

r’ r’ r 7 ’ ’ ’
12a, 6a, 6a, 6a, 64a 6a, 12a;

12a, 6a, 6a, 6a; 6a, 6a

Summe 24a, 12a, 124, I2a; 124, I2a; 124,
Differenz 24 a4y, 12ay, 12ay I2a, 124 124,

68, 6b, 6b, 6b, 6b; 12,

68, 6b, 6b, 6b, 6
Summe 128, 12b, 12b, 12b, 12b; 1204
Differenz 126y 128y, 120y 12bg 120,

Die Analyse einer 24-gliedrigen Beobachtungsreihe ist eine in der
Periodenforschung besonders hiufig vorkommende Aufgabe. Das liegt
einerseits daran, daB in vielen, insbesondere geophysikalischen, Problemen
der Tag als Grundintervall der Analyse auftritt, und daB es sich dann
als gegeben erweist, stiindliche Beobachtungswerte heranzuziehen.
Andererseits ist 24 eine fiir die Rechnung sehr bequeme Zahl, die viele
Vereinfachungen durch Bildung von Summenreihen gestattet, aber auch
nicht zu klein ist. Die Praktiker haben daher den Fall $ = 24 immer
bevorzugt behandelt, und es gibt infolgedessen brauchbare Methoden,
solche Analysen mit einem moglichst geringen Aufwand an Zeit und
Arbeitskraft auszufithren, was besonders dann notwendig wird, wenn
eine groBe Zahl gleichartiger Rechnungen zu bewiltigen ist. Am
bequemsten geschieht die Analyse 24-gliedriger Reihen mit Hilfe der
von TEREBESI (Lit. 273) eingefithrten Rechenschablonen. Das Okono-
mische Prinzip, das durch diese Schablonen befolgt wird, besteht darin,
daB jede in der Rechnung vorkommende Zahl nur ein einziges Mal
hingeschrieben zu werden braucht. So ist zunichst fiir die 24 Beob-
achtungswerte selbst eine bestimmte Anordnung vorgesechen. Der
Rechner legt eine ,,Schablone”, die 24 rechteckige Fenster in bestimmter
Anordnung und Numerierung enthilt, auf das Rechenpapier und schreibt
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die gegebenen Werte in die Fenster hinein. Eine zweite Schablone dient
dem nichsten Rechnungsgang: Es werden Summen und Differenzen
gebildet — die Stellen, an denen sie niedergeschrieben werden miissen,
sind wiederum durch Fenster bezeichnet, die Anleitung ist auf der
Schablone durch Pfeile, Vorzeichen und dhnliche Hinweise vermerkt.
So werden eine ganze Reihe von Schablonen in bestimmter Reihenfolge
benutzt, bis schliellich die Fourier-Koeffizienten gebildet sind.

Ferner ist auch Sorge fiir eine durchgreifende Kontrolle der Rechnung
zu tragen. Die vollkommenste Kontrolle ist durch die Darstellung der
Beobachtungsreihe selbst mit Hilfe der Fourierschen Entwicklung
gegeben. Auch dieser ProzeB der Riickwirtsberechnung der Beob-
achtungswerte aus den Konstanten a, und b,, den wir als ,,Harmonische
Synthese* bezeichnen, 148t sich durch geeignete Rechenschemata erledigen
und ist auch bei der TErREBESischen Schablonenmethode vorgesehen.

Der innere Zusammenhang zwischen den Formeln der Analyse und
Synthese wird am klarsten, wenn wir die Beobachtungsreihe zunichst
nur einmal falten und die Reihe der Summen und Differenzen bilden:

Yo 451 Y Vs
Yo—1 Yp—2 Yp—3 .-

Summe 0o oy Oy O3
Differenz O Oy Oy
Alsdann sind die FouriEr-Konstanten
p T A= 2 Yy = 2 0,

2~0t”=.Zyi,cos[uvoczZcr,,cos,uvoc

N['%- »

b, =Xy, sinuve = Xd,sinuva.

Andererseits enthalten die Beobachtungswerte, ihrer FouriERschen Ent-
wicklung gemil, einen cos- und einen sin-Term:

y,=Xa,cosrua+ b, sinrya=A,+B,,
0 1

und es ist leicht einzusehen, dal3

A, _,=4,; B, ,=—B8B,,

also
Ao =¥, =0y
4,= Yut Ip—p __ Ou
2 2

— yp_ é
B,— Yo—Yp—n _ O
2 2
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Mithin sind die Gréflen ¢, d,, aus denen sich die Beobachtungsreihe
unmittelbar rekonstruieren 1iBt, mit den FouriEr-Konstanten a,, b
durch die véllig reziproken Gleichungssysteme

2

?”'”0:20} 00:261,,

P I
?-all:}_‘crvcoslu.wa. ~2~0‘”=2avcos;¢va
P S o 1 -~ .
b=, sinpve —0,=Xbsinura

miteinander verkniipft.

Auf Grund dieser Beziehungen lassen sich fiir den Einzelfall Rechen-
schemata fiir die Harmonische Synthese aufstellen, die denen fiir die
Analyse sehr dhnlich sind. Im Falle p = 12 erhalten wir folgendes
Synthesenschema:

adg @ ay dag b1 bz b3

ag as a, by b,
Summe [, £ f» /s by hy by
Differenz g, g &, ky Ry

Fo=fy+1s Go":'fo_fa

F1:f1+f2 G1_—‘f1_f2

I I
di=g+9a+58 Bi=ht+qh+h

I
As=8—9& + & B5=h3—qh2~}—%h1

I

Ay =Gy+ 5 G, By = q (ky + )
A,=Fy—F, By =g (ky—ky)
Ag=Fy+F, A =gy—&
Ay =Gy —G, By = hy— hy

A, Ay 4, Ay A, Ay A,

B, B, By B, B;

Summe Yo Vi Y2 Y3 Ya Y5 Ve
Differenz Yu Yo Yo Yz Ve

Als Rechenbeispiel fir eine vollstindige Harmonische Analyse und
Synthese entnehmen wir der weiter oben gegebenen 24-gliedrigen Luft-
druckreihe die Beobachtungen mit geradem Index (y, = yo; ¥; = %25 - - -,

Y11 = Yaa)-
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Analyse:
(v;) 10,5 14,8 17,1 6,4 18,0 0,1
49 29 —I3I 45 —IL8 45

(Y,) 154 177 4,0 10,9 162 46
(Z”) 5’6 11,9 30,2 1,9 19)8 —4,4

50=263 do= 45 Zy+—Zi=108
5=330 d= 15 Zy+Z;= 565
S= 86 dy=-—06 d;+d;=0,9
Z1=163 Z;= 7.5 dy—dy =121

Z,=104 Z),=50,0 s1+ s, =425
S1— $3 = 25,3

12 ay = 68,8 6a,= 5,55
12ag= 2,4 6b, = 0,78
6a; = 24,9 6a,= 5,05
6b; = 48,05 6b, = 21,91
ba;=— 3.3 6a; =—438
6 b5 =—37,65 6b; = 5,06
Synthese:
(@) 573 4,15 0,92 —o0,80 (5,) 8,16 0,I3 0,93
0,20 —0,55 0,84 —6,28 3,65
(fv) 5)93 3160 1176 - 0)80 (hv) 1188 3178 0)93
(&) 5,53 4,70 0,08 (k) 14,44 —3,52

Fo=513 Go=673 g+ 8&=55 k-+k=1092
F,—=536 G =184 hy+—h=187 k—k=1706

(4,) 1050 9,65 7,65 545 2,45 1,50 4,90
(B,) 5I5 045 095 1555 —I40

’

(v;) 105 148 17,1 64 18,0 0,I 49
45 —18 45 —I130 2,9

Der Leser moge die gleiche Rechnung auch fiir die Beobachtungen
mit ungeradem Index durchfiihren und die Ergebnisse beider Analysen
zu einer vollstindigen Analyse der 24 Beobachtungen auf die weiter
oben angegebene Art vereinigen.

Harmonische Analyse und Synthese sind zwar reziproke, aber dennoch
getrennte Probleme. Werden sie, wie in obigem Zahlenbeispiel, gemeinsam
ausgefiihrt, so hat das nur insofern einen Sinn, als die eine Rechnungsart
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die Kontrolle fiir die Richtigkeit der anderen liefert. So ist die voll-
stindige Synthese die durchgreifendste Kontrolle fiir die Analyse, die
moglich ist; sie erfordert allerdings einen Aufwand an Rechenarbeit,
der genau so grof} ist, wie der fiir die Rechnung selbst nétige. Man
wird sich daher meistens mit weniger durchgreifenden Kontrollrechnungen
begniigen. Es geniigt im allgemeinen schon, wenn man einzelne Ordinaten
stichprobenartig riickwirts berechnet, wobei man nur darauf achtet,
daB in den zu benutzenden Formeln alle kontrollbediirftigen GréBen
vorkommen. Das ist z. B. der Fall, wenn man (fiir = 12) nur 4, 4,, B,
und daraus y,, v;, ¥y, bestimmt.

Weitere Kontrollgleichungen werden durch die ,,Vollstindigkeits-
relation’’ geliefert. Es ist ndmlich

M;Ib’ Z Yy = ag + % 2 (@i + b3) (p ungerade)
% 2 Yo=a; + %2 (az + b3 + “Eﬁ (p gerade).

Alle diese Kontrollen haben zur Voraussetzung, daf die Analyse
vollstandig durchgefithrt worden ist. Sehr hiufig liegt aber der Fall
vor, daB nur einzelne FouriEr-Koeffizienten bestimmt werden solen,
etwa zu dem Zwecke, das Verhalten einzelner harmonischer Wellen zu
untersuchen. Der Rechner ist dann darauf angewiesen, die zur Sicherung
der numerischen  Ergebnisse notwendigen Kontrollen selbst aufzusuchen
und sie geschickt in das Rechenschema einzubauen. Der Weg dazu
ist besonders dann sehr leicht gegeben, wenn die gleichen Rechnungen
mit einer mehr oder weniger groBen Anzahl getrennter Beobachtungs-
reihen gleichzeitig durchzufiihren sind. Sind z. B. # Beobachtungs-
reihen zu je p Gliedern gegeben und nach einer bestimmten Welle (z. B.
der 7-ten) zu analysieren, so ordne man diese Reihen in # Zeilen unter-
einander an:

Y, Y, Y, ...Y,_,
und bilde die Kolonnensummen (Summenreihe). Man analysiert dann
zur Kontrolle auch die Summenreihe. Die Koeffizienten der »-ten Welle
der Summenreihe sind dann den Summen der entsprechenden Koeffi-
zienten der Originalreihen gleich:
Ar: a;l)_i_ a;'2)_1_ - _I_ a(rn); Br — b;11+ b;2)+ TN + bg’m_

Ist die Anzahl der zu analysierenden Reihen sehr groB, so empfiehlt
es sich, die Summenreihen schon fiir kleinere Gruppen zu bilden, da es
dann leichter ist, etwa auftretende Fehler zu lokalisieren.
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5. Analyse der Differenzen.
Eine Beobachtungsreihe

Yoo Y1, Yar--es Ypa
148t sich auch dadurch festlegen, da man auBer dem Anfangswert y,
die p—1 Differenzen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Ordinaten
aufschreibt. Die Folge

Yor 04 = ¥1— Yo, 05 =Va— Y1, -+ s Op—§=Yp—1—VYp—2
ist demnach der Beobachtungsreihe selbst 4quivalent. Wie J. BARTELS
(Lit. 25) gezeigt hat, ist es unter Umstdnden praktisch, die Diffe-
renzen an Stelle der Originalbeobachtungen bei der Analyse einzufithren.
Es zeigt sich ndmlich, daB die Formeln und daher auch die Rechen-
schemata sich nicht wesentlich dndern. Dafiir hat man aber den Vorteil,
daB die GroBenordnung der Differenzen im allgemeinen Kleiner, bei
einigermaBen ,,glatten’” Reihen sogar wesentlich Kkleiner ist als die der
Beobachtungswerte selbst. Sehen wir von dem konstanten Glied a, ab,
das nach wie vor aus der Summe der Beobachtungen zu bestimmen
ist, so bleiben die Koeffizienten aller Wellen ungeidndert, wenn die
Ordinaten um eine beliebige Konstante vermehrt oder vermindert
werden. Man kann also, ohne das Analysenergebnis zu verindern, y,
willkiirlich gleich null setzen und behilt lediglich die Differenzenfolge
_ 0y, 03, ..., 0p—2
als Rechnungsgrundlage. Es ist vorteilhaft, diesen p—1 Differenzen
noch eine p-te

Op— 4 =Yp—Vp—1=Yo—Vp—1

hinzuzufiigen. Dann ergibt die Analyse dieser Reihe, wenn man als
Argumente die Mitten zwischen den Beobachtungsterminen wihlt:

p—1
i3 Sorrimsieos (42
w::;()l s
= S el s 22 S 2]
»=10 —
—=a,cos X 4 b,sin L —q, cos BX 4 b, sin £ = 28, sin £
p—1
b;:%Z(va—'yv) sin (V —i—%)[ua
v:_()l b
Sl e 2| Shn e 2]
v=10 7 =0 .

uo

2—261/4511'1—;—-
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Die Amplituden der FouriEr-Glieder der Beobachtungsreihe werden
demnach aus denen der Differenzreihe durch Multiplikation mit einem
Faktor

I

7= uo
2

2 sin

erhalten, wahrend die Phasen gegen die der Differenzenreihe um einen
Viertelumlauf gedreht erscheinen.

Noch einfacher werden die Formeln, wenn man die Folge der zwesten
Differenzen analysiert, wobei, wie immer, die Beobachtungsreihe als rein
periodisch betrachtet wird. Diese Folge ist

2V~ Vo1t 23— Wo+¥2)s -5 2Yp 1= (Yp—2+ Vo)

ihre Glieder werden dem Argument der mittleren der drei benutzten
Beobachtungen zugeschrieben. Die Analyse ergibt:

p—1
a;;:jz (2%"—%_1'—%“)005”/«51
r»=0
p—1 p—1
:% E y,cosv,u.oc—g—Zyp_lcos{(v—-I)‘uoc—I—y,oc}
»=0 y=0

p—1
— 5 D vercos{lv+ 1) pa—po}
=10

=2a,—a,cos o+ b,sinua—a,cospo—>b,sin o
— _ « o MO
=2a,(1—cosua)=4a,sn? ==

2

Ebenso:
v .y
by =4b,sm*—=.
Hier tritt eine Verschiebung der Phasen nicht ein.

Man wird die Methode der Differenzenanalyse immer dann anwenden,
wenn durch die Verringerung der GréBenordnung der Ordinaten eine
wesentliche Erleichterung der Rechenarbeit erzielt wird. Das ist z. B.
der Fall, wenn zur Bildung der trigonometrischen Produkte Tafeln
herangezogen werden. Solche Tafeln der Vielfachen der trigonometrischen
Faktoren lassen sich leicht und iibersichtlich herstellen, wenn der Multi-
plikand klein, etwa nur zweistellig ist, oder wenn gar sein Betrag sich
auf die Zahlen von 1—50 beschrinkt. Eine derartige Produkttafel wiirde
auf wenigen Blidttern unterzubringen sein und daher bedeutend bequemer
zu benutzen sein, als etwa die fiir die Faktoren von 1—1000 geschaffenen
Rechentafeln von Porrak oder wie die CRELLEschen Tafeln.
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Die fiir die Analyse der ersten bzw. zweiten Differenzen abgeleiteten
Formeln stehen iibrigens in einem sehr einfachen Zusammenhang mit
den Formeln, die man fiir die Harmonische Analyse geglitteter Reihen
erhdlt. Gldttet man z. B. eine Beobachtungsreihe durch iibergreifende
Mittel benachbarter Beobachtungen oder durch gewichtete Mittel aus
je drei aufeinanderfolgenden Werten, so erhilt man die FOURIER-
Konstanten aus ganz dhnlichen Formeln wie oben, da sich die Ansitze
nur durch Vorzeichenvertauschungen von den obigen unterscheiden.

6. Analyse von Beobachtungsnetzen.

Die Aufzeichnung von geophysikalischen Vorgidngen kann auf zweierlei
Weise erfolgen: Zunichst 146t sich fiir eine und dieselbe Beobachtungs-
station der Vorgang (z. B. die Variation des Luftdrucks, der Temperatur,
der erdmagnetischen Komponenten usw.) als Funktion der Zeit auf-
tragen; ferner 148t sich aber auch fiir einen und denselben Zeitpunkt
(Beobachtungstermin) die Verteilung der Beobachtungsergebnisse iiber
ein mehr oder weniger ausgedehntes Gebiet der Erdoberfliche zeichnen,
falls gleichzeitig Beobachtungen oder Registrierungen der Erscheinung
an verschiedenen Orten gemacht worden sind, die ein Netz von bestimmter
Ausdehnung und Dichte bilden. Diese gleichzeitigen Beobachtungs-
ergebnisse stellen ausgewdhlte Ordinaten einer Fliche dar, die ihrer
Natur nach meist tiberall stetig ist oder hchstens an bestimmten Stellen,
etwa lings gewisser singulirer Linien, Unstetigkeiten (Spriinge, Ver-
werfungen) aufweist. Die graphische Darstellung dieser Fliche erfolgt
durch Einzeichnen von Linien gleicher Funktionswerte (Isoplethen;
insbesondere Isobaren, Isothermen, Isallobaren, Isohypsen u. a.) in eine
das gesamte Stationsnetz umfassende geographische Karte. Diese
Darstellungsart, die man als die synoptische bezeichnet, ist aus der
Meteorologie hinreichend bekannt (Wetterkarten). Interessieren értliche
und zeitliche Variationen der Beobachtungsfunktion gleichermalen, so
werden die letzteren dadurch der Bearbeitung zuginglich gemacht, dal}
man die synoptische Darstellung fiir eine Reihe gentigend dicht auf-
einanderfolgender Beobachtungszeiten wiederholt und nun die (meist
stetige) Verdnderung des synoptischen Bildes und seiner Einzelheiten
in der Zeit verfolgt.

Wird nun eine periodographische Untersuchung einer solchen raumlich
und zeitlich verdnderlichen Beobachtungsfunktion verlangt, so kann
man wiederum auf zweierlei Weise vorgehen, je nachdem man von den
Darstellungen des zeitlichen Funktionsverlaufs an den verschiedenen
Punkten des Stationsnetzes oder von den synoptischen Darstellungen
des ortlichen Funktionsverlaufs zu den verschiedenen Beobachtungs-
terminen seinen Ausgang nimmt. Im letzteren Falle kénnte man etwa
so vorgehen, daBl man das synoptische Bild durch eine Entwicklung nach
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Kugelfunktionen zu beschreiben sucht (sofern sich die synoptische Dar-
stellung iiber die gesamte Erdoberfliche erstreckt, bedarf diese Methode
keiner besonderen Erliuterung mehr — andernfalls hitte man die
fehlenden Gebiete nach irgendeinem Prinzip zu erginzen, etwa so, daB3
man die Funktion dort willkiirlich gleich einem konstanten mittleren
Wert setzt: die Darstellung durch Kugelfunktionen hitte dann lediglich
fiir das eigentliche Beobachtungsgebiet einen interpolatorischen Sinn);
die so gewonnenen Entwicklungskonstanten werden dann als Funktionen
der Zeit zu betrachten und periodographisch zu untersuchen sein. Dies
Verfahren hat aber nur dann einen praktischen Wert, wenn die Ent-
wicklung nach Kugelfunktionen schon bei verhiltnismiBig kleinen
Ordnungen abgebrochen werden kann. Wiirde man nimlich die Forderung
erheben, daf alle Beobachtungswerte des Netzes exakt dargestellt werden
sollen, so wire die Zahl der Entwicklungskoeffizienten ebenso groB3 wie
die der Beobachtungswerte selbst. Man hitte also lediglich erreicht,
daB die gegebenen Werte in ebenso viele andere umgeformt wiren, und
zwar mit Hilfe einer recht komplizierten Transformation. Das wiirde
sich nur dann lohnen, wenn sich etwa herausstellen sollte, daB die zeit-
liche Variation der Kugelfunktionskoeffizienten wesentlich einfacher ver-
lauft als die der Stationsbeobachtungen selbst, oder, daBl Periodizititen
in den transformierten GroBen reiner hervortreten als in den urspriing-
lichen. Da dies aber im allgemeinen nicht erwartet werden kann, wird
man in den meisten Fillen den anderen Weg beschreiten, der von der
Analyse der einzelnen Beobachtungsreihen ausgeht. Man lege also der
Rechnung ein bestimmtes Analysenintervall fiir das gesamte Netz
zugrunde, dessen Linge und dessen Grenzen den jeweiligen Verhiltnissen
angemessen sind. Die Harmonische Analyse der zu N Punkten des
Beobachtungsnetzes gehoérigen gleich langen und sich auf den gleichen
Zeitraum beziehenden Beobachtungsreihen liefert dann N Folgen von
Fourier-Koeffizienten

ayd; a, a®, ... bim, by, ... (=1, 2,..., N)
bzw. N Folgen von Amplituden und Phasen
a; o, c, L ), e,

Sind die Beobachtungsreihen selbst stetige Funktionen der Zeit mit nicht
allzu kurzperiodischen Schwankungen, so wird man die Entwicklungen
schon nach verhdltnismaBig wenigen Gliedern, etwa nach der r-ten
Ordnung, abbrechen diirfen. Die Synthese, d.h. die Riickwirts-
berechnung der Beobachtungswerte aus den Harmonischen Wellen bis
zur 7-ten Ordnung, wird alsdann einen geglitteten Verlauf der Beob-
achtungsreihen ergeben, durch den die Schwankungen lingerer Periode
gut dargestellt werden, wihrend kurzperiodische Schwankungen, sofern
solche doch vorkommen sollten, unberiicksichtigt bleiben, desgleichen
zufillige Beobachtungsfehler. (Natiirlich kann man, falls die vorliegende
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Aufgabe dies erfordern sollte, die Analyse auch bis zur vollstindigen
Darstellung der Beobachtungsreihen durchfithren, doch wird dies in
den meisten praktisch vorkommenden Fillen schon deshalb nicht not-
wendig und nicht einmal erwiinscht sein, weil erfahrungsgemil die ganz
kurzen Schwankungen von Beobachtungsfehlern oder sonstigen Unregel-
maBigkeiten untrennbar sind und auch, soweit sie {iberhaupt reell im
physikalischen Sinne sind, eine meist sehr kurze Lebensdauer besitzen.)
Nachdem die Analyse der N Einzelreihen bis zu der erforderlichen
Ordnung durchgefithrt worden ist, lassen sich synoptische Karten fiir
die einzelnen Entwicklungsglieder sehr leicht herstellen. So ergibt z. B.
die synoptische Darstellung der konstanten Entwicklungsglieder a, ein
Bild von der geographischen Verteilung der Funktionsmittelwerte iiber
das gewidhlte Zeitintervall. Ist z. B. das Analysenintervall ein Jahr,
so ergibt (etwa fiir Luftdruck oder Temperatur) die synoptische Dar-
stellung der Konstanten a, die bekannten Jahres-Isobaren bzw. -Iso-
thermen. Auch fiir kiirzere Intervalle (z. B. bestimmte Monate) ergibt
die synoptische Darstellung der konstanten Glieder aufschluBreiche und
in der Klimatologie unentbehrliche Verteilungskarten (z. B. Januar- oder
Juli-Isothermen). Was die zu Wellen endlicher Periode gehdrigen
Konstanten anbetrifft (Grundschwingung und Oberschwingungen im
Analysenintervall), so kann man natiirlich die zu der Harmonischen
Welle 7-ter Ordnung gehérigen Konstanten a,, b, gesondert zu einer
synoptischen Darstellung verwenden. Wichtiger und aufschluBreicher
sind aber solche synoptischen Karten, die alle zu einer bestimmten
Welle gehérigen Angaben gleichzeitig enthalten. Esist dann der Anschau-
lichkeit wegen angezeigt, diese Angaben in der Gestalt von Amplituden
und Phasen zu benutzen. Auf einer solchen synoptischen Karte werden
alsdann die Gebiete groBer und kleiner Amplituden durch ein System
von Linien gleicher Amplitude (Isamplituden) hervorgehoben werden.
Man erkennt also die geographische Verteilung der Gebiete, in denen
die betreffende Welle stark ausgeprigt ist (4AR#onsgebiete) und solcher,
in denen diese Welle gar nicht oder fast gar nicht vorhanden ist. Es
zeigt sich dann, dafl das System der Linien gleicher Phase (Isophasen)
in sehr engem Zusammenhang mit dem System der Isamplituden steht.
Dort, wo die Amplituden klein sind, dréngen sich die (z. B. von 30 zu
30° oder von 45 zu 45° gezogenen) Isophasen stark zusammen, wihrend
iiber den Gebieten grofter Aktivitit die 6rtliche Variation der Phasen
gering zu sein pflegt. An manchen Stellen des Kartenbildes, ndmlich
iiberall dort, wo sich isolierte Punkte mit verschwindender Amplitude
zeigen, schneiden sich alle Isophasen in einem Punkt. Man nennt solche
Isophasenschnittpunkte Amphidromien oder Wirbel. An anderen Stellen
berithren sich die Isophasen. Man kann diese Stellen, die natiirlich auch
nur in Gebieten verschwindender Amplitude auftreten, als singuldre
Punkte auffassen, die durch das Zusammentreffen zweier benachbarter
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Wirbel mit entgegengesetztem Phasendrehungssinn gedeutet werden
kénnen. Mitunter laufen auch die Isophasen eines gréBeren Phasen-
intervalls lings bestimmter Linien des synoptischen Bildes gedringt
parallel und bilden ein Isophasenbiindel, das in einer Rinne kleiner
Amplituden verlauft. Ein typisches Bild, die synoptische Analyse von

Abb. 8. Wellenbild der 6otig. Luftdruckwelle im Intervall 5. 11. 35 bis 3. 1. 36.

Luftdruckkurven betreffend, ist in Abb. 8 gezeichnet!. Zur Technik des
Zeichnens der Isophasenlinien sei noch bemerkt, daBl man zweckmiBig
damit beginnt, neben jeden Punkt des Beobachtungsnetzes zunichst
die Konstanten a,, b, der darzustellenden Welle einzutragen. Die Linien
(Isoplethen) a4, =o0; b,==0 sind dann mit den Isophasen fiir o° und
180°% bzw. fiir go° und 270° identisch, wie unmittelbar einzusehen ist.
Die Schnittpunkte (oder auch Berithrungspunkte) dieser Linien ergeben
sodann simtliche im Kartenbild zu erwartenden Wirbel und singuldren
Punkte, durch die auch die {ibrigen Isophasen hindurchgehen miissen.
Will man auflerdem die Zeichnung der Isophasen fiir 45°, 135°, 225°

1 Zahlreiche Beispiele findet man unter anderem Lit. 261, 262.
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und 315° zeichnen, so ergibt sich folgende praktische Regel: Ist die
Welle 7-ter Ordnung in der Form
¢, sin (o, ¥ + 9,) = a,cos e, v + b, sin o, v
(a, = c,siny,; b, = c,cosy,)
gegeben, so erkennt man leicht, daB fiir
W, = 45°, 225°: a,—b,=o0
¥ =135°% 315°:  a,+b,=o.
Um die noch fehlenden Isophasen zu zeichnen, braucht man also nur
noch die Differenz und Summe der beiden Fourier-Komponenten a,
und b, neben den Beobachtungsort zu schreiben — die gewiinschten
Isophasen werden dann durch die Isoplethen
a,—b,=o0; a,+b,=o0
geliefert.

Wir haben nun noch einen Fall zu betrachten, der in der geophysi-
kalischen Praxis wohl niemals rein auftritt, aber als Idealfall ein groBes
Interesse fiir die Periodenforschung besitzt: den Fall nimlich, daB das
gewahlte Analysenintervall fiir das gesamte Beobachtungsgebiet oder
wenigstens flir einen groBeren Teil desselben als Grundintervall einer
reinen Periodizitit aufzufassen ist. Die einfachste Annahme ist die,
daB jede von den N Beobachtungsreihen des Netzes eine einfache Sinus-
schwingung von der gleichen Periode und konstanter, aber fiir ver-
schiedene Orte verschiedener Amplitude und Phase darstellt. Analysiert
man diese Reihen in einem Intervall von der Linge dieser Welle (oder
einem Vielfachen davon), so ergibt sich fiir die betreffende Harmonische
ein synoptisches Wellenbild von bestimmter Beschaffenheit, das — und
das ist das Entscheidende — unabhingig von der Lage des Analysen-
intervalls auf der Zeitachse ist, sofern wir als Anfangspunkt der Phasen-
zdhlung einen konstanten Zeitpunkt wihlen. Wir nennen den Schwin-
gungsvorgang dann zeitlich stationdy. Verschieben wir also (vgl. die Aus-
fithrungen in III, 4 iiber das Phasendiagramm) bei konstantem Anfangs-
punkt der Phasenzdhlung das Analysenintervall stetig auf der Zeitachse,
so dndert sich das durch die Systeme der Isophasen und Isamplituden
gegebene Wellenbild nicht. Wihrend also der Beobachtungsvorgang
selbst (etwa das von Tag zu Tag gezeichnete System der Isobaren) sich
stdndig in periodischer Weise dndert, bleibt das Wellenbild unverindert,
solange die Schwingung stationdr ist. Durch die Umwandlung des
Beobachtungsaggregats in ein Aggregat von Amplituden und Phasen
ist demnach die zeitlich verinderliche Isoplethendarstellung in eine
zeitlich unveridnderliche iibergefithrt, die somit fiir die Dauer des
stationdren Schwingungszustandes charakteristisch ist. Das System der
Isophasen charakterisiert dabei den Schwingungszustand zu einer
bestimmten Anfangszeit — die Isophasen selbst stellen die Wellenfronten
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dar. So verbindet die Isophase vy, = go° offenbar alle Orte, die zur
Anfangszeit ein Wellenmaximum zeigen — diejenigen Orte, die auf der
Isophase p, = 0° liegen, erreicht das Wellenmaximum erst nach Ablauf
einer Viertelperiode; es ist also klar, da3 die Fortpflanzung der Wellen
senkrecht zu den Isophasen in derjenigen Richtung vor sich geht, die
durch abnehmende Phasen bezeichnet wird. Eine Amphidromie bedeutet
eine Rotation der Welle um einen Punkt — je nachdem, ob um einen
Wirbel herum die Phasenwerte im Uhrzeigersinn oder entgegengesetzt
abnehmen, erfolgt auch diese Drehung der Wellenfronten in dem einen
oder anderen Sinne. Man kann also von positiven oder negativen Wirbeln
sprechen.
In der Praxis (Erfahrungen liegen in gréBerem Umfang nur fiir Luft-
druckanalysen vor) sind solche stationidren Schwingungen sehr selten
" und gelten dann hdchstens fiir beschrankte Gebiete und fir kurze Zeéiten.
Im allgemeinen 4ndert sich also das Wellenbild bei Verschiebung des
Analysenintervalls mit der Zeit. Immerhin ergibt aber diese synoptische
Darstellung der Harmonischen Konstituenten den beachtlichen Vorteil,
daB die schnelle Verinderlichkeit der Originalbeobachtungen durch die
Transformation mittels der Harmonischen Analyse in eine langsame
iibergefithrt wird. Die langsame zeitliche Veridnderlichkeit der synop-
tischen Wellenbilder macht sie zu einem geeigneten Hilfsmittel bei allen
Versuchen, einen zweidimensionalen Beobachtungsvorgang auf Grund
der in ihm vorhandenen Periodizititen tiiber das Analysenintervall
hinaus zu extrapolieren. Die Konstruktion synoptischer Wellenbilder
wird daher auch bei der Analyse meteorologischer Beobachtungsreihen
eine grofe Rolle spielen, nicht nur, sofern es sich um das Studium der
periodischen Eigenschaften der meteorologischen Elemente selbst handelt,
sondern auch bei allen Versuchen, diese zu einer kurz- oder langfristigen
Wettervorhersage heranzuziehen.

7. Symmetrieeigenschaften von Beobachtungsreihen
und -netzen.

Eine der hervorstechendsten Eigenschaften der einfachen trigono-
metrischen Funktionen ist neben ihrer reinen Periodizitit ihre Symmetrie
in bezug auf bestimmte Abszissen. Beide Eigenschaften koénnen, wie
das Beispiel der Sinuswelle ja lehrt, in einer und derselben Funktion
vereinigt sein, sind aber trotzdem unabhingig voneinander. Es gibt
rein periodische Funktionen, die keine Symmetrieeigenschaften besitzen,
und es gibt symmetrische Funktionen, die nicht rein periodisch sind.

Wir kennen zwei verschiedene Arten von Symmetrie: die spiegel-
bildliche und die verkehrt-spiegelbildliche Symmetrie. Eine reine Sinus-
welle ist spiegelbildlich-symmetrisch in bezug auf die Phasen 9o°, 270°
usw. und verkehrtspiegelbildlich-symmetrisch in bezug auf die Phasen
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0°, 180° usw. und die Abszissenachse als Bezugslinie. Man kann das
auch so ausdriicken: Die Funktion

f(&)=c+acosat

ist in bezug auf die Phasen 0° 180° ... spiegelbildlich-symmetrisch,
die Funktion
f) =c+ asinat

in bezug auf die gleichen Phasen und auf y = ¢ als Bezugslinie verkehrt-
spiegelbildlich-symmetrisch. Da cos eine gerade, sin eine ungerade
Funktion ist, bezeichnet man die beiden Arten von Symmetrie sinn-
gemiB auch als gerade bzw. ungerade Symmetrie. Allgemein spricht
man von gerader Symmetrie, wenn, in bezug auf die Abszisse =1¢;,
die Funktionalgleichung

fllo+18) =1 (t—1)
erfiillt ist. Ungerade Symmetrie herrscht, wenn

flo+t)—c=—[f(ts—1)—c],

wobei ¢ eine den Funktionsmittelwert darstellende Konstante bedeutet.

Bei empirischen Funktionen sind die Symmetriebedingungen, wenn
iiberhaupt, niemals rein erfiillt, schon wegen der in fast allen vor-
kommenden Fillen vorhandenen Beobachtungsfehler. Man wird also
hier, um den Symmetriebegriff tiberhaupt nutzbringend anwenden zu
kénnen, dhnliche Einschrinkungen machen miissen, wie sich das auch
bei der Anwendung des Begriffs der reinen Periodizitdt (s. I, g) als not-
wendig herausgestellt hatte. Wir wollen demnach im erweiterten Sinne
auch dann von ,,Symmetrie’ reden, wenn die Funktionalbedingungen
nur innerhalb gewisser Fehlergrenzen erfiillt sind, {iberdies aber auch
dann, wenn die Symmetrie sich nur auf einen endlichen Bereich zu
beiden Seiten des Symmetriemittelpunktes (Abszisse ;) erstreckt,
dariiber hinaus aber nicht mehr vorhanden ist. Diese ,,zeitlich begrenzte
Symmetrie” konnte sich so duBlern, daB die Grenzen des Symmetrie-
bereiches scharf ausgeprigt sind — in der Praxis ist aber eher der Fall
zu erwarten, dafl mit wachsender Entfernung vom Symmetriemittelpunkt
(der auch kurz als Symmetriepunkt bezeichnet wird) die anfangs geringen
Widerspriiche gegen die Symmetriebedingung immer gréBer werden, bis
sie schlieBlich die zuldssige Grenze iiberschreiten. Wo diese Grenze zu
suchen ist, wird immer bis zu einem gewissen Grade willkiirlich bleiben.
Solche nicht scharf begrenzten Symmetriegebiete hat L. WEICKMANN in
Luftdruckkurven gesucht und gefunden — die Ausdehnung derselben
betrigt in Einzelfillen bis zu 50 Tagen vor- und riickwirts vom Sym-
metriepunkt aus gerechnet. Die Hiufigkeit gerader und ungerader
Symmetriepunkte scheint ungefihr gleich groB zu sein.

Da die Sinuswelle zugleich die einfachste rein periodische als auch
die einfachste symmetrische Funktion ist (die sogar unendlich viele

Stumpff, Periodenforschung. 6
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gerade und ungerade Symmetriepunkte besitzt), so ist, trotzdem die
Begriffe der Periodizitit und der Symmetrie voneinander unabhingig
sind, doch eine gewisse Beziehung zwischen ihnen zu erwarten. Diese
Beziehung wird aufgedeckt, wenn wir eine symmetrische Funktion
beliebiger Gestalt in eine FoURIERsche Reihe entwickeln, und zwar in
einem Analysenintervall, dessen Mittelpunkt der Symmetriepunkt ist,
und das ganz innerhalb des Symmetriebereiches liegt. Ist die allgemeine
Form der FouriErschen Reihe

f6) =ag+ a;cosa{t—ty) -+ azcosza (t—1g) + -«
4 bysino (F—12y) - bysinzo (F—tg) + -+,
so folgt auf Grund der Symmetriebedingungen, daB3, abgesehen von
dem konstanten Glied a,, bei gerader Symmetrie nur cos-Glieder, bei

ungeradey Symmetrie nur sin-Glieder auftreten. Ist £ = f, ein Symmetrie-
punkt, und liegt die (dquidistante) Ordinatenfolge

PO flansn)s oo Uy £ )5 FU)5 s F ) T (4)

ganz innerhalb des Symmetriegebietes, so folgt in der Tat aus den
Funktionalgleichungen bei gerader Symmetrie

ysina, (t,—f) =0 (n=1, 2,...)
y=—*%
und bei ungerader Symmetrie
+ n
_? E}‘l\cosa (£, —to) =

Das Ergebnis a8t sich auch so ausdriicken, daB bei Symmetrie die
Elementarwellen, aus denen sich die Beobachtungskurve zusammen-
setzt, im Symmetriepunkt in bestimmter Weise ,,in Phase’* sein miissen,
und zwar so, daB in einem geraden Symmetriepunkt alle Elementar-
wellen Extrema (Maxima oder Minima), in einem ungeraden Symmetrie-
punkt dagegen Nullstellen aufweisen miissen. Ist die Symmetrie unvoll-
kommen, so wird diese Bedingung entsprechend ungenau erfiillt sein;
die Phasen werden also im Symmetriepunkt von ihrem Idealwert mehr
oder weniger abweichen, wobei zu bemerken ist, da3 eine Abweichung
um so weniger ins Gewicht fallt, je kleiner die Amplitude der betreffenden
Schwingung ist. Auf Grund dieser Bemerkung, deren Richtigkeit
unmittelbar einleuchtet, 148t sich ein numerisches MaB fiir die Giite
und Art (gerade oder ungerade) eines Symmetriepunktes konstruieren.
Ist das Amplitudenquadrat der u-ten Welle der obigen harmonischen
Entwicklung

2 ___ .2 2
cﬂma#+b“,
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so ergibt sich nach dem Gesagten fiir die Intervallmitte ein gerader
Symmetriepunkt, wenn
20 5 a
e T s
”:16” ,1510"
und ein ungerader Symmetriepunkt, wenn umgekehrt
S,=1; C,=o0.
Jede der beiden Funktionen S, oder C, 148t sich mithin als ,,Symmetrie-
index'* benutzen — bei unvollstindiger Symmetrie wird man nicht ver-
langen, daB der Symmetrieindex genau gleich o oder 1 ist, sondern
wird gewisse Schranken festsetzen, oberhalb oder unterhalb derer er
liegen muB, und deren Feststellung der Erfahrung des Rechners tiberlassen
bleiben muB. Statt der GréBen S, oder C, kann man auch — wie €s
K. LegmanNN (Lit. 756) in bezug auf Symmetriepunkte des Luftdrucks
getan hat — den mit ihnen eng zusammenhingenden Ausdruck
K,=1—2S,=2C,—1

als Symmetriekriterium benutzen, der fiir gerade Symmetrie den Wert
+ 1, fiir ungerade Symmetrie den Wert — 1 annimmt. Mathematisch
stellt das letztere Kriterium nichts anderes dar, als den Korrelations-
koeffizienten! zwischen der auf ihren Mittelwert

+n
I
@Gy = T IT 2 1)

bezogenen Beobachtungsreihe und der um den Symmetriepunkt um-
geklappten Reihe, der ja die gleichen Eigenschaften zeigen muf.
Natiirlich ist es nicht unbedingt nétig, zur Feststellung einer Sym-
metrie auf die Harmonischen Konstanten zuriickzugehen. Legt man auf
die Ableitung einer MaBzahl fiir die Giite der Symmetrie keinen Wert, so
wird schon ein bloBer Vergleich der Beobachtungskurve mit ihrem Spiegel-
bild beziiglich der im Symmetriepunkt gezogenen Ordinate in den meisten
Fillen eine klare Entscheidung bringen. Ein numerisches MaB fiir die
Symmetrie erhilt man ferner schon auf Grund der Funktionalbedingungen
fiir die Symmetrie direkt. Sei die gegebene Folge der Kiirze wegen mit

f—nx D] f—l: fo: fll ] fn

bezeichnet, und sei ferner das konstante Entwicklungsglied null, also

+n
2 f=o,
V=—n
so erhalten wir, nach dem Vorschlag von C. REINSBERG (Lit. 215) ein
Symmetriendiagramm, indem wir die Quadratsumme
+n

2 (fv_/—v)2

y=-—n

=1—S,=1I

1 Siehe IV, 6.
6*
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in Beziehung zu der Streuung der Beobachtungen setzen. Offenbar ist
fir den Fall der geraden Symmetrie (f, =7_.,)

+n +n
X (1= v)? X (1=
+n +n = T+ =0,
X (it B 1 W 4 X P
dagegen nimmt dieser Ausdruck bei ungerader Symmetrie (f, =—/f_,)

den Wert 1 an. Es 148t sich leicht zeigen, dafl der so gewonnene Aus-
druck mit dem Symmetrieindex S, identisch ist, sofern bei dessen Bildung
simtliche FouriEr-Koeffizienten der Entwicklung herangezogen worden
sind. Es konnte also scheinen, daf} die Riickwirtsberechnung des Sym-
metrieindex aus den Fourier-Konstanten einen umstindlichen Umweg
darstellt, der lediglich theoretisch interessant ist, aber praktische Bedeu-
tung nicht besitzt. Das ist vielleicht im allgemeinen auch der Fall —
bei dem einzigen praktischen Problem der Geophysik, in dem Symmetrie-
betrachtungen bisher in gré8erem Stil durchgefiihrt worden sind, nimlich
bei der Bearbeitung der WeickMANNschen Symmetriepunkte des Luft-
drucks, kann diese Bevorzugung der einen vor der anderen Methode nicht
aufrechterhalten werden. Die Untersuchungen von WEICKMANN,
MILDNER u.a. haben niamlich gezeigt, dall die (im allgemeinen sehr
unvollkommene) Symmetrie der Luftdruckkurven sich hauptsichlich
auf die Schwingungen gréBerer Wellenldnge erstreckt, wihrend sie fiir
die kurzen Schwingungen (< 7%) seltener oder gar nicht vorhanden ist.
Das hingt offenbar mit der Erfahrungstatsache zusammen, daB die
Lebensdauer der Luftdruckschwingungen (sofern man iberhaupt von
Schwingungen reden darf) um so kiirzer ist, je kleiner die Wellenlinge
ist. Es werden also die kleineren Oberschwingungen in einem maBig
groflen Analysenintervall im allgemeinen keinen reellen Schwingungen
entsprechen, die durch das ganze Intervall hindurch persistent sind,
wihrend dies fiir gréBere Schwingungen sehr wohl der Fall sein kann.
Symmetrien werden also meist dann entstehen, wenn wenige Wellen
von lingerer Periode und dominierender Amplitude in Phase sind,
wiahrend dies fiir die groBe Menge der kleineren und kleinsten Ober-
schwingungen nur gelegentlich (zufdllig) erfiillt ist. Man wird also die
Symmetrie eines Kurvenstiickes schon dann ausschépfen, wenn man
die Entwicklungskoeffizienten bei einer miBig hohen Ordnung abbricht.
Bricht man etwa bei der 7-ten Ordnung ab, so hat man fiir den Symmetrie-
index sinngemif zu setzen:
= 0

S, =42t
,t§10”
Dieser Ausdruck, der ein SymmetriemaB8 fiir eine mehr oder weniger
stark gegldtiete Kurve darstellt, also, mit anderen Worten, auf kurz-
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periodische Schwankungen der Beobachtungsreihe keine Riicksicht
nimmt, ist sehr leicht zu gewinnen, da die Summen nur eine beschrinkte
Anzahl von Gliedern enthalten. (Bei einem Analysenintervall von
60 Tagen hat Verfasser an Luftdruckkurven die Erfahrung gemacht,
daB Symmetrien auf diese Weise schon befriedigend erhalten werden,
wenn man-sich auf die ersten 6 Harmonischen Glieder beschrinkt und

Abb. 9. Luftdruck. Symmetrieverteilung am g¢. 1. 36. Intervall 60 Tage.

verlangt, daB fir gerade Symmetrie S;< 0,2 und fiir ungerade Sym-
metrie Sg> 0,8 sein soll.) Die Berechnung von Symmetrieindices aus
Fourier-Koeffizienten wird also immer dann von Vorteil sein, wenn
entsprechende trigonometrische Entwicklungen bis zu einer maBig hohen
Ordnung schon zum Zwecke anderweitiger periodographischer Unter-
suchungen vorgenommen worden sind. Die Symmetrieindices bilden
dann ein wertvolles und leicht zu erhaltendes Nebenprodukt der
Rechnung.

Die Symmetriekriterien kann man — einerlei, auf welche Weise sie
entstanden sind — nach verschiedener Richtung hin auswerten. Hier
seien drei verschiedene Untersuchungsarten angefiihrt:
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1. Das Analysenintervall wird konstant gehalten, aber gleitend lings
der Zeitachse verschoben. Der sich jeweils auf die Intervallmitte
bezichende Symmetrieindex ergibt sich dann als Funktion der Zeit.
Die Maxima und Minima dieser Funktion ergeben dann — sofern sie
hinreichend extrem sind, die Lage und Art der Symmetriepunkte.

Abb. 1o. Luftdruck. Symmetrieverteilung am ro.1.36. Intervall 60 Tage.

2. Ist ein Symmetriepunkt gefunden, so 1Bt sich der ihm zugeordnete
Symmetriebereich ermitteln, indem man den Symmetrieindex fiir Inter-
valle verschiedener Linge ermittelt, die den Symmetriepunkt als Mittel-
punkt enthalten.

3. Ist ein Beobachtungsmefz vorhanden, so kann man die Unter-
suchungen fiir alle Stationen des Netzes gemeinsam durchfiihren und
die Ergebnisse in der iiblichen Weise synoptisch aufzeichnen. Fiir ein
festes Zeitintervall ergibt sich auf diese Weise ein System von Linien
gleicher Symmetrie. In Abb. g und 10 ist ein Beispiel dargestellt, das sich
auf ein 6otigiges Zeitintervall und die auf seine Mitte bezogenen Sym-
metrieindices des Luftdruckes bezieht. Es handelt sich um den (in
Leipzig zuerst aufgefundenen) Symmetriepunkt vom 9. und 10. Jan. 1936.
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Die synoptische Verteilung zeigt, dal am 9. 1. einem Gebiet gerader
Symmetrie iber Norddeutschland, Dinemark und Siidskandinavien ein
Gebiet ungerader Symmetrie iiber Ostgrénland gegentibersteht. Die
Symmetrieverteilung fiir den nichsten Tag (Abb. 10) zeigt die rasche
Veridnderlichkeit der SymmetriemaBzahlen.

Drittes Kapitel.
Das Periodogramm.

1. Das Amplitudenspektrum und die optische Analogie.

Im Jahre 1898 hat A. SCHUSTER ein neues Hilfsmittel in die Perioden-
forschung eingefiihrt, das er als ,, Periodogramm’* (mitunter auch weniger
gliicklich als Periodograph) bezeichnet. Im Grunde genommen handelt
es sich hierbei um nichts anderes als eine Verallgemeinerung der in der
Harmonischen Analyse angewandten Uberlegungen, die dadurch erzielt
wird, daB} die strenge Bindung an die urspriingliche Fragestellung der
Harmonischen Analyse in bestimmter Weise aufgelockert wird. Dafiir
wird der Schwerpunkt des Problems nach einer anderen, fiir die Bediirf-
nisse der periodographischen Praxis auBerordentlich wichtigen Seite
verschoben: es wird nicht mehr gefragt nach der interpolatorischen oder
niherungsweisen Darstellung der gegebenen Beobachtungsreihe durch
periodische Funktionen, sondern nach der Existenz von Periodizitdten
iiberhaupt, nach den Moglichkeiten, sie aus einer Menge von anders-
periodischen und unperiodischen Bestandteilen herauszusuchen, ihre
Eigenschaften zu bestimmen und gegebenenfalls auch ihre physikalische
Bedingtheit unter Beweis zu stellen oder wenigstens wahrscheinlich zu
machen. Die Periodogrammtheorie 16st daher einesteils Aufgaben, wie
sie im fiinften Kapitel behandelt werden, aber unter gréBerer Anlehnung
an die Methoden der Harmonischen Analyse, dariiber hinaus aber fiihrt
sie auf Begriffe wie ,,physikalische Realitit”, die nur im engen Zusammen-
hang mit der Erfahrung selbst und ihren Gesetzen einen Sinn haben.
Sie ist daher keineswegs eine geschlossene Theorie, sondern ist eher als
ein Programm zu betrachten, nach dem gewisse Probleme anzugreifen
sind, und das in seinen Auswirkungen, je nach der Art des Gegenstandes,
zu auBerordentlich verschiedenartigen Spezialmethoden und Gedanken-
gingen fithren kann. So hat denn auch die Erfahrung der 4o Jahre,
die seit dem Erscheinen der ersten ScuusTERschen Arbeit verflossen
sind, eine erhebliche Verinderung des Bildes bewirkt, das die
Periodogrammtheorie im Rahmen der Periodenforschung darstellte.
Die Art, wie sie von den verschiedenen Forschern, die sich ihrer bedient
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haben, angewandt wurde, war genau so individuell bedingt wie das
Urteil iiber ihre ZweckmiBigkeit, das auch in den letzten 10 Jahren
noch auffallend geschwankt hat.

In der folgenden Darstellung der Periodogrammtheorie, die sich {iber
zwel Kapitel dieses Buches erstrecken wird, sollen die rein analytischen
Betrachtungen von den wahrscheinlichkeitstheoretisch-statistischen nach
Moglichkeit getrennt werden — die ersteren werden in diesem, die
letzteren im nichsten Kapitel behandelt. Die Darstellung selbst wird
von denjenigen Gesichtspunkten ausgehen, die dem heutigen Stand der
Forschung am besten angepalt sind — es werden daher manche Gedanken-
ginge eingeflochten und von vornherein eingefithrt werden, die dem
Schépfer der Theorie noch ferngelegen haben.

Wir beginnen mit den Betrachtungen, die dazu fiihren, aus einem
gegebenen Beobachtungsmaterial Periodizitdten abzuleiten und zu iso-
lieren, wobei die Frage nach ihrer physikalischen Bedingtheit einstweilen
noch offen zu lassen ist. Unter einer Periodizitit moge ein Bestandteil
der Kurve oder Beobachtungsreihe verstanden werden, der mathematisch
in seiner einfachsten Gestalt durch eine Sinuswelle

acosat - bsinat=c-cos(ut—y)=csin («f+ )

wiedergegeben werden kann. Eine solche einfache Periodizitit oder
»Schwingung® ist durch drei unabhingige Konstante

o; a, b bzw. «; ¢, p (@)

bestimmt, also durch den Parameter i} (Wellenldinge, Periode) oder

auch « (Frequenz) und durch einen Vektor mit den rechtwinkligen
Komponenten a4, b bzw. mit der Amplitude ¢ und der Phase ¢ bzw. ¢’
Ist nun die Aufgabe gestellt, eine in einem Beobachtungsmaterial ver-
borgene Periodizitit aufzusuchen, so ist klar, daB neben der Wellenlinge
oder Frequenz der Amplitude eine erhShte Bedeutung zukommt, wih-
rend die Phase zunichst eine untergeordnete Rolle spielt. Denn, wenn
die Frage gestellt wird, ob in einer beobachteten Naturerscheinung eine
Periode existiert, wird in erster Linie ihre Amplitude dariiber Auskunft
geben, wihrend die Phase lediglich die zeitliche Lage der Maxima und
Minima der Schwingung in dem gewéhlten Koordinatensystem feststellt.
In der Tat kann man schreiben

c-cos (at—) =c-cos{at—1t) — (g—oaty),
woraus ersichtlich ist, daB lediglich die Phase von dem willkiirlichen
Anfangspunkt der Zeitkoordinate abhingt, die Amplitude aber nicht,
ebensowenig wie die Frequenz.

Zerlegt man eine (endlich ausgedehnte) Kurve oder Beobachtungs-
reihe, in ihrem Definitionsbereich [0, $] als Grundintervall, in eine
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Fouriersche Reihe, so stellt die Folge der Amplituden der Teil-
schwingungen
€1, €y Cgp - - -

eine vorldufige Beantwortung der Frage nach den periodischen Eigen-
schaften des Beobachtungsmaterials dar: sie sagt aus, daB sich der
beobachtete Vorgang als Summe von Einzelschwingungen mit den

Frequenzen
27

o ==y =1, 2 3,...)

bzw. den Wellenlingen
I I
byt b

darstellen lat, wihrend die Folge der Amplituden, die endlich (Beob-
achtungsreihe) oder unendlich (Kurve) sein kann, tiber die relative
Bedeutung der einzelnen Schwingungen Auskunft gibt. Ragt eine
einzelne (oder mehrere) dieser Amplituden aus der Menge der iibrigen
deutlich hervor, so ist damit gezeigt, daB sich die Beobachtungen durch
eine (oder mehrere) Schwingungen angenihert darstellen lassen. —
Nehmen wir an, da8 die analysierten Beobachtungen bereits Ab-

weichungen von Gesamtmittel a,= %Zyv darstellen, daB also das

konstante FouRrIER-Glied 4y, auf das es bei Periodizititsbetrachtungen
nicht ankommt, vorher eliminiert sei, so lautet nimlich die ,,Vollstindig-

keitsrelation
p
X 2 L 7Y 1 2
szy (bzw. po/f (t)dt>_ ZZL,,

es ist also ersichtlich, daBl die wenigen Amplituden hervorragenden
Betrages an der Bildung der Quadratsumme einen gréB8eren Anteil
haben, als selbst eine bedeutende Menge von Amplituden kleiner und
kleinster GroBenordnung. Zeichnet man demnach die Folge der Ampli-
tuden als Funktion ihrer Frequenzen auf, so ergibt dies Diagramm ein
graphisches Bild von den allgemeinen periodischen Eigenschaften des
Materials. Noch besser ist es, den Anteil der Amplituden an der ,,Voll-
standigkeit” in dem Diagramm auszudriicken. Das geschieht entweder
dadurch, daBl man das Quadrat der Amplituden statt der Amplituden
selbst in das Diagramm eintrigt, oder aber das Verhiltnis
2 iﬂf

2
202:TEY ’
; }’E

das den Prozentsatz direkt angibt, mit dem jedes Amplitudenquadrat
an der Erfiilllung der Vollstindigkeitsbedingung beteiligt ist. o ist dabei
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die ,,Strewung der Beobachtungen um ihren Mittelwert. Die Auf-
zeichnung der Amplituden oder ihrer Quadrate als Funktion der Wellen-
lange oder der Frequenz wollen wir allgemein als ,,Spektrum’‘ bezeichnen.

Das Spektrum in einer der drei hier angegebenen Gestalten kann
also gegebenenfalls dazu dienen, dem Bearbeiter einer Beobachtungs-
reihe AufschluB zu geben iiber das Vorhandensein von Periodizititen
iiberhaupt, iiber die Zahl und die ungefihre Wellenldnge der Perioden
und dber ihren Anteil an dem Gesamtaufbau des Materials. Alle {ibrigen
Aufgaben — die genaue Festlegung der Periodenlinge, der Amplitude
und Phase — bleiben weiteren Untersuchungen vorbehalten. Nur in
etnem Falle ist die Bestimmung der Wellenlingen und Amplituden
bereits abgeschlossen, dann nimlich, wenn die Beobachtungsreihe rein
periodisch war und ihre Grundperiode oder ein Vielfaches von ihr als
Analysenintervall gewdhlt war. Diesen Fall wollen wir in Zukunft
immer ausschlieBen, da er bereits frither vollstindig erledigt worden
ist. Sonst aber stellt das Spektrum lediglich eine worldufige Durch-
musterung des Materials nach Periodizititen dar. Wie wichtig ein solcher
Uberblick iiber Zahl und Bedeutung etwaiger Periodizititen fiir die
weitere Untersuchung ist, zeigen die Betrachtungen des fiinften Kapitels,
in denen es hdufig vorkommen wird, daBl vor Anwendung einer Methode
der Periodenbestimmung die Kenntnis der Periodenzahl gefordert werden
muB, da sonst die Gefahr eines falschen Rechnungsansatzes allzu groB ist.

Andererseits kann die Durchmusterung eines Beobachtungsmaterials
mit Hilfe des Spektrums auch ergeben, da Amplituden von hervor-
stechender Gré8e nicht vorhanden sind, oder daf8 sich groBe Amplituden
in breiteren Bereichen des Spektraldiagramms stark hiufen. In beiden
Fillen wird der Bearbeiter von der Méglichkeit einer einfachen Zerlegung
des Vorgangs in Einzelschwingungen nicht {iberzeugt sein — er wird
infolgedessen die weitere Untersuchung nicht von vornherein auf einer
solchen Annahme aufbauen, sondern — je nach den Umstinden —
andere MaBnahmen ergreifen.

ScHUsTER hat zur Verstiandlichmachung der Eigenschaften des
Amplitudendiagramms einen sehr treffenden physikalischen Vergleich
angefithrt, der es erlaubt, diese Eigenschaften mit der periodischen
Struktur des Materials unmittelbar und sehr anschaulich in Verbindung
zu bringen. Die von uns gewihlte Bezeichnung ,,Spektrum‘ deutet
auf diese Analogie bereits hin. Das Licht besteht bekanntlich aus einer
Menge von Elementarschwingungen der verschiedensten Wellenlingen.
Durch ein Prismma werden diese in einem Lichtstrahl gesammelten
Schwingungen voneinander getrennt: es entsteht ein (farbiges) Band, das
Spektrum, in dem jede einzelne Stelle einer bestimmten Wellenfrequenz
entspricht und durch ihre Helligkeit die Intensitit der betreffenden
Elementarschwingungen anzeigt. Das Spektrum liefert die Schwingungs-
intensitidten der Elementarwellen als Funktion ihrer Frequenzen, leistet
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also fiir die Analyse des Lichts genau dasselbe wie das oben beschriebene
und ebenso bezeichnete Diagramm fiir die Analyse der Beobachtungs-
funktion. Jenach der Schwingungsart der Lichtquelle kann das Spektrum
verschiedenartige Struktur besitzen: ein leuchtendes Gas, das nur
Schwingungen bestimmter und diskreter Frequenzen aussendet, gibt ein
diskontinuierliches Spektrum, das aus einzelnen isolierten ,,Linten’
besteht. Eine Lichtquelle hingegen, in der Schwingungen aller Wellen-
gattungen ohne Bevorzugung einzelner Frequenzen vertreten sind, liefert
ein |, kontinuierliches Spektrum‘‘. Dazwischen gibt es alle mdglichen
Kombinationen und Uberginge: Linienspektren, die auf kontinuierlichem
Untergrunde erscheinen, entsprechen periodischen Vorgingen, die mit
unperiodischen vermischt sind. Ferner gibt es ,,Bandenspektren’, in
denen bestimmte endlich ausgedehnte Teile des Spektralbereiches hell,
andere wieder dunkel sind — solche Banden lassen sich als verbreiterte
Spektrallinien bezeichnen, sie kommen immer dann vor, wenn der Vor-
gang zwar Frequenzen von bestimmter GréBenordnung bevorzugt, diese
aber dem Werte nach mehr oder weniger starken Streuungen unter-
worfen sind.

Diese optische Analogie ist insofern ein unvollkommener Vergleich,
als es sich bei der FouriErR-Analyse endlicher Beobachtungsreihen
eigentlich immer um Linienspektren handelt, da ja die vorkommenden

- Perioden auf die Grundperiode und ihre Oberschwingungen beschrankt
bleiben. Je linger aber die Grundperiode gewihlt wird, um so groBer
ist auch die Dichte der ,,Linien’". Dehnt man also das Analysenintervall
beliebig aus, so erfolgt eine fortschreitende Verdichtung des Spektrums.
Das kontinuierliche Spektrum stellt dann den Grenzfall fiir unendliche
Ausdehnung der Beobachtungsreihe dar. Nur wenn der Beobachtungs-
vorgang rein periodisch ist oder sich streng durch Addition endlich
vieler Wellenbewegungen von konstanter Periode, Amplitude und Phase
zusammensetzen liBt, wird an dem Bilde eines Linienspektrums bei
noch so groBer Ausdehnung des Untersuchungsmaterials nichts Wesent-
liches gedndert — im Gegenteil, die Festlegung der Linien im Spektral-
bereich wird bei fortschreitender Verdichtung immer sicherer.

2. Das Spektrum einer einfachen Welle.

Die analytischen Grundlagen der Periodogrammtheorie lassen sich
am besten an Hand des einfachsten Beispiels herausarbeiten, das die
Periodenforschung kennt: einer gewdhnlichen und persistenten, d.h.
bestindig fortschreitenden und in bezug auf ihre charakteristischen
Konstanten unverdnderlichen Sinuswelle. Die persistente Sinus-
schwingung ist ein rein periodischer Vorgang und bietet somit kein
Problem mehr, wenn ihre Wellenldnge bekannt ist. In der Periodogramm-
theorie ist hingegen die Wellenldnge als unbekannte GréBe zu betrachten.
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Nun 14Bt sich zwar eine einzelne ungestdrte oder nur wenig gestorte
Sinuswelle aus dem Kurvenbilde direkt als solche erkennen, so daB
eine unmittelbare Bestimmung dieser Unbekannten keine besonderen
Schwierigkeiten machen wiirde. In der Praxis liegt dieser Fall aber
selten vor, da meist unperiodische und andersperiodische Stérungen
groBeren Betrages das Wellenbild verzerren oder ganz verwischen. Wir
werden also die Moglichkeit einer trivialen Bestimmung der Grund-
periode — etwa aus dem Abstand der Maxima und Minima der vor-
liegenden Kurve — hier ganz auBer acht lassen. Soll daher die Harmo-
nische Analyse als Rechnungsmittel herangezogen werden, so ist das
Analysenintervall, mit dem wir zu arbeiten haben, nicht vorgeschrieben
oder nattirlich bedingt, sondern mehr oder weniger der Willkiir des
Rechners iiberlassen. Es besteht lediglich eine obere Schranke fiir das
Analysenintervall, die durch die Ausdehnung des tatséichlich vorhandenen
Beobachtungsmaterials gegeben ist.

Die Analyse einer einfachen Sinusschwingung
f()=csin (at 4+ f)

in einem Grundintervall, das mit der Wellenlinge nicht in Beziehung
steht, ist in Abschnitt (II, 1) unter der Bezeichnung ,,Unharmonische
Welle“ [letztes Beispiel (e)] behandelt worden. Die Linge des Grund-

intervalls war dort 2z, die Ubertragung der Formeln auf ein beliebig’

langes Intervall [0, p] wiirde die Fourier-Koeffizienten in der all-
gemeineren Form:

P sin—z?i
a= [1®)dt=c-—2sin (%Jrﬁ)
J ,

2

®

P
2
ay = [ () cos x, 1t
0

sin (o — x ? sin (& + x ?
e i s 2
ul= &)

4
=%/f(t)sinx”tdt

0

'sin (o—x,) —f—

o

®

sin (o 4 %, ya
l Y .cos<(oc—xu)§+/3>~(—::€7;—2cos <(a+x#)%+ﬁ>

2

o

2

27
(x”=7~,u; =1, 2, 3, ...)
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bzw.
aozipﬁ'%-sin%i-sm(%oi—{—ﬁ)
4¢ o . po . pa
aN:T‘az_xz~51n7~sm<7—l—ﬁ> (2)
4¢ x . o
bﬂz—p—'aﬂ—l‘E'SIH%' Cos <_1§2_oc —I—ﬂ)
ergeben.

Um die Spektralfunktion aufzustellen, berechnen wir
hE=aZ+ 0.
Auf Grund der Formeln (1) erhalten wir

W2 = c*{P2+ Qi—zPuQucos(pa—l—zﬂ)},

wobei
sin (o — ) 4 sin (o 4 #p) %
(“_x,u)? (o + xu);

gesetzt ist. Dies liBt sich auch in der Form
BE=ctP2{1+4 ¢ —2¢,co8(pa+2f)}
schreiben, wobei

i L4
\ Q0 a— sin (o + %,) 2 a—x,
"‘_P,u_~ ot x, P otz

sin (ot — %) Py

wegen

© S

sin (<x+xﬂ)1:—=sin (e—x,) =j:sina%. <xﬂ—€~:n-,u>

Da immer ]%l < 1, so folgt weiter, da3 der Klammerausdruck
I+ & —2¢,c08 (pa+2f)

niemals verschwindet. Infolgedessen kann die Amplitude %, selbst nur
dann verschwinden, wenn
P,=o,
d. h. wenn
27T

p
Das ist dann und nur dann der Fall, wenn « eine der Harmonischen
Frequenzen ist, die zum Grundintervall 4 gehdren. Nur dann besteht
also das Spektrum aus einer einzigen Linie, andernfalls liefert die Analyse
ein ,,Serienspektrum‘’, in dem alle méglichen Linien mit von null ver-
schiedenen Intensititen vertreten sind. In diesem Serienspektrum ist
keine Linie vorhanden, die der ,wahren Periode ihrer Lage nach
entspricht: die an der Stelle « des Spektrums zu erwartende Linie ist
vielmehr in die genannte Serie aufgespalten; die beiden der wahren

k. (k=+41, 2, £3,...)

oc—x”:
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Schwingung zu beiden Seiten benachbarten Linien haben allerdings die
groBten Intensititen, so daf die wahre Periode durch die Folge der
Amplituden wenigstens ungefihr angezeigt wird.

Der tiefere Grund fiir diese Erscheinung ist leicht einzusehen, wenn
man bedenkt, daB die Fourizrsche Zerlegung fiir eine im Intervall
[o, p] gegebene Funktion diese {iber das Intervall hinaus mit der Grund-
periode p periodisch fortsetzt. Unser Spektrum ist also identisch mit
dem Spektrum einer rein periodischen Funktion mit der Grundperiode #,
die innerhalb [0, p] eine Sinusschwingung mit der in ¢ nicht ganzzahlig

enthaltenen Periode % = 1;— (k gebrochen) darstellt, diealsoan den Stellen

i=o0, +p, 29, £3p,...

einen Phasensprung erleidet. Die im Spektrum beobachtete Aufspaltung
der der wahren Periodizitit entsprechenden isolierten Linie in eine Serie
ist demnach die natiirliche Folge der willkiirlichen Wahl des Analysen-
intervalls, die der naturgesetzlich bedingten Form des beobachteten
Schwingungsvorgangs nicht gerecht wird.

Wir ziehen nun aus den obigen Betrachtungen einige SchluB-
folgerungen, die fiir die weiteren Uberlegungen wichtig sind.

1. Die Harmonische Analyse einer in einem endlichen Intervall
gegebenen Beobachtungsfunktion liefert ein diskontinuierliches Spektrum,
dessen Liniendichte von der Linge des Analysenintervalls abhingt. Es
entspricht dem Linienspektrum einer rein periodischen, also filr einen
unendlichen Bereich der unabhingigen Variablen definierten Funktion,
die aus der gegebenen durch periodische Fortsetzung erhalten wird.

2. Nur solche Funktionen, die in einem unendlichen Bereich definiert
und in keinein endlichen Intervall rein periodisch sind, kénnen ein
kontinuierliches Spektrum ergeben.

3. Ist die Beobachtungsfunktion, wie es in der Praxis immer der
Fall ist, auBerhalb des Beobachtungsbereiches unbekannt, so ist jede
Verdichtung des Spektrums, die durch eine willkiirliche Fortsetzung der
Funktion tiber den urspriinglichen Bereich hinaus erzielt wird, die Ursache
einer mehr oder weniger starken Verfilschung des Sachbestands, der
durch den naturgesetzlichen Inhalt des Beobachtungsvorganges dar-
gestellt wird. Unter allen denkbaren Fortsetzungen der Funktion wiirde
nur diejenige ein richtiges Spektrum liefern, die den (unbekannten)
Verlauf des Vorgangs fiir alle Zeiten wiedergeben wiirde. Auch die
bei der Harmonischen Analyse bewuBt oder unbewufit vorgenommene
periodische Fortsetzung der Funktion stellt also eine Fiktion dar, die
dem wahren Sachverhalt nicht zu entsprechen braucht.

4. Aus diesem Grunde ist es nicht von der Hand zu weisen, daf3 auch
andere Fortsetzungen als die periodische, sofern sie hinreichend einfach
sind und die Einfithrung willkiirlicher Gré8en tunlichst vermeiden, ein
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Spektrum liefern kénnten, das die Aufsuchung der verborgenen Periodi-
zitit erleichtert. Dies Spektrum wird sogar kontinuierlich sein, wenn die
Fortsetzung ins Unendliche ausgedehnt wird und in keinem endlichen
Intervall periodisch ist. Wir koénnen uns daher die Aufgabe stellen,
die Fortsetzung etwa so vorzunehmen, daB die entstehende kontinuier-
liche Spektralfunktion an der Stelle, die der Frequenz der wahren Perio-
dizitit entspricht, ein ausgesprochenes Intensitiats- bzw. Amplituden-
maximum besitzt.

Die einfachste und voraussetzungsirmste Fortsetzung der Beob-
achtungsfunktion aufler der periodischen ist die durch eine fingierte
Funktion F (¢), die innerhalb des Beobachtungsbereiches mit der Beob-
achtungsfunktion f (¢) identisch, auBerhalb desselben aber iiberall null
ist. Wir konnen dann, zunichst fiir ein endliches, aber beliebig grofles,
den Beobachtungsbereich [0, ] einschlieBendes Analysenintervall

[— % + %] (w >2), die FouriErsche Entwicklung von F () in der Form

F(t):AO—}—Alcos%t—]—Agcosz'—zg—zf—}—A3cos3-%t—}—---
—i—Blsin%t—}—stinz-%t—i—Basiny%t%—-”
ansetzen, wobei
+5 ,

4
F () sin,u-%tdt:—zw—/ f@) sin - 2T tde
0

T (=1, 2, 3,...)
ist. Wir erhalten also anstatt des fritheren Linienspektrums mit der
Folge der Elementarperioden

b P
b T T
ein dichteres mit den Perioden
w w
w, =, —, ...
2 3

Lassen wir o beliebig anwachsen, so erreichen wir offensichtlich, daB
in dem uns am meisten interessierenden Spektralbereich, der die
Wellenlingen zwischen o und p umfaBt, die Linien beliebig dicht liegen.
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Ist z. B. w = - p ein ganzes Vielfaches von p, so enthilt der Spektral-
bereich zwischen zwei benachbarten Linien des fritheren Spektrums,

etwa zwischen den Wellenlingen 1; und y_f -, nunmehr die Wellenlingen
i (U_ w w
nr’ nr+1' nr4+2’°°" n{r+1)’
also auBer den alten Linien
p_ o, P »

7 ny' r41 B (r —}—_17
noch #— 1 neue. Der Grenziibergang o — oo ergibt demnach eine beliebig

groBe Liniendichte, d. h. ein kontinuierliches Spektrum. Die Frequenzen
27 p

)
laufen dann stetig von o bis co. Der ,,Zerstreuungsfaktor*' %, der fiir

w - oo verschwindet, hat lediglich die Bedeutung einer Proportionalitats-
konstante, auf die es bei der Herstellung der Spektralfunktion nicht
ankommt. Wir normieren daher die Ordinaten des Spektrums dadurch,
daB wir

P
w 2
a(x)=$Aﬂ=?0/f(t) cos x 1 dt
p
w 2 .
b(x) = B~ ?)(—)/f(t) sin x ¢ d¢

(o< x < 00)
setzen. Da fiir die diskreten Frequenzen

27
X=a, 20, 30, ..., B0, ..., (oc: 5 )
die Funktionswerte a (x), b (x) mit den Fourier-Koeffizienten a,, b,
iibereinstimmen, stellt die stetige Funktion
h? (%) = a2 (x) + b2 (x)
eine Interpolation des Amplitudendiagramms
B2 =al -+ b
dar. Diese stetige Funktion bezeichnen wir im engeren Sinne als das
Peyiodogramm der Beobachtungsfunktion f (f). Das Periodogramm einer
einfachen Sinusschwingung von beliebiger Frequenz, die im Intervall
[o, ] beobachtet worden ist, wird daher durch die Funktionen

a(x) = C{P (%) sin((a—x)%—l—ﬂ) + O (x) sin((oc + x) Af— +ﬁ)}
b (%) — c{P(x) cos((a—x) §+ﬁ)_Q(x) cos (:(a+ x)€—+ﬁ>}
sin (o — ) ? sin (o0 + x)%

P(x) = ————F—; Q) =———-—
(«—n 2 (@t ?

2
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charakterisiert, die wir als Periodogrammkomponenten bezeichnen, und
setzt sich aus ihnen in der Form

? (x) = c2{P? (x) + Q% (x) —2 P (%) O (%) cos (xp + 2 f)}

zusammen.

3. Besondere Eigenschaften des Periodogramms
einer Sinuswelle.

Die am SchluB des vorigen Abschnitts getroffene Festsetzung des
Begriffs ,,Periodogramm’ entspricht nicht genau der von SCHUSTER
eingefithrten Bezeichnungsweise. In der Tat 148t sich dieser Begriff in
der verschiedensten Art erweitern; auch wir wollen diesen Méglichkeiten
nachgehen und uns im Hinblick auf die eigentlichen sehr allgemeinen
Aufgaben der Periodogrammtheorie von einer allzu engen Fassung der
Begriffe befreien. In diesem Sinne verstehen wir unter Periodogramm
nicht nur die durch 42 (x) oder % (x) gegebene Interpolation des Spektrums,
sondern allgemeiner die durch die Komponenten a (x) und b (x) bestimmte
Vektorfunktion. Fiir die Praxis ist es ferner erwiinscht, nicht nur diese
stetigen Funktionen, sondern auch jede gentigend und beliebig dichte
Ordinatenauswahl aus ihnen als Periodogramm anzusehen, denn in der
praktischen Analyse wird es immer nur mdglich sein, eine endliche
Menge von Periodogrammkomponenten zu berechnen. In diesem Sinne
ist auch die Menge der Fourier-Koeffizienten und das aus der Folge
der harmonischen Amplituden gebildete , Spektrum® als ein spezielles
Periodogramm anzusehen. SchlieBlich diirfen wir auch von der Voraus-
setzung absehen, dafl die Beobachtungsfunktion in Gestait einer Kurve
gegeben sei. Auch die harmonischen Konstituenten einer durch (gleich-
abstdndige) Ordinaten gegebenen diskreten Beobachtungsreihe lassen
sich somit zur Erzeugung eines Periodogramms verwerten. In diesem
Falle haben die Periodogrammkomponenten die Summenform

= E Y, COSY X

v—O

p—1
2 .
=% S Vv, SInyx

y =20
und stellen somit eine Interpolation der Folgen

27
E ¥, COSV %, Xy =l
b —
S siny x (=1, 2,3, ...)

Stumpff, Periodenforschung. 7

"tﬂu
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dar. Die analytische Gestalt des Periodogramms einer einfachen Sinus-
welle, die durch die Ordinatenauswahl

v, =c¢-sin {av + f)

gegeben ist, weicht von der frﬁheren ein wenig ab: man erhilt namlich

p—1
a(x) = 215 Zsm(ow—]—ﬁ Ycos xy = 2{51n (le—x)v+p) +sin ((e+2) v+ 6)}

v=0
sin(a—x)% [p—1 sin {o 4 )% [ p—t .
=c — ‘sm( 5 (oc-—x)—}—ﬂ) o sm( 2 (c7.+x)—i-‘3)
p-sina P -sin 2 ’
p—1
b(x) = ;CZSIH (xv+pB) smxv:-—Z{cos (la—2x)v + B)—cos((x+ x) v+ ()}
v=0 1—0
sin(oc—x)jzl 1 sin(a+x)-127— p—1 1;
=c — -cos( 2 (oc—x)—i—ﬁ)—- T -cos( > (oc+x)+/3>
p-sin % b-sin-a'-;— : J

Man hat also

zu setzen und erhilt dann
a(x):c{P(x)sm(P — (ot — %) +ﬂ)+Q 51n<P:I(oc—}—x)+ﬁ>}

b(x):c{P(x)cos (p—:f(oc—x) —5—ﬂ)~Q(x)cos<zb~I (oc—{—x)—{—ﬂ)}
R (%) = c2{ P2 (x) 4 Q% (x) —2 P (x) Q (x) cos ((p—1) &« + 2 )} .

Aus den bisherigen Uberlegungen ist ersichtlich, daB die analytische
Gestalt des Periodogramms als der Spektralfunktion einer endlichen
Beobachtungsreihe selbst dann verhiltnismiBig kompliziert ist, wenn der
Beobachtungsvorgang eine einfache Sinuswelle darstellt. Diese Tatsache
ist oft zum AnlaB genommen worden, die Konstruktion eines Periodo-
gramms als einen Umweg zu betrachten, durch den die Analyse des
Beobachtungsvorgangs unnétig erschwert wird. Es ist tatséichlich nicht
von der Hand zu weisen, daf} die Beschreitung dieses Umweges bei der
Losung vieler konkreter Aufgaben in der Periodenforschung vermieden
werden kann, und auch der insbesondere von TURNER (Lit. 289, 290)
erhobene Einwand, daB die Ergebnisse der Harmonischen Analyse, die
ja eine vollstindige interpolatorische Beschreibung einer Beobachtungs-
reihe gestatten, und die nach dem Obigen als Spezialfall der Periodo-
grammberechnung anzusehen sind, schon alle periodischen Eigenschaften
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des Beobachtungsvorgangs — teils explizit, teils implizit — enthalten
und daher als Grundlage fiir die Erforschung dieser periodischen Eigen-
schaften ausreichen, hat seine Berechtigung. Wenn trotzdem das Periodo-
gramm, als mathematischer Begriff wie als praktisches Hilfsmittel der
Forschung, seine Bedeutung nicht eingebiiBt hat, so liegt dies daran,
daB die Vorteile, die es bietet, auf einem ganz anderen Felde liegen als
die Gedankenginge, die zu seiner Anfechtung gefiihrt haben. Sie liegen
zum Teil sehr in der Tiefe und sind nicht dadurch zu erfassen, daf3 gewisse
praktische Regeln, die zur Lésung gewisser Probleme dienen sollen, auf-
gezdhlt und ausgearbeitet werden. Sie lassen sich vielmehr dadurch
begriinden, daB die strenge Bindung an die Regeln der Harmonischen
Analyse aufgelockert wird, und dafi es dadurch méglich wird, nicht
zum Schaden fiir die Entwicklung der periodographischen Wissenschaft
iiberhaupt, neues Leben und neue Gedanken in einen alten Schematismus
hineinzubringen. Der Satz, daBl in der FouriErschen Reihe alle perio-
dischen Eigenschaften einer Beobachtungsreihe zum Ausdruck kommen,
ist zweifellos richtig, da ja die FouriErsche Reihe nichts anderes ist
als eine der Beobachtungsreihe véllig dquivalente Umordnung der Daten.
Viel fruchtbarer als dieser Satz ist aber die Erkenntnis, daB3 auch andere
Folgen von Periodogrammordinaten, bzw. von Vektoren mit ihren
Komponenten, die zu anderen als den harmonischen Wellen gehéren,
imstande sind, die verborgenen periodischen Eigenschaften aufzuzeigen.
Von dem Begriff der harmonischen Welle, deren Frequenz immer ein
ganzes Vielfaches der (willkiirlichen oder durch die zufillige Linge des
zur Verfligung stehenden Beobachtungszeitraums gegebenen) Grund-
frequenz ist, gelangen wir somit zu dem allgemeineren Begriff der
., Versuchsweile'*, die innerhalb des gesamten Spektralbereichs beliebig
varileren kann, und die somit nicht mehr an ein Grundintervall ge-
bunden ist.

Wir werden diese Betrachtungen grundsitzlicher Natur an gegebener
Stelle fortzufithren haben; die folgenden Untersuchungen iiber die Eigen-
schaften des Periodogramms einer einfachen Sinusschwingung sollen
den Weg dazu vorbereiten.

Die Funktionen a (x), b (%), die zunidchst in der Form (3), also als
Integrale, gegeben sein sollen, hingen auBer von den Konstanten ¢, «,
der vorgelegten Schwingung (Amplitude, Frequenz, Phase) noch von
der Linge des Analysenintervalls, p, und von der Frequenz der Versuchs-
welle, x (Versuchsfrequenz), ab. Das Periodogramm 148t sich, wie schon
weiter oben gesagt wurde, als Vektor ¥ mit den Komponenten a (x),
b (x) auffassen; als solcher 148t es sich durch geometrische Addition
zweier Teilvektoren

B)=p) +alx)

erzeugen; die Komponenten dieser Teilvektoren sind
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c P(x)s1n((<x—x)—i—+ﬁ>:c P(x)cos((x—a)%—}-y
®) P(x)cos((u— & + ) =c- P(x)sin((x—a) £+
C'Q(x)Sin<(°t+x)j,_i+ﬂ>=c-Q(x)cos((x-ga)%*y
(9) “C.Q(x)cos((owkx)%+l3):c-()(x)sin((x—f—oc)%—y

Fihrt man die Phasenkonstante ¢ :%Q— f statt f ein, so entspricht

dies der Schreibweise
f@)y=c-cos{at—7y)

fir die Beobachtungsfunktion. Die Vektoren p und g haben demnach
die (je nach der Quadrantenlage der Winkel (x—a)% und (x—i—oc)—z

Abb. 11. P (x) und | P (x)].

positiv oder negativ zu rechnenden) Lingen c¢- P (x) bzw. ¢- Q (x) und
die Richtungswinkel (Phasen) (x —o) jzi—}—y bzw. (x _;_a)é._y. Anstatt

der Vektorendarstellung ist es mitunter angebracht, eine Darstellung

durch komplexe Zahlen anzuwenden. Man schreibt dann

‘(z‘— a)»frﬂ-v)

p(x):c-P(x)ei(
u+w£—ﬂ'

a) —c Qe (%

J- BarTELs hat fiir die geometrische Veranschaulichung des Periodo-
grammvektors die Bezeichnung ,, Periodenuhr' eingefithrt. Eine Perioden-
uhr ist also ein Polarkoordinatensystem, in das die Periodogrammvektoren
als ,,Zeiger’* von bestimmter Linge und Richtung eingetragen werden.

LaBt man nun die Versuchsfrequenz x als unabhingige Variable den

Bereich o

... co stetig durchlaufen, so entspricht die Verinderung der

Vektoren p (x) und q (x) einer gleichmiBigen Drehung der ,,Zeiger”* der
Periodenuhr im positiven Sinn unter gleichzeitiger stetiger Anderung der
Zeigerlange, die P (x) bzw. Q (x) proportional ist. Diese beiden Funk-
tionen sind in bezug auf x = o spiegelbildlich zueinander, da P (x)
Q (—x). Die geometrische Gestalt der Funktion P (x) wird durch Abb. 11
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wiedergegeben. P (x) hat ein Hauptmaximum vom Betrage 1 bei ¥ = «
und ist in bezug auf diese Abszisse symmetrisch. Nullstellen sind iiberall

dort vorhanden, wo

r—) L —km (k=1 42, +£3,...)

ist. Die beiden zu x = o symmetrisch liegenden Nullstellen

X, p= =+ Epl k
sollen Nullstellen k-ter Ordnung genannt werden. Zwischen den Null-
stellen kA-ter und (% -+ 1)-ter Ordnung liegt ein Extremum k-ter Ordnung,
und zwar ein Maximum, wenn % gerade, ein Minimum, wenn % ungerade
ist. Da

ar (x—oc)%cos(x—oc)f;—sin(x_a) 121 ’
X [(x—a)%]z 2!

so ergibt sich die Lage der Extrema hoherer Ordnung aus der tran-

szendenten Gleichung

P

tg (v —a) & = (x—a) %

o
Die Extremalwerte selbst sind durch
4

Pextr. == COs (x——O(,) >y
gegeben, wenn hierin fiir x die Wurzeln der transzendenten Gleichung
eingesetzt werden. Eine Abschitzung der Extremalbetrige 14Bt sich
durch die Ungleichung
‘sin (¥ — o) g—l
P = 7=

J (x—-oc)—2~

I

| L

leicht durchfithren, wobei P (x) in der Form (3) angenommen werde.
Da das Extremum k-ter Ordnung zwischen den Nullstellen k-ter und
{(k + 1)-ter Ordnung liegt, ergibt sich ndmlich:

ix—a}f§>ixk—a\>§ =nk,

mithin fiir den Betrag des Extremums k-ter Ordnung die Abschitzung
I
’Pg?tr.‘ < Tk

woraus erhellt, daB die Nebenextrema zunichst rasch, spiter langsamer,
im ganzen ungefihr hyperbolisch, gegen null abnehmen. So ist bereits
das Extremum 3. Ordnung Kkleiner als der zehnte Teil des Haupt-
maximurns.

O (x) hat die gleiche geometrische Gestalt wie P (x), nur mit dem
Unterschied, dafl das Hauptmaximum bei x = —q, also auBerhalb des
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durch x > o gekennzeichneten Spektralbereichs liegt. Hieraus folgt, da3
Q (x) im Spektralbereich selbst gegeniiber P (x) eine untergeordnete
Rolle spielt; da die Betrige dieser Funktionen fiir die ,,Zeigerlingen‘
der Vektoren p und g in der ,,Periodenuhr mafgebend sind, kénnen
wir aus diesem Grunde p als Hauptvekfor und q als Stérungsvektor
bezeichnen.

Die obigen Ergebnisse lassen sich nun, wie folgt, bei der Diskussion
des Periodogramms einer Sinuswelle verwerten: Der Hauptvektor p (x),
als Funktion der Versuchsfrequenz x angesehen, erreicht das Haupt-
maximum seiner Linge, wenn x mit der Frequenz o der untersuchten
Welle tbereinstimmt. Seine Lénge ist dann gleich der Amplitude ¢
der Welle, seine Richtung entspricht der Phase y. Das Hauptmaximum
des Vektorbetrages zeigt also durch seine Lage im Spektrum die Periode
der untersuchten Schwingung an; tritt es bei x = « ein, so ist die gesuchte

Weﬂenlénge*z—g—. Die Festlegung der Wellenldnge ist auf diese Weise

zunichst nur ungenau moglich, da das Maximum mehr oder weniger
flach ist. Es ist um so schirfer, je geringer der Abstand der beiden
dem Hauptmaximum benachbarten Nullstellen erster Ordnung ist.
Dieser Abstand, der als Maximumbreite bezeichnet wird, betrigt
47
i) ]
ist also von der Wellenldnge unabhingig und der Linge des Analysen-
ntervalls p umgekehrt proportional. Fiir die Bestimmung der Perio-
dizitit ist demnach derjenige Bereich des als Funktion der variablen
Versuchsfrequenz betrachteten Hauptvektors § maBgebend, der zwischen
den beiden Nullstellen 1. Ordnung liegt und das Hauptmaximum
enthdlt. Zu beiden Seiten des Hauptmaximums liegen in bestimmten
Abstinden Nebenextrema! von geringerem und mit fortschreitender
Ordnung abnehmendem Betrage — diese kénnen bei unkritischer Be-
trachtung AnlaB zur Verwechslung mit wirklichen Periodizititen geben.
ScHUSTER nannte diese Nebenerscheinung ,,spurious periodicities”, ein
Ausdruck, den man mit ,,Unechte Periodizitdten‘‘ iibersetzen kénnte.
L. W. PoLLAK bezeichnet sie auch als ,,Gespensterperioden®. Sie lassen
sich im Rahmen der optischen Analogie am besten mit den Beugungs-
erscheinungen vergleichen, die an Spalten endlicher Breite auftreten.
Thr wesentlicher Unterschied gegeniiber den echten Periodizititen besteht
darin, daB sie bei Verinderung der Linge des Analysenintervalls ihre
Lage im Spektrum verdndern, wihrend die Lage des Hauptmaximums
von der Intervallinge unabhingig ist.

Nun setzt sich der Periodogrammvektor ' (x) durch geometrische
Addition aus dem Hauptvektor p (¥) und dem Stérungsvektor q(x)

K— Xy =

1 In dem Diagramm der Amplituden oder Intensitaten erscheinen diese Extrema
samtlich als Maxima (siche die gestrichelten Teile der Abb. 11).
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zusammen; wir haben also noch abzuschitzen, bis zu welchem Betrage
das durch den Hauptvektor gegebene Bild durch das unvermeidliche
Hinzutreten des Stérungsvektors verwischt wird. Da es, wie wir gesehen
haben, bei der Diskussion des Periodogramms hauptsichlich auf die
nichste Umgebung des Hauptmaximums von p (x) ankommt, so geniigt
es, die stérende Wirkung von ¢ (x) an dieser Stelle festzulegen. An der
Stelle x = o ist aber [vgl. (3)]
o] =152% =1

Ist nun die Frequenz der Beobachtungsfunktion o = 27;51' also die
Wellenldnge in der Intervallinge 4 r-mal enthalten (wobei #» auch eine

gebrochene Zahl sein darf), so ergibt sich |Q («)] 52—;7. Ist z.B.v=3,

sind also in p mindestens dres vollstindige Wellen der zu untersuchenden
Schwingung vorhanden, so wird an der Stelle des Hauptmaximums der

Periodogrammfunktion |Q (o) | é%ﬁ , also hochstens von der GréBen-

ordnung % Pa).

Man sieht also, daB3, wenn mindestens drei vollstindige Wellen vor-
liegen, der EinfluB des Stérungsvektors an der entscheidenden Stelle
des Periodogramms sehr gering ist und den Verlauf der Periodogramm-
funktion nicht wesentlich verzerrt. Das ist um so bedeutungsvoller,
als das Periodogramm nach unseren bisherigen Uberlegungen sowieso
nur zu einer ungefihren Feststellung der Wellenlinge benutzt werden
kann. Eine erhebliche Vermischung der Einfliisse von Haupt- und
Stérungsvektor tritt nur in dem Bereich der langen Wellen des Spektrums,
also bei kleinen Frequenzen, ein. Hier werden die Verhdltnisse sehr
uniibersichtlich; es ist somit bei Periodogrammuntersuchungen (itbrigens
auch aus anderen Griinden, die spiter [S.134] ersichtlich werden)
immer ratsam, das Analysenintervall so groB zu wihlen, daff der be-
sonders interessierende Spektralbereich nur solche Wellen umfa8t, die
gegeniiber p hinreichend kurz sind. Fir diese lifit sich dann die
Periodogrammfunktion in der Nihe ihres Hauptmaximums durch den
Hauptvektor ersetzen. Man kann also genihert setzen:

[B ()| ~[p(x)]=c-[P(x)]
und man erhilt als Amplitudenfunktion einfach
14

sin (¥ — o) —
(r—o) L

?

h(x) ~c- —
w—at |

bzw. eine Auswahl diskreter Ordinaten dieser Funktion als Amplituden-
diagramm.

Die Folge der durch die Harmonische Analyse in einem Intervall
von der Linge p erhaltenen Fourier-Amplituden stellf, wie schon
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mehrfach erwihnt, einen Spezialfall einer solchen Ordinatenauswahl dar.
Der Abstand der Versuchsfrequenzen ist dann konstant gleich 2751, also
gleich der halben Maximumbreite. Ist speziell a ein ganzzahliges Vielfaches
von 27: , die zu untersuchende Welle also eine harmonische Welle des

Analysenintervalls, so trifft eine der Versuchsfrequenzen der Auswahl
genau mit o zusammen, also mit dem Hauptmaximum des Haupt-
vektors, alle ibrigen hingegen mit seinen Nullstellen, wihrend vom
Storungsvektor tiberhaupt mnwr Nullstellen getroffen werden. Das
harmonische Spektrum enthilt also, wie auch zu erwarten war, nur
eine einzige von null verschiedene Ordinate, die gleich der Schwingungs-
amplitude (bzw. gleich ihrem Quadrat) ist. In allen anderen Fillen,
also wenn « die Frequenz einer im Grundintervall unharmonischen Welle

ist, wird der Hauptteil des harmonischen Spektrums, also der % breite

Bereich zwischen den Nullstellen 1. Ordnung des Hauptvektors, in
dessen Mitte die Wellenfrequenz o liegt, mit zwe? benachbarten und von
null verschiedenen Ordinaten belegt. Es ist ferner klar, daB die gréBere
dieser beiden Ordinaten mindestens den Betrag

aufweist, so dal3 also die Gewihr dafiir besteht, daB eine Periodizitit
nicht iibersehen werden kannl.

Aus diesen Uberlegungen folgt, daB die spezielle durch die Harmonische
Analyse gegebene Belegung des Periodogrammbereichs die Aufgabe der
Durchmusterung einer Beobachtungsreihe nach isolierten Periodizitdten
befriedigend 16st. Genau das gleiche 1483t sich aber auch von jeder
anderen Ordinatenauswahl sagen, die an jeder Stelle des Periodogramms
mindestens ebenso dicht ist wie die der harmonischen Amplituden. Fiir
den Praktiker ist es aber mitunter von erheblichem Vorteil, bei der
Durchmusterungsarbeit (denn um eine solche handelt es sich bis jetzt
ausschlieBlich) nicht streng an die Einhaltung der FouriEr-Frequenzen
gebunden zu sein. Wir haben vielmehr gezeigt, daB jede beliebige Folge
von Versuchsfrequenzen die gleichen Dienste tut, vorausgesetzt, daB
der Abstand benachbarter Frequenzen, der durchaus nicht iiberall der
gleiche zu sein braucht, nirgends grofer ist als die halbe Maximumbreite,

die durch den Wert 2—; gegeben ist.

Der hauptsichlichste Vorteil, der aus dieser Méglichkeit entspringt,
ist der, daB die Bildung von Summenreihen, die wir bei der praktischen
Harmonischen Analyse als bequemes und niitzliches Hilfsmittel empfunden

1 Siehe auch A.p. V., S. 11I.
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haben, nunmehr in weit groBerem Umfange als bei der eigentlichen
Harmonischen Analyse nutzbar gemacht werden kann. Dies Verfahren
bestand darin, daB3 die p gegebenen Beobachtungswerte in Zeilen von
der Linge der Versuchsperiode untereinander angeordnet wurden, und
der eigentliche Analysenproze8 auf die Spaltensummen dieses Schemas,
also auf eine erheblich geringere Anzahl von Einzelwerten, beschrinkt
wurde. Die Moglichkeit der Bildung solcher Summenreihen blieb dabei
auf jene Fille beschrankt, in denen aus den p Einzelwerten der Beob-
achtungsreihe eine volle Anzahl (#) von Zeilen zu je » Einzelwerten
gebildet werden konnte, also auf jene Versuchsperioden », die selber
ganzzahlig und in p ganzzahlig enthalten sind. Hier dagegen wird
lediglich die Ganzzahligkeit von 7 gefordert, es sind also auch solche
Zeilenanordnungen zugelassen, in denen die letzte Zeile nicht voll belegt
ist. Es konnen demnach fiir beliebige ganzzahlige » die Schemata

Yo M Yo e Ve
Yo Yr41 Vr 42 <o Var—a
............ (y{) _ 1)
Y, Y, Y, L Y,
zur Bildung von ,,Summenreihen* (Y,, ..., Y, _;) benutzt werden, wobei

die Anzahl der Summanden in den einzelnen Summen Y, nicht not-
wendig die gleiche zu sein braucht. Die Periodogrammkomponenten
berechnen sich sodann durch die Formeln

p—1 7—1
2 27 2 27
=5 E Yy COS = =y = E Y,,cosTv
=0 =0
p—1 r—1
2 . 27 2 . 27
b’="£ E Yy sin ==y = E szmwy—v,
v=20 =10

und man erhilt alle moglichen ,,Versuchswellen®, die auf diese Weise
gebildet werden kénnen, indem man 7 die Folge aller ganzen Zahlen
durchlaufen 148t, von der kleinsten Wellenlinge an, die noch in Betracht
gezogen werden soll, bis zu p aufwirts. Hierbei ist nun aber zu beachten,
daB ein derartiges ,,Periodogramm‘ eine Ordinatenauswahl aus der
stetigen Periodogrammfunktion darstellt, deren Dichte sich in den
einzelnen Teilen des Spektralbereichs stark von der Dichte der FOURIER-
Perioden unterscheidet, da hier nicht die Versuchsfrequenzen x, sondern
die Versuchsperioden 27714 =7 eine gleichabstindige Folge bilden. Soll
also der durch die Maximumbreite vorgeschriebenen Abstandsbedingung
der Versuchsfrequenzen geniigt werden, so ergibt sich die Forderung
27 2H 4T 4T

YT 1= T T T A = p
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Die Abstandsbedingung ist demnach nur dann erfiillt, wenn #2—1 = p,
also 7= 1/ p -+ 1 ist. Sind z. B. p = 360 Beobachtungswerte zu einem
Periodogramm zu verarbeiten, so ist die Abstandsbedingung fiir alle
Perioden von der Linge » = 19 streng erfiillt, und man kann mit Hilfe
des Summenschemas alle langen Wellen bis zur Stelle der r9. Harmoni-
schen erfassen, wihrend fiir die kiirzeren Wellen das Spektrum nicht
geniigend dicht belegt ist. Dafiir ist wiederum im langwelligen Bereich
die Ordinatendichte zum Teil erheblich gréBer, als die Mindestforderung
verlangt, es ist also aus Okonomischen Griinden angebracht, unter
stindiger Beachtung der Dichteregel nicht mehr Ordinaten zu bilden,
als notig erscheint. Fiir den kurzwelligen Bereich besteht hingegen die
Notwendigkeit, weitere Ordinaten einzuschalten, und zwar um so mehr,
je kitrzer die Wellen werden. Da aber auch hier nur die Dichie maBgebend
ist, nicht aber die Lange der Wellen selbst, so 146t sich dies in weitestem
Umfange dadurch erreichen, daf man auch Harmonische héherer Ordnung
aus den Summenreihen des langwelligen Bereichs zur Auffiillung des
kurzwelligen Spektralteils heranzieht. Ein Beispiel moége dies deutlich
machen: Es sei, wie oben, p = 360. Im kurzwelligen Bereich liefert
das Summenschema z. B. die beiden benachbarten Versuchswellen

. 27
Periode 7 = 12, Frequenz x = 1

2
27

Periode » = 11, Frequenz x = S

DerAbstand der Frequenzen ist demnach % wahrend die Regel erfordert,

27
360
das Spektrum dicht genug sei, ist also erforderlich, noch zwei weitere
Versuchsperioden zwischen 7 = 11 und » = 12 einzuschalten. Nun ist
aber z. B.

daB er héchstens eine halbe Maximumbreite, also sein sollte. Damit

r = 11 */; die 3. Harmonische von 7 = 34
7 = I1I 2/, die 3. Harmonische von » = 33,

woraus sich sofort das einzuschlagende Verfahren ergibt. Fiir noch
kleinere Versuchsperioden ist die Zahl der notwendigen Einschaltungen
entsprechend gréBer, es wird also auch die Ordnung der harmonischen
Wellen, die wir aus den langwelligen Summenreihen zu bilden haben,
entsprechend anwachsen. Dieser die Rechnung etwas erschwerende
Umstand wirkt sich aber in der Praxis nicht so sehr aus, da man selten
die Berechnung des Periodogramms bis in das Gebiet der ganz kurzen
Wellen hinein fortsetzt, sondern in diesen Fillen lieber eine Verkiirzung
der Beobachtungsreihe vornimmt. So wiirde die Verkiirzung der oben-
erwihnten Reihe auf $ = 120 Beobachtungen die Berechnung von
Versuchsperioden bis 7 = 11 abwirts ohne Zwischenschaltung erméglichen.
In praktischen Fallen ist eine solche Verkiirzung des Analysenintervalls
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schon aus dem Grunde immer ratsam, weil man selten die Gewihr dafiir
hat, daB Periodizititen, wenn sie {iberhaupt vorhanden sind, auch
persistent sind, d. h. lange genug andauern. Man muB vielmehr immer
damit rechnen, dafl eine Welle nur eine verhiltnismiBig kurze Anzahl
von Schwingungen erlebt, um dann zu versiegen.

Was die Bildung der Summenreihen anbelangt, so ist dariiber noch
einiges zu sagen. Der Umstand, daB die letzte Reihe des Schemas,
wenn 7 nicht gerade ein Teiler von ¢ ist, nicht voll belegt ist, hat viele
Periodogrammberechner gestért. SCHUSTER selbst hat sich durch diese
Unsymmetrie bewegen lassen, die letzte Reihe einfach zu streichen.
Andere Periodogrammrechner beseitigen die Unsymmetrie des Schemas
dadurch, daB sie nicht die Summen der Spalten, sondern die arith-
metischen Mittel der weiteren Analyse unterwerfen. Dadurch erhalten
die Einzelwerte der Summenreihe gleiche Gewichte. In Wirklichkeit
liegt die Sache so, daB3 keines dieser Verfahren einen nennenswerten
Vorteil in theoretischer wie in praktischer Hinsicht bietet; selbst im
Fall einer einfachen Sinuswelle wird durch diese MaBnahmen keineswegs
erreicht, daB etwa der ,,Stérungsvektor g durch solche MaBnahmen
unterdriickt wird. Vielmehr wird eine neue ,,Stérung‘ durch die Eli-
mination der Restreihe bzw. ihre Verteilung auf die .iibrigen Reihen
hervorgerufen, deren EinfluB noch untersucht werden miillte. Der
einzige wirkliche Vorteil, der sich auf diese Weise ergeben kénnte, ist
der, daB3 der stérende EinfluB3 einer additiven Konstante, der bei unvoll-
standiger Belegung der letzten Reihe mehr oder weniger merklich ist,
durch diese Methoden zum Verschwinden gebracht wird. Man miilite
also dafiir sorgen, daB die zu bearbeitende Beobachtungsreihe von
additiven Konstanten (wie auch praktischerweise von sikularen oder
sehr langperiodischen Gliedern) vor Inangriffnahme der Rechnung
befreit wird.

4. Das Periodogramm als Funktion der Lage des
Analysenintervalls. Das Phasendiagramm.

In seiner bisher gezeigten Form als Funktion der variablen Versuchs-
frequenz diente uns das Periodogramm lediglich zur oberflichlichen
Durchmusterung eines gegebenen Beobachtungsmaterials auf verborgene
Periodizititen. Die Aufgabe, die analytischen Eigenschaften des Periodo-
gramms bei Vorhandensein mehrerer persistenter Schwingungen ver-
schiedener Wellenlinge zu untersuchen, werden wir in einem spiteren
Abschnitt behandeln — nach den bisherigen Erfahrungen ist aber auch
jetzt schon einzusehen, daf es méglich sein muB, Perioden verschiedener
Wellenldnge durch das Periodogramm zu trennen, wenn ihre ,,Haupt-
maxima’ im Spektrum einen geniigenden Abstand haben, wenigstens
dann, wenn ihre Frequenzen mindestens um eine ,,Maximumbreite
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voneinander getrennt sind. Die genauere Bestimmung der unbekannten
Wellenlédngen st6Bt hingegen auf verschiedene Schwierigkeiten. Man
kénnte zwar versuchen, durch Verdichtung der Versuchsperioden oder
-frequenzen im Bereich des Hauptmaximums die genaue Lage des
Maximums festzustellen, man darf aber nicht vergessen, daB durch den
EinfluB des ,,Stérungsvektors” eine Verschiebung des Maximums aus
seiner Normallage x = o um kleine Betridge bewirkt werden kann, und
daB noch gréBere Verzerrungen des Bildes zu befiirchten sind, wenn
mehrere Perioden oder gar unperiodische Bestandteile im Beobachtungs-
material zu erwarten sind, abgesehen davon, da aus dem Verlauf einer
Kurve die Lage eines Maximums immer sehr viel unsicherer zu ermitteln
ist als etwa seine Hohe. Aus dem Verlauf des Hauptvektors allein wire
die Lage des Hauptmaximums viel genauer durch die Feststellung seiner
Nullstellen moglich: die Frequenz der gesuchten Periodizitit liegt genau
in der Mitte zwischen den beiden Nullstellen 1. Ordnung. Aber auch die
Nullstellen werden durch den Stérungsvektor wie durch die Einfliisse
fremder Periodizitdten zerstért, so daB dieser Weg nicht gangbar ist.

Zu brauchbaren Methoden der Periodenbestimmung gelangen wir
aber, wenn wir berticksichtigen, daB8 das Periodogramm nicht nur eine
Funktion der Versuchsfrequenz ist, sondern auch die zur Festlegung des
Beobachtungsintervalis nétigen Konstanten als Parameter enthilt. Diese
Parameter kénnen ndmlich bei festgehaltener Versuchsfrequenz auch die
Rolle von unabhingigen Variablen iibernehmen.

Das Beobachtungs- oder Analysenintervall ist durch zwei unabhingige
Konstante bestimmt: die Intervallinge p, die in den Formeln fiir die
Periodogrammkomponenten einer Sinuswelle explizit vorkommt, und
der in der Phase der zu untersuchenden Schwingung verborgene Inter-
vallanfang. In bezug auf den Intervallanfang bzw. die Lage des Grund-
intervalls auf der Zeitachse 148t sich das Periodogramm wiederum auf
zwel verschiedene Arten variieren, je nachdem die ,,Versuchswelle’“ mit
dem variablen Grundintervall oder mit der Zeitachse fest verbunden
bleibt.

Es sei also eine Beobachtungsfunktion von der Gestalt

f{#)=c-cos(at—y)

in einem beliebig langen Zeitbereich gegeben. Aus diesem Bereich sei
ein Intervall von der Linge p und der (variablen) Anfangszeit ¢ heraus-
gegriffen. Die Versuchswelle (Frequenz x) sei mit dem Grundintervall
verbunden, dergestalt, daB ihre Phase am Anfang des Grundintervalls
0° ist. Wir erhalten dann die Periodogrammkomponenten, indem wir
die neue Zeitvariable
T=1—¢q
einfithren und
fe)=Ff(x+g) =c-cos(xr—y+ag)
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zwischen den Grenzen v = o und t = p in der fritheren Weise analysieren.
Fiir ein festes x ist dann

a(x,q) = Pffr—kq cosxtdr
(4)
b(x,q9) = p/f (t+q) smxrdr

und man erkennt sofort, dafl die neuen Ergebnisse sich von den fritheren
nur dadurch unterscheiden, dafl an die Stelle der alten Phasenkonstante
y die neue y—ag tritt, die eine lineare Funktion des als variabel
betrachteten Intervallanfangs ¢ ist. Die beiden Periodogrammvektoren
haben also die Gestalt

o) 2 (620

q(x.9)=c-Q(x)e
Bei festgehaltener Versuchsfrequenz x bleiben also die Betrige der
Vektoren ungedndert, wihrend ihre Richtung sich mit ¢ gleichmiBig
andert, und zwar dreht sich, wihrend der Anfangspunkt des Analysen-
intervalls auf der Zeitachse gleichmiBig fortschreitet, p (x, ¢} mit der
Geschwindigkeit o im Uhrzeigersinn, q (x, ¢) mit der gleichen Geschwin-
digkeit im entgegengesetzten Sinn. Die Geschwindigkeit der Zeiger-
bewegung in der ,,Periodenuhr* liefert demnach unmittelbar die gesuchte
Frequenz.

Bei der zweiten Methode ist die Versuchswelle mit der Zeitachse
fest verkniipft, also auch mit der Beobachtungsfunktion. Wir haben
demnach, um die Periodogrammkomponenten zu erhalten, die [fiir den
gesamten Definitionsbereich von f (f) gegebenen] Funktionen

f{t)cosxt und f@)sinxt

iiber den variablen Abschnitt [g, ¢ 4 p] zu integrieren. Es ergibt sich
somit:

i(<x+a)§—y+aq)

q9+p

) cosxtdt——/}‘ (t+g)cosx(v+g)d

2

2
P{cosxq /f (t+q) cosxtdt—squ/f (tr+4q) smxtdr}
»

Z(x,q):%/ f(t)smxtdt:—/f (t+g)sinx (v +4g)dr
)

{squ ff (t+9) cosxrdr—}-cosxqff (t+¢q) smxtdr}
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also, wenn wir fiir die Integrale die aus der ersten Methode resultierenden
Werte (4) einsetzen:

(x—a)§+v+(x—a)q)

5rg) = Plr-el

) ? )
q(xng) —c- Q- el((x+u) 2 —y+(x+u)q) )

Wir erhalten auch hier eine gleichmiBige Drehung der Vektoren, aber
mit den verschiedenen Geschwindigkeiten x—o bzw. x 4 o. Ist nun
aus einer vorangegangenen Durchmusterung des Spektrums die gesuchte
Periode ungefihr bekannt, so ist man in der Lage, den eben beschriebenen
Versuch mit einer festen Versuchsfrequenz x zu unternehmen, die sich
von der wahren Frequenz e nicht viel unterscheidet. In diesem Falle
hat also der Hauptvektor p einen von ¢ nur wenig verschiedenen Betrag —
die Drehung des Hauptvektors ist wegen der Kleinheit von x— o langsam.
Ist (zufillig) genau x = «, so bleibt der Hauptvektor auch der Richtung
nach konstant, ist x <«, so dreht sich der Vektor langsam im Uhr-
zeigersinn, hingegen im umgekehrten Sinn, wenn x>a. Aus der
Geschwindigkeit der Drehung ist ferner die Abweichung x—a selbst,
damit auch die genaue Lage der Periode im Spektrum zu ermitteln.
Der Stoérungsvektor g, dessen Betrag gegeniiber dem von p klein ist,
dreht sich im positiven Sinn mit groBer Geschwindigkeit.

Fassen wir den Endpunkt des Periodogrammvektors f = p + ¢ als
Punkt in der (komplexen) Ebene auf, so lassen sich diese Ergebnisse
auch folgendermafen formulieren: Ist x = o, so beschreibt der Punkt B
bei stetig verdnderlichem ¢ einen kleinen Kreis um den festen Punkt p
mit grofler Geschwindigkeit. Der Mittelpunkt dieses Kreises charakte-
risiert durch seine Lage zum Anfangspunkt Amplitude und Phase der
Schwingung. Ist x von o wenig verschieden, so erfolgt die Bewegung
des Periodogrammpunktes 5 auf einer Epizykloide, setzt sich also
zusammen aus einer langsamen Umkreisung des Koordinatenanfangs
durch den Endpunkt des Hauptvektors und aus einer gleichzeitigen
schnellen Umkreisung dieses Endpunktes durch einen zweiten Punkt
in geringer Entfernung. In Anlehnung an den Sprachgebrauch der
antiken Astronomie kénnen wir den Hauptvektor in Hinsicht dieser
Bewegungsart auch als ,,Deferenten’’, den Stérungsvektor als ,,Epizykel
bezeichnen.

Die zuletzt beschriebene Methode ist in der Periodenforschung all-
gemein als die Methode der Phasendiagramme bekannt. Trigt man
nidmlich die Richtung des Periodogrammvektors, die aus den Kompo-
nenten

a(x,q)=h(xq) cosyp(x.q); 0b(x,q) =h(xq) siny(x,q)
durch die Beziehung
b(%4q)
a(x, q)

tgy(x,q) =
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gegeben ist, als Funktion des variablen Intervallanfangs auf?, so erkennt
man leicht, daB sie sich von der Richtung des Hauptvektors

Yo (#,9) = (x—a) (% + q) +y

nur wenig unterscheidet. Genauer gesagt: y oszilliert um vy, Abgesehen
von diesen Oszillationen stellt ¢ also eine lineare Funktion von ¢ dar,
deren , Richtungskonstante” x-—o ist. Die Oszillationen lassen sich
leicht eliminieren, wenn eine gentigend dichte Ordinatenauswahl des
Phasendiagramms nach der Methode der kleinsten Quadrate durch eine
Gerade angendhert wird. Es ist noch darauf zu achten, dal das Phasen-
diagramm eine unendlich vieldeutige Funktion darstellt, da jeder Wert
um beliebige ganze Vielfache von 27z vermehrt oder vermindert werden
darf. Bei einer nicht sehr engen Ordinatenauswahl mit konstanten
Abszissenabstdinden entsteht somit als Phasendiagramm ein weit-
maschiges Netz von Punkten, dessen Verbindung oder Ausgleichung
durch Systeme paralleler Geraden auf verschiedene Weise moglich ist.
In Zweifelsfillen 14Bt sich stets durch Berechnung von Zwischenordinaten
feststellen, welche von den verschiedenen Méglichkeiten die richtige ist.

Die erstere der beiden hier beschriebenen Methoden zur Berechnung
eines Phasendiagramms, die eine Deferentengeschwindigkeit — « lieferte,
und die weniger gebrduchlich ist als die zweite, 148t sich leicht auf die
zweite zurtickfithren, indem man die berechneten Periodogrammphasen
pum x ¢ vermehrt. Es gibt namlich einen Fall, in dem die erstere Methode
die natfirlichere ist: dann nidmlich, wenn die Analyse mit Hilfe eines
Harmonischen Analysators, etwa des in 1I, 2 beschriebenen MADERschen
Analysators ausgefiihrt werden soll. Hier ist tatsdchlich die ,,Ver-
suchswelle fest mit dem jeweiligen Analysenintervall verbunden, da
die Anfangsphase 0° der Versuchswelle immer auf den Intervallanfang
fallt. Die Versuchsfrequenz ist bei der Benutzung dieses Instruments
natiirlich immer eine harmonische. Die Aufstellung eines Phasen-
diagramms wird so durchgefiihrt, daB3 man die Kurve in ihrer gesamten
Ausdehnung auf einen langen Streifen Millimeterpapier auftrigt und
diesen durch Verschiebung lings der Abszissenachse so orientiert, daB
die Abszisse ¢ jeweilig den Anfang des Analysenintervalls bildet. Man
wiederholt die Analyse bei gleichbleibender Versuchswelle fiir eine
dquidistante Folge ¢, ¢,, ... der Intervallanfinge, bis die gesamte
Kurve durch die sich {iberdeckenden Intervalle belegt ist.

Bei Ermittlung der Periodogrammkomponenten durch Rechnung ist
dagegen immer die zweife Methode anzuwenden, da hier bei beliebiger
Verschiebung des Intervalls [g ... ¢ + $] die einzelnen Ordinaten der

1 Fir die graphische Aufzeichnung von Phasendiagrammen empfiehlt es sich,
die Phasenwinkel in Zentesimalgraden (I Quadrant = 725 = 100°> auszudriicken,

da sich diese Einteilung fiir die Benutzung von Millimeterpapier am besten eignet.
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Beobachtungsfunktion immer mit den gleichen Ordinaten der Versuchs-
welle multipliziert bleiben. Angenommen, es sei jede einzelne Ordinate
einer beliebig langen dquidistanten Beobachtungsreihe mit den Ordinaten
einer bestimmten Versuchswelle multipliziert worden, so daB also die
beiden Folgen

Y, COS¥ X; Y, sinv x v=o0,1, ...)

berechnet vorliegen. Die Periodogrammkomponenten, die zu einem
beliebigen Analysenintervall innerhalb des Gesamtbereichs der Beob-
achtungsreihe gehoren, sind dann

g+p—1
a(x,q):% 2 y,€08 ¥ x

v=g

g+p—1 )
b(x,q):% E y,sinvy x,

v=yq

ergeben sich also, von dem konstanten Faktor% abgesehen, der iibrigens

bei der Berechnung der Periodogrammphasen herausfillt, durch Bildung
der Summen von p aufeinanderfolgenden Gliedern der obigen Produkt-
folgen. Das dichteste Phasendiagramm, das auf diese Weise erzeugt
werden kann, entspricht der Folge ¢ =1, 2, 3, ... Ist x speziell eine
harmonische Frequenz, also

27
X = 7, (» ganz)

P s
so lassen sich die zu den einzelnen Intervallen gehorigen Periodogramm-
komponenten sukzessive berechnen, wenn diese GroBen fiir das Anfangs-
intervall (¢ = o) vorliegen. Ist namlich

p—1
ga(x,o) = Zyvcosvx

rv=0

p—1
f—b(x, 0) = Zyvsinvx

v=0
gegeben, so ist einfach

Patrgtn)=Laleg) + 0 p—v)cosgx

Py g+1) =L b ) + ysp—vp)singx.

Bei der Herstellung eines moglichst dichten Phasendiagramms benutzt
man also die Differenzen vy, . ,—y, zwischen je zwei um p Termine
auseinanderliegenden Beobachtungen. Ist auBerdem das Periodogramm
fiir getrennte, also sich nicht tiberdeckende Intervalle

lo,....,.p—1], [p,--.,2p—1], [2p,...,3Pp—1], ...
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nach den fritheren Methoden berechnet, so konnen diese Werte zu einer
Kontrolle dienen, die nach je p Schritten der oben angedeuteten Rechnung
wirksam wird.

Oft erscheint es nicht notwendig, das Phasendiagramm in seiner
groBtmoglichen Dichte zu berechnen. UmfaBt die Versuchswelle eine
ganze Anzahl » von Beobachtungen, und ist sie in p oft genug und ganz-
zahlig enthalten, so ist es mitunter praktisch, die Berechnung der Teil-
summen

(k+1r—1 (k+1)7r—1
. 27
yvcosv —; Oy = y,sinv-— (k=o0, 1, 2,...)
v=~Fkr v==~kr

durchzufithren, die ganz nach den Regeln der Berechnung der Grund-
welle in einem Analysenintervall von 7 Beobachtungen vor sich geht.
Ist p ==nr, so ergibt sich dann

Ln-1
Lamg= D
k=_‘rl“ ( 2n>
X =
-gr-—*—n—-l ¥
2omg =D o
r=Z

fir die Folge ¢g=o, 7, 27, 37, ...

In diesen Uberlegungen wird wiederum deutlich, in welcher Weise
die Periodogrammtheorie sich von den Vorstellungen der Harmonischen
Analyse befreit hat, und welcher Gewinn daraus entspringt. Fiir die
Harmonische Analyse ist die Intervallinge p eine feste Grundzahl, die
die Festlegung der Wellenlingen aller Oberschwingungen nach sich
zieht. Wir haben schon frither gesehen, wie unbequem es fiir die Rechnung
ist, bei groBen Intervallen mit Versuchsperioden zu arbeiten, die nicht
ganzzahlig in p aufgehen. In der Periodogrammtheorie hatten wir
erkannt, daB Versuchswellen mit ganzzahliger Wellenlinge auch dann
brauchbar sind, wenn sie nicht ganzzahlig in  enthalten sind. Im Phasen-
diagramm haben wir dariitber hinaus die Moglichkeit, uns auch von
dem Zwang, ein bestimmtes, wenn auch willkiirlich gewihites p der
gesamiten Analyse zugrunde zu legen, in gewissem Umfange zu befreien.
Das Periodogramm und damit das Amplituden- bzw. Intensititen-
spektrum war noch an ein bestimmtes, fiir alle Wellen giiltiges p gebunden
— je nach der GroBe von p ergab sich die Maximumbreite und damit die
Auflosungskraft des Spektrums und die Moglichkeit, isolierte Wellen
voneinander zu trennen. Ist auf diese Weise in bestimmten Teil-
bereichen der Beobachtungsfunktion der Verdacht auf die Existenz einer

Stumpff, Periodenforschung. 8
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Periodizitit erhidrtet worden, so dient das sich iiber die gesamte Beob-
achtungsreihe erstreckende Phasendiagramm zur ndheren Untersuchung
dieser Periodizitit und ihrer Eigenschaften. Bei dieser Untersuchung
sind wir aber keineswegs mehr an das gleiche Grundintervall gebunden,
das bei der Durchmusterung des Spektrums benutzt wurde. Sind z. B.
die fiir eine Versuchsperiode 7 giiltigen GrdBen x;, o, berechnet worden,
so 14Bt sich durch Bildung von iibergreifenden Summen das Phasen-
diagramm fiir Analysenintervalle von der Linge eines beliebigen Viel-
fachen von 7 bilden — maBgebend fiir die Wahl der Intervallinge ist
lediglich die Forderung, daB der Betrag des Hauptvektors, der ja von
p wesentlich abhiéngt, nicht zu klein sein soll, gemessen an seinem
Hauptmaximum. Wir werden auf diese Verhiltnisse noch ndher in dem
spiteren Abschnitt eingehen, der von der Trennung verschiedener
Periodizititen handelt (III, 6).

5. Das Periodogramm als Funktion der Intervallinge.
Summationsvektor und Irrfahrt.

Zum Begriff des Phasendiagramms gelangten wir, indem wir das
Periodogramm bei festgehaltenem x und $ nach der Anfangszeit ¢ des
Analysenintervalls variierten. Umgekehrt kann auch ¢=o neben x
festgehalten und dafiir die Intervalldnge p als variabel angesehen werden.
Fiir eine einfache Sinus- bzw. Cosinusschwingung als Beobachtungs-
funktion erhalten wir dann einen Hauptvektor von der Form

sin (# — o _P_ )
= S (e 2 ) i (e -4

und den Storungsvektor.

; P
sin (% + a) = )
*“pi {cos ((x + o) %——-y) + isin ((x + o) %—y)}.

(# + o)
Die Abhidngigkeit dieser Vektoren von ¢ wird deutlicher, wenn wir den

p-fachen Vektor in einen von p abhingigen und einen konstanten Teil
zerlegen. Es ist nimlich

proip) — = |G lhremare))

P q(xp) :}_%{ei(%—-‘y)_ei(—z--}-(x-ka)p_y)}.

Der p-fache Hauptvektor 148t sich demnach ersetzen durch einen bei
wachsendem p sich mit der Winkelgeschwindigkeit x —a« gleichmiBig
um den Endpunkt des von p unabhingigen Vektors
c i(;+r)
—° ..

¥ —

q(x,p)=c"
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drehenden Vektor. Der Endpunkt des p-fachen Hauptvektors durch-

lauft daher einen durch den Anfangspunkt der komplexen Ebene
c

gehenden Kreis mit dem Radius . Ist genau x = «, so artet dieser

r—o
Kreis in eine vom Nullpunkt in die Richtung y fithrende Gerade aus.
Der Stérungsvektor vollfiihrt dhnliche Kreisbewegungen, aber mit groBer
Winkelgeschwindigkeit und mit einem Radius, der, wenn x von « hin-
reichend wenig verschieden ist, im Vergleich zu dem Radius der Bewegung
des Hauptvektors zu klein ist. Vernachlissigen wir also die durch den
Vektor q gegebene Stérung, so folgt iiber das Periodogramm einer ein-
fachen Schwingung der Satz: Ist die Versuchsfrequenz der wahren
Frequenz gleich, so wichst das p-fache Periodogramm mit wachsendem
2 in einer bestimmten, durch die Anfangsphase der Schwingung gegebenen
Richtung. Ist x von o« verschieden, so kehrt es periodisch immer wieder
zum Nullpunkt zuriick.

Diese Dinge lassen sich besonders anschaulich wiedergeben, wenn
wir annehmen, dafl die Beobachtungsfunktion durch eine dquidistante
Folge

Y, =ccos (a—9) (r=o0, 1, 2,...)

dargestellt ist, die mit i multiplizierten Periodogrammkomponenten also

direkt durch die Produktsummen

p—1 p—1
Sy, cosvx; = Y, siny x
v=10 y=0

P

gegeben sind. Der Periodogrammvektor " B (x,p) erscheint dann als

Resultante eines aus p Einzelvektoren
y, eivx

bestehenden Vektorenzuges. Diese Elementarvektoren haben nach-
einander als Betridge die Beobachtungswerte y,, v;, ¥, ..., als Rich-
tungen die Argumente der Versuchswelle, wobei noch zu bemerken ist,
daB, wenn der Beobachtungswert das negative Vorzeichen besitzt, die
Richtung um 180° zu drehen, d. h. umzukehren ist. Besonders einfache
und symmetrische Formen der zu einer einfach periodischen Funktion
gehorigen Vektorenziige erhilt man, wenn die Versuchsfrequenz zu der
wahren Frequenz in einem einfachen rationalen Verhiltnis steht. Einige
Beispiele mégen diese Zusammenhinge, auf die meines Wissens zuerst
von J. BarteLs (Lit. 26) hingewiesen wurde, veranschaulichen. Die
Beobachtungsfunktion mége etwa die in Einheiten des Beobachtungs-
abstandes ausgedriickte Periode 10 haben. Die (im Periodogramm
gesuchte) Frequenz ist demnach o = 36°. Ist nun die Versuchsfrequenz
die gleiche, so ergibt sich der in Abb. 12 gezeichnete Vektorenzug 4,
der deutlich zeigt, daB sich der Hauptvektor fortschreitend in der gleichen

8%
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Richtung verlingert, wihrend der Stérungsvektor bewirkt, daB sich
dieser fortschreitenden Bewegung eine kurzperiodische ,,Stérung*‘ von

. . H 6 °
der Frequenz x + a = 2z« iiberlagert, die also mit der Periode —32(; =3

immer wieder die gleichen Formen annimmt. Ist x==a«, so ergibt sich
eine kreisformige Kriimmung dieses Vektorenzuges; haben x und o ein
rationales Verhéltnis zueinander, so wird auch die epizykloidische
Stérung nach einer ganzen Anzahl von ,,Umldufen’ des Vektorenzuges

& !
L
“ | A A A A A

s Do AN N AN
\ a

4/./ AN |
NG I Val Abb. 12. Summationsvektorenziige der Funktion

\ | /' yp =cosve (v =o0,1, 2, ...) fiir &= 36°
Y J A : Versuchsfrequenz x = 36° = &, B: Versuchs-
= 10° . = 240
}’ P ey .’!. frequenz x = 40°, C: Versuchsfrequenz x = 24°.

eine ganze Anzahl von Perioden vollenden, so daf also bei beliebigem
Anwachsen von p nach einer endlichen Zahl von Umldufen immer
wieder die gleiche Bahn durchlaufen wird. Das geometrische Ergebnis
dieses Versuchs sind regelmiflige stern- oder rosettenartige Figuren. In
Abb. 12, B und C, sind solche Streckenziige fiir die Versuchsfrequenzen
x = 40°, x = 24° gezeichnet. Haben x und « ein irrationales Verhiltnis
zueinander, so werden die Stérungsepizykeln nach beliebig vielen Um-
laufen des ,,Deferenten immer wieder an anderen Stellen des Kreises
zu liegen kommen, es ergibt sich also eine Art ,,Knéduelkurve”, die immer
innerhalb eines ringférmigen Bereiches verlduft, aber niemals wieder in
sich zurticklauft.

An dem geometrischen Bild eines solchen Vektorenzuges 1ifit sich
der innere Aufbau des Periodogrammvektors, der ja nichts anderes als

die durch % dividierte Resultante dieses Vektorenzuges darstellt, in sehr

instruktiver Weise darlegen. Sei p wieder, wie frither, eine feste Zahl
von Beobachtungswerten, so besteht der Vektorenzug aus p Gliedern
verschiedener Linge. Die Richtungsinderung aufeinanderfolgender
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Glieder ist bei vorgelegter Versuchsfrequenz immer die gleiche — bei
jedem Vorzeichenwechsel der Beobachtungsreihe springt die Richtung
der Elementarvektoren auBerdem um 180°. Wiirde man nun die Versuchs-
frequenz eine sehr enge Folge von gleichabstindigen Werten durchlaufen
lassen und das Bild der zugehorigen Vektorenziige fiir jeden dieser Werte
zeichnen, so lieBe sich daraus ein ,,Trickfilm® erzeugen, der in seinem
Ablauf das Wesen der Periodogrammfunktion einer Sinusschwingung
auBerordentlich anschaulich machen wiirde. Im Anfang, d. h. beil sehr
kleinen Versuchsfrequenzen, ist der Vektorenzug, der eine bestimmite,
der Betragssumme der » Beobachtungswerte gleiche Gesamtlinge hat,
in mehr oder weniger zahlreichen Windungen ,,aufgewickelt”. Waichst
jetzt die Versuchsfrequenz, so ,entwickelt” sich der Vektorenzug all-
mihlich. An der Stelle der Nullstelle 7-ter Ordnung, die-dem Haupt-
maximum vorangeht, ist er noch in » Windungen aufgewickelt, bei der
Nullstelle 1. Ordnung schlieBt er sich mithin gerade zu einem vollen
Kreis zusammen. Wichst nun die Versuchsfrequenz weiter, so dffnet
sich dieser Kreis, da die Kriimmung des Vektorenzuges nunmehr zur
Belegung eines vollen Kreises nicht mehr ausreicht. SchlieBlich, bei
% = o, streckt sich der Vektorenzug nach einer bestimmten durch die
Phase der Schwingung gegebenen Richtung, um sich dann, wenn x
den Wert o iiberschritten hat, nach der anderen Seite wieder zu einem
Kreise zusammenzubiegen und entsprechend aufzuwickeln. Auch das
Entstehen der ,,spurious periodicities” SCHUSTERs wird auf diese Weise
unmittelbar der Anschauung zuginglich gemacht. Abb. 12 enthilt einige
Phasen dieses Prozesses in bezug auf einen konkreten Fall.

In der periodographischen Praxis wird man wegen der groBen Zahl
der Elementarvektoren die Aufzeichnung eines vollstindigen Vektoren-
zuges kaum jemals ausfithren. Hingegen ist es fiir viele Aufgaben von
groBem Wert, diese Vektorenziige in gréBeren Schritten darzustellen,
etwa indem man die Elementarvektoren iiber jede vollendete Versuchs-
periode summiert. Ist die Versuchsperiode 7, so sind die Komponenten
dieser Teilsummen die im vorigen Abschnitt gebildeten GréBen x;, oy.
Ebenso, wie dort das Phasendiagramm durch Bildung von ibergreifenden
Summen gleicher Summandenanzahl aus den Folgen dieser GréBen
erzeugt wurde, werden jetzt fortschreitende Summen

» b
Pawp) =D Lowmp =
F=D k=0

fir p=o, 7, 27, 37, ...

gebildet, indem jeder vorhergehenden Summe beim nichsten Schritt
die folgende Teilsumme angefiigt wird. Die Folge der so entstehenden
Vektoren bezeichnet man als Folge der Sumsnationsvektioren oder kurz
als Summmenfunkiton. Sie besteht aus einem Zuge von aneinandergefiigten
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Vektoren, die, wenn x =, eine bestimmte Richtung bevorzugen, so
daB also ein stdndiges Fortschreiten des Summationsvektors in der-
selben Richtung das Kriterium fiir das Vorhandensein einer persistenten
Periode ist.

Ist dagegen die vorgelegte Beobachtungsfunktion ginzlich unperio-
disch, also etwa durch willkiirliche Zusammenstellung von zusammen-
hangslosen, einem gegebenen Vorrat entnommenen Zahlen zustande
gekommen, so sind auch die Teilvektoren der Summenfunktion zu-
sammenhangslos und bevorzugen vor allem keine bestimmte Richtung.
Der Vektorenzug wird also der Bewegung eines Punktes vergleichbar
sein, der lingere oder kiirzere Strecken hindurch geradlinige Bahnen
beschreibt, von Zeit zu Zeit aber seine Richtung plotzlich in will-
kiirlicher Weise dndert; also etwa der Bewegung eines Molekiils in einem
ruhenden Gase. Eine derartige Bewegung soll als ,,Irrlauf bezeichnet
werden.

Zwischen der im groBen und ganzen geradlinigen Fortpflanzung der
Summenfunktion bei persistent periodischen Vorgingen im Falle x = «,
dem Kreislauf im Falle, daB x nahezu = «, und dem Irrlauf bei mangelnder
Periodizitit gibt es eine groBe Menge von Ubergingen. Der wichtigste
Ubergangsfall ist der, daB der wandernde Endpunkt des Summations-
vektors zeftweilig eine bestimmte Richtung bevorzugt. Auf diesen Fall,
den BARTELS als ,,Quasipersistenz’ bezeichnet, und der iiberall dort, wo
Schwingungsvorginge von kurzer Lebensdauer auftreten und einander
abl6sen (z. B. in der Meteorologie), eine groe Rolle spielt, werden wir
im nichsten Kapitel ausfiihrlicher zuriickkommen.

6. Die Trennung benachbarter Perioden.
Auflésungskraft des Periodogramms.

Obwohl die Analyse einer einzelnen Sinusschwingung durch das
Periodogramm als Aufgabe der praktischen Periodenforschung bedeu-
tungslos ist, haben wir uns dennoch mit ihr so ausfiihrlich beschiftigen
miissen, weil sie die Grundlage fiir die Behandlung komplizierterer
Probleme bildet.

Setzt sich die Beobachtungsfunktion aus einer endlichen Zahl per-
sistenter Periodizititen zusammen, ist sie etwa ihrem inneren Gesetz
nach durch die Formel

f(€) = cyc0s (o t—py) + €y c08 (gt —ps) + * + = + ¢, COS (a, E— )

=f1(t) +f2 (t) +"'+fn(t)

darstellbar, so ist sofort einzusehen, daf ihr Periodogrammvektor sich
durch geometrische Addition aus den Periodogrammvektoren der
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# Teilschwingungen zusammensetzt, da die Komponenten des Periodo-
gramms die Form

4 4 4
a(x)=%/f1(t)cosxtdt—l—%ffz(t)cosxtdt+---—l—%/]‘n(t)cosxtdt
0 0 0

P 4 j4
b(x):%/fl(t)sin xtdt+%//2(t)sin xtdt—i—---—}—%f}‘n(t)sinxtdt
0 0 0

haben, also durch Summierung der Komponenten der Teilperiodogramme
gebildet werden. Im einfachsten Fall sind zwei Teilschwingungen ver-
schiedener Frequenz vorhanden. Sind

. P
sin (x—av 2 i((x*dv)ﬁ-i'l’v)
o () = 0, 2 T
’ (;r~oc,,)ji
2 r=1, 2
sin (# + o) % i((x+cva)£— w)
qv(x)=cv'_———p—q'e 2
(x+oc.,)—2—

die Hauptvektoren und Stérungsvektoren der beiden Teilschwingungen,
so ist der Periodogrammvektor der zusammengesetzten Schwingung

B (*) = (%) + 01 (%) + P2 (%) + 92 (%) -

Sind die Perioden der Teilschwingungen harmonische Perioden in 4, so
ist fiir x = ot (bzw. x = a,) b, (*) = ¢, (bzw. P, (%) = ¢,), withrend jeweils
die drei iibrigen Bestandteile des Periodogramms verschwinden. Sind
die Teilschwingungen in $ nicht harmonisch, was im allgemeinen erwartet
werden darf, und ist «, von «, hinreichend verschieden, so werden sich
die von den beiden Teilperioden stammenden Beitrige gegenseitig nur
wenig stéren: Fir x = o, oder fiir ein x, das im Bereich des Haupt-
maximums von p, (x) liegt, ohne genau mit e, tibereinzustimmen, wird
der Hauptvektor der zweiten Schwingung gegen den der ersten klein
sein, wenn nicht gerade die Amplitude der zweiten Schwingung die der
ersten sehr stark tbertrifft. Somit 148t sich der EinfluB der zweiten
Schwingung als eine weitere Stoérung betrachten, die zu den beiden
eigentlichen Stérungsvektoren hinzukommt. Das ,,Spektrum®, das die
Quadrate der Periodogrammbetrige als Funktion der variablen Versuchs-
periode gibt, wird somit bei x = o, und x = «, zwei deutlich getrennte
Maxima besitzen. Das wird in vollem Umfange noch dann der Fall
sein, wenn der Abstand der beiden Frequenzen eine volle Maximum-

breite, also - betrdgt. Dann haben nimlich die beiden Hauptvektoren

in der Mitte zwischen den Abszissen «; und «, des Spektrums Nullstellen,
so daB das Periodogramm an dieser Stelle lediglich durch die beiden
dem Betrage nach stets kleinen Stérungsfunktionen gebildet wird. Das



120 Das Periodogramm.

Spektrum wird also zwischen den beiden periodenanzeigenden Maximal-
stellen einen sehr tiefen Einschnitt zeigen. Riicken die beiden Frequenzen
oy und o, immer dichter aneinander heran, so werden an der Bildung
der Zwischenordinaten des Spektrums die Hauptteile der beiden Teil-
periodogramme einen immer gréBeren Anteil gewinnen. Ist der Abstand
eine halbe Maximumbreite, unterscheiden sich die beiden Frequenzen
also um den gleichen Betrag wie zwei benachbarte harmonische
Frequenzen, so ist an der Stelle x = «, der Hauptvektor der anderen
Periodizitit null und umgekehrt. Die beiden Maxima werden also noch
durch einen kleinen Einschnitt im Spektrum getrennt erscheinen, der
aber nicht mehr bis nahe an null herunterreicht. Uberwiegt die Amplitude
der einen Schwingung die der anderen sehr merklich, so wird dieser
Einschnitt nicht immer deutlich ausgeprigt sein, sondern das zweite
(kleinere) Maximum wird eventuell nur als buckelartige Ausbuchtung
und Verbreiterung der Spektralkurve links oder rechts vom Haupt-
maximum der groBeren Periodizitit bemerkt werden. Betrigt der

Unterschied der beiden Frequenzen noch weniger als 3—;, so flieBen die

beiden Maxima immer mehr ineinander.

Aus diesen zunichst ganz qualitativen und der Anschauung ent-
nommenen Betrachtungen geht hervor, daf3 die ,,Trennbarkeit benach-
barter Perioden oder, wie man in Anlehnung an die optische Analogie
auch sagt, die ,,Aufldsungskraft’ des Periodogramms wesentlich von
der Liange des Analysenintervalls bzw. von der Maximumbreite abhingt.
Die Erhéhung der zur Analyse benutzten Beobachtungszahl p bewirkt
eine Verminderung der Maximumbreite bzw. eine Verschmilerung der
»Spektrallinien”. Sind also die Periodizititen persistent, so ist es im
Hinblick auf die Trennung eng benachbarter Perioden vorteilhaft, das
Analysenintervall recht lang zu wihlen. Erscheint allerdings die Per-
sistenz nicht garantiert, so ist es nicht ratsam, diesen Weg zu beschreiten,
sondern sich mit kleineren Intervallen zu begniigen. Dafiir aber ergibt
sich dann in um so groBerem MaBe die Moglichkeit zur Benutzung der-
jenigen Methoden, die auf einer Variation der Lage des Analysenintervalls
innerhalb des gesamten Beobachtungsbereiches (Phasendiagramm) bzw.
der Linge des Analysenintervalls (Summenfunktion) beruhen.

Wir wollen also annehmen, da3 die Beobachtungsfunktion aus zwei
Periodizititen mit benachbarten Frequenzen oy und o, und den beiden
groBenordnungsmdBig nicht allzu verschiedenen Amplituden ¢; und ¢,
besteht. Ist ¢, die groBere Amplitude, so wird die groSte Ordinate des
Spektrums die ungefihre Lage von o, angeben. Nun werde nach dem
Verfahren des Abschnitts 4 ein Analysenintervall von der Linge ¢
stetig durch den gesamten Beobachtungsbereich hindurch bewegt, und
es werde der Periodogrammvektor P (x,q) als Funktion des variablen
Intervallanfangs g aufgezeichnet. Im wesentlichen wird sich P dann
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aus den beiden Hauptvektoren p, und p, zusammensetzen, wihrend
die beiden Storungsvektoren lediglich eine kurzperiodische epizykloidische
Schwankung des Periodogrammvektors von kleinem Betrage hervor-
rufen, die wir vernachldssigen, bzw. durch Glittung des durch die
Storungen etwas ,,gekriuselten’” Weges des. Vektorenendpunktes elimi-
nieren kénnen. Dieser Weg wird also im wesentlichen bestimmt sein

1. durch eine Umwanderung des Koordinatenanfangs durch den
Endpunkt des Vektors p; auf einem Kreise mit dem Radius |@,| = ¢, | Py ()|
und mit der Umlaufsgeschwindigkeit x—ay;

2. durch Umwanderung dieses Punktes durch einen zweiten Punkt
auf einer Kreisbahn mit dem Radius |@, = c,|P,(x)| und mit der
Umlaufsgeschwindigkeit x —o,. Die Bewegung ist daher wiederum eine
epizyklische, nur dafl wir die Bewegung im Epizykel nicht, wie wir es
bei dem Stérungsvektor getan haben, gegen die Bewegung im Deferenten
vernachldssigen kénnen, falls der Radius des Epizykels gré6Benordnungs-
maBig nicht viel kleiner ist als der des Deferenten, d.h. wenn

sin {x — a,) Js—
|Py| = ¢y »
(% — @) Y
im Vergleich mit
sin (¥ — o) —?
Dy =cy- |—- ~
= (r—u) ?

noch beachtlich ist.

Die Trennung der beiden Perioden 1liB8t sich auf verschiedene Arten
durchfiihren: durch Diskussion der epizyklischen Wegkurve des Periodo-
grammvektors selbst, durch das ,,Intensititsdiagramm®

H?(q) = a*(q) + % (q)
gemeinsam mit dem Phasendiagramm

b
w(g):arctga—t%izkn

oder durch die gemeinsame Diskussion der Komponenten a (g) und & (g)
direkt.

Das Intensitdtsdiagramm hat, wenn wir die Kriuselung durch die
Stérungsglieder auBer Betracht lassen, die mathematische Gestalt

B2 (q) = B + 0%+ 20,0y 005 | sg— ) £ + 33— + (ea—ca)g],

H? (q) schwankt also um den Mittelwert @} + @} sinusformig mit der
Amplitude 2 @; @, und der Frequenz o, —«,. Sind die Wellenldngen der
beiden zu trennenden Schwingungen

27T 27
Ty = — To ==
1 u 2
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so ergibt sich die Wellenlinge der Schwankung des Intensititsdia-
gramms zu
27 T, T,
o= oy — oy | T—Ty
Diese Wellenlinge entspricht einer vollendeten ,,Schwebung ‘! zwischen
den beiden benachbarten Periodizititen. :

Etwas kompliziertere Formeln ergeben sich bei der Bestimmung
des Phasendiagramms. Geometrisch ist jedoch einzusehen, dafB3 die
Phase 9 (g) des Periodogrammvektors B (g) wihrend des Vorgangs der
N Epizykelbewegung mit der gleichen Periode

P um die Phase y; (7) des Hauptvektors p, (g)
SN . schwankt, wie der Betrag des Periodogramm-
/ vektors, also mit der oben abgeleiteten

{ sy Schwebungsperiode ¢. Die Phase y (¢) setzt
) ! sich also aus der gleichmiBig fortschreiten-
4 N \ den Phase von p; (¢) und einem periodisch
=+ um null schwankenden Zusatzwinkel ¢ zu-
Abb. 13. Geometrische Addition der sammen, dessen Elongationen um so kleiner
B v P7teT gind, je kleiner das Verhaltnis der Betrige

von p, und p; zueinander ist. In Abb. 13
ist die geometrische Addition von p, und p, veranschaulicht. @, und @,
seien die Betrdge der beiden Teilvektoren, g, und y, ihre Phasen. Dann
erkennt man leicht (Sinussatz) die Giiltigkeit der Beziehung

@, sine + Dy sin (e— (wy—yy)) =0,
aus der & durch die Gleichung
Py sin (v, — y,y)
D, -+ D, cos (Y, — yy)

bestimmt wird. Ist nun @,<€®;, so findet man durch Reihen-
entwicklung

tge =

D, . D, D, \*
tge = Ei—sm ("/’2_1/)1){:[_??005 (wo—1w1) + (ﬁ) - cos? (y,— ) —. . }

. . . D, . . .
Bei sehr kleinem Tq;i ist angendhert ¢ = —¢3 sin (y, — ), im ibrigen
1 1

1 Als ,,Schwebung‘* bezeichnet man die periodische Erscheinung, die eintritt,
wenn zwei Schwingungen von gleicher (oder annahernd gleicher) Amplitude und
anndhernd gleichen Wellenlingen sich iiberlagern. So ist

Oy — Gy

al—!—azt

cosoy ¢ 4- COs oy ¢ = 2 COS £+ cos

Der Superpositionseffekt 148t sich also deuten als eine kurzperiodische Schwingung

oyt

von der Frequenz , deren Amplitude langperiodisch veridnderlich ist. Als

,»Schwebungsperiode’* bezeichnet man den Abstand derjenigen Abszissen, bei denen
infolge dieses Effekts die Amplituden verschwinden. Die Schwebungsperiode ist
demnach halb so groB wie die Periode des langwelligen Faktors, ihre Frequenz
also fa, — o,
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ist die Schwankung nicht genau sinusférmig, weicht vielmehr von der

Sinusform um so mehr ab, je groBer das Verhiltnis % wird. Hin-

gegen ist die Periode der Schwankung streng durch die Velrénderlichkeit
des Winkels

Po— P = (% _“1) 2 +Ye—y1+ (@e—a1) g,

also, wie oben, durch o gegeben.

Die Bestimmung der beiden Perioden geschleht in zwei Schritten.
Nachdem durch die Wegkurve die epizyklische Form?! der Verdnderung
des Periodogrammvektors mit ¢ festgestellt ist, bestimmt man zunichst
die Hauptperiode durch lineare Ausgleichung des Phasendiagramms.
Aus den periodischen Schwankungen des Phasendiagramms und des
Intensititsdiagramms, die von gleicher Wellenlinge sein miissen, wird
sodann die Differenz «, — o, abgeleitet, wodurch auch die zweite Frequenz
wenigstens ungefihr bekannt wird. Eine Wiederholung der Rechnung
mit x ~a, liefert die zweite Schwingung genauer.

Ohne besondere Erlduterung ist einzusehen, daB zur genauen Tren-
nung der Perioden nach dieser Methode erforderlich ist, daB mindestens
ein voller Epizykelumlauf stattfindet, weil andernfalls die Ermittlung
der Schwebungsperiode wie auch die lineare Ausgleichung der Phasen-
kurve zu ungenau wird. Es muB also die zur Verfiigung stehende Beob-
achtungsreihe mindestens so lang sein, daB ein Analysenintervall von der
Linge 4 um den Betrag o verschoben werden kann. Das heifit aber,
daB die Beobachtungsreihe mindestens $ + ¢ Beobachtungswerte um-
fassen sollte. Entsprechen etwa die beiden Schwingungsperioden zwei
benachbarten harmonischen Wellen im Analysenintervall p, ist also

= 'Ty

so ergibt sich
c=7p,

mithin fiir die Mindestlinge der Beobachtungsreihe der Wert 2 . In
einem Spektrum fiir das Analysenintervall 2 p wiirden also die beiden
Schwingungen durch eine volle Maximumbreite voneinander getrennt
sein, d.h. die Beobachtungsreihe selbst mufl mindestens zwe: volle
Schwebungen umfassen. Das ergibt eine Folgerung, die auf den ersten
Blick sehr gegen die ZweckmiBigkeit der Periodogrammethode zu
sprechen scheint: Aus der Beobachtungsreihe selbst 148t sich ihre Zu-
sammensetzung aus zwei Schwingungen mit benachbarten Wellenldngen
schon aus einer einzigen vollendeten Schwebung erkennen, wihrend die

1 Liegen die Frequenzen o, und o, im Spektrum zu gleichen Seiten der Versuchs-
frequenz x, haben also ¥ —«; und ¥ — o, das gleiche Vorzeichen, so zeigen die
Schleifen der resultierenden Epizykloide nach dem Innern des Deferentenkreises.
Liegt dagegen x zwischen «; und o, so zeigen sie nach auBen.
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Periodogrammanalyse eine doppelt so lange Reihe notwendig macht,
abgesehen davon, daf erst eine erhebliche Rechenarbeit zum Ziele fiihrt.
Gegen diesen Gedankengang ist aber einzuwenden, daB der eigentliche
Gegenstand der Periodogrammanalyse nicht diese einfachen periodischen
Funktionen sind, die wir den bisherigen Betrachtungen zugrunde gelegt
haben, und die natiirlich durch geschlossene Methoden von groBer
Strenge und Kiirze analysiert werden kénnten. Vielmehr handelt es
sich in der Praxis fast immer um empirische Funktionen, deren perio-
dische Eigenschaften aus der bloBen Betrachtung ihres Verlaufs keines-
wegs ersichtlich sind, sondern aus einer Menge von teils systematischen,
teils auch ganz irreguliren Bestandteilen erst herausgesucht werden
miissen. In diesem Sinne erscheint ein Verfahren gerechtfertigt, durch
das eine Beobachtungsreihe erst fiir die spezielle Untersuchung eines
bestimmten und eng begrenzten Spektralteils zurechtgemacht wird.
Nehmen wir nur den Fall an, daB eine Beobachtungsreihe ein Spektrum
ergibt, das an mehreren Stellen betrdchtliche Intensititen aufweist,
das also den Verdacht auf eine groBere Anzahl von Periodizititen recht-
fertigt, die noch dazu unter unperiodischen Bestandteilen verborgen
sein kénnen. Das Periodogramm erlaubt dann eine vorurteilslose Teil-
untersuchung jedes einzelnen dieser ,,verddchtigen Spektralabschnitte,
die darauf beruht, daBl die Einfliisse aller weiter entfernten Perioden so
stark herabgedriickt werden, daB sie unter der Menge der unperiodischen
Einflisse verschwinden. Mit anderen Worten: Fremde Perioden werden
abgeblendet. Die obigen Betrachtungen tiber benachbarte Periodizititen
treten in der Praxis der Periodogrammrechnung also immer nur dann in
Erscheinung, wenn an irgendeiner Stelle des Spektrums zwei ,,Linien‘
so dicht zusammenliegen, daf3 die ,,Abblendung der einen Linie nicht
mehr ganz moglich ist. In diesem Fall haben wir aber durch die Abblen-
dung des iibrigen Spektrums auf das Niveau des Unperiodischen (also
gewissermalen auf die Intensitit des kontinuierlichen Spektrums)
erreicht, daB3 nur diese beiden Linien noch eine wesentliche Rolle spielen.
Wir haben also den einfachen Fall einer Schwebungskurve erst durch die
Konstruktion des Periodogramms wieder hergestellt und sind nunmehr
in der Lage, uns seiner Vorteile zu bedienen. Besteht das Spektrum nur
aus zwei Linien, wie oben zur Ableitung der Gebrauchsformeln der
Einfachheit halber angenommen wurde, so ist keine Abblendung fremder
Linien nétig und somit auch kein Periodogramm; wir kénnen diesen
Fall auch einfacher erledigen. Ist sie aber erforderlich, so darf es nicht
befremden, dafl die Anwendung dieses Hilfsmittels von einem gréBeren
Verbrauch an Beobachtungsmaterial begleitet ist. Die Dinge liegen hier
ganz dhnlich wie bei der ,,Glittung’ von Beobachtungsreihen, die ja
eigentlich auch nichts anderes ist als eine Abblendung aller kurzperio-
dischen Schwankungen. In der Tat wird bei der Glittung durch iiber-
greifende Mittel die Beobachtungsreihe verkiirzt; ist das Intervall der
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Mittelbildung $, so gehen nach der Gldttung » Beobachtungen verloren.
Nichts anderes geschieht aber bei der Bildung der Phasen- und Inten-
sitdtsdiagramme mit einem Analysenintervall von der Linge p.

Die Auffassung -einiger Autoren, die der Periodogrammethode eine
,zu geringe Aufldsungskraft™ zuschreiben, ist damit richtig gestellt
worden. Die Bedenken lassen sich noch weiter aus dem Wege riumen,
wenn man beriicksichtigt, daB der Fall persistenter Periodizititen in
der Praxis bei weitem der seltenere ist. Andernfalls ist die Periodogramm-
methode in irgendeiner ihrer vielen Formen die einzige, oder wenigstens
die natiirlichste, die ohne vorgefaBte Meinung an das Problem heran-
zugehen gestattet. Die Herausblendung eines bestimmten Spektral-
teils, der aus irgendwelchen Griinden — etwa auf Grund einer vorher-
gegangenen Durchmusterung oder aus theoretischen Erwigungen oder
Vermutungen — interessant und daher einer Spezialuntersuchung
bediirftig erscheint, gibt stets die Méglichkeit, solche Untersuchungen
unbeeinfluBt oder nur geringfiigig beeinfluBt von dem Verhalten der
Funktion in anderen Teilen des Spektrums durchfiihren zu kénnen.
Im folgenden sollen einige besondere Fille beschrieben werden, in denen
eine Abweichung von der Norm (einfache sinusférmige und durch den
ganzen Beobachtungsbereich persistente Wellen) stattfindet. Solche
Abweichungen sind nicht nur denkbar, sondern kommen in der Praxis
der Periodenforschung, insbesondere bei der Untersuchung geophysika-
lischer und astronomischer Periodenprobleme auBerordentlich hiufig vor.

I. Zwei oder mehrere benachbarte Perioden kommen nicht in persi-
stenter Form und gleichzeitig vor (Uberlagerung, Schwebung), sondern
sind quasipersistent und lésen einander zeitlich ab. Persistent soll eine
Welle heiBen, wenn sie wihrend der gesamten Beobachtungsdauer
konstante Periode, Amplitude und Phase besitzt, quasipersistent, wenn
dies nur wihrend eines Teils der Beobachtungsdauer der Fall ist. Es
moge also, um ein Beispiel zu geben, in der Zeit [o, ..., ¢] eine Sinus-
schwingung mit den Konstanten oy, ¢;, y; bestehen, dieinder Zeit [¢, ..., T]
durch eine andere mit den Konstanten oy, ¢,, v, abgelést wird. Es soll
ferner angenommen werden, daB die beiden Frequenzen im Sinne unserer
fritheren Uberlegungen ,,benachbart‘‘ seien. Die Spektraldurchmusterung
im Grundintervall [o, . .., T]ergibt unter anderem zwei mehr oder weniger
gut getrennte und benachbarte Maxima, so daBl zunichst Verdacht auf
zwei sich iiberlagernde und eine Schwebung bildende Wellen besteht. Das
Phasendiagramm mit einem kleineren Analysenintervall p (es sei p <<¢
und p <€ T —t angenommen) ergibt aber keineswegs fiir eine in der Nihe
einer der beiden Frequenzen gelegene Versuchsfrequenz x den erwarteten
linearen Verlauf, der durch eine regelmiBige, von der benachbarten
Periodizitit herrithrende Welle deformiert wird, sondern besteht aus
mehreren linearen Teilen verschiedener Neigung. Das Phasendiagramm
zeigt drei verschiedene Abschnitte. Fiir ¢ =o, ..., t—p ergibt sich eine
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126 Das Periodogramm.
konstante Neigung x —o,, fiir ¢ =¢, . . T — p eine konstante Neigung
x—o,. In dem kleinen Zwischenstiick ¢ =¢—9, .. ., ¢ vollzieht sich ein

allmihlicher Ubergang zwischen beiden Teilen des Phasendiagramms.
Dies Ubergangsstiick hat fiir die Analyse keine unmittelbare Bedeutung.
Es entspricht der Erscheinung, die bei der Glittung einer Kurve durch
ibergreifende Mittel eintreten wiirde, wenn diese an irgendeiner Stelle

eine Unstetigkeit oder einen Knick aufweist.

Im vorliegenden Falle

wiirde man die beiden linearen Hauptteile des Phasendiagramms bis
zur Mitte des Zwischenstiicks verlingern. Treffen sich beide Gerade

1 L ! | { i
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Abb. 14. Amplitudenspektrum der
Sonnenfleckenrelativzahlen von 1749—1928.

dort, so wiirde das bedeuten, daB
die Phase des Vorgangs sich beim
Ubergang auf die .nachfolgende
Welle stetig fortsetzt — andernfalls
findet ein Phasensprung statt. Es
ist natiirlich auch denkbar, daB3 die
Periode der Welle: erhalten bleibt
und nur die Phase einen Sprung
erleidet; dann sind die beiden
Hauptteile des Diagramms parallel
gegeneinander verschoben. Andert
sich auch die Amplitude bei der
Ablosung der ersten Schwingung
durch die zweite, so ist dies aus
dem Amplituden- oder Intensitéts-
diagramm unmittelbar abzulesen.

Das klassische Beispiel fiir den hier schematisch dargestellten Fall bietet
die Analyse der groBen Beobachtungsreihe der Sonnenfleckenrelativ-
zahlen von 1750 bis zur Gegenwart. Aus dem Spektrum der Gesamt-
reihe sind mehrere groBe und dicht aufeinanderfolgende Maxima im
Bereich der Versuchsperioden von g—12 Jahren zu entnehmen (Abb. 14).
Das Phasendiagramm zeigt einen deutlich linearen Verlauf, der durch
zwel Sprungstellen mit nachfolgender Richtungsinderung unterbrochen
ist. Die Spriinge treten etwa in den Jahren 1793 und 1831 auf und
teilen die Beobachtungskurve in drei Abschnitte, in denen die Haupt-
periode der Sonnenflecken die Linge von 9,5, 12,5 und 11,4 Jahren
aufweist. In dem mittleren Zeitabschnitt sind auch die Amplituden
der Schwankungen auffallend kleiner gewesen als in den beiden an-

grenzenden (Abb. 15).

Bei der Darstellung des Periodogramms in Gestalt der Summenfunk-
tion ergibt eine sprunghafte Anderung der Periodizititskonstanten folgen-
des Bild: Tritt lediglich ein Phasenwechsel ein, so erleidet der Weg des
Summenvektors eine plétzliche Richtungsinderung unter Beibehaltung
seines geradlinigen (x = «) bzw. schwach gekriimmten (x nahezu = «)
Verlaufs. Ist auBerdem eine Anderung der Periode zu verzeichnen,
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so dndert sich auch die Wegkriimmung. Ist die Periodeninderung sehr
groB, so daB die Versuchsperiode sich nach der Anderung auBerhalb des
Hauptmaximums befindet, so geht die systematisch fortschreitende
Bewegung in einen ,Irrlauf iiber, bzw.in eine schnelle Bewegung
in kleinen Kreisen, die von dem praktisch stets vorhandenen Irrlanf
verdeckt wird.

2. Periodische Schwankungen von kurzer Andauer. Das Phasen-
diagramm ist ein ausgezeichnetes Mittel, um Anderungen im periodischen
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Abb. 15. Amplituden- und Phasendiagramm der Sonnenfleckenrelativzahlen fir die Versuchsperiode
11,25 Jahre und ein gleich groBes Analysenintervall.

Charakter der Beobachtungsreihe erkennen zu lassen, falls diese in ge-
niigend groBen Abstinden eintreten, und in der Zwischenzeit die Perio-
dizitdt ungeindert bleibt. Esist deswegen oben ausdriicklich angenommen
worden, daB die Andauer der periodischen Schwankungen gréBer ist
als das Analysenintervall. Ist das nicht der Fall, so gelten die bisherigen
Uberlegungen nicht mehr — das Phasendiagramm wird dann als Hilfs-
mittel zur Periodenbestimmung ungeeignet und kann sogar zu falschen
Schliissen fithren. Angenommen, eine Beobachtungsreihe sei in einem
die Versuchsfrequenz x enthaltenden Spektralbereich frei von Periodizi-
taten. Das Periodogramm fiir ein Vielfaches von x als Analysenintervall
wiirde also, bei Verschiebung des Intervallanfangs lings der Zeitachse,
keine wesentlichen Amplituden ergeben; die Phasen wiirden dement-
sprechend schnell und unregelmiBig wechseln. Nun sei an irgendeiner
Stelle der Zeitachse dieser Funktion eine sinusformige Schwankung

von einer von ixi nicht sehr verschiedenen Wellenlinge hinzugefiigt,

die aber nur eine einzige Schwingung umfassen soll (etwa eine plétzlich
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auftretende und stark gedimpfte Schwingung). In bezug auf das Periodo-
gramm und die Versuchsfrequenz x verhilt sich die Beobachtungsfunktion
annidhernd so, als-wenn sie — von dieser kurzdauernden Stérung ab-
gesehen — iiberall konstant, also etwa gleich null wire. Die Periodogramm-
komponenten reduzieren sich mithin im wesentlichen auf Integrale iiber
den kurzen Stérungsbereich. Wiirden wir also jetzt ein Amplituden-
und Phasendiagramm konstruieren, indem wir den Anfang des Analysen-
intervalls stetig verindern, so wiirden die Amplituden erst dann zu
beachtlichen Werten ansteigen, wenn die stérende Welle in den Bereich
des Analysenintervalls eingetreten ist. Wegen der festen Verkniipfung
der Versuchswelle mit der Beobachtungsfunktion behalten die Periodo-
grammkomponenten und damit Amplitude und Phase ihren Wert, solange
die Welle im Analysenintervall eingeschlossen ist. Amplituden- und
Phasendiagramm zeigen demnach eine Zeitlang Konstanz, woraus ein
unkritischer Rechner schlieBen wiirde, dal wihrend dieser (nahezu ein
Analysenintervall umfassenden) Zeit eine Periode von genau der Fre-
quenz x vorhanden gewesen sei, wihrend es sich in Wirklichkeit um eine
periodische Stdérung von der Andauer eines Bruchteils des Analysen-
intervalls, aber um so gréBerer Amplitude handelte, und um eine von
der Versuchsperiode vielleicht merklich abweichende Periode.

Es zeigt sich hier eine Mehrdeutigkeit des Phasendiagramms, die
bisher kaum beachtet worden ist, die aber iiberall eine Rolle spielen wird,
wo Schwankungen von kurzer Dauer erwartet werden diirfen, z. B. bei
der Untersuchung meteorologischer Perioden. Eine Unterscheidung der
beiden Méoglichkeiten, von denen hier die Rede war, wird auf Grund
des Phasen- und Amplitudendiagramms allein nicht gelingen — hier ist
es unerldBlich, die Summenfunkiion zu Hilfe zu nehmen. In dem oben
angenommenen Falle wiirde sich anfangs ein ,,Irrlauf' ergeben, sodann —
so lange, bis die periodische Stérung voll in die fortschreitende Summie-
rung eingegangen ist —, ein geradliniger oder schwach gekriimmter
Vektorenzug, danach wieder ein Irrlauf. Die Summenfunktion gibt
hier — im Gegensatz zum eigentlichen Periodogramm — die tatsichlichen
Verhiltnisse deswegen besser wieder, weil sie nicht von einem willkiir-
lichen Analysenintervall abhidngt. Dem Leser sei es iiberlassen, sich den
Unterschied an einem einfachen konkreten Beispiel klar zu machen.

Uberhaupt erweist sich die Summenfunktion infolge ihrer Eigenschaft,
von einem ,,Analysenintervall’ unabhingig zu sein, als eine geeignete
Grundlage fiir alle Nachforschungen, die sich auf einen Spektralbereich
in der Umgebung einer bestimmten Versuchsperiode erstrecken. Man
kann dem graphischen Bild der Summenfunktion unmittelbar die Periodo-
grammvektoren flir Intervalle von beliebiger Lage und Linge ent-
nehmen — es enthilt also implizit alle Moglichkeiten fiir die Wahl von
Analysenintervallen und erleichtert diese Wahl durch seine anschauliche
und iibersichtliche Gestalt.
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Trotzdem darf nicht iibersehen werden, da3 die Summenfunktion
auch gewisse Nachteile hat, die wiederum das auf ein festes Analysen-
intervall beziigliche Periodogramm vermeidet. Ist z. B. ein konstantes
Glied in der Beobachtungsreihe enthalten, das vor der Analyse nicht
eliminiert wurde, so ist leicht einzusehen, daf3 der Summationsvektoren-
zug, soweit er von diesem konstanten Glied herriihrt, ein regulires
‘Polygon bildet, dessen Seiten den Betrag des konstanten Gliedes zur
Lange haben, und dessen Seitenzahl gleich der Anzahl der auf eine
Versuchswelle gehenden Zeiteinheiten ist. Der Vektorenzug beschreibt
also eine kreisformige Bewegung mit der Versuchsperiode als Umlaufs-
periode und mit einem Radius, der dem konstanten Glied proportional
ist. Hieraus ist ersichtlich, daB die normale Periodogrammfunktion
durch das konstante Glied nicht beeinfluBt wird, sofern das Analysen-
intervall ein ganzes Vielfaches der Versuchswelle ist, da dann die Periodo-
grammvektoren von einem Punkt des Vektorenzuges zu einem anderen
reichen, der um einen oder mehrere volle Kreisumlidufe von ihm ent-
fernt ist — diese Entfernung ist aber null, solange keine anderen
Bestandteile als das konstante Glied wirksam waren.

Der Summationsvektorenzug enthilt demnach unter Umstinden
Bestandteile, die seine Gestalt merklich beeinflussen, aber fiir die Analyse
wenig Bedeutung haben. So wird auch ein sikular wachsendes oder ab-
nehmendes Glied die Form der Summenfunktion beeinflussen — man
iiberlegt sich leicht, daB3 es spiralférmige Vektorenziige erzeugt. Auch
langperiodische Schwankungen, die oft betrdchtliche Amplituden und
stark wechselnde Perioden haben, machen sich stérend bemerkbar. Es
ist daher unter allen Umstinden anzuraten, konstante, sikulare und lang-
periodische Glieder vor der Bildung der Summenfunktion zu eliminieren,
soweit dies durch Glattung der Beobachtungsreihe ohne Willkiir mog-
lich ist. Trotzdem werden auch die kleinen, bei der Elimination zuriick-
gebliebenen Reste dieser Bestandteile noch merkliche Einfliisse zeigen,
da sie durch Summierung vergr6Bert werden. In dieser Hinsicht hat die
Summenfunktion dhnliche unangenehme Eigenschaften, wie wir sie im
fiinften Kapitel bei der Methode von GarLiTzIN (V, 3) kennenlernen
werden, die ebenfalls eine Integralmethode ist und auf Integrationen
mit fester unterer und variabler oberer Grenze beruht. Wihrend dort
aber die nicht oder unvollstindig eliminierten sikularen oder konstanten
Beimengungen wiederum sidkulare Glieder von sehr verschiedener und
uniibersehbarer Form erzeugen, besteht ihre Wirkung auf die Summen-
funktion in kreis-, schleifen- oder spiralférmigen Vektorenziigen, deren
Windungen als Umlaufsperiode die Versuchsperiode oder eine benach-
barte haben, wihrend die gesuchten Perioden des Beobachtungsmaterials
gerade als sikulare oder langperiodische Effekte in Erscheinung treten.

3. Elliptische Epizykeln. Haufig ergibt die komplexe Funktion

Brg) =alxq+ib(xg),

Stuinpff, Periodenforschung. 9
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die wir auch kurz als ,,Weg des Periodogrammvektors bei verdnder-
lichem ¢ bezeichnet haben, eine epizykloidenartige Kurve,- die nicht
durch Kombination zweier Kreisschwingungen erklirt werden kann.
Eliminiert man etwa die Bewegung im Deferenten, also die Haupt-
schwingung, so bleibt ein Vektor p, iibrig, dessen Endpunkt nicht, wie
bei der Superposition zweier Sinusschwingungen, einen Kreis beschreibt,
sondern eine geschlossene Kurve anderer Art, im einfachsten Fall eine
Ellipse. Der Vektor p, lieBe sich dann etwa in der komplexen Form

P2 (%, 9) = A cos (x—op) ¢ + &) + 2 Beos ((x—op) ¢ + ) (5)
schreiben, wihrend bei kreisférmiger Bewegung

P2 (%,9) = A {cos (x—op) ¢ + &) +osin ((x—ap) ¢ + §)},
also der Spezialfall B=4A4, n=¢§ ——% erfiillt wire. Nach Abzug der

Deferentenbewegung zeigt sich also, daf3 die restlichen Komponenten a (g)
und b (g) Sinuswellen von der gleichen Frequenz, aber mit verschiedenen
Amplituden darstellen, und daB ihre Phasen, statt wie im Falle der
Kreisbewegung um go°, um einen beliebigen Betrag gegeneinander
verschoben sind. Diese elliptische Bewegung ist die gleiche, wie sie bei
der Schwingung eines elliptischen Pendels bekannt ist; sie 1aBt sich
stets als Kombination zweier Kreisbewegungen von verschiedener Ampli-
tude, gleicher Frequenz, aber entgegengesetztem Umlaufssinn darstellen.
Der oben angegebene Vektor it sich daher als Summe zweier Vektoren

Py = D {cos ((x—oap) ¢ + 6) + ¢sin ((x—otp) ¢ + 6)} + (©)
+ Dy {cos ((x—otp) ¢ + &)— v sin (¥ —op) 7 + &)} .
darstellen. Durch Vergleichung der Formeln (5) und (6) ergibt sich
leicht, daB
AcoséE=D;cos6+ D,cose Bcosy=@,sin §—D,sine¢
Asiné=®,sind 4 P,sine — Bsiny =P, cosd—D,cose
und entsprechend
2®,cos6=Acos&—Bsiny 2D,cose=Acosé+ Bsiny
2@,sind=Asin &+ Bcosy 2P,sine=Asin&—Bcosy
ist. Ferner bemerkt man, dal}
4@} =A2 4 B2+ 24 Bsin (§—n) 4Pi=A%4 B*—24 Bsin (§—7).
Haben also die beiden erzeugenden Kreisbewegungen gleiche Amplitude

(D, = D,), so muB & =5 sein, der resultierende Vektor ¥aBt sich mithin
durch die Formel

Po= (4 41 B)cos ((x—ap) ¢ + &)
darstellen, wobei A ¢ B eine konstante komplexe Zahl bedeutet.

Die Epizykelbewegung artet damit in eine geradlinige harmonische
Bewegung aus (,,Geradfithrung durch zwei geometrisch summierte
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Kreisbewegungen von gleicher Amplitude und entgegengesetzt gleicher
Umlaufsgeschwindigkeit).

Ein elliptischer Epizykel oder der Grenzfall einer Geradfithrung
148t sich also gegebenenfalls durch das Vorhandensein zweier der Haupt-
periode benachbarter Periodizititen erkliren, deren Frequenzen im
Spektrum zur Versuchsirequenz x beiderseitig symmetrisch liegen, und
zwar an den Stellen x—y und % + y, wenn y = |x —a, | gesetzt wird.
Liegen diese beiden Frequenzen nicht zu x, sondern zu einer x benach-
barten Frequenz, etwa zu o, symmetrisch, so findet man leicht, daf3
die Epizykelbewegung dann auf einer Ellipse vor sich geht, deren grofe
Halbachse (Apsidenlinie) einer bestindigen langsamen Drehung unter-
worfen ist!, also etwa der Schwingung eines FoucauLtschen Pendels
zu vergleichen wire. ‘

Auch die soeben besprochenen Fille sind in'der Praxis hiufig anzu-
treffen. Bei der Analyse der periodischen Verlagerung der Erdpole
(Polbewegung) bleibt nach Eliminierung der bekannten CHANDLER-
schen Periode eine Reststérung iibrig, die — soweit die bisher genauer
untersuchte 3o0jihrige Beobachtungsreihe Schliisse gestattet — einer
elliptischen Epizykelbewegung entspricht. Die beiden, im Frequenzen-
spektrum symmetrisch zur CHANDLERschen Periode von 433 Tagen
gelegenen Nebenperioden sind zuerst von WITTING entdeckt worden
und durch eine Untersuchung des Verfassers (Lit. 258) mit Hilfe der
obigen Methode bestitigt worden, soweit dies aus einer so kurzen Reihe
méglich war. (Die Epizykelbewegung umfaBte einen vollen Umlauf.)
Bei der Untersuchung der Sonnenfleckenrelativzahlen der letzten
hundert Jahre (Lit.z260) ergab sich, mit der grofen Periode von
11Y/, Jahren als Versuchsperiode, ein Pendeln des Periodogrammvektors
langs einer Geraden, so daB also zwei symmetrische Nebenperioden
mit gleicher Amplitude zu existieren scheinen. Eine ausgesprochen
elliptische Bewegung mit deutlicher Apsidendrehung fand Verfasser
bei der Untersuchung der Lichtwechselperioden des verinderlichen
Sterns R Scuti (Lit. 265).

Das verhiltnismidBig hdufige Auftreten solcher elliptischen Stérungen
bei der Untersuchung der Periodogramme kosmischer oder terrestrischer
Beobachtungsreihen erweckt den Verdacht, daB hier Ursachen formaler
Natur vorliegen. Die Merkwiirdigkeit, dafl die Hauptperioden einer Er-
scheinung so oft von paarweise auftretenden Nebenperioden begleitet
werden, kénnte man als partielle Symmetrie des Spektrums bezeichnen.
Eine der hiufigsten Ursachen der partiellen Symmetrie ist in einer

1 Haben die beiden elementaren Epizykelbewegungen bei gleicher Amplitude
die Frequenzen # ¢ und — (n + ¢) g, so stiitzt sich die Berechnung der resultierenden
Bewegung auf die Formel

Pl G Ol B ”q{ei (ntfe)ay e—i(”+%5)q}=2e* B isqcos<n +% 8)?-

9*
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gewissen UngleichmiBigkeit der Beobachtungskurven selbst zu suchen,
die sich darin duBert, daB die Maxima und Minima der Kurven stati-
stisch ein verschiedenes Verhalten zeigen. Das ist sowohl bei der Sonnen-
fleckenkurve als auch bei den Lichtkurven von Verinderlichen wie
R Scuti der Fall. Die Sonnenfleckenminima sind flach und gehen bis
an den Wert null herunter, der zugleich ein absolutes Minimum dar-
stellt, wihrend die Maxima spitzer und von sehr verschiedener Hoéhe
sind. Bei R Scuti und anderen verinderlichen Sternen sind umgekehrt
die Maxima flach und von nahezu der gleichen Gré8e, wihrend die
Minima sehr verschieden tief und oft sehr spitz sind. Ahnliche Verhlt-
nisse, wenn auch nicht ganz so kraB, treten bei den Luftdruckkurven
fiir diejenigen Stationen auf, die im Bereich der ZugstraBen der Zyklonen
liegen. Bei den Sonnenflecken liegt die natiirliche Erklarung fiir dies
formale Verhalten der Kurve auf der Hand: Im Sonnenfleckenminimum
ist die Amplitude der periodisch wirksamen fleckenbildenden Krifte
null. Die Relativzahlen selbst geben nicht die Ausschlige der flecken-
erzeugenden Krifte an, die ja von dem Ruhewert null aus sowohl ins
Positive wie ins Negative gehen miifiten, sondern ihr wesentlich posi-
tives Quadrat; sie stellen also ,,Intensititen’* dar. Sofern die Schwin-
gungen ,kohirent sind, becobachten wir also die Zusammenwirkung
zweier kombinierter Schwingungen

¢ cosoyt -+ cycoso,t
in der Form
(cycOs oyt + €5 COS aty £)2 = 2 cosPoy ¢+ 2 ¢; Cy cOS 0y £ COS 0ty F + €2 COSZ oty ¢
:C?%@—}—%cosz%t—k%coszazt—kc1c2 (cos {0y - atg) £ - COS (ot —aty) B) .
Das Spektrum enthilt vier Schwingungen mit den Frequenzen 2 oy,
2 oy, 0oy 3 &y, Sind also a; und o, nahezu gleich (o, — o, =€), so ergibt
sich eine lange Periode (Frequenz ¢) und eine kurze Periode (Frequenz
7 = oy + &), die zu beiden Seiten im Abstand ¢ von symmetrischen
Nebenlinien (2e; =% + ¢ und 2a, =7 —¢) begleitet wird. Aus dieser
Uberlegung folgt aber, daB Kurven formal dhnlichen Verhaltens, selbst
wenn der Intensitdtsansatz aus physikalischen Griinden nicht gerecht-
fertigt ist, ein dhnliches Spektrum und #hnliche Erscheinungen in der
Gestaltung der Periodogrammfunktion liefern miissen.

7. Das Buys-BaLLorsche Schema.

Jede wvollstindige Periodogrammanalyse, besonders wenn es sich
um Beobachtungsreihen handelt, die — wie die meisten geophysikali-
schen — aus sehr heterogenen Elementen zusammengesetzt sind, erfor-
dert eine ungeheure Rechenarbeit. Viele Aufgaben der Periodenforschung
sind bisher ungeldst geblieben, viele nicht einmal in Angriff genommen
worden, weil diese Arbeit mehr Zeit und Mittel erforderte, als zuar
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Verfiigung standen. Die Entwicklung der praktischen Arbeitsmethoden
in Okonomischer Beziehung ist daher neben der Lésung konkreter
Probleme ein Ziel, das seit lingerer Zeit unabléssig verfolgt worden ist.

Die Periodogrammrechnung arbeitet mit Elementen, die nach Art
der FouriEr-Koeffizienten als Produktsummen zwischen der Folge der
dquidistanten Beobachtungswerte und den Folgen trigonometrischer
Funktionswerte (Versuchswellen) gebildet werden. Sofern sich diese
Produktsummen iiber mehr als eine vollendete Versuchswelle erstreckten,
haben wir als erleichterndes Hilfsmittel bereits die Bildung von
,,oummenreihen* kennengelernt, durch die jene Beobachtungswerte,
die mit trigonometrischen Faktoren gleicher Phase zu multiplizieren
waren, vor der Produktbildung additiv zusammengefaf3t werden konnten.
Das bei der Bildung der Summenreihen zu benutzende Schema von
Zeilen und Spalten

Yo Y1 Vs e Yot

Ve Yrt1 Yrt2 RN S Y |
Yor Yor +1 Yor+2 R T |
y(k_l)y y(k_‘]_),_{,l ............... ykr—l
Y, Y, Y, LY,

ist seit langer Zeit unter dem Namen ,,Schema von Buys-BarLrot
bekannt. Von Buys-BarLoT stammen auch jene Regeln, die die Be-
ziehungen zwischen wirklicher Periode und Versuchsperiode klarstellen
und einige der hauptsdchlichsten Erkenntnisse, die wir in den vorher-
gehenden Abschnitten gewonnen haben, unmittelbar anschaulich machen.
Diese Buvs-Barrorschen Regeln seien in der nachstehenden Form
wiedergegeben:

1. Enthilt eine Beobachtungsreihe eine (persistente) Periode von
der Lange » (r sei eine ganze Anzahl von Zeiteinheiten, die Zeiteinheit
sei gleich dem Beobachtungsabstand), so enthilt jede Spalte des #-
spaltigen Schemas nur Beobachtungen der gleichen Phase. Die Summen-
reihe enthilt also die Schwingung von der Periode # unveridndert in
ihrer ersten Harmonischen.

2. Ist die wahre Periode der Beobachtungsreihe etwas grofer als 7,
so verschiebt sich das Maximum der Schwingung mit jeder Zeile ein
wenig nach rechts, und zwar mit um so gréBerer ,,Geschwindigkeit®
pro Zeile, je gréBer der Unterschied der wahren Periode von der Ver-
suchsperiode 7 ist. Sind so viel Zeilen vorhanden, daf} die fortschreitende
Verschiebung des Maximums in der letzten Zeile eine ganze Zeilen-
linge erreicht hat, so ist die Periode in der Summenreihe ausgeldscht,
desgleichen jedesmal, wenn die Verschiebung mehrere volle Zeilen-
langen betragt (Nullstellen des Periodogramms).
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3. Ist die wahre Periode etwas kiirzer als die Versuchsperiode, so
verschiebt sich das Maximum fortschreitend nach links.

4. Ist die Zeilenanzahl so groB, daB die Verschiebung des Maximums
mehr als #, aber weniger als # + 1 Zeilenlingen nach rechts oder links
betrigt, so enthilt die Summenreihe nur den Anteil der letzten Zeilen,
die den UberschuB3 der Verschiebung iiber # Zeilenlingen enthalten,
an der Periodizitit mehr oder weniger vollstindig. Die Periode ist also
nicht vollstindig eliminiert, wird aber bei der Bildung von Spalten-
mittelwerten um so mehr herabgedriickt, je gréBer » ist (spurious perio-
dicity -#-ter Ordnung). Durch Summenbildung iber eine gentigend
groBe Anzahl von Reihen liBt sich also eine Periode, die von der Ver-
suchsperiode verschieden ist, zerstéren (abblenden).

5. Ist die Zeilenanzahl so gering, daB die Verschiebung des Maxi-
mums einer von 7 nicht sehr verschiedenen Periodizitdt nur einen Bruch-
teil der Zeilenldnge betrigt, so bleibt die Periodizitdt in der Summen-
reihe zum gréften Teil erhalten. Es erfolgt nur eine geringe Verkleine-
rung der Amplitude und eine Phasenverschiebung des Maximums an
die Stelle, die der mittleren Zeile entspricht. Ist die Anzahl der zur
Verfiigung stehenden Zeilen gro genug, so liBt sich die (unbekannte)
Periodenlange dadurch ermitteln, daB man das Reihenschema in (even-
tuell iibergreifende) Gruppen von wenigen Zeilen zerlegt und von jeder
dieser Gruppen die Summenreihe bildet. Aus der Verschiebung der
Maxima von Gruppe zu Gruppe liBt sich dann sofort der Unterschied
zwischen Versuchsperiode und gesuchter Periode angeben (Phasen-
diagramm), vorausgesetzt, daB die Zeilenzahl jeder Gruppe doch so
groB} ist, daB nach Punkt 4 fremde Periodizititen noch geniigend stark
abgeblendet werden.

6. Irregulire Bestandteile der Kurve (z. B. Beobachtungsfehler)
werden in den Spaltenmitteln nach dem Gesetz der Fehlerfortpflanzung
herabgedriickt.

Man sieht, daB die Buyvs-Barrotschen Regeln unmittelbar einige
der wichtigsten Gesetze erkennen lassen, die die analytische Auswertung
der Periodogramme beherrschen. In manchen Fillen, besonders da,
wo die Periodogrammanalyse vorbehaltlich eines genaueren Einzel-
studiums zundchst nur eine erste Orientierung iiber die periodischen
Eigenschaften einer empirischen Funktion zum Ziele hat, wird man
ohne genauere Rechnung aus der direkten Betrachtung der Summen-
reihen, nétigenfalls ihrer graphischen Aufzeichnungen, den gewiinschten
Uberblick gewinnen und sogar Niherungen fiir die gesuchten Periodizi-
tatskonstanten ableiten koénnen, die nicht allzu scharfen Anspriichen
gentigen und fiir eine spatere Detailuntersuchung eine niitzliche Grund-
lage ergeben. Genau so, wie es moglich ist, aus dem geometrischen
Verlauf einer einfachen Welle durch Ausmessung der Maxima und
Minima nach Hohe, Abszisse und gegenseitigem Abstand Amplitude,
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Phase und Wellenlinge ohne jede Rechnung mit groBer Ann&dherung
zu bestimmen, so wie es ferner moglich ist, sogar die Uberlagerung
zweier benachbarter Perioden an der Gestalt der ,,Schwebungskurve
festzustellen und die Perioden der beiden Wellen durch Ausmessung
der Schwebungsperiode zu bestimmen, wird es oftmals moglich sein,
die geometrischen Bilder der Summenreihen rein graphisch auszuwerten
und dadurch ihre exakte Analyse zu umgehen. Die Aussicht auf einen
praktischen Erfolg dieser rohen, aber sehr schnellen Methode ist um
so gréBer, als ja in der Summenreihe nicht nur der Anteil der irregu-
liren Stérungen prozentual herabgedriickt erscheint, sondern auch
fremde Perioden mehr oder weniger stark durch den Summationsproze§
zerstért worden sind. Das gilt nur dann nicht, wenn auBer einer Welle
von einer um 7 herum liegenden Wellenldnge noch solche eine Rolle
spielen, die eine in 7 ganzzahlig enthaltene Wellenldnge besitzen. Solche
,,Oberschwingungen werden in der Summenreihe ebenfalls als Ober-
schwingungen auftreten und wiirden erst durch Ausfithrung der Analyse
der Summenreihe nach ihrer ersten Harmonischen zum Verschwinden
gebracht werden. Immerhin 148t aber der Anblick des graphischen
Bildes der Summenreihe schon erkennen, ob eine solche MaBnahme
notwendig ist oder nicht. Diese Notwendigkeit wird insbesondere dann
nicht bestehen, wenn die Oberschwingungen mit der betrachteten Welle
als ihrer Grundschwingung in einem gesetzmilBigen Verhiltnis stehen,
wenn etwa der Fall vorliegt, daBl die zu untersuchende Periodizitit
nicht sinusférmig, sondern irgendwie verzerrt ist, und wenn diese Ver-
zerrung das Wellenbild durch die ganze Beobachtungsreihe hindurch
charakterisiert. In solchen Fillen wird auch das Bild der Summenreihe,
abgesehen von seiner fortschreitenden Verschiebung von Zeile zu Zeile,
bzw. von Gruppe zu Gruppe, erhalten bleiben, und diese Verschiebung,
aus der ja die wahre Linge der Grundwelle folgt, an dem regelmiBigen
Fortschreiten charakteristischer Merkmale der Summenreihe mefBbar
zu erkennen sein.

Immerhin wird man eine derartige graphische Untersuchung nur mit
grofer Vorsicht vornehmen kénnen. Sie wird aber gute Dienste leisten,
wenn es darauf ankommt, eine oberflichliche spektrale Durchmusterung
vorzunehmen, die den Zweck hat, wichtige und unwichtige Teile des
Spektrums voneinander zu trennen oder das Vorhandensein isolierter
Perioden, ihre ungefihren Frequenzen und ihre Anzahl festzustellen.
In diesem Falle wird man fiir eine geeignete Folge von Zeilenlingen 7
die Summenreihen bilden und die Amplituden ihrer ersten Harmonischen
abschitzen. Viele Periodogrammrechner, wie z. B. G (Lit. 170) bei
seiner Untersuchung des unregelmiBigen Veridnderlichen SS Cygni,
gehen dabei so weit, daf3 sie von jeder Summenreihe einfach den halben
Unterschied zwischen Maximum und Minimum als eine geniigende
Abschitzung ansehen. Das ist natiirlich unstatthaft; wie man sich
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leicht iiberlegen kann, wiirde auf diese Weise ein glatter sinusférmiger
Verlauf der Summenreihe, der auf eine ausgeprigte Periodizitit hin-
weist, genau dieselbe Amplitude ergeben, wie die gleiche Summenreihe
mit willkiirlich in ihrer Reihenfolge vertauschten Gliedern, deren Am-
plitude daher unter Umstdnden in Wirklichkeit null sein kann. Eine
Abschitzung der Amplituden muB also mit einer wenn auch noch so
oberflichlichen Glittung der Summenreihe verbunden werden. Anderer-
seits ist klar, daB durch das GisBsche Verfahren eine obere Grenze
fiir die Amplituden bestimmt wird.

In Abschnitt 3 wurde gezeigt, daB ganzzahlige Versuchsperioden
nur im langwelligen Teil des Spektrums (r > 1/_75) geniigend dicht liegen,
und daB daher im Bereich der kurzen Wellen die ganzzahligen Versuchs-
perioden, die zur Verfiigung stehen, durch gebrochene Perioden erginzt
werden miissen, damit die Bedingung der Maximumbreite erfiillt wird.
Die Versuchswellen mit gebrochenen Perioden lieBen sich aber aus
Summenreihen des langwelligen Bereichs ableiten, indem man diese
nach Harmonischen hoherer Ordnung untersuchte. Die genaue Ab-
schitzung der Amplituden von Oberschwingungen einer Summenreihe
aus der graphischen Aufzeichnung ist aber schwieriger und unsicherer
als die der ersten Welle. Wie man sich bei der Ausfithrung einer provi-
sorischen Durchmusterung auch in diesen Fillen hilft, mége an Hand
des gleichen Beispiels gezeigt werden, das in Abschnitt 3 gegeben wurde.
Es war dort eine Beobachtungsreihe von p = 360 Werten zu analy-
sieren, und es wurde festgestellt, daB im kurzperiodischen Teil des
Spektrums zwischen den beiden ganzzahligen Versuchsperioden 7 = 11
und 7 = 12 noch zwei weitere Versuchsperioden eingeschaltet werden
mufiten. Wir erhielten nun die hierfiir geeigneten Perioden 7 = 117,
und 7 = 11%,, indem wir die Harmonischen 3. Ordnung von den
Summenreihen 7 =34 und 7 = 35 bildeten. Nun lassen sich diese
Summenreihen nicht genau in drei Zeilen schreiben, wohl aber lassen
sich aus 7 = 34 Werten drei Reihen zu je s= 11 Werten mit einem
iiberschiissigen Wert bilden, und aus 7 = 35 Werten drei Reihen zu je
s == 12 Werten, wobei der letzte ausfillt. Wir betrachten gewissermaBen
die Summenreihen 7= 34 bzw. 35 erneut als Ausgangsmaterial fiir
eine weitere Spektralzerlegung, wobei uns lediglich der Bereich um die
dritte Harmonische interessiert. Diese Harmonische liegt aber im lang-
welligen Bereich des neuen Spektrums, in dem, wie wir wissen, die
ganzzahligen Versuchsperioden dichter liegen, als die Maximumbreite
verlangt. So ist fiir » = 34 z. B. die zweite Welle von der Linge 17,
die dritte umfaBt 11Y,, die vierte 8V, Einheiten. Das Hauptmaximum
einer Periodizitit von der Wellenlinge 11'/,, die uns hier allein inter-
essiert, wiirde also ungefahr den Bereich von s = g bis s == 17 umfassen,
die Maximalamplitude wiirde also aus einer Versuchswelle s = 11 nur
wenig anders herauskommen als aus s = 11Y/;. Man sieht also, daB es
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bei der Zerlegung der Summenreihe » = 34 in drei Wellen in Anbetracht
der geringen Genauigkeit, die bei der beabsichtigten Amplituden-
schitzung erforderlich ist, ohne weiteres statthaft ist, eine weitere Zer-
legung in ein Buys-BarLorsches Schema von 3 Zeilen zu je 11 Werten
vorzunehmen; der iiberschiissige Wert ist entweder fortzulassen, oder
es ist dadurch ein Ausgleich herbeizufithren, daB8 die Summe der ersten
Zeile, die vier statt drei Einzelwerte enthilt, mit dem Gewichtsfaktor
3/, multipliziert wird.

Diese Art der Konstruktion von behelfsmiBigen Summenreihen fiir
gebrochene Versuchsperioden 148t sich noch auf eine andere Weise dar-
stellen, die sich besser in das urspriinglich nur fiir ganzzahlige Versuchs-
perioden gedachte Buys-Barrorsche Schema eingefiigt: Sind p = 360
Beobachtungswerte nach einer Versuchsperiode » = 11!/; zu analysieren,
so ordne man sie nach folgendem r1Ispaltigem Schema an:

Yoo Y1oeeevn Y10
Yn Yz ee-- - Ya1
Yoo Vog oove. Y32
Va3

Yaa | Vg5 - v v v Vaa
Yas Vag--c--- Vss

Dies Schema entspricht offenbar véllig der soeben geschilderten Methode.
Andererseits bleibt die Form des allgemeinen Buys-BaLrLoTschen Schemas
gewahrt, nur daB bei der fortlaufenden Eintraging der Beobachtungs-
werte in das Schema nach je 34 Werten eine Spalte mit zwei Beob-
achtungswerten statt mit einer einzigen belegt wird. Die dadurch hervor-
gerufene ungleiche Gewichtsverteilung der Spalten 148t sich entweder,
wie oben, dadurch beseitigen, dafl man die einzelnen Glieder der Summen-
reihe durch einen Gewichtsfaktor korrigiert oder dadurch, daB man
anstatt der Doppelbelegung die Belegung der betreffenden Felder durch
das arithmetische Mittel der beiden Werte einfithrt. Ebenso wird bei
der Berechnung der Summenreihe fiir # = 112/; ein 12 spaltiges Schema
zu wihlen sein, wobei nach je 35 Werten ein Feld des Schemas aus-
zulassen bzw. durch das arithmetische Mittel der beiden angrenzenden
Felder zu belegen ist. Dies Verfahren 148t sich weiter ausbauen und
auch auf Versuchsperioden ausdehnen, die zum Analysenintervall p ein
weniger einfaches rationales, ja sogar ein irrationales Verhiltnis haben.
Man kann diese Methode als ,,Schaltverfahren'* bezeichnen, sie entspricht
durchaus der Einfithrung von ,,Schalttagen im Kalender. Dort handelt
es sich namlich darum, jeden Tag des Jahres einer Phase der mit dem
Tage inkommensurablen Jahresperiode zuzuordnen. Diese Einordnung
entspricht der Belegung eines Schemas von 365 Spalten, wobei von
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Zeit zu Zeit Doppelbelegungen notwendig werden, um die ,,Versuchs-
periode” von 365 Tagen mit der wahren (365%24) in Einklang zu
bringen. Ein dhnliches Schaltverfahren wird im Kalender bei der Ein-
teilung des Jahres in 12 Monate vorgenommen, wobei ein Schema von
30 Spalten benutzt werden koénnte, das in 12 Zeilen 5—6 Doppel-
belegungen notwendig machen wiirde. Es ist bekannt, daf3 der bestehende
Kalender statt dessen 7 Doppelbelegungen und dafiir 2 (bzw. 1) Liicken
(Februar) vorsieht. Die Beseitigung dieser geschichtlich entstandenen
Unsymmetrie ist eines der hauptsichlichsten Ziele der Kalenderreform.

8. Das DarwiInsche und das BorceENsche Schema.

Aus dem Vorhergehenden ist klar, daB das Schaltverfahren besonders
dann eine ausschlaggebende Erleichterung der Rechnung bedeutet, wenn
Perioden zu behandeln sind, die zu der Linge des Analysenintervalls
oder gar zu dem als Zeiteinheit dienenden Beobachtungsabstand ein
irrationales Verhiltnis haben. Dieser Fall ist von besonderer Bedeutung
bei der Analyse und Synthese der Meeresgezeiten. Er liegt allerdings
insofern abseits der in der Periodogrammtheorie zu behandelnden Auf-
gaben, als dort die Perioden ihrer Linge nach durch die kosmischen
Bewegungen von Sonne, Mond und Erde gegeben und daher bekannt
sind. Die Berechnung der Amplituden und Phasen der einzelnen (Tiden
genannten) Wellen vollzieht sich aber auf die gleiche Weise wie bei
der Periodogrammrechnung; da nun die Gezeitenanalyse ihrer unmittel-
baren Wichtigkeit fiir die Seefahrt zufolge schon frithzeitig eine praktische
Wissenschaft geworden ist, hat die Durchbildung vieler Methoden der
Periodenforschung gerade von dort aus ihren Ausgang genommen.
Auch das Schaltverfahren stammt daher und ist besonders durch die
auf Gezeitenrechnung beziiglichen Arbeiten von G. H. DARwIN und
C. BORGEN (s. Lit.-Verz.) praktisch durchgebildet worden.

Die Anwendung der Schaltmethode bei der Trennung von Gezeiten-
perioden und der Bestimmung ihrer Amplituden und Phasen fiir irgend-
einen gegebenen Beobachtungsort, also bei der Bestimmung der Tiden-
komponenten fiir die Wasserstinde irgendeines Hafens, fiihrt auf ein
Rechenschema von der Art des nachstehend beschriebenen: Es seien
z. B. die harmonischen Konstituenten der beiden Haupttiden, also der
halbtdgigen Sonnentide und der halbtigigen Mondtide gesucht. Die
Beobachtungen seien, wie {iblich, stiindliche Wasserstandsmessungen
(Pegelstinde). Die halbtigige Sonnentide 14Bt sich dann einfach durch
ein Buys-BALroTsches Schema von 12 Spalten ableiten — die Mondtide
fillt heraus, wenn die Zeilenanzahl einem halben synodischen Mond-
umlauf entspricht. Da jede Zeile einem halben Sonnentag entspricht und
der synodische Mondumlauf 29/, Sonnentage umfaBt, ist dies bereits bei
einem Schema von rund 30 Zeilen der Fall. Fiir die Berechnung der
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halbtigigen Mondtide kann unter Anwendung des Schaltprinzips das
gleiche Schema verwendet werden — die Spalten bedeuten dann eigentlich
Mondstunden, die ein wenig ldnger sind als Sonnenstunden. Die strenge
Analyse wiirde also erfordern, daB die Beobachtungswerte in Abstinden
von je einer Mondstunde gegeben wiren. Da aber nicht immer konti-
nuierliche Wasserstandsregistrierungen vorliegen, aus denen mondstiind-
liche Werte entnommen werden koénnen, sondern die sonnenstiindlichen
Beobachtungen verwendet werden miissen, werden die Eintragungen
immer in diejenige Spalte vorgenommen, die der nichstgelegenen Mond-
stunde entspricht. Da sonnenstiindliche Beobachtungen etwas dichter
aufeinanderfolgen, als mondstiindliche, so wird von Zeit zu Zeit eine
doppelte Belegung erforderlich sein. Da ungefidhr 1 Mondstunde = 1,0351
Sonnenstunden ist, wird dies durchschnittlich nach je 28/, Sonnenstunden
eintreten. Bei einer groBen Anzahl von Beobachtungen verteilen sich
die doppelt belegten Felder des Schemas ziemlich gleichmaBig iiber alle
12 Spalten, auch {iberlegt man sich leicht, da die Fehler, die man infolge
der falschen Phasenzuordnung bei den einzelnen Beobachtungswerten
begeht, gleich hiufig positiv und negativ ausfallen, wenn die Anzahl
der Werte in jeder Spalte sehr groB ist. BORGEN zieht es daher vor,
die Doppelbelegungen unkorrigiert beizubehalten, wihrend DARWIN an
Stelle der Doppelbelegung das arithmetische Mittel der beiden Werte
in das betreffende Feld eintrigt oder einen der beiden Werte auslifit.
Ebenso entstehen, wenn in anderen Fillen (bei der Berechnung anderer
Tiden) der durch das Spaltenschema gegebene Phasenabstand der Tiden-
periode kleiner ist als der Beobachtungsabstand, in periodischen Ab-
stinden Liicken. Auch hier behilt BORGEN die Liicken bei, unter der
Voraussetzung, dafl sie sich gleichmiBig tiber alle Spalten verteilen,
wihrend DARWIN entweder den vorhergehenden Wert noch einmal oder
das Mittel aus den Belegungen der beiden angrenzenden Felder eintrigt.
In der Praxis sind beide Methoden statthaft, die DArRwiNsche (Fortlassung
eines Wertes an Doppelstellen und Auffiillung der Liicken durch Wieder-
holung) hat dagegen dus folgenden Griinden eine besondere Rechtfertigung
erfahren: Man stelle sich vor, daBl eine Wasserstandskurve durch sonnen-
stiindliche Beobachtungen festgelegt sei und interpoliere diese Werte-
reihe durch eine Treppenkurve in der frither (I, g) beschriebenen Art.
Entnimmt man nun der so hergestellten Treppenkurve mondstiindlich je
eine Ordinate, so wird man genau die Bedingungen schaffen, die bei der
Konstruktion des DarwiNschen Schemas gegeben sind: im allgemeinen
trigt man in jedes Feld des mondstiindlichen Schemas die zur benachbarten
Sonnenstunde giiltige Beobachtung ein — da aber der Beobachtungs-
abstand etwas gréBer ist als die Linge der stetigen Kurvenabschnitte,
so kommt es von Zeit zu Zeit vor, dafl eine Treppenstufe iiberschlagen
wird. Ist umgekehrt der Fall gegeben, dal die Treppenstufen breiter
sind als das Intervall der entnommenen Ordinaten, so werden von Zeit



140 Das Periodogramm.

zu Zeit zwei aufeinanderfolgende ,,Schritte’ auf die gleiche Stufe fallen,
so dafB also durch Wiederholung des gleichen Wertes eine sonst entstehende
Liicke im Schema vermieden wird. Gelegentlich kann es auch vor-
kommen, daB eine Auswahlordinate auf eine Sprungstelle der Treppen-
kurve trifft, alsdann gilt das arithmetische Mittel zwischen den benach-
barten Stufenwerten. Somit entspricht das DarwiNsche Schema genau
der provisorischen Interpolation durch einen Stufenzug; die durch das
Schaltverfahren begangenen Fehler sind also von der gleichen GréBen-
ordnung wie die durch diese Interpolationsart erzeugten Fehler tiberhaupt.

Um den Unterschied zwischen der Art der Fehlerentstehung im
DarwiNschen und im BORGENschen Schaltverfahren einzusehen, machen
wir folgende Uberlegung: Seien ¥4, ¥}, . .., ¥, mondstiindlich gemessene
Werte und ¢y, ¢4, . .., ¢, die nach Mondstunden fortschreitenden Argu-
mente der Mondtide, so wird beispielsweise die a-Komponente der
Mondtide aus der Produktsumme

3y cos @ + y,cos @, + -+ 4 ¥, cos @,
abgeleitet, wobei alle zur gleichen Phase gehérigen Produkte zu einer
Spaltensumme
cos @, Xy,
zusammengefalt werden. Im Darwinschen Schema werden die Ordinaten
y, durch die benachbarten sonnenstiindlich gemessenen Ordinaten der
Folge
yl: y?,’ o Vm

ersetzt. In gleicher Weise kénnte man die gesuchte Produktsumme
auch direkt aus den sonnenstiindlichen Werten ableiten, indem man

Y1 COS @1 - Vo COS @y 4 -+ + ¥, COS @y,

berechnet, wobei jetzt ¢, @,, . .., ¢, die sonnenstiindlich fortschreitenden
Phasen der Mondtide bedeuten. Will man nunmehr die Summanden
spaltenweise nach Mondstunden ordnen, so fallen in eine Spalte alle
diejenigen Summanden ¥, cosg,, bei denen ¢, der zu dieser Spalte
gehorigen Mondstunde benachbart ist. Das eine Mal (DARWIN) ist der
cos-Faktor einer Spaltensumme streng, die Beobachtungswerte sind
dagegen fehlerhaft, da sie sich auf eine benachbarte Phase beziehen.
Das andere Mal (BORGEN) sind die in einer Spalte vereinigten Beob-
achtungswerte streng, aber die cos-Faktoren fehlerhaft. Merkliche Fehler
im Rechenergebnis werden sich immer dann einstellen, wenn die Summe
der Fehler einer Spalte von null sehr verschieden ist, d. h. wenn die
Fehler systematisch ein bestimmtes Vorzeichen bevorzugen. Beim
Darwinschen Schema sind solche systematischen Abweichungen an sich
unwahrscheinlich, ihr Vorkommen hingt wesentlich von der besonderen
Art der Beobachtungskurve ab. Beim BORGENschen Schema hingt der
Fehler in erster Linie von der Verteilung der in einer Spalte vereinigten
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Phasen @ ab, die durch eine konstante Phase ¢’ ersetzt werden. Diese
Verteilung aber wird durch die Art des Schemas selbst geregelt und gilt
dann fiir alle moglichen Beobachtungsreihen. Beide Schemata haben
somit ihre Vor- und Nachteile: Das DarwinNsche Schema enthilt in
jeder Spalte die gleiche Anzahl von Beobachtungswerten, die mit dem
richtigen trigonometrischen Faktor multipliziert werden, aber selbst
fehlerhaft sind. Das BOrRGENsche Schema enthilt in jeder Spalte strenge
Beobachtungswerte, die aber mit abweichenden trigonometrischen
Faktoren multipliziert werden und, wegen der Liicken und Doppel-
belegungen, auch nicht immer in gleicher Anzahl aufzutreten brauchen.
Der Fehler wird aber in diesem Falle auf ein Minimum herabgedriickt,
wenn es gelingt, die Liicken oder Doppelbelegungen im Schema iiber
alle Spalten gleichmaBig zu verteilen und dafiir zu sorgen, daB die Fehler
der trigonometrischen Faktoren sich in einer Spalte mdglichst die Waage
halten. Das 14Bt sich aber, wie wir sehen werden, durch eine geeignete
Wahl des Schemas immer erreichen.

Bevor diese Betrachtungen durch Beispiele erliutert werden, soll
gezeigt werden, welche Rolle das Schaltverfahren in der Praxis der
Periodogrammanalyse zu spielen berufen ist. Es ist klar, da ein Schalt-
verfahren immer dann am Platze ist, wenn es sich darum handelt, ein
groBeres Ausgangsmaterial nach Versuchsperioden zu analysieren, die so
beschaffen sind, daB ein hinreichend einfaches Buys-BALLoTsches Schema
nicht angesetzt werden kann, oder, wenn dies doch mdoglich sein sollte,
daB die Spaltenzahl des Schemas unbequem grof} ist. So ist z. B. ein
Schema von 11 oder 12 Spalten, wie es bei der provisorischen Berechnung
einer 11Y,- oder 11%/;gliedrigen Welle nach dem Schaltverfahren benutzt
werden konnte, zweifellos bequemer als ein Schema von 34 oder 35
Spalten. Natiirlich muB3 der Rechner, der ein solches Schaltschema
benutzt, gewisse Vernachldssigungen in Kauf nehmen. Das ist aber ein
Nachteil, der bei der periodographischen Durchmusterung eines umfang-
reicheren Materials gegeniiber dem Vorteil der Zeit- und Arbeitsersparnis
kaum ins Gewicht fillt. Beim Gebrauch eines Spaltenschemas einerlei
welcher Art zerfillt die Rechenarbeit in zwei Hauptteile: erstens in
die Konstruktion der Summenreihe, die lediglich durch Umordnung der
Beobachtungsreihe und durch Aufsummierung der Spalten, also allein
durch Additionen gebildet wird, und zweitens in der Bildung der Kom-
ponenten der zu der Summenreihe gehérigen Grundwelle, bei der Multi-
plikationen nétig sind. Die gewiinschte Vereinfachung der Rechnung
1aBt sich am besten dadurch erzielen, daB die Zahl der Multiplikationen
so sehr wie méglich eingeschrinkt wird. Es wird bei Durchmusterungen
immer darauf ankommen, den sinusférmigen Verlauf der Summenreihe
festzustellen und ihre beste Anniherung durch eine nach Amplitude und
Phase zu bestimmende Grundwelle zu erreichen. Das ist natiirlich um
so genauer moglich, je mehr Glieder die Summenreihe enthilt; bei
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Beschrinkung der Genauigkeit auf das erforderliche MindestmaBB wird
man sich aber mit einer beschrinkten Anzahl von Gliedern immer
begniigen diirfen. Es bleibt nun dem Rechner im Einzelfalle tiberlassen,
wieviel Glieder er fiir die sichere Bestimmung der Periodizitit der
Summenreihe noch fiir nétig hilt: bei midBigen Genauigkeitsanspriichen
wird eine Gliederanzahl von etwa 12 immer ausreichend sein, da dann
jeder Quadrant durch etwa 3 Einzelwerte belegt ist.

Das Schaltverfahren setzt uns in die Lage, sogar fiir die Berechnung
beliebig vieler und beliebig verschiedener Versuchswellen ein Einheits-
schema von vorgegebener fester Spaltenzahl anzusetzen. Diese Moglich-
keit bedeutet aber bei umfangreichen Rechnungen eine grofie Verein-
fachung des Analysenvorgangs und schafft vor allem die Vorbedingung
fiir eine weitgehende Mechanisierung des gesamten Prozesses.

9. Einheitsschemata fiir periodographische
Durchmusterungen.

Die am Schluf8 des vorigen Abschnitts aufgezeigten Moglichkeiten
sollen nunmehr auf ihre Ausfiihrbarkeit naher untersucht werden. Hierbei
wird auch die Entscheidung fallen, ob fiir diese erweiterten Zwecke die
Darwinsche oder die BorGENsche Schaltungsart die geeignetere ist, was
bei ihrer Anwendung auf die speziellen Aufgaben der Gezeitenanalyse
nicht hervortrat. In dem im vorigen Abschnitt behandelten Gezeiten-
problem war der Beobachtungsabstand, also die Zeiteinheit, die Sonnen-
stunde, wihrend die Versuchsperiode einen halben Mondtag oder 12 Mond-
stunden umfaBte. Diese 12 Mondstunden bildeten die Phasen der zwdlf
Spalten des Schaltungsschemas — der Beobachtungsabstand war also
von dem zeitlichen Abstand benachbarter Spaltenphasen nur wenig ver-
schieden, und zwar etwas kleiner. Wir befreien uns jetzt von diesen
besonderen Voraussetzungen ganz und gar, indem wir unter Beibehaltung
der Festsetzung Beobachtungsabstand = Zeiteinheit Versuchsperioden
von beliebiger Linge o annehmen und diese Versuchsperioden in eine
vorgegebene Anzahl von ,,Spalten”, etwa in m gleiche Abschnitte, zerlegen,

. . . - - . w
die von o bis m-1 numeriert werden mogen und die Breite -, haben.

Die Beobachtungsreihe selbst umfasse eine gréBere Anzahl (n) Beob-
achtungen. Die Zeit sei nun die Abszisse eines ebenen Koordinaten-
systems, die Abszissenachse-werde auf zwei Arten eingeteilt: Den Punkten
t=0,1, 2, ..., nI werden die Beobachtungswerte yo, ¥1, Vo - - -» ¥ —1
zugeordnet. AuBerdem werde die Zeitachse in gleiche Abschnitte von

der Breite —Z— eingeteilt, und zwar so, daB der Punkt ¢ = o in den ersten
dieser Abschnitte fillt. Wenn o < %, so wird also der erste Abschnitt

von t=—a bis t = e reichen. Im besonderen erweist es sich als



Einheitsschemata fiir periodographische Durchmusterungen. 143

praktisch, oo = %% zu setzen, also dafiir zu sorgen; daB der Anfangswert

v, der Beobachtungsreihe in die Mitte des ersten Abschnitts fillt. Man
numeriere nun die Abschnitte fortlanfend mit o, 1, ..., m-1, 0, I, ...,
m-1, 0, I, ... und so periodisch fort. Dann ist jedem Béobachtungswert
damit eine Nummer zugeordnet, die angibt, in welche Spalte des Schalt-
schemas er einzutragen ist. Fallt der Beobachtungswert seiner Abszisse
nach gerade auf die Grenze zwischen zwei Abschnitten, so ist er mit der
Hilfte seines Wertes in jede der beiden benachbarten Spalten ein-
zutragen. Wir werden spiter sehen, daB dieser Ausnahmefall gerade
bei den fiir die Praxis wichtigen Formen des Schemas véllig vermeid-
bar ist.

Die hier getroffene Anordnung entspricht dem BORGENschen Schema.
Sollte das DarwiNsche Schema angewendet werden, so wire die Beob-
achtungsreihe durch die Treppenkurve zu interpolieren und in jedes
Feld des Schemas derjenige Wert einzutragen, der der Mitte des zu-
gehérigen Abschnitts der Zeitachse entspricht. Das BorGgENsche Schema
enthélt jeden vorkommenden Beobachtungswert, und zwar jeden nur
einmal — das DaArRwiNsche Schema zeichnet sich dadurch aus, daB
jedes Feld, und zwar jedes nur einmal, besetzt ist. Ist die Abschnitts-
breite von der Zeiteinheit betrichtlich verschieden, so kann der Unter-
schied zwischen beiden Methoden erheblich sein. Beim BORGENschen
Schema ist die Gesamtzahl der Eintragungen immer gleich, und zwar
gleich der Zahl # der Beobachtungen; im Darwixschen Schema kann
die Zahl der Eintragungen ein Vielfaches von » betragen, wenn die
Abschnittsbreite klein gegen die Zeiteinheit ist. Ist umgekehrt die Zeit-
einheit klein gegen die Abschnittsbreite, so wird nur ein Teil der Beob-
achtungen benutzt. Beide Fille sind fir die Genauigkeit der Resultate
ungtinstig — das eine Mal werden viele Beobachtungswerte mit Faktoren
multipliziert, die erheblich von den strengen Faktoren, die ihnen zu-
kommen, abweichen kénnen, das andere Mal wird nur ein geringer Teil
der Beobachtungen nach einem gewissen Auswahlprinzip ausgenutzt,
was ebenfalls zu groBen Fehlern fithren kann. Ist hingegen die Zeit-
einheit nahezu gleich der Spaltenbreite, so unterscheiden sich die Ergeb-
nisse nach beiden Methoden nur geringfiigig voneinander. Das aber war
der Fall, der bei der Gezeitenanalyse vorlag. Damals lieB sich eine
Entscheidung tber die ZweckmiBigkeit der einen oder der anderen
Methode infolge dieses Umstandes nicht treffen — der Vorteil der DARWIN-
schen Schaltmethode, der in der gleichmiBigen Belegung des Schemas
bestand, gab sogar zugunsten dieser Methode den Ausschlag. In der
Periodogrammanalyse, wo dieser Fall nur in einem sehr kleinen Aus-
schnitt des Spektrums gegeben ist, kommt nur die B6rGENsche Form
des Schemas in Betracht. Wir haben aber nunmehr darauf Bedacht
zu nehmen, daB die beim BORGENschen Schema notwendigerweise
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auftretenden Liicken oder Doppel- bzw. Mehrfachbelegungen symmetrisch
iiber das Schema verteilt werden.

Frither ist gezeigt worden, daB die Dichte eines Periodogramms
mindestens so groB sein muBl wie die der FouriErschen Perioden, da
sonst die Bedingung, daB jede Maximumbreite durch mindestens zwei
Ordinaten belegt sein sollte, nicht erfiillt ist. Da wir bei der Konstruktion
eines Schaltschemas nicht mehr wie frither darauf zu achten haben, daB
die Versuchsperioden mdglichst ganze Vielfache der Zeiteinheit sein
sollen, ist es méglich, als Folge der Versuchsperioden direkt die FOURIER-
schen Perioden zu wiblen, da wir dann die Gewihr haben, daB die
Dichtebedingung tatsichlich erfiillt ist. Eine weitere Verdichtung des
Spektrums wollen wir uns aber ausdriicklich vorbehalten.

Umfaft nun die zu analysierende Reihe # Beobachtungen, so schreiten
die Argumente der trigonometrischen Faktoren des ersten harmonischen
Gliedes gemaB der Folge

o°, 360° - 360° o
n n
fort, beispielsweise bei # =24 um je 15°. Die 24 Winkel 0°, 15°
30°%, ..., 345° sind dann zugleich die einzigen, die auch bei den héheren

Gliedern als Argumente auftreten koénnen. Die Argumentenfolge fiir
die 7-te Harmonische lautet z. B. ‘
0°, 7+15°% 7-30°% ...,

wobei der Phasenraum o°, ..., 360° insgesamt 7-mal durchlaufen wird.
Die exakte Analyse wiirde also ein Schema von 24 Spalten erfordern —
bei der Berechnung der »-ten Harmonischen wiirde, wenn stets die erste
Beobachtung in das erste Feld der ersten Zeile eingetragen wird, jede
folgende Beobachtung » Felder weiter eingetragen werden, so daB sich
also die Eintragungen iiber 7 Zeilen erstrecken. Da die Ordnung 7 von
I bis 12 variiert, ergeben sich die 12 verschiedenen Eintragungsbilder,
die in Abb. 16 gezeichnet sind, und in denen die Punkte die 24 Einzel-
beobachtungen versinnbildlichen sollen. Offenbar kénnen nun zwei Fille
eintreten: Ist 7 zu » teilerfremd, so wird jede der 24 Spalten und dann
natiirlich nur durch je eime Beobachtung belegt. Die Summenreihe
enthilt also # Glieder, die durch eine bestimmte Vertauschung der
Beobachtungsfolge hervorgegangen sind. Haben jedoch # und # einen
gemeinsamen groften Teiler 2, so daB etwa n=ak, » =0bk, so kehrt
die gleiche Reihenfolge der Phasen schon nach b Reihen wieder. Es muf}
also jede Spalte, die iiberhaupt Werte enthilt, mit # Werten belegt
sein, und es kann somit nur jede k-te Spalte Beobachtungen enthalten.
Insgesamt sind also @ Spalten von den vorhandenen # belegt, die anderen
nicht.

Die Erleichterung der Rechnung, die — unter Verzicht auf héchste
Genauigkeit — erstrebt werden soll, besteht nun darin, dafl die Spalten-
zahl des Schemas so stark herabgesetzt werden soll, wie zuldssig erscheint.
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Man erreicht das, indem man die # Spalten zu Gruppen zusammenfaBt
und fiir jede Gruppe eine mittlere Phase verwendet. So konnte man
die 24 Spalten in 12 Gruppen zu je 2 Spalten einteilen oder in 8§ Gruppen
zu je 3 oder in 6 Gruppen zu je 4 Spalten. Statt der 24-gliedrigen Summen-

reihe wiirden dann solche zu 12, 8 oder 6 Gliedern entstehen. In Abb. 16

n=24, m=6, g=% r k a b s
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Abb. 16, Schaltschema fiir die 12 Wellen einer 24-gliedrigen Beobachtungsreihe und 6 Hauptspalten.

7 = Ordnung der Welle,

k = Abstand der belegten Unterspalten,

@ = Zahl der belegten Unterspalten,

b = Periode der Wiederkehr gleichartig belegter Zeilen,

s = Durchschnittliche Zahl der in jeder Hauptspalte belegten Unterspalten.

ist der letztere Fall angenommen, es sind also je 4 ,,Unterspalten’’ zu
6 Hauptspalten vereinigt worden. Die Abbildung zeigt nun deutlich,
daB die Verteilung der Beobachtungswerte auf diese Hauptspalten
bedeutend unregelmiBiger ist als vorher. Die Kreuze unterhalb jedes

Stumpff, Periodenforschung.

10
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Schemas zeigen den Mittelwert der in jeder Gruppenspalte vorkommenden
Beobachtungsabszissen an. Nur wenn % = 1, also # und 7 teilerfremd,
liegt die mittlere Phase in der Mitte der Gruppenspalte und sind gleich-
zeitig alle Gruppenspalten mit der gleichen Zahl von Werten belegt.
In allen anderen Fillen sind die Phasenmittel gegen die Spaltenmitte
verschoben, zum Teil liegen sie in verschiedenen Spalten an verschiedenen
Stellen, auch kommt es vor, dafl einzelne Gruppen iiberhaupt keine
Werte enthalten oder die Zahl der Werte in den einzelnen Gruppen
verschieden ist.

Man erkennt leicht die Giltigkeit folgender Regeln:

Es sei # die Anzahl der Beobachtungen, ferner # = gm, wobei m
die Anzahl der Gruppen, ¢ die Zahl der zu einer Gruppe vereinigten
Unterspalten bedeutet. 7 sei, wie oben, die Ordnung der Harmonischen
und k der grofte gemeinsame Teiler von # und 7 (n=ak, » =0k, a
und b teilerfremd). Ist dann

I. k=1 (n und 7 teilerfremd), so enthilt jede Gruppe g Werte,
das Phasenmittel liegt in der Mitte der Gruppe (in unserem Beispiel
ist dies erfiillt fiir » =1, 5, 7, 11). Ist

2. k> 1, aber in ¢ ganzzahlig enthalten (¢ = sk), so sind in jeder
Gruppe s Spalten mit je 2 Werten belegt. Das Phasenmittel weicht von
der Spaltenmitte ab, liegt aber in jeder Spalte an der gleichen Stelle.
(In der Abbildung bei » = 2, 4, 10). Diese Fille wiirden fiir die Aus-
fiihrung der Analyse ebenfalls brauchbar sein, wenn man fiir eine
symmetrische Belegung der Gruppenspalten Sorge tragen wiirde, was
stets dadurch geschehen kann, daBB man die Eintragungen in der Mitte
der ersten Gruppe beginnt. '

3. Ist 2 zwar nicht in ¢, wohl aber in 2 ¢ ganzzahlig enthalten, so
liegt das Phasenmittel in der Mitte der Gruppe, aber die Zahl der Beob-
achtungen alterniert von Gruppe zu Gruppe. Dieser Fall kann natiirlich
nur eintreten, wenn ¢ ungerade ist, er ist daher in unserem Beispiel
(g = 4) unmoglich, wiirde aber eintreten, wenn man 8 Gruppen zu je
3 Spalten bilden wiirde, und zwar dann fiir » = 2 oder 0.

4. In allen anderen Fillen ist die Verteilung der Beobachtungen auf
die Gruppenspalten ungleichférmig.

Man leitet aus diesen Uberlegungen leicht ab, daB der giinstigste
Fall fiir die Bildung eines fiir alle Harmonischen symmetrischen Schemas
dann eintritt, wenn % moglichst fiir alle vorkommenden Wellen I ist.
Strenggenommen wire es also erforderlich, daB »n eine Primzahl sei;
das ist aber unmdéglich, da ja » in eine ganze Anzahl gleicher Gruppen
zerlegt werden soll. Die nichst giinstige Moglichkeit ist demnach die,
daB ¢ und m Primzahlen sind, alsdann ist nur fiir die beiden Fille » = ¢
und 7 = m ein Ausnahmefall zu erwarten; beginnt man aber die Ein-
tragungen in der Mitte der ersten Hauptspalte, so ergibt auch der Fall
¥ = ¢ eine symmetrische Phasenverteilung; es fallen alle Beobachtungen
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jeder Gruppe in die Mittelspalte, so daB hier die Analyse sogar strenge
Werte ergibt. Als einziger Ausnahmefall bleibt somit » = m bestehen —
hier ergibt das Schema ¢ vollbesetzte Unterspalten, die aber tiber die
Gruppen sowohl nach Phase als auch nach Anzahl ungleichmiBig ver-
teilt sind. Nur wenn n =m?, also die Beobachtungsanzahl gleich dem Quadrat
der Spaltenzahl und diese etme Primzahl ist, geht dieser Ausnahmefall
wegen ¢ =m in 7 = ¢ iber. Ein Schema von den gleichen giinstigen
Eigenschaften erhilt man, wenn # = m® oder einer héheren Potenz von
m gesetzt wird, da dann % entweder 1 oder gleich einem ganzzahligen
Teiler von ¢ ist.

Fiir die praktische Periodogrammanalyse nach dem Schaltverfahren
kommt ein einheitliches Schema von 11, 13, 17 oder 19 Hauptspalten in
Frage, je nach den Genauigkeitsanspriichen und dem Umfang der zu ana-
lysierenden Reihe. Die Bedingung, daBl # eine Potenz von m sein soll,
ist lastig, da der Analysenbereich meistens durch die Umstdnde vor-
geschrieben ist oder jedenfalls in engeren Grenzen zur Auswahl steht.
Kann man die Beobachtungszahl nicht so wihlen, daB die obigen Uber-
legungen gelten, so stehen verschiedene Auswege zur Verfiigung. Ent-
weder man setzt, wie zuerst vorgeschlagen wurde, fiir » das Produkt
zweler verschiedener Primzahlen (n = ¢m) und ermittelt dann die Welle
7 = m statt aus einem m-spaltigen aus einem g¢-spaltigen Schema. Oder
man wihlt ¢ =mx, wo x eine kleine Primzahl bedeutet. Dann ist
n=m2?x und besitzt die Teiler m, x, m? und m x. Der gemeinsame
Teiler k£ zwischen » und 7 kann also auller 1 nur einen dieser vier Werte
annehmen, die aber alle, bis auf m?, ganzzahlig in ¢ = mx enthalten
sind. Der Ausnahmefall 7 == m? betrifft dann eine Welle sehr hoher
Ordnung, und wenn x klein ist, auch relativ hoher Ordnung, bis zu der
man die Analyse in den seltensten Fillen durchzufithren hat.

Ist ¢ eine Primzahl > 2, so ist die Zahl der Unterspalten in einer
Hauptspalte ungerade, es wird also in jeder Hauptspalte eine mittlere
Unterspalte geben. In diesen Fillen 1Bt sich also die Vorschrift, daB
der erste Beobachtungswert in die Mitte der ersten Hauptspalte ein-
getragen werden soll, ohne Schwierigkeit durchfithren — es folgt weiter,
daB kein Beobachtungswert auf die Grenze zwischen zwei Hauptspalten
fallen kann. Etwas anderes tritt ein, wenn ¢ gerade ist. Auch dieser
Fall liegt im Bereich der oben als giinstig-erkannten Moglichkeiten —
da namlich 2 eine Primzahl ist, so gelten alle Vorteile auch, wenn etwa
n eine beliebige Potenz von 2 ist und somit auch ¢ und m Zweierpotenzen
darstellen. Wird nun der erste Beobachtungswert in die Mitte der ersten
Hauptspalte eingetragen, so fillt er auf die Grenze zwischen zwei Unter-
spalten, jeder folgende Wert also auch, und es kommt immer wieder vor,
auller bei bestimmten Wellen, daBB ein Wert auf die Grenze zwischen
zwei Hauptspalten trifft. Nach unserer Vorschrift wird jeder solche
Wert zur Hilfte seines Betrages den beiden angrenzenden Spalten

10%
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zugerechnet. Dadurch wird die Verteilung der Werte auf das Schema
etwas umstdndlicher, man gewinnt dafiir den nicht zu unterschitzenden
Vorteil, daB die Spaltenzahl keine Primzahl zu sein braucht, sondern
daB auch Schemata von 8 oder 16 Hauptspalten, die eine. bequeme
Analyse der Summenreihen gestatten, benutzt werden kénnen. Fiir ganz
oberflichliche Durchmusterungen, bei denen es nur darauf ankommt,
die Amplituden der FourIiEr-Glieder groBenordnungsmiBig abzuschitzen,
empfiehlt sich sogar ein Schema von 4 Spalten. Die trigonometrischen
Faktoren sind dann entweder o, 4+ 1 oder —1, die gesamte Periodo-
grammrechnung besteht also lediglich aus Additionen und Subtraktionen.

Wir haben somit die Zahl der Moglichkeiten zur Bildung eines
Einheitsschemas fiir alle Wellen durch die letzten Betrachtungen stark
vermehrt. Findet sich trotzdem ein den Anspriichen einer konkreten
Aufgabe geniigendes Schema nicht, so hat man natfirlich immer noch
die Moglichkeit, sich von der bisher gewahrten Bindung an die FOURIER-
schen Perioden zu befreien. Entspricht die Zahl # der Beobachtungen
nicht den obigen Anforderungen, so erginze man die Beobachtungsreihe,
die in Form von Abweichungen von einem Mittelwert gegeben sein
moége, deren arithmetisches Mittel also null ist, durch Nullen so weit,
bis die geforderte Beobachtungszahl erreicht ist. Will man z. B. ein
Periodogramm aus 100 Beobachtungswerten berechnen und ein 1I-
spaltiges Einheitsschema zugrunde legen, so filge man 21 Nullen (oder,
wenn der Mittelwert der Reihe von null verschieden ist, zrmal diesen
Mittelwert) hinzu. Oder wenn man etwa von den Vorteilen eines 8-
oder 16-spaltigen Schemas Gebrauch machen will, erginze man die
Reihe durch Nullen bis 512 = 2° und berechne von den Wellen, die
dieses Schema liefert, nur jede fiinfte. Das so erzeugte Spektrum wird
nur ganz wenig dichter sein als das harmonische Spektrum der 100 Beob-
achtungswerte selbst. Die letzte Zeile des Schemas wird bei der Mehrzahl
der Wellen unvollstéindig besetzt sein, die Spaltensummen werden daher
ein ungleiches Gewicht besitzen. Wegen der Frage, ob man diese
Gewichtsunterschiede durch Anbringung von Reduktionsfaktoren be-
seitigen soll oder nicht,- verweise ich auf das frither (Abschnitt 3)
Gesagte. Natiirlich ist auf diese Weise auch jede beliebige Verdichtung
der Versuchswellenfolge tiber die Folge der Fourikr-Perioden hinaus
moglich.

10. Das Lochkartenverfahren als technisches Hilfsmittel
bei Periodogrammrechnungen.

Das Einordnen der Beobachtungswerte in die einzelnen Spalten eines
Summenschemas — welcher Art dieses auch sei — muB fiir jede zu
berechnende Welle besonders vorgenommen werden. Jede Welle erfordert
daher ein Abschreiben der gesamten Beobachtungsreihie, wobei es noch



Lochkartenverfahren als technisches Hilfsmittel bei Periodogrammrechnungen. 149

groBe Aufmerksamkeit erfordert, daBl jeder Wert in die richtige Spalte
eingetragen wird. Dieser ganze ArbeitsprozeB nimmt den gréBten Teil
der aufzuwendenden Zeit und Kraft fiir sich in Anspruch. Es hat daher
nicht an Versuchen gefehlt, ihn zu mechanisieren. Man hat zunichst
danach gestrebt, praktische Methoden zu ersinnen, die es erlauben, alle
Rechnungsginge nach eimmaligem Aufschreiben der Ausgangswerte zu
erledigen. Am bekanntesten ist der Gebrauch von Schablonen. Man
schreibt die Beobachtungsreihe in ein rechteckiges Schema von bestimmter
Spalten- und Zeilenzahl. Die Spaltensummen liefern bereits die Summen-
reihe fiir eine der gewiinschten Versuchswellen. Fiir die iibrigen Wellen
wire eine Umordnung nétig. Man vermeidet sie, indem man fiir jede
Spaltensumme, die zu bilden ist, eine Schablone konstruiert, die, auf
das Schema gelegt, alle Werte, die zu summieren sind, durch Fenster
sichtbar 14Bt, wihrend alle iibrigen verdeckt bleiben. Sind » Wellen zu
berechnen und ist ein m-spaltiges Einheitsschema vorgesehen, so wiirde
man m v verschiedene Schablonen brauchen. Man kommt aber —
wenigstens, wenn man ein Primzahlenschema von der Art des im vorigen
Abschnitt beschriebenen verwendet — schon mit » Schablonen aus, die
entsprechend gréBer sein miissen und bei der Berechnung verschiedener
Spaltensummen der gleichen Welle nur in bestimmter Weise verschoben
werden, so daB8 nacheinander immer andere Kombinationen von Beob-
achtungswerten sichtbar werden. Die Arbeit reduziert sich dann auf
das Summieren der jeweils in den Fenstern sichtbar werdenden Zahlen.
Gewisse Schwierigkeiten ergeben sich nur, wenn — wie z. B. bei gerader
Zahl von Unterspalten — Beobachtungswerte auf zwei benachbarte
Spalten verteilt werden miissen. In diesem Falle ist es besser, von der
bisher geiibten Regel, die erste Beobachtung immer in die Mitte der
ersten Spalte einzutragen, Abstand zu nehmen, und statt dessen, wie
in Abb. 16, immer mit der ersten Unterspalte zu beginnen. Bezieht
man dann die Winkelargumente der Summenreihen auf die Spaltenmitte,
so wird man einen Fehler begehen, der in einer Phasenverschiebung der
errechneten Welle besteht, und zwar fiir jede Welle in einer durch die
Art des Schemas gegebenen besonderen Verschiebung. Die Amplituden
dagegen werden von dieser Abweichung nicht betroffen. Kommt es
also nur auf die Amplituden an, wie bei jeder vorldufigen Spektral-
durchmusterung, so wird das Ergebnis von dieser MaBnahme nicht
beriihrt. Sollen hingegen auch die Phasen ermittelt werden, so ist die
Phase jeder Welle um einen nur von der Art des Schemas abhingigen
Betrag zu verbessern.

L. W.PorLLAK? hat zuerst vorgeschlagen, die Umordnung des Materials
und gleichzeitig das Aufaddieren der Spalten mit Hilfe des in der Statistik
gebrauchlichen, von dem Deutschamerikaner HOLLERITH erfundenen

1 Siehe Lit. 197—199, 203—205.
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Lochkartenverfahrens zu mechanisieren. Das Lochkartenverfahren hat im
letzten Jahrzehnt so weitreichende Verbesserungen erfahren und sein
Anwendungsbereich sich so vergréBert, daB es sich lohnt, hier eine
kurze Schilderung der Methode und der fiir die Periodogrammanalyse
in Betracht kommenden Apparateformen einzuflechten, sowie einen
Ausblick zu erdffnen, der den Nutzen dieses Verfahrens fiir die Erledigung
periodographischer Programme grofien und gréBten Umfanges, wie sie
z. B. in der Meteorologie gestellt worden sind, aufzeigt.
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Abb. 17. HoLLERITH-Lochkarte.

Das mit dem Lochkartenverfahren zu verarbeitende Zahlenmaterial —
seien es nun statistische Angaben irgendwelcher Art oder Beobachtungs-
werte — wird, wie der Name des Verfahrens schon sagt, auf Ziffern-
karten durch Lochung vermerkt. Diese Ziffernkarten (s. Abb. 17) ent-
halten eine Anzahl von Spalten (gebriduchlich sind Karten von 45 oder
80 Spalten), in denen die Ziffern o, 1, ..., 9 untereinander stehen. Mit
Hilfe von elektromagnetisch arbeitenden ,,Lochern® 146t sich in jeder
Spalte eine dieser 1o Ziffern lochen (durch runde oder rechteckige Stempel
ausstanzen), so dafl auf diese Weise die 45- oder 8o-spaltige Karte einer
ebensoviel Ziffern umfassenden Zahlenreihe gleichbedeutend gemacht
werden kann. Dabei hat jede Spalte bzw. Spaltengruppe ihre besondere
Bedeutung, die vor Inangriffnahme der Arbeit durch Aufstellung eines
»Schliissels” genau festgelegt werden mufBl. Zum Beispiel lassen sich
die meteorologischen Ablesungen einer bestimmten Beobachtungsstation
zu einem bestimmten Termin auf einer Lochkarte unterbringen, die etwa
folgendem Schliissel entsprechen wiirde:

Spalte 1— 3: Nummer der Station im Beobachtungsnetz.
,» 4— 9: Datum.
. 10: Beobachtungstermin.
., I1—13: Luftdruck in Zehntelmillimeter iber 700,0.
,»  I4—16: Lufttemperatur; — usw.
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Eine {iber ein gewisses rdumliches und zeitliches Gebiet vollstdndige
Sammlung solcher Lochkarten bedeutet zunidchst nur eine Registrierung
von Beobachtungen in Karteiform. Durch die HoLLERITHschen Sortier-
und Tabelliermaschinen 1aBt sich aber das so gesammelte Material in
jeder gewiinschten Weise statistisch auswerten. Die Sortiermaschinen
gestatten es, das Kartenmaterial gemdB den Ziffern einer beliebigen
Spalte zu trennen. Besitzt man z. B. nach obigem Schliissel ein lang-
jahriges Beobachtungsmaterial fiir eine und dieselbe Station, so ist es
auf diese Weise moglich, eine Verteilungskurve des Luftdrucks her-
zustellen. Man geht etwa so vor, dafl man das gesamte Material zun4chst
nach Spalte 11 sortiert und jeden der so erhaltenen Kartenhaufen
wiederum nach Spalte 12. Da die Maschine die Karten nicht nur
sortiert, sondern gleichzeitig die auf jede Ziffer entfallenden Karten
zdhit, ergibt sich auf diese Weise die Anzahl der Beobachtungen, die auf
jeden ganzen Millimeterwert des Luftdrucks entfallen. Die Tabellier-
maschinen ermoglichen es, die Zahlenwerte bestimmter Spalten oder
Spaltengruppen zu addieren. Benétigt man z. B. die Mittelwerte des
Luftdrucks und der Temperatur fiir die einzelnen Monate und iiber
einen langjdhrigen Zeitraum, so sortiert man zunichst das Karten-
material nach Spalte 6 und 7, die die Monatsziffern enthalten, und 148t
die Tabelliermaschine fiir jeden der so entstehenden 12 Haufen die
Summen fiir die Spaltengruppen I11—I13 bzw. 14—16 bilden. Die zur
Zeit gebrauchlichen Maschinen gestatten die gleichzeitige Summierung
von 5 Spaltengruppen zu je 6—8 Spalten, also die Addition von 6—S8-
stelligen Zahlen.

Fiir besondere Zwecke gibt es noch Spezialmaschinen, z. B. den
Kartendoppler, der von einmal gelochten Karten automatisch Duplikate
in beliebiger Zahl herstellt oder auch bestimmte Teile der Karte ,,ab-
schreibt”. Ferner sind Multiplikationsmaschinen konstruiert worden, die
das Produkt von zwei Spaltengruppen von beschriankter Spaltenzahl
bilden und gleichzeitig in eine dafiir vorgesehene Spaltengruppe ein-
lochen. SchlieBlich gibt es auch Maschinen, die subtrahieren und divi-
dieren.

Die Verwendungsméglichkeiten des Lochkartenverfahrens in der
Periodenforschung, insbesondere bei der Berechnung wvon Periodo-
grammen, sind sehr vielseitig. Eine praktische Erprobung hat bereits
in einer Reihe von Fillen stattgefunden — die Erfolge berechtigen zu
der Vermutung, dafl das Lochkartenverfahren bei umfangreichen periodo-
graphischen Programmarbeiten in der Zukunft eine Hauptrolle spielen
wird. Jedoch sind die bisher gemachten Erfahrungen noch zu gering,
als daB endgiiltige Vorschriften iiber die zweckmiBige Organisation
einer solchen Arbeit schon jetzt gegeben werden kénnten. In konkreten
TFallen ist hier vor allem die Kostenfrage maBgebend, {iber die an dieser
Stelle keine Angaben gemacht werden kénnen. Es soll hier nur darauf
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hingewiesen werden, daB die bei Periodogrammrechnungen nétigen
Produktbildungen mit Hilfe der Lochkartenmaschinen auf vollauto-
matischem Wege zwar moglich sind, aber in 6konomischer Hinsicht
bisher wenig vorteilhaft erscheinen. Soweit sich zur Zeit {ibersehen 148t,
wird man sich daher in nichster Zukunft darauf beschrinken miissen,
den Lochkartenmaschinen bei der Ausfilhrung von Periodogramm-
arbeiten der Hauptsache nach das Sortieren und Addieren zu iiberlassen
und dariiber hinaus bewuBt danach streben, die {ibrigbleibende Multi-
plikationsarbeit auf ein Mindestmal} zuriickzufithren.

11. Abarten des Periodogramms.

In diesem Abschnitt sollen einige besondere Begriffsbildungen be-
schrieben werden, die sich im Laufe der Zeit innerhalb der Periodo-
grammtheorie eingebiirgert haben.

Sind Periodogramme (oder auch einfach Folgen von FOURIER-
Amplituden) fiir verschiedene Teilintervalle einer und derselben Beob-
achtungsreihe berechnet worden, so liegt es nahe, die Ergebnisse dieser
Teilanalysen miteinander zu vergleichen. Ist insbesondere eine per-
sistente Periode oder sind mehrere solche vorhanden, so werden gewisse
Periodogrammordinaten (Spektrallinien) in jedem Teilintervall groBe
Betrige zeigen, wihrend andere im allgemeinen klein und héchstens
vereinzelt (zufillig) groBer sind. Man beriicksichtigt diese Méglichkeiten
rechnerisch, indem man die zu gleichen Frequenzen gehérigen Amplituden
aller Teilintervalle durch Mittelbildung zusammenfaBt. Geschieht die
Mittelbildung linear:

H=ly+ b+ b,

so spricht man von einem durchschnittlichen Periodogramm, mittelt man
dagegen die Quadrate der Amplituden (Intensititen), so entsteht das
malttlere Periodogramm

H— O+ W4+ h).

Abgesehen davon, daB durch die Analyse von Teilbereichen die Frage
der Persistenz oder Quasipersistenz von Periodizitdten geklart wird,
wendet man die Konstruktion eines mittleren (oder durchschnittlichen)
Periodogramms hiufig deswegen an, weil dadurch — bei voller Aus-
nutzung des gegebenen Beobachtungsmaterials — die Breite der Spektral-
linien (Maximumbreite) vergréBert und somit die Mindestzahl der zu
berechnenden Wellen verkleinert wird. Die Maximumbreite des mittleren
Periodogramms ist natiirlich gleich der eines Teilbereichs, also, wenn die
Gesamtreihe in # gleiche und sich nicht tiberdeckende Teilbereiche
zerlegt war, n-mal so groB wie die des Gesamtbereichs selbst. Auf diese
Weise 148t sich die Suche nach persistenten Perioden erleichtern, da
die notwendige Dichte der Versuchswellen #-mal so klein ist wie im
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vollstindigen Periodogramm des Gesamtbereichs. Diese Erleichterung
wirkt sich besonders im Bereich der kleineren und kleinsten Wellen
vorteilhaft aus. Dafiir entsteht der Nachteil, da8 ,Linien”, die im
Spektrum der Gesamtkurve noch getrennt erscheinen wiirden, im
mittleren Periodogramm zusammenflieBen. Dieser Nachteil ist aber ohne
Belang, wenn man bedenkt, daBl die Trennung solcher Wellen dann
immer durch Phasendiagramme méglich ist; falls es sich als wiinschens-
wert herausstellt, 1iBt sich die Verdichtung des Gesamtperiodogramms
nachtriglich immer noch durchfithren, was dann nur in einem kleinen
Bereich des Spektrums zu erfolgen braucht, der durch das breite Maximum
des mittleren Periodogramms angezeigt wurde.

Ein zweiter Nachteil, der mit dem mittleren Periodogramm verbunden
ist, 1Bt sich schwerer umgehen. Er besteht darin, daB das ,,kontinuier-
liche Spektrum® des mittleren Periodogramms durchschnittlich gréBere
Ordinaten enthilt, als das bei dem dichteren Spektrum des Gesamt-
periodogramms der Fall wire. Diese Eigentiimlichkeit folgt einfach aus
der Vollstandigkeitsrelation der FouriErschen Amplituden, die besagt,
daB die Quadratsumme aller Amplituden proportional dem Quadrat der
Streuung der Beobachtungen, also bei Beobachtungsreihen von gleich-
maBiger Streuung unabhingig von der Anzahl der Beobachtungen ist. Bei
einer langen Beobachtungsreihe mit dichtem Spektrum verteilt sich dieser
Betrag also-iiber eine gréBere Anzahl von Spektralordinaten, als bei Teil-
intervallen mit einem Spektrum von entsprechend geringerer Ordinaten-
dichte. Der Mittelwert der Amplitudenquadrate nimmt daher wie 71\7

der quadratische Mittelwert der Amplituden selbst wie ——IN— ab, wenn

N die Gesamtzahl der Beobachtungswerte bedeutet. Das Mittel der
Amplitudenquadrate eines mittleren Periodogramms, das aus # unab-
hingigen und aufeinanderfolgenden Teilbereichen berechnet worden ist,
wird somit #-mal so groB sein wie das aus der ungeteilten Reihe be-
rechnete. Somit liegt die Gefahr nahe, dall reelle und persistente
Perioden von geringerer Amplitude, deren Ordinaten aus dem schwachen
kontinuierlichen Spektrum der Gesamtreihe noch deutlich hervorragen,
in dem verstirkten kontinuierlichen Spektrum des mittleren Periodo-
gramms verschwinden und somit unentdeckt oder wenigstens zweifelhaft
bleiben.

Um diese letztere Gefahr abzuschwichen, ohne des Vorteils der
groBeren Maximumbreite bei Intervallteilung verlustig zu gehen, habe
ich in einer fritheren Arbeit (Lit. 256) ein ,,Periodogramm neuer Art"
vorgeschlagen, bei dessen Konstruktion auBer den Amplituden der
Periodogrammvektoren der Teilbereiche auch ihre Richtungswinkel
(Phasen) herangezogen werden. Es wird dabei die Tatsache mitbenutzt,
daB in der Nihe der Periodogrammaxima (also in einem Spektralgebiet,
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das ein periodenanzeigendes Maximum nahezu in der Ausdehnung einer
,,Maximumbreite** umgibt), die Phasen — abgesehen von den stérenden
Einflissen benachbarter Perioden oder unperiodischer Bestandteile —
von Intervall zu Intervall linear fortschreiten. Ergeben sich also fiir #
aufeinanderfolgende Teilintervalle die Amplituden

Ry, by, . By
und die Phasen

Yu Yoo oo P
fiir eine in der Nihe der persistenten wahren Periode liegenden Versuchs-
welle, so sind nicht nur die %, von gewissen Stérungen abgesehen,
konstant, sondern auch die Differenzen )

1 =P
Po=Y3— Y
Pyn—1 =YV — Yy 1
benachbarter Phasenwerte (wobei natiirlich eine Vermehrung oder Ver-
minderung um 2z nicht als Verdnderung gilt). Da die ¢, jeweils zu

zwei benachbarten Teilintervallen gehéren, benutzt man zweckmiBig an
Stelle der %, die n—1 Werte

En—1= TT (hn+ hn-—l) ’

die im Falle der Periodizitdt die gleichen Konstanzeigenschaften besitzen
wie die %, selbst, oder aber man bestimmt Amplituden g, g, ..., g1
aus Teilintervallen derselben Linge, deren Mitten mit den n—1 Ubergangs-
stellen zwischen den urspriinglichen # Intervallen zusammenfallen. In
beiden Fillen erhilt man zwei Folgen

81 825 -+« Eu-1

D1, @21 sy q)n—lx
aus denen sich ein Spektrum neuer Art mit den Ordinaten

1 jn—1 n—1 2
= _T_‘ ( 28 cos(pv>2 -+ ( S g.sin qy,,)

p=1 y =

a5

bilden liBt. Dies Spektrum zeigt Maximalordinaten von der GroéBen-
ordnung der &, nur fiir den Fall, dall sowohl die g, als auch die ¢, hin-
reichend konstant sind. Wiirden ndmlich bei konstanten g, die ¢,
beliebig streuen, so wiirde die Ordinate $ stark verkleinert werden,
moglicherweise sogar verschwinden.
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Eine Anwendung dieses Verfahrens ist in der Originalarbeit gezeigt
worden. Es mul} aber bemerkt werden, daB diese Anwendung nur dann
zweckmiBig ist, wenn die zur Diskussion stehenden Periodizititen tat-
sachlich persistent sind, wahrend nicht persisténte Perioden durch das
Verfahren mehr oder weniger zerstoért werden, was nicht immer erwiinscht
ist. So erwies sich das Periodogramm neuer Art bei der Analyse der
Sonnenfleckenrelativzahlen (Lit. 260) als ungeeignet — ebensowenig wiirde
es bel der Analyse meteorologischer Beobachtungsreihen, in denen quasi-
persistente Perioden vermutet werden diirfen, als Untersuchungsmethode
brauchbar sein. Hingegen kénnte es bei der Gezeitenanalyse vortreffliche
Dienste leisten.

Zum Schlufl soll noch iiber eine Abart des Periodogramms berichtet
werden, die mehr theoretisches als praktisches Interesse erweckt, aber
der Vollstdndigkeit wegen nicht {ibergangen werden darf: das ,,Exponen-
tialperiodogramm’”.

Im Verlauf unserer Ausfithrungen tiber die Bildung des Periodogramms
und seiner besonderen Formen als Phasen- und Amplitudendiagramm,
als ,,Wegkurve'* oder ,,Epizykeldiagramm‘‘ und als ,,Summationsvektor
ist eine fundamentale Eigenschaft dieses analytischen Hilfsmittels
immer deutlicher hervorgetreten, auf der letzten Endes seine Wirk-
samkeit bei der Aufsuchung verborgener Periodizitdten beruht: Durch
eine besondere Art von ,,Glittung” wird mit Hilfe des Periodogramms
ein bestimmter Spektralbereich aus der Gesamtheit der in der Beob-
achtungsreihe vorhandenen periodischen und unperiodischen Erschei-
nungsformen herausgeblendet und somit einer Spezialuntersuchung zu-
ginglich gemacht. Die innere Verwandtschaft der Periodogramm-
methode mit der ,,Glattung durch iibergreifende Mittel” 1a8t sich am
besten zeigen, wenn man die letztere auf eine reine Sinuswelle anwendet.
Es sel eine Schwingung von der Form

f@) =c-cos{at—r)

vorgelegt und einer Glittung durch {ibergreifende Mittelbildung bzw.
Integration {iiber ein verschiebbares Intervall von der Lidnge p unter-
worfen. Die so geglittete Kurve hat dann die Gestalt

‘1+*§ q+§
f(g;?):”;; / f(t)dt:; /Cos(oct~y)dt
f]“{% q—g»

op

sin

2
wp Ccos (wg— ).

2
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Man erkennt, daB die geglittete Kurve eine Schwingung der gleichen
Frequenz und Phase ergibt, da aber die Amplitude durch den ,,Glittungs-
faktor*’

sin af

Glt)=—0

2

herabgedriickt wird. Dieser Faktor hat aber die gleiche analytische
Form wie die in der Periodogrammanalyse von Sinuswellen auftretenden
Funktionen P und Q (s. Abschnitt 2 und 3), zeigt also ebenso wie diese
Nullstellen und Extrema verschiedener Ordnung, also die gleichen
Erscheinungen, die wir im Falle des Periodogramms als ,,spurious perio-
dicities** bezeichnet haben. Das Auftreten der Scheinperioden war im
Periodogramm in gewisser Hinsicht stérend — die Analogie mit der
Glittung weist aber auf einen Weg hin, es zu vermeiden. Bei der Glattung
ist niamlich die Beseitigung der Nebenextrema moglich, wenn eine
gewichtete'" Glittung in der Art durchgefiihrt wird, daB

+ 00 o?

[gih = [ e di= e ocos (xg—)
T L5
gesetzt wird. Die Gewichtsverteilung entspricht hier einer Gaussschen

Fehlerkurve mit dem GenaunigkeitsmaB %, an-dessen Stelle auch die

,otreuung®’ u = —h—IVr zweckmiBig verwendet werden kann. Bei Ein-
2

fiihrung von u wiirde die Glittungsformel lauten:
o g L,
wof)ydt=e¢ 2 -c-cos(wg—7y).

1
max ) ¢

—_0
Der Glittungsfaktor nimmt demnach die Gestalt einer quadratischen
Exponentialkurve an und nimmt mit wachsendem g asymptotisch und
monoton gegen null ab. '

Damit ist der Weg angezeigt, der zur Konstruktion eines Periodo-
gramms fithrt, das die Begleiterscheinung der ,,spurious periodicities’
vermeidet. Ein solches , Exponentialperiodogramm' (sieche auch Lit. 215
u. 216), wie es schon 1922 vom Verfasser (Lit. 253) vorgeschlagen
wurde, 148t sich folgendermalen definieren: Der Vektor ¥ (x,q) werde
durch die Komponenten

flgp) =

+o0
a(x,q)= 2k / e~ W0 f () cos xtdi

T
—00

b(x,q) = % / e~ W= f(f)sin x ¢ di
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gegeben. Im Falle, daB f (f) eine einfache Welle ¢ - cos (a ¢ —7) ist, erhilt
man dann

1 1
— 5 # (e~ x)? — 5 # (et %)

2 cos (la—x)g—y) +e * cos ((a+x)q—y)}

1
'—E‘Mz(““{'x)z

u(x,q):c{e

o — %)

1 2 2
b(x,q):c{eﬁé_” ( sin ((e—x) g—y)—e sin ({e 4 %) q—y)}.

Wie ersichtlich, bleibt auch hier die Zusammensetzung des Periodo-
grammvektors aus einem , Hauptvektor und einem ,,Stérungsvektor
bestehen — sie ist unvermeidlich, da sie offenbar auf der Identitit
cos (e t—y) = cos (—oat +y)

beruht, also auf der Tatsache, daB jede Welle von der Frequenz « sich
auch durch eine solche von der Frequenz — o ersetzen 1iBt, das auf
negative Frequenzen ausgedehnte Spektrum also zwei zur Frequenz null
symmetrisch liegende , Linien” zeigt, die sich gegenseitig, wenn auch
nur geringfiigig, stéren. Dagegen sind die sekundiren Extrema ver-
schwunden.

Wesentliche Vorteile, die aus dem Fehlen der Scheinperioden ent-
springen, sind fiir die Praxis nur bei der Konstruktion von Spektral-
kurven zu erwarten, und auch da nur, sofern es sich um ein hinreichend
streng aus einer groBeren Anzahl von Sinuswellen zusammengesetztes
Beobachtungsmaterial handelt. Praktische Versuche sind nicht bekannt
geworden — in der Geophysik wiirden sich solche Versuche wohl nur
an Gezeitenkurven lohnen, und auch da nur, sofern man andere Versuchs-
wellen als die durch die Harmonische Analyse vorgeschriebenen benutzt.
Es muB nidmlich in diesem Zusammenhang festgestellt werden, dafl auch
die gewthnliche Harmonische Analyse einer Sinuswelle beliebiger Fre-
quenz eine Ordinatenfolge ergibt, die so ausgewidhlt ist, daB Neben-
maxima in ihr nicht sichtbar werden. Es ist demnach kaum zu erwarten,
daB die vermehrte Arbeit, die mit der Konstruktion eines Exponential-
periodogramms verbunden ist, sich in konkreten Fillen lohnt. Dagegen
sind mehrere Nachteile vorhanden: z. B. gehen — der Gewichts-
funktion e~#¢—9* entsprechend — die Beobachtungswerte mit sehr
ungleichem Gewicht in die Rechnung ein, so daB also Fehler derjenigen
Beobachtungswerte, die mit dem Scheitelbereich -der Gewichtsfunktion
verbunden sind, besonders stark hervorgehoben werden. AuBerdem
erfordert die Theorie eigentlich das Vorhandensein einer beiderseitig ins
Unendliche ausgedehnten Beobachtungsreihe, wie sie in der Praxis
niemals zur Verfiigung steht. Dieser letztere Nachteil wiegt allerdings
weniger schwer, da die Gewichtsfunktion zu beiden Seiten des Scheitel-
wertes ¢ = ¢ schon in endlichem Abstand dem Nullwert so nahekommt,
daB alle auBerhalb eines gewissen Bereichs um den Scheitelwert
liegenden Beobachtungen praktisch das Gewicht null erhalten, also in
die Rechnung nicht eingehen. Die Multiplikation der Beobachtungsreihe
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mit der Gewichtsfunktion entspricht demnach der Auswahl eines Teil-
bereiches der Reihe, dessen Linge durch die MaBzahl y gekennzeichnet
wird. (Die Gewichtsfunktion ist in der Entfernung 3u vom Scheitel
schon so klein, daB3 durch sie ein Intervall von héchstens 6y Linge
der Beobachtungsreihe entnommen wird; bei geringeren Genauigkeits-
anspriichen kann man sogar schon alle Werte auBerhalb [g—2pu; ¢ 4+ 2 u]
vernachléssigen.)

12. Analyse liickenhafte Beobachtungsreihen.

Wir haben bisher vorausgesetzt, daBl das zu analysierende Beob-
achtungsmaterial aus einer vollstindigen Reihe #quidistanter Beob-
achtungen besteht. Diese Voraussetzung ist in der Praxis nicht immer
erfiillt. GroBe Schwierigkeiten bestehen in dieser Hinsicht bei astro-
nomischen Beobachtungsreihen (z. B. Beobachtungen des Lichtwechsels
verdnderlicher Sterne, die fiir periodographische Untersuchungen be-
sonders hiufig in Frage kommen). Die UnregelmiBigkeiten in der
Beobachtungsfolge beruhen bei derartigen Reihen auf verschiedenen
Ursachen: z. B. auf der Abhingigkeit der Beobachtungen vom Wetter
und au{ der Unméglichkeit, bestimmte Gestirne um die Zeit ihrer Kon-
junktion mit der Sonne zu beobachten. Die letztere Ursache, die nur
fiir Zirkumpolarsterne in gemaBigten Breiten unwirksam bleibt, erzeugt
zum Teil sehr breite Liicken in den Beobachtungsreihen, die jdhrlich
wiederkehren. Bei bewegten Gestirnen (Mond, Planeten) treten auch
periodische Liicken von anderer als jihrlicher Periode auf (synodische
Umlaufszeit, beim Mond synodischer Monat). Bei periodischen Kometen,
die allerdings zu periodographischen Problemen kaum Anlaf bieten,
erreichen die periodischen Beobachtungsliicken oft enorme Ausdehnungen,
da diese Gestirne wihrend ihres Umlaufs um die Sonne meist nur eine
sehr kurze Zeitspanne hindurch (wihrend ihres Perihels bzw. ihrer
groften Erdndhe) beobachtet werden koénnen. Alles in allem lassen sich
die UnregelmiBigkeiten in der Folge der Beobachtungszeiten folgender-
malBlen klassifizieren:

1. Die Beobachtungen sind ohne eigentliche Liicken, aber nur an-
gendhert 4quidistant (z. B. wenn tiglich eine Beobachtung, diese
aber zu wechselnden Beobachtungszeiten, vorliegt).

2. Die Beobachtungsreihe ist genau oder annihernd 4quidistant, doch
sind an vereinzelten Stellen kleinere Liicken vorhanden.

3. Die Liicken sind annihernd so hidufig, wie die Beobachtungen
selbst, aber ganz regellos iiber den Beobachtungszeitraum verteilt.

4. Die Liicken herrschen vor, es sind also nur sporadische Beob-
achtungen vorhanden, die nur stellenweise eine zusammenhingende
Folge bilden.

5. Die Liicken treten periodisch mit groBerer Hiufigkeit (Dichte) auf.
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Die ersten beiden Fille bieten bei der Anwendung der Periodogramm-
analyse meist keine groBen Schwierigkeiten. Besonders dann, wenn der
Beobachtungsvorgang stetig ist und es auf Schwankungen von sehr
kurzer Periode nicht ankommt, besteht die Moglichkeit, die vorhandene
Beobachtungsfolge graphisch zu interpolieren und der interpolierten,
eventuell geglitteten Kurve dquidistante Folgen zu entnehmen. Auch wenn
stellenweise groBere Liicken auftreten, 148t sich eine Uberbriickung durch
Interpolation rechtfertigen, sofern ihre Ausdehnung gegeniiber der Linge
der zu untersuchenden Welle klein genug ist. Was Fall 3 anbetrifft,
so wird die Verwendbarkeit der Reihe fiir eine Periodenuntersuchung
wesentlich von der Verteilung der Liicken und von der Gesamtlinge
des durch Beobachtungen iiberhaupt belegten Zeitraums abhingen. Die
Beurteilung der jeweils vorliegenden Verhiltnisse geschieht am besten,
indem man die Beobachtungen in der Art des Buvs-BarroTschen oder
des BORGENschen Schemas nach den gewiinschten Versuchsperioden
anordnet. Ist die Verteilung der Liicken von ,zufilligem‘ Charakter,
so wird bei geniigender Linge der Beobachtungsreihe die Anzah! der in
jeder Spalte des Schemas vorhandenen Beobachtungswerte zwar nicht
gleich, aber doch gréBenordnungsmiBig nicht sehr voneinander ver-
schieden sein. Es ist also eine einigermaBen gleichmiBige Verteilung
der Liicken iiber die verschiedenen Spalten des Schemas zu erwarten.
Die noch bestehende UngleichmiBigkeit in der Belegungsziffer der
Spalten kénnte man dadurch auszugleichen suchen, daBB man der Analyse
der Summenreihe nicht die Spaltensummen selbst; sondern die arith-
metischen Mittel der in jeder Spalte vorhandenen Werte zugrunde legt.
Doch spricht mehr dafiir, auf die Mittelbildung zu verzichten, besonders
dann, wenn einzelne Spalten nur sehr wenige oder gar keine Beob-
achtungen aufweisen. Die direkte Analyse der Spaltensummen wiirde
einer Ausgleichung mit Gewichten entsprechen, wobei jeder Spalten-
summe ein Gewicht zugeordnet wird, das der Summe der vorhandenen
Beobachtungen proportional ist. Spalten, die nur Liicken und keine
einzige Beobachtung enthalten, wiirden bei diesem Verfahren auto-
matisch das Gewicht null bekommen. Auch der extreme Fall 4 148t
sich unter Umstédnden auf diese Weise behandeln, nur wird bei spora-
dischen Beobachtingen die Gesamtlinge der Beobachtungsreihe, bzw.
die Zahl der gesamten verfiigharen Beobachtungen hinreichend groB3
sein miissen, so groB nimlich, daB (fiir alle zu untersuchenden Wellen)
das Spaltenschema noch hinreichend dicht besetzt ist.

Alle diese Schwierigkeiten, die auf dem Vorhandensein von Liicken
beruhen, sind demnach iberwindbar, sofern nur geniigend viel Beob-
achtungsmaterial verfiigbar ist. UnregelmiBig verteilte Liicken wirken
sich weniger auf das Analysenergebnis selbst, als auf seine Genauigkeit
aus. Das wird bis zu einem gewissen Grade anders, wenn die Wieder-
kehr groferer Liicken oder auch nur gréBerer Liickenhdufigkeit selbst



160 Das Periodogramm.

periodisch ist, wie dies an den obigen astronomischen Beispielen gezeigt
wurde. Es lifit sich ndmlich zeigen, daB periodische Liicken das Er-
gebnis der Analyse durch Erzeugung von Scheinperioden wesentlich zu
beeinflussen vermoégen.

Die Notwendigkeit und die Art dieses Einflusses ist auch ohne
Rechnung unmittelbar einzusehen. Nehmen wir einmal den einfachsten
Fall periodischer Liickenverteilung an, der sich konstruieren 148t: Ein
Gestirn, z. B. ein verdnderlicher Stern von nicht zu kurzer Periode, sei
lange Jahre hindurch beobachtet worden, aber wihrend jedes Jahres
nur 6 Monate lang regelmiBig, wihrend die tbrigen sechs wegen der
Nihe der Sonne keine oder nur vereinzelte Beobachtungen enthalten.
Die Beobachtungsreihe ist also durch periodisch (jahrlich) wiederkehrende
Liicken von halbjihriger Dauer unterbrochen. Allein-aus der"Anschauung
dieser ‘intermittierenden--Beobachtungskurve ‘lassen sich einige Schliisse
iiber die Méglichkeit von Irrttimern bei der Periodenbestimmung ziehen.
Gesetzt, die Beobachtungsreihe lasse, abgesehen von unregelmiBigen
Schwankungen, keinen periodischen Lichtwechsel erkennen. Dann besteht
trotzdem die Moglichkeit, daf8 Extrema (z. B. Bedeckungsminima) regel-
miBig in die Konjunktionsepoche fallen und daher nicht beobachtbar
sind. Eine jihrliche Periode bliebe also unter Umstinden unentdeckt.
Hat die Lichtwechselperiode nicht genau, aber angenihert die Lange
eines Jahres, so wird durch den Amnblick der intermittierenden Kurve
eine langperiodische Anderung vorgetduscht. Diese Tduschung wird um
so vollkommener, je kiirzer der durch Beobachtungen belegte Zeitraum
im Verhiltnis zu der periodischen (jihrlichen) Liicke ist — der Grenzfall
ist offenbar dann gegeben, wenn in periodischen (jihrlichen) Abstinden
jeweilig nur eine Beobachtung vorliegt. Diesen Grenzfall haben wir
schon frither behandelt ; er liegt tiberall vor, wo eine stetige Beobachtungs-
kurve durch eine Folge diskreter und dquidistanter Einzelwerte ersetzt
wird. Die durch periodische Liicken hervorgerufene Mehrdeutigkeit der
periodographischen Ergebnisse beruht also auf den gleichen Ursachen
wie die (in I, 12 beschriebene) Mehrdeutigkeit der trigonometrischen
Interpolation von dquidistanten Beobachtungsreihen, die in Gegensatz
steht zu der Eindeutigkeit der FouriErschen Entwicklung zusammen-
hingender Funktionen. Zwischen beiden Extremen bilden also die
Beobachtungskurven mit periodisch wiederkehrenden Liicken ein
Zwischenglied.

Mathematisch 148t sich das Problem der Periodogrammanalyse
liickenhafter Beobachtungsreihen auf das vollstindiger (dquidistanter)
Reihen zuriickfithren, wenn man die Liicken nach einem geeigneten
Prinzip ausfiillt. Soweit die Uberbriickung der Liicken durch Inter-
polation ohne Willkiir méglich ist, wird man auf diese Weise eine Ver-
vollstindigung der Beobachtungsreihe anstreben. Das wird aber nur dann
statthaft sein, wenn die Liicken klein sind und die Beobachtungsreihe
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glatt und ohne wesentliche kurzperiodische Schwankungen verliuft.
Sind die Liicken groBer, oder scheint aus anderen Griinden die Inter-
polation unmoglich oder zweifelhaft, so ist es zweckmiBig, die Liicken
provisorisch durch einen konstanten Wert (z. B. null oder den Gesamt-
mittelwert der Reihe) aufzufiillen. Durch diese Auffiillung wird die
Beobachtungsreihe in einer Weise veridndert, die einerseits einfach und
vorurteilsfrei ist, andererseits — namentlich im Falle periodisch wieder-
kehrender Liicken — eine leichte Ubersicht iiber die auftretenden Schein-
perioden gestattet.

Ist z. B. der oben diskutierte Fall gegeben, daBl die Liickenperiode
(der Beobachtungsabstand als Zeiteinheit genommen) A ist und ab-

wechselnd % Beobachtungen und % Liicken aufeinanderfolgen, so wird

dadurch, daB man die fehlenden Beobachtungen durch den konstanten
Wert null auffilllt, die wirkliche Beobachtungsreihe y, (v =0, 1, 2, ...)
durch eine fingierte Reihe y,-g, ersetzt, wobei die ,,Gewichte’ g,, je
nachdem, ob die »-te Beobachtung existiert oder nicht, die Werte 4 1
oder o annehmen. Die Gewichtsfunktion g, besteht also aus den dqui-
distanten Ordinaten einer Gitterfunktion (siehe II, 1)

gv_—_%-{- {sm (Av+ ) +—51n3 (Av+v) +%sin5 Av+y) + - }
27
(a==F).
Hat nun die Beobachtungsfunktion selbst die Gestalt
fo=rco+csin(ar + f),

so ist die fingierte Funktion von der Form
g = —2—{00 - ¢sin (ow—l—ﬁ)}
{sm Av+y) + —sm3 Av+vp) + —51n5 (Av+ ) + -

[

—I——{cos(oc—— Y+ B—up) + %cos((m_3/1)v+ﬁ_3w)_|_...
_cos((a+A)v+ﬂ+w)—§—cos((a—|—3/1)v+/3+3w)_...}_

Sofern also das konstante Glied ¢, vor der Bearbeitung nicht oder nur
unvollstindig eliminiert werden konnte, treten Scheinperioden mit den
Frequenzen

4,34, 54, ...
und den Amplituden
2 ¢y 2 ¢ 2 ¢y
A 3’ 5w

auf. Aulerdem ergeben sich Scheinperioden mit der Frequenzen
o—A, «—34, a—54, ...
bzw. o + A, a4+ 34, a 454, . ..

Stumpff, Periodenforschung. II



162 Das Periodogramm.

und den Amplituden
c 4 c

= —375’ ——sn,...

’

Die erste Serie von Scheinperioden fillt aus, wenn ¢, = o, also die
additive Konstante vor der Analyse aus dem Beobachtungsmaterial ent-
fernt worden ist. Diese Elimination ist allerdings dann unméglich, wenn
eine wahre Periode vorhanden ist, deren Linge mit der der Liickenperiode
iibereinstimmt. In bezug auf derartige Perioden versagt also die Analyse,
was auch aus dem weiter oben Gesagten verstdandlich ist (A. p. V. S. 127
bis 133, sowie Lit. 253—254, 265).

Wir kénnen den Fall intermittierender Beobachtungsreihen, wie den
oben beschriebenen, unter dem Gesichtspunkt betrachten, daB die
Liickenhidufigkeit Perioden von den Frequenzen

4,34, 54, ...,em+1)4,...

besitzt. Jede dieser Liickenperioden bewirkt also, daB neben jeder
Frequenz o im Periodogramm zwei Scheinperioden mit den Frequenzen
a—@m+ 14, e+ (zm+1)4

auftreten. Es ist also zweckmiBig, sich vor der Analyse liickenhafter
Beobachtungsreihen iiber das Vorhandensein von Perioden der Liicken-
hiufigkeit zu unterrichten. Bei intermittierenden Reihen sind diese
bekannt, wihrend bei unregelmiBiger Liickenverteilung Zweifel tiber den
periodischen Charakter der Liickenhiufigkeit aufkommen konnen. Diese
Zweifel lassen sich durch eine der eigentlichen Analyse vorhergehende
Periodogrammanalyse der Gewichtsfunktion g, beheben, die sich auf
simtliche Versuchswellen erstrecken sollte, die auch fiir die eigentliche
Analyse benutzt werden. In den meisten Fillen geniigt es, die in den
Spalten des Buys-BaLrorschen Schemas erscheinenden Beobachtungen
ohne Riicksicht auf ihren Wert zu zdhlen und die Kurve der Belegungs-
hiufigkeit zu untersuchen. DaB auch Liickenverteilungen mit nur einer
Periode in der Praxis vorkommen, habe ich bei Gelegenheit einer Unter-
suchung von Mondbeobachtungen der Greenwicher Sternwarte gezeigt
(A.p. V. S. 1271.): Das ,Liickenperiodogramm‘ zeigte nur ein einziges
Maximum von Bedeutung an der Stelle der Periode des synodischen Monats.

Die Ausgleichung einer gewichteten Beobachtungsreihe ist natiirlich
nicht der einzige Weg, den der Bearbeiter liickenhafter Beobachtungs-
reihen beschreiten kann. Strenger, aber auch wesentlich komplizierter,
ist diejenige Losung, die einer direkten Ausgleichung nach der Methode
der kleinsten Quadrate durch eine trigonometrische Reihe entsprechen
wiirde. Man setzt die Entwicklung in eine FouriERsche Reihe bis zu
einer bestimmten Oberschwingungsordnung und in bezug auf ein be-
stimmtes Grundintervall fir alle verfiigbaren Beobachtungen an. Die
Bestimmung der unbekannten Konstanten erfordert dann die Auf-
stellung und Auflésung der Normalgleichungen, wobei nun aber der
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Vorteil der Orthogonalitit nicht mehr besteht. Soll die Orthogonalitit
wiederhergestellt werden, so wird es fiir eine bestimmte Verteilung der
Beobachtungszeiten (z. B. auch fiir intermittierende Beobachtungsreihen)
und fiir das System der Grundfunktionen

I, COSQ, COS2¢Q, ...
sin ¢, sin2¢, ...

immer moglich sein, ein fiir diese Verteilung orthogonales System von
linearen Kombinationen dieser Grundfunktionen zu finden. Dieser Aus-
weg, der meines Wissens noch nicht beschritten worden ist, wiirde sich
vielleicht fiir den Fall der intermittierenden Beobachtungsreihen lohnen.
Er wiirde gleichzeitig den Ubergang gestatten von den stetigen iiber die
intermittierenden Kurven zu den diskreten Beobachtungsreihen, indem
der Liickenanteil wihrend einer Liickenperiode gegeniiber dem durch
Beobachtungen zusammenhingend belegten Kurvenstiick, von null aus-
gehend, stetig vergréBert wird, bis schlieBlich das Beobachtungsstiick
in einen Punkt zusammenschrumpft. Die im Falle diskreter Beob-
achtungswerte auftretenden Mehrdeutigkeiten kénnte man dann in einen
Zusammenhang mit den Mehrdeutigkeiten bringen, die auch die inter-
mittierenden Kurven zeigen.

Viertes Kapitel

Die statistische Behandlung von
Periodenproblemen.

1. Grundbegriffe der Statistik.

Die mathematische Untersuchung von empirischen Funktionen und
Beobachtungsreihen ist niemals oder nur in ganz seltenen Fillen ein
rein analytisches Problem. Schon das Vorhandensein von zufilligen
Beobachtungsfehlern, mit denen der Bearbeiter von Beobachtungsdaten
immer zu rechnen hat, zwingt zur Einfithrung von Begriffen wie ,,Genauig-
keit*, ,,Streaung, ,,mittlerer, durchschnittlicher oder wahrscheinlicher
Fehler usw., wie sie in der Statistik, der Fehlertheorie und der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung gebraucht werden. Haben wir zudem die Auf-
gabe vor uns, Periodizititen bekannter oder unbekannter Wellenlinge
in Beobachtungsreihen festzustellen oder gar zu entscheiden, ob eine
vorgelegte empirische Funktion iiberhaupt als periodisch angesprochen
werden darf oder nicht, so 148t sich diese Feststellung nur sehr selten
mit absoluter Sicherheit treffen — meist wird sich der Forscher mit der
Angabe begniigen miissen, daB} sein Rechnungsergebnis mit einer gewissen
Wabhrscheinlichkeit auf das Bestehen eines periodischen Grundgesetzes

11*
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hinweist. Nur in den verhaltnism#Big selten vorkommenden Fillen, in
denen die Anwendung eines empirisch gefundenen periodischen Gesetzes
sich bei der Vorausberechnung des kiinftigen Verlaufs der Erscheinung
bewihrt, 148t sich die Wahrscheinlichkeit der Richtigkeit des analytischen
Befundes, der gegebenenfalls bei dieser Gelegenheit fortschreitend ver-
bessert werden kann, bis zur GewiBheit steigern. Es wird infolgedessen
notwendig sein — ohne daB hier eine vollstindige Darlegung der stati-
stischen Methoden und Begriffsbildungen gegeben werden kann — die
hauptsichlichsten Begriffe, Methoden und Gesetze der Statistik zu
beschreiben und ihre Anwendung auf die Aufgaben der Periodenforschung,
insbesondere auf die Periodogrammrechnung, zu zeigen. Wegen beson-
derer Einzelheiten, insbesondere der Beweise verschiedener Sitze und
der Theorie der Grundlagen der Statistik, verweise ich auf die im Lite-
raturverzeichnis aufgefithrten zahlreichen Lehr- und Handbiicher, die
diesen Gegenstand betreffen (z. B. Lit. 52, 75—77).

Eine der wichtigsten Unterscheidungen, die in der Statistik gemacht
werden, und die auch in den spiteren Anwendungen auf die Perioden-
forschung hdufig gebraucht werden, ist die zwischen Kollektiv und
Individuum. Unter ,,Individuum‘ verstehen wir ein konkretes Objekt
mit einer oder mit mehreren meBbaren oder wenigstens benennbaren
Eigenschaften. Ein Individuum kanun also z. B.ein Mensch sein, von
dem wir verschiedene Kennzeichen besitzen — zahlenmiBig bestimmte
(quantitative, meBbare), wie GroBe, Gewicht, Alter, oder qualitative,
wie Geschlecht, Volks- oder Rassenzugehorigkeit, Haarfarbe usw. Als
Individuum im erweiterten Sinne bezeichnen wir aber auch schon eine
reine oder benannte Zahl (in diesem Fall ist die Zahl selbst oder ihre
Abweichung von einem Normalwert oder eine Funktion von ihr als
quantitative Eigenschaft zu bezeichnen) oder auch eine Folge von Zahlen,
etwa das Ergebnis einer Beobachtungsreihe. Das Kollektiv hingegen
ist eine beschrinkte oder unbeschrinkte Menge von Individuen der
gleichen Art; die Eigenschaften des Kollektivs sind durch die Gesamt-
heit der Eigenschaften aller Individuen bedingt, die zu dem Kollektiv
gehoren.

Wir wollen weiterhin von einem wvollstdéndigen Kollektiv sprechen,
wenn es alle existierenden Individuen umfaBt, die ihrer Art nach zu ihm
gehoren. Jede Auswahl von Individuen aus einem vollstdndigen Kollek-
tiv bildet ein partielles oder Teilkollektiv. Ist die Auswahl nach bestimmten
Grundsitzen erfolgt, so kann das Teilkollektiv unter Umstinden wieder
als ein vollstindiges, aber andersartiges, betrachtet werden. So bilden
etwa alle zu einem bestimmten Zeitpunkt in Berlin lebenden Menschen
ein vollstindiges Kollektiv, dessen Umfang durch das Kennwort: ,,Ber-
liner Bevoélkerung zur Zeit ¢ festgelegt ist. Innerhalb dieses Kollektivs
ist die Gesamtheit aller minnlichen Einwohner ein Teilkollektiv, diese
bildet aber ihrerseits ein vollstindiges Kollektiv unter der engeren
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Bezeichnung: ,,minnliche Bevélkerung von Berlin zur Zeit ¢“. Anderer-
seits ist es aber auch moglich, Teilkollektive auf folgende Art zu bilden:
Man schreibt die Namen aller Einwohner bzw. ihre individuellen Cha-
rakteristiken auf Zettel (Karteikarten, Lose), legt diese Zettel gut durch-
mischt in eine Urne und entnimmt dieser Urne willkirlich eine bestimmte
Anzahl von Zetteln. Diesen Vorgang bezeichnet man als ,,Auslosung*
oder ,,Stichprobenerhebung’’. Das Ergebnis einer solchen Stichproben-
erhebung ist dann ein Teilkollektiv, das man héchstens auf Grund einer
willkiirlichen Festsetzung, nicht aber durch ein naturgegebenes zusitz-
liches Kennwort als ein vollstindiges Kollektiv engerer Art ansehen
kénnte. Allgemein wollen wir Teilkollektive der erstgenannten Art als
,,Systematische Auswahlen'’ bezeichnen, die durch Stichproben erzeugten
aber als ,,zufdllige oder willkiirliche Auswahlen’.

Von den Eigenschaften eines Kollektivs interessieren uns in der Folge
hauptsichlich diejenigen, die man unter dem Namen ,,statistische Eigen-
schaften’’ zusammenzufassen pflegt. Wir verstehen darunter diejenigen
Charakteristika eines vollstindigen Kollektivs, deren zahlenmiBige
Werte schon durch Stichprobenentnahme angenihert festgestellt werden
kénnen. So ist z. B. die durchschnittliche Kérperlinge oder das durch-
schnittliche Alter einer Bevolkerung eine statistische Eigenschaft. Da-
gegen ergeben systematische Auswahlen unter Umstinden erhebliche
Abweichungen: die durchschnittliche Linge der minnlichen Bevolke-
rung ist z. B. merklich von der der Gesamtbevélkerung unterschieden.
Noch deutlicher wiirde dieser Unterschied hervortreten, wenn wir in
diesem Falle als systematische Auswahl die Aussonderung aller Indi-
viduen vornehmen wiirden, deren Alter unter 10 Jahren liegt.

Natiirlich ist eine praktisch hinreichende Ubereinstimmung zwischen
den statistischen Eigenschaften des Gesamtkollektivs und denen will-
kiirlicher Auswahlen nur zu erwarten, wenn die Zahl der Stichproben
hinreichend groB ist, da bei geringer Anzahl von Stichproben immer die
Gefahr besteht, dal durch sie ,,zufillig” Individuen mit extremen Eigen-
schaften erfaBt werden, wihrend bei Vermehrung der Zahl die Wahr-
scheinlichkeit der Bevorzugung von Extremen immer geringer wird.
Aus diesem Grunde wird man auch von einem Kollektiv iiberhaupt
nur dann reden, wenn die Anzahl der Individuen hinreichend grof} ist,
und wird man auch eine Auswahl von wenigen Elementen noch nicht
als ein Teilkollektiv bezeichnen. Wo hierbei die Grenze liegt, muB von
Fall zu Fall entschieden werden.

Die letzteren Betrachtungen zeigen schon deutlich genug, daB man
ohne den Begriff der Wahrscheinlichkeit in diesem Zusammenhange nicht
auskommt. In der Tat laBt sich die Definition dieses Begriffes in enger
Anlehnung an die obigen Betrachtungen durchfithren. Als Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses bezeichnet man bekanntlich das Verhiltnis
zwischen der Zahl der Fille, die dem Eintreten des Ereignisses giinstig
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sind, zu der Gesamtzahl aller Moglichkeiten. Wiinschen wir mit zwei
Wiirfeln die Summe 12 zu werfen, so erkennen wir, da3 unter allen
36 Moglichkeiten, die der Wurf bietet, nur eine einzige, nimlich der
Wurf 6 + 6, dem Ereignis giinstig ist. Die Wahrscheinlichkeit, die
Summe 12 zu werfen, ist daher 1:36. Dagegen bestehen fiir den Wurf 6
finf Moglichkeiten (x + 5, 2 4+ 4, 3+ 3, 4 + 2, 5 + 1); die Wahrschein-
lichkeit, 6 zu werfen, ist also 5:36. Die 36 moéglichen Kombinationen
zwischen den Augenzahlen zweier Wiirfel kénnen nun als ein vollstindiges
Kollektiv angesehen werden, die Gesamtheit derjenigen ,,Individuen®,
die eine bestimmte Augensumme ergeben, also die Gesamtheit der
,glnstigen Fille, aber als durch systematische Auswahl entstandene
Teilkollektive. Fiithren wir diese Auswahl fiir alle moglichen Augen-
summen, also fiir die Summen 2, 3, ..., I2 durch, so ist damit das voll-
stindige Kollektiv in eine Anzahl (11) von Teilkollektiven zerlegt worden,
die einander ausschlieBen und, jedes fiir sich, nur Elemente mit gleicher
Eigenschaft enthalten. Die Zahl der Elemente (Individuen) jedes dieser
Teilkollektive, als Funktion der Charakteristik des Teilkollektivs (in
diesem Falle also der Augensumme) aufgetragen, hei3t die Verteilungs-
funktion des Hauptkollektivs in bezug auf die zur Auswahl benutzte
Eigenschaft. Beziehen wir die Ordinaten der Verteilungsfunktion auf
die Gesamtsumme der in dem vollstindigen Kollektiv enthaltenen
Individuen als Einheit, so erhalten wir eine Funktion, die fiir jeden
moglichen Zahlenwert der ,,Eigenschaft* (Augensumme) die Wahrschein-
lichkeit ihres Eintreffens angibt, also eine Wahrscheinlichkeitsfunktion.
Die Summe aller Wahrscheinlichkeitsordinaten ist immer gleich der
Einheit.

Ist, wie in diesem Beispiel, jedes Element des Kollektivs nur durch
eine einzige Eigenschaft gekennzeichnet, so enthidlt die Verteilungs-
funktion des Kollektivs alle seine statistischen Eigenschaften. In diesem
Falle ist also das Kollektiv durch seine Verteilungskurve hinreichend
beschrieben, in dem Sinne, daB3 wir aus ihr alle das Kollektiv betreffenden
statistischen Eigenschaften ablesen kénnen. Die Begriffe ,,Wahrschein-
lichkeit, ,,Zufall® usw. erhalten aber erst dann ihren eigentlichen
lebendigen Sinn, wenn wir dazu {ibergehen, an die Stelle einer mathe-
mathischen Anordnung der ,,Mdglichkeiten das Experiment und die
Beobachtung setzen. Es sei also eine sehr groBe Anzahl von Wiirfen mit
zwel Wiirfeln ausgefithrt und ihre Augensummen notiert. Das ,,Kollek-
tiv' besteht sodann aus der Gesamtheit der moglichen Beobachtungen,
die praktisch unendlich viele ,,Individuen” enthilt. Jede Serie von
endlich vielen Wiirfen, deren Linge nach dem frither Gesagten nicht allzu
kurz sein soll, ist sodann als ,,Stichprobe” oder als willkiirlich aus-
gewihltes Teilkollektiv anzusehen. Jede unabhingige Wurfserie ergibt
fiir jede der 11 Augensummenmoglichkeiten eine ,,empirische Wahrschein-
lichkeit”, die sich — unter der Voraussetzung natiirlich, dal die Wiirfel
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einwandfrei gearbeitet waren und vor jedem Wurf geniigend geschiittelt
wurden, so daBl die einzelnen Wiirfe voneinander unabhingig sind —
von der oben bestimmten theoretischen Wahrscheinlichkeit um so weniger
unterscheidet, je linger die Serien sind. Véllige Ubereinstimmung braucht
unter diesen Voraussetzungen bei endlich vielen Wiirfen niemals einzu-
treten, doch lehrt die Erfahrung, daB schon verhiltnismiBig kurze Serien
geniigen, um die ersten Dezimalstellen der Wahrscheinlichkeitszahlen
zu sichern. Die theoretisch bestimmte Wahrscheinlichkeit eines Ereig-
nisses nennt man auch ,,Wahrscheinlichkeit a $riori‘, die auf Grund von
Versuchen oder Stichproben, kurz durch Beobachtung bestimmte: ,,Wahr-
scheinlichkeit a posteriori”. Die erstere bildet den Grenzwert der letzteren
bei beliebiger Vermehrung der Versuche, falls die Versuchsbedingungen
mit den zur Ableitung der Wahrscheinlichkeit a priori benutzten Voraus-
setzungen streng iibereinstimmen.

Die Abweichung, die bei beschrinkter Versuchszahl zwischen empi-
rischer und theoretischer Wahrscheinlichkeit besteht, fithrt auf den Begriff
des ,,Fehlers“. Unter ,Fehler verstehen wir die Differenz zwischen
beobachtetem und wahrem Wert, wihrend wir die umgekehrte Differenz
(Rechnung minus Beobachtung) als ,,Korrektion bezeichnen. Die
experimentelle Wahrscheinlichkeitsbestimmung lehrt uns auch, den
Unterschied zwischen zufilligen und systematischen Fehlern begrifflich
festzulegen. Der Fehler einer empirischen Wahrscheinlichkeitsbestim-
mung ist zufdllig, wenn das bei dem Versuch herangezogene Auswahl-
kollektiv ein zufilliges war — er ist systematisch zu nennen, wenn das
Auswahlkollektiv ebenfalls systematisch war. In der Praxis haben wir
es zumeist mit einer Vermischung beider Fehlerarten zu tun — es handelt
sich dann um ein Auswahlkollektiv, das gewisse Werte oder Wert-
bereiche der MeBgriBe systematisch bevorzugt. Einen solchen gemischten
Fehler wiirde man z. B. erhalten, wenn man die Wahrscheinlichkeit,
mit zwei Wiirfeln die Augensumme s zu werfen, durch eine Versuchsreihe
mit ungenau gearbeiteten Wiirfeln bestimmen wiirde.

Ein weiterer Unterschied, der gleichfalls an diesem Beispiel hervor-
tritt, ist der zwischen wahren und scheinbaren Fehlern. In der Regel
ist die Bestimmung einer MeBgroBe nur auf empirischem Wege moglich,
wir haben also, mit anderen Worten, von der Verteilungsfunktion des
vollstindigen Kollektivs keine unmittelbare Kenntnis, sondern kénnen
uns diese nur auf dem Umwege iiber Auswahlkollektive mit endlicher
Individuenanzahl verschaffen, wobei die Moglichkeit beliebig haufiger
Wiederholung des Versuchs besteht. Greifen wir aus dem unerschépi-
lichen Vorrat der naturgegebenen Moglichkeiten nacheinander # zu-
fallige Teilkollektive heraus, die je m Individuen enthalten mégen,
dann wird jedes dieser Teilkollektive eine bestimmte statistische Eigen-
schaft des Gesamtkollektivs mit einem gewissen wakhren Fehler an-
zeigen, der aber unbekannt bleibt, weil wir ja nach Voraussetzung die
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Eigenschaften des vollstindigen Kollektivs nicht kennen. Wir sind dann
darauf angewiesen, von unserer Erkenntnis Gebrauch zu machen, daf3
durch VergroBerung des Teilkollektivs eine bessere Anniherung der
Verteilungseigenschaften an die wirklichen erzielt wird. Setzen wir also
an Stelle der unbekannten Verteilungseigenschaften des vollstindigen
Kollektivs die des groBten (zufilligen) Auswahlkollektivs, das wir
besitzen und das in dem beschriebenen Falle NV = % - m Werte umfalt,
so ergeben sich an Stelle der wahren Fehler ,,scheinbare Fehler'.

Die Gesamtheit aller moglichen Fehler bildet wiederum ein Kollektiv
mit bestimmten statistischen Eigenschaften, deren Ableitung Gegenstand
der Fehlertheorie ist. In der Fehlertheorie wird insbesondere die Aufgabe
geldst, unter den allgemeinsten Voraussetzungen iiber die Art der Fehler-
entstehung die mathematische Gestalt der Verteilungsfunktion zufilliger
Beobachtungsfehler abzuleiten. Es ist hier nicht der Ort, die Ableitung
des Fehlergesetzes in ihren. Einzelheiten wiederzugeben und die prinzi-
piellen Grundlagen, auf denen sie beruht, genau zu diskutieren; es muB
aber wenigstens der Weg dazu in einer solchen Form beschrieben werden,
daB3 die vielfachen Anwendungen der Fehlerverteilungsgesetze auf die
statistischen Probleme der Periodenforschung ohne MiBverstindnisse
méglich sind.

Alle aus endlichen Kollektiven abgeleiteten Verteilungsgesetze,
demnach auch alle empirischen Verteilungsfunktionen, sind diskreter
Natur, bestehen daher aus Ordinaten (Auszihlungsergebnissen oder
empirischen Wahrscheinlichkeiten), die endlich vielen und diskreten
Argumenten als Funktion zugeordnet sind, wihrend dies bei Kollektiven
mit unendlicher Individuenanzahl nicht der Fall zu sein braucht. Dieser
Unterschied wird am deutlichsten erkennbar, wenn wir ihn durch Bei-
spiele aus der Praxis belegen. Ein endliches Kollektiv bestehe etwa aus
den Augensummen von #» Wirfelversuchen mit zwei Wiirfeln. Die
Verteilungsfunktion besteht dann aus 11 Ordinaten #,, #g, ..., #5,, die
die Anzahl der auf jede der 11 mdglichen Augensummen entfallenden
Versuchsergebnisse bezeichnen, die Wahrscheinlichkeitsfunktion aus den

11 Quotienten
L
deren Summe T ist. Die Zahl der Ordinaten ist in diesem Falle natur-
gegeben und von der Zahl #» der Versuche unabhingig, sie #ndert sich
auch nicht, wenn wir % iiber alle Grenzen wachsen lassen — in diesem
Falle konvergieren lediglich die empirischen Wahrscheinlichkeiten
(Homogenitdt der Wiirfel vorausgesetzt) gegen die apriorischen Werte
*r 2 3 4 5 6.5 4 3 2 I
36’ 367 586’ 36’ 36’ 36’ 36’ 367 36’ 367 36°
Dasselbe geschieht im Prinzip, wenn das Kollektiv aus Einzelbeob-
achtungen eines Naturvorgangs besteht, der durch eine meBbare oder
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sonstwie zahlenmiBig angebbare Eigenschaft beschrieben wird, z. B. aus
Messungen des Luftdrucks oder eines anderen meteorologischen Elements
am gleichen Beobachtungsort und zu verschiedenen Zeiten. Werden etwa
die Messungen des Luftdrucks auf ganze Millimeter abgerundet, so ent-
hilt die Verteilungsfunktion von mm zu mm Ordinaten in einem durch
die Natur des Vorgangs bestimmten Abszissenintervall, das etwa zwischen
720 und 780 mm liegt, dessen Grenzen aber nicht scharf ausgeprigt
sind. Vermehrt man nun die Zahl der Beobachtungen durch Ausdehnung
des Beobachtungszeitraums stark, so ist es mdglich, die Dichte der
Wabhrscheinlichkeitsordinaten dadurch zu vergréBern, daB man die
Beobachtungen nicht nur nach ganzen Millimeterintervallen, sondern
nach Zehntelmillimetern auszdhlt. Praktisch ist man damit an eine
Grenze der Intervalleinteilung angelangt, da eine genauere Messung
der Luftdruckwerte (etwa auf Hundertstel von mm) aus technischen
Griinden illusorisch und im iibrigen auch uninteressant ist. Theoretisch
konnte aber bei entsprechender Vermehrung der Beobachtungszahl
und der Beobachtungsgenauigkeit eine beliebig enge Einteilung des
Abszissenbereichs vorgenommen werden. Man kénnte sich demnach
vorstellen, daB ein ideales Kollektiv von unendlichem Umfang eine Wahr-
scheinlichkeitsfunktion besdBe, deren Ordinaten unendlich dicht liegen.
In diesem Falle wiirde also die Auszdhlung der Individuen nach Merk-
malsintervallen von differentieller Breite erfolgen. Sei etwa das meB-
bare Merkmal (z. B. der Luftdruckwert) durch die Variable x gekenn-
zeichnet, so wiirde man unter der zu x gehérigen Funktion ¢ (x) d x die
Wabhrscheinlichkeit dafiir zu verstehen haben, dafBl ein beliebig dem
Kollektiv entnommener individueller Wert seiner GréfSe nach in das
differentielle Abszissenintervall
dx

dx
A Py

oder, was praktisch dasselbe ist, in
[x, x+dx]
zu liegen komme. Die allen Wahrscheinlichkeitsfunktionen zukommende
Bedingung, daB die Summe aller Wahrscheinlichkeiten gleich der Einheit
sein muB, wiirde dann in die Integralbedingung
+ o0

[ e dr=1 (1)

iibergehen, woraus folgt, daB die ,,Verteilungsfunktion® ¢ (x) integrierbar
sein muB. Die Annahme, dal ¢ (%) auch stetig sei, 1iBt sich hingegen
nicht allgemein rechtfertigen, noch weniger die Annahme ihrer Diffe-
renzierbarkeit. Fiir die Praxis ist aber die Frage der Stetigkeit und
Differenzierbarkeit von ¢ (x) durchaus von untergeordneter Bedeutung,
da ja schon die Stetigkeit des Argumenis x eine Fiktion ist, die nach dem
oben Gesagten bei empirischen Kollektiven niemals realisierbar ist.
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In einigen Fallen ist jedoch die Annahme, daf3 die ideale Verteilungs-
funktion eines Kollektivs stetig und sogar iiberall differenzierbar sei,
aus Plausibilititsgriinden gerechtfertigt. Diese Annahme, in Verbindung
mit anderen plausiblen Voraussetzungen, macht z. B. GAuss bei seiner
Deduktion des idealen Verteilungsgesetzes der zufdlligen Fehler:

Von einer unbekannten, aber der Messung zuginglichen GréBe X
seien eine groBe Anzahl von Messungen

Xy, Koy ooy Ky .
vorgenommen worden, deren wahre Fehler
g=%—X; &=%—X,; ..., =%,—X,; ...

seien. Unter der Voraussetzung, daB die Messungen voneinander un-
abhingig sind, keine systematischen Fehler enthalten und von gleicher
Genauigkeit sind, diirfen wir — unterstiitzt durch mannigfache Erfah-
rungen — annehmen, daBl das Kollektiv der wahren Fehler folgende
Eigenschaften besitze:

1. Die Verteilungsfunktion der Fehler verlauft symmetrisch zu null,
d. h. positive und negative Fehler gleichen Betrages sind gleich wahr-
scheinlich.

2. Fehler groBeren Betrages sind weniger wahrscheinlich als solche
geringeren Betrages. Die Verteilungsfunktion ¢ (¢) besitzt also bel
e=0 ein Maximum und nimmt fiir wachsende Fehlerbetrige gegen
null ab. .

Aus der gleichmiBigen Verteilung der Fehler um null folgt, daB3 der
wahrscheinlichste Wert fiir die Summe endlich vieler willkiirlich dem
Kollektiv entnommener Fehler null ist. Das bedeutet mit anderen
Worten, daB das arithmetische Mittel aus endlich vielen Beobachtungen
der plausibelste Wert ist, den man aus diesen Beobachtungen fiir die
unbekannte GréfBle X erhilt. Aus diesem ,,Prinzip des arithmetischen
Mittels” 148t sich nun die ideale Form des Fehlerverteilungsgesetzes

leicht herleiten:
Sind ¢, &, ..., & # Fehler mit den Wahrscheinlichkeiten

@ (e) dey, ..., @le,) de,,
so ist nach dem multiplikativen Gesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
Dde; ...dg,=@le) @(e) ... ple,)de ... de,
die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieser Fehlerkombination.

Diese Gesamtwahrscheinlichkeit hat nach dem Obigen einen Maximal-
wert, wenn die Bedingung
g+e&+t+e, =0
erfillt ist.
Unter dieser Annahme muB also auch

lgP=Igp(e) +1g@(e) + - +1g (e
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ein Maximum sein, mithin, wenn fiir ¢ (¢) der Ansatz einer differenzier-
baren Funktion gemacht wird,

@ (eg) o’ (&) .. ¢’ (en)
+ @ (&) T + =0

@ (&) @ (&)
sein. Schreiben wir diese Gleichung in der Form
@ (&) | A R A
aele) T el BT T a0
so erkennt man, dall sie allgemein nur dann mit der Bedingung
& -+ - -+ &, =0 vereinbar ist, wenn
9 (©) = k = const
e (€

ist. Das ist aber eine Differentialgleichung, deren Integration
k 2
ple)=C-e?
ergibt. Bedenken wir noch, da ¢ fiir wachsende [e[ abnehmen soll,
so mul} % negativ sein; wir diirfen also die Funktion in der Form

ple)=C-eme

schreiben. Die Integrationskonstante C folgt aus der Bedingung (1),
und zwar ergibt sich

+ 00 + 00 + 00 B
[ep@as=c [ erede=S [ erar—CVE_o,

so daB also die endgiiltige Form des ,,Gaussschen Fehlerverteilungs-
geselzes'
h 2 g2
() = Jw g (2)
lautet.

Charakteristisch fiir diese Verteilungsform, die man auch als die
,normale’” bezeichnet, und die auBer fiir zufillige Fehler auch fiir eine
groBe Anzahl andersartiger Kollektive als idealisierte Verteilung gelten
kann, ist ihre Abhingigkeit von nur einer einzigen Konstante (4). Ist %
klein, so ist der Kurvenverlauf flach; je gréBer % ist, um so steiler fillt
die Kurve gegen null ab, bei um so kleineren Abszissen (Fehlerbetrigen)
wird also praktisch der Nullwert erreicht. Je gréBer % ist, um so kleiner
ist also der Spielraum, den die ,,Fehler* erfiillen. Man bezeichnet 7% des-
wegen auch als das ,,Genauigkeitsmaf des Fehlerkollektivs.

Da nach fritheren Bemerkungen alle statistischen Eigenschaften
eines Kollektivs von unabhingigen Werten mit nur einer Eigenschaft
durch die Gestalt der Verteilungsfunktion gegeben sind, so ergibt sich,
daB alle statistischen Eigenschaften zufilliger Fehler von normaler
Verteilung Funktionen von % sein miissen. So ergeben sich z. B. folgende
statistische Charakteristika:
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1. Mittelwert der Fehlerquadrate:

+ o0 + o
h — h%&t I
/,L2= / 82(,0(8)(18:‘_'/—;5/ e ds:z—hz-

Die GroBe u, die dem GenauigkeitsmalBl » umgekehrt proportional ist,
bildet ein brauchbares MaB fiir die Breite des Ausdehnungsbereichs der
Fehler. Sie wird in der Fehlertheorie als ,,mittlerer Fehler, in der Statistik
beliebiger Kollektive allgemein als ,,Strewung’ (standard deviation)
bezeichnet. Geometrisch bedeutet ¢ den Abstand der beiden Wende-
punkte der Verteilungskurve vom Nullpunkt der Abszissenachse, also
den Betrag derjenigen Abszissen, fiir die der zweite Differentialquotient
verschwindet. Es ist ndmlich
g 28

' —HE e, pe e
FCl = e {2 h2e?—1},

also in der Tat

aze . 1
a2 =0 fir e= 4+ hﬁzi‘u'

2. Statistische Momente verschiedener Ordnung: Als statistisches
Moment der Ordnung 7 bezeichnet man die GréSe

+ oo
", = / g o) de.

— XX

Im Falle der Gaussschen Verteilung ist m, = o fiir ungerade », und fiir
gerade 7 (¥ = 2 n)

-+ o0
h 2n  ~hig? I‘3'5"(27L——I)
m2n‘:—ﬁ / € e de = np2n :
— o0

Speziell ist
I
My =1; My= 5 = P2
Man setzt auch oft m,=p;; dann ist p,=pu = 1/1172 die Streuung.

3. Durchschwnittlicher Fehler: Unter durchschnittlichem Fehler ver-
steht man den Mittelwert der absoluten Fehlerbetrige, also die GroéBe

+ o0
ﬁ:_'é.o[ej(p(e)de.

Fiir die Gausssche Verteilung ergibt sich

oo

— h?e® I
c[ee de = -
/ hyn

0

Rl

2

’[9*:

R
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4. Wahrscheinlicher Fehler: Der wahrscheinliche Fehler teilt das
gesamte Fehlergebiet in zwei Teilgebiete gleicher Wahrscheinlichkeit;

er ist so definiert, da8
+ 7

I
[ vede=+.
Es ist also die Wahrscheinlichkeit, daB |¢| <7, ebenso groB wie die fiir
|e|>7. Fiir das Gavusssche Gesetz liefert die transzendente Gleichung
7 rh

7
h / —ne? zh/ —Re? 2 _p 1
—= e de=—= /[ ¢ dg:_f_/ e di=—
Ve ] a 7, :

0
den Wert 7k = 0,476936 .. bzw. 7 =0,67449 .. u. Bei Uberschlags-

rechnungen wird gewchnlich der wahrscheinliche Fehler gleich % des

mittleren gesetzt.

5. Maximaler Fehler: Dieser Begriff ist einer vorurteilslosen Defi-
nition nicht zuginglich. Die ideale Fehlerverteilungsfunktion riumt
sogar dem Auftreten beliebig groBer Fehler eine positive, wenn auch ver-
schwindend kleine Wahrscheinlichkeit ein. Hiermit setzt sich die ideale
Verteilungskurve in einen gewissen Widerspruch zur Erfahrung, die
lehrt, daB Fehler von einer gewissen Gréfenordnung aufwirts nicht
mehr vorkommen oder, wenn dies doch einmal geschehen sollte, nicht
als zum Kollektiv der zufilligen Fehler gehdrig betrachtet, sondern als
,,grobe Fehler ausgesondert werden. Wo allerdings die Grenze zwischen
zufilligen und groben Fehlern liegt, kann nicht mit Bestimmtheit an-
gegeben werden, sondern muB der Beurteilung des kritischen Beobachters
von Fall zu Fall iiberlassen bleiben. Der heuristische Begriff der ,,Zufalls-
grenze der Fehler'* ist aber gerade im Hinblick auf seine spitere Uber-
tragung auf Periodenkollektive so wichtig, daBl es notwendig ist, ihn
genauer zu betrachten.

Jedes reale Kollektiv, ob es nun endlich oder unendlich viele In-
dividuen enthalte, ist beschrinkt und enthilt ein Glied (oder endlich
viele Glieder) groBten Betrages. Dieser grofte Betrag ist aber keines-
wegs als eine statistische Eigenschaft des Kollektivs anzusprechen,
sondern durchaus individuell, weil er sich auf ein einziges oder héchstens
auf wenige Individuen stiitzt. Damit wird verstindlich, warum die
ideale Fehlerverteilungskurve fiir wachsende Fehlerbetrige eine asym-
ptotische Anniherung an null zeigt, anstatt wie die reale Kurve bei
endlichen Betriagen abzubrechen. Durch das asymptotische Verhalten
wird lediglich dargetan, daB groBe Fehler (allgemein Kollektivglieder
extremen Betrages) nur sporadisch auftreten, und dafBl die in reellen
Fillen immer vorhandene tatsichliche Grenze a priori unbestimmt ist.
Praktisch hat die Diskrepanz zwischen tatsdchlicher und idealer Ver-
teilung keinerlei Bedeutung, denn die Wahrscheinlichkeiten, die z. B.
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auf Grund des Gaussschen Fehlergesetzes Fehlern zukommen, die aufler-
halb des Bereiches eines empirischen Kollektivs mit gleichem Genauig-
keitsmal} liegen, sind so klein, daB sie weit unterhalb derjenigen Grenzen
liegen, die durch zahlenmiBige Rechnung noch erfaBt werden kénnten.
Mathematisch ausgedriickt: Das Integral

+ o
P(w)= _/w @ (e)de

ist, wenn @ von der Ordnung der maximalen Fehlerbetrige ist, von
der Einheit so wenig verschieden, dafl der Unterschied fiir die praktische
Rechnung belanglos ist, also unbedenklich vernachlissigt werden kann.
Allgemein gibt — fiir beliebige @ — das Integral P (w) die Wahrschein-
lichkeit dafiir an, daf} ein beliebiger Fehler dem Betrage nach kleiner
als @ sei. Ebenso ist
Q(w)=1—P(w)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB |e| > w. Als ,,Zufallsgrenze’ lieBe sich
demnach derjenige Wert @ bezeichnen, fiir den diese Wahrscheinlichkeit
gerade noch klein genug erscheint, je nach den Anspriichen, die im
Einzelfalle gemacht werden und ziemlich verschieden sein kénnen. Wird

w==~ku= 7% gesetzt, so findet man fiir den Fall der Gaussschen
2
Verteilung oo .
2k R g 2 2
= de = — —#dt.
0=z [errde= [
ku i
1

Die Zufallsgrenze erweist sich demnach als eine reine Zahl (%), die angibt,
um ein Wievielfaches ein individueller Fehler den mittleren Fehler héch-
stens iiberschreiten darf, um noch als zufilliger Fehler angesehen zu
werden. Fehler, die gréBer als 2y sind, werden daher als grobe Fehler
bezeichnet werden kénnen. Die folgende Tabelle zeigt, wie sich P (ku)

Tabelle 1.
I I
k P Q N= ° k P Q N= o
0,2 0,15852 0,84148 1 2,2 0,97220 0,02780 36
0,4 0,31078 0,68922 1 2,4 0,98360 0,01640 61
0,6 0,45150 0,54850 2 2,6 0,99068 0,00932 107
0,8 0,57628 0,42372 2 2,8 0,99488 0,00512 195
1,0 0,68268 0,31732 3 3,0 0,99730 0,00270 370
1,2 0,76986 0,23014 4 3,2 0,99862 0,00138 725
1,4 0,83848 0,16152 6 3.4 0,99932 0,00068 1471
1,6 0,89040 0,10960 9 3,6 0,99968 0,00032 3125
1,8 0,92814 0,07186 14 3,8 0,99986 0,000I4 7143
2,0 0,95450 0,04550 22 4,0 0,99994 0,00006 16667

1 Die Zahlenwerte P sind aus E. CzuBER: Die statistischen Forschungsmethoden
(Wien 1927) entnommen (Lit. 77).
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mit & dndert. In einer weiteren Spalte ist Q = 1— P angegeben. Die
dritte Spalte gibt den auf ganze Zahlen abgerundeten reziproken Wert
von @, der angibt, unter wieviel individuellen Fehlern dem Gauss schen
Gesetz zufolge das Auftreten esmes Fehlers zu erwarten wire, der den
mittleren Fehler um mindestens das k-fache tberschreitet.

Aus dieser Zusammenstellung geht hervor, daB ein Fehler, der den
mittleren um das vierfache iibertrifft, erst unter weit mehr als 10000
Fillen einmal zu erwarten ist, aber auch um einen zufilligen Fehler vom
Betrage des dreifachen mittleren erwarten zu diirfen, ist ein Kollektiv
von mindestens 370 Werten notwendig. Man wird also berechtigt sein,
die Grenze des Zufalls je nach den Umstdnden bei 2= 3 oder 2 =4
anzusetzen oder bei einer dazwischenliegenden Stelle. Bei groBem Beob-
achtungsmaterial ist es ratsam, die Zahl N bei der Festsetzung der
Zufallsgrenze direkt heranzuziehen. Ist z. B. die Zahl der Fehler 1000,
so sind Fehler vom Betrage 3,4 oder dariiber weniger als einmal zufalls-
maBig zu erwarten. Man wird also nicht Gefahr laufen, das Kollektiv
systematisch zu verfilschen, wenn man solche Fehler als grobe betrachtet
und, sofern sie wirklich auftreten, aus dem Kollektiv entfernt. Bei
kleineren Kollektiven ist es aber nicht ratsam, die Zufallsgrenze unter
k = 3 herabzusetzen, da nicht anzunehmen ist, daf} in ihnen die idealen
statistischen Kollektiveigenschaften, wie sie im Gaussschen Gesetz
vorausgesetzt werden, hinreichend gut verwirklicht sind.

2. Einfihrung des Expektanzbegriffs.

Die Uberlegungen des vorigen Abschnitts sind, obwohl durchaus
unvollstindig, doch so weit gefithrt worden, daB eine erste Anwendung
der dargelegten statistischen Begriffe auf periodographische Fragen
moglich wird. Bevor die weitere Vertiefung der angeschnittenen all-
gemein statistischen Fragen, die noch notwendig sein wird, durch-
geftihrt werden soll, mégen die speziellen Probleme der Periodenfor-
schung, soweit sie statistischer Natur sind, wieder in den Vordergrund
geriickt werden, damit der innere Zusammenhang unserer Betrach-
tungen mit ihrem eigentlichen Zweck gewahrt bleibt.

Der Zusammenhang, aber auch der Unterschied zwischen der stati-
stischen und der analytischen, insbesondere periodographischen Behand-
lung einer Beobachtungsreihe, wird am besten durch folgende Uber-
legung klargestellt: Einerseits lassen sich die Glieder einer Beobachtungs-
reihe, also die — meist dquidistanten — Einzelbeobachtungswerte, als
Individuen eines (endlichen) Kollektivs ansehen. Dabei werden die
Beobachtungswerte aus ihrem zeitlichen Zusammenhang gel6st, denn
fiir die statistischen Eigenschaften eines Kollektivs sind nur die zahlen-
milig gegebenen Bewertungen der Individuen, nicht aber ihre Reihen-
folge (Numerierung) mafBgebend. Andererseits kann man aber auch
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willkiirlich oder nach bestimmten Vorschriften die Individuen eines
statistischen Kollektivs numerieren und dergestalt das Kollektiv in
eine Folge aufldsen, die sich dann duBerlich von einer ,,Beobachtungs-
reihe” nicht unterscheidet, und auf die man rein mechanisch alle mog-
lichen Operationen, wie z. B. auch die Harmonische Analyse, anwenden
kann, falls man sich einen Erfolg davon verspricht.

Im allgemeinen ist die Verwandlung einer Beobachtungsfolge in ein
Kollektiv mit der Zerstérung wesentlicher Eigenschaften verbunden,
der umgekehrte ProzeB aber mit dem Aufbau fiktiver Eigenschaften,
die dem Material von Natur aus nicht zukommen. Nur in einem be-
sonderen Falle tritt dies nicht ein: dann ndmlich, wenn es sich um eine
Folge oder ein Kollektiv von zufilligen Fehlern oder von solchen Werten
handelt, die dhnliche Unabhingigkeitseigenschaften wie zufillige Fehler
besitzen. Fehler, d. h. Abweichungen einer gemessenen Groéfle von dem
wahren oder dem wahrscheinlichsten Wert dieser Grofe, lassen sich
zweifellos als Funktion der Zeit ansehen, da sie zu bestimmten Zeiten
und somit in bestimmter Reihenfolge gemacht worden sind. Sofern
es sich aber um zufdllige Fehler handelt (und ohne bessere Kenntnis
wird man dies a priori immer annehmen diirfen), ist ihre Reihenfolge
oder Numerierung trotzdem fiir alle Betrachtungen, die sich mit ihnen
anstellen lassen, ohne Belang; ihre Eigenschaften erschépfen sich also —
soweit sie fiberhaupt Interesse beanspruchen — mit den statistischen
Eigenschaften des von ihnen gebildeten Kollektivs. Eine Folge von
zufilligen Fehlern 148t sich daher auch beliebig umnumerieren, was
der Riickverwandlung des Kollektivs in eine beliebige Reihenfolge
entsprechen wiirde, ohne daB sie damit ihren Charakter als zufillige
Fehler verlieren wiirden. Wesentlich bei dieser Umnumerierung ist
allerdings, daB diese wiederum als Zufallsprodukt in Erscheinung tritt,
daB also jede mdgliche Umnumerierung, d.h. jede Permutation der
urspriinglichen Fehlerfolge die gleiche Wahrscheinlichkeit fiir sich habe.

Nun sind aber unter allen diesen Permutationen auch solche vor-
handen, die einen systematischen Gang der Fehlerfolge zeigen, z. B.
solche, in denen die Fehler jhrer GréBe nach geordnet auftreten, oder
solche, die in bestimmten Rhythmen positive und negative Werte mit-
einander abwechseln lassen, also ausgesprochen periodischen Charakter
haben. Trotzdem mufB eine derartige Folge, obwohl ein unbefangener
Beobachter sie als systematisch ansprechen wiirde, als Zufallsprodukt
angesehen werden, sofern sie wirklich — etwa durch Auslosung — aus
dem Kollektiv der Permutationen zufillig herausgegriffen wurde. Dies
paradoxe Ergebnis ist, wie die meisten Paradoxa, nur ein scheinbares
und findet seine Erkldrung in der auch durch die Erfahrung nachpriif-
baren Tatsache, daB willkiirliche Zusammenstellungen unabhingiger
GroBen unter Umstinden auch ,,durch Zufall“ regelmiBige, gesetz-
miBig anmutende Konstellationen zeigen kénnen, wenn auch die
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Wahrscheinlichkeit, daB dies eintritt, meist sehr gering sein wird. (So
ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, da ein Kartenspiel nach griindlicher
Durchmischung sich als nach Farben geordnet erweist, auBerordentlich
klein, aber immerhin nicht gleich null.)

Diese Betrachtung lehrt also, daBl bestimmte systematische Elgen-
schaften von Beobachtungsreihen, z. B. Periodizitdten, nicht unbedingt
Ausdruck eines dem Beobachtungsobjekt innewohnenden Naturgesetzes
zu sein brauchen (wenn nicht gerade zwingende Griinde fiir eine solche
Annahme vorhanden sind), sondern, daB sie auch méglicherweise das
eigenartige Produkt eines reinen Zufalls sein kénnen. Man wird daher,
falls die oben genannten zwingenden Griinde fiir das Zustandekommen
einer periodischen Struktur einer Beobachtungsfolge fehlen oder a priori
unbekannt sind, aus der analytischen Feststellung einer Periodizitét
niemals mit voller Sicherheit auf ihre - ,Realitit” im physikalischen
Sinne schlieBen diirfen, sondern immer nur mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit, die den Spielraum des Zufalls beim Zustandekommen
des fraglichen Ergebnisses gebiihrend beriicksichtigt. Diesen Spielraum
nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitstheorie aus den vorgegebenen
Bedingungen zu berechnen oder wenigstens abzuschétzen, ist die Haupt-
aufgabe, deren Losung der statistischen Periodenforschung vorbehalten ist.

Der einfachste Fall dieses in seiner Allgemeinheit sehr verwickelten
Problems liegt dann vor, wenn die Beobachtungsfolge den Charakter
zufilliger Fehler besitzt, oder wenn dies wenigstens a priori, d. h. bis
zur einwandfreien Feststellung des Gegenteils, angenommen werden
darf. So kommt es bei der Diskussion einer Fehlerfolge, die dem Anblick
zufolge keine systematischen Eigenschaften (kurz ,,Gidnge” genannt)
zu haben scheint, sehr hiufig vor, daBl nachtriglich (a posteriori) die
Existenz eines periodischen Ganges vermutet wird, der aber durch
stark streuende zufillige Fehlerbestandteile verdeckt wird. Die ver-
mutete Periode wird sich bei der Analyse der Folge durch eine besonders
groBe Amplitude an der entsprechenden Stelle des Spektrums verraten.
Die statistische Betrachtungsweise lehrt sodann, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit eine Amplitude von derartiger GroéBenordnung durch
Zufall erwartet werden durfte. Ist diese Zufallswahrscheinlichkeit
sehr klein, so werden wir geneigt sein, den Zufall als alleiniges Ent-
stehungsmoment auszuschlieBen und eine auBerhalb des Zufalls liegende
Ursache, d. h. in diesem Falle ein Naturgesetz oder einen periodischen
systematischen Fehler, mit um so groflerer Wahrscheinlichkeit als gegeben
ansehen.

Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Amplituden bestimmter
GréBe wird nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung durch
das Verhiltnis der Zahl aller dem Entstehen solcher Amplituden giinstigen
Fille zu der Gesamtzahl aller vorhandenen Méglichkeiten iiberhaupt
gegeben. Die Zahl aller vorhandenen Moéglichkeiten lieBe sich nach dem

Stumpff, Periodenforschung. 12
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oben Gesagten etwa durch die Zahl aller Permutationen der gegebenen
»n Einzelfehler angeben, also durch #!. Das entspricht aber eigentlich
nicht den tatsichlich vorliegenden Voraussetzungen und lieBe sich
allenfalls nur dann rechtfertigen, wenn » eine sehr groBe Zahl ist. Die
Umordnung eines endlichen Kollektivs ergibt nidmlich nur einen Teil
der in der Natur der Sache begriindeten Variationsméglichkeiten der
Fehlerreihenfolge. Sie umfaBt nur solche Fehlerkombinationen, in denen
die Fehler ihrer GréBe nach in einem ganz bestimmten (durch das Kollek-
tiv einer konkreten Beobachtungsfolge gegebenen) Mischungsverhiltnis
auftreten, wahrend eigentlich das Verhiltnis der Zahl der Fehler von
bestimmter GréB8e zur Gesamtzahl nur als Wahrscheinlichkeit auftritt.
Anders ausgedriickt: Die verschiedenen Umordnungen einer gegebenen
Fehlerfolge entstehen durch Auslosung aus dem Kollektiv, indem man
diesem nacheinander alle Einzelwerte entnimmt, ohne sie wieder zurtick-
zulegen. Der Vorgang, der zu einer konkreten Fehlerreihe in Wirklich-
keit fiihrt, ist dagegen einer Auslosung aus einem (gegebenenfalls unend-
lichen) Kollektiv der Fehlerméglichkeiten zu vergleichen, wobei der
ausgeloste und notierte Wert nach jeder ,,Ziehung* wieder in das Kollek-
tiv zurtickgegeben wird, so daf also alle Fehler voneinander unabhingig
sind, und somit jeder Beobachtung die gleichen Fehlerchancen zukommen.
Bei dieser letzteren Art der Fehlerauslosung ist also z. B. auch die Mog-
lichkeit berticksichtigt, daB zufillig alle Fehler den gleichen Wert zeigen,
wiahrend dies bei der Umordnung ausgeschlossen ist.

Vorausgesetzt, daB wir berechtigt sind, eine vorliegende Beobach-
tungsreihe a priori in bezug auf ihre statistischen und sonstigen Eigen-
schaften als gleichwertig mit einer Folge zufilliger Fehler von bestimmtem
idealem Verteilungsgesetz anzusehen, 148t sich das Problem, die Wahr-
scheinlichkeit von Perioden mit bestimmten Amplituden zu ermitteln, im
Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung streng lésen. Der Einfachheit
halber wollen wir zunichst annehmen, daB die ideale Verteilung des
Kollektivs, aus dem die Einzelwerte der Reihe durch Auslosung ent-
nommen seien, die Form des GAuss schen Gesetzes habe. Die Berechti-
gung dieser Annahme 148t sich in jedem konkreten Falle nachpriifen,
indem man die Verteilung des endlichen Auswahlkollektivs, das durch
die Glieder der Beobachtungsreihe gegeben ist, mit der Form des idealen
Gesetzes vergleicht. Damit die Hauptbedingung — gleiche Wahrschein-
lichkeit fiir positive und negative Werte — erfiillt sei, ist es notwendig,
die Beobachtungswerte vorher auf ihr arithmetisches Mittel zu beziehen,
also anstatt der Originalbeobachtungen ihre Abweichungen von ihrem
arithmetischen Mittel zu benutzen. Seien diese Abweichungen

Yo Yoo -+ Va

und 14Bt sich die Verteilung der y, mit geniigender Genauigkeit durch
eine Gausssche Verteilung mit dem GenauigkeitsmalB % ersetzen, so
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wird die Wahrscheinlichkeit, daB # Beobachtungen nacheinander in
die differentiellen Intervalle

dy dy dyn ., 9y
[yl__—z—L: y1+_2—1}>r[yn_' 2 :yn+ 2
fallen, nach dem multiplikativen Gesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Py - ¥a)dyr . Ay =@ ) ... (¥ dyy ... dy,
sein, wobei allgemein

B~y

Pl ="e
sein soll. Aus dieser Form der komplexen Wahrscheinlichkeit geht
zugleich, auf Grund des kommutativen Gesetzes der Multiplikation,
hervor, daB beliebige Umordnungen der Beobachtungsreihe von gleicher
Wahrscheinlichkeit sind.

Nun sei aus jeder moglichen y-Kombination das 7-te FOURIER-Glied
nach den bekannten Formeln

n
2
a, = E ¥, COS o, ¥
p=1 ( 27”')
A, =
3

#w
2 -
b=~ > y,sino,»

=1
berechnet. Um also die zweidimensionale Wahrscheinlichkeit zu erhalten,
daB den Komponenten «, und b, bestimmmte numerische Werte zufallen,
gilt es, aus der Gesamtheit der durch die #-dimensionale Verteilung
D (yy, ..., v, gegebenen Méglichkeiten dasjenige Teilgebiet auszusondern,
das diesem Ergebnis giinstig ist. Die Rechnung (s. Lit. 267) ergibt fiir
die gesuchte Wahrscheinlichkeit den Ausdruck

nht —%nhz(a‘ﬁ-}—b‘ﬁ)
2

W (a,,b,) da, db, = da,db, - (3)

Anstatt der rechtwinkligen Koordinaten (a,, b,) lassen sich durch
eine einfache Transformation dieses Ausdrucks die Polarkoordinaten
(H,, w,) einfiihren. Da

a,= H,cosy,; b, = H,siny,

und die Funktionaldeterminante

I dar ‘aar 1 . H. si

OH, T By | |V AP
ob,  8b, | | . e

! = lsmy), H,cosy, |

] OHy a‘([)r [ 7

mithin
da,db, = H,dH,dy,
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ist, so ergibt sich i
—Xanege
W (H,,p) dH, dy, = 8% o gy 7200

als Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige Eintreffen einer Amplitude
H, und einer Phase y,. Da uns im Augenblick nur die Verteilung der
Amplituden interessiert, integrieren wir diesen Ausdruck iiber alle w,,
die einen Bereich [0, 27) iiberdecken. Es ergibt sich also

ZaneE?

W(H,)dH, =nh*H,e * 'dH,
mithin als Verteilungsfunktion der Amplituden iiber das Gebiet [0, + oco]
i an2m2
W(H)=nhtHe = @
Man erkennt aus dieser Formel, dafl die Verteilung der Amplituden
von der Versuchsfrequenz o, unabhingig ist. Im Spektrum einer Reihe
zufilliger Fehler sind also Perioden gleicher
Amplitude fiir alle Spektralgebiete gleich
wahrscheinlich. Dies Ergebnis war auch
von vornherein zu erwarten, da ja beliebige
Umordnungen der Beobachtungswerte gleich
wahrscheinlich sind, und, wie wir von friither
her wissen, der rechnerische Zusammenhang
zwischen Versuchsperioden verschiedener
Ay ‘ A Ordnung auf einer bestimmten Art der
Normale A,ﬁ;ﬁ;ﬁénverteﬂung, Umordnung der Beobachtungswerte beruht.
Aus der geometrischen Gestalt der Am-
plitudenverteilung (s. Abb. 18) erkennt man ferner, daB mit wachsender
Amplitude die Hiaufigkeit zunichst bis zu einem Maximum (Scheitel-
wert) zu und dann asymptotisch gegen null abnimmt. Als statistische
Eigenschaften des Kollektivs der zufilligen Amplituden sind als beson-
ders wichtig hervorzuheben:
I. Scheitelwert (haufigste Amplitude): Man erhdlt ihn als Losung
der Gleichung .
W) —wie” =™ g —ni2 HY) =0
Der Scheitelwert Hg ergibt sich also aus:

Hi—=—

W

|
|
|
I
1
|
|
I
|
i
|
L

1 2 p?

whrT aw

2. Durchschwittliche Amplitude: Sie entspricht dem einfachen Mittel-
wert aller m(')'glichen Amplituden

2
P

> Hs=u

SLIRY -8

/HW dH—nhz/Hz " aH

© 5 R .
2 - _ 1 7 7
=V 17 tdf:?]/ﬁﬂ‘V;-
0 .
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3. Mittelwert der Intensititen (Amplitudenquadrate).

oo . [} \ LI ) =} t
sm(H2)=/H W(H)dH_—.nm/He 2 dH:W-/tg— at
0 0 0

_2 _ apt

T wk T om

Die Quadratwurzel aus diesem Mittelwert kann man als ,,mittlere Ampli-

tude' oder als den quadratischen Mittelwert aller moglichen Amplituden
bezeichnen. Die mittlere Amplitude ist demnach

= YR = S

n

Es gelten ferner die Ungleichungen:
Hs<MMH) < H.

In dhnlicher Weise, wie dies im vorigen Abschnitt fiir die Betrige
von zufilligen Fehlern selbst geschehen ist, wird es nun méglich sein,
auch fiir das Auftreten von FouriErR-Amplituden bestimmter GréBen-
ordnung ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Zufallsma und damit
auch eine plausible Zufallsgrenze zu schaffen. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB eine Reihe von # aus einem Kollektiv von GAussscher Ver-
teilungsform willkiirlich entnommenen Werten eine FOURIER-Amplitude
(beliebiger Ordnung) ergibt, die groBer als eine vorgegebene Zahl S ist,

berechnet sich zu

[ee]
Zaneme —Zam st

o o
Jwayda=nie [He =" am = /e“dzf:e
S S

Zakese
) 2
Benutzen wir nun als MaBstab fiir die Zahl S die durchschnittliche

oder die mittlere Amplitude, setzen wir also S = s+ I (H) oder S = s+ H,
so ergibt sich als Wahrscheinlichkeit fiir das Uberschreiten der s-fachen
durchschnittlichen Amplitude

1
- —ms®

wy=1¢ *

und fiir das Uberschreiten der s-fachen mittleren Amplitude

w,=¢e"%,
beide Male also eine Funktion von s allein. S ' o5 ,—}as?
Nebenstehende Tabelle gibt den numerischen
Wert dieser beiden Funktionen fiir verschie- 0,5 | 0,778804 | 0,821726
dene Werte von s an. 1,0 | 0,367880 | 0,454938
Es zeigt sich also, daB3: die Wahrscheinlich- 1,5 | 0,105400 | 0,170820

keit, die durchschnittliche oder mittlere Am-  2° | 018316 | 0,043214
2,5 | 0,001930 | 0,007382

pl?tude um dgs '3——4fa'che zZu ﬁt.)ertr.effen, be- 3,0 | 0,000123 | 0,000850
reits sehr klein ist. Wird also in einem kon- 3,5 | 0,000005 | 0,000066
kreten Falle eine dies MaB iiberschreitende 4,0 1077 | 0,000003
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Amplitude dennoch erzielt, so haben wir mit einer gewissen Sicher-
heit die Berechtigung, dies Ergebnis nicht fiir ein Zufallsprodukt zu
halten, sondern andere, auBerhalb des Zufalls liegende Ursachen dafiir
verantwortlich zu machen — in diesem Falle also die Existenz einer
Periodizitit. A. SCHUSTER, der diese Betrachtungen zuerst durchfiihrte,
hat fiir den als Vergleichsmalistab benutzten Mittelwert der Amplituden
die Bezeichnung ,,Expekianz’‘ eingefithrt. Er hat urspriinglich darunter
den linearen Mittelwert, also

E =M H) =u ]/;3 (5)

verstanden. Spiter hat man aus Griinden, die in der Folge noch ver-
stindlich gemacht werden sollen, der Definition der Expektanz als des
quadratischen Mittelwertes der Amplituden:

E,= YW (H?) = f (©)

den Vorzug gegeben.

3. Beliebige Verteilungsfunktionen. Die BrRunssche Reihe.

Aus gewissen allgemeinen Voraussetzungen tiiber die Natur der
zufilligen Fehler hatten wir die Gausssche Fehlerverteilungsfunktion
abgeleitet. Die Erfahrung bestitigt, dal sich auch die Verteilungsfunk-
tionen endlicher Kollektive von BeobachtungsgréBen sehr hiufig dieser
Normalform anschmiegen, falls fiir die Entstehung dieser Gréfien dhn-
liche Voraussetzungen geltend gemacht werden kénnen, und zwar dann
um so mehr, je groBer die Zahl der erfa8baren individuellen Werte ist.
Oft sind aber diese Voraussetzungen nicht erfiillt; es ergeben sich dann
empirische Verteilungskurven, die von der normalen Form mehr oder
weniger deutlich abweichen. Wir wollen dabei stets annehmen, daB
die BeobachtungsgréBen selbst als Abweichungen von ihrem arithmeti-
schen Mittelwert gegeben sind. Die Verteilungsfunktion ¥ (x) ist dann
den beiden Bedingungen

+ o0
_/ V(x)dx =1 (7)
_7009: Vix)dex=o0 : (8)

unterworfen; die erste besagt lediglich, dafl die Ordinaten V (x) so
normiert sind, daf3 sie das Verhiltnis der auf das Intervall [x, x 4 dx]
entfallenden Individuenzahl zum Gesamtumfang des Kollektivs, also
die ,, Wahrscheinlichkeitsdichte’ angeben, wihrend die zweite Bedingung
das Verschwinden des arithmetischen Mittels garantiert. Dariiber hinaus
kann aber V (x) jede beliebige Gestalt haben, abgesehen von der in
der Natur der Sache liegenden Einschrinkung, daB Werte groBen
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Betrages selten sein sollen, V (x) also auBerhalb eines den Nullpunkt
einschlieBenden Intervalls [— w,, + w,] verschwindet. An Stelle dieser
Forderung 1iBt sich auch die andere verwenden, daB V (x) sich mit
wachsendem Betrage von x (eventuell fiir positive und negative x ver-
schieden schnell) der Abszissenachse asymptotisch nihern soll. Es
wird dann verlangt, daB die Integrale

v [V xdx

@y

fur bestimmte Werte der Schranken w, und w, so klein sind, daB sie
gegen das Gesamtintegral (7) unbedenklich vernachlissigt werden diirfen.
Diese aus dem Gaussschen Fehlergesetz bekannte Formulierung erleich-
tert die analytische Darstellung und Anniherung empirischer Verteilungs-
kurven ganz wesentlich.

Oft sind die Abweichungen der Verteilung von der normalen Form
zwar unverkennbar, aber doch nicht, groBer, als daB sich nicht eine
Gausssche Verteilung als erste Anndherung mit Erfolg verwenden lieBe.
Die gesuchte Entwicklung von V (x) soll also eine Form haben, in der
die Gausssche Funktion als erstes Anniherungsglied erscheint. Wir
kniipfen daher an die in (I, ) gegebene Entwicklung einer willkiirlichen
Funktion nach HERMITESschen Polynomen an, die fiir diesen Zweck
geeignet ist.

Sei f (4) eine beliebige Funktion von u, fiir die

+ oo
[ 1) du
existiert, so 1t sich nach (I, 7) die Entwicklung

I 3
fu)=e 2 {ag+ a,Hy(u) +ayHy(u) + -+ }
ansetzen, wobei H, (#) die HERMITEschen Polynome und die a, noch zu
bestimmende Entwicklungskoeffizienten bedeuten, deren numerische
Werte sich aus den Normalgleichungen in der Form

I

+ o0
Q= ve | T H, e = du

2/‘/,4!

ergeben. Durch die Festsetzung
w=h{x—A); du=hdx

werde nun die neue Variable x eingefiihrt, wihrend die Konstanten 4 und
A mnoch zur freien Verfiigung bleiben sollen. Die Verteilungsfunktion
V (%) denken wir uns nun aus f (#) durch die Operation

LI

Vz)=f)e *
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entstanden. Die Entwicklung fiir V (%) wird also die Form

ViR)=e " {a+ a Hy (W) + ay Hy () + -+~ }
haben, und die Koeffizienten a, werden mittels der Vorschriften

+ o0 + o0
ao_% i V(x)HO(u)du——]/% [ vimax
_°°+°° -;oo + o0
a== [ VEH@dn="2 [ 26—A)V (@)
= h =
ﬂz—g;ﬁ f V(%) Hy () du = ——= / {472 (x— A)P—2}V () dx

zu berechnen sein.
Fithren wir nun die beiden Bedingungen (7) und (8) ein, so erhalten

wir
Ay =

R
Va

Setzen wir also
-+ o0
A= [ xV(x)dx=o0,
d.h. fiir A den arithmetischen Mittelwert der Kollektivbestandteile,
so wird a4; = 0. Der Koeffizient zweiter Ordnung erhilt unter diesen
Umstidnden die einfachere Form

h e
Ay = 2 h? / 22V (x)dx—17;
2 4ﬁ{ ~ () }

er wird ebenfalls verschwinden, wenn der quadratische Mittelwert der
KollektivgroBen der Bedingung
+ oo
I

= [ @V dr=5;
geniigt. u, ist aber diejenige statistische Kollektivkonstante, die wir
allgemein als ,,Strewung’ (bei Fehlerkollektiven als ,mittleren Fehler*)
bezeichnet haben. Die Gleichung @, = o ist demnach befriedigt, wenn
wir die noch verfiighare Konstante % so bestimmen, daf

I

h=—to
uyz’
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mithin % sich aus der Streuung des Kollektivs in der gleichen Weise
berechnet, wie das GenauigkeitsmaB der zufilligen Fehler aus dem
mittleren Fehler.

Mit der Festsetzung A =0, & = % lassen sich dann die {ibrigen
Entwicklungskoeffizienten leicht bereléhnen.

Die Entwicklung unserer Verteilungsfunktion hat nunmehr die
Gestalt

V(x)=e ¥ {ag+asHy(hx) +a,Hy(hx) + -+ }.

H. Bruns hat diese Entwicklung in eine etwas andere Form gebracht,
und zwar mit Riicksicht darauf, daf die HErmiTEschen Funktionen sich
durch die Ableitungen der normalen Verteilungsfunktion ausdriicken
lassen, die in vielen Tafelsammlungen?! zuginglich sind.

Setzt man

90(%):46‘““ und (pm(u):d’gu(f)’

V=
so erhilt man die Brunssche Reihe in der Form

V(x) :l_e—-hﬁx“_l_ 223_(?(3) (h x) +%(P(4) (hx) +%(p(5) (hx) 4.

7T 2

mit den Konstanten D, Dy, ... s
Bei solchen Verteilungen, wl@)-re™
deren Form verhiltnismiBig
wenig von der des GAuUss-
schen Gesetzes abweicht, ist o
die Art der Abweichung meist

schon durch die beiden ersten  ¢¥z/)~g,@)f2z-627 T !

Glieder hoherer Ordnung, also . ?ﬂz N
durch die Konstanten Dy und \/0 95 10 ~—
D,, geniigend gekennzeichnet. P

DieArtder Korrektionsglieder
3. und 4. Ordnung wird durch . a4
die in Abb. 1 wiedergegebene  #  IolelE6z 2] [+
typische Form der Funktionen 2

@®(u) und ¢*'(u) angezeigt. — W)o W 20
Man erkennt leicht, daB ein \/ —2\: .
Zusatzglied der 3. Ordnung -4

cine Verschicbung des Vertei. 40015 Flmmimgsniin g) tec 5 5 i
lungsmaximums nach rechts

oder links bewirkt, je nach dem Vorzeichen von D, Man bezeichnet
daher D, auch als ,,Schiefe’. Ebenso bewirkt das Glied 4. Ordnung
eine Uberhéhung oder Einsenkung bzw. Abflachung des Verteilungs-
maximums. Die Konstante D, heiBt daher auch ,,Exzef".

1 Siche z. B. JauNke-Empe: Funktionentafeln. Wien: B. G. Teubner 1933.



186 Die statistische Behandlung von Periodenproblemen.

In Ergidnzung der Betrachtungen des vorigen Abschnitts haben
wir uns nunmehr die Frage vorzulegen, welche Anderungen die Theorie
der Expektanz erfihrt, wenn an Stelle der Gaussschen Verteilung der
KollektivgréBen eine beliebig gestaltete Verteilungsfunktion eingefiihrt
wird. Dies fiir die Periodenstatistik auBerordentlich wichtige und grund-
legende Problem ist durch die Arbeiten verschiedener Autoren hin-
reichend geklart worden, und zwar dahin, daBl die Expektanz als der
quadratische Mittelwert der Amplituden, also in der Form E,, von den
hoéheren statistischen Momenten, also auch von den BrunNsschen Kon-
stanten D;, D,, ... vollig unabhingig ist. Dagegen sind sowohl E,
als auch die durch die Wahrscheinlichkeit w, fiir das Uberschreiten der
s-fachen Expektanz festzulegende Zufallsgrenze eine Funktion dieser
Konstanten. Es zeigt sich aber, dal fiir wachsendes # die aus dieser
Abhingigkeit sich ergebenden Korrektionsglieder gegen null streben,
dafB also die Verteilung der Amplituden gegen die aus dem GAUSS schen
Gesetz folgende Verteilung konvergiert, wenn die Zahl der (a priori
als statistisch unabhéngig anzusehenden) Beobachtungswerte, aus denen
diese Amplituden berechnet werden, beliebig wichst.

In der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie (s. z. B. Lit. 130) wird
gezeigt, dafl diesem asymptotischen Gesetz eine sehr viel allgemeinere
Giiltigkeit zukommt, als dies aus dem bisher Gesagten erkennbar ist.
Hier soll wenigstens der Gedankengang verfolgt werden, der zu den
oben angedeuteten Ergebnissen der Expektanztheorie fithrt. Im Falle
der Giiltigkeit des Gaussschen Verteilungsgesetzes fiir das Kollektiv
der statistisch unabhingigen Elementarwerte (Beobachtungen) erhielten
wir die Verteilung der Amplituden — unabhingig von der Ordnung
der FoUuRrIER-Periode — in der Normalform (4). Diese Verteilung unter-
scheidet sich von der primiren (Gaussschen) Verteilung grundsitzlich
dadurch, daB die Einzelwerte-wesentlich positive GréBen darstellen.
Der Beweis fiir die obigen Behauptungen wird nun darauf hinauskommen,
zu zeigen, daf die Amplitudenverteilung bei beliebiger Form des urspriing-
lichen Kollektivs sich bei einigermafBen grolem » nur wenig von dieser
Normalform unterscheidet und im lim # =oco gegen sie konvergiert.
Um dies zu zeigen, wird es niitzlich sein, eine der BRunsschen Entwick-
lung entsprechende Reihendarstellung auch fiir solche einseitig asympto-
tischen Verteilungsfunktionen anzugeben, in der dann das erste Glied
von der Gestalt (4) sein muB. In (I, 7) haben wir bereits als geeignete
Entwicklungsform einseitiger Verteilungsfunktionen die nach den
LAGUERRESchen Funktionen erkannt, und zwar sahen wir, daB sich jede
empirische Funktion, fiir die

/o;z (v) du
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existiert, in die Reihe

F)=e = {by+byLy () + by Ly () + -}

entwickeln lieB, wobei L, (#) die LAGUERREschen Polynome bedeuteten,
die Koeffizienten &, aber durch die Gleichungen

bo ()= [f@) L, (w)e *du
0

bestimmbar waren.
Nehmen wir jetzt an, daB die Verteilungsfunktion W (H) einer
gleichfalls positiven und mit # durch die Beziehung

U= —;— 7 h® H?
_
verbundenen Variablen H aus f (#) durch Multiplikation mit ¢ * hervor-
gehe, so konnen wir schreiben:

WEH)AH =¢ = f(u)du
=¢""{bg+ by Ly () + by Ly (w) + - -+ }du
:,nthe_;nthz{bo_—l— b1L1<%%h2Hz> 4 '}dH

und erhalten fiir die Koeffizienten allgemein
I I
by= o+ [ W B L(5 ni2H2) dH
0
und insbesondere

by= [ W (H)dH =1
0

by = me(H){I——gnhZHz}de I——%nhz_/o-on W (H) dH.
0 0

Andererseits ist es méglich, die Entwicklung von W (H) direkt aus
dem schon frither benutzten Ansatz fiir @ (y,, ..., ¥,) abzuleiten, indem

fir die ¢ (v,) eine BrRuNssche Reihe mit den Konstanten % :—I—E und
7

D,, D,, ... angesetzt wird. Diese Rechnung ist von STUMPFF (Lit. 267)
ausgefithrt worden und fithrt, wie zu erwarten, auf eine Entwicklung
von der obigen Form und mit Koeffizienten b,, die sich als Funktionen
der BruNsschen Konstanten schreiben lassen. Und zwar ergibt sich
insbesondere
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Der Vergleich beider Formen der Koeffizienten b, ermdglicht es, die
statistischen Konstanten der Verteilung W (H) direkt als Funktionen
der Brunsschen Konstanten abzuleiten; insbesondere ergibt sich aus
b, = o:
o0
o=1——7nkt [ H*W (H)dH =1— S ni2 M (Y,
2 2

0
also die (quadratische) Expektanz unabhingig von der Verteilung der
Originalbeobachtungen zu

T T2 2
E,— YT (@Y ZVWZ‘{/%’

wie frither (6). Die tibrigen b-Koeffizienten streben mit wachsendem #»
gegen null, wodurch die Tatsache der fortschreitenden Ann#iherung
von W (H) an die durch das erste Entwicklungsglied bedingte Normal-
form (4)
1 2 2

Wo(H) =nhtHe = " "
in weitem Umfange gewihrleistet ist. Aus dieser Assimilierung an die
Normalform folgt aber ohne weiteres, daBl auch die Betrachtungen
iiber die Zufallsgrenze der Amplituden ihre Giiltigkeit behalten, wenn
nur die Zahl der unabhingigen Beobachtungen (%), aus denen die Ampli-
tuden gebildet werden, einigermaBen grof} ist.

4. Zweidimensionale Verteilungen. Die ,Punktwolke®.

Die bisher behandelte Anwendung der Statistik auf Ergebnisse der
Periodenrechnung bezog sich ausschlieBlich auf die Amplituden. Da
nidmlich die Phase einer errechheten Periode (FOURIER-Glied) wesent-
lich von dem willkiirlich wihlbaren Anfangspunkt der Zeitskala abhingt,
die Amplitude dagegen nicht, so ist klar, daB die Phasen bei der Beant-
wortung der Frage nach der Realitit von Perioden nur eine unter-
geordnete Rolle spielen. In der Tat haben wir gesehen, dafl die GréBe
einer errechneten Amplitude, bzw. das Verhiltnis derselben zur Expek-
tanz fiir die statistische Beurteilung der Realit4t der zugehorigen ,,Welle
ausschlaggebend ist.

Erst, wenn wir dazu iibergehen, die Analysenergebnisse mehrerer
Teilbereiche des Beobachtungszeitraums getrennt zu untersuchen und
miteinander zu vergleichen, gewinnt auch die Phase eine entscheidende
Bedeutung fitr den Gang der Untersuchung, wie die Diskussion der
Phasendiagramme ergeben hat. Wir haben im vorigen Kapitel zur
geometrischen Veranschaulichung der Ergebnisse der Periodogramm-
analyse den Begriff des Periodogrammuekiors eingefiihrt, dessen Betrag
durch die Amplitude, und dessen Richtung durch die Phase der zuge-
hérigen Schwingung gegeben war. Der Periodogrammvektor war mithin
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gegeben durch die Polarkoordinaten (H, ) oder die rechtwinkligen
Koordinaten (@, &) seines Endpunktes oder auch durch einen Punkt

R=a+ib=Hev
in der komplexen PB-Ebene.

Waren nun die Beobachtungsreihen willkiirlich aus einem Kollektiv
von Einzelwerten zusammengestellt, das eine Gausssche Verteilung
aufweisen moge, so ergab sich fiir die Verteilung der Punkte (4, b) in
der Koordinatenebene eine normale Form (3)

nIE =@+ b
4 ’

Wa,b) =
die eine zum Koordinatenanfangspunkt radial-symmetrische, glocken-
formige Fliche darstellt. Eine endliche Anzahl dieser Verteilung will-
kiirlich entnommener Punkte ergibt eine Punktmenge, deren Dichte
erwartungsgemdlB in der Néhe des Verteilungsmaximums, also des
Koordinatenanfangs, am groBten ist und mit wachsender Entfernung
vom Koordinatenanfang abnimmt. Die tatsichliche Verteilung dieser
endlichen Punktmenge wird, immer unter der Voraussetzung ihrer will-
kiirlichen Entnahme aus der Gesamtheit der Moglichkeiten, mit wach-
sender Anzahl der durch die Glockenfliche gegebenen idealen Verteilung
immer dhnlicher werden — ist das nicht der Fall, so ist das als ein sicheres
Zeichen dafiir anzusehen, daB die Auswahl systematisch beeinfluf3t
worden ist. J. BARTELS hat fiir eine solche Zusammenstellung von (a, b)-
Punkten die ungemein anschauliche Bezeichnung: ,,Punkiwolke’® ein-
gefiihrt.

Eine zufillige Punktwolke wird sich demnach radial-symmetrisch
um den Anfangspunkt anordnen und (eventuell mit wenigen Ausnahmen)
innerhalb eines Kreises von bestimmtem Radius um den Koordinaten-
anfangspunkt enthalten sein. Sie wird etwa den gleichen Anblick bieten,
wie die SchuBl6écher auf einer SchieBscheibe, die ein Schiitze nach einer
Serie von N Schiissen erhalten hat, vorausgesetzt, daBl ein systemati-
scher Zielfehler nicht vorliegt. Die Ausdehnung der Punktwolke wird
in diesem Falle ein Maf3 fiir die Zielsicherheit des Schiitzen abgeben.

Stellt die Punktwolke, wie oben, das Ergebnis von N unabhingigen
Berechnungen von Periodogrammpunkten aus je # Werten dar, so 1dBt
sich als MaB fiir die Ausdehnung derselben die mittlere, durchschnitt-
liche oder wahrscheinliche Entfernung der Punkte vom Anfangspunkt
betrachten. Die mittlere Entfernung oder der mittlere ,,Radius* der
Punktwolke ergibt sich als der quadratische Mittelwert der Amplituden,
dessen idealer Wert die quadratische Expektanz (6)

LI VERY
h

E,= = £

2
n
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ist, wihrend die lineare Expektanz (5)

14/ 7 I
El:Ah—“/zn:‘u' n

dem Durchschnittswert der Amplituden oder dem ,,durchschnittlichen
Radius® entspricht. Unter dem ,,wahrscheinlichen Radius’ verstehen
wir (in Anlehnung an den Begriff des wahrscheinlichen Fehlers) den
Radius desjenigen Kreises um den Anfangspunkt, der so beschaffen
ist, daB} ebenso viele Punkte der Wolke in seinem Innern wie auB3erhalb
liegen. Der ideale Wert des wahrscheinlichen Radius H,, wird demnach
durch die Gleichung

HlU H’ll)

Yy T
/W(H)dH:nhZfHe A= L
0 0

gegeben sein. Um diese Gleichung zu l8sen, setzen wir
t=--ni?H? dt=niHAH; t,=—nhH}

und erhalten

tw
I

—t 3y _ —tw L. -
/e dt=1—e"r=—; t,=Ig2
0
und demnach _
H%:L'ngZEg'lgz; Hw:E2V71§=0,8326-E2.

n h2

Die wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrachtungen des vorigen Ab-
schnitts ergaben, dafl zufillige Punkte auBerhalb eines Kreises mit dem
3fachen Expektanzwert als Radius sehr selten und auBerhalb eines
solchen mit dem 4fachen mittleren Radius so gut wie gar nicht vorkommen.

Eine sehr wichtige Eigenschaft der Punktwolken, die unter den obigen
Vorbedingungen zustande gekommen sind, ist die, daB ihr Radius —
gleichviel, ob es sich dabei um den durchschnittlichen, mittleren oder
wahrscheinlichen handeln mége — umgekehrt proportional der Quadrat-

. . . I . -
wurzel aus # ist, also mit wachsendem » wie 1/—_— abnimmt. Wird also
7

die Anzahl der zur Berechnung jedes Periodogrammvektors benutzten
Beobachtungswerte (wie immer unter der Voraussetzung willkiirlicher
Entnahme aus dem urspriinglichen Kollektiv) fortlaufend erhoht, so
schrumpft die Punktwolke immer mehr um den Koordinatenanfang als
Konvergenzzentrum zusammen. Fiihrt dieser Vorgang auf ein Schrump-
fungszentrum, das auBerhalb des Koordinatenanfangs liegt, oder voll-
zieht sich die Schrumpfung langsamer als nach dem ——-Gesetz, so ist
n
dies das sicherste Zeichen dafiir, daB die statistischen Eigenschaften
der Punktmenge von den vorausgesetzten wesentlich verschieden sind.
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Angenommen z. B., die Beobachtungsfolge (von der wir a priori an-
nehmen muBten, daB sie regellos, also auch unperiodisch sei) enthalte
eine unter zufilligen Schwankungen verborgene persistente Periodizi-
tit in Gestalt einer reinen Sinuswelle von bestimmter Periode p. Es
werde nun die sehr lange Beobachtungsreihe in Abschnitte von der
Linge 7 p (v ganz) zerlegt und jeder dieser Abschnitte nach der 7-ten
Harmonischen analysiert. Die so entstehenden Periodogrammvektoren
setzen sich dann aus einem von dem periodischen Anteil der Beob-
achtungsreihe herrithrenden konsfanten Vektor und einem zufilligen
Vektor, der dem iiblichen Verteilungsgesetz unterworfen ist, zusammen.
Die Eintragung der berechneten Vektorenendpunkte (, b) in ein ebenes
Koordinatensystem wird demnach eine Punktwolke, gegebenenfalls
eine solche von normalen Verteilungseigenschaften ergeben, deren
Mittelpunkt (Schwerpunkt) aber nicht, wie frither, mit dem Koordinaten-
anfangspunkt zusammenfillt, sondern mit dem Endpunkt des konstanten
Vektors. Bei Vermehrung der Zahl 7 und damit auch von # = rp wird
die Punktwolke um diesen auBerhalb des Koordinatenanfangs liegenden

Punkt nach dem ——-Gesetz zusammenschrumpfen. Die Polarkoordi-
n

naten des Schrumpfungszentrums liefern dann Amplitude und Phase
der persistenten Periodizitit von der Wellenlinge 4.

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, daB in dieser Gegeniiberstellung
der normalen Punktwolke mit dem zuletzt beschriebenen Fall, vom
Standpunkt der praktischen Statistik aus gesehen, zwel wesentlich
verschiedene Vorginge enthalten sind, die nicht miteinander verwechselt
werden diirfen. Die normale Punktwolke ergab sich, unserem Gedanken-
gang zufolge, als Bild eines idealen Kollektivs von Periodogrammpunkten,
das aus dem Ausgangskollektiv normal verteilter ,,Beobachtungswerte
abgeleitet wurde, indem N Gruppen von je # Individuen dem Ausgangs-
kollektiv willkiirlich entnommen und nach einer beliebigen Versuchs-
welle analysiert wurden. Unter der Voraussetzung normaler Verteilung
des Ausgangskollektivs ergab sich dabei eine normale Punktwolke,
deren mittlerer Radius (Expektanz genannt) eine einfache Funktion

2

=7
der Streuung ¢ des Ausgangskollektivs und der Zahl # war. Der Kreis
mit dem Radius 3 E lieB sich sodann mit hinreichender Berechtigung
als duBere Begrenzung der Punktwolke und damit als ,,Zufallsgrenze
deuten, da die Wahrscheinlichkeit, da8 ein Punkt der Wolke zufillig
auflerhalb dieses Kreises zu liegen kam, als verschwindend gering anzu-
sehen war. Die eigentliche Anwendung dieser Uberlegungen beginnt
aber erst, wenn eine konkrete Beobachtungsreihe von # Einzelwerten
mit bestimmter (zeitlicher) Reihenfolge vorliegt. Diese Einzelwerte
Y1, - - ., ¥ die als Abweichungen von ihrem arithmetischen Mittel gegeben
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sein mogen, zeigen, unabhingig von ihrer Reihenfolge, eine statistische
Verteilung ihrer GréBe nach und eine Streuung, die durch
X
Bo= Y 7% ,

gegeben ist. Die Analyse der Beobachtungsreihe ergibt sodann fiir
eine bestimmte Versuchswelle einen Periodogrammpunkt (a, b). Unser
erster Schlufl war nun offenbar folgender: Wire die Beobachtungsreihe
durch willkiirliche Auswahl von n Werten aus einem Kollektiv unab-
hingiger Werte von normaler Verteilung
und der Streuung g =gy, entstanden, so
wire mit einer an GewilBheit grenzenden
Wabhrscheinlichkeit zu erwarten, dafl der
Punkt (@, b) in das Innere des Zufallskreises
fallt. Liegt (a, b) dennoch auBerhalb dieses

5

SR

. / Kreises, so ist die Annahme wahrscheinlich-
' keitstheoretisch berechtigt, daB den Beob-
achtungen ein periodisches Bildungsgesetz

zugrunde liegt. — Anders ist hingegen die

SchluBweise im zweiten Fall. Hier haben

Abb. 20, Punktwolke (Periodogramm-  WiF DICht aus theoretischen Erwigungen
vektoren aus unabhangigen Intervallen  heraus die statistischen Konstanten einer
;ﬁitB;:f ii‘;ﬁ;ﬁ%ﬁéi‘e‘ﬁ)';,uiﬁifﬁﬁ: idealen Punktwolke konstruiert, sondern
(E) Expektanzkreis der idealen Ver- haben die einzelnen Punkte der Wolke aus
teilung, (3 E) Grenzkreis der idealen . . .
Verteilung. einem vorliegenden Beobachtungsmaterial
nach einer ganz bestimmten Vorschrift ge-
bildet. Die entstehende Wolke ist daher wesentlich mit denjenigen
individuellen Eigenschaften der Beobachtungsreihe behaftet, die durch
die vorgeschriecbenen Rechenoperationen nicht zerstért werden, in
dem beschriebenen Falle also mit den Eigenschaften, die sich aus
dem Vorhandensein einer persistenten Periodizitit von der Linge der
Versuchswelle ergeben miifiten. Nur, wenn das vorgelegte Beobach-
tungsmaterial eine persistente Periode von der fraglichen Linge nicht
enthilt, wird die berechnete Punktwolke ihrer Lage und Verteilung
nach mit dem idealen Periodogrammkollektiv iibereinstimmen, soweit
dies iiberhaupt von einer endlichen Punktmenge erwartet werden darf.
Die ZweckmiBigkeit der Bildung solcher empirischer Punktwolken
zur Feststellung der Existenz einer persistenten Periode liegt auf der
Hand. Allerdings ist diese Methode nur anwendbar, wenn das Beob-
achtungsmaterial sehr umfangreich ist, so dall eine Zerlegung in eine
geniigend grofle Anzahl geniigend groBer, sich nicht iiberdeckender Teil-
bereiche méglich ist. Es ist nun noch die statistische Theorie dieser
Punktwolken mit der Theorie der Expektanz zu vergleichen und in sie
einzuordnen. In Abb. 20 ist als Beispiel eine Punktwolke von N Periodo-
grammpunkten gezeichnet, die aus N unabhingigen Teilbereichen von
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der Linge # gewonnen sein sollen. Um den Nullpunkt ist der Expektanz-
kreis und der Grenzkreis mit dem Radius 3 - E (#) gezeichnet, der die ideale
Punktwolke enthidlt. Wie man sieht, fillt der gr6Bte Teil der berech-
neten Periodogrammpunkte in den Grenzkreis hinein. Das wiirde also
(in diesem speziellen Fall) besagen, daBl — mit wenigen Ausnahmen —
die Analyse der Teilbereiche Ordinaten ergeben hat, die — jede fir
sich — im Sinne der Expektanztheorie als zufillig angesprochen werden
miiten. Wenn wir insbesondere einen bestimmten Punkt heraus-
greifen und fiir den Augenblick annehmen, daf die iibrigen Punkte
nicht bekannt seien, so wiirde sich mit sehr groBer Wahrscheinlichkeit
die Amplitude als so klein herausstellen, daf die Realitdt einer Periode
von der fraglichen Linge wahrscheinlichkeitstheoretisch nicht gewahr-
leistet werden konnte. Wir hitten also einen der in der Praxis sehr
hiufig vorkommenden Fille vor uns, daB die wirklich vorhandene
Periodizitit durch unperiodische Bestandteile (Fehler, Stérungen) so
sehr iiberlagert wird, daB ihre Verifizierung nicht gelingt. Selbst wenn
in einem Einzelfalle die Wirkung der unperiodischen Bestandteile auf
die berechneten Periodogrammkomponenten in ihrer Summe verschwin-
det, also der berechnete Punkt in den Mittelpunkt der Wolke oder in
seine unmittelbare Nihe fillt, der Periodogrammvektor also nach
Betrag und Richtung die wahre Periode genau oder mit groBer Annéhe-
‘rung darstellt, ist es moglich, daB das Expektanzkriterium versagt —
dann nimlich, wenn, wie in der Figur, der Mittelpunkt der Wolke eben-
falls in das Innere des Zufallskreises fillt. Andererseits ergibt sich die
Merkwiirdigkeit, daB diejenigen Punkte der Wolke, die in das AuBere
des Zufallskreises fallen, diese Tatsache nur dem Umstand verdanken,
daB die Resultante der unperiodischen Stérungen zufdllsg in die gleiche
oder eine dhnliche Richtung fillt, wie der Vektor der wahren Periode.
Allerdings wird durch das tatsichliche Vorhandensein einer Periodizi-
tit die Moglichkeit einer solchen zufilligen Verstirkung der Amplitude
wesentlich vergréBert, so daB man trotz dieses giinstigen Zufalls das
Ergebnis als empirische Bestitigung einer vermuteten Periode werten
darf. Man ist sogar berechtigt, die aus diesem zufillig so giinstig liegen-
den Punkte folgende Phase innerhalb eines gewissen Spielraums als
die der vermuteten Periode anzusehen, wihrend man in bezug auf die
Amplitude annehmen darf, daB der berechnete Wert eher zu groB als
zu klein ist.

Alles in allem kann man sagen, daB selbst das véllige Fehlen einer
durch das Expektanzkriterium gesicherten Periodizitit in einem be-
schrinkten Abschnitt einer Beobachtungsreithe noch kein Beweis fiir
das Fehlen eines persistenten periodischen Bestandteils fiberhaupt ist,
da immer die Moglichkeit besteht, daB in dem betrachteten Abschnitt
diese Periode durch ungiinstige Verteilung zufilliger Fehler oder sonstiger
Stérungen zufillig kompensiert wird. Eine Entscheidung tber die

Stumpff, Periodenforschung. I3
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Frage nach Existenz oder Nichtexistenz einer Periode wird sich daher
erst dann ermoglichen lassen, wenn die Analysenergebnisse einer ge-
niigend groBen Zahl von Beobachtungsabschnitten vorliegen, mit anderen
Worten, wenn eine gentigend dichte Punktwolke vorhanden ist. Sei die
Versuchsperiode $ und die Linge der einzelnen Abschnitte # = 7, so 148t
sich die Konstruktion der Punktwolke von N Punkten aus N Abschnitten
mit insgesamt N#u = Nvp Beobachtungen auch durch eine Einzel-
analyse des gesamten Beobachtungsbereichs nach einer FOURIER-Welle
von der Ordnung N7 ersetzen. Diese Analyse liefert sodann, wie unmittel-
bar einzusehen ist, als Periodogrammpunkt den Schwerpunkt der Wolke
selbst als nunmehr einziges empirisches Priifungsobjekt. Zur Ent-
scheidung, ob dieses Ergebnis nunmehr wahrscheinlichkeitsgemiB als
Beweis fiir das Vorhandensein der Periode p gewertet werden darf,
dient sodann das Expektanzkriterium fiir Reihen von der Zahl N #.
Da wir aber wissen, daBl die Expektanz wie die reziproke Quadratwurzel
der Anzahl abnimmt, wird der Radius des Zufallskreises 1/N-mal so
klein sein, wie der fiir die Beobachtungsanzahl » giiltige. Die Punkt-
wolke wird also dann die Realitdt einer Periode mit geniigender Sicher-
heit anzeigen, wenn ihr Schwerpunkt auBerhalb eines Kreises mit dem
Radius

o
N
um den Anfangspunkt des Koordinatensystems liegt.

Man sieht also, dafl die Theorie der Punktwolke zwangslaufig wieder
auf den alten Expektanzbegriff zuriickfithrt. Ihre Einfithrung wire
also, wenigstens unter der Annahme idealer Verhiltnisse, kein besonderer
Gewinn; ihr Vorzug ist aber die groBie Anschaulichkeit, mit der sie die
reichlich abstrakten statistischen Uberlegungen dieser Art zu illustrieren

vermag. Wir werden daher auch im folgenden immer wieder auf dies
Anschauungsmittel zuriickgreifen.

Threm Ursprung gemilB ist die Punktwolke als das statistische Ana-
logon zu den im vorigen Abschnitt durchgefithrten analytischen Be-
trachtungen iiber Periodogrammvektoren anzusehen. Wir hatten auch
dort eine Zerlegung der Beobachtungsreihe in Teilrethen vorgenommen,
die allerdings — eben des analytischen Charakters der Untersuchungen
zufolge — sich auch iiberdecken, ja sogar durch stetige Intervallver-
schiebung auseinander hervorgehen durften. Das Ergebnis war — unter
Voraussetzung des Vorhandenseins persistenter Perioden — die be-
kannte, durch Uberlagerung von Kreisbewegungen entstehende Epi-
zykloide. Im Falle der Uberdeckung einer periodischen Funktion durch
starke unregelmiflige Schwankungen erscheinen in diesem geometri-
schen Bild die aus unabhingigen Teilintervallen hervorgehenden Epi-
zykloidenpunkte durch Stérungen zufilliger Art verfilscht. Ist, wie
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auch oben angenommen wurde, der periodische Teil der Beobachtungs-
funktion lediglich durch eine einzige, mit der Versuchswelle genau
iibereinstimmende Periode in diesem Bild vertreten, so ergibt sich die
Punktwolke, die sich um den Endpunkt des konstanten Periodogramm-
vektors herum gruppiert, und deren Streuung gleich der Streuung der
um ihren periodischen Bestandteil verminderten Beobachtungsfolge
ist. Je geringer diese iibrigbleibende Streuung ist, desto kleiner wird
der Umfang der Punktwolke sein. Ist nun die Versuchswelle von der
wahren Periode ein wenig verschieden, so kreist, wie wir wissen, der
analytische Periodogrammpunkt auf einem ,Deferenten” um den
Koordinatenanfang. Bei Uberlagerung durch zufillige Stérungen wird
in diesem Falle die ,,Punktwolke” auf dem Deferenten mitgefiihrt,
sie wird sich in mehr oder weniger groBer Breite iiber die Bahn ver-
teilen, die der analytische Punkt beschreibt. Ist der Unterschied zwischen
wahrer und Versuchsperiode sehr gering und somit der analytische
Punkt -auf dem Deferenten wihrend des ganzen verfiigharen Beob-
achtungszeitraums nur ein kurzes Stiick vorgeschritten, so duBert sich
dieser Umstand oft nur in einer elliptischen Verzerrung der Punkt-
wolke mit tangentialer Richtung der groBen Achse. Andererseits kann
auch wihrend des Gesamtzeitraums eine Schwankung im Betrage der
Schwingungsamplitude aufgetreten sein, die entweder durch die be-
sondere Natur des Schwingungsvorganges bedingt und auch unregel-
miBig sein kann, oder die, wie (III, 6) gezeigt wurde, auch durch Zu-
sammenwirken zweier benachbarter Schwingungen entstehen kann,
deren Frequenzen im Spektrum zur Versuchsfrequenz symmetrisch
liegen. In solchen Fillen werden wir eine Verzerrung der Punktwolke
in radialer Richtung konstatieren. Durch das Zusammenwirken beider
Ursachen (oder andersartiger Ursachen mit dhnlicher Wirkung) kann
eine elliptische Deformation der Punktwolke in beliebiger Richtung
zustande kommen. Natiirlich kann die Verzerrung infolge einer , Mit-
fithrung’* auch beliebig andere Formen annehmen, z. B. kann bei vollem
Umlauf des Deferenten eine ringwulstférmige Verteilungsfliche ent-
stehen. Es wird aber in diesem Falle stets méglich sein, die Entstehungs-
art dieser Punktverteilung richtig zu ermitteln, da ja die Punkte dieser
,, Wolke® nicht nur durch ihre 6rtliche Verteilung in der Ebene, sondern
auch durch die zeitliche Aufeinanderfolge der Teilintervalle, aus denen
sie hervorgegangen sind, also durch eine bestimmte Numerierung unter-
schieden sind. In diesem Falle wird sich also erweisen, dafl die Punkte
nicht willkiirlich iiber den Ringwulst verteilt sind, sondern dafB eine
statistische lineare Abhingigkeit zwischen ihrer Nummer und ihrer
Phase besteht. Diese statistische Beziehung wird erst dann bis zur
Unkenntlichkeit verwischt werden, wenn die eigentliche (erst durch
Mitftihrung verzerrte) Punktwolke so ausgedehnt ist, daB sie weit tiber
den Koordinatenanfang hintibergreift.
13%
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5. Elliptische Verteilungen.

Im vorigen Abschnitt ist gezeigt worden, daf} elliptische Verteilungen
von Periodogrammpunkten unter Umstidnden Anzeichen fiir eine syste-
matische Eigenschaft der Beobachtungen sind. Sie kénnen aber auch
aus rein statistischen Griinden entstehen. Aus den Uberlegungen des
Abschnitts 2z ging hervor, daB8 die Verteilung W (a, ) sich streng ab-
leiten 148t, sobald die #-dimensionale Verteilungsfunktion

@(ylr Yor - - s yﬂ)
einer Wertegruppe (y;, ¥; ..., ¥,) gegeben ist. Statistische Unabhingig-
keit der y, und normale Verteilung derselben vorausgesetzt, ergab sich

unter der Annahme, dal3

E cos?yo = E szvoc—%, E cosyasinva =0 (9)
v=1 =1 y=1
gesetzt werden konnte (Versuchswelle = FOURIER-Periode), die radial-
symmetrische Form (3)

W (@ b= 2 [T

27

Solange die iibrigen Voraussetzungen beibehalten werden, kann also
eine Abweichung von dieser Form nur dann zustande kommen, wenn die
Winkel o v, also die Phasen der Versuchswelle, nicht gleichférmig tiber
den Bereich [0, 2x] verteilt sind. Das ist z. B. der Fall, wenn die Ver-
suchswelle im gewédhlten Analysenintervall nicht ganzzahlig enthalten
ist, also nicht mit einer der FouriEr-Wellen des Analysenintervalls zu-
sammenfillt. Es ergibt sich sodann anstatt (g)

k3

sin % o n n
_S. 20y E;_ -2 - _r —-R-
cos?y o = (x -+ coszva) +zsmoc cos(n+41)a > te=R 2
v=1
n
I n sin 7z o n n
E N2y o = E* _ B shre 2 e—S5.2
sin®y o0 = S (T—cos2va) =" —=—cos(nt+Ia=—e=S:-
p=1
Ul .
. I . sin#u o n
E cospasiny o« = E Ssin2ve=_——sin(n+1)a=7T - (5 TF0)
y=1
und die weitere Auswertung des Ausdrucks W (a, b) fithrt auf
52 Inh" a*S —2abT 4+ R
nh ——
W(d b).______ e 2 RS~ T , (IO)
27 YRS—T%

der in die alte symmetrische Form iibergeht, wenn R =S =1 und
T = o wird. Da nach Definition

I I I .
R=1+- Ecoszva; S=1—F E cos2va; TZZ Esmm}a, (x1)
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so erkennt man leicht, daB R, S und T um die Werte 1 bzw. 0 um so
enger schwanken, je groBer die Ordnungszahl der Versuchswelle ist,
also je mehr Wellen auf das Versuchsintervall gehen.

Die Form. (10) kann als die Normalform einer elliptischen Verteilung
angesehen werden, wobei die Konstanten 4, R, S, T nunmehr beliebige
Bedeutung haben kénnen. Die Bezeichnung ,elliptisch*“ ist darauf
zuriickzufithren, daB die Linien gleicher Verteilungsdichte die Form

a2S—2abT + bR = const
haben, also Ellipsen darstellen, deren Mittelpunkt im Koordinatenanfang
liegt. Eine einfache Rechnung ergibt fiir den Positionswinkel der Haupt-
achsen (y) die Gleichung

2T
tgzy = 7S -
Setzt man
T =Psinzy
R
—zichosz%

so ergibt sich fiir die auf Hauptachsen transformierte Ellipsenschar
x? (R—;‘_i—— ) + yz(R_}_i-}— P) = const,

2

woraus man fiir die Exzentrizitit e die Bestimmungsformel
o2 — _R_ZP__
RES
ableitet.

Soll die Verteilungsformel zur Grundlage von Expektanzbetrach-
tungen dienen, so kénnen zwei verschiedene Wege eingeschlagen werden,
je nachdem, ob man auf die Verschiedenheit der Verteilung der Periodo-
grammvektoren ihrer Phase nach Riicksicht nehmen will oder nicht.
Der letztere Fall wird dann gegeben sein, wenn die Elliptizitit gering
und die Lage der Hauptachsen unsicher ist, oder wenn man aus anderen
Griinden lediglich nach dem statistischen Mittelwert der Amplituden
sucht. Die Rechnung erfolgt dann so, daB man zundchst durch die
Transformation

a = H cosy; b=Hsiny
dadb=HdHdyp

aus (10) die Verteilung nach Polarkoordinaten (Amplituden und Phasen)
bildet.

Man erhilt zunédchst
ni? HdHdy - — whHF (y)
2@ /RS—T%

W(H,p)dHdy = , (12)
wobei
Scos?y — Tsin2y + Rsin®y

RS—T?

Fy) =
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eine durch die Verteilungskonstanten R, S, 7 bedingte Funktion der
Phase y bedeutet.
Die weitere Rechnung (siehe Lit. 267, S. 20—=22) ergibt schlieBlich:

R4S
n h?

Er= [ H*W (H)dH =

als den von der Phase unabhingigen mittleren Wert der Expektanz.

Eine sehr wichtige SchiuBfolgerung vermégen wir aus dieser einfachen
Formel sogleich zu ziehen: Im Falle unserer Ausgangsbetrachtungen
hatten R und S die speziellen Werte (11), und es war daher R + S = 2.
Benutzen wir also in einer Periodogrammanalyse Versuchswellen, die
mit keiner FOURIER-Periode iibereinstimmen, so ergibt sich unter Voraus-
setzung statistischer Unabhingigkeit der Beobachtungswerte zwar eine
mehr oder weniger elliptische Verzerrung der Verteilung der Periodo-
grammpunkte, der muttlere Expektanzbetrag erfihrt aber keine Ver-
dnderung.

Kommt es uns nun darauf an, bei einer normalen elliptischen Ver-
teilung die Abhingigkeit dev E xpektanz von der Phase in Betracht zu ziehen,
so haben wir die Amplitudenwahrscheinlichkeit fiir jeden unendlich
schmalen Sektor der Periodogrammebene zu bilden, der zwischen den
Strahlen mit den Richtungen y und -+ dy eingeschlossen ist. Die
Gesamtheit der in diesem Sektor enthaltenen Amplituden besitzt die
aus (12) folgende von y abhingige Verteilung

2 —ZawHF
V,dH =% nIEHAH morrire
® YRS_—T?
Die Zahl der ,,mdéglichen Fille” ist mithin durch das Integral
n e ~ ZuhtHF ()
/Vd “ZRVRS Tz/He dH
P I ~ ¢ dy 1
e e / g dt = Y
27 F(y)YyRS—T2 2n F(p)YRS—1°
0
gegeben, wihrend die Zahl der fiir das Eintreffen einer Amplitude zwischen
H und H+ dH giinstigen Fille
V,dH

betragt. Der Vergleich zwischen beiden ergibt die fiir Periodogramm-
vektoren von der Richtung v giiltige Wahrscheinlichkeitsfunktion

X nh*H2F (y)

(H)y=nh*HF (y)e * ,

die nunmehr, wie der Vergleich mit der normalen Amplitudenverteilung (4)

w,

L4
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ergibt, von der gleichen mathematischen Form ist, wie diese. Es ist
lediglich an Stelle von 42 der neue Ausdruck
B2 =h?-F (y)

einzufithren. Das ,,GenauigkeitsmaB‘‘ erweist sich also lings verschie-
dener Radien als verschieden.

DaB die Expektanzbetrachtungen fiir jeden ¢-Sektor auf die normalen
Formeln fithren, ist nach dem obigen ohne weiteres einzusehen. Die
Expektanz als Funktion der Phase geniigt demnach der Beziehung

E2 2 = RS—T? .
YT nkF(y) ~ nh? Scos?y— Tsin*y | Rsin*yp ’
da Scos?y— Tsinzy + Rsin?y = st—— B=5 cos 29— Tsinz2y
R4S
=—,——Pcos2(yp—y),
wobei
o (B2 o (BESYms
und

2T
tg2y="%5_"3%

gesetzt wurde, erhilt man nach kurzer Umformung:

o (. 2 P 2z R4S 2 P \2
Ew<1‘—mwsz(w—7)> =T 2 (I_(R+S) )
Beziehen wir die rechtwinkligen Xomponenten der Expektanz auf die

Hauptachsen, setzen wir also
E,cos (y—y)=§& E,sin(y—y) =1,
so ergibt sich als Normalform der Expektanzellipse, mit % =
2 R4S
8 (1—n) 1 (14 2) = o g (1=
oder, wenn wir die oben ermittelte , mittlere Expektanz’‘ durch
=2 2 R -Jr S
E = nht 2

R+ S

einfiihren:
52 ,,}2
E? (14 %) + Ez(I—%)
Als ,,Zufallsgrenze‘* oder als die Begrenzungslinie der elliptischen Punkt-
wolke ergibt sich dann die im MaBstab s: 1 vergréBerte Expektanzellipse,
wobei etwa s = 3 gesetzt werden kann.

Die Bezeichnung dieser das elliptische Kollektiv charakterisierenden
Ellipse als ,,Expektanzellipse’* ist nur dann sinnvoll, wenn das Kollektiv
die Gesamtheit der Moglichkeiten a priori zur Bildung der Periodo-
grammvektoren darstellt. Wir wollen in diesem Falle immer von einem
,,idealen Kollektiv‘‘ reden, im Gegensatz zu realen Xonstruktionen, die

=1I. (13)
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durch ein mehr oder weniger umfangreiches, aber immer endliches empi-
risches Material dargestellt werden. Solche realen Kollektive (Punkt-
wolken) kénnen, wie wir gesehen haben, oft sehr erheblich von dem idealen
Kollektiv abweichen, zu dem man sie ihrer a priori zu iibersehenden
allgemeinen statistischen Beschaffenheit zufolge (als willkiirliche Aus-
wahl) rechnen miiite. Eine solche Abweichung wird eben immer dann
festzustellen sein, wenn die Auswahl, entgegen unserer Kenntnisse
a priori, einen systematischen Charakter hat, z. B. dann, wenn eine
persistente Periodizitit vorlag, deren Existenz dann a posteriori aus der
beobachteten Abweichung des realen vom idealen Kollektiv vermoge
des Expektanzkriteriums feststellbar ist. Hieraus geht aber hervor,
daB die Bezeichnung ,,Expektanzellipse’* wohl beim idealen Kollektiv
einen Sinn hat, falls dies als elliptisch erkannt wird, nicht aber ohne
weiteres bel einem realen, sondern hochstens dann, wenn dieses als
empirische Anniherung an die idealen Verhiltnisse gelten kann. Trotz-
dem kann die statistische Struktur einer empirischen Punktwolke von
elliptischen Verteilungseigenschaften durch eine Ellipse von der Form (13)
hinreichend beschrieben werden; man wird in diesem Falle die all-
gemeinere Bezeichnung ,,mittlere Ellipse’ anstatt , Expektanzellipse*
gebrauchen. Die Expektanzellipse ist demnach die mittlere Ellipse eines
idealen elliptischen Kollektivs.

Die Aufgabe, die mittlere Ellipse einer Punktwolke zu bestimmen,
gehért dem Problemkreis der Entwicklung empirischer Funktionen an.
Sie bildet das zweidimensionale Analogon zu der Entwicklung einer
eindimensionalen Verteilungsfunktion in eine BruNssche Reihe, deren
Hauptglied von der Gestalt der normalen Gaussschen Verteilungs-
funktion war. Um nicht zu sehr ins einzelne zu gehen, miissen wir darauf
verzichten, die Entwicklung zweidimensionaler Verteilungen explizit
durchzufithren, und uns mit.der plausiblen Feststellung begniigen, daB
die normale elliptische Verteilung in einer solchen (orthogonalen) Ent-
wicklung als Hauptglied erscheint. Die Orthogonalitit der Entwicklung
bewirkt die Unabhéngigkeit der Rechenoperationen, die zur Bestimmung
der Verteilungskonstanten verschiedener Ordnung fithren — wir diirfen
daher stets, auch wenn die reale Verteilung nur sehr angenihert als
normal elliptisch angesehen werden kann, zur Bestimmung der sich dem
tatsichlichen Verlauf am besten anschmiegenden elliptischen Verteilung,
also auch zur Berechnung der mittleren Ellipse, die gleichen Formeln
benutzen, die fiir die normale Verteilung maBgebend waren.

Im Falle einer normalen elliptischen Verteilung (10)

I . Sa*—2Tab+ Rb?
dadbnh? e—j"’h' B T - T

27y RS—T
erhdlt man durch Integration die Mittelwerte von a2, ab und b2, wie
folgt:
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+ 0
R
M (@) = o — //aZW(a,b) dadb =
oo

ﬂR(ﬂb) = Ogp = //de(a,b)dadb:_n-%
M () = of = //sz(a,b) dadb— >
Nach dem oben Gesagten werden also auch aus einem endlichen Kollektiv

von Wertepaaren (a, b) die Konstanten der mittleren Ellipse aus den
Mittelwerten

N N N

I I I
2 2. . 2 __ 2
00 = 3 E as; Oab = 37 E a,b,; 05 = N E bs

y =1 y=1 y=1

in der Form
R=nh?02; T=nh0,p; S =nh?c}

erhalten werden, vorausgesetzt, daB der Koordinatenanfang im Schwer-
punkt der Wolke liegt. Die GréBen o, und g, bezeichnen wir sinngemil
als partielle Streuungen, wihrend wir die Deutung der statistischen
Konstante o,, spiteren Uberlegungen vorbehalten wollen.

Der einer mittleren Expektanz entsprechende , mittlere Radius™ der
Punktwolke erhilt nach Einfithrung der ¢-Konstanten die einfache Form

E = ]/Uﬁ + o3,
Die Neigung der Hauptachsen (y; Y+ %) ergibt sich aus

2 Oab

tg2y =

o5 —oai’
die halben Achsen selbst haben die Linge
EYitz=Voi+ot+ Va0l + (0i—oh)
Fiihrt man die neuen Konstanten an Stelle von R, T, S in die normale
Verteilungsformel ein, so ergibt sich
(L)oez. o 2y(2y
dadbd I \% a0,  CGa O) o)

Wia,b)dadb= Y I_("ﬂh )2
V < Oap >2 Galy
26,0 |/ T—(—F+
0,0p
eine Formel, die in mehrfacher Hinsicht bemerkenswert ist. Zunichst

ist ersichtlich, daf} sich eine Vereinfachung ergibt, wenn man an Stelle
von a und b die Koordinaten
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einfiihrt, also die Komponenten auf ihre partiellen Streuungen als Ein-

heit bezieht. Ferner kommt ¢,; nur in der Verbindung
Oab T

G, -0y VRS
vor. Die Verteilung hat dann die Form

k:

dudo _iuﬂ—zkuv—}i
Ww,v)dudy = —c—==e 2 *=F , (x4)
27 Y1 —R?

die nur noch von dem Parameter % abhingt, und deren Hauptachsen
die Quadranten halbieren. Man bezeichnet % als den ,,Korrelations-
koeffizienten‘‘ zwischen den beiden Folgen #, und v,. Man erhilt ihn aus N
vorgelegten zusammengehorigen Wertepaaren (#,, v,) mittelst der Formel
Xy Uy

k=

6. Einige Sitze und Begriffe aus der Korrelationsrechnung.

Der Korrelationskoeffizient, auf den die obigen Betrachtungen tber
den Aufbau elliptischer Punktwolken zwangsliufig gefithrt haben, ist
einer der wichtigsten Grundbegriffe der Korrelationsrechnung, die die
statistischen Zusammenhinge zwischen Kollektiven behandelt. Die
Verwandtschaft zwischen den Theorien der Korrelation und der mehr-
dimensionalen Verteilungen ist so eng, daB3 beide geradezu miteinander
identifiziert werden kénnen. Es leuchtet daher ohne weiteres ein, daf
die Begriffe der Korrelationsrechnung auch in der statistischen Perioden-
forschung nicht entbehrt werden konnen. Es wird daher notwendig
sein, einige ihrer Grundlagen hier zu entwickeln, soweit sie fiir unsere
besonderen Zwecke notwendig sind. Auf Vollstindigkeit braucht dabei
um so weniger Gewicht gelegt zu werden, als es gute Lehrbiicher? dieses
wichtigen Zweiges der angewandten Mathematik in geniigender Zahl gibt.

Es seien zwei Folgen von je N Zahlen,

Uy, Ugy « oo, Uy

Vg, Vg, ««-s Un
vorgelegt, die aus irgendwelchen Griinden als paarweise zusammen-
gehorig betrachtet werden kénnen, z. B. wenn #,, v, zwei zur gleichen
Zeit t, erhaltene Beobachtungen zweier verschiedener Ereignisse # und v
bedeuten, oder auch, wenn die (zeitlich dquidistante) Folge # durch
Verschiebung um 7 Einheiten auf der Zeitachse in die Folge v {ibergeht.

Es 1Bt sich nun denken, daB beide Folgen, die wir uns stets als
auf ihren arithmetischen Mittelwert als Nullpunkt bezogen denken wollen,
einen gemeinschaftlichen systematischen Bestandteil enthalten. Dieser
Fall liegt z. B. dann vor, wenn die beiden beobachteten Naturvorginge «

1 Uber Korrelationsrechnung unterrichtet ausfiihrlicher Lit. 39, 217, 281.
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und v auf die gleiche natiirliche Ursache zuriickzufiihren sind, wenn auch
der EinfluB} dieser gemeinsamen Ursache auf beide Vorginge von ver-
schiedener Stirke, ja unter Umstédnden sogar von verschiedenem Vor-
zeichen sein kann. Als einés der bekanntesten Beispiele fiir solche durch
eine gemeinsame Ursache , korrelierten‘ Naturvorginge seien die Schwan-
kungen der Sonnenfleckenrelativzahlen und der erdmagnetischen Dekli-
nationen erwihnt. Um einen Idealfall zu konstruieren, wollen wir an-
nehmen, daf die gemeinsame Ursache sich zahlenm#Big durch eine Funk-
tion der Zeit oder des der Zeit proportionalen Index », [f (f) bzw. f,],
darstellen liBt. Es mogen dann die von dieser gemeinsamen Ursache
abhingenden Beobachtungsreihen

U, = Cy f y &

U, =10y f L+ Ny
sein, wobei ¢, und ¢, zwei Proportionalititskonstanten (die gegebenen-
falls auch verschiedenes Vorzeichen haben diirfen) und die Zusitze ¢,
und #, Stérungen bedeuten, von denen wir annehmen wollen, daf8 sie sich
nach der Art zufilliger Fehler mit den Streuungen o, bzw. o, verhalten.
Bilden wir jetzt die zur Konstruktion des Korrelationskoeffizienten
nétigen Mittelwerte, so ergibt sich

M (@2) = 2 Zl:vf; 20, EZ/:;S,, + Zzlve;
pE s :
M (v?) =c? "'Nf” 4 2z¢, Z;:/.n -+ EJ\? .

Setzen wir nun, um durchschnittliche Verhiltnisse heranzuziehen, an
Stelle der Mittelwerte
Zhe _‘Efv Ty Xevty
N 7 N 2 N

ihre wahrscheinlichsten Werte (mathematischen Erwartungen), die offen-
bar unter den gemachten statistischen Voraussetzungen null sind, ferner

ZH . e 2, T _

= = - Zm

N e N ~ %

so ergibt sich offensichtlich

u2 - U, v, - i =
EY _apoy o _ep; E3_@f4o®  und daher

k= Uy vy — Cu Cv?z S - £ '
VEGEY (G R+ o) r o) ]/(x+< "‘97 )2) <1+( 07, >2>
Cy v

Aus dieser Form des Korrelationskoeffizienten ist folgendes abzulesen:
1. Der Betrag des Korrelationskoeffizienten ist stets = 1.
2. Das Vorzeichen von % ist positiv oder negativ, je nachdem, ob ¢,
und ¢, gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben, d.h. je nachdem,
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ob die gemeinsame Ursache in beiden Vorgingen in gleicher oder ent-
gegengesetzter Richtung wirkt.

3. Der Korrelationskoeffizient ist 4~ T nur dann, wenn die beiden
Streuungen o, und o, gleichzeitig verschwinden, d. h. wenn die beiden
Vorgidnge # und v durch die Funktionalgleichung

Cy U, = C, U,
streng verkniipft sind. Es geniigt also nicht etwa, daB irgendeine Funk-
tionsbeziehung zwischen ihnen streng erfiillt ist, sondern diese Beziehung
muB die besondere Form einer Proportionalitit haben, also linear sein.

4. Der Korrelationskoeffizient ist nur dann null, wenn mindestens
eine der beiden Proportionalititskonstanten ¢, und ¢, verschwindet,
d. h. wenn mindestens eine der beiden Beobachtungsreihen keinen merk-
lichen Bestandteil enthilt, der der Ursachenfunktion f, proportional wére.

5. Ist ¢, =1, 0, =0, so stellt die zweite Reihe eine durch die Funk-
tion £ (#) charakter151erte GesetzmiBigkeit streng dar. Hat dann die
erste Reihe die oben gezeigte Form, so bedeutet das, daB die Werte #,
durch ein ursdchliches Gesetz f (f) mit mehr oder weniger Wirksamkeit
mitbestimmt werden. Der Korrelationskoeffizient lautet dann

b= _él___,"

VI: <”c:8'f >2

er ist also = 4 1, wenn ¢, = 0, der Zusammenhang also streng linear
ist, und er verschwindet, wenn ¢, = o ist.

6. Ist der Zusammenhang zwischen den Reihen # und v nicht linear,
so sagt die GroBe des Korrelationskoeffizienten iiber den Grad der
»Strammbheit” der Beziehungen nichts aus, wie ein einfaches Gegen-
belsp1el lehrt: Ist etwa

U, =sinvao

<v:1, 2, ... N; .:r

S——

U, = COosva,

so ergibt sich, falls # eine ganze Zahl, also die Bedingung X %, = X v,

erfillt ist,

O

. Ysinvocosy o .
Y Xsin?va- Xcosty o
obwohl die beiden Reihen in aller Strenge die allerdings quadratische
Funktionalgleichung
widvi=1
erfiillen.

Es ist somit né&tig, vor dem Gebrauch des Korrelationskoeffizienten
zu priifen, ob die mutmaBliche Beziehung zwischen den vorgelegten
Reihen als linear angesehen werden darf oder nicht. Im letzteren Falle
werden andere MaBzahlen fiir die Strammbheit der in Frage stehenden
Abhingigkeiten gesucht werden miissen. Die Grundlage fiir eine solche
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Untersuchung bildet eine graphische Aufzeichnung der vorgelegten
Punktpaare (#,, v,) in einem (u, v)-Koordinatensystem. Ein strenger
funktioneller Zusammenhang wird sich dadurch zu erkennen geben,
daB die Punkte der Aufzeichnung einen mehr oder weniger regelmiBig
geformten Linienzug ergeben. Die Gleichung dieser Kurve, f (1, v) = o,
ergibt dann unmittelbar die Form des Zusammenhangs. Andernfalls
erfilllen die Punkte ein flichenhaft ausgedehntes Gebiet, eine Punkt-
wolke von beliebiger Gestalt. In diesem Falle wird der Zusammenhang
zwischen den #, und v,, soweit er iiberhaupt vorhanden ist, als ,,stocka-
stisch’ bezeichnet. Wihrend bei funktioneller Verbundenheit zu jedem u
nur ein wohlbestimmter Wert von v gehért (bei mehrdeutigen Funk-
tionen auch mehrere), so ist bei stochastischer Verbundenheit zu jedem
ein ganzer Bereich gegeben, in dem die zugehérigen v-Werte liegen
kénnen. LABt sich die Punktwolke durch eine Verteilungsfunktion
W (u, v) annihern, die zu jedem Rechteck (# + du, v 4 dv) die relative
Hiufigkeit der in ihm anzutreffenden Punkte angibt, so erfiillen die zu
einem bestimmten Wert von u gehorigen v die ,,bedingte Verteilung*

w4+ du
W,)= [ W(u,v)du.

Die Gesamtmenge der in dem Streifen (#, # 4 du) zu erwartenden
Punkte wird durch

W,= [ W,({)dv
gegeben. Die bedingte Wahrscheinlichkeit, da8 ein in diesem Streifen
liegender Punkt eine Ordinate zwischen v und v + dv besitzt, ist demnach

W (o) do

@ () do = )2

und die Durchschnittsordinate aller dieser Punkte hat den Wert

-+ o0

v (1) = f v, (v) do;
ebenso 148t sich ihre Streuung um den Durchschnittswert durch
)= [ (v—5 ) g, () do
berechnen. Um ein einfaches Beispiel zu haben, wollen wir annehmen,
daB die Punktwolke (#, v} normale elliptische Gestalt habe, und daf3
die GréBen # und v auf ihren Mittelwert bezogen und durch ihre relativen
Streuungen als Einheit gemessen seien. Esist dann, nach Abschnitt 5, (14)
1 ut—zkuyvt o*

. I - —s
W)= p=pe * 7
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.
+ o0 1 wr—~zkuv+o® I

. _ PR __r ~z¢
also: W“_Z,”/Tji,é /e dv_.l/z_ne
mithin:

I I =k
- = 2z 11—k
Pl = iR
v(u) = ku
+ oo
2w = [ v—ku)?g,[v)dv=1—4k%.

Dieselben Betrachtungen lassen sich natiirlich auch fiir die andere Ko-
ordinate durchfithren, und wir erhalten als Durchschnittswert aller
u-Werte, die in einem horizontalen Streifen von der Begrenzung (v,
v + dv) liegen:
u (V) ==Fkv

und fiir die bedingte Streuung gleichfalls den konstanten Wert

02 (v) = 1— k2
Die Durchschnittswerte v (#) bzw. % (v) stellen die mathematischen Er-
wartungen der v bzw. # dar; unter der Voraussetzung, daf die Werte «
bzw. v schon festliegen. Sie erfiillen zwei durch den Koordinatenanfang
gehende Gerade mit den Gleichungen

I
v=Ffku bzw. v=7u.

Diese beiden Geraden heien die ,,Regressionslinien’’ von v in bezug auf »
bzw. umgekehrt. Sie fallen dann und nur dann zusammen, wenn &2 = 4 1
ist, und verlaufen dann in der Richtung -+ 45°. Gleichzeitig ist dann die
bedingte Streuung #iberall null, d. h. die Punkte liegen nur auf dieser
gemeinsamen Regressionsgeraden, die daher in diesem Falle den funk-
tionellen Zusammenhang zwischen den # und v versinnbildlicht. Ist
hingegen k= 0, so fallen die Regressionslinien mit den beiden Koordi-
natenachsen zusammen, bilden also einen Winkel von go° miteinander.
Die Verteilung der Punktwolke ist dann radialsymmetrisch, die bedingten
Streuungen sind 1, also den partiellen Streuungen der #, und v, gleich.

Interessant ist es noch, die Lage der Regressionslinien in bezug auf
die mittlere Ellipse der Verteilung festzustellen. Die mittlere Ellipse,
deren Hauptachsen die Richtungen 4 45° haben, wird durch ihre
Gleichung
' u?—2kuv -+ v?2 = const

dargestellt. Die Tangenten dieser Ellipse haben die Gleichungen
wiy— kR vy + vy + voy,=u (uy—~kvy) + v (v;—ku) = const,

wenn (u,, v;) die Koordinaten ihres Berithrungspunktes sind. Aus
dieser Gleichung liest man unmittelbar ab, daB die Berithrungspunkte
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derjenigen Tangenten, die den XKoordinatenachsen parallel sind, der
Bedingung
111:%141» bzw. v, =*Fku,

geniigen, also die Gleichungen je einer der beiden Regressionsgeraden
befriedigen. Im Zusammenhang mit bekannten Sitzen aus der Geo-
metrie der Kegelschnitte besagt dies, daB die Regressionslinien nichts
anderes sind als die konjugierten Durchmesser zu den beiden Koordi-
natenachsen.

Die normale elliptische Verteilung, die nach unseren fritheren Er-
kenntnissen fiir viele empirische Verteilungen nach zwei Dimensionen
als brauchbare Anndherung zu gelten hat, ist nach dem Obigen ein
Musterbeispiel fiir eine lineare Korrelation zwischen zwei Variablen,
in der also der Korrelationskoeffizient ein brauchbares MaB fir die
,,Strammbheit* des stochastischen Zusammenhangs der beiden Variablen
bildet. Uberall da, wo man also die Verteilung einer Punktwolke an-
niherungsweise als elliptisch ansehen kann, lassen sich die Korrelations-
betrachtungen in dhnlicher Weise durchfiihren.

Sei eine Anzahl (N) zusammengehériger Punktpaare (a,, b,) gegeben,
so wird die Untersuchung zweckmiBigerweise mit einer graphischen
Darstellung der Punktwolke beginnen. Um die Verteilung (Hiufigkeit
oder Dichte) der Punktwolke zahlenmi#Big festlegen zu koénnen, teilt
man die Koordinatenebene in ein Netz von Quadraten ein, dessen Dichte
sich nach der Dichte der Punktwolke selbst richtet. Im allgemeinen soll
das Netz so weitmaschig sein, daB in den dichteren Teilen der Wolke eine
grofere Anzahl von Punkten auf jedes Quadrat entfillt. Man zdhlt
dann die in jedem Quadrat enthaltenen Punkte und gibt diese Hiufig-
keitszahlen in einer Tabelle mit zwei Eingdngen wieder, die nach den
Koordinaten der Quadratmitten beziffert werden. Statt der Hiufig-
keitszahlen selbst kann man auch die Dichien oder relativen Hiufigkeiten
angeben, die aus den ersteren durch Division durch die Gesamtzahl
der Punkte entstehen. Diese Dichtezahlen stellen gleichzeitig die empi-
rischen Wahrscheinlichkeiten dafiir dar, dal ein beliebig herausgegrif-
fener Punkt sich in dem betreffenden Quadrat befinde; ihre Summe
st natiirlich 1. Eine solche Hiufigkeits- oder Dichtetabelle kann man
auch als Korrelationstabelle bezeichnen; sie ist aus der urspriinglichen
Punktwolke durch einen zweidimensionalen Glittungsprozel hervor-
gegangen, der um so stdrker ist, je weitmaschiger das Netz gewdhlt war.
Punkte, die zufillig auf einer Begrenzungslinie zwischen zwei Quadraten
liegen, pflegt man dabei mit halbem Gewicht jedem der beiden angren-
zenden Felder zuzurechnen; liegt ein Punkt auf einer Quadratecke,
so ist sein Wert {iber vier Felder mit je einem Viertel zu verteilen.

Kennzeichnet man nun die Spalten der so gewonnenen Korrelations-
tabelle durch den Index u, die Zeilen durch den Index , so ist #,, die
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Anzahl der auf das Feld (u, ») entfallenden Punkte, deren Koordinaten
infolge der vorgenommenen Glittung durch die der Feldmitte » =y,
v =1y zu ersetzen sind. Die Zahl der in den Spalten bzw. Zeilen der
Tabelle enthaltenen Punkte ist

n,= Xn,, bzw. n,=2X1n,,,
v M

wobei die Summen stets {iber den gesamten belegten Bereich von v
bzw. u zu erstrecken sind. Die Gesamtzahl der Punkte ist
2n,=Xn=X3n,=N.
" v uw v
Die bedingten mathematischen Erwartungen v, bzw. %, entsprechen den
,,Schwerpunkten der Spalten bzw. Zeilen. Es ist demnach

- - ) S
nﬂvM:2vn”,, 7, U, = 2Ny,
v u

wobei die Anzahlen der zu diesen Schwerpunkten vereinigten Punkte,
also ﬁ# bzw. #,, den mathematischen Erwartungen als ,,Gewichte zu-
zuschreiben sind.

Die bedingten mathematischen Erwartungen der Spalten in Abhdngig-
keit von g und die der Zeilen in Abhingigkeit von » bilden je eine Punkt-
folge, deren Verlauf tiber die Natur der stochastischen Beziehungen
zwischen # und v Auskunft gibt. Dabei muB allerdings noch angenommen
werden, dafl die Schwerpunkte jeder Zeile und Spalte auch wirklich als
Haiufungszentren der in ihnen enthaltenen Punkte betrachtet werden
diirfen. Andernfalls, z. B. in einer kreisringfé6rmig angeordneten Punkt-
menge, in der die Punkte jeder Spalte und Zeile sich um zwei mehr
oder weniger deutlich getrennte Zentren hiaufen, kann der Schwerpunkt
nicht als ,,mathematische Erwartung’’ angesehen werden. Diese Fille,
die, wie unschwer einzusehen ist, auf Regressionslinien fithren, deren
Gleichungen in den rechtwinkligen Koordinaten mehrdeutige Funk-
tionen enthalten, bediirfen einer besonderen mathematischen Behandlung,
auf die hier nicht ausfiihrlich eingegangen werden kann. So wire bei
einer ringférmigen Verteilung etwa ein Polarkoordinatensystem geeignet,
dessen Zentrum im Innern des Ringes liegt; diesem System entsprechend
wiren dann auch die Felder der Tabelle anzuordnen. In jedem Falle 148t
sich aus dem Anblick der Punktwolke, vorausgesetzt, dal die Anzahl
der Punkte iiberhaupt gentigend grofl ist, unmittelbar entscheiden,
welche Methode bei der Konstruktion der Regressionslinien anzuwenden
ist. Die Aufzeichnung der Punktwolke bzw. die Bildung einer Korre-
lationstabelle erweist sich daher als eine unerldBliche MaBnahme, wenn
man nicht Gefahr laufen will, durch kritiklose Anwendung von Rechen-
vorschriften Mafizahlen (z. B. Korrelationskoeffizienten) zu erhalten,
die zu dem wahren statistischen Verhalten des vorgelegten Materials in



Einige Satze und Begriffe aus der Korrelationsrechnung. 209

keiner Beziehung stehen und daher zu irrefiihrenden Vorstellungen
AnlaB geben.

Sind die Vorbedingungen fiir die eindeutige Bestimmbarkeit der
bedingten mathematischen Erwartungen durch Mittelung der in den
Spalten und Zeilen enthaltenen v- und u-Werte erfiillt, so ergeben die
obigen Formeln zwei Folgen von Punkten, durch deren Verlauf die Form
und Lage der beiden Regressionslinien hinreichend gekennzeichnet wird.
Da allerdings jeder Punkt dieser Folgen nur aus einer beschrinkten
Anzahl von Einzelwerten des (u, v)-Kollektivs hervorgeht, so wird die
Verbindung dieser Punkte zu einem Linienzug nur ein unvollkommenes
Bild der idealen Regression vermitteln. Man hat sich vorzustellen, daf3
die empirisch gegebene Punktwolke eine endliche und willkiirliche Aus-
wahl aus einem idealen Kollektiv darstellt, das als Triger der statistischen
Eigentiimlichkeiten des beobachteten Wertekomplexes anzusehen ist.
Nehmen wir etwa an, daf3 dies ideale Kollektiv eine normale elliptische
Verteilung hat, so sind die idealen Regressionslinien Gerade, die sich unter
einem gewissen Winkel schneiden. Die beiden aus dem verfiigbaren
Auswahlkollektiv berechneten Punktfolgen werden sodann —, und zwar
um so enger, je groBer die Zahl der benutzten Wertepaare gewesen ist —
dem Zuge dieser idealen Geraden folgen, aber mehr oder weniger starke
Abweichungen von ihm zeigen. Aus einer endlichen Zahl von Punkten
wird daher die ideale Lage der Regressionslinien nur mit einer gewissen
Unsicherheit hervorgehen. Die wahrscheinlichste Lage der Regressions-
linien wird, vorausgesetzt, daf} ihre mathematische Form aus der Punkt-
folge mit geniigender Sicherheit erkennbar ist, durch die Methode der
kleinsten Quadrate zu ermitteln sein. So wird durch die Aufzeichnung
der errechneten bedingten mathematischen Erwartungen als Punkt-
folge zu entscheiden sein, ob ihre Ausgleichung nach einer linearen
Regressionslinie gerechtfertigt ist oder nicht. Zeigt der Kurvenzug deut-
liche Kriimmungen, die man nicht als zufillige Abweichungen von einem
linearen Verlauf ansehen kann, so wird unter Umst4dnden eine Ausglei-
chung nach einer parabolischen Funktion zweiter, dritter oder gar htherer
Ordnung zu erfolgen haben. Ist die Kriimmung nur schwach, so wird
eine lineare Ausgleichung — wenn auch nicht zu einer vollstindigen Dar-
stellung der Regressionseigenschaften — doch zu ihrer gendherten Wieder-
gabe ausreichend sein. Fiir die Darstellung der Regressionslinien aus
einem beschrinkten Material gilt demnach alles, was im ersten Kapitel
iiber die Anniherung von empirischen Funktionen und Beobachtungs-
reihen durch gegebene Funktionen gesagt worden ist: Die Losung dieser
Aufgabe ist mitunter nur moglich, wenn dem Bearbeiter ein gewisser
Spielraum in der Auffassung zugestanden wird, und sie wird nur dann
erfolgreich sein, wenn er seine Entscheidungen mit dem nétigen durch
Erfahrung und genaue Kenntnis des Gegenstandes geschirften Fein-
gefiihl treffen kann.

Stumpff, Periodenforschung. 14
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7. Autokorrelation von Beobachtungsreihen.

Wir haben im Abschnitt 6 festgestellt, daB der Korrelationskoeffizient
zwischen zwei Wertefolgen #, und v, unter gewissen Voraussetzungen
iiber die Struktur der zweidimensionalen Verteilung zusammengehériger
Wertepaare (%, , v,) als MaB fiir die statistische Abhingigkeit dieser beiden
Folgen voneinander angesehen werden konnte. Dariiber hinaus ist
natiirlich die formale Bildung des Korrelationskoeffizienten nach der
Formel

— X (ur — uo) (vr — o) . 1 . 1
St S (= e %=y 2)

oder, wenn der Schwerpunkt der ,,Wolke* (1, vo) durch Parallelverschie-
bung des Koordinatensystems in den Koordinatenanfang verlegt wurde,
nach der einfacheren Formel

k

. Xy vy

- VEZw I

immer moglich, ohne daB3 damit iiber die statistische Bedeutung dieser
GroBe etwas ausgesagt wird. Die GroBe & ist dann als eine nach be-
stimmten Regeln gebildete Funktion der gegebenen Werte zu betrachten,
die gewisse, im Einzelfall noch nidher zu diskutierende Eigenschaften
des vorgelegten Wertevorrats reprisentiert. So fithrt z. B. die Korre-
lation zwischen einer Aquidistanten Beobachtungsreihe

n
yl» }'z: R (21yv20>
y=
und jeder der beiden Folgen
coso, COS2a, ...,COSRA 2wy
. . . o = ; 7 ganz
sine, SInze, ...,SIN7%7A ”

zu den formalen Korrelationskoeffizienten

2
= cos v o
A >9,C08Y & nzy” ar
VX9 -Ecos® v 1 . - o1z
— D'y
”n
bzw B — I yysinva b
- o~ 9~ 8 ’
VX2 . Xsin®va Y2

die, wie man sieht, den Fourier-Koeffizienten 7-ter Ordnung der Beob-
achtungsreihe proportional und der Streuung der Beobachtungswerte
umgekehrt proportional sind. Der formale Korrelationskoeffizient wird
also in diesem Falle eine Aussage iiber den Anteil vermitteln, den eine
bestimmte Versuchswelle an dem Aufbau der zeitlichen Schwankungen
der BeobachtungsgréBen hat. Ein anderes Beispiel fiir die Bildung
formaler Korrelationen fithrt ebenfalls auf Betrachtungen, die in der
Periodenforschung eine besondere Rolle spielen; es umfaBt die schon
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frither erwihnten Korrelationen einer Beobachtungsreihe mit sich selbst,
die man als ,,Autokorrelationen’’ bezeichnet.
Trivial ist der Fall, daB die Reihe

yl’ yz:--~,y,,,,...

unverdndert mit sich selbst korreliert werde: Hier ergibt sich der Korre-
lationskoeffizient ky= 1, den man auch den ,,Autokorrelationskoeffi-
zienten nullter Ordnung® nennt. Dies Ergebnis ist natiirlich véllig un-
abhingig von der besonderen Form der Reihe, es tritt insbesondere auch
dann auf, wenn die Beobachtungswerte ganz ungeordnet sind, etwa eine
Reihe zufilliger Fehler darstellen. Anders wird es, wenn wir die obige
Reihe mit der um s Einheiten verschobenen Reihe

Vs+1» ys—|—2: ey ys-{—m

in Beziehung setzen. Das Ergebnis ist allgemein

7 1602%2%;63:%2%4"3‘ (x5)
1

b=
V ;1(%—50)2' X (yv +5—0s)? v=1 v=1

X (v — 00) (97 +5— )

und wird als ,,Autokorrelationskoeffizient s-ter Ordnung’‘ bezeichnet.
Er kann, je nach der Art der Beobachtungsreihe, beliebige Werte zwischen
— 1 und -+ 1 annchmen. Das Wesentliche ist dabei, daB er, im Gegensatz
zu kg, gegen eine Vertauschung der Reihenfolge der Beobachtungswerte,
von besonderen Ausnahmefillen abgesehen, nicht mehr invariant ist.
Bei der Bildung der héheren Autokorrelationskoeffizienten ist demnach
die zeitliche Aufeinanderfolge der Beobachtungen, also ihr funktioneller
Charakter, maBgebend beteiligt. Diese GréBen sind also unter Umst4dnden
zur Beschreibung von Eigenschaften eines Beobachtungskollektivs
geeignet, die durch die rein statistische Verteilungskurve nicht erfaBBt
werden. So besteht die Moglichkeit, die Folge der Autokorrelations-
koeffizienten
ko, Ry, Ry o

zu den funktionellen Eigenschaften der Beobachtungsreihe, z. B. zu
ihren Perioden, in Beziehung zu bringen.

An die Formel (15) miissen zunichst folgende Bemerkungen gekniipft
werden:

1. Zur Berechnung eines Autokorrelationskoeffizienten s-ter Ordnung
aus # Wertepaaren ist die Kenntnis von # -+ s Werten der Originalreihe
erforderlich. Nennen wir die Zahl der benutzten Wertepaare das ,,Ge-
wicht“ des Autokorrelationskoeffizienten, so folgt daraus, falls von einer
Beobachtungsreihe nur N Werte verfiigbar sind, daB der Autokorre-
lationskoeffizient s-ter Ordnung héchstens mit dem Gewicht N—s
ermittelt werden kann.

14%
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2. Die in der Formel auftretenden Mittelwerte §, und J, sind im
allgemeinen voneinander verschieden und verindern sich auch, wenn
man etwa das Gewicht durch Hinzunahme weiterer Beobachtungen
erh6ht oder, wie es bei beschrinkter Beobachtungsanzahl notwendig
werden kann, beim Ubergang auf eine héhere Ordnung herabsetzt. Ist
die Anzahl der benutzten Beobachtungen sehr groB, so wird die Anderung
der Mittelwerte bei einer im Verhiltnis zu # geringfiigigen Anderung des
Gewichts nur klein und unter Umstdnden zu vernachlissigen sein. Die
Berticksichtigung der Mittelwertsinderung ist bei der praktischen Be-
rechnung einer gréBeren Zahl von Autokorrelationskoeffizienten ver-
schiedener Ordnung sehr zeitraubend und umstindlich. Es ist daher
angebracht, sofern es die Genauigkeitserfordernis zuliBt, diese Ande-
rungen nach Moglichkeit zu vernachldssigen. Das kann z. B. dadurch
geschehen, daB man an Stelle der Mittelwerte d, und J,, die aus zwei
verschiedenen, wenn auch sich stark iiberdeckenden Teilbereichen der
verfligharen Beobachtungsreihe gewonnen werden, einheitlich den
Mittelwert der gesamten Reihe benutzt. Man kann sogar, wenn sehr
viel mehr Beobachtungswerte vorhanden sind, als im Augenblick ge-
braucht werden, das Gesamtmittel der Reihe benutzen, vorausgesetzt, dal3
sie statistisch homogen ist, also insbesondere ithr Gesamtmittel auch fiir
kleinere Bereiche als charakteristisch angesehen werden darf. Ist dies
nicht der Fall, d. h. zeigt die Beobachtungskurve eine ,,sikulare” Ver-
dnderlichkeit ihres mittleren Verlaufs, so empfiehlt es sich, die Original-
reihe durch Elimination des sikularen Gliedes homogen zu machen. Die
Mittelwerte §, bzw. J, weichen dann von dem Gesamtmittel, das wir als
die beste verflighare Anniherung an den idealen Mittelwert ansehen
kénnen, nur um Betrige ab, die in den Grenzen der zufilligen Fehler
liegen, die fir die Mittelbestimmung aus # Einzelwerten zu erwarten
sind. Sind also die Beobachtungswerte als Abweichungen von einem
Gesamtmittel gegeben und von einem etwaigen sikularen Gang befreit,
so werden die GroBen als klein im Verhiltnis zur Streuung der Beob-
achtungen zu betrachten sein — ihre GréBenordnung wird gleich der
durch 1/n dividierten Streuung sein!. Die strenge Formel fiir den Auto-
korrelationskoeffizienten 148t sich dann nach Potenzen der ¢ in folgender
Weise entwickeln: Zunichst ist

2 (%‘50) (yv+s"—6s> = E Yy yw+s_‘502 yv+s_682 Yy + 71’6063
= X Y, ¥y 45— 10 b
(=0 =y —ndy; (Ve 0)=X i —ndi.
Setzen wir also die empirischen Streuungen um d, bzw. J

I I
. 2 . 2
V;;Zyy:ao, |/;;2yy+s=crs,

1 Uber alle Fragen, die mit der Theorie der zufalligen Fehler zusammenhingen,
sei auf die Literatur verwiesen (s. Lit. 52, 75).
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so ergibt sich
X Yy ¥y 4 s— 100 ds

b= 5% 3
P (=) (- )
[d S

also bei einer Entwicklung bis zur zweiten Ordnung der kleinen Ver-

hiltnisse % und s,

3

e o5’
ks = % 0q Os <I+2 ag+a§ )T ogos

Es ist demnach

k; — XV Yr+s

N 0y 0s

ein Niherungswert des Korrelationskoeffizienten, der brauchbar ist,
wenn die arithmetischen Mittel d, und §; im Verhéltnis zur Streuung sehr
klein sind. Eine weitere Vereinfachung der Formel lit sich erzielen
und unter Umstinden rechtfertigen, wenn statt der Streuungen ¢, und
o, eine mittlere Streuung o gesetzt wird. Es ist dann

B El bt
Ist z. B. eine N-gliedrige und statistisch homogene Beobachtungsreihe
‘gegeben, und ist die Aufgabe gestellt, alle Autokorrelationskoeffizienten
bis zur Ordnung 7 zu bilden, unter Benutzung der groBtmdglichen Anzahl
von Einzelwerten, so wird man, wenn der Mittelwert der Reihe null und

die Gesamtstreuung
N
I
o= |/ 3
=1

ist, die gesuchten Korrelationskoeffizienten genidhert in der Form
N-—s

(s=0,1,2,...,7)

schreiben diirfen. Die Ordnung der Autokorrelation kann nicht beliebig
weit getrieben werden, sondern ist an die unerliBliche Forderung ge-
bunden, daB N —s, die Zahl der Summierungen bei der Bildung des
Korrelationskoeffizienten hochster Ordnung, nicht zu klein sein darf.
Die hierbei einzuhaltende Grenze wird aber stets von der Eigenart des zu
behandelnden Materials und der zu lésenden Aufgabe abhidngen.
Uber die verschiedenen Moglichkeiten, die durch die Methode der
Autokorrelation fiir die Erforschung der gesetzmiBigen Struktur von
Beobachtungsreihen eréfinet werden, 148t sich schon durch heuristische
Betrachtungen ein ziemlich vollstindiges Bild gewinnen. Am einfachsten
liegen die Dinge, wenn als Beobachtungsreihe eine Folge von Zahlen
gegeben ist, die sich wie zufillige Fehler verhalten. Wegen der gegen-
seitigen Unabhingigkeit der y, ist dann, abgesehen von dem trivialen
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Fall 2y =1, die mathematische Erwartung der %; fiir jede Ordnung
null. Die empirischen Werte der Folge %, ,, %3, ... werden also um den
Mittelwert null schwanken, ihre Streuung wird durch den m. F. des
Korrelationskoeffizienten im Falle der Unabhéngigkeit gegeben sein,
der fir normale Korrelation
Por, = ]7%

zu setzen ist!. Ubrigens gilt dieser geniherte Streuungswert fiir den
Fall der Unabhingigkeit auch bei beliebigem Verteilungsgesetz, also
auch dann, wenn die Wertepaare (y,, ¥,.;) nicht normal korreliert
sein sollten (siehe Lit. 281).

Ganz anders liegen jedoch die Dinge, wenn die Beobachtungswerte
eine zeitliche Abhingigkeit voneinander zeigen, etwa von der Art, daB
ihre graphische Aufzeichnung in der gegebenen Reihenfolge einen mehr
oder weniger glatten Kurvenzug ergibt oder gar eine periodische Wieder-
holung zeigt. Ein sehr einfaches Beispiel fiir die letztere Moglichkeit
bietet die Folge

+1 —1I, +1, —1, +1, —1, ...,
deren zeitliche Abhingigkeit durch das Gesetz der alternierenden Vor-
zeichen gekennzeichnet wird. Die Folge %, %, &5, ... der Autokorre-
lationskoeffizienten ist hier offenbar ebenfalls

+I:-_I1 +I:—I; +I:'—I;"-:

und zwar unabhingig von der Zahl der zu ihrer Bildung benutzten Einzel-
werte. Allgemein gibt eine rein periodische Folge

Yo Yos oo ¥ Yo Yo oo s Vpy Y1 Vas oo Yy Yoy - e

mit der Grundperiode p fiir die Autokorrelationskoeffizienten von der
Ordnung o, $, 2 $, 39, ... den gemeinsamen Wert -+ 1, falls die benutzte
Summandenzahl (das Gewicht) # ein beliebiges ganzes Vielfaches von $
ist. Die ibrigen %, kénnen wieder, je nach der Art der Beobachtungs-
reihe, alle moglichen Werte zwischen -—— 1 und + 1 annehmen. Der
Wert — 1 (entgegengesetzte funktionelle Abhingigkeit) wird nur dann
entstehen, wenn die Folgen

Y Yoo Vg oo
Vs T ¥t T Vst e
identisch sind. Man findet leicht, daB dies nur dann eintreten kann,
wenn die Grundperiode aus zwei zur Abszissenachse spiegelbildlich

gleichen Hilften besteht. Dazu ist notwendig, dafi p eine gerade Zahl
(p = 2 m) sei, und es wird dann der Autokorrelationskoeffizient £, = — 1

1 Der m. F. eines Korrelationskoeffizienten % ist im Falle der normalen Korre-

;/7‘.

1— k2
lation gendhert gy = ——— (s. Lit. 281). Fiir 2 = o ist also u; =

Y=
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stets eintreten, wenn die Verschiebung s ein ungerades Vielfaches von m
darstellt. Das einfachste Beispiel fiir diesen Fall bietet die Folge

- cos (%—{—y), c-cos <2%~|—y>,...,c-cos((zm——x)%+y>,c-cos (2m+9),...,

deren Periode 2 m betrigt. Ist # ein Vielfaches von 2, so erhalten
wir als Streuung

2m

2 7 c
0= 2m2cos2(7}ﬁ—|—y)=%,
r=1

mithin
2m
> v yv s
ks:%:%ZCos (v—ZL— —1—7/) cos ((v—l— s)%%—y)
o / \

2m
I

= 2mz”{cos ((2v+s)—%—{—2y>—|—coss$ﬂ—} :coss%.

p=

Die Tolge der Autokorrelationskoeffizienten bildet demnach eine cos-
Folge von gleicher Periode, aber der Amplitude 1 und der Anfangsphase o.

Wir wollen diese konstruierten Beispiele von Autokorrelation perio-
discher Beobachtungsreihen noch um zwei weitere vermehren, um daraus
einige wichtige Schliisse zu ziehen. Zuerst wollen wir annehmen, daf}
die vorgelegte Reihe auBer der Cosinuswelle von der Periode 2 m noch
eine andere von kleinerer Periode enthalte. Wenn wir fiir die Bildung
der Autokorrelationskoeffizienten nicht gerade eine Wertezahl » zu-
grunde legen, die einer Schwebungsperiode zwischen den beiden Elemen-
tarperioden entspricht oder einem Vielfachen dieser Zahl, wird sowohl
der Mittelwert als auch die Streuung der Folge von # abhingen. Wir
wollen daher, um die Rechnung zu vereinfachen, fiir Mittelwert und
Streuung den idealen Wert setzen, gegen den jede dieser GréBen strebt,
wenn # beliebig wichst, und der jedesmal, wenn # einer Schwebungs-
linge oder einem Vielfachen derselben gleich wird (vorausgesetzt, daf3
die Perioden kommensurabel sind), durch die formale Rechnung auch
tatsidchlich erreicht wird. Der ideale Mittelwert ist in diesem Falie, wie
unmittelbar einzusehen ist, null; lautet das allgemeine Glied der Reihe

¥y, = €, €08 (av -+ 9) + ¢y cos (fv + 9), =1, 2, ...)
so ist das Quadrat der Streuung

—:Z—nyz%chosz(ow—i—y) —i——z—;tleCOS (xv + ) cos (Bv + 6)
+ %20052(/31}—;— ).

Die Streuung schwankt also um den idealen Wert

it
0-2_._:_._~
2
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Der Zihler des Autokorrelationskoeffizienten s-ter Ordnung erhilt die
Form:

nolky= X 9,9, =12 X cos (v +p)cos (o +s) +p)
+ ey Xcos(ay+p)cos(Bw+8) +8) + ey Xcos(fv+ d)
cos (o (v +s) + ) + ¢ Xcos(Bv + 8) cos (B @+ s) + 9).

Bei beliebiger Vermehrung von # schwankt dieser Betrag, wie man
nach Auflésung der cos-Produkte leicht feststellt, immer enger um den
Tdealwert

2" 2
¢y cosa s+ ¢y " cosfis,

der in allen denjenigen Fillen tatsichlich erreicht wird, in denen # eine
ganze Anzahl von Schwebungen der beiden Elementarschwingungen
umfafBt, da dann simtliche einfachen Cosinussummen verschwinden,
well sie sich stets {iber eine volle Zahl von Perioden erstrecken. Andern-
falls sind die hier vernachlissigten Glieder klein, wenn # hinreichend
groB ist, und wenn nicht gerade die Differenz zwischen den Frequenzen o
und B sehr klein ist, die Elementarperioden also sehr benachbart sind.
Der Idealwert des Autokorrelationskoeffizienten s-ter Ordnung ist
demnach

I (¢} c?
ks =gz cosas+ zcosfis,

so daB sich also die Folge der &, aus zwei Cosinusgliedern von den Perioden
der Originalreihe zusammensetzt, deren Amplitudenverhiltnis gleich
dem Quadrat des Amplitudenverhiltnisses der Originalschwingungen
ist. Sind also die beiden Amplituden verschieden, so wird in der 2-Folge
die groBere dieser Amplituden stark bevorzugt. Die Herabdriickung
des Gewichts der kleineren Amplituden ist die am meisten hervortretende
Eigenttimlichkeit dieses Ergebnisses. Wir werden spiter (V, 4) sehen,
daB auf dieser Eigenschaft der k-Folge eine neuerdings viel benutzte
Methode der Trennung sich iiberlagernder Periodizititen beruht.

Das zweite Spezialbeispiel bezieht sich auf den Fall, daf3 die Beob-
achtungsreihe auber einer einfachen Welle noch eine zufillig-variable
Funktion enthalt, etwa einen Beobachtungsfehler von bestimmter
Streuung p. Es sei also

yo=ccos(av+y) e [ =o0; M) =p,

dann ist bei hinreichend groBem # der Mittelwert der Reihe null, und die
Streuung zu berechnen aus:

no?t= X y2=1c2 Xcos(av+y)+2cFecos(av+y) + Xk

y=1

n
LA ST
~ct+nud.
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Fiir den Zihler erhilt man
X9, Y, s = X cos (av-+yp) cos (@ (v +5) + ) +¢ Xeg,cos(a+s) +y)
+ecXe,  scos(arvty)+ e, s, '

also fiir s= 1 den Idealwert
2

nazks:——?{Zcos(a 2v+5s) +29) +Zcosa5}~%-ncoso¢s

und somit fiir den idealen Verlauf der k-Folge neben k2, = 1

02
—COS &L §
2 I
Ry = 2 = TaE T Cosas,
2
-— I
STk T

also eine Cosinuswelle mit einer um so stirker herabgesetzten Amplitude,
je gréBer die Streuung der zufilligen Fehler im Vergleich zur Amplitude
der Originalwelle ist.

Diese Beispiele, die sich leicht vermehren und detaillieren lieBen,
bezogen sich auf Fille, in denen die Beobachtungsreihe — eventuell
neben unperiodischen Bestandteilen — persistente Perioden enthielt.
Unter solchen Umstdnden zeigte sich, daB die Folge der Autokorrelations-
koeffizienten gleichfalls periodisch aufgebaut war und u. a. die gleichen
Perioden, allerdings in anderem Amplitudenverhiltnis aufwies. Das
Vorhandensein irregulirer Bestandteile bewirkte eine Herabdriickung
der Amplituden in der k,-Folge und vor allem die Unmoglichkeit, daB
fir s > o die Extremwerte - 1 irgendwo erreicht werden konnten.

Wie verhilt sich nun die k-Folge, wenn persistente Periodizititen
in der urspriinglichen Reihe nicht vorhanden sind? Offenbar stellt
dieser Fall ein Mittelding zwischen den extremen Annahmen dar, daB
einerseits persistente Perioden vorhanden sind, andererseits die Beob-
achtungsreihe aus statistisch unabhingigen Einzelwerten, z.B.aus
reinen Beobachtungsfehlern oder aus Werten, die sich wie solche ver-
halten, besteht. Man kann diesen allgemeinen Fall, der sich je nach den
gegebenen Umstidnden dem einen oder dem andern der genannten Extreme
nihern kann, als den der ,,Quasipersistenz’’ bezeichnen. Dieser Begriff,
dem wir bereits im vorigen Kapitel bei der analytischen Behandlung
der Periodogramme von Beobachtungsreihen begegnet sind, gewinnt
durch die statistische Betrachtung und besonders im Hinblick auf die
Autokorrelation eine eigenartige Bedeutung.

Quasipersistente Perioden kommen in zahlreichen Naturvorgingen
vor; in manchen lassen sie sich mit einer Deutlichkeit aufzeigen, die an
ihrer ,,physikalischen Realitit” kaum einen Zweifel 1aBt, in anderen
ist diese Realitit ein heiB umstrittenes Problem. Was die ersteren an-
betrifft, so stellt die Periode der Sonnenflecken das klassische Beispiel
fiir sie dar: Hier, ebenso in dem Lichtwechsel mancher , halbregelmifiger*
veranderlicher Sterne, haben wir einen.periodischen Vorgang vor uns,
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dessen Frequenz, Amplitude und Phase zeitlichen und oft sprunghaft
auftretenden Verdnderungen unterworfen sind. Immerhin sind diese
periodischen Schwankungen selbst so in die Augen fallend, dafB ihre
Realitit auch ohne Heranziehung der statistischen Expektanzbetrach-
tungen deutlich ist. Anders ist dies bei den wesentlich komplizierter
aufgebauten Vorgingen, die wir etwa in der Meteorologie antreffen:
die Frage nach der Realitit der periodischen Luftdruckschwankungen
z. B. ist lange Zeit verneint worden und wird selbst heute noch von man-
chen Forschern verneint, obwohl inzwischen gewichtige Griinde auf-
gedeckt wurden, die eine, wenn auch bedingte, Bejahung fordern. Die
Ursache dieser Diskrepanz der Auffassungen liegt offenbar darin, dafl die
Analysenergebnisse hier auBerordentlich stark von der Anlage der Rech-
nung, z. B. von der Wahl des Analysenintervalls abhingig sind, also
durch mehr oder weniger willkiirliche MaBnahmen beeinflut werden
kénnen. Die Periodizitit dieser Vorginge bewegt sich demnach hart
an der Grenze, die den Zufall von der GesetzmiBigkeit trennt — die
Griinde, die fiir die Annahme einer Quasiperiodizitidt sprechen, sind
zwar vorhanden, aber nicht so gewichtig, daf sie die Gegengriinde véllig
zum Schweigen bringen, die fiir die Hypothese eines Zufallswaltens
geltend gemacht werden kénnten und auch gemacht werden.

Das schon mehrfach benutzte Beispiel einer Reihe von Luftdruck-
beobachtungen mag auch jetzt wieder dazu dienen, die hier auftretenden
Schwierigkeiten zu beleuchten und den Weg zu ihrer Uberwindung zu
zeigen. Es seien etwa die tédglichen Luftdruckwerte (8 Uhr-Termin)
einer bestimmten Beobachtungsstation und fiir einen beliebig langen
Zeitraum vorgelegt. Wir wollen dabei annehmen (da es sich ja hier
nicht um die konkreten Fragen der Luftdruckperiodizitit, sondern um
Grundsitzliches handelt), daB sikulare Schwankungen eliminiert seien;
ebenso wollen wir von der in Wirklichkeit sehr stark ins Gewicht fallenden
Tatsache absehen, daBl die Streuung der Beobachtungen erheblichen
jahreszeitlichen Schwankungen unterliegt, wenn sie ber entsprechend
kurze Intervalle genommen wird. Mit anderen Worten: es liege eine
Beobachtungsreihe vor, die sich in jeder Beziehung wie eine Luftdruck-
reihe verhilt, aber in bezug auf Mittelwert und Streuung homogen ist.
Quasiperiodisch nennen wir eine solche Reihe, wenn in ihrem Verlauf
periodische Schwankungen auftreten, die eine Zeitlang wirksam sind
und dann wieder verschwinden. Solche kurzfristigen Schwingungen
kénnen gemeinsam, aber auch unabhingig voneinander entstehen und
vergehen; ihre Wellenlingen koénnen bestimmte und diskrete Werte
bevorzugen oder auch willkiirlich, d. h. nach undurchsichtigen Regeln,
einem stetigen Spektralbereich entnommen sein. Der Spielraum der
Moglichkeiten, der sich dadurch ergibt, ist sehr ausgedehnt — er wird
auf der einen Seite durch den Fall der Aperiodizitit, auf der andern
durch die persistente Periodizitit begrenzt, ohne dafBl jedoch diese
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Begrenzung eindeutig festlegbar wire. Vielmehr gibt es, wenn wir schon
eine Klassifizierung der in diesen Fragenkomplex fallenden empirischen
Kurven in periodische, quasiperiodische und aperiodische vornehmen
wollen, sowohl zwischen den ersten beiden, als auch zwischen den letzten
beiden, Ubergangsklassen, die eine besondere Beachtung verdienen.. Den
Ubergang zwischen den quasiperiodischen und den rein periodischen
Kurven haben wir schon frither kennengelernt, ohne daf§ die jetzt zur
Erorterung stehenden Fragen dabei aufgetaucht wiren: er wird durch
alle jene Beobachtungsreihen gebildet, die wir zwar als periodisch an-
zusehen gewohnt sind, weil gewisse Perioden in ihnen sehr lange Zeit
hindurch zu verfolgen sind, chne da8 die GewiBheit einer resnen Perio-
dizitit besteht, d. h. ohne daB wir berechtigt wiren, auf Grund der
erkannten Perioden eine Extrapolation auf beliebig lange Zeiten zu
unternehmen. Zum Beispiel wiirden wir die Sonnenfleckenreihe zu dieser
Art von Beobachtungsreihen rechnen, wenn nicht die Erfahrung gelehrt
hitte, daB von Zeit zu Zeit sprunghafte Anderungen der Wellenlinge
um sehr merkliche Betrige vorkommen kénnen. Wenn wir also die
Sonnenfleckenreihe zu den quasiperiodischen Funktionen rechnen, so
ordnet sie sich doch sehr dicht bei jener Ubergangsgrenze ein, die zu
den persistenten Periodizititen hiniiberfithrt. Andererseits ist der Unter-
schied, den wir zwischen den quasiperiodischen Funktionen und den
durch willkiirliche Auslosung aus irgendeinem Wertekollektiv gewon-
nenen Folgen zu machen haben, noch so groB und einschneidend, daB
von einem unmittelbaren Ubergang nicht die Rede sein kann. Die Zu-
fallsfolge (als Musterbeispiel hierfiir kann immer wieder eine Folge
zufilliger Beobachtungsfehler herangezogen werden) ist durch die wesent-
liche Eigentiimlichkeit gekennzeichnet, daf3 jeder folgende Wert von
den vorhergehenden statistisch unabhingig ist, daB3 also die Wahrschein-
lichkeit einer bestimmten Wertekombination lediglich von der Verteilung
der Werte*im Urkollektiv, nicht aber von der Reihenfolge abhingt, in
der diese Werte aus dem Urkollektiv entnommen wurden. Ist also die
Verteilung eines Kollektivs durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion ¢ (y)
gegeben, so ist durch den Ausdruck ¢ (y,) dy, nicht nur die Wahrschein-
lichkeit, daB eine Beobachtung in die GréBenklasse [v,; v, + dy,] falle,
darzustellen, sondern auch die bedingte Wahrscheinlichkeit fir das
gleiche Ereignis, falls die vorhergehende Beobachtung den Wert y;
ergeben hat.

Bei unserem Beispiel von der Luftdruckreihe ist diese Unabhingigkeits-
bedingung keineswegs erfiillt. Zwar bilden die Einzelwerte des Luftdrucks
in unserer Reihe ein Kollektiv mit bestimmter Verteilungsform ¢ (y), und
wenn wir mit einem beliebig herausgegriffenen Beobachtungstag beginnen,
so ist die Wahrscheinlichkeit, daB dieser Anfangswert y; sei, durch
@ (y4) gegeben. Sobald aber dieser Anfangswert festliegt, kénnen wir die
Wabhrscheinlichkeit fiir den nichsten keineswegs auf die Verteilung des
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Urkollektivs zuriickfithren. Ist y, ein hoher Luftdruckwert, so besteht
zwar die Méglichkeit, daB am nichsten Tage ein tiefer Wert y, gemessen
werde; die Wahrscheinlichkeit, da3 dies wirklich eintreffe, ist aber sehr
gering gegeniiber der Wahrscheinlichkeit, dafl auch der zweite Tag einen
hohen Wert ergebe. Mit anderen Worten: die Luftdruckwerte zeigen
von Tag zu Tag eine gewisse Evhaltungstendenz; liegt y, fest, so ist die
bedingte Wahrscheinlichkeit fiir y, nicht durch die Verteilung des Ur-
kollektivs, die wir als die primdre Verteilung bezeichnen wollen, gegeben,
sondern durch eine andere. Ist durch geeignete Wahl des Koordinaten-
systems (y) dafiir Sorge getragen, dall der Mittelwert der primiren Ver-
teilung null sei, so ist die mathematische Erwartung fiir v, null; die
bedingte mathematische Erwartung von y, ist hingegen eine Funktion
von ¥,, desgleichen die bedingte Streuung aller méglichen Werte y,, die
auf einen Vorwert von der GroBe y, folgen. Die statistische Behandlung
dieser Frage fithrt zwangsldufig auf die Betrachtung des zweidimensio-
nalen Kollektivs aller moglichen Paare von aufeinanderfolgenden Beob-
achtungswerten (y,, ¥, ,.1) und somit auf das Problem der Autokorrelation
erster Ordnung. Die Abhingigkeit der mathematischen Erwartung von
¥, +1 in Beziehung zu dem Vorwerte y, wird durch die Regressionslinie
von ¥, , 1 bezdiglich y, gegeben. Ist diese eine Gerade (und die Erfahrung
bestitigt dies im Falle der Luftdruckbeobachtungen angenihert), so
stellt der Autokorrelationskoeffizient erster Ordnung ein geeignetes
statistisches MaB fiir die Strenge der Erhaltungstendenz dar.

Ein Autokorrelationskoeffizient erster Ordnung also, der merklich,
d. h. weit auBerhalb der Unsicherheitsgrenzen, von null verschieden ist,
beweist demnach, dafl die betreffende Beobachtungsreihe eine Erhal-
tungstendenz besitzt, da also ihre Einzelwerte nicht unabhingig von-
einander sind; es ist damit eine notwendige, wenn auch keineswegs
hinreichende Bedingung dafiir gefunden, dalB3 die Beobachtungsreihe nicht
als Produkt des Zufalls angesehen werden kann. Andererseits ist damit
noch keineswegs irgend etwas dariiber ausgesagt, ob die Reihe periodisch
oder auch nur quasiperiodisch ist. Die Tatsache, daB3 die Beobachtungs-
werte Erhaltungstendenz zeigen, besagt ja lediglich, daB3 ihre graphische
Aufzeichnung als Funktion der Zeit einen mehr oder weniger glatten
oder der Glittung fihigen Verlauf hat, dagegen nichts iiber die besondere
Art dieses Verlaufs. Von diesem Verlauf ist sonst nur noch bekannt,
daB die Schwankungen in gewissen Grenzen vor sich gehen, die durch
die Streuung des Urkollektivs gezogen sind. Selbst wenn die Bindung
zwischen aufeinanderfolgenden Beobachtungswerten, die durch die
Erhaltungstendenz gegeben ist, sehr eng sein sollte, wenn also eine Ver-
bindung der aufgezeichneten Punkte durch eine stetige und glatte Kurve
nicht nur méglich, sondern auch natiirlich erscheint, braucht die ,,Be-
wegung, die durch diese Kurve versinnbildlicht wird, durchaus nicht
gesetzmiBig, also insbesondere auch nicht periodisch oder quasiperiodisch
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zu sein, sondern kann in erweitertem Sinne als willkiirlich angesehen
werden. Beliebig viele Kurven solcher Art lassen sich etwa dadurch
erzeugen, daB ein Zeichner aufgefordert wird, innerhalb bestimmter
Ordinatenschranken einen beliebig gestalteten Kurvenzug zu zeichnen,
wobei ihm lediglich vorgeschrieben wird, daB die zu zeichnende Kurve
eine stetige und eindeutige Funktion der Abszisse darstellen soll, und
daB extreme Ordinaten seltener vorkommen sollen als solche kleinen
Betrages. Dadurch ist allerdings die Notwendigkeit gegeben, daf3 diese
Kurve Auf- und Abwirtsbewegungen zeigt, also wellenartige Schwan-
kungen unterschiedlicher Hohe enthilt, die eine Quasiperiodizitit vor-
tduschen, wenn wir auch — da wir die willkiirliche Art ihrer Entstehung
kennen — in diesem Falle genau wissen, dal von einer ,,wirklichen”
Quasiperiodizitit keine Rede sein kann. .Im Falle der Luftdruckschwan-
kungen haben wir es nun, rein geometrisch gesehen, mit einem #hnlichen
Vorgang zu tun: Auch hier wird eine stetige Kurve erzeugt, die sich
zwischen gewissen Grenzen in stindigen Schwankungen auf- und ab-
bewegt, nur daB der Zeichenstift nicht durch einen an keinerlei besondere
Vorschriften gebundenen Zeichner bewegt wird, sondern durch den
Schreibhebel eines Barographen, der durch die natiirlichen Schwan-
kungen des Luftdrucks gesteuert wird. Hier wissen wir also nicht von
vornherein, ob diese Steuerung willkiirlich in diesem erweiterten Sinne
betitigt wird, oder ob sie durch ein periodisches oder quasiperiodisches Ge-
setz bestimmt oder wenigstens mitbestimmt wird, sondern kénnen diesen
Sachverhalt erst durch eine Diskussion der entstandenen Kurve priifen.

Wir haben also erkannt, daB der Ubergangsbereich zwischen Reihen
statistisch unabhingiger Beobachtungen (Fehlerreihen) und quasi-
periodischen Reihen durch jene Klasse von Wertefolgen ausgefiillt wird,
die eine Erhaltungstendenz zeigen, aber dariiber hinaus keine Beziehung
zu gesetzlich geregelten Ursachen haben. Die Schwankungen dieser
Klasse von Reihen sind also zufilliger Natur und lediglich durch die
Erhaltungstendenz bedingt, die fiir die betreffende Reihe zwar ein
formbildendes Prinzip, aber keineswegs die Quelle einer inneren Gesetz-
miBigkeit bedeutet.

Die Frage nach der physikalischen Realitit einer vermuteten Quasi-
periodizitdt innerhalb der vorgelegten Beobachtungsreihe deckt sich
demnach mit der Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit Erscheinungen,
die auf eine Quasiperiodizitit hinzuweisen scheinen, lediglich auf Grund
der durch statistische Erhebungen feststellbaren Erhaltungstendenz
und im fiibrigen durch den Zufall erklirlich sind. Diese Fragestellung,
deren Erdérterung sehr schwierig und bis heute noch nicht in erschépfender
Weise gelungen ist, fithrt uns nach dem oben Gesagten auf die Auto-
korrelation zurtick. Wir wollen hieriiber zuniichst einige heuristische
Uberlegungen anstellen, die die Grundlage fiir die exakteren Betrach-
tungen des nichsten Abschnitts bilden werden.
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Es bedarf keiner besonderen Erklirung dafiir, daB eine Erhaltungs-
tendenz iiberall dort vorliegt, wo eine Beobachtungsreihe durch Aus-
wahl diskreter (insbesondere dquidistanter) Ordinaten aus einer stetigen
Grundkurve entstanden ist, vorausgesetzt, daB die Ordinaten dicht
genug aufeinanderfolgen, um den allgemeinen Verlauf der Kurve wieder-
zugeben. Es ist ferner klar, da} in diesem Falle die Beziehung zwischen
aufeinanderfolgenden Werten um so deutlicher hervortritt, je gréBer
die Dichte der ausgewidhlten Ordinaten ist. Wiirden wir den Luftdruck
nicht, wie frither angenommen, in Abstinden von 24 Stunden ablesen,
sondern stiindlich, so wiirde sich zeigen, daB der Wert v, sich nur noch
innerhalb eines sehr kleinen Bereiches von dem vorausgegangenen Wert
v, unterscheiden kann. Wihrend es bei tiglichen Ablesungen immerhin
moglich, wenn auch wenig wahrscheinlich war, da3 auf einen hohen
Luftdruckwert ein tiefer folgt, so ist dies bei stiindlichen Ablesungen
so gut wie ausgeschlossen. War die durchschnittliche Streuung der
Luftdruckwerte um den Vortagswert von der GréBenordnung einiger
Millimeter, so wird die Streuung um den vorstiindlichen Wert héchstens
einige Zehntelmillimeter betragen. Die Autokorrelation, gemessen durch
den Autokorrelationskoeffizienten, die fiir die Verschiebung .null den
trivialen Wert eins besitzt, wird sich demnach bei einer geringen (z. B.
stiindlichen) Verschiebung von eins nur wenig unterscheiden, wihrend
sie bei VergréBerung der Verschiebung im allgemeinen abnimmt. Bei
Verschiebung um einen Tag ergaben Versuche an Luftdruckreihen
mitteleuropidischer Stationen Autokorrelationskoeffizienten, die meist
zwischen 0,7 und 0,8 lagen, wihrend bei stiindlicher Verschiebung
0,98 bis 0,09 erhalten wurde. Jedenfalls ist das eine klar: Der Auto-
korrelationskoeffizient eines stetigen Kurvenzugs, als Funktion der
Verschiebung betrachtet, nimmt bei wachsenden Verschiebungen von
dem Ausgangswert eins zunichst ab, da dieser Ausgangswert zugleich
das absolute Maximum darstellt, das héchstens im Falle einer unge-
stérten reinen Periodizitit bei Verschiebung um eine volle Grundperiode
wieder erreicht werden kann. % (d) als Funktion der stetigen Verschie-
bung ¢ ist ferner stetig. Es wird also bei kleinen Verschiebungen anfangs
monoton abnehmen, kann aber dann Schwankungen in seinem Ver-
lauf zeigen, die von der funktionellen Eigenart der vorgelegten Beob-
achtungskurve abhingig sind. Diese Schwankungen sind periodisch,
wenn die Beobachtungskurve selbst periodisch ist, jedoch sind auch
bei willkiirlich gezeichneten Kurven gréBere Schwankungen durchaus
zu erwarten, wenn auch hier die Moglichkeit, dafl einer der Extrem-
werte 4 1 oder — 1 jemals erreicht werde, so gut wie ausgeschlossen
ist. Nehmen wir an, daB die vorgelegte willkiirlich gezeichnete Kurve
beliebig ausgedehnt ist, die Korrelationskoeffizienten % (8) aber aus
der Korrelierung von zwei Bereichen von der gleichen Linge # erhalten
wurden, also etwaausden Bereichen y (0), ...,y (#)undy (), ..., y (0 +n),
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so konnte es natiirlich auch durch Zufall méglich sein, daB der Kurven-
verlauf in beiden Bereichen fiir ein hinreichend groBes J genau pro-
portional ist. Dann wiirde natiirlich % (6) = 1 sein, aber nur in diesem
auBerordentlich unwahrscheinlichen Falle. Sollte dies Ereignis bei
einem konkreten Versuch tatsichlich eintreten, so wird es stets mit
hoher Wahrscheinlichkeit als ein Zeichen dafiir anzusehen sein, daB
diese Wiederkehr des gleichen Verlaufs nicht zufillig, sondern gesetzlich
bedingt ist. Das gleiche wird man schon dann erschlieBen, wenn iiber-
haupt fiir grofle Verschiebungen Autokorrelationskoeffizienten von
betrichtlicher Amplitude auftreten, auch wenn sie keineswegs in der
Nghe von 4+ 1 oder — 1 liegen. Bei zufilligen Kurven ist es nicht zu
erwarten, daf3 sich verschiedene Intervalle in threm Verlauf dhnlich sind;
die mathematische Erwartung des Korrelationskoeffizienten zwischen
ihnen ist sicher null, wenn die Intervalle sich nicht {iberdecken, da
dann zwei vollig unabhingige Kurvenziige miteinander verglichen
werden. Nur fur kleine Verschiebungen ist die mathematische Erwar-
tung von & (0) sicher positiv, fiir sehr kleine ¢ sogar nahezu 1, da hier
die vorausgesetzte Erhaltungstendenz, unabhingig von dem sonstigen
funktionellen Verhalten der Kurve, wirksam ist. Aus der Tatsache,
daB3 & (0) fiir 6 == 0 den Wert 1 hat und als Funktion von § stetig ist,
folgt unmittelbar, daB fiir wachsende § diese Funktion den Ordinaten-
bereich von 1 bis 0 abwirts auf alle Falle durchlaufen muB, sei es lang-
sam oder schnell, monoton fallend oder unter Schwankungen, ganz
unabhingig davon, ob die betrachtete Kurve ,,zufdllig* oder auf gesetz-
miBige Weise zustande gekommen ist.

Die groBen positiven % (d), die bei kleinem 0 auch bei zufilligen
Kurven erhalten werden, beruhen auf der engen, durch die Erhaltungs-
tendenz gegebenen statistischen Beziehung zwischen benachbarten
Werten. Unter der Voraussetzung der Zufilligkeit der Kurvenziehung
in dem oben beschriebenen erweiterten Sinne ist auch ohne tiefergehen-
den Beweis plausibel, daf3 diese Beziehung um so loser werden muB,
je groBer der Abstand 6 der aufeinander zu beziehenden Einzelwerte
ist. Wir miissen streng unterscheiden zwischen den konkreten Werten
der Autokorrelationskoeffizienten % (d), die auf- und abschwanken
werden und unter Umstdnden sogar periodischen Verlauf zeigen kénnen
(denn auch die periodische Kurve gehort, wenn auch mit geringer Wahr-
scheinlichkeit, dem Mdoglichkeitenbereich des Zufalls an), und zwischen
den mathematischen Erwartungen von k (9), die sich als Durchschnitts-
werte unter Berticksichtigung aller Zufallsméglichkeiten ergeben. Die
konkreten £ (6) werden nach anfinglicher Abnahme gegen null (die
nicht monoton zu sein braucht) fiir gréBere Verschiebungen um null
schwanken, ihre mathematische Erwartung wird dagegen fiir wachsende &
gegen null monoton abnehmen. Die gréBte Schwierigkeit liegt weniger
in dem wahrscheinlichkeitstheoretischen Beweis fiir diese Tatsache,
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da man diese auch nach dem Satz vom fehlenden Grunde durch
eine rein logische SchluBfolgerung erhalten wiirde: Es ist kein Grund
dafiir einzusehen, daB die systematische Beziehung zwischen Beob-
achtungswerten mit wachsendem Abstand wieder enger werden sollte,
nachdem sie einmal loser geworden ist. Was dagegen aus der Tatsache
der Erhaltungstendenz allein nicht ableitbar ist, ist die Art und die
Schnelligkeit der Abnahme der ,,idealen’ Autokorrelationskurve gegen
null, also das ideale Abnahmegesefz. Es ist klar, dall diese Abnahme
langsam erfolgen wird, wenn die Schwankungen der Zufallskurven
im Durchschnitt langwellig sind, dagegen schnell, wenn sie kurzwellig
sind. Es ist also, wenn iiberhaupt von einem idealen Autokorrelations-
gesetz gesprochen werden soll, noch notwendig, den Bereich der Mog-
lichkeiten fiir zufillige Kurvenziige entsprechend einzuschranken, indem
neben der Forderung der Stetigkeit und der Forderung, daB die Ordi-
naten einem vorgegebenen primiren Verteilungsgesetz gehorchen sollen,
noch Vorschriften iiber die durchschnittliche Wellenlinge der Schwan-
kungen erhoben werden. Durch den allgemeinen Charakter der Schwan-
kungen wird also, unabhingig davon, ob diese als periodisch, quasi-
periodisch oder zufillig zu bezeichnen sind, die Erhaltungstendenz
quantitativ modifiziert: die Erhaltungstendenz ist groB3, wenn die Ande-
rungen der Beobachtungsfunktion in der Zeiteinheit durchschnittlich
gering im Vergleich mit der Gesamtstreuung sind, und umgekehrt.

Wenden wir diese Uberlegungen auf das Beispiel vom Luftdruck an,
so ¥iBt sich, ohne zunichst an die Entscheidung der Frage nach der
Quasiperiodizitit zu denken, ein bestimmter allgemeiner Charakter
der Schwankungen als gegeben ansehen. Die durchschnittliche Wellen-
linge der Luftdruckschwankungen ist so groB, daB die Korrelation
zwischen Beobachtungen, die einen Tag auseinanderliegen, noch beacht-
lich groBe positive Werte liefert. Je nachdem, welche Beobachtungs-
zeitriume wir der Berechnung zugrunde legen, ergeben sich verschiedene
konkrete Werte des Autokorrelationskoeffizienten; dehnen wir die
Untersuchung iiber geniigend viele solcher Zeitriume aus, so finden
wir, daB die konkreten Werte in einem ziemlich engen Variations-
bereich um eine feste Mittellage schwanken. Der ideale Autokorre-
lationskoeffizient fiir eintigige Verschiebung liBt sich somit durch
Auswertung eines groBen Beobachtungsbereichs beliebig anndhern. Das
gleiche gilt, wenn wir die Verschiebung um zwei, drei und mehr Tage
zugrunde legen — die konkreten % (d)-Folgen werden Schwankungen
zeigen, wihrend die langjihrigen Mittelwerte die monoton abnehmende
Gestalt der idealen k-Funktion mit groBer Anndherung verraten. Es
besteht jedoch die Moglichkeit, daB dies fiir groBere ¢ nicht mehr der
Fall ist, sondern daB von einem gewissen ¢ ab, fiir das % () im Mittel-
wert null ist, die % systematisch negativ und spiter wieder positiv
werden. Das wiirde auf das Vorhandensein von Perioden hindeuten.
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Auch quasipersistente Perioden kénnten sich auf diese Weise verraten,
wenn die Linge der in einem einzelnen k-Wert zusammengefaBten Beob-
achtungsintervalle entsprechend klein ist. Je kleiner ¢ ist, also vor
allem auf dem ersten absteigenden Ast der % (§)-Kurve, um so mehr
wird der Verlauf von % (6) durch die Erhaltungstendenz, also durch
allgemeine statistische Eigenschaften der Beobachtungsreihe, bestimmt
sein; je gréBer § ist, um so mehr treten spezielle periodische Eigen-
schaften in den Vordergrund. Man wird also, wenn eine Beobachtungs-
reihe vorgelegt ist, die geniigend lang ist, um die Ableitung ihrer die
Erhaltungstendenz betreffenden charakteristischen Eigenschaften sicher
zu gewihrleisten, die Bestimmung der idealen % (6)-Kurve nur auf die
ersten Werte der Folge der empirischen Autokorrelationskoeffizienten
griinden, die bis zur ersten Nullstelle reichen.

Uber die mathematische Forin der Abnahme der idealen k-Funktion
lassen sich vorderhand keine bestimmten Angaben machen, doch wird
es in bestimmten Fillen (wie z. B. bei Luftdruck- und anderen meteoro-
logischen Kurven) immer moglich sein, eine Form zu finden, nach der
die Angleichung der empirischen Werte méglich ist. Da man auch
negative Verschiebungen einfithren kann, und es a priori nicht einzu-
sehen ist, warum bei gleich groBen positiven und negativen Verschie-
bungen verschiedene Werte des idealen Autokorrelationskoeffizienten
entstehen sollten, wird es zweckmiBig sein, der idealen £ (d)-Kurve
eine zu J = 0 symmetrische Gestalt zuzuschreiben, z. B. die Form

E©O) =e ¥,
in der die Konstante 4 den Grad der Erhaltungstendenz reprasentiert
und offenbar im umgekehrten Sinne wie diese wichst. Definieren wir
k () nur einseitig, nehmen wir also auf die genannte Symmetrie keine
Riicksicht, so lassen sich auch folgende Niherungsfunktionen benutzen:

E@)=¢ " oder k(0)=(x+Ad)e

die sich wesentlich dadurch unterscheiden, daB bei der zweiten die
Tangente fiir § =0 waagerecht verliuft, bei der ersten jedoch eine
absteigende Anfangsrichtung besitzt. Die Erfahrungen an Luftdruck-
beobachtungen, die als typisches Beispiel fiir stetig und glatt verlaufende
Beobachtungskurven gelten konnen, zeigen die erstgenannte Eigen-
schaft. Die erstere Normalform 148t sich unter gewissen Voraussetzungen
bei unstetigen, aber autokorrelierten Reihen verwenden. Alle drei
k (0)-Formen haben als gemeinsame Eigenschaft, daB sie mit wachsen-
dem 6 >0 monoton abnehmen und sich asymptotisch der Null nihern,
ohne jemals negativ zu werden. Diese Eigenschaft entspricht unseren
Vorstellungen von der stindigen Abnahme der statistischen Beziehungen
zwischen Beobachtungswerten mit wachsender zeitlicher Entfernung
am besten. Eine zweite gemeinsame Eigenschaft der drei Formeln

Stumpff, Periodenforschung. X5
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ist die, daB sie nur eine einzige Konstante (1) enthalten, die als MaB
fiir die Erhaltungstendenz zu gelten hat. Das bedeutet in Wirklich-
keit eine Idealisierung der Verhiltnisse, deren Berechtigung im Einzel-
falie noch gepriift werden miite. Es handelt sich hier um eine Ideali-
sierung, die derjenigen an die Seite zu stellen ist, die wir begehen, wenn
wir etwa das Verteilungsgesetz eines gegebenen Kollektivs durch die
ideale Form des Gaussschen Fehlergesetzes wiedergeben. Es bedeutet
in diesem Falle, daB wir, um die statistischen Eigenschaften einer ,,auto-
korrelierten Beobachtungsreihe festzulegen, auBer den fundamentalen
statistischen Konstanten der primiren Verteilung, also vornehmlich
auBer dem Mittelwert und der Streuung der Beobachtungen, als
Ausdruck ihrer Erhaltungstendenz nur noch eine einzige weitere
statistische Konstante, ndmlich A in einer der obengenannten Bedeu-
tungen, hinzufiigen. Man wird sich damit in allen denjenigen Fillen
begniigen diirfen, wo der Verlauf der empirischen % (6)-Kurve nicht auf
die Notwendigkeit der Einfiihrung von weiteren Konstanten hinweist.

8. Die Expektanz autokorrelierter Beobachtungsreihen.

Nach den Vorbereitungen im vorigen Abschnitt sind wir in die
Lage versetzt, auch die Frage der Expektanz von Periodizititen fiir
den Fall in Angriff zu nehmen, daB die zu untersuchenden Beobachtungs-
reihen merklich autokorreliert sind. DafB gesonderte Untersuchungen
unter diesen Umsténden am Platze sind, und daB die Expektanzfrage
hier durch die fritheren, auf die Arbeiten von A. SCHUSTER zuriick-
gehenden, Uberlegungen nicht hinreichend gekliart werden kann, a8t
sich sehr einfach zeigen.

Wir hatten die Expektanz einer Beobachtungsreihe vy, vy, ¥s, - .., ¥,
auf Grund der ScrHusTErschen Theorie in der Form

2p

=7
erhalten, wobei ¢ die Streuung der Beobachtungswerte um ihren Mittel-
wert bedeutete, den wir durch geeignete Wahl des Anfangspunktes
der y-Zahlung auf null gebracht hatten. Die # konkreten Werte y
sollten also einem vorgegebenen Kollektiv vom Mittelwert null und
von der Streuung u entnommen sein. Geschah diese Entnahme will-
kiirlich, so bedeutete E? die mathematische Erwartung des Amplituden-
quadrats einer FOURIER-Welle, und da die Formel fiir £ die Frequenz
dieser Welle nicht enthielt, ergab sich, daB diese mathematische Er-
wartung von der Wellenlinge der Versuchsperiode véllig unabhingig
war. Dariiber hinaus fanden wir, daB E auch von der speziellen Ver-
teilungsform des Urkollektivs unabhingig war, und daB also die Streu-
ung als einzige Verteilungskonstante die Expektanz bestimmte. Im
iibrigen war die Expektanz der Quadratwurzel aus der Beobachtungszahl
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umgekehrt proportional, so daB diese durch beliebige Vermehrung
der zur Bildung der Fourier-Konstanten benutzten Beobachtungen
beliebig verkleinert werden konnte. Die Bedeutung des Ergebnisses
war aber die, daB durch den Expektanzwert E ein Vergleichsmalistab
fiir die erhaltenen Amplituden der Versuchswellen geschaffen wurde,
an dem man die , Realitit” der betreffenden Wellen abzuschitzen
vermochte: Ubertraf die tatsichlich ermittelte Amplitude die Expektanz
um mehr als das Dreifache, so erwies sich die Wahrscheinlichkeit fir
ein Spiel des Zufalls als so gering, daB man berechtigt war, eine nicht-
zufillige Entstehung dieser Welle in Betracht zu ziehen.

Bei diesem Vergleich haben wir uns auf den véllig unvoreingenomme-
nen Standpunkt gestellt, daB iiber das Bestehen irgendeines Zusammen-
hangs zwischen den GréBen y a priori nichts bekannt sei, auBer daB
diese GréBen einem Kollektiv von der Streuung g angehéren. Es wire
also a priori als ebenso wahrscheinlich anzunehmen gewesen, daB diese
n GroBen sich in irgendeiner anderen, durch willkiirliche Vermischung
entstandenen Reihenfolge prisentiert hitten; das heifit also: jede be-
liebige Permutation der vorgelegten y-Folge koénnte mit der gleichen
Berechtigung wie diese selbst als Moglichkeit angesehen werden. Erst
a posteriori, also etwa durch das Ergebnis, daB die FOURIER-Welle
r-ter Ordnung eine die Expektanz wesentlich iiberschreitende Ampli-
tude zeigt, gelangt man zu der Erkenntnis, daf3 die Reihenfolge, in der
die vorgelegten y, erscheinen, doch einem inneren Gesetz entspricht.

In den meisten praktisch vorkommenden Fillen wird nun diese
SchluBweise keineswegs dem wirklichen Sachverhalt gerecht. Wir
diirfen uns zwar, wenn wir unseren RealititsmaB3stab ohne Vorein-
genommenheit konstruieren wollen, auf den Standpunkt stellen, daB
wir iiber etwaige Perioden in der vorgelegten Reihe nichts wissen. Es
ist aber nur selten ohne Vergewaltigung der gegebenen Umstinde mog-
lich, ein Wissen iber die Struktur der Beobachtungsreihe iiberhaupt
abzuleugnen. Sei z. B. eine Reihe von téglichen Luftdruckwerten vor-
gelegt, so wissen wir, dal} auf einen groBen positiven Wert y; mit groiter
Wahrscheinlichkeit ein positiver Wert vy, folgt, und daf ein groBer
negativer Wert sehr unwahrscheinlich wire, wihrend diese Eigenart
unserer Reihe bei beliebiger Vermischung vollkommen zerstért werden
wiirde. Unsere Kenntnis von der Erhaltungstendenz der Beobachtungen
verpflichtet uns dazu, diese bei der Aufstellung des RealitdtsmaBstabes
als eine Kenntnis a priori mit in Rechnung zu stellen — sie ist, genau
wie die Streuung des Urkollektivs, eine statistische MaBzahl, durch
welche die Gesamtheit der Méoglichkeiten einer Variation der Beob-
achtungsreihe mitbestimmt ist. Hatten wir vorher die Gesamtheit
der Moglichkeiten lediglich durch willkiirliche Entnahme von # be-
liebigen Werten des Urkollektivs auf die verschiedenste Weise erschopft,
so ist uns dartiber hinaus jetzt vorgeschrieben, dafl die ausgelosten

15%
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n-gliedrigen Wertkomplexe in ihrer jeweiligen Reihenfolge eine Er-
haltungstendenz zeigen, die mit unseren Vorstellungen a priori iiber
die Erhaltungstendenz innerhalb des beobachteten Naturvorgangs in
Einklang stehen. Da die Gesamtheit der moglichen Wertkomplexe
und die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen von ihnen eine andere ist
als die unter den fritheren Voraussetzungen erhaltene, so wird auch
der Mittelwert der Amplitudenquadrate, den diese Zusammenstellung
liefert, ein anderer sein. Die Expektanz wird nicht nur von der Streuung
des Urkollektivs, sondern vermutlich auch mehr oder weniger von der
MaBzahl oder den MaBzahlen abhingen, die wir zur Charakterisierung
der Erhaltungstendenz zu benutzen haben.

Am deutlichsten wird der Unterschied, der zwischen den Ergebnissen
beider SchluBweisen herausspringen kann, wenn wir ein einfaches Bei-
spiel betrachten: Die vorgelegte Reihe habe die Gestalt einer einfachen
Sinuswelle und umfasse eine volle Anzahl () von Schwingungen. Wir
kénnten uns nun auf den primitiven Standpunkt stellen, daB wir iber
zeitliche Zusammenhinge zwischen den Beobachtungswerten gar nichts
wissen, daBl wir vielmehr die Beobachtungen ihrer Natur nach fiir
,,Fehler’ halten oder mangels besseren Wissens zu halten uns berechtigt
glauben. Ist in Wirklichkeit die Amplitude der Schwingung ¢, so ergibt
sich, wie bekannt, die Streuung aus

X 2 £
,uz—nZy,-_nZ’cosz(ow—{—ﬁ) zu ‘u—>1/;.

v =1

Die Expektanz fiir » dquidistante Beobachtungen ist dann

/2
E=c 'I/ —-
Schon bei einer verhiltnismiBig kleinen Zahl von Beobachtungen (» > 18)
wird also die Amplitude ¢ des 7-ten FOURIER-Gliedes die dreifache Expek-
tanz {iberschreiten. Da das Verhiltnis zwischen Amplitude und Expektanz
wie 1/% wichst, so lieBe sich die Periodenwahrscheinlichkeit beliebig
vergroBern, wenn die Zahl der Beobachtungswerte entsprechend ver-
groBert wiirde. Solange man dabei an der Vorstellung festhalten wiirde,
daB diese neuen Beobachtungen sich an die Folge der alten unter Wah-
rung der gleichen Abstdnde anschlieBen, bleibt diese SchluBfolgerung
plausibel. Die ScrusTERsche Theorie bietet aber hierfiir nicht den
geringsten Anhaltspunkt; sie bleibt vielmehr in gleicher Form bestehen,
wenn die neuen Werte in die Liicken zwischen den alten eingefiigt
werden. Die Theorie geht dabei von der Voraussetzung aus, daf3
diese eingefiigten Werte a priori wiederum beliebig aus dem Urkol-
lektiv ausgelost zu denken sind; in der Tat wire dann der Fall, daB
die eingefiigten Werte sich einigermaBen glatt dem wellenf6rmigen
Zuge der ersten x Beobachtungen anpassen wiirden, auBerordentlich
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unwahrscheinlich, so daB also die von der Theorie geforderte Verminde-
rung der Zufallswahrscheinlichkeit mit der Erwartung iibereinstimmen
wiirde. Anders hingegen, wenn wir von vornherein wissen, daB die
Beobachtungen einer mehr oder weniger ,glatten” Registrierkurve
durch Ordinatenauswahl entnommen worden sind. Auch ohne daB
wir {iber die periodischen Eigenschaften der Kurve a priori etwas zu
wissen brauchen, ist es uns dann klar, daB die Anpassung der zwischen-
geschalteten Werte an den allgemeinen Verlauf der urspriinglichen
n-gliedrigen Beobachtungsreihe kein merkwiirdiger Zufall ist, sondern
wegen der Erhaltungstendenz notwendig war. Gehért demnach die
Erhaltungstendenz zu den uns bekannten statistischen Eigenschaften
des Beobachtungsvorgangs, so wird von einer bestimmten Ordinaten-
dichte ab eine weitere Verdichtung. der Reihe durch Zwischenwerte
keinen EinfluB mehr auf die Periodenwahrscheinlichkeit haben diirfen.
Die Expektanz wird sich also nur bei Verlingerung der Reihe durch
angefiigte Beobachtungen, nicht aber durch Auffiillung von Liicken
verkleinern.

Aligemein erhdlt man als Quadrat einer Periodogrammamplitude
den Ausdruck

”n 2 n 2
H? — 1% (2 y,,cosvoc) —!——:3 ( E y,,sinvoc) ,
=1 =1
wenn vy, Vs, ..., Y, eine #quidistante Beobachtungsreihe und « die
Frequenz der Versuchswelle ist. Durch Ausfithrung der Quadrate und
Sammlung der dabei auftretenden Faktoren
cospacosoo + singasinoa = cos (p—o) o

erhilt man hieraus

n—1 n—2

Hz——- Zyﬂrzcosa Zyvyy+1+zcoszoc Zyvyp+z+

s+ 4 2cos (n—2)a 2 Yo Vo gn—z+2€08(H—I) oty Yyt .

Das Quadrat der Expektanz erglbt sich dann ganz allgemein als der
statistische Mittelwert dieses Ausdrucks:

EEWH%%{M@%)+z‘(n~r)cosa~we(yyyy+1)+---

2 (m—m—1))cos(m—1) o M(Y, Yy 1n-1)}-
LaBt sich die Reihe als ,,statistisch homogen‘‘ betrachten, so ist
M () =
und, falls I (v,) = o, die Beobachtungen also auf ihren Mittelwert
bezogen waren, auch

% (3 Yy +s) .
s 1)
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und daher: w1
E2 :__ifi{I—}—z‘ZEm (k) - (I—;[) coss<z5-

s=1

Somit 148t sich die Expektanz, auBer durch die Streuung y, durch die
idealen Autokorrelationskoeffizienten wiedergeben, wobei das Gewicht
derselben mit fortschreitender Ordnung abnimmt. Diese Formel zeigt
den oben vermuteten Zusammenhang zwischen Expektanz und den
statistischen Konstanten der Erhaltungstendenz. Es ist klar, daB fiir
die obigen Mittelwerte nicht etwa die konkreten Werte %, einzusetzen
sind, die man aus den verfiigbaren # Ordinaten y, unmittelbar erhalten
wiirde. Denn dann wiirde die Identitit 9t (H?) = H? entstehen, die
offenbar nichtssagend ist. Vielmehr haben die Mittelwerte die Bedeutung
von idealen Gréfen, beziehen sich also auf das gesamte Beobachtungs-
kollektiv mit allen statistischen Eigenschaften. Soweit diese nicht
bekannt sind, miissen die besten Nidherungswerte dafiir eingesetzt
werden, die zur Verfiijgung stehen. Insbesondere sind also fiir die Auto-
korrelationskoeffizienten nicht die empirischen, mit allen konkreten,
also auch allen periodischen Eigenschaften der Beobachtungsreihe
behafteten Werte, sondern die idealen Werte einzusetzen, von deren
Verhalten wir im vorigen Abschnitt ein ungefihres Bild gewonnen
haben. Wir werden also unsere idealen Autokorrelationskoeffizienten
den empirischen dergestalt angleichen, daB sie fiir die niederen Ord-
nungen mehr oder weniger schnell gegen null abnehmen und sich im
Gebiet der hoéheren Ordnungen asymptotisch der Null anschmiegen.
Mangels einer exakten Theorie ist es statthaft, fiir die Autokorrelations-
koeffizienten niederer Ordnung die empirischen Werte selbst einzusetzen,
bis diese sich der ersten Nullstelle genihert haben. Von da ab wire
dann in der Expektanzformel fiir die weiteren It (k) der Wert null
zu benutzen.

Fir den Fall der statistischen Unabhingigkeit der Beobachtungs-
werte ergibt sich fiir alle Autokorrelationskoeffizienten, wie wir wissen,
der ideale Wert null — die Expektanzformel geht dann in die SCHUSTER-
sche iiber. Ist dagegen eine Erhaltungstendenz vorhanden, so wird
die Expektanz von der ScHUSTERschen abweichen, da ja alle idealen
kg positiv sind, und die ersten Glieder, die allein in Betracht kommen,
mit den ersten Gliedern der Folge

cosa, Cos2d, ...
verbunden sind, die ebenfalls nicht alle verschwinden. Hieraus geht
gleichfalls hervor, da die Expektanz wesentlich von der Wellenlinge
der Versuchsperiode abhingt: bei kleiner Frequenz, also langen Wellen,
nimmt cos « langsam ab, bei kurzen Wellen schnell. Bei langen Wellen
werden also alle Zusatzglieder, soweit sie noch ein merklich von null
verschiedenes %; enthalten, positiv sein, bei kiirzeren werden auch
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negative Glieder ins Gewicht fallen, — ist o > 90°, so wird sogar das
erste Glied negativ ausfallen; es werden also die negativen Glieder unter
Umstdnden auch iiberwiegen, wenn die Wellen kurz sind. Man erhalt
also fiir lange Wellen eine VergréBerung, fiir kurze Wellen eine Ver-
kleinerung der Expektanz gegeniiber der ScHUSTERschen.

Die neue Formel zeigt tibrigens auch, in welcher Weise der vorhin
aufgedeckte Widerspruch durch die Berticksichtigung der Autokorrela-
tion aufgeldst wird: Wird bei einer glatten Kurve die Zahl der Ordinaten
durch Zwischenschaltung verdoppelt, so wird damit gleichzeitig die
Folge der Autokorrelationskoeffizienten verdichtet, da ja der Beob-
achtungsabstand kleiner geworden ist. Wihrend sich also der Nenner
(n) des Expektanzquadrats verdoppelt, erhtht sich der Zihler gleich-
falls durch Verdoppelung seiner Gliederzahl. Beides gleicht sich unge-
fahr aus, und zwar um so vollstindiger, je gréBer die Ordinatendichte
vorher schon war. Wird dagegen die Vermehrung der Beobachtungs-
werte durch eine Verlingerung der Reihe bei gleichbleibendem Beob-
achtungsabstand erzielt, so wichst nur der Nenner », wihrend der
Zahler sich nur unwesentlich dndert.

Mit der Ermittlung der Expektanz allein ist nun, wie wir aus unseren
fritheren Uberlegungen wissen, die Frage nach der Zufallswahrschein-
lichkeit von Perioden keineswegs gelst. Es ist vielmehr noch fest-
zustellen, welche Wahrscheinlichkeit einer Amplitude zukommt, die gr6Ber
als das s-fache der Expektanz ist, und es ist nicht ohne weiteres sicher,
ob die von ScHUSTER fiir diese Wahrscheinlichkeit abgeleitete Formel

wy=¢e~*
auch im Falle autokorrelierter Beobachtungen ihre Giiltigkeit noch
besitzt. Um diese Frage zu beantworten, muB8 man die Amplituden-

verteilung W (H) unter den neuen statistischen Voraussetzungen selbst
berechnen, da diese die Grundlage fiir die Bestimmung der Gréfle

ws=sjE°W(H)dH

bildet. Verfasser hat diese Aufgabe kiirzlich (Lit. 267) fir den Fall
gelost, daB alle in Frage stehenden Autokorrelationen normal sind,
also auf lineare Regressionsbeziehungen zuriickgehen. Die SCHUSTER-
sche Formel fiir die Zufallswahrscheinlichkeit von Perioden bleibt unter
diesen Umstdnden wenigstens fiir groBe Werte von # angendhert giiltig.
Auf die Wiedergabe der Rechnungen muB hier unter Hinweis auf die
genannte Schrift verzichtet werden.

9. Irrfahrt, Summationsvektoren und Quasipersistenz.

Die Fourier-Amplituden und somit auch die Expektanz als ihr idealer
quadratischer Mittelwert werden durch Summation bzw. Integration
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iiber ein bestimmtes Analysenintervall erhalten und beriicksich-
tigen die in diesem Intervall enthaltenen EinzelgréBen simtlich und
mit gleichem Gewicht. Die periodischen Eigenschaften, die durch
Vergleich konkreter Amplituden mit dem zugehérigen Expektanzwert
zu unserer Kenntnis gelangen, sind daher eigentlich mittlere Eigen-
schaften des betreffenden Intervalls und zeigen ein verschiedenes Ver-
halten der Beobachtungsfunktion in einzelnen Teilen des Intervalls
nicht an. Wir haben aus diesem Grunde schon frither eine Unterteilung
langerer Beobachtungsreihen in kleinere Abschnitte als zweckmiBig
erkannt, um AufschluBl iiber solche Einzelheiten ihrer periodischen
Struktur zu erhalten. Die analytische Betrachtungsweise des vorigen
Kapitels lehrte uns, wie durch geeignete Aneinanderreihung der Ergeb-
nisse solcher Teilanalysen die Frage der Persistenz oder Quasipersistenz
von Perioden entschieden werden konnte, aber erst die Statistik wird
uns instand setzen, Realitdt und Zufalhgkelt solcher Ergebnisse gegen-
einander abzugrenzen.

Gesetzt, es sel eine Beobachtungsreihe von grofer Linge gegeben
und in eine gréBere Anzahl (m) von gleich langen Abschnitten zerlegt
worden, die nach ihrer Aufeinanderfolge fortlaufend numeriert seien.
Jeder dieser Abschnitte, der » Beobachtungen enthalte, sei nach dem
FoURIER-Gliede #-ter Ordnung analysiert worden — das Ergebnis seien
die m Periodogrammvektoren p, () mit den Komponenten a, (¥) bzw.
b, (r). Die Aneinanderreihung der Vektoren in ihrer natiirlichen Reihen-
folge ergibt im Falle der Aperiodizitdt, d. h. bei Fehlen einer in der

Nizhe von % liegenden Periode, einen ,,Irrlauf”, wihrend bei Vorhanden-

sein einer persistenten Periode der Vektorenzug eine fortschreitende
Tendenz in einer bestimmten Richtung oder auch lings einer schwach
gekriimmten Kurve zeigt. Die Periode ist quasipersistent, wenn diese
fortschreitende Tendenz nur wihrend einer beschrinkten Zahl von
Schritten anhailt.

Da jeder einzelne der # Periodogrammvektoren aus einem besonderen
Abschnitt der Beobachtungsreihe berechnet worden ist, diirfen wir
die Gesamtheit dieser Vektoren a priori als ein Kollektiv aus vonein-
ander unabhingigen Gliedern ansehen. Das gilt im allgemeinen selbst
dann, wenn die Beobachtungsreihe autokorreliert ist, denn die natfir-
liche Erhaltungstendenz einer solchen Reihe erstreckt sich in merklicher
Weise dber eine Anzahl benachbarter Werte, die im allgemeinen be-
trachtlich kleiner ist als die Zahl # der in einem Teilintervall zusammen-
geschlossenen Beobachtungen. Es ist also héchstens ein geringer Zu-
sammenhang zwischen den letzten Werten des vorhergehenden und
den ersten des nachfolgenden Intervalls vorhanden, den wir aber ver-
nachldssigen diirfen, da sein EinfluB auf die Struktur des gesamten
Intervalls jedenfalls geringfiigig ist. Sind nun die Vektoren p, tatsdchlich
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ihrer Gré8e und Richtung nach zufillig verteilt, so bilden ihre End-
punkte, wenn sie einzeln in ein Koordinatensystem (a, b) eingetragen
werden, eine Punktwolke, deren idealer Schwerpunkt im Koordi-
natenanfang liegt, und deren Streuung gleich der fiir das Intervall »
und die Frequenz 7 giiltigen Expektanz ist (die letztere natiirlich mit
Riicksicht auf eine etwa vorhandene Erhaltungstendenz gebildet). Ist
die Zahl m geniigend groB, so wird der quadratische Mittelwert der
Vektorenbetrige eine brauchbare Niherung fiir die Expektanz darstellen.

Es mogen nun je A dieser Vektoren aneinandergesetzt werden. Der
mit dem Koordinatenanfang verbundene Endpunkt des Vektorenzuges
stellt die Vektorsumme dar, der A-te Teil der Vektorsumme das nach
den Gesetzen der Vektorenaddition gebildete arithmetische Mittel.
Vorausgesetzt, daB die Einzelvektoren in geniigend grofler Anzahl
vorhanden waren, 148t sich aus den {iber je 2 Grundintervalle gebildeten
arithmetischen Mitteln ein neues Vektorenkollektiv bilden, das wir
fiir den Augenblick als das ,,abgeleitete Kollektiv 4-ter Ordnung® be-
zeichnen wollen. Die Quadrate der Vektorenbetrige in diesem Kollektiv
sind nach dem Schema

Hy={(@+ap+ @)+ b+ by o+ 5)%)
gebildet. Wir wollen nun, um auch den Fall einer persistenten Periode

von der Wellenlé'mge’—; mit einzusehlieBen, annehmen, dal die Kompo-

nenten a, und b, aus systematischen Bestandteilen a, bzw. b, und irre-
guldren, nach Fehlerart verteilten und statistisch unabhingigen Be-
standteilen ¢, bzw. %, zusammengesetzt seien, daB also allgemein

av:a0+8v; bv:bo+7]v
sei. Unsere obige Formel geht dann iber in
H%=%z*{h2 (@a+03) +2haq (&g e+ +&) +2hbg (qy+12 4+ 1)
+E e+t i)}
Nach den Mittelwertsitzen der Statistik ist dann

I

M (Hf) = 7z {1* a5+ b)) +2a0h M (X'e,) + 25k M (Zn,) + M (X (&5 +ni) 3.
Nach Voraussetzung kann
M(Ze,) =M(Zn,) =0
gesetzt werden, und fithrt man zur Abkiirzung
G+B=H;  ME o) =G
ein, so ergibt sich schlieBlich:
M (HY) = HE + - G2.
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Geometrisch 148t sich das abgeleitete Kollektiv A-ter Ordnung als eine
Punktwolke darstellen, deren Schwerpunkt die Koordinaten (ao, &)
hat, und deren Streuung um diesen Schwerpunkt G/ I/Z ist (vgl. Abb. 20).
Die GroBe

Op = 1/ m (lez) ’ )
die wir als ,mittlere Amplitude h-ter Ordnung” bezeichnen wollen,
stellt den quadratischen Mittelwert der iiber Intervalle von der Lange
hn erstreckten Periodogrammamplituden dar, immer in bezug auf
eine bestimmte Versuchswelle. J. BARTELs (Lit. 26, 27), dessen Arbeiten
die folgende, sehr aufschluBireiche Betrachtungsweise zu verdanken ist,
fithrt aus Griinden, deren ZweckmiBigkeit bald hervortreten wird, die
mit ]/Z multiplizierte mittlere Amplitude A-ter Ordnung ein:

Ev=oy /= VAEI G

Sind nimlich die urspriinglichen, auf das Einheitsintervall #» bezogenen

Periodogrammvektoren unabhingig voneinander und willkiirlich ver-
teilt, so ist H, =0 und somit
E Y G

von / unabhingig. G =)/ M (H3) bedeutet also in diesem Falle den
statistischen quadratischen Mittelwert der urspriinglich gegebenen
Periodogrammamplituden und somit die empirische Expektanz fiir
das Einheitsintervall #.- In dem anderen Extremfalle, wenn eine persi-
stente Periode von der Amplitude H, existiert, wichst E, monoton
5 mit s — fiir groBe % néhert
2 7z sich E,, als Funktion von VA

aufgezeichnet, der durch den
gLy Nullpunkt gehenden Geraden

3

; } R IR LA
jr asymptotisch [s. Abb. 21 (2),
7 7% wo der Einfachheit der Zeich-

Abb. 21. Reduzierte scheinbare Expektanz. 1 Aperiodizitit, nung zuliebe G = H an-
2 Persistente Periodizitit, 3 Quasipersistente Periodizitat. 0
genommen wurde].

Mit Riicksicht darauf, daB E, bei Aperiodizitit die Bedeutung einer
empirischen Expektanz besitzt, wollen wir diese GroBe im allgemeinen
Falle als ,,scheinbare Expektanz‘ bezeichnen, oder genauer als die
{(durch den Faktor 1/%) auf das Einheitsintervall von der Linge # redu-
zierte scheinbare Expekianz. Die reduzierte scheinbare Expektanz ist
demnach konstant gleich der empirischen Expektanz fiir das Einheits-
intervall, wenn Aperiodizitdt herrscht, sie wichst {(fiir groBe %) pro-
portional ]/Z, wenn eine persistente Periode vorliegt.

In dies Schema {laBt sich nunmehr auch der zwischen diesen beiden
Extremen liegende Typus der quasipersistenten Periodizitdt einordnen:
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Zunichst sei angenommen, dafl die Quasipersistenz von einer sehr regel-
miBigen Art sei: Nach je s Einheitsintervallen dndere sich die Periodizitit
nach Amplitude und Phase sprunghaft und willkiirlich. In diesem Falle
wiirden also die iiber je s Einheitsintervalle erstreckten Periodogramm-
vektoren ein aperiodisches Kollektiv bilden; wiirden wir also auf 2,
3s, ... Intervalle iibergehen, so wiirde sich ergeben, daB die reduzierte
scheinbare Expektanz konstant bleibt. Andererseits ist diese aber beim
Ubergang vom Einheitsintervall auf das s-fache Intervall um das V. s-fache
gestiegen, da ja hierbei die Wirkung der Perioden voll zur Geltung
gelangt. Wir haben bei der Ableitung von IR (H2) nur zu beriicksichtigen,
daB die systematischen Komponentenbestandteile (a4, b,) nunmehr
fiir jede s-Gruppe verschieden sind. Demnach ist in der Endformel
fir M (H?) lediglich der Mittelwert 9 (HZ) anstatt HZ einzusetzen,
und wir erhalten in der Tat :
E,=0,)s=71sMH) + G

Die Annahme, daB bei Quasiperiodizitit die sprunghaften Ande-
rungen stets genau nach s Intervallen eintreten, wird in der Praxis
kaum jemals dem wirklichen Sachverhalt gerecht werden. Trotzdem
wird auch in sehr viel komplizierteren Fillen die SchluBfolgerung ihre
Giiltigkeit behalten, daBl die scheinbare und auf das Einheitsintervall
reduzierte Expektanz fiir wachsende % anfangs zunimmt, spiter aber,
statt wie 1/}7 iiber alle Grenzen zu wachsen, einem endlichen Grenzwert
zustrebt, der ,effektive Expektanz’‘ genannt wird. Bezeichnen wir
das Verhiltnis dieses Grenzwerts zum Ausgangswert, also zur empiri-
schen Expektanz, mit 1/3_, so konnen wir s als die mittlere Intervall-
zahl ansehen, iiber die sich die quasipersistenten Perioden erstrecken.
Wir koénnen s auch die ,miéttlere Andauer' der Perioden nennen.

Wir sind bei unseren bisherigen Uberlegungen immer von der An-
nahme ausgegangen, daB die Periodogrammvektoren fiir eine geniigend
lange Folge von Einheitsintervallen von je » Beobachtungswerten vor-
lagen. Uber die Zahl # sind keine Voraussetzungen getroffen worden,
desgleichen nicht iiber die Zahl der Versuchswellen, die in diesem Inter-
vall enthalten waren. Ferner bezogen sich unsere Schlisse nur auf die
Eigenschaften (Persistenz, Quasipersistenz oder Aperiodizitit) des
Vektorenkollektivs als solchem, es war aber nicht die Rede von periodi-
schen Vorgingen, die sich etwa innerhalb der Einheitsintervalle ab-
spielen, ohne {iber sie hinaus zu gehen. Wir miissen aber, um genau
zu sein, mit der Moglichkeit solcher quasiperiodischer Vorginge von
kurzer Andauer immer rechnen. In der Praxis wird es also darauf an-
kommen, die Unterteilung der Beobachtungsreihe méglichst weit zu
treiben, etwa so weit, daBl jedes Einheitsintervall nur eine Wellenlinge
der Versuchsperiode umfafit. Man konnte sogar so weit gehen, diesen
TeilungsprozeB bis zu den Elementen der Beobachtungsreihe selbst
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vorzutreiben. Das hitte insofern einen Sinn, als wir ja wissen (s. III, 5),
daB jeder Periodogrammvektor sich als Summationsvektor iiber =
Elementarvektoren mit den Komponenten

2 2 .
< YpCOSPVOL; Yy sinyo r=1,2,...,n)

darstellen 148t. Wir kénnen also unsere ganzen Betrachtungen unter
Zuriickgehen auf diese Elementarvektoren wiederholen und kommen
dann zu folgenden MaBnahmen und Schliissen:

1. Der quadratische Mittelwert aller tiber Intervalle von beliebiger
Linge n erstreckten Periodogrammamplituden heie die (von # ab-
hingige) scheinbare Expektanz. Ist g die Streuung der Beobachtungs-
werte selbst um ihren Mittelwert null, so ist im Falle der statistischen
Unabhingigkeit der Beobachtungswerte die scheinbare Expektanz
unabhingig von der Versuchsperiode gleich der wahren Expektanz

2p
V'

2. Die mit ]/7L multiplizierte scheinbare Expektanz, die wir als
,reduzierte scheinbare Expektanz’ bezeichnen, ist in diesem Falle
auch unabhingig von #.

3. Ist eine persistente Periode vorhanden, so wichst die schein-
bare reduzierte Expektanz mit wachsendem #, und zwar fiir groBe #
proportional /7.

4. Quasipersistenz bewirkt eine fortschreitende und schon fiir end-
liches 7 praktisch vollkommene Annidherung der reduzierten schein-
baren Expektanz an einen Grenzwert, die ,effektive Expektanz®.

Formal ist demnach ein Unterschied zwischen diesen und den fritheren
Betrachtungen nicht zu bemerken. Trotzdem ist ein wichtiger Unter-
schied in bezug auf den Fall der Quasipersistenz vorhanden, den wir
nicht auBer acht lassen diirfen. Quasipersistenz liegt nach den letzt-
genannten Regeln immer dann vor, wenn die effektive Expektanz grofier
ist als die Gré8e, die wir oben als ,,wahre Expektanz'‘ bezeichnet haben.
Die letztere ist aber die auf Grund der Annahme statistischer Unab-
hingigkeit der Beobachtungswerte berechnete ScHUSTERsche Expek-
tanz. Zeigen nun die Beobachtungswerte eine gewisse Erhaltungstendenz,
die nach den Uberlegungen der vorigen Abschnitte mit der Erscheinung,
die wir als ,,Periodizitit bezeichnen, nur in mittelbarem Zusammen-
hang steht, so ist die wahre Expektanz unter Umstinden merklich
groBer als die ScHusTERsche. Es kann mithin durch den Vergleich
der effektiven Expektanz mit der ScHUSTERschen eine Quasipersistenz
vorgetduscht werden. BARTELS bezeichnet diese Erscheinung als ,,tri-
viale Quasipersistenz’. Um die Gefahr auszuschalten, diese lediglich
als Folge der Erhaltungstendenz der Beobachtungswerte auftretende
triviale Quasipersistenz mit einer wirklichen Quasipersistenz zu
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verwechseln, ist es also notwendig, die effektive Expektanz nicht mit
der ScHUsTERschen Expektanz, sondern mit der unter Berticksichtigung
der Erhaltungstendenz ermittelten wahren Expektanz in Beziehung
zu setzen.

Zum AbschluB sei noch erwidhnt, daB in praktischen Fillen die
hier besprochenen Haupttypen der Aperiodizitit, Persistenz und Quasi-
persistenz in weitgehender Vermischung auftreten koénnen. Es soll
diesen Moglichkeiten hier nicht weiter nachgegangen werden. Sie sind
in den oben erwdhnten Arbeiten von J. BARTELS beschrieben und auch
durch zahlreiche Beispiele aus der geophysikalischen Forschung belegt
worden.

10. Statistik des Buyvs-BaLLorschen Schemas.

Der Grundgedanke, der den Uberlegungen des vorigen Abschnitts
unterstellt war, bezog sich auf die Statistik von-Vektorenziigen in der
Ebene, die wir als , Irrlaufe’” bezeichneten, wenn die Einzelvektoren,
aus denen sie zusammengesetzt waren, statistisch unabhingig waren
und einer ,zufilligen” Verteilung entstammten. Das Problem der
Irrliufe ist in der modernen Wahrscheinlichkeitsrechnung sehr griind-
lich behandelt worden — ebenso wie in zwei Dimensionen, 148t es sich
auch in einer oder in drei und mehr Dimensionen behandeln, wobei
natiirlich fiir mehr als drei Dimensionen die geometrische Veranschau-
lichung versagt. DaB fiir zwei Dimensionen eine Verwandtschaft dieses
rein statistischen Problems mit den Aufgaben der Periodenforschung
hervortrat, war dem Umstand zuzuschreiben, daB sich die Periodo-
grammgroBen als ebene Vektoren bzw. als Vektorsummen darstellen
lieBen. Die Betrige der Elementarvektoren z. B., aus denen man sich
den Periodogrammvektor zusammengesetzt denken kann, sind durch
die Beobachtungswerte einer Reihe gegeben, die Richtung sowohl durch
ihr Vorzeichen als durch die Phase der Versuchswelle, der sie bei der
Analyse zugeordnet werden. Sobald wir aus der Menge der Elementar-
vektoren diejenigen auswihlen, die mit einer und derselben Phase der
Versuchswelle in Verbindung gebracht werden, und dies Auswahl-
kollektiv fiir sich betrachten, fillt die Phase als richtunggebendes
Moment innerhalb dieses Kollektivs fort, und es bleibt hierfiir lediglich
das Vorzeichen iibrig. Mit anderen Worten: Das Irrlaufproblem wird
auf seine eindimensionale und somit einfachste Form zuriickgefiihrt;
wir haben es mit ,,Schritten zu tun, die nur ihrer Linge nach gegeben
sind — was die Richtung anbelangt, so beschrinkt sie sich auf die Alter-
native: vorwirts oder riickwarts, bzw. positiv oder negativ.

Die Aussonderung von Beobachtungen, die mit derselben Phase
verbunden sind, wird in der Praxis der Periodogrammanalyse durch
das Buvs-Barrorsche und in einer etwas weniger strengen Form durch
das DARWIN-BORGENsche Schema vorgenommen. Wir haben hier die
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Anordnung der Beobachtungen in einer Tabelle mit zwei Eingingen,
also mit Zeilen und Spalten, vor uns — die in einer Spalte befindlichen
Werte gehéren jeweils der gleichen Phase bzw. einem beschrinkten
Phasenintervall der Versuchswelle an und lassen somit eine Unter-
suchung auf Grund der eindimensionalen Irrlauftheorie zu; insbesondere
14aBt sich also feststellen, ob ihr statistisches Verhalten dem eines Irr-
laufs entspricht, oder ob sich diejenigen Erscheinungen einstellen, die
im zweidimensionalen Falle als Folge persistenter oder quasipersistenter
Periodizitit des Beobachtungsmaterials zu bemerken waren. In der
Tat behalten die Regeln, die wir im vorigen Abschnitt fiir das statisti-
sche Verhalten von Periodogrammvektoren abgeleitet haben, der Form
nach ihre Giltigkeit, wenn wir sie auf die Beobachtungswerte anwenden,
die in einer Spalte eines Buvs-BALLoTschen Schemas gesammelt sind.
Der Beweis hierfiir braucht nicht besonders erbracht zu werden, da
dieser Fall lediglich als Spezialfall des fritheren erscheint (vgl. Lit. 214).
Der eigentliche Unterschied gegen frither besteht ausschlieBlich in der
Tatsache, daB als Elemente der statistischen Betrachtung nicht mehr
die kompliziert aufgebauten Periodogrammvektoren und ihre Kompo-
nenten gelten, sondern die Beobachtungswerte selbst oder vielmehr
eine nach bestimmten durch das Spaltenschema gegebenen Regeln
gebildete Auswahl aus dem Beobachtungskollektiv. Durch diesen
Umstand ergeben sich zwei wesentliche Vorteile. Der erste besteht
darin, daBB bei einem Schema von r Spalten, also bei der Diskussion
der Versuchswelle von der Linge 7, in jeder Spalte eine Teilfolge von
Beobachtungswerten enthalten ist, die durch Auswahl jedes »-ten Wertes
der urspriinglichen Folge entstanden ist. Der gegenseitige zeitliche
Abstand aufeinanderfolgender Werte innerhalb einer Spalte ist also
im allgemeinen so groB, daBl die Wirkung einer , Erhaltungstendenz*
a priort nicht mehr als spiirbar angenommen zu werden braucht. Wir
kénnen also bei der Beurteilung der Ergebnisse einer statistischen
Untersuchung der Spaltenwerte als Vergleichsbasis fast immer die stati-
stischen Eigenschaften unabhingiger Werte heranziehen. Der zweite
Vorteil dieser Betrachtungsweise entspringt dem Umstand, daf wir
unsere Untersuchungen ganz unabhingig von der geometrischen Ge-
stalt etwaiger ,,Wellen* durchfithren kénnen, da ja durch die Auf-
stellung des Schemas mit seinen Zeilen und Spalten lediglich die Ldnge
einer Versuchswelle festgelegt wird, wihrend Aussagen iiber die analyti-
sche Form der vermuteten Welle erst durch die Harmonische Analyse
der Spaltenmittelwerte oder der ,,Summenreihe* zustande kommen.
Der wesentliche Unterschied zwischen der statistischen Behandlung
des Buvys-Barrorschen Schemas und der Periodogramm-Punktwolke
besteht also darin, daB die statistischen Uberlegungen im ersteren
Falle vor, im letzteren dagegen nach Anwendung der Formeln der
Harmonischen Analyse vorgenommen werden.
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Die Vorteile, die eine Anwendung der statistischen Methode vor
Vollzug der Harmonischen Analyse fiir sich hat, erkennt man besonders
deutlich, wenn eine, eventuell durch Fehler oder sonstige aperiodische
Beimischungen entstellte, rein periodische Funktion vorliegt, iiber
deren Verlauf innerhalb der Grundperiode im tibrigen nichts voraus-
gesetzt sein moge, als daB der Mittelwert der Beobachtungen null sei.
Die Grundperiode umfasse # #quidistante Beobachtungswerte, die
Zeilenlinge (Spaltenzahl) des Buys-BarroTschen Schemas sei gleich-
falls 4. Die Spaltenmittelwerte tiber # Zeilen werden dann mit wach-
sendem # festen Grenzwerten zustreben, wihrend sie bei Fehlen einer
persistenten reinen Periodizitit gegen null abnehmen. Fir jede der
p Spalten wird der Grenzwert ein besonderer sein, er kann auch fiir
die eine oder die andere Spalte verschwinden. Das Wesentliche ist aber,
daB diese p Grenzwerte nicht sdmilich verschwinden. Somit 148t sich
die Quadratsumme oder das quadratische Mittel der Grenzwerte als
ein Kriterium dafiir verwenden, ob eine reine Periodizitit von der Grund-
periode p vorliegt oder nicht, wobei tiber die analytische Form der
Periodizitit keinerlei Voraussetzungen gemacht werden — insbesondere
ist es hierbei vollig gleichgiiltig, ob die Periode die Gestalt einer sinus-
férmigen Welle hat oder nicht.

Der Grenziibergang selbst 148t sich in praktischen Fillen nicht voll-
ziehen, da der Umfang des verfiigbaren Materials stets endlich ist. Es
werden demnach fiir die Grenzwerte nur Niherungswerte zu erhalten
sein, da bei einem endlichen Material nicht zu erwarten ist, daB die
,,zufilligen Beimengungen sich bei der Bildung der Spaltenmittel-
werte vollstindig kompensieren. Wir werden also das empirische Er-
gebnis mit demjenigen zu vergleichen haben, das bei der Annahme zu
erwarten wire, daf3 die Teilfolgen in jeder Spalte als eine willkiirliche
Auswahlfolge aus dem Urkollektiv zu gelten haben. Wir haben es also
mit einer SchluBweise zu tun, die der in der Expektanztheorie tiblichen
genau entspricht.

Da die Anwendung dieser Methode sich stets auf ein sehr umfang-
reiches Beobachtungsmaterial stiitzen muf, um Erfolg zu versprechen,
ist es ratsam, auch die Méglichkeit des Vorhandenseins langperiodischer
oder sikularer Anderungen zu beriicksichtigen, deren Auswirkungen
erst im Verlauf mehrerer Zeilen merklich werden. Das sicherste Mittel,
solche Anderungen auszuschalten, ist ihre vorherige Elimination aus
der Originalreihe. Sofern dies nicht geschehen ist, lassen sich die Effekte
dadurch beseitigen, daBl man in jeder Zeile anstatt der Originalbeob-
achtungen ihre Abweichungen vom Zeilenmittel verwendet. Das Schema
hat dann die Eigenschaft, daB nicht nur das Gesamtmittel aller Beob-
achtungen, sondern auch das Mittel jeder einzelnen Zeile null ist.
Durch diese MaBnahme werden alle Effekte, die von einer reinen
Periode $ herrithren, nicht verdndert, hingegen wird die Streuung des
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Beobachtungskollektivs selbst in dem Falle herabgesetzt, daB alle Beob-
achtungswerte sich wie zufillige Fehler verhalten. War die Zahl der
Zeilen #, also die Gesamtzahl der Beobachtungen N =#n$, so ist die
empirisch bestimmte Strenung

Xy
#= N—1"~

Beziehen wir dagegen die Streuung auf die jeweiligen Zeilenmittel,

: N
so haben wir an die Stelle von 3 92 den Ausdruck
=1

2 2( @ _ (9))2

e=lo=1
zu setzen, wobei 9 die Beobachtungswerte der g-ten Zeile und y© das
Zeilenmittel bedeutet. Ist also u’ die neue Gesamtstreuung, so ergibt
sich

(N—1) 2 = é 3 ©__, "y@z ¥O L p. y@ﬂ} > {2 YO y@)z}

o=1le=1
N
:2 __p.zny(mz.
e=1

3 .
Setzt man statt X y®* die mathematische Erwartung dieser Summe
=1
und beachtet, daB nach dem Mittelwertsatz iiber das arithmetische
Mittel von zufélligen Fehlern

o v
M (y©) = ; M (ys) =%
ist, so folgt schlieBlich
(N—1)u'* = Npu>—npy?
und daher
, N—mn n(p—1)
wr =ty = e
fiir solche N, die erheblich gréBer als p sind, also mit geniigender An-
niherung:
W= P;I .

Fiir den Fall der Aperiodizitit kénnen wir nun die in jeder Spalte
enthaltenen Werte als zufillige Auswahl ansehen. Die arithmetischen
Mittel der Spalten werden sich also statistisch wie die arithmetischen
Mittel aus je # Fehlern verhalten. Der quadratische Mittelwert aller
Spaltenmittel wird daher von der GréBenordnung

Vn
sein, er wird bei VergroBerung von # wie 1/—1; abnehmen, wihrend er bei
persistenter Periodizitit, unabhingig von der Form derselben, sich
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einem von null verschiedenen Grenzwert nidhert. Multiplizieren wir
den Mittelwert mit ]/1;, so wird dies Produkt bei wachsendem # konstant
bleiben, bei Periodizitit sich einer ]/;'; proportionalen Kurve angleichen.
Durch Zusammenfassung von je % Zeilen zu Gruppen und Vereinigung
der Gruppenergebnisse zu Mitteln 14Bt sich die Genauigkeit der Er-
gebnisse erhchen, und man findet ohne Schwierigkeit, daB diese Unter-
suchungsart der im vorigen Abschnitt behandelten nach Form und
Inhalt genau entspricht. Insbesondere 16t sich auch Quasipersistenz
in der gleichen Weise wie dort feststellen — sie kommt iiberall da zustande,
wo zwar der Verlauf der Beobachtungswerte in den Zeilen nicht konstant
bleibt oder keine persistenten Bestandteile enthilt, wo aber die Tendenz
besteht, daB der allgemeine Charakter des Verlaufs {iber einige aufein-
anderfolgende Zeilen erhalten bleibt. Man spricht in diesem Falle von
»»Sequenzen dhnlicher Zeilen. Solche Sequenzen von endlicher Linge
treten iibrigens auch dann auf, wenn eine persistente Periodizitit vor-
liegt, deren Periode mit der Versuchsperiode nicht genau {ibereinstimmt.
Es liegt dann, wie wir wissen, eine Verschiebung der systematischen Be-
standteile aufeinanderfolgender Zeilen in sich selbst vor. Bei Zusammen-
fassung weniger Zeilen, also bei kleinem %, wird diese Verschiebung
im- allgemeinen eine Vernichtung der systematischen Bestandteile nicht
zur Folge haben — dies wird vielmehr erst bei gréBeren Werten von %
eintreten. Mit anderen Worten: Auch eine persistente Periode, die
nicht genau mit der Versuchsperiode zusammenfillt, erzeugt den An-
schein einer Quasipersistenz. Sind benachbarte Perioden vorhanden,
und ist die Zeilenzahl » geniigend groB3, so wird — falls die Versuchs-
periode mit einer der beiden Perioden iibereinstimmt — die andere in
den Spaltenmitteln iiber # Zeilen ausgeldscht sein, nicht dagegen in
den Spaltenmitteln von Gruppen iiber wenige Zeilen. Diese Erscheinung,
die genau der Linienverbreiterung im Periodenspektrum bei Verkiir-
zung des Analysenintervalls entspricht, gibt also AnlaB, daB3 die eine
der beiden Perioden statistisch als persistent, die andere dagegen
als quasipersistent erfaBt wird. Persistenz einer Welle bestimmter
Linge ist demnach mit Quasipersistenz bei benachbarten Wellen ver-
bunden. Quasipersistenz erzeugt auch bei benachbarten Versuchswellen
Quasipersistenz. BARTELS (Lit. 27) kennzeichnet diese Erscheinung
mit dem Ausspruch: ,,Quasipersistenz ist infekiids.”

SchlieBlich sei noch erwidhnt, daB bei sehr kleinem p, wenn also
die Zeilen des Schemas nur wenige Beobachtungswerte enthalten, die
Annahme der Unabhingigkeit a priori fiir die Glieder der Spalten im
allgemeinen nicht mehr aufrechterhalten werden kann. Im Extrem-
fall, wenn wir nimlich annehmen, dall nur eine einzige Spalte gegeben
sei; also wenn wir die Beobachtungsreihe in ihrer Originalform betrachten,
fithren die obigen Uberlegungen zwangsliufig auf das Problem der
Erhaltungstendenz als solcher zurtick, nunmehr ohne jede Beziehung

Stumpff, Periodenforschung. 16
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zu den Aufgaben der Periodenforschung. Das Bestehen einer Erhal-
tungstendenz wird sich somit in der gleichen Weise dulern, wie ,, Quasi-
persistenz’’: Der quadratische Mittelwert der arithmetischen Mittel
von je % aufeinanderfolgenden Werten einer Beobachtungsreihe wird
bei Unabhingigkeit der Beobachtungen wie ]/ﬁ abnehmen — der mit
ﬂ multiplizierte (reduzierte) Mittelwert also konstant bleiben, wihrend
er bei Vorhandensein einer Erhaltungstendenz anfangs wichst, um fir
groBe % einem Grenzwert zuzustreben (triviale Quasipersistenz [vgl.
S. 236]). Diese Methode kann auch als ein durchgreifendes Unter-
scheidungsverfahren fiir zufillige und systematische Fehler benutzt
werden, falls die Zahl der Fehler nur hinreichend groB3 ist.

Hierbei verdient Erwidhnung, daB das vielbenutzte ABBE-HELMERT-
sche Kriterium zur Unterscheidung zufilliger und systematischer Fehler
aus den obigen Betrachtungen unmittelbar abgeleitet werden kann.
Wenn wir annehmen diirfen, da8 der reduzierte quadratische Mittel-
wert des arithmetischen Mittels iiber % aufeinanderfolgende Beobach-
tungen fiir zufillige Fehler konstant bleibt (innerhalb der durch den
mittleren Fehler der Bestimmung des arithmetischen Mittels gegebenen
Genauigkeitsgrenzen), fiir systematische Fehler aber — wenigstens fiir
kleine %, wichst, so 1iBt sich dies unter sehr allgemeinen Umstinden
schon nachweisen, wenn wir uns auf die Fille #=1 und » = 2 be-
schrinken. Fir zufillige Fehler ist also innerhalb der besagten Genauig-
keitsgrenzen :

2ot | (22 < 9t 09+ 5, 9,40) = M 52

Wenn Zufilligkeit vorliegt, so ist daher die mathematische Erwartung
des Produktes benachbarter Fehler null. Das ist aber der wesentliche
Inhalt des ABBE-HELMERTschen Verfahrens. DalB die Erfiillung dieser
Bedingung nicht notwendig auf Zufilligkeit schlieBen muB, ist bekannt
(s. A.p. V. 8.8, sowie Lit. 162).

Fianftes Kapitel.

Andere analytische Methoden der
Periodenbestimmung.

1. Die LarraceEsche Transformation.

Wir haben schon frither gesehen, dafl die Aufgabe, eine aus mehreren
rein periodischen Wellen additiv zusammengesetzte Funktion in ihre
Bestandteile zu zerlegen, durch direkte Ausgleichung nur moglich ist,
wenn die Wellenlingen der Elementarperioden bekannt sind. Die
Analyse der Gezeitenkurven, bei denen die Perioden als kosmische
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Konstante vorgegeben waren, bildete das klassische Beispiel fiir diesen
Fall. Waren die Wellenlingen dagegen unbekannt, so ergab sich die
Moéglichkeit, Versuchsperioden einzufithren. Ausgehend von der Harmo-
nischen Amnalyse, bei der als Versuchsperioden die aliquoten Teile eines
bestimmten Analysenintervalls dienten, gelangten wir so zu der Methode
der Periodogramme, die es gestattete, durch eine systematische Durch-
musterung des Spektralbereichs allen etwa vorhandenen Periodizititen
auf die Spur zu kommen und ihre Konstanten (Wellenlinge, Amplitude,
Phase} zu bestimmen.

Der groBle und unbestreitbare Vorteil der Periodogrammethode ist
der, daB sie das Problem praktisch ohne Voraussetzungen angreift und
somit alle in ihm liegenden Méglichkeiten auszuschépfen imstande ist.
Oft aber weist uns die Praxis Aufgaben an, bei denen groBtmogliche
Voraussetzungslosigkeit nicht gefordert wird. Es sei etwa bekannt, da3
eine vorgelegte Beobachtungsfunktion aus einer endlichen Anzahl von
Sinuswellen zusammengesetzt sei, deren Perioden aber noch bestimmt
werden sollen. In diesem Falle wiirde die Periodogrammanalyse die
Durchforschung des gesamten Spektrums notwendig machen; es wiirde
auch auf diejenigen Spektralgebiete, die keine der gesuchten Perioden
enthalten, die gleiche Untersuchungsarbeit verwendet werden miissen,
wie auf die anderen, die sich schlieBlich als die allein wichtigen heraus-
stellen. Ein groBer Teil der Arbeit wiirde also notwendig ein negatives
Ergebnis haben und somit lediglich dem Zwecke dienen, die wichtigen
Spektralteile von den unwichtigen zu trennen. Wir werden spiter sehen,
daB die Moglichkeit besteht, durch Benutzung geeigneter Instrumente
diesen Uberblick auch ohne langwierige Rechenarbeit zu gewinnen. Wo
aber diese Instrumente nicht zur Verfiigung stehen, wird der Wunsch
nach Methoden, die das angezeigte Problem auf direktem und daher
vielleicht wesentlich kiirzerem Wege 16sen, seine Berechtigung haben.

Es sei bekannt, daB eine empirische Funktion, die in Form einer
Reihe dquidistanter Ordinaten gegeben sei, aus einer beschrinkten
Anzahl (») von Sinusschwingungen unbekannter Wellenlinge, Amplitude
und Phase zusammengesetzt sei, auBerdem aber héchstens aperiodische
Bestandteile von der Art zufilliger Fehler enthalte. Abgesehen von
diesen Fehlern sei also jede Ordinate von der Form

Y, = Co-F €y sin (&g ¥ 4 B) + ¢ 8in (v + Bo) -+ - + ¢, sin (2,0 + B,) . (T)

Die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten

Cos v esCpi Oy eeerOys PrsewesBa

ist 3% + 1, es seien also mindestens ebenso viele Beobachtungswerte und
daher Bestimmungsgleichungen fiir diese Unbekannten vorhanden. Die
direkte Anwendung algebraischer Auflésungsmethoden oder, falls die
Zahl der zur Verfiigung stehenden Gleichungen groBer als 3# + 1 ist,

16%
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der Methode der kleinsten Quadrate ist nicht méglich, da die Gleichungen
zwar in bezug auf die Ausdriicke
¢, cosf,; c”sinﬁﬂ,

aus denen Amplituden und Phasen unschwer ableitbar sind, linear auf-
gebaut, in bezug auf die Frequenzen o, hingegen transzendent sind. Es
gelingt jedoch, das Problem auf ein algebraisches zuriickzufiihren, wenn
man eine, zuerst von LAPLACE angegebene Transformation der Funk-
tionswerte vornimmt. Sie beruht auf folgenden Grundformeln: Ist »
ein von o bis co die Folge der ganzen Zahlen durchlaufender Index,
o eine beliebige Frequenz und 7 eine Konstante, deren Wahl wir uns
noch vorbehalten, so ist nach der bekannten Summenformel fur geo-

metrische Reihen
o0

E 3—(1:—1'«)1': I — .
I___e—~1+zcz

v=0

Trennen wir die Ausdriicke rechts und links in ihren reellen und ima-
gindren Teil, so ergibt sich

(o) (o)
. I
E e~ ""cosav 1 E e”Tsinay = — —
I—e Cosat— 1z Sin o
p=0 »=0

e’ — cos o 4 isin

— ’
&€ +e T —2c050a

also, da
¥ e 7 , et — e " .
Cofr = 2 ; @mrzv—é———; e’ = @oj7 4+ Sinrt,
o0
1 Gint
—~TV — ——
Ze cosav=-; + 2 (Gof T — cos a)
v=10
o .
. Sin o
—Tvgj -
26 sin oy 2 (Cof T— cos «)
=0

Wir kénnen nun die zu analysierende Reihe entweder in ihrer ur-
spriinglichen Gestalt benutzen oder sie, wie A. GLocowskr (Lit. 111)
es vorschldgt, in einen ,,geraden” und einen ,,ungeraden‘ Teil zerlegen.
Sei etwa eine Reihe von 2m -+ 1 Ordinaten

Yem>» Vomtts ooV Y0 Y415 oo s Vm—1,Ym
vorgelegt, so erfiillt
I
P="75 0+ ¥
die Bedingung ¢, = + ¢_,, hingegen
I
=7 (h—7-))
die Bedingung
Y=Y,
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Mithin ist sicher, daB, falls die urspriingliche Reihe sich, wie oben, durch
Superposition von einfachen Sinuswellen darstellen 148t, die beiden aus
ihr -abgeleiteten Reihen ¢, und 9, die Gestalt

@, = Qg+ @, COSA ¥V -+ Ay COS A ¥ + * * * + 4, COS oL, ¥
Y, = bysinogv -} by sinayy + -+ - + b, sine, v 2)
haben. Die eigentliche Aufgabe 148t sich also immer in zwei Teilaufgaben
spalten, die wir (nach GLoGowskKi) als das Sinus- bzw. Cosinusproblem
bezeichnen kénnen, und die etwas einfacher gestaltet sind, weil in ihnen
keine unbekannten Phasenkonstanten mehr auftreten, die Zahl der
Unbekannten also von 3# - 1 auf 2# bzw. 2% + 1 herabgesetzt ist.
In den meisten Fillen 148t sich auch das konstante Glied in (1) und (2)
vor Beginn der Analyse eliminieren, da offenbar (immer unter den
getroffenen Voraussetzungen)

g (= ¢p) = lim m—+_1 2 P

m = y =0
und, wenn die Perioden nicht sehr lang sind, a, mit hinreichender
Genauigkeit auch durch das arithmetische Mittel aus endlich vielen
Beobachtungswerten ersetzt werden kann.
Betrachten wir zunichst den ungeraden Teil v, der Beobachtungs-
reihe allein, so ergibt die LAPLACEsche Transformation

by sin o
2% —ZHS:, &
wobei wir zur Abkurzung
2
C,=2(Cojr—1); s,=2(I—cosa,) = <zsin—°°:—>

gesetzt haben. L (t) ist dabei eine Funktion des willkiirlichen Parameters
7, die als L-Summe bezeichnet werden mége.

Multiplizieren wir nun beide Seiten der Gl. (3) mit dem Hauptnenner
der rechten, so ergibt sich

3

L) ][] (C.+s,)

p=1

T){Cn+51 n—1+"'+51;-—lc +Sn} (4)
= “b sino, {C2 71+ SWCI™ 4 4 S, C, 4 SH ),

=1
wobei S;, ..., S, die aus sy, ..., s, gebildeten elementarsymmetrischen
Funktionen und S{, ..., S% | die entsprechenden aus den Folgen
Stre+2Su_1; Sut1s - -+ Sy (die 5, nicht enthalten) gebildeten elementar-
symmetrischen Funktionen bedeuten.

Da 2# Unbekannte &y, ..., 5,; o, ..., «, zu bestimmen sind, werden
2 »n solcher Gleichungen gebraucht, die man dadurch erhilt, daB man
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dem Parameter 7 2 » verschiedene Werte gibt. Dabei ist zu bemerken,
daB die Bildung der Summen L (7) strenggenommen die Kenntnis von
unendlich vielen Werten der Beobachtungsreihe erfordert. Da aber die
., Gewichtsfunktion e~** mit wachsendem v sehr rasch gegen null
konvergiert, und zwar um so rascher, je groBer 7 ist, so 1aBt sich, wenn
man dafiir sorgt, dafl alle v gréBer sind als ein geeignet vorgegebenes
positives 7, stets erreichen, dafl die Summe bei einem endlich weit
vom Anfangspunkt entfernten und innerhalb des Erfahrungsbereiches
liegenden Funktionswert abgebrochen werden darf.

Fafit man nun auf jeder Seite der Gl. (4) die Glieder mit der gleichen
Potenz von C, zusammen, und setzt man

n i
2= Zbﬂsinoc”; 2= 22 Sﬁ”)b,,sinoc”, =1, 2, ..., 0—1)
u=1 p=1
so erhdlt man, fiir 7, =1, Ty, ..., Tys, 2 7 lineare Gleichungen zur Be-
stimmung der 2z # Unbekannten S;, ..., S,;z, ..., 2,:

L(Tk){c"rlk_{_ SIC:;:I + te + Sn—lc‘tk+ Sﬂ} =21C¥];-1+ T +zn——lc‘[k+zﬂ'

Eliminiert man nun aus diesen 2 # Gleichungen die #» Unbekannten z,
so ergibt sich ein System von # linearen Gleichungen fir S,, ..., S,,
aus dem diese GroBBen bestimmbar sind. Nach einem bekannten Satz
der Algebra hat dann die ,,charakteristische Gleichung

=S x4 Syt 2~ LS, =0

die » Wurzeln

o 2

2”), (=1, 2,...,n)

aus denen die unbekannten Frequenzen, abgesehen von einer in der

Natur des Problems liegenden Vieldeutigkeit, unmittelbar berechnet

werden koénnen. Die Amplituden lassen sich darauthin aus #» Gleichungen
L) = by sin oy b, sin oy by, sin oy

ctk'{_sl C1k+sz+-.-+ctk+sn

S'u = <2 sm

bestimmen.
Das ,,Cosinusproblem’’ 148t sich formal in der gleichen Weise 16sen.
Es ist in diesem Falle (4, = 0 angenommen)

L=+ +a)+Gine- {2+ %t )
Setzt man also
L) ——=%
A@) = —gmo—, (o=ar+ - +a)
so wird
A(@) = ‘c,aﬁsﬂ'

u=1
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Mit diesen Ausgangsgleichungen filhrt man die gleichen Operationen,
wie oben, aus. Es tritt also lediglich A (z) an Stelle von L ().

Uber die praktische Durchfithrung der Rechnung mége man in der
Originalabhandlung von A. GLocowsKI nachlesen, der auch ein Rechen-
beispiel mit zwei unbekannten Perioden beigefiigt ist. Es sei hier nur
erwihnt, daB die Berechnung der L-Summen am bequemsten mit Hilfe
einer Rekurrenzformel geschieht. Setzt man namlich

) lr-1:y1—1+yre_r
und beginnt man mit

Ym€ ©»
so 148t sich mittels dieser Formel sukzessive /,, _1,/,, _ 3, - - ., [y berechnen,
und es ist schlieBlich

h= 2 5" ~L{),

wenn man # hinreichend grof3 gewihlt hat. m wird dabei wesentlich
von 7 abhingen, und man wird bei der Bildung der verschiedenen L-
Summen nur fiir den kleinsten 7-Wert das ganze verfiigbare Beobachtungs-
material auszunutzen brauchen. Somit werden die einzelnen Beob-
achtungswerte mit sehr verschiedenem Gewicht in die Rechnung ein-
gehen — ein Ubelstand, der nur sehr unvollkommen dadurch zu ver-
meiden ist, dal man die Rechnung durch Umkehrung der Reihenfolge
der Beobachtungswerte wiederholt, wie H. MUNZNER vorschldgt.

H. MtinzNER (Lit. 172) hat iibrigens eine Variation dieser Methode
ausgearbeitet, in der der Parameter 7 fiir alle zu bildenden L-Summen
der gleiche bleibt, wodurch wenigstens erreicht wird, daB die Gewichte
der Einzelbeobachtungen in simtlichen Gleichungen dieselben bleiben.
Er erzielt dies, indem er den Parameter der LapraceEschen Trans-
formation als komplexe Zahl ansetzt, deren reellen Teil () er als konstant
voraussetzt, wihrend er die imaginire Komponente (¢) variiert. Er
erhilt so die L-Summen

Liz+i0)=2X y,e- " = M (7,6)—I N (7, 0),
y=0

wobel

se

M(t,0) =23 y,e " "cosov

0

v

N(t,0) =X y,e”""sinoy
v=0
zu setzen und ¢ in geeigneter Weise zu variieren ist. Die zur Analyse
geeignetste Folge der o-Werte ermittelt MUNZNER, indem er aus den
transformierten Werten M (z,0) und N (v, o) die Beobachtungswerte v,
riickwérts berechnet und diejenigen ¢ bestimmt, fiir die die Riick-
transformation ‘am genauesten gelingt.
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2. Rationalisierung durch Differential- und
Differenzenbeziehungen. -

Den gleichen Erfolg, den die Bildung der L-Summen vermittelte,
wird auch jede andere Transformation der gegebenen Beobachtungs-
werte bringen, durch die das urspriinglich transzendente Problem
der Periodenbestimmung in ein algebraisches tibergefiihrt wird. Theo-
retisch gelingt dies am einfachsten, wenn man die gegebenen Funktions-
werte durch ihre geraden Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung,
genommen an einer hinreichend groBen Anzahl von Stellen, vervoll-
standigt.

Ist namlich eine in Gestalt einer Kurve oder durch ausgewidhlte
(dquidistante) Ordinaten gegebene Funktion von der Gestalt (1)

y &) =co+cysin(ugt+ o) + - -+ ¢, sin (o, 8+ B,)
so lauten die geraden Ableitungen bis zur 2 #-ten Ordnung an der Stelle ¢:
y& ()= — c¢of sin(gt+p)— " — ¢, sin(o,t+p,)

y )= 4+ cyof sin(ot+B) + -+ coom sin (et B, 5)

Yy () = (—1)" ¢y i sin (o 2 + By) + -+ (—1)" ¢ 02" sin (o, t +P,) -
Eliminiert man aus den » -+ 1 GL (1) und (5) die # GréBen

cﬂsin(oc”t—!—ﬂ”), (=1, 2,...,%)
so erhdlt man in Form einer verschwindenden Determinante

Yy (t)—cy I I ... I

y@ (8 —ad —al ... —ol

y& (f) o o ... at | =0
y(Zn) (t) (_ I)" O(%n (____ I)n agn . (_ I)” ain

eine Gleichung n-ten Grades fiir die Quadrate der unbekannten Fre-
quenzen. Diese Gleichung hat die allgemeine Form

YER @) + Sy y® B (f) + Sy yr O () -+ S, 9P () + S, (y ) —cp) =0, (6)

wobei S,, S,, ..., S, die aus —of, —al, ...,—o gebildeten elementar-

symmetrischen Funktionen sind. Sind nun fiir mindestens # 4 1 ver-
schiedene Zeitargumente die Funktionswerte und die geraden Ableitungen
bis zur Ordnung 2 # bekannt, so lassen sich mindestens » -- 1 lineare
Gleichungen fiir die # 4- 1 GréBen Sy, ..., S,; ¢, S, aufstellen, aus denen
diese (bei iiberschiissiger Gleichungszahl durch Ausgleichung nach der
Methode der kleinsten Quadrate) bestimmt werden kénnen. Man erhilt
sodann zunichst

2 2 2
—O0y, Oy ..., 0y
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als Wurzeln der charakteristischen Gleichung
w4 Sy a1 Syxn 24+ S, x+ S,=0,
und schlieBlich ¢, aus ¢4 S, .

Die Bestimmung der Amplituden und Phasen macht, nachdem die
Frequenzen und damit die Perioden bekannt geworden sind, keine
Schwierigkeiten mehr. Die Berechnung der Differentialquotienten kann
mit Hilfe bekannter Formeln der Differenzenrechnung geschehen. Sind
die Ordinaten der Funktion in gleichen, nicht zu groBen Abstinden ()
gegeben, so bildet man das Differenzenschema

Vv—3 (8]
v 4, s A®)
Vv—2 Aa) v—2 3)
=% A(2) v—-3 )
Yr—1 AD =1 g Ayl 5)
y vk A® v—% A(4) Av—»é- ©)
v L v ®) v 5 a4, 7
A A ()
y vy A v+i (4 A4
v+ 1 A(l) v+1 ) Av+1 5
Voyr 0FE 4@, Avig
1) v
A% 5
yv+3 vty

wobei allgemein
: -1 -1 ©
Ai”: lgr+%)'—A§:— ‘})i 4y = Y-
Die Ableitungen gerader Ordnung ergeben sich dann in Gestalt von im
allgemeinen rasch konvergierenden Reihenentwicklungen

@o_ Tl e X gy L g0 ___L 4@
Yo' {Av 12 Av +90Av 560Av +"'

w?
4 Tl X 46 7_ 48
- ElaetaneLa—.|
6) __ I 6 L)
y = Llaw— 2o+

Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit dieses Verfahrens ist allerdings,
daB die Funktion glatt und méoglichst fehlerfrei verliuft. Beobachtungs-
fehler, die stark streuen, wirken sich um so stérender aus, je gréfer
die Ordnung der zu bildenden Differenzen ist. Mithin werden bei fehler-
haften Reihen die Ableitungen der hoheren Ordnungen nur mit erheb-
licher Unsicherheit zu ermitteln sein. Vorherige Glittung der Beob-
achtungsreihe ist also bei Anwendung dieses Verfahrens, das besonders
durch die Arbeiten von OppENHEIM (Lit. 175), Bruxns (Lit. 52a) und
HoprrnER (Lit. 125) bekannt geworden ist, unbedingt erforderlich (A. p. V.
S. 8of.).

Eine Voraussetzung, die iibrigens auch fir die auf der LAPLACE-
Transformation beruhenden Methoden gilt, ist noch die Kenntnis der
Anzahl der in der Beobachtungsreihe vorhandenen Perioden, da auf ihr
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die Form des Rechnungsansatzes beruht. Es ist daher wichtig, ein Ver-
fahren zu besitzen, das es gestattet, diese Anzahl vorher zu bestimmen.
In welcher Art dies geschehen kénnte, ist nicht schwer einzusehen.
Offenbar wird ein fehlerhaftes Ergebnis erzielt werden, wenn die an-
gesetzte Zahl # zu klein gewahlt war. Wurde # hingegen zu groB gewihlt,
so erhidlt man das richtige Ergebnis — fiir die iiberzihligen Frequenzen
ergibt sich null. Ist z. B. die Zahl der tatsichlich vorhandenen Periodizi-
titen #— I, so liefert der Ansatz fiir # Perioden eine verschwindende
Frequenz, mithin wird die elementarsymmetrische Funktion S, die,
abgesehen vom Vorzeichen, durch das Produkt der Quadrate aller
Frequenzen dargestellt wird, gleich null sein. Es wird also bei der Auf-
16sung des linearen Gleichungssystems (6) die Zihlerdeterminante

(2) (I (27)
v v v
2 4 2
D = y1(/-)|—1 y”-l--- yﬁf&
=
(2 4 2
yv-)i-n-—l yfl—)l—n—-l ya('-lr-‘)n—l

verschwinden. Ein Kriterium fiir die Anzahl der vorhandenen Perioden
erhilt man also, indem man (eventuell fiir mehrere Ausgangsab-
szissen ») die Determinantenfolge ‘

@) yH L (27) l
@) 4 2
D= |%h W MR g,
9 4 2
ya('—)l—r~—1 ys'-)f-r—-l"' ya(’-lt)r-—l

bildet. Ist die Anzahl der Perioden #, so verschwinden alle Glieder
dieser Folge von # = # 4+ I aufwiirts. Die Ordnung der héchstgliedrigen
nicht identisch verschwindenden Determinante dieser Folge gibt also die
Zahl der vorhandenen Perioden an und bestimmt daher den Ansatz.

Es ist aus mancherlei Griinden vorzuziehen, statt der Differential-
quotienten die Differenzen des Schemas (7) selbst zu benutzen, wie es
in verschiedener Form von Bruns (Lit. 53) und Hiravama (Lit. 122)
gezeigt worden ist. Die Berechnung der Differentialquotienten durch
Reihenentwicklung entfillt dann vollstindig, damit auch etwaige Kon-
vergenzbedenken, die durch sie gegeben sind. Formal ist diese Methode
der vorigen véllig gleich. Die Ausgangsgleichungen haben dann die Form:

Y, = o —l—Z cusin (@, v 4 f,)
p=1

n
2) . oLy .
A48 = — 4 E ¢, sin® —=-sin (a, v + f,)
=1
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%
AG = 4 162 6, sint 2 - sin (¢, » + B,)
p=1

ARM = (—1)"- 22" 2 ¢, sin®”* 32—’1 sin (v 4 B,) -
u=1
Die weitere Behandlung der Aufgabe ist genau dieselbe wie vorhin, nur,
daB3 die Losung der charakteristischen Gleichung nicht, wie oben, die
unbekannten Frequenzen direkt, sondern die Ausdriicke

.oy \2
ki:(zsm%) (u=1,2,...,%)

ergibt. Die Mehrdeutigkeit des Ergebnisses ist lediglich eine Folge des
Umstandes, daBl hier zur Losung nur diskrete Ordinaten der Beob-
achtungsfunktion herangezogen werden, was nach unseren frither ge-
wonnenen Erkenntnissen stets eine gewisse Mehrdeutigkeit in bezug auf
die Periodenlingen in sich schlieBt. Diese besteht aber nur dann, wenn
man auch die Moglichkeit von Wellenldngen annimmt, die kleiner sind
als der doppelte (hier gleich der Zeiteinheit angesetzte) Beobachtungs-

- abstand. Bei der Differentialmethode bestand Mehrdeutigkeit nicht,
solange wir die Kenntnis der Ableitungen htherer Ordnung voraussetzen
konnten — sie wird nattirlich sogleich wieder auftreten, wenn diese
Ableitungen durch Interpolation diskreter Ordinaten bestimmt werden
miissen, wie dies oben vorgeschlagen wurde.

Die Rationalisierung des Periodenproblems 148t sich noch auf ver-
schiedene andere Arten erreichen. So gibt F. KUunNen (Lit. 142) eine
Methode an, in der statt der Differenzen die nach einem entsprechenden
Schema gebildeten Swummen benutzt werden. So erhilt man:

n
3Py, 12y, = 460+ 4 0,052 sin (o, + )
p=1 .

>4 Voo t4 Yy _1+6Y, 4y, L1V, 4 2=T6¢o+ 1620ucos4%-sin (o, v1+B,)

=1

"
5 o .
2:2”)2% et G Yot :22”{00_{_2 , Cu Coszn?ﬂsm (%, +B,)
' p=1
und gelangt auf ganz entsprechende Weise zur Bestimmung der Un-
bekannten. in der Form o o \2
kl: = <2 COS "—2—)

Es ist unter Umstinden ratsam, die Differenzen- und Summenmethode
nebeneinander zu benutzen, da die Bestimmung der Frequenzen aus
einer Tangentenformel L

2 T ky
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unter allen Umstinden genauer ist als die aus sin- oder cos-Ausdriicken
allein. Auch ergibt sich auf diese Weise eine schitzenswerte Kontrolle
der Rechnung. Eine weitere Methode ist von HirRAYAMA (1. c.) entwickelt
worden — sie bezieht sich auf die Grundgleichungen

1

Syo= Voot Voyo=2 Co+£10y0059%5111 (v + B 1s

die nach #hnlichen Regeln wie die fritheren ausgewertet werden, indem
an geeigneter Stelle die cos-Funktionen der vielfachen Frequenzen durch

Ausdriicke ersetzt werden, die die geraden Potenzen von cos —tﬁ enthalten.

Einen noch anderen Weg schligt J. B. DaLe (Lit. 78) ein, der ein
Summenschema, #hnlich wie KUHNEN, aber nicht auf die Original-
beobachtungen, sondern (zwecks Eliminierung des konstanten Gliedes)
auf dic Reihe der ersten Differenzen der Beobachtungen anwendet.
Dies Verfahren ist, auBer in der DALEschen Abhandlung selbst, bei
STuMPFF (A. p. V. S. 88f.) und GrogowskKi (1. c¢.) ausfithrlich beschrieben,
so dafB3 sich hier eine Wiedergabe ertibrigt.

Auf alle Differenzen- (oder Summen-) Methoden 148t sich das Verfahren
zur Ermittlung der Anzahl der unbekannten Perioden, das wir im
AnschluB an die Differentialmethode entwickelten, sinngema8 tibertragen.
Es wird immer eine Folge von Determinanten wachsender Ordnung zu
bilden sein, deren Glieder von einer bestimmten Ordnung an identisch
verschwinden oder (wenn infolge von Beobachtungsfehlern eine strenge
Darstellung der Reihe durch ihre periodischen Komponenten nicht
erwartet werden kann) unter eine gewisse, von der GréBenordnung der
Fehler abhingige Grenze sinken (s. auch A.p. V. S.g1f).

Zusammenfassend kann {iber die in den beiden ersten Abschnitten
dieses Kapitels beschriebenen Methoden gesagt werden, daB ihre An-
wendung gegeniiber der Periodogrammethode nur dann eine wesentliche
Vereinfachung bedeutet, wenn die zu untersuchende Funktion tatsachlich
aus einer kleinen Anzahl sinusférmiger Schwingungen zusammensetzbar
ist. Schon bei mehr als drei Komponenten wird die Rechnung sehr lang-
wierig. Das Anwendungsgebiet dieser Methoden in der Praxis ist dem-
nach sehr beschrinkt. Ein gewisser Vorteil einiger dieser Methoden ist
darin zu sehen, daB sie sich ohne grofle Schwierigkeit auch auf geddmpfte
Schwingungen ausdehnen lassen. Dies gilt insbesondere fiir die auf der
LarracE-Transformation beruhenden Methoden.

3. Exhaustionsmethoden.

Das gemeinsame Kennzeichen der in den beiden vorigen Abschnitten
beschriebenen oder angefithrten Methoden war die Aufstellung einer
algebraischen Gleichung n-ten Grades, deren Wurzeln einfache Funk-
tionen der # unbekannten Frequenzen der in der zu analysierenden
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Funktion enthaltenen Periodizititen waren. Durch Aufl6sung dieser
,,charakteristischen Gleichung® gelang es, die unbekannten Perioden
gleichzeitig zu gewinnen. Fiir den praktischen Rechner erwies es sich
dabei als auBerordentlich stérend, daB3 die Anzahl der vorhandenen
Perioden bekannt sein muBte oder durch ein besonderes Verfahren vorher
bestimmt werden muBte, und daB die Schwierigkeit der numerischen
Rechnung mit der Zahl der Perioden stark zunahm.

Es werden daher von vielen Forschern solche Methoden bevorzugt,
die darauf abzielen, die periodischen Komponenten nicht gleichzeitig,
sondern nacheinander durch verschiedene, in sich geschlossene und in
bezug auf Formalismus und Arbeitsaufwand gleichwertige Rechen-
operationen zu bestimmen. Verfahren solcher Art bezeichnet man als
,.E xhaustionsmethoden'* .

Auf einen derartigen Weg wird man beispielsweise von selbst gefiihrt,
wenn die Beobachtungsreihe eine Periodizitit mit besonders groBer
Amplitude enthilt, die sich demnach schon aus dem bloBen Anblick
der als Kurve aufgezeichneten Reihe verrdt. Es wird dann vorteilhaft
sein, zunichst diese dominierende Periodizitit, deren Konstanten aus
dem Kurvenverlauf selbst schon mit guter Niherung bekannt sind,
genau zu bestimmen, sie dann aus dem Beobachtungsmaterial zu eli-
minieren und den verbleibenden Rest einer weiteren Analyse zu unter-
werfen. Enthilt auch der Rest eine dominierende Periode, so kann das
gleiche Verfahren wiederholt werden. Das wird aber im allgemeinen
nicht der Fall sein — es wird dann erforderlich sein, das Material durch
geeignete Operationen so zu verdndern, dall bestimmte Perioden ver-
starkt, andere geschwicht oder ganz unterdriickt werden.

Alle Exhaustionsmethoden beruhen daher auf Rechenverfahren, die
die urspriingliche Beobachtungsreihe so umgestalten, daf3 dominierende
Perioden entstehen, die unmittelbar erkennbar und somit auf mehr
oder weniger triviale Weise bestimmbar sind. Diese Perioden sollen
entweder mit einer der vorhandenen Perioden identisch sein oder mit
ihr durch eine strenge GesetzmiBigkeit verbunden sein. Die Moglich-
keiten, dies Prinzip zu verwirklichen, sind zahlreich. In diesem Abschnitt
sollen einige der einfachsten Verfahren dieser Art beschrieben werden;
einige andere, die erst in neuerer Zeit ausgearbeitet worden sind, werden
in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels gesondert behandelt.

Dem Gesagten zufolge kann auch die Periodogrammethode als ein
Verfahren betrachtet werden, das zur Hervorhebung gewisser Periodizi-
tdten gegeniitber anderen geeignet ist. Bei der Bildung der Phasen-
diagramme berechneten wir fiir eine Versuchsperiode in der Nahe der
zu bestimmenden und fiir ein Analysenintervall bestimmter Linge,
dessen Anfang variabel war, die zugehdrigen Periodogrammkomponenten.
Diese Komponenten, als Funktionen des variablen Intervallanfangs auf-
getragen, zeigten dann einen periodischen Verlauf — die Periode erwies
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sich als die Schwebungsperiode zwischen der angesetzten Versuchsperiode
und der wahren Periode, aus der die wahre Periode mit grofer Genauigkeit
bestimmbar war. Andere Periodizititen, sofern sie nicht ebenfalls in
unmittelbarer Nachbarschaft der Versuchsperiode lagen, wurden durch
dies Verfahren mehr oder weniger unterdriickt. Die Methode der Vektor-
diagramme lieferte also gerade das, was hier gefordert wird: Die in der
Nihe der Versuchsperiode liegende wahre Periode wird aus der Fiille
der iibrigen isoliert und erscheint — wenn auch mit gesetzmiBig ver-
dnderter Frequenz — als dominierende Periode.

Eine Abart dieser Methode, die zwar nicht dasselbe zu leisten im-
stande ist, aber den Vorteil weit einfacherer Berechnungsweise hat, ist
das von C.E.P.Brooks (Lit. 50) angegebene Differenzen-Periodo-
gramm, das in allen denjenigen Fillen brauchbar ist, in denen eine
Periode wenigstens gendhert bekannt ist, und in denen der gesamte
Beobachtungszeitraum eine geniigende Anzahl von Wellenlingen der
gesuchten Periodizitat umfaft. Es geniigt, die Anwendung des Ver-
fahrens auf eine Funktion zu zeigen, die nur aus einer einzigen persistenten
Sinuswelle besteht, da sich die Wirkung bei Vorhandensein verschiedener
Wellen aus den Wirkungen beziiglich der Elementarwellen additiv
zusammensetzt. Ist also

() = csin (xt + f) (m=2—;)
so bildet BrRooks die Mittelwerte

.o
v sin # —

/ yOdi=c-— 2 sin{er—n)ut 1 p=1,2,...)

(v—1)u M—Z_

itber verschiedene aufeinanderfolgende Intervalle von der Linge #, wobei
# nach Moglichkeit so gewdhlt werden soll, daB es der halben Linge
der wahren Periode

P n
2 o
nahezu gleich ist. Man bilde nun die Reihe der ersten Differenzen aus
der Folge S,—1. Kehrt man das Vorzeichen jeder zweiten Differenz

um, so entsteht offenbar die Folge

. o
sin® ¢ —

V,= (*‘I)v (5v+%*—5w—1) =20‘—~%cos{vuo¢+ﬂ—vn}

z
U% —
2

. o
sin? 4 —

=zc-———a——2—cos{v(uoc—n) +8}.
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Ist nun nahezu # = —Z—, so ist die Amplitude der Schwankung der Werte V
wegen
. o
sins— ~ 1
2
nicht viel von
4¢
=
verschieden, also von der GréBenordnung der wahren Amplitude, wihrend
andere Perioden nach Malgabe des Faktors

. o
sin?u —
2

o
w —
2

verkleinert erscheinen. Das Diagramm der Werte V, zeigt also, wenn
nicht gerade sehr ungiinstige Verhiltnisse vorliegen, eine dominierende
lange Periode von der Wellenldnge
2TY 2Du
. P = wa—m 214,?-—p !
die man, falls die Beobachtungsreihe lang genug ist, durch Ausmessen
bestimmen kann. Die gesuchte Periode ist dann
“2ulP
P=7urp:

Durch Differentiation dieser Gleichung:

2 2
dp=r s dP=2apP

(24 P)?
ap _p dP
PP

findet man, dafl ein Fehler in der Bestimmung der langen Periode P
auf die Genauigkeit der gesuchten Periode $ einen um so geringeren
Einflu} hat, je gréBer P im Verhiltnis zu ¢ ist. Sollte die Isolierung
der gesuchten Periode durch den oben beschriebenen Proze noch nicht
geniigend erreicht sein, so 148t sich durch Glittung — etwa nach der
Formel

. o
sindu —
2

W, :%(I/v_i— Vi) =2c" cos{(v—i":—) (u,oc——n)—{—ﬁ}

a1
2
U —

2

erreichen, daB stérende Nebenperioden in erhéhtem MafBe unterdriickt
werden. Das Brooxssche Differenzenperiodogramm stellt im Grunde
genommen nichts anderes dar als eine Periodogrammanalyse fiir die
Versuchsperiode 2 #, in der an Stelle einer sinusférmigen Hilfswelle eine
,,Gitterfunktion’ verwendet wird. Da die Gitterfunktion von der Grund-
periode 2 # sich durch eine FouriERsche Reihe darstellen 148t, die auBer
der Grundperiode noch die ungeraden Oberschwingungen enthilt, so
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ist ohne weiteres klar, daB auch solche ,,wahren Perioden‘, die mit
diesen Oberschwingungen koinzidieren, wenn auch mit geringerer Am-
plitude, im Differenzenperiodogramm auftreten miissen. In der Tat zeigt
sich, daB der ,,Selektionsfaktor*

. o . JT

sin? % — sinZ 4 —

_ P
“w o ” T
2 2

.. _ P 3P 59 - . . 7
fiir u = S e Ta e sukzessive die nahezu maximalen Werte
2 2 2

n’ 3@’ 5@’
annimmt. Das Verfahren kann also, wenn der Rechner nicht sehr
kritisch vorgeht, zu falschen Ergebnissen fithren.

Ist eine Periode bekannt, so kann ihre Eliminierung natiirlich auf
direktem Wege erfolgen, indem man die ihr entsprechenden Werte von
den beobachteten subtrahiert. Einfacher und schneller arbeitet das von
Kirin und SomMERFELD (Lit. 136) angegebene Verfahren: Ist auBer
der bekannten Periode $; noch eine zweite Periode von der Linge 7,
vorhanden, ist also — von etwaigen anderen periodischen Bestandteilen
abgesehen — die vorgelegte Funktion von der Gestalt

FO) =csin (ot + ) + psin wmt+ ), (=)
so bilde man, auf Grund des bekannten Wertes #,:
F+p)—F (1) = 2cysinm 22 cos{a2t+52 +n§%}
1 1

Durch dies Verfahren wird also eine von der Periode p, freie Funktion
erzeugt, die alle iibrigen Perioden, z. B. #,, mit einer gewissen Phasen-
verschiebung und der Amplitude
2y SINT 2 = 2 ¢y sin 7w o
2 L1 2 y2
enthilt. Ist also der Faktor sinz % nicht allzu klein, so wird die Rest-
1
funktion die Welle p, frei von dem EinfluB3 der dominierenden Welle #,
aufzeigen. Ist eine zweite Periode nicht vorhanden, so wird sich die
Restfunktion wie eine Reihe zufilliger Fehler verhalten oder wenigstens
ein deutlich unperiodisches Verhalten zeigen. Dasselbe wird allerdings

eintreten, wenn die zweite Periode ganzzahlig in p; enthalten ist und

weitere Perioden nicht existieren. Dann wird der Faktor s1nyz-3 null

und somit auch die zweite Periode mit der ersten eliminiert. Mit anderen
Worten: Das Verschwinden der Differenz f (¢ + p,) — f () bedeutet nicht,
daB f () nur die Periode p; enthilt, sondern, daB f (f) rein periodisch
mit p; als Grundperiode ist. Dieser Fall ist trivial; die Ldsung des
Problems ist dann durch die Anwendung der Harmonischen Analyse
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moglich. Ist der Faktor sinz %—2- nicht streng gleich null, erweist er sich
1

aber als so klein, daB eine Bestimmung der zweiten Periode aus der
Restfunktion zu unsicher wird, so 148t sich die Eliminierung von p, —
falls die Liange der Reihe dies zuldBt — auch aus Differenzen von der

Form f+np)—f @

erreichen, wo # eine ganze Zahl > 1 bedeutet. Die Wahrscheinlichkeit,
fiir die zweite Periode eine merkliche Amplitude iibrig zu behalten,
wird durch diese Erweiterung der Methode gesteigert. KiriN und
SOMMERFELD haben dies Verfahren (l.¢.) mit gutem Erfolg bei der
Trennung der jihrlichen und der CHaNDLERschen Periode (433 Tage)
in den Polschwankungskurven (Variationen der geographischen Breite)
angewandt.

Das Verfahren von KLEIN und SOMMERFELD, das immer anwendbar
ist, wenn, bzw. solange, dominierende Perioden erkennbar sind, hat den
Vorzug, daf die zu eliminierenden Periodizititen nicht unbedingt sinus-
f6rmig sein miissen, sondern beliebige Form haben diirfen. Den gleichen
Vorzug gewihrt die Verwendung des schon frither beschriebenen Buys-
Barrorschen Schemas, in dem die vorliegende Beobachtungsreihe in
Zeilen von der Linge der vermuteten, in diesem Falle also der domi-
nierenden Periode angeordnet wird. Bildet man dann spaltenweise
Summen oder arithmetische Mittel, so entspricht der Verlauf dieser
Werte um so mehr der Gestalt der gesuchten Periodizitit, je groBer
die Zahl der so zusammengefaBBten Zeilen ist. Fiir den Fall, daf3 die
Wellenlidnge der dominierenden Periode nur unsicher aus dem Anblick
der Kurve hervorgeht, fithrt das ebenfalls in der Periodogrammrechnung
benutzte Verfahren zum Ziel, die Summen- oder Mittelreihen gruppen-
weise zu berechnen — die Ubereinstimmung der aus den verschiedenen
Zeilengruppen erhaltenen Summenreihen ihrer Form nach ergibt dann
eine gute Bestitigung der Periodizitit — eine etwaige Verschiebung der
Extrema von Gruppe zu Gruppe ermdglicht ferner eine Korrektur der
angenommenen Wellenlinge oder auch gegebenenfalls die Feststellung
einer zeitlichen Verinderlichkeit der Periodizitit. Diese Methode, die
mit der Methode der Phasendiagramme identisch ist, muB3 auch im
Zusammenhang mit den Exhaustionsverfahren erwihnt werden; — der
Unterschied gegeniiber der viel allgemeineren Periodogrammethode
besteht offenbar darin, daB die letztere in ihrer Voraussetzungslosigkeit
eine systematische Durchmusterung des Materials nach verschiedenen,
iiber einen gréBeren Spektralbereich verteilten Versuchsperioden erfor-
derlich macht, wihrend hier die wesentliche Voraussetzung gemacht
wird, daB eine dominierende Periode bereits bekannt oder wenigstens
ungefihr bekannt ist. Ist diese Periode bestimmt und aus dem Material
auf irgendeine Weise eliminiert, so 148t sich das Verfahren auf die Rest-
reihe erneut anwenden, falls auch hier wieder eine dominierende Periode

Stumpff, Periodenforschung. Iy
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erkennbar ist. Das ist z. B. von C. G. ABBOT bei der Diskussion der
Schwankungen der Solarkonstante ausprobiert worden. ABBOT (Lit. 2}
hat — zur Erleichterung der numerischen Rechnungen — auch einen
sehr interessanten Apparat konstruiert, der eine Mechanisierung dieses
Rechenverfahrens gestattet, und den er ,,Periodometer’* nennt.

Die bislang geschilderten Methoden stellen noch keine vollstandigen
Beispiele fiir das Exhaustionsverfahren dar. Sie l6sen nur Teilprobleme,
da sie immer von der Voraussetzung ausgehen, dal eine dominierende
Periode bereits vorhanden sei und daher angenihert als bekannt an-
genommen werden darf. Eine durchgreifende Anwendung des Exhau-
stionsprinzips ist erst dann moglich, wenn Regeln angegeben werden,
nach denen eine beliebige zusammengesetzte Schwingung durch voll-
stindige oder teilweise Unterdriickung aller Teilschwingungen bis auf
eine in eine solche mit dominierender Periode umgewandelt werden
kann. Ein sehr interessanter Versuch in dieser Richtung stammt von
B. Garitzin (Lit. 106), dessen Methode zwar vom Standpunkt des Prak-
tikers aus anfechtbar ist, die gestellte Aufgabe aber theoretisch 16st
und ihrer Einfachheit wegen als Vorbild fiir andere Losungsversuche
betrachtet werden kann.

Ist f(¢), unter der Voraussetzung, daf das konstante Glied ver-
schwindet oder vorher eliminiert sei, in der Form

f @) = cysin (ay ? + By) + cosin (ap? + fy) + - + ¢, sin (o, 2 + Bo)

gegeben, so wird ihr unbestimmtes Integral (variable obere Grenze)

F(l) /f dtH—~cos(oc1t+ﬂ1)—~005(052t+ﬂ2)
——cos (ot + B +CH,

wo C{V eine von den Phasen zur Anfangszeit abhanglge Integrations-
konstante bedeutet. Wiederholt man die Integration, die bei Beob-
achtungsrethen durch Summation zu ersetzen ist, mit den neu ent-
standenen Funktionen immer wieder, so erhdlt man nach z 7-maliger
Integration schlieBlich:

t
Fen (t)=/F(zf_1> (t)dt:(_I)r{ac_;'Sin(“lt_’_ﬁl)—i_“'+ai§r'5in(0(,,t—}—ﬁn)}
H +C$213t21_1+c(22,)t2r—2+'”+C%2,f)
= (1) g fensin ot ) + () sin (ot -+ ) +
+ (Z_:)Z'Sin (ot +/3n)} e C(211) £r=14 ... 4 6(22:)

Denkt man sich also die Frequenzen oy, a,, .. ., «, in aufsteigender Folge

geordnet, so daBl «, die kleinste vorkommende Frequenz, bzw. p; = 2;:

die gréBte Periode ist, so erkennt man, daB nach einer geniigenden
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Anzahl von Schritten die Periode mit der groBten Wellenlinge dominiert.
Nach Eliminierung der lingsten Periode aus dem Ausgangsmaterial
ergibt eine Wiederholung des Verfahrens die zweitlingste Periode usw.
Die praktische Schwierigkeit des Verfahrens, die auch in der Literatur
zu Kritik AnlaB gegeben hat (Lit. 218) besteht darin, daB das para-
bolische Restglied

C;l) tZr—l + C(223t21—2 + e + C(zzrf)

unter Umstinden Perioden vortduschen kann. Diese Schwierigkeit kénnte
nur dadurch vermieden werden, da man vor jeder neuen Integration
versucht, die aus der vorhergehenden Integration stammende Konstante
zu eliminieren, was aber nicht immer sicher genug gelingt. Brauchbar
ist das GaLiTziNsche Verfahren insbesondere dann, wenn die lingste
Periode auch die mit der groBten Amplitude ist, da dann ihre Isolierung
schon nach wenigen Schritten erfolgt, oder wenn es sich iiberhaupt um
die Elimination sehr langer Perioden handelt.

4. Periodenbestimmung mit Hilfe der Autokorrelation.

Auf die Verwendbarkeit des Korrelationskoeffizienten bei der Be-
stimmung unbekannter Periodizititen hat J.I. Crawc (Lit.72) hin-
gewiesen. In dieser Arbeit zeigte CRAIG, daB die Periodogrammkom-
ponenten einer Beobachtungsreihe flir eine bestimmte Versuchswelle
den Korrelationskoeffizienten zwischen der auf ihren Mittelwert be-
zogenen Beobachtungsreihe einerseits und den sin- bzw. cos-Funktionen
der Versuchswelle andererseits proportional sind. Uber die Grundbegriffe
der Korrelationsrechnung sowie {iber diese soeben angedeuteten Zu-
sammenhinge ist im vorigen Kapitel (Abschn. 6 und #) ausfithrlich
berichtet worden.

Von CraiG (Lit. 73) stammt ferner eine Methode, in der Korrelations-
koeffizienten als wesentliche HilfsgréBen benutzt werden. Diese Methode,
deren vollstindige Ausgestaltung, soweit dem Verfasser bekannt ist,
nicht verdffentlicht worden ist, gehort ihrer Art nach zu den Algebra-
1sierungsmethoden (vgl. DaLe, KUHNEN, HiravaMa usw.). Die erwihnte,
von H. H. Turner und H. C. PLUMMER mit Anmerkungen versehene
Veréffentlichung entwickelt lediglich den Grundgedanken und bezieht
sich auf den Fall, da3 — abgesehen von zufilligen Fehlern — nur eine
einzige Periode vorliegt oder wenigstens stark dominiert. Ist ndmlich
streng:

v, ==csin (v + f),

so ergibt sich, wenn man das arithmetische Mittel aus den beiden ¥y,
benachbarten Werten bildet,

-1+ Pr+1

> =csin (xv + f) - cosa.
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Setzt man also
ottt Ky,
wobei K einen Operator bedeutet, so besteht zwischen den Reihen
v, und Ky,
eine Regressionsgleichung von der Gestalt
Ky,—vy,cosa=0.

Sind im ganzen # Beobachtungswerte gegeben, so lassen sich #—2 solcher
Beziehungen herstellen; ihre Quadratsumme ergibt:

E(K%)z—zcosa'}:yu' (Kyv) —I—COS%C'ny
= (n—2) (06— 20690y 74 cOSa + 0% cosar) =0,

wobei 0y, 0; die Streaungen der Folgen y, bzw. K y, bedeuten und 7,,
der Korrelationskoeffizient zwischen diesen beiden Folgen ist. Ist nun
die obige Regressionsgleichung streng erfiillt, die Beziehung zwischen vy,
und K v, also streng linear, so ist der Korrelationskoeffizient 7y = 1,
und es folgt aus '

03— 2040, 74 COS o + 03 costot = O
unmittelbar
01
cosa = + G
In der Praxis werden natiirlich die Regressionsgleichungen nicht streng
erfiillt sein, so daB die Endformel bestenfalls erste Niherungen fiir die
wahre Periode liefert. Das fithrt dazu, daBl nicht nur die Grofe 7y
wirklich berechnet werden muf8, sondern daB auch die Wirkung der
Operation K auf die ,,Widerspriiche* der obigen Regressionsgleichung
zu beriicksichtigen ist.

Diese Methode, die sich nach den Angaben von CrAIG auch auf
mehrere Perioden erweitern (oder auch als Exhaustionsmethode ausbauen)
lieBe, hat in der Praxis keinen Eingang gefunden. Sie ist aber wenigstens
historisch interessant, weil hier der Begriff der Korrelation, der im
Zusammenhang mit Periodenfragen (s. Kap. IV) schon 6fter aufgetaucht
ist, zum erstenmal bewuBt bei der Losung von Periodenproblemen
angewandt wird.

Eine wirklich brauchbare, auf dem XKorrleationsbegriff aufgebaute
Methode ist erst vor kurzer Zeit von J. Funrica (Lit. 105, 207, 209)
geschaffen worden. Es handelt sich hier um eine reine Exhaustions-
methode, bei der (im Gegensatz zu Garitzin) die einzelnen Perioden in
der Reihenfolge abnehmender Amplituden isoliert und eliminiert werden.
Wegen der mathematischen und begrifflichen Grundlagen dieser Methode
verweise ich wiederum auf die Ausfithrungen, die im AnschluB an die
Grundbegriffe der Korrelationsrechnung in Abschnitt 8 des vorigen
Kapitels gemacht worden sind.
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Enthilt z.B. eine (4quidistante) Beobachtungsreihe y,, v,, ..., v, eine
einzige persistente Periode von der Frequenz o und beliebiger Amplitude
und Phase, so wissen wir aus (IV, 7), daB die Folge der Autokorrelations-
koeffizienten fortschreitender Ordnung von der Form

ky, ~cos7 o

ist. Transformiert man also die Originalfolge durch die Bildung der
Autokorrelationskoeffizienten, wobei alle in (IV, %) angegebenen Ver-
haltungsmaBregeln zu beachten sind, so ergibt sich die Folge %, (» = o,
1,2, ...)alseine (wie FUHRICH sie nennt) erste Transfomierte der Original-
folge, die sich also im angenommenen Fall als eine cos-Schwingung mit
der Anfangsphase null darstellt. Besteht die Originalreihe aus mehreren
Sinusschwingungen, so besteht das Ergebnis, wie in IV, 7 ausfiihrlicher
gezeigt wurde, aus mehreren Gliedern: im Zihler der ersten Trans-
formierten treten der Hauptsache nach cos-Funktionen der vorhandenen
Perioden auf, die mit dem Quadrat der zugehérigen Amplituden multi-
pliziert sind. Mithin erhilt die Welle mit der gréBten Amplitude ein
iiberragendes Gewicht, dominiert also in der Transformierten stirker als
in der Originalreihe. Durch geniigend hiufige Wiederholung des Ver-
fahrens, also durch Bildung einer zweiten, dritten Transformierten usw.
(By, B, ...), gelingt es mithin, das Gewicht der dominierenden Periode
im Vergleich zu dem der iibrigen immer weiter zu verstirken, bis sie
zuletzt allein merklich ist. Das Verfahren versagt nur dann, wenn zwei
Perioden die gleiche Amplitude haben, und es konvergiert um so lang-
samer, je geringer der Unterschied zwischen zwei Amplituden ist. Ein
weiterer Nachteil der Korrelationsmethode besteht darin, daB bei be-
schrinkter Beobachtungsanzahl zur Bildung der Folge %] fiir gréBere
Werte von # nur ein Teil der Originalbeobachtungen verwendet werden
kann — die Zuverlidssigkeit der Werte &;, nimmt also mit wachsendem #»
standig ab; auch kann die Folge %, keineswegs bis zum Umfang der
Originalreihe fortgesetzt werden — bei jeder weiteren Transformation
geht also ein Teil der Ausgangswerte verloren. Der Transformations-
prozeB kann also nicht beliebig weit fortgesetzt werden; auch ergeben
sich gréBere Schwierigkeiten, wenn die Voraussetzung der Persistenz der
Perioden nicht erfillt ist. Aus allen diesen Griinden ist die Verwend-
barkeit des FunricHschen Verfahrens eng begrenzt, innerhalb dieser
Grenzen besitzt es gegeniiber der Periodogrammethode unzweifelhaft
den Vorteil, daB es die jeweils dominierende Periode unmittelbar liefert,
also das mithsame Durchmusterungsverfahren iiberfliissig macht.

Ist nach wiederholter Anwendung der Funaricuschen Transformation
die dominierende Periode isoliert, so ist sie zunichst in Form einer
Zahlenfolge gegeben, die (etwa nach r-maliger Transformation) ungefihr
die Gestalt

B = cosna
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aufweist und am besten durch graphische Darstellung kenntlich gemacht
wird. Die gesuchte Periodenlinge erhilt man dann zunichst angenihert
durch Ausmessung der so dargestellten Kurve, etwa durch Bestimmung
des Abstandes aufeinanderfolgender Maxima. Der so erhaltene Niherungs-
wert der wahren Frequenz o sei:

oy =0—E&.
Es besteht nun die Identitit
SE)sinna = Xk sinn (x4 £) = o,
g n

falls sich die Summierung iiber eine volle Anzahl von Perioden von A%
erstreckt. Demnach erhilt man, wenn man in Anbetracht der Kleinheit
der Korrektion

sing = ¢; cose=1I
setzt, die Beziehung

SEsinnog+ Snek cosnag=o,
n ”

aus der fiir ¢ die Bestimmungsgleichung

T A sinn o
e== >nkDcosna,
folgt.

Ist die Linge der dominierenden Periode bzw. ihre Frequenz bestimmt,
so mufl man zur Berechnung ihrer Amplitude und Phase auf die Original-
beobachtungen zuriickgreifen. Man bedient sich dabei zweckmiBigerweise
der aus der Harmonischen Analyse bekannten Formeln, durch die man
die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten nach dem Prinzip der
kleinsten Quadrate erhilt. Es darf dabei allerdings nicht die Schwierigkeit
tibersehen werden, daB die Bestimmungsformeln

Yy=¢sin (v + ) + .- F¢,sin(w, v+ 8,), =1, 2,...,N)

"
. 2
¢; sinfl; = ~ ¥, COS o, ¥

v=1
”
2 .
cicosf; =4 Y, sin o, v
y=1

nur unter der Voraussetzung streng sind, da8 nicht nur die betrachtete
Periode, sondern auch alle iibrigen etwa in der Beobachtungsreihe noch
vorhandenen Perioden in dem gewdhlten Summationsintervall ganzzahlig
enthalten seien, was natiirlich nicht der Fall zu sein braucht. Es wird
sich also im allgemeinen durch dies Verfahren nur ein mehr oder weniger
guter Naherungswert fiir ¢; und f§; ergeben. Besonders im Falle benach-
barter Perioden werden groBere Fehler unvermeidlich sein. Immerhin
wird man durch die geniherte Bestimmung der Amplitude und Phase
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in die Lage versetzt, die aufgefundene Periodizitit zu rekonstruieren
und durch Abzug von der Originalreihe wenigstens zum grofSten Teil
zu eliminieren. Wiederholt man das Verfahren mit der Restreihe, so
wird man die Periodizitit mit der nichst kleineren Amplitude als Domi-
nante erhalten, usw. Hat man auf diese Weise alle Periodizititen entfernt,
d. h. enthilt der ibrigbleibende Rest nur noch unperiodische Bestand-
teile, so wird man gut tun, eine Gesamtausgleichung nach den auf-
gefundenen Perioden zur endgiiltigen Bestimmung aller Amplituden und
Phasen vorzunehmen, um etwaige bei der Elimination gemachte Fehler
zu beseitigen.

5. Die Methode von L ABROUSTE.

Die nachstehende, von H. LasroustE (Lit. 743—147) entwickelte,
Methode stellt eine Anwendung des Exhaustionsprinzips dar, die wegen
der auBerordentlichen Allgemeinheit ihres Formalismus bemerkenswert
ist. Wir werden in der Tat erkennen, daB es gelingt, durch Spezialisierung
der von LABROUSTE gegebenen Grundformeln nicht nur fast alle bisher
bekannten Exhaustionsmethoden unter einen Gesichtswinkel zu bringen,
sondern auch ihre innere Verwandtschaft mit der Methode der Periodo-
gramme aufzuzeigen. Der Grundgedanke, den LaBROUSTE verfolgt,
ist folgender: .

Eine Beobachtungsreihe mdge in Gestalt dquidistanter Ordinaten

ey Yems y—n+1: ey y--l: Yo, Yis --«» yn—-I: yn» L
vorliegen. v, sei dabei ein beliebiger Beobachtungswert im Innern der
Reihe, der gentigend weit von den beiden Endpunkten des Beobachtungs-
zeitraums entfernt ist. Bildet man nun etwa durch Summierung der
spiegelbildlich zu y, gelegenen Ordinaten die abgeleiteten GréBen

Y=y 4+ 9y,
so 148t sich durch Festsetzung gewisser Konstanten K, K, ..., K, eine
lineare Kombination
R, =K Y+ K, Y, 4+ +K,Y,
bilden, die 2z # + 1 aufeinanderfolgende Beobachtungswerte miteinander
verbindet.

Wiederholt man diese Operation, indem man sie, statt auf v, als

Mittelordinate, auf 4;, 9,, ... anwendet, so erhdlt man eine trans-
formierte Folge

R, o)y Ry (1), By (o), -- -,

in der, je nach Wahl der Konstanten K, , die periodischen Eigenschaften
der urspriinglichen Reihe in bestimmter Weise verdndert erscheinen.

Nehmen wir etwa an, daB die Beobachtungsreihe von der Form

y (%) = ¢y sin (o % + ) 4 casin (og % + o) + « -+ (x=0,1,2,...)
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ist, so erhilt man fir die Abszissen x—v und x +»

Y=y (x—) +y (x+9) =cysin (o (5—9) + 1) + ¢ (a (x—) + ) + -
' Fcasin (o (£ +9) + 1) +65 ot (8 +9) + o)+

=2¢;c08a,¥sin (o, x 4 ;) + 2c5cosa,vsin (o x4 f,) + -
Man erhilt demnach eine neue Funktion von x, in welcher die Elementar-
wellen nach Periode und Phase erhalten bleiben, hingegen die Amplituden
durch die Faktoren

7 = 2 cosa,»
vergroBert oder verkleinert werden. Ebenso ergibt die allgemeinere
Transformation R,
R, (%) = (Ko + Ky /7 + Ko /) + -+ + K, f) ¢y sin (o % + By)
+ B+ K fP + Ky fP - + K, f) cysin (ap ¥ + o) + -+

also eine Deformation der Elementarwellen durch die ,,VergréBerungs-
faktoren*

Qi:) = KO + Klf(lr) + Kzfg’) +- + an;(:)'
Durch geeignete Wahl der Konstanten K, K, ..., K, 1aBt sich dann
erreichen, dafl gewisse Spektralbereiche eine VergréBerung der Ampli-
tuden erfahren, in anderen hingegen die Amplituden verkleinert oder zum
Verschwinden gebracht werden. Die Abhingigkeit der GréBen o von

der Wellenlidnge %oder besser der'Frequenz o, 148t sich durch eine
Funktion darstellen, die man sinngemif als ,,Selektivititsfunktion‘

bzw., wenn sie als Kurve aufgezeichnet wird, als ,,Selektivititskurve

bezeichnet.
Eine zweite Klasse von Transformationen erhilt man, wenn man die

Differenzen
Z,(x) = Ex+n—yx—m)
statt der Summen Y, einfithrt. Es ergibt sich dann
+Z,(x) =2c;sino, v cos (g ¥ + f3) + 2 cosinoy v cos (og x -+ B} + -+
Die Transformierten nehmen dann die Gestalt
R, () = ofY ¢, c05 oy % + ) + 0y c0 (% + ) + -
an, mit den VergréBerungsfaktoren
=Ko+ K, g+ -+ K,g?; g =z2sna,

und Phasenverschiebung der transformierten Wellen um eine Viertel-
wellenldnge. Will man die Phasenverschiebung vermeiden, so wendet
man die gleiche Transformation mit dem umgekehrten Vorzeichen auf
die transformierte Kurve noch einmal an.

Uberhaupt ist das Wesentliche bei der Anwendung dieser Methode,

daB man durch wiederholte Ausfithrung derselben Transformation oder
durch sukzessive Anwendung verschiedener Transformationen in der
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Lage ist, jede gewiinschte Verschiebung des Amplitudenverhiltnisses
der vorhandenen Wellen zu erzielen. Um die Rechenarbeit mdoglichst
zu vereinfachen, verfolgt man zweckmiBigerweise den Grundsatz, nur
solche Transformationen zu benutzen, bei denen die Konstanten K nur
die Werte o, + 1 oder — 1 annehmen, damit lediglich Additionen oder
Subtraktionen im Rechnungsgang auftreten. LABROUSTE zeigt, daB
durch Hintereinanderschaltung solcher elementaren Kombinationen
jedes gewiinschte Ergebnis, die Aussonderung von Einzelwellen betref-
fend, verhiltnismaBig leicht erzielt werden kann. Die einzige Schwierig-
keit ist dabei, daB man nicht, wie etwa bei der Periodogrammanalyse,
eine Rechenregel von weitgehender Allgemeingiiltigkeit aufstellen kann,
sondern eine individuelle Behandlung jedes konkreten Problems durchaus
am Platze ist.

Man kann dabei sehr verschiedene Wege einschlagen. Am iibersicht-
lichsten und verhdltnismiBig schematisch gestaltet sich das Vorgehen
des Rechners, wenn er bestrebt ist, die vorhandenen Wellen (dhnlich wie
bei der Methode von GaLITzIN [Abschnitt 3]), in der Reihenfolge wach-
sender Frequenzen einzeln zu isolieren. Dabei braucht man Selektivitits-
kurven, die nur fiir den langwelligen Bereich des Spektrums groBe
Ordinaten besitzen, fiir alle Wellenlingen unterhalb einer gewissen
Schranke aber nur wenig von der Nullinie abweichen. Selektivitits-
kurven dieser Art besitzen aber mehr oder weniger alle Transforma-
tionen, die sich aus den Summen Y, zusammensetzen lassen, also etwa
elementare Transformationen von folgender Gestalt:

1. die Transformationen Y, selbst.

2. Transformationen von der Form

+n

sn:y0+Y1+Y2+"'+S/n: ) Yy -

r=—"=n

Die Diskussion der zu diesen Elementartransformationen gehorigen
Selektivititskurven ergibt folgendes:

1. Transformationen Y,. Die Selektivititskurve hat, wie schon
bewiesen, die Form

f, (@) = 2 cosav.

Es werden also alle Frequenzen unterdriickt, die in der Nihe der Null-
stellen

o= ——(2k—1) k=1, 2, ...)

2y

liegen. Alle unterhalb der kleinsten Nullstelle liegenden Frequenzen,
also alle Perioden, die merklich gréBer sind als 4 v, erhalten einen posi-
tiven VergréBerungsfaktor, der fiir wachsende Periodenlinge gegen den
Grenzwert 2z strebt. Vollig eliminiert werden also nur die Periode 4 v
und ihre ungeraden Oberschwingungen. Fiir sich allein ist diese Trans-
formation nur dann verwendbar, wenn es sich darum handelt, einzelne
Perioden von bekannter Linge zu unterdriicken.
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2. Die Transformation s, fithrt auf die Selektivititskurve
o,=I+42{cosaa-+cosza—+ -+ cosna}.

Sie entspricht vollig einer Glittung der Beobachtungsreihe durch iiber-
greifende Summen. In der Form
. o
sin (27 -+ 1) >
On = .o )

Sin —

2
die durch Ausfithrung der Summation erhalten wird, ist uns der Ver-
groBerungsfaktor o, als ,,Glittungsfaktor” wohl bekannt. Er zeigt,

daB sich durch eine derartige Glittung kurze Wellen unterdriicken
27

2n-41
gehoben wird (Iim O, =20+ I). Gleichzeitig treten zwischen den

a—>0
Nullstellen

lassen, wihrend das langwellige Gebiet (Frequenzen < ) hervor-

27
2n+1
noch Extrema auf, die bewirken, daB auch kiirzere Wellen in bestimmten
Bereichen nicht ganz vernichtet werden. Es wird also unter Umstinden
zweckmiBig sein, die geglittete Kurve wiederholt zu glitten, und zwar
mit verindertem Glittungsintervall. Solche ,kombinierten Trans-
formationen ergeben zuletzt einen VergréBerungsfaktor, der dem
Produkt der VergréBerungsfaktoren der einzelnen Transformationen
gleich ist. Man ist also in der Lage, die kleineren Wellen weiter herab-
zudriicken, indem man dafiir sorgt, daB die Nullstellen der zweiten,
dritten usw. Transformation mdglichst zwischen die der ersten fallen,
das Gebiet der langen Wellen aber vermeiden. Wendet man z. B. nach-
einander die Glittungen s,, s, s, an, wobel # < p < g, so werden alle
Perioden >>2¢ -+ 1 bevorzugt, wihrend die kleineren Perioden mehr
oder weniger vernichtet werden. Eine lange Periode > 2 ¢ + 1 wird in
dem Endergebnis eine um den Faktor

oL =

-k k=1, 2,...)

Gy 0p° O,

vergréBerte Amplitude zeigen; dividiert man also die erhaltene trans-
formierte Kurve durch diese Zahl, so wird damit diese Welle auf ihr
richtiges Amplitudenmal reduziert. Die dreimalige Glittung wird nach
LABROUSTE sinngemiB durch das Symbol

(Sn Sp Sq)
gekennzeichnet, das diesen Sachverhalt andeutet.

Ist es auf diese Weise gelungen, die lingste Periode zu isolieren, so
ist es mdglich, sie durch Abzug aus dem Ausgangsmaterial zu entfernen.
Eine Wiederholung des Verfahrens mit geeigneten anderen s-Kombi-
nationen, auf die Restkurve angewandt, liefert sodann die nichst kiirzere
Periode usw., bis schlieBlich ein unperiodischer Rest iibrigbleibt.
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Grundsitzlich anders ist die Wirkung von Transformationen, die sich
aus den Differenzen Z, zusammensetzen. So liefert
A » =YYy
selbst den VergréBerungsfaktor
g,=2sinav,
der sowohl die ganz langen Perioden als auch die um die Nullstellen

a=""K EK=12..)

herumliegenden Spektralteile ausloscht. Es werden daher die Ampli-

tuden von solchen Perioden verstirkt, die in der Nihe der Periode
e

und ihrer Oberschwingungen liegen. GroBere Selektivitit liefern Kom-

binationen von der Form

tn221+Z2+ e +Zn»
deren VergréBerungsfaktoren

id sinn =

. . o

=6 +&+ te=2 Zsmaw:z ——sin(n 4 1)
=1 SiIl——2

sind. .

Eine nihere Untersuchung dieser etwas komplizierteren Funktion von
zeigt, daB die bevorzugten Spektralgebiete um so weiter auseinander
liegen, je groBer » ist. Durch mehrfache Anwendung von ¢-Trans-
formationen, etwa von

(tn tﬁ tq tv)

mit benachbarten Indices und moéglichst in gerader Anzahl, um eine
Phasenverschiebung der transformierten Kurve zu vermeiden, erreicht
man, daf} sowohl das Gebiet der langen, wie auch das der kurzen Perioden
.,abgeblendet” wird, und nur ein verhidltnismaBig schmaler Spektral-
bereich verstirkt erscheint. Oft wird eine schirfere Selektion erreicht,
wenn man gemischte Kombinationen, etwa von der Form
(SaSptyl), (SuSptyty) oder (s,spt,t,)

anwendet. Es wiirde hier zu weit fithren, alle sich bietenden Méglich-
keiten im einzelnen durchzugehen. Der Leser sei auf die LABROUSTE-
schen Arbeiten selbst verwiesen und mége sich im iibrigen anregen
lassen, diese sehr reizvollen Betrachtungen durch eigene Variation des
sehr allgemeinen Grundgedankens zu vermehren, was in fast unbegrenzter
Mannigfaltigkeit méglich ist.

Erwihnung verdient noch der Umstand, daB gleiche Uberlegungen
auch die Moglichkeit beweisen, die LaBroUsTEsche Methode auf Perio-
dizititen mit verinderlicher Amplitude anzuwenden. LABROUSTE hat
diesen Fall theoretisch in folgenden Fillen behandelt:
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1. Die Amplitude ist schwach verdnderlich, so daB innerhalb des
(2 n+ 1 Zeiteinheiten umfassenden) Glattungsintervalls lineare Anderung
angenihert angenommen werden darf.

2. Die Amplitude ist streng linear verinderlich (z. B. von einém
maximalen Ausgangswert linear gegen null abnehmend).

3. Die Amplitude nimmt gemiB einer Exponentialfunktion gegen
null ab (schwach geddmpfte Schwingung).

6. Exhaustionsmethoden und Periodogrammanalyse.
Klassifizierung der periodographischen Methoden.

Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts ist klar, daf die Methode
von LABROUSTE auf der groBtmoglichen Verallgemeinerung des Glit-
tungsprinzips beruht. Unter Gliattung verstehen wir demnach allgemein
eine Transformation, durch die eine dquidistante Reihe in eine andere
(geglittete) dadurch iibergefithrt wird, daB man bestimmte lineare
Kombinationen von allen (oder einer Auswahl von) Beobachtungswerten
bildet, die in einem gewissen, gleich weit nach beiden Seiten um den
zu transformierenden Beobachtungswert liegenden Intervall vorhanden
sind. Es handelt sich also um eine Gldttung mit Gewichien, wobei die
Glattungskonstanten symmetrisch oder verkehrt-symmetrisch zur Mittel-
ordinate des Glittungsintervalls angeordnet sind. Bei symmetrischer
Konstantenverteilung lassen sich noch die Fille unterscheiden, in denen
die Konstanten samtlich positiv sind (eigentliche oder positive Glittung)
und solche, in denen positive und negative Vorzeichen (speziell auch
alternierende Vorzeichen) verwendet werden (uneigentliche oder negative
Glattung). Dall LABROUSTE sich in seinen Elementartransformationen
auf die Verwendung der Konstanten o, -+ 1, — I beschrinkt, bedeutet
keine notwendige Einschrinkung, sondern lediglich eine praktische
MaBnahme, um Multiplikationen zu vermeiden — durch mehrfache
Anwendung solcher Elementartransformationen lassen sich verschiedene
Transformationsarten mit beliebigen ganzzahligen Koeffizienten ersetzen;
der Vorteil der Vermeidung von Multiplikationen wird daher zum Teil
dadurch wieder aufgehoben, daB3 die Rechnung nach dem gleichen oder
einem anderen Schema mehrfach wiederholt werden mufBl. Was also
an Einfachheit der Rechnung gewonnen wird, geht zum Teil durch
Vermehrung der Arbeitszeit wieder verloren.

Eine weitere Verallgemeinerung der LaBrOuUsTEschen Exhaustions-
methode lieBe sich nur dadurch erzielen, dal man auch gebrochene oder
gar irrationale Glittungskoeffizienten zulidf3t: ein ganz spezielles Beispiel
hierfiir ist die Berechnung von Fourier-Konstanten bzw. Periodo-
grammkomponenten iiber ein Intervall von bestimmter Linge. Die
Gldttungskoeffizienten sind dann trigonometrische Funktionen einer
, versuchswelle, durch deren Wahl gleichzeitig die ,,Selektivitits-
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funktion* mit ihrem Hauptmaximum und den ,,spurious periodicities‘
festgelegt ist. Auch die Verschiebung des Versuchsintervalls durch
die ganze Beobachtungsreihe, die wir z.B.bei der Berechnung der
Phasendiagramme vornahmen, entspricht formal vollkommen dem
LaBroustEschen Vorgehen. Wir kénnen demnach die Periodogramm-
analyse als einen Spezialfall der verallgemeinerten LaABROUSTEschen
Methode ansehen. Einen wesentlichen Unterschied kénnte man darin
sehen, daB in der Periodogrammanalyse zwei voneinander unabhingige
transformierte Funktionen aus der Beobachtungsfunktion abgeleitet
werden, nidmlich die beiden Periodogrammkomponenten

a, (x) = %Zy (x 4+ v) cosa, (x + ¥)

r=1

b, (1) == Dy (x + ) sing, (v +9).
r=1 .
Dieser Unterschied verschwindet aber, wenn wir die Phasen der Versuchs-
welle nicht, wie oben, auf einen festen Anfangspunkt, sondern, wie auch
frither schon vorgesehen wurde (siche: Kap. III, Abschnitt 4) auf den
veridnderlichen Anfang des gleitenden Intervalls beziehen. In der Tat
iiberzeugt man sich leicht, daB eine Transformation von der Form
+n

A, (x) = Eﬁf . 2 v (x + v) cosa, ¥
die vorhandenen Wellen nach Periode und Phase ungeidndert 148t und
lediglich die Amplituden selektiv verindert. Eine zweite Transformierte,
die mit sin-Faktoren gebildet wiirde, eriibrigt sich somit, sofern es nur
auf die Isolierung eines bestimmten Spektralbereichs ankommt; sie
wire allerdings fiir eine genaue Bestimmung der Periodizitdtskonstanten
von Nutzen.

Die Betrachtung der inneren Verwandtschaft zwischen der Periodo-
grammethode und der LABROUSTEschen Analyse kann in der Folge noch
auBerordentlich fruchtbar fiir die Ausbildung periodographischer Metho-
den werden. Die konsequente Anwendung des allgemeinen Glittungs-
prinzips durch LABROUSTE hat mit aller wiinschenswerten Deutlichkeit
gezeigt, daB3 eine wesentliche Eigenschaft des Periodogrammverfahrens,
nimlich die mehr oder minder ,,selektive’ Herausblendung bestimmter
Spektralteile, in vielgestaltiger Form auch durch zahlreiche andere
Operationen von transformatorischem Charakter mdglich ist. So liegt
z. B. auch der Gedanke nahe, die trigonometrischen Faktoren bei der
Bildung der Periodogrammkomponenten durch solche Faktoren zu
ersetzen, die einer ,,Gitterfunktion entsprechen. Wir wissen, dal die
Gitterfunktion, die nur Ordinaten von der GréBe o, + 1 oder — 1 enthilt,
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durch eine trigonometrische Reihe ersetzt werden kann, die auBer der
Grundperiode (Gitterkonstante) noch die ungeraden Oberschwingungen
mit abnehmenden Amplituden enthilt. Die Selektivitit der Gitter-
funktion, als Versuchsfunktion bei einer Periodogrammanalyse, ist dem-
nach nicht von der gleichen Eindeutigkeit, wie die der einfachen trigono-
metrischen Wellen. Dafiir hat sie allerdings den groen Vorteil, daB bei
ihrer Anwendung, ebenso wie bei der der LaBrRoUsTEschen Elementar-
transformationen, keine Multiplikationen nétig sind. Eine mehrfache
Anwendung der Gitterfunktion mit wenig verdndertem Analyseninter-
vall wiirde die listigen Nebenmaxima der Selektivititsfunktion ebenso
zum praktischen Verschwinden bringen, wie dies bei den LABROUSTE-
schen Elementartransformationen geschieht, zu denen wir die ,,Gitter-
transformation auch zihlen konnten. Nebenbei bemerkt, liegt das
Gitterverfahren schon dem in Abschnitt 3 beschriebenen ,,Differenzen-
periodogramm‘ von BROOKS zugrunde.

Es ist unschwer einzusehen, daB iiberhaupt alle auf dem Exhaustions-
prinzip beruhenden Methoden sich mehr oder weniger gut in diese Betrach-
tungsweise einordnen lassen. Das gilt sogar fiir die Autokorrelations-
methode, die im Prinzip schon vor FUHRICH in den Arbeiten von
D. ALTER? (Lit. 15, 77, 18) iiber die Perioden einiger verdnderlicher Sterne
und iiber Niederschlagsperioden auftritt. Nur wird hier fiir gleitende
Glattungsintervalle nicht ein sich gleichbleibendes oder sich nach all-
gemeinen, von der Art der zu analysierenden Funktion unabhingigen,
Regeln dnderndes Schema von Glittungskoeffizienten benutzt, sondern
die letzteren werden der Beobachtungsreihe selbst entnommen. Die
aus den Streuungen der Beobachtungsreihe fiir fortschreitende Inter-
valle gebildeten Nenner der transformierten Funktion sind dabei erst in
zweiter Linie wichtig: sie stellen die ,,VergréBerungsfaktoren® dar,
ihre Reziproken also die Reduktionsfaktoren, durch die die Amplituden
nach Beendigung der Operationen auf ein NormalmaB zuriickgefiihrt
werden. Die Autokorrelationsmethode 148t sich also einerseits als eine
sehr spezielle Glittungsmethode auffassen, andererseits erweist sie sich
als sehr verwandt mit der Periodogrammethode, die ja ihrerseits ebenfalls
eine spezielle Gliattungsmethode darstellt: sie benutzt als ,,Versuchs-
funktion‘ nicht, wie diese, eine kiinstliche Funktion, sondern die vor-
gelegten Beobachtungen selbst. Dadurch wird der nicht zu unter-
schitzende und unter Umstinden ausschlaggebende Vorteil erzielt,
daB die effektive ,,Selektivititsfunktion’ ihr Maximum nicht an einer
vorher gewiinschten Stelle des Periodenspektrums hat, sondern jeweilig
dort, wo die lingste der vorhandenen Perioden zu suchen ist. Somit
wird mit dieser Methode die Zahl der notwendigen Versuche auf ein
Minimum zuriickgefiihrt, sofern die Voraussetzungen fiir ihre Anwend-
barkeit tberhaupt erfiillt sind.

1 Siehe auch Lit. 153 (MCLAUGHLIN).
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Die in diesem Abschnitt dargelegten Zusammenhinge lassen somit
erkennen, daf8 die vielgestaltigen analytischen Methoden der Perioden-
bestimmung sich nach wenigen fundamentalen Gesichtspunkten ordnen
lassen. Abgesehen von denjenigen Perioden, die ein Bekanntsein der
Wellenlingen voraussetzen und lediglich die Aufgabe der Bestimmung
der Amplituden und Phasen 16sen, unterscheiden wir zwei grundsitzlich
verschiedene Arten von Analysen:

I. Die algebraischen Methoden, in denen einfache Funktionen der »
unbekannten Perioden oder Frequenzen als Wurzeln einer charakte-
ristischen Gleichung #-ten Grades auftreten.

I1. Die auf dem Gliattungsprinzip beruhenden Methoden, die zum
Teil eine selektive Aussonderung bestimmter Spektralgebiete, zum Teil
eine sukzessive Bestimmung der unbekannten Perioden durch Ex-
haustion verfolgen oder auch nach beiden Richtungen hin verwendet
werden konnen.

Zu der zweiten Klasse gehort die Periodogrammanalyse, die vor allen
anderen Methoden das eine voraus hat, da8 sie sich unmittelbar an das
Beispiel hilt, das die Natur selbst uns in der spektralen Zerlegung des
Lichts gegeben hat. Der Praktiker wird stets von Fall zu Fall entscheiden
miissen, welche Methode der Natur des ihm vorgelegten Problems am
besten entspricht. Es hat daher atuch keinen Zweck, den Wert der einen
Methode gegen den einer anderen abschitzen zu wollen. Der Wettstreit,
der in der neueren Literatur mitunter heftig gefithrt worden ist und oft
darauf abzielt, die altbewihrte Methode der Periodogramme gegeniiber
neueren Verfahren in MiBkredit zu bringen, ist ebenso sinnlos und fiir
die Fortentwicklung der Periodographie als Wissenschaft schidlich, wie
etwa der gegenteilige Versuch, die Periodogrammanalyse unter allen
Umstinden als das Verfahren herauszustellen, das die besten und ein-
wandfreiesten Ergebnisse zeitigt. Eines nur muf3 mit aller Deutlichkeit
gesagt werden, um der Ehrenrettung der klassischen Methode der
Periodogramme willen, daf alle Ergebnisse, die mit anderen Methoden
in diesen oder jenen konkreten Fillen erzielt worden sind, auch mit
Hilfe der Periodogrammrechnung gewonnen werden konnen, sofern der
Rechner das mathematische Instrumentarium, das zu ihr gehort, mit
allen Feinheiten anzuwenden wei. Wenn man z. B. immer wieder liest,
daBl die ,,Auflgsungskraft” der Periodogrammethode nicht ausreicht,
um diese oder jene benachbarten Perioden zu trennen, wihrend dies
mit dieser oder jener anderen Methode miihelos gelingt, so laBt sich
diese Behauptung stets widerlegen, indem man den Nachweis fiihrt, daB
ihr Urheber entweder in seinen Ergebnissen einer Selbsttiuschung zum
Opfer gefallen ist oder aber zu seinem Vergleiche nicht berechtigt war,
weil er die Moglichkeiten der Periodogrammanalyse nicht auszuschépfen
verstanden hat.
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Sechstes Kapitel.

Die physikalischen Hilfsmittel der
Periodenforschung.

1. Das Momentenprinzip und seine
Anwendungsmoglichkeiten.

Eine der groBten praktischen Schwierigkeiten bei der Anwendung
der Periodogrammethode liegt in der groBen Menge der numerischen
Rechnungen, die sie verlangt. Gerade bei der Bearbeitung derjenigen
periodographischen Probleme, die zur Zeit und sicher auch in Zukunft
die praktische Wissenschaft am meisten beschiftigen und beschiftigen
werden, ist das zu untersuchende Beobachtungsmaterial so umfangreich,
daB an den Rechner ganz auBerordentlich hohe Anforderungen an Zeit
und Arbeitskraft gestellt werden. Ich denke dabei ganz besonders an
die Aufgaben der Meteorologie und der Geophysik iiberhaupt. Das
vorliegende Beobachtungsmaterial, das — abgesehen von kleinen Aus-
schnitten, — einer systematischen Bearbeitung noch harrt, erstreckt sich
nicht nur iber lange Zeitriume, sondern auch tiber eine groBe Zahl
von Beobachtungsstationen auf der ganzen Erde, deren Ergebnisse
sowohl in sich als auch im Zusammenhang miteinander zu erforschen
sind. Obwohl die vorzunehmenden Rechnungen selbst von bemerkens-
werter Einfachheit sind, ist die Zahl der Operationen so gro83, da8 selbst
bei Wahrung groBter Okonomie ihre Ausfithrung mehr technische Hilfs-
mittel und Arbeitskrifte erfordert, als sie selbst gréBeren wissenschaft-
lichen Imstituten zur Verfiigung stehen. Gerade die Einfachheit der
Rechenoperationen selbst aber ermutigt zu dem Versuch, Maschinen zu
konstruieren, die die mechanische Rechenarbeit schneller und genauer
auszufithren imstande sind, als der geschickteste und zuverldssigste
Rechner. Wir haben bereits verschiedene solcher Verfahren kennen-
gelernt, von dem Gebrauch von Rechenmaschinen und geeigneten
Tabellen angefangen, bis zu den verschiedenen Typen von Harmonischen
Analysatoren und schlieBlich dem Lochkartenverfahren. Das letztere
erwies sich dabei als auBerordentlich geeignet fiir die Durchfiihrung
groBer Programmarbeiten; leider sind die hierzu nétigen Maschinen, die
natiirlich nicht fiir die speziellen Erfordernisse der Periodenforschung,
sondern fiir allgemein-statistische und besonders fiir wirtschafts-
statistische Zwecke hergestellt werden, so gro8 und kompliziert, daB
ihre Benutzung mit erheblichen Kosten verbunden ist. Eine durch-
greifende Verwendung des Lochkartenverfahrens etwa fiir die Zwecke
einer systematischen meteorologischen Periodographie wiirde nur dann
6konomisch sein, wenn Spezialtypen dieser Maschinen fiir periodo-
graphische Zwecke konstruiert wiirden und einem mit ausreichenden
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Mitteln versehenen groBen Forschungsinstitut dauernd zur Verfiigung
standen.

Das Lochkartenverfahren als instrumentelles Hilfsmittel zur Be-
rechnung von PeriodogrammgréBen hat gegeniiber den Harmonischen
Analysatoren den Vorteil, dal es rechnerische Strenge gewihrleistet, die
durch geeignete Rechnungskontrollen noch unterstiitzt werden kann.
Nun ist aber diese rechnerische Strenge fiir die meisten Zwecke der
Periodenforschung keineswegs unbedingt erforderlich — meist erweist
sich eine Genauigkeit der ermittelten Periodogrammkomponenten auf
wenige Prozent ihres Absolutwertes, wie sie durch die gewdhnlichen
Analysatoren gewihrleistet wird, als praktisch hinreichend. Andererseits
ist die Zeit, die eine Analyse mit Hilfe von Lochkarten erfordert, eben
wegen des Zuschnitts dieses Verfahrens auf héchste Prizision, immer
noch so lang, daB der Gewinn zu dem erforderlichen Aufwand nicht in
dem wiinschenswerten giinstigen Verhiltnis steht.

Es hat, seitdem Periodenuntersuchungen in gréBerem Stile betrieben
werden, nicht an den verschiedensten Versuchen gefehlt, Apparate zu
bauen, die schnellste Arbeit leisten, ohne dafl an die Genauigkeit der
Ergebnisse hohere Anforderungen gestellt zu werden brauchen, als nétig
erscheint. Diese Aufgabe ist heute noch nicht in befriedigender Weise
gelost; immerhin sind beachtliche Ansidtze gemacht, die zu der Hoffnung
auf eine vollkommene Uberwindung aller Schwierigkeiten in absehbarer
Zeit berechtigen. Fiir die Losung mancher Teilprobleme, wie z. B. der
Durchmusterung lingerer Beobachtungsreihen, gibt es heute schon
Apparaturen (die photomechanischen Periodographen), deren Leistungs-
fahigkeit recht groB ist und durch weitere technische Vervollkommnung
noch bedeutend gesteigert werden kann. Fiir die allgemeine Aufgabe,
die darin besteht, zu einer gegebenen Beobachtungsreihe ohne umstéind-
liche Vorbereitungen die numerischen Werte der Fourier-Koeffizienten
zu finden, gibt es heute eine ideale Losung noch nicht. Die Wege zu
einer solchen Ldsung sind aber sehr mannigfach, und die technischen
Schwierigkeiten sind nicht uniiberwindlich.

Wir werden in diesem Kapitel die verschiedenen Prinzipien auf-
zuzeigen haben, nach denen eine Messung von Periodogrammkomponenten
auf physikalischem Wege erfolgen kann, und auch, soweit sie bekannt
geworden sind, die praktischen Versuche schildern, die in dieser Richtung
vorliegen. Eine ideale MeBmethode wird dabei folgende Bedingungen
zu erfiillen haben:

1. Die Einstellung der Apparatur auf die zu analysierende Beob-
achtungsreihe (Analysenintervall von bestimmter Linge) soll ohne
umstiandliche Vorbereitungen moglich sein, also nach Méglichkeit nicht
mehr Zeit erfordern, als etwa das Ablesen der Beobachtungswerte oder
das einmalige Eintragen derselben in ein vorgezeichnetes Schema.

Stumpff, Periodenforschung. 18
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2. Die Ermittlung der Fourier-Koeffizienten soll, wenn diese Ein-
stellung einmal getroffen ist, durch direkte Messung erfolgen (z. B. durch
Ablesung an einer Skala oder einem Zihlwerk oder durch automatische
Registrierung). Dabei soll der Summations- oder IntegrationsprozeB,
dessen Ergebnis registriert wird, so wenig Zeit wie méglich erfordern —
nach Moglichkeit soll dieser Vorgang also in einem einzigen Schritt,
nicht in der Hintereinanderschaltung vieler Schritte bestehen.

3. Der Ubergang von einem Fourier-Koeffizienten zum nichsten
darf nicht durch eine umstidndliche Umgruppierung der Beobachtungs-
daten erfolgen, sondern mufl durch einen einfachen Handgriff (Um-
schaltung) méglich sein.

4. Die Genauigkeit der Ergebnisse soll mindestens so grofl sein, wie
die durch Harmonische Analysatoren zu erzielende.

Was die Harmonischen Analysatoren selbst anbelangt, die bislang
die vollkommenste mechanische Losung der Aufgabe darstellen, so
werden sie nicht allen diesen Erfordernissen gerecht. Die Vorbereitung (1)
erscheint allerdings hinreichend einfach. Sie besteht in einem ein-
maligen Aufzeichnen der Beobachtungsreihe als Kurve oder (vgl. die
BarTELS sche Zusatzapparatur zum MAaDERschen Analysator, Abb. 7} in
der Verschiebung von Metallzungen gemil einer Werteskala. Der Punkt
(2) ist hingegen nicht erfiillt, da zur Gewinnung eines jeden FOURIER-
Koeffizienten die Umfahrung der gezeichneten Kurve mittels eines
Fahrstifts notwendig ist, also ein Arbeitsgang, der sorgfiltige Ausfithrung
und daher eine gewisse Zeit erfordert, ehe die Ablesung des Endwertes
an der Planimeterrolle erfolgen kann. Die iibrigen Bedingungen kénnen
hingegen als erfiillt angesehen werden; was (3) anbelangt, so besteht die
,,Umschaltung” in der Auswechslung von Zahnridern, die sehr rasch
bewerkstelligt werden kann.

Es ergibt sich demnach die Notwendigkeit, bei der Entwicklung
technischer Verfahren zur Harmonischen Analyse den in Punkt (2) auf-
gestellten Forderungen gréBere Beachtung zu schenken. Es kommt also
darauf an, die Produkte

¥, CosVa;  y,Sinva rv=1,2...,n)
nicht sukzessive zu summieren, sondern die iiber das Analysenintervall
erstreckte Summe der Produkte durch einen einzigen MeBvorgang zu
erhalten.

Nun gibt es eine ganze Reihe von physikalischen Erscheinungen,
deren Messungsergebnis in Form von Produkten und Produktsummen
hervortritt. Viele solcher physikalischen Produkte werden als ,,Momente*
bezeichnet, und wir wollen daher diejenigen Methoden, die auf der
Bildung solcher Produkte und ibrer Summen beruhen, als Moment-
methoden bezeichnen. Einige Wege, die sich aus diesem Grundgedanken
ergeben, sollen hier angedeutet werden, ohne dal ihre Zusammenstellung
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Anspruch auf Vollstiandigkeit erhebt, und ohne daB auf die Einzelheiten
einer technischen Durchfiihrung eingegangen werde.

A. Methode der Drehmomente. Das Drehmoment, das in der Statik
der festen Korper eine groBe Rolle spielt, tritt in seiner anschaulichsten
Gestalt in der Theorie des Hebels und der Waage hervor. Ein Gewicht 4,
das an einem Hebelarm ¢ angreift, erzeugt ein Drehmoment von der
GroBe p g. Wirken verschiedene Gewichte $, p,, .. ., $, an verschiedenen
Hebelarmen ¢, g5, .. ., ¢, (die auch, je nach ihrer Lage rechts oder links
vom Drehpunkt des Hebels, als positiv oder negativ angesehen werden
kénnen), so ist das gesamte durch sie erzeugte Drehmoment

D1yt Pagat T Pudn

und laBt sich durch eine das Gleichgewicht herstellende Kompensations-
kraft der Messung zuginglich machen. Um also eine Produktsumme
von der Gestalt

Y1CO0S80 4 YyC082¢0 4+ - -y, cosna

physikalisch zu realisieren, kénnte man #» Gewichte von der Grofe
Vi, Var --., ¥, (Beobachtungswerte kénnen stets, ohne daff dadurch das
Ergebnis einer Harmonischen Analyse verdndert wird, durch Hinzufiigen
einer Konstante positiv gemacht werden) an den durch die Zahlen
cos » o gekennzeichneten Stellen eines Waagebalkens aufhidngen. Durch
Wigung (Wiederherstellung des Gleichgewichts durch ein Gegengewicht
oder Registrierung eines Ausschlags) widre es demnach méglich, diese
Produktsumme (bis auf eine multiplikative Instrumentalkonstante) direkt
zu messen. Die technische Schwierigkeit dieses Verfahrens, das die
Erfordernisse von Punkt (2) restlos erfiillt, besteht in der Berticksichtigung
von Punkt (3). In der Tat wiirde die Umschaltbarkeit der Apparatur
auf verschiedene ,, Wellen“ einen Mechanismus erfordern, durch den die
Gewichte in systematischer und genau vorgeschriebener Weise mit
anderen Hebelarmen in Verbindung gebracht werden kénnten. Das lieBe
sich z. B. auf folgende Weise gestalten: » gleich lange Hebel, die an
ithrem Ende die Gewichte vy, tragen, wirken nebeneinander auf eine
waagerecht gelagerte Achse. Jeder Hebelarm, dessen Bewegung in einer
zu dieser Achse senkrecht stehenden Ebene erfolgen kann, ist gegen die
horizontale Normalrichtung um den Winkel » o gedreht, so daB also
seine bei der Wigung wirksame Komponente cos » o ist. Bei Umschaltung
auf die nichstfolgende Welle muBl sodann dafiir gesorgt werden, daB
jeder Hebel gegen den vorangehenden um den Winkel o gedreht werde,
also der erste um «, der zweite um 2 &, usw. Bei Ubergang vom cos-
Koeffizienten zum sin-Koeffizienten derselben Welle ist lediglich eine
Drehung des gesamten Systems um go° erforderlich. Die technische
Ausgestaltung eines solchen Umschaltmechanismus ist schwierig, aber
nicht unmdéglich. Die Genauigkeit der Messung ist lediglich durch die
Reibung in den Achsenlagern merklich beschrinkt.

18%
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B. Die hydraulische Methode. Die Fliissigkeitsverdrangung eines
zylindrischen, in Richtung seiner Achse in eine Fliissigkeit eingetauchten
Korpers ist gleich dem Produkt aus Querschnitt und Tauchtiefe. Ver-
indert man also die Tauchtiefe von # solchen Korpern, deren Quer-
schnitte den Beobachtungswerten proportional sind, gemif den zu-
gehorigen cos- und sin-Faktoren, so dndert sich die Hoéhe des Fliissigkeits-
spiegels gemaB der gesuchten Produktsumme. Positive Faktoren bedeuten
dabei Senkung, negative dagegen Hebung der betreffenden Zylinder in
bezug auf eine fiir alle Zylinder gleiche Normaltauchtiefe. Wihlt man
als Flissigkeit Quecksilber, so wird stérendes Netzen vermieden, auch
geniigt es, da selbst metallische Tauchkorper schwimmen, sie durch
einfaches Herabdriicken gegen den natirlichen Auftriebswiderstand
mittels vorher angefertigter und fir jeden Fourier-Koeffizienten ver-
schieden gestalteter Fithrungsstiicke in die gewiinschte Tiefe zu bringen.
Allerdings st der MaBstab der ,,Pegelskala’ von der (fir verschiedene
Beobachtungsreihen im allgemeinen verschiedenen) Gesamtsumme der
Querschnitte der Tauchkorper abhingig. Dieser MaBstab 148t sich aber
jedesmal durch einen einfachen Sonderversuch bestimmen.

Die Idee dieser Methode stammt von M. PaurL und wurde dem Ver-
fasser miindlich mitgeteilt.

C. Methode der magnetischen Momente. Das Drehmoment eines durch
einen ,,Multiplikator’* geschickten elektrischen Stromes auf die Magnet-
nadel ist dem Produkt aus Stromstirke und Windungszahl proportional.
LiaBt man n verschiedene Stréme gleichzeitig auf eine Multiplikatornadel
wirken und sorgt dafiir, daB a) die jeweilige Windungszahl dem cos-
oder sin-Faktor proportional ist (Wechsel des Vorzeichens mit Wechsel
der Stromrichtung verbunden), und daB b) die Stromstirke dem zu-
gehorigen Beobachtungswert proportional ist, so ist der Gesamtausschlag
der Nadel (genauer die Tangente dieser Ausschlige) der Summe der
Drehmomente proportional. Die Regulierung der Stromstirken kann
durch Widerstinde erfolgen, die Umschaltung auf andere Koeffizienten
durch ein geeignetes elektrisches Schaltungsverfahren.

Anstatt die trigonometrischen Faktoren durch die Windungszahl zu
realisieren, kann man auch von dem Omnwmschen Gesetz

Stromstirke = Spannung : Widerstand

Gebrauch machen und es so einrichten, daB die Spannung den Beob-
achtungswerten, der reziproke Widerstand den Betrdgen der trigono-
metrischen Faktoren, ihr Vorzeichen der Stromrichtung entspricht.
Dann ist jeder der » Strome durch gleich viele Windungen des Mel-
instruments hindurchzuschicken. Versuche mit einem nach diesem
Prinzip konstruierten Modellinstrument sind vom Verfasser bereits aus-
gefiihrt; doch ist es zur Zeit noch nicht gelungen, die vielfachen Fehler-
quellen in befriedigender Weise auszuschalten.
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Diese Beispiele von physikalischen Prinzipien, die bei der Konstruktion
periodographischer MeBapparate verwendet werden kénnen, lieBen sich
leicht vermehren. Ein besonders reiches Feld hierfiir bietet die Optik —
die Méglichkeiten, die durch Photographie, Photometrie und Kinemato-
graphie fiir unsere Zwecke bestehen, sind sehr zahlreich und vielgestaltig
und sollen daher in besonderen Abschnitten behandelt werden. Im
iibrigen sei dem Leser durch die obigen Beispiele die Anregung gegeben,
andere physikalische Methoden aufzusuchen, die auf der Anwendung des
Momentenprinzips beruhen.

2 Das Resonanzprinzip und seine Anwendungen.

Unter Resonanz verstehen wir in der Physik die Erscheinung, daB
ein schwingungsfahiges System, das durch periodische Krifte angeregt
wird, besonders stark auf solche Krifte reagiert, deren Periode mit der
Periode der Eigenschwingungen des Systems iibereinstimmt. Die physi-
kalische Natur der Schwingungsvorginge kann dabei sehr verschieden-
artig sein; es kann sich um mechanische, akustische, elektrische oder
elektromagnetische Schwingungen handeln. Am bekanntesten ist diese
Erscheinung aus der Akustik — auch der Name Resonanz (Mitklingen)
stammt daher. Wird eine Saite in Schwingung versetzt, so breiten sich
diese Schwingungen wellenférmig durch die Luft aus. Diese Schallwellen
iiben auf eine zweite, ruhende Saite periodische Kriifte aus, die aber
aullerordentlich klein sind. Nur, wenn die Periode des Tons mit der
Periode der Eigenschwingung der ruhenden Saite identisch ist, summieren
sich die wirksamen Krifte derart, daB diese Saite in merkliche Mit-
schwingung gerit. So wird ein aus vielen Schwingungen verschiedener
Wellenlinge zusammengesetzter Ton diejenigen Saiten eines Klaviers
zur Mitschwingung veranlassen, deren Eigenténe mit den Elementar-
schwingungen des anregenden Tons iibereinstimmen. Diese Eigenart
schwingungsfihiger Systeme kann zu einer experimentellen Trennung
der Elementarschwingungen eines Schwingungsgemisches benutzt werden,
wenn man imstande ist, die Eigenschwingung des Resonanzsystems
willkiirlich zu 4ndern und nun die Resonanzwirkung bei verschie-
denen Eigenschwingungswerten zu beobachten: Die variable Eigen-
schwingungsperiode entspricht der ,,Versuchswelle beim Periodo-
gramm, die zugehérige Resonanzstirke der Amplitude des Periodo-
gramms. Die modernste Anwendung des Resonanzprinzips ist die
Trennung elektrischer Wellen ihrer Wellenlinge nach in den Rundfunk-
gerdten. Es ist klar, daB} sich das Prinzip der Resonanz erfolgreich zur
Konstruktion von Apparaten verwenden 148t, die eine Trennung von
Perioden in Beobachtungsreihen ermdéglichen; es ist dazu nur nétig, die
gegebene Beobachtungsfunktion physikalisch durch einen entsprechend
verlaufenden Vorgang zu ersetzen, der anregend auf einen ,,Empfinger*
wirkt. Eine Trennung der Wellen wird dann méglich sein, wenn dieser
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Empfinger, dessen Eigenschwingung durch geeignete , Abstimmung®
verdndert werden kann, gegen Resonanz geniigend empfindlich und
geniigend ,,selektiv’ ist.

Der Schwingungsvorgang in einem Resonator verlduft ganz allgemein
gemiB einer Differentialgleichung

2
i r T ray=i@).

In dieser Gleichung bedeutet y (f) die Schwingung des Resonators selbst
als Funktion der Zeit, £ eine ,,Dampfungskonstante”, die den Einflufl
der inneren Reibung des Systems kennzeichnet, a die Frequenz der
(ungeddmpften) Eigenschwingung und f (f) den zeitlichen Verlauf der
anregenden Kraft. Im Falle eines Analysators fiir Beobachtungsreihen
haben wir also f (f) der Beobachtungsiolge proportional zu setzen (wie
dies technisch realisiert wird, interessiert uns im Augenblick noch nicht).
Ist z. B. ein Analysenintervall von der Linge $ vorgegeben, und ist die
Aufgabe gestellt, die FouriEr-Zerlegung innerhalb dieses Intervalls
kennenzulernen, so 148t sich die Kurve f (#) tiber das Intervall [o, 4] hinaus
periodisch fortsetzen. Verdndert sich also die anregende Kraft (Sender-
energie) gemdB dieser so konstruierten rein periodischen Funktion, so
sind wir sicher, daf} sie gerade die geforderten FouRriER-Perioden und
nur diese, und zwar als persistente periodische Bestandteile enthilt.

Allgemein ist also [ (f) in der Form

f@)= X A4,sin(r,t+gq,) |speziell: 7, = = Z v}
darstellbar. Die allgemeine Losung der obigen Differentialgleichungv
zweiter Ordnung ist dann

k
—_ n
y=c¢e¢ * -Bsin(f{+¢ + X R,sin(r,t+9,),
wobei B und ¢ Integrationskonstanten sind, die den Anfangszustand des
Schwingungsvorgangs charakterisieren. Ferner ist

k2
— 2 —
p=1 -2
Rv = ““::‘_:é"—_‘—-:-?
(APl

' kv,

y = AICIE 3w T G-
Die Bewegung des ,Empfangers” besteht also aus einer , Eigen-
schwingung von der Frequenz f3, die, je nach dem Grade der Dampfung,
mehr oder weniger rasch abklingt, und einer ,,erzwungenen Schwingung®,
die gleich der anregenden Schwingung in 4 rein periodisch ist, und deren
Fourier-Konstanten mit denen der anregenden Schwingung in der oben
angegebenen Weise zusammenhingen.
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Die auf dem Prinzip der Resonanz beruhenden Analysatoren sind
nun so eingerichtet, dafl die ,,ungedimpfte Eigenfrequenz‘‘ @ innerhalb
eines gewissen Spielraums (Spektralbereich) beliebig variiert werden
kann. Wird z. B. auf diese Art bewirkt, daB a =7, so erreicht die
Amplitude R, ein Maximum, das um so groBer ausfillt, je kleiner die
Dampfung des Systems ist. In diesem Falle, den wir als Resonanz
bezeichnen, wird demnach

A, 7T
R”:kr,,; 5,,:?—|—q,,

Die iibrigen Schwingungen haben ebenfalls von null verschiedene
Amplituden, die aber merklich geringer sind. Durch geeignete Wahl
der Dampfung ist immer zu erreichen, daB der Empfinger selektiv ist,
d. h., daBB im Falle der
Resonanz fiir eine be-
stimmte FOURIER-Fre-
quenz der Empfianger
auf die benachbarten
Frequenzen nicht mehr
merklich anspricht. Die ] %
Apparatur bewirkt also,
daB aus einem Gemisch
von Schwingungen der : !\I
verschiedensten Wellen- Abb. 22. Analysator von GALTTZIN.
lingen eine einzige Teil-

schwingung verstarkt, jede andere unterdriickt wird. Diese verstirkte
Teilschwingung, die natiirlich erst dann rein hervortreten wird, wenn
die , Eigenschwingung'* abgeklungen ist, 148t sich — je nach der physi-
kalischen Natur der benutzten Schwingungsvorginge — durch direkte
Beobachtung oder durch Messung nach Amplitude und Phase festlegen.

Eine primitive, aber vielleicht gerade deswegen interessante Verwirk-
lichung des Resonanzprinzips stammt von B. Gavrirzin (Lit. 107). GALITZIN
schneidet die im Intervall [o, $] zu analysierende Kurve aus undurch-
sichtigem Papier aus und legt die so gewonnene Schablone um eine
drehbare Trommel T vom Umfang p (Abb. 22). Die Trommel selbst
ist durchsichtig. Aus dem Inneren der Trommel werde ein Lichtbiindel L
durch einen festen Spalt S nach aullen auf eine Selenzelle F geworfen.
Ist der Spalt der Trommelachse, also auch der Ordinatenrichtung der
bei Rotation der Trommel an ihm vorbeigleitenden Kurvenschablone
parallel, so ist die zeitlich verdnderliche Lichtmenge, die auf die Selen-
zelle fallt, der rein periodischen Funktion f (f) proportional. Wird nun
ein durch die elektromotorische Kraft E gespeister Stromkreis durch
diese Selenzelle geschlossen, so ist die Verinderung der Stromstirke
der von f () proportional. Dieser verdnderliche Strom dient als Sender.
Der Empfinger ist ein Galvanometer, auf das dieser Strom einwirkt, und
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das eine bestimmte Eigenschwingung und eine bestimmte Dimpfung
hat. Ist die Umdrehungszeit der Trommel ein ganzes Vielfaches (etwa
das 7-fache) der ungedimpften Eigenperiode des Galvanometers, so tritt
Resonanz in bezug auf die 7-te FouriEr-Periode der anregenden
Schwingung ein — die Resonanzschwingung 148t sich direkt an den
Schwingungen des Galvanometers, ihre Amplitude an den Ausschligen
der Nadel beobachten. Zur Erhéhung der Empfindlichkeit dient eine
Briickenschaltung, die bewirkt, daBl die Ausschlige bei mittlerem
Funktionswert null sind, alle periodischen Schwankungen des Zeigers
also gleich weit nach beiden Seiten von der Nullage aus erfolgen. Die
Abstimmung auf eine bestimmte Fourier-Welle erfolgt durch Variation
der Umdrehungsgeschwindigkeit der Trommel, die Kompensation der
Briicke durch einen Widerstand R.

Eine andere, von Pupin (Lit. 270) und ArRMAGNAT (Lit. r9) zuerst
angegebene Anordnung (s. auch A.p. V. S. 521.) dient zur Analyse von
Wechselstrimen. Sie benutzt die gegebene Wechselspannung direkt als
anregende Kraft, und als Empfianger einen abstimmbaren Schwingungs-
kreis, dessen Eigenfrequenz und Dampfung durch Kapazitit (C), Selbst-
induktion (L) und Widerstand (W) gegeben sind. Ist die zu analysierende
elektromotorische Kraft (Wechselspannung) durch die Funktion

E=XA4,sin (fpi,,t + qv)

mit den unbekannten Konstanten 4, und ¢, gegeben, so ist der in
dem Schwingungskreis entstehende Wechselstrom J an die Differentiai-
gleichung

ey, waj 7w
are +TE+LC p“‘E

[N}

gebunden. Es ist demnach die Dimpfung
_ w
a
und die Eigenfrequenz
1

yLC
Durch Variation von L oder C laBt sich also Resonanz mit jeder der in
der gegebenen Wechselspannung enthaltenen harmonischen Schwingungen
erzielen. Die Ermittlung von Amplitude und Phase dieser Schwingungen
laBt sich demnach auf die Messung der bei Resonanz entstehenden
Wechselstréme zurtickfiihren, fiir die hinreichend genaue MeBmethoden
in der Elektrotechnik bestehen.

Die letztere Methode hat gegeniiber der GaLiTziNschen den wesent-
lichen Vorteil, daB8 die zu untersuchenden Schwingungen zeitlich sehr
rasch verlaufen, daB also selbst bei geringer Diampfung des Empfinger-
systems das Abklingen der Eigenschwingung schnell erfolgt, die Messung
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also immer schon kurz nach Ingangsetzung des Versuchs moglich wird.
Beim Garitzinschen Versuch ist hingegen die Eigenschwingung des
Empfingers von langer Periode (> rsec), das Einschwingen des
Apparates erfordert also eine merkliche Zeit, was sich auf die Schnelligkeit
der Messung ungiinstig auswirkt. Eine wesentliche Verkiirzung der
Schwingungsdauer wiirde zudem wegen der Trigheit der Selenzelle
unmdglich sein.

Die von PUPIN-ARMAGNAT vorgeschlagene Anordnung ist daher im
Prinzip vorzuziehen. Um diese Methode nicht nur fiir die Analyse von
Wechselstrémen, sondern auch fiir die von beliebigen Beobachtungs-
kurven verwenden zu konnen, miilte also erreicht werden, daB eine
Wechselspannung als anregende Kraft genau gemifl der vorgelegten
Beobachtungsfunktion gesteuert werde. Das lieBe sich an sich auch
durch die GaLITZINsche Senderanordnung erreichen, wenn die Trommel-
umlaufsgeschwindigkeit entsprechend erhéht wiirde. Dann sollte aber
zur Steuerung des Mefstroms nicht die trige Selenzelle benutzt werden,
sondern etwa die bedeutend schneller reagierende lichtelektrische Zelle.

Die praktische Ausbildung der Resonanzmethoden auf dieser und
dhnlicher Grundlage ist besonders bei Gelegenheit der Erforschung der
akustischen Schwingungsvorginge (Klanganalyse) geférdert worden.
Eine Benutzung der dort erzielten praktischen Ergebnisse in der tech-
nischen Ausgestaltung der Resonanzmethoden fiir die Zwecke der
Periodenforschung auf anderen Gebieten ist sehr wiinschenswert (iiber
Klanganalyse s. Lit. 280).

3. Das Interferenzprinzip als Grundlage der optischen
Periodographen.

Eine besondere Art von instrumentellen Hilfsmitteln der Perioden-
forschung sind die optischen (photomechanischen) Periodographen, die
auf einer Realisierung des Analysenvorgangs durch optische und photo-
graphische oder photometrische Hilfsmittel beruhen. Nicht immer wird
durch diese Instrumente das Analysenergebnis (Periodogrammkom-
ponenten oder Amplituden und Phasen bestimmter FourieEr-Glieder)
in meBbarer Form erhalten, sondern meist nur qualitativ. In diesem
Falle dienen die Verfahren der Gewinnung einer schnellen und um-
fassenden Ubersicht (Durchmusterung) iiber die periodischen Eigen-
schaften eines bestimmten Beobachtungsmaterials.

Der Grundgedanke, der in diesen Instrumenten verwirklicht wird,
dhnelt in einer Hinsicht dem Resonanzprinzip: Auch hier werden Hilfs-
schwingungen von meBbarer und variabler Frequenz benutzt, um mit
den unbekannten Teilschwingungen der Beobachtungskurve in Beziehung
gebracht zu werden und ihre Trennung zu erméglichen; nur, daB diese
,,Schwingungen™ jetzt optisch zu verstehen sind — entweder als rdum-
liches Nebeneinander von Hell und Dunkel (Licht und Schatten) in
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gewissen regelmiBigen Abstinden (Raster, Gitter!) oder als ein zeitliches

Nacheinander (Blinklicht) oder als ein Gemisch von beiden (Gitter in

Bewegung vor einer Lichtquelle). Die praktische Ausfithrung dieses

Gedankens ist von A. E. Doucrass und unabhingig von ihm durch den
Verfasser angestrebt worden. DoucLass
benutzt das feste, STuMPFF das bewegliche
Gitter. Konstruktionen, die auf dem Prin-
zip des Blinklichts beruhen, sind in voll-
kommenerer Form bislang nicht ausgefiihrt
worden.

Die Erscheinungen, deren Beobachtung
und Registrierung die optische Analyse
vermittelt, lassen sich als ,Inierferenz”
bezeichnen. Ihre Wirkungsweise in den
verschiedenen Apparatetypen moge durch

Abb. 23. Interferenzstreifen. die Beschreibung von drei einfachen Grund-

versuchen gezeigt werden:

1. Versuch: Festes Gitter. Die zu untersuchende Periodizitit sei
{schematisch) durch ein ,,Gitter” dargestellt, d. h. durch nebeneinander-
liegende abwechselnd weie und schwarze Streifen gleicher Breite. Die
Periodenlinge (Amplitude und Phase interessiert zunichst nicht) ist

gleich der doppelten Streifen-

breite, bzw. gleich dem Ab-

@ a0 stand der Mitten zweier be-

\ nachbarter schwarzer (oder
weiller) Streifen. Ein ,,ana-
lysierendes Gitter'* ist in
gleicher Form hergestellt,
aber die schwarzen Streifen
sind nicht wie beim Unter-
suchungsgegenstand auf wei-

., Bes Papier, sondern auf eine
Glasplatte gemalt. Das ana-
lysierende Gitter besteht also

Abb. 24. Interferenzstreifen (schematisch). aus durchsichtigen und un-
durchsichtigen Streifen. Man

lege nun das analysierende Gitter, dessen Periode (Gitterkonstante)
bekannt sei, auf das zu untersuchende Streifensystem mit unbekannter
Periode, und zwar so, daB beide Streifensysteme einen kleinen Winkel
miteinander bilden. Durch die Liicken des Glasgitters bleiben dann
gewisse Teile des darunterliegenden Bildes sichtbar, die sich dem be-
trachtenden Auge zu einem System von ,,virtuellen Streifen geordnet
darbieten (s. Abb. 23). Diese virtuellen Streifen sind besonders dann
augenfillig und zeigen ein typisches Verhalten, wenn die Gitterperiode

R,
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und die unbekannte Periode nahezu gleich sind. In Abb. 24 sind diese
Erscheinungen schematisiert dargestellt. Dabei bedeutet

¢ den Drehungswinkel,

w die Gitterkonstante,

p die gesuchte Periode,

d die Distanz der virtuellen Streifen (virtuelle Periode),

7 = go°~— ¢ den Positionswinkel des virtuellen Streifensystems,

und es ist
psin (e +#) = wsiny
oder
w—pcose=psinectgy =psinetgd.
Bei kleinem & kann man also schreiben

w—p=rpe-tgd
und somit die Abweichung der gesuchten Periode von der Gitterperiode
durch Messung des Winkels d bestimmen. Der Streifenabstand ist

w cos
sin g

d._—_

3

also groB, wenn ¢ klein ist.

2. Versuch: Blinklicht. Ein Blinklicht ist eine automatische Vor-
richtung, mit deren Hilfe man einen Gegenstand in bestimmten, regel-
miBigen Zeitabstinden beleuchten kann. Ist der beleuchtete Gegenstand
in periodischer Bewegung begriffen (z. B. ein schwingendes Pendel oder
ein sich drehendes Speichenrad), und ist die Dauer der einzelnen Belich-
tungen sehr kurz, so kann man durch Abstimmung der Blinkperiode
auf die Bewegungsperiode des Untersuchungsobjektes erreichen, dal3 der
Gegenstand dem Beobachter stillzustehen scheint. Betrachtet man auf
diese Weise die Drehung eines Speichenrades, so wird dieser Effekt
sichtbar, wenn die Blinkperiode gleich der Zeit ist, die nétig ist, damit
eine Radspeiche in die Lage der benachbarten oder einer anderen iiber-
geht. Hat das Rad # Speichen, und ist seine Umdrehungszeit U, so

mul} die Blinkperiode % oder ein ganzes Vielfaches davon sein. Ist die

Blinkperiode von einer dieser Zeiten wenig verschieden, so erblickt man
beim jedesmaligen Aufleuchten das Rad nicht genau in der gleichen
Stellung, sondern um einen kleinen Betrag dagegen gedreht. Es wird
also (vorausgesetzt, daf3 der ganze Vorgang sich schnell genug abspielt)
an Stelle der wirklichen, schnellen Drehung eine langsame ,,virtuelle
Drehung'‘ beobachtet werden. Die virtuelle Drehung ist der wirklichen
entgegengesetzt, wenn die Abstimmung der Blinkperiode zu kurz war,
sie erfolgt in gleicher Richtung, wenn die Abstimmung zu lang war.

Ist @ die bekannte Blinkperiode (Versuchsperiode) und wieder $ :i’

die Periode des Vorgangs, d. h. die Zeit, in der das Rad sich um einen
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Speichenwinkel dreht, so ist, da die Winkelgeschwindigkeit des Rades
27
U

in der wirklichen Periode zuriickgelegte Weg 775 :7betriigt, so wird,
falls @ von # nicht sehr verschieden ist, die optische Té‘tuschung entstehen,

ist, = ¢ der in der Blinkperiode zuriickgelegte Speichenweg. Da der

als sei nur eine Drehung um den kleinen Weg (co p) erfolgt. Die

virtuelle Drehung erfolgt also in der Umdrehungszeit —— die fiir

® = p unendlich groB wird (Stillstand); fir p<w 1st dlﬁ‘ Drehung
positiv (rechtliufig), fiir $ > w aber negativ (riickldufig).

Ein sehr einfacher Versuch auf dieser Grundlage 148t sich ohne
besondere Hilfsmittel anstellen, wenn man eine durch Wechselstrom

betriebene Gliithlampe benutzt, die als (wenn auch nur unvollkommen
ausgestaltetes) Blinklicht von sehr kurzer Periode (meist glg sec) angesehen

werden kann. Setzt man im Schein einer solchen Lampe ein mit Speichen
versehenes Rddchen in sehr schnelle Umdrehung und laBt diese sich
durch Reibung allmihlich vermindern, so beobachtet man, sobald die
Radgeschwindigkeit sich einem der kritischen Werte nihert, das Auf-
tauchen der virtuellen Speichen, die sich zunichst rechtliufig drehen,
dann — im Augenblick der Koinzidenz zwischen Blink- und Umdrehungs-
periode — stillstehen, um alsdann riickliufig zu werden. Die gleiche
Erscheinung 1aBt sich bei einer Filmvorfiihrung beobachten, wenn ein
in Bewegung befindlicher Wagen (ein sich drehendes Schwungrad, ein
Flugzeugpropeller usw.) gezeigt wird. Das ,,Blinklicht* ist hier sinngemif3
ersetzt durch die in regelmiBigen Abstidnden erfolgten und vorgefiithrten
Momentaufnahmen des bewegten Gegenstandes.

3. Versuch: Bewegtes Gitter. Fahrt man in der Eisenbahn an zwei
der Bahnstrecke parallel laufenden Gittern (Lattenziunen) vorbei, die
einander, vom Zuge aus gesehen, ganz oder teilweise verdecken, so
beobachtet man, als Interferenzerscheinung, ein virtuelles Gitter
(,, Gespenstergitter”), das bald stillzustehen scheint (in bezug auf den
fahrenden Beobachter), bald sich nach links oder rechts bewegt. Diese
Beobachtung gibt zu einem Grundversuch AnlaB, der die Idee des
photomechanischen Analysators von STUMPFF illustriert und mit ein-
fachen Mitteln ausgefithrt werden kann.

Die zu untersuchende Periode sei wiederum durch ein Speichenrad

oder besser durch ein Zahnrad mit » Zihnen und # gleich groBen Liicken
27

n
Der Analysator sei ein Zahnrad von gleicher GriBe, aber mit m Zihnen,

dargestellt. Im Winkelmal ausgedriickt sei also die Periode p =

also von der Periode w =%{. Beide Rider drehen sich unabhingig

voneinander dicht nebeneinander um die gleiche Achse; sie mégen aus
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einem beliebigen undurchsichtigen Stoff, etwa aus Pappe, hergestellt
sein. Die Umdrehungszeit des ersten Rades se1 U, die Winkelgeschwin-
27
=
Werte V' bzw. %

Ist die Umdrehungsgeschwindigkeit jedes der beiden Rider grof,
so unterscheidet das Auge die einzelnen Zihne im Voriibergleiten nicht
mehr. Blickt man aber durch beide Zahnreihen in Richtung der Drehachse
hindurch oder projiziert die Schattenbilder beider Rider durch eine in
Verlingerung der -Achse aufgestellte Lichtquelle tibereinander auf einen
Schirm, so entsteht bei bestimmtem Umdrehungsverhiltnis ein ,,virtuelles
Zahnrad”, das stillsteht oder sich langsam vor- oder riickwirts dreht,
so daB das Auge diese Bewegung verfolgen kann. Durch folgende Uber-
legung bestimmen wir das kritische Umdrehungsverhiltnis, bei dem das
virtuelle Rad in Ruhe ist, ferner die Anzahl der Zihne, die dies Rad
aufweist:

Sind beide Rider in Ruhe, so fallen an ]m—n’ Stellen der Peripherie
die Zihne bzw. Zahnliicken zusammen, an ebenso vielen dazwischen-
liegenden Stellen dagegen die Zihne des einen Rades auf die Liicken
des anderen. Steht nun die Umdrehungsgeschwindigkeit der beiden
Rider in einem derartigen Verhiltnis zueinander, dal in gleichen Zeiten
bei beiden Réidern gleich viel Zihne an einer festen Stelle der (in der
Projektion gemeinsamen) Peripherie vorbeilaufen, so bleibt dieser Zustand
offenbar erhalten, wie groB8 auch die absolute Geschwindigkeit sei. An
|m—n| bestimmten, gleichm#Big iiber die Peripherie verteilten Stellen
steht also dauernd Zahn auf Liicke, so daB3 dem durchscheinenden Licht
dauernd der Weg versperrt ist. An den in der Mitte dazwischen liegenden
Stellen dagegen steht Zahn auf Zahn und Liicke auf Liicke, so daB (bei
rascher Drehung) stindig rascher Wechsel von Licht und Schatten
erfolgt, das Auge die betreffenden Stellen also als hell empfindet. Man
sieht leicht ein, daB3 diese Erscheinung eines stehenden virtuellen Zahn-
rades mit |m —# | Zihnen gerade dann eintritt, wenn sich die Umdrehungs-
zeiten wie die zugehdrigen Perioden oder umgekehrt wie die Zahl der
Zahne verhalten, also wenn

U:V=mn=9p:m.

Zur Messung der Periode $ kann diese Versuchsanordnung dienen,
wenn eine Registrierung der Umdrehungszahlen der beiden Réder
moglich ist. Sei etwa die Umdrehungszahl des ersten Rades (Periode p
unbekannt) gegeben und konstant, die des zweiten (Versuchsperiode w)
mefBbar verdnderlich, so 148t sich diese so einregulieren, daf3 das virtuelle
Scheinbild gerade stillsteht. Alsdann gilt die obige Gleichung, und es ist

digkeit also ; fiir das zweite Rad (Analysator) seien die entsprechenden

U
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Da die obigen Betrachtungen nur gelten, wenn s und # ganze Zahlen
sind, so ist ersichtlich, daf3 durch dies Verfahren nur Perioden von der
Linge

27
" (mn=1, 2 3,...)
erfaft werden, d.h. die Fourier-Perioden mit der Peripherie als
Grundintervall.

Man kann das Experiment auch variieren, indem man an Stelle des
ersten Zahnrads (Untersuchungsobjekt) eine Scheibe benutzt, deren
Rand gemiB einer vorgegebenen Kurve ausgeschnitten ist. Es sei
z. B. eine aus zwei benachbarten FOURIER-Wellen zusammengesetzte
Kurve (Schwebungskurve) so dargestellt -worden. Wiederholt man das
oben geschilderte Experiment mit dieser Scheibe, so erhilt man die
Erscheinung des stehenden ,,virtuellen Rades bei zwei verschiedenen
Umdrehungsverhéltnissen, die den beiden Einzelperioden entsprechen.
Es wird also eine Trennung der Perioden erzielt. Ist die Amplitude der
einen dieser Perioden gréBer als die andere, so entsteht bei dem ihr
entsprechenden Umdrehungsverhiltnis ein deutlicherer Effekt. Das
Experiment erlaubt also nicht nur, die Lage einer vorhandenen Periode
im FOURIER-Spektrum festzustellen, sondern ermdéglicht auch bis zu
einem gewissen Grade die Trennung verschiedener Perioden und eine
rohe Abschitzung ihrer Amplituden. Ferner ist klar, daB die Lage
des ruhenden virtuellen Bildes in bestimmter Weise von der Phase
der vorhandenen Periodizitdt abhingt. Durch geeignete Registrier-
einrichtungen miiflite es also méglich sein, auch die Phase der Perio-
dizititen meBbar zu machen.

4. Das optische Bild einer Beobachtungsreihe
oder -kurve.

Die Eignung eines Gitters (bzw. eines gitterférmig gezihnten Rades)
als Analysator bei einer optischen Analyse ist durch die im vorigen
Abschnitt beschriebenen Grundversuche plausibel geworden. Un-
befriedigend war hingegen noch die Realisierung der Beobachtungs-
funktion durch optische Hilfsmittel. In den Grundversuchen hatten
wir auch diese gitterformig gestaltet und somit die in ihr auftretenden
Periodizititen behelfsmidBig in eine Form gebracht, die bestenfalls
schematisch genannt werden kann und den tatsichlichen Verhiltnissen
in konkreten Fillen nicht im entferntesten entspricht.

Durch ein einfaches Gitter mit der Periode p wird das Licht gemiQ
der schon frither beschriebenen ,,Gitterfunktion [s. II, Formel (3a)]:

J . 1. . A,
f(x)= JI—{—” (51na+;51n3c7.+?51n5m+'~->}, ”:7{ x+q
herausgeblendet, wobei J die Intensitit des beniitzten Lichts und ¢
eine Phasenkonstante bedeutet. Man erkennt, daB die in obigen
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Versuchen untersuchte Funktion aufler der Periode p noch die ungeraden

Oberschwingungen z— % ..., aber mit nach einem bestimmten Gesetz

abnehmenden Amplituden, enthilt. Anstatt dieser einfachsten Gitter-
funktion lieBen sich auch noch andere Funktionen mit den angegebenen
Hilfsmitteln behandeln, die durch Gitterstibe und Liicken von wech-
selnder Breite dargestellt werden koénnten. Alle auf diese Weise dar-
stellbaren Beobachtungsfunktionen hitten aber das eine gemeinsam,
daB sie nur zweier verschiedener Werte fihig sein diirften, die als ,,Licht*
oder ,,Schatten‘ darstellbar sind. Sollte dagegen eine belicbig gestaltete
Kurve untersucht werden, so wire es nétig, ihren Verlauf durch Licht
verschiedener Intensitdt darzustellen, etwa so, daB der tiefste Punkt
der Kurve der volligen Dunkelheit, der hochste der maximalen Helligkeit
entspriche, dazwischenliegende OrdinatengréBen aber durch Helligkeiten
der verschiedensten Abstufung zwischen Hell und Dunkel abgebildet
wiirden.

Das optische Bild einer Beobachtungsreihe oder -kurve ist demnach
eine Punktreihe oder Linie, deren Elemente (Abszisse x} Licht von vor-
geschriebener Intensitit f (x) — /., aussenden [oder einfach f (x), wenn
wir stillschweigend voraussetzen, daf3 der Minimalwert der Ordinaten
= o sei]. Das analysierende Gitter ist hingegen flichenhaft ausgedehnt
(z. B. in Versuch 1 eine mit schwarzen Streifen bemalte Glasplatte).
Um daher das optische Bild der Beobachtungsreihe mit dem Gitter in
Beziehung setzen zu kénnen, miissen wir es ebenfalls flichenférmig
erweitern: Wir denken uns eine in einem ebenen rechtwinkligen
Koordinatensystem definierte Helligkeitsfunktion

g(xy) =1,
die also auf jeder zur x-Achse parallelen Geraden die gleiche, der Beob-
achtungsfunktion entsprechende Lichtverteilung aufweist. Das so flédchen-
haft auseinandergezogene optische Bild enthilt Linien gleicher Helligkeit,
die alle parallel zur y-Richtung verlaufen. Es ist am besten mit einem
kontinuierlichen Spaltspektrum zu vergleichen, das sich der Form nach
in nichts von ihm unterscheidet.

Das physikalische Hilfsmittel zur Umwandlung der geometrisch oder
zahlenmiBig gegebenen Funktion f (x) in ein derartiges optisches Bild
ist die Zylinderlinse. Die Zylinderlinse hat die Eigenschaft, einen Licht
aussendenden Punkt in der Bildebene als gerade Strecke abzubilden,
die parallel zur Achse der Zylinderfliche verlduft. Eine Reihe von
Lichtpunkten, die auf einer zur Zylinderachse parallelen Geraden liegen,
bilden sich daher in derselben Geraden der Bildebene ab. Liegt also
(s. Abb. 25) die Achse der Zylinderlinse (CC’) der Ordinatenachse einer
abzubildenden Fliche parallel, so iiberdecken sich die Bilder der Punkte,
die auf einer und derselben Ordinate liegen. Hat die Ordinate die Héhe y,
und sendet jedes Linienelement der Ordinate die gleiche Lichtmenge
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aus, so ist infolge dieser Uberlagerung der Bilder der Linienelemente
die auf jedes Element der zugehorigen Ordinate der Bildebene fallende
Gesamtlichtmenge v proportional. Sei nun (s. Abb. 25) die abzubildende
Figur eine gleichmiBig helle Fliche, die von der Kurve f (x) und der
Abszissenachse begrenzt ist, und
die in der Objektebene so an-
gebracht ist, daB3 die Ordinaten-
richtung parallel zur Zylinder-
achse verlduft, so entsteht in der
Bildebene eine Helligkeitsver-
teilung von der genannten Art,
so daB (innerhalb eines Streifens
von endlicher Breite) die Inten-
sitat langs jeder Ordinate des
Bildes gleichmiBig und dem zu-
geordneten Funktionswert f ()
proportional ist. Ist z. B. das
Objekt ein ,,Gitter, dessen
Stibe der Zylinderachse parallel
Abb. 25. Abbildung durch eine Zylinderlinse. [Der Sil’ld, so ist auch die Abblldung
Punkt 4 bildet sich langs aa’, der Punkt B langs 05"  €in Gitter. Ist f (/) eine beliebige
s, st dor Sl s S et e Funktion, so entstehi als Abbil
y = #(x) als Helligkeitsverteilung.] dung eine Helligkeitsverteilung
streifiger Struktur von der Art

eines kontinuierlichen Spaltspektrums, fiir die A. E. DouGLass die
treffende Bezeichnung ,,sweep” (Schweif) einfiihrt, und die wir in Zukunft
einfach die ,,optische Abbildung* der Funktion f(x) nennen wollen.

5. Der Periodograph von A. E. DoucLass.

Der Grundtyp des DoucrLassschen Periodographen ist der ,,Zyklo-
graph’* von Doucrass und WHITE, der von seinen Erbauern haupt-
sichlich zum Studium der Perioden (cycles) verwendet wurde, die in
den Jahresringen der kalifornischen Riesenbiume (inshesondere der
Gattung Sequoia) auftreten, und die ein ziemlich getreues Abbild der
Klimaschwankungen abgeben, die wihrend der Jahrhunderte des Wachs-
tums dieser Bdume stattgefunden haben. Das Prinzip des Zyklographen
ist genau das des in Abschnitt 3 beschriebenen ersten Grundversuchs:
Die optische Abbildung der Beobachtungsfunktion wird mit einem auf
einer Glasplatte aufgetragenen Gitter so zur Deckung gebracht, daf3 die
Streifenrichtung des Gitters gegen die des optischen Bildes der Beob-
achtungsfunktion um einen kleinen Winkel gedreht ist. Zyklen, deren
Linge von der Gitterkonstante nicht sehr verschieden sind, machen
sich dann durch (je nach der Amplitude der Zyklen mehr oder weniger
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stark ausgepragte) virtuelle Streifensysteme (Interferenzstreifen) bemerk-
bar, aus deren Richtung die wahre Periodenlinge bestimmt werden
kann. Persistente Perioden ergeben geradlinige virtuelle Streifensysteme,
verdnderliche Perioden gekriimmte oder geknickte Streifensysteme;
Phasenspriinge machen sich durch Unstetigkeiten bemerkbar — die
Theorie der virtuellen Streifen entspricht also genau der Theorie der
Phasendiagramme.

Ohne daB hier alle technischen Einzelheiten dieser Einrichtung wieder-
gegeben werden sollen, die der Leser den Abhandlungen von DouGrLass?!
selbst entnehmen moge, sei auf einige wesentliche Punkte aufmerksam
gemacht: Die Beobachtungskurve wird aus einem Bogen von undurch-
sichtigem Papier ausgeschnitten (Abb. 26), so dal der Raum zwischen

4 8 G

Abb. 26. Periodograph von DouGLAss.

der Kurve, der Abszissenachse (kleinste Ordinate = o) und der Anfangs-
und Endordinate ausgespart bleibt. Dies ,, Transparent” T wird von
hinten gleichmiBig beleuchtet, etwa, indem es vor das Fenster eines im
iibrigen vollig verdunkelten Raumes gestellt wird. Die Zylinderlinse C;
des Apparats erzeugt in der Bildebene ein ,,optisches Bild* B der Kurve.
Die Glasplatte mit dem analysierenden Gitter wird gleichfalls in die
Bildebene gebracht. Der Beobachter betrachtet Bild und Gitter zu-
sammen durch ein Linsensystem oder photographiert den optischen
Effekt. Dabei ist zweierlei zu beachten: Das analysierende Gitter muB3
eng sein, damit der Effekt der virtuellen Streifen dem Auge deutlich
wird. Da die Herstellung sehr enger Gitter schwierig und ungenau ist,
wird es zweckmaBiger sein, die Bildebene der Zylinderlinse durch ein
weiteres optisches System noch einmal stark verkleinert abzubilden, ehe
sie beobachtet oder photographiert wird. Sodann ist es zweckmaiBig,
die Beobachtung oder die Aufnahme ein wenig extrafokal vorzunehmen.
Dadurch wird das enge Streifensystem des Gitters sowie des optischen
Bildes selbst verwischt, so daB3 es den Gesamteindruck nicht mehr stért,
wihrend die virtuellen Streifen, die breit und weitabstindig sind, dadurch
nicht verindert werden. Weiter ist zu bemerken, dall ein Gitter von

1 Siehe Literaturverzeichnis. Ferner: A.p. V. S. 157 {f.

Stumpff, Periodenforschung. 19
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bestimmter Konstante mit hinreichender Deutlichkeit nur solche Zyklen
in Gestalt virtueller Streifen hervortreten liBt, deren Wellenlingen in
der Nihe der Gitterkonstante liegen. Es wird also durch ein bestimmtes
Gitter immer nur ein begrenzter Abschnitt des Kurvenspektrums erfaBt.
Um eine vollstindige Durchmusterung der Beobachtungsreihe nach
Perioden zu erhalten, kann man entweder Analysatorplatten mit ver-
schiedenen Konstanten benutzen, die dann fiir verschiedene Wellen-
bereiche brauchbar sind, oder man verfihrt so, da3 man die Abbildung
der Beobachtungskurve durch Verinderung der Stellung der Zylinder-
linse verkleinert oder vergréBert. Durch stetige Veridnderung der
Dimension des optischen Bildes ist es méglich, fiir jedes auftretende
virtuelle Streifensystem vollkommene Interferenz zu erzielen. Ist die

Streifenneigung des Gitters gegen die Vertikale ; und die des optischen

Bildes — ; so sieht man leicht ein (s. Abschnitt 3, Versuch 1), daB im

Falle der Interferenz (w = ) die Richtung der virtuellen Streifen genau
horizontal sein muB.

Ferner ist noch auf einen anderen wichtigen Punkt aufmerksam zu
machen: Die Gitterfunktion, als deren optisches Bild das analysierende
Gitter zu betrachten ist, enthilt, wie schon ausgefiihrt, nicht nur die
Versuchsperiode w, sondern auch die ungeraden Oberschwingungen
derselben. Der zyklographische Effekt wird also dergestalt sein, als ob
nicht nur ein analysierendes Gitter mit der Konstante w, sondern gleich-

zeitig Gitter mit den Konstanten ;9 % ... vorhanden wiren, deren
Einfluf allerdings der geringeren Amplituden wegen mit steigender
Ordnung rasch abnimmt. Trotzdem wird man, wenn etwa die Beob-
achtungsfunktion eine Periode $ enthdlt, nicht nur bei p = w, sondern

auch, allerdings entsprechend schwicher, bei p = —633, % ... virtuelle

Streifeneffekte hoherer Ordnung wahrnehmen. Diese lassen sich aber
leicht als Effekte hoherer Ordnung erkennen und somit ausscheiden.
Wir haben ndmlich gesehen, daB die Streifendistanz der virtuellen
Systeme

 cos

sin &
ist. Bei horizontalen oder nahezu horizontalen Systemen ist cos § ~ 1,
also genau oder nahezu

(,Z:

w
sineg”
Da ¢ eine Apparatkonstante ist, so ist also 4 fiir horizontale Interferenz-
streifen w proportional; die Streifendistanz der Interferenzeffekte héherer

Ordnung wird also %, %, ... sein — die Ordnung der Effekte ist demnach
ohne Schwierigkeit aus der Streifendistanz feststellbar.
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Der Zyklograph ist ein Instrument, das fiir schnelle Durchmusterungs-
arbeit auBerordentlich geeignet ist. Es zeigt nicht nur persistente, sondern
auch quasipersistente und variable Perioden an; es nimmt zudem nicht
auf ein bestimmtes ,,Analysenintervall’® Riicksicht, wie dies in der sonst
ganz dhnliche Ergebnisse liefernden Theorie der Phasendiagramme nach
ScuusTER immerhin noch geschieht. Hingegen ist eine Messung der
Amplituden von Periodizititen nicht moglich; sie lassen sich nur auf
Grund der Deutlichkeit der einzelnen Interferenzeffekte oberflichlich
abschidtzen. Eine Vorrichtung zur Messung der Phasen lieBe sich aber
anbringen: die Phase ist durch die Ordinaten der extremalen Helligkeit
in den virtuellen Streifen in der Bildebene gegeben — der bei festem
Gitter konstante Ordinatenabstand der Interferenzstreifen erster Ord-
nung (d = w/sine¢) liefert die Phasenskala, wenn er gleich 360° ge-
setzt wird.

Durch eine zusitzliche Einrichtung, die in Abb. 26 (rechter Teil)
skizziert ist, 14Bt sich aus dem oben beschriebenen Apparat ein Periodo-
graph gestalten, der ein kontinuierliches Amplitudenspektrum der ge-
gebenen Beobachtungsfunktion auf photographischem Wege herzustellen
gestattet.

Angenommen, es sel in der Beobachtungskurve eine persistente
Periode von der Lange  enthalten. In der Bildebene des Zyklographen
entsteht dann, wenn durch Variierung der Einstellung p = w erzielt
ist, ein horizontales System von Interferenzstreifen. Es werde nun von
diesem Bild durch eine zweite Zylinderlinse C, (Abb. 26) mit horizontaler
Achsenlage ein neues optisches Bild erzeugt: Dies enthilt dann die in
der Bildebene B auftretenden horizontalen Streifen unveridndert, wihrend
geneigte Streifen mehr oder weniger ausgeléscht werden. Die neue
Abbildung entspricht genau der Bildung der Summenreihe in einem
Darwinschen oder Buys-BaLroTschen Schema. DoucrLass blendet nun
aus diesem sekundiren optischen Bild mit waagerechter Streifung einen
schmalen senkrechten Spalt S heraus, der die Lichtverteilung vollkommen
wiedergibt. Wird nun durch eine mechanische Einrichtung die Versuchs-
periode p stetig verdndert und gleichzeitig ein Film oder eine photo-
graphische Platte P an diesem Spalt langsam vorbeigefiihrt, so entsteht
ein photographisches Bild, das als Funktion der Abszisse (verinderliche
Periode p) die wellenférmige Struktur der zu p gehorigen ,,Summenreihe**
direkt wiedergibt. Die Aufnahme ergibt also ein ,,Spektrum‘ der Beob-
achtungskurve, dessen Abszissen die Versuchsperioden # sind, und das
fiir jede persistente Periode p und ihre unmittelbare Nachbarschaft ein
Streifensystem von gewisser Breite (Maximumbreite) und einer der
betreffenden Amplitude proportionalen Intensitit aufweist. Uber die
technischen Einzelheiten, insbesondere iiber die Art der mechanischen
Fiihrung des Apparates mdge der Leser in den Verdffentlichungen von
A. E. DoucLass selbst nachlesen.

19¥
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6. Der photomechanische Periodograph von STumMpFF
und seine Theorie.

Die ersten Ausfithrungen tiber die Theorie dieses Apparats sind 1924
(Lit. 255) veréffentlicht worden, nachdem Modellversuche mit einem
photographisch registrierenden Analysator gelungen waren. Ein erhShten
Anforderungen gentigendes Instrument wurde 1928—1930 gebaut, des-
gleichen in den Jahren 1932—1934 ein zweites Instrument, das die
direkte photographische Aufnahme wvon Phasendiagrammen Ildngerer
Beobachtungsreihen gestattet (s. Abschnitt 8).

Abb. 27. Stanzapparat zur Herstellung der Lochstreifen fiir den Stumprrschen Analysator.

Die Theorie beider Apparate stiitzt sich auf den Grundversuch 3
(Gitter in Bewegung), der in Abschnitt 3 beschrieben wurde. Die Inter-
ferenzeffekte (virtuelle Gitter in Ruhe oder Bewegung) kommen zustande,
indem das optische Bild einer Beobachtungskurve, wihrend es sich in
Bewegung befindet, durch ein gleichfalls bewegtes Gitter hindurch
betrachtet bzw. photographisch registriert wird.

Die Beobachtungskurve wird, dhnlich wie bei den DoucLAssschen
Verfahren, durch ein Transparent dargestellt, das auf folgende Weise
angefertigt wird: Vorgelegt seien L Beobachtungswerte vy, vy, ..., Vp
(L = Analysenintervall). Ein rechteckiger Streifen undurchsichtigen
Papiers von der Linge L (Lingeneinheit etwa 8 mm) und von etwa
10 cm Breite sei Tréger eines rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen
Abszissenachse in der Langsrichtung verlduft und somit in L gleiche Teile
einteilbar ist. Man kann sich also auf diesem Streifen L #dquidistante
in der Querrichtung verlaufende Ordinatenlinien gezeichnet denken, die
den Abszissen der Beobachtungsreihe gemd numeriert sind. Lings der
Ordinatenlinie mit der Nummer » 148t sich nun mit einem besonders kon-
struierten Stanzapparat (s. Abb. 27) eine Reihe von Liéchern einstanzen,
deren Gesamtflicheninhalt dem Beobachtungswert 4, proportional ist.
Durch Anbringung einer additiven Konstante ist vorher Sorge getragen,
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daB die Beobachtungswerte alle positiv sind und ihr Minimalwert null oder
wenigstens klein ist. Wird also der Streifen als Transparent benutzt,
so ist die ldngs jeder Ordinatenlinie hindurchscheinende gesamte Licht-
menge dem betreffenden Funktionswert proportional. Das durch eine
Zylinderlinse (Achse der Zylinderfliche der Ordinatenrichtung parallel)
erzeugte optische Bild hat dann eine der Beobachtungsfunktion ent-
sprechende Lichtverteilung. Das optische Bild ist allerdings unstetig
und besteht aus einzelnen ,,Linien’ von gewisser Breite und einer y,
proportionalen Gesamthelligkeit. Ein stetiges optisches Bild lieBe sich
erzeugen, wenn die Beobachtungskurve (wie bei DouGLAsS) ganzrandig
ausgespart wiirde — auf die zu beobachtenden Interferenzeffekte hat
aber dieser Unterschied ebensowenig einen wesentlichen Einflul, wie
etwa die verschiedene Darstellung einer Beobachtungsfunktion durch
diskrete Ordinaten oder durch eine stetige Kurve auf das Ergebnis einer
numerischen Analyse. Wir brauchen also in der Theorie die Unstetig-
keitseigenschaften des optischen Bildes nicht besonders zu beriick-
sichtigen?. ’

Der so hergestellte Kurvenstreifen werde nun zu einem ,,endlosen
Band“ zusammengeklebt und mdge mit einer bestimmten Geschwindigkeit
vor einer gleichmiBig beleuchteten Mattscheibe in der Abszissenrichtung
vorbeigleiten. Bei einer bestimmten, zur Zeit ¢ stattfindenden Stellung
des Streifens 148t sich der gerade vor der Mattscheibe befindliche Teil
der Kurve durch die Fourier-Entwicklung der Beobachtungsreihe mit
L als Analysenintervall

Fx,8) = co4crcoso{x+qy) +cycos20 (X +gy) 4+ c,cosne (5 +q,)

(«=7)

wiedergeben, wobei die Phasen ¢, Funktionen der Zeit sind. (Wird etwa
die Kurve mit der gleichférmigen Geschwindigkeit v bewegt, so ist
g =S5,—1 t)

Durch die Zylinderlinse wird von dem vor der Mattscheibe befind-
lichen Kurvenstiick in der Bildebene eine ,,optische Abbildung*‘ mit senk-
rechter (zu der Achse der Zylinderfliche paralleler) Streifung hergestellt
(s. Abb. 28). Ein in der Bildebene angebrachter, zur x-Richtung paralleler,
also waagerechter Spalt blendet mithin aus dem optischen Bild einen
Schnitt aus, auf dem die Lichtverteilung den Ordinaten des abgebildeten
Kurventeils proportional ist. Steht die Zylinderlinse genau in der Mitte
zwischen Objekt und Bild, so ist die Abbildung auch maBtreu — nur die
positive Richtung der x-Achse des Objekts und der ihr entsprechenden
&-Achse des Bildes sind einander entgegengesetzt. Dicht vor dem

1 Soll dies dennoch geschehen, so hat man zu beriicksichtigen, daB eine Periode
von der Lange des Abstandes benachbarter Beobachtungswerte auftritt. Infolge

ihrer hohen Frequenz wird sich diese Periode aber in dem zu untersuchenden
Spektralgebiet hochstens durch Effekte hoherer Ordnung bemerkbar machen.
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beweglichen Kurvenstreifen liuft nun gleichzeitig ein — ebenfalls als
endloses Band gestaltetes — Gitter mit der Gitterkonstante o (Stab-

breite % und senkrechten Stidben in gleicher oder entgegengesetzter

Richtung vorbei. Die Bewegungen von Gitter und Kurventransparent
sind unabhingig voneinander und daher im allgemeinen voneinander

Abb. 28. Photomechanischer Periodograph von STuMPFF (schematisch).

verschieden. Das Gitter, dessen optische Abbildung lings des Spaltes
die Form einer ,,Gitterfunktion®

g1
=%{I+%(cosﬂ(f—{—r)—%cos\gﬁ(&—l—r) +%cossﬁ(§+7)—--->}

27
(F=)
hat (die Phase 7 ist wiederum eine Funktion der Zeit), bewirkt Abblendung
gewisser Teile des Spaltes. Es ist also g (£, #) = o oder 1, je nachdem,
ob zur Zeit ¢ an der & entsprechenden Stelle x der Mattscheibe gerade
eine Liicke oder ein Stab des Gitters steht. Der kombinierte Effelkt

von Kurve und Gitter ist daher lings des Spaltes von der Form

D& t)=] 11 ¢

— % co_}_Zc,,cosvoc(S—i-qy ®)

r=1

- -1
+47%2ﬁ(2,iLI cos (zu—1) f(§+7 ()

p=1
[ o84

2 1  —1
+’n’2 Cv(—;,r)l_—l [cos {vo (& ¢, (B) + 2u—1) B(E+7®)}

r=1 p=1

+cos{va(f+gq, &) —(u—0)B(E+7 (t))}]}
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besteht also aus einer Summe von Welleneffekten, die sich dem kon-
stanten Effekt -} J ¢, (mittlere Spalthelligkeit) iiberlagern.

Nun werde an dem Spalt, dessen Breite § sei, eine photographische
Platte oder ein Film in der Ordinatenrichtung voriibergefiihrt. Die
Geschwindigkeit der Plattenbewegung sel #; es wird demnach (abge-
sehen von schmalen Randgebieten am Anfang und Ende der Aufnahme,
auf die es hier nicht ankommt) jede Stelle der Platte so lange Zeit
belichtet, wie sie braucht, um eine Strecke von der Linge & zuriick-

zulegen. Die Belichtungszeit ist demnach % Fiihren wir auf der Platte

ein Koordinatensystem (&, %) ein, in dem die Abszisse £ mit der ebenso
bezeichneten der Bildebene identisch ist und die positive %-Richtung
der Bewegungsrichtung der Platte entgegengesetzt ist, so ist die Be-
lichtung der Platte durch

577:f
i

gegeben. Nehmen wir an, daB die Schwirzung der Platte innerhalb der
moglichen Belichtungsgrenzen der Belichtungszeit und der Belichtungs-
intensitit proportional ist, so kénnen wir p (£, ) auch als mathematische
Wiedergabe des auf der Platte entstehenden Schwirzungsbildes ansehen.
Solange keine Uberbelichtung eintritt und die Helligkeit der Licht-
quelle wihrend der Dauer der Aufnahme konstant bleibt, 148t sich
diese Annahme rechtfertigen — ist die ,,Schwirzungsfunktion nicht
streng linear, so werden die Ergebnisse der Aufnahme zwar nicht photo-
metrisch auswertbar sein; der allgemeine Anblick des Schwirzungs-
bildes, die Verteilung von hellen und dunklen Stellen, wird trotzdem
zwingende Schliisse auf die periodische Struktur des Untersuchungs-
gegenstandes erlauben.

Konstante Gittergeschwindigkeit. Bewegen sich Kurvenstreifen und
Gitter mit konstanten Geschwindigkeiten » und w, so ist zu setzen

g, () =s,—vt; r()=—wi,

wobei wir der Einfachheit halber die Anfangsphase des Gitters zu Be-
ginn der Aufnahme und bezogen auf den Anfangspunkt der &-Achse
gleich null setzen. Die mittlere Schwirzung

n+5

—]CO/ dt——£°

wird alsdann {iberlagert (verstirkt oder abgeschwicht) durch periodi-
sche Schwirzungsglieder von der Gestalt
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n-+a

[ cos@c+nt+rar=

n 2 U
u

in denen 4, 4 und % bestimmte Konstante darstellen. Der sehr kompli-
zierte theoretische Ansatz vereinfacht sich nun dadurch auBerordentlich,
daB es durch geeignete Wahl der Spaltbreite § und der Geschwindigkeiten
u, v und w statthaft wird, alle periodischen Glieder bis auf jeweils eines

s S / Y \
u"ﬁa—"cos<d5+77ﬁ‘27+k)’

oder wenige zu vernachldssigen. Abgesehen von der Belichtungszeit 5

und Faktoren, die den Amplituden ¢, der FOURIER-Wellen der Beob-
achtungsfunktion proportional sind, ist jeder periodische Schwirzungs-
effekt mit einem Glattungs- oder Dampfungsfaktor

versehen, der nur fiir A6 =0 den Maximalwert 1 annimmt und fiir
X0}

Ta =M m=+1, +2,...)

Nullstellen aufweist. Dieser Faktor, der seiner Form nach aus der Theorle

der Periodogrammfunktion bekannt ist, nimmt nur zwischen den beiden
h .

Nullstellen 1. Ordnung, also fiir \;—i—’ <7 beachtliche Werte an. Das

mit diesem Faktor versehene periodische Glied kann vernachlissigt
werden, wenn

VX
T > T,

wo m, eine kleine Zahl (etwa m, = 3) ist. Die Frequenz der betreffenden
Schwingung muB also, damit der zugehérige Schwirzungseffekt ver-
schwindet oder von untergeordneter GréBe bleibt, der Ungleichung

\h!>2nm0-% (2)

geniigen. Durch Erweiterung des Spaltes oder durch Verlangsamung
der Plattengeschwindigkeit oder durch beides zugleich 148t sich also
stets erreichen, daB Teilschwingungen, deren Frequenzen oberhalb
einer gewissen Schranke liegen, im photographischen Bild nicht mehr
merklich hervortreten. Betrachten wir daraufhin die vorkommenden
Teilschwingungen (1), so gelangen wir zu folgender Klassifizierung:

a) Kurveneffekte. (c,cosva (&4 s, — vf)). Fur diese ist die
Diampfungsbedingung (2) erfiillt, wenn
2z v

b= |vva|= L

f>27zm0%. v=1,2,...,n)
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Ist T = I—i‘[-die Umlaufszeit des Kurvenbandes und 7= Z* die Belichtungs-

zeit, so werden alle ,,Kurveneffekte praktisch ausgel6scht sein, wenn

v I z
_— -
F=7 >, oder Tt>myT.

Die Belichtungszeit muf also mehyrere (z. B. mindestens drei) Kurven-
umldufe wmfassen.

b) Gittereffekte. (42 coseu—1)f(E—wi)).

T 2u—I

Sie liefern die Dimpfungsbedingung
[@]

(zﬂ_I)ﬂleéﬂ'wf:27'6‘7>2.7[1’i1,0-1§; Lﬂ o

w T
Ist also die Verschiebungszeit des Gitters um eine volle Periode

e =T

lw| —
so folgt aus der oben geforderten Ungleichung 7 > my; 7T und somit die
Ausloschung der Gittereffekte. Die genannte Bedingung ist also er-
fiillt, wenn die ,,Versuchsperiode* nicht groBer ist als die erste Har-
monische der Beobachtungsreihe. TFiir sehr lange Versuchsperioden
wiirden sich hingegen die Gittereffekte bemerkbar machen (vgl. S. 305
[Nullpunktseffekt]).

c) Gemischte Effekte.
(2 “ —;-cos{voc(f—{—sv—‘—vt)j:(Z/L—I)ﬁ(f—wt)}).

e

Fiir die gemischten Effekte mit dem pesitiven Zeichen (Summations-
effekte) gilt, falls die Kurven- und Gittereffekte verschwinden, die
Diampfungsbedingung ohne weiteres mit, falls v und w das gleiche Vor-
zeichen haben, Kurve und Gitter also in gleicher Richtung laufen. Fiir
die Differenzeffekte gilt das gleiche, wenn Kurve und Gitter entgegen-
gesetzt laufen. Unter der Voraussetzung gleichsinniger Bewegung von
Gitter und Kurve dirfen wir also die Summationseffekte simtlich
vernachlissigen; was die Differenzeffekte anbelangt, so tritt ein Sonder-
fall ein, wenn

vav— (2u—I)fw
ganz oder nahezu verschwindet. Ist z. B. fir bestimmte Werte von »
und u streng

vav=(2u—1)fw,
so wird der Dampfungsfaktor 1, der Effekt wird also mit voller Amplitude
in das Schwirzungsbild eingehen. Effekte dieser Art werden wir als
, Haupteffekte' bezeichnen. Hierbei ist allerdings noch zu beriicksichtigen,
daB ein von der Ordnung 2u—1 des Gittergliedes abhdngiger Faktor

vom Betrage I__—I— hinzukommt, dessen schnelle Abnahme mit wach-

2

sendem y es erlaubt, die Gitterfunktionsentwicklung schon nach wenigen
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Gliedern abzubrechen. Spiter wird festgestellt werden, daB die Haupt-
effekte mit 2u—1=13, 5,... (Haupteffekte 3., 5., . .. Ordnung) von denen
der 1.Ordnung auch durch ihre geometrische Gestalt leicht zu unter-
scheiden sind. Beschranken wir uns also zunichst auf die Betrachtung
der Haupteffekte 1. Ordnung, so treten diese mit voller Amplitude in
Wirksamkeit, wenn
voav=Lw.
Sind die Apparatgeschwindigkeiten v und w so abgestimmt, daB diese
Gleichung fiir ein bestimmtes » (Ordnung einer FOurier-Welle) erfiillt
ist, so gilt fiir eine benachbarte Ordnung » + 1
|h| =]+ av—PFw|=]|av].

Es werden also mit den Effekten (2) und (b) auch simtliche Haupteffekte
I. Ordnung verschwinden, mit Ausnahme eines einzigen, der von dem
Fourier-Glied der »-ten Ordnung herriihrt, auf das der Apparat durch
geeignete Wahl von v und w abgestimmt ist. In gleicher Weise 148t sich
zeigen, daB auch jeweils nur ein einziger Haupteffekt der 3., 5. usw.
Ordnung (mit entsprechend verminderter Amplitude) wirksam werden
kann.

Unter der Voraussetzung, daBl die Dampfungsbedingung t>m, T
erfillt ist, 146t sich also das Schwirzungsbild in der Tat durch einen
oder wenige periodische Haupteffekte von der Form

T
S A ¢, S b
P (& 1) = (— 1) '7"'7;'2M_T'*WWCOS<d§+;n+k>
2Uu

wiedergeben, wobei
Sh
k= o w + rYas,

eine vorldufig nicht interessierende Phasenkonstante, ferner

d=va—(2u—I)f= zn(%—— Z,Mw—jf)
h:vocv—(Z,u—I)ﬁwz2n<’j’:v——(a“fvl)—w)

ist. Das Bild selbst wird durch die Linien maximaler Schwirzung be-
stimmt, die durch

cos<d§+%n+k>:1
gegeben sind. Der (fiir den Fall, daB % ungefihr oder genau null ist,

sichtbar werdende) Haupteffekt o (&, ) 1aBt sich also schematisch
durch eine Schar von Kurven maximaler Schwirzung

d§—|——Z—n—|—k=27m (¢=0,4+1,+2, ...},

also durch eine Schar paralleler Geraden
Et+ntgy=Dx+F (k" = const)
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darstellen, wobei

w L
AR T

. v
yp=arctg- - 7
1— (2pu—1) P
die Neigung der Geraden gegen die #-Achse und

Lw
D= vo—(2pu—1)L
die Streifendistanz in der &-Richtung bedeutet. Die Streifen maximaler
Schwirzung laufen parallel der n-Achse, also in Richtung der Platten-
bewegung, wenn die Interferenzbedingung
4 Nl b

e
v L 7

genau erfiillt ist. Handelt es sich um einen Effekt 1. Ordnung (i = 1),
so ist die Fourier-Periode, auf die sich der Effekt bezieht,

L v
b=, = ®

oder, mit anderen Worten: die Kurvenperiode (p,) verhdlt sich zur
Gitterperiode (w), wie die Kurvengeschwindigkeit v zur Gittergeschwindig-
keit w. Die Streifendistanz ist in diesem Falle

Lo wp,
vy —L o — P,
Ein Haupteffekt (2 g — 1)-ter Ordnung (u = 2, 3, ...) ergibt sich dagegen
fiir eine .vorhandene FOURIER-Welle

L ve by
Ph=7= (ep—1)w  2p—1?

also fiir eine (2 p— I)mal so kurze Welle. Die Distanz der Streifen ist
dann
wpy 1 _opH
D= u—p "=t ety

also ebenfalls (z y — 1)mal so klein, wie im Falle eines Effekts 1. Ordnung.
Aus der Streifendistanz (s. Abb. 29, wo die #-Richtung waagerecht an-
genommen ist) ist also in jedem Falle zu erkennen, ob es sich um
einen Effekt 1. oder hoéherer Ordnung handelt; die wahre Perioden-

linge ist sodann aus der Neigung y der Streifen gegen die #-Richtung

bestimmbar. Wegen des Faktors —Z— ist die Empfindlichkeit der Streifen-

neigung gegen eine Variation der Periode um so gréfer, je kleiner die
Plattengeschwindigkeit » im Verhiltnis zur Kurvengeschwindigkeit ist.
Ist p = w, so wird fir den Effekt 1. Ordnung im Interferenzfalle

tgy =o00; p=90°
und D = oo; die Streifen stehen also senkrecht auf der #-Achse.
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Verdnderliche Gittergeschwindigkert. Auf Grund der obigen Theorie
lieBe sich eine Ubersicht {iber die in einer vorgelegten und in ein endloses
Kurvenband von der Linge L eingestanzten Beobachtungskurve
vorhandenen FOURIER-Wellen gewinnen, wenn man folgendermaBen
verfihrt: Das Geschwindigkeitsverhaltnis v : w ist, etwa durch Variation
von @, nacheinander auf die Werte

v L

w v
zu bringen, was durch Austausch von Zahnradiibertragungen geschehen
kénnte, durch die Kurven- und Gitterbewegung zwangsldufig mit-
einander in Verbindung stehen. Die auftretenden Effekte bestehen

p=1,2,...,0)!

Abb. 29. Haupteffekt erster, dritter und finfter Ordnung, aufgenommen mit dem Periodographen I. Art
bei konstanter Gittergeschwindigkeit.

dann jeweils aus zur 5-Richtung parallelen Kurvenscharen, sie werden
nacheinander auf der Platte aufgezeichnet, wenn man den Apparat
nach jedem Auswechseln der Geschwindigkeiten eine gewisse Zeit hin-
durch in Bewegung setzt. Wegen des Faktors ¢, werden die zu den
betreffenden Versuchsperioden gehérigen Haupteffekte um so deutlicher
registriert werden, je gréBer thre Amplitude war; sie werden ganz fehlen,

. . . . . L
wenn die Amplitude ¢, null ist, eine Periode von der Linge p, = > also

nicht existiert. In dem von STUMPFF konstruierten photomechanischen
Periodograph erster Art (Abb. 30) ist nun das listige Auswechseln der
Geschwindigkeiten dadurch vermieden worden, daB die Geschwindigkeit
des Gitters von null bis zu einem bestimmten und durch den beabsich-
tigten Umfang der Analyse vorgeschriebenen Maximum stetig und
gleichférmig verindert wird. Technisch wird das dadurch erreicht, daB
die das Gitter bewegende Fiihrungswalze durch ein Friktionsridchen
angetrieben wird, das mit Hilfe einer Schnecke (Schraube ohne Ende)

1 Hieraus folgt die weiter oben vorausgesetzte Bedingung: — =< — (s. S. 297).
g 8 gung: — v 97
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lings des Halbmessers einer gleichmiBig rotierenden Friktionsscheibe
mit gleichmiBiger Geschwindigkeit langsam verschoben wird (Abb. 30,

Photomechanischer Periodograph I. Art.

Abb. 30.

rechts). Die Friktionsscheibe selbst ist mit der Fithrungswalze fiir die
Kurvenbewegung und mit dem Antrieb der Platte gekoppelt, so dal
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also ein festes Verhiltnis zwischen den Geschwindigkeiten der Kurve (v),
der Platte (#) und der Rotationsgeschwindigkeit der Friktionsscheibe
besteht.

Die Gittergeschwindigkeit ist dann der Zeit proportional:
w=w't,
und die Gitterphase ist mithin

r(t):—/wdt:—%w’tz.
0

Damit wird fir jede Periode p, = % der Haupteffekt 1. Ordnung

n+9d
un

P (& n) = ]c" /COS{ a(f—vtts,)— ﬂ(f*%w'ﬂ)}dt-

Durch die Transformation

d
N+
=t

148t sich dieser Ausdruck in die Form
v ) b d
W (&) :Jﬂi / cos {wc(f»—vt—%(n—f« ?) —}—s,,)

15 ) =2l 3) o

iiberftihren. Fiir das quadratische Glied %/3 w’7? erhilt man bei Beach-

1, w'T
—ﬂ(f—?w T — u

tung der Integralgrenzen die Ungleichung

Bo’ o B P n w (5)2.
2

u

= 2 412 T 4 o
Ist ', also die Geschwindigkeit der Schneckenbewegung, geniigend

ﬁ ’

klein, so kann nach Auflésung des Integranden sin

ﬁ

72 vernachlissigt

und cos

12 =1 gesetzt werden, und man erhilt unter dem Integral-
zeichen mit %' =5 —}— —

cos{§ ra—p) +vas, —t(vocv—ﬂw e )—vav— + ﬂzw (—J/) }
Die bestimmte Integration ergibt sodann

sin —— , o ’
e hdu cos{df—vav%v%—ﬂw -<i>2—kl

Z‘I/t
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mit

k:vocv—ﬂw’%; d=va—p (m:an; ﬁ=2n>

und einer hier nicht interessierenden Phase Z.
Mithin ergibt sich als Schar der Linien gréBter Schwirzung

d&—vocv’7 +ﬁw—<n—>2=27m+k (¢==0,+1,4+2,...)

u 2 u

- 2 2 4
(n'—v . o};—‘;;—f) +2 %“wT (5—%%) = const ,
also eine Schar von Parabeln mit gemeinsamer, der Spaltrichtung par-
alleler Achse von der Lage

oder

P @V VU
=Yg =V WL
und den Scheitelabstinden

_Em o 2m b _£>
D= = T = ol (=3
Ist die Funktion f (f) im Grundintervall L in eine Fourikrsche Reihe

zerlegbar, so liefert jede Elementarwelle von der Periode pp:%

(¥ =1, 2, ..., n) eine Parabelschar, die um so deutlicher im Schwirzungs-
bild hervortritt, je groBer die Amplitude ¢ dieser Welle ist. Die Achsen
der zu den einzelnen FOURIER-Wellen gehérigen Parabelscharen sind
untereinander und zur &-Achse (Spaltrichtung) parallel und liegen in
regelmdBigen Abstinden

A= =% o

voneinander. Dabei ist noch die Feststellung wichtig, daB sich die
Parabelscharen gegenseitig nicht merklich stéren, wenn, wie schon oben
als notwendig erkannt wurde, die Belichtungszeit 7 = -i— mehrere Kurven-

umlidufe umifaBt. Die Deutlichkeit der Schar ist in der Achse selbst
am groBten, denn fir

, oYU
p -

. TEY B
ist offenbar
X
i sin —
—_— —_— ,7‘-—- U - S——
h=vav—fw'--=o0, also s =1
2U

Die zur FoUurRIER-Welle p-ter Ordnung gehorige Schar ist aber an den-
jenigen Stellen der Platte, die den Achsen der benachbarten Scharen
angehéren, schon nicht mehr merklich, denn fir

avu

Fw’

n==xI)
ist

1/
h:vav—ﬁw'%;:iow.
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Die genannte Bedingung

My — =

L
o (my > 3)

é
u
liefert aber
27T u
| =ov="—TF—=2mm,
so daB in der Tat
ko

2u

!zmon,

der Dampfungsfaktor also hinreichend klein wird.

Effekte bei entgegengesetzier Gitterbewegung. Die Belichtung der Platte
in der Spaltlage %’ = o erfolgt gemal der obigen Koordinatendefinition
um die Zeit ¢ = o, die der Ruhestellung des Gitters entspricht (Friktions-
rad im Mittelpunkt der Friktionsscheibe). Lafit man den Vorgang
schon frither beginnen, so wird das Friktionsrad {iber den Mittelpunkt
der Scheibe hinweg geschoben. Vor Erreichung des Mittelpunkts lauft
dann das Gitter der Bewegung des Kurvenstreifens entgegengesetzt
und mit abnehmender Geschwindigkeit. Auf der Platte werden sodann
auch auf der anderen Seite der Linie %’ = o Parabelscharen erzeugt,
die zu den oben genannten genau symmetrisch liegen. Wir erinnern
uns, daB von den beiden periodischen Effekten

cos{& o (2 —1) ) +vog,— (2u—1) f7}

cos{é(a-f 2p—1)p) +rag,+ (zu—1)pr}
der erste bei gleicher, der zweite bei ungleicher Bewegungsrichtung von
Gitter und Kurve wirksam wurde. Wihrend wir also unter der Annahme
gleicher Bewegungsrichtung nur das erste dieser beiden periodischen
Glieder zu beriicksichtigen hatten, gilt dies bei entgegengesetzter Be-
wegung fiir das zweite. Wir erhalten also auch an den Stellen

, vt
N=TV gy

Parabeleffekte 1. Ordnung, deren Scheitelabstand aber ein anderer
ist, niamlich
27 Py
vo-+p - ‘ﬁv +ao’
Der Parameter der Parabeln, der bei gleichsinniger Bewegung

u% o u? X0
Bw T w I—71

war, geht bei entgegengesetzter Bewegung in

~It)

iiber. Falls L >»w, hat demnach der Parameter fiir die beiden zur
Nullinie symmetrischen Parabelscharen das gleiche Vorzeichen, die
Scheitel zeigen also nach der gleichen Seite der &-Richtung.
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Zerfallende Parabelschar. Wird L < » o, so ergibt sich aus den Formeln
fiir den Parameter, daB auf der Seite gleicher Bewegungsrichtung die
Aste der Parabeln nach der anderen Seite umschlagen. Ist genau
L = v w, also die Gitterkonstante einer der FOURIER-Perioden der Kurve
gleich, so zerfallen die Parabeln in Systeme von zur &-Achse parallelen
Geraden. Die Scheiteldistanz wird dort unendlich gro8.

Haupleffekte hoherer Ordnung. Die bisher unberiicksichtigten Glieder
34 5. 7. -.. Ordnung der Gitterfunktion erzeugen ihrerseits Parabel-
scharen, deren Dimensionen man dadurch erhilt, daB3 man in den Formeln

|
i
Nullpurkt's-
effekt
Abb. 31. Spektrum einer reinen Sinuswelle mit Haupteffekten 1., 3., 5.,... Ordnung.

7/ ar VoK

fiir die Haupteffekte 1.Ordnung f mit (2u—1)p vertauscht. Die
Achsen der Parabelscharen y-ter Ordnung liegen also bei

-V . ,
2u—1I
v

ihre Amplituden sind T/j—_—l, die Scheiteldistanzen

7 =+

D 27 Py I . (zp—1)py-

wrT ep—1)pFrve (2p—1)pFo  zp—1 (2p—1)pFo
sind 2 g — 1mal so klein, wie die an der gleichen Stelle etwa auftretender
Parabelscharen 1. Ordnung, die sich auf Wellen von der Linge (2 4 —1) p,
beziehen wiirden. Hierauf beruht die leichte Unterscheidbarkeit der
Effekte verschiedener Ordnung. Abb. 31 zeigt die Haupteffekte 1., 3.
und hoéherer Ordnung fiir eine einfache Sinuswelle.

Nullpunkiseffekt. In der Nihe des Punktes %' =o, der dem Still-
stand des Gitters oder dem Augenblick entspricht, in dem sich das
Friktionsrddchen iiber den Mittelpunkt der Scheibe bewegt, gelten die
Uberlegungen nicht mehr, die zur Vernachlissigung der Terme

n+46
. oo _ p—1 [
2 S [ mumnpe i
u=1 K

%

fithrten, da ihre zeitliche Frequenz (2 y—1)fw hier null wird, und
da — weil alle Ordinaten der Beobachtungsfunktion als Lichtmengen
natiirlich positiv sind — das Ordinatenmittel ¢, nicht verschwinden kann.

Stumpff, Periodenforschung. 20
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Es ergeben sich also auch hier Parabeleffekte, deren Gleichungen wir
offensichtlich erhalten, wenn wir in den alten Formeln » = 0 setzen.
Die Scheiteldistanz ist fiir die Effekte 1. Ordnung w, fiir die der héheren

Ordnungen 2—;-0_—1 Es ist leicht einzusehen, daB sich die Effekte ver-

schiedener Ordnung, die hier alle an der gleichen Stelle auftreten, in
Form einer ,,Gitterfunktion iibereinanderlagern. Das ist natiirlich
auch ohne jede Theorie verstindlich, denn das Gesamtergebnis ist nichts
anderes als das direkte Bild des langsam zum Stillstand gelangenden

L PSS (N RN NG RS S |

1 i
30 25 20 75 0 5 9
- 72
Abb. 32. Spektrum einer aus mehreren Sinuswellen zusammengesetzten Funktion; bis zur 30. Harmonischen.
(n = Ordnung der Fourikr-Glieder. Die wahren Perioden liegen bei » = 10,6, 12,8, 14,4, 18,0, 30,0.)

und sich dann wieder in umgekehrter Richtung in beschleunigte Be-
wegung setzenden Gitters selbst. In den Photogrammen (s. Abb. 31,
rechts) dient dieser, durch besondere Schirfe ausgezeichnete Nullpunkts-
effekt zur Bestimmung des Nullpunkts (" =o0) auf der Platte und
daher als Bezugspunkt fiir die Ermittlung der Ordnung der FOURIER-
Wellen, deren Abbilder die Parabelscharen 1. Ordnung sind.

In Abb. 32 ist das Parabelspektrum einer aus verschiedenen Sinus-
wellen zusammengesetzten Funktion wiedergegeben.

7. Photomechanische Analyse langer
Beobachtungsreihen.

Bei sehr langen Beobachtungsreihen taucht eine Reihe neuer Fragen
auf. Soll eine Fourier-Entwicklung einer sehr langen Reihe ausgefiihrt
werden, so kommt es hiufig auf periodische Glieder sehr hoher Ordnung
an. Zum Beispiel treten bei der Analyse von Gezeitenkurven persistente
Perioden auf, deren Wellenlingen dicht benachbart sind, und die daher
nur auf Grund hinreichend langer Reihen voneinander getrennt werden
kénnen. So erfordert z. B. die Trennung einer mondtigigen und einer
sonnentdgigen Gezeitenperiode eine Beobachtungsreihe, die mindestens
eine volle ,,Schwebung‘‘ dieser beiden Perioden umfaft, damit die letz-
teren im Periodenspektrum getrennt als benachbarte FourieEr-Glieder
erscheinen. Die erforderliche Linge der Beobachtungsreihe ist also
mindestens 30 Tage, das sind bei stiindlichen Ablesungen der Wasser-
stinde 720 Beobachtungswerte. Noch lingere Reihen sind erforderlich,
wenn etwa die Trennung einer sonnentiglichen von einer sterntiglichen
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Periode gefordert wird, wie dies bei der Analyse der Effekte der sog.
,,Hohenstrahlung” der Fall ist. Auch hier werden stiindliche Beob-
achtungen gemacht, die sich, falls die beiden Perioden trennbar sein
sollen, iiber ein Jahr erstrecken miissen. Es sind also 24 - 365 = 8760
Einzelwerte erforderlich — die beiden fraglichen Perioden bilden sodann
das 365. und 366. Glied der Fourier-Entwicklung.

Natiirlich lassen sich Apparate konstruieren, die eine Ausdehnung
des photographischen Parabelspektrums bis zu einer derartig hohen
Ordnung ermdéglichen. Dabei wire aber zu beriicksichtigen, daB das
photographische Bild in der #-Richtung sehr lang sein miiite, damit
die Parabeleffekte verschiedener Ordnung hinreichend gut voneinander
getrennt erscheinen. Die photographische Platte miilte dann durch
einen Film ersetzt werden. Damit die Bedingung, daB die Belichtungs-
zeit mehrere Umldufe des — in diesem Falle sehr langen — Kurven-
streifens umfassen soll, erfiillt bleibe, miite die Bewegungsgeschwindig-
keit der einzelnen Apparatteile erhtht werden, da sonst die Aufnahmezeit
fiir das gesamte Spektrum zu groB werden wiirde. Der andere Ausweg,
die Belichtungszeit selbst durch Erweiterung des Spaltes zu vergroBern,
148t sich nur bis zu einem gewissen Grade benutzen, da die Spaltbreite &
sich nicht beliebig steigern liBt. Sie muB vielmehr so klein bleiben,
daB die Deutlichkeit der Parabelscharen (die bei groB8er Zusammen-
dringung der ,,Spektrallinien sehr schmal und daher kleinparametrig
gestaltet werden miifiten) nicht leidet.

Nun sind die Fille, in denen eine derartig weit getriebene FOURIER-
Entwicklung nétig sein wird, verhiltnismiBig selten. Der photomecha-
nische Periodograph in seiner heute vorliegenden Form gestattet immerhin
Entwicklungen bis zu 40—50, in extremen Fillen bis zu 100 Gliedern,
was fiir die meisten vorkommenden Probleme v6llig ausreicht. Es geniigt
also hier, anzugeben, daB eine Erweiterung des Spektralbereichs tech-
nisch méglich ist, wenn die oben angefiihrten Besonderheiten beachtet
werden. In den meisten Fillen, wo lange Beobachtungsreihen vorliegen,
ist die Existenz von kurzperiodischen persistenten Schwingungen wenig
wahrscheinlich; eine Analyse, die bis zu den kleinsten Schwingungen
herunterreicht, wiirde also meist das negative Resultat zeitigen, daB
persistente Wellen groBer Frequenz nicht vorhanden oder nicht merklich
sind. Hingegen ist es niemals ausgeschlossen, daB3 solche Wellen als
quasipersistente Schwingungen auftreten. Eine FouRiErsche Zerlegung
tiber ein sehr langes Analysenintervall ist dann irrefithrend, da jede
nicht persistente Welle dann in ein Spektralband aufgeldst wird, und auch
mehrere, an verschiedenen Stellen des Analysenintervalls auftretende
zeitweilige Schwingungen derselben Periode, aber verschiedener Phase,
sich mehr oder weniger aufheben. In solchen Fillen ist eine Analyse
in mehreren Teilen vorzuziehen, wobei noch die Art der Teilung will-
kiirlich bleibt und von den Umstinden abhingig gemacht werden muB.

20%
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Die Moglichkeit einer vollautomatischen Analyse mit dem Periodo-
graphen erster Art, die auf die etwaige Existenz quasipersistenter Perioden
Riicksicht nimmt, besteht trotzdem, falls man die Analyse auf einem
hinreichend langen Filmband registriert oder nur kurze Spektralabschnitte
in einer Aufnahme untersucht. Man muB dann auf die Erfiillung der
Bedingung

L é
]
verzichten und im Gegenteil die Kassettengeschwindigkeit # so sehr
vergroBern, daB die Belichtungszeit

o] L
W<y

wird. Es wird dann jeder Umlauf der Kurve einzeln registriert. Laft
man =’ klein, so wird zu jedem Umlauf eine hinreichend konstante und

L | { . 1 1 | |

7% 9 5 a

-7,

Abb. 33. Unharmonische Welle. Spektrum einer Sinusfunktion in einem Intervall, das II% Wellenlingen
umfalt.

sich von Umlauf zu Umlauf nur wenig dndernde Gittergeschwindigkeit
gehéren. Auf dem Film wird also jetzt eine Anzahl von Abschnitten

. L . . .
von der Breite # - - entstehen, deren jeder eine Art von ,,Phasendia-

gramm‘‘ darstellt, erzielt mit einer bestimmten (durch die jeweilige
Gittergeschwindigkeit w gegebenen) Versuchsperiode. Je groBer die
Abschnitte sich in der #-Richtung (d. h. in den Abbildungen waage-
recht) ausdehnen, um so mehr wird der Charakter des Gesamtbildes
als ,,Parabelspektrum‘‘ verlorengehen, doch 1dBt sich dieser noch deut-
lich erkennen, wenn man die Breite der ,,Abschnitte’* nicht zu grof3
macht, wie dies z. B. in der Abb. 34 geschehen ist. Dort ist ein Versuch
mit einer Kurve gemacht, die eine sin-Periode enthilt, die aber in dem
Analysenintervall L nicht ganzzahlig enthalten ist, und deren Spektrum
in Abb. 33 auf normale Art photographiert wurde. Man erkennt deut-
lich, daB in jedem ,,Abschnitt” die Linien gréBter Schwirzung linear
verlaufen, aber entsprechend der Verinderlichkeit von w in jedem
Abschnitt mit etwas verschiedener Neigung. Ferner erkennt man den
Phasensprung, der nach jedem Kurvenumlauf, also beim Ubergang von
einem Abschnitt zum niichsten, eintritt. Trotz der mosaikartigen Fein-
struktur des Bildes ist die Gesamtanordnung der einzelnen Effekte zu
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einer Parabelstruktur entsprechend Abb. 33 deutlich erkennbar; da aber
die frithere ,,Dimpfungsbedingung*’ nicht erfiillt ist, durchdringen sich
benachbarte Parabelscharen sichtlich. Sie sind aber dort am deut-
lichsten, wo die Neigung der Phasenlinien gegen die 5-Richtung klein ist;
man sieht auch, dafBl die Stelle des Spektrums, die der wahren Periode

Abb. 34. Unharmonische Welle (Periode bei n:xr%; s. Abb. 33) Feinstruktur. Die einzelnen Kurvenumliufe
sind deutlich getrennt.

entspricht, an der also die Phasenlinien genau in der #-Richtung ver-
laufen, zwischen den Achsen der beiden deutlichsten Parabelscharen
verlduft, wie es der Theorie zufolge auch zu erwarten ist,

8. Der Periodograph zweiter Art.

Die im vorigen Abschnitt beschriebene Methode, durch Aufnahme
der Feinstruktur des photographischen Periodenbildes Phasendiagramme
zu erzeugen, ist numerisch nur roh auswertbar, weil die Gittergeschwindig-
keit, die zur Ermittlung der jeweiligen ,,Versuchsperiode” bekannt
sein muB, wihrend jedes Kurven-
umlaufs nicht streng konstant
bleibt und auch ihrer GréBe nach
nur ungenau bekannt ist — das
letztere insbesondere deswegen,
weil die Steuerung der Gitter-
bewegung durch die Friktions-

; . . Abb. 35.
scheibe nicht exakt genug 1St.  periodograph IL Art (schematischer GrundriB).
Zur Erzeugung exakt auswert-
barer Phasendiagramme ist deswegen von STUMPFF ein Periodograph
zwester Art erbaut worden, der mit konstanter, durch auswechselbare
Zahnrdder genau regulierbarer Gittergeschwindigkeit in Verbindung mit
einer exakten Fithrung des Kurvenstreifens arbeitet. Dieser Apparat
leistet bei der Untersuchung langer Beobachtungsreihen auf quasipersi-
stente Perioden ganz ausgezeichnete Dienste. Als Versuchsperioden
dienen die FOUrRIER-Perioden, die zu einem miBig langen Grundintervall
von n Beobachtungen (z. B. # = 120) gehoren.

Der Apparat besteht aus zwei mit bestimmtem Umdrehungsverhiltnis
um die gleiche Achserotierenden zylindrischen Trommeln K und G (Abb. 35).

Aufratmegoparat
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a Gesamtbild.

b Ohne VerschluBkappe und Beleuchtung.

¢ Ohne Gitter, mit eingespanntem Lochstreifen.

Abb. 36a—c. Photomechanischer Periodograph II. Art.
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G ist ein aus Metall geschnittenes Gitter, dessen Stidbe der Achse parallel
verlaufen. Die Zahl der gleichmiBig iiber die Mantelfliche verteilten Stibe
sei s. K ist ein etwas kleinerer Zylinder aus mattiertem Glas, der an einer
Stelle lings der Mantellinie aufgeschnitten ist und somit einen schmalen
Spalt frei 14B8t. Der sehr lange Kurvenstreifen, in den die Beobachtungs-
reihe wie friiher gelocht wird, kann bis zu 2400 Beobachtungswerte
aufnehmen und trigt an seinen
beiden Ridndern auBerdem noch
Fihrungslocher, die eine genaue
Bewegung erméglichen. Der Kur-
venstreifen wird (das Ende der '
Beobachtungsreihe nach innen) ‘
zusammengero]lt und auf eine Abb. 37. Phasendiagramm einer lingeren Kurve mit
Walze '[/Vl gesteckt, die sich im quasipersistenten, einander ablﬁsenden Sinuswellen
. . wechselnder Periode.

Innern des Glaszylinders befin-

det. Der Anfang des Streifens wird vor Beginn der Aufnahme durch
die Liicke gezogen, auBen um den Glaszylinder herum und wieder
durch die Liicke hinein und auf die Walze W, gefithrt. W, und W,
sind mit dem Glaszylinder durch einen Boden fest verbunden und

Abb. 38a—c. Lineare P hasendiagramme, aufgenommen mit dem Periodographen II. Art. a Periode =
Versuchsperiode; b Periode < Versuchspericde; ¢ Zwei Perioden sind der Versuchspericde, benachbart
(< und >>). Die Phasenlinien durchdringen sich.

rotieren mit ihm. Wihrend des Aufnahmevorgangs ist Sorge getragen,
dal — durch ein System von Fithrungswalzen, die in die Fithrungslécher
des Kurvenstreifens eingreifende Zapfen tragen — der Streifen langsam
von W, ab- und auf W, aufgewickelt wird. Der Zylinderumfang ist so
groB, dafl genau # (= 120) Beobachtungswerte auf ihm Platz finden,
und die Verschiebung des Streifens durch den Abwicklungsvorgang ist
so geregelt, daB bei jedem Umlauf von K eine Verschiebung des Streifens
um zwei Werte eintritt. (UmfaBt also die Gesamtreihe 2400 Werte,
so ist, wenn bei Beginn der Aufnahme die ersten 120 Werte um den

Zylinder liegen, nach% (2400 — 120) = 1140 Umdrehungen des inneren

Zylinders die Verschiebung so weit vorgeschritten, daB nunmehr die
letzten 120 Werte die Stelle der ersten eingenommen haben). Wihrend
jedes Umlaufs von K gleiten also 120 -+ 2 = 122 Beobachtungswerte an
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dem feststehenden Aufnahmeapparat A4 vorbei. Da aber der Zylinder
selbst nur 120 Werte faBt, so ist dafiir gesorgt, daB an der Sprungstelle
auf einen Wert y, immer v, ,,,, folgt. Die Grundperiode der Analyse
ist also genau 7 = 120. Das Gitter hat nun, wie schon erwihnt, s Stibe,
wobei zunichst s = 60 + x gesetzt werden moge. Es sei
V die Umlaufszeit von K,
W, die Umlaufszeit von G,
und es ist dann méglich, durch Einschaltung
verschiedener Zahnrider in den Mechanismus,
der die Bewegung von K mit der von G ver-
bindet, zu bewirken, dal
W, —v-2.
HE| Pl v

[ i
7800 | %50 7900 930~y . .
e c Wie grol mufl dann s bzw. x sein, damit als

7730

t
'

Abb. 39. Phasendiagramm der Son-
nenfleckenrelativzahlen 1750-1930.
Versuchswelle 121/, Jahre. Man
unterscheidet 3 Abschnitte:

A: 1750—1793 Periode 9*.50

Aufnahmeergebnis das Phasendiagramm der »-
ten FOURIER-Periode des Analysenintervalls
entsteht ? Offenbar ist dazu nétig, daB» Gitter-
stibe an A4 vorbeigehen, wihrend gleichzeitig

B: 1794—1830 ,  I2%.54
C: 1831—1930 5 11337
Im Abschnitt B sind die Relativ-
zahlen durchweg klein gewesen,
daber die geringe Schwirzung des
Negativs.

120 Beobachtungswerte mit dem Zylinder K an
der gleichen Stelle vorbeigefithrt werden. Das
letztere geschieht offensichtlich in der Zeit
120 60
V * = V * H/.

122

I ! [ L | J
24 25 27 28 29 79300
——
Abb. 40. Phasendiagramm einer meteorologischen Beobachtungsreihe: Luftdruck Hamburg von 1923 —1930.
Versuchswelle 24 Tage, Analysenintervall 120 Tage (finfte Harmonische).

[ |
79230 25

Wihrend eines Gitterumlaufs W, werden 60 4 x Gitterstibe an A
vorbeigeleitet, in der Zeit V also

'61{{ (60 + x) Gitterstibe, in der Zeit V - g% daher

% (60 + x) Gitterperioden.

Damit also die obige Forderung, daB in der gleichen Zeit 120 Beob-
achtungswerte und » Gitterperioden an 4 vorbeigehen, erfiillt sei, ist

es notig, o

zu setzen. Das Gitter muBB demnach 61 Stidbe besitzen.
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In Abb. 36a—c ist der Apparat selbst gezeigt, in Abb. 3740 sind
verschiedene Analysenbeispiele abgebildet.

9. Das Polarisationsperiodometer.

Die bisher beschriebenen photomechanischen Periodographen haben
den Vorteil, da3 mit ihrer Hilfe periodographische Arbeiten jeder Art
in qualitativer Hinsicht schnell und umfassend ausgefiihrt werden
kénnen. Der Periodograph erster Art liefert die spektrale Zerlegung
einer Beobachtungsreihe in einem beschrinkten Analysenbereich in
Fourier-Perioden, wobei die Amplituden der einzelnen Oberschwin-
gungen durch die Schwirzungsintensitit der auftretenden Parabel-
scharen ihrem Betrage nach gegeneinander abgeschitzt werden kénnen.
Die Aufnahme eines Parabelspektrums ersetzt also die rechnerische
Durchmusterung einer gegebenen Beobachtungsreihe nach persistenten
Perioden durch eine Periodogrammanalyse. Die Bestimmung der nume-
rischen Werte der Amplituden, etwa durch eine photometrische Auswer-
tung der Aufnahme, ist dagegen nur sehr ungenau méglich. Der Periodo-
graph zweiter Art liefert fiir verschiedene Versuchsperioden die Phasen-
diagramme, und zwar, da hier exakte Bewegungsfiihrung vorliegt, mit
einiger und fiir viele praktische Zwecke ausreichende Sicherheit. Aller-
dings lassen sich hierbei auch nur relative Phasen messen, d. h.,
um auch absolute Phasen zu erhalten, ist es ndétig, mindestens fiir
ein Teilintervall den Phasenwert auch numerisch zu bestimmen, damit
die Bezugslinie des Phasendiagramms festgelegt werden kann. Die
Amplituden kénnen, ebenso wie beim Periodographen erster Art, roh
abgeschitzt werden.

Der hauptsichlichste Nachteil der photomechanischen Verfahren, der
sowohl den Apparaten von DouGLAss, wie denen von STUMPFF anhaftet,
ist demnach die Unméglichkeit, genauere Bestimmungen der Amplituden
zu erhalten, die {iber eine oberflichliche Schitzung hinausgehen. Theo-
retisch ist zwar die Moglichkeit einer photometrischen Auswertung der
Aufnahmen gegeben — es sind aber zwei Griinde vorhanden, die der
praktischen Verwirklichung dieser Moglichkeit entgegenstehen: Der
erste Grund wurde schon weiter oben erwihnt: Der Grad der Schwirzung
ist bei photographischen Effekten nicht immer in eine feste Beziehung
zu Belichtungsintensitdt und Belichtungszeit zu bringen; die sog. Schwir-
zungsfunktion, die diese Beziehung regelt, ist vielmehr von der Beschaffen-
heit der Platte und der Art des Aufnahme- und Entwicklungsvorgangs
abhingig; auch ist nicht immer die Gewihr vorhanden, daB wihrend
der gesamten Aufnahmezeit die benutzte Lichtquelle konstant bleibt.
Der zweite Grund liegt darin, daB anstatt einer rein sinusférmigen
Hilfsschwingung, wie sie in der numerischen Analyse benutzt wird,
ein Gitter zur Verwendung kommt, das ja gleichzeitig eine ganze Reihe
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solcher Hilfsschwingungen reprasentiert. Es hat sich zwar ergeben,
daB die von den hoheren Oberschwingungen der Gitterfunktion her-
rithrenden Effekte sich leicht von den Effekten der Hauptschwingung
unterscheiden lassen. Immerhin verhindern diese Effekte hoherer Ord-
nung, die sich den Haupteffekten iiberlagern, eine genaue photometrische
Auswertung der letzteren. Es ist also gut, sich klar zu machen, daf} die
photomechanischen Periodographen, gleich, welcher Art, nur als Hilfs-
mittel anzusehen sind, mit denen sich der Forscher iiber die periodischen
Eigenschaften einer Beobachtungsreihe einen schnellen und vollstindigen
Uberblick verschaffen kann. Sie sind also ausgesprochene Durchmuste-
rungsapparate und leisten in dieser Eigenschaft allerdings hervorragende
Dienste.

Es ist jedoch nicht von der Hand zu weisen, daB das optische Inter-
ferenzprinzip Moglichkeiten in sich trigt, die weit iber das hinausgehen,
was durch die oben beschriebenen Apparate geleistet wird. Es 1aBt
sich denken, das Interferenzprinzip so zu verwerten, dal3 exakte photo-
metrische Messungen von PeriodogrammgréBen, also sowohl von Ampli-
tuden und Phasen, als auch von den rechtwinkligen Periodogrammkompo-
nenten bzw. FOURIER-Konstanten selbst moglich werden. Der Verfasser
hat einen solchen Apparat entworfen, der zur Zeit im Institut fiir Perioden-
forschung (Berlin) gebaut wird. Dieses Instrument, das als ,,Polari-
sationsperiodometer’’ bezeichnet werden kénnte, vermeidet die beiden
oben aufgefithrten Nachteile der photomechanischen Periodographen
vollig: Auf die Verwendung der Photographie, die eine genaue Ampli-
tudenmessung unmoéglich macht, wird zugunsten der direkten photo-
metrischen Messung der Interferenzeffekte verzichtet; ferner wird auch
als optische Hilfsschwingung nicht die Gitterabblendung, sondern die
gemal einem Sinusgesetze erfolgende Abblendung mit Hilfe von Polari-
sationsprismen verwendet.

Die Beobachtungsreihe, deren FoUriEr-Konstanten zu bestimmen
sind, moége wiederum in der tiblichen Weise durch eine gestanzte Schablone
dargestellt werden, die um eine (von innen zu beleuchtende) aus mattem
Glas gefertigte transparente Trommel herumgelegt werde. Um das
langwierige Stanzen der Kurvenstreifen iiberfliissig zu machen, kann
auch folgende Einrichtung vorgesehen werden: Die Trommel, die in
diesem Falle aus Metall bestehe, enthalte auf ihrem Mantel eine Reihe
von gleichabstindigen und gleich breiten Schlitzen, die dicht nebenein-
ander liegen und einzeln durch Schieber bis zu einer bestimmten Héohe
gedffnet werden koénnen. Eine Skala gestattet, jeden Schlitz so weit
zu &ffnen, daB seine Linge dem jeweils gewiinschten Beobachtungswert
entspricht, die durch den Schlitz heraustretende Lichtmenge also dem
zugehorigen Beobachtungswert proportional ist. Die Trommel drehe
sich mit sehr groBer Geschwindigkeit um ihre (senkrechte) Achse
(Abb. 41).
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In der Bildebene B einer Zylinderlinse C, deren Achse der Trommel-
achse parallel, also auch senkrecht steht, wird nun eine optische Abbil-
dung (sweep) des jeweils an der Zylinderlinse vorbeilaufenden ,,Beob-
achtungswertes” erzeugt. An einer bestimmten Stelle der Bildebene (F)
ist also die Helligkeit (und zwar lings einer durch F gehenden, zur
Trommelachse parallelen Linie) in jedem Augenblick ¢ der Funktion

(& + i) (3)

proportional, wenn die Beobachtungsfunktion im Grundintervall (Trom-
melumfang # = 27) durch die Entwicklung

#

f(x) =co+ Xc,cosv(x+g,)

v=1
dargestellt wird. Speziell ist also die Beleuchtung an zwel Punkten P,
und P, der durch F gehenden Ordinate der Bildebene gleich und,
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Abb. 41. Polarisationsperiodometer (schematisch).

bis auf eine von der Helligkeit der Lichtquelle abhingige multi-
plikative Konstante, durch den Ausdruck (3) darstellbar. Durch eine
in P; angebrachte Blende werde nun ein sehr kleines kreisférmiges
Stiick aus der Bildebene herausgeblendet und durch ein Mikroskop-
objektiv M, in die Gesichtsfeldebene eines orthoskopischen Okulars Ok
projiziert. Unterwegs gehe das von P, ausgehende Lichtbiindel durch
zwei Nikols R; (Polarisator) und S; (Analysator) und werde an der reflek-
tierenden Diagonalfliche eines Photometerwiirfels W um go° abgelenkt.
Der Polarisator R, stehe fest, der Analysator S; kann um seine (hori-
zontale) Achse meBbar gedreht werden. Zunichst sei angenommen,
daB die beiden Nikols im gleichen Positionswinkel stehen; dann wird
alles Licht durchgelassen. Dreht sich nun die Trommel sehr schnell,
so empfindet das Auge eine Helligkeit, die dem Mittelwert der Beob-
achtungsreihe 9n
Jo=[1(x)dx=2mc,
proportional ist. 0
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Eine entsprechende Einrichtung ist nun vor P, angebracht. Hier
geht das Licht ebenfalls durch ein Objektiv M,, sodann durch zwei
Nikorsche Prismen R, und S, und werde schlieBlich durch ein total
reflektierendes Prisma ebenfalls in die Gesichtsfeldebene des Okulars
gebracht und dort abgebildet, wobei es noch den Photometerwiirfel zu
passieren hat. Befindet sich nun in dem spiegelnden Belag der Diagonal-
fliche des Photometerwiirfels eine kleine Offnung, so erscheint das Bild
von P,, durch das Okular betrachtet, im Innern dieser Offnung, wihrend
das Bild von P; in dem ringférmigen Gebiet um die Offnung herum
sichtbar ist. Bis auf Unterschiede, die durch etwaige Verschiedenheiten
der Lichtabsorption auf beiden Wegen entstehen, ist also, solange sich
auch die Nikols R, und S, in der Normalstellung (véllige Durchsichtigkeit)
befinden, die beobachtete Helligkeit innerhalb der Offnung des Photo-
meterwiirfels und in dem Ringgebiet auBerhalb der Offnung gleich —
véllige Gleichheit 1aBt sich nétigenfalls durch Anbringung eines photo-
metrischen Keils an einer geeigneten Stelle eines der beiden Lichtwege
erzielen.

Nun werde der Polarisator R, durch einen mit dem Trommelantrieb
in Verbindung stehenden Mechanismus gleichfalls in sehr schnelle Um-
drehung um seine in Richtung des Lichtweges liegende optische Achse

versetzt. Betrdgt die Umdrehungsgeschwindigkeit von R, das %—fache

der Trommelumdrehung, so beobachtet man im inneren Teil des Gesichts-
feldes eine Helligkeit proportional

27 27 2w
]v:/f(x)cos2_’21xdx=%1|/f(x)dx+/f(x)cosvxdx}.
0 0 0

Dreht man dagegen den Analysator S, um 45° so erhilt man

];:j.nf(x) coszg(x—g—>dx:; {7Tf(x)dx —9—/2nf(x) sinvxdx}.
0 ' 0 0

Dreht man auch den Analysator S; um 45° so erhilt man im AuBeren
Teil (Ringgebiet) des Gesichtsfeldes

27

Jo=Tocost T=L = [ f(x)dx.
0

Demnach ist der Unterschied zwischen den Helligkeiten im inneren und
duBeren Teil des Gesichtsfeldes

27
]p—]f):*;*/ f(x)cosyxdx
0

bzw. ];—jgzé—/f(x)sinvxdx.
0
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Man kann mit Hilfe dieser Einrichtung nunmehr folgende Aufgaben
l6sen:

1. Man dreht S; so lange, bis gleiche Helligkeit in beiden Teilen des
Gesichtsfeldes herrscht. Ist der Positionswinkel von S; unter diesen
Umstdnden ¢, so ist im Ringgebiet

Jy=Tocost(¢g—5) = L,(2)

also
Jy S\ T - : : Jv—1Tb v —J
T <bzw. 7 ) = (1 +sinzg); sinz g = =" bzw. —J——YZ;[—.

Da kleine Helligkeiten genauer miteinander vergleichbar sind als grofie,
so wird man dies Verfahren nur dann anwenden, wenn Jj< J, bzw.
Jo<J:. Andernfalls dreht man nicht S;, sondern S,, um gleiche Hellig-
keit zu erzielen, und erhilt

Jo= J,cos?¢ bzw. Ji= ], cos? ((p—j)

2. Amplitude und Phase einer FOURIER-Periode ermittelt man direkt,
indem man S, solange dreht, bis (im inneren Gesichtsfeldteil) das Mini-~
mum der Helligkeit erreicht ist. Der Drehungswinkel, der dazu nétig
ist, ergibt die Phase; die Amplitude erhalt man (immer im Verhiltnis
zu J, das als bekannt vorausgesetzt werden darf), indem man S; nach-
dreht, bis wieder gleiche Helligkeit hergestellt ist.

Die hier geschilderte Konstruktion des Apparates erlaubt die Bestim-
mung der numerischen Werte von Fourier-Konstanten durch direkte
visuelle photometrische Messungen. Eine technische Schwierigkeit, die
allerdings zu iiberwinden sein diirfte, liegt in den erforderlichen Rotations-
geschwindigkeiten, die sehr grof3 sein miissen, damit das Auge den perio-
dischen Lichtwechsel nicht mehr als solchen empfindet. Andernfalls
entsteht ein , Flimmern®, das die Messung der Integralhelligkeiten
erschwert und das Auge des Beobachters zu sehr anstrengt. Die erforder-
lichen Umdrehungszahlen, die insbesondere fiir den Polarisator R, sehr
grof3 sind, wenn die Messung von FOURIER-Konstanten hoher Ordnung
verlangt wird, lassen sich aber, wenn die rotierenden Apparatteile gut
und leicht beweglich gelagert sind (Kugellager), mit Hilfe eines Elektro-
motors von hoher Umdrehungszahl erreichen.

Mit wesentlich geringeren Umdrehungsgeschwindigkeiten kommt
man aus, wenn an Stelle der visuellen Messung die auch sehr viel genauere
lichtelektrische Messung eingefiihrt wird.



Ny

e

(=

10.
II.
12,
13.
4.

15.
16.

17.

18.

19.
20.
21.
22,
23.
24.
23,
26.

27.

Literaturverzeichnis.

. ABBort, C. G.: Studies of weather periodicities. Science Bd. 79.

— The periodometer, an instrument for finding and evaluating periodicities
in long series of observations. Smiths. Misc. Coll. Bd. 87 (1932).

— DPeriodicities in solar variation. Smiths. Misc. Coll. Bd. 87 Nr. 9 (1933).

— Sunspots and weather. Smiths. Misc. Coll. Bd. 87 Nr. 18 (1933).

— and A.M. Bonp: Periodicity in solar variation. Proc. Nat. Acad. Sci.
U.S.A. Bd. 19 Nr. 3 (1933).

. Ackert, F.: Untersuchungen iiber die Genauigkeit des Harmonischen Ana-

lysators von Dr. O. MADER. Z. Instrumentenkde. Bd. 48 (1928).

. ALT, E.: Die Ableitung von Niherungswerten der harmonischen Konstituenten.

Meteorol. Z. 1911.

. ALTER, D.: Equations extending SCHUSTERs periodogram. Astronomic. J.

Bd. 36 (1925).

— Application of ScHUSTERs periodogram to long rainfall records. Month.

. Weath. Rev. Bd. 52 (1924).

— Periodogramme langer Niederschlagsreihen seit 1748 (Besprechung von
J. BARTELS). Meteorol. Z. 1925.

— The criteria of reality in the periodogram. Month. Weath. Rev. Bd. 54
(1926).

— Investigations of rainfall periodicities between 1/¢ and 2!/, years by use
of ScHUSTERs periodogram. Month. Weath. Rev. 1927.

— A new analysis of the sunspot numbers. Month. Weath. Rev. 1928.

— Analysis of the light variations of W Cygni. Astronomic. J. Bd. 40 (1930).

—— Correlation periodogram analysis of R Scuti. Astronomic. J. Bd. 42 (1933).

— Some results of cycle analysis of rainfall. Bull. Amer. Met. Soc. Bd. 14
(1933)-

— An extremely simple method of periodogram analysis. Proc. Nat. Acad.
Sci. U.S.A. Bd. 19 (1933).

— Correlation periodogram investigation of English rainfall. Month. Weath.
Rev. Bd. 61 (1933).

ARMAGNAT: (Wechselstromanalyse.) J. Physique Bd. 1 (1902).

ArNoLD: Wechselstromtechnik. Berlin: Julius Springer.

Barr, W. L.: A simple apparatus for approximate harmonic analysis and for
periodic measurements. Proc. Roy. Soc., Lond. A Bd. 99 (1921).

BanacHiEwicz, T.: On a certain application of Sir ARTHUR SCHUSTERs periodo-
grams. Bull. Acad. Polon. Sci. Krakau 1931.

BARTELS, J.: On the determination of minute periodic variations. Quart.
J. Roy. Met. Soc., Lond. Bd. 52 (1926).

— Veranschaulichung beobachteter Perioden und ihrer Genauigkeit. Z.
Geophysik Bd. 3 (1927).

— Bemerkungen zur praktischen harmonischen Analyse. Gerlands Beitr.
Bd. 28 (1930).

— Random fluctuations, persistence and quasi-persistence in geophysical and
cosmical periodicities. Terr. Magn. Bd. 40 (1935).

— Zur Morphologie geophysikalischer Zeitfunktionen. Sitz.-Ber. preul. Akad.
Wiss. (Physik. Kl.) Berlin 1935.



28.

29.

30.

3I.
32.
33-
34-

35.
36.

37
38.
39.
40.
4I.
42.
43-
44.
45.
46.
47-

48.
49.

50.
5T

52.

53.
54

55.

56.

57

Literaturverzeichnis. 319

BaUR, F.: Ein Beitrag zur praktischen Anwendung der Korrelationsmethode.
Meteorol. Z. 192I.

— Die Verinderlichkeit der Temperatur aufeinanderfolgender Monate und
die periodischen Schwankungen der Jahrestemperatur in Deutschland.
Meteorol. Z. 1922.

— Die 11jahrige Temperaturperiode in Europa in ihrem Verhaltnis zur
Sonnenfleckenperiode. Meteorol. Z. 1922; Mitt. Wetter- u. Sonnenwarte
St. Blasien Heft 2.

—- Bemerkungen zur Aufsuchung von Perioden in Witterungserscheinungen.
Meteorol. Z. 1923.

— Kiriterien des Zufalls fiir langjihrige meteorologische Beobachtungsreihen.
Meteorol. Z. 1923.

— Witterungsperioden I. Mitt. Wetter- u. Sonnenwarte St. Blasien. Heft 3
(1924).

— Die Verwendung der Korrelationsmethode in der Meteorologie. Meteorol.
Z. 1925. Erganzende Mitt. Meteorol. Z. 1926.

— Bemerkungen zur Periodenforschung. Wetter 1925.

— Die Fortschritte in der Bearbeitung des Problems der langfristigen Wetter-
vorhersage. Naturwiss. 1927.

— Zur Frage der Symmetriepunkte im Luftdruckgang. Ann. Hydrogr., Berlin
1927.

— Das Periodogramm hundertjihriger Temperaturbeobachtungen in Berlin.
Meteorol. Z. 1927.

— Korrelationsrechnung. Math.-Phys. Bibl. Bd. 75. Leipzig: B. G. Teubner
1928.

— Der gegenwartige Stand der meteorologischen Korrelationsforschung.
Meteorol. Z. 1930.

BEATTIE: Harmonic analysis diagrams. Electrician Bd. 67 (1911).

— Resonance method of harmonic analysis. Electrician Bd. 69 (1912).

BernstErIN, F.: Uber die numerische Ermittlung verborgener Periodizitaten.
Z. angew. Math. Mech. 1927. — Forschg. u. Fortschr. Bd. 8 (1932).

BERNSTEIN, N.: Analyse aperiodischer trigonometrischer Reihen. Z. angew.
Math. Mech. 1927.

Besson, L.: On the comparison of meteorological data with results of chance.
Month. Weath. Rev. 1920.

BiLt, J. vAN DER: Some remarks on the practice of periodogram analysis.
Bull. Astr. Inst. Netherl. 1928.

Bo6rGEN, C.: Die Harmonische Analyse der Gezeitenbeobachtungen. Ann.
Hydrogr., Berlin 1884.

-— (Weitere Arbeiten iiber Gezeitenanalyse.) Ann. Hydrogr., Berlin 1884.

— Uber eine neue Methode, die harmonischen Konstanten abzuleiten.
Ann. Hydrogr., Berlin 1894.

Brooxs, C. E. P.: A difference-periodogram. Proc. Roy. Soc., Lond. A Bd. 105.

Brown, E. W.: A simple and inexpensive apparatus for tidal analysis. Amer.
J. Sci. (4) Bd. 39 (1916).

Bruns, H.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und KollektivmaBlehre. Leipzig:
B. G. Teubner 1906.

— Uber die Analyse periodischer Vorginge. Astronom. Nachr. Bd. 188 (1911).

BrunT, D.: An investigation in periodicities in rainfall, pressure and tempera-
ture at certain European stations. Quart. J. Roy. Met. Soc. Bd. 53 (1927).

— Harmonic analysis and the interpretation of the results of periodogram-
investigations. Mem. Roy. Met. Soc. Bd. 2 Nr. 15.

BURKHARDT, H.: Oszillierende Funktionen. Jber. math. Vereinigg. Bd. 10.

— Trigonometrische Interpolation. Enzykl. math. Wiss. Bd. 2 Teil 1 Heft 7/8.



320

58.

59-
60.

6I.
62.
63.
64.
65.

66.
67.

68.

69.

73-
74-
75-
76.
77
. Darg, J.B.: The resolution of a compound periodic function into simple
79-
8o.
81.
82,
83.
84.

83.

86.

87.

Literaturverzeichnis.

Busa, V.: A simple harmonic analyser. J. Amer. Inst. electr. Engr. Bd. 39
(1920).

—- The differential analyser. J. Franklin Inst. Bd. 212 Nr. 4 (1931).

CaRrsE, G. A. and G. SHEARER: A course in FOURIERs analysis and periodogram
analysis. Math. Tracts Nr. 4. Edinburgh 1915.

CHARLIER, C.V.L.: Grundziige der mathematischen Statistik. Lund 1920.

Cruss, L. W.: The analysis of periodical waves. Electr. J. Bd. 11 (1914).

CravTon, H. H.: A proposed new method of weather forecasting by analysis
of atmospheric conditions into waves of different lengths. Month. Weath.
Rev. 1907.

CoMmRIE, L. J.: The Hollerith and Powers tabulating machines. Office Ma-
chinery Users Assoc. Trans. 1929/30.

CoNrAD, V.: Zur Berechnung hoherer Glieder der FouriErschen Reihen.
Meteorol. Z. 1919.

— - Der Expektanzbegriff von ARTHUR SCHUSTER. Meteorol. Z. 1924.

—- Vereinfachungen der Methode zur Berechnung von Korrelationsfaktoren.
Meteorol. Z. 1924.

Corapl, G.: Der harmonische Analysator mit einer Theorie desselben. Ziirich
1894.

Coupres, TH. pDEs: Theoretische Grundlage fiir einen harmonischen Wechsel-
stromanalysator. Verh. physik. Ges. Berlin Bd. 17 (1898). — Z. Instru-
mentenkde. Bd. 19 (1899).

. — Eine direkte Methode fiir Wechselstromanalyse. Elektrotechn. Z. Bd. 21

(1900) ; Z. Instrumentenkde. Bd. 21 (1901).

. CouraNT, R. u. D. HiLBERT: Methoden der mathematischen Physik I. Berlin:

Julius Springer 193I.

. Craig, J.I.: The periodogram and method of correlation. Rep. Dundee

meeting Brit. Assoc. Adv. Sci. Bd. 82 (1916).

— A new method of discovering periodicities. Month. Not. Roy. Astron. Soc.
Bd. 76 (1916).

Curtiss, R. H.: The light curve of R Scuti 1911—31. Publ. Obs. Univ.
Michigan Bd. 4 (1932).

CzuBER, E.: Theorie der Beobachtungsfehler. Leipzig: B. G. Teubner 1891.

— Wabhrscheinlichkeitsrechnung I. Leipzig: B. G. Teubner 1914.

— Die statistischen Forschungsmethoden. Wien: L. W. Seidel & Sohn 1921.

periodic functions. Month. Not. Roy. Astron. Soc. Bd. 74 (1914).

DarwiIN, G. H.: On an apparatus for facilitating the reduction of tidal obser-
vations. Proc. Roy. Soc., Lond. A Bd. 52 (1893).

— u. S.S.Houcu: Bewegungen der Hydrosphire. Enzykl. math. Wiss.
Bd. 6 Teil 1 B Heft 1 (1908).

DEerant, A.: Witterungsperioden. Wetter 1925.

— Wellen im Luftmeer. Meteorol. Z. 1926.

DELLENBOUGH jr., F. S.: An electromechanical device for rapid schedule
harmonic analysis. Amer. Inst. electr. Engr. Bd. 40 (1921).

DiesitscH, J. u. H. Zuvurt: Klanganalyse durch Steuerung des Sattigungs-
stroms einer Zweielektrodenréhre. Elektr. Nachr.-Techn. Bd. 9 (1932).

Dietsc, G. u. W. Fricke: Ein photoelektrisch-mechanisches Verfahren zur
harmonischen Analyse periodischer Funktionen. Elektr. Nachr.-Techn.
Bd. 9 (1932).

— u. B. RorzE1G: Eine neue Methode zur exakten Berechnung der FOURIER-
Koeffizienten. Gerlands Beitr. Bd. 38.

DieTzscuoLp, G.: Uber Spiegelpunkte in den langjahrigen Aufzeichnungen
meteorologischer Elemente. Meteorol. Z. 1932.



88.
89.

90.
9I.

92.
93-

94.
95.

96.
97-
98.
99-
100.

IOoI.

I02.

103.

104.
105.

106.
107.

I108.
109.

I710.
IIT.
I12.
113.
I114.

II5.

Literaturverzeichnis. 321

DiLGER, F.: Die r1jihrige thermische Welle auf der Erdoberfliche. Gerlands
Beitr. Bd. 30 (1931).

DoucLass, A.E.: A photographic perlodogram of the sun-spot numbers.
Astrophysic. J. Bd. 40 (1914).

— An optical periodograph. Astrophysic. J. Bd. 41 (1915).

— An automatical optical periodograph. Publ. Astr. Soc. Pacific Bd. 31
(1919).

— Climatic cycles and tree-growth, Bd. I—III, Carnegie-Inst. Washington
1919—36.

DuvaLt, C. R.: Memorandum on the uncertainty in the amplitudes and phase-
angles of FOURIER terms. Terr. Magn. Bd. 32 (1927).

— Computation of Fourier terms. Terr. Magn. Bd. 32 (1927).

EAGLE, A.: A practical treatise on FOURIERs theorem and harmonic analysis
for physicists and engineers. London: Longman, Green & Co. 1925.
EGERSDORFER, L.: Zur Theorie des Korrelationskoeffizienten. Dtsch. meteorol.

Jb. Bayern 1925.

— Anleitung zur Darstellung von Haufigkeitskurven nach BRuns. Meteorol.
Z. 1929.

Ennis, C. C.: On the revision and correction of FOuRIER-analysis computations.
Terr. Magn. Bd. 32 (1927).

ErTEL, H.: Advektiv-dynamische Theorie der Luftdruckschwankungen und
ihrer Periodizititen. Verdff. meteorol. Inst. Berlin 1936.

ExXNER, F. M.: Der Korrelationsfaktor und seine Verwendung in der Meteoro-
logie. Meteorol. Z. 1910.

FrscHER, A.: Vollautomatische Massenmultiplikationen im Hollerith-Digit-
Staffelverfahren auf der BXK-Tabelliermaschine. Hollerith-Nachr. 63.
Berlin 1936.

Fiscuer-HINNEN: (Uber Harmonische Analyse.) Elektrotechn. Z. Bd. 22
(xgor1). :

FosTER, G. A. R.: The grating-periodograph for the analysis of series of
observations for hidden periodicities. J. Textile Ind. Bd. 2r Nr. 1. Man-
chester 1930.

FreENKEL, E.: Untersuchungen iiber kurzperiodische Schwankungen der
Haufigkeit der Sonnenflecken. Publ. Sternw. Ziirich Bd. 5 (1913).

Funrich, J.: Uber die numerische Ermittlung von Periodizititen und ihre
Beziehung zum Zufallsgesetz. Statisticky Obzor. Prag 1933.

Garitzin, B.: Uber seismometrische Beobachtungen. C. R. Com. Sism. Bd. 1.

— Zur Frage der Analyse zusammengesetzter harmonischer Schwingungen.
Bull. Acad. Imp. St. Petersbourg 1913.

GALLE, A.: Mathematische Instrumente. Leipzig: B. G. Teubner 1912.

GerMANsSKY, B.: Uber ein optisches Verfahren zur FoUriEr-Analyse. Ann.
Physik (5) Bd. 7 (1930).

GiBB, D.: The periodogram analysis of the variations of SS Cygni. Month.
Not. Roy. Astron. Soc. Bd. 74 (1914).

GLoGOWSKI, A.: Beitrige zur Auffindung verborgener Periodizititen. Munster
i. W.: Helios-Verlag 1929.

Gorrz, H.: Uber ein Verfahren zur Periodenanalyse von Kurven. Dtsch.
meteorol. Jb. Bayern 1924.

GraBowsK!l: (Theorie des HENRICIschen Analysators.) Wien. Sitz.-Ber.
math.-naturwiss. Kl. Bd. 110.

GriessBacH, K.: Korrelation von Luftdruckwellen der Nordhemisphire.
Veroff. geoph. Inst. Leipzig 2. Serie Bd. 6 Heft 1.

Grix, W.: Geometrische Analyse periodischer Schwingungen. Helios 192I.

Stumpff, Periodenforschung. 21



322

116.
I117.
r18.
1I19.
120.
I2I.
I22.
123.
124.
125.
126.
127.
128.
129.
130.
I31.
132.
133.
134.
135.
136.
137.
I138.
139.
140.
I4I1.

I42.

Literaturverzeichnis.

HaniscH, B.: Uber die Bestimmung von Sonnenfleckenperioden nach der
- Funricaschen, Methode. Gerlands Beitr. Bd. 46 (1935).

Hinscn, F.: Uber die 24tigige Welle des Winters 1923/24. Verdff. geoph.
Inst. Leipzig, 2. Serie Bd. 5 Heft 3 (1932).

Hemke, P.: Das CornNusche -Kriterium. Meteorol. Z. 1923.

HEeNRY, E. V.: The analysis of simple periodic curves by a projection method
with special references to estuary tidal problems. Physic. Rev. ( ) Bd. 19
(1922). :

Hessen, K.: Ein Apparat zur Auswertung von Gezeltenkurven Ann. Hydrogr.
Berlin 1913.

— Uber die BorGENsche. Methode der harmomschen Analyse der Meeres-
gezeiten. Ann. Hydrogr. Berlin 1920.

Hiravama, S.: Note on the method to find the period of a penodlc function
from equidistant observations. Tokyo math. phys. Soc. Proc. (2) Bd. 7 (1916).

Hollerith-Ges.: 25 Jahre Deutsche Hollerith-Maschinen-A. G. Festschrift.
Berlin-Lichterfelde 1935.

Hor1zHEY, R.: Eine Ausgleichsbetrachtung. Z.ang. Met. Bd. 48 (1931)..,

HorrNER, F.: Uber die praktische Verwendbarkeit einer neuen Methode zur
Aufsuchung der Periode einer periodischen Erscheinung. Wien. Sitz.-Ber.
Bd. 119 1I a.

HoustoN and KENNELLY: Slmple approxunatlve method of determeng
harmonics of graphical waves. Electr. Wid.,, N. Y. Bd. 31 (1898). Ref.
Z. Instrumentenkde. Bd. 19 (1899). ) ) ’

Jarnke, E. u. F. EMDE: Funktionentafeln. Leipzig: B. G. Teubner 1933.

KeLLER, L.: Die Periodographie als statistisches Problem. Beitr. Phys. fr.
Atm. Bd. 19 (1932). ‘ . . '

Kervin: (Uber Harmonische Analyse.) Proc. Roy. Soc., Lond. Bd. 24 (1876),
Bd. 27 (1878).

KHINTCHINE, A.: Asymptotische Gesetze der Wahrschemhchkeltsrechnung
Erg. Math. Bd. 2 Nr. 4 (1933).

Kimura, H.: On the harmonic analysis of sun- spot relative numbers. Month.
Not. Roy. Astron. Soc. Bd. 73 (1913).

— Harmonic analysis of sun-spot numbers. Tokyo math. phys. Soc. Proc.
(2) Bd. 7 (1916). ‘ ,

KinTNER: Tables for computing to 17 harmomcs Electr. Wid., N. Y. Bd. 43
(1904).

Kirorr, K. T.: Bemerkungen iiber die Zerlegung zusammengesetzter Kurven
Meteorol. Z. 1929.

KremN, F.: Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt aus, Bd. I—III.
Berlin: Julius Springer.

— u. SoMMERFELD: Theorie des Kreisels. (S. 678: Analyse von Polschwan-
kungen.) ' : Co
Krotz, O.: Analysis of earthquake waves. Trans. Roy. Soc. Canada Bd. 14

(1921). ' ) )

Kosavasui, M.: An electric frequency analyser. Electr. Communic. Bd. 8
(r930). ‘ '

KopPEN, W.: Graphlsche Glattung von Zahlenreihen. Meteorol Z. 1919.

KrAsSOWSKI, J.: Analyse, au moyen de la méthode de M. 'ScuusTER, des
périodes de la variation de la latitude. Bull. internat. Acad. Sci. Cracovie
1909. : o '

KN, F. R.: Mehrjahrige periodische Schwankungen des Luftdrucks in Ost-
und Nordeuropa. Diss. Jena 1927. Ref. Meteorol. Z. 1927.

KuUnnNeN, F.: Methode zur Aufsuchung periodischer Erscheinungen in Reihen
‘aquidistanter Beobachtungen. Astronom. Nachr. Bd. 182 (1909).



143.
144.
I45.
146.
147.
148.
149.
I50.
I51.
I52.
I53.
I54.
I55.
156.
157.
158.
159.
160.
I6I.
162,
163.
164.
165.
166.
167.
168.

169.

170.
I71.

172,

Literaturverzeichnis. 323

LABROUSTE, H.: Analyse des courbes résultant de la superposition de sinusoides.
C. R. Acad. Sci. Bd. 184 (1927).

— Tables numériques pour l’analyse des graphiques résultant de la super-
position de sinusoides. Evreux: Dévé 1930.

— Remarques sur les combinaisons de différences. Ann. Inst. Phys. Globe
Bd. 9 (1931).

— Analyse des graphiques résultant de la superposition de sinusoides
4 amplitudes variables. Ann. Inst. Phys. Globe Bd. 11 (1933).

— u. MME. LaBrROUSTE: Harmonic analysis by means of linear combinations
of ordinates. Terr. Magn. Bd. 41 (1936).

LAska, V.: Der Variationsindex. Meteorol. Z. 1916.

— Uber die Bearbeitung von langen Beobachtungsreihen. Meteorol. Z. 1916.

— Uber die Bestimmung von Perioden. Meteorol. Z. 1916.

— Der Variationsindex und die Glittung. Meteorol. Z. 1917.

LAUE, M. v.: Ein Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und seine Anwendung
auf die Strahlungstheorie. Ann. Physik Bd. 47 (1915).

McLavGHLIN, D. B.: The light variation of R Scuti 1911—31. Publ. Obs.
Michigan Bd. 4 Nr. 10 (1932).

LEDERSTEGER, K.: Uber die Analyse des Radiusvektors der Polbahn. Gerlands
Beitr. Bd. 26 (1930).

LEGrRAND, J.: Insuffisance de la série de FouriErR pour la recherche des
éléments d’'un phénoméne complexe présumé périodique. Ass. Techn.
Mar. et Aeron. Paris 1936.

LenMany, K.: Symmetriegebiete des Luftdrucks. Gerlands Beitr. Bd. 30 (1931).

L#vy, M.: Transformations sélectives; applications a l’analyse des mélanges
de sinusoides. C. R. Acad. Sci. Bd. 198 (1934).

LtBxkeE, E.: Ein Apparat zur harmonischen Analyse und Synthese von perio-
dischen Kurven. Physik. Z. Bd. 16 (1916).

MADER, O.: (Uber den Harmonischen Analysator.) Elektrotechn. Z. 1909. —
Physik. Z. 1909.

MarviN, C. F.: Theory and use of the periodocrite. Month. Weath. Rev. 1921.

— A new principle in the analysis of periodicities. Month. Weath. Rev. 1924.

MEISSNER, O.: Bemerkungen iiber das ABBE-HELMERTsche Kriterium. Astro-
nom. Nachr. Bd. 202 (1915).

MEIssNER, W.: Ausgleichungsformeln fiir Beobachtungen in gleichen Inter-
vallen. Physik. Z. 1910.

MicHELSON, A. A.: Determination of periodicities by the harmonic analyser,
with an application to the sun-spot cycle. Astrophysic. J. Bd. 38 (1913).

— u. S. W. Stratron: (Harmon. Analysator.) Philos. Mag. Bd. 45 (1898). —
Amer. J. Sci- (4) Bd. 5 (1898). Ref. Z. Instrumentenkde. Bd. 18 (1898).

Mirronis, H. pE: The periodoscope. Astrophys. J. Bd. 6o (1924).

MILDNER, P.: Zur Deutung des Korrelationskoeffizienten. Meteorol. Z. 1934.

— Uber Luftdruckwellen. Versff. geophysik. Inst. Leipzig, Ser. z Bd. 3
Heft 3.

— Uber die Korrelation zwischen harmonischen Konstituenten und Beobach-
tungskurven mit Anwendung auf die Luftdruckwellen des Winters 1923/24.
Beitr. Phys. fr. Atm. Bd. 16.

~ Uber Symmetriepunkte und ihren prognostischen Wert. Beitr. Phys. fr.
Atm. Bd. 17 (1931).

MoworovICi¢, S.: Die 2!/, Jahrhundert lange Periode der Erdbeben- und
Klimaschwankungen. Meteorol. Z. 192I.

MUNzNER, H.: Giinstigste Bestimmung der Umkehrung der LapLace-Trans-
formierten zur Auffindung verborgener Periodizititen. Diss. Gottingen
1932.

21*



324

I173.
174.
175.
176.
177.

I178.
I179.

180.
I181.

182.
183.

184.

185.
186.

187.
188.

189.
I90.

I01.
I192.
193.
194.
195.
196.
197.
198.
199.

200.
201I.

202,

203.

Literaturverzeichnis.

McNisH, A. S.: Principles of statistical analysis occasionally overlooked.
J. Franklin Inst. Bd. 215 (1933).

ONDRACECK, J.: Ein neues Verfahren zur harmonischen Analyse. Elektrotechn,
u. Maschinenb. Bd. 34 (1916).

OppeENHEIM, S.: Uber die Bestimmung der Periode einer periodischen Er-
scheinung mit Anwendung auf die Theori¢ des Erdmagnetismus. Wien.
Sitz.-Ber. Bd. 118 II a (1909). — Meteorol. Z. Bd. 27 (1910).

— Uber die Periode der Sonnenflecken. Gerlands Beitr, Bd. zo.

OrricH: Aufnahme und Analyse von Wechselstromkurven. Braunschweig
1906.

OrT1, A.: Der Harmonische Analysator Mader-Ott. Kempten (Allgiu).

Prarson, K.: Regression, heredity and panmixia. Philos. Trans. Roy. Soc.,
Lond. A Bd. 187 (189%).

— (Uber Korrelation.) Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. A Bd. 191 (1898).

— The influence of selection on variability and correlation. Philos. Trans.
Roy. Soc., Lond. A Bd. 200.

— On spurious correlation. Proc. Roy. Soc., Lond. Bd. 6o (1897).

— On the theory of contingency and its relation to association and normal
correlation. Drapers Comp. Research Mem. I, 1904.

-— On the general theory of skew correlation and non-linear regression.
Drapers Comp. Research Mem. II, 1905.

— A mathematical theory of random migration. London 1906.

PeRrRRrRY: Graphical method of harmonic analysis. Proc. Phys. Soc. Bd. 13
{r899).

PICHELMAYER u. SCHRUTTKA: Eine neue Methode der Analyse von Wechsel-
stromkurven. Elektrotechn. Z. 1912.

PLuMMER, H. C.: Note on Prof. DALE’s method of periodic analysis. Month.
Not. Roy. Astron. Soc. Bd. 76 (1915).

Porrak, L. W.: Uber die LamoNTsche Korrektur. Ann. Hydrogr., Berlin 1923.

— Zur Ableitung der mondtiglichen Schwankungen des Luftdrucks in der
Atmosphire. Ann. Hydrogr., Berlin 1923.

— Hilfsmittel zur Aufsuchung versteckter Periodizititen sowie zur harmo-
nischen Analyse iiberhaupt. Ann. Hydrogr., Berlin 19235.

— Zur harmonischen Analyse empirischer, durch eine groBe Zahl gegebener
Ordinaten definierter Funktionen. Ann. Hydrogr., Berlin 1926.

— Rechentafeln zur Harmonischen Analyse. Leipzig: Johann Ambrosius
Barth 1926.

— Korrelation der monatlichen Anomalien der Lufttemperatur ausgewihlter
Pole mit jemen anderer Orte. Gerlands Beitr. Bd. 33 (1931).

— Einige Periodogramme. Z. Geophysik Bd. 2z (1926).

— Das Periodogramm der Polbewegung. Gerlands Beitr. Bd. 16 (1927).

— Die Verwendung statistischer Maschinen in der Klimatologie. Meteorol.
Z. 1927.

— Uber die Verwendung des Lochkartenverfahrens in der Klimatologie.
Z. Instrumentenkde. 1927.

— Charakteristiken der Luftdruckfrequenzkurven und verallgemeinerte Iso-
baren in Europa. Prag. geophysik. Stud. I 1927. Ref. Meteorol. Z. 1928.

~— Handweiser zur Harmonischen Analyse. Prag. geophysik. Stud. II, 1928.

— Periodogramme hochfrequenter Schwankungen meteorologischer Elemente.
Meteorol. Z. 1927.

— Das Periodogramm der internationalen erdmagnetischen Charakterzahlen.
Z. Geophysik Bd. 4 (1928) [s, auch: Prag. geophysik. Stud. III, 1930].

— Das Lochkartenverfahren. Meteorol. Z. 1929.



204.

205.

206.

207.

208.

209.

2710.

2IT.

212.
213.

214.

215.

216.

217.

218.

219.

220.

221I.

222.
223.

224.
225.

226.

227.

228.

229.

230.
231.

232
233

Literaturverzeichnis. 325

Porrak, L. W.: Die Rationalisierung und Mechanisierung der Verwaltung und
Verrechnung geophysikalischen Zahlenmaterials. Naturwiss. 1930.

— Fortschritte in der Anwendung des Lochkartenverfahrens auf geophysi-
kalische Probleme. Z. Geophysik Bd. 5 (1929).

— Theorie und Praxis der Periodogrammanalyse. Knihovna Statistickeho
Obzoru Bd. 25 (1932).

— u. A. HaNEL: Bericht iiber die numerische Methode von J. FUunRICH zur
Ermittlung von Periodizititen. Meteorol. Z. 1935.

— u. F. Kaisgr: Neue Anwendungen des Lochkartenverfahrens in der Geo-
physik. Hollerith-Nachr. Heft 44, Berlin 1934.

— — Uber die numerische Methode von J.FunRricH zur Ermittlung von
Periodizititen, ihre Erprobung und Anwendung auf die Polbewegung.
Statisticky Obzor, Jg. 16. Prag 1935.

Pupin: (Wechselstromanalyse.) Amer. J. Sci. Bd. 48 (1894).

RauscHELBACH, H.: Uber die Vorausberechnung der Gezeiten mittels der
deutschen Gezeitenrechenmaschine. Ann. Hydrogr., Berlin 1g21.

— Die deutsche Gezeitenrechenmaschine. Z. Instrumentenkde. 1924.

— Harmonische Analyse der Gezeiten des Meeres; eine Weiterentwicklung
des BorgENnschen Verfahrens. Arch. Dtsch. Seewarte Bd. 42 (1924).
RavreIGH, Lord: On the resultant of a large number of vibrations of the

same pitch and of arbitrary phase. Philos. Mag. (5) Bd. 10 (1880).

REINSBERG, C.: Beitrige zur Theorie der Aufsuchung verborgener Periodizi-
titen. Astronom. Nachr. Bd. 248 (1933).

-— Zur Theorie der Exponentialperiodogramme. Astronom. Nachr. Bd. 252
(1934)-

Rierz, H. L. u. F. Baur: Handbuch der mathematischen Statistik. Leipzig:
B. G. Teubner 1930.

RueinsTEIN, E.: Uber eine Methode zur Bestimmung von Perioden. Meteorol.
Z. 1922.

Rubpski, N.: Harmonische Analyse und Wettervorhersage. Meteorol. Z. 1929.

RunGge, C. u. EMDE: Rechnungsformular zur Zerlegung einer empirisch
gegebenen periodischen Funktion in Sinuswellen. Braunschweig: Vieweg
& Sohn.

— u. H. K6n1G: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. Berlin: Julius
Springer 1924.

RusseLL, A.: Practical harmonical analysis. Proc. Phys. Soc., Lond. Bd. 27.

Sacia, C. F.: A photomechanical wave-analyser applied to inharmonic analysis.
J. opt. Soc. Amer. Bd. 9 (1924).

SanDEN, H. v.: Praktische Analysis. Leipzig: B. G. Teubner 1923.

SankHYA: Tables of random sample deviations from the mean of a normal
population.

SavUR, S. R.: A simplified method for calculating periodicities. Proc. Ind.
Assoc. Sci. Bd. 15 (1932).

— A simple test of value of a particular period in forecasting. Met. Off.,
Poona 1935.

SCHEDLER, A.: Zur Analyse der Polhthenschwankungen. Gerlands Beitr.
Bd. 31 (1931). :

Scumipt, A.: The periodogram of magnetic declination, as obtained from
the records of the Greenwich Observatory during the years 1871—95.
Philos. Soc. Trans. Bd. 18 (1900}.

— Zur Kiritik des Korrelationsfaktors. Meteorol. Z. 1926.

Scumipt, W.: Nachweis von Perioden langer Dauer. Meteorol. Z. 1911.

. — Zur ,,Glattung von Wertereihen und Kurven. Meteorol. Z. 1916.

. — Der Variationsindex und die Glattung. Meteorol. Z. 1917.



326

234.
235.
236.

237.
238.

239.
240.
241.
242.
243.
244.
245.

246.
247.

248.

249.

Literaturverzeichnis.

ScuosTaKowITsCcH, W. B.: Periodische Schwankungen in den Naturerschei-
nungen. Gerlands Beitr. Bd. 30 (1931).

ScHREIBER, P.: Uber Gliattung von Kurven. Abh. Kgl. Sichs. Meteorol. Inst.
Heft 1.

— Das Sinus-Logarithmenpapier und seine Verwendung bei der harmonischen
Analyse. Meteorol. Z. 1915.

— Uber die sogenannte Glattung von Kurven. Meteorol. Z. 1921.

ScuUBERT, O. v.: Die 3jahrige Luftdruckwelle. Vertff. geophysik. Inst.
Leipzig, Ser. 2 Bd. 3 Heft 6. — Meteorol. Z. 1928.

— Luftdruckwellen und harmonische Analyse. Gerlands Beitr. Bd. 28.

— Ein neuer Beweis fir die Erscheinung der Symmetrie. Meteorol. Z. 1931.

Scuuirz, J.: Uber eine von J. L. LAGRANGE gegebene trigonometrische Inter-
polationsmethode und deren Anwendung auf Kosmophysik. Gerlands
Beitr. Bd. 13 (1914).

ScHUSTER, A.: On the investigation of hidden periodicities. Terr. Magn.
Bd. 3 (1898).

—— On the periodogram of magnetic declinations at Greenwich. Cambr.
Philos. Soc. Trans. Bd. 18 (1899).

— The periodogram and its optical analogy. Proc. Roy. Soc., Lond. A
Bd. 77 (1906).

— On the periodicities of sun-spots. Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. A Bd. 206
(1906).

— Sonnenfleckenperioden. Meteorol. Z. 1906.

ScHWEYDAR, W.: Harmonische Analyse der Lotstérungen durch Sonne und
Mond. Veroff. Kgl. preuB. geod. Inst. N. F. Bd. 59 (1914).

SHarRP: (Harmon. Analysator.) Philos. Mag. Bd. 38 (1894). — Electrician
Bd. 35 (1895). — Proc. Phys. Soc., Lond. Bd. 13 (1894—95).

SkrEB, S.: Ein Kriterium des WEICKMANNschen Symmetriepunktes. Meteorol.
Z. 193I.

. SoNDEN, v.: Graphische Synthese und Analyse von Wechselstromkurven.

Arch. Elektrotechn. Bd. 1 (1912).

. STEINER, L.: Bericht iiber eine harmonische Analyse der Luftdruckschwan-

kung in Europa im Winter 1925—26. Gerlands Beitr. Bd. 39 (1933).

. STREIFF, A.: On the investigation of cycles and the relation of the BRUCKNER

and solar cycles. Month. Weath. Rev. 1926.

. StumpFF, K.: Theorie der Periodogramme und ihre Anwendbarkeit auf die

Analyse von Mondbeobachtungen. Diss. Gottingen 1922.

. — Periodogramme und ihre Anwendbarkeit auf astronomische und geophysi-

kalische Fragen. Z. angew. Geophysik Bd. 1 Heft 5 (1923).

. — Eine neue photographische Methode zur Herstellung von Periodogrammen.

Astronom. Nachr. Bd. 223 (1924).

. — Fehlertheoretische Untersuchungen zur Periodogrammanalyse. Astronom.

Nachr. Bd. 226 (1926).

. — Analyse periodischer Vorginge. Berlin: Gebr. Borntraeger 1927.
. — Die Perioden der Polbewegung. Astronom. Nachr. Bd. 231 (1927).
. — Uber die Verwendiing des Darwinschen Schemas in der Periodogramm-

analyse. Gerlands Beitr. Bd. 22 (1929).,

. — Neue Analyse der Sonnenfleckenrelativzahlen nach der ScrusTERschen

Methode. Prag. geophysik. Stud. IV, 1930.

. — Vorversuche zu einer systematischen Analyse der Luftdruckschwankungen

in Europa. Gerlands Beitr. Bd. 28 (1930).

. — Systematische Untersuchungen iiber die periodischen Eigenschaften des

Luftdrucks. Gerlands Beitr. Bd. 32 (1931).



266.
267.

268.
269.

271.

272.
273.

274.
275.

276.

277.
. TaompsoN, S. P.: Uber die Berechnung der Konstanten FouriErscher Reihen.

286.
287.

288.

Literaturverzeichnis. 327

. StumprF, K.: Untersuchungen iiber die Verteilung der Kleinen Planeten

in Lange. Astronom. Nachr. Bd. 242 (1931).

. — Wetterperioden und langfristige Wettervorhersage. Mitt. dtsch. Landw.-

Ges. 1932.

. — Untersuchungen iiber die Hauptperioden des Lichtwechsels von R Scuti.

Astronom. Nachr. Bd. 253 (1934).

— Probleme und Methoden der Periodenforschung in Astronomie und Geo-
physik. Scientia 1934.

— Uber die Zufallswahrscheinlichkeit von Perioden in Beobachtungsreihen.
Ver6ff. meteorol. Inst. Berlin Bd. 1 Heft 2 (1936).

— Uber eine Erweiterung des Expektanzbegriffs. Meteorol. Z. 1936.

Suirs, CH. G.: A thermionic method for the harmonic analysis of electrical
waves. Proc. Instn. Radio Engr. Bd. 18 (1930).

. Tams, E.: Die Frage der Periodizitit der Erdbeben. Berlin: Gebr. Borntraeger

1925; Z. Geophysik Bd. 2 (1926).

Tavior, H. O.: A mechanical process for constructing harmonic analysis
schedules for waves having even and odd harmonics. Physic. Rev. (2)
Bd. 6 (1916).

Terapa, T.: (Harmon. Analysator.) Rep. Tokyo Math. Phys. Soc. 1905. —
Z. Instrumentenkde. Bd. 25 (1905).

TeRrREBEsI, P.: Rechenschablonen fiir harmonische Analyse und Synthese.
Berlin: Julius Springer 193I.

— Aufsuchen versteckter Periodizititen. Z. Geophysik Bd. 9 (1933).

— Ein neues N#herungsverfahren zur harmonischen Analyse. Mitt. Inst.
prakt. Math. Darmstadt.

TaEODORSEN, TH.: A new principle of sound frequency analysis. Physic.
Rev. (2) Bd. 37 (1931).

Trowmas, H.: Zur Methode der iibergreifenden Mittelbildung. Meteorol. Z. 1928.

Meteorol. Z. 1911. — Proc. Phys. Soc., Lond. Bd. 19.

. TieBETT, L. H. C.: Random sampling numbers. Tracts for Computers 15.

Cambridge 1927.

. TRENDELENBURG, F.: Fortschritte der physikalischen und technischen Akustik.

Leipzig: Akad. Verl.-Ges. 1934.

. TscHurrow, A.: Grundbegriffe und Grundprobleme der Korrelationstheorie.

Leipzig: B. G. Teubner 1925.

. TurNEr, H.H.: The facility of barmonic analysis. J. Brit. Astr. Assoc.

Bd. 18 (1908).

. — On possible periodic inequalities in the epoch of the sun-spot variation.

Month. Not. Roy. Astron. Soc. Bd. 68 (1908).

. — On double lines in periodograms. Proc. 5. Internat. Math. Congr. Bd. 2.
. — Note on the periodogram of earthquake frequency from 7 to 20 years.

Rep. Meeting Brit. Assoc. Adv. Sci. Portsmouth 1911.

— Tables for facilitating the use of harmonic analysis. London: Humphrey
Milford 1913.

— On the harmonic analysis of WOLF’s sun-spot numbers. Month. Not.
Roy. Astron. Soc. Bd. 73 (1913).

— On a simple method of detecting discontinuities in a series of recorded
observations. Month. Not. Roy. Astron. Soc. Bd. 74 (1913).

. — On the expression of sun-spot periodicity as a FOURIER sequence. Month.

Not. Roy. Astron. Soc. Bd. 73 (1913).

. — Further remarks on the expression of sun-spot periodicity as a FOURIER

sequence. Month. Not. Roy. Astron. Soc. Bd. 74 (1914).



328

29I1.
29z.
293.
294.
295.
296.
297.
298.
299.
300.
3or1.
302.
303.
304.
305.
306.
307.

308.
309.

3710.
3I1I.
3I2.
3I3.

314-
315.

316.

317.
318.

319.

Literaturverzeichnis.

TurNER, H. H.: Discontinuities in meteorological phenomena. Quart. J. Roy.
Met. Soc., Lond. Bd. 41 (1915), Bd. 42 (1916), Bd. 43 (1917).

-— On the 15 month-periodicity in earthquake frequency. Month. Not. Roy.
Astron. Soc. Bd. 79 (1919).

VERCELLL, F.: Analisi armonica dei barogrammi e previsione della pressione
barometrica. Rend. Accad. Lincei 1915.

— Oscillazioni periodiche e previsione della pressione atmosferica. Mem.
R. Ist. Lombardo Sci. e Lett. (3) Bd. 21. Milano 1916.

— Periodische Schwankung und Vorhersage des Luftdrucks. (Ref. von
A. GiLi€.) Meteorol. Z. 1921.

-~ Nuovi esperimenti di previsione meteorologiche. R. Ist. Geof. Trieste.
Roma 1933.

WALKER, G. T.: On the criterion for the reality of relationships or periodicity.
Ind. Meteorol. Mem. Bd. 21. Calcutta 1914.

— On periodicity and its existence in European-weather. Mem. Meteorol.
Soc. Bd. 1 Nr. 9 (1927). ’

— On periodicity. Roy. Meteorol. Soc. Bd. 3. Nr. 25 (1930).

— On periodicity in series of related terms. Proc. Roy. Soc., Lond. 1931.

WALTER, K.: Uber die Wahrscheinlichkeit von Perioden. Astronom. Nachr.
Bd. 259 (1936).

WanacH, B.: Die CuanpLERsche und die NewcomBsche Periode der Pol-
bewegung. Zentralbiiro der Internationalen Erdmessung. Berlin 1919.

WEICKMANN, L.: Wellen im Luftmeer. Abh. Sichs. Akad. Wiss., math.-
physik. KI. Bd. 39 (1924).

— Luftdruckwellen iiber der Nordhemisphire. Ann. Hydrogr., Berlin 1926.

~— Uber Symmetriepunkte im Luftdruckgang. Z. Geophysik Bd.z (1926).

— Das Wellenproblem der Atmosphare. Meteorol. Z. 1927.

— Die 24t4gige polare Druckwelle des Winters 1923—24. Petermanns Mitt.
1927 Erg.-Heft Nr. 191.

— Die Ausbreitung von Luftdruckwellen iiber Europa. Gerlands Beitr. 1927.

— Die dominierende Luftdruckwelle des strengen Winters 1928—29. Z.
Geophysik Bd. 6 (1930).

— Neuere Ergebnisse aus der Theorie der Symmetriepunkte. Gerlands Beitr.
Bd. 34 (1931).

WHITTAKER, E. T.: On the law which governs the variations of SS Cygni.
Month. Not. Roy. Astron. Soc. Bd. 71 (1911).

— u. G. RoBinsON : The calculus of observations. London u. Glasgow :
Blackie & Son 1932.

WIiLLERS, F. A.: Numerische Integration. Berlin u. Leipzig: W. de Gruyter
1923.

— Methoden der praktischen Analysis. Berlin u. Leipzig: W. de Gruyter 1928.

WooLarp, E. W.: On the mean variability in random series. Month. Weath.
Rev. 1925.

YULE, G. U.: On a method of investigating periodicities in disturbed series,
with special reference to WOLF’s sun-spot numbers. Philos. Trans. Roy.
Soc., Lond. A Bd. 226 (1927).

ZecH, TH.: Harmonische Analyse mit Hilfe des Lochkartenverfahrens. Z.
angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929). )

ZierL, H.: Periodische Wiederkehr von Symmetriepunkten im Luftdruck
Miinchens. Meteorol. Z. 1927.

ZIPPERER, L.: Tafeln zur harmonischen Analyse periodischer Kurven. Berlin:
Julius Springer 1922.



Namen- und Sachverzeichnis.

ApBE-HELMERTsches Kriterium 242.
Abblendung von Perioden 124, 134, 269.
ABBOT 258.
Amphidromie 77.
Amplituden 13, 88, 93.
Amplitudenverteilung 180, 187, 197.
—, durchschnittliche 180.
—, mittlere 181, 197.
Analysatorrahmen 56.
Analysenintervall 15, 92, 103.
Andauer von Perioden 2335.
Annidherung durch Potenzreihen 4, 10.
— durch LEGeENDREsche Polynome 10.
— durch orthogonale Kreisfunktionen
II.
— durch Kugelflichenfunktionen 11.
— durch HerMITEsche Polynome 23,
183, 185.
— durch LAGUERRESche Polynome 235,
186f.
— von Beobachtungsreihen 33f.
Armagnat 280.
Auflésungskraft des Periodogramms 125,
271.
Autokorrelation 211f.
Autokorrelationskoeffizienten 211f.
—, ideale 223f.
Autokorrelationsmethode (FuHRicH)
2611.
BARTELS 535, 73, 100, 115, 118, 234, 236,
241, 274.
Beobachtungsfehler 3, 18, 134, 167f.
Beobachtungsnetze 75.
Beobachtungsreihen, dquidistante 1, 33.
—, nicht Aquidistante 45.
Blinklicht 283f.
BORGEN 138f1., 2371.
BROOKS 254.
BRUNS 185, 249f.
Brunssche Reihe 1851.
Buvs-Barrorsches Schema 1321, 2371.,

257.

CaanDLERsche Periode 19, 131, 257.
Craic 2591,

DALE 232.

Darwin, G. H. 138f., 237f.

Deferent 110, 121, 195.

Dichte (der Linien eines
spektrums) 91, 106, 136.

Differenzenanalyse 73f.

Differenzenmethoden 248f.

Differenzenperiodogramm 2541., 270.

Differenzenrechnung 29.

Diskontinuitat (wesentliche und un-
wesentliche) 26.

Dominierende Perioden 20, 2531.

DoucrLass 282, 2881.

Drehmomente 275.

Durchmusterung, periodographische go,
104, I41, 257, 273, 291, 3I3.

Perioden-

Einheitsschema fiir Analysen 142f.

Empirische Funktionen 1f.

Entwicklung (s. Annidherung).

Entwicklungssatz 7, 12.

Epizykeln 110, 121I.

—, elliptische 129f.

Erhaltungstendenz 220f., 227f., 242.

Exhaustionsmethode 20, 253f., 260f.

Expektanz 182, 1861, 189, 198.

—, Abhangigkeit der -— von der Phase
198.

—, autokorrelierter Beobachtungsreihen
2261.

—, elliptische 199.

—, mittlere 198.

—, effektive 233.

—, scheinbare 234.

Expektanzkreis 191{.

Expektanzellipse 199.

Exponentialperiodogramm 155f.

Extrapolation 4, 15, 17.

Faltung 58.

Fehler, zufillige 167, 176.

—, systematische 167, 176, 242.
—, wahre 167.

—, scheinbare 167.



330

Fehler, mittlerer 172.

—, durchschnittlicher 172.

—, wahrscheinlicher 173.

—, maximaler 173.

—, grober 173f.
Fehlerquadratsumme 6, 9, 13, 38.
Fouriersche Reihe 37, 471
Frequenz 15, 88.

FunRrIicH 260f.

GALITZIN 129, 258, 260, 265, 2791,

Gavusssches Fehlergesetz 170f.

Geradfithrung 130.

Gespensterperioden (s. spurious periodi-
cities).

Gewichtsfunktion 22, 156, 161.

Gezeiten 19, 138f., 306.

GI1BB 135.

Gitter, analysierendes 282, 288f.

Gitterfunktion 47f., 161, 255, 269, 286,
294.

Glattung 28f., 43, 124, 1551, 266f., 268.

Glattungsfaktor 296.

GLOGOWSKI 244.

Grundintervall (s. Analysenintervall).

Grundperiode 16, 17f., 35, 77.

Harmonische Analyse 12, 18, 35.
Harmonischer Analysator 39, 51f., 111,
2721,

Harmonische Synthese 69.

Haupteffekt (beim photomechanischen
Periodographen) 297.

— hoherer Ordnung 305.

Hauptvektor 102, 110, T14f.

HIrRAYAMA 250, 252.

Hohenstrahlung 307.

HorLeRITH (s. Lochkartenverfahren).

HOPFNER 249.

Hydraulische Methode 276.

Interferenz 282f., 314.
Interpolation 28f., 38f.

— der FouriEr-Konstanten 96f.
—, provisorische 29f., 33, 39f.
Irrfahrt (Irrlauf) 118, 128, 232,
Isamplituden 77.

Isophasen 77.

2371,

Jahresringe 288.

Namen- und Sachverzeichnis.

Klanganalyse 281.

KLEIN und SOMMERFELD 256f.

Klimaschwankungen 288.

Kollektiv 1641.

—, ideales 199f.

Korrelationskoeffizient 83, 202f., 210f.,
259f.

Korrelationstheorie 202f.

Korrelationstabelle 207.

KUHNEN 251.

Kugelfunktionen 11, 76.

LABROUSTE 263f., 268f.
Langperiodische Glieder 107, 129.
LarraceEsche Transformation 244.
Leumann, K. 83.
Lochkartenverfahren 148f., 272f.
Licken im Analysenschema 139f., 144f.
— in Beobachtungsreihen 158f.
Liickenperioden 158f.
Lickenperiodogramm 162.
Luftdruck 591, 71, 781., 811, 169, 2181.,
227, 312.

MapERscher Analysator 51f., 274.
Magnetische Momente 276.
Maximumbreite 102, 107.
Mehrdeutigkeit 45, 160, 25I.
MILDNER 84.

Momentmethoden 274f.

MUNZNER 247.

Normalgleichungen 6, 8, 33, 35, 46.

Normierung 9, 24, 25.

Nullpunktseffekt (beim photomechani-
schen Periodographen) 305.

Oberschwingungen 14, 77, 84, 135.

OPPENHEIM 249.

Optische Analogie gof.

Optisches Bild einer Beobachtungsreihe
2871.

Orthogonalisierung 10, 22, 24, 34.

Orthogonalitat 8, 9, 12, 34.

Paur, M. 276.

Periodenuhr 100, 109.
Periodogramm, Definition 97f.
—— einer Sinuswelle g2f.



Namen- und Sachverzeichnis. 331

Periodogramm, Komponenten 96f.

—, Nullstellen 101.

—, durchschnittliches 152.

—, mittleres 152.

——, neuer Art 153.

—, Verwandtschaft mit Exhaustions-

methoden 253f.
Periodograph, photomechanischer 273,
281. -

— von DougrLass 291f.

— von STUMPFF 292f.

—— erster Art 3o00.

— zweiter Art 309f. !

Periodometer von ABBOT 258.

Persistenz von Perioden ' - (persistente
Perioden) 84, 91, 125, 191, 234f., 307.

Phasen 13, 88.

Phasendiagramm 110, 121, 1251., 134,
253, 257, 309.

Polarplanimeter 51.

Polarisationsperiodometer 313f.

PoLrirAK 102, 140.

Polschwankungen 19, 131, 257.

Polygonzug 30, 471.

Prinzip der kleinsten Quadrate 5.

Punktwolke 1891., 2035.

—, Dichte der — 207.

——, elliptische 195, 1961., 205f1.

Purin 280.

Quadrate, Prinzip der kleinsten — 3.
Quasipersistenz 118, 125, 217f, 225,
2321, 307.

—, triviale 236, 242.

Realitit von Perioden 87, 177, 181f.,
191f., 218, 227.

Regressionslinie 2061.

Reine Periodizitit 15f., 18, 35, 47, 81,
90, 94, 214, 239.

REINSBERG, C. 83.

Resonanz 277f.

Sagezahnkurve 48.
Sakulare Glieder 17, 107, 129.
Schablonen 68, 149.
Schaltverfahren 137f.
Scheinperioden 45, 156, 160 (s.
spurious periodicities).
SCHUSTER, A. 87f., 102, 107.
Schwankung 27f., 224.

auch

Schwankungsamplitude 27f.

Schwankungsperiode - 271.

Schwebung 122, 135, 306.

Selektivitat 2641., 2691.

Sequoia 288." .

Singularititen 3.

Solarkonstante 258. °

Sonnenfleckenrelativzahlen 126f., 131,
217, 219, 3I2. b

Spektrum gof., 120.

Sprungstellen in Funktionen 2,-7, 3I.

Spurious periodicities 102, 117, 134, 156.

Stationare Schwingung 79f.

Statistische Eigenschaften von Kollek-
tiven 165. '

Statistische Homogenitdt von Beob-
achtungsreiben 212, 229.

Statistische Momente 172.

Stichproben 165.

Stochastischer Zusammenhang 2035.

Stérungen 17f., 193.

Storungsvektor 102, 107f., 114f

Streuung 9o, 172, 184, 240.

—, bedingte 206.

Stufenzug 30, 39, 139.

Summationsvektor 114f., 1261,

Summenfunktion (s. Summations-
vektor).

Summenreihe 361f., 72, 104f., 133.

Sweep (s. optisches Bild).

Symmetrie 57, 8of.

—, partielle von Spektren 13I.

Symmetriendiagramm 83.

Symmetrieindex 831.

Symmetriepunkt 81f.

Synoptische Darstellung 751.

TEREBESI 68.

Tiden (s. auch Gezeiten) 1381.

Trennung von Perioden 107f., 118f,
306.

Treppenzug (s. Stufenzug).

TURNER 98.

Unechte Perioden (s. spurious periodici-
ties).

Unharmonische Periode 18, 50, 92, 104,
308.

Veranderliche Sterne 131, 135, 158, 160,
217, 270.



332 Namen- und Sachverzeichnis.

Versuchswelle (Versuchsperiode,
-frequenz) 99, 136, 268.

Verteilung, bedingte 205.

—, normale I71I.

—, normale elliptische 196f., 200, 205f.

Verteilungsfunktion 21f., 169, 182f.
Virtuelle Drehung 283f.

Virtuelles Gitter 284f.

Virtuelle Perioden 282.
Vollstandigkeit 7, 9, 12, 23, 89.
Vortauschung langer Perioden 435.

Woahrscheinlichkeit 1651.
—, bedingte 219.
Wechselstromanalyse 18, 280.

Wegkurve des
121, 130.

WEICKMANN 81, 84.

Welle 15.

Wellenbild 78f.

Wellenfront 7g.

Wellenlinge 14.

WHITE 288.

‘WitTiNGsche Storung 131.

Periodogrammvektors

Zackenkurve 438f.

Zufallsgrenze 174, 181, 191, 23I.
Zyklograph 288f.

Zylinderlinse 287f.
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