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Vorwort. 

1m vorigen Jahrhundert hat der Forscher, der sich mit periodischen 
Eigenschaften von Naturvorgangen zu beschaftigen hatte, kaum andere 
Hilfsmittel besessen, als ihm die Theorie der FOURIERSchen Reihen 
lieferte. Erst die urn die Jahrhundertwende erfolgte Erfindung des 
Periodogramms durch ARTHUR SCHUSTER brachte hierin eine Anderung, 
die im wesentlichen auf einer grundlegenden Verschiebung der Frage
stellung beruhte: Die auf der Fou~IE~schen Theorie der trigonometrischen 
Reihenentwicklung gegrtindete Harmonische A-nalyse loste die Aufgabe, 
empirische Funktionen oder Beobachtungsreihen interpolatorisch durch 
eine Folge von Sinuswellen darzustellen oder anzunahem - die Periodo
grammtheorie stellt dariiber hinaus die Frage, welchen Realitatswert 
solche Wellen besitzen, und stellt durch die, wenn auch noch so proble
matische, Antwort auf diese Frage die Verbindung her, die zwischen 
der rein mathematischen und der physikalisch-naturwissenschaftlichen 
Auffassung eines konkreten Problems bisher noch fehlte. Dieser Begriff 
der physikalischen Realitat hat tiberall dort einen wohlbestimmten Sinn, 
wo die GesetzmaBigkeiten eines Naturvorgangs wenigstens ihrer Form 
nach bekannt sind. In all den zahlreichen Fallen hingegen, wo diese 
GesetzmaBigkeit selbst oder ihre Form dem Forscher als Unbekannte 
entgegentritt, erhalt der Realitatsbegriff einen unbestimmten Charakter
es ist dann sinnvoller, von der mehr oder weniger groBen Wahrschein
lichkeit der Realitat, als von Realitat schlechthin zu sprechen. Seit 
SCHUSTER beschranken sich die Aufgaben .cler Periodenforschung also 
nicht auf rein analytische Probleme,sondern greifen weit auf das Gebiet 
der Statistik tiber. 

Die Erweiterung der Grundlagen der Periodenforschung hat zu einer 
fortschreitenden Verbesserung der Methoden in theoretischer und prak
tischer Hinsicht gefiihrt. Diese Entwicklung, die durch mannigfache 
Erfahrung bei der Behandlung akuter wissenschaftlicher Aufgaben 
untersttitzt und gefOrdert worden ist, kann auch heute noch keineswegs 
als abgeschlossen gelten. Seitdem ich, vor nunmehr 10 Jahren, in meinem 
Leitfaden: "A nalyse periodischer V organge" eine Zusammenfassung der 
bis dahin bekannten Methoden der Periodenforschung untemommen 
habe, ist diese Entwicklung unaufhaltsam fortgeschritten. Es sind nicht 
nur neue Methoden zur Losung alter Probleme auf rechnerischem oder 
instrumentellem Wege gefunden worden, sondem es hat sich auch auf 
Grund neuer praktischer Erfahrungen die Moglichkeit ergeben, den Zu
sammenhang zwischen verschiedenartigen Losungen von hoheren Gesichts
punkten aus zu erkennen und zu einer einheitlicheren Gestaltung des 
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Ganzen zu verwerten. Besonders fruchtbar ist in dieser Hinsicht die 
groBe Aufmerksamkeit gewesen, die in neuerer Zeit den ebenso wichtigen 
wie schwierigen Problemen geschenkt worden ist, die mit dem periodischen 
Charakter meteorologischer Erscheinungen zusammenhangen. Das Inter
esse an den -zeitlich stark begrenzten Schwingungsvorgangen in der 
Atmosphare ist besonders durch die Arbeiten von WEICKMANN und 
seiner Leipziger Schule geweckt worden. Die Einordnung der Theorie 
des statistischen und analytischen Verhaltens solcher "quasipersistenter" 
Schwingungen in die klassische Periodogrammtheorie verdanken wir 
hauptsachlich den neueren Arbeiten von J. BARTELS, die sich ins
besondere auf Erfahrungen bei erdmagnetischen Erscheinungen stfitzen. 

Das dem Meteorologischen Institut der Universitat Berlin angegliederte 
und vom Verfasser geleitete "I nstitut ffir Periodenforschung" verfolgt 
seit 1934 die Aufgabe, die Grundlagen und Methoden der Perioden
forschung zusammenzufassen, zu erweitern, zu verbessern und sie ins
besondere der Erforschung meteorologischer Perioden nutzbar zu machen. 
Eine erneute und wegen der Fortschritte der letzten 10 Jahre weit fiber 
den Rahmen der oben erwahnten "Analyse periodischer Vorgange" 
hinausgreifende Zusammenfassung dieser Grundlagen und Methoden 
erschien daher gerechtfertigt. Das neue Werk soU das alte nicht fiber
flfissig machen - es ist im folgenden oft auf die AusfUhrungen der 
"Analyse periodischer Vorgange" Bezug genommen worden - sondern 
es vielmehr erganzen. Es konnten daher manche Einzelheiten, sofern 
sie nicht gerade fUr das Verstandnis der Grundlagen wichtig waren, 
hier kurz gefaBt werden, wenn ein Hinweis auf die ausfUhrlichere Dar
steUung in der "Analyse periodischer Vorgange" Ersatz bot. (Solche 
Hinweise sind unter der Abkfirzung A.p. V. mit folgender Seitenzahl 
gegeben.) Daffir ergab sich dann Raum fUr eine breitere Behandlung 
neuerer Methoden und grundsatzlicher Dbedegungen, auf die ich hier 
besonderen Wert gelegt habe. ' 

Der gesamte Stoff ist in sechs Kapiteln behandelt, von denen die 
ersten beiden sich mit Grundlagen, Theorie und Praxis der Harmonischen 
Analyse beschaftigen. Die beiden nachsten Kapitel behandeln die 
analytischen und statistischen Grundlagen der Periodogrammrechnung. 
Das ffinfte Kapitel gibt einen kurzen Dberblick fiber diejenigen ana
lytischen Methoden der Periodenbestimmung, die sich neben der Periodo
grammrechnung Geltung verschafft haben. Das letzte Kapitel enthalt 
eine Beschreibung der wichtigsten physikalischen Hilfsmittel und MeB
methoden der Periodenforschung, soweit sie nicht, wie die mechanischen 
Harmonischen Analysatoren und das HOLLERITH-Lochkartenverfahren, 
schon in den friiheren Kapiteln im Zusammenhang mit den dort be
schriebenen numerischen Methoden aufgefUhrt worden sind. Auf die 
Aufnahme einiger weiterer Abschnitte, die sich auf verwandte Probleme, 
wie z. B. die Theorie und Praxis der Kugelfunktionen oder spezieUe 
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Fragen der Fehlertheorie und der Korrelationsrechnung bezogen, muBte 
aus Raummangel verzichtet werden. 

Die einzelnen Kapitel sind in Abschnitte unterteilt worden. Hinweise 
auf Abschnitte friiherer oder spaterer Kapitel sind in der Form gegeben, 
daB neben der in romischen Ziffem ausgedriickten Kapitelnummer die 
Nummer des Abschnitts in arabischen Ziffem steht, z. B. (IV, 5). 
Formeln sind grundsatzlich nur dann numeriert, wenn an anderer Stelle 
auf sie Bezug genommen werden muBte. Die Numerierung (ein
geklammerte arabische Zahl) erfolgte fiir jedes Kapitel, mit (r) beginnend, 
durchlaufend. Bei Bezugnahme auf Formeln anderer Kapitel ist also 
stets die Kapitelnummer hinzugefiigt; fehlt die Kapitelangabe, so ist 
das laufende Kapitel gemeint. 

Literaturhinweise sind durch den Vermerk (Lit.) mit nachfolgender 
Nummer gegeben und beziehen sich auf das nach Autoren alphabetisch 
geordnete Literaturverzeichnis am Ende des Buches, das die wichtigsten 
Abhandlungen des modemen periodographischen Schrifttums umfaBt, 
ohne auf Vollstandigkeit Anspruch zu erheben. Insbesondere konnten 
von den auBerordentlich zahlreichen Anwendungen periodographischer 
Methoden auf naturwissenschaftliche, namentlich geophysikalische Einzel
fragen nur die wichtigsten und methodisch interessantesten aufgenommen 
werden, ohne daB jedoch mit dieser Auswahl ein Werturteil verbunden 
sein soll. 

Ich hoffe, daB dies Lehrbuch nicht nur dem theoretisch interessierten 
Leser Anregung zum weiteren Ausbau der Grundlagen und Methoden 
der Periodographie bietet, sondem daB auch der Praktiker in ihm alles 
finden wird, was zu einer richtigen und zweckmaBigen Anwendung dieser 
Methoden auf die in den verschiedensten Forschungsgebieten auf
tauchenden Periodenprobleme notwendig ist. Leider reichte der zur 
Verfiigung stehende Raum nicht aus, urn (mit Ausnahme der im zweiten 
Kapitel behandelten Praxis der Harmonischen Analyse) iiberall praktische 
Rechenbeispiele einzufiigen. Es ist jedoch geplant, dies Versaumnis in 
einer Sammlung von Hilfstafeln, Formeln und Aufgaben der Perioden
forschung nachzuholen, die in Kiirze im gleichen Verlage erscheinen soll 
und sich eng an die theoretischen Ausfiihrungen des vorliegenden Werkes 
anlehnen wird. 

Fiir die Durchsicht des Manuskripts und der Formeln bin ich Fraulein 
J. PFAFF, fiir die Ausfiihrung der zahlreichen photographischen Aufnahmen 
dem Mechaniker des Instituts fiir Periodenforschung, Herm R. ENGLER 
und fiir die Hilfe bei der Korrektur Fraulein I. BECK, zu groBem Dank 
verpflichtet. Der Verlagsbuchhandlung Julius Springer danke ich fiir das 
Interesse an dem Zustandekommen des Buches und fiir dessen schone und 
sorgtaltige Ausgestaltung. 

Berlin, Marz r937. 
K, STUMPFF. 
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Erstes Kapitel. 

Reihenentwicklung und naherungsweise 
Darstellung empirischer Funktionen. 

1. Empirische Funktionen. 
Der Begriff einer F unktian einer oder mehrerer Veranderlicher ist 

aus der haheren Mathematik wohlbekannt. Eine Zahl x (Abszisse, 
Argument, unabhangige Veranderliche genannt) mage innerhalb eines 
Zahlenbereiches aile oder ausgewahlte Werte annehmen kannen. Ver
mage einer gegebenen Vorschrift solI dann jedem dieser Werte x eine 
Zahl y zugeordnet sein; diese von x abhangige Zahl nennen wir eine 
Funktion von x (y = f (xl), auch wohl Ordinate oder abhangige Ver
anderliche. Ebenso gibt es Funktionen, die von mehreren Variablen 
(x, y, z, ... ) abhangen, die also erst dann zahlenmaBig bekannt sind, 
wenn ailen unabhangigen Variablen bestimmte Werte zugeschrieben 
werden. 

Empirisch nennen wir eine Funktion, wenn sie nicht durch einen 
mathematischen Ausdruck, durch rechnerische oder gedankliche Vor
schriften; sondern durch Beobachtung oder Registrierung eines Natur
vorgangs oder irgendwelcher der Erfahrung entnommenen Gegeben
heiten gewonnen worden ist. Die unabhangige Variable ist in sehr vielen 
Fallen die Zeit; wir sprechen dann von einem Vargang, oder richtiger 
von der zahlen- oder kurvenmaBigen Wiedergabe eines V organgs. 
Der beobachtete Vorgang sei etwa die Anderung des Luftdrucks an 
einem bestimmten Beobachtungsort wahrend eines bestimmten Zeit
raums. 1st der Vorgang (in dies em Faile durch einen Barographen) 
fortlaufend graphisch registriert worden, so haben wir eine Beobachtungs
htrve vor uns; ist der Vorgang nicht fortlaufend, sondern nur an aus
gewahlten Zeitpunkten (Beobachtungsterminen) durch Ablesung eines 
Instruments gem essen worden, so sprechen wir von einer Beobachtungs
reihe oder -falge. Sind die zwischen den einzelnen Beobachtungsterminen 
liegenden Zeitraume gleich, so heiBt die Reihe gleichabstandig oder 
aquidistant. Die Stelle der Zeit als unabhangige Variable kann natiirlich 
auch durch eine raumliche Koordinate vertreten werden. Beispiele fUr 
solche raumlichen Funktionen mit einer Veranderlichen: Luftdruck
verteilung langs eines Breitenkreises der Erde; Meereshahe, erd
magnetische Intensitat, Schwere langs eines Weges auf der Erdoberflache 

Stumpff, Periodenforscbung. I 
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(StraBe, Eisenbalmlinie, Gelandeprofil). Solche "Ortsfunktionen" konnen, 
den 3 Koordinaten des Raumes entsprechend, auch von zwei oder drei 
Variablen abhangen; als vierte Variable kommt in manchen Fallen noch 
die Zeit hinzu. - Beispiele andersartiger GroBen, die als unabhangige 
Variable vorkommen, findet man besonders zahlreich in der Statistik. 
Zum Beispiel gilt dies fUr Haufigkeits-oder Verteilungskurven, die als 
empirische Funktionen oft von sehr verschiedenartigen Argumenten ab
hangen. 

Obwohl die empirischen Funktionen demnach sehr mannigfaltig ge
staltet sein konnen, gibt es doch gewisse Eigenschaften, die ilmen ihrer 
Natur gemaB anhaften und sie aus der viel groBeren Mannigfaltigkeit 
aller denkbaren Funktionen deutlich abgrenzen. Allgemein gilt zunachst: 

a) die Grenzen des Arguments, innerhalb derer die empirische Funktion 
definiert ist, sind endlich, 

b) aIle empirischen Funktionen sind eindeutig und beschrankt, d. h. 
zu jeder Stelle des Definitionsbereiches gehort hochstens ein Funktions
wert, und die Betrage aller Funktionswerte liegen unterhalb einer end
lichen Schranke. 

Fur fortlaufend registrierte Beobachtungsergebnisse (hier durfen wir 
uns auf den Fall einer einzigen unabhangigen Variablen beschranken) 
gilt auBerdem: 

c) jede in einem stetigen Bereich einer unabhangigen Variablen 
definierte empirische Funktion ist hochstens an endlich vielen Stellen 
des Bereiches unstetig. Geometrisch gesprochen: die Funktion laBt sich 
als Kurve zeichnen, die gegebenenfalls an isolierten Stellen "Sprunge" 
aufweisen darf. Fur die Sprungstellen gilt die unter b) erwahnte Ein
deutigkeit der Funktion eigentlich nicht, sie wird aber wieder hergestellt, 
wenn wir fur die Sprungstelle besondere Festsetzungen treffen. Wir 
werden spater sehen, daB es mathematisch zweckmaBig ist, der Sprung
stelle weder den vorderen noch den hinteren Grenzwert der Funktion, 
sondem das arithmetische Mittel aus beiden als Funktionswert zuzu
schreiben. 

Aus c) folgem wir noch, daB empirische Funktionen immer integrierbar 
sind. Dber ihre Differenzierbarkeit ist jedoch nichts ausgesagt. 1st zu
satzlich bekannt, daB sie in bestimmten TeilintervaIlen differenzierbar 
ist, so wollen wir sie daselbst "glatt" nennen. Stetige Punkte mit un
stetiger erster Ableitung bezeichnen wir als Knicke. 

Auch die hier bemerkten Einschrankungen lassen naturlich noch 
einen ungeheuren Spielraum fUr die besondere Gestalt empirischer 
Funktionen ubrig. Aber es ist wichtig, festzustellen, daB in den hier 
gezogenen Grenzen Singularitaten keinen Platz haben, und daB "aus
gefallene" Funktionen, wie Z. B. solche, die Haufungspunkte von Un
stetigkeiten besitzen, nicht vorkommen. Durch das Fehlen solcher 
Ausnahmen wird die mathematische Behandlung empirischer Funktionen 
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wesentlich erleichtert. Insbesondere werden die Entwicklungssatze, die 
wir in diesem Teil zu behandeln haben, fiir aIle uns interessierenden FaIle 
Giiltigkeit besitzen. Wir diirfen daher Existenz- und Konvergenzfragen, 
die in der mathematischen Analysis mit Recht einen breiten Raum 
einnehmen, stets mit einer kurzen Bemerkung oder mit einem Hinweis 
auf die Spezialliteratur iibergehen. 

Sollten dennoch in besonderen Fallen Bedenken iiber die Anwend
barkeit dieses oder jenes Satzes oder dieser oder jener Operation bestehen 
bleiben, so werden sie leicht zerstreut, wenn die folgenden Betrachtungen 
beriicksichtigt werden, die fiir die verstandnisvolle Bearbeitung empiri
scher Funktionen unentbehrlich sind. Zwischen den durch Beobachtung 
oder Registrierung eines Naturvorgangs gewonnenen Zahlenreihen oder 
Kurvenbildem und dem gesetzmaBigen Walt en der Natur, das sich in 
ihnen ausspricht oder auch nur hinter ihnen vermutet wird, besteht eine 
mehr oder weniger breije Spanne, die der Forscher durch seine Unter
suchung zu iiberbriicken hat. Die N aturgesetze oder die naturgesetzlich 
bedingten Erscheinungen lassen sich in den meisten Fallen auf eine mehr 
oder weniger einfache Gestalt bringen. Oft ist das Gesetz formal bekannt, 
und es handelt sich nun darum, unbekannte Konstante oder Parameter, 
die in der Formulierung des Gesetzes noch offen geblieben sind, numerisch 
zu bestimmen - oft ist aber auch die mathematische Form selbst nicht 
gegeben, sondem der Forscher sieht sich vor die Aufgabe gestellt, sie 
aus der Gestalt seiner Beobachtungsergebnisse zu erschlieBen. Nun aber 
werden die Wirkungen der Naturkrafte in den beobachteten Daten selten 
ganz rein hervortreten, vielmehr oft durch storende Einfliisse iiberlagert, 
immer aber durch Beobachtungs- bzw. Registrierungsfehler entstellt, die 
unvermeidlich sind, da sie aus der Unvollkommenheit der menschlichen 
Sinne und der MeBgerate entspringen. Aus dieser den Beobachtungs
werten im allgemeinen anhaftenden Unsicherheit folgt aber, daB es 
nicht nur nicht erforderlich, sondem sogar nicht einmal wiinschenswert 
ist, den gesuchten mathematischen Ausdruck fiir den naturgesetzlichen 
Inhalt der Messungsergebnisse in vollige Dbereinstimmung mit diesen 
Ergebnissen selbst zu bringen. Dieser Umstand bedeutet zunachst 
eine Erleichterung, da sich haufig glatte und einfache mathematische 
Funktionen finden lassen, durch die eine empirische Funktion mit 
solcher Annaherung dargestellt wird, daB die noch iibrigbleibenden Ab
weichungen sich nach GroBe und Verteilung so verhalten, wie es von 
den unvermeidlichen Beobachtungsfehlem oder Storungen, mit denen zu 
rechnen ist, erwartet werden muB. Dieser Spielraum, innerhalb dessen 
eine willkiirliche kleine Veranderung am Verlauf einer Beobachtungskurve 
nicht als wesentlich angesehen werden kann, gestattet in den meisten 
Fallen, die rohe Beobachtungskurve durch eine idealisierte zu ersetzen, 
die nunmehr von Singularitaten frei ist. Andererseits liegt eine gewisse 
Erschwerung der Untersuchung darin, daB infolge dieses Spielraumes 

1* 
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auch der idealisierten Funktion noch eine mehr oder weniger groBe 
Unsicherheit anhaftet. Es kann eine empirische Funktion durch eine 
einfache mathematische Formel innerhalb der Fehlergrenzen darstellbar 
sein, ohne daB man deshalb die GewiJ3heit besitzt, daB diese Formel 
auch wirklich den naturgesetzlichen Sachverhalt wiedergibt, denn es ist 
sehr wohl moglich, daB zwei ihrer Naturnach grundverschiedene Funk
tionen eine empirische Funktion in deren beschrankten Definitions
bereich· gleich gut wiedergeben, wahrend sie auBerhalb des Bereiches 
ein verschiedenes Verhalten zeigen. Erst die Extrapolation der Formel 
iiber den urspriinglichen Bereich hinaus und ihr Vergleich mit weiteren 
oder spateren Beobachtungen (Eintreffen oder Nichteintreffen von 
Voraussagen) kann hier eine endgiiltige Entscheidung oder auch nur 
eine Verdichtung der Griinde herbeifiihren, die fUr eine bestimmte Form 
der GesetzmaBigkeit sprechen. 

Gerade in der Periodenforschung ist eine besondere V orsicht in dieser 
Beziehung sehr am Platze. Wie die Erfahrung lehrt, hat die gute Dar
stellbarkeit einer Beobachtungsreihe durch eine einfach gebaute perio
dische Funktion schon oft zur vermeintlichen Entdeckung von Periodi
zitaten gefiihrt, deren Realitat spateren kritischen Untersuchungen nicht 
standgehalten hat. Trotz dieser Vorbehalte ist das Problem der An
naherung empirischer Funktionen oder Wertereihen durch mathematische 
Ausdriicke gerade in der Periodenforschung auBerordentlich wichtig, weil 
durch sie das oft sehr sprode Material erst in diejenige Form gebracht 
wird, die eine Anwendung weiterer Untersuchungsmethoden gestattet. 

2. Annaherung empirischer Funktionen durch 
Potenzreihen. 

Die bekannteste Art der Annaherung einer beliebigen Funktion t (t), 
die im Bereich a"""" t -< b durch einen Kurvenzug definiert sein moge, 
ist die durch eine Potenzreihe 

g (t) = ao + a1 t + a2 t2 + ... + an r + .... 
Bekanntlich gibt es analytische Funktionen, die sich sogar fiir alle t 
durch eine unendliche Potenzreihe darstellen lassen; z. B. konvergiert 
die Reihe 

I I I 
I+t+-2-t2+ 6 t3+ ... + nr tn + ... 

fiir jedes reelle1 t gegen den Grenzwert et und ist daher geeignet, diese 
Funktion zu reprasentieren. Man kann die Tatsache auch so aussprechen, 
daB man fiir jedes t eine endliche Partialsumme der obigen Reihe 

t2 tn 
g" (t) = I + t + 2 + ... + nr 

1 Funktionen komplexen Arguments sollen, wenn nicht ausdriicklich anderes 
bemerkt ist, immer auBer Betracht bleiben. 
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finden kann, so daB 1 et - gn (t) 1 kleiner ist als eine vorgegebene, beliebig 
kleine positive Schranke. Mit anderen Worten: Durch Mitnahme genugend 
vieler Glieder der obigen Potenzreihe erzielt man jede gewiinschte An
naherung an den Wert et , oder auch: Durch die Folge ganzer rationaler 
Funktionen aufsteigender Ordnung 

go (t), gi (t), g2 (t), ... , gn (t), ... 

1aBt sich die Funktion et beliebig annahern. Diese spezieile Form der 
Annaherung hat allerdings einige Nachteile, die sie als Vorbild fur eine 
allgemeine Losung des Problems ungeeignet machen. Erstens geschieht 
die Annaherung fur verschiedene t sehr ungleichmaBig - fur sehr kleine 
Betrage von t konvergiert die Folge sehr rasch, fUr groBe t dagegen 
sehr langsam. Wird ferner die Annaherung in einem positiven Bereich 
von t verlangt, etwa fUr 0 < t < T, so finden wir, daB die ubrigbleibenden 
Abweichungen bei einer Annaherung n-ter Ordnung im ganzen Bereich 
dasselbe Vorzeichen haben. Die Abweichungen "Funktion minus 
Naherung" zeigen also bei keiner noch so hohen Ordnung der Naherung 
diejenigen Eigenschaften, die den Beobachtungsfehlern charakteristisch 
sind: gleiche Haufigkeit positiver und negativer Abweichungen und 
Fehlen systematischer Unterschiede in verschiedenen Teilen des Bereichs. 

Yom Standpunkte des praktischen Rechners aus ist es klar, daB 
wir bei der Bildung fortschreitender Naherungsfunktionen auf diese 
Erfordernisse Rucksicht zu nehmen haben. AuBerdem muB Sorge 
getragen werden, daB mit jedem neuen Schritt die Naherung soweit wie 
moglich verbessert wird, d. h. daB die Restbetrage in ihrer Gesamtheit 
bei jedem Schritt so stark verkleinert werden, wie es die mathematische 
Gestalt der Naherungsfunktion erlaubt. Aile diese Bedingungen lassen 
sich am besten dadurch erfilllen, daB man das aus der Fehlerausgleichungs
theorie bekannte "Prinzip der kleinsten Quadrate" auf die vorliegende 
Aufgabe anwendet. N ach diesem Prinzip ist die Naherungsfunktion 
n-ter Ordnung so zu bestimmen, daB 

b 

Wn = J [f (t) - g .. (t)J2 dt (1) 
a 

ein Minimum wird. In unserem Falle soUte g,. (t) eine ganze rationale 
Funktion n-ten Grades 

gn (t) = ao + a1 t + a2 t2 + ... + an tn 

sein. Die n + 1 Koeffizienten ao, aI' ... , an werden alsdann durch die 
n + 1 linearen Gleichungen 

alPn -aa2 =0; ... 

ennittelt. Der Minimalwert 

Wn = Min 
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selbst, der sich durch Einsetzen der so bestirnmten Naherungsfunktion 
in (I) ergibt, dient als MaB der Giite der Annaherung - er entspricht 
der "Fehlerquadratsumme" in der Ausgleichsrechnung. Der Annaherungs
prozeB ist durch sukzessive Erhohung der Ordnungszahl n so lange 
fortzusetzen, bis die Restfunktion 

. Rn (t) = t (t) - gn (t) 

ganz innerhalb des den jeweiligen Umstanden entsprechenden Fehler
bereiches verlauft. Das ist erreicht, wenn die GroBe 

!fin (Min) 
b-a 

groBenordnungsmaBig mit dem irn Beobachtungsbereich [a, b] zu er
wartenden mittleren Fehlerquadrat iibereinstimmt. Hierbei ist voraus
gesetzt, daB dem Bearbeiter der Beobachtungen ein Urtell iiber ihre 
innere Genauigkeit moglich ist. Das ist in praktischen Fallen die Regel; 
andernfalls muB die Naherung so lange fortgesetzt werden, bis die Rest
funktion keinen wesentlichen systematischen Gang mehr zeigt. Auf 
keinen Fall ist es angebracht, das Naherungsverfahren weiter zu treiben, 
als es auf Grund dieser Prinzipien angezeigt ist. Ein solches V orgehen 
ware nicht nur unokonomisch, da mehr Rechenarbeit auf die Losung 
der Aufgabe verwendet werden wiirde, als notig erscheint - es ware 
auch schadlich, da durch eine solche Mehrarbeit die Fehler der Beob
achtungsreihe in unzulassigem MaBe mit zur Berechnung der Konstanten 
herangezogen werden. Durch zu starkes Herabdriicken der Restbetrage 
unter die Fehlergrenze erzielt man also nur scheinbar eine Erhohung 
der Darstellungsgenauigkeit, in Wirklichkeit verfalscht man das Ergebnis. 
Ein sicheres Urteil iiber den geeigneten Augenblick, in dem das Naherungs
verfahren abzubrechen ist, erfordert yom Bearbeiter oft sehr viel Finger
spitzengefiihl, das sich durch die Kenntnis bestimmter Regeln und 
Vorschriften nicht ersetzen laBt. 

Der Gang der Berechnung der Naherungswerte moge an einem ein
fachen Beispiel gezeigt werden: Es sei eine empirische Funktion t (t) 
im Bereich a -< t -< b durch eine ganz rationale Funktion zweiten Grades 

g2 (t) = ao + alt + a2 t2 

dem Prinzip der kleinsten Quadrate gemaB anzunahern. Die Bedingung 
(I) ergibt dann ein System von 3 linearen Gleichungen: 

b b b b 

- ~ ~~: =aojtvdt+al!tv+Idt+a2!tV+2dt-!tvt(t)dt=0 (2) 
a a a a ('jI = 0, 1,2), 

die wir, dem Sprachgebrauch der Ausgleichungsrechnung folgend, als 
N ormalgleichungen bezeichnen, und aus denen die Konstanten ao, aI' a2 

hervorgehen. Der Minirnalwert $2' der, wie oben gezeigt wurde, ein 
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unentbehrliches MaB fUr die Giite der Anniiherung darstellt, ergibt sich 
unmittelbar aus (I) oder aus der gleichwertigen Beziehung 

b 

(/)2 (Min) = J [12 (t) - g~ (t)] dt, 
a 

deren Ableitung man der mathematischen Literatur (z. B. RUNGE-KONIG: 
Numerisches Rechnen, S. 191-192) entnehmen mage. 

Die Ubertragung dieser Formeln auf den Fall der Annaherung durch 
ganze rationale Funktionen beliebig hoher Ordnung ist leicht und bedarf 
keiner naheren Erlauterung. Eine weitere Frage ist aber, ob die so 
bestimmte Folge gv (t) sich bei genugend hoher Ordnung der gegebenen 
Funktion t (t) auch beliebig eng annahern wird, d. h. ob die Grenz
ubergange 

lim (/)n (Min) = 0 bzw. lim gn (t) = t (t) 
n=OO n=oo 

fur alle vorkommenden Funktionen t (t) gultig sind. In der Tat kann 
dies fUr alle in ihrem endlichen Definitionsbereich eindeutigen, be
schrankten und stUckweise stetigen Funktionen nachgewiesen werden, 
also auch fUr alle empirischen Funktionen. Es ist nur noch zu bemerken, 
daB an Unstetigkeitsstellen die Entwicklung gegen die mittlere Sprung
ordinate konvergiert, wodurch die weiter oben getroffene Festsetzung 
ihre mathematische Rechtfertigung erfiihrt. Der Entwicklungssatz, 
dessen Beweis man in den Lehrbuchern nachlesen mage (z. B. Lit.7I), 
besagt also, daB sich jede empirische Funktion in jedem vorgeschriebenen 
endlichen Intervall der unabhangigen Variablen t, in dem sie uberall 
definiert ist, durch eine lineare Kombination von genugend vielen Gliedern 
der Funktionenfolge 

beliebig eng und gleichmaBig annahern laBt. Da dies offenbar nicht 
mehr allgemein der Fall ist, wenn von der Folge (4) auch nur ein Glied 
ausgeschlossen ist, so bezeichnet man die Folge (4) als ein vollstandiges 
System von Funktionen und die Limesbeziehungen (3) als die Voll
standigkeitsbeziehungen. 

3. Orthogonale Funktionssysteme. 
Die Formeln des vorigen Abschnittes lassen sich sinngemaB von der 

Folge (4) auch auf andere Funktionsfolgen 

ho (t), hi (t), h2 (t), ... , hn (t), . .. (5) 

ubertragen, sofern fUr diese ebenfalls die Vollstandigkeitsbeziehung gilt. 
Die Annaherungsfunktion n-ter Ordnung an eine in einem Intervall 
[a, b] gegebene empirische Funktion t (t) sei eine lineare Kombination 

gn (t) = ao ho (t) + a l hI (t) + ... + an hn (t) 
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der ersten .n + I Glieder dieser Folge. Es darf dabei vorausgesetzt 
werden, daB die Grundfunktionen hv (t) voneinander linear unabhangig 
sind, d. h. daB zwischen ihnen keine linearen Identitaten bestehen. 
Wurde namlich eine solche Identitat bestehen, so wiirde man mit ihrer 
Hilfe eine der Funktionen durch die anderen ausdrucken, also ohne 
Verletzung der Vollstandigkeit ein Glied der Folge entfernen konnen. 

Die Normalgleichungen zur Bestimmung der n + I Konstanten 
ao, a1> ••. , an werden durch Losung der Minimumaufgabe 

b 

fP .. = 1 [I (t) -g,. (t)J 2 dt = Min 
a 

erhalten und lauten 

aol hvho dt + all hv~ dt + ... + a"l hvhndt = 11 hv dt, (6) 
(v = 0, I, ... n) 

wahrend der Minimalwert selbst durch 

fP" (Min) = 1 [12- g~J dt 
dargestellt wird. Als Grenzen der Integrale sind uberall die Grenzen 
des Definitionsbereiches von 1 (t) einzusetzen. 

Die Berechnung der Unbekannten aus den Normalgleichungen wird 
im allgemeinen urn so schwieriger, je groBer die Ordnung der Annaherung 
wird. Bei jeder weiteren Naherung erhoht sich die Zahl der Konstanten 
urn eins - es ist aber beim Obergang von g" auf g" + 1 nicht nur eine 
Konstante a" + 1 neu zu berechnen, sondern die ubrigen n + I Kon
stanten andern sich ebenfalls alle oder zum Teil. 

Nur in einem besonderen Fall behalten die einmal berechneten 
Konstanten av ein fur allemal ihre Gultigkeit: dann namlich, wenn alle 
Koeffizienten der Normalgleichungen, mit Ausnahme der ihrem Bau 
nach wesentlich positiven Diagonalglieder, verschwinden. Funktions
systeme, die diese Eigenschaft besitzen, heiBen orthogonal 1. 

1 Zwei Vektoren in der Ebene, die durch die rechtwinkligen Komponenten 
(Xl' X.) und (Y1' Y.) gegeben sind, stehen senkrecht aufeinander, wenn ihr inneres 
Produkt verschwindet, wenn also 

Xl Y1 + X. Y. = 0 

ist. Ebenso lautet die Bedingung fiir das Senkrechtstehen zweier raumlicher 
Vektoren mit den Komponenten (Xl' X.' X.) und (Y1' Y., Y.) 

X1Y1 + x.Y. + x.y. = o. 
Durch Verallgemeinerung dieser fiir zwei und drei Dimensionen anschaulichen 
Verhaltnisse auf Vektoren im n-dimensionalen Raum kommt man auch fiir solche 
"Vektoren" auf den Begriff der Orthogonalitat. Man sagt also, zwei n-dimensionale 
Vektoren (xl> x., ... , x,,) und (Yl' Y., ... , y,,) stehen senkrecht aufeinander oder 
sind orthogonal, wenn die Bedingung 

" .l: XV Y. = 0 
v=l 

erfiillt ist. Durch sinngemaBe Dbertragung dieses Begriffes auf Funktionen, wobei 
die Summe durch ein Integral zu ersetzen ist, wird die Bezeichnung "orthogonal"· 
auch fiir Funktionen verstandlich. 
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Das System ho (t), hI (t), ... , h" (t), ... , ist demnach orthogonal, wenn 
zwischen je zwei verschiedenen Funktionen des Systems die Bedingung 

b r hp (t) hv (t) dt = 0 (fl =1= v) 
a 

erfUllt ist, die als Orthogonalitatsbedingung zu bezeichnen ist. Hingegen 
sind die Koeffizienten der Hauptdiagonale des Normalgleichungs
schemas von der Form 

b 

J h; (t) dt = Av > 0 . 
a 

Unter diesen Umstanden zerfallen die Normalgleichungen (6) in die 
einfacheren Gleichungen 

b b 

av J h; (t) dt = J / (t) hv (t) dt, (v = 0, I, 2, ... ) 
a a 

aus denen, unabhangig vom Grade der Annaherung, 
b 

av = ~ . J / (t) hv (t) dt 
a 

folgt. Ferner geht der Minimalausdruck 
b b 

q)n (Min) = J /2 (t) dt- J (aoho + aIhl + ... + a"hn)2 dt 
a a 

wegen der Orthogonalitatsbedingungen in 

b " 

q)n (Min) = J /2 (t) dt- 2: Ava; 
a v = 0 

tiber. Die Orthogonalitat bleibt erhalten, wenn man die Glieder der 
orthogonalen Folge (5) mit beliebigen Konstanten multipliziert. Es ist 
also auch 

-) ho . 
10 = vX;; , 

eme orthogo.nale Folge, fur die zudem 
b 

J h; (t) dt = I 
a 

gilt. Wir nennen die Folge (7) normiert und die fUr sie charakteristischen 
Gleichungen (7a) die Normierungsbedingungen. Fur die Annaherung 
einer empirischen Funktion durch normierte orthogonale Funktionen 
gilt der Minimumausdruck 

b " 

$n (Min) = J /2 (t) dt- 2: a; 
a v=O 

und die Vollstandigkeitsrelation 
n b 

lim 2: a; = J /2 (t) dt. 
n=oo v =0 a 
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4. Die orthogonalen Kreisfunktionen. 
Aus jedem vollstandigen System von nicht verschwindenden linear 

unabhangigen Funktionen 

CPo (t), CPI (t), ... , cpn (t), •.. 

laBt sich ein vollstandiges orthogonales System bilden, indem man 

ho (t) = CPo 

hI (t) = aIO CPo + CPI 

setzt und die Konstanten a"v so bestimmt, daB die Orthogonalitats
bedingungen 

b 

J h", (t) h. (t) dt = 0 (v=i=,u) 
a 

erfiillt sind. So ergeben sich z. B. durch Orthogonalisierung der Elemen
tarfunktionen 

CPo = I, CPI = t, CP2 = t2, .•• , cP" = tn, ... , 
abgesehen VOIl konstanten Faktoren, die bekannten LEGENDRESchen 
Pol),nome 

Po (t) = I 

PI (t) = t 

5 3 P3 (t) = 2t3-2t 

P4 (t) = 3i t4- I: t2 + { 

sofern man die Integrale zwischen den Grenzell - lund + I nimmt. 
Diese Betrachtungen lassen sich sehr leicht auch auf mehrdimensionale 

Funktionsbereiche iibertragen. So kann man z. B. zeigen, daB die 
Funktionsfolge 

I, 

x, )', 
X2, x)" )'2 (8) 

x3, X2)', X y2, y3 

den Vollstandigkeitsbedingungen geniigt, jede in einem zweidimensionalen 
Bereiche von gegebenen Grenzen definierte Funktion also durch eine 
nach diesen Elementarfunktionen fortschreitende Reihe dargestellt 
werden kann. In der Ebene ist die Moglichkeit der Abgrenzung von 
Bereichen verschiedener Form und GroBe auBerordentlich mannigfaltig; 
ebenso vielgestaltig sind demnach die Systeme von orthogonalen 
FUllktionssystemen, die man durch Orthogonalisierung der Funktionen (8) 



Die orthogonalen Kreisfunktionen. II 

gewinnen kann. So fiihrt die Orthogonalisierung von (8) in dem quadra
tischen Bereich - I -<: X -< + I; - I -< Y -< + I auf Polynome, die das 
zweidimensionale Analogon zu den LEGENDRESchen Polynomen bilden, 
die Orthogonalisierung in einem Kreise oder Kreisring urn den Koordi
natenanfang als Mittelpunkt auf andere Orthogonalsysteme, die man als 
KreisfHichen- bzw. Kreisringfunktionen bezeichnen kann. Andererseits ist 
es aber auch moglich, eindimensionale lntegrationswege in der Ebene zu 
benutzen. So fiihrt von den orthogonalen Kreisringfunktionen ein ein
facher Grenzfibergang zu den Kreis- (genauer Kreislinien-) funktionen, 
indem man den inneren Radius des Kreisringes gegen den festgehaltenen 
auBeren streben laBt1. Setzt man den Radius des kreisfOrmigen lnte
grationsweges gleich lund ersetzt durch die Transformation 

x = cos9'; Y = sin 9' 

die Variablen x und y durch eine einzige neue Variable 9', so ergibt sich 
das auf diese Weise erzeugte System der orthogonalen Kreisfunktionen 
in der Gestalt 

I, cos 9', cos 2 9', cos 3 9', '" 
sin 9', sin 2 9', sin 3 9', ... 

(0-<9'-<2n) } 
(9) 

Von dem ebenfalls an einen endlichen Bereich (- I -< t -< + I) der un
abhangigen Variablen geknfipften System der LEGENDRESchen Polynome 
unterscheidet sich dies neue Orthogonalsystem in zweierlei Hinsicht 
grundlegend: Es ist transzendent und periodisch. Die letztere Eigenschaft 
folgt einfach daraus, daB der lntegrationsweg eine geschlossene Kurve 
ist, so daB also die Funktion nach Vermehrung des Arguments urn einen 
vollen "Umlauf" oder urn eine beliebige ganze Zahl von Umlaufen wieder 
den gleichen Wert annimmt. Wir haben es hier eigentlich mit Funktionen 
zu tun, die ffir einen unendlich groBen Bereich des Arguments definiert 
sind, also aus dem Rahmen der empirischen Funktionen herausfallen. 
Trotzdem macht die Anwendung des Entwicklungssatzes hier keine 
neuen Schwierigkeiten, da zur Beschreibung dieser Funktion eben wegen 
ihrer Periodizitat ein einziger Umlauf genfigt. Wir werden fiber die 
praktischen Auswirkungen dieser Verhaltnisse an spaterer Stelle noch 
mehr zu sagen haben; hier genfigt es, auf die fundamentale Bedeutung 
des neuen Orthogonalsystems ffir alle Aufgaben der Periodenforschung 
hinzuweisen. 

1 Die gleichen Dberlegungen lassen sich mit Leichtigkeit auch auf mehr als 
zwei Dimensionen iibertragen. Zum Beispiel erhalt man durch Orthogonalisierung 
eines vollstandigen Systems von Potenzprodukten x'foyfJ zY auf der Oberflache der 
Einheitskugel die bekannten K ugelflachenfunktionen (kurz Kugelfunktionen genannt), 
die eine Entwicklung von Funktionen auf der Kugeloberflache (etwa von Funktionen 
der geographischen Lange und Breite auf der Erdoberflache) gestatten. Aus Raum
ersparnisgrunden muJ3te hier auf die Behandlung der Kugelfunktionen und ihrer 
Anwendung verzichtet werden. 
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Der Entwicklungssatz lautet fur das System der orthogonalen Kreis
lunktionen: J ede in einem Intervall von der Lange 2 n, z. B. im Bereich 
o -<: t -<: 2n, definierte empirische Funktion 1 (t) laBt sich durch eine nach 
den Funktionen (9) fortschreitende Reihe 

l(p)=aO+a1cosp+a2 cos2p+ ... +a"cosnp+ ... } (10) 
+b1 smp+b2 sin2p+ ... +b"sinnp+ .. . 

beliebig gut annahern. Man bezeichnet diese Reihe auch als FOURIERSche 
Reihe oder Harmonische trigonometrische Reihe. Die Bestimmung ihrer 
Koeffizienten heiBt Harmonische oder FOURIERSche Analyse," die Kon
stanten av , bv selbst werden als Harmonische Konstituenten oder FOURIEH
Koellizienten bezeichnet. Die Orthogonalitat der Kreisfunktionen beruht 
auf den aus der elementaren Analysis bekannten Integralbeziehungen 

2", 

J cosfJ, P cosvp dp = 0 
o 

2", 

J sinfJ,psinvpdp = 0 
o 

2n: 

J COS ,Ll P sin v pdp = 0 . 
o 

GemaB den Betrachtungen des Abschnitts 3 geschieht die Berechnung 
der FOURIEH-Koeffizienten nach den Formeln 

an· J~os2np dp = YI (p) cosnp dp 
o 0 

bll )~in2 np dp = YI (p) sinnp dp. 
o 0 

Da ferner 
2:rr 2n: 2,n 

J dp = 2n; I cos2 npdp = J sin2np dp =n, (n = 1,2,3, . " .) 
o 0 0 

so folgt schlieBlich: 

aO = '/n / 1 (p) dp 
o 

2n: 

an =; / 1 (p) cos n pdp (II) 
o 

2n 

b" =:- / 1 (p) sin n pdp. 
o 

Die Vollstandigkeitsrelation besagt, daB (s. Abschnitt 3) 
n 2:z: 

lim 2n {a3 + ;-~ (a; + b;)} = /1 2 (p) dq:. 
11-=00 v=1 0 
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Es ist daher das Quadrat des mittleren Restfehlers einer Annaherung 
der gegebenen Kurve durch eine endliche FOURIERSche Reihe n-ter 
Ordnung 

2n n 

.u! = 2
In f 12 (<p) d<p-{ a~ + ~ ~ (a; + b2)}· 

o .=1 

Anstatt (10) ist auch eine andere Form der FOURIERschen Reihe 
gebrauchlich, die durch Zusammenfassung der cos- und sin-Glieder 
gleicher Ordnung entsteht. Setzt man namlich 

av = c. cos 'ljJv ; 

bv = Cv sin 'ljJv , 

so erhalt manl 

1 (<p) = Co + Cl cos (<P-'ljJl) + C2 cos (Z<P-'tP2) + ... 
Die Konstanten c. werden Amplituden, die Winkel 'IjJ. Phasen der FOURIER
schen Glieder y-ter Ordnung genannt. 

Die grundsatzliche Bedeutung der Harmonischen Analyse liegt darin, 
daB sie die Aufgabe der Annaherung streng periodischer Funktionen 
auf die einfachste Weise lost. Das liegt daran, daB der Kreis, der hier 
als Integrationsgebiet gewahlt wurde, die einfachste geschlossene Kurve 
ist, die es in der Geometrie der Ebene gibt. Naturlich laBt sich das 
System der elementaren Potenzfunktionen (8) auch fUr jede andere 
geschlossene Kurve orthogonalisieren, z. B. fUr eine den Nullpunkt 
umschlieBende Ellipse, wobei im besonderen der Nullpunkt mit aus
gezeichneten Punkten innerhalb der Ellipse, etwa mit dem Mittelpunkt 
oder dem Brennpunkt, zusammenfallen kann, Als Argument der 
Belegungslunktion kann wieder der von 0 bis Z n fortschreitende Winkel <p 
dienen, den der vom Nullpunkt ausgehende Strahl mit der positiven 
X-Achse bildet, oder auch die von einem bestimmten Punkte der Ellipse 
aus gezahlte Weglange. Die hierbei entstehenden orthogonalen Funk
tionssysteme stehen in direktem Zusammenhang mit den bekannten 
Elliptischen Funktionen. Diese und andere Entwicklungsmoglichkeiten 
haben jedoch, ganz im Gegensatz zur Harmonischen Analyse, nur in 
solchen Fallen praktische Bedeutung, in denen der spezielle Integrations
weg durch die besondere Natur des vorgelegten Problems nahegelegt 
wird, z. B. bei der Bahnbeschreibung von Himmelskorpern, 

1 Gebrauchlich ist auch die Substitution 

die auf 
t (rp) = Co + c1 sin (rp + 1Jl1) + C2 sin (2 rp + 1Jl2) + . , . 

fuhrt. Die Konstanten 1Jlv bedeuten dann die "Anfangsphasen" der Teilwellen 
fur das Argument rp = o. Oft wird auch die Substitution av = Cv cos v 1Jlv; bv = Cv 
sin v 1Jlv angewandt, die t (rp) = Co + C1 cos (rp - 1Jl,) + C2 cos 2 (rp - 1Jl2) + ... ergibt. 
Der Winkel rp = 1Jlv ± 2 n k (k = 0, I, 2, .. ) bezeichnet dann die Lage der Maxima 
der v-ten Teilwelle. 
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S. Harmonische Analyse in beliebigen Grundintervallen. 
Die Grundperiode der durch (10) bzw. (12) in eine FOURIERSche Reihe 

entwickelten Funktion t (gJ) hat die Lange 2 n. Sie ist gleichzeitig die 
Periode des FOURIERSchen Gliedes erster Ordnung, wahrend die Glieder 
h6herer Ordnungen schon in ganzzahligen Teilen von 2 n periodisch 
sind. Die Folge der Perioden der in der Entwicklung (12) auftretenden 
FOURIER-Glieder von der ersten Ordnung ab ist demnach 

2:n; 2:n; 2:n; 

2n'-2-' -3-'···'n'···' 
2" 

wahrend das konstante Glied Co = 21:n; J t(gJ) dgJ dem einfachen Mittel
o 

wert der Funktion t (gJ) tiber das Grundintervall [0, 2 n] entspricht. 
Durch Einfiihrung einer neuen Variablen 

t= ~'gJ 
2:n; 

laBt sich die Entwicklungsformel auch auf Grundintervalle von beliebiger 
Lange p ausdehnen. 1st t (t) im Grundintervall [0, p] definiert und 
(gegebenenfaIls) mit der Grundperiode p periodisch, so lautet die Ent-

. kl . 2:n; 
WIC ung, wenn WIr p = oc setzen, 

t (t) = Co + C1 cos (oc t-'!Pl) + ... + Cn cos (n oc t-'1J'n) + .. '. (13) 

und es ist 
p 

ao = ; J t (t) dt 
o 

p 

an = ; J t (t) cos n oc t dt 
o 

p 

bn = ; J t (t) sin n oc t dt. 
o 

bll 
'1J'1I = arc tg an 

Diese Entwicklung entspricht der Orthogonalisierung der Elementar
funktionen (8) auf einem Kreise urn den Nullpunkt der Koordinaten-

ebene, dessen Radius die Lange -~ hat. Die Perioden der Glieder ver-
2:n; 

schiedener Ordnung entsprechen in diesem FaIle der Folge 

Wir bezeichnen die Grundperiode p auch - insbesondere, wenn die 
unabhangige Variable t die Zeit bedeutet, - als Grundschwingzmg, aIle 
tibrigen Perioden als Oberschwingungen, ihre Periodenlangen als Wellen
liingen und die der Wellenlange umgekehrt proportionalen GraBen 
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2:n;n 
nrx = -p- als Frequenzen. Fur die FOURIER-Glieder c"cos (nrxt-1p,,) 

werden wir in Zukunft ofter die kurzere Bezeichnung "Welle" der n-ten 
Ordnung oder noch einfacher n-te (harmonische) Welle gebrauchen. 

6. Rein periodische Funktionen. 
Wir haben in den letzten Abschnitten gesehen, daB die Entwicklung 

nach orthogonalen Kreisfunktionen die einfachste Entwicklungsform fur 
solche Funktionen einer Variablen darstellt, die in einem bestimmten 
endlichen Bereich von der Lange p periodisch sind. Daruber hinaus 
konnen wir aber folgende wichtige Erweiterung und Feststellung machen: 
Die durch die Harmonische Analyse zu erzielende Annaherung durch 
harmonische Wellen laBt sich praktisch auch auf jede beliebige empirische 
Funktion anwenden, die in einem Bereich von der Lange p bekannt ist. 
Die Annaherung der gegebenen Funktion erstreckt sich in diesem Falle 
ausschlieBlich auf dieses Intervall - auBerhalb des Intervalls, das wir 
als Grundintervall oder Analysenintervall bezeichnen, setzt sich die durch 
die Annaherungsformel bestimmte Naherungsfunktion periodisch fort, 
wahrend dies fUr die gegebene empirische Funktion nicht der Fall zu 
sein braucht; - ja, die letztere braucht auBerhalb des Intervalls nicht 
einmal zu existieren oder, wenn sie existiert, nicht bekannt zu sein. Die 
durch die Entwicklung gegebene Moglichkeit der periodischen Fort
setzung nach vorwarts und riickwarts steht dann a priori in keinerlei 
Zusammenhang mit dem (naturgesetzlich bedingten) Verhalten der zu 
untersuchenden Kurve. Wir haben also zwei grundsatzlich voneinander 
abweichende Moglichkeiten zu unterscheiden: 

I. den soeben beschriebenen Fall, in dem die Harmonische Analyse 
lediglich zu einer fUr einen bestimmten endlichen Bereich des Arguments 
giiltigen interpolatorischen Darstellung oder Annaherung der empirischen 
Funktion fUhrt, 

2. den anderen Fall, in dem die empirische Funktion ihrer N atur 
nach periodisch mit der Periode p ist. Fur solche Funktionen gilt die 
Darstellung oder Annaherung durch ihre FOURIERSche Reihe auch fur 
aIle Argumente auBerhalb des Grundintervalls, sie ist also fur die Extra
polation geeignet und somit auch, soweit es sich um Funktionen der 
Zeit handelt, fUr die Voraussage des kunftigen und die Ruckwarts
berechnung des fruheren Verlaufs des durch die periodische Funktion 
beschriebenen Vorgangs. 

Wir bezeichnen solche Funktionen als rein periodische Funktionen. 
1st p ihre Periode, so sind sie durch die Funktionalgleichung 

f (t + k P) = f (t) (k = 0, ± I, ± 2, ... ) (14) 
charakterisiert. Aus der Giiltigkeit dieser Funktionalgleichung folgen 
sodann noch einige weitere Eigenschaften: 
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1. 1st peine Periode von I (t), so sind auch 

2P, 3P, 4P, .... , np, ... 
Perioden von I (t). 

2. Die Funktion I (t) = const hat jedes beliebige P > 0 zur Periode. 

3. 1st f nicht konstant, so gibt es eine kleinste Periode Po, die als 
Grundperiode zu bezeichnen ist. Die Gesamtheit aZZer Perioden von 
I (t) ist dann durch die Folge kpo (k = I, 2, 3, ... ) gegeben. Sind dem
nach p und P' zwei verschiedene Perioden Von I (t), so ist das Verhaltnis 
PIP' rational. 

4. Aus I (t + kP) = I (t) folgt ferner I (t + kP + q) = I (t + q), wenn 
q eine beliebige Phasenverschiebung des Grundintervalls anzeigt. Hat 
I (t) die Grundperiode Po, so ist I (t) fUr aIle t bekannt, wenn es in 
einem beliebigen Intervall [q, q + Po] mit beliebigem Anfangspunkt q 
bekannt ist. 

5. Sind 11> 12' ... , In n rein periodische Funktionen von t, die eine 
gemeinsame Periode p haben, so hat auch cl/l + c2/2 + ... + cnln die 
Periode p, wenn die Cv beliebige Konstante sind. Die Grundperiode 
der zusammengesetzten Funktion ist die kleinste gemeinschaftliche 
Periode der Teilfunktionen und gleichzeitig das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache der Grundperioden aller Teilfunktionen. 

6. Aus (2) und (5) folgt: 1st I (t) rein periodisch (P beliebig), so ist es 
auch I (t) + const. 

Die Frage, ob es im Naturgeschehen Vorgange oder sonstige der 
Beobachtung zugangliche Gegebenheiten gibt, die sich durch rein perio
dische Funktionen beschreiben lassen, ist nur. bedingt zu bejahen. 
Ganz streng ist dies nur dort erftillt, wo es sich urn rein raumliche, als 
stationare vVertebelegung auf geschlossenen Wegen zu verstehende 
Funktionen handelt (Beispiel: Verteilung einer physikalischen MeBgroBe 
auf einem Breitenkreis der Erde zu einem festen Zeitpunkt). Hier ist 
die reine Periodizitat der Beobachtungsfunktion eine Trivialitat und 
lediglich der Ausdruck fUr einen geometrischen Zusammenhang. Hin
gegen sind die raumlichen Koordinaten eines Planeten, der sich im 
Vakuum urn einen Zentralkorper in einer KEPLERschen Ellipse bewegt, 
bezogen auf den Zentralkorper oder auf den Schwerpunkt des Systems, 
rein periodische Funktionen der Zeit. Hier wird die reine Periodizitat 
als wesentlicher Teil des naturgesetzlichen Inhalts zu bewerten sein, 
den wir dem Beobachtungsgegenstand zuschreiben. Die Grundperiode 
dieses Vorganges ist die Umlaufszeit des Planeten. Die Bewegung der 
Himmelskorper ist das klassische Beispiel dafUr, daB in der Natur rein 
periodische Vorgange von groBer Zuverlassigkeit moglich sind, die 
infolgedessen auch eine Vorausberechnung auf lange Zeiten gestatten. 
Aber selbst in diesem Fall, der die reine Periodizitat eines Naturvorgangs 
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in einer Strenge zeigt, wie wir sie von irdischen Erscheinungt'm her nicht 
gewohnt sind, haben wir einige wesentliche Vorbehalte zu machen. 
Zunachst treten die geschlossenen KEPLERschen Ba~en nur dort auf, 
wo auf die beiden urn einander gravitierenden Massen keine Anziehungs
krafte von anderen Korpem ausgeiibt werden. Wenn dies jedoch -
so wie bei den Korpem unseres Sonnensystems - der Fall ist, wird die 
KEPLERsche Bahn deformiert. Diese mehr' oder weniger auffiilligen 
Deformationen (StOrungen genannt), haben zwar im wesentlichen auch 
periodischen Charakter; die Grundperioden sind aber mit der Urnlaufs
zeit des Planeten keineswegs kommensurabel, so daB durch das Hinzu
kommen der Storungen das rein periodische Verhalten der Beobachtungs
groBe strenggenommen zerstort wird. Immerhin ist in den meisten 
vorkommenden Fallen die GroBenordnung der Storungen betrachtlich 
geringer als die der urspriinglichen (ungestorten) Bewegung selbst, so daB 
die Bewegung wenigstens im Mittel - d. h. abgesehen von gewissen 
Abweichungen beschrankten Betrages - noch rein periodisch genannt 
werden dad. Dazu kommen dann allerdings noch solche Storungsglieder, 
die eine unperiodische, fortschreitende Anderung der Bahnelemente 
hervorrufen, und die wir als siikulare Storungen bezeichnen. Diese 
wirken sich, wie auch der Name andeutet, in sehr langen Zeiten aus 
und rufen dann eine sehr merkliche Umgestaltung der Bahnverhaltnisse 
hervor. 1m gleichen Sinne, wenn auch in anderer Form und in noch 
groBeren Zeitraumen wirken andere Storungskrafte, etwa ein selbst im 
leeren Weltenraum vorhandenes widerstehendes Mittel, femer der durch 
die "Gezeitenreibung" hervorgerufene Verlust an Energie. Durch diese 
sakularen Veranderungen des periodischen Zustandes wird die Giiltigkeit 
der Funktionsgleichung (14) praktisch auf endliche Zeitraume vor und 
nach der Ausgangsepoche beschrankt. Dasselbe ware aber auch aus 
einem ganz anderen Grunde der Fall, selbst wenn es sich urn eine ideale, 
d. h. storungsfreie rein periodische Schwankung der BeobachtungsgroBe 
handeln wiirde. Die Grundperiode namlich, also in unserem Beispiel 
die Urnlaufszeit des Planeten, ist niemals eine a priori gegebene GroBe, 
sondem wird aus Beobachtungsreihen ermittelt, die natiirlich endliche 
Zeitraume umfassen, und in denen die einzelnen Beobachtungswerte mit 
Fehlem behaftet sind. Somit wird auch die aus den Beobachtungen 
ermittelte Urnlaufsperiode mehr oder weniger fehlerhaft sein, und dieser 
Fehler macht die Extrapolation iiber den durch die Beobachtungen iiber
deckten Zeitraum hinaus urn so unsicherer, je weiter sie getrieben wird. 
In der Praxis wird man also schon durch diesen letzteren Umstand 
gezwungen, die Darstellbarkeit eines N aturvorgangs durch eine rein 
periodische Zeitfunktion immer nur fiir endliche Zeitraume und innerhalb 
gewisser Genauigkeitsgrenzen als ediillt anzusehen. Unter giinstigen 
Umstanden kann dabei der Zeitraum, der durch die Formel iiberbriickt 
wird, im Verhaltnis zur Grundperiode auBerordentlich groB sein. 

Stumpff, Periodeniorschung. 2 
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Wenn also schon in der Astronomie diese Einschrankungen eine Rolle 
spielen, die nicht ubersehen werden darf, so ist dies fiir irdische N atur
vorgange in noch weit groBerem MaBe der Fall. Urn uberhaupt die 
Moglichkeit zu haben, den so nutzlichen und fruchtbaren Begriff der 
rein periodischen Funktion in der Physik und Geophysik anzuwenden, 
werden wir bei der praktischen Definition dieses Begriffs auf die oben 
entwickelten Schwierigkeiten von vornherein Rucksicht nehmen. Ais 
rein periodische Funktionen in diesem praktischen Sinne werden wir 
daher schon solche empirischen Funktionen bezeichnen, fiir die die 
Funktionsgleichung (14) innerhalb eines endlichen Zeitraumes erfiillt 
ist, der im Verhaltnis zur Grundperiode groB ist, und ferner auch solche, 
fUr die dies nur innerhalb gewisser Genauigkeitsgrenzen der Fall ist, die 
durch die Wirkung zufalliger Beobachtungsfehler oder storender Ein
flusse von auBen bestimmt sind. Unter diesen Vorbehalten sind als rein 
periodische Vorgange z. B. anzusehen: die Schwingungen eines Pendels; 
die Anderungen der elektromotorischen Kriifte in einem von Wechsel
strom durchflossenen Leiter; die Schwingungen einer Stimmgabel, einer 
Membran, einer Saite oder der in einer Orgelpfeife eingeschlossenen 
Luftsaule; allgemein die Schwingungen eines LufUeilchens bei der 
Entstehung harmonischer Tone oder Akkorde. Der Zusatz "harmonisch" 
kennzeic~et bei dem letzteren Beispiel bereits diejenigen Schall
schwingungen, deren Schwingungsbilder sich als rein periodische Kurven 
im obigen Sinne darstellen lassen, im Gegensatz zu solchen, die keine 
Grundperiode haben (das ist schon dann der Fall, wenn sich eine Schall
schwingung aus zwei oder mehreren rein periodischen Schwingungen_ 
zusammensetzt, deren Grundperioden kein rationales Verhaltnis zu
einander haben; solche Tone heiBen unharmonisch). Der Ausdruck: 
"Harmonische Analyse" fur die Analyse rein periodischer Vorgange 
stammt demnach aus dem Sprachgebrauch der Akustik. 

Nach dem oben Gesagten haben wir somit die Klasse der rein perio
dischen empirischen Funktionen dahin erweitert, daB wir auch solche 
Funktionen in sie aufnehmen, die innerhalb eines - eventuell sehr 
groBen - Zeitbereiches durch einen Ausdruck 

1 (t) = 10 (t) + s (t) + 8 (t) 

dargestellt werden konnen, wobei 10 (t) eine rein periodische Funktion 
im strengen Sinne, s (t) eine nach Ausschaltung aller erkennbaren N eben
einflusse noch ubrigbleibende auBere Storung (oder ein "systematischer 
Fehler"), schlieBlich 8 (t) den zufalligen Beobachtungsfehler bedeutet. 
Da es immer Gefuhlssache bleibt, welche Grenzen man den Betragen 
der Storungsglieder zubilligen will, lassen sich die Methoden der Har
monischen Analyse mit mehr oder weniger Berechtigung auch auf eine 
groBe Anzahl von Naturvorgangen anwenden (insbesondere auf geo
physikalische), die man sonst nicht zu den rein periodischen zahlen 
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wiirde - z. B. auf den mittleren jahrlichen Verlauf der Temperatur 
an Beobachtungsorten mit gleichmaBigem Klima. Es ist ohne weiteres 
klar, daB es nicht geniigt, in einem solchen Faile die Ergebnisse der 
Harmonischen Analyse eines einzigen Grundintervalls als maBgebend 
fUr die ganze Beobachtungsreihe anzusehen; man wird vielmehr so ver
fahren, daB man alle oder moglichst viele der verfiigbaren Grundintervalle 
analysiert und die mittleren Werte der FouRIER-Koeffizienten bestimmt, 
urn auf diese Weise den schadlichen EinfluB der Storungen und der 
Beobachtungsfehler soweit wie moglich zu erkennen und abzuschatzen. 
Somit wird die Analyse rein periodischer Vorgange, die urspriinglich 
ein analytisches Problem ist, durch die Bediirfnisse der praktischen 
Forschung auch zu einer Angelegenheit der Statistik. 

An dem Beispiel der unharmonischen Schallschwingungen haben wir 
oben gesehen, daB es Vorgange gibt, die sich zwar aus rein periodischen 
Teilvorgangen additiv zusammensetzen, die aber als Gesamtvorgang 
nicht rein periodisch genannt werden konnen, weil die Grundperioden 
der Teilvorgange kein rationales Verhaltnis zueinander haben, eine 
Grundperiode des Gesamtvorgangs also nicht existiert. Solche zu
sammengesetzten Vorgange sind aber in der Natur auBerordentlich viel 
haufiger anzutreffen als die rein periodischen Vorgange selbst. Es ist 
daher von auBerordentlicher Tragweite, daB die bequemen Methoden 
der Harmonischen Analyse auch fUr die Untersuchung jener ihre grund
satzliche Bedeutung behalten. In der theoretischen Astronomie z. B. 
kommen solche inkommensurablen Perioden in der Storungsrechnung 
vor, in der Geophysik lassen sich die Gezeiten des Meeres der Hauptsache 
nach als erzwungene Schwingungen mit den zueinander inkommen
surablen Grundperioden des Jahres, der Umlaufszeit des Mondes und 
der Rotationsdauer der Erde darstellen; femer die Polschwankungen 
durch eine iiihrliche Periode und die CHANDLERsche Periode von etwa 
433 Tagen. Fiir die Behandlung dieser zusammengesetzten Probleme 
kommen drei verschiedene Wege in Frage, die man je nach den besonderen 
Umstanden beschreiten wird, urn die Losung nach Moglichkeit auf die 
Methode der Harmonischen Analyse zuriickfUhren zu konnen: 

1. Man macht von der Einsicht Gebrauch, daB die Lange der Grund
perioden der Teilvorgange nur mit einer gewissen Annaherung bekannt 
ist und mit Riicksicht auf die bei Voraussagen immer in Rechnung 
zu stellende Genauigkeitsspanne auch nur innerhalb gewisser Grenzen 
bekannt zu sein braucht. Man hat es daher sehr oft in der Hand, die 
Grundperioden durch Abrundung innerhalb der zulassigen Genauigkeits
grenzen in ein rationales Verhaltnis zueinander zu bringen. Es wird 
somit moglich sein, ein Grundintervall zu finden, das wenigstens an
genahert als Grundperiode der Gesamtfunktionangesprochen werden 
darf. Allerdings wird diese behelfsmaBige Grundperiode mitunter sehr 
lang sein, und es ist eine andere Frage, ob die vorliegende Beobachtungs-

2* 
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reihe auch nur eine solche Grundperiode' ausfiillt. Ein sehr bekanntes 
Beispiel fUr eine solche behelfsmaBige Grundperiode ist der etwa I8jahrige 
Zyklus'der Sonnen- und Mondfinstemisse (der sog. Saroszyklus) , der 
immerhin ausreicht, das Eintreffen von Finstemissen auf Jahrhunderte 
hinaus vorauszusagen, und der darauf beruht, daB die beiden inkommen
surablen Hauptperioden der Finstemisse, der drakonitische Monat und 
das drakonitische JahI', in 6585 Tagen ungetiihr ganzzahlig enthalten sind. 

2. 1st eine von den Teilschwankungen von iiberragender Amplitude, 
so kann man versuchen, die iihrigen zunachst als (periodische) Storungen 
zu behandeln und sie nach verschiedenen Methoden, die wir spater 
kennenlemen werden, zu eliminieren, urn zunachst die Hauptperiodizitat 
so rein wie moglich herauszuarbeiten. Die nach ihrer Darstellung iibrig
bleibenden Reste der Gesamtfunktion werden sodann - eventuell nach 
der gleichen Methode - weiter untersucht (Exhaustionsmethode). 

3. Es wird von vomherein ein theoretischer Ansatz gemacht, der die 
verschiedenen in der Beobachtungsreihe vorhandenen oder vermuteten 
Periodizitaten beriicksichtigt. Der LosungsprozeB wird sodann grund
satzlich verschieden sein, je nachdem die Grundperioden der Teil
vorgange ganz oder angenahert bekannt sind oder nicht. 1m ersteren 
Faile laBt sich die Losung, also die Bestimmung der FOURIER-Koeffi
zienten der Teilvorgange, stets durch eine Ausgleichung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate bewerkstelligen, im anderen Faile ist das 
Problem transzendent und erfordert besondere mathematische Hilfs. 
mittel (s. Kap. V). 

7. Reihenentwicklung von Verteilungsfunktionen. 
In den vorhergehenden Abschnitten haben wir die Moglichkeit kennen

gelemt, empirische Funktionen von einer oder auch mehreren Variablen 
durch Reihen anzunahem, die nach gewissen Systemen von Funktionen 
fortschreiten. Diese Funktionssysteme hatten zwei wesentliche Eigen
schaften: 1. die lineare Unabhangigkeit ihrer Glieder, 2. die Voll
standigkeit, die eine beliebig enge Annaherung der gegebenen Funktion 
durch eine geniigend groBe Anzahl von Gliedem der Reihe gewahr
leistete. Die dritte Eigenschaft, die Orthogonalitiit des Systems, war 
zwar fiir die Entwicklung an sich nicht notwendig, aber in Hinblick 
auf die Praxis der Koeffizientenberechnung unentbehrlich und jederzeit 
durch eine lineare Umformung des urspriinglichen Systems zu erreichen. 

Wie gezeigt wurde, ist die Mannigfaltigkeit der Orthogonalsysteme, 
nach denen Reihenentwicklungen durchgefiihrt werden konnen, auBer
ordentlich groB. So ergab€m sich derartige Systeme von Orthogonalfunk
tionen einer Variablen, indem die zweidimensionalen Elementarfunk
tionen (8) auf verschiedenen Wegen durch die Koordinatenebene ortho
gonalisiert wurden. Ais einfachste und gebrauchlichste Systeme dieser 
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Art erhielten wir die LEGENDRESchen Polynome durch Orthogonalisierung 
Hings der X-Achse zwischen den Punkten +! und - I, sowie die 
harmonischen Kreisfunktionen (FouRIER-Perioden) durch Orthogonali
sierung Hings des Einheitskreises oder eines beliebigen dazu konzen
trischen Kreises. 

Es gibt nun in der Praxis FaIle, in denen diese und ahnliche Arten 
der Entwicklung der Natur der vorgelegten Funktionen nicht entsprechen. 
In den spateren Teilen dieses Buches werden wir des ofteren mit Problemen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der Statistik und KollektivrnaBlehre l 

zu tun haben, z. B. mit Aufgaben, in denen von der Verteilung gegebener 
oder beobachteter GroBen in bezug auf variable Werte eines Parameters 
die Rede ist .. Beispielsweise sei die Haufigkeit des Auftretens ver
schiedener Werte des Luftdrucks oder der Temperatur an einem Beob
achtungsort gegeben, oder die Verteilung der zufalligen Beobachtungs
fehler einer MeBreihe ihrer GroBe nacho Solche Verteilungs-, Haufigkeits
oder Wahrscheinlichkeitskurven haben einige besondere Eigenschaften, 
die sie als ausgezeichnete Klasse des allgemeineren Begriffs der empiri
schen Funktionen erscheinen lassen: 

1. Der Definitionsbereich solcher Verteilungstunktionen, wie wir sie 
kurz nennen wollen, ist zwar endlich, aber nach beiden Seiten des 
Arguments oder mindestens nach einer Seite hin nicht bestimmt begrenzt. 
Beispiel: Es kommt zwar niemals vot, daB ein zufaIliger Beobachtungs
fehler einen sehr groBen positiven oder negativen Wert (etwa den 100-

fachen mittleren Fehler) erreicht. Der groBte in einem endlichen Material 
vorkommende Fehler kann zwar als Anhaltspunkt fUr eine ungefahre 
Begrenzung des Fehlerbereichs dienen, aber keineswegs als eine natiirliche 
Schranke aufgefaBt werden, denn kommt ein Fehler von einem bestimmten 
Betrage vor, so besteht immer die Moglichkeit, daB er bei geniigend 
langer Fortsetzung der Beobachtungsreihe noch iibertroffen werde. 1st 
das Argument der Verteilung dem Wesen des Kollektivs entsprechend 
positiv (z. B. Niederschlagsmengen; KorpermaBe von Versuchspersonen; 
sportliche Statistiken), so ist zwar durch den Wert null eine natiirliche 
untere Schranke gegeben, wahrend eine obere Schrarike a. priori nicht 
gegeben werden kann (mit anderen Worten: es gibt keinen Rekord, der 
nicht gebrochen werden konnte). 

2. Die Funktion selbst ist (als Anzahl der mit einem bestimmten 
Merkmal behafteten Individuen) immer >- o. 

3. Fiir groBe Betrage des Arguments nahert sich die Funktion (ein
seitig oder zweiseitig) friiher oder spater der null; es ist praktisch 
belanglos, ob man den Wert Null schon fiir endliche Betrage des Arguments 
als erreicht ansehen will oder ob man eine asymptotische Annaherung 
an null annimmt, falls das Argument gegen + 00 oder - 00 strebt. 

1 Siehe Kapitel IV. 
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Mathematisch ist diese letztere Fassung befriedigender, weil dadurch der 
Dbelstand einer fehlenden Schranke formal beseitigt wird. Es wird also 
formal der (eigentlich endliche) Definitionsbereich ein- oder zweiseitig 
ins Unendliche ausgedehnt. Der Erfahrungstatsache, daB von einem 
gewissen (geniigend groB zu wahlenden) Betrage des Arguments an 
Individuen . des Kollektivs praktisch nicht mehr vorkommen, wird 
mathematisch dadurch Rechnung getragen, daB das Integral iiber die 
Verteilungsfunktion von jenem Punkte an bis ± = praktisch gegeniiber 
dem Gesamtintegral vemachlassigt werden kann. 

Natiirlich ist, wenn die Verteilungskurve eines Kollektivs als (evtl. 
stiickweise) stetige Funktion des Arguments gegeben ist, ihre Darstellung 
auch durch LEGENDRESche Polynome oder durch eine FOURIERsche 
Reihe in einem den tatsachlichen Bereich der Funktion einschlieBenden 
Grundintervall praktisch ohne Schwierigkeiten durchfiihrbar. Eine 
solche Entwicklung wiirde aber keinesfalls der inneren Natur der Funk
tion gerecht werden, da ihre Glieder wesentlich andere Struktur besitzen 
als die Verteilungsfunktion selbst. Damit dieser Dbelstand beseitigt 
werde, fordem wir, daB auch die Reihenglieder Funktionen sein sollen, 
die sich mit wachsendem Argument (ein- oder zweiseitig) asymptotisch 
der Null nahem. Die Eigenschaft der Verteilungskurve, wesentlich 
positiv zu sein, braucht nur von der ersten Naherung erfiillt zu sein -
die beste Naherung im Sinne des Prinzips der kleinsten Quadrate laBt 
ja, wenn iiberhaupt, positive und negative Reste ohne Bevorzugung 
eines bestimmten Vorzeichens iibrig. 

Orthogonale Funktionssysteme der verlangten Art lassen sich erzeugen, 
indem man irgendein vollstandiges System von Elementarfunktionen, 
z. B. das der Potenzen 

I, X, X2, .x3, ... J xn, •.. , 

mit bestimmten "Gewichtsfunktionen" multipliziert, bevor man zur 
Orthogonalisierung schreitet. Diese Gewichtsfunktion kann man nun 
so festsetzen, daB sie den Elementarfunktionen die gewiinschten Eigen
schaften verleiht. Sei etwa p (x) diese Funktion, dann lautet das 
"gewichtete" Elementarsystem 

P(x), xP(x), x2 P(x), ... , xnp(x), ... 

Fiir eine nach beiden Seiten der x-Achse unbestimmt begrenzte und 
gegen null abnehmende Verteilungskurve erweist sich die Gewichts
funktion 

_~Zl 
P (x) = e Z 

als geeignet, da ihr Kurvenbild der idealen Verteilungsform des GAUSS
schen Fehlergesetzes ahnlich ist. Die orthogonalisierten Funktionen sind 
dann offenbar von der Gestalt 
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wobei Gn (x) noch naher zu bestimmende ganze rationale Funktionen 
n-ten Grades von x bedeuten. Die Orthogonalitatsbedingungen lauten 
in diesem Falle, wenn das Integrationsintervall von - 00 bis + 00 lauft: 

+00 

J e- x' Gil (x) G. (x) dx = o. (W=F'V) 
-00 

Die Berechnung der Koeffizienten der ganzen rationalen Funktionen 
Gn (x) ist leicht mit Hilfe der Integrale l 

+ 00 I 0 fur ungerade m 
Jm= J x"'e-x'dx= I·3·5···(m-I) ,/-

-00 • vn vz'" 
Jo = iii 

durchfUhrbar. 

Es erweist sich, daB die Funktionen Gn (von willkurlichen konstanten 
Faktoren abgesehen, durch deren spezielle Wahl man das System auch 
"normieren" kann) mit den bekannten HERMlTESchen Polynomen: 

Ho=1 
H1=zx 
H2=4x2_Z 

H a =8x3-1ZX 

H4 = 16 x4-48 x2 + 12 

identisch sind, fUr die eine Rekursionsformel 

Hn+ I -2 xHn+ 2nHn_ 1 = 0 

gilt, oder die durch die Formel 

H () ( )n x' dn e - x' 
n X = -I e d? 

direkt definiert werden. 
Die Frage nach der Vollstiindigkeit des Funktionssystems 

I " 

hn (x) = e- 2X" Hn(x) (n = 0, I, 2, ... ) 

bedarf noch einer besonderen Beantwortung, da hier, entgegengesetzt 
zu fruher, der Integrationsbereich unendlich ausgedehnt ist. Es genugt 
hier die Angabe, daB in solchen Fallen zu den bereits bekannten 

1 Durch partielle Integration erhalt man leicht die Rekursionsformel 

2 
1m = m + 1'1",+2. 

+00 

Da 10 = J e- x' d X = fo, I, = 0, so folgen daraus aIle ubrigen Integrale. 
-00 
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Bedingungen, denen die zu entwickelnden Funktionen 1 (x) genugen 
mussen, nur noch die weitere hinzukommt, daB das Integral 

+00 

J 12(x)dx 
-00 

existieren, also einen endlichen Wert besitzen muB. Die Normierung 
des Systems der h .. (x) geschieht vermittelst der Beziehung 

+00 J H! (x) e- x' dx = 2n n! -yn, 
-00 

der die HERMITEschen Polynome unterworfen sind. 

Jede Verteilungslunktion der Statistik erfUllt eo ipso die oben vor
geschriebenen Bedingungen, HiBt sich demnach durch eine endliche 
Reihe 

I • 

(ao + alHl (x) + a2H2 (x) + ... + anH .. (x)) e--;x 

beliebig annahem. Diese Naherungsmethode bildet die Grundlage der 
Entwicklung von Verteilungskurven nach den statistischen Momenten 
eines Kollektivs, die von BRUNS gegeben worden ist, und die wir an 
spaterer Stellel ausfUhrlicher behandeln wollen. 

Fur einseitig asymptotische Verteilungsfunktionen 1 (x), deren Defini
tionsbereich also von 0 bis + 00 reicht, und fur die das Integral 

00 

J 12 (x) dx 
o 

existiert, ist eine Entwicklung nach den HERMITEschen Funktionen 
naturlich auch denkbar - es ware dazu nur notig, fUr x < 0 die Er
weiterung von 1 (x) durch eine passende Festsetzung vorzunehmen, z. B. 
durch 1 ( - x) = 0 oder 1 ( - x) = 1 (+ x). N aturlicher und dem Wesen 
der Verteilungsfunktion entsprechender ist es aber, auf die Einseitigkeit 
der unendlichen Ausdehnung des Bereiches von vomherein Rucksicht 
zu nehmen. Das geschieht z. B. durch die EinfUhrung der einseitig 

x 

asymptotischen Gewichtsfunktion p (x) = e - 2, also durch Orthogonali
sierung des Systems 

x 

e 2, 

x x 
x e - -2, x2 e - -2- , ••• 

zwischen den Grenzen 0 und 00. Man kommt sodann auf das orthogonale 
System 

x 

(n=o, 1,2, ... ), 

1 Kapitel IV, 3. 
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wobei L" (x) die LAGUERRESchen Polynome 

Lo= I 

L 1 = I-X 

L t = 2-4 x + x2 

L3 = 6 - I8 X + 9 x2 - x3 

L4 = 24-96 x + 72 x2 - I6x3 + x4 

bedeuten, die der Rekursionsformel 

L"+l- (2 n + I- x) Ln + n2 Ln- 1 = 0 

geniigen, und die durch die Formel 
d" . 

Ln (x) = eX dx" (x" e- X) 

erzeugt werden. Zur Normierung dieses Systems dienen die Gleichungen 
DO 

J e- X L! (x) dx = (n!)2. 
o 

8. Allgemeine Bemerkungen tiber Beobachtungsreihen. 
In den bisherigen Betrachtungen ist stets das Vorhandensein einer 

empirischen Funktion vorausgesetzt worden, die innerhalb eines stetig 
zusammenhangenden Bereiches einer (oder mehrerer) unabhangigen 
Variablen iiberall definiert und bekannt ist. 1m Falle einer Variablen 
ist also ein - gegebenenfalls durch endlich viele Spriinge unterbrochener
Kurvenzug bekannt. In der Praxis ist es jedoch viel haufiger, daB die 
Funktionswerte nur an gewissen diskreten Stellen des Definitionsbereiches 
gegeben sind. Die Beobachtungsdaten haben dann die Form einer end
lichen Menge von Zahlen, deren jede einem von endlich vielen Punkten 
des Bereiches zugeordnet ist, z. B. der Folge von Beobachtungsterminen 

t1 , t2 , t3 , ••. , tn ,··· 

oder einer ortlichen Folge von Beobachtungspunkten. 1m zweidimensio
nalen Bereich - etwa auf der Oberflache einer Kugel - ist die Funktion 
fUr ein Netz von mehr oder weniger regelmaBig verteilten Punkten 
(Beobachtungsorten) gegeben. Wir sprechen in diesen Fallen von dis
kreten (zeitlichen oder ortlichen) Beobacht'Ungsreihen oder von Beob
acht'Ungsnetzen. 

Es ist hierbei eine grundsatzliche Unterscheidung zu machen zwischen 
solchen Reihen oder Netzen, die durch Auswahl von diskreten Werten 
einer an sich vorhandenen zusammenhangenden Funktion entstanden 
sind und solchen, die von vornherein nur fUr diskrete Argumente einen 
Sinn haben. Messen wir z. B. an einem Beobachtungsort eine Zeitlang 
taglich zu einem bestimmten Termin die Lufttemperatur, so haben wir 
eine Beobachtungsreihe der erst en Art vor uns - wir haben uns von 
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einer an sich zu allen Zeiten vorhandenen ~eit1ich veranderlichen physi
kalischen GroBe durch Stichproben eine Werteauswahl verschafft, durch 
die der wirkliche Verlauf des Vorgangs zwar nicht exakt dargestellt, 
aber doch in groBen Ziigen verfolgt werden kann. Es ist sogar denkbar, 
daB dieser Vorgang - etwa durch die Aufzeichnungen eines Thermo
graphen - auch als stetige Funktion der Zeit bekannt geworden ist. Die 
diskrete Beobachtungsreihe wiirde dann nicht nur durch direkte Messung 
der Temperatur zu den Beobachtungsterminen zu erlangen sein, sondem 
auch durch Entnahme der betreffenden Ordinaten aus der Registrier
kurve. Eine solche Ordinatenauswahl wird immer dann einen praktischen 
Vorteil fiir den Rechner bieten, wenn die Untersuchung der Reihe 
bequemer ist als die der stetigen Funktion selbst, und wenn die Un
genauigkeit, die durch die Nichtberiicksichtigung der zwischen den 
einzelnen Terminen liegenden Funktionswerte hervorgerufen wird, gegen
iiber jenen Rechenvorteilen nicht ins Gewicht fallt. 

Ein extremes Beispiel von Beobachtungsreihen der anderen Art 
haben wir vor uns, wenn wir etwa die Augenzahl einer Reihe von Wiirfen 
mit einem Wiirfelspiel aufzeichnen. Der Unterschied ist hier der, daB 
das beobachtete Faktum nicht ein an sich stetiger Vorgang, sondem 
ein seinem Wesen nach diskretes Ereignis ist, das jedesmal erst durch 
ein Experiment erzeugt werden muB. Wir konnen eine Wurfserie von 
n Wiirfen gedanklich als einen "Vorgang" auffassen, der sich innerhalb 
einer gewissen Zeit abspielt, miissen ihn dann aber als "wesentlich dis
kontinuierlich" ansehen, wwrend die Diskontinuitat einer Temperatur
beobachtungsreihe offenbar unwesentlich ist, d. h. mit den inneren Eigen-_ 
schaften des Vorgangs nicht im Zusammenhang steht. Auch in der 
N atur lassen sich wesentlich diskontinuierliche Vorgange finden und 
beobachten. Zeichnet man z. B. die Starke der an einer seismologischen 
Station beobachteten ErdstoBe als Funktion ihrer Eintrittszeiten auf, 
so ergibt sich eine diskontinuierliche Wertereihe. Das Kriterium fUr 
die wesentliche Diskontinuitat ist offenbar, daB es sinnlos ist, eine solche 
Wertfolge durch einen geschlossenen Kurvenzug zu verbinden oder nach 
den zwischen den Aufzeichnungen liegenden Werten der Folge zu fragen. 
Man kann also eine wesentlich diskontinuierliche Wertfolge nicht inter
polieren, sie laBt sich infolgedessen auch nicht analytisch, sondem nur 
statistisch behandeln 1. 

1 Zwischen beiden Arten von Wertfolgen gibt es zahlreiche- "Obergange. So 
setzt sich die mit Beobachtungsfehlern behaftete Folge von Templ)raturmessungen 
aus unwesentlich und wesentlich diskontinuierlichen Elementen zusammen. Oft 
laBt sich auch eine an sich wesentlich diskontinuierliche Folge interpolieren, wenn 
aus ihr auf einen kontinuierlichen Vorgang geschlossen werden kann, der mit ihr 
eng zusammenhangt. Zeichnet etwa ein Schiitze, der taglich eine feste Zahl von 
Schiissen auf ein Ziel abgibt, die Zahl der Treffer auf, so ergibt die formale Inter
polation (bzw. Glattung) dieser wesentlich diskontinuierlichen Folge den zeitlichen 
Verlauf der (als stetig veranderlich anzusehenden) "Treffsicherheit". 
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In den fQIgenden Abschnitten SQll VQn der Interpolation VQn Werte
reihen die Rede sein - daraus geht hervQr, daB der Fall der wesentlichen 
DiskQntinuitat ausgeschlQssen bleibt. Wir haben es alSo. nur mit sQlchen 
WertefQIgen zu tun, die als einzelne Ordinaten einer in ihrem Bereich 
fiberall definierten empirischen FunktiQn entnQmmen wQrden sind. Bei 
Wertereihen mit einer unabhangigen Veranderlichen haben wir nQch zu 
unterscheiden zwischen sQlchen Reihen, deren Abszissen gleiche Abstande 
haben (aquidistante Reihen) und sQlchen, in denen die Abszissen un
gleichformig fiber den BeQbachtungsbereich verteilt sind. 

9. Interpolation und Glattung. 
Es sei nun allgemein die Aufgabe gestellt, die durch eine BeQbachtungs

reihe, alSo. durch eine bestimmte Ordinatenauswahl reprasentierte empi
rische FunktiQn innerhalb des BeQbachtungsbereichs so. gut wie moglich 
zu rekQnstruieren. Damit diese Aufgabe fiberhaupt 16sbar sei, mfissen 
gewisse V Qrbedingungen ~rfiillt sein, die sich mathematisch streng und 
allgemeingilltig nicht fQrmulieren lassen. Die groBte Schwierigkeit liegt 
Qffenbar darin, daB diese VQraussetzungen sich bis zu einem gewissen 
Grade auf den als unbekannt angenQmmenen Verlauf der FunktiQn 
zwischen den BeQbachtungspunkten erstrecken. VQr allen Dingen ist 
erfQrderlich, daB die BeQbachtungspunkte dicht genug liegen, und zwar 
so. dicht, daB wesentliche Schwankungen der FunktiQn zwischen den 
beQbachteten Ordinaten nicht zu erwarten sind. Ein sicheres Urteil 
fiber diesen Punkt laBt sich aus der Kenntnis der diskreten WertfQlge 
allein nicht gewinnen, WQhl aber aus den Erfahrungen, die dem Bearbeiter 
damber hinaus fiber die Schwankungseigenschaften der FunktiQn VQr
liegen. Handelt es sich z. B. um eine aquidistante BeQbachtungsreihe 
des Luftdrucks ffir eine bestimmte meteQrQIQgische StatiQn, so. sind -
wenn nicht fUr den gleichen Zeitraum, so. dQch fUr frUhere Zeitraume, 
und wenn nicht ffir dieselbe, so. dQch ffir eine klimatisch ahnlich gelegene 
StatiQn - Barogramme vQrhanden, die ein allgemeines Bild VQn der 
Anderung des Luftdrucks, VQn der GroBe und der Schnelligkeit seiner 
Schwankungen zu geben vermogen. Als Schwankung wird man dabei 
einen Kurventeil ansehen, der VQn einem Teilmaximum der Kurve bis 
zum nachsten reicht. In Anlehnung an die Bezeichnungsweise bei 
periQdischen Kurven kann man (zunachst ganz prQvisQrisch) das Ab
szissenintervall (Zeitintervall) zwischen zwei aufeinanderfQIgenden Teil
maxima als Schwankungsperiode Qder Schwankungsdauer, den Ordinaten
unterschied zwischen Teilmaximum und nachfQIgendem Teilminimum 
(nQch besser den Unterschied zwischen dem arithmetischen Mittel auf
einanderfQlgender MaximalQrdinaten und der dazwischenliegenden Mini
malQrdinate) als Schwankungsamplitude bezeichnen. Nun wird im all
gemeinen die Dauer SQWQhl als auch die Amplitude aufeinanderfQIgender 
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Schwankungen starkem Wechsel unterwoden sein. Es wird ferner zu 
unterscheiden sein zwischen Schwankungen, die durch zufallige Regi
strierungsfehler oder durch belanglose kleine Storungen hervorgerufen 
werden, und solchen, die auf wesentlichen Anderungen der MeBgroBe 
selbst beruhen. Die ersteren Schwankungen werden im ailgemeinen 
von kleiner Amplitude und sehr kurzer Periode sein - von diesen 
Schwankungen wird sich der Bearbeiter tunlichst zu befreien haben, 
etwa dadurch, daB er die gegebene Kurve gliittet. Erst die Schwankungen 
der geglatteten Kurve werden nach Dauer und Amplitude diejenigen 
Eigenschaften zeigen, die fUr die Bestimmung des geeignetsten Beob
achtungsabstandes maBgebend sind. Der Beobachtungsabstand ist dann 
auf alle Faile so klein zu wahlen, daB diese wesentlichen Schwankungen 
in der Beobachtungsreihe deutlich sichtbar bleiben. 1st p die kleinste 
unter den vorkommenden wesentlichen Schwankungsperioden, so ist 
zunachst klar, daB ein Beobachtungsabstand L1 t >- P zu groB ware, da 
die Beobachtungsreihe diese kurzen Schwankungen iiberhaupt nicht 

wiedergeben wiirde. Ein Beobachtungsabstand L1 t = ~ konnte die 

Schwankung im voilen MaBe zeigen, wenn eine Abszisse gerade das 
Schwankungsmaximum, die nachste also das Schwankungsminimum 
trafe. Da aber ebenso wahrscheinlich diese beiden Abszissen gerade in 
die Mitte zwischen Maximum und Minimum fallen konnten, so liegt 
auch hier noch die Gefahr vor, daB die Schwankung aus der Reihe 
herausfallt. Mit Riicksic~t auf diesen ungiinstigsten Fall wiirde es notig 
werden, zwischen je zwei Beobachtungswerten noch einen weiteren zu 
besitzen, so daB dann auf einen Bereich von der Lange der kleinsten 
wesentlichen Schwankungsperiode mindestens vier Beobachtungenkamen. 
Die Bedeutung dieser, lediglich aus ganz einfachen Dberlegungen ge
wonnenen Erkenntnis fUr die Aufgaben der Periodenforschung ist un
mittelbar einzusehen - es ist plausibel, daB man, urn eine Periode von 
der Lange p durch eine Beobachtungsreihe feststeilen zu konnen, den 

Beobachtungsabstand tunlichst nicht groBer als P... wahlen dad. 
4 

Wir haben in den vorhergehenden Bemerkungen zwei Begriffe ver-
wendet, die jedem Bearbeiter von Beobachtungswerten gelaufig sind, 
hier aber noch einer genaueren Bestim mung bediirfen: Interpolation und 
Gliittung. 

Unter Interpolation einer Beobachtungsreihe versteht man die Ver
bin dung der in einem Koordinatensystem als Punkte aufgezeichneten 
diskreten Funktionswerte durch eine stetige, notigenfalls durch eine 
stiickweise stetige, also hochstens an isolierten Steilen unstetige Kurve. 
Die Art der Kurvenziehung ist an sich willkiirlich; sobald wir aber die 
Interpolation als Mittel zur Erreichung eines bestimmten Zieles, namlich 
der bestmoglichen Rekonstruktion der empirischen Funktion ansehen, 
die der Beobachtungsreihe zugrunde liegt, wird diese Willkiir durch 
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starke Einschrankungen geniildett werden mussen. Zumindest werden 
wir die Art der Interpolation den Voraussetzungen anzupassen habert, 
denen die Beobachtungsreihe selbst als Reprasentant des unbekannten 
Funktionsverlaufes nach den obigen Betrachtungen unterworfen ist: 
Da der Verlauf der durch die Beobachtungen gegebenen Punktreihe 
aile wesentlichen Schwankungen der Funktion enthalten solI, darf 
die Interpolationskurve keine zusatzlichen Schwankungen zeigen, also 
insbesondere keine ausgepragten Wellen von der Lange des doppelten 
Beobachtungsabstandes oder noch kleinerer Lange. Sofern solche kurz
periodische Schwankungen dennoch zugelassen werden, sollen ihre 
Amplituden je'nes MaB nicht uberschreiten, das durch die Ungenauigkeit 
bzw. die Streuung der Beobachtungen selbst oder durch die Genailigkeits
anspruche des Bearbeiters gegeben ist. 

1st von der gegebenen Wertereihe bekannt, daB sie einer analytischen 
Funktion von mehr oder weniger einfachem Aufbau und glattem Verlauf 
entnommen ist und an den Eritnahmestellen die Funktionswerte bis auf 
eine bestimmte Dezimalstelle genau angibt, so gibt es strenge Inter
polationsverfahren, die es gestatten, auch die dazwischenliegenden 
Funktionswerte mit der gleichen Genauigkeit zu ermitteln. Die hierzu 
notigen Forineln, die in der Dijjerenzenrechnung (s. Lit. 22I, 3I2) gelehrt 
werden, beruhen auf den allgemeinen mathematischen Eigenschaften 
analytischer Funktionen, insbesondere darauf, daB sie in jedem Punkte 
ihres Definitionsbereiches beliebig oft differenzierbar sind. Diese Inter
polationsformeln werden z. B. benutzt, wenn Funktionswerte fur be
liebige Argumente aus Tafeln entnommen werden sollen, die die Funktion 
fur diskrete Werte des Arguments enthalten; auf ihnen beruht also 
die Benutzung von Tafeln der Logarithmen, der trigonometrischen 
Funktionen usw., aber auch von Tafeln zusammengesetzter Furiktionen, 
wie z. B. der astronomischen Ephemeriden der Himmelskorper. 

Die Anwendung der Formeln der Differenzenrechnung auf empirische 
Wertereihen ist im allgemeinen nicht statthaft, da die oben genannten, 
fur analytische Funktionen gultigen Voraussetzungen fUr empirische 
Funktionen meist nicht zutreffen. Selbst wenn die der Beobachtungs
reihe zugrunde liegende empirische Funktion ihrer Natur nach als 
analytisch angesehen werden kann, ist mit dem Auftreten der zufalligen 
Beobachtungsfehler zu rechnen, die den Einzelwerten der Reihe anhaften 
·und ihren "glatten" Verlauf mehr oder weniger empfindlich storen. 

Unter Berucksichtigung dieser Tatsache und mit dem Ziel, eine Aus
gleichung der Beobachtungsfehler herbeizufuhren, lassen sich verschiedene 
Wege einschlagen: 

I. Man interpoliert die gegebene Wertereihe zunachst provisorisch 
auf eine moglichst einfache und vorurteilsfreie Weise. Hierdurch erhalt 
man eine stuckweise stetige, sogar stuckweise glatte Kurve, die dann 
nach den Methoden des ersten Teiles durch bekannte Funktionssysteme 
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so weit anzunahern ist, wie es die Genauigkeit der Beobachtungen erforder
lich macht. Ftir diese provisorische Interpolation kommen insbesondere 
zwei Methoden in Frage: 

a) Die lineare Interpolation, die graphisch dadurch erzielt wird, daB 
man die als Punkte in einem Koordinatensystem aufgetragenen Werte 
durch gerade Strecken miteinander verbindet (Interpolation durch einen 
Polygonzug) . 

b) Die Interpolation durch einen Treppen- oder Stutenzug. Hier 
wird angenommen, daB die Funktion den gemessenen Wert wahrend 
eines ganzen Beobachtungsintervalls beibehalt. Handelt es sich urn eine 
gleichabstandige Reihe mit dem Abstand L1 t, so wird die interpolierte 
Kurve im Intervall 

LIt LIt 
ta - -2- < t < ta + -2-

den Wert t (ta) = const haben, auBerdem in der Mitte zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Beobachtungsterminen einen Sprung aufweisen, 
sofern die dazugehorigen Beobachtungswerte verschieden sind. 

2. Die gegebene Wertereihe wird vor ihrer weiteren Behandlung 
gegliittet, d. h. durch ihre graphische Darstellung wird ein glatter Kurven
zug hindurchgelegt, so daB die Einzelpunkte moglichst gleichmaBig zu 
beiden Seiten der Kurve verteilt bleiben, und ihre Abweichungen von 
der Kurve die GroBenordnung der zu erwartenden Fehler innehalten. 
Am einfachsten geschieht diese Glattung "aus freier Hand", indessen 
erfordert diese Art der Behandlung von seiten des Bearbeiters eine 
gewisse Geftihlssicherheit, die sich in konkreten Fallen oft erst dann 
einstellt, wenn tiber das vorliegende Problem gentigend Erfahrung ge
sammelt worden ist. 

3. Die gegebene Wertereihe wird in ungeglatteter Form benutzt, 
und es wird versucht, sie direkt durch eine Annaherungsfunktion nach 
dem Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate anzunahern. Die Annaherungs
funktionen verschiedener Ordnung, die dabei erhalten werden, sind als 
analytische Ausdrticke ihrer Natur nach glatt, ihre Kurvenbilder also 
als Gliittungskurven anzusehen. Der GlattungsprozeB gilt als abgeschlossen, 
wenn der mittlere tibrigbleibende Fehler der Darstellung der erwarteten 
Genauigkeit entspricht. Da die gesamte Beobachtungsreihe nur endlich 
viele Werte enthalt, ist es immer moglich, die Quadratsumme der Rest
fehler nach endlich vielen Annaherungsschritten zum Verschwinden zu 
bringen - diese letzte Naherungsfunktion wird also die Beobachtungs
werte restlos darstellen, sie entspricht daher einer Interpolation der 
Beobachtungsreihe. Da jedoch diese Interpolationskurve die Beob
achtungsfehler mit darstellt, braucht sie keineswegs die beste Annaherung 
an die gesuchte, dem beobachteten Vorgang entsprechende Kurve zu 
sein. la, selbst wenn die "Beobachtungsreihe" einer analytischen 
Funktion fehlerfrei entnommen ware, wtirde eine derartige Interpolation 
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keineswegs Gewahr dafiir bieten, daB die Zwischenwerte mit der ur
spriinglichen Funktion iibereinstirnmen, denn sie hangen ja noch ganz 
wesentlich von der Art der verwendeten Annilierungsfunktionen ab: 
so wird die Interpolation von n Zahlenwerten durch eine Potenzreihe 
zwar diese Werte ebenso vollkornrnen darstellen, wie die durch eine 
trigonometrische Reihe, aber die Zwischenwerte werden in beiden Fallen 
erheblich voneinander abweichen, und wenn etwa die gegebenen Werte 
einer Exponentialfunktion entnommen waren, wird keine der beiden 
Darstellungen eine befriedigende Interpolation gestatten. 

Von den unter Punkt 3 genannten analytischen Glattungsvedahren 
wird in den folgenden Abschnitten noch ausfiihrlich die Rede sein. 1m 
AnschluB an Punkt 2 miissen noch einige Hilfsmittel erwahnt werden, 
die das Glatten aus freier Hand erleichtern, wenn auch nicht ganz 
ersetzen k6nnen, und dieser MaBnahrne wenigstens einen Teil der in 
ihr enthaltenen Willkiir und GefiihlsmaBigkeit nehmen. Der Zweck der 
Glattung ist ja, die Beobachtungsreihe nach M6glichkeit von der Wirkung 
der zufalligen Fehler zu befreien. Da zufallige Fehler die statistische 
Eigenschaft haben, gleich haufig positiv und negativ zu sein, so wird 
das arithrnetische Mittel aus einer gr6Beren Anzahl verschiedener Fehler 
von urn so kleinerem Betrage sein, je gr6Ber die' Anzahl ist, und zwar 
nirnrnt (was hier als bekannt vorausgesetzt sei) der wahrscheinlichste 
Betrag des arithrnetischen Mitte1s wie die Wurzel der Anzahl abo Eine 
Verminderung der Gr6Benordnung der Fehler wird man daher bei 
Beobachtungsreihen unter gewissen Voraussetzungen dadurch erzielen 
k6nnen, daB man je n aufeinanderfolgende Werte zu ihrem arithrnetischen 
Mittel zusammenfaBt und dieses als geglatteten Funktionswert dem 
mittleren Argument zuschreibt. Das ist aber nur dann statthaft, wenn 
man annehrnen dad, daB die gedachte (fehledreie) Beobachtungskurve 
in dem Bereich, iiber den die Mittelbildung erfolgt, keine merkliche 
Kriirnrnung aufweist, also wenigstens angenahert linear verHiuft. Liegen 
die Beobachtungswerte hinreichend dicht, so wird man diese Methode 
der Glattung durch iibergreifende Mittel oft mit Edolg anwenden, doch 
muB man sich sehr hiiten, die Mittelbildung auch iiber solche Intervalle 
vorzunehrnen, die eine offensichtliche sprunghafte Anderung der Funktion 
oder ihrer Ableitung (Spriinge oder Knicke) enthalten, da die geglattete 
Reihe die Tendenz hat, diese Eigenschaften zu verwischen1. Die ein
fachste Form der Glattung durch Mittelbildung ist die, die Beobachtungs
reihe durch die arithrnetischen Mittel zwischen je zwei aufeinander
folgenden Werten zu ersetzen. Dehnt man die Mittelbildung iiber mehr 
als zwei Werte aus, so geht man oft so vor, daB man den Werten, die 
dem mittleren Argument am nachsten liegen, ein gr6Beres Gewicht 
erteilt als den weiter entfernten. Bei Dreierrnitteln ist die Gewichts-

1 Siebe aucb A. p. V. S. 15 bis 16. 
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verteilung (1,2, I) sehrgebrauchlich: Sind also 11,/2,13 drei aufeinander
folgende Beobachtungswerte, so lautet der geglattete Wert 

I 
g2 = "4 (/1 + 212 + la) . 

Fiir mehr als drei Werte benutzt man verschiedene Gewichtsverteilungen, 
z. B. gleichmaBige Abnahme von der Mitte nach den Enden des Intervalls 
oder ungleichformige Abnahme gemaB dm Binomialkoeffizienten. So 
erhalt man fiir Vierermittel nach diesen beiden Methoden die Werte 

I I 

g. = 6" (/1 + 2/2 + 2/3 + 14) bzw. g5 = -8- (/1 + 3/2 + 3/3 + 14) 
11 1" 

fiir Fiinfermittel 

g3= ~ (/1 + 2/2+ 3/3 + 2/4 + 15) bzw. g3= 116 (/1 +4/2+ 613+ 4/4 + 15) 

usw. 
1st die Beobachtungsreihe ihrem allgemeinen Verlauf nach merklich 

gekriimmt, d. h. weist sie wesentliche Schwankungen auf, so zeigt die 
durch iibergreifende Mittel gebildete geglattete Reihe eine Neigung, die 
Amplitude der Schwankungen zu verkleinern, wahrend die Perioden 
erhalten bleiben. Wird die (ungewichtete) Mittelbildung iiber ein Intervall 
von der Lange der Schwankungsperiode ausgefiihrt, so wird die geglattete 
Reihe diese Schwankung iiberhaupt nicht mehr enthalten. Bei der 
Glattung durch iibergreifende Mittel wird man also darauf achten, daB 
das zur Mittelbildung herangezogene Intervall gegeniiber den jeweilig 
auftretenden Schwankungsperioden hinreichend klein ist - es sollte im 
allgemeinen den vierten Teil der Schwankungsperiode nicht iiberschreiten. 
Andererseits ist durch diesen Umstand die Moglichkeit gegeben, kurz
periodische Schwankungen durch Glattung aus der Beobachtungsreihe 
zu entfernen, urn dadurch Schwankungen von langerer Periode klarer 
hervortreten zu lassen. Diese Methode wird in der Periodenforschung 
haufig angewandt, urn kurze und lange Perioden voneinander zu trennen!. 

10. Annaherung von Beobachtungsreihen. 
Wenn wir eine Beobachtungsreihe vor der weiteren Bearbeitung 

gliitten, so setzen wir damit ihrer Annaherung durch eine analytische 
Funktion oder durch Reihen solcher Funktionen von vornherein eine 
Schranke, die durch das Quadrat der Abweichungen der Einzelwerte 
von der Glattungskurve groBenordnungsmaBig gegeben ist. Eine fort
schreitende Annaherung der Beobachtungswerte mit dem Ziel, die 
iibrigbleibenden Reste beliebig klein zu machen, ist dagegen durch die 
beiden Verfahren ermoglicht, die in Punkt I und 3 des vorigen Ab
schnitts angedeutet worden sind. In der Art, wie diese Annaherung 

1 Siehe z. B. V, 5. 
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vor sich geht, unterscheiden sich beide Methoden wesentlich voneinander. 
Durch die provisorische Interpolation der Beobachtungsreihe durch 
Polygon- oder Treppenziige (Punkt I) wird eine stellenweise geknickte 
bzw. stellenweise unstetige Hilfsfunktion erzeugt, die die Beobachtungs
werte selbst als Ordinaten enthalt. Die vorgelegte Aufgabe ist daher 
auf die friihere der Annaherung empirischer Kurven zuruckgefiihrt -
eine vollstandige Darstellung der Beobachtungswerte wird daher im 
allgemeinen erst nach unendlich vielen Schritten der Annaherung zu 
erwarten sein, wahrend die in Punkt 3 angefiihrte direkte Annaherungs
methode schon nach endlich vielen Schritten zur vollstandigen Dar
stellung der Originalwerte fiihrt. 

Wir beschranken uns auf den Fall einer eindimensionalen Beob
achtungsreihe - der Einfachheit halber nehmen wir als Argument die 
Zeit (t) an. Die zu den Beobachtungsterminen 

to, tv t2, •.. , tv> ••• , tN 

gemessenen GroBen seien 
Yo, Yv Y2' ... , Yv, ... , YN· 

1st die Beobachtungsreihe iiquidistant, so wahlen wir den konstanten 
Beobachtungsabstand (etwa Stunde, Tag, Monat, Jahr), als Zeiteinheit
die Folge der Argumente entspricht dann der Folge der ganzen Zahlen, 
die Null und die negativen Zahlen gegebenenfalls eingeschlossen. 

Die zur Annaherung benutzten Funktionen bilden, wie friiher, ein 
linear unabhangiges System von "Elementarfunktionen" 

!Po (t), !pdt), ... , !P n (t), ... 

Die Naherung n-ter Ordnung sei eine lineare Kombination dieser Funk
tionen: 

gn (t) = ao!po (t) + a l !PI (t) + ... + an!Pn (t) 

mit noch zu bestimmenden Konstanten ao, aI' ... , an. 
Nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate ist dann diejenige Naherung 

n-ter Ordnung als die beste anzusehen, die der Bedingung 
N 

If>n = 2: (Yv-gn (t.))2 = Min 

geniigt. Die Losung dieses Minimumproblems fiihrt sodann auf die 
N ormalgleichungen 

N N 

I of1>" ~ ~ ( - 2 oa", = ao ~ !p", (tv) !Po (tv) + al~ !Pt' tv) ffil (tv) + ... 
,'=0 v=O 

N N (IS) 

+ an 2: !p", (tv) !pn (tv) - :2 Yv!P", (tv) = 0, (fl = 0, I, ... , n) 

die sich von den friiheren nur dadurch unterscheiden, daB anstatt der 
Integrale S~tmmen auftreten. 

Stumpff, Periodenforschung. 3 
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Fiir die Bestimmung des Minimumsausdruckes Wn erhalt man ganz 
ahnlich wie friiher 

N N 

Wn (Min) = .I y~-.I g; (tv) • 
v~O v~O 

Das Quadrat des mittleren Restfehlers ist dann 

,u; = 1~ Wn (Min)!. 

Etwas tiefergehende Betrachtungen werden notig, wenn wir versuchen, 
auch den Begriff der Orthogonalitiit des Systems der Annaherungs
funktionen auf die bei Beobachtungsreihen vorliegenden besonderen 
Verhaltnisse zu iibertragen, was mit Rucksicht auf die auBerordentliche 
Vereinfachung der Auflosung der Normalgleichungen im Faile der Ortho
gonalitat sehr wtinschenswert ist. DaB wir mit den im ersten Teil 
gewonnenen Erfahrungen iiber orthogonale Funktionssysteme ailein 
nicht auskommen, ist klar und liegt einfach daran, daB ja die Ausgangs
funktionen nicht wie dort in ihrem gesamten Verlauf benutzt werden, 
sondern - ebenso wie die Beobachtungsfunktion selbst - nur fiir aus
gewahlte Argumente. Erfiillen also die Funktionen des Systems fUr 
ein bestimmtes Intervall [a, bJ die Orthogonalitatsbedingungen 

b 

J CPt-< (t) CPv (t) dt = 0, 
a 

so ist damit noch nicht gesagt, daB fUr diskrete Argumente dieses Inter
vails auch 

n 

.I CPt-< (tv) CPv (tv) = 0 (fl =l= v) 
v~O 

ist. Das ist aber offenbar die Forderung, die zu steilen ist, wenn die 
Losungen der Normalgleichungen (IS) die gleiche einfache Gestalt haben 
soilen wie friiher. Die Befriedigung dieser Forderung, die wir ebenfalls 
als Orthogonalitatsbedingung bezeichnen wollen, hangt auBer von der 
analytischen Gestalt der Naherungsfunktionen ganz wesentlich von der 
Wahl der diskreten Argumente, also der Beobachtungszeiten ab, ebenso 
wie sie im fruheren Fall von der Lange und Lage des Beobachtungs
intervails abhing. 

So wie wir friiher ein gegebenes, nicht orthogonales Funktionssystem 
fUr einen bestimmten Bereich der unabhangigen Variablen orthogonali
sieren konnten, werden wir jetzt die Orthogonalisierung mit Riicksicht 
auf ein bestimmtes Aggregat von diskreten Argumenten vornehmen 
mussen. Gehen wir dabei von einem einfachen Elementarsystem aus, 
z. B. von dem der Potenzen, so werden wir im allgemeinen nich t zu den 

1 Der N enner N ist urn eins kleiner als die Anzahl der Surnrnanden. Die Be
griindung dieser Tatsache ist aus der Fehlertheorie bekannt. 
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gleiehen Orthogonalsystemen gefiihrt werden, die wir frillier kennen
gelernt haben, oder wenn doch, dann nur bei ganz bestimmter Verteilung 
der Argumente. 

11. Harmonische Analyse von Beobachtungsreihen. 
Die in Abschnitt 6 gesammelten Bemerkungen fiber rein periodische 

Funktionen lassen sich ohne Schwierigkeit auf Beobachtungsreihen fiber
tragen. Wir wollen also eine Beobachtungsreihe 

•.. Yo, Yv Y2' ..• , Yn> ..• 

rein periodisch nennen, wenn sie aus einer rein periodischen Kurve durch 
Ordinatenauswahl entstanden ist, wobei ffir den Begriff der reinen 
Periodizitat die gleiehen Vorbehalte gelten wie friiher. Geschieht die 
Ordinatenauswahl in jeder "Grundperiode" an gleiehliegenden Stellen 
der Abszissenachse, so kann die Funktionalbedingung in der ~orm 

t (tv) = t (tv + kP) 
geschrieben werden. 1st insbesondere die Reihe aquidistant, und ist die 
Grundperiode ein ganzes Vielfaches des Beobachtungsabstandes L1 t = I, 

so ist - immer abgesehen von Beobachtungsfehlern oder sonstigen 
st6renden Beimischungen -

Yv = Yv+kp· 

Die Harmonische Analyse einer Beobachtungsreihe, die der letzt
genannten Bedingung genfigt, ist der in der Praxis bei weitem am 
haufigsten vorkommende Fall. Es liege ein Grundintervall von der 
Lange p vor, das durch p gleiehabstandige Beobachtungen 

Yv Y2' ... , YP 
belegt sei. Diese Werte sollen durch eine endliehe, nach den Funktionen 

I, cos ex. t, cos 2 cd, .. . 

sin oc t, sin 2 oc t, .. . 

fortschreitende Reihe angenahert bzw. interpoliert werden. 
Es erweist sieh, daB in diesem Falle die in den Normalgleiehungen 

auBerhalb der Hauptdiagonale auftretenden Koeffizienten 
p 
~ cos ft oc tv cos (! oc tv 

v=1 

P 
~ sinft oc t. sin (! oc t • 

• =1 
p 
~ cos ft oc tv sin (! oc tv 
.=1 

samtlich verschwinden, sofern ft + (! < P . 
3* 
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Man beweist diese Behauptung mittels der bekannten Summations
sa tze der trigonometrischen F unktionen : 

P sinp!L 

2: cos (1'ffJ +"P) = -. -i-cos [(P + I) ; +"P] 
v~1 sm-z 

Es ist namlich, wenn gemaB den obigen Voraussetzungen die gleich
abstandigen Abszissen 

(1' = I, 2, ... , P) 
eingefUhrt werden: 

P P 
2 I cos/Mxi. cose rx tv = I {cos (ft + e) rx (q + 1') + cos (ft -e) rx (q + 1')} 
0-1 .-1 

P P 
2 I sin ft rx t. sin e rx tv = I { cos (ft - e) rx (q + 1') - cos (ft + e) rx (q + 1') } 
v~l v~l 

P P 
2 I COSlt rx tv sinerx t. = I {sin (p + e) rx (q + 1') -sin (p -e) rx (q + 1')}. 
v~1 v~1 

In den vorkommenden cos- und sin-Summen sind also die Frequenzen 
z:n: 

ffJ = rx (It ± e) = p Vt ± e) 

zu verwenden. Fur ft > e und ft + e < P ist stets sin ~ > 0, hingegen 

sin P ; = o. Daraus folgt zunachst die Giiltigkeit der Orthogonalitats

bedingungen 
P 

I cos ft rx tv cos e rx tv = 0 
v~l 

P W'f=O 
I sin p rx t. sin e rx t. = 0 
v=l 

fur It + e < p, wahrend ersichtlich ist, daB die Bedingung 
P 

I cos ft rx tv sin e rx tv = 0 
v=1 

auch fUr ft = enoch erfiillt ist. 
Fur eine Annaherung bis zur m-ten Ordnung: 

Yv = ao + al cos rx tv + az cos 2 rx tv + ... + am cos m rx tv 
+ bi sin rx tv + bz sin 2 rx tv + ... + b", sin m rx tv 

sind 2 m + I Koeffizienten zu berechnen; es muB also 2 m + I -<:: P sein, 
damit die Losung eindeutig bleibt. Die Norlllaigieichungen reduzieren 
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sich, da die Orthogonalitatsbedingungen wegen fl::::::' m; e::::::' m, d. h. 
fl + e ::::::. 2 m < p samtlich erfilllt sind, auf 

p 

ao'p = ~Y" 
.=1 

p p 
ap' ~ cos2 fl oc t. = ~ Y. cos fl oc t • 

• =1 .=1 
P P fl = I, 2, ... , m, 

bp. ~ sin2 floct. = ~ Y. sin floct • 
• =1 .=1 

wobei man zweckmaBig durch Wahl eines geeigneten Anfangspunktes 
dafUr sorgt, daB tv = v gesetzt werden kann. Da ferner 

p p 

L;COS2floct.= L;sin2floct.= ~ fUr 2fl<P, 
.=1 .=1 

so ergeben sich fUr die Koeffizienten 
p 

ao = -;-~ Y • 
• =1 

p P 
2 ~ 2 ~ 

ap.=p~ Yvcosfloct,,=p ~ y.cosflvoc 
.=1 .=1 

p p 

b 2~. 2~. 
P. = P ~ Yv SIllfl oc tv = P ..::::;.; Yv SIll,u VOC . 

• =1 v=l 

Die Interpolation der gegebenen Werte ist streng, wenn die Anzahl der 
Konstanten gleich der Anzahl der Beobachtungen ist. Rier haben wir 
zwei FaIle zu unterscheiden, je nachdem peine gerade oder ungerade 
Zahl ist. 1st p ungerade, etwa p = 2 r + I, so tritt die strenge Inter
polation gerade fUr die r-te Ordnung ein, und da in diesem FaIle stets 
zfl-< Z r < p, so behalten die obigen Formeln fUr die FouRIER-Koeffi
zienten auch fUr die hi:ichste Ordnung ihre Giiltigkeit. Das ist jedoch 
nicht mehr der Fall, wenn p gerade ist. 1st namlich p = 2 r, so ist 

p 
cos rv oc = cosnv = ± I; ~ cos2 r v oc = P 

v=l 

sinrvoc = sinn v = 0, 

woraus erhellt, daB die Bestimmungsgleichung fUr by ihren Sinn verliert, 
wahrend 

p 

a = 1_ """ Y cos rv oc 
y p~ v 

.=1 

wird. Die harmonische Welle hi:ichster Ordnung ist also in diesem FaIle 
eine reine cos-Welle. 
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Fiir die minimale Fehlerquadratsumme ergibt sich bei Annaherung 
bis zur m-ten Ordnung: 

P m 

@m(Min) = ~ y~-p a3-~ ~ (a! + b!), 
p=1 p=1 

also fiir das Quadrat des mittleren Restfehlers der wahrscheinlichste Wert 

12. Mehrdeutigkeit der trigonometrischen Interpolation. 
1st eine empirische Funktion im Bereich [0, P] durch eine Kurve 

iiberaIl definiert, so wird sie durch ihre FOURIERSche Entwicklung ein
deutig dargestellt. Es gibt daher eine und nur eine Folge von FOURIER
Koeffizienten 

die fiir die Annaherung der Funktion maBgebend ist. 1st hingegen die 
Funktion im gleichen Bereich durch eine (im beson<;leren aquidistante) 
Auswahl von p Ordinaten vertreten, so stellt die Interpolation dieser 
Ordinaten mittels der im vorigen Abschnitt abgeleiteten p ersten Glieder l 

der Folge 
ao; ai' bl ; a2, b2 ; ••• 

nur eine einzige von unendlich vielen Interpolationsmoglichkeiten dar, 
und zwar diejenige, die mit moglichst wenig und moglichst langen 
harmonischen Wellen die betreffende Ordinatenauswahl darzustellen ver
mag. Dabei ist es keineswegs sicher, daB diese p Konstanten a,.. bp 

mit den ersten p FOURIER-Koeffizienten r:t..,.. Pp auch nur annaherungs
weise iibereinstimmen; wir wollen aber die Ordinatenauswahl als hin
reiehend dieht bezeichnen, wenn eine geniigende Dbereinstimmung vor
liegt. Vollige Dbereinstimmung ist nur dann zu erwarten, wenn die 
FouRIER-Entwicklung selbst mit dem p-ten Gliede abbricht, aIle spateren 
FOURIER-Koeffizienten also verschwinden. Alsdann folgen die Identitaten 

ap = r:t..p; bp = Pp 

aus der Eindeutigkeit der FOURIER-Entwicklung. Genaherte Dberein
stimmung zwischen den a,.. bp und r:t..,.. pp ist dann gegeben, wenn die 
Quadratsumme der FOURIER-Koeffizienten vom (P + I)-ten ab hin
reichend klein, d. h. von der GroBenordnung des zu erwartenden Fehler
quadratintegrals ist. 

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen "den Konstanten a,.. bp 

und den FOURIER-Koeffizienten an einigen konkreten Beispielen naher 

1 Also, wenn p ungerade, bis b ~ (P _ 1); wenn P gerade, bis at p • 
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untersuchen, urn an Hand der dabei gewonnenen Erfahrungen einige 
allgemeinere Regeln uber diese Zusammenhlinge ableiten zu konnen. 

Von besonderer Wichtigkeit fur die Zwecke der praktischen Harmo
nischen Analyse ist es, den Fall zu untersuchen, daB die Beobachtungs
reihe provisorisch durch einen Stufenzug oder einen Polygonzug inter
poliert wurde. Beide Interpolationsarten werden namIich sehr haufig 
vorgenommen, wenn die zur Darstellung der FOURIER-Koeffizienten 
benutzte Methode das Vorhandensein eines stetigen oder stiickweise 
stetigen Kurvenzuges voraussetzt, wie dies z. B. bei der Verwendung 
der mechanischen Harmonischen Analysatoren (s. II, 2) der Fall ist. 
Wir haben also hier das Ergebnis der trigonometrischen Interpolation 
nieht mit der FOURIER-Entwicklung der "wahren" Beobachtungs
funktion, sondem mit der Entwickhmg der. provisorisch interpolierten 
Funktion zu vergleichen, wobei nach wie vor die Frage offen steht, 
welche von beiden Darstellungen dem wahren Funktionsverlauf am 
meisten gerecht wird. Ich hebe diese an sich triviale Feststellung 
besonders hervor, da man in der Literatur mitunter einer verkehrten 
Interpretation dieses Sachverhaltes begegnet. 

Es sei eine empirische Funktion im Bereich [0, PJ durch die FOURIER
Reihe 

00 

t (t) = 0:0 + .I (0:1' cosfl 0: t + {lp sinfl 0: t) 
1'=1 

dargestellt; aus ihr sei an den gleichabstandigen Stellen 

t = I, 2, 3, ... , P 
eine "Beobachtungsreihe" 

00 

y~ = t (v) = 0:0 + .I (0:1' cosfl 0: V + {lp sinfl 0: v) 
1'=1 

(v = I, 2, ... , P) 

entnommen. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit darf dabei 

yo= yp 

angenommen, d. h. die reine Periodizitat der Beobachtungsfunktion im 
Grundintervall [0, PJ vorausgesetzt werden. Die provisorische Inter
polation der Ordinatenauswahl durch einen Treppenzztg geschieht dann 
dergestalt, daB fur ein Teilintervall 

I I 
v-z<t<v+ 2 

der provisorische Funktionswert 

t* (t) = y~ 
eingesetzt wird. Setzen wir der Einfachheit halber p als ungerade voraus 
(P = 2 r + I) so lauten die Koeffizienten der trigonometrischen Inter
polation 
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p 

ao = ;~ y, 
,=1 

P 

a,.. = ;~y"cosp,rxv (p, = I, 2, ... , r) 
,=1 

p 

b,.. = ; 2: y,sinp,rxv. 
0=1 

Die FOURIER-Koeffizienten der Treppenkurve sind hingegen: 
p+! p o+t p 

~ = ; f t* (t) dt = ; ~ y,. f dt = ; ~ y, = ao 
t 0=1 ,-~ ,,=1 

p+~ p ,,+t 
rx; = ; f t* (t) cosp, rx t dt = ; ~ y, f cosp, rx t dt 

i- v=l v-t 
sin.!!:.!!:... P sin p,:n 

= p2 • __ 2_. """' Y COS I/. rx v = --~ . a" 
.!!:.!!:... ~"r p,:n r 

2 ,=1 P 

P+t P ,+t 
13;=; f t*(t)sinp,rxtdt=; ~y, f sinp,rxtdt 

t ,=1 ,-~ 

sin .!!:.!!:... P sin !!:.!!... 
2 2 . L; y,sinp,rxv = 

p 
. b,... =-. 

P tta. P!!.. 
2 

,=1 
P 

P 

1st jedoch p gerade (p= zr), SO ist wegen ar = -;L; y. COS P, rx r 

. r:n 
Sln- -

,=1 

* p 4 ··h d {3* b rx, = 2---a,= ---·ar , wa ren r = ,= o. r:n :n 
p 

Mit Hilfe der Reduktionsfaktoren 
p,:n 
p 

qp,=-~-

sin p,:n 
p 

(It = 0, I, 2, ... , r) 

kann man also jederzeit die harmonischen Konstituenten der Beob
achtungsreihe aus den FOURIER-Koeffizienten der Treppenkurve ab
leiten, was fUr die Anwendung der Harmonischen Analysatoreri (s. II, 2) 
von groBer Bedeutung ist. 
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Die Interpolation der Beobachtungsreihe durch einen Polygonzug 
ergibt fUr jedes der Intervalle 

'JI-I<t<'JI 

den provisorischen Funktionsverlauf 

t (t) = y~ (t-'JI + I)-y~_1 (t-'JI). 

Die Berechnung der FouRIER-Koeffizienten ergibt: 

.,~ ; i7(t)dt~ ;:t I Y,,[t-v+ I) dt-YH .1,('-.) d, 1 
P'I 1 0 1 = ; &. y~! -r:d-r:-y~-1_1 -r:dr 

P 
= ~ ~ Y~ + Yv -1 . 
p~ 2 
~=1 

P P 
Wegen der vorausgesetzten reinen Periodizitat ist.I y~ =.I y~ -1> daher 

P 

rio = ; ~ Yv = ao· 
v =1 

Fur p, >- I erhaIten wir: 
P 

i",=; /7(t)cosp,octdt= 
o 

~=1 ~=1 

= ; ~ I y • • !:(t- 'II + I) cospoc t dt- Yv -\ l~(t- 'II) cosp, oc t dt 1 

PI' 1 1 
= ; ~ Yvcos('II- I)p,OC.j TCOSp,OC rdr- y.sin ('11- I)p,OC.j rsinp,oc rdr 

v= 1 0 0 

- Yv-l COS'llp,oc· J -r:cosp,ocrd-r: + Yv -1 sin'llp,oc· j -r:sinp,oc-r:dr I· 
-1 -1 

Da r cosp, oc -r: eine ungerade, -r: sinp, oc -r: eine gerade Funktion ist, wird 
1 0 

j -r:cosp,oc-r:d-r:~- j-r:cosp,oc-r:d-r: 
o -1 

1 

j -r:sinpoc-r:d-r: = 
o 

o 
j -r:sinp,oc-r:d-r:, 

-1 
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mithin: 

OC,. = ; .tl (Yvcos (V-I)fl OC + Yv-1 cosvfloc) / -rCOSfl oc-rd-r 

- (yv sin (v - I) fl oc - Yv -1 sin v fl oc) / -rsinfl oc -r d -rl· 

Ferner ist wegen der reinen Periodizitat der Y. und der harmonischen 
Funktionen 

p p p p 

.I Yv-1 cos Vfl oc =.I y.cos (v + I) flOC; .I Y.-1 sin vfloc =.I y.sin ('11+ I)floc. 
v=1 v=1 v=1 v=1 

Daher ergibt sich schlieBlich 

p, ~ b, ( @n.;"), 
Benutzt man also bei der Ermittlung der harmonischen Konstituenten 
einer aquidistanten Beobachtungsreihe einen Polygonzug, so sind die 
erhaltenen FouRIER-Koeffizienten mit dem Reduktionsfaktor 

zu muItiplizieren. 
In beiden betrachteten Fallen sieht man, daB die aus der provisorisch 

interpolierten Reihe erhaltenen Konstanten urn so ungenauer sind, je 
kleiner die Wellenlange ist (ungenauer, insofern man die durch Aus
gleichung nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate erhaItenen wahr
scheinlichsten Werle als die genauesten ansehen will). Die Faktoren 
I I P 

- bzw. "' die fUr It = 0 den Wert I besitzen, betragen fUr fl = -:;-, also 
~ ~ -
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fiir die kleinste bei der trigonometrischen Interpolation vorkommende 
WellenHinge 

2 
-=0,6366 
:II; 

bzw. 4 
:ll;z = 0,4053. 

Die abgeleiteten Formeln fiir die Konstanten Ot~, P~ bzw. ~w Pp 
haben iibrigens auch fUr beliebige Frequenzen p Giiltigkeit. So gilt 
im Falle der Treppenkurve ganz allgemein 

p 

* I 2 ~ Ot =-.-. Y COSIlOCV 
P qp P v r 

v=l 
p 

R*=_I_.~. ~Y SinllOCV 
t'p qp P ~ v r , 

v=l 

und man sieht leicht, daB die vorkommenden Summenausdriicke sich 

auch fiir p > ~ auf die Konstanten a, b zuriickfiihren lassen. 1st 

so erhalt man 

p = 2r oder p = 2r + I und 
k = 0, I, 2, ... 

S=O, I, 2, .. . ,r 
2:11; 

OC=p' 

p p p 

~ Yv cos p,OCV = ~ Yvcos (kP ± s) 2;V = 2: Yv cossocv 
v=l v=l v=l 

P P P 

L: Yv sinp, ocv = ~ Yv sin (kP ± s) 2;V = ± ~ Yv sin SOC'll. 
v=l v=l .=1· 

Daraus folgt, daB siimtliche FOURIER-Koeffizienten einer aus p aqui
distanten Beobachtungen entstandenen Treppenkurve sich in einfacher 
Weise aus den endlich vielen Konstanten as, bs gewinnen lassen. Dasselbe 
gilt natiirlich auch fiir den Polygonzug und allgemein fiir jede durch be
stimmte geometrische Vorschriften aus der Beobachtungsreihe hervor
gehende provisorische Interpolation, sowie auch fiir jede durch solche 
Vorschriften festgelegte Glattung, z. B. fiir Glattung durch arithmetische 
Mittel benachbarter Beobachtungswerte und nachfolgende Verbindung 
der Glattungspunkte durch einen Stufenzug. 

Die letzten Betrachtungen lassen sich schlieBlich auch durchfiihren, 
wenn es sich darum handelt, das Ergebnis der Harmonischen Analyse 
der Beobachtungsreihe mit dem wahren Funktionsverlauf zu vergleichen. 
Unabhangig davon, ob dieser Verlauf - etwa durch eine Registrierung, 
der die aquidistanten Beobachtungswerte entnommen waren - bekannt 
ist oder nicht, laBt er sich formal durch die FOURIERSche Reihe 

f (t) = 0(0 + 0(1 cos oc t + OC2 cos 2 0( t + ... + O(n cos n 0( t + .. . 
+ PI sin 0( t + P2 sin 2 0( t + ... + Pn sin nO( t + .. . 
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wiedergeben. Die p aquidistanten Werte der Beobachtungsreihe haben 
dann die Gestalt 

Y. = OCo + OCI COSVOC + OC2 COS2VOC + ... + ocncosnvoc + .. . 
+ fJI sin v oc + fJ2 sin 2 v oc + ... + fJn sin n v oc + .. . 

Da die cos- und sin-Faktoren dieser Reihe periodisch sind, also nach 
Ablauf einer gewissen Folge immer wieder die gleichen Werte annehmen, 
lassen sie sich weitgehend zusammenfassen, so daB wir schlieBlich die 
endliche Reihe 

Yv = OCo + I:1.p + r:J.2P + ... 
+ cos v oc . (OCI + OCp -1 + OCp + 1 + r:J.2 P -1 + r:I.z p + 1 + ... ) 
+ sin VOC· (fJ1- fJp -1 + fJp + 1 - fJ2 P-1 + fJ2 p + 1 -' .. ) 

+ cos 2 v OC· (OC2 + OCp _ 2 + !Xp + 2 + r:I.z p - 2 + 1:1.2 P + 2 + ... ) 
+ sin 2 v!x· (fJ2 - fJp - 2 + fJp + 2 - fJ2P - 2 + P2 p + 2 -' •• ) 

+ ........... . 
erhalten, deren Koeffizienten unendliche Teilsummen der Folge der 
FOURIER-Koeffizienten darstellen. Diese endliche Reihe ist mit dem 
Ergebnis der trigonometrischen Interpolation der Beobachtungsreihe 
offen bar identisch, die Konstanten der Annaherungsglieder haben also 
die Form 

ao = 1:1.0 + !Xp + !X2 p + ... 
al' = 1:1.1' + I:1.p _I' + !Xp + I' + !X2 p _ I' + !X2 p + I" + ... , 
bl' = PI' - pp - I' + PP + I' - P2 P -11 + P2 p + I' - •.• , 

wobei noch zu bemerken ist, daB im FaIle p = 2 r 

ar = OCr + !X3 r + !X5 y + ... 
by = 0 

1 
(r6) 

fUr die Konstanten der h6chsten Oberschwingung herauskommen. Aus 
dieser Darstellung ist aIles abzulesen, was liber den Zusammenhang 
zwischen der empirischen Funktion f (t) und der trigonometrischen Inter
polation der Reihe Yv zu sagen ist. Damit die letztere eine hinreichende 
Annaherung an den wahren Funktionsverlauf bildet, ist notwendig, daB 
die erst en Glieder auf den rechten Seiten von (r6) so stark liberwiegen, 
daB aIle iibrigen Glieder in ihrer Gesamtheit klein sind, und zwar genligt 
es nicht, daB ihre Summe ganz oder nahezu verschwindet, sondern es 
ist dies sogar von der Summe der absoluten Betrage oder von der Summe 
der Quadrate zu fordern. 1st namlich nur die einfache Summe der 
Restglieder in (r6) klein, so stellen zwar die all' bl' die entsprechenden 
FouRIER-Koeffizienten I:1.Il' PI' mit groBer Annaherung dar, es sind aber 
auBerdem in der wahren Kurve wesentliche kurzperiodische Schwan
kungen vorhanden, die durch die getroffene Ordinatenauswahl Yv nicht 
erfaBt worden sind, wir haben also den Fall vor uns, der nach den ein-
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leitenden Bemerkungen dieses Abschnittes bei hinreichender Ordinaten
dichte ausgeschlossen sein sollte. Ein besonders krasses Beispiel fUr 
diesen "verbotenen" Fall wtirde dann vorliegen, wenn die Beobachtungs
funktion aus einer einzelnen harmonischen Schwingung besteht, deren 

Frequenz > r ist, etwa fl = k P ± s ( s < ! ). Alsdann werden alle Kon

stanten a, b gleich Null, bis auf 

as = ockP ±s; 

und die Beobachtungsreihe wird durch die trigonometrische Inter
polation 

Yv = ascossvoc + bssinsll oc 

dargestellt, wahrend die wahre Funktion die Gestalt 

I (t) = as COS,it oc t + bs sin/it oc t 
hat. Mit anderen Worten: die Beobachtungsreihe tauscht das Vorhanden
sein einer langwelligen Periodizi
tat vor, wahrend es sich in Wirk
lichkeit um eine kurzwellige han
delt. Ein Beispiel dafUr bietet der 
in Abb. I dargestellte Sachver
haIt. Hier ist die Schwingung 

I (t) = sin 7 oc t 

Abb. I. Vortauscbung einer langperiodischen Schwingung 
durch aquidistante Ordinaten einer kurzperiodischen 

Sinuswelle. 

im Bereich 0 < t < P = ~ einmal als stetige Kurve, sodann durch eine 
Cl 

Auswahl von 9 gleichmaBig tiber den Bereich verteilten Ordinaten 
(Abszissen 0, I, ... , 8) dargestellt worden - die letztere tauscht eine 
lange Welle 

Iv =-sinoct. 

VOL In der Praxis laBt sich eine Entscheidung tiber die wahre Wellen
lange in solchen Fallen nur dadurch herbeifUhren, daB man die Ordinaten
folge durch weitere Zwischenwerte verdichtet, oder daB man auBer den 
Beobachtungswerten selbst ihre zeitliche Anderung zu den Beobachtungs
terminen mit heranzieht. 

Sind die Beobachtungstermine ungleichma/3ig tiber den Bereich der 
unabhangigen Veranderlichen v~rteilt, so geIten die Orthogonalitats
bedingungen nicht oder wenigstens nicht aIle. Die Naherungswerte fUr 
die harmonischen Konstituenten sind also fUr jede Ordnung getrennt 
und aus allen Normalgleichungen gemeinsam zu berechnen, was ins
besondere fUr die hoheren Ordnungen eine groBe Vermehrung der Rechen
arbeit bedeutet. Da es jedoch in den meisten praktischen Fallen nicht 
auf eine strenge Darstellung der Beobachtungswerte ankommt, so wird 
man versuchen, diese Schwierigkeit unter Inkaufnahme einer ertrag
lichen Ungenauigkeit zu umgehen. Das wird immer dann moglich sein, 
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wenn wenigstens die Dichte der Beobachtungsreihe an jeder Stelle des 
Bereiches, wenn auch verschieden, so doch so groB ist, daB sie den 
im Abschnitt 9 aufgestellten Bedingungen entspricht. Dann ist es 
namlich moglich, eine provisorische Interpolation der Reihe durch einen 
Treppen- oder Polygonzug vorzunehmen und der so erhaltenen Kurve 
gleichabstandige Ordinaten in geniigender Dichte zu entnehmen, die 
dann nach den Methoden des vorigen Abschnitts analysiert werden. 
Dies Verfahren bedarf keiner naheren Erlauterung - wir werden im 
dritten Kapitel bei der Erorterung des DARwINschen Verfahrens Gebrauch 
davon machen. Kommt es jedoch auf eine strenge Interpolation an, 
oder ist die Dichte der Ordinaten in einzelnen Abschnitten des Gebietes 
fur eine hinreichend sichere provisorische Interpolation nicht groB genug 
(wenn dies auch unter allen Umstanden von der mittleren Dichte verlangt 
werden muB), so laBt sich die strenge Auflosung der Normalgleichungen 
schwerlich umgehen. Man wird aber meistens davon Gebrauch machen 
konnen, daB die auBerhalb der Diagonale stehenden Koeffizienten der 
N ormalgleichungen von geringerer GroBenordnung sind als die der 
Hauptdiagonale. Es laBt sich dann aus der Gleichung 

ao 2: flJo (tv) fIJI' (tv) + al 2: fIJI (tv) fIJI' (tv) + ... + al' 2:fIJ! (tv) + ... 
+ an 2: flJn (tv) fIJI' (tv) = 2: YvfIJl' (tv) 

der Koeffizient al' zunachst annaherungsweise durch den formal genau 
so wie fruher gebildeten Ausdruck 

a~) 2: fIJ; (tv) = 2: Yv fIJI' (tv) 

darstellen. Die so erhaltenen Naherungswerte a~) sind dann in den 
meisten Fallen schon genau genug fUr die Bestimmung der vernach
lassigten Glieder, in denen sie mit sehr kIeinen Faktoren multipliziert 
erscheinen. Unter Umstanden muB dies Verfahren mit den korrigierten 
Werten der harmonischen Konstituenten wiederholt werden, bis sich 
die Ergebnisse innerhalb der erforderlichen Genauigkeitsgrenzen nicht 
mehr andern. 

Zweites Kapitel. 

Praxis der Harmonischen Analyse 
und Synthese. 

1. Einige Beispiele fur FOURIERsche Reihen. 
Wir haben die FOURIERSche Reihenentwicklung in doppelter Bedeu

tung kennengelernt: einmal als trigonometrische Interpolation einer in 
einem endlichen Bereich [0, PJ gegebenen empirischen Funktion, so
dann als exakte und extrapolationsfahige Darstellung einer in einem 
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Grundintervall von der Lange p rein periodischen Funktion, deren Gel
tungsbereich im iibrigen beliebig groB, unter Umstanden sogar unendHch 
ausgedehnt sein durfte. Durch lineare Transformation der unabhangigen 
Variablen lieB sich die Zahl p, ob sie nun die Lange des Definitions
bereichs oder die Grundperiode bedeutete, auf die NormalgroBe 2n 

zuriickfiihren. 1m folgenden sollen nun einige Beispiele von FOURIER
Reihen besonders einfach gebauter Funktionen berechnet werden, wobei 
wir der Einfachheit halber annehmen, daB reine Periodizitat im 1nter
vall [0, 2 n] vorliegt. Obwohl gerade diese Beispiele in fast allen Lehr
biichern, die iiber Harmonische Analyse berichten, zu finden sind, ist es 
nicht iiberfliissig, sie auch hier aufzunehmen, da einige der sich ergeben
den Formeln in den spateren Betrachtungen verwendet werden. 

a) Gitterfunktion. 1m Grundintervall [0, 2 n] sei eine Funktion G (t) 
durch die Festsetzung 

G (0) = G (n) = G (2 n) = 0 

G(t) = + 1 (o<t<n) 
G (t) = - 1 (n < t < 2 n) 

definiert. Die FOURIER-Koeffizienten sind dann: 

2n I '" 0 2", I 
a" = ~f G (t) cosp, tdt = ~ f cosp,tdt- f cosp,tdt = 0 

o 0 n 

2", I '" 2", I 
b,,= ~fG(t)sinp,tdt=~ fsinp,tdt- fSinp,tdt 

o 0 n 

2f' 4 I-COSp,'Jt /"" 
'" I 0 (110 gerade) 

= -'Jto sm p,t dt = p, 'Jt • 2 = p,~ (p, ungerade) . 

Mithin ist: 

G (t) = -±- { sin t + ~ sin 3 t + ~ sin 5 t + ... } . 
'Jt 3 5 (1) 

Wird der Anfangspunkt des Grundintervalls urn ~ verschoben, so 

erhalt man die Funktion H (t), die folgendermaBen definiert ist: 

~<t-<2n) 2 -

( 'Jt 3'Jt) H(t) =-1 2<t<-2- . 
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Offenbar ist H (t) = G (t + ~), also 

(2) 

Bei beliebiger Anfangsphase, etwa fur eine Verschiebung des Intervall
anfangs urn 1jJ (Abb.2), ergibt sich 

F(t)=G(t+1jJ) = !{sin(t+1jJ)+; sin 3 (t+1jJ) + ~ sinS(t+1jJ)+"'}' (3) 

..---, 
I I 

I 

: I I t 
'-----' '----

-2 

Abb. 2. Gitterfunktion bei beliebigem Intervallanfang (Anfangsphase 'P)' 

Setzt man die beiden alternierenden Funktionswerte gleich I und 0, 

so erhalt man 

F (t) = ~ (I +F (t)) = ~ + -=- {sin (t + 1jJ) + ~ sin 3 (t + 1jJ) + ... }. (3a) 
2 2:n; 3 

b) Sagezahnkurve. Die Funktion 

t (0) = t (2 n) = 0 

t t (t) = - n + I (0 < t < 2 n) 

liefert die FOURIER-Koeffizienten 

2", 2", 

al-' = - : / (~ - I) cOS/d dt = - ;2/ t cos P, t dt = 0 
o 0 

2", 2", 

bl-' =- :/ (~-I) sinp, tdt = - ;2/ tsinp,tdt = 1'2:n; , 

o 0 

mithin die Entwicklung 

t() 2 { . I. I . } t =- smt+-sm2t+-sm3t+· ... 
:n; 2 3 

c) Zackenkurve. Die Funktion 

2t t (t) = I - - (0 -< t -< n) 
:n; 

2 t t (t) = - 3 + - (n -< t -< 2 n) :n; 
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ergibt 

ao = 0 

ap = :(/(1- Z:)COSfltdt-l~(3- Z:)COSfl tdt / 

n 

= _ --±- f t cos II t d t = _8_. !_"- cos p, n, 
n2 /"" p,2 n2 Z 

o 

~ (1}~2 (fl ungerade) 
- r" ,. bp = 0 

o (fl' gerade), 

mithin 

8 { I I } I (t) = ---;rF COS t + J2 COS 3 t + 52 cos 5 t + .. , . 
d) Unsymmetrische Zackenkurve (Abb. 3). Es werde gesetzt (a < 2n) 

zt 
I(t) = I--;-(o-<t-<a) 

zn+a zt 
I(t)=- +~-(a-<t-<2n). 

2:Jt-a 2:n;-a 

Dann ist 
Abb. 3. Unsymmetrische Zackenkurve (a = -! n). 

a 2n 

a =-~f(I-2~)COSlltdt+~f('-=n+a + 
p n a /"" n z n-a 

o ' a 

t " 
"~~) cos/ddt 2n-a 

a 2n 

b = ~ f (I-~) sin It t dt + ~ f (_ z n -C_a 
f1 n a J j n 2 JT;-a 

z t '). d + '2 :n; _ a sm fl t t 
o a 

oder, mit b = 2n-a, t = tf + a 
a b 

a I' =~ f ( I - zat ) cos fl t d t - ~ f ( I - z;' ) cos fl (t' - b) d t' 
o ' 0 

4 
= 2 ( )'(I-cOSlta), p, a zn-a 

b 4 . . 
ebenso: =---" --'Sm/la mlthin: 

p !t2 a (2 :n; - a) , 

I (t) = 4 { (I - cos a) cos t + I = cos 2 a COS 2 t + ~ cos 3~ cos 3 t + 0 0 • 

a (zn-a) Z2 32 

_ sin a sin t - sin 2 a sin 2 t _ sin 3 ~ sin 3 t _ 0 0 o} 0 
22 32 

Diese Formel enthiilt die Falle b und c als Spezialfalle. Fur c ist 
dies ohne weiteres abzulesen (a = n), fUr b (a = 2n) ist zu beachten, daB 

lim I - cos a,ll = 0; 
a=2n 2n-a 

Stumpff, Periodenforschung. 

lim sin a !t = _ I 0 

a=2rr 2Jl - a 
(fl = I, 2, 3,000) 

4 
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e) Unharmonische Welle. Unter einer unharmonischen \iVelle wollen 
wir eine solche Sinusschwingung verstehen, deren Wellenlange in der 
Lange des Grundintervalls, 2 n, nicht ganzzahlig enthalten ist (Abb.4). 
Es sei also 

I (t) = c . sin (IX t + (J) , 

wobei IX beliebig, also nicht auf die FOURIER-Frequenzen I, 2, 3, ... be
schrankt ist, sondern auch gebrochene \Verte annehmen kann. Wird die 
Funktion in dieser geschlossenen Form tiber das Grundintervall [0, 2 nJ 

hinaus extrapoliert, so 
entsteht eine einfache 
Schwingung, die mit 2 n 
nicht periodisch zu sein 
braucht. Setzt man da
gegen fest, daB die oben 
definierte Funktion rein 

periodisch mit der Grundperiode 2 n sein solI, so erhalt man einen ge
brochenen \Vellenzug, der an den Stellen 0, ± 2n, ± 4n, ... jedesmal 
den gleichen Phasensprung erleidet. Die Analyse solcher Wellenzuge 
wird in der spater zu behandelnden Periodogrammtheorie eine groBe 
Rolle spielen. 

Die Analyse ergibt: 
2n 

ao = c-Jsin (IX t + (J) dt = c' sin n e< sin (n IX + (J) 
2n n~ 

2:t 

afl = ~ JSin (IX t + (J) cOSJl t dt 
:7 

o 

= zen j ["sin ((ex +,u) t + (J) dt + [:in ((ex-p) t + (J) dt I 
_ .fsin(x+/l);r. sin(e<-/l)n . I 
- c -----sm ((IX + p) n + (J) + ---- - sm ((IX- Jl) n + {J} I (e<+ft)n (e<-/l);r 1 

bl, = : . J sin (IX t + (J) sin,u t dt 
o 

~ ,'n l-l00' ((oc + 1'1 t + PI dt + Fa, ((<-/<1 t + PI dt I 
= c{- sin( (e<+f)t).':COS ((ex + Il)n +(J) + si_(n(C:-=-)/l)ncos ((ex-p)n +(J)}. 

e<+/l n ' e<-ft n 

Eine weniger symmetrische, aber einfachere Form der FOURIER
Koeffizienten wird erhalten, wenn man berucksichtigt, daB 

sin ((IX + ll) n + (J) = ± sin (IXn + (J), usw. 
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Dann ergibt sich: 
2C sinnoc. 

al" = n . (J. • ';'2 _ p,2 . Slll (n cr. + (3) 
2C sinnoc 

b," = - 'W-2--2' COS (ncr. + (3) . n oc -p, 

2. Harmonische Analysatoren. 
Bei der Harmonischen Analyse empirischer Funktionen, die durch 

eine Registrierkurve gegeben sind, sind wir darauf angewiesen, den 

Abb.5. Poiarplanimetcr. 

geometrischen Verlauf der Kurve selbst zur Bestimmung der Integrale 
p p p 

aO = ; J t (t) dt; al" = ; J t (t) cos 2; Ii t dt; b I" =;1 t (t) sin 2 pn p t dt 
o 0 0 

heranzuziehen, falls wir es nicht vorziehen, die FOURIER-Koeffizienten 
genahert aus einer aquidistanten Ordinatenauswahl durch Rechnung zu 
ermitteln. Fur die AusfUhrung bestimmter Integrationen uber kurven
maBig gegebene Funktionen gibt es einen einfachen und bequemen 
Apparat, das Polarplanimeter1 • Dies sehr bekannte und weitverbreitete 
Instrument besteht im wesentlichen aus zwei Hebeln, einem Fahrstift 
und einer PrazisionsmeBrolle (Abb. 5). Der eine Hebel ist urn einen fest en 
Punkt 0 drehbar, der zweite urn den freien Endpunkt Q des ersten 
Hebels. Am freien Endpunkt P des zweiten Hebels befindet sich der 
Fahrstift - in der Nahe des Punktes Q ist, fest mit dem Hebel PQ 
verbunden, die MeBrolle M angebracht, die urn eine zu PQ parallele 

1 Die Theorie des Polarplanimeters, die hier nicht entwickelt werden soli, ist 
unter anderem in F. KLEIN: "Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt 
aus" (Ed. II, S. II ff.) ausfiihrlich beschrieben. 

4* 
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Achse drehbar ist. Umfahrt man nun mit dem Fahrstift eine geschlos
sene Kurve, so rolIt dabei die MeBrolle auf der Unterlage abo Die gesamte 
Drehung der MeBrolle wahrend dieses V organgs ist dann dem von der 
Kurve umschlossenen Flacheninhalt proportional. Der Proportionali
tatsfaktor ist eine Apparatkonstante; von der zu umfahrenden Flache 
wird nur vorausgesetzt, daB sie ganz im Bereich des Fahrstifts liegt 
und daB sie den festen Drehpunkt 0 nicht enthalt. Es ist klar, daB man 

Abb.6a. Harmoniscber Analysator von M.ADER-OTT. 

auf diese Weise jede vorgelegte Kurve in endlichen Bereichen integrieren 
kann: Der Fahrstift umfahrt dann nacheinander Anfangsordinate, 
Kurve, Endordinate und die Abszissenachse riickwarts bis zum An
fangspunkt. Auf diese Weise laBt sich zunachst ohne weitere Hilfsmittel 
der FOURIER-Koeffizient nulIter Ordnung, ao, bestimmen. 

Die iibrigen FOURIER-Koeffizienten lassen sich mit dem Planimeter 
direkt nicht messen, es gibt aber zahlreiche Instrumente, die die Multi
plikation der Kurvenfunktion mit den harmonischen Faktoren auto
matisch besorgen und die zu leistende Arbeit im iibrigen gieichfalls auf 
das Umfahren der Kurve mit einem Fahrstift zuriickfiihren. Solche 
Apparate, die meist in Verbindung mit einem Polarplanimeter gebraucht 
werden, heiBen "H armonische A nalysatoren". Aus der groBen Anzahl 
der vorhandenen Systeme, die im Grunde aIle auf dem gleichen Prinzip 
beruhen, sei hier der Analysator von MADER-OTT herausgegriffen, der 
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seiner einfachen Konstruktion wegen zur Beschreibung dieses Prinzips 
sehr geeignet ist. 

Y = f (x) sei die in einem (x, y)-Koordinatensystem gezeichnete 
Kurve. Das Grundintervall moge [0, PJ sein. Der in Abb. 6a abgebildete 
und in Abb. 6 b schema tisch gezeichnete Apparat ist nun folgendermaBen 
eingerichtet: Ein Wagen W laBt sich, durch eine Schiene gefuhrt, parallel 
zur Y-Achse bewegen. Ein Winkelhebel ACB, dessen Arme senkrecht 
aufeinanderstehen, dreht sich urn 

Bewegill7gs-
den mit dem Wagen fest verbun- ricllful7g 

denen Punkt C. Der Wagen ist so Z 

aufgebaut, daB der Drehpunkt C 
auf der Mittelsenkrechten der P 

Uingeneinheiten messenden 
Grundstrecke OQ der Abszissen
achse liegt. Auf dem langeren 
Hebelarm A C laBt sich der 
Fahrstift F festklemmen, der 
kurzere Arm wird durch zwei 
Anscblage a1 und a2 in seiner Be
wegungsfreihei t eingeschrankt, 
so daB auch der lange Hebelarm, 
dessen Normallage CD -.l OQ ist, 
sich nach beiden Seiten hoch
stens urn einen bestimmten 
Winkel (fJ) aus dieser Lage 
entfernen kann. Der Fahrstift 
wird nun so eingestellt, daB er 
sich bei der Anschlaglage a1 auf 
der Y-Achse selbst bewegt, wenn 

A 

x 
'\2 

\ 
I \ 

~------~~-------- ~, p 
Abb.6b. Harmonischer Analysator von MADER~OTT. 

(Sehematische Darstellung.) ECA: Winkelhebel in 
linker Ansehlaglage (a,), E'CA': Winkelhebel in 

reehter Ansehlaglage (a,). 

der Wagen roUt. Da der groBtmogliche Ausschlag des langen Hebelarms 
nach rechts ebenso groB ist wie nach links, so beherrscht der Fahrstift 
bei der anderen Anschlaglage (a2) die Endordinate (Abszisse Pl. 

Auf dem Wagen ist der Schlitten 5, ebenfalls parallel zur Y-Achse, 
beweglich. Er wird durch den Endpunkt B des kurzen Hebelarms ver
mittels einer Kulissenfiihrung bewegt und tragt die, wiederum zur Y-Achse 
parallele, Zahnsfange Z, die in ein Zahnrad R eingreift, dessen Achse 
einen festen Punkt des Wagens bildet. Der Mittelpunkt des Zahnrades 
mage als Anfangspunkt eines mit dem Wagen beweglichen, parallel 
zum fest en Koordinatensystem (x, y) orientierten zweiten Koordinaten
systems (~, rJ) angesehen werden. Das Zahnrad tragt, in der Entfernung r 
von seinem Mittelpunkt, zwei Vertiefungen s und c, die so angebracht 
sind, daB in der linken Anschlaglage des Winkelhebels die Vertiefung s 
sich links vom Mittelpunkt des Zahnrades, c dagegen oberhalb desselben 
befindet. Die GroBe des Zahnrades ist so bemessen, daB wahrend der 
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Bewegung des Wirikelhebels von der linken zur rechten Anschlaglage, 
also durch die groBtmogliche Verschiebung der Zahnstange,dasZap,nrad 
eine ganze Anzahl von Umdrehungen erfahrt. Durch Auswechseln der 
Zahnrader ist es moglich, diese Umdrehungsanzahl f-l zu variieren. 

Da der Punkt C auf der ';-Achse des beweglichen Koordinatensystems 
liegt, so ist aus der Abb. 6b unmittelbar einzusehen, daB die'l7-Koordi
nate des Punktes B proportional der Entfernung des Fahrstifts F von 
der Mittelsenkrechten CD sein muB. Wird also der Fahrstift ausder 
linken Anschlaglage auf irgendeinem Wege in die rechte iibergefiihrt, 
z. B. langs der Kurve t (x), so ist die Drehung des Zahnrades aus der 
Anfangslage standig der Abszisse x proportional. 1st also der Fahrstift 
bei der Abszisse x angelangt, so haben gleichzeitig die beiden Ver
tiefungen c und s des Zahnrades im (.;, 'I7)-System die Koordinaten 

2:rt 
'l7c = r cos - p f-l x (c) 

bzw. 
2:rt • 2:rt ( ) 

';8=-rcOSpf-lX; 'l78=rsillpf-lx. s 

Beziehen wir nun die Punkte c und s auf das (x, y)-System, so ist die 
17-0rdinate noch urn die jeweilige Entfernung CD zu vermehren. Bewegt 
man den Fahrstift langs dem Kreisbogen OQ, so bleibt CD ungeandert. 
Bezeichnet man also die stets negativen Ordinaten dieses Kreisbogens 
mit- g (x), so ist, wenn der Fahrstift den Kurvenpunkt y = t (x) beriihrt, 
bis auf eine additive Konstante, 

CD = t (x) + g (x) . 

Mithin haben die Punkte c und s im System (x, y) bis auf eine additive 
Konstante die Koordinaten 

bzw. 
2:rt 

t = -rcos-- -It X' "8 P /'" , '178 = r sin 2p:rt /-t x + t (x) + g (x) . 

Wird jetzt die ganze Kurve nach der obigen Vorschrift umfahren, so 
beschreiben auch die Punkte c und s geschlossene Kurven, deren Integrale 

p 
2:rt J 2:rt =r'pf-t" t(x)cos----:p-f-l xdx 

o 
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und 
p 

Is = J 'lJ. d ;.= J (rsin 2pTt p, X + t (x) + g (x)) r· 2pTt p, sin 2; ,ll xdx 
o 

P 
2Tt J . 2Tt = r . -It· t (x) SIll -p, x dx P P 

o 
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sind. Werden also bei den verschiedenen Zahnradern, die zur Ermitt
lung der verschiedenen harmonischen Wellen dienen, die Vertiefungen c 
und s in einer zu p, umgekehrt proportionalen Entfernung yom Mittel
punkt angebracht, so ist fiir die verschiedenen Wellen 

r ·It = const. 

mithin, wenn k eine Apparatkonstante bedeutet, 

P p 

2 J 2Tt Ie = k· P t (x) cospp, x dx; Is = k· ; J t (x) sin ~ ;-p, x dx . 
o o 

Setzt man daher den Fahrstift eines Polarplanimeters in die Vertiefung c 
bzw. s, so liest man an der PlanimetermeBrolle nach U mfahrung der 
Kurve die FOURIER-Koeffizienten p,-ter Ordnung direkt abo Es ist auf 
diese Weise moglich, die Harmonische Analyse bis zur 25.0rdnung 
durchzufiihren. (Eine einfachere Ausfiihrung des Instruments liefert 
die FOURIER-Koeffizienten nur bis zur 9. Ordnung.) Fiir die hoheren 
harmonischen Wellen (p, > 6) sind aus technischen Griinden noch 
Z wischenzahnrader eingefiihrt. 

Die Genauigkeit dieses Verfahrens ist natiirlich beschrankt, aber 
den praktischen Bediirfnissen gut angepaBt. 1m allgemeinen liiBt sich 
dariiber sagen, daB die Fehler der Analysenergebnisse von der gleichen 
GroBenordnung sind, wie diejenigen, die durch die Ungenauigkeit der 
Kurvenziehung selbst zu erwarten sind oder durch die Unsicherheit 
des Nachfiihrens der Kurve mit dem Fahrstift bedingt werden. Die 
Genauigkeit hangt daher nicht unwesentlich von dem MaBstab der 
Kurve ab, aber auch von der manuellen Geschicklichkeit des Bearbeiters. 
Urn die Unsicherheit der Fahrstiftfiihrung herabzumindern und gleich
zeitig auch die Arbeitsgeschwindigkeit zu vergroBern, hat ]. BARTELS 
(Lit. 25) einen Hilfsapparat konstruiert, der allerdings fiir den Sonder
fall erdacht ist, daB die Beobachtungskurve durch aquidistante Ordi
naten ersetzt wird und somit das Verfahren der provisorischen Inter
polation durch einen Treppenzug gegeben ist. BARTELS hat zu diesem 
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Zwecke einen rechteckigen Rahmen gebaut (Abb. 7), in den vom unteren 
Rande her schmale rechteckige Zungen hineingeschoben werden. Diese 
Zungen sind durch Nuten miteinander verbunden und tragen auf ihrer 

_ "0': .• ~,,~.x, '-' 

.~4;~~~':i~_ 

~ 

f- f-
c-

o 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

f-

f-c-
'-

f- '-

'- '-
'-

" ~ I~ 

, 

" o • 

Oberseite MaBstabe, so daB sie den Beob
achtungswerten entsprechend meBbar weit 
in der Ordinatenrichtung in das Innere des 
Rahmens hineingeschoben werden kannen. 
Der Fahrstift wird sodann langs der inneren, 
durch die Zungen noch freigelassenen Be
grenzung des Rahmens herumgefiihrt - als 
Abszissenachse dient die obere innere Rah
menkante. 

Uber andere Systeme von Harmonischen 
Analysatoren mage man in der mathema
tischen Literatur nachlesen. Ich erwahne
hier die Apparate von CORAD! (Lit. 68), 
HENRICI (Lit. II3), MICHELSON und STRAT
TON (Lit. I6S), sowie den Apparat von 
WIECHERT und SOMMERFELD, den ich A. p. 
V., S.49-50 ausfiihrlich beschrieben habe 
(siehe auch Lit. Io8). Alle diese Apparate 

Abb . 7. Analysatorrabmen nacb b . . h ' h d h d' k 
BARTELS (gez. liir 12 Ordinaten). ar elten reln mec anlsc un ge en lre t 

von der graphisch dargestellten Beobach
tungskurve aus. Andere Verfahren, die auch elektrische und optische 
Hilfsmittel benutzen, sollen in einem besonderen Kapitel (VI) behandelt 
werden, da es zweckmaBig erscheint, sie erst nach der Darlegung der 
SCHUSTERschen Theorie des Periodogramms (Kap. III) einzufiihren. 

3. Rechenschemata fUr Harmonische Analyse von 
Beobachtungsreihen. 

Die Berechnung der FOURIER-Koeffizienten aus aquidistanten Beob
achtungsreihen auf numerischem Wege ist die weitaus verbreitetste 
Methode und wird es auch wohl immer bleiben, da sie die geringsten 
Hilfsmittel erfnrdert. Urn so notwendiger ist es, die Umstandlichkeit 
des Rechenverfahrens durch Anlage geeigneter Schemata so weit zu 
vermindern, wie nur irgend maglich ist. Ein gutes Rechenschema ist 
besonders dann unerlaBlich, wenn eine groBe Anzahl von Analysen 
gleichzeitig durchgefiihrt werden solI oder die zu bearbeitende Beob
achtungsreihe sehr lang ist. 

Das konstante Glied der FOURIER-Reihe wird durch das arithmetische 
Mittel der Beobachtungswerte dargestellt; die Berechnung bedarf keiner 
Erlauterung und Vereinfachung. Die iibrigen Glieder enthalten als 
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wesentlichen Bestandteil die Summen 
p p 

p :2 2n - . a = " cos -- I/. V' 
2 I-' ,lV P ," , P b "'"' . 2n 2· '" = ~ Yv SIll pllV. 

v=l v~l 

Haufig benutzt man auch, je nach der Lage der ausgewahlten Ordinaten 
1m Grundintervall, die Ausdriicke 

p 

~Yv~: 2pn fl (v-+) 
v=l 

bzw. 
p p-1 

"'"' cos 2 n ~ Yv sin p fl (V- r) oder "" cos 2 n 
~ Yv sin p fl v. 

v=l V= 0 

Die letztere Schreibweise, die sich dadurch auszeichnet, daB in jeder 
Summe das Argument des erst en trigonometrischen Faktors 0 0 ist, solI 
in den folgenden Betrachtungen stets angewandt werden. 

Die Erleichterungen, die man sich bei der Bildung dieser Summen 
verschaffen kann, beruhen in erster Linie darauf, daB man gewisse 
Gruppen von Summanden zusammenfassen kann. Wir untersuchen 
diese Moglichkeit an den Gliedern erster Ordnung, also an der Grund
schwingung (Welle r) selbst, da sich die bei der Bildung der iibrigen 
Glieder notigen Summationen stets auf diesen Fall zuriickfiihren lassen, 
wie anschlieBend gezeigt werden wird. Es handelt sich also urn die 
Summen 

P-1 

~ a1 = ~ Yv cos V rJ.; 
v~o 

p-1 

~ b1 = :2Yv sinv rJ.. 
v=o 

( 2 n ') rJ.=-P , 

Die trigonometrischen Argumente bilden die gleichabstandige Winkel
folge 

00 , rJ., 2rJ., ... , (p-r)rJ., 

die das Intervall [0, 2nJ in p gleiche Abschnitte zerlegt. Wegen der 
Symmetrie1 der trigonometrischen Funktionen cos und sin in den vier 
Quadranten, die bei der Zusammenfassung der Gliederdie Hauptrolle 
spielt, ist es notig, die Symmetrieeigenschaften dieser Winkelfolge in 
bezug auf die Punkte 

00, goO, r800, 270° 

zu untersuchen. Es ergeben sich dabei drei verschiedene Moglichkeiten: 
I. p ist eine ungerade Zahl. Dann sind 00 und r800 Symmetriepunkte 

der Folge. Der Punkt r800 kommt selbst in der Folge nicht vor. 
2. p ist gerade, aber nicht durch 4 teilbar. Dann ist auch r800 ein 

Punkt der F olge; goO und 2700 sind Symmetriepunkte, aber nicht selbst 
III der Folge enthalten. 

1 Uber Symmetrie siehe auch Abschnitt 7 dieses Kapitels. 
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3· P ist durch 4 teilbar. 
der Folge. 

Dann sind auch goO und 270° Punkte 

Die Zusammenfassung der Glieder geschieht mit Hilfe eines "Fal
tungsprozesses", und zwar im ersten Fall durch eine einfache, in den 
beiden andern Fallen durch eine doppelte Faltung der gegebenen 
\Vertereihe innerhalb jedes Grundintervalls. An den folgenden ein
fachen Beispielen laBt sich die Handhabung der Faltung klarer und 
verstandlicher zeigen als durch eine formelmaBige Einkleidung: 

1. P = g. rl = 40°. Einfache Faltung. 

"C< II I Cv~I+II ISv~I-II 

I 
Y I -

Ys Y, ;;. YSI Y, -Ys 

Y. I Y7 I Y2 + Y71 Y2 - Y7 
Ya Y6 Ya + Y6 Ya - Y6 
Y. ,Ys Y.+Y5 Y'-Y5 

"--./' 

(I) DieBeobachtungswertewerden 
nach nebenstehendem Schema zu 
Summen Cv und Differenzen 5" 
zusammengefaBt, und es ist dann 

wobei die Summation sich liber die beiden ersten Quadranten erstreckt. 

2. P=IO. rl=36°. Doppelte Faltung. 3. P = I2. rl = 30°. 

vc< II I III IV vc< II I III IV 

~ ~ 
0° Yo 

I 
Ys 0° Yo Yo 

36° Y, Y. Y6 Yo 30° Y, Y5 Y7 Yll 
72° Y2 Yo ! Y7 Y8 60° Y2 Y. Ys Y,O 

~ ~ goO Ya I Yo 

"--./' ~ 

(2; 3) Die Winkel verlaufen symmetrisch in allen vier Quadranten, 
die Zusammenfassung der y-Werte erfolgt, indem man die nebeneinander
stehenden Werte mit den V orzeichen (+ - - +) bei der Bildung der 
cos-Summe, mit (+ + - -) bei der Bildung der sin-Summe versieht 
und addiert. Das geschieht in der Praxis am besten, daB man zunachst 
die Differenzen Av = I-III und Bv = II-IV bildet, sodann ist 

Cv=A,,-Bv; 5v=A,,+Bv, 

und man erhalt schlieBlich die Summen 

die nur noch liber den ersten Quadranten zu bilden sind. 
Die Vorteile, die sich im Fall (3) - P durch 4 teilbar - gegenliber 

Fall (2) ergeben, sind doppelter Natur, wie ohne Schwierigkeit einzusehen 
ist: Einmal wird der Umstand ausgenutzt, daB die trigonometrischen 
Funktionen fUr goO und 270° die Betrage 0 bzw. I annehmen; sodann 
nehmen cos und sin fUr die vorkommenden \\'inkel die gleichen 
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numerischen Betrage, wenn auch in umgekehrter Reihenfolge, an. So 
werden bei p = 10 fiinf verschiedene Faktoren benutzt (den Faktor 
null nicht eingerechnet), bei p = 12 hingegen nur drei. 

SchlieBlich sei noch ein vollstandiges numerisches Beispiel gegeben: 
Es sei die Aufgabe gestellt, die Koeffizienten der Welle I fiir eine Folge 
von 24 Luftdruckbeobachtungen (Station Berlin, 1. bis 24. April 1936, 
8 Uhr morgens) zu bestimmen. Diese Beobachtungsreihe lautet, in Ab
weichungen von 1000,0 mb und in zwei Zeilen angeordnet, 

10,5 
4,9 

VIZ 

0° 
ISO 

30° 
45° 
60° 
75° 
90° 

! 
I 

11,0 

3,5 

I 

10,5 
I I,D 

14,8 
15,9 
17,1 
22,8 

-+ 

I 

14,8 
2,9 

II 

-+ 
3,0 
0,1 

17,1 
18,0 
14,8 
6,4 

15,9 17,1 
-5,4 -13,1 

22,8 
-10,8 

18,0 17,1 0,1 3,0 
- 1,8 0,6 4,5 15,4 

Rechenschema (p = 24, C( = 15°, Welle I). 

III I IV Av I Bv I Cv,cos'Vcc I Sv·siuva 

4,9 - 5,6 - 5,6 
i 

1,000 - -

3,5 15,4 7,5 - 12,4 19,9 0,966 - 4,9 0,259 
2,9 4,5 11,9 - 404 16,3 0,866 7,5 i 0,500 

- 5,4 0,6 21,3 16,5 4,8 0,707 37,8: 0,707 
- 13,1 - 1,8 30,2 19,8 10,4 0,500 50,0 ~ 0,866 
- 10,8 9,9 33,6 4,9 28,7 0,259 38,5 i 0,966 

-+ 4,5 - 1,9 - - 1,9 i 1,000 

P 
-2- a 1 = 54,97 k b =II160 2 I ' 

a l = 4,581 b, =9,300 

Die Produktsummen lassen sich mit Hilfe einer Rechenmaschine in 
einem Arbeitsgang erledigen. Steht eine Maschine nicht zur Verfiigung, 
so ist der Gebrauch von Produkttafeln zu empfehlen, z. B. der CRELLE
schen Multiplikationstafeln. Sehr erleichtert wird in allen praktisch 
vorkommenden Fallen die Produktbildung durch die von L. \V. POLLAK 
(Lit. I93) geschaffenen "Rechentafeln zur Harmonischen Analyse", in 
denen fiir nahezu alle bei Grundintervallangen von p = 3 bis zu P = 40 
aufwarts vorkommenden cos- und sin-Faktoren die erst en 1000 Viel
fachen enthalten sind. Bei Einzelanalysen ist aUerdings der Gebrauch 
dieser Tafeln umstandlich, da beim Dbergang von einem Faktor zum 
nachsten immer wieder umgeblattert werden muB - POLLAK empfiehlt 
daher, wenn eine groBere Anzahl von Analysen nach dem gleichen 
Schema zu machen ist, ein Gebrauchsexemplar der Tafel in einzelne 
Blatter zu zerlegen, die dann, dem Schema entsprechend, in die richtige 
Reihenfolge gelegt werden konnen. AuBerdem ist die Stellenzahl dieser 
Tafeln fiir die meisten praktischen Aufgaben unnotig groB. 

Die zur Bildung der hoheren FOURIER-Glieder notigen Summen 
lassen sich, wie schon oben erwahnt, stets so umformen, daB das fiir 
Welle I giiltige Rechenschema verwendet werden kann. Zunachst ist 
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unmittelbar einzusehen, daB die fur die Welle k = 2, 3, 4, ... giiltige 
Folge der trigonometrischen Argumente 

0°, ka., 2ka., ... ,(P-I)ka. (a. = 2pn) 
keine anderen Winkel enthalten kann als die Winkelfolge der Welle I. 
Die Winkelfolge k-ter Ordnung entsteht aus der urspriinglichen, indem 
man, von 0° ausgehend, immer k- I Werte uberspringt. Das Intervall 
[0; 2n], in dem die Grundfolge ja periodisch ist, wird demnach k-mal 
durchlaufen. 1st k mit P inkommensurabel, d. h. haben k und p auBer I 

keinen gemeinschaftlichen Teiler, so werden bei jedem neuen Umlauf 
immer andere Winkel getroffen, alle Winkel der Grundfolge sind demnach 
in der neuen Folge enthalten. Andernfalls kommen schon nach weniger 
als k UmHiufen die gleichen Winkel wieder an die Reihe, so daB also 
gewisse Winkel mehrfach,. andere wieder uberhaupt nicht belegt werden. 
1st allgemein z der groBte gemeinschaftliche Teiler von k und p, also 
etwa p = a z, k = b z, wobei a und b inkommensurabel sind, so findet 
nach jedem b-ten Turnus eine Wiederholung statt. Die Zahl der belegten 
Werte ist a, jeder dieserWerte kommt z-mal vor. Aus dieser Betrachtung 
geht hervor, daB im FaIle z = I (P und k inkommensurabel) das Schema 
fUr die Welle I unmittelbar benutzt werden kann, indem die Beob
achtungswerte entsprechend umgeordnet werden. 1st z > I, so werden 
nur a Felder des Schemas belegt, diese jedoch jeweils mit der Summe 
von z Beobachtungswerten. Es empfiehlt sich dann, diese Summen 
vorher zu bilden und die so entstandene Folge von a Summen in das 
fUr a Beobachtungswerte gultige Analysenschema einzutragen. 

Am einfachsten ist die Summenbildung, wenn b = I, k = z ist, also 
die Winkelwerte sich mit jedem Turnus wiederholen. Alsdann lassen 
sich die Beobachtungen in k Reihen zu je a Werten anordnen: 

... , Ya-l 

"',Y2a-l (p=ka=za) 

Y(.-1ja, Y(.-1ja+l,···, Yza-1 

Yo, YI>"" Ya - 1 

Die Analyse der Summenreihe Y. nach Welle I im Schema p = a ergibt 
dann die gesuchten Koeffizienten der Welle k. 

Sind jedoch b und z beide > I, so ist die Summenreihe Yo, YI> ... , Ya - 1 

nach der Welle b im Schema p = a zu analysieren, das jetzt voll aus
gefullt wird, da ja nach Voraussetzung a und b inkommensurabel sind. 
Als Beispiele fur die verschiedenen Moglichkeiten mogen von der obigen 
Luftdruckreihe (P = 24) noch folgende hOheren Wellen berechnet werden: 

I. Welle 5 (z = I, a = 24, b = 5). Wie immer, wird der Wert Yo in 
das erste Feld des Schemas (p = a = 24) eingetragen, die folgenden 
zyklisch je 5 Felder weiter: 
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.ot I II III I IV A. B. Cv,cosv(X S,,-sin11a. 
, 

0° 10.5 -+ 4.9 - 5.6 - 5.6[ 1.000 - -
IS° 22.8 14.8 -10.8 9.9 33.6 4.9 28.7 0.966 38.5 0.259 
30° 0.1 14.8 4.5 2.9 - 4.4 11.9 - 16.3 0.866 7.5 0.500 
45° - 5.4 0.6 15.9 17.1 - 21.3 - 16.5 - 4.8 ! 0.707 -37.8 0.707 
60° - 1.8 - 13.1 18.0 17.1 -19.8 -30•2 10.4 : 0.500 - 50.0 0.866 
75° 11,0 3.0 3.5 15.4 7.5 - 12.4 19.9 0.259 - 4.9 0.966 
90° -+ 6.4 -+ 4.5 - 1.9 - i - 1.9 1.000 

P Z as = 26.17 
P 
z·bs =-59.14 

as = 2.181 b5 =- 4.928 

2. Welle 6 (z = 6, a = 4, b = I). Die Anordnung 
zu je a = 4 Werten ergibt sich, wie nebenstehend: 

m z= 6 Reihen 

Die Analyse der 4-gliedrigen Summen
reihe nach Welle b = I ergibt wegen 
IX = 90° in diesem Falle sehr einfach 

~ a6 =YO-Y2 =2A; 
a6 = 0,200 

~~-b6 = Y1-Y3 =-9A; 

b6 =-0,783. 

10.5 
17,1 
18.0 

4,9 
- 13,1 
-- 1.8 I 

11,0 
22,8 
17.1 
3.5 

- 10.8 
0,6 

14,8 15.9 
6,4 14,8 
0.1 3,0 
2.9 -5.4 
4,5 9.9 
4,5 15.4 

33,2 53.6 
Y2 Y.) 

3· Welle 9 (z = 3, a = 8, b = 3). ]etzt 
Reihen zu a = 8 Werten angeordnet: 

werden die Werte in z = 3 

10.5 11,0 14,8 15.9 17.1 22.8 6.4 14.8 
18.0 17. 1 0.1 3.0 4.9 3.5 2,9 - 5.4 

- 13,1 - 10,8 4.5 9.9 - 1.8 0,6 4.5 15.4 

15.4 17.3 19.4 28,8 20,2 26,9 13,8 24.8 

Die Summenreihe ist 1m Schema fUr 8 Werte (IX = 45°) nach Welle 
b = 3 zu analysieren: 

I I II I III I IV A. I B. ev 'coS"cx S,,'sinva 

I 
: 

0° 15.4 ->- 20,2 - -4.8 1 - -4.8 1,000 - -
45° 28,8 17,3 24.8 

[ 
26,9 4,0,- 9,6 13.6 0,707 - 5.6 0,707 

90° -+ 13.8 -+ 19.4 - .- 5,6 - - - 5.6 1,000 

P zag = 4,82 
P 

-2 b9 =-9.56 

a. = 0.402 b. = - 0,797 

4. SpezieUe Rechenschemata. 
Wenn man die im vorigen Abschnitt gezeigten Berechnungen der 

I. und 5. Welle einer 24-g1iedrigen Beobachtungsreihe aufmerksam mit
einander vergleicht, wird man finden, daB die GraBen C. und S. in 
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beiden Fallen bis auf Reihenfolge und Vorzeichen miteinander uberein
stimmen. Ein solcher Zusammenhang ergibt sich allgemein fur die 
C., 5. jeder mit p inkommensurablen Welle, im Faile p = z4 also auch 
noch fUr die 7. und II. Welle. Der Leser mage versuchen, die allgemeine 
Regel, die dieser Ubereinstimmung zugrunde liegt, herauszufinden. Fur 
uns ergibt sich aus dieser Tatsache die weitere Erleichterung, daB die 
GroBen C. und 5. nur fur die Welle I explizit bestimmt zu werden 
brauchen; fUr alle anderen zu p inkommensurablen Wellen ergeben sich 
dann die zugehorigen C., 5. durch bestimmte Vertauschungen von 
Vorzeichen und Reihenfolge. Da gezeigt worden ist, daB nach Bildung 
aller erforderlichen Summenreihen Yo, Y l , Y2 ... , Ya - 1 , wozu naturlich 
auch die Beobachtungsreihe selbst (a = p) sinngemaB zu rechnen ist, 
lediglich zu a inkommensurable Wellen zu berechnen sind, so kann von 

• 

0 

2 

3 
4 
5 

3600 0 P = II, CI. = ~ = 32 ,7272 ... 

. '" 
0 0 Yo 
0( YI 

2C1. Y2 
3C1. Ya 
40( Y4 
5C1. Ys 

II 

YIO 
Yo 
Ys 
Y7 
Ys 

I Yo 
YI + YIO 
Y2 + Ys 
Y3 + Ys 
Y4 + Y7 
Ys + )'6 

5 • 

YI - YlO 
Y2- Yo 
Y3 - Ys 
Y4 - Y7 
Ys - Y6 

dieser Erleichterung durch
weg Gebrauch gemacht 
werden. 1st peine Prim
zahl, so gilt dies sogar 
fur alle Wellen - weitere 

Vereinfachungen sind 
dann nicht mehr moglich. 
So ergibt z. B. die Ana
lyse einer II - gliedrigen 
Beobachtungsreihe neben-
stehendes Schema. 

Befolgt man die Vorschriften des vorigen Abschnittes, so findet man: 
II ao = Co + Cl + C2 + Ca + C4 + CS 

II 
2 al = Co + Cl cos oc + C 2 cos Z oc + Ca cos 3 oc + C 4 cos 4 oc + C s cos S oc 

II 
'2 a2 = Co + Cl COS2oc + C2 cos4 OC + CacosSoc + Col cOS3OC + C5 cosoc 

II 
2 a4 = Co + Cl cos 4 °c + C2 cos 3 °c + Ca cos (1. + C4 cos S (1. + C5 cos 2 (1. 

II 
- 2- as = Co + Cl cos S (1. + C 2 cos (1. + Ca cos 4 (1. + C 4 cos Z (1. + C 5 cos 3 °c 

.121_ bl = 51 sin °c + 52 sin Z (1. + 5a sin 3 (1. + 54 sin 4 °c + 55 sin S oc 

121 b2 = 51 sin Z oc + 52 sin 4(1.- 5asin S oc- 54 sin 3 (1.- 55 sin IX 

!'2
1
- ba = 51sin31X-52sinSIX-5asinzoc+ 54 sin IX + 55 sin 41X 

,1:- b4 = 51sin41X-52sin31X + 5asinIX + 54sinSIX-55sinzlX 

!!... b. = 51 sin SIX- 52 sin IX + 5a sin 41X- S4 sin 21X + S" sin 31X . 2 a d 
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Setzt man die numerischen vVerte der trigonometrischen Funktionen 
ein, so erhalt man fiir die Rechnung nachstehendes Normalschema, das 
die bequeme Ausfiihrung der Produktsummen spaltenweise gestattet; solI 
eine groBere Menge von Analysen dieser Art durchgefiihrt werden, so ist 
es praktisch, dies Schema zu vervielfiiltigen, wobei die beiden Spalten 

Welle 2 4 5 Kontr. 

Co 1,000 1,000 1,000 1,000 I 1,000 5 
C1 0,841 0,415 - 0,142 - 0,655 : - 0,959 -0,5 

C. 0,{15 - 0,655 - 0,959 - 0,142 i 0,841 -0,5 

C3 1- 0,142 - 0,959 0,415 0,841 - 0,655 - 0,5 

C4 - 0,655 - 0,142 0,841 - 0,959 0,415 - 0,5 

Cs - 0,959 0,841 - 0,655 0,415 - 0,142 - 0,5 

Welle 4 Kontr. 

51 0,541 0,910 0,990 0,756 0,282 3,479 

5. 0,910 0,756 - 0,282 - 0,990 : - 0,541 - 0,147 

53 0,990 - 0,282 - 0,910 0,541 : 0,756 1,095 

54 0,756 - 0,990 0,541 I 0,2821- 0,910 - 0,3 21 

5. 0,282 - 0,541 0,756 I - 0,910 0,990 0,577 

fiir die GroBen Cv und Sv fiir die jeweiligen Eintragungen freizulassen 
sind. Urn eine Rechnungskontrolle zu haben, ist dem Schema noch eine 
weitere Spalte hinzugefiigt, die die Summe der in jeder Zeile stehenden 
cos- bzw. sin-Faktoren enthalt. Multipliziert man die Cv und Sv auch 
mit der Kontrollspalte, so ergibt die Produktsumme die Summe der 
iibrigen Produktsummen. Bemerkenswert ist dabei die einfache Gestalt 
der Kontrollgleichung fiir die cos-Summen: 

I II 
5 CO- z (C1 + C2 + ... + Cs) = --;- (a1 + a2 + ... + a5)· 

Ist P keine Primzahl, sondern beliebig, so laBt sich natiirlich ein 
Schema der obigen Art ebenfalls aufstellen, da es lediglich auf dem 
immer anwendbaren, Prinzip der Faltung beruht. Der Unterschied 
ist nur der, daB dann in den Faktorenspalten die Betrage der vor
kommenden Faktoren nicht, wie oben, samtlich verschieden sind, sondern 
zum Teil doppelt oder mehrfach vertreten sind, so daB also die Zahl der 
auszufiihrenden Multiplikationen sich weiter verringern und durch Addi
tionen bzw. Subtraktionen ersetzen laBt. Die Zahl dieser Moglichkeiten 
ist fiir verschiedene Wellen verschieden. Die Okonomie der Rechnung 
verlangt ihre vollige Ausnutzung, da Additionen einfacher ausfiihrbar 
sind als Multiplikationen. Der Rechner wird also zugunsten der 
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Vereinfachung der Rechenoperationen auf die Einheitlichkeit des 
Schemas fUr aIle Wellen verzichten. 

Die Schemabildung wird daher nach folgenden allgemeinen' Regeln 
vor sich gehen: 

1. Bildung aller moglichen Summenreihen. 
2. Falten der Summenreihen und Bildung der Faltungssummen Cp 

und 5". 
3. Analyse der Summenreihen nach den zu ihrer Gliederzahl a in

kommensurablen Wellen. 
Als Beispiel sei der Fall p = 12 gewahlt. Hier gibt es 5 verschiedene 

Summenreihen zu a = 12, 6, 4, 3 und 2 Gliedern. Die 6 Wellen ergeben 
sich, wie folgt: 

Welle lund 5 aus der Originalreihe (a = 12). 
Welle 2 aus der Summenreihe a = 6, Welle 1. 

Welle 3 aus der Summenreihe a = 4, Welle 1. 

Welle 4 aus der Summenreihe a = 3, Welle 1. 

Welle 6 aus der Summenreihe a = 2, 'Welle 1. 

Bei der Bildung der Summenreihen Y;,n) ist noch zu beachten, daB man 
nur die 6- und 4-gliedrige Reihe aus den Originalwerten direkt zu bilden 
braucht: 

Yo Yl Y2 Y3 Y4 Y5 Yl Y3 
Y6 Y7 Ys Y9 YlO Yn 

Ys Ylo Yn 
y(41 y,4' y.4) yC4 

o 1 2 3 

wahrend man die 3- und 2-g1iedrige Reihe bequemer durch nochmalige 
Zerlegung der 6- bzw. 4-gliedrigen erhalt: 

y~61 y~6) y~S) Yb41 y~4) 

yes) yeS) y~S) Y(4) y(4) 
3 4 ~ 2 3 

y~3J y~3J y~3J Y62J Yi2) 

Bei der Bildung der Faltungssummen C~) und 5~) beachte man, daB 
diese sich aus Differenzen zwischen den Gliedern der Summenreihen 
zusammensetzen. Man erhalt zunachst folgende Zusammenstellung, aus 
der die Bildung der Produktsummen .l: C~' cos jJ IX, .l: 5r:) sin jJ IX un
mittelbar ersichtlich ist: 

Welle I \Yelle 5 

v 
I 

d 1) S(11 c;" I 
5,5, 

PO( • p 
V J' 

00 
:·1i 

a Yo - Y6 Co 

30° (Yl - Y7) - (Y5 - Yn) (Yt - Y7) + (y, - Yll) c'li - 1 s~l 

2 60° (Y2 - Y8) - (Y. - YIO) (Y2 - Ys) + (y, - YIO) Chi' 5(1) 
- 2 

3 goO Y3 - Y9 
sil) 
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Welle 2 

11,6) _ y&6) 

(Yi6) _ n6)) - (116) -116)) 

Welle 3 Welle 4 

~ ~'" I 
cC3) 
~ 

5(3) 
~ 

~ 

I ~'" 
C(4) 
~ I 

5(4) 
~ 

0 0° y~4) _ 114) - 0 0° y~3) -

1 90° - Yi4) _ y&4) 1 120° Yi3) + 113) Yi3) _ y~3) 

Die trigonometrischen Faktoren werden, 
abgesehen vom Vorzeichen, durch die Werte 0, 

: ' q = 0,866 ... , I dargestellt. Mit Hilfe der 

obigen Ubersicht HiBt sich leicht ein Schema 
herstellen, das auf die Bequemlichkeit der 

Welle 6 

~ 

Rechnung noch weitere Riicksicht nimmt. So sieht man sofort, daB 
immer wieder neben den Differenzen zweier Zahlen auch ihre Summen 
vorkommen - es ist also angebracht, diese Operationen stets gemein
sam zu erledigen. SchlieBlich erweist sich auch die Bildung der Summen
reihe von 4 Gliedem als unnotig, da man die beiden aus ihnen zu 
bildenden Faltungen auch unmittelbar in der Form 

schreiben kann. Man gelangt so zu folgendem endgiiltigen Rechenschema: 

Yo Yl Y2 

Ys Y7 Ys 

Summe Yo Yl Y2 

Differenz Zo Zl Z2 

Stumpff, Periodenforschung. 

so= Yo+ Ya 
SI = 1';. + Y4 

S2= Y2 + Y5 

Z~ =ZI-Z5 

Z;=Z2- Z <l 

Y3' Y<l Ys 
Y9 YI0 Yll 

Y3 Y<l Ys 

Z3 Z<l Zs 

do= Yo-Ya 
dl=l~-Y<l 
d2 = Y2 -Ys 

Z~=ZI+Z5 

Z~=Z2+Z<l 

5 
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12 a o = So + SI + S2 

12 a6 = do - dl + d2 

6al=ZO+qZ~ ++Z~ 

6 bl = Z3 + q Z~ + + Z~ 
6 a5 = Zo - q Z~ + ~ Z~ 

6b5=Z3-qZ~+ ~ Z~ 

I 
6 a2 = do + - (dl - d2) 

2 

6 b2 = q (dl + d2) 

Der Leser mage sich der Muhe unterziehen, auch fUr andere Werte 
p ein maglichst kurzes Rechenschema aufzustellen, z. B. fUr p = 16, 24, 

30, 36. N ach einem von RUNGE angegebenen Verfahren ist es ubrigens 
auch maglich, von einem Schema flir p Beobachtungswerte direkt auf 
Vielfache von p uberzugehen, d. h. auf eine verdichtete Beobachtungs
reihe. Liegt etwa das Schema flir p = 12 vor, und sind 2 p = 24 Beob
achtungen gegeben, so laBt sich zunachst rein formal das Schema p = 12 

auf die beiden ineinandergreifenden Wertfolgen 

Yo, Y2' Y4"" Y22' (Y~) 

Yl' Y3' Y5"" Y23' (y~/) 

anwenden. Die Analyse ergibt sodann 2 p FOURIER- Koeffizienten, 
die mit 

aft. 
6 ' 

b~, b;, "', b~ 

b~', b'~, ... , b~' 

bezeichnet werden mogen. Da diese 2 p Zahlen voneinander unabhangige 
lineare Kombinationen der gegebenen Beobachtungswerte sind, so muB 
es moglich sein, die gesuchten Koeffizienten der vollstandigen Analyse 
aller 24 Werte, 

als Funktionen der a~, ... , b~' darzustellen. In der Tat ist 

23 11 11 

.."1: Yv cos,u v (f.. = .."1: Y2v cos 2,u v(/..+ .."1: Y2v + 1 cos (2 V + 1),u (/.. 
v~O v~O v~O 

11 11 

= 2: y~ cos 2,u v(/..+ cos,u (/.. .."1: y~' cos 2 ,u V (/.. 
v~O ,·~O 

11 

- sin!l (f.. .."1: y~' sin 2,u v(/.. usw., 
V~O 
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da aber (zunachst fur fl = I, 2, ... , 5) 
11 11 

E. a' = ~ y" cos 2 I/. V a . 2 /.l ~ v {"v , ~ a~ = ~ y~' cos 21lva 
.=0 v=o 

11 11 

Pb' ~ . 2 p. = ~ YS1ll2flva; P b" ~". ---- = Y SIn 2 I/. V a 2 tt v f'''' 

.=0 v=o 

so konnen wir schreiben: 

12 ap' = 6 a~ + 6 (a~ cosfl a- b~ sinfl a) 

12 bp. = 6b~ + 6 (b;;cosfla + a~sinfla), (fl= 1,2, ···,5) 

wahrend 

24 ao = 12 a~ + 12 a~ 

12 a6 = 12 a~ 

12 b6 = 12 a~. 

SchlieBIich lassen sich auch die restlichen Koeffizienten bestimmen, 
indem man die Symmetrieeigenschaften der trigonometrischen Funk
tionen berucksichtigt. Es ist namlich: 

a12_P. = all 

b12 _p. = -bl' 

Daraus ergibt sich dann: 

af~_11 - a~ 

bl~_p =-b~. 
(f-l = I, 2, ... , 5) 

12 aI2-p. = 6 a~ + 6 (a~ cos (12- fl) a + b~ sin (12- f-l) a) 

12 bI2 _ I' = - 6 b~ - 6 (b;; cos (12 - fl) a- a~ sin (12 - Il) a) 

oder: 

12 ali _ I' = 6 a~ - 6 (a~ cos It a - b~ sin p a) 

12 bl2 _ p = -6 b;t + 6 (b~ cos fla + a~ sin pa) . 

Die Ableitung der HilfsgroBen 

ap = a~ cos fl a- b~ sin ,11 a 

bp = b~ cos ,Ll a + a~ sin fl a 

laBt sich noch einfacher gestalten, wenn man die zweite Teilreihe nicht 
mit Yv sondern mit Y3 beginnen laBt und, mit Rucksicht auf die reine 
Periodizitat der Beobachtungsreihe, die formal stets angenommen 
werden darf, Y25 = YI setzt. Da die Verschiebung fl a nunmehr ein 

Vielfaches von 45° ist, kommen als Faktoren bei der Bildung der al" bp 
I -

nur I und z- V 2 = 0,707 ... vor. Wir erhalten demnach, unter der 

Voraussetzung, daB die Analyse der Teilfolgen 

Yo, Y2' ... , Y20, h2' (y;) 

Y3' Ys, ... , Y23' Yv (y~') 

5* 
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durchgefiihrt ist und 'die Konstanten a~, b~; a~, b~ vorliegen, folgendes 
zusatzliche Rechenschema: 

a" 1 a" a a" 5 

b" 1 b" a b" 5 
Summe 51 5a 55 
Differenz Dl Da Ds 

12 a' 
_0 

12 ao 

Summe 24 ao 
Differenz 24 a12 

6b1 

6b~ 

Summe 12 b1 

Differenz 12 bn 

ao = a~ 

a1 = ~ V2·D1 

a2 =-b~' 

aa=- ~ V2·5a 

b2 = a~ 

ba = ~ V2·Da 

b4=-b~ a4 =-a~' 

a =-- 2·D I V-
s 2 5 b5 =- ~ V2 . 55 

b6 = a~' 

6a~ 
6 a1 

12 a1 

12 an 

6 b2 

6 b; 

12 b2 

12 b10 

6a~ 
6a2 

12 a2 

12 a10 

6 ba 
6b; 

12 ba 
12 b9 

6 a~ 6 a~ 6 a~ 12 a~ 
6 aa 6 a4 6 a5 

12 aa 12 a4 12 a5 12 a6 

12 a9 12 as 12 a7 

6 b4 6 b5 12 b6 

6b'4 6b~ 

12 b4 12 b5 12 b6 

12 bs 12 b7 

Die Analyse einer 24-gliedrigen Beobachtungsreihe ist eine in der 
Periodenforschung besonders haufig vorkommende Aufgabe. Das liegt 
einerseits daran, daB in vielen, insbesondere geophysikalischen, Problemen 
der Tag als Grundintervall der An~lyse auf tritt, und daB es sich dann 
als gegeben erweist, stilndliche Beobachtungswerte- heranzuziehen. 
Andererseits ist 24 eine fur die Rechnung sehr bequeme Zahl, die viele 
Vereinfachungen durch Bildung von Summenreihen gestattet, aber auch 
nicht zu klein ist. Die Praktiker haben daher den Fall p = 24 immer 
bevorzugt behandeIt, und es gibt infolgedessen brauchbare Methoden, 
so1che Analysen mit einem moglichst geringen Aufwand an Zeit und 
Arbeitskraft auszufUhren, was besonders dann notwendig wird, wenn 
eine groBe Zahl gleichartiger Rechnungen zu bewaltigen ist. Am 
bequemsten geschieht die Analyse 24-gliedriger Reihen mit Hilfe der 
von TEREBESI (Lit. 273) eingefUhrten Rechenschablonen. Das okono
mische Prinzip, das durch diese Schablonen befolgt wird, besteht darin, 
daB jede in der Rechnung vorkommende Zahl nur ein einziges Mal 
hingeschrieben zu werden braucht. So ist zunachst fUr die 24 Beob
achtungswerte selbst eine bestimmte Anordnung vorgesehen. Der 
Rechner legt eine "Schablone", die 24 rechteckige Fenster in bestimmter 
Anordnung und Numerierung enthalt, auf das Rechenpapier und schreibt 
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die gegebenen Werte in die Fenster hinein. Eine zweite Schablone dient 
dem nachsten Rechnungsgang: Es werden Summen und Differenzen 
gebildet - die Stellen, an denen sie niedergeschrieben werden miissen, 
sind wiederum durch Fenster bezeichnet, die Anleitung ist auf der 
Schablone durch Pfeile, Vorzeichen und ahnliche Hinweise vermerkt. 
So werden eine ganze Reihe von Schablonen in bestimmter Reihenfolge 
benutzt, bis schlieBlich die FOURIER-Koeffizienten gebildet sind. 

Ferner ist auch Sorge fiir eine durchgreifende Kontrolle der Rechnung 
zu tragen. Die vollkommenste Kontrolle ist durch die Darstellung der 
Beobachtungsreihe selbst mit Hilfe der FOURIERSchen Entwicklung 
gegeben. Auch dieser ProzeB der Riickwartsberechnung der Beob
achtungswerte aus den Konstanten al' und bf-l' den wir als "Harmonische 
Synthese" bezeichnen, laBt sich durch geeignete Rechenschemata erledigen 
und ist auch bei der TEREBEsIschen Schablonenmethode vorgesehen'. 

Der inn ere Zusammenhang zwischen den Formeln der Analyse und 
Synthese wird am klarsten, wenn wir die Beobachtungsreihe zunachst 
nur einmal falten und die Reihe der Summen und Differenzen bilden: 

Alsdann 

Yo Yl Y2 Ys 

YP~l Yp-2 Yp-a 

Summe ao al a2 aa 

Differenz (Jl (J2 (Ja 

sind die FOURIER-Konstanten 

p. a= .IY~ 

~ ap' = .I Y. cosp vex = .I a. COS!t v ex 

~ bp. = .I Y. sinp v ex = .I (J. sinp vex. 

Andererseits enthalten die Beobachtungswerte, ihrer FOURIERSchen Ent
wicklung gemaB, einen cos- und einen sin-Term: 

Y, =.I ap' cosrp ex +.I bp.sinrp ex = Ar + B" 
o 1 

und es ist leicht einzusehen, daB 

Ap_, = A,; Bp_,=-B" 
also 

Ao= Yo =ao 
A =yp.+yp-p. !!J!... 

p. 2 2 

B=YP.-YP-p. ~ 
p. 2 2 
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Mithin sind die GroBen a", ~Jl' aus denen sich die Beobachtungsreihe 
unmittelbar rekonstruieren laBt, mit den FouRIER-Konstanten a", bp 

durch die vollig reziproken Gleichungssysteme 

p . ao =.I a~ 

~·a =.Ia cOSU'V1X. 
2 p • r 

I 
"2 a p = .I a. cos p, 'V IX. 

:'-. b = ~ b sinu'VlX. 
2 p ..,;.,. r" ~ bp = .I bv sinp, 'V IX. 

miteinander verknupft. 
Auf Grund dieser Beziehungen lassen sich fur den Einzelfall Rechen

schemata fur die Harmonische Synthese aufstellen, die denen fur die 
Analyse sehr ahnlich sind. 1m Falle p = 12 erhalten wir folgendes 
Synthesenschema: 

ao a l a2 aa 
a6 as a4 

Summe 10 11 12 13 

Differenz go gl g2 

Fo = 10 + la 

Fl = 11 + 12 

Go = lo-/a 
G1 = 11-/2 

Ao=Fo+Fl Aa =gO-g2 

A6=Go-GI B2=hl- hS 

Ao Al A2 As A4 As A6 
Bl B2 B3 B4 Bs 

Summe Yo Yt Y2 Ys Y4 Ys Y6 

Differenz Yu YI0 Y9 Ys Y7 

Als Rechenbeispiel fur eine vollstandige Harmonische Analyse und 
Synthese entnehmen wir der weiter oben gegebenen 24-gliedrigen Luft
druckreihe die Beobachtungen mit geradem Index (Y~ = Yo; Y~ = Y2; ... , 
Y~l = Y22)· 



(av) 

(tv) 
(gv) 
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Analyse: 

(y~) 10,5 14,8 17,1 
4,9 2,9 -13,1 

(¥v) 15,4 I7,7 4,0 
(Zv) 5,6 II,9 30,2 

So = 26,3 do = 4,5 

SI = 33,9 dl = 1,5 

S2 = 8,6 d2 = -0,6 

Z~ = 16,3 Z~= 7,5 

Z~ = 10,4 Z~ = 50,0 

12 ao = 68,8 
12 as = 2,4 

6aI = 24,9 
6 bi = 48,95 

6a5 =- 3,3 
6b5 =-37,65 

Synthese: 

5,73 4,15 0,92 -0,80 
0,20 -0,55 0,84 

5,93 3,60 I,76 -0,80 
5,S3 4,7° 0,08 

6,4 18,0 0,1 
4,5 -1,8 4,5 

10,9 16,2 4,6 
1,9 19,8 -4,4 

Zo + ~Z~ = 10,8 
2 

Z3 + +Z~ = 5,65 

dl + d2 = 0,9 

dl - d2 = 2,1 

SI + S2 = 42 ,5 
SI - S2 = 25,3 

6 a2 = 5,55 
6b2 = 0,78 

6a4 = 5,05 
6 b4 = 21,91 

6a3 =-4,8 
6b3 = 5,6 

(bv) 8,16 
-6,28 

(hv) 1,88 
(kv) 14,44 

0,13 
3,65 

3,78 
-3,52 

0,93 

0,93 

Fo = 5,13 Go = 6,73 
I 

go + 2 g2 = 5,57 ki + k2 = 10,92 

FI = 5,36 GI = 1,84 
I 

ki - k2 = 17,96 h3 + -hI = 1,87 
2 

(Av) IO,SO 9,6S 7,65 5A5 2,4S I,SO 4,90 
(Bv) 5,IS 9AS 0,95 15,SS -lAO 

(y~) IO,S 14,8 17,1 6,4 18,0 0,1 4,9 
4,S -1,8 4,S -13,0 2,9 
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Der Leser mage die gleiche Rechnung auch fur die Beobachtungen 
mit ungeradem Index durchfiihren und die Ergebnisse beider Analysen 
zu einer vollsHindigen Analyse der 24 Beobachtungen auf die weiter 
oben angegebene Art vereinigen. 

Harmonische Analyse und Synthese sind zwar reziproke, aber dennoch 
getrennte Probleme. Werden sie, wie in obigem Zahlenbeispiel, gemeinsam 
ausgefiihrt, so hat das nur insofem einen Sinn, als die eine Rechnungsart 
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die Kontrolle fUr die Richtigkeit der anderen liefert. So ist die voll
standige Synthese die durchgreifendste Kontrolle fUr die Analyse, die 
moglich ist; sie erfordert allerdings einen Aufwand an Rechenarbeit, 
der genau so groB ist, wie der fiir die Rechnung selbst notige. Man 
wird sich daher meistens mit weniger durchgreifenden Kontroilrechnungen 
begniigen. Es geniigt im allgemeinen schon, wenn man einzelne Ordinaten 
stichprobenartig riickwarts berechnet, wobei man nur darauf achtet, 
daB in den zu benutzenden Formeln aIle kontrollbediirftigen Gr6Ben 
vorkommen. Das ist z. B. der Fall, wenn man (fiir p = 12) nur Ao, AI> Bl 
und daraus Yo, YI> Yll bestimmt. 

Weitere Kontrollgleichungen werden durch die "Vollstandigkeits-
relation" geliefert. Es ist namlich 

I """' 2 2 I """' 2 2 -p ~ Yv = ao + 2" ~ (ap + bp) (p ungerade) 

I ~ 2 2 I """' (2 b2 2 (p d ) P ~ Yv = ao + 2" ~ ap + p) + a-!rp gera e . 

AIle diese Kontrollen haben zur Voraussetzung, daB die Analyse 
vollstandig durchgefUhrt worden ist. Sehr haufig liegt aber der Fall 
vor, daB nur einzelne FouRIER-Koeffizienten bestimmt werden soHen, 
etwa zu dem Zwecke, das Verhalten einzelner harmonischer Wellen zu 
untersuchen. Der Rechner ist dann darauf angewiesen, die zur Sicherung 
der numerischen Ergebnisse notwendigen Kontrollen selbst aufzusuchen 
und sie geschickt in das Rechenschema einzubauen. Der Weg dazu 
ist besonders dann sehr leicht gegeben, wenn die gleichen Rechnungen 
mit einer mehr oder weniger groBen Anzahl getrennter Beobachtungs
reihen gleichzeitig durchzufiihren sind. Sind z. B. n Beobachtungs
reihen zu je p Gliedem gegeben und nach einer bestimmten Welle (z. B. 
der r-ten) zu analysieren, so ordne man diese Reihen in n Zeilen unter
einander an: 

y~l) ... Y~~l 
y~2) ••• Yi}!...l 

y~) y~) y~) ... Y~~l 

Yo Y1 Y2 ••. Yp - 1 

und bilde die Kolonnensummen (Summenreihe). Man analysiert dann 
zur Kontrolle auch die Summenreihe. Die Koeffizienten der r-ten Welle 
der Summenreihe sind dann den Summen der entsprechenden Koeffi
zienten der Originalreihen gleich: 

A,= a~l)+ a~2)+ ... + a~n); B, = W)+ b~2)+ ... + b~n>. 
1st die Anzahl der zu analysierenden Reihen sehr groB, so empfiehlt 
es sich, die Summenreihen schon fUr kleinere Gruppen zu bilden, da es 
dann leichter ist, etwa auftretende Fehler zu lokalisieren. 
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S. Analyse der Differenzen. 
Eine Beobachtungsreihe 

Yo, Yl, Y2'"'' Yp-l 
laBt sich auch dadurch festlegen, daB man auBer dem Anfangswert Yo 
die p - r Differenzen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Ordinaten 
aufschreibt. Die Folge 

Yo, 0t = Yl- Yo, 0li = Y2- Yl> ... , op- i = YP-l- YP-2 
ist demnach der Beobachtungsreihe selbst aquivalent. Wie J. BARTELS 
(Lit. 25) gezeigt hat, ist es unter Umstanden praktisch, die Diffe
renzen an Stelle der Originalbeobachtungen bei der Analyse einzufiihren. 
Es zeigt sich namlich, daB die Formeln und daher auch die Rechen
schemata sich nicht wesentlich andern. Dafiir hat man aber den Vorteil, 
daB die GroBenordnung der Differenzen im allgemeinen kleiner, bei 
einigermaBen "glatten" Reihen sogar wesentlich kleiner ist als die der 
Beobachtungswerte selbst. Sehen wir von dem konstanten Glied ao ab, 
das nach wie vor aus der Summe der Beobachtungen zu bestimmen 
ist, so bleiben die Koeffizienten aller Wellen ungeandert, wenn die 
Ordinaten urn eine beliebige Konstante vermehrt oder vermindert 
werden. Man kann also, ohne das Analysenergebnis zu verandern, Yo 
willkiirlich gleich null set zen und behalt lediglich die Differenzenfolge 

O!, 0li"'" op-~ 
als Rechnungsgrundlage. Es ist vorteilhaft, diesen p - r Differenzen 
noch eine p-te 

op_ ~ = YP-Yp-l = YO-Yp-l 
hinzuzufiigen. Dann ergibt die Analyse dieser Reihe, wenn man als 
Argumente die Mitten zwischen den Beobachtungsterminen wahlt: 

p-l 

a~= ;.:2(YV+I-YV) cos (v+ :),utx 
v.~.o 

p-l p-l 

= ;~YV+l cos {(v + r),utx IHJ.} ? ~ { IHJ.} -z- - ;~ Yvcos v,utx + -z-
V~O v~o 

IHJ. b' p,rJ. p,rJ. b' p,rJ. b' p,rJ. 
= af.' cos-z - + f.'Slll-Z-- af.'cos-z - + f.'Slll-Z- = Z 11Slll-z-

p-l 

b~= ;~(Y"+l-Yv)sin(v+ ~ ),utx 
V~O 

p-l p-l 

= .~~ Yv+l sin {(v + r)/Jtx- p,zrJ.}- ;~Yvsin {v,utx + p,zrJ.} 
~~o v~O . 

. P, rJ. 
=-zaf.'sln-z-· 



74 Praxis der Harmonischen Analyse und Synthese. 

Die Amplituden der FouRIER-Glieder der Beobachtungsreihe werden 
demnach aus denen der Differenzreihe durch Multiplikation mit einem 
Faktor 

I 
q=---

zsinfl,OC 
z 

erhalten, wahrend die Phasen gegen die der Differenzenreihe urn einen 
Viertelumlauf gedreht erscheinen. 

Noch einfacher werden die Formeln, wenn man die Folge der zweiten 
Differenzen analysiert, wobei, wie immer, die Beobachtungsreihe als rein 
periodisch betrachtet wird. Diese Folge ist 

2Yo-(YP-l+YI); 2YI-(YO+Y2); ... ; 2YP-1-(YP-2+YO)' 

ihre Glieder werden dem Argument der mittleren der drei benutzten 
Beobachtungen zugeschrieben. Die Analyse ergibt: 

p-1 

a;; = ; ,2(2 Yv- Yv -1- Yv +1) COSVfl (J. 

v=o 
P-l p-l 

= ;,2YvCOS V [l(J.-; ~YV_1COS{(V-I)[l(J.+fl(J.} 
v-O .-0 

p-l 

-;~YV+l cos {(v + I) [l(J.-,U(J.} 
11=0 

= 2 a /t - a Ii cos fl (J. + b p sin fl (J. - a p cos fl (J. - b p sin ,U (J. 

= 2 ap (I - cosfl (J.) = 4 ali sin2 PZOC 

Ebenso: 

bl! = 4 b sin 2 !:!.!':... p p z· 

Bier tritt eine Verschiebung der Phasen nicht ein. 

Man wird die Methode der Differenzenanalyse immer dann anwenden, 
wenn durch die Verringerung der GroI3enordnung der Ordinaten eine 
wesentliche Erleichterung der Rechenarbeit erzielt wird. Das ist z. B. 
der Fall, wenn zur Bildung der trigonometrischen Produkte Tafeln 
herangezogen werden. Solche Tafeln der Vielfachen der trigonometrischen 
Faktoren lassen sich leicht und ubersichtlich herstellen, wenn der Multi
plikand klein, etwa nur zweistellig ist, oder wenn gar sein Betrag sich 
auf die Zahlen von I-50 beschrankt. Eine derartige Produkttafel wurde 
auf wenigen Blattern unterzubringen sein und daher bedeutend bequemer 
zu benutzen sein, als etwa die fUr die Faktoren von 1-1000 geschaffenen 
Rechentafeln von POLLAK oder wie die CRELLEschen Tafeln. 
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Die fur die Analyse der erst en bzw. zweiten Differenzen abgeleiteten 
F ormeln stehen ubrigens in einem sehr einfachen Zusammenhang mit 
den Formeln, die man flir die Harmonische Analyse geglatteter Reihen 
erhiilt. GHittet man z. B. eine Beobachtungsreihe dUTCh ubergreifende 
Mittel benachbarter Beobachtungen oder durch gewichtete Mittel aus 
je drei aufeinanderfolgenden Werten, so erhiilt man die FOURIER
Konstanten aus ganz ahnlichen Formeln wie oben, da sich die Ansatze 
nur durch Vorzeichenvertauschungen von den obigen unterscheiden. 

6. Analyse von Beobachtungsnetzen. 
Die Aufzeichnung von geophysikalischen Vorgangen kann auf zweierlei 

Weise erfolgen: Zunachst laBt sich flir eine und dieselbe Beobachtungs
station der Vorgang (z. B. die Variation des Luftdrucks, der Temperatur, 
der erdmagnetischen Komponenten usw.) als Funktion der Zeit auf
tragen; ferner laBt sieh aber auch fur einen und denselben Zeitpunkt 
(Beobachtungstermin) die Verteilung der Beobachtungsergebnisse uber 
ein mehr oder weniger ausgedehntes Gebiet der Erdoberflache zeichnen, 
falls gleichzeitig Beobachtungen oder Registrierungen der Erscheinung 
an verschiedenen Orten gemacht worden sind, die ein N etz von bestimmter 
Ausdehnung und Diehte bilden. Diese gleichzeitigen Beobachtungs
ergebnisse stellen ausgewahlte Ordinaten einer Flache dar, die ihrer 
Natur nach meist uberall stetig ist oder hochstens an bestimmten Stellen, 
etwa langs gewisser singularer Linien, Unstetigkeiten (Sprunge, Ver
werfungen) aufweist. Die graphische Darstellung dieser Flache erfolgt 
durch Einzeichnen von Linien gleicher Funktionswerte (Isoplethen; 
insbesondere Isobaren, Isothermen, Isallobaren, Isohypsen u. a.) in eine 
das gesamte Stationsnetz umfassende geographische Karte. Diese 
Darstellungsart, die man als die synoptische bezeichnet, ist aus der 
Meteorologie hinreiehend bekannt (Wetterkarten). Interessieren ortliche 
und zeitliche Variationen der Beobachtungsfunktion gleichermaBen, so 
werden die letzteren dadurch der Bearbeitung zuganglich gemacht, daB 
man die synoptische Darstellung flir eine Reihe genugend dieht auf
einanderfolgender Beobachtungszeiten wiederholt und nun die (meist 
stetige) Veranderung des synoptischen Bildes und seiner Einzelheiten 
in der Zeit verfolgt. 

Wird nun eine periodographische Untersuchung einer solchen raumlich 
und zeitlich veranderlichen Beobachtungsfunktion verlangt, so kann 
man wiederum auf zweierlei Weise vorgehen, je nachdem man von den 
Darstellungen des zeitlichen Funktionsverlaufs an den verschiedenen 
Punkten des Stationsnetzes oder von den synoptischen Darstellungen 
des ortlichen Funktionsverlaufs zu den verschiedenen Beobachtungs
terminen seinen Ausgang nimmt. 1m letzteren Faile konnte man etwa 
so vorgehen, daB man das synoptische Bild durch eine Entwicklung nach 
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Kugelfunktionen zu beschreiben sucht (sofern sich die synoptische Dar
stellung iiber die gesamte Erdoberflache erstreckt, bedarf diese Methode 
keiner besonderen Erlauterung mehr - andernfalls hatte man die 
fehlenden Gebiete nach irgendeinem Prinzip zu erganzen, etwa so, daB 
man die Funktion dort willkiirlich gleich einem konstanten mittleren 
Wert setzt: die Darstellung durch Kugelfunktionen hatte dann lediglich 
fUr das eigentliche Beobachtungsgebiet einen interpolatorischen Sinn); 
die so gewonnenen Entwicklungskonstanten werden dann als Funktionen 
der Zeit zu betrachten und periodographisch zu untersuchen sein. Dies 
Verfahren hat aber nur dann einen praktischen Wert, wenn die Ent
wicklung nach Kugelfunktionen schon bei verhaltnismaBig kleinen 
Ordnungen abgebrochen werden kann. Wiirde man namlich die Forderung 
erheben, daB aIle Beobachtungswerte des Netzes exakt dargestent werden 
sollen, so ware die Zahl der Entwicklungskoeffizienten ebenso groB wie 
die der Beobachtungswerte selbst. Man hatte also lediglich erreicht, 
daB die gegebenen Werte in ebenso viele andere umgeformt waren, und 
zwar mit Hilfe einer recht komplizierten Transformation. Das wiirde 
sich nur dann lohnen, wenn sich etwa herausstellen sonte, daB die zeit
liche Variation der Kugelfunktionskoeffizienten wesentlich einfacher ver
lauft als die der Stationsbeobachtungen selbst, oder, daB Periodizitaten 
in den transformierten Gri:iBen reiner hervortreten als in den urspriing
lichen. Da dies aber im allgemeinen nicht erwartet werden kann, wird 
man in den meistenFaIlen den anderen Weg beschreiten, der von der 
Analyse der einzelnen Beobachtungsreihen ausgeht. Man lege also der 
Rechnung ein bestimmtes Analysenintervall fUr das gesamte Netz 
zugrunde, dessen Lange und dessen Grenzen den jeweiligen Verhaltnissen 
angemessen sind. Die Harmonische Analyse der zu N Punkten des 
Beobachtungsnetzes gehi:irigen gleich langen und sich auf den gleichen 
Zeitraum beziehenden Beobachtungsreihen liefert dann N Folgen von 
FOURIER-Koeffizienten 

(fl = I, 2, ... , N) 

bzw. N Folgen von Amplituden und Phasen 

a~'); c<.j'), c¥'), ... ; '/p~"), 'IfJ~,), ... 

Sind die Beobachtungsreihen selbst stetige Funktionen der Zeit mit nicht 
aIlzu kurzperiodischen Schwankungen, so wird man die Entwicklungen 
schon nach verhaltnismaBig wenigen Gliedern, etwa nach der r-ten 
Ordnung, abbrechen diirfen. Die Synthese, d. h. die Riickwarts
berechnung der Beobachtungswerte aus den Harmonischen Wellen bis 
zur r-ten Ordnung, wird alsdann einen geglatteten Verlauf der Beob
achtungsreihen ergeben, durch den die Schwankungen langerer Peri ode 
gut dargestellt werden, wahrend kurzperiodische Schwankungen, sofern 
solche doch vorkommen sollten, unberiicksichtigt bleiben, desgleichen 
zufallige Beobachtungsfehler. (Natiirlich kann man, falls die vorliegende 
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Aufgabe dies erfordern sollte, die Analyse auch bis zur vollstandigen 
Darstellung der Beobachtungsreihen durchfiihren, doch wird dies in 
den meisten praktisch vorkommenden Fallen schon deshalb nicht not
wendig und nicht einmal erwiinscht sein, weil erfahrungsgemaB die ganz 
kurzen Schwankungen von Beobachtungsfehlern oder sonstigen Unregel
maBigkeiten untrennbar sind und auch, soweit sie iiberhaupt reell' im 
physikalischen Sinne sind, eine meist sehr kurze Lebensdauer besitzen.) 
N achdem die Analyse der N Einzelreihen bis zu der erforderlichen 
Ordnung durchgefiihrt worden ist, lassen sich synoptische Karten fUr 
die einzelnen Entwicklungsglieder sehr leicht herstellen. So ergibt z. B. 
die synoptische Darstellung der konstanten Entwicklungsglieder ao ein 
Bild von der geographischen Verteilung der Funktionsmittelwerte iiber 
das gewahlte Zeitintervall. 1st z. B. das Analysenintervall ein Jahr, 
so ergibt (etwa fUr Luftdruck oder Temperatur) die synoptische Dar
stellung der Konstanten ao die bekannten Jahres-Isobaren biw. -Iso
thermen. Auch fUr kiirzere Intervalle (z. B. bestimmte Monate) ergibt 
die synoptische Darstellung der konstanten Glieder aufschluBreiche und 
in der Klimatologie unentbehrliche Verteilungskarten (z. B. Januar- oder 
Juli-Isothermen). Was die zu Wellen endlicher Periode gehorigen 
Konstanten anbetrifft (Grundschwingung und Oberschwingungen im 
Analysenintervall), so kann man natiirlich die zu der Harmonischen 
'Welle r-ter Ordnung gehorigen Konstanten an by gesondert zu einer 
synoptischen Darstellung verwenden. Wichtiger und aufschluBreicher 
sind aber solche synoptischen Karten, die alle zu einer bestimmten 
Welle gehorigen Angaben gleichzeitig enthalten. Es ist dann der Anschau
lichkeit wegen angezeigt, diese Angaben in der Gestalt von Amplituden 
und Phasen zu benutzen. Auf einer solchen synoptischen Karte werden 
alsdann die Gebiete groBer und kleiner Amplituden durch ein System 
von Linien gleicher Amplitude (I samplit~tden) hervorgehoben werden. 
Man erkennt also die geographische Verteilung der Gebiete, in denen 
die betreffende Welle stark ausgepragt ist (Aktionsgebiete) und solcher, 
in denen diese Welle gar nicht oder fast gar nicht vorhanden ist. Es 
zeigt sich dann, daB das System der Linien gleicher Phase (Isophasen) 
in sehr engem Zusammenhang mit dem System der Isamplituden steht. 
Dort, wo die Amplituden klein sind, drangen sich die (z. B. von 30 zu 
30° oder von 45 zu 45° gezogenen) Isophasen stark zusammen, wahrend 
iiber den Gebieten groJ3ter Aktivitat die ortliche Variation der Phasen 
gering zu sein pflegt. An manchen Stell en des Kartenbildes, namlich 
iiberall dort, wo sich isolierte Punkte mit verschwindender Amplitude 
zeigen, schneiden sich alle Isophasen in einem Punkt. Man nennt solche 
Isophasenschnittpunkte Amphidromien oder Wirbel. An anderen Stellen 
beriihren sich die Isophasen. Man kann diese Stellen, die naWrlich auch 
nur in Gebieten verschwindender Amplitude auftreten, als singulare 
Punkte auffassen, die durch das Zusammentreffen zweier benachbarter 
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Wirbel mit entgegengesetztem Phasendrehungssinn gedeutet werden 
konnen. Mitunter laufen auch die Isophasen eines groBeren Phasen
intervalls langs bestimmter Linien des synoptischen Bildes gedrangt 
parallel und bilden ein Isophasenbiindel, das in einer Rinne kleiner 
Amplituden verlauft. Ein typisches Bild, die synoptische Analyse von 

~~ti....- /sopbdsen ... 
/sOH1tKillJien 
Allfplilvo'en > 12 nU 

11 <JnW 
Lulfo'rudrwp/e 

Abb.8. Wellenbild der 6otag. LuftdruckwelIe im Intervall 5. II. 35 bis 3. I. 36. 

Luftdruckkurven betreffend, ist in Abb. 8 gezeichnet1 . Zur Technik des 
Zeichnens der Isophasenlinien sei noch bemerkt, daB man zweckmaBig 
damit beginnt, neb en jeden Punkt des Beobachtungsnetzes zunachst 
die Konstanten a" by der darzustellenden Welle einzutragen. Die Linien 
(Isoplethen) ay = 0; by = 0 sind dann mit den Isophasen fUr 0° und 
180°, bzw. fUr goO und 270° identisch, wie unmittelbar einzusehen ist. 
Die Schnittpunkte (oder auch Beruhrungspunkte) dieser Linien ergeben 
sodann samtliche im Kartenbild zu erwartenden Wirbel und singularen 
Punkte, durch die auch die ii.brigen Isophasen hindurchgehen mussen. 
Will man auBerdem die Zeichnung der Isophasen fUr 45°, 135°, 225° 

1 Zahlreiche Beispiele findet man unter anderem Lit. 26I, 262. 



Analyse von Beobachtungsnetzen. 79 

und 315° zeichnen, so ergibt sich folgende praktische Regel: 1st die 
Welle r-ter Ordnung in der Form 

c, sin (IX, v + '/fJr) = a, cos IX, v + by sin IX, v 

(ay = Cy sin '/fJy; by = c, cos '/fJr) 

gegeben, so erkennt man leicht, daB fur 

'/fJ,= 45°,225°: ar-b,=o 

'/fJr=135°,315°: ar+br=o. 

Urn die noch fehlenden Isophasen zu zeichnen, braucht man also nur 
noch die Differenz und Summe der beiden FouRIER-Komponenten a, 
und by neben den Beobachtungsort zu schreiben - die gewiinschten 
Isophasen werden dann durch die Isoplethen 

a,-b,=o; ar+b,=o 
geliefert. 

\Vir haben nun noch einen Fall zu betrachten, der in der geophysi
kalischen Praxis wohl niemals rein auftriU, aber als Idealfall ein groBes 
Interesse fUr die Periodenforschung besitzt: den Fall namlich, daB das 
gewahlte Analysenintervall fUr das gesamte Beobachtungsgebiet oder 
wenigstens fur einen groBeren Teil desselben als Grundintervall einer 
reinen Periodizitat aufzufassen ist. Die einfachste Annahme ist die, 
daB jede von den N Beobachtungsreihen des Netzes eine einfache Sinus
schwingung von der gleichen Periode und konstanter, aber fur ver
schiedene Orte verschiedener Amplitude und Phase darstellt. Analysiert 
man diese Reihen in einem Intervall von der Lange dieser Welle (oder 
einem Vielfachen davon), so ergibt sich fur die betreffende Harmonische 
ein synoptisches Wellenbild von bestimmter Beschaffenheit, das - und 
das ist das Entscheidende - unabhangig von der Lage des Analysen
intervalls auf der Zeitachse ist, sofern wir als Anfangspunkt der Phasen
zahlung einen konstanten Zeitpunkt wahlen. Wir nennen den Schwin
gungsvorgang dann zeitlich stationiir. Verschieben wir also (vgl. die Aus
fiihrungen in III, 4 uber das Phasendiagramm) bei konstantem Anfangs
punkt der Phasenzahlung das Analysenintervall stetig auf der Zeitachse, 
so andert sich das durch die Systeme der Isophasen und Isamplituden 
gegebene Wellenbild nicht. Wahrend also der Beobachtungsvorgang 
selbst (etwa das von Tag zu Tag gezeichnete System der Isobaren) sich 
standig in periodischer Vv'eise andert, bleibt das Wellenbild unverandert, 
solange die Schwingung stationar ist. Durch die Umwandlung des 
Beobachtungsaggregats in ein Aggregat von Amplituden und Phasen 
ist demnach die zeitlich veranderliche Isoplethendarstellung in eine 
zeitlich unveranderliche ubergefuhrt, die somit fUr die Dauer des 
stationaren Schwingungszustandes charakteristisch ist. Das System der 
Isophasen charakterisiert dabei den Schwingungszustand zu einer 
bestimmten Anfangszeit - die Isophasen selbst stellen die Wellenfronten 
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dar. So verbindet die Isophase 1py = goO offenbar alle Orte, die zur 
Anfangszeit ein Wellenmaximum zeigen - diejenigen Orte, die auf der 
Isophase 1p, = 0 0 liegen, erreicht das Wellenmaximum erst nach Ablauf 
einer Viertelperiode; es ist also klar, daB die Fortpflanzung der Wellen 
senkrecht zu den Isophasen in derjenigen Richtung vor sich geht, die 
durch abnehmende Phasen bezeichnet wird. ·Eine Amphidromie bedeutet 
eine Rotation der Welle urn einen Punkt - je nachdem, ob urn einen 
Wirbel herum die Phasenwerte im Uhrzeigersinn oder entgegengesetzt 
abnehmen, erfolgt auch diese Drehung der Wellenfronten in dem einen 
oder anderen Sinne. Man kann also von positiven oder negativen Wirbeln 
sprechen. 

In der Praxis (Erfahrungen liegen in gr6Berem Umfang nur fur Luft
druckanalysen vor) sind solche stationaren Schwingungen sehr selten 

. und gelten dann hOchstens fUr beschrankte Gebiete und fiir kurze 2eiten. 
1m allgemeinen andert sich also das Wellenbild bei Verschiebung des 
Analysenintervalls mit der Zeit. Immerhin ergibt aber diese synoptische 
Darstellung der Harmonischen Konstituenten den beachtlichen Vorteil, 
daB die schnelle Veranderlichkeit der Originalbeobachtungen durch die 
Transformation mittels der Harmonischen Analyse in eine langsame 
ubergefUhrt wird. Die langsame zeitliche Veranderlichkeit der synop
tischen Wellenbilder macht sie zu einem geeigneten Hilfsmittel bei allen 
Versuchen, einen zweidimensionalen Beobachtungsvorgang auf Grund 
der in ihm vorhandenen Periodizitaten fiber das Analysenintervall 
hinaus zu extrapolieren. Die Konstruktion synoptischer Wellenbilder 
wird daher auch bei der Analyse meteorologischer Beobachtungsreihen 
eine groBe Rolle spielen, nicht nur, sofern es sich urn das Studium der 
periodischen Eigenschaften der meteorologischen Elemente selbst handelt, 
sondern auch bei allen Versuchen, diese zu einer kurz- oder langfristigen 
Wettervorhersage heranzuziehen. 

7. Symmetrieeigenschaften von Beobachtungsreihen 
und -netzen. 

Eine der hervorstechendsten Eigenschaften der einfachen trigono
metrischen Funktionen ist neben ihrer reinen Periodizitat ihre Symmetrie 
in bezug auf bestimmte Abszissen. Beide Eigenschaften k6nnen, wie 
das Beispiel der Sinuswelle ja lehrt, in einer und derselben Funktion 
vereinigt sein, sind aber trotzdem unabhangig voneinander. Es gibt 
rein periodische Funktionen, die keine Symmetrieeigenschaften besitzen, 
und es gibt symmetrische Funktionen, die nicht rein periodisch sind. 

Wir kennen zwei verschiedene Arten von Symmetrie: die spiegel
bildliche und die verkehrt~spiegelbildliche Symmetrie. Eine reine Sinus
welle ist spiegelbildlich-symmetrisch in bezug auf die Phasen goO, 2700 

usw. und verkehrtspiegelbildlich-symmetrisch in bezug auf die Phasen 
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0°, 180° usw. und die Abszissenachse als Bezugslinie. Man kann das 
auch so ausdriicken: Die Funktion 

I (t) = c + a cos!'/.. t 

ist in bezug auf die Phasen 0°, 180°, ... spiegelbildlich-symmetrisch, 
die Funktion 

I (t) = c + a sin!'/.. t 

in bezug auf die gleichen Phasen und auf y = c als Bezugslinie verkehrt
spiegelbildlich-symmetrisch. Da cos eine gerade, sin eine ungerade 
Funktion ist, bezeichnd man die beiden Arten von Symmetrie sinn
gemaB auch als gerade bzw. ungerade Symmetrie. Allgemein spricht 
man von gerader Symmetrie, wenn, in bezug auf die Abszisse t = to, 
die Funktionalgleichung 

I (to + t) = I (to - t) 

erfiillt ist. Ungerade Symmetrie herrscht, wenn 

I (to + t) - c = - [f (to - t) - cJ , 

wobei c eine den Funktionsmittelwert darstellende Konstante bedeutet. 
Bei empirischen Funktionen sind die Symmetriebedingungen, wenn 

iiberhaupt, niemals rein erfiillt, schon wegen der in fast allm vor
kommenden Fallen vorhandenen Beobachtungsfehler. Man wird also 
hier, urn den Symmetriebegriff iiberhaupt nutzbringend anwenden zu 
konnen, ahnliche Einschrankungen machen miissen, wie sich das auch 
bei der Anwendung des Begriffs der reinen Periodizitat (s. I, 9) als not
wendig herausgestellt hatte. Wir wollen demnach im erweiterten Sinne 
auch dann von "Symmetrie" reden, wenn die Funktionalbedingungen 
nur innerhalb gewisser Fehlergrenzen erfiillt sind, iiberdies aber auch 
dann, wenn die Symmetrie sich nur auf einen endlichen Bereich zu 
beiden Seiten des Symmetriemittelpunktes (Abszisse to) erstreckt, 
dariiber hinaus aber nicht mehr vorhanden ist. Diese "zeitlich begrenzte 
Symmetrie" konnte sich so auBern, daB die Grenzen des Symmetrie
bereiches scharf ausgepragt sind - in der Praxis ist aber eher der Fall 
zu erwarten, daB mit wachsender Entfernung vom Symmetriemittelpunkt 
(der auch kurz als Symmetriepunkt bezeichnet wird) die an fangs geringen 
Widerspriiche gegen die Symmetriebedingung immer grol3er werden, bis 
sie schlie13lich die zulassige Grenze iiberschreiten. Wo diese Grenze zu 
suchen ist, wird immer bis zu einem gewissen Grade willkiirlich bleiben. 
Solche nicht scharf begrenzten Symmetriegebiete hat L. WEICKMANN in 
Luftdruckkurven gesucht und gefunden - die Ausdt'hnung derselben 
betragt in Einzelfallen bis zu 50 Tagen vor- und riickwarts vom Sym
metriepunkt aus gerechnet. Die Haufigkeit gerader und ungerader 
Symmetriepunkte scheint ungefahr gleich groB zu sein. 

Da die Sinuswelle zugleich die einfachste rein periodische als auch 
die einfachste symmetrische Funktion ist (die sogar unendlich viele 

Stumpff, Periodenforschung. 6 
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gerade und ungerade Symmetriepunkte besitzt), so ist, trotzdem die 
Begriffe der Periodizitat und der Symmetrie voneinander unabhangig 
sind, doch eine gewisse Beziehung zwischen ihnen zu erwarten. Diese 
Beziehung wird aufgedeckt, wenn wir eine symmetrische Funktion 
beliebiger Gestalt in eine FOURIERSche Reihe entwickeln, und zwar in 
einem Analysenintervall, dessen Mittelpunkt der Symmetriepunkt ist, 
und das ganz innerhalb des Symmetriebereiches liegt. 1st die allgemeine 
Form der FOURIERSchen Reihe 

I (t) = ao + a1 cos cx (t - to) + a2 cos 2 CX (t - to) + .. . 
+ b1 sin cx (t - to) + b2 sin 2 CX (t - to) + ... , 

so folgt auf Grund der Symmetriebedingungen, daB, abgesehen von 
dem konstanten Glied ao, bei gerader Symmetrie nur cos-Glieder, bei 
ungerader Symmetrie nur sin-Glieder auftreten. 1st t = to ein Symmetrie
punkt, und liegt die (aquidistante) Ordinatenfolge 

I (L,,); l(t-"+1); ... , !(t- 1); I (to); 1 (t1); ... , l(t"-1); 1 (t,,) 

ganz innerhalb des Symmetriegebietes, so folgt in der Tat aus den 
Funktionalgleichungen bei gerader Symmetrie 

+n 

bfL = _2_,_. "'I (tv) sincxfL (t,.-to) = 0 (Ii = I, 2, ... ) 
21Z, I ",:;;;;.; 

v=-n 

und bei ungerader Symmetrie 
+n 

afL =zn:2+ I' ~I (t,.) cos CXfL (tv - to) = 0 . 
p= -n 

Das Ergebnis laBt sich auch so ausdrucken, daB bei Symmetrie die 
Elementarwellen, aus denen sich die Beobachtungskurve zusammen
setzt, im Symmetriepunkt in bestimmter Weise "in Phase" sein mussen, 
und zwar so, daB in einem geraden Symmetriepunkt alle Elementar
wellen Extrema (Maxima oder Minima), in einem ungeraden Symmetrie
punkt dagegen Nullstellen aufweisen mussen. 1st die Symmetrie unvoll
kommen, so wird diese Bedingung entsprechend ungenau erfUllt sein; 
die Phasen werden also im Symmetriepunkt von ihrem Idealwert mehr 
oder weniger abweichen, wobei zu bemerken ist, daB eine Abweichung 
um so weniger ins Gewicht taIlt, je kleiner die Amplitude der betreffenden 
Schwingung ist. Auf Grund dieser Bemerkung, deren Richtigkeit 
unmittelbar einleuchtet, laBt sich ein numerisches MaB fUr die Gute 
und Art (gerade oder ungerade) eines Symmetriepunktes konstruieren. 
1st das Amplitudenquadrat der p-ten Welle der obigen harmonischen 
Entwicklung 
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so ergibt sich nachdem Gesagten fUr die Intervallmitte ein gerader 
Symmetriepunkt, wenn 

n n 
l: b; l: a! 

#-1 C #=1 5n = ~ = 0; n = -n- = 1- 5n = I 

l: c; l: c! 
#=1 #=1 

und ein ungerader Symmetriepunkt, wenn umgekehrt 
5n=l; Cn=o. 

Jede der beiden Funktionen 5 n oder Cn HiBt sich mithin als ,,5ymmetrie
index" benutzen - bei unvollstandiger Symmetrie wird man nicht ver
langen, daB der Symmetrieindex genau gleich 0 oder list, sondem 
wird gewisse Schranken festsetzen, oberhalb oder unterhalb derer er 
liegen muB, und deren Feststellung der Erfahrung des Rechners uberlassen 
bleiben muB. Statt der GraBen 5 n oder Cn kann man a.uch - wie €s 
K. LEHMANN (Lit. IS6) in bezug auf Symmetriepunkte des Luftdrucks 
getan hat - den mit ihnen eng zusammenhangenden Ausdruck 

Kn= 1-2 5n= 2 Cn-1 

als Symmetriekriterium benutzen, der fur gerade Symmetrie den Wert 
+ I, fUr ungerade Symmetrie den Wert - I annimmt. Mathematisch 
stellt das letztere Kriterium nichts anderes dar, als den Korrelations
koeffizienten 1 zwischen der auf ihren Mittelwert 

+n 

ao = 2 n 1+ I ~ I (tv) 
v=-n 

bezogenen Beobachtungsreihe und der urn den Symmetriepunkt um
geklappten Reihe, der ja die gleichen Eigenschaften zeigen muB. 

Naturlich ist es nicht unbedingt natig, zur Feststellung einer Sym
metrie auf die Harmonischen Konstanten zuruckzugehen. Legt man auf 
die Ableitung einer MaBzahl fur die Gute der Symmetrie keinen Wert, so 
wird schon ein bloBer Vergleich der Beobachtungskurve mit ihrem Spiegel
bild bezuglich der im Symmetriepunkt gezogenen Ordinate in den meisten 
Flillen eine klare Entscheidung bringen. Ein numerisches MaB fUr die 
Symmetrie erhalt man femer schon auf Grund der Funktionalbedingungen 
fUr die Symmetrie direkt. Sei die gegebene Folge der Kurze wegen mit 

I-n' ... , 1-1> 10, 11> ... , In 
bezeichnet, und sei femer das konstante Entwicklungsglied null, also 

+n 
~ Iv= 0, 

v=-u 

so erhalten wir, nach dem Vorschlag von C. REINSBERG (Lit. 2IS) em 
Symmetriendiagramm, indem wir die Quadratsumme 

+n 
~ (1.-1_.)2 

v=-n 

1 Siebe IV, 6. 

6* 
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in Beziehung zu der Streuung der Beobachtungen setzen. Offenbar ist 
fur den Fall der geraden Symmetrie (fp = I-v) 

v= -n V= -It 

+n +n - =0, 
1: (I. + 1- .)2 + 1: (tp- 1- .)2 

v= -n p=-n V= -n 

dagegen nimmt dieser Ausdruck bei ungerader Symmetrie (fp = - 1-.) 
den Wert I an. Es laBt sich leicht zeigen, daB der so gewonnene Aus
druck mit dem Symmetrieindex Sn identisch ist, sofem bei dessen Bildung 
samtliche FouRIER-Koeffizienten der Entwicklung herangezogen worden 
sind. Es k6nnte also scheinen, daB die Ruckwartsberechnung des Sym
metrieindex aus den FOURIER-Konstanten einen umstandlichen Umweg 
darstellt, der lediglich theoretisch interessant ist, aber praktische Bedeu
tung nicht besitzt. Das ist vielleicht im allgemeinen auch der Fall -
bei dem einzigen praktischen Problem der Geophysik, in dem Symmetrie
betrachtungen bisher in gr6Berem Stil durchgefuhrt worden sind, namlich 
bei der Bearbeitung der WEICKMANNschen Symmetriepunkte des Luft
drucks, kann diese Bevorzugung der einen vor der anderen Methode nicht 
aufrechterhalten werden. Die Untersuchungen von WEICKMANN, 
MILDNER u. a. haben namlich gezeigt, daB die (im allgemeinen sehr 
unvollkommene) Symmetrie der Luftdruckkurven sich hauptsachlich 
auf die Schwingungen gr6Berer Wellenlange erstreckt, wahrend sie fUr 
die kurzen Schwingungen « 7d) seltener oder gar nicht vorhanden ist. 
Das hangt offenbar mit der Erfahrungstatsache zusammen, daB die 
Lebensdauer der Luftdruckschwingungen (sofem man uberhaupt von 
Schwingungen reden darf) urn so kurzer ist, je kleiner die Wellenlange 
ist. Es werden also die kleineren Oberschwingungen in einem maBig 
groBen Analysenintervall im allgemeinen keinen reellen Schwingungen 
entsprechen, die durch das ganze Intervall hindurch persistent sind, 
wahrend dies fUr gr6Bere Schwingungen sehr wohl der Fall sein kann. 
Symmetrien werden also meist dann entstehen, wenn wenige Wellen 
von langerer Periode und dominierender Amplitude in Phase sind, 
wahrend dies fUr die groBe Menge der kleineren und kleinsten Ober
schwingungen nur gelegentlich (zufallig) erfUllt ist. Man wird also die 
Symmetrie eines Kurvenstuckes schon dann aussch6pfen, wenn man 
die Entwicklungskoeffizienten bei einer mafiig hohen Ordnung abbricht. 
Bricht man etwa bei der r-ten Ordnung ab, so hat man fUr den Symmetrie
index sinngemaB zu setzen: 

r 

1: b; 
5 _ /1-=_1_ 

r - r • 

1: c~ 
/1-=1 

Dieser Ausdruck, der ein SymmetriemaB fur eine mehr oder weniger 
stark geglattete Kurve darstellt, also, mit anderen Worten, auf kurz-
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periodische Schwankungen der Beobachtungsreihe keine Rucksicht 
nimmt, ist sehr leicht zu gewinnen, da die Summen nur eine beschrankte 
Anzahl von Gliedern enthalten. (Bei einem Analysenintervali von 
60 Tagen hat Verfasser an Luftdruckkurven die Erfahrung gemacht, 
daB Symmetrien auf diese Weise schon befriedigend erhalten werden, 
wenn man sich auf die ersten 6 Harmonischen Glieder beschrankt und 

J! 

!----+--
.: ;' 

Abb. g. Luftdruck. SymmetrieverteiJung am 9.1. 36. Intervall 60 Tage. 

verlangt, daB fUr gerade Symmetrie S6 < 0,2 und fUr ungerade Sym
metrie S6 > 0,8 sein soli.) Die Berechnung von Symmetrieindices aus 
FOURIER-Koeffizienten wird also immer dann von Vorteil sein, wenn 
entsprechende trigonometrische Entwicklungen bis zu einer maBig hohen 
Ordnung schon zum Zwecke anderweitiger periodographischer Unter
suchungen vorgenommen worden sind. Die Symmetrieindices bilden 
dann ein wertvolles und leicht zu erhaltendes N ebenprodukt der 
Rechnung. 

Die Symmetriekriterien kann man - einerlei, auf welche Weise sie 
entstanden sind - nach verschiedener Richtung hin auswerten. Hier 
seien drei verschiedene Untersuchungsarten angefUhrt: 
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1. Das Analysenintervall wird konstant gehalten, aber gleitend langs 
der Zeitachse verschoben. Der sich jeweils auf die Intervallmitte 
beziehende Symmetrieindex ergibt sich dann als Funktion der Zeit. 
Die Maxima und Minima dieser Funktion ergeben dann - sofern sie 
hinreichend extrem sind, die Lage und Art der Symmetriepunkte. 

",10 ~4C 1:1 
t1 ..... ' ,... }\' 

\or \;f/: ...... . ..fy .... ,/~ : : 
<&' /':f" ,' " 

/.G " , " 

'/('.Y :.~: ... ~ 
IIJ' ',.r',' . :' 
I~/" :' .' 

~; . ,/ ... 
t,. 

0,6_----",_ 

~ : 

'c~ 
\~~. ".'. 

~. 

1---' -i 

Abb.IO. Luftdruck. Symmetrievcrteilung am 10.1. 36. Intervall 60 Tage. 

2. 1st ein Symmetriepunkt gefunden, so 1aJ3t sich der ihm zugeordnete 
Symmetriebereich ermitte1n, indem man den Symmetrieindex fUr lnter
valle verschiedener Lange ermittelt, die den Symmetriepunkt als Mittel
punkt enthalten. 

3. 1st ein Beobachtungsnetz vorhanden, so kann man die Unter
suchungen fUr alle Stationen des Netzes gemeinsam durchfiihren und 
die Ergebnisse in der iiblichen Weise synoptisch aufzeichnen. Fiir ein 
festes Zeitintervall ergibt sich auf diese Weise ein System von Linien 
gleicher Symmetrie. In Abb. 9 und IO ist ein Beispiel dargestelit , das sich 
auf ein 60tagiges Zeitintervall und die auf seine Mitte bezogenen Sym
metrieindices des Luftdruckes bezieht. Es handelt sich um den (in 
Leipzig zuerst aufgefundenen) Symmetriepunkt vom 9. und 10. Jan. 1936. 
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Die synoptische Verteilung zeigt, daB am 9.1. einem Gebiet gerader 
Syrnmetrie iiber Norddeutschland, Danemark und Siidskandinavien ein 
Gebiet ungerader Symmetrie iiber Ostgronland gegeniibersteht. Die 
Symmetrieverteilung fiir den nachsten Tag (Abb. 10) zeigt die rasche 
Veranderlichkeit der SymmetriemaBzahlen. 

Drittes Kapitel. 

Das Periodogramm. 

1. Das Amplitudenspektrum und die optische Analogie. 

1m Jahre 1898 hat A. SCHUSTER ein neues Hilfsmittel in die Perioden
forschung eingefiihrt, das er als "Periodogramm" (mitunter auch weniger 
gliicklich als Periodograph) bezeichnet. 1m Grunde genommen handelt 
es sich hierbei urn nichts anderes als eine Verallgemeinerung der in der 
Harmonischen Analyse angewandten Ubedegungen, die dadurch erzielt 
wird, daB die strenge Bindung an die urspriingliche Fragestellung der 
Harmonischen Analyse in bestimmter Weise aufgelockert wird. Dafiir 
wird der Schwerpunkt des Problems nach einer anderen, fiir die Bediirf
nisse der periodographischen Praxis auBerordentlich wichtigen Seite 
verschoben: es wird nicht mehr gefragt nach cler interpolatorischen oder 
naherimgsweisen Darstellung der gegebenen Beobachtungsreihe durch 
periodische Funktionen, sondem nach der Existenz von Periodizitaten 
iiberhaupt, nach den Moglichkeiten, sie aus einer Menge von anders
periodischen und unperiodischen Bestandteilen herauszusuchen, ihre 
Eigenschaften zu bestimmen und gegebenenfalls auch ihre physikalische 
Bedingtheit unter Beweis zu stellen oder wenigstens wahrscheinlich zu 
machen. Die Periodogrammtheorie lost daher einesteils Aufgaben, wie 
sie im fiinften Kapitel behandelt werden, aber unter groBerer Anlehnung 
an die Methoden der Harmonischen Analyse, dariiber hinaus aber fiihrt 
sie auf Begriffe wie "physikalische Realitat", die nur im engen Zusammen
hang mit .. der Erfahrung selbst und ihren Gesetzen einen Sinn haben. 
Sie ist daher keineswegs eine geschlossene Theorie, sondem ist eher als 
ein Programm zu betrachten, nach dem gewisse Probleme anzugreifen 
sind, und das in seinen Auswirkungen, je nach der Art des Gegenstandes, 
zu auBerordentlich verschiedenartigen Spezialmethoden und Gedanken
gangen fiihren kann. So hat denn auch die Erfahrung der 40 Jahre, 
die seit dem Erscheinen der ersten SCHUSTERschen Arbeit verflossen 
sind, eine erhebliche Veranderung des Bildes bewirkt, das die 
Periodogrammtheorie im Rahmen der Periodenforschung darstellte. 
Die Art, wie sie von den verschiedenen Forschem, die sich ihrer bedient 



88 Das Periodogramm. 

haben, angewandt wurde, war genau so individuell bedingt wie das 
Urteil liber ihre ZweckmaBigkeit, das auch in den letzten 10 Jahren 
noch auffallend geschwankt hat. 

In der folgenden Darstellung der Periodogrammtheorie, die sich liber 
zwei Kapitel dieses Buches erstrecken wird, sollen die rein analytischen 
Betrachtungen von den wahrscheinlichkeitstheoretisch-statistischen nach 
Moglichkeit getrennt werden - die ersteren werden in diesem, die 
letzteren im nachsten Kapitel behandelt. Die Darstellung selbst wird 
von denjenigen Gesichtspunkten ausgehen, die dem heutigen Stand der 
Forschung am besten angepaBt sind - es werden daher manche Gedanken
gange eingeflochten und von vornherein eingefiihrt werden, die dem 
Schopfer der Theorie noch ferngelegen haben. 

Wir beginnen mit den Betrachtungen, die dazu fiihren, aus einem 
gegebenen Beobachtungsmaterial Periodizitaten abzuleiten und zu iso
lieren, wobei die Frage nach ihrer physikalischen Bedingtheit einstweilen 
noch offen zu lassen 1St. Unter einer Periodizitiit moge ein Bestandteil 
der Kurve oder Beobachtungsreihe verstanden werden, der mathematisch 
in seiner einfachsten Gestalt durch eine Sinuswelle 

a COSlXt + b sin IX t = c· cos (IXt-'lj!) = c sin (IXt + 'lj!') 
wiedergegeben werden kann. Eine solche einfache Periodizitat oder 
"Schwingung" ist durch drei unabhangige Konstante 

IX; a, b bzw. IX; c, 'lj! ('lj!') 

bestimmt, also durch den Parameter -= (Wellenlange, Periode) oder 
G( 

auch IX (Frequenz) und durch einen Vektor mit den rechtwinkligen 
Komponenten a, b bzw. mit der Amplitude c und der Phase 'lj! bzw. 1jJ'. 

1st nun die Aufgabe gestellt, eine in einem Beobachtungsmaterial ver
borgene Periodizitat aufzusuchen, so ist klar, daB neben der Wellenlange 
oder Frequenz der Amplitude eine erhohte Bedeutung zukommt, wah
rend die Phase zunachst eine untergeordnete Rolle spielt. Denn, wenn 
die Frage gestellt wird, ob in einer beobachteten Naturerscheinung eine 
Periode existiert, wird in erster Linie ihre Amplitude darliber Auskunft 
geben, wahrend die Phase lediglich die zeitliche Lage der Maxima und 
Minima der Schwingung in dem gewahlten Koordinatensystem feststellt. 
In der Tat kann man schreiben 

c· cos (IX t-'lj!) = c· cos (IX (t-to) - ('lj!-IX to)), 

woraus ersichtlich ist, daB lediglich die Phase von dem willklirlichen 
Anfangspunkt der Zeitkoordinate abhangt, die Amplitude aber nicht, 
ebensowenig wie die Frequenz. 

Zerlegt man eine (endlich ausgedehnte) Kurve oder Beobachtungs
reihe, in ihrem Definitionsbereich [0, PJ als Grundintervall, in eine 
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FOURIERSche Reihe, so stellt die Folge der Amplituden der Teil
schwingungen 

eine vorHiufige Beantwortung der Frage nach den periodischen Eigen
schaften des Beobachtungsmaterials dar: sie sagt aus, daB sich der 
beobachtete Vorgang als Summe von Einzelschwingungen mit den 
Frequenzen 

bzw. den WellenHingen 

Z:7t 
Ot,.=-"V , P 

I I 
p, -zp, 3 P, ... 

(1'=1,2,3, .. ·) 

darstellen HiBt, wahrend die Folge der Amplituden, die endlich (Beob
achtungsreihe) oder unendlich (Kurve) sein kann, iiber die relative 
Bedeutung der einzelnen Schwingungen Auskunft gibt. Ragt eine 
einzelne (oder mehrere) dieser Amplituden aus der Menge der iibrigen 
deutlich hervor, so ist damit gezeigt, daB sich die Beobachtungen durch 
eine (oder mehrere) Schwingungen angen1ihert darstellen lassen. -
Nehmen wir an, daB die analysierten Beobachtungen bereits Ab-

weichungen von Gesamtmittel ao = ;:E Yv darstellen, daB also das 

konstante FouRIER-Glied ao, auf das es bei Periodizitatsbetrachtungen 
nicht ankommt, vorher eliminiert sei, so lautet namlich die "Vollstandig
keitsrelation" 

;2Y~ (bZW.; it2(t)dt)= ~~c~, 
es ist also ersichtlich, daB die wenigen Amplituden hervorragenden 
Betrages an der Bildung der Quadratsumme einen groBeren Anteil 
haben, als selbst eine bedeutende Menge von Amplituden kleiner und 
kleinster GroBenordnung. Zeichnet man demnach die Folge der Ampli
tuden als Funktion ihrer Frequenzen auf, so ergibt dies Diagramm ein 
graphisches Bild von den allgemeinen periodischen Eigenschaften des 
Materials. Noch besser ist es, den Anteil der Amplituden an der "Voll
standigkeit" in dem Diagramm auszudriicken. Das geschieht entweder 
dadurch, daB man das Quadrat der Amplituden statt der Amplituden 
selbst in das Diagramm eintragt, oder aber das Verhaltnis 

I 2 
c; -Zcv 

zu2 =I"", ' 
P~y~ 

das den Prozentsatz direkt angibt, mit dem jedes Amplitudenquadrat 
an der Erfiillung der Vollstandigkeitsbedingung beteiligt ist. (J ist dabei 
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die "Streuung" der Beobachtungen urn ihren Mittelwert. Die Auf
zeichnung der Amplituden oder ihrer Quadrate als Funktion der Wellen
Hinge oder der Frequenz wollen wir allgemein als "SPektrum" bezeichnen. 

Das Spektrum in einer der drei hier angegebenen Gestalten kann 
a)so gegebenenfalls dazu dienen, dem Bearbeiter einer Beobachtungs
reihe AufschluB zu geben fiber das Vorhandensein von Periodizitaten 
fiberhaupt, fiber die Zahl und die ungefahre WellenHi.nge der Perioden 
und fiber ihren Anteil an dem Gesamtaufbau des Materials. AIle fibrigen 
Aufgaben - die genaue Festlegung der Periodenlange, der Amplitude 
und Phase - bleiben weiteren Untersuchungen vorbehalten. Nur in 
einem FaIle ist die Bestimmung der Wellenlangen und Amplituden 
bereits abgeschlossen, dann namlich, wenn die Beobachtungsreihe rein 
periodisch war und ihre Grundperiode oder ein Vielfaches von ihr als 
Analysenintervall gewahlt war. Diesen Fall wollen wir in Zukunft 
iiIlmer ausschlieBen, da er bereits frfiher vollstandig erledigt worden 
ist. Sonst aber stellt das Spektrum lediglich eine vorliiufige Durch
musterung des Materials nach Periodizitaten dar. Wie wichtig ein solcher 
Dberblick fiber Zahl und Bedeutung etwaiger Periodizitaten fUr die 
weitere Untersuchung ist, zeigen die Betrachtungen des fiinften Kapitels, 
in denen es haufig vorkommen wird, daB vor Anwendung einer Methode 
der Periodenbestimmung die Kenntnis der Periodenzahl gefordert werden 
muB, da sonst die Gefahr eines falschen Rechnungsansatzes allzu groB ist. 

Andererseits kann die Durchmusterung eines Beobachtungsmaterials 
mit Hilfe des Spektrums auch ergeben, daB Amplituden von hervor
stechender GroBe nicht vorhanden sind, oder daB sich groBe Amplituden 
in breiteren Bereichen des Spektraldiagramms stark haufen. In beiden 
Fallen wird der Bearbeiter von der Moglichkeit einer einfachen Zerlegung 
des Vorgangs in Einzelschwingungen nicht fiberzeugt sein - er wird 
infolgedessen die weitere Untersuchung nicht von vornherein auf einer 
solchen Annahme aufbauen, sondern - je nach den Umstanden -
andere MaBnahmen ergreifen. 

SCHUSTER hat zur Verstandlichmachung der Eigenschaften des 
Amplitudendiagramms einen sehr treffenden physikalischen Vergleich 
angefUhrt, der es erlaubt, diese Eigenschaften mit der periodischen 
Struktur des Materials unmittelbar und sehr anschaulich in Verbindung 
zu bringen. Die von uns gewahlte Bezeichnung "Spektrum" deutet 
auf diese Analogie bereits hin. Das Licht besteht bekanntlich aus einer 
Menge von Elementarschwingungen der verschiedensten Wellenlangen. 
Durch ein Prism a werden diese in einem Lichtstrahl gesammelten 
Schwingungen voneinander getrennt: es entsteht ein (farbiges) Band, das 
Spektrum, in dem jede einzelne Stelle einer bestimmten Wellenfrequenz 
entspricht und durch ihre Helligkeit die Intensitat der betreffenden 
Elementarschwingungen anzeigt. Das Spekttrum liefert die Schwingungs
intensitaten der Elementarwellen als Funktion ihrer Frequenzen, leistet 
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also fur die Analyse des Liehts genau dasselbe wie das oben beschriebene 
und ebenso bezeiehnete Diagramm fUr die Analyse der Beobaehtungs
funktion. J e nach der Schwingungsart der Lichtquelle kann das Spektrum 
versehiedenartige Struktur besitzen: ein leuchtendes Gas, das nur 
SehwiiJ.gungen bestimmter und diskreter Frequenzen .aussendet, gibt ein 
diskontinuierliches Spektrum, das aus einzelnen isolierten "Linien" 
besteht. Eine Liehtquelle hingegen, in der Schwingungen aller Wellen
gattungen ohne Bevorzugung einzelner Frequenzen vertreten sind, liefert 
ein "kontinuierliches Spektrum". Dazwisehen gibt es alle moglichen 
Kombinationen und Dbergange: Linienspektren, die auf kontinuierlichem 
Untergrunde erscheinen, entsprechen periodischen Vorgangen, die mit 
unperiodisehen vermischt sind. Ferner gibt es "Bandenspektren", in 
denen bestimmte endlich ausgedehnte Teile des Spektralbereiches hell, 
andere wieder dunkel sind - solche Banden lassen sieh als verbreiterte 
Spektrallinien bezeiehnen, sie kommen immer dann vor, wenn der Vor
gang zwar Frequenzen von bestimmter GroBenordnung bevorzugt, diese 
aber dem Werte naeh mehr oder weniger starken Streuungen unter
woden sind. 

Diese optisehe Analogie ist insofern ein unvollkommener Vergleieh, 
als es sieh bei der FOURIER-Analyse endlicher Beobaehtungsreihen 
eigentlieh immer urn Linienspektren handelt, da ja die vorkommenden 

. Perioden auf die Grundperiode und ihre Oberschwingungen beschrankt 
bleiben. J e langer aber die Grundperiode gewahlt wird, urn so groBer 
ist auch die Dichte der "Linien". Dehnt man also das Analysenintervall 
beliebig aus, so edolgt eine fortschreitende Verdiehtung des Spektrums. 
Das kontinuierliehe Spektrum stellt dann den Grenzfall fur unendliehe 
Ausdehnung der Beobachtungsreihe dar. Nur wenn der Beobachtungs
vorgang rein periodisch ist oder sich streng dureh Addition endlieh 
vieler Wellenbewegungen von konstanter Periode, Amplitude und Phase 
zusammensetzen laBt, wird an dem Bilde eines Linienspektrums bei 
noch so groBer Ausdehnung des Untersuehungsmaterials niehts Wesent
liehes geandert - im Gegenteil, die Festlegung der Linien im Spektral
bereich wird bei fortsehreitender Verdichtung immer sieherer. 

2. Das Spektrum einer einfachen Welle. 
Die analytisehen Grundlagen der Periodogrammtheorie lassen sieh 

am besten an Hand des einfachsten Beispiels herausarbeiten, das die 
Periodenforsehung kennt: einer gewohnlichen und persistenten, d. h. 
bestandig fortschreitenden und in bezug auf ihre charakteristisehen 
Konstanten unveranderliehen Sinuswelle. Die persistente Sinus
sehwingung ist ein rein periodiseher Vorgang und bietet somit kein 
Problem mehr, wenn ihre Wellenlange bekannt ist. In der Periodogramm
theorie ist hingegeIi die Wellenlange als unbekannte GroBe zu betrachten. 
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Nun HiBt sich zwar eine einzelne ungestorte oder nur wenig gestorte 
Sinuswelle aus dem Kurvenbilde direkt als solche erkennen, so daB 
eine unmittelbare Bestimmung dieser Unbekannten keine besonderen 
Schwierigkeiten machen wiirde. In der Praxis liegt dieser Fall aber 
selten vor, da meist unperiodische und andersperiodische Storungen 
groBeren Betrages das Wellenbild verzerren oder ganz verwischen. Wir 
werden also die Moglichkeit einer trivialen Bestimmung der Grund
periode - etwa aus dem Abstand der Maxima und Minima der vor
liegenden Kurve - hier ganz auBer acht lassen. SolI daher die Harmo
nische Analyse als Rechnungsmittel herangezogen werden, so ist das 
Analysenintervall, mit dem wir zu arbeiten haben, nicht vorgeschrieben 
oder naturlich bedingt, sondem mehr oder weniger der Willkiir des 
Rechners uberlassen. Es besteht lediglich eine obere Schranke fur das 
Analysenintervall, die durch die Ausdehnung des tatsachlich vorhandenen 
Beobachtungsmaterials gegeben ist. 

Die Analyse einer einfachen Sinusschwingung 

t (t) = c sin (IX. t + f1) 

in einem Grundintervall, das mit der Wellenlange nicht in Beziehung 
steht, ist in Abschnitt (II, r) unter der Bezeichnung "Unharmonische 
Welle" [letztes Beispiel (e)] behandelt worden. Die Lange des Grund
intervalls war dort 2:re, die 'Obertragung der Formeln auf ein beliebig' 
langes Intervall [0, p] wiirde die FouRIER-Koeffizienten in der all
gemeineren Form: 

P sin t!!:.. 
ao = -j; f t (t) dt = c' d . sin (PZOC + p) 

o z 
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bzw. 
2 C I . P rx. • (P rx. fJ) a =-·-·sm-·sm -+ o P rx. 2 2 

4 c rx. • P rx. • ( P rx. fJ) a =_. ·sm-·sm -+ I' P rx.2 -X~ 2 2 

ergeben. 

4C XI' . prx. (prx. ) b =_. ·sm-· cos -+fJ I' P rx.2_X~ 2 2 

Urn die Spektralfunktion aufzusteIlen, berechnen wir 

h;= a; + b!. 
Auf Grund der Formeln (I) erhalten wir 

h! = c2 {P! + Q! - 2 PI' Q I' COS (P oe. + 2 fJ)} , 
wobei 

sin (rx. - X ) £. sin (rx. + xI') £. I' ,., 2 

PI' = P -; Qp= P 
(rx.-Xp) 2 (rx.+xp)2 

gesetzt ist. Dies l1iBt sich auch in der Form 

h; = c2 P;{1 + 8;-281' cos (poe. + 2fi)} 
schreiben, wobei 

wegen 
. (+)p . ( )p . P sm oe. x -=Sln oe.-X -=±Slnoe.-. I' 2 I' 2 2 

Da irnmer 181' I < I, so folgt weiter, daB der Klammerausdruck 

1+ e! - Up cos (P oe. + 2 fJr 
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(2) 

niemals verschwindet. Infolgedessen kann die Amplitude hI' selbst nur 
dann verschwinden, wenn 

d. h. wenn 
2n 

oe.-xp=p·k. (k=±1, ±2, ±3, ... ) 

Das ist dann und nur dann der Fall, wenn oe. eine der Harmonischen 
Frequenzen ist, die zum Grundintervall p gehoren. Nur dann besteht 
also das Spektrum aus einer einzigen Linie, andernfalls liefert die Analyse 
ein "Serienspektrum", in dem aIle moglichen Linien mit von null ver
schiedenen Intensitaten vertreten sind. In diesem Serienspektrum ist 
keine Lillie vorhanden, die der "wahren" Periode ihrer Lage nach 
entspricht: die an der Stelle oe. des Spektrums zu erwartende Linie ist 
vielmehr ill die genannte Serie aufgespalten; die beiden der wahren 
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Schwingung zu beiden Seiten benachbarten Linien haben allerdings die 
graBten Intensitaten, so daB die wahre Periode durch die Folge der 
Amplituden wenigstens ungefahr angezeigt wird. 

Der tiefere Grund fUr diese Erscheinung ist leicht einzusehen, wenn 
man bedenkt, daB die FOURIERsche Zerlegung fiir eine im Intervall 
[0, PJ gegebene Funktion diese iiber das Intervall hinaus mit der Grund
periode P periodisch fortsetzt. Unser Spektrum ist also identisch mit 
dem Spektrum einer rein periodischen Funktion mit der Grundperiode p, 
die innerhalb [0, PJ eine Sinusschwingung mit der in P nicht ganzzahlig 

enthaltenen Periode 2: = ~ (k gebrochen) darsteIlt, die also an den Stellen 

t = 0, ± p, ± 2 p, ± 3 p, ... 
einen Phasensprung erleidet. Die im Spektrum beobachtete Aufspaltung 
der der wahren Periodizitat entsprechenden isolierten Linie in eine Serie 
ist demnach die natiirliche Folge der willkiirlichen Wahl des Analysen
intervaIls, die der naturgesetzlich bedingten Form des beobachteten 
Schwingungsvorgangs nicht gerecht wird. 

Wir ziehen nun aus den obigen Betrachtungen einige SchluB
folgerungen, die fiir die weiteren Uberlegungen wichtig sind. 

1. Die Harmonische Analyse einer in einem endlichen Intervall 
gegebenen Beobachtungsfunktion liefert ein diskontinuierliches Spektrum, 
dessen Liniendichte von der Lange des Analysenintervalls abhangt. Es 
entspricht dem Linienspektrum einer rein periodischen, also fUr einen 
unendlichen Bereich der unabhangigen Variablen definierten Funktion, 
die aus der gegebenen durch periodische Fortsetzung erhalten wird: 

2. Nur solche Funktionen, die in einem unendlichen Bereich definiert 
und in keinein endlichen Intervall rein periodisch sind, kannen em 
kontinuierliches Spektrum ergeben. 

3. 1st die Beobachtungsfunktion, wie es in der Praxis immer der 
Fall ist, auBerhalb des Beobachtungsbereiches unbekannt, so ist jede 
Verdichtung des Spektrums, die durch eine willkiirliche Fortsetzung der 
Funktion iiber den urspriinglichen Bereich hinaus erzielt wird, die Ursache 
einer mehr oder weniger starken Verfalschung des Sachbestands, der 
durch den naturgesetzlichen Inhalt des Beobachtungsvorganges dar
gestellt wird. Unter allen denkbaren Fortsetzungen der Funktion wiirde 
nur diejenige ein richtiges Spektrum liefem, die den (unbekannten) 
Verlauf des Vorgangs fUr aIle Zeiten wiedergeben wiirde. Auch die 
bei der Harmonischen Analyse bewuBt oder unbewuBt vorgenommene 
periodische Fortsetzung der Funktion stellt also eine Fiktion dar, die 
dem wahren Sachverhalt nicht zu entsprechen braucht. 

4. Aus diesem Grunde ist es nicht von der Hand zu weisen, daB auch 
andere Fortsetzungen als die periodische, sofem sie hinreichend einfach 
sind und die Einfiihrung willkiirlicher GraBen tunlichst vermeiden. ein 
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Spektrum liefern k6nnten, das' die Aufsuchung der verborgenen Periodi
zitat erleichtert. Dies Spektrum wird sogar kontinuierlich sein, wenn die 
Fortsetzung ins Unendliche ausgedehnt wird und in keinem endlichen 
Intervall periodisch ist. Wir k6nnen uns daher die Aufgabe stellen, 
die Fortsetzung etwa so vorzunehmen, daB die entstehende kontinuier
liche Spektralfunktion an der Stelle, die der Frequenz der wahren Perio
dizitat entspricht, ein ausgesprochenes Intensitats- bzw. Amplituden
maximum besitzt. 

Die einfachste und voraussetzungsarmste Fortsetzung der Beob
achtungsfunktion auBer der periodischen ist die durch eine fingierte 
Funktion F (t), die innerhalb des Beobachtungsbereiches mit der Beob
achtungsfunktion t (t) identisch, auBerhalb desselben aber uberall null 
ist. Wir k6nnen dann, zunachst fur ein endliches, aber beliebig groBes, 
den Beobachtungsbereich [0, PJ einschlieBendes Analysenintervall 

[- ~, + ~] (OJ>2P), die FOURIERSche Entwicklung vonF (t) in derForm 

2n 2n 2n 
F (t) = Ao + Al cos ~ t + A2 cos 2' -- t + A3 cos 3 . ~ t + ... 

OJ' OJ OJ 

B . 2n B' 2n B' 2n + 1 SIll rn-- t + 2 SIll 2 . w t + 3 SIll 3 . w t + ... 
ansetzen, wobei 

OJ 

+ 2 P 

Ao = ~~- f F (t) dt = ~ f f (t) dt 
w 0 

-2 
w 

+2 p 

A = -=- J- F (t) cos !t . = t dt = -=- f t (t) cos It . = t dt 
p OJ OJ OJ OJ 

OJ 0 
-2 

p 

B =-=-It 0) f F (t) sin p' 2 n t dt = ~- f t (t) sin p' 2 n t dt 
OJ OJ OJ 

o 
(p = I, 2, 3, ... ) 

ist. Wir erhalten also anstatt des fruheren Linienspektrums mit der 
Folge der Elementarperioden 

p p 
p, -2' 3'··· 

em dichteres mit den Perioden 
OJ OJ 

OJ, 2-' -3-' '" 

Lassen wir OJ beliebig anwachsen, so erreichen wir offensichtlich, daB 
in dem uns am meisten interessierenden Spektralbereich, der die 
Wellenlangen zwischen 0 und P umfaBt, die Linien beliebig dicht liegen. 
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1st z. B. w = n' p ein ganzes Vielfaches von p, so enthalt der Spektral
bereich zwischen zwei benachbarten Linien des friiheren Spektrums, 

etwa zwischen den Wellenlangen t und +P ,nunmehr die Wellenlangen r r 1 

(JJ (JJ (JJ (JJ 

nr, n l' +I ' n Y + 2' ... ) n (r + If ' 
also auBer den alten Linien 

P (JJ 
---' r - nr' 

P (JJ 

r +-1- = n (r + 1) 

noch n- I neue. Der Grenziibergang w ->- 00 ergibt demnach eine beliebig 
groBe Liniendichte, d. h. ein kontinuierliches Spektrum. Die Frequenzen 

X= 2np 
(JJ 

laufen dann stetig von 0 bis 00. Der "Zerstreuungsfaktor" 2..., der fiir 
(JJ 

w ->- 00 verschwindet, hat lediglich die Bedeutung einer Proportionalitats
konstante, auf die es bei der Herstellung der Spektralfunktion nicht 
ankommt. Wir normieren daher die Ordinaten des Spektrums dadurch, 
daB wir p 

(JJ 2J a (x) = pAl'- = p t (t) cos x t dt 
o 

p 

b(x) =; B,,= ;Jt(t)sinxtdt 
o 

(o<x<oo) 
setzen. Da fiir die diskreten Frequenzen 

X=IX, 21X, 31X, ... , f-t1X, ... , (IX = 2;) 
die Funktionswerte a (x), b (x) mit den FOURIER-Koeffizienten a", b" 
iibereinstimmen, stellt die stetige Funktion 

h2 (x) = a2 (x) + b2 (x) 
eine Interpolation des Amplitudendiagramms 

h! = a! + b! 
dar. Diese stetige Funktion bezeichnen wir im engeren Sinne als das 
Periodogramm der. Beobachtungsfunktion t (t). Das Periodogramm einer 
einfachen Sinusschwingung von beliebiger Frequenz, die im Intervall 
[0, PJ beobachtet worden ist, wird daher durch die Funktionen 

a (x) = c{p (x) sin ((IX-X) ~+fJ)+Q(x)sin((IX+x) ~ +fJ)} 

b (x) = C{P(X) cos ((IX-X) ~+fJ)-Q(X)COS((IX+X) ~ +fJ)} 

sin (C7. - x)t. 
2 

P(x)=---p-, 
(C7.-X)2 

(3) 
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charakterisiert, die wir als Periodogrammkomponenten bezeichnen, und 
setzt sich aus ihnen in der Form 

h2 (x) = c2 {P2 (x) + Q2 (x) - 2 P (x) Q (x) cos (ex. p + 2/1)} 

zusammen. 

3. Besondere Eigenschaften des Periodogramms 
einer Sinuswelle. 

Die am SchluB des vorigen Abschnitts getroffene Festsetzung des 
Begriffs "Periodogramm" entspricht nicht genau der von SCHUSTER 
eingefUhrten Bezeichnungsweise. In der Tat laBt sich dieser Begriff in 
der versrhiedensten Art erweitern; auch wir wollen diesen Mi:iglichkeiten 
nachgehen und uns im Hinblick auf die eigentlichen sehr allgemeinen 
Aufgaben der Periodogrammtheorie von einer allzu engen Fassung der 
Begriffe befreien. In diesem Sinne verstehen wir unter Periodogramm 
nicht nur die durch h2 (x) oder h (x) gegebene Interpolation des Spektrums, 
sondern allgemeiner die durch die Komponenten a (x) und b (x) bestimmte 
Vektorfunktion. Fur die Praxis ist es ferner erwunscht, nicht nur diese 
stetigen Funktionen, sondern auch jede genugend und beliebig dichte 
Ordinatenauswahl aus ihnen als Periodograrnm anzusehen, denn in der 
praktischen Analyse wird es immer nur mi:iglich sein, eine endliche 
Menge von Periodogrammkomponenten zu berechnen. In diesem Sinne 
ist auch die Menge der FOURIER-Koeffizienten und das aus der Folge 
der harmonischen Amplituden gebildete "Spektrum" als ein spezielles 
Periodogramm anzusehen. SchlieBlich durfen wir auch von der Voraus
setzung absehen, daB die Beobachtungsfunktion in Gestalt einer Kurve 
gegeben sei. Auch die harmonischen Konstituenten einer durch (gleich
abstandige\ Ordinaten gegebenen diskreten Beobachtungsreihe lassen 
sich somit zur Erzeugung eines Periodogramms verwerten. In diesem 
Falle haben die Periodogrammkomponenten die Summenform 

p-1 

a (x) = -j; L; YvcoS'V X 

v~O 

P -1 

b (xl = ; ~ yvsin'Vx 
v~O 

und stellen somit eine Interpolation der Folgen 
P -1 

af1 = ~.~ YvcoS'V XI' 

v ~ 0 

p-1 

bll = ; ~ Yv sin l' XI' (,u = I, 2, 3, ... ) 
v = 0 

Stumpff, Periodenforschung. 7 
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dar. Die analytische Gestalt des Periodogramms einer einfachen Sinus
welle, die durch die Ordinatenauswahl 

Yv = c' sin (IX 11 + f3) 

gegeben ist, weicht von der friiheren ein wenig ab: man erhalt namlich 
p-l p-l 

a (x) = 2; ~ sin (IXV + f3) COSXV = ; ~{sin ((IX-x)v+f3) + sin ((IX + x) v+f3)} 
p=o v=o 

jSin (ex- x) ~ sin (ex + x) P.- 1 
=c ex-x ,sin(P:-I (IX-X)+f3)+ . ex+: ,sin(P;I (IX+X)+f3)j 

P . sin -2- P . sm -2-

P-l p-l 

b(x) = 2; ~sin(lXv+f3)sinxv= ;~ {cos ((IX-X) v +f3)-cos((IX+ x) v +f3)} 
p=O "=0 

jSin (ex- x) ~, sin (ex + x) P.- i 
=c ex-x .cos(_P_:-_I (lX-x)+f3)- . ex+: . cos (P_--2 _1 (IX + x) +f3)j 

p. sin -2- P' sm -2-

Man hat also 

P(x) = 
sin (ex - x) P.-

2 

. tX.-.x ' 
p'sm-2-

zu setzen und erhalt dann 

sin (ex + x) P.-
2 

Q (x) = -,-ex-'+-x - ; 
p'sm-2-

a (x) = c { P (x) sin ( P:- I (IX- x) + f3) + Q (x) sin ( P:- I (IX + x) + f3)} 

b (x) = c { P (x) cos ( p :- ~ (IX - x) + f3 ) - Q (x) cos ( P:- I (IX + x) + f3 ) } 

h2(x) = C2{P2 (x) + Q2 (x) - 2 P (x) Q (x) cos ((p- I) IX + 2 f3)} . 

Aus den bisherigen Dberlegungen ist ersichtlich, daB die analytische 
Gestalt des Periodogramms als der Spektralfunktion einer endlichen 
Beobachtungsreihe selbst dann verhaltnismaBig kompliziert ist, wenn der 
Beobachtungsvorgang eine einfache Sinuswelle darstellt. Diese Tatsache 
ist oft zum AniaB genommen worden, die Konstruktion eines Periodo
gramms als einen Umweg zu betrachten, durch den die Analyse des 
Beobachtungsvorgangs unn6tig erschwert wird. Es ist tatsachlich nicht 
von der Hand zu weisen, daB die Beschreitung dieses Umweges bei der 
L6sung vieler konkreter Aufgaben in der Periodenforschung vermieden 
werden kann, und auch der insbesondere von TURNER (Lit. 289, 290) 
erhobene Einwand, daB die Ergebnisse der Harmonischen Analyse, die 
ja eine vollstandige interpolatorische Beschreibung einer Beobachtungs
reihe gestatten, und die nach dem Obigen als Spezialfall der Periodo
grammberechnung anzusehen sind, schon aIle periodischen Eigenschaften 
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des Beobachtungsvorgangs - teils explizit, teils implizit - enthalten 
und daher als Grundlage fiir die Erforschung dieser periodischen Eigen
schaften ausreichen, hat seine Berechtigung. Wenn trotzdem das Periodo
gramm, als mathematischer Begriff wie als praktisches Hilfsmittel der 
Forschung, seine Bedeutung nicht eingebiiBt hat, so liegt dies daran, 
daB die Vorteile, die es bietet, auf einem ganz anderen Felde liegen als 
die Gedankengange, die zu seiner Anfechtung gefiihrt haben. Sie liegen 
zum Teil sehr in der Tiefe und sind nicht dadurch zu erfassen, daB gewisse 
praktische Rege1n, die zur Losung gewisser Probleme dienen sollen, auf
gezahlt und ausgearbeitet werden. Sie lassen sich vielmehr dadurch 
begriinden, daB die strenge Bindung an die Regeln der Harmonischen 
Analyse aufgelockert wird, und daB es dadurch moglich wird, nicht 
zum Schaden fiir die Entwicklung der periodographischen Wissenschaft 
iiberhaupt, neues Leben und neue Gedanken in einen alten Schematismus 
hineinzubringen. Der Satz, daB in der FOURIERSchen Reihe aIle perio
dischen Eigenschaften einer Beobachtungsreihe zum Ausdruck kommen, 
ist zweifellos richtig, da ja die FOURIERSche Reihe nichts anderes ist 
als eine der Beobachtungsreihe vollig aquivalente Umordnung der Daten. 
Viel fruchtbarer als dieser Satz ist aber die Erkenntnis, daB auch andere 
Folgen von Periodogrammordinaten, bzw. von Vektoren mit ihren 
Komponenten, die zu anderen als den harmonischen Wellen gehoren, 
imstande sind, die verborgenen periodischen Eigenschaften aufzuzeigen. 
Von dem Begriff der harmonischen Welle, deren Frequenz immer ein 
ganzes Vielfaches der (willkiirlichen oder durch die zufallige Lange des 
zur Verfiigung stehenden Beobachtungszeitraums gegebenen) Grund
frequenz ist, gelangen wir somit zu dem allgemeineren Begriff der 
" Versuchswelle", die innerhalb des gesamten Spektralbereichs beliebig 
variieren kann, und die somit nicht mehr an ein GrundintervaIl ge
bunden ist. 

Wir werden diese Betrachtungen grundsatzlicher Natur an gegebener 
Stelle fortzufiihren haben; die folgenden Untersuchungen iiber die Eigen
schaften des Periodogramms einer einfachen Sinusschwingung sollen 
den Weg dazu vorbereiten. 

Die Funktionen a (x), b (x), die zunachst in der Form (3), also als 
Integrale, gegeben sein sollen, hangen auBer von den Konstanten c, (x, f3 
der vorgelegten Schwingung (Amplitude, Frequenz, Phase) noeh von 
der Lange des Analysenintervalls, p, und von der Frequenz der Versuehs
welle, x (Versuchsfrequenz), abo Das Periodogramm laBt sieh, wie schon 
weiter oben gesagt wurde, als Vektor jj3 mit den Komponenten a (x), 
b (x) auffassen; als so1cher laBt es sich durch geometrische Addition 
zweier Teilvektoren 

jj3 (x) = lJ (x) + q (x) 

erzeugen; die Komponenten dieser Teilvektoren sind 

7* 
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1 
C'P(X)Sin((IX-X) ~ +fJ)=c'P(X)COS((X-IX) ~ +y) 

(j.1) C'P(X)COS((IX-X) ~ +fJ)=C'P(X)Sin((X-IX) ~ +y) ( n ) 
y = --fJ 

(q)l C·Q (x) sin ((IX + x) ! +fJ)=C'Q(x)cos((x+IX)~--Y) 2 

-C'Q(x)cos((ex+x) ~ +fJ)=C'Q(x)Sin((X+IX) ~ -Y) 

Fiihrt man die Phasenkonstante y = :.-fJ statt fJ ein, so entspricht 

dies der Schreibweise 
f (t) = c' cos (IX t-y) 

fUr die Beobachtungsfunktion. Die Vektoren j.1 und q haben demnach 

die (je nach der Quadrantenlage der Winkel (X-IX) ~ und (x + IX) ~ 

1 ------------------------

~-

'X-.J 

Abb. II. P (x) uud 1 P (xl I. 

positiv oder negativ zu rechnenden) Langen c' P (x) bzw. c' Q (x) und 

die Richtungswinkel (Phasen) (x-ex) ~ +y bzw. (x + IX) ! -Yo Anstatt 

der Vektorendarstellung ist es mitunter angebracht, eine Darstellung 
durch komplexe Zahlen anzuwenden. Man schreibt dann 

i /(X-"')-+1' , P) 
lJ (x) = c . P (x) e \ 2 

i ((x+",)1.-1') 
q (x) = c' Q (x) e 2. 

J. BARTELS hat fUr die geometrische Veranschaulichung des Periodo
grammvektors die Bezeichnung "Periodenuhr" eingefUhrt. Eine Perioden
uhr ist also ein Polarkoordinatensystem, in das die Periodogrammvektoren 
als "Zeiger" von bestimmter Lange und Richtung eingetragen werden. 

LaBt man nun die Versuchsfrequenz x als unabhangige Variable den 
Bereich 0 ... 00 stetig durchlaufen, so entspricht die Veranderung der 
Vektoren lJ (x) und q (x) einer gleichmaBigen Drehung der "Zeiger" der 
Periodenuhr im positiven Sinn unter gleichzeitiger stetiger Anderung der 
Zeigerlange, die P (x) bzw. Q (x) proportional ist. Diese beiden Funk
tionen sind in bezug auf x = 0 spiegelbildlich zueinander, da P (x) = 
Q (-x). Die geometrische Gestalt der Funktion P (x) wird durch Abb. II 
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wiedergegeben. P (x) hat ein Hauptmaximum vom Betrage I bei x = ex 
und ist in bezug auf diese Abszisse symmetrisch. Nullstellen sind uberall 
dort vorhanden, wo 

(x-ex) ~ = kn (k = ± I, ± 2, ± 3, ... ) 

ist. Die beiden zu x = ex symmetrisch liegenden N ullstellen 
2:n; 

X±k = ex±-k p 
sollen Nullstellen k-ter Ordnung genannt werden. Zwischen den Null
stellen k-ter und (k + I)-ter Ordnung liegt ein Extremum k-ter Ordnung, 
und zwar ein Maximum, wenn k gerade, ein Minimum, wenn k ungerade 
ist. Da 

dP 
dx = 

(x-cx.) t. cos (x- cx.) t. -sin (x-cx.) t. 
222 

r(x-cx.) t.]2 
l 2 

SO ergibt sich die Lage der Extrema h6herer Ordnung aus der tran
szendenten Gleichung 

tg (x-ex) ~ = (x-ex) ~ . 

Die Extremalwerte selbst sind durch 
p 

P extr. = cos (x-ex) 2 

gegeben, wenn hierin fur x die Wurzeln der transzendenten Gleichung 
eingesetzt werden. Eine Abschatzung der Extremalbetrage laBt sich 
durch die Ungleichung 

sin (x-cx.) t.1 
[ [ ' 2[ I P (x) = I p -< p 

I (x- cx.) 2 !x-cx.1 ~2-

leicht durchfiihren, wobei P (x) in der Form (3) angenommen werde. 
Da das Extremum k-ter Ordnung zwischen den Nullstellen k-ter und 
(k + I)-ter Ordnung liegt, ergibt sich namlich: 

[x-exl1- > iXk-exl-~ =nk, 

mithin fur den Betrag des Extremums k-ter Ordnung die Abschatzung 

IP(k) I ~ I 
extr. <.-. 7ik' 

woraus erhellt, daB die Nebenextrema zunachst rasch, spater langsamer, 
im ganzen ungefahr hyperbolisch, gegen null abnehmen. So ist bereits 
das Extremum 3. Ordnung kleiner als der zehnte Teil des Haupt
maximums. 

Q (x) hat die gleiche geometrische Gestalt wie P (x), nur mit dem 
Unterschied, daB das Hauptmaximum bei x = - ex, also auBerhalb des 
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durch x> 0 gekennzeichneten Spektralbereichs liegt. Hieraus folgt, daB 
Q (x) im Spektralbereich selbst gegenuber P (x) eine untergeordnete 
Rolle spielt; da die Betrage dieser Funktionen fur die "Zeigerlangen" 
der Vektoren 1J und q in der "Periodenuhr" maBgebend sind, konnen 
wir aus diesem Grunde 1J als Hauptvektor und q als Storungsvektor 
bezeichnen. 

Die obigen Ergebnisse lassen sich nun, wie folgt, bei der Diskussion 
des Periodogramms einer Sinuswelle verwerten: Der Hauptvektor 1J (x), 
als Funktion der Versuchsfrequenz x angesehen, erreicht das Haupt
maximum seiner Lange, wenn x mit der Frequenz IX der untersuchten 
Welle ubereinstimmt. Seine Lange ist dann gleich der Amplitude c 
der Welle, seine Richtung entspricht der Phase y. Das Hauptmaximum 
des Vektorbetrages zeigt also durch seine Lage im Spektrum die Periode 
der untersuchten Schwingung an; tritt es bei x = IX ein, so ist die gesuchte 

Wellenlange~. Die Festlegung der Wellenlange ist auf diese Weise 
oc 

zunachst nur ungenau moglich, da das Maximum mehr oder weniger 
flach ist. Es ist urn so schader, je geringer der Abstand der beiden 
dem Hauptmaximum benachbarten Nullstellen erster Ordnung ist. 
Dieser Abstand, der als Maximumbreite bezeichnet wird, betragt 

4:>7: 
X1-X_l=p' 

ist also von der Wellenlange unabhangig und der Lange des Analysen
ntervalls p umgekehrt proportional. Fur die Bestimmung der Perio

dizitat ist demnach derjenige Bereich des als Funktion der variablen 
Versuchsfrequenz betrachteten Hauptvektors 1J maBgebend, der zwischen 
den beiden Nullstellen 1. Ordnung liegt und das Hauptmaximum 
enthalt. Zu beiden Seiten des Hauptmaximums liegen in bestimmten 
Abstanden Nebenextrema1 von geringerem und mit fortschreitender 
Ordnung abnehmendem Betrage - diese konnen bei unkritischer Be
trachtung AniaB zur Verwechslung mit wirklichen Periodizitaten geben. 
SCHUSTER nannte diese Nebenerscheinung "spurious periodicities", ein 
Ausdruck, den man mit "Unechte Periodizitaten" ubersetzen konnte. 
L. W. POLLAK bezeichnet sie auch als "Gespensterperioden". Sie lassen 
sich im Rahmen der optischen Analogie am besten mit den Beugungs
erscheinungen vergleichen, die an Spalten endlicher Breite auftreten. 
Ihr wesentlicher Unterschied gegenuber den echten Periodizitaten besteht 
darin, daB sie bei Veranderung der Lange des Analysenintervalls ihre 
Lage im Spektrum verandern, wahrend die Lage des Hauptmaximums 
von der Intervailange unabhangig ist. 

Nun setzt sich der Periodogrammvektor \lS (x) durch geometrische 
Addition aus dem Hauptvektor 1J (x) und dem Storungsvektor q (x) 

1 In dem Diagramm der Amplituden oder Intensitaten erscheinen diese Extrema 
samtlich als Maxima (siehe die gestrichelten Teile der Abb. II). 



Besondere Eigenschaften des Periodogramms einer Sinuswelle. 103 

zusammen; wir haben also noch abzuschatzen, bis zu welchem Betrage 
das durch den Hauptvektor g~gebene Bild durch das unvermeidliche 
Hinzutreten des Storungsvektors verwischt wird. Da es, wie wir gesehen 
haben, bei der Diskussion des Periodogramms hauptsachlich auf die 
nachste Umgebung des Hauptmaximums von lJ (x) ankommt, so geniigt 
es, die storende Wirkung von q (x) an dieser Stelle festzulegen. An der 
Stelle x = oc ist aber [vgl. (3)] 

IQ (oc) 1= 1 sinp ~ 1 -<_1_. 
, p~ p~ 

1st nun die Frequenz der Beobachtungsfunktion oc = 2pn . r, also die 

Wellenlange in der Intervallange p r-mal enthalten (wobei r auch eine 

gebrochene Zahl sein dart), so ergibt sich IQ(oc)[-<-I-. 1st z.B.r:>-3, 
2nr 

sind also in p mindestens drei vollstandige Wellen derzu untersuchenden 
Schwingung vorhanden, so wird an der Stelle des Hauptmaximums der 

Periodogrammfunktion [Q (oc) [ -< 6 In ' also hOchstens von der GroBen

ordnung _1_ P (oc) . 
20 

Man sieht also, daB, wenn mindestens drei vollstandige Wellen vor
liegen, der EinfluB des Storungsvektors an der entscheidenden Stelle 
des Periodogramms sehr gering ist und den Verlauf der Periodogramm
funktion nicht wesentlich verzerrt. Das ist urn so bedeutungsvoller, 
als das Periodogramm nach unseren bisherigen Dberlegungen sowieso 
nur zu einer ungefahren Feststellung der Wellenlange benutzt werden 
kann. Eine erhebliche Vermischung der Einflusse von Haupt- und 
Storungsvektor tritt nur in dem Bereich der langen Wellen des Spektrums, 
also bei kleinen Frequenzen, ein. Hier werden die Verhaltnisse sehr 
unubersichtlich; es ist somit bei Periodogrammuntersuchungen (ubrigens 
auch aus anderen Grunden, die spater [S.134] ersichtlich werden) 
immer ratsam, das Analysenintervall so groB zu wahlen, daB der be
sonders interessierende Spektralbereich nur solche Wellen umfaBt, die 
gegenuber p hinreichend kurz sind. Fur diese laBt sich dann die 
Periodogrammfunktion in der Nahe ihres Hauptmaximums durch den 
Hauptvektor ersetzen. Man kann also genahert setzen: 

[ ~ (x) [ "-' IlJ (x) I = C ·IP (x) [ 
und man erhalt als Amplitudenfunktion einfach 

I sin (x- ~)f 
h(x) "-'C"I p 

(x-~)2 

bzw. eine Auswahl diskreter Ordinaten dieser Funktion als Amplituden
diagramm. 

Die Folge der durch die Harmonische Analyse in einem Intervall 
von der Lange p erhaltenen FOURIER-Amplituden stellt, wie schon 
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mehrfach erwahnt, einen Spezialfall einer so1chen Ordinatenauswahl dar. 

Der Abstand der Versuchsfrequenzen ist dann konstant gleich 2; , also 

gleich der halben Maximumbreite. 1st speziell (J. ein ganzzahliges Vielfaches 

von ~, die zu untersuchende Welle also eine harmonische Welle des p 
Analysenintervalls, so trifft eine der Versuchsfrequenzen der Auswahl 
genau mit (J. zusammen, also mit dem Hauptrnaximum des Haupt
vektors, alle iibrigen hingegen mit seinen Nullstellen, wahrend yom 
Storungsvektor iiberhaupt nur Nullstellen getroffen werden. Das 
harmonische Spektrum enthalt also, wie auch zu erwarten war, nt'r 
eine einzige von null verschiedene Ordinate, die gleich der Schwingungs
amplitude (bzw. gleich ihrem Quadrat) ist. In allen anderen Fallen, 
also wenn (J. die Frequenz einer im Grundintervall unharmonischen Welle 

ist, wird der Hauptteil des harmonischen Spektrums, also der 4; breite 

Bereich zwischen den Nullstellen 1. Ordnung des Hauptvektors, in 
dessen Mitte die Wellenfrequenz (J. liegt, mit zwei benachbarten und von 
null verschiedenen Ordinaten belegt. Es ist femer klar, daB die groBere 
dieser beiden Ordinaten mindestens den Betrag 

. n 
Slll-

2 2C 
c·-n- = n = O,6366'C 

2 

aufweist, so daB also die Gewahr dafiir besteht, daB eine Periodizitat 
nicht iibersehen werden kann1 . 

Aus diesen "Oberlegungen folgt, daB die spezielle durch die Harmonische 
Analyse gegebene Belegung des Periodogrammbereichs die Aufgabe der 
Durchmusterung einer Beobachtungsreihe nach isolierten Periodizitaten 
befriedigend lost. Genau das gleiche laBt sich aber auch von jeder 
anderen Ordinatenauswahl sagen, die an jeder Stelle des Periodogramms 
mindestens ebenso dicht ist wie die der harmonischen Amplituden. Fiir 
den Praktiker ist es aber mitunter von erheblichem Vorteil, bei der 
Durchmusterungsarbeit (denn urn eine so1che handelt es sich bis jetzt 
ausschlieBlich) nicht streng an die Einhaltung der FOURIER-Frequenzen 
gebunden zu sein. Wir haben vielmehr gezeigt, daB jede beliebige Folge 
von Versuchsfrequenzen die gleichen Dienste tut, vorausgesetzt, daB 
der Abstand benachbarter Frequenzen, der durchaus nicht iiberall der 
gleiche zu sein braucht, nirgends groBer ist als die halbe Maximumbreite, 

die durch den Wert 2; gegeben ist. 

Der hauptsachlichste Vorteil, der aus dieser Moglichkeit entspringt, 
ist cler, daB die Bildung von Summenreihen, die wir bei der praktischen 
Harmonischen Analyse als bequemes und niitzliches Hilfsmittel empfunden 

1 Siehe auch A. p. V., S. III. 
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haben, nunmehr in weit groBerem Umfange als bei der eigentlichen 
Harmonischen Analyse nutzbar gemacht werden kann. Dies Verfahren 
bestand darin, daB die p gegebenen Beobachtungswerte in Zeilen von 
der Hi.nge der Versuchsperiode untereinander angeordnet wurden, und 
der eigentliche AnalysenprozeB auf die Spaltensummen dieses Schemas, 
also auf eine erheblich geringere Anzahl von Einzelwerten, beschrankt 
wurde. Die Moglichkeit der Bildung solcher Summenreihen blieb dabei 
auf jene Hille beschrankt, in denen aus den p Einzelwerten der Beob
achtungsreihe eine volle Anzahl (n) von Zeilen zu je r Einzelwerten 
gebildet werden konnte, also auf jene yersuchsperioden r, die seIber 
ganzzahlig und in p ganzzahlig enthalten sind. Hier dagegen wird 
lediglich die Ganzzahligkeit von r gefordert, es sind also auch solche 
Zeilenanordnungen zugelassen, in denen die letzte Zeile nicht voll belegt 
ist. Es konnen demnach fUr beliebige ganzzahlige r die Schemata 

Yo Yl 
Yo y,+ 1 

............ (YP-l) 

... Y,-l 

... Y2,-1 

Yo Y1 Y2 ••• Y,-l 
zur Bildung von "Summenreihen" (Yo, ... , Y,-l) benutzt werden, wobei 
die Anzahl der Summanden in den einzelnen Summen Y~ nicht not
wendig die gleiche zu sein braucht. Die Periodogrammkomponenten 
berechnen sich sodann durch die Formeln 

p-l ,-1 

a =- Y cos-V=- Y cos-v 2 ~ 2n 2 ~ 2n 
'p v r p v r 

v=o 0=0 
p-l ,-1 

b 2"",", . 2n 2 ~ Y . 2n 
r = p ~ Yv sm - r- v = p ~ v sm - r- v , 

0=0 0=0 

und man erhalt alle moglichen "Versuchswellen", die auf diese Weise 
gebildet werden konnen, indem man r die Folge aller ganzen Zahlen 
durchlaufen laBt, von der kleinsten We11enlange an, die noch in Betracht 
gezogen werden solI, bis zu p aufwarts. Hierbei ist nun aber zu beachten, 
daB ein derartiges "Periodogramm" eine Ordinatenauswahl aus der 
stetigen Periodogrammfunktion darstellt, deren Dichte sich in den 
einzelnen Teilen des Spektralbereichs stark von der Dichte der FOURIER
Perioden unterscheidet, da hier nicht die Versuchsfrequenzen x, sondern 

die Versuchsperioden ~ = r eine gleichabstandige Folge bilden. SolI 
x 

also der durch die Maximumbreite vorgeschriebenen Abstandsbedingung 
der Versuchsfrequenzen geniigt werden, so ergibt sich die Forderung 

x -x =~-~=~<~. 
,-1 ,+1 r-1 r+ 1 r2-1 = p 
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Die Abstandsbedingung ist demnach nur dann erfullt, wenn r2- I::;;; P, 
also r::;;; V P + I ist. Sind z. B. P = 360 Beobachtungswerte zu einem 
Periodogramm zu verarbeiten, so ist die Abstandsbedingung fUr aIle 
Perioden von der Lange r::;;; 19 streng erfullt, und man kann mit Hilfe 
des Summenschemas alle langenWellen bis zur Stelle der 19. Harmoni
schen erfassen, wahrend fur die kurzeren 'Wellen das Spektrum nicht 
genugend dicht belegt ist. DafUr ist wiederum im langwelligen Bereich 
die Ordinatendichte zum Teil erheblich groBer, als die Mindestforderung 
verlangt, es ist also aus okonomischen Grunden angebracht, unter 
sHindiger Beachtung der Dichteregel nicht mehr Ordinaten zu bilden, 
als notig erscheint. Fur den kurzwelligen Bereich besteht hingegen die 
Notwendigkeit, weitere Ordinaten einzuschalten, und zwar urn so mehr, 
je kurzer die Wellen werden. Da aber auch hier nur die Dichte maBgebend 
ist, nicht aber die Lange der Wellen selbst, so laBt sich dies in weitestem 
Umfange dadurch erreichen, daB man auch Harmonische hoherer Ordnung 
aus den Summenreihen des langwelligen Bereichs zur Auffullung des 
kurzwelligen Spektralteils heranzieht. Ein Beispiel moge dies deutlich 
machen: Es sei, wie oben, P = 360. 1m kurzwelligen Bereich liefert 
das Summenschema z. B. die beiden benachbarten Versuchswellen 

2n 
Periode r = 12, Frequenz x = I2 

2n 
Periode r = II, Frequenz x = II' 

DerAbstand der Frequenzen ist demnach 2 n , wahrend die Regel erfordert, 
13 2 

daB er hochstens eine halbe Maximumbreite, also 26n sein sollte. Damit 
3 0 

das Spektrum dicht genug sei, ist also erforderlich, noch zwei weitere 
Versuchsperioden zwischen r = II und r = 12 einzuschalten. Nun ist 
aber z. B. 

l' = II 1/3 die 3. Harmonische von r = 34 

r = II 2/3 die 3. Harmonische von r = 35, 

woraus sich sofort das einzuschlagende Verfahren ergibt. Fur noch 
klein ere Versuchsperioden ist die Zahl der notwendigen Einschaltungen 
entsprechend groBer, es wird also auch die Ordnung der harmonischen 
Wellen, die wir aus den langwelligen Summenreihen zu bilden haben, 
entsprechend anwachsen. Dieser die Rechnung etwas erschwerende 
Umstand wirkt sich aber in der Praxis nicht so sehr aus, da man selten 
die Berechnung des Periodogramms bis in das Gebiet der ganz kurzen 
\Vellen hinein fortsetzt, sondern in diesen Fallen lieber eine Verkurzung 
der Beobachtungsreihe vornimmt. So wurde die Verkurzung der oben
erwahnten Reihe auf P = 120 Beobachtungen die Berechnung von 
Versuchsperioden bis r = II abwarts ohne Zwischenschaltung ermoglichen. 
In praktischen Fallen ist eine solche Verkurzung des Analysenintervalls 
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schon aus dem Grunde immer ratsam, weil man selten die Gewahr dafiir 
hat, daB Periodizitaten, wenn sie iiberhaupt vorhanden sind, auch 
persistent sind, d. h. lange genug andauern. Man muB vielmehr immer 
damit rechnen, daB eine Welle nur eine verhaltnismaBig kurze Anzahl 
von Schwingungen erlebt, urn dann zu versiegen. 

Was die Bildung der Summenreihen anbelangt, so ist dariiber noch 
einiges zu sagen. Der Umstand, daB die letzte Reihe des Schemas, 
wenn r nicht gerade ein Teiler von p ist, nicht voll belegt ist, hat viele 
Periodogrammberechner gestort. SCHUSTER selbst hat sich durch diese 
Unsymmetrie bewegen lassen, die letzte Reihe einfach zu streichen. 
Andere Periodogrammrechner beseitigen die Unsymmetrie des Schemas 
dadurch, daB. sie nicht die Summen der Spalten, sondern die arith
metischen Mittel der weiteren Analyse unterwerfen. Dadurch erhalten 
die Einzelwerte der Summenreihe gleiche Gewichte. In Wirklichkeit 
liegt die Sache so, daB keines dieser Verfahren einen nennenswerten 
Vorteil in theoretischer wie in praktischer Hinsicht bietet; selbst im 
Fall einer einfachen Sinuswelle wird durch diese MaBnahmen keineswegs 
erreicht, daB etwa der "Storungsvektor" q durch so1che MaBnahmen 
unterdriickt wird. Vielmehr wird eine neue "Storung" durch die Eli
mination der Restreihe bzw. ihre Verteilung auf die .iibrigen Reihen 
hervorgerufen, deren EinfluB noch untersucht werden miiBte. Der 
einzige wirkliche Vorteil, der sich auf diese Weise ergeben konnte, ist 
der, daB der stOrende EinfluB einer additiven Konstante, der bei unvoll
standiger Belegung der letzten Reihe mehr oder weniger merklich ist, 
durch diese Methoden zum Verschwinden gebracht wird. Man miiBte 
also dafiir sorgen, daB die zu bearbeitende Beobachtungsreihe von 
additiven Konstanten (wie auch praktischerweise von sakularen oder 
sehr langperiodischen Gliedern) vor Inangriffnahme der Rechnung 
befreit wird. 

4. Das Periodogramm als Funktion der Lage des 
Analysenintervalls. Das Phasendiagramm. 

In seiner bisher gezeigten Form als Funktion der variablen Versuchs
frequenz diente uns das Periodogramm lediglich zur oberflachlichen 
Durchmusterung eines gegebenen Beobachtungsmaterials auf verborgene 
Periodizitaten. Die Aufgabe, die analytischen Eigenschaften des Periodo
gramms bei Vorhandensein mehrerer persistenter Schwingungen ver
schiedener Wellenlange zu untersuchen, werden wir in einem spateren 
Abschnitt behandeln - nach den bisherigen Erfahrungen ist aber auch 
jetzt schon einzusehen, daB es moglich sein muB, Perioden verschiedener 
WellenHinge durch das Periodogramm zu trennen, wenn ihre "Haupt
maxima" im Spektrum einen geniigenden Abstand haben, wenigstens 
dann, wenn ihre Frequenzen mindestens urn eine "Maximumbreite" 
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voneinander getrennt sind. Die genauere Bestimmung der unbekannten 
WellenHingen stoBt hingegen auf verschiedene Schwierigkeiten. Man 
konnte zwar versuchen, durch Verdichtung der Versuchsperioden oder 
-frequenzen im Bereich des Hauptmaximums die genaue Lage des 
Maximums festzustellen, man darf aber nicht vergessen, daB durch den 
EinfluB des "Storungsvektors" eine Verschiebung des Maximums aus 
seiner Normallage x = IX urn kleine Betrage bewirkt werden kann, und 
daB noch groBere Verzerrungen des Bildes zu befiirchten sind, wenn 
mehrere Perioden oder gar unperiodische Bestandteile im Beobachtungs
material zu erwarten sind, abgesehen davon, daB aus dem Verlauf einer 
Kurve die Lage eines Maximums immer sehr viel unsicherer zu ermitteln 
ist als etwa seine Hohe. Aus dem Verlauf des Hauptvektors allein ware 
die Lage des Hauptmaximums viel genauer durch die Feststellung seiner 
Nullstellen moglich: die Frequenz der gesuchten Periodizitat liegt genau 
in der Mitte zwischen den beiden Nullstellen 1. Ordnung. Aber auch die 
N ullstellen werden durch den Storungsvektor wie durch die Einfhisse 
fremder Periodizitaten zerstort, so daB dieser Weg nicht gangbar ist. 

Zu brauchbaren l\1ethoden der Periodenbestimmung gelangen wir 
aber, wenn wir beriicksichtigen, daB das Periodogramm nicht nur eine 
Funktion der Versuchsfrequenz ist, sondern auch die zur Festlegung des 
Beobachtungsintervalls notigen Konstanten als Parameter enthalt. Diese 
Parameter konnen narnlich bei festgehaltener Versuchsfrequenz auch die 
Rolle von unabhangigen Variablen iibernehmen. 

Das Beobachtungs- oder Analysenintervall ist durch zwei unabhangige 
Konstante bestimmt: die Intervalliinge p, die in den Formeln fUr die 
Periodogrammkomponenten einer Sinuswelle explizit vorkommt, und 
der in der Phase der zu untersuchenden Schwingung verborgene Inter
vallanfang. In bezug auf den Intervallanfang bzw. die Lage des Grund
intervalls auf der Zeitachse laBt sich das Periodogramm wiederum auf 
zwei verschiedene Arten variieren, je nachdem die "Versuchswelle" mit 
dem variablen Grundintervall oder mit der Zeitachse fest verbunden 
bleibt. 

Es sei also eine Beobachtungsfunktion von der Gestalt 

f (t) = c· cos (IXt-y) 

in einem beliebig langen Zeitbereich gegeben. Aus diesem Bereich sei 
ein Intervall von der Lange p und der (variablen) Anfangszeit q hera us
gegriffen. Die Versuchswelle (Frequenz x) sei mit dem Grundintervall 
verbunden, dergestalt, daB ihre Phase am Anfang des Grundintervalls 
0° ist. Wir erhalten dann die Periodogrammkomponenten, indem wir 
die neue Zeitvariable 

i=t-q 
einfiihren und 

f (t) = f (i + q) = c . cos (IX i - Y + IX q) 
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zwischen den Grenzen T = 0 und T = P in der friiheren Weise analysieren. 
Fiir ein festes x ist dann 

p 

a(x,q)= ;!t(T+q)COSXTdi 
o 

p 

b (x, q) = ; !tci+q) sin xidi, 
o 

und man erkennt sofort, daB die neuen Ergebnisse sich von den friiheren 
nur dadurch unterscheiden, daB an die Stelle der alten Phasenkonstante 
y die neue y - r:t. q tritt, die eine lineare Funktion des als variabel 
betrachteten Intervallanfangs q ist. Die beiden Periodogrammvektoren 
haben also die Gestalt 

tJ (x, q) = c' P (x) ei((X-<X)~+Y- <x q ) 

i((X+<x)L_y+<x q ) 
q (x, q) = c . Q (x) e 2 • 

Bei festgehaltener Versuchsfrequenz x bleiben also die Betrage der 
Vektoren ungeandert, wahrend ihre Richtung sich mit q gleichmaBig 
andert, und zwar dreht sich, wahrend der Anfangspunkt des Analysen
intervalls auf der Zeitachse gleichmaBig fortschreitet, tJ (x, q) mit der 
Geschwindigkeit r:t. im Uhrzeigersinn, q (x, q) mit der gleichen Geschwin
digkeit im entgegengesetzten Sinn. Die Geschwindigkeit der Zeiger
bewegung in der "Periodenuhr" liefert demnach unmittelbar die gesuchte 
Frequenz. 

Bei der zweiten Methode ist die Versuchswelle mit der Zeitachse 
fest verkniipft, also auch mit der Beobachtungsfunktion. Wir haben 
demnach, urn die Periodogrammkomponenten zu erhalten, die [fUr den 
gesamten Definitionsbereich von t (t) gegebenenJ Funktionen 

f (t) cos x t und t (t) sin x t 

iiber den variablen Abschnitt [q, q + PJ zu integrieren. Es ergibt sich 
somit: 

q+p p 

Ii (x, q) = ; ! f (t) cos x t dt = ;! t (i + q) cos X (i + q) d i 
q 0 

=~-I cos x q.!t (i + q) cos Xi di- sin x qojt(i + q) sin Xi dil 

q+P P 

b(x,q)=;! t(t)sinxtdt= ;!t(i+q)SinX(i+q)di 

~*! ,in xq.!/(r + q)"co, XTdx + co, xq !/(x + q) ,in xx dxj 
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also, wenn wir fiir die Integrale die aus der ersten Methode resultierenden 
Werte (4) einsetzen: 

_ i(X-OC)l.+ 1'+ (X-OC)q) 
fJ (x, q) = c· P (x) . e 2 

(
p . 

_ i (X+OC)--1'+ (X+OC)q) 
q (x, q) = c· Q (x) . e 2 • 

Wir erhalten auch hier eine gleichmaBige Drehung der Vektoren, aber 
mit den verschiedenen Geschwindigkeiten x-oc bzw. x + oc. 1st nun 
aus einer vorangegangenen Durchmusterung des Spektrums die gesuchte 
Periode ungefahr bekannt, so ist man in der Lage, den eben beschriebenen 
Versuch mit einer festen Versuchsfrequenz x zu unternehmen, die sich 
von der wahren Frequenz oc nicht viel unterscheidet. In diesem Faile 
hat also der Hauptvektor fJ einen von c nur wenig verschiedenen Betrag
die Drehung des Hauptvektors ist wegen der Kleinheit von x - oc langsam. 
1st (zufillig) genau x = oc, so bleibt der Hauptvektor auch der Richtung 
nach konstant, ist x < oc, so dreht sich der Vektor langsam im Uhr
zeigersinn, hingegen im umgekehrten Sinn, wenn x > oc. Aus der 
Geschwindigkeit der Drehung ist ferner die Abweichung x-oc selbst, 
damit auch die genaue Lage der Periode im Spektrum zu ermitteln. 
Der Storungsvektor q, dessen Betrag gegeniiber dem von fJ klein ist, 
dreht sich im positiven Sinn mit groBer Geschwindigkeit. 

Fassen wir den Endpunkt des Periodogrammvektors \l3 = fJ + q als 
Punkt in der (komplexen) Ebene auf, so lassen sich diese Ergebnisse 
auch folgendermaBen formulieren: 1st x = oc, so beschreibt der Punkt \l3 
bei stetig veranderlichem q einen kleinen Kreis urn den fest en Punkt fJ 
mit groBer Geschwindigkeit. Der Mittelpunkt dieses Kreises charakte
risiert durch seine Lage zum Anfangspunkt Amplitude und Phase der 
Schwingung. 1st x von oc wenig verschieden, so erfolgt die Bewegung 
des Periodogrammpunktes \l3 auf einer Epizykloide, setzt sich also 
zusammen aus einer langsamen Umkreisung des Koordinatenanfangs 
durch den Endpunkt des Hauptvektors und aus einer gleichzeitigen 
schnellen Umkreisung dieses Endpunktes durch einen zweiten Punkt 
in geringer Entfernung. In Anlehnung an den Sprachgebrauch der 
antiken Astronomie konnen wir den Hauptvektor in Hinsicht dieser 
Bewegungsart auch als "Deferenten", den Storungsvektor als "Epizykel" 
bezeichnen. 

Die zuletzt beschriebene Methode ist in der Periodenforschung ail
gemein als die Methode der Phasendiagramme bekannt. Tragt man 
namlich die Richtung des Periodogrammvektors, die aus den Kompo
nenten 

a (x, q) = h (x, q) . cos'lJ' (x, q); b (x, q) = h (x, q) . sin'lJ' (x, q) 

durch die Beziehung 
t x _ b (x, q) 
g'lJ' ( ,q) - a (x, q) 
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gegeben ist, als Funktion des variablen Intervallanfangs aufI, so erkennt 
man leicht, daB sie sich von der Richtung des Hauptvektors 

( P . 
"Po (x,q) = (x-ex) "2+q) +r 

nur wenig unterscheidet. Genauer gesagt: "P oszilliert urn "Po. Abgesehen 
von diesen Oszillationen stellt "P also eine lineare Funktion von q dar, 
deren "Richtungskonstante" x - ex ist. Die Oszillationen lassen sich 
leicht eliminieren, wenn eine geniigend dichte Ordinatenauswahl des 
Phasendiagramms nach der Methode der kleinsten Quadrate durch eine 
Gerade angenahert wird. Es ist noch darauf zu achten, daB das Phasen
diagramm eine unendlich vieldeutige Funktion darstellt, da jeder Wert 
urn beliebige ganze Vielfache von 2:n; vermehrt oder vermindert werden 
darf. Bei einer nicht sehr engen Ordinatenauswahl mit konstanten 
Abszissenabstanden entsteht somit als Phasendiagramm ein weit
maschiges Netz von Punkten, dessen Verbindung oder Ausgleichung 
durch Systeme paralleler Geraden auf verschiedene Weise moglich ist. 
In Zweifelsfallen laBt sich stets durch Berechnung von Zwischenordinaten 
feststellen, we1che von den verschiedenen Moglichkeiten die richtige ist. 

Die erstere der beiden hier beschriebenen Methoden zur Berechnung 
eines Phasendiagramms, die eine Deferentengeschwindigkeit - ex lieferte, 
und die weniger gebrauchlich ist als die zweite, laBt sich leicht auf die 
zweite zuriickfiihren, indem man die berechneten Periodogrammphasen 
"P urn x q vermehrt. Es gibt namlich einen Fall, in dem die erstere Methode 
die natiirlichere ist: dann namlich, wenn die Analyse mit Hilfe eines 
Harmonischen Analysators, etwa des in II, 2 beschriebenen MADERschen 
Analysators ausgefiihrt werden solI. Hier ist tatsachlich die "Ver
suchswelle" fest mit dem jeweiligen Analysenintervall verbunden, da 
die Anfangsphase 0° der Versuchswelle immer auf den Intervallanfang 
fallt. Die Versuchsfrequenz ist bei der Benutzung dieses Instruments 
natiirlich immer eine harmonische. Die Aufstellung eines Phasen
diagramms wird so durchgefiihrt, daB man die Kurve in ihrer gesamten 
Ausdehnung auf einen langen Streifen Millimeterpapier auftragt und 
diesen durch Verschiebung langs der Abszissenachse so orientiert, daB 
die Abszisse q jeweilig den Anfang des Analysenintervalls bildet. Man 
wiederholt die Analyse bei gleichbleibender Versuchswelle fiir eine 
aquidistante Folge ql' q2"" der Intervallanfange, bis die gesamte 
Kurve durch die sich iiberdeckenden Intervalle belegt ist. 

Bei Ermittlung der Periodogrammkomponenten durch Rechnung ist 
dagegen immer die zweite Methode anzuwenden, da hier bei beliebiger 
Verschiebung des Intervalls [q ... q + p] die einzelnen Ordinaten der 

1 Fiir die graphische Aufzeichnung von Phasendiagrammen empfiehlt es sich, 

die Phasenwinkel in ZBntBsimalgradBn (I Quadrant = -i- = 1000) auszudriicken. 

da sich diese Einteilung fiir die Benutzung von Millimeterpapier am besten eignet. 



112 Das Periodogramm. 

Beobachtungsfunktion immer mit den gleichen Ordinaten der Versuchs
welle multipliziert bleiben. Angenommen, es sei jede einzelne Ordinate 
einer beliebig langen aquidistanten Beobachtungsreihe mit den Ordinaten 
einer bestimmten Versuchswelle multipliziert worden, so daB also die 
beiden Folgen 

Y. cos 'V x; Yvsin'Vx ('V = 0, I, ... ) 

berechnet vorliegen. Die Periodogrammkomponenten, die zu emem 
beliebigen Analysenintervall innerhalb des Gesamtbereichs der Beob
achtungsreihe gehoren, sind dann 

q+p-1 

a (x, q) =~ .L: Y. cos 'V X 

p=q 

q+p-l 

2 """ . b (x, q) = p £.J Yvsinv x, 
v=q 

2 
ergeben sich also, von dem konstanten Faktor p abgesehen, der ubrigens 

bei der Berechnung der Periodogrammphasen herausfallt, durch Bildung 
der Summen von p aufeinanderfolgenden Gliedern der obigen Produkt
folgen. Das dichteste Phasendiagramm, das auf diese Weise erzeugt 
werden kann, entspricht der Folge q = I, 2, 3, ... 1st x speziell eine 
harmonische Frequenz, also 

2n 
x=--;pr, (r ganz) 

so lassen sich die zu den einzelnen 1ntervallen gehorigen Periodogramm
komponenten sukzessive berechnen, wenn diese GroBen fur das Anfangs
intervall (q = 0) vorliegen. 1st namlich 

p-1 

~ a (x, 0) = .L:Yv cos 'V X 

P -1 

~ b (x, 0) = ~ Yvsin'V x 
.=0 

gegeben, so ist einfach 

-~ a (x, q + I) = ~ a (x, q) + (Yq+p- Yq) cosq x 

~ b(X,q+I) = ~b(x,q)+(Yq+p-Yq)sinqx. 
Bei der Herstellung eines moglichst dichten Phasendiagramms benutzt 
man also die Differenzen Yq + p - Yq zwischen j e zwei urn p Termine 
auseinanderliegenden Beobachtungen. 1st auBerdem das Periodogramm 
fUr getrennte, also sich nicht uberdeckende 1ntervalle 

[0, ... , P-I], [P, ... , ZP-I], [2P,···, 3P-I], ... 
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nach den fruheren Methoden berechnet, so konnen diese Werte zu einer 
Kontrolle dienen, die nach je p Schritten der oben angedeuteten Rechnung 
wirksam wird. 

Oft erscheint es nicht notwendig, das Phasendiagramm in seiner 
groBtmoglichen Dichte zu berechnen. UmfaBt die Versuchswelle eine 
ganze Anzahl r von Beobachtungen, und ist sie in p oft genug und ganz
zahlig enthalten, so ist es mitunter praktisch, die Berechnung der Teil
summen 

(k + 1) r-1 

Uk = .2: Yv cos 'V' 2r'lt; 

V= kr 

(k+1)r-1 
~ • 2'lt 

(Jk = ~ YvSll'V'-r- (k = 0, I, 2, ... ) 

v = kr 

durchzufuhren, die ganz nach den Regeln der Berechnung der Grund
welle in einem Analysenintervall von r Beobachtungen vor sich geht. 
1st p = n r, so ergibt sich dann 

fUr die Folge q = 0, r, 2 r, 3 r, ... 
In diesen 0berlegungen wird wiederum deutlich, in welcher Weise 

die Periodogrammtheorie sich von den Vorstellungen der Harmonischen 
Analyse befreit hat, und welcher Gewinn daraus entspringt. Fur die 
Harmonische Analyse ist die Intervallange peine feste Grundzahl, die 
die Festlegung der Wellenlangen aller Oberschwingungen nach sich 
zieht. Wir haben schon fruher gesehen, wie unbequem es fUr die Rechnung 
ist, bei groBen Intervallen mit Versuchsperioden zu arbeiten, die nicht 
ganzzahlig in p aufgehen. In der Periodogrammtheorie hatten wir 
erkannt, daB Versuchswellen mit ganzzahliger Wellenliinge auch dann 
brauchbar sind, wenn sie nicht ganzzahlig in p enthalten sind. 1m Phasen
diagramm haben wir daruber hinaus die Moglichkeit, uns auch von 
dem Zwang, ein bestimmtes, wenn auch willkurlich gewiihltes p der 
gesamten Analyse zugrunde zu legen, in gewissem Umfange zu befreien. 
Das Periodogramm und damit das Amplituden- bzw. Intensitiiten
spektrum war noch an ein bestimmtes, fUr alle Wellen gtiltiges p gebunden 
- je nach der GroBe von p ergab sich die Maximumbreite und damit die 
Auflosungskraft des Spektrums und die Moglichkeit, isolierte Wellen 
voneinander zu trennen. 1st auf diese Weise in bestirnmten Teil
bereichen der Beobachtungsfunktion der Verdacht auf die Existenz einer 

Stumpff, Periodeniorschung. 8 
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Periodizitat erhartet worden, so dient das sich iiber die gesamte Beob
achtungsreihe erstreckende Phasendiagramm zur naheren Untersuchung 
dieser Periodizitat und ihrer Eigenschaften. Bei dieser Untersuchung 
sind wir aber keineswegs mehr an das gleiche Grundintervall gebunden, 
das bei der Durchmusterung des Spektrums benutzt wurde. Sind z. B. 
die ffir eine Versuchsperiode r giiltigen GraBen Uk, (1k berechnet worden, 
so laBt sich durch Bildung von iibergreifenden Summen das Phasen
diagramm fiir Analysenintervalle von der Lange eines beliebigen Viel
fachen von r bilden - maBgebend fiir die Wahl der Intervallange ist 
lediglich die Forderung, daB der Betrag des Hauptvektors, der ja von 
p wesentlich abhangt, nicht zu klein sein soli, gemessen an seinem 
Hauptmaximum. Wir werden auf diese VerhaItnisse noch naher in dem 
spateren Abschnitt eingehen, der von der Trennung verschiedener 
Periodizitaten handelt (III, 6). 

5. Das Periodogramm als Funktion der IntervalHinge. 
Summationsvektor und Irrfahrt. 

Zum Begriff des Phasendiagramms gelangten wir, indem wir das 
Periodogramm bei festgehaltenem x und p nach der Anfangszeit q des 
Analysenintervalis variierten. Umgekehrt kann auch q = 0 neben x 
festgehalten und dafiir die Intervallange p als variabel angesehen werden. 
Fiir eine einfache Sinus- bzw. Cosinusschwingung als Beobachtungs
funktion erhalten wir dann einen Hauptvektor von der Form 

~~-~~ -

~(x,P)=c· / {cos ((X-IX) ~+y) +isin((x-IX) ~ +y)} 
(x- at) 2 

und den Starungsvektor. 

sin (x + at) ~ 
q (x, P) = c· P 2 {cos ((X + IX) ~ -Y) + i sin ((x + IX) ~ -Y)}. 

(x + at)-
2 

Die Abhangigkeit dieser Vektoren von p wird deutlicher, wenn wir den 
p-fachen Vektor in einen von p abhangigen und einen konstanten Teil 
zerlegen. Es ist namlich 

c {i(~+Y) i(~+(X-Ot)P+Y)} P . ~ (x, P) = X-at e 2 - e 2 

c {;(~-Y) i(~+(X+Ot)P-Y)} 
p.q(x,P)=X+at e 2 -e 2 • 

Der p-fache Hauptvektor laBt sich demnach ersetzen durch einen bei 
wachsendem p sich mit der Winkelgeschwindigkeit x - IX gleichmaBig 
urn den Endpunkt des von p unabhangigen Vektors 

c i(~+Y) --.e 2 
*"-at 
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drehenden Vektor. Der Endpunkt des p-fachen Hauptvektors durch
Hiuft daher einen durch den Anfangspunkt der komplexen Ebene 

gehenden Kreis mit dem Radius _c_ . . 1st genau x = rx, so artet dieser 
x~oc 

Kreis in eine yom Nullpunkt in die Richtung y fiihrende Gerade aus. 
Der Starungsvektor vollfiihrt ahnliche Kreisbewegungen, aber mit groBer 
Winkelgeschwindigkeit und mit einem Radius, der, wenn x von rx hin
reichend wenig verschieden ist, im Vergleich zu dem Radius der Bewegung 
des Hauptvektors zu klein ist. VernachHissigen wir also die durch den 
Vektor q gegebene Starung, so folgt tiber das Periodogramm einer ein
fachen Schwingung der Satz: 1st die Versuchsfrequenz der wahren 
Frequenz gleich, so wachst das p-fache Periodogramm mit wachsendem 
p in einer bestimmten, durch die Anfangsphase der Schwingung gegebenen 
Richtung. 1st x von rx verschieden, so kehrt es periodisch immer wieder 
zum Nullpunkt zurtick. 

Diese Dinge lassen sich besonders anschaulich wiedergeben, wenn 
wir annehmen, daB die Beobachtungsfunktion durch eine aquidistante 
Folge 

Yv = ccos (vrx-y) (V=0,1,2, ... ) 

dargestellt ist, die mit ~ multiplizierten Periodogrammkomponenten also 

direkt durch die Produktsummen 
P -1 

..J: Yv cos v x;' 
V~O 

p-1 
..J: Yv sin v x 
V~O 

gegeben sind. Der Periodogrammvektor ~ . \l3 (x, P) erscheint dann als 

Resultante eines aus p Einzelvektoren 

Yv eivx 

bestehenden Vektorenzuges. Diese Elementarvektoren haben nach
einander als Betrage die Beobachtungswerte Yo, Yv Y2' ... , als Rich
tungen die Argumente der Versuchswelle, wobei noch zu bemerken ist, 
daB, wenn der Beobachtungswert das negative Vorzeichen besitzt, die 
Richtung urn 180° zu drehen, d. h. umzukehren ist. Besonders einfache 
und symmetrische Formen der zu einer einfach periodischen Funktion 
geharigen Vektorenztige erhalt man, wenn die Versuchsfrequenz zu der 
wahren Frequenz in einem einfachen rationalen Verhaltnis steht. Einige 
Beispiele magen diese Zusammenhange, auf die meines Wissens zuerst 
von J. BARTELS (Lit. 26) hingewiesen wurde, veranschaulichen. Die 
Beobachtungsfunktion mage etwa die in Einheiten des Beobachtungs
abstandes ausgedrtickte Periode 10 haben. Die (im Periodogramm 
gesuchte) Frequenz ist demnach rx = 36°. 1st nun die Versuchsfrequenz 
die gleiche, so ergibt sich der in Abb. 12 gezeichnete Vektorenzug A, 
der deutlich zeigt, daB sich der Hauptvektor fortschreitend in der gleichen 

8* 
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Richtung verlangert, wahrend der Storungsvektor bewirkt, daB sich 
dieser fortschreitenden Bewegung eine kurzperiodische "Storung" von 

der Frequenz x + IX = 2 IX uberlagert, die also mit der Periode 3600 = 5 
201: 

immer wieder die gleichen Formen annimmt. 1st x =i= IX, so ergibt sich 
eine kreisformige Kriimmung dieses Vektorenzuges; haben x und IX ein 
rationales Verhiiltnis zueinander, so wird auch die epizykloidische 
Storung nach emer ganzen Anzahl von "Umlaufen" des Vektorenzuges 

b 

A 

<1~ C\;>~:.,~:~::~~ "" = cos"oc. (v = 0, I, 2, ... ) fUr (X = 36°. 
A: Versuchsfrequenz x = 36° = ee, B: Versuchs· i - ........ 1 frequenz x = 40°, C: Versuchsfrequenz x = 24°. YL "\ 

eine ganze Anzahl von Perioden vollenden, so daB also bei beliebigem 
Anwachsen von p nach einer endlichen Zahl von Umlaufen immer 
wieder die gleiche Bahn durchlaufen wird. Das geometrische Ergebnis 
dieses Versuchs sind regelmaBige stern- oder rosettenartige Figuren. In 
Abb.12, B und C, sind solche Streckenzuge fur die Versuchsfrequenzen 
x = 400, x = 24° gezeichnet. Raben x und IX ein irrationales Verhiiltnis 
zueinander, so werden die Storungsepizykeln nach beliebig vie1en Um
laufen des "Deferenten" immer wieder an anderen Stellen des Kreises 
zu liegen kommen, es ergibt sich also eine Art "Knauelkurve", die immer 
innerhalb eines ringformigen Bereiches verlauft, aber niemals wieder in 
sich zurucklauft. 

An dem geometrischen Bild eines solchen Vektorenzuges laBt sich 
der innere Aufbau des Periodogrammvektors, der ja nichts anderes als 

die durch ~ dividierte R,esultante dieses Vektorenzuges darstellt, in sehr 

instruktiver Weise darlegen. Sei p wieder, wie froher, eine feste Zahl 
von Beobachtungswerten, so besteht der Vektorenzug aus p Glledern 
verschiedener Lange. Die Richtungsanderung aufeinanderfolgender 
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Glieder ist bei vorgelegter Versuchsfrequenz immer die gleiche - bei 
jedem Vorzeichenwechsel der Beobachtungsreihe springt die Richtung 
der Elementarvektoren auBerdem urn I80o. Wurde man nun die Versuchs
frequenz eine sehr enge Folge von gleichabstandigen Werten durchlaufen 
lassen und das Bild der zugeharigen Vektorenzuge fUr jeden dieser Werte 
zeichnen, so lieBe sich daraus ein "Trickfilm" erzeugen, der in seinem 
Ablauf das Wesen der Peri{)dogrammfunktion einer Sinusschwingung 
auBerordentlich anschaulich machen wurde. 1m Anfang, d. h. bei sehr 
kleinen Versuchsfrequenzen, ist der Vektorenzug, der eine bestimmte, 
der Betragssumme der p Beobachtungswerte gleiche Gesamtlange hat, 
in mehr oder weniger zahlreichen Windungen "aufgewickelt". Wachst 
jetzt die Versuchsfrequenz, so "entwickelt" sich der Vektorenzug aU
mahlich. An der Stelle der NullsteUer-ter Ordnung, diedem Haupt
maximum vorangeht, ist er noch in r Windungen aufgewickelt, bei der 
NuUstelle I. Ordnung schlieBt er sich mithin gerade zu einem voUen 
Kreis zusammen. Wachst nun die Versuchsfrequenz weiter, so affnet 
sich dieser Kreis, da die Krummung des Vektorenzuges nunmehr zur 
Belegung eines voUen Kreises nicht mehr ausreicht. SchlieBlich, bei 
x = rx., streckt sich der Vektorenzug nach einer bestimmten durch die 
Phase der Schwingung gegebenen Richtung, urn sich dann, wenn x 
den Wert rx. uberschritten hat, nach der anderen Seite ~ieder zu einem 
Kreise zusammenzubiegen und entsprechend aufzuwickeln. Auch das 
Entstehen der "spurious periodicities" SCHUSTERs wird auf diese Weise 
unmittelbar der Anschauung zuganglich gemacht. Abb. I2 enthalt einige 
Phasen dieses Prozesses in bezug auf einen konkreten Fall. 

In der periodographischen Praxis wird man wegen der groBen Zahl 
der Elementarvektoren die Aufzeichnung eines vollstandigen Vektoren
zuges kaum jemals ausfUhren. Hingegen ist es fUr viele Aufgaben von 
groBem Wert, diese Vektorenzuge in graBeren Schritten darzustellen, 
etwa indem man die Elementarvektoren uber jede vollendete Versuchs
periode summiert. 1st die Versuchsperiode r, so sind die Komponenten 
dieser Teilsummen die im vorigen Abschnitt gebildeten GraBen Uk, (Jk' 

Ebenso, wie dort das Phasendiagramm durch Bildung von ubergreifenden 
Summen gleicher Summandenanzahl aus den Folgen dieser GraBen 
erzeugt wurde, werden jetzt fortschreitende Summen 

p t. 
y r 

.~. a (x, p) = ~Uk; ~ b (x, p) = ~ (Jk 

k=O k=O 
fur p = 0, r, 2r, 3r, ... 

gebildet, indem jeder vorhergehenden Summe beim nachsten Schritt 
die folgende Teilsumme angefugt wird. Die Folge der so entstehenden 
Vektoren bezeichnet man als Folge der Summationsvektoren oder kurz 
als Summenfunktion. Sie besteht aus einem Zuge von aneinandergefUgten 
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Vektoren, die, wenn x = IX, eine bestimmte Richtung bevorzugen, so 
daB also ein standiges Fortschreiten des Summationsvektors in der
selben Richtung das Kriterium fur das Vorhandensein einer persistenten 
Periode ist. 

1st dagegen die vorgelegte Beobachtungsfunktion ganzlich unperio
disch, also etwa durch willkurliche Zusammenste11ung von zusammen
hangslosen, einem gegebenen Vorrat entnommenen Zahlen zustande 
gekommen, so sind auch die Teilvektoren der Summenfunktion zu
sammenhangslos und bevorzugen vor all.em keine bestimmte Richtung. 
Der Vektorenzug wird also der Bewegung eines Punktes vergleichbar 
sein, der langere oder kiirzere Strecken hindurch geradlinige Bahnen 
beschreibt, von Zeit zu Zeit aber seine Richtung plotzlich in will
kiirlicher Weise andert; also etwa der Bewegung eines Molekiils in einem 
ruhenden Gase. Eine derattige Bewegung solI als "I rrlau!" bezeichnet 
werden. 

Zwischen der im groBen uud ganzen geradlinigen Fortpflanzung der 
Summenfunktion bei persistent periodischen Vorgangen im Falle x = IX, 

dem Kreislauf im Falle, daB x nahezu = IX, und dem 1rrlauf bei mangelnder 
Periodizitat gibt es eine groBe Menge von Ubergangen. Der wichtigste 
Ubergangsfall ist der, daB der wandernde Endpunkt des Summations
vektors zeitweilig eine bestimmte Richtung bevorzugt. Auf diesen Fall, 
den BARTELS als "Quasipersistenz" bezeichnet, und der uberall dort, wo 
Schwingungsvorgange von kurzer Lebensdauer auftreten und einander 
ablOsen (z. B. in der Meteorologie), eine groBe Rolle spielt, werden wir 
im nachsten Kapitel ausfUhrlicher zuruckkommen. 

6. Die Trennung benachbarter Perioden. 
Auflosungskraft des Periodogramms. 

Obwohl die Analyse einer einzelnen Sinusschwingung durch das 
Periodogramm als Aufgabe der praktischen Periodenforschung bedeu
tungslos ist, haben wir uns dennoch mit ihr so ausfuhrlich beschaftigen 
mussen, weil sie die Grundlage fUr die Behandlung komplizierterer 
Probleme bildet. 

Setzt sich die Beobachtungsfunktion aus einer endlichen Zahl per
sistenter Periodizitaten zusammen, ist sie etwa ihrem inneren Gesetz 
nach durch die Formel 

I (t) = C1 cos (lXlt-Yl) + C2cos (1X2t-Y2) + ... + Cncos (IXnt-Yn) 

= Idt) + 12 (t) + ... + In (t) 

darstellbar, SO ist sofort einzusehen, daB ihr Periodogrammvektor sich 
durch geometrische Addition aus den Periodogrammvektoren der 
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n Teilschwingungen zusammensetzt, da die Komponenten des Periodo
gramms die Form 

p p p 

a (x) = ;fh (t) cos x tdt + ;f12 (t) cos xtdt + ... + ; fin (t) cos x t dt 
o 0 0 

p p p 

b (x) = ; fll (t) sin x t dt + ; fl2 (t) sin x t dt + ... + ; fin (t) sin x t dt 
o 0 0 

haben, also durch Summierung der Komponenten der Teilperiodogramme 
gebildet werden. 1m einfachsten Fall sind zwei Teilschwingungen ver
schiedener Frequenz vorhanden. Sind 

sin (x - rlp) 1.. ( P) 2 • (z - IXp) - + 1'v 
1:>. (x) = c. . p . e 2 

(x-rlp) -
2 

('I' = I, 2) 
sin (x+ rlp)~ '((Z+IXP)..t- 1'.) 

q" (x) = c.' . e 2 

(x + IX~) 1.-
2 

die Hauptvektoren und Storungsvektoren der beiden Teilschwingungen, 
so ist der Periodogrammvektor der zusammengesetzten Schwingung 

~ (x) = 1:>1 (x) + ql (x) + 1:>2 (x) + q2 (x) . 
Sind die Perioden der Teilschwingungen haqnonische Perioden in p, so 

ist fur x = ~ (bzw. x = !X2) 1:>1 (x) = ci (bzw. }12 (x) = c2), wahrend jeweils 
die drei ubrigen Bestandteile des Periodogramms verschwinden. Sind 
die Teilschwingungen in p nicht harmonisch, was im allgemeinen erwartet 
werden darf, und ist !Xl von !X2 hinreichend verschieden, so werden sich 
die von den beiden Teilperioden" stammenden Beitrage gegenseitig nur 
wenig storen: Fur x = !Xl oder fur ein x, das im Bereich des Haupt
maximums von }11 (x) liegt, ohne genau mit !Xl ubereinzustimmen, wird 
der Hauptvektor der zweiten Schwingung gegen dender ersten klein 
sein, weim nicht gerade die Amplitude der zweiten Schwingung die der 
ersten sehr stark ubertrifft. Somit laBt sich der EinfluB der zweiten 
Schwingung als eine weitere Storung betrachten, die zu den beiden 
eigentlichen Storungsvektoren hinzukommt. Das "Spektrum", das die 
Quadrate der Periodogrammbetrage als Funktion der variablen Versuchs
periode gibt, wird somit bei x = !Xl und x =!X2 zwei deutlich getrennte 
Maxima besitzen. Das wird in vollem Umfange noch dann der Fall 
sein, wenn der Abstand der beiden Frequenzen eine volle Maximum-

breite, also 4; betragt. Dann haben namlich die beiden Hauptvektoren 

in der Mitte zwischen den Abszissen !Xl und!X2 des Spektrums Nullstellen, 
so daB das Periodogramm an dieser Stelle lediglich durch die beiden 
dem Betrage nach stets kleinen Storungsfunktionen gebildet wird. Das 
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Spektrum wird also zwischen den beiden periodenanzeigenden Maximal
stellen einen sehr tiefen Einschnitt zeigen. Riicken die beiden Frequenzen 
0(1 und 0(2 immer dichter aneinander heran, so werden an der Bildung 
der Zwischenordinaten des Spektrums die Hauptteile der beiden Teil
periodogramme einen immer groBeren Anteil gewinnen. 1st der Abstand 
eine halbe Maximumbreite, unterscheiden sich die beiden Frequenzen 
also urn den gleichen Betrag wie zwei benachbarte harmonische 
Frequenzen, so ist an der Stelle x = 0(1 der Hauptvektor der anderen 
Periodizitat null und umgekehrt. Die beiden Maxima werden also noch 
durch einen kleinen Einschnitt im Spektrum getrennt erscheinen, der 
aber nicht mehr bis nahe an null herunterreicht. Dberwiegt die Amplitude 
der einen Schwingung die der anderen sehr merklich, so wird dieser 
Einschnitt nicht immer deutlich ausgepragt sein, sondern das zweite 
(kleinere) Maximum wird eventuell nur als buckelartige Ausbuchtung 
und Verbreiterung der Spektralkurve links oder rechts yom Haupt
maximum der groBeren Periodizitat bemerkt werden. Betragt der 

Unterschied der beiden Frequenzen noch weniger als 2;, so flieBen die 

beiden Maxima immer mehr ineinander. 
Aus diesen zunachst ganz qualitativen und der Anschauung ent

nommenen Betrachtungen geht hervor, daB die "Trennbarkeit" benach
barter Perioden oder, wie man in Anlehnung an die optische Analogie 
auch sagt, die "Auflosungskraft" des Periodogramms wesentlich von 
der Lange des Analysenintervalls bzw. von der Maximumbreite abhangt. 
Die Erhohung der zur Analyse benutzten Beobachtungszahl p bewirkt 
eine Verminderung der Maximumbreite bzw. eine Verschmalerung der 
"Spektrallinien". Sind also die Periodizitaten persistent, so ist es im 
Hinblick auf die Trennung eng benachbarter Perioden vorteilhaft, das 
Analysenintervall recht lang zu wahlen. Erscheint allerdings die Per
sistenz nicht garantiert, so ist es nicht ratsam, diesen Weg zu beschreiten, 
sondern sich mit kleineren Intervallen zu begniigen. Dafiir aber ergibt 
sich dann in urn so groBerem MaBe die Moglichkeit zur Benutzung der
jenigen Methoden, die auf einer Variation der Lage des Analysenintervalls 
innerhalb des gesamten Beobachtungsbereiches (Phasendiagramm) bzw. 
der Lange des Analysenintervalls (Summenfunktion) beruhen. 

Wir wollen also annehmen, daB die Beobachtungsfunktion aus zwei 
Periodizitaten mit benachbarten Frequenzen 0(1 und 0(2 und den beiden 
groBertordnungsmaBig nicht allzu verschiedenen Amplituden c1 und C2 

besteht. 1st C1 die groBere Amplitude, so wird die groBte Ordinate des 
Spektrums die ungefahre Lage von 0(1 angeben. Nun werde nach dem 
Verfahren des Abschnitts 4 ein Analysenintervall von der Lange p 
stetig durch den gesamten Beobachtungsbereich hindurch bewegt, und 
es werde der Periodogrammvektor \j3 (x, q) als Funktion des variablen 
Intervallanfangs q aufgezeichnet. 1m wesentlichen wird sich \j3 dann 
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aus den beiden Hauptvektoren lh und 1'2 zusammensetzen, wahrend 
die beiden Storungsvektoren lediglich eine kurzperiodische epizykloidische 
Schwankung des Periodogrammvektors von kleinem Betrage hervor
rufen, die wir vemachlassigen, bzw. durch Glattung des durch die 
Storungen etwas "gekrauselten" Weges des Vektorenendpunktes elimi
nieren konnen. Dieser Weg wird also im wesentlichen bestimmt sein 

1. durch eine Umwanderung des Koordinatenanfangs durch den 
Endpunkt des Vektors 1'1 auf einem Kreise mit dem Radius l<pll = c1 IPl(x)1 
und mit der Umlaufsgeschwindigkeit X-OC1; 

2. durch Umwanderung dieses Punktes durch einen zweiten Punkt 
auf einer Kreisbahn mit dem Radius 1<p21 = c2 1 P2 (x) 1 und mit der 
Umlaufsgeschwindigkeit X-OC2' Die Bewegung ist daher wiederum eine 
epizyklische, nur daB wir die Bewegung im Epizykel nicht, wie wir es 
bei dem Storungsvektor getan haben, gegen die Bewegung im Deferenten 
vemachlassigen konnen, falls der Radius des Epizykels groBenordnungs
maBig nicht viel kleiner ist als der des Deferenten, d. h: wenn 

im Vergleich mit 

noch beachtlich ist. 
Die Trennung der beiden Perioden laBt sich auf verschiedene Arten 

durchfiihren: durch Diskussion der epizyklischen Wegkurve des Periodo
grammvektors selbst, durch das "Intensitatsdiagramm" 

H2 (q) = a2 (q) + b2 (q) 

gemeinsam mit dem Phasendiagramm 

1JI (q) = arctg ~~:~ ± 2 kn 

oder durch die gemeinsame Diskussion der Komponenten a (q) und b (q) 
direkt. 

Das Intensiiatsdiagramm hat, wenn wir die Krauselung .durch die 
StorungsgJieder auBer Betracht lassen, die mathematische Gestalt 

H2 (q) = <p~ + <p: + 2 <PI <P2cos [(OC2-OC1) ~ + Y2-Yl + (OC2-OC1)q] I 

H2 (q) schwankt also urn den Mittelwert <P~ + <P: sinusformig mit der 
Amplitude 2 <PI <P2 und der Frequenz OC2-OC1• Sind die Wellenlangen der 
beiden zu trennenden Schwingungen 

2:n; 
T--' 

1 - 1X1 ' 
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so ergibt sich die Wellenlange der Schwankung des Intensitatsdia
gramms zu 

2:rr; T1 Tz (/= =---
<X2 - <Xl T1-T. 

Diese Wellenlange entspricht einer vollendeten "Schwebung"l zwischen 
den beiden benachbarten Periodizitaten. 

Etwas kompliziertere Formeln ergeben sich bei der Bestimmung 
des Phasendiagramms. Geometrisch ist jedoch einzusehen, daB die 
Phase "P (q) des Periodogrammvektors ~ (q) wahrend des Vorgangs der 

o Epizykelbewegung mit der gleichen Periode 
urn die Phase "PI (q) des Hauptvektors \)1 (q) 
schwankt, wie der Betrag des Periodogramm
vektors, also mit der oben abgeleiteten 
Schwebungsperiode (/. Die Phase "P (q) setzt 
sich also aus der gleichmaBig fortschreiten
den Phase von \)1 (q) und einem periodisch 

...:::.---'---'-----'~--~a~ urn null schwankenden Zusatzwinkel s zu-
Abb. 13. Geometriscbe Addition der 
Hauptvektoren zweier benachbarter 

Schwingungen. 

sammen, dessen Elongationen urn so kleiner 
sind, je kleiner das Verhaltnis der Betrage 
von \)2 und \)1 zueinander ist. In Abb. 13 

ist die geometrische Addition von \)1 und \)2 veranschaulicht. ifJ1 und ifJ2 
seien die Betrage der beiden Teilvektoren, "PI und "P2 ihre Phasen. Dann 
erkennt man leicht (Sinussatz) die Giiltigkeit der Beziehung 

ifJ1 sin s + ifJ2sin (s- ("P2-"Pl)) = 0, 

aus der s durch die Gleichung 

t $. sin (11'2 - 11'1) gs-
- $1 + $2 cos (11'2 - 11'1) 

bestimmt wird. 1st nun ifJ2 < ifJ1 , so findet man durch Reihen
entwicklung 

tgs = ::sin("P2-"Pl){I- ::COS("P2-"Pl) + (::rcos2("P2-"Pl)-"'}' 

Bei sehr kleinem :: ist angenahert s = {~ sin ("P2 - "PI), im iibrigen 

1 Als "Schwebung" bezeichnet man die periodische Erscheinung, die eintritt, 
wenn zwei Schwingungen von gleicher (oder anniihernd gleicher) Amplitude und 
anniihernd gleichen Wellenliingen sich iiberlagern. So ist 

<Xl - <X2 <Xl + <X2 
cos<xlt +cos<Xat = 2 cos 2 t·cos 2 t. 

Der Superpositionseffekt liiBt sich also deuten als eine kurzperiodische Schwingung 

von der Frequenz <Xl + <X2 , deren Amplitude langperiodisch veriinderlich ist. Als 
2 

"Schwebungsperiode" bezeichnet man den Abstand derjenigen Abszissen, bei denen 
infolge dieses Effekts die Amplituden verschwinden. Die Schwebungsperiode ist 
demnach halb so groB wie die Periode des langwelligen Faktors, ihre Frequenz 
also I <Xl -<xal· 
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ist die Schwankung nicht genau sinusfOnnig, weicht vielrnehr von der 

Sinusfonn urn so mehr ab, je groBer das Verhliltnis :: wird. Hin

gegen ist die Periode der Schwankung streng durch die Veranderlichkeit 
des Winkels 

p 
~-~=~-~~+~-~+~-~~ 

also, wie oben, durch (1 gegeben. 
Die Bestimmung der beiden Perioden geschieht in zwei Schritten. 

N achdem durch die Wegkurve die epizyklische F onn 1 der Veranderung 
des Periodogrammvektors mit q festgestellt ist, bestimmt man zunachst 
die Hauptperiode durch lineare Ausgleichung des Phasendiagramms. 
Aus den periodischen Schwankungen des Phasendiagramms und des 
Intensitatsdiagramms, die von gleicher Wellenlange sein mussen, wird 
sodann die Differenz ot2 - otl abgeleitet, wodurch auch die zweite Frequenz 
wenigstens ungefahr bekannt wird. Eine Wiederholung der Rechnung 
mit x,...., ot2 liefert die zweite Schwingung genauer. 

Ohne besondere Erlauterung ist einzusehen, daB zur genauen Tren
nung der Perioden nach dieser Methode erforderlich ist, daB mindestens 
ein voller Epizykelumlauf stattfindet, weil andemfalls die Ermittlung 
der Schwebungsperiode wie auch die lineare Ausgleichung der Phasen
kurve zu ungenau wird. Es muB also die zur Verfugung stehende Beob
achtungsreihe mindestens so lang sein, daB ein Analysenintervall von der 
Lange p urn den Betrag (1 verschoben werden kann. Das heiBt aber, 
daB die Beobachtungsreihe mindestens p + (1 Beobachtungswerte um
fassen sollte. Entsprechen etwa die beiden Schwingungsperioden zwei 
benachbarten hannonischen Wellen im Analysenintervall p, ist also 

.. _t... 
1- 1·' 

so ergibt sich 
(1=P, 

mithin fUr die Mindestlange der Beobachtungsreihe der Wert 2 p. In 
einem Spektrum fur das Analysenintervall 2 p wiirden also die beiden 
Schwingungen durch eine volle Maximumbreite voneinander getrennt 
sein, d. h. die Beobachtungsreihe selbst muB mindestens zwei volle 
Schwebungen umfassen. Das ergibt eine Folgerung, die auf den ersten 
Blick sehr gegen die ZweckmaBigkeit der Periodogrammethode zu 
sprechen scheint: Aus der Beobachtungsreihe selbst HiBt sich ihre Zu
sammensetzung aus zwei Schwingungen mit benachbarten Wellenlangen 
schon aus einer einzigen vollendeten Schwebung erkennen, wahrend die 

1 Liegen die Frequenzen ~ und IX. im Spektrum zu gleichen Seiten der Versuchs
frequenz x, haben also x-~ und X-IX. das gleiche Vorzeichen, so zeigen die 
Schleifen der resultierenden Epizykloide nach dem Innem des Deferentenkreises. 
Liegt dagegen X zwischen IXl und IX., so zeigen sie nach auBen. 
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Periodogrammanalyse eine doppelt so lange Reihe notwendig macht, 
abgesehen davon, daB erst eine erhebliche Rechenarbeit zum Ziele fiihrt. 
Gegen diesen Gedankengang ist aber einzuwenden, daB der eigentliche 
Gegenstand der Periodogrammanalyse nicht diese einfachen periodischen 
Funktionen sind, die wir den bisherigen Betrachtungen zugrunde gelegt 
haben, und die nattirlich durch geschlossene Methoden von groBer 
Strenge und Ktirze analysiert werden konnten. Vielmehr handelt es 
sich in der Praxis fast immer urn empirische Funktionen, deren perio
dische Eigenschaften aus der bloBen Betrachtung ihres Verlaufs keines
wegs ersichtlich sind, sondern aus einer Menge von teils systematischen, 
teils auch ganz irreguHiren Bestandteilen erst herausgesucht werden 
mtissen. In diesem Sinne erscheint ein Verfahren gerechtfertigt, durch 
das eine Beobachtungsreihe erst ftir die spezielle Untersuchung eines 
bestimmten und eng begrenzten Spektralteils zurechtgemacht wird. 
Nehmen wir nur den Fall an, daB eine Beobachtungsreihe ein Spektrum 
ergibt, das an mehreren Stellen betrachtliche Intensitaten aufweist, 
das also den Verdacht auf eine groBere Anzahl von Periodizitaten recht
fertigt, die noch dazu unter unperiodischen Bestandteilen verborgen 
sein konnen.· Das Periodogramm erlaubt dann eine vorurteilslose Teil
untersuchung jedes einzelnen dieser "verdachtigen" Spektralabschnitte, 
die darauf beruht, daB die Einfltisse aller weiter entfernten Perioden so 
stark herabgedruckt werden, daB sie unter der Menge der unperiodischen 
Einfltisse verschwinden. Mit anderen Worten: Fremde Perioden werden 
abgeblendet. Die obigen Betrachtungen tiber benachbarte Periodizitaten 
treten in der Praxis der Periodogrammrechnung also immer nur dann in 
Erscheinung, wenn an irgendeiner Stelle des Spektrums zwei "Linien" 
so dieht zusammenliegen, daB die "Abblendung" der einen Linie nicht 
mehr ganz moglich ist. In diesem Fall haben wir aber durch die Abblen
dung des tibrigen Spektrums auf das Niveau des Unperiodischen (also 
gewissermaBen auf die Intensitat des kontinuierlichen Spektrums) 
erreicht, daB nur diese beiden Linien noch eine wesentliche Rolle spielen. 
Wir haben also den einfachen Fall einer Schwebungskurve erst durch die 
Konstruktion des Periodogramms wieder hergestellt und sind nunmehr 
in der Lage, uns seiner Vorteile zu bedienen. Besteht das Spektrum nur 
aus zwei Linien, wie oben zur Ableitung der Gebrauchsformeln der 
Einfachheit halber angenommen wurde, so ist keine Abblendung fremder 
Linien notig und somit auch~ kein Periodogramm; wir konnen diesen 
Fall auch einfacher erledigen. 1st sie aber erforderlich, so darf es nicht 
befremden, daB die Anwendung dieses Hilfsmittels von einem groBeren 
Verbrauch an Beobachtungsmaterial begleitet ist. Die Dinge liegen hier 
ganz ahnlich wie bei der "Glattung" von Beobachtungsreihen, die ja 
eigentlich auch nichts anderes ist als eine Abblendung aller kurzperio
dischen Schwankungen. In der Tat wird bei der Glattung durch tiber
greifende Mittel die Beobachtungsreihe verktirzt; ist das Intervall der 
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Mittelbildung p, so gehen nach der GHi.ttung p Beobachtungen verloren. 
Nichts anderes geschieht aber bei der Bildung der Phasen- und Inten
sitatsdiagramme mit einem Analysenintervall von der 'Lange p. 

Die Auffassung -einiger Autoren, die der Periodogrammethode eine 
"zu geringe Auflosungskraft" zuschreiben, ist damit richtig gesteilt 
worden. Die Bedenken lassen sich noch weiter aus dem Wege raUmen, 
wenn man beriicksichtigt, daB der Fall persistenter Periodizitaten in 
der Praxis bei weitem der seltenere ist. Andernfalls ist die Periodogramm
methode in irgendeiner ihrer vielen Formen die einzige, oder wenigstens 
die natiirlichste, die ohne vorgefaBte Meinung an das Problem heran
zugehen gestattet. Die Herausblendung eines bestimmten Spektral
teils, der aus irgendwelchen Grunden - etwa auf Grund einer vorher
gegangenen Durchmusterung oder aus theoretischen Erw.agungen oder 
Vermutungen - interessant und daher einer Spezialuntersuchung 
bediirftig erscheint, gibt stets die Moglichkeit, solche Untersuchungen 
unbeeinfluBt oder nur geringfiigig beeinfluBt von dem Verhalten der 
Funktion in anderen Teilen des Spektrums durchfUhren zu konnen. 
1m folgenden sollen einige besondere Falle beschrieben werden, in denen 
eine Abweichung von der Norm (einfache sinusformige und durch den 
ganzen Beobachtungsbereich persistente Wellen) stattfindet. Solche 
Abweichungen sind nicht nur denkbar, sondern kommen in der Praxis 
der Periodenforschung, insbesondere bei der Untersuchung geophysika
lischer und astronomischer Periodenprobleme auBerordentlich haufig vor. 

1. Zwei oder mehrere benachbarte Perioden kommen nicht in persi
stenter Form und gleichzeitig vor (Uberlagerung, Schwebung), sondern 
sind quasipersistent und losen einander zeitlich abo Persistent solI eine 
Welle heiBen, wenn sie wahrend der gesamten Beobachtungsdauer 
konstante Periode, Amplitude und Phase besitzt, quasipersistent, wenn 
dies nur wahrend eines Teils der Beobachtungsdauer der Fall ist. Es 
moge also, urn ein Beispiel zu geben, in der Zeit [0, ... , t] eine Sinus
schwingung mit den Konstanten 1X1> cl , Yl bestehen, die inder Zeit [t, .. " T] 
durch eine andere mit den Konstanten 1X2' C2, Y2 abgelost wird. Es soll 
ferner angenommen werden, daB die beiden Frequenzen im Sinne unserer 
friiheren Uberlegungen "benachbart" seien. Die Spektraldurchmusterung 
im Grundintervall [0, ... , T] ergibt unter anderem zwei mehr oder weniger 
gut getrennte und benachbarte Maxima, so daB zunachst Verdacht auf 
zwei sich iiberlagernde und eine Schwebung bildende Wellen besteht. Das 
Phasendiagramm mit einem kleineren Analysenintervall p (es sei p < t 
und p < T - t angenommen) ergibt aber keineswegs fUr eine in der Nahe 
einer der beiden Frequenzen gelegene Versuchsfrequenz x den erwarteten 
linearen Verlauf, der durch eine regelmaBige, von der benachbarten 
Periodizitat herriihrende WelIe deformiert wird, sondern besteht aus 
mehreren linearen Teilen verschiedener Neigung. Das Phasendiagramm 
zeigt drei verschiedene Abschnitte. Fiir q = 0, ... , t - P ergibt sich 'eine 
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konstante N eigung x -1X1 , fiir q = t, ... , T - peine konstante N eigung 
x -1X2. In dem kleinen Zwischenstiick q = t - p, ... , t vollzieht sich ein 
allmahlicher Obergang zwischen beiden Teilen des Phasendiagramms. 
Dies Obergangsstiick hat fiir die Analyse keine unmittelbare Bedeutung. 
Es entspricht der Erscheinung, die bei der Glattung einer Kurve durch 
iibergreifende· Mittel eintreten wiirde, wenn diese an irgendeiner Stelle 
eine Unstetigkeit oder einen Knick aufweist. 1m vorliegenden Falle 
wiirde man die beiden linearen Hauptteile des Phasendiagramms bis 
zur Mitte des Zwischenstiicks verlangern. Treffen sich beide Gerade 

30 dort, so wiirde das bedeuten, daB 
die Phase des Vorgangs sich beim 

25 Obergang auf die .nachfolgende 
Welle stetig fortsetzt - andernfalls 

20 findet ein Phasensprung statt. Es 
ist natiirlich auch denkbar, daB die 

15 Periode der Welle erhalten bleibt 

10 

5 

und nur die Phase einen Sprung 
erleidet ; dann sind die beiden 
Hauptteile des Diagramms parallel 
gegeneinander verschoben. Andert 
sich auch die Amplitude bei der 

05 7 10 15 20 25 30 35 If{} 
Periode[Elnlteilen von 5I'1ontllen(Penltlden)J- Ablosung der ersten Schwingung 

Abb.14. Amplitudenspektrum der 
Sonnenfleckenrelativzablen von 1749---1928. 

durch die zweite, so ist dies aus 
dem Amplituden- oder Intensitats
diagramm unmittelbar abzulesen. 

Das klassische Beispiel fi.ir den hier schematisch dargestellten Fall bietet 
die Analyse der groBen Beobachtungsreihe der Sonnenfleckenrelativ
zahlen von 1750 bis zur Gegenwart. Aus dem Spektrum der Gesamt
reihe sind mehrere groBe und dicht aufeinanderfolgende Maxima im 
Bereich der Versuchsperioden von 9-12 Jahren zu entnehmen (Abb. 14). 
Das Phasendiagramm zeigt einen deutlich linearen Verlauf, der durch 
zwei Sprungstellen mit nachfolgender Richtungsanderung unterbrochen 
ist. Die Spriinge treten etwa in den Jahren 1793 und 1831 auf und 
teilen die Beobachtungskurve in drei Abschnitte, in denen die Haupt
periode der Sonnenflecken die Lange von 9,5, 12,5 und IIA Jahren 
aufweist. In dem mittleren Zeitabschnitt sind auch die Amplituden 
der Schwankungen auffallend kleiner gewesen als in den beiden an
grenzenden (Abb. IS). 

Bei der Darstellung des Periodogramms in Gestalt der Summenfunk
tion ergibt eine sprunghafte Anderung der Periodizitatskonstanten folgen
des Bild: Tritt lediglich ein Phasenwechsel ein, so erleidet der Weg des 
Summenvektors eine plotzliche Richtungsanderung unter Beibehaltung 
seines geradlinigen (x = IX) bzw. schwach gekriimmten (x nahezu = IX) 
Verlaufs. 1st auBerdem eine Anderung der Periode zu verzeichnen, 
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so andert sich auch die Wegkrummung. 1st die Periodenanderung sehr 
groB, so daB die Versuchsperiode sich nach der Anderung auBerhalb des 
Hauptmaximums befindet, so geht die systematisch fortschreitende 
Bewegung ilJ. einen "Irrlauf" fiber, bzw. in eine schnelle Bewegung 
in kleinen Kreisen, die von dem praktisch stets vorhandenen Irrlauf 
verdeckt wird. 

2. Periodische Schwankungen von kurzer Andauer. Das Phasen
diagramm ist ein ausgezeichnetes Mittel, urn Anderungen im periodischen 
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Abb. IS. Amplituden- und Phasendiagramm der Sonnenfleckenrelativzahlen fUr die Versuchsperiode 

11,25 Jahre und ein gleich groBes AnalysenintervalI. 

Charakter der Beobachtungsreihe erkennen zu lassen, falls diese in ge
nfigend groBen Abstanden eintreten, und in der Zwischenzeit die Perio
dizitat ungeandert bleibt. Es ist deswegen oben ausdriicklich angenommen 
worden, daB die Andauer der periodischen Schwankungen groBer ist 
als das Analysenintervall. 1st das nicht der Fall, so gelten die bisherigen 
Uberlegungen nicht mehr - das PhasendiagraIT\m wird dann als Hilfs
mittel zur Periodenbestimmung ungeeignet und kann sogar zu falschen 
Schliissen fUhren. Angenommen, eine Beobachtungsreihe sei in einem 
die Versuchsfrequenz x enthaltenden Spektralbereich frei von Periodizi
taten. Das Periodogramm fUr ein Vielfaches von x als Analysenintervall 
wiirde also, bei Verschiebung des Intervallanfangs langs der Zeitachse, 
keine wesentlichen Amplituden ergeben; die Phasen wiirden dement
sprechend schnell und unregelmaBig wechseln. Nun sei an irgendeiner 
Stelle der Zeitachse dieser Funktion eine sinusformige Schwankung 

von einer von ~ nicht sehr verschiedenen Wellenlange hinzugefUgt, x 
die aber nur eine einzige Schwingung umfassen solI (etwa eine plotzlich 



128 Das Periodograroro. 

auftretende und stark gedampfte Schwingung). In bezug auf das Periodo
gramm und die Versuchsfrequenz x verhalt sich die Beobachtungsfunktion 
annahernd so, als wenn sie - von dieser kurzdauernden Storung ab
gesehen - uberall konstant, also etwa gleich null ware. Die Periodogramm
komponenten reduzieren sich mithin im wesentlichen auf Integrale uber 
den kurzen Storungsbereich. Wurden wir also jetzt ein Amplituden
und Phasendiagramm konstruieren, indem wir den Anfang des Analysen
intervalls stetig verandern, so wurden die Amplituden erst dann zu 
beachtlichen Werten ansteigen, wenn die storende Welle in den Bereich 
des Analysenintervalls eingetreten ist. Wegen der festen Verknupfung 
der Versuchswelle mit der Beobachtungsfunktion behalten die Periodo
grammkomponenten und damit Amplitude und Phase ihren Wert, solange 
die Welle im Analysenintervall eingeschlossen .ist. Amplituden- und 
Phasendiagramm zeigen demnach eine Zeitlang· Konstanz, woraus ein 
unkritischer Rechner schlieBen wiirde, daB wahrend dieser (nahezu ein 
Analysenintervall umfassenden) Zeit eine Periode von genau der Fre
quenz x vorhanden gewesen sei, wahrend es sich in Wirklichkeit um eine 
periodische StOrung von der Andauer eines Bruchteils des Analysen
intervalls, aber um so groBerer Amplitude handelte, und urn eine von 
der Versuchsperiode vielleicht merklich abweichende Periode. 

Es zeigt sich hier eine Mehrdeutigkeit des Phasendiagramms, die 
bisher kaum beachtet worden ist, die aber uberall eine Rolle spielen wird, 
wo Schwankungen von kurzer Dauer erwartet werden duden, z. B. bei 
der Untersuchung meteorologischer Perioden. Eine Unterscheidung der 
beiden Moglichkeiten, von denen hier die Rede war, wird auf Grund 
des Phasen- und Amplitudendiagramms allein nicht gelingen - hier ist 
es unerlaBlich, die Summenlunktion zu Hilfe zu nehmen. In dem oben 
angenommenen Falle wiirde sich anfangs ein "Irrlauf" ergeben, sodann -
so lange, bis die periodische Storung voll in die fortschreitende Summie
rung eingegangen ist -, ein geradliniger oder schwach gekrummter 
Vektorenzug, danach wieder ein Irrlauf. Die Summenfunktion gibt 
hier - im Gegensatz zum eigentlichen Periodogramm - die tatsachlichen 
Verhaltnisse deswegen besser wieder, wei! sie nicht von einem willkur
lichen Analysenintervall abhangt. Dem Leser sei es uberlassen, sich den 
Unterschied an einem einfachen konkreten Beispiel klar zu machen. 

Dberhaupt erweist sich die Summenfunktion infolge ihrer Eigenschaft, 
von einem "Analysenintervall" unabhangig zu sein, als eine geeignete 
Grundlage fUr aIle N achforschungen, die sich auf einen Spektralbereich 
in der Umgebung einer bestimmten Versuchsperiode erstrecken. Man 
kann dem graphischen Bild der Summenfunktion unmittelbar die Periodo
grammvektoren fur Intervalle von beliebiger Lage und Lange ent
nehmen - es enthalt also implizit alle Moglichkeiten fur die Wahl von 
Analysenintervallen und erleichtert diese Wahl durch seine anschauliche 
und ubersichtliche Gestalt. . 
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Trotzdem darf nicht iibersehen werden, daB die Summenfunktion 
auch gewisse Nachteile hat, die wiederum das auf ein festes Analysen
intervall beziigliche Periodogramm vermeidet. 1st z. B. ein konstantes 
Glied in der Beobachtungsreihe enthalten, das vor der Analyse nicht 
eliminiert wurde, so ist leicht einzusehen, daB der Summationsvektoren
zug, soweit er von diesem konstanten Glied herriihrt, ein reguIares 
,Polygon bildet, dessen Seiten den Betrag des konstanten Gliedes zur 
Lange haben, und dessen Seitenzahl gleich der Anzahl der auf eine 
Versuchswelle gehenden Zeiteinheiten ist. Der Vektorenzug beschreibt 
also eine kreisformige Bewegung mit der Versuchsperiode als Umlaufs
periode und mit einem Radius, der dem konstanten Glied proportional 
ist. Hieraus ist ersichtlich, daB die normale Periodogrammfunktion 
durch das konstante Glied nicht beeinfluBt wird, sofern das Analysen
intervall ein ganzes Vielfaches der Versuchswelle ist, da dann die Periodo
grammvektoren von einem Punkt des Vektorenzuges zu einem anderen 
reichen, der urn einen oder mehrere volle KreisumHiufe von ihm ent
fernt ist - diese Entfernung ist aber null, solange keine anderen 
Bestandteile als das konstante Glied wirksam waren. 

Der Summationsvektorenzug enthalt demnach unter Umstanden 
Bestandteile, die seine Gestalt merklich beeinflussen, aber fUr die Analyse 
wenig Bedeutung haben. So wird auch ein sakular wachsendes oder ab
nehmendes Glied die Form der Summenfunktion beeinflussen - man 
iibedegt sich leicht, daB es spiralformige Vektorenziige erzeugt. Auch 
langperiodische Schwankungen, die oft betrachtliche Amplituden und 
stark wechselnde Perioden haben, machen sich storend bemerkbar. Es 
ist daher unter allen Umstanden anzuraten, konstante, sakulare und lang
periodische Glieder vor der Bildung der Summenfunktion zu eliminieren, 
soweit dies durch Glattung der Beobachtungsreihe ohne Willkiir mog
lich ist. Trotzdem werden auch die kleinen, bei der Elimination zuriick
gebliebenen Reste dieser Bestandteile noch merkliche Einfliisse zeigen, 
da sie durch Summierung vergroBert werden. In dieser Hinsicht hat die 
Summenfunktion ahnlich~ unangenehme Eigenschaften, wie wir sie im 
fiinften Kapitel bei der Methode von GALITZIl:l (V, 3) kennenlernen 
werden, die ebenfalls eine Integralmethode ist und auf Integrationen 
mit fester unterer und variabler oberer Grenze beruht. Wahrend dort 
aber die nicht oder unvollstandig eliminierten sakularen oder konstanten 
Beimengungen wiederum sakulare Glieder von sehr verschiedener und 
uniibersehbarer Form erzeugen, besteht ihre Wirkung auf die Summen
funktion in kreis-, schleifen- oder spiralformigen Vektorenziigen, deren 
Windungen als Umlaufsperiode die Versuchsperiode oder eine benach
barte haben, wahrend die gesuchten Perioden des Beobachtungsmaterials 
gerade als sakulare oder langperiodische Effekte in Erscheinung treten. 

3. Elliptische Epizykeln. Haufig ergibt die komplexe Funktion 
\l3 (x, q) = a (x, q) + i b (x, q), 

Stumpff, Periodenforschung. 9 
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die wir auch kurz als "Weg des Periodogrammvektors" bei verander
lichem q bezeichnet haben, eine epizykloidenartige Kurve, die nicht 
durch Kombination zweier Kreisschwingungen erkHirt werden kann. 
Eliminiert man etwa die Bewegung im Deferenten, also die Raupt
schwingung, so bleibt ein Vektor 1J2 ubrig, dessen Endpunkt nicht, wie 
bei der Superposition zweier Sinusschwingungen, einen Kreis beschreibt, 
sondern eine geschlossene Kurve anderer Art, im einfachsten Fall eine 
Ellipse. Der Vektor 1J2 lieBe sich dann etwa in der komplexen Form 

1J2 (x, q) = A cos ((X-Cl..2) q +~) + i B cos ((x-'-Cl..2) q + 'Yj) (5) 

schreiben, wahrend bei kreisformiger Bewegung 

1J2 (x, q) = A {cos ((X-Cl..2) q + ~) + i sin ((x-Cl..2) q + ~)}, 
n 

also der Spezialfall B = A, 'Yj = ~ - 2 erfullt ware. N ach Abzug der 

Deferentenbewegung zeigt sich also, daB die restlichen Komponenten a (q) 
und b (q) Sinuswellen von der gleichen Frequenz, aber mit verschiedenen 
Amplituden darstellen, und daB ihre Phasen, statt wie im Falle der 
Kreisbewegung urn goO, urn einen beliebigen Betrag gegeneinander 
verschoben sind. Diese elliptische Bewegung ist die gleiche, wie sie bei 
der Schwingung eines elliptischen Pendels bekannt ist; sie laBt sich 
stets als Kombination zweier Kreisbewegungen von verschiedener Ampli
tude, gleicher Frequenz, aber entgegengesetztem Umlaufssinn darstellen. 
Der oben angegebene Vektor laBt sich daher als Summe zweier Vektoren 

1J2 = cJ\ {cos ((X-Cl..2) q + 0) + i sin ((x-Cl..2) q + o)} + } 
+ <Pd cos ((x-Cl..2) q + E) -i sin ((X-Cl..2) q + E)} (6) 

darstellen. Durch Vergleichung der Formeln (5) und (6) ergibt sich 
leicht, daB 

A cos ~ = <PI cos 0 + <P2 cos E B cos 'Yj = <PI sin 0 - <P2 sin E 

A sin ~ = <PI sin 0 + <P2 sin E - B sin'Yj = $1 cos 0-<P2 COSE 
und entsprechend 

2 <PI cos 0 = A cos ~- B sin'Yj 2 <P2 cos E-= A cos ~ + B sin 'Yj 

2 <PI sin 0 = A sin ~ + B cos 17 2 <P2 sin E = A sin ~ - B cos 'Yj 

ist. Ferner bemerkt man, daB 

4 <Pi = A 2 + B2 + 2 A B sin (~- 'Yj) 4 <P~ = A 2 + B2 - 2 A B sin (~- 'Yj) • 

Raben also die beiden erzeugenden Kreisbewegungen gleiche Amplitude 
(<PI = <P2), so muB ~ = 'Yj sein, der resultierende Vektor 1a8t sich mithin 
durch die Formel 

1J2 = (A + i B) cos ((X-Cl..2) q + ~) 
darstellen, wobei A + i Beine konstante komplexe Zahl bedeutet. 
Die Epizykelbewegung artet damit in eine geradlinige harmonische 
Bewegung aus ("Geradfiihrung" durch zwei geometrisch summierte 



Die Trennung benachbarter Perioden. Aufl6sungskraft des Periodogramms. 131 

Kreisbewegupgen von gleicher Amplitude und entgegengesetzt gleicher 
Umlaufsgeschwindigkeit). 

Ein elliptischer Epizykel oder der Grenzfall einer Geradfiihrung 
HiBt sich also gegebenenfalls durch das Vorhandensein zweier der Haupt
periode benachbarter Periodizitaten erklaren, deren Frequenzen im 
Spektrum zur Versuchsfrequenz x beiderseitig symmetrisch liegen, und 
zwar an den Stellen x- y und x + y, wenn y = Ix -0(21 gesetzt wird. 
Liegen diese beiden Frequenzen nicht zu x, sondern zu einer x benach
barten Frequenz, etwa zu 0(1) symmetrisch, so findet man leicht, daB 
die Epizykelbewegung dann auf einer Ellipse vor sich geht, deren groBe 
Halbachse (Apsidenlinie) einer bestandigen langsamen Drehung unter
worfen istl, also etwa der Schwingung eines FOUCAuLTSchen Pendels 
zu vergleichen ware. 

Auch die soeben besprochenen Falle sind in der Praxis haufig anzu
treffen. Bei der Analyse der periodischen Verlagerung der Erdpole 
(Polbewegung) bleibt nach Eliminierung der bekannten CHANDLER
schen Periode eine Reststorung ubrig, die - soweit die bisher genauer 
untersuchte 30jahrige Beobachtungsreihe Schlusse gestattet - einer 
elliptischen Epizykelbewegung entspricht. Die beiden, im Frequenzen
spektrum symmetrisch zur CHANDLERschen Periode von 433 Tagen 
gelegenen Nebenperioden sind zuerst von WITTING entdeckt worden 
und durch eine Untersuchung des Verfassers (Lit. 258) mit Hilfe der 
obigen Methode bestatigt worden, soweit dies aus einer so kurzen Reihe 
moglich war. (Die Epizykelbewegung umfaBte einen vollen Umlauf.) 
Bei der Untersuchung der Sonnenfleckenrelativzahlen der letzten 
hundert Jahre (Lit. 260) ergab sich, mit der groBen Periode von 
III/4 J ahren als Versuchsperiode, ein Pendeln des Periodogrammvektors 
langs einer Geraden, so daJ3 also zwei symmetrische Nebenperioden 
mit gleicher Amplitude zu existieren scheinen. Eine ausgesprochen 
elliptische Bewegung mit deutlicher Apsidendrehung fand Verfasser 
bei der Untersuchung der Lichtwechselperioden des veranderlichen 
Sterns R Scuti (Lit. 265). 

Das verhaltnismaBig haufige Auftreten solcher elliptischen Storungen 
bei der Untersuchung der Periodogramme kosmischer oder terrestrischer 
Beobachtungsreihen erweckt den Verdacht, daB hier Ursachen formaler 
Natur vorliegen. Die Merkwurdigkeit, daB die Hauptperioden einer Er
scheinung so oft von paarweise auftretenden Nebenperioden begleitet 
wer-den, konnte man alspartielle Symmetrie des Spektrums bezeichnen. 
Eine der haufigsten Ursachen der partiellen Symmetrie ist in einer 

1 Haben die beiden elementaren Epizykelbewegungen bei gleicher Amplitude 
die Frequenzen n q und -(n + s)q, so sttitzt sich die Berechnung der resultierenden 
Bewegung auf die Formel 

e,nq+e-i(n+e)q -1ieq{i(n+ke)q+ -i("+te)ql -t;eq (. +1 ) = e e e f = 2e cos n z: Ii q. 

9* 
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gewissen UngleichmaBigkeit der Beobachtungskurven selbst zu suchen, 
die sich darin auBert, daB die Maxima und Minima der Kurven stati
stisch ein verschiedenes Verhalten zeigen. Das ist sowohl bei der Sonnen
fleckenkurve als auch bei den Lichtkurven von Veranderlichen wie 
R Scuti der Fall. Die Sonnenfleckenminima sind flach und gehen bis 
an den Wert null herunter, der zugleich ein absolutes Minimum dar
stellt, wahrend die Maxima spitzer und von sehr verschiedener Hohe 
sind. Bei R Scuti und anderen veranderlichen Stemen sind umgekehrt 
die Maxima flach und von nahezu der gleichen GroBe, wahrend die 
Minima sehr verschieden tief und oft sehr spitz sind. Ahnliche Verhalt
nisse, wenn auch nicht ganz so kraB, treten bei den Luftdruckkurven 
fUr diejenigen Stationen auf, die im Bereich der ZugstraBen der Zyklonen 
liegen. Bei den Sonnenflecken liegt die naturliche Erklarung fUr dies 
formale Verhalten der Kurve auf der Hand: 1m Sonnenfleckenminimum 
ist die Amplitude der periodisch wirksamen fleckenbildenden Krafte 
null. Die Relativzahlen selbst geben nicht die Ausschlage der flecken
erzeugenden Krafte an, die ja von dem Ruhewert null aus sowohl ins 
Positive wie ins Negative gehen muBten, sondem ihr wesentlich posi
tives Quadrat; sie stellen also "lntensitaten" dar. Sofem die Schwin
gungen "koharent" sind, beobachten wir also die Zusammenwirkung 
zweier kombinierter Schwingungen 

cI cos atl t + c2 cos at2 t 
in der Form 

(cI cos at] t + C2 cos at2 t)2 = c~ cos2 atl t + 2 CI C2 cos atl t cos at2 t + c~ cos2 at2 t 
c~+c~ c~ . c~ 

= -2-+ zCos 2 atl t + -; cos 2 at2 t + CI C2 (cos (atl + at2) t + cos (atl-at2) t) . 

Das Spektrum enthalt vier Schwingungen mit den Fr,equenzen 2 atl> 

2 at2, atl ± at2. Sind also atl und at2 nahezu gleich (atl - at2 = s), so ergibt 
sich eine lange Periode (Frequenz s) und eine kurze Periode (Frequenz 
'Y) = atl + at2)' die zu beiden Seiten im Abstand s von symmetrischen 
Nebenlinien (2 atl = 'Y) + s und 2 at2 = 'Y} - s) begleitet wird. Aus dieser 
Dberlegung folgt aber, daB Kurven formal ahnlichen Verhaltens, selbst 
wenn der Intensitatsansatz aus physikalischen Grunden nicht gerecht
fertigt ist, ein ahnliches Spektrum und ahnliche Erscheinungen in der 
Gestaltung der Periodogrammfunktion liefem mussen. 

7. Das Buys-BALLoTsche Schema. 
Jede vollstandige Periodogrammanalyse, besonders wenn es sich 

urn Beobachtungsreihen handelt, die - wie die meisten geophysikali
schen - aus sehr heterogenen Elementen zusammengesetzt sind, erfor
dert eine ungeheure Rechenarbeit. Viele Aufgaben der Periodenforschung 
sind bisher unge16st geblieben, viele nicht einmal in Angriff genommen 
worden, weil diese Arbeit mehr Zeit und Mittel erforderte, als zur 
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Verffigung standen. Die Entwicklung der praktischen Arbeitsmethoden 
in okonomischer Beziehung ist daher neben der Losung konkreter 
Probleme ein Ziel, das seit langerer Zeit unablassig verfolgt worden ist. 

Die Periodogrammrechnung arbeitet mit Elementen, die nach Art 
der FOURIER-Koeffizienten als Produktsummen zwischen der Folge der 
aquidistanten Beobachtungswerte und den Folgen trigonometrischer 
Funktionswerte (Versuchswellen) gebildet v.;erden. Sofem sich diese 
Produktsummen fiber mehr als eine vollendete Versuchswelle erstreckten, 
haben WIT als erleichtemdes Hilfsmittel bereits die Bildung von 
"Summenreihen" kennengelemt, dorch die jene Beobachtungswerte, 
die mit trigonometrischen Faktoren gleicher Phase zu multiplizieren 
waren, vor der Produktbildung additiv zusammengefaBt werden konnten. 
Das bei der Bildung der Summenreihen zu benutzende Schema von 
Zeilen und Spalten 
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Y2r 

... Yr-l 

... Y2r- 1 

.• , YSr-l 

Y(k-l)r Y(k-l)r+l··············· Ykr-l 

Yo YI Y2 ••• Y,.- 1 

ist seit langer Zeit unter dem Namen "Schema von Buys-BALLOT" 
bekannt. Von Buys-BALLOT stammen auch jene Regeln, die die Be
ziehungen zwischen wirklicher Periode und Versuchsperiode klarstellen 
und einige der hauptsachlichsten Erkenntnisse, die wir in den vorher
gehenden Abschnitten gewonnen haben, unmittelbar anschaulich machen. 
Diese Buys-BALLOTSchen Regeln seien in der nachstehenden Form 
wiedergegeben: 

I. Enthalt eine Beobachtungsreihe eine (persistente) Periode von 
der Lange r (r sei eine ganze Anzahl von Zeiteinheiten, die Zeiteinheit 
sei gleich dem Beobachtungsabstand), so enthalt jede Spalte des r
spaltigen Schemas nor Beobachtungen der gleichen Phase. Die Summen
reihe enthalt also die Schwingung von der Periode r unverandert in 
ihrer ersten Harmonischen. 

2. 1st die wahre Periode der Beobachtungsreihe etwas groBer als r, 
so verschiebt sich das Maximum der Schwingung mit jeder Zeile ein 
wenig nach rechts, und zwar mit urn so groBerer "Geschwindigkeit" 
pro Zeile, je groBer der Unterschied der wahren Periode von der Ver
suchsperiode r ist. Sind so viel Zeilen vorhanden, daB die fortschreitende 
Verschiebung des Maximums in der letzten Zeile eine ganze Zeilen
lange erreicht hat, so ist die Periode in der Summenreihe ausge16scht, 
desgleichen jedesmal, wenn die Verschiebung mel1rere volle Zeilen
langen betragt (Nullstellen des Periodogramms). 
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3. 1st die wahre Periode etwas kiirzer als die Versuchsperiode, so 
verschiebt sich das Maximum fortschreitend nach links. 

4. 1st die Zeilenanzahl so groB. daB die Verschiebung des Maximums 
mehr als ,n, aber weniger als n + I Zeilenlangen nach rechts oder links 
betragt, so enthalt die Summenreihe nur den Anteil der letzten Zeilen, 
die den DberschuB der Verschiebung iiber n Zeilenlangen enthalten, 
an der Periodizitat mehr qder weniger vollstandig. Die Periode ist also 
nicht vollstandig eliminiert, wird aber bei der Bildung von Spalten
mittelwerten urn so mehr herabgedriickt, je groBer n ist (spurious perio
dicity -n-ter Ordnung). Durch Summenbildung iiber eine geniigend 
groBe Anzahl von Reihen laBt sich also eine Periode, die von der Ver
$uchsperiode verschieden ist, zerstoren (abblenden). 

5. 1st die Zeilenanzahl so gering, daB die Verschiel:mng des Maxi
mums einer von r nicht sehr verschiedenen Periodizitat nur einen Bruch
teil der Zeilenlange betragt, so bleibt die Periodizitat in der Summen
reihe zum groBten Teil erhalten. Es erfolgt nur eine geringe Verkleine
rung der Amplitude und eine Phasenverschiebung des Maximums an 
die Stelle, die der mittleren Zeile entspricht. 1st qie Anzahl der zur 
Verfiigung stehenden Zeilen groB genug, so laBt sich die (unbekannte) 
Periodenlange dadurch ermitteln, daB man das Reiherischema in (even
tuell iibergreifende) Gruppen von wenigen Zeilen zerlegt und von jeder 
dieser Gruppen die Summenreihe bildet. Aus der Verschiebung der 
Maxima von Gruppe zu Gruppe laBt sich dann sofort der Unterschied 
zwischen Versuchsperiode und gesuchter Periode angeben (Phasen
diagramm), vorausgesetzt, daB die Zeilenzahl jeder Gruppe doch so 
groB ist, daB nach Punkt 4 fremde Periodizitaten noch geniigend stark 
abgeblendet werden. 

6. Irregulare Bestandteile der Kurve (z. B. Beobachtungsfehler) 
werden in den Spaltenmitteln nach dem Gesetz der Fehlerfortpflanzung 
herabgedriickt. 

Man sieht, daB die Buys-BALLOTschen Regeln unmittelbar einige 
der wichtigsten Gesetze erkennen lassen, die die analytische Auswertung 
der Periodogramme beherrschen. In manchen Fallen, besonders da, 
wo die Periodogrammanalyse vorbehaltlich eines genaueren Einzel
studiums zunachst nur eine erste Orientierung iiber die periodischen 
Eigenschaften einer empirischen Funktion zum Ziele hat, wird man 
ohne genauere Rechnung aus der direkten Betrachtung -der Summen
reihen, notigenfalls ihrer graphischen Aufzeichnungen, den gewiinschten 
Dberblick gewinnen und sogar Naherungen fUr die gesuchten Periodizi
tatskonstanten ableiten konnen, die nicht allzu scharfen Anspriichen 
geniigen und fiir eine spat ere Detailuntersuchung eine niitzliche Grund
lage ergeben. Genau so, wie es moglich ist, aus dem geometrischen 
Verlauf einer einfachen Welle durch Ausmessung der Maxima und 
Minima nach Rohe, Abszisse und gegenseitigem Abstand Amplitude, 
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Phase und Wellenlange ohne jede Rechnung mit groBer Annaherung 
zu bestimmen, so wie es ferner moglich ist, sogar die Uberlagerung 
zweier benachbarter Perioden an der Gestalt der "Schwebungskurve" 
festzustellen und die Perioden der beiden Wellen durch Ausmessung 
der Schwebungsperiode zu bestimmen, wird es oftmals moglich sein, 
die geometrischen Bilder der Summenreihen rein graphisch auszuwerten 
und dadurch ihre exakte Analyse zu umgehen. Die Aussicht auf einen 
praktischen Erfolg dieser rohen, aber sehr schnellen Methode ist urn 
so groBer, als ja in der Summenreihe nicht nur der Anteil der irregu
laren Storungen prozentual herabgedriickt erscheint, sondern auch 
fremde Perioden mehr oder weniger stark durch den SummationsprozeB 
zerstort worden sind. Das gilt nur dann nicht, wenn auBer einer Welle 
von einer urn r herum liegenden Wellenlange noch solche eine Rolle 
spielen, die eine in r ganzzahlig enthaltene Wellenlange besitzen. Solche 
"Oberschwingungen" werden in der Summenreihe ebenfalls als Ober
schwingungen auftreten und wiirden erst durch Ausfiihrung der Analyse 
der Summenreihe nach ihrer ersten Harmonischen zum Verschwinden 
gebracht werden. Immerhin laBt aber der Anblick des graphischen 
Bildes der Summenreihe schon erkennen, ob eine solche MaBnahme 
notwendig ist oder nicht. Diese N otwendigkeit wird insbesondere dann 
nicht bestehen, wenn die Oberschwingungen mit der betrachteten Welle 
als ihrer Grundschwingung in einem gesetzmaBigen Verhaltnis stehen, 
wenn etwa der Fall vorliegt, daB die zu untersuchende Periodizitat 
nicht sinusformig, sondern irgendwie verzerrt ist, und wenn diese Ver
zerrung das Wellenbild durch die ganze Beobachtungsreihe hindurch 
charakterisiert. In solchen Fallen wird auch das Bild der Summenreihe, 
abgesehen von seiner fortschreitenden Verschiebung von Zeile zu Zeile, 
bzw. von Gruppe zu Gruppe, erhalten bleiben, und diese Verschiebung, 
aus der ja die wahre Lange der Grundwelle folgt, an dem regelmaBigen 
Fortschreiten charakteristischer Merkmale der Summenreihe meBbar 
zu erkennen sein. 

Immerhin wird man eine derartige graphische Untersuchung nur mit 
groBer Vorsicht vornehmen konnen. Sie wird aber gute Dienste leisten, 
wenn es darauf ankommt, eine oberflachliche spektrale Durchmusterung 
vorzunehmen, die den Zweck hat, wichtige und unwichtige Teile des 
Spektrums voneinander zu trennen oder das Vorhandensein isolierter 
Perioden, ihre ungefahren Frequenzen und ihre Anzahl festzustellen. 
In diesem Fane wird man fUr eine geeignete Folge von Zeilenlangen r 
die Summenreihen bilden und die Amplituden ihrer ersten Harmonischen 
abschatzen. Viele Periodogrammrechner, wie z. B. GIBB (Lit. IIO) bei 
seiner Untersuchung des unregelmaBigen Veranderlichen SS Cygni, 
gehen dabei so weit, daB sie von jeder Summenreihe einfach den halben 
Unterschied zwischen Maximum und Minimum als eine geniigende 
Abschatzung ansehen. Das ist natiirlich unstatthaft; wie man sich 
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leicht uberlegen kann, wiirde auf diese Weise ein glatter sinusfarmiger 
Verlauf der Summenreihe, der auf eine ausgepragte Periodizitat hin
weist, genau dieselbe Amplitude ergeben, wie die gleiche Summenreihe 
mit willkurlich in ihrer Reihenfolge vertauschten Gliedern, deren Am
plitude daher unter Umstanden in Wirklichkeit null sein kann. Eine 
Abschatzung der Amplituden muB also mit einer wenn auch noch so 
oberflachlichen Glattung der Summenreihe verbunden werden. Anderer
seits ist klar, daB durch das GIBBsche Verfahren eine obere Grenze 
fUr die Amplituden bestimmt wird. 

In A bschni tt 3 wurde gezeigt, daB ganzzahlige Versuchsperioden 
nur im langwelligen Teil des Spektrums (r> y'p) genugend dicht liegen, 
und daB daher im Bereich der kurzen Wellen die ganzzahligen Versuchs
perioden, die zur VerfUgung stehen, durch gebrochene Perioden erganzt 
werden mussen, damit die Bedingung der Maximumbreite erftillt wird. 
Die Versuchswellen mit gebrochenen Perioden lieBen sich aber aus 
Summenreihen des langwelligen Bereichs ableiten, indem man diese 
nach Harmonischen haherer Ordnung untersuchte. Die genaue Ab
schatzung der Amplituden von Oberschwingungen einer Summenreihe 
aus der graphischen Aufzeichnung ist aber schwieriger und unsicherer 
als die der ersten Welle. Wie man sich bei der Ausfuhrung einer provi
sorischen Durchmusterung auch in diesen Fallen hilft, mage an Hand 
des gleichen Beispiels gezeigt werden, das in Abschnitt 3 gegeben wurde. 
Es war dort eine Beobachtungsreihe von p = 360 Werten zu analy
sieren, und es wurde festgestellt, daB im kurzperiodischen Teil des 
Spektrums zwischen den beiden ganzzahligen Versuchsperioden r = II 
und r = 12 noch zwei weitere Versuchsperioden eingeschaltet werden 
muBten. Wir erhielten nun die hierfur geeigneten Periodenr = III/s 
und r = II2/s, indem wir die Harmonischen 3. Ordnung von den 
Summenreihen r = 34 und r = 35 bildeten. Nun lassen sich diese 
Summenreihen nicht genau in drei Zeilen schreiben, wohl aber lassen 
sich aus r = 34 Werten drei Reihen zu je s = II Werten mit einem 
uberschussigen Wert bilden, und aus r = 35 Werten drei Reihen zu je 
s = 12 Werten, wobei der letzte ausfallt. Wir betrachten gewissermaBen 
die Summenreihen r = 34 bzw. 35 erneut als Ausgangsma t erial fUr 
eine weitere Spektralzerlegung, wobei uns lediglich der Bereich urn die 
dritte Harmonische interessiert. Diese Harmonische liegt aber im lang
welligen Bereich des neuen Spektrums, in dem, wie wir wissen, die 
ganzzahligen Versuchsperioden dichter liegen, als die Maximumbreite 
verlangt. So ist fUr r = 34 z. B. die zweite Welle von der Lange 17, 
die dritte umfaBt III/s, die vierte 81/2 Einheiten. Das Hauptmaximum 
einer Periodizitat von der Wellenlange III/s, die uns hier allein inter
essiert, wtirde also ungefahr den Bereich von s = 9 bis s = 17 umfassen, 
die Maximalamplitude wurde also aus einer Versuchswelle s = II nur 
wenig anders herauskommen als aus s = III/s. Man sieht also, daB es 
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bei der Zerlegung der Summenreihe r = 34 in drei 'Wellen in Anbetracht 
der geringen Genauigkeit, die bei der beabsichtigten Amplituden
schatzung erforderlich ist, ohne weiteres statthaft ist, eine weitere Zer
legung in ein Buys-BALLoTsches Schema von 3 Zeilen zu je II Werten 
vorzunehmen; der uberschussige Wert ist entweder fortzulassen, oder 
es ist dadurch ein Ausgleich herbeizufuhren, daB die Summe der ersten 
Zeile, die vier statt drei Einzelwerte enthalt, mit dem Gewichtsfaktor 
3/4 multipliziert wird. 

Diese Art der Konstruktion von behelfsmaBigen Summenreihen fur 
gebrochene Versuchsperioden laBt sich noch auf eine andere Weise dar
stellen, die sich besser in das ursprunglich nur fUr ganzzahlige Versuchs
perioden gedachte Buys-BALLOTsche Schema eingefugt: Sind p = 360 
Beobachtungswerte nach einer Versuchsperiode r = IIl/3 zu analysieren, 
so ordne man sie nach folgendem II spaltigem Schema an: 

Yo YI· ..... YIO 

Yn YI2······ Y21 
Y22 Y23······ Y32 

I~: I y" ...... y .. 

Y45 Y46······ Y55 

Dies Schema entspricht offen bar vollig der soeben geschilderten Methode. 
Andererseits bleibt die Form des allgemeinen Buys-BALLOTschen Schemas 
gewahrt, nur daB bei der fortlaufenden Eintragting der Beobachtungs
werte in das Schema nach je 34 Wert en eine Spalte mit zwei Beob
achtungswerten statt mit einer einzigen belegt wird. Die dadurch hervor
gerufene ungleiche Gewichtsverteilung der Spalten laBt sich entweder, 
wie oben, dadurch beseitigen, daB man die einzelnen Glieder der Summen
reihe durch einen Gewichtsfaktor korrigiert oder dadurch, daB man 
anstatt der Doppelbelegung die Belegung der betreffenden Felder durch 
das arithmetische Mittel der beiden Werte einfUhrt. Ebenso wird bei 
der Berechnung der Summenreihe fUr r = II2/3 ein 12 spaltiges Schema 
zu wahlen sein, wobei nach je 35 Werten ein Feld des Schemas aus
zulassen bzw. durch das arithmetische Mittel der beiden angrenzenden 
Felder zu belegen ist. Dies Verfahren laBt sich weiter ausbauen und 
auch auf Versuchsperioden ausdehnen, die zum Analysenintervall p ein 
weniger einfaches rationales, ja sogar ein irrationales Verhaltnis haben. 
Man kann diese Methode als "Schaltverfahren" bezeichnen, sie entspricht 
durchaus der Einfuhrung von "Schalttagen" im Kalender. Dort handelt 
es sich namlich darum, jeden Tag des Jahres einer Phase der mit dem 
Tage inkommensurablen Jahresperiode zuzuordnen. Diese Einordnung 
entspricht der Belegung eines Schemas von 365 Spalten, wobei von 
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Zeit zu Zeit Doppelbelegungen notwendig werden, urn die "Versuchs
periode" von 365 Tagen mit der wahren (365d,24) in Einldang zu 
bringen. Ein ahnliches Schaltverfahren wird im Kalender bei der Ein
teilung des Jahres in 12 Monate vorgenommen, wobei ein Schema von 
30 Spalten benutzt werden k6nnte, das in 12 Zeilen 5-6 Doppel
belegungen notwendig machen wiirde. Es ist bekannt, daB der bestehende 
Kalender statt dessen 7 Doppelbelegungen und dafiir 2 (bzw. I) Lucken 
(Februar) vorsieht. Die Beseitigung dieser geschichtlich entstandenen 
Unsymmetrie ist eines der hauptsachlichsten Ziele der Kalenderreform. 

8. Das DARWINsche und das BORGENsche Schema. 

Aus dem Vorhergehenden ist klar, daB das Schaltverfahren besonders 
dann eine ausschlaggebende Erleichterung der Rechnung bedeutet, wenn 
Perioden zu behandeln sind, die zu der Lange des Analysenintervalls 
oder gar zu dem als Zeiteinheit dienenden Beobachtungsabstand ein 
irrationales Verhaltnis haben. Dieser Fall ist von besonderer Bedeutung 
bei der Analyse und Synthese der M eeresgezeiten. Er liegt allerdings 
insofern abseits der in der Periodogrammtheorie zu behandelnden Auf
gaben, als dort die Perioden ihrer Lange nach durch die kosmischen 
Bewegungen von Sonne, Mond und Erde gegeben und daher bekannt 
sind. Die Berechnung der Amplituden und Phasen der einzelnen (Tiden 
genannten) Wellen vollzieht sich aber auf die gleiche Weise wie bei 
der Periodogrammrechnung; da nun die Gezeitenanalyse ihrer unmittel
baren Wichtigkeit fur die Seefahrt zufolge schon friihzeitig eine praktische 
Wissenschaft geworden ist, hat die Durchbildung vieler Methoden der 
Periodenforschung gerade von dort aus ihren Ausgang genommen. 
Auch das Schaltverfahren stammt daher und ist besonders durch die 
auf Gezeitenrechnung bezuglichen Arbeiten von G. H. DARWIN und 
C. BORGEN (s. Lit.-Verz.) praktisch durchgebildet worden. 

Die Anwendung der Schaltmethode bei der Trennung von Gezeiten
perioden und der Bestimmung ihrer Amplituden und Phasen fur irgend
einen gegebenen Beobachtungsort, also bei der Bestimmung der Tiden
komponenten fiir die Wasserstande irgendeines Hafens, fiihrt auf ein 
Rechenschema von der Art des nachstehend beschriebenen: Es seien 
z. B. die harmonischen Konstituenten der beiden Haupttiden, also der 
halbtagigen Sonnentide und der halbtagigen Mondtide gesucht. Die 
Beobachtungen seien, wie ublich, stundliche Wasserstandsmessungen 
(Pegelstande). Die halbtagige Sonnentide laBt sich dann einfach durch 
ein BuYs-BALLOTSches Schema von 12 Spalten ableiten - die Mondtide 
falit heraus, wenn die Zeilenanzahl einem halben synodischen Mond
umlauf entspricht. Da jede Zeile einem halben Sonnentag entspricht und 
der synodische Mondumlauf 291/2 Sonnentage umfaBt, ist dies bereits bei 
einem Schema von rund 30 Zeilen der Fall. Fur die Berechnung der 
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halbtagigen Mondtide kannunter Anwendung des Schaltprinzips das 
gleiche Schema verwendet werden - die Spalten bedeuten dann eigentlich 
MondstundeI1, die ein wenig langer sind als Sonnenstunden. Die strenge 
Analyse wiirde also erfordem, daB die Beobachtungswerte in Abstanden 
von je einer Mondstunde gegeben waren. Da aber nicht immer konti
nuierliche Wasserstandsregistrierungen vorliegen, aus denen mondstiind
liche Werte entnommen werden k6nnen, sondem die sonnenstiindlichen 
Beobachtungen verwendet werden miissen, werden die Eintragungen 
immer in diejenige Spalte vorgenommen, die der nachstgelegenen Mond
stunde entspricht. Da sonnenstiindliche Beobachtungen etwas dichter 
aufeinanderfolgen, als mondstiindliche, so wird von. Zeit zu Zeit eine 
doppelte BeleguIig erforderlich sein. Da ungefahr I Mondstunde = 1,0351 

Sonnenstunden ist, wird dies durchschnittlich nach je 281/ 2 Sonnenstunden 
eintreten. Bei einer groBen Anzahl von Beobachtungen verteilen sich 
die doppelt belegten Felder des Schemas ziemlich gleichmaBig iiber alle 
12 Spalten, auch iiberlegt man sich leicht, daB die Fehler, die man infolge 
der falschen Phasenzuordnung bei den einzelnen Beobachtungswerten 
begeht, gleich haufig positiv und negativ ausfallen, wenn die Anzahl 
der Werte in jeder Spalte sehr groB ist. BORGEN zieht es daher vor, 
die Doppelbelegungen unkorrigiert beizubehalten, wahrend DARWIN an 
Stelle der Doppelbelegung das arithmetische Mittel der beiden Werte 
in das betreffende Feld eintragt oder einen der beiden Werte auslaBt. 
Ebenso entstehen, wenn in anderen Fallen (bei der Berechnung anderer 
Tiden) der durch das Spaltenschema gegebene Phasenabstand der Tiden
periode kleiner ist als der Beobachtungsabstand, in periodischen Ab
standen Liicken. Auch hier behalt BORGEN die Liicken bei, unter der 
Voraussetzung, daB sie sich gleichmaBig iiber alle Spalten verteilen, 
wahrend DARWIN entweder den vorhergehenden Wert noch einmal oder 
das Mittel aus den Belegungen der beiden angrenzend~n Felder eintragt. 
In der Praxis sind beide Methoden statthaft, die DARwINsche (Fortlassung 
eines Wertes an Doppelstellen und Auffiillung der Liicken durch Wieder
holung) hat dagegen aus folgenden Griinden eine besondere Rechtfertigung 
erfahren: Man stelle sich vor, daB eine Wasserstandskurve durch sonnen
stiindliche Beobachtungen festgelegt sei und interpoliere diese Werte
reihe dmch eine Treppenkurve in der friiher (I, 9) beschriebenen Art. 
Entnimmt man nun der so hergestellten Treppenkurve mondstiindlich je 
eine Ordinate, so wird man genau die Bedingungen schaffen, die bei der 
Konstruktion des DARwINschen Schemas gegeben sind: im allgemeinen 
tragt man in jedes Feld des mondstiindlichen Schemas die zur benachbarten 
Sonnenstunde giiltige Beobachtung ein - da aber der Beobachtungs
abstand etwas gr6Ber ist als die Lange der stetigen Kurvenabschnitte, 
so kommt es von Zeit zu Zeit vor, daB eine Treppenstufe iiberschlagen 
wird. 1st umgekehrt der Fall gegeben, daB die Treppenstufen breiter 
sind als das Intervall der entnommenen Ordinaten, so werden von Zeit 
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zu Zeit zwei aufeinanderfolgende "Schritte" auf die gleiche Stufe fallen, 
so daB also durch Wiederholung des gleichen Wertes eine sonst entstehende 
Lucke im Schema vermieden wird. Gelegentlich kann es auch vor
kommen, daB eine Auswahlordinate auf eine Sprungstelle der Treppen
kurve trifft, alsdann gilt das arithmetische Mittel zwischen den benach
barten Stufenwerten. Somit entspricht das DARWINsche Schema genau 
der provisorischen Interpolation durch einen Stufenzug ; die durch das 
Schaltverfahren begangenen Fehler sind also von der gleichen Gr6Ben
ordnung wie die durch diese Interpolationsart erzeugten Fehler uberhaupt. 

Urn den Unterschied zwischen der Art der Fehlerentstehung im 
DARwINschen und im BORGENSchen Schaltverfahren einzusehen, machen 
wir folgende Uberlegung: Seien y~, y~, ... , y~ mondstundlich gemessene 
Werte und tp~, tp~, ... , tp~ die nach Mondstunden fortschreitenden Argu
mente der Mondtide, so wird beispielsweise die a-Komponente der 
Mondtide aus der Produktsumme 

y~ cos tp~ + y~ cos tp~ + ... + y~ cos tp~ 
abgeleitet, wobei alle zur gleichen Phase geh6rigen Produkte zu einer 
Spaltensumme 

costp;~ Y; 
zusammengefaBt werden. 1m DARwINschen Schema werden die Ordinaten 
Y; durch die benachbarten sonnenstundlich gemessenen Ordinaten der 
Folge 

Yl' Y2' ... , y", 
ersetzt. In gleicher Weise k6nnte man die gesuchte Produktsumme 
auch direkt aus den sonnenstundlichen Wert en ableiten, indem man 

Yl cos tpl + Y2 cos tp2 + ... + Ym cos tpm 

berechnet, wobei jetzt tpl> tp2' ... , tpm die sonnenstiindlich fortschreitenden 
Phasen der Mondtide bedeuten. Will man nunmehr die Summanden 
spaltenweise nach Mondstunden ordnen, so fallen in eine Spalte aile 
diejenigen Summanden Yv cos tpv, bei denen tp. der zu dieser Spalte 
gehOrigen Mondstunde benachbart ist. Das eine Mal (DARWIN) ist der 
cos-Faktor einer Spaltensumme streng, die Beobachtungswerte sind 
dagegen fehlerhaft, da sie sich auf eine benachbarte Phase beziehen. 
Das andere Mal (BORGEN) sind die in einer Spalte vereinigten Beob
achtungswerte streng, aber die cos-Faktoren fehlerhaft. Merkliche Fehler 
im Rechenergebnis werden sich immer dann einstellen, wenn die Summe 
der Fehler einer Spalte von null sehr verschieden ist, d. h. wenn die 
Fehler systematisch ein bestimmtes Vorzeichen bevorzugen. Beim 
DARWINschen Schema sind solche systematischen Abweichungen an sich 
unwahrscheinlich, ihr Vorkommen hangt wesentlich von der besonderen 
Art der Beobachtungskurve abo Beim BORGENSchen Schema hangt der 
Fehler in erster Linie von der Verteilung der in einer Spalte vereinigten 
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Phasen ffJ ab, die durch eine konstante Phase ffJ' ersetzt werden. Diese 
Verteilung aber wird durch die Art des Schemas selbst geregelt und gilt 
dann fUr alle moglichen Beobachtungsreihen. Beide Schemata haben 
somit ihre Vor- und Nachteile: Das DARwINsche Schema enthalt in 
jeder Spalte die gleiche Anzahl von Beobachtungswerten, die mit dem 
richtigen trigonometrischen Faktor multipliziert werden, aber selbst 
fehlerhaft sind. Das BORGENSche Schema enthalt in jeder Spalte strenge 
Beobachtungswerte, die aber mit abweichenden trigonometrischen 
Faktoren multipliziert werden und, wegen der Lucken und Doppel
belegungen, auch nicht immer in gleicher Anzahl aufzutreten brauchen. 
Der Fehler wird aber in diesem FaIle auf ein Minimum herabgedriickt, 
wenn es gelingt, die Lucken oder Doppelbelegungen im Schema uber 
aIle Spalten gleichmaBig zu verteilen und dafur zu sorgen, daB die Fehler 
der trigonometrischen Faktoren sich in einer Spalte moglichst die Waage 
halten. Das laBt sich aber, wie wir sehen werden, durch eine geeignete 
Wahl des Schemas immer erreichen. 

Bevor diese Betrachtungen durch Beispiele erlautert werden, solI 
gezeigt werden, welche Rolle das Schaltverfahren in der Praxis der 
Periodogrammanalyse zu spielen berufen ist. Es ist klar, daB ein Schalt
verfahren immer dann am Platze ist, wenn es sich darum handelt, ein 
groBeres Ausgangsmaterial nach Versuchsperioden zu analysieren, die so 
beschaffen sind, daB ein hinreichend einfaches Buys-BALLoTsches Schema 
nicht angesetzt werden kann, oder, wenn dies doch moglich sein solIte, 
daB die Spaltenzahl des Schemas unbequem groB ist. So ist z. B. ein 
Schema von II oder 12 Spalten, wie es bei der provisorischen Berechnung 
einer IIl/a- oder II2/ 3gliedrigen Welle nach dem Schaltverfahren benutzt 
werden konnte, zweifellos bequemer als ein Schema von 34 oder 35 
Spalten. Naturlich muB der Rechner, der ein solches Schaltschema 
benutzt, gewisse Vernachlassigungen in Kauf nehmen. Das ist aber ein 
Nachteil, der bei der periodographischen Durchmusterung eines umfang
reicheren Materials gegenuber dem Vorteil der Zeit- und Arbeitsersparnis 
kaum ins Gewicht falIt. Beim Gebrauch eines Spaltenschemas einerlei 
welcher Art zerfalIt die Rechenarbeit in zwei Hauptteile: erstens in 
die Konstruktion der Summenreihe, die lediglich durch Umordnung der 
Beobachtungsreihe und durch Aufsummierung der Spalten, also allein 
durch Additionen gebildet wird, und zweitens in der Bildung der Kom
ponenten der zu der Summenreihe gehorigen Grundwelle, bei der Multi
plikationen notig sind. Die gewiinschte Vereinfachung der Rechnung 
laBt sich am best en dadurch erzielen, daB die Zahl der Multiplikationen 
so sehr wie moglich eingeschrankt wird. Es wird bei Durchmusterungen 
immer darauf ankommen, den sinusformigen Verlauf der Summenreihe 
festzustellen und ihre beste Annaherung durch eine nach Amplitude und 
Phase zu bestimmende Grundwelle zu erreichen. Das ist naturlich urn 
so genauer moglich, je mehr Glieder die Summenreihe enthalt; bei 
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Beschrankung der Genauigkeit auf das erforderliche MindestmaB wird 
man sich aber mit einer beschrankten Arizahl von Gliedem immer 
begnugen durfen. Es bleibt nun dem Rechner im Einzelfaile uberlassen, 
wieviel Glieder er fUr die sichere Bestimmung der Periodizitat der 
Summenreihe noch fUr notig halt: bei maBigen Gmauigkeitsanspriichen 
wird eine Gliederanzahl von etwa 12 immer ausreichend sein, da dann 
jeder Quadrant durch etwa· 3 Einzelwerte belegt ist. 

Das Schaltverfahren setzt uns in die Lage, sogar fur die Berechnung 
beliebig vieler und beliebig verschiedener Versuchsweilen ein Einheits
schema von vorgegebener fester Spaltenzahl anzusetzen. Diese Moglich
keit bedeutet aber bei umfangreichen Rechnungen eine groBe Verein
fachung des Analysenvorgangs und schafft vor allem die Vorbedingung 
fUr eine weitgehende Mechanisierung des gesamten Prozesses. 

9. Einheitsschemata fur periodographische 
Durchmusterungen. 

Die am SchluB des vorigen Abschnitts aufgezeigten Moglichkeiten 
soilen nunmehr auf ihre Ausfuhrbarkeit naher untersucht werden. Hierbei 
wird auch die Entscheidung fallen, ob fur diese erweiterten Zwecke die 
DARwINsche oder die BORGENSche Schaltungsart die geeignetere ist, was 
bei ihrer Anwendung auf die speziellen Aufgaben der Gezeitenanalyse 
nicht hervortrat. In dem im vorigen Abschnitt behandelten Gezeiten
problem war der Beobachtungsabstand, also die Zeiteinheit, die Sonnen
stunde, wahrend die Versuchsperiode einen halben Mondtag oder 12 Mond
stunden umfaBte. Diese 12 Mondstunden bildeten die Phasen der zwolf 
Spalten des Schaltungsschemas - der Beobachtungsabstand war also 
von dem zeitlichen Abstand benachbarter Spaltenphasen nur wenig ver
schieden, und zwar etwas kleiner. Wir befreien uns jetzt von diesen 
besonderen Voraussetzungen ganz und gar, indem wir unter Beibehaltung 
der Festsetzung Beobachtungsabstand = Zeiteinheit Versuchsperioden 
von beliebiger Lange w annehmen und diese Versuchsperioden in eine 
vorgegebene Anzahl von "Spalten", etwa in m gleiche Abschnitte, zerlegen, 

die von 0 bis m-1 numeriert werden m6gen und die Breite ~ haben. 
m 

Die Beobachtungsreihe selbst umfasse eine gr6Bere Anzahl (n) Beob
achtungen. Die Zeit sei nun die Abszisse eines ebenen Koordinaten
systems, die Abszissenachsewerde auf zwef Arten eingeteilt: Den Punkten 
t = 0, I, 2, ... , n-1 werden die Beobachtungswerte Yo, Yl> h, ... , Yn-l 
zugeordnet. AuBerdem werde die Zeitachse in gleiche Abschnitte von 

der Breite ~ eingeteilt, und zwar so, daB der Punkt t = 0 in den ersten m 

dieser Abschnitte tailt. Wenn ex < ~, so wird ·also der erste Abschnitt m 

von t = - ex bis t = ~ - ex reichen. 1m besonderen erweist es sich als m 
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praktisch, ex = 2.. ~ zu setzen, also dafUr zu sorgen, daB der Anfangswert 
2 m 

Yo der Beobachtungsreihe in die Mitte des ersten Abschnitts faUt. Man 
numeriere nun die Abschnitte fortlaufend mit 0, I, ... , m-I, 0, I, ... , 

m-I, 0, I, ... und so periodisch fort. Dann ist jedem Beobachtungswert 
damit eine Nummer zugeordnet, die angibt, in welche Spalte des Schalt
schemas er einzutragen ist. Fallt der Beobachtungswert seiner Abszisse 
nach gerade auf die Grenze zwischen zwei Abschnitten, so ist er mit der 
Halfte seines Wertes in jede der beiden benachbarten Spalten ein
zutragen. Wir werden spater sehen, daB dieser Ausnahmefall gerade 
bei den fiir die Praxis wichtigen Formen des Schemas v6llig vermeid
bar ist. 

Die hier getroffene Anordnung entspricht dem BORGENSchen Schema. 
Sollte das DARwINsche Schema angewendet werden, so ware die Beob
achtungsreihe durch die Treppenkurve zu interpolieren und in jedes 
Feld des Schemas derjenige Wert einzutragen, der der Mitte des zu
geh6rigen Abschnitts der Zeitachse entspricht. Das BORGENSche Schema 
enthalt jeden vorkommenden Beobachtungswert, und zwar jeden nur 
einmal - das DARwINsche Schema zeichnet sich dadurch aus, daB 
jedes Feld, und zwar jedes nur einmal, besetzt ist. 1st die Abschnitts
breite von der Zeiteinheit betrachtlich verschieden, so kann der Unter
schied zwischen beiden Methoden erheblich sein. Beim BORGENschen 
Schema ist die Gesamtzahl der Eintragungen immer gleich, und zwar 
gleich der Zahl n del' Beobachtungen; im DARWINschen Schema kann 
die Zahl der Eintragungen ein Vielfaches von n betragen, wenn die 
Abschnittsbreite klein gegen die Zeiteinheit ist. 1st umgekehrt die Zeit
einheit klein gegen die Abschnittsbreite, so wird nur ein Teil der Beob
achtungen benutzt. Beide Falle sind fUr die Genauigkeit der Resultate 
ungiinstig - das eine Mal werden viele Beobachtungswerte mit Faktoren 
multipliziert, die erheblich von den strengen Faktoren, die ihnen zu
kommen, abweichen k6nnen, das andere Mal wird nur ein geringer Teil 
del' Beobachtungen nach einem gewissen Auswahlprinzip ausgenutzt, 
was ebenfalls zu groBen Fehlern fiihren kann. 1st hingegen die Zeit
einheit nahezu gleich der Spaltenbreite, so unterscheiden sich die Ergeb
nisse nach beiden Methoden nur geringfUgig voneinander. Das aber war 
der Fall, der bei der Gezeitenanalyse vorlag. Damals lieB sich eine 
Entscheidung iiber die ZweckmaBigkeit der einen oder der anderen 
Methode infolge dieses Umstandes nicht treffen - der Vorteil der DARWIN
schen Schaltmethode, der in: del' gleichmaBigen Belegung des Schemas 
bestand, gab sogar zugunsten dieser Methode den Ausschlag. In der 
Periodogrammanalyse, wo dieser Fall nur in einem sehr klein en Aus
schnitt des Spektrums gegeben ist, kommt nur die BORGENSche Form 
des Schemas in Betracht. Wir haben aber nunmehr darauf Bedacht 
zu nehmen, daB die beim BORGENSchen Schema notwendigerweise 
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auftretenden Lucken oder Doppel- bzw. Mehrfachbelegungen symmetrisch 
uber das Schema verteilt werden. 

Friiher ist gezeigt worden, daB die Dichte eines Periodogramms 
mindestens so groB sein muB wie die der FouRIERschen Perioden, da 
sonst die Bedingung, daB jede Maximumbreite durch mindestens zwei 
Ordinaten belegt sein sollte, nicht erfiillt ist. Da wir bei der Konstruktion 
eines Schaltschemas nicht mehr wie fruher darauf zu achten haben, daB 
die Versuchsperioden mi:iglichst ganze Vielfache der Zeiteinheit sein 
sollen, ist es mi:iglich, als Folge der Versuchsperioden direkt die FOURIER
schen Perioden zu wahlen, da wir dann die Gewahr haben, daB die 
Dichtebedingung tatsachlich erfullt ist. Eine weitere Verdichtung des 
Spektrums wollen wir uns aber ausdrucklich vorbehalten. 

UmfaBt nun die zu analysierende Reihe n Beobachtungen, so schreiten 
die Argumente der trigonometrischen Faktoren des ersten harmonischen 
Gliedes gemaB der Folge 

3600 3600 
0 0 , -n- 2' -n-

fort, beispielsweise bei n = 24 urn je ISo. Die 24 Winkel 0 0
, ISo, 

300, ... ,3450 sind dann zugleich die einzigen, die auch bei den hi:iheren 
Gliedern als Argumente auftreten ki:innen. Die Argumentenfolge fUr 
die r-te Rarmonische lautet z. B. 

00 , r' IS°, r' 300, ... , 

wobei der Phasenraum 0 0 , ••• ,3600 insgesamt r-mal durchlaufen wird. 
Die exakte Analyse wurde also ein Schema von 24 Spalten erfordern -
bei der Berechnung der r-ten Rarmonischen wurde, wenn stets die erste 
Beobachtung in das erste Feld der ersten Zeile eingetragen wird, jede 
folgende Beobachtung r Felder weiter eingetragen werden, so daB sich 
also die Eintragungen uber r Zeilen erstrecken. Da die Ordnung r von 
Ibis 12 variiert, ergeben sich die 12 verschiedenen Eintragungsbilder, 
die in Abb. 16 gezeichnet sind, und in denen die Punkte die 24 Einzel
beobachtungen versinnbildlichen sollen. Offenbar ki:innen nun zwei FaIle 
eintreten: Ist r zu n teilerfremd, so wird. jede der 24 Spalten und dann 
naturlich nur durch je eine Beobachtung belegt. Die Summenreihe 
enthalt also n Glieder, die durch eine bestimmte Vertauschung der 
Beobachtungsfolge hervorgegangen sind. Raben jedoch r und n einen 
gemeinsamen gri:iBten Teiler k, so daB etwa n = a k, r = b k, so kehrt 
die gleiche Reihenfolge der Phasen schon nach b Reihen wieder. Es muB 
also jede Spalte, die uberhaupt Werte enthalt, mit k Werten belegt 
sein, und es kann somit nur jede k-te Spalte Beobachtungen enthalten. 
Insgesamt sind also a Spalten von den vorhandenen n belegt, die anderen 
nicht. 

Die Erleichterung der Rechnung, die - unter Verzicht auf hi:ichste 
Genauigkeit - erstrebt werden soIl, besteht nun darin, daB die Spalten
zahl des Schemas so stark herabgesetzt werden soil, wie zulassig erscheint. 
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Man erreicht das, indem man die n Spalten zu Gruppen zusammenfaBt 
und fiir jede Gruppe eine mittlere Phase verwendet. So konnte man 
die 24 Spalten in r2 Gruppen zu je 2 Spalten einteilen oder in 8 Gruppen 
zu je 3 oder in 6 Gruppen Zl1 je 4 Spalten. Statt der 24=gliedrigen Summen
reihe wiirden dann solche zu r2, 8 oder 6 Gliedem entstehen. In Abb. r6 

7' k a b s 
1 2'1 1 'I 
2 2 12 2 

,] .J 8 11 
.] 

'I- 'I- D 1 

5 1 2'1- 5 'I-

D D 'I- 2 
Y 

7 1 2'1 7 'I-

8 8 .J 1 
"2 

9 J 8 J 11 
.J 

10 2 12 5 2 

112'1-11'1-

12 12 2 1 1 
:1 

Abb.16. Schaltschema fUr die 12 WeIlen einer 24-gliedrigen Beobachtungsreihe und 6 Hauptspalten. 
r ~ Orduung der WeIle, 
k ~ Abstand der belegten Unterspalten, 
a = Zahl der belegten Unterspalten, 
b = Periode der "'iederkebr gleichartig belegter Zeilen, 
s ~ Durchschnittliche Zahl der in jeder Hauptspalte belegten Unterspalten. 

ist der letztere Fall angenommen, es sind also je 4 "Unterspalten" zu 
6 Hauptspalten vereinigt worden. Die Abbildung zeigt nun deutlich, 
daB die Verteilung der Beobachtungswerte auf diese Hauptspalten 
bedeutend unregelmaBiger ist als vorher. Die Kreuze unterhalb jedes 

Stumpff, Periodenforschung. IO 
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Schemas zeigen den lVIittelwert der in jeder Gruppenspalte vorkommenden 
Beobachtungsabszissen an. Nur wenn k = r, also n und r teilerfremd, 
liegt die mittlere Phase in der Mitte der Gruppenspalte und sind gleich
zeitig alle Gruppenspalten mit der gleichen Zahl von Wert en belegt. 
In allen anderen Fallen sind die Phasenmittel gegen die Spaltenmitte 
verschoben, zum Teilliegen sie in verschiedenen Spalten an verschiedenen 
Stellen, auch kommt es vor, da/3 einzelne Gruppen iiberhaupt keine 
\Verte enthalten oder die Zahl der vVerte in den einzelnen Gruppen 
verschieden ist. 

Man erkennt leicht die Giiltigkeit folgender Regeln: 
Es sei n die Anzahl der Beobachtungen, ferner n = qm, wobei m 

die Anzahl der Gruppen, q die Zahl der zu einer Gruppe vereinigten 
Unterspalten bedeutet. r sei, wie oben, die Ordnung der Harmonischen 
und k der gro/3te gemeinsame Teiler von n und r (n = ak, r = bk, a 
und b teilerfremd). 1st dann 

1. k = r (n und r teilerfremd), so enthalt jede Gruppe q Werte, 
das Phasenmittel liegt in der Mitte der Gruppe (in unserem Beispiel 
ist dies erfUllt fUr r = r, 5, 7, II). 1st 

2. k > r, aber in q ganzzahlig enthalten (q = sk), so sind in jeder 
Gruppe s Spalten mit je k Werten belegt. Das Phasenmittel weicht von 
der Spaltenmitte ab, liegt aber in jeder Spalte an der gleichen Stelle. 
(In der Abbildung bei r = 2, 4, ro). Diese Falle wiirden fUr die Aus
fiihrung der Analyse ebenfalls brauchbar sein, wenn man fUr eine 
symmetrische Belegung der Gruppenspalten Sorge tragen wiirde, was 
stets dadurch geschehen kann, da/3 man die Eintragungen in der Mitte 
der ersten Gruppe beginnt. 

3. 1st k zwar nicht in q, wohl aber in 2 q ganzzahlig enthalten, so 
liegt das Phasenmittel in der Mitte der Gruppe, aber die Zahl der Beob
achtungen alterniert von Gruppe zu Gruppe. Dieser Fall kann natiirlich 
nur eintreten, wenn q ungerade ist, er ist daher in unserem Beispiel 
(q = 4) unmoglich, wiirde aber eintreten, wenn man 8 Gruppen zu je 
3 Spalten bilden wiirde, und zwar dann fUr r = 2 oder ro. 

4. In allen anderen Fallen ist die Verteilung der Beobachtungen auf 
die Gruppenspalten ungleichformig. 

Man leitet aus diesen Oberlegungen leicht ab, daB der giinstigste 
Fall fUr die Bildung eines fUr alle Harmonischen symmetrischen Schemas 
dann eintritt, wenn k moglichst fUr aIle vorkommenden vVellen r ist. 
Strenggenommen ware es also erforderlich, daB n eine Primzahl sei; 
das ist aber unmoglich, da ja n in eine ganze Anzahl gleicher Gruppen 
zerlegt werden solI. Die nachst giinstige Moglichkeit ist demnach die, 
daB q und m Primzahlen sind, alsdann ist nur fUr die beiden Falle r = q 
und r = m ein Ausnahmefall zu erwarten; beginnt man aber die Ein
tragungen in der Mitte der erst en Hauptspalte, so ergibt auch der Fall 
r = q eine symmetrische Phasenverteilung; es fallen alle Beobachtungen 
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jeder Gruppe in die Mittelspalte, so daB hier die Analyse sogar strenge 
Werte ergibt. Als einziger Ausnahmefall bleibt somit r = m bestehen
hier ergibt das Schema q vollbesetzte Unterspalten, die aber liber die 
Gruppen sowohl nach Phase als auch nach Anzahl ungleichmaBig ver
teilt sind. Nur wenn n = m2, also die Beobachtungsanzahl gleich dem Quadrat 
der Spaltenzahl und diese eine Primzahl ist, geht dieser Ausnahmefall 
wegen q = m in r = q liber. Ein Schema von den gleichen glinstigen 
Eigenschaften erhalt man, wenn n = m3 oder einer hoheren Potenz von 
m gesetzt wird, da dann k entweder I oder gleich einem ganzzahligen 
Teiler von q ist. 

Flir die praktische Periodogrammanalyse nach dem Schaltverfahren 
kommt ein einheitliches Schema von II, 13, 17 oder 19 Hauptspalten in 
Frage, je nach den Genauigkeitsansprlichen und dem Umfang der zu ana
lysierenden Reihe. Die Bedingung, daB n eine Potenz von m sein solI, 
ist lastig, da der Analysenbereich meistens durch die Umstande vor
geschrieben ist oder jedenfalls in engeren Grenzen zur Auswahl steht. 
Kann man die Beobachtungszahl nicht so wahlen, daB die obigen Dber
legungen gelten, so stehen verschiedene Auswege zur Verfligung. Ent
weder man setzt, wie zuerst vorgeschlagen wurde, fiir n das Produkt 
zweier verschiedener Primzahlen (n = qm) und ermittelt dann die Welle 
r = m statt aus einem m-spaltigen aus einem q-spaltigen Schema. Oder 
man wahlt q = m x, wo x eine kleine Primzahl bedeutet. Dann ist 
n = m2 x und besitzt die Teiler m, x, m2 und m x. Der gemeinsame 
Teiler k zwischen n und r kann also auBer I nur einen dieser vier Werte 
annehmen, die aber aIle, bis auf m2, ganzzahlig in q = mx enthalten 
sind. Der Ausnahmefall r = m 2 betrifft dann eine Welle sehr hoher 
Ordnung, und wenn x klein ist, auch relativ hoher Ordnung, bis zu der 
man die Analyse in den seltensten Fallen durchzufiihren hat. 

1st q eine Primzahl > Z, so ist die Zahl der Unterspalten in einer 
Hauptspalte ungerade, es wird also in jeder Hauptspalte eine mittlere 
Unterspalte geben. In diesen Fallen laBt sich also die Vorschrift, daB 
der erste Beobachtungswert in die Mitte der ersten Hauptspalte ein
getragen werden solI, ohne Schwierigkeit durchfiihren - es folgt weiter, 
daB kein Beobachtungswert auf die Grenze zwischen zwei Hauptspalten 
fallen kann. Etwas anderes tritt ein, wenn q gerade ist. Auch dieser 
Fall liegt im Bereich. der oben als glinstig-erkannten Moglichkeiten -
da namlich z eine Primzahl ist, so gelten aIle Vorteile auch, wenn etwa 
n eine beliebige Potenz von z ist und somit auch q und m Zweierpotenzen 
darstellen. Wird nun der erste Beobachtungswert in die Mitte der ersten 
Hauptspalte eingetragen, so fallt er auf die Grenze zwischen zwei Unter
spalten, jeder folgende Wert also auch, und es kommt immer wieder vor, 
auBer bei bestimmten Wellen, daB ein Wert auf die Grenze zwischen 
zwei Hauptspalten trifft. Nach unserer Vorschrift wird jeder solche 
Wert zur Halfte seines Betrages den beiden angrenzenden Spalten 

10* 
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zugerechnet. Dadurch wird die Verteilung der Werte auf das Schema 
etwas umstandlicher, man gewinnt dafur den nicht zu unterschatzenden 
Vorteil, daB die Spaltenzahl keine Prirnzahl zu sein braucht, sondem 
daB auch Schemata von 8 oder 16 Hauptspalten, die eine. bequeme 
Analyse der Summenreihen gestatten, benutzt werden konnen. Fur ganz 
oberflachliche Durchmusterungen, bei denen es nur darauf ankommt, 
die Amplituden der FouRIER-Glieder groBenordnungsmaBig abzuschatzen, 
empfiehlt sich sogar ein Schema von 4 Spalten. Die trigonometrischen 
Faktoren sind dann entweder 0, + 1 oder - 1, die gesamte Periodo
grammrechnung besteht also lediglich aus Additionen und Subtraktionen. 

Wir haben somit die Zahl der Moglichkeiten zur Bildung eines 
Einheitsschemas fur alle Wellen durch die letzten Betrachtungen stark 
vermehrt. Findet sich trotzdem ein den Anspruchen einer konkreten 
Aufgabe genugendes Schema nicht, so hat man naturlich immer noch 
die Moglichkeit, sich von der bisher gewahrten Bindung an die FOURIER
schen Perioden zu befreien. Entspricht die Zahl n der Beobachtungen 
nicht den obigen Anforderungen, so erganze man die Beobachtungsreihe, 
die in Form von Abweichungen von einem Mittelwert gegeben sein 
moge, deren arithmetisches Mittel also null ist, durch Nullen so weit, 
bis die geforderte Beobachtungszahl erreicht ist. Will man z. B. ein 
Periodogramm aus 100 Beobachtungswerten berechnen und ein II

spaltiges Einheitsschema zugrunde legen, so fuge man 21 Nullen (oder, 
wenn der Mittelwert der Reihe von null verschieden ist, 21mal diesen 
Mittelwert) hinzu. Oder wenn man etwa von den Vorteilen eines 8-
oder 16-spaltigen Schemas Gebrauch machen will, erganze man die 
Reihe durch Nullen bis 512 = 29 und berechne von den Wellen, die 
dieses Schema liefert, nur jede funfte. Das so erzeugte Spektrum wird 
nur ganz wenig dichter sein als das harmonische Spektrum der 100 Beob
achtungswerte selbst. Die letzte Zeile des Schemas wird bei der Mehrzahl 
der Wellen unvollstandig besetzt sein, die Spaltensummen werden daher 
ein ungleiches Gewicht besitzen. Wegen der Frage, ob man diese 
Gewichtsunterschiede durch Anbringung von Reduktionsfaktoren be
seitigen soll oder nicht, - verweise ich auf das fruher (Abschnitt 3) 
Gesagte. Naturlich ist auf diese Weise auch jede beliebige Verdichtung 
der Versuchswellenfolge uber die Folge der FOURIER-Perioden hinaus 
moglich. 

10. Das Lochkartenverfahren als technisches Hilfsmittel 
bei Periodogrammrechnungen. 

Das Einordnen der Beobachtungswerte in die einzelnen Spalten eines
Summenschemas - welcher Art dieses auch sei - muB fur jede zu 
berechnende Welle besonders vorgenommen werden. J ede Welle erfordert 
daher ein Abschreiben der gesamten Beobachtungsreihe, wobei es noch 
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groBe Aufmerksamkeit erfordert, daB jeder Wert in die richtige Spalte 
eingetragen wird. Dieser ganze ArbeitsprozeB nimmt den groBten Teil 
der aufzuwendenden Zeit und Kraft fur sich in Anspruch. Es hat daher 
nicht an Versuchen gefehlt, ihn zu mechanisieren. Man hat zunachst 
danach gestrebt, praktische Methoden zu ersinnen, die es erlauben, alle 
Rechnungsgange nach einmaligem Aufschreiben der Ausgangswerte zu 
erledigen. Am bekanntesten ist der Gebrauch von Schablonen. Man 
schreibt die Beobachtungsreihe in ein rechteckiges Schema von bestimmter 
Spalten- und Zeilenzahl. Die Spaltensummen liefern bereits die Summen
reihe fiir eine der gewiinschten Versuchswellen. Fur die ubrigen Wellen 
ware eine Umordnung notig. Man vermeidet sie, indem man fur jede 
Spaltensumme, die zu bilden ist, eine Schablone konstruiert, die, auf 
das Schema gelegt, alle Werte, die zu summieren sind, durch Fenster 
sichtbar laBt, wahrend aile ubrigen verdeckt bleiben. Sind r Wellen zu 
berechnen und ist ein m-spaltiges Einheitsschema vorgesehen, so wurde 
man m r verschiedene Schablonen brauchen. Man kommt aber -
wenigstens, wenn man ein Primzahlenschema von der Art des im vorigen 
Abschnitt beschriebenen verwendet - schon mit r Schablonen aus, die 
entsprechend groBer sein mussen und bei der Berechnung verschiedener 
Spaltensummen der gleichen Welle nur in bestimmter Weise verschoben 
werden, so daB nacheinander immer andere Kombinationen von Beob
achtungswerten sichtbar werden. Die Arbeit reduziert sich dann auf 
das Summieren der jeweils in den Fenstern sichtbar werdenden Zahlen. 
Gewisse Schwierigkeiten ergeben sich nur, wenn - wie z. B. bei gerader 
Zahl von Unterspalten - Beobachtungswerte auf zwei benachbarte 
Spalten verteilt werden mussen. In diesem Falle ist es besser, von der 
bisher geubten Regel, die erste Beobachtung immer in die Mitte der 
erst en Spalte einzutragen, Abstand zu nehmen, und statt dessen, wie 
in Abb. 16, immer mit der ersten Unterspalte zu beginnen. Bezieht 
man dann die Winkelargumente der Summenreihen auf die Spaltenmitte, 
so wird man einen Fehler begehen, der in einer Phasenverschiebung der 
errechneten Welle besteht, und zwar fur jede Welle in einer durch die 
Art des Schemas gegebenen besonderen Verschiebung. Die Amplituden 
dagegen werden von dieser Abweichung nicht betroffen. Kommt es 
also nur auf die Amplituden an, wie bei jeder vorlaufigen Spektral
durchmusterung, so wird das Ergebnis von dieser MaBnahme nicht 
beriihrt. Sollen hingegen auch die Phasen ermittelt werden, so ist die 
Phase jeder Welle urn einen nur von der Art des Schemas abhangigen 
Betrag zu verbessern. 

L. W. POLLAK 1 hat zuerst vorgeschlagen, die Umordnung des Materials 
und gleichzeitig das Aufaddieren der Spalten mit Hilfe des in der Statistik 
gebrauchlichen, von dem Deutschamerikaner HOLLERITH erfundenen 

1 Siehe Lit. I97-I99, 203-205. 
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Lochkartenverfahrens zu mechanisieren. Das Lochkartenverfahren hat im 
letzten J ahrzehnt so weitreichende Verbesserungen erfahren und sein 
Anwendungsbereich sich so vergroBert, daB es sich lohnt, hier eine 
kurze Schilderung der Methode und der fUr die Periodogrammanalyse 
in Betracht kommenden Apparateformen einzuflechten, sowie einen 
Ausblick zu eroffnen, der den Nutzen dieses Verfahrens fUr die Erledigung 
periodographischer Programme groBen und groBten Umfanges, WIe Sle 
z. B. in der Meteorologie gestellt worden sind, aufzeigt. 
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Abb. 17. HOLLERITlI·Lochkarte. 

Das mit dem Lochkartenverfahren zu verarbeitende Zahlenmaterial
seien es nun statistische Angaben irgendwelcher Art oder Beobachtungs
werte - wird, wie der Name des Verfahrens schon sagt, auf Ziffern
karten durch Lochung vermerkt. Diese Ziffernkarten (s. Abb. 17) ent
halten eine Anzahl von Spalten (gebrauchlich sind Karten von 45 oder 
80 Spalten), in denen die Ziffern 0, I, ... ,9 untereinander stehen. Mit 
Hilfe von elektromagnetisch arbeitenden "Lochern" laBt sich in jeder 
Spalte eine dieser 10 Ziffern lochen (durch runde oder rechteckige Stempel 
ausstanzen), so daB auf diese Weise die 45- oder 80-spaltige Karte einer 
ebensoviel Ziffern umfassenden Zahlenreihe gleichbedeutend gemacht 
werden kann. Dabei hat jede Spalte bzw. Spaltengruppe ihre besondere 
Bedeutung, die vor Inangriffnahme der Arbeit durch Aufstellung eines 
"Schliissels" genau festgelegt werden muB. Zum Beispiel lassen sich 
die meteorologischen Ablesungen einer bestimmten Beobachtungsstation 
zu einem bestimmten Termin auf einer Lochkarte unterbringen, die etwa 
folgendem Schliissel entsprechen wiirde: 

Spalte 1- 3: Nummer der Station im Beobachtungsnetz. 
4- 9: Datum. 

10: Beobachtungstermin. 
II-13: Luftdruck in Zehntelmillimeter tiber 700,0. 
14-16: Lufttemperatur; - usw. 
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Eine iiber ein gewisses raumliches und zeitliches Gebiet vollstandige 
Sammlung solcher Lochkarten bedeutet zunachst nur eine Registrierung 
von Beobachtungen in Karteiform. Durch die HOLLERITHschen Sortier
und Tabelliermaschinen laBt sich aber das so gesammelte Material in 
jeder gewiinschten Weise statistisch auswerten. Die Sortiermaschinen 
gestatten es, das Kartenmaterial gemaB den Ziffern einer beliebigen 
Spalte zu trennen. Besitzt man z. B. nach obigem Schliissel ein lang
jahriges Beobachtungsmaterial fUr eine und die::.elbe Station, so ist es 
auf diese Weise moglich, eine Verteilungskurve des Luftdrucks her
zustellen. Man geht etwa so vor, daB man das gesamte Material zunachst 
nach Spalte II sortiert und jeden der so erhaltenen Kartenhaufen 
wiederum nach Spalte 12. Da die Maschine die Karten nicht nur 
sortiert, sondern gleichzeitig die auf jede Ziffer entfallenden Karten 
zahlt, ergibt sich auf diese Weise die Anzahl der Beobachtungen, die auf 
jeden ganzen Millimeterwert des Luftdrucks entfallen. Die Tabellier
maschinen ermoglichen es, die Zahlenwerte bestimmter Spalten oder 
Spaltengruppen zu addieren. Benotigt man z. B. die Mittelwerte des 
Luftdrucks und der Temperatur fUr die einzelnen Monate und iiber 
einen langjahrigen Zeitraum, so sortiert man zunachst das Karten
material nach Spalte 6 und 7, die die Monatsziffern enthalten, und laBt 
die Tabelliermaschine fur jeden der so entstehenden 12 Haufen die 
Summen fUr die Spaltengruppen II-13 bzw. 14-16 bilden. Die zur 
Zeit gebrauchlichen Maschinen gestatten die gleichzeitige Summierung 
von 5 Spaltengruppen zu je 6-8 Spalten, also die Addition von 6-8-
stelligen Zahlen. 

Fur besondere Zwecke gibt es noch Spezialmaschinen, z. B. den 
Kartendoppler, der von einmal gelochten Karten automatisch Duplikate 
in beliebiger Zahl herstellt oder auch bestimmte Teile der Karte "ab
schreibt". Ferner sind M ultiplikationsmaschinen konstruiert worden, die 
das Produkt von zwei Spaltengruppen von beschrankter Spaltenzahl 
bilden und gleichzeitig in eine dafur vorgesehene Spaltengruppe ein
lochen. SchlieBlich gibt es auch Maschinen, die subtrahieren und divi
dieren. 

Die Verwendungsmoglichkeiten des Lochkartenverfahrens in der 
Periodenforschung, insbesondere bei der Berechnung von Periodo
grammen, sind sehr vielseitig. Eine praktische Erprobung hat bereits 
in einer Reihe von Fallen stattgefunden - die Erfolge berechtigen zu 
der Vermutung, daB das Lochkartenverfahren bei umfangreichen periodo
graphischen Programmarbeiten in der Zukunft eine Hauptrolle spielen 
wird. J edoch sind die bisher gemachten Erfahrungen noch zu gering, 
als daB endgultige Vorschriften iiber die zweckmaBige Organisation 
einer solchen Arbeit schon jetzt gegeben werden konnten. In konkreten 
Fallen ist hier vor allem die Kostenfrage maBgebend, uber die an dieser 
Stelle keine Angaben gemacht werden konnen. Es soIl hier nur darauf 
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hingewiesen werden, daB die bei Periodogrammrechnungen notigen 
Produktbildungen mit Hilfe der Lochkartenmaschinen auf vollauto
matischem Wege zwar moglich sind, aber in okonomischer Hinsicht 
bisher wenig vorteilhaft erscheinen. Soweit sich zur Zeit iibersehen laBt, 
wird man sich ciaher in nachster Zukunft darauf beschranken miissen, 
den Lochkartenmaschinen bei der AusfUhrung von Periodogramm
arbeiten der Hauptsache nach das Sortieren und Addieren zu iiberlassen 
und dariiber hinaus bewuBt danach streben, die iibrigbleibende Multi
plikationsarbeit auf ein MindestmaB zuriickzufUhren. 

11. Abarten des Periodogramms. 
In diesem Abschnitt sollen einige besondere Begriffsbildungen be

schrieben werden, die sich im Laufe der Zeit innerhalb der Periodo
grammtheorie eingebiirgert haben. 

Sind Periodogramme (oder auch einfach Folgen von FOURIER
Amplituden) fUr verschiedene Teilintervalle einer und derselben Beob
achtungsreihe berechnet worden, so liegt es nahe, die Ergebnisse dieser 
Teilanalysen miteinander zu vergleichen. 1st insbesondere eine per
sistente Periode oder sind mehrere soIche vorhanden, so werden gewisse 
Periodogrammordinaten (Spektrallinien) in fedem Teilintervall groBe 
Betrage zeigen, wahrend andere im allgemeinen klein und hochstens 
vereinzelt (zufallig) groBer sind. Man beriicksichtigt diese Moglichkeiten 
rechnerisch, indem man die zu gleichen Frequenzen gehorigen Amplituden 
aller Teilintervalle durch Mittelbildung zusammenfaBt. Geschieht die 
Mittelbildung linear: 

I 
H = -;; (hI + h2 + ... + hn) , 

so spricht man von einem durchschnittlichen Periodogramm, mittelt man 
dagegen die Quadrate der Amplituden (Intensitaten), so entsteht das 
mittlere Periodogramm 

H2 = ~ (hi + h~ + ... + h;) . 
n 

Abgesehen davon, daB durch die Analyse von Teilbereichen die Frage 
der Persistenz oder Quasipersistenz von Periodizitaten geklart wird, 
wendet man die Konstruktion eines mittleren (oder durchschnittlichen) 
Periodogramms haufig deswegen an, weil dadurch - bei voller Aus
nutzung des gegebenen Beobachtungsmaterials - die Breite der Spektral
linien (Maximumbreite) vergroBert und somit die Mindestzahl der zu 
berechnenden Wellen verkleinert wird. Die Maximumbreite des mittleren 
Periodogramms ist natiirlich gleich der eines Teilbereichs, also, wenn die 
Gesamtreihe in n gleiche und sich nicht iiberdeckende Teilbereiche 
zerlegt war, n-mal so graB wie die des Gesamtbereichs selbst. Auf diese 
Weise laBt sich die Suche nach persistent en Perioden erleichtern, da 
die notwendige Dichte der Versuchswellen n-mal so klein ist wie im 
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vollsHindigen Periodogramm des Gesamtbereichs. Diese Erleichterung 
wirkt sich besonders im Bereich der kleineren und kleinsten Wellen 
vorteilhaft aus. Dafiir entsteht der Nachteil, daB "Linien", die im 
Spektrum der Gesamtkurve noch getrennt erscheinen wiirden, im 
mittleren Periodogramm zus~mmenflieBen. Dieser N achteil ist aber ohne 
Belang, wenn man bedenkt, daB die Trennung solcher Wellen dann 
immer durch Phasendiagramme moglich ist; falls es sich als wiinschens
wert herausstellt, HiBt sich die Verdichtung des Gesamtperiodogramms 
nachtraglich immer noch durchfiihren, was dann nur in einem kleinen 
Bereich des Spektrums zu erfolgen braucht, der durch das breite Maximum 
des mittleren Periodogramms angezeigt wurde. 

Ein zweiter Nachteil, der mit dem mittleren Periodogramm verbunden 
ist, laBt sich schwerer umgehen. Er besteht darin, daB das "kontinuier
liche Spektrum" des mittleren Periodogramms dur.chschnittlich groBere 
Ordinaten enthalt, als das bei dem dichteren Spektrum des Gesamt
periodogramms der Fall ware. Diese Eigentiimlichkeit folgt einfach aus 
der Vollstandigkeitsrelation der FouRIERschen Amplituden, die besagt, 
daB die Quadratsumme aller Amplituden proportional dem Quadrat der 
Streuung der Beobachtungen, also bei Beobachtungsreihen von gleich
maBiger Streuung unabhangig von der Anzahl der Beobachtungen ist. Bei 
einer langen Beobachtupgsreihe mit dichtem Spektrum verteilt sich dieser 
Betrag also iiber eine groBere Anzahl von Spektralordinaten, als bei Teil
intervallen mit einem Spektrum von entsprechend geringerer Ordinaten-

dichte. Der Mittelwert der Amplitudenquadrate nimmt daher wie ~, 

der quadratische Mittelwert der Amplituden selbst wie v~ ab, wenn 

N die Gesamtzahl der Beobachtungswerte bedeutet. Das Mittel der 
Amplitudenquadrate eines mittleren Periodogramms, das aus n unab
hangigen und aufeinanderfolgenden Teilbereichen berechnet worden ist, 
wird somit n-mal so groB sein wie das aus der ungeteilten Reihe be
rechnete. Somit liegt die Gefahr nahe, daB reelle und persistente 
Perioden von geringerer Amplitude, deren Ordinaten aus dem schwachen 
kontinuierlichen Spektrum der Gesamtreihe noch deutlich hervorragen, 
in dem verstarkten kontinuierlichen Spektrum des mittleren Periodo
gramms verschwinden und somit unentdeckt oder wenigstens zweifelhaft 
bleiben. 

Urn diese letztere Gefahr abzuschwachen, ohne des Vorteils der 
groBeren Maximumbreite bei Intervallteilung verlustig zu gehen, habe 
ich in einer friiheren Arbeit (Lit. 256) ein "Periodogramm neuer Art" 
vorgeschlagen, bei dessen Konstruktion auBer den Amplituden der 
Periodogrammvektoren der Teilbereiche auch ihre Richtungswinkel 
(Phasen) herangezogen werden. Es wird dabei die Tatsache mitbenutzt, 
daB in der Nahe der Periodogrammaxima (also in einem Spektralgebiet, 
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das ein periodenanzeigendes Maximum nahezu in der Ausdehnung einer 
"Maximumbreite" umgibt), die Phasen - abgesehen von den storenden 
Einflussen benachbarter Perioden oder unperiodischer Bestandteile -
von Intervall zu Intervalllinear fortschreiten. Ergeben sich also fur n 
aufeinanderfolgende Teilintervalle die Amplituden 

hI> h2' ... , hI! 
und die Phasen 

1jJl> 1jJ2' ••• , 1jJn 

fUr eine in der Nahe der persistenten wahren Periode liegenden Versuchs
welle, so sind nicht nur die h" von gewissen Storungen abgesehen, 
konstant, sondem auch die Differenzen 

CfJ] = 1jJ2-1jJi 

CfJ2 = 1jJ3-1jJ2 

CfJ .. -1 = 1jJn-1jJn-1 

benachbarter Phasenwerte (wobei naturlich eine Vermehrung oder Ver
minderung urn z n nicht als Veranderung gilt). Da die CfJ. j eweils zu 
zwei benachbarten Teilintervallen gehoren, benutzt man zweckma/3ig an 
Stelle der h. die n-I \Verte 

1 , 
gi = 2" (h2 ., hI) 

1 
g2 = 2 (h3 + h2) 

I 

gil -1 = "2 (h" + h" -1) , 

die im Falle der Periodizitat die gleichen Konstanzeigenschaften besitzen 
wie die hv selbst, oder aber man bestimmt Amplituden gl> g2' ... , g,,-I 

ausTeilintervallen derselbenLange, derenMitten mit den n-IUbergangs
stellen zwischen den ursprunglichen 11 Illtervallen zusammenfallen. In 
beiden Fallen erhalt man zwei Folgen 

gl> g2' ... , gll-1 

CfJv CfJ2' ••• , CfJ .. - 1 , 

aus denen sich ein Spektrum neuer Art mit den Ordinaten 

~ = n~I -V C~>vCOSCfJv)2 + C~:grSinCfJvr 
bilden la/3t. Dies Spektrum zeigt Maximalordinaten von der GroBen
ordnung der hv nur fUr den Fall, daB sowohl die g. als auch die CfJr hin
reichend konstant sind. Wurden namlich bei konstanten g. die CfJr 

beliebig streuen, so wurde die Ordinate ~ stark verkleinert werden, 
moglicherweise sogar verschwinden. 
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Eine Anwendung dieses Verfahrens ist in der Originalarbeit gezeigt 
worden. Es muB aber bemerkt werden, daB diese Anwendung nur dann 
zweckmaBig ist~ wenn die zur Diskussion stehenden Periodizitaten ta-t
sachlich persistent sind, wahrend nicht persistente Perioden durch das 
Verfahren mehr oder weniger zerst6rt werden, was nicht immer erwlinscht 
ist. So erwies sich das Periodogramm neuer Art bei der Analyse der 
Sonnenfleckenrelativzahlen (Lit. 260) als ungeeignet - ebensowenig wlirde 
es bei der Analyse meteorologischer Beobachtungsreihen, in denen quasi
persistente Perioden vermutet werden dlirfen, als Untersuchungsmethode 
brauchbar sein. Hingegen k6nnte es bei der Gezeitenanalyse vortreffliche 
Dienste leisten. 

Zum SchluB solI noch liber eine Abart des Periodogramms berichtet 
werden, die mehr theoretisches als praktisches Interesse erweckt, aber 
der Vollstandigkeit wegen nicht libergangen werden darf: das "Exponen
tialperiodogramm" . 

1m Verlauf unserer Ausfiihrungen liber die Bildung des Periodogramms 
und seiner besonderen Formen als Phasen- und Amplitudendiagramm, 
als "Wegkurve" oder "Epizykeldiagramm" und als "Summationsvektor" 
ist eine fundamentale Eigenschaft dieses analytischen Hilfsmittels 
immer deutlicher hervorgetreten, auf der letzten Endes seine Wirk
samkeit bei der Aufsuchung verborgener Periodizitaten beruht: Durch 
eine besondere Art von "Glattung" wird mit Hilfe des Periodogramms 
ein bestimmter Spektralbereich aus der Gesamtheit der in der Beob
achtungsreihe vorhandenen periodischen und unperiodischen Erschei
nungsformen herausgeblendet und somit einer Spezialuntersuchung zu
ganglich gemacht. Die innere Verwandtschaft der Periodogramm
methode mit der "Glattung durch libergreifende Mittel" HiBt sich am 
besten zeigen, wenn man die letztere auf eine reine Sinuswelle anwendet. 
Es sei eine Schwingung von der Form 

j (t) = c· cos (cd-y) 

vorgelegt und einer Glattung durch libergreifende Mittelbildung bzw. 
Integration liber ein verschiebbares Intervall von der Lange p unter
worfen. Die so geglattete Kurve hat dann die Gestalt 

p p 
q+2 q+2 

j(q;P)=; ! j(t)dt=; ! cos(cxt-y)dt 

q_P.. P 
2 q --2 

sin rx.p 
2 

= rx.p_·c.cos(cxq-y). 

2 
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Man erkennt, daB die geglattete Kurve eine Schwingung der gleichen 
Frequenz und Phase ergibt, daB aber die Amplitude durch den "Glattungs
faktor" 

sin ex p 
2 

G(P) = -exp~ 
2 

herabgedruckt wird. Dieser Faktor hat aber die gleiche analytische 
Form wie die in der Periodogrammanalyse von Sinuswellen auftretenden 
Funktionen P und Q (s. Abschnitt 2 und 3), zeigt also ebenso wie diese 
Nullstellen und Extrema verschiedener Ordnung, also die gleichen 
Erscheinungen, die wir im Falle des Periodogramms als "spurious perio
dicities" bezeichnet haben. Das Auftreten der Scheinperioden war im 
Periodogramm in gewisser Hinsicht stOrend - die Analogie mit der 
Glattung weist aber am einen Weg hin, es zu vermeiden. Bei der Glattung 
ist namlich die Beseitigung der N ebenextrema moglich, wenn eme 
"gewichtete" Glattung in der Art durchgefiihrt wird, daB 

+00 ~ 

t (q; h) = l!~ I e- h2 (t-q)2 t(t) dt = e - 4h'. c· cos (a; q-y) 

-00 

gesetzt wird. Die Gewichtsverteilung entspricht hier einer GAussschen 
Fehlerkurve mit dem GenauigkeitsmaB h, an· dessen Stelle auch die 

I 
"Streuung" fl = ----;r- zweckmaBig verwendet werden kann. Bei Ein

It v 2 

fiihrung von fl wurde die GHHtungsformel lauten: 

+;'" (t-q)' 1 2 2 

t(q;fl)=-__ I- J e-~t(t)dt=e-2'""-.c.cos(a;q-y). 
ftVzn 

-00 

Der Glattungsfaktor nimmt demnach die Gestalt einer quadratischen 
Exponentialkurve an und nimmt mit wachsendem It asymptotisch und 
monoton gegen null abo 

Damit ist der Weg angezeigt, der zur Konstruktion eines Periodo
gramms fiihrt, das die Begleiterscheinung der "spurious periodicities" 
vermeidet. Ein so1ches "Exponentialperiodogramm" (siehe auch Lit. 2I5 

u. 2I6), wie es schon I922 yom Verfasser (Lit. 253) vorgeschlagen 
wurde, laBt sich folgendermaBen definieren: Der Vektor \l5 (x, q) werde 
durch die Komponenten 

+00 

a(x,q)=v~ I e-h2 (t-q)2t(t)cosxtdt 

-00 

+00 

b (x, q) = v~ I e- h'(t-q)2 t (t) sin xt dt 

-00 
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gegeben. 1m Falle, daB t (t) eine einfache Welle c· cos (oct-y) ist, erMlt 
man dann 

{ -"!"P'{IX-X)' -"!"P'{IX+X)' } 
a(x,q)=c e 2 cos((oc-x)q-y)+e 2 cos((oc+x)q-y) 

{ -"!"P'(IX- x)' - ..!..P·{IX + x)' } 
b(x,q)=c e 2 sin((oc-x)q-y)-e 2 sin((oc+x)q-y). 

Wie ersichtlich, bleibt auch hier die Zusammensetzung des Periodo
grammvektors aus einem "Hauptvektor" und einem "Storungsvektor" 
bestehen - sie ist unvermeidlich, da sie offenbar auf der Identitat 

cos (oc t-y) = cos (-oc t + y) 

beruht, also auf der Tatsache, daB jede Welle von der Frequenz oc sich 
auch durch eine solche von der Frequenz - oc ersetzen laBt, das auf 
negative Frequenzen ausgedehnte Spektrum also zwei zur Frequenz null 
symmetrisch liegende "Linien" zeigt, die sich gegenseitig, wenn auch 
nur geringfugig, storen. Dagegen sind die sekundaren Extrema ver
schwunden. 

Wesentliche Vorteile, die aus dem Fehlen der Scheinperioden ent
springen, sind fur die Praxis nur bei der Konstruktion von Spektral
kurven zu erwarten, und auch da nur, sofem es sich urn ein hinreichend 
streng aus einer groBeren Anzahl von Sinuswellen zusammengesetztes 
Beobachtungsmaterial handelt. Praktische Versuche sind nicht bekannt 
geworden - in der Geophysik wurden sich solche Versuche wohl nur 
an Gezeitenkurven lohnen, und auch da nur, sofem man andere Versuchs
wellen als die durch die Harmonische Analyse vorgeschriebenen benutzt. 
Es muB namlich in diesem Zusammenhang festgestellt werden, daB auch 
die gewohnliche Harmonische Analyse einer Sinuswelle beliebiger Fre
quenz eine Ordinatenfolge ergibt, die so ausgewahlt ist, daB Neben
maxima in ihr nicht sichtbar werden. Es ist demnach kaum zu erwarten, 
daB die vermehrte Arbeit, die mit der Konstruktion eines Exponential
periodogramms verbunden ist, sich in konkreten Fallen lohnt. Dagegen 
sind mehrere Nachteile vorhanden: z. B. gehen - der Gewichts
funktion e-h'{t- q)' entsprechend - die Beobachtungswerte mit sehr 
ungleichem Gewicht in die Rechnung ein, so daB also Fehler derjenigen 
Beobachtungswerte, die mit dem Scheitelbereich ·der Gewichtsfunktion 
verbunden sind, besonders stark hervorgehoben werden. AuBerdem 
erfordert die Theorie eigentlich das Vorhandensein einer beiderseitig ins 
Unendliche ausgedehnten Beobachtungsreihe, wie sie in der Praxis 
niemals zur Verfugung steht. Dieser letztere Nachteil wiegt allerdings 
weniger schwer, da die Gewichtsfunktion zu beiden Seiten des Scheitel
wertes t = q schon in endlichem Abstand dem Nullwert so nahekommt, 
daB alle auBerhalb eines gewissen Bereichs urn den Scheitelwert 
liegenden Beobachtungen praktisch das Gewicht null erhalten, also in 
die Rechnung nicht eingehen. Die Multiplikation der Beobachtungsreihe 
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mit der Gewichtsfunktion entspricht demnach der Auswahl eines Teil
bereiches der Reihe, dessen Lange durch die Mal3zahl fh gekennzeichnet 
wird. (Die Gewichtsfunktion ist in der Entfernung 3,il vom Scheitel 
schon so klein, dal3 durch sie ein Intervall von hochstens 6ll Lange 
der Beobachtungsreihe entnommen wird; bei geringeren Genauigkeits
anspruchen kann man sogar schon aIle Werte aul3erhalb [q - 2 ll; q + 2 fh J 
vernachlassigen. ) 

12. Analyse liickenhafte Beobachtungsreihen. 
Wir haben bisher vorausgesetzt, dal3 das zu analysierende Beob

achtungsmaterial aus einer vollstandigen Reihe aquidistanter Beob
achtungen besteht. Diese Voraussetzung ist in der Praxis nicht immer 
erfUllt. GroBe Schwierigkeiten bestehen in dieser Hinsicht bei astro
nomischen Beobachtungsreihen (z. B. Beobachtungen des Lichtwechsels 
veranderlicher Sterne, die fiir periodographische Untersuchungen be
sonders haufig in Frage kommen). Die Unregelmal3igkeiten in der 
Beobachtungsfolge beruhen bei derartigen Reihen auf verschiedenen 
Ursachen: z. B. auf der Abhangigkeit der Beobachtungen vom Wetter 
und auf der l.Tnmoglichkeit, bestimmte Gestirne urn die Zeit ihrer Kon
junktion mit der Sonne zu beobachten. Die letztere Ursache, die nur 
fUr Zirkumpolarsterne in gemal3igten Breiten unwirksam bleibt, erzeugt 
zum Teil sehr breite Lucken in den Beobachtungsreihen, die jahrlich 
wiederkehren. Bei bewegten Gestirnen (Mond, Planeten) treten auch 
periodische Hicken von anderer als jahrlicher Periode auf (synodische 
Umlaufszeit, beim Mond synodischer ::Vlonat). Bei periodischen Kometen, 
die allerdings zu periodographischen Problemen kaum Anlal3 bieten, 
erreichen die periodischen Beobachtungsliicken oft enorme Ausdehnungen, 
da diese Gestirne wahrend ihres Umlaufs urn die Sonne meist nur eine 
sehr kurze Zeitspanne hindurch (wahrend ihres Perihels bzw. ihrer 
groBten Erdnahe) beobachtet werden konnen. Alles in allem lassen sich 
die UnregelmaBigkeiten in der Folge der Beobachtungszeiten folgender
maB en klassifizieren: 

I. Die Beobachtungen sind ohne eigentliche Lucken, aber nur an
genahert aquidistant (z. B. wenn taglich eine Beobachtung, diese 
aber zu wechselnden Beobachtungszeiten, vorliegt). 

2. Die Beobachtungsreihe ist genau oder annahernd aquidistant, doch 
sind an vereinzelten Stellen klein ere Lucken yorhanden. 

3. Die Lucken sind annahernd so haufig, wie die Beobachtungen 
selbst, aber ganz regellos tiber den Beobachtungszeitraum verteilt. 

4. Die Lucken herrschen vor, es sind also nur sporadische Beob
achtungen vorhanden, die nur stellenweise eine zusammenhangende 
Folge bilden. 

5. Die Lucken treten periodisch mit groBerer Haufigkeit (Dichte) auf. 



Analyse liickenhafter Beobachtungsreihen. 159 

Die ersten beiden Falle bieten bei der Anwendung der Periodogramm
analyse meist keine groBen Schwierigkeiten. Besonders dann, wenn der 
Beobachtungsvorgang stetig ist und es auf Schwankungen von sehr 
kurzer Periode nicht ankommt, besteht die Moglichkeit, die vorhandene 
Beobachtungsfolge graphisch zu interpolieren und der interpolierten, 
eventuell geglatteten Kurve aquidistante F olgen zu entnehmen. Auch wenn 
stellenweise groBere Lucken auftreten, laBt sich eine Dberbruckung durch 
Interpolation rechtfertigen, sofern ihre Ausdehnung gegenuber der Lange 
der zu untersuchenden Welle klein genug ist. Was Fall 3 anbetrifft, 
so wird die Verwendbarkeit der Reihe fUr eine Periodenuntersuchung 
wesentlich von der Verteilung der Lucken und von der Gesamtlange 
des durch Beobachtungen uberhaupt belegten Zeitraums abhangen. Die 
Beurteilung der jeweils vorliegenden Verhaltnisse geschieht am besten, 
indem man die Beobachtungen in der Art des BuYs-BALLoTschen oder 
des BORGENSchen Schemas nach den gewunschten Versuchsperioden 
anordnet. Ist die Verteilung der Lucken von "zufalligem" Charakter, 
so wird bei genugender Lange der Beobachtungsreihe die Anzahl der in 
jeder Spalte des Schemas vorhandenen Beobachtungswerte zwar nicht 
gleich, aber doch groBenordnungsmaBig nicht sehr voneinander ver
schieden sein. Es ist also eine einigermaBen gleichmaBige Verteilung 
der Lucken uber die verschiedenen Spalten des Schemas zu erwarten. 
Die noch bestehende UngleichmaBigkeit in der Belegungsziffer der 
Spalten konnte man dadurch auszugleichen suchen, daB man der Analyse 
der Summenreihe nicht die Spaltensummen selbst; sondern die arith
metischen Mittel der in jeder Spalte vorhandenen Werte zugrunde legt. 
Doch spricht mehr dafur, auf die Mittelbildung zu verzichten, besonders 
dann, wenn einzelne Spalten nur sehr wenige oder gar keine Beob
achtungen aufweisen. Die direkte Analyse der Spaltensummen wiirde 
einer Ausgleichung mit Gewichten entsprechen, wobei jeder Spalten
summe ein Gewicht zugeordnet wird, das der Summe der vorhandenen 
Beobachtungen proportional ist. Spalten, die nur Lucken und keine 
einzige Beobachtung enthalten, wurden bei diesem Verfahren auto
matisch das Gewicht null bekommen. Auch der extreme Fall 4 laBt 
sich unter Umstanden auf diese Weise behandeln, nur wird bei spora
dischen Beobachttingen die Gesamtlange der Beobachtungsreihe, bzw. 
die Zahl der gesamten verfiigbaren Beobachtungen hinreichend groB 
sein mussen, so groB namlich, daB (fUr aIle zu untersuchenden Wellen) 
das Spaltenschema noch hinreichend dicht besetzt ist. 

AIle diese Schwierigkeiten, die auf dem Vorhandensein von Lucken 
beruhen, sind demnach uberwindbar, sofern nur genugend viel Beob
achtungsmaterial verfugbar ist. UnregelmaBig verteilte Lucken wirken 
sich weniger auf das Analysenergebnis selbst, als auf seine Genauigkeit 
aus. Das wird bis zu einem gewissen Grade anders, wenn die Wieder
kehr groBerer Lucken oder auch nur groBerer Luckenhaufigkeit selbst 
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periodisch ist, wie dies an den obigen astronomischen Beispielen gezeigt 
wurde. Es laBt sich namlich zeigen, daB periodische Lucken das Er
gebnis der Analyse durch Erzeugung von Scheinperioden wesentlich zu 
beeinflussen vermogen. 

Die Notwendigkeit und die Art dieses Einflusses ist auch ohne 
Rechnung unmittelbar einzusehen. Nehmen wir einmal den einfachsten 
Fall periodischer Luckenverteilung an, der sich konstruieren laBt: Ein 
Gestirn, z. B. ein veranderlicher Stern von nicht zu kurzer Periode, sei 
lange Jahre hindurch beobachtet worden, aber wahrend jedes Jahres 
nur 6 Monate lang regelmaBig, wahrend die ubrigen sechs wegen der 
Nahe der Sonne keine oder nur vereinzelte Beobachtungen enthalten. 
Die Beobachtungsreihe ist also durch periodisch (jahrlich) wiederkehrende 
Lucken von halbjahriger Dauer unterbrochen. Allein.aus deroAnschauung 
dieser -intermittierenden-Beobachtungskurve 'lassen siGh einige Schlusse 
uber die Moglichkeit von Irrtumern bei der Periodenbestimmung ziehen. 
Gesetzt, die Beobachtungsreihe lasse, abgesehen von unregelmaBigen 
Schwankungen, keinen periodischen Lichtwechsel erkennen. Dann besteht 
trotzdem die Moglichkeit, daB Extrema (z. B. Bedeckungsminima) regel
maBig in die Konjunktionsepoche fallen und daher nicht beobachtbar 
sind. Eine jahrliche Periode bliebe also unter Umstanden unentdeckt. 
Hat die Lichtwechselperiode nicht genau, aber angenahert die Lange 
eines Jahres, so wird durch den Anblick der intermittierenden Kurve 
eine langperiodische Anderung vorgetauscht. Diese Tauschung wird urn 
so vollkommener, je kurzer der durch Beobachtungen belegte Zeitraum 
im Verhaltnis zu der periodischen (jahrlichen) Lucke ist - der Grenzfall 
ist offenbar dann gegeben, wenn in periodischen (jahrlichen) Abstanden 
jeweilig nur eine Beobachtung vorliegt. Diesen Grenzfall haben wir 
schon fruher behandelt; er liegt uberall vor, wo eine stetige Beobachtungs
kurve durch eine Folge diskreter und aquidistanter Einzelwerte ersetzt 
wird. Die durch periodische Lucken hervorgerufene Mehrdeutigkeit der 
periodographischen Ergebnisse beruht also auf den gleichen Ursachen 
wie die (in 1, 12 beschriebene) Mehrdeutigkeit der trigonometrischen 
Interpolation von aquidistanten Beobachtungsreihen, die in Gegensatz 
steht zu der Eindeutigkeit der FOURIERSchen Entwicklung zusammen
hangender Funktionen. Zwischen beiden Extremen bilden also die 
Beobachtungskurven mit periodisch wiederkehrenden Lucken ein 
Zwischenglied. 

Mathematisch laBt sich das Problem der Periodogrammanalyse 
luckenhafter Beobachtungsreihen auf das vollstandiger (aquidistanter) 
Reihen zuruckfuhren, wenn man die Lucken nach einem geeigneten 
Prinzip ausfiillt. Soweit die Dberbruckung der Lucken durch Inter
polation ohne Willkur moglich ist, wird man auf diese Weise eine Ver
vollstandigung der Beobachtungsreihe anstreben. Das wird aber nur dann 
statthaft sein, wenn die Lucken klein sind und die Beobachtungsreihe 
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glatt und ohne wesentliche kurzperiodische Schwankungen verlauft. 
Sind die Lucken groBer, oder scheint aus anderen Grunden die Inter
polation unmoglich oder zweifelhaft, so ist es zweckmaBig, die Lucken 
provisorisch durch einen konstanten Wert (z. B. null oder den Gesamt
mittelwert der Reihe) aufzufilllen. Durch diese Auffilllung wird die 
Beobachtungsreihe in einer Weise vel'andert, die einerseits einfach und 
vorurteilsfrei ist, andererseits - namentlich im Falle periodisch wieder
kehrender Lucken - eine leichte Dbersicht uber die auftretenden Schein
perioden gestattet. 

1st z. B. der oben diskutierte Fall gegeben, daB die Luckenperiode 
(der Beobachtungsabstand als Zeiteinheit genommen) A ist und ab-

wechselnd ~ Beobachtungen und : Lucken aufeinanderfolgen, so wird 

dadurch, daB man die fehlenden Beobachtungen durch den konstanten 
Wert null auffiillt, die wirkliche Beobachtungsreihe yp (v = 0, I, 2, •.. ) 

durch eine fingierte Reihe Y.· g. ersetzt, wobei die "Gewichte" gp, je 
nachdem, ob die v-te Beobachtung existiert oder nicht, die Werte + I 
oder 0 annehmen. Die Gewichtsfunktion g. besteht also aus den aqui
distanten Ordinaten einer Gittertunktion (siehe II, I) 

g. = ~ + ~ {sin (A v + 1JI) + ; sin 3 (A v + 1JI) + ~ sin S (A v + 1JI) + ... } 
(A= 2:). 

Hat nun die Beobachtungsfunktion selbst die Gestalt 

t. = Co + csin (~v + fJ), 
so ist die fingierte Funktion von der Form 

t.·g.= ~ {co+csin(~v+,8)} 

+ 2;0 {sin (A v + 1JI) + ; sin 3 (A v + 1JI) + ~ sin S (A v + 1JI) + ... } 
+~ {cos((~-A)v+fJ-1JI)+; cos((~-3A)v+fJ-31J1)+'" 

-cos((~+A)v+fJ+1JI)-; cos((~+3A)v+fJ+31J1)-··l 
Sofern also das konstante Glied Co vor der Bearbeitung nicht oder nur 
unvollstandig eliminiert werden konnte, treten Scheinperioden mit den 
Frequenzen 

A, 3A, SA, '" 
und den Amplituden 

2 Co 2 Co 2 Co 

:It ' 3 :It' 5 :It ' 

auf. AuBerdem ergeben sich Scheinperioden mit dert Frequenzen 

~-A, ~-3A, ~-SA, .. . 
bzw. ~+A, ~+3A, ~+SA, .. . 

Stumpff, Periodenforschung. II 



Das Periodogramm. 

und den Amplituden 
c c c 
:n;' 3n' 5:n;' .•• 

Die erste Serie von Scheinperioden fallt aus, wenn Co = 0, also die 
additive Konstante vor der Analyse aus dem Beobachtungsmaterial ent
fernt worden ist. Diese Elimination ist allerdings dann unmoglich, wenn 
eine wahre Periode vorhanden ist, deren Lange mit der der Liickenperiode 
iibereinstimmt. In bezug auf derartige Perioden versagt also die Analyse, 
was auch aus dem weiter oben Gesagten verstandlich ist (A. p. V. S. 1z7 
bis 133, sowie Lit. 253-254, 265). 

Wir konnen den Fall intermittierender Beobachtungsreihen, wie den 
oben beschriebenen, unter dem Gesichtspunkt betrachten, daB die 
Liickenhaufigkeit Perioden von den Frequenzen 

A, 3A, SA, ... , (zm+ I)A, ... 

besitzt. Jede dieser Liickenperioden bewirkt also, daB neben jeder 
Frequenz ot im Periodogramm zwei Scheinperioden mit den Frequenzen 

ot-(zm+I)A; ot+(zm+I)A 
auftreten. Es ist also zweckmaBig, sich vor der Analyse liickenhafter 
Beobachtungsreihen iiber das Vorhandensein von Perioden der Liicken
haufigkeit zu unterrichten. Bei intermittierenden Reihen sind diese 
bekannt, wahrend bei unregelmaBiger Liickenverteilung Zweifel iiber den 
periodischen Charakter der Liickenhaufigkeit aufkommen konnen. Diese 
Zweifel lassen sich durch eine der eigentlichen Analyse vorhergehende 
Periodogrammanalyse der Gewichtsfunktion gp beheben, die sich auf 
samtliche Versuchswellen erstrecken sollte, die auch fUr die eigentliche 
Analyse benutzt werden. In den meisten Fallen geniigt es, die in den 
Spalten des BuYs-BALLOTSchen Schemas erscheinenden Beobachtungen 
ohne Riicksicht auf ihren Wert zu zahlen und die Kurve der Belegungs
haufigkeit zu untersuchen. DaB auch Liickenverteilungen mit nur einer 
Periode in der Praxis vorkommen, habe ich bei Gelegenheit einer Unter
suchung von M ondbeobachtungen der Greenwicher Sternwarte gezeigt 
(A. p. V. S. 1z7f.): Das "Liickenperiodogramm" zeigte nur ein einziges 
Maximum von Bedeutung an der Stelle der Periode des synodischen Monats. 

Die Ausgleichung einer gewichteten Beobachtungsreihe ist natiirlich 
nicht der einzige Weg, den der Bearbeiter liickenhafter Beobachtungs
reihen beschreiten kann. Strenger, aber auch wesentlich komplizierter, 
ist diejenige Losung, die einer direkten Ausgleichung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate durch eine trigonometrische Reihe entsprechen 
wiirde. Man setzt die Entwicklung in eine FOURIERSche Reihe bis zu 
einer bestimmten Oberschwingungsordnung und in bezug auf ein be
stimmtes Grundintervall fUr alle verfiigbaren Beobachtungen an. Die 
Bestimmung der unbekannten Konstanten erfordert dann die Auf
stellung und Auflosung der Normalgleichungen, wobei nun aber der 

i 
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Vorteil der Orthogonalitat nicht mehr besteht. SolI die Orthogonalitat 
wiederhergestellt werden, sowird es fUr eine bestimmte Verteilung der 
Beobachtungszeiten (z. B. auch fUr intermittierende Beobachtungsreihen) 
und fUr das System der Grundfunktionen 

I, cos q;, cos 2 q;, .. . 

sin q;, sin 2 q;, .. . 

immer moglich sein, ein fiir diese Verteilung orthogonales System von 
linearen Kombinationen dieser Grundfunktionen zu finden. Dieser Aus
weg, der meines Wissens noch nicht beschritten worden ist, wiirde sich 
vielleicht fUr den Fall der intermittierenden Beobachtungsreihen lohnen. 
Er wiirde gleichzeitig den Dbergang gestatten von den stetigen iiber die 
intermittierenden Kurven zu den diskreten Beobachtungsreihen, indem 
der Liickenanteil wahrend einer Liickenperiode gegeniiber dem durch 
Beobachtungen zusammenhangend belegten Kurvenstiick, von null aus
gehend, stetig vergroBert wird, bis schlieBlich das Beobachtungsstiick 
in einen Punkt zusammenschrumpft. Die im Falle diskreter Beob
achtungswerte auftretenden Mehrdeutigkeiten konnte man dann in einen 
Zusammenhang mit den Mehrdeutigkeiten bringen, die auch die inter
mittierenden Kurven zeigen. 

Viertes Kapitel. 

Die statisti~che Behandlung von 
Periodenproblemen. 

1. Grundbegriffe der Statistik. 
Die mathematische Untersuchung von empirischen Funktionen und 

Beobachtungsreihen ist niemals oder nur in ganz seltenen Fallen ein 
rein analytisches Problem. Schon das Vorhandensein von zufalligen 
Beobachtungsfehlem, mit denen der Bearbeiter von Beobachtungsdaten 
immer zu rechnen hat, zwingt zur EinfUhrung von Begriffen wie "Genauig
keit", "Streuung", "mittlerer, durchschnittlicher oder wahrscheinlicher 
Fehler" usw., wie sie in der Statistik, der Fehlertheorie und der Wahr
scheinlichkeitsrechnung gebraucht werden. Raben wir zudem die Auf
gabe vor uns, Periodizitaten bekannter oder unbekannter Wellenlange 
in Beobachtungsreihen festzustellen oder gar zu entscheiden, ob eine 
vorgelegte empirische Funktion iiberhaupt als periodisch angesprochen 
werden darf oder nicht, so laBt sich diese Feststellung nur sehr selten 
mit absoluter Sicherheit treffen - meist wird sich der Forscher mit der 
Angabe begniigen miissen, daB sein Rechnungsergebnis mit einer gewissen 
Wahrscheinlichkeit auf das Bestehen eines periodischen Grundgesetzes 

11* 
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hinweist. Nur in den verhaltnismaBig selten vorkommenden Fallen, in 
denen die Anwendung eines empirisch gefundenen periodischen Gesetzes 
sich bei der Vorausberechnung des kiinftigen Verlaufs der Erscheinung 
bewahrt, laBt sich die Wahrscheinlichkeit der Richtigkeit des analytischen 
Befundes, der gegebenenfails bei dieser Gelegenheit fortschreitend ver
bessert werden kann, bis zur GewiBheit steigern. Es wird infolgedessen 
notwendig sein - ohne daB hier eine vollstandige Darlegung der stati
stischen Methoden und Begriffsbildungen gegeben werden kann - die 
hauptsachlichsten Begriffe, Methoden und Gesetze der Statistik zu 
beschreiben und ihre Anwendung auf die Aufgaben der Periodenforschung, 
insbesondere auf die Periodogrammrechnung, zu zeigen. Wegen beson
derer Einzelheiten, insbesondere der Beweise verschiedener Satze und 
der Theorie der Grundlagen der Statistik, verweise ich auf die im Lite
raturverzeichnis aufgefiihrten zahlreichen Lehr- und Handbiicher, die 
diesen Gegenstand betreffen (z. B. Lit. 52, 75-77). 

Eine der wichtigsten Unterscheidungen, die in der Statistik gemacht 
werden, und die auch in den spateren Anwendungen auf die Perioden
forschung haufig gebraucht werden, ist die zwischen Kollektiv und 
Individuum. Unter "Individuum" verstehen wir ein konkretes Objekt 
mit einer oder mit mehreren meBbaren oder wenigstens benennbaren 
Eigenschaften. Ein Individuum kann also z. B. ein Mensch sein, von 
dem wir verschiedene Kennzeichen besitzen - zahlenmaBig bestimmte 
(quantitative, meBbare), wie GroBe, Gewicht, Alter, oder qualitative, 
wie Geschlecht, Volks- oder RassenzugehOrigkeit, Haarfarbe usw. Ais 
Individuum im erweiterten Sinne bezeichnen wir aber auch schon eine 
reine oder benannte Zahl (in diesem Fall ist die Zahl selbst oder ihre 
Abweichung von einem Normalwert oder eine Funktion von ihr als 
quantitative Eigenschaft zu bezeichnen) oder auch eine Folge von Zahlen, 
etwa das Ergebnis einer Beobachtungsreihe. Das Kollektiv hingegen 
ist eine beschrankte oder unbeschrank~e Menge von Individuen der 
gleichen Art; die Eigenschaften des Kollektivs sind durch die Gesamt
heit der Eigenschaften aller Individuen bedingt, die zu dem Kollektiv 
gehoren. 

Wir wollen weiterhin von einem vollstandigen Kollektiv sprechen, 
wenn es aile existierenden Individuen umfaBt, die ihrer Art nach zu ihm 
gehoren. Jede Auswahl von Individuen aus einem vollstandigen Kollek
tiv bildet ein partielles oder Teilkollektiv. 1st die Auswahl nach bestimmten 
Grundsatzen erfolgt, so kann das Teilkollektiv unter Umstanden wieder 
als ein vollstandiges, aber andersartiges, betrachtet werden. So bilden 
etwa aIle zu einem bestimmten Zeitpunkt in Berlin lebenden Menschen 
ein vollstandiges Kollektiv, dessen Umfang durch das Kennwort: "Ber
liner Bevolkerung zur Zeit t" festgelegt ist. Innerhalb dieses Kollektivs 
ist die Gesamtheit aller mannlichen Einwohner ein Teilkollektiv, diese 
bildet aber ihrerseits ein vollstandiges Kollektiv unter der engeren 
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Bezeichnung: "mfumliche Bevolkerung von Berlin zur Zeit t". Anderer
seits ist es aber auch moglich, TeilkoIlektive auf folgende Art zu bilden: 
Man schreibt die Namen aIler Einwohner b~w. ihre individuellen Cha
rakteristiken auf Zettel (Karteikarten, Lose), legt diese Zettel gut durch
mischt in eine Urne und entnimmt dieser Urne willkiirlich eine bestimmte 
Anzahl von Zetteln. Diesen Vorgang bezeichnet man als "Auslosung" 
oder "Stichprobenerhebung". Das Ergebnis einer solchen Stichproben
erhebung ist dann ein Teilkollektiv, das man hochstens auf Grund einer 
willkiirlichen Festsetzung, nicht aber durch ein naturgegebenes zusatz
liches Kennwort als ein voIlstandiges Kollektiv engerer Art ansehen 
konnte. Allgemein wollen wir Teilkollektive der erstgenannten Art als 
"systematische Auswahlen" bezeichnen, die durch Stichproben erzeugten 
aber als "zufiillige oder willkurliche A uswahlen". 

Von den Eigenschaften eines Kollektivs interessieren uns in der Folge 
haupts~chlich diejenigen, die man unter dem Namen "statistische Eigen
schaften" zusammenzufassen pflegt. Wir verstehen darunter diejenigen 
Charakteristika eines vollstandigen Kollektivs, deren zahlenmaBige 
Werte schon durch Stichprobenentnahme angenahert festgestellt werden 
konnen. So ist z. B. die durchschnittliche Korperlange oder das durch
schnittliche Alter einer Bevolkerung eine statistische Eigenschaft. Da
gegen ergeben systematische Auswahlen unter Umstanden erhebliche 
Abweichungen: die durchschnittliche Lange der mannlichen Bevolke
rung ist z. B. merklich von der der Gesamtbevolkerung unterschieden. 
Noch deutlicher wiirde dieser Unterschied hervortreten, wenn wir in 
diesem FaIle als systematische Auswahl die Aussonderung aller Indi
viduen vornehmen wiirden, deren Alter unter 10 J ahren liegt. 

Natiirlich ist eine praktisch hinreichende 0bereinstimmung zwischen 
den statistischen Eigenschaften des GesamtkoIlektivs und denen will
kiirlicher Auswahlen nur zu erwarten, wenn die Zahl der Stichproben 
hinreichend groB ist, da bei geringer Anzahl von Stichproben immer die 
Gefahr besteht, daB durch sie "zufallig" Individuen mit extremen Eigen
schaften erfaBt werden, wahrend bei Vermehrung der Zahl die Wahr
scheinlichkeit der Bevorzllgung von Extremen immer geringer wird. 
Aus diesem Grunde wird man auch von einem Kollektiv iiberhaupt 
nur dann reden, wenn die Anzahl der Individuen hinreichend groB ist, 
und wird man auch eine Auswahl von wenigen Elementen noch nicht 
als ein TeilkoIlektiv bezeichnen. Wo hierbei die Grenze liegt, muB von 
Fall zu Fall entschieden werden. 

Die letzteren Betrachtungen zeigen schon deutlich genug, daB man 
ohne den Begriff der Wahrscheinlichkeit in diesem Zusammenhange nicht 
auskommt. In der Tat laBt sich die Definition dieses Begriffes in enger 
Anlehnung an die obigen Betrachtungen durchfiihren. Ais Wahrschein
lichkeit eines Ereignisses bezeichnet man bekanntlich das Verhaltnis 
zwischen der Zahl der Faile, die dem Eintreten des Ereignisses giinstig 
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sind, zu der Gesamtzahl aller Moglichkeiten. Wiinschen wir mit zwei 
Wiideln die Summe 12 zu weden, so erkennen wir, daB unter allen 
36 Moglichkeiten, die der Wurf bietet, nur eine einzige, namlich der 
Wud 6 + 6, dem Ereignis giinstig ist. Die Wahrscheinlichkeit, die 
Summe 12 zu weden, ist daher I: 36. Dagegen bestehen fUr den Wud 6 
fUnf Moglichkeiten (I + 5, 2 + 4, 3 + 3, 4 + 2, 5 + I); die Wahrschein
lichkeit, 6 zu weden, ist also 5: 36. Die 36 moglichen Kombinationen 
zwischen den Augenzahlen zweier Wftrfel konnen nun als ein vollstandiges 
Kollektiv angesehen werden, die Gesamtheit derjenigen "Individuen", 
die eine bestimmte Augensumme ergeben, also die Gesamtheit der 
"giinstigen" Fane, aber als durch systematische Auswahl entstandene 
Teilkollektive. Fiihren wir diese Auswahl fUr alle moglichen Augen
summen, also ffir die Summen 2, 3, ... , 12 durch, so ist damit das voll
standige Kollektiv in eine Anzahl (II) von Teilkollektiven zerlegt worden, 
die einander ausschlieBen und, jedes fiir sieh, nur Elemente mit gleieher 
Eigenschaft enthalten. Die Zahl der Elemente (Individuen) jedes dieser 
Teilkollektive, als Funktion der Charakteristik des Teilkollektivs (in 
diesem Falle also der Augensumme) aufgetragen, heiBt die Verteilungs
funktion des Hauptkollektivs in bezug auf die zur Auswahl benutzte 
Eigenschaft. Beziehen wir die Ordinaten der Verteilungsfunktion auf 
die Gesamtsumme der in dem vollstandigen Kollektiv enthaltenen 
Individuen als Einheit, so erhalten wir eine Funktion, die fiir jeden 
moglichen Zahlenwert der "Eigenschaft" (Augensumme) die Wahrschein
lichkeit ihres Eintreffens angibt, also eine Wahrscheinlichkeitsfunktion. 
Die Summe aller Wahrscheinlichkeitsordinaten ist immer gleieh der 
Einheit. 

1st, wie in diesem Beispiel, jedes Element des Kollektivs nur durch 
eine einzige Eigenschaft gekennzeichnet, so enthalt die Verteilungs
funktion des Kollektivs alle seine statistischen Eigenschaften. In diesem 
Falle ist also das Kollektiv durch seine Verteilungskurve hinreiehend 
beschrieben, in dem Sinne, daB wir aus ihr alle das Kollektiv betreffenden 
statistischen Eigenschaften ablesen konnen. Die Begriffe "Wahrschein
lichkeit", "Zufall" usw. erhalten aber erst dann ihren eigentlichen 
lebendigen Sinn, wenn wir dazu iibergehen, an die Stelle einer mathe
mathischen Anordnung der "Moglichkeiten" das Experiment und die 
Beobachtung setzen. Es sei also eine sehr groBe Anzahl von Wiirfen mit 
zwei Wiirfeln ausgefUhrt und ihre Augensummen notiert. Das "Kollek
tiv" besteht sodann aus der Gesamtheit der moglichen Beobachtungen, 
die praktisch unendlieh viele "Individuen" enthalt. Jede Serie von 
endlieh vielen Wiirfen, deren Lange nach dem friiher Gesagten nieht allzu 
kurz sein soll, ist sodann als "Stichprobe" oder als willkiirlich aus
gewahltes Teilkollektiv anzusehen. Jede unabhangige Wurfserie ergibt 
fUr jede der II Augensummenmoglichkeiten eine "empirische W ahrschein
lichkeit" , die sich - unter der Voraussetzung natiirlieh, daB die Wiirfel 
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einwandfrei gearbeitet waren und vor jedem Wurf geniigend geschiittelt 
wurden, so daB die einzelnen Wiirfe voneinander unabhangig sind -
von der oben bestimmten theoretischen Wahrscheinlichkeit um so weniger 
unterscheidet, je langer die Serien sind. Vollige "Obereinstimmung braucht 
unter diesen Voraussetzungen bei endlich vielen Wiirfen niemals einzu
treten, doch lehrt die Erfahrung, daB schon verhrutnismaBig kurze Serien 
geniigen, um die ersten Dezimalstellen der Wahrscheinlichkeitszahlen 
zu sichern. Die theoretisch bestimmte Wahrscheinlichkeit eines Ereig
nisses nennt man auch "Wahrscheinlichkeit a priori", die auf Grund von 
Versuchen oder Stichproben, kurz durch Beobachtung bestimmte: "Wahr
scheinlichkeit a posteriori". Die erstere bildet den Grenzwert der letzteren 
bei beliebiger Vermehrung der Versuche, falls die Versuchsbedingungen 
mit den zur Ableitung der Wahrscheinlichkeit a priori benutzten Voraus
setzungen streng iibereinstimmen. 

Die Abweichung, die bei beschrankter Versuchszahl zwischen empi
rischer und theoretischer Wahrscheinlichkeit besteht, fiihrt auf den Begriff 
des "Fehlers". Unter "Fehler" verstehen wir die Differenz zwischen 
beobachtetem und wahrem Wert, wahrend wir die umgekehrte Differenz 
(Rechnung minus Beobachtung) als "Korrektion" bezeichnen. Die 
experimentelle Wahrscheinlichkeitsbestimmung lehrt uns auch, den 
Unterschied zwischen zufalligen und systematischen Fehlern begrifflich 
festzulegen. Der Fehler einer empirischen Wahrscheinlichkeitsbestim
mung ist zutallig, wenn das bei clem Versuch herangezogene Auswahl
kollektiv ein zufalliges war - er ist systematisch zu nennen, wenn das 
Auswahlkollektiv ebenfalls systematisch war. In der Praxis haben wir 
es zumeist mit einer Vermischung beider Fehlerarten zu tun - es handelt 
sich dann um ein Auswahlkollektiv, das gewisse Werte oder Wert
bereiche der MeBgroBe systematisch bevorzugt. Einen solchen gemischten 
Fehler wiirde man z. B. erhalten, wenn man die Wahrscheinlichkeit, 
mit zwei Wiirfeln die Augensumme s zu werfen, durch eine Versuchsreihe 
mit ungenau gearbeiteten Wiirfeln bestimmen wiirde. 

Ein weiterer Unterschied, der gleichfalls an diesem Beispiel hervor
tritt, ist der zwischen wahren und scheinbaren Fehlern. In der Regel 
ist die Bestimmung einer MeBgroBe nur auf empirischem Wege moglich, 
wir haben also, mit anderen Worten, von der Verteilungsfunktion des 
vollstandigen Kollektivs keine unmittelbare Kenntnis, sondern konnen 
uns diese nur auf dem Umwege iiber Auswahlkollektive mit endlicher 
Individuenanzahl verschaffen, wobei die Moglichkeit beliebig haufiger 
Wiederholung des Versuchs besteht. Greifen wir aus dem unerschopf
lichen Vorrat der naturgegebenen Moglichkeiten nacheinander n zu
fallige Teilkollektive heraus, die je m Individuen enthalten mogen, 
dann wird jedes dieser Teilkollektive eine bestimmte statistische Eigen
schaft des Gesamtkollektivs mit einem gewissen wahren Fehler an
zeigen, der aber unbekannt bleibt, weil wir ja nach Voraussetzung die 
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Eigenschaften des vollstandigen Kollektivs nicht kennen. Wir sind dann 
darauf an,gewiesen, von unserer Erkenntnis Gebrauch zu machen, daB 
durch VergroBerung des Teilkollektivs eine bessere Annaherung der 
Verteilungseigenschaften an die wirklichen erzielt wird. Setzen wir also 
an Stelle der unbekannten Verteilungseigenschaften des vollstandigen 
Kollektivs die des groBten (zufilligen) Auswahlkollektivs, das wir 
besitzen und das in dem beschriebenen Falle N = n· m Werte umfaBt, 
so ergeben sich an Stelle der wahren Fehler "scheinbare Fehler". 

Die. Gesamtheit aller moglichen Fehler bildet wiederum ein Kollektiv 
mit bestimmten statistischen Eigenschaften, deren Ableitung Gegenstand 
der Fehlertheorie ist. In der Fehlertheorie wird insbesondere die Aufgabe 
gelost, unter den allgemeinsten Voraussetzungen tiber die Art der Fehler
entstehung die mathematische Gestalt der Verteilungsfunktion zufalliger 
Beobachtungsfehler abzuleiten. Es ist hier nicht der Ort, die Ableitung 
des Fehlergesetzes in ihren. Einzelheiten wiederzugeben und die prinzi
piellen Grundlagen, auf denen sie beruht, genau zu diskutieren; es muB 
aber wenigstens der Weg dazu in einer solchen Form beschrieben werden, 
daB die vielfachen Anwendungen der Fehlerverteilungsgesetze auf die 
statistischen Probleme der Periodenforschung ohne MiBverstandnisse 
moglich sind. 

Aile aus endlichen Kollektiven abgeleiteten Verteilungsgesetze, 
demnach auch alle empirischen Verteilungsfunktionen, sind diskreter 
Natur, bestehen dahei aus Ordinaten (Auszahlungsergebnissen oder 
empirischen Wahrscheinlichkeiten), die endlich vielen und diskreten 
Argumenten als Funktion zugeordnet sind, wahrend dies bei Kollektiven 
mit unendlicher Individuenanzahl nicht der Fall zu sein braucht. Dieser 
Unterschied wird am deutlichsten erkennbar, wenn wir ihn durch Bei
spiele aus der Praxis belegen. Ein endliches Kollektiv bestehe etwa aus 
den Augensummen von n Wtirfelversuchen mit zwei Wtirfeln. Die 
Verteilungsfunktion besteht dann aus II Ordinaten n 2, n3, ••• , n12, die 
die Anzahl der auf jede der II moglichen Augensummen entfallenden 
Versuchsergebnisse bezeichnen, die Wahrscheinlichkeitsfunktion aus den 
II Quotienten 

deren Summe I ist. Die Zahl der Ordinaten ist in diesem Falle natur
gegeben und von der Zahl n der Versuche unabhangig, sie andert sich 
auch nicht, wenn wir n tiber aile Grenzen wachsen lassen - in diesem 
Falle konvergieren lediglich die empirischen Wahrscheinlichkeiten 
(Homogenitat der Wtirfel vorausgesetzt) gegen die apriorischen Werte 

2 3 45 6 543 2 I 

~'~'~6'~' ~,~,~, ~,~, ~,~. 
Dasselbe geschieht im Prinzip, wenn das Kollektiv aus Einzelbeob
achtungen eines Naturvorgangs besteht, der durch eine meBbare oder 
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sonstwie zahlenmaBig angebbare Eigenschaft beschrieben wird, z. B. aus 
Messungen des Luftdrucks oder eines anderen meteorologischen Elements 
am gleichen Beobachtungsort und zu verschiedenen Zeiten. Werden etwa 
die Messungen des Luftdrucks auf ganze Millimeter abgerundet, so ent
halt die Verteilungsfunktion von mm zu mm Ordinaten in einem durch 
die Natur des Vorgangs bestimmten Abszissenintervall, das etwa zwischen 
720 und 780 mm liegt, dessen Grenzen aber nicht scharf ausgepragt 
sind. Vermehrt man nun die Zahl der Beobachtungen durch Ausdehnung 
des Beobachtungszeitraums stark, so ist es moglich, die Dichte der 
Wahrscheinlichkeitsordinaten dadurch zu vergroBem, daB man die 
Beobachtungen nicht nur nach ganzen Millimeterintervallen, sondem 
nach Zehntelmillimetem auszahlt. Praktisch ist man damit an eine 
Grenze der Intervalleinteilung angelangt, da eine genauere Messung 
der Luftdruckwerte (etwa auf Hundertstel von mm) aus technischen 
Grunden illusorisch und im ubrigen auch uninteressant ist. Theoretisch 
konnte aber bei entsprechender Vermehrung der Beobachtungszahl 
und der Beobachtungsgenauigkeit eine beliebig enge Einteilung des 
Abszissenbereichs vorgenommen werden. Man konnte sich demnach 
vorstellen, daB ein ideales Kollektiv von unendlichem Umfang eine Wahr
scheinlichkeitsfunktion besaBe, deren Ordinaten unendlich dicht liegen. 
In diesem Falle wiirde also die Auszahlung der Individuen nach Merk
malsintervallen von differentieller Breite erfolgen. Sei etwa das meB
bare Merkmal (z. B. der Luftdruckwert) durch die Variable x gekenn
zeichnet, so wiirde man unter der zu x gehOrigen Funktion cp (x) d x die 
Wahrscheinlichkeit dafur zu verstehen haben, daB ein beliebig dem 
Kollektiv entnommener individueller Wert seiner GroBe nach in das 
differentielle Abszissenintervall 

[x- d2X, X + d2X] 
oder, was praktisch dasselbe ist, in 

[x,x+dx] 
zu liegen komme. Die allen Wahrscheinlichkeitsfunktionen zukommende 
Bedingung, daB die Summe aller Wahrscheinlichkeiten gleich der Einheit 
sein muB, wiirde dann in die Integralbedingung 

+00 

J cp(x) dx = I 
-00 

iibergehen, woraus folgt, daB die "Verteilungsfunktion" cp (x) integrierbar 
sein muB. Die Annahme, daB cp (x) auch stetig sei, laBt sich hingegen 
nicht allgemein rechtfertigen, noch weniger die Annahme ihrer Diffe
renzierbarkeit. Fur die Praxis ist aber die Frage der Stetigkeit und 
Differenzierbarkeit von cp (x) durchaus von untergeordneter Bedeutung, 
da ja schon die Stetigkeit des Arguments x eine Fiktion ist, die nach dem 
oben Gesagten bei empirischen Kollektiven niemals realisierbar ist. 
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In einigen Fallen ist jedoch die Annahme, daB die ideale Verteilungs
funktion eines Kollektivs stetig und sogar iiberall differenzierbar sei, 
aus Plausibilitatsgriinden gerechtfertigt. Diese Annahme, in Verbindung 
mit anderen plausiblen Voraussetzungen, macht z. B. GAUSS bei seiner 
Deduktion des idealen Verteilungsgesetzes der zufalligen F ehler : 

Von einer unbekannten, aber der Messung zuganglichen GroBe X 
seien eine groBe Anzahl von Messungen 

vorgenommen worden, deren wahre Fehler 

el = Xl - X; e2 = x2 - X; ... , en = Xn - X; ... 

seien. Unter der Voraussetzung, daB die Messungen voneinander un
abhangig sind, keine systematischen Fehler enthalten und von gleicher 
Genauigkeit sind, diirfen wir - unterstiitzt durch mannigfache Erfah
rungen - annehmen, daB das Kollektiv der wahren Fehler folgende 
Eigenschaften besitze: 

r. Die Verteilungsfunktion der Fehler verlauft symmetrisch zu null, 
d. h. positive und negative Fehler gleichen Betrages sind gleich wahr
scheinlich. 

2. Fehler groBeren Betrages sind weniger wahrscheinlich als soIche 
geringeren Betrages. Die Verteilungsfunktion qJ (e) besitzt also bei 
e = 0 ein Maximum l+nd nimmt fiir wachsende Fehlerbetrage gegen 
null abo . 

Aus der gleichmaBigen Verteilung der Fehler urn null folgt, daB der 
wahrscheinIichste Wert fUr die Summe endlich vieler willkiirlich dem 
Kollektiv entnommener Fehler null ist. Das bedeutet mit anderen 
Worten, daB das arithmetische Mittel aus endlich vielen Beobachtungen 
der plausibelste Wert ist, den man aus diesen Beobachtungen fUr die 
unbekannte GroBe X erhalt. Aus diesem "Prinzip des arithmetischen 
Mittels" laBt sich nun die ideale Form des Fehlerverteilungsgesetzes 
leicht herleiten: 

Sind e1> e2' ... , en n Fehler mit den Wahrscheinlichkeiten 

qJ (el) del' ... , qJ (en) den, 

so ist nach dem multiplikativen Gesetz der WahrscheinIichkeitsrechnung 

<P del ... den = qJ (el) . qJ (e2) ... qJ (en) del ... den 

die Wahrscheinlichkeit fUr das Auftreten dieser Fehlerkombination. 
Diese Gesamtwahrscheinlichkeit hat nach dem Obigen einen Maximal
wert, wenn die Bedingung 

el + e2 + ... + en = 0 

erfiill t ist. 
Unter dieser Annahme muB also auch 

19 <P = 19 qJ (el) + 19 qJ (e2) + ... + 19 qJ (en) 
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ein Maximum sein, mithin, wenn fUr rp (e) der Ansatz einer differenzier
baren Funktion. gemacht wird, 

'1/ (el) + '1/ (e2) + ... + '1/ (enL = 0 
q; (el) q; (e2) q; (e2) 

sein. Schreiben wir diese Gleichung in der Form 
q;' (el) q;' (e2) q;' (en) 

elq; (el) • e1 + e2q; (e2) • e2 + ... + enq; (en) • en = 0, 

so erkennt man, daB sie allgemein nur dann mit der Bedingung 
C1 + ... + en = 0 vereinbar ist, wenn 

q;' (e) 
--( -) - k = const eq; e 

ist. Das ist aber eme Differentialgleichung, deren Integration 
k 

rp(e)=C'e2 ·•2 

ergibt: Bedenken wir noch, daB rp fur wachsende I e I abnehmen soll, 
so muB k negativ sein; wir diirfen also die Funktion in der Form 

rp (e) = C· e- k'" 

schreiben. Die Integrationskonstante C folgt aus der Bedingung (r), 
und zwar ergibt sich 

+00 +00 +00 _ 

J J k'" C J t'd C vn rp(e)de=C e- Bde=h e- t=-h-=r, 
-00 -00 -00 

so daB also die endgiiltige Form des "GAussschen Feltlerverteilungs-
gesetzes" 

rp (e) = :n e- h'.' (z) 
lautet. 

Charakteristisch fur diese Verteilungsform, die man auch als die 
"normale" bezeichnet, und die auBer fUr zufallige Fehler auch fUr eine 
groBe Anzahl andersartiger Kollektive als idealisierte Verteilung gelten 
kann, ist ihre Abhingigkeit von nur einer einzigen Konstante (h). 1st h 
klein, so ist der Kurvenverlauf flach; je groBer h ist, urn so steiler tallt 
die Kurve gegen null ab, bei urn so kleineren Abszissen (Fehlerbetragen) 
wird also praktisch der Nullwert erreicht. Je groBer h ist, urn so kleiner 
ist also der Spielraum, den die "Fehler" erfiillen. Man bezeichnet It des
wegen auch als das "Genauigkeitsma/3" des Fehlerkollektivs. 

Da nach fruheren Bemerkungen alle statistischen Eigenschaften 
eines Kollektivs von unabhangigen Werten mit nur einer Eigenschaft 
durch die Gestalt der Verteilungsfunktion gegeben sind, so ergibt sich, 
daB aIle statistischen Eigenschaften zufalliger Fehler von normaler 
Verteilung Funktionen von It sein mussen. So ergeben sich z. B. folgende 
statistische Charakteristika: 
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I. Mittelwert der Fehlerquadrate: 

+00 +00 

J h J -h'.' I /12 = I'hp(s) ds = vn S2 e ds = Zh2 • 

-00 -00 

Die GroBe /1, die dem GenauigkeitsmaB h umgekehrt proportional ist, 
bildet ein brauchbares MaB fUr die Breite des Ausdehnungsbereichs der 
Fehler. Sie wird in der Fehlertheorie als "mittlerer Fehler", in der Statistik 
beliebiger KoIlektive aIlgemein als "Streuung" (standard deviation) 
bezeichnet. Geometrisch bedeutet /1 den Abstand der beiden Wende
punkte der Verteilungskurve yom NuIlpunkt der Abszissenachse, also 
den Betrag derjenigen Abszissen, fUr die der zweite Differentialquotient 
verschwindet. Es ist namlich 

also III der Tat 

I 
fUr s=±---=±u. hvz ' 

2. Statistische Momente verschiedener Ordnung: Als statistisches 
Moment der Ordnung r bezeichnet man die GroBe 

+00 

my = J s'rp (s) ds. 
- co 

1m FaIle der GAussschen Verteilung ist mr = 0 fUr ungerade r, und fUr 
gerade r (r = 2 n) 

+00 
h J 2" -h'.' I·3·5··(zn-I) 

m2n = ,I:;' e e de = 
Volt> 21t h2n 

-co 

Speziell ist 
_ ~I __ 2 

mo = I; m 2 - z h2 - /1 . 

Man setzt auch oft mr = /1~; dann ist /12 = /1 = Y1n2 die Streuung. 

3. Durchschnittlicher Fehler: Unter durchschnittlichem Fehler ver
steht man den Mittelwert der absoluten Fehlerbetrage, also die GroBe 

+co 

#= J JsJrp(s)ds. 
-co 

Fur die GAusssche Verteilung ergibt sich 
co 

z h J -h'.' I 
# = vn' s· e ds = h v'n . 

o 
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4. Wahrscheinlicher Fehler: Der wahrscheinliche Fehler teilt das 
gesamte Fehlergebiet in zwei Teilgebiete gleicher Wahrscheinlichkeit; 
er ist so definiert, daB 

+r 

f <p (e) de = ~ . 
-r 

Es ist also die Wahrscheinlichkeit, daB \el < r, ebenso groB wie die fUr 
\el > r. Fur das GAUSS sche Gesetz liefert die transzendente Gleichung 

+r r rh :n J e-h'·'de= ~~ J e-h'·'de= ;ii J e-t'dt= ~ 
-, 0 0 

den Wert r h = 0,476936 .. bzw. r = 0,67449 .. ft. Bei Dberschlags

rechnungen wird gewohnlich der wahrscheinliche Fehler gleich ; des 

mittleren gesetzt. 
5. Maximaler Fehler: Dieser Begriff ist einer vorurteilslosen Defi

nition nicht zuganglich. Die ideale Fehlerverteilungsfunktion raumt 
sogar dem Auftreten beliebig groBer Fehler eine positive, wenn auch ver
schwindend kleine Wahrscheinlichkeit ein. Hiermit setzt sich die ideale 
Verteilungskurve in einen gewissen Widerspruch zur Erfahrung, die 
lehrt, daB Fehler von einer gewissen GroBenordnung aufwarts nicht 
mehr vorkommen oder, wenn dies" doch einmal geschehen sollte, nicht 
als zum Kollektiv der zufalligen Fehler geh6rig betrachtet, sondern als 
"grobe Fehler" ausgesondert werden. Wo allerdings die Grenze zwischen 
zufalligen und groben Fehlern liegt, kann nicht mit Bestimmtheit an
gegeben werden, sondern muB der Beurteilung des kritischen Beobachters 
von Fall zu Fall uberlassen bleiben. Der heuristische Begriff der "Zutalls
grenze der Fehler" ist aber gerade im Hinblick auf seine spatere Dber
tragung auf Periodenkollektive so wichtig, daB es notwendig ist, ihn 
genauer zu betrachten. 

Jedes reale Kollektiv, ob es nun endlich oder unendlich viele 1n
dividuen enthalte, ist beschrankt und enthalt ein Glied (oder endlich 
viele Glieder) groBten Betrages. Dieser groBte Betrag ist aber keines
wegs als eine statistische Eigenschaft des Kollektivs anzusprechen, 
sondern durchaus individuell, weil er sich auf ein einziges oder hochstens 
auf wenige 1ndividuen stutzt. Damit wird verstandlich, warum die 
ideale Fehlerverteilungskurve fUr wachsende Fehlerbetrage eine asym
ptotische Annaherung an null zeigt, anstatt wie die reale Kurve bei 
endlichen Betragen abzubrechen. Durch das asymptotische Verhalten 
wird lediglich dargetan, daB groBe Fehler (allgemein Kollektivglieder 
extremen Betrages) nur sporadisch auftreten, und daB die in reellen 
Fallen immer vorhandene tatsachliche Grenze a priori unbestimmt ist. 
Praktisch hat die Diskrepanz zwischen tatsachlicher und idealer Ver
teilung keinerlei Bedeutung, denn die Wahrscheinlichkeiten, die z. B. 
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auf Grund des GAUSS schen Fehlergesetzes Fehlern zukommen, die auBer
hall) des Bereiches eines empirischen Kollektivs mit gleichem Genauig
keitsmaB liegen, sind so klein, daB sie weit unterhalb derjenigen Grenzen 
liegen, die durch zahlenmaBige Rechnung noch erfaBt werden k6nnten. 
Mathematisch ausgedriickt: Das Integral 

+w 
P (OJ) = J qJ (e) de 

-w 

ist, wenn OJ von der Ordnung der maximalen Fehlerbetrage ist, von 
der Einheit so wenig verschieden, daB der Unterschied fiir die praktische 
Rechnung belanglos ist, also unbedenklich vernachlassigt werden kann. 
Allgemein gibt - fiir beliebige OJ - das Integral P (OJ) die Wahrschein
lichkeit dafiir an, daB ein beliebiger Fehler dem Betrage nach kleiner 
als OJ sei. Ebenso ist 

Q (OJ) = I-P (OJ) 
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB I e I > OJ. Als "Zutallsgrenze" lieBe sich 
demnach derjenige Wert OJ bezeichnen, fUr den diese Wahrscheinlichkeit 
gerade noch klein genug erscheint, je nach den Anspriichen, die im 
Einzelfalle gemacht werden und ziemlich verschieden sein k6nnen. Wird 

k 
OJ = k . I-' = ---=- gesetzt, so findet man fUr den Fall der GAUSS schen 

hV 2 

Verteilung 00 00 

Q 2 h f -h' .' d 2 f -I'd t =rn e e=Vn e . 
k~ k 

v"2 
Die Zufallsgrenze erweist sich demnach als eine reine Zahl"(k), die angibt, 
urn ein Wievielfaches ein individueller Fehler den mittleren Fehler h6ch
stens iiberschreiten darf, urn noch als zufalliger Fehler angesehen zu 
werden. Fehler, die gr6Ber als kl-' sind, werden daher als grobe Fehler 
bezeichnet werden k6nnen. Die folgende Tabelle zeigt, wie sich P (kl-') 

Tabelle 1. 

k 
I 

P 
I 

Q 
I 

N=Q k I 
p 

I Q 
I 

I 
N=Q 

0,2 0,15852 0,84148 I 2,2 0,97220 0,02780 36 
0,4 0,3 1078 0,68922 I 2,4 0,98360 0,01640 61 
0,6 0,45150 0,54850 2 2,6 0,99068 0,00932 !O7 
0,8 0,57628 0,42372 2 2,8 0,99488 0,00512 195 
1,0 0,68268 0,31732 3 3,0 0,99730 0,00270 370 
1,2 0,76986 0,23014 4 3,2 0,99862 0,001 38 725 
1,4 0,83848 0, 16152 6 3,4 0,99932 0,00068 1471 
1,6 0,89040 0, 10960 9 3,6 0,99968 0,00032 3125 
1,8 0,92814 0,07186 14 3,8 0,99986 0,00014 7143 
2,0 0,95450 0,04550 22 4,0 0,99994 0,00006 16667 

1 Die Zahlenwerle P sind aus E. CZUBER: Die statistischen Forschungsmethoden 
(Wien 1927) entnommen (Lit. 77). 
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mit k andert. In einer weiteren SpaIte ist Q = 1-P angegeben. Die 
dritte Spalte gibt den auf ganze Zahlen abgerundeten reziproken Wert 
von Q, der angibt, unter wieviel individuellen Fehlem dem GAussschen 
Gesetz zufolge das Auftreten eines Fehlers zu erwarten ware, der den 
mittleren Fehler urn mindestens das k-fache uberschreitet. 

Aus dieser Zusammenstellung geht hervor, daB ein Fehler, der den 
mittleren urn das vierfache ubertrifft, erst unter weit mehr als IOOOO 

Fallen einmaI zu erwarten ist, aber auch um einen zufalligen Fehler yom 
Betrage des dreifachen mittleren erwarten zu duden, ist ein Kollektiv 
von mindestens 370 Werten notwendig. Man wird also berechtigt sein, 
die Grenze des Zufalls je nach den Umstanden bei k = 3 oder k = 4 
anzusetzen oder bei einer dazwischenliegenden Stelle. Bei groBem Beob
achtungsmaterial ist es ratsam, die Zahl N bei der· Festsetzung der 
Zufallsgrenze direkt heranzuziehen. 1st z. B. die Zahl der Fehler IOOO, 

so sind Fehler yom Betrage 3,4 oder dariiber weniger als einmal zufalls
maBig zu erwarten. Man wird also nicht Gefahr laufen, das Kollektiv 
systematisch zu verfaIschen, wenn man solche Fehler als grobe betrachtet 
und, sofem sie wirklich auftreten, aus dem Kollektiv entfemt. Bei 
kleineren Kollektiven ist es aber nicht ratsam, die Zufallsgrenze unter 
k = 3 herabzusetzen, da nicht anzunehmen ist, daB in ihnen die idealen 
statistischen Kollektiveigenschaften, wie sie im GAUSS schen Gesetz 
vorausgesetzt werden, hinreichend gut verwirklicht sind. 

2. Einfiihrung des Expektanzbegriffs. 
Die Oberlegungen des vorigen Abschnitts sind, obwohl durchaus 

unvollstandig, doch so weit gefuhrt worden, daB eine erste Anwendung 
der dargelegten statistischen Begriffe auf periodographische Fragen 
moglich wird. Bevor die weitere Vertiefung der angeschnittenen all
gemein statistischen Fragen, die noch notwendig sein wird, durch
gefiihrt werden soll, mogen die speziellen Probleme der Periodenfor
schung, soweit sie statistischer Natur sind, wieder in den Vordergrund 
geriickt werden, damit der innere Zusammenhang unserer Betrach
tungen mit ihrem eigentlichen Zweck gewahrt bleibt. 

Der Zusammenhang, aber auch der Unterschied zwischen der stati
stischen und der analytischen, insbesondere periodographischen Behand
lung einer Beobachtungsreihe, wird am besten durch folgende Ober
legung klargestellt: Einerseits lassen sich die Glieder einer Beobachtungs
reihe, also die - meist aquidistanten - Einzelbeobachtungswerte, als 
Individuen eines (endlichen) Kollektivs ansehen. Dabei werden die 
Beobachtungswerte aus ihrem zeitlichen Zusammenhang gelost, denn 
fur die statistischen Eigenschaften eines Kollektivs sind nur die zahlen
maBig gegebenen Bewertungen der Individuen, nicht aber ihre Reihen
folge (Numerierung) maBgebend. Andererseits kann man aber auch 
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willkurlich oder nach bestimmten Vorschriften die Individuen eines 
statistischen Kollektivs numerieren und dergestalt das Kollektiv in 
eine Folge auflosen, die sich dann auBerlich von einer "Beobachtungs
reihe" nicht unterscheidet, und auf die man rein mechanisch alle mog
lichen Operationen, wie z. B. auch die Harmonische Analyse, anwenden 
kann, falls man sich einen Erfolg davon verspricht. 

1m allgemeinen ist die Verwandlung einer Beobachtungsfolge in ein 
Kollektiv mit der Zerstorung wesentlicher Eigenschaften verbunden, 
der umgekehrte ProzeB aber mit dem Aufbau fiktiver Eigenschaften, 
die dem Material von Natur aus nicht zukommen. Nur in einem be
sonderen Falle tritt dies nicht ein: dann namlich, wenn es sich urn eine 
Folge oder ein Kollektiv von zufalligen Fehlem oder von solchen Werten 
handelt, die ahnliche Unabhangigkeitseigenschaften wie zufallige Fehler 
besitzen. Fehler, d. h. Abweichungen einer gemessenen GroBe von dem 
wahren oder dem wahrscheinlichsten Wert dieser GroBe, lassen sich 
zweifellos als Funktion der Zeit ansehen, da sie zu bestimmten Zeiten 
und somit in bestimmter Reihenfolge gemacht worden sind. Sofem 
es sich aber urn zujiillige Fehler handelt (und ohne bessere Kenntnis 
wird man dies a priori immer annehmen durfen), ist ihre Reihenfolge 
oder Numerierung trotzdem fur alle Betrachtungen, die sich mit ihnen 
anstellen lassen, ohne Belang; ihre Eigenschaften erschopfen sich also -
soweit sie uberhaupt Interesse beanspruchen - mit den statistischen 
Eigenschaften des von ihnen gebildeten Kollektivs. Eine Folge von 
zufalligen Fehlem laBt sich daher auch beliebig umnumerieren, was 
der Ruckverwandlung des Kollektivs in eine beliebige Reihenfolge 
entsprechen wiirde, ohne daB sie damit ihren Charakter als zufallige 
Fehler verlieren wiirden. Wesentlich bei dieser Umnumerierung ist 
allerdings, daB diese wiederurn als Zufallsprodukt in Erscheinung tritt, 
daB also jede mogliche Umnumerierung, d. h. jede Permutation der 
ursprunglichen Fehlerfolge die gleiche Wahrscheinlichkeit fur sich habe. 

Nun sind aber unter allen diesen Permutationen auch solche vor
handen, die einen systematischen Gang der Fehlerfolge zeigen, z. B. 
solche, in denen die Fehler ihrer GroBe nach geordnet auftreten, oder 
solche, die in bestimmten Rhythmen positive und negative Werte mit
einander abwechseln lassen, also ausgesprochen periodischen Charakter 
haben. Trotzdem muB eine derartige Folge, obwohl ein unbefangener 
Beobachter sie als systematisch ansprechen wiirde, als Zufallsprodukt 
angesehen werden, sofem sie wirklich - etwa durch Auslosung - aus 
dem Kollektiv der Permutationen zufallig herausgegriffen wurde. Dies 
paradoxe Ergebnis ist, wie die meisten Paradoxa, nur ein scheinbares 
und findet seine Erklarung in der auch durch die Erfahrung nachpruf
baren Tatsache, daB willkurliche Zusammenstellungen unabhangiger 
GroBen unter Umstanden auch "durch Zufall" regelmaBige, gesetz
maBig anmutende Konstellationen zeigen konnen, wenn auch die 
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Wahrscheinlichkeit, daB dies eintritt, meist sehr gering sein wird. (So 
ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, daB ein Kartenspiel nach grundlicher 
Durchmischung sich als nach Farben geordnet erweist, auBerordentlich 
klein, aber immerhin nicht gleich null.) 

Diese Betrachtung lehrt also, daB bestimmte systematische Eigen
schaften von Beobachtungsreihen, z. B. Periodizitaten, nicht unbedingt 
Ausdruck eines dem Beobachtungsobjekt innewohnenden Naturgesetzes 
zu sein brauchen (wenn nicht gerade zwingende Griinde fiir eine solche 
Annahme vorhanden sind), sondern, daB sie auch moglicherweise das 
eigenartige Produkt eines reinen Zufalls sein konnen. Man wird daher, 
falls die oben genannten zwingenden Griinde fur das Zustandekommen 
einer periodischen Struktur einer Beobachtungsfolge fehlen oder a priori 
unbekannt sind, aus der analytischen Feststellung einer Periodizitiit 
niemals mit voller Sicherheit auf ihre '"Realitat" im physikalischen 
Sinne schlieBen diirfen, sondern immer nur mit einer gewissen Wahr
scheinlichkeit, die den Spielraum des Zufalls beim Zustandekommen 
des fraglichen Ergebnisses gebiihrend beriicksichtigt. Diesen Spielraum 
nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitstheorie aus den vorgegebenen 
Bedingungen zu berechnen oder wenigstens abzuschatzen, ist die Haupt
aufgabe, deren Losung der statistischen Periodenforschung vorbehalten ist. 

Der einfachste Fall dieses in seiner Allgemeinheit sehr verwickelten 
Problems liegt dann vor, wenn die Beobachtungsfolge den Charakter 
zufalliger Fehler besitzt, oder weml dies wenigstens a priori, d. h. bis 
zur einwandfreien Feststellung des Gegenteils, angenommen werden 
darf. So kommt es bei der Diskussion einer Fehlerfolge, die dem Anblick 
zufolge keine systematischen Eigenschaften (kurz "Gange" genannt) 
zu haben scheint, sehr haufig vor, daB nachtraglich (a posteriori) die 
Existenz eines periodischen Ganges vermutet wird, der aber durch 
stark streuende zufallige Fehlerbestandteile verdeckt wird. Die ver
mutete Periode wird sich bei der Analyse der Folge durch eine besonders 
groBe Amplitude an der entsprechenden Stelle des Spektrums verraten. 
Die statistische Betrachtungsweise lehrt sodann, mit welcher Wahr
scheinlichkeit eine Amplitude von derartiger GroBenordnung durch 
Zufall erwartet werden durfte. Ist diese Zufallswahrscheinlichkeit 
sehr klein, so werden wir geneigt sein, den Zufall als alleiniges Ent
stehungsmoment auszuschlieBen und eine auBerhalb des Zufalls liegende 
Ursache, d. h. in diesem FaIle ein Naturgesetz oder einen periodischen 
systematischtn Fehler, mit urn so groBerer Wahrscheinlichkeit als gegeben 
ansehen. 

Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Amplituden bestimmter 
GroBe wird nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung durch 
das Verha1tnis der Zahl aller dem Entstehen solcher Amplituden giinstigen 
Falle zu der Gesamtzahl aller vorhandenen Moglichkeiten iiberhaupt 
gegeben. Die Zahl aller vorhandenen Moglichkeiten lieBe sich nach dem 

Stumpff, Periodenforschung. 12 
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oben Gesagten etwa durch die Zahl alier Permutationen der gegebenen 
n Einzelfehler angeben, alsQ durch n!. Das entspricht aber eigentlich 
nicht den tatsachlich vorliegenden Voraussetzungen und lieBe sich 
aliel!falis nur dann rechtfertigen, wenn n eine sehr groBe Zahl ist. Die 
Umordnung eines endlichen K.oilektivs ergibt namlich nur einen Teil 
der in der Natur der Sache" begr~ndeten Variationsmoglichkeiten der 
Fehlerreihenfolge. Sie umfaBfnur solche Fehlerkombinationen, in denen 
die Fehler ihrer GroBe nach in einem ganz bestimmten (durch das Koilek
tiv einer konkreten Beobachtungsfolge gegebenen) Mischungsverhaltnis 
auftreten, wahrend eigentlich das Verhaltnis der Zahl der Fehler von 
bestimmter GroBe zur Gesamtzahl nur als Wahrscheinlichkeit auftritt. 
Anders ausgedriickt: Die verschiedenen Umordnungen einer gegebenen 
Fehlerfolge entstehen durch Auslosung aus dem Koilektiv, indem man 
diesem nacheinander alle Einzelwerte entnimmt, ohne sie wieder zuriick
zulegen. Der Vorgang, der zu einer konkreten Fehlerreihe in Wirklich
keit fiihrt, ist dagegen einer Auslosung aus einem (gegebenenfalls unend
lichen) Kollektiv der Fehlermoglichkeiten zu vergleichen, wobei der 
ausgeloste und notierte Wert nach jeder "Ziehung" wieder in das Kollek
tiv zUriickgegeben wird, so daB also aile Fehler voneinander unabhiingig 
sind, und somit jeder Beobachtung diegleichen Fehlerchancen zukommen. 
Bei dieser letzteren Art der Fehlerauslosung ist also z. B. auch die Mog
lichkeit beriicksichtigt, daB zufillig alle Fehler den gleichen Wert zeigen, 
wiihrend dies bei der Dmordnung ausgeschlossen ist. 

Vorausgesetzt, daB wir berechtigt sind, eine vorliegende Beobach
tungsreihe a priori in bezug auf ihre statistischen und sonstigen Eigen
schaften als gleichwertig mit einer Folge zufilliger Fehler von bestimmtem 
idealem Verteilungsgesetz anzusehen, liiBt sich das Problem, die Wahr
scheinlichkeit von Perioden mit bestimmten Amplituden zu ermitteln, im 
Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung streng losen. Der Einfachheit 
halber wollen wir zuniichst annehmen, daB die ideale Verteilung des 
Kollektivs, aus dem die Einzelwerte der Reihe durch Auslosung ent
nommen seien, die Form des GAUSS schen Gesetzes habe. Die Berechti
gung dieser Annahme liiBt sich in jedem konkreten Falle nachpriifen, 
indem man die Verteilung des endlichen Auswahlkollektivs, das durch 
die Glieder der Beobachtungsreihe gegeben ist, mit der Form des idealen 
Gesetzes vergleicht. Damit die Hauptbedingung - gleiche Wahrschein
lichkeit fiir positive und negative Werte - erfiillt sei, ist es notwendig, 
die Beobachtungswerte vorher auf ihr arithmetisches Mittel zu beziehen, 
also anstatt der Originalbeobachtungen ihre Abweichungen von ihrem 
arithmetischen Mittel zu benutzen. Seien diese Abweichungen 

Yl' Y2' ... , Yn 

und liiBt sich die Verteilung der Y. mit geniigender Genauigkeit durch 
eine GAusssche Verteilung mit dem GenauigkeitsmaB h ersetzen, so 
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wird die Wahrscheinlichkeit, daB n Beobachtungen nacheinander III 

die differentiellen Intervalle 

[ d Yl d Yl] [ d Yn . d y" ] 
Yl--2~' Y1 + -2- , •.• , Y"--2-' y" -!- -2-

fallen, nach dem multiplikativen Gesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung 

Q> (Yl> ... , Yn) dY1 ... dYn = (P(Y1) ... If (y,,) dYl ... dYn 

sein, wobei allgemein 

() h -h'y; 
If Yv = ,;n e 

sein solI. Aus dieser Form der komplexen Wahrscheinlichkeit geht 
zugleich, auf Grund des kommutativen Gesetzes der Multiplikation, 
hervor, daB beliebige Umordnungen der Beobachtungsreihe von gleicher 
Wahrscheinlichkeit sind. 

Nun sei aus jeder moglichen y-Kombination das r-te FouRIER-Glied 
nach den bekannten Formeln 

" 
ar = : "2: Y. cos (XI' 'V 

v=l 
( 2:it r ) 
(1.=--y n 

berechnet. Urn also die zweidimensionale Wahrscheinlichkeit zu erhalten, 
daB den Komponenten a, und by bestirnmte numerische Werte zufallen, 
gilt es, aus der Gesamtheit der durch die n-dimensionale Verteilung 
f/J (Yl> ... , Yn) gegebenen Moglichkeiten dasjenige Teilgebiet auszusondern, 
das diesem Ergebnis giinstig ist. Die Rechnung (s. Lit. 267) ergibt fUr 
die gesuchte Wahrscheinlichkeit den Ausdruck 

Anstatt der rechtwinkligen Koordinaten (an br) lassen sich durch 
eine einfache Transformation dieses Ausdrucks die Polarkoordinaten 
(H" '/fJr) einfUhren. Da 

ar=Hrcos'/fJr; 

und die Funktionaldeterminante 

I 8ar 
: 8Hr . 

I 8.~ 
18Hr 

mithin 

8ar 
81jJr 

8br 

8tpr 

cos '/fJr - Hr sin '/fJ"I: 

sin '/fJr Hr cos '/fJr : 
=H" 

12* 
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ist, so ergibt sich 
W (H ) d H d dH,dtp, h2H -+nk2H~ 

,,1jJ, , 1jJ, = 231: n , e 

als Wahrscheinlichkeit fUr das gleichzeitige Eintreffen einer Amplitude 
H, und einer Phase 1jJ,. Da uns im Augenblick nur die Verteilung der 
Amplituden interessiert, integrieren wir diesen Ausdruck fiber alle 1jJ" 

die einen Bereich [0, 2:n; J fiberdecken. Es ergibt sich also 
_!...nlo2H2 

W(H,) dH, = nh2H,e 2 r dH" 
mithin als Verteilungsfunktion der Amplituden fiber das Gebiet [0, + ooJ 

Man erkennt aus dieser Formel, daB die Verteilung der Amplituden 
von der Versuchsfrequenz rJ., unabhangig ist. 1m Spektrum einer Reihe 

Hs 
Abb.I8. 

Normale Amplitudenverteilung. 

zufalliger Fehler sind also Per-ioden gleicher 
Amplitude ffir alle Spektralgebiete gleich 
wahrscheinlich. Dies Ergebnis war auch 
von vornherein zu erwarten, da ja beliebige 
Umordnungen der Beobachtungswerte gleich 
wahrscheinlich sind, und, wie wir von friiher 
her wissen, der rechnerische Zusammenhang 
zwischen Versuchsperioden verschiedener 

H Ordnung auf einer bestimmten Art der 
Umordnung der Beobachtungswerte beruht. 

Aus der geometrischen Gestalt der Am
plitudenverteilung (s. Abb. IS) erkennt man ferner, daB mit wachsender 
Amplitude die Haufigkeit zunachst bis zu einem Maximum (Scheitel
wert) zu und dann asymptotisch gegen null abnimmt. Als statistische 
Eigenschaften des Kollektivs der zufalligen Amplituden sind als beson
ders wichtig hervorzuheben: 

1. Scheitelwert (haufigste Amplitude): Man erhalt ihn als Losung 
der Gleichung 

dW(H) -!...nk'H' 
dH = nh2e 2 (I-nh2H2) =0. 

Der Scheitelwert H s ergibt sich also aus: 
2 I 2p2 . ,/z 

Hs= nh2 = --:;:;- , Hs =fk V n' 
2. Durchschnittliche Amplitude: Sie entspricht dem einfachen Mittel

wert aller moglichen Amplituden 
00 00 I 

m(H) = J HW (H) dH = nh2J H2 e-2""Io'H' dH 
o 0 

= w,;. jt+e-tdt= ~ 11 2: = fk 11: . 
o . 
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3. Mittelwert der Intensitiiten (Amplitudenquadrate). 

m (H2) = j;2W (H) dH = nh2j H3 e --ink'H' dH = n Zh2 • [te- t dt 
000 

2 4/12 

= n h2 = -:;:;:-
Die Quadratwurzel aus diesem Mittelwert kann man als "mittlere Ampli
tude" oder als den quadratischen Mittelwert alier maglichen Amplituden 
bezeichnen. Die mittlere Amplitude ist demnach 

- ?/1 
H = ,1m (H2) = ~. 

V yn 
Es gelten ferner die Ungleichungen: 

Hs<m(H)<H. 

In ahnlicher Weise, wie dies im vorigen Abschnitt fur die Betrage 
von zufalligen Fehlern selbst geschehen ist, wird es nun maglich sein, 
auch fur das Auftreten von FOURIER-Amplituden bestimmter GraBen
ordnung ein wahrscheinlichkeitstheoretisches ZufallsmaB und damit 
auch eine plausible Zu/allsgrenze zu schaffen. Die Wahrscheinlichkeit 
dafUr, daB eine Reihe von n aus einem' Kollektiv von GAUSS scher Ver
teilungsform willkurlich entnommenen Wert en eine FOURIER-Amplitude 
(beliebiger Ordnung) ergibt, die graBer als eine vorgegebene Zahl 5 ist, 
berechnet sich zu 

00 00 I 00 I 

j W (H) dH = n h2 j H e -."k'H' dH = f e- t dt = e -."k'S'. 

5 5 ~"k'S2 
2 

Benutzen wir nun als MaBstab fUr die Zahl 5 die durchschnittliche 

oder die mittlere Amplitude, setzen wir also 5 = s· m (H) oder 5 = s· ii, 
so ergibt sich als Wahrscheinlichkeit fur das Dberschreiten der s-fachen 
durchschnittlichen Amplitude 

I • 
--ns~ 

ws = e 4 

und fUr das Dberschreiten der s-fachen mittleren Amplitude 
ws=e-sl!:, 

beide Male also eine Funktion von s aliein. 5 _S2 
e 

Nebenstehende Tabelle gibt den numerischen 
Wert dieser beiden Funktionen fUr verschie- 0,5 0,7788°4 
dene Werte von san. 1,0 0,367880 

Es zeigt sich also, daB die Wahrscheinlich- 1,5 0, 105400 

keit, die durchschnittliche oder mittlere Am- 2,0 0,018316 

plitude urn das 3-4fache zu ubertreffen, be-
2,5 0,001 930 
3,0 0,000123 

reits sehr klein ist. Wird also in einem kon- 3,5 0,000005 

kreten Falle eme dies MaB uberschreitende 4,0 10-7 

e-ins2 

0,821726 

0,454938 
0,17°820 
0,0432 14 
0,007382 
0,000850 
0,000066 
0,000003 
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Amplitude dennoch erzielt, so haben wir mit einer gewissen Sicher
heit die Berechtigung, dies Ergebnis nicht fUr ein Zufallsprodukt zu 
halten, sondern andere, auBerhalb des Zufalls liegende Ursachen dafur 
verantwortlich zu machen - in diesem Falle also die Existenz einer 
Periodititat. A. SCHUSTER, der diese Betrachtungen zuerst durchfiihrte, 
hat fur den als VergleichsmaBstab benutzten Mittelwert der Amplituden 
die Bezeichnung "Expektanz" eingefuhrt. Er hat ursprunglich darunter 
den linearen Mittelwert, also 

E1 =ID1(H)=,un (5) 

verstanden. Spater hat man aus Grunden, die in der Folge noch ver
standlich gemacht werden sollen, der Definition der Expektanz als des 
quadratischen Mittelwertes der Amplituden: 

E2 = VID1 (H2) = ;~ (6) 

den Vorzug gegeben. 

3. Beliebige Verteilungsfunktionen. Die BRUNS sche Reihe. 
Aus gewissen allgemeinen Voraussetzungen uber die Natur der 

zufalligen Fehler hatten wir die GAUSS sche Fehlerverteilungsfunktion 
abgeleitet. Die Erfahrung bestatigt, daB sich auch die Verteilungsfunk
tionen endlicher Kollektive von BeobachtungsgroBen sehr haufig dieser 
Normalform anschmiegen, falls fur die Entstehung dieser GroBen ahn
liche Voraussetzungen geltend gemacht werden konnen, und zwar dann 
urn so mehr, je groBer die Zahl der erfaBbaren individuellen Werte ist. 
Oft sind aber diese Voraussetzungen nicht erfullt; es ergeben sich dann 
empirische Verteilungskurven, die von der normalen Form mehr oder 
weniger deutlich abweichen. Wir wollen dabei stets annehrnen, daB 
die BeobachtungsgroBen selbst als Abweichungen von ihrem arithmeti
schen Mittelwert gegeben sind. Die Verteilungsfunktion V (x) ist dann 
den beiden Bedingungen 

+00 

f V (x) dx = I 
-00 

+00 

f xV(x)dx=o (8) 
- 00 

unterworfen; die erste besagt lediglich, daB die Ordinaten V (x) so 
normiert sind, daB sie das Verhaltnis der auf das Intervall [x, x + dx] 
entfallenden Individuenzahl zum Gesarntumfang des Kollektivs, also 
die "W ahrscheinlichkeitsdichte" angeben, wahrend die zweite Bedingung 
das Verschwinden des aritrunetischen Mittels garantiert. Daruber hmaus 
kann aber V (x) jede beliebige Gestalt haben, abgesehen von der in 
der Natur der Sache liegenden Einschrankung, daB Werte groBen 
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Betrages selten sein sollen, V (x) also auBerhalb eines den Nullpunkt 
einschlieBenden Intervalls [- W 2, + WI] verschwindet. An Stelle dieser 
Forderung laBt sich auch die andere verwenden, daB V (x) sich mit 
wachsendem Betrage von x (eventuell fiir positive und negative x ver
schieden schnell) der Abszissenachse asymptotisch nahern solI. Es 
wird dann verlangt, daB die Integrale 

·T'v (x) dx; 
00 

J V (x) dx 
-00 w, 

fUr bestimmte Werte der Schranken WI und W 2 so klein sind, daB sie 
gegen das Gesamtintegral (7) unbedenklich vernachlassigt werden diirfen. 
Diese aus dem GAUSS schen Fehlergesetz bekannte Formulierung erleich
tert die analytische Darstellung und Annaherung empirischer Verteilungs
kurven ganz wesentlich. 

Oft sind die Abweichungen der Verteilung von der normalen Form 
zwar unverkennbar, aber doch nicht. groBer, als daB sich nicht eine 
GAusssche Verteilung als erste Annaherung mit Erfolg verwenden lieBe. 
Die gesuchte Entwicklung von V (x) solI also eine Form haben, in der 
die GAUSS sche Funktion als erstes Annaherungsglied erscheint. Wir 
kniipfen daher an die in (I, 7) gegebene Entwicklung einer willkiirlichen 
Funktion nach HERMITESchen Polynomen an, die fUr diesen Zweck 
geeignet ist. 

Sei t (u) eine beliebige Funktion' von u, fUr die 
+00 

J f2 (u) du 
-00 

existiert, so laBt sich nach (1, 7) die Entwicklung 

_~us 
t(u)=e 2 {ao+aIHl(u)+a2H2(u)+···} 

ansetzen, wobei H,.. (u) die HERMITESchen Polynome und die a,.. noch zu 
bestimmende Entwicklungskoeffizienten bedeuten, deren numerische 
Werte sich aus den Normalgleichungen in der Form 

+00 

a,.. = 2"';!V;' J t(u)H,..(u)e-~U2du 
-00 

ergeben. Durch die Festsetzung 

u = h (x-A); du = hdx 

werde nun die neue Variable x eingefiihrt, wahrend die Koristanten h und 
A noch zur freien Verfiigung bleiben sollen. Die Verteilungsfunktion 
V (x) denken wir uns nun aus t (u) durch die Operation 

_~U2 
V (x) = t (u) e 2 
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entstanden. Die Entwicklung ffir V (x) wird also die Form 

-u' V (x) = e {au + ~Hl (u) + a2 H 2 (u) + ... } 
haben, und die Koeffizienten all werden mittels der Vorschriften 

+00 +00 

ao= in f V(x)Ho(u)du= ;ii f V(x)dx 
-00 -00 

a1 = 2~ii jOOV(X)HdU)dU= 2~ jOOZ(X_A)V(X)dX 
-00 -00 

+00 +00 

a2 = 8 ~ii J V (x) H2 (u) du = 8 ~ f {4 h2 (X_A)2_Z} V (x) dx 
-00 -00 

zu berechnen sein. 

WIr 
Fuhren wir nun die beiden Bedingungen (7) und (8) ein, so erhalten 

h 
ao = -vn 

a,~ ;.lTxV(X)dX~A ~~A· :; 
Setzen wir also 

+00 
A= J xV(x)dx=o, 

-00 
d. h. fur A den arithmetischen Mittelwert der Kollektivbestandteile, 
so wird a1 = o. Der Koeffizient zweiter Ordnung erhalt unter diesen 
Umstanden die einfachere Form 

a,~ 4~ 12h'_rX'V(X)dX~+ 
er wird ebenfalls verschwinden, wenn der quadratische Mittelwert der 
KollektivgroBen der Bedingung 

+00 

#: = J x2 V (x) dx = 21h2 

-00 
genugt. #2 ist aber diejenige statistische Kollektivkonstante, die wir 
allgemein alS "Streuung" (bei Fehlerkollektiven als "mittleren Fehler") 
bezeichnet haben. Die Gleichung a2 = 0 ist demnach befriedigt, wenn 
wir die noch verfugbare Konstante h so bestimmen, daB 

h= __ I_ 

,qi2 ' 
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mithin h sich aus der Streuung des Kollektivs in der gleichen Weise 
berechnet, wie das GenauigkeitsmaB der zufalligen Fehler aus dem 
mittleren Fehler. 

I 
Mit der Festsetzung A = 0, h = .Ir. lassen sich dann die iibrigen 

ftV2 

Entwicklungskoeffizienten leicht berechnen. 
Die Entwicklung unserer Verteilungsfunktion hat nunmehr die 

Gestalt 
v (x) = e-h'x' {ao + aaHa (hx) + a4H4 (h x) + ... }. 

H. BRUNS hat diese Entwicklung in eine etwas andere Form gebracht, 
und zwar mit Riicksicht darauf, daB die HERMITEschen Funktionen sich 
durch die Ableitungen der normalen Verteilungsfunktion ausdriicken 
lassen, die in vielen Tafelsammlungen1 zuganglich sind. 

Setzt man 

() h -u' d (r)()_dY!p(u) 
cp u = Vn e un cp u - duY , 

so erhalt man die BRUNssche Reihe in der Form 

V (x) = ;1,; e-h'x' + ~23 cp(a) (h x) + ~34 cp(4) (h x) + ;45 cp(5) (h x) + ... 
mit den Konstanten D 3, D 4' ... 

Bei solchen Verteilungen, 
deren Form verhaltnismaBig 
wenig von der des GAUSS
schen Gesetzes abweicht, ist 
die Art der Abweichung meist 
schon durch die beiden erst en 
Glieder hOhererOrdnung, also 
durch die Konstanten Da und 
D 4' geniigend gekennzeichnet. 
Die Art der Korrektionsglieder 
3· und 4. Ordnung wird durch 
die in Abb. 19 wiedergegebene 
typische Form der Funktionen 
cpC3l(U) und cp(4)(U) angezeigt. 
Man erkennt leicht, daB ein 
Zusatzglied der 3. Ordnung 
eine Verschiebung des Vertei
lungsmaximums nach rechts 

x-

t5 2,0 

Abb. I9. Fehlerverteilungsfunktion '1'0 (x), fUr h = I, und 
ihre dritte und vierte Ableitung. 

oder links bewirkt, je nach dem Vorzeichen von D3• Man bezeichnet 
daher Da auch als "Schiele". Ebenso bewirkt das Glied 4. Ordnung 
eine Dberh6hung oder Einsenkung bzw. Abflachung des Verteilungs
maximums. Die Konstante D4 heiBt daher auch "Exze(3". 

1 Siehe z. B. JAHNKE-EMDE: Funktionentafeln. Wien: B. G. Teubner 1933. 
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In Erganzung der Betrachtungen des vorigen Abschnitts haben 
wir uns nunmehr die Frage vorzulegen, welche Anderungen die Theorie 
der Expektanz erfahrt, wenn an Stelle der GAussschen Verteilung der 
KollektivgroBen eine beliebig gestaltete Verteilungsfunktion eingefuhrt 
wird. Dies fur die Periodenstatistik auBerordentlich wichtige und grund
legende Problem ist durch die Arbeiten verschiedener Autoren hin
reichend geklart worden, und zwar dahin, daB die Expektanz als der 
quadratische Mittelwert der Amplituden, also in der Form E 2, von den 
hoheren statistischen Momenten, also auch von den BRUNS schen Kon
stanten Ds, D4, ••• vollig unabhangig ist. Dag~gen sind sowohl El 
als auch die durch die Wahrscheinlichkeit Ws ffir das nberschreiten der 
s-fachen Expektanz festzulegende Zufallsgrenze eine Funktion dieser 
Konstanten. Es zeigt sich aber, daB fur wachsendes n die aus dieser 
Abhangigkeit sich ergebenden Korrektionsglieder gegen null streben, 
daB also die Verteilung der Amplituden gegen die aus dem GAUSS schen 
Gesetz folgende Verteilung konvergiert, wenn die Zahl der (a priori 
als statistisch unabhangig anzusehenden) Beobachtungswerte, aus denen 
diese Amplituden berechnet werden, beliebig wachst. 

In der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie (s. z. B. Lit. I30) wird 
gezeigt, daB diesem asymptotischen Geset~ eine sehr viel allgemeinere 
Gultigkeit zukommt, als dies aus dem bisher Gesagten erkennbar ist. 
Hier soll wenigstens der Gedankengang verfolgt werden, der zu den 
oben angedeuteten Ergebnissen der Expektanztheorie fUhrt. 1m Faile 
der Giiltigkeit des GAUSS schen Verteilungsgesetzes fUr das Kollektiv 
der statistisch unabhangigen Elementarwerte (Beobachtungen) erhielten 
wir die Verteilung der Amplituden - unabhangig von der Ordnung 
der FouRIER-Periode - in der Normalform (4). Diese Verteilung unter
scheidet sich von der primaren (GAussschen) Verteilung grundsatzlich 
dadurch, daB die Einzelwerte· wesentlich positive GroBen darstellen. 
Der Beweis fur die obigen Behauptungen wird nun darauf hinauskommen, 
zu zeigen, daB die Amplitudenverteilung bei beliebiger Form des urspriing
lichen Kollektivs sich bei einigermaBen groBem n nur wenig von dieser 
Normalform unterscheidet und im lim n = 00 gegen sie konvergiert. 
Urn dies zu zeigen, wird es nutzlich sein, eine der BRuNsschen Entwick
lung entsprechende Reihendarstellung auch fur solche einseitig asympto
tischen Verteilungsfunktionen anzugeben, in der dann das erste Glied 
von der Gestalt (4) sein muB. In (I, 7) haben wir bereits als geeignete 
Entwicklungsform einseitiger Verteilungsfunktionen die nach den 
LAGUERRESchen Funktionen erkannt, und 7iwar sahen wir, daB sich jede 
empirische Funktion, fur die 



Beliebige Verteilungsfunktionen. Die BRUNS sche Reihe. 187 

existiert, in die Reihe 
I --u 

f (u) = e 2 {bo + blLdu) + b2L;2 (u) + ... } 
entwickeln lieB, wobei L,.. (u) die LAGUERREschen Polynome bedeuteten, 
die Koeffizienten b,.. aber durch die Gleichungen 

bestimm bar waren. 

00 u 

bp ' CU!)2 = /1 (u) Lp (u) e -"2 du 
o 

Nehmen wir jetzt an, daB die Verteilungsfunktion W (H) einer 
gleichfalls positiven und mit u durch die Beziehung 

U= ~nh2H2 
2 

u 

verbundenen Variablen H aus f (u) durch Multiplikation mit e 2 hervor
gehe, 'so konnen wir schreiben: 

I --u 
W(H)dH=e 2 f(u)du 

= e- U { bo + bILl (u) + b2L2 (u) + ... } du 

='nh2H e-+nh'H'{bo+ bILI (: nh2H2) + ... }dH 

und erhalten fur die Koeffizienten allgemein 
00' 

b =_I-'/W(H)L (~nh2H2) dH ,.. (#!)2 p 2 

o 
und insbesondere 

00 

bo = f W (H) dH = I 
o 

00 00 

bl = / W(H){ 1-: nh2H2 }dH = 1- : nh2/ H2 W (H) dH. 
o 0 

Andererseits ist es moglich, die Entwicklung von W (H) direkt aus 
dem schon friiher benutzten Ansatz fur tP (YI' ... , Yn) abzuleiten, indem 

I 
fUr die cp (y,,) eine BRUNS sche Reihe mit den Konstanten h = .c und 

#V2 
Ds, D 4 , ••• angesetzt wird. Diese Rechnung ist von STUMPFF (Lit. 267) 
ausgefiihrt worden und fuhrt, wie zu erwarten, auf eine Entwicklung 
von der obigen Form und mit Koeffizienten b,.., die sich als Funktionen 
der BRuNsschen Konstanten schreiben lassen. Und zwar ergibt sich 
insbesondere 
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Der Vergleich beider Formen der Koeffizienten b,. ermoglicht es, die 
statistischen Konstanten der Verteilung W (H) direkt als Funktionen 
der BRUNS schen KonstC1-nten abzuleiten; insbesondere ergibt sich aus 
b1 =o: 

00 

o = 1- ~ n h2 f H2 W (H) dH = 1- ~ n h2 9.R (H2) I 

o 
also die (quadratische) Expektanz unabhangig von der Verteilung der 
Originalbeobachtungen zu 

-- liz 21t 
E2 = -y'9.R (H2) = V nJi2 = lin I 

wie frillier (6). Die iibrigen b-Koeffizienten streben mit wachsendem n 
gegen null, wodurch die Tatsache der fortschreitenden Annaherung 
von W (H) an die durch das erste Entwicklungsglied bedingte Normal
form (4) 

-2..n h·ll' 
Wo (H) = n h2 H e 2 

in weitem Umfange gewahrleistet ist. Aus dieser Assimilierung an die 
Normalform folgt aber ohne weiteres, daB auch die Betrachtungen 
uber die· Zufallsgrenze der Amplituden ihre Giiltigkeit behalten, wenn 
nur die Zahl der unabh1ingigen Beobachtungen (n), aus denen die Ampli
tuden gebildet werden,. einigermaBen groB ist. 

4. Zweidimensionale Verteilungen. Die "Punktwolke". 
Die bisher behandelte Anwendung der Statistik auf Ergebnisse de,r 

Periodenrechnung bezog sich ausschlieBlich auf die Amplituden. Da 
namlich die Phase einer errechileten Periode (FOURIER-Glied) wesent
lich von dem willkiirlich wahlbaren Anfangspunkt der Zeitskala abhangt, 
die Amplitude dagegen nicht, so ist klar, daB die Phasen bei der Beant
wortung der Frage nach der Realitat von Perioden nur eine unter
geordnete Rolle spielen. In der Tat haben wir gesehen, daB die GroBe 
einer errechneten Amplitude, bzw. das Verhaltnis derselben zur Expek
tanz fur die statistische Beurteilung der Realitat der zugehOrigen "Welle" 
ausschlaggebend ist. 

Erst, wenn wir dazu ubergehen, die Analysenergebnisse mehrerer 
Teilbereiche des Beobachtungszeitraums getrennt zu untersuchen und 
miteinander zu vergleichen, gewinnt auch die Phase eine entscheidende 
Bedeutung fur den Gang der Untersuchung, wie die Diskussion der 
Phasendiagramme ergeben hat. Wir haben im vorigen Kapitel zur 
geometrischen Veranschaulichung der Ergebnisse der Periodogramm
analyse den Begriff des Periodogrammvektors eingefiihrt, dessen Betrag 
durch die Amplitude, und dessen Richtung durch die Phase der zuge
hOrigen Schwingung gegeben war. Der Periodogrammvektor war mithin 
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gegeben durch die Polarkoordinaten (H, 1jJ) oder die rechtwinkligen 
Koordinaten (a, b) seines Endpunktes oder auch durch einen Punkt 

~=a+ib=Hei'l' 

in der komplexen ~-Ebene. 
Waren nun die Beobachtungsreihen willkiirlich aus einem Kollektiv 

von Einzelwerten zusammengestellt, das eine GAUSS sche Verteilung 
aufweisen m6ge, so ergab sich fiir die Verteilung der Punkte (a, b) in 
der Koordinatenebene eine normale Form (3) 

n h2 -~n"'(a'+ b') 
W(a b)=-e 2 '2:n; , 

die eine zum Koordinatenanfangspunkt radial-symmetrische, glocken
f6rmige FHiehe darstellt. Eine endliche Anzahl dieser Verteilung will
kiirlich entnommener Punkte ergibt eine Punktmenge, deren Dichte 
erwartungsgemaB in der Nahe des Verteilungsmaximums, also des 
Koordinatenanfangs, am gr6Bten ist und mit wachsender Entfernung 
vom Koordinatenanfang abnimmt. Die tatsachliche Verteilung dieser 
endlichen Punktmenge wird, immer unter der Voraussetzung ihrer will
kiirlichen Entnahme aus der Gesamtheit der M6glichkeiten, mit wach
sender Anzahl der durch die Glockenflache gegebenen idealen Verteilung 
immer ahnlicher werden - ist das nicht der Fall, so ist das als ein sicheres 
Zeiehen dafiir anzusehen, daB die Auswahl systematisch beeinfluBt 
worden ist. J. BARTELS hat fUr eine solche Zusammenstellung von (a, b)
Punkten die ungemein ansehaulkhe Bezeichnung: "Punktwolke" ein
gefiihrt. 

Eine zufallige Punktwolke wird sich demnach radial-symmetrisch 
urn den Anfangspunkt anordnen und (eventuell mit wenigen Ausnahmen) 
innerhalb eines Kreises von bestimmtem Radius urn den Koordinaten
anfangspunkt enthalten sein. Sie wird etwa den gleichen Anblick bieten, 
wie die SehuBl6eher auf einer ~chieBscheibe, die ein Sehiitze nach einer 
Serie von N Schiissen erhalten hat, vorausgesetzt, daB ein systemati
scher Zielfehler nicht vorliegt. Die Ausdehnung der Punktwolke wird 
in diesem Falle ein MaB fiir die Zielsicherheit des Sehiitzen abgeben. 

Stellt die Punktwolke, wie oben, das Ergebnis von N unabhangigen 
Berechnungen von Periodogrammpunkten aus je n Wert en dar, so laBt 
sich als MaB fUr die Ausdehnung derselben die mittlere, durchschnitt
liehe oder wahrscheinliche Entfernung der Punkte vom Anfangspunkt 
betrachten. Die mittlere Entfernung oder der mittlere "Radius" der 
Punktwolke ergibt sich als der quadratisehe Mittelwert der Amplituden, 
dessen idealer Wert die quadratische Expektanz (6) 

E2 = ~ 14= ;: 
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ist, wahrend die lineare Expektanz (5) 

E -~ ~- !!... 11- lI-
I-h 2n-[l n 

dem Durchschnittswert der Amplituden oder dem "durchschnittlichen 
Radius" entspricht. Dnter dem "wahrscheinlichen Radius" verstehen 
wir (in Anlehnung an den Begriff des wahrscheinlichen Fehlers) den 
Radius desjenigen Kreises urn den Anfangspunkt, der so beschaffen 
ist, daB ebenso viele Punkte der Wolke in seinem Innern wie auBerhalb 
liegen. Der ideale Wert des wahrscheinlichen Radius Hw wird demnach 
durch die Gleichung 

fW w (H) dH =12h2j'c He _';-nh2H2 dH = : 
o 0 

gegeben sein. Dm diese Gleichung zu lasen, setzen wir 

t = _I_nh2H2. 
2 ' 

dt = nh2H dH; 

und erhalten 

und demnach 

tw 

J e - t d t = 1-e - I", = :; tw = 19 2 

o 

Die wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrachtungen des vorigen Ab., 
schnitts ergaben, daB zufallige Punkte auBerhalb eines Kreises mit dem 
3fachen Expektanzwert als Radius sehr selten und auBerhalb eines 
solchen mit dem 4fachen mittleren Radius so gut wie gar nicht vorkommen. 

Eine sehr wichtige Eigenschaft der Punktwolken, die unter den obigen 
Vorbedingungen zustande gekommen sind, ist die, daB ihr Radius -
gleichviel, ob es sich dabei urn den dUl;"chschnittlichen, mittleren oder 
wahrscheinlichen handeln mage - umgekehrt proportional der Quadrat-

wurzel aus 12 ist, also mit wachsendem n wie v~ abnimmt. Wird also 

die Anzahl der zur Berechnung jedes Periodogrammvektors benutzten 
Beobachtungswerte (wie immer unter der Voraussetzung willkurlicher 
Entnahme aus dem ursprunglichen Kollektiv) fortlaufend erhaht, so 
schrumpft die Punktwolke immer mehr urn den Koordinatenanfang als 
Konvergenzzentrum zusammen. Fuhrt dieser Vorgang auf ein Schrump
fungszentrum, das auBerhalb des Koordinatenanfangs liegt, oder voll-

zieht sich die Schrumpfung langsamer als nach dem ;n -Gesetz, so ist 

dies das sicherste Zeichen daftir, daB die statistischen Eigenschaften 
der Punktmenge von den vorausgesetzten wesentlich verschieden sind. 
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Angenommen z. B., die Beobachtungsfolge (von der wir a pnon an
nehmen muBten, daB sie regellos, also auch unperiodisch sei) enthalte 
eine unter zuf1i..lligen Schwankungen verborgene persistente Periodizi
tat in Gestalt einer reinen Sinuswelle von bestimmter Periode p. Es 
werde nun die sehr lange Beobachtungsreihe in Abschnitte von der 
Lange r p (r ganz) zerlegt und jeder dieser Abschnitte nach der r-ten 
Hannonischen analysiert. Die so entstehenden Periodogrammvektoren 
setzen sich dann aus einem von dem periodischen Anteil der Beob
achtungsreihe herriihrenden konstanten Vektor und einem zufalligen 
Vektor, der dem iiblichen Verteilungsgesetz unterworfen ist, zusammen. 
Die Eintragung der berechneten Vektorenendpunkte (a, b) in ein ebenes 
Koordinatensystem wird demnach eine Punktwolke, gegebenenfalls 
eine soIche von nonnalen Verteilungseigenschaften ergeben, deren 
Mittelpunkt (Schwerpunkt) aber nieht, wie friiher, mit dem Koordinaten
anfangspunkt zusammenfallt, sondem mit dem Endpunkt des konstanten 
Vektors. Bei Vennehrung der Zahl r und damit auch von n = rp wird 
die Punktwolke um diesen auBerhalb des Koordinatenanfangs liegenden 

Punkt nach dem :n -Gesetz zusammenschrumpfen. Die Polarkoordi. 

naten des Schrumpfungszentrums liefem dann Amplitude und Phase 
der persistenten Periodizitat von der Wellenlange p. 

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, daB in dieser Gegeniiberstellung 
der normalen Punktwolke mit dem zuletzt beschriebenen Fall, vom 
Standpunkt der praktischen Statistik aus gesehen, zwei wesentlich 
verschiedene Vorgange enthalten sind, die nicht miteinander verwechselt 
werden diirfen. Die normale Punktwolke ergab sieh, unserem Gedanken
gang zufolge, als Bild eines idealen Kollektivs von Periodogrammpunkten, 
das aus dem Ausgangskollektiv nonnal verteilter "Beobachtungswerte" 
abgeleitet wurde, indem N Gruppen von je n Individuen dem Ausgangs
kollektiv willkiirlieh entnommen und nach einer beliebigen Versuchs
welle analysiert wurden. Unter der Voraussetzung nonnaler Verteilung 
des Ausgangskollektivs ergab sieh dabei eine nonnale Punktwolke, 
deren mittlerer Radius (Expektanz genannt) eine einfache Funktion 

E -.!..l!:.. 
- 11'1$ 

der Streuung # des Ausgangskollektivs und der Zahl n war. Der Kreis 
mit dem Radius 3 E lieB sich sodann mit hinreichender Berechtigung 
als auBere Begrenzung der Punktwolke und damit als "Zufallsgrenze" 
deuten, da die Wahrscheinlichkeit, daB ein Punkt der Wolke zufallig 
auBerhalb dieses Kreises zu liegen kam, als verschwindend gering anzu
sehen war. Die eigentliche Anwendung dieser Dberlegungen beginnt 
aber erst, wenn eine konkrete Beobachtungsreihe von n Einzelwerten 
mit bestimmter (zeitlicher) Reihenfolge vorliegt. Diese Einzelwerte 
Yl> ... , Yn> die als Abweichungen von ihrem arithmetischen Mittel gegeben 
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sein mogen, zeigen, unabhangig von ihrer Reihenfolge, eine statistische 
Verteilung ihrer GroBe nach und eine Streuung, die durch 

Vl;y~ 
flo = -n-

gegeben ist. Die Analyse der Beobachtungsreihe ergibt sodann fUr 
eine bestimmte Versuchswelle einen Periodogrammpunkt (a, b). Unser 
erster SchluB war nun offenbar folgender: Ware die Beobachtungsreihe 
durch willkiirliche Auswahl von n Wert en aus einem Kollektiv unab-

b 

... 

hangiger Werte von normaler Verteilung 
und der Streuung fl = flo entstanden, so 
ware mit einer an GewiBheit grenzenden 
Wahrscheinlichkeit zu erwarten, daB der 
Punkt (a, b) in das Innere des Zufailskreises 
falit. Liegt (a, b) dennoch auBerhalb dieses 

-t----+-+-If---+-:tZ~ Kreises, so ist die Annahme wahrscheinlich
(:iE) keitstheoretisch berechtigt, daB den Beob

achtungen ein periodisches Bildungsgesetz 
zugrunde liegt. - Anders ist hingegen die 
SchluBwei~e im zweiten Fall. Hier haben 

Abb. 20. Punktwolke (Periodogramm· 
vektoren aus unabhangigen IntervaUen 
einer Beobachtungsreihe). S Schwer
punkt der (empirischen) Punktwo)ke, 
(E) Expektanzkreis der idealen Ver
teilung, (3 El Grenzkreis der idealen 

Verteilung. 

wir nicht aus theoretischen Erwagungen 
heraus die statistischen Konstanten einer 
idealen Punktwolke konstruiert, sondern 
haben die einzelnen Punkte der Wolke aus 
einem vorliegenden Beobachtungsmaterial 
nach einer ganz bestimmten Vorschrift ge

bildet. Die entstehende Wolke ist daher wesentlich mit denjenigen 
individuellen Eigenschaften der Beobachtungsreihe behaftet, die durch 
die vorgeschriebenen Rechenoperationen nicht zerstort werden, in 
dem beschriebenen Faile also mit den Eigenschaften, die sich aus 
dem Vorhandensein einer persistenten Periodizitat von der Lange der 
Versuchswelle ergeben miiBten. Nur, wenn das vorgelegte Beobach
tungsmaterial eine persistente Periode von der fraglichen Lange nicht 
enthalt, wird die berechnete Punktwolke ihrer Lage und Verteilung 
nach mit dem idealen Periodogrammkollektiv iibereinstimmen, soweit 
dies iiberhaupt von einer endlichen Punktmenge erwartet werden darf. 

Die ZweckmaBigkeit der Bildung solcher empirischer Punktwolken 
zur Feststellung der Existenz einer persistenten Periode liegt auf der 
Hand. Allerdings ist diese Methode nur anwendbar, wenn das Beob
achtungsmaterial sehr umfangreich ist, so daB eine Zerlegung in eine 
geniigend groBe Anzahl geniigend groBer, sich nicht iiberdeckender Teil
bereiche moglich ist. Es ist nun noch die statistische Theorie dieser 
Punktwolken mit der Theorie der Expektanz zu vergleichen und in sie 
einzuordnen. In Abb. 20 ist als Beispiel eine Punktwolke von N Periodo
grammpunkten gezeichnet, die aus N unabhangigen Teilbereichen von 
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der Lange n gewonnen sein sollen. Urn den Nullpunkt ist der Expektanz
kreis und der Grenzkreis mit dem Radius 3' E (n) gezeichnet, der die ideale 
Punktwolke enthalt. Wie man sieht, fallt der groBte Teil der berech
neten Periodogrammpunkte in den Grenzkreis hinein. Das wiirde also 
(in diesem speziellen Fall) besagen, daB - mit wenigen Ausnahmen -
die Analyse der Teilbereiche Ordinaten ergeben hat, die - jede fUr 
sich - im Sinne der Expektanztheorie als zutallig angesprochen werden 
miiBten. Wenn wir insbesondere einen bestimmten Punkt heraus
greifen und fUr den Augenblick annehmen, daB die iibrigen Punkte 
nicht bekannt seien, so wiirde sich mit sehr groBer Wahrscheinlichkeit 
die Amplitude als so klein herausstellen, daB die Realitat einer Periode 
von der fraglichen Lange wahrscheinlichkeitstheoretisch nicht gewahr
leistet werden konnte. Wir hatten also einen der in der Praxis sehr 
haufig vorkommenden Falle vor uns, daB die wirklich vorhandene 
Periodizitat durch unperiodische Bestandteile (Fehler, Storungen) so 
sehr iiberlagert wird, daB ihre Verifizierung nicht gelingt. Selbst wenn 
in einem Einzelfalle die vVirkung der unperiodischen Bestandteile auf 
die berechneten Periodogrammkomponenten in ihrer Summe verschwin
det, also der berechnete Punkt in den Mittelpunkt der Wolke oder in 
seine unmittelbare Nahe taUt, der Periodogrammvektor also nach 
Betrag und Richtung die wahre Periode genau oder mit groBer Annahe
rung darstellt, ist es moglich, daB das Expektanzkriterium versagt -
dann namlich, wenn, wie in der Figur, der Mittelpunkt der Wolke eben
falls in das Innere des Zufallskreises faUt. Andererseits ergibt sich die 
Merkwiirdigkeit, daB diejenigen Punkte der Wolke, die in das AuBere 
des Zufallskreises fallen, diese Tatsache nur dem Umstand verdanken, 
daB die Resultante der unperiodischen Storungen zU/iillig in die gleiche 
oder eine ahnliche Richtung tallt, wie der Vektor der wahren Periode. 
Allerdings wird durch das tatsachliche Vorhandensein einer Periodizi
tat die Moglichkeit einer solchen zutalligen Verstarkung der Amplitude 
wesentlich vergroBert, so daB man trotz dieses giinstigen Zufalls das 
Ergebnis als empirische Bestatigung einer vermuteten Periode werten 
darf. Man ist sogar berechtigt, die aus diesem zutallig so giinstig liegen
den Punkte folgende Phase innerhalb eines gewissen Spielraums als 
die der vermuteten Periode anzusehen, wahrend man in bezug auf die 
Amplitude annehmen darf, daB der berechnete Wert eher zu groB als 
zu klein ist. 

Alles in allem kann man sagen, daB selbst das vollige Fehlen einer 
durch das Expektanzkriterium gesicherten Periodizitat in einem be
schrankten Abschnitt einer Beobachtungsreihe noch kein Beweis fiir 
das Fehlen eines persistenten periodischen Bestandteils iiberhaupt ist, 
da immer die Moglichkeit besteht, daB in dem betrachteten Abschnitt 
diese Periode durch ungiinstige Verteilung zufalliger F ehler oder sonstiger 
Storungen zufallig kompensiert wird. Eine Entscheidung tiber die 

Stumpff, Periodenforschung. 13 
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Frage nach Existenz oder Nichtexistenz einer Periode wird sich daher 
erst dann ermoglichen lassen, wenn die Analysenergebnisse einer ge
nugend groBen Zahl von Beobachtungsabschnitten vorliegen, mit anderen 
Worten, wenn eine genugend dichte Punktwolke vorhanden ist. Sei die 
Versuchsperiode p und die Lange der einzelnen Abschnitte n = rp, so laBt 
sich die Konstruktion der Punktwolke von N Punkten aus N Abschnitten 
mit insgesamt Nn = Nrp Beobachtungen auch durch eine Einzel
analyse des gesamten Beobachtungsbereichs nach einer FOURIER-Welle 
von der Ordnung N r ersetzen. Diese Analyse liefert sodann, wie unmittel
bar einzusehen ist, als Periodogrammpunkt den Schwerpunkt der Wolke 
selbst als nunmehr einziges empirisches Priifungsobjekt. Zur Ent
scheidung, ob dieses Ergebnis nunmehr wahrscheinlichkeitsgemaB als 
Beweis fur das Vorhandensein der Periode p gewertet werden darf, 
dient sodann das Expektanzkriterium fUr Reihen von der Zahl N n. 
Da wir aber wissen, daB die Expektanz wie die reziproke Quadratwurzel 
der Anzahl abnimmt, wird der Radius des Zufallskreises yN-mal so 
klein sein, wie der fUr die Beobachtungsanzahl n giiltige. Die Punkt
wolke wird also dann die Realitat einer Periode mit genugender Sicher
heit anzeigen, wenn ihr Schwerpunkt auBerhalb eines Kreises mit dem 
Radius 

~ 
yNn 

urn den Anfangspunkt des Koordinatensystems liegt. 

Man sieht also, daB die Theorie der Punktwolke zwangslaufig wieder 
auf den alten Expektanzbegriff zuruckfiihrt. Ihre Einfiihrung ware 
also, wenigstens unter der Annahme idealer Verhaitnisse, kein besonderer 
Gewinn; ihr Vorzug ist aber die groBe Anschaulichkeit, mit der sie die 
reichlich abstrakten statistischen Dberlegungen dieser Art zu illustrieren 
vermag. Wir werden daher auch im folgenden immer wieder auf dies 
Anschauungsmittel zuruckgreifen. 

Ihrem Ursprung gemaB ist die Punktwolke als das statistische Ana
logon zu den im vorigen Abschnitt durchgefiihrten analytischen Be
trachtungen uber Periodogrammvektoren anzusehen. Wir hatten auch 
dort eine Zerlegung der Beobachtungsreihe in Teilreihen vorgenommen, 
die allerdings - eben des analytischen Charakters der Untersuchungen 
zufolge - sich auch uberdecken, ja sogar durch stetige Intervallver
schiebung auseinander hervorgehen durften. Das Ergebnis war - unter 
Voraussetzung des Vorhandenseins persistenter Perioden - die be
kannte, durch Dberlagerung von Kreisbewegungen entstehende Epi
zykloide. 1m Falle der Dberdeckung einer periodischen Funktion durch 
starke unregelmaBige, Schwankungen erscheinen in diesem geometri
schen Bild die aus unabhangigen Teilintervallen hervorgehenden Epi
zykloidenpunkte durch St6rungen zufalliger Art verfalscht. 1st, wie 



Zweidimensionale Verteilungen. Die "Punktwolke". 195 

auch oben angenommen wurde, d,er periodische Teil der Beobachtungs
funktion lediglich durch eine einzige, mit der VersuchsweIle genau 
iibereinstimmende Periode in diesem Bild vertreten, so ergibt sich die 
Punktwolke, die sich urn den Endpunkt des konstanten Periodogramm
vektors herum gruppiert, und deren Streuung gleich der Streuung der 
urn ihren periodischen Bestandteil verminderten Beobachtungsfolge 
ist. Je geringer diese iibrigbleibende Streuung ist, desto kleiner wird 
der Umfang der Punktwolke sein. 1st nun die VersuchsweIle von der 
wahren Periode ein wenig verschieden, so kreist, wie wir wissen, der 
analytische Periodogrammpunkt auf einem "Deferenten" urn den 
Koordinatenanfang. Bei "Oberlagerung durch zufillige Storungen wird 
in diesem Falle die "Punktwolke" auf dem Deferenten mitgefiihrt, 
sie wird sich in mehr oder weniger groBer Breite iiber die Bahn ver
teilen, die der analytische Punkt beschreibt. 1st der Unterschied zwischen 
wahrer und Versuchsperiode sehr gering und somit der analytische 
Punkt 'auf dem Deferenten wahrend des ganzen verfiigbaren Beob
achtungszeitraums nur ein kurzes Stiick vorgeschritten, so auBert sich 
dieser Umstand oft nur in einer elltptischen Verzerrung der Punkt
wolke mit tangentialer Richtung der groBen Achse. Andererseits kann 
auch wahrend des Gesamtzeitraums eine Schwankung im Betrage der 
Schwingungsamplitude aufgetreten sein, die entweder durch die be
sondere Natur des Schwingungsvorganges bedingt und auch unregel
maBig sein kann, oder die, wie (III, 6) gezeigt wurde, auch durch Zu
sammenwirken zweier benachbarter Schwingungen entstehen kann, 
deren Frequenzen im Spektrum zur Versuchsfrequenz symmetrisch 
liegen. In solchen Fallen werden wir eine Verzerrung der Punktwolke 
in radialer Richtung konstatieren. Durch das Zusammenwirken beider 
Ursachen (oder andetsartiger Ursachen mit ahnlicher Wirkung) kann 
eine elliptische Deformation der Punktwolke in beliebiger Richtung 
zustande kommen. Natiirlich kann die Verzerrung infolge einer "Mit
fiihrung" auch beliebig andere Formen annehmen, z. B. kann bei voIlem 
Umlauf des Deferenten eine ringwulstformige Verteilungsflache ent
stehen. Es wird aber in diesem FaIle stets moglich sein, die Entstehungs
art dieser Punktverteilung richtig zu ermitteln, da ja die Punkte dieser 
"Wolke" nicht nur durch ihre ortliche Verteilung in der Ebene, sondern 
auch durch die zeitliche Aufeinanderfolge der Teilintervalle, aus denen 
sie hervorgegangen sind, also durch eine bestimmte Numerierung unter
schieden sind. In diesem FaIle wird sich also erweisen, daB die Punkte 
nicht willkiirlich iiber den Ringwulst verteilt sind, sondern daB eine 
statistische lineare Abhangigkeit zwischen ihrer Nummer und ihrer 
Phase besteht. Diese statistische Beziehung wird erst dann bis zur 
Unkenntlichkeit verwischt werden, wenn die eigentliche (erst durch 
Mitfiihrung verzerrte) Punktwolke so ausgedehnt ist, daB sie weit iiber 
den Koordinatenanfang hiniibergreift. 
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5. Elliptische Verteilungen. 
1m vorigen Abschnitt ist gezeigt worden, daB elliptische Verteilungen 

von Periodogrammpunkten unter Umstanden Anzeichen ftir eine syste
matische Eigenschaft der Beobachtungen sind. Sie k6nnen aber auch 
aus rein statistischen Grunden entstehen. Aus den Uberlegungen des 
Abschnitts z ging hervor, daB die Verteilung W (a, b) sich streng ab
leiten laBt, sobald die n-dimensionale Verteilungsfunktion 

(j) (Yv Y2' ... , Y n) 

einer Wertegruppe (Yl' Y2 ... , Yn) gegeben ist. Statistische Unabhangig
keit der Y. und normale Verteilung derselben vorausgesetzt, ergab sich 
unter der Annahme, daB 

n n n 

.L: cos2 'II (X =.L: sin2 'II (X = : ; .L: COS'll (X sin'll (X = 0 (9) 
v=1 .=1 .=1 

gesetzt werden konnte (Versuchswelle = FOURIER-Periode), die radial
symmetrische Form (3) 

I' 
nh2 --nh'(a'+b') 

W(a b)=-e 2 • , 2;'1; 

Solange die tibrigen Voraussetzungen beibehalten werden, kann also 
eine Abweichung von dieser Form nur dann zustande kommen, wenn die 
Winkel (x'JI, also die Phasen der Versuchswelle, nicht gleichfOrmig tiber 
den Bereich [0, znJ verteilt sind. Das ist z. B. der Fall, wenn die Ver
suchswelle im gewahlten Analysenintervall nicht ganzzahlig enthalten 
ist, also nicht mit einer der FOURIER-Wellen des Analysenintervalls zu
sammenfallt. Es ergibt sich sodann anstatt (9) 

n 

.L: .L: I n sin n c£ n n 
COS2 'J1(X = - (I + COS z 'II (X) = -+-.-COS (n + I)(X=-+S = R·--

2 2 2 SIn C£ 2 2 
.=1 

n 

~ . .L: I n sinnc£ n n . Sm2 'J1(X = - (I-COS Z 'II (X) = _·_-.-cos(n+ I) (X = --10 = 5·-
2 2 2 SIn C£ 2 2 

.=1 
n 
~ . ~ I . sin n c£ • ( ) T n 
~ COS'll (X sm 'II ex = ~ -;- sm z 1J ex = 2 sin;- sm n + I ex = . "2 
.=1 

und die weitere Auswertung des Ausdrucks W (a, b) fiihrt auf 
2 _2..n h,a'S-2abT+b·R 

W (a b) = n h • e 2 RS - T' 
, 2;'1; yRS-T2 

(10, T =j= 0) 

(IO) 

der in die alte symmetrische Form tibergeht, wenn R = 5 = I und 
T = 0 wird. Da nach Definition 

R=I+ :~cOSZ'JIex; S=I-:.L:COS2'J1(x; T= :~sin2'J1ex, (II) 
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so erkennt man leicht, daB R, 5 und T urn die Werte I bzw.o urn so 
enger schwanken, je groBer die Ordnungszahl der Versuchswelle ist, 
also je mehr Wellen auf das Versuchsintervall gehen. 

Die Form (IO) kann als die Normalform einer elliptischen Verteilung 
angesehen werden, wobei die Konstanten h, R, 5, T nunmehr beliebige 
Bedeutung haben konnen. Die Bezeichnung "elliptisch" ist darauf 
zuruckzufUhren, daB die Linien gleicher Verteilungsdichte die Form 

a2 5 - z ab T + b2 R = const 
haben, also Ellipsen darstellen, deren Mittelpunkt im Koordinatenanfang 
liegt. Eine einfache Rechnung ergibt fUr den Positionswinkel der Haupt
achsen (y) die Gleichung 

Setzt man 

zT 
tgzy = R -s . 

T= Psinzy 
R-S 
--z - = P cos z Y , 

so ergibt sich fUr die auf Hauptachsen transformierte Ellipsenschar 

x2 ( R ~ ~_ p) + y2 ( R ~ S + p) = const, 

woraus man fUr die Exzentrizitat e die Bestimmungsformel 
2 zp 

e = R+S 
--z-+p 

ableitet. 
SoIl die Verteilungsformel zur Grundlage von Expektanzbetrach

tungen dienen, so konnen zwei verschiedene \Vege eingeschlagen werden, 
je nachdem, ob man auf die Verschiedenheit der Verteilung der Periodo
grammvektoren ihrer Phase nach Riicksicht nehmen will oder nicht. 
Der letztere Fall wird dann gegeben sein, wenn die Elliptizitat gering 
und die Lage der Hauptachsen unsicher ist, oder wenn man aus anderen 
Grunden lediglich nach dem statistischen Mittelwert der Amplituden 
sucht. Die Rechnung erfolgt dann so, daB man zunachst durch die 
Transformation 

a = H cos 1jJ ; b = H sin 1jJ 

dadb=HdHd1jJ 

aus (IO) die Verteilung nach Polarkoordinaten (Amplituden und Phasen) 
bildet. 

Man erhalt zunachst 

wobei 

nh2 HdHd1Jl _!..."h2 H2F(1p) 
W (H 1/J) dH d./J = -. --=--- e 2 (IZ) 

'1' • z:n; VRS-T2 ' 

Scos2 1Jl - Tsin Z1Jl + Rsin2 1Jl 
RS-T2 
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eine durch die Verteilungskonstanten R, 5, T bedingte Funktion der 
Phase'ljJ bedeutet. 

Die weitere Rechnung (siehe Lit. 267, S.20-22) ergibt schlieBlich: 
00 

E2 = J H2W (H) dH = R+h2S 
n 

o 
als den von der Phase unabhangigen mittleren Wert der Expektanz. 

Eine sehr wichtige SchluBfolgerung vermogen wir aus dieser einfachen 
Formel sogleich zu ziehen: 1m Faile unserer Ausgangsbetrachtungen 
hatten R und 5 die spezieilen Werte (II), und es war daher R + 5 = 2. 
Benutzen wir also in einer Periodogrammanalyse Versuchswellen, die 
mit keiner FouRIER-Periode ubereinstimmen, so ergibt si.ch unter Voraus
setzung statistischer Una:bhangigkeit der Beobachtungswerte zwar eine 
mehr oder weniger elliptische Verzerrung der Verteilung der Periodo
grammpunkte, der mittlere Expektanzbetrag erfahrt aber keine Ver
anderung. 

Kommt es uns nun darauf an, bei einer normalen elliptischen Ver
teilung die Abhangigkeit der Expektanz von der Phase in Betracht zu ziehen, 
so haben wir die Amplitudenwahrscheinlichkeit fUr jeden unendlich 
schmalen Sektor der Periodogrammebene zu bilden, der zwischen den 
Strahlen mit den Richtungen 'ljJ und 'ljJ + d'ljJ eingeschlossen ist. Die 
Gesamtheit der in diesem Sektor enthaltenen Amplituden besitzt die 
aus (12) folgende von 'ljJ abhangige Verteilung 

d PHdH -~nh'H'F('P) V dH=~. nt e 2 

'P 2;>]; VRS-T2 

Die Zahl der "moglichen Fane" ist mithin durch das Integral 
00 00 I J d1p nh2 J --nh'H'F('P) 

V dH=- He 2 dH 
'P 2;>]; VRS-T2 

o 0 
00 

d1p I J -I d1p I =--zn' F(1plVRS-T2' e dt= 2;>];' F(1p)VRS-T2 
o 

gegeben, wahrend die Zahl der fUr das Eintreffen einer Amplitude zwischen 
H und H + dH gunstigen Fane 

V,pdH 

betragt. Der Vergleich zwischen beiden ergibt die fUr Periodogramm
vektoren von der Richtung 'ljJ giiltige Wahrscheinlichkeitsfunktion 

-~nh'H2F('I') 
W'I' (H) = n h2 H F ('ljJ) e 2 , 

die nunmehr, wie der Vergleich mit der normalen Amplitudenverteilung (4) 
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ergibt, von der gleichen mathematischen Form ist, Wle diese. Es ist 
lediglich an Stelle von h2 der neue Ausdruck 

h; = h2 • F ('!p) 

einzufiihren. Das "GenauigkeitsmaB" erweist sich also langs verschie
dener Radien als verschieden. 

DaB die Expektanzbetrachtungen fur jeden 1jJ-Sektor auf die normalen 
Formeln fiihren, ist nach dem obigen ohne weiteres einzusehen. Die 
Expektanz als Funktion der Phase genugt demnach der Beziehung 

E2 ___ 2 ____ 2_ RS-T2 . 
1p - n h2 F ('P) - n h2 5 cos2 'P - T sin2 'P + R sin2 'P ' 

5 2 T' R . 2 R + 5 R- 5 da cos 1jJ - sm 21jJ + sm 1jJ = --2- - --2- cos 21jJ -

wobei 

und 

R 5 
2 -PCOS2(1jJ-Y) , 

(R-S)2 (R+S)2 p2 = --2 - + P = -2- - (R 5 - P) 

2T 
tg 21jJ= R-S 

gesetzt wurde, erhalt man nach kurzer Umformung: 

Tsin21jJ 

E~(r- R2:S COS2(1jJ-Y))=n~2 R~S (r-(R2:Sr). 
Beziehen wir die rechtwinkligen Komponenten der Expektanz auf die 
Hauptachsen, setzen wir also 

E", cos (1jJ-Y) =~, E", sin (1jJ-Y) = r;, 

so ergibt sich als Normalform der Expektanzellipse, mit u = R2: 5 ' 
2 R+ 5 

~2 (r-u) +r;2 (r + u) = l1h2 '-2- (r-u2) 

oder, wenn wir die oben ermittelte "mittlere Expektanz" durch 

£2 2 R + 5 
= nh2 '--2-

einfiihren : 
~2 ~2 ---- + ---- = r 

jj;2 (1 + x) E,2 (1 - x) . 

Als "Zufallsgrenze" oder als die Begrenzungslinie der elliptischen Punkt
wolke ergibt sich dann die im MaBstab s : r vergroBerte Expektanzellipse, 
wobei etwa s = 3 gesetzt werden kann. 

Die Bezeichnung dieser das elliptische Kollektiv charakterisierenden 
Ellipse als "Expektanzellipse" ist nur dann sinnvoll, wenn das Kollektiv 
die Gesamtheit der Moglichkeiten a priori zur Bildung der Periodo
grammvektoren darstellt. \Vir wollen in diesem Falle immer von einem 
"idealen Kollektiv" reden, im Gegensatz zu realen Konstruktionen, die 
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durch ein mehr oder weniger umfangreiches, aber immer endliches empi
risches Material dargestellt werden. Solche realen Kollektive (Punkt
wolken) konnen, wie wir gesehen haben, oft sehr erheblich von dem idealen 
Kollektiv abweichen, zu dem man sie ihrer a priori zu ubersehenden 
allgemeinen statistischen Beschaffenheit zufolge (als willkurliche Aus
wahl) rechnen muBte. Eine solche Abweichung wird eben immer dann 
festzustellen sein, wenn die Auswahl, entgegen unserer Kenntnisse 
a priori, einen systematischen Charakter hat, z. B. dann, wenn eine 
persistente Periodizitat vorlag, deren Existenz dann a posteriori aus der 
beobachteten Abweichung des realen yom idealen Kollektiv vermoge 
des Expektanzkriteriums feststellbar ist. Hieraus geht aber hervor, 
daB die Bezeichnung "Expektanzellipse" wohl beim idealen Kollektiv 
einen Sinn hat, falls dies als elliptisch erkannt wird, nicht aber ohne 
weiteres bei einem realen, sondern hochstens dann, wenn dieses als 
empirische Annaherung an die idealen Verhaltnisse gelten kann. TTotZ
dem kann die statistische Struktur einer empirischen Punktwolke von 
elliptischen Verteilungseigenschaften durch eine Ellipse von der Form (13) 
hinreichend beschrieben werden; man wird in diesem Faile die ail
gemeinere Bezeichnung "mittlere Ellipse" anstatt "Expektanzellipse" 
gebrauchen. Die Expektanzellipse ist demnach die mittlere Ellipse eines 
idealen elliptischen Kollektivs. 

Die Aufgabe, die mittlere Ellipse einer Punktwolke zu bestimmen, 
gehort dem Problemkreis der Entwicklung empirischer Funktionen an. 
Sie bildet das zweidimensionale Analogon zu der Entwicklung einer 
eindimensionalen Verteilungsfunktion. in eine BRuNssche Reihe, deren 
Hauptglied von der Gestalt der normalen GAussschen Verteilungs
funktion war. Urn nicht zu sehr ins einzelne zu gehen, mussen wir darauf 
verzichten, die Entwicklung zweidimensionaler Verteilungen explizit 
durchzufuhren, und uns mit, der plausiblen Feststellung begnugen, daB 
die normale elliptische Verteilung in einer solchen (orthogonalen) Ent
wicklung als Hauptglied erscheint. Die Orthogonalitat der Entwicklung 
bewirkt die Unabhangigkeit der Rechenoperationen, die zur Bestimmung 
der Verteilungskonstanten verschiedener Ordnung fUhren - wir durfen 
daher stets, auch wenn die reale Verteilung nur sehr angenahert als 
normal elliptisch angesehen werden kann, zur Bestimmung der sich dem 
tatsachlichen Verlauf am besten anschmiegenden elliptischen Verteilung, 
also auch zur Berechnung der mittleren Ellipse, die gleichen Formeln 
benutzen, die fUr die normale Verteilung maBgebend waren. 

1m Falle einer normalen elliptischen Verteilung (10) 

d db h2 _2'~ h·Sa·-zTab+Rb· 
a n e zn RS-T' 

2;11; V RS-T2 

erhalt man durch Integration die Mittelwerte von a2, a b und b2, wie 
folgt: 
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+00 

m (a2) = a! = j j a2 W (a, b) da db = -n~2 
-00 

+00 

m(ab)=aab= j jabW(a,b)dadb= n~2 
-00 

+00 

m (b2) = a~ = j j b2 W (a, b) da db = nSh,2. 

-00 

Nach dem oben Gesagten werden also auch aus einem endlichen Kollektiv 
von Wertepaaren (a, b) die Konstanten der mittleren Ellipse aus den 
Mittelwerten 

N N N 

2 I ~ 2. 
aa=N"""" a., aab = :v ~ a. b. ; 2 I ~b2 

ab=N"""" • 
• =1 .=1 .=1 

in der Form 

R=nh2 a!; T=nh2 (Jab; S=nh2a~ 

erhalten werden, vorausgesetzt, daB der Koordinatenanfang im Schwer
punkt der Wolke liegt. Die Gr6Ben aa und ab bezeichnen wir sinngemaB 
als partielle Streuungen, wahrend wir die Deutung der statistischen 
Konstante aa b spateren Ubedegungen vorbehalten wollen. 

Der einer mittleren Expektanz entsprechende "mittlere Radius" der 
Punktwolke erhalt nach Einfiihrung der a-Konstanten die einfache Form 

E=Va!+a~. 

Die Neigung der Hauptachsen (y; y + :) ergibt sich, aus 

2 (Jab 
tgzy= 2 2' (Ja - (Jb 

die halben Achsen selbst haben die Lange 

If vI ± ,,= -Va! + a~ ± v' 4a!b + (a!-ag)2. 
Fiihrt man die neuen Konstanten an Stelle von R, T, S in die normale 

Verteilungsformel ein, so ergibt sich 
(a)' (Ja b a b (b )' 

I a;; -2~.a;.o;;+ a; 
W(a,b) dadb= Vdadb __ e 2 (Jab)' 

( (Jab )2 1- (Jaab 
27(, (Ja(Jb 1--

(Ja (Jb 

eine Formel, die in mehrfacher Hinsicht bemerkenswert ist. Zunachst 
ist ersichtlich, daB sich eine Vereinfachung ergibt, wenn man an Stelle 
von a und b die Koordinaten 

a u=_· (J , 
a 
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einfiihrt, also die Komponenten auf ihre partiellen Streuungen als Ein
heit bezieht. Ferner kommt (Jab nur in der Verbindung 

k=~= T 
ua .ub yRS 

vor. Die Verteilung hat dann die Form 
dudv _ I U2-2kuv+V2 

W(u,v)dudv= V e 2 I-k' 
211: I-k2 

die nur noch von dem Parameter k abhangt, und deren Hauptachsen 
die Quadranten halbieren. Man bezeichnet k als den "Korrelations
koeffizienten" zwischen den beiden Folgen u. und v •. Man erhalt ihn ausN 
vorgelegten zusammengeh6rigen Wertepaaren (u., v.) mittelst der Formel 

k = l;u.v. 
Vl;u2 • l;v~ 

6. Einige Satze und Begriffe aus der Korrelationsrechnung. 
Der Korrelationskoeffizient, auf den die obigen Betrachtungen iiber 

den Aufbau elliptischer Punktwolken zwangsHiufig gefiihrt haben, ist 
einer der wichtigsten Grundbegriffe der Korrelationsrechnung, die die 
statistischen Zusammenhange zwischen Kollektiven behandelt. Die 
Verwandtschaft zwisch~n den Theorien der Korrelation und der mehr
dimensionalen Verteilungen ist so eng, daB beide geradezu miteinander 
identifiziert werden k6nnen. Es leuchtet daher ohne weiteres ein, daB 
die Begriffe der Korrelationsrechnung auch in der statistischen Perioden
forschung nicht entbehrt werden k6nnen. Es wird daher notwendig 
sein, einige ihrer Grundlagen hier zu entwickeln, soweit sie fUr unsere 
besonderen Zwecke notwendig sind. Auf Vollstandigkeit braucht dabei 
urn so weniger Gewicht gelegt zu werden, als es gute Lehrbiicher1 dieses 
wichtigen Zweiges der angewandten Mathematik in geniigender Zahl gibt. 

Es seien zwei Folgen von je N Zahlen, 

u1, u 2, ••• , UN 

vI> v2, ••• , VN 

vorgelegt, die aus irgendwelchen Grunden als paarweise zusammen
geh6rig betrachtet werden k6nnen, z. B. wenn u., v. zwei zur gleichen 
Zeit t. erhaltene Beobachtungen zweier verschiedener Ereignisse u und v 
bedeuten, oder auch, wenn die (zeitlich aquidistante) Folge u durch 
Verschiebung urn r Einheiten auf der Zeitachse in die Folge v iibergeht. 

Es laBt sich nun denken, daB beide Folgen, die wir uns stets als 
auf ihren arithmetischen Mittelwert als Nullpunkt bezogen denken wollen, 
einen gemeinschaftlichen systematischen Bestandteil enthalten. Dieser 
Fallliegt z. B. dann vor, wenn die beiden beobachteten Naturvorgange u 

1 Dber Korrelationsrechnung unterrichtet ausfiihrlicher Lit. 39, ZI7, Z8I. 
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und v auf die gleiche natiirliche Ursache zuriickzufiihren sind, wenn auch 
der EinfluB dieser gemeinsamen Ursache auf beide Vorgange von ver
schiedener Starke, ja unter Umstanden sogar von verschiedenem Vor
zeichen sein kann. Als eines der bekanntesten Beispiele fiir sokhe durch 
eine gemeinsame Ursache "korrelierten" Naturvorgange seien die Schwan
kungen der Sonnenfleckenrelativzahlen und der erdmagnetischen Dekli
nationen erwahnt. Um einen Idealfall zu konstruieren, wollen wir an
nehmen, daB die gemeinsame Ursache sich zahlenmaBig durch eine Funk
tion der Zeit oder des der Zeit proportionalen Index v,[f (t) bzw. I.], 
darstellen laBt. Es mogen dann die von dieser gemeinsamen Ursache 
abhiingenden Beobachtungsreihen 

U. = cui. + e. 
v. = c" I. + rJ. 

(v = I, 2, ... , N) 

sein, wobei Cu und c" zwei Proportionalitatskonstanten (die gegebenen
falls auch verschiedenes Vorzeichen haben diirfen) und die Zusatze e. 
und rJ. Storungen bedeuten, von denen wir annehmen wollen, daB sie sich 
nach der Art zufiilliger Fehler mit den Streuungen (1. bzw. (11] verhalten. 
Bilden wir jetzt die zur Konstruktion des Korrelationskoeffizienten 
notigen Mittelwerte, so ergibt sich 

m (u2) - c2 "l:,f~ + 2 C "l:,f.e. + "l:,e~ 
- u NUN N 

+ "l:,e.11. 
N 

Setzen wir nun, um durchschnittliche Verhaltnisse heranzuziehen, an 
Stelle der Mittelwerte 

ihre wahrscheinlichsten Werte (mathematischen Erwartungen), die offen
bar unter den gemachten statistischen Voraussetzungen null sind, ferner 

"l:,f; _ -/2 . "l:,e: 2 "l:,11; = (12 
N -, ---y;;r- = (1.; N '1' 

so ergibt sich offensichtlich 

"l:, u~ = c2 1-2 + (12. "l:, U. v. _ C c 1"2. "l:, v~ - c2 1-2 + (12 und daher 
N U ., N -"", N - v '1 

Aus dieser Form des Korrelationskoeffizienten ist folgendes abzulesen: 
I. Der Betrag des Korrelationskoeffizienten ist stets < I. 

2. Das Vorzeichen von kist positiv oder negativ, je nachdem, ob c" 
und c" gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben, d. h. je nachdem, 



Die statistische Behandlung von Periodenproblemen. 

ob die gemeinsame Ursache in beiden Vorgangen in gleicher oder ent
gegengesetzter Richtung wirkt. 

3. Der Korrelationskoeffizient ist ± I nur dann, wenn die beiden 
Streuungen fJe und G'f/ gleichzeitig verschwinden, d. h. wenn die beiden 
Vorgange u und v durch die Funktionalgleichung 

cv U v = cu Vv 

streng verknupft sind. Es genugt also nicht etwa, daB irgendeine Funk
tionsbeziehung zwischen ihnen streng erfiillt ist, sondern diese Beziehung 
muB die besondere Form einer Proportionalitat haben, also linear sein. 

4. Der Korrelationskoeffizient ist nur dann null, wenn mindestens 
eine der beiden Proportionalitatskonstanten Cu und Cv verschwindet, 
d. h. wenn mindestens eine der beiden Beobachtungsreihen keinen merk
lichen Bestandteil enthalt, der der Ursachenfunktion Iv proportional ware. 

5. 1st Cv = I, G'f/ = 0, so stellt die zweite Reihe eine durch die Funk
tion I (t) charakterisierte GesetzmaBigkeit streng dar. Hat dann die 
erste Reihe die oben gezeigte Form, so bedeutet das, daB die Werte u. 
durch ein ursachliches Gesetz I (t) mit mehr oder weniger Wirksamkeit 
mit bestimmt werden. Der Korrelationskoeffizient lautet dann 

k- ±I 

- VI + C:"t r ' 
er ist also = ± I, wenn G" = 0, der Zusammenhang also streng linear 
ist, und er verschwindet, wenn Cu = 0 ist. 

6. 1st der Zusammenhang zwischen den Reihen u und v nicht linear, 
so sagt die GroBe des Korrelationskoeffizienten uber den Grad der 
"Strammheit" der Beziehungen nichts aus, wie ein einfaches Gegen
beispiel lehrt: 1st etwa 

U v = sin 1'OC 

v. = COSVOC, 
(V=I,2, ... N; oc=2;r) 

so ergibt sich, falls r eine ganze Zahl, also die Bedingung ~ u. = ~ v. = 0 

erfiillt ist, 
k= __ l::s~nvoccosvoc -=0 

-V :.E sin2 v oc' lJ cos2 V oc ' 

obwohl die beiden Reihen in aller Strenge die allerdings quadratische 
Funktionalgleichung 

erfiillen. 
Es ist somit notig, vor dem Gebrauch des Korrelationskoeffizienten 

zu priifen, ob die mutmaBliche Beziehung zwischen den vorgelegten 
Reihen als linear angesehen werden darf oder nicht. 1m letzteren Falle 
werden andere MaBzahlen fUr die Strammheit der in Frage stehenden 
Abhangigkeiten gesucht werden mussen. Die Grundlage fUr eine solche 
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Untersuchung bildet eine graphische Aufzeichnung der vorgelegten 
Punktpaare (uv, vv) in einem (u, v)-Koordinatensystem. Ein strenger 
funktioneller Zusammenhang wird sich dadurch zu erkennen geben, 
daB die Punkte der Aufzeichnung einen mehr oder weniger regelmaBig 
geformten Linienzug ergeben. Die Gleichung dieser Kurve, t (u, v) = 0, 

ergibt dann unmittelbar die Form des Zusammenhangs. Andemfails 
erfiillen die Punkte ein flachenhaft ausgedehntes Gebiet, eine Punkt
wolke von beliebiger Gestalt. In diesem Faile wird der Zusammenhang 
zwischen den Uv und vv' soweit er iiberhaupt vorhanden ist, als "stocha
stisch" bezeichnet. Wahrend bei funktioneller Verbundenheit zu jedem u 
nur ein wohlbestimmter Wert von v geh6rt (bei mehrdeutigen Funk
tionen auch mehrere), so ist bei stochastischer Verbundenheit zu jedem u 
ein ganzer Bereich gegeben, in dem die zugeh6rigen v-Werte liegen 
k6nnen. LaBt sich die Punktwolke durch eine Verteilungsfunktion 
W (u, v) annahern, die zu jedem Rechteck (u + du, v + dv) die relative 
Haufigkeit der in ihm anzutreffenden Punkte angibt, so erfiillen die zu 
einem bestimmten Wert von u geh6rigen v die "bedingte Verteilung" 

u+du 

Wu(v)= J W(u,v)du. 
u 

Die Gesamtmenge der in dem Streifen (u, u + du) zu erwartenden 
Punkte wird durch 

+00 

Wu= J Wu(v)dv 
-00 

gegeben. Die bedingte Wahrscheinlichkeit, daB ein in diesem Streifen 
liegender Punkt eine Ordinate zwischen v und v + dv besitzt, ist demnach 

() d Wu(v)dv 
CPu v v = W •• 

und die Durchschnittsordinate aller dieser Punkte hat den Wert 
+00 

v(~t) = J vcp,,(v)dv; 
- 00 

ebenso laBt sich ihre Streuung urn den Durchschnittswert durch 
+00 

a~(u) = J (v-v(u))2CPu(v)dv 
-00 

berechnen. Urn ein einfaches Beispiel zu haben, wollen wir annehmen, 
daB die Punktwolke (u, v) normale elliptische Gestalt habe, und daB 
die Gr6Ben u und v auf ihren Mittelwert bezogen und durch ihre relativen 
Streuungen als Einheit gemessen seien. Es ist dann, nach Abschnitt 5, (14) 

I u2 - 2 k u v + Vi 

W (u, v) = ,/ _ e 2 1- k' 
2n V I-k2 
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also: 

+00 

J 
I u2 - 2 k11V + vI! 

e--;: I-k' 
I _~us 

dv=--e 2 

~ 
-00 

mithin: 
I (v- ku)' 

f/Ju(v) = ~; e--;:~ 
2:n; I-k2 

V (u) = ku 
+00 

a~(u)= f (v-ku)2f/Ju(v)dv=I-k2. 
-00 

Dieselben Betrachtungen lassen sich naturlich auch fur die andere Ko
ordinate durchfUhren, und wir erhalten als Durchschnittswert aller 
u-Werte, die in einem horizontalen Streifen von der Begrenzung (v, 
v + dv) liegen: 

u (v) = kv 

und fUr die bedingte Streuung gleichfalls den konstanten Wert 

a; (v) = I-k2• 

Die Durchschnittswerte V (u) bzw. u (v) stellen die mathematischen Er
wartungen der v bzw. u dar; unter der Voraussetzung, daB die Werte u 
bzw. v schon festliegen. Sie erfiillen zwei durch den Koordinatenanfang 
gehende Gerade mit den Gleichungen 

v = ku bzw. 

Diese beiden Geraden heiBen die "Regressionslinien" von v in bezug auf u 
bzw. umgekehrt. Sie fallen dann und nur dann zusammen, wenn k = ± I 

ist, und verlaufen dann in der Richtung ± 45°. Gleichzeitig ist dann die 
bedingte Streuung uberall null, d. h. die Punkte liegen nur auf dieser 
gemeinsamen Regressionsgeraden, die daher in diesem Falle den funk
tionellen Zusammenhang zwischen den u und v versinnbildlicht. 1st 
hingegen k = 0, so fallen die Regressionslinien mit den beiden Koordi
natenachsen zusammen, bilden also einen Winkel von goO miteinander. 
Die Verteilung der Punktwolke ist dann radialsymmetrisch, die bedingten 
Streuungen sind I, also den partiellen Streuungen der Uv und Vv gleich. 

Interessant ist es noch, die Lage der Regressionslinien in bezug auf 
die mittlere Ellipse der Verteilung festzustellen. Die mittlere Ellipse, 
deren Hauptachsen die Richtungen ± 45° haben, wird durch ihre 
Gleichung 

U2-2 kuv + v2 = const 

dargestellt. Die Tangenten dieser Ellipse haben die Gleichungen 

uul-k (UVI + vul) + vVI = U (ul-kvl) + v (vl-ku1) = const, 

wenn (ul , VI) die Koordinaten ihres Beruhrungspunktes sind. Aus 
dieser Gleichung liest man unmittelbar ab, daB die Beruhrungspunkte 
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derjenigen Tangenten, die den Koordinatenachsen parallel sind, der 
Bedingung 

I 
VI = TUI" bzw. VI = kU1 

genugen, also die Gleichungen je einer der beiden Regressionsgeraden 
befriedigen. 1m Zusammenhang mit bekannten Satzen aus der Geo
metrie der Kegelschnitte besagt dies, daB die Regressionslinien nichts 
anderes sind als die konjugierten Durchmesser zu den beiden Koordi
natenachsen. 

Die normale elliptische Verteilung, die nach unseren friiheren Er
kenntnissen fUr viele empirische Verteilungen nach zwei Dimensionen 
als brauchbare Annaherung zu gelten hat, ist nach dem Obigen ein 
Musterbeispiel fur eine lineare Korrelation zwischen zwei Variablen, 
in der also der Korrelationskoeffizient ein brauchbares MaB fur die 
"Strammheit" des stochastischen Zusammenhangs der beiden Variablen 
bildet. 0berall da, wo man also die Verteilung einer Punktwolke an
naherungsweise als elliptisch ansehen kann, lassen sich die Korrelations
betrachtungen in ahnlicher Weise durchfuhren. 

Sei eine Anzahl (N) zusammengehOriger Punktpaare (a~, b.) gegeben, 
so wird die Untersuchung zweckmaBigerweise mit einer graphischen 
Darstellung der Punktwolke beginnen. Um die Verteilung (Haufigkeit 
oder Dichte) der Punktwolke zahlenmaBig festlegen zu k6nnen, teilt 
man die Koordinatenebene in ein Netz von Quadraten ein, dessen Dichte 
sich nach der Dichte der Punktwolke selbst richtet. 1m allgemeinen soIl 
das Netz so weitmaschig sein, daB in den dichteren Teilen der Wolke eine 
gr6Bere Anzahl von Punkten auf jedes Quadrat entfallt. Man zahlt 
dann die in jedem Quadrat enthaltenen Punkte und gibt diese Haufig
keitszahlen in einer Tabelle mit zwei Eingangen wieder, die nach den 
Koordinaten der Quadratmitten beziffert werden. Statt der Haufig
keitszahlen selbst kann man auch die Dichten oder relativen Haufigkeiten 
angeben, die aus den ersteren durch Division durch die Gesamtzahl 
der Punkte entstehen. Diese Dichtezahlen stellen gleichzeitig die empi
rischen Wahrscheinlichkeiten dafur dar, daB ein beliebig herausgegrif
fener Punkt sich in dem betreffenden Quadrat befinde; ihre Summe 
ist naturlich 1. Eine solche Haufigkeits- oder Dichtetabelle kann man 
auch als Korrelationstabelle bezeichnen; sie ist aus der ursprfinglichen 
Punktwolke durch einen zweidimensionalen GlattungsprozeB hervor
gegangen, der um so starker ist, je weitmaschiger das Netz gewahlt war. 
Punkte, die zufallig auf einer Begrenzungslinie zwischen zwei Quadraten 
liegen, pflegt man dabei mit halbem Gewicht jedem der beiden angren
zenden Felder zuzurechnen; liegt ein Punkt auf einer Quadratecke, 
so ist sein Wert fiber vier Felder mit je einem Viertel zu verteilen. 

Kennzeichnet man nun die Spalten der so gewonnenen Korrelations
tabelle durch den Index fl, die Zeilen durch den Index 11, so ist niH die 
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Anzahl der auf das Feld (fl, p) entfallenden Punkte, deren Koordinaten 
infolge der vorgenommenen GHi.ttung durch die der Feldmitte u =p" 

v = p zu ersetzen sind. Die Zahl der in den Spalten bzw. Zeilen der 
Tabelle enthaltenen Punkte ist 

bzw. 

wobei die Summen stets uber den gesamten belegten Bereich von p 

bzw.,u zu erstrecken sind. Die Gesamtzahl der Punkte ist 

,I ii", = ,I iiv = ,I ,I n",v = N. 
'" v '" v 

Die bedingten mathematischen Erwartungen v", bzw. uv entsprechen den 
"Schwerpunkten" der Spalten bzw. Zeilen. Es ist demnach 

ii",v", = ,I v n",v ; 
v 

wobei die Anzahlen der zu diesen Schwerpunkten vereinigten Punkte, 
also ii", bzw. iiv, den mathematischen Erwartungen als "Gewichte" zu
zuschreiben sind. 

Die bedingten mathematischen Erwartungen der Spalten in Abhiingig
keit vonp, und die der Zeilen in Abhiingigkeit von p bilden je eine Punkt
folge, deren Verlauf uber die Naturder stochastischen Beziehungen 
zwischen u und v Auskunft gibt. Dabei muB allerdings noch angenommen 
werden, daB die Schwerpunkte jeder Zeile und Spalte auch wirklich als 
Hiiufungszentren der in ihnen enthaltenen Punkte betrachtet werden 
durfen. Andemfalls, z. B. in einer kreisringformig angeordneten Punkt
menge, in der die Punkte jeder Spalte und Zeile sich urn zwei mehr 
oder weniger deutlich getrennte Zentren haufen, kann der Schwerpunkt 
nicht als "mathematische Erwartung" angesehen werden. Diese Faile, 
die, wie unschwer einzusehen ist, auf Regressionslinien fuhren, deren 
Gleichungen in den rechtwinkligen Koordinaten mehrdeutige Funk
tionen enthalten, bedurfen einer besonderen mathematischen Behandlung, 
auf die hier nicht ausfiihrlich eingegangen werden kann. So ware bei 
einer ringformigen Verteilung etwa ein Polarkoordinatensystem geeignet, 
dessen Zentrum im Innem des Ringes liegt; diesem System entsprechend 
waren dann auch die Felder der Tabelle anzuordnen. In jedem Faile HiBt 
sich aus dem Anblick der Punktwolke, vorausgesetzt, daB die Anzahl 
der Punkte uberhaupt genugend groB ist, unmittelbar entscheiden, 
welche Methode bei der Konstruktion der Regressionslinien anzuwenden 
ist. Die Aufzeichnung der Punktwolke bzw. die Bildung einer Korre
lationstabeile erweist sich daher als eine unerlaBliche MaBnahme, wenn 
man nicht Gefahr laufen wiil, durch kritiklose Anwendung von Rechen
vorschriften MaBzahlen (z. B. Korrelationskoeffizienten) zu erhalten, 
die zu dem wahren statistischen Verhalten des vorgelegten Materials in 
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keiner Beziehung stehen und daher zu irrefUhrenden Vorstellungen 
AnlaB geben. 

Sind die Vorbedingungen fUr die eindeutige Bestimmbarkeit der 
bedingten mathematischen Erwartungen durch Mittelung der in den 
Spalten und Zeilen enthaltenen v- und u-Werte erfullt, so ergeben die 
obigen Formeln zwei Folgen von Punkten, durch deren Verlauf die Form 
und Lage der beiden Regressionslinien hinreichend gekennzeichnet wird. 
Da allerdings jeder Punkt dieser Folgen nur aus einer beschrankten 
Anzahl von Einzelwerten des (u, v)-Kollektivs hervorgeht, so wird die 
Verbindung dieser Punkte zu einem Linienzug nur ein unvollkommenes 
Bild der idealen Regression vermitteln. Man hat sich vorzustellen, daB 
die empirisch gegebene Punktwolke eine endliche und willkurliche Aus
wahl aus einem idealen Kollektiv darstellt, das als Trager der statistischen 
Eigentumlichkeiten des beobachteten Wertekomplexes anzusehen ist. 
Nehmen wir etwa an, daB dies ideale Kollektiv eine normale elliptische 
Verteilung hat, so sind die idealen Regressionslinien Gerade, die sich unter 
einem gewissen Winkel schneiden. Die beiden aus dem verfugbaren 
Auswahlkollektiv berechneten Punktfolgen werden sodann -, und zwar 
urn so enger, je graBer die Zahl der benutzten Wertepaare gewesen ist
dem Zuge dieser idealen Geraden folgen, aber mehr oder weniger starke 
Abweichungen von ihm zeigen. Aus einer endlichen Zahl von Punk ten 
wird daher die ideale Lage der Regressionslinien nur mit einer gewissen 
Unsicherheit hervorgehen. Die wahrscheinlichste Lage der Regressions
linien wird, vorausgesetzt, daB ihre mathematische Form aus der Punkt
folge mit genugender Sicherheit erkennbar ist, durch die Methode der 
kleinsten Quadrate zu ermitteln sein. So wird durch die Aufzeichnung 
der errechneten bedingten mathematischen Erwartungen als Punkt
folge zu entscheiden sein, ob ihre Ausgleiehung nach einer linearen 
Regressionslinie gereehtfertigt ist oder nicht. Zeigt der Kurvenzug deut
liehe Krummungen, die man nicht als zufallige Abweiehungen von einem 
linearen Verlauf ansehen kann, so wird unter Umstanden eine Ausglei
chung nach einer parabolischen Funktion zweiter, dritter oder gar haherer 
Ordnung zu erfolgen haben. 1st die Krummung nur schwach, so wird 
eine lineare Ausgleichung - wenn auch nicht zu einer vollstandigen Dar
stellung der Regressionseigenschaften - doch zu ihrer genaherten \Vieder
gabe ausreichend sein. Fur die Darstellung der Regressionslinien aus 
einem beschrankten Material gilt demnach alles, was im erst en Kapitel 
uber die Annaherung von empirischen Funktionen und Beobachtungs
reihen durch gegebene Funktionen gesagt worden ist: Die Lasung diesel' 
Aufgabe ist mitunter nur maglich, wenn dem Bearbeiter ein gewisser 
Spielraum in der Auffassung zugestanden wird, und sie wird nur dann 
erfolgreich sein, wenn er seine Entscheidungen mit dem natigen durch 
Erfahrung und genaue Kenntnis des Gegenstandes gescharften Fein
gefUhl treffen kann. 

Stumpff, Periodenforschung. 
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7. Autokorrelation von Beobachtungsreihen. 
Wir haben im Abschnitt 6 festgestellt, daB der Korrelationskoeffizient 

zwischen zwei Wertefolgen u, und v, unter gewissen Voraussetzungen 
fiber die Struktur der zweidimensionalen Verteilung zusammengehoriger 
Wertepaare (u" v,) als MaB fUr die statistische Abhangigkeit dieser beiden 
Folgen voneinander angesehen werden konnte. Dariiber hinaus ist 
natiirlich die formale Bildung des Korrelationskoeffizienten nach der 
Formel 
k _ lJ(u, - uo) (v, - vol . 

- v'lJ (u, - Uo)2 • 1:; (v, - VO)2 ' (uo= ~2Ur; 
oder, wenn der Schwerpunkt der "Wolke" (uo, vo) durch Parailelverschie
bung des Koordinatensystems in den Koordinatenanfang verlegt wurde, 
nach der einfacheren Formel 

k = lJur v, 
v' 1:; u~ . lJ v~ 

immer moglich, ohne daB damit fiber die statistische Bedeutung dieser 
GroBe etwas ausgesagt wird. Die GroBe kist dann als eine nach be
stimmten Regeln gebildete Funktion der gegebenen Werte zu betrachten, 
die gewisse, im Einzelf'all noch naher zu diskutierende Eigenschaften 
des vorgelegten Wertevorrats reprasentiert. So fiihrt z. B. die Korre
lation zwischen einer aquidistanten Beobachtungsreihe 

Yl1 Y2' ... , Y .. 

und jeder der beiden Folgen 

cos ct, cos 2 ct, . ; ., cos n IX 

sin IX, sin 2 ex, ••• , sin n ex 

zu den formalen Korrelationskoeffizient€m 

( i Y. = 0) 
.=1 

( ex = 2 nr . 
n ' r ganz) 

: L: Y. cos 'V oc a, 
=--

b k' = 1:; Y. sin 'V oc b, 
zw. v' 1:; Y; .1:; sin2 'Voc = (J'Vz ' 

die, wie man sieht, den FouRIER-Koeffizienten r-ter Ordnung der Beob
achtungsreihe proportional und der Streuung der Beobachtungswerte 
umgekehrt proportional sind. Der formale Korrelationskoeffizient wird 
also in diesem Faile eine Aussage fiber den Anteil vermitteln, den eine 
bestimmte Versuchswelle an dem Aufbau der zeitlichen Schwankungen 
der BeobachtungsgroBen hat. Ein anderes Beispiel fUr die Bildung 
formaler Korrelationen ffihrt ebenfails auf Betrachtungen, die in der 
Periodenforschung eine besondere Rolle spielen; es umfaBt die schon 
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fruher erwahnten Korrelationen einer Beobachtungsreihe mit sich selbst, 
die man als "A utokorrelationen" bezeichnet. 

Trivial ist der Fall, daB die Reihe 

Yv Yz, ... , Yn' 

unverandert mit sich selbst korreliert werde: Hier ergibt sich der Korre
lationskoeffizient ko = I, den man auch den "Autokorrelationskoeffi
zienten nullter Ordnung" nennt. Dies Ergebnis ist naturlich vallig un
abhangig von der besonderen Form der Reihe, es tritt insbesondere auch 
dann auf, wenn die Beobachtungswerte ganz ungeordnet sind, etwa eine 
Reihe zufalliger Fehler darstellen. Anders wird es, wenn wir die obige 
Reihe mit der urn s Einheiten verschobenen Reihe 

Ys+l, Ys+2, ... , Ys+n> ... 

m Beziehung setzen. Das Ergebnis ist allgemein 
n 
~ (Yv - bo) (yv +s - bs}n n 

ks= 11 :~1 n ... .; 00= ~~Yv; os= 1:2y,,+s (IS) 
vEl(Yv- bo}2' vEl(yv+s-bs}2 v~l v~l 

und wird als "Autokorrelationskoeffizient s-ter Ordnung" bezeichnet. 
Er kann, je nach der Art der Beobachtungsreihe, beliebige Werte zwischen 
- I und + I annehmen. Das Wesentliche ist dabei, daB er, im Gegensatz 
zu ko, gegen eine Vertauschung der Reihenfolge der Beobachtungswerte, 
von besonderen Ausnahmefallen abgesehen, nicht mehr invariant ist. 
Bei der Bildung der haheren Autokorrelationskoeffizienten ist demnach 
die zeitliche Aufeinanderfolge der Beobachtungen, also ihr funktioneller 
Charakter, maBgebend beteiligt. Diese GraBen sind also unter Umstanden 
zur Beschreibung von Eigenschaften eines Beobachtungskollektivs 
geeignet, die durch die rein statistische Verteilungskurve nicht erfaBt 
werden. So besteht die Maglichkeit, die Folge der Autokorrelations
koeffizien ten 

ko, kv kz, 

zu den funktionellen Eigenschaften der Beobachtungsreihe, z. B. zu 
ihren Perioden, in Beziehung zu bringen. 

An die Formel (IS) mussen zunachst folgende Bemerkungen geknupft 
werden: 

I. Zur Berechnung eines Autokorrelationskoeffizienten s-ter Ordnung 
aus n Wertepaaren ist die Kenntnis von n + s Werten der Originalreihe 
erforderlich. Nennen wir die Zahl der benutzten Wertepaare das "Ge
wicht" des Autokorrelationskoeffizienten, so folgt daraus, falls von einer 
Beobachtungsreihe nur N Werte verfiigbar sind, daB der Autokorre
lationskoeffizient s-ter Ordnung hachstens mit dem Gewicht N - s 
ermittelt werden kann. 
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2. Die in der Fonnel auftretenden Mittelwerte ~o und ~s sind im 
allgemeinen voneinander verschieden und verandern sich auch, wenn 
man etwa das Gewicht durch Hinzunahrne weiterer Beobachtungen 
erhoht oder, wie es bei beschrankter Beobachtungsanzahl notwendig 
werden kann, beirn Dbergang auf eine hohere Ordnung herabsetzt. 1st 
die Anzahl der benutzten Beobachtungen sehr groB, so wird die .Anderung 
der Mittelwerte bei einer irn Verhaltnis zu n geringfiigigen Anderung des 
Gewichts nur klein und unter Umstanden zu vernachlassigen sein. Die 
Beriicksichtigung der Mittelwertsanderung ist bei der praktischen Be
rechnung einer groBeren Zahl von Autokorrelationskoeffizienten ver
schiedener Ordnung sehr zeitraubend und urnstandlich. Es 'ist daher 
angebracht, sofern es die Genauigkeitserfordernis zulaBt, diese Ande
rungen nach Moglichkeit zu vernachlassigen. Das kann z. B. dadurch 
geschehen, daB man an Stelle der Mittelwerte ~o und ~s, die aus zwei 
verschiedenen, wenn auch sich stark iiberdeckenden Teilbereichen der 
verfiigbaren Beobachtungsreihe gewonnen werden, einheitlich den 
Mittelwert der gesamten Reihe benutzt. Man kann sogar, wenn sehr 
viel mehr Beobachtungswerte vorhanden sind, als im Augenblick ge
braucht werden, das Gesamtmittel der Reihe benutzen, vorausgesetzt, daB 
sie statistisch homogen ist, also insbesondere ihr Gesamtmittel auch fUr 
kleinere Bereiche als charakteristisch angesehen werden darf. 1st dies 
nicht der Fall, d. h. zeigt die Beobachtungskurve eine "sakulare" Ver
anderlichkeit ihres mittleren Verlaufs, so empfiehlt es sich, die Original
reihe durch Elimination des sakularen Gliedes homogen zu machen. Die 
Mittelwerte ~o bzw. ~s weichen dann von dem Gesarntmittel, das wir also 
die beste verfiigbare Annaherung an den idealen Mittelwert ansehen 
konnen, nur urn Betrage ab, die in den Grenzen der zufalligen Fehler 
liegen, die fiir die Mittelbestimmung aus n Einzelwerten zu erwarten 
sind. Sind also die Beobachtungswerte als Abweichungen von einem 
Gesamtmittel gegeben und von einem etwaigen sakularen Gang befreit, 
so werden die GroBen als klein im Verhaltnis zur Streuung der Beob
achtungen zu betrachten sein - ihre GroBenordnung wird gleich der 
durch vn dividierten Streuung sein1 . Die strenge Fonnel fiir den Auto
korrelationskoeffizienten laBt sich dann nach Potenzender ~ in folgender 
Weise entwickeln: Zunachst ist 

~ (y.- ~o) (y.+s-~s) = ~ y. yv+s- ~o ~ Y.+s- ~s~ y. + n~o~s 
= ~ y. Y.+s-n~o~s 

~ (Y'_~0)2 = y~-n~~; ~ (Y.+s-~s)2 = ~ y~+s-n c5:. 
Setzen wir also die empirischen Streuungen urn ~o bzw. c5s 

V: ~ y~ = 0'0; 11: ~ y~ +s = O's' 

1 Dber aIle Fragen, die mit der Theorie der zuflllIigen Fehler zusammenhllngen, 
sei auf die Literatur verwiesen (s. Lit. 52, 75). 
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so ergibt sich 
k _ l:yvyv+s-n~oGs 

s - n ao as 11 ( 1 - ~D (I - ~i) , 
also bei einer Entwicklung bis zur zweiten Ordnung der kleinen Ver-

h"lt' Go d ~s a msse - un -: ao as 

ks = l;yvyv+s (1 +_~(~~ + ~!) ... )_ ~o~s. 
n aoas 2 ao as aoas 

Es ist demnach 
k~ = l; Yv Yds 

n aoas 

ein Naherungswert des Korrelationskoeffizienten, der brauchbar ist, 
wenn die arithmetischen Mittel ~o und ~s im Verhaltnis zur Streuung sehr 
klein sind. Eine weitere Vereinfachung der Formel laBt sich erzielen 
und unter Umstanden rechtfertigen, wenn statt der Streuungen 0'0 und 
as eine mittlere Streuung 0' gesetzt wird. Es ist dann 

k'- l;yvYv+ s 
s - na2 . 

1st z. B. eine N-gliedrige und statistisch homogene Beobachtungsreihe 
gegeben, und ist die Aufgabe gestellt, aIle Autokorrelationskoeffizienten 
bis zur Ordnung r zu bilden, unter Benutzung der gr6Btm6glichen Anzahl 
von Einzelwerten, so wird man, wenn der Mittelwert der Reihe null und 
die Gesamtstreuung 

"~V ~~Y: 
ist, die gesuchten Korrelationskoeffizienten genahert III der Form 

N-s 

l; Y. Yv+s 
k _ .=1 ( ) 

s - (N -s) a2 $ = 0, I, 2, ... , r 

schreiben durfen. Die Ordnung der Autokorrelation kann nicht beliebig 
weit getrieben werden, sondern ist an die unerlaBliche Forderung ge
bunden, daB N - $, die Zahl der Summierungen bei der Bildung des 
Korrelationskoeffizienten h6chster Ordnung, nicht zu klein sein darf. 
Die hierbei einzuhaltende Grenze wird aber stets von der Eigenart des zu 
behandelnden Materials und der zu l6senden Aufgabe abhangen. 

Uber die verschiedenen M6glichkeiten, die durch die Methode der 
Autokorrelation fUr die Erforschung der gesetzmaBigen Struktur von 
Beobachtungsreihen er6ffnet werden, laBt sich schon durch heuristische 
Betrachtungen ein ziemlich vollstandiges Bild gewinnen. Am einfachsten 
liegen die Dinge, wenn als Beobachtungsreihe eine Folge von Zahlen 
gegeben ist, die sich wie zufallige Fehler verhalten. Wegen der gegen
seitigen Unabhangigkeit der Yv ist dann, abgesehen von dem trivialen 
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Fall ko = I, die mathematische Erwartung der ks fUr jede Ordnung 
null. Die empirischen Werte der Folge kl> k2' ka, ... werden also urn den 
Mittelwert null schwanken, ihre Streuung wird durch den m. F. des 
Korrelationskoeffizienten im Falle der Unabhangigkeit gegeben sein, 
der fur normale Korrelation 

I 

#k. = Vn 
zu setzen istl. Dbrigens gilt dieser genaherte Streuungswert fur den 
Fall der Unabhangigkeit auch bei beliebigem Verteilungsgesetz, also 
auch dann, wenn die Wertepaare (Yv, Yv+s) nicht normal korreliert 
sein sollten (siehe Lit. 28I). 

Ganz anders liegen jedoch die Dinge, wenn die Beobachtungswerte 
eine zeitliche Abhangigkeit voneinander zeigen, etwa von der Art, daB 
ihre graphische Aufzeichnung in der gegebenen Reihenfolge einen mehr 
oder weniger glatten Kurvenzug ergibt oder gar eine periodische Wieder
holung zeigt. Ein sehr einfaches Beispiel fur die letztere Moglichkeit 
bietet die F olge 

+1, -I, +1, -I, +1, -I, ... , 

deren zeitliche Abhangigkeit durch das Gesetz der alternierenden Vor
zeichen gekennzeichnet wird. Die Folge ko, kl> k2' .. , der Autokorre
lationskoeffizienten ist hier offenbar ebenfalls 

+ I, .,-1, + I, -I, + I, -I, ... , 

und zwar unabhangig von der Zahl der zu ihrer Bildung benutzten Einzel
werte. Allgemein gibt eine rein periodische Folge 

Yl' Y2' ... , Yp, Yl> Y2 ... , Yp, Yl' Y2' ... , YP' Yl' .•. 

mit der Grundperiode p fUr die Autokorrelationskoeffizienten von der 
Ordnung 0, p, 2 p, 3 p, ... 'den gemeinsamen Wert + I, falls die benutzte 
Summandenzahl (das Gewicht) n ein beliebiges ganzes Vielfaches von p 
ist. Die ubrigen ks konnen wieder, je nach der Art der Beobachtungs
reihe, aIle moglichen Werte zwischen - I und + I annehmen. Der 
Wert - I (entgegengesetzte funktionelle Abhangigkeit) wird nur dann 
entstehen, wenn die Folgen 

Yl> Y2' Ya, ... 

-Ys+I> -Ys+.' -Ys+ 3' 

identisch sind. Man findet leicht, daB dies nur dann eintreten kann, 
wenn die Grundperiode aus zwei zur Abszissenachse spiegelbildlich 
gleichen Halften besteht. Dazu ist notwendig, daB peine gerade Zahl 
(P = 2 m) sei, und es wird dann der Autokorrelationskoeffizient ks = - I 

1 Der m. F. eines Korrelationskoeffizienten kist im Fane der normalen Korre-
I-~ I 

lation genahert Pk = Vn (s. Lit. 28I). Fur k = 0 ist also Pk = Vn . 
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stets eintreten, wenn die Verschiebung s ein ungerades Vielfaches von m 
darstellt. Das einfachste Beispiel fur diesen Fall bietet die Folge 

c'cos (~+Y)' c· cos ( 2~+Y)'" .,c-cos( (2m-I)~+Y ),C'cos(2n+y), ... , 

deren Periode 2 m betragt. 1st n ein Vielfaches von 2 m, so erhalten 
wir als Streuung 

V 2m 

.(]= ~ ~ COS2 (v~+y)=_c_ 
2m~ m fz' 

v=l 
mithin 

2m 

l:Yv Yv2+s =~ ~ COS (v ~ + y) COS ((v+ s) ~ + y) 
2ma m~ m , m 

v=l 
2m 

= 2:n ~ {cos ((2 V + s) : + 2 Y) + coss :} = cos s : . 
v=l 

Die Folge der Autokorrelationskoeffizienten bildet demnach eine cos
Folge von gleicher Periode, aber der Amplitude I und der Anfangsphase o. 

Wir wollen diese konstruierten Beispiele von Autokorrelation perio
discher Beobachtungsreihen noch urn zwei weitere vermehren, urn daraus 
einige wichtige Schlusse zu ziehen. Zuerst wollen wir annehmen, daB 
die vorgelegte Reihe auBer der Cosinuswelle von der Periode 2 m noch 
eine andere von kleinerer Periode enthalte. Wenn wir fur die Bildung 
der Autokorrelationskoeffizienten nicht gerade eine Wertezahl n zu
grunde legen, die einer Schwebungsperiode zwischen den beiden Elemen
tarperioden entspricht oder einem Vielfachen dieser Zahl, wird sowohl 
der Mittelwert als auch die Streuung der Folge von n abhangen. Wir 
wollen daher, urn die Rechnung zu vereinfachen, fUr Mittelwert und 
Streuung den idealen Wert setzen, gegen den jede dieser Gr6Ben strebt, 
wenn n beliebig wachst, und der jedesmal, wenn n einer Schwebungs
lange oder einem Vielfachen derselben gleich wird (vorausgesetzt, daB 
die Perioden kommensurabel sind), durch die formale Rechnung auch 
tatsachlich erreicht wird. Der ideale Mittelwert ist in diesem Falle, wie 
unmittelbar einzusehen ist, null; lautet das allgemeine Glied der Reihe 

Yv=C1cos(!XV+Y) + C2 cos ({1v + b), (V=I,2, ... ) 

so ist das Quadrat der Streuung 

: ~ Y~ = ~ ~ cos2 (!Xv + y) + ~~~ ~ cos (!Xv + y) cos ({1v + b) 

+ ~ ~ cos2 ({1v+ b). 

Die Streuung schwankt also urn den idealen Wert 

c2 + c2 
(]2 = _' __ 2. 

2 
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Der Zahler des Autokorrelationskoeffizienten s-ter Ordnung erhalt die 
Form: 

-n (12 ks = .I Yv Yd g = C~ .I cos (0(;," + y) cos (IX ('I' + s) + y) 

+ C1 c2 .I cos (IX 'I' + y) cos ({3 ('I' + s) + c'l) + C1 c2 .I cos ({3'1' + c'l) 

cos (IX ('I' + s) + y) + c:.I cos ({3'1' + c'l) cos (fJ ('I' + s) + c'l). 

Bei beliebiger Vermehrung von -n schwankt dieser Betrag, wie man 
nach Auflosung der cos-Produkte leicht feststellt, immer enger urn den 
Idealwert 

der in allen denjenigen Fallen tatsachlich erreicht wird, in denen -n eine 
ganze Anzahl von Schwebungen der beiden Elementarschwingungen 
umfaBt, da dann samtliche einfachen Cosinussummen verschwinden, 
weil sie sich stets tiber eine volle Zahl von Perioden erstrecken. Andern
falls sind die hier vernachlassigten Glieder klein, wenn -n hinreichend 
groB ist, und wenn nicht gerade die Differenz zwischen den Frequenzen IX 

und {3 sehr klein ist, die Elementarperioden also sehr benachbart sind. 
Der Idealwert des Autokorrelationskoeffizienten s-ter Ordnung ist 
demnach 

I {C2 C2 } kg ="2 a~ cos IX S + a; cos {3 S , 

so daB sich also die Folge der kg aus zwei Cosinusgliedern von den Perioden 
der Originalreihe zusammensetzt, deren Amplitudenverhaltnis gleich 
dem Quadrat des Amplitudenverhaltnisses der Originalschwingungen 
ist. Sind also die beiden Amplituden verschieden, so wird in der k-Folge 
die groBere dieser Amplituden stark bevorzugt. Die Herabdrtickung 
des Gewichts der kleineren Amplituden ist die am meisten hervortretende 
Eigentiimlichkeit dieses Ergebnisses. Wir werden spater (V, 4) sehen, 
daB auf dieser Eigenschaft der ks-Folge eine neuerdings viel benutzte 
Methode der Trennung sich tiberlagernder Periodizitaten beruht. 

Das zweite Spezialbeispiel bezieht sich auf den Fall, daB die Beob
achtungsreihe auBer einer einfachen Welle noch eine zufallig-variable 
Funktion enthalt, etwa einen Beobachtungsfehler von bestimmter 
Streuung p. Es sei also 

Y. = C cos (IX 'I' + y) + Bv 

dann ist bei hinreichend groBem -n der Mittelwert der Reihe null, und die 
Streuung zu berechnen aus: 

n 

-n (12 = .I y~ = c2 .I COS2 (IX 'I' + y) + 2 C .I B cos (IX 'I' + y) + .I B~ 
.=1 
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Fur den Zahler erhalt man 

.I YvYv+s = c2 .I cos (O(v+y) cos (0( (v+s) + y) +c.I evcos(O((v+s) +y) 

+ c .I ev + s cos (0( v + y) + .I ev ev + S , 

also fur s;;;; I den Idealwert 

n a2 ks = ~ {~cos (0( (2 V + s) + 2 y) + :E cos 0( s },....., ~2 • n cos 0( s 

und somit fUr den idealen Verlauf der ks-Folge neben ko = I 

c2 
-cos oc S 

2 
ks = ---C2~--

~+p.2 
2 

I 
----CO-2 • cos 0( S , 

I+~ 
c2 

also eine Cosinuswelle mit einer um so starker herabgesetzten Amplitude, 
je gri:iBer die Streuung der zufalligen Fehler im Vergleich zur Amplitude 
der Originalwelle ist. 

Diese Beispiele, die sich leicht vermehren und detaillieren lieBen, 
bezogen sich auf FaIle, in denen die Beobachtungsreihe - eventuell 
neben unperiodischen Bestandteilen - persistente Perioden enthielt. 
Unter solchen Umstanden zeigte sich, daB die Folge der Autokorrelations
koeffizienten gleichfalls periodisch aufgebaut war und u. a. die gleichen 
Perioden, allerdings in anderem Amplitudenverhaltnis aufwies. Das 
Vorhandensein irregularer Bestandteile bewirkte eine Herabdruckung 
der Amplituden in der ks-Folge und vor allem die Unmi:iglichkeit, daB 
fUr s > 0 die Extremwerte ± I irgendwo erreicht werden konnten. 

Wie verhalt sich nun die ks-Folge, wenn persistente Periodizitaten 
in der ursprunglichen Reihe nicht vorhanden sind? Offenbar stellt 
dieser Fall ein Mittelding zwischen den· extremen Annahmen dar, daB 
einerseits persistente Perioden vorhanden sind, andererseits die Beob
achtungsreihe aus statistisch unabhangigen Einzelwerten, z. B. aus 
reinen Beobachtungsfehlern oder aus \Verten, die sich wie solche ver
halten, besteht. Man kann dies en allgemeinen Fall, der sich je nach den 
gegebenen Umstanden dem einen oder dem andern der genannten Extreme 
nahern kann, als den der "Quasipersistenz" bezeichnen. Dieser Begriff, 
dem wir bereits im vorigen Kapitel bei der analytischen Behandlung 
der Periodogramme von Beobachtungsreihen begegnet sind, gewinnt 
durch die statistische Betrachtung und besonders im Hinblick auf die 
Autokorrelation eine eigenartige Bedeutung. 

Quasipersistente Perioden kommen in zahlreichen Naturvorgangen 
vor; in manchen lassen sie sich mit einer Deutlichkeit aufzeigen, die an 
ihrer "physikalischen Realitat" kaum einen Zweifel laBt, in anderen 
ist diese Realitat ein heiB umstrittenes Problem. Was die ersteren an
betrifft, so stellt die Periode der Sonnenflecken das klassische Beispiel 
filr sie dar: Hier, eben so in dem Lichtwechsel mancher "halbregelmaBiger" 
veranderlicher Sterne, haben wir einen. periodischen Vorgang vor uns, 



218 Die statistische Behandlung von Periodenproblemen. 

dessen Frequenz, Amplitude und Phase zeitlichen und oft sprunghaft 
auftretenden Veranderungen unterworfen sind. Immerhin sind diese 
periodischen Schwankungen selbst so in die Augen fallend, daB ihre 
Realitat auch ohne Heranziehung der statistischen Expektanzbetrach
tungen deutlich ist. Anders ist dies bei den wesentlich komplizierter 
aufgebauten Vorgangen, die wir etwa in der Meteorologie antreffen: 
die Frage nach der Realitat der periodischen Luftdruckschwankungen 
z. B. ist lange Zeit vemeint worden und wird selbst heute noch von man
chen Forschem vemeint, obwohl inzwischen gewichtige Grunde auf
gedeckt wurden, die eine, wenn auch bedingte, Bejahung fordem. Die 
Ursache dieser Diskrepanz der Auffassungen liegt offenbar darin, daB die 
Analysenergebnisse hier auBerordentlich stark von der Anlage der Rech
nung, z. B. von der Wahl des Analysenintervalls abhangig sind, also 
durch mehr oder weniger willkurliche MaBnahmen beeinfluBt werden 
k6nnen. Die Periodizitat dieser Vorgange bewegt sich demnach hart 
an der Grenze, die den Zufall von der GesetzmaBigkeit trennt - die 
Grunde, die £fir die Annahme einer Quasiperiodizitat sprechen, sind 
zwar vorhanden, aber nicht so gewichtig, daB sie die Gegengriinde v611ig 
zum Schweigen bringen, die fur die Hypothese eines Zufallswaltens 
geltend gemacht werden k6nnten und auch gemacht werden. 

Das schon mehrfach benutzte Beispiel einer Reihe von Luftdruck
beobachtungen mag auch jetzt wieder dazu dienen, die hier auftretenden 
Schwierigkeiten zu beleuchten und den Weg zu ihrer Uberwindung zu 
zeigen. Es seien etwa die taglichen Luftdruckwerte (8 Uhr-Termin) 
einer bestimmten Beobachtungsstation und fUr einen beliebig langen 
Zeitraum vorgelegt. Wir wollen dabei annehmen (da es sich ja hier 
nicht urn die konkreten Fragen der Luftdruckperiodizitat, sondem urn 
Grundsatzliches handelt), daB sakulare Schwankungen eliminiert seien; 
ebenso wollen wir von der in Wirklichkeit sehr stark ins Gewicht fallenden 
Tatsache absehen, daB die Streuung der Beobachtungen erheblichen 
jahreszeitlichen Schwankungen unterliegt, wenn sie uber entsprechend 
kurze Intervalle genommen wird. Mit anderen Worten: es liege eine 
Beobachtungsreihe vor, die sich in jeder Beziehung wie eine Luftdruck
reihe verhalt, aber in bezug auf Mittelwert und Streuung homogen ist. 
Quasiperiodisch nennen wir eine solche Reihe, wenn in ihrem Verlauf 
periodische Schwankungen auftreten, die eine Zeitlang wirksam sind 
und dann wieder verschwinden. Solche kurzfristigen Schwingungen 
k6nnen gemeinsam, aber auch unabhangig voneinander entstehen und 
vergehen; ihre Wellenlangen k6nnen bestimmte und diskrete Werte 
bevorzugen oder auch willkurlich, d. h. nach undurchsichtigen Regeln, 
einem stetigen Spektralbereich entnommen sein. Der Spielraum der 
M6glichkeiten, der sich dadurch ergibt, ist sehr ausgedehnt - er wird 
auf der einen Seite durch den Fall der Aperiodizitat, auf der andem 
durch die persistente Periodizitat begrenzt, ohne daB jedoch diese 
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Begrenzung eindeutig festlegbar ware. Vielmehr gibt es, wenn wir schon 
eine Klassifizierung der in diesen Fragenkomplex fallenden empirischen 
Kurven in periodische, quasiperiodische und aperiodische vomehmen 
wollen, sowohl zwischen den ersten beiden, als auch zwischen den letzten 
beiden, Dbergangsklassen, die eine besondere Beachtung verdienen .. Den 
Dbergang zwischen den quasiperiodischen und den rein periodischen 
Kurven haben wir schon fruher kennengelemt, ohne daB die jetzt zur 
Erorterung stehenden Fragen dabei aufgetaucht waren: er wird durch 
alle jene Beobachtungsreihen gebildet, die wir zwar als periodisch an
zusehen gewohnt sind, weil gewisse Perioden in ihnen sehr lange Zeit 
hindurch zu verfolgen sind, ohne daB die GewiBheit einer reinen Perio
dizitat besteht, d. h. ohne daB wir berechtigt waren, auf Grund der 
erkannten Perioden eine Extrapolation auf belie big lange Zeiten zu 
untemehmen. Zum Beispiel wiirden wir die Sonnenfleckenreihe zu dieser 
Art von Beobachtungsreihen rechnen, wenn nicht die Erfahrung gelehrt 
hatte, daB von Zeit zu Zeit sprunghafte Anderungen der Wellenlange 
urn sehr merkliche Betrage vorkommen konnen. Wenn wir also die 
Sonnenfleckenreihe zu den quasiperiodischen Funktionen rechnen, so 
ordnet sie sich doch sehr dieht bei jener Dbergangsgrenze ein, die zu 
den persistenten Periodizitaten hinuberfiihrt. Andererseits ist der Unter
schied, den wir zwischen den quasiperiodischen Funktionen und den 
durch willkurliche Auslosung aus irgendeinem Wertekollektiv gewon
nenen Folgen zu machen haben, ·noch so groB und einschneidend, daB 
von einem unmittelbaren Dbergang nicht die Rede sein kann. Die Zu
fallsfolge (als Musterbeispiel hierfiir kann immer wieder eine Folge 
zufalliger Beobachtungsfehler herangezogen werden) ist durch die wesent
liche Eigentumlichkeit gekennzeichnet, daB jeder folgende Wert von 
den vorhergehenden statistisch unabhangig ist, daB also die Wahrschein
lichkeit einer bestimmten Wertekombination lediglich von der Verteilung 
der Werte-im Urkollektiv, nicht aber von der Reihenfolge abhangt, in 
der diese Werte aus dem Urkollektiv entnommen wurden. 1st also die 
Verteilung eines Kollektivs durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion ffJ (y) 
gegeben, so ist durch den Ausdruck ffJ (Y2) dY2 nicht nur die Wahrschein
lichkeit, daB eine Beobachtung in die GroBenklasse [Y2; Y2 + dY2] falle, 
darzustellen, sondem auch die bedingte Wahrscheinlichkeit fur das 
gleiche Ereignis, falls die vorhergehende Beobachtung den Wert Yl 
ergeben hat. 

Bei unserem Beispiel von der Luftdruckreihe ist diese Unabhangigkeits
bedingung keineswegs erfiillt. Zwar bilden die Einzelwerte des Luftdrucks 
in unserer Reihe ein Kollektiv mit bestimmter Verteilungsform ffJ (Y), und 
wenn wir mit einem beliebig herausgegriffenen Beobachtungstag beginnen, 
so ist die Wahrscheinlichkeit, daB dieser Anfangswert Yl sei, durch 
ffJ (Yl) gegeben. Sobald aber dieser Anfangswert festliegt, konnen wir die 
Wahrscheinlichkeit fUr den nachsten keineswegs auf die Verteilung des 
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Urkollektivs zuruckfuhren. 1st Yl ein hoher Luftdruckwert, so besteht 
zwar die Moglichkeit, daB am nachsten Tage ein tiefer Wert Y2 gemessen 
werde; die Wahrscheinlichkeit, daB dies wirklich eintreffe, ist aber sehr 
gering gegenuber der Wahrscheinlichkeit, daB auch der zweite Tag einen 
hohen Wert ergebe. Mit anderen Worten: die Luftdruckwerte zeigen 
von Tag zu Tag eine gewisse Erhaltungstendenz; liegt Yl fest, so ist die 
bedingte Wahrscheinlichkeit fur Y2 nicht durch die Verteilung des Ur
kollektivs, die wir als die primare Verteilung bezeichnen wollen, gegeben, 
sondern durch eine andere. 1st durch geeignete Wahl des Koordinaten
systems (y) dafur Sorge getragen, daB der Mittelwert der primaren Ver
teilung null sei, so ist die mathematische Erwartung fur Yl null; die 
bedingte mathematische Erwartung von Y2 ist hingegen eine Funktion 
von Yl' desgleichen die bedingte Streuung aller moglichen Werte Y2' die 
auf einen Vorwert von der GroBe Yl folgen. Die statistische Behandlung 
dieser Frage fUhrt zwangslaufig auf die Betrachtung des zweidimensio
nalen Kollektivs aIler moglichen Paare von aufeinanderfolgenden Beob
achtungswerten (Yv, Y. + 1) und somit auf das Problem der Autokorrelation 
erster Ordnung. Die Abhangigkeit der mathematischen Erwartung von 
Y.+1 in Beziehung zu dem Vorwerte Y. wird durch die Regressionslinie 
von Y.+l bezuglich Y. gegeben. 1st diese eine Gerade (und die Erfahrung 
bestatigt dies im Faile der Luftdruckbeobachtungen angenahert), so 
stellt der Autokorrelationskoeffizient erster Ordnung ein geeignetes 
statistisches MaB fUr die Strenge der Erhaltungstendenz dar. 

Ein Autokorrelationskoeffizient erster Ordnung also, der merklich, 
d. h. weit auBerhalb der Unsicherheitsgrenzen, von null verschieden ist, 
beweist demnach, daB die betreffende Beobachtungsreihe eine Erhal
tungstendenz besitzt, daB also ihre Einzelwerte nicht unabhangig von
einander sind; es ist damit eine notwendige, wenn auch keineswegs 
hinreichende Bedingung dafur gefunden, daB die Beobachtungsreihe nicht 
als Produkt des ZufaIls angesehen werden kann. Andererseits ist damit 
noch keineswegs irgend etwas dariiber ausgesagt, ob die Reihe periodisch 
oder auch nur quasiperiodisch ist. Die Tatsache, daB die Beobachtungs
werte Erhaltungstendenz zeigen, besagt ja lediglich, daB ihre graphische 
Aufzeichnung als Funktion der Zeit einen mehr oder weniger glatten 
oder der Glattung fahigen Verlauf hat, dagegen nichts uber die besondere 
Art dieses Verlaufs. Von diesem Verlauf ist sonst nur noch bekannt, 
daB die Schwankungen in gewissen Grenzen vor sich gehen, die durch 
die Streuung des Urkollektivs gezogen sind. Selbst wenn die Bindung 
zwischen aufeinanderfolgenden Beobachtungswerten, die durch die 
Erhaltungstendenz gegeben ist, sehr eng sein sollte, wenn also eine Ver
bindung der aufgezeichneten Punkte durch eine stetige und glatte Kurve 
nicht nur moglich, sondern auch naturlich erscheint, braucht die "Be
wegung", die durch diese Kurve versinnbildlicht wird, durchaus nicht 
gesetzmaBig, also insbesondere auch nicht periodisch oder quasiperiodisch 
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zu sein, sondern kann in erweitertem Sinne als willkurlich angesehen 
werden. Beliebig viele Kurven solcher Art lassen sich etwa dadurch 
erzeugen, daB ein Zeichner aufgefordert wird, innerhalb bestimmter 
Ordinatenschranken einen beliebig gestalteten Kurvenzug zu zeichnen, 
wobei ihm lediglich vorgeschrieben wird, daB die zu zeichnende Kurve 
eine stetige und eindeutige Funktion der Abszisse darstellen soli, und 
daB extreme Ordinaten seltener vorkommen sollen als solche kleinen 
Betrages. Dadurch ist allerdings die Notwendigkeit gegeben, daB diese 
Kurve Auf- und Abwartsbewegungen zeigt, also wellenartige Schwan
kungen unterschiedlicher Hohe enthalt, die eine Quasiperiodizitat vor
tauschen, wenn wir auch - da wir die willkiirliche Art ihrer Entstehung 
kennen - in diesem Falle genau wissen, daB von einer "wirklichen" 
Quasiperiodizitat keine Rede sein kann.lm Falle der Luftdruckschwan
kungen haben wir es nun, rein geometrisch gesehen, mit einem ahnlichen 
Vorgang zu tun: Auch hier wird eine stetige Kurve erzeugt, die sich 
zwischen gewissen Grenzen in standigen Schwankungen auf- und ab
bewegt, nur daB der Zeichenstift nicht durch einen an keinerlei besondere 
Vorschriften gebundenen Zeichner bewegt wird, sondern durch den 
Schreibhebel eines Barographen, der durch die naturlichen Schwan
kungen des Luftdrucks gesteuert wird. Hier wissen wir also nicht von 
vornherein, ob diese Steuerung willkurlich in diesem erweiterten Sinne 
betatigt wird, oder oh sie durch ein periodisches oder quasiperiodisches Ge
setz bestimmt oder wenigstens mitbestimmt wird, sondern konnen diesen 
Sachverhalt erst durch eine Diskussion der entstandenen Kurve prufen. 

Wir haben also erkannt, daB der Dbergangsbereich zwischen Reihen 
statistisch unabhangiger Beobachtungen (Fehlerreihen) und quasi
periodischen Reihen durch jene Klasse von Wertefolgen ausgefilllt wird, 
die eine Erhaltungstendenz zeigen, aber daruber hinaus keine Beziehung 
zu gesetzlich geregelten Ursachen haben. Die Schwankungen dieser 
Klasse von Reihen sind also zufalliger Natur und lediglich durch die 
Erhaltungstendenz bedingt, die fur die betreffende Reihe zwar ein 
formbildendes Prinzip, aber keineswegs die Quelle einer inneren Gesetz
maBigkeit bedeutet. 

Die Frage nach der physikalischen Realitat einer vermuteten Quasi
periodizitat innerhalb der vorgelegten Beobachtungsreihe deckt sich 
demnach mit der Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit Erscheinungen, 
die auf eine Quasiperiodizitat hinzuweisen scheinen, lediglich auf Grund 
der durch statistische Erhebungen feststellbaren Erhaltungstendenz 
und im ubrigen durch den Zufall erklarlich sind. Diese Fragestellung, 
deren Er6rterung sehr schwierig und bis heute noch nicht in ersch6pfender 
Weise gelungen ist, fUhrt uns nach dem oben Gesagten auf die Auto
korrelation zuruck. "Vir wollen hieruber zunachst einige heuristische 
Dberlegungen anstellen, die die Grundlage fUr die exakteren Betrach
tungen des nachsten Abschnitts bilden werden. 
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Es bedarf keiner besonderen ErkHirung dafiir, daB eine Erhaltungs
tendenz iiberall dort vorliegt, wo eine Beobachtungsreihe durch Aus
wahl diskreter (insbesondere aquidistanter) Ordinaten aus einer stetigen 
Grundkurve entstanden ist, vorausgesetzt, daB die Ordinaten dicht 
genug aufeinanderfolgen, urn den allgemeinen Verlauf der Kurve wieder
zugeben. Es ist ferner klar, daB in diesem Falle die Beziehung zwischen 
aufeinanderfolgenden Werten urn so deutlicher hervortritt, je groBer 
die Dichte der ausgewahlten Ordinaten ist. ,Wiirden wir den Luftdruck 
nicht, wie friiher angenommen, in Abstanden von 24 Stunden ablesen, 
sondern stiindlich, so wiirde sicJl zeigen, daB der Wert Y2 sich nur noch 
innerhalb eines sehr kleinen Bereiches von dem vorausgegangenen Wert 
Yl unterscheiden kann. Wahrend es bei taglichen Ablesungen immerhin 
moglich, wenn auch wenig wahrscheinlich war, daB auf einen hohen 
Luftdruckwert ein tiefer folgt, so ist dies bei stiindlichen Ablesungen 
so gut wie ausgeschlossen. War die durchschnittliche Streuung der 
Luftdruckwerte urn den Vortagswert von der GroBenordnung einiger 
Millimeter, so wird die Streuung urn den vorstiindlichen Wert hochstens 
einige Zehntelmillimeter betragen. Die Autokorrelation, gem essen durch 
den Autokorrelationskoeffizienten, die fiir die Verschiebung ,null den 
trivialen Wert eins besitzt, wird sich demnach bei einer geringen (z. B. 
stiindlichen) Verschiebung von eins nur wenig unterscheiden, wahrend 
sie bei VergroBerung der Verschiebung im allgemeinen abnimmt. Bei 
Verschiebung urn einen Tag ergaben Versuche an Luftdruckreihen 
mitteleuropaischer Stationen Autokorrelationskoeffizienten, die meist 
zwischen 0,7 und 0,8 lagen, wahrend bei stiindlicher Verschiebung 
0,98 bis 0,99 erhalten wurde. Jedenfalls ist das eine klar: Der Auto
korrelationskoeffizient eines stetigen Kurvenzugs, als Funktion der 
Verschiebung betrachtet, nimmt bei wachsenden Verschiebungen von 
dem Ausgangswert eins zunachst ab, da dieser Ausgangswert zugleich 
das absolute Maximum darstellt, das hochstens im FaIle einer unge
starten reinen Periodizitat bei Verschiebung urn eine volle Grundperiode 
wieder erreicht werden kann. k (b) als Funktion der stetigen Verschie
bung 15 ist ferner stetig. Es wird also bei klein en Verschiebungen anfangs 
monoton abnehmen, kann aber dann Schwankungen in seinem Ver
lauf zeigen, die von der funktionellen Eigenart der vorgelegten Beob
achtungskurve abhangig sind. Diese Schwankungen sind periodisch, 
wenn die Beobachtungskurve selbst periodisch ist, jedoch sind auch 
bei willkiirlich gezeichneten Kurven groBere Schwankungen durchaus 
zu erwarten, wenn auch hier die Moglichkeit, daB einer der Extrem
werte + I oder - I jemals erreicht werde, so gut wie ausgeschlossen 
ist. Nehmen wir an, daB die vorgelegte willkiirlich gezeichnete Kurve 
beliebig ausgedehnt ist, die Korrelationskoeffizienten k (b) aber aus 
der Korrelierung von zwei Bereichen von der gleichen Lange n erhalten 
wurden, also etwa aus den Bereichen Y (0), ... , Y (n) und Y (b), ... , Y (15 + n), 
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so konnte es naturlich auch durch Zufall moglich sein, daB der Kurven
verlauf in beiden Bereichen fur ein hinreichend groBes 15 genau pro
portional ist. Dann wiirde natiirlich k (15) = I sein, aber nur in diesem 
auBerordentlich unwahrscheinlichen Falle. SoUte dies Ereignis bei 
einem konkreten Versuch tatsachlich eintreten, so wird es stets mit 
hoher Wahrscheinlichkeit als ein Zeichen dafUr anzusehen sein, daB 
diese Wiederkehr des gleichen Verlaufs nicht zufillig, sondern gesetzlich 
bedingt ist. Das gleiche wird man schon dann erschlieBen, wenn uber
haupt fUr groBe Verschiebungen Autokorrelationskoeffizienten von 
betrachtlicher Amplitude auftreten, auch wenn sie keineswegs in der 
Nahe von + I oder - I liegen. Bei zufalligen Kurven ist es nicht zu 
erwarten, daB sich verschiedene Intervalle in ihrem Verlauf ahnlich sind; 
die mathematische Erwartung des Korrelatio.nskoeffizienten zwischen 
ihnen ist sicher null, wenn die Intervalle sich nicht uberdecken, da 
dann zwei vollig unabhangige Kurvenzuge miteinander verglichen 
werden. Nur fur kleine Verschiebungen ist die mathematische Erwar
tung von k (15) sicher positiv, fUr sehrkleine 15 sogar nahezu I, da hier 
die vorausgesetzte Erhaltungstendenz, unabhangig von dem sonstigen 
funktionellen Verhalten der Kurve, wirksam ist. Aus der Tatsache, 
daB k (15) fUr 15 = 0 den Wert I hat und als Funktion von 15 stetig ist, 
folgt unmittelbar, daB fur wachsende 15 diese Funktion den Ordinaten
bereich von Ibis 0 abwarts auf alle Falle durchlaufen muB, sei es lang
sam oder schnell, monoton fallend oder unter Schwankungen, ganz 
unabhangig davon, ob die betrachtete Kurve "zufallig" oder auf gesetz
maBige Weise zustande gekommen ist. 

Die groBen positiven k (15), die bei kleinem 15 auch bei zufilligen 
Kurven erhalten werden, beruhen auf der engen, durch die Erhaltungs
tendenz gegebenen statistischen Beziehung zwischen benachbarten 
Werten. Unter der Voraussetzung der Zufalligkeit der Kurvenziehung 
in dem oben beschriebenen erweiterten Sinne ist auch ohne tiefergehen
den Beweis plausibel, daB diese Beziehung urn so loser werden muB, 
je groBer der Abstand 15 der aufeinander zu beziehenden Einzelwerte 
ist. Wir mussen streng unterscheiden zwischen den konkreten Werten 
der Autokorrelationskoeffizienten k (15), die auf- und abschwanken 
werden und unter Umstanden sogar periodischen Verlauf zeigen konnen 
(denn auch die periodische Kurve gehort, wenn auch mit geringer Wahr
scheinlichkeit, dem Moglichkeitenbereich des Zufalls an), und zwischen 
den mathematischen Erwartttngen von k (15), die sich als Durchschnitts
werte unter Berucksichtigung aller Zufallsmoglichkeiten ergeben. Die 
konkreten k (15) werden nach anfanglicher Abnahme gegen null (die 
nicht monoton zu sein braucht) fur groBere Verschiebungen urn null 
schwanken, ihre mathematische Erwartung wird dagegen fUr wachsende 15 
gegen null monoton abnehmen. Die groBte Schwierigkeit liegt weniger 
in dem wahrscheinlichkeitstheoretischen Beweis fur diese Tatsache, 
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da man diese auch nach dem Satz vom fehlenden Grunde durch 
eine rein logische SchluBfolgerung erhalten wtirde: Es ist kein Grund 
dafUr einzusehen, daB die systematische Beziehung zwischen Beob
achtungswerten mit wachsendem Abstand wieder enger werden sollte, 
nachdem sie einmalloser geworden ist. Was dagegen aus der Tatsache 
der Erhaltungstendenz allein nicht ableitbar ist, ist die Art und die 
Schnelligkeit der Abnahme der "idealen" Autokorrelationskurve gegen 
null, also das ideale Abnahmegesetz. Es ist klar, daB diese Abnahme 
langsam erfolgen wird, wenn die Schwankungen der Zufallskurven 
im Durchschnitt langwellig sind, dagegen schnell, wenn sie kurzwellig 
sind. Es ist also, wenn tiberhaupt von einem idealen Autokorrelations
gesetz gesprochen werden soll, noch notwendig, den Bereich der Mog
lichkeiten fUr zufallige Kurvenztige entsprechend einzuschranken, indem 
neben der Forderung der Stetigkeit und der Forderung, daB die Ordi
naten einem vorgegebenen primaren Verteilungsgesetz gehorchen sollen, 
noch Vorschriften tiber die durchschnittliche Wellenlange der Schwan
kungen erhoben werden. Durch den allgemeinen Charakter der Schwan
kungen wird also, unabhangig davon, ob diese als periodisch, quasi
periodisch oder zufallig zu bezeichnen sind, die Erhaltungstendenz 
quantitativ modifiziert: die Erhaltungstendenz ist groB, wenn die Ande
rungen der Beobachtungsfunktion in der Zeiteinheit durchschnittlich 
gering im Vergleich mit der Gesamtstreuung sind, und umgekehrt. 

Wenden wir diese Uberlegungen auf das Beispiel vom Luftdruck an, 
so laBt sich, ohne zunachst an die Entscheidung der Frage nach der 
Quasiperiodizitat zu denken, ein bestimmter allgemeiner Charakter 
der Schwankungen als gegeben ansehen. Die durchschnittliche Wellen
lange der Luftdruckschwankungen ist so graB, daB die Korrelation 
zwischen Beobachtungen, die einen Tag auseinanderliegen, noch beacht
lich groBe positive Werte liefert. Je nachdem, welche Beobachtungs
zeitraume wir der Berechnung zugrunde legen, ergeben sich verschiedene 
konkrete Werte des Autokorrelationskoeffizienten; dehnen wir die 
Untersuchung tiber gentigend viele solcher Zeitraume aus, so finden 
wir, daB die konkreten Werte in einemziemlich engen Variations
bereich urn eine feste Mittellage schwanken. Der ideale Autokorre
lationskoeffizient fUr eintagige Verschiebung laBt sich so mit durch 
Auswertung eines groBen Beobachtungsbereichs beliebig annahern. Das 
gleiche gilt, wenn wir die Verschiebung urn zwei, drei und mehr Tage 
zugrunde legen - die konkreten k (6)-Folgen werden Schwankungen 
zeigen, wahrend die langjahrigen Mittelwerte die monoton abnehmende 
Gestalt der idealen k-Funktion mit graBer Annaherung verraten. Es 
besteht jedoch die Moglichkeit, daB dies fUr groBere 6 nicht mehr der 
Fall ist, sondern daB von einem gewissen 6 ab, fUr das k (6) im Mittel
wert null ist, die k systematisch negativ und spater wieder positiv 
werden. Das wiirde auf das Vorhandensein von Perioden hindeuten. 
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Auch quasipersistente Perioden konnten sich auf diese Weise verraten, 
wenn die Lange der in einem einzelnen k-Wert zusammengefaBten Beob
achtungsintervalle entsprechend klein ist. Je kleiner ~ ist, also vor 
allem auf dem ersten absteigenden Ast der k (~)-Kurve, urn so mehr 
wird det Verlauf von k (~) durch die Erhaltungstendenz, also durch 
allgemeine statistische Eigenschaften der Beobachtungsreihe, bestimmt 
sein; je groBer ~ ist, urn so mehr treten spezielle periodische Eigen
schaften in den Vordergrund. Man wird also, wenn eine Beobachtungs
reihe vorgelegt ist, die genugend lang ist, urn die Ableitung ihrer die 
Erhaltungstendenz betreffenden charakteristischen Eigenschaften sicher 
zu gewahrleisten, die Bestimmung der idealen k (~)-Kurve nur auf die 
ersten Werte der Folge der empirischen Autokorrelationskoeffizienten 
grunden, die bis zur ersten Nullstelle reichen. 

Dber die mathematische Form der Abnahme der idealen k-Funktion 
lassen sich vorderhand keine bestimmten Angaben machen, doch wird 
es in bestimmten Fallen (wie z. B. bei Luftdruck- und anderen meteoro
logischen Kurven) immer moglich sein, eine Form zu finden, nach der 
die Angleichung der empirischen Werte moglich ist. Da man auch 
negative Verschiebungen einfuhren kann, und es a priori nicht einzu
sehen ist, warum bei gleich groBen positiven und negativen Verschie
bungen verschiedene Werte des idealen Autokorrelationskoeffizienten 
entstehen sollten, wird es zweckmaBig sein, der idealen k (~)-Kurve 
eine zu ~ = 0 symmetrische Gestalt zuzuschreiben, z. B. die Form 

_ ;'2~2 

k (~) = e , 

in der die Konstante .Ie den Grad der Erhaltungstendenz reprasentiert 
und offenbar im umgekehrten Sinne wie diese wachst. Definieren wir 
k (~) nur einseitig, nehmen wir also auf die genannte Symmetrie keine 
Rucksicht, so lassen sich auch folgende Naherungsfunktionen benutzen: 

k (~) = e -;.~ oder k (~) = (I +.Ie~) e -;.~ , 

die sich wesentlich dadurch unterscheiden, daB bei der zweiten die 
Tangente fur ~ = 0 waagerecht verlauft, bei der ersten jedoch eine 
absteigende Anfangsrichtung besitzt. Die Erfahrungen an Luftdruck
beobachtungen, die als typisches Beispiel fur stetig und glatt verlaufende 
Beobachtungskurven gelten konnen, zeigen die erstgenannte Eigen
schaft. Die erst ere Normalform laBt sich unter gewissen Voraussetzungen 
bei unstetigen, aber autokorrelierten Reihen verwenden. AIle drei 
k (~)-Formen haben als gemeinsame Eigenschaft, daB sie mit wachsen
dem ~ > 0 monoton abnehmen und sich asymptotisch der Null nahem, 
ohne jemals negativ zu werden. Diese Eigenschaft entspricht unseren 
Vorstellungen von der standigen Abnahme der statistischen Beziehungen 
zwischen Beobachtungswerten mit wachsender zeitlicher Entfemung 
am besten. Eine zweite gemeinsame Eigenschaft der drei Formeln 

Stumpff, Periodenforschung. 15 
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ist die, daB sie nur eine einzige Konstante (A) enthalten, die als MaB 
fur die Erhaltungstendenz zu gelten hat. Das bedeutet in Wirklich
keit eine Idealisierung der Verhaltnisse, deren Berechtigung im Einzel
falle noch gepriift werden muBte. Es handelt sieh hier urn eine Ideali
sierung, die derjenigen an die Seite zu ste1len ist, die wir begehen, wenn 
wir etwa das Verteilungsgesetz eines gegebenen Kollektivs durch die 
ideale Form des GAussschen Fehlergesetzes wiedergeben. Es bedeutet 
in diesem Falle, daB wir, urn die statistischen Eigenschaften einer "auto
korrelierten" Beobachtungsreihe festzulegen, auBer den fundamentalen 
statistischen Konstanten der primaren Verteilung, also vornehmlich 
auBer dem Mittelwert und der Streuung der Beobachtungen, als 
Ausdruck ihrer Erhaltungstendenz nur noch eine einzige weitere 
statistische Konstante, namlich A. in einer der obengenannten Bedeu
tungen, hinzufugen. Man wird sieh damit in allen denjenigen Fallen 
begnugen durfen, wo der VerIauf der empirischen k (b)-Kurve nieht auf 
die Notwendigkeit der EinfUhrung von weiteren Konstanten hinweist. 

8. Die Expektanz autokorrelierter Beobachtungsreihen. 
Nach den Vorbereitungen im vorigen Abschnitt sind wir in die 

Lage versetzt, auch die Frage der Expektanz von Periodizitaten fUr 
den Fall in Angriff zu nehmen, daB die zu untersuchenden Beobachtungs
reihen merklich autoko.rreliert sind. DaB gesonderte Untersuchungen 
unter diesen Umstanden am Platze sind, und daB die Expektanzfrage 
hier durch die friiheren, auf die Arbeiten von A. SCHUSTER zuruck
gehenden, DberIegungen nicht hinreiehend geklart werden kann, laBt. 
sich sehr einfach zeigen. 

Wir hatten die Expektanz einer Beobachtungsreihe Yl' Y2' Y3' ... , Y n 

auf Grund der SCHUSTERschen Theorie in der Form 

E=.!.J!... 
yin 

erhalten, wobei ft die Streuung der Beobachtungswerte um ihren Mittel
wert bedeutete, den wir durch geeignete Wahl des Anfangspunktes 
der y-Zahlung auf null gebracht hatten. Die n konkreten Werte Y 
sollten also einem vorgegebenen Kollektiv yom Mittelwert null und 
von der Streuung ft entnommen sein. Geschah diese Entnahme will
kurIich, so bedeutete E2 die mathematische Erwartung des Amplituden
quadrats einer FOURIER-Welle, und da die Formel fur E die Frequenz 
dieser Welle nicht enthielt, ergab sieh, daB diese mathematische Er
wartung von der Wellenlange der Versuchsperiode vollig unabhangig 
war. Dariiber hinaus fanden wir, daB E auch von der speziellen Ver
teilungsform des Urkollektivs unabhangig war, und daB also die Streu
ung als einzige Verteilungskonstante die Expektanz bestimmte. 1m 
ubrigen war die Expektanz der Quadratwurzel aus der Beobachtungszahl 
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umgekehrt proportional, so daB diese durch beliebige Vermehrung 
der zur Bildung der FOURIER-Konstanten benutzten Beobachtungen 
beliebig verkleinert werden konnte. Die Bedeutung des Ergebnisses 
war aber die, daB durch den Expektanzwert E ein VergleichsmaBstab 
fUr die erhaltenen Amplituden der Versuchswellen geschaffen wurde, 
an dem man die "Realitat" der betreffenden Wellen abzuschatzen 
vermochte: Dbertraf die tatsachlich ermittelte Amplitude die Expektanz 
urn mehr als das Dreifache, so erwies sich die Wahrscheinlichkeit fUr 
ein Spiel des Zufalls als so gering, daB man berechtigt war, eine niCht
zufallige Entstehung dieser Welle in Betracht zu ziehen. 

Bei diesem Vergleich haben wir uns auf den vollig unvoreingenomme
nen Standpunkt gestellt, daB tiber das Bestehen irgendeines Zusammen
hangs zwischen den GroBen y a priori nichts bekannt sei, auBer daB 
diese GroBen einem Kollektiv von der Streuung ,u angehoren. Es ware 
also a priori als ebenso wahrscheinlich anzunehmen gewesen, daB diese 
n GroBen sich in irgendeiner anderen, durch willktirliche Vermischung 
entstandenen Reihenfolge prasentiert hatten; das heiBt also: jede be
liebige Permutation der vorgelegten y-Folge konnte mit der gleichen 
Berechtigung wie diese selbst als Moglichkeit angesehen werden. Erst 
a posteriori, also etwa durch das Ergebnis, daB die FouRIER-vVelle 
1'-ter Ordnung eine die Expektanz wesentlich tiberschreitende Ampli
tude zeigt, gelangt man zu der Erkenntnis, daB die Reihenfolge, in der 
die vorgelegten y. erscheinen, doch einem inneren Gesetz entspricht. 

In den meisten praktisch vorkommenden Fallen wird nun diese 
SchluBweise keineswegs dem wirklichen Sachverhalt gerecht. Wir 
dtirfen uns zwar, wenn wir unseren RealitatsmaBstab ohne Vorein
genommenheit konstruieren wollen, auf den Standpunkt stellen, daB 
wir tiber etwaige Perioden in der vorgelegten Reihe nichts wissen. Es 
ist aber nur selten ohne Vergewaltigung der gegebenen Umstande mog
lich, ein Wissen tiber die Struktur der Beobachtungsreihe tiberhaupt 
abzuleugnen. Sei z. B. eine Reihe von taglichen Luftdruckwerten vor
gelegt, so wissen wir, daB auf einen groBen positiven Wert Yl mit groBter 
Wahrscheinlichkeit ein positiver Wert Y2 folgt, und daB ein groBer 
negativer Wert sehr unwahrscheinlich ware, wahrend diese Eigenart 
unserer Reihe bei beliebiger Vermischung vollkommen zerstort werden 
wtirde. Unsere Kenntnis von der Erhaltungstendenz der Beobachtungen 
verpflichtet uns dazu, diese bei der Aufstellung des RealitatsmaBstabes 
als eine Kenntnis a priori mit in Rechnung zu stellen - sie ist, genau 
wie die Streuung des Urkollektivs, eine statistische MaBzahl, durch 
welche die Gesamtheit der Moglichkeiten einer Variation der Beob
achtungsreihe mitbestimmt ist. Hatten wir vorher die Gesamtheit 
der Moglichkeiten lediglich durch willktirliche Entnahme von n be
liebigen Wert en des Urkollektivs auf die verschiedenste Weise erschOpft, 
so ist uns dartiber hinaus jetzt vorgeschrieben, daB die ausgelosten 

15* 
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n-gliedrigen Wertkomplexe in ihrer jeweiligen Reihenfolge eine Er
haltungstendenz zeigen, die mit unseren Vorstellungen a priori fiber 
die Erhaltungstendenz innerhalb des beobachteten Naturvorgangs in 
Einklang stehen. Da die Gesamtheit der moglichen Wertkomplexe 
und die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen von ihnen eine andere ist 
als die unter den friiheren Voraussetzungen erhaltene, so wird auch 
der Mittelwert der Amplitudenquadrate, den diese Zusammenstellung 
liefert, ein anderer sein. Die Expektanz wird nicht nur von der Streuung 
des Urkollektivs, sondern vermutlich auch mehr oder weniger von der 
MaBzahl oder den MaBzahlen abhangen, die wir zur Charakterisierung 
der Erhaltungstendenz zu benutzen haben. 

Am deutlichsten wird der Unterschied, der zwischen den Ergebnissen 
beider SchluBweisen herausspringen kann, wenn wir ein einfaches Bei
spiel betrachten: Die vorgelegte Reihe habe die Gestalt einer einfachen 
Sinuswelle und umfasse eine volle Anzahl (r) von Schwingungen. Wir 
konnten uns nun auf den primitiven Standpunkt stellen, daB wir fiber 
zeitliche Zusammenhange zwischen den Beobachtungswerten gar nichts 
wissen, daB wir vielmehr die Beobachtungen ihrer N atur nach fiir 
"Fehler" halten oder mangels besseren Wissens zu halten uns berechtigt 
glauben. 1st in Wirklichkeit die Amplitude der Schwingung c, so ergibt 
sich, wie bekannt, die Streuung aus 

n 

I """ . c2 
""" p,2 = -:n ~ y~ = n ~ COS2 {ot'V + (J) zu 

p=l 

Die Expektanz fiir n aquidistante Beobachtungen ist dann 

/"2 
E=cV-:n' 

Schon bei einer verhaltnismaBig kleinen Zahl von Beobachtungen (n> 18) 
wird also die Amplitude c des r-ten FOuRIER-Gliedes die dreifache Expek
tanz iiberschreiten. Da das Verhaltnis zwischen Amplitude und Expektanz 
wie v'n wachst, so lieBe sich die Periodenwahrscheinlichkeit beliebig 
vergroBern, wenn die Zahl der Beobachtungswerte entsprechend ver
groBert wiirde. Solange man dabei an der Vorstellung festhalten wiirde, 
daB diese neuen Beobachtungen sich an die Folge der alten unter Wah
rung der gleichen Abstande anschlieBen, bleibt diese SchluBfolgerung 
plausibel. Die SCHuSTERsche Theorie bietet aber hierfiir nicht den 
geringsten Anhaltspunkt; sie bleibt vielmehr in gleicher Form bestehen, 
wenn die neuen Werte in die Liicken zwischen den alten eingefiigt 
werden. Die Theorie geht dabei von der Voraussetzung aus, daB 
diese eingefiigten Werte a priori wiederum beliebig aus dem Urkol
lektiv ausgelost zu denken sind; in der Tat ware dann der Fall, daB 
die eingefiigten Werte sich einigermaBen glatt dem wellenformigen 
Zuge derersten n Beobachtungen anpassen wiirden, auBerordentlich 
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unwahrscheinlich, so daB also die von der Theorie geforderte Verminde
rung der Zufallswahrscheinlichkeit mit der Erwartung ubereinstimmen 
wiirde. Anders hingegen, wenn wir von vornherein wissen, daB die 
Beobachtungen einer mehr oder weniger "glatten" Registrierkurve 
durch Ordinatenauswahl entnommen worden sind. Auch ohne daB 
wir uber die periodischen Eigenschaften der Kurve a priori etwas zu 
wissen brauchen, ist es uns dann klar, daB die Anpassung der zwischen
geschalteten Werte an den allgemeinen Verlauf der urspriinglichen 
n-gliedrigen Beobachtungsreihe kein merkwiirdiger Zufall ist, sondern 
wegen der Erhaltungstendenz notwendig war. Gehort demnach die 
Erhaltungstendenz zu den uns bekannten statistischen Eigenschaften 
des Beobachtungsvorgangs, so wird von einer bestimmten Ordinaten
dichte ab eine weitere Verdichtung. der Reihe durch Zwischenwerte 
keinen EinfluB mehr auf die Periodenwahrscheinlichkeit haben durfen. 
Die Expektanz wird sich also nur bei VerHingerung der Reihe durch 
angefiigte Beobachtungen,' nicht aber durch Auffullung von Lucken 
verkleinern. 

Allgemein erhalt man als Quadrat einer Periodogrammamplitude 
den Ausdruck 

H2= :2 (~yvcosvar + :2 (~YvSinvar 
wenn Yl> Y2' ... , Yn eine aquidistante Beobachtungsreihe und a die 
Frequenz der Versuchswelle ist. Durch Ausfuhrung der Quadrate und 
Sammlung der dabei auftretenden Faktoren 

cos e a cos 0' a + sin e a sin 0' a = cos (e - 0') a 

erhalt man hieraus 

{ 
n 11-1 n-2 

H2 = :2 V~l Y;+ 2COSIX'V~1 Yv Yv+1 + 2 cos 2a 'V~l Yv Yv+2 + ., . 

... + 2 cos (n- 2) a V~l Yv Yv +n - 2 + 2 cos (n- r) a' Yl Yn}. 

Das Quadrat der Expektanz ergibt sich dann ganz allgemein als der 
statistische Mittelwert dieses Ausdrucks: 

E2 = Wl (H2) = :2 {n Wl (y;) + 2' (n- r) cos a . Wl (yv Yv+l) + .. , 
... + 2' (n- (n- I)) cos (n- r) a' Wl (Yv Yv+n-1)}' 

LaBt sich die Reihe als "statistisch homogen" betrachten, so ist 

Wl (y;) = 1h2 

und, falls Wl (Yv) = 0, die Beobachtungen also auf ihren Mittelwert 
bezogen waren, auch 
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und daher: 

E2 = 4:2\ I + 2 ~ m (kg) • ( I - ~ ) cos S at I. 
Somit HiBt sich die Expektanz, auBer durch die Streuung ft, durch die 
idealen Autokorrelationskoeffizienten wiedergeben, wobei das Gewicht 
derselben mit fortschreitender Ordnung abnimmt. Diese Formel zeigt 
den oben vermuteten Zusammenhang zwischen Expektanz und den 
statistischen Konstanten der Erhaltungstendenz. Es ist klar, daB ffir 
die obigen Mittelwerte nicht etwa die konkreten Werte kg einzusetzen 
sind, die man aus den verffigbaren n Ordinaten Yv unmittelbar erhalten 
wfirde. Denn dann wiirde die Identitat m (H2) = H2 entstehen, die 
offenbar nichtssagend ist. Vielmehr haben die Mittelwerte die Bedeutung 
von idealen Gr6Ben, beziehen sich also auf das gesamte Beobachtungs
kollektiv mit allen statistischen Eigenschaften. Soweit diese nicht 
bekannt sind, mfissen die best en Naherungswerte dafUr eingesetzt 
werden, die zur Verffigung stehen. Insbesondere sind also fUr die Auto
korrelationskoeffizienten nicht die empirischen, mit allen konkreten, 
also auch allen periodischen Eigenschaften der Beobachtungsreihe 
behafteten Werte, sondern die idealen Werte einzusetzen, von deren 
Verhalten wir im vorigen Abschnitt ein ungefahres Bild gewonnen 
haben. Wir werden also unsere idealen Autokorrelationskoeffizienten 
den empirischen dergestalt angleichen, daB sie fUr die niederen Ord
nungen mehr oder weniger schnell gegen null abnehmen und sich im 
Gebiet der h6heren Ordnungen asymptotisch der Null anschmiegen. 
Mangels einer exakten Theorie ist es statthaft, fUr die Autokorrelations
koeffizienten niederer Ordnungdie empirischen Werte selbst einzusetzen, 
bis diese sich der ersten Nullstelle genahert haben. Von da ab ware 
dann in der Expektanzformel fUr die weiteren m (ks) der Wert null 
zu benutzen. ' 

Ffir den Fall der statistischen Unabhangigkeit der Beobachtungs
werte ergibt sich ffir aIle Autokorrelationskoeffizienten, wie wir wissen, 
der ideale Wert null- die Expektanzformel geht dann in die SCHUSTER
sche fiber. 1st dagegen eine Erhaltungstendenz vorhanden, so wird 
die Expektanz von der SCHUSTERschen abweichen, da ja aIle idealen 
kg positiv sind, und die erst en Glieder, die allein in Betracht kommen, 
mit den ersten Gliedern der Folge 

cos at, cos 2 at, ••. 

verbunden sind, die ebenfalls nicht aIle verschwinden. Hieraus geht 
gleichfalls hervor, daB die Expektanz wesentlich von der Wellenlange 
der Versuchsperiode abhangt: bei kleiner Frequenz, also langen Wellen, 
nimmt cos at langsam ab, bei kurzen Wellen schnell. Bei langen Wellen 
werden also alle Zusatzglieder, soweit sie noch ein merklich von null 
verschiedenes ks enthalten, positiv sein, bei kfirzeren werden auch 
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negative Glieder ins Gewicht fallen, - ist at> 90°, so wird sogar das 
erste Glied negativ. ausfallen; es werden also die negativen Glieder unter 
Umstanden auch uberwiegen, wenn die Wellen kurz sind. Man erhalt 
also fUr lange Wellen eine VergroBerung, fur kurze Wellen eine Ver
kleinerung der Expektanz gegenuber der SCHUSTERschen. 

Die neue Formel zeigt ubrigens auch, in welcher Weise der vorhin 
aufgedeckte Widerspruch durch die Berucksiehtigung der Autokorrela
tion aufgelost wird: Wird bei einer glatten Kurve die Zahl der Ordinaten 
durch Zwischenschaltung verdoppelt, so wird damit gleiehzeitig die 
Folge der Autokorrelationskoeffizienten verdichtet, da ja der Beob
achtungsabstand kleiner geworden ist. Wahrend sieh also der Nenner 
(n) des Expektanzquadrats verdoppelt, erhOht sieh der Zahler gleieh
falls durch Verdoppelung seiner Gliederzahl.. Beides gleicht sich unge
fahr aus, und zwar urn so vollstandiger, je groBer die Ordinatendiehte 
vorher schon war. Wird dagegen die Vermehrung der Beobachtungs
werte durch eine Verlangerung der Reihe bei gleichbleibendem Beob
achtungsabstand erzielt, so wachst nur der Nenner n, wahrend der 
Zahler sich nur unwesentlich andert. 

Mit der Ermittlung der Expektanz allein ist nun, wie wir aus unseren 
friiheren Dberlegungen wissen, die Frage nach der Zufallswahrschein
lichkeit von Perioden keineswegsgelOst. Es ist vielmehr noch fest
zustellen, welche Wahrscheinlichkeit einer Amplitude zukommt, die groBer 
als das s-fache der Expektanz ist, uitd es ist nicht ohne weiteres sieher, 
ob die von SCHUSTER fiir diese Wahrscheinlichkeit abgeleitete Formel 

Ws = e- s' 

auch im FaIle autokorrelierter Beobachtungen ihre Giiltigkeit noch 
besitzt. Urn diese Frage zu beantworten, muB man die Amplituden
verteilung W (H) unter den neuen statistischen Voraussetzungen se1bst 
berechnen, da diese die Grundlage fiir die Bestimmung der GroBe 

00 

Ws= jW(H) dH 
s·E 

bildet. Verfasser hat diese Aufgabe kiirzlich (Lit. 267) fUr den Fall 
ge16st, daB alle in Frage stehenden Autokorrelationen normal sind, 
also auf lineare Regressionsbeziehungen zuruckgehen. Die SCHUSTER
sche Formel fUr die Zufallswahrscheinlichkeit von Perioden bleibt unter 
diesen Umstanden wenigstens fiir groBe Werte von n angenahert gultig. 
Auf die Wiedergabe der Rechnungen muB hier unter Hinweis auf die 
genannte Schrift verziehtet werden. 

9. Irrfahrt, Summationsvektoren und Quasipersistenz. 
Die FOuRIER-Amplituden und somit auch die Expektanz als ihr idealer 

quadratischer Mittelwert werden durch Summation bzw. Integration 
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fiber ein bestimmtes Analysenintervall erhalten und berficksich
tigen die in diesem Intervall enthaltenen EinzelgroBen samtlich und 
mit gleichem Gewicht. Die periodischen Eigenschaften, die durch 
Vergleich konkreter Amplituden mit dem zugehOrigen Expektanzwert 
zu unserer Kenntnis gelangen, sind daher eigentlich mittlere Eigen
schaften des betreffenden Intervalls und zeigen ein verschiedenes Ver
halten der Beobachtungsfunktion in einze1nen Teilen des Intervalls 
nicht an. Wir haben aus diesem Grunde schon friiher eine Unterteilung 
Hingerer Beobachtungsreihen in kleinere Abschnitte als zweckmaBig 
erkannt, urn AufschluB fiber solche Einzelheiten ihrer periodischen 
Struktur zu erhalten.. pie ,analytische Betrachtungsweise des vorigen 
Kapitels lehrte uns, wie durch geeignete Aneinanderreihung der Ergeb
nisse solcher Teilanalysen die Frage der Persistenz oder Quasipersistenz 
von Perioden entschieden werden konnte, aber erst die Statistik wirq. 
uns instand setzen, Realitat und Zufiilligkeit solcher Ergebnisse gegen-
einander abzugrenzen.· ". 

Gesetzt, es sei eine Beobachtungsreihe von groBer Lange gegeben 
und in eine groBere Anzahl (m) von gleich langen Abschnitten zerlegt 
worden, die nach ihrer Aufeinanderfolge fortlaufend numeriert seien. 
Jeder dieser Abschnitte, der n Beobachtungen enthalte, sei nach dem 
FOURIER-Gliede r-ter Ordnung analysiert worden - das Ergebnis seien 
die m Periodogrammvektoren l'v (r) mit den Komponenten ap (r) bzw. 
bv (r). Die Aneinanderreihung der Vektoren in ihrer natfirlichen Reihen
folge ergibt im Falle der Aperiodizitat, d. h. bei Fehlen einer in der 

Nahe von ~ liegenden Periode, einen "Irrlauf", wahrend bei Vorhanden-. r 
sein einer persistent en Periode der Vektorenzug eine fortschreitende 
Tendenz in einer bestimmten Richtung oder auch langs einer schwach 
gekriimmten Kurve zeigt. Die Periode ist quasipersistent, wenn diese 
fortsehreitende Tendenz nur wahrend einer besehrankten Zahl von 
Sehritten anhiilt. 

Da jeder einzelne der m Periodogrammvektoren aus einem besonderen 
Absehnitt der Beobaehtungsreihe bereehnet worden ist, dfirfen wir 
die Gesamtheit dieser Vektoren a priori als ein Kollektiv aus vonein
ander unabhiingigen Gliedem ansehen. Das gilt im allgemeinen selbst 
dann, wenn die Beobaehtungsreihe autokorreliert ist, denn die natfir
Hehe Erhaltungstendenz einer solchen Reihe erstreekt sich in merklieher 
Weise fiber eine Anzahl benaehbarter Werte, die im allgemeinen be
traehtlieh kleiner ist als die Zahl n der in einem Teilintervall zusammen
gesehlossenen Beobaehtungen. Es ist also hoehstens ein geringer Zu
sammenhang zwischen den letzten Werten des vorhergehenden und 
den ersten des naehfolgenden Intervalls vorhanden, den wir aber ver
nachlassigen dfirfen, da sein EinfluB auf die Struktur des gesamten 
Intervalls jedenfalls geringffigig ist. Sind nun die Vektoren l'v tatsaehlich 
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ihrer GroBe und Richtung nach zufillig verteilt, so bilden ihre End
punkte, wenn sie einzeln in ein Koordinatensystem (a, b) eingetragen 
werden, eine Punktwolke, deren idealer Schwerpun~t im Koordi
natenanfang liegt, und deren Streuung gleich der fiir das Intervall n 
und die Frequenz r gilltigen Expektanz ist (die letztere natiirlich mit 
Riicksicht auf eine etwa vorhandene Erhaltungstendenz gebildet). 1st 
die Zahl m geniigend groB, so wird der quadratische Mittelwert der 
Vektorenbetrage eine brauchbare Naherung fUr die Expektanz darstellen. 

Es mogen nun je It dieser Vektoren aneinandergesetzt werden. Der 
mit dem Koordinatenanfang verbundene Endpunkt des Vektorenzuges 
stellt die Vektorsumme dar, der h-te Teil der Vektorsumme das nach 
den Gesetzen der Vektorenaddition gebildete arithmetische Mittel. 
Vorausgesetzt, daB die Einzelvektoren in geniigend groBer Anzahl 
vorhanden waren, laBt sich aus den iiber je It Grundintervalle gebildeten 
arithmetischen Mitteln ein neues Vektorenkollektiv bilden, das wir 
fUr den Augenblick als das "abgeleitete Kollektiv h-ter Ordnung" be
zeichnen wollen. Die Quadrate der Vektortmbetrage in diesem Kollektiv 
sind nach dem Schema 

H~ = ~2 { (a1 + a2 + ... + ah)2 + (b1 + b2 + ... + bh)2} 

gebildet. Wir wollen nun, urn auch den Fall einer persistenten Periode 

von der Wellenlange ; mit einzuschlieBen, annehmen, daB die Kompo

nentEm a. und b. aus systematischen Bestandteilen ao bzw. bo und irre
gularen, nach Fehlerart verteilten und statistisch unabhangigen Be
standteilen e. bzw. 'YJ. zusammengesetzt seien, daB also allgemein 

a. = ao + e.; b. = bo + 'YJ. 

sei. Unsere obige Formel geht dann iiber in 

H~ = ~2 {h2 (a~+ b~) + zh ao (e1 + e2 + ... + eh) + zhbo('YJ1 +'YJ2+'" +'YJh) 

+ (e~ + e~ + ... + e~) + ('YJi + 'YJ~ + ... + 'YJ~) }. 

Nach den Mittelwertsatzen der Statistik ist dann 

ilR (H~) = ~2 {h2(a~+ b~) +zaohilR(.Ie.) + z boltilR (.I'YJ •. ) + m (.I (e;+'YJ~))). 

Nach Voraussetzung kann 

m (.I e.) = m (.I'YJ.) = 0 

gesetzt werden, und fUhrt man zur Abkiirzung 

a~ + b~ = H~; m (e; + 'YJ~) = G2 

ein, so ergibt sich schlieBlich: 

m (H~) = H~ + ~ . G2 • 
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Geometrisch laBt sich das abgeleitete Kollektiv h-ter Ordnung als eine 
Punktwolke darstellen, deren Schwerpunkt die Koordinaten (ao, bo) 
hat, und deren Streuung urn diesen Schwerpunkt GIY-Ii ist (vgl. Abb. 20). 
Die GroBe 

(]h = Vm (Hg) , 
die wir als "mittlere Amplitude h-ter Ordnung" bezeichnen wollen, 
stellt den quadratischen Mittelwert der uber Intervalle von der Lange 
h n erstreckten Periodogrammamplituden dar, immer in bezug auf 
eine bestimmte Versuchswelle. J. BARTELS (Lit. 26, 27), dessen Arbeiten 
die folgende, sehr aufschluBreiche Betrachtungsweise zu verdanken ist, 
fuhrt aus Grunden, deren ZweckmaBigkeit bald hervortreten wird, die 
mit yh multiplizierte mittlere Amplitude h-ter Ordnung ein: 

Eh = (]h yh = Y hH~ + G2. 

Sind namIich die ursprunglichen, auf das Einheitsintervall n bezogenen 
Periodogrammvektoren unabhangig voneinander und willkurlich ver
teilt, so ist Ho = 0 und somit 

von h unabhangig. G = Y m (H~) bedeutet also in diesem FaIle den 
statistischen quadratischen Mittelwert der ursprunglich gegebenen 
Periodogrammamplituden und somit die empirische Expektanz fUr 
das Einheitsintervall n.· In dem anderen Extremfalle, wenn eine persi
stente Periode von der Amplitude Ho existiert, wachst E" monoton 

En mit h - fur groBe h nahert 
2~v.Ji' sich E", als Funktion von v'h 

3 

B~----~~~~----------~1 --up. 

1 
Abb. 21. Reduzierte scbeinbare Expektanz. I Aperiodizitat, 
2 Persistente Periodizita.t, 3 Quasipersistente Periodizitat. 

aufgezeichnet, der durch den 
Nullpunkt gehenden Geraden 

asymptotisch [So Abb. 2I (2), 
wo der Einfachheit der Zeich
nung zuliebe G = Ho an
genommen wurde]. 

Mit Rucksicht darauf, daB E" bei Aperiodizitat die Bedeutung einer 
empirischen Expektanz besitzt, wollen wir diese GroBe im allgemeinen 
Falle als "scheinbare Expektanz" bezeichnen, oder genauer als die 
(durch den Faktor yh) auf das Einheitsintervall von der Lange n redu
zierte scheinbare Expektanz. Die reduzierte scheinbare Expektanz ist 
demnach konstant gleich der empirischen Expektanz fUr das Einheits
intervall, wenn Aperiodizitat herrscht, sie wachst (fur groBe h) pro
portional v'h, wenn eine persistente Periode vorliegt. 

In dies Schema IlaBt sich nunmehr auch der zwischen diesen beiden 
Extremen liegende Typus der quasipersistenten Periodizitat einordnen: 
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Zunachst sei angenommen, daB die Quasipersistenz von einer sehr regel
maBigen Art sei: Nach je s Einheitsinterval1en andere sich die Periodizitat 
nach Amplitude und Phase sprunghaft und willkurlich. In diesem Falle 
wiirden also die uber je s Einheitsintervalle erstreckten Periodogramm
vektoren ein aperiodisches Kollektiv bilden; willden wir also auf 2 s, 
3 s, ... Interval1e ubergehen, so wiirde sich ergeben, daB die reduzierte 
scheinbare Expektanz konstant bleibt. Andererseits ist diese aber beim 
Dbergang yom Einheitsinterval1 auf das s-fache Interval1 urn das 1"s-fache 
gestiegen, da ja hierbei die Wirkung der Perioden voll zur Geltung 
gelangt. Wir haben bei der Ableitung von an (H~) nur zu berucksichtigen, 
daB die systematischen Komponentenbestandteile (ao, bo) nunmehr 
fur jede s-Gruppe verschieden sind. Demnach ist in der Endformel 
rur an (H!) lediglich der Mittelwert an (H~) anstatt H~ einzusetzen, 
und wir erhalten in der Tat 

Es = Gs 1"'S = 1"s an (H~) + G2 . 

Die Annahme, daB bei Quasiperiodizitat die sprunghaften Ande
rungen stets genau nach s Interval1en eintreten, wird in der Praxis 
kaum jemals dem wirklichen Sachverhalt gerecht werden. Trotzdem 
wird auch in sehr viel komplizierteren Fanen die SchluBfolgerung ihre 
Giiltigkeit behalten, daB die scheinbare und auf das Einheitsintervall 
reduzierte Expektanz fur wachsende h anfangs zunimmt, spater aber, 
statt wie 1"1i uber al1e Grenzen zu wachsen, einem endlichen Grenzwert 
zustrebt, der "effektive Expektanz" genannt wird. Bezeichnen wir 
das Verh1iltnis dieses Grenzwerts zum Ausgangswert, also zur empiri
schen Expektanz, mit vs'" so konnen wir s als die mittlere Intervall
zahl ansehen, uber die sich die quasipersistenten Perioden erstrecken. 
Wir konnen s auch die "mittlere Andauer" derPerioden nennen. 

Wir sind bei unseren bisherigen Dbedegungen immer von der An
nahme ausgegangen, daB die Periodogrammvektoren fur eine genugend 
lange Folge von Einheitsinterval1en von je n Beobachtungswerten vor
lagen. Dber die Zahl n sind keine Voraussetzungen getroffen worden, 
desgleichen nicht uber die Zahl der Versuchswellen, die in diesem Inter
val1 enthalten waren. Ferner bezogen sich unsere Schlusse nur auf die 
Eigenschaften (Persistenz, Quasipersistenz oder Aperiodizitat) des 
Vektorenkollektivs als solchem, es war aber nicht die Rede von periodi
schen Vorgangen, die sich etwa innerhalb der Einheitsintervalle ab
spielen, ohne uber sie hinaus zu gehen. Wir mussen aber, urn genau 
zu sein, mit der Moglichkeit solcher quasiperiodischer Vorgange von 
kurzer Andauer immer rechnen. In der Praxis wird es also darauf an
kommen, die Unterteilung der Beobachtungsreihe moglichst weit zu 
treiben, etwa so weit, daB jedes Einheitsintervall nur eine Wellenlange 
der Versuchsperiode umfaBt. Man konnte sogar so weit gehen, diesen 
TeilungsprozeB bis zu den Elementen der Beobachtungsreihe selbst 
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vorzutreiben. Das hatte insofern einen Sinn, als wir ja wissen (s. III, 5), 
daB jeder Periodogrammvektor sich als Summationsvektor uber n 
Elementarvektoren mit den Komponenten 

2 . n Y' sm 11 0(. (11 = I, 2, ... , n) 

darstellen laBt. Wir konnen also un sere ganzen Betrachtungen unter 
Zuruckgehen auf diese Elementarvektoren wiederholen und kommen 
dann zu folgenden MaBnahmen und Schlussen: 

1. Der quadratische Mitte1wert aller uber Intervalle von beliebiger 
Lange n erstreckten Periodogrammamplituden heiBe die (von n ab
hangige) scheinbare Expektanz. 1st fl die Streuung der Beobachtungs
werte selbst urn ihren Mittelwert null, so ist im falle der statistischen 
Unabhangigkeit der Beobachtungswerte die scheinbare Expektanz 
unabhangig von der Versuchsperiode gleich der wahren Expektanz 

2f.l 
yin' 

2. Die mit "Jin multiplizierte scheinbare Expektanz, die wir als 
"reduzierte schein bare Expektanz" bezeichnen, ist in diesem FaIle 
auch unabhangig von n. 

3. 1st eine persistente Periode vorhanden, so wachst die schein
bare reduzierte Expektanz mit wachsendem n, und zwar fUr groBe n 
proportional Vn. 

4- Quasipersistenz bewirkt eine fortschreitende und schon fUr end
liches n praktisch vollkommene Annaherung der reduzierten schein
baren Expektanz an einen Grenzwert, die "effektive Expektanz". 

Formal ist demnach ein Unterschied zwischen dies en und den fruheren 
Betrachtungen nicht zu bemerken. Trotzdem ist ein wichtiger Unter
schied in bezug auf den Fall der Quasipersistenz vorhanden, den wir 
nicht auBer acht lassen durfen. Quasipersistenz liegt l1ach den letzt
genannten Regeln immer dann vor, wenn die effektive Expektanz groBer 
ist als die GroBe, die wir oben als "wahre Expektanz" bezeichnet haben. 
Die letztere ist aber die auf Grund der Annahme statistischer Unab
hangigkeit der Beobachtungswerte berechnete SCHUSTERsche Expek
tanz. Zeigen nun die Beobachtungswerte eine gewisse Erhaltungstendenz, 
die nach den Dberlegungen der vorigen Abschnitte mit der Erscheinung, 
die wir als "Periodizitat" bezeichnen, nur in mittelbarem Zusammen
hang steht, so ist die wahre Expektanz unter Umstanden merklich 
groBer als die SCHUSTERsche. Es kann mithin durch den Vergleich 
der effektiven Expektanz mit der SCHUSTERschen eine Quasipersistenz 
vorgetauscht werden. BARTELS bezeichnet diese Erscheinung als "tri
viale Quasipersistenz". Urn die Gefahr auszuschalten, diese lediglich 
als Folge der Erhaltungstendenz der Beobachtungswerte auftretende 
triviale Quasipersistenz mit einer wirklichen Quasipersistenz zu 
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verwechseln, ist es also notwendig, die effektive Expektanz nicht mit 
der SCHUSTERschen Expektanz, sondem mit der unter Beriicksichtigung 
der Erhaltungstendenz ermittelten wahren Expektanz in Beziehung 
zu setzen. 

Zum AbschluB sei noch erwahnt, daB in praktischen Fallen die 
hier besprochenen Haupttypen der Aperiodizitat, Persistenz und Quasi
persistenz in weitgehender Vermischung auftreten konnen. Es soll 
diesen Moglichkeiten hier nicht weiter nachgegangen werden. Sie sind 
in den oben erwahnten Arbeiten von J. BARTELS beschrieben und auch 
durc4 zahlreiche Beispiele aus der geophysikalischen Forschung belegt 
worden., 

10. Statistik des Buys-BALLoTschen Schemas. 
Der Grundgedanke, der den Dberlegungen des vorigen Abschnitts 

unterstellt war, bezog sich auf die Statistik 'voo 'Vektorenzugen in der 
Ebene, die wir als "Irrlaufe" bezeichneten,' '\Venn die Einzelvektoren, 
aus denen sie zusammengesetzt waren, statistisch unabhangig waren 
und einer "zufalligen" Verteilung entstammten. Das Problem der 
Irrlaufe ist in der modemen Wahrscheinlichkeitsrechnung sehr griind
lich behandelt worden - ebenso wie in zwei Dimensionen, laBt es sich 
auch in einer oder in drei und mehr Dimensionen behandeln, wobei 
naturlich fUr mehr als drei Dimensionen die geometrische Veranschau
lichung versagt. DaB fUr zwei Dimensionen eine Verwandtschaft dieses 
rein statistischen Problems mit den Aufgaben der Periodenforschung 
hervortrat, war dem Umstand zuzuschreiben, daB sich die Periodo
grammgroBen als ebene Vektoren bzw. als Vektorsummen darstellen 
lieBen. Die Betrage der Elementarvektoren z. B., aus denen man sich 
den Periodogrammvektor zusammengesetzt denken kann, sind durch 
die Beobachtungswerte einer Reihe gegeben, die Richtung sowohl durch 
ihr Vorzeichen als durch die Phase der Versuchswelle, der sie bei der 
Analyse zugeordnet werden. Sobald wir aus der Menge der Elementar
vektoren diejenigen auswahlen, die mit einer und derselben Phase der 
Versuchswelle in Verbindung gebracht werden, und dies Auswahl
kollektiv fur sich betrachten, fallt die Phase als richtunggebendes 
Moment innerhalb dieses Kollektivsfort, und es bleibt hierfur lediglich 
das Vorzeiehen ubrig. Mit anderen Worten: Das Irrlaufproblem wird 
auf seine eindimensionale und somit einfachste Form zuruckgefUhrt; 
wir haben es mit "Schritten" zu tun, die nur ihrer Lange nach gegeben 
sind - was die Richtung anbelangt, so beschrankt sie sich auf die Alter
native: vorwarts oder ruckwarts, bzw. positiv oder negativ. 

Die Aussonderung von Beobachtungen, die mit derselben Phase 
verbunden sind, wird in der Praxis cler Periodogrammanalyse durch 
das BuYs-BALLOTsche und in einer etwas weniger strengen Form durch 
das DARWIN-BoRGENSche Schema vorgenommen. Wir haben hier die 
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Anordnung der Beobachtungen in einer Tabe1le mit zwei Eingangen, 
also mit Zeilen und Spalten, vor uns - die in einer Spalte befindlichen 
Werte gehoren jeweils der gleichen Phase bzw. einem beschrankten 
Phasenintervall der Versuchswelle an und lassen somit eine Unter
suchung auf Grund der eindimensionalen Irrlauftheorie zu; insbesondere 
HiBt sich also feststellen, ob ihr statistisches Verhalten dem eines Irr
laufs entspricht, oder ob sich diejenigen Erscheinungen einstellen, die 
im zweidimensionalen Falle als Folge persistenter oder quasipersistenter 
Periodizitat des Beobachtungsmaterials zu bemerken waren. In der 
Tat behalten die Regeln, die wir im vorigen Abschnitt fiir das statisti
sche Verhalten von Periodogrammvektoren abgeleitet haben, der Form 
nach ihre Giiltigkeit, wenn wir sie auf die Beobachtungswerte anwenden, 
die in einer Spalte eines BuYs-BALLOTSchen Schemas gesammelt sind. 
Der Beweis hierfiir braucht nicht besonders erbracht zu werden, da 
dieser Falliediglich als Spezialfall des friiheren erscheint (vgl. Lit.2I4). 
Der eigentliche Unterschied gegen friiher besteht ausschlieBlich in der 
Tatsache, daB als Elemente der statistischen Betrachtung nicht mehr 
die kompliziert aufgebauten Periodogrammvektoren und ihre Kompo
nenten gelten, sondern die Beobachtungswerte selbst oder vielmehr 
eine nach bestimmten durch das Spaltenschema gegebenen Regeln 
gebildete Auswahl aus dem Beobachtungskollektiv. Durch diesen 
Umstand ergeben sich zwei wesentliche Vorteile. Der erste besteht 
darin, daB bei einem Schema von r Spalten, also bei der Diskussion 
der Versuchswelle von der Lange r, in jeder Spalte eine Teilfolge von 
Beobachtungswerten enthalten ist, die durch Auswahl jedes r-ten Wertes 
der urspriinglichen Folge entstanden ist. Der gegenseitige zeitliche 
Abstand aufeinanderfolgender Werte innerhalb einer Spalte ist also 
im allgemeinen so groB, daB die Wirkung einer "Erhaltungstendenz" 
a priori nicht mehr als spiirbar angenommen zu werden braucht. Wir 
konnen also bei der Beurteilung der Ergebnisse einer statistischen 
Untersuchung der Spaltenwerte als Vergleichsbasis fast immer die stati
stischen Eigenschaften unabhangiger Werte heranziehen. Der zweite 
Vorteil dieser Betrachtungsweise entspringt dem Umstand, daB wir 
unsere Untersuchungen ganz unabhangig von der geometrischen Ge
stalt etwaiger "Wellen" durchfiihren konnen, da ja durch die Auf
stellung des Schemas mit seinen Zeilen und Spalten lediglich die Lange 
einer Versuchswelle festgelegt wird, wah rend Aussagen iiber die analyti
sche Form der vermuteten Welle erst durch die Harmonische Analyse 
der Spaltenmittelwerte oder der "Summenreihe" zustande kommen. 
Der wesentliche Unterschied zwischen der statistischen Behandlung 
des BuYs-BALLoTschen Schemas und der Periodogramm-Punktwolke 
besteht also darin, daB die statistischen Dberlegungen im ersteren 
Falle vor, im letzteren dagegen nach Anwendung der Formeln der 
Harmonischen Analyse vorgenommen werden. 
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Die Vorteile, 'die eine Anwendung der statistischen Methode vor 
Vollzug der Harmonischen Analyse fUr sich hat, erkennt man besonders 
deutlich, wenn eine, eventuell durch Fehler oder sonstige aperiodische 
Beimischungen entstellte, rein periodische Funktion vorliegt, iiber 
deren Verlauf innerhalb der Grundperiode im iibrigen nichts voraus
gesetzt sein moge, als daB der Mittelwert der Beobachtungen null sei. 
Die Grundperiode umfasse p aquidistante Beobachtungswerte, die 
ZeilenIange (Spaltenzahl) des Buys-BALLOTschen Schemas sei gleich
falls p. Die Spaltenmittelwerte iiber n Zeilen werden dann mit wach
sendem n festen Grenzwerten zustreben, wahrend sie bei Fehlen einer 
persistenten reinen Periodizitat gegen null abnehmen. Fiir jede der 
P Spalten wird der Grenzwert ein besonderer sein, er kann auch fiir 
die eine oder die andere Spalte verschwinden. Das Wesentliche ist aber, 
daB diese p Grenzwerte nicht samtlich verschwinden. Somit laBt sich 
die Quadratsumme oder das quadratische Mittel der Grenzwerte als 
ein Kriterium dafiir verwenden, ob eine reine Periodizitat von der Grund
periode p vorliegt oder nicht, wobei iiber die analytische Form der 
Periodizitat keinerlei Voraussetzungen gemacht werden - insbesondere 
ist es hierbei vollig gleichgiiltig, ob die Periode die Gestalt einer sinus
fOrmigen Welle hat oder nicht. 

Der Grenziibergang selbst laBt sich in praktischen Fallen nicht voll
ziehen, da der Umfang des verfiigbaren Materials stets endlich ist. Es 
werden demnach fiir die Grenzwerte nur Naherungswerte zu erhalten 
sein, da bei einem endlichen Material nicht zu erwarten ist, daB die 
"zufiilligen" Beimengungen sich bei der Bildung der Spaltenmittel
werte vollstandig kompensieren. Wir werden also das empirische Er
gebnis mit demjenigen zu vergleichen haben, das bei der Annahme zu 
erwarten ware, daB die Teilfolgen in jeder Spalte als eine willkiirliche 
Auswahlfolge aus dem Urkollektiv zu gelten haben. Wir haben es also 
mit einer SchluBweise zu tun, die der in der Expektanztheorie iiblichen 
genau entspricht. 

Da die Anwendung dieser Methode sich stets auf ein sehr umfang
reiches Beobachtungsmaterial stiitzen muB, urn Erfolg zu versprechen, 
ist es ratsam, auch die Moglichkeit des Vorhandenseins langperiodischer 
oder sakularer Anderungen zu beriicksichtigen, deren Auswirkungen 
erst im Verlauf mehrerer Zeilen merklich werden. Das sicherste Mittel, 
solche Anderungen auszuschalten, ist ihre vorherige Elimination aus 
der Originalreihe. Sofem dies nicht geschehen ist, lassen sich die Effekte 
dadurch beseitigen, daB man in jeder Zeile anstatt der Originalbeob
achtungen ihre Abweichungen vom Zeilenmittel verwendet. Das Schema 
hat dann die Eigenschaft, daB nicht nur das Gesamtmittel aller Beob
achtungen, sondem auch das Mittel jeder einzelnen Zeile null ist. 
Durch diese MaBnahme werden alle Effekte, die von einer reinen 
Periode p herriihren, nicht verandert, hingegen wird die Streuung des 
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Beobachtungskoilektivs selbst in dem Faile herabgesetzt, daB alle Beob
achtungswerte sich wie zufallige Fehler verhalten. War die Zahl der 
Zeilen n, also die Gesamtzahl der Beobachtungen N = n p, so ist die 
empirisch bestimmte Streuung 

l~ 
fl= V N=I. 

Beziehen Wlr dagegen die Streuung auf die jeweiligen Zeilenmittel, 
N 

so haben wir an die Stelle von .I y; den Ausdruck 
v=1 

n p 

.I .I (y;i>J - yCQ)) 2 

e=1a=1 

ZU setzen, wobei y~Q) die Beobachtungswerte der e-ten Zeile und yCQ) das 
Zeilenmittel bedeutet. 1st also ,a' die neue Gesamtstreuung, so ergibt 
sich 

(N - I) fl'2 = i { .I y~eJ' - 2 yce) 2: y~) + p . y(QJ'} = i: f 1 y~Q)' - P . ycwl 
Q=1 a=1 Q=1 a=1 f 

N n 
= .I y;- P . .I yCQ)'. 

v=1 Q=1 
n 

Setzt man statt .I y(Q12 die mathematische Erwartung dieser Summe 
e=1 

und beachtet, daB nach dem Mittelwertsatz uber das arithmetische 
Mittel von zufalligen Fehlem 

we (yCQ1') = ; we (y;) = ;2 
ist, so folgt schlieBlich 

und daher 
(N -I)fl'2 = N,a2-nfl2 

'2 _ 2. N - n _ 2 n (p - r) 
fl -fl N-r -fl np-r ' 

fur solche N, die erheblich groBer als p sind, also mit genugender An
naherung: 

P-I fl'2 = fl2 . -p- . 

Fur den Fall der Aperiodizitat konnen wir nun die in jeder Spalte 
enthaltenen Werte als zufallige Auswahl ansehen. Die arithmetischen 
Mittel der Spalten werden sich also statistisch wie die arithmetischen 
Mittel aus je n Fehlem verhalten. Der quadratische Mittelwert aller 
Spaltenmittel wird daher von der GroBenordnung 

p' 

-vn 
sein, er wird bei VergroBerung von n wie vn abnehmen, wahrend er bei 
persistenter Periodizitat, unabhangig von der Form derselben, sich 
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einem von null verschiedenen Grenzwert nahert. M ultiplizieren wir 
den Mittelwert mit v'n, so wird dies Produkt bei wachsendem n konstant 
bleiben, bei Periodizitat sich einer vn proportibnalen Kurve angleichen. 
Durch Zusammenfassung von je h Zeilen zu Gruppen und Vereinigung 
der Gruppenerge bnisse zu Mitteln laBt sich die Genauigkeit der Er
gebnisse erhOhen, und man findet ohne Schwierigkeit, daB diese Unter
suchungsart der im vorigen Abschnitt behandelten nach Form und 
Inhalt genau entspricht. Insbesondere laBt sich auch Quasipersistenz 
in der gleichen Weise wie dort feststellen - sie kommt iiberall da zustande, 
wo zwar der Verlauf der Beobachtungswerte in den Zeilen nicht konstant 
bleibt oder keine persistenten Bestandteile enthaIt, wo aber die Tendenz 
besteht, daB der allgemeine Charakter des Verlaufs iiber einige aufein
anderfolgende Zeilen erhalten bleibt. Man spricht in diesem Falle von 
"Sequenzen ahnlicher Zeilen". Solche Sequenzen von endlicher Lange 
treten iibrigens auch dann auf, wenn eine persistente Periodizitat vor
liegt, deren Periode mit der Versuchsperiode nicht genau iibereinstimmt. 
Es liegt dann, wie wir wissen, eine Verschiebung der systematischen Be
standteile aufeinanderfolgender Zeilen in sich selbst vor. Bei Zusammen
fassung weniger Zeilen, also bei kleinem h, wird diese Verschiebung 
im' allgemeinen eine Vernichtung der systematischen Bestandteile nicht 
zur Folge haben - dies wird vielmehr erst bei groBeren Werten von h 
eintreten. Mit anderen Worten: Auch eine persistente Periode, die 
nicht genau mit der Versuchsperiode zusammenfallt, erzeugt den An
schein einer Quasipersistenz. Sind benachbarte Perioden vorhanden, 
und ist die Zeilenzahl n geniigend groB, so wird - falls die Versuchs
periode mit einer der beiden Perioden iibereinstimmt - die andere in 
den Spaltenmitteln iiber n Zeilen ausgeloscht sein, nicht dagegen in 
den Spaltenmitteln von Gruppen iiber wenige Zeilen. Diese Erscheinung, 
die, genau der Linienverbreiterung im Periodenspektrum bei Verkiir
zung des Analysenintervalls entspricht, gibt also AnlaB, daB die eine 
der beiden Perioden statistisch als persistent, die andere dagegen 
als quasipersistent erfaBt wird. Persistenz einer Welle bestimmter 
Lange ist demnach mit Quasipersistenz bei benachbarten Wellen ver
bunden. Quasipersistenz erzeugt auch bei benachbarten Versuchswellen 
Quasipersistenz. BARTELS (Lit. 27) kennzeichnet diese Erscheinung 
mit dem Ausspruch: "Quasipersistenz ist infektios." 

SchlieBlich sei noch erwahnt, daB bei sehr kleinem p, wenn also 
die Zeilen des Schemas nur wenige Beobachtungswerte enthalten, die 
Annahme der Unabhangigkeit a priori fUr die Glieder der Spalten im 
allgemeinen nicht mehr aufrechterhalten werden kann. 1m Extrem
fall; wenn wir namlich annehmen, daB nur eine einzige Spalte gegeben 
sei; also wenn wir die Beobachtungsreihe in ihrer Originalform betrachten, 
fiihren die obigen Oberlegungen zwangslaufig auf das Problem der 
Erhaltungstendenz als solcher zuriick, nunmehr ohne jede Beziehung 

Stumpff, Periodenforschung. 16 
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I 
zu den Aufgaben der Periodenforschung. Das Bestehen einer Erhal
tungstendenz wird sich somit in der gleichen Weise auBern, wie "Quasi
persistenz" : Der quadratische Mittelwert der arithmetischen Mittel 
von je II, aufeinanderfolgenden Werten einer Beobachtungsreihe wird 
bei Unabhangigkeit der Beobachtungen wie Vh abnehmen - der mit 
Vh multiplizierte (reduzierte) Mittelwert also konstant bleiben, wahrend 
er bei Vorhandensein einer Erhaltungstendenz anfangs wachst, urn ffir 
groBe II, einem Grenzwert zuzustreben (triviale Quasipersistenz [vgl. 
S. 236]). Diese Methode kann auch als ein durchgreifendes Unter
scheidungsverfahren fur zufaJ.lige und systematische Fehler benutzt 
werden, falls die Zahl der Fehler nur hinreichend groB ist. 

Hierbei verdient Erwahnung, daB das vielbenutzte ABBE-HELMERT
sche Kriteriurn zur Unterscheidung zufalliger und systematischer Fehler 
aus den obigen Betrachtungen unmittelbar abgeleitet werden kann. 
Wenn wir annehmen durfen, daB der reduzierte quadratische Mittel
wert des arithmetischen Mittels uber h aufeinanderfolgende Beobach
tungen ffir zufaJ.lige Fehler konstant bleibt (innerhalb der durch den 
mittleren Fehler der Bestimmung des arithmetischen Mittels gegebenen 
Genauigkeitsgrenzen), fur systematische Fehler aber - wenigstens ffir 
kleine h, wachst, so laBt sich dies unter sehr allgemeinen Umstanden 
schon nachweisen, wenn wir uns auf die Falle h = I und h = 2 be
schranken. Fur zufaJ.lige Fehler ist also innerhalb der besagten Genauig
keitsgrenzen 

an [(YV+YV+l)2] (2 (2 2·.w~ 2 = m Yv) + m (Yv Yv+l) = m Yv)· 

Wenn Zufalligkeit vorliegt, so ist daher die mathematische Erwartung 
des Produktes benachbarter Fehler null. Das ist aber der wesentliche 
Inhalt des ABBE-HELMERTschen Verfahrens. DaB die Erfiillung dieser 
Bedingung nicht notwendig auf Zufalligkeit schlieBen muB, ist bekannt 
(5. A. p. V. S.8, sowie Lit. I62). 

Funftes Kapitel. 

Andere analytische Methoden der 
Periodenbestimmung. 

1. Die LAPLAcEsche Transformation. 
Wir haben schon fruher gesehen, daB die Aufgabe, eine aus mehreren 

rein periodischen Wellen additiv zusammengesetzte Funktion in ihre 
Bestandteile zu zerlegen, durch direkte Ausgleichung nur moglich ist, 
wenn die Wellenlangen der Elementarperioden bekannt sind. Die 
Analyse der Gezeitenkurven, bei denen die Perioden als kosmische 
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Konstante vorgegeben waren, bildete das klassische Beispiel fiir diesen 
Fall. Waren die WeIlenHingen dagegen unbekannt, so ergab sich die 
Moglichkeit, Versuchsperioden einzufiihren. Ausgehend von der Harmo
.nischen Analyse, bei der als Versuchsperioden die aliquoten Teile eines 
bestimmten Analysenintervalls dienten, gelangten wir so zu der Methode 
der Periodogramme, die es gestattete, durch eine systematische Durch
musterung des Spektralbereichs allen etwa vorhandenen feriodizitaten 
auf die Spur zu kommen und ihre Konstanten (Wellenlange, Amplitude, 
Phase) zu bestimmen. 

Der groBe und unbestreitbare Vorteil der Periodogrammethode ist 
der, daB sie.das Problem praktisch ohne Voraussetzungen angreift und 
somit alle in ihm liegenden Moglichkeiten auszuschOpfen imstande ist. 
Oft aber weist uns die Praxis Aufgaben an, bei denen groBtmogliche 
Voraussetzungslosigkeit nicht gefordert wird. Es sei etwa bekannt, daB 
eine vorgelegte Beobachtungsfunktion aus einer endlichen Anzahl von 
Sinuswellen zusammengesetzt sei, deren Perioden aber noch bestimmt 
werden sollen. In diesem Faile wiirde die Periodogrammanalyse die 
Durchforschung des gesamten Spektrums notwendig machen; es wiirde 
auch auf diejenigen Spektralgebiete, die keine der gesuchten Perioden 
enthalten, die gleiche Untersuchungsarbeit verwendet werden miissen, 
wie auf die anderen, die sich schlieBlich als die allein wichtigen heraus
stellen. Ein groBer Teil der Arbeit wiirde also notwendig ein negatives 
Ergebnis haben und somit lediglich· dem Zwecke dienen, die wichtigen 
Spektralteile von den unwichtigen zu trennen. Wir werden spater sehen, 
daB die Moglichkeit besteht, durch Benutzung geeigneter Instrumente 
diesen Dberblick auch ohne langwierige Rechenarbeit zu gewinnen. Wo 
aber diese Instrumente nieht zur Verfiigung stehen, wird der Wunsch 
nach Methoden, die das angezeigte Problem auf direktem und daher 
vielleicht wesentlich kiirzerem Wege losen, seine Berechtigung haben. 

Es sei bekannt, daB eine empirische Funktion, die in Form einer 
Reihe aquidistanter Ordinaten gegeben sei, aus einer beschrankten 
Anzahl (n) von Sinusschwingungen unbekannter Welleniange, Amplitude 
und Phase zusammengesetzt sei, auBerdem aber hochstens aperiodische 
Bestandteile von der Art zufalliger Fehler enthalte. Abgesehen von 
diesen Fehlem sei also jede Ordinate von der Form 

Y9= co+ C1 sin (OCIV+f31) +c2sin (OC2V + 132) + ... + cnsin (ocnv + f3n). (I) 

Die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten 

ist 3 n + I, es seien also mindestens ebenso viele Beobachtungswerte und 
daher Bestimmungsgleichungen fUr diese Unbekannten vorhanden. Die 
direkte Anwendung algebraischer Auflosungsmethoden oder, falls die 
Zahl der zur Verfiigung stehenden Gleichungen groBer als 3 n + list, 

16* 
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der Methode der kleinsten Quadrate ist nicht moglich, da die Gleichungen 
zwar in bezng auf die Ausdriicke 

c,.. cos P,..; c,.. sin PI' , 
aus denen Amplituden und Phasen unschwer ableitbar sind, linear auf~ 
gebaut, in bezug auf die Frequenzen ('f.p, hingegen transzendent sind. Es 
gelingt jedoch, das Problem auf ein algebraisches zuriickzufiihren, wenn 
man eine, zuerst von LAPLACE angegebene Transformation der Funk~ 
tionswerte vornimmt. Sie beruht auf folgenden Grundformeln: 1st 'V 

ein von 0 bis 00 die Folge der ganzen Zahlen durchlaufender Index, 
oc eine beliebige Frequenz und i eine Konstante, deren Wahl wir uns 
noch vorbehalten, so ist nach der bekannten Summenformel fUr geo
metrische Reihen 

Trennen wir die Ausdriicke rechts und links in ihren reellen und ima
ginaren Teil, so ergibt sich 

00 00 

""" e- ,v cos oc v + i """ e-' v sin ('f. v = -------
..::;.; ..::;.; I - e -, cos IX - i e - , sin IX 
v~O V~O 

also, da 

e' - cos IX + i sin IX 

®ini= 
2 

e' = (;£O)i + ®ini, 
00 

:2 I @linT 
e- T v cos ('f. v = -2- + -=-~---

2 (lliof T - cos IX) 
V~O 

00 

:2 . sin IX 
e- TV SIn ('f.V = . 

2 ([ofT-cOS IX) 
v~O 

Wir konnen nun die zu analysierende Reihe entweder in ihrer ur
spriinglichen Gestalt benutzen oder sie, wie A. GLOGOWSKI (Lit. III) 

es vorschlagt, in einen "geraden" und einen "ungeraden" Teil zerlegen .. 
Sei etwa eine Reihe von 2 m + I Ordinaten 

Y-m, Y-m+l, ···,Y-l'YO,Y+l' ···,Ym-l,Ym 
vorgelegt, so erfUllt 

I 

Cf!v = -;- (Yv + Y-v) 

die Bedingung Cf!v = + Cf! - v' hingegen 
I 

"Pv = -;- (Yv- Y-v) 

die Bedingung 
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Mithin ist sicher, daB, falls die ursprungliche Reihe sich, wie oben, durch 
Superposition von einfachen Sinuswellen darstellen laBt, die beiden aus 
ihr 'abgeleiteten Reihen f/J. und '1j!. die Gestalt 

f/J. = a o + ~ cos IXI V + a 2 cos IX2 v + ... + an cos IXn V 

'IjJ. = bl sin IXI v + b2 sin IX2V + ... + bn sinIXn v 
(2) 

haben. Die eigentliche Aufgabe laBt sich also immer in zwei Teilaufgaben 
spalten, die wir (nach GLOGOWSKI) als das Sinus- bzw. Cosinusproblem 
bezeichnen kannen, und die etwas einfacher gestaltet sind, weil in ihnen 
keine unbekannten Phasenkonstanten mehr auftreten, die Zahl der 
Unbekannten also von 3 n + r auf 2 n bzw. 2 n + r herabgesetzt ist. 
In den meisten Fallen laBt sich auch das konstante Glied in (r) und (2) 
vor Beginn der Analyse eliminieren, da offenbar (immer unter den 
getroffenen V oraussetzungen) 

m 

a (= c ) = lim _I - ~ m o 0 m+l..L.Jrv 
m=oo v =0 

und, wenn die Perioden nicht sehr lang sind, ao mit hinreichender 
Genauigkeit auch durch das arithmetische Mittel aus endlich vielen 
Beobachtungswerten ersetzt werden kann. 

Betrachten wir zunachst den ungeraden Teil 'IjJ. der Beobachtungs
reihe allein, so ergibt die LAPLAcEsche Transformation 

co " 

L (-,;) = .'2 'IjJ. e- TV = .'2 ~rs~ :: ' 
V=O 1'=1 

wobei wir zur Abkurzung 

Cr =2(crDl-r-r); SJl=2(r-cosIXJl) = (2 sin OC~t)2 
gesetzt haben. L (-r) ist dabei eine Funktion des willkurlichen Parameters 
-r, die als L-Summe bezeichnet werden mage. 

Multiplizieren wir nun beide Seiten der Gl. (3) mit dem Hauptnenner 
der rechten, so ergibt sich 

1t 

L (-r) . n (C T + sJl) 
It = 1 

= L(-r) {C; + 51 C;-l + ... + 5"_1 Cr + 5,,} 

" 
= I b sinlX {C,,-l + 51(1') Cn - 2 + ... .l 5(1') C + 5(1') } 

f.1 Jl 7: T I • n-2 T n-l , 
1'=1 

wobei 51' ... , 5 n die aus Sl' ... , Sn gebildeten elementarsymmetrischen 
Funktionen und sf 1') , ••• , 5~:"1 die entsprechenden aus den Folgen 
Sl' ... , SJl-I; SJl+I, ... , s" (die sJl nicht enthalten) gebildeten elementar
symmetrischen Funktionen bedeuten. 

Da 2 n Unbekannte bl , ... , bn ; lXI' ... , IX" zu bestimmen sind, werden 
2 n solcher Gleichungen gebraucht, die man dadurch erhalt, daB man 
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dem Parameter l' 2 n versehiedene Werte gibt. Dabei ist zu bemerken, 
daB die Bildung der Summen L (1') strenggenommen die Kenntnis von 
unendlieh vielen Werten der Beobaehtungsreihe erfordert. Da aber die 
"Gewiehtsfunktion" e- TV mit waehsendem v sehr raseh gegen null 
konvergiert, und zwar urn so raseher, je gr6Ber l' ist, so laBt sieh, wenn 
man damr sorgt, daB alle l' gr6Ber sind als ein geeignet vorgegebenes 
positives To, stets erreiehen, daB die Summe bei einem endlieh weit 
vom Anfangspunkt entfernten und innerhalb des Erfahrungsbereiehes 
liegenden Funktionswert abgebroehen werden darf. 

FaBt man nun auf jeder Seite der Gl. (4) die Glieder mit der gleiehen 
Potenz von CT zusammen, und setzt man 

n " 
~ b . ~ 5(I-')b . Zl = .. I-'SlllOCI-'; Zi+l =.. i I-'sinocl-" 

1-'=1 1-'=1 
(i=I, 2, ... ,n-I) 

so erhalt man, mr Tk = 1'1> T2, ... , T2n, 2 n line are Gleiehungen zur Be
stimmung der 2 n Unbekannten 51> ... , 5,,; Z1> ••• , Z,,: 

L(Tk){C;k + 51 C;k- 1 + ... + 5,,-lCTk + 5n} =Zl C;,,-1 + ... +Z" -lCTk+Z". 

Eliminiert man nun aus diesen 2 n Gleiehungen die n Unbekannten z, 
so ergibt sieh ein System von n linearen Gleichungen fiir 51> ... , 5n , 

aus dem diese Gr6Ben bestimmbar sind. Naeh einem bekannten Satz 
der Algebra hat dann die "eharakteristisehe Gleiehung". 

x"- 51 X,,-1 + 52 X,,-2_ ... ± 5" = 0 

die n Wurzeln 

( . <X1-')2 
S = 2s1n--I-' 2' 

(fl = I, 2, ... , n) 

aus denen die unbekannten Frequenzen, abgesehen von einer in der 
Natur des Problems liegenden Vieldeutigkeit, unmittelbar bereehnet 
werden k6nnen. Die Amplituden lassen sieh daraufhin aus n Gleichungen 

bestimmen. 
Das "Cosinusproblem" laBt sieh formal in der gleiehen Weise 16sen. 

Es ist in diesem Falle (ao = 0 angenommen) 

I • {a1 a2 an} 
L (1') = -;- (al + ... + an) + @3mT' CT+ S1 + c,,+ S2 + ... + CT+Sn . 

Setzt man also 
I 

L (.) --Yo 

A (T) = €lin .2 
so wird 

,n 

A (T) = '.2 cT:tSI-' . 
1-'=1 



Die LAPLAcEsche Transformation. 

Mit diesen Ausgangsgleichungen fUhrt man die gleichen Operationen, 
wie oben, aus. Es tritt also lediglich A (1") an Stelle von L (1"). 

Dber die praktische DurchfUhrung der Rechnung mage man in der 
Originalabhandlung von A. GLOGOWSKI nachlesen, der auch ein Rechen
beispiel mit zwei unbekannten Perioden beigefUgt ist. Es sei hier nur 
erwahnt, daB die Berechnung der L-Summen am bequemsten mit Hilfe 
einer Rekurrenzformel geschieht. Setzt man namlich 

1'_1 = Y,-1 + Yr e- T 

und> beginnt man mit 
Ym e- T , 

so lii.Bt sich mittels dieser Formel sukzessive 1m -1, tm _ 2, .. . ,10 berechnen, 
und es ist schlieBlich 

m 

10 = ~ Yv e- TV ,......, L (1") , 
v=o 

wenn man m hinreichend groB gewahlt hat. m wird dabei wesentlich 
von 1" abhangen, und man wird· bei der Bildung der verschiedenen L
Summen nur fUr den kleinsten 1"-Wert das ganze verfiigbare Beobachtungs
material auszunutzen brauchen. Somit werden die einzelnen Beob
achtungswerte mit sehr verschiedenem Gewicht in die Rechnung ein
gehen - ein Dbelstand, der nur sehr unvollkommen dadurch zu ver
meiden ist, daB man die Rechnung durch Umkehrung der Reihenfolge 
der Beobachtungswerte wiederholt,wie H. MUNzNER vorschlagt. 

H. MUNzNER (Lit. I72) hat iibrigens eine Variation dieser Methode 
ausgearbeitet, in der der Parameter 1" fUr aIle zu bildenden L-Summen 
der gleiche bleibt, wodurch wenigstens erreicht wird, daB die Gewichte 
der Einzelbeobachtungen in samtlichen Gleichungen dieselben bleiben. 
Er erzielt dies, indem er den Parameter der LAPLAcEschen Trans
formation als komplexe Zahl ansetzt, deren reellen Teil (1") er als konstant 
voraussetzt, wahrend er die imaginare Komponente (0") variiert. Er 
erhalt so die L-Summen 

wobei 

00 

L (1" + i 0") = ~ Yv e- (T +ia)v = M (1", 0") - i N (1", 0"), 
v=o 

00 

M (1",0") = ~ Y. e- TV cos O"V 
v=o 

00 

N (1",0") = ~ y.e-TvsinO"v 
.=0 

zu setzen und 0" in geeigneter Weise zu variieren ist. Die zur Analyse 
geeignetste Folge der O"-Werte ermittelt MUNzNER, indem er aus den 
transformierten Werten M (1", 0") und N ('r, 0") die Beobachtungswerte Y. 
riickwarts berechnet und diejenigen 0" bestimmt, fUr die die Riick
transformation am genauesten gelingt. 
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2. Rationalisierung durch Differential- und 
Differenzenbeziehungen. . 

Den gleichen Erfolg, den die Bildung der L-Summen vermittelte, 
wird auch jede andere Transformation der gegebenen Beobachtungs
werte bringen, durch die das urspriinglich transzendente Problem 
der Periodenbestimmung in ein algebraisches iibergefiihrt wird. Theo
retisch gelingt dies am einfachsten, wenn man die gegebenen Funktions
werte durch ihre geraden Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung, 
genommen an einer hinreichend groBen Anzahl von Stellen, vervoll
standigt. 

1st namlich eine in Gestalt einer Kurve oder durch ausgewahlte 
(aquidistante) Ordinaten gegebene Funktion von der Gestalt (1) 

y (t) = Co + clsin (lXlt + (Jl) + ... + cnsin (IXnt + (In), 

so lauten die geraden Ableitungen bis zur 2 n-ten Ordnung an der Stelle t: 

y(2) (t) = - CllXi sin (IXI t + (Jl) - . • . - Cn oc; sin (1Xn t + (In) I (5) 
y(4) (t) = + CllX~ sin (~ t + (Jl) + ... + Cn IX~ sin (IXn t + (In) 
.................................................................................. 

y(2n) (t) = (- 1)n CllXin sin (IXI t + (Jl) + ... (- 1)n c~ oc;n sin (IXn t +(In) • 

Eliminiert man aus den n + 1 Gl. (1) und (5) die n GroBen 

c" sin (IX" t + (J,,), (f..l = 1, 2, ... , n) 
so erhalt man in Form einer verschwindenden Determinante 

y (t) -co 
y(2) (t) 
y(4) (t) 

eine Gleichung n-ten Grades fUr die Quadrate der unbekannten Fre
quenzen. Diese Gleichung hat die allgemeine Form 

y(2n) (t) + 51 y(2n-2) (t) + 52 y(2n-4) (t) + ... + 5"-1 y(2) (t) + 5 n (y (t) - Co) = 0, (6) 

wobei 51> 52' ... , 5n die aus -IX~, -IX:, ... , -IX~ gebildeten elementar
symmetrischen Funktionen sind. Sind nun fiir mindestens n + 1 ver
schiedene Zeitargumente die Funktionswerte und die geraden Ableitungen 
bis zur Ordnung 2 n bekannt, so lassen sich mindestens n + 1 lineare 
Gleichungen fiir die n + 1 GroBen 51, ... , 5n ; Co 5n aufstellen, aus denen 
diese (bei iiberschiissiger Gleichungszahl durch Ausgleichung nach der 
;M:ethode der kleinsten Quadrate) bestimmt werden konnen. Man erhalt 
sodann zunachst 
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als Wurzelri der charakteristischen Gleichung 

Xn + 51 xn - l + 52 xn - 2 + ... + 5"-1 X + 5,,= 0, 

und schlieBlich Co aus Co 5". 
Die Bestimmung der Amplituden und Phasen macht, nachdem die 

Frequenzen und damit die Perioden bekannt geworden sind, keine 
Schwierigkeiten mehr. Die Berechnung der Differentialquotienten kann 
mit Hilfe bekannter Formeln der Differenzenrechnung geschehen. Sind 
die Ordinaten der Funktion in gleichen, nicht zu groBen Abstanden (0)) 
gegeben, so bildet man das Differenzenschema 

Yv-3 LI(I) 5 
v-'j LI(2) 

Yv- 2 LI:l~ !!. 
v-2 LI~3~!!. 

Yv-l 
2 LI(2) 2 LI(4) 

LI~I~ 1. 
v-I 

LI(3) 1 v-I 
LI~5~~ 

Yv 
2 LI(2) 'P-'I LI (4) LI(6) 

LI(I) 
2 

(7) v 
LI(3) v 

LI(5) v 
Yv+l 

v+t LI(2) v+! LI(4) v+} 
LI(I) 3 

v+l 
(3) v+ 1 

Yv+2 v +" LI(2) Llv+!!. 
LI(I) 5 

v+2 2 

y,.+ 3 v+:x 

wobei allgemein 
LI(r) LI(r-l) LI(r-l). 

k = k+t- k-~.' 
(0) 

Llk = Yk' 

Die Ableitungen gerader Ordnung ergeben sich dann in Gestalt von im 
allgemeinen rasch konvergierenden Reihenentwicklungen 

Y(2) = _1_ {LI(2) __ I_Ll(4) + _1_Ll(6) __ I_Ll(8) + ... } 
v w2 v 12)' go v 560 v 

Yv(4) = -~ {LI (4) - _1_ LI (6) + -'L LI (8) _ ••• } 
w4 v 6 v 240 v 

Yv(6) = _1_ {LI (6) __ 1_ LI (8) -+- ... } 
w6 v 4 v • 

Voraussetzung fUr die Anwendbarkeit dieses Verfahrens ist allerdings, 
daB die Funktion glatt und moglichst fehlerfrei verlauft. Beobachtungs
fehler, die stark streuen, wirken sich urn so storender aus, je groBer 
die Ordnung der zu bildenden Differenzen ist. Mithin werden bei fehler
haften Reihen die Ableitungen der hoheren Ordnungen nur mit erheb
licher Unsicherheit zu ermitteln sein. Vorherige Glattung der Beob
achtungsreihe ist also bei Anwendung dieses Verfahrens, das besonders 
durch die Arbeiten von OPPENHEIM (Lit. I75), BRUNS (Lit. 52a) und 
HOPFNER (Lit. I25) bekannt geworden ist, unbedingt erforderlich (A. p. V. 
S. 80f.). 

Eine Voraussetzung, die ubrigens auch fur die auf der LAPLACE
Transformation beruhenden Methoden gilt, ist noch die Kenntnis der 
Anzahl der in der Beobachtungsreihe vorhandenen Perioden, da auf ihr 
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die Form des Rechnungsansatzes beruht. Es ist daher wichtig, ein Ver
fahren zu besitzen, das es gestattet, diese Anzahl vorher zu bestimmen. 
In welcher Art dies geschehen k6nnte, ist nicht schwer einzusehen. 
Offenbar wird ein fehlerhaftes Ergebnis erzielt werden, wenn die an
gesetzte Zahl n zu klein gewahlt war. Wurde n hlngegen zu groG gewahlt, 
so erhalt man das richtige Ergebnis - fUr die uberzahligen Frequenzen 
ergibt sich null. 1st z. B. die Zahl der tatsachlich vorhandenen Periodizi
taten n- I, so liefert der Ansatz fUr n Perioden eine verschwindende 
Frequenz, mithin wird die elementarsymmetrische Funktion Sn, die, 
abgesehen vom Vorzeichen, durch das Produkt der Quadrate aller 
Frequenzen dargestellt wird, gleich null sein. Es wird also bei der Auf-
16sung des linearen Gleichungssystems (6) die Zahlerdeterminante 

D.,= 

yi4) ••• 

Yi4~1 ... 

(2) (4) 
Yv+n-l Yv+n-1'" 

yi2n) 

Y(2n) 
v+1 

Y(2n) 
v+n-l 

verschwinden. Ein Kriterium fUr die Anzahl der vorhandenen Perioden 
erhaIt man also, indem man (eventuell fur mehrere Ausgangsab
szissen '1') die Determinantenfolge 

yi4) ••• 

y~4~1 ..• 

(2r) 
Yv + r -1 

(r = I, 2, ... ) 

bildet. 1st die Anzahl der Perioden n, so verschwinden aIle Glieder 
dieser Folge von r = n + I aufwarts. Die Ordnung der hOchstgliedrigen 
nicht identisch verschwindenden Determinante dieser Folge gibt also die 
Zahl der vorhandenen Perioden an und bestimmt daher den Ansatz. 

Es ist aus mancherlei Grunden vorzuziehen, statt der Differential
quotienten die Differenzen des Schemas (7) selbst zu benutzen, wie es 
in verschiedener Form von BRUNS (Lit. 53) und HIRAYAMA (Lit. I22) 

gezeigt worden ist. Die Berechnung der Differentialquotienten durch 
Reihenentwicklung entfallt dann vollstandig, damit auch etwaige Kon
vergenzbedenken, die durch sie gegeben sind. Formal ist diese Methode 
der vorigen v611ig gleich. Die Ausgangsgleichungen haben dann die Form: 

n 

Yv = Co + ~ cf.lsin (ocf.l'l' + (.Jf.l) 
1'=1 

n 

L1~2) = - 4 ~ cf.l sin2 ~ • sin (ocf.l'l' + (.Jf.l) 
1'=1 
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fI 

A(4) = + 16 "'" c sin4~. sin {f"I '11+ {J ) 
" ~ '" 2 .... '" '" 

",=1 

.. 
A~2n) = (- It· 22".~ C", sin2n ; sin (at", V + fJ",). 

",=1 

Die weitere Behandlung der Aufgabe ist genau dieselbe wie vorhin, nur, 
daB die Losung der charakteristischen Gleichung nicht, wie oben, die 
unbekannten Frequenzen direkt, sondem die Ausdriicke 

k! = (2 sin ~ r (fL = I, 2, ... , n) 

ergibt. Die Mehrdeutigkeit des Ergebnisses ist lediglich eine Folge des 
Umstandes, daB hier zur Losung nur diskrete Ordinaten der Beob
achtungsfunktion herangezogen werden, was nach unseren frillier ge
wonnenen Erkenntnissen stets eine gewisse Mehrdeutigkeit in bezug auf 
die PeriodenHingen in sich schlieBt. Diese besteht aber nur dann, wenn 
man auch die Moglichkeit von Wellenlangen annimmt, die kleiner sind 
als der doppelte (hier gleich der Zeiteinheit angesetzte) Beobachtungs-

.. abstand. Bei der Differentialmethode bestand Mehrdeutigkeit nicht, 
solange wir die Kenntnis der Ableitungen hoherer Ordnung voraussetzen 
konnten - sie wird naturlich sogleich wieder auftreten, wenn diese 
Ableitungen durch Interpolation diskreter Ordinaten bestimmt werden 
mussen, wie dies oben vorgeschlagen wurde. 

Die Rationalisierung des Periodenproblems laBt sich noch auf ver
schiedene andere Arten erreichen. So gibt F. KUHNEN (Lit. I42) eine 
Methode an, in der statt der Differenzen die nach einem entsprechenden 
Schema gebildeten Summen benutzt werden. So erhiilt man: 

n 

= 4co + 4~c",cos2OC:.sin(at",v+fJ",) 
",=1 

n 

.2(!) = Y,,-2+4Yv-1+6Y,,+4Yv+1+ YV+2=I6co+ I62c",cos4 ~ . sin (at",v+fJ",) 
",=1 

.2~2n)=Yv_n+(2t) Yv-n+1+ ... -:-22n /co+ ~ C'" cos2n ~"'sin (at",V+fJ",)1 

und gelangt auf ganz entsprechende Weise zur Bestimmung der Un-
bekannten. in der Form ( )2 

k~2 = 2COS oc: . 
Es ist unter Umstanden ratsam, die Differenzen- und Summenmethode 
nebeneinander zu benutzen, da die Bestimmung der Frequenzen aus 
einer Tangentenformel t OC", k", 

gZ-= k~ 
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unter allen Umstanden genauer ist als die aus sin- oder cos-Ausdrucken 
allein. Auch ergibt sich auf diese Weise eine schatzenswerte Kontrolle 
der Rechnung. Eine weitere Methode ist von HIRAYAMA (1. c.) entwickelt 
worden - sie bezieht sich auf die Grundgleichungen 

S. Q = Y. _ Q + Y. + Q = 2 { Co + 1: cI" cos e rxl" sin (rxl" v + (J) Jt, 
I"~1 

die nach ahnlichen Regeln wie die friiheren ausgewertet werden, indem 
an geeigneter Stelle die cos-Funktionen der vielfachen Frequenzen durch 

Ausdrucke ersetzt werden, die die geraden Potenzen von cos ~ enthalten. 
2 

Einen noch anderen Weg schlagt J. B. DALE (Lit. 78) ein, der ein 
Summenschema, ahnlich wie KUHNEN, aber nicht auf die Original
beobachtungen, sondern (zwecks Eliminierung des konstanten Gliedes) 
auf die Reihe der erst en Differenzen del' Beobachtungen anwendet. 
Dies Verfahren ist, auBer in der DALEschen Abhandlung selbst, bei 
STUMPFF (A. p. V. S. 88f.) und GLOGOWSKI (1. c.) ausfUhrlich beschrieben, 
so daB sich hier eine Wiedergabe erubrigt. 

Auf aIle Differenzen- (oder Summen-) Methoden laBt sich das Verfahren 
zur Ermittlung der Anzahl der unbekannten Perioden, das wir im 
AnschluB an die Differentialmethode entwickelten, sinngemaB ubertragen. 
Es wird immer eine Folge von Determinanten wachsender Ordnung zu 
bilden sein, deren Glieder von einer bestimmten Ordnung an identisch 
verschwinden oder (wenn infolge von Beobachtungsfehlern eine strenge 
Darstellung del' Reihe durch ihre periodischen Komponenten nicht 
erwartet werden kann) unter eine gewisse, von der GroBenordnung der 
Fehler abhangige Grenze sinken (s. auch A. p. V. S.91f.). 

Zusammenfassend kann uber die in den beiden erst en Abschnitten 
dieses Kapitels beschriebenen Methoden gesagt werden, daB ihre An
wendung gegenuber der Periodogrammethode nur dann eine wesentliche 
Vereinfachung bedeutet, wenn die zu untersuchende Funktion tatsachlich 
aus einer kleinen Anzahl sinusformiger Schwingungen zusammensetzbar 
ist. Schon bei mehr als drei Komponenten wird die Rechnung sehr lang
wierig. Das Anwendungsgebiet diesel' Methoden in der Praxis ist dem
nach sehr beschrankt. Ein gewisser V orteil einiger diesel' Methoden ist 
darin zu sehen, daB sie sich ohne groBe Schwierigkeit auch auf gedampfte 
Schwingungen ausdehnen lassen. Dies gilt insbesondere fUr die auf der 
LAPLAcE-Transformation beruhenden Methoden. 

3. Exhaustionsmethoden. 
Das gemeinsame Kennzeichen del' in den beiden vorigen Abschnitten 

beschriebenen oder angefiihrten Methoden war die Aufstellung einer 
algebraischen Gleichung n-ten Grades, deren Wurzeln einfache Funk
tionen del' n unbekannten Frequenzen del' in del' zu analysierenden 
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Funktion enthaltenen Periodizitaten waren. Durch Auflosung dieser 
"charakteristischen Gleiehung" gelang es, die unbekannten Perioden 
gleichzeitig zu gewinnen. Fur den praktischen Rechner erwies es sieh 
dabei als auBerordentlich storend, daB die Anzahl der vorhandenen 
Perioden bekannt sein muBte oder durch ein besonderes Verfahren vorher 
bestimmt werden muBte, und daB die Schwierigkeit der numerischen 
Rechnung mit der Zahl der Perioden stark zunahm. 

Es werden daher von vielen Forschern solche Methoden bevorzugt, 
die darauf abzielen, die periodischen Komponenten nicht gleichzeitig, 
sondern nacheinander durch verschiedene, in sieh geschlossene und in 
bezug auf Formalismus und Arbeitsaufwand gleiehwertige Rechen
operationen zu bestimmen. Verfahren solcher Art bezeichnet man als 
"E xhaustionsmethoden" . 

Auf einen derartigen Weg wird man beispielsweise von selbst gefUhrt, 
wenn die Beobachtungsreihe eine Periodizitat mit besonders groBer 
Amplitude enthalt, die sieh demnach schon aus dem bloBen Anblick 
der als Kurve aufgezeichneten Reihe verrat. Es wird dann vorteilhaft 
sein, zunachst diese dominierende Periodizitat, deren Konstanten aus 
dem Kurvenverlauf selbst schon mit guter Naherung bekannt sind, 
genau zu bestimmen, sie dann aus dem Beobachtungsmaterial zu e1i
minieren und den verbleibenden Rest einer weiteren Analyse zu unter
werfen. Enthalt auch der Rest eine dominierende Periode, so kann das 
gleiche Verfahren wiederholt werden. Das wird aber im allgemeinen 
nieht der Fall sein - es wird dann erforderlich sein, das Material durch 
geeignete Operationen so zu verandern, daB bestimmte Perioden ver
starkt, andere geschwacht oder ganz unterdruckt werden. 

Alle Exhaustionsmethoden beruhen daher auf Rechenverfahren, die 
die ursprungliche Beobachtungsreihe so umgestalten, daB dominierende 
Perioden entstehen, die unmittelbar erkennbar und somit auf mehr 
oder weniger triviale Weise bestimmbar sind. Diese Perioden sollen 
entweder mit einer der vorhandenen Perioden identisch sein oder mit 
ihr durch eine strenge GesetzmaBigkeit verbunden sein. Die Moglich
keiten, dies Prinzip zu verwirklichen, sind zahlreich. In diesem Abschnitt 
sollen einige der einfachsten Verfahren dieser Art beschrieben werden; 
einige andere, die erst in neuerer Zeit ausgearbeitet worden sind, werden 
in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels gesondert behandelt. 

Dem Gesagten zufolge kann auch die Periodogrammethode als ein 
Verfahren betrachtet werden, das zur Hervorhebung gewisser Periodizi
taten gegenuber anderen geeignet ist. Bei der Bildung der Phasen
diagramme berechneten wir fUr eine Versuchsperiode in der Nahe der 
zu bestimmenden und fur ein Analysenintervall bestimmter Lange, 
dessen Anfang variabel war, die zugehorigen Periodogrammkomponenten. 
Diese Komponenten, als Funktionen des variablen Intervallanfangs auf
getragen, zeigten dann einen periodischen Verlauf - die Periode erwies 
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sich als die Schwebungsperiode zwischen der angesetzten Vel;suchsperiode 
und der wahren Periode, aus der die wahre Periode mit groBer Genauigkeit 
bestimmbar war. Andere Periodizitaten, sofern sie nicht ebenfalls in 
unmittelbarer Nachbarschaft der Versuchsperiode lagen, wurden durch 
dies Verfahren mehr oder weniger unterdruckt. Die Methode der Vektor
diagramme lieferte also gerade das, was hier gefordert wird: Die in der 
Nahe der Versuchsperiode liegende wahre Periode wird aus der FUlle 
der ubrigen isoliert und erscheint - wenn auch mit gesetzmaBig ver
anderter Frequenz - als dominierende Periode. 

Eine Abart dieser Methode, die zwar nicht dasselbe zu leisten im
stande ist, aber den Vorteil weit einfacherer Berechnungsweise hat, ist 
das von C. E. P. BROOKS (Lit. 50) angegebene Ditferenzen-Periodo
gramm, das in allen denjenigen Fallen brauchbar ist, in denen eine 
Periode wenigstens genahert bekannt ist, und in denen der gesamte 
Beobachtungszeitraum eine genugende Anzahl von Wellenlangen der 
gesuchten Periodizitat umfaBt. Es genugt, die Anwendung des Ver
fahrens auf eine Funktion zu zeigen, die nur aus einer einzigen persistenten 
Sinuswelle besteht, da sich die Wirkung bei Vorhandensein verschiedener 
Wellen aus den Wirkungen bezuglich der Elementarwellen additiv 
zusammensetzt. 1st also. 

y (t) = c sin (ex t + ,8) , 

so bildet BROOKS die Mittelwerte 

vu sinu~ 

5 v-t=: J y(t)dt=c'-+.sin{(2v-I)U: +,8} (V=I, 2, ... ) 
(v-l)u U-z 

fiber verschiedene aufeinanderfolgende 1ntervalle von der Lange u, wobei 
u nach M6glichkeit so gewahlt werden soli, daB es der halben Lange 
der wahren Periode 

k n 
2 01: 

nahezu gleich ist. Man bilde nun die Reihe der ersten Differenzen aus 
der Folge 5v _.1. Kehrt man das Vorzeichen jeder zweiten Differenz 

" um, so entsteht offenbar die Folge 

sin2u~ 
Vv = (- I)v (5v+ t - 5v - t ) = 2 c· --0I:-2-COS{vuex + ,8-vn} 

u-
2 

sin2u~ 

= 2 C • --01:-
2
- cos {v (u ex -n) + ,8} . 

u-
2 
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1st nun nahezu u = ~, so ist die Amplitude der Schwankung der Werte V 
ex; 

wegen 
• ex; 

smuz""""I 
nicht viel von 

verschieden, also von der GroBenordnung der wahren Amplitude, wahrend 
andere Perioden nach MaBgabe des Faktors 

2·---
ex; 

u-
2 

verkleinert erscheinen. Das Diagramm der Werte v.. zeigt also, wenn 
nieht gerade sehr ungiinstige Verhaltnisse vorliegen, eine dominierende 
lange Periode von der Wellenlange 

P= 2:n;U 2PU 
uex;-:n; "2U-p' 

die man, falls die Beobachtungsreihe lang genug ist, durch Ausmessen 
bestimmen kann. Die gesuchte Periode ist dann 

·2UP 
p= 2U+P· 

Durch Differentiation dieser Gleichung: 
4u2 p2 

dP = (2U+P)2 dP = p2 dP 
dp P dP 
p=p.p 

findet man, daB ein Fehler in der Bestimmung der langen Periode P 
auf die Genauigkeit der gesuchten Periode p einen urn so geringeren 
EinfluB hat, je groBer P im Verhaltnis zu p ist. Sollte die Isolierung 
der gesuchten Periode durch den oben beschriebenen ProzeB noch nicht 
geniigend erreieht sein, so laBt sich durch Glattung - etwa nach der 
Formel 

sin3u~ 

Wp +t = ~ (Vp + VH1) =2C· ex; 2 cos{(v+ ~) (ulX-n) +f3} 
U-

2 

erreichen, daB storende N ebenperioden in erhohtem MaBe unterdriickt 
werden. Das BROOKS sche Differenzenperiodogramm stellt im Grunde 
genommen niehts anderes dar als eine Periodogrammanalyse fUr die 
Versuchsperiode 2 u, in der an Stelle einer sinusformigen Hilfswelle eine 
"Gitterfunktion" verwendet wird. Da die Gitterfunktion von der Grund
periode 2 U sic~ durch eine FOURIERSche Reihe darstellen laBt, die auBer 
der Grundperiode noch die ungeraden Oberschwingungen enthalt, so 
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ist ohne weiteres klar, daB auch solche "wahren Perioden", die mit 
diesen Oberschwingungen koinzidieren, wenn auch mit geringerer Am
plitude, im Differenzenperiodogramm auftreten miissen. In der Tat zeigt 
sich, daB der "Selektionsfaktor" 

f ·· P ur U=-, 
2 

3P 
2 ' 

sin2u~ . 2 :It 
2 sm Up 

---
at :It 

u- u-
2 P 

5 P •.• sukzessive die nahezu maximalen Werte 
2 ' 

2 2 2 

:It' 3n' 5:1t'··· 

annimmt. Das Verfahren kann also, wenn der Rechner nicht sehr 
kritisch vorgeht, zu falschen Ergebnissen fiihren. 

1st eine Periode bekannt, so kann ihre Eliminierung natiirlich auf 
direktem Wege erfolgen, indem man die ihr entsprechenden Werte von 
den beobachteten subtrahiert. Einfacher und schneller arbeitet das von 
KLEIN und SOMMERFELD (Lit. I36) angegebene Verfahren: 1st auBer 
der bekannten Periode PI noch eine zweite Periode von der Lange P2 
vorhanden, ist also - von etwaigen anderen periodischen Bestandteilen 
abgesehen - die vorgele~te Funktion von der Gestalt 

t (t) = CI sin (CXI t + (JI) + c2 sin (CX2 t + (J2), ( CXi = ~:) 
so bilde man, auf Grund des bekannten Wertes PI: 

t (t + PI) - t (t) = 2 c2 sinn ~2 cos {cx2 t + {J2 + n at2 } • 
atl atl 

Durch dies Verfahren wird also eine von der Periode PI freie Funktion 
erzeugt, die aile iibrigen Perioden, z. B. P2' mit einer gewissen Phasen
verschiebung und der Amplitude 

2 c2 sinn at2 = 2 c2 sin n Ppl 
atl 2 

enthalt. 1st also der Faktor sinn 1X2 nicht allzu klein, so wird die Rest-
IXI 

funktion die Welle P2 frei von dem EinfluB der dominierenden Welle PI 
aufzeigen. 1st eine zweite Periode nicht vorhanden, so wird sich die 
Restfunktion wie eine Reihe zufalliger Fehler verhalten oder wenigstens 
ein deutlich unperiodisches Verhalten zeigen. Dasselbe wird allerdings 
eintreten, wenn die zweite Periode ganzzahlig in PI enthalten ist und 

weitere Perioden nicht existieren. Dann wird der Faktor sin n ~ null 
IXI 

und somit auch die zweite Periode mit der ersten eliminiert. Mit anderen 
Wort en : Das Verschwinden der Differenz t (t + PI) - t (t) bedeutet nicht, 
daB t (t) nur· die Periode PI enthalt, sondern, daB t (t) rein periodisch 
mit PI als Grundperiode ist. Dieser Fall ist trivial; die Lasung des 
Problems ist dann durch die Anwendung der Harmonischen Analyse 
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moglich. 1st der Faktor sinn ~ nicht streng gleich null, erweist er sich 
<Xl 

aber als so klein, daB eine Bestimmung der zweiten Periode aus der 
Restfunktion zu unsicher wird, so laBt sich die Eliminierung von PI -
falls die Lange der Reihe dies zulaBt - auch aus Differenzen von der 

Form f (t + nPI) - f (t) 
erreichen, wo n eine ganze Zahl > I bedeutet. Die Wahrscheinlichkeit, 
fUr die zweite Periode eine merkliche Amplitude ubrig zu behalten, 
wird durch diese Erweiterung der Methode gesteigert. KLEIN und 
SOMMERFELD haben dies Verfahren (1. c.) mit gutem Erfolg bei der 
Trennung der jahrlichen und der CHANDLERschen Periode (433 Tage) 
in den Poischwankungskurven (Variationen der geographischen Breite) 
angewandt. 

Das Verfahren von KLEIN und SOMMERFELD, das immer anwendbar 
ist, wenn, bzw. solange, dominierende Perioden erkennbar sind, hat den 
Vorzug, daB die zu eliminierenden Periodizitaten nicht unbedingt sinus
formig sein mussen, sondern beliebige Form haben durfen. Den gleichen 
Vorzug gewahrt die Verwendung des schon friiher beschriebenen Buys~ 
BALLoTschen Schemas, in dem die vorliegende Beobachtungsreihe in 
Zeilen von der Lange der vermuteten, in diesem Falle also der dorni
nierenden Periode angeordnet wird. Bildet man dann spaltenweise 
Sumrnen oder arithmetische Mittel, so entspricht der Verlauf dieser 
Werte urn so mehr der Gestalt der gesuchten Periodizitat, je groBer 
die Zahl der so zusarnrnengefaBten Zeilen ist. Fur den Fall, daB die 
Wellenlange der dominierenden Periode nur unsicher aus dem Anblick 
der Kurve hervorgeht, fUhrt das ebenfalls in der Periodogrammrechnung 
benutzte Verfahren zum Ziel, die Summen- oder Mittelreihen gruppen
weise zu berechnen - die Dbereinstimmung der aus den verschiedenen 
Zeilengruppen erhaltenen Summenreihen ihrer Form nach ergibt dann 
eine gute Bestatigung der Periodizitat - eine etwaige Verschiebung der 
Extrema von Gruppe zu Gruppe ermoglicht ferner eine Korrektur der 
angenommenen Wellenlange oder auch gegebenenfalls die Feststellung 
einer zeitlichen Veranderlichkeit der Periodizitat. Diese Methode, die 
mit der Methode der Phasendiagramme identisch ist, muB auch im 
Ztlsammenhang mit den Exhaustionsverfahren erwahnt werden; - der 
Unterschied gegenuber der viel allgemeineren Periodogrammethode 
besteht offenbar darin, daB die letztere in ihrer V oraussetzungslosigkeit 
eine systernatische Durchmusterung des Materials nach verschiedenen, 
uber einen groBeren Spektralbereich verteilten Versuchsperioden erfor
derlich macht, wahrend hier die wesentliche Voraussetzung gemacht 
wird, daB eine dominierende Periode bereits bekannt oder wenigstens 
ungefahr bekannt ist. 1st diese Periode bestimmt und aus dem Material 
auf irgendeine Weise eliminiert, so laBt slch das Verfahren auf die Rest
reihe erneut anwenden, falls auch hier wieder eine dominierende Periode 

Stumpff, Periodenforschung. 17 
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erkennbar ist. Das ist z. B. von C. G. ABBOT bei der Diskussion der 
Schwankungen der Solarkonstante ausprobiert worden. ABBOT (Lit. 2) 
hat - zur Erleichterung der numerischen Rechnungen - auch einen 
sehr interessanten Apparat konstruiert, der eine Mechanisierung dieses 
Rechenverfahrens gestattet, und den er "Periodometer" nennt. 

Die bislang geschilderten Methoden stellen noch keine volistandigen 
Beispiele fUr das Exhaustionsverfahren dar. Sie 16sen nur Teilprobleme, 
da sie immer von der Voraussetzung ausgehen, daB eine dominierende 
Periode bereits vorhanden sei und daher angenahert als bekannt an
genommen werden darf. Eine durchgreifende Anwendung des Exhau
stionsprinzips ist erst dann moglich, wenn Regeln angegeben werden, 
nach denen eine beliebige zusammengesetzte Schwingung durch volI
standige oder teilweise Unterdruckung aller Teilschwingungen bis auf 
eine in eine solche mit dominierender Periode umgewandelt werden 
kann. Ein sehr interessanter Versuch in dieser Richtung stammt von 
B. GALITZIN (Lit. Io6), dessen Methode zwar yom Standpunkt des Prak
tikers aus anfechtbar ist, die gestelite Aufgabe aber theoretisch lOst 
und ihrer Einfachheit wegen als V orbild fur andere Losungsversuche 
betrachtet werden kann. 

1st I (t), unter der Voraussetzung, daB das konstante Glied ver
schwindet oder vorher eliminiert sei, in der Form 

I (t) = cl sin (IXI t + (31)+ c2 sin (1X2 t + f32) + ... + Cn sin (IX" t + (3,,) 
gegeben, so wird ihr unbestimmtes Integral (variable obere Grenze) 

t 

F(l) (t) =!I (t) dt = - C1 cos (IXI t + (31) - C2 cos (1X2 t + (32) -' .. 
~1 ~2 

to en ( R) C(1) 
--COS lX"t+/-'n + I , 

~" 
wo Gil) eine von den Phasen zur Anfangszeit abhangige Integrations-
konstante bedeutet. Wiederholt man die Integration, die bei Beob
achtungsreihen durch Summation zu ersetzen ist, mit den neu ent
standenen Funktionen immer wieder, so erhalt man nach 2 r-maliger 
Integration schlieBlich: 

t 

F(2r) (t) = ! F(2r-l) (t) dt = (- I)' {:~lT sin (IXI t + (31) + ... + :iT· sin (IXn t + (3,,)} 
to + C~l: t2r - l + C~2,! t2r - 2 + .. ' + q~r) 

= (-I)'· ~~T{clsin (lXlt + (31) + (:~rr sin (1X2t + (32) + .. . 

+ (:~rr sin (IX"t + (3n)} + C~lj t2r - 1 + ... + c~2,:) 
Denkt man sich also die Frequenzen IX}> 1X2' ... , IX" in aufsteigender Folge 

geordnet, so daB 1X1 die kleinste vorkommende Frequenz, bzw. PI = 2;'1; 
~1 

die groBte Periode ist, so erkennt man, daB nach einer genugenden 
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Anzahl von Schritten die Periode mit der gr6Bten Wellenlange dominiert. 
Nach Eliminierung der langsten Periode aus dem Ausgangsmaterial 
ergibt eine Wiederholung des Verfahrens die zweitlangste Pe:r.iode usw. 
Die praktische Schwierigkeit des Verfahrens, die auch in der Literatur 
zu Kritik AnlaB gegeben hat (Lit. 2I8) besteht darin, daB das para
bolische Restglied 

C~1; f',-1 + C~2;t 2,-2 + ... + C~2:) 
unter Umstanden Perioden vortauschen kann. Diese Schwierigkeit k6nnte 
nur dadurch vermieden werden, daB man vor jeder neuen Integration 
versucht, die aus der vorhergehenden Integration stammende Konstante 
zu eliminieren, was aber nieht immer sieher genug gelingt. Brauchbar 
ist das GALITZINSche Verfahren insbesondere dann, wenn die langste 
Periode auch die mit der gr6Bten Amplitude ist, da dann ihre Isolierung 
schon nach wenigen Schritten erfolgt, oder wenn es sieh tiberhaupt urn 
die Elimination sehr langer Perioden handelt. 

4. Periodenbestimmung mit Hilfe der Autokorrelation. 
Auf die Verwendbarkeit des Korrelationskoettizienten bei der Be

stimmung unbekannter Periodizitaten hat J. 1. CRAIG (Lit.72) hin
gewiesen. In dieser Arbeit zeigt.e CRAIG, daB die Periodogrammkom
ponenten einer Beobachtungsreihe fUr eine bestimmte Versuchswelle 
den Korrelationskoeffizienten zwischen der auf ihren Mittelwert be
zogenen Beobachtungsreihe einerseits und den sin- bzw. cos-Funktionen 
der Versuchswelle andererseits proportional sind. Dber die Grundbegriffe 
der Korrelationsrechnung sowie tiber diese soeben angedeuteten Zu
sammenhange ist im vorigen Kapitel (Abschn. 6 und 7) ausfUhrlich 
berichtet worden. 

Von CRAIG (Lit. 73) stammt ferner eine Methode, in der Korrelations
koeffizienten als wesentliche Hilfsgr6Ben benutzt werden. Diese Methode, 
deren vollstandige Ausgestaltung, soweit dem Verfasser bekannt ist, 
nieht ver6ffentlicht worden ist, gehOrt ihrer Art nach zu den Algebra
isierungsmethoden (vgl. DALE, KUHNEN, HIRAYAMA usw.). Die erwahnte, 
von H. H. TURNER und H. C. PLUMMER mit Anmerkungen versehene 
Ver6ffentlichung entwickelt lediglich den Grundgedanken und bezieht 
sich auf den Fall, daB - abgesehen von zufalligen Fehlern - nur eine 
einzige Periode vorliegt oder wenigstens stark dominiert. 1st namlich 
streng: 

Yv = c sin (oc.v + fJ), 

so ergibt sieh, wenn man das arithmetische Mittel aus den beiden Yv 
benachbarten Werten bildet, 

"p-1 + "v+1 
'----'--2-'---'----- = c sin (ex 11 + fJ) • cos ex. 
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Setzt man also 
y,'-l + Yv+l _ K 

2 - YP' 

wobei K emen Operator bedeutet, so besteht zwischen den Reihen 

YP und K Yv 
eme Regressionsgleichung von der Gestalt 

K Yv-yp cosoc: = o. 

Sind im ganzen n Beobachtungswerte gegeben, so lassen sich n-z solcher 
Beziehungen herstellen; ihre Quadratsumme ergibt: 

~ (K y,,)2 - z cos oc: . ~ Yv . (K Yv) + cos2 oc: . ~ Y; 

= (n-z) (O"i- z O"olh YOl cosoc: + O"g cos2 oc:) = 0, 

wobei 0"0' 0"1 die Streuungen der Folgen y,. bzw. K Yv bedeuten und YOl 

der Korrelationskoeffizient zwischen diesen beiden Folgen ist. 1st nun 
die obige Regressionsgleichung streng erfiillt, die Beziehung zwischen )". 
und K Yv also streng linear, so ist der Korrelationskoeffizient YOl = l, 

und es folgt aus 

unmittelbar 

cos oc: = ± 51'1. 
(Jo 

In der Praxis werden natiirlich die Regressionsgleichungen nicht streng 
erfiillt sein, so daB die Endformel best en falls erste Naherungen fUr die 
wahre Periode liefert. Das fUhrt dazu, daB nicht nur die GroBe YOl 

wirklich berechnet werden muB, sondern daB auch die Wirkung der 
Operation K auf die "Widerspriiche" der obigen Regressionsgleichung 
zu beri.icksichtigen ist. 

Diese Methode, die sich nach den Angaben von CRAIG auch auf 
mehrere Perioden erweitern (oder auch als Exhaustionsmethode ausbauen) 
lieBe, hat in der Praxis keinen Eingang gefunden. Sie ist abel' wenigstens 
historisch interessant, weil hier der Begriff del' Korrelation, der im 
Zusammenhang mit Periodenfragen (s. Kap. IV) schon ofter aufgetaucht 
ist, zum erstenmal bewuBt bei der Losung von Periodenproblemen 
angewandt wird. 

Eine wirklich brauchbare, auf dem Korrleationsbegriff aufgebaute 
Methode ist erst vor kurzer Zeit von J. FURRIeR (Lit. IOS, 207, 209) 
geschaffen worden. Es handelt sich hier urn eine reine Exhaustions
methode, bei der (im Gegensatz zu GALITZIN) die einzelnen Perioden in 
del' Reihenfolge abnehmender Amplituden isoliert und eliminiert werden. 
Wegen der mathematischen und begrifflichen Grundlagen dieser Methode 
verweise ich wiederum auf die Ausfiihrungen, die im AnschluB an die 
Grundbegriffe der Korrelationsrechnung in Abschnitt 8 des vorigen 
Kapitels gemacht worden sind. 
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Enthalt z. B. eine (aquidistante) Beobachtungsreihe Yl' Y2' ..• , Y. eine 
einzige persistente Periode von der Frequenz IX und beliebiger Amplitude 
und Phase, so wissen wir aus (IV, 7), daB die Folge der Autokorrelations
koeffizienten fortschreitender Ordnung von der Form 

k~ ,....,cosn IX 

ist. Transformiert man also die Originalfolge durch die Bildung der 
Autokorrelationskoeffizienten, wobei alle in (IV, 7) angegebenen Ver.., 
haltungsmaBregeln zu beachten sind, so ergibt sich die Folge k~ (n = 0, 

1,2, ... ) als eine (wie FUHRICH sie nennt} erste Transfomierte der Original
folge, die sich also im angenommenen Fall als eine cos-Schwingung mit 
der Anfangsphase null darstellt. Besteht die Originalreihe aus mehreren 
Sinusschwingungen, so besteht das Ergebnis, wie in IV, 7 ausfiihrlicher 
gezeigt wurde, aus mehreren Gliedern: im Zahler der ersten Trans
formierten treten der Hauptsache nach cos-Funktionen der vorhandenen 
Perioden auf, die mit dem Quadrat der zugehOrigen Amplituden multi
pliziert sind. Mithin erhalt die Welle mit der groBten Amplitude ein 
iiberragendes Gewicht, dominiert also in der Transformierten starker als 
in der Originalreihe. Durch geniigend haufige WiederhOlung des Ver
fahrens, also durch Bildung einer zweiten, dritten Transformierten usw. 
(k:;, k:;', ... ), gelingt es mithin, das Gewicht der dominierenden Periode 
im Vergleich zu dem der iibrigeti immer weiter zu verstarken, bis sie 
zuletzt allein merklich ist. Das Verfahren versagt nur dann, wenn zwei 
Perioden die gleiche Amplitude haben, und es konvergiert umso lang
samer, je geringer der Unterschied zwischen zwei Amplituden ist. Ein 
weiterer Nachteil der Korrelationsmethode besteht darin, daB bei be~ 
schrankter Beobachtungsanzahl zur Bildung der Folge k~ fiir groBere 
Werte von n nur ein Teil der Originalbeobachtungen verwendet werden 
kann - die Zuverlassigkeit der Werte k:, nimmt also mit wachsendem n 
standig ab; auch kann die Folge k~ keineswegs bis zum Umfang der 
Originalreihe fortgesetzt werden - bei jeder weiteren Transformation 
geht also ein Teil der Ausgangswerte verloren. Der Transformations
prozeB kann also nicht beliebig weit fortgesetzt werden; auch ergeben 
sich groBere Schwierigkeiten, wenn die Voraussetzung der Persistenz der 
Perioden nicht erfiillt ist. Aus allen diesen Grunden ist die Verwend
barkeit des FUHRICHschen Verfahrens eng begrenzt, innerhalb dieser 
Grenzen besitzt es gegenuber der Periodogrammethode unzweifelhaft 
den Vorteil, daB es die jeweils dominierende Periode unmittelbar liefert, 
also das muhsame Durchmusterungsverfahren uberfliissig macht. 

1st nach wiederholter Anwendung der FUHRlcHschen Transformation 
die dominierende Periode isoliert, so ist sie zunachst in Form einer 
Zahlenfolge gegeben, die (etwa nach r-maliger Transformation) ungefahr 
die Gestalt 

k~) = cosnlX 
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aufweist und am besten durch graphische Darstellung kenntlich gemacht 
wird. Die gesuchte PeriodenHinge erhalt man dann zunachst angen1ihert 
durch Ausmessung der so dargestellten Kurve, etwa durch Bestimmung 
des Abstandes aufeinanderfolgender Maxima. Der so erhaltene Naherungs
wert der wahren Frequenz oc sei: 

OCo = OC-8. 

Es besteht nun die 1dentitat 

~ k~) sin n oc = ~ k~) sin n (oco + 8) = 0, 
n n 

falls sich die Summierung tiber eine volle Anzahl von Perioden von k~) 
erstreckt. Demnach erhalt man, wenn man in Anbetracht der Kleinheit 
der Korrektion 

sin8=8; COS8 = I 

setzt, die Beziehung 

~ k~) sin n OCo + ~ n 8 k:~) cos n OCo = 0 , 
n n 

aus der fUr 8 die Bestimmungsgleichung 

folgt. 

,2; k;;l sin n ()I;o 

8 = - ~ 12 k(r) cos 12 ()I; 
.... n 0 

1st die Lange der dominierenden Periode bzw. ihre Frequenz bestimmt, 
so muB man zur Berechnung ihrer Amplitude und Phase auf die Original
beobachtungen zuruckgreifen. Man bedient sich dabei zweckmaBigerweise 
der aus der Harmonischen Analyse bekannten Formeln, durch die man 
die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten nach dem Prinzip der 
kleinsten Quadrate erhalt. Es darf dabei allerdings nicht die Schwierigkeit 
iibersehen werden, daB die Bestimmungsformeln 

Y. = ci sin (oci v + PI) + ... + Cn sin (oc" '1'+ P,,), (v = I, 2, ... , N) 
n 

Ci sin Pi = ~ ~ Y. cos OCiV 

V=I 

" 
Ci cos Pi = ~ ~ Y. sin lXi V 

v = I 

nur unter der Voraussetzung streng sind, daB nicht nur die betrachtete 
Periode, sondern auch aIle ubrigen etwa in der Beobachtungsreihe noch 
vorhandenen Perioden in dem gewahlten Summationsintervall ganzzahlig 
enthalten seien, was natiirlich nicht der Fall zu sein braucht. Es wird 
sich also im allgemeinen durch dies Verfahren nur ein mehr oder weniger 
guter Naherungswert fUr Ci und Pi ergeben. Besonders im FaIle benach
barter Perioden werden groBere Fehler unvermeidlich sein. 1mmerhin 
wird man durch die genaherte Bestimmung der Amplitude und Phase 
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in die Lage versetzt, die aufgefundene Periodizitat zu rekonstruieren 
und durch Abzug von der Originalreihe wenigstens zum graBten Teil 
zu eliminieren. Wiederholt man das Verfahren mit der Restreihe, so 
wird man die Periodizitat mit der nachst kleineren Amplitude als Domi
nante erhalten, usw. Hat man auf diese Weise alIe Periodizitaten entfernt. 
d. h. enthaIt der iibrigbleibende Rest nur noch unperiodische Bestand
teile, so wird man gut tun, eine Gesamtausgleichung nach den auf
gefundenen Perioden zur endgiiltigen Bestimmung alIer Amplituden und 
Phasen vorzunehmen. urn etwaige bei der Elimination gemachte Fehler 
zu beseitigen. 

5. Die Methode von LABROUSTE. 

Die nachstehende, von H. LABROUSTE (Lit. I43-I47) entwickelte, 
Methode stellt eine Anwendung des Exhaustionsprinzips dar, die wegen 
der auBerordentlichen Allgemeinheit ihres FormaIismus bemerkenswert 
ist. Wir werden in der Tat erkennen, daB es gelingt, durch SpeziaIisierung 
der von LABROUSTE gegebenen Grundformeln nicht nur fast alIe bisher 
bekannten Exhaustionsmethoden unter einen Gesichtswinkel zu bringen, 
sondern auch ihre innere Verwandtschaft mit der Methode der Periodo
gramme aufzuzeigen. Der Grundgedanke, den LABROUSTE verfolgt, 
ist folgender: 

Eine Beobachtungsreihe mage -in Gestalt aquidistanter Ordinaten 

... , Y- .. , y-,.+l, ... , Y-l, Yo, Yl, ... , Y,,-l> Y .. , ... 
vorliegen. Yo sei dabei ein beliebiger Beobachtungswert im Innern der 
Reihe, der geniigend weit von den beiden Endpunkten des Beobachtungs
zeitraums entfernt ist. Bildet man nun etwa durch Summierung der 
spiegelbildlich zu Yo gelegenen Ordinaten die abgeleiteten GroBen 

Yv= Y. + Y-", 
so laBt sich durch Festsetzung gewisser Konstanten K o, K11 ... , K .. eine 
lineare Kombination 

R,.=Ko YO+Kl Y1 + ... +K .. Y .. 
bilden, die 2 n + I aufeinanderfolgende Beobachtungswerte miteinander 
verbindet. 

Wiederholt man diese Operation, indem man sie, statt auf Yo als 
Mittelordinate, auf Yl' Y2"" anwendet, so erhalt man eine trans
formierte Folge 

R" (Yo), R .. (YI)' R,. (Y2), .•• , 
in der, je nach Wahl der Konstanten K", die periodischen Eigenschaften 
der urspriinglichen Reihe in bestimmter Weise verandert erscheinen. 

Nehmen wir etwa an, daB die Beobachtungsreihe von der Form 

Y (x) = c1 sin (otl x + PI) + C2 sin (ot2 x + P2) + . . . (x = 0, I, 2, ... ) 
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ist, so erhalt man fiir die Abszissen x-v und x + v 

y~x) = y (x-v) + y (x + v) = CI sin (OCI (x-v) + PI) + C2 (OC2 (x-v) + (2) + ... 
+ ci sin (OCI (x +v) + PI) + c2 (OC2 (x + v) + (2) + ... 
= 2 CI COSOCI v sin (~ x + PI) + 2 C2 cosoc2vsin (OC2 x + (2) + " .. 

Man erhalt demnach eine neue Funktion von x, in welcher die Elementar
wellen nach Periode und Phase erhalten bleiben, hingegen die Amplituden 
durch die Faktoren 

f~) = 2 cos IX, v 

vergroBert oder verkleinert werden. Ebenso ergibt die allgemeinere 
Transformation R,. 

Rn (x) = (Ko + Kl fill + K2 f~) + ... + Kn f~») CI sin (OCI x + PI) 
+(Ko + Klfi2) + K2f~2) + ... + Knf~») c2sin (OC2 x + (2) + "', 

also eine Deformation der Elementarwellen durch die "VergroBerungs
faktoren" 

e~) = Ko + Kilt) + K 2 N) + ... + Knf~). 
Durch geeignete Wahl der Konstanten K o, Kv ... , Kn laBt sich dann 
erreichen, daB gewisse Spektralbereiche eine VergroBerung der Ampli
tuden erfahren, in anderen hingegen die Amplituden verkleinert oder zum 
Verschwinden gebracht werden. Die Abhangigkeit der GroBen e~) von 

der Wellenlange -=-:: oder besser der'Frequenz OCr laBt sich durch eine 
OCr 

Funktion darstellen, die man sinngemaB als "Selektivitatsfunktion" 
bzw., wenn sie als Kurve aufgezeichnet wird, als "Selektivitiitskurve" 
bezeichnet. 

Eine zweite Klasse von Transformationen erhalt man, wenn man die 
Differenzen 

Zv (x) = ± (y (x + v) - y (x-v») 

statt der Summen Yv einfiihrt. Es ergibt sich dann 

± Zv (x) = 2 ci sin ocl v cos (OCI X + PI) + 2 c2 sin OC2 v cos (OC2 X + (2) + ... 
Die Transformierten nehmen dann die Gestalt 

R,. (x) = e~l) ci cos (oci X + PI) + el;)c2 cos (OC2 x + P) + ... 
an, mit den VergroBerungsfaktoren 

el~) = Ko + KI gt) + ... + Kng~); gf) = 2 sin OC v v 

und Phasenverschiebung der transformierten Wellen urn eine Viertel
wellenlange. Will man die Phasenverschiebung vermeiden, so wendet 
man die gleiche Transformation mit dem umgekehrten Vorzeichen auf 
die transformierte Kurve noch einmal an. 

Dberhaupt ist das Wesentliche bei der Anwendung dieser Methode, 
daB man durch wiederholte Ausfiihrung derselben Transformation oder 
durch s.ukzessive Anwendung verschiedener Transformationen in der 
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Lage ist, jede gewiinschte Verschiebung des Amplitudenverhaltnisses 
der vorhandenen Wellen zu erzielen. Um die Rechenarbeit m6glichst 
zu vereinfachen, verfolgt man zweckmaBigerweise den Grundsatz, nur 
solche Transformationen zu benutzen, bei denen die Konstanten K nur 
die Werte 0, + I oder - I annehmen, damit lediglich Additionen oder 
Subtraktionen im Rechnungsgang auftreten. LABROUSTE zeigt, daB 
durch Hintereinanderschaltung solcher elementaren Kombinationen 
jedes gewiinschte Ergebnis, die Aussonderung von Einzelwellen betref
fend, verhaltnismaBig leicht erzielt werden kann. Die einzigeSchwierig
keit ist dabei, daB man nicht, wie etwa bei der Periodogrammanalyse, 
eine Rechenregel von weitgehender Allgemeingiiltigkeit aufstellen kann, 
sondem eine individuelle Behandlung jedes konkreten Problems durchaus 
am Platze ist. 

Man kann dabei sehr verschiedene Wege einschlagen. Am ubersicht
lichsten und verhaItnismaBig schematisch gestaltet sich das Vorgehen 
des Rechners, wenn er bestrebt ist, die vorhandenen Wellen (ahnlich wie 
bei der Methode von GALITZIN [Abschnitt 3J), in der Reihenfolge wach
sender Frequenzen einzeln zu isolieren. Dabei braucht man Selektivitats
kurven, die nur fur den langwelligen Bereich des Spektrums groBe 
Ordinaten besitzen, fur aile Wellenlangen unterhalb einer gewissen 
Schranke aber nur wenig von der Nullinie abweichen. Selektivitats
kurven dieser Art besitzen aber mehr oder weniger alle Transforma
tionen, die sich aus den Summen Yp zusammensetzen lassen, also etwa 
elementare Transformationen von folgender Gestalt: 

I. die Transformationen Yv selbst. 
2. Transformationen von der Form 

+n 
Sn = Yo + Y1 + Y2 + ... + Yn = .I Yv· 

v=-n 

Die Diskussion der zu diesen Elementartransformationen geh6rigen 
Selektivitatskurven ergibt folgendes: 

I. Transformationen Y". Die Selektivitatskurve hat, wie schon 
bewiesen, die Form 

tv (a) = 2 cos a 'P. 

Es werden also alle Frequenzen unterdruckt, die in der Nahe der Null
stellen 

:n; 
a = - (2k-I) 

2V 
(k=I,2, ... ) 

liegen. Alle unterhalb der kleinsten Nullstelle liegenden Frequenzen, 
also alle Perioden, die merklich gr6Ber sind als 4 'P, erhalten einen posi
tiven Vergr6Berungsfaktor, der fUr wachsende Periodenlange gegen den 
Grenzwert 2 strebt. V6llig eliminiert werden also nur die Periode 4 'P 

und ihre ungeraden Oberschwingungen. Fur sich ailein ist diese Trans
formation nur dann verwendbar, wenn es sich darum handelt, einzelne 
Perioden von bekannter Lange zu unterdriicken. 



266 Andere analytische Methoden der Periodenbestpnmung. 

2. Die Transformation s .. fiihrt auf die SelektiVitatskurve 

u .. = I + 2 { cos oc. + cos 2 oc. + ... + cos n oc.}. 

Sie entspricht vollig einer Glattung der Beobachtungsreihe durch iiber
greifende Summen. In der Form 

sin(2n+I)~ 
2 

U .. =-----
• cc 

Sln-
2 

die durch Ausfiihrung der Summation erhalten wird, ist uns der Ver
groBerungsfaktor u .. als "Glattungsfaktor" wohl bekannt. Er zeigt, 
daB sich durch eine derartige Glattung kurze Wellen unterdriicken 

lassen, wahrend das langwellige Gebiet (Frequenzen -< 2: ~ I ) hervor

gehoben wird (lim u .. = 2 n + I). Gleichzeitig treten zwischen den 
cx~o 

Nullstellen 
oc.=~·k (k ) 2n+1 = I, 2, ... 

noch Extrema auf, die bewirken, daB auch kiirzere Wellen in bestimmten 
Bereichen nicht ganz vemichtet werden. Es wird also unter Umstanden 
zweckmaBig sein, die geglattete Kurve wiederholt zu glatten, und zwar 
mit veriindertem Glattungsintervall. Solche "kombinierten Trans
formationen" ergeben zuletzt einen VergroBerungsfaktor, der dem 
Produkt der VergroBerungsfaktoren der einzelnen Transformationen 
gleich ist. Man ist also in der Lage, die kleineren Wellen weiter herab
zudriicken, indem man dafiir sorgt, daB die Nullstellen der zweityn, 
dritten usw. Transformation moglichst zwischen die der ersten fallen, 
das Gebiet der langen Wellen aber vermeiden. Wendet man z. B. nach
einander die Glattungen Sn' sp, Sq an, wobei n < p < q, so werden aIle 
Perioden > 2 q + I bevorzugt, wahrend die kleineren Perioden mehr 
oder weniger vemichtet werden. Eine lange Periode > 2 q + I wird in 
dem Endergebnis eine urn den Faktor 

Un' Up • Uq 

vergroBerte Amplitude zeigen; dividiert man also die erhaltene trans
formierte Kurve durch diese Zahl, so wird damit diese Welle auf ihr 
richtiges AmplitudenmaB reduziert. Die dreimaIige Glattung wird nach 
LABROUSTE sinngemaB durch das Symbol 

(sn sp Sq) 

gekennzeichnet, das diesen Sachverhalt andeutet. 
1st es auf diese Weise gelungen, die langste Periode zu isolieren, so 

ist es moglich, sie durch Abzug aus dem Ausgangsmaterial zu entfemen. 
Eine Wiederholung des Verfahrens mit geeigneten anderen s-Kombi
nationen, auf die Restkurve angewandt, liefert sodann die nachst kiirzere 
Periode usw., bis schlieBIich ein unperiodischer Rest iibrigbleibt. 
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Grundsatzlich anders ist die Wirkung von Transformationen, die sich 
aus den Differenzen Zp zusammensetzen. So liefert 

Zp= YP-y-v 
selbst den VergroBerungsfaktor 

gp = 2 sin oc v I 

der sowohl die ganz langen Perioden als auch die urn die Nullstellen 

(K = I, 2, ... ) 

herumliegenden Spektralteile ausloscht. Es werden daher die Aropli
tuden von solchen Perioden versHirkt, die in der Nahe der Periode 

23t 
--;;:-=4v 

und ihrer Oberschwingungen liegen. GroBere Selektivitat liefem Kom
binationen von der Form 

t .. =Zl +Z2 + ... +Z .. , 
deren VergroBerungsfaktoren 

.. sinn~ 
~. 2.()!It T .. = gl + g2 + ... + g .. = 2 ~ sm oc v = 2 . !It sm n + I '2 

sm-
2 

sind. 
Eine nahere Untersuchung dieseretwaskomplizierterenFunktion vonoc 

zeigt, daB die bevorzugten Spektralgebiete um so weiter auseinander 
liegen, je groBer n ist. Durch mehrfache Anwendung von t- Trans
formationen, etwa von 

(t .. tp tq t,) 

mit benachbarten Indices und moglichst in gerader Anzahl, um eine 
Phasenverschiebung der transformierten Kurve zu vermeiden, erreicht 
man, daB sowohl das Gebiet der langen, wie auch das der kurzen Perioden 
"abgeblendet" wird, und nur ein verhaItnismaBig schmaler Spektral
bereich verstiirkt erscheint. Oft wird eine scharfere Selektion erreicht, 
wenn man gemischte Kombinationen, etwa von der Form 

(s .. sp tq t,), (s .. sp tp tq) oder (s .. sp t .. tp) 

anwendet. Es wiirde hier zu weit fuhren, aIle sich bietenden Moglich
keiten im einzelnen durchzugehen. Der Leser sei auf die LABROUSTE
schen Arbeiten selbst verwiesen und moge sich im ubrigen anregen 
lassen, diese sehr reizvollen Betrachtungen durcl.1 eigene Variation des 
sehr aligemeinen Grundgedankens zu vermehren, was in fast unbegrenzter 
Mannigfaltigkeit moglich ist. 

Erwahnung verdient noch der Umstand, daB gleiche Dbedegungen 
auch die Moglichkeit beweisen, die LABROUsTEsche Methode auf Perio
dizitaten mit veranderlicher Amplitude anzuwenden. LABROUSTE hat 
diesen Fall theoretisch in folgenden Fallen behandelt: 
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1. Die Amplitude ist schwach veranderlich, so daB innerhalb des 
(2 n + I Zeiteinheiten umfassenden) Glattungsintervalls lineare Anderung 
angenahert angenommen werden darf. 

2. Die Amplitude ist streng linear veranderlich (z. B. von einem 
maximalen Ausgangswert linear gegen null abnehmend). 

3. Die Amplitude nimmt gemaB einer Exponentialfunktion gegen 
null ab (schwach gedampfte Schwingung). 

6. Exhaustionsmethoden und Periodogrammanalyse. 
Klassifizierung der periodographischen Methoden. 
Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts ist klar, daB die Methode 

von LABROUSTE auf der groBtmoglichen Verallgemeinerung des Glat
tungsprinzips beruht. Unter Glattung verstehen wir demnach allgemein 
eine Transformation, durch die eine aquidistante Reihe in eine andere 
(geglattete) dadurch iibergefiihrt wird, daB man bestimmte lineare 
Kombinationen von allen (oder einer Auswahl von) Beobachtungswerten 
bildet, die in einem gewissen, gleich weit nach beiden Seiten urn den 
zu transformierenden Beobachtungswert liegenden Intervall vorhanden 
sind. Es handelt sich also urn eine Gliittung mit Gewichten, wobei die 
Glattungskonstanten symmetrisch oder verkehrt-symmetrisch zur Mittel
ordinate des Glattungsintervalls angeordnet sind. Bei symmetrischer 
Konstantenverteilung lassen sich noch die FaIle unterscheiden, in denen 
die Konstanten samtlich positiv sind (eigentliche oder positive Glattung) 
und solche, in denen positive und negative Vorzeichen (speziell auch 
alternierende Vorzeichen) verwendet werden (uneigentliche oder negative 
Glattung). DaB LABROUSTE sich in seinen Elementartransformationen 
auf die Verwendung der Konstanten 0, + I, - I beschrankt, bedeutet 
keine notwendige Einschrankung, sondern lediglich eine praktische 
MaBnahme, urn Multiplikationen zu vermeiden - durch mehrfache 
Anwendung solcher Elementartransformationen lassen sich verschiedene 
Transformationsarten mit beliebigen ganzzahligen Koeffizienten ersetzen; 
der Vorteil der Vermeidung von Multiplikationen wird daher zum Teil 
dadurch wieder aufgehoben, daB die Rechnung nach dem gleichen oder 
einem anderen Schema mehrfach wiederholt werden muB. Was also 
an Einfachheit der Rechnung gewonnen wird, geht zum Teil durch 
Vermehrung der Arbeitszeit wieder verloren. 

Eine weitere Verallgemeinerung der LABROUsTEschen Exhaustions
methode lieBe sich nur dadurch erzielen, daB man auch gebrochene oder 
gar irrationale Glattungskoeffizienten zulaBt: ein ganz spezielles Beispiel 
hierfiir ist die Berechnung von FOURIER-Konstanten bzw. Periodo
grammkomponenten iiber ein Intervall von bestimmter Lange. Die 
Glattungskoeffizienten sind dann trigonometrische Funktionen einet 
"Versuchswelle", durch deren Wahl gleichzeitig die "Selektivitats-
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funktion" mit ihrem Hauptmaximum und den' "spurious periodicities" 
festgelegt ist. Auch die Verschiebung des Versuchsintervalls durch 
die gauze Beobachtungsreihe, die wir z. B. bei der Berechnung der 
Phasendiagrarnrne vornahmen, entspricht formal vollkommen dem 
LABROUsTEschen Vorgehen. Wir konnen demnach die Periodogramm
analyse als einen Spezialfall der veraUgemeinerten LABROUsTEschen 
Methode ansehen. Einen wesentlichen Unterschied kO:nnte man darin 
sehen, daB in der Periodogrammanalyse zwei voneinander unabhangige 
"transformierte Funktionen" aus der Beobachtungsfunktion abgeleitet 
werden, namlich die beiden Periodogrammkomponenten 

n 

a, (x) = :~ y (x + v) cos OCr (x + v) 
v=l 

n 

b, (x) = -=-~ y (x + v) sin OCr (x + v) . n~ 

Dieser Unterschied verschwindet aber, wenn wir die Phasen der Versuchs
welle nicht, wie oben, auf einen festen Anfangspunkt, sondern, wie auch 
friiher schon vorgesehen wurde (siehe: Kap. III, Abschnitt 4) auf den 
veranderlichen Anfang des gleitenden Intervalls beziehen. In der Tat 
iiberzeugt man sich leicht, daB eine Transformation von der Form 

+n 

AT (x) = 2 n ~ I· ~ Y (x + v) cos OCr V 

v=-u 

die vorhandenen Wellen nach Periode und Phase ungeandert laBt und 
lediglich die Amplituden selektiv verandert. Eine zweite Transformierte, 
die mit sin-Faktoren gebildet wiirde, eriibrigt sich somit, sofern es nur 
auf die Isolierung eines bestimmten Spektralbereichs ankommt; sie 
ware allerdings fUr eine genaue Bestimmung der Periodizitatskonstanten 
von Nutzen. 

Die Betrachtung der inneren Verwandtschaft zwischen der Periodo
grammethode und der LABROUsTEschen Analyse kann in der Folge noch 
auBerordentlich fruchtbar fiir die Ausbildung periodographischer Metho
den werden. Die konsequente Anwendung des allgemeinen Glattungs
prinzips durch LABROUSTE hat mit aller wiinschenswerten Deutlichkeit 
gezeigt, daB eine wesentliche Eigenschaft des Periodogrammverfahrens, 
namlich die mehr oder minder "selektive" Herausblendung bestimmter 
Spektralteile, in vielgestaltiger Form auch durch zahlreiche andere 
Operationen von transformatorischem Charakter moglich ist. So liegt 
z. B. auch der Gedanke nahe, die trigonometrischen Faktoren bei der 
Bildung der Periodogrammkomponenten durch solche Faktoren zu 
ersetzen, die einer "Gitterfunktion" entsprechen. Wir wissen, daB die 
Gitterfunktion, die nur Ordinaten von der GroBe 0, + I oder - I enthalt, 
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durch eine trigonometrische Reihe ersetzt werden kann, die auBer der 
Grundperiode (Gitterkonstante) noch die ungeraden Oberschwingungen 
mit abnehmenden Amplituden enthalt. Die Selektivitat der' Gitter
funktion, als Versuchsfunktion bei einer Periodogrammanalyse, ist dem
nach nicht von der gleichen Eindeutigkeit, wie die der einfachen trigono
metrischen Wellen. DafUr hat sie allerdings den groBen Vorteil, daB bei 
ihrer Anwendung, ebenso wie bei der der LABROUsTEschen Elementar
transformationen, keine Multiplikationen notig sind. Eine mehrfache 
Anwendung der Gitterfunktion mit wenig verandertem Analyseninter
vall wiirde die lastigen Nebenmaxima der Selektivitatsfunktion ebenso 
zum praktischen Verschwinden bringen, wie dies bei den LABROUSTE
schen Elementartransformationen geschieht, zu denen wir die "Gitter
transformation" auch zahlen konnten. Nebenbei bemerkt, liegt das 
Gitterverfahren schon dem in Abschnitt 3 beschriebenen "Differenzen
periodogramm" von BROOKS zugrunde. 

Es ist unschwer einzusehen, daB tiberhaupt aIle auf dem Exhaustions
prinzip beruhenden Methoden sich mehr oder weniger gut in diese Betrach
tungsweise einordnen lassen. Das gilt sogar fUr die Autokorrelations
methode, die im Prinzip schon vor FURRIeR in den Arbeiten von 
D. ALTER 1 (Lit. I5, I7, I8) tiber die Perioden einiger veranderlicher Sterne 
und tiber Niederschlagsperioden auftritt. Nur wird hier fUr gleitende 
Glattungsintervalle nicht ein sich gleichbleibendes oder sich nach all
gemeinen, von der Art der zu analysierenden Funktion unabhangigen, 
Regeln anderndes Schema von Glattungskoeffizienten benutzt, sondern 
die letzteren werden der Beobachtungsreihe selbst entnommen. Die 
aus den Streuungen der Beobachtungsreihe ftir fortschreitende Inter
valle gebildeten Nenner der transformierten Funktion sind dabei erst in 
zweiter Linie wichtig: sie stellen die "VergroBerungsfaktoren" dar, 
ihre Reziproken also die Reduktionsfaktoren, durch die die Amplituden 
nach Beendigung der Operationen auf ein N ormalmaB zurtickgefUhrt 
werden. Die Autokorrelationsmethode laBt sich also einerseits als eine 
sehr spezielle Glattungsmethode auffassen, andererseits erweist sie sich 
als sehr verwandt mit der Periodogrammethode, die ja ihrerseits ebenfalls 
eine spezielle Glattungsmethode darstellt: sie benutzt als "Versuchs
funktion" nicht, wie diese, eine ktinstliche Funktion, sondern die vor
gelegten Beobachtungen selbst. Dadurch wird der nicht zu unter
schatzende und unter Umstanden ausschlaggebende Vorteil erzielt, 
daB die effektive "Selektivitatsfunktion" ihr Maximum nicht an einer 
vorher gewiinschten Stelle des Periodenspektrums hat, sondern jeweilig 
dort, wo die langste der vorhandenen Perioden zu suchen ist. Somit 
wird mit dieser Methode die Zahl der notwendigen Versuche auf ein 
Minimum zuruckgefiihrt, sofern die Voraussetzungen fUr ihre Anwend
barkeit tiberhaupt erftillt sind. 

1 Siehe auch Lit. IS3 (McLAUGHLIN). 
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Die in diesem Abschnitt dargelegten Zusammenhange lassen somit 
erkennen, daB die vielgestaltigen analytischen Methoden der Perioden
bestimmung sich nach wenigen fundamentalen Gesichtspunkten ordnen 
lassen. Abgesehen von denjenigen Perioden, die ein Bekanntsein der 
Wellenlangen voraussetzen und lediglich die Aufgabe der Bestimmung 
der Amplituden und Phasen losen, unterscheiden wir zwei grundsatzlich 
verschiedene Arten von Analysen: 

I. Die algebraischen Methoden, in denen einfache Funktionen der n 
unbekannten Perioden oder Frequenzen als Wurzeln einer charakte
ristischen Gleichung n-ten Grades auftreten. 

II. Die auf dem Glattungsprinzip beruhenden Methoden, die zum 
Tell eine selektive Aussonderung bestimmter Spektralgebiete, zum Teil 
eine sukzessive Bestimmung der unbekannten Perioden durch Ex
haustion verfolgen oder auch nach beiden Richtungen hin verwendet 
werden konnen. 

Zu der zweiten Klasse gehOrt die Periodogrammanalyse, die vor allen 
anderen Methoden das eine voraus hat, daB sie sich unmittelbar an das 
Beispiel halt, das die Natur selbst uns in der spektralen Zerlegung des 
Lichts gegeben hat. Der Praktiker wird stets von Fall zu Fall entscheiden 
mussen, welche Methode der Natur des ihm vorgelegten Problems am 
besten entspricht. Es hat daher auch keinen Zweck, den Wert der einen 
Methode gegen den einer anderen abschatzen zu wollen. Der Wettstreit, 
der in der neueren Literatur mitunter heftig gefuhrt worden ist und oft 
darauf abzielt, die altbewahrte Methode der Periodogramme gegenuber 
neueren Verfahren in MiBkredit zu bringen, ist ebenso sinnlos und fUr 
die Fortentwicklung der Periodographie als Wissenschaft schadlich, wie 
etwa der gegenteilige Ve~such, die Periodogrammanalyse unter allen 
Umstanden als das Verfahren herauszustellen, das die besten und ein
wandfreiesten Ergebnisse zeitigt. Eines nur muB mit aller Deutlichkeit 
gesagt werden, um der Ehrenrettung der klassischen Methode der 
Periodogramme willen, daB alle Ergebnisse, die mit anderen Methoden 
in diesen oder jenen konkreten Fallen erzielt worden sind, auch mit 
Hllfe der Periodogrammrechnung gewonnen werden konnen, sofern der 
Rechner das mathematische Instrumentarium, das zu ihr gehort, mit 
allen Feinheiten anzuwenden weiR Wenn man z. B. immer wieder liest, 
daB die "Auflosungskraft" der Periodogrammethode nicht ausreicht, 
um diese oder jene benachbarten Perioden zu trennen, wahrend dies 
mit dieser oder jener anderen Methode miihelos gelingt, so laBt sich 
diese Behauptung stets widerlegen, indem man den Nachweis fiihrt, daB 
ihr Urheber entweder in seinen Ergebnissen einer Selbsttauschung zum 
Opfer gefallen ist oder aber zu seinem Vergleiche nicht berechtigt war, 
well er die Moglichkeiten der Periodogrammanalyse nicht auszuschOpfen 
verstanden hat. 
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Sechstes KapiteL 

Die physikalischen Hilfsmittel der 
Periodenforschung. 

1. Das Momentenprinzip und seine 
Anwendungsmoglichkeiten. 

Eine der gr6Bten praktischen Schwierigkeiten bei der Anwendung 
der Periodogrammethode liegt in der groBen Menge der numerischen 
Rechnungen, die sie verlangt. Gerade bei der Bearbeitung derjenigen 
periodographischen Probleme, die zur Zeit und sicher auch in Zukunft 
die praktische Wissenschaft am meisten beschaftigen und beschaftigen 
werden, ist das zu untersuchende Beobachtungsmaterial so umfangreich, 
daB an den Rechner ganz auBerordentlich hohe Anforderungen an Zeit 
und Arbeitskraft gestellt werden. Ich denke dabei ganz besonders an 
die Aufgaben der Meteorologie und der Geophysik uberhaupt. Das 
vorliegende Beobachtungsmaterial, das - abgesehen von kleinen Aus
schnitten, - einer systematischen Bearbeitung noch harrt, erstreckt sich 
nicht nur uber lange Zeitraume, sondem auch uber eine groBe Zahl 
von Beobachtungsstationen auf der ganzen Erde, deren Ergebnisse 
sowohl in sich als auch im Zusammenhang miteinander zu erforschen 
sind. Obwohl die vorzunehmenden Rechnungen selbst von bemerkens
werter Einfachheit sind, ist die Zahl der Operationen so groB, daB selbst 
bei Wahrung gr6Bter Okonomie ihre Ausfuhrung mehr technische Hilfs
mittel und Arbeitskrafte erfordert, als sie selbst gr6Beren wissenschaft
lichen Instituten zur VerfUgung stehen. Gerade die Einfachheit der 
Rechenoperationen selbst aber ermutigt zu dem Versuch, Maschinen zu 
konstruieren, die die mechanische Rechenarbeit schneller und genauer 
auszufUhren imstande sind, als der geschickteste und zuverlassigste 
Rechner. Wir haben bereits verschiedene solcher Verfahren kennen
gelemt, von dem Gebrauch von Rechenmaschinen und geeigneten 
Tabellen angefangen, bis zu den verschiedenen Typen von Harmonischen 
Analysatoren und schlieBlich dem Lochkartenverfahren. Das letztere 
erwies sich dabei als auBerordentlich geeignet fur die DurchfUhrung 
groBer Programmarbeiten; leider sind die hierzu n6tigen Maschinen, die 
naturlich nicht fUr die speziellen Erfordemisse der Periodenforschung, 
sondem fUr allgemein-statistische und besonders fur wirtschafts
statistische Zwecke hergestellt werden, so groB und kompliziert, daB 
ihre Benutzung mit erheblichen Kosten verbunden ist. Eine durch
greifende Verwendung des Lochkartenverfahrens etwa fur die Zwecke 
einer systematischen meteorologischen Periodographie wurde nur dann 
6konomisch sein, wenn Spezialtypen dieser Maschinen fUr periodo
graphische Zwecke konstruiert wiirden und einem mit ausreichenden 
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Mitteln versehenen groBen Forschungsinstitut dauernd zur Verfugung 
standen. 

Das Lochkartenverfahren als instrumentelles Hilfsmittel zur Be
rechnung von PeriodogrammgroBen hat gegenuber den Harmonischen 
Analysatoren den Vorteil, daB es rechnelische Strenge gewahrleistet, die 
durch geeignete Rechnungskontrollen noch unterstiitzt werden kann. 
Nun ist aber diese rechnerische Strenge fur die meisten Zwecke der 
Periodenforschung keineswegs unbedingt erforderlich - meist erweist 
sich eine Genauigkeit der ermittelten Periodogrammkomponenten auf 
wenige Prozerit ihres Absolutwertes, wie sie durch die gewohnlichen 
Analysatoren gewahrleistet wird, als praktisch hinreichend. Andererseits 
ist die Zeit, die eine Analyse mit Hilfe von Lochkarten erfordert, eben 
wegen des Zuschnitts dieses Verfahrens auf hochste Prazision, immer 
noch so lang, daB der Gewinn zu dem erforderlichen Aufwand nicht in 
dem wiinschenswerten gunstigen Verhaltnis steht. 

Es hat, seitdem Periodenuntersuchungen in groBerem Stile betrieben 
werden, nicht an den verschiedensten Versuchen gefehlt, Apparate zu 
bauen, die schnellste Arbeit leisten, ohne daB an die Genauigkeit der 
Ergebnisse hohere Anforderungen gestellt zu werden brauchen, als notig 
erscheint. Diese Aufgabe ist heute noch nicht in befriedigender Weise 
gelost; immerhin sind beachtliche Ansatze gemacht, die zu der Hoffnung 
auf eine vollkommene DberwinduI).g aller Schwierigkeiten in absehbarer 
Zeit berechtigen. Fur die Losung mancher Teilprobleme, wie z. B. der 
Durchmusterung langerer Beobachtungsreihen, gibt es heute schon 
Apparaturen (die ·photomechanischen Periodographen), deren Leistungs
fahigkeit recht groB ist und durch weitere technische Vervollkommnung 
noch bedeutend gesteigert werden kann. Fur die allgemeine Aufgabe, 
die darin besteht, zu einer gegebenen Beobachtungsreihe ohne umstand
liche Vorbereitungen die numerischen Werte der FouRIER-Koeffizienten 
zu finden, gibt es heute eine ideale Losung noch nicht. Die Wege zu 
einer solchen Losung sind aber sehr mannigfach, und die technischen 
Schwierigkeiten sind nicht unuberwindlich. 

Wir werden in diesem Kapitel die verschiedenen Prinzipien auf
.zuzeigen haben, nachdenen eine Messung von Periodogrammkomponenten 
auf physikalischem Wege erfolgen kann, und auch, soweit sie bekannt 
geworden sind, die praktischen Versuche schildern, die in dieser Richtung 
vorliegen. Eine ideale MeBmethode wird dabei folgende Bedingungen 
zu erfiillen haben: 

1. Die Einstellung der Apparatur auf die zu analysierende Beob
achtungsreihe (Analysenintervall von bestimmter Lange) soIl ohne 
umstandliche Vorbereitungen moglich sein, also nach Moglichkeit nicht 
mehr Zeit erfordern, als etwa das Ablesen der Beobachtungswerte oder 
das einmalige Eintragen derselben in ein vorgezeichnetes Schema. 

Stumpff, Periodenforschung. 18 
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2. Die Ermittlung der FOURIER-Koeffizienten soil, wenn diese Ein
stellung einmal getroffen ist, durch direkte Messung erfolgen (z. B. durch 
Ablesung an einer Skala oder einem Zahlwerk oder durch automatische 
Registrierung). Dabei solI der Summations- oder IntegrationsprozeB, 
dessen Ergebnis registriert wird, so wenig Zeit wie moglich erfordern -
nach Moglichkeit solI dieser Vorgang also in einem einzigen Schritt, 
nicht in der Hintereinanderschaltung vieler Schritte bestehen. 

3. Der 0bergang von einem FOURIER-Koeffizienten zum nachsten 
darf nicht durch eine umstandliche Umgruppierung der Beobachtungs
daten erfolgen, sondern muB durch einen einfachen Handgriff (Um
schaltung) moglich sein. 

4. Die Genauigkeit der Ergebnisse soil mindestens so groB sein, wie 
die durch Harmonische Analysatoren zu erzielende. 

Was die Harmonischen Analysatoren selbst anbelangt, die bislang 
die voilkommenste mechanische Losung der Aufgabe darstellen, so 
werden sie nicht allen diesen Erfordernissen gerecht. Die Vorbereitung (I) 
erscheint ailerdings hinreichend einfach. Sie besteht in einem ein
maligen Aufzeichnen der Beobachtungsreihe als Kurve oder (vgl. die 
BARTELS sche Zusatzapparatur zum MADERschen Analysator, Abb. 7) in 
der Verschiebung von Metallzungen gemaB einer Werteskala. Der Punkt 
(2) ist hingegen nicht erffillt, da zur Gewinnung eines jeden FOURIER
Koeffizienten die Umfahrung der gezeichneten Kurve mittels eines 
Fahrstifts notwendig ist, also ein Arbeitsgang, der sorgfaltige Ausffihrung 
und daher eine gewisse Zeit erfordert, ehe die Ablesung des Endwertes 
an der Planimeterrolle erfolgen kann. Die fibrigen Bedingungen konnen 
hingegen als erfiiilt angesehen werden; was (3) anbelangt, so besteht die 
"Umschaltung" in der Auswechslung von Zahnradern, die sehr rasch 
bewerkstelligt werden kann. 

Es ergibt sich demnach die Notwendigkeit, bei der Entwicklung 
technischer Verfahren zur Harmonischen Analyse den in Punkt (2) auf
gestellten Forderungen groBere Beachtung zu schenken. Es kommt also 
darauf an, die Produkte 

Yvcosv(X; yvsinv(X (v = 1,2, ... , n) 

nicht sukzessive zu summieren, sondern die fiber das Analysenintervail 
erstreckte Summe der Produkte durch einen einzigen MeBvorgang zu 
erhalten. 

Nun gibt es eine ganze Reihe von physikalischen Erscheinungen, 
deren Messungsergebnis in Form von Produkten und Produktsummen 
hervortritt. Viele solcher physikalischen Produkte werden als "Momente" 
bezeichnet, und wir wollen daher diejenigen Methoden, die auf der 
Bildung solcher Produkte und ihrer Summen beruhen, als Moment
methoden bezeichnen. Einige Wege, die sich aus diesem Grundgedanken 
ergeben, sollen hier angedeutet werden, ohne daB ihre Zusammenstellung 
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Anspruch auf Vollstandigkeit erhebt, und ohne daB auf die Einzelheiten 
einer technischen Durchfiihrung eingegangen werde. 

A. Methode der Drehmomente. Das Drehmoment, das in der Statik 
der festen Korper eine groBe Rolle spielt, tritt in seiner anschaulichsten 
Gestalt in der Theorie des Hebels und der Waage hervor. Ein Gewicht p, 
das an einem Hebelarm q angreift, erzeugt ein Drehmoment von der 
GroBe P q. Wirken verschiedene Gewichte PI> P2' ... , Pn an verschiedenen 
Hebelarmen q1' q2' ... , qn (die auch, je nach ihrer Lage rechts oder links 
yom Drehpunkt des Hebels, als positiv oder negativ angesehen werden 
konnen) , $0 ist das gesamte durchsie erzeugte Drehmoment 

P1q1 + P2q2 + ... + Pnqn 
und laBt sich durch eine das Gleichgewicht herstellende Kompensations
kraft der Messung zuganglich machen. Urn also eine Produktsumme 
von der Gestalt 

Y1 cos IX + Y2 cos 2 IX + ... + y" cos n IX 

physikalisch zu realisieren, konnte man n Gewichte von der GroBe 
Yv Y2' ... , Yn (Beobachtungswerte konnen stets, ohne daB dadurch das 
Ergebnis einer Harmonischen Analyse verandert wird, durch Hinzufiigen 
einer Konstante positiv gemacht werden) an den durch die Zahlen 
cos v IX gekennzeichneten Stellen eines Waagebalkens aufhangen. Durch 
Wagung (Wiederherstellung des Gl~ichgewichts durch ein Gegengewicht 
oder Registrierung eines Ausschlags) ware es demnach moglich, diese 
Produktsumme (bis auf eine multiplikative Instrumentalkonstante) direkt 
zu messen. Die technische Schwierigkeit dieses Verfahrens, das die 
Erfordernisse von Punkt (2) restlos erfiillt, besteht in der Beriicksichtigung 
von Punkt (3). In der Tat wiirde die Umschaltbarkeit der Apparatur 
auf verschiedene "Wellen" einen Mechanismus erfordern, durch den die 
Gewichte in systematischer und genau vorgeschriebener Weise mit 
anderen Hebelarmen in Verbindung gebracht werden konnten. Das lieBe 
sich z. B. auf folgende Weise gestalten: n gleich lange Hebel, die an 
ihrem Ende die Gewichte y. tragen, wirken nebeneinander auf eine 
waagerecht gelagerte Achse. J eder Hebelarm, dessen Bewegung in einer 
zu dieser Achse senkrecht stehenden Ebene erfolgen kann, ist gegen die 
horizontale Normalrichtung urn den Winkel 'V IX gedreht, so daB also 
seine bei der Wagung wirksame Komponente cos v IX ist. Bei Umschaltung 
auf die nachstfolgende Welle muB sodann dafiir gesorgt werden, daB 
jeder Hebel gegen den vorangehenden urn den Winkel IX gedreht werde, 
also der erste urn IX, der zweite urn 2 IX, usw. Bei Obergang yom cos
Koeffizienten zum sin-Koeffizienten derselben Welle ist lediglich eine 
Drehung des gesamten Systems urn goO erforderlich. Die technische 
Ausgestaltung eines solchen Umschaltmechanismus ist schwierig, aber 
nicht unmoglich. Die Genauigkeit der Messung ist lediglich durch die 
Reibung in den Achsenlagern merklich beschrankt. 

18* 
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B. Die hydraulische Methode. Die Flussigkeitsverdrangung eines 
zylindrischen, in Richtung seiner Achse in eine Flussigkeit eingetauchten 
Korpers ist gleich dem Produkt aus Querschnitt und Tauchtiefe. Ver
andert man also die Tauchtiefe von n solchen Korpern, deren Quer
schnitte den Beobachtungswerten proportional sind, gemaB den zu
gehorigen cos- und sin-Faktoren, so andert sich die Hohe des Flussigkeits
spiegels gemaB der gesuchten.Produktsumme. Positive Faktoren bedeuten 
dabei .Senkung, negative dagegen Hebung der betreffenden Zylinder in 
bezug auf eine fUr alle Zylinder gleiche Normaltauchtiefe. Wahlt man 
als Flussigkeit Quecksilber, so wird storendes Netzen vermieden, .auch 
genugt es, da selbst metallische Tauchkorper schwimmen, sie durch 
einfaches Herabdrucken gegen den naturlichen Auftriebswiderstand 
mittels vorher angefertigter und fur jeden FOURIER-Koeffizienten ver
schieden gestalteter Fuhrungsstucke in die gewunschte Tiefe zu bringen. 
Allerdings ist der MaBstab der "Pegelskala" von der (fur verschiedene 
Beobachtungsreihen im allgemeinen verschiedenen) Gesamtsumme der 
Querschnitte der Tauchkorper abhangig. Dieser MaBstab laBt sich aber 
jedesmal durch einen einfachen Sonderversuch bestimmen. 

Die Idee dieser Methode stammt von M. PAUL und wurde dem Ver
fasser mundlich mitgeteilt. 

C. Methode der magnetischen Momente. Das Drehmoment eines durch 
einen "Multiplikator" geschickten elektrischen Stromes auf die Magnet
nadel ist dem Produkt aus Stromstarke und Windungszahl proportional. 
LaBt man n verschiedene Strome gleichzeitig auf eine Multiplikatornadel 
wirken und sorgt dafur, daB a) die jeweilige Windungszahl dem cos
oder sin-Faktor proportional ist (Wechsel des Vorzeichens mit Wechsel 
der Stromrichtung verbunden), und daB b) die Stromstarke dem zu
gehorigen Beobachtungswert proportional ist, so ist der Gesamtausschlag 
der Nadel (genauer die Tangente dieser Ausschlage) der Summe der 
Drehmomente proportional. Die Regulierung der Stromstarken kann 
durch Widerstande erfolgen, die Umschaltung auf andere Koeffizienten 
durch ein geeignetes elektrisches Schaltungsverfahren. 

Anstatt die trigonometrischen Faktoren durch die Windungszahl zu 
realisieren, kann man auch von dem OHMschen Gesetz 

Stromstarke = Spannung : Widerstand 

Gebrauch machen und es so einrichten, daB die Spannung den Beob
achtungswerten, der reziproke Widerstand den Betragen der trigono
metrischen Faktoren, ihr Vorzeichen der Stromrichtung entspricht. 
Dann ist jeder der n Strome durch gleich viele Windungen des MeB
instruments hindurchzuschicken. Versuche mit einem nach diesem 
Prinzip konstruierten Modellinstrument sind yom Verfasser bereits aus
gefUhrt; doch ist es zur Zeit noch nicht gelungen, die vielfachen Fehler
quellen in befriedigender Weise auszuschalten. 



Das Resonanzprinzip und seine Anwendungen. 

Diese Beispiele von physikalischen Prinzipien, die bei der Konstruktion 
periodographischer MeBapparate verwendet werden konnen, lieBen sich 
leicht vermehren. Ein besonders reiches Feld hierfur bietet die Optik -
die Moglichkeiten, die durch Photographie, Photometrie und Kinemato
graphie fUr unsere Zwecke bestehen, sind sehr zahlreich und vielgestaltig 
und sollen daher in besonderen Abschnitten behandelt werden. 1m 
ubrigen sei dem Leser durch die obigen Beispiele die Anregung gegeben, 
andere physikalische Methoden aufzusuchen, die auf der Anwendung des 
Momentenprinzips beruhen. 

2 Das Resonanzprinzip und seine Anwendungen. 
Unter Resonanz verstehen wir in der Physik die Erscheinung, daB 

ein schwingungsfahiges System, das durch periodische Krafte angeregt 
wird, besonders stark auf solche Krafte reagiert, deren Periode mit der 
Peri ode der Eigenschwingungen des Systems ubereinstimmt. Die physi
kalische N atur der Schwingungsvorgange kann dabei sehr verschieden
artig sein; es kann sich urn mechanische, akustische, elektrische oder 
elektromagnetische Schwingungen handeln. Am bekanntesten ist diese 
Erscheinung aus der Akustik - auch der Name Resonanz (Mitklingen) 
stammt daher. vVird eine Saite in Schwingung versetzt, so breiten sich 
diese Schwingungen wellenformig durch die Luft aus. Diese Schallwellen 
uben auf eine zweite, ruhende Saite periodische Krafte aus, die aber 
auBerordentlich klein sind. Nur, wenn die Periode des Tons mit der 
Periode der Eigenschwingung der ruhenden Saite identisch ist, summieren 
sich die wirksamen Krafte derart, daB diese Saite in merkliche Mit
schwingung gerat. So wird ein aus vielen Schwingungen verschiedener 
\Vellenlange zusammengesetzter Ton diejenigen Saiten eines Klaviers 
zur Mitschwingung veranlassen, deren Eigentone mit den Elementar
schwingungen des anregenden Tons ubereinstimmen. Diese Eigenart 
schwingungsfahiger Systeme kann zu einer experiment ellen Trennung 
der Elementarschwingungen eines Schwingungsgemisches benutzt werden, 
wenn man imstande ist, die Eigenschwingung des Resonanzsystems 
willkurlich zu andern und nun die Resonanzwirkung bei verschie
denen Eigenschwingungswerten zu beobachten: Die variable Eigen
schwingungsperiode entspricht der "Versuchswelle" beim Periodo
gramm, die zugehorige Resonanzstarke der Amplitude des Periodo
gramms. Die modernste Anwendung des Resonanzprinzips ist die 
Trennung elektrischer Wellen ihrer Wellenlange nach in den Rundfunk
geraten. Es ist klar, daB sich das Prinzip der Resonanz erfolgreich zur 
Konstruktion von Apparaten verwenden laBt, die eine Trennung von 
Perioden in Beobachtungsreihen ermoglichen; es ist dazu nur notig, die 
gegebene Beobachtungsfunktion physikalisch durch einen entsprechend 
verlaufenden Vorgang zu ersetzen, der anregend auf einen "Emptanger" 
wirkt. Eine Trennung der \Vellen wird dann moglich sein, wenn dieser 
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Empfanger, dessen Eigenschwingung durch geeignete "Abstimmung" 
verandert werden kann, gegen Resonanz gentigend empfindlich und 
gentigend "selektiv" ist. 

Der Schwingungsvorgang in einem Resonator verlauft ganz allgemein 
gemaB einer Differentialgleichung 

d 2y dy 2 
dt2 + kdt + a y = t (t) . 

In dieser Gleichung bedeutet y (t) die Schwingung des Resonators selbst 
als Funktion der Zeit, k eine "Dampfungskonstante", die den EinfluB 
der inneren Reibung des Systems kennzeichnet, a die Frequenz der 
(ungedampften) Eigenschwingung und t (t) den zeitlichen Verlauf der 
anregenden Kraft. 1m Falle eines Analysators ffir Beobachtungsreihen 
haben wir also t (t) der Beobachtungsfolge proportional zu setzen (wie 
dies technisch realisiert wird, interessiert uns im Augenblick noch nicht). 
1st z. B. ein Analysenintervall von der Lange p vorgegeben, und ist die 
Aufgabe gestelit, die FOURIER-Zerlegung innerhalb dieses lntervalls 
kennenzulernen, so laBt sich die Kurve t (t) tiber das lntervall [0, PJ hinaus 
periodisch fortsetzen. Verandert sich also die anregende Kraft (Sender
energie) gemaB dieser so konstruierten rein periodischen Funktion, so 
sind wir sicher, daB sie gerade die geforderten FOURIER-Perioden und 
nur diese, und zwar als persistente periodische Bestandteile enthiilt. 
Allgemein ist also t (t) in der Form 

n 

t (t) = 2: A. sin (r. t + q.) 
V=I 

darstellbar. Die allgemeine Losung der obigen 
zweiter Ordnung ist dann 

[speziell:' r. = 2; jJ] 

Differentialgleichung 

_!!"'t n 
y = e 2 • B sin ({J t + e) + .I R. sin (r. t + b.) , 

wobei B und e lntegrationskonstanten sind, die den Anfangszustand des 
Schwingungsvorgangs charakterisieren. Ferner ist 

,/-k2 

{J= Va2-4 
R = A v 

• v' (a2 - r~)2 + k2 r~ 
.It k r. 
Up = arc tg 2 --., + qp. a -Tv 

Die Bewegung des "Empfangers" besteht also aus einer "Eigen
schwingung" von der Frequenz {J, die, je nach dem Grade der Dampfung, 
mehr oder weniger rasch abklingt, und einer "erzwungenen Schwingung", 
die gleich der anregenden Schwingung in P rein periodisch ist, und deren 
FOURIER-Konstanten mit denen der anregenden Schwingung in der oben 
angegebenen Weise zusammenhangen. 
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Die auf dem Prinzip der Resonanz beruhenden Analysatoren sind 
nun so eingerichtet, daB die "ungedampfte Eigenfrequenz" a innerhalb 
eines gewissen Spielraums (Spektralbereich) beliebig variiert werden 
kann. Wird z. B. auf diese Art bewirkt, daB a = r,., so erreicht die 
Amplitude Rv ein Maximum, das urn so graBer ausfallt, je kleiner die 
Dampfung des Systems ist. In diesem Falle, den wir als Resonanz 
bezeichnen, wird demnach 

Av -" n 
Rv = k Yv; Uv = 2 + qv' 

Die ubrigen Schwingungen haben ebenfalls von null verschiedene 
Amplituden, die aber merklich geringer sind. Durch geeignete Wahl 
der Dampfung ist immer zu erreichen, daB der Empfanger selektiv ist, 
d. h., daB im Falle der 
Resonanz fUr eine be
stimmte FOURIER-Fre
quenz der Empfanger 
auf die benachbarten 
Frequenzen nicht mehr 
merklich anspricht. Die 
Apparatur bewirkt also, 
daB aus einem Gemisch 
von Schwingungen der 
verschiedensten Wellen-
langen eine einzige Teil-

T 

R 

£ 
'-----IIIIIf-------' 

Abb.22. Analysator von GALtTZIN. 

schwingung verstarkt, jede andere unterdruckt wird. Diese verstarkte 
Teilschwingung, die natiirlich erst dann rein hervortreten wird, wenn 
die "Eigenschwingung" abgeklungen ist, laBt sich - je nach der physi
kalischen Natur der benutzten Schwingungsvorgange - durch direkte 
Beobachtung oder durch Messung nach Amplitude und Phase festlegen. 

Eine primitive, aber vielleicht gerade deswegen interessante Verwirk
lichung des Resonanzprinzips stammt von B. GALITZIN (Lit. I07). GALITZIN 
schneidet die im Intervall [0, PJ zu analysierende Kurve aus undurch
sichtigem Papier aus und legt die so gewonnene Schab lone urn eine 
drehbare Trommel T yom Umfang P (Abb.22). Die Trommel selbst 
ist durchsichtig. Aus dem Inneren der Trommel werde ein Lichtbundel L 
durch einen fest en Spalt 5 nach auBen auf eine Selenzelle F geworfen. 
1st der Spalt der Trommelachse, also auch der Ordinatenrichtung der 
bei Rotation der Trommel an ihm vorbeigleitenden Kurvenschablone 
parallel, so ist die zeitlich veranderliche Lichtmenge, die auf die Selen
zelle fant, der rein periodischen Funktion f (t) proportional. Wird nun 
ein durch die elektromotorische Kraft E gespeister Stromkreis durch 
diese Selenzelle geschlossen, so ist die Veranderung der Stromstarke 
der von f (t) proportional. Dieser veranderliche Strom dient als Sender. 
Der Empfanger ist ein Galvanometer, auf das dieser Strom einwirkt, und 
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das eine bestimmte Eigenschwingung und eine bestimmte Dampfung 
hat. 1st die Umdrehungszeit der Trommel ein ganzes Vielfaches (etwa 
das r-fache) der ungedampften Eigenperiode des Galvanometers, so tritt 
Resonanz in bezug auf die r-te FOURIER-Periode der anregenden 
Schwingung ein - die Resonanzschwingung laBt sich direkt an den 
Schwingungen des Galvanometers, ihre Amplitude an den Ausschlagen 
der Nadel beobachten. Zur ErhOhung der Empfindlichkeit dient eine 
Bruckenschaltung, die bewirkt, daB die Ausschlage bei mittlerem 
Funktionswert null sind, alle periodischen Schwankungen des Zeigers 
also gleich weit nach beiden Seiten von der Nullage aus erfolgen. Die 
Abstimmung auf eine bestimmte FOURIER-Welle erfolgt durch Variation 
der Umdrehungsgeschwindigkeit der Trommel, die Kompensation der 
Brucke durch einen Widerstand R. 

Eine andere, von PUPIN (Lit. 2Io) und ARMAGNAT (Lit. I9) zuerst 
angegebene Anordnung (5. auch A. p. V. S. 52f.) dient zur Analyse von 
Wechselstromen. Sie benutzt die gegebene \iVechselspannung direkt als 
anregende Kraft, und als Empfanger einen abstimmbaren Schwingungs
kreis, dessen Eigenfrequenz und Dampfung durch Kapazitat (C), Selbst
induktion (L) und Widerstand (W) gegeben sind. 1st die zu analysierende 
elektromotorische Kraft (Wechselspannung) durch die Funktion 

E :=.2' Av sin C; vt + qv) 
v 

mit den unbekannten Konstanten Av und qv gegeben, so ist der in 
dem Schwingungskreis entstehende Wechselstrom ] an die Differential
gleichung 

d2 ..[+_VT::. dJ +_1= 2n .E 
dt2 L dt L C pL 

gebunden. Es ist demnach die Dampfung 

und die Eigenfrequenz 

w 
k=y 

I 

a=v'fc· 
Durch Variation von Loder C laBt sich also Resonanz mit jeder der in 
der gegebenen Wechselspannung enthaltenen harmonischen Schwingungen 
erzielen. Die Ermittlung von Amplitude und Phase dieser Schwingungen 
laBt sich demnach auf die Messung der bei Resonanz entstehenden 
\Vechselstr6me zuruckfiihren, fur die hinreichend genaue Me13methoden 
in der Elektrotechnik bestehen. 

Die letztere Methode hat gegenuber der GALITZINschen den wesent
lichen Vorteil, daB die zu untersuchenden Schwingungen zeitlich sehr 
rasch verlaufen, daB also selbst bei geringer Dampfung des Empfanger
systems das Abklingen der Eigenschwingung schnell erfolgt, die Messung 
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also immer schon kurz nach Ingangsetzung des Versuchs moglich wird. 
Beim GALITZINSchen Versuch ist hingegen die Eigenschwingung des 
Empfangers von langer Periode (> I sec), das Einschwingen des 
Apparates erfordert also eine merkliche Zeit, was sich auf die Schnelligkeit 
der Messung ungtinstig auswirkt. Eine wesentliche Verktirzung der 
Schwingungsdauer wtirde zudem wegen der Tragheit der Selenzelle 
unmoglich sein. 

Die von PUPIN-ARMAGNAT vorgeschlagene Anordnung ist daher im 
Prinzip vorzuiiehen. Urn diese Methode nicht nur fUr die Analyse von 
Wechselstromen, sondern auch ftir die von beliebigen Beobachtungs
kurven verwenden zu konnen, mtiBte also erreicht werden, daB eine 
Wechselspannung als anregende Kraft genau gemaB der vorgelegten 
Beobachtungsfunktion gesteuert werde. Das lieBe sich an sich auch 
durch die GALITzINsche Senderanordnung erreichen, wenn die Trommel
umlaufsgeschwindigkeit entsprechend erhoht wtirde. Dann sollte aber 
zur Steuerung des MeBstroms nicht die trage Selenzelle benutzt.werden, 
sondern etwa die bedeutend schneller reagierende lichtelektrische Zelle. 

Die praktische Ausbildung der Resonanzmethoden auf dieser und 
ahnlicher Grundlage ist besonders bei Gelegenheit der Erforschung der 
akustischen Schwingungsvorgange (Klanganalyse) gefordert worden. 
Eine Benutzung der dort erzielten praktischen Ergebnisse in der tech
nischen Ausgestaltllng der Resonanzmethoden fUr die Zwecke der 
Periodenforschung auf anderen Gebieten ist sehr wtinschenswert (tiber 
Klanganalyse s. Lit. 280). 

3. Das Interferenzprinzip als Grundlage der optischen 
Periodographen. 

Eine besondere Art von instrumentellen Hilfsmitteln der Perioden
forschung sind die optischen (photomechanischen) Periodographen, die 
auf einer Realisierung des Analysenvorgangs durch optische und photo
graphische oder photometrische Hilfsmittel beruhen. Nicht immer wird 
durch diese Instrumente das Analysenergebnis (Periodogrammkom
ponenten oder Amplituden und Phasen bestimmter FOURIER-Glieder) 
in meBbarer Form erhalten, sondern meist nur qualitativ. In diesem 
Falle dienen die Verfahren der Gewinnung einer schnellen und um
fassenden Dbersicht (Durchmusterung) tiber die periodischen Eigen
schaften eines bestimmten Beobachtungsmaterials. 

Der Grundgedanke, der in diesen Instrumenten verwirklicht wird, 
ahnelt in einer Hinsicht dem Resonanzprinzip: Auch hier werden Hilfs
schwingungen von meBbarer und variabler Frequenz benutzt, urn mit 
den unbekannten Teilschwingungen der Beobachtungskurve in Beziehung 
gebracht zu werden und ihre Trennung zu ermoglichen; nur, daB diese 
"Schwingungen" jetzt optisch zu verstehen sind - entweder als raum
liches N ebeneinander von Hell und Dunkel (Licht und Schatten) in 
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gewissen regelmaBigen Abstanden (Raster, Gitter!) oder als ein zeitliches 
Nacheinander (Blinklicht) oder als ein Gemisch von beiden (Gitter in 
Bewegung vor einer Lichtquelle). Die praktische Ausfiihrung dieses 
Gedankens ist von A. E. DOUGLASS und unabhangig von ihm durch den 

Verfasser angestrebt worden. DOUGLASS 
benutzt das feste, STUMPFF das bewegliche 
Gitter. Konstruktionen, die auf dem Prin
zip des Blinklichts beruhen, sind in voll
kommenerer Form bislang nicht ausgefiihrt 
worden. 

Die Erscheinungen, deren Beobachtung 
und Registrierung die optische Analyse 
vermittelt, lassen sich als "Interterenz" 
bezeichnen. Ihre Wirkungsweise in den 
verschiedenen Apparatetypen mage durch 

Abb.23. Interferenzstreifen. die Beschreibung von drei einfachen Grund
versuchen gezeigt werden: 

1. Versuch: Festes Gitter. Die zu untersuchende Periodizitat sei 
(schema tisch) durch ein "Gitter" dargestellt, d. h. durch nebeneinander
liegende abwechselnd weiBe und schwarze Streifen gleicher Breite. Die 
Periodenlange (Amplitude und Phase interessiert zunachst nicht) ist 

\ 
\ 

Abb. 24. Interferenzstreifen (schematisch). 

gleich der doppelten Streifen
breite, bzw. gleich dem Ab-

C stand der Mitten zweier be
nachbarter schwarzer (oder 
weiBer) Streifen. Ein "ana
lysierendes Gitter" ist in 
gleicher Form hergestellt, 
aber die schwarzen Streifen 
sind nicht wie beim Unter
suchungsgegenstand auf wei
Bes Papier, sondern auf eine 
Glasplatte gemalt. Das ana
lysierende Gitter besteht also 
aus durchsichtigen und un
durchsichtigen Streifen. Man 

lege nun das analysierende Gitter, dessen Periode (Gitterkonstante) 
bekannt sei, auf das zu untersuchende Streifensystem mit unbekannter 
Periode, und zwar so, daB beide Streifensysteme einen kleinen Winkel 
miteinander bilden. Durch die Lucken: des Glasgitters bleiben dann 
gewisse Teile des darunterliegenden Bildes sichtbar, die sich dem be
trachtenden Auge zu einem System von "virtuellen Streifen" geordnet 
darbieten (s. Abb. 23) . Diese virtuellen Streifen sind besonders dann 
augenfallig und zeigen ein typisches Verhalten, wenn die Gitterperiode 
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und die unbekannte Periode nahezu gleich sind. In Abb. 24 sind diese 
Erscheinungen schematisiert dargestellt. Dabei bedeutet 

eden Drehungswinkel, 
w die Gitterkonstante, 
p die gesuchte Periode, 
d die Distanz der virtuellen Streifen (virtuelle Periode), 
'YJ = 90° - b den Positionswinkel des virtuellen Streifensystems, 

und es ist 
p sin (e + 'YJ) = w sin 'YJ 

oder 
w - p cos e = p sin e ctg'YJ = P sin e tg b . 

Bei kleinem e kann man also schreiben 

w-p=pe·tgb 

und somit die Abweichung der gesuchten Periode von der Gitterperiode 
durch Messung des Winkels b bestimmen. Der Streifenabstand ist 

d _ wcoso 
- sine' 

also groB, wenn e klein ist. 

2. Versuch: Blinklicht. Ein Blinklicht ist eine automatische Vor
richtung, mit deren Hilfe man einen Gegenstand in bestimmten, regel
maBigen Zeitabstanden beleuchtert kann. 1st der beleuchtete Gegenstand 
in periodischer Bewegung begriffen (z. B. ein schwingendes Pendel oder 
ein sich drehendes Speichenrad), und ist die Dauer der einzelnen Belich
tungen sehr kurz, so kann man durch Abstimmung der Blinkperiode 
auf die Bewegungsperiode des Untersuchungsobjektes erreichen, daB der 
Gegenstand dem Beobachter stillzustehen scheint. Betrachtet man auf 
diese Weise die Drehung eines Speichenrades, so wird dieser Effekt 
sichtbar, wenn die Blinkperiode gleich der Zeit ist, die notig ist, damit 
eine Radspeiche in die Lage der benachbarten oder einer anderen iiber
geht. Hat das Rad n Speichen, und ist seine Umdrehungszeit U, so 

muB die Blinkperiode !!.... oder ein ganzes Vielfaches davon sein. 1st die 
n 

Blinkperiode von einer dieser Zeiten wenig verschieden, so erblickt man 
beim jedesmaligen Aufleuchten das Rad nicht genau in der gleichen 
Stellung, sondern urn einen kleinen Betrag dagegen gedreht. Es wird 
also (vorausgesetzt, daB der ganze Vorgang sich schnell genug abspielt) 
an Stelle der wirklichen, schnellen Drehung eine langsame "virtuelle 
Drehung" beobachtet werden. Die virtuelle Drehung ist der wirklichen 
entgegengesetzt, wenn die Abstimmung der Blinkperlode zu kurz war, 
sie erfolgt in gleicher Richtung, wenn die Abstimmung zu lang war. 

1st w die bekannte Blinkperiode (Versuchsperiode) und wieder p =~' 
die Periode des Vorgangs, d. h. die Zeit, in der das Rad sich urn einen 
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Speichenwinkel dreht, so ist, da die Winkelgeschwindigkeit des Rades 

2:; ist, 2(; OJ der in der Blinkperiode zuruckgelegte Speichenweg. Da der 

in der wirklichen Periode zuruckgelegte Weg 2:; p = ~n betragt, so vvird, 

falls OJ von p nicht sehr verschieden ist, die optische Tauschung entstehen, 

als sei nur eine Drehung urn den kleinen Weg 2(; (OJ-P) erfolgt. Die 

virtuelle Drehung erfolgt also in der Umdrehungszeit IOJ U PI' die fUr 

OJ = P unendlich groB wird (Stillstand); fUr p < OJ ist die Drehung 
positiv (rechtlaufig), fur p > OJ aber negativ (rucklaufig). 

Ein sehr einfacher Versuch auf dieser Grundlage laBt sich ohne 
besondere Hilfsmittel anstellen, wenn man eine durch Wechselstrom 
betriebene Gluhlampe benutzt, die als (wenn auch nur unvollkommen 

ausgestaltetes) Blinklicht von sehr kurzer Periode (meist~o sec) angesehen 

werden kann. Setzt man im Schein einer solchen Lampe ein mit Speichen 
versehenes Radchen in sehr schnelle Umdrehung und laBt diese sich 
durch Reibung allmahlich vermindern, so beobachtet man, sob aId die 
Radgeschwindigkeit sich einem der kritischen Werte nahert, das Auf
tauchen der virtuellen Speichen, die sich zunachst rechtlaufig drehen, 
dann - im Augenblick der Koinzidenz zwischen Blink- und Umdrehungs
periode - stillstehen, urn alsdann rucklaufig zu werden. Die gleiche 
Erscheinung laBt sich bei einer FilmvorfUhrung beobachten, wenn ein 
in Bewegung befindlicher Wagen (ein sich drehendes Schwungrad, ein 
Flugzeugpropeller usw.) gezeigt wird. Das "Blinklicht" ist hier sinngemaB 
ersetzt durch die in regelmaBigen Abstanden erfolgten und vorgefUhrten 
Momentaufnahmen des bewegten Gegenstandes. 

3. Versuch: Bewegtes Gitter. Fahrt man in der Eisenbahn an zwei 
der Bahnstrecke parallel laufenden Gittern (Lattenzaunen) vorbei, die 
einander, vom Zuge aus gesehen, ganz oder teilweise verdecken, so 
beobachtet man, als Interferenzerscheinung, ein virtuelles Gitter 
(" Gespenstergitter"), das bald stillzustehen scheint (in bezug auf den 
fahrenden Beobachter), bald sich nach links oder rechts bewegt. Diese 
Beobachtung gibt zu einem Grundversuch AnlaB, der die Idee des 
photomechanischen Analysators von STUMPFF illustriert und mit ein
fa chen Mitteln ausgefuhrt werden kann. 

Die zu untersuchende Periode sei wiederum durch ein Speichenrad 
oder besser durch ein Zahnrad mit n Zahnen und n gleich groBen Lucken 

dargestellt. 1m WinkelmaB ausgedruckt sei also die Periode p = ~. 
n 

Der Analysator sei ein Zahnrad von gleicher GroBe, aber mit m Zahnen, 

also von der Periode OJ = 2 n. Beide Rader drehen sich unabhangig 
m 

voneinander dicht nebeneinander urn die gleiche Achse; sie mogen aus 
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einem beliebigen undurchsichtigen Stoff, etwa aus Pappe, hergestellt 
sein. Die Umdrehungszeit des ersten Rades sei U, die Winkelgeschwin-

digkeit also 2(; ; fUr das zweite Rad (Analysator) seien die entsprechenden 
2:n 

Werte V bzw. V. 

Ist die Umdrehungsgeschwindigkeit jedes der beiden Rader groB, 
so unterscheidet das Auge die einzelnen Zahne im VOriibergleiten nicht 
mehr. Bli-ckt man aber durch,beide Zahnreihen in Richtung der Drehachse 
hindurch oder projiziert die Schattenbilder beiderRader durch ·eine in 
Verlangerung der -Achse aufgestellte Lichtquelleubereinander auf einen 
Schirm, so entsteht bei bestimmtem Umdrehungsverhaltnis ein "virtuelles 
Zahnrad", das stillsteht oder sich langsam vor- oder ruckwarts dreht, 
so daB das Auge diese Bewegung verfolgen kann. Durch folgende Dber
legung bestimmen wir das kritische Umdrehungsverhaltnis, bei dem das 
virtuelle Rad in Ruhe ist, ferner die Anzahl der Zahne, die dies Rad 
aufweist: 

Sind beide Rader in Ruhe, so fallen an 1m - n I Stellen der Peripherie 
die Zahne bzw. Zahnlucken zusammen, an ebenso vielen dazwischen
liegenden Stellen dagegen die Zahne des einen Rades auf die Lucken 
des anderen. Steht nun die Umdrehungsgeschwindigkeit der beiden 
Rader in einem derartigen Verhaltnis zueinander, daB in gleichen Zeiten 
bei beiden Radern gleich viel Zahne an einer fest en Stelle der (in der 
Projektion gemeinsamen) Peripherie vorbeilaufen, so bleibt dieser Zustand 
offenbar erhalten, wie groB auch die absolute Geschwindigkeit sei. An 
Im-nl bestimmten, gleichmaBig uber die Peripherie verteilten Stellen 
steht also dauernd Zahn auf Lucke, so daB dem durchscheinenden Licht 
dauernd der Weg versperrt ist. An den in der Mitte dazwischen liegenden 
Stellen dagegen steht Zahn auf Zahn und Lucke auf Lucke, so daB (bei 
rascher Drehung) standig rascher Wechsel von Licht und Schatten 
erfolgt, das Auge die betreffenden Stellen also als hell empfindet. Man 
sieht leicht ein, daB diese Erscheinung eines stehenden virtuellen Zahn
rades mit I m-n I Zahnen gerade dann eintritt, wenn sich die Umdrehungs
zeiten wie die zugehorigen Perioden oder umgekehrt wie die Zahl der 
Zahne verhalten, also wenn 

U:V=m:n=p:w. 

Zur Messung der Periode p kann diese Versuchsanordnung dienen, 
wenn eine Registrierung der Umdrehungszahlen der beiden Rader 
moglich ist. Sei etwa die Umdrehungszahl des ersten Rades (Periode p 
unbekannt) gegeben und konstant, die des zweiten (Versuchsperiode w) 
meBbar veranderlich, so laBt sich diese so einregulieren, daB das virtuelle 
Scheinbild gerade stillsteht. Alsdann gilt die obige Gleichung, und es ist 

U 
p=-yw. 
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Da die obigen Betrachtungen nur gelten, wenn m und n ganze Zahlen 
sind, so ist ersichtlich, daB durch dies Verfahren nur Perioden von der 
Lange 

271: 
(n = I, 2, 3, ... ) 

erfaBt werden, d. h. die FOURIER-Perioden mit der Peripherie als 
Grundintervall. 

Man kann das Experiment auch variieren, indem man an Stelle des 
ersten Zahnrads (Untersuchungsobjekt) eine Scheibe benutzt, deren 
Rand gemaB einer vorgegebenen Kurve ausgeschnitten ist. Es sei 
z. B. eine aus zwei benachbarten FouRIER-.Wellen zusammengesetzte 
Kurve (Schwehl~ngskurve) so dargestellt. worden. Wiederholt man das 
oben geschilderte Experiment mit dieser Scheibe, so erhalt man die 
Erscheinung des stehenden "virtuellen Rades" bei zwei verschiedenen 
Umdrehungsverhaltnissen, die den beiden Einzelperioden entsprechen. 
Es wird also eine Trennung der Perioden erzielt. 1st die Amplitude der 
einen dieser Perioden groBer als die andere, so entsteht bei dem ihr 
entsprechenden Umdrehungsverhaltnis ein deutlicherer Effekt. Das 
Experiment erlaubt also nicht nur, die Lage einer vorhandenen Periode 
im FouRIER-Spektrum festzustellen, sondern ermoglicht auch bis zu 
einem gewissen Grade die Trennung verschiedener Perioden und eine 
rohe Abschatzung ihrer Amplituden. Ferner ist klar, daB die Lage 
des ruhenden virtuellen Bildes in bestimmter Weise von der Phase 
der vorhandenen Periodizitat abhangt. Durch geeignete Registrier
einrichtungen miiBte es also moglich sein, auch die Phase del' Perio
dizitaten meBbar zu machen. 

4. Das optische Bild einer Beobachtungsreihe 
oder -kurve. 

Die Eignung eines Gitters (bzw. eines gitterformig gezahnten Rades) 
als Analysator bei einer optischen Analyse ist durch die im vorigen 
Abschnitt beschriebenen Grundversuche plausibel geworden. Un
befriedigend war hingegen noch die Realisierung der Beobachtungs
funktion durch optische Hilfsmittel. In den Grundversuchen hatten 
wir auch diese gitterformig gestaltet und somit die in ihr auftretenden 
Periodizitaten behelfsmaBig in eine Form gebracht, die bestenfalls 
schematisch genannt werden kann und den tatsachlichen Verhaltnissen 
in konkreten Fallen nicht im entferntesten entspricht. 

Durch ein einfaches Gitter mit der Periode p wird das Licht gemaB 
der schon friiher beschriebenen "Gittel'funktion" [so II, Formel (3a)]: 

t() l{ 4(. I. I. ')1 271: x = 2 I +~;;; ,sm Q( + -:3 sm 3 IX + -5- sm 5 Q( + .. " J ; IX = -p - x + q 

herausgeblendet, wobei ] die Intensitat des beniitzten Lichts und q 
eine Phasenkonstante bedeutet. Man erkennt, daB die in obigen 
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Versuchen untersuchte Funktion auBer der Periode p noch die ungeraden 

Oberschwingungen ~, ~, ... , aber mit nach einem bestimmten Gesetz 

abnehmenden Amplituden, enthalt. Anstatt dieser einfachsten Gitter
funktion lieBen sich auch noch andere Funktionen mit den angegebenen 
Hilfsmitteln behandeln, die durch Gitterstabe und Liicken von wech
selnder Breite dargestellt werden konnten. AIle auf diese Weise dar
stellbaren Beobachtungsfunktionen hatten aber das eine gemeinsam, 
daB sie nur zweier verschiedener Werte fahig sein diirften, die als "Licht" 
oder "Schatten" darstellbar sind. Sollte dagegen eine belie big gestaltete 
Kurve untersucht werden, so ware es notig, ihren Verlauf durch Licht 
verschiedener Intensitat darzustellen, etwa so, daB der tiefste Punkt 
der Kurve der volligen Dunkelhei( der h6chst~ der maximale~ Helligkeit 
entsprache, dazwischenliegende OrdinatengroBen aber durch Helligkeiten 
der verschiedensten Abstufung zwischen Hell und Dunkel abgebildet 
wiirden. 

Das optische Bild einer Beobachtungsreihe oder -kurve ist demnach 
eine Punktreihe oder Linie, deren Elemente (Abszisse x) Licht von vor
geschriebener Intensitat t (x) - trin aussenden Coder einfach t (x), wenn 
wir stillschweigend voraussetzen, daB der Minimalwert der Ordinaten 
~ 0 sei]. Das analysierende Gitter ist hingegen flachenhaft ausgedehnt 
(z. B. in Versuch I eine mit schwarzen Streifen bemalte Glasplatte). 
Urn daher das optische Bild der Beobachtungsreihe mit dem Gitter in 
Beziehung setzen zu konnen, miissen wir es ebenfalls flachenformig 
erweitem: Wir denken uns eine in einem ebenen rechtwinkligen 
Koordinatensystem definierte Helligkeitsfunktion 

g (x, y) = t (x), 
die also auf jeder zur x-Achse parallelen Geraden die gleiche, der Beob
achtungsfunktion entsprechende Lichtverteilung aufweist. Das so flachen
haft auseinandergezogene optische Bild enthalt Linien gleicher Helligkeit, 
die alle parallel zur y-Richtung verlaufen. Es ist am besten mit einem 
kontinuierlichen Spaltspektrum zu vergleichen, das sich der Form nach 
in nichts von ihm unterscheidet. 

Das physikalische Hilfsmittel zur Umwandlung der geometrisch oder 
zahlenmaBig gegebenen Funktion t (x) in ein derartiges optisches Bild 
ist die Zylinderlinse. Die Zylinderlinse hat die Eigenschaft, einen Licht 
aussendenden Punkt in der Bildebene als gerade Strecke abzubilden, 
die parallel zur Achse der Zylinderflache verlauft. Eine Reihe von 
Lichtpunkten, die auf einer zur Zylinderachse parallelen Geraden liegen, 
bilden sich daher in derselben Geraden der Bildebene abo Liegt also 
(s. Abb. 25) die Achse der Zylinderlinse (CC') der Ordinatenachse einer 
abzubildenden Flache parallel, so iiberdecken sich die Bilder der Punkte, 
die auf einer und derselben Ordinate liegen. Hat die Ordinate die Hohe y, 
und sendet jedes Linienelement der Ordinate die gleiche Lichtmenge 
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aus, so ist infolge dieser Uberlagerung der Bilder der Linienelemente 
die auf jedes Element der zugehOrigen Ordinate der Bildebene fallende 
Gesamtlichtmenge y proportional. Sei nun (s. Abb. 25) die abzubildende 
Figur eine gleichmaBig helle Flache, die von der Kurve t (x) und der 

Abb. 25. Abbildung durch eine ZyIinderiinse. [Der 
Punkt A bildet sich langs aa', der Punkt B mngs bb' 
abo Auf der Strecke a.b' iiberJagern sich demnach die 
Bilder aller Punkte von AB. Uings X X' erscheint 

:y = t(x) als Helligkeitsverteilung.] 

Abszissenachse begrenzt ist, und 
die in der Objektebene so an
gebracht ist, daB die Ordinaten
richtung parallel zur Zylinder
achse verlauft, "So entsteht in der 
Bildebene eine Helligkeitsver
teilung von der genannten Art, 
so daB (innerhalb eines Streifens 

~ von endlicher Breite) die Inten
sitat langs jeder Ordinate des 
Bildes gleichmaBig und dem zu
geordneten Funktionswert f (x) 
proportional ist. 1st z. B. das 
Objekt ein "Gitter", dessen 
Stabe der Zylinderachse parallel 
sind, so ist auch die Abbildung 
ein Gitter. 1st f (t) eine beliebige 
Funktion, so entsteht als Abbil
dung eine Helligkeitsverteilung 
streifiger Struktur von der Art 

eines kontinuierlichen Spaltspektrums, fiir die A. E. DOUGLASS die 
treffende Bezeichnung "sweep" (Schweif) einfiihrt, und die wir in Zukunft 
einfach die "optische Abbildung" der Funktion f (x) nennen wollen. 

S. Der Periodograph von A. E. DOUGLASS. 

Der Grundtyp des DOUGLASSschen Periodographen ist der "Zyklo
graph" von DOUGLASS und WHITE, der von seinen Erbauern haupt
sachlich zum Studium der Perioden (cycles) verwendet wurde, die in 
den J ahresringen der kalifornischen Riesenbaume (insbesondere der 
Gattung Sequoia) auftreten, und die ein ziemlich getreues Abbild der 
Klimaschwankungen abgeben, die wahrend der Jahrhunderte des Wachs
turns dieser Baume stattgefunden haben. Das Prinzip des Zyklographen 
ist genau das des in Abschnitt 3 beschriebenen ersten Grundversuchs: 
Die optische Abbildung der Beobachtungsfunktion wird mit einem auf 
einer Glasplatte aufgetragenen Gitter so zur Deckung gebracht, daB die 
Streifenrichtung des Gitters gegen die des optischen Bildes der Beob
achtungsfunktion urn einen kleinen Winkel gedreht ist. Zyklen, deren 
Lange von der Gitterkonstante nicht sehr verschieden sind, machen 
sich dann durch (je nach der Amplitude der Zyklen mehr oder weniger 
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stark ausgepragte) virtuelle Streifensysteme (Interferenzstreifen) bemerk
bar, aus deren Richtung die wahre Periodenlange bestimmt werden 
kann. Persistente Perioden ergeben geradlinige virtuelle Streifensysteme, 
veranderliche Perioden gekriimmte oder geknickte Streifensysteme; 
Phasenspriinge machen sich durch Unstetigkeiten bemerkbar - die 
Theorie der virtuellen Streifen entspricht also genau der Theorie der 
Phasendiagramme. 

Ohne daB hier alle technischen Einzelheiten dieser Einrichtung wieder
gegeben werden sollen, die der Leser den Abhandlungen von DOUGLASS l 

selbst entnehmen mage, sei auf einige wesentliche Punkte aufmerksam 
gemacht: Die Beobachtungskurve wird aus einem Bogen von undurch
sichtigem Papier ausgeschnitten (Abb.26), so daB der Raum zwischen 

Abb. 26. Periodograph von DOUGLASS. 

der Kurve, der Abszissenachse (kleinste Ordinate = 0) und der Anfangs
und Endordinate ausgespart bleibt. Dies "Transparent" T wird von 
hint en gleichmaBig beleuchtet, etwa, indem es vor das Fenster eines im 
iibrigen v611ig verdunkelten Raumes gestellt wird. Die Zylinderlinse Cl 

des Apparats erzeugt in der Bildebene ein "optisches Bild" B der Kurve. 
Die Glasplatte mit dem analysierenden Gitter wird gleichfalls in die 
Bildebene gebracht. Der Beobachter betrachtet Bild und Gitter zu
sammen durch ein Linsensystem oder photographiert den optischen 
Effekt. Dabei ist zweierlei zu beachten: Das analysierende Gitter muB 
eng sein, damit der Effekt der virtuellen Streifen dem Auge deutlich 
wird. Da die Herstellung sehr enger Gitter schwierig und ungenau ist, 
wird es zweckmaBiger sein, die Bildebene der Zylinderlinse durch ein 
weiteres optisches System noch einmal stark verkleinert abzubilden, ehe 
sie beobachtet oder photographiert wird. Sodann ist es zweckmaBig, 
die Beobachtung oder die Aufnahme ein wenig extrafokal vorzunehmen. 
Dadurch wird das enge Streifensystem des Gitters sowie des optischen 
Bildes selbst verwischt, so daB es den Gesamteindruck nicht mehr start, 
wahrend die virtuellen Streifen, die breit und weitabstandig sind, dadurch 
nicht verandert werden. Weiter ist zu bemerken, daB ein Gitter von 

1 Siehe Literaturverzeichnis. Ferner: A. p. V. S. 157 ff. 

Stumpff, Periodenforschung. 19 
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bestimmter Konstante mit hinreichender Deutlichkeit nur solche Zyklen 
in Gestalt virtueller Streifen hervortreten HiBt, deren Wellenlangen in 
der Nahe der Gitterkonstante liegen. Es wird also durch ein bestimmtes 
Gitter immer nur ein begrenzter Abschnitt des Kurvenspektrums erfaBt. 
Urn eine vollstandige Durchmusterung der Beobachtungsreihe nach 
Perioden zu erhalten, kann man entweder Analysatorplatten mit ver
schiedenen Konstanten benutzen, die dann fur verschiedene Wellen
bereiche brauchbar sind, oder man verfahrt so, daB man die Abbildung 
der Beobachtungskurve durch Veranderung der Stellung der Zylinder
linse verkleinert oder vergroBert. Durch stetige Veranderung der 
Dimension des optischen Bildes ist es moglich, fur jedes auftretende 
virtuelle Streifensystem vollkommene Interferenz zu erzielen. 1st die 

Streifenneigung des Gitters gegen die Vertikale'!" und die des optischen 
2 

Bildes -.!..., so sieht man leicht ein (s. Abschnitt 3, Versuch I), daB im 
2 . 

FaIle der Interferenz (w = p) die Richh;mg der virtuellen Streifen genau 
horizontal sein muB. 

Ferner ist noch auf einen anderen wichtigen Punkt aufmerksam zu 
machen: Die Gitterfunktion, als deren optisches Bild das analysierende 
Gitter zu betrachten ist, enthalt, wie schon ausgefuhrt, nicht nur die 
Versuchsperiode w, sondern auch die ungeraden Oberschwingungen 
derselben. Der zyklographische Effekt wird also dergestalt sein, als ob 
nicht nur ein analysierendes Gitter mit der Konstante co, sondern gleich-

zeitig Gitter mit den Konstanten -i, ;, ... vorhanden waren, deren 

EinfluB aIlerdings der geringeren Amplituden wegen mit steigender 
Ordnung rasch abnimmt. Trotzdem wird man, wenn etwa die Beob
achtungsfunktion eine Periode p enthalt, nicht nur bei p = co, sondern 

auch, allerdings entsprechend schwacher, bei p = ~, ; ... virtuelle 

Streifeneffekte hoherer Ordnung wahrnehmen. Diese lassen sich aber 
leicht als Effekte hoherer Ordnung erkennen und somit ausscheiden. 
Wir haben namlich gesehen, daB die Streifendistanz der virtuellen 
Systeme 

d = w~osr5 
SIns 

ist. Bei horizontalen oder nahezu horizontalen Systemen ist COS r5 ,..., I, 

also genau oder nahezu 

d =-!!!-. sms 

Da e eine Apparatkonstante ist, so ist also d fur horizontale Interferenz
streifen w proportional; die Streifendistanz der Interferenzeffekte hoherer 

Ordnung wird also :' ~, . .. sein - die Ordnung der Effekte ist demnach 

ohne Schwierigkeit aus der Streifendistanz feststellbar. 
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Der Zyklograph ist ein Instrument, das fUr schnelle Durchmusterungs
arbeit auBerordentlich geeignet ist. Es zeigt nicht nur persistente, sondern 
auch quasipersistente und variable Perioden an; es nimmt zudem nicht 
auf ein bestimmtes "Analysenintervall" Riicksicht, wie dies in der sonst 
ganz ahnliche Ergebnisse liefernden Theorie der Phasendiagramme nach 
SCHUSTER immerhin noch geschieht. Hingegen ist eine Messung der 
Amplituden von Periodizitaten nicht moglich; sie lassen sich nur auf 
Grund der Deutlichkeit der einzelnen Interferenzeffekte oberflachlich 
abschatzen. Eine Vorrichtung zur Messung der Phasen lieBe sich aber 
anbringen: die Phase ist durch die Ordinaten der extremalen Helligkeit 
in den virtuellen Streifen in der Bildebene gegeben - der bei fest ern 
Gitter konstante Ordinatenabstand der Interferenzstreifen erster Ord
nung (d = w/sin c) liefert die Phasenskala, wenn er gleich 360 0 ge
setzt wird. 

Durch eine zusatzliche Einrichtung, die in Abb. 26 (rechter Teil) 
skizziert ist, laBt sich aus dem oben beschriebenen Apparat ein Periodo
graph gestalten, der ein kontinuierliches Amplitudenspektrum der ge
gebenen Beobachtungsfunktion auf photographischem Wege herzustellen 
gestattet. 

Angenommen, es sei in der Beobachtungskurve eine persistente 
Periode von der Lange p enthalten. In der Bildebene des Zyklographen 
entsteht dann, wenn durch Variierung der Einstellung p = w erzielt 
ist, ein horizon tales System von Interferenzstreifen. Es werde nun von 
diesem Bild durch eine zweite Zylinderlinse C2 (Abb. 26) mit horizontaler 
Achsenlage ein neues optisches Bild erzeugt: Dies enthalt dann die in 
der Bildebene B auftretenden horizontalen Streifen unverandert, wahrend 
geneigte Streifen mehr oder weniger ausgeloscht werden. Die neue 
Abbildung entspricht genau der Bildung der Summenreihe in einem 
DARwINschen oder Buys-BALLoTSchen Schema. DOUGLASS blendet nun 
aus diesem sekundaren optischen Bild mit waagerechter Streifung einen 
schmalen senkrechten Spalt 5 heraus, der die Lichtverteilung vollkommen 
wiedergibt. Wird nun durch eine mechanische Einrichtung die Versuchs
periode p stetig verandert und gleichzeitig ein Film oder eine photo
graphische Platte P an dies em Spalt langsam vorbeigefiihrt, so entsteht 
ein photographisches Bild, das als Funktion der Abszisse (veranderliche 
Periode P) die wellenformige Struktur der zu p gehorigen "Summenreihe" 
direkt wiedergibt. Die Aufnahme ergibt also ein "Spektrum" der Beob
achtungskurve, dessen Abszissen die Versuchsperioden p sind, und das 
fUr jede persistente Periode p und ihre unrnittelbare Nachbarschaft ein 
Streifensystem von gewisser Breite (Maximumbreite) und einer der 
betreffenden Amplitude proportional en Intensitat aufweist. Dber die 
technischen Einzelheiten, insbesondere iiber die Art der mechanischen 
Fiihrung des Apparates moge der Leser in den Veroffentlichungen von 
A. E. DOUGLASS selbst nachlesen. 

I9* 
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6. Der photomechanische Periodograph von STUMPFF 

und seine Theorie. 
Die erst en AusfUhrungen tiber die Theorie dieses Apparats sind 1924 

(Lit . 255) veroffentlieht worden, naehdem Modellversuehe mit einem 
photographiseh registrierenden Analysator gelungen waren. Ein erhohten 
Anforderungen geniigendes Instrument wurde 1928-1930 gebaut, des
gleiehen in den Jahren 1932-1934 ein zweites Instrument, das die 
direkte photographisehe Aufnahme von Phasendiagrammen langerer 
Beobaehtungsreihen gestattet (s. Absehnitt 8) . 

Abb .27. Stanzapparat zur Herstellung der Lochstreifen f(ir den STUMPFFschen Analysator. 

Die Theorie beider Apparate sttitzt sieh auf den G!"undversueh 3 
(Gitter in Bewegung), der in Absehnitt 3 besehrieben wurde. Die Inter
ferenzeffekte (virtuelle Gitter in Ruhe oder Bewegung) kommen zustande, 
indem das optisehe Bild einer Beobaehtungskurve, wahrend es sieh in 
Bewegung befindet, dureh ein gleichfalls bewegtes Gitter hindurch 
betrachtet bzw. photographisch registriert wird. 

Die Beobachtungskurve wird, ahnlich wie bei den DouGLAssschen 
Verfahren, durch ein Transparent dargestellt, das auf folgende Weise 
angefertigt wird: Vorgelegt seien L Beobachtungswerte Y1> )12' . .. , YL 
(L = Analysenintervall). Ein rechteckiger Streifen undurchsichtigen 
Papiers von der Lange L (Langeneinheit etwa 8 mm) und von etwa 
10 em Breite sei Trager eines rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen 
Abszissenachse in der Langsrichtung verlauft und somit in L gleiche Teile 
einteilbar ist. Man kann sich also auf diesem Streifen L aquidistante 
in der Querrichtung verlaufende Ordinatenlinien gezeichnet denken, die 
den Abszissen der Beobachtungsreihe gemaI3 numeriert sind. Langs der 
Ordinatenlinie mit der Nummer v laI3t sich nun mit einem besonders kon
struierten Stanzapparat (s. Abb. 27) eine Reihe von Lochern einstanzen, 
deren GesamtfHicheninhalt dem Beobachtungswert )Iv proportional ist. 
Durch Anbringung einer additiven Konstante ist vorher Sorge getragen, 
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daB die Beobachtungswerte aIle positiv sind und ihr Minimalwert null oder 
wenigstens klein ist. \Vird also der Streifen als Transparent benutzt, 
so ist die !iings jeder Ordinatenlinie hindurchscheinende gesamte Licht
menge dem betreffenden Funktionswert proportional. Das durch eine 
Zylinderlinse (Achse der ZylinderfHiche der Ordinatenrichtung parallel) 
erzeugte optische Bild hat dann eine der Beobachtungsfunktion ent
sprechende Lichtverteilung. Das optische Bild ist allerdings unstetig 
und besteht aus einzelnen "Linien" von gewisser Breite und einer yp 
proportionalen Gesamthelligkeit. Ein stetiges optisches Bild lieBe sich 
erzeugen, wenn die Beobachtungskurve (wie bei DOUGLASS) ganzrandig 
ausgespart wiirde - auf die zu beobachtenden Interferenzeffekte hat 
aber dieser Unterschied ebensowenig einen wesentlichen EinfluB, wie 
etwa die verschiedene Darstellung einer Beobachtungsfunktion durch 
disk rete Ordinaten oder durch eine stetige Kurve auf das Ergebnis einer 
numerischen Analyse. \Vir brauchen also in der Theorie die Unstetig
keitseigenschaften des optischen Bildes nicht besonders zu beriick
sichtigen 1. 

Der so hergestellte Kurvenstreifen werde nun zu einem "endlosen 
Band" zusammengeklebt und mage mit einer bestimmten Geschwindigkeit 
vor einer gleichmaBig beleuchteten Mattscheibe in der Abszissenrichtung 
vorbeigleiten. Bei einer bestimmten, zur Zeit t stattfindenden Stellung 
des Streifens laSt sich der gerade vor der Mattscheibe befindliche Teil 
der Kurve durch die FouRIER-Entwicklung der Beobachtungsreihe mit 
L als Analysenintervall 

f (x, t) = Co + C1 cos ex (x + ql) + c2 cos 2 ex (x + q2) + ... + Cn cos n ex (x + q,,) 

(ex = 2:) 
wiedergeben, wobei die Phasen qv Funktionen der Zeit sind. (Wird etwa 
die Kurve mit der gleichfarmigen Geschwindigkeit v bewegt, so ist 
qv=sv-vt.) 

Durch die Zylinderlinse wird von dem vor der Mattscheibe befind
lichen Kurvenstiick in der Bildebene eine "optische Abbildung" mit senk
rechter (zu der Achse der Zylinderflache paralleler) Streifung hergestellt 
(s. Abb. 28). Ein in der Bildebene angebrachter, zur x-Richtung paralleler, 
also waagerechter Spalt blendet mithin aus dem optischen Bild einen 
Schnitt aus, auf dem die Lichtverteilung den Ordinaten des abgebildeten 
Kurventeils proportional ist. Steht die Zylinderlinse genau in der Mitte 
zwischen Objekt und Bild, so ist die Abbildung auch maBtreu - nur die 
positive Richtung der x-Achse des Objekts und der ihr entsprechenden 
~-Achse des Bildes sind einander entgegengesetzt. Dicht vor dem 

1 SolI dies dennoch geschehen, so hat man zu beriicksichtigen, daB eine Periode 
von der Lange des Abstandes benachbarter Beobachtungswerte auftritt. Infolge 
ihrer hohen Frequeuz wird sich diese Periode aber in dem zu untersuchenden 
Spektralgebiet hochstens durch Effekte hoherer Ordnung bemerkbar machen. 
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beweglichen Kurvenstreifen lauft nun gleichzeitig ein - ebenfal1s als 
endloses Band gestaltetes - Gitter mit der Gitterkonstante w (Stab-

breite :) und senkrechten Staben in gleicher oder entgegengesetzter 

Richtung vorbei. Die Bewegungen von Gitter und Kurventransparent 
sind unabhangig voneinander und daher im allgemeinen voneinander 

Abb.28. Photomechanischer Periodograph von STUMPFF (schcmatisch). 

verschieden. Das Gitter, dessen optische Abbildung langs des Spaltes 
die Form einer "Gitterfunktion" 

g (~, t) 

=+{r+ !(cos,8(~+r)- ~cos3,8(~+r) + ; cos5,8(~+r)-"')} 
(,8 = 2:;) 

hat (die Phase r ist wiederum eine Funktion der Zeit), bewirkt Abblendung 
gewisser Teile des Spaltes. Es ist also g (~, t) = 0 oder r, je nachdem, 
ob zur Zeit t an der ~ entsprechenden Stelle x der Mattscheibe gerade 
eine Lucke oder ein Stab des Gitters steht. Der kombinierte Effekt 
von Kurve und Gitter ist daher langs des Spaltes von der Form 

cp (~, t) = J . t (~, t) . g (~, t) 

=~ !co+ j;CvCOSV(J.(~+qv(t)) 
co 

4 Co "'" (- Ill' - 1 
+ --n-~ 2 p_ 1 cos (z,u- r),8 (~+ r (t)) 

I' =1 

+2_ ~ ~ Cv (_1)1'-1 [cos{V(J.(~+q,,(t))+(z,u-r),8(~+r(t))} 
JT,~~ 2/1-1 

v=l 1'=1 

(r) 
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besteht also aus einer Summe von Welleneffekten, die sieh dem kon

stanten Effekt ~ J Co (mittlere Spalthelligkeit) uberlagern. 

Nun werde an dem Spalt, dessen Breite J sei, eine photographisehe 
Platte oder ein Film in der Ordinatenriehtung vorubergefuhrt. Die 
Gesehwindigkeit der Plattenbewegung sei u; es wird demnaeh (abge
sehen von sehmalen Randgebieten am Anfang und Ende der Aufnahme, 
auf die es hier nieht ankommt) jede Stelle der Platte so lange Zeit 
beliehtet, wie sie braueht, urn eine Streeke von der Lange b zuruek-

zulegen. Die Beliehtungszeit ist demnaeh~. Fuhren wir auf der Platte 
u 

ein Koordinatensystem (~, rJ) ein, in dem die Abszisse ~ mit der eben so 
bezeiehneten der Bildebene identiseh ist und die positive rJ-Riehtung 
der Bewegungsriehtung der Platte entgegengesetzt ist, so ist die Be
liehtung der Platte dureh 

u 

~p (~, rJ) = J rp (~, t) dt 
!!... 
u 

gegeben. Nehmen wir an, daB die Sehwarzung der Platte innerhalb der 
mogliehen Beliehtungsgrenzen der Beliehtungszeit und der Beliehtungs
intensitat proportional ist, so konnen wir '1jJ (~, rJ) aueh als mathematisehe 
Wiedergabe des auf der Platte entstehenden Sehwarzungsbildes ansehen. 
Solange keine Dberbeliehtung eintiitt und die Helligkeit der Lieht
quelle wahrend der Dauer der Aufnahme konstant bleibt, laDt sieh 
diese Annahme reehtfertigen - ist die "Sehwarzungsfunktion" nieht 
streng linear, so werden die Ergebnisse der Aufnahme zwar nieht photo
metriseh auswertbar sein; der allgemeine Anbliek des Sehwarzungs
bildes, die Verteilung von hellen und dunklen Stellen, wird trotzdem 
zwingende Sehliisse auf die periodisehe Struktur des Untersuehungs
gegenstandes erlauben. 

Konstante Gittergeschwindigkeit. Bewegen sieh Kurvenstreifen und 
Gitter mit konstanten Gesehwindigkeiten v und w, so ist zu setzen 

r (t) =-wt, 

wobei wir der Einfaehheit halber die Anfangsphase des Gitters zu Be
ginn der Aufnahme und bezogen auf den Anfangspunkt der ~-Aehse 
gleieh null setzen. Die mittlere Sehwarzung 

'/+ ~ 
u 

~Jc ! dt=~~ 
2 0 2 U 

u 

wird alsdann uberlagert (verstarkt oder abgesehwaeht) dureh periodi
sehe Sehwarzungsglieder von der Gestalt 
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'7+ 6 
u . h~ 

J ~ Sln2"U ( h ~h ) 

_'7_ 
u 

cos(d~+ht+k)dt=-u' ~ 'COS d~+u'YJ+2"U+k, 

2U 

in denen d, h und k bestimmte Konstante darsteilen. Der sehr kompli
zierte theoretische Ansatz vereinfacht sich nun dadurch auBerordentlich, 
daB es durch geeignete Wahl der Spaltbreite ~ und der Geschwindigkeiten 
U, v und w statthaft wird, aile periodischen Glieder bis auf jeweils eines 

oder wenige zu vemachHissigen. Abgesehen von der Belichtungszeit ~ 
U 

und Faktoren, die den Amplituden Cp der FOURIER-Wellen der Beob
achtungsfunktion proportional sind, ist jeder periodische Schwarzungs
effekt mit einem Glattungs- oder Dampfungsfaktor 

. h~ 
Sln-

2U 

~-

2U 

versehen, der nur fur h ~ = 0 den Maximalwert I annimmt und fur 
h5 
2u = m . 71', (m = ± I, ± 2, ... ) 

Nuilsteilen aufweist. Dieser Faktor, der seiner Form nach aus der Theorie 
der PeriodogrammfunktiQn bekannt ist, nimmt nur zwischen den beiden 

N ullstellen 1. Ordnung, also fUr I :~ I < 71', beachtliche Werte an. Das 

mit diesem Faktor versehene periodische Glied kann vemachlassigt 
werden, wenn 

I :: I >mo 71'" 

wo mo eine kleine Zahl (etwa mo = 3) ist. Die Frequenz der betreffenden 
Schwingung muB also, damit der zugehorige Schwarzungseffekt ver
schwindet oder von untergeordneter GroBe bleibt, der Ungleichung 

(2) 

geniigen. Durch Erweiterung des Spaltes oder durch Verlangsamung 
der Plattengeschwindigkeit oder durch beides zugleich laBt sich also 
stets erreichen, daB Teilschwingungen, deren Frequenzen oberhalb 
einer gewissen Schranke liegen, im photographischen Bild nicht mehr 
merklich hervortreten. Betrachten wir daraufhin die vorkommenden 
Teilschwingungen (r), so gelangen wir zu folgender Klassifizierung: 

a) Kurveneffekte. (C. cos v IX. (~+ s. - vt)). FUr diese ist die 
Dampfungsbedingung (2) erfullt, wenn 

I I I I 23tv'lvl U 
h = ,VVIX. = ---L - > 271',mo (f' (v = r, 2, •.. , n) 
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1st T = l~ I die Umlaufszeit des Kurvenbandes und -r = -~die Belichtungs

zeit, so werden alle "Kurveneffekte" praktisch ausgeloscht sein, wenn 

~>-~> mo oder T T-T T -r>mo· 
Die Belichtungszeit muf3 also mehrere (z. B. mindestens drei) Kurven
umliiufe umfassen. 

b) Gittereffekte. (4;0. 2 I' ~ I cos (2,u - r) fJ (~- w t) ) . 

Sie liefem die Dampfungsbedingung 

(2,u-r)fJl wl>-fJl wl=2n. 1:1 >2nmo~; 1:1 >~o. 
1st also die Verschiebungszeit des Gitters urn eine volle Periode 

1:1 -<T, 
so folgt aus der oben geforderten Ungleichung -r > mo T und somit die 
Ausloschung der Gittereffekte. Die genannte Bedingung ist also er
flillt, wenn die "Versuchsperiode" nicht groBer ist als die erste Har
monische der Beobachtungsreihe. Fur sehr lange Versuchsperioden 
wiirden sich hingegen die Gittereffekte bemerkbar machen (vgl. S. 305 
[N ullpunktseffekt ] ). 

c) Gemischte Effekte. 

(-=--_c_v --. cos { VIX (~+ s -'-vt) ± (2,u-r)fJ (~-wt) }). :n 21'-1 v 

Fur die gemischten Effekte mit dem positiven Zeichen (Summations
effekte) gilt, falls die Kurven- und Gittereffekte verschwinden, die 
Dampfungsbedingung ohne weiteres mit, falls v und w das gleiche Vor
zeichen haben, Kurve und Gitter also in gleicher Richtung laufen. Fur 
die Differenzeffekte gilt das gleiche, wenn Kurve und Gitter entgegen
gesetzt laufen. Unter der Voraussetzung gleichsinniger Bewegung von 
Gitter und Kurve durfen wir also die Summationseffekte samtlich 
vemachlassigen; was die Differenzeffekte anbelangt, so tritt ein Sonder
fall ein, wenn 

VIXV- (2,u-r)fJw 
ganz oder nahezu verschwindet. 1st z. B. fur bestimmte Werte von v 
und,u streng 

VIXV=(2Jl-r)fJ w , 

so wird der Dampfungsfaktor r, der Effekt wird also mit voller Amplitude 
in das Schwarzungsbild eingehen. Effekte dieser Art werden wir als 
"Haupteffekte" bezeichnen. Hierbei ist allerdings noch zu berucksichtigen, 
daB ein von der Ordnung 2,u - r des Gittergliedes abhangiger Faktor 

yom Betrage __ I - hinzukommt, dessen schnelle Abnahme mit wach-
21'-1 

sendem,u es erlaubt, die Gitterfunktionsentwicklung schon nach wenigen 
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Gliedern abzubrechen. Spater wird festgestellt werden, daB die Haupt
effekte mit zp- I = 3,5, ... (Haupteffekte 3.,5., ... Ordnung) von denen 
der I. Ordnung auch durch ihre geometrische Gestalt leicht zu unter
scheiden sind. Beschranken wir uns also zunachst auf die Betrachtung 
der Haupteffekte I. Ordnung, so treten diese mit voller Amplitude in 
Wirksamkeit, wenn 

VCl.v=fJw. 
Sind die Apparatgeschwindigkeiten v und w so abgestimmt, daB diese 
Gleichung fUr ein bestimmtes v (Ordnung einer FOURIER-Welle) erfilllt 
ist, so gilt fUr eine benachbarte Ordnung v ± I 

Ihl = I(v± I)Cl.V-fJwl = ICl.vl· 
Es werden also mit den Effekten (a) und (b) auch samtliche Haupteffekte 
I. Ordnung verschwinden, mit Ausnahme eines einzigen, der von dem 
FOURIER-Glied der v-ten Ordnung herriihrt, auf das der Apparat durch 
geeignete Wahl von v und w abgestimmt ist. In gleicher Weise laJ3t sich 
zeigen, daB auch jeweils nur ein einziger Haupteffekt der 3., 5. usw. 
Ordnung (mit entsprechend verminderter Amplitude) wirksam werden 
kann. 

Unter der Voraussetzung, daB die Dampfungsbedingung 7: > mo T 
erfUllt ist, laBt sich also das Schwarzungsbild in der Tat durch einen 
oder wenige periodische Haupteffekte von der Form 

. 110 

10 0 Cv sm 2U ( II ') 
1/)(") (,; 0/1) = (_I),'-I '-'-'---'---cos d,; + -0/1 + k 
Tv "/ n 1t 21t- I ~ , 1t '/ 

wiedergeben, wobei 
olt 

k = 21t + VCl.s. 

eine vorlaufig nicht interessierende Phasenkonstante, ferner 

d=v!X-(Zjt-I)fJ=Z:rl(~ _ 21l:_I_) 
( 11 V (2 Il- I) W ) 

h=v!XV-(Zp-I)fJW=Z:rl y- --(()--

ist. Das Bild selbst wird durch die Linien maximaler Schwarzung be
stimmt, die durch 

cos ( d,; + ~ 1] + k ) = I 

gegeben sind. Der (fUr den Fall, daB h ungefahr oder genau null ist, 
sichtbar werdende) Haupteffekt '!jJ~) (,;, 1]) laBt sich also schematisch 
durch eine Schar von Kurven maximaler Schwarzung 

It 
d';+-U1]+k=z:rlu (U=O,±I,±Z, ... ), 

also durch eine Schar paralleler Geraden 

,; + 1] tg '!jJ = D x + k' (k' = const) 
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darstellen, wobei 
w L 

I-(2fl-I)~ .-
. V V 'Vw 

'/{J= arctg u ' L 
1- (2fl-I)

'Vw 

die Neigung der Geraden gegen die 1J-Achse und 

D- Lw 
- 'VW- (2fl- I)L 

die Streifendistanz in der ';-Richtung bedeutet. Die Streifen maximaler 
Schwarzung laufen parallel der 1}-Achse, also in Richtung der Platten~ 
bewegung, wenn die 1nterferenzbedingung 

'V 2fl-I 
v 'L=w'-W" . 

genau erfullt ist. Handelt es sich urn einen Effekt I. Ordnung (p = I), 
so ist die FOURIER~Periode, auf die sich der Effekt bezieht, 

L v 
Pv=-Y=w' w 

oder, mit anderen Worten: die Kurvenperiode (Pv) verhalt sich zur 
Gitterperiode (w), wie die Kurvengeschwindigkeit v zur Gittergeschwindig~ 
keit w. Die Streifendistanz ist in diesem Falle 

D= Lw =~. 
'Vw-L w -Pv 

Ein Haupteffekt (2p-I)~ter Ordnung (p = 2,3, ... ) ergibt sich dagegen 
fliT eine, vorhandene FOURIER-Welle 

, _ L _ __ v_w __ ~ _ _ P_v_ 
Pv- 'V - (2fl-I)W - 2/),-1' 

also fur eine (2 p- I)mal so kurze Welle. Die Distanz der Streifen ist 
dann 

D _ wp~ I wpv 
- W - (2 fl- I) P;, = 2 fl - I . W - Pv ' 

also ebenfalls (2 p- I)mal so klein, wie im Fane eines Effekts I. Ordnung. 
Aus der Streifendistanz (s. Abb. 29, wo die 1J~Richtung waagerecht an~ 
genommen ist) ist also in jedem Fane zu erkennen, ob es sich urn 
einen Effekt I. oder hoherer Ordnung handelt; die wahre Perioden~ 
lange ist sodann aus der Neigung '/{J der Streifen gegen die 1J-Richtung 

bestimmbar. Wegen des Faktors 11..- ist die Empfindlichkeit der Streifen~ 
u 

neigung gegen eine Variation der Periode urn so groBer, je kleiner die 
Plattengeschwindigkeit ~t im Verhaltnis zur Kurvengeschwindigkeit ist. 

1st P = w, so wird fUr den Effekt I. Ordnung im 1nterferenzfalle 

tg'/{J=oo; '/{J=90 o 

und D = 00; die Streifen stehen also senkrecht auf der 1J-Achse. 
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Veriinderliche Gittergeschwindigkeit. Auf Grund der obigen Theorie 
lieBe sich eine Ubersicht liber die in einer vorgelegten und in ein endloses 
Kurvenband von der Lange L eingestanzten Beobachtungskurve 
vorhandenen FOURIER-Wellen gewinnen, wenn man folgendermaBen 
verfahrt: Das Geschwindigkeitsverhaltnis v : wist, etwa durch Variation 
von w, nacheinander auf die Werte 

v L 
w vw (v = I, Z, ... , n)1 

zu bringen, was durch Austausch von Zahnradlibertragungen geschehen 
konnte, durch die Kurven- und Gitterbewegung zwangslaufig mit
einander in Verbindung stehen. Die auftretenden Effekte bestehen 

Abu. 29. Haupteffekt erster, dritter und ftinfter Ordnung, aufgenommen mit dem Periodogr;apben I. Art 
bei konstanter Gittergeschwindigkeit. 

dann jeweils aus zur 'I}-Richtung parallelen Kurvenscharen, sie werden 
nacheinander auf der Platte aufgezeichnet, wenn man den Apparat 
nach jedem Auswechseln der Geschwindigkeiten eine gewisse Zeit hin
durch in Bewegung setzt. Wegen des Faktors Cv werden die zu den 
betreffenden Versuchsperioden gehorigen Haupteffekte urn so deutlicher 
registriert werden, je groCer ihre Amplitude war; sie werden ganz fehlen, 

wenn die Amplitude Cv null ist, eine Periode von der Lange p,. = !:.. also 
v 

nicht existiert. In dem von STUMPFF konstruierten photomechanischen 
Periodograph erster Art (Abb. 30) ist nun das lastige Auswechseln der 
Geschwindigkeiten dadurch vermieden worden, daB die Geschwindigkeit 
des Gitters von null bis zu einem bestimmten und durch den beabsich
tigten Umfang der Analyse vorgeschriebenen Maximum stetig und 
gleichfOrmig verandert wird. Technisch wird das dadurch erreicht, daB 
die das Gitter bewegende Flihrungswalze durch ein Friktionsriidchen 
angetrieben wird, das mit Hilfe einer Schnecke (Schraube ohne Ende) 

1 Hieraus folgt die weiter oben vorausgesetzte Bedingung: .!!!.- -< .!:.- (s. S. 297). 
w v 
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langs des Halbmessers einer gleichmaBig rotierenden Friktionsscheibe 
mit gleichmaBiger Geschwindigkeit langsam verschoben wird (Abb. 30, 

rechts). Die Friktionsscheibe selbst ist mit der Fiihrungswalze fUr die 
Kurvenbewegung und mit dem Antrieb der Platte gekoppelt, so daB 
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also ein festes Verhaltnis zwischen den Geschwindigkeiten der Kurve (v), 
der Platte (u) und der Rotationsgeschwindigkeit der Friktionsscheibe 
besteht. 

Die Gittergeschwindigkeit ist dann der Zeit proportional: 

w=w't, 

und die Gitterphase ist mithin 
t 

r(t) =-fwdt=- ~ w't2. 
o 

L 
Damit wird fUr jede Periode p. = - der Haupteffekt 1. Ordnung 

1J 

-'L:t~ 
" 

'IjJ~1) (~, 17) = J:",- f cos {PIX (~-vt + s.)-{3 (~-+w't2)}dt. 
!L 

" 
Durch die Transformation 

I 6 
1) T 2 

t=-~~t -+r 
laBt sich dieser Ausdruck in die Form 

o 
+ 2u 

'IjJ~l)(~'17)=J;v f cos{plX(~-vr-~ (17+ ~)+sv) 
6 

- 2"_ {3 (~_ ~ w' r2 - w~ T (17 + ~ ) - ~~2 (17+ ~ r)}d T 

I 
uberfiihren. Fur das quadratische Glied 2 {3w' r2 erhaIt man bei Beach-

tung der Integralgrenzen die Ungleichung 

flw' T2 -< flw' . ~ = _~ w' . (~)2. 
Z - Z 4u2 4 w u 

1st w', also die Geschwindigkeit der Schneckenbewegung, genugend 

klein, so kann nach Auflosung des Integranden sin fl :' T2 vemachlassigt 
fl w' 

und cos-z~r2 = I gesetzt werden, und man erhaIt unter dem Integral-

. h ., 6 zelC en mlt 17 = 17 + -:; 

cOS{~(PIX-{3) +VlXsv -r(VlXv-{3w,I;; )-PIXV 1~ + fl:' (~f)l 
Die bestimmte Integration ergibt sodann 

. h6 
sm-

1/JIl) (~ 17') = ] Cv • _6. __ z~_. cos {d ~ _ P IX V ~( + fl w' • (!L)2_ k} 
r' n u h6 u z u 

zu 
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mit 
h = p oc v - R W' .!L . 

f' n' d=poc-P ( oc = 2;; P = 2: ) 
und einer hier nicht interessierenden Phase k. 

Mithin ergibt sich als Schar der Linien groBter Schwarzung 

r( flw' (r/)2 d~-pocv--+-- - =2n,,+k ("=O,±I,±2, ... ) 
U 2 U 

oder 
( , oc v U )2 u2 d ( 2 n ) 

11 -p' -- + 2 -- 1=_--" = const ./ flw' flw'" d ' 

also eine Schar von Parabeln mit gemeinsamer, der Spaltrichtung par
alleler Achse von der Lage 

, ocvu vuoo 
'YJ = p' fl w' = p 0 w' L 

und den Scheitelabstanden 
2n 2n 

D=W= ivoc-fli 
Pv oo 

iPv-ooi 
1st die Funktion f (t) im Grundintervall L in eine FOURIERSche Reihe 

zerlegbar, so liefert jede Elementarwelle von der Periode Pv = ~ 
v 

(p = I, 2, 000' n) eine Parabelschar, die urn so deutlicher im Schwarzungs
bild hervortritt, je groBer die Amplitude c dieser Welle ist. Die Achsen 
der zu den einzelnen FOURIER-Wellen gehorigen Parabelscharen sind 
untereinander und zur ~-Achse (Spaltrichtung) parallel und liegen in 
regelmaBigen Abstanden 

A vuoo oc vu 
= w'L = pOUT 

voneinander. Dabei ist noch die Feststellung wichtig, daB sich die 
Parabelscharen gegenseitig nicht merklich storen, wenn, wie schon oben 

als notwendig erkannt wurde, die Belichtungszeit 7: = ~ mehrere Kurven-u 
umlaufe umfaBto Die Deutlichkeit der Schar ist in der Achse selbst 
am groBten, denn fUr 

, oc v u 
'YJ = p 0 fl 00' 

ist offenbar 
o h6 

, r/ Slll2U 
h=pocv-pw -;-=0, also-JiJ=Io 

2U 

Die zur FOURIER-Welle p-ter Ordnung gehorige Schar ist aber an den
jenigen Stellen der Platte, die den Achsen der benachbarten Scharen 
angehoren, schon nicht mehr merklich, denn fur 

, ( )ocvu 
'YJ = P± I flw' 

ist 
1( 

h = p oc v - p w' U = ± oc v 0 
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Die genannte Bedingung 

liefert aber 

so daB III der Tat 

I ~OI>-m n 
2'U - 0 , 

der Dampfungsfaktor also hinreichend klein wird. 
Ejjekte bei entgegengesetzter Gitterbeweg~tng. Die Belichtung der Platte 

in der Spaltlage rJ' = 0 erfolgt gemaB der obigen Koordinatendefinition 
urn die Zeit t = 0, die der Ruhestellung des Gitters entspricht (Friktions
rad im Mittelpunkt der Friktionsscheibe). LaBt man den Vorgang 
schon fruher beginnen, so wird das Friktionsrad uber den Mittelpunkt 
der Scheibe hinweg geschoben. Vor Erreichung des Mittelpunkts lauft 
dann das Gitter der Bewegung des Kurvenstreifens entgegengesetzt 
und mit abnehmender Geschwindigkeit. Auf der Platte werden sodann 
auch auf der anderen Seite der Linie rJ' = 0 Parabelscharen erzeugt, 
die zu den oben genannten genau symmetrisch liegen. \Vir ennnern 
uns, daB von den beiden periodischen Effekten 

cos { ~ (v rx - (2 fl - r) f3) + v rx q v - (2 fl - r) f3 r} 

cos{~(vrx+ (2!1-r)f3) +11 rxqv+ (2Jl-r)f3r} 

der erste bei gleicher, der zweite bei ungleicher Bewegungsrichtung von 
Gitter und Kurve wirksam wurde. Wahrend wir also unter der Annahme 
gleicher Bewegungsrichtung nur das erste dieser beiden periodischen 
Glieder zu berucksichtigen hatten, gilt dies bei entgegengesetzter Be
wegung fur das zweite. Wir erhalten also auch an den Stellen 

, tXVtt 

1} = -v f3 w' 

Parabeleffekte I. Ordnung, deren Scheitelabstand aber ein anderer 
ist, namlich 

2 IT PvW 
;(1. + f3 = -Pv + W • 

Der Parameter der Parabeln, der bei gleichsinniger Bewegung 

;2U~ = _ :~ (r _~~a) 
war, geht bei entgegengesetzter Bewegung in 

- :~ (r + 2':) 
uber. Falls L > v W, hat demnach der Parameter fur die beiden zur 
Nullinie symmetrischen Parabelscharen das gleiche Vorzeichen, die 
Scheitel zeigen also nach der gleichen Seite der ~-Richtung. 
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Zerfallende Parabelschar. Wird L < 'V W, so ergibt sich aus den Formeln 
fUr den Parameter, daB auf der Seite gleicher Bewegungsrichtung die 
Aste der Parabeln nach der anderen Seite umschlagen. 1st genau 
L = 'V W, also die Gitterkonstante einer der FouRIER-Perioden der Kurve 
gleich, w zerfallen die Parabeln in Systeme von zur ~-Achse parallelen 
Geradfn. Die Scheiteldistanz wird dort unendlich groB. 

Haupteffekte hoherer Ordnung. Die bisher unberucksichtigten Glieder 
3·, 5·, 7·, ... Ordnung der Gitterfunktion erzeugen ihrerseits Parabel
~charen, deren Dimensionen man dadurch erhalt, daB man in den Formeln 

~ . i l' !t' ~ : I ~ ~ ': ~'~ 
, , '! .... ~ 1",' 

~ " ,< . , . . ~ ~ .' . ' I 

I 
1 Iff 

I 

IT Vff.IX i 
NIl/lpllnkfs

e.ffekl 
Abb·31. Spektrum einer reinen Sinuswelle mit Haupteffekten 1. , 3.,5 . . ... Ordnung. 

fUr die Haupteffekte I. Ordnung {J mit (2 fl- I) {J vertauscht. Die 
Achsen der Parabelscharen fl-ter Ordnung liegen also bei 

I . '1' 

'YJ =± 2f1--1 ·A, 

ihre Amplituden sind _ c_v_ , die Scheiteldistanzen 
2f1--r 

D _ 2;'1; .. ___ _ Pv W _ __ 1_ . (2f1--r)pv' w 
Wv - (2f1--r){J+'II1Y. - (2f1--I)Pv+W - 2f1--I (2f1--r)pv+w 

sind 2 fl- 1mal so klein, wie die an der gleichen Stelle etwa auftretender 
Parabelscharen I. Ordnung, die sich auf Wellen von der Lange (2 fl- I) tv 
beziehen wurden. Hierauf beruht die leichte Unterscheidbarkeit der 
Effekte verschiedener Ordnung. Abb. 31 zeigt die Haupteffekte I., 3. 
und h6herer Ordnung fUr eine einfache Sinuswelle. 

Nullpunktseffekt. In der Nahe des Punktes r/ = 0, der dem Still
stand des Gitters oder dem Augenblick entspricht, in dem sich das 
Friktionsradchen uber den Mittelpunkt der Scheibe bewegt, gelten die 
Dberlegungen nicht mehr, die zur Vernachlassigung der Terme 

'1+~ 
00 u' 

2 C """ ( 1)/,-1 J 
~ ~ -;fI-- r COS(2fl-1){J(~+r(t))dt 

/1=1 .'1. 

" 
fiihrten, da ihre zeitliche Frequenz (2 fl- I) {J w hier null wird, und 
da - weil aIle Ordinaten der Beobachtungsfunktion als Lichtmengen 
natiirlich positiv sind - das Ordinatenmittel Co nicht verschwinden kann. 

Stumpff, Periodenforschung. 20 
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Es ergeben sich also auch hier Parabeleffekte, deren Gleichungen wir 
offensichtlich erhalten, wenn wir in den alten Formeln v = 0 setzen. 
Die Scheiteldistanz ist fUr die Effekte I. Ordnung OJ, fur die der hOheren 

Ordnungen _ w __ . Es ist leicht einzusehen, daB sich die Effekte ver-
2",,-I 

schiedener Ordnung, die hier aIle an der gleichen Stelle auftreten, in 
Form einer "Gitterfunktion" ubereinanderlagern. Das ist naturlich 
auch ohne jede Theorie verstandlich, denn das Gesamtergebnis ist nichts 
anderes als das direkte Bild des langsam zum Stillstand gelangenden 

t ., I l 
· ~. t. I ,A ~~tt .. :':;' .~ 

r~ ~ J A !' "I 'r:t-I, ~ , 
• • t· " A, ...... ~ I' i • 

, I ."! .• 

! , I ! ! ! ( ! I I 

JO 25 20 15 10 5 o 
-n 

Abb. 32. Spektrum einer aus mehreren Sinuswellen zllsammengesetzten Funktion; bis zur 30. Harmonischen. 
(n = Ordnung der FOuRIER-Glieder. Die wahren Perioden liegen bei tJ. = 10,6, I2,8, 14,4, 18,0, 30,0.) 

und sich dann wieder in umgekehrter Richtung in beschleunigte Be
wegung setzenden Gitters selbst. In den Photogrammen (s. Abb. 3r, 
rechts) dient dieser, durch besondere Scharfe ausgezeichnete Nullpunkts
effekt zur Bestimmung des Nullpunkts (rJ' = 0) auf der Platte und 
daher als Bezugspunkt fur die Ermittlung der Ordnung der FOURIER
Wellen, deren Abbilder die Parabelscharen I. Ordnung sind. 

In Abb. 32 ist das Parabelspektrum einer aus verschiedenen Sinus
wellen zusammengesetzten Funktion wiedergegeben. 

7. Photomechanische Analyse langer 
Beobachtungsreihen. 

Bei sehr langen Beobachtungsreihen taucht eine Reihe neuer Fragen 
auf. SoIl eine FOURIER-Entwicklung einer sehr langen Reihe ausgefuhrt 
werden, so kommt es haufig auf periodische Glieder sehr hoher Ordnung 
an. Zum Beispiel treten bei der Analyse von Gezeitenkurven persistente 
Perioden auf, deren Wellenlangen dicht benachbart sind, und die daher 
nur auf Grund hinreichend langer Reihen voneinander getrennt werden 
konnen. So erfordert z. B. die Trennung einer mondtagigen und einer 
sonnentagigen Gezeitenperiode eine Beobachtungsreihe, die mindestens 
eine volle "Schwebung" dieser beiden Perioden umfaBt, damit die letz
teren im Periodenspektrum getrennt als benachbarte FOuRIER-Glieder 
erscheinen. Die erforderliche Lange der Beobachtungsreihe ist also 
mindestens 30 Tage, das sind bei stundlichen Ablesungen der Wasser
stande 720 Beobachtungswerte. Noch langere Reihen sind erforderlich, 
wenn etwa die Trennung einer sonnentaglichen von einer sterntaglichen 
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Periode gefordert wird, wie dies bei der Analyse der Effekte der sog. 
"Hohenstrahlung" der Fall ist. Aueh hier werden stiindliehe Beob
aehtungen gemaeht, die sieh, falls die beiden Perioden trennbar sein 
sollen, iiber ein Jahr erstreeken miissen. Es sind also 24.365 = 8760 
Einzelwerte erforderlieh - die beiden fragliehen Perioden bilden sodann 
das 365. und 366. Glied der FOURIER-Entwieklung. 

Natiirlieh lassen sieh Apparate konstruieren, die eine Ausdehnung 
des photographisehen Parabelspektrums bis zu einer derartig hohen 
Ordnung ermogliehen. Dabei ware aber zu beriieksiehtigen, daB das 
photographisehe Bild in der 1J-Riehtung sehr lang sein mliBte, damit 
die Parabeleffekte versehiedener Ordnung hinreiehend gut voneinander 
getrennt erseheinen. Die photographisehe Platte miiBte dann dureh 
einen Film ersetzt werden. Damit die Bedingung, daB die Beliehtungs
zeit mehrere Umlaufe des - in diesem Falle sehr langen - Kurven
streifens umfassen solI, erfUllt bleibe, miiBte die Bewegungsgesehwindig
keit der einzelnen Apparatteile erhoht werden, da sonst die Aufnahmezeit 
fUr das gesamte Spektrum zu groB werden wlirde. Der andere Ausweg, 
die Beliehtungszeit selbst dureh Erweiterung des Spaltes zu vergroBern, 
laBt sich nur bis zu einem gewissen Grade benutzen, da die Spaltbreite (j 
sich nieht beliebig steigern laBt. Sie muB vielmehr so klein bleiben, 
daB die Deutlichkeit der Parabelscharen (die bei groBer Zusammen
drangung der "Spektrallinien" sehr schmal und daher kleinparametrig 
gestaltet werden miiBten) nicht leidet. 

Nun sind die Falle, in denen eine derartig weit getriebene FOURIER
Entwicklung notig sein wird, verhaltnismaBig selten. Der photomeeha
nisehe Periodograph in seiner heute vorliegenden Form gestattet immerhin 
Entwicklungen bis zu 40-50, in extremen Fallen bis zu 100 Gliedern, 
was fUr die meisten vorkommenden Probleme vollig ausreicht. Es geniigt 
also hier, anzugeben, daB eine Erweiterung des Spektralbereichs tech
nisch moglich ist, wenn die oben angefiihrten Besonderheiten beachtet 
werden. In den meisten Fallen, wo lange Beobachtungsreihen vorliegen, 
ist die Existenz von kurzperiodischen persistenten Schwingungen wenig 
wahrscheinlich; eine Analyse, die bis zu den kleinsten Schwingungen 
herunterreicht, wiirde also meist das negative Resultat zeitigen, daB 
persistente Wellen groBer Frequenz nicht vorhanden oder nicht merklich 
sind. Hingegen ist es niemals ausgeschlossen, daB solche Wellen als 
quasipersistente Schwingungen auftreten. Eine FouRIERsehe Zerlegung 
liber ein sehr langes Analysenintervall ist dann irrefUhrend, da jede 
nicht persistente Welle dann in ein Spektralband aufgelost wird, und auch 
mehrere, an verschiedenen Stellen des Analysenintervalls auftretende 
zeitweilige Schwingungen derselben Periode, aber versehiedener Phase, 
sich mehr oder weniger aufheben. In solchen Fallen ist eine Analyse 
in mehreren Teilen vorzuziehen, wobei noch die Art der Teilung will
klirlich bleibt und von den Umstanden abhangig gemacht werden muB. 

20* 
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Die Moglichkeit einer vollautomatischen Analyse mit dem Periodo
graphen erster Art, die auf die etwaige Existenz quasipersistenter Perioden 
Riicksicht nimmt, besteht trotzdem, falls man die Analyse auf einem 
hinreichend langen Filmband registriert oder nur kurze Spektralabschnitte 
in einer Aufnahme untersucht. Man muB dann auf die Erfiillung der 
Bedingung 

verzichten und im Gegenteil die Kassettengeschwindigkeit u so sehr 
vergroBern, daB die Belichtungszeit 

(j L 
u<-;-

wird. Es wird dann jeder Umlauf der Kurve einzeln registriert. LaBt 
man w' klein, so wird zu jedem Umlauf eine hinreichend konstante und 

l ~ IA 
~ ~ I i. I,; '.; fa 
,. . " I 

15 10 5 o 
-n 

Abb.33. Unharmonische'Velle. Spektrum einer Sinusfunktion in einem Intervall, das 1172 \VeUenHingen 

umfa3t. 

sich von Umlauf zu Umlauf nur wenig andernde Gittergeschwindigkeit 
gehoren. Auf dem Film wird also jetzt eine Anzahl von Abschnitten 

von der Breite u' ~ entstehen, deren jeder eine Art von "Phasendia-
v 

gramm" darstellt, erzielt mit einer bestimmten (durch die jeweilige 
Gittergeschwindigkeit w gegebenen) Versuchsperiode. J e groBer die 
Abschnitte sich in der 1J-Richtung (d. h. in den Abbildungen waage
recht) ausdehnen, urn so mehr wird der Charakter des Gesamtbildes 
als "Parabelspektrum" verlorengehen, doch laBt sich dieser noch deut
lich erkennen, wenn man die Breite der "Abschnitte" nicht zu graB 
macht, wie dies z. B. in der Abb. 34 geschehen ist. Dort ist ein Versuch 
mit einer Kurve gemacht, die eine sin-Periode enthalt, die aber in dem 
Analysenintervall L nicht ganzzahlig enthalten ist, und deren Spektrum 
in Abb. 33 auf normale Art photographiert wurde. Man erkennt deut
lich, daB in jedem "Abschnitt" die Linien groBter Schwarzung linear 
verlaufen, aber entsprechend der Veranderlichkeit von w in jedem 
Abschnitt mit etwas verschiedener Neigung. Ferner erkennt man den 
Phasensprung, der nach jedem Kurvenumlauf, also beim Obergang von 
einem Abschnitt zum nachsten, eintritt. Trotz der mosaikartigen Fein
struktur des Bildes ist die Gesamtanordnung der einzelnen Effekte zu 
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einer Parabelstruktur entsprechend Abb. 33 deutlich erkennbar; da aber 
die friihere "Dampfungsbedingung" nicht erftillt ist, durchdringen sich 
benachbarte Parabelscharen sichtlich. Sie sind aber dort am deut
lichsten, wo die Neigung der Phasenlinien gegen die l]-Richtung klein ist; 
man sieht auch, daS die Stelle des Spektrums, die der wahren Periode 

77--

Abb. 34. Unharmonische Welle (Periode bei n = II-&; s. Abb. 33) Feinstruktur. Die einzelnen KurvenumW.ufe 

Sllld deutlich getrennt. 

entspricht, an der also die Phasenlinien genau in der l]-Richtung ver
laufen, zwischen den Achsen der beiden deutlichsten Parabelscharen 
verlauft, wie es der Theorie zufolge auch zu erwarten ist. 

8. Der Periodograph zweiter Art. 
Die im vorigen Abschnitt beschriebene Methode, durch Aufnahme 

der Feinstruktur des photographischen Periodenbildes Phasendiagramme 
zu erzeugen, ist numerisch nur roh auswertbar, weil die Gittergeschwindig
keit, die zur Ermittlung der jeweiligen "Versuchsperiode" bekannt 
sein muS, wahrend jedes Kurven
umlaufs nicht streng konstant 
bleibt und auch ihrer GroSe nach 
nur ungenau bekannt ist - das 
letztere insbesondere deswegen, 
weil die Steuerung der Gitter
bewegung durch die Friktions
scheibe nicht exakt genug ist. Periodograph II. Art~~~;e5~atiSCher Grundril.l). 

Zur Erzeugung exakt auswert-
barer Phasendiagramme ist deswegen von STUMPFF ein Periodograph 
zweiter Art erbaut worden, der mit konstanter, durch auswechselbare 
Zahnrader genau regulierbarer Gittergeschwindigkeit in Verb in dung mit 
einer exakten Fuhrung des Kurvenstreifens arbeitet. Dieser Apparat 
leistet bei der Untersuchung langer Beobachtungsreihen auf quasipersi
stente Perioden ganz ausgezeichnete Dienste. Als Versuchsperioden 
dienen die FouRIER-Perioden, die zu einem maSig langen Grundintervall 
von n Beobachtungen (z. B. n = IZO) gehoren. 

Der Apparat besteht aus zwei mit bestimmtem Umdrehungsverhaltnis 
urn diegleiche Achse rotierenden zylindrischen Trommeln K und G (Abb. 35). 
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a Gesamtbild. 

b Obne VerscbluBkappc und Beleucbtung. 

c Obne Gitter, mit eingespanntem Lochstreifen. 

Abb. 36a- c. Pbotomecbaniscber Periodograpb II. Art. 
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Gist ein aus Metall geschnittenes Gitter, dessen Stabe der Achse parallel 
verlaufen. Die Zahl der gleichmaBig uber die Mantelflache verteilten Stabe 
sei s. Kist ein etwas kleinerer Zylinder aus mattiertem Glas, der an einer 
Stelle langs der Mantellinie aufgeschnitten ist und somit einen schmalen 
Spalt frei laBt. Der sehr lange Kurvenstreifen, in den die Beobachtungs
reihe wie fruher gelocht wird, kann bis zu 2400 Beobachtungswerte 
aufnehmen und tragt an seinen 
beiden Randern auBerdem noch 
Fuhrungs16cher, die eine genaue 
Bewegung ermoglichen. Der Kur
venstreifen wird (das Ende der 
Beobachtungsreihe nach inn en) 
zusammengerollt und auf eine 
Walze WI gesteckt, die sich im 
Innern des Glaszylinders befin

Abb. 37. Phasendiagramm einer langeren Kurve mit 
quasipersistenten, einander ablosenden Silluswellen 

wechselnder Peri ode. 

det. Der Anfang des Streifens wird vor Beginn der Aufnahme durch 
die Lucke gezogen, auBen urn den Glaszylinder herum und wieder 
durch die Lucke hinein und auf die Walze W2 gefiihrt. WI und W2 

sind mit dem Glaszylinder durch einen Boden fest verbunden und 

a b 

Abb. 38a-C. Lineare P basendiagramme, aufgenommen mit dem Periodographen II. Art. a Periode = 
Versuchsperiode; b Pericde < Vusuchspericde; c Zwei Perioden sind der Versucbspericde. benachbart 

« und ». Die Phasenlinien durchdringen sich. 

rotieren mit ihm. Wahrend des Aufnahmevorgangs ist Sorge getragen, 
daB - durch ein System von Fuhrungswalzen, die in die Fuhrungslocher 
des Kurvenstreifens eingreifende Zapfen tragen - der Streifen langsam 
von WI ab- und auf W 2 aufgewickelt wird. Der Zylinderumfang ist so 
groB, daB genau n (= 120) Beobachtungswerte auf ihm Platz finden, 
und die Verschiebung des Streifens durch den Abwicklungsvorgang ist 
so geregelt, daB bei jedem Umlauf von K eine Verschiebung des Streifens 
urn zwei Werte eintritt. (UmfaBt also die Gesamtreihe 2400 Werte, 
so ist, wenn bei Beginn der Aufnahme die ersten 120 Werte urn den 

Zylinder liegen, nach ~ (2400-120) = II40 Umdrehungen des inneren 

Zylinders die Verschiebung so weit vorgeschritten, daB nunmehr die 
letzten 120 \iVerte die Stelle der erst en eingenommen haben). \iVahrend 
jedes Umlaufs von K gleiten also 120 + 2 = 122 Beobachtungswerte an 
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dem feststehenden Aufnahmeapparat A vorbei. Da aber der Zylinder 
selbst nur I20 Werte faBt, so ist dafur gesorgt, daB an der Sprungstelle 
auf einen Wert Yv immer YV+120 folgt. Die Grundperiode der Analyse 
ist also genau n = I20. Das Gitter hat nun, wie schon erwahnt , s Stabe, 
wobei zunachst s = 60 + x gesetzt werden moge. Es sei 

1750 
A 

1800 : 1850 
: B 

Abb. 39. Phasendiagramm der Son
nenfleckenrelativzahlen 1750-1930. 
Versuchswelle I2l / '.! Jahre. Man 
unterscheidet 3 Abschnitte: 

A: I 750-I 793 Periode 9" .50 
B : I794- I 830 I2 a .54 
C : I 83I- I930 II " .37 

1m Abschnitt B sind die Relativ
zahlen durchweg klein geweseu, 
daher die geringe Schwarzung des 

Negativs. 

V die Umlaufszeit von K, 
W. die Umlaufszeit von G, 

und es ist dann moglich, durch Einschaltung 
verschiedener Zahnrader in den Mechanismus, 
der die Bewegung von K mit der von G ver
bindet , zu bewirken, daB 

W =V ·~. v v (v = I, 2, .. . , r) 

Wie groB muB dann s bzw. x sein, damit als 
Aufnahmeergebnis das Phasendiagramm der v
ten FOURIER-Periode des Analysenintervalls 
entsteht? Offenbar ist dazu notig, daB v Gitter
stabe an A vorbeigehen, wahrend gleichzeitig 
I20 Beobachtungswerte mit dem Zylinder K an 
der gleichen Stelle vorbeigefiihrt werden. Das 
letztere geschieht offensichtlich in der Zeit 

V. I20 = V.~,. 
I22 61 

Abb. 40. Phascndiagrall11n einer m eteorologischen Beobachtungsreihe: Luftdruck Hamburg von 1923-1930. 
Versucbswelle 24 Tage, Analysenintervall 120 Tage (Wafte Harmonische). 

Wahrend eines Gitterumlaufs Wv werden 60 + x Gitterstabe an A 
vorbeigeleitet, in der Zeit V also 

v (6 ) G' b d . V 60 d -60 0 + x Ittersta e, III er ZeIt . fu aher 

:1 (60 + x) Gitterperioden. 

Damit also die obige Forderung, daB in der gleichen Zeit I20 Beob
achtungswerte und v Gitterperioden an A vorbeigehen, erfiillt sei, ist 
es notig, X=I 

zu setzen. Das Gitter muB demnach 6I Stabe besitzen. 
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In Abb. 36a-c ist der Apparat selbst gezeigt, in Abb. 37-40 sind 
verschiedene Analysenbeispiele abgebildet. 

9. Das Polarisationsperiodometer. 

Die bisher beschriebenen photomechanischen Periodographen haben 
den Vorteil, daB mit ihrer Hilfe periodographische Arbeiten jeder Art 
in qualitativer Hinsicht schnell und umfassend ausgefiihrt werden 
konnen. Der Periodograph erster Art liefert die spektrale Zerlegung 
einer Beobachtungsreihe in einem beschrankten Analysenbereich in 
FOURIER-Perioden, wobei die Amplituden der einzelnen Oberschwin
gungen durch die Schwarzungsintensitat der auftretenden Parabel
scharen ihrem Betrage nach gegeneinander abgeschatzt werden konnen. 
Die Aufnahme eines Parabelspektrums ersetzt also die rechnerische 
Durchmusterung einer gegebenen Beobachtungsreihe nach persistent en 
Perioden durch eine Periodogrammanalyse. Die Bestimmung der nume
rischen Werte der Amplituden, etwa durch eine photometrische Auswer
tung der Aufnahme, ist dagegen nur sehr ungenau moglich. Der Periodo
graph zweiter Art liefert fiir verschiedene Versuchsperioden die Phasen
diagramme, und zwar, da hier exakte BewegungsfUhrung vorliegt, mit 
einiger und fUr viele praktische Zwecke ausreichende Sicherheit. Aller
dings lassen sich hierbei auch nur relative Phasen messen, d. h., 
urn auch absolute Phasen zu erhalten, ist es notig, mindestens fUr 
ein Teilintervall den Phasenwert auch numerisch zu bestimmen, damit 
die Bezugslinie des Phasendiagramms festgelegt werden kann. Die 
Amplituden konnen, ebenso wie beim Periodographen erster Art, roh 
abgeschatzt werden. 

Der hauptsachlichste Nachteil der photomechanischen Verfahren, der 
sowohl den Apparaten von DOUGLASS, wie den en von STUMPFF anhaftet, 
ist demnach die Unmoglichkeit, genauere Bestimmungen der Amplituden 
zu erhalten, die iiber eine oberflachliche Schatzung hinausgehen. Theo
retisch ist zwar die lVIoglichkeit einer photometrischen Auswertung der 
Aufnahmen gegeben - es sind aber zwei Griinde vorhanden, die der 
praktischen Verwirklichung dieser lVIoglichkeit entgegenstehen: Der 
erste Grund wurde schon weiter oben erwahnt: Der Grad der Schwarzung 
ist bei photographischen Effekten nicht immer in eine feste Beziehung 
zu Belichtungsintensitat und Belichtungszeit zu bringen; die sog. Schwar
zungsfunktion, die diese Beziehung regelt, ist vielmehr von der Beschaffen
heit der Platte und der Art des Aufnahme- und Entwicklungsvorgangs 
abhangig; auch ist nicht immer die Gewahr vorhanden, daB wahrend 
der gesamten Aufnahmezeit die benutzte Lichtquelle konstant bleibt. 
Der zweite Grund liegt darin, daB anstatt einer rein sinusformigen 
Hilfsschwingung, wie sie in der numerischen Analyse benutzt wird, 
ein Gitter zur Verwendung kommt, das ja gleichzeitig eine ganze Reihe 
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solcher Hilfsschwingungen reprasentiert. Es hat sich zwar ergeben, 
daB die von den hoheren Oberschwingungen der Gitterfunktion her
rfihrenden Effekte sich leicht von den Effekten der Hauptschwingung 
unterscheiden lassen. Immerhin verhindern diese Effekte hoherer Ord
nung, die sich den Haupteffekten fiberlagern, eine genaue photometrische 
Auswertung der letzteren. Es ist also gut, sich klar zu machen, daB die 
photomechanischen Periodographen, gleich, welcher Art, nur als Hilfs
mittel anzusehen sind, mit denen sich der Forscher fiber die periodischen 
Eigenschaften einer Beobachtungsreihe einen schnellen und vollstandigen 
Oberblick verschaffen kann. Sie sind also ausgesprochene Durchmuste
rungsapparate und leisten in dieser Eigenschaft allerdings hervorragende 
Dienste. 

Es ist jedoch nicht von der Hand zu weisen, daB das optische Inter
ferenzprinzip Moglichkeiten in sich tragt, die weit fiber das hinausgehen, 
was durch die oben beschriebenen Apparate geleistet wird. Es laBt 
sich denken, das Interferenzprinzip so zu verwerten, daB exakte photo
metrische Messungen von PeriodogrammgroBen, also sowohl von Ampli
tuden und Phasen, als auch von den rechtwinkligen Periodogrammkompo
nenten bzw. FOURIER-Konstanten selbst moglich werden. Der Verfasser 
hat einen solchen Apparat entworfen, der zur Zeit im Institut fUr Perioden
forschung (Berlin) gebaut wird. Dieses Instrument, das als "Polari
sationsperiodometer" bezeichnet werden konnte, vermeidet die beiden 
oben aufgefUhrten N achteile der photomechanischen Periodographen 
vollig: Auf die Verwendung der Photographie, die eine genaue Ampli
tudenmessung unmoglich macht, wird zugunsten der direkten photo
metrischen Messung der Interferenzeffekte verzichtet; ferner wird auch 
als optische Hilfsschwingung nicht die Gitterabblendung, sondern die 
gemaB einem Sinusgesetze erfolgende Abblendung mit Hilfe von Polari
sationsprismen verwendet. 

Die Beobachtungsreihe, deren FOURIER-Konstanten zu bestimmen 
sind, moge wiederum in der fiblichen Weise durch eine gestanzte Schablone 
dargestellt werden, die urn eine (von innen zu beleuchtende) aus mattem 
Glas gefertigte transparente Trommel herumgelegt werde. Urn das 
langwierige Stanzen der Kurvenstreifen fiberflfissig zu machen, kann 
auch folgende Einrichtung vorgesehen werden: Die Trommel, die in 
diesem Falle aus Metall bestehe, enthalte auf ihrem Mantel eine Reihe 
von gleichabstandigen und gleich breiten Schlitzen, die dicht nebenein
ander liegen und einzeln durch Schieber bis zu einer bestimmten Hohe 
geoffnet werden konnen. Eine Skala gestattet, jeden Schlitz so weit 
zu offnen, daB seine Lange dem jeweils gewiinschten Beobachtungswert 
entspricht, die durch den Schlitz heraustretende Lichtmenge also dem 
zugehorigen Beobachtungswert proportional ist. Die Trommel drehe 
sich mit sehr groBer Geschwindigkeit urn ihre (senkrechte) Achse 
(Abb·41). 
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In der Bildebene B einer Zylinderlinse C, deren Achse der Trommel
achse parallel, also auch senkrecht steht, wird nun eine optische Abbil
dung (sweep) des jeweils an der Zylinderlinse vorbeilaufenden "Beob
achtungswertes" erzeugt. An einer bestimmten Stelle der Bildebene (F) 
ist also die Helligkeit (und zwar Hings einer durch F gehenden, zur 
Trommelachse parallelen Linie) in jedem Augenblick t der Funktion 

t(~+vt) (3) 
proportional, wenn die Beobachtungsfunktion im Grundintervall (Trom
melumfang u = 2n) durch die Entwicklung 

n 

t (x) = Co +.I cvcos'V (x + qv), 
.=1 ' 

dargestellt wird. Speziell ist also die Beleuchtung an zwei Punkten PI 
und P 2 der durch F gehenden Ordinate der Bildebene gleich und, 

c 

~ ~ ~ 
-It- - - -F"'7"I--t=7l- - - - - - i\.. 
-v.--~-~-----~ 

I' 
-1\-- - -r=7"t- r=:;:::"I- - - - - ;~-h w 
,y--~-~-----~ 

11, R, S, i 
~OK 

Abb.41. Poiarisationsperiodometer (schematisch). 

bis auf eine von der Helligkeit der Lichtquelle abhangige multi
plikative Konstante, durch den Ausdruck (3) darstellbar. Durch eine 
in PI angebrachte Blende werde nun ein sehr kleines kreisformiges 
Stuck aus der Bildebene herausgeblendet und durch ein Mikroskop
objektiv Ml in die Gesichtsfeldebene eines orthoskopischen Okulars Ok 
projiziert. Unterwegs gehe das von PI ausgehende Lichtbundel durch 
zwei Nikols R1 (Polarisator) und 51 (Analysator) und werde an der reflek
tierenden Diagonalflache eines Photometerwurfels W urn 90° abgelenkt. 
Der Polarisator Rl stehe fest, der Analysator 51 kann urn seine (hori
zontale) Achse meBbar gedreht werden. Zunachst sei angenommen, 
daB die beiden Nikols im gleichen Positionswinkel stehen; dann wird 
alles Licht durchgelassen. Dreht sich nun die Trommel sehr schnell, 
so empfindet das Auge eine Helligkeit, die dem Mittelwert der Beob-
achtungsreihe 2" 

10 = f t (x) d x = 2n Co 
proportional ist. 0 
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Eine entsprechende Einrichtung ist nun vor P 2 angebracht. Hier 
geht das Licht ebenfalls durch ein Objektiv M 2 , sodann durch zwei 
NIKoLsche Prismen R2 und S2 und werde schlieBlich durch ein total 
reflektierendes Prisma ebenfalls in die Gesichtsfeldebene des Okulars 
gebracht und dort abgebildet, wobei es noch den Photometerwiirfel zu 
passieren hat. Befindet sich nun in dem spiegelnden Belag der Diagonal
Wiche des Photometerwiirfels eine kleine OHnung, so erscheint das Bild 
von P 2 , durch das Okular betrachtet, im Innern dieser Offnung, wahrend 
das Bild von PI in dem ringformigen Gebiet urn die OHnung herum 
sichtbar ist. Bis auf Unterschiede, die durch etwaige Verschiedenheiten 
der Lichtabsorption auf beiden Wegen entstehen, ist also, solange sich 
auch die Nikols R2 und S2 in der Normalstellung (vollige Durchsichtigkeit) 
befinden, die beobachtete Helligkeit innerhalb der OHnung des Photo
meterwiirfels und in dem Ringgebiet auEerhalb der Offnung gleich -
vollige Gleichheit laBt sich notigenfalls durch Anbringung eines photo
metrischen Keils an einer geeigneten Stelle eines der beiden Lichtwege 
erzielen. 

Nun werde der Polarisator R2 durch einen mit dem Trommelantrieb 
in Verbindung stehenden Mechanismus gleichfalls in sehr schnelle Um
clrehung urn seine in Richtung des Lichtweges liegencle optische Achse 

versetzt. Betragt clie Umdrehungsgeschwincligkeit von R2 clas : -fache 

cler Trorr:.melumdrehung, so beobachtet man im inneren Teil des Gesichts
feldes eine Helligkeit proportional 

Iv = J~ (x) cos2 ~ x dx = ~ II J"'f (x) clx + Tl (x) COSy x d)r' 
o 0 0 

Dreht man dagegen den Analysator S2 urn 45°, so erhalt man 

I;= J"f(X)COS2~ (x-~)clx= ~ Ilf(X)clX+ J"'f(x)sinyxdx
I
I . 

000 

Dreht man auch den Analysator SI urn 45°, so erhalt man im auEeren 
Teil (Ringgebiet) des Gesichtsfeldes 

I ' - T 2 n - 10 - I J f ( ) cl o - J 0 cos 4 - 2 - 2 X x. 
o 

Demnach ist cler Unterschied zwischen clen Helligkeiten im inneren uncl 
auEeren Teil des Gesichtsfeldes 

271: 

Iv-I~= ~ J f(x)cosyxclx 
o 

bzw. I;- I~ = ~ J f (x) sinY xclx. 
o 
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Man kann mit Hilfe dieser Einrichtung nunmehr folgende Aufgaben 
losen: 

I. Man dreht 51 so lange, bis gleiche Helligkeit in heiden Teilen des 
Gesichtsfeldes herrscht. 1st der Positionswinkel von 51 unter diesen 
Umstanden cp, so ist im Ringgebiet 

Irp = Iocos2 (cp-:) = Iv U;) 
also 

i (bzw. j:) = : (I + sin 2 cp); sin 2 cp = J. F/~ bzw. J~"""to J:, . 
Da kleine Helligkeiten genauer miteinander vergleichbar sind als groBe, 
so wird man dies Verfahren nur dann anwenden, wenn I~ < Iv bzw. 
I~ < I:· Andernfalls dreht man nicht 51> sondern 52' urn gleiche Hellig
keit zu erzielen, und erhalt 

I~ = ]" cos2 cp bzw. I~ = I: cos2 (cp - .~-) • 
4, 

2. Amplitude und Phase einer FOURIER-Periode ermittelt man direkt, 
indem man 52 solange dreht, bis (im inneren Gesichtsfeldteil) das Mini
mum der Helligkeit erreicht ist. Der Drehungswinkel, der dazu' notig 
ist, ergibt die Phase; die Amplitude erhalt man (immer im Verhaltnis 
zu I~, das als bekannt vorausgesetzt werden darf), indem man 51 nach
dreht, bis wieder gleiche Helligkeit hergestellt ist. 

Die hier geschilderte Konstruktion des Apparates erlaubt die Bestim
mung der numerischen Werte von FOURIER-Konstanten durch direkte 
visuelle photometrische Messungen. Eine technische Schwierigkeit, die 
allerdings zu uberwinden sein durfte, liegt in den erforderlichen Rotations
geschwindigkeiten, die sehr groB sein mussen, damit das Auge den perio
dischen Lichtwechsel nicht mehr als solchen empfindet. Andernfalls 
entsteht ein "Flimmern", das die Messung der Integralhelligkeiten 
erschwert und das Auge des Beobachters zu sehr anstrengt. Die erforder
lichen Umdrehungszahlen, die insbesondere fUr den Polarisator R2 sehr 
groB sind, wenn die Messung von FOURIER-Konstanten hoher Ordnung 
verlangt wird, lassen sich aber, wenn die rotierenden Apparatteile gut 
und leicht beweglich gelagert sind (Kugellager), mit Hilfe eines Elektro
motors von hoher Umdrehungszahl erreichen. 

Mit wesentlich geringeren Umdrehungsgeschwindigkeiten kommt 
man aus, wenn an Stelle der visuellen Messung die auch sehr viel genauere 
lichtelektrische Messung eingefUhrt wird. 
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