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Vorwort.

Im vorigen Jahrhundert hat der Forscher, der sich mit periodischen
Eigenschaften von Naturvorgingen zu beschiftigen hatte, kaum andere
Hilfsmittel besessen, als ihm die Theorie der FouriERschen Reihen
lieferte. Erst die um die Jahrhundertwende erfolgte Erfindung des
Periodogramms durch ARTHUR SCHUSTER brachte hierin eine Anderung,
die im wesentlichen auf einer grundlegenden Verschiebung der Frage-
stellung beruhte: Die auf der FouriERrschen Theorie der trigonometrischen
Reihenentwicklung gegriindete Harmonische Analyse 16ste die Aufgabe,
empirische Funktionen oder Beobachtungsreihen interpolatorisch durch
eine Folge von Sinuswellen darzustellen oder anzunihern — die Periodo-
grammtheorie stellt dariiber hinaus die Frage, welchen Realitdtswert
solche Wellen besitzen, und stellt durch die, wenn auch noch so proble-
matische, Antwort auf diese Frage die Verbindung her, die zwischen
der rein mathematischen und der physikalisch-naturwissenschaftlichen
Auffassung eines konkreten Problems bisher noch fehlte. Dieser Begriff
der physikalischen Realitdt hat iiberall dort einen wohlbestimmten Sinn,
wo die GesetzmiBigkeiten eines Naturvorgangs wenigstens ihrer Form
nach bekannt sind. In all den zahlreichen Féllen hingegen, wo diese
Gesetzmifligkeit selbst oder ihre Form dem Forscher als Unbekannte
entgegentritt, erhilt der Realitidtsbegriff einen unbestimmten Charakter —
es ist dann sinnvoller, von der mehr oder weniger groBen Wahrschein-
lichkeit der Realitdt, als von Realitdt schlechthin zu sprechen. Seit
ScHUSTER beschrinken sich die Aufgaben der Periodenforschung also
nicht auf rein analytische Probleme, sondern greifen weit auf das Gebiet
der Statistik {iiber.

Die Erweiterung der Grundlagen der Periodenforschung hat zu einer
fortschreitenden Verbesserung der Methoden in theoretischer und prak-
tischer Hinsicht gefithrt. Diese Entwicklung, die durch mannigfache
Erfahrung bei der Behandlung akuter wissenschaftlicher Aufgaben
unterstiitzt und geférdert worden ist, kann auch heute noch keineswegs
als abgeschlossen gelten. Seitdem ich, vor nunmehr 10 Jahren, in meinem
Leitfaden: ,, Analyse periodischer Vorginge' eine Zusammenfassung der
bis dahin bekannten Methoden der Periodenforschung unternommen
habe, ist diese Entwicklung unaufhaltsam fortgeschritten. Es sind nicht
nur neue Methoden zur Losung alter Probleme auf rechnerischem oder
instrumentellem Wege gefunden worden, sondern es hat sich auch auf
Grund neuer praktischer Erfahrungen die Méglichkeit ergeben, den Zu-
sammenhang zwischen verschiedenartigen Losungen von héheren Gesichts-
punkten aus zu erkennen und zu einer einheitlicheren Gestaltung des
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Ganzen zu verwerten. Besonders fruchtbar ist in dieser Hinsicht die
grofe Aufmerksamkeit gewesen, die in neuerer Zeit den ebenso wichtigen
wie schwierigen Problemen geschenkt worden ist, die mit dem periodischen
Charakter meteorologischer Erscheinungen zusammenhingen. Das Inter-
esse an den -zeitlich stark begrenzten Schwingungsvorgingen in der
Atmosphire ist besonders durch die Arbeiten von WEICKMANN und
seiner Leipziger Schule geweckt worden. Die Einordnung der Theorie
des statistischen und analytischen Verhaltens solcher ,,quasipersistenter
Schwingungen in die klassische Periodogrammtheorie verdanken wir
hauptsidchlich den neueren Arbeiten von J. BARTELS, die sich ins-
besondere auf Erfahrungen bei erdmagnetischen Erscheinungen stiitzen.

Das dem Meteorologischen Institut der Universitit Berlin angegliederte
und vom Verfasser geleitete ,,Institut fiivr Periodenforschung'* verfolgt
seit 1934 die Aufgabe, die Grundlagen und Methoden der Perioden-
forschung zusammenzufassen, zu erweitern, zu verbessern und sie ins-
besondere der Erforschung meteorologischer Perioden nutzbar zu machen.
Eine erneute und wegen der Fortschritte der letzten 10 Jahre weit iiber
den Rahmen der oben erwihnten ,,Analyse periodischer Vorginge
hinausgreifende Zusammenfassung dieser Grundlagen und Methoden
erschien daher gerechtfertigt. Das neue Werk soll das alte nicht iiber-
fliissig machen — es ist im folgenden oft auf die Ausfithrungen der
,7Analyse periodischer Vorginge” Bezug genommen worden — sondern
es vielmehr erginzen. Es konnten daher manche Einzelheiten, sofern
sie nicht gerade fiir das Verstindnis der Grundlagen wichtig waren,
hier kurz gefaft werden, wenn ein Hinweis auf die ausfithrlichere Dar-
stellung in der ,,Analyse periodischer Vorginge Ersatz bot. (Solche
Hinweise sind unter der Abkiirzung 4.4.V. mit folgender Seitenzahl
gegeben.) Dafiir ergab sich dann Raum fiir eine breitere Behandlung
neuerer Methoden und grundsitzlicher Uberlegungen, auf die ich hier
besonderen Wert gelegt habe. '

Der gesamte Stoff ist in sechs Kapiteln behandelt, von denen die
ersten beiden sich mit Grundlagen, Theorie und Praxis der Harmonischen
Analyse beschiftigen. Die beiden nichsten Kapitel behandeln die
analytischen und statistischen Grundlagen der Periodogrammrechnung.
Das fiinfte Kapitel gibt einen kurzen Uberblick iiber diejenigen ana-
lytischen Methoden der Periodenbestimmung, die sich neben der Periodo-
grammrechnung Geltung verschafft haben. Das letzte Kapitel enthilt
eine Beschreibung der wichtigsten physikalischen Hilfsmittel und MeB-
methoden der Periodenforschung, soweit sie nicht, wie die mechanischen
Harmonischen Analysatoren und das Hoirerita-Lochkartenverfahren,
schon in den fritheren Kapiteln im Zusammenhang mit den dort be-
schriebenen numerischen Methoden aufgefithrt worden sind. Auf die
Aufnahme einiger weiterer Abschnitte, die sich auf verwandte Probleme,
wie z. B. die Theorie und Praxis der Kugelfunktionen oder spezielle
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Fragen der Fehlertheorie und der Korrelationsrechnung bezogen, mulite
aus Raummangel verzichtet werden.

Die einzelnen Kapitel sind in Abschnitte unterteilt worden. Hinweise
auf Abschnitte fritherer oder spéaterer Kapitel sind in der Form gegeben,
daB neben der in rémischen Ziffern ausgedriickten Kapitelnummer die
Nummer des Abschnitts in arabischen Ziffern steht, z. B. (IV, 5).
Formeln sind grundsitzlich nur dann numeriert, wenn an anderer Stelle
auf sie Bezug genommen werden muBte. Die Numerierung (ein-
geklammerte arabische Zahl) erfolgte fiir jedes Kapitel, mit (1) beginnend,
durchlaufend. Bei Bezugnahme auf Formeln anderer Kapitel ist also
stets die Kapitelnummer hinzugefiigt; fehlt die Kapitelangabe, so ist
das laufende Kapitel gemeint.

Literaturhinweise sind durch den Vermerk (Lit.) mit nachfolgender
Nummer gegeben und beziehen sich auf das nach Autoren alphabetisch
geordnete Literaturverzeichnis am Ende des Buches, das die wichtigsten
Abhandlungen des modernen periodographischen Schrifttums umfaft,
ohne auf Vollstindigkeit Anspruch zu erheben. Insbesondere konnten
von den auBerordentlich zahlreichen Anwendungen periodographischer
Methoden auf naturwissenschaftliche, namentlich geophysikalische Einzel-
fragen nur die wichtigsten und methodisch interessantesten aufgenommen
werden, ohne daf} jedoch mit dieser Auswahl ein Werturteil verbunden
sein soll.

Ich hoffe, daB3 dies Lehrbuch nicht nur dem theoretisch interessierten
Leser Anregung zum weiteren Ausbau der Grundlagen und Methoden
der Periodographie bietet, sondern daf auch der Praktiker in ihm alles
finden wird, was zu einer richtigen und zweckmiBigen Anwendung dieser
Methoden auf die in den verschiedensten Forschungsgebieten auf-
tauchenden Periodenprobleme notwendig ist. Leider reichte der zur
Verfiigung stehende Raum nicht aus, um (mit Ausnahme der im zweiten
Kapitel behandelten Praxis der Harmonischen Analyse) {iberall praktische
Rechenbeispiele einzufiigen. Es ist jedoch geplant, dies Versiumnis in
einer Sammlung von Hilfstafeln, Formeln und Aufgaben der Perioden-
forschung nachzuholen, die in Kiirze im gleichen Verlage erscheinen soll
und sich eng an die theoretischen Ausfithrungen des vorliegenden Werkes
anlehnen wird.

Fiir die Durchsicht des Manuskripts und der Formeln bin ich Friulein
J. PraFF, fiir die Ausfithrung der zahlreichen photographischen Aufnahmen
dem Mechaniker des Instituts fiir Periodenforschung, Herrn R. ENGLER
und fiir die Hilfe bei der Korrektur Friulein I. BECk, zu groBem Dank
verpflichtet. Der Verlagsbuchhandlung Julius Springer danke ich fiir das
Interesse an dem Zustandekommen des Buches und fiir dessen schéne und
sorgfiltige Ausgestaltung.

Berlin, Mirz 1937. K. STUMPFF
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Erstes Kapitel.

Reihenentwicklung und ndherungsweise
Darstellung empirischer Funktionen.

1. Empirische Funktionen.

Der Begriff einer Funktion einer oder mehrerer Verdnderlicher ist
aus der hoheren Mathematik wohlbekannt. Eine Zahl x (Abszisse,
Argument, unabhingige Verdnderliche genannt) moge innerhalb eines
Zahlenbereiches alle oder ausgewihlte Werte annehmen koénnen. Ver-
moge einer gegebenen Vorschrift soll dann jedem dieser Werte x eine
Zahl y zugeordnet sein; diese von x abhingige Zahl nennen wir eine
Funktion von x(y=7f(x)), auch wohl Ordinate oder abhingige Ver-
anderliche. Ebenso gibt es Funktionen, die von mehreren Variablen
(%, 9,2, ...) abhingen, die also erst dann zahlenmiBig bekannt sind,
wenn allen unabhiingigen Variablen bestimmte Werte zugeschrieben
werden.

Empirisch nennen wir eine Funktion, wenn sie nicht durch einen
mathematischen Ausdruck, durch rechnerische oder gedankliche Vor-
schriften; sondern durch Beobachtung oder Registrierung eines Natur-
vorgangs oder irgendwelcher der Erfahrung entnommenen Gegeben-
heiten gewonnen worden ist. Die unabhingige Variable ist in sehr vielen
Fillen die Zeit; wir sprechen dann von einem Vorgang, oder richtiger
von der zahlen- oder kurvenmiBigen Wiedergabe eines Vorgangs.
Der beobachtete Vorgang sei etwa die Anderung des Luftdrucks an
einem bestimmten Beobachtungsort wihrend eines bestimmten Zeit-
raums. Ist der Vorgang (in diesem Falle durch einen Barographen)
fortlaufend graphisch registriert worden, so haben wir eine Beobachtungs-
kurve vor uns; ist der Vorgang nicht fortlaufend, sondern nur an aus-
gewihlten Zeitpunkten (Beobachtungsterminen) durch Ablesung eines
Instruments gemessen worden, so sprechen wir von einer Beobachtungs-
rethe oder -folge. Sind die zwischen den einzelnen Beobachtungsterminen
liegenden Zeitriume gleich, so heiflt die Reihe gleichabstindig oder
iquidistant. Die Stelle der Zeit als unabhingige Variable kann natiirlich
auch durch eine rdumliche Koordinate vertreten werden. Beispiele fiir
solche rdumlichen Funktionen mit einer Verdnderlichen: Luftdruck-
verteilung lings eines Breitenkreises der Erde; Meereshéhe, erd-
magnetische Intensitit, Schwere lings eines Weges auf der Erdoberfliche

Stumpff, Periodenforschung. I
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(StraBe, Eisenbahnlinie, Gelandeprofil). Solche ,,Ortsfunktionen’ kénnen,
den 3 Koordinaten des Raumes entsprechend, auch von zwei oder drei
Variablen abhingen; als vierte Variable kommt in manchen Fillen noch
die Zeit hinzu. — Beispiele andersartiger GréBen, die als unabhingige
Variable vorkommen, findet man besonders zahlreich in der Stafisiik.
Zum Beispiel gilt dies fiir Hiufigkeits- oder Verteilungskurven, die als
empirische Funktionen oft von sehr verschiedenartigen Argumenten ab-
hingen.

Obwohl die empirischen Funktionen demnach sehr mannigfaltig ge-
staltet sein koénnen, gibt es doch gewisse Eigenschaften, die ihnen ihrer
Natur gemiB anhaften und sie aus der viel groBeren Mannigfaltigkeit
aller denkbaren Funktionen deutlich abgrenzen. Allgemein gilt zun4chst:

a) die Grenzen des Arguments, innerhalb derer die empirische Funktion
definiert ist, sind endlich,

b) alle empirischen Funktionen sind eindeutig und beschrankt, d. h.
zu jeder Stelle des Definitionsbereiches gehért héchstens ez Funktions-
wert, und die Betrige aller Funktionswerte liegen unterhalb einer end-
lichen Schranke.

Fiir fortlaufend registrierte Beobachtungsergebnisse (hier diirfen wir
uns auf den Fall einer einzigen unabhingigen Variablen beschranken)
gilt auBerdem:

c) jede in einem stetigen Bereich einer unabhingigen Variablen
definierte empirische Funktion ist héchstens an endlich vielen Stellen
des Bereiches unstetig. Geometrisch gesprochen: die Funktion 148t sich
als Kurve zeichnen, die gegebenenfalls an isolierten Stellen ,,Spriinge’’
aufweisen darf. Fiir die Sprungstellen gilt die unter b) erwdhnte Ein-
deutigkeit der Funktion eigentlich nicht, sie wird aber wieder hergestellt,
wenn wir fir die Sprungstelle besondere Festsetzungen treffen. Wir
werden spiter sehen, daB es mathematisch zweckmiBig ist, der Sprung-
stelle weder den vorderen noch den hinteren Grenzwert der Funktion,
sondern das arithmetische Mittel aus beiden als Funktionswert zuzu-
schreiben.

Aus c) folgern wir noch, daB empirische Funktionen immer sntegrierbar
sind. Uber ihre Differenzierbarkeit ist jedoch nichts ausgesagt. Ist zu-
sitzlich bekannt, daB sie in bestimmten Teilintervallen differenzierbar
ist, so wollen wir sie daselbst ,,glaft’ nennen. Stetige Punkte mit un-
stetiger erster Ableitung bezeichnen wir als Kwnicke.

Auch die hier bemerkten Einschrinkungen lassen natiirlich noch
einen ungeheuren Spielraum fiir die besondere Gestalt empirischer
Funktionen tibrig. Aber es ist wichtig, festzustellen, da8 in den hier
gezogenen Grenzen Singularititen keinen Platz haben, und daB ,,aus-
gefallene” Funktionen, wie z. B. solche, die Haufungspunkte von Un-
stetigkeiten besitzen, nicht vorkommen. Durch das Fehlen solcher
Ausnahmen wird die mathematische Behandlung empirischer Funktionen
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wesentlich erleichtert. Insbesondere werden die Entwicklungssitze, die
wir in diesem Teil zu behandeln haben, fiir alle uns interessierenden Fille
Giiltigkeit besitzen. Wir diirfen daher Existenz- und Konvergenzfragen,
die in der mathematischen Analysis mit Recht einen breiten Raum
einnehmen, stets mit einer kurzen Bemerkung oder mit einem Hinweis
auf die Spezmlhteratur iibergehen.

Sollten dennoch in besonderen Fillen Bedenken iiber die Anwend-
barkeit dieses oder jenes Satzes oder dieser oder jener Operation bestehen
bleiben, so werden sie leicht zerstreut, wenn die folgenden Betrachtungen
beriicksichtigt werden, die fiir die verstindnisvolle Bearbeitung empiri-
scher Funktionen unentbehrlich sind. Zwischen den durch Beobachtung
oder Registrierung eines Naturvorgangs gewonnenen Zahlenreihen oder
Kurvenbildern und dem gesetzmiBigen Walten der Natur, das sich in
ihnen ausspricht oder auch nur hinter ihnen vermutet wird, besteht eine
mehr oder weniger breite Spanne, die der Forscher durch seine Unter-
suchung zu #iberbriicken hat. Die Naturgesetze oder die naturgesetzlich
bedingten Erscheinungen lassen sich in den meisten Fillen auf eine mehr
oder weniger einfache Gestalt bringen. Oft ist das Gesetz formal bekannt,
und es handelt sich nun darum, unbekannte Konstante oder Parameter,
die in der Formulierung des Gesetzes noch offen geblieben sind, numerisch
zu bestimmen — oft ist aber auch die mathematische Form selbst nicht
gegeben, sondern der Forscher sieht sich vor die Aufgabe gestellt, sie
aus der Gestalt seiner Beobachtungsergebnisse zu erschlieBen. Nun aber
werden die Wirkungen der Naturkrifte in den beobachteten Daten selten
ganz rein hervortreten, vielmehr oft durch stérende Einfliisse iberlagert,
immer aber durch Beobachtungs- bzw. Registrierungsfehler entstellt, die
unvermeidlich sind, da sie aus der Unvollkommenheit der menschlichen
Sinne und der Me[Bgerite entspringen. Aus dieser den Beobachtungs-
werten im allgemeinen anhaftenden Unsicherheit folgt aber, dal es
nicht nur nicht erforderlich, sondern sogar nicht einmal wiinschenswert
ist, den gesuchten mathematischen Ausdruck fiir den naturgesetzlichen
Inhalt der Messungsergebnisse in véllige Ubereinstimmung mit diesen
Ergebnissen selbst zu bringen. Dieser Umstand bedeutet zunichst
eine Erleichterung, da sich hiufig glatte und einfache mathematische
Funktionen finden lassen, durch die eine empirische Funktion mit
solcher Annidherung dargestellt wird, daB die noch iibrigbleibenden Ab-
weichungen sich nach GréB8e und Verteilung so verhalten, wie es von
den unvermeidlichen Beobachtungsfehlern oder Stérungen, mit denen zu
rechnen ist, erwartet werden muB3. Dieser Spielraum, innerhalb dessen
eine willkiirliche kleine Veranderung am Verlauf einer Beobachtungskurve
nicht als wesentlich angesehen werden kann, gestattet in den meisten
Fallen, die rohe Beobachtungskurve durch eine idealisierte zu ersetzen,
die nunmehr von Singularititen frei ist. Andererseits liegt eine gewisse
Erschwerung der Untersuchung darin, daB3 infolge dieses Spielraumes

1%
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auch der idealisierten Funktion noch eine mehr oder weniger groBe
Unsicherheit anhaftet. Es kann eine empirische Funktion durch eine
einfache mathematische Formel innerhalb der Fehlergrenzen darstellbar
sein, ohne daB man deshalb die GewiBheit besitzt, daB diese Formel
auch wirklich den naturgesetzlichen Sachverhalt wiedergibt, denn es ist
sehr wohl méglich, daB zwei ihrer Natur nach grundverschiedene Funk-
tionen eine empirische Funktion in deren beschriankten Definitions-
bereich- gleich gut wiedergeben, wihrend sie aulBerhalb des Bereiches
ein verschiedenes Verhalten zeigen. Erst die Extrapolation der Formel
iiber den urspriinglichen Bereich hinaus und ihr Vergleich mit weiteren
oder spdteren Beobachtungen (Eintreffen oder Nichteintreffen von
Voraussagen) kann hier eine endgiiltige Entscheidung oder auch nur
eine Verdichtung der Griinde herbeifithren, die fiir eine bestimmte Form
der GesetzmiBigkeit sprechen.

Gerade in der Periodenforschung ist eine besondere Vorsicht in dieser
Beziehung sehr am Platze. Wie die Erfahrung lehrt, hat die gute Dar-
stellbarkeit einer Beobachtungsreihe durch eine einfach gebaute perio-
dische Funktion schon oft zur vermeintlichen Entdeckung von Periodi-
zitaten gefiihrt, deren Realitit spiteren kritischen Untersuchungen nicht
standgehalten hat. Trotz dieser Vorbehalte ist das Problem der An-
niherung empirischer Funktionen oder Wertereihen durch mathematische
Ausdriicke gerade in der Periodenforschung auBlerordentlich wichtig, weil
durch sie das oft sehr spréde Material erst in diejenige Form gebracht
wird, die eine Anwendung weiterer Untersuchungsmethoden gestattet.

2. Annidherung empirischer Funktionen durch
Potenzreihen.

Die bekannteste Art der Anniherung einer beliebigen Funktion f (f),
die im Bereich a =t¢{=0 durch einen Kurvenzug definiert sein moge,
ist die durch eine Potenzreihe

gt)=ag+ayt+ay®2+---+a,t"+---.
Bekanntlich gibt es analytische Funktionen, die sich sogar fiir alle ¢
durch eine unendliche Potenzreihe darstellen lassen; z. B. konvergiert
die Reihe

I I I

I+t—|—-'2’t2—[—'6 t3+ _[_Zrt”_[_
fiir jedes reelle! ¢ gegen den Grenzwert ¢ und ist daher geeignet, diese
Funktion zu reprisentieren. Man kann die Tatsache auch so aussprechen,
daBl man fiir jedes ¢ eine endliche Partialsumme der obigen Reihe

H

12 15
gn(t)::[—i’"t_[_?—i_‘ _[_“,;!"

! Funktionen komplexen Arguments sollen, wenn nicht ausdriicklich anderes
bemerkt ist, immer auBer Betracht bleiben.



Anndherung empirischer Funktionen durch Potenzreihen. 5

finden kann, so da} |¢—g, ()| kleiner ist als eine vorgegebene, beliebig
kleine positive Schranke. Mit anderen Worten: Durch Mitnahme gentigend
vieler Glieder der obigen Potenzreihe erzielt man jede gewiinschte An-
niherung an den Wert ¢/, oder auch: Durch die Folge ganzer rationaler
Funktionen aufsteigender Ordnung

8o, &1(0), &), -, & @), ...

148t sich die Funktion ¢ beliebig annihern. Diese spezielle Form der
Anniherung hat allerdings einige Nachteile, die sie als Vorbild fiir eine
allgemeine Losung des Problems ungeeignet machen. Erstens geschieht
die Anniherung fiir verschiedene ¢ sehr ungleichmiBig — fiir sehr kleine
Betrige von ¢ konvergiert die Folge sehr rasch, fiir groBe ¢ dagegen
sehr langsam. Wird ferner die Anndherung in einem positiven Bereich
von ¢ verlangt, etwa fiir o < ¢ < T, so finden wir, daB die tibrigbleibenden
Abweichungen bei einer Annédherung n-ter Ordnung im ganzen Bereich
dasselbe Vorzeichen haben. Die Abweichungen , ,Funktion minus
Niherung'« zeigen also bei keiner noch so hohen Ordnung der Niherung
diejenigen Eigenschaften, die den Beobachtungsfehlern charakteristisch
sind: gleiche Haufigkeit positiver und negativer Abweichungen und
Fehlen systematischer Unterschiede in verschiedenen Teilen des Bereichs.

Vom Standpunkte des praktischen Rechners aus ist es klar, da8
wir bei der Bildung {fortschreitender Niherungsfunktionen auf diese
Erfordernisse Riicksicht zu nehmen haben. AuBerdem muBl Sorge
getragen werden, da mit jedem neuen Schritt die Ndherung soweit wie
moglich verbessert wird, d. h. dafl die Restbetrige in ihrer Gesamtheit
bei jedem Schritt so stark verkleinert werden, wie es die mathematische
Gestalt der Niherungsfunktion erlaubt. Alle diese Bedingungen lassen
sich am besten dadurch erfiillen, dal man das aus der Fehlerausgleichungs-
theorie bekannte ,,Prinzip der kleinsten Quadrate auf die vorliegende
Aufgabe anwendet. Nach diesem Prinzip ist die N&herungsfunktion
n-ter Ordnung so zu bestimmen, dafBl

@, = [ 1 () — g (0] dt | (1)

ein Minimum wird. In unserem Falle sollte g, (f) eine ganze rationale
Funktion #-ten Grades

gn(t) :a0+a1t+azt2+"'+antn

sein. Die n -+ 1 Koeffizienten ag, ay, ..., a, werden alsdann durch die
7 -4 I linearen Gleichungen ,

0P _ . by 00, 0Dy

Ba, s day, 9> Ga, 00 day

ermittelt. Der Minimalwert
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selbst, der sich durch Einsetzen der so bestimmten Niherungsfunktion
in (1) ergibt, dient als MaB} der Giite der Anniherung — er entspricht
der ,,Fehlerquadratsumme’’ in der Ausgleichsrechnung. Der Anniherungs-
prozeB ist durch sukzessive Erh6hung der Ordnungszahl # so lange
fortzusetzen, bis die Restfunktion

R, () =10 —g. ()
ganz innerhalb des den jeweiligen Umstdnden entsprechenden Fehler-
bereiches verlauft. Das ist erreicht, wenn die GréBe
&, (Min)
b—a

gréBenordnungsmiBig mit dem im Beobachtungsbereich [a, 5] zu er-
wartenden mittleren Fehlerquadrat iibereinstimmt. Hierbei ist voraus-
gesetzt, daB dem Bearbeiter der Beobachtungen ein Urteil iiber ihre
innere Genauigkeit moglich ist. Das ist in praktischen Fillen die Regel;
andernfalls mufl die Ndherung so lange fortgesetzt werden, bis die Rest-
funktion keinen wesentlichen systematischen Gang mehr zeigt. Auf
keinen Fall ist es angebracht, das Niherungsverfahren weiter zu treiben,
als es auf Grund dieser Prinzipien angezeigt ist. Ein solches Vorgehen
wire nicht nur undkonomisch, da mehr Rechenarbeit auf die L&sung
der Aufgabe verwendet werden wiirde, als nétig erscheint — es wire
auch schidlich, da durch eine solche Mehrarbeit die Fehler der Beob-
achtungsreihe in unzuldssigem MafBe mit zur Berechnung der Konstanten
herangezogen werden. Durch zu starkes Herabdriicken der Restbetrige
unter die Fehlergrenze erzielt man also nur scheinbar eine Erhshung
der Darstellungsgenauigkeit, in Wirklichkeit verfilscht man das Ergebnis.
Ein sicheres Urteil iiber den geeigneten Augenblick, in dem das Niherungs-
verfahren abzubrechen ist, erfordert vom Bearbeiter oft sehr viel Finger-
spitzengefithl, das sich durch die Kenntnis bestimmter Regeln und
Vorschriften nicht ersetzen lagt.

Der Gang der Berechnung der Niherungswerte moge an einem ein-
fachen Beispiel gezeigt werden: Es sei eine empirische Funktion f (f)
im Bereich @ ={¢=5 durch eine ganz rationale Funktion zweiten Grades

g ) =ag+ayt+ a i
dem Prinzip der kleinsten Quadrate gemiB anzunihern. Die Bedingung

(1) ergibt dann ein System von 3 linearen Gleichungen:

b b b b
1 09, Lo »
— S gat=a, [vatda [riraita, [erdi—[ridi=0 (@)

¢ (v=o0,1,2),
die wir, dem Sprachgebrauch der Ausgleichungsrechnung folgend, als

Normalgleichungen bezeichnen, und aus denen die Konstanten a,, 4, a,
hervorgehen. Der Minimalwert @,, der, wie oben gezeigt wurde, ein
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unentbehrliches MaB fiir die Giite der Anniherung darstellt, ergibt sich
unmittelbar aus (1) oder aus der gleichwertigen Beziehung

b
@, (Min) = [ [2 () —g3 ()] dt,

deren Ableitung man der mathematischen Literatur (z. B. RuNGE-KONIG:
Numerisches Rechnen, S. 191—192) entnehmen mdége.

Die Ubertragung dieser Formeln auf den Fall der Anniherung durch
ganze rationale Funktionen beliebig hoher Ordnung ist leicht und bedarf
keiner nidheren Erlduterung. Eine weitere Frage ist aber, ob die so
bestimmte Folge g, (f) sich bei geniigend hoher Ordnung der gegebenen
Funktion f (f) auch beliebig eng annihern wird, d.h. ob die Grenz-
iiberginge

lim @, (Min) = o bzw. lim g, (£) =71 () (3)
fiir alle vorkommenden Funktionen f (f) giiltig sind. In der Tat kann
dies fiir alle in ihrem endlichen Definitionsbereich eindeutigen, be-
schrinkten und stiickweise stetigen Funktionen nachgewiesen werden,
also auch fiir alle empirischen Funktionen. Es ist nur noch zu bemerken,
daB an Unstetigkeitsstellen die Entwicklung gegen die mittlere Sprung-
ordinate konvergiert, wodurch die weiter oben getroffene Festsetzung
ihre mathematische Rechtfertigung erfihrt. Der Entwicklungssatz,
dessen Beweis man in den Lehrbiichern nachlesen mége (z. B. Lit. 71),
besagt also, daB3 sich jede empirische Funktion in jedem vorgeschriebenen
endlichen Intervall der unabhiingigen Variablen ¢, in dem sie iiberall
definiert ist, durch eine lineare Kombination von geniigend vielen Gliedern
der Funktionenfolge

LB, ..., .. 4)
beliebig eng und gleichmiBig annihern 148t. Da dies offenbar nicht
mehr aligemein der Fall ist, wenn von der Folge (4) auch nur ein Glied
ausgeschlossen ist, so bezeichnet man die Folge (4) als ein vollstdndiges
System von Funktionen und die Limesbeziehungen (3) als die Voll-
standigkeitsbeziehungen.

3. Orthogonale Funktionssysteme.

Die Formeln des vorigen Abschnittes lassen sich sinngemi8 von der
Folge (4) auch auf andere Funktionsfolgen

o (), @), Ba (@), o vs Ba (D), - (5)
iibertragen, sofern fiir diese ebenfalls die Vollstindigkeitsbeziehung gilt.

Die Anndherungsfunktion #-ter Ordnung an eine in einem Intervall
‘{a, b] gegebene empirische Funktion f (f) sei eine lineare Kombination

8ull) = aghy (&) +ay by (¢) 4+ - 4 a, by, (2)
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der ersten m 4 1 Glieder dieser Folge. Es darf dabei vorausgesetzt
werden, daBl die Grundfunktionen %, (¢} voneinander linear unabhingig
sind, d.h. daB zwischen ihnen keine linearen Identititen bestehen.
Wiirde namlich eine solche Identitit bestehen, so wiirde man mit ihrer
Hilfe eine der Funktionen durch die anderen ausdriicken, also ohne
Verletzung der Vollstindigkeit ein Glied der Folge entfernen kénnen.

Die Normalgleichungen zur Bestimmung der # + 1 Konstanten
ay, a4y, ..., @, werden durch Losung der Minimumaufgabe

b
@, = [ [f(t)—g, ()]2dt = Min
erhalten und lauten

ag [ M hodt +ay [ B, hydi+ . +a, [ B h,dt = [fh,dt,  (6)
v=o0,1,...%)
wihrend der Minimalwert selbst durch

@, (Min) = [ [f2—g;] dt
dargestellt wird. Als Grenzen der Integrale sind iiberall die Grenzen
des Definitionsbereiches von f (f) einzusetzen.

Die Berechnung der Unbekannten aus den Normalgleichungen wird
im allgemeinen um so schwieriger, je gréfler die Ordnung der Anniherung
wird. Bei jeder weiteren Ndherung erhéht sich die Zahl der Konstanten
um eins — es ist aber beim Ubergang von g, auf g, . ; nicht nur eine
Konstante 4, ,; neu zu berechnen, sondern die iibrigen # 4 1 Kon-
stanten dndern sich ebenfalls alle oder zum Teil.

Nur in einem besonderen Fall behalten die einmal berechneten
Konstanten a, ein fiir allemal ihre Giiltigkeit: dann n4mlich, wenn alle
Koeffizienten der Normalgleichungen, mit Ausnahme der ihrem Bau
nach wesentlich positiven Diagonalglieder, verschwinden. Funktions-
systeme, die diese Eigenschaft besitzen, heilen orthogonal®.

1 Zwei Vektoren in der Ebene, die durch die rechtwinkligen Komponenten
(%1, x,) und (y,, ¥,) gegeben sind, stehen senkrecht aufeinander, wenn ihr inneres
Produkt verschwindet, wenn also

XY+ XYy =0
ist. Ebenso lautet die Bedingung fiir das Senkrechtstehen zweier riumlicher
Vektoren mit den Komponenten (x;, x,, #;) und (¥, ¥s, ¥3)

YV ¥V XYy =0.
Durch Verallgemeinerung dieser fiir zwei und drei Dimensionen anschaulichen
Verhaltnisse auf Vektoren im x-dimensionalen Raum kommt man auch fiir solche
,, Vektoren‘ auf den Begriff der Orthogonalitit. Man sagt also, zwei n-dimensionale
Vektoren (v, %5, ..., #,) und (9, ¥y, ..., ¥u) stehen senkrecht aufeinander oder
sind orthogonal, wenn die Bedingung
ki

2 x,y, =0

v=1
erfiillt ist. Durch sinngemaBe Ubertragung dieses Begriffes auf Funktionen, wobei
die Summe durch ein Integral zu ersetzen ist, wird die Bezeichnung ,,orthogonal‘*
auch fir Funktionen verstindlich.
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Das System 54, (2), 7y (2), - .., b, (#), ..., ist demnach orthogonal, wenn
zwischen je zwei Verschiedenen Funktionen des Systems die Bedingung
/ B, &)k, () dt=0 (=)

erfiillt ist, die als 01'thog0nahtcitsbedingung zu bezeichnen ist. Hingegen
sind die Koeffizienten der Hauptdiagonale des Normalgleichungs-
schemas von der Form

fh2 f)ydt=2,>o0.

Unter diesen Umstanden zerfallen die Normalgleichungen (6) in die
einfacheren Gleichungen

af;ﬁ dt_ff v=o0,1,2,...)

aus denen, unabhanglg vom Grade der Anniherung,

a, ff

folgt. Ferner geht der M1n1ma1ausdruck
b

, (Min) = ff2 dt—f (@ohg + ashy + -+ 4 a, h,)2dt
wegen der Orthogonahtatsbedmgungen in

» (Min) = /f2 t)ydt— X4, a2
v—O
iiber. Die Orthogonalitit bleibt erhalten, wenn man die Glieder der
orthogonalen Folge (5) mit beliebigen Konstanten multipliziert. Es ist
also auch

- Ry - hy I
hy = —=; h, = —=; b= —, ...
"= U =L Vin (7)
eine orthogonale Folge, fiir die zudem
b
[R@Hdi=1 (7a)

gilt. Wir nennen die Folge (7) normiert und die fiir sie charakteristischen
Gleichungen (7a) die Normierungsbedingungen. Fir die Annidherung
einer empirischen Funktion durch normierte orthogonale Funktionen

gilt der Minimumausdruck

, (Min) = f Podi—Xa?
v=20
und die Vollsténdigkeltsrelatlon

lim S‘a—//‘z

n=00 v=10



10  Reihenentwicklung und naherungsweise Darstellung empirischer Funktionen.

4. Die orthogonalen Kreisfunktionen.

Aus jedem vollstindigen System von nicht verschwindenden linear
unabhingigen Funktionen
@ (8), @1 (), ..., g, (0), ...
14Bt sich ein vollstindiges orthogonales System bilden, indem man
ho () = o
Iy () = 3090 + @1

setzt und die Konstanten a,, so bestimmt, daB die Orthogonalitits-
bedingungen

b
S @) h, () dt =0 (v =)

erfiillt sind. So ergeben sich z. B. durch Orthogonalisierung der Elemen-
tarfunktionen

Qo=1I, =1 @, =1 ..., g, =1", ...,
abgesehen von konstanten Faktoren, die bekannten LEGENDREschen
Polynome

5 3
Py(f) =1 Pty =2—21
35 I5 3
P (t) =t P)=F 870+
3 b
Py="2e—> ,

sofern man die Integrale zwischen den Grenzen — 1 und - I nimmt.

Diese Betrachtungen lassen sich sehr leicht auch auf mehrdimensionale
Funktionsbereiche tbertragen. So kann man z. B. zeigen, daB die
Funktionsfolge

1,
x: y;
%2, xy, ¥? (8)

X8, X2y, %42, 43
den Vollstindigkeitsbedingungen geniigt, jede in einem zweidimensionalen
Bereiche von gegebenen Grenzen definierte Funktion also durch eine
nach diesen Elementarfunktionen fortschreitende Reihe dargestellt
werden kann. In der Ebene ist die Mdglichkeit der Abgrenzung von
Bereichen verschiedener Form und Gré8e auBerordentlich mannigfaltig;
ebenso vielgestaltig sind demnach die Systeme von orthogonalen
Funktionssystemen, die man durch Orthogonalisierung der Funktionen (8)
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gewinnen kann. So fiihrt die Orthogonalisierung von (8) in dem quadra-
tischen Bereich —1=x=41; —1=y=-4 1 auf Polynome, die das
zweidimensionale Analogon zu den LEGENDREschen Polynomen bilden,
die Orthogonalisierung in einem Kreise oder Kreisring um den Koordi-
natenanfang als Mittelpunkt auf andere Orthogonalsysteme, die man als
Kreisflichen- bzw. Kreisringfunktionen bezeichnen kann. Andererseits ist
es aber auch mdglich, eindimensionale Integrationswege in der Ebene zu
benutzen. So fithrt von den orthogonalen Kreisringfunktionen ein ein-
facher Grenziibergang zu den Kreis- (genauer Kreislinien-) funktionen,
indem man den inneren Radius des Kreisringes gegen den festgehaltenen
duBeren streben 148tl. Setzt man den Radius des kreisférmigen Inte-
grationsweges gleich 1 und ersetzt durch die Transformation

X =cosg; y=sing

die Variablen x und y durch eine einzige neue Variable ¢, so ergibt sich
das auf diese Weise erzeugte System der orthogonalen Kreisfunktionen
in der Gestalt

I, COSQ, COS2@, COS3Q, ... (o=¢@=2mn) |
sing, sinzg, sin3g,

Von dem ebenfalls an einen endlichen Bereich (—1=¢= + 1) der un-
abhingigen Variablen gekniipften System der LEGENDREschen Polynome
unterscheidet sich dies neue Orthogonalsystem in zweierlei Hinsicht
grundlegend: Es ist transzendent und periodisch. Die letztere Eigenschaft
folgt einfach daraus, daBl der Integrationsweg eine geschlossene Kurve
ist, so daB also die Funktion nach Vermehrung des Arguments um einen
vollen ,,Umlauf** oder um eine beliebige ganze Zahl von Umliufen wieder
den gleichen Wert annimmt. Wir haben es hier eigentlich mit Funktionen
zu tun, die fir einen unendlich groBen Bereich des Arguments definiert
sind, also aus dem Rahmen der empirischen Funktionen herausfallen.
Trotzdem macht die Anwendung des Entwicklungssatzes hier keine
neuen Schwierigkeiten, da zur Beschreibung dieser Funktion eben wegen
ihrer Periodizitit ein einziger Umlauf geniigt. Wir werden iiber die
praktischen Auswirkungen dieser Verhiltnisse an spiterer Stelle noch
mehr zu sagen haben; hier gentigt es, auf die fundamentale Bedeutung
des neuen Orthogonalsystems fiir alle Aufgaben der Periodenforschung
hinzuweisen.

! Dje gleichen Uberlegungen lassen sich mit Leichtigkeit auch auf mehr als
zwei Dimensionen iibertragen. Zum Beispiel erhdlt man durch Orthogonalisierung
eines vollstandigen Systems von Potenzprodukten %48 z¥ auf der Oberflache der
Einheitskugel die bekannten Kugelflichenfunktionen (kurz Kugelfunktionen genannt),
die eine Entwicklung von Funktionen auf der Kugeloberfliche (etwa von Funktionen
der geographischen Lange und Breite auf der Erdoberfliche) gestatten. Aus Raum-
ersparnisgriinden mufte hier auf die Behandlung der Kugelfunktionen und ihrer
Anwendung verzichtet werden.
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Der Entwicklungssatz lautet fiir das System der orthogonalen Kreis-
funktionen: Jede in einem Intervall von der Lange 27, z. B. im Bereich
0 =1 =27, definierte empirische Funktion f (¢) 148t sich durch eine nach
den Funktionen (g) fortschreitende Reihe

fl®) =ag+ aycosp + azcos2¢ + -+ +a,cosng -4 -

4 by sing+bysinze+ - b, sinne 4 -

beliebig gut annihern. Man bezeichnet diese Reihe auch als FOURIERsché
Reihe oder Harmonische trigonometrische Reihe. Die Bestimmung ihrer
Koeffizienten heiBit Harmonische oder FOURIERsche Amnalyse,.die Kon-
stanten a,, b, selbst werden als Harmonische Konstituenten oder FOURIER-
Koeffizienten bezeichnet. Die Orthogonalitit der Kreisfunktionen beruht
auf den aus der elementaren Analysis bekannten Integralbeziehungen

fcos,u<pcoqu7 dp=o0
0

27

/sin‘u(psinv(pdtp =0
0

(10)

(e =F7)

27
/COSILt(pSiHV(pd(pzo.
0

GemiB den Betrachtungen des Abschnitts 3 geschieht die Berechnung
der Fourier-Koeffizienten nach den Formeln

a,,~fcosz-n<p de = ]f((p) cosnpdyp
i 0
b,- _~/vsin2 npdyp = ]f {p)sinngdep.
0 0
Da ferner
2n 27 27
0/d(p:?.yz; Ofcoszmpd(pzofsinzn(pd(p:n, (n=1,2,3,...)

so folgt schlieBlich:

a=—= [ f(p)dp
0
a, = i/f((p) cosnede (11)

0
I R .
b= 1 [ @) sinngdy.
0

Die Volistindigkeitsrelation besagt daB (s. Abschnitt 3)

lim zn{ag—{—}—z (a2 + 02 } /f2

"=
v=1
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Es ist daher das Quadrat des mittleren Restfehlers einer Anniherung
der gegebenen Kurve durch eine endliche Fouriersche Reihe #-ter

Ordnung

2n »
= [P dg—{at + 5 D @+ 5]
0 v=1

Anstatt (10) ist auch eine andere Form der FouriErschen Reihe
gebrauchlich, die durch Zusammenfassung der cos- und sin-Glieder
gleicher Ordnung entsteht. Setzt man nimlich

a, ==, Cosy,; dy = €,
b, =c,sinyp,,
so erhilt man?
1 (@) = co+ crcos (p—yn) + cacos (2@ —py) + - +- (12)
Die Konstanten ¢, werden Amplituden, die Winkel p, Phasen der FOURIER-
schen Glieder y-ter Ordnung genannt.

Die grundsitzliche Bedeutung der Harmonischen Analyse liegt darin,
daB sie die Aufgabe der Anniherung streng periodischer Funktionen
auf die einfachste Weise 16st. Das liegt daran, daB der Kress, der hier
als Integrationsgebiet gewihlt wurde, die einfachste geschlossene Kurve
ist, die es in der Geometrie der Ebene gibt. Natirlich 14Bt sich das
System der elementaren Potenzfunktionen (8) auch fiir jede andere
geschlossene Kurve orthogonalisieren, z. B. fiir eine den Nullpunkt
umschlieBende Ellipse, wobei im besonderen der Nullpunkt mit aus-
gezeichneten Punkten innerhalb der Ellipse, etwa mit dem Mittelpunkt
oder dem Brennpunkt, zusammenfallen kann. Als Argument der
Belegungsfunktion kann wieder der von o bis 2 & fortschreitende Winkel ¢
dienen, den der vom Nullpunkt ausgehende Strahl mit der positiven
X-Achse bildet, oder auch die von einem bestimmten Punkte der Ellipse
aus gezidhlte Weglinge. Die hierbei entstehenden orthogonalen Funk-
tionssysteme stehen in direktem Zusammenhang mit den bekannten
Elliptischen Funktionen. Diese und andere Entwicklungsméglichkeiten
haben jedoch, ganz im Gegensatz zur Harmonischen Analyse, nur in
solchen Fillen praktische Bedeutung, in denen der spezielle Integrations-
weg durch die besondere Natur des vorgelegten Problems nahegelegt
wird, z. B. bei der Bahnbeschreibung von Himmelskérpern.

! Gebriduchlich ist auch die Substitution
a,=c¢, sin y, ; b, =c¢, cosy,,

die auf

F@) =6+ ersin (@ +y) +cpsin (29 +yy) + -
fuhrt. Die Konstanten y, bedeuten dann die ,, Anfangsphasen’‘ der Teilwellen
fiir das Argument @ =o. Oft wird auch die Substitution a, =¢, cosvy,; b, =¢,
siny , angewandt, die f{(p) = ¢, + ¢, cos (p — y,) 4 ¢, cos2 (p — ;) + - - - ergibt.
Der Winkel =19y, 4- 27k (kR =0, 1, 2,..) bezeichnet dann die Lage der Maxima
der y-ten Teilwelle.
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5. Harmonische Analyse in beliebigen Grundintervallen.

Die Grundperiode der durch (10) bzw. (12) in eine FouriErsche Reihe
entwickelten Funktion f (@) hat die Linge 2s. Sie ist gleichzeitig die
Periode des Fourierschen Gliedes erster Ordnung, wihrend die Glieder
hoherer Ordnungen schon in ganzzahligen Teilen von 2x: periodisch
sind. Die Folge der Perioden der in der Entwicklung (12) auftretenden
Fourier-Glieder von der ersten Ordnung ab ist demnach

27 27 27

2w, P T, cees T e

2@
wihrend das konstante Glied ¢, = % / flp)de dem einfachen Mittel-
0

wert der Funktion f (p) tiber das Grundintervall [o, 2x] entspricht.
Durch Einfiihrung einer neuen Variablen

P
148t sich die Entwicklungsformel auch auf Grundintervalle von beliebiger
Linge p ausdehnen. Ist f(f) im Grundintervall [o, #] definiert und
(gegebenenfalls) mit der Grundperiode p periodisch, so lautet die Ent-

. . 27
wicklung, wenn wir 5 = setzen,

1 (f) =co+cycos (wb—yy) + -+ +c,co8 (mat—m,) +---,  (13)
und es ist

»
a= [t at cp=1ad T &
0
’ b
a,,:%/f(t)cosnoctdt wnzarctgﬁn
0

?
2 .
bnzg()/f(t) sinnotds.

Diese Entwicklung entspricht der Orthogonalisierung der Elementar-
funktionen (8) auf einem Kreise um den Nullpunkt der Koordinaten-

ebene, dessen Radius die Linge {% hat. Die Perioden der Glieder ver-
schiedener Ordnung entsprechen in diesem Falle der Folge

A ?
b, 5 S
Wir bezeichnen die Grundperiode p auch — insbesondere, wenn die

unabhingige Variable ¢ die Zeit bedeutet, — als Grundschwingung, alle
iibrigen Perioden als Oberschwingungen, ihre Periodenlingen als Wellen-
lingen und die der Wellenlinge umgekehrt proportionalen GréBen
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no = % als Frequenzen. Fir die FOURIER-Glieder ¢, cos (nat—1,)

werden wir in Zukunft 6fter die kiirzere Bezeichnung ,,Welle** der n-ten
Ordnung oder noch einfacher #-te (harmonische) Welle gebrauchen.

6. Rein periodische Funktionen.

Wir haben in den letzten Abschnitten gesehen, daB die Entwicklung
nach orthogonalen Kreisfunktionen die einfachste Entwicklungsform fiir
solche Funktionen einer Variablen darstellt, die in einem bestimmten
endlichen Bereich von der Linge ¢ periodisch sind. Dariiber hinaus
koénnen wir aber folgende wichtige Erweiterung und Feststellung machen:
Die durch die Harmonische Analyse zu erzielende Annidherung durch
harmonische Wellen 148t sich praktisch auch auf jede beliebige empirische
Funktion anwenden, die in einem Bereich von der Liange $ bekannt ist.
Die Anniherung der gegebenen Funktion erstreckt sich in diesem Falle
ausschlieBlich auf dieses Intervall — auBerhalb des Intervalls, das wir
als Grundintervall oder Analysenintervall bezeichnen, setzt sich die durch
die Anniherungsformel bestimmte Naherungsfunktion periodisch fort,
wihrend dies fir die gegebene empirische Funktion nicht der Fall zu
sein braucht; — ja, die letztere braucht auBerhalb des Intervalls nicht
einmal zu existieren oder, wenn sie existiert, nicht bekannt zu sein. Die
durch die Entwicklung gegebene Moéglichkeit der periodischen Fort-
setzung nach vorwirts und riickwérts steht dann a priori in keinerlei
Zusammenhang mit dem (naturgesetzlich bedingten) Verhalten der zu
untersuchenden Kurve. Wir haben also zwei grundsitzlich voneinander
abweichende Méoglichkeiten zu unterscheiden:

1. den soeben beschriebenen Fall, in dem die Harmonische Analyse
lediglich zu einer fiir einen bestimmten endlichen Bereich des Arguments
giiltigen interpolatorischen Darstellung oder Anndherung der empirischen
Funktion fiihrt,

2. den anderen Fall, in dem die empirische Funktion threr Natur
nach periodisch mit der Periode p ist. Fiir solche Funktionen gilt die
Darstellung oder Anndherung durch ihre FouriErsche Reihe auch fiir
alle Argumente auBerhalb des Grundintervalls, sie ist also fiir die Extra-
polation geeignet und somit auch, soweit es sich um Funktionen der
Zeit handelt, fir die Voraussage des kiinftigen und die Riickwirts-
berechnung des fritheren Verlaufs des durch die periodische Funktion
beschriebenen Vorgangs.

Wir bezeichnen solche Funktionen als rein periodische Funktionen.
Ist p ihre Periode, so sind sie durch die Funktionalgleichung

fe+kp)=70) (k=0 x1,+2...) (14)
charakterisiert. Aus der Giiltigkeit dieser Funktionalgleichung folgen
sodann noch einige weitere Eigenschaften:
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1. Ist p eine Periode von f (f), so sind auch

2P, 3P, 49, ..., np, ...
Perioden von f (f).
2. Die Funktion f (f) = const hat jedes beliebige $ > 0 zur Periode.

3. Ist f nicht konstant, so gibt es eine kleinste Periode p,, die als
Grundperiode zu bezeichnen ist. Die Gesamtheit aller Perioden von
/ (¢) ist dann durch die Folge kp, (k=1, 2, 3, ...) gegeben. Sind dem-
nach p und p’ zwei verschiedene Perioden von f (f), so ist das Verhiltnis
PP’ rational.

4. Aus f (¢ + kp) =1 (¢) folgt ferner f({+ %2p +q)=F(t+¢), wenn
¢ eine beliebige Phasenverschiebung des Grundintervalls anzeigt. Hat
f (¢) die Grundperiode p,, so ist f (f) fiir alle ¢{ bekannt, wenn es in
einem beliebigen Intervall [g, ¢ + p,] mit beliebigem Anfangspunkt ¢
bekannt ist.

5. Sind f, f5, ..., [, 7 rein periodische Funktionen von ¢, die eine
gemeinsame Periode p haben, so hat auch ¢;f; + ¢ fo + -+ +¢,f, die
Periode p, wenn die ¢, beliebige Konstante sind. Die Grundperiode
der zusammengesetzten Funktion ist die kleinste gemeinschaftliche
Periode der Teilfunktionen und gleichzeitig das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache der Grundperioden aller Teilfunktionen. ‘

6. Aus (2) und (5) folgt: Ist f () rein periodisch (p beliebig), so ist es
auch f(¢) + const.

Die Frage, ob es im Naturgeschehen Vorginge oder sonstige der
Beobachtung zugingliche Gegebenheiten gibt, die sich durch rein perio-
dische Funktionen beschreiben lassen, ist nur bedingt zu bejahen.
Ganz streng ist dies nur dort erfiillt, wo es sich um rein rdumliche, als
stationire Wertebelegung auf geschlossenen Wegen zu verstehende
Funktionen handelt (Beispiel: Verteilung einer physikalischen MeBgréBe
auf einem Breitenkreis der Erde zu einem festen Zeitpunkt). Hier ist
die reine Periodizitit der Beobachtungsfunktion eine Trivialitit und
lediglich der Ausdruck fiir einen geometrischen Zusammenhang. Hin-
gegen sind die rdumlichen Koordinaten eines Planeten, der sich im
Vakuum um einen Zentralkérper in einer KEPLERschen Ellipse bewegt,
bezogen auf den Zentralkdrper oder auf den Schwerpunkt des Systems,
rein periodische Funktionen der Zest. Hier wird die reine Periodizitit
als wesentlicher Teil des naturgesetzlichen Inhalts zu bewerten sein,
den wir dem Beobachtungsgegenstand zuschreiben. Die Grundperiode
dieses Vorganges ist die Umlaufszeit des Planeten. Die Bewegung der
Himmelskérper ist das klassische Beispiel dafiir, daB in der Natur rein
periodische Vorginge von groBer Zuverlissigkeit moglich sind, die
infolgedessen auch eine Vorausberechnung auf lange Zeiten gestatten.
Aber selbst in diesem Fall, der die reine Periodizitit eines Naturvorgangs
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in einer Strenge zeigt, wie wir sie von ¢rdischen Erscheinungen her nicht
gewohnt sind, haben wir einige wesentliche Vorbehalte zu machen.
Zunichst treten die geschlossenen KEPLERschen Bahnen nur dort auf,
wo auf die beiden um einander gravitierenden Massen keine Anziehungs-
krifte von anderen Korpern ausgeiibt werden. Wenn dies jedoch —
so wie bei den Kérpern unseres Sonnensystems — der Fall ist, wird die
KEepPLERsche Bahn deformiert. Diese mehr oder weniger auffilligen
Deformationen (Stérungen genannt), haben zwar im wesentlichen auch
periodischen Charakter; die Grundperioden sind aber mit der Umlaufs-
zeit des Planeten keineswegs kommensurabel, so daB durch das Hinzu-
kommen der Stérungen das rein periodische Verhalten der Beobachtungs-
groBe strenggenommen zerstért wird. Immerhin ist in den meisten
vorkommenden Fillen die GréBenordnung der Stérungen betrichtlich
geringer als die der urspriinglichen (ungest6rten) Bewegung selbst, so da$3
die Bewegung wenigstens im Muttel — d.h. abgesehen von gewissen
Abweichungen beschrinkten Betrages — noch rein periodisch genannt
werden darf. Dazu kommen dann allerdings noch solche Stérungsglieder,
die eine wumperiodische, fortschreitende Anderung der Bahnelemente
hervorrufen, und die wir als sdkulare Stérumgen bezeichnen. Diese
wirken sich, wie auch der Name andeutet, in sehr langen Zeiten aus
und rufen dann eine sehr merkliche Umgestaltung der Bahnverhiltnisse
hervor. Im gleichen Sinne, wenn auch in anderer Form und in noch
groBeren Zeitrdumen wirken andere Stoérungskrifte, etwa ein selbst im
leeren Weltenraum vorhandenes widerstehendes Mittel, ferner der durch
die ,,Gezeitenreibung’* hervorgerufene Verlust an Energie. Durch diese
sikularen Verdnderungen des periodischen Zustandes wird die Giiltigkeit
der Funktionsgleichung (14) praktisch auf endliche Zeitriume vor und
nach der Ausgangsepoche beschrinkt. Dasselbe wire aber auch aus
einem ganz anderen Grunde der Fall, selbst wenn es sich um eine ideale,
d. h. storungsfreie rein periodische Schwankung der Beobachtungsgrife
handeln wiirde. Die Grundperiode nimlich, also in unserem Beispiel
die Umlaufszeit des Planeten, ist niemals eine a priori gegebene GroBe,
sondern wird aus Beobachtungsreihen ermittelt, die natiirlich endliche
Zeitriaume umfassen, und in denen die einzelnen Beobachtungswerte mit
Fehlern behaftet sind. Somit wird auch die aus den Beobachtungen
ermittelte Umlaufsperiode mehr oder weniger fehlerhaft sein, und dieser
Fehler macht die Extrapolation iiber den durch die Beobachtungen tiber-
deckten Zeitraum hinaus um so unsicherer, je weiter sie getrieben wird.
In der Praxis wird man also schon durch diesen letzteren Umstand
gezwungen, die Darstellbarkeit eines Naturvorgangs durch eine rein
periodische Zeitfunktion immer nur fiir endliche Zeitriume und innerhalb
gewisser Genauigkeitsgrenzen als erfiillt anzusehen. Unter giinstigen
Umstidnden kann dabei der Zeitraum, der durch die Formel {iberbriickt
wird, im Verhdltnis zur Grundperiode auBerordentlich grof3 sein.

Stumpff, Periodenforschung. 2
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Wenn also schon in der Astronomie diese Einschrinkungen eine Rolle
spielen, die nicht iibersehen werden darf, so ist dies fiir irdische Natur-
vorgdnge in noch weit gréBerem MaBe der Fall. Um iiberhaupt die
Moglichkeit zu haben, den so niitzlichen und fruchtbaren Begriff der
rein periodischen Funktion in der Physik und Geophysik anzuwenden,
werden wir bei der praktischen Definition dieses Begriffs auf die oben
entwickelten Schwierigkeiten von vornherein Riicksicht nehmen. Als
rein periodische Funktionen in diesem praktischen Sinne werden wir
daber schon solche empirischen Funktionen bezeichnen, fiir die die
Funktionsgleichung (14) innerhalb eines endlichen Zeitraumes erfiilit
ist, der im Verhiltnis zur Grundperiode gro8 ist, und ferner auch solche,
ftir die dies nur innerhalb gewisser Genauigkeitsgrenzen der Fall ist, die
durch die Wirkung zufilliger Beobachtungsfehler oder stérender Ein-
fliisse von auflen bestimmt sind. Unter diesen Vorbehalten sind als rein
periodische Vorginge z. B. anzusehen: die Schwingungen eines Pendels;
die Anderungen der elektromotorischen Krifte in einem von Wechsel-
strom durchflossenen Leiter; die Schwingungen einer Stimmgabel, einer
Membran, einer Saite oder der in einer Orgelpfeife eingeschlossenen
Luftsiule; allgemein die Schwingungen eines Luftteilchens bei der
Entstehung harmonischer Téne oder Akkorde. Der Zusatz ,,harmonisch’’
kennzeichnet bei dem letzteren Beispiel bereits diejenigen Schall-
schwingungen, deren Schwingungsbilder sich als rein periodische Kurven
im obigen Sinne darstellen lassen, im Gegensatz zu solchen, die keine
Grundperiode haben (das ist schon dann der Fall, wenn sich eine Schall-
schwingung aus zwei oder mehreren rein periodischen Schwingungen
zusammensetzt, deren Grundperioden kein rationales Verhiltnis zu-
einander haben; solche Téne heilen unharmonisch). Der Ausdruck:
Harmonische Analyse’* fir die Analyse rein periodischer Vorginge
stammt demnach aus dem Sprachgebrauch der Akustik.

Nach dem oben Gesagten haben wir somit die Klasse der rein perio-
dischen empirischen Funktionen dahin erweitert, daBl wir auch solche
Funktionen in sie aufnehmen, die innerhalb eines — eventuell sehr
groBen — Zeitbereiches durch einen Ausdruck

FO=fe)+s@) +0
dargestellt werden koénnen, wobei f, () eine rein periodische Funktion
im strengen Sinne, s (f) eine nach Ausschaltung aller erkennbaren Neben-
einfliisse noch iibrigbleibende #uBere Stérung (oder ein ,,systematischer
Fehler”), schlieflich ¢ (f) den zufilligen Beobachtungsfehler bedeutet.
Da es immer Gefiihlssache bleibt, welche Grenzen man den Betrigen
der Stérungsglieder zubilligen will, lassen sich die Methoden der Har-
monischen Analyse mit mehr oder weniger Berechtigung auch auf eine
groBe Anzahl von Naturvorgingen anwenden (insbesondere auf geo-
physikalische), die man sonst nicht zu den rein periodischen zihlen
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wiirde — z. B. auf den mittleren jihrlichen Verlauf der Temperatur
an Beobachtungsorten mit gleichmiBigem Klima. Es ist chne weiteres
klar, daB es nicht gentigt, in einem solchen Falle die Ergebnisse der
Harmonischen Analyse eines einzigen Grundintervalls als maBgebend
fiir die ganze Beobachtungsreihe anzusehen; man wird vielmehr so ver-
fahren, dafl man alle oder méglichst viele der verfiigbaren Grundintervalle
analysiert und die mittleren Werte der FOUuRIER-Koeffizienten bestimmt,
um auf diese Weise den schidlichen EinfluB der Stérungen und der
Beobachtungsfehler soweit wie moglich zu erkennen und abzuschitzen.
Somit wird die Analyse rein periodischer Vorginge, die urspriinglich
ein analytisches Problem ist, durch die Bediirfnisse der praktischen
Forschung auch zu einer Angelegenheit der Statistik.

An dem Beispiel der unharmonischen Schallschwingungen haben wir
oben gesehen, daB es Vorgidnge gibt, die sich zwar aus rein periodischen
Teilvorgdngen additiv zusammensetzen, die aber als Gesamtvorgang
nicht rein periodisch genannt werden kénnen, weil die Grundperioden
der Teilvorginge kein rationales Verhiltnis zueinander haben, eine
Grundperiode des Gesamtvorgangs also nicht existiert. Solche zu-
sammengesetzten Vorginge sind aber in der Natur auBerordentlich viel
hiufiger anzutreffen als die rein periodischen Vorginge selbst. Es ist
daher von auBerordentlicher Tragweite, daf die bequemen Methoden
der Harmonischen Analyse auch fiir die Untersuchung jener ihre grund-
sitzliche Bedeutung behalten. In der theoretischen Astronomie z. B.
kommen solche inkommensurablen Perioden in der Stérungsrechnung
vor, in der Geophysik lassen sich die Gezesten des Meeres der Hauptsache
nach als erzwungene Schwingungen mit den zueinander inkommen-
surablen Grundperioden des Jahres, der Umlaufszeit des Mondes und
der Rotationsdauer der Erde darstellen; ferner die Polschwankungen
durch eine jghrliche Periode und die CHANDLERsche Periode von etwa
433 Tagen. Fir die Behandlung dieser zusammengesetzten Probleme
kommen drei verschiedene Wege in Frage, die man je nach den besonderen
Umstdnden beschreiten wird, um die Ldsung nach Moglichkeit auf die
Methode der Harmonischen Analyse zuriickfithren zu kénnen:

1. Man macht von der Einsicht Gebrauch, daB die Linge der Grund-
perioden der Teilvorginge nur mit einer gewissen Anniherung bekannt
ist und mit Riicksicht auf die bei Voraussagen immer in Rechnung
zu stellende Genauigkeitsspanne auch nur innerhalb gewisser Grenzen
bekannt zu sein draucht. Man hat es daher sehr oft in der Hand, die
Grundperioden durch Abrundung innerhalb der zulissigen Genauigkeits-
grenzen in ein rationales Verhiltnis zueinander zu bringen. Es wird
somit moglich sein, ein Grundintervall zu finden, das wenigstens an-
gendhert als Grundperiode der Gesamtfunktion angesprochen werden
darf. Allerdings wird diese behelfsmiBige Grundperiode mitunter sehr
lang sein, und es ist eine andere Frage, ob die vorliegende Beobachtungs-

2%
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reihe auch nur eine solche Grundperiode ausfilllt. Ein sehr bekanntes
Beispiel fiir eine solche behelfsmaBige Grundperiode ist der etwa 18jdhrige
Zyklus der Sonnen- und Mondfinsternisse (der sog. Saroszyklus), der
immerhin ausreicht, das Eintreffen von Finsternissen auf Jahrhunderte
hinaus vorauszusagen, und der darauf beruht, daf3 die beiden inkommen-
surablen Hauptperioden der Finsternisse, der drakonitische Monat und
das drakonitische Jahr, in 6585 Tagen ungefihr ganzzahlig enthalten sind.

2. Ist eine von den Teilschwankungen von iiberragender Amplitude,
so kann man versuchen, die tibrigen zunichst als (periodische) Stérungen
zu behandeln und sie nach verschiedenen Methoden, die wir spiter
kennenlernen werden, zu eliminieren, um zunichst die Hauptperiodizitit
so rein wie moglich herauszuarbeiten. Die nach ihrer Darstellung {ibrig-
bleibenden Reste der Gesamtfunktion werden sodann — eventuell nach
der gleichen Methode — weiter untersucht (Exhaustionsmethode).

3. Es wird von vornherein ein theoretischer Ansatz gemacht, der die
verschiedenen in der Beobachtungsreihe vorhandenen oder vermuteten
Periodizitdten berticksichtigt. Der LosungsprozeB wird sodann grund-
sdtzlich verschieden sein, je nachdem die Grundperioden der Teil-
vorgidnge ganz oder angendhert bekannt sind oder nicht. Im ersteren
Falle 148t sich die Losung, also die Bestimmung der Fourier-Koeffi-
zienten der Teilvorginge, stets durch eine Ausgleichung nach der Methode
der kleinsten Quadrate bewerkstelligen, im anderen Falle ist das
Problem transzendent und erfordert besondere mathematische Hilfs-
mittel (s. Kap. V).

7. Reihenentwicklung von Verteilungsfunktionen.

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir die Méglichkeit kennen-
gelernt, empirische Funktionen von einer oder auch mehreren Variablen
durch Reihen anzunihern, die nach gewissen Systemen von Funktionen
fortschreiten. Diese Funktionssysteme hatten zwel wesentliche Eigen-
schaften: 1. die lineare Unabhingigkeit ihrer Glieder, 2. die Voll-
stindigkeit, die eine beliebig enge Anniherung der gegebenen Funktion
durch eine geniigend groBle Anzahl von Gliedern der Reihe gewihr-
leistete. Die dritte Eigenschaft, die Orthogonalitit des Systems, war
zwar fiir die Entwicklung an sich nicht notwendig, aber in Hinblick
auf die Praxis der Koeffizientenberechnung unentbehrlich und jederzeit
durch eine lineare Umformung des urspriinglichen Systems zu erreichen.

Wie gezeigt wurde, ist die Mannigfaltigkeit der Orthogonalsysteme,
nach denen Reihenentwicklungen durchgefiihrt werden koénnen, auBer-
ordentlich groB. So ergaben sich derartige Systeme von Orthogonalfunk-
tionen einer Variablen, indem die zweidimensionalen Elementarfunk-
tionen (8) auf verschiedenen Wegen durch die Koordinatenebene ortho-
gonalisiert wurden. Als einfachste und gebriduchlichste Systeme dieser
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Art erhielten wir die LEGENDRESschen Polynome durch Orthogonalisierung
lings der X-Achse zwischen den Punkten -+ I und — 1, sowie die
harmonischen Kreisfunktionen (FOURIER-Perioden) durch Orthogonali-
sierung lings des Einheitskreises oder eines beliebigen dazu konzen-
trischen Kreises. N

Es gibt nun in der Praxis Fille, in denen diese und dhnliche Arten
der Entwicklung der Natur der vorgelegten Funktionen nicht entsprechen.
In den spiteren Teilen dieses Buches werden wir des 6fteren mit Problemen
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der Statistik und KollektivmaBlehre!
zu tun haben, z. B. mit Aufgaben, in denen von der Verteilung gegebener
oder beobachteter Gr6Ben in bezug auf variable Werte eines Parameters
die Rede ist. Beispiclsweise sei die Hiufigkeit des Auftretens ver-
schiedener Werte des Luftdrucks oder der Temperatur an einem Beob-
achtungsort gegeben, oder die Verteilung der zufalligen Beobachtungs-
fehler einer MeBreihe ihrer Gréfle nach. Solche Verteilungs-, Haufigkeits-
oder Wahrscheinlichkeitskurven haben einige besondere Eigenschaften,
die sie als ausgezeichnete Klasse des allgemeineren Begriffs der empiri-
schen Funktionen erscheinen lassen:

1. Der Definitionsbereich solcher Verteilungsfunktionen, wie wir sie
kurz nennen wollen, ist zwar endlich, aber nach beiden Seiten des
Arguments oder mindestens nach einer Seite hin nicht bestimmt begrenzt.
Beispiel: Es kommt zwar niemals vor, daB ein zufilliger Beobachtungs-
fehler einen sehr groBen positiven oder negativen Wert (etwa den 100-
fachen mittleren Fehler) erreicht. Der gréBte in einem endlichen Material
vorkommende Fehler kann zwar als Anhaltspunkt fiir eine ungefihre
Begrenzung des Fehlerbereichs dienen, aber keineswegs als eine natiirliche
Schranke aufgefat werden, denn kommt ein Fehler von einem bestimmten
Betrage vor, so besteht immer die Moglichkeit, daB er bei genfigend
langer Fortsetzung der Beobachtungsreihe noch iibertroffen werde. Ist
das Argument der Verteilung dem Wesen des Kollektivs entsprechend
positiv (z. B. Niederschlagsmengen; KérpermaBle von Versuchspersonen;
sportliche Statistiken), so ist zwar durch den Wert null eine natiirliche
untere Schranke gegeben, wihrend eine obere Schranke a priori nicht
gegeben werden kann (mit anderen Worten: es gibt keinen Rekord, der
nicht gebrochen werden konnte).

2. Die Funktion selbst ist (als Anzakl der mit einem bestimmten
Merkmal behafteten Individuen) immer = o.

3. Fiir groBe Betrige des Arguments nihert sich die Funktion (ein-
seitig oder zweiseitig) frither oder spiter der null; es ist praktisch
belanglos, ob man den Wert Null schon fiir endliche Betrige des Arguments
als erreicht ansehen will oder ob man eine asymplotische Anniherung
an null annimmt, falls das Argument gegen -+ co oder — oo strebt.

! Siehe Kapitel IV.
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Mathematisch ist diese letztere Fassung befriedigender, weil dadurch der
Ubelstand einer fehlenden Schranke formal beseitigt wird. Es wird also
formal der (eigentlich endliche) Definitionsbereich ein- oder zweiseitig
ins Unendliche ausgedehnt. Der Erfahrungstatsache, dafl von einem
gewissen (gentigend grof zu wihlenden) Betrage des Arguments an
Individuen -des Kollektivs praktisch nicht mehr vorkommen, wird
mathematisch dadurch Rechnung getragen, daB das Integral iiber die
Verteilungsfunktion von jenem Punkte an bis 4- oo praktisch gegeniiber
dem Gesamtintegral vernachlissigt werden kann.

Natiirlich ist, wenn die Verteilungskurve eines Kollektivs als (evtl.
stiickweise) stetige Funktion des Arguments gegeben ist, ihre Darstellung
auch durch LeGENDREsche Polynome oder durch eine FOURIERsche
Reihe in einem den tatsichlichen Bereich der Funktion einschlieBenden
Grundintervall praktisch ohne Schwierigkeiten durchfithrbar. Eine
solche Entwicklung wiirde aber keinesfalls der inneren Natur der Funk-
tion gerecht werden, da ihre Glieder wesentlich andere Struktur besitzen
als die Verteilungsfunktion selbst. Damit dieser Ubelstand beseitigt
werde, fordern wir, daB3 auch die Reihenglieder Funktionen sein sollen,
die sich mit wachsendem Argument (ein- oder zweiseitig) asymptotisch
der Null nihern. Die Eigenschaft der Verteilungskurve, wesentlich
positiv zu sein, braucht nur von der ersten Niherung erfiillt zu sein —
die beste Naherung im Sinne des Prinzips der kleinsten Quadrate 148t
ja, wenn iberhaupt, positive und negative Reste ohne Bevorzugung
eines bestimmten Vorzeichens iibrig.

Orthogonale Funktionssysteme der verlangten Art lassen sich erzeugen,
indem man irgendein vollstindiges System von Elementarfunktionen,
z. B. das der Potenzen

I, x, 2% X3, ..., L.,
mit bestimmten ,,Gewichtsfunktionen® multipliziert, bevor man zur
Orthogonalisierung schreitet. Diese Gewichtsfunktion kann man nun
so festsetzen, daB sie den Elementarfunktionen die gewiinschten Eigen-
schaften verleiht. Sei etwa p (x) diese Funktion, dann lautet das
,.gewichtete’ Elementarsystem

p(x), xp(x), ¥2p(x),..., 2P (%),...
Fiir eine nach beiden Seiten der x-Achse unbestimmt begrenzte und
gegen null abnehmende Verteilungskurve erweist sich die Gewichts-

funktion
I

plx)—e ="
als geeignet, da ihr Kurvenbild der idealen Verteilungsform des Gauss-
schen Fehlergesetzes dhnlich ist. Die orthogonalisierten Funktionen sind
dann offenbar von der Gestalt

I
I

hy(x)=¢ 2" G,(x),
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wobei G, (x¥) noch nidher zu bestimmende ganze rationale Funktionen
#n-ten Grades von x bedeuten. Die Orthogonalititsbedingungen lauten
in diesem Falle, wenn das Integrationsintervall von — oo bis + oo lduft:

+ o0
e "G, (%) G, (x)dx=o0. (=)

— 00
Die Berechnung der Koeffizienten der ganzen rationalen Funktionen
G, (%) ist leicht mit Hilfe der Integrale!

o fiir ungerade m

+ o
T :—[oxmg—x’-dx = 1.3.5,;;1(m—l.vg
g E
]0=1/75

durchfiihrbar.

Es erweist sich, daf3 die Funktionen G, (von willkiirlichen konstanten
Faktoren abgesehen, durch deren spezielle Wahl man das System auch
,,normieren kann) mit den bekannten HErRMITESchen Polynomen:

Hy=1
H=2x%
Hy=4x*—2

Hy=8x*—12%
Hy=16x*—48x% 412 |

identisch sind, fiir die eine Rekursionsformel
H,.,—2xH,4+2nH, ;=0
gilt, oder die durch die Formel
H,(x) = (—1)*¢" gd_gx%—

direkt definiert werden.
Die Frage nach der Vollstindigkeit des Funktionssystems

By (8) = e 7 H,(x) m=o0,1,2...)

bedarf noch einer besonderen Beantwortung, da hier, entgegengesetzt
zu frither, der Integrationsbereich unendlich ausgedehnt ist. Es geniigt
hier die Angabe, daB in solchen Fillen zu den bereits bekannten

1 Durch partielle Integration erhilt man leicht die Rekursionsformel

2
fm=“”—**‘]m+2-

m 4 1
=+ 00

Daj,= f e~ P dx = 1/;, J, = o, so folgen daraus alle {tbrigen Integrale.
—~ o0
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Bedingungen, denen die zu entwickelnden Funktionen f (x) geniigen
miissen, nur noch die weitere hinzukommt, daB das Integral

oo

FRACLE

existieren, also einen endlichen Wert besitzen muBl. Die Normicrung
des Systems der %, (x) geschieht vermittelst der Beziehung

o0

)
+ R _
/ H:(x)e “dx=2"n!y/m,

der die HErMITEschen Polynome unterworfen sind.

Jede Verteilungsfunktion der Statistik erfiillt eo ipso die oben vor-
geschriebenen Bedingungen, 148t sich demmnach durch eine endliche
Reihe

(@ -+ ay Hy (%) + ag Hy () -+ a, H, (x))e ="

beliebig anndhern. Diese Naherungsmethode bildet die Grundlage der
Entwicklung von Verteilungskurven nach den statistischen Momenten
eines Kollektivs, die von BRUNS gegeben worden ist, und die wir an
spiterer Stelle! ausfiihrlicher behandeln wollen.

Fir einseitig asymptotische Verteilungsfunktionen f (x), deren Defini-
tionsbereich also von o bis + oo reicht, und fiir die das Integral

[ (%) dx

i
existiert, ist eine Entwicklung nach den HerMmiTEschen Funktionen
natiirlich auch denkbar — es wire dazu nur nétig, fir ¥ <o die Er-
weiterung von f (%) durch eine passende Festsetzung vorzunehmen, z. B.
durch f(—x) =o0 oder f(—«) = f (+ x). Natiirlicher und dem Wesen
der Verteilungsfunktion entsprechender ist es aber, auf die Einseitigkeit
der unendlichen Ausdehnung des Bereiches von vornherein Riicksicht
zu nehmen. Das geschieht z. B. durch die Einfithrung der einseitig

asymptotischen Gewichtsfunktion # (x) =e 2, also durch Orthogonali-
sierung des Systems

zwischen den Grenzen o0 und co. Man kommt sodann auf das orthogonale
System

! Kapitel IV, 3.
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wobei L, (x) die LAGUERREschen Polynome

Ly=1

Li=1—x

Ly=2—4x+ x%

Ly=6—18x 4 ga2—x8

Ly=24—096x+ 72 x2—16x% + x*
bedeuten, die der Rekursionsformel

L, ,—@nt+1—x)L,+n*L, ;=0

geniigen, und die durch die Formel

n

L () = e~ (e
X

erzeugt werden. Zur Normierung dieses Systems dienen die Gleichungen

joe"‘L,z, (x)dx = (n!)2.

8. Allgemeine Bemerkungen iiber Beobachtungsreihen.

In den bisherigen Betrachtungen ist stets das Vorhandensein einer
empirischen Funktion vorausgesetzt worden, die innerhalb eines stetig
zusammenhidngenden Bereiches einer (oder mehrerer) unabhingigen
Variablen iiberall definiert und bekannt ist. Im Falle einer Variablen
ist also ein — gegebenenfalls durch endlich viele Spriinge unterbrochener —
Kurvenzug bekannt. In der Praxis ist es jedoch viel hiufiger, daf3 die
Funktionswerte nur an gewissen diskreten Stellen des Definitionsbereiches
gegeben sind. Die Beobachtungsdaten haben dann die Form einer end-
lichen Menge von Zahlen, deren jede einem von endlich vielen Punkten
des Bereiches zugeordnet ist, z. B. der Folge von Beobachtungsterminen

t, ty, by, ..., 8

oder einer 6rtlichen Folge von Beobachtungspunkten. Im zweidimensio-
nalen Bereich — etwa auf der Oberfliache einer Kugel — ist die Funktion
fiir ein Netz von mehr oder weniger regelmifBig verteilten Punkten
(Beobachtungsorten) gegeben. Wir sprechen in diesen Fillen von dis-
kreten (zeitlichen oder o&rtlichen) Beobachtungsrethen oder von Beob-
achtungsnetzen.

Es ist hierbei eine grundsitzliche Unterscheidung zu machen zwischen
solchen Reihen oder Netzen, die durch Auswahl von diskreten Werten
einer an sich vorhandenen zusammenhingenden Funktion entstanden
sind und solchen, die von vornherein nur fiir diskrete Argumente einen
Sinn haben. Messen wir z. B. an einem Beobachtungsort eine Zeitlang
taglich zu einem bestimmten Termin die Lufttemperatur, so haben wir
eine Beobachtungsreihe der ersten Art vor uns — wir haben uns von

ny e
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einer an sich zu allen Zeiten vorhandenen zeitlich verinderlichen physi-
kalischen GroBe durch Stichproben eine Werteauswahl verschafft, durch
die der wirkliche Verlauf des Vorgangs zwar nicht exakt dargestellt,
aber doch in grofen Ziigen verfolgt werden kann. Es ist sogar denkbar,
daB dieser Vorgang — etwa durch die Aufzeichnungen eines Thermo-
graphen — auch als stetige Funktion der Zeit bekannt geworden ist. Die
diskrete Beobachtungsreihe wiirde dann nicht nur durch direkte Messung
der Temperatur zu den Beobachtungsterminen zu erlangen sein, sondern
auch durch Entnahme der betreffenden Ordinaten aus der Registrier-
kurve. Eine solche Ordinatenauswahl wird immer dann einen praktischen
Vorteil fir den Rechner bieten, wenn die Untersuchung der Reihe
bequemer ist als die der stetigen Funktion selbst, und wenn die Un-
genauigkeit, die durch die Nichtberiicksichtigung der zwischen den
einzelnen Terminen liegenden Funktionswerte hervorgerufen wird, gegen-
iiber jenen Rechenvorteilen nicht ins Gewicht fillt.

Ein extremes Beispiel von Beobachtungsrethen der anderen Art
haben wir vor uns, wenn wir etwa die Augenzah! einer Reihe von Wiirfen
mit einem Wirfelspiel aufzeichnen. Der Unterschied ist hier der, daB
das beobachtete Faktum nicht ein an sich stetiger Vorgang, sondern
ein seinem Wesen nach diskretes Ereignis ist, das jedesmal erst durch
ein Experiment erzeugt werden muBl. Wir kénnen eine Wurfserie von
# Wiirfen gedanklich als einen ,,Vorgang‘‘ auffassen, der sich innerhalb
einer gewissen Zeit abspielt, miissen ihn dann aber als ,,wesentlich dis-
kontinuierlich* ansehen, wihrend die Diskontinuitit einer Temperatur-
beobachtungsreihe offenbar unwesentlich ist, d. h. mit den inneren Eigen-
schaften des Vorgangs nicht im Zusammenhang steht. Auch in der
Natur lassen sich wesentlich diskontinuierliche Vorgidnge finden und
beobachten. Zeichnet man z. B. die Stirke der an einer seismologischen
Station beobachteten Erdst6B8e als Funktion ihrer Eintrittszeiten auf,
so ergibt sich eine diskontinuierliche Wertereihe. Das Kriterium fiir
die wesentliche Diskontinuitit ist offenbar, daB3 es sinnlos ist, eine solche
‘Wertfolge durch einen geschlossenen Kurvenzug zu verbinden oder nach
den zwischen den Aufzeichnungen liegenden Werten der Folge zu fragen.
Man kann also eine wesentlich diskontinuierliche Wertfolge nicht ¢nter-
polieren, sie 1Bt sich infolgedessen auch nicht analytisch, sondern nur
statistisch behandeln .

1 Zwischen beiden Arten von Wertfolgen gibt es zahlreiche- Uberginge. So
setzt sich die mit Beobachtungsfehlern behaftete Folge von Températurmessungen
aus unwesentlich und wesentlich diskontinuierlichen Elementen zusammen. Oft
148t sich auch eine an sich wesentlich diskontinuierliche Folge interpolieren, wenn
aus ihr auf einen kontinuierlichen Vorgang geschlossen werden kann, der mit ihr
eng zusammenhingt. Zeichnet etwa ein Schiitze, der téglich eine feste Zahl von
Schiissen auf ein Ziel abgibt, die Zahl der Treffer auf, so ergibt die formale Inter-
polation (bzw. Glattung) dieser wesentlich diskontinuierlichen Folge den zeitlichen
Verlauf der (als stetig veridnderlich anzusehenden) ,,Treffsicherheit®‘.
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In den folgenden Abschnitten soll von der Inferpolation von Werte-
reihen die Rede sein — daraus geht hervor, daf3 der Fall der wesentlichen
Diskontinuitit ausgeschlossen bleibt. Wir haben es also nur mit solchen
Wertefolgen zu tun, die als einzelne Ordinaten einer in ihrem Bereich
itberall definierten empirischen Funktion entnommen worden sind. Bei
Wertereihen mit einer unabhingigen Veridnderlichen haben wir noch zu
unterscheiden zwischen solchen Reihen, deren Abszissen gleiche Abstinde
haben (iquidistante Reihen) und solchen, in denen die Abszissen un-
gleichférmig tber den Beobachtungsbereich verteilt sind.

9. Interpolation und Glattung.

Es sei nun allgemein die Aufgabe gestellt, die durch eine Beobachtungs-
reihe, also durch eine bestimmte Ordinatenauswahl reprisentierte empi-
rische Funktion innerhalb des Beobachtungsbereichs so gut wie moglich
zu rekonstruieren. Damit diese Aufgabe iiberhaupt l6sbar sei, miissen
gewisse Vorbedingungen erfiillt sein, die sich mathematisch streng und
allgemeingiiltig nicht formulieren lassen. Die gréBte Schwierigkeit liegt
offenbar darin, daB diese Voraussetzungen sich bis zu einem gewissen
Grade auf den als unbekannt angenommenen Verlauf der Funktion
zwischen den Beobachtungspunkten erstrecken. Vor allen Dingen ist
erforderlich, daB die Beobachtungspunkte dicié genug liegen, und zwar
so dicht, daB wesentliche Schwankungen der Funktion zwischen den
beobachteten Ordinaten nicht zu erwarten sind. Ein sicheres Urteil
iiber diesen Punkt 14Bt sich aus der Kenntnis der diskreten Wertfolge
allein nicht gewinnen, wohl aber aus den Erfahrungen, die dem Bearbeiter
dariiber hinaus iber die Schwankungseigenschaften der Funktion vor-
liegen. Handelt es sich z. B. um eine Aquidistante Beobachtungsreihe
des Luftdrucks fiir eine bestimmte meteorologische Station, so sind —
wenn nicht fiir den gleichen Zeitraum, so doch fiir frithere Zeitriume,
und wenn nicht fiir dieselbe, so doch fiir eine klimatisch dhnlich gelegene
Station — Barogramme vorhanden, die ein allgemeines Bild von der
Anderung des Luftdrucks, von der GréBe und der Schnelligkeit seiner
Schwankungen zu geben vermégen. Als Schwankung wird man dabei
einen Kurventeil ansehen, der von einem Teilmaximum der Kurve bis
zum nichsten reicht. In Anlehnung an die Bezeichnungsweise bei
periodischen Kurven kann man (zundchst ganz provisorisch) das Ab-
szissenintervall (Zeitintervall) zwischen zwei aufeinanderfolgenden Teil-
maxima als Schwankungsperiode oder Schwankungsdauer, den Ordinaten-
unterschied zwischen Teilmaximum und nachfolgendem Teilminimum
(noch besser den Unterschied zwischen dem arithmetischen Mittel auf-
einanderfolgender Maximalordinaten und der dazwischenliegenden Mini-
malordinate) als Schwankungsamplitude bezeichnen. Nun wird im all-
gemeinen die Dauer sowohl als auch die Amplitude aufeinanderfolgender
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Schwankungen starkem Wechsel unterworfen sein. Es wird ferner zu
unterscheiden sein zwischen Schwankungen, die durch zufillige Regi-
strierungsfehler oder durch belanglose kleine Stérungen hervorgerufen
werden, und solchen, die auf wesentlichen Anderungen der MeBgroBe
selbst beruhen. Die ersteren Schwankungen werden im allgemeinen
von kleiner Amplitude und sehr kurzer Periode sein — von diesen
Schwankungen wird sich der Bearbeiter tunlichst zu befreien haben,
etwa dadurch, daB er die gegebene Kurve gldttet. Erst die Schwankungen
der geglitteten Kurve werden nach Dauer und Amplitude diejenigen
Eigenschaften zeigen, die fiir die Bestimmung des geeignetsten Beob-
achtungsabstandes maBgebend sind. Der Beobachtungsabstand ist dann
auf alle Fille so klein zu wihlen, daB diese wesentlichen Schwankungen
in der Beobachtungsreihe deutlich sichtbar bleiben. Ist p die kleinste
unter den vorkommenden wesentlichen Schwankungsperioden, so ist
zundchst klar, daB ein Beobachtungsabstand A¢=$ zu groB wire, da
die Beobachtungsreihe diese kurzen Schwankungen tiberhaupt nicht

wiedergeben wiirde. Ein Beobachtungsabstand 4¢= g kénnte die

Schwankung im vollen Mafle zeigen, wenn eine Abszisse gerade das
Schwankungsmaximum, die nichste also das Schwankungsminimum
trife. Da aber ebenso wahrscheinlich diese beiden Abszissen gerade in
die Mitte zwischen Maximum und Minimum fallen kénnten, so liegt
auch hier noch die Gefahr vor, daB die Schwankung aus der Reihe
herausfallt. Mit Riicksicht auf diesen ungiinstigsten Fall wiirde es nétig
werden, zwischen je zwel Beobachtungswerten noch einen weiteren zu
besitzen, so daB dann auf einen Bereich von der Linge der kleinsten
wesentlichen Schwankungsperiode mindestens vier Beobachtungenkédmen.
Die Bedeutung dieser, lediglich aus ganz einfachen Uberlegungen ge-
wonnenen Erkenntnis fiir die Aufgaben der Periodenforschung ist un-
mittelbar einzusehen — es ist plausibel, da man, um eine Periode von
der Lange p durch eine Beobachtungsreihe feststellen zu kénnen, den

Beobachtungsabstand tunlichst nicht gréBer als —i— wihlen darf.

Wir haben in den vorhergehenden Bemerkungen zwei Begriffe ver-
wendet, die jedem Bearbeiter von Beobachtungswerten geldufig sind,
hier aber noch einer genaueren Bestim mung bediirfen: Interpolation und
Glattung.

Unter Interpolation einer Beobachtungsreihe versteht man die Ver-
bindung der in einem Koordinatensystem als Punkte aufgezeichneten
diskreten Funktionswerte durch eine stetige, notigenfalls durch eine
stiickweise stetige, also hochstens an isolierten Stellen unstetige Kurve.
Die Art der Kurvenziehung ist an sich willkiirlich; sobald wir aber die
Interpolation als Mittel zur Erreichung eines bestimmten Zieles, ndmlich
der bestméglichen Rekonstruktion der empirischen Funktion ansehen,
die der Beobachtungsreihe zugrunde liegt, wird diese Willkiir durch
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starke Einschrinkungen geniildert werden miissen. Zumindest werden
wir die Art der Interpolation den Voraussetzungen anzupassen haben,
denen die Beobachtungsreihe selbst als Reprisentant des unbekannten
Funktionsverlaufes nach den obigen Betrachtungen unterworfen ist:
Da der Verlauf der durch die Beobachtungen gegebenen Punktreihe
alle wesentlichen Schwankungen der Funktion enthalten soll, darf
die Interpolationskurve keine zusitzlichen Schwankungen zeigen, also
insbesondere keine ausgeprigten Wellen von der Linge des doppelten
Beobachtungsabstandes oder noch kleinerer Linge. Sofern solche kurz-
periodische Schwankungen dennoch zugelassen werden, sollen ihre
Amplituden jenes MaB nicht {iberschreiten, das durch die Ungenauigkeit
bzw. die Streuung der Beobachtungen selbst oder durch die Genauigkeits-
anspriiche des Bearbeiters gegeben ist.

Ist von der gegebenen Wertereihe bekannt, daB sie einer analytischen
Funktion von mehr oder weniger einfachem Aufbau und glattem Verlauf
entnommen ist und an den Entnahmestellen die Funktionswerte bis auf
eine bestimmte Dezimalstelle genau angibt, so gibt es strenge Inter-
polationsverfahren, die es gestatten, auch die dazwischenliegenden
Funktionswerte mit der gleichen Genauigkeit zu ermitteln. Die hierzu
nétigen Formeln, die in der Differenzenrechnung (s. Lit. 221, 312) gelehrt
werden, beruhen auf den allgemeinen mathematischen Eigenschaften
analytischer Funktionen, insbesondere darauf, daB sie in jedem Punkte
ihres Definitionsbereiches beliebig oft differenzierbar sind. Diese Inter-
polationsformeln werden z. B. benutzt, wenn Funktionswerte fiir be-
liebige Argumente aus Tafeln entnommen werden sollen, die die Funktion
fiir diskrete Werte des Arguments enthalten; auf ihnen beruht also
die Benutzung von Tafeln der Logarithmen, der trigonometrischen
Funktionen usw., aber auch von Tafeln zusammengesetzter Funktionen,
wie z. B. der astronomischen Ephemeriden der Himmelskdrper.

Die Anwendung der Formeln der Differenzenrechnung auf empirische
Wertereihen ist im allgemeinen nicht statthaft, da die oben genannten,
fiir analytische Funktionen giiltigen Voraussetzungen fiir empirische
Funktionen meist nicht zutreffen. Selbst wenn die der Beobachtungs-
reihe zugrunde liegende empirische Funktion ihrer Natur nach als
analytisch angesehen werden kann, ist mit dem Auftreten der zufilligen
Beobachtungsfehler zu rechnen, die den Einzelwerten der Reihe anhaften
‘und ihren ,glatten” Verlauf mehr oder weniger empfindlich stéren.

Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache und mit dem Ziel, eine Aus-
gleichung der Beobachtungsfehler herbeizufiihren, lassen sich verschiedene
Wege einschlagen:

1. Man interpoliert die gegebene Wertereihe zunichst provisorisch
auf eine moglichst einfache und vorurteilsfreie Weise. Hierdurch erhalt
man eine stiickweise stetige, sogar stiickweise glatte Kurve, die dann
nach den Methoden des ersten Teiles durch bekannte Funktionssysteme
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so weit anzunihern ist, wie es die Genauigkeit der Beobachtungen erforder-
lich macht. Fiir diese provisorische Interpolation kommen insbesondere
zwei Methoden in Frage:

a) Die lineare Interpolation, die graphisch dadurch erzielt wird, daB
man die als Punkte in einem Koordinatensystem aufgetragenen Werte
durch gerade Strecken miteinander verbindet (Interpolation durch einen
Polygonzug).

b) Die Interpolation durch einen Treppen- oder Stufenzug. Hier
wird angenommen, dafl die Funktion den gemessenen Wert wihrend
eines ganzen Beobachtungsintervalls beibehidlt. Handelt es sich um eine
gleichabstindige Reihe mit dem Abstand A ¢, so wird die interpolierte

Kurve im Intervall
At At

by— - <t<t,+—-
den Wert f (f,) = const haben, auBerdem in der Mitte zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Beobachtungsterminen einen Sprung aufweisen,
sofern die dazugehé6rigen Beobachtungswerte verschieden sind.

2. Die gegebene Wertereihe wird vor ihrer weiteren Behandlung
gegldttet, d. h. durch ihre graphische Darstellung wird ein glatter Kurven-
zug hindurchgelegt, so da die Einzelpunkte mdglichst gleichmiBig zu
beiden Seiten der Kurve verteilt bleiben, und ihre Abweichungen von
der Kurve die GroBenordnung der zu erwartenden Fehler innehalten.
Am einfachsten geschieht diese Glittung ,,aus freier Hand", indessen
erfordert diese Art der Behandlung von seiten des Bearbeiters eine
gewisse Gefiihlssicherheit, die sich in konkreten Fillen oft erst dann
einstellt, wenn tiber das vorliegende Problem gentigend Erfahrung ge-
sammelt worden ist.

3. Die gegebene Wertereihe wird in ungeglitteter Form benutzt,
und es wird versucht, sie direkt durch eine Anniherungsfunktion nach
dem Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate anzundhern. Die Anndherungs-
funktionen verschiedener Ordnung, die dabei erhalten werden, sind als
analytische Ausdriicke ihrer Natur nach glatt, ihre Kurvenbilder also
als Gldattungskurven anzusehen. Der GlittungsprozeB gilt als abgeschlossen,
wenn der mittlere ibrigbleibende Fehler der Darstellung der erwarteten
Genauigkeit entspricht. Da die gesamte Beobachtungsreihe nur endlich
viele Werte enthilt, ist es immer méglich, die Quadratsumme der Rest-
fehler nach endlich vielen Anniherungsschritten zum Verschwinden zu
bringen — diese letzte Niherungsfunktion wird also die Beobachtungs-
werte restlos darstellen, sie entspricht daher einer Imferpolation der
Beobachtungsreihe. Da jedoch diese Interpolationskurve die Beob-
achtungsfehler mit darstellt, braucht sie keineswegs die beste Anndherung
an die gesuchte, dem beobachteten Vorgang entsprechende Kurve zu
sein. Ja, selbst wenn die ,,Beobachtungsreihe’ einer analytischen
Funktion fehlerfrei entnommen wire, wiirde eine derartige Interpolation
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keineswegs Gewihr dafiir bieten, da8 die Zwischenwerte mit der ur-
spriinglichen Funktion iibereinstimmen, denn sie hingen ja noch ganz
wesentlich von der Art der verwendeten Anniherungsfunktionen ab:
so wird die Interpolation von # Zahlenwerten durch eine Potenzreihe
zwar diese Werte ebenso vollkommen darstellen, wie die durch eine
trigonometrische Reihe, aber die Zwischenwerte werden in beiden Fillen
erheblich voneinander abweichen, und wenn etwa die gegebenen Werte
einer Exponentialfunktion entnommen waren, wird keine der beiden
Darstellungen eine befriedigende Interpolation gestatten.

Von den unter Punkt 3 genannten analytischen Glittungsverfahren
wird in den folgenden Abschnitten noch ausfithrlich die Rede sein. Im
Anschlufl an Punkt 2 miissen noch einige Hilfsmittel erwihnt werden,
die das Glitten aus freier Hand erleichtern, wenn auch nicht ganz
ersetzen koénnen, und dieser MaBnahme wenigstens einen Teil der in
ihr enthaltenen Willkiir und GefithlsmaBigkeit nehmen. Der Zweck der
Glattung ist ja, die Beobachtungsreihe nach Moglichkeit von der Wirkung
der zufilligen Fehler zu befreien. Da zufillige Fehler die statistische
Eigenschaft haben, gleich hiufig positiv und negativ zu sein, so wird
das arithmetische Mittel aus einer gréfleren Anzahl verschiedener Fehler
von um so kleinerem Betrage sein, je groBer die’ Anzahl ist, und zwar
nimmt (was hier als bekannt vorausgesetzt sei) der wahrscheinlichste
Betrag des arithmetischen Mittels wie die Wurzel der Anzahl ab. Eine
Verminderung der GréBenordnung der Fehler wird man daher bei
Beobachtungsreihen unter gewissen Voraussetzungen dadurch erzielen
konnen, dal man je » aufeinanderfolgende Werte zu ihrem arithmetischen
Mittel zusammenfaBt und dieses als gegldtteten Funktionswert dem
mittleren Argument zuschreibt. Das ist aber nur dann statthaft, wenn
man annehmen darf, da die gedachte (fehlerfreie) Beobachtungskurve
in dem Bereich, iiber den die Mittelbildung erfolgt, keine merkliche
Kriimmung aufweist, also wenigstens angendhert linear verlduft. Liegen
die Beobachtungswerte hinreichend dicht, so wird man diese Methode
der Glattung durch tibergreifende Mittel oft mit Erfolg anwenden, doch
mull man sich sehr hiiten, die Mittelbildung auch iiber solche Intervalle
vorzunehmen, die eine offensichtliche sprunghafte Anderung der Funktion
oder ihrer Ableitung (Spriinge oder Knicke) enthalten, da die geglittete
Reihe die Tendenz hat, diese Eigenschaften zu verwischenl. Die ein-
fachste Form der Glittung durch Mittelbildung ist die, die Beobachtungs-
reihe durch die arithmetischen Mittel zwischen je zwei aufeinander-
folgenden Werten zu ersetzen. Dehnt man die Mittelbildung {iber mehr
als zwei Werte aus, so geht man oft so vor, da man den Werten, die
dem mittleren Argument am nichsten liegen, ein gréBeres Gewicht
erteilt als den weiter entfernten. Bei Dreiermitteln ist die Gewichts-

1 Siehe anch A.p.V, S. 15 bis 16.
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verteilung (1, 2, 1) sehr gebrauchlich: Sind also f;, f,, f; drei aufeinander-
folgende Beobachtungswerte, so lautet der geglittete Wert

g‘z:%(f1+2fz+f3)-

Fiir mehr als drei Werte benutzt man verschiedene Gewichtsverteilungen,
z. B. gleichmiBige Abnahme von der Mitte nach den Enden des Intervalls
oder ungleichférmige Abnahme gemidB den Binomialkoeffizienten. So
erhilt man fiir Vierermittel nach diesen beiden Methoden die Werte

=75 (h+2ht2fa+f) baw g = (i+3h+3f+])

fiir Fiinfermittel
@= o (ht+2ha+3fs+ 20+ 1) baw. =i+ 4fe+6ls+4fi+ 1)
usw.

Ist die Beobachtungsreihe ihrem allgemeinen Verlauf nach merklich
gekrimmt, d. h. weist sie wesentliche Schwankungen auf, so zeigt die
durch iibergreifende Mittel gebildete geglittete Reihe eine Neigung, die
Amplitude der Schwankungen zu verkleinern, wihrend die Perioden
erhalten bleiben. Wird, die (ungewichtete) Mittelbildung iiber ein Intervall
von der Linge der Schwankungsperiode ausgefiihrt, so wird die geglittete
Reihe diese Schwankung tiberhaupt nicht mehr enthalten. Bei der
Glattung durch {ibergreifende Mittel wird man also darauf achten, daB3
das zur Mittelbildung herangezogene Intervall gegeniiber den jeweilig
auftretenden Schwankungsperioden hinreichend klein ist — es sollte im
allgemeinen den vierten Teil der Schwankungsperiode nicht tiberschreiten.
Andererseits ist durch diesen Umstand die Méglichkeit gegeben, kurz-
periodische Schwankungen durch Glittung aus der Beobachtungsreihe
zu entfernen, um dadurch Schwankungen von lingerer Periode klarer
hervortreten zu lassen. Diese Methode wird in der Periodenforschung
hiufig angewandt, um kurze und lange Perioden voneinander zu trennen!.

10. Annidherung von Beobachtungsreihen.

Wenn wir eine Beobachtungsreihe vor der weiteren Bearbeitung
glditten, so setzen wir damit ihrer Annidherung durch eine analytische
Funktion oder durch Reihen solcher Funktionen von vornherein eine
Schranke, die durch das Quadrat der Abweichungen der Einzelwerte
von der Glittungskurve gréBenordnungsméiBig gegeben ist. Eine fort-
schreitende Anndherung der Beobachtungswerte mit dem Ziel, die
iibrigbleibenden Reste beliebig klein zu machen, ist dagegen durch die
beiden Verfahren ermdglicht, die in Punkt 1 und 3 des vorigen Ab-
schnitts angedeutet worden sind. In der Art, wie diese Anndherung

1 Siehe z.B. V, 5.
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vor sich geht, unterscheiden sich beide Methoden wesentlich voneinander.
Durch die provisorische Interpolation der Beobachtungsreihe durch
Polygon- oder Treppenziige (Punkt 1) wird eine stellenweise geknickte
bzw. stellenweise unstetige Hilfsfunktion erzeugt, die die Beobachtungs-
werte selbst als Ordinaten enthidlt. Die vorgelegte Aufgabe ist daher
auf die frilhere der Anndherung empirischer Kurven zuriickgefiihrt —
eine vollstindige Darstellung der Beobachtungswerte wird daher im
allgemeinen erst nach unendlich vielen Schritten der Anndherung zu
erwarten sein, wihrend die in Punkt 3 angefiihrte direkte Anniherungs-
methode schon nach endlich vielen Schritten zur vollstindigen Dar-
stellung der Originalwerte fiihrt.

Wir beschrinken uns auf den Fall einer eindimensionalen Beob-
achtungsreihe — der Einfachheit halber nehmen wir als Argument die
Zeit (f) an. Die zu den Beobachtungsterminen

P U N
gemessenen GroBen seien
yO’ yl) yz: ee yv: seey _'yN-

Ist die Beobachtungsreihe dguidistant, so wihlen wir den konstanten
Beobachtungsabstand (etwa Stunde, Tag, Monat, Jahr), als Zeiteinheit —
die Folge der Argumente entspricht dann der Folge der ganzen Zahlen,
die Null und die negativen Zahlen gegebenenfalls eingeschlossen.

Die zur Anniherung benutzten Funktionen bilden, wie friiher, ein
linear unabhéngiges System von ,Elementarfunktionen‘

@), @1@), s @), ...
Die Niherung n-ter Ordnung sei eine lineare Kombination dieser Funk-
tionen:
gu(l) =@ (t) + a1y (f) + - + 2,9, ()
mit noch zu bestimmenden Konstanten 4,4y, ..., g,.
Nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate ist dann diejenige Niherung

n-ter Ordnung als die beste anzusehen, die der Bedingung
N

¢n =2 (Vs —&n (tv»z = Min
v=0

geniigt. Die Losung dieses Minimumproblems fithrt sodann auf die
Normalgleichungen

N N
0Dy, ’
*% da, aozfpu (&) @, (4) +412 P, )@, () + -
y=190 y=20
o N (15)
+ a"Z(pﬂ (t”) ¢n(t,,)—2 yv(p,u (tv) =0, (‘M =0,1,.. .,n)
r=20 p=0

die sich von den fritheren nur dadurch unterscheiden, daB anstatt der
Integrale Summen auftreten.

Stumpff, Periodenforschung. 3
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Fir die Bestimmung des Minimumsausdruckes @,, erhilt man ganz
ahnlich wie frither

N N
D, (Min) = X yi— X g5 (t,) -
v=0 =0

Das Quadrat des mittleren Restfehlers ist dann

p2 = — @, (Min)*.

Etwas tiefergehende Betrachtungen werden nétig, wenn wir versuchen,
auch den Begriff der Orthogonalitit des Systems der Annidherungs-
funktionen auf die bei Beobachtungsreihen vorliegenden besonderen
Verhiltnisse zu iibertragen, was mit Riicksicht auf die auBerordentliche
Vereinfachung der Auflésung der Normalgleichungen im Falle der Ortho-
gonalitit sehr wiinschenswert ist. DaB wir mit den im ersten Teil
gewonnenen Erfahrungen iiber orthogonale Funktionssysteme allein
nicht auskommen, ist klar und liegt einfach daran, daB ja die Ausgangs-
funktionen nicht wie dort in ihrem gesamten Verlauf benutzt werden,
sondern — ebenso wie die Beobachtungsfunktion selbst — nur fiir aus-
gewdhlte Argumente. Erfiillen also die Funktionen des Systems fiir
ein bestimmtes Intervall [a, b] die Orthogonalititsbedingungen

b
Jee@di=o, (=)

so ist damit noch nicht gesagt, daf} fiir diskrete Argumente dieses Inter-
valls auch

#”

g b)p ) =o (1 4)
ist. Das ist aber offenbar die Forderung, die zu stellen ist, wenn die
Losungen der Normalgleichungen (15) die gleiche einfache Gestalt haben
sollen wie frither. Die Befriedigung dieser Forderung, die wir ebenfalls
als Orthogonalitatsbedingung bezeichnen wollen, hingt aufBler von der
analytischen Gestalt der Niherungsfunktionen ganz wesentlich von der
Wahl der diskreten Argumente, also der Beobachtungszeiten ab, ebenso
wie sie im fritheren Fall von der Linge und Lage des Beobachtungs-
intervalls abhing.

So wie wir frither ein gegebenes, nicht orthogonales Funktionssystem
fir einen bestimmten Bereich der unabhingigen Variablen orthogonali-
steren konnten, werden wir jetzt die Orthogonalisierung mit Riicksicht
auf ein bestimmtes Aggregat von diskreten Argumenten vornehmen
miissen. Gehen wir dabel von einem einfachen Elementarsystem aus,
z. B. von dem der Potenzen, so werden wir im allgemeinen nicht zu den

! Der Nenner N ist um eins kleiner als die Anzahl der Summanden. Die Be-
griindung dieser Tatsache ist aus der Fehlertheorie bekannt.
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gleichen Orthogonalsystemen gefiihrt werden, die wir frither kennen-
gelernt haben, oder wenn doch, dann nur bei ganz bestimmter Verteilung
der Argumente.

11. Harmonische Analyse von Beobachtungsreihen.

Die in Abschnitt 6 gesammelten Bemerkungen iiber rein periodische
Funktionen lassen sich ohne Schwierigkeit auf Beobachtungsreihen iiber-
tragen. Wir wollen also eine Beobachtungsreihe

e e Yo Vis Vo eees Yoy ovn [v,=1)]

rein periodisch nennen, wenn sie aus einer rein periodischen Kurve durch
Ordinatenauswahl entstanden ist, wobei fiir den Begriff der reinen
Periodizitat die gleichen Vorbehalte gelten wie frither. Geschieht die
Ordinatenauswahl in jeder ,,Grundperiode an gleichliegenden Stellen
der Abszissenachse, so kann die Funktionalbedingung in der Form

&) =1+ kD)
geschrieben werden. Ist insbesondere die Reihe dquidistant, und ist die
Grundperiode ein ganzes Vielfaches des Beobachtungsabstandes A ¢ == 1,
so ist — immer abgesehen von Beobachtungsfehlern oder sonstigen
stérenden Beimischungen —

yv = yv+k1>'

Die Harmonische Analyse einer Beobachtungsreihe, die der letzt-
genannten Bedingung geniigt, ist der in der Praxis bei weitem am
hiufigsten vorkommende Fall. Es liege ein Grundintervall von der
Lange $ vor, das durch p gleichabstindige Beobachtungen

Yo Yoo oo o ¥p
belegt sei. Diese Werte sollen durch eine endliche, nach den Funktionen

I, cosatl, cos2atl, ... ( 2n>
oL —

sinet, sinzat, ... P

fortschreitende Reihe angendhert bzw. interpoliert werden.
Es erweist sich, daB in diesem Falle die in den Normalgleichungen
auBerhalb der Hauptdiagonale auftretenden Koeffizienten

S cospat,cosgoat,
r=1

\,

k=
sinpgot,singat,

b~ EM» i

cosyat,singat,

=1

I

samtlich verschwinden, sofern u +o<p.
3*



36  Reihenentwicklung und naherungsweise Darstellung empirischer Funktionen.

Man beweist diese Behauptung mittels der bekannten Summations-
sitze der trigonometrischen Funktionen:

4 sinp 2
Ecos(wp—{—y)) (p—cos[(ﬁ—{—l)w—{—zp]
p=1 sin?

[ sinp%
Slsinp+y)=——2sin[p+ 1L +y|-

y=1 sin —

Es ist ndmlich, wenn gemil den obigen Voraussetzungen die gleich-
abstindigen Abszissen

L,=q-+v =1, 2,..., P)
eingefiihrt werden:

e ?
2 Ycospat,cospat,= ):{cos (u+o)a(g+7») +cos(u—o)o(g+7)}

r=1

?
2251n,uoct sinpoat, _2{005( o)a(g+v)—cos(u+p)o(g+9}
r=1

1>

ZZCOS‘uoct,,Sinrot,,:Z{Sin (e + o) (g-+v)—sin (u—p)x(g+»}.

v=1 r=1
In den vorkommenden cos- und sin-Summen sind also die Frequenzen

p=alpto)=", (uto)
zu verwenden. Fir gy >p und p 4o < ]5 ist stets sin % >0, hingegen

sin ¢ % = 0. Daraus folgt zunichst die Giiltigkeit der Orthogonalitats-

bedingungen
4
S cospat,cospot, =0
v =p1 u # 0
S sinpot,singal, =0
v=1

fiir 4 + o < p, withrend ersichtlich ist, daB die Bedingung
?
S cospuat,singot, =0
v=1
auch fiir 4 = p noch erfiillt ist.
Fiir eine Anndherung bis zur m-ten Ordnung:
Y, = ay+ aycosat, +ascos2at, + - + a,cosmat,
+bysinat, 4 bysinzat, -+ b, sinmat,
sind 2 m - 1 Koeffizienten zu berechnen; es muB also 2m |+ I =4 sein,
damit die Lésung eindeutig bleibt. Die Normalgleichungen reduzieren
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sich, da die Orthogonalititsbedingungen wegen u=m; 9=m, d.h.
4+ o=z2m<p simtlich erfiillt sind, auf
P
a() : p = ;1 Yy
? ?
a, Xcostuat, = Xy, cos uat,
”=pl ”T U=1,2,...,m,
b, Elsinz pot, = glyp sin pat,
wobei man zweckmiBig durch Wahl eines geeigneten Anfangspunktes
dafiir sorgt, da8 #, = v gesetzt werden kann. Da ferner

p ?
Ecos{uoatv: Esinz,uoztvzé fir zp<p,
v=1 p=1

so ergeben sich fiir die Koeffizienten

4
Ay = %2%

21;_;l 2 2
a, = ?2 Y, Cosp al, = ?2 Y, COS L v o
v=ﬁ1 v——-;
b, = %Zy,,sin‘uoct,,z ?2; Ey,,sin,u Vo .
v=1 =1

Die Interpolation der gegebenen Werte ist streng, wenn die Anzahl der
Konstanten gleich der Anzahl der Beobachtungen ist. Hier haben wir
zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem 7 eine gerade oder ungerade
Zahl ist. Ist p ungerade, etwa p =27+ 1, so tritt die strenge Inter-
polation gerade fiir die 7-te Ordnung ein, und da in diesem Falle stets
2 =27<p, so behalten die obigen Formeln fiir die Fourier-Koeffi-
zienten auch fiir die héchste Ordnung ihre Giiltigkeit. Das ist jedoch
nicht mehr der Fall, wenn ¢ gerade ist. Ist nidmlich p =27, so ist

4
COS?P o = COSTTY = + I; S cos?rya =19
=1
sinryo = sinmy =0,

woraus erhellt, daB die Bestimmungsgleichung fiir b, ihren Sinn verliert,

wihrend
»
I
4=y Y, CO87P o

y=1
wird. Die harmonische Welle héchster Ordnung ist also in diesem Falle
eine reine cos-Welle.
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Fiir die minimale Fehlerquadratsumme ergibt sich bei Anndherung
bis zur m-ten Ordnung:

@, (Min) Zyv —p ak Zp 2+ 82),

y=1

also fiir das Quadrat des mittleren Restfehlers der wahrscheinlichste Wert
4 "
2 I P I
=g St 1 3+ )
=1 p=1

12. Mehrdeutigkeit der trigonometrischen Interpolation.

Ist eine empirische Funktion im Bereich [0, ] durch eine Kurve
tiberall definiert, so wird sie durch ihre FouriERsche Entwicklung ein-
deutig dargestellt. Es gibt daher eine und nur eine Folge von FOURIER-
Koeffizienten

og; oy Bis o Ba e Gy Bauren,
die fiir die Anniherung der Funktion maBgebend ist. Ist hingegen die
Funktion im gleichen Bereich durch eine (im besonderen dquidistante)
Auswahl von p Ordinaten vertreten, so stellt die Interpolation dieser
Ordinaten mittels der im vorigen Abschnitt abgeleiteten ¢ ersten Glieder!
der Folge
ag;  ay, by ay, by ...

nur eine einzige von unendlich vielen Interpolationsméglichkeiten dar,
und zwar diejenige, die mit mdglichst wenig und modglichst langen
harmonischen Wellen die betreffende Ordinatenauswahl darzustellen ver-
mag. Dabei ist es keineswegs sicher, dall diese p Konstanten a,, b,
mit den ersten p FouriEr-Koeffizienten «,, 8, auch nur anniherungs-
weise iibereinstimmen; wir wollen aber die Ordinatenauswahl als Ain-
reichend dicht bezeichnen, wenn eine geniigende Ubereinstimmung vor-
liegt. Véllige Ubereinstimmung ist nur dann zu erwarten, wenn die
Fourier-Entwicklung selbst mit dem p-ten Gliede abbricht, alle spéiteren
Fourier-Koeffizienten also verschwinden. Alsdann folgen die Identitdten

Ay = %y; b, =,

aus der Eindeutigkeit der Fourier-Entwicklung. Geniherte Uberein-
stimmung zwischen den 4,, b, und «,, f, ist dann gegeben, wenn die
Quadratsumme der Fourier-Koeffizienten vom (p + 1)-ten ab hin-
reichend klein, d. h. von der GréBenordnung des zu erwartenden Fehler-
quadratintegrals ist.

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen ‘den Konstanten a, b,
und den Fourier-Koeffizienten an einigen konkreten Beispielen naher

' Also, wenn p ungerade, bis by, _q); wenn p gerade, bis ay,.
i 2
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untersuchen, um an Hand der dabei gewonnenen Erfahrungen einige
allgemeinere Regeln iiber diese Zusammenhinge ableiten zu kénnen.

Von besonderer Wichtigkeit fiir die Zwecke der prakiischen Harmo-
nischen Analyse ist es, den Fall zu untersuchen, daB3 die Beobachtungs-
reihe provisorisch durch einen Stufenzug oder einen Polygonzug inter-
poliert wurde. Beide Interpolationsarten werden nimlich sehr hiufig
vorgenommen, wenn die zur Darstellung der Fourier-Koeffizienten
benutzte Methode das Vorhandensein eines stetigen oder stiickweise
stetigen Kurvenzuges voraussetzt, wie dies z. B. bei der Verwendung
der mechanischen Harmonischen Analysatoren (s. II, 2) der Fall ist.
Wir haben also hier das Ergebnis der trigonometrischen Interpolation
nicht mit der FouriErR-Entwicklung der ,,wahren’* Beobachtungs-
funktion, sondern mit der Entwicklung der provisorisch interpolierten
Funktion zu vergleichen, wobei nach wie vor die Frage offen steht,
welche von beiden Darstellungen dem wahren Funktionsverlauf am
meisten gerecht wird. Ich hebe diese an sich triviale Feststellung
besonders hervor, da man in der Literatur mitunter einer verkehrten
Interpretation dieses Sachverhaltes begegnet.

Es sei eine empirische Funktion im Bereich [0, $] durch die FOURIER-
Reihe

)

fO) =00+

(o, cospot + B, sinpot) (a: .2;;1)

I

1

dargestellt; aus ihr sei an den gleichabstindigen Stellen
l=1,2,3,...,9p

eine ,,Beobachtungsreihe

¥, =1 =ay+ X (x,cospov 4 f,sinpov) w=1,2,...,9p)
p=1

entnommen. Ohne Einschrankung der Aligemeinheit darf dabei
Yo=1Yp

angenommen, d. h. die reine Periodizitit der Beobachtungsfunktion im

Grundintervall [o, p] vorausgesetzt werden. Die provisorische Inter-

polation der Ordinatenauswahl durch einen Treppenzug geschieht dann
dergestalt, daB fiir ein Teilintervall

l~>|)—(

v——<t<v+
2
der provisorische Funktionswert
*e =y,
eingesetzt wird. Setzen wir der Einfachheit halber $ als ungerade voraus

(p =27+ 1) so lauten die Koeffizienten der trigonometrischen Inter-
polation
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?
I
“u = ?7—21 Yy
.u=75 2, Yy COS U oLV (u=1,2,...,7)
v=1
?
= %2 Yysinpoy.
va=1
Die Fourier-Koeffizienten der Treppenkurve sind hingegen:
P+1— v 1 p
I
aBk:'p—/ t'—_“zyv / dt = 2:}}”:5{0
¥ v=1 } v=1
’1’"’ b v+3

f*()cos,uoctdt——PZy,,/ cospotds

y—

’:g*
I
>
e \

e

sm——- gin 27
= Zy,,cosluoc A
y=1 .
:b
P+ 3 v+3
5::%/ * ()sm,uovtdt—-fzy,, / sin g ot dt
3 v=1 v—%
. smM 4 smlgZ
=7 na Zyysmuow_ Vza by
?" .val P
Ist jedoch erade (p=27), so ist wegen a, = - Y, COS oL ¥
] I3 3 » os i1
=1
. ¥t
sin — -
oF = 2—7n—a,:—:;—-a,, wihrend 8f = b,=o0.
: P
Mit Hilfe der Reduktionsfaktoren
LAl
?
W=""pa (w=0,71,2,...,7)

sin “——

kann man also jederzeit die harmonischen Konstituenten der Beob-
achtungsreihe aus den FouriEr-Koeffizienten der Treppenkurve ab-
leiten, was fiir die Anwendung der Harmonischen Analysatoren (s. II, 2)
von groBer Bedeutung ist.
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Die Interpolation der Beobachtungsreihe durch einen Polygonzug
ergibt fir jedes der Intervalle

P—I<<t<¥

den provisorischen Funktionsverlauf

f (t) =Y (t__’p + I)—yv—l (t_"’V)
Die Berechnung der Fourier-Koeffizienten ergibt:

4 P v »
&0=£—0/f(t)dt=—;—2 v, [—v+1)di—y,_, /(t—~v)dt}

v=1 v—1 y—1
P 1 0
=% E yvfrdt—yv_lfrdz}
v=1 0 -1
4
__ I Yo+ Vo—1
=3 -
v=1

? »
Wegen der vorausgesetzten reinen Periodizitit ist Xy, = X' v, _;, daher

=1 =1

P v .
:,; < {}’y fl(t—v+1)cos,yatdt—y,_1 /;(t—v)cos,uoctdt}
P I 1 R
2
=;;:lyVO/TCOS/‘“(T‘f‘”—I)dT"‘yv—1_[TCOS,uoc(‘l:+v)dr
4 1 1
:%ZJ‘ ¥,C08 (¥— I),uoc-O/rcosuocrdr—yvsin(v_ I)/M'/rsin,uoctdr
= 0
0 0 l
— Y, _1COSVUL" /TCOSMaTdT+yv_1SinvMoc-/rsmlua-,;d-;‘,

Da tcosuat eine ungerade, Tsiny ot eine gerade Funktion ist, wird

1 0
/rcos,umrdr:— frcos,uocrdr
0 —1

1 0
/rsinﬂocrdr: f‘rsin‘uoc'rdr,
0 -1
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mithin:

? 1
"= g E (y,cos (v—1)pp oo + v, 1 COSP pt %) /rcosy atdr

Y = 0

1
—(y,sin(v—I)po—7y, _,sinvy o) /rsin,uon:dt}.
0

Ferner ist wegen der reinen Periodizitit der ¥, und der harmonischen

Funktionen

p p ? . P
3 y,_jcosvpa=Xy,cos(v+ Dpa; Xy, gsinvua= 3 y,sin@@+1)pe
v=1 v=1 y=1 p=1

Daher ergibt sich schlieBlich

K|

13

b 1 1
=% E yvcosv[uoccos‘uoc-/rcosyocrdr+yvcosv‘uocsinyoc-['rsinuocrdv:}
v=1 0 0
1

?
:%Zyvcosv‘uoc-frcos‘uoc (z—1)d7
v=1 0

2
2 % I—COS[a sin Mpn
== El Y, COSV L o E =a, Em
V= 2
P
Ebenso berechnet man
)\ 2

sin

ﬁ 14 = bﬂ : nw
P
Benutzt man also bei der Ermittlung der harmonischen Konstituenten

einer dquidistanten Beobachtungsreihe einen Polygonzug, so sind die
erhaltenen FouriEr-Koeffizienten mit dem Reduktionsfaktor

uw 2
a_ | P
q;z"“ I

sin

zu multiplizieren.

In beiden betrachteten Fillen sieht man, daB die aus der provisorisch
interpolierten Reihe erhaltenen Konstanten um so ungenauer sind, je
kleiner die Wellenlinge ist (ungenauer, insofern man die durch Aus-
gleichung nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate erhaltenen wahr-
scheinlichsten Werte als die genauesten ansehen will). Die Faktoren

EI_ bzw. ?Ig, die fiir 4 = o den Wert 1 besitzen, betragen fiir y = %, also
w w
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fiir die kleinste bei der trigonometrischen Interpolation vorkommende

Wellenlidnge
% = 0,6366 bzw. —;52— = 0,4053.

Die abgeleiteten Formeln fiir die Konstanten o, f) bzw. a,, E’”
haben iibrigens auch fiir beliebige Frequenzen u Giiltigkeit. So gilt
im Falle der Treppenkurve ganz allgemein

*—

4
o ! 2 E COs
———. oy
(23 q!l P ! yv Iu
yp=

s
x__ T 2 i
B, = P Z!y,,sm/mw,

und man sieht leicht, daB die vorkommenden Summenausdriicke sich
auch fiir p >% auf die Konstanten a, b zuriickfithren lassen. Ist

p=27r oder p=27r-+1 und

k=o0,1,2,... 20

p=kpxs; $=0, 1, 2,...,7 *="p

so erhilt man

4 4 4
27Ty
_El Y, COS Loy = E y,cos (kP 4+ s) 5 = E ¥, COS S oY

=1 p=1

4 ? b
. . 27y -
—El Y, sin g oy = E v, sin (B p = s) S =+ ;1 yi,smsoc?.

v=1

Daraus folgt, daB sdmtliche FoURIER-Koeffizienten einer aus ¢ &dqui-
distanten Beobachtungen entstandenen Treppenkurve sich in einfacher
Weise aus den endlich vielen Konstanten ag, b, gewinnen lassen. Dasselbe
gilt natiirlich auch fiir den Polygonzug und allgemein fir jede durch be-
stimmte geometrische Vorschriften aus der Beobachtungsreihe hervor-
gehende provisorische Interpolation, sowie auch fiir jede durch solche
Vorschriften festgelegte Glittung, z. B. fiir Gliattung durch arithmetische
Mittel benachbarter Beobachtungswerte und nachfolgende Verbindung
der Glattungspunkte durch einen Stufenzug.

Die letzten Betrachtungen lassen sich schlieBlich auch durchfiihren,
wenn es sich darum handelt, das Ergebnis der Harmonischen Analyse
der Beobachtungsreihe mit dem wahren Funktionsverlauf zu vergleichen.
Unabhingig davon, ob dieser Verlauf — etwa durch eine Registrierung,
der die dquidistanten Beobachtungswerte entnommen waren — bekannt
ist oder nicht, 148t er sich formal durch die Fouriersche Reihe

f@)=ey+o,cosat+oa,coszot -+ o,cosmet—+---

+fysinat 4 fosinzat 4+ f,sinnot -
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wiedergeben. Die p dquidistanten Werte der Beobachtungsreihe haben
dann die Gestalt :

Y, = g —}—oclcoswoc—}-'oczcoszvoc “+-rFa,cosnve |-

) +pfisinva+ fysinzvat o+ smave e
Da die cos- und sin-Faktoren dieser Reihe periodisch sind, also nach
Ablauf einer gewissen Folge immer wieder die gleichen Werte annehmen,

lassen sie sich weitgehend zusammenfassen, so daBl wir schlieBlich die
endliche Reihe

Yy =G %p + Kgp o
Fcosver (o Fop 1t opp1Foepo1Fopr )
+sinvea (Bi—PBp -1+ Brr1—Pap—1+ Paps1i—")
+cos2ve-{og oy 5+ %ot Uap_oT Raprat o)
+sinzva- (fo—Pp_n+ Brioa—Prp—2+Pepra—"")

erhalten, deren Koeffizienten unendliche Teilsummen der Folge der
Fourier-Koeffizienten darstellen. Diese endliche Reihe ist mit dem
Ergebnis der trigonometrischen Interpolation der Beobachtungsreihe
offenbar identisch, die Konstanten der Anniherungsglieder haben also
die Form

g =0y + &p + g+ -+
@y =0+ 0y %yt ey T Oap T (16)
bu=Bu—Bp—utBosu— Bop—n T Bepsn—""

wobel noch zu bemerken ist, daBl im Falle p =27

a, = o, + g, + oz,

b, =0
fur die Konstanten der héchsten Oberschwingung herauskommen. Aus
dieser Darstellung ist alles abzulesen, was iiber den Zusammenhang
zwischen der empirischen Funktion f () und der trigonometrischen Inter-
polation der Reihe v, zu sagen ist. Damit die letztere eine hinreichende
Anniherung an den wahren Funktionsverlauf bildet, ist notwendig, da3
die ersten Glieder auf den rechten Seiten von (16) so stark iiberwiegen,
daB alle tibrigen Glieder in ihrer Gesamtheit klein sind, und zwar gentigt
es nicht, daB ihre Summe ganz oder nahezu verschwindet, sondern es
ist dies sogar von der Summe der absoluten Betrige oder von der Summe
der Quadrate zu fordern. Ist ndmlich nur die einfache Summe der
Restglieder in (16) klein, so stellen zwar die a,, b, die entsprechenden
Fourier-Koeffizienten «,, #, mit groBer Anniherung dar, es sind aber
auBerdem in der wahren Kurve wesentliche kurzperiodische Schwan-
kungen vorhanden, die durch die getroffene Ordinatenauswahl y, nicht
erfaBBt worden sind, wir haben also den Fall vor uns, der nach den ein-
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leitenden Bemerkungen dieses Abschnittes bei hinreichender Ordinaten-
dichte ausgeschlossen sein sollte. Ein besonders krasses Beispiel fiir
diesen ,,verbotenen‘‘ Fall wiirde dann vorliegen, wenn die Beobachtungs-
funktion aus einer einzelnen harmonischen Schwingung besteht, deren

Frequenz >7 ist, etwa y =Fkp+s (s < %) Alsdann werden alle Kon-
stanten a, b gleich Null, bis auf

As = Qpp+s; bs=Prpss,
und die Beobachtungsreihe wird durch die trigonometrische Inter-

polation
Y, = a,cossva + bosinsya

dargestellt, wiahrend die wahre Funktion die Gestalt

f@) =ascospat+ bysinpat
hat. Mit anderen Worten: die Beobachtungsreihe tiuscht das Vorhanden-
sein einer langwelligen Periodizi-

t.ét vor, Wélhr.end es sich ip Wirk- L\ /\ /\/ ﬂ ]o\\ 7‘\
Jdett. Bin Betepiel daftn bieset dor * L] )

in Abb. .I dargeStente Sa.ChVeI'- Abb. 1. Vortduschung einer langperiodischen Schwingung
halt. Hier ist die SchW1ngung durch Z4quidistante Ordinaten einer kurzperiodischen

f ( ) A Sinuswelle.
i) =sm7at

- - 27 . . .
im Bereich o<t<p= —,~ einmal als stetige Kurve, sodann durch eine

Auswahl von ¢ gleichmiBig iiber den Bereich verteilten Ordinaten
(Abszissen o, 1, ..., 8) dargestellt worden — die letztere tduscht eine
lange Welle
f, =—sinat,

vor. In der Praxis 148t sich eine Entscheidung iiber die wahre Wellen-
linge in solchen Fillen nur dadurch herbeifiithren, daB3 man die Ordinaten-
folge durch weitere Zwischenwerte verdichtet, oder dafl man auBer den
Beobachtungswerten selbst ihre zeitliche Anderung zu den Beobachtungs-
terminen mit heranzieht.

Sind die Beobachtungstermine wungleichmdifig tiber den Bereich der
unabhingigen Veridnderlichen verteilt, so gelten die Orthogonalitiits-
bedingungen nicht oder wenigstens nicht alle. Die Niherungswerte fiir
die harmonischen Konstituenten sind also fiir jede Ordnung getrennt
und aus allen Normalgleichungen gemeinsam zu berechnen, was ins-
besondere fiir die hdheren Ordnungen eine groBe Vermehrung der Rechen-
arbeit bedeutet. Da es jedoch in den meisten praktischen Fillen nicht
auf eine strenge Darstellung der Beobachtungswerte ankommt, so wird
man versuchen, diese Schwierigkeit unter Inkaufnahme einer ertrig-
lichen Ungenauigkeit zu umgehen. Das wird immer dann moglich sein,
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wenn wenigstens die Dichte der Beobachtungsreihe an jeder Stelle des
Bereiches, wenn auch verschieden, so doch so groB ist, daB sie den
im Abschnitt g aufgestellten Bedingungen entspricht. Dann ist es
nidmlich méglich, eine provisorische Interpolation der Reihe durch einen
Treppen- oder Polygonzug vorzunehmen und der so erhaltenen Kurve
gleichabstindige Ordinaten in genfigender Dichte zu entnehmen, die
dann nach den Methoden des vorigen Abschnitts analysiert werden.
Dies Verfahren bedarf keiner niheren Erliuterung — wir werden im
dritten Kapitel bei der Erérterung des Darwinschen Verfahrens Gebrauch
davon machen. Kommt es jedoch auf eine strenge Interpolation an,
oder ist die Dichte der Ordinaten in einzelnen Abschnitten des Gebietes
fiir eine hinreichend sichere provisorische Interpolation nicht groB genug
(wenn dies auch unter allen Umstinden von der mittleren Dichte verlangt
werden muB), so 148t sich die strenge Auflésung der Normalgleichungen
schwerlich umgehen. Man wird aber meistens davon Gebrauch machen
konnen, daB die auBerhalb der Diagonale stehenden Koeffizienten der
Normalgleichungen von geringerer GréBenordnung sind als die der
Hauptdiagonale. Es 148t sich dann aus der Gleichung

aoz(Po(tv)‘Pu (tv) +“12‘P1(tv)97n (tv) ++aﬂ2¢,§ (tv) + -
+a, X Pu (tv) Pu (tv) =X Yo Pu (tv)

der Koeffizient 4, zunichst annaherungsweise durch den formal genau
so wie frither gebildeten Ausdruck

a) X)) =X v, 9, (t)
darstellen. Die so erhaltenen Niherungswerte 4, sind dann in den
meisten Fillen schon genau genug fiir die Bestimmung der vernach-
lassigten Glieder, in denen sie mit sehr kleinen Faktoren multipliziert
erscheinen. Unter Umstinden mufl dies Verfahren mit den korrigierten
Werten der harmonischen Konstituenten wiederholt werden, bis sich
die Ergebnisse innerhalb der erforderlichen Genauigkeitsgrenzen nicht
mehr adndern.

Zweites Kapitel.

Praxis der Harmonischen Analyse
und Synthese.

1. Einige Beispiele fiir Fouriersche Reihen.

Wir haben die Fouriersche Reihenentwicklung in doppelter Bedeu-
tung kennengelernt: einmal als trigonometrische Interpolation einer in
einem endlichen Bereich [0, $] gegebenen empirischen Funktion, so-
dann als exakte und extrapolationsfihige Darstellung einer in einem
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Grundintervall von der Linge p rein periodischen Funktion, deren Gel-
tungsbereich im iibrigen beliebig groB, unter Umstinden sogar unendlich
ausgedehnt sein durfte. Durch lineare Transformation der unabhingigen
Variablen lieB sich die Zahl p, ob sie nun die Linge des Definitions-
bereichs oder die Grundperiode bedeutete, auf die NormalgréBe 2z
zurtickfithren. Im folgenden sollen nun einige Beispiele von FOURIER-
Reihen besonders einfach gebauter Funktionen berechnet werden, wobei
wir der Einfachheit halber annehmen, daB reine Periodizitit im Inter-
vall [o, 2 @] vorliegt. Obwohl gerade diese Beispiele in fast allen Lehr-
biichern, die {iber Harmonische Analyse berichten, zu finden sind, ist es
nicht tberfliissig, sie auch hier aufzunehmen, da einige der sich ergeben-
den Formeln in den spiteren Betrachtungen verwendet werden.

a) Gitterfunktion. Im Grundintervall [0, 2 7] sei eine Funktion G (¢)
durch die Festsetzung
Go)=G(m)=G(2m)=0
Git) =41 (o<t<nm)
Gt) =—1 (m<t<2n)
definiert. Die Fourier-Koeffizienten sind dann:

%:;5/27& dt=»—{/dt——fdt}—o

27
:%/G (f)cosp tdt= /cosytdt—/cos,utdt}:
0 a
7 27
:——/G smytdt~——{/sin‘utdt——jsin‘utdt
0 24
3 _ o (u gerade)
= - /sm,utdt_—n-—l-g—’i@_:{ s .
0 & s (@ ungerade) .
Mithin ist:
G(t):i{sint+~1—sin3t+isin5t+...}_ (I)
7 3 5

Wird der Anfangspunkt des Grundintervalls um % verschoben, so
erhdlt man die Funktion H (¢), die folgendermaBen definiert ist:

n(5)=n (%) =
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Offenbar ist H (f) = G<t+ g) also
4 1 b
H(t)=;{cost—~3~cos3t—{—?cosst¢...}. (2)

Bei beliebiger Anfangsphase, etwa fiir eine Verschiebung des Intervall-
anfangs um y (Abb. 2), ergibt sich

F@=G@+w=§+ma+w+§mm@+w+§ﬁm@+@+m}
T
| - H— —_—
3 '
-t d
L

Abb. 2. Gitterfunktion bei beliebigem Intervallanfang (Anfangsphase p).

Setzt man die beiden alternierenden Funktionswerte gleich 1 und o,
so erhilt man

F)=5 (0 +FO) =5 +={sin(t+y)+5sin3¢+y) +-] G2
b) Sidgezahnkurve. Die Funktion
flo=f(zm)=o0
f)=— - +1lo<t<zm)
liefert die Fourier-Koeffizienten

a4y =0

27 27

1 ¢ I

aﬂ:———;/ (;-—I) cos,utdtz-§/ tcosutdt=o
0 0

2 2n
bﬂz—%f(—2——1)sin‘utdtz—%/tsin‘utdtz—;—n,
0 o
mithin die Entwicklung
]‘(t):%{sint—{—f;sinzt—{——;-sin3t—{—---}.
c) Zackenkurve. Die Funktion
f)=1—2Lo=t=n)

[ =—3+ 2 (n=t=2q)
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ergibt
7;{/ I—— cos[utdt——/< )cos[utdt}
I-—COoS T
Z—;z-'/tCOS‘utdtZW'* 2 L
0
’ d
. (ﬂ ungera e) bﬂ -0
0o (u gerade),
mithin

f(t)~i{cost+ —5Cos3t+ 2c055t+ }

d) Unsymmetrische Zackenkurve (Abb. 3). Es werde gesetzt (@ < 2n)

ft)=1——(0=t=a) /'\
) __zmfa > (a=t=27). N\ N

2m—a 27— a Lﬂ zz 2]5 4
Dann ist 7
Abb. 3. Unsymmetrische Zackenkurve (u =3 :z> .
Ay =0 4
a 27
I 2t I n+a 2f )
aﬂ:?{/<1_'a‘> cosytdt—}—;/( Sm—a —f—"zn_a)cos‘utdt
0
1 2t 27 +a 28\ .
bu rl <I~7) Slnll,ttdt—}— /( T —a -+ fé—;t_a)smlutdt
0
oder, mit b =27—a, t =t +a
a b
1 2¢) 1 28" , ,
a, = 5](1—7) cosputdt— }z/(1~~b—> cosp (¢ —b)dt
0 0
4
= i ena) -(T—cosua),
. . S sy
ebenso: b, = Faa_a Snua, mithin:
. 4 . - cosz_ I—cos3a
f) *'a(zn—a){(l cosa) cost + coszt 4 - 3 cos3t+
—sinasin ¢ —sz:a sinzt—ir;g"—l—sin:gt—- . }

Diese Formel enthalt die Fille b und ¢ als Spezialfille. Fir ¢ ist
dies ohne weiteres abzulesen (2 = ), fir b (@ = 2 x) ist zu beachten, dal

I-—cosap sin a

lim =0; lim
a=27g 27 Q a=2x 24

=—1I. (m=1,23""")

Stumpftf, Periodenforschung. 4
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e) Unharmonische Welle. Unter einer unharmonischen Welle wollen
wir eine solche Sinusschwingung verstehen, deren Wellenlinge in der
Linge des Grundintervalls, 2 77, nicht ganzzahlig enthalten ist (Abb. 4).
Es sei also

@) =c-sin(xt+pB),
wobei « beliebig, also nicht auf die FouriERr-Frequenzen 1, 2, 3, ... be-
schrinkt ist, sondern auch gebrochene Werte annehmen kann. Wird die
Funktion in dieser geschlossenen Form tiber das Grundintervall [o, 2 7]

hinaus extrapoliert, so
7%\ entsteht eine einfache
\ . . .

/\ r\ /\ r\\ Schwingung, die mit 27

\{ \/ \T‘i_»\/ Y{” nicht periodisch zu sein

braucht. Setzt man da-

Abb. 4. Unharmonische Welle (oc~——3— = 45°). gegen fCSt, daB die oben

) definierte Funktion rein

periodisch mit der Grundperiode 27 sein soll, so erhdlt man einen ge-

brochenen Wellenzug, der an den Stellen o, & 2x, 4 47, ... jedesmal

den gleichen Phasensprung erleidet. Die Analyse solcher Wellenziige

wird in der spiter zu behandelnden Periodogrammtheorie eine grofe

Rolle spielen.

Die Analyse ergibt:

ay = E%/sin (wt+p)dit=c- SH;ZE‘ sin (wo + f)
0
aM:i/sin (2t 4+ B)cosutdi

= {/sm (e +w) t+ ) dt+/s1n a—u)t =+ f) dt}

_ {Smaij;)ﬂ’ism(“—i_” 7+ B) E%':—"u' “sin ((e— p) n—i—ﬂ)}

T

0

b,=° ~/sin (ot -+ B) siny ¢ dt

_ {_]cos((a.—i—/t)t+/3)dt+fCOS((d—lt>f+ﬁ)dt}
0

— c{ Sl?of:-/igt) cos (e + wa + ) + ;33 :J’A) cos ((o—p) 7 +ﬂ)}

Eine weniger symmetrische, aber einfachere Form der FOURIER-
Koeffizienten wird erhalten, wenn man berticksichtigt, daB

sin ((oc + p) 7w + B) = =+ sin (az 4 B), usw.
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Dann ergibt sich:

2cC Sln.'fl(Z

Gp="f "% -sin (o -+ f)
2¢ sin 7 o

by=— ‘u-a2_#2~cos(no:—[—ﬂ).

2. Harmonische Analysatoren.

Bei der Harmonischen Analyse empirischer Funktionen, die durch
eine Registrierkurve gegeben sind, sind wir darauf angewiesen, den

Abb. 5. Polarplanimeter.

geometrischen Verlauf der Kurve selbst zur Bestimmung der Integrale

4 P
= [10d a,=5 [f@eos purar b, ;b/f sin 270140
0 0

heranzuziehen, falls wir es nicht vorziehen, die FOURIER—KOEflelenten
gendhert aus einer dquidistanten Ordinatenauswahl durch Rechnung zu
ermitteln. Fiir die Ausfithrung bestimmter Integrationen iiber kurven-
mafig gegebene Funktionen gibt es einen einfachen und bequemen
Apparat, das Polarplanimeter'. Dies sehr bekannte und weitverbreitete
Instrument besteht im wesentlichen aus zwei Hebeln, einem Fahrstift
und einer Prazisionsmefrolle (Abb. 5). Der eine Hebel ist um einen festen
Punkt O drehbar, der zweite um den freien Endpunkt Q des ersten
Hebels. Am freien Endpunkt P des zweiten Hebels befindet sich der
Fahrstift — in der Nihe des Punktes Q ist, fest mit dem Hebel PQ
verbunden, die MeBrolle 3/ angebracht, die um eine zu PQ parallele

1 Die Theorie des Polarplanimeters, die hier nicht entwickelt werden soll, ist
unter anderem in F. KiLEIN: , Elementarmathematik vom héheren Standpunkt
aus* (Bd.II, S. r1ff.) ausfithrlich beschrieben.

4*
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Achse drehbar ist. Umfihrt man nun mit dem Fahrstift eine geschlos-
sene Kurve, so rollt dabei die MeBrolle auf der Unterlage ab. Die gesamte
Drehung der MeBrolle wihrend dieses Vorgangs ist dann dem von der
Kurve umschlossenen Flicheninhalt proportional. Der Proportionali-
tatsfaktor ist eine Apparatkonstante; von der zu umfahrenden Fliche
wird nur vorausgesetzt, daB sie ganz im Bereich des Fahrstifts liegt
und daB sie den festen Drehpunkt O nicht enthilt. Es ist klar, daB man

Abb. 6a. Harmonischer Analysator von Maper-OrT.

auf diese Weise jede vorgelegte Kurve in endlichen Bereichen integrieren
kann: Der Fahrstift umfihrt dann nacheinander Anfangsordinate,
Kurve, Endordinate und die Abszissenachse riickwirts bis zum An-
fangspunkt. Auf diese Weise 148t sich zunichst ohne weitere Hilfsmittel
der Fourier-Koeffizient nullter Ordnung, 4, bestimmen.

Die iibrigen FouriERr-Koeffizienten lassen sich mit dem Planimeter
direkt nicht messen, es gibt aber zahlreiche Instrumente, die die Multi-
plikation der Kurvenfunktion mit den harmonischen Faktoren auto-
matisch besorgen und die zu leistende Arbeit im iibrigen gleichfalls auf
das Umfahren der Kurve mit einem Fahrstift zuriickfithren. Solche
Apparate, die meist in Verbindung mit einem Polarplanimeter gebraucht
werden, heilen , Harmonische Analysatoren“. Aus der groBen Anzahl
der vorhandenen Systeme, die im Grunde alle auf dem gleichen Prinzip
beruhen, sei hier der Analysator von MADER-OTT herausgegriffen, der
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seiner einfachen Konstruktion wegen zur Beschreibung dieses Prinzips
sehr geeignet ist.

y=7f(x) sei die in einem (x, y)-Koordinatensystem gezeichnete
Kurve. Das Grundintervall mége {o, ] sein. Der in Abb. 6a abgebildete
und in Abb. 6b schematisch gezeichnete Apparat ist nun folgendermalen
eingerichtet: Ein Wagen W 14Bt sich, durch eine Schiene gefiihrt, parallel
zur Y-Achse bewegen. Ein Winkelhebel ACB, dessen Arme senkrecht
aufeinanderstehen, dreht sich um pa—
den mit dem Wagen fest verbun- by
denen Punkt C. Der Wagen ist so
aufgebaut, daB der Drehpunkt C
auf der Mittelsenkrechten der p

Langeneinheiten messenden

Grundstrecke 0Q der Abszissen-
achse liegt. Auf dem lingeren
Hebelarm AC 14Bt sich der
Fahrstift F festklemmen, der
kiirzere Arm wird durch zwel
Anschlige a, und a, in seiner Be-
wegungsireiheit eingeschrinkt,
so daB auch der lange Hebelarm,
dessen Normallage CD 1 OQ ist,
sich nach beiden Seiten héch-
stens um einen bestimmten
Winkel () aus dieser Lage
entfernen kann. Der Fahrstift

. . Abb. 6b. Harmonischer Analysator von MapEr-OTT.
wird nun so eingestellt, daB er (Schematische Darstellung.) BCA: Winkelhebel in

linker Anschlaglage (a,), B’CA’: Winkelhebel in
rechter Anschlaglage (a.).

sich bei der Anschlaglage a, auf
der Y-Achse selbst bewegt, wenn
der Wagen rollt. Da der gréBtmogliche Ausschlag des langen Hebelarms
nach rechts ebenso grofB8 ist wie nach links, so beherrscht der Fahrstift
bei der anderen Anschlaglage (a,) die Endordinate (Abszisse p).

Auf dem Wagen ist der Schlitten S, ebenfalls parallel zur Y-Achse,
beweglich. Er wird durch den Endpunkt B des kurzen Hebelarms ver-
mittels einer Kulissenfithrung bewegt und tragt die, wiederum zur Y-Achse
parallele, Zahnstange Z, die in ein Zahnrad R eingreift, dessen Achse
einen festen Punkt des Wagens bildet. Der Mittelpunkt des Zahnrades
moge als Anfangspunkt eines mit dem Wagen beweglichen, parallel
zum festen Koordinatensystem (x, y) orientierten zweiten Koordinaten-
systems (£, 77) angesehen werden. Das Zahnrad trigt, in der Entfernung »
von seinem Mittelpunkt, zwei Vertiefungen s und ¢, die so angebracht
sind, daB in der linken Anschlaglage des Winkelhebels die Vertiefung s
sich links vom Mittelpunkt des Zahnrades, ¢ dagegen oberhalb desselben
befindet. Die GréBe des Zahnrades ist so bemessen, daBl wihrend der
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Bewegung des Winkelhebels von der linken zur rechten Anschlaglage,
also durch die gréBtmogliche Verschiebung der Zahnstange, das Zahnrad
eine ganze Anzahl von Umdrehungen erfihrt. Durch Auswechseln der
Zahnrader ist es moglich, diese Umdrehungsanzahl ¢ zu variieren.
Da der Punkt C auf der &-Achse des beweglichen Koordinatensystems
liegt, so ist aus der Abb. 6b unmittelbar einzusehen, daf8 die #-Koordi-
nate des Punktes B proportional der Entfernung des Fahrstifts F. von
der Mittelsenkrechten CD sein mufB. Wird also der Fahrstift aus der
linken Anschlaglage auf irgendeinem Wege in die rechte iibergefiihrt,
z. B. lings der Kurve f (x), so ist die Drehung des Zahnrades aus'der
Anfangslage stindig der Abszisse x proportional. Ist also der Fahrstift
bei der Abszisse x angelangt, so haben gleichzeitig die beiden Ver-
tiefungen ¢ und s des Zahnrades im (&, %)-System die Koordinaten

27 . 27 R
5 Ne=7COS= = i & A (c)
bzw.
& =—rcos —p? ux;, my=rsn 2776/1, x. (s)

Beziehen wir nun die Punkte ¢ und s auf das (x, y)-System, so ist die
7-Ordinate noch um die jeweilige Entfernung CD zu vermehren. Bewegt
man den Fahrstift lings dem Kreisbogen OQ, so bleibt CD ungeédndert.
Bezeichnet man also die stets negativen Ordinaten dieses Kreisbogens
mit— g (x), so ist, wenn der Fahrstift den Kurvenpunkt y = f (x} bertihrt,
bis auf eine additive Konstante,

CD=f(x) +¢ ().

Mithin haben die Punkte ¢ und s im System (x, y) bis auf eine additive
Konstante die Koordinaten

& mrsmT,ux e —1’cos—‘u;\+f( x) + g (%)
bzw.
& = —rcos- Pn mx; s —Vsm7,ux+f( )+ g (x).

Wird jetzt die ganze Kurve nach der obigen Vorschrift umfahren, so
beschreiben auch die Punkte ¢ und s geschlossene Kurven, deren Integrale

17/
]C:/-;ycd.fc:0/(7cos%,ux+f(x)+g(x)) Srwcos T pxdx
3

N 27
—()/(70057;¢x—l—g(x)> » [ucos7f/uxdx

=7 —,u /}‘ cosfluxdx
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und

/ﬂsd§s /(rs1n—~‘ux-{—f( x) -+ (x))r ,usm r 2T uxdx
_/<r5in;—nux+g(x)) Zp usin —— i) ,uxdx
H

P
27 27
:7.‘2’7—‘“ -{/f(x) Sln—p“ﬂxdx

sind. Werden also bei den verschiedenen Zahnridern, die zur Ermitt-
lung der verschiedenen harmonischen Wellen dienen, die Vertiefungen ¢
und s in einer zu g umgekehrt proportionalen Entfernung vom Mittel-
punkt angebracht, so ist fiir die verschiedenen Wellen

7 - p == const.
mithin, wenn % eine Apparatkonstante bedeutet,

? P
J=Fk- _/f COS_Y.;.dex ]s:k-%/f(x)sinE;uxdx,
0

Setzt man daher den Fahrstift eines Polarplanimeters in die Vertiefung ¢
bzw. s, so liest man an der PlanimetermefBrolle nach Umfahrung der
Kurve die Fourier-Koeffizienten u-ter Ordnung direkt ab. Es ist auf
diese Weise mdéglich, die Harmonische Analyse bis zur 25. Ordnung
durchzufithren. (Eine einfachere Ausfithrung des Instruments liefert
die FouriEr-Koeffizienten nur bis zur 9. Ordnung.) Fiir die héheren
harmonischen Wellen (u > 6) sind aus technischen Griinden noch
Zwischenzahnrider eingefiihrt.

Die Genauigkeit dieses Verfahrens ist natiirlich beschrinkt, aber
den praktischen Bediirfnissen gut angepafit. Im allgemeinen 1486t sich
dariiber sagen, daB3 die Fehler der Analysenergebnisse von der gleichen
Gr6Benordnung sind, wie diejenigen, die durch die Ungenauigkeit der
Kurvenziehung selbst zu erwarten sind oder durch die Unsicherheit
des Nachfithrens der Kurve mit dem Fahrstift bedingt werden. Die
Genauigkeit hidngt daher nicht unwesentlich von dem MaBstab der
Kurve ab, aber auch von der manuellen Geschicklichkeit des Bearbeiters.
Um die Unsicherheit der Fahrstiftfiihrung herabzumindern und gleich-
zeitig auch die Arbeitsgeschwindigkeit zu vergr6Bern, hat J. BARTELS
(Lit. 25) einen Hilfsapparat konstruiert, der allerdings fiir den Sonder-
fall erdacht ist, dafl die Beobachtungskurve durch dquidistante Ordi-
naten ersetzt wird und somit das Verfahren der provisorischen Inter-
polation durch einen Treppenzug gegeben ist. BARTELS hat zu diesem
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Zwecke einen rechteckigen Rahmen gebaut (Abb. 7), in den vom unteren
Rande her schmale rechteckige Zungen hineingeschoben werden. Diese
Zungen sind durch Nuten miteinander verbunden und tragen auf ihrer
Oberseite MaBstibe, so daB sie den Beob-
achtungswerten entsprechend meBbar weit
in der Ordinatenrichtung in das Innere des
Rahmens hineingeschoben werden kénnen.
Der Fahrstift wird sodann lings der inneren,
durch die Zungen noch freigelassenen Be-
grenzung des Rahmens herumgefiithrt — als
Abszissenachse dient die obere innere Rah-
menkante.
Uber andere Systeme von Harmonischen
Analysatoren moége man in der mathema-
tischen Literatur nachlesen. Ich erwihne
hier die Apparate von Corabp1i (Lit. 68),
Hexricr (Lit. r13), MICHELSON und STRAT-
ToN (Lit. 165), sowie den Apparat von
WIECHERT und SOMMERFELD, den ich A. p.
V., S. 49—50 ausfithrlich beschrieben habe
Abb. 7. Analysatorralimen nach (sieh? auch Lit. 108). Alle diese Apparate
Bartets (gez. for 1z Ordinaten). arbeiten rein mechanisch und gehen direkt
von der graphisch dargestellten Beobach-
tungskurve aus. Andere Verfahren, die auch elektrische und optische
Hilfsmittel benutzen, sollen in einem besonderen Kapitel (VI) behandelt
werden, da es zweckmiBig erscheint, sie erst nach der Darlegung der
ScuusTERschen Theorie des Periodogramms (Kap. III) einzufithren.

3. Rechenschemata fiir Harmonische Analyse von
Beobachtungsreihen.

Die Berechnung der Fourier-Koeffizienten aus dquidistanten Beob-
achtungsreihen auf numerischem- Wege ist die weitaus verbreitetste
Methode und wird es auch wohl immer bleiben, da sie die geringsten
Hilfsmittel erfordert. Um so notwendiger ist es, die Umstindlichkeit
des Rechenverfahrens durch Anlage geeigneter Schemata so weit zu
vermindern, wie nur irgend mdglich ist. Ein gutes Rechenschema ist
besonders dann unerldBlich, wenn eine groBe Anzahl von Analysen
gleichzeitig durchgefithrt werden soll oder die zu bearbeitende Beob-
achtungsreihe sehr lang ist.

Das konstante Glied der FOURIER-Reihe wird durch das arithmetische
Mittel der Beobachtungswerte dargestellt; die Berechnung bedarf keiner
Erliuterung und Vereinfachung. Die iibrigen Glieder enthalten als
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wesentlichen Bestandteil die Summen

P, — 2Ty ﬁ
2O Ly Vv COS i Zyvsm p 17

y=1 v=1
Hiufig benutzt man auch, je nach der Lage der ausgewihlten Ordinaten
im Grundintervall, die Ausdriicke

i
cos 27T 1
Zyvsinj;#(”“‘?)
v=1
bzw.
p—1
27 27T
Zyv :10; P [u v—I) oder 2}/,, §f§7ﬂv
y=1 =10

Die letztere Schreibweise, die sich dadurch auszeichnet, daf in jeder
Summe das Argument des ersten trigonometrischen Faktors o° ist, soll
in den- folgenden Betrachtungen stets angewandt werden.

Die Erleichterungen, die man sich bei der Bildung dieser Summen
verschaffen kann, beruhen in erster Linie darauf, daBl man gewisse
Gruppen von Summanden zusammenfassen kann. Wir untersuchen
diese Méglichkeit an den Gliedern erster Ordnung, also an der Grund-
schwingung (Welle 1) selbst, da sich die bei der Bildung der tibrigen
Glieder nétigen Summationen stets auf diesen Fall zuriickfithren lassen,
wie anschlieBend gezeigt werden wird. Es handelt sich also um die

Summen
p—1 p—1
P . 27"
a; = Y, COS Y o; 71)1: Ey,,smvcx. o’.:T)
y=0 ' ’

y=0

NS

Die trigonometrischen Argumente bilden die gleichabstindige Winkel-
folge

]

0% o, 20, ..., (p—T)a

die das Intervall [0, 2z] in $ gleiche Abschnitte zerlegt. Wegen der
Symmetriel der trigonometrischen Funktionen cos und sin in den vier
Quadranten, die bei der Zusammenfassung der Glieder -die Hauptrolle
spielt, ist es notig, die Symmetrieeigenschaften dieser Winkelfolge in
bezug auf die Punkte
0°, 9o°, 180° 270°

zu untersuchen. Es ergeben sich dabei drei verschiedene Moglichkeiten:

1. p ist eine ungerade Zahl. Dann sind 0° und 180° Symmetriepunkte
der Folge. Der Punkt 180° kommt selbst in der Folge nicht vor.

2. p ist gerade, aber nicht durch 4 teilbar. Dann ist auch 180° ein
Punkt der Folge; go° und 270° sind Symmetriepunkte, aber nicht selbst
in der Folge enthalten.

1 Uber Symmetrie siehe auch Abschnitt 7 dieses Kapitels.
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3. p ist durch 4 teilbar. Dann sind auch 9o° und 270° Punkte
der Folge.

Die Zusammenfassung der Glieder geschieht mit Hilfe eines ,,Fal-
tungsprozesses', und zwar im ersten Fall durch eine einfache, in den
beiden andern Fillen durch eine doppelte Faltung der gegebenen
Wertereihe innerhalb jedes Grundintervalls. An den folgenden ein-
fachen Beispielen 148t sich die Handhabung der Faltung klarer und
verstidndlicher zeigen als durch eine formelmiBige Einkleidung:

(1) DieBeobachtungswerte werden

1.p = 9. a = 40°. Einfache Faltung.
nach nebenstehendem Schema zu

va I I | Cp=I+T1I|Sy=1~—1I .
| E z Summen C, und Differenzen S,
zusammengefaBt, und es ist dann
o° Yo ’ —_ Yo — g ’
40° | | Ys | M F Vs (1 Vs P
8° | vy |\ ¥ | V2tV | Ve S =2XC,cosva;
120° V3 Ve Y3+ Ve | V3 — Vs
160° Ve . Vs ‘

Vot Vs [ Ya— s P .
* 7b1=251,51nvo<,

A

wobei die Summation sich iiber die beiden ersten Quadranten erstreckt.

2. p=10. 0=36°. Doppelte Faltung. 3. p=12. o= 30"
va } I | o | v va | 1 ‘ u | m | 1w
o° Yo ‘ - { Vs - 0° Yo —_ Ve -
36° 0y | oy Ve Vo 30° 621 Vs 2] Yu
72° Yy . Y ’ YVa Vs 60° Va Ya Vs Y10
\j \j 9o° - Vs — ‘ Yy
T A

(2; 3) Die Winkel verlaufen symmetrisch in allen vier Quadranten,
die Zusammenfassung der y-Werte erfolgt, indem man die nebeneinander-
stehenden Werte mit den Vorzeichen (+ — — ) bei der Bildung der
cos-Summe, mit (+ 4 — —) bei der Bildung der sin-Summe versieht
und addiert. Das geschieht in der Praxis am besten, daBl man zunichst
die Differenzen A, = I—III und B, = II—IV bildet, sodann ist

Cv:Ar_Bv; Sv:A1r+Bv:
und man erhilt schlieBlich die Summen
?

7a1=2Cvcosv<x; %bI:ZSvsinva,
die nur noch iiber den ersten Quadranten zu bilden sind.

Die Vorteile, die sich im Fall (3) — ¢ durch 4 teilbar — gegeniiber
Fall (2) ergeben, sind doppelter Natur, wie ohne Schwierigkeit einzusehen
ist: Einmal wird der Umstand ausgenutzt, daBl die trigonometrischen
Funktionen fiir go° und 270° die Betrige o bzw. 1 annehmen; sodann

nehmen cos und sin fiir die vorkommenden Winkel die gleichen
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numerischen Betrige, wenn auch in umgekehrter Reihenfolge, an. So
werden bei p = 10 fiinf verschiedene Faktoren benutzt (den Faktor
null nicht eingerechnet), bei 4 = 1z hingegen nur drei

SchlieBlich sei noch ein vollstindiges numerisches Beispiel gegeben:
Es sei die Aufgabe gestellt, die Koeffizienten der Welle 1 fiir eine Folge
von 24 Luftdruckbeobachtungen (Statiom Berlin, 1. bis 24. April 1936,
8 Uhr morgens) zu bestimmen. Diese Beobachtungsreihe lautet, in Ab-
weichungen von I1000,0 mb und in zwei Zeilen angeordnet,

10,5 11,0 14,8 15,9 17,1 22,8 6,4 14,8 18,0 17,1 0,1 3,0
49 35 29 —54 —I131 —108 4,5 99 —IL8 006 4,5 154

Rechenschema (p = 24, o = 15°, Welle 1).

va 1 | oo I m o | W 4y | B Cy-cosva Sy-sinva

o° 10,5 — 4,9 — 5,6 —_ 5,6 | 1,000 — —
15° 11,0 3,0 3.5 15,4 7,5 | — 12,4} 19,9 | 0,960 | — 4,9| 0,259
30° 14,8 0,1 2,9 45| 11,0 | — 4,4| 16,3 | 0,866 7,5| 0,500
45° | 159 | I7,I | — 5.4 0,61 21,3 16,5 4.8 | 0,707 | 37,8| 0,707
60° 17,1 | 18,0 | — 13,1 | — L1,8| 30,2 19,8 | 10,4 | 0,500 50,0 | 0,866
75° 22,8 | 14,8 | — 10,8 99| 33,6 4,9 28,7 | 0,259 38,5 0,066
90° - | 64 - 4,5 — 1,9 — — 1,9 1,000
f a, = 54,97 g b,=111,60
a = 4,581 | b,=9,300

Die Produktsummen lassen sich mit Hilfe einer Rechenmaschine in
einem Arbeitsgang erledigen. Steht eine Maschine nicht zur Verfiigung,
so ist der Gebrauch von Produkttafeln zu empfehlen, z. B. der CRELLE-
schen Multiplikationstafeln. Sehr erleichtert wird in allen praktisch
vorkommenden Fillen die Produktbildung durch die von L. W. PoLLAK
(Lit. 193) geschaffenen ,,Rechentafeln zur Harmonischen Analyse®, in
denen fiir nahezu alle bei Grundintervallingen von p = 3 bis zu p = 40
aufwirts vorkommenden cos- und sin-Faktoren die ersten 1ooo Viel-
fachen enthalten sind. Bei Einzelanalysen ist allerdings der Gebrauch
dieser Tafeln umstindlich, da beim Ubergang von einem Faktor zum
nichsten immer wieder umgeblidttert werden mull — PoLLAK empfiehlt
daher, wenn eine groBere Anzahl von Analysen nach dem gleichen
Schema zu machen ist, ein Gebrauchsexemplar der Tafel in einzelne
Bliitter zu zerlegen, die dann, dem Schema entsprechend, in die richtige
Reihenfolge gelegt werden konnen. AuBerdem ist die Stellenzahl dieser
Tafeln fiir die meisten praktischen Aufgaben unnétig groB.

Die zur Bildung der hoéheren FouURriEr-Glieder nétigen Summen
lassen sich, wie schon oben erwihnt, stets so umformen, daB das fiir
Welle 1 giiltige Rechenschema verwendet werden kann. Zunichst ist
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unmittelbar einzusehen, daBl die fiir die Welle 2 =2, 3, 4, ... giiltige
Folge der trigonometrischen Argumente
o°, ko, 2 ke, ..., (p—1) ke (oczz—:—)

keine anderen Winkel enthalten kann als die Winkelfolge der Welle 1.
Die Winkelfolge A-ter Ordnung entsteht aus der urspriinglichen, indem
man, von 0° ausgehend, immer #— 1 Werte iiberspringt. Das Intervall
[0; 2x], in dem die Grundfolge ja periodisch ist, wird demnach &-mal
durchlaufen. Ist 2 mit p inkommensurabel, d. h. haben % und p auBer 1
keinen gemeinschaftlichen Teiler, so werden bei jedem neuen Umlauf
immer andere Winke] getroffen, alle Winkel der Grundfolge sind demnach
in der neuen Folge enthalten. Andernfalls kommen schon nach weniger
als £ Umldufen die gleichen Winkel wieder an die Reihe, so daB also
gewisse Winkel mehrfach, andere wieder iiberhaupt nicht belegt werden.
Ist allgemein z der gréBte gemeinschaftliche Teiler von %2 und ¢, also
etwa p=az, k =0z wobei a und b inkommensurabel sind, so findet
nach jedem &-ten Turnus eine Wiederholung statt. Die Zahl der belegten
Werte ist a, jeder dieser Werte kommt z-mal vor. Aus dieser Betrachtung
geht hervor, daBl im Falle z =1 (p und % inkommensurabel) das Schema
fiir die Welle 1 unmittelbar benutzt werden kann, indem die Beob-
achtungswerte entsprechend umgeordnet werden. Ist z > I, so werden
nur a Felder des Schemas belegt, diese jedoch jeweils mit der Summe
von z Beobachtungswerten. Es empfiehlt sich dann, diese Summen
vorher zu bilden und die so entstandene Folge von 4 Summen in das
fiir 2 Beobachtungswerte giiltige Analysenschema einzutragen.

Am einfachsten ist die Summenbildung, wenn b = 1, & = z ist, also
die Winkelwerte sich mit jedem Turnus wiederholen. Alsdann lassen
sich die Beobachtungen in % Reihen zu je a Werten anordnen:

Yo Y - Va1
Yas ya+1: y YV2a—1 (f’—kﬂ:za)
Ye~Da Ye—la+1 -+ Yia—1

Y, Y, e Y,

Die Analyse der Summenreihe Y, nach Welle 1 im Schema p = a ergibt
dann die gesuchten Koeffizienten der Welle &.

Sind jedoch b und z beide > 1, so ist die Summenreihe Y, Y3, ..., Y, 1
nach der Welle & im Schema $ = a zu analysieren, das jetzt voll aus-
gefiillt wird, da ja nach Voraussetzung 4 und b inkommensurabel sind.
Als Beispiele fiir die verschiedenen Moglichkeiten mdgen von der obigen
Luftdruckreihe (p = 24) noch folgende hoheren Wellen berechnet werden:

I. Welle 5 (2 =1, a =24, b=75). Wie immer, wird der Wert y, in
das erste Feld des Schemas (p = a = 24) eingetragen, die folgenden
zyklisch je 5 Felder weiter:
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vor 1 II IIr v Ay By Cy-cosva Syesinve
o |

o 10,5 - 4,9 — 5,6 — 5,6 | 1,000 — —

15° 22,8 14,8 —10,8 9,9 33,6 4,9 28,7 : 0,066 38,5 | 0,259

30° 0,1 14,8 45| 29— 4.4 11,9 | — 16,3 0,866 7,5 0,500

45° | — 5.4 0,6 159|17,1|—21,3|—16,5| — 48 o707 | — 37,8 0,707

60°t—1,8|—13,1 18,0|17,1| —19,8 | — 30,2 10,4 : 0,500 | — 50,0 | 0,866

75°| 11,0 3,0 3.5|15.4 7,5 | — 12,4 19,9 0,259 | — 4,9 | 0,966

90° — 6,4 — 4,5 — 1,9 —_ - 1,9 | 1,000
? P
?a5:26,17 5—-[35:_59,14

as = 2,181 by=— 4,928

2. Welle 6 (2=06, a=4, b=1).

zu je a = 4 Werten ergibt sich, wie nebenstehend:
Die Analyse der 4-gliedrigen Summen-

Die Anordnung in z = 6 Reihen

A . 10,5 11,0 14,8 15,9
reihe naf:h Welle b=1 erglb’F wegen 171|228 g’ B 4.8
o = 9o° in diesem Falle sehr einfach 18,0 17,1 0,1 3,0

' . S 4,9 35| 29 | —5a

o =Yo— Vi =24; —13,1] —108| 45 9,9
ag = 0,200 — 1,8 0,6 4,5 15,4
P > . 35,6 44,2 | 33,2 53,6
b =Y —Y3=—094; v, | v, Y, Y,)
bg = —0,783.
3. Welle g (z=3, a=38, b=3). Jetzt werden die Werte in z= 3
Reihen zu a = 8 Werten angeordnet:
10,5 11,0 | 148 ! 15,9 17,1 22,8 6,4 | 14,8
8o . I7.1 o1 | 30 4.9 3.5 20 | —54
— 13,1 | — 10,8 4,5 9,9 — 1,8 0,6 45 | 154
15,4 ’ 17,3 | 19,4 ‘ 28,8 ’ 20,2 ‘ 26,9 1 13,8 ’ 24,8

Die Summenreihe ist im Schema fiir 8 Werte (¢ = 45°) nach Welle
b =3 zu analysieren:

I ] I m | w A, ‘ By Cy - cos vy Sy -sinvy
| 1 !
o°| 15,4 — 20,2 — |—48: — |— 48| 1,000 — —
45° ] 28,8 | 17,3 24,8 | 26,9 4,0 — 9,6 136! 0,707 | — 5,6 | 0,707
90°| — | 13,8 — 19,4 —  — 56| - — — 5,6 | 1,000
P P
5 =482 |- by=—056
ay = 0,402 by = — 0,797

4. Spezielle Rechenschemata.

Wenn man die im vorigen Abschnitt gezeigten Berechnungen der
1. und 5. Welle einer 24-gliedrigen Beobachtungsreihe aufmerksam mit-
einander vergleicht, wird man finden, daB die GréBen C, und S, in
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beiden Fillen bis auf Reihenfolge und Vorzeichen miteinander iiberein-
stimmen. Ein solcher Zusammenhang ergibt sich allgemein fiir die
C,, S, jeder mit p inkommensurablen Welle, im Falle $ = 24 also auch
noch fiir die 7. und 11. Welle. Der Leser moge versuchen, die allgemeine
Regel, die dieser Ubereinstimmung zugrunde liegt, herauszufinden. Fiir
uns ergibt sich aus dieser Tatsache die weitere Erleichterung, dall die
GroBen C, und S, nur fiir die Welle 1 explizit bestimmt zu werden
brauchen; fiir alle anderen zu $ inkommensurablen Wellen ergeben sich
dann die zugehérigen C,, S, durch bestimmte Vertauschungen von
Vorzeichen und Reihenfolge. Da gezeigt worden ist, da nach Bildung
aller erforderlichen Summenreihen Y, Y;, Y, ..., Y, _,, wozu natiirlich
auch die Beobachtungsreihe selbst (a2 = $) sinngemiB zu rechnen ist,
lediglich zu @ inkommensurable Wellen zu berechnen sind, so kann von

dieser Erleichterung durch-

b 11, o= 3fi’° —32°7272. .. weg Gebrauch gemacht
werden. Ist $ eine Prim-
v | v ’ 1 | G 1 S zahl, so gilt dies sogar
! | | fiir alle Wellen — weitere

o | Yo A - Vereinfachungen sind
xpn Yo | TNl 0 qann picht mehr moglich.

2o Va Y Yo+ ¥y | Y2 Y . .
300 | vo | s 4 v l Vs — Ve So ergibt z. B. die Ana-

4o Vs Ve | Vet Ve | Va— Va Iyse einer 11-gliedrigen
Vs Ye | ¥ T3 | ¥s—%  Beobachtungsreihe neben-
stehendes Schema.

(ST RSV N e

50

[

Befolgt man die Vorschriften des vorigen Abschnittes, so findet man:
ITay=Cy+ C; + C, + Gy +C, + C5

»I,_;I-aI:C0+Clcosoc 4+ Cycos2a + Cycos3a + Cycos 4o+ Cycos5a
»—Igl—a.z:COJ,—Clcosza+C2cos4oc—§—C3c0550c+C4cos3a+C5cosa
—I;Aa:i:C0+C1cos3oc—|~C2c055a+C30052a—i—C4cosoc 4+ Ccos4a
%a4:C0+Clcos4a+C2cos3o&+C3cosv. + Cycos50 4+ C cos2a
11

~5 a5 ="Co+ Cycos50+ Cycosa + Cycos4a+ Cycosza+-C cos3a

11 . . - . .
by = S;sine + Sysin2a 4 Sysin3e + Sysing o4 Sysin5a

II

by = Sysin2a + Sysin4a— S;sin5a— Sy sin 30— Sy sino

2
11 . . . . -
by =S;sin3o—S,sin5a— Sgsin2a + Sysine + S;sin4x«

II . . . . .
2‘b4: Sisin4a— Sysin3a -+ Sysina -+ S,sinjo—S;sinza

—I_;-b5: Sysingo— Sysina -+ Sgsin4a— S;sinzo + S sin3ax.
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Setzt man die numerischen Werte der trigonometrischen Funktionen
ein, so erhilt man fiir die Rechnung nachstehendes Normalschema, das
die bequeme Ausfithrung der Produktsummen spaltenweise gestattet; soll
eine groBere Menge von Analysen dieser Art durchgefithrt werden, so ist
es praktisch, dies Schema zu vervielfiltigen, wobei die beiden Spalten

Welle T 2 3 4 ’ 5 1 Kontr.
C, 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 5
C; 0,841 0,415 | — 0,142 | — 0,655 | — 0,959 — 0,5
C, 0,415 | — 0,655 | — 0,959 | — 0,142 ! 0,841 — 0,5
C, — 0,142 | — 0,959 0,415 0,841 | — 0,655 — 0,5
C, — 0,655 | — 0,142 0,841 | — 0,959 0,415 — 0,5
Cy — 0,959 0,841 | — 0,655 0,415 | — 0,142 — 0,5

Welle I 2 ; 3 4 5 Kontr.

I
_ _ _ b _ _
S, 0,541 0,910 | 0,990 0,756 0,282 3,479
S, 0,910 0,756 | — 0,282 | — 0,990 | — 0,541 | — 0,147
S, 0,990 — 0,282 | — 0,910 0,541 0,756 1,095
S, 0,756 — 0,990 0,541 0,282 | — 0,910 | — 0,321
Ss 0,282 — 0,541 | 0,756 | — 0,910 0,990 0,577

fiir die GréBen C, und S, fiir die jeweiligen Eintragungen freizulassen
sind. Um eine Rechnungskontrolle zu haben, ist dem Schema noch eine
weitere Spalte hinzugefiigt, die die Summe der in jeder Zeile stehenden
cos- bzw. sin-Faktoren enthilt. Multipliziert man die C, und S, auch
mit der Kontrollspalte, so ergibt die Produktsumme die Summe der
iibrigen Produktsummen. Bemerkenswert ist dabei die einfache Gestalt
der Kontrollgleichung fiir die cos-Summen:

5Co— 5 (Gt Cotrrr - C) =S (@t ag o+ ay).

Ist p keine Primzahl, sondern beliebig, so 1aBt sich natiirlich ein
Schema der obigen Art ebenfalls aufstellen, da es lediglich auf dem
immer anwendbaren. Prinzip der Faltung beruht. Der Unterschied
ist nur der, daB dann in den Faktorenspalten die Betrdge der vor-
kommenden Faktoren nicht, wie oben, simtlich verschieden sind, sondern
zum Teil doppelt oder mehrfach vertreten sind, so daf} also die Zahl der
auszufithrenden Multiplikationen sich weiter verringern und durch Addi-
tionen bzw. Subtraktionen ersetzen 14B3t. Die Zahl dieser Moglichkeiten
ist fiir verschiedene Wellen verschieden. Die Okonomie der Rechnung
verlangt ihre vollige Ausnutzung, da Additionen einfacher ausfiithrbar
sind als Multiplikationen. Der Rechner wird also zugunsten der



64 Praxis der Harmonischen Analyse und Synthese.

Vereinfachung der Rechenoperationen auf die Einheitlichkeit des
Schemas fiir alle Wellen verzichten.

Die Schemabildung wird daher nach folgenden allgemeinen’Regeln
vor sich gehen:

1. Bildung aller méglichen Summenreihen.

2. Falten der Summenreihen und Bildung der Faltungssummen C,
und S,.

3. Analyse der Summenreihen nach den zu ihrer Gliederzahl a in-
kommensurablen Wellen.

Als Beispiel sei der Fall = 12 gew#hlt. Hier gibt es 5 verschiedene
Summenreihen zu a = 12, 6, 4, 3 und 2 Gliedern. Die 6 Wellen ergeben
sich, wie folgt:

Welle 1 und 5 aus der Originalreihe (a = 12).

Welle 2 aus der Summenreihe a = 6, Welle 1

Welle 3 aus der Summenreihe a = 4, Welle 1.

Welle 4 aus der Summenreihe a = 3, Welle 1.

Welle 6 aus der Summenreihe a = 2, Welle 1.

Bei der Bildung der Summenreihen Y'” ist noch zu beachten, dafl man

nur die 6- und 4-gliedrige Reihe aus den Originalwerten direkt zu bilden
braucht:

Yo Y1 Yo Y3 Ya Vs Yo Y1 Y2 Vs
Yo Y1 Ys Yo Ve Yu Yo Vs Ve Vq
YB‘” Y;‘il Y; 6 Y<35J Y;ﬁ* v Ys Y9 Yo Yu

Y\:) YL].41 Y\é@ Y;&‘
wihrend man die 3- und 2-gliedrige Reihe bequemer durch nochmalige
Zerlegung der 6- bzw. 4-gliedrigen erhilt:

6) (6 (6) 4) 4)
YOG) YlG) Y(26) Y&) Yl@
< ( (! (4
Ye ve vl VRS
7(3) (3) (3) (2) (2)
Y 0 Yl YZ YO Yl

Bei der Bildung der Faltungssummen C% und S% beachte man, daB
diese sich aus Differenzen zwischen den Gliedern der Summenreihen
zusammensetzen. Man erhilt zunichst folgende Zusammenstellung, aus
der die Bildung der Produktsummen ¥ C%cosya, X S sinya un-
mittelbar ersichtlich ist:

Welle 1 Welle 5
v | v o | s | s
B3

o o’ Yo — Vs } - Co -

c 1y 1
I 30 (3 — ¥) — (05— ) (3 — ¥ + (Vs — ) —C S1

o a 1
2 6o (¥a— ¥s) — (¥4 — Y10} (ve — ¥8) + (¥4 — ¥10) Cs — 52

o (1
3 | 90 ! - Vs — Yo - 53)
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Welle 2
v v c’?) 51('2)
o o° Y — v —
( 6 6
r | 600 | (Y® - Y®) — (v — v) (v® — vi®) + (v — v¥)
Welle 3 Welle 4
v | e @ s v | va ¢ s
o o° | Y¢'— Vs — o 0° | Y& —
go° — Y(f) — Y§4) I 120° Yga) - Yéa) Y(13) — Y(23)
Die trigonometrischen Faktoren werden, Welle 6
abgesehen vom Vorzeichen, durch die Werte o, ®
v VL
v

%, g =0,866 ..., 1 dargestellt. Mit Hilfe der

obigen Ubersicht 148t sich leicht ein Schema o o° | Y® _yi®

herstellen, das auf die Bequemlichkeit der

Rechnung noch weitere Riicksicht nimmt. So sieht man sofort, dal3
immer wieder neben den Differenzen zweier Zahlen auch ihre Summen
vorkommen — es ist also angebracht, diese Operationen stets gemein-
sam zu erledigen. SchlieBlich erweist sich auch die Bildung der Summen-
reihe von 4 Gliedern als unnétig, da man die beiden aus ihnen zu
bildenden Faltungen auch unmittelbar in der Form

(3) . 4) 4) __ (6) (6) (6. (3) __ 4 @ __ e (6) (6)
CO=YP—YP=YO_ YO}V, SO_YO_YP=YP_ VO 4 V!

schreiben kann. Man gelangt so zu folgendem endgiiltigen Rechenschema:

Yo Y1 Y2 Y5 Vi Vs
Y¢ Yi Vs Yo Yo Yn

Summe Y, Y; Y, Y; Y, Y;

Ditferenz 2, 2, Z, Z; Z, Z,

So=Yo+Y; dy=Y,—Y;
$s=Y,4+Y, d4d=Y-Y,
S$s=Y,+Y, dy=Y,—Y,

Z=2,—2Z; Z,=1Z, +Z,
Zy=Zy—Z, Zy=Zy+7,

Stumpff, Periodenforschung. 5
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128y = So+ 51+ S, 6ay= dy + — (dy — dy)
12 ag = dg—dy + d, 6 by = g (d, + dy)
6a1=ZO—{—qZ’1—}——E—Z’2 6a4:so—-£-(sl—}—sz)
6b, = Zs+ 92y + —Z} 6 b, = g (s;— sa)
6a5=2Zy— g2y + —Z, 6ay =Zy—Zy+ 24
6by=2y—qZy + —Z 6by=2,—Zy + Zs

Der Leser mége sich der Miihe unterzichen, auch fiir andere Werte
p ein moglichst kurzes Rechenschema aufzustellen, z. B. fir p = 16, 24,
30, 36. Nach einem von RUNGE angegebenen Verfahren ist es iibrigens
auch méglich, von einem Schema fiir 4 Beobachtungswerte direkt auf
Vielfache von p iiberzugehen, d.h. auf eine verdichtele Beobachtungs-
reihe. Liegt etwa das Schema fiir = 12 vor, und sind 2 p = 24 Beob-
achtungen gegeben, so 14Bt sich zunichst rein formal das Schema p = 12
auf die beiden ineinandergreifenden Wertfolgen

Yo Yo Ya,--- Voa, (¥5)

Y1, Vs Yso oo Vo3, (y;q
anwenden. Die Analyse ergibt sodann 2 $ FoURIER- Koeffizienten,
die mit
ag, ay, ..., ag by, by, ..., by

ay, ai, ..., ag; b, by, .., b5

bezeichnet werden mégen. Da diese 2 p Zahlen voneinander unabhingige
lineare Kombinationen der gegebenen Beobachtungswerte sind, so muf}

es moglich sein, die gesuchten Koeffizienten der vollstindigen Analyse
aller 24 Werte,

Gy, Ay, <oy Gigs by, by, oo, by

als Funktionen der a;, ..., by darzustellen. In der Tat ist

23 11 11

Xy, cosuva =Xy, coszuvo—+ XV, +,008(2v+ Iua
v=0 p=0) y=0

11 11
= Xy, cos2uvo -+ cospa X'y, cos2uvo
y=0 »=0

11
—sinpa Xy sinzuvo usw.,
p=0
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da aber (zunichst fir y=1, 2, ..., 5)

11 11
a, = E V,COS2UV X ; %a}j: E v, coszuva
rv=0 v=0
11

11
b, = E ysinzuva; %b!’;: Ey;’sinzluvoc,
y=0

=0

Ny

SRS

so kdnnen wir schreiben:
124, = 6a, + 6 (a, cosy a— b, sin u a)
12b,=06b, 46 (,b”l’cos[uoc + a;/sinya),
wahrend
24ay=12ay+ 124,
12a5 =124,
12 b =12 4y .
SchlieBlich lassen sich auch die restlichen Koeffizienten bestimmen,

indem man die Symmetrieeigenschaften der trigonometrischen Funk-
tionen beriicksichtigt. Es ist. nimlich:

’ 1 ”

A= Mo p= &, .

b/ _—b ” ___bn (lu‘_‘I’ 2,000 5)
12—p— “ 12 — p = e

Daraus ergibt sich dann:

12415, = 6ay, + 6 (a) cos (12— p) o« 4 b/, sin (12— p) a)
(

12 by, =—6b;,—6 (b, cos (12— y) o —da, sin (12— w) o)
oder:
12a12 ., = 6a,—6(a,cosya—>~), sin uo)

12 b1y, =—06b, 4 6 (b}, cos po + a) sin o) .
Die Ableitung der HilfsgréBen
a, = @), cos wo— by, sin pr o
b, = b, cosua+ a;sin pao
148t sich noch einfacher gestalten, wenn man die zweite Teilreihe nicht
mit y;, sondern mit y; beginnen 148t und, mit Riicksicht auf die reine

Periodizitit der Beobachtungsreihe, die formal stets angenommen
werden darf, y,; = y; setzt. Da die Verschiebung x « nunmehr ein

Vielfaches von 45° ist, kommen als Faktoren bei der Bildung der a, Eu

nur T und ; ]/5': 0,707 ... vor. Wir erhalten demnach, unter der
Voraussetzung, dal die Analyse der Teilfolgen
Yor Yor -+ Yaor Yoo, (V)
Y3 Vs oo Vag Y1 (0))
5%
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durchgefiihrt ist und ‘die Konstanten a,, by,; ay, b, vorliegen, folgendes
zusitzliche Rechenschema:

a; ay al Ao = ay
" 122 ’ . I — T I T
b by b alzfl—Vz-Dl b1=;1/2-51
Summe S, S; S5 Y b —
. - 2 —
Differenz D, D, D, 2 2 i 2
a5 =——1/2 by=—12-D
=7 1/2'53 37 2 3
ay =—a, by =—1b}
— I — I -
a5=—7]/2~D5 55:_?1/2 S;
7 ”
bg = ay

r’ r’ r 7 ’ ’ ’
12a, 6a, 6a, 6a, 64a 6a, 12a;

12a, 6a, 6a, 6a; 6a, 6a

Summe 24a, 12a, 124, I2a; 124, I2a; 124,
Differenz 24 a4y, 12ay, 12ay I2a, 124 124,

68, 6b, 6b, 6b, 6b; 12,

68, 6b, 6b, 6b, 6
Summe 128, 12b, 12b, 12b, 12b; 1204
Differenz 126y 128y, 120y 12bg 120,

Die Analyse einer 24-gliedrigen Beobachtungsreihe ist eine in der
Periodenforschung besonders hiufig vorkommende Aufgabe. Das liegt
einerseits daran, daB in vielen, insbesondere geophysikalischen, Problemen
der Tag als Grundintervall der Analyse auftritt, und daB es sich dann
als gegeben erweist, stiindliche Beobachtungswerte heranzuziehen.
Andererseits ist 24 eine fiir die Rechnung sehr bequeme Zahl, die viele
Vereinfachungen durch Bildung von Summenreihen gestattet, aber auch
nicht zu klein ist. Die Praktiker haben daher den Fall $ = 24 immer
bevorzugt behandelt, und es gibt infolgedessen brauchbare Methoden,
solche Analysen mit einem moglichst geringen Aufwand an Zeit und
Arbeitskraft auszufithren, was besonders dann notwendig wird, wenn
eine groBe Zahl gleichartiger Rechnungen zu bewiltigen ist. Am
bequemsten geschieht die Analyse 24-gliedriger Reihen mit Hilfe der
von TEREBESI (Lit. 273) eingefithrten Rechenschablonen. Das Okono-
mische Prinzip, das durch diese Schablonen befolgt wird, besteht darin,
daB jede in der Rechnung vorkommende Zahl nur ein einziges Mal
hingeschrieben zu werden braucht. So ist zunichst fiir die 24 Beob-
achtungswerte selbst eine bestimmte Anordnung vorgesechen. Der
Rechner legt eine ,,Schablone”, die 24 rechteckige Fenster in bestimmter
Anordnung und Numerierung enthilt, auf das Rechenpapier und schreibt
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die gegebenen Werte in die Fenster hinein. Eine zweite Schablone dient
dem nichsten Rechnungsgang: Es werden Summen und Differenzen
gebildet — die Stellen, an denen sie niedergeschrieben werden miissen,
sind wiederum durch Fenster bezeichnet, die Anleitung ist auf der
Schablone durch Pfeile, Vorzeichen und dhnliche Hinweise vermerkt.
So werden eine ganze Reihe von Schablonen in bestimmter Reihenfolge
benutzt, bis schliellich die Fourier-Koeffizienten gebildet sind.

Ferner ist auch Sorge fiir eine durchgreifende Kontrolle der Rechnung
zu tragen. Die vollkommenste Kontrolle ist durch die Darstellung der
Beobachtungsreihe selbst mit Hilfe der Fourierschen Entwicklung
gegeben. Auch dieser ProzeB der Riickwirtsberechnung der Beob-
achtungswerte aus den Konstanten a, und b,, den wir als ,,Harmonische
Synthese* bezeichnen, 148t sich durch geeignete Rechenschemata erledigen
und ist auch bei der TErREBESischen Schablonenmethode vorgesehen.

Der innere Zusammenhang zwischen den Formeln der Analyse und
Synthese wird am klarsten, wenn wir die Beobachtungsreihe zunichst
nur einmal falten und die Reihe der Summen und Differenzen bilden:

Yo 451 Y Vs
Yo—1 Yp—2 Yp—3 .-

Summe 0o oy Oy O3
Differenz O Oy Oy
Alsdann sind die FouriEr-Konstanten
p T A= 2 Yy = 2 0,

2~0t”=.Zyi,cos[uvoczZcr,,cos,uvoc

N['%- »

b, =Xy, sinuve = Xd,sinuva.

Andererseits enthalten die Beobachtungswerte, ihrer FouriERschen Ent-
wicklung gemil, einen cos- und einen sin-Term:

y,=Xa,cosrua+ b, sinrya=A,+B,,
0 1

und es ist leicht einzusehen, dal3

A, _,=4,; B, ,=—B8B,,

also
Ao =¥, =0y
4,= Yut Ip—p __ Ou
2 2

— yp_ é
B,— Yo—Yp—n _ O
2 2
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Mithin sind die Gréflen ¢, d,, aus denen sich die Beobachtungsreihe
unmittelbar rekonstruieren 1iBt, mit den FouriEr-Konstanten a,, b
durch die véllig reziproken Gleichungssysteme

2

?”'”0:20} 00:261,,

P I
?-all:}_‘crvcoslu.wa. ~2~0‘”=2avcos;¢va
P S o 1 -~ .
b=, sinpve —0,=Xbsinura

miteinander verkniipft.

Auf Grund dieser Beziehungen lassen sich fiir den Einzelfall Rechen-
schemata fiir die Harmonische Synthese aufstellen, die denen fiir die
Analyse sehr dhnlich sind. Im Falle p = 12 erhalten wir folgendes
Synthesenschema:

adg @ ay dag b1 bz b3

ag as a, by b,
Summe [, £ f» /s by hy by
Differenz g, g &, ky Ry

Fo=fy+1s Go":'fo_fa

F1:f1+f2 G1_—‘f1_f2

I I
di=g+9a+58 Bi=ht+qh+h

I
As=8—9& + & B5=h3—qh2~}—%h1

I

Ay =Gy+ 5 G, By = q (ky + )
A,=Fy—F, By =g (ky—ky)
Ag=Fy+F, A =gy—&
Ay =Gy —G, By = hy— hy

A, Ay 4, Ay A, Ay A,

B, B, By B, B;

Summe Yo Vi Y2 Y3 Ya Y5 Ve
Differenz Yu Yo Yo Yz Ve

Als Rechenbeispiel fir eine vollstindige Harmonische Analyse und
Synthese entnehmen wir der weiter oben gegebenen 24-gliedrigen Luft-
druckreihe die Beobachtungen mit geradem Index (y, = yo; ¥; = %25 - - -,

Y11 = Yaa)-
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Analyse:
(v;) 10,5 14,8 17,1 6,4 18,0 0,1
49 29 —I3I 45 —IL8 45

(Y,) 154 177 4,0 10,9 162 46
(Z”) 5’6 11,9 30,2 1,9 19)8 —4,4

50=263 do= 45 Zy+—Zi=108
5=330 d= 15 Zy+Z;= 565
S= 86 dy=-—06 d;+d;=0,9
Z1=163 Z;= 7.5 dy—dy =121

Z,=104 Z),=50,0 s1+ s, =425
S1— $3 = 25,3

12 ay = 68,8 6a,= 5,55
12ag= 2,4 6b, = 0,78
6a; = 24,9 6a,= 5,05
6b; = 48,05 6b, = 21,91
ba;=— 3.3 6a; =—438
6 b5 =—37,65 6b; = 5,06
Synthese:
(@) 573 4,15 0,92 —o0,80 (5,) 8,16 0,I3 0,93
0,20 —0,55 0,84 —6,28 3,65
(fv) 5)93 3160 1176 - 0)80 (hv) 1188 3178 0)93
(&) 5,53 4,70 0,08 (k) 14,44 —3,52

Fo=513 Go=673 g+ 8&=55 k-+k=1092
F,—=536 G =184 hy+—h=187 k—k=1706

(4,) 1050 9,65 7,65 545 2,45 1,50 4,90
(B,) 5I5 045 095 1555 —I40

’

(v;) 105 148 17,1 64 18,0 0,I 49
45 —18 45 —I130 2,9

Der Leser moge die gleiche Rechnung auch fiir die Beobachtungen
mit ungeradem Index durchfiihren und die Ergebnisse beider Analysen
zu einer vollstindigen Analyse der 24 Beobachtungen auf die weiter
oben angegebene Art vereinigen.

Harmonische Analyse und Synthese sind zwar reziproke, aber dennoch
getrennte Probleme. Werden sie, wie in obigem Zahlenbeispiel, gemeinsam
ausgefiihrt, so hat das nur insofern einen Sinn, als die eine Rechnungsart
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die Kontrolle fiir die Richtigkeit der anderen liefert. So ist die voll-
stindige Synthese die durchgreifendste Kontrolle fiir die Analyse, die
moglich ist; sie erfordert allerdings einen Aufwand an Rechenarbeit,
der genau so grof} ist, wie der fiir die Rechnung selbst nétige. Man
wird sich daher meistens mit weniger durchgreifenden Kontrollrechnungen
begniigen. Es geniigt im allgemeinen schon, wenn man einzelne Ordinaten
stichprobenartig riickwirts berechnet, wobei man nur darauf achtet,
daB in den zu benutzenden Formeln alle kontrollbediirftigen GréBen
vorkommen. Das ist z. B. der Fall, wenn man (fiir = 12) nur 4, 4,, B,
und daraus y,, v;, ¥y, bestimmt.

Weitere Kontrollgleichungen werden durch die ,,Vollstindigkeits-
relation’’ geliefert. Es ist ndmlich

M;Ib’ Z Yy = ag + % 2 (@i + b3) (p ungerade)
% 2 Yo=a; + %2 (az + b3 + “Eﬁ (p gerade).

Alle diese Kontrollen haben zur Voraussetzung, daf die Analyse
vollstandig durchgefithrt worden ist. Sehr hiufig liegt aber der Fall
vor, daB nur einzelne FouriEr-Koeffizienten bestimmt werden solen,
etwa zu dem Zwecke, das Verhalten einzelner harmonischer Wellen zu
untersuchen. Der Rechner ist dann darauf angewiesen, die zur Sicherung
der numerischen  Ergebnisse notwendigen Kontrollen selbst aufzusuchen
und sie geschickt in das Rechenschema einzubauen. Der Weg dazu
ist besonders dann sehr leicht gegeben, wenn die gleichen Rechnungen
mit einer mehr oder weniger groBen Anzahl getrennter Beobachtungs-
reihen gleichzeitig durchzufiihren sind. Sind z. B. # Beobachtungs-
reihen zu je p Gliedern gegeben und nach einer bestimmten Welle (z. B.
der 7-ten) zu analysieren, so ordne man diese Reihen in # Zeilen unter-
einander an:

Y, Y, Y, ...Y,_,
und bilde die Kolonnensummen (Summenreihe). Man analysiert dann
zur Kontrolle auch die Summenreihe. Die Koeffizienten der »-ten Welle
der Summenreihe sind dann den Summen der entsprechenden Koeffi-
zienten der Originalreihen gleich:
Ar: a;l)_i_ a;'2)_1_ - _I_ a(rn); Br — b;11+ b;2)+ TN + bg’m_

Ist die Anzahl der zu analysierenden Reihen sehr groB, so empfiehlt
es sich, die Summenreihen schon fiir kleinere Gruppen zu bilden, da es
dann leichter ist, etwa auftretende Fehler zu lokalisieren.
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5. Analyse der Differenzen.
Eine Beobachtungsreihe

Yoo Y1, Yar--es Ypa
148t sich auch dadurch festlegen, da man auBer dem Anfangswert y,
die p—1 Differenzen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Ordinaten
aufschreibt. Die Folge

Yor 04 = ¥1— Yo, 05 =Va— Y1, -+ s Op—§=Yp—1—VYp—2
ist demnach der Beobachtungsreihe selbst 4quivalent. Wie J. BARTELS
(Lit. 25) gezeigt hat, ist es unter Umstdnden praktisch, die Diffe-
renzen an Stelle der Originalbeobachtungen bei der Analyse einzufithren.
Es zeigt sich ndmlich, daB die Formeln und daher auch die Rechen-
schemata sich nicht wesentlich dndern. Dafiir hat man aber den Vorteil,
daB die GroBenordnung der Differenzen im allgemeinen Kleiner, bei
einigermaBen ,,glatten’” Reihen sogar wesentlich Kkleiner ist als die der
Beobachtungswerte selbst. Sehen wir von dem konstanten Glied a, ab,
das nach wie vor aus der Summe der Beobachtungen zu bestimmen
ist, so bleiben die Koeffizienten aller Wellen ungeidndert, wenn die
Ordinaten um eine beliebige Konstante vermehrt oder vermindert
werden. Man kann also, ohne das Analysenergebnis zu verindern, y,
willkiirlich gleich null setzen und behilt lediglich die Differenzenfolge
_ 0y, 03, ..., 0p—2
als Rechnungsgrundlage. Es ist vorteilhaft, diesen p—1 Differenzen
noch eine p-te

Op— 4 =Yp—Vp—1=Yo—Vp—1

hinzuzufiigen. Dann ergibt die Analyse dieser Reihe, wenn man als
Argumente die Mitten zwischen den Beobachtungsterminen wihlt:

p—1
i3 Sorrimsieos (42
w::;()l s
= S el s 22 S 2]
»=10 —
—=a,cos X 4 b,sin L —q, cos BX 4 b, sin £ = 28, sin £
p—1
b;:%Z(va—'yv) sin (V —i—%)[ua
v:_()l b
Sl e 2| Shn e 2]
v=10 7 =0 .

uo

2—261/4511'1—;—-
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Die Amplituden der FouriEr-Glieder der Beobachtungsreihe werden
demnach aus denen der Differenzreihe durch Multiplikation mit einem
Faktor

I

7= uo
2

2 sin

erhalten, wahrend die Phasen gegen die der Differenzenreihe um einen
Viertelumlauf gedreht erscheinen.

Noch einfacher werden die Formeln, wenn man die Folge der zwesten
Differenzen analysiert, wobei, wie immer, die Beobachtungsreihe als rein
periodisch betrachtet wird. Diese Folge ist

2V~ Vo1t 23— Wo+¥2)s -5 2Yp 1= (Yp—2+ Vo)

ihre Glieder werden dem Argument der mittleren der drei benutzten
Beobachtungen zugeschrieben. Die Analyse ergibt:

p—1
a;;:jz (2%"—%_1'—%“)005”/«51
r»=0
p—1 p—1
:% E y,cosv,u.oc—g—Zyp_lcos{(v—-I)‘uoc—I—y,oc}
»=0 y=0

p—1
— 5 D vercos{lv+ 1) pa—po}
=10

=2a,—a,cos o+ b,sinua—a,cospo—>b,sin o
— _ « o MO
=2a,(1—cosua)=4a,sn? ==

2

Ebenso:
v .y
by =4b,sm*—=.
Hier tritt eine Verschiebung der Phasen nicht ein.

Man wird die Methode der Differenzenanalyse immer dann anwenden,
wenn durch die Verringerung der GréBenordnung der Ordinaten eine
wesentliche Erleichterung der Rechenarbeit erzielt wird. Das ist z. B.
der Fall, wenn zur Bildung der trigonometrischen Produkte Tafeln
herangezogen werden. Solche Tafeln der Vielfachen der trigonometrischen
Faktoren lassen sich leicht und iibersichtlich herstellen, wenn der Multi-
plikand klein, etwa nur zweistellig ist, oder wenn gar sein Betrag sich
auf die Zahlen von 1—50 beschrinkt. Eine derartige Produkttafel wiirde
auf wenigen Blidttern unterzubringen sein und daher bedeutend bequemer
zu benutzen sein, als etwa die fiir die Faktoren von 1—1000 geschaffenen
Rechentafeln von Porrak oder wie die CRELLEschen Tafeln.
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Die fiir die Analyse der ersten bzw. zweiten Differenzen abgeleiteten
Formeln stehen iibrigens in einem sehr einfachen Zusammenhang mit
den Formeln, die man fiir die Harmonische Analyse geglitteter Reihen
erhdlt. Gldttet man z. B. eine Beobachtungsreihe durch iibergreifende
Mittel benachbarter Beobachtungen oder durch gewichtete Mittel aus
je drei aufeinanderfolgenden Werten, so erhilt man die FOURIER-
Konstanten aus ganz dhnlichen Formeln wie oben, da sich die Ansitze
nur durch Vorzeichenvertauschungen von den obigen unterscheiden.

6. Analyse von Beobachtungsnetzen.

Die Aufzeichnung von geophysikalischen Vorgidngen kann auf zweierlei
Weise erfolgen: Zunichst 146t sich fiir eine und dieselbe Beobachtungs-
station der Vorgang (z. B. die Variation des Luftdrucks, der Temperatur,
der erdmagnetischen Komponenten usw.) als Funktion der Zeit auf-
tragen; ferner 148t sich aber auch fiir einen und denselben Zeitpunkt
(Beobachtungstermin) die Verteilung der Beobachtungsergebnisse iiber
ein mehr oder weniger ausgedehntes Gebiet der Erdoberfliche zeichnen,
falls gleichzeitig Beobachtungen oder Registrierungen der Erscheinung
an verschiedenen Orten gemacht worden sind, die ein Netz von bestimmter
Ausdehnung und Dichte bilden. Diese gleichzeitigen Beobachtungs-
ergebnisse stellen ausgewdhlte Ordinaten einer Fliche dar, die ihrer
Natur nach meist tiberall stetig ist oder hchstens an bestimmten Stellen,
etwa lings gewisser singulirer Linien, Unstetigkeiten (Spriinge, Ver-
werfungen) aufweist. Die graphische Darstellung dieser Fliche erfolgt
durch Einzeichnen von Linien gleicher Funktionswerte (Isoplethen;
insbesondere Isobaren, Isothermen, Isallobaren, Isohypsen u. a.) in eine
das gesamte Stationsnetz umfassende geographische Karte. Diese
Darstellungsart, die man als die synoptische bezeichnet, ist aus der
Meteorologie hinreichend bekannt (Wetterkarten). Interessieren értliche
und zeitliche Variationen der Beobachtungsfunktion gleichermalen, so
werden die letzteren dadurch der Bearbeitung zuginglich gemacht, dal}
man die synoptische Darstellung fiir eine Reihe gentigend dicht auf-
einanderfolgender Beobachtungszeiten wiederholt und nun die (meist
stetige) Verdnderung des synoptischen Bildes und seiner Einzelheiten
in der Zeit verfolgt.

Wird nun eine periodographische Untersuchung einer solchen raumlich
und zeitlich verdnderlichen Beobachtungsfunktion verlangt, so kann
man wiederum auf zweierlei Weise vorgehen, je nachdem man von den
Darstellungen des zeitlichen Funktionsverlaufs an den verschiedenen
Punkten des Stationsnetzes oder von den synoptischen Darstellungen
des ortlichen Funktionsverlaufs zu den verschiedenen Beobachtungs-
terminen seinen Ausgang nimmt. Im letzteren Falle kénnte man etwa
so vorgehen, daBl man das synoptische Bild durch eine Entwicklung nach
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Kugelfunktionen zu beschreiben sucht (sofern sich die synoptische Dar-
stellung iiber die gesamte Erdoberfliche erstreckt, bedarf diese Methode
keiner besonderen Erliuterung mehr — andernfalls hitte man die
fehlenden Gebiete nach irgendeinem Prinzip zu erginzen, etwa so, daB3
man die Funktion dort willkiirlich gleich einem konstanten mittleren
Wert setzt: die Darstellung durch Kugelfunktionen hitte dann lediglich
fiir das eigentliche Beobachtungsgebiet einen interpolatorischen Sinn);
die so gewonnenen Entwicklungskonstanten werden dann als Funktionen
der Zeit zu betrachten und periodographisch zu untersuchen sein. Dies
Verfahren hat aber nur dann einen praktischen Wert, wenn die Ent-
wicklung nach Kugelfunktionen schon bei verhiltnismiBig kleinen
Ordnungen abgebrochen werden kann. Wiirde man nimlich die Forderung
erheben, daf alle Beobachtungswerte des Netzes exakt dargestellt werden
sollen, so wire die Zahl der Entwicklungskoeffizienten ebenso groB3 wie
die der Beobachtungswerte selbst. Man hitte also lediglich erreicht,
daB die gegebenen Werte in ebenso viele andere umgeformt wiren, und
zwar mit Hilfe einer recht komplizierten Transformation. Das wiirde
sich nur dann lohnen, wenn sich etwa herausstellen sollte, daB die zeit-
liche Variation der Kugelfunktionskoeffizienten wesentlich einfacher ver-
lauft als die der Stationsbeobachtungen selbst, oder, daBl Periodizititen
in den transformierten GroBen reiner hervortreten als in den urspriing-
lichen. Da dies aber im allgemeinen nicht erwartet werden kann, wird
man in den meisten Fillen den anderen Weg beschreiten, der von der
Analyse der einzelnen Beobachtungsreihen ausgeht. Man lege also der
Rechnung ein bestimmtes Analysenintervall fiir das gesamte Netz
zugrunde, dessen Linge und dessen Grenzen den jeweiligen Verhiltnissen
angemessen sind. Die Harmonische Analyse der zu N Punkten des
Beobachtungsnetzes gehoérigen gleich langen und sich auf den gleichen
Zeitraum beziehenden Beobachtungsreihen liefert dann N Folgen von
Fourier-Koeffizienten

ayd; a, a®, ... bim, by, ... (=1, 2,..., N)
bzw. N Folgen von Amplituden und Phasen
a; o, c, L ), e,

Sind die Beobachtungsreihen selbst stetige Funktionen der Zeit mit nicht
allzu kurzperiodischen Schwankungen, so wird man die Entwicklungen
schon nach verhdltnismaBig wenigen Gliedern, etwa nach der r-ten
Ordnung, abbrechen diirfen. Die Synthese, d.h. die Riickwirts-
berechnung der Beobachtungswerte aus den Harmonischen Wellen bis
zur 7-ten Ordnung, wird alsdann einen geglitteten Verlauf der Beob-
achtungsreihen ergeben, durch den die Schwankungen lingerer Periode
gut dargestellt werden, wihrend kurzperiodische Schwankungen, sofern
solche doch vorkommen sollten, unberiicksichtigt bleiben, desgleichen
zufillige Beobachtungsfehler. (Natiirlich kann man, falls die vorliegende
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Aufgabe dies erfordern sollte, die Analyse auch bis zur vollstindigen
Darstellung der Beobachtungsreihen durchfithren, doch wird dies in
den meisten praktisch vorkommenden Fillen schon deshalb nicht not-
wendig und nicht einmal erwiinscht sein, weil erfahrungsgemil die ganz
kurzen Schwankungen von Beobachtungsfehlern oder sonstigen Unregel-
maBigkeiten untrennbar sind und auch, soweit sie {iberhaupt reell im
physikalischen Sinne sind, eine meist sehr kurze Lebensdauer besitzen.)
Nachdem die Analyse der N Einzelreihen bis zu der erforderlichen
Ordnung durchgefithrt worden ist, lassen sich synoptische Karten fiir
die einzelnen Entwicklungsglieder sehr leicht herstellen. So ergibt z. B.
die synoptische Darstellung der konstanten Entwicklungsglieder a, ein
Bild von der geographischen Verteilung der Funktionsmittelwerte iiber
das gewidhlte Zeitintervall. Ist z. B. das Analysenintervall ein Jahr,
so ergibt (etwa fiir Luftdruck oder Temperatur) die synoptische Dar-
stellung der Konstanten a, die bekannten Jahres-Isobaren bzw. -Iso-
thermen. Auch fiir kiirzere Intervalle (z. B. bestimmte Monate) ergibt
die synoptische Darstellung der konstanten Glieder aufschluBreiche und
in der Klimatologie unentbehrliche Verteilungskarten (z. B. Januar- oder
Juli-Isothermen). Was die zu Wellen endlicher Periode gehdrigen
Konstanten anbetrifft (Grundschwingung und Oberschwingungen im
Analysenintervall), so kann man natiirlich die zu der Harmonischen
Welle 7-ter Ordnung gehérigen Konstanten a,, b, gesondert zu einer
synoptischen Darstellung verwenden. Wichtiger und aufschluBreicher
sind aber solche synoptischen Karten, die alle zu einer bestimmten
Welle gehérigen Angaben gleichzeitig enthalten. Esist dann der Anschau-
lichkeit wegen angezeigt, diese Angaben in der Gestalt von Amplituden
und Phasen zu benutzen. Auf einer solchen synoptischen Karte werden
alsdann die Gebiete groBer und kleiner Amplituden durch ein System
von Linien gleicher Amplitude (Isamplituden) hervorgehoben werden.
Man erkennt also die geographische Verteilung der Gebiete, in denen
die betreffende Welle stark ausgeprigt ist (4AR#onsgebiete) und solcher,
in denen diese Welle gar nicht oder fast gar nicht vorhanden ist. Es
zeigt sich dann, dafl das System der Linien gleicher Phase (Isophasen)
in sehr engem Zusammenhang mit dem System der Isamplituden steht.
Dort, wo die Amplituden klein sind, dréngen sich die (z. B. von 30 zu
30° oder von 45 zu 45° gezogenen) Isophasen stark zusammen, wihrend
iiber den Gebieten grofter Aktivitit die 6rtliche Variation der Phasen
gering zu sein pflegt. An manchen Stellen des Kartenbildes, ndmlich
iiberall dort, wo sich isolierte Punkte mit verschwindender Amplitude
zeigen, schneiden sich alle Isophasen in einem Punkt. Man nennt solche
Isophasenschnittpunkte Amphidromien oder Wirbel. An anderen Stellen
berithren sich die Isophasen. Man kann diese Stellen, die natiirlich auch
nur in Gebieten verschwindender Amplitude auftreten, als singuldre
Punkte auffassen, die durch das Zusammentreffen zweier benachbarter
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Wirbel mit entgegengesetztem Phasendrehungssinn gedeutet werden
kénnen. Mitunter laufen auch die Isophasen eines gréBeren Phasen-
intervalls lings bestimmter Linien des synoptischen Bildes gedringt
parallel und bilden ein Isophasenbiindel, das in einer Rinne kleiner
Amplituden verlauft. Ein typisches Bild, die synoptische Analyse von

Abb. 8. Wellenbild der 6otig. Luftdruckwelle im Intervall 5. 11. 35 bis 3. 1. 36.

Luftdruckkurven betreffend, ist in Abb. 8 gezeichnet!. Zur Technik des
Zeichnens der Isophasenlinien sei noch bemerkt, daBl man zweckmiBig
damit beginnt, neben jeden Punkt des Beobachtungsnetzes zunichst
die Konstanten a,, b, der darzustellenden Welle einzutragen. Die Linien
(Isoplethen) a4, =o0; b,==0 sind dann mit den Isophasen fiir o° und
180°% bzw. fiir go° und 270° identisch, wie unmittelbar einzusehen ist.
Die Schnittpunkte (oder auch Berithrungspunkte) dieser Linien ergeben
sodann simtliche im Kartenbild zu erwartenden Wirbel und singuldren
Punkte, durch die auch die {ibrigen Isophasen hindurchgehen miissen.
Will man auflerdem die Zeichnung der Isophasen fiir 45°, 135°, 225°

1 Zahlreiche Beispiele findet man unter anderem Lit. 261, 262.
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und 315° zeichnen, so ergibt sich folgende praktische Regel: Ist die
Welle 7-ter Ordnung in der Form
¢, sin (o, ¥ + 9,) = a,cos e, v + b, sin o, v
(a, = c,siny,; b, = c,cosy,)
gegeben, so erkennt man leicht, daB fiir
W, = 45°, 225°: a,—b,=o0
¥ =135°% 315°:  a,+b,=o.
Um die noch fehlenden Isophasen zu zeichnen, braucht man also nur
noch die Differenz und Summe der beiden Fourier-Komponenten a,
und b, neben den Beobachtungsort zu schreiben — die gewiinschten
Isophasen werden dann durch die Isoplethen
a,—b,=o0; a,+b,=o0
geliefert.

Wir haben nun noch einen Fall zu betrachten, der in der geophysi-
kalischen Praxis wohl niemals rein auftritt, aber als Idealfall ein groBes
Interesse fiir die Periodenforschung besitzt: den Fall nimlich, daB das
gewahlte Analysenintervall fiir das gesamte Beobachtungsgebiet oder
wenigstens flir einen groBeren Teil desselben als Grundintervall einer
reinen Periodizitit aufzufassen ist. Die einfachste Annahme ist die,
daB jede von den N Beobachtungsreihen des Netzes eine einfache Sinus-
schwingung von der gleichen Periode und konstanter, aber fiir ver-
schiedene Orte verschiedener Amplitude und Phase darstellt. Analysiert
man diese Reihen in einem Intervall von der Linge dieser Welle (oder
einem Vielfachen davon), so ergibt sich fiir die betreffende Harmonische
ein synoptisches Wellenbild von bestimmter Beschaffenheit, das — und
das ist das Entscheidende — unabhingig von der Lage des Analysen-
intervalls auf der Zeitachse ist, sofern wir als Anfangspunkt der Phasen-
zdhlung einen konstanten Zeitpunkt wihlen. Wir nennen den Schwin-
gungsvorgang dann zeitlich stationdy. Verschieben wir also (vgl. die Aus-
fithrungen in III, 4 iiber das Phasendiagramm) bei konstantem Anfangs-
punkt der Phasenzdhlung das Analysenintervall stetig auf der Zeitachse,
so dndert sich das durch die Systeme der Isophasen und Isamplituden
gegebene Wellenbild nicht. Wihrend also der Beobachtungsvorgang
selbst (etwa das von Tag zu Tag gezeichnete System der Isobaren) sich
stdndig in periodischer Weise dndert, bleibt das Wellenbild unverindert,
solange die Schwingung stationdr ist. Durch die Umwandlung des
Beobachtungsaggregats in ein Aggregat von Amplituden und Phasen
ist demnach die zeitlich verinderliche Isoplethendarstellung in eine
zeitlich unveridnderliche iibergefithrt, die somit fiir die Dauer des
stationdren Schwingungszustandes charakteristisch ist. Das System der
Isophasen charakterisiert dabei den Schwingungszustand zu einer
bestimmten Anfangszeit — die Isophasen selbst stellen die Wellenfronten
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dar. So verbindet die Isophase vy, = go° offenbar alle Orte, die zur
Anfangszeit ein Wellenmaximum zeigen — diejenigen Orte, die auf der
Isophase p, = 0° liegen, erreicht das Wellenmaximum erst nach Ablauf
einer Viertelperiode; es ist also klar, da3 die Fortpflanzung der Wellen
senkrecht zu den Isophasen in derjenigen Richtung vor sich geht, die
durch abnehmende Phasen bezeichnet wird. Eine Amphidromie bedeutet
eine Rotation der Welle um einen Punkt — je nachdem, ob um einen
Wirbel herum die Phasenwerte im Uhrzeigersinn oder entgegengesetzt
abnehmen, erfolgt auch diese Drehung der Wellenfronten in dem einen
oder anderen Sinne. Man kann also von positiven oder negativen Wirbeln
sprechen.
In der Praxis (Erfahrungen liegen in gréBerem Umfang nur fiir Luft-
druckanalysen vor) sind solche stationidren Schwingungen sehr selten
" und gelten dann hdchstens fiir beschrankte Gebiete und fir kurze Zeéiten.
Im allgemeinen 4ndert sich also das Wellenbild bei Verschiebung des
Analysenintervalls mit der Zeit. Immerhin ergibt aber diese synoptische
Darstellung der Harmonischen Konstituenten den beachtlichen Vorteil,
daB die schnelle Verinderlichkeit der Originalbeobachtungen durch die
Transformation mittels der Harmonischen Analyse in eine langsame
iibergefithrt wird. Die langsame zeitliche Veridnderlichkeit der synop-
tischen Wellenbilder macht sie zu einem geeigneten Hilfsmittel bei allen
Versuchen, einen zweidimensionalen Beobachtungsvorgang auf Grund
der in ihm vorhandenen Periodizititen tiiber das Analysenintervall
hinaus zu extrapolieren. Die Konstruktion synoptischer Wellenbilder
wird daher auch bei der Analyse meteorologischer Beobachtungsreihen
eine grofe Rolle spielen, nicht nur, sofern es sich um das Studium der
periodischen Eigenschaften der meteorologischen Elemente selbst handelt,
sondern auch bei allen Versuchen, diese zu einer kurz- oder langfristigen
Wettervorhersage heranzuziehen.

7. Symmetrieeigenschaften von Beobachtungsreihen
und -netzen.

Eine der hervorstechendsten Eigenschaften der einfachen trigono-
metrischen Funktionen ist neben ihrer reinen Periodizitit ihre Symmetrie
in bezug auf bestimmte Abszissen. Beide Eigenschaften koénnen, wie
das Beispiel der Sinuswelle ja lehrt, in einer und derselben Funktion
vereinigt sein, sind aber trotzdem unabhingig voneinander. Es gibt
rein periodische Funktionen, die keine Symmetrieeigenschaften besitzen,
und es gibt symmetrische Funktionen, die nicht rein periodisch sind.

Wir kennen zwei verschiedene Arten von Symmetrie: die spiegel-
bildliche und die verkehrt-spiegelbildliche Symmetrie. Eine reine Sinus-
welle ist spiegelbildlich-symmetrisch in bezug auf die Phasen 9o°, 270°
usw. und verkehrtspiegelbildlich-symmetrisch in bezug auf die Phasen
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0°, 180° usw. und die Abszissenachse als Bezugslinie. Man kann das
auch so ausdriicken: Die Funktion

f(&)=c+acosat

ist in bezug auf die Phasen 0° 180° ... spiegelbildlich-symmetrisch,
die Funktion
f) =c+ asinat

in bezug auf die gleichen Phasen und auf y = ¢ als Bezugslinie verkehrt-
spiegelbildlich-symmetrisch. Da cos eine gerade, sin eine ungerade
Funktion ist, bezeichnet man die beiden Arten von Symmetrie sinn-
gemiB auch als gerade bzw. ungerade Symmetrie. Allgemein spricht
man von gerader Symmetrie, wenn, in bezug auf die Abszisse =1¢;,
die Funktionalgleichung

fllo+18) =1 (t—1)
erfiillt ist. Ungerade Symmetrie herrscht, wenn

flo+t)—c=—[f(ts—1)—c],

wobei ¢ eine den Funktionsmittelwert darstellende Konstante bedeutet.

Bei empirischen Funktionen sind die Symmetriebedingungen, wenn
iiberhaupt, niemals rein erfiillt, schon wegen der in fast allen vor-
kommenden Fillen vorhandenen Beobachtungsfehler. Man wird also
hier, um den Symmetriebegriff tiberhaupt nutzbringend anwenden zu
kénnen, dhnliche Einschrinkungen machen miissen, wie sich das auch
bei der Anwendung des Begriffs der reinen Periodizitdt (s. I, g) als not-
wendig herausgestellt hatte. Wir wollen demnach im erweiterten Sinne
auch dann von ,,Symmetrie’ reden, wenn die Funktionalbedingungen
nur innerhalb gewisser Fehlergrenzen erfiillt sind, {iberdies aber auch
dann, wenn die Symmetrie sich nur auf einen endlichen Bereich zu
beiden Seiten des Symmetriemittelpunktes (Abszisse ;) erstreckt,
dariiber hinaus aber nicht mehr vorhanden ist. Diese ,,zeitlich begrenzte
Symmetrie” konnte sich so duBlern, daB die Grenzen des Symmetrie-
bereiches scharf ausgeprigt sind — in der Praxis ist aber eher der Fall
zu erwarten, dafl mit wachsender Entfernung vom Symmetriemittelpunkt
(der auch kurz als Symmetriepunkt bezeichnet wird) die anfangs geringen
Widerspriiche gegen die Symmetriebedingung immer gréBer werden, bis
sie schlieBlich die zuldssige Grenze iiberschreiten. Wo diese Grenze zu
suchen ist, wird immer bis zu einem gewissen Grade willkiirlich bleiben.
Solche nicht scharf begrenzten Symmetriegebiete hat L. WEICKMANN in
Luftdruckkurven gesucht und gefunden — die Ausdehnung derselben
betrigt in Einzelfillen bis zu 50 Tagen vor- und riickwirts vom Sym-
metriepunkt aus gerechnet. Die Hiufigkeit gerader und ungerader
Symmetriepunkte scheint ungefihr gleich groB zu sein.

Da die Sinuswelle zugleich die einfachste rein periodische als auch
die einfachste symmetrische Funktion ist (die sogar unendlich viele

Stumpff, Periodenforschung. 6
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gerade und ungerade Symmetriepunkte besitzt), so ist, trotzdem die
Begriffe der Periodizitit und der Symmetrie voneinander unabhingig
sind, doch eine gewisse Beziehung zwischen ihnen zu erwarten. Diese
Beziehung wird aufgedeckt, wenn wir eine symmetrische Funktion
beliebiger Gestalt in eine FoURIERsche Reihe entwickeln, und zwar in
einem Analysenintervall, dessen Mittelpunkt der Symmetriepunkt ist,
und das ganz innerhalb des Symmetriebereiches liegt. Ist die allgemeine
Form der FouriErschen Reihe

f6) =ag+ a;cosa{t—ty) -+ azcosza (t—1g) + -«
4 bysino (F—12y) - bysinzo (F—tg) + -+,
so folgt auf Grund der Symmetriebedingungen, daB3, abgesehen von
dem konstanten Glied a,, bei gerader Symmetrie nur cos-Glieder, bei

ungeradey Symmetrie nur sin-Glieder auftreten. Ist £ = f, ein Symmetrie-
punkt, und liegt die (dquidistante) Ordinatenfolge

PO flansn)s oo Uy £ )5 FU)5 s F ) T (4)

ganz innerhalb des Symmetriegebietes, so folgt in der Tat aus den
Funktionalgleichungen bei gerader Symmetrie

ysina, (t,—f) =0 (n=1, 2,...)
y=—*%
und bei ungerader Symmetrie
+ n
_? E}‘l\cosa (£, —to) =

Das Ergebnis a8t sich auch so ausdriicken, daB bei Symmetrie die
Elementarwellen, aus denen sich die Beobachtungskurve zusammen-
setzt, im Symmetriepunkt in bestimmter Weise ,,in Phase’* sein miissen,
und zwar so, daB in einem geraden Symmetriepunkt alle Elementar-
wellen Extrema (Maxima oder Minima), in einem ungeraden Symmetrie-
punkt dagegen Nullstellen aufweisen miissen. Ist die Symmetrie unvoll-
kommen, so wird diese Bedingung entsprechend ungenau erfiillt sein;
die Phasen werden also im Symmetriepunkt von ihrem Idealwert mehr
oder weniger abweichen, wobei zu bemerken ist, da3 eine Abweichung
um so weniger ins Gewicht fallt, je kleiner die Amplitude der betreffenden
Schwingung ist. Auf Grund dieser Bemerkung, deren Richtigkeit
unmittelbar einleuchtet, 148t sich ein numerisches MaB fiir die Giite
und Art (gerade oder ungerade) eines Symmetriepunktes konstruieren.
Ist das Amplitudenquadrat der u-ten Welle der obigen harmonischen
Entwicklung

2 ___ .2 2
cﬂma#+b“,
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so ergibt sich nach dem Gesagten fiir die Intervallmitte ein gerader
Symmetriepunkt, wenn
20 5 a
e T s
”:16” ,1510"
und ein ungerader Symmetriepunkt, wenn umgekehrt
S,=1; C,=o0.
Jede der beiden Funktionen S, oder C, 148t sich mithin als ,,Symmetrie-
index'* benutzen — bei unvollstindiger Symmetrie wird man nicht ver-
langen, daB der Symmetrieindex genau gleich o oder 1 ist, sondern
wird gewisse Schranken festsetzen, oberhalb oder unterhalb derer er
liegen muB, und deren Feststellung der Erfahrung des Rechners tiberlassen
bleiben muB. Statt der GréBen S, oder C, kann man auch — wie €s
K. LegmanNN (Lit. 756) in bezug auf Symmetriepunkte des Luftdrucks
getan hat — den mit ihnen eng zusammenhingenden Ausdruck
K,=1—2S,=2C,—1

als Symmetriekriterium benutzen, der fiir gerade Symmetrie den Wert
+ 1, fiir ungerade Symmetrie den Wert — 1 annimmt. Mathematisch
stellt das letztere Kriterium nichts anderes dar, als den Korrelations-
koeffizienten! zwischen der auf ihren Mittelwert

+n
I
@Gy = T IT 2 1)

bezogenen Beobachtungsreihe und der um den Symmetriepunkt um-
geklappten Reihe, der ja die gleichen Eigenschaften zeigen muf.
Natiirlich ist es nicht unbedingt nétig, zur Feststellung einer Sym-
metrie auf die Harmonischen Konstanten zuriickzugehen. Legt man auf
die Ableitung einer MaBzahl fiir die Giite der Symmetrie keinen Wert, so
wird schon ein bloBer Vergleich der Beobachtungskurve mit ihrem Spiegel-
bild beziiglich der im Symmetriepunkt gezogenen Ordinate in den meisten
Fillen eine klare Entscheidung bringen. Ein numerisches MaB fiir die
Symmetrie erhilt man ferner schon auf Grund der Funktionalbedingungen
fiir die Symmetrie direkt. Sei die gegebene Folge der Kiirze wegen mit

f—nx D] f—l: fo: fll ] fn

bezeichnet, und sei ferner das konstante Entwicklungsglied null, also

+n
2 f=o,
V=—n
so erhalten wir, nach dem Vorschlag von C. REINSBERG (Lit. 215) ein
Symmetriendiagramm, indem wir die Quadratsumme
+n

2 (fv_/—v)2

y=-—n

=1—S,=1I

1 Siehe IV, 6.
6*
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in Beziehung zu der Streuung der Beobachtungen setzen. Offenbar ist
fir den Fall der geraden Symmetrie (f, =7_.,)

+n +n
X (1= v)? X (1=
+n +n = T+ =0,
X (it B 1 W 4 X P
dagegen nimmt dieser Ausdruck bei ungerader Symmetrie (f, =—/f_,)

den Wert 1 an. Es 148t sich leicht zeigen, dafl der so gewonnene Aus-
druck mit dem Symmetrieindex S, identisch ist, sofern bei dessen Bildung
simtliche FouriEr-Koeffizienten der Entwicklung herangezogen worden
sind. Es konnte also scheinen, daf} die Riickwirtsberechnung des Sym-
metrieindex aus den Fourier-Konstanten einen umstindlichen Umweg
darstellt, der lediglich theoretisch interessant ist, aber praktische Bedeu-
tung nicht besitzt. Das ist vielleicht im allgemeinen auch der Fall —
bei dem einzigen praktischen Problem der Geophysik, in dem Symmetrie-
betrachtungen bisher in gré8erem Stil durchgefiihrt worden sind, nimlich
bei der Bearbeitung der WeickMANNschen Symmetriepunkte des Luft-
drucks, kann diese Bevorzugung der einen vor der anderen Methode nicht
aufrechterhalten werden. Die Untersuchungen von WEICKMANN,
MILDNER u.a. haben niamlich gezeigt, dall die (im allgemeinen sehr
unvollkommene) Symmetrie der Luftdruckkurven sich hauptsichlich
auf die Schwingungen gréBerer Wellenldnge erstreckt, wihrend sie fiir
die kurzen Schwingungen (< 7%) seltener oder gar nicht vorhanden ist.
Das hingt offenbar mit der Erfahrungstatsache zusammen, daB die
Lebensdauer der Luftdruckschwingungen (sofern man iberhaupt von
Schwingungen reden darf) um so kiirzer ist, je kleiner die Wellenlinge
ist. Es werden also die kleineren Oberschwingungen in einem maBig
groflen Analysenintervall im allgemeinen keinen reellen Schwingungen
entsprechen, die durch das ganze Intervall hindurch persistent sind,
wihrend dies fiir gréBere Schwingungen sehr wohl der Fall sein kann.
Symmetrien werden also meist dann entstehen, wenn wenige Wellen
von lingerer Periode und dominierender Amplitude in Phase sind,
wiahrend dies fiir die groBe Menge der kleineren und kleinsten Ober-
schwingungen nur gelegentlich (zufdllig) erfiillt ist. Man wird also die
Symmetrie eines Kurvenstiickes schon dann ausschépfen, wenn man
die Entwicklungskoeffizienten bei einer miBig hohen Ordnung abbricht.
Bricht man etwa bei der 7-ten Ordnung ab, so hat man fiir den Symmetrie-
index sinngemif zu setzen:
= 0

S, =42t
,t§10”
Dieser Ausdruck, der ein SymmetriemaB8 fiir eine mehr oder weniger
stark gegldtiete Kurve darstellt, also, mit anderen Worten, auf kurz-
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periodische Schwankungen der Beobachtungsreihe keine Riicksicht
nimmt, ist sehr leicht zu gewinnen, da die Summen nur eine beschrinkte
Anzahl von Gliedern enthalten. (Bei einem Analysenintervall von
60 Tagen hat Verfasser an Luftdruckkurven die Erfahrung gemacht,
daB Symmetrien auf diese Weise schon befriedigend erhalten werden,
wenn man-sich auf die ersten 6 Harmonischen Glieder beschrinkt und

Abb. 9. Luftdruck. Symmetrieverteilung am g¢. 1. 36. Intervall 60 Tage.

verlangt, daB fir gerade Symmetrie S;< 0,2 und fiir ungerade Sym-
metrie Sg> 0,8 sein soll.) Die Berechnung von Symmetrieindices aus
Fourier-Koeffizienten wird also immer dann von Vorteil sein, wenn
entsprechende trigonometrische Entwicklungen bis zu einer maBig hohen
Ordnung schon zum Zwecke anderweitiger periodographischer Unter-
suchungen vorgenommen worden sind. Die Symmetrieindices bilden
dann ein wertvolles und leicht zu erhaltendes Nebenprodukt der
Rechnung.

Die Symmetriekriterien kann man — einerlei, auf welche Weise sie
entstanden sind — nach verschiedener Richtung hin auswerten. Hier
seien drei verschiedene Untersuchungsarten angefiihrt:
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1. Das Analysenintervall wird konstant gehalten, aber gleitend lings
der Zeitachse verschoben. Der sich jeweils auf die Intervallmitte
bezichende Symmetrieindex ergibt sich dann als Funktion der Zeit.
Die Maxima und Minima dieser Funktion ergeben dann — sofern sie
hinreichend extrem sind, die Lage und Art der Symmetriepunkte.

Abb. 1o. Luftdruck. Symmetrieverteilung am ro.1.36. Intervall 60 Tage.

2. Ist ein Symmetriepunkt gefunden, so 1Bt sich der ihm zugeordnete
Symmetriebereich ermitteln, indem man den Symmetrieindex fiir Inter-
valle verschiedener Linge ermittelt, die den Symmetriepunkt als Mittel-
punkt enthalten.

3. Ist ein Beobachtungsmefz vorhanden, so kann man die Unter-
suchungen fiir alle Stationen des Netzes gemeinsam durchfiihren und
die Ergebnisse in der iiblichen Weise synoptisch aufzeichnen. Fiir ein
festes Zeitintervall ergibt sich auf diese Weise ein System von Linien
gleicher Symmetrie. In Abb. g und 10 ist ein Beispiel dargestellt, das sich
auf ein 6otigiges Zeitintervall und die auf seine Mitte bezogenen Sym-
metrieindices des Luftdruckes bezieht. Es handelt sich um den (in
Leipzig zuerst aufgefundenen) Symmetriepunkt vom 9. und 10. Jan. 1936.
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Die synoptische Verteilung zeigt, dal am 9. 1. einem Gebiet gerader
Symmetrie iber Norddeutschland, Dinemark und Siidskandinavien ein
Gebiet ungerader Symmetrie iiber Ostgrénland gegentibersteht. Die
Symmetrieverteilung fiir den nichsten Tag (Abb. 10) zeigt die rasche
Veridnderlichkeit der SymmetriemaBzahlen.

Drittes Kapitel.
Das Periodogramm.

1. Das Amplitudenspektrum und die optische Analogie.

Im Jahre 1898 hat A. SCHUSTER ein neues Hilfsmittel in die Perioden-
forschung eingefiihrt, das er als ,, Periodogramm’* (mitunter auch weniger
gliicklich als Periodograph) bezeichnet. Im Grunde genommen handelt
es sich hierbei um nichts anderes als eine Verallgemeinerung der in der
Harmonischen Analyse angewandten Uberlegungen, die dadurch erzielt
wird, daB} die strenge Bindung an die urspriingliche Fragestellung der
Harmonischen Analyse in bestimmter Weise aufgelockert wird. Dafiir
wird der Schwerpunkt des Problems nach einer anderen, fiir die Bediirf-
nisse der periodographischen Praxis auBerordentlich wichtigen Seite
verschoben: es wird nicht mehr gefragt nach der interpolatorischen oder
niherungsweisen Darstellung der gegebenen Beobachtungsreihe durch
periodische Funktionen, sondern nach der Existenz von Periodizitdten
iiberhaupt, nach den Moglichkeiten, sie aus einer Menge von anders-
periodischen und unperiodischen Bestandteilen herauszusuchen, ihre
Eigenschaften zu bestimmen und gegebenenfalls auch ihre physikalische
Bedingtheit unter Beweis zu stellen oder wenigstens wahrscheinlich zu
machen. Die Periodogrammtheorie 16st daher einesteils Aufgaben, wie
sie im fiinften Kapitel behandelt werden, aber unter gréBerer Anlehnung
an die Methoden der Harmonischen Analyse, dariiber hinaus aber fiihrt
sie auf Begriffe wie ,,physikalische Realitit”, die nur im engen Zusammen-
hang mit der Erfahrung selbst und ihren Gesetzen einen Sinn haben.
Sie ist daher keineswegs eine geschlossene Theorie, sondern ist eher als
ein Programm zu betrachten, nach dem gewisse Probleme anzugreifen
sind, und das in seinen Auswirkungen, je nach der Art des Gegenstandes,
zu auBerordentlich verschiedenartigen Spezialmethoden und Gedanken-
gingen fithren kann. So hat denn auch die Erfahrung der 4o Jahre,
die seit dem Erscheinen der ersten ScuusTERschen Arbeit verflossen
sind, eine erhebliche Verinderung des Bildes bewirkt, das die
Periodogrammtheorie im Rahmen der Periodenforschung darstellte.
Die Art, wie sie von den verschiedenen Forschern, die sich ihrer bedient
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haben, angewandt wurde, war genau so individuell bedingt wie das
Urteil iiber ihre ZweckmiBigkeit, das auch in den letzten 10 Jahren
noch auffallend geschwankt hat.

In der folgenden Darstellung der Periodogrammtheorie, die sich {iber
zwel Kapitel dieses Buches erstrecken wird, sollen die rein analytischen
Betrachtungen von den wahrscheinlichkeitstheoretisch-statistischen nach
Moglichkeit getrennt werden — die ersteren werden in diesem, die
letzteren im nichsten Kapitel behandelt. Die Darstellung selbst wird
von denjenigen Gesichtspunkten ausgehen, die dem heutigen Stand der
Forschung am besten angepalt sind — es werden daher manche Gedanken-
ginge eingeflochten und von vornherein eingefithrt werden, die dem
Schépfer der Theorie noch ferngelegen haben.

Wir beginnen mit den Betrachtungen, die dazu fiihren, aus einem
gegebenen Beobachtungsmaterial Periodizitdten abzuleiten und zu iso-
lieren, wobei die Frage nach ihrer physikalischen Bedingtheit einstweilen
noch offen zu lassen ist. Unter einer Periodizitit moge ein Bestandteil
der Kurve oder Beobachtungsreihe verstanden werden, der mathematisch
in seiner einfachsten Gestalt durch eine Sinuswelle

acosat - bsinat=c-cos(ut—y)=csin («f+ )

wiedergegeben werden kann. Eine solche einfache Periodizitit oder
»Schwingung® ist durch drei unabhingige Konstante

o; a, b bzw. «; ¢, p (@)

bestimmt, also durch den Parameter i} (Wellenldinge, Periode) oder

auch « (Frequenz) und durch einen Vektor mit den rechtwinkligen
Komponenten a4, b bzw. mit der Amplitude ¢ und der Phase ¢ bzw. ¢’
Ist nun die Aufgabe gestellt, eine in einem Beobachtungsmaterial ver-
borgene Periodizitit aufzusuchen, so ist klar, daB neben der Wellenlinge
oder Frequenz der Amplitude eine erhShte Bedeutung zukommt, wih-
rend die Phase zunichst eine untergeordnete Rolle spielt. Denn, wenn
die Frage gestellt wird, ob in einer beobachteten Naturerscheinung eine
Periode existiert, wird in erster Linie ihre Amplitude dariiber Auskunft
geben, wihrend die Phase lediglich die zeitliche Lage der Maxima und
Minima der Schwingung in dem gewéhlten Koordinatensystem feststellt.
In der Tat kann man schreiben

c-cos (at—) =c-cos{at—1t) — (g—oaty),
woraus ersichtlich ist, daB lediglich die Phase von dem willkiirlichen
Anfangspunkt der Zeitkoordinate abhingt, die Amplitude aber nicht,
ebensowenig wie die Frequenz.

Zerlegt man eine (endlich ausgedehnte) Kurve oder Beobachtungs-
reihe, in ihrem Definitionsbereich [0, $] als Grundintervall, in eine
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Fouriersche Reihe, so stellt die Folge der Amplituden der Teil-
schwingungen
€1, €y Cgp - - -

eine vorldufige Beantwortung der Frage nach den periodischen Eigen-
schaften des Beobachtungsmaterials dar: sie sagt aus, daB sich der
beobachtete Vorgang als Summe von Einzelschwingungen mit den

Frequenzen
27

o ==y =1, 2 3,...)

bzw. den Wellenlingen
I I
byt b

darstellen lat, wihrend die Folge der Amplituden, die endlich (Beob-
achtungsreihe) oder unendlich (Kurve) sein kann, tiber die relative
Bedeutung der einzelnen Schwingungen Auskunft gibt. Ragt eine
einzelne (oder mehrere) dieser Amplituden aus der Menge der iibrigen
deutlich hervor, so ist damit gezeigt, daB sich die Beobachtungen durch
eine (oder mehrere) Schwingungen angenihert darstellen lassen. —
Nehmen wir an, da8 die analysierten Beobachtungen bereits Ab-

weichungen von Gesamtmittel a,= %Zyv darstellen, daB also das

konstante FouRrIER-Glied 4y, auf das es bei Periodizititsbetrachtungen
nicht ankommt, vorher eliminiert sei, so lautet nimlich die ,,Vollstindig-

keitsrelation
p
X 2 L 7Y 1 2
szy (bzw. po/f (t)dt>_ ZZL,,

es ist also ersichtlich, daBl die wenigen Amplituden hervorragenden
Betrages an der Bildung der Quadratsumme einen gréB8eren Anteil
haben, als selbst eine bedeutende Menge von Amplituden kleiner und
kleinster GroBenordnung. Zeichnet man demnach die Folge der Ampli-
tuden als Funktion ihrer Frequenzen auf, so ergibt dies Diagramm ein
graphisches Bild von den allgemeinen periodischen Eigenschaften des
Materials. Noch besser ist es, den Anteil der Amplituden an der ,,Voll-
standigkeit” in dem Diagramm auszudriicken. Das geschieht entweder
dadurch, daBl man das Quadrat der Amplituden statt der Amplituden
selbst in das Diagramm eintrigt, oder aber das Verhiltnis
2 iﬂf

2
202:TEY ’
; }’E

das den Prozentsatz direkt angibt, mit dem jedes Amplitudenquadrat
an der Erfiilllung der Vollstindigkeitsbedingung beteiligt ist. o ist dabei
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die ,,Strewung der Beobachtungen um ihren Mittelwert. Die Auf-
zeichnung der Amplituden oder ihrer Quadrate als Funktion der Wellen-
lange oder der Frequenz wollen wir allgemein als ,,Spektrum’‘ bezeichnen.

Das Spektrum in einer der drei hier angegebenen Gestalten kann
also gegebenenfalls dazu dienen, dem Bearbeiter einer Beobachtungs-
reihe AufschluB zu geben iiber das Vorhandensein von Periodizititen
iiberhaupt, iiber die Zahl und die ungefihre Wellenldnge der Perioden
und dber ihren Anteil an dem Gesamtaufbau des Materials. Alle {ibrigen
Aufgaben — die genaue Festlegung der Periodenlinge, der Amplitude
und Phase — bleiben weiteren Untersuchungen vorbehalten. Nur in
etnem Falle ist die Bestimmung der Wellenlingen und Amplituden
bereits abgeschlossen, dann nimlich, wenn die Beobachtungsreihe rein
periodisch war und ihre Grundperiode oder ein Vielfaches von ihr als
Analysenintervall gewdhlt war. Diesen Fall wollen wir in Zukunft
immer ausschlieBen, da er bereits frither vollstindig erledigt worden
ist. Sonst aber stellt das Spektrum lediglich eine worldufige Durch-
musterung des Materials nach Periodizititen dar. Wie wichtig ein solcher
Uberblick iiber Zahl und Bedeutung etwaiger Periodizititen fiir die
weitere Untersuchung ist, zeigen die Betrachtungen des fiinften Kapitels,
in denen es hdufig vorkommen wird, daBl vor Anwendung einer Methode
der Periodenbestimmung die Kenntnis der Periodenzahl gefordert werden
muB, da sonst die Gefahr eines falschen Rechnungsansatzes allzu groB ist.

Andererseits kann die Durchmusterung eines Beobachtungsmaterials
mit Hilfe des Spektrums auch ergeben, da Amplituden von hervor-
stechender Gré8e nicht vorhanden sind, oder daf8 sich groBe Amplituden
in breiteren Bereichen des Spektraldiagramms stark hiufen. In beiden
Fillen wird der Bearbeiter von der Méglichkeit einer einfachen Zerlegung
des Vorgangs in Einzelschwingungen nicht {iberzeugt sein — er wird
infolgedessen die weitere Untersuchung nicht von vornherein auf einer
solchen Annahme aufbauen, sondern — je nach den Umstinden —
andere MaBnahmen ergreifen.

ScHUsTER hat zur Verstiandlichmachung der Eigenschaften des
Amplitudendiagramms einen sehr treffenden physikalischen Vergleich
angefithrt, der es erlaubt, diese Eigenschaften mit der periodischen
Struktur des Materials unmittelbar und sehr anschaulich in Verbindung
zu bringen. Die von uns gewihlte Bezeichnung ,,Spektrum‘ deutet
auf diese Analogie bereits hin. Das Licht besteht bekanntlich aus einer
Menge von Elementarschwingungen der verschiedensten Wellenlingen.
Durch ein Prismma werden diese in einem Lichtstrahl gesammelten
Schwingungen voneinander getrennt: es entsteht ein (farbiges) Band, das
Spektrum, in dem jede einzelne Stelle einer bestimmten Wellenfrequenz
entspricht und durch ihre Helligkeit die Intensitit der betreffenden
Elementarschwingungen anzeigt. Das Spektrum liefert die Schwingungs-
intensitidten der Elementarwellen als Funktion ihrer Frequenzen, leistet
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also fiir die Analyse des Lichts genau dasselbe wie das oben beschriebene
und ebenso bezeichnete Diagramm fiir die Analyse der Beobachtungs-
funktion. Jenach der Schwingungsart der Lichtquelle kann das Spektrum
verschiedenartige Struktur besitzen: ein leuchtendes Gas, das nur
Schwingungen bestimmter und diskreter Frequenzen aussendet, gibt ein
diskontinuierliches Spektrum, das aus einzelnen isolierten ,,Linten’
besteht. Eine Lichtquelle hingegen, in der Schwingungen aller Wellen-
gattungen ohne Bevorzugung einzelner Frequenzen vertreten sind, liefert
ein |, kontinuierliches Spektrum‘‘. Dazwischen gibt es alle mdglichen
Kombinationen und Uberginge: Linienspektren, die auf kontinuierlichem
Untergrunde erscheinen, entsprechen periodischen Vorgingen, die mit
unperiodischen vermischt sind. Ferner gibt es ,,Bandenspektren’, in
denen bestimmte endlich ausgedehnte Teile des Spektralbereiches hell,
andere wieder dunkel sind — solche Banden lassen sich als verbreiterte
Spektrallinien bezeichnen, sie kommen immer dann vor, wenn der Vor-
gang zwar Frequenzen von bestimmter GréBenordnung bevorzugt, diese
aber dem Werte nach mehr oder weniger starken Streuungen unter-
worfen sind.

Diese optische Analogie ist insofern ein unvollkommener Vergleich,
als es sich bei der FouriErR-Analyse endlicher Beobachtungsreihen
eigentlich immer um Linienspektren handelt, da ja die vorkommenden

- Perioden auf die Grundperiode und ihre Oberschwingungen beschrankt
bleiben. Je linger aber die Grundperiode gewihlt wird, um so groBer
ist auch die Dichte der ,,Linien’". Dehnt man also das Analysenintervall
beliebig aus, so erfolgt eine fortschreitende Verdichtung des Spektrums.
Das kontinuierliche Spektrum stellt dann den Grenzfall fiir unendliche
Ausdehnung der Beobachtungsreihe dar. Nur wenn der Beobachtungs-
vorgang rein periodisch ist oder sich streng durch Addition endlich
vieler Wellenbewegungen von konstanter Periode, Amplitude und Phase
zusammensetzen liBt, wird an dem Bilde eines Linienspektrums bei
noch so groBer Ausdehnung des Untersuchungsmaterials nichts Wesent-
liches gedndert — im Gegenteil, die Festlegung der Linien im Spektral-
bereich wird bei fortschreitender Verdichtung immer sicherer.

2. Das Spektrum einer einfachen Welle.

Die analytischen Grundlagen der Periodogrammtheorie lassen sich
am besten an Hand des einfachsten Beispiels herausarbeiten, das die
Periodenforschung kennt: einer gewdhnlichen und persistenten, d.h.
bestindig fortschreitenden und in bezug auf ihre charakteristischen
Konstanten unverdnderlichen Sinuswelle. Die persistente Sinus-
schwingung ist ein rein periodischer Vorgang und bietet somit kein
Problem mehr, wenn ihre Wellenldnge bekannt ist. In der Periodogramm-
theorie ist hingegen die Wellenldnge als unbekannte GréBe zu betrachten.
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Nun 14Bt sich zwar eine einzelne ungestdrte oder nur wenig gestorte
Sinuswelle aus dem Kurvenbilde direkt als solche erkennen, so daB
eine unmittelbare Bestimmung dieser Unbekannten keine besonderen
Schwierigkeiten machen wiirde. In der Praxis liegt dieser Fall aber
selten vor, da meist unperiodische und andersperiodische Stérungen
groBeren Betrages das Wellenbild verzerren oder ganz verwischen. Wir
werden also die Moglichkeit einer trivialen Bestimmung der Grund-
periode — etwa aus dem Abstand der Maxima und Minima der vor-
liegenden Kurve — hier ganz auBer acht lassen. Soll daher die Harmo-
nische Analyse als Rechnungsmittel herangezogen werden, so ist das
Analysenintervall, mit dem wir zu arbeiten haben, nicht vorgeschrieben
oder nattirlich bedingt, sondern mehr oder weniger der Willkiir des
Rechners iiberlassen. Es besteht lediglich eine obere Schranke fiir das
Analysenintervall, die durch die Ausdehnung des tatséichlich vorhandenen
Beobachtungsmaterials gegeben ist.

Die Analyse einer einfachen Sinusschwingung
f()=csin (at 4+ f)

in einem Grundintervall, das mit der Wellenlinge nicht in Beziehung
steht, ist in Abschnitt (II, 1) unter der Bezeichnung ,,Unharmonische
Welle“ [letztes Beispiel (e)] behandelt worden. Die Linge des Grund-

intervalls war dort 2z, die Ubertragung der Formeln auf ein beliebig’

langes Intervall [0, p] wiirde die Fourier-Koeffizienten in der all-
gemeineren Form:

P sin—z?i
a= [1®)dt=c-—2sin (%Jrﬁ)
J ,

2

®

P
2
ay = [ () cos x, 1t
0

sin (o — x ? sin (& + x ?
e i s 2
ul= &)

4
=%/f(t)sinx”tdt

0

'sin (o—x,) —f—

o

®

sin (o 4 %, ya
l Y .cos<(oc—xu)§+/3>~(—::€7;—2cos <(a+x#)%+ﬁ>

2

o

2

27
(x”=7~,u; =1, 2, 3, ...)
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bzw.
aozipﬁ'%-sin%i-sm(%oi—{—ﬁ)
4¢ o . po . pa
aN:T‘az_xz~51n7~sm<7—l—ﬁ> (2)
4¢ x . o
bﬂz—p—'aﬂ—l‘E'SIH%' Cos <_1§2_oc —I—ﬂ)
ergeben.

Um die Spektralfunktion aufzustellen, berechnen wir
hE=aZ+ 0.
Auf Grund der Formeln (1) erhalten wir

W2 = c*{P2+ Qi—zPuQucos(pa—l—zﬂ)},

wobei
sin (o — ) 4 sin (o 4 #p) %
(“_x,u)? (o + xu);

gesetzt ist. Dies liBt sich auch in der Form
BE=ctP2{1+4 ¢ —2¢,co8(pa+2f)}
schreiben, wobei

i L4
\ Q0 a— sin (o + %,) 2 a—x,
"‘_P,u_~ ot x, P otz

sin (ot — %) Py

wegen

© S

sin (<x+xﬂ)1:—=sin (e—x,) =j:sina%. <xﬂ—€~:n-,u>

Da immer ]%l < 1, so folgt weiter, da3 der Klammerausdruck
I+ & —2¢,c08 (pa+2f)

niemals verschwindet. Infolgedessen kann die Amplitude %, selbst nur
dann verschwinden, wenn
P,=o,
d. h. wenn
27T

p
Das ist dann und nur dann der Fall, wenn « eine der Harmonischen
Frequenzen ist, die zum Grundintervall 4 gehdren. Nur dann besteht
also das Spektrum aus einer einzigen Linie, andernfalls liefert die Analyse
ein ,,Serienspektrum‘’, in dem alle méglichen Linien mit von null ver-
schiedenen Intensititen vertreten sind. In diesem Serienspektrum ist
keine Linie vorhanden, die der ,wahren Periode ihrer Lage nach
entspricht: die an der Stelle « des Spektrums zu erwartende Linie ist
vielmehr in die genannte Serie aufgespalten; die beiden der wahren

k. (k=+41, 2, £3,...)

oc—x”:
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Schwingung zu beiden Seiten benachbarten Linien haben allerdings die
groBten Intensititen, so daf die wahre Periode durch die Folge der
Amplituden wenigstens ungefihr angezeigt wird.

Der tiefere Grund fiir diese Erscheinung ist leicht einzusehen, wenn
man bedenkt, daB die Fourizrsche Zerlegung fiir eine im Intervall
[o, p] gegebene Funktion diese {iber das Intervall hinaus mit der Grund-
periode p periodisch fortsetzt. Unser Spektrum ist also identisch mit
dem Spektrum einer rein periodischen Funktion mit der Grundperiode #,
die innerhalb [0, p] eine Sinusschwingung mit der in ¢ nicht ganzzahlig

enthaltenen Periode % = 1;— (k gebrochen) darstellt, diealsoan den Stellen

i=o0, +p, 29, £3p,...

einen Phasensprung erleidet. Die im Spektrum beobachtete Aufspaltung
der der wahren Periodizitit entsprechenden isolierten Linie in eine Serie
ist demnach die natiirliche Folge der willkiirlichen Wahl des Analysen-
intervalls, die der naturgesetzlich bedingten Form des beobachteten
Schwingungsvorgangs nicht gerecht wird.

Wir ziehen nun aus den obigen Betrachtungen einige SchluB-
folgerungen, die fiir die weiteren Uberlegungen wichtig sind.

1. Die Harmonische Analyse einer in einem endlichen Intervall
gegebenen Beobachtungsfunktion liefert ein diskontinuierliches Spektrum,
dessen Liniendichte von der Linge des Analysenintervalls abhingt. Es
entspricht dem Linienspektrum einer rein periodischen, also filr einen
unendlichen Bereich der unabhingigen Variablen definierten Funktion,
die aus der gegebenen durch periodische Fortsetzung erhalten wird.

2. Nur solche Funktionen, die in einem unendlichen Bereich definiert
und in keinein endlichen Intervall rein periodisch sind, kénnen ein
kontinuierliches Spektrum ergeben.

3. Ist die Beobachtungsfunktion, wie es in der Praxis immer der
Fall ist, auBerhalb des Beobachtungsbereiches unbekannt, so ist jede
Verdichtung des Spektrums, die durch eine willkiirliche Fortsetzung der
Funktion tiber den urspriinglichen Bereich hinaus erzielt wird, die Ursache
einer mehr oder weniger starken Verfilschung des Sachbestands, der
durch den naturgesetzlichen Inhalt des Beobachtungsvorganges dar-
gestellt wird. Unter allen denkbaren Fortsetzungen der Funktion wiirde
nur diejenige ein richtiges Spektrum liefern, die den (unbekannten)
Verlauf des Vorgangs fiir alle Zeiten wiedergeben wiirde. Auch die
bei der Harmonischen Analyse bewuBt oder unbewufit vorgenommene
periodische Fortsetzung der Funktion stellt also eine Fiktion dar, die
dem wahren Sachverhalt nicht zu entsprechen braucht.

4. Aus diesem Grunde ist es nicht von der Hand zu weisen, daf3 auch
andere Fortsetzungen als die periodische, sofern sie hinreichend einfach
sind und die Einfithrung willkiirlicher Gré8en tunlichst vermeiden, ein
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Spektrum liefern kénnten, das die Aufsuchung der verborgenen Periodi-
zitit erleichtert. Dies Spektrum wird sogar kontinuierlich sein, wenn die
Fortsetzung ins Unendliche ausgedehnt wird und in keinem endlichen
Intervall periodisch ist. Wir koénnen uns daher die Aufgabe stellen,
die Fortsetzung etwa so vorzunehmen, daB die entstehende kontinuier-
liche Spektralfunktion an der Stelle, die der Frequenz der wahren Perio-
dizitit entspricht, ein ausgesprochenes Intensitiats- bzw. Amplituden-
maximum besitzt.

Die einfachste und voraussetzungsirmste Fortsetzung der Beob-
achtungsfunktion aufler der periodischen ist die durch eine fingierte
Funktion F (¢), die innerhalb des Beobachtungsbereiches mit der Beob-
achtungsfunktion f (¢) identisch, auBerhalb desselben aber iiberall null
ist. Wir konnen dann, zunichst fiir ein endliches, aber beliebig grofles,
den Beobachtungsbereich [0, ] einschlieBendes Analysenintervall

[— % + %] (w >2), die FouriErsche Entwicklung von F () in der Form

F(t):AO—}—Alcos%t—]—Agcosz'—zg—zf—}—A3cos3-%t—}—---
—i—Blsin%t—}—stinz-%t—i—Basiny%t%—-”
ansetzen, wobei
+5 ,

4
F () sin,u-%tdt:—zw—/ f@) sin - 2T tde
0

T (=1, 2, 3,...)
ist. Wir erhalten also anstatt des fritheren Linienspektrums mit der
Folge der Elementarperioden

b P
b T T
ein dichteres mit den Perioden
w w
w, =, —, ...
2 3

Lassen wir o beliebig anwachsen, so erreichen wir offensichtlich, daB
in dem uns am meisten interessierenden Spektralbereich, der die
Wellenlingen zwischen o und p umfaBt, die Linien beliebig dicht liegen.
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Ist z. B. w = - p ein ganzes Vielfaches von p, so enthilt der Spektral-
bereich zwischen zwei benachbarten Linien des fritheren Spektrums,

etwa zwischen den Wellenlingen 1; und y_f -, nunmehr die Wellenlingen
i (U_ w w
nr’ nr+1' nr4+2’°°" n{r+1)’
also auBer den alten Linien
p_ o, P »

7 ny' r41 B (r —}—_17
noch #— 1 neue. Der Grenziibergang o — oo ergibt demnach eine beliebig

groBe Liniendichte, d. h. ein kontinuierliches Spektrum. Die Frequenzen
27 p

)
laufen dann stetig von o bis co. Der ,,Zerstreuungsfaktor*' %, der fiir

w - oo verschwindet, hat lediglich die Bedeutung einer Proportionalitats-
konstante, auf die es bei der Herstellung der Spektralfunktion nicht
ankommt. Wir normieren daher die Ordinaten des Spektrums dadurch,
daB wir

P
w 2
a(x)=$Aﬂ=?0/f(t) cos x 1 dt
p
w 2 .
b(x) = B~ ?)(—)/f(t) sin x ¢ d¢

(o< x < 00)
setzen. Da fiir die diskreten Frequenzen

27
X=a, 20, 30, ..., B0, ..., (oc: 5 )
die Funktionswerte a (x), b (x) mit den Fourier-Koeffizienten a,, b,
iibereinstimmen, stellt die stetige Funktion
h? (%) = a2 (x) + b2 (x)
eine Interpolation des Amplitudendiagramms
B2 =al -+ b
dar. Diese stetige Funktion bezeichnen wir im engeren Sinne als das
Peyiodogramm der Beobachtungsfunktion f (f). Das Periodogramm einer
einfachen Sinusschwingung von beliebiger Frequenz, die im Intervall
[o, ] beobachtet worden ist, wird daher durch die Funktionen

a(x) = C{P (%) sin((a—x)%—l—ﬂ) + O (x) sin((oc + x) Af— +ﬁ)}
b (%) — c{P(x) cos((a—x) §+ﬁ)_Q(x) cos (:(a+ x)€—+ﬁ>}
sin (o — ) ? sin (o0 + x)%

P(x) = ————F—; Q) =———-—
(«—n 2 (@t ?

2
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charakterisiert, die wir als Periodogrammkomponenten bezeichnen, und
setzt sich aus ihnen in der Form

? (x) = c2{P? (x) + Q% (x) —2 P (%) O (%) cos (xp + 2 f)}

zusammen.

3. Besondere Eigenschaften des Periodogramms
einer Sinuswelle.

Die am SchluB des vorigen Abschnitts getroffene Festsetzung des
Begriffs ,,Periodogramm’ entspricht nicht genau der von SCHUSTER
eingefithrten Bezeichnungsweise. In der Tat 148t sich dieser Begriff in
der verschiedensten Art erweitern; auch wir wollen diesen Méglichkeiten
nachgehen und uns im Hinblick auf die eigentlichen sehr allgemeinen
Aufgaben der Periodogrammtheorie von einer allzu engen Fassung der
Begriffe befreien. In diesem Sinne verstehen wir unter Periodogramm
nicht nur die durch 42 (x) oder % (x) gegebene Interpolation des Spektrums,
sondern allgemeiner die durch die Komponenten a (x) und b (x) bestimmte
Vektorfunktion. Fiir die Praxis ist es ferner erwiinscht, nicht nur diese
stetigen Funktionen, sondern auch jede gentigend und beliebig dichte
Ordinatenauswahl aus ihnen als Periodogramm anzusehen, denn in der
praktischen Analyse wird es immer nur mdglich sein, eine endliche
Menge von Periodogrammkomponenten zu berechnen. In diesem Sinne
ist auch die Menge der Fourier-Koeffizienten und das aus der Folge
der harmonischen Amplituden gebildete , Spektrum® als ein spezielles
Periodogramm anzusehen. SchlieBlich diirfen wir auch von der Voraus-
setzung absehen, dafl die Beobachtungsfunktion in Gestait einer Kurve
gegeben sei. Auch die harmonischen Konstituenten einer durch (gleich-
abstdndige) Ordinaten gegebenen diskreten Beobachtungsreihe lassen
sich somit zur Erzeugung eines Periodogramms verwerten. In diesem
Falle haben die Periodogrammkomponenten die Summenform

= E Y, COSY X

v—O

p—1
2 .
=% S Vv, SInyx

y =20
und stellen somit eine Interpolation der Folgen

27
E ¥, COSV %, Xy =l
b —
S siny x (=1, 2,3, ...)

Stumpff, Periodenforschung. 7

"tﬂu

li
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dar. Die analytische Gestalt des Periodogramms einer einfachen Sinus-
welle, die durch die Ordinatenauswahl

v, =c¢-sin {av + f)

gegeben ist, weicht von der frﬁheren ein wenig ab: man erhilt namlich

p—1
a(x) = 215 Zsm(ow—]—ﬁ Ycos xy = 2{51n (le—x)v+p) +sin ((e+2) v+ 6)}

v=0
sin(a—x)% [p—1 sin {o 4 )% [ p—t .
=c — ‘sm( 5 (oc-—x)—}—ﬂ) o sm( 2 (c7.+x)—i-‘3)
p-sina P -sin 2 ’
p—1
b(x) = ;CZSIH (xv+pB) smxv:-—Z{cos (la—2x)v + B)—cos((x+ x) v+ ()}
v=0 1—0
sin(oc—x)jzl 1 sin(a+x)-127— p—1 1;
=c — -cos( 2 (oc—x)—i—ﬁ)—- T -cos( > (oc+x)+/3>
p-sin % b-sin-a'-;— : J

Man hat also

zu setzen und erhilt dann
a(x):c{P(x)sm(P — (ot — %) +ﬂ)+Q 51n<P:I(oc—}—x)+ﬁ>}

b(x):c{P(x)cos (p—:f(oc—x) —5—ﬂ)~Q(x)cos<zb~I (oc—{—x)—{—ﬂ)}
R (%) = c2{ P2 (x) 4 Q% (x) —2 P (x) Q (x) cos ((p—1) &« + 2 )} .

Aus den bisherigen Uberlegungen ist ersichtlich, daB die analytische
Gestalt des Periodogramms als der Spektralfunktion einer endlichen
Beobachtungsreihe selbst dann verhiltnismiBig kompliziert ist, wenn der
Beobachtungsvorgang eine einfache Sinuswelle darstellt. Diese Tatsache
ist oft zum AnlaB genommen worden, die Konstruktion eines Periodo-
gramms als einen Umweg zu betrachten, durch den die Analyse des
Beobachtungsvorgangs unnétig erschwert wird. Es ist tatséichlich nicht
von der Hand zu weisen, daf} die Beschreitung dieses Umweges bei der
Losung vieler konkreter Aufgaben in der Periodenforschung vermieden
werden kann, und auch der insbesondere von TURNER (Lit. 289, 290)
erhobene Einwand, daB die Ergebnisse der Harmonischen Analyse, die
ja eine vollstindige interpolatorische Beschreibung einer Beobachtungs-
reihe gestatten, und die nach dem Obigen als Spezialfall der Periodo-
grammberechnung anzusehen sind, schon alle periodischen Eigenschaften
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des Beobachtungsvorgangs — teils explizit, teils implizit — enthalten
und daher als Grundlage fiir die Erforschung dieser periodischen Eigen-
schaften ausreichen, hat seine Berechtigung. Wenn trotzdem das Periodo-
gramm, als mathematischer Begriff wie als praktisches Hilfsmittel der
Forschung, seine Bedeutung nicht eingebiiBt hat, so liegt dies daran,
daB die Vorteile, die es bietet, auf einem ganz anderen Felde liegen als
die Gedankenginge, die zu seiner Anfechtung gefiihrt haben. Sie liegen
zum Teil sehr in der Tiefe und sind nicht dadurch zu erfassen, daf3 gewisse
praktische Regeln, die zur Lésung gewisser Probleme dienen sollen, auf-
gezdhlt und ausgearbeitet werden. Sie lassen sich vielmehr dadurch
begriinden, daB die strenge Bindung an die Regeln der Harmonischen
Analyse aufgelockert wird, und dafi es dadurch méglich wird, nicht
zum Schaden fiir die Entwicklung der periodographischen Wissenschaft
iiberhaupt, neues Leben und neue Gedanken in einen alten Schematismus
hineinzubringen. Der Satz, daBl in der FouriErschen Reihe alle perio-
dischen Eigenschaften einer Beobachtungsreihe zum Ausdruck kommen,
ist zweifellos richtig, da ja die FouriErsche Reihe nichts anderes ist
als eine der Beobachtungsreihe véllig dquivalente Umordnung der Daten.
Viel fruchtbarer als dieser Satz ist aber die Erkenntnis, daB3 auch andere
Folgen von Periodogrammordinaten, bzw. von Vektoren mit ihren
Komponenten, die zu anderen als den harmonischen Wellen gehéren,
imstande sind, die verborgenen periodischen Eigenschaften aufzuzeigen.
Von dem Begriff der harmonischen Welle, deren Frequenz immer ein
ganzes Vielfaches der (willkiirlichen oder durch die zufillige Linge des
zur Verfligung stehenden Beobachtungszeitraums gegebenen) Grund-
frequenz ist, gelangen wir somit zu dem allgemeineren Begriff der
., Versuchsweile'*, die innerhalb des gesamten Spektralbereichs beliebig
varileren kann, und die somit nicht mehr an ein Grundintervall ge-
bunden ist.

Wir werden diese Betrachtungen grundsitzlicher Natur an gegebener
Stelle fortzufithren haben; die folgenden Untersuchungen iiber die Eigen-
schaften des Periodogramms einer einfachen Sinusschwingung sollen
den Weg dazu vorbereiten.

Die Funktionen a (x), b (%), die zunidchst in der Form (3), also als
Integrale, gegeben sein sollen, hingen auBer von den Konstanten ¢, «,
der vorgelegten Schwingung (Amplitude, Frequenz, Phase) noch von
der Linge des Analysenintervalls, p, und von der Frequenz der Versuchs-
welle, x (Versuchsfrequenz), ab. Das Periodogramm 148t sich, wie schon
weiter oben gesagt wurde, als Vektor ¥ mit den Komponenten a (x),
b (x) auffassen; als solcher 148t es sich durch geometrische Addition
zweier Teilvektoren

B)=p) +alx)

erzeugen; die Komponenten dieser Teilvektoren sind
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c P(x)s1n((<x—x)—i—+ﬁ>:c P(x)cos((x—a)%—}-y
®) P(x)cos((u— & + ) =c- P(x)sin((x—a) £+
C'Q(x)Sin<(°t+x)j,_i+ﬂ>=c-Q(x)cos((x-ga)%*y
(9) “C.Q(x)cos((owkx)%+l3):c-()(x)sin((x—f—oc)%—y

Fihrt man die Phasenkonstante ¢ :%Q— f statt f ein, so entspricht

dies der Schreibweise
f@)y=c-cos{at—7y)

fir die Beobachtungsfunktion. Die Vektoren p und g haben demnach
die (je nach der Quadrantenlage der Winkel (x—a)% und (x—i—oc)—z

Abb. 11. P (x) und | P (x)].

positiv oder negativ zu rechnenden) Lingen c¢- P (x) bzw. ¢- Q (x) und
die Richtungswinkel (Phasen) (x —o) jzi—}—y bzw. (x _;_a)é._y. Anstatt

der Vektorendarstellung ist es mitunter angebracht, eine Darstellung

durch komplexe Zahlen anzuwenden. Man schreibt dann

‘(z‘— a)»frﬂ-v)

p(x):c-P(x)ei(
u+w£—ﬂ'

a) —c Qe (%

J- BarTELs hat fiir die geometrische Veranschaulichung des Periodo-
grammvektors die Bezeichnung ,, Periodenuhr' eingefithrt. Eine Perioden-
uhr ist also ein Polarkoordinatensystem, in das die Periodogrammvektoren
als ,,Zeiger’* von bestimmter Linge und Richtung eingetragen werden.

LaBt man nun die Versuchsfrequenz x als unabhingige Variable den

Bereich o

... co stetig durchlaufen, so entspricht die Verinderung der

Vektoren p (x) und q (x) einer gleichmiBigen Drehung der ,,Zeiger”* der
Periodenuhr im positiven Sinn unter gleichzeitiger stetiger Anderung der
Zeigerlange, die P (x) bzw. Q (x) proportional ist. Diese beiden Funk-
tionen sind in bezug auf x = o spiegelbildlich zueinander, da P (x)
Q (—x). Die geometrische Gestalt der Funktion P (x) wird durch Abb. 11
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wiedergegeben. P (x) hat ein Hauptmaximum vom Betrage 1 bei ¥ = «
und ist in bezug auf diese Abszisse symmetrisch. Nullstellen sind iiberall

dort vorhanden, wo

r—) L —km (k=1 42, +£3,...)

ist. Die beiden zu x = o symmetrisch liegenden Nullstellen

X, p= =+ Epl k
sollen Nullstellen k-ter Ordnung genannt werden. Zwischen den Null-
stellen kA-ter und (% -+ 1)-ter Ordnung liegt ein Extremum k-ter Ordnung,
und zwar ein Maximum, wenn % gerade, ein Minimum, wenn % ungerade
ist. Da

ar (x—oc)%cos(x—oc)f;—sin(x_a) 121 ’
X [(x—a)%]z 2!

so ergibt sich die Lage der Extrema hoherer Ordnung aus der tran-

szendenten Gleichung

P

tg (v —a) & = (x—a) %

o
Die Extremalwerte selbst sind durch
4

Pextr. == COs (x——O(,) >y
gegeben, wenn hierin fiir x die Wurzeln der transzendenten Gleichung
eingesetzt werden. Eine Abschitzung der Extremalbetrige 14Bt sich
durch die Ungleichung
‘sin (¥ — o) g—l
P = 7=

J (x—-oc)—2~

I

| L

leicht durchfithren, wobei P (x) in der Form (3) angenommen werde.
Da das Extremum k-ter Ordnung zwischen den Nullstellen k-ter und
{(k + 1)-ter Ordnung liegt, ergibt sich ndmlich:

ix—a}f§>ixk—a\>§ =nk,

mithin fiir den Betrag des Extremums k-ter Ordnung die Abschitzung
I
’Pg?tr.‘ < Tk

woraus erhellt, daB die Nebenextrema zunichst rasch, spiter langsamer,
im ganzen ungefihr hyperbolisch, gegen null abnehmen. So ist bereits
das Extremum 3. Ordnung Kkleiner als der zehnte Teil des Haupt-
maximurns.

O (x) hat die gleiche geometrische Gestalt wie P (x), nur mit dem
Unterschied, dafl das Hauptmaximum bei x = —q, also auBerhalb des
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durch x > o gekennzeichneten Spektralbereichs liegt. Hieraus folgt, da3
Q (x) im Spektralbereich selbst gegeniiber P (x) eine untergeordnete
Rolle spielt; da die Betrige dieser Funktionen fiir die ,,Zeigerlingen‘
der Vektoren p und g in der ,,Periodenuhr mafgebend sind, kénnen
wir aus diesem Grunde p als Hauptvekfor und q als Stérungsvektor
bezeichnen.

Die obigen Ergebnisse lassen sich nun, wie folgt, bei der Diskussion
des Periodogramms einer Sinuswelle verwerten: Der Hauptvektor p (x),
als Funktion der Versuchsfrequenz x angesehen, erreicht das Haupt-
maximum seiner Linge, wenn x mit der Frequenz o der untersuchten
Welle tbereinstimmt. Seine Lénge ist dann gleich der Amplitude ¢
der Welle, seine Richtung entspricht der Phase y. Das Hauptmaximum
des Vektorbetrages zeigt also durch seine Lage im Spektrum die Periode
der untersuchten Schwingung an; tritt es bei x = « ein, so ist die gesuchte

Weﬂenlénge*z—g—. Die Festlegung der Wellenldnge ist auf diese Weise

zunichst nur ungenau moglich, da das Maximum mehr oder weniger
flach ist. Es ist um so schirfer, je geringer der Abstand der beiden
dem Hauptmaximum benachbarten Nullstellen erster Ordnung ist.
Dieser Abstand, der als Maximumbreite bezeichnet wird, betrigt
47
i) ]
ist also von der Wellenldnge unabhingig und der Linge des Analysen-
ntervalls p umgekehrt proportional. Fiir die Bestimmung der Perio-
dizitit ist demnach derjenige Bereich des als Funktion der variablen
Versuchsfrequenz betrachteten Hauptvektors § maBgebend, der zwischen
den beiden Nullstellen 1. Ordnung liegt und das Hauptmaximum
enthdlt. Zu beiden Seiten des Hauptmaximums liegen in bestimmten
Abstinden Nebenextrema! von geringerem und mit fortschreitender
Ordnung abnehmendem Betrage — diese kénnen bei unkritischer Be-
trachtung AnlaB zur Verwechslung mit wirklichen Periodizititen geben.
ScHUSTER nannte diese Nebenerscheinung ,,spurious periodicities”, ein
Ausdruck, den man mit ,,Unechte Periodizitdten‘‘ iibersetzen kénnte.
L. W. PoLLAK bezeichnet sie auch als ,,Gespensterperioden®. Sie lassen
sich im Rahmen der optischen Analogie am besten mit den Beugungs-
erscheinungen vergleichen, die an Spalten endlicher Breite auftreten.
Thr wesentlicher Unterschied gegeniiber den echten Periodizititen besteht
darin, daB sie bei Verinderung der Linge des Analysenintervalls ihre
Lage im Spektrum verdndern, wihrend die Lage des Hauptmaximums
von der Intervallinge unabhingig ist.

Nun setzt sich der Periodogrammvektor ' (x) durch geometrische
Addition aus dem Hauptvektor p (¥) und dem Stérungsvektor q(x)

K— Xy =

1 In dem Diagramm der Amplituden oder Intensitaten erscheinen diese Extrema
samtlich als Maxima (siche die gestrichelten Teile der Abb. 11).
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zusammen; wir haben also noch abzuschitzen, bis zu welchem Betrage
das durch den Hauptvektor gegebene Bild durch das unvermeidliche
Hinzutreten des Stérungsvektors verwischt wird. Da es, wie wir gesehen
haben, bei der Diskussion des Periodogramms hauptsichlich auf die
nichste Umgebung des Hauptmaximums von p (x) ankommt, so geniigt
es, die stérende Wirkung von ¢ (x) an dieser Stelle festzulegen. An der
Stelle x = o ist aber [vgl. (3)]
o] =152% =1

Ist nun die Frequenz der Beobachtungsfunktion o = 27;51' also die
Wellenldnge in der Intervallinge 4 r-mal enthalten (wobei #» auch eine

gebrochene Zahl sein darf), so ergibt sich |Q («)] 52—;7. Ist z.B.v=3,

sind also in p mindestens dres vollstindige Wellen der zu untersuchenden
Schwingung vorhanden, so wird an der Stelle des Hauptmaximums der

Periodogrammfunktion |Q (o) | é%ﬁ , also hochstens von der GréBen-

ordnung % Pa).

Man sieht also, daB3, wenn mindestens drei vollstindige Wellen vor-
liegen, der EinfluB des Stérungsvektors an der entscheidenden Stelle
des Periodogramms sehr gering ist und den Verlauf der Periodogramm-
funktion nicht wesentlich verzerrt. Das ist um so bedeutungsvoller,
als das Periodogramm nach unseren bisherigen Uberlegungen sowieso
nur zu einer ungefihren Feststellung der Wellenlinge benutzt werden
kann. Eine erhebliche Vermischung der Einfliisse von Haupt- und
Stérungsvektor tritt nur in dem Bereich der langen Wellen des Spektrums,
also bei kleinen Frequenzen, ein. Hier werden die Verhdltnisse sehr
uniibersichtlich; es ist somit bei Periodogrammuntersuchungen (itbrigens
auch aus anderen Griinden, die spiter [S.134] ersichtlich werden)
immer ratsam, das Analysenintervall so groB zu wihlen, daff der be-
sonders interessierende Spektralbereich nur solche Wellen umfa8t, die
gegeniiber p hinreichend kurz sind. Fir diese lifit sich dann die
Periodogrammfunktion in der Nihe ihres Hauptmaximums durch den
Hauptvektor ersetzen. Man kann also genihert setzen:

[B ()| ~[p(x)]=c-[P(x)]
und man erhilt als Amplitudenfunktion einfach
14

sin (¥ — o) —
(r—o) L

?

h(x) ~c- —
w—at |

bzw. eine Auswahl diskreter Ordinaten dieser Funktion als Amplituden-
diagramm.

Die Folge der durch die Harmonische Analyse in einem Intervall
von der Linge p erhaltenen Fourier-Amplituden stellf, wie schon
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mehrfach erwihnt, einen Spezialfall einer solchen Ordinatenauswahl dar.
Der Abstand der Versuchsfrequenzen ist dann konstant gleich 2751, also
gleich der halben Maximumbreite. Ist speziell a ein ganzzahliges Vielfaches
von 27: , die zu untersuchende Welle also eine harmonische Welle des

Analysenintervalls, so trifft eine der Versuchsfrequenzen der Auswahl
genau mit o zusammen, also mit dem Hauptmaximum des Haupt-
vektors, alle ibrigen hingegen mit seinen Nullstellen, wihrend vom
Storungsvektor tiberhaupt mnwr Nullstellen getroffen werden. Das
harmonische Spektrum enthilt also, wie auch zu erwarten war, nur
eine einzige von null verschiedene Ordinate, die gleich der Schwingungs-
amplitude (bzw. gleich ihrem Quadrat) ist. In allen anderen Fillen,
also wenn « die Frequenz einer im Grundintervall unharmonischen Welle

ist, wird der Hauptteil des harmonischen Spektrums, also der % breite

Bereich zwischen den Nullstellen 1. Ordnung des Hauptvektors, in
dessen Mitte die Wellenfrequenz o liegt, mit zwe? benachbarten und von
null verschiedenen Ordinaten belegt. Es ist ferner klar, daB die gréBere
dieser beiden Ordinaten mindestens den Betrag

aufweist, so dal3 also die Gewihr dafiir besteht, daB eine Periodizitit
nicht iibersehen werden kannl.

Aus diesen Uberlegungen folgt, daB die spezielle durch die Harmonische
Analyse gegebene Belegung des Periodogrammbereichs die Aufgabe der
Durchmusterung einer Beobachtungsreihe nach isolierten Periodizitdten
befriedigend 16st. Genau das gleiche 1483t sich aber auch von jeder
anderen Ordinatenauswahl sagen, die an jeder Stelle des Periodogramms
mindestens ebenso dicht ist wie die der harmonischen Amplituden. Fiir
den Praktiker ist es aber mitunter von erheblichem Vorteil, bei der
Durchmusterungsarbeit (denn um eine solche handelt es sich bis jetzt
ausschlieBlich) nicht streng an die Einhaltung der FouriEr-Frequenzen
gebunden zu sein. Wir haben vielmehr gezeigt, daB jede beliebige Folge
von Versuchsfrequenzen die gleichen Dienste tut, vorausgesetzt, daB
der Abstand benachbarter Frequenzen, der durchaus nicht iiberall der
gleiche zu sein braucht, nirgends grofer ist als die halbe Maximumbreite,

die durch den Wert 2—; gegeben ist.

Der hauptsichlichste Vorteil, der aus dieser Méglichkeit entspringt,
ist der, daB die Bildung von Summenreihen, die wir bei der praktischen
Harmonischen Analyse als bequemes und niitzliches Hilfsmittel empfunden

1 Siehe auch A.p. V., S. 11I.
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haben, nunmehr in weit groBerem Umfange als bei der eigentlichen
Harmonischen Analyse nutzbar gemacht werden kann. Dies Verfahren
bestand darin, daB3 die p gegebenen Beobachtungswerte in Zeilen von
der Linge der Versuchsperiode untereinander angeordnet wurden, und
der eigentliche Analysenproze8 auf die Spaltensummen dieses Schemas,
also auf eine erheblich geringere Anzahl von Einzelwerten, beschrinkt
wurde. Die Moglichkeit der Bildung solcher Summenreihen blieb dabei
auf jene Fille beschrankt, in denen aus den p Einzelwerten der Beob-
achtungsreihe eine volle Anzahl (#) von Zeilen zu je » Einzelwerten
gebildet werden konnte, also auf jene Versuchsperioden », die selber
ganzzahlig und in p ganzzahlig enthalten sind. Hier dagegen wird
lediglich die Ganzzahligkeit von 7 gefordert, es sind also auch solche
Zeilenanordnungen zugelassen, in denen die letzte Zeile nicht voll belegt
ist. Es konnen demnach fiir beliebige ganzzahlige » die Schemata

Yo M Yo e Ve
Yo Yr41 Vr 42 <o Var—a
............ (y{) _ 1)
Y, Y, Y, L Y,
zur Bildung von ,,Summenreihen* (Y,, ..., Y, _;) benutzt werden, wobei

die Anzahl der Summanden in den einzelnen Summen Y, nicht not-
wendig die gleiche zu sein braucht. Die Periodogrammkomponenten
berechnen sich sodann durch die Formeln

p—1 7—1
2 27 2 27
=5 E Yy COS = =y = E Y,,cosTv
=0 =0
p—1 r—1
2 . 27 2 . 27
b’="£ E Yy sin ==y = E szmwy—v,
v=20 =10

und man erhilt alle moglichen ,,Versuchswellen®, die auf diese Weise
gebildet werden kénnen, indem man 7 die Folge aller ganzen Zahlen
durchlaufen 148t, von der kleinsten Wellenlinge an, die noch in Betracht
gezogen werden soll, bis zu p aufwirts. Hierbei ist nun aber zu beachten,
daB ein derartiges ,,Periodogramm‘ eine Ordinatenauswahl aus der
stetigen Periodogrammfunktion darstellt, deren Dichte sich in den
einzelnen Teilen des Spektralbereichs stark von der Dichte der FOURIER-
Perioden unterscheidet, da hier nicht die Versuchsfrequenzen x, sondern
die Versuchsperioden 27714 =7 eine gleichabstindige Folge bilden. Soll
also der durch die Maximumbreite vorgeschriebenen Abstandsbedingung
der Versuchsfrequenzen geniigt werden, so ergibt sich die Forderung
27 2H 4T 4T

YT 1= T T T A = p
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Die Abstandsbedingung ist demnach nur dann erfiillt, wenn #2—1 = p,
also 7= 1/ p -+ 1 ist. Sind z. B. p = 360 Beobachtungswerte zu einem
Periodogramm zu verarbeiten, so ist die Abstandsbedingung fiir alle
Perioden von der Linge » = 19 streng erfiillt, und man kann mit Hilfe
des Summenschemas alle langen Wellen bis zur Stelle der r9. Harmoni-
schen erfassen, wihrend fiir die kiirzeren Wellen das Spektrum nicht
geniigend dicht belegt ist. Dafiir ist wiederum im langwelligen Bereich
die Ordinatendichte zum Teil erheblich gréBer, als die Mindestforderung
verlangt, es ist also aus Okonomischen Griinden angebracht, unter
stindiger Beachtung der Dichteregel nicht mehr Ordinaten zu bilden,
als notig erscheint. Fiir den kurzwelligen Bereich besteht hingegen die
Notwendigkeit, weitere Ordinaten einzuschalten, und zwar um so mehr,
je kitrzer die Wellen werden. Da aber auch hier nur die Dichie maBgebend
ist, nicht aber die Lange der Wellen selbst, so 146t sich dies in weitestem
Umfange dadurch erreichen, daf man auch Harmonische héherer Ordnung
aus den Summenreihen des langwelligen Bereichs zur Auffiillung des
kurzwelligen Spektralteils heranzieht. Ein Beispiel moége dies deutlich
machen: Es sei, wie oben, p = 360. Im kurzwelligen Bereich liefert
das Summenschema z. B. die beiden benachbarten Versuchswellen

. 27
Periode 7 = 12, Frequenz x = 1

2
27

Periode » = 11, Frequenz x = S

DerAbstand der Frequenzen ist demnach % wahrend die Regel erfordert,

27
360
das Spektrum dicht genug sei, ist also erforderlich, noch zwei weitere
Versuchsperioden zwischen 7 = 11 und » = 12 einzuschalten. Nun ist
aber z. B.

daB er héchstens eine halbe Maximumbreite, also sein sollte. Damit

r = 11 */; die 3. Harmonische von 7 = 34
7 = I1I 2/, die 3. Harmonische von » = 33,

woraus sich sofort das einzuschlagende Verfahren ergibt. Fiir noch
kleinere Versuchsperioden ist die Zahl der notwendigen Einschaltungen
entsprechend gréBer, es wird also auch die Ordnung der harmonischen
Wellen, die wir aus den langwelligen Summenreihen zu bilden haben,
entsprechend anwachsen. Dieser die Rechnung etwas erschwerende
Umstand wirkt sich aber in der Praxis nicht so sehr aus, da man selten
die Berechnung des Periodogramms bis in das Gebiet der ganz kurzen
Wellen hinein fortsetzt, sondern in diesen Fillen lieber eine Verkiirzung
der Beobachtungsreihe vornimmt. So wiirde die Verkiirzung der oben-
erwihnten Reihe auf $ = 120 Beobachtungen die Berechnung von
Versuchsperioden bis 7 = 11 abwirts ohne Zwischenschaltung erméglichen.
In praktischen Fallen ist eine solche Verkiirzung des Analysenintervalls
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schon aus dem Grunde immer ratsam, weil man selten die Gewihr dafiir
hat, daB Periodizititen, wenn sie {iberhaupt vorhanden sind, auch
persistent sind, d. h. lange genug andauern. Man muB vielmehr immer
damit rechnen, dafl eine Welle nur eine verhiltnismiBig kurze Anzahl
von Schwingungen erlebt, um dann zu versiegen.

Was die Bildung der Summenreihen anbelangt, so ist dariiber noch
einiges zu sagen. Der Umstand, daB die letzte Reihe des Schemas,
wenn 7 nicht gerade ein Teiler von ¢ ist, nicht voll belegt ist, hat viele
Periodogrammberechner gestért. SCHUSTER selbst hat sich durch diese
Unsymmetrie bewegen lassen, die letzte Reihe einfach zu streichen.
Andere Periodogrammrechner beseitigen die Unsymmetrie des Schemas
dadurch, daB sie nicht die Summen der Spalten, sondern die arith-
metischen Mittel der weiteren Analyse unterwerfen. Dadurch erhalten
die Einzelwerte der Summenreihe gleiche Gewichte. In Wirklichkeit
liegt die Sache so, daB3 keines dieser Verfahren einen nennenswerten
Vorteil in theoretischer wie in praktischer Hinsicht bietet; selbst im
Fall einer einfachen Sinuswelle wird durch diese MaBnahmen keineswegs
erreicht, daB etwa der ,,Stérungsvektor g durch solche MaBnahmen
unterdriickt wird. Vielmehr wird eine neue ,,Stérung‘ durch die Eli-
mination der Restreihe bzw. ihre Verteilung auf die .iibrigen Reihen
hervorgerufen, deren EinfluB noch untersucht werden miillte. Der
einzige wirkliche Vorteil, der sich auf diese Weise ergeben kénnte, ist
der, daB3 der stérende EinfluB3 einer additiven Konstante, der bei unvoll-
standiger Belegung der letzten Reihe mehr oder weniger merklich ist,
durch diese Methoden zum Verschwinden gebracht wird. Man miilite
also dafiir sorgen, daB die zu bearbeitende Beobachtungsreihe von
additiven Konstanten (wie auch praktischerweise von sikularen oder
sehr langperiodischen Gliedern) vor Inangriffnahme der Rechnung
befreit wird.

4. Das Periodogramm als Funktion der Lage des
Analysenintervalls. Das Phasendiagramm.

In seiner bisher gezeigten Form als Funktion der variablen Versuchs-
frequenz diente uns das Periodogramm lediglich zur oberflichlichen
Durchmusterung eines gegebenen Beobachtungsmaterials auf verborgene
Periodizititen. Die Aufgabe, die analytischen Eigenschaften des Periodo-
gramms bei Vorhandensein mehrerer persistenter Schwingungen ver-
schiedener Wellenlinge zu untersuchen, werden wir in einem spiteren
Abschnitt behandeln — nach den bisherigen Erfahrungen ist aber auch
jetzt schon einzusehen, daf es méglich sein muB, Perioden verschiedener
Wellenldnge durch das Periodogramm zu trennen, wenn ihre ,,Haupt-
maxima’ im Spektrum einen geniigenden Abstand haben, wenigstens
dann, wenn ihre Frequenzen mindestens um eine ,,Maximumbreite
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voneinander getrennt sind. Die genauere Bestimmung der unbekannten
Wellenlédngen st6Bt hingegen auf verschiedene Schwierigkeiten. Man
kénnte zwar versuchen, durch Verdichtung der Versuchsperioden oder
-frequenzen im Bereich des Hauptmaximums die genaue Lage des
Maximums festzustellen, man darf aber nicht vergessen, daB durch den
EinfluB des ,,Stérungsvektors” eine Verschiebung des Maximums aus
seiner Normallage x = o um kleine Betridge bewirkt werden kann, und
daB noch gréBere Verzerrungen des Bildes zu befiirchten sind, wenn
mehrere Perioden oder gar unperiodische Bestandteile im Beobachtungs-
material zu erwarten sind, abgesehen davon, da aus dem Verlauf einer
Kurve die Lage eines Maximums immer sehr viel unsicherer zu ermitteln
ist als etwa seine Hohe. Aus dem Verlauf des Hauptvektors allein wire
die Lage des Hauptmaximums viel genauer durch die Feststellung seiner
Nullstellen moglich: die Frequenz der gesuchten Periodizitit liegt genau
in der Mitte zwischen den beiden Nullstellen 1. Ordnung. Aber auch die
Nullstellen werden durch den Stérungsvektor wie durch die Einfliisse
fremder Periodizitdten zerstért, so daB dieser Weg nicht gangbar ist.

Zu brauchbaren Methoden der Periodenbestimmung gelangen wir
aber, wenn wir berticksichtigen, daB8 das Periodogramm nicht nur eine
Funktion der Versuchsfrequenz ist, sondern auch die zur Festlegung des
Beobachtungsintervalis nétigen Konstanten als Parameter enthilt. Diese
Parameter kénnen ndmlich bei festgehaltener Versuchsfrequenz auch die
Rolle von unabhingigen Variablen iibernehmen.

Das Beobachtungs- oder Analysenintervall ist durch zwei unabhingige
Konstante bestimmt: die Intervallinge p, die in den Formeln fiir die
Periodogrammkomponenten einer Sinuswelle explizit vorkommt, und
der in der Phase der zu untersuchenden Schwingung verborgene Inter-
vallanfang. In bezug auf den Intervallanfang bzw. die Lage des Grund-
intervalls auf der Zeitachse 148t sich das Periodogramm wiederum auf
zwel verschiedene Arten variieren, je nachdem die ,,Versuchswelle’“ mit
dem variablen Grundintervall oder mit der Zeitachse fest verbunden
bleibt.

Es sei also eine Beobachtungsfunktion von der Gestalt

f{#)=c-cos(at—y)

in einem beliebig langen Zeitbereich gegeben. Aus diesem Bereich sei
ein Intervall von der Linge p und der (variablen) Anfangszeit ¢ heraus-
gegriffen. Die Versuchswelle (Frequenz x) sei mit dem Grundintervall
verbunden, dergestalt, daB ihre Phase am Anfang des Grundintervalls
0° ist. Wir erhalten dann die Periodogrammkomponenten, indem wir
die neue Zeitvariable
T=1—¢q
einfithren und
fe)=Ff(x+g) =c-cos(xr—y+ag)
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zwischen den Grenzen v = o und t = p in der fritheren Weise analysieren.
Fiir ein festes x ist dann

a(x,q) = Pffr—kq cosxtdr
(4)
b(x,q9) = p/f (t+q) smxrdr

und man erkennt sofort, dafl die neuen Ergebnisse sich von den fritheren
nur dadurch unterscheiden, dafl an die Stelle der alten Phasenkonstante
y die neue y—ag tritt, die eine lineare Funktion des als variabel
betrachteten Intervallanfangs ¢ ist. Die beiden Periodogrammvektoren
haben also die Gestalt

o) 2 (620

q(x.9)=c-Q(x)e
Bei festgehaltener Versuchsfrequenz x bleiben also die Betrige der
Vektoren ungedndert, wihrend ihre Richtung sich mit ¢ gleichmiBig
andert, und zwar dreht sich, wihrend der Anfangspunkt des Analysen-
intervalls auf der Zeitachse gleichmiBig fortschreitet, p (x, ¢} mit der
Geschwindigkeit o im Uhrzeigersinn, q (x, ¢) mit der gleichen Geschwin-
digkeit im entgegengesetzten Sinn. Die Geschwindigkeit der Zeiger-
bewegung in der ,,Periodenuhr* liefert demnach unmittelbar die gesuchte
Frequenz.

Bei der zweiten Methode ist die Versuchswelle mit der Zeitachse
fest verkniipft, also auch mit der Beobachtungsfunktion. Wir haben
demnach, um die Periodogrammkomponenten zu erhalten, die [fiir den
gesamten Definitionsbereich von f (f) gegebenen] Funktionen

f{t)cosxt und f@)sinxt

iiber den variablen Abschnitt [g, ¢ 4 p] zu integrieren. Es ergibt sich
somit:

i(<x+a)§—y+aq)

q9+p

) cosxtdt——/}‘ (t+g)cosx(v+g)d

2

2
P{cosxq /f (t+q) cosxtdt—squ/f (tr+4q) smxtdr}
»

Z(x,q):%/ f(t)smxtdt:—/f (t+g)sinx (v +4g)dr
)

{squ ff (t+9) cosxrdr—}-cosxqff (t+¢q) smxtdr}
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also, wenn wir fiir die Integrale die aus der ersten Methode resultierenden
Werte (4) einsetzen:

(x—a)§+v+(x—a)q)

5rg) = Plr-el

) ? )
q(xng) —c- Q- el((x+u) 2 —y+(x+u)q) )

Wir erhalten auch hier eine gleichmiBige Drehung der Vektoren, aber
mit den verschiedenen Geschwindigkeiten x—o bzw. x 4 o. Ist nun
aus einer vorangegangenen Durchmusterung des Spektrums die gesuchte
Periode ungefihr bekannt, so ist man in der Lage, den eben beschriebenen
Versuch mit einer festen Versuchsfrequenz x zu unternehmen, die sich
von der wahren Frequenz e nicht viel unterscheidet. In diesem Falle
hat also der Hauptvektor p einen von ¢ nur wenig verschiedenen Betrag —
die Drehung des Hauptvektors ist wegen der Kleinheit von x— o langsam.
Ist (zufillig) genau x = «, so bleibt der Hauptvektor auch der Richtung
nach konstant, ist x <«, so dreht sich der Vektor langsam im Uhr-
zeigersinn, hingegen im umgekehrten Sinn, wenn x>a. Aus der
Geschwindigkeit der Drehung ist ferner die Abweichung x—a selbst,
damit auch die genaue Lage der Periode im Spektrum zu ermitteln.
Der Stoérungsvektor g, dessen Betrag gegeniiber dem von p klein ist,
dreht sich im positiven Sinn mit groBer Geschwindigkeit.

Fassen wir den Endpunkt des Periodogrammvektors f = p + ¢ als
Punkt in der (komplexen) Ebene auf, so lassen sich diese Ergebnisse
auch folgendermafen formulieren: Ist x = o, so beschreibt der Punkt B
bei stetig verdnderlichem ¢ einen kleinen Kreis um den festen Punkt p
mit grofler Geschwindigkeit. Der Mittelpunkt dieses Kreises charakte-
risiert durch seine Lage zum Anfangspunkt Amplitude und Phase der
Schwingung. Ist x von o wenig verschieden, so erfolgt die Bewegung
des Periodogrammpunktes 5 auf einer Epizykloide, setzt sich also
zusammen aus einer langsamen Umkreisung des Koordinatenanfangs
durch den Endpunkt des Hauptvektors und aus einer gleichzeitigen
schnellen Umkreisung dieses Endpunktes durch einen zweiten Punkt
in geringer Entfernung. In Anlehnung an den Sprachgebrauch der
antiken Astronomie kénnen wir den Hauptvektor in Hinsicht dieser
Bewegungsart auch als ,,Deferenten’’, den Stérungsvektor als ,,Epizykel
bezeichnen.

Die zuletzt beschriebene Methode ist in der Periodenforschung all-
gemein als die Methode der Phasendiagramme bekannt. Trigt man
nidmlich die Richtung des Periodogrammvektors, die aus den Kompo-
nenten

a(x,q)=h(xq) cosyp(x.q); 0b(x,q) =h(xq) siny(x,q)
durch die Beziehung
b(%4q)
a(x, q)

tgy(x,q) =
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gegeben ist, als Funktion des variablen Intervallanfangs auf?, so erkennt
man leicht, daB sie sich von der Richtung des Hauptvektors

Yo (#,9) = (x—a) (% + q) +y

nur wenig unterscheidet. Genauer gesagt: y oszilliert um vy, Abgesehen
von diesen Oszillationen stellt ¢ also eine lineare Funktion von ¢ dar,
deren , Richtungskonstante” x-—o ist. Die Oszillationen lassen sich
leicht eliminieren, wenn eine gentigend dichte Ordinatenauswahl des
Phasendiagramms nach der Methode der kleinsten Quadrate durch eine
Gerade angendhert wird. Es ist noch darauf zu achten, dal das Phasen-
diagramm eine unendlich vieldeutige Funktion darstellt, da jeder Wert
um beliebige ganze Vielfache von 27z vermehrt oder vermindert werden
darf. Bei einer nicht sehr engen Ordinatenauswahl mit konstanten
Abszissenabstdinden entsteht somit als Phasendiagramm ein weit-
maschiges Netz von Punkten, dessen Verbindung oder Ausgleichung
durch Systeme paralleler Geraden auf verschiedene Weise moglich ist.
In Zweifelsfillen 14Bt sich stets durch Berechnung von Zwischenordinaten
feststellen, welche von den verschiedenen Méglichkeiten die richtige ist.

Die erstere der beiden hier beschriebenen Methoden zur Berechnung
eines Phasendiagramms, die eine Deferentengeschwindigkeit — « lieferte,
und die weniger gebrduchlich ist als die zweite, 148t sich leicht auf die
zweite zurtickfithren, indem man die berechneten Periodogrammphasen
pum x ¢ vermehrt. Es gibt namlich einen Fall, in dem die erstere Methode
die natfirlichere ist: dann nidmlich, wenn die Analyse mit Hilfe eines
Harmonischen Analysators, etwa des in 1I, 2 beschriebenen MADERschen
Analysators ausgefiihrt werden soll. Hier ist tatsdchlich die ,,Ver-
suchswelle fest mit dem jeweiligen Analysenintervall verbunden, da
die Anfangsphase 0° der Versuchswelle immer auf den Intervallanfang
fallt. Die Versuchsfrequenz ist bei der Benutzung dieses Instruments
natiirlich immer eine harmonische. Die Aufstellung eines Phasen-
diagramms wird so durchgefiihrt, daB3 man die Kurve in ihrer gesamten
Ausdehnung auf einen langen Streifen Millimeterpapier auftrigt und
diesen durch Verschiebung lings der Abszissenachse so orientiert, daB
die Abszisse ¢ jeweilig den Anfang des Analysenintervalls bildet. Man
wiederholt die Analyse bei gleichbleibender Versuchswelle fiir eine
dquidistante Folge ¢, ¢,, ... der Intervallanfinge, bis die gesamte
Kurve durch die sich {iberdeckenden Intervalle belegt ist.

Bei Ermittlung der Periodogrammkomponenten durch Rechnung ist
dagegen immer die zweife Methode anzuwenden, da hier bei beliebiger
Verschiebung des Intervalls [g ... ¢ + $] die einzelnen Ordinaten der

1 Fir die graphische Aufzeichnung von Phasendiagrammen empfiehlt es sich,
die Phasenwinkel in Zentesimalgraden (I Quadrant = 725 = 100°> auszudriicken,

da sich diese Einteilung fiir die Benutzung von Millimeterpapier am besten eignet.
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Beobachtungsfunktion immer mit den gleichen Ordinaten der Versuchs-
welle multipliziert bleiben. Angenommen, es sei jede einzelne Ordinate
einer beliebig langen dquidistanten Beobachtungsreihe mit den Ordinaten
einer bestimmten Versuchswelle multipliziert worden, so daB also die
beiden Folgen

Y, COS¥ X; Y, sinv x v=o0,1, ...)

berechnet vorliegen. Die Periodogrammkomponenten, die zu einem
beliebigen Analysenintervall innerhalb des Gesamtbereichs der Beob-
achtungsreihe gehoren, sind dann

g+p—1
a(x,q):% 2 y,€08 ¥ x

v=g

g+p—1 )
b(x,q):% E y,sinvy x,

v=yq

ergeben sich also, von dem konstanten Faktor% abgesehen, der iibrigens

bei der Berechnung der Periodogrammphasen herausfillt, durch Bildung
der Summen von p aufeinanderfolgenden Gliedern der obigen Produkt-
folgen. Das dichteste Phasendiagramm, das auf diese Weise erzeugt
werden kann, entspricht der Folge ¢ =1, 2, 3, ... Ist x speziell eine
harmonische Frequenz, also

27
X = 7, (» ganz)

P s
so lassen sich die zu den einzelnen Intervallen gehorigen Periodogramm-
komponenten sukzessive berechnen, wenn diese GroBen fiir das Anfangs-
intervall (¢ = o) vorliegen. Ist namlich

p—1
ga(x,o) = Zyvcosvx

rv=0

p—1
f—b(x, 0) = Zyvsinvx

v=0
gegeben, so ist einfach

Patrgtn)=Laleg) + 0 p—v)cosgx

Py g+1) =L b ) + ysp—vp)singx.

Bei der Herstellung eines moglichst dichten Phasendiagramms benutzt
man also die Differenzen vy, . ,—y, zwischen je zwei um p Termine
auseinanderliegenden Beobachtungen. Ist auBerdem das Periodogramm
fiir getrennte, also sich nicht tiberdeckende Intervalle

lo,....,.p—1], [p,--.,2p—1], [2p,...,3Pp—1], ...
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nach den fritheren Methoden berechnet, so konnen diese Werte zu einer
Kontrolle dienen, die nach je p Schritten der oben angedeuteten Rechnung
wirksam wird.

Oft erscheint es nicht notwendig, das Phasendiagramm in seiner
groBtmoglichen Dichte zu berechnen. UmfaBt die Versuchswelle eine
ganze Anzahl » von Beobachtungen, und ist sie in p oft genug und ganz-
zahlig enthalten, so ist es mitunter praktisch, die Berechnung der Teil-
summen

(k+1r—1 (k+1)7r—1
. 27
yvcosv —; Oy = y,sinv-— (k=o0, 1, 2,...)
v=~Fkr v==~kr

durchzufithren, die ganz nach den Regeln der Berechnung der Grund-
welle in einem Analysenintervall von 7 Beobachtungen vor sich geht.
Ist p ==nr, so ergibt sich dann

Ln-1
Lamg= D
k=_‘rl“ ( 2n>
X =
-gr-—*—n—-l ¥
2omg =D o
r=Z

fir die Folge ¢g=o, 7, 27, 37, ...

In diesen Uberlegungen wird wiederum deutlich, in welcher Weise
die Periodogrammtheorie sich von den Vorstellungen der Harmonischen
Analyse befreit hat, und welcher Gewinn daraus entspringt. Fiir die
Harmonische Analyse ist die Intervallinge p eine feste Grundzahl, die
die Festlegung der Wellenlingen aller Oberschwingungen nach sich
zieht. Wir haben schon frither gesehen, wie unbequem es fiir die Rechnung
ist, bei groBen Intervallen mit Versuchsperioden zu arbeiten, die nicht
ganzzahlig in p aufgehen. In der Periodogrammtheorie hatten wir
erkannt, daB Versuchswellen mit ganzzahliger Wellenlinge auch dann
brauchbar sind, wenn sie nicht ganzzahlig in  enthalten sind. Im Phasen-
diagramm haben wir dariitber hinaus die Moglichkeit, uns auch von
dem Zwang, ein bestimmtes, wenn auch willkiirlich gewihites p der
gesamiten Analyse zugrunde zu legen, in gewissem Umfange zu befreien.
Das Periodogramm und damit das Amplituden- bzw. Intensititen-
spektrum war noch an ein bestimmtes, fiir alle Wellen giiltiges p gebunden
— je nach der GroBe von p ergab sich die Maximumbreite und damit die
Auflosungskraft des Spektrums und die Moglichkeit, isolierte Wellen
voneinander zu trennen. Ist auf diese Weise in bestimmten Teil-
bereichen der Beobachtungsfunktion der Verdacht auf die Existenz einer

Stumpff, Periodenforschung. 8
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Periodizitit erhidrtet worden, so dient das sich iiber die gesamte Beob-
achtungsreihe erstreckende Phasendiagramm zur ndheren Untersuchung
dieser Periodizitit und ihrer Eigenschaften. Bei dieser Untersuchung
sind wir aber keineswegs mehr an das gleiche Grundintervall gebunden,
das bei der Durchmusterung des Spektrums benutzt wurde. Sind z. B.
die fiir eine Versuchsperiode 7 giiltigen GrdBen x;, o, berechnet worden,
so 14Bt sich durch Bildung von iibergreifenden Summen das Phasen-
diagramm fiir Analysenintervalle von der Linge eines beliebigen Viel-
fachen von 7 bilden — maBgebend fiir die Wahl der Intervallinge ist
lediglich die Forderung, daB der Betrag des Hauptvektors, der ja von
p wesentlich abhiéngt, nicht zu klein sein soll, gemessen an seinem
Hauptmaximum. Wir werden auf diese Verhiltnisse noch ndher in dem
spiteren Abschnitt eingehen, der von der Trennung verschiedener
Periodizititen handelt (III, 6).

5. Das Periodogramm als Funktion der Intervallinge.
Summationsvektor und Irrfahrt.

Zum Begriff des Phasendiagramms gelangten wir, indem wir das
Periodogramm bei festgehaltenem x und $ nach der Anfangszeit ¢ des
Analysenintervalls variierten. Umgekehrt kann auch ¢=o neben x
festgehalten und dafiir die Intervalldnge p als variabel angesehen werden.
Fiir eine einfache Sinus- bzw. Cosinusschwingung als Beobachtungs-
funktion erhalten wir dann einen Hauptvektor von der Form

sin (# — o _P_ )
= S (e 2 ) i (e -4

und den Storungsvektor.

; P
sin (% + a) = )
*“pi {cos ((x + o) %——-y) + isin ((x + o) %—y)}.

(# + o)
Die Abhidngigkeit dieser Vektoren von ¢ wird deutlicher, wenn wir den

p-fachen Vektor in einen von p abhingigen und einen konstanten Teil
zerlegen. Es ist nimlich

proip) — = |G lhremare))

P q(xp) :}_%{ei(%—-‘y)_ei(—z--}-(x-ka)p_y)}.

Der p-fache Hauptvektor 148t sich demnach ersetzen durch einen bei
wachsendem p sich mit der Winkelgeschwindigkeit x —a« gleichmiBig
um den Endpunkt des von p unabhingigen Vektors
c i(;+r)
—° ..

¥ —

q(x,p)=c"
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drehenden Vektor. Der Endpunkt des p-fachen Hauptvektors durch-

lauft daher einen durch den Anfangspunkt der komplexen Ebene
c

gehenden Kreis mit dem Radius . Ist genau x = «, so artet dieser

r—o
Kreis in eine vom Nullpunkt in die Richtung y fithrende Gerade aus.
Der Stérungsvektor vollfiihrt dhnliche Kreisbewegungen, aber mit groBer
Winkelgeschwindigkeit und mit einem Radius, der, wenn x von « hin-
reichend wenig verschieden ist, im Vergleich zu dem Radius der Bewegung
des Hauptvektors zu klein ist. Vernachlissigen wir also die durch den
Vektor q gegebene Stérung, so folgt iiber das Periodogramm einer ein-
fachen Schwingung der Satz: Ist die Versuchsfrequenz der wahren
Frequenz gleich, so wichst das p-fache Periodogramm mit wachsendem
2 in einer bestimmten, durch die Anfangsphase der Schwingung gegebenen
Richtung. Ist x von o« verschieden, so kehrt es periodisch immer wieder
zum Nullpunkt zuriick.

Diese Dinge lassen sich besonders anschaulich wiedergeben, wenn
wir annehmen, dafl die Beobachtungsfunktion durch eine dquidistante
Folge

Y, =ccos (a—9) (r=o0, 1, 2,...)

dargestellt ist, die mit i multiplizierten Periodogrammkomponenten also

direkt durch die Produktsummen

p—1 p—1
Sy, cosvx; = Y, siny x
v=10 y=0

P

gegeben sind. Der Periodogrammvektor " B (x,p) erscheint dann als

Resultante eines aus p Einzelvektoren
y, eivx

bestehenden Vektorenzuges. Diese Elementarvektoren haben nach-
einander als Betridge die Beobachtungswerte y,, v;, ¥, ..., als Rich-
tungen die Argumente der Versuchswelle, wobei noch zu bemerken ist,
daB, wenn der Beobachtungswert das negative Vorzeichen besitzt, die
Richtung um 180° zu drehen, d. h. umzukehren ist. Besonders einfache
und symmetrische Formen der zu einer einfach periodischen Funktion
gehorigen Vektorenziige erhilt man, wenn die Versuchsfrequenz zu der
wahren Frequenz in einem einfachen rationalen Verhiltnis steht. Einige
Beispiele mégen diese Zusammenhinge, auf die meines Wissens zuerst
von J. BarteLs (Lit. 26) hingewiesen wurde, veranschaulichen. Die
Beobachtungsfunktion mége etwa die in Einheiten des Beobachtungs-
abstandes ausgedriickte Periode 10 haben. Die (im Periodogramm
gesuchte) Frequenz ist demnach o = 36°. Ist nun die Versuchsfrequenz
die gleiche, so ergibt sich der in Abb. 12 gezeichnete Vektorenzug 4,
der deutlich zeigt, daB sich der Hauptvektor fortschreitend in der gleichen

8%
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Richtung verlingert, wihrend der Stérungsvektor bewirkt, daB sich
dieser fortschreitenden Bewegung eine kurzperiodische ,,Stérung*‘ von

. . H 6 °
der Frequenz x + a = 2z« iiberlagert, die also mit der Periode —32(; =3

immer wieder die gleichen Formen annimmt. Ist x==a«, so ergibt sich
eine kreisformige Kriimmung dieses Vektorenzuges; haben x und o ein
rationales Verhéltnis zueinander, so wird auch die epizykloidische
Stérung nach einer ganzen Anzahl von ,,Umldufen’ des Vektorenzuges

& !
L
“ | A A A A A

s Do AN N AN
\ a

4/./ AN |
NG I Val Abb. 12. Summationsvektorenziige der Funktion

\ | /' yp =cosve (v =o0,1, 2, ...) fiir &= 36°
Y J A : Versuchsfrequenz x = 36° = &, B: Versuchs-
= 10° . = 240
}’ P ey .’!. frequenz x = 40°, C: Versuchsfrequenz x = 24°.

eine ganze Anzahl von Perioden vollenden, so daf also bei beliebigem
Anwachsen von p nach einer endlichen Zahl von Umldufen immer
wieder die gleiche Bahn durchlaufen wird. Das geometrische Ergebnis
dieses Versuchs sind regelmiflige stern- oder rosettenartige Figuren. In
Abb. 12, B und C, sind solche Streckenziige fiir die Versuchsfrequenzen
x = 40°, x = 24° gezeichnet. Haben x und « ein irrationales Verhiltnis
zueinander, so werden die Stérungsepizykeln nach beliebig vielen Um-
laufen des ,,Deferenten immer wieder an anderen Stellen des Kreises
zu liegen kommen, es ergibt sich also eine Art ,,Knéduelkurve”, die immer
innerhalb eines ringférmigen Bereiches verlduft, aber niemals wieder in
sich zurticklauft.

An dem geometrischen Bild eines solchen Vektorenzuges 1ifit sich
der innere Aufbau des Periodogrammvektors, der ja nichts anderes als

die durch % dividierte Resultante dieses Vektorenzuges darstellt, in sehr

instruktiver Weise darlegen. Sei p wieder, wie frither, eine feste Zahl
von Beobachtungswerten, so besteht der Vektorenzug aus p Gliedern
verschiedener Linge. Die Richtungsinderung aufeinanderfolgender
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Glieder ist bei vorgelegter Versuchsfrequenz immer die gleiche — bei
jedem Vorzeichenwechsel der Beobachtungsreihe springt die Richtung
der Elementarvektoren auBerdem um 180°. Wiirde man nun die Versuchs-
frequenz eine sehr enge Folge von gleichabstindigen Werten durchlaufen
lassen und das Bild der zugehorigen Vektorenziige fiir jeden dieser Werte
zeichnen, so lieBe sich daraus ein ,,Trickfilm® erzeugen, der in seinem
Ablauf das Wesen der Periodogrammfunktion einer Sinusschwingung
auBerordentlich anschaulich machen wiirde. Im Anfang, d. h. beil sehr
kleinen Versuchsfrequenzen, ist der Vektorenzug, der eine bestimmite,
der Betragssumme der » Beobachtungswerte gleiche Gesamtlinge hat,
in mehr oder weniger zahlreichen Windungen ,,aufgewickelt”. Waichst
jetzt die Versuchsfrequenz, so ,entwickelt” sich der Vektorenzug all-
mihlich. An der Stelle der Nullstelle 7-ter Ordnung, die-dem Haupt-
maximum vorangeht, ist er noch in » Windungen aufgewickelt, bei der
Nullstelle 1. Ordnung schlieBt er sich mithin gerade zu einem vollen
Kreis zusammen. Wichst nun die Versuchsfrequenz weiter, so dffnet
sich dieser Kreis, da die Kriimmung des Vektorenzuges nunmehr zur
Belegung eines vollen Kreises nicht mehr ausreicht. SchlieBlich, bei
% = o, streckt sich der Vektorenzug nach einer bestimmten durch die
Phase der Schwingung gegebenen Richtung, um sich dann, wenn x
den Wert o iiberschritten hat, nach der anderen Seite wieder zu einem
Kreise zusammenzubiegen und entsprechend aufzuwickeln. Auch das
Entstehen der ,,spurious periodicities” SCHUSTERs wird auf diese Weise
unmittelbar der Anschauung zuginglich gemacht. Abb. 12 enthilt einige
Phasen dieses Prozesses in bezug auf einen konkreten Fall.

In der periodographischen Praxis wird man wegen der groBen Zahl
der Elementarvektoren die Aufzeichnung eines vollstindigen Vektoren-
zuges kaum jemals ausfithren. Hingegen ist es fiir viele Aufgaben von
groBem Wert, diese Vektorenziige in gréBeren Schritten darzustellen,
etwa indem man die Elementarvektoren iiber jede vollendete Versuchs-
periode summiert. Ist die Versuchsperiode 7, so sind die Komponenten
dieser Teilsummen die im vorigen Abschnitt gebildeten GréBen x;, oy.
Ebenso, wie dort das Phasendiagramm durch Bildung von ibergreifenden
Summen gleicher Summandenanzahl aus den Folgen dieser GréBen
erzeugt wurde, werden jetzt fortschreitende Summen

» b
Pawp) =D Lowmp =
F=D k=0

fir p=o, 7, 27, 37, ...

gebildet, indem jeder vorhergehenden Summe beim nichsten Schritt
die folgende Teilsumme angefiigt wird. Die Folge der so entstehenden
Vektoren bezeichnet man als Folge der Sumsnationsvektioren oder kurz
als Summmenfunkiton. Sie besteht aus einem Zuge von aneinandergefiigten
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Vektoren, die, wenn x =, eine bestimmte Richtung bevorzugen, so
daB also ein stdndiges Fortschreiten des Summationsvektors in der-
selben Richtung das Kriterium fiir das Vorhandensein einer persistenten
Periode ist.

Ist dagegen die vorgelegte Beobachtungsfunktion ginzlich unperio-
disch, also etwa durch willkiirliche Zusammenstellung von zusammen-
hangslosen, einem gegebenen Vorrat entnommenen Zahlen zustande
gekommen, so sind auch die Teilvektoren der Summenfunktion zu-
sammenhangslos und bevorzugen vor allem keine bestimmte Richtung.
Der Vektorenzug wird also der Bewegung eines Punktes vergleichbar
sein, der lingere oder kiirzere Strecken hindurch geradlinige Bahnen
beschreibt, von Zeit zu Zeit aber seine Richtung plotzlich in will-
kiirlicher Weise dndert; also etwa der Bewegung eines Molekiils in einem
ruhenden Gase. Eine derartige Bewegung soll als ,,Irrlauf bezeichnet
werden.

Zwischen der im groBen und ganzen geradlinigen Fortpflanzung der
Summenfunktion bei persistent periodischen Vorgingen im Falle x = «,
dem Kreislauf im Falle, daB x nahezu = «, und dem Irrlauf bei mangelnder
Periodizitit gibt es eine groBe Menge von Ubergingen. Der wichtigste
Ubergangsfall ist der, daB der wandernde Endpunkt des Summations-
vektors zeftweilig eine bestimmte Richtung bevorzugt. Auf diesen Fall,
den BARTELS als ,,Quasipersistenz’ bezeichnet, und der iiberall dort, wo
Schwingungsvorginge von kurzer Lebensdauer auftreten und einander
abl6sen (z. B. in der Meteorologie), eine groe Rolle spielt, werden wir
im nichsten Kapitel ausfiihrlicher zuriickkommen.

6. Die Trennung benachbarter Perioden.
Auflésungskraft des Periodogramms.

Obwohl die Analyse einer einzelnen Sinusschwingung durch das
Periodogramm als Aufgabe der praktischen Periodenforschung bedeu-
tungslos ist, haben wir uns dennoch mit ihr so ausfiihrlich beschiftigen
miissen, weil sie die Grundlage fiir die Behandlung komplizierterer
Probleme bildet.

Setzt sich die Beobachtungsfunktion aus einer endlichen Zahl per-
sistenter Periodizititen zusammen, ist sie etwa ihrem inneren Gesetz
nach durch die Formel

f(€) = cyc0s (o t—py) + €y c08 (gt —ps) + * + = + ¢, COS (a, E— )

=f1(t) +f2 (t) +"'+fn(t)

darstellbar, so ist sofort einzusehen, daf ihr Periodogrammvektor sich
durch geometrische Addition aus den Periodogrammvektoren der
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# Teilschwingungen zusammensetzt, da die Komponenten des Periodo-
gramms die Form

4 4 4
a(x)=%/f1(t)cosxtdt—l—%ffz(t)cosxtdt+---—l—%/]‘n(t)cosxtdt
0 0 0

P 4 j4
b(x):%/fl(t)sin xtdt+%//2(t)sin xtdt—i—---—}—%f}‘n(t)sinxtdt
0 0 0

haben, also durch Summierung der Komponenten der Teilperiodogramme
gebildet werden. Im einfachsten Fall sind zwei Teilschwingungen ver-
schiedener Frequenz vorhanden. Sind

. P
sin (x—av 2 i((x*dv)ﬁ-i'l’v)
o () = 0, 2 T
’ (;r~oc,,)ji
2 r=1, 2
sin (# + o) % i((x+cva)£— w)
qv(x)=cv'_———p—q'e 2
(x+oc.,)—2—

die Hauptvektoren und Stérungsvektoren der beiden Teilschwingungen,
so ist der Periodogrammvektor der zusammengesetzten Schwingung

B (*) = (%) + 01 (%) + P2 (%) + 92 (%) -

Sind die Perioden der Teilschwingungen harmonische Perioden in 4, so
ist fiir x = ot (bzw. x = a,) b, (*) = ¢, (bzw. P, (%) = ¢,), withrend jeweils
die drei iibrigen Bestandteile des Periodogramms verschwinden. Sind
die Teilschwingungen in $ nicht harmonisch, was im allgemeinen erwartet
werden darf, und ist «, von «, hinreichend verschieden, so werden sich
die von den beiden Teilperioden stammenden Beitrige gegenseitig nur
wenig stéren: Fir x = o, oder fiir ein x, das im Bereich des Haupt-
maximums von p, (x) liegt, ohne genau mit e, tibereinzustimmen, wird
der Hauptvektor der zweiten Schwingung gegen den der ersten klein
sein, wenn nicht gerade die Amplitude der zweiten Schwingung die der
ersten sehr stark tbertrifft. Somit 148t sich der EinfluB der zweiten
Schwingung als eine weitere Stoérung betrachten, die zu den beiden
eigentlichen Stérungsvektoren hinzukommt. Das ,,Spektrum®, das die
Quadrate der Periodogrammbetrige als Funktion der variablen Versuchs-
periode gibt, wird somit bei x = o, und x = «, zwei deutlich getrennte
Maxima besitzen. Das wird in vollem Umfange noch dann der Fall
sein, wenn der Abstand der beiden Frequenzen eine volle Maximum-

breite, also - betrdgt. Dann haben nimlich die beiden Hauptvektoren

in der Mitte zwischen den Abszissen «; und «, des Spektrums Nullstellen,
so daB das Periodogramm an dieser Stelle lediglich durch die beiden
dem Betrage nach stets kleinen Stérungsfunktionen gebildet wird. Das



120 Das Periodogramm.

Spektrum wird also zwischen den beiden periodenanzeigenden Maximal-
stellen einen sehr tiefen Einschnitt zeigen. Riicken die beiden Frequenzen
oy und o, immer dichter aneinander heran, so werden an der Bildung
der Zwischenordinaten des Spektrums die Hauptteile der beiden Teil-
periodogramme einen immer gréBeren Anteil gewinnen. Ist der Abstand
eine halbe Maximumbreite, unterscheiden sich die beiden Frequenzen
also um den gleichen Betrag wie zwei benachbarte harmonische
Frequenzen, so ist an der Stelle x = «, der Hauptvektor der anderen
Periodizitit null und umgekehrt. Die beiden Maxima werden also noch
durch einen kleinen Einschnitt im Spektrum getrennt erscheinen, der
aber nicht mehr bis nahe an null herunterreicht. Uberwiegt die Amplitude
der einen Schwingung die der anderen sehr merklich, so wird dieser
Einschnitt nicht immer deutlich ausgeprigt sein, sondern das zweite
(kleinere) Maximum wird eventuell nur als buckelartige Ausbuchtung
und Verbreiterung der Spektralkurve links oder rechts vom Haupt-
maximum der groBeren Periodizitit bemerkt werden. Betrigt der

Unterschied der beiden Frequenzen noch weniger als 3—;, so flieBen die

beiden Maxima immer mehr ineinander.

Aus diesen zunichst ganz qualitativen und der Anschauung ent-
nommenen Betrachtungen geht hervor, daf3 die ,,Trennbarkeit benach-
barter Perioden oder, wie man in Anlehnung an die optische Analogie
auch sagt, die ,,Aufldsungskraft’ des Periodogramms wesentlich von
der Liange des Analysenintervalls bzw. von der Maximumbreite abhingt.
Die Erhéhung der zur Analyse benutzten Beobachtungszahl p bewirkt
eine Verminderung der Maximumbreite bzw. eine Verschmilerung der
»Spektrallinien”. Sind also die Periodizititen persistent, so ist es im
Hinblick auf die Trennung eng benachbarter Perioden vorteilhaft, das
Analysenintervall recht lang zu wihlen. Erscheint allerdings die Per-
sistenz nicht garantiert, so ist es nicht ratsam, diesen Weg zu beschreiten,
sondern sich mit kleineren Intervallen zu begniigen. Dafiir aber ergibt
sich dann in um so groBerem MaBe die Moglichkeit zur Benutzung der-
jenigen Methoden, die auf einer Variation der Lage des Analysenintervalls
innerhalb des gesamten Beobachtungsbereiches (Phasendiagramm) bzw.
der Linge des Analysenintervalls (Summenfunktion) beruhen.

Wir wollen also annehmen, da3 die Beobachtungsfunktion aus zwei
Periodizititen mit benachbarten Frequenzen oy und o, und den beiden
groBenordnungsmdBig nicht allzu verschiedenen Amplituden ¢; und ¢,
besteht. Ist ¢, die groBere Amplitude, so wird die groSte Ordinate des
Spektrums die ungefihre Lage von o, angeben. Nun werde nach dem
Verfahren des Abschnitts 4 ein Analysenintervall von der Linge ¢
stetig durch den gesamten Beobachtungsbereich hindurch bewegt, und
es werde der Periodogrammvektor P (x,q) als Funktion des variablen
Intervallanfangs g aufgezeichnet. Im wesentlichen wird sich P dann
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aus den beiden Hauptvektoren p, und p, zusammensetzen, wihrend
die beiden Storungsvektoren lediglich eine kurzperiodische epizykloidische
Schwankung des Periodogrammvektors von kleinem Betrage hervor-
rufen, die wir vernachldssigen, bzw. durch Glittung des durch die
Storungen etwas ,,gekriuselten’” Weges des. Vektorenendpunktes elimi-
nieren kénnen. Dieser Weg wird also im wesentlichen bestimmt sein

1. durch eine Umwanderung des Koordinatenanfangs durch den
Endpunkt des Vektors p; auf einem Kreise mit dem Radius |@,| = ¢, | Py ()|
und mit der Umlaufsgeschwindigkeit x—ay;

2. durch Umwanderung dieses Punktes durch einen zweiten Punkt
auf einer Kreisbahn mit dem Radius |@, = c,|P,(x)| und mit der
Umlaufsgeschwindigkeit x —o,. Die Bewegung ist daher wiederum eine
epizyklische, nur dafl wir die Bewegung im Epizykel nicht, wie wir es
bei dem Stérungsvektor getan haben, gegen die Bewegung im Deferenten
vernachldssigen kénnen, falls der Radius des Epizykels gré6Benordnungs-
maBig nicht viel kleiner ist als der des Deferenten, d.h. wenn

sin {x — a,) Js—
|Py| = ¢y »
(% — @) Y
im Vergleich mit
sin (¥ — o) —?
Dy =cy- |—- ~
= (r—u) ?

noch beachtlich ist.

Die Trennung der beiden Perioden 1liB8t sich auf verschiedene Arten
durchfiihren: durch Diskussion der epizyklischen Wegkurve des Periodo-
grammvektors selbst, durch das ,,Intensititsdiagramm®

H?(q) = a*(q) + % (q)
gemeinsam mit dem Phasendiagramm

b
w(g):arctga—t%izkn

oder durch die gemeinsame Diskussion der Komponenten a (g) und & (g)
direkt.

Das Intensitdtsdiagramm hat, wenn wir die Kriuselung durch die
Stérungsglieder auBer Betracht lassen, die mathematische Gestalt

B2 (q) = B + 0%+ 20,0y 005 | sg— ) £ + 33— + (ea—ca)g],

H? (q) schwankt also um den Mittelwert @} + @} sinusformig mit der
Amplitude 2 @; @, und der Frequenz o, —«,. Sind die Wellenldngen der
beiden zu trennenden Schwingungen

27T 27
Ty = — To ==
1 u 2
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so ergibt sich die Wellenlinge der Schwankung des Intensititsdia-
gramms zu
27 T, T,
o= oy — oy | T—Ty
Diese Wellenlinge entspricht einer vollendeten ,,Schwebung ‘! zwischen
den beiden benachbarten Periodizititen. :

Etwas kompliziertere Formeln ergeben sich bei der Bestimmung
des Phasendiagramms. Geometrisch ist jedoch einzusehen, dafB3 die
Phase 9 (g) des Periodogrammvektors B (g) wihrend des Vorgangs der
N Epizykelbewegung mit der gleichen Periode

P um die Phase y; (7) des Hauptvektors p, (g)
SN . schwankt, wie der Betrag des Periodogramm-
/ vektors, also mit der oben abgeleiteten

{ sy Schwebungsperiode ¢. Die Phase y (¢) setzt
) ! sich also aus der gleichmiBig fortschreiten-
4 N \ den Phase von p; (¢) und einem periodisch
=+ um null schwankenden Zusatzwinkel ¢ zu-
Abb. 13. Geometrische Addition der sammen, dessen Elongationen um so kleiner
B v P7teT gind, je kleiner das Verhaltnis der Betrige

von p, und p; zueinander ist. In Abb. 13
ist die geometrische Addition von p, und p, veranschaulicht. @, und @,
seien die Betrdge der beiden Teilvektoren, g, und y, ihre Phasen. Dann
erkennt man leicht (Sinussatz) die Giiltigkeit der Beziehung

@, sine + Dy sin (e— (wy—yy)) =0,
aus der & durch die Gleichung
Py sin (v, — y,y)
D, -+ D, cos (Y, — yy)

bestimmt wird. Ist nun @,<€®;, so findet man durch Reihen-
entwicklung

tge =

D, . D, D, \*
tge = Ei—sm ("/’2_1/)1){:[_??005 (wo—1w1) + (ﬁ) - cos? (y,— ) —. . }

. . . D, . . .
Bei sehr kleinem Tq;i ist angendhert ¢ = —¢3 sin (y, — ), im ibrigen
1 1

1 Als ,,Schwebung‘* bezeichnet man die periodische Erscheinung, die eintritt,
wenn zwei Schwingungen von gleicher (oder annahernd gleicher) Amplitude und
anndhernd gleichen Wellenlingen sich iiberlagern. So ist

Oy — Gy

al—!—azt

cosoy ¢ 4- COs oy ¢ = 2 COS £+ cos

Der Superpositionseffekt 148t sich also deuten als eine kurzperiodische Schwingung

oyt

von der Frequenz , deren Amplitude langperiodisch veridnderlich ist. Als

,»Schwebungsperiode’* bezeichnet man den Abstand derjenigen Abszissen, bei denen
infolge dieses Effekts die Amplituden verschwinden. Die Schwebungsperiode ist
demnach halb so groB wie die Periode des langwelligen Faktors, ihre Frequenz
also fa, — o,
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ist die Schwankung nicht genau sinusférmig, weicht vielmehr von der

Sinusform um so mehr ab, je groBer das Verhiltnis % wird. Hin-

gegen ist die Periode der Schwankung streng durch die Velrénderlichkeit
des Winkels

Po— P = (% _“1) 2 +Ye—y1+ (@e—a1) g,

also, wie oben, durch o gegeben.

Die Bestimmung der beiden Perioden geschleht in zwei Schritten.
Nachdem durch die Wegkurve die epizyklische Form?! der Verdnderung
des Periodogrammvektors mit ¢ festgestellt ist, bestimmt man zunichst
die Hauptperiode durch lineare Ausgleichung des Phasendiagramms.
Aus den periodischen Schwankungen des Phasendiagramms und des
Intensititsdiagramms, die von gleicher Wellenlinge sein miissen, wird
sodann die Differenz «, — o, abgeleitet, wodurch auch die zweite Frequenz
wenigstens ungefihr bekannt wird. Eine Wiederholung der Rechnung
mit x ~a, liefert die zweite Schwingung genauer.

Ohne besondere Erlduterung ist einzusehen, daB zur genauen Tren-
nung der Perioden nach dieser Methode erforderlich ist, daB mindestens
ein voller Epizykelumlauf stattfindet, weil andernfalls die Ermittlung
der Schwebungsperiode wie auch die lineare Ausgleichung der Phasen-
kurve zu ungenau wird. Es muB also die zur Verfiigung stehende Beob-
achtungsreihe mindestens so lang sein, daB ein Analysenintervall von der
Linge 4 um den Betrag o verschoben werden kann. Das heifit aber,
daB die Beobachtungsreihe mindestens $ + ¢ Beobachtungswerte um-
fassen sollte. Entsprechen etwa die beiden Schwingungsperioden zwei
benachbarten harmonischen Wellen im Analysenintervall p, ist also

= 'Ty

so ergibt sich
c=7p,

mithin fiir die Mindestlinge der Beobachtungsreihe der Wert 2 . In
einem Spektrum fiir das Analysenintervall 2 p wiirden also die beiden
Schwingungen durch eine volle Maximumbreite voneinander getrennt
sein, d.h. die Beobachtungsreihe selbst mufl mindestens zwe: volle
Schwebungen umfassen. Das ergibt eine Folgerung, die auf den ersten
Blick sehr gegen die ZweckmiBigkeit der Periodogrammethode zu
sprechen scheint: Aus der Beobachtungsreihe selbst 148t sich ihre Zu-
sammensetzung aus zwei Schwingungen mit benachbarten Wellenldngen
schon aus einer einzigen vollendeten Schwebung erkennen, wihrend die

1 Liegen die Frequenzen o, und o, im Spektrum zu gleichen Seiten der Versuchs-
frequenz x, haben also ¥ —«; und ¥ — o, das gleiche Vorzeichen, so zeigen die
Schleifen der resultierenden Epizykloide nach dem Innern des Deferentenkreises.
Liegt dagegen x zwischen «; und o, so zeigen sie nach auBen.
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Periodogrammanalyse eine doppelt so lange Reihe notwendig macht,
abgesehen davon, daf erst eine erhebliche Rechenarbeit zum Ziele fiihrt.
Gegen diesen Gedankengang ist aber einzuwenden, daB der eigentliche
Gegenstand der Periodogrammanalyse nicht diese einfachen periodischen
Funktionen sind, die wir den bisherigen Betrachtungen zugrunde gelegt
haben, und die natiirlich durch geschlossene Methoden von groBer
Strenge und Kiirze analysiert werden kénnten. Vielmehr handelt es
sich in der Praxis fast immer um empirische Funktionen, deren perio-
dische Eigenschaften aus der bloBen Betrachtung ihres Verlaufs keines-
wegs ersichtlich sind, sondern aus einer Menge von teils systematischen,
teils auch ganz irreguliren Bestandteilen erst herausgesucht werden
miissen. In diesem Sinne erscheint ein Verfahren gerechtfertigt, durch
das eine Beobachtungsreihe erst fiir die spezielle Untersuchung eines
bestimmten und eng begrenzten Spektralteils zurechtgemacht wird.
Nehmen wir nur den Fall an, daB eine Beobachtungsreihe ein Spektrum
ergibt, das an mehreren Stellen betrdchtliche Intensititen aufweist,
das also den Verdacht auf eine groBere Anzahl von Periodizititen recht-
fertigt, die noch dazu unter unperiodischen Bestandteilen verborgen
sein kénnen. Das Periodogramm erlaubt dann eine vorurteilslose Teil-
untersuchung jedes einzelnen dieser ,,verddchtigen Spektralabschnitte,
die darauf beruht, daBl die Einfliisse aller weiter entfernten Perioden so
stark herabgedriickt werden, daB sie unter der Menge der unperiodischen
Einflisse verschwinden. Mit anderen Worten: Fremde Perioden werden
abgeblendet. Die obigen Betrachtungen tiber benachbarte Periodizititen
treten in der Praxis der Periodogrammrechnung also immer nur dann in
Erscheinung, wenn an irgendeiner Stelle des Spektrums zwei ,,Linien‘
so dicht zusammenliegen, daf3 die ,,Abblendung der einen Linie nicht
mehr ganz moglich ist. In diesem Fall haben wir aber durch die Abblen-
dung des iibrigen Spektrums auf das Niveau des Unperiodischen (also
gewissermalen auf die Intensitit des kontinuierlichen Spektrums)
erreicht, daB3 nur diese beiden Linien noch eine wesentliche Rolle spielen.
Wir haben also den einfachen Fall einer Schwebungskurve erst durch die
Konstruktion des Periodogramms wieder hergestellt und sind nunmehr
in der Lage, uns seiner Vorteile zu bedienen. Besteht das Spektrum nur
aus zwei Linien, wie oben zur Ableitung der Gebrauchsformeln der
Einfachheit halber angenommen wurde, so ist keine Abblendung fremder
Linien nétig und somit auch kein Periodogramm; wir kénnen diesen
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