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ВВЕДЕ:Н:IЕ. 

Физика занимаетсн таки~ш лвленiнми неорганпческаго ~,ipa, ко

торыл вполнt или отчасти могутъ представллтьсл, какъ совокупность 

извtстнаго рода движенiй. Какъ все то, къ чему мы относимъ на

званiе т t да ( 11 ат е р i 11), }IОжетъ быть предстамено на11и не иначе, 

какъ. занимающимъ н·tкоторое пр о с т ран ст в о, такъ то•шо л в де

н i н въ сущности не могутъ быть иначе ~1ыс.т~имы, какъ въ соотно

шенiи 1'Ъ пр о стран ст в у, в ре"' е н п и матер i и, т. е. до.т~жны 

представдлтьсл, какъ д в иже н i л матер i и. Вслкое лвленiе мы счи
таемъ длл себн понлтнымъ и обълсненнымъ, ес,1и у~1tемъ мыс.11енно 

разглндtть въ немъ опредtленное движенiе. Изученiе лвленiй есть 

обълсненiе ихъ съ помощiю другихъ, бод·tе простыхъ, изъ которыхъ 

простtйшлмъ представдлетсл намъ движенiе. Поэтому основою вt:tхъ 

физическихъ изслtдованiй лв.1Летсн разысканiе законовъ того идп 

другаго двпженiн, 11.111 дtiiствпте.1ьно непосредственн.о набдюдаем!iго, 

или на основанiи набдюденifi опнть таки нtкоторыхъ двпженiii ню1ш 

представллемаго. Поннтно с.11tдовате.т~ьно, что :Механика, наука объ 

общихъ законахъ движенiл матерiа.11ьныхъ систе!1ъ, доджна быть тtсно 

свлзана съ Физикою, и подоженiл первоii науки доджны служить 

исходною точкою ддн за1'дюченiй второй. О;~,нако, хотл предметъ из

е.тtдованiл обtихъ упо!шнутыхъ наукъ и есть повидимому одинъ и 

тотъ-же-движенiе, обt онt тtмъ не мен·tе ника1'ъ не представлл

ют<ш тождественными, но въ своемъ развитiи и въ своихъ конеч

ныхъ цtллхъ существенно другъ отъ друга отди 1шютсл. ~1ехани1'а 

изедtдуетъ воображаемое движенiе, при · дюбыхъ предподагаемыхъ 
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условiлхъ, которыл въ дtйствительностп 111огутъ II не наблюдатьсл. 

Цtль !lеханшш установить общiе способы пзученiл движенiii, въ ка

кой-бы фор111t 11 щш кюшхъ-бы условiлхъ эти nослtднiл ни имtли 

мtсто. Поэто111у !Iеханика есть наука по пре1п1уществу формальнал, 

строющал свои выводы, канъ !Iатемат1ша, на небольшомъ числt основ

ныхъ опредъленifi. Физика изсл,tдуетъ усдовiл наблюдаевшхъ суще

ствующихъ шш иредполагаемыхъ сушеств)'ЮЩ11вш двпженifi, 11 уже 

разыскавши упо)rлнутыл условiп:, д'tлаетъ rвоп заключенiл, основы

валсь на с11особахъ Мехапшш. Таюп1ъ образоD1ъ въ ос,нованiи выво

довъ Ф11зинп лежптъ опытъ II наблюденiе; псходнал точ1;а ~Iехаюши 

суть опредtленiл. Н"tноторыми своимп областшш однако Физика и 

!Iеханика сливаютсл въ одну дпсц11шшну. Это ш1tетъ l\I'tcтo шrенно 

та111ъ, rдt результаты набдюденifi достпгаютсл несложню1ъ путемъ, 11 
приводлтъ нъ одному или нtсi;одьшп1ъ простьпп, опредtленiл111ъ. Въ 

такомъ сдучаt интересъ физика сосредоточиваетсл не на разысканi11 са

мыхъ ycлoвifi, но на механичес1шхъ изъ нихъ выводахъ. Такъ напр1н1tръ, 

путемъ простыхъ наб.11юденiii мы приходимъ къ заключенiю, что твер

дыл тtла могутъ быть разс11штривае111ы въ большинствt случаевъ, 

накъ не11з111tнле111ыл систе111ы по отношенiю иъ внtшюп1ъ силамъ на 1,1ихъ 

дtfiетвующи111ъ, и затtв1ъ, пользулсь вывода11ш l\lехаюши, от и о с л щи

м и с л к ъ н е из м t н л е 111 ы ~1 ъ с 11 стем а 111 ъ, заклю11ае111ъ о законахъ 

равновtсiл и двпженiл этихъ тtлъ подъ д1;йствiе111ъ силъ. Но строго го

вори:, и въ это111ъ прим'tрt есть нtкоторал разница между заключе

нiлми Ыеханюш и Физикп: выводы первой относптельно неизмtнлемоit 

rисте11ш абсодютно справедливы, ибо основаны на данноD1ъ опредt

.11енi11 свойствъ систе111ы; выводы второй относптельно твердыхъ тtлъ 

лишь по стольку вtрны, по скодыу твердое тtло можно разсматри

ват!, какъ непзl\1tнле111ую систев1у. 
Что касаетсл до основныхъ началъ и теоремъ, отноелщихсл къ за

кона111ъ движенiл, то они имtютъ такую-же важность ддл Физики, 

какъ и длл !Iехани:ки, и при пзложенiп основанiй Фпзики должны быть 

разсмотрtны на первомъ мt,стt. 

Изученiев1ъ двпженiл, 1шкъ пере111tны положенiл въ прострапствt 

неизмtнныхъ пли 111tнлющихъ свою форму гео111етричес1шхъ ко11шлек

совъ, заюп~аетсл К и и ем ат ин а, предметъ которой слtдовательно 

соетавлнетъ изслtдованiе соотношеюй только 111ежду пр о стран

с тв ом ъ II в 11 е 111 е не ;11 ъ, безъ отношенiл къ 111а repiп движущагосл 

тtла. 
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Понлтiе о двпжепiн матер i II влечетъ за собою представленiе 

о сплахъ, дtiiствующихъ на матерiю и обуеловлпвающихъ ел движе

нiе. Д·tiicтnie силъ па 11rатерiю изучаетъ Дин а 111 п к а, въ составъ ко

торой nходлтъ: Ст ат и к а, 1Jазсматрпвающал дtiicтвie с,шъ при усло

niлхъ равно в t е i л, п R пнет II к а, пзучающал влiлнiе силъ на 

движенiе. 

Въ сплу вышесказаннаго изу 11енiе каждаго физпчес:nаго лвленiл, 

пакъ движенiл, разбпnаетсл па части 1шпе111атическую и дпнаr~шческ)'ю. 





ГЛАВА I. 

УЧЕНIЕ О ДВИЖЕНIИ (КИНЕМАТИКА). 
--------~-

§ 1. Общее понятiе о положенiи точки въ пространствt и его 
измtненiи. 

Са~1ое простое паъ наблюµ;ае}1ыхъ на11ш лвленiit есть движенiе. 

По;~:ъ дв11женiе)1Ъ мы разр1tю1ъ из)1tненiе положенiл движущагосл 

пре;~:n1ета со вре111ене111ъ. Движущш1сл :111ы може111ъ представллть себt 

все, что 1\1ожетъ ю1tть опред'tленное положенiе въ пространствt. По

::~то~1у понлтiе о движенiп прпложиl\10 не тольБо БЪ n~атерiальнымъ 

тtлалъ, но и къ гео~1етричесю1111ъ rtt'Ьстамъ, заниl\~аемымъ этиnш тt

лаl\1и. ]1ы n1ожеl\1ъ гово~нпь не только 6 движенiи физичесБаго тtла, 

но и двшкенiп геоl\1етрпческаго тtла, о двпженiп поверхности, ли

нiи, ТОЧIШ. 

]Iы будем:ъ сперва разс111атрпвать двпженiе точки, Бакъ самое 

простое п занлю11ающеесл необходи~10 во вслкомъ другомъ движенiи. 

Чтобы нrреiiтп отъ двпженiл точки къ двпженiю др)тихъ геометри

чеснпхъ БОМJiдексовъ, nш должны разс111отрtть или двпженiе всtхъ 

точе.1,ъ, составллющихъ упоnшнрьп'i 1,оnшлекеъ, 11ли перемtщенiе только. 

его нtкоторыхъ точекъ. Во вслко~,ъ случаt пзученiе вслБаго дв11же

нiл сведетсл. БЪ изу,1енiю движенiл ОЦ'tльныхъ точекъ. 

Движенiе точБи намъ вполн·t пзвtстно, когда мы знаемъ форму 

пути, Боторый она оппсываетъ при евоемъ перемtщенiи, и ту длину, ко

торую двпжущалсл точка проходптъ по этоn1у чти въ любоfi проме

жутокъ вреl\rени, при чемъ длина сч11таетсл отъ даннаго извtстнаго 

пункта на пути точБи. ll)'TЬ точtш прп ел переn1tщенiп называетсл т р а

з 1, т f\ р i ею т о ч Б и . Др)ТЮШ словаl\ш nюжно таБже сказать, что намъ 
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тогда изв':Встно дn11женiе точки, когда ~rы ~rожемъ опредtлить ел по

ложенiе nъ пространствt длл каждаго момента врюrенп. 

Способъ опредtленiл пол о ж е н i л то ч к II въ пространствt 

вытекаетъ изъ самаго понлтiл о геометрпческоit точкt. Первообразное 

геометрическое представленiе ест~, представленiе о гео~1етр11чесБомъ 

тt.11t, т. е. о пространствt занимае~1ш1ъ подлежащ11м11 наб.11юденiю фи

зическиnш тtлашr. Грающы, раздtллющiл геометр11ческiл тtла, мы на

зьшаемъ поверхностл~ш; границу поверхностеli шш мtста ихъ взаим

наго перес·t.ченiл-лпнiюш. Подъ точкою ~IЫ подрааумtваемъ :мtсто пе

ресtченiл двухъ какпхъ лпбо .шнiit, 11.111 лпнiп и поверхности, июr трехъ 

поверхностей. Такнмъ образомъ представленiе о положенiи точки во всл

комъ случа't. вытекаетъ пзъ представдепiл о нtкоторыхъ пересtкающих

сл поверхностлхъ, 1шс110 которыхъ должно быть по крайпеii мtpt трп. 

ПриJшьчанiе. Вышеупо)tлнутое опредtленiе подоженiл движущейсл 

точки данною ел траэrпорiею и д.пшою проiiденпаrо путп сnодитсл 

точно также къ опредt.11енiю съ помощiю пересtкающ11хсл данныхъ 

поверхностей. Дtfiствптедьно, траэкторiл (вообще нtкоторал кривал 

линi л) опредtдлетсл пересtченiемъ дnухъ данныхъ поверхностей. 

Что-же касаетсл до длпны, опгt.рпваемоti: вдоль по траэкторiп длл 

нахожденiл на нeii положенiл двпжущеliсл точки въ данныli мш1ентъ 

времени, то это oпrtpиnaнie можетъ быть произведено непосред

ственно только въ случа·t. пpшroii шшiи: От.1ожить-же данную длину 

вдоль по крпвоfi шшiп ( напр. по кругу) мы не ~южемъ съ помощiю 

непосредственнаго совмtщенiн прлмоn, представ.тлющеii данную еди

ющу длины, и изм·t.рле~юii крпвоfi. Мы до.1жны прп это~1ъ вы ч н

с лить, между как11м11 двумл точками кривал будетъ им·t.ть данную 

длину; эти точки опредt.1нтся, какъ пересtченiл данной кривой съ 

.какими нибудь поверхностями. 

Въ бо.11ьшпнствt случаеnъ представллетсл наиболtе удобнымъ 

опредtллть точку, какъ пересtченiе трехъ плоскоетеfi, проведенныхъ 

на извtстныхъ разстолнiлхъ отъ трехъ заранtе данныхъ и опредt

ленныхъ ш1оск('стей, и парал.11ельно эти~rъ пос.1tдю1мъ. Упомлнутыл 

данныл плоскости, относите,11ьно которыхъ олредt.11летсл положенiе 

какой нибудь точки, называютсл п .11 о с к о ст л ми к о ординат ъ,. и 

притомъ - пр л м о у го .11 ь н ы х ъ, когда п.11оскости взаимно перпен-
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дику.1лрны, и-к о с о угольных ъ, когда пдоскостп пересtкаютъ 

другъ друга подъ косыми уг,1юш. На рисункt мы BJIДIIMЪ ШIOCKOCТII 

Х YZ косоугодьныхъ и Х' Y1Z' прлмоуго.1ьныхъ коордпнатъ, пере-

z.1 сtкающiлсл другъ съ др)ТОМ'Ъ по 
z линiлмъ ОХ, ОУ, OZ, ОХ', 

ОУ1 , OZ', которыл называютсл 
·\,\ 

'i'{,*· -----Х 
/ 

. К О С О у ГО ЛЬНЫ МИ 11,HI Пр Л

Х М О у Г О Л Ь II Ы 1\1 И О С Л М II К О О р
Д ин ат ъ. Точка пересtченiл осей 

координатъ О называетсл на ч a
yi 

У Рис. 1. .тI ОМ Ъ К О О р Д II На Т Ъ ''). 
На оси ОХ от,1ожю1ъ длину Ох= а (рис. 2) и проведемъ че

резъ точку х п.1оскоет1,, параJ1ледьную шюскостп YOZ; на осп О У 

отложиl\IЪ ддину Оу=Ь 11 проведе)IЪ черезъ то•шу у ш1оскость, па

ралде.11,ную п.1оскост11 Z ОХ; точно таюке !!а разстолнiп Ог = с по ос11 

OZ проведе~гь пдоскость, паралде:~ьную шоскостп ХО У. Пересtче

нiе упоl\1лнутыхъ треХ'I, пдоскостеii, данныхъ тремл разстолнiлмп 

а, Ь, с, flПредt.штъ подоженiе нt1,oтopoii точкн А, кQторал 1\Iожетъ 

быть разсl\~атриваеl\Iа , какъ вершнна угла пара;ые.~епипеда (косо

уго.1ьнаго 11,ш пр:н1оуго,ннаго ), ребра котораго суть а, Ь, с. Эти 

о 

Рис. 2. 

дднны, опредtдлющiн вполн·J; нодоженiе точки А 

относитедьно трехъ данныхъ плос~;оетеit, назы

ваютсл к о ординат а l\I II точки А II обо знача
. А ютсл вообще бу~ша~ш х, у, г, соотвtтетвенно 

тtl\IЪ ослмъ, по которымъ он·t отк.1адываютсл. 

Способъ опредt.'lенiл подоженiл точкп съ помо

щiю координатъ вытекаетъ непосредственно нзъ 

нашего представленiл о геометрнческоii точкt. 

Чтобы представить себt точку мы дош,шы во-

образить т·J; части какой либо .пшiп, которыл она другъ отъ друга 

отдtллетъ; но самал линiл можетъ намъ представллтьсл не иначе, 

какъ границеii !Iежду нtкоторыми поверхностлми, которыл въ свою 

очередь должны огранич1шать какое ниб)'дь тtло. Сдtдоватедьно точка 

лвллетсл намъ, какъ аттрибутъ, свлзанный съ первообразнымъ пред

ставленiемъ о геометрнческомъ тtлt. Чтобы указать на точку, мы 

*) На рисунк11 1 линiи ОХ и OZ соотв'/Jтственно ОХ' и OZ' .1е;катъ въ пло
скости рисуюrа, .~инiи ОУ и ОУ' выхо;r,нтъ иаъ п.юс~;ост11 рисунка, и крои11 того 

ОУ' къ этой пос.11'/Jдней перпендику.тнрна. 
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должны прежде всего указать на нtкоторое тtло, съ опредtленною 

пограничною поверхностiю; за тtмъ-на части этоii поверхности; на

конецъ-на части грающъ между поверхностя11ш, т. е. части линiи, 

которыя и отдtляютея другъ отъ др)та точкою. Употребляя коорди

наты тtмъ способоп1ъ, Бакъ было указано выше, 111ы для опредtленiя 

точки предетавляе111ъ себt нtкоторое тtло въ впд·t параддедепппеда, 

одна изъ вершпнъ уг ловъ котораго уRазьшаетъ на111ъ на опредtлен

ную геометрическую точку. Пзмtняя 111ыелепно разм·tры параллелепи

педа, мы попадаемъ у110111ннутою вершиною nъ разли•шыя мtета про

странства и указывае111ъ на разлпчныя то•1кп. И такъ, обозначенiе 

х = а предетавлнетъ, что вдоль по оси ОХ ( 11л11 осп х - овъ) 

должна быть отложена длпна а и проведена плоскость, параллельная 

YOZ; точно также у=Ь относптсл къ длпнt, откладывае}!ОЙ по оси 

ОУ и къ плоскости, параллельной ZOX, п т. д. Трп уравненiл 

х=а., 

опредtляютъ точку. 

Одно уравненiе 
Х=а, 

каttъ 111ы видtли, соотвtтствуетъ шrосriостп, параллельной YOZ. Дtй
ствптельно, оно опредtллетъ nct точкп, которы.л отстолтъ по оси 

х-овъ на длину а отъ плоскости YOZ; а такiл точки щнш:адле

жатъ ПЛOCliOCTII. 

Два уравненiл 

Х=а, 

опредtляютъ точки, прпнадлежащiя дву~,ъ плоскостлмъ, 

о;~,ной х = а и другой у = Ь, 
слtдовате.п,но представляютъ .~rи

нiю перес-tчепiя двухъ плоскостей 

параллельныхъ УОХ II XOZ. 
Ню,онецъ три уравненiя 

опредtллтъ точку принадлежащую 

'r---1""+-....,....-+--x тремъ ПЛОСКОСТЛl\!Ъ, Т. е. един

-z 
Рис. 3. 

етвенно точку пхъ пересtченiл. 

Та1ш111ъ образомъ различныл 

величины координатъ х, у, z 
опредtллютъ различныл точки, 

лежащiл въ трегранно!\IЪ )Т лt 

XYZ (рие. 3). Точки, лежащiя 
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въ остальныхъ еl\1ежныхъ еъ первы~rъ трегранныхъ углахъ, еходл

щихел въ вершин'\; О, опредtллютсл дшша!IИ, окладываемыми вдоль 

по лпнiлмъ ОХ: О.У, OZ въ противоположныл стороны и ечитающи
миел тогда отрпцательными. Такъ напримtръ, точка А1 опредtллетел 

коордпната:мп 

Х=-а, у=Ь' Z=C, 
или 

-Х=а, у=Ь' Z=C, 

точка А"-координатавш 

х=а, у=-Ь, Z=C 
точка А'" 

Х=а, у=Ь, z=-c, 
то•пш АСУ 

х=-а, у=-Ь, Z=C 
ТО'ПШ Av 

Х==-а, у="Ь, Z=--C, 
точка Ап 

Х=а, У=-Ь, z=-c, 
точка ..._4_ YII 

Х= --а, у=-Ь, Z=-C. 

Еслп коордпнаты точ1ш остаютсл однt и тtже длл велкаго вреllrенп, 

то l\IЫ заключаемъ, что точRа остаетсл въ пor,ot относительно дан

ныхъ ПJ1оскостеii Rоординатъ. Если обратное пмtетъ llrtcтo, то l\IЫ 

заключасl\1Ъ, что точRа пзм·tнлетъ евое положенiе относительно плu

скостей Rоордпнатъ, т. е. движет с л. EcJiи 111ы будеl\1Ъ знать Rоор

дпнаты точкп длл ь:аждаго llrомента вреl\1ени, то будеl\rЪ 1шtть воз

можность во велкое вреl\IН найти положенiе точкп въ пространетвt, 

т. е. буде 1\1 ъ знать д в п жен i е точки. 
Уllгtть опредtлить :координаты движущейсл точки длл велкаго 

времени значитъ )'~1tть выразпть фор~1улою завпеrн1оеть межд)· ДJIИ

ною координаты п вре}1ене)IЪ плп, 1ш:къ выражаютъ короче, предста

вить ноординату, накъ фу н R ц i ю времен и. Напрш1tръ, уравненiл 

у=О, z=ct, 

выражаютъ, что во все вреыл движенiл Rоординаты то•ши, отсчиты

вае)IЫЛ по оелмъ х-овъ п у-овъ, еуть нули, т. е. что то•пш дви

жется в;~:оль по оси z-овъ, 11 при TOl\IЪ такъ, что длины ею про-
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ходимыл, пропорцiональны вре~1енамъ. Вре)IП обыкновенно считается 

отъ начала двпженiл. Въ приведенномъ пpюr·tp·t видно, что при на

чалt двшкенiл, т. е. при t = О, точка находи.uась въ са~1омъ на•,алt 

коордпнатъ. Точно таr,же уравненiп 

у=О, z=Ы3 

показываютъ, что точка двпжетел пзъ на ча.:rа коор;~:11натъ по осп 

.z-овъ так'},, что прохо;щмое ею пространство ростетъ пропорцiональ

но куба:мъ вры,енъ. 

Уравненiп 

х = Ы , у= ct , z = О 
показываютъ, что во все вре)IЛ двпженiл то•ша пе выходптъ ИЗ'J, пло

скост11 Х У, 11 что обt коор;щнаты ел въ этоii п.1ос~;ост~1 возраста

ютъ 11ро11орцiона,1ьно вре)1ен11. Предподожимъ, что плоскость рпсунка 

(рис. 4) совпадаетъ съ п.1ос~;остiю Х У. Выбпрап рлдъ мо~1ентовъ 

у врю1енп t1 , t2 , t3 , ~,ы може:мъ опредt.uить 

х, 3 об,t, координаты д.1л каждаrо изъ этихъ мо-

Рис. 4, 

:ментовъ; называл этп координаты, соотвът-

ственно перво~1у, второJ1у II т. д. ~10~1ен

та~1ъ, черезъ !J 1 , х1 , х: 2 , у2 , 11 т. д., ~IЫ 

будемъ имtть на основанiп пре;1,ыдущихъ 

уравненiii разсJ1атр1шаемаrо двшкенiл: 

Х1 = ыl , х2 = Ьt2 , Хз = Ьtз , 

Выбирал достаточно :мноrо такихъ мо:ментовъ вре111ен11, въ достаточно 

ма.llыхъ про:межуткахъ друrъ отъ друrа, ~1ы получимъ цt.шti рлдъ 

положенiй движущеtiсл точки, 1, 2, 3 п т. д., соединял которыл не

прерывною шшiею, по.1учю1ъ траэкторiю точки, т. е. ел путь. Въ 

данномъ примtрt путь точки характеризуетсп тtмъ, что 

Х1 Х2 Хз -==-==-, 
У1 У2 Уз 

какъ это видно изъ предыдущпхъ уравненiii. Та1шл пропорцiональ

ность воз~1ожна только тоrда, коrда путь 1, 2, 3 представдлетъ пря
мую линiю. 

Точно также леrко обнаружить, что уравненiл 

x=at, у=Ьt, z=ct 
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представ.'Iлютъ движенiе по прю1оti: линiп, проходлще!i черезъ нача.110 ко

ординатъ и не совпадающей ни съ одною изъ ш1ocnocтeli r,оординатъ. 

Вообще, когда мы, пропзведл надъ одною величиною р конеч

ное иш1 безконечное число дt!icтвili ( какъ-то: с.110.женiе, умноженiе, 

возведенiе въ степень 11 т. д.), по.1учаемъ ;~:ругую ве.шчину q, то со

кращенно обозначаемъ подобщ·ю зависюrостr, между двумл ве.шч11наю1 

р II q такимъ образомъ: 

q = f (р)' 
и говори:мъ, что q есть фу н к ц i н отъ р, т. е. что вообще q завп
ситъ отъ р: ес.ш мы бут~;ю1ъ ~rtнлть ве.шчпны р, то вс.1tдствiе это

го из!1tю1тсл п ве.шчина q. Такъ, площадь круга есть функцiл его 

pari;iyca; объемъ прш1оугольноfi пр1шш есть функцiл ел д.1ины, ши

рины и высоты, и т. п. Раз.1111чню1ъ рлда~1ъ дtiiствiй надъ веш1чинаъш 

соотвtтствуютъ раз.шчныл обозначенiл длл функцiii: ( 1 , ( 2 , F, F', 
9, 'f п т. п. Такъ, обозначенiл 

U = f1 (р), iv = (3 (r, s) 

показываютъ, что it завпсптъ отъ р, v - отъ q, iv - отъ т и s, но 

что всt эти зависимости раз.шчньш. 

По.т~оженiе, что двпженiе точки !IЫ считае.мъ извt,сшымъ, когда 

:lllожемъ опредt,1шт1 ел )r·tcтo въ пространствt д.ш каждаго мо)1ента вре

мени, можно на осноnапiи вышепз.llоженпаго выразить сокращенно 

такш1ъ образомъ: движенiе точки даетсл уравненiлми 

z=f3 (t). (1) 

Аналитическан Гео~1етрiп у читъ насъ, какъ по впду эп1х ъ уравненiй 

заключать о форм'в путп, проходю1аго движущеюсл точкою. 

--:--m.'-----
Примrьчанiе. Форма П)'ПI опредt.т~летсл такю1ъ образомъ. Изъ 

одного какого нибудь изъ трехъ ,уравненifi движенiл опредtлимъ t, 
т. е. рtшимъ, по;1ожюrъ, уравненiе 

z=fз(t) 

относите,1ьно t, какъ неизвtстпаго. По.llучпмъ вообще: 

t=9(z). 

Опред·t.1енное такимъ образО)IЪ t подстаю1мъ въ каждое изъ двухъ 

оста.1ьныхъ уравненШ движенiл. По.1уч11мъ вообще: 

х = F 1 (z), у= F 2 (z), 
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т. е. опредtлимъ ыоординаты точБи х и у въ зависимоети отъ RО

ордпнаты z, иск.1ючивъ времл. Разо10трш1ъ теперь гео11етрическое 

у 

z значенiе этихъ двухъ уравненiй. Если ъш 

въ этихъ уравненiлхъ будемъ полагать z 
равнымъ пос.1Jtдовательно рлду совершен

но произвольныхъ, по опредtленныхъ ве-

,)---'------=-_,у· дПЧIШЪ Z 1 , Z 2 , Z3 , Z4 И Т. Д., ТО 

Рис. 5. 

соотв·tтственно l\IOЖC}IЪ ВЬl'ШСЛПТЬ р;цы 

веди 11ю1ъ ( уже не пропзвольныхъ) длл 

Х II у: 

х1 , х· 2 , х3 , (г;~,в х1 =F1 (z1), п т. :i,.), 

У1, У2, Уз, (гд;в У1 = F2 (z1}, п т. д ). 

Такимъ образоl\IЪ получиDIЪ (рис. 5) рлдъ точеь:ъ въ плоскостп XZ, 
координаты Боторыхъ б)·дутъ z1 и х1 , z2 и х2 , н т. д., 11 рлдъ то

чекъ въ п.1Jос:костп YZ, Rоординаты которыхъ будутъ z1 п у1 , z2 п у2 
и т. д. Если чис.1Jо выбранныхъ пропзвольнып, значенiii z дос.таточ

но велико ( а оно можетъ быть 1,акъ угодно велико), то l\lЫ 11оду

ч1п1ъ въ тoii II дpyrofi пдосRостп пепрерывныfi рл:1ъ точекъ, которыл 

образуютъ таl\1ъ II слмъ нtкоторыл крпвыл линiп. 

Таю1111ъ образы1ъ l\Iожно сказать, что уравненiя 

х = F 1 t.z) п х = F 2 (z), 

каждое отдtльно длл своей плоскости координатъ, представллютъ 

нtкоторыл кривыл л11нi11. Разс11~атрпвал точки, опредtдлеl\1ыл только 

о;~;ни111ъ уравненiе111ъ х = F1 (z), тодько въ плос1,остп XZ, мы тtмъ 
самш1ъ даемъ коор;~;ннатt у опредtлснное значенiе; именно, выбираемъ 

у= О; меж;~;у тtяъ 1.акъ уравненiе х = F 1 (z) показьшаетъ, что, длл 

какой нпбудь произвольно выбранной веш1чипы z, величпна коорди

наты х не можетъ быть производьною, но должна быть вычисJrена 

изъ даннаго уравненiл; величпна-же координаты у !tIОжетъ быт~. ка

кал угодно. Но давать коордпнатt у какiл угодно значенiл значитъ 

разо1атривать точrш, лежащiл въ каrшхъ угодно плоскостлхъ, парал

лельныхъ плоскости XZ. Слtдоватедьно, есш1 мы проведе~1ъ какую 

угодно плоwкость, параллельную плоскостп XZ, п въ ней вообразю1ъ 

такую-же крПВ)'Ю линiю, каr,ал была на11ш опредtлена прежде въ пло

скости XZ, то координаты каждой точки этой кривой очевидно удо

влетворлтъ тоже уравненiю х = F 1 (z). Такимъ образо111ъ ~1ы 111ожемъ 

сказать, что вообще въ пространствt уравненiе х =Р1 (z) предета-
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в.тлетъ ц,ш11црнческую поверхноеть (т. е. удовлетворлетсн коорди

натами точе1,ъ цишшдрической поверхноети ), к ото ран образуетсн движе
нiеJIЪ парал.1е,1ьно оси у - оnъ н!шотороit .1Шнi11 ( кривоli шш прл

:мой ), предетаВдлемой уравненiемъ х = Р1 (z) д.ш любой изъ плосRО· 

стей парал,1е.1ьныхъ ш1оскоет11 XZ. Точно также отдtлы10 взнтое 

уравненiе у= F 2 (z) вообще предетавлнетъ 'ци.1111ндр11ческую поверх

ность, 1,оторой образующан пара.мельна осп х - оnъ, а директриса 

опредt.'lлетсл уравненiемъ у= F 2 (z), въ .1юбоii изъ ш1осностеti па

ралледьныхъ плоскоети YZ. Теперь по1штно, что точки, коордпнаты 

которыхъ опредt.111ютс11 заразъ обоими уравненiюш 

x=F1 (z) и y=F2 (z), 

будутъ принадлежать и той и другой ци,шндрическоii поверхности, 

т. е. ,шнiи перес'l,ченiл обоихъ выше упо:млнутыхъ цишшдровъ. Эта 

юшiа, опредt.1лема11 двумл уравненiюш между трюш координатами, 

и будетъ очевидно тpaЭI;тopieit двнжущейсн точнп, ибо иоординаты 

х, у, z, опредtллющiн по.1оженiе движущейсл точкп, въ тоже самое 

вре:мн принадлежатъ точка~1ъ упо~шнутой иривой. 

Ееди найдены два уравненiл 1,ривой, то иривал вполнt опредt

дена, ибо ~1ы можю1ъ ее построить точиа за точкою, давая коорди

нат·!; z рндъ пропзвольныхъ зпаченiй II вычисшш пото~1ъ по даннымъ 

двумъ уравненiю1ъ соотв·J;тетвующiл иоординаты х II у. 

Пусть напримtръ будутъ даны такiл уравне-нiл движенiл: 

x=at", у=Ы", z=ct"_; 

тогда уравненiл траэкторiи будутъ 

а 
X=-Z, 

с 

ь 
y=-z. 

с 

Каждое пзъ этнхъ ypanнeпifi, въ своей соотв·J;тствующеii плоскости, 

nредставллетъ прл~1ую .шнiю, ибо координаты точекъ, принадлежа

щихъ линiп, находлтсн, какъ показываютъ уравненiл, въ постолнномъ 

отношенiи другъ къ другу. Въ пространствt оба уравненiн, иаждое от

дtльно, представнтъ поверхпоетп, с.тtды иоторыхъ на плосиости XZ и.IШ 
YZ суть прлмын шшiп. Перван поверхность образуетсл движенiемъ по 

(t 

прю1ой .шнiи х = -z дpyrofr прлмоii пара.11.1ельноii оси у-въ, и есть 
с 

слtдоватс.1ьно п.1оскость; вторал поверхность есть тоже плоскость; 

пересtченiе ихъ, т. е. траэкторiн точки, есть прю~ан .пшiл, которал 

проход11тъ черезъ нa•ia.:io коордпнатъ, ибо ел уравненiн удовлетво-
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рлютсл тождt1ственно координатаю1 начала, т. е. мли•ншаъш х=О, 

у = О, z = О. Предположимъ, что оси БОордпнатъ прю1оугольныл, и 

опред'l,ша1ъ длину пути, проходимую точкою въ разныл врt1мена по 

ел траэкторiи. Пусть (рис. 6) Os будетъ прлмолпнеtiныit путь точки, 

z 

Рис. 6. 

s-ел положенiе на прп длл момента вре

мени t, х, у, z-ел координаты въ этомъ 

положенiп. Тогда очевидно 

0s2 = х2 + у2 + z2 ' 

и пзъ уравненii1 движенiл: 

0 82 = а2t2п + z1 2t2п + с2t2п , 

Os = tnya2 + ь 2+с2, 

т. е. дшша пути пропорцiона.JJьна 11-нoti етепенп времепп. 

~rравненiл (1), опредtллющiл двпженiе точки относительно дан
ныхъ плосностеii координатъ, будуч11 11азс)~атрпваемы каждое отдtль~ 

но, предетавляютъ двпженiе трехъ точеБъ по соотntтственньн1ъ осл111ъ 

коордпнатъ. Дttiствптельно одпо уравненiе 

x=f1 (t) 

показываетъ, что нtБоторал точБа Т(nижетсл по осп х-въ, прп 1tel\1Ъ 

длина путп, проходю~аго этою точRою по ел прлмолинейной траэкторiи, 

выражаетсл въ зав11си111ости отъ вpe.l11eнiI функцiею ( 1 (t ). Точно также 

одно уравненiе у= f 2(t) выражаетъ дnпженiе другой точ1ш по осп 

у-въ. Подобное же пажев1ъ относнтеJ1ьно третьлго павненiл z=fз(t). 

Эти rри точки называются пр о Jl о ж ев i я l\1 п д в п ж )" щ е ti с л то ч к 11 
на оси координатъ. llзъ предъпдущаго очевпдпо, что есл11 l\Ш знаемъ 

движепiе по ослl\1Ъ r,оор;щнатъ проложенiti па шrхъ двшr.ущейсл точrш, 

то слtдоватеJ1ьно зпаемъ двпжепiе caмoti точRп. Двшкепiе проJ1оженiл 

точRи по соотвtтетвующеti осн пазьшаетсл короче просто д в II же
н i ем ъ то ч к п отноептельно пшr по соотвtтствующеti осп :коор

дпнатъ. 

Слtдовате.Тiьно l\lЫ l\1ожелъ сказать, что д в II же п i е точки 

н а м ъ 11 з n t с т н о , к о г д а n1 ы з н а е lll ъ е л д в 11 ж е в i е II о т р е l\I ъ 
как1в1ъ нибудь 11pяllrыn1ъ лпнiяnrъ, не лежащпllrъ въ 

одной плоскости пне параллельнымъ другъ другу 

(которыл и будутъ осяш1 коордипатъ ). 
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Та~шмъ образоъ1ъ, в с л к о е д в иже н i е точки ~[ ы 111 о же !1 ъ 
пред ст а в и т ь с е б t р аз ложен н ы 11 ъ н а т р и п р л l\I о л п н е ii
н ы л д в иже н i л. Возможность такого 1)азложенiл вытекаетъ оче

впдно пзъ нашего способа представллть себ·t положенiе точки и ел 

двпженiе. Баждое изъ вышеупомлнутыхъ трехъ прлмолпнейныхъ дви

женiii можетъ быть разложено въ свою очередь оплть на три II т. д. 

§ 2. С к о р о с т ь. 

Ca11шii простоii случаii двпженiл точ1ш, 1шRoii только 111ы можеыъ 

себt представпть, будетъ тогда, когда точ~;а двнжетсл по прл:мой 

линiи, прохо;щ в ъ равны е и пр о п з в о ль но вы б р а н н ы е пр о

ме ж у т к II nре~1епи одпнаковыл длпны пути. Такого рода 

движенiе пазываетсл пр л :мол II пе ii н ы 111 ъ равном t l) н ы м ъ. 
Есл11 точка дnшкетсл по нрпвоii л11нi11, но прохо;щ од11наковыл 

пространства въ равныл п пропзводы-10.ii ве,шчины прю1ежуткп вре-

111енп, то двпженiе называется к р и в о л II не ii н ы м ъ равно 111 t р
н Ы DI Ъ. 

II въ томъ, 11 въ друго111ъ сдучаt, па оборотъ, IJавные п произ

водьно выбранные про111ежутнп путп б)·дутъ проход11тьел очевн;~но в.ъ 

равны я вре}1е на. 

Е с л и т о ч к а д в II ж е т с н п р л !1 о л и н е ii н о п р а в н о м t р
н о, то ел пр о ложен i л, к о с о уголь п ы н II л II пр н 1\1 о уголь
н ы н , н а к а к о ii у г о д н о п р н 111 о ii д в и ж у т с н т о ж е р а в н о

в n1 ·t р н ·о. Дtiiствптельно, пусть точка дви-

жется по АВ (р11с. 7) п въ равныл вре-

А 

111ена проходнтъ равные про111ежутюr пути 

Аа, аЬ, Ьс и т. д. Если лннiл аа' опредt

ллетъ ел проложенiе на линiю А'В' въ по
i~.,_~,-----о-~~~~в' 

&' с' а' .11оженiп а, то л11нiп ЬЬ' се' п т. д., парал-

Рис'. 7· ледьныл первоii, опредtллтъ проложенiл 
дnшкуще!iел точ~;п на лпнiю А'В' въ подоженlлхъ Ь, сп т. д. Такъ какъ 

отрtзю1 а'Ь', Ь 1 с 1 , c'cl' п т. д. 1) равны n1ежду собою, 2) могутъ быть 
выбраны про11звольно11 велпч11ны 11 3) проходлтсл въ l)аnныл времена, 
то дв11женiе по А'В' есть равпомtрное. 

Jlзъ вышес~;азаннаго слtдуетъ на оборотъ, что ее ли точна 

двпжетсл равноn1't,рно по треn1ъ лпнiлl\1Ъ не лежащи:мъ 
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в ъ о дн о ti п ,1 о с к о с т и, то д в II ж е н i е ел в ъ пр о стран ст в t 
есть пр л мод иней но е и равно :м t р но е, ибо (§ 1) треl'!ш дви

женiлм11 по такимъ линiлl'!!Ъ движенiе точки впо.l!Нt опредtллетсл. 

Пространство, проходимое точкою равноl'!1tрно 

в ъ е д 11 н и ц у в р е м е н и , н а з ы в а е т с л с к о р о с т i ю . 
Есди с.11.tдоватеаьно мы обозначимъ черезъ s дюшу пути, прой

деннаго точкою равномtрно, черезъ t-времл, въ продо.11.женiи кото

раго эта д.шна проtiдена, 11 черезъ v-скорость, то на основанiи 

вышеприведеннаго опред·ьденiл 

s 
V=--' t 

откуда на оборотъ, е с.ш изв·ьстны v 11 t 11.ш v и s, то 

s 
S= vt И t=- . 

v 

(2) 

(3) 

Иы вид1в1ъ, что чис.10, предстаnдлющее ве1111ч1111у скоростп, по

лучаетсл отъ дt,;1енiл чпс.11а наименованiл длины на ч11сло наимено

ванiл времени. Въ резу.11:ьтатt по.1учаетсл ч11с.10 новаго наименованiл, 

отличнаго отъ д.1ины II времени. Единица этого новаго наименованiл 
не имtетъ спецiальнаго названiл. Но такъ какъ очевидно v = 1, 
когда s=ед1ш. ддины, 11 t=един. времени, то ддл обозначенiл еди

н11цы скорост11 .мы :можемъ усвоить такой способъ: 

ед. д.шны 
ед. скорости= . 

ед. вреl'!1ени 
(±) 

За единпцу д.1ины прпнш~аетсл обыкновенно ц е н т им е т р ъ, 

т. е. сотал часть }! е т р а, который въ свою очередь представллетъ 

разстолнiе между концами шатиновоit юшеtiки ( при теl'!шературt таю
щаго ·дьда), сдt.1Jанной въ 1795 г. франщ'зск1в1ъ l'!!еханнкомъ Борда 

(Borda) 11 хранлщеtiсл въ Париж·ь. Въ свое времл метръ додженъ 

( 1 ) бы.1Jъ представдлть одну деслтимид,1iонную \l(.1 7 часть четверти зем-

наго меридiана, согласно геодезическимъ изм·ьренiЛ!',tЪ Дедаl'!tбра (De
lamb1·e ). Познtiiшiл, бо.11.tе точныл геодез11ческiл пзмtренiл показали, 

что :метръ, сохранлемыii въ Париж·ь, нtскодько меньше прип11сывае

:моii ему вед11ч1шы; а именно, среднлл д.шна четверти земнаго мерпдiана 

предстаn;1летсн не въ 10 7 ~1етроnъ, а въ 

1()0()7 40() метровъ ''). 

*) E1·erett. Units and Physical Constants. § 70. 
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Такимъ образо:мъ, основанiемъ метрической систе111ы ~,tръ служитъ 

не размtръ земли, а длина линейки, сдtланноfi Борда. 

3а единицу времени принимается се к у н д а средняго времени, 
1 

т. е. 24 Х 60 Х 60 час.ть среднихъ С,J·токъ, причемъ подъ средним1r 

чтка11и подразуъ1tвается средняя годичная величина про~1ежутка вре

мени между двумя послtдовательны11ш прохожденiями солнца черезъ 

vеридiанъ. 

На основанiи вышеприведеннаго опредtленiя единицъ вре111ени 

t1 длины, и на основанiи ( 4 ), мы будемъ имtть: 

цент. 

единиц. с1,орости = секунд. (5) 

Слtдовательно, если v б1·детъ чпсленная величина СRорости, то под-

- . б цент. 
ное ел ооозна 11еюе удетъ v сев: .. 

Графически скорость представляется прямою линiею по величинt 

Рис. 8. 

п по направленiю. Направленiе прлмоit АВ (рис. 8) 
соnпа;,аетъ съ направленiе111ъ скорости, и д.11ина ел 

заключаетъ въ себ'.1, столько единпцъ длины, т. е. 

центпметровъ, сколько изображае~~ал ею скорость 
цент. 

содержитъ едпющъ скоростей, т. е. сев:. . Точка А, отъ котороit 

()Ткладывается данная с1юрость АВ, называется то ч к о ю п р ил о

ж е н i я дан но ii скор о ст и. Смыслъ такого граф11ческаго иред

ставленiя состоитъ въ томъ, что движущаяся точRа, 11сходл изъ А, 

имtетъ скорость АВ, т. е. двигаясь дальше въ направленi11 АВ, 

проitдетъ въ одну сеRунду длину путп АВ. При это~1ъ однаRО не 

nодразумtnается, что точка д t it ст вит ель но при своемъ движенiп 
проходитъ всю длину АВ: она ее проitдетъ, когда будетъ двигаться 

11авно11·tрно въ теченiп единицы времепп; но въ дttlствительности она 

:м:ожетъ двигаться только nъ продо.1женi11 ь:аноit нибудь ь:аь:ъ )'ГОДНО 

малой доли секз·пды; сь:орость же nъ теченiп этого краткаго сро1ш 

движенiя все таки выразится шшiею АВ, ноторая относится ь:ъ двп

женiю, и:м.tюще~1з· продо.~rжаться ц·tлз·ю сеН)"Нд)·. 

~Н 

. h·~ t_)TEKA \ 
«т ?.f,, '\f]I' 
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§ 3. Скорость перемtннаrо движенiя. 

Всякое движенiе, не удовлетворяющее условiю равномtрности, 

называется II ер ем t н н ы м ъ. НеIIрерывныlt рядъ равномtрныхъ 

движенiй, имtющихъ каждое свою отличную отъ другихъ скорость, 

представитъ намъ въ совокуIIности одинъ изъ в1щовъ IIеремtннаго 

движенiл, IIpИ которомъ скорость точки не остается одна и таже, 

но II ер ем t н л е т с л. Если мы представимъ себt каждый изъ про

межутковъ IIути, на которомъ точка движется равномtрно, съ особою 

длл каждаго IIромежутка скоростiю, безконечно малы11ъ, то получ.имъ 

общiй типъ IIеремtннаго движенiя, при которомъ скорость измtнлетса 

не прерывно, т. е. безконечно малыми скачками. Другими словами, 

мы можемъ себt представить непрерывно перемtнное движенiе, как'Ь 

составленное изъ послtдовате.11ьнаго рлда безчисленнаго множества 

равномtрныхъ движенiii:, обладающихъ каждое своею особою скоростiю. 

Къ тому же IIредставленiю перемtннаго движенiл мы можемъ 

прiiiти другимъ способомъ. Предположи111ъ, что точка движется по 

нtкоторой кривой отъ А къ В, и что ел движенiе не равномtрное. 

~ 
А{ \ 

Рис. 9. 

Если мы раздtли:мъ путь АВ (рис. 9) на 

произвольное число отр':Взковъ АЬ, Ьс, cd и 
т. д., проход11D1ыхъ, положимъ, въ равныл вре

мена, то длина этихъ отрtзковъ вообще бу

детъ различная. Точки А и Ь, Ь и с, с и d 
и т. д. IIОСлtдовательно соединимъ прямыми линiлми, длlшы кото

рыхъ будутъ вообще различны; затtмъ представимъ себt нtкоторую 

движущуюся точку, которая, пробtгал послtдовательно колtна лома

ной .1JJшiи Abcd ... , IIроходитъ по каждому изъ нихъ равномtрно въ 

теченiи того же са}rаго времени, въ которое точка, движущалсл по 

кривоlt, IIроходитъ дугу кривоlt, стянутую соотвtтственною прямою. 

Обt движущiлсл точки, на своихъ отличныхъ одинъ отъ другаго пу

тлхъ между А и В, будутъ очевидно приходить одновременно въ IIO
.iroжeнiл А, Ь, с, d... В, между которыми будутъ вообще двигаться 
то опережал одна другую, то другъ отъ друга отставал. Увеличивал 

число колtнъ ЛODiaнoii: линiи, :мы тtмъ увеличимъ и число точекъ, 

въ :«оторыхъ оба описанныл движенiя совпадутъ другъ съ другомъ. 

Пр~дставивъ себ·t чис.~rо проведенныхъ вышеописаннымъ спос,обомъ 

, колtнъ 1 ломаной линiп безконечно бо.1ьшимъ, ( т. е. больше всякой 
даННОЙ1!еЛИЧИНЫ ), а д,1ИНЫ KO.lltHъ-c.1tдoвaтe.1JI,JIO беЗКОПСЧНО ма.ilЫМИ 
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(т. е. меньше вслкоii данноii величины), мы заетавимъ данное пере

:мtнное криволинейное движенiе совпадать въ безконечно большомъ 

числt точекъ съ движенiемъ, составленнымъ изъ безчисленнаго :мно

жества равномtрныхъ прл:молинеiiныхъ движенiii. Но сказать, что два 

движенiл совпадаютъ другъ съ другомъ въ безчисленномъ :множествt 

промежутковъ по пространству и времени-знач:u:тъ утверждать, что 

оба движенiл совпадаютъ вполнt, и совершенно одинаковы. 

Итакъ, в с н к о е д в иже н i е в ъ е r о б е з к о н е ч но :малых ъ 

част н х ъ мы пред ст а в.л не :м ъ се б t, к а к ъ равно :м t р но е и 
прл:молинейное. 

Скорость перемtннаго движенiл есть слtдовательно скорость 

тtхъ равно:мtрныхъ движенiii, на которыл движенiе въ своихъ :ме

ментахъ распадаетсл. Длл различныхъ эле:ментовъ пути эта скорость 

будетъ различнал. Если точка, пройдл данный эле:ментъ своего пути, 

будетъ продолжать двигатьсл далtе, не измtнлл своей скорости ни 

по величинt, ни по направленiю, то длина пути, которую она прой

детъ при этихъ условiлхъ въ единицу вре!1ени, и будетъ ел с к о

р о с т i ю в ъ д а н н о :м ъ э .11 е м е н т t п у т и или в ъ д а н н о fi 
точкt пути. 

Пусть ds °') будетъ длина безконечно малаго элемента пути, 

проходи:маго точкою равномtрно; пусть dt будетъ безконечно малое 

времл, въ продолженiи котораго эта длина проходитсл. Это вре:мл 

должно быть безконечно :малы:мъ, tJCJIИ движенiе существуетъ, т. е. 

наблюдаетсл, ибо въ противномъ случаt, еслибъ оно было к он е ч

н о е (т. е. не безконечно малое), то мы и:мtли бы въ результатt, 

что точка должна проходить конечное пространство, состолщее изъ 

безконечнаго :множества частей ds, въ продолженiе безконечнаго же 

множества конечныхъ промежутковъ времени, т. е. въ продолженiи 

безконечнаго времени; другими словами, точка не пере:мtщалась бы за

:мtтно въ любой конечный промежуrокъ времени, или находилась бы 

въ покоt. Если ds и dt даны, то скорость точки въ данно:мъ эле

:ментt пути будетъ очевидно на основанiи (2): 

(6) 

"') Буква d, поетав.11енная передъ а.11гебраичеекииъ выраженiе:мъ какой .11ибо 

ве.1шчины, показываетъ, что эта величина безконеqно :ма.ш. 
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Хотл ds и dt, каждое отдtльно, безконечно малы, но 

ds 
ихъ dt можетъ имtть очевидно опред·t.ленную конечную 

§ 3 

отноше-

величи-

ну, и выразитъ конечное пространство, которое точка проitдетъ въ 

единицу времени, если, пройдл данныii эле~1ентъ ds, будетъ двигатьсл 
далtе, не измtнлл c.вoeii скорости нп по величинt, ни по направлепiю. 

Есл~1 направленiе скорости не измtнитсл, то оно будетъ пред

ставллть прлмую линiю, совпадающую съ элементомъ ds. Такал прл

маа: называетсл к а с ат ел ь ною въ данномъ элемент·t. къ траэкторiи 

движущеiiсл точкп. 

Изъ предыдущаго слtдуетъ графическiii способъ представленiл 

скорости въ какомъ нибудь мtстt С пути А.В криволинеiiнаго пе

рем·t.ннаго движенiл. Въ точкt С (рис. 1 О) мы проводи~1ъ, въ сто

рону движенiл, касательную къ кривой А.В, 

т. е. линiю совпадающую съ элементомъ 

А в CD кривоii, лежащиn1ъ около точки С (все 
Рис. 10. равно, непосредственно до нел, или послt 

нел, или по бокаn1ъ ел). На этоii прлмоtt, въ сторону движенiл, n1ы 

откладываемъ величину скорости v, CV, т. е. частное, получаемое 

отъ дtленiл длины про~1ежутка путп CD на вреn~л dt, въ которое 

этотъ путь проходитсл. Если движущалсл точка, минул элементъ 

GD, поiiдетъ далtе, не измtнлл своей скорости по величинt и на

правленiю, то въ единицу вре~1ени, т. е. въ секунду, она проitдетъ 
длину CV (или DV, пбо въ предtлt CV = DV, такъ какъ GD 
безконечно мало). 

Дифференцiальное исчисленiе учптъ насъ находить отношенiе 

б ds . 
двухъ езконечно малыхъ величинъ dt длл вслкаго даннаго движеюл. 

Чтобы составить себt понлтiе о томъ, какъ разыскиваетсл ско
рость при данномъ движенiи мы разберемъ нtсколько простыхъ 

случаевъ. 

1) Предположимъ, что по какоtl нибудь траэкторiи точка дви
жетсл такш1ъ образоn1ъ, что зависимость длины s, проходимаго ею 

пространства, отъ временп выражаетсл форn1улою 

s=at. 

Пусть требуетсл опред·Jшить скорость точки въ тоn1ъ мtст·t., въ ко
торое она прiiiдетъ по прошествiи времени t отъ начала движенiл. 
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Это 11tсто мы найдемъ, от,1оживши длину АМ = at (рис. 11) на 

данной траэкторiп отъ даннаrо пункта исхода А движущеiiсл точки. 

JII 

л 

l'ис. 11. 

Касательнал къ траэкторiи въ это.мъ r.1tcтt опре

дtлитъ направленiе скорости. Величина-же ел наfr

детсл, если мы узнае~1ъ безконечно 111а.1ое простран-

ство ММ', проходимое точкою въ· теченiп безко
нечно 111a.1aro промежутка вреr.1ени до илп послt мо, 

~1ента времени t. Выберемъ нtкоторыti моментъ вре

r.1ею1 t', елtдующiii за 111оменто:мъ t п безконечно къ 

не!1у близкifi, такъ что въ безконечно ~iaдыii проме

жутокъ времени t' - t точка пройдетъ безконечно мадую часть евоеrо 
пути ММ'. Тогда очевидно, такъ какъ 

AM=at, AM'=at', 

то 

ИМ'= АМ' -A.2Jf = ds = а (t' - t); 

а такъ какъ времл прохождепiл эде111ента ММ', которое r.1ы обоз

начаемъ черезъ clt, ееть t' - t, то по (6): 

cls J.1fM 1 а ( t' - t) 
v = dt = t' - t = t' - t = а· 

Иы видимъ, что скорость д.~л каждаrо r.юмента времени остаетсл 

одна и таже, равнал а. Движенiе по траэкторiп есть сдtдоватедьно 

равномtрное. Какой-бы r.1ы нп бра.ш проn1ежутокъ времени t' - t, без-

ММ' 
конечно малыti и.~и конечный, частное t1 _ t всегда останетсл одно 

и тоже. 

2) Пусть д.1:шна пути, проходю~аrо то•шою по ел траэкторiи отъ 

даннаrо мtста исхода, выражаетсл форму.~ою 

s=Ы2. 

Требуетсл наiiти екороеть длл момента времени t. Длина пути s', 
проходи:маго отъ точки исхода до ~1омента времени t', безконечно 

близкаrо къ t, будетъ 

s'=Ы12 • 

Длина пути, проходш1аrо въ безконечно ма.шii про!1ежутокъ времени 

t' - t, будетъ 

s' -- s = ds= Ь (t12 - t2
). 
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Слtдовательно скорость 

s'-s ds b(t'2 -t2) 
v = t' - t = dt = t' - t 

= ь ( t' ----;, ~(: + t) = ь ( t' + t). 
Но такъ какъ t' - t должно быть меньше вслкой данной величины, 

то въ предtлt можетъ быть положено 

t'-t=O, откуда t' = t , 
и слtдовате.льно 

v=2Ы, 

т. е. скорость возрастаетъ пропорцiонально времею1. Такое движенiе 

называетсл равно !1 t р но у скор е н п ы м ъ. При не!IЪ очевидно въ 

равные и произвольно выбранные промежутки вре!1ени скорость воз

растаетъ на равныл величины. 

3) Пусть движенiе выражаетсл формулою 

s=ct". 
Тогда, сохранлл обозначенiл предыдущихъ примtровъ, мы будемъ имtть: 

s'=ct'", s'-s=c(t'"-t"), 
s' -s t'"-t" 

v = t' - t = с t' - t 
= С ( tln-1 + tln-2t .+- t'n-Зt2 + .... t't"-2 + tn-1). 

Число всtхъ элементовъ су!1мы б)'детъ п. Полагал въ предtлt t' = t, 
получае~1ъ: 

V = С (tn-1+ tn-1 + . , . ) = nctn-1. 

Скорость возрастаетъ пропорцiонально 1i -1 степени времени. 

§ 4. Сложенiе скоростей. 

1'1ы видtли уже въ § 1, что движенiе точки въ пространствt 

намъ извtстно, когда дано ел движенiе по каки:мъ нибудь тремъ ли

нiлмъ, не параллельнымъ и не лежащимъ въ одной плоскости, ибо 

по положенiю извtстнымъ образомъ взлтыхъ проложенiй точки на 

упо!tлнутыхъ трехъ шшiлхъ мы можемъ длл вслкаго момента вре

мени найти ел положенiе въ пространствt. Вопросъ теперь состоитъ 

въ томъ, какъ по тремъ даннымъ скоростлмъ упо!шнутыхъ проло

женiй наiiти скорость движущейсл точки въ пространствt, или иначе, 
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какъ с л о ж ить т р и д а н н ы л с к о р о с т и, п р и н а д л е ж а щ i л 
о дн о ii 11 т о й ж е д в и ж у щ е й с. л то ч к t. 

Когда движущалсл точка проходитъ по своему криволинейному 

пути безконечно n~алую длину ds (прямолинейную), то ел проложе

нiл проходлтъ по ослмъ координатъ (вообще по какимъ угодно тремъ 

не параллельнымъ и не лежащиl\rъ въ одноit плоскости линiлмъ) без

конечно малыл длины dx, dy, dz. Слtдовательно dx, dy, dz будръ 
проложенiлми элемента пути ds на оси координатъ. Величина упомл

нутыхъ проложенiй останется таже, если мы будеn1ъ пролагать ds 
не на данныл оси координатъ, но на другiл какiл либо три прлмыл 

линiи иn1ъ параллельныл .. ). Поэто:му, проводя черезъ начало элемента 

ds (рис. 12) три линiи, параллельныл даннымъ ослn1ъ координатъ, 11 

пролагал на нихъ ds, мы замtтимъ, что ds представится наn1ъ дiа-

Рпс. 12. 

гональю параллелепипеда, ребра котораго бу

д1·тъ dx, dy, dz. Если nrы каждое изъ ре

беръ упомлнраго пара.1лелепипеда увеличимъ 

пли 1·меньшимъ nъ одинаковое число разъ, 

то дiагональ новаго параллелепипеда, по

строеннаго на измtненныхъ ребрахъ, бу-

детъ очевидно увеличена или уn,еньшена во 

столько же разъ, какъ ребра, и не измt

нитъ своего положенiл. 

Если слtдовательно мы увеличив1ъ рее 

бра dx, dy, dz нашего параллелепипеда въ 
1 
dt разъ, то получимъ новый параллелешшедъ съ ребрамп 

Oy _dy 
- dt' 

") Проложен;е или проэкцiю одной линiи, кривой или прямой, на другую мы 
ваходимъ, проводя nзъ каждой точки пролагаемой или проэк1·пруемой линiи nрлмыя, 

парал.~е.:~ьныл данной плоскости, такъ, чтобы oн'II перес'lшали ту линiю, на которую 

мы пролаrаемъ, или, что все равно, проводя черезъ точки пролагаемой линiи пло

скости, nаралле.11ьныл данной. Об'!! линiи, пролагаемая и та, на которую мы прола

гаемъ, liООбще могутъ лежать лъ разныхъ плоскостяхъ. Ища проложенiя на оси 

координатъ, мы проводпмъ черезъ точки нролаrаемой .rинiи плоскости, параллель

ны:r плоскости двухъ какихъ нибудь изъ трехъ осе11, чтобы получить npo.Ioжeнie 

на третью ось. Проложенiе какой нибудь линiи на данную плоскость мы находимъ 

проводя черезъ каждую точку линiи прнмыя параллельныя данной прямой. Ища 
проложенiе на какую нибудь изъ плоскостей координатъ мы проводимъ черезъ 

точки пролагаемой линiп прлмыл, параллельныя третьей оси, не лежащей въ этой: 

плоскости. 
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· ds 
дiагона.Jiь котораго будетъ OD = dt, и совпадетъ по направленiю съ ds. 

Если подъ dt мы будемъ подразумtвать времл, въ которое движу

щалсл точка проходитъ элемевтъ ds своего пути, а ел проложенiл 

на оси коордиватъ проходлтъ д.1J.Ины dx, dy, dz по этимъ пocJitд-
. dx' dy dz 

нимъ, то отношенш dt , dt , dt выразлтъ скорости проложенiii по 

ds 
соотвtтствующимъ ослмъ координатъ, 11 dt - скорость по траэкто-

рiп. Такимъ обра:mмъ J\IЫ ющимъ, что е с ли дан ы с к о р о ст и точки 

(т. е. ел продоженiii) по тремъ ослмъ координатъ, то ско

р о с т ь п о т р а э к т о р i и н а х о д и т с л, к а к ъ д i а г о н о л ь п а
р алле лепи пед а, по строен наг о на данных ъ скор о ст л х ъ. 

. dx dy dz 
Т. е. скорости npo.Jioжeн1ii dt' dt' dt суть въ тоже вpe-

ds 
м л п р о л о ж е н i л с к о р о с т и dt . 

Въ случаt прл~1оугольныхъ осей координатъ квадратъ дiагонали 

будетъ равенъ сув1мt 1шадратовъ трехъ реберъ, 11 мы будемъ имtть: 

( ds)2= (dx\2+ (dy)2 (dz)2 
dt dt) dt + dt (7) 

Вышеупов1лнутыл три скорости называютсл с.Jiагающими 

скор о ст л ми; четвертал скорость, по _нимъ находимал, называется 

р е зу JI ь тир у ю щ е ю с к о р о ст i ю. Ec.Jiи движенiе точки опредt

.11летсл то.Jiько двумл скоростнми, то скорость точки по траэкторiи 

лежитъ въ плоскости двухъ данныхъ скоростеii. Это будетъ им·tть 

J11tcтo очевидно въ томъ случа·t, когда скорость относительно одной 

изъ трехъ осей координатъ равна нулю. Въ такоJ11ъ случаt построе

нiе параллелепипеда обращаетсл въ построенiе параллелограмма на 

двухъ данныхъ скоростлхъ, какъ на сторонахъ; результирующая 

скорость будетъ дiагона.11ью этого параш~елограм'Ма. 

Изъ рисунка (13) мы видимъ, что ec.irи три ребра пара.1шелепипе

да намъ даны, то нtтъ надобности строить всt остальные де

влть реберъ паралле.Jiешшеда, д.11л по.1J.ученiл величины и направле

нiл его дiагонали. Длл упо.млнутой цtли достаточно изъ конца. одно

го изъ трехъ реберъ, напр. АВ, провести линiю парадледьную и 

равную одному изъ двухъ остальныхъ реберъ (напр. ВО), и изъ 

конца этой послtднеii-,:шнiю пара.1.11ельную и равную третьему ребру 
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(напр. OD); соединял конецъ этой послtдней .11инi11 съ точкою пе

ресtченiл А трехъ данныхъ реберъ ( въ с.11учаt скоростей, это будетъ 
ихъ точка приложенiл) мы по,1уч1п1ъ искомую дiагона.11ь AD. 

Изъ того-же рисунка мы видш1ъ, что находить результ11рующую 

скорость мы можемъ, ск.11адывал сперва двt изъ трехъ данныхъ ско

ростей (т. е. ища сперва ихъ резу.11ьтирующую въ томъ предпо.110-

женiи, что третьл скорость есть нуль), и зат lн1ъ ск-1адывал найден

ную результирующую съ третьей скоростiю. Rаждал изъ трехъ ско

ростей АВ, ВС, OD -(рис. 13), составлн:ющихъ резу.11ьтирующую 

' ' 1 

: 
' G\ 

' 
___ i~-, 

А 

Рис. 13. 

скорость AD, можетъ въ свою очередь 

быть дана не прямо, но съ помощiю ел 

состав.11лющихъ по какимъ нибудь напра

nленiл~1ъ. Въ такомъ случа'I, очевидно каж-

дал 11зъ вышеiпомлнутыхъ трехъ cкopo

f'Тeii должна быть найдена, какъ результи-

l1)'Ющал своихъ с.11агающихъ, по вышеиз

.1оженному способу построенiл трехъ ре-

беръ параддедепипеда ( 11ш1 двухъ сторонъ 

параJдедограмма). Слtдовательно скорость 

АВ можетъ быть представдена на рис ункt, 

1.акъ зак.1юч11те.11ьнал сторона мноrоуrо.1ьнш;а, стороны котораго ( во
обще очевидно не .11ежащiл въ одноti плоскостп) AG, GH, НВ про
ведены пара.'1,1е.чьно данню1ъ слагающиl\IЪ скорости АВ; точно также 

ВО будетъ закдючите.11ьною стороною по;~обныn1ъ-же образомъ по

строеннаго многоуrо,1ью1ка ВКО, п т. д. Разсматривал по.11ученный 

такш1ъ образо)IЪ nшогоуrодьнпкъ AGHBKCEJi'D, n1ы приход1н1ъ къ 

СJГtдующему заключенiю: если сдагающiл скорости даны не непосред

ственно, а съ ПО)1ощiю своихъ слагающихъ, а эти пос.Itднiл оплть 

съ помощiю своихъ, 11 т. д. до Бакого угодно чисJ1а скоростей, то д.т~л 

построенiл общеfi резу.11ьтирующей на~1ъ нtтъ надобпостп произво;~ить 

послtдовате.11ы10 с.11оженiл сперва нtсколькихъ скоростей по двt или 

по три, пото~1ъ почченныл скорости опять складывать по двt или 

по три, пока не прiiiдемъ къ послtднимъ тремъ с.11аrающю11ъ АВ, 

ВО II OD; напропшъ, мы ~1ожемъ непосредственно строить ломаную 
лпнiю, колtна которой равны и пара.11лельны всtn1ъ данньп1ъ скоро

стю1ъ; прл!1ал, за~шкающал такого рода .11оманую линiю, обращал ее 

въ за~шнутый ~шогоуrо.т~ьникъ, и будетъ общею результирующею вс·tхъ 

данныхъ с.11аrающихъ скоростей. Направденiл слаrающпхъ скоростей 
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но периметру упомлнутаго многоугольника будутъ идти всt въ одну 

сторону, а направленiе результ11рующей-въ обратную. 

Величина и направленiе результирующей не измtнлтсл, если мы 

измtнимъ порлдокъ послtд-ОВанiл другъ за другомъ колtнъ ломаноit 

линiи, параллельныхъ даннымъ слагающимъ скоростлмъ, т. е. если 

мы измtнимъ порлдокъ сложенiл. Длл этого достаточно показать, что 

:м:ы можемъ переставить какъ угодно одну послt другой каждыл двt 

или три скорости. Изъ рисунка сложенiл трехъ или двухъ ско

ростей лсно непосредственно слtдуетъ, что мы прiйдемъ къ одноfi и 

той-же результирующей, въ какомъ-бы порлдкt ни проводили колtна 

ломаной линiи, параллельныл данныъ1ъ скоростлмъ. Та~шмъ образомъ, 

имtл скорости а, Ь, с, d, е, nредставленныл въ видt многоугольни

ка, мы :м:ожемъ перемtю1ть мtста сторонъ, положимъ, с и d, и бу

демъ имtть многоугольникъ а, Ь, d, с, е; изъ1tшrл затtмъ мtста 

Ь и d, будемъ имtть а, d, Ь, с, е, и т. д. очевидно ъ1ожемъ любую 

изъ данныхъ еторонъ пос.тавить на мtсто любой 11зъ остальныхъ, 

сохранлл при это!IЪ конечно ихъ параллельность даннымъ слагаю

щимъ скоростлмъ, приложенньа1ъ къ одной точк·t. 

Итакъ, рез ул ь тир у ю щ ал скор о ст ь может ъ быть 

n р е д с т а в л е н а, к а к ъ з а к л ю ч и т е л ь н а л с т о р о н а м н о г о

у голь ни к а, ст о р он ы к от о р а го равны и пар аллель н ы 

да н н ы м ъ слагаю щи ъ1 ъ с к о р о ст л м ъ и по стр о е н ы в ъ к а

к о м ъ у г о д н о п о р л д к t п о с л t д о в а н i л д р у г ъ з а д р у г о м ъ. 

Величина результирующей скорости не измtнлетсл 

от ъ из ъ1 t н е н i л по р л дк а с л о же н i л, какъ алгебрическал су~1ма 
не измtнлетсл отъ измtненiл порлд~ш елагаемыхъ. 

Описанныii способъ сложенiл скоростей, какъ количествъ, имt

ющихъ величину и направленiе, называетсл г е о~• е три ч е с к им ъ 

сложенiеъ1ъ; количество, получаеъ1ое въ результатt геометрическаго 

сложенiл Iiазываетсл г е омет р и чес к о ю с ум ъ1 о ю. 

Изъ предыдущаго слtдуетъ очевидно, что елагал данныл екоро

сти, мы рtшаемъ вопросъ, съ какою скороетiю должна двигатьсл 

равномtрно точка, чтобы въ единицу времени прiiiти въ тоже поло

женiе, въ которое она пришла-бы, обладан поелtдовательно каждою 

изъ данныхъ елагаеъ1ыхъ екороетеii въ теченiи единицы времени. 

Умtл складывать скороети мы можеъ1ъ очевидно также наобо

ротъ разл а г ать данн)'Ю скорость на какое угодно число скоростей, 
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направ.'Iенiя которыхъ даны. Въ такомъ случаt величина скоростей 

можетъ быть выбрана произвольно кромt двухъ послtдняхъ. 

Ес.п1 дана результирующая и всt слагающiя безъ одной, то 

недостающая слагающая опредtлитея очевидно, какъ заключительная 

сторона многоугольника, построеннаго на результирующей и данныхъ 

слагающихъ. Направленiе искомой слагающей должно быть взято 

вдоль по периметру многоугольника въ одну еторону съ остальными 

слагающиJ11и. 

А 

Съ измtненiемъ направленiя по пролагаемой линiи (напр. АВ 

А' 

или ВА, рие. 14) измtняется очевидно и на

правленiе по ел проложенiю, косоугольному или 

прямоугольному. Слtдовательно, если направленiе 

скорости мtняется въ прямо противоположное, 

то такпмъ же образомъ мtняются направленiя 

Рис. 14. ел слагающпхъ. 

ПроложиJ11ъ стороны АВ, ВС, .... DE, ЕА какого нибудь 

~'\[ 

Рис. 15. 

замкнутаго многоугольника на какую 

нибудь линiю MN косоугольно или 

пряJ\юугольно, и будеJ\1ъ считать на

правленiе сторонъ въ одну сторону 

по перш1етру ]\!НОrоугольника; положи

тельное направленiе проложенiй будемъ 

считать также въ одну какую нибудь 

еторону по MN. Тогда очевидно, какъ 
это легко видtть изъ рисунка (15 ): 

а л r е б р а и ч е с к а я с у J\I м а п р о л о ж е н i й з а J\! к н у т а г о м н о г о

у голь 1111 к а (дежащаго въ одной плоскости или въ 

нtсколь:r.ихъ) на :r.акую нибудь прямую будетъ равна 

нулю "). Такъ какъ съ другой стороны очевидно, что геометр и
ч е с к а я с у J\I J\! а сторонъ многоугольника, считаемыхъ по периметру 
въ одну сторону, будетъ тоже ну ль, то предъидущее заключенiе можно 

выразить такиJ11ъ образомъ: е с л и г е о ъ1 е три ч е с :r. а я с ум м а пр я

м ы х ъ р а в н а н у л ю , т о а л г е б р а и ч е с к а я с у м м а и х ъ п р о

л о жен i й на другую ка:r.ую нибудь линiю тоже есть 

нуль. 

Называя положительныя или отрицательныя величины упомяну

тыхъ проложенiй черезъ а, Ь, с и т. д., мы будемъ имtть для слу-

"') т. е. аЬ + Ьс + cd - cle - еа = О. 
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чал когда вс:t кодtна направлены по периметру въ одну сторону: 

а+Ъ+с+d+ ... +k=O, 
ь+с+сl+ ... +k=-a, 

т. е. одно изъ проложенiй, взлтое съ противнымъ знако:мъ, равно 

суммt всtхъ остальныхъ. Слtдовательно пр о ложен i е одно ii 
стороны многоугольника на какую нибудь линiю 

равно cynв1t проложенiii на туже .ТJинiю остальныхъ 

с т о р о н ъ , с ч и т а е м ы х ъ п о п е р и м е т р у в ъ о б р а т н у ю с, т о

р он у с ъ пер в ой. Но такъ какъ въ тако:мъ случаt очевидно пер

вал сторона равна геометрической сум:мt всtхъ остадьныхъ, то :мы 

можем:ъ вывести слtдующее общее заключенiе: 

Сумма нроложенiй данныхъ прлn1ыхъ на какую 

н и б у д ь д р у r у ю п р л :м у ю р а в н а п р о л о ж е н i ю и х ъ r е о
мет :р п ческой суммы. 

Прилагал это заключенiе къ скоростю1ъ, :мы получаемъ, что 

Продоженiе результирующей скорости на какую 

н и б у д ь п р л :м у ю р а в н о с )' 11 м t п р о .ТJ о ж е н i й е л с .11 а r а ю
щ их ъ. 

Въ >Jастномъ случаt, когда прл!ШЛ, на которую нродаrаютсл 

скорости, совпадаетъ съ результирующею, мы ш1tемъ, что рез ул ь

т и р у ю щ а л р а в н а с у м м t п р о л о ж е н i й н а п е е с л а r а ю
щ их ъ. Такъ какъ при этомъ величина результирующей при данныхъ 

слагающихъ всегда очевидно одна и таже, то заключае~1ъ, что, ка

ки:мъ-бы образомъ :мы ни пролага.ш с.11аrающiл на ихъ результирую

щую ( т. е. косоугоаьно, п.11и прл~1оугольно ), а.11гебраическа11 · сумма 
проложенiй будетъ всегда одна и таже-равнан результирующей. 

Операцiл упомлнутаго прежде геоn1етричес~аго сложенiл представ

.тшетъ собою ничто иное, какъ разысканiе, съ помощiю гео!1етриче

скаго построенiл, пролагаемой .тшнiи по даннымъ ел проложенiнмъ. 

Складыватьсл I'еометрически n1огутъ с.11tдовательно всt однородныл 

между собою величины, которыл по величинt и направленiю могутъ 

быть представллехы прлмыми · линiлми, 11 изъ которыхъ каждая мо

жетъ быть дана своими проложенiлnш на какiл .11ибо направленiн. 

Алгебраическое сложенiе есть частный сдучай гео:метрическаго сло

женiл ве.шчинъ, направленныхъ въ ту или другую сторону по одной 

и тoii же прлмой: Д.тш обозначенiл геометрическаrо сложенiн мы бу
демъ употреб11лть знакъ +. Сдtдовательно ес.тш ве.11ичина S есть 
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геометричеекал еумма величинъ А., В, С и т. д., то мы будемъ 

обозначать 

S=А+в+с+ .. . , (7)' 

выражал тt~1ъ, что линiл S ееть закдюч11тельнал сторона ло~~аной 

линiн, еоетолщеii изъ А., В, С .. . , направленныхъ въ одну еторону 
по периметру въ обратномъ емыел't отноеительно S. 

На оборотъ, еел11 дана гео111етричеекал еуш~а величипъ и одно 

н:зъ елагаемыхъ, то геометрпчеекал еум111а оетальныхъ елагае11шхъ 

опредtлител, какъ г е о 111 е т р II ч ее к ал разное т ь двухъ первыхъ 

названныхъ величинъ. Геометричеекое вычптанiе мы будемъ обозна

чать знако~,ъ ,.._, , и на оенованi11 его опредt.11енiл буде111ъ ш1tть 

изъ (7) 1
: 

в+ с+п+ .. -=S,-.,A. l 7)'' 

§ 5. Относительная скорость. 

Вслкое движенiе есть относ11тельное, пбо положенiл движущихся: 

точекъ, DIЫ ~1оже~1ъ только опредtллть от но е п тел ь но чего нибудь, 

но не а б е о лют но. Опредtллл подоженiе и двпженiе точки отно

с11те.1ьно даннаго тtла пли данноtl поверхноетп, 11ш нпчего не 111ожемъ 

с.казать о положенiп еы~аго этого тt.11а 11.ш ca~юit поверхности, пока 

у насъ н·tтъ еще дР)'гаго тtла, отноеительно котораго ~IЫ опредtлили 

бы положенiе перваго. 

Вопроеъ объ относптельно~rъ двпженiи вообще еводптсл къ p't· 
шенiю задачи-по данному движенiю относительно однtхъ oeeii коор· 
динатъ 11 110 данно111у движенiю эт11хъ oceit въ пространствt, т. е. 

относительно новыхъ oeeii, найти движенiе точни относптельно этихъ 

послtдппхъ, илп обратно-наiiтп движепiе точни относительно первыхъ 

осей, когда дано, по прежне111у, двнжепiе пе рвыхъ oeeii п движенiе 

точкп отноеительно поелtднихъ. 

T·t оси, о дв11женiи ноторыхъ въ эт11хъ вопроеахъ не упо111и· 

наетсл, называютел уел о в н о неподвижньп1и, а движенiе по нимъ

а б е о .il ют н ы ~1 ъ, но тоже уеловно; движенiе по подвижньп,ъ оелJ1ъ 

называетел от но е и те .11 ь н ы м ъ по пренмущеетву. Такимъ же обра· 

зомъ различаютсл екороети по оел111ъ коордпнатъ, движенiе ноторыхъ 
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не дано, и скорости по ослмъ, которыл движутсл относительно пер

выхъ. Пер выл скорости въ такомъ случаt называютсл абсолют

н ы ми, вторыл-о т но с и тельным и. Такъ какъ понлтiе о ско

рости заключаетъ въ себt представленiе о прл.r.1олинеiiно.r.1ъ движенiи, 

то вопросъ объ относительныхъ скоростлхъ будетъ частнымъ случаемъ 

общаго вопроса объ относительномъ движенiи. 

Пусть А.В (рис. 16) представллетъ скорость, приложенную въ 

Рис. 16. 

концt времени t къ точкt А и совпадающую 

съ направленiемъ движенiл. Движущалсл точка 

остаетсл на этоii линiи по кpaiiнeii мtpt въ те

ченiи безконечно :малаго элемента времени dt. 
Предположимъ далtе что линiл АВ не остаетсл 

неподвижною въ плоскости рисунка, но движетсл 

по нeii, имtл въ тотъ же данныit моментъ вре111ени д.~rл всtхъ своихъ 

точекъ скорость АС. Это значитъ, что всt точки линiи А.В, вмtстt 

съ движущеюсл по нeii точкою, перемtщаютсл параллельно АС, съ 

данною скоростiю, по крайней мtpt въ теченiи элемента времени dt, 
слtдующаго за моментомъ t ( т. е. наступающаго по истеченiи вре

мени t). Если скорости точки и линiи неизмtнлтсл въ теченiи еди

ницы времени, слtдующеii за t, то въ эту единицу времени точка 

проiiдетъ по линiи длину А.В; а сама линiл всtми своими точками 

проitдетъ длину АС и заit:метъ положенiе ()D. Требуетсл наitти ско

рость движенiл по неподвижной плоскости рисунка, которое въ дан

номъ случаt должно быть принлто за абсолютное. Въ теченiи еди

ницы времени точка пере:мtститсл по плоскости очевидно изъ А въ D. 
Легко показать, что движенiе ел :между А и D будетъ прлмолинеiiное 
и равномtрное. Дtiiствительно, предположимъ что линiл А.В, двигалсь 

равномtрно по АС, проiiдетъ какую нибудь п-ную часть своего 

пути, А.К, которую она проiiдетъ очевидно въ п-ную часть секунды; 

но такъ какъ точка движетсл вдоль по caмoit линiи А.В тоже равно

:мtрно, то въ п-ную часть секунды она проiiдетъ по движущеiiсл 

линiи длину KL, которал составитъ тоже п-ную часть отъ А.В или 
равноii eii CD. Слtдовательно 

АК KL 1 
Ас=пс =п 

а это отношенiе тогда возможно, когда три точки А, L и D лежатъ 
на одной прлмоii. Такъ какъ п :можетъ быть какою угодно величи-
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ною, то зак.11ючаы1ъ, что длл вслкаго момента вре}1ени, въ теченiи 

секунды, точка будетъ на прямой AD. Кромt того, такъ какъ 

AL 1 
DA-n' 

то :мы закдючае}1ъ, что д.11ины, проход101ыл точкою по ирю1ой AD, бу-

. (1 ) . дутъ пропорц1ональны времени - до.пr секунды , т. е. что движеше 
п 

буде.тъ равномtрное. Итакъ, AD, иредстав.1лл длину, проходимую 

точкою равномtрно въ единицу времени по плоскости рисунка, бу

детъ искомая абсолютная скорость, и n ред ст а вит с л г е омет р и

ч е с к о ю суммою двухъ данныхъ скоростей. 

Если шrоскость рисунка не остаетсл неподвижною, но nеремt

щаетсл съ нtкоторою скоростiю АЕ (рис. 17), не .11ежащею вообще 

в 
ь въ плоекости ВАС, то .11инiл AD будетъ 

! 
,/ двигатьсл с~ тою же скоростiю, и длл на-

:" хожденiл абсо.1ютной скорости точки мы 

~~· н до.11жны с.~:1ож11ть скорости AD II АЕ. И такъ 
л\\ --__ -' __ ~ __ -__ с;; далtе д.11л какого угодно числа скоростей. 

\ _,,-
\ ........ --
\t_,.------
Е 

Рис. 17. 

Таю1мъ образомъ мы видимъ , что 

в оп р о с ъ о на х о ж де н i и а б с о лют

н о fI скорости по даннымъ отно

сительнымъ приводитсл вообще 

къ сложенiю этпхъ послtдн11хъ. 

Слtдовательно нtсколько скоростей, приложенныхъ къ одной 

точкt, мы можемъ себt представллть, кромt способа предъидущаго 

параграфа, еще какъ рлдъ относитедьныхъ скоростей, опредtллющихъ 

собою нtкоторую абсолютную скорость. 

Вопросъ о нахожденiи относптельной скорости по данной абсо

лютной II другимъ относ11тельны~1ъ очевидно сводитсл къ геометр и

ч е с к ом у вычитан i ю, т. е. къ нахожденiю слагающей скорости 

по данной геометрической суммt скоростей и по остальнымъ сла

гающимъ. 

Очевидно, что если данныл слагаемыл скорости направлены всъ 

по одной и той же прлмоi1, въ ту или другую сторону, то многоуголь

никъ скоростей обращаетсл въ прлщ'ю, и резу.11ьтирующал скорость 

будетъ а.пебраическою ср1мою с.1агающихъ, причемъ скорости, 
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направленныл по прлмой въ разныл стороны отъ ихъ точки прило

женiл, до.т1жны имtть разные знаки. 

Если мы ю1tемъ точку .А, движущуюсл по прл11ой линiи (рис. 18), 
то мы только тогда :можемъ различать это движенiе, когда на той же 

прлмой линiи наl\lЪ дана еще точка В, из;11tненiе разстолнiл отъ 

которой движущейсл точки мы 1\tожемъ изм·tрлть. Если сама точка В 

с !J 

Рис. 18. 

движетел по той: же линiи относительно ·третьей 

точки С, то по предъидущему очевидно, скорость .А 

относительно lJ будетъ равна разност11 скоростей 
В II .А относительно третьей точки С. Если обt точки .А и В 

имtютъ скорости по различны:мъ прлмымъ, то относительнал ско

рость ихъ проложенiй по ОСЛ!\IЪ координатъ б)·детъ равна разности 

скоростей этихъ проложенiй. Складывал эти разности, 1\IЫ получи:мъ 

относительную екорость двухъ точекъ, которал очевидно будетъ 

геометрическою разностiю ихъ скоростей:. Итакъ, относ и тел ь на л 

с к о р о с т ь д в у х ъ т о ч е к ъ р а в н а г е о n1 е т р и ч е с к о й р а з

н о ст и пхъ абсолютныхъ скоростеii:. 

НапрШ11tръ, щ·сть (рис. 19) .А V 1 будетъ скорость одной точки, 

п ВV2-другой. Чтобы наi!ти скорость В 
относительно .А мы должны изъ нослtд

неit вычесть гео~!етрическп первую. Длл 

этого переносимъ обt скорости въ одну 
1 : /,,--- .в-----~~ точку, пол_ожиn1ъ .А, и проводимъ заклю-
i,/ чительную сторону V 1 V2 , которал и 

Рпс. 19. Н 
представитъ искомую скорость. аправ-

ленiе ел по периметру :многоугольника должно совпадать съ вычитае

мою скоростiю, т. е. идти отъ V2 къ V 1 • Очевидно что скорость .А 

относительно В будетъ таже, но направлена отъ V1 :къ V2 • Въ пер

вомъ случаt дiагоналыо параллелоrраш~а скоростей будетъ .А V 1 , во 

второмъ .А V2 • Относительнал скорость двухъ точекъ будетъ ну.1ь, 

т. е. точ:кп будутъ въ покоt относительно друrъ др~та, :когда ско

рости ихъ равны, параллельны и направлены въ одну сторону. 

Вышеприведенное опредtленiе относительно!i скорости двухъ то

чекъ 1\IЫ д·tлали въ томъ предположенiи, что даны ихъ абеолютныл 

скорости, т. е. извtстно пхъ движенiе относительно данных ъ въ 

нространствt плоскостей ( координатъ) или линiй. Но если мы вооб

рази:мъ себt только одну точку въ пространствt, безъ вслкаrо отно

шенiл r,ъ какиl\IЪ либо другпмъ даннымъ rеометричееюп1ъ мtстаl\1ъ, 
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то Jtы не будемъ въ состолнiи приписать этой точк·t. какое либо дви

женiе: длл нашего по н л т i л, состолнiл покол и движенiл такоii точ

ки будутъ безразличны. Тоже самое мы должны заключить и о ка

комъ угодно числt точекъ, неизм·t.ннымъ образомъ свлзанныхъ другъ 

съ другомъ, т. е. о неизм·tнлющихсл линiлхъ, поверхцостлхъ и тt

.1ахъ. Если мы имtеn1ъ только двt точки въ пространствt, то мы 

:можемъ II он л т ь ихъ дв11женiе только по стольку, по скольку из

}1tннетсл ихъ вза,ншое разстолнiе. Объ измtненiи положенiл caмoii 

линiи, соединлющей обt данныл точки, мы не можеъ1ъ судить, ибо не 

будемъ имtть возможност11 от м t т и т ь какъ нибудь это измtненiе. 

Такимъ образомъ, если одна точка двигалась-бы около другой по по

верхности сферы, въ центрt которой была-бы эта другал точка, то 

въ нашеlllЪ представленiи обt точки должны-бы бы.ли оставатьсл въ 

покоt, ибо пхъ разстолнiе не измtнллось-бы. Въ уномлнутомъ дви

женiи мы могли-бы то.1ько тогда отдать себt отчетъ, когда кpoll1t двухъ 

разс:матриваемыхъ то•rекъ имtли-бы въ пространствt еще какiл либо 

намt•rенныл геометрнческiл мtста, относительно которыхъ мы !1огли-бы 

замtтить изм·tненiе положенiл линiи, соединлющей обt точки. 

Если даны въ пространствt точка п прлl11ал, то измtненiе ихъ 

относительнаго положенiл будетъ состонть только въ измtненiи раз

стоннiл точкн отъ линiи, т. е. длины перпенд,шуллра, опущеннаго 

изъ точки на линiю. динiл въ этомъ случа·t. предполагаетсл неопре

дtленноii длины, ибо если-бы была дана ел длина, т. е. ел концы, 

то мы имtли-бы случай прлмой и двухъ отn1tченныхъ на ней точекъ. 

Сл·t.довательно то•rка, движущалсл по круглой цютиндрическоii поверх

ности, находитсл въ. покоt относительно оси этой поверхности, 

На основанiи подобныхъ-же соображенili мы заключаемъ, что 

точка, движущалсл какъ угодно въ плоскости, паралле.1rьноii другой дан

ной плоскостr1, остаетсл относительно этой послtдпей въ покоt. Если 

точка движетсл по линiи, параллельной двумъ плоскостлll1Ъ, то она 

остаетсл въ покоt относительно этихъ плоскостеfi. На оборотъ, точ

ка, остающалсл въ покоt относите.1rьно другой точки, лпнiн, двухъ 

линiй, плоскости, двухъ пдоскостей, можетъ въ тоже времл двигатьел 

относительно другихъ точекъ, линiй, плоскостей. 

Но разстолнiлми точки отъ трехъ плоскостей или трехъ ли

нiй вполнt опредtллетсл ел положенiе въ пространствt; слtдовательно, 

ес.Iи точка остаетсл въ покоt относите.1ьно трехъ неподвижныхъ 

линiй, не пара.1деды1ыхъ и нс лежащихъ въ одноli пдоскостп, 11д11 трехъ 
3 
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неподвижныхъ плоскостей,1 то она будетъ въ покоt относительно всл

кихъ друrихъ неподвижныхъ точекъ, линiй или плоскостей. Дtйстви

тельно, если-бы точка обладала какою скоростiю, оставаясь непод

вижною относительно неподвижныхъ осей координатъ, то эта ско

рость должна-бы была оставатьел параллельною тремъ разнымъ пло
скостлмъ, чего быть не можетъ. 

Если скорость точки длл извtстнаrо момента времени дана, то 

ел скорость относительно какой нибудь линiи или плоскоети опре

дtлитсл, если мы данную скорость точки разложимъ на двt слаrаю

щихъ, изъ которыхъ одна будетъ перпендикулярна къ данной линiи 

или плоскости, а другал параллельна; первал изъ слагающихъ будетъ 

искомал относительная скорость; вторал будетъ скоростiю точки по 

данной линiи или .данной плоскости. 

И такъ, ортогональное (прямоугольное) проложенiе скорости 

точки на какую нибудь линiю или плоскость представитъ скорость 

той-же точки по этой линiи или плоскости. Ортогонально!\ про

ложенiе скорости точки на перпендикуллръ къ данной линiи или 

плоскости выразитъ скорость о т н о с и тел ь но этой линiи или 

плоскости. 

§ 6. Равномtрно ускоренное прямолинейное движенiе. 

Равномtрно ускоренньп1ъ называется такое перемtнное движе

нiе, при которомъ скорости въ равные и произвольно выбранные 

проl\tежутки времени возрастаютъ на равныл величины, т. е. вообще 

возрастаютъ пропорцiонально врм1ени. Если скорости убываютъ по 

тому-же закону, то движенiе называется равном t р но у к о с ни

т е ЛЬНЫ М Ъ. 

Пр и р а щ е н i е с к о р о с т и ( положительное или отрицательное) 
въ единицу вреl\1ени при равномtрноускоренномъ прл-· 

м о л иней н о 1\1 ъ д в иже н i и называется у с к о ре н i ем ъ. 
Обозначимъ черезъ v0 скорость точки въ началt нtкотораго про

межутка времени t, черезъ v - скорость въ концt этого проJ11ежутка; 

тогда приращенiе скорости въ теченi11 времени t будетъ v - v0 • Если 

движенiе равномtрно ускоренное, то приращенiе скорости въ тече-

v - v 
нiи единицы вреl\1ени будетъ --t -0

• Обозначал поэтому черезъ g ве· 
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личину ускоренiл, мы будемъ имtть: 

V-1) 

g=-г2, (8) 

откуда 

V = V0 + gt. 

У скоренiе, какъ количество, получае,юе отъ дtленiл другъ на 

друга двухъ величинъ разныхъ наименованiй ( скорости на времл ), бу
детъ имtть наименованiе, отличное отъ дtлимаго и дtлителл. Еди

ница 1-скоренiл на основанiи (8) и (5) опредtлитсл слtдующимъ 

образомъ: 

ед. скор. цент. 
ед. ускор. = = --

2 
• 

сек. сек. 
(9) 

Слtдовательно, если g б удетъ чис леннал вечичина ускоренiл, то пол-

. цент. 

ное ел обозначеюе б)·детъ g cei;. 2 , въ тов~ъ сшrслt, что, при дан-

номъ равномtрно ускоренномъ движенiи, въ концt каждой секунды 

движущансл точка прiобрtтетъ такую скорость, съ которою, двигаясь 

далtе равно111tрно, прошла-бы въ каждую послtдующую секунду длину 

пути на g центиметровъ большую, нежели въ томъ случаt, еслибъ 

она стала двигатьсн равном·tрно съ конца предыдущей секунды вре-

111ени. Графически ускоренiе 1110жетъ быть представлено прлмою ли

нiею, направленiе :которой, считал отъ точки приложенiл, совпадаетъ 

съ направленiемъ наростающей скорости, а длина заключаетъ въ себt 

столько единицъ длины, сколько данное ускоренiе-едиющъ уско

ренiл. 

Проложенiе (прн11юугольное или косоугольное) равномtрно уско

ренно движущеfiсл точки па какую нибудь прлмую лпнiю или пло

скость будетъ очевидно двигаться тоже равно111tрно ускоренно, ибо 

если скорость возрастаетъ равномtрно, то также будетъ возрастать 

и ел проложенiе. Слtдовательно, ycRopeнie проложеннаго движенiл 

будетъ равно проложенiю на Т)'Же линiю ускоренiл самой движущей

ся точки. Поэтому ускоренiе точки отысюшаетсл по ускоренiю11ъ про

ложенiii точки также, каБъ пролагае11шл линiл отыскиваетсл. по ел 

проложенiпмъ, т. е. у скор е н i л с Б лады в а ют с л, R а к ъ с к о

р О СТ 11. 

Изъ при111tровъ 1) 11 2) (§ 3) 111ы заБлючаемъ, что если зави

симость длины пути, проходившго движущеюся точкою, отъ времени 
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выражаетсл формудою 

s=at + Ъt2 , 

~о скорость будетъ 

v=a+2Ъt. 

Сравнивал эти два выраженiл съ форм. (8), ~1ы заключаемъ, ЧТО' 

дл1ша пути, проходимал равномtрно ускоренно движущеюсл точ:кою 

во вре~IЛ t, при нача;1ьноii скоросп1 v0 и прн ускоренi11 g, будетъ 

- t+1 2 S -V0 '2 gt , 

Искдючал времл пзъ уравненiii (8) 11 (9), мы получ11мъ: 

s = __!_ (v2 - v 2 ) 2g о , 

v = V '2gs + Vo2 , 

(9) 

(10) 

(11). 

формулы длл опредtленiл пространства по 11ача.1Iьной и конечной еко

ростлмъ, 11л11 конечноii скорости-по пройдепно~,у пространству 11 на

чальной скорости. 

Пространства, проходпмыл точкою равном·врно ускорепно въ те

ченiи каждаго изъ рлда с,лtдующихъ другъ за другомъ равныхъ про

межутковъ времени, не будутъ равны между собою. Полож101ъ, что 

величина каждаго 11зъ равныхъ промежутковъ времени будетъ Т сек .•. 
и найде!1ъ пространство, проходпмое. въ течепi11 п-наго промежутка 

вре~1ени. Искомое щ>остранство будетъ равно дшшt, пройденной въ те

ченiл всtхъ 1i про~1ежутковъ вре!1ени (т. е. во вре!IЛ T1i) безъ дл11-

ны, пройденной въ 1i -1 промежутковъ (т. е. во времл (1i - 1} Т). 
С.11ъдовательно,обозначал иско~1ую вел11ч1шу черезъ S, мы пмtемъ по (9): 

s = vопт+{gп2Т2 
- (vo(n-1) т + }сп-1)2 т 2) (12) 

- v т + [!_ (2п - 1) Т2 • -
- о 2 ' 

т. е. прос.транство возрастаетъ пропорцiональпо печетпымъ чис.11амъ_ 

Въ предыдущей формулt v0 T предс.тав.11летъ пространство, ко

торое то•ша прош.11а-бы въ про~1ежрокъ вре!1ени Т, дш1галсь равпо

м·врно; мы обознач11мъ его черезъ 70 • Черезъ l обозпачнмъ ве.шчIШ)! 
т2 . ~ 9 2 , т. е. пр11ращеше про1 деннаго пространства въ тотъ-же про~1е-
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.жутоRъ, вслtдствiе существованiл ускоренiл g. Тогда пространства, 

проходю1ьш въ 1-ii, 2-ii и т. д. промежутки временп будутъ 

10 + l, l0 + 31, 10 + 5l, 10 + 7l, .... 10 + (2п -1) l. 

§ 7. Ускоренiе перемtннаго движенiя. 

При перемtнномъ движенiи скорост11, какъ 111ы впдtли, 111tнл

ютел вообще непрерывно, т. е. длл каждаго элеJ11ента путп, прохо

цимаго точкою, сущеетвуетъ свол скорость, отличающалсл отъ ско

рости сосtдю1хъ элеJ11ентовъ какъ по величинt, такъ и по напра

вленiю. Еслп с.корости въ элементахъ пути отлпчаютсл другъ отъ 

цруrа только по величин't, то движенiе будетъ прлмолинейное пере

мtнное; если с1,орост11 отлпчаютсл другъ отъ друга, кром'.t вел11ч11ны, 

еще направленiе111ъ, ил11 только однимъ направлелiемъ, то движенiе 

{}удетъ криволинейное. 

П рп движенiп прлмол11нейно111ъ направленiл скоростей послtду

ющихъ эле111ентовъ совпадаютъ другъ съ друrомъ. Поэтому каждан 

поелtдующал скорость l\1ожетъ быть разс111атр11ваеJ1~а, какъ алгебрап

ческан суш1а предыдущеti скоростп II нtкоторой дpyroti, прибавлен

ной съ плюсо~1ъ плп llшнусомъ къ первой, въ томъ-же направленiи. 

Ес.и:и 111ы знае111ъ скорости въ каждоJ11ъ пзъ элеJ11ентовъ прлмолинеii

наго путп, то вышеупомлнутыл прпбавочныл скорости, илп пр II р а- . 
щ е н i л с к о р о ст е ti, паiiдутсл съ по31ощiю а.небраическаго вычп

тапiл 1;аждой сRоростп предыдущаго эле111ента изъ скорости послtду

ющаго. 

Предетавимъ себt нtкоторое пepellltннoe прлмолпнейное двпже

,вiе, и выберемъ рлдъ послtдовательныхъ положенiii 1, 2, 3 и т. д. 

дnижущейсл точ1ш, отдtленныхъ другъ отъ друга равным11 промежут

ками вре)rенп; въ каждоJ11ъ изъ этихъ положенifi скорости точки бу

дуть вообще различны, какъ и во всtхъ про111ежуточныхъ положе

нiлхъ. Обозначпмъ упомлнутыл скорости соотвtтственно черезъ v1 , 

v2 , 1,,3 11 т. д. Тогда очевидно, разности 

6удутъ равны ну.лю, если двпженiе равномtрное; будутъ равны J11еж

ду собою, если двпженiе равно111'tрно ускоренное, п будутъ различ

ны, еслп двпженiе вообще наRое нпбудь перемtнное. Это заключенiе 
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остаетсл въ силt, какъ-бы близко ни были другъ къ другу положе

нiл 1, 2, и какъ-бы :малы ни были промежутки времени ихъ отдtлл

ющiе, лишь-бы эти промежутки были равны между собою. Продол

жал такимъ образо111ъ сближать положенiл 1, 2, 3 и т. д. другъ съ 

другомъ, мы дойдемъ до рлда непосредственно слtдующихъ друrъ за 

другомъ элементовъ пути. Разности v2 - v1 , V3 , - v2 • и т. д. сдt

.1аютсл безконечно мады, но будутъ отдичатьсл вообще другъ отъ 

друга при перемtнномъ неравномtрно ускоренно:мъ движенiи. Обозна

чимъ черезъ dv безконечно малую разность скоростей въ какихъ ни
будь двухъ непосредственно другъ за другомъ слtдующихъ элементахъ 

пути, черезъ dt-безконечно ма.1ое времл, въ теченiи котораго про

ходитсл одинъ элементъ пути. Если-бы движенiе было равномtрно 

ускоренное, то на слtдующихъ элементахъ пути повторллось-бы тоже 

самое приращенiе скорости на величину dv; т. е. пройдл первый 

элементъ во времл dt, движущалсл точка получила-бы приращенiе ско
рости dv; пройдл второй эле:ментъ она получила-бы при равномtрно 

ускоренно:мъ движенiи оплть приращенiе скорости dv; слtдовательно 

всего, по истеченiи времени 2dt, получила-бы приращенiе 2dv, и т. д. 

1 
Такъ какъ по истеченiи единицы времени точка прошла-бы dt элемен-

товъ пути, получал на каждомъ приращенiе скорости dv, то къ концу 

1 dv 
единицы времени скорость возрасла-бы на dv dt, или на dt, что и пред-

ставлл.~10-бы величину ускоренiл описаннаго равномtрно ускореннаго 

движенiл. Но такъ какъ точка движетсл не равномtрно ускоренно, 

то приращенiе скорости dv не будетъ одинаково въ различныхъ эле-

, dv ( 
ментахъ; а слtдовательно не оудетъ одинаково частное dt при чемъ 

элементы времени dt 111ы выбираемъ всt одинакими). Тtмъ не менtе 

dv 
мы можемъ однако оплть разсматривать вслкое новое dt, какъ уско-

ренiе, т. е. приращенiе скорости въ единицу времени, того ра:вно

м:tрно ускореннаго движенiл, которое имtло-бы мtсто, если-бы точка 

начала двигатьсл съ даннаго :момента времени, ПОЛ)'чал черезъ каж

дый э.11ементъ времени dt тоже самое приращенiе скорости dv, кото

рое она получила въ послtднемъ элементt пути. 

Итакъ, мы можемъ составить себt слtдующее представденiе 

о перемtнномъ движенiи. Разбивал его на безконечно :малые эдемен

ты времени, мы дойдемъ до такихъ промежутковъ времени, въ тече-
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нiи которыхъ движенiе будетъ равномtрное, съ особыми скоростлми 

длл каждаrо промежутка. Соединлл упомлнутые промежутки по парно, 

мы получимъ новые, тоже безконечно ма.1ые, промежутки времени, 

въ теченiи которыхъ движенiе можетъ быть разсматриваемо, какъ 

равно11tрно ускоренное, съ особымъ длл каждаго промежутка уско

ренiемъ; величина этого послtднлrо будетъ 

d ds 
dv dt 

g = dt или g = Тt ' 
(13) 

или по другому обозначенiю 

(13)' 

Слtдоватедьно, вслкое пepe:llltннoe неравноl\1tрно усrоренное движе

нiе можно назвать перем t н но у скор е н н ы !I ъ, такъ какъ уско

ренiе въ немъ мtнлетсл отъ одного эдеl\1ента вреl\1енп къ другому. 

И~ъ (13) мы видиl\IЪ также, что знал скорость, какъ функцiю вре

мени, 1\IЫ разыск11ваеl\lЪ ускоренiе по скорости, какъ скорость по 

д.шнt проfiденнаrо путп. Приnедемъ нtсколько пр11мtровъ. 

1) Пусть завпсимость между длиною пути II временемъ будетъ 

s=at+Ы2 ; 

тог;~,а зависимость скорости отъ времени будетъ: 

ds 
v=-=а+2ы· 

clt ' 

т. е. такъ выразитсл скорость, съ которою точка движетсл въ те

ченiи элемента времени, с.~tдующаго за мо111ентомъ времени t. Ско

рость въ концt времени t + clt будетъ очевидно 

v' =а+ 2Ь (t + dt); 

слtдовательно приращенiе скорости въ теченiи э.1емента времени dt, 
слtдующаго за моментомъ времени t, будетъ 

dv = v' - v = 2Ь dt , 

отк уда ускоренiе 

g=2b, 

т. е. постолнно д.11л вслкаго времени. 
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2) Пусть 

тогда V = cпtn-1 , g = сп (12 - 1) tn-2 , 

Такъ какъ при криволинейномъ движенiи скорости измtнлютсл 

отъ элемента пути къ элементу по направленiю, то приращенiе ско

рости: не можетъ быть наход1п10 съ 110111ощiю алгебраическаго вычи

танiл, ка~;ъ въ случаt прямолинейнаrо движенiл. 

Измtненiе направленiя и величины данной скорости мы 111ожемъ 
представить себt, 1шкъ результатъ приложенiл къ этой послtдней 

нtкоторой новой скорости, отличной отъ первой по величинt 11 по 

направленiю. Предположш1ъ, что точ1ш, двигаясь по линiи АВ (рис. 20) 
со скоростiю А V0 , доход11тъ до положенiл В, и отсюда 111tнлетъ свою 

.л v., прежнюю скорость на скорость В V1 • Та

кое из111tненiе можно себt представить, какъ 

результатъ приложенiл къ прежней скоро

сти нtкоторой прибавочной скорости В 1.11 , 

которал, слагаясь съ первою А V0 , даетъ 

новую, накъ результирующую BV1 • При

бавочную скорость мы находш1ъ, вычитал 

г е ом е т р п ч е с к и изъ послtдней скоро

сп1 BV1 первую А V0 • Слtдовательно, от

кладывае111ъ обt .скорости при одной точкt, 

подожимъ В, сохранял ихъ величины II на-
Рис. 20. правленiл; на отложенныхъ лпнiлхъ BV

0
1 

и В V 1 строш1ъ параллелогра111111ъ такъ, чтобы уменьшаемое В V 1 было 

дiагональю, а вычитаемое ВV01-стороною; тогда сторона BU1 , 11р11-

легающал къ этой послtдней, представитъ 11ско111ую добавочную ско

рость. Точно также, если новал скор осп. В V1 при С измtнлетсл 
ОIIЛТЬ ВЪ СКОрОСТЬ 0V2 , ТО МЫ, ВЬl'ШТаЯ Геометрически И3Ъ IIО

СЛЪДНеЙ первую, наitдемъ добавочную скорость OU2 , обуеловлива- · 
ющую упомянутое измtненiе, и т. д. Такимъ образомъ мы ви

димъ, что движенiе точки по ломанной линiи ABCDE... 11южно пред
ставить себt сопровождающимся послtдовательными приращенiлми 

скоростей: В U1 , CU2 , D U3 11 т. д., прибавллющимисл къ прежнимъ 

скоростлмъ въ точкахъ издома линiп. 

Если ъ1ы представи111ъ себt, что колtна ломанноit линiи дtлаются 

все меньше и 11rеньше, то число из111·Jшенiй екоростей будетъ дtлатьея 
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все бодtе и бодtе, а слtдовательно-и число случаевъ приложенiл 

добавочныхъ скоростей. Вообраэивъ себt колtна безконечно малыми, 

мы прiйдемъ къ нриволинейному перемtнному движенiю съ непрерыв

но И3)1'БНлющимисл сноростлм11 по величинt и направленiю; каж;~;ое 

приращенiе ско:~юсти наступаетъ тогда по прошествiи беэконечно ма

лаго промежутка времени, въ теченiи котораго точка проходитъ по прл

молинейному элементу своего пути; направленiе прилагаемыхъ па каж

до31ъ элементt пути скоростей вообще не совпадаетъ съ направленiемъ 

движенiл точки. Обоэначимъ череэъ дv безнонечно малую величину гео

метрическаго приращенiл снорости, ноторое получаетъ движущалсл 

точка, пройдл съ неизмtнлемою скоростiю элементъ своего пути въ теченiи 
д~, 

времени (lt. Тогда clt представитъ очевидно то приращенiе rкоростп, 

которое получила-бы движущалсл точка въ единицу вре~1ени, если-бы въ 

наждояъ пзъ вс·ьх ъ пос.1t;~;ующ11х ъ элелентовъ вре111ен11, составллю

щихъ секун;~;у, повторялось-бы тоже ca)IOe прпращенiе скорости дv ") 

по величинt и ио нанравденiю. Въ этомъ С3rыслt )'ПОмлнутое част

ное 1\Южетъ быть названо у скор е н i е I\I ъ R р и в о л II ней на r о д в и

же н i л. Слtдоnательно, обозначал черезъ g ускоренiе при криволи

неftно~,ъ движенiп, IIIЫ ш1tе~1ъ 

дv цепт. 

g= dt сек. 2 ' 
(14) 

такое-же выраженiе, какъ (13), съ тою тольно разницею, что здtсь лii 

не можетъ быть опред·вдено непосредственпымъ алгебраическ1п1ъ вы

читанiеl\IЪ другъ изъ др)та двухъ сноростей, а должно быть найдено 

rео111етри•1ески111ъ построенiеl\rъ. 

Однако опредtленiе дv легко свести RЪ алrебраичес~;о~rу вычи

танiю, т. е. Rъ опредtленiю приращенiй скорости прлмолинейнаго 

движенiн. Дtйствительно, l\IЫ знае111ъ, что если движенiе точки намъ 

дано, то оно можетъ быть выражено въ видt трехъ прлмолинейныхъ 

движенiй ел проложенiй по осюrъ координатъ. У скоренiл по ослмъ но

ординатъ мы находимъ съ по~ющiю алгебраическаго вычитанiл двухъ 

безнонечно близкихъ скоростей другъ изъ друга, и затtмъ, по най

деннымъ тремъ )·скоренiлмъ, находимъ результирующее, какъ ихъ 

геометричесную сум111у. Е ели движенiл проложенiй даны относительно 

'') Буквою д ъ1ы будемъ отличать безконечно малое приращенiе вели'fивы, 

пр11.11аrающеесл къ этой посл'l!дней геометрически. 
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прл:моугольныхъ осей координатъ, .какъ это бываетъ въ большинствt 

случаевъ, то результирующая скоростей или ускоренiй проложенiй 

будетъ представлена дiагональю прлмоугольнаrо параллелепипеда, по

строеннаго на слаrающихъ скоростлхъ или ускоренiлхъ, какъ на ре

брахъ. Такъ какъ квадратъ этой дiагонали равенъ ~мм·t. квадратовъ 
трехъ реберъ, то обозначал )'СКОренiл по ослмъ х-овъ, у-овъ и 

z-овъ соотвtтственно черезъ 9х, gy, g" а результирующее уско

ренiе-черезъ g, мы будемъ имtть 

(15) 

rдt сумма берется· алгебраически. J1erкo также видtть, что косинусы 

уrловъ ускоренiл g съ ослми координатъ будутъ соотвtтственно 

9х gy g, 
.9' g' g' 

и что (15)1 

g = 9х + 9r + 9z • 

Обозначал черезъ Vx, Vy, vz скорости про.1оженiit по прюrоуrольнымъ 

·ос,лмъ координатъ, мы имtе:мъ очевидно по (13): 

dv, 
g"=-a , z 

вслtдствiе чего по· (15 ): 

2 -(~У\)
2 

__ (dvx\ 2 
fdvy\

2 
1 (dvz) 2 

9 - at - \dt ) + <zи; , \ZU 
или по (15)': 

(16) 

(16)' 

Такъ какъ направленiе ускоренiл при криволинейно:мъ движенiи 

не совпадаетъ съ направленiемъ движенiл точки, то мы можемъ 

раздожить его длл каждаrо эдемента пути на два ускоренiл: одно, 

совпадающее съ направленiемъ движенiл, т. е. съ касате11ьною къ 

траэкторiи, и другое, перпендИR)'Ллрное къ этой касательной, т. е. 

направ.Т\енное по нормали къ траэкторiи. Эти ускоренiл моrутъ быть 

названы: одно-касательнымъ И,Т\И танrенцiальны:мъ, а дру

гое-и о р :мал ь н ы м ъ. 

Представимъ себt нtкоторое безконечно малое приращенiе ско

рости ВС (рис. 21 ), которое прибавллетсл къ скорости АВ по 
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перпендикуллрно!rу къ ней направленiю, и из)1tнлетъ ее въ скорость 

АС. Такъ какъ длина ВС по предподоженiю безконечно мада, то эта 

~ . с 
линiл можетъ быть разсматриваема, какъ эле

ментъ круга, ош1саннаго радiусо!IЪ ВС. Но .1Iи

нiл А С тогда должна будетъ представллть другой 

радiусъ того же круга; слtдовательно мы будемъ 

имtть АВ = АС, откуда заю1ючае!1ъ, что безко-
Рис. 21. 

нечно ма.1ое перпендику.11лрное приращенiе ско

рости измtнлетъ только направленiе скорости, но не ел ве.шчину. Точно 

также понятно, что ускоренiе, перпендпкуллрное къ данной скорости, 

измtнитъ въ теченiи безконечно малаго промежутка времени ( пока 
приращенiе скорости имъ обусловливаемое остаетсл тоже безконечно 

ма.10) только напраменiе этоii пос.11tднеii, но не ел ведичину. Въ 

случаt криволпнеliнаго двпженiл вел скорость всегда перпендику

ллрна къ нормально!IУ ускоренiю, 11бо точка движетсл по траэкторiи, 

т. е. послtдоватедьно по безконечно 11rалы~1ъ отрtзка~rъ касательныхъ 

въ разныхъ эле)1ентахъ траэкторiи. СJ1tдова тельно, норма.11ьное уско

ренiе не измtнлетъ ве~шчины скорости движенiл точки ( т. е. скорости 

по траэкторiи), из)1tненiе котороii обус.11ов.шваетсл поэтоту то.нко 

тангенцiа.~rьнымъ ускоренiе!rъ. Съ другой стороны, ес,п1 бы нормаль

ное ускоренiе не существовадо, то все ускоренiе совпадало бы по

столнно съ направленiемъ движенiл, которое бы.1Iо бы въ такомъ 

случаt прлмо.1Iинеiiньн1ъ. Итакъ, та н ген ц i а .11 ь но е у скор е н i е 
о б у с л о в iI и в а е т ъ т о л ь к о и з м t н е н i е в е л и ч и н ы с к о р о

с т и, но р мал ь н о е-т о .I ь к о из nr t н е н i е н а п р а в лен i л с к о

р о ст и. 

Ес.11и точка двпжетсл, папримtръ, равномtрно по кругу, то танген

цiальное ускоренiе очевидно равно ну.1ю, а нор)rадьное направлено 

въ разныл вре!rена по радiусамъ, которые перпендикуллрны къ ка

сате.1ьнымъ. 

Обозначимъ черезъ 9t и 9n веюrчины тангенцiальнаго и норма.1Iь
наго ycкopeнiii, а черезъ g, какъ прежде, ве.1Iичину полн а го уско

ренiл. Тогда очевидно 

g =g,+gn' 

g2 = g,2 + Yn2. 

(17) 

(17)' 

Опредtллл величины скоростей въ двухъ сосtднихъ элементахъ 

пути и вычитал ихъ алгебраически другъ изъ друга (предъидущую 
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скорость изъ посл·tдующеii), мы получимъ очевидно безконечно малое 

nриращенiе величины скорости dv, т. е. приращенiе скорости по 

траэкторiи. У скоренiе по траэкторiи, т. е. тангенцiальное ускоренiе, 

dv 
будетъ поэтому dt .. Слtдовательно, на основанiи (16) и (17), мы 

можемъ писать: 

дv _ dvx+dvy+dvz _ dv+ 
d·f - df df df - df 9n ' (18) 

(18)' 

при чемъ послtднее-длл елучал, когда движенiе дано по прлмоуголь

яымъ ослмъ. 

§ 8. Равномtрное движенiе по кругу. 

Въ видt прю1tра на способъ разысканiл )'СКОренiл, опредtлимъ 

веJ1ичину ускореиiл при равиомtрно111ъ движенiи по кругу. 

Пусть r будетъ радiусъ даннаго круга, и v-скорость тоqки, дви

жущеiiсл по не111ъ равномtрно. Обозначимъ черезъ Т времл полнаго 

в v обращенiл точки по кругу. 

v 

А 
с 

Рис. 22. 

Такъ какъ въ теченiи этого 

вре111енп точка проходитъ рав

но~гЬрно длин)' 11р)'Га, равщ·ю 

2т:1·, то 

21tr 
vT=21tr, отnуда Т=-. (19) 

v 

Будемъ проводить изъ точки О (рис. 22) шшiи, · равныл по вели

чинt и направленiю скоростлмъ движущеiiсл точки; т. е. всt ско

рости, которыл точка въ разныл времена имtетъ на каждомъ эле

ментt круга, отложимъ при О. Bct эти скорости будутъ равны межд}' 
собою по величинt, но различны по направленiю. Соед1шлл концы 

безчисленнаго множества такимъ образомъ отложенныхъ при точкt О 

линiii непрерывною кривою, мы получимъ очевидно кругъ радiуса v. 
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Два безкопечно б.шзкiе радiуса этого вспо:могательнаго круга, ОВ1 и 

ОЬ', представлтъ двt скорости BV и Ь V на двухъ сосtднпхъ эдемен
тахъ траэкторiи "). Прюшл В1Ь 1 , которал, по безконечноii б.111зост11 ра

дiусовъ ОВ1 и ОЬ', совпадетъ съ элементомъ вспо~югательнаго круга, 

будетъ представ.Т[лть ту скорость, которую нужно придать къ ОВ', 

чтобы подучить ОЬ'. Такъ какъ В'Ь' перпендпку.т~лрна къ радi)·су ОВ1 , 

то она будетъ перпендикудлрна къ В V; кромt того напраменiе отъ 
В' къ Ь 1 соотвtтствуетъ очевидно направ.1.1енiю отъ В къ центру 

круга А. Итакъ, ускоренiе направдено всегда къ центру круга. Ве-
В1Ь1 

личина этого ускоренiл будетъ dt, гдt dt сеть вре1ш, въ продол-

женiи котораго скорость ОВ' измtнидась въ ОЬ', а радiусъ вспомо

гательнаго круга, с.тtдул за движущеюсл точкою и двигалсь съ нею 

равно~1tрно, прошrдъ дшшу В1Ь 1 • Вре!1л обращенiл по своему кругу 

конца вспомогате,1ьнаrо радiуса будетъ тоже самое Т, что времл 

обращенiл данной движущеiiсл точки по ел кругу. Длина вспо:мога

тельноii окружности есть 2ттv. Слtдоватедьно скорость движенiл конца. 

. * 2nv * 
вспо~1огательнаго рад1уса оудетъ Т, 11 стадо оыть: 

в'Ь' - 2
1tv d Т (19 · - -Т- t, и, опре;1;tднн или , п.ш v по ). 

2 1, 2 

В'Ь' = !_ dt = ~1t r dt, 
r Т2 

откуда зак.1Iючае~1ъ, что иско,1ое ускоренiе будетъ 

v2 41t2r 
g=;:-= Т2 • (20)' 

Ес.Т[И дано не времл оборота, но чпсло 1z оборотовъ въ единицу вре

мени, то 

(20)' 

Наiiдемъ тоже ускоренiе друrи~1ъ способомъ, указаннымъ въ 

конц'I; предъидущаго параграфа: съ помощiю ускоренiй проложенifi. 

Проведемъ черезъ центръ круга ( рис. 23) двt взашшо перпен
дикуллрпыл линiи ОУ и ОХ, и вообрази~1ъ движущуюсл точку въ 

*) .'!инiн В V и ОВ', Ь V и ОЬ' до.1ашы быть пара.1ле.1ьны и равны друrъ другу. 
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положенiи М. Уголъ, который направленiе скорости v образуетъ съ 

положительнымъ направленiемъ оси ОХ, обозначимъ черезъ (v,x); со-

vY 
отвtтственный уголъ съ положительнымъ 

направленiемъ оси ОУ-черезъ (v,y). Тогда 
про.JJ:оженiл скорости v на оси будутъ: 

Vx = V COS (v,x), Vy = V COS (v,y), Vz = 0. 

Или, обозначал черезъ а уголъ pa;i:iyca АМ 
съ осью ОХ, и замtчал, что оч0видно 

Рис. 23. cos (v,x) = - sin а, cos (v,y) = cos ос, 

имtемы 

Vx = - V sin ОС, Vy = VCOS а. 

Будемъ считать времл отъ ъ1омента, когда точка находилась въ В, 

на оси ОХ. Тогда очевидно, ВМ будетъ дуга, пройденнал во времл t, 
равнал vt; но такъ какъ еъ другой стороны ВМ = ar, rдt 1· есть 

радiусъ круга, то 

v 
Vx = - V sin - f , 

r 

'li 
Vy = V COS -f 1 r 

(21) 

v . 
rдt величина - носитъ назваюе у r л о в о it с к о р о ст и точки около 

r 
центра А. У скоренiл прл.r.1олинейныхъ движенiй по шшiлмъ ОХ и О У 

находлтсл, какъ мы знае.r.1ъ, съ помощiю алгебраическаго вычитанiл 

другъ изъ друга двухъ безконечно близкихъ скоростей, въ два по

слtдующiе другъ за др)томъ элемента времени; т. е. 

dv1 gy=dt= 

v v 
t' cos - (t + dt) - v cos - t 

r r 

dt 

. v + dt) . dt i· 2 SШ - ( f - SШ - ~-
r 2 2 r 

== - t' ----~d~t----

Но если dt будетъ едtлано .r.1еньше вслкой данной величины, то 

очевидно 

. v dt) . v 
SШ- (f + - = SШ - f, 

r 2 r 

. dtv dt v 
Sln--=- - , 

2 r 2 r 
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и с.1tдовательно 

1:2 • V 
gy=--SШ- t. 

r r 

Точно таки~1ъ же способомъ наitдемъ: 

t•2 i· ' 
g х = - - cos - t ' r r 

п с.1tдовательно: 

а такъ какъ далtе 

( · 9х 
cos g ,х) = - = - cos !Х ' 

g 

( ) 9r · 
COS g ,У = - = - SШ !Х, 

g 

v2 
или g=-; 

r 

т. е. (g ,х) = 1t - !Х , 

'!': 
т. е. (g,x)= 2 +a, 

то заключаемъ, что ускоренiе направлено по радiусу къ центру. 

47 

(22) 

(22)' 

(23) 

Если точка движетс11 по кругу съ перемtнною скоростiю, то 

мы, разсматривал это движенiе въ э.11е~1ентахъ, какъ равно~1tрное, 

приходимъ къ заключенiю о существованiи ускоренiл, направленнаго 
v2 

къ центру и равнаго по величинt - , гд't v различно длл различныхъ 
r 

элементовъ окр"ужности; вслtдствiе чего нормальное ускоренiе, на-

правленное къ центру, будетъ также измtн11тьсл со временемъ въ 

евоей величинt. Но такъ какъ скорость по окружности при этомъ 

измtн11ется, то кромt нормальнаго ускоренiл существуетъ въ данномъ 

случаt-касате.11ьное, которое, с.~ага11сь съ первымъ, даетъ полное 

ускоренiе, уже не направленное RЪ центру. 

Если путь движущейел точки предетавл11етъ вообще Rакую ни

будь кривую, то мы можемъ себt предетавить окружности, .проходл

щi11 Rаждал черезъ три конца двухъ сосtднихъ прлмолинейныхъ 

элементовъ кривой, при чемъ радiусы этихъ окружностей будутъ 

вообще различны. Черезъ кажды11 три такiл безконечно близкiл точки 

на кривой мы можемъ провести очевидно тольRо одну окружность. 
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Вслкал такаJI окружность, совпадающал двумл своими: прлмолиней

ными элеn1ентами съ двую1 элементами кр1шой, называетса с оп р 11-

к а с ат е .1 ь н о ю ( въ от.шчiе отъ к а с ат ел ь н о fi окружности, ко

торал совпадаетъ съ кривою только однимъ свою1ъ элементомъ; при 

че~,ъ черезъ два- элемента кривой, опред'tллющiесл т р ем а точками, 

:можно провести только одну соприкасательную окружность, а черезъ 

од~шъ ЭJ!ементъ кривой, опредtллющiйсл дву~ш точками,-безчис.Т\енное 
множество касательныхъ окружностей:). Проведл соприкасательные 

круги черезъ каждую пару элементовъ кривой, мы всю кривую 

разобьемъ на рлдъ дугъ, принадлежащихъ окружностлмъ, съ различ

ными радiуса~ш, которые называютсл р ад i у с а 111 и кр и виз н ы дан
ноii кривой. Движенiе точки по кривой можетъ такимъ образомъ раз

сматриватьсл какъ рлдъ послtдовательныхъ движенiй по различнымъ 

окружностлмъ. У скоренiе каждаго изъ этихъ движенiй nюжетъ быть 

разложено на два: на ускоренiе по направленiю къ центру соприка

сающейсл окружности, центр о стрем и те .Т\ ь по е, и на ускоренiе 

по самой окружности, т. е. по траэкторiи, котораа въ разсматривае

мыхъ элементахъ съ окружностiю совпадаетъ. Первое ускоренiе вы-

~ . 
разитсл черезъ - , гдt v есть скорость точки по траэктор1и длл 

r 

даннаго момента времени, а r-радiусъ соприкасающагосл круга; вто-

. ~ dv С . 
рое ускореюе оудетъ dt . лtдовательно полное ускореюе g опре-

дtлитсл изъ форму.ш: 

g2= (~х)2+ (~r)2 + (~~·У= (:~У+~:. (24) 

При перемtнномъ движенiи по какой нибудь кривой, v и r вообще 
различны въ различныхъ положенiахъ движущейсл точки на ел пути. 

При движенiи перемtнно~,ъ по кругу, 1-' различно, но r остаетсл одно 

11 тоже. 

§ 9. Криволинейное движенiе, съ ускоренiемъ постоянной вели
чины и неизмtннаго направленiя. 

Такъ какъ движенiе предполагаетсл криволинейнымъ, то уско

ренiе не совпадаетъ съ направленiемъ движенiл. Пусть О ( рис. 24) 
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будетъ тотъ пунюъ 11ут11, съ 1,отораго мы начинаюrъ 1111зс~штрпвать 

движенiе, п 11р:ть O.(J будетъ 110 ве.ш 11ИН'Б II направленiю пре;~:стамлть 

ускоренiе, придагающееся къ движущеfiсл точк'J; въ ЭТО}IЪ ~1tcтt ен 

}': пути. Направ.11енiе движенiл точки по с1.1е)1енту пути, 

: Уо проходяще~1у черезъ О, пусть будетъ предстамено 

$ ,' 

Рис. 24. 

.11инiею О V0 , котора'л своею д.ч:иною II папраменiе,гь 
изобразитъ также скорость двпж1·щеfiен точ1ш въ упо-

млнуто:r~1ъ э.1ементt. llзм'l,ненiе скоростп дв11жущеiiсл 

точки обуслов,пшаетел приращенiемъ скоростп, прп

лагающш1сл въ направленiп ускоренiл. Такъ какъ 

двt сдагающiлся скорост11 даютъ ре3у,Т[ы11рующую 

очевидно въ тoti. же cю1ofi плоскости, въ какой находлтсл сюш, и 

такъ какъ въ разсматр11ваемомъ на:r~ш с.1учаt ускоренiе по предполо

женiю не пзм·tнлетъ своего направ.1енiя д11л вс·tхъ эдементовъ пути, 

то точка будетъ двигаться въ пдос:костп, проходлще1'i черезъ направ

.тенiе ускоренiл Og п нача.1ы1оfi скорости О V0 • Эту п.1оскость :мы 

выбереJIЪ за плоскость рпеунка. 

Въ п.1оскости рпсунка, черезъ точку О проведе,1ъ двt взаюшо 

перпендпкудлрныл оси коор;~:ппатъ ОУ и ОХ, 11зъ :которыхъ первал, 

совпадал съ л1шiею Og, п1·сть напрамяетtл въ сторону противопо

ложную ускоренiю. Разо1отрш1ъ, каково будетъ движенiе по эт~в1ъ 

.тинiя:мъ продоженiй на ю1хъ движущейся точки. Такъ 1:акъ ускоренiе 

направ.1ено перпендикуллрно къ шшiи ОХ, то его состамлющал по 

этому направ.1Jенiю будетъ ну.1Jь, и движенiе по оси х-въ будетъ 

равномtрное; т. е. ве.ч:ичина проложенiл скоростп двпжущейся точки 

на ось ОХ в;ь различныхъ эде!1ентахъ ел путп будетъ одна и таже. 

Слtдовате.11ьно, достаточно знать скорость въ одномъ какомъ нибудь 

э.1ементt траэкторiи, чтобы опредt.1ить двпженiе продоженiл движу

щейсл точки по оси х-въ. Такал скорость памъ дана въ впдt v0 =0V0 , 

скорости нача11ышго элемента. Ес.ш мы обозначш1ъ черезъ ci уго.11ъ, 

который О V 0 дt.1аетъ съ ОХ, то очевпдно вешrчина продоженiл v0 

на ОХ, т. е. ве.шчпна Vx, будетъ 

Vx = V O COS 1Х • (25) 

Д.шпу пут11, проходимаго точкою по ОХ, :ri1ы считаеяъ отъ начала 

координатъ О; время t буде:11ъ считать также отъ мо~1ента прохожде

нiл точкп черезъ О. С.тtдовате.1ьно длпна пути, проiiденнаго 110 осп 

х-овъ къ концу вре)1енп t, бу;~:етъ 
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х = v о cos ~ . t . (26) 

Такъ какъ ускоренiе напрамено въ противоположн)'Ю сторону оси 

у-овъ, то обозначивъ его величину черезъ g, мы найды1ъ, что ус1,о
ренiе по оси у-,-овъ до.11жно быть положено равнымъ-g. Сilшслъ 

отvицательнаго знака прп g тотъ,. что прибавочнал скорость, обуслов

ливаеi\~ал ускоренiеil!Ъ, должна вычптатьсл 11зъ скорости, направленной 

въ подожптедьную сторону по ОУ. Первонача11ьнал скорость точки по 

оси у-въ будетъ очевrцно равна продоженiю на эту ось скорости i,0 , 

т. е. равна v0 sin ~- Черезъ проi11ежутокъ nремеюr t эта скорость, 

вслtдствiе существованiл постолннаго отрпцательнаго ускоренiа, будетъ 

Vy = i·0 sin (Х - gt, (27) 

11 движенiе будетъ равно~1tрно укосните.1ьное. Пространство, прохо

димое во вpelllл t точкою, движущеюсл по линiи О У равноi11tрно 

укоснительно (т. е. равномtрно ускоренно съ отрицательню1ъ ус1,о

ренiе111ъ), будетъ по (9): 

. 1 2 
у= v0 SШ (Х • t - 2 gt . (28) 

Уравненiл (26) п (28) впо.шt опредtллютъ движенiе точки при 
установленныхъ на!!И выше условiлхъ. 

Уравненiл (25) и (26) показываютъ, что движущалсл точка по

столнно удаллетсл отъ линiи О У, отъ которой ел разстоанiе увели

чиваетсл paвнollltpнo. Ураnненiл (27) и (28) показываютъ, что въ тоже 

1': 
\ Уо 

D~------ Р 
1 
1 
1 • а. ' 

о - ---------j-------------:. -:Х 
F 

9 
Рис. 25. 

са111ое вреr,1л движущалсл точка сперва 

удадлетсл отъ линiи ОХ съ постоанно 

у!1еньшающеюсл скоростiю, которал на

конецъ обратитсл въ нрь въ концt вре-

111ени t0 послt начала движенiл. Это 

вре1нл найдетсл изъ ур. (27), въ кото

ромъ мы должны положить vr = О . и 
t = t0 • Получаемъ: 

v sin (Х 
откуда t о= 0 

• 
g 

(29) 

Въ теченi11 элемента вре111ени dt, слtдующаго за моментомъ t
0

, 

скорость точки по оси у-овъ будетъ нуль, т. е. ел проложенiе на 

мrновенiе останов11тсл на этой линiи. 3атtмъ, когда будетъ t > t
0

, то 

скорос,:ъ 'Су сд·tлаетсл отрицательною и таковою останетсл при даль-
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нtйшемъ движенiп; т. е. движенiе будетъ направлено въ отрицатель

ную сторону оси О У ( по рис 1·нку сверху внпзъ), и точ:ка будетъ 

прпблпжатьсл оплть къ линiл ОХ. Разстолнiе OD точ:ки поворота отъ 
оси ОХ, которое 111ы обознач:ш1ъ ч:ерезъ у0 , наiiдетсл изъ уравн. (28), 

• i· sin !Х. 
rдt ~ш должны положить у= у0 и t = t0 = 0 

• Получ:аемъ: 
g 

(30) 

Полагал t = t0 . въ ур. (26), 111ы найдемъ разстолнiе х0 = ОВ, на 

како~,ъ движущалсл точ:ка во времл поворота б)·детъ отъ лпнiи О.У. 

Находимъ: 

(31) 

Скорость 1) то•нш по траэкторiп rraii;:i:eтcл изъ уравненiл 

v2 = v/ + i·/ , . 
которое на основанiи (2Z>) и (27) обращаетсл въ 

v2 = i-0
2 

- 2v0 g sin '1.. t + g2t2
• (32) 

Ддл мо)1ента вреll!енп t0 эта скорость обращаетсл въ 

V0COS!X., Т. е. ВЪ Vx, 

Квадратъ скорости, cJiaraлcь пзъ квадрата постолнпой скорости vx 2 и 

квадрата перемtнной скорости v/, пз~гtнлетсл съ этою послtднею, 

сперва уменьшалсь до точ:ки поворота, rдt скорость Vy, а с11tдова

тельно и v, де>стигаютъ cвoeii наименьшей велпч:ины, и затt111ъ по

столнно увелич:пвалсь. 

Отъ точ:ки поворота D проложенiе движущеiiсл точ:ки поiiдетъ 

по 11инiп ОУ назадъ; ca~ia же двпжущалсл точ:ка отъ поворота Р 

будетъ приб1111жатьсл нъ осп ·ОХ, п наконецъ ее пересtч:етъ. Времл 

пересtч:енiл t1 .опред'tлитсл пзъ ур. (28 ), въ которо111ъ 111ы должны 

положить t = t1 И У= О. ПОЛ)'Ч:ШIЪ: 

0=i·0 sin'1.. t1 -}gt/=t1(v0sin!X.-}gt1), 

откуда 

2v0 sin !Х. 
ИдИ t 1 = 0, ИЛII t 1 = = 2t0 ; 

g 
(33) 
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т. е. движущался точка пересtкаетъ ось х-овъ при началt дниже

нiл, потомъ черезъ промежутокъ времени t0 досп1гаетъ на~шысшаго 

положенiл надъ этой осью, и черезъ такой же промежутокъ времени 

оплть опускаетсл до нел. Разетолнiе отъ начала коорд,шатъ второй 

точки пересtченiл траэкторiи съ осью х-овъ мы получш1ъ изъ 

ур. (26), гдt должны положить t=t1 [по (33)] п х=х1 , 11скомш1у 

разстолнiю. Тогда будемъ 1а1tть: 

(34) 

т. е. обt точки пересtчtJнiл .тrежатъ на одинаковыхъ разстолнiлхъ отъ 

вершины траэкторiи. 

С"орость Vп проложенiл движущеiiсл точки, 1\Огда оно вернетсл 

оплть 1\Ъ мtсту исхода, наiiдетсл пзъ ур. (27), гдt до,1жно по;~ожпть: 

vr = Vп и t = t 1 • По;~учимъ: 

Vп = v0 sin 1Х - 2u0 sin 1Х = - v0 sin ~, (35) 

всл·вдствiе чего СI\Орость по траэкторi11 во времл t 1 будетъ 

(36) 

т. е. та-же, что нача.11ьнал скорость. 

Наl\онецъ, иск.11ючал t изъ обоихъ уравненiii (2G) п (28), мы 
получаемъ, IШI\Ъ было обълснено въ примtчанiи 1\Ъ § 1, ура вне

н i е т р а эк т о р i и ТОЧ!{И: 

g 
у = xtg1X - х2 

2-т-2- , 
v cos 1Х 

. (37) 

которое, какъ учитъ насъ анашпическал геометрiл, представллетъ 

пар а б о .11 у, кривую, подучаемую отъ пересtченiл поверхности круг

лаго прю1аго конуса п.1оскостiю, пара11.11е.11ьною о;щой изъ его обра

зующихъ. 

§ 10. Оnредtленiе длины пути по даннымъ скоростямъ. 

Ес.1111 скорость v двпжJ•щеiiсл точ1ш въ теченiп какого нибудь 

эле!1ента времени dt дана, то длина соотвtтствующаго эдюrепта II)TII ds 
опредtлптсл, какъ пространство, проходшюе равно~1tрно со скоростiю 
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v въ те 1rенiп безRопечно малаго проl\1ежутка вре~rеюr dt, т. е. какъ 

пропзведенiе vдt. Если даны скорости '1\, v2 , t' 3 .•••••• v11 соотвtт

ственно длл Rаж;щго изъ безчисленнаго l\IНожества безконечно малыхъ 

эде~rентовъ вреl\1енп, на которые l\IОжетъ быть разбитъ какой нибудь 

конечный про)1ежутокъ вре~rенп t, то длина путп s, прохо;цшаго точ

кою въ теченiи упо!шнутаго промежутка времени съ перемtнною 

СRоростiю, будетъ равпа очевидно C)'l\tмt пространствъ, проходимыхъ 

въ различные элеl\1енты времени, т. е. 

(38) 

гдt слагаеl\1ыхъ въ cyl\rмt будетъ безчисленное 11шожество и каждое 

с.~агаемое, т. е. каждыii: ч,1енъ суl\ШЫ будетъ безконечно ~rалъ. Эле

менты, на которые l\IЫ дtлимъ данный промежутокъ времени t, l\tогутъ 

быть выбраны пропзво.~rьноli величпны, лишь бы они былп безконечно 

-ъrалы; такъ папршrtръ, мы можеl\IЪ ихъ выбрать безконечно llrалым11 

п равнюш др)ТЪ другу. Въ таRомъ случаt эле)1енты пути, т. е. про

пзведенiл V 1(lt, 1'2rlt п т. ц., будутъ тоже безRонечно 11raлr;r, ибо v1 , v2 

не безRонечпо веюшп; но этп пропзведенiл уже не будутъ произ

во;1ьны, а каж~ое будетъ въ опредtденное чпедо разъ бодtе вешr

чпны эле111ента вре~1ен11. 

llнтегральное печпсденiе учптъ насъ, какrаrъ образомъ находить 

су)п1у, еоетолщую изъ безчиеленнаго множества безконечно :малыхъ 

е,,1агае~шхъ, пзмtнлющпхел по извtетному данНОJ\IУ заRону. Возl\iож

ность нахожденiл еу.в1ъ такого рода, кю;ъ (38), l\IЫ полсю1мъ нt

tколыпмп прпмtрамн. 

Еелп двпженiе равпоА1сJ;рное, то очевидно 1·1 = v2 = 113 • • • = Vn, 

Слtдовательно, выраженiс (38) обрашаетсл въ 

s = v. ndt, 

rдt v обозначаетъ постолнную скорость движенiл, а 1i представллетъ 

число (безконечно бош,шое) безконечно малыхъ проll1ежутковъ вре

мени, на которые мы дtд111\1Ъ весь ~анныii: конечный проl\1ежутокъ 

вpel\terш t. Слtдовате.1ьно n.dt = t, и 

S= 1.;t. 

Пусть движенiе б)·детъ равномtрноускоренное, и скорость къ 

концу времени t выражаетсл черезъ 

v=v0 + gt. 
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Тогда скорость въ начальномъ элементt, т. е. длл времени t =О, 

будетъ v0 ; длина соотвtтствующаго элемента пути будетъ v0dt, т. е. 

длина пути, проходимаго въ промежутокъ времени dt, слtдующiй за 

моментомъ t = О. :Къ концу времени dt скорость будетъ v0 + gdt; 
длина пути, проходи:маго съ этою скоростiю будетъ ( v0 + gdt)dt. :Къ 

концу времени 2dt скорость будетъ i,0 + g2dt; длина пути, проходи

маго съ этою скоростiю въ слtдующiй за временемъ 2dt промежутокъ 
времени dt, будетъ ( i 1

0 + g2dt)dt. Наконецъ длина пути, проходимаr(} 
въ послtднiй п-ныii элементъ времею1, с.твдующiй за D!О~1енто~1ъ 

(п-1 )dt, будетъ [v0 + g(n-1 )dt]dt. Слtдовательно д,шна пути, про

ходимаго во всt 1z э.1еленто}!ъ временп, т. е. во все вре:мл t, будетъ 

s = i•0dt + (v0 + gdt) dt + (v0 + g2dt) dt + · · · [v0 + g (п-1) dt] dt 

= v0nclt + g(dt)2(1 + 2 + 3 + .... п -1). 

Такъ какъ сумма натурадьныхъ чиселъ, до чис.1а N, выражается 
черезъ ! ( N + 1 )N, то наша предъидущал фор~1у .1а обратптсл въ 

1 
s = v0ndt + 2 gdt2n (п-1) 

1 1 = v0ndt + 2 g (ndt) 2 
- 2 gndt2, 

или такъ какъ nclt = t, то 

- 1 2 1 d· s - v/ т 2 gt - 2 gt . t, 

но dt иожетъ быть сдtдано меньше вслкой данной величины; слtдо

вательно 

' 1 
S = V0 t + 2 gt2

, 

т. е. извtстная уже 1ш1ъ фор)1у.11а (9). 

Очевидно, что, д.1л опред·вленiл дюшы пройденнаго путп, намъ 

достаточно знать тодько величину скорости длл каждаго элемента пути, 

но не ел направ,1енiе. Но д.пша пройденнаго пути, безъ данной его формы, 

н11 опредt.тшетъ впо.1шt движенiл. Ес.п1 же намъ даны всt три проложенiл 

скорости на данныл оси координатъ, то находл пространства, прохо

димыл точкою по осл~1ъ координатъ, мы опред·вдлемъ_ тt~1ъ сы1ымъ, 

длл вслкаго момента въ данно~1ъ промежуткt вре~1ени, ел положенiл 

въ пространствt; с.твдовате.1ьно вполнt опредtдлемъ ел двпженiе въ 

упомлнуто~1ъ промежуткt вре~1енп. l\po~1t скорости-при этомъ намъ 
очевидно до.1ж1ш быть дана та точка въ пространствt, отъ которой 
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движеюе начинается, или отъ Roтopoii 1ш начинаеыъ разсматривать 

двпженiе. 

Пус.ть х0 , у 0 , Z 0 будутъ координаты двпжущеtiсл точки длл вре

мени t = О; пусть Vx, v1 , v, будутъ с,1агающiл скорости JIO ОСЛ)IЪ 

Rоордпнатъ, данныл длл каждаго )!О)Iепта извtстнаго про~rежутка вре

мени, отъ t = О до t = t, т. е. выраженныл какъ функцiи времени. 

Tor;i:a, обозначал д.1л краткостп адгебрапческую сумму вида (38), 
В3лтую по э.11ементамъ вре~1ею1 ~1ежду упо~1лнутыми выше пред·t,дюш 

t 

О и t, черезъ }: vdt, )IЫ будемъ шr·tть слtдующiл выраженiл длл 
u 

Rоординатъ двнжущеii.сл точки во времл t: 

t 

Х = Х0 --т l t'xClt , 
о 

t 

у=у0 + I v1dt, 
() 

t 

Z = Z0 + I VzClt • ,, 

(39) 

Выраженiл (39) еуть очев1цно уравпенiл двшБенiл. р·tшающiл 

вподнt задачу о нахожденiп по.~rоженiл двпжущеiiсл точRп въ любое 

времл t. 

Произведепiе сnоростп на врбш, какъ вообще вслкое кодичество, 

составленное пзъ двухъ мпож11те.1еii, }rожетъ быть пре;~:став.1ено гра

фически въ впдt п.1ощади нtкотораго прлмоугодьнпка, чис11овал вешr

чина сторонъ котораго равна соотвtтственно чпс.тrовымъ ве.1шчпна)IЪ 

того и другаго 11зъ пропзводитедеii. Дtiiств11те.1ьно, вообразш1ъ себ·t 

прлмоуго.11ьникъ, основанiе котораго зак.1ючаетъ въ себt столько 

·единицъ дюшы, ско.1ько ;щнное вре~ш t celi. - единпцъ вре~1ен11, а 

высота которю·о занлючаетъ въ себ·t, сто.1ыiо е;(lrющъ дюшы, скольRо 

даннал скорость vцепт. -ед11ницъ скорости. Тогда п,1оща;~:ь такого прл-
сек. 

моугольника будетъ равна v.t, 11 будетъ заключать въ себt сто.1ько еди
ющъ площади (т. е. цент. 2 ), сколько пространство s цент., проходимое 
равномtрно во вре)IЛ t со скоростiю v, содержитъ единпцъ д.пшы. 

Такъ какъ всл1,ое пере~1tнное двпженiе ~rожетъ быть· предста

влено въ своихъ э.1ементахъ равномtрнюrъ, то пространство, прохо

димое въ каждый э.1ементъ времени clt, можетъ быть выражено пло
щадью прю1оуго.1ьника, съ основанiе~rъ clt п высотою, равною v, т. е. 
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скорости въ соотвtтствующемъ элементt. Су!1ма площадей безчислен-

наго l\IНожества такихъ безконечно уз

кихъ. прлмоугольниковъ (рис. 26) вы-

разитъ uространство, проходимое въ 

,.. v оиредtленныfi конечный промежутокъ 

времени. Эта cyмllta представптъ пло

щать, заключенн1·ю между прлмой Ot, 
дB)'!IJI перпендику ллрнюш къ нeit, прл-

111юш О V 0 11 t V, п ломаною .Т\Iшiю V0 V, 
Рис. 26. 1,оторал, съ 1·1\1еньшенiемъ промежр-

ковъ clt, обратптсл въ непрерывн1·ю крпв1·ю, называеD1ую кр и в о ю 

скор о ст е it. Если дано 1,акое нпбу;~:ь соотношепiе, опредtллющее 

каждую скорость v по каж;~:0111у ;~:анно~1у врс111енп t (т. е. если '1' да

на въ фушщiн t), то крпвал скоростеii построитсл также, какъ всл

кал вообще крпвал, д.lJ.JI которой дано соотношенiе l\Iеж;п коор::1Iша

таю1 ел точекъ ( 01. § 1). Слtдовательно прп построенiп выраженiл 

'/; = f(t) 

мы должны разе11rатрпвать вслное t, нанъ ноор;щнату х (абсцисс у) 

какоit либо точ1ш плопоit нривоit, а ~·-накъ соотвJ;тствующую ко

ординату у (ординату). 

то 

Длл равно111tрноускореннаго двпженiл, г;1,'t, 

l' 

о t' t 
Рис. 27. 

V = V0 -1- gt, 

!iрпвал скоростеii бу;~:етъ прлl\1ою шшieii. Дtii

ствительно, постропвшн (рпс. 2 7) абсцпсеу t и 
ордпнаты v0 11 v, 111ы проведе111ъ лпнiю i\,i'0 , па-. 

раллельно Ot; затt!\IЪ построш1ъ ор;~:пнату t/, со

отвtтств1·ющую абсциесt t'. Такъ какъ 

v' = t"o + gt', 

послtднлл пропорцiл показываетъ, что точка v' лежитъ всегда на 

третьей сторонt прлмоугольнаго треугольника v0vuv; слtдовательно 

линiл скоростей, 111ежд1· v0 и v, есть прлl\1ал. 
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п.~оща;~;ь фпгуры Ovo1.:t, состол пзъ прлj\rоугольнпна Ovovuf и 

прююуго,11,наго треугольнш.а vйп'0 , О)';~:етъ равна 

или 

1 i· ' v 
v t-'- -Cv- v) t= ~---с__ t 
о 1 2 u 2 

1 
=vuf +-gt2, 

2 
(39)' 

п выразптъ пространство, проii::1епное равно:utрно ус1,оренно во вреыл 

t, съ усноренiе~,ъ 9 н съ начальною сноростiю v0 • 

Сводл опре,т!;лепiе щ1оtiденнаго простраштна па вы•шсленiе пло-. 

щa;1.eii, мы тtыъ не пзб'!:,гае111ъ однано сушюванiл безнонечно 11а

лыхъ велпчппъ, пбо длл опредtленiл площадеii, огранпченныхъ нри

выю1 линiл!ш, ыы ш1tе111ъ тольно одинъ епособъ-ра3б1шать эти пло

ща;~п па бе:1но11е•шо ыnлын частп, ноторыл nrожно-бы было разо1атрп

вать, юшъ огра1ш·1~нпыл праыьпш линiлl\111. TO.'IЬRO пдоща;щ фпгуръ, 

огранпченныхъ прлмыnш лппiлnш, ыы може:11ъ непосре;~:ственно срав

юшать, прп поl\ющп наложенiл, съ принлтою нами едпющею площади 

(т. е. съ нвцрато11ъ, стороны Roтopnro равнлютсл едпшщt дшшы) 

или съ Rонечныш1 частл~ш этоii едпнпцы. Сдtдоватедьно, тодьио при 

равноыtрно усноренномъ двпженiп ыы :rrrожемъ опредtлить пройденное 

пространство непосредственно безъ по111ощ11 ср1111ованiл безнонечно 

мадыхъ путеn. 

Ttl\IЪ не l\leнte сведепiе опредt.1енiл путп RЪ опредtленiю пло

ща;1и можетъ ш,tть ту выгоду, что прп вычнс,1енiп площади nш l\IO
жen,ъ разбпвать ее на бе3RОнечно малыл части разнообразныn1и спо

собами, выбпран прп этомъ тано11 споrобъ разбпванiл, при :котороыъ 

сумn1ованiе частей можетъ быть пропзведено всего дегче. Напримtръ 

предп0Jrожю1ъ, что завпс1шость сноростн отъ вреnrенн представдена 

уравненiемъ 

v = ,1a2-=t2 
' с 40) 

длл про111ежутна вреn1енн n1ежду t = О и t = а. Д,1л опредtленiл про

странства, проiiденнаго точкою отъ нач:а.1а JТВIIженiл, т. е. отъ t = О, 
до Rа:кого нибудь l\IO!\reнтa 11rеЖiП О п а, на~1ъ нужно-бы было некать 

такую суn1му безнонечно 111алыхъ величинъ: 

J!a2 .at+1l(al--dt)2 .dt+J!a2-(2dt)2 .dt+ .... Jla 2-(ndt)2 .dt. (41) 

Не выпошшл непосредственно суш1ованiл, J\IЫ поо1отрш1ъ сперва, къ 
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опредtленiю п.1ощади какоii кривой еводитсл нахожденiе искомаго 

проетранетва. 

Строл кривую по ур. ( 40 ), мы видимъ, что 
А скорость въ начал·t, пр11 t = О, 11мtетъ наиболь-

v а; С - шую ве.п1чину ct, которал на рисункt (1нiс. 28) 
выразптсл линiею ОА; затt)JЪ е1,орость у~1ень-

о t :В шаетсл и прп t = а (на рие.: ОВ) дt,1аетсл рав-
Рис. 28. на нулю. Длл какого нuбудь промежуточнаго мо-

мента вре)IеIШ, опредt.11ле3~аrо абсциссою Ot, мы вычисллемъ ор;~:и

нату tO ш1и Ov по ур. ( 40): 

Ov = Jla2 
- Ot2

, откуда Ov2 + Ot2 = а2 = 002 
; 

с.1Itдовате.1ьно разетолнiе ОС какой диб,о точю1 на кривой скоростей 

отъ начада координатъ всег;щ равно а, откуда за~:.11ючаемъ, что при

вал АВ есть дуга круга, радiуса а, центръ котораго въ О. Искомое 

проетранство, д.11л времени t = Ot, выразптсл суммою площадей прл

)1оугольнаго треугодьюша OCt и сектора ~:руга .A_GO, пр11чемъ каж

дал изъ шощадеti, соетавллюшпхъ эту суш1у, уже не будетъ 1п1tть 

непосредетвеннаго кине~шти•rескаго значенiл. 

Длл опредtленiл ш1ощад11 сентора 11ш, какъ павtс.тно, разбиваемъ 

дугу АС на безчисденное чисдо 1z прш1ол11неiiныхъ элелентовъ, д.111-

на каждаго изъ которыхъ будетъ А С; всл'tдетвiе этого секторъ АОС 
11, . 

разобьется на безконечное 11шожеиво треуrодьниковъ; основанiемъ каж

даго изъ нпхъ будетъ Э;1ементъ дуГ!I, а высотою-радiусъ круга; каж-

" а АС 
дал такал э.1ементарнал пдощадь оудетъ очевидно равна2 · - 1

-i ; сумма 

nзъ п такпхъ шощадеii будетъ ~а. АО. При это~1ъ ош~ть, пдощади 
эле111ентарныхъ треjтольюшовъ, суш1ованiемъ которыхъ мы находимъ 

ш1ощадь сектора, не имtютъ ю1накого непосредетвеннаго кпнемати

ческаго значенiл, въ род·t того, какъ э,1е~1ентарныл пдощадн, съ по

мощiю которыхъ могутъ быть предетавдены чдены сум:~1ы (41). Обо

значимъ черезъ rx уголъ АОС, т. е. длину дуги, которая описана изъ 

точки О радiусомъ единицею въ то~1ъ-же 1тлt АОС. Тогда очевидно, 

АО= а. rx, и п,1ощадь сектора=} а2 (Х. С.тtдовате.1ьно иско~1ое про
странство s выразится такъ: 

_10 с 1 1 2 s- 2 t.t , 2 arx, 
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илн такъ какъ 

то 

причемъ 

Г,1АВА I. Б11НЕ~IАТl!КА. 

tC =v = ila2
- t2, 

Ot 
tang !Х = · . 

Ov - i/ а2 _ t2 ' 

SШ!Х =
а ' 

1/ а2 - t2 
cos !Х = . 

а 

59 

Если извtстны тригонометрнческiл ко.шчества sin, cos, tg, относл

щiлс11, къ какому нибу;~,ь углу !Х, то уго;1ъ этотъ мы счптаемъ вполнt 

опредtленнымъ и изображае;11ъ такимъ образомъ: ес,1:ш 

sin !Х =а, cos !Х = ь' tg !Х =с' 
то 

!Х = ai·c . sin а = ai·c . cos Ь = arc . tg с , 

что обозна 11аетъ: ::ота С1 есть такал, котороri siп есть а, cos есть, Ь и 
т. п. С,тt;~овате.11,но ;uы можелъ писать: 

1 . 1 t 
s = 2- t J/ а2 

- t2 + 2 а
2 ю·с . sin ~ · 

§ 11. Оnредtленiе движенiя по даннымъ ускоренiямъ. 

Предпо;1ожш1ъ, что намъ дано ускорепiе g1 ;1.1л э.1е)!ента вре

мени clt, с,1t;~ующаго за молентоыъ nре11ени пача.1а двпжепiл, направ

ленное по траэкторiп дn11жущеt1сл точки; тог:1а ве.пrчина скорости точки 

къ концу этого э.1е}1е11та времени возрастаетъ на ведпчпну g 1(lt, и если 

длл предыдущаго :меыента времени скорость бы.1а v0 , то длл послt

дующаго-она будетъ v0 + g 1dt; ес,ш затt~1ъ б)'детъ дано ускоре

нiе g2 ( тоже тангенцiа.1ьное) д,1л э.1еыента времени, с.1Jt;1,ующаго за 

МОJ1ентомъ dt, отъ начала двнженiл, то къ конц-у этого э.1емента ско

рость nозрастетъ еще на g 2clt, 11 въ теченiп слtдующаго э.~е:мента, 

т. е. до конца времени 'ldt, она будетъ v0 + g 1clt + g 2dt, п т. д .. Такимъ 
образо~1ъ, черезъ нtкоторое безконечно большое чпсло п безко

нечно )Iа.1ыхъ промежутковъ вре}1ени dt, изъ которыхъ состо1пъ 

нtкоторыii конечный промежутокъ nременп, отъ начала ;:~;nиженiл, 
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начальная скорость увеличится на 

g1dt + g2clt + g3dt + · · • • gn-1dt + gndt, (43) 

и эта сумма, будучи придана къ скоростп первоначальнаго элемента 

( съ котораго мы начпнаемъ разсJi1атривать двшкенiе ), выразитъ ско

рость въ теченi11 элемента вреl11ени dt, сл·tдующаго за промежуткоl\IЪ 

ndt = t, отъ начала движенiл. Сую,ованiе ( 43) опять · 111ожетъ быть 
приведено къ нахожденiю ш1ощади кр II в о ii у с :к о ре н i ii, :которая 

стро11тсл по уравпенiю 

g = f(t)' 

выражающю,у завпсю1ость g отъ вреl\1еш1, прпче~,ъ разл11чныл вре

мена от:кладываютс я 1шкъ абсциссы, а соотвtтствующiя велпчины 

g-RaKЪ Ординаты. Вообще l\IЫ ВНДИМЪ, ЧТО СRОрОСТЬ ПО даННЫМЪ тан
rенцiаЛЬНЫ)!Ъ )·скоренiяllIЪ находится съ помощiю та:кпхъ-же суш,ова

нiii, :канъ проходш,ое пространство-по данныl\1ъ сБоростлмъ. Uзъ ( 43) 
легко впдtть, что если усноренiе g будетъ постояппо, то приращенiе 

велпчппы скорости б)·детъ, черезъ про)rежуто:~;ъ вре111ен!1 t, gt, а са

мая с:корость, есди v0 будетъ начальная ел велич1ша: 

'/,'о+ gt. 

Если усь:оренiе ( тангенцiальное) возрастаетъ пропорцiонально вре)rени 
и вообще б)·детъ 

g=а+Ы, 

то, пр11 начальной скорост11 t'0 : 

V - •• ' at . 1 1t2 - ио т '2и , 

И Т. П. 

Танъ какъ, по даннымъ тангенцiальнымъ ускоренiЯl\IЪ, первона

чальной скорости и иоложенiю точки псхода, мы можемъ опредtл,rть 

то11ько вел и чин у скорост11 по траэкторiи 11 длину пройденнаго пр·о

странства, то вообще движенiе не опредtдлетсл вполнt выше упомлнуты-

1\IИ данными, ибо остается еще нензвtстною форма пути. Дллполнаго опре

дtленiл двнженiя намъ нужно знать, кромt величины скорости, еще ел 
направленiе въ :каждо111ъ элемент·t, т. е. другиl\ш словами, направ,1енiе 

наждаго · элемента траэкторi11. Велич1шу 11 направленiе скорости l\IЫ бу

демъ знать, когда она дана намъ сво1н1и тры1я слагающпмн по ослмъ 

Rоор;~:ннатъ ( обыкновенно прямоугольню1ъ), ибо тогда l\IЫ знаеl\IЪ не 
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то11ько ве.111шшу ;i,inroнa.ш, представш1ющеti результирующую 

скоростеii, но и ел нnправ,1е11iе: 

ЭТl!ХЪ 

[ 
v 

ибо тог~а v2 === v~.? --+- ,v.i2 --+- vl,2 п cos (v,x) == ~, 
v· 

v v ] eos(v.y)=-.r._, cos(v,z)=~.z · 
' v v 

(И) 

Д.1л того-же, что-бы :зш1ть вс·t три сRоростн по осюrъ коор;щнnтъ мы 

до:1жны знать BC't трн ускоренiл, т. е. по.шое ускоренiс, данное его 

тремл слагающшш. 

Итакъ, двпженiе вполн·t опре;~,tдено, когда даны заразъ: 1) по

,1оженiе точкп псхода, 2) скорость первонача.11ьнаго э.11емента, по ве.ш
чпнt и направленiю ( т. е. обыкновенно-ел слагающiл по ослмъ коорди

натъ) п 3) по.шое ускоренiс ;~,.11л каж;~;аго эдемснта вреJ11ен11, по ве.пrчин t 
и направ.1енiю ( т. е. оплть его с.1агающiл по осямъ коордпнатъ ). 

о 

Рис. 29, 

мента тгаэкторiл. Д.шнn перваго элемента 

Пусть напрш1tръ то 11-

ка О (рнс. 2 ~) предста

вш1етъ собою нача.110 двн

женiл, юшiл АВ = v0 , но 

величнн·t II напраменiю,
скорость начадьнаго эле

мента, шшiп g 1 , g 2 , 

9з ...... - ускорснiл въ 

концахъ перваго, втораго 

и т. д. элементовъ Наtiде11ъ 

пос,1Itдовательню1ъ постро

енiы1ъ э.11ементовъ путь дшr

жущеitсл точки. Rакъ обык

новенно, опредt,1Лелъ э.1Iе

!1енты пути въ то!IЪ пред

положенiп, что каждыti пзъ 

нпхъ проходлтсл въ рав

ныл, но безконечно 11rа.11ыл, 

времена dt. дннiл Ov0 , п11.

раддельнал и равналАВ, от

.11оженнал,отъточки О, даетъ 

направ.1енiе псрваго эле

будетъ (ls 0 = V 0(lt. 3атtмъ 

дипiл, пара.1.1с.ннал л равнал g 1 , дастъ направ.1снiе прпращенiа ei,o-
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рости въ концt перваго элемента вре~1ени~ длина g1dt, отложеннал 

на этой линiи, дастъ ве.1ичину этого приращенiя; дiагональ параллело

грашrа, построеннаго на скоростлхъ v0 п g1dt дастъ, по велич1ш·t и 

направленiю, скорость v1 во второмъ элементt путп; длина этого э.1е

:r~1ента будетъ ds 1 = v 1dt. 3атt111ъ, такимъ же образо111ъ складывал 

скорости v1 и g 2dt, опредtллемъ скорость v 2 третьлго элемента и 

его длину ds 2 = i, 2dt, и т. д. Такш1ъ образомъ построи~1ъ, элементъ 

за элементо~1ъ, весь путь точ:кп. Возможность оппсаннаго построенiл 

показываетъ, что вышепрпведенныл данныл впо.тrн·t опредtллютъ дви

женiе. Но 111ы не 1н1tе111ъ средствъ производить безчис,1енное множе

ство гео111етричее:кихъ сложенiii, не выполнял дtйствительно безко

нечнаго числа построенiй дiагоналей параллелограм~1овъ; поэтому 

:мы свод1п1ъ опредtленiе движенiл по траэкторiи къ разысканiю 

движенiй по прлмолинейнымъ ослмъ координатъ, при :каждомъ изъ 

:которыхъ ус:коренiл направдены по линiю1ъ двпженiя; тогда сложенiя 

скоростей сводятся къ адгебраическп111ъ су111мованiямъ, которыя выпол

нять 11ш 111оже111ъ, :какъ-бы ш1 было велп:ко чпсло ч,1еновъ С)"ШIЫ. Въ 

§ 9 м:ы имtли при111tръ подобнаго рода пзслtдов~нiя, гдt 111ы, по дан

но:r~1у ускоренiю проложенiй, Ш) начальноrt сRорости и по данной точRt 

исхода, опредtляли движенiе. 

Обознач1п1ъ черезъ vx°, v/, vz0 данныя перnонача.11.ьныя скоро

сти по осямъ координатъ, черезъ 9х, 9r, gz-yc11opeнiя по тt111ъ-же 

осямъ, представденныя ItaRъ фующiи вре~1ени. Тогда Gнорости vx, 
vr, vz, :которыя будетъ ю1tть по ося111ъ ноординатъ движущаяся точка 

къ :концу времени t, представятся такпмъ образомъ: 

(45) 

Vz = Vzo + }: gzdt 1 

гдt суммы берутся по всtмъ э.ч.ементамъ времени въ промежутRt 

отъ t = О до t = t. Опредtливъ изъ ( 45) скорости въ завнсимост11 

отъ времени t, 111ы съ помощiю урр. (39) найде111ъ подоженiе точки 

относитедьно данн.ыхъ осей д.ч.я вс1шаго вре111ени, т. е. рtшимъ nполнt 

задач о движенiи. 
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§ 12. Нинематика неизмtняемой системы точекъ. 

Совоrtупность нtснолышхъ двпжущпхсл точеБъ называетсл во

обще с ист ем о ю движущпхсл точекъ. Если каждал точБа спсте~ш 

Nожетъ передвпгатьсл незавпспмо отъ другпхъ точеБъ той-же систе!IЫ, 

т. е. такъ, каr,ъ буцто-бы этпхъ послtднихъ не быдо, то спстема назы

ваетсл сп стем о ю с в об од н ы х ъ точек ъ. Есшr БаБое нибудь пе

рю1'f,щенiе одной точrш обус.1овшшаетъ собою пере~rtщенiл другихъ 

точекъ, то еисте)~а называетсл спстемою не с в о б о дн ы х ъ и л II 

с в л за н н ы х ъ то ч е Б ъ. СнстеD1а несвободныхъ точекъ можетъ быть 

сама по себt с в об одною и.ш не с в об одною, 01отрл по то111у, 

~1ожетъ пш1 не ~,ожетъ такал спсте~~а перемtщатьсл во всt стороны, 

заразъ вс'!;шr своию1 'точкали одинаково п безъ пз~1tненiл относи

тедьнаrо ихъ расподоженiл. Твер;~ое т·tло въ пространствt предста

в.;rлетъ прш1tръ свободноii епстемы свлзанныхъ точекъ; 

твердое тt.10 на пдоскости-прюr·tръ не с в об одно li с ист ем ы 

с в л за п н ы х ъ то ч е и ъ. 

Itакова-бы нп быда епс.те)Iа точекъ, вслкое ел двнженiе ·мы ~10-
жellIЪ разсl\rатрпвать, какъ состолщее изъ двухъ: однаго общаго всtмъ 

точкюrъ, и другаго-относительнаго, въ сравненiи съ 1,акою нибудь 

ироизво,1ьно выбранною точБою тоit-же еисте~IЫ. Дtйствптедьно, ско

рость Б.аждоrt точки ддл Баждаго мов1ента вреi11ени мы можыrъ раскда

дывать на дв·t, изъ которыхъ одна будетъ равна по ведичинt и на

правленiю скорости нtкоторой производьно выбранной точки систе!IЫ, 

и будетъ длл вс·tхъ точекъ, стадо быть, одна п таже, а другал вооб

ще ддл разныхъ точекъ будетъ раз.пrчна; первал скорость обусдо

вптъ о;~но нзъ вышеупомннутыхъ двухъ движенiй, вторал-другое. 

Очевидно, что то11ько относпге.1ьное движенiе точекъ системы зави

ситъ отъ характера ел с в л з но ст п, 11 при изученi11 этого движе

нiл мы D1оже)1ъ одн~· изъ точеБъ сииемы разоrатрпвагь, какъ не

подвижную. 

Не из DI t н л ем о ю сп ст е Dr о ю называетел такал, точки кото

роli не могутъ измtнлть своихъ взашшыхъ разсголнiй. Точки абсо

дютно твердаго тtла представдлютъ при~1tръ такого рода спстеDIЫ. 

С,1·tдовательно въ ней должны также оставатьсл неизмtнными раз

столнiл ел точекъ: 1) отъ вслкой точки неиз::11tнно свлзанной съ си

сте)rой, 2) отъ какой: нибудь прш11оii, проведенной между любыми 

дврrл то•шами, пшr принадлежащюш къ системt, или вображае~rыми, но 
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съ нею не11з~1tнно связанпы!IИ, 3) отъ плоекоети, проведенной черезъ 
любыя тр11 точки, пр1ша;~:лежащiя сиетемt и.'IИ съ оною неизмtнно связан

ныя. С.11tдовательно, есшt мы вообразпмъ н·tкоторыя оси координатъ, 

неиз.!',1·tнны111ъ образомъ связанныя съ спсте111ою, т. е. проходящiя всегда 
черезъ однt и тtже ел точ1ш ( очевидно четыре точка опредtля:тъ три 
такiл ос11 впо.шt ), то координаты точекъ саете~1ы относитеш,но этихъ 

осей, прп всяко~,ъ движенiн е11ете111ы, оетанутся .нензм·tнныъш. 

Такъ какъ изученiе тtхъ родо·въ движенiя вслкоti систе111ы, ко

торые характеризуются своnства~ш свлзност11 этой посл·tднеii, сво

д1пся къ изученiю движенШ ел точекъ окодо одноii неподвижной, но 

произвольно выбранноii, то мы II обратимся прежде всего къ двнже

нiю неиз11гtняемой с11ете:м:ы окодо неподвижноii точк11. Пусть О бу

детъ нtкоторая неподвижная точка системы; тогда всякая д111тая 

точка А можетъ окодо нел двигаться не иначе, какъ оставаясь отъ 

О на не11з111tнномъ разстолнiи. Bct точки, лежащiл на новерхност11 

сферы радiуса ОА, око.110 точки О, должны оставаться на этоti сфе

р·t, перемtщалсь то.1ько по ел поверхности. Вообра.~пмъ 1шкi11 ни

будь 
0

дв.t точки А и В (рис. 30), .1ежащiя на этоii поверхности; 
пос.1t какого н11будь перемtщенiл ( коне 1шаго 11.ш без1tонечпо ~ш.1аго) 

положенiе этихъ точекъ на тоii-же сферt будетъ А' и В'. Дуги боль-

;__ _____ лв' шихъ круговъ (ц-ентръ которыхъ въ О), про-

Рис. ЗlJ. 

веденныхъ отъ А къ В и отъ А' къ В', бу

дутъ очевидно равны между собою, такъ какъ 

разс,тоянiл ~1ежду точка11ш систе!IЫ не11з111tн

ны "). Соедиюшъ дугами бо.11ьш11хъ круговъ 

точки А съ А' 11 В съ В'; черезъ середины 
этпхъ дугъ, Е 11 F, проведемъ опять большiе 

круш, перпендпку лярно къ АА' и ВВ'. Тог;~:а очевидно, каждая точка 

круга ЕС будетъ одинаково отстоять отъ точекъ А и А'; точно 

также каждая точка круга FO будетъ одинаково отстоять отъ В и В'. 
Слtдовате.11ьно, для точки О перес·tченiя дугъ ЕС и EF, мы будемъ 
имtть: АС= А' С 11 ВС = В' С, откуда зак.11ючаемъ, что сферпческiй 

треугольникъ АВО пр11 надоженiи совпадетъ съ треуго.11ьнпкомъ 

А'В'С. Такъ какъ разстолнiя точки С отъ об·tпхъ точекъ А II В 
остаются однп II тtже, до II посл·t неремtщенiн, то эта точка доджна 

'') П.1ос1,ость рисунка мы до.~;кны пvедставпть себ'!J поверхностiю СФеры, и 

11vю1ын .ншiп-дугами бо.зьшнхъ круговъ. 
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принадлежать къ не1iзмtнлю101i С11СТе)1t; кромt того мы вщимъ, что, 
прп дюшю1ъ перем,tщенiи фигуры АВС, точка С остаетсл неподвиж

ною. Другою неподвижною точкою прп даннояъ перемtщенiн будетъ 

очевп;що друго1i конецъ, дiаметра сферы, проходящаго черезъ точl{у С. 
С.1t,доватеш,но, къ концу даннаго пере)1tщенiя одпнъ пзъ дiа~1етровъ 

разс~~атриваемоn сферы, 1ш1 вообще одна нзъ пршшхъ шшifi, прохо

дящихъ чсрезъ О, не пзмtнптъ своего по.1ожепiя. Ес.1J11-бы, кро,1't пе

релtщенiи точекъ А II В, мы обратпли вню~анiе на пере~,,t,щенiе ка

коti нпбудь другой пары точекъ, совершающееся совыtстно съ пе11-

вьн1ъ, то опредt.т~яя по.11оженiе неподвижноfi точкп на сферt по вы

шеуказанно~1у способу, мы пришю1-бы непремtнпо къ тоfi-же caмofi 
неподвижной ,шнiи, которая опредt.11ена пере:11tщенiе111ъ первыхъ двухъ 

точеRъ. Дttiствитедьно, неподвпжность кaRofi ннбудь другой линiи 

обуслов11.1а-бы также неподвижность пдоскости, проходлщей черезъ 

об't неподвижныл лпнiп, а сдtдоватедьно-11 неподвпжность всей си

стемы. Ста.10 быть, прп да~IНО!IЪ пере~1tщенiп непзмtняемой системы 

око,10 точкп, можетъ оtтаватнн пеподвпжпою то,1ько одна юrнiл, ко

торая проходптъ черезъ неподвижную точку. Такъ Rакъ разстолнiл 

точекъ отъ этоii .пrнiп до:rжны быть непз)гtнны, то двпженiе спсте

~ш должно rостоять во вращенiи ел точеRъ оRоло у1101шнутоfi .пшiи. 

llтакъ, в с л R о е пер е ,, t щ е н i е точек ъ неизм t н л е :мои с и

с т е м ы о к о .11 о н е п о д в п ж н о й т о ч к и м о ж е т ъ б ы т ь п р о II з
в еде но в р а щ е н i е и ъ сп стемы о к о .11 о н t к от о рой не под

в и ж ной осп. 

Представюrъ ееб,t, рндъ пое.1Itдовате.11ьныхъ пере~гl;щенiii неиз

~1tняемой системы около неподвпжной точRи. Подоженiл, въ :~;оторыл 

приходитъ посдtдоватеш,но <:псте~,а, вс.11tдствiе эпrхъ пepe~rtщe

нifi, обозначш1ъ Rакъ 1, 2, 3 и т. д. до N. Переходъ спстемы изъ 

каждаго предыдущаго по.11оженiя въ послtдующее ~1ожетъ быть совер

шенъ съ по~1ощiю двпженiл системы 011оло нtкоторой оси, приче~1ъ 

ддл каждаго перемtщенiл, вообще говорл, 110жетъ найтись свол 

ось вращенiл. Такимъ образомъ мы будетъ шrtть рлдъ пос.11-tдователь

ныхъ вращенiй около разди•шыхъ осей, проходлщихъ черезъ одну 

неподвижную точку. Но съ другой стороны, пере~1tщенiе пзъ по.10-

женiл 1 въ по.1.оженiе N ~,ожетъ быть произведено непоередственно 

тоже вращенiе~1ъ спсте~,ы около нt11oтopoii осп. С.Itдовательно, ридъ 

вращенiti непзмtнле~1оti спстеш.1 окоао произво11ьнаго числа oceii, про
ходлщпхъ через·ъ неподвижную то•шу, мы може11ъ 3аr,1tнпть въ ре-

5 
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зультатt вращенiе111ъ около одной оси, и на оборотъ-вращенiе 01;0-
ло одноii оси представить, какъ результатъ послtдовательныхъ вра

щенiit око.110 раз.11Пчныхъ произвольно· выбранныхъ ос.ей. 

Есш1 движенiе систе11ш около неподвижной точки J\!Ы предста

в1m1ъ себt, какъ рлдъ послtдовательныхъ по,1оженiii, отдtленных ъ 

другъ отъ друга безконечно малыми про~1ежутками времени, то дви- · 
женiе системы въ каждый пзъ такихъ безконечно 11ш.11ыхъ про111ежут

Rовъ вре111ею1 бу;~:етъ состоять во вращенiи около нtкотороii оси, 

проходнщеii черезъ неподвпжную точч. Слtдовател1,но, в с л к о е не

п ре р,Ы В НО е Д В II Же Н i е II е II З 1\1 t Н !I е МОЙ С И С те nl Ы О К О Л О Не

П од в и ж но ii то ч к п можно пред ст а вить, к а к ъ р н д ъ по

с л t до вате льны х ъ в р а щ е н i й о к о .1 о о се tt, пр ох од л щи х ъ 
ч е р е з ъ н е п о д в и ж н у ю т о ч ь: у и н е п р е р ы в н о и з м t н я ю
щ их ъ с в о е направлен i е Rъ то~1у-же представленiю мы 1110-
же~1ъ прifiтп п другиn~ъ путемъ. Въ § 8 11ш впд·tлп, что всш,ую тра

экторiю точкп можно представить себt, 1ш1,ъ рндъ безконечно J11а

лыхъ круговыхъ дугъ, по.11оженiе центровъ которыхъ и 'величина ра

дiусовъ длл каждаго э.1е)1ента траэкторiи раздичны '"); слtдовательно, 

двпж~нiе вслкой точки по ел траэкторiп 111ожно представить себ·t, 

какъ рлдъ безконечно J\Jалыхъ ел вращенitt по эдеn:ентюrъ раз

личныхъ круговъ кривизны. Такпмъ образоJ11ъ, движенiе каждой точки 

неизJ11tнле~1оtt спстеJ11ы ~1ожетъ быть представлено, какъ рядъ враще

нiй по кругамъ крпвизны ел траэкторiп; въ теченiи даннаго эле

мента вре~1енп, cтaJio быть, Баждал точка системы движетсл по своему 

кругу. Но пока точка движетсл по кругу, центръ его и саман движу

щалсл точка представллютъ н·tnоторую неизмtнле~1ую систе111у; сдtдо

вательно, всt центры круговъ въ теченiп даннаго элемента времени 

неизмtнно свлзаны съ точками с11сте11ш. А такъ какъ эти центры, при

надлежа такш1ъ образо111ъ къ не11змtпнеn1оii спсте111t, остаются не

подвижнымп, то онп должны всt шш нахо;щтьсл въ одной точкt, 

1ш1r лежать на прююii, проходлщей черезъ эту точку. Сходиться въ 

одну точку всt центры вращенiл не 111огутъ, ибо въ тако111ъ случаt 

мы мог лп-бы найп1 всегда таиiл точки, к ото рыл двигались-бы по двушъ 
' . кругамъ, плоскости которыхъ пересt1шютсл, вслtдств1е чего измt-

нллось-бы разстоянiе 111еж;~:у этими точкюш. Поэто111у остается одно 

*) Прнман линiн при этомъ нредставитсн напрпм1,ръ, какъ рндъ дугъ, радiусы 
которыхъ безНQнеqно велиrш, а центры уда.1ены въ безконе'fность. 
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воз)tожное располоа,енiс центровъ нрпвизны-по нрнмой .шнiи. Та~ 

кал прю~ан линiн называется м г н о в е н II о ю о с ь ю в р а щ е н i JI 

системы. 

Д.шна путеit, прохо;rпмыхъ точ1,юш системы при данноr~1ъ вра· 

щенiи этоti посл:tднеti около какой либо оси, будетъ различна; но 

у го,[ ъ в р а щ е н i н, т. е. уго.п меж;~:у двумл лннiн~ш, представдн

ющпш1 разстопнiн данноti точки отъ оси вращенiл. до и пос.1t пере

ъ1tщенiн, будетъ очешцно д,1н всtхъ точекъ о;щнъ п тотъ-же, пбо 

въ противно:.11ъ случаt разстоннiн между точRамп систеn1ы должны-бы 

были изllltннтьrн. Ее.111 уголъ вращепiн мы обозна чп:uъ черезъ а, то 

длина пути, пройдепнал при это~1ъ точкою, находнщеюсл на разстол

нiи 1· отъ оси вращенiп, будетъ представдена дшшою д)ТИ круга, 

описанной радiусо~п r въ угл;t, а, т. е. черезъ r,;.. Если вращенiе 

около данной оси совершается такш1ъ образомъ, что въ равные и про

извольно выбранные промежутки времени спстема поворачивается на 

равные углы, то вращенiе называется равномtрньв1ъ. Уголъ, на ко

торый спсте~ш повернется, 11.111 r~овернудась-бы, при равноj1tрно)1ъ вра- • 
щенiп въ едшшцу вре~1енн, пазываетсн 1· г до в о ю с ь: о рост i ю 
око.10 данпоii оrп. Вснь:ое неравноr~1tрное вращенiе ~1ы може~rъ пред

ставить себt, ь:а1,ъ соетошцее пзъ рлда равно~1tрныхъ вращенiй, 

продо,1жающ11хсп, каждое, безконсчно ri1aш,rй пролежутоr\ъ вре11ени и 

имtющихъ разш1чныя )Тловын скорости. Если мы обозначюrъ черезъ 

d,;. безконечно riшлыii уголъ, на которыii: повернется r,пстема въ те

ченiи безконечпо ~~алаго врсn1ени clt около данной оси, то )Тдован 

скорость w около этой оси будетъ очевидно 

d'J. 
w = dt · (46) 

Путь ds, проходимыti точкою, лежащею на разстоннiи r отъ оси 

вращепiн, будетъ очевидно 

cls = YdtJ. = r. ыdt; (47) 

скорость этой точки на ел траэ1порiп б)·детъ 

ds 
v=dt=w.r. (-18) 

Слtдовате.1ьно, если угловая скорость с11сте~1ы дана, то извtстны 

скорости всtхъ ел точекъ, нахо;rнщпхсн на данныхъ разстоннiнхъ 

отъ данпоii оси вращенiн. Такъ ь:аь:ъ уголъ представлнетс.н всегда 
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отвдеченнымъ чис.1ю1ъ, выражающю1ъ отношенiе дшшы дуги къ д.пшt. 

радiуса, то единица угда будетъ проltдена рцiусомъ, когда онъ 

опише~1ъ дугу, равную ю1у по д.шн,t, (т. е. уго.11ъ въ 57° 141 44 11 .77 .... ). 
Если такой уголъ будетъ пройденъ nъ одну секуюу, то угловал сно

рость будетъ равна единицt. Изъ выраженiл ( 46) очеnпдно, что 

1 
един. угд. свор.= -- · 

сек. 
(49) 

Если слtдоnате,1ьно мы обозначюrъ черезъ (J) •1исдОВ)'Ю ве.пI'!пну 

1 
угловоii скорости, то полное выраженiе ел будетъ (J) -- 1ш1 (J) (сек.)- 1

. 
се1,. · 

Вращенiе окодо данноп осн, а югtст't съ ювrъ п уг.~овал скорость. 

считаютсл положите11ьныш1, когда ;i,.Iл наб.1юдате;11I, смотрлщаго отъ 

отрнцате:rьнаго конца оси 1,ъ положпте.1ы10)1у, nращенiе пре;~,ста

ВJ1Летсл щущшrъ по стрtлк't часовъ, какъ это преi1,став,1ено па 

рис. (31). Такъ напрш,tръ, ес.ш ыы прю1ю1ъ, что по.1ожпте.нное на

" прав,1енiе ( отъ конца С - ) къ концу ( + )) зе~шоii 

осп пдетъ отъ юга· къ С'tверу, то вращенiе ОТ'Ь 

запца къ востоку бу,~етъ по:1опште.1ьнымъ, п на 

оборотъ, принш~ал это nращенiе за по.1ожпте.1ьное, 

мы ;~,о.1жны отрицатеш,ный ~.онецъ осп вращепiл 

отнести къ югу. 

Рис. 31. 
П редставюrъ себ'I; такое двпжепiе пю1зп1't

нле~1ой еастемы око.10 пеподвпжноii точки, прп которо)!Ъ не 

происходитъ шшакпхъ nнезапныхъ скач1,оnъ 11.ш Р'tзнихъ нзл't

ненiй въ направ.1епiа путеп то 1rекъ састе~,ы 11 пхъ екоростеti. Iiрп

визна путеlt точекъ епстемы прп такопrъ ;~.nшкепiи ,!.О.1жна пз111'tннтьсн 

непрерывно, т. е. безно.печно )1а.1ьаш скачкюш; ;~:ругюш с.1оnю111, T't 
круги, по безконечно ма11ьв1ъ дуга~,ъ которыхъ происходитъ движе

нiе точекъ системы, въ теченiп каждаго изъ рл;~,а безконечно малыхъ 

промежутковъ вре:uенп, ;~.оджны постепенпо переходить одпнъ въ 

другой, такъ что каж;~,ыii кругъ пос.:~tдующаго мо31ента до.JJженъ тодько 

безконечно )Ia.10 разннтьсл отъ кр)та предыдущаго ло:мента, какъ по 

ведич1ш't радiуса, такъ по по.1оженiю цептра 11 вceti cnoeii п.10-

скости. Только череаъ конеУны11 промежутокъ nре~1снп, т. е. беако

нечно бо,1ьшос чпсло безконе11нu ма.1ыхъ пpo~rf'жsтr,onъ, кругъ, но 

которолу точка дnпга;1ась nъ ш1•rа.тJ; про~rежупш, }Iожетъ от,шчатьсл 

консчны:мъ 0Г~ра;;о)1ъ отъ 1,руга, по Rоторо:11у точка ~nпжетсл въ коп-
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цt упошшутаго пролежрrш. llъ таь:олъ сдучаt по,10женiе мгновен

ноii осп вращtпiл будетъ пз~rtнлтьсл тоже постепенно; т. е. если въ 

теченiп даннаго безв:онечно nia.1aгo проыежрна вреыени система вра

щалась онодо онредtленноii прлыоii, то въ c,1tдyющiii безr,онечно 

маль111 про)1ежутов:ъ вреыенп она будстъ вращаться око.10 лннiп без

в:онечно. бдпзв:ой нъ первоii, 11 тодьно rrерезъ нонечньвi промежутокъ 

вре~1ен11 по.1оженiе шновенноii осп пзыtшrтсл ь:онечныыъ образоыъ, 

т. е. посд'1дш1л бу;~:етъ образовать съ начадьною осью Бонечный 

)ТО,1Ъ, и )Тдовал еь:орость воБругъ пел будетъ от.шчатьсл на конеч

ную велпчпну отъ Пt'рвоначальноii. Еслп niы от~1tтимъ внутри 

непз~1·tнле:11оii епстю1ы рлдъ шновенныхъ осей длл пос,1t;~:ователь

ныхъ эJ1елентовъ временп, еоетавлнющпхъ нtБоторыii Бонечныii про

r.1ежуто1,ъ вреыенп, то осп этп, непрерывно переходя другъ въ друга, 

образуютъ пtБотопю ноннчееБую поверхность ]( (рпс. 32), вообще 
СОJ111шутую шш разолБнутую, вершпна 1,oropoi-i находптел въ непо

двпжпоii точБ·t О, 11 образующiл Бoropoii суть по 
сдt,~овательныл осн вращснiл. Этотъ Бонусъ r.ш 

дош1шы очевщ:но разсыатрнвать, 1шкъ непюrtнно 

свлзаппыii съ данною систе~1ою, 11 перю1tщаюшiiiел 
ю1·tстt съ нею прп ел вращенiн ов:оло точк11 О 

Прн наждолъ нзъ поед·tдоватедьныхъ мгновен

ныхъ вращенiii снстеыы, тодьно одна нзъ образую

щихъ Бонуса 1( останетсл неподвижною, становлсь 

J\IГНовенною осью вращенiл; оетадьныл-же обра-

Рис. 32. зующiл будутъ пере~1tщатьсл. Поэто~I)' подоженiе 

осп вращенiл въ пространствt (напр. отпоептельно неподвпжныхъ 

ot:eit ноорд1шатъ) бу;~:етъ тоже пз)1·tннтьс.л со времене)IЪ, п саыа ось 

будетъ оппеывап. nъ про<:транстn·t Бонусъ L, вершина котораго бJ'· 

детъ находптьсл тоже nъ О. Частп Бонуса L слtдовате.1ьно описы· 

ваютсл раадп 1шыш1 образующюш Бонуса 1(, п при то~IЪ, каждою 1131. 
нпхъ посдt,довuтельно въ про;~;одженiп того вре)1ен11, nъ теченiп в:о

тораго эта образующал продолжаетъ оставатьсн осью вращенiл. l\Iы 

~,оже~,ъ та11ю1ъ образолъ сназатr,, что Rонусъ L опнсываетсл въ про
странствt осью вращенiл, состаменною въ разныл вре~1ена изъ раз

ныхъ точев.ъ спстеыы. Прп Баж;{оыъ мгновею1О)!Ъ вращенiи о;~:на изъ 

образующпхъ Rонуса К, станоnнсь осью, дt.т~аетсл таRже образую

щею ~;опуса L. Сдtдовате11ьно. двпженiе непз~1tнле~1оfi систеыы ОRОдо 
TOЧRJ! о вообще будетъ СССТСЯТI. въ ТО~!Ъ, что ROH)'l'Ъ К, непю11ш-
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но свлзанный еъ системою, будетъ катитьсл безъ скольженiл 

по конусу L, неподвижному въ простране,твt~ 
Ес.т~и оба конус.а, неподвижный L и катлщii!сл К, суть кру

глые, то движенiе называетел вообще пр е ц е с с i он а,'! ь н ы м ъ в р а
щ е н i ем ъ. При это~1ъ движенiи, оси обоихъ конусовъ С и О (рис. 33) 
очевидно всегда находлтсл въ одной п,1оскости съ мгновенною осью 

(\ 

вращенiл, В, проходящею черезъ в1tсто при

(~ косновенiл конусовъ. Эта ш1оскость оче-

' _ v \ впдно вращаетсл око.10 оси С; такое ел 

с в O движенiе называетсл п р е ц е с с i ей, а ел 
угловал скорость-уг.1овою скоростiю 

пр е ц е с с i и. Скорость прецессiп и угло-
Рис. 33. 

вал скорость с11сте~1ы око.10 мгновенной 

оси находлтсл въ постолнномъ отношенiи другъ къ другу. Д tйствп

тельно, обозначимъ первую и вторую изъ уп_о:млнутыхъ уг.uовыхъ ско

ростей соотвtтетвенно черезъ О. и (u, и вообразю1ъ какую нибудь 

точку Р, .uежащ~·ю на оси 00 катлщагосл конуса (рис. 34). Эта 
с точка вращаетсл въ данныli 1110)1ентъ око.т~о :мгновен-

о 

O ной оси OR; с.utдовате.т~ьно ел скорость доджна вы

раз11тьсл черезъ ы. PN; но съ другой стороны мы 

можю1ъ разс111атривать, что эта точка въ тоже самое

:мгновенiе вращаетсл око.11.0 оси ОС неподвижнаr() 

конуса съ уг.1овою скороетiю (}.; слtдовательно ел 

Рис. 34. скорость 111ожетъ быть также выражена пропзведенiемъ 

О.. РЕ, гдt РЕ есть ел разстолнiе отъ оси ОС; такъ какъ оба 

произведенiл выражаютъ одну и туже скорость, то w. PN =О.. РЕ. 
Ес,1и мы обозначю,1ъ черезъ Ф уго.uъ ~1ежду образующею и осью непо

движнаго конуса, а черезъ q;,-тотъ-же уго.1ъ д.1л катлщагосл конуса, 

то очевидно, что 

слtдовательно 

с о 

Е~ R, 

i / "/ 
,1 / /!'{ v 
о 

Pnc. 35. 

PN: РЕ =sinq;,: sin(Ф+ 9); 

w:0.=sintФ+c;,):sinq;,. (50) 

Ес.ш конусъ К приходитсл внутри конуса L (рис. 35 ), 
то очевидно 

w: О.= sin (Ф - :р): sin 9, (51) 

приче~rъ w и (! и~1tютъ раз.шчные знаюr. Rъ э,o;iiy 

случаю относитсл вращенiе земли около ен центра, 
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пр11че~1ъ Ф = 23° 27' 28 11
, а 9 = О''. 00867; вреып обращенiп со ско

ростiю iu равно звt.здню1ъ супю1ъ, а со поростiю й-~58Б8 годамъ. 

Ес.ш наконецъ L приходнтсп внутри К (рпс. 3 fj ), то 

.о 
р 

о 

(J w: f! = sin (9- Ф): sin 9. . (52) 

Мы )'Же знае~1ъ, что каждое вращенiе окодо 

опред'tленноh осн ,1ожетъ быть разсыатриваемо какъ 

резулыатъ нtско.1ьк11хъ пое.1tдоватс.п,ныхъ вращенiii 

око.10 раз.шчныхъ осей; этн послt;~нiп )IЫ )1оже~1ъ 

Рис. 36. назвать с да гаю щ 11 )! 11 или с о ст а в ,;i п ю щ н ли вра-
щенiшш, а вращенiе ихъ зю11;нпющее-р е зу ,1 ь т II р у ю щ II м ъ. 

§ :13. Сложенiе угловыхъ скоростей. 

Разо1отрш1ъ соотношенiп ыежду ве.шчпнаш1 состампющихъ и 

резу.:.:ыпрующихъ вращенi1'i въ томъ пре;щодоженiи, что тt п другiл 

безкuнечпо ~1а.1ы п совершаютсп въ безконечно )1а.1ып времена. 

Прежде всего зю11;тпиъ елt,дующее. Пусть нt,Rоторап точка си

стеыы пос11tдовате11ы10 вращаете п съ нею oi;o.10 Н'tСRОдышхъ oceii, 
распо~10,кенныхъ Rакъ уго;шо, н вообще пе прохо:~пщихъ черезъ одну 

точч: пусть уг.1овып скорост11 око.10 этнхъ 6eei1 будутъ w1 , w2 • • . w", 
а разстоппiп оп, oceii вышеупо:11ннутоii точю1 будутъ У 1 ,' 1- 2 , r 3 •. • 1· 11 • 

Есшr точRа повернется въ теченiи без1;онечно ма.1аго времени clt 
око.10 первоfi 0<·11, то ен пере~1tщенiе будетъ равно 1" 1t•) 1(lt. Ес.ш ос11 

мы ню1tтш1ъ непощнzшо въ проrтранствt, то пoc.nt перв:~го враще

нiл разстоянiн пере)I'Lщенноii точк11 отъ на~1tченныхъ ненодвнжныхъ 

юшiй, до,1женствующпхъ ~:дt.1атьсн въ пос.1tдующiе мо)1енты ослмп 

вращенiп, тоже 11:п1t,нлтеп, но очеви;~но-безконечно ма.10. Пусть этп 

разстолнiн сдt:~аютсп равньпш 1- 2 , (l 1г 2 , г 3 + сl'г 3 • • • г11 + (l'rн. 
Тогда пере}11щенiс то,н:11, вc.1,l;;i:иnie ел ьращенiп оRодо второй оси 

во время clt, будетъ 

w2 (r 2 --1- d' r 2) dt, 

и т. :1. Такъ что, когда совершатеп вращенiл около всtхъ ос.ей, 

кpoJ1t поелtднеn, то разстопнiе точRи отъ п-ной оси, вслtдствiе 

этихъ вращенiй, сдtлаетел 

гдt (l',-n' 
разстолнiп 

1"n + d'rn + d"rn Т dlПrn -+, • • • an-l rn, 

(l",-11 •••• (l 11
-

1r 11 суть беЗБОНСЧНО 

r 11 , ВСЛ'tдивiе перваго, втораго 

мал ып приращенiл 

и т. д. вращенiit. 
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Есл11 наконецъ точка повернетсл въ теченiи времени clt око.10 по

слtдней оси, то ел перемtщенiе, всл'tдствiе этого вращенiл, будетъ 

ел скорость во вре111л этого переnгtщенiл получптсл, когда )fЫ 

предъидущее выраженiе раздtлшrъ на dt; тогда будеnrъ пмtт1,: 

Wn1°n + Wn ( d'Tn + d"1·n + · • · dn-lr n) • 

Если чпсло осей не безконечно велико, то конечнал ('ую1а безконечно 

малыхъ величинъ, въ скобкахъ ( ), бу;~;етъ тоже безконечно 11ra.1a; а 

слtдовательно будетъ также безконе'!но мало произведенiе пзъ этой 

сушrы II конечной вешrчины w11 • Тшiюrъ образо)rъ, второii чдепъ по

с.,tднлго выраженiл, съ безпред't,.~ьню1ъ р1еньш1>пiемъ про}1ежутка 

вре)1ени dt, 111ожетъ быть сдtланъ меньше вспкоii данноii вели 1111ны п 

въ предtлt можетъ быть нрннлтъ равньнп, нулю. Сл'tдовательно, 
1 . ~ 

скорость точки, во времн послtднлго вращешн, 111ожетъ оыть приплта 

равною Wn1'n, а длина ел пере~rtщепiл-равпою w11 1·,Дt, т. !'. таь:ою 

же, какою опа была бы, если бы 11-ное вращенiе совершиJ1ось пер

вымъ въ рлду ~анныхъ вращенiii. Отсюда заключае)IЪ, что р 1> :J у .тr ь

т ат ъ каждаго изъ конечнаго рлда uезкопечно 111алыхъ 

в р а щ е н i ii б у д е т ъ о )( и н ъ и т о т ъ ж е , в ъ к а к о м ъ б ы п о

р л дк t он н· н п с о верш ал и с ь. С л t до вате ль но, в ъ ре

З )'Ль тат t эти вращенiл 111ожно разсматрпватr, такъ, 

к а к ъ б уд т о о н п с о в е р ша ют с л од н о в ре мен н о. Не доджно 

упускать пзъ виду, что это заключенiе относитсл толь 1, о к ъ u е з
к он е ч но малымъ вращенiлмъ и только къ коне•rно}IУ 

числу (не безконечно бо.1ашо111у) таковыхъ. 

Представи111ъ еебt двt оси вращенiл ОА п ОВ (рис. 37 ), на кого-

Рис. 37. 

рыхъ стр'ьлкаnш обозпачюrъ нхъ положите.1ьное 

направ.1енiе; предпо.1ожш1ъ, что систе111а вра

щаетел въ теченiи однаго эле)rента вре~1ени clt 
около оси ОА., съ угловою скоростiю w1 , а 

въ теченiп слtдующаго такого же элемента 

вре111ени dt-около другой оси ОВ, со ско

ростiю w 2 • Haiiдeniъ иоложенiе такоii осп, 

вращенiе око,10 которой въ теченiп такого же иромежр~tа вре~rею1 

dt сообшю10 бы точкюrъ непюr,tнлемой спсте)IЫ тaitiл же перюrtще

нiл, какъ оба первьш пос.1tдовательныа вращенiа, и опредtлимъ 
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Jrловую скорость этого резудьтпрующаго вращенiн. Пере3rtщенiн то

чекъ будутъ происходить по элеыента~rъ nруговъ око,10 тofi пли дpy

roti оеп, п ~rогутъ, по cвoeii безконечпоii мадостп, быть прпнлты за 

прлыо.шнеitныл. Пыожительное вращенiе около тoti п.ш другой оси 

выдвипетъ точrш, .1ежащiл въ шrоскостп рпсунка по лtвую сторонJ 

отъ осп, впередъ изъ этоii плоскости, а точ1ш, лежащiл по правую 

сторону, отодвпнетъ за пдосБость; сл'tдовате.~rыrо тою,ко длл точекъ, 

лежащнхъ въ плоскости ~1еж:1у обt1ши осюш, пере~rtщенiл отъ того 

II другаrо вращенiл бр;утъ протпвоположны друrъ другу; пере}rtщенiл 

всtхъ друrихъ точекъ, лежащпхъ внt двухъ противрrжащихъ угловъ, 

образуе}!ЫХЪ об·tюш пара~ш одноиыенныхъ концовъ oceii, nудIТЪ 

совпа,1ать другъ съ ;1руrо31ъ, паправлллсь одпнаково заразъ nъ ту п.ш 

другую сторону. т,1; тuчки, переыtщенiл которыхъ отъ обонхъ npaiueнiii 

w 1 п w 2 , пручн прюrо протнвоположны другъ другу, будутъ тан:же 

и раnны, вовсе !!(' IIl:'релtстнтсн пос,1t упошrнутыхъ вpaщrпiii; а 

слt;1овате.11,но должны бу;1ръ лежать на пскоыоii осп ре:зультпрую

щаго вращенiя. Эти то 1шп должны очсвп;(НО находптr,сл въ пдоскопи 

061,пхъ oceii ОА п ОВ, п пъ углt, образовапноыъ пхъ однош1епнюш 

ь:онцюш. Ес.ш точr,а Р .11с11штъ внррп ~тда АОВ, а РМ и PN 
суть ен разстолнiн отъ oceii ОА п ОВ, то пере)1tщенiе точкп Р, 

вr.1·J;дствiе вращенiн or,0:10 ОА въ теченiп dt, будетъ равно РМ. w 1 . dt 
и направ;rепо по ш:>рпен;щкудлру къ пдоскостп рпсунка, за эт1· п;1ое

ность; переыl;щепiе тoii же точrш, отъ nращенiл око.10 ОВ, въ теченiи 

такого же вpc)Il'IIII dt, будетъ равно Р"У. w 2 clt п направ.1ено по то11у 

;кr перпещ1шу.1пру, впередъ отъ шrоскостн. Еслr точБа Р дежптъ на 

осп, то ДU,1i!ШО быт~, 

(53) 

Отложимъ на обtпхъ ;1анныхъ ослхъ ;рины А О п ВО, равныл соот

вtтетвенно скоростю1ъ w 1 11 w2 ; тor;i;a равенство (53) обращается въ 

РИ. ОА =PN. ОВ, (54) 

и выражаетъ, что п11ощад11 треугольниковъ ОАР и ОВР равны. 

Опусв:ал на .шнiю ОР перпен;~;пчллры AL п ВК, 11ш ложе~1ъ выра
зпть равенство тtхъ же площа;~;ей иначе: 

ОР. AL= ОР .ВК, откуда AL=BK. (55) 

Черезъ точку А проnедемъ .тrпнiю, пара11ле.11ь.ную ОВ, до вс,тр·tчи ел 
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съ ОР въ точк'l, С, и соединимъ С съ В. Тогда площади треуголь

нпковъ О.АС и ОВС, выражансь черезъ ОС. AL и ОВ. ВК, будутъ 
на основанiп (55) равны. Отсюда сдtдуетъ, что ВС = АО и что обt 
эти линiп парал.~~ельны. Такю1ъ образомъ, напр а в .ir е н i е рез ул ь

т и р у ю щей осл совпадаетъ съ дiагона;1ью парадле

лограм:ма, построеннаго на составдлющихъ угловыхъ 

скоростяхъ, от.~rоженныхъ по соотвt,тствующимъ 

о с я 111 ъ. Такъ какъ точка А, лежащая на оси ОА, не перем·tщается 

отъ вращенiл систе)!Ы око.110 ОА, то ел перем·tщенiя, при вращенiи 

системы око.1Jо ocefi ОВ или ОС, должны быть равны; слtдоватедьно, 
есJи АН и AL будутъ ел разстолнiя отъ этихъ ocei-i, то 

(!)1 • АН=(!) . AL JlдИ ОВ . АН= w. AL, (56) 

гдt w есть пскомал скорость около ОС. Но ОВ. АН пре:1стамяетъ 

пдощадь треугодьника ОАВ, которая равна площа;щ треугольника 

ОАС; сдt1овате.11ьно 

ов. АН= ос. AL = w. AL, И.ПI w =ос; (57) 

т. е. длина упо11лнутоii дiагона.111 представптъ ве.111ч11ну пскомоii ре

зультирующей )T.11oвoii скорости. llтакъ вооfiще: у г .1 о выл с к о

р о ст и, отложен н ы я по с о от в t т ст в у ю щ п ~, ъ о ;1 но и 111 е н
н ы м ъ осяыъ, с.1агаютсн, какъ обыкновенныл ско

п о ст и. У~1tл с к .11 ады ват ь ;щt уг.1овыл скорости, мы можеl\IЪ 

сложить ихъ пропзво.1Ьное чис.110, и, повторля Т'tже разсужденiя, какъ 

при еложенi11 обыкновенныхъ скоростей, прiiiде111ъ къ зак.1юченiю, что 

результнрующал угдовая скорость, по cвoeii ве.11п

чин·t п по на111)ав.11енiю cвoeti оси, находится, как·ь 

з а к л ю ч и т е д ь н а я с т о р о н а м н о г о у г о д ь н и к а, п о с т р о е и

н а го на данных ъ с да гаю щи х ъ у г ,1 о вы х ъ скор о ст н х ъ, 
о т л о ж е н н ы х ъ п о н а п v а в ,1 е н i ю с о о т в ·ь т с т в у ю щ II х ·ь 
осей. 

Поэтому резу.,ьтатъ всякаго вращенiл около 111гновенной осп, 

въ теченiи элемента времени, 111ы може111ъ разсматривать, какъ рядъ 

вращенiй около какого угодно чисда oceii, приче111ъ каждое вращенiе 

совершается въ такой же элементъ вре11Iени, какъ раз.11агае111ое вра

щенiе. Каждое мгновенное вращенiе мы 11Iожемъ сл·tдовательно раз

лагать на три, с.овершающiяся около трехъ взашшо перпендику.1Лр

ныхъ oceii, или остающихсл въ пространствt въ неизмtнно111ь направле
нiи, или все равно вращающихся вмtстt съ системою. Если w1 , w 2 , w3 
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б)'Д)ТЪ уг.1овыя скорости вокругъ этихъ трехъ осей, ;~:.ш даннаго 

:МО)rента временп, а w-скорость вокр)ТЪ резу.~ыирующеii оси, то 

очевидно 

(58) 

прпчемъ уг,ш rJ.., ,З, '[, которые резудыпрующая ось образ1·етъ съ 
тре)IЯ прямоуго.1ьпю111 с,1агающшш, опре;"(t.1ятся изъ уравненiй 

W1 
cos rJ. =--= - ' w 

w 
cos в=~ 

j w ' 
w 

cos у= ______3. 
w 

(59) 

3ная д,ш каждаго. э,1емента вре~1енп с.тrагающiя угдовыя скорости 

око,10 трехъ непзмtнныхъ по направленiю oceii, ~rы будемъ знать 

положенiе мгновенноii оси II ея угаов~·ю скорость; слtдовательно 

буде~,ъ знать скорость дюбой точки с11стемы, дежащеii на опредtден

номъ разстоянi11 отъ осп: т. е. ;щпженiе систе)!Ы ню,;ь будетъ вполнt 

извtстно. 

Пре;що.11ожю1ъ теперь, что 11ос.1t:1овате.1ьныя безконечныя вра

щенiя совершнктя о:ко.Iо пара.ые.н,ныхъ ocelt. Пусть ОА п ОВ 

(рпс. 38) бу:~утъ двt пнра.1дедьныя оеп, направ.1енныя въ о;щу сто-

/ 
о 

о 

Рис. 38. 

---:f рону: угдовыя скорости нхъ пусть бу)утъ w 1 и w 2 • 
я 

Тогда точ~:11, по.1учающiя отъ с,боихъ вращенiii 

прот11вопо.1оашьн1 перемtщенiн, будутъ лежать въ 

п,1uскостп обtпхъ oceti и ~,ежд)· этншr пос.тr't,дrш~ш. 

Д.llл какой нпбу;~:ь тar1oii точки Р, .1ежащеii па раз

t:тоннiяхъ 1·1 11 r 2 отъ осей, перемtщенiе, отъ вра

щенiя въ теченiн э.11еяента временп clt око.тrо первой 
uеп, б1·детъ w1r 1clt; соотв't,тствующее пере~1'1щенiе 

отъ вращенiя w2 будетъ w21· 2clt, и будетъ направ.1ено прот11вопо.1Iожно 

первому, по перпеп;оrкуапру къ п,1оt:костп рисунка. Очевн;~:но, ддя 

всtхъ точекъ, .1ежащнхъ на .шнiн, парале.1ьноii обtюrъ оспмъ, пере

мtщенiп бу;1утъ щинаковы; есаи же .шнiл есть резу.1ы11рующал 

0!:Ь. ТО 

(60) 

т. е. р е з у ,1 ь т II р у ю щ а н о с ь .1 е ж п т ъ в ъ п д о с к о с т и о 6 t
и х ъ состав,1яющ11хъ, между ними, на разстоянiлхъ 

отъ нихъ, обратно прuпорцiона.1ьныхъ пхъ )'ГЛО

вьв1ъ скоростя~;ъ. 
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Пусть w бу.1етъ сцорость вокругъ наиравленiл рез)'льтнрующей 

оси, II;J:)'Щaro въ одну сторону со слагающюш. Такъ накъ nepenrtщe

нie како!t нибудь точни на одно!t пзъ слагающихся осей должно быть 

одно и тоже, отъ вращенiп около двухъ др)тпхъ, то 

откуда (61) 

т. е. угловая результпрующал скорость равна cyл)rt 

угловыхъ слагающпхъ сноростеfi. 

3наа какъ складыватr, ;i:вt угловыл с~;оростн, мы очевидно DIО

жемъ послtдовательиьI111ъ сложецiе,rъ наiiти результнр)·ющую ось длл 

пронзвольнаго числа парашrельныхъ 0;1,ноюrенныхъ состаВ11лющпхъ 

ocett. РеЗ)'ЛЬтпрующал угдован СI(Орость будетъ прп этомъ очевидно 

равна су1ш1t слагающпхъ поростеii. 

Ес.11.и оси А п В (рпс. 39) напрамt>ны въ разнын стороны, то 

на основанiп 

я 

по;:~:обныхъ же разсуж.~епiii, накъ въ предыrдуще)rъ 

сдучаt, мы пpiii;i:enrъ БЪ зан:rюченiю, что рез ул ь т н

р у ю щ ал ось лежптъ въ ПЛОСБОСТН С.'Iа

гаемыхъ oceii нпо одну .i;a.i;yю нибудь 

отъ нихъ сторону. Еслп опнть 1\ и 1·2 бу;~,утъ 

разстолнiл результпрующеii оеи отъ данныхъ состав

ляющихъ oceii, то очевидно, накъ прежде 

(62) 
Рис. 39. 

откуда впдшrъ, что если w1 >w 2 , то 1· 2 >1\, п наобо

ротъ; а танъ канъ ось R .тrежптъ внt oceii А п В, то она доджна 

лежать на сторонt той изъ осей А п В, ноторой уг.тrовая снорость 

бо.тrьше. li110мt того, такъ канъ переnrtщенiл точекъ на одной нзъ 

с.11.агающихъ ocetl, отъ вращенiii оRодо двухъ ;~:ругпхъ, до.тrжпы быть 

равны и противопо.11.ожны, то 

отrtуда (63) 

Слtдовательно, длл обоихъ СЛ)'Чаевъ nюжеDrъ сказать, что результир)'Ю

щал уг11овал сRорость двухъ данныхъ вращенШ, около пара11.1ельныхъ 

oceii, направденныхъ въ O;J:H)' пли разныя: стороны, равна ад г е бра и -
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чес к о ii с у ~I )I ·t скоростеli око,10 состав.1яющ11хъ oceii, прпчсмъ зпюш 
сдагающпхъ одпнаковы, ес.111 осп одною1епны, п ра:шыс въ протнв

номъ с.ччn·t. Разстоянiл резу,п,тнрующеii осп отъ состав.1лющнхъ 

всегда обратно пропорцiоналпы уг.1овю1ъ екоростю1ъ этпхъ по

с,тtднпх ъ. 

Ес.ш въ (63) w1 = w2 , то w = О; с,тLдовате:1ьно, дnt осп, съ 

равнют II обратншш друrъ др)ТУ уг.1овшш скоростюш, пе пм·I;ютъ 

резултпрующеii осп. Разслотршrъ скоростп, обус11оn.111nае)1ыя такшш 

осяш1 nъ точкахъ шюскостн рпеунна. Буде~rъ счптать по.1ожптсль

ныюr сноростп, напраюенныя отъ наб.1юдате.1н С)[Отрящаго на ри

супокъ. Тогда д11я точкп, .1ежащеii вправо отъ обt,пхъ oceii А п В 
( w 1 = w2 = .Q ), па разстоянiяхъ r 1 п r 2 , мы будемъ ю1tть скоростн: 

отъ вращ. А: !! r 1 , отъ вращ. В: -.Or 2 ; 

С)"ШШ = .Q (1•1 -r2) = + Qd, 
(64) 

гд·t cl есть разстопнiе )rсжп осюш. Точно также ;1,.1я точкп, ыепцу 

осямп: 

отъ вращ. В: .02r 2 

сую~а = [! (r 1 + r 2 ) = + .Qd. 

Точно тоже нaii;i:e)IЪ д.1я то 11еr,ъ, по ,1tвую сторону отъ oi;cti. Пншъ 
мы ВП;:\Ю!Ъ , Ч Т О Пр ОТ ПВО П О ,1 О Ж Н Ы Я В р а Щ е II i Я О Б О ,1 О 
двух ъ пар а J .1 ед ь н ы х ъ о ее ti об у с .тr о в .1 и в а ют ъ по ст у

п ат ель но е движенiе точекъ снстемы со скоростiю. 

равною пропзnеденiю пзъ уг.тrовоrr скоростп oceti II 
ихъ взанмнаго разстоянiя. Напраn.1енiе скороетп 

перпендиr,у.1ярно къ п.1оскостн oceii, н 11аправ,1ено 

въ ту сторону, с~rотря въ которую, пабдю,~атедь вп

дитъ, что направ,1енiе по обtн~rъ осямъ соnпадаетъ 

с ъ д в п жен i ем ъ час о в о ii стр t .1 к п. Отсюда же е.1tдуетъ, что 

пере~r·tщенiл, отъ вращенiа око.~то двухъ пара.1J.1Iе,11ныхъ oceii, съ про
тивопо;1ож11ьпш, по неравпыыи скоростюш, можно замtнить враще

нiе;uъ око,10 Oi(Hoti оси н 11оступате11ьньв1ъ двнженiеыъ, перпен;1пку
:шрныиъ къ п.1оекостп oceri. Такъ, д,1л oeeti А п JJ, ео скороетшш 

w1 и w2 , ыы )IОЖе)1ъ ю1tп: и.ш вращепiе око.10 А, со еиороетiю 

w1-w2 , и поступате.1Ьную скорость+ w2cl (т. е. :,а п.1оекоет1, рпс)'ш,а), 

или вращенiе око.Iо В, ео скороетiю tu 2-w1 (поло,~шт. н.п1 отрпц.), 
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и поступате,11ьную скорость+ <J\d (т. е. ошrть за плоскость рисунка). 

'Гакимъ образомъ, поступательное движенiе всегда направлено такъ, 

что около него направленiя осей А п В переходатъ другъ въ 

друга положительнымъ вращенiемъ. Но въ то же вреnш ;i:вt упо~ш

нутыя ос11 А и В могутъ быть за~1'tнепы одною результирующею 

R, со скоростiю w1-w 2 • С.тtдовательно на оборотъ: без к он е ч но 

малое вращепiе около одпоii оси (напр. около R) (рис. 40) 
можетъ быть за11tнено такпмъ же вращенiе111ъ около 

А другой осн, парал.11ельной первой (напр. 

око.10 А) и поступательныn1ъ движе-

r
~r w, нiе111ъ, перпенднкулярньв1ъ къ плос-
~ кости старой II новой oeeit (R п А), и 

н а пр а в ленным ъ в ъ ту ст о р он у от ъ н а

~~!----...;-- блюдатедл, е:мотрл въ 1,оторую онъ ви-

r i \~wz дитъ направ.11енiе прежней оси R и на-
л л п р а в д е н i е е я п е р е д в и ж е н i я 1· п д у щ п ~, и 

Рис. 40. по с т р t л Б t 11 а с о в ъ. Ин а ч е: по ст у па -
тельное пере:мtщенiе направлено влtво отъ наблю

дателя, ноторый, етавши въ направденi11 оси, глл

дитъ по направленiю ел передвиженiл (т. е. отъRкъА). 

Скорость v поступательнаго пере~1,tщенiя равна 

произведенiю (w.r) изъ угловой скорости около дан
и о й о с II w и длин ы е я пер ед в иже н i я r. Это посдtднее 

заключенiе о величинt v явствуетъ изъ того обстоятельства, что, 

какъ мы прежде видtли по (64): v=il(r1 -r2 ), гдt r 1 есть то 

разстоянiе, которое 11ш теперь назвали черезъ r, а Q есть скорость 

.(l)-W1 = tu 2 ; елtдовательно v = w2 (r 1 -1·2) или по (63): 

V=W. r. (65) 

Если мы 11мtе111ъ нtкоторое вращательное движенiе еиетемы, 

соединенное съ поступательньн1ъ, перпендпкулярны:мъ къ оси вращенiя, 

то :мы 111ожемъ 'за111tнпть его одню1ъ только вращательны:мъ, съ тою 

же угловою екоростiю, но около другой оси. 

Такъ напрпмtръ, есдп система движется впередъ со скоростiю v, 
вращаяеь около оси, перпендикудярной къ направленiю v, съ угловою 
скоростiю w, то такое движенiе n1ожетъ быть представлено, только 

какъ рядъ вращенiй около oeeii, J)асположенныхъ въ посл·tдователь

ные мо111енты вреn1ени пара,1Лельно плоскости, въ которой лежатъ 
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напраnленiл скорости i1 и осп w; слtдовате.1ьно, пос.1It;rовательньаш 

положенiлми новоtt осп образуетсл плоекость, паралле.1ыrilл плоекоети 

i1 и w; расп0дожена она влtво отъ наб.1ю;~,ателя, по11·I;щеннаго по 

паправденiю осп w и 01отрящаго по скорости v; ея разстолнiе отъ 
v 

первой п.1оскоет11 ееть - . 
(1) 

Точно также, еслн н'!;которал точка системы ;~,впжетсл равном:tрно 

по кругу ео екороетiю v, и еиетеиа вращаетсл оно.10 этоtt точки еъ 

угловою скороетiю w вонругъ оеп, перпен:rину.~rлрпоii къ 11.1оскостн 

круга, то но выл оси вращенiл (безъ поетупательнаго двшкепiл) обра

зуютъ цп.шндричесь:ую поверхность, pa;i:iyeъ котороii больше или 
. v . 

мепьше рад1уеа круга на w, емотрл по сш1с.1Iу вращеюл w. 

Еслп пост)·пательное дnпженiе системы направлено не перпен

дшiуллрно нъ осп nращенiл, то иы раз11ожю1ъ его на два: одно 

перпе1цпь:рлрное къ осп п ;i:pyroe еъ нею совпадающее. Вращенiе 

11 первое пзъ упом:лнутыхъ поступательныхъ движенiit зам·tню,ъ 

пзвtстньп1ъ образомъ о;~:ню1ъ вращенiю1ъ, п получю1ъ въ результатt 

вращенiе, соедппепное съ поступательнымъ движенiе~,ъ вдоль по оеи, 

пдп, Rакъ ruворлтъ, в р а щ е н i е с о с 1, о 11 ь жен i е ~1 ъ юш винт о

в о е двпженiе. 

Въ начад·t § 12 ыы ви;~:·t.ш, что вел.кое движенiе неиз~1tнлемой 

с11сте)1Ы )1ожетъ быть разс;натривае~10, ь:а~tъ поступательное, еоеди

ненное съ поелtдоватедьньн1ъ вращенiеilIЪ около ос,ей, проходлщихъ 

черезъ о;~:ну п Т)" же точку систе~ы. Предъпцщiл разеужденiл ведутъ 

насъ еще ь:ъ новому способу представллть себt движенiе неизмtнле

мой еисте~1ы. и~1енн~, ~ш !1оже~1ъ сказать, что в с л к о е д в иже н i е 
н е и з ~, ·I; н л е ~1 о й е п с т е ы ы с о с т о и т ъ и з ъ р л д а п о е л t д о
в а т е л ь н ы х ъ б е з ь: о н е ч н о n1 а д ы х ъ в и н т о в ы х ъ п е р е n1 t
щ е н i i1 о к о л о р а з д II ч п ы х ъ о с е ii , п р о х о д л ш п х ъ ч е р е з ъ. 

различпыя точки, ноторыл вообще ндп при:надле

жатъ данной епетемы, иди доджны быть разе~1атри

в а ем ы, к а к ъ с ъ нею не п з JI t н но ев нз ан ныл. Повторлл 

такiл же разсужденiл, какiл быди сдtланы въ концt предъи;(ущаго 

параграфа отноеитедьно конусовъ, образуе~шхъ оешш, мы прiiiде~1ъ 

къ заключенiю, что осп винтовыхъ вращенirt вееrда совпадаютъ,. еъ 

одной стороны съ нtкоторою поверхноетiю, неию1tнно свлзанною 

съ еиетемою и еъ нею перемtщающеюел, а еъ дpyrotl стороны-



80 ГнвА 1. КннемАт1шл. § 13 

съ нtкоторою поверхноиiю, неподвижною въ пространств'!,. Двпженiе 

системы тог;~а сос.тоитъ въ то~1ъ, что первал поверхность катитсл 

по второй, Сliо,1ьзл при этомъ по прш1ьв1ъ .1111нiлn1ъ, по которы111ъ 

про11сходитъ сопрпкосновенiе об'tихъ поверхностей. 

Разс:uотрпмъ теперь сю1ый oбщiii вопросъ о с.1оженi11 скоростеti. 

Предпо.11ожю1ъ, что спстю1а пспытываетъ посл·tдовате.1ьныл безко

нечно ;uадьш вращенiл 010.110 раз"шчныхъ oceii, проходшцихъ черезъ 
разныл точки; найдемъ вращенiс п поступате.1ьное двпженiе, зю1t,

нлющiл рл;~:ъ упоnшнутыхъ перемtшенiii. Чтобы рtшить этотъ вопросъ, 

мы зю,·tнимъ сперва каа:;~:ую изъ осей тремл, проходлщшш черезъ 

какую ниб)-дь точку разлагае)1оit оеи, и пара.1.11ельньвш тре111ъ даннымъ 

взаимно перпендику ллрнымъ направ.11енiлмъ ( ослмъ координатъ). Послt 
такого раз.1оженiл будемъ пм1',ть тр11 серiп осей: оси каждоii серiи 

будутъ взапмпо параллельны, и оси одной пзъ трехъ cepili бу;~:утъ 

перпендикуJiлрны осл111ъ каждой пзъ двухъ др·угихъ серiй. Затtмъ 

кап,дIIО изъ пара.1.1ельныхъ oceti замtнш1ъ другою пара.1.11е.11,ною осью, 
совпадающею ддл всtхъ ocefI еерiи съ одною II тою же ;шнiею ( осью 
координатъ ), п (:оотвtтствующ11мъ поступате.1ьню1ъ перем·tщенiю1ъ. 

Такю1ъ образоl\1Ъ поступал съ ослю, оста.тп,ныхъ двухъ cepili п ск.1а

дывал всt поступате.11ьныл пере111tщенiл въ о;~,но, ш,1 подучю1ъ тр11 

взаимно перпендпку.тшрныа проходашiл черезъ одну точliу оси и по

ступательное перемtщенiе. За~1tнлл наконецъ три оси одною, поду

чи111ъ вращенiе, ~опровождае111ое поступательнымъ движенiе~rъ, кото

рое 111ы умtе)IЪ уже заыtплть однимъ впнтовьп1ъ движенiе~1ъ. 

-~*f--}---

llри.шьчанiс. Вышеприве;~:енныii способъ с:~оженiл .11егко выра

зить ана.~1итпческюш формулами. Пусть будутъ даны оси, которыл 

~ы обозначю1ъ нр1ера11ш 1, 2, 3 п т. д. до т. Буквы, выражающiл 

ве.11ич1шы, относлщiлсл къ какоii. нибудь оси, напримtръ ну~1ера п, 

будемъ снабжать внизу значкоиъ п. Пусть угловыл с1,орости осей 

будутъ w1 , w2 • • • Wrn; нхъ напраменiе опредtлимъ длл каждой 

треnш уг.11а11ш съ какими н11будь данньпш тре~ш взапмно нерпещику

лнрными шшiлмп (ослмп иоординатъ). Пусть эти углы будутъ а 1 , ~ 1 , 

11 , И Т. ;J:. ДО ctm, ~rn, "{111. llpeДПO.'IOIRIOIЪ, 11ТО ДJIЛ !ШЖдМi OCII дана 
еще какаа нибудь то•ша, черезъ которую эта оеь проходптъ; 1>оордп

наты такпхъ точекъ д.1н 1.aж;i,oit оеп пусть будутъ соотп"t,тпвепно 
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Х1, !11, Z1 Il т. ;(. до Хш, !}щ, Zш. Tpe)!II угаалп !! трелл упо~шну

тьаш ноор::1пнаташ1 подоженiе 1,aж;ioii осп опрс;~:1,шrетсл вподнt. 

Раз.10жпмъ каж;~ую пзъ данныхъ oceii вращенiл на трп, парал

ледьныл данншrъ прлыоугольнюrъ ослмъ Rоор;щнатъ п прохо;rлщiл 

черезъ ;1:анпыл выше точки. Тогда ;1:.1л Raнoii нпбу;~ь 11-ноn осп со

отвtтствующал углоnал сrtорость wн разложптсн па слtпющiл три: 

)111 = Wн COS IX 11 , (66) 

Iia;rцyю пзъ этпхъ oreit, проходншую черезъ точпу (х11 , !Jп, z11), за

~rtнюrъ параллельною осью, проходлщею черезъ начало координатъ 

(рпс. 41). Начнемъ съ осп р11 ; сперва перенесеш, l'e, подОrt,ШIЪ, въ 

z )--р 
/j :"' 

' ' 
~-..,~-.,--:-.Х 

\ __ /:У 

ш1оскость ZX, т. е. передвине~rъ nъ на

прав.1енiп обратно~rъ осп у-овъ на 

д11пну Yn; тогда къ вращенiю Рп прпба-

вптс л еще поступате.11ьнал скорость, на

правленнал вл1',во отъ плоскостп, про

ходлщеit черезъ ось р11 п направленiе 

ел передвпженiл, т. е. по положптель

НО)I)' направленiю оса z-овъ; велп-

Рнс. 41. чнна этоti СRОростп будетъ РnУп · 3а-

тt~rъ перенесемъ нашу ось вращенiл, 

нахщлщуюсл теперь nъ п.11оскостп ZX, до совпа;~енiл ел съ осью 

коор,1инатъ ОХ, т. е. передвпне~rъ ее въ направленiп обратномъ 

осп z-onъ на дл,ш)· z11 ; тогда RЪ вращенiю р11 прпбавптсл еще по-

ступате.1ьнал скорость, паправленнал въ отр1щате,1Ьную сторону оси 

у-овъ: ел велпчпна, по отношенiю нъ положпте;1ыrощ· направ.11енiю 

осп у-овъ, бyдeтЪ-JJnZn. Птакъ, перенося ось Pn на ось ОХ, мы 

прнбав,1Ле)1ъ нъ ел вращенiю слtдующiл поступательныл спорости: 

ПО ОСИ OZ: PnYn, по осп ОУ: -J)nZn, 

Точно также, переносъ осп q11 па ось ОУ обусдовптъ поступатель

ныл етторостп: 

по ОХ: 

перепосъ осп 1·11 па ocr, OZ обусдовитъ поростп: 

ПО 01': rnXn, ПО ОХ: - rпУн, 

С.1t;~овате.1ыrо, переноеъ oceit р11 , q11 , 1\ на оси коордпнатъ или, 

что все равно,-осп ы11 nъ точку О, обусдоnптъ с.11tдующiл прибавоч-

6 



82 ГЛАВА J. JtИНЕМАТИКА. § 13: 

НЫЛ поступатеЛЬНЫЛ СБОрОСТII, Un, Vn, Wn, ПО ОСЛМЪ БООрДШiатъ: 

(67) 

Еслп мы перенесеиъ nъ О вс:t данныл т осей, то nъ резуль

татt очевидно получатсл: во-первыхъ три вращенiл около oce!i Еоор

динатъ: Р, Q, В, прп чемъ 

Р = Р1 + Р2 + · · · Рш , 
иди, обозначал операцiю суМ111ованiл черезъ ~: 

Р=~р, R=~r; (68) 

во-nторыхъ-скоростп по осюrъ коордпнатъ: U, V, W, которыл 

очевидно оnредtлвтсл таnъ: 

И=~ (qz - ry), 

U=~Lrx-pz), (69) 

W=I:(py-qx). 

Вращенiл (68) 11 поступате,1Iьныа двпженiл (69) даютъ очевндно: 
1) вращенiе OKO,iIO нtr.oтopoii осп, проходнщеti черезъ О, съ уг.1овою 

скоростiю 

(!2 = р2 + Q2 + R2 , (70} 

при че111ъ r.оспнусы уг,1овъ этоii осп еъ ослш1 коордrшатъ будутъ 

Г\ р 
cos (~"',х) = (! , 

Q 
cos (О,у) = !! , 

2) поступате.11,ное дnнжепiе, со сr,оростiю 

0 2 = r.P --t- v 2 + тv 2 
, 

R 
cos lO.,z) = Q r 

при чемъ направ.1енiе этоrt екорост11 опредtлптсл такъ: 

с. '1 ) и 
cos и,х =с' 

. v 
cos(C,y)=c, 

w 
cos(C,z) =С. 

Уго.1ъ ~1ежду направ.1енiюш f! 11 С опред·tлитсл такъ '''): 

О. 0,_Р И I Q V I R W 
cos ( ' ) -- (! . °С] т н . о 1 (! . с . 

( 71} 

(72) 

(73) 

(7-i) 

'') Ноо·,ще, ес.ш даны уг.1ы ДIJухъ .1инi!i съ осямп J(00рдинатъ (д,тя одной: 

а, р, 7, а д.1н другоr~: а, Ь, с), то jTOJЪ q; между ними мы отыщемъ та1шмъ обра
зомъ. На одноt'1 1:зъ ::rпнiи, положпмъ перво(r, отJожпмъ д.шну l; проложсаiе этой, 
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Скорость С ра3.1оаш~1ъ на двt: о;щу, направ,н~нную по осп вращенiл Q, 

величпна котороti будетъ 

(75) 

II другую., перпендпкудлрную къ этоii осп, ве.111ч1ша которой будетъ 

очевидно 

В= С sin (Q,C). (76) 

Перенесе}!Ъ теперь ось i! параддельно ca~101i себt по напраn,1енiю, 

перпеп;~,пкудлрному пло(·,коип Q II С, на д.шну !!Csin (Q,C) в.тtво 

отъ направленiл скорости Csin (Q,C); въ резу.1ьтатсJ; получш1ъ уг.10-
вую скорость Q, око.!JО перенесенной осп, 11 поступате.11ьную скорость 
С cos (f!, С), в;~;о.а1ь по это!i осн. Такш1ъ образо,rъ, всt вращенiл: (1) 1 , 

t•J 2 ••• <um, за~1tнимъ однш1ъ впнтовымъ перы1tщенiемъ. 

Iiоординаты, ~, "tJ, ,, точки, въ которую должна быть въ пос.тtд
нiii разъ перенесена ось Q, наiiдутсл такш1ъ образо,1ъ. Есшt мы 

перенесе~1ъ ось Q пзъ точкп О въ точ1,у (~, ·'J, ,), то, какъ .~егко 
видtть 11зъ (67 ), RЪ преж;~,е бывшшrъ поступате.1ьнюrъ скоростлмъ 

U. V, JY еще прпбавлтсл скорости 

Q~ - P1J' 

Rоторыл, с.1агалсь съ первыми, ;J:о.1жны µ;ать тодько про.~оженiл нtкотороii 

сRоростп А', напраменно1i по осп вращенiл, т. е. ;~;ать три скорости: 

А,Р л,Q A'R. 
!}. ' д п' [! 

С,твдоватеды10, въ такомъ сччаt до.1жны удов,1етворлтьсл павненiл: 

р 

R1j - Q: + И= А' О., 

р" R; ' V-A' Q ... - ., т - f!' 

Q\: р : тv- 41 R 
.,- 1jтr -д f!' 

(77) 

д.1ины на другую .шнiю iiудетъ l cos ,;; но состап.тнющiн .тпнiи l по оснмъ коор;ш

натъ 6удутъ: l cos (I' l cos 1\ l cos 1, 1,оторын со r;торою .шнiею будутъ дt,тать оче-

1шдно углы а, /1, с; проло;~;енiн эп1хъ составляющихъ на вторую линiю буд)•тъ: 

l cc,s (I со, а, l cos р cos Ь, l cos I cos с; а такъ какъ прО.'!Оmенiе одно11 .шнiп на дру

гую равно сумм't пpoлo;i;eнill на туже вторую .тинiю составднющихъ первоi'r, то 

l ('08 9 = l cos (I cos а+ l cos ~ cos ь + l cos r cos с. 
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изъ которыхъ )IЫ II опредt.'1111\tЪ 11ско11ыл координаты ~, 7J, , и ско
рость А'. ~тl\IНОжал эти уравненiл соотвtтственно на Р, Q, R и скла
дывал, n1ы по.~rучаеl\1ъ, ПO)IНJI (7 О): 

UP+ YQ+ TVR=A'й, 

откуда на основанiп (7 4) п (7 5) зак.почаемъ, что 

А'=А. 

Искдючал неизвtстное А' пзъ П· (77 ), l\lЫ получае)IЪ два уравне

нiл ддл опре;~:t,11енiл трехъ ве.тшчпнъ ~, 7J, , ; с.1t:1овательно подоже
нiе искомой точки остаетсл неопре;~:t.1е1шю1ъ, чего п слtдона.10 ожи

дать, пбо, разъ нaii;i:п о;~ну точку, въ которую дош1шо перенести па

ра.1е.1льно самой себt ось О, мы l\Iожемъ указать еще на неопредt

денное чпс,10 точекъ, деашщпхъ по направленiю этоii осп п удовде

творлющихъ требованiю1ъ за;~:ачп. О;~пу 11зъ точенъ, чере.п ноторын: 

проiiдетъ ось Q, въ своемъ новош, по;1оженiп, )IЫ )1оже~1ъ наiiтн 

слtдующю1ъ образомъ. По;~:стамлн въ ур. (77) ве.шч1шу 

А'= А cr.,~P + гQ + тгв) 

и замtнпл соотн-tтственно въ каж;~:0~1ъ пзъ уполлнрыхъ уравненiй 

Ведl!ЧПНЫ р;, Q2
, R2 череЗЪ 

0 2 _ Q2 -в2, 02-в2 -Р2, Q2 _ p2_Q2, 

мы представпыъ уравненiл (77) въ видt: 

P[r- - QU- PV]-R [~ _ RV-=:_~TY'J= 0 l, 77), 
" Q2 " 112 ' 

Q [ ~ _ ~ V D.2 Q ~] _ р [ 7J _ PW ~
2 
R U] = 0 , 

' ' 
откуда впд~н~ъ, что коор;~пнаты 

t RV-QTV 
t;= Q2 

PTY-RU 
7J = - -[!_2 __ ' 

QU- PV (77)., 
'=----Q2--' 

повлетворлп ур. (77 )', принаддежатъ точн't, черезъ которую доджна 

проiiти ось Q. 

Если данныл вращенiл не пропзводлтъ въ результатt юшакихъ 

пере~еtщенi1i спстемы, то изъ (68) п (69) очевидно, что должны удо-
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влетворлтьсл -условiл: 

I:p=O, r.q=O, I.;r=O, 

~ (qz - гу) = О, I: (rx - pz) =О, I.; (ру - qx) =О. 
(78) 

Ес.1и удов.,етворлютсл то;1ько первыл трн пзъ вышепрпведенныхъ 

yc:1oвiii (7tJ), то въ резу,1ьтат·t данныхъ вращенiii будетъ одно то.~rьно 

поступательное пере111tщенiе; ее.1ш удов.1етворяютел то.1ько послtднiл 

три усдовiл, то данныл вращенiя мог-утъ быть зю1·tнены одннмъ 

только вращенiемъ о~оло оси, проходящей черезъ О. Наконецъ, усло

вiе существованiл н·tкоторой резу.11ьтщ1ующеii осн, безъ поступатель

наго по ней движенiя, будетъ очевидно по (74): 

cos ((!,0)= О П.IИ UP + VQ + WR =о .. (79) 

Въ общеыъ с.1уча·t с.1оженiл угаоnыхъ скоростей, представленно111ъ 

здtсь, зак.1ючаютсл 1:опечно всt частные с.1учан, разсмотрtнные въ 

начааt параграфа. Позы1е)1ъ д,1я прш1'l,ра дв·t пара.1.1ельныл одноп

менныл осп .. на разстонпiп lt ;1руп, отъ друга, со о,оростюш w
1 
п w

2
• 

Плос1;ость обtихъ oeeii прю1е)1ъ за п,1ос~;ос,ть ZX; одну нзъ ocett
зa ось z-oi;ъ. Tor;i:a очеnп;~,но: 

Р1 = q_I = 0, 

Р2 = q2 =О, 

Урр. (68) и (6\.J) буi!.утъ: 

U=O, 

Урр. (74) п (75) :~:,цутъ: 

cos (!! , С) = о , В = С = liw2 , 

вслtдствiе чего урр. (7 7) обращаются въ 

(см. 61) 

(w1 т w 2) Тj = О , - ( w 1 + w 2); + liw 2 = О, ( см. (60)) 

откуда ·~ = О; т. е. резу льтнрующал ось .1ежитъ въ пдоскостп XZ. 
Съ помощiю фор)1ръ ( 6 7) можно аегко выразпть скорость каж

дой точки неизмtнле~1оii спстеыы, завпслщую отъ угловыхъ скоро

стей этоti послtдней. Пусть будутъ даны уг,1овыл скорости систеыы, 

р, q, r, око.'!о трехъ взаюrно перпендпку.11.ярныхъ ос.ей, проходлщихъ 

черезъ одну точку. Примеыъ эти оси эа оси координатъ, п 011рет1J.

лимъ екоростп вдоль этпхъ осей длл какоii нпбудь точк11 снст( -
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мы, Боор;щнаты нотороii. суть х, у, z. Длл этого перенесеъ1ъ всt 

трп осп вращенiл параллельно саюп1ъ себt въ точку (х, у, z). Тогда 

къ вращательнымъ сБоростлмъ системы, около новыхъ осей, мы должны 

прпбавить еще поступательныл скорости 

и=i·y-qz, v=pz-rx, io=qx-py. (80) 

Но cai,ia точка (х, у, z), ~:оторал теперь будетъ лежать ва осп вра

щенiл, очевидно будетъ перемtщатьсл тольБо всл'tдствiе поиупатедь

наго двпженiл спстемы, 11 не будетъ слtдовате~ьно имtтъ другихъ 

скоростей, кромt (80); а такъ каБъ двшкенiе системы, выражаемое 

сноростлми ел точеБъ, одно II тоже, представилп-ли мы оси вращенiл 

на ихъ старомъ ri1tcтt, безъ поступательныхъ двпженifi, или-на но

во~rъ, съ посtупательньвш скорое,тл11ш, то выраженiл (80) должны 

очевидно представллть псБ0111ыл скорости точки (х, у, z), завислщiл 

отъ вращенiй р, q, 1·, oi;o.тro старыхъ осей. 

§ 14. Ускоренiя точекъ неизмtняемой системы. 

Такъ канъ точкп неизмtнлемой систеr~rы въ теченiи каждаго 

элемента вре11rен11 двпжутсл вообще поступательно и вI11tcтt съ тtмъ 

по круrа}tЪ, около мгновенныхъ осей, то ускоренiл каждой точки 

системы будутъ очевидно слагатьсл пзъ ускоренiл поступательнаго 

движенiл, общаго всtмъ точкамъ системы, и изъ ускоренiй круговыхъ 

движенiit. Эти послtднiл въ свою очередь сдагаютсл Баждое изъ дВ)'ХЪ 

взашшо перпендикудлрныхъ ускоренiй: одного, направленнаго 1,ъ цен

тру Бруга, п дГ)Таго-по кругу. 

Есш1 ве.шчпна угдовой скоростп спстемы w измtнитсл безконечно 
111а.110, подучивши безБопечно 11~алое пр11ращенiе dw, то скорость точки 

по кругу изъ величины rw, гдt 1· есть разстолнiе точ~ш отъ оси вра

щенiл, обратптсл въ 1· ( w + dw ), получал очевидно приращенiе raw. 
dw . rlw 

Слtдовательно, ycRopeнie точк11 по кругу будетъ r dt. Отношеюе dt 
называетсл углов ы n1 ъ у скор е н i е III ъ систеr~1ы оRоло данной оси. 

Очевидно, что приращенiл угловой сБоростп, а слtдовательно 11 )Тдо
выл ускоренiл, слагаются: таБже, БаRъ )Тловыл скорости. 

У скоренiе, направленное къ центр)·, или центр о стрем II тел ь
v2 

но е, будетъ равно 1:-, гдt v есть скорость_ точки по кр)ту; но такъ 
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1ш1,ъ ·v = rw, то с лtдовательно цснтрострешпе.1ы1ое 1·с1,оренiе вы

разнтсл черезъ rw 2
• ИтаRъ, все ускоренiе g точки (х, у, z), завиел

щее отъ вращатедьнаго двпженiл спсте~1ы, наi1детел пзъ уравненiл 

{С.!1. (24)): 

(81) 

--,HtE-}~ 

Jlpu,mьчauie. ТаRъ какъ угловыл ускоренiл сдагаютел таRже какъ 

·.скорости, то проложенiл ус~,оренiй на прл~1оуго11ьныл осп координатъ 

·наitдутсп по фор~1улt сложенiл (80). Еслп угловал скорость w, око.10 

иакоit нибудь оси, возрастаетъ по величннt и направленiю на дw, то 

ел с;~аrающiл уrдовыл скорости р, q, 1" подучаютъ соотвtтственно 

nриращенiл dp, clq, сlг, веш1чина которыхъ выразитсл ребра~,и прл

м0Jто.1ьш1го параллелепипеда, дiагонадь котораго есть дw. Соотвtт

с.твующiл приращенiл скоростеit по осл~rъ координатъ: сlи, dv, diu, 
длл Raкoit нибудь то•шп (х, у, z), на~'iд)·тсл по (80 ): 

du = (lr. у- dq. z , dv = clp. z - dr. х , cliv = dq. х - dp. у . (82) 

Дtдл обt чает11 каждаrо пзъ предыдущихъ уравненiii на элементъ 

вре)rе~ш clt, получю1ъ въ лtвыхъ частлхъ )'СRОренiл по ослмъ коор

динатъ ддл данноit точRи, а въ правыхъ ихъ выраженiл, съ помощiю 

.с.лагающихъ уrловыхъ ycкopeнiit: 

du• clq dp 
df=X dt"-y dt. (8 З) 

'Такъ какъ прпращенiл dp, dq, d1· опредtллютсл, .1ш,ъ ве.1ич1шы про

.ложенin нtкотороii лпнiп, равноit по ве.1ичпн·t дw, на оеп коорд1шатъ, 

·то очевидно, пхъ частныл отъ дtленiл на clt, опредtллтсл таки~1ъ-же 

образомъ; с.1tдоватедьно, обозначал углы направ.1енiл дtu съ ослми ко

·Ординатъ черезъ (Лw,х), (дw,у), (Лw,z), буде)IЪ ю1tть: 

dq дtu 
clt = di cos (дw,у), 

d1· дw 
·· =--cos(дw z). 
clt dt ' · 

(8i) 

Ес.1111 м:ы обозначилъ черезъ д разстолнiе точ.1ш (х, у, z) отъ оси 
nращенiл, а черезъ (д,х), (д,у), (д,z)-уг.1ы, которые это разстолнiе 

.дtдаетъ съ ослшr координатъ, то проложенiл центрос.тре~1итедьнаго 

уекоренiл на эт~1 оси будутъ: 

дw2 cos (д,х), ды2 cos (д,у), ды2 cos (д,z), (85) 

.11рпче~1ъ паправленiе по д должно совпадать съ направ.1енiемъ раз-
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сматриваемаго усноренiя, т. е. идти отъ точкп (х, у, z) къ осп. 

i Пусть OR ( рис. 42) будетъ направ.1енiе 

оси w, АВ-направденiе д, п р-разстолнiе 

точки А отъ начада коордпнатъ, счптае~1ое 

отъ О къ А. Тогда очевидно ( с~~отр. ко

нецъ § 4), про.1оженiе на какую нибудь ось 

поордпнатъ д,1ины ОВ равно cy)IM't про

Jоженin на туже ось дшшъ р и д. С.тtдо

доватыrьно дш~ оси х-овъ, напри!ttръ: 

Рис. 42. ОВ cos (w,x) = р cos (р,х) + д cos (д,х). (86} 

Но и:::ъ треуго,1ьника ОАВ: ОВ = р cos (p,w ), п кро)1't того очевидно: 

cos(p,x)=f, cos(p,y)=~, cos(p,z)=1, 

cos (p,(J)) = cos (р,х) cos (w,x) + cos (р,у) cos ((J),y) + cos (p,z) cos (w,z) 

_х.р. y_q. z_r, 
-Р (J)'p w'p w 

rд't р, q, r суть состамлющiя уr.'Iовыя скоростп отъ w, око.10 oceii 
координатъ. Равенство (86) такпмъ образомъ обратится въ 

р cos (w.x) ( х . р + у , 1.. + ~. ~) = р. ~ + д. cos Lt7,x), 
' р (•} р (!) р (!)/ р 

вслtдпвiе чего изъ (85 ): 

д. w2 cos (д,х) = (рх + qy + rz)p - w2..c, 

и такш1ъ же образо)1ъ очевидно: 

д. w 2 cns (а.у)= (рх + qy + rz) q - w2y, 

д. w2 cos (д,z) = (рх + qy + rz) r - w2z. 
(87) 

Обозначая теперь черезъ Jx, jy, j,, состав.11яющiл по осю1ъ коорди

натъ ускоренiл поступате.1Jьнаго движенiя точекъ системы, !IЫ по.1у

чимъ, на основанiп ( 83) и (87), сдtдующiя выраженiл д.lJЯ состав.1яю

щ11хъ по осш1ъ коордпнатъ поанаго ускоренiя какой нибудь точки 

(х, у, z) неизмtнлемоii системы: 

. dr rlq + 2 9х =Jx + '!/ dt - z dt (рх + qy + rz)p- w х, 

. dp dr 
gy =Jy-+- z dt - х dt + (рх + qy + rz) q - w 2y, (88) 

. , dq rlp . С + + ) 2 g, = Jz I Х clt - у at -t- рх qy rz r - W Z, 
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Такъ какъ поступатедьное движенiе, общее всt)IЪ точ1шмъ систе-

1\IЫ, ;110,r.етъ быть вообще 1,р11волинейныll1ъ, то ускоренiе этого движенiл 

тоже )Iожетъ быть представдено, на основанiи § 8, какъ результи

рующее дв1ть ускоренiй: по траэкторiп и по ел радiусу крнвнзны. 

Очев11дно, что фор~,а выраженiii (80) останетсл одна II таже, по 

какш1ъ-бы тре)IЪ взаимно перпенд11ку.шрньп1ъ направ.1енiю1ъ l\IЫ юr 

раздага.111 уг.1овую скорость w данной осн, .:111шь-бы эти три иапра

в.1енiп бы11и принлты за осп координатъ, прп опредt.1енiи положенiл 

точекъ систеl\IЫ. Такю1ъ образомъ, мы може)IЪ и.ш всегда сохранлть 

одно и тоже направ,1епiе oceii коорд11натъ, пш1 д,1л каждаго момента 

времени выбирать новое. Пос.1tднее ш1tетъ )Itcтo, когда мы OTl'IJt
чaeмъ положенiе точекъ системы относите.1ьно осей координатъ, не

измtнно свлзанныхъ съ систеl\1ою II ЮI'Бстt съ нею вращающпхсн въ 

пространств't. 

Съ 110.:11ощiю пзвtстныхъ прав11.1ъ а11а.111т11ческой гео~1етрi11 легко 

наiiтп проложенiл уекоренiл на неподвижныл осп коордпнатъ, знал 

эти продоженiн дал нодвш1шыхъ uteit, 11 наоборотъ. 

§ 15. Опредtленiе движенiя неизмtняемой системы. 

Иы вид't,111 въ § 13, что движенiе точекъ не11з)1tнлемой систе
мы впо.шt извtстно, ес.ш дано движенiе одной какой ю1бо точки си

стемы, II кpol11t того, дано по.1оженiе нtкоторой оси, проходлщей че

резъ упо,шнутую точку, око,10 которой до.1жна повернутьсл система 

на опредtннный уго.п, чтобы ел точки пришлп въ подоженiл, за

нимаемыл ими въ данный: ;11оментъ вре11ен11. Пос~1отримъ теперь, ка

кими аналитическими выраженiл11ш предста~.:~лютсл выше упомлнутыл 

данныл. 

Положенiе точекъ систеl\IЫ и его измtненiл мы будемъ опредt

ллть относительно нtкоторыхъ опредt.:~енныхъ осей координатъ. 

Если ~, '1), , будутъ ординаты той точки системы, черезъ которую 
до.Iжна проходить ось вращенiл, т. е. координаты центр а в р а щ е· 

н i л, то движенiе этой точки (§ 1) вообще можетъ быть опредt.Iено 
уравненiл:ми: 

~ = f1 (t), '1) = ( 2 (t) · , = (3 (t) · (89) 

Перемtщенiл точки (~, ·IJ, ,) этими уравненiнми будутъ опредtлены 
впол н t; остадьныл точки системы, кpoll1t этого перемtщенiл, будутъ 
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имtть еще др)тiл, обусловюшае111ыл вращенiл11ш около ъ1гновенныхъ 

'Осей, проходлщихъ черезъ точку (( 7j, ~). Но все безчисленное мно
жество безконечно 11~алыхъ вращенiй, совершенныхъ въ теченiи ка

кого .тшбо вре~1ени t, n1ожетъ быть за~1tнено одни111ъ конечню1ъ пово
ротомъ около нtкотороii оси, проходлщеti черезъ тотъ-же центръ вра

щенiл. С.т~tдовательно, къ концу любаго про])1ежрка вре111ени t, т. е. 

длл люба.го 111ы1ента временll t, ~1ы 111ожемъ вообразить себt нtкото

рую ось вращенiл, поворотъ около котороti на опредtленныit }ТОдъ 9, 
прибавлсь къ поступательному движенiю (89), приведетъ точки -си
стемы въ нхъ положенiл, соотвtтствующiл данно!'l1у мо111енту времени, 

и за:мtнитъ собою всt безконечно ~шлыл вращенiл, совершенныл си

стемою, отъ начала движенiл до даннаго 1110111ента времени. Положенiе 

'Гакой оси съ одноii стороны опредtлено тtмъ, что она должна про

ходить черезъ точку (~, 1), ,); съ дpyroii стороны, опредtленiе этого 

положенiл окончательно добавллетсл данНЫ!'l!Ъ направленiе111ъ оси, ко

'ГОрое будетъ пзв·tстно, когда пзвtстны два какiе либо изъ )Тдовъ 

а, ~, "'(, образ)·е111ыхъ положительньв1ъ направленiе!'l1ъ оси съ ослми 

координатъ "). Такъ 1шкъ вообще эти углы длл разныхъ 111оn1ентовъ 

вре~1ени очевидно б)·дръ различны, то направленiе рез)" ль тир у ю

щ ей оси, къ концу любаго вре111ени t, должно быть дано павненiлми вида 

a=F1 (t), ~=F2 (t), (90) 

11зъ которыхъ, съ помощiю соотношенiл 

cos2 :Х + cos2 ~ + cos2 
"{ = 1 , 

мы можемъ всегда вывести третье уравненiе !!Пда 

°'( = Fз(t). (!:Ю)' 

Должно за!'l1tтить, что эта· р е з )' л ь т и р у ю щ ал ось, вообще говоря, 

не будетъ представллть собой ни одной изъ шновенныхъ oceii, какъ 
:это очевидно изъ ел опредtленiл. Наконецъ )ТОдъ поворота ip, око.10 

*) Три уг.ш '1, ~' у дл~~ вспкаго направленiн свнзавы между собою, длл прл

~оугольвыхъ oceu Боордиватъ, уравненiемъ 

cos• '1 + cos• ~ + cos• у = 1 . 

Д1;1\с:твите.1ьно, ес.ш мы отложимъ по НБ шему направлевiю r,акую нибудь д.шну l, 
то проложенiл этой д,пшы на оси координатъ будутъ: l сов '1, l cos ~' l cos у; а такъ 

_1шкъ l есть дiагональ прлмоуг. пара.ыелепипеда, ребра БОтораго суть вышеприведен
.нын проложевiн, то 

l2 = l2 cos2 
'1 + Р cos2 ~ + l2 cos• у • 
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полож11те.1ью1го направденiл данной, ;r,1л конца вре)1ени t, результиру

ющеii оси, до1женъ быть опре;~:t,1енъ, длл конца того-же вре~1ени, урав

ненiелъ 

q; = 9 (t). (91) 

Шестью уравненiлмп (89), (90), (91): 

~=f1Ct), 'l]=f2Ct), ~=fзCt), 

a.=F1 (t), ~=F2 (t), q;=q,(t), 
(92) 

двпженiе неиз111tнле:11ой спсте~1ы впо.шt опредt.111етсл, и, д,ш любаго 

·ъ1омента вре~1ен11 t, 11111 111ожемъ по юп1ъ опре;~:tл11ть подоженiе въ 
пространствt любой точю1 спстемы. 

Вообще, если 11ш представи~,ъ себt какiл нибудь три оси коор

динатъ, не11ю1·tнно соединенныл съ спстеыою, то положенiе точек1 

·этой послtднеii, относительно танихъ коорд11натъ, останетсл одно и 

·тоже во вре111л двпженiн; сю,ыл-же ос11 коордnнатъ будутъ двига-:-ьсл 

ш1tстt съ с11сте~1!iю. Слtдовательно, поJrожепiе точенъ спсте)!Ы въ 

пространствt, т. е. ихъ положенiе относительно нtкотороit другоrt 

неподвижной систе11ш координатъ, опредtлитсл вполнt, еслп )!Ы бу

де~1ъ знать положенiе вышеупо111лнутыхъ подвпжныхъ осей относи

тедьно неподвижиыхъ. Ана.11ит11чеснал гео111етрiл учитъ насъ, что по

ложенiе одноii с11сте)1Ы коордпнатъ относительно другой опредtллетсл 

шестью данными. Если одна изъ систе111ъ двпжетсл, то упо11rлнутыл 

данныл будутъ 11з}1tнлтьсл со вре111ене111ъ, п движенiе будетъ опре

дtлено, есш1 всt они будутъ выражены, юшъ нtкоторыл функцiи вре

мени. Таки111ъ образомъ 11111 оплть пpiitдe!IЪ къ шест и уравненiл111ъ, 

опредtдлющимъ движенiе не11змtнлемой системы. 

Если длл каждаго момента вре~rени даны: 1) три слагающiл ско
рости u, u, w, по осюrъ координатъ, поступательнаго движенiл неиз

мtнлемой систе11ш и 2) три угловыл скорости р, q, 1· системы около 

осей координатъ, то длл каждаго 1110111ента времени мы можемъ найти 

скорости, по ослмъ координатъ, длл любой точки системы, координа

ты которой въ этотъ моментъ времени будутъ х, у, z. Упомлнутыл 

скорости, Vx, Vr, v,, очевидно будутъ слагатьсл, каждал, 11зъ скоростей 
· поступательнаго движенiл, п скоростей, завислщихъ отъ вращенiл и 

данныхъ въ выраженiи (80); т. е.: 

t'x=u+и, Vz=W+w 
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или по (80): 

Vx = U + ry - qz , 

иу = t) --t- pz - rx , 

Vz =1U-+ qx-py. 

(93) 

Въ та.~;о,1ъ вид't лре;~,ставятсл скоростп .1юбоii точки (х, у, z) си

ете~1ы, къ .~;онцу 1гtнотораго вре~1ени t. 3ная первоначш1ьное положе

нiе д,1я какоii нибудь точки системы, т. е. зная ел первонача.11ьныя 

координцы х0 , Уо, z0 , мы наiiде:мъ ел координаты х1 , у1 , z1 , къ кон

цу перваго э.1еяента времени clt, сл'tдующпмъ образо)1ъ: 

Xi-= х0 + v0,clt = х0 + U0dt + y0r0dt- z0q0dt, 

у1 = Уо + v0,dt = у0 + t) 0dt- ZoP0dt- x 0r0 clt, и т. д. 

rд't U0 , tJo ... р0 , q0 11 т. ;i:. суть екорост11, взятыл ддя начала дви

женiл. :Координаты х2 , у2 , z 2 , къ концу втораго э.1емента вре~1ени, 

опредtллтся такъ: 

х2 = х0 + U0clt + U/lt + y0r0clt + y11·1clt-z0q0dt-y1q1dt, и т. ;1,. 

гдt х 1 , у1 , z1 должны быть опред·tдены изъ прс;~:ыдущихъ павпе

нiii. Произведя такого рода nычисденiл д.1л безконечно большаго чи

сла п послtдовате;1ьныхъ э,1е~1ентовъ времени, мы по.1уч1шъ Rоорди

наты разсматриваемой точки системы, д:1л конца .1юбаго конечнаго. 

промежутка врс~1ени t (равнаго очевп;що nclt): 

Xn =Х0 + r.uxclt=X0 + r.udt + r.ryclt - ".f.qzclt, 

!/n =Уо + "i:.vyclt=y0 + ~tJdt + r.pzclt - "f.rxclt, (94) 

Zn =z0 + 'I.v,dt =Z0 +"f.шdt + r.qxclt - r.pydt, 

гд·t знакъ ".f. обозначаетъ, что взята сушrа отъ ч.1еноnъ, впдъ кото

рыхъ опредt.11яется выраженiемъ, столщ1шъ за знакомъ сушш. Такъ, 

r.rodt = tU 0dt + Ш1dt + ro 2clt + · · · Шndt, 
r.rxdt=r0x0clt+r1x 1dt+r2x 2dt+ · · ·rг.Xnclt, и. т. д. 

Интеградьное псчис.1енiе даетъ намъ способы находить такого рода 

еум~1ы. Сую1ы вида "i:.шdt от.11ичаются отъ суммъ вида r.rxdt тtмъ, 

что въ перво1i суш1t всt чдены даны, какъ функцiи времени; во вто

рой-же каждый ч.~rенъ еуш1ы 1шожится на искомую величину х, у· 

или z, которал можетъ быть опредt.т~ена суммованiемъ длл конца 

предыдущаго мu)Iента времени. Способъ нахожденiл такого рода суммъ, 
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въ которыхъ наждыii членъ еушш ыножптся на пеиомую суш1~·, 

даетсл въ теорiп дпфференцiа.1ьныхъ павнепiti. 

Точно также дегно юцtть, что если даны для Баж_;~:аго момента 

вреиени (т. е. накъ фушщiп вре)1енп): 1) усноренiя по осл~1ъ коор

дпнатъ поступательнаго двпженiн спстемы, 2) )Тловыл ускоренiя 

около oce.ii координатъ, 3) начадьныл сRоростп поступательнаго двп

женiн п 4) начальныл )Тдовын С!(Ороетп, то, съ полощiю урр. (88), 
можно опредtлить приращенiе сБоростп ддя .1юбоii точ1ш спстемы, къ 

нопцу любаго промежутка вре.111ени, п за т·t~1ъ по скорост:в1ъ наiiт11 

Rоординаты этоti точки, какъ было поRазано выше. Рtшенiе такой. 

задачи выполнлетсл оплть съ поыощiю суш1ованiii прпращенiii ско

ростей, длл послtдовательпыхъ элементовъ вре~енп. Прп этпхъ сум

n1ованiлхъ оплть члены су.r~шы будутъ помножатьсл на пско~шл неиз

вtстныл. Слtдоnатедьно, опред·tленiе двпженiя непзмtнлеn~оii систеn1ы 

по ускоренiлыъ доджпо сnестпсь къ р·tшенiю дпфференцiа.1ьныхъ 

павненiii, о которыхъ было уполлнуто выше. 



ГЛАВА II. 

ОСНОВНЫЯ НА ЧАЛА УЧЕНIЯ: О СИЛ'В (ПРИНЦИПЫ 

ДИНАМИКИ). 

§ 16. М ат е р i я, м а с с а. 

Все, что, воздj,йствул на нашп чувства, представ.!Iлетсл нюгь 

зани~шющимъ пространство, по д.пшt, ш11р1шt II высотt, называетсл 

мат ер i ей, т. е. все, что зани~~аетъ 11звtстный объемъ II такъ или 

иначе наю~ ощущаетсл. 

Въ како~1ъ бы разнообразiи видовъ намъ ни представлллась ма

терiл, ~rы находш1ъ въ не11 всегда нtскодько общихъ качествъ, со

вокупность которыхъ опре;1t.11летъ наше о нeti поннтiе. Одно пзъ та-

1шхъ 1,ачествъ уже высказьшаетсн въ еамомъ опредtленiи матерiи, 

какъ чего-то напо.Т\Нлющаго 11звtстные объемы. С,гtдоватеды10, одно 

изъ общпхъ качествъ матерiи есть пр отл жен но ст ь. Другое каче

ство матерiи, существованiе котораго очевщно, ееть способность 

n е р е ~I 'Б щ ать с л, какъ въ Ц't.10~1ъ, такъ 11 въ •~астлхъ. СлtдоватедЬН() 
матерiл, заню~ающал данный объемъ, можетъ перемtститьсл, ил11 всt

~ш евошш частлмп однообразно 11 не мtнлл своего объема, 11.111 раз

личныш1 свошш частл1111 различно, мtнлл форму II величину своего 

объюrа. Отсюда-понлтiе о сж11~1аемост11 и разш11рле~1ости 

матерiи. 

Слtдовате.1ьно, зю1·tчал пзчезновенiе какой нибудь частп дан

наrf\ ко.1I11чества матерiп, ~IЫ прежде всего представ.11ле)1ъ себ,:; это 

ш~чезновенiе, какъ пере}I'tщенiе упомлнуто11 части пзъ одного М'tста 
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пространства въ другое; пр11 ЭТО)!Ъ пере~1tщенпал ~rатерiл в1ожетъ. 

намъ лвптьсл съ другшш качествюш, чtJIЪ тt, ноторыл она 11м·J;да до 

пере)1tщенiл. l\Iы n1ожемъ не знать, нuа перю1tстптсн пзчезнуnшал изъ 

даннаго м·tста часть Draтepiи, т. е. не ш1tть данпыхъ д.1н подобнаго опре
дt.1енiн; но все такп не ложемъ отрицать возмоiIШQстп наiiтп гд·t 

дпбо въ проетранств·t ушедшую прочь часть матерiп; е.гtдовате.Т[ьно, 

у насъ н·J;тъ основапiti закшочать о безс.гtдномъ иечезпоnенiи мате

рiп, какъ с.тtдетвiн ен перю1tщепiн. Отеюда-понлтiе о не разр у

ши мост и матерiи и о ен пе п з м t нпо ~1 ъ 1, о .1 п чес тв t въ мipt. 

Объемъ, заннтыii спдошь опредtденнымъ коди1еетво11ъ вrатерiп, 

пе ыожетъ въ тоже. самое вреnш быть занатъ еще другш1ъ ко.1иче

етnоыъ Draтepiп. Пъ протпвно)1ъ с.1уча·t, nсн )!атерiп вседенноii 111ог11а

бы быть предстаn.Т[ена ум·tщенпоii въ объевгt, леньше111ъ ncнкofi дан

ноti ве.тrичипы. Отсюда--понлтiе о не пр о II и ц а ем о е т п в~атерiп. 

Такъ иакъ Diaтepiп, бу;1у•ш непрошщаевш, 111ожетъ однако изв1t

нлть eвoii объемъ въ пзвtетныхъ предt.Iахъ, то мы не n1ожемъ се

б·t представпть проетранство напо.шенное такою матерiею СП,Т[ОШЬ, 

безъ прО)!еЖуТRоnъ. Отеюда-поплтiе о С, к важно С, т !!. 

П ро)1ежркп внутрп даннаго тtда, не занлтые ыaтepiti, могутъ 

быть при e.~y·ia·t вьшо,шены матерiею другаго впда, нежелr1 тотъ, къ 

которо~1у прннаддежитъ разематриваемое т·t.10. Наб.подал такого рода 

смtшенiл разш1чныхъ видовъ матерiн ( простыл 11.ш хюшчеенiл ), мы 
замtчаеыъ, что сnr·tшивающiлсл шцы матерiп могутъ быть наtiдены 

въ каждоii мa.1tiiшeli чаетпцt, емtен, наеко.п,но только паши ередства 

нозво11нютъ навrъ набдюдать таиiл !Ia,1'1,iiшiл частицы. Всдtдетniе этого 

мы прпходш1ъ къ зак.11ючспiю, что матерiа,1ьныл тtда додii;ны ео

етолть пзъ от;~·tдьныхъ n1атерiа.1ьныхъ частицъ, расподоженныхъ на 

нtиоторыхъ nееыш nrа.шхъ разстолнiахъ другъ отъ друга. Таиiл n1а

терiа.1ьныл чаепщы ноентъ названiе !! оде к у.'! ъ. 

Наше~rу непосредетnенно)rу паб,подепiю доетупны то11ько группы 

)IО:1еиу ,'Iъ, образующiл nrатерiадьнын тt.Т[а. Только путев1ъ умозак.Т[ю

ченiй и предподоженiii мы можемъ, по непосредетвеннымъ набдюде

нiюrъ надъ группа~ш моде1'J'.Т[Ъ, соетав.Т[лть еебt понлтiе о то'n1ъ, что 

пропсходптъ еъ иаждою модеку.1Iою въ отдtдьноетп. Iiъ об.Т[асти Фп

зикн отноелтсл по прею1ущеетву т·t лвденiл матерiа.1ыrаго мiра, ко

торын могутъ быть объненены переn1·tщенiюш мо,1еку.Iъ. безъ измt

ненiл 11хъ внутреннаго строенiн. 
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Rодпчество 111атерiп, представлле~юfi даннымъ тtло,1ъ, назьшаетсл 

массою этого тt.1а. За единищ' 111ассы приюшаетсл колпчиетво 111а

терiп, ~аключающеесл въ- одномъ гр а 1\1 м t. 

Грам111ъ есть тыслчнал долл нtкотораго образца, сдtланнаго въ 

I101щt прошлаго столtтiл изъ шштины II хvанлщагосл въ Парпжt. 

Упомлнутый образецъ называетсл к 11.Т[ о гр а ,1 м ъ. Въ свое вре~ш ки
лограмl\1ъ до.Т[женъ бЫ.Т[Ъ представ.1ять 1\Ош1често 11штерiп, заключаю

щеесл ВЪ ОДНОМЪ R)'ОПЧеСБОl\lЪ децю1етрt ВО~Ы, прп температпt 4°С. 

Но познtiiшiл измtренiл показа.1111, что ноличество матерiп въ куб. 

дециметрt воды ес.ть_ не 1000 грам., но 1000.013 граn1 .. Слtдоватедьно, 
излtрял ~JaCC)' тtла, 111ы сравнпваемъ ее не съ Rолпчествомъ мате

рiи, зан.Т[юченной nъ опредtленномъ объемt воды, но съ количествомъ 

матерiп опредtленнаго плат1шоваго об11азца илп сдt11анныхъ съ этого 

образца копiй. Въ техн11ческо31ъ отношенiи, послtднiй способъ срав

ненiл легче и точнtе, нежели первыii. 

RоJ1ичество 11штерiи, заключенноii въ единицt объе111а (т. е. куб. 

центим.) даннаго тtла называетсл плотностiю этого тtла. Если пз

в·встна 11iacca М тtла, выраженная въ граммахъ, и его объе~,ъ V, 
выраженный въ цент. 3, то плотность D тtла найдетсл, на основанiи 

вышеприведеннаго опредtленiя, накъ частное 11шсеы на объе111ъ, т. е: 

D-M грам. 
- Vцент. 3 ' 

(1) 

вслtдствiе чего нашuенованiе, пли размtръ, единицы плотности, опре

дtлитсл таRъ: 

грам. 
е;1дн. плотн. =---

3 
цент. 

(2) 

п 
Отвлеченное чпслQ, представляющее отношенiе D плотноетей D1 и D 
двухъ тtлъ, называетсл относ п тельною плотно ст i ю перваго 
тtда относительно втораго. 

Перечисленныл выше свойства 111атерiи не у1,азываютъ наn1ъ 

еще на. способъ, какъ найти, во сколько разъ 11шсса даннаго тtла 

больше илп ~1еньше маr.сы образца, прпнлтаго за единицу, илп вообще 

накъ рtшить воиросъ, равны или не равны массы двухъ данныхъ 

т·влъ. Пока 111ы 11~ожемъ только сказать, что двойные, тройные п т. д. 

объе)IЫ однородноii 111атерiи заключаютъ въ себt таr,же двойныя, 

троfiныя и т. д. 111ассы; съ другой стороны, 111ы знае111ъ, что ~·помлну-
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-rыя массы будръ в о ст о ль к о же раз ъ т л же л t е. Отсюда rrю

жем:ъ вообще заключить, что чtмъ больше масса какого нибудь т·t.ла, 

-тtмъ оно тлжелtе, хотл точное значенiе термина «тлжедtе » узнаемъ 

только впослtдствiи, познакомившись съ дtйствiеrr1ъ с ил ъ на 

массы. 

Тtмъ не менtе перечисленныл выше свойства матерi11 приво

Дi!ТЪ насъ къ поннтiю о вiacct, 1;акъ о величпнt, которал такъ или 

иначе можетъ быть изrr1tрена и выражена въ опредtленныхъ едини

цахъ. Этого понлтiн еовершенно дост.ато,чно длл вывода дал1,н·tiiшихъ 

.заключенiй о дtйствiнхъ силъ, какъ ушщимъ ниже. 

§ 17. Первый законъ Ньютона: опредtленiе понятiя о силt. 

Даннан nracca, всл,tдствiе )'становленнаго на~ш за нею свойства 

подвнжностп. можетъ двигатьсл различными способа~ш, которые мы 

)1ожеr,1ъ въ пашсr,1ъ представленiи разнообразить до безконечности. 

То или другое движенiе не представллетсл пс~.лючптелт,нымъ призна

коrr1ъ данной rriaccы, а лвллетсл ен случайньв1ъ качествомъ, обусдов

ливаемьа1ъ поеторонюнш обстолтельиваr,ш, незавие11мым11 отъ car,1oit 
вшсеы. Поэтом)·, если одинъ разъ мы наблюдае111ъ одно дв11женiе нt

которой 111ассы, а другоn разъ-другое движенiе той же earr1oi1 111аесы, 

1'0 разЛ11чiс этпхъ двухъ движенiii объiснлемъ себt тtмъ, что внtш

нiя условiн въ томъ п другомъ елучаt былп различны. vпt внtшнiн 

условiл и будутъ пр и ч 1t но ю разлпчiл двухъ двпженш. 

Вишое двпженiе, въ еnопхъ эле~1ентахъ, ест~, прш1олинейное и 

равномtрное. Слtдовател1,но, одно движенiе отличаетел отъ др)таго 

величиною II направленiе111ъ екороетеfi. Движенiе 11шс,еы, на одномъ 

элементt еп пути, будетъ отдично отъ ел движенiл на др)томъ э.ле-

111ентt, когда с.корости на обоихъ эле11ентахъ будутъ различны какъ 

по величин·!;, та~.ъ и по направленiю, пли: дnиженiе изrr1,tн11теп, если 

rкорость измtнител по велпчинt и напраnленiю. 

Пр11 11ина, об)·словливающал изrr1tненiе величины 

II н а и р а в л е. н i п с к о р о е т и д а н·н о it 111 а с с ы п н е з а в II е и r,1 а я 
отъ этоП массы, uазыnаетсн силою, прпложенною. 

къ данноti rriaect. 
·. 7 
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Вышеприведенное опредtленiе силы извtстно 

пер в а r о за к он а д в иже н i л , который былъ 

Ньютономъ въ слtдующихъ словахъ: 

§ 17 

подъ именемъ 

форму лирован·ь 

Т t л о п р е б ы в а е т ъ в ъ с о с т о л н i и п о н о л и л и р а в н о

м ,1, р н а r о п р л м о д и н е ii н а r о д в и ж е н i л , е с л и н и н а к а л 

сила, нъ нему прпложеннал, не стремитсл измtнить 

это состолнiе. 

Разс:матривал ~1змtненiе движенiл, какъ с д't,дствiе дtiicтвia нtно

тороii внtшнеii причины, :мы тtмъ самымъ утверждаеn1ъ, что }!асса 

не имtетъ своiiства измtнлть свое собственное движенiе. Это отри

цательное начество матерiп, со·стоащее въ не способ II о ст и из

:М'tнлть свое собственное движенiе, носитъ назnанiе ин ер ц i JI и.111 

к о снос т 11. Понлтiе объ инерцiп очевпдно лвллетса слtдствiе:мъ 

понлтiл о силt, 11 наоборотъ, допустивъ сначала инерцiю матерiп, 

!IЫ должны прiйти нъ понлтiю о nнtшпeii прич1шt, нарушаюп~ей инер

цiю. Поэтому на мtсто пepnaro занона Ньютона мы 11ожемъ поставить 

законъ инерцiи, форn1у дированныii nъ тано~rъ вндt: 

Вслкое тt,Тiо имtетъ своiiство, разъ будучи въ 

п о н о t и л и в ъ р а в н о !1 t р н о 111 ъ п р л м о д и н е ii н о м ъ д в и ж е

н i и , в t ч н о о с т а в а т ь с л с о о т в ·t т с т в е н II о в ъ т о м ъ п л и 

др у r ом ъ из ъ у пом л нут ы х ъ с о ст о л н i й #). . 

Но танъ :какъ, строго говорл, занонъ инерцiи выражаетъ отри

цатедьное свойство матерiи, то опредtленiе силы должно быть скор·tе 
поставлено на первО)IЪ м·tст·t, а не наоборотъ. Дtйствительпо, опре

дtллл с иду, мы утверждае~rъ, 

что изяtненiе движенiл дапноii массы Об)'С,1ов.111шаетсл внtш

нею прпчиною-силою; 

а законъ 11нерцi11 высназываетъ, 

что матерiл сама по себt не можетъ изм·tнлть евоеrо двнженiл. 

Итанъ, предетав~1енiе о еилt, накъ о прпчин·t изъ~tненiл движе

нiл, находлщеiiел в н t 11rассы, вдечетъ за еобою представ.Тiенiе объ 

инерцiи, накъ объ отеутетвiи этоii прпчины внутр и масеы. 

Танъ нанъ ;~,виженiе м:ожетъ 11з)1tнлтьсл шш •1ерезъ конечные 

про11ежутки времени, иди непрерывно, то и дtйствiе силы можетъ 

'') 3.шонъ пнерцiп былъ устаноЕ.1е11ъ раuьше Ньютона Га.шлее;uъ. 
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быть или :мгновеннЫl\IЪ и прерывнымъ, или непрерывны111ъ. Дtйетви

тельно, если тtло, пребывавшее сперва въ покоt, потоl11ъ ста.т~о двигать

сн равно:м·tрно, то это значитъ, что на него подtйствова.1а нtкоторал 

сила, измtнившан покой на дю1женiе. Но пока это тt.llo движетсн 

далtе равномt рно и прн:молинейно, на него не дtйствуетъ никакая 

сида. Ес.1и тtло черезъ нtкоторый про111ежутокъ вре~1ен11 изl\1tнитъ 

свою скорость, то это будетъ обуслов.1ено новьв1ъ дtiicтвie)IЪ какой 

нибудь силы, которан, разъ измtнивъ движенiе, не продо.1жаетъ дtй

ствовать на тtло, если оно поiiдетъ дальше равномtрно и прнмо

линейно. Если екорость тtла из:мtннетсн непрерывно, т. е. черезъ 

промежутки времени, которые могутъ быть предстамены меньше 

вснкой данной величины, то и силы дtiiствуютъ непрерывно или, 

что все равно, ихъ дtйствiе повторнетсн черезъ безконечно 11~алые 

промежутки вреl11ени. 

§ 18. Второй законъ Ньютона: опредtленiе величины силы. 

Такъ какъ дtйствiе сшш состоитъ въ из~1tненiи скорости 

массы, то оно будетъ различно, если у различныхъ iiaccъ будутъ 

различнымъ образо~,ъ измtннтьсл скорости. Слtдовате.1ьно, на осно

ванiи опредtленiн силы, мы должны отличать разнын си.1Iы другъ отъ 

друга по стольку, по скольку различны :массы, на которын онt 

дtйствуютъ, 11 по скольку разш1чны измtненiн скоростей, обусловли

ваемыл этими силами. 

Разсмотримъ сперва, по скольку раз.тшчаютсл между собою силы 

вслtдствiе раздичныхъ пзl\1tнeнifi скоростей. 

:Каждую скорость АВ (рис. 43) мы можеl\JЪ разсll~атривать, какъ 
резу,1ьтирующую нtкоторыхъ другихъ двухъ скоростей, положимъ, 

с АС и СВ. Измtненiе скорости АВ въ скорость 
AD, мы разс:матриваемъ, какъ результатъ при

бавленiл ( геоl\1етрическаго) къ скорости АВ 

AE-----c----c,Jl' нtкоторой новой скорости BD. Бнtшнюю при

;, 
Рис. 43. 

чину описаннаго измtненiн, 111ы называемъ силою. 

Но резу.Т\ьтатъ дtйствiн упомннутоii сиды, т. е. 

из111tненiе АВ въ AD, мы 111ожемъ себt предста
вить, кацъ измtпенiе одной изъ слагающихъ отъ АВ, положимъ СВ, 
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въ CD, отъ приложенiл снорости BD. Такимъ образомъ одна и та же 

сила можетъ быть одновременно разсматриваема, какъ причина, измt

нлющал на одну и ту же величин)' BD двt различныл скорости, АВ 
иди СВ, одной и тoii же движущеitсл :r.1аесы. Сл·tдовательно, д ·t й ст
в i е силы не зависитъ отъ величины той скорос,ти, 

которан этою силою измtнлетсл, а поэтому-11 отъ 

дtйствiл другой силы. 

Преnставимъ себt, что на нt1,оторую массу дtnствуетъ непре

рывно Н'tкоторал с1ша; тогда скорость движенiл должна непрерывно 

измtнлтьсл, возрастал или убывал. Пусть спла дtйствуетъ на упо

~1лнутую :r.raccy непрерывно, въ теченiп нtнотораго опредtленнаго 

про111ежутна вреА1ени, при чемъ первоначальная скорость массы ПОЛ)'

чаетъ нtкоторое опредtленное пр11ращенiе; если таже сила бупетъ 

дtitствовать на туже :r.шсс:у въ теченiн сл·tдующаго промежутка вре

:r.1ен11, равнаго перво~1у, то она, оставалсr, ca:r.ra себt равною, сообщптъ 
.ъшссt точно такое же пр11ращенiе скорости, какъ прежде, незаm1сш10 

отъ то!i пороет~,, которую эта niacca уже прiобрtла. Тоже са~1ое 

зак.11юченiе с д·t.11аемъ длл слtдующаго равнаго про~1ежрriа врыrени, 

п т. д .. Слtдовательно, если спла одноtt п то11 же велнчпны непре

рывно д·tйствуетъ на одну и ту-же вшссу, то эта послtднлл полу

чаетъ въ равные, п произвольноii велпчпны. 11ро111ежутки времею1, 

равнып прпращенiл скорости; т. е. под ъ J( t fi ст в i е :r.1 ъ по l' тол и
н о ii с п л ы , м а с с а д в и ж е т с н с ъ п о с т о л н н ы :r.1 ъ, п о в е л п

'I п н ·t п напр а в де н i ю, у скор е н i ем ъ. Еелп направленiл уеко
ренiл II первонача.~~ьноii ('КОростп прп этомъ еовпадаютъ, то движенiе 

:r.raccы бл~етъ прш1оюшеftное, равномtрно уо,011енное; есш1 упо~шну

тыя нанравJiенiл не пдутъ по одной II тofi же прлмоii, то двнженiе 

будетъ нараболп•rес1(ое ( 01. § Я). Танъ какъ усноренiе вснкаго дви

женiл можетъ бытr, разематрпваев10, 1шr,ъ постолнное, въ теченiи 

каждаго безнонечно вrадаго пров1ежутка времени, то и велкаа нере

мtннал спла в1ожетъ быть разс11rатрrшае~ш какъ постолннал, въ тече

нir1 эле)rента вре~1ени. 

Назовеn1ъ че1Jезъ f' величин)' СПJIЫ, к ото ран, дtiiству а пе пре

рывно на Н't1,оторую ~iacey, с ообщаетъ eti, въ oпpen"J,Jieнныii бсз1,онечно 

:r.1ш1ы1i промежутокъ вре111енп (lt, прпращенiе скоростп Лv по опредt

J1енно~1у напраВJ1енiю. Та1,ъ ка~,ъ велпчпна f не завпсптъ отъ сююii 
из!1tнлемоii порост11, то она не зависптъ и отъ того, будетъ ш, 

из!I'БНпе!~ал t' 1,oporт1.' одна пзъ сдагающпх ъ н1,ъ:оторой резу лыпрую-
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щей скороет11, или саман результирующая. Итакъ, сила f' измtнлетъ 
скорос.ть массы на Лv, и.1111 все равно, она измtнлетъ одну изъ ела· 

гающихъ этой скорости тоже на ди. Чтобы 11з)1tю1ть на 1v, въ то-же 

вре:мл clt и въ тоJ11ъ же на'Правленi11, другую 11зъ слагающпхъ данной 

скорост11, потребна точно такал же с1ша f, д·tйствующал на туже 

Jiaccy. Сл·l'>донательно, чтобы 11зJ11tн11ть заразъ на дv каждую изъ п 

с.~агающихъ скоростей, на которын мы ~1оже:мъ раз.11ожить данную 

первоначальную скорость массы, нужно чтобы на эту :массу дtйство

вали по одному и тому же направленiю, нъ теченiи одного II того же 
времени (lt, 'll одинаковыхъ силъ, каждая равная f, т. е. другими сло

вами, одна сшrа равная 'll. f'. Но ес.ш каждая изъ п с.1агающихъ 

скоростей из~1tнитс11 на Лv, по одному и тому же направ.1енiю, то 

резу.Iьтирующал из~1tнитсл на пли, по тому же направленiю. Слtдо

ватель110, въ п разъ бб.Iьшал постонннан сила обусловливаетъ въ 'll 

разъ большее приращенiе скорости, въ одно II тоже вреllш. Поэтому, 

еслп сила f' обус.1ов.1шваетъ приращенiе екорости дv, а с11.1а f'', дtй· 

ствул па ту же J11accy, въ теченiп того же времени dt, обуе,1овли· 

ваетъ приращенiе скорости Ли', то 

f: f'=Лv: Ли'. (3) 

Но таиъ 11акъ [§ 7, (14)]: 

.lv = gclt, 

rдt g и g' (',уть ускоренiн, то 

.lv' = g'dt, 

f: f'=g : g'; (4) 

т. е. с ил ы, д t й ст в у ю щ i н на р а в н ы II м а с с ы , от н о с II т с 1:1, 

какъ ускоренiн, 11~1п обуе,1ов.Iиваемын. 

Разсмотрю1ъ теперь, по ско.1ьку раз.1ичаютс11 силы, д'tйствую

щiн на раз.1нчныл иаr.сы. 

На основапi11 перваго за/iона Ньютона, вслliан масса, скорость 

которой измtнлетсл, до,1жна быть разсматриваема, Iiакъ находлщалсл 

подъ д'Бitствiемъ сиаы. · Есл11 нtкоторан масса измtнлетъ свою ско

рость, то и каждая часть ел тоже измtннетъ свою Сiiорость; если 

каждая изъ п равныхъ частей данной массы подучаетъ одинаковыл 

ускоренiл, то силы, д·tйствующiн на эти части, равны :между собою. 

Бел :масса при этомъ получаетъ тоже самое ускоренiе, какъ и каждая 

ел п-ан часть. Такимъ образомъ, описывал одно и тоже дtйствir 

силы, :мы мож.емъ говорить 11.1и: п одинаковыхъ силъ дtйствуюТ'I, 
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на п частей массы, т. е. на всю массу, или: на туже массу дtйствуетъ 

н1шоторал одна сила; слtдовательно каждая изъ упомлнутыхъ п силъ 

должна составлнть п-ную часть той силы, которал дtйствуетъ на 

всt п частей массы; т. е., при одномъ и томъ же ускоренiи, на массу 

въ п разъ меньшую, должна дtйствовать въ 1i разъ меньшал сила, 

п наоборотъ. Если слtдовательно f и f' суть величины силъ, сооб

щающихъ соотвtтственно масса~1ъ т н ni' одинакiл ускоренiн, то 

f: f'=m: т'; (5) 

т. е. при одинаковыхъ ускоренiлхъ, силы пропорцiо

нальны массамъ. 

Сравнимъ теперь двt силы: одну f, сообщающую маесt т уско
ренiе g, и другую f', сообщающую ~iacct т' ускоренiе g'. Предста

вимъ себt нtкоторую третью силу {11
, которал сообшаетъ массt т 

ускоренiе g'. Тог;1а имtемъ, на основанiи (4): 

а на основанiи ( Z>): 

f" т 
f'=т,· 

Перемножал оба пос лtднiл равенства, наход1п1ъ: 

f 
f' 

mg 
m'g' 

(6) 

т. е. силы, сообщающiл различнымъ мас.самъ различ

ныл ускоренiл, относлтсл между собою, какъ произ

веденiл изъ соотвtтствующихъ массъ и ускоренiй. 

Если сида f' сообщаетъ единицt массы единицу ускоренiл, 

то полагал въ ( 6): 

получаемъ: 

т' = 1 гра~1., g '=1 

f 
r=m.g. 

цент. 

сек. 2 
' 

(7) 

Если силу f' примемъ за единицу, т. е. положимъ, что ед и

н и ц а силы сообщаетъ единицt массы ускоренiе едп-
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ниц у, то ве,шчина велкой другой еилы, еравнительно еъ уетанов

.ленной такимъ образо11ъ единицей, будетъ 

f=mg; (8) 

т. е. въ такомъ елучаt величина еилы изм·ьряетел произ

в е д е н i е !'II ъ 11 з ъ м а е е ы , н а к о т о р у ю о н а д t й с т в у е т ъ , и 
уекоренiл, которое она этой маееt еообщаетъ. 

Единица еилы, опредtленнал вышеупомлнуть1111ъ образомъ, назы

ваетел дин а мою или диною. Наименованiе дины на оенованiи (8) 
~лtдующrв1ъ образомъ выражаетел черезъ оеновныл наименованiл 

длины, времени и маееы: 

грам. цент. 
дина= 2 • 

сев. 
(9) 

Вышеприведенное выраженiе (8), опредtллющее величину силы, 
предетавллетъ втор о it за к он ъ движенiл, формулированный Ньюто
номъ въ елtдующихъ словахъ: Из м t не н i е д в иже н i л пр опор
ц i он аль но приложенной еилt и проиеходитъ въ на

правлен i II е 11 л ы. При этомъ подъ величиною из!'l1tненiл движенiл 

должно очевидно разумtть произведенiе изъ маееы и уекоренiл. 

Тоже еамое предетавленiе о вешrчинt измtненiл движенiл мы 

може:~11ъ еоетавить себt еше · другимъ образомъ. Если нtкоторал по

tтолннал еила f дtйетвуетъ непрерывно на маееу т, въ теченiе про
межутка времени t, то резу.11ьтатомъ такого дtfiетвiл будетъ из!'l1t

ненiе первоначальной екороети t'0 въ нtкоторую другую v, при чемъ 
очевидно 

!! слtдовате11ьно 

f= mv ~mv0 • 

t 
(10) 

Произведенiе изъ маееы и екороети называетел к о ли ч ее тв о 111 ъ 

д в п жен i л, и отъ дtйетвiл еилы оно очевидно измtнлетел. Чиели

тель дроби, въ правой чаети равенетва (10), очевидно предетавллетъ 

nри ращенiе ( вообще гео!'l1етрическое) количеетва движенiл, въ теченiи 

промежутка времени t; саман же дробь предетавллетъ пр и р а щ е н i е 
к о л II ч ее тв а д в иже н i л в ъ един и ц у времен и или, по вы

раженiю Ньютона, и з !'11 t не н i е д в иже н i л. 



104 ГлАвА II. ПРи.нципы ДинАмики. 

На основанiи (10) мы можемъ написать: 

f t = mv ,.._, mv0 , 

§ 1В 

(11) 

откуда видюtъ, что одно п тоже приращенiе количества движенiл 

можетъ быть вообще обус.llовлено различными силами, · которыл д'Ьli

r,твуютъ въ теченiе различныхъ nромежутковъ времени, но такъ, 

что произведенiе изъ силы и промежутка времени остаетсл одно. 

и тоже. Упомлнутое произведенiе ft называетсл импульсом ъ 

или толчкомъ. Сл·tдовательно, величина импу,rьса измt

р л е т с п п р II р а щ е н i е м ъ к о л и ч е с т в а д в 11 ж е н i п. У ве.1Iичи

вал одновременно с11ду f въ п разъ и уменьшал во сто.JJ:ько же раз'ь 
t 

времл ел дtйствiл, мы не измtнимъ величины шшрьса uf. - , а 
п 

слtдовательно не изJ11tнимъ и обусловливаемаго нмъ приращенiл ко-

личества движенiл. Если п будетъ безконечно велико, то мы полу

чимъ въ результатt дtйствiе нtкоторой безконечно большой силы, 

продолжающеесл безконечно :малое времл. Импудьсъ, соотвtтствующiй 

этому дtйствiю, будетъ обуеловливать мгновенное приращенiе коли

чества движенiл на нtкоторую замtтную величину. Слtдовательно, 

только безконечно большiл мгновенныл силы могутъ про11зводить ко

нечныл измtненiл количества движенiл. Очевидно также, что одно и 

тоже конечное измtненiе дви.женiл М8жетъ быть произведено или 

безконечно большою мгновенною силою, или конечною си.110ю, цtй

ствующею въ теченiи конечнаrо промежутка времени. 

При непрерывномъ перемtнномъ движенiи скорость изм·tнлетсл 

отъ одного элемента пути къ другому, по величин·t и направленiю; 

соотвtтственно измtнлетсл также и количество движенiл mt', и 

тоже-по величинt и направленiю. Каждое приращенiе этого количе

ства, которое мы обозначимъ черезъ д ( т. v), обус.1овливаетсл импу ль
сомъ ( толчкомъ), сообщаемымъ движущейсл массt въ направленiи 
rпомлнутаго приращенiл. Если f будетъ сила, дtйствующал на массу 
т, и dt-времл, въ теченiи котораго проходитсл элементъ пуп1, то 

fdt=Л(mv). (12) 

Какъ и прежде, величина импу.аьса не измtнитсл, ес.111 с,ила будетъ 

увеличена въ п разъ, а времл ел дtйствiл во столько же разъ умень

шено, ибо мы будемъ имtть тогда 

dt 
nf. - = д(тv). 

п 
(12)' 
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Если п сдt.1аемъ бо.1ьше вслкой данной величины, то по.1учимъ дt.ii

cтвie безконечно большой силы nf, продолжающеесн таnое времл, 

которое безконечно мало въ сраnненiи съ выбраннымъ уже безконечно 

ма.1ымъ промежуткомъ dt; т. е. дtiicтвie силы будетъ мгновенное 

даже по отношенiю къ элементу времени dt, и будетъ продолжатьсл 

то.1ько въ теченiи безкопечно малой части этого э,1е)1ента. Такимъ 

образомъ мы видимъ, что элементарное приращенiе колнчества дви

женiл, также какъ и конечное, можетъ быть разс!1атриваемо, или 

какъ результатъ непрерывнаго дtйствiл конечной си.1ы {, въ теченiи 
безконечно малаго промежутка времени dt, или какъ резу льтатъ дtй
ствiл безконечно большой си.1ы nf, въ теченiи еще безконечно мень-

dt в . 
шаго промежутка времени п . ъ первомъ предпо,1ожен111, скорость 

из:м·Iшлетсл непрерывно въ теченiи времени dt, съ постолннымъ уско

ренiемъ, и движенiе по элементу есть параболическое. Во второмъ случаt 

скорость измtнлетсл безконечно ъ~алыми скачками, и с11.1а дtйствуетъ на 

массу только мгновенно въ начадt каждаго промежутка времени dt; по
этому движенiе по элементу будетъ тогда прлмо.1инейное п равномtрное. 

Но оба вышеприведенныл представленiл о дtйствiи си.1ы на э.1ементахъ 

пути не отличаютсл другъ отъ друга существенно, ибо одно нзъ нихъ 

всегда сводитсл къ другому. Дtйствительно, каждый 1~зъ безконечно 

малыхъ параболическихъ отрtзковъ, представллющiйсл на~1ъ элемен

томъ данной траэкторiи, мы можемъ снова разбить на безконечно 

большее число еще бО.Т['tе мелкихъ элементовъ (безконечно :малыхъ 

втораго или высшаго порлдка ), которые будутъ прлD10,шнейные, на 

которыхъ движенiл будутъ равномtрны, и скорости будутъ мtнлтьсл 

безконечно малыми скачками "), вслtдствiе рлда дtйствiii мгновен

ныхъ силъ, при началt каждаго изъ новыхъ э.1е!1ентовъ. Такимъ 

образомъ мы приходимъ оплть къ тому же заключенiю, которое было 

сдtлано въ предъидущей г,1авt: именно, что вслкое движенiе, въ 

своихъ элементахъ, можетъ быть разсматриваемо, какъ происходящее 

по безконечно }tалымъ отр·tзкамъ какихъ угодно кривыхъ линiй; это 

заключенiе впо.шt аналогично съ геометрическимъ представленiемъ 

о кривой, какъ о ломанной, составленной изъ безконечно малыхъ 

") Скачки эти будутъ безковечво .иалы въ сраввенiи со скачкомъ дv, Если 

эле:иентъ разбитъ на безко11еч110 большое число 1i новыхъ эле.ие1повъ, то величава 
дv 

каждаrо скачка будетъ - . 
n 
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элементовъ друrихъ нривыхъ, изъ ноторыхъ наждал соприкасаетсл 

съ данною нрпвою по одному изъ этихъ элементовъ. 

§ 19. Сложенiе силъ. Матерiальная частица и точка .. 

Танъ какъ д·tйствiе силы на 11шссу состоитъ въ сообщенiи этой 

послtдней нtкотораго ускоренiл, то слtдовательно направленiе дtй

ствiл силы, т. е. само!i силы, должно опредtллтьсл направленiемъ 

ускоренiл ею сообщае11~аго. 

Если тtлу сообщаютсл нtс:колько ус,:коренiй по различню1ъ на

правленiлмъ, то это обстолтедьство обозначаетъ, что на тtло дtй

ствуютъ различныл силы по различнымъ направленiлмъ, и на обо

ротъ-дtйствiе разныхъ силъ на одну и Т)"Же массу обусловливаетъ 

сов111tстное существованiе различныхъ ycкopeнift; т. е. скорости тtла 

по различньlll1ъ направленiлмъ испытываютъ различныл измtненiл. 

Н tскодько сов111tстныхъ ycкopeнiii могутъ быть, по § 6, замtнены 
однимъ результирующимъ, равнымъ rео11етр11ческой С)'Ммt составллю

щихъ. Существованiе такого резу льтирующаго уекоренiл обусловли

ваетъ силу, дtitствующую . въ его направленiи. Слtдовательно, сой

мtстное дtйствiе нtсколькихъ силъ на данную массу даетъ такой 

же результатъ, какъ дtiicтвie нtкоторой одной, которал и называетсл 

поэтому р а в н о д t ii ст в у ю щ е ю или р е зу л ь тир )' ю щ ею. На

правленiе равнодtiiствующей совпадаетъ съ направленiемъ результи

рующаrо ускоренiл; а величина ел равна ( по II закон.) произведенiю 
изъ упомлнутаrо ускоренiл и :массы даннаго тtла. 

Графически вслкал сила можетъ быть представдена прлмою ли

нiею, длина которой заключаетъ въ себ·t столько едпницъ длины, 

сколько изображае11ал сила-динъ, и направленiе которой совпадаетъ 

съ направленiемъ силы. М tсто111ъ приложенiл силы будетъ та точка 

объема массы, которал из11tнлетъ свою скорость, или должна ее 

измtнлть въ направленi11 прнложе.нной силы. Еслп 1\IЫ разсl\tатриnаемъ 

движенiе различныхъ частей даннаго гtла, то должны представллть 

себt силы приложенныr~ш къ каждой 11.зъ так11хъ частей, которыл должны 

вообразить на сколько возможно малы11ш. Такъ какъ дtйствiе одной 

и той же силы, одинаковое длл всtхъ частей данной 11~ассы, не за

виситъ отъ фор111ы п величины объема эт9ii пос лtдней, то изслtдул дан-



§ 19 ГлАВА 11. Пrинципы ДинаD1ики. 107 

ную силу, 11ш 111оже111ъ всегда представллть себt, что масса, на кото

рую она дtйствуетъ, сосредоточена въ безконечно маломъ объемt. 

При этомъ мы слtдовательно предполагаемъ, что если бы вел масса, 

.заключеннал въ безконечно маломъ объемt, была распредtлепа одно

родно въ какомъ либо конечномъ объемt, то подъ дtйствiемъ той 

же самой силы она будетъ двигатьсл всtми своими частл11ш такъ-же, 

какъ прежде. Такимъ образомъ 111ы приходи~1ъ къ представленiю о 

:матерiальной частиц·в, какъ о массt (конечной или безконечно 

D~алой величины), сосредоточенной въ безконечно 111ало111ъ объемt. 

Вслкую данную масс)' 111ы 111оже111ъ представллть себt поэто111у, какъ 

собранiе матерiальныхъ част1щъ. Однако не должно см,вшивать пред

ставленiл о 11~атерiальной част1щ·I; съ представленiе111ъ о точкt. :Какъ 

бы мала ни была частица, она веегда зани11~аетъ нtкоторыii объемъ, 

который никогда не 111ожетъ быть представленъ точкою, ибо понлтiл 

объ объемt и точкt суть совершенно разнородныл. :Какъ поверх

ность не 111ожетъ обрат11тьсл въ линiю, линiл во времл, времл 

въ массу, такъ п объемъ не превратитсл въ точку, а останетсл 

всегда объе~10111ъ, какъ-бы мы его ни уменьшали въ нашемъ пред

ставленiи. 

Вообразимъ нtкоторую гео111етрическую точку, принадлежащую 

объему, заю1111ае1110111у данною 111ассою. Эта точка должна перемtщатьсл 

и получать ускоренiл вмtстt съ 11~ассою. Такъ какъ, при одной и той 

же силt, ускоренiе данной массы очевидно не зависитъ отъ величины 

и формы ел объема, то и ускоренiл вышеупомлнутой точки будутъ 

обусловливаться только величиною силы, дtйствующей на данную 

массу и величиною 11~ассы, каковы бы ни были величина и форма 

объема этой послtдней. Такимъ образомъ мы можемъ представить 

себt г е о метр и ч е с к у ю точку, движенiе которой, при данной 

оилt, обусловшшаетсл м а с с о ю, паполнлющею тотъ объемъ, куда 

принадлежитъ Jпомлнутал точка. Такого рода точка называетсл м а

т ер i а J1 ь ною то ч Бою. Мы не можемъ, слtдовательно, говорить 

о матерiи сосредоточенной въ данной матерiальной точкt, ибо матерiл 

должна зани11~ать веегда нtкоторый объемъ; но :мы можемъ говорить 

о 11iacct данной 11~атерiа.1ьной точки, какъ о iiacct, с в л за н ной съ 

этою послtдпею и наполнлющей объемъ, къ которо:ч принадлежитъ 

даннал точка. Очевидно, что понлтiл о мат ер i ал ь ной част и ц t 
и матер i аль ной то ч к t существенно другъ отъ друга разнлтсл. 

Частица можетъ 11111tть опредtленную форму и опредtленную плот-
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ноеть; матерiа.ч:ьная точка связана только съ опредtленною 11~ассою, 

форма и плотность которой могутъ быть представляемы произв9.11ьно. 

Изъ nредъидущаго зак.ч:ю•1ае~1ъ, что матерiа.11ьная точка можетъ 

представлять массу, какой угодно ве.111ч1шы п какого угодно объема, 

лишь-бы при этомъ дв11женiя ел отдt.ч:ьныхъ частей не от.п~чались 

другъ отъ друга. Ее.ш движенiя раз.11ичныхъ •шстей ~аннаго T't.11a 
различны, то мы можемъ представить себt это посдtднее, какъ совокуп

ность н·tско.11ькихъ массъ, движенiя частей которыхъ одпнаковы. Дви

женiе каждой изъ такихъ ·массъ мы можемъ за!1tнпть двпженiемъ нtко

торой матерiадьноfi точки, и всякое тt.110, такимъ образомъ, разс~штри

вать, какъ совокупность ~штерiадьныхъ точекъ. Части тt.ч:а, движенiя 

которыхъ разсматриваютея, какъ движенiя матерiадьныхъ то•1екъ, мо

гутъ быть юш конечны, и.1111 безконечно !tа,1ы; въ пос.11'tдне)IЪ случаt 

матерiальная точка будетъ представлять матерiальную частицу, т. е. 

будетъ связана съ ел массою. Но въ нtкоторыхъ е.1учалхъ прихо

дится разсматривать и самую )1атерiа.1ьную частицу, какъ совокуп

ность раздичныхъ :матерiа.11ьныхъ точекъ: именно тогда, ког;~,а раз.1ич

ныя чаетн этой чаетицы ИМ'tютъ разлнчнын движенiл. 

Итакъ, мы можемъ графически nредсташ1лть еилу, по веJИЧИН't 

и направленiю линiеfi, а объектъ дtйствiя силы-геометр11чеекою точ

кою, которую до.1жны воображать связанною еъ Н'tкоторой маееою. 

Представимъ себt (рие. 44) двt . силы АВ и АС, приложенныя 
къ точкt А. Если т будетъ величина массы, связанной еъ этою 

Av?;~ 
с D 
Рис. 44. 

точкою, то длины АЬ и Ас, отложенныя 

на еилахъ и въ т разъ меньшiя длины 

АВ и АС, будутъ nредстамлть соотв·tт

етвенно уекоренiя отъ обtихъ данныхъ силъ. 

Гео:метричеекая сумма .шнiй АЬ и Ас, пред

етавляе:мая .1инiей Ad, даетъ намъ вели

чину и направленiе результирующаго ускоренiя. Наконецъ, удлиннивъ 

Jшнiю Ad въ т разъ, мы получимъ AD, которая должна представить 
равнодtйетвующую двухъ данныхъ еилъ. Но такъ какъ 

АВ АС AD 
АЬ = Ас = Ad = т ' 

то АВ и АЬ, АС и Ас взаимно параллельны, и е.ч.tдовательно AD, 
будучи дiагональю nарал.1ело1·рам:ма, поетроеннаго на АВ и АС, пред-
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ставитъ геометр11•1еекую сую1у :этихъ двухъ л1шiй. Итакъ, р а в II од t it
c тв у ю щ а л д в -ух ъ с II л ъ, пр ил о ж е н н ы х ъ к ъ о д н о i1 и той

ж е точкt, представллетсл, по величинt и направле11iю, 

д i а гон аль ю пар алле лог р а 111 м а, по строен на r о II а у пом 11-
н у ты х ъ с II л ах ъ, Ба к ъ на ст о р оп ах ъ. Слtдовательно вообще: 

р а в н о д t й с т в у ю щ а II н ·t с 1, о л ь к п х ъ с и л ъ, п р и л о ж е н н ы х ъ 

к ъ одно й т о ч к t, е с т 1) г е о м е т р п ч е с R ал с ум м а в с t х ъ с л а

га ю щ II х ъ ''). 
Если равнодtflетвующал всtхъ си,1ъ, прпложенныхъ къ данной 

матерiал,,ной точкt, будетъ нуль, то таг.iл силы называютсл взаимно 

)' равно в t шив а ю щи м II с л. Слtдовательно, взаи!IНО уравновtши

вающiлс.л силы не производлтъ всt вмtс.тt никакого изм·tненiл дви

женiл пли покол матерiальной точки. Есл11 на 11iaccy, находлЩ)'ЮСЛ 

подъ дtйствiемъ взапмно уравновtшивающ11хсл сплъ, подtйствуетъ 

новал спла, то д1;1iствiе этой послtдней будетъ таково, г.акъ будто 

упомнпутыя прежде силы вовсе не существовали. 

О•1евпдно таБже, что II м пул 1, 1· ы сп л ы, 11з~1tрллс1, произведе

нiе~,ъ 11зъ маr:сы II еообщенноii шшульсомъ прпбавочноii скоростп, сла

гаютсл геометр11 11есю1 таRже, БаRъ СRоростп, усг,оренiл и с11.ш; т. е. 

если АВ II АС (рпс. 44) представллютъ, по величинt, п направленiю, 

два юш)·дыа, то AD представить резу.Jiьтпрующiii пмпульсъ. 
Н tкотогые авторы дtлаютъ 1Jаал11чiе 111ежду понлтiл11ш, лежа

щ11ми въ основапiп еложенiл поростеii II ycкopeнiii, еъ одной сто

роны,-11 еложенiя шшульсовъ и сплъ, еъ другой стороны. Сложенiе 

поростсii II ycкopcнiii основано на своtiетвахъ про:эитируемой линiи 

и ен проэкцiii; правило сдоженiл есть слtдствiе опред'l;ленiл слага

ющ11хъ. Сложенiе-же сплъ п импульсовъ требуетъ, по мнtнiю иныхъ, 
еще до1шзатедьетва слt;~:ующаго подоженiя: еслп дв't какiл-либо при

чины, д·J;йствун порознь, обус.11овшшаютъ нзвtстныя приращенiл ско

ростп пш1 ус1tоренiл, то т·tже причпны, д'tйствул совмtстно, обусло

внтъ резу.1J1,т11рующiл скоростп шш ускоренiл, т. е. геометричес.кую 

суюrу т·t,хъ или другихъ. Это положенiе также вrожетъ быт~, при

Нf!ТО, l'ШliЪ аБr,iома 111111 г,акъ опытныfi за~.онъ. Но дtло въ томъ, 

•по вышепрпведенное положенir, строго говорл, не предс.тавллетъ 

собою нп акеiомы, нп опытнаго закона, но есть не по ере д ст в е 11-

''') Это по.1оженiе само соuою яБНО с.гtдуетъ изъ того, что сила предста

в.1яетсс1 по ве.шчин1; и напраn.1енiю прю1ою (см. § 4). 
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но е с л t д ст в i е оп ред t лен i л с илы и 11 м пуль с а. Дtйстви

тельно, такъ какъ сила или импульсъ опредtллютсл, отвлекалсь отъ 

:массы, только ускоренiемъ или приращенiе~1ъ скорости, то дtйствiе 

двухъ силъ или импульсовъ :можно назвать тогда только совмtст

нымъ, когда въ результатt получаетсл гео:метрическал сумма уско

ренiй или и:мпульсовъ. Въ протпвно~1ъ случаt, т. е. когда въ ре

зультатt предполаrае:маго нами сов.мtстнаго д'tiiствiл двухъ силъ или 

двухъ импульсовъ не получаютсл результ11рующiл ускоренiл и скоро

сти, мы rовори:мъ, что .къ·дtiiствiю данныхъ силъ прибавллетсл дtйствiе 

вовыхъ, и притомъ такъ, что ускоренiл этихъ послtднихъ, слож.ен

ныл геометрически съ ускоренiлми данныхъ с11лъ, давали-бы резуль
тирующее ускоренiе. Другими с.1lовюш, исходл изъ пр11нципа неза

висимости дtiiивiл сплъ другъ отъ друга и отъ начальныхъ скоро

стей (см. начало § 18), мы приходи:мъ .къ опредtленiю понлтiл о 

совмtстно.мъ дttlетвiи двухъ снлъ или импудьсовъ, .какъ о дtйствiи ихъ 

геометрической су:м~ш. 

§ 20. Третiй законъ Ньютона: источникъ силы. 

При всtхъ физическихъ лвленiлхъ, наблюдаемое измtненiе дви

женiл одного какого нибудь тtла, а сдtдовательно и существованiе 

нtкоторой силы, дtйствующей на это тtло, обусловливаетсл присут

ствiемъ дpyraro :матерiальнаго тtла, которое поэтому и разсматри

ваетсл, какъ источникъ силы, дtйствующей на первое тtло. На этомъ 

основанiи мы, предполагал существованiе с1шы, какъ внtшней при

чины измtненiл движенiл массы, не ищемъ эту причину внt доступ

наго наблюденiю :матерiальнаrо мiра. Если на Т'tло д'tйствуетъ сила, 

то мы не можемъ допустить, что она лвллетсл изъ невtдо:маго, не

причастнаго iiaтepiи источника, ибо такое допущенiе ничего намъ · не 
обълснлло-бы. Напротивъ, мы предполагае:мъ, что существованiе силы 

обуеловливаетсл такими лвленiлми ( помимо ел д'tйствiл ), которыл 

могутъ быть нами наблюдаемы, или, е1оrдаено съ наблюденiлии пред

ставляемы. Другими словами, измtненiе двнженiл одного тtла ~1ы евл

зываемъ съ другими доступными наблюденiю аналогичными лв,1епiлми, 

не выходящими однако 11зъ круга представленiй о массt II движенiи, 

напримtръ-съ движенiемъ другаго тtла отноеительно перваго. 
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Вообразивъ единственную матерiальную точку среди безrранич

ваго 11ространства, мы не можемъ себt 11редставить какую либо силу, 

дtйствуюшую на нее, ибо не можемъ представить и понлть движе

нiл этой точки, а с.лtдовате.1ьно и измtненiл его, не имtл дру

гихъ точекъ, которыл позволили-бы намъ оп1tтить различныл поло

женiл первой. 

Чтобы понлть движенiе одной матерiальноfi точки, ню1ъ необ

ходю10 11редставить с.ебt по крайней мtpt еще другую матерiальную 

точку, относительно которой движенiе первой могло-бы еуществоват1. 

Вообразивъ только дв·в ~~атерiальныл точки въ пространств·в, ~,ы :мо

жемъ отмtтить, а с.лtдовате.1ьно и предс.тащrть с.ебt ихъ движенiе 

только по стольку, по с.ко.11ьку измtнлетс.л ихъ взашшое разс.толнiе 

( см. § 5 ). Слtдовате.1ьно, въ данномъ с.лучаt можетъ быть понлтна 

только с.ила, дtйствующал на какую либо изъ двухъ точекъ, въ ту 

или другую сторону по линiи ихъ взаимнаго разстолнiл. Итакъ, ее.ли 

мы и.мtемъ двt точкп А и В, п rоворю1ъ, что на точку А дtй

ствуетъ н·вкоторал сш~а, то это утвержденiе не !!Ожетъ имtть дру

гаго С!rыс.ла, крО)l'Б допущенiл нtкотораго ускоренiл точки А въ ка

кую нибудь сторону, в;~:одь по линiи АВ. Такъ какъ мы не ~,ожемъ 

допустить и понлть эту си.11у безъ присутс.твiл точки В, то и отно

симъ ел источникъ къ этой точкt, говорл, чтg точка В д t й с.тв у е т ъ 
на точку А. Но съ другой стороны, ее.ли А получаетъ ускоренiе 

относительно В, то и В, мtнлл свое по.1оженiе относительно А, 

должна получать соотв·втствующее ускоренiе. Отсюда вытекаетъ не

обход11n1ость допущенiя, что точка А въ с.вою очередь дtйствуетъ на 

точку В. Сл·вдовательно, представленiе о сидt, дtйствующеfi щ~ А и 
зависящей отъ В, влечетъ за собою представленiе о другой силt, 

дtйствующей на В и зависящеfi отъ А. Такiя двt силы называются 

взаимным п, и только такiя силы мы можемъ представить дtй

ствующими на двt точки, находящiяся въ пространствt безъ присут

ствiл другихъ n~атерiальныхъ точекъ. 

Предс.тавимъ теперь себt, что система, состоящал изъ двухъ мате
рiальных'L точекъ, сдtлалась неизм t н ною, т. е. сдtлалос.ь невозмож
нымъ из:мtненiе взаимнаrо разс.тоянiя этихъ точекъ. Въ такомъ с..11учаt 

ус..11овiя существованiя взаимныхъ силъ ос.танутсл, ибо будутъ существо
вать обt точки А и В; но ус.ловiя проявленiя дtйствiя обtихъ силъ 
уничтожатся, ибо разстоянiе между А и В останетсл неизмtннымъ. По

этому взаимныл си.ш въ данномъ сдучаt, не измtнившись по ведичинt 
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и направленiю, должны уравновtшивать другъ друга. Но, въ случаt не

измtнлемости разетолнi11 АВ, вслкал сила, приложенная къ А по 

линiи АВ, можетъ быть разсматриваема, какъ приложенная къ В, 

ибо всякое перемtщенiе А, по АВ, должно повлечь за собою, вслtд

ствiе неиз111tнности АВ, такое-же пере~1tщенiе точки В, и въ туже 

сторону. Сл·tдовательно, обt взаюшын с илы могутъ быть разсматри

ваемы, прп условiи неизмtнност11 разетолнiп АВ, какъ приложеннып 

иди къ одной точn·t А, или къ одной точкt В. Такъ какъ эти силы 

до.11жны быть въ равновtсiи, то он t до .11 ж н ы быть друг ъ друг у 
равны и пр от и в оп о .11 о ж н ы. Еели-бы это послtднее условiе не 

выпош.rллосr,, то двt вышеупо11шнутыл си.11ы имtли-бы равнодtttствую,. 

щую отличную отъ нулл, вс.11tдствiе чего ел точка при.11оженi11, а 

елtдовательно п свлзаннал съ нею неиз)1tнно другал то•ша, пришли-бы 

въ движенiе; но это движенiе не могло бы быть слtдствiемъ взаш1-

ныхъ сю1ъ, такъ какъ ихъ дtifcтвie устранено по условiю неизмtн

ностiю разстолнiл АВ; никакой другоii силы, кpori1·t взаимныхъ 

мы не предполагае~,ъ въ данномъ случа·t; сл·tдовательно, 11мtли-бы 

ускоренiе безъ д·tiiствiл еилы, что противорtчило-iiы пepBOllIY закощ· 

двпженiл. 

Точно также, въ елучаt еуществоваиiл третьеп точки С, движе

нiе двухъ первыхъ, А и.В, безъ измtненiл ихъ nзаимнаго разетол

нiл АВ, 111ожетъ быть представлено по етольку, по скольку изм·tнл

ютел ихъ раетолнiл АС и ВС отъ третьей точки. Разсуждал также, 

какъ прежде, мы прiйдемъ къ заБдюченiю, что 11штерiальна11 точка С 

можетъ дttiстnоват1, на точки А и В только по линiл)IЪ разстоннiй 

АС 11 ВС, п что силы, съ которыми дtйетвуютъ другъ на друга точ

ка С п накал .11160 пзъ точекъ А п В, равны II противоположны. 

Вообще, еколы{о-бы ни было матерiальныхъ точеБъ, еилы, еъ которы

ми дttiетвуютъ др)ТЪ на друга каждын двt изъ этпхъ точекъ, могръ 

быть тодько направлены по лпнiи взювшаго разстолнiл этихъ по

елtднихъ, п должны быть равны другъ другу и противоположны. -Это 
заключенiе 111ы выводи~1ъ пзъ того обстонтельства, что д·tйствiе двухъ 

точекъ другъ на друга не изr~1tнлетен приеутствiе~1ъ другихъ мате

рiадьныхъ точекъ, ибо разлпчнын сш1ы дtiiетвуютъ независимо другъ 

отъ друга (см. § .18), п каждал еида сообщаетъ данной массt опре

дtленное ускоренiе независп:1110 отъ того, д·tiiетвуютъ-ли на эту массу 

еще другiн силы, пш1 нtтъ. Слtдовательно, наждын дв·J; 11~атерiальнын 

точкп будутъ дtйствовать другъ на друга въ пршрствi11 др)тихъ то-
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чекъ также, какъ онt д'tiiетвовади-бы, будучп попарно изо.шрованы 

въ пространств·t; а такое ихъ взашюдtiiствiе памп уже разс)1отрtно 

прежде. 

Таюн1ъ образоъ1ъ !IЫ пр11ходш1ъ къ с.тtдующю1у зак.1юченiю, из

В'БСТНО)IУ подъ И!1енев1ъ треть л r о за к он а двшкенiн, п форму.п1ро

ваннаrо Ныотономъ въ с.дtдующпхъ сдовахъ: в с л к о~, у д t ti ст в i ю 
всегда есть равное и обратное протпводtiiствiе; т. е. 

дttiствiн двухъ тt.1ъ друrъ па друга всегда равны п 

напр а в .т~ е н ы в ъ пр от пво пол о ж п ы л ст о р о н ы. Этотъ за

конъ, какъ мы впдимъ пзъ хода разсужденiii, прпводищпхъ къ не~1у, 

ив.~нrетсп распространенiемъ перваrо закона двпженiл, т. е. опре;1:t

.1енiл сш1ы, какъ внtшнеii при•шны из~1tненiи движенiл массы. Rа

кiл бы сиды, наблюдаемыл въ природ·t, мы нп ш1t.11и въ виду, онt до.тж

ны СЛ'tдовать закону дtйствiл равнаrо протпводЬliствiю, ибо иныхъ 

силъ !IЫ не можемъ себ'f; представить. 

Ес.1и ~1ы наблюдаеыъ, •1то о;~;но тtдо прптнrиваетъ шш оттаJ1-

кпваетъ другое, то мы доджны закдючпть, что п другое тt.'IO прптл

rпваетъ идп оттал1шваетъ первое. Ес.ш-бы этого Сд'tдствiн не быдо, то 

,ш не пмtли-бы права заключать, что с~ша, дtiiствующал на первое Т'БЛО, 

состоитъ въ притпженiп п.ш оттадюшанiи его вторьн,ъ тt.Iомъ. 

Ес.ш мы rоворш1ъ, что одно тtдо давить на другое, то это значитъ, 

что другое тtло точно также давитъ на первое. Есди палецъ упи

раетъ въ стtну, то и стtна упираетъ въ падецъ. Ес.п, .1ошадь та

щить возъ, то возъ оттлrиваетъ .11ошадь назадъ; обt сиды уравновt

шиваютсл, ибо нtтъ относитедьнаrо движенiн воза II дошади; движе

нiс-же воза II лошади происходитъ равно)1·tрно, какъ с.1tдствiе пер

воначадьпаrо ~ншульса. Есди одно тtдо, ударнись о другое, прпво

цитъ его въ движенiе, то это пос.11tднее въ свою очередь изъ1tниетъ 

движенiе перваrо тt.ш. 

Ес.п, ( 1 п ( 2 будутъ в:::аюшыл сш1ы, съ которы~ш двt массы 

m1 и т2 дtйствуютъ друrъ па друга, то очев,цно, на основанi11 

трстьиго закона: 

(13) 

с.тtдовате.1ы10, есдн g 1 и g 2 будутъ соотвtтствующiн ускоренiл, то 

91 т2 
1n191+1n2g2=0 и-=-;--------; 

92 т1 
(14) 

т. е. д.1н Raждoii пары вза11)1ныхъ сп.1ъ соотв·tтству

s 
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ю щ i я у с к о р е н i я о брат но п р оп о р ц i он а ль н ы м а с с а !I ъ, 
к ъ к от о р ы м ъ он и пр II ложен ы, 11 направлены в ъ пр от и

в оп о ложны я ст о р он ы. Если слtдовательно камень, притяги

ваясь землею, на нее падаетъ, то II землл въ свою очередь должна 

притлгиватьсл ка~шемъ и на него падать. Но такъ какъ масса камня: 

несравненно меньше :массы зе}!ЛИ, то усноренiе этой послtдней, при 

еа движенi11 къ камню, будетъ несравненно мало передъ усноренiе~1ъ 

камин. 

§ 21. Сохраненiе количества движенiя. 

Представимъ ееб't нtсколько свободныхъ матерiальныхъ точекъ, съ 

масеа11ш т1 , 1112 ••• mn, движущихсл подъ дtйствiемъ взаи~шыхъ силъ. 
Пусть д,1л даннаго момента вре~1ени {1 , { 2 ••• f~ будутъ равнодtйствую

щiя силы, прпложенныл соотntтственно къ упо~11шутымъ масса~1ъ, и 

составленныл изъ си.;rъ, направ,1е11ныхъ по разстолнiю1ъ каждой ~~ассы 

отъ всtхъ остальныхъ. Если чпсло всtхъ )Iатерiальныхъ то,rенъ есть 

1z, то каждая изъ упо11шнутыхъ с11лъ будетъ состав.1ена изъ 1z -1 
составллющихъ. На основанi11 третьлго заr,она очевидно, что одна 

изъ составлнющихъ с11лы {1 будетъ равна и противоположна одной 

изъ составляющих ъ с.илы {2 , другая изъ составляющихъ силы {1 бу

детъ равна 11 прот11воподожна одноii пзъ составлнющихъ силы {3 , 11 
т. д.; каждая пзъ еоставллющnхъ с.илы {1 будетъ равна и противо

положна какой нибудь изъ составляющихъ друп1хъ сплъ; тоже самое 

скажемъ и о nctxъ составляющихъ любой нзъ остальныхъ данных1, 

сr1лъ. Слtдовательно геометрическая су111ма всtхъ сидъ {1 , ( 2 ••• fn, 
какъ составленныхъ 11зъ равныхъ II прот11во11оложныхъ слагающнхъ, 

должна быть длл каж;~:аго ~1омента nре~1ен11 равна нулю; т. е. 

(1.5) 

или, есл11 91 , 9 2 ••• ,qн будутъ усноренiя соотntтствующ11хъ мате

рiа.1ьных ъ точекъ, то 

(16) 

rдt су!1111а оплть беретсл rео1нетрпчеснал. ТаRъ канъ по § 4 сушш 
проложенiii: силъ {1 ••• fn (reo~1. сумма которыхъ есть пум,) на вса

кую прю1ую бу;~:етъ тоже ну.1ь, то обо.Jна•ша черезъ Х1 , Х2 ••• Xn, 
У1 · ·. Yn, ZI ... Zn rлагающiя каждой изъ данныхъ силъ f по OCHDIЪ 
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Rоординатъ, мы будемъ ш1tть: 

~Х=О, ~1- =О, '"i.Z=O, (15)' 

J[ точно та1iже, обо3начал чере3Ъ 9х, g,,, gz с.11аrающiл ускоренiл по 

тt~1ъ-же ослмъ: 

~mgx= о' '"E.mg 1,=0, ~rngz =о' (16)' 

при че111ъ сушш въ (15)' и (16)' беррсл очевидно алгебрапческiл. 

Если масса одного пзъ т't,лъ систе111ы, двпжущеitсл подъ дtй-

ствiеllIЪ в3аи11шыхъ силъ, будетъ несравненно больше суш,ы 11~ассъ 

остальныхъ .тt.11ъ той-же сиетемы, то пзъ (16) видно, что ускоренiе 

этого тtла будетъ несравненно меньше каждаго И3Ъ ycкopeнiii дру

rихъ тtлъ. Taкoit случай 111ы плtемъ въ солнечной системt, гдt 

масса со,шца несравненно больше массы всtхъ планетъ, в3лтыхъ 

IOI'teтt; вслtдствiе этого п двпженiе солнца отъ совокупнаго дtй

ствiл планетъ насто.11ько J\IaЛO, что мы безъ бодьшоit погрtшности 

11rожемъ ра3с~1атрпвать двпженiе со11нечноii спсте111ы подъ дtiiствiемъ 

ел взаюшыхъ еплъ, ~ишъ обращенiл плапетъ около неподвпжнаго 

СО,1НЩ1. 

}rюrожал каждыii членъ сую,ы (16) на э.11е!1ентъ вре~~ени dt, 
l\IЫ по.1учае:мъ, обо3начал черезъ )2 операцiю rео,1етричеснаго сум1110-

ванiл: 

Г.mgdt =О, (17) 

rдt сую1~а беретсл гео11етр11ческп. Но длл каждой l\~атерiа.11ьной точки 

т велпчина rngdt предстамлетъ приращенiе ( геоl\1етричеекое) коли

чества дв11женiл въ теченiл временп dt, т. е.: 

mgdt = Л (mv). 

Вс.11tдствiе этого (17) пр11нимаетъ в11дъ: 

I~(mv) =О; (18) 

т. е. гео111етрпческал сумма прпращенiй кол11чества 

д в п ,Бен i л с II ст е !f ы 111 ат е l) i а .11 ь н ы х ъ то ч е :к ъ, на ход л ш п х
е ,'I п о д ъ д t ii: ст в i ем ъ в 3 а п )I н ы х ъ с п .1 ъ, р а в на н )' .11 ю д л л 

к а ж да r о м о ~I е н та в р с мен п. 

Слtдовате.11ьпо, геоJ11етрнческал су111ма ко.11ичествъ дви

ж е н i л д л н та к о ii. с ист е 111 ы с о х р а н нет с л п о с т о л н н о ю, 

и можетъ быть пз~I'tнена очевидно тоJ1ько дtйствiемъ нtкотороtt внtш

ней си.ш. 
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Такш1ъ образомъ, ес,ш д.1ff одного мо11ента двш1:енiл скорости то

чекъ системы будутъ v1 , V 2 , V 3 •••. , а д.1а другаrо: vi', 'V/, v/ .. Vп, то 
m1V 1 + 1n2V 2 + · • · 1nnVn = m1vi'+ 1n2V 2

1+ • · • lnnVn
1
, (19) 

§ 22. Центр ъ ин ер ц i и. 

Разсмотрш1ъ гео~1етрпческое значснiс с:ршы 1,0.lll'Iecтвъ ;щп

женiл. 

Представпмъ себ't, нt1;оторую ;-1вшкущуюсл 

точку .А. (рис. -!5 ), разстолпiе котороii отъ нt

котороti ·непо;щш1шоti то•нш О пусп, будетъ т. 

Iiorдa двпжущанеп точ1ш переii;~етъ пзъ А въ 

А', то ел новое разстоапiс 1·1 отъ О будетъ 

Рис. 45. очевпдно гео)1етрпческоii суш1ою прсжнш'о раа-

столнiл r и проiiдепнаго путп АА.1 • С.тtдоватсдьпо )IЫ може)IЪ раз· 

сматривать АА', 1,ю,ъ гео~1етр11 11сс1rос нрпращснiе раз

е т о л н i л д в п ж у щ е ti с п т о 11 1, п о т ъ н t 1, о т о р о ii п р о п з в о .1 ь
п о fi не п од в и ж н о 11 то ч к п О. Есдп скорость двпжущеiiсп то•шп 

есть v, а врешr ел ~впженiл по .А.А' есть (lt, то АА' = vclt. 
EcJrи т б)·детъ ш1сса двпжущеiiсл то•iюr, то произведенiе тг 

можно разс~штрпnать, какъ суш1у (а,1Гебра11ческую) разстоанiii каж~оii 

единицы массы отъ точкп О. Въ та~tомъ с,1у<Ш'В mvclt предс:rавптсн 

очевидно геометрп•rескшrъ прпращепiемъ разстоанiii вс:tхъ едшшцъ 

~шссъ отъ точ1ш О. 

Представш1ъ себ't теперь Н'tско,1ько матерiа.1ы1ыхъ то 11екъ еъ 

массами m 1 , т2 п т. д., па разстоанiлхъ 1· 1 , r 2 п т. д. отъ нt1:ото· 

paro прош1во.1ышго центра О. Проведемъ пзъ этого центра .шнiп къ 

1шждоii едпшщt массы. Тогда чпсдо такпхъ лпнiti будетъ m1 +т2 + ... -mn, 
а пхъ гео11етрпчес1,ал сушш будетъ 0 11свпдно равна геометрпческоii суш1t 

линiti, д.~ншы которыхъ будутъ 1n1r 1 , т2 ,1· 2 ••• п т. д., въ направ.1енiахъ 

разстолпiii 1·1 , У2 ••• п т. д. Ес.ш v1 будетъ скороеть массы 1n 1 д,1н i"(ан

наго мо111ента nременп, то nъ течепiп э.1слента временп clt, с:I't;(Ующаго 
за упо~IННIТЬВIЪ МО)IСНТОЛЪ вре~IСIШ, ласса ml пере~1tстптсл на V1(lt въ 

направ.1енi11 скоростп v1 , п сн ра:.:стопнiе У 1 отъ О прпрастпъ гео~1етрп
qески на V 1(lt. Срша разстоанiii оть точкп О nс1;хъ ш1есоnыхъ сдпшщъ, 
закдючающпхса въ масс't т1 , т. е. т 1 -р;раткое разстошriе 1' 1 , 11.111 т11· 1, 
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щн1растетъ въ это времн гею1егрпчес1ш на m1i\Ш. С.гв,1овательно, гео-
1\1етрпчесБан суш~а всtхъ т-пратныхъ разстопнiii соотвtтствующпхъ 

]Iассъ отъ О, плп геометрпчес1,аа суш~а разстолнiii отъ О всtхъ массо

выхъ е;1,11ющъ, возрастетъ rеометрп 11есБ11 па (m 1v 1+ni2v 2+ ... mнt'n) clt. 
Есш1 шшiн ОА п ОВ (рис. 46) представлтъ геометрпчесRiл суш1ы 

___ •1 разстонпiii отъ О J11ассовыхъ едпнпцъ данпоii спсте

//. \ NЫ, въ пачал:t п по1щ·t элемента вре111енп clt, то АВ 
_/, '· представптъ геолетрпчесRую ершу Y..m11clt. Отсюда зa-

L-------i АВ 
о " плючаеJ11ъ, что clt, т. е. г е оме т р и ч ее к ал е ум-

Рпс. 46
· ы. а ))nv 1, о л II ч ее тв ъ д в иже н i л матер i аль-

н ы х ъ точеБъ данноii с11сте~1ы, выражаетъ по величин·!; 

п на п р а в л е н i ю с к о р о с т ь д в II ж е н i п R он ц а р ад i у с а в е к-

то IJ а, пред ст а n л п ю щ а го, д .11 л R аж да го момент а в ре J11 е н 11, 

1· е -омет р II ч е с п у ю с ум 1\1 у р а з с тол н i 11 J\I а с с о вы х ъ е д и

н II ц ъ с II с т е ~1 ы о т ъ т о ч i: п О. 

Еслп Jиатерiальнын то 1пш спстюш нахо;щтен тольпо подъ дtiJ

пвiелъ nаашшыхъ сп11ъ, то Y..mi· остаетсн непз31·tнною; слtдова

тедьно упо3шпутан выше спорость постопнпа по ве.шчпнt II по на

пра в.1енiю, 11 двп;н нi е понца радi ). с а ве ~;тора ее ть ЩJЮ!Одпнеiiное п 

-------·А равнол·tрное. Поэтолу, еслп шшiп ОА, ОВ, 
/------ '\в ОС ... (рпс. 4 7) будутъ представллть гео-/~------ \ .. ~с_::_- - . --------~С 

v -------------~ IJ 
Рис. 47. 

метрпчес1,iл сушш разстоннiii J1~ассовыхъ 

едпнпцъ отъ О, взJПыа черезъ нtкоторые 

раnныi': про31ежутRп вре111ени, то концы А, 

В, С, D . .. эшхъ шшiii бг1утъ 11ежать ш1 одноii II тоtl-же прл111ой 

AD, п разд1;J1птъ ее на равньш частп . 
. /'( __ ' Пусть 1\ будетъ разетоннiе (рпс. 48) J\Ia-

/ терiальноii точ1ш п~ 1 отъ нtБотораго непо;щшк-

в~ \ А-- наго центра О 11 1·/-.разстолнiе то11-же точки 
' -. / 0 1 Т ',, 1·~;;,, отъ другаго центра . огда очевпдно 

,,х::} 

о' 

1·/ = 0 10 + 1·1 ' 

rд't су,ю~а беретсл гео~1етрпческп, 11 СJ1tдова-
Puc. 48. 

тельно 

т. е. О 1IСВПД!IО, если 

ОА = m11\, 
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то 

ВА1 = m1r 1 = ОА.. 
написавъ такимъ образомъ рлдъ равенствъ: 

m1r1' = т1 0'0 +· m1r1 , 

m2r/ = т20'0 + m 2r2 , 

длл вс·t,хъ точекъ систе!IЫ, п сложивъ 11хъ геометрически находимъ 

rдt суммы берутел 

Рис, 49. 

ВА1, парал.[ел:ьную 

и сJltдовательно 

Imr' = 0'0 I:m + l:mr, (20) 

геометрически отъ вс·tхъ ве,шчпнъ, разнлщихсн 

лруrъ отъ др~та по направленiлмъ. Выра

женiе (20) даетъ намъ средство, знал гео

метричесную сумму разстолнiй массовыхъ 

единицъ отъ одной точки О, построить С)'!!

.му подобныхъ-же разстолнiй отъ другой 

точки 0'. Дtilствите.1ьно, пусть линiл ОА 

(рис. 49) предстаВ11летъ Imг, 11 пусть 0 1 

будетъ нtкоторал неподвпжнал точка. От

кладываемъ въ направленiи О' О длину ОВ, 

равную О' О~т, и йзъ В проводимъ линiю 

и равную ОА. Тогда очевидно: 

О'А.' = Imr'. 

Изъ подобiл треуго.11ьниковъ О' ОС и О'ВА' мы видимъ, что 

01В ОА О'А.' О'В 
но -~т. 

О'О - ос= О'(Т; 0 10-""' ' 

сл·1доnательно: 

ОА О1А1 

ос= ос =~m, ОП- Imr 
И и-~, 

_,п 

,, 1 

O'C-,Lmr. 
- ~ ' ... т 

(21) 

т. е. обt линiи, ОА и О'А', дt.11лтсл въ точкt С въ одннакоnо.мъ 

отношенiи ~т: 1, которое не зависитъ ни отъ д.llины, ни отъ поло

женiл обtихъ .11инВt. Слtдовательно, вслкал третьл J1инiл О'1А'', пред

ставллющал геометричесную сумму разстолнitt 111ассовыхъ единицъ отъ 
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третьей точки 0", пройдетъ тоже черезъ точку С, ибо эта динiя 

должна раздtш1ть обt линiп, О'А' и ОА, 11 са~ш раздt.1шться опять въ 

томъ-же отношенiп ~т: 1 "}. 
Итакъ, в с ·t ли н i и, пред ст а в д я ю щ i я в ъ дан н ы ii м о

!1 е н т ъ в р е м е н и r е о м е т р II ч е с к i я с у м м ы р а з с т о я н i й !1 а с
е о вы х ъ един и ц ъ с ист ем ы от ъ различных ъ не под в и ж

н ы х ъ т о ч е к ъ, п р о х о д я т ъ ч е р е з ъ о д н у т о ч к у, к о т о. 

р а я н а з ы в а е т с я ueнmpo.,io и,нер~~iи д а н н о ii с и с т е мы. Иди, 

11sъ ( 21): ц е н т р ъ и н е р ц i и е с т ь т а к а я т о ч к а, р а з с т о я н i е 
к о т о р о й о т ъ н t к о т о р о ii н е п о д в II ж н о й т о ч к II е с т ь г е о-

,< 
~ 

\ 
1 

1 
В' 

о 

Рис. 

пiя центра 

А 

'В 

о' 

50. 

метрически взятое среднее пзъ всtхъ 

раз ст о я н i й от ъ той-же точки в с t х ъ 
масс о вы х ъ един и ц ъ с II ст е мы. 

Если ОА и О'А' будутъ (рис. 50) геоме-
трическiя сум~1ы упомянутыхъ разстоянiй отъ 

точекъ О и О', д.~л даннаrо момента времени, а 

ОВ п О'В'-подобныя-же суъ1мы, черезъ про~,е

жутокъ временп clt, то С п С' будутъ по.~rоже

пнерцiи системы для начада и конца времени clt. Rpoмt 
того, тю,ъ какъ 

11 

то 

А.'В =А.В= Irnvdt, 

СС' = J:l't'l,vdt . 
~т ' 

(22) 

т. е. центр ъ ин ер ц i и с ист ем ы перем t щ а е т с я с о скор о

р о с т i ю, р а в н о ю с р е д н е й с к о р о с т и в с t х ъ е я :м а с с о

в ы х ъ ед и пи ц ъ. :Кромt того: е с ли с и с т е ~, а на х о д и т с я толь
к о по д ъ д t й ст в i ем ъ в за и м н ы х ъ с. и.~ ъ, т о е я ц е н т р ъ 

ин ер ц i JI о ст а е т с я в ъ по к о t ил и движет с я р а в но м t р н о. 
Ес.~и мы обозначимъ черезъ V скорость центра инерцiи, то 

по (22) будемъ и~1tть: 

V _Imv. 
-Im. или 

*) При это111ъ очевидно на рисунк'I,: 

VIm=Imv; 

O"D= O"O':f.111,, О"Е= 0''0'5:.т, DA" = О'А', ЕА'' = ОА. 

(23) 
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т. е. к о л 11 ч е ст n о д в иже н i л все ii сп ст е J\I ы р а n н о Б о ли

ч ест в у д в иже н i л центр а пне р ц i 11, в ъ к от о ром ъ пр е д

п о JI ага е т с л с о с р е д о то ч е н н о ю в с л масс а с ист е J\I ы. 
Выше J\IЫ шщtли, что положенiе центра инерцiи не завис11тъ 

отъ поJiоженiл точь:и О, отъ котороii ~,ы откJiадываеJ11ъ среднее раз

столнiе 11шссовыхъ едпющъ систеn1ы, т. е. что упомлнутое разстол

нiе, отложенное отъ любоii точкп О, прпводrтъ всегда Rъ одно)tу п 

то~1у-же центру С. Отсюда впдпо, что пол о жен i е центр а ин ер
ц i п о б ). с .11 о в л и в а е т с л т о л ь и о р а с п р е д t л е н i е м ъ JtI а т е
р i а льны х ъ то ч е 1, 1,, с пс т е мы. Разс,1отрш1ъ эту зависимость. 

А Пусть а п Ь (рне. 51) б)·дръ 

"'' а, 
" ' ,, ' 

: J ', 

'1 ' 
I 1 ', 
, 1 ' 

,' 1 ', 
, 1 ' 
r , ', 

О ' ._P_i _l _____ ',]) 
<-----0~

1

,-- : ;к Е ,/ 
' : / _,,,_,, ... 
1 1 1 ,,.' 

i6 1 / ,.// 

.7,t-z !/ ........................ .. 

J1Н1терiальныл точRп, съ массюш m1 и 

т2 • ОтRда;~:ывал отъ иai.oii нпбудь 

TOЧ!ill O ДЛПНЫ 

0A=m1 • Оа 1[ 

II с Rда;:~:ывал геоыетр11чес1ш л11нi и ОА 

II ОВ, 111ы подучаслъ nъ результатt 

лпнiю 01), предетаnш1ющую гео,,етрп-
Рис. 51. 

чесRую суш1у разстолнiii J1~ассовыхъ 

единпцъ, содержащпхсл nъ т1 + т2 , отъ точRн О. Проводл лпнiп 

АЕ и В~ паралде.11ьно аЬ, J\IЫ находимъ, что АЕ = BF, п 1tpoJ11't того: 

ьс оь 1 

ОТR)'Д3 

aC:bC=m2 :m1 п аС.т1 =ЬС.т2 ; 

т. е .. тшвiл OD дtлптъ въ ТОЧ!i'Б С разстолнiе аЬ на ч.~стп. обратно 

пропорцiона.nьныл прш1егающш1ъ ь:ъ нш1ъ 111ассю1ъ. 3ат1лъ: 

0E=m100 п OF=m20C; 

ОТR)'да: 

но очев11дно: 

ОЕ+ OF=OD; 

слtдовательно: 



§ 22 f дАВА 11. ПРпнципы Д11нАшпш. 121 

т. е. то 111ш С есть центръ инерцi11 nraccъ т1 п т2 • llтaiiъ, центр ъ 

II не р ц i II двух ъ nr ат ер i аль н ы х ъ точек ъ лежит ъ на ли

н i и, с о е д II н л ю щ е ii о б ·t то чип, Б о то р у ю о н ъ д t лит ъ 
в н утре н п о на ч а с т н, о бра т но п р о п о р ц i он а л ь ныл пр 11-
л е г а ю щ II м ъ 111 а с с а ~1 ъ. 

Есл11 н1эол·t двухъ точенъ а и Ь у насъ есть еще третьл ыатерiаль

нал то•ша m3 , то длл нахожденiл цептра инерцi11 трехъ точекъ JIIЫ 

дош1шы пре;це всего сложпть геометр1иескп m3-крать:ое разстолнiе 
третьей точки отъ О съ .шнieii OD. Но такъ ка~,ъ OJJ = (1n 1 + т2 ) ОС, 
то очевидно, что нахожденiе центра инерцiи трехъ массъ т1 , 1n2 11 
1n3 свод11тсл ь:ъ опред·tденiю центра ннерцiп двухъ массъ: съ одноit 

стороны-~1ассы Jn3 , а съ другоii-n1ассы (т1 + 1n2 ), полtщенноti въ 

ТОЧ!i'Б С, т. е. въ ценrрt инерцi11 обtнхъ иассъ т1 и m2 • Таь:rшъ 

образо11п, знал центръ 11нерцi11 С чпсла 1i n1атерiа.1ьныхъ точеnъ, мы 

наiiделъ це11тръ 11иерцi11 1z + 1 матерiальныхъ точеRъ, вообраз11въ 

• въ С вею Diaccy 1z то 11е11ъ, проводл разстолнiе отъ С до mn+i, п 

раздtюшъ его ВН)'тренно въ обратноыъ отношенiп Rъ nraccaJ1ъ, 

по3гI;щепнылъ въ С II въ mn +i · Сд·tдоватеш,по вообще: общ i 1i 
ц е н т р ъ II н е р ц i п н ·I; с п о JI ь R II х ъ г р у II п ъ м а т е р i а .11 ь н ы х ъ 
т о ч е Ii ъ е ст ь в ъ то ж е в ре 111 л ц е н т р ъ п н е р ц i и n1 а с с о
в ы х ъ и о д п ч е с тв ъ и а а. д о й II з ъ данных ъ гр у II п ъ, р а з

м ·t щ е н н ы х ъ с о о т в ·t т с т в е н н о в ъ ц е н т р а х ъ II н е р ц i п 
Э Т II Х Ъ II О С .~ t Д Н II Х ъ. 

Т·tже caDIЫH за~,,11оченiл с.11 tдуютъ непоередственно II изъ фор~r. 
(21), дающей общее опред·t.1енiе центра п11ерцiп. Именно, выбпраа 

точку О въ центр·t п11ерцi11, JIIЫ бредIЪ ш1tть въ (21 ): ОС= О; а 

с.т1tдоватеш,110 д.iш центра" пнерцi11 

l:тг =О. (2i) 

Въ случаt двръ точекъ а II Ь (р11с. 52 ), центръ пнерцiп которыхъ 
предполож11мъ въ С, будеnrъ пм·tть: 

m1 Са + т2 СЬ = О , 

гд·t срв~а беретсл геометр11чесRп. Слtдовате11ьно дiагона.11ь пара.11.11ело-

а~ ~ грам!1а, построеннаго, ка11ъна сторонахъ, на ш1-

~~ нiлхъ Са II СЬ, удлиненныхъ соотв·tтственно 
Рис. 52. въ m1 п m2 разъ, долженъ быть равенъ нудю. 

Это воз~10;1шо тодьliо тогда, когда обt л11нi11 составллютъ одну прл-
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:мую; тогда С лежптъ на прл111ой l\tежду а и Ь, и дtлитъ ее въ об

ратномъ отношенiи къ прилегающимъ ъ1аеса~1ъ. :Кромt того, разбиван 

енетему точекъ на нtеко.11ько раз.шчныхъ группъ числомъ k, мы :мо

жемъ выраженiе 

OC"i:.m= Imr 

написать въ такомъ видt: 

ОС~т = 1:1mr + I 21nr + · · · 1:kmr, 

гд·t еушш I 1 , I 2 , .• 1:k берутел гео~1етричесюr, по разстолнiлмъ мас

еовыхъ едпющъ каждой отдtльноii группы, и потомъ снова еклады

ваютеп геометрически. Затtмъ очевидно, ~1ожно написать: 

ос~ l\mr + ~ I 1mr + .... rn = "i:. 1m -,,- .... 2т -~-- · 
-'1т ""2in (25) 

г;1;в ~т = I.1m + I.2in + · · . :::;kт, 
ялп, обозначал черезъ 001 , 002 •• • OOk, по велпчпнt и направле

цiю, разетоанiа центровъ инерцiи каждоii группы отъ О: 

ОС. ~т = OC1!:.1rn + ОС2 I.2т +, .. OCk~km; (26) 

откуда видно, что О ееть центръ инерцiи Аtаееъ ~1tn, ~2т, .. . I.km, 
помtщенны11.ъ еоотв·tтетвенно въ точкахъ (\, 0 2 ••• Ok. 

Еели даны прлмоугодьныл коорди'Наты х 1 , у 1 , z1 , х2 , у 2 , z2 ••• 

Xn, Yn, Zn :матерiальныхъ точекъ, то координаты х, у, z ихъ центра 

инерцiи найдутел елtдующи:мъ образо:мъ. Разстолнiе r 1 каждой точки 

отъ начала координа,:ъ О раз.11ожимъ на три еоетавллющiл по оелмъ 

координатъ, которын будутъ очевидно: Xi, у1 , z 1 . 3атtмъ очевидно, 

что анебрапчеекiл еуммы 

~тх, "i:.my' I.mz 

будутъ предетавдлть три соетавллющiл по оелмъ координатъ геоме

тричеекоii еуммы разетолнili маееовыхъ единицъ еиетемы отъ на•rала 

координатъ. Но е'Ь дpyroii етороны, еоетавллющiл той-же еу11мы гI.т 

(гдt r ееть разетоннiе ц. п. отъ начала коорд.) будутъ 

x~rn, y~rn' z~m' 
ибо х, у, z еуть еоетавллющiл разетолнiл r. Слtдовательно: 

'I:rnx 
Х=~, 

"дп 

!:.rnz 
z=--· 

!:.т 
(27) 
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Эти пос.11tднiл выраженiл показываютъ, что разстолнiл центра инер

цiи отъ плоскостей 11оординатъ равнлютсл средюшь разстолнiлмъ 

отъ тtхъ-же плоскостей массовыхъ единпцъ систеъ1ы. Такъ какъ пло

скости координатъ могутъ быть выбраны произвыьно, то с.11tдова

тельно: раз ст о л н i е центр а ин ер ц i и от ъ люб о it пл о с к о

ст и р а в u о с р ед н ем у р а з ст о л II i ю о т ъ то ii-ж е па о с к о с т 11 

масс о вы х ъ е дин и ц ъ с пс те ~1 ы. 

§ 23. Моментъ силъ, скоростей, ускоренiй и т. п .. 

Выведенные въ преды;1ущихъ параграфахъ законы сохраненiл 

количества движенiл и неизмtнлемости двюкенiл центра инерцiи осно

ваны на томъ своiiствt взаимныхъ силъ, что эти послtднiл могутъ 

быть разбиты на такiл составллющiл, приложенныл ·къ различнымъ 

точкамъ системы, которыл попарно равны другъ другу II противо

положны. Но кром'I, того, упо~шнутын выше состав.шющiл направлены 

попарно по одной и тоii-же прлмоii .пшiи (разстолнiю .между каж

дой парой матерiалы1ыхъ точекъ ). Это послtднее свойство взаимныхъ 

силъ влечетъ за собою слtдующее геометрическое условiе: разстол

нiе какоii нибудь произво.~rьно выбранной точки отъ шшiи, предста

вллющеii Oi\HY изъ состав.11лющихъ взаи1шыхъ силъ, будетъ также 

разстолнiемъ той-же точки еще и отъ другой состав.11лющей; т. е. 

состав.ннощiл взаимныхъ силъ попарно будутъ на одномъ J[ то:мъ

же разстолнiн (по велич1ш·t и направленiю) отъ произвольно вы

брапноii точкн. Такъ какъ съ другой стороны, тtже составллющiл 

равны и противоположны, то произведенiл изъ составллющихъ и ихъ 

разстолнШ отъ произвольной точки буд)тъ тоже попарно равны и 

прот11вопо.11ожны по знаку. УпомЛН)'ТОе прои:::веденiе изъ си.1ы JI ел 

разстолнiл отъ нtкотороii точки называетсл м о мент о м ъ с илы 

око.nо данной точки. Въ случаt взаимныхъ силъ ихъ :моменты слtдо

вательно попарно равны и противопо.~ожны. Чтобы и:мtть возмож

ность вывести изъ этого обстолтельства дальнtiiшiл свойства дви

женiл системы, подъ дtiiствiемъ взаимныхъ силъ, разсмотримъ нt

которыл общiл геометрическiл свойства :моментовъ. 

Вслкое количество, представллеъ1ое по величинt и направленiю 

прлмою лпнiею, будемъ называть вектором ъ. .Къ такимъ количе

ствамъ относлтсл: перемtщенiл, скорость, ускоренiе, количество дви-
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женiя, епла п т. п. Въ та~.о)IЪ сдучаt n1 о n1 е нто ы ъ дапнаго век

тора будетъ вообще 1ш3ыватьсл про113веденiе п.~ъ ве~;тора II его 

ра.~стонпiл отъ нtкотороii точнп. Танпмъ образолъ n1ы будю1ъ ш1t,ть 

:моменты сноростп., усноренiа, колпчества двпженiл, с11.1ы 11 т. п. 

Пусть АВ будетъ данныii ве1аоръ (рпс. 53), представллющiti о;~,но 

, пзъ выше пе1)ечпс.:1еппыхъ Боличествъ, 11 ОС-его 
\f разrтою~iе отъ точ1ш О. Тог;~,а моn1ентъ этого Вi'Б· 

/~:)>(., тора бу;1етъ ОС . .АВ, п предстаnптъ очеви:що 
.?// ··,., удвоенную площадь чеугольшша ОАВ, построен-

о ·я' 
наго n1ежд' ыонца~ш веБтора АВ и точБою О. Пер-

Pue. 53. 
пепд1п.удлръ, проведе1шыn •tерезъ точ1;у О liъ пло

сБостп треугольпш;а ОАВ, назыметел осью даннаго момента. Поло

жительное напраш1епiе оси даннаго n10~1ента будетъ то, смотрл вдо,1ь 

по БОторо~,у отъ точБи О, набдю;щте.1ь .1шдптъ ве'1торъ AJJ напра

ш1енны111ъ по стр'!:,лнt часоnъ. На прпложепно~1ъ рисунн'I, ось n1ю1ен

та будетъ очевпдпо направлена за плосность рисунка, перпендпку

;ш1шо къ этой пос.~сJ,днеii. Направленiе ос11 МО)Iента L'Ч11таетсл за напра

вленiе ~10~1ента. Велпчпна момента оп;ладьшается в;~:одь 110 его осп. 

Таюв~ъ образо}IЪ шшiл, направленная выше обълспеннымъ способомъ 

перпенд1шу ллрно къ плоскостп мо:яента, выражаетъ этотъ посл·t;~,нiй 

по велпчпнt 11 направленiю. 

Та1,ъ :капъ n1ю1ентъ представллетсн пропзведенiе~~ъ 11зъ двухъ 

факторовъ, то очеnпдно, онъ n1ожетъ сохранять ОДН)' п туже nедп

чину прп соотвtтственныхъ пзлtпепiлхъ обопхъ его фаь:торовъ. Сл·t

довательно, разлп•шые вeiiTOI)Ы, прплоiКеппые пъ 1)аз.шчньп1ъ точ1,ю1ъ 

с11сте~1ы на 1)азшrчныхъ разстоннiя:хъ отъ данпоii осн, DIOГ)TI, ш1tть 

Puc. 5!. 

о;ошъ II тотъ же l\IОлептъ, пре;~:ставлпе

мыfi одною н тою i!,e лпнiею ( ве1;торо~гь ), 
ОТ.'IОir;енпою ВЫШСJ°ПОJIЛН)'ТЬНIЪ способомъ 

в;~:оль по осп nrояента. Такъ напрюгtръ, 

веRторы ( 1 , f2 , fз п т. д., приложенные 

:къ точRа)1ъ, лежащшrъ на O;\HOfi п тofi 

же ORpJЖHOCTII, ШIОСRОСТЬ :котороii пер· 

пеп;~,пь:у.1лрrн1 нъ данноfi осп ОЙ (рпс. 
54), будутъ ш1tть одпнъ п тотъ-же ~10-
ментъ около точнп О. Прп ЭТО)IЪ, ес.ш 

велпчнна вентороnъ остаетсп о;~,на и. 
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таже, то паправ.1енiе пхъ до1111шо 11;~,т11 по касателпоii къ 01,руж

ности; ес,ш ве.шчпна вен:торовъ не оетаетсл одна н таже, то пхъ 

направлепiе, отъ ка~,ой нпбудь точ1ш Ь на окруж11оет11 до.1жно быть 

выбрано такъ, чтобы концы ве1,торовъ f/, f/ 11 т. 11., проведенныхъ 
пзъ Ь, находп,шеь на прлмоii f/ (2 f/, прове;1енноti черезъ ко

нецъ ( 2 , парал.1елы10 лпнiп ОЬ ''). Векторы, пр11;1оженные вышеопп
сапньнш споеобюtи къ точка~.rъ окружноетеii одного и того же pa;i,iyca, 
описанныхъ око.чо ое11 0.J.lI въ раз.шчпыхъ п.1оеноетлхъ, перпепд1шу
.1лр11ыхъ къ этоii посдtднеii, будутъ ш1·tть одпнъ II ТОТ'], же ~юментъ 

около оси OlYI. Точно также будутъ обла;1атr:, одпнаковымъ мюrентомъ 

око,10 оеи ОМ векторы, приложенные nышеош,санпюш способюш 

по касате.пню1ъ въ точкахъ окружностей разныхъ радiусовъ, ош1-

санныхъ около данноii осп ОМ, въ разл11чныхъ ш1оскостлхъ, пер

пенд1шудлрныхъ 1tъ этой пос~1t,днеi:i, прп чемъ д;шна векторовъ 

должна пюгtннтьсн обратно пропорцiона.1ы10 радiусю,ъ упо~шнутыхъ 

окр)'Жноете~"i. И т. п. 

Изъ предъпдущаго очевпдно тю,п,е, что од1шъ п тотъ-же )IО)1ептъ, 

обусдов<швае}rыii раз.п1чньвш векторюrн, обусдов.шваетъ вообще раз

личпын пере)1·tщенiл точе1>ъ .спсте)!Ы. То,1ько въ частномъ с.11учаt 

непзмtнаемоii спсте)IЫ, какъ ыы уюцш1ъ дa.ite, раз.шчные векторы 

одного II того же ЫО)IСНТа соотвtтИВ)'ЮТЪ ОДНЮIЪ II Т'БЛЪ же пере

м·tщепiю1ъ спсте)!Ы. 

Изъ прсдъпдущаго ~1ы впдю1ъ, что вслкiе векторы, от.1:1ожепные 

какъ-.шбо отъ даннаго нача11а, могръ представдлть ыоменты около 

того же нача.1а нtRоторыхъ друг11хъ векторовъ, причеыъ п,1оскостп 

:моментовъ будутъ перпен;~,1шу.~rнрны Rъ направ,11енiнлъ данныхъ ве1по

ровъ. При это~1ъ очевидно также, что гео~1етрическан суш~а данныхъ 

моыептовъ, предетавденпыхъ юшiн!!И, будстъ прсдстав,1пть тоже мо

J11ентъ нtкотораго вектора, лежащаго въ п,1оскостп, перпендику.1лрпоii 

къ лпнiп, представ.~rлющеii упомлнутую суш,1у. Наi:iдемъ соотношенiл 

между векто;· 'IMII данныхъ моментовъ п векторами гео!1етричеr,коit 

с.у~1мы этихъ послtднихъ. 

'') Тогда п.1ощn;111 треуг0Jы11шовъ obf,, obf;', о/;(,", пропорцiона.1ы1ьн1 еоотв'l!т

етвснныuъ 11омс1памъ, uу,1угъ оqеви;що раuны м~ж;;у соGою. 
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Пуеть лннiи ОЬ и Ос (рис. 55) представллютъ 11rо:r~1енты около 

начала О двухъ векторовъ АВ и АС, не лежащихъ nъ плосRости ри

сунRа и приложенныхъ къ одноii и тoii же ,точкъ А. Тогда шшiп ОЬ и Ос 

с / перпендикуллрны къ площадю1ъ ОАВ 

Рис. 55. 

и ОАО, и по своей дшшъ равны ихъ 

удвоенной величинъ, т. е. содержатъ 

столько едишщъ длины, СRОЛЬКО упо-

111лнутыл двоtlныл площади-едиющъ 

площадей. lipoм't того, если AD бу-

детъ геометрпческал cy11iъra А.В и АС, 
то удвоеннал п,1ощадь OAD выразптъ 
r~1ом:ентъ этой сушш. Черезъ нонецъ 

вектороnъ В, С, D проведемъ прлмыл 
пара.11лельно ливiп ОА, и пересъче111ъ 

пхъ перпендинудлрною нъ ш1мъ плос

костiю, проходлщсю черезъ то•шу А. 

Тогда очевидно, D!Оменты векторовъ АВ и АП', АС и АС', AD и AD1 

около О будутъ попарно равны, ибо они выразлтсл соотв'tтственно 

равноnелиюаш удвоенньпш площадл~ш: ОАВ н ОАВ, ОАО и ОАС' 

и т. д. nромъ того, AD1 будетъ, очеnпдно, гео)1етр11ческою суммою 

отъ АВ' 11 АС', т. е. дiагоналыо параш1едограмма, построеннаго на 

этпхъ венторахъ. Такrшъ образомъ DIЫ буде~,ъ шrъть: 

Ос=ОА. АС1 
• 

.Линiл Od, представллющал геометрпчесную су111му ОЬ + Ос, будетъ, 
очевидно, перпендику ллрна къ плосности OAD1

; а такъ какъ 11зъ 

подобiл тре)ТОJiьниковъ Obd съ АВ1])' и Ocd еъ AUD1 слъдуетъ, что 

AD1 АВ1 АС 1 1 
Od - ОЬ = О С - ОА ' 

то 
(28) 

Od=--= ОА. AD1
, 

т. е. предстаnллетъ в10~1ентъ вектора AD' или, что все равно, век

тора AD. Итакъ: 

Гео:r~1етрическал су!1ма моментоnъ дn:,хъ векто

р о в ъ, пр ил о жен н ы х ъ Б ъ одно ii то ч Б ъ, пред ст а в л лет ъ, 
о к о л о в с л к а г о начал а, n1 о rir е н т ъ г е о 111 е т р п чес Бой с ум

м ы данных ъ вектор о в ъ. А слъдовательно вообще, гео11етри

чес:кал eyJ\rмa 1110}1ентовъ какого угодно числа вскторовъ, приложен-
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ныхъ БЪ о;щой точкt, представллетъ 111оn1ентъ гео~rетричесБой су111n1ы 

втихъ векторовъ. 

Если нача.10 О лежптъ въ плоскости данныхъ веБторовъ, то 

еумма n1оментовъ обращаетсл очевидно въ алгебраичесБую суш1у пло

щадеii, и n19111енты откладываютсл по одно!1у п тonry же перпенд1шу длру. 

Нзъ предъидущаго очевидно также, что проложенiе n1омента, 

косоугольное иди прю1оуго.1ьное, на ш1опость, проходлщую черезъ 

начало, представитъ моментъ продоженiл на туже плосБость даннаго 

вектора. Проложенiе n1ю1ента на плоскость, не проходлщую черезъ 

нача.10, представптъ 11011ентъ проложенiл даннаго веБтора на туже 

плоскость" ечитае!IЫЙ ОБОЛО осп, проходлщеfi черезъ начало и перпен

диБу ллрноit къ плосr.остн проложенiл. 

Такъ .какъ одинъ н тотъ же 1110111ентъ nrожетъ быт·ь обусловленъ 
различными ве.ктораnш, то вообще нtсБоль.ко 1110:ментовъ, отложенныхъ 

. отъ одного начала, не всегда соотвtтствуютъ веБТорамъ, приложен

ню,ъ .къ одноii и тoii же то,шt, хотл таБiе векторы д.11л данныхъ 

мш1ентовъ и 111огутъ быть подъпсканы. С.11tдовате.11ьно, n10~1ентъ гео

метричесБой еуммы вег..торовъ, приложенныхъ БЪ одноfi точкt, 

всегда будетъ гео111етричесБою су11п1ою 1110111ентовъ данныхъ векто

ровъ, но н е и а о б о р от ъ. 

Разо10трш1ъ теперь значеиiе геометричесгюii с1ммы :момеитовъ 

длл того случал, Боrда соотвtтствующiе векторы приложены къ раз

лнчнымъ ТОЧКЮIЪ. 

Прежде всего наiiде11ъ по данно11у ]Iомент)·, около одного начала, 

выраженiе МО]}Iента оRоло другаго начала. П)·сть двоiiнал площадь 

-гре)тольюша ОАВ (рис. 56) представллетъ моментъ nе.ктора АВ 

":в оБоло О, а двоiiнал площадь О1АВ-моn1ентъ 

)'\'"' / / \)~ 
l)i /\/ 

/
1 /-::--_--J:/, 
/ -- 1~ \ '. --1-:L__ 

А / О' 

Pi:c. 56. 

того же nеБТора около О', 11 пусть вообще оба 

треугольника .цежатъ въ разныхъ п.1осRостлхъ. 

Черезъ 0' проведе111ъ плоскость, перпенднку ллр

ную къ АВ, а черезъ О прлмую, параллельн1·ю 

АВ; точку С пересtченiл этой линiп съ упо

nшн)·той плоскостiю еоедппш1ъ съ 0' п съ D 
( точкой перееtченiл плос.кости и АВ). Тогда 

очевидно, O'D и CD будръ перпенд~шуллрны 
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къ АВ, а О'С-къ ОС. Такъ какъ O'D JIВ,1летс,л гетrетрпческою 
сую1ою О'С и CD, то мы 111ожемъ писать: 

АВ. 0 1D = АВ (О 1 С + CD)' (29) 

гдt суш1а берется геометр1!'1ескп. Но АВ. О1 С пре;~,став.1петъ мо

ментъ, относ11те.н,но пача.1а 0 1
, вектора АЕ, псренесенпаго пара.1-

ле.1ьно само~1у себt въ точку О; а АВ. ()D равно мо~1енту вектора 
АВ око.ч:о нача.т~а О. дсгко в11д·tть таю1:е, что правая часть выраже

нiя (29) представ.1летъ геоJ1етр11•1сшую суш1у упомлпутыхъ )10~1ентовъ. 
С,гtдовате.ч:ьпо, !I о l\I е п т ъ дан наг о вектор а, о к о .1 о но ваг о 

нач ад а, р а вен ъ г е омет р п ч е с к о ii с у ы м 'В II з ъ )! оме н та 

т ого ж е в е- кт о р а, о к о .1 о ст а р а г о начал а, 11 мом е н та, 

о к о .11 о н о ваг о нач а ,11 а, да н наг о в е кт о р а, пер сне с с н

н а го паралдедьно само~1у себt въ старое начадо. 

Обозначш1ъ че1)езъ JJi' гсш1етрическую суш1у мо~1ентоnъ, око.110 

Н'tкотораго начада, ддл векторовъ, прпдоженныхъ раз.шчньвш обра

зами, къ раз.н1чнымъ точкюlъ,-черезъ 11I-геометр1111ескую суш1у 

тtхъ же векторовъ, около новаго начала, а черезъ ЭЛ-)1омснтъ век

тороnъ, перенесенныхъ параддедьно самю1ъ себt въ с.тарое начало, 

и взлтыii око.10 новаго начала. Тогда по предъпдуще~,у 

21I=И'+ЭЛ, (30) 

гдt сумма берется гео~1етр11ческп. 

Изъ этого пос.11tдняго выраженiл м_ы nпдю1ъ, что г е о )I е т р II
ч е с к а я сумма моментоnъ вектороnъ, прпложепныхъ 

к ъ р а з д 11 ч н ы м ъ т о ч I\ а м ъ , п р е д с т а n ,1 л е т ъ ~1 о )I е н т ъ г е о

м е т р II ч е с к о ii с у м м ы в с ·t х ъ в е к т о р о в ъ , п е р е н е с е н -
ныхъ пара.11.1е.11ьно са~111111ъ себt nъ нtкоторую точку, 

с д о жен н ы ii г е о rir е т р и ч с с rt п с ъ н ·t к о торы м ъ оп l) ед 'Ь .11 е н
н ы м ъ :r~10~1ентомъ, независлщиr~1ъ отъ по.1оженiя но

ваго нача.1а . 

. Изъ (30) .1егко видtть, что момснтъ око.10 па•1а.Iа О 

вектороnъ, при.11оженныхъ къ то 11кt О', раnенъ и про

т и в о п о л о ж е н ъ м о м е н т у о к о ,1 о н а •1 а .1 а О' т t х ъ -ж е в е к

т о р о n ъ, перенес с н н ы х ъ в ъ точку О. д'tiiетвите,1ьно, опре

дt.1яя мшrентъ Jfi rtакнхъ нпбуil,ь nекторовъ 01,0110 0 1
, по 11хъ 310-
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менту М около О, мы имtемъ: 

_,у,= JJ,I+ ЭЛ0 , 

гдt ЭЛ0 есть моъ1ентъ всtхъ векторовъ, перенесенныхъ въ точку О. 

Но по (30): 

J.1i'=М~ЭЛ. 
Сдtдовательно: 

-ЭЛ= ЭЛ0 • 

Точку, куда переносятся всt векторы, мы можемъ выбирать со

вершенно произвольно; съ перемtной положенiя этой точки будетъ 

очевидно мtняться и величина добавочнаго :моъ1ента. Мы можемъ 

выбрать упомянутую точку такъ, чтобы величина добавочнаго nюмента 

М' бю~:а наиъ1еньшею или, если возъrожно, равнялась бы нулю. Въ 

этомъ послtднемъ простtйшемъ случаt, съ котораго мы начнемъ, 

геоъrетрическая сумма 11юментовъ 11южетъ быть очевидно равна мо

менту геометрической суш1ы векторовъ, перенесенныхъ въ одну 

точку. 

Прш1ожиn1ъ предъидущее разсужденiе къ частноn,у сдучаю двухъ 

параддельныхъ векторовъ. Суш~а :lllоментовъ двухъ такихъ векторовъ 

очевидно тогда равна нулю, когда эти моменты равны другъ другу 

и противуположны; а такъ какъ моментъ представлнется линiей, 

перпендику.llярной къ плоскости, проходлщей черезъ нача.lJ:О и векторъ, 

то очевидно, что то•ша нуле ваг о момент а должна лежать въ 

одной плоскости съ обою,ш векторами. Если параллельные векторы 

направлены въ одну сторону, то моменты ихъ будутъ противоположны 

около начала, расположеннаго между векторами; слtдовательно между 

векторами должно находиться начало нулеваго момента. Обозначая 

черезъ А и В ведичины упомянутыхъ веrtторовъ, а черезъ а и Ь

ихъ разстоянiя отъ начала нулеваго момента, мы будемъ имtть 

условiе: 

А.а=В.Ь, (31) 

откуда вид11мъ, что геометрическая сумма моментовъ, около всякаго 

нача,1а, отъ двухъ параллельныхъ векторовъ, направленныхъ въ одну 

сторону, равна моменту вектора, равнаго аривметической суммt дан

ныхъ векторовъ, приложеннаго къ точкt, находящейся въ плоскости 

обоихъ векторовъ, между ним11 и на разстоянiяхъ отъ нихъ, обратно 

пропорцiональныхъ велич11намъ данныхъ векторовъ. Такой векторъ, 

9 
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въ отношенiи 11ъ моменту, можетъ быть вазванъ рез ул ь тир у ю щи м ъ 

в е R т о р о ~1 ъ. Этотъ послtднitl остаетсл одинъ и тотъ же длл дан

ныхъ веRторовъ, около RaRoro начала ни былъ бы взлтъ моментъ. 

Точно таRими же разсужденiлюI наiiдемъ, что результирующiй 

веRторъ двухъ параллельныхъ ве1поровъ, направленныхъ въ разню1 

стороны, равенъ ихъ арн0метическоii разности, лежитъ въ нхъ 

плоскости, по одноit сторон·t отъ обонхъ составллющllхъ, ближе 

БЪ б6льше!1у вектору, на газстолнiлхъ отъ обоихъ веRторовъ, обратно 

пропорцiональныхъ пхъ величина~1ъ. 

Сравнивал этотъ результатъ · съ выводашI § 13, мы заRлю•~ае)tЪ, 
что рез ул ь тир у ю щ i ii вектор ъ пар алле JI ь н ы х ъ век те

р о в ъ находитсп, Rакъ результирующал ос1, вращенiл 

д.1111 паралJ1ельныхъ осей. 

Изъ предыцущаго очевидно, 11то два равные и противопо.1ожные 

вектора, прш1оженные къ разд11чны~1ъ точкамъ, не юr·tютъ себ·l; 

резудьтирующаго вектора; т. е. не.11ьз11 наiiти такой векторъ, ъ10-

ментъ котораго 0110.110 пропзво.uьнаго начада былъ бы равенъ гео

метрическоii суммt ~юментовъ ORo.110 того же начада отъ двухъ упо

млнутыхъ равныхъ и противоположныхъ векторовъ. Такiс два век

тора нослтъ названiе пары. 

ТаRъ какъ моментъ веRторовъ, оRоло новаго начада, равенъ 

моменту около прежнаго начала, с.1оженному еъ моментомъ оRоло 

новаго на•шла тtхъ же веRторовъ, перенесенныхъ безъ 11з)1tненi11 

ихъ вели•шны и направленiа въ е'тарое начало, то очевидно, что ъ10-

м.ентъ пары оетаетсл одинъ II тотъ же по веш1ч11нt II направленiю 

око,10 вслкаго начала (ибо въ выраженiп (30) веегда :lЛ = О). 
Такъ какъ мо:t1ептъ пары, равный rеометричее1rоii еуш1·t моыен

товъ обопхъ ел векторовъ, остаетсп одпнъ II тотъ же дл11 вс11каго 

на 11ада, то, выбирап начало въ точк·t прш1оженiа одного изъ векто

ровъ пары, нахо;щмъ, что этотъ )1ошптъ выражаетса пропзведенiемъ 

изъ разстолнiл между вt>кторам11 пары и одного пзъ двухъ равныхъ 

веRторовъ; Kl)O)r·t того очевидно, этотъ ~1оментъ перпендпкуллренъ 

къ плоекостп пары, п направмнъ въ ту сторону отъ наблюдателл, 

смотрл въ котор)'Ю онъ впдптъ векторы идущими по етрtлк·t часовъ. 

l\Iоментъ пары око.110 даннаго начала ~1ожетъ быть зам·t,ненъ 

МОDit>птомъ 1,акого .шбо одного веRтора, дежащаго въ пдоскостп, па

радде.uьноft плоекостп пары; но такоii веRторъ не останется одинъ 

п тотъ ,1а• дмr раз.1I11чныхъ началъ. Наоборотъ очевпдпо, ~10,1ентъ 
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J).аннаго вектора около Н't.котораго начала можетъ быть за11tненъ мо

.111ентомъ пары; но эта пара не будетъ одна и таже длл разныхъ 

началъ. 

Геометричеекал сумма 111оментовъ нtсколыихъ паръ, около всл-

11аго начала, будетъ одна и таже по величинt 11 направленiю, ибо 

хаждое изъ слаrающихъ этой су11~мы будетъ одно н тоже. Слtдова

тельно, гео~1етрическал сумма мо~1ентовъ паръ представллетъ тоже 

моментъ нtкотороii пары. 

Моментъ пары около даннаго начала не из~1tнитсл ни по вели

чин't., ни по направленiю, если точки приложенiл векторовъ будутъ 

перенесены куда либо въ плоскости пары илн въ плоскости eit па

раллельной, н притомъ такъ, чтобы, съ из111tненiемъ разстолнiл 11ежду 

8ектора11ш и величины этихъ послtднихъ, пропзведенiе изъ разстол

нiя II величины вектора оставалоеь одно и тоже. 

Очевидно таRже, что одну пару можно раз.1агать на нtсБолыо 

nаръ, лежащихъ въ разныхъ не пара.1лельныхъ плоскостлхъ; прп 

это~1ъ необходимо только, чтобы rео~1етрнческал сум~ш моментовъ, 

елагающихъ паръ была равна мо111енту данноо пары. 

Вообще разложенiе II с.1оженiе паръ можетъ быть произведено 

ил11 съ по111ощiю раз.1оженiл и сдо11:енiл ихъ 111оментовъ, или съ по

Jющiю разложенiл и сложенiл ихъ векторовъ. То II другое приводитъ 
очевидно I{Ъ од1111аБОВОD1у резу .1ыату. 

Теперь мы можемъ перейти къ непосредственнолу рtшенiю по

с,тавленноii въ началt общей задач11 о значенiи геометрической еуш1ы 

мо111ентовъ ( око,10 дан наго начала) отъ векторовъ, приложенныхъ 

разли•шьыш способюш къ различнымъ точкамъ. Выберемъ нtкоторую 

произвольную точку, и пр11дож1а1ъ къ ней векторы, соотв't.тственно 

равные II парал.~~ельные даннымъ. Образованную такимъ образомъ 

около упо111лнутой точки систе~1у векто1ювъ назовемъ черезъ А. 

Iiъ той же точкt прпложимъ другую епстему векторовъ В, каждыrt 

веRторъ Roтopofi равенъ II противоположенъ соотвtтствующе}1у век

тору спстемы А. Гео~1етрическал сум1~а веnторовъ системъ А и В 

п ихъ моментъ около вслкаго начала О)'д)ть очевидно равны нулю. 

Слtдовательно, моментъ дапныхъ векторовъ не 11:эмtнитсл, есл11 къ 

нему мы пр11ложш1ъ мо111ентъ системы А+ В. Но BC't. данные векторы 
вмtст't съ nекторашr В образуютъ очевидно систему паръ, которал, 

по отношснiю къ моменту, 1\tожетъ быть замtнена одною парою; 

векторы же спсте111ы А ~югутъ быть замtнены одшшъ ве11торомъ, 
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который и обозначимъ чрезъ А. ТакJп1ъ образомъ веt векторы бу

дутъ замtнены одною парою и векторомъ. Полученную пару раз.110-

жимъ на двt: одну Р-въ ш1оекоети, перпендику.11нрноit къ упомлну

тому вектору, а другую Q-въ одноii плоекоети еъ этимъ поелtд

нимъ. Пара и векторъ, лежащiе въ одной плоекоети, могутъ быть 

зам:tнены однимъ векторомъ въ тoii же плоекоети. Такъ какъ парI 

:можно вращать въ ел ш1оекоет11, не из:r~1·tнлл эти111ъ ел )1омента, то 

етавл векторы пары Q паралледьно веr,тору А, получимъ въ резуш,

татt одинъ векторъ, перпендикуллрныfi къ ш1оекоети пары Р. 

Итакъ, в ел к ал е и е тем а в е кт о р о в ъ, пр ил о жен н ы х ъ 

къ различнымъ точка111ъ, )1ожетъ быть зам·внена, по 

отношенiю къ моменту, нtкоторою парою и векто

ро:иъ, перпендику.1иrрны:мъ къ пдоекоети этой по

е, л t дне ii. Мо111ентъ пары будетъ предетавллть неиз111tнную часть ЭЛ 

выраженiл (30), а моментъ ве1,тора--часть JJ,1 1
• 

Кромt того, есш1 найдены какал нибудь пара и векторъ А, за

мtнлющiе еобою данную сиетему векторовъ, то одинъ изъ ве"!tторовъ 

пары можетъ быть очевидно приложенъ въ тoii же точкt, какъ век

торъ А. Оба эти поелtднiе векторы йогутъ быть замtнены однимъ, 

равнымъ ихъ геометрической ey:ri1мt, и таки111ъ образомъ наша дан

в ал еиетема замtнител двумл векторами, приложен

ныыи къ двумъ разл11чньв1ъ точкамъ и лежащи:ъ1и въ 

разных ъ плоек о е т л х ъ. Такихъ векторовъ, взлтыхъ по дnа 

и замtнлющихъ данную с11етему, ыожно очевидно иодъ11екать безчи

сленное ъшожеетво. Такъ какъ ве.11ичина и направденiе обоихъ ве1,то

ровъ иары могутъ быть выбраны произво.11ьно (дишь бы ихъ :r~1оментъ 

оетавалсл од1шъ 11 тотъ же), то векторы наitденноii пары мы може111ъ 

въ ихъ п.11оекоети поетавить та~,ъ, чтобы черезъ одинъ изъ "тихъ 

векторовъ и векторъ А проходида плоскость, перпендикулярнал къ 

плоскоети пары; зат1шъ велпчпну векторовъ пары выбере111ъ та~,ъ, 

чтобы одинъ изъ нихъ, слагалсь геометричееки съ А, далъ бы резуль

тирующiii векторъ, перпепдикудлрныii къ плоскости пары. Такимъ 

образомъ зам t н II м ъ данную с ист ем у вектор о в ъ, т. е. 

велкую пару и веrаоръ, дву:r~1л взаимно перпенд11ку

ллрными векторамп, .11ежащими въ двухъ взаимно 

перпендикуллрныхъ плоскоетлхъ и приложеннымп 

к ъ разным ъ точка 111 ъ. Такихъ парныхъ ве11торовъ мы можемъ 
подъиекать тоже безчисленное множество, ибо даннал еиетема 111ожетъ 



§ 23 ГЛАВА Il. ПРИНЦИПЫ ДИНАМИКИ. 133 

,быть замtнена безчисленны:мъ множествомъ системъ, еостолщихъ 

изъ пары и вектора. 

Наконецъ, если можно найти два вектора, за:мtнлющiе данную 

систему, то очевидно всегда можно найти и вслкое б6льшее число 

такихъ векторовъ, тоже приложенныхъ къ различнымъ точкамъ. 

Вышеописаннал замtна, съ помощiю двухъ взаимно перпенди

ку ллрныхъ векторовъ, очевидно не 111ожетъ быть произведена, если 

спсте11~а векторовъ представляете.я только одною парою, или одни:мъ 

:векторов1ъ. Rpoмt того, за111tна не удастся, если мы за одну изъ 

упо11янутыхъ выше взаимно перпендикуллрныхъ плоекостеit выберемъ 

плоскость пары, къ которой векторъ перпендикуллренъ. 

Выразш1ъ в1оментъ векторовъ, около даннаго начала, съ nомощiю 

соетавляющихъ векторовъ, по пря:&1оугольньн1ъ осямъ, и координатъ 

точекъ 11хъ приложенiл. 

Положимъ, что начало ноординатъ выбрано въ точкt, около ко

-торой беретсл моментъ. Пусть Х, У, Z будутъ составляющiя нtко

тораго вектора по осямъ коордпнатъ, а х, у, z-координаты его точки 

приложенiл. !lоментъ векторовъ Х, У, Z (т. е. геометрическую 

с.умму ихъ 1110~1ентовъ) около начала координатъ представимъ себt 

разложеннымъ на три момента, параллельно оеямъ координатъ. Сла

гающiй моментъ по оси х-овъ 1110жетъ быть обусловленъ очевидно 

то.11ы,о вектораш1, расшможенньпш въ плоскоет11 перпендикулярной 

къ оси х-овъ, т. е. векторавш У и Z. Та часть момента этихъ 

двухъ векторовъ, которая направлена по оси х-овъ, представится 

произведенiл:&ш 11зъ векторовъ и ихъ разстоянiit отъ оси :момента, 

т. е. оси х-овъ; этп разстоянiя длл У и Z суть соотвtтственно 

z 11 у. Rpoмt того очевидно, что мо111ентъ Yz будетъ идти около 

{)СИ х-овъ по стрtлкt часовъ, а мо111ентъ Zу-обратно; слtдова

тельно, первыfi б)'детъ положительный и второfi-отрицательныii, по 

отношенiю къ положительному направленiю ос.и х-овъ. Алгебраиче

с1шя cy:&111ia обоихъ моментовъ представитъ весь 1110111ентъ, направлен

ный по оси х-овъ, т. е. 

Yz-Zy. 

Точно также длл осей у-овъ 11 z-овъ пол)·чимъ соотвtтственно: 

Zx-Xz и Xy-l'x. 
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Если, вмtсто одного вектора ( Х, Y,Z), ИМ'tемъ ихъ нtсколько. 
nр11ложенныхъ 1tъ раз.шчнымъ точкамъ, то еоставлнющiн по ослмъ. 

1tоординатъ геометрической суммы моментовъ такихъ векторовъ, будутъ 

очевидно равны соотвtтственно суммамъ составллющихъ по тtмъ же, 

ослмъ моментовъ отдtльныхъ векторовъ. Такимъ образомъ, обозначал 

черезъ L 0 , М0 , N 0 составллющiл части по ослмъ координатъ мо

мента всtхъ данныхъ векторовъ, имtемъ: 

L 0 = ~ ( У z - Zy) , 

J.f;1 = ~ (Zx- Xz), - (32) 

rдt суммованiе nро11звод11тсл по различнымъ векторамъ и соотвtт

ственнымъ 1tоординатамъ 11хъ точекъ приJ1оженiл. 

Если ищется ~1оментъ не около нача.11а координатъ, а около

нtкоторой точки, 1tоординаты которой суть х0 , у0 , z0 , то переносл 

начало 1tоординатъ въ упомянутую точку, мы получимъ повыл выра

женiн длл составллющихъ L, М, N, если въ выраженiлхъ (32) 
иоординаты х, у, z, относительно прежнлrо начала, замtнимъ коорди
натами х-х0 , у-у0 , z-z0 , относлщимисл къ новому началу. Тогда 

nо.uучимъ длл новыхъ J", М JI N выраженiл. 

L= ! [Y(z-z~)....:.._ Z(y-y0)], 

\ "' Л = ""8i [Z(x - х0)- Х (z - z0 )] , 

Обозначал 

А= )"'х, -
.мы можемъ выраженiл (33) писать въ видt: 

L = L0 - (Bz0 - Су0), 

~1:l = М0 -(Cx0 -A.z0), 

;у= ;уо - (Ауо - Вхо) ' 

(33) 

(34) 

(35) 

rдt члены въ скобкахъ представ.11лютъ с.Iаrающiл моиентовъ, около 

начала координатъ, отъ векторовъ, перенесенныхъ пара.~:1.1е.1ьно самимъ 
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себt въ точку (x0 ,y0 ,z0 ). Тtже скобки, но съ обратнымъ знакомъ, 

выразятъ моменты около точки ( х0 , у0 , z0 ) отъ векторовъ, перене

сенныхъ въ начало координатъ. Такпмъ образомъ въ равенствахъ (35) 
выражается свойство моментовъ, представленное выраженiемъ (31 ). 

Ес.11и ве.11ичины L, lJ,[, N с.т~агающихъ 11омепта Р извtстны, то 

ве.шчина ca11iaro момента опредtдитсл выраженiемъ: 

р2 = L2 + м2 + N2 , (36) 

а его уг.11ы съ осями координатъ-косинусами: 

L .._lf N 
Р' р' р. 

(37) 

Векторы, обусловливающiе моментъ Р, l\Юrутъ быть за~1tнены 

одною парою и векторомъ, перпендикуллрнымъ къ ел плоскости. 

Найдемъ моментъ упомлнутоii пары П II упомянутый векторъ Г. 

Пусть Л, IJ-, v будутъ с4агающiл момента П, составллющаго нt
которую часть отъ 111омента Р, направленную паралле.11.ьно результи

рующему вектору R с.11агающ11хъ А, В, С. Тогда очевидно 

откуда 

(38) 

Слагающiл дpyroii части Р, т. е. геометричеекоii разности Р---П бу

дутъ очевидно 

L-л, N-v, 

и такъ какъ оба момента П и Р---П до.~:~жны быть перпендпкуллрны 

другъ къ другу, то 

(L- Л) ), + (11'l -- IJ-) 1-1 + (N - v) v =о, 

откуда на основанiи (3 8 ): 
I А\ А ' В\ В (L-v с) 0 + (M--v с) С +(N-v)=O 

и 

j =AAL+BJ,I+ CN 
' в2 ' 
_ В AL + BJJf + CN 

!J.- в2 , 
_ 

0
AL+ BJJI+ CN 

v -- в2 , 

(39) 
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или, на основанiи (35): 

Л=~2 (АL0 +ВМ0 + CN0), 

в 
(.1.= R 2 (AL0 +BM0 + CN0 ), 

V= ~2(АLо+вмо+ CNo), 

§ 23 

(40) 

откуда вид1н1ъ, что л, (.1., v должны быть составллющими 11омента 
нtкотороii пары, такъ какъ они не завислтъ отъ положенiл начала 

момента, т. е. координатъ точки (x0 ,y0 ,z0 ). 

Слагающiл остальной части момента Р будутъ, на основанiи 

(35) и (40): 

L-л = В (L0B-JJf0 A _ \_С (N0 A--L0 C _ \ 
R2 Zo ) \ в2 Уо / , 

(41) 

N- =А (N0 A_-L0 C _ .) -В (M0C-N0 B _ ) 
V в2 Уо , \ R2 Хо • 

Выраженiл ( 41) представллютъ слагающiл момента около точки 

(x0 ,y0 ,z0 ) вектора R, проходлщаго черезъ точку, координаты ~, 1j, : 

которой суть: 

Слtдовательно вообще може~1ъ представить: 

L =А+ В с, - z0 ) - С (1j -у0), 

lJf=(J.+ C(~-x0)-A(~-z0 ), 

N = v + A(1j-y0)-· В(~- х0), 

(42) 

(43) 

откуда види:мъ, что ~10~1ентъ данныхъ векторовъ выражаетсл ~10:мен

то~1ъ гео~1етрическоii суммы R этихъ векторовъ, перенесенныхъ 

парал.11ельно самш1ъ себt въ нtкоторую точку (~, 1j, ,), и МО)Iенто:мъ 
пары, плоскость которой перпендикуллрна къ R. 
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§ 24. Сохраненiе момента количества движенiя или сохраненiе 
площадей. 

Ееди равнодtiiствующiл силы, приложенныл къ свободнымъ мате

рiальнш,ъ точкамъ данной систе111ы, обусловливаютсл взаимнш1и с.илами, 

дtйстnующими между упомлнутыми точRаъш, то такiл равнодtiiстnующiл 

мы може111ъ замtнить составллющиюI, Rоторыл длл различныхъ точекъ 

приложенiл попарно равны и направлены противоположно соотвtт

ственно по однtмъ и тt111ъ же прлмымъ. ~lоментъ каждыхъ двухъ 

изъ такихъ составллющихъ будетъ равенъ нулю около вслкаго начала; 

а слtдовательно равна нулю и сумма всtхъ подобныхъ 111оментовъ, 

или по nредъидущему параграфу, равенъ нулю моментъ всtхъ с11лъ, 

при.1оженныхъ къ точкамъ данной системы. 

Обозначимъ черезъ ( 1 , t; ... fn упомлнутыл равнодtйствующiл 

всtхъ взаимныхъ с11лъ, приложенныл къ различнымъ 1i точкамъ си

стемы, а черезъ д1 , д2 ••• дn - длины перпендикуллровъ на направ

ленi11 этпхъ силъ изъ какого нибудь начала. Тогда, на оt:нованiи 

предъидущаго: 

(44) 
шш вообще 

}:f.д= о, 
rдt су111ма беретсл rео111етрически, т. е. каждое изъ произведенiй f д 
выражаетсл опред·tленною прямою линiею, и затtмъ всt такiл линiи 

слагаются геометрически. 

Разыще111ъ теперь кинематическое значенiе предъидущихъ вы

раженiй. Обозначал черезъ m 1 , 1n2 ••• тн и g1 , g2 ... 9n соотвtт

ственно )Iассы и ускоренiл точекъ системы, 111ы 111ожемъ написать 

выраженiе ( 44) въ nидt: 

mlglдl + m29i2 + .... тпgпдn = о 
ИJIИ (45) 

):тg.д=О*). 
Обозначал черезъ dt эле11ентъ времени и умножал на него 

предыщущее выраженiе, имtе111ъ: 

m 1g1dt.д + m2g 2dt.д + · · · mngndt.д =О, 
*) Должно помнить, что равенство f-тg тогда им1!етъ м1!сто, когда никакая 

часть силы f не ур~.ввов1!шена другою силою или сопротивлевiемъ. Поэтому урав· 

ненiе (45) им1!етъ силу то.11ько для свободной системы. 
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или помнл, что вообще 

gdt=дv, 

гдt дv есть геометрическое прllращенiе скорости къ концу :м:емента 

времен11 dt, ю1tеиъ: 

Iтлv.д=О, (46) 

rдt каждое д перпендикулярно къ соотвtтствующему дv, ибо направ

ленiл g и дv одинаковы. Слtдовательно, r е омет р и чес к ал с ум м а 

моментовъ приращенiit количества движенiа д.1111 

каждаго ъ1омента вре?t1ени равна нулю. 

Изъ предыщущаго параграфа мы знаемъ, что rеометри 11еекал 

сумма иди разность моментовъ данныхъ векторовъ можетъ быть пред

ставлена какъ моментъ геометрической суммы и.11:и разности векторовъ. 

Отсюда заключаемъ" что пр и р а щ е и i е мом е н та, об у с л о в .11: и
в а е м о е п р и р а щ е н i е м ъ в е к т о р а , р а в н о :м о м е н т у п р и

р а щ е н i л вектор а. С.11:tдовательно наоборотъ, когда разсъштри

ваемыii векторъ представллетъ собою ко.1111чество движенiл, то :мо

ментъ приращенiл количества движенiя равенъ приращенiю ?t1О?t1ента 

ко.11ичества движенiл. Но на основанiи ( 46), обозначал геометрическое 

приращенiе момента ко.п~чества движенiл черезъ д1:тv.о, мы ю1tемъ 

(47) 

гдt соотвtтственныя о и д 11азличны по величин·t и направленiю, 

ибо д перпендикулярно къ ~v, а 8-къ v; направденiл же дv 11 v 
вообще раз.llичны. 

Если приращенiе какого нибудь количества между всякими двумл 

произвольно выбранными 11 безконечно б.1111зкими моментами времени 

(начадомъ и концомъ времени dt) равно нулю, то само ко.шчество 

очевидно всегда остается одно и тоже. Вс.1tдствiе этого заключаемъ. 

что м о м е н т ъ к о л и ч е с т в а д в и ж е н i л с и с т е м ы " о к о л о 

даннаго начала, остается одинъ II тотъ-же во все 

время движенiл системы, если это движенiе совер

ш а е т с я п о д ъ д t й с т в i е м ъ в з а и мн ы х ъ с ил ъ с ист е мы_ 

Это свойство моментовъ ко.шчества движенiя извtстно подъ именемъ 

за к о и а с охр ан е н i я момент а д в иже н i я. Мо!1енты движенiл, 
взятые около раздичныхъ начадъ, оставаясь одними и тtми же длл 

различныхъ вре:менъ, будутъ очевидно вообще :между собою различны. 
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Обращал вниманiе на то, что произведенiе vdt выражаетъ дли

ну пути, проходимаго движущеюсл точкою въ теченiи ~м:емента вре

мени dt, мы .11егко )IОЖе.мъ видtть, что vdt.8 представитъ удвоен
ную п.11ощадь треуго.11ьншщ образованнаго .11инiлми, проведенными изъ 

начала момента къ -конца)1ъ элемента пути vdt, 11 сампмъ элеъrентомъ; 
и.11и иначе, vdt.8 представллетъ двойную площадь, опиеанную въ 

э.1ементъ временп радi)·соъ1ъ векторомъ движущейсл точки около на

чала момента. Скдадьшал подобныл ш1ощад11, описанныл радiусами 

векторами всtхъ массовыхъ едиющъ, свлзанныхъ съ данною движу

щеюсл точкою, мы по.11уч11мъ очевидно ·m1Jdt.8, е'с.11и т есть масса 
движущеltсл точки. Складывал наконецъ геометрически элементарныл 

площади, описанныл око.110 даннаго начала радiусами векторами всtхъ 

111ассовыхъ единицъ системы, мы получаемъ dtJ:.mv.8, при чемъ гео

:метрическал сумма беретсл описаннымъ уже способомъ, какъ геоме

трическал сумма моъ1ентовъ. На основанiи закона сохраненiл момента 

дв11женiл заключаемъ дa.'lte, что, д.11л каждаго изъ равныхъ 11 произ

во.11ьно выбранныхъ элементовъ времени dt, геометрическал сумма 

вышеупо:ылнутыхъ э.11е:111ентарныхъ ш1ощадей, т. е. dtY.mv.8, остаетсл 
одна и таже. Но каждые два равные промежутка времени, произволь

ной конечной ве.11ичины, могутъ быть разбиты на безконечное число 

равныхъ эдементовъ времени, и каждал геометрическал сумма ко

нечныхъ площадей можетъ быть разбита на безконечно бо.11ьшое чи

сло э.11ементарныхъ. Если-же элементарныл части двухъ конечныхъ 

ве,1ичинъ равны, то очевидно будутъ равны между собою и самыл 

эти ве.111!'111ны, какъ двt суммы, состолщiл изъ равнаго числа равныхъ 

слагаемыхъ. На основанiи такихъ соображенiй заключаемъ, что г е о

:м е т ре чес к а л с у 111 м а п ,1 о щ а д е ii, оп и с ы в а ем ы х ъ о к о л о 

д а 11 н а г о н а ч а .1 а р а д i у с а м и в е к т о р а м и в с t х ъ м а с с о

в ы х ъ е д и н и ц ъ с и с т е м ы в ъ т е ч е н i и р а в н ы х ъ II п р о и з

в о льны х ъ пр о ъ1 е ж у т к о в ъ в р ем е ни, о ст а е т с л одна и 

та же. Высказаннал теорема носитъ названiе з а к о на с о х ране

н i л пл о щ аде tl. 

На основанi11 (31 ), моментъ кол11чества движенiл около вслкаго на
чала можетъ быть представленъ какъ сумма изъ ъюмента нt.которой пары 

коJичества движенiл и момента всего ко.1ичества движенiл, приложен

паго къ одной точкt. Но количество движенiл системы, приложенное 

:къ одноii точ:кt, т. е. геометрическал сумма rmv, равно ну.1ю, когда 
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центръ инерцiи сисТР,МЫ непожnиженъ. Сл't.довательно, м оме н т ъ 

д в и ж е н i л с и с т е м ы, и г е о м е т р и ч е с к а л е у м м а п л о щ а д е й, 

~писываемыхъ въ равныл вреr,1ена радiуса111и вектора

м и :м а с с о в ы х ъ е д и н и ц ъ с и с т е м ы, о с т а ю т с л о д н и и т t ж е 
д л л в с л к а го н а ч а л а, е с л и ц е н т р ъ и н е р ц i и с и с т е 111 ы не
п о д в иже н ъ. Если-же центръ инерцiи движется, то моменты дви

женiл системы около различныхъ точекъ разнлтсл 111ежду собою по 

стольку, по скольку разнлтсл в1оменты около тtхъ-же точекъ коли

чества движенiл центра инерцi11, съ которы111ъ связана nсл :масса си

стемы. Слtдовательно моментъ движенiл системы около какой либо 

неподвижной точки равенъ сум111t изъ 1110111ента движенiл системы 

около движущагосл центра инерцiи и 110мента движенiл самого центра 

инерцiи около упомлнутоtt точки. Оба эти момента, независимо другъ 

~тъ друга, не 11змtн11ютсл со вре:менемъ. 

Если мо:r.1ентъ движенiл с11сте11ш остается постолннымъ, то н 

проложенiе его на какую нибудь неподвижную линiю или плоекость 

тоже постоянно, или, что все равно, постоянна адгебраическал сумма 

nроложенiй составллющихъ 1110111ента ( т. е. :r.юментовъ двпженi11 каж

дой точки системы) на какую нибудь линiю или шюскость. Слtдо

вательно, алгебраическая суr,1ма npoлoжeнiit площадей, относнщихсл 

къ каждой 11~атерiальной точкt, на какую нибудь нлоскость остаетса 

постоянною, если гео:метрпчес1шл су111ма упо:млнутыхъ площадей по

стоянна. 

Обозначал черезъ т ъ1ассы точекъ системы, черезъ х, у, z
соотвtтствующiл координаты и черезъ it, v, w-слагающiл скорости 

по ослмъ координатъ, мы легко увидимъ, что алгебраическiл суш,ы 

!m(vz-wy), !т (ivx - uz), Jm (uy-vx), - (48) 

nредставллютъ съ одной стороны продоженiл момента около начала 

координатъ (т. е. его составлнющiл) на оси координатъ, а съ дру

гой-суммы проложенitt на плосnостп коордпнатъ удвоенныхъ площа

дей, описываемыхъ соотвtтствующ1нш радi усами векторами около 

начала въ теченi11 элемента времени dt, дtленныл на dt. На осно

ванiп вышесказаннаго, три упом.лнутыл выраженiл должны оставаться 

неизмtнньаш со времене111ъ. 

Систему свободныхъ 111атерiальныхъ точекъ, двИЖ)'щихел подъ 

дtйствiемъ взаимныхъ силъ и сохраняющую въ силу этого постолннымъ 
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свое количество двпженiл I:mv и cвott моментъ движенiл I:mv8, 111ы 
будемъ длл краткости обозначать названiемъ свободноit к он сер в а

т и в н о it с и с т е м ы. 

§ 25. Дtйствiе внtшнихъ силъ на свободную консервативную 

систему. 

Такъ какъ скорость центра инерцiи спстемы и моJ11ентъ ел ко

.11ичества движенiл HtJ изJ11tнлютсл отъ взашнодtйствiл частей систе

мы другъ на друга, то изJ11tненiе упоJ1шнутыхъ копчествъ должно 

обусловливатьсн причинами, лежащими внt данной систеn1ы, т. е. 

внtшними сшrами. Итакъ, резу.11ьтатоn1ъ дtiiствiл вн·вшнихъ силъ на 

данную систеJ11у матерiальныхъ точекъ будетъ измtненiе скорости 

центра инерцiи систеJ11ы II l\lOJ11eнтa ел двпженiл. Но очевидно, что 

упоJ1шнутшш дt:iiствiшrи внtшнiл силы еще не опредtллютсл впол

нt; точно также данныл впtшнiл сшrы производлтъ не однп тодько 

упомлпутыл изJ11t«енiл. 

Обозначиl\1ъ черезъ ( 1 , ( 2 •.• fn резу льтирующiл внутреннихъ ( вза
шшыхъ) силъ, дtйствующихъ на каждую изъ п свободныхъ 11~атерiаль

ныхъ точекъ данной сис,теJ11ы, черезъ F 1 , F 2 • •• Fn - внtшнiя силы, 

приложенныл къ нtкоторыJ11ъ шrи ко всtмъ точкаъ1ъ той-же системы, 

черезъ m1 , т2 ••• тn-массы точекъ системы и черезъ g1 , g2 ••• gn
ихъ ускоренiл. Тогда, на основанiп втораго закона движенiл, имtемъ: 

(49) 

гд·в сушrы ( 1 + F 1 и т. д. вообще берутсл геометрически. Складывал 

урр. (49) геоl\1етрически другъ съ друго111ъ, и зам·вчая, что, на осно

ванiи третьлго закона движенiя, I.f = О, мы по.11учщ1ъ: 

I.mg = I.F 

или (50) 

гдt v обозначаетъ соотвtтственно скорость каждой изъ точекъ систе

мы, а dt ееть п·вкоторый элеn1ентъ времени. Л tвал часть предъидущаго 
выраженiя представллетъ геометрическую сушrу приращенiй въ еди

ницу вреJ11ен11 ко.шчествъ движенiл точекъ систе111ы, т. е. ИНЫJ\IИ слова-
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ми-приращенiе геометрической суммы тtхъ-же .количествъ движе

нiл. Обозначал это послtднее приращенiе черезъ. Л):mv, мы 11ожемъ 

представит~, (50) въ вндt: 

дimv =''F 
dt .L, • 

(51) 

Но если мы черезъ V обознач1rмъ сБорость центра инерцiи еиете~1ы, 
а черезъ М-сршу веtхъ ел 111асеъ, то, на основанiп (23), будемъ 
11мtт1,: 

.limv 
Imv = JJ1 V п -----;[Г = )J{G, 

rдt G есть усноренiе центра инерцi11. Поэто111)· 

ИG= Y.F, 

(52) 

(53) 

откуда вид11111ъ, что усиоренiе центра пнерцiи вполн·J; опрсд·tллетсл 

геометрическою еушrою впtшнихъ силъ и сл·I;доватедьно не завпситъ, 

при одноii II той-же ведичинt этой суммы, нп отъ вел11чины илп на

правленiл Баждоit силы въ отд·J;льности, ип отъ ел точБ11 прпложе

нiл. Итанъ 11,ы заключае111ъ, что в н ·t ш н i л с и~ ы II з 111 t н лют ъ 

д в иже н i е центр а ин ер ц i и та Б и ~1 ъ образ о 111 ъ, к а к ъ б уд

т о он ·t в с t, б е з ъ 11 з м t н е н i л с в о его н а п р а в л е н i л, бы

л и к ъ н е 111 у п р II л о ж е н ы, п р и ч е ~1 ъ в с л 111 а с с а с ист ем ы 

была-бы ев л за на с ъ ел центр о ~1 ъ ин ер ц i и. 
Пусть напримtръ нtкоторал мгновеннал е11ла под·tiiствуетъ на по

.коющуюсл l\1атерiа.1Jьную то•шу А, св11занную съ 111ассою т1 • Результа

то111ъ этого д·tйствiл будетъ то, что черезъ едшшцу временп точка А пе

рейдетъ (рис. 57) въ А1 по направ,11енiю сообщенной снорости, кото-

л с рал представптсл .пшiею АА1 ; юшульсъ 

7 / ~:В 
1
_ ---------- силы О)'детъ пзм·tрлтьса пропзведенiемъ 

~ 1n. АА1 • Но ес.1111 мы вообразимъ себt н·\;-
л' которую другую неподвпжпую точ1,у В, съ 

Рис. 57. массою m2 , 11 пе:зависпмую отъ точБп А, 

то мы може111ъ все-такп разсматрнвать обt то•пш А и В, ню,ъ п·t

которую систему, въ котороti взан11шыл сп.1Jы, наждал въ от;~,t,ш,но

ети, равны нулю. Центръ 11нерцi11 этоп системы будетъ до пере~1·J;щенi11 

въ точкt О, выбранной танъ на АВ, что АС: СВ= т2 : т 1 ; по нсте

ченiи единицы времен11 онъ будетъ въ С1, прпчемъ А'С1: (}В= т2 : ni1 ; 

{)Теюда слtдуетъ, что АА1 : СС' = (т1 + т2 ): 1111 • '1\же саМ)'Ю вел11-

ч11ну длп СС' ~1ы получпдп-бы, ссдп бы преi(стаnпдп себt, что 
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иипульсъ АА'. m1 подtйствовалъ на массу т1 + т2 , свлзанную съ 

точкою С, ибо тогда скорость СС' опредtлилась бы пзъ уравненiл 

АА1.1п1 = СС' (т1 + т2 ). 
Точно также очевидно, если система точекъ находптсл, 1,ромt 

взапмныхъ сплъ, еще подъ д·t.йствiе11ъ внtшнихъ силъ, то мо

ментъ ел количествъ движенiл не остаетсл уже вообще одинъ и 

тотъ-же. Измtненiе-же этого момента обусловливаетсл только внtш

ними силами. Обозначимъ черезъ д длину перпендикуллра опущен

наго изъ даннаrо начала на направленiе ускоренiл g нtкоторой точки 
системы, черезъ 8-длину перпендикуллра на направленiе одной изъ 

взашшыхъ силъ f, приложенной къ этой точкt, и черезъ 'о-длину 

перпендпкуллра на соотвtтственную внtшнюю силу F. Тогда, образуа 

rет1етрическую сумму моментовъ ускоренiй вс·t.хъ 11~ассовыхъ единицъ 

системы, мы получимъ, на основанiи ( 49): 

Img.д=If.8+IF.ь, (54) 

илп такъ какъ, на основанiп свойствъ взашшыхъ силъ If д = О, то 

Img.д = IF. 'о. (55) 

Приращенiе-же въ, теченiн эле~1ента вре111ени dt, 111омента коли

чествъ двпженiл с11ете111ы, которое 111ы обознач11111ъ черезъ д1:тv.о, 

rд·t. 8 есть соотвtтственный nерпендикуллръ на направленiе скоро
сти v, опредtлитсл изъ соотношенiл: 

д ):mv.8 = ):cтg.д)dt. 
Сл·t.довательно по (55): 

(56) 

Так11l\1Ъ образомъ, зная велпч11ну, направленiе 11 точю1 прпложенiл 

внtшю1хъ сплъ, 111ы може111ъ вычислить дла каждаго эле11ента вре

мени велпчпну 1: ( F.'o) dt, которал представитъ на111ъ приращенiе 

геометрической су111~1ы .мо111ентовъ коли 11ествъ движенiл системы. 

Ве,шчина внtшнихъ еилъ II ихъ точ1ш приложенiл 1110rутъ быть 

очевидно таковы, •по 11ш1 rео111етр1Р1ескаа су111ма эп1хъ с11.1ъ, или 

гею1етр11ческал сую~а 11хъ 111011,ентовъ, иш1 об·I; е)'11мы вмtстt, рав

ны нулю. 

Въ первомъ слу•шt, т. е. ~;огда 

Y.F= О, 
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центръ инерцiи еиете:мы оетаетел въ покоt или движетел равномtрно II 

прлмолинейно. Дtйетвiе внtшнихъ еилъ пролвллетел въ такомъ елучаt 

въ измtненiи геометричес,кой еуммы ш1ощадей, описывае111ыхъ въ равные 

промежутки времени маесовыми единицами еиетемы около ел центра 

инерцiи или другой какой-либо произвольно выбранной неподвнжной 

точки. Rpoмt того въ данномъ е.11:уча't, на оенованiи (30 ), моментъ внtш
нихъ еилъ будетъ одинъ и тотъ-же око.110 велкаго неподвижнаго начала; 

слtдовательно и приращенiе упомлнутой геометричеекоit еуммы опиеы

ваемыхъ площадей будетъ длл даннаго проr.rежутка времени одно и 

тоже, около какой неподвижной точки мы эти площади ни отечиты

вали-бы. Обозначи~rъ черезъ ЭЛ :м:оментъ количества движенiл еиете

мы, длл даннаго момента времени, около нtкоторой произвольно вы

бранной точки А, черезъ ЭЛ0-такой-же моментъ, длл того-же момента 
времени, около центра инерцiи еиетемы, черезъ М-маееу еиетемы, 

черезъ V-екорость центра 1шерцiн и черезъ сl-перпендикудлръ изъ 

А на V. Тогда !tIЫ и~1tеI11ъ вообще: 

(57) 

Длл какого нибудь другаго вреI11ею1 :111ы вообще буде!l!Ъ имtть ддл 

той-же системы 

ЭЛ1 = :Ш0 1 + .JfV'. d'. (58) 

Еели геометричеекал еуш~а внtшнихъ еилъ равна нулю, то V 1 = V 
и d' = d. Слtдовате,1ьно тогда 

L59) 

и кpoI11t того ДiIЛ даннаго вре111ени ЭЛ или ЭЛ' будутъ еоотв·tтетвенно 

одинаковы около велкаго начала. Отеюда заключае!IIЪ, что пр и р а щ е

н i е м о м е н т а к о л и ч е е, т в а д в II ж е н i л п о д ъ д ·t й е, т в i е 111 ъ 
в н t ш них ъ е, ил ъ, геометр и ч ее, к ал е, у !11 м а к о торы х ъ р а в

н а нулю, будет ъ в ъ дан н ы ii пр о !11 еж уток ъ времен и одно 
и тоже-к а к ъ о к о л о люб а го не подвижна го начал а, та к ъ 

и о к о л о движу щ а го с л ц е н т р а ин ер ц i и е, пе, т е ы ы. Но !!IО

ментъ количеетва движенiл еиетемы, вычиеленныli длл даннаго момента 

времени, предетавдлетъ геоI11етрическую сумму площадей, которыл опи

еали-бы около соотвtтствующаго нача.11:а веt масеовыл единицы еи

сте!!IЫ въ теченiи единицы времени, еел11-бы !!Iоментъ коднчеетва дви

женiл оста.1.сл непзм·tнны111ъ. С.тtдовательно, приращенiе упомлну

таго !t!Омента представ.11:летъ, длл каждаго вре!!rени, соотвtпетвующее 
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приращенiе геометрической суммы п.101Ira;i:eit, которое по предъиду. 

щему будетъ длл даннаго промежутка времени одно и тоже, около 

всякой неподвижной точки и около движущагосл равномtрно II прл

:мо,пшеiiно центра 1шерцiи. 

Очевидно также, что длл разсJ1атрпваемаго с.ту~шл, т. е. когда 

J:.P= О, дtйствiе внtшнихъ си:1ъ на еистеn1у, по отношенiю къ из

мtненiю ел момента количества движенiл, можетъ быть замtне110 

д·tiiствiемъ всякой пары сю1ъ, J11оментъ которой: равнл.11сл бы по ве

личинt и направленiю :моменту данныхъ внtшнихъ силъ. При этомъ 

конечно из111tненiл, производимыл данными си.вами пли замtнлющею 

ихъ парою въ скоростлхъ отдtльныхъ точекъ системы, будутъ во

обще различны. 

Если геш1етричеекал сум11а t.P не равна нулю, но при этомъ 

сущеетвуетъ нtкоторое начало, около котораго геометрическая сумма 

моментовъ си.в:ъ обращается въ ну.Iь, т. е. ее.ш. 

J:.F.b= О, 

то rеометричес1шл сумма п.Iощадеit, описываемыхъ массовыми едини

цами око.110 упомянутой точки въ равные промежутки времени, остается 

одна 11 таже. Количество движенiл центра инерцiи при этоn1ъ оче

видно будетъ измtнлтьсл, также какъ и моментъ 11оличества движе

нiл системы около другихъ точекъ, кро:мt упомлнутаго выше начала. 

По отношенiю къ пзмtненiю момента количества движенiл системы 

око,10 другихъ точекъ, внtшнiл силы въ данномъ елуча·t могутъ быть 

зам·tнены одною, проходящею черезъ точку ну леваго момента и рав

ною rеоJ1етр11ческой суммt всtхъ данныхъ. 

Ес.1и точка ну .11еваго момента совпадаетъ съ центромъ инерцiи, 

т. е. ес.п1 равнодtй:ствующал внtшнихъ силъ проходитъ черезъ этотъ 

nocлtднiii, то резудьтатъ д'Бitствiл этихъ сн,1ъ будетъ состоять только 

въ измtненiи движенiл центра пнерцiи; измtненiе-же момента коли

чества дв11женiл около какого нибудь начала, не еовпадающаго съ 

центромъ инерцiи, будетъ зависtть тодько отъ измtненiл скорости 

этого посл·tднлго. Д tiiствительно, на основанiи (3 О), геометрическал 
cp1J1ia моментовъ ко.шчества движенiл системы около любаго начала 

будетъ равна только JIОменту геометрпческоii суюш ко.шчествъ 

двнженiл, нриложенныхъ къ центру инерцiи, т. е. моменту ко,ш•1ествъ 

дюrженiл самого центра инерцiи. 
10 
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Если моментъ внtшнихъ еилъ будетъ равенъ нулю около вел

каго начала, то вн·вшнiл силы должны быть приложены по напра

в.ленiю внутреннихъ, и rеометричесная сум~~а ихъ равна нулю; т. е. 

другими словами, эти силы не производлтъ никакого измtненiл во 

внtшнемъ движенiи системы, по отношенiю къ центру инерцiи и 

описываемымъ площадлмъ. 

Наконецъ, въ са:мо:мъ общемъ случаt, когда геометрическая сумма 

внtшнихъ силъ не равна Н)'ЛЮ и Богда нtтъ точки нулеваго момен

та, изм·lшлетсл какъ движенiе центра инерцiи, такъ и величина мо

мента количества движенiл. При этомъ, какъ это видно непосреJJ.

ственно изъ (57), измtненiе момента количества движенiл, около лю
баго начала А, будетъ равно C)'Шtt из}1·tненiii ~1омента окодо центра 

инерцiи и момента но:шчества двпженiл самаrо центра инерцiп около 

А. Этп измtненiл м:оr)·тъ быть представдены, Бакъ результатъ дtй

ствiл нtкоторой с11лы, щ1ш1оженной 1,ъ центру инерцiи II нtкоторой 

пары. 

Разсмотрtнныл выше д·tiiствiл внtшнихъ сидъ на снстt.':uу ма

терiальныхъ точеRъ ведутъ насъ къ болtе точно11у представленiю о 

матерiальной точкt, свлзанной съ опредtленною массою, иакъ о 

центрt пне1щiи этой массы. Дtitствительно, имtл въ вид)' 11зслtдо

вать только измtненiл движенiл массы, одинакiл длл веtх.ъ ея: то.

чекъ, мы вполнt опредtлимъ эти измtненiл, 11зелtд)'Н движенiе ея: 

центра инерцiи; а это послtднее опред·tллетсл величиною и напра

вленiе:мъ силъ, дtiiствующихъ на массу извнt, независимо отъ ихъ 

точекъ nриложенiл, вслtдствiе 11его JIIЫ можеJ11ъ въ данном~, случаt 

разс11атривать всt эти силы приложеннюш къ одной ~~атерiальноit 

точкt, въ которой сосредоточена вел масса с11стеJ11ы, т. е. къ цен

тру инерцiи. Представллл J11атерiальную с11стему, какъ состолщую 

изъ матерiальныхъ точекъ, !IЫ разсматрнваемъ большее илп меньшее 

число центровъ инерцiи новыхъ ~~атерiальныхъ системъ, на когорьш 

подраздtллемъ старую. Такое подраздtленiе J\IЫ ведемъ до тtхъ поръ 

пока не остановишсл на такихъ системахъ, движенiе которыхъ ОRоло 

ихъ соотвtтственныхъ центровъ инерцiи J\IЫ не :можетъ опредtшпь, 

или не считаемъ Н)'Жнымъ опредtлягь, длл рtшенiл соотвtтетчю

щей за;~ачи. 
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26. Р а 6 о т а с и п ы. 

Если точка приложенiл силы движетсл, то та часть силы, ко

торал направлена по одной npлмoit съ nеремtщенiемъ ел точки nри

ложенiл, производитъ работу. Работа силы измtрлется nроизведе

нiемъ изъ длины пути, пройденнаго точкою nриложенiл силы и ве

лич1шы силы, совпадающей съ направленiемъ этого пути. 

Вообще направленiл сш1ы и движенiл ел точки приложенiл не 

с.овпадаютъ другъ съ другомъ. Такъ, при вслкомъ кр11волинейномъ 

движенiи направденiл ускоренiн, т. е. силы, и скорости, т. е. эле

мента пут11 движущейсл точки, различны. Точно также и въ случаt 

прлмолинейнаго движенiл направленiл движенiл и разсматривае!IОй 

силы :могутъ не совпадать другъ съ другомъ, если эта послtдпнл 

во все времл движенiл уравновtшиваетсл другою силою ей равно!() 

и противоположною. СJ1·tдова1ельно, чтобы опред·tлить величину ра

боты, соотвtтствующей данному пере111tщенiю, нужно найти часть 

си.1ы, совпадающую съ перемtщенiе111ъ. Эта пос.1tднлл представляется 

очевидно тою изъ . двухъ взаиJ\IНО перпендrшуллрныхъ слагающихъ 

данной силы, которал совпадаетъ съ перемtщенiемъ ( см. § 5 ), .и 

будетъ слtдовательно ортогональнымъ проложенiемъ силы на пере

мtщенiе. Итакъ, если F и s суть вел11чины данной силы и прлмо

линейпаго перемtщенiл ел точки приложенiн, а IХ-уголъ между на

nрав,1енiн111и упо111лнутыхъ ве.1ичинъ, то работа L, соотвtтствующал 

nере:мtщенiю s, будетъ 

L = F . cos 1Х • s , (60) 

II слtдовательно выра:штсл произведенiе111ъ: ИJШ изъ пр о ложен i л 
с 11.11 ы на п ер е ъ1 t щ е н i е и в ел и чин ы перем t щ е н i л, или 

изъ проJ1оженiн перемtщенiл на силу и величины 

силы. 

Если сила направлена перпендинуллрно 11ъ данному перемtще

нiю, то работа ел при этомъ перемtщенiи равна нулю; если напра

вденiл силы и перемtщенiл образуютъ тупой уголъ, то соотвtтствую

щал работа отрицательнал, ибо косинусъ тупаго угла отрицатель

ный. Но съ другой стороны сила, перпендикулнрнал иъ данному на

правленiю или ему прлмо противопо.1ожнал не можетъ обусловливать 

въ этомъ направленiи перем·tщенiл, т. е. положительнаго nрираще

нiл скоростп. Слtдовательно, если работа силы длл даннаго пере111t-
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щенiл равна нрю или отрицательнал, то мотвtтствующее перемt

щенiе вызвано не этою силою. Такъ напрш,tръ, при равномtрноза

м:едлительно:мъ движенiи работа замед,1Лющей силы отрицате.1ьнал, и 

перемtщенiе движущейсл точки обуслов.1ено не силою, дtйствующею 

противъ этого перемtщенiл, но первоначадьною скоростiю; при рав

номtрномъ движенiи по кругу работа центростремительной сиды рав

на нулю, и перемtщенiе точки по круг)· обус.1овлено первоначал1,ною 

скоростiю по касатедьноii, и т. п. 

Если къ данной точкt придожено нtско.1ыо сш,ъ F 1 , F 2 •.• Fn, 
направ.~енiл которыхъ образуютъ углы 111 , а2 ..• 110 еъ перемtще

нiемъ s точки, то сумма работъ этпхъ еи.1ъ будетъ 

L = (Fl cos (Xl-+ F2 cos ,х2 + ... Fn cos 11n) s. (61) 

Но ве.шчина въ екобкахъ, выражал сумму про.'lоженiй данныхъ силъ. 

на лннiю s, представдлетъ (§ 4) продоженiе на туже .шнiю ихъ 

равнодtйствующей; т. е. ес.111 Р будетъ эта раnнодtiiстnующал II а-ея 

уго.1ъ съ s, то 

(F1 COS IX1 + F 2 COS 1Xi + • • • Fn COS 11n) S = F. COS (Х. S. (62) 

Слtдовательно, а.1гебраическал сумма работъ данныхъ силъ, 

п р II л о ж е н н ы х ъ к ъ д а н н о ii т о ч к t, р а в н а р а б о т t и х ъ. 

р а в в о д t й ст в у ю щей. Точно также, есди 8 1 , 8 2 ••• 8 0 су1;,ь сла

гающiл даннаrо перемtщенiл по какимъ нибудь 1z паправленiлмъ, то, 

обозначал черезъ а 1 , а 2 , .• уr,1ы этихъ папраменiй съ сп.1ою F, 
мы имtемъ 

S COS 1Х = S1 COS а 1 + 8 2 COS а2 + · · · Sn COS Un , 

ибо про:1ожепiе s па ~;акое нибудь направ.1епiе равно с уш1 t проло

женiй на тоже направ.ченiе состав,1нющихъ отъ s. Слtдовате.1ьно: 

F cos 1Х • s = F cos al . S1 + F cos а2 . S2 + . . . F cos an . Sn ' (62') 

т. е. а ,1 r е бра и чес к ан с, ум )1 а работ ъ, вып о л не п н ы х ъ дан

н о ю си:1ою при различныхъ перемtщенiнхъ ел точки 

пр и .1 о же н i н, р а в на р а б от t т ой -же с илы пр н ре зу д ь т и

р у ю щ е ~1 ъ п ер е J11 t щ е н i и. 
Еслп точка пр11.тrоженiн си:1ы двпжетсл криводинеiiно, то работа 

си.:~.ы на дапномъ отр·tзк'l', кривой бл~.етъ равна суш1t работъ на 

прлмолинеiiныхъ э.1е~1ептахъ, пзъ которыхъ этотъ отрtзокъ соетав,1енъ. 

Ilpп это~1ъ ве.111чина и направ.1енiе сиды на рnзныхъ э.а:емептахъ мо-
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гутъ быть различны; но самые элементы должны быть выбраны на 

t.только ъшлы11ш, что длл каждаго изъ нихъ величина п направленiе 

-си.1ы могутъ быть разсматрнваемы, какъ нензмtнныл. Слtдовательно, 

ес,ш F, ds 11 <1 представллютъ епл)· на данномъ элементt кривой, 

д.шну элемента и уголъ между F и s, то работа на данномъ отрtзкt 

Npивofi nыразитсл алгебрапческоii с)·ммой 

L = ~ F . cus ~ . ds , (63) 

въ которой будетъ столько слагающихъ, сколько элементовъ длины 

ds укладываетсн въ данномъ отрtзкt кривоit. 
Каждал элементарная работа Fcos а:. ds 111ожетъ быть выражена 

п.1ощадыо прямоугольника, основанiе котораго равно длинt элемента 

ds, а высота-силt Fcos а:, дtiiетвующей въ направленiи этого по

-слtднлго. Сумма подобныхъ элементарныхъ площадей выразитъ вею 

работу L въ форм. (63), и представитъ площадь, между прлмою АВ 
(рис. 58 ), длина которой равна длпнt отрtзка s, и кривою аЬ, пред-

м16 

I li i 
1 11 ! 

А dS 

Рис. 58. 

тl"1 
А' .в' 

етавллющею законъ измtненiн 

тангенцiальной сплы по раз

личнымъ элементаlllЪ. За основа-
. )_ 

юл элементарныхъ прю1оугсмь-

пиковъ мы можеl\IЪ брать вели

чины ds. cos а:, т. е. проложенiл 

элемептовъ пути на с.илу, а за выеоты F. Тогда работа L выразится 
пдощадью. l\Iежду прлмою А1В1 , вообще другой д.пшы чtв1ъ АВ, и 

кривою а' Ь', отличною отъ аЬ; но эта шrощадь очевпдно должна быть 

равновешша первой, 1160 обt он"!; измtряютъ одну и туже величину 

L и составлены изъ одинаковаго числа равновешшихъ flлементар

ныхъ площадей. 

Работа мгновенной еплы выразите.я также пропзnеденiлми ( 60) 
и.п1 (63), гдt каждое пepellrtщeнie (ls будетъ предетавллть ту длину, 

на котор)·ю точка приложенiя мгновенной с.илы передвинута въ те

ченiи времени t дtйетвiя flTOtl силы. Обозначал имп)·льсъ силы F 
черезъ J, мы имtемъ 

ds 
J == Ft п L = J cos <1 ___:_ • (63') 

t 

ds 
Такъ какъ времл t безконе 1шо мадо, то отношенiе -т можетъ быть 

конечною ве.'!Ичиною, 11 елtдовательно, работа мгновенной силы, при· 
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безконечно маломъ перемtщенi11 ел точки приложенiл, можетъ быт1, 

конечною. 

Единица работы выполнлетсл, когда точка приложенiл, единицы 

силы, т. е. дины, перемtщаетсл на единицу длины, т. е. на одинъ 

цент11иетръ, въ направленi11 этой си.11ы. Такимъ образомъ опредtлен

нал единица работы носитъ названiе-э р r ъ. Очевидно, что эргъ, 

будучи выраженъ въ основныхъ едиющахъ д.111шы, времени и массы, 

представитсл въ с.1·tдующе!IЪ видt: 

т. е. 

грам. цен. 2 

эргъ = дин. цет. = ----------
сек.2 ' 

эргъ = грам. (един. скорости)2, 

(64) 

(64') 

откуда видимъ, что работа всегда nредстамлетсл какъ нtкоторал 

масса, умноженнал на квадратъ нtкотороii скорости. 

3амtтимъ, что вообще вслкал ве.1шчина, выражающал произведенiе 

изъ силы и длины, какъ напримtръ моментъ сплы, измtрлетсл единица

ми, составленными изъ произведенiл дина. цент. и однородными rъ эр

гомъ; но очевидно, такiл величины не всегда будутъ предетавллть 

нtкоторую совершенную работу. Однако всегда можно себt предста

вить такую работу, которал, будучи совершена, выразитсл упомлну

тою величиною. Такъ напримtръ, представимъ себt н·tкоторую силу 

F, обусловливающую нtкоторый моментъ въ М ед. ~юмент.; п)·сть 

d будетъ разстолнiе точки прш1оженiл силы отъ начала момента и 

пусть F будетъ перnендику.1лрна къ cl. Тогда 

Мед. !IOM. = F. d дин. цент. 

EcJIИ теперь точка nри.1оженiл сп.1ы F опишетъ око.110 начала мо

мента дугу круга въ yrдt равномъ единицt, и во все времл этого 

перемtщенiл F будетъ оставатьсл nерпендикуллрна иъ d, то со

'tовtтствующал работа будетъ очевидно 

F. d дин. цент.= Мэрг. 

§ 27. Общее условiе равновtсiя силъ, дtйствующихъ на сво
бодную или несвободную точку. 

Си.1ы, д·tйствующiл на одну 11,1и нtс.кодько матерiа.Iьныхъ то

чекъ, свобо,щыхъ ш1и несвободныхъ, тог;~а находлтсл въ равно-
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в ·t с i и, когда не могутъ обуслов.1лвать такихъ пepe!1·tщeнiii точекъ, 

какiл длл нихъ возможны. Такое опредtленiе равновtсiл не искаю

чаетъ очевидно возможности, д;1л каждой 11зъ взаимно уравновtши

вающ11хсл сплъ въ отдt.11ьност11, производt1ть то II;Ш другое изъ воз

можныхъ перемtщенiй точки 11ли системы, ибо то.1ыо совокупное 

дtйствiе силъ обусловдиваетъ ихъ равновtсiе, которому каждал сила 

отдt.1ьно можетъ II не удовлетворлть. Система, находлщалсл подъ 

дtйствiемъ взаииноуравновtшивающихсл си,ть, можетъ вообще нахо

дитьсл въ покоt или какомъ угодно движенiи; но въ это111ъ поелtд

не:мъ случаt соотвtтствующiл ускоренi11 будутъ обусловливатьел не 

взаимноуравновtшивающимисл еш1ами, а какими либо другими. 

Если маrерiальна11 точка совершенно свободна, то вслка11 сила 

иъ ней nриложеннал обуl',1овитъ нtкоторое измtненiе движенiл, что 

с.11tдуетъ изъ самаго опредtленiл е11,1ы. Слtдовательно нtсколько 

си,1ъ, приложенныхъ къ одной ~~атерiа,1ьноt! точкt, тогда взаимно 

уравновtшпваютсл, когда ихъ равнодtйетвующа11, т. е. rеометриче

скал сумъ~а, равна ну.1ю. Тоже самое усдовiе можно выразить дру

гими словами, утверждал, что сум)~а работъ взаимноуравновtшиваю

щихсл силъ, приложенныхъ къ одноii свободной точкt, будетъ равна 

ну.110 при всtхъ возможныхъ перемtщенiлхъ, которыл мы можемъ 

приписать евободной точк·t. Дtйствительно, упо11111нута11 су111ма работъ 

бу детъ всегда равна работt равнодtйствующей; а эта послtдн11л 

равна нулю. 

Ес,ш матерiа.1ьна11 то•1ка будетъ не свободна, т. е. если она 

заранtе не будетъ имtть воз111ожност11 перемtщатьс11 по нtкото

рымъ наирав,1енiлмъ, то 01,1ы, на нее дtйствующiл, будутъ II по

давно уравновtшивать другъ друга, ес.ш выше1ш1оженное усло

вiе удов.1етворлетсл, т. е. ес.ш равнодtiiетвующа11 этихъ си.1ъ 

равна нулю. Но очевидно, это yc,1onie не есть необходимое, 1160 
точка будетъ въ по.11оженiп равнов·tсi11, когда равнодtiiствующан 1,ъ 

ней прИJ1оженныхъ сидъ и не равна ну.11ю, но направлена въ ту сто

рону, куда точка не 11ожетъ пере111tщатьс11, будучи по уеловiю не

свободна. 

Ограниченiе свободы перем·tщенiii матерiа.11ьноii то•1ю1 мы мо

жемъ себt представить въ елtдующихъ видахъ: 1) точка не можетъ 
оставить нtкоторую поверхность, или нtкоторую линiю; т. е. можетъ 

пере!1tщатьсл только по данной поверхности, и.11и .пшiи (другими сло

вами, по двумъ nоверхностлмъ заразъ ); 2) точка не можетъ перейти 
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на другую сторону данной поверхности или двухъ, или трехъ взаим

нонересtкающихсл поверхнос,теii; т. е. точка можетъ перемtщатьсл 

по данной поверхности, но можетъ ее оставить только въ одну сторону 

отъ нел, или можеrъ оставить поверхность, только перейдл на другую 

поверхность или линiю. Въ первомъ случа't, если точка, будучи по

мtщеш1 на данномъ эдементt поверхности или линiи, не можетъ оста

вить этого элемента, и перев1·tщаетсл только вдош, по нему, мы за1iлю

чаемъ, что точка не можетъ перемtщатьсл отноеительно той плоско

сти или прлмой линiи, беаконечно в~алыми частлми которыхъ мы се

бt представлле~1ъ эдементъ поверхности или динiи. Невозможность 

же перем·tщенiл относите.1ьно плоскости или линiи соот11·tтствуетъ, 

какъ было обълснено въ § 5, невозможности движенiл по перпенди

куллру къ тoit или другой. Слtдовательно, если равнодtйегвующал 

силъ, придоженныхъ къ данной матерiа,11,ной точБt, напраnдена въ 

ту или другую сторону вдо.1ь по нормали БЪ поверхности 111111 л~шiи, 

еъ которыхъ то•ша не можетъ сходить прочь, то эта равнодЬliстn)·ю

щал не будетъ въ состолнiи произвести ни одного изъ возможныхъ 

длл точки пе1)емtщенiй, ибо эти послtднiл буд)'тъ перпендпкудлрны 

къ упомлнутоii равнодtйствующей; а этого достаточно длл удовле

творенiл условiл равновtеiл. Длл каждаrо элемента поверхности шш 

линiи направленiе равнодtйствующеit будетъ различно, и СJI'Ьдователь

но даннал сила, удовдетворяющал условiю равновtсiл на одномъ эле

ментt, не будетъ е~1у удовлетворлть на друrомъ, еслп ел направле

нiе не 11з}1tнитсл. Но въ различныхъ безконечно друrъ къ др)т)· 

бдизкихъ точкахъ одного II тоrо-же поверхностнаrо шш линейнаrо 

элемента одна и таже сила будетъ выполнлть условiл равновtсiл, 

1160 всt точ1ш такого эдемента принадлежатъ одной и той-же пдо

скости или прлмой л1шiи, перпен111шудлры къ которымъ не м·tнлютъ 

своего напраш1енiл. 

Если матерiаJ1ьнал точка, находлщалсп при упом~нутоn,ъ ycJio
вiи въ равновtсiи на како~1ъ нибудь ш1оскомъ и.111 шшейнО)IЪ эле

менТ't, будетъ передвинута вдоль соотвtтетвующеii поверхностп пли 

линiи безъ нарушенiл равнов·tсiп, т. е. есш1 во времл перев1tщенiл 

сила будетъ оставатьсл перпендикулярною къ соотвtтетв)·ющш1ъ 

элементамъ, то работа еи.1ы будетъ очевидно })авиа нулю. Но если 

точка будетъ передвинута безконечно мало, то она не выйдетъ изъ 

соотвtтетвующаrо эле!1ента и будетъ оставатьсл въ условiлхъ })ав

новtсiл. С.ТJ.'tдовательно, усдовiе равновtеiл точки на како)IЪ нибуць 
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элементt поверхности ил11 линi11, которыхъ точка не можетъ поки

нуть, будетъ состолть въ томъ, что работа си.11ы, дtitствующей на 

точку, будетъ равна нулю при вслкомъ воз~1ожномъ безконечно ма

домъ перемt,щенiи точк11. 

Есди точка можетъ перемtщатьел вдоль по поверхности и въ 

о;щу еторону отъ этой поелtдней, то она останетсл въ равновtеiи, 

есю1 еила, нъ ней при,1оженнм1, будетъ направлена по нормали къ 

поверхноети, и притомъ-въ еторону противоположную той, по кото

рой точка :можетъ покинуть поверхность. У словiе равнов,tеiл при 

это:мъ, по отношенiю къ воз~1ожной работt,, выразител тtмъ, что при 

вслкомъ возможномъ перемtщенiи точки работа еилы къ ней прило

женноlt будетъ равна нулю ( когда возможное перем·tщенiе идетъ по 

поверхности перпендикуллрно 1,ъ силt) или будетъ отрицательнал 

( когда возможное перем'l;щенiе идетъ прочь отъ поверхности, и етало 

быть, подъ тупьн1ъ уг.1омъ къ с11лt ). 

Разобранные выше чаетные случаи равновtсiл евобо,~ноff или 

несвободной точки уаснлютъ па111ъ с .11tдующее общее заключенiе от

дое11тельно ycлoвiii равновtеiл !1атерiальной точки. Если еилы, дtit

ствующiл па матерiальную точну, взаимно уравновtшпваютсл, то ихъ 

равнодtiiствующал не 11ожетъ произвеети ни одного изъ возможныхъ 

ддл точк11 перю1tщенiй. Слtдовательно, если мы представимъ себt 

накое либо пзъ такихъ перем"tщенiй совершившпмсл, то раuота рав

нодtйствующеii, 11ш1 суюrа работъ слаrающпхъ, не 111ожетъ прп этомъ 

быть положительною, ибо упо~11шутое пере111tщенiе обус.1rовлпваетсл 

не ;~:аннюш силаю1. Всякое возможное перемtщенiе должно быть вы

биrаемо при этомъ таки111ъ образо~гь, чтобы на его протлженiп ве

личина II направ,1енiе разс11~атриваемыхъ силъ не 11з~1'tнлл11сь; сдt

доnате,1ьно вообще пере111tщенiе должно быть выбрано безнонечно 

:11адю1ъ. Итакъ, с 11;1 ы, д t ii ст в у ю щ i л на с в об одну ю ил и не

е в о б о д н у ю 1\1 а т е р i а л ь н у ю т о ч к у, б у д у т ъ в ъ р а в н о в ·t
c i 11, е с .1 11, пр II в с п Б о ы ъ в о з 111 о ж н о ~1 ъ б е з Боне ч но м a
J1 о JI ъ перем t щ е н i п т о ч 1, 11 11 з ъ е л д ан на r о пол о жен i л, 
р а б о т а у п о 111 п н у т ы х ъ е 11 л ъ б у д е т ъ р а в н а н у л ю и л п о т-

11 п ц а т е л ь н о й в е л 11 ч и н t. 

Обозначимъ черезъ ( 1 , ( 2 ••• fn сплы, д·tiiствующiл на данную 

:матерiальную точку, и черезъ 8s-одно пзъ произвольно выбранныхъ 

во3ш1жпыхъ безконечно малыхъ перемtщенifi точки. Тогда вышеупо-
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млнутое условiе равновtсiл выразитсл рлдоъ1ъ такихъ соотношенiй: 

или короче: 

[I:f cos (8s,f )] 8s <О, (65)1 

которыл должны существовать длл каждаго изъ возможныхъ длл 

точки перемtщенНi 8s; ю1и другими еловами, неравенство ( 65) долж
но быть удовлетворено ,побымъ изъ возможныхъ перем·tщенiй is. 

Такъ какъ ведичина и направленiе каждой силы (какъ вообще 

вслкаго вектора) вполнt опредtллютел тремл состав.1шющими по 

тремъ даннымъ ослмъ координатъ, то и условiе равновtеiл силъ, 

опредtллл эти послtднiл, до.11жно давать соотношенiе между ихъ с.о

етавллющими по даннымъ. ослм.ъ. Пуr.ть Х1 , Х2 ••• Xn будутъ соста

в.111ющiл еш1ъ по Otll х-овъ И У1, У2 .... Yn, Z1, z2 ... Zn - по 

двумъ друrимъ оtл!1ъ; пусть 8х, оу, 8z будутъ проложенiл на соот

нtтствующiл ос.и какого нибудь возможнаго перемtщенiл точки; тогда 

работа си.ш Х1 при этомъ перемtщенiи, равнал проиаведенiю изъ 

силы и продоженiл перем·tщенiл на силу, будетъ очев1щно Х1 8х, и т. д. 

Такъ какъ работа равнод·tйетвующей равна алгебраичеекоii еум.~11; 

рабо'fъ с.1.агающихъ, то условiе ( 65) выразител черезъ 

(Х1 + Х2 + · · . Xn) 8х + (У1 + У2 + ... У11 ) 8у 
(66) 

и,ш вообще: 

(!:Х) ох+ (I:Y) оу + (I:Z 18z <О, (66)' 

rд·t суммы, какъ II въ (65 )', берутел алгебраичееки. Давал величи-

" " \\ намъ ох, о у, oz раз;шчныл подожитедьныл и отрицате.нныл значе-

нiл, мы очевидно можемъ перепробовать веt нозможныл длл ра:~о~а

триваемоii точки перемtщенiл. 

Ееди точка евободна, т. е. еели ддл пел веt пере~1tщенiл воз

можны, то уе.11овiе (66) 1 можетъ еущеетвовать только въ ющ·t, ра

венства. Дtiiетвитедьно, ееди длл нtкоторыхъ величинъ 8х, 8у, 8z 
лtвал чаеть (66)' дtлаетел отрицате.11ьною, то д,1л тtхъ-же ве.п1 11инъ, 

но съ обратными зна~.ами, которыл тоже возможны, она дt.11аетеа 

подожите.11,ною. Слtдоватедьно уе.11овiе въ видt неравенства :можетъ 
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существовать только тогда, Jtorдa возможное длл точки перемtщенiе есть 

т11коrо рода, что его проложенiл не моrутъ одновременно мtнлть евоеrо 

знака, т. е. когда вмtстt съ данпымъ перемtщенiемъ не возможно 

е:му nрл:мо противоположное. Возвращаясь къ случаю свободной: точ

ки, мы видпмъ, что сумма трехъ про11зво.~ьныхъ и независлщихъ 

другъ отъ друга величинъ, хотл и безконечно малыхъ, тогда будетъ 

равна ну.1ю, . когда каждый членъ су}t:МЫ отдt.11ьно равенъ ну.1ю, 

т. е. когда 

IZ=O, 

ибо сами ох, оу, oz всегда быть равными нулю 0•1евидно не моrутъ. 

Такимъ образомъ приход11:мъ къ извtстню,у уже намъ ус.повiю рав

новtсiя свободной точки. 

Ес.1111 точка не :можетъ со/iт11 съ плоскости, то представлян себt 

оси координатъ такимъ образомъ, чтобы ось z-овъ бы.1а перпенди

ку.1ярна къ шоr,кости, будемъ 11:11tть всегда 8z = О, а слtдовательно 

(IZ) 8z = О, какова бы ю, бы.1а IZ; уе,1овiе же (66 )' обратится въ 

)1 Х.ох -L ~ У.оу1 =о, ....... 1"'- < 
при че:мъ, такъ какъ движенiе въ ш1оскости возможно во BC't стороны, 

то ох и оу, бiд)·чи про11зво.1ьны, моrутъ быть вмtстt отряцатмьны 

и положительны; поэтому усдовiе можетъ еуществовать то.>Jько въ вицt, 

равенства, и каждыli ч.11енъ су11мы додженъ обращаться въ ну.1ь; т. е. 

должно быть: 

IX=O II ~У= о, 

откуда видимъ, что то•1ка будетъ въ равнов,tсiи, когда на нее дtй

ствуетъ какал нибудь с11.1а IZ, перпендикуллрнал къ п.1оскоети сво
бодныхъ nepeмtщeнiii. 

Предположпмъ, •1то, при томъ же выбор·t осей координатъ, точ

ка :можетъ оетавить свою п.1оекость, но то.1ыо-въ сторону положи

тельнаго напраn.1енiл оси z-овъ, при •1е}1Ъ въ caмoii плоскости она 

можетъ пере~,tщатьсл во всt етороны. Этому предпо.:1оженiю будетъ 

еоотвtтствовать очевидно уе.1овiе, что гz можетъ быть тодько по.110-
жите.1ьныъ1ъ, а ох и ly могутъ быть какiл угодно, независимо друrъ отъ 
друга и отъ 8z. Такъ какъ nepei,tщeнie oz = О ееть одно нзъ воз

:можныхъ, то до.1жно между прочи11ъ оправдыватьсл уе.повiе 
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которое, какъ прежд-е, при совершенной произвольности 8х и 8у, при

водитъ къ заключенiю, что ~Х = О и ~У= О, велtдствiе чего (66)' 
обращаетсл въ 

!z.8zc<O, 

rдt oz 111ожетъ быть только положипдьньн1ъ (или нуле)tъ ). Сл·tдо

вательно 

~Z=-0: 
<' 

т. е. точка будетъ въ равновtсiи подъ дtйствiемъ силы, перпенди

куллрноii къ плоскости ел возможныхъ пepe)1tщeнiit и направленной 

въ ту сторону, въ которую точка не можетъ сойти съ плоскости. 

Если точка не n1ожетъ сойти еъ данной линiи, которую мы мо

жl\мъ выбрать за ось Z-овъ, то 8х = О и 8у = О; слtдоватедьно 
условiе (66) 1 обращаетсл въ ~Z.lz < О, или по производьности oz 
въ ~Z = О. Пр11 этомъ очевидно, ~Х и ~ У могутъ быть какiн угодно. 

§ 28. Общее условiе равновtсiя свободной или несвободной 

системы связанныхъ между собою матерiальныхъ точекъ. 

Точки еистемы ев нз ан ы друrъ еъ другомъ, когда одно изъ 

пepeмtщrнiit какой либо изъ этихъ точекъ влечетъ за собою необ· 

ходи1110 пере~1tщенiя друrихъ. Но это опредtленiе свлзноети систе~1ы 

вообще не исключаетъ возможности существованiл длн данной точки 

такого пере~rtщенiл, при Rоторомъ остальныл точки, всt или нtко

торыл, останутся па сво11хъ прежнпхъ мtстахъ. Большее 11.1и мень

шее число такихъ перемtщенili точrRъ системы, при Rоторыхъ одни 

передвиженiл необход1н10 вызываютъ др)тiл, об)'Словшшаетъ большую 

или меньшую ст е пе н ь с в л з п о е т и е11сте111ы. 

С11сте1~а будетъ въ равнов·tсiи, ес.1111 про каждую ел точку 11ы 

можемъ сказать, что равнодtitетвующал Rъ ней придоженныхъ силъ 

не направдена ни по одному изъ воз)1011шыхъ ддл точки переъ1tще

нiй. Трудность опред·tденiл сдучаевъ, когда вышеска.занное усдовiе 

осуществдлетсл, заrшючаетсл въ томъ, что равнод·tйств)·ющал еидъ, 

дtйстчющихъ на даНН)'Ю точRу системы, опредtJшетсл не одн·tми 

только данными сш1ам11, пр11доженныш1 непосредственно къ этой 
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точкt, но и с11лахн, при.1оженны:ми къ другимъ точкаъ1ъ с,истемы, 

свлзаннымъ съ первою. Такимъ образО)IЪ мы до.1жны прежде всего 

изслtдовать, какiл еилы прибав.~н~ютсл къ даннымъ непосредственно 

при.1оженню1ъ къ точки с11.1а:мъ,-пр11бавллютсл вслtдствiе дtffствiл 

с,ыъ на другiл точки, свлзанныл съ первою. У словiл связности 

системы должны быть при этомъ даны вполн·t; т. е. мы до.1жны 

знать, какiл перем·tщенiл точекъ системы изъ ел даннаго положенiл 

обус.1ов.1иваютсл каждымъ изъ возможныхъ перемtщенiй .1юбой ел 

точки въ отдtльности. 

Представимъ себt сил у, приложенную къ данной точк t А си

стемы по одному изъ ел возможныхъ пере~гtщенiii 8s. Въ такомъ 

случаt уrrомлнутое перем'lщенiе будетъ и:мtть М'всто, и вызоветъ со

бою еще переъ1tщенiл 8s1 , 8s2 ••• и т. д. нtкоторыхъ другихъ то
чекъ В. С, D 11 т. д. системы, паправ.11енiе II величину которыхъ 

мы ъ1оже:мъ опред·t.1ить по направденiю и вед11ч1шt 8s1 , на основа

нiи данныхъ заранtе условiй свлзпости систеш1. Но такъ какъ тtже 

самыл перемtщенiл остальныхъ точекъ могли бы быть вызваны не

посредственно силами, приложенны~ш къ каждоli изъ нихъ вдо.11ь по 

упомлнутымъ перемtщенiлмъ, то за1,.1ючаемъ, что сила, пр11.1оженнал 

къ данной точкt системы вдоль по одному изъ ел возможныхъ пе

ремtщенiii, дtйстnуетъ на другiн точки той-же системы такъ, какъ 

рлдъ силъ. при.1оженныхъ къ этимъ точкаъ1ъ вдо.11ь по тtмъ изъ ихъ 

возможныхъ перю1tщенiй, еоnмtстное сушествованiе которыхъ съ 

первю1ъ вызывается усдовiлмп системы. Къ точкамъ В, С, D II т. д. 

мы можемъ придожить си.1ы, направленныл противоподожно перемt

щенiлмъ 8s2 , os3 ..• и т. д., вызваннымъ пермгtщенiемъ &s1 • Тогда 
при опредtленноъ1ъ nыборt ве.п~чины упомлнутыхъ си~1ъ можетъ сду

читьсл, что возъ1ожность перемtщенiй 8s2 , 8s
3 

• •• и т. д· не будетъ 
уже и:м·tть ъ1tста, т. е. что вновь приложенныл сиды уравновtслтъ 

cиJiy, дЬliствующую на ..А.. Такое закдюченiе 0•1евидно останетел при 

своемъ значенiи не зависимо отъ того, будутъ ли перемtщенiл 8s1 , 

8s2 , 8s3 , ••• единственно воз~южными д,1л системы, и.1111 рлдо~1ъ съ 
ними будетъ существовать возможность ддл другпхъ перем·tщенitt, 

которыл вызовутся другиъш с11.1ами. Равновtсiе вышеупомлнутыхъ 

сплъ Сд'tдовательно не нарушится, ес.1111 !IЫ, уведичиnъ степень свлз-
. " . ностп спстещ,1, сд·I;даемъ перем·tщеюл 8s1 , os

2 
••• единственно ддл 

нел возможными. Из!1tнлл велп•шну силы, nри.1оженноii иъ точк·в ..А. 

110 направ,1енiю os 1 , мы доджны 1!3М'1юпь II ве~ш·шну уравноn'l,ши-
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вающихсл силъ, приложенныхъ къ друrи111ъ точкамъ обратно перем:t

щенiлмъ 8s2 , 8s3 и т. д., но очевидно не направленiл этихъ силъ, ибо 
направленiл перемtщенiit os1 , 8s2 ••• не завис лтъ отъ величины про
изводлщихъ ихъ силъ. 

Предположимъ теперь, что къ точкt А приложена нtкоторал 
сила, направленнал перпепдикуллрно иъ ел возможному перемtщенiю 

8s1 • Въ такомъ случаt упо:мннутал сила не произведетъ этого пере
:иtщенiн и не вызоветъ слtдовательно также перемtщенiit 8s

2
, 8s

3 
•.• 

друшхъ точекъ; т. е. сила, приложеннал къ точкt А, въ данном:ъ 

случаt будетъ дtйствовать на другiл точки системы В, С, D и т. д. 

таким:ъ же образо:мъ, какъ рндъ силъ, приложенныхъ непосредствен

но къ этнмъ точкамъ 11 направ.iJеннымъ вообще по;~.ъ прлмым11 или 

тупыми углам:к къ ихъ возможнымъ перемtщенiлмъ os
2

, 8s
3 
•••• Но 

подъ тупыми угла)IИ эти силы не могутъ дtйствовнть, ибо . разлагал 
Jiаждую изъ нихъ на двt, такъ чтобы o;i.нt изъ ихъ составллющихъ 

были перпендикуллрны къ соотвtтств)"ющимъ возможнымъ перемtще

нiлмъ 8s2 • os3 и т. д., а другiл ю1ъ прлмо противоположны, мы 
найдемъ, что эти послtднiн или должны быть уравновtшены силою, 

приложенною къ А вдоль по перем·tщенiю 8s1 , чего мы не предnола
гаемъ, или должны вызвать это перем·tщенiе, чего мы тоже не предпола

гаемъ, ибо сила, дtйствующал на А, перпендикуллрна къ 8s 1 • Итакъ 

силы, приложенныл къ одной точкt системы, перпендю,уллрно къ 

какому нибудь изъ ел возможныхъ переn1tщенiй, моr)"тъ быть замt

нены. по отношенiю къ друrимъ точю1мъ, только силами, направле,н

ными перпендикуллрно же БЪ тtмъ изъ возможныхъ перемtщенiit 

этихъ точекъ, которыл вызьшаютсл, по условiлмъ систе11ш, выше

упомлнутымъ перемtщенiемъ первой точки. Есл11 слtдовательно пере

м:tщ11нiл osi, 8s2 ••• 8sn тtмъ не менtе будутъ какъ либо произведе
ны, то работа каждой изъ )"Помлщ·тыхъ прежде силъ будетъ при 

этомъ равна нулю. 

Предполож1н1ъ теперь, что на точки 1, 2, 3 ... п данной 01-
стемы д·tйствуютъ силы F 1 , F2 ••• Fn. и разыщемъ общее ycJ1oвie 

равновtсiл этихъ силъ. Длл этого, какъ мы в11дtш1 выше, нужно 

разс:иотрtть равновtсiе каждой точки системы, принимал во внима

нiе нромt силъ, непосредственно :къ этимъ точка»ъ приложенныхъ, 
• 

еще силы, обусловливаемыл другими точками системы. Итакъ, обра-

тимся сперва къ условiлмъ равновtсiл точки 1, на которую, кром.ъ 

силы F 1 , дtйствуютъ еще силы, обусловленныл с11лам11 F 2 , F 3 ••• Fn, 
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пр11.1оженнюш къ друr11мъ точкамъ. С11лы такого рода, пр11.11оженныл 

къ точкt 1, мы обозначи:мъ соотвtтственно черезъ ( 2 , ( 3 ••• fn, rдt 

( 2 обусловливаетсн силою F 2 , и т. д. Пусть 08
1 
будетъ одно изъ воз

:можныхъ перемtщенiй точки 1; тогда одно изъ ycлoвiit ел равновt

еiл будетъ въ томъ, чтобы 

[F1 cos ( F 1 ,081) + (2 cos ((2 , 081) + · · · fn cos ({n ,G81)] G81 < О, (67) 

причемъ такихъ уе.11овiй будетъ етолы10, еколыо длл разсматривае

~1оfi точки еущеетвуетъ воз~1ожныхъ перемtщенiй. 

Рядомъ еъ данною еиетемою вообразимъ еще но11ую систему 

совершенно евободныхъ п -1 точеБъ: 2', 31 ••• п'. Itаждую изъ этихъ 

точекъ еоединимъ нераетлжш1ыми и неегибаемыми прл.мымн линiями 

/ 2 , 13 , ••• ln соотвtтетвенно съ точкам11 2, 3, ... п; съ другой сторо

ны, тtжс точки 21
, 3' ... п' соединнмъ такими же нерастяжимыми и 

несгi1бае:мыми ннтл11ш l/ lз'. . . ln' съ одною и тою же точкою 1. Точки 
вспомогательной спсте11ы можемъ всегда выбрать такъ, чтобы линiц 

l2 , 13 ••• ln не были соотвtтственпо перпендикуллрны БЪ иаправленiямъ 
перем'l,щенiй G8 2 , 883 ... 08n, обусломенныхъ перемtщенiемъ 081 , и ни 
О;(На нзъ линiй l2

1
, l/ .. ln' не была бы перпендику ллрна БЪ G8 1 . Такъ 

какъ всt линiи l II l' пе 11ю1·tнлютъ своей длины, то оба конца каждой 
изъ этихъ линiй 1110гутъ перем·tщатьсл только такимъ образомъ, чтобы 

слагающiл этихъ пере:мtщенiii вдоль по самымъ линiлмъ были одинако

вы, ибо упомлнутыл слагающiл, будучи разной величины, обусловили бы 

пзмtненiе длины линiй. Слtдовательно, если мы назовемъ черезъ о,:; 2 , 
(\ l "' . 2' 3' 1 оо-3 ... "crn и т. п. переl11ьщешл точекъ , ... п, которыл вызываются 
пере111tщенiнми 08

2
, 88

3 
... G8n, то проложенiл 88

2 
и 8cr2 , 68 3 и Ou3 , •• 88n и 

Gun на соотвtтствующiл юшiи 12 , 13 .•. ln будутъ попарно равны, т. е. 

082 cos (l 2 ,G82) = 80-2 cos (l2 ,Go-2), 

(68) 

08n COS (ln ,д8n) = 60"n COS (ln ,Ь'о-n). 

То•шо также неиз111·J;нность длины динiй l' влечетъ за собою условiе, 

чтобы проложенiл перемtщенiй 081 и оо- 2 , 88 1 и оо-3 ••• 081 и ocrn на 
соотвtтственныл линiи l/, lз' ... ln' были попарно равны, т. е. чтобы 

081 cos (l/ ,881) = 80-2 cos Cl2' .00"2). 

681 cos(Zз',os 1 ) = Оо-3 cos (l3
1,0a-3), (69) 
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Кромt, того очевидно, что разематриваемыл перемъщенiл 8а2 , Оа3 •• • ocrn, 
будучи обуелов.1J:ены только евоими составллющими еоотвtтетвенно 

по каждой парt линiй l и l', до.1жны лежать въ плоекоетлхъ этих·ь 

линiй. Слtдовательно, еели мы обозначnм1, черезъ (l, l') уголъ между 
двумл линiлми l и l', то должны еущеетвовать едtдующiл соотноше

нiл llleждy 1т.11а~ш (lJcr), (l',8cr) и (l,l') (рис. 59): 

(l,lcr) + (l' ,ol!) = (l ,l') 
ИЛII 

(lJcr) - (l1,8t1) = :::::: (l,l'), 

смотра по тому, лежитъ ли ocr внутр11 11.111 внt угла t[,l'). Такимъ 
образомъ въ 2 (1i-l) уравненiлхъ (6 8) 
и (69) ю1·tемъ 2 (п-1) неизвtет

ныхъ, Т. е. n-1 Перемtщенiii о,:; lI 

п-1 ихъ уг ловъ еоотntтетвенно с ъ 

ОДНОЮ пзъ ЛIIНiй l или l'; слtдоnа-

Рис. 59. тельно величина и направленiе пере-

мtщенiй 8cr 2 , 8,:;3 ••• 8,:;11 изъ этихъ уравненiй опред·tллтел вполн·t. 

II р11баn,1енiемъ упомлнутыхъ точекъ 2', 3' ... п' 111ы нс измtнимъ 

уеловiй равнов·tеiл еистемы; т. е. ес.11и перем·tщенiл os1 •.• 8sn не 

могли быть произведены безъ точекъ 2' ... п', то они не будутъ про

изведены п съ этими точками. Точно также мы не измtнимъ равно

вtеiл, есди къ каждой пар·t точеиъ 2 · 11 2', 3 и 3' .. . 1i и 'lt' прило

жимъ вдодь по .шнiлмъ 12 , l3 •.• ln соотвtтетвенно равныл и проти-

воположныл еилы + Р2 11 -Р2 , + Р3 и -Р3 , • • • + Р,, и -Р11 • 

3ат·tмъ выбере~,ъ ве,п1чины сшrъ Р2 , Р3 ••• Pn, при.11оженныхъ къ точ

камъ 2, 3 ... п, такъ, чтобы он·t, слагалеь съ сшrавш F 2 , F 3 ••• Fn, 
давали равнод-tti.етвующiл, перпендику.1111рныл къ перы1·tщенiлмъ os2 , 

ls3 • •• osn. Такой выборъ мы весгда ыожемъ едtлать, еели линiи l 2 , 

l3 ••• l11 выбраны нами не nъ направленiи еилъ F 2 , F 3 •.. F,,. Въ 

противномъ же случаt еюrы Р могутъ быть выбраны равными II 

противоподожными еиламъ F; т. е., какъ-бы ни были направлены 

линiи l отноеительно силъ F, мы выберемъ еилы Р такъ, чтобы 

равнод tйетвующiл Р и F не мог .1111 пропзвеети пе peм·tщeнiii въ ту 

и.111 другую сторону вдоль по ,111нiю1ъ os2 , os3 ••• 8sn. Слtдовательно 
eyi\IDШ работъ еоотв·tтстnующихъ си.1ъ Р и F, при подопштеа1,ныхъ 

" (\ ~ и,1и отрицате.1ьныхъ перемtщенiлхъ (;8 2 . •• osn, до.1жна оыть равна 

нулю~ т. е.: 
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Р2 cos (l2,b\). 882 + F 2 cos (F2 ,88). 882 =О, 

Р3 cos (l 3 ,b83) • Ь83 + F 3 cos (F3 ,88) . 8~3 = О , ( 7U) 

р \\ " F F" " п COS (ln,083). C8n + n COS ( n,08n). 08 11 = 0, 

при чемъ очевидно, вслкiе уr,ш ( P,8s) и (l,88) равны, ибо напра
.вленiл Р и l одинаковы по условiю. 

Теперь равповtсiе с11лъ, вдоль по пере:мtщенiю 88 1 , не будетъ 

уже обусловлено только сила~ш, приложенными къ точкамъ 2, 3 ... п, 
1110 и силами, приложенными къ точка111ъ 21

, 31 
••• п'. Другими сло

вами, видъ усJ1овiл (6 7) равнов·всiл точки 1 длл перемtщенiл 88 1 

измtпитсл: къ силамъ {2 , fз ... fn, входлщимъ въ это условiе, теперь 

nрпбавятсл нtкоторыл с11лы р2 , р3 ••• р11 , обусловливае1\IЫН силами 

Р2 •• , Рn,И силыр/, р/. ·Pn1
, обусловливаемыл сила~ш -Р2 , -Р3 , •• 

-Pn. Тюшъ1ъ образомъ условiе (67) можетъ быть за1\1tнено тожде

,етвенны}rъ съ нимъ условiемъ: 

TF1 cos (Fl .081) + f2 cos Cf2 'Ь\) + . . fn cos Cfn '081) 

+ р2 cos (р2 ,О8 1 ) + · · Рп cos (Рп, Ь81) (71) 

+p/cos(p/,681)+ · ·Pn'cos(pn1,081)]b\ <О. 

Дtfiствительно, (71) отлнчаетсл отъ (67) членами, Rоторые равны 

нулю, ибо силы Р и - Р сами по себt не моrутъ произвести пика

кихъ перемtщенiй системы; а слt.довательно воз1\10жнал работа силъ р 

я р1 , 11ми обусловленныхъ, равна нулю. Но съ другоii стороны, члены 

[f2 cos Cf2 ,881) +. . fn cos (fn ,081) 
(72) + р2 cos (Р2 .8s1) + · · · р.,. cos(pn,881)] 881 

выраженiл (71) представллютъ теперь работу силъ, обусловливаемы:хъ 
равнодtiiствующими вслкихъ сплъ Ри F, приложенныхъ къ точкамъ 2, 
З ... п; а такъ какъ эти равнодtiiствующiл не МОГ)'Тъ произвести 

перем·вщенiii вдоль 882, 683 •.. 68", то слtдовательно онt не могутъ 
()бусловить перемtщенiii въ ту или другую сторону вдоль по 88 1 ; 

поэтоъ1у работа (72) должна быть равна нулю. Такимъ образомъ 

условiе равновtсiл точки 1, вдоль перемtщенiл 68 1 , прини~шетъ видъ: 

[F1 cos(F1 ,881)+p/cos(p/,881)+ · · ·Pn1cos(pn1,6\)]681 <О; (73) 

т. е. обусловливается только силами F 1 , -Р2 , • • - Pn. 
Равновtсiе систе~rы не нарушится, если мы къ каждой парt то

чекъ, 1 и 2', 1 и 31 
••• 1 1r 1z', приложимъ вдоль по линiлмъ 1/, lз' ... l'u 

11 
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соотв·tтственно равныл II протпвоположныа еи.ш + Q2 11 - Q2 , + Q3 n 
- Q3 , ••• + Q0 11 - Q0 • Зат·t:мъ выберемъ с11лы - Q2 , ••• - Qn, 
11рш1оженныл къ точкамъ 21

, 31 
••• п', такъ чтобы онt, слагаясь C'I, 

д'1йствующшш уже та:r,1ъ сп.11ам11 -Р2 , -Р3 , •• -Pn, давалп равно
д·tйствующiл, перпендпку.1шрныл къ перю1tщенiямъ 8(j 2 , 6(13 ..• o'(j0 , 

011редt.1ше:r~1ю1ъ уравненiлмп (68) п (6~), т. е. такъ чтобы 

[- Q2 cos (l/,8(j2)- р2 cos Cl2,8(j2)] 0112 =о' 

[- Q3 cos (l/ ,6113) - Р3 cos (l3 ,6113)] 0(1 3 =О, (74) 

[- Qп cos Cln' ,ocrn) - Р n cos(l11,o'crn)] ocrn = о. 
Называл че11езъ q2 , q3 • •• q11 таniл сплы, которыл, будучи прш1ожепы 

къ точnf, 1, пропзведутъ такое же изъ ел возмо11шыхъ пepe:r,1·JщeнiJi 
какъ то, которое обусловатъ епды - Q2 • •• -- Qп, :r,ш можемъ за~,t

нить yr .. i!oвie равновtсiл (73) тождественню,ъ еъ пш1ъ уеловiе11:1ъ, 

прпбавшш къ нему ч.11ены впда 

[Q 2 cos(l/,o's1)+ · 

+ q2 cos (q2 ,8s1) + · 
, Qncos(lн',бs 1) 
• qn cos Cqn,os1)] 8s1, 

которыл должны представ,шть работу сш1ъ, обуслов.пшаемыхъ лс·tм11 

внош, введеннымп с,11.11ами + Q 11 - Q, пр11 чемъ эта работа очевпдно 

до~1жна быть равна ну.1110. Но работа вс·tхъ сплъ -Р п -Q, т. е. 

[р/ cos (j_э/ ,8s1) + · · р~ 1 cos (Pn' ,8s) 

-+ q2 cos (q 2 , OS1) + · · · qn cos (q11, 8s)] 6s 1 

до.1ж1~а обращатьсл въ н~·дь на основанi11 та~шхъ же соображенiti, какъ 

п работа (72). С.11tдовательно, условiе (73) зы1tн11тсл ус.11овiе:r,1ъ 

[F1 cos (F1.6S1) + Q2 cos (l/,os1) + ... Qn cos (ln',os1)J 8s1 <о' (75) 

и будетъ теперь зависtть то.11ы10 отъ сш1ъ, непосредствеппо пр11.10-

женныхъ къ точкt 1. Но, на основанiп (68) и (69), урр. (74) 
превращаютел въ 

- Q2 cos (l/, 8s1) 8sl - р2 cos Cl2 ,os) 8s2 = о, 

- Q11 COS (l0
1,0S1) бS 1 - Р11 COS tl 11 ,0S0 ) 6Sn = 0. 

Ск,1адывал всt эти уравненiл другъ съ др~томъ п съ урр. (70), на

ходшrъ: 

[ Q2 cos (l/os1) + ... Qп cos СZп' ,ls1)] os1 

= F 2 cos (F2}s2) ls 2 + · · · (Fп cosPn}s") OS11, 
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вс.нtдствiе чего ус.новiе (75) превращаетсл въ 

F F l " F F " " F F· " " 1 cos( 1,"s1)os1+ 2cos( 2,0S2) Os2+. . . nCOS( n,6sn) OSn <о, 

ПJIИ (76) 

1 F сов (F,os).os <О. 

Повторлл по очереди т·tже разсужденiл, какъ выше, относите.1ьно 

условiй равнов·tсiл точекъ 2, 3 ... п, при перемtщенiлхъ 8s 2 , бs3 ••• 8sn, 
мы очевидно прiйдемъ каждый разъ къ одно)1у II тому же условiю 

(76). Точно также подобное же ус.1овiе будетъ 110.т~учатьел, если мы 

вм·tсто взаюшо обуслов.т~ивающихсл перем·tщенiй ls 1 ••• osn возьмемъ 
рлдъ друrиц. сов:мtстныхъ пере111·tщенiй os/, 8s/ .. . 8sn и т. д., при че111ъ 
нtкоторыл изъ нихъ моrутъ быть совмtстны только длл нtсколькихъ 

изъ точекъ системы 11 не зависtть отъ вслкихъ перемtщепiй дру

rихъ точекъ. Одни111ъ словомъ, подъ ве.н1чинами 8s1, бs2 ... 8sn въ (76) 
мы можемъ поэтому разу111tть вообще вслкiл вою,ожпыл д.1л системы 

одновре:меннын перемtщенiл, и общее ycJoвie равновtсiл, выраженное 

въ (76 ), будетъ состолть такш1ъ образо~,ъ въ томъ, чтобы с ум м а 

р а б о т ъ в з а и м н о у р а в н о в ·t ш и в а ю щ и х с н с и .11 ъ б ы л а р а в

н а нулю или отрицате.111на при вслкихъ возможныхъ 

д ,, н с ист ем ы н ер е м t щ е н i л х ъ. 
У словiе (7 6) можетъ быть представ,1ено въ друrомъ видt, съ 

помощiю составллющихъ си.1ъ п перемtщенН!: по ослмъ коорд11-

натъ. Пусть Х, У, Z будут1, трп состав.'!лющiл по ослмъ координатъ 

сиды, прю1оженноii къ одной пзъ то 11екъ системы, и пусть 8х, 8у, 8z 
fiудутъ про.'lоженiл на оси коорд11натъ одного изъ воз!1ожпыхъ пе

ремtщенiit этоii точки. Тогда очевидно, условiе (76) можетъ быть 

представ.~ено въ видt 

1}хох + У8у + Zlz) < о, (76) 

rдt алrебраическан сум11~а беретсн по всtмъ сшшмъ и по всtмъ еди

новременно существующимъ перю1tщенiл111ъ системы. 

У словiе равповtсiл мrновенныхъ силъ очевидно выразитсн т·t1111 

же формулами (76). Обозначал черезъ t безконечно короткое времл 

дtйствiн :шновенноii си.'lы Р и черезъ J-ве.шчину ел импу.1ьса, :мы 

и11't,емъ: 
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приqемъ велиqина t можетъ быть предположена какою угодно, если 

данъ только импульсъ J. Предполагал поэтому, qто всt импульсы 

силъ, приложенныхъ къ тоqкамъ сис.теты, совершаются одновременно, 

и называл qерезъ Jx, J 1 , J. ихъ слагающiл no ослмъ координатъ, 

мы можемъ представить у слов i л р а в н о в t с i л 11 м пуль с о в ъ 

въ слtдующемъ видt: 

!Jcos(J,8s)8s <О, 
или (76)' 

§ 29. Равновtсiе веревочнаго многоугольника, какъ примtръ 
общей теорiи равновtсiя. 

Представимъ себt п матерiальныхъ точекъ, координаты кото

рыхъ пусть. будутъ Х1, У1, Z1 ... Xn, Yn, Zн; первал изъ этихъ тоqекъ 
соединена со второю, 2-л съ 3-ю и т. д., п-1-нал съ п-ю гибкИ!fИ, 

нерастлж1а1ыми нитями l1 , l2 ••• ln_1 ; къ каждой 1шъ тоqекъ соотвtт

ственно приложены силы, слагающiл которыхъ по ослмъ координатъ 

суть Х1 , У1 , Z 1, ... Х", Yn, Z". Найдемъ соотношенiе между силами 
и направленiлми линiй l1 , ... lн_ 1 , соот.вtтствующiл равновtсiю си

стемы, и притомъ такъ, чтобы въ положенiи равновtсiя нити, сое

диняющiя точки, были натянуты. 

Наqнемъ съ опредtленiя соотношенiй между возможными пере

мtщенiлми данной системы. Разстоянiя ~1ежду послtдовательными 

точками системы не могутъ быть больше l1 , l 2 •.• ln по причинt не

растяжимости нитей; но ъ1огутъ быть :менtе этихъ велиqипъ по при

qинt сгибаеъ1ост11 нитей. Такъ какъ нити въ положенiи равновtсiя 

по условiю натянуты, то разстолнiе !1ежду 1 и 2 тоqками будетъ nри 
это:мъ l 1 и выразится съ помощiю координатъ этихъ точекъ с.лtдую

щимъ образомъ: 

l1
2 = (х2 -х1)2 + (У2 - У1У + (z2 - z1)2 · 

Если точки, на концахъ линiи 11, п1.1ремtстятся на Oxl' oyl, 6Z1' 8х2 ... , 
то разстолнiе между этими тоqкам11 измtнится и б)·детъ 11 + 8[1 , 

Dp11 Че!IЪ 

Cl1 -С- ~·11)2 = (х2 + Gx2 - Х1 - 8х1)2 + (У2 + 8у2 - У1 - 8у1)2 
+ (z2 + lz2 -z1 -8z1)2. 
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Вычтемъ предыдущiл равенства другъ изъ. друга, и отбросимъ квадра

ты и произведенiл безконечно малыхъ перемtщенiii, такъ какъ он11 

будутъ очевидно безконечно меньше первыхъ степеней тtхъ-же ве

личннъ. Тогда получимъ: 

l1ol1 = (х2 - Х1) (ох2 - ох1) 1 СУ2 -yl) (ly2 - oyl) 
(77) 

Т (z2 - zl)(oz2 - ozl), 

и.ш такъ какъ (х2 - х1 ), (у2 -у1 ), (z 2 - z1 ) 

н1и l1 на OClI коордпнатъ, то называл черезъ 
линiи съ ослми коордпнатъ, имtемъ: 

суть про.11оженiл ли

с.t1, ~1, jl углы этой 

Х2 -Х1 = l 1 COSGt11 у2 -у1 = l1 CCIS~1 , Z 2-Z'1 = l1 COS'(1 , 

вслtдствiе чего (77) обращается въ 

8l1 = (ох2 - ОХ1) cos (Xl + (оу2 -- оу1) cos ~1 + (GZ2 - OZ\) cos 11 • (78) 

Точно также наiiдемъ ддл перемtщенiй концовъ остадьныхъ нитей: 

"z с"' " ) " "' ) ~ с" "' ~ 2= ОХ3-ОХ2 СОS'.1:2+(оуз-ОУ2 COS/"'2+ OZ3-0Z2)COS'{2, 

'l ( "' "' ) . ("' " ) () О n-1 = ~Хп - OXn-1 COS Gtл-1 + .ОУп - 0Yn-1 COS fn-1 

"' " + ( OZ'n -- ОZ'п-1) COS "{н-1, 

Пр11 чемъ ВеJIИ 1!11НЫ G{1 ••. G{n_1 , еовершеННО незав11ею1Ы 
друга, но до,1жны быть вс·t отрицате.1ьны 11ш1 ну.11и, ибо 

(78) 

другъ отъ 

разстолнiл 

nослtдоватедьныхъ точекъ ~югутъ то.11ько у111еньшатьсл иди оставать

ся не11змtнным11, но не уве.шчпватьсл. Чимо уравненiй (78 ), опре

дtллющихъ соотношенiл :между :-зп сов~1tстно воз1110жньнш перемt

щенiлмп точекъ системы, будетъ 1z-1; с.тtдоnате"1ьно съ ихъ по:мо

щiю мы опредtлимъ п-1 пере111tщенiй черезъ другiл 2п + 1, кото
рыл останутся совершенно про11зво.1ьным11. Таюп1ъ образо:мъ въ ус.10-

вiе равнов'l,сiл (76) войдутъ то.1ько 21i + 1 изъ ч11с.1а 3п соnмtетно 

воз110жныхъ перемtщенiii. llекдюченiе перемtщенitt изъ (76) еъ по

мощiю (7S) лроизведемъ слtдующи111ъ путе111ъ. Каждое изъ урр. (78) 
умножю1ъ соотв·tтственно на неопрндt.1енные множители л1 , л2 ..• Лn-1 
и сложи:мъ съ (76); тогда подучимъ: 

~(Хох + Уоу + Zoz) 

+ i,1 ( ох2 - ох1) cos (Xl + ) .. 1 ( 8у2 - о У1) cos ~1 + Л1 ( lz2 - OZ1) cos '( 1 

+· ..... 
+ Лn-1 (GXn - OXn-1) COS Gtп-1 + ),n-1 (ОУп - 0Yn-J) COS ~n-1 (79) 

.... ('\ " 
т Лn-1 (OZn - OZn-1) COS 1n-1 

-< Л1Ьl1 Т • • • j,n-10ln-] ; 
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при ЭТОМЪ !IНОЖИТеЛИ Л1 ... Л11_ 1 ОПредt.JJ:ИМЪ такъ, ЧТОбЫ КОеффи
цiеНТЫ при (tz-1) перев1tщенiлхъ 8х, Ву, Bz . .. обращались въ нуди. 
Такимъ образомъ въ (79) останутсл только 2п + 1 совершенно про
извольныхъ переr.1tщенiй, при чемъ неравенство (79) только тогда удо

влетворитсл, когда коеффицiенты при этихъ произвольныхъ величинахъ 
будутъ ну ЛЛ!IИ. llтакъ, приходимъ къ 3аключенiю, что вообще коеф

фицiенты у всtхъ 3п перемtщенiii въ выраженiи (79) должны быть 
нули, .вслtдствiе чего само это неравенство распадаетсл на 3п слt

дующихъ равенствъ: 

х1 - л1 cos ,z1 = о , 
х2 + л1 cos ,z1 - л2 cos ri 2 = о , (80) 

Xn + ),n-1 COS 'Zн-1 = О. 

У1 - л1 cos ~1 = о , 
У2 + л1 cos ~1 - л2 cos ~2 =--:: о , (81) 

У n +· Лп-1 COS ~п-1 = О • 

z 1 - л1 сов у 1 = о , 
Z 2 + л1 сов у 1 - л2 сов у 2 = о , (82) 

Zn + Лп-1 СОВ "'{п-1 =О, 
при чемъ кромt того отъ (79) останетсй неравенство 

л1tl1 + л28l2 + ... Лп-1оlп-1 <о, (83) 

которое удовлетворитсл только тог;~:а, когда всt л опредtллтсл отри
цательнюш, ибо при: произвольной отрицательной вели~11нt одной 

изъ 8l остальныл могутъ быть н1·11юш. Слtдовательно, если при дан
ныхъ силахъ условiе (83) не удовлетворено, то равновtсiе не воз

можно. 

Предыдущiл уравненiл и неравенство прежде веего показываютъ, 

что равновtсiе, при данныхъ силахъ и направленiлхъ нитеJ:t, не за

виситъ отъ длины этихъ послtднихъ. 3атtмъ, если намъ дано зара

нtе распредtленiе нитей, т. е. даны вс·:t, углы Gt, ~. у, то мы по урр. 
(80)-(82) опредtдимъ соотношенiл между с11tдующим11 величинавш: 
между 3п составллющими силами Х, У, Z и между п-1 множите

ллю1 л, т. е. между 411-1 неизвtстными; а такъ какъ число урав

ненiit есrь 3п, то слtдовательно пр11 этомъ п-1 составлающихъ 
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останутсл совершенно произвольнюш, и будутъ удов.1Jетворлть усло

вiю равповtсiн, .1ишь-бы существовало неравенство (83), т. е. вс·I; 

л были-бы отрицательнымп. Ее.ли даны всt силы, то не11звtетными 

остаютен п-1 nшож,пелеii л и 3 (JZ-1) Rосинусовъ )тлоnъ ос 1 , ~ 1 , 

11 ... ОС11- 1 , ~n-1 , Yn-1 , т. е. 4п-4 nелпчинъ. Но каждые три коси-
нуса yr.1onъ одноii и тoii же лпнiи съ осл~ш .коордпнатъ свлзаны 

уравнепi:вш впда 

cos2 l'J. + cos2 ~ + cos2 у= 1 , 

число которыхъ въ дапно111ъ c,1yiia·в будетъ очевидно п-1. Таки111ъ 

образомъ длл опредt,1енiн 4п-4 пеизвtстныхъ будемъ ш1tть 4п-1 

уравненШ II одно неравенство, т. е. большее число уравненiii, не

жели неизвtстныхъ. Отсюда видимъ, что не при вслкихъ произвольно 

данпыхъ сплахъ возnюжпо равновtсiе разс~~атриваемоfi системы. 

Уравненlн (80)-(82) 1\!Ожемъ представить въ друrо111ъ, механиче
с1ш бод·tе понлтНО)!Ъ в11дt, нашiсавъ сперва три первыл урр. трехъ 

группъ (80)-(82 ), за т·tn1ъ-суш1ы двухъ нервыхъ, трехъ первыхъ 

и т. д. до суммъ вс·I,хъ 1z уравненiл Баждоit группы. Тогда пол)·

ч11мъ 1t троfiпыхъ rруппъ та1шхъ уравненШ: 

1) х1 - л 1 cos ос 1 =о, 
1'1 - ),1 cos~1 =О, 

z 1 - л 1 cos у1 =о. 

2) х1 + х2 - л2 cos ос 2 =о, 

г1 + 1'2 - л 2 cos ~2 =о, 

Z 1 + Z 2 - л2 cos у 2 = о . 

1l - 1) xl + х2 + . . Xn-1 - ),n-1 cos OCn-1 = о ' 
Yl + 1'2 + • • Yn-1 -- Лn-1 COS ~n-1 = О 1 

zl + z2 + • • Ун-1- Лn-1COS)'n-l = 0. 

rl) х1 + х2 + . . х,; = о , 
У1 + У2+ .. Yn=O, 

Z 1 + Z~ -r--, . Z 11 =О . 

. Уравнепiп группы 1) даютъ: 

Х/ +У/+ Z/ = ),/, 

(84) 

(84) 
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откуда, такъ какъ л. 1 до.1жно быть отрицательно: 

Л 1 =-1/Х/+ Y/+Z/=-R1 , (85} 

гдt R1 представллетъ ве.1ичпну равнодtйствующей силъ, приложен

ныхъ къ 1-й точкt. Такъ какъ далtе 

гдt ( R 1 ,х) ... представ.1111ютъ углы R 1 съ осл:ми координатъ, то урав

ненiл группы 1) превращаютсл въ 

cos ~1 = - cos (R1 ,у) , 
(86} 

cos 1 1 = - cos (R 1,z), 

откуда зак.~1ючае:1t1ъ, что первал нить должна быть направлена отъ 

первой точки противоположно силt R 1 , приложенной къ этой по

слtдней. Точно также вторал группа даетъ намъ: 

л.2 = - i/(X1 + Х2)2 + (У1 + У2 )2 + (Z1 + Z 2)
2 = - R2 , (87} 

гдt R 2 есть ве.шчина геометрическоff суммы (но не самал сумма. 

которал юrtетъ кром·t ведичнны направ.11енiе) силъ, приложенныхъ 

къ 1-ii и 2-ii точкамъ, 11 такъ какъ далtе 

X 1 +X2 =R2 cos(R 2,x) и т. п., 

то группа 2) даетъ 

cos~ 2 =-cos(R2 ,x), cos~2 =-cos(R2 ,y), и т. д., (88} 

откуда зак.1ючае~1ъ, что вторал нить до.11жна быть направ.1ена отъ 2-й 

точкп протнвоподожно гео~rетрнческой су11мt силъ, при.11оженныхъ 

къ этоii послtдней точкt п къ предыдущей. Наконецъ точно также 

изъ п-1) l'руппы уравненiй (84) выведемъ, что послtднлл 1z-1-нал 
нить до.11жна быть направлена отъ п-1-ной точки противопо.11ожю} 

геометрической су:ммt силъ, придоженныхъ къ этой точкt и ко всtм.ъ 

предыдущи:мъ. Пос.11tднл11 группа 1i) уравн. (84) показываетъ, что 

геометрическал сумма всtхъ сш1ъ, при.11оженныхъ къ точкамъ раз

tматрнвае:мой системы, должна бытr, равна ну.11ю. Кро:мt того изъ 

уравненШ (80 )-(82) ,1егко видtть, что приложенныл сш1ы до.11жны 

также удовлетворлть ус11овiнмъ 

~(Yz-Zy)=O, ~ (Zx - Xz) =--=О, ~ (Ху- Ух)=(), (89) 

которын вмtстt съ ус11овiлю1 п), т. е. 

~Х=О, tY=O, ~Z=O, (90} 
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показываютъ, что приложенныя силы должны имtть свойства взаим

ныхъ СИJIЪ. 

§ 30. Общее условiе движенiя системы. Принципъ д'Аламбера. 

Если :м.атерiальнал точка свободна, то всякая сила къ ней при

ложенная обусловитъ извtстное измtненiе ел движенiл. Но если 

точк11 не свободна и сила, къ ней приложенная, направ.1J.ена во вее 

вре:мл движенiл толыо въ сторону невоз:можнаго для точки перемt

щенiл, то такал сила не измtнитъ очевидно двюкенiл точки въ ска

занно11ъ напраменiи, ибо ~ъ каждый моментъ движенiл она будетъ 

удовлетворять условiлмъ равновtсiл; самое же дю1женiе будетъ обу

с.1J.ов.11ено мгновеннымъ или непрерывны111ъ дtйствiемъ какихъ либо 

другихъ с11лъ, направленныхъ въ сторону возможныхъ перемtщенiй 

точки. Такимъ образоъtъ, ес,1и н·tкоторал с11.1а F пр1шожена къ данной 

несвободно1'f движущейся матерiа.1ьной то•шt, то вообще одна изъ 

двухъ слагающихъ, на к ото рыл мы може111ъ разложить эту еи.1у, будетъ 

въ каждый 1110~1ентъ движенiл уравнов·tшена условiюш, ограничиваю

щим11 свободу движенiл точки, а другая будетъ совпадать съ одниJ11ъ 

изъ возможныхъ перемtщенiй точки и обус.1ов.1ивать приращенiе ско

рости (геометрическое) по упомянутому направленiю; эта посдtдннн 

слагающая данной силы F носитъ названiе у с к о р и т е .1J. ь но ii с 11 .'I ы 
по той причин·t, что она ш1енно обуслов.шваетъ измtненiе дв11же

нiя т·t.11а. Знал массу т движущейся точки н предполагал извtстнымъ 

ел ускоренiе g, мы опредt.1имъ ве.1J.ичину ускорительной силы, какъ 
произведенiе 11l[J. При этомъ геометрическая разность 

F,...., mg 

представ11тъ очевидно другую сдагающую с11.1ы F, не обус.1ов.шва

ющую из11·tненiн двшкенiн; эта пос<1tднлл называется потерн н ною 

с ил о ю. Предыдущiл соображенiл прпводлтъ насъ къ то111у заключе

нiю, что потерн н н ы н с илы в о все врем н д в II жен i н их ъ 

то чек ъ п р II ложен i н о ст а ю т с н в ъ равно в t с i 11. Этимъ за0 

к.1юченiемъ формулируется пр ин ц и п ъ д'А лам б ер а. 

То что было сказано объ одной движущейся то•шt, прилагаетсн 

безъ измtненiл къ цt.11ой системt точекъ. Именно, каждую пзъ силъ 

F 1 , F 2 ••• F,,, приложенныхъ къ различнымъ точкамъ системы, мы 

можемъ раз,1ожить на двt с.шгающихъ. Однt 11зъ этихъ сдагающихъ 
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вз.анмно уравновtшнваютсл въ каждыii l\10111ентъ движенiл; другiл 

производлтъ изм'tненiе движенiл системы. При этомъ условiл движе-

. нiн системы могутъ слtдовательно быть сведены къ условiлмъ рав

нов'tсiл потерлнныхъ силъ. Итакъ, если 11rы черезъ m1 , т2 ••• mll 
обозначимъ массы. точекъ сист1,1мы, черезъ g1 , g2 ••• gв. -ихъ ускоре

нiл, черезъ 8s 1 , 8s2 ••• 8sn- какiл нпбуд1, совмtстно еуществующiл 
возможныл перемtщенiл, черезъ 1%1 , tX 2 • •• tХn-)ТЛЫ этихъ перемtще

нiii съ потерлннымп еи.~1а11щ то условiл движенiл системы, подъ дtii

ствiемъ с11лъ F 1 , F 2 ••• Fn, выразнтсл, на основанiи принципа д'Алам

бера, слtдующю11ъ образо111ъ: 

" F " (F1 ,......, m1g1) cos 1% 1 os1 + ( 2 ,......, m2g 2) cos 2 osi 

+ • ' • (Fn ,..._, mngn) cos 1%11 OSn -:: о) 
(91) 

'--. 

или вообще: 

(92) 

но такъ канъ проложенiе равнодtitствующеit равно алгебраическоit 

суш1t проложенiii слагающнхъ, то выше приведенное условiе можетъ 

быть представлено въ BIIД't: 

![Fcos(F,Os)-mg cos(g,8s)]Bs < О, (92У 

при чеl\lЪ алгебрюI'Iсскал сумма беретсл по всtмъ совмtстно суще

ствующимъ возможнымъ элементарнымъ работамъ, и условiе им·tетъ 

мtсто длл наждаго момента времени движенiл. Вводл проложенiл на оси 
координатъ еилъ, ускоренiй и перемtщенiй, мы J\Iожемъ условiе (92) 
предетавить въ впдt: 

![(Х -mg.,) д'х + (У - mg,) оу + (Z - mgz) oz]-< О. (93) 

Въ сдуча'l. одной точки, знанъ с.у111мы въ выраженiлхъ (92) и (93) 
очевидно не шгtетъ мtста. 

Если приложенныл силы суть мгновепныл, которыхъ И!шудьсы 

даны, то въ тако111ъ случаt мы може111ъ предположить, что продолжн

тельность дtйствiл длл всtхъ силъ одна и таже t, ибо, при данно111ъ 

:импульсt J, величина силы и времл ел д'tliствiл остаютсл произ

вольны:шr, дишь-бы произведенiе изъ нпхъ быдо равно J. Въ та-
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комъ случаt условiе (92) обращаетсл въ 

~(J \ !' о 
~ t ~ mg) cos 1Х ~s < , 

нли обозначал черезъ V ~ V0 обусловливаемое импульсомъ геометри

чеекое приращенiе скорости: 

}:[J~m(V ~ V0)]costx8s <О' 

ибо gt = V ~ V0 • Точно та!iже усдовiе (93) принш~аетъ видъ: 

}:{[Jx - т (и - и0)] 8х + [J1 - m(v - v0 )] оу 
+ [J, - m(iv--io0 )] 8.z}-< О, 

(93)' 

rдt и, v, iv суть слагающiн скорости по тремъ осн11ъ координатъ. 

Если, во все времл движенiл, точки остаются совершенно сво

бодными, то вснкiл ихъ возвюжныл перемtщенiл совершенно незави

симы другъ отъ ~др)та II произвольны. Въ такомъ случаt условiл 

(93) 11шr (92) толын1 тогда могутъ оправдаться, когда каждый изъ 

множителей при произвольныхъ вели•rинахъ tx1 , ох2 ••• 8у1 , 8у2 • •• 

обращается въ нуль, т. е. когда 

xl = rnlg"I' J\ = m1gY1' ... 
(94) 

т. е. въ такомъ сл~·чаъ приложенныл силы 11з}гtрлютсл произведе

нiлми пзъ массъ и ускоренiй, ибо эш ускоренiл данными силами 

впоJшt обусловливаются. Въ случаt свлзноii спсте~1ы, равенства (94) 
0•1евидно вообще не б~·дутъ уже шнtть мtста. 

Если силы, пршrожепныл БЪ точrшмъ систелы, во все времл 

ел движенiл взаиDшо павнов·tшиваютсл, то длл Бair.дaro 110:мента дви

женi н до11жно существовать условiс 

}:схох+ Уоу+ Zбz)-<O' 

вслtдствiе чего условiе движенiл (93) принимаетъ видъ 

(95) 

(96) 

rдt 8v представллетъ ту величину, отрицательную IIЛИ нуль, въ ко
торую обращается выраженiе (95). Если точки системы совершенно 
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евободны, то, при еовершенной проиавоJ1ьноети воаможныхъ перемt

щенiй, уеловiе ( 96) имtетъ елtдетвiемъ то, что веt уекоренiл долж

ны быть въ данномъ елучаt равны нулю, и движенiл веtхъ точекъ 

еиетемы-прлмол_инейныл и равномtрныл. Но еели точки еиете!IЫ не 

свободны, то вообще д.'IЛ удовлетворенiл уеловiю ( 96) нtтъ необхо
димости, чтобы веt уекоренiл быш1 равны нулю, ибо тогда пере~1t

щенiл ох, оу ... не будутъ уже вполнt другъ отъ друга неаавиеш11ы. 
Такимъ обрааомъ движенiе евлзной еистемы, подъ дtйетвiемъ взаимно 

уравновtшивающихел силъ, или вовее безъ дtйrтвiл е1шъ, не иеключаеТ'!. 

воз:uожнос.ти измtненiл дв11женiл каждой отдtльной точки rиетемы, 

а r,лtдовательно-и еущеетвованiл уекорительныхъ еилъ. При)1tры 

такого рода дtйетвiл однtхъ только уекорительныхъ силъ мы види)I'Ь 

при равномtрню,ъ двшкенiи точки по nакой нибудь кривой ,шнiи, 

еъ которой она неразрывно салаана, въ равномtрномъ вращенi11 

твердаго тtда око.10 неподвижной оеи, и т. п. Дtйетвительно, въ 

томъ и другомъ е.~гучаt мы имtемъ дtло съ точкою или точкам11, 

движущимиел равномtрно по кривымъ .1инiлмъ; уекоренiе въ такомъ 

елучаt доджно rущеетвовать, ибо направ,1енiе екороетей 11амtнлетел; 

въ § Ь мы видt.п1, что это уекоренiе (нормальное) до.'lжно быт& 

перпендику.:~лрно къ направленiю пути и направлено по радiуеамъ 

еоприкаеающихел круговъ, къ центрю1ъ этихъ поелtднихъ; напра

вленiе еилы, обуrловливающей это ускоренiе, еъ нимъ еовпадаетъ. 

Но r,ъ другой стороны, кр11вал .пшiл ·въ первомъ примtрt, 11 круги, 

плоекоетп которыхъ перпенд1шуллрны къ неподвижной оси, во вто

ро:мъ примtрt, предетамлютъ собою единетвенно возможныл перем·t,

щенiл длл движущихел по нш1ъ точекъ; елtдовательно, еели мы 

представи:мъ еебt еилы, которыл, обуеловдивал вышеупомлнIТЫл нор-

11альныл ускоренiл, будутъ въ каждый мш1ентъ движенiл перпенди

ну ллрны къ направ,1енiю единетnенно возможнаrо двюкенiл, то такiл 

еи,1ы вееrда будутъ удовлетворлть уедовiю равновtеiл. 

Пр.ичина того кажущагоел парадокеа, что одинъ разъ, принимал 

уеловiе (95 ), мы тtмъ по.1аrаемъ, что приложенныл еи.ш взаимно 

уравновtшиваютел 11 не проиаводлтъ елtдоватедьно измtненiл дви

женiл, а аатtмъ ус1овiемъ (96) допуекае!IЪ, что на точк11 еисте~,ы 

тtъ1ъ не менtе дtйетвуютъ ускоритедьныл силы, закдючаетсл въ 

слtцующемъ. Введл понлтiе о си.1t, какъ о причинt измtнлющеii 

движенiе, мы говоримъ, что это измtненiе можетъ еще проиеходить 

вслtдетвiе ycлoвiii tвлзности системы; такъ напримtръ, точка должна 
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-двигатьсл по :кругу, если r.уществуетъ сила, направленнал къ его 

центру и скорость, перпендикуллрнал къ радiусу;. но эта точка долж

на также двигатьсл не иначе, какъ по кругу, если она неизмtнно 

с,оединена съ его центромъ; или еще: сила, приложеннал къ данной точ

кt, съ одной стороны, будетъ всегда уравновtшена другою, ей прлмо 

противоположною и равною, а съ дpyroil. стороны, таже с.ила :мо

жетъ также уравновtситьсл нtкоторымъ преплтствiе11ъ, если точка 

не можетъ оставить поверхности, перпендикуллрной къ упомлнутой 

силt. Поэтому условiл свлзности с.истемы 11ы должны разсматривать, 

какъ нtкоторыл силы, приложенныл къ точкамъ системы и измtнл

ющiл первоначально сообщенныл скороети или уравновtшивающiл дру

riл данныл силы. Слtдовательно, если мы говоримъ, что силы, при

доженныл къ точкамъ свлзной системы, во времл ел движенiл равны 

нулю, то тt111ъ самымъ не 11сR.ч:ючаемъ возможности существованiл 

другихъ силъ, об условливаемыхъ свлзностiю еисте~ш. 

Условiл (9~) позволлютъ найти соотношенiл (рлдъ уравненiй) 

:меж~у данньнrи с.илами, данньнш отношенiлми возможныхъ пере~1t

щенiй другъ къ другу и иско111ыми ускоренiлми. Это распаденiе усло

нiй (63) на рлдъ уравненiй движенiл совершаетсл подобнымъ же 

образо)1ъ, 1шкъ въ с.лучаt равновtсiл, разсмотрtнно~1ъ въ предыду

щемъ параrрафt. Найдл та:юа1ъ образомъ )'СКоренiл, мы опредtллемъ 

по нимъ движенiе точекъ системы съ помощiю суммованiit, смыслъ 

которыхъ былъ разълсненъ въ § 1 () и § 11, но про11зводить кото

рыл учитъ насъ Интенгральное Исчислепiе. Полнымъ изслtдованiемъ 

всtхъ елtдствiй, вытекающихъ изъ условiй (63), занимаетсл Ана

.п1тическал ~Iех!шика. Мы огранич1п1сл выводомъ 11зъ нихъ нtкото

рыхъ общ11хъ свойствъ движенiл еистемы. 

§ 31. Измtненiя количества движенiя и его момента, отнесен
ныя къ единицt времени. 

Предположимъ, что даннал систе~~а, кромt вслкихъ другихъ 

возможныхъ длл ел точекъ перемtщенiй, можетъ передвигатьсл всt

ми своими точкам11 одинаково по всtмъ направленiлм:ъ. Въ этомъ 

c.;:iyчat 111ежду возможными совмtстными перемtщенiлми 8х, 8у . .. то
ченъ системы найдутсл такiл, при которых,:, вс·t 8х б}·дутъ длл каж

.доfi изъ точекъ одинаковы, и равны, положимъ, 8а ; точно также всt 
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оу = 8ъ, всt lz = Jc. У словiе ( 93) длл такихъ пере:мtщенitl обра
щаетсл въ 

'.' " " оа~ (X-mgx)+ оЬ~(У -mgy) + ос~ (Z-mg,) < О. (97) 
, 

Давал величина:мъ 8а, 8Ъ, 8с различныл произвольныл безконечно :ма
лыл положитедьныл и.1п отрицателы1ыл значенiл, мы буде11ъ по.ч

чать проложенiл на оси координатъ раз.ilичныхъ произвольныхъ пе

реА1tщенiй точекъ системы по раз.1ичньн1ъ направ,1енiлмъ, но одина

ковыхъ д.н всtхъ точекъ. Если такiл пере}1·tщенiл ддл системы воз

можны, то, вслtдствiе совершенной произвольности величинъ 8а, 8Ь 

и ос, условiе (97) можетъ то.11ько тогда быть вполнt удов.ilетворено, 

когда каждый изъ множитеий при упоАшнутыхъ трехъ производь

ныхъ веш1ч11нахъ будетъ равенъ нулю, т. е. когда 

~тgх=~Х, ~mg,= ~z. (98) 

Но, на основанi11 ;§ 7, (16), мы шгtемъ вообще: 

'\"' -~ dvx .... mgx--· ~mdt и т. п., 

и.11и такъ каиъ еумма приращенiй равна очевидно приращенiю суъ1мы, то 

~mgx = d}:.t?_iVx 
dt 

II т. п., 

гдt приращенiе беретсл алгебраическое, какъ бы.10 обълснено въ 

§ 7. Такимъ образомъ урр. (98) превращаютсл въ 

(l};mvx == ~х ' 
dt 

d~mvY_=~Y 
dt ' 

(l~n~~=~Z, 
dt 

(99) 

гдt д·tвыл частп выражаютъ очевидно а.пебра11ческiл приращенiл 

слагающихъ количества движенiл системы по ослмъ коорд11натъ, от

несенныл къ единиц·!; времени, или короче-из м t не н i л уnовrлнутыхъ 
слагающихъ со вре:менемъ. Три уравненiл (99) очевидно выража

ютъ тоже самое, что уравн. ( 51 ), ( § 25 ). Д titствительно, это послt;~.

нее уравненiе DIЫ ПОJ1учаемъ непосредственно, скдадывал геоD1етри

чески урр. (99). При этомъ геометрическал сум~~а трехъ слагающих·1 

~Х, ~ У, ~z nредстав11тъ очевидно геометрическую сумму вс·tхъ си.1ъ, 
nриложенныхъ къ то•шамъ системы; т. е. 

~х + :ЕУ + ~z = Г.F; 



§ 31 Г.11АВА II. Пrинцицы Динл:мпки. 175 

точно также rеометр11ческ-ая сумма трехъ И3111'1шенiii составллющихъ 

количества движенiл представптъ изм·вненiе самаго ко.11ичества дв11-

женiл, т. е. геометрической суш1ы rmv. Таки:мъ образомъ ~ты по

.1учи:мъ: 

дimv =Г.F 
dt , (100) 

гд·t, суммы и ихъ приращенiн берутся rеометр11чески. Изъ ур. (100) 
выводи:мъ . т·вже самыл ааключенiн д.1я данноii свлзной системы, какъ 

и изъ ур. (51)-д.11я еnодобной консервативной. 

Предпо.1ожимъ еще, что данная спстев~а, кром·в своихъ прочпхъ 

воз.можныхъ пере:мtщенiй, можетъ еще всtмп свошш точкают вра

щаться безконечно ма.110 около всякой произвольно выбранной оси_ 

Пусть 8rx., 8~, 81 будутъ три произвольныл вращенiл около трехъ осей 
координатъ; тогда, на основанiи § 13, мы знае111ъ, что, придавал эти.111ъ 
величинамъ произво.11ьныл по.1ожите.~.rьныл нш1 отрицате,1ьныл зна•1е

нiл, мы можемъ съ помощiю пхъ представить всевозможныя враще

нiл около всевою1ожныхъ осей. Если р, q, 1· будутъ какiя-ш1бо про

извольныл уr.1овыл скорости, съ которыми произведены вращенiл 

orx., t~, 81·, въ теченiи элемента времени dt, то очевидно, что 

011.. = pdt , 8~ = qdt , 8,=rdt; 

если и, v, w О1'дутъ при ,этомъ сr,оростн точки (х, у, z) спсте~1ы, то 

пере:мtщенiл ох, оу, 8z этоii точки будутъ очевидно 

lx=иdt, 8у = vdt , 8z .= wdt . 

На основанiи эп1хъ соображенiй, помножал 06':в части урр. (80) (§ 13) 
на dt, мы находю1ъ едtдующее выраженiе ддл сов.мtстныхъ пер,е

:мtщенifi точекъ системы при ел вращенiи на 8rx., 8~, 81: 

дХ = 1f6'[-Z6~, 

8y=z8rx.-x81 , 

82 = х8~ - у8а. . 
(101) 

Въ этихъ уравненiяхъ множ11теJш х, у, z будутъ раз.11ичны ддл раз

.1ичныхъ точекъ системы, 11шож11тели же 8u., 8~, Ву-одинаковы. Под
ставлял перемtщенiл (101) въ условiе (93) и прнравнпвал нрю 

:множитеди при произво.11ьныхъ nелич11нахъ 8rx., l~, 81, JIIЫ полу
чаемъ: 
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!m(zg1.-yg,)= !(Y&-Zy), 

!т (xg, - zg".) = !czx - Xz), 

!m(ygx-Xgy)= !(Ху- Ух). 

§ 31 

(102) 

Сравнивал эти уравненiл с.ъ выраженiлми (38) (§ 23) слагающихъ 

моментовъ по ОСЛ!IЪ координатъ, мы находиJ11ъ, что лtвыл части 

( 102) представллютъ слагающiе 1110J11енты из м t н е н i л количества дви
женiл по ослмъ координатъ, а правыл-111оменты пр1шоженныхъ силъ. 

Написавъ лtвыл части ( 102) въ в1цt 

![z d(mvr)-y d(mvz)] 

dt 
п т. ;i:. 

rдt символъ d обозначаетъ безконечно малое алгебраичес1юе прира

щенiе, въ теченiи элемента времени dt, мы найдемъ, что чис.лители 

этихъ выраженiii представлтъ слагающiе моменты приращенiй кол~1-

чества )fвпженiл. Но моментъ приращенiл вектора равенъ приращенiю 

моll1ента того-же вектора (§ 24, ( 4 7) ); елtдовательно: 

![z d(mvy) - у d(mi·,) d !czmvy -yniv.) 
(103) 

dt - ' dt 

и т. д. Складывал гео11етрпчески правыл и лtвыл част11 выраженШ 

(102), и обозначал черезъ д ДЛИН)' перпендикуллра изъ начала ко

ординатъ на направленiе соотвtтствующаго ускоренiл g (геоl11етриче

скоit суl11мы gx + 9r + g,), а черезъ ь-длпну перпендикул11ра изъ 

·начала на направленiе при.11оженноtt силы F (геометр11ческой суммы 

Х + У+ Z), мы нахо;1имъ: 

}:тg.д= ):Fь, (104) 

выраженiе тождественное съ (55) (§ 2·5 ), при чемъ обt суммы 1: 
берутсл геометрически. Обозначал зат't.мъ черезъ 8 д,1ину перпен
дикуллра пзъ начала координатъ на направ.11енiе екорости v (геоме

трпчесRоti C)'Ml\lЫ t'x + t"y + t'т.), 11 ПОМНЛ, ЧТО 

л):тv.8= }:cтg.д)dt, 
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rдt сю1волъ д обозначаетъ геометрическое· приращенiе, мы полу

чаемъ изъ (104): 

л)}пv.8 ~ 
dt = ..LF.b; 

(105) 

т. е., въ случа·в существованiл упомлнутыхъ вою1ожныхъ пере

в1tщенiii, приращенiе (геометрнческое) момента коли

ч: е с т в ъ д в и ж е н i н с и с т е мы и з м t р н е т с н м о м е н т о в1 ъ п р и
л о ж е н н ы х ъ с и л ъ. 

Слtдовательно вообще: е с л II д л н то ч е к ъ с в л з но II с и

ст ем ы существуетъ возможность одновре!\1енныхъ 

произвольныхъ, но одинаковыхъ длл.всtхъ то_чекъ, по

с т у п а т е л ь н ы х ъ п е р е м t щ е н i ii и в р а щ е н i ii, т о п р и л о ж е и
н ы я с и л ы пр о п з в о д н т ъ в ъ с и с т е м t т а к о е-ж е и з м t н е
н i е к о ли чес тв а д в иже н i н и его момент а, к а к ъ в о в с л

к о ii с в об одно ii к он сер ват и в но ii: с ист ем t; т. е. одна и та

же геометрическая сумма прю1оженныхъ силъ обусловитъ _одно и 

тоже измtненiе количества движенiл, къ какой-бы систев1t силы, 

составллющiл эту данную геометрическую сумъ1у, ни были приложены, 

лишь-бы упомлнутал система мог.11а всtми своими точками одинаково 
поступательно перемtщатьсл; точно также одинъ н тотъ-же моментъ 

силъ всегда произведетъ одинаковое измtненiе моъ1ента ко.11ичества 

движенiл систев1ы, какова-бы она ни была, лишь-бы ел точки могли 

одновременно вращаться около пропзво.11ьно выбранныхъ осей. 

§ 32. Центростремительнан и центробtжнан силы. 

Мы уже· видtли въ § 7 и § 8, что ускоренiе вслкаго криволинеii
наго движенiл можетъ быть разложено на два слагающихъ ускоре

нiя, изъ которыхъ одно всегда совпадаетъ съ направленiемъ движе

нiя, а другое ему перпендикуллрно и направлено къ центру соприка

еающагосл круга; первое есть та н ген ц i аль н о е ускоренiе, вто

р-ое-ц е н трос трем и тельное. Сообразно съ этимъ, всякал си.11а, 

обуслов,швающал криволинейное движенiе матерiальноii точки, раз

.11агаетсл на двt-т ан г е н ц i а л ь ну ю и ц е н т р о с т р е м и т е л 1,

н у ю. При прлмолинеiiномъ движенiи свободной матерiальноti точки, 

можетъ дtiiствовать только одна тангенцiальнал сила; при равномtр-

12 
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номъ криволинейномъ-одна центростремительнал, величина которой 

вообще различна длл каждаго элемента криволинейнаго пути, и остается 

постоянною, только есю1 путь круговой. Если 1·очка не свободна, то 

мы можемъ представить себt ел движенiе криволинейнымъ, безъ дtй

ствiл какой либо приложенной силы, при чемъ измtненiе направле

нiл. пути будетъ происходить вслtдствiе условiл несвободы точки, 

а самое движенiе r.1ожетъ быть сл·tдствiемъ скорости, сообщенной 

точк·t на первомъ элементt ел пути. Примtръ такого рода движенiн 

представитъ точка, вращающалсл равноr.1tрно около центра, съ кото

рымъ она связана нерастяжимою нитью, или точка, движущалсл рав

но:мtрно по изогнутой проволокt, которую она не можетъ оставить, 
или точка, движущалсл внутри криваго канала, и т. п. Во всtхъ 

этихъ движенiлхъ несвободной точки существуетъ центростремитель

ное ускоренiе, а сл·tдовательно должна существовать и центростре

:мительнал сила. Если эта послtднлл не дана, какъ нtкоторал .из

вtстнал сила, обусловленная извtстными другими дtйствующими мас

сами, то мы должны i1сточникъ ел искать въ тtхъ !Штерiальныхъ 

преплтствiлхъ, которыл ограничиваютъ въ данномъ случаt свободу 

движенiл точки. Поэтому мы говоримъ, что нить тлнетъ матерiальную 

точку къ центру, или каждый элементъ проволоки или канала, по 

которымъ проходитъ точка, толкаетъ ее RЪ центру соприкасающагосл 

круга. Но если какал нибудь матерiальнал система своимъ присут

ствiемъ обусловливаетъ какiл либо с·илы на другую систему или 

точку, то эта послtднлл, по третье~1у закону Ньютона, должна дtit

ствовать на первую съ силами равными и противоположными. Слt

довательно, если въ данномъ случаt матерiальныл преплтствiл обу

словливаютъ дtйствiе на несвободную · тQчку центростремительной 
силы, то и сама движущалсл матерiальнал точка должна дtйство

вать на эти преплтствiл съ силою, равною и противоположною цен
тростремительной.; такал сила называется центр о б t ж ною. Дру

гими словами, если нить тлнетъ матерiальную точку къ центру или 

если каждый элементъ проволоки толкаетъ эту точку къ центру, то 

и сама движущалсл точка обратно натлгиваетъ нить и обратно тол

каетъ элементъ проволоки про'{ь отъ центра. Что такал центробtж

нал сила дtй.ствительно существуетъ, мы видимъ изъ того, что съ 

увеличенiемъ скорости, квадрату которой эта сила должна быть про

порцiональна, нить обрывается и проволока ломается. Rpoмt давле

нiл на матерiальныл преграды, обус.ловленнаго центробtжною силою, : 
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:м:ожетъ еще очевидно существовать давленiе, обусловленное какою 

.либо приложенною силою, если эта послtднлл, или часть ел, дtit

,ствуетъ въ направленiи нево3можныхъ перемtщенiit. 

Къ тt11ъ же самымъ выводамъ относительно существованiл и 

~шаченiл центробtжноit силы мы прiйдемъ, если будемъ разыскивать 

длл несвободной точки величину потерлнноii силы, удовлетворлющеit 

·общему уеловiю движенiл (93). Если величина и направленiе прило

женной къ точкt т силы будетъ F, а величина и направленiе уско

ренiл g, то величина и направленiе потерлнной силы выразитсл rео

:метрическою разностiю 

F--:-- mg. (106) 

.Эта сила должна быть уравновtшена данными сопротивленiлми, обу

словливающими несвободу точки. Если точка не можетъ оставить 

данную поверхность', то на основанiи условiй равновtсiл, которыл 
должны удовлетворлтьсл въ каждый моментъ движенiл, потерлннал 

-сила должна быть всегда перпендикуллрна къ поверхности, и вели

чина ел найдетсл, если мы каждую И3Ъ двухъ силъ (106) проложимъ 
ва нормаль къ поверхности и найдемъ алгебраическую сумму этихъ 

проложенiй. Слtдовательно, если Р будетъ величина потерлнной си

лы и п-направленiе нормалn въ какую нибудь сторону отъ поверх

ности, то 

Но, по § 7, 
Р = F cos (F,n) - mg cos (g,n). 

v2 
9 =9t+9n=9i+-, 

р 

(107) 

гдt ср1ма беретсл геометрически, g1 и 9n периендикуллрны другъ 

къ другу, v есть скорость движенiл, р-радiусъ соприкасающагосл 

хруга, и 9n направлено отъ окружности къ центру этого круга. Слt

довательно: 

v2 
g cos (g,n) = 91 cos (91,n)- - cos (!J,n), . р • 

еели направленiе р считать отъ центра къ окружности, т. е. проти 

воположно 9n. Но такъ какъ 91 и п перпендикуллрны другъ къ дру

rу, то (107) превращаетсл въ 

mv2 

P=Fcos(F,n)+-cos(p,n). (108) 
р 
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Если приложеннал сила равна нулю, то условiе движенiл обращаетсп въ 

' 
с \'\ ) \'\ о - mg cos g,os .os< , 

rдt 8s есть одно изъ возможныхъ перюгtщенiit точки въ каждый 
моментъ ел движенiл. Но если точка движетсл по поверхности, то 

длл нел возможны, какъ положительныл, такъ и отрицательныл велп

чины 8s; с.11tдовательно, или до.11жно быть g = О, и тогда нtтъ дви
;rенiл, или cos (g}s) = О, п тогда cos ( p,1z) = -+-1, вслtдетвiе чего 
по (108): 

mv2 

Р==-,··~, 
р 

(109) 

гдt знаки+- берутсл, смотрл потому, еовпадаютъ-ли? и п, и,ш направ.ле

ны другъ другу противоположно-. Ес.11и точка ~10жетъ оетавигь поверх-
• ноеть въ еторону, протпвоположную п, то Р до.11жно быть nеегда по.11ожи-

тельно и.11и нуль, длл того чтобы возможнал работа-Р8п оетавалаеь 
веегда отрицательною иди нуле~1ъ. Въ такомъ сдучаt, ееш1 cos (F,1z) и 

cos (р,п) въ (108) положительные, то движенiе~возможно по поверхностп 
со велкою екороетiю; ееди оба коеинуса отрицательные, то движенiе 

по поверхноети невозможно; ее.11и знаки коепнуеовъ различные, то 

движенiе возможно, когда 

mv2 

Fcos(F,n)>-~ cos(p,n), 
? 

И.ПI 
mv2 

-: F ros (F,n)< -р- cos (р,н), 

е~1отрл по тому, будетъ-ш1 cos( F, 1z) по.1ожпте.1ьный 1ш1 отрицатель

ный. Еелп наконецъ, 

ти2 

Fcos (F, п) = - -- cos (?, п), 
? 

(110) 

то давлснiе Р = О, и движенiе проиеходптъ такъ, какъ будто точка 

была евободна, т. е. вно.111·t, обуедов,шваетел только одною еи.11ою 

F, независи;,110 отъ присутетвiл поверхности. 

§ 33. Нинетическая энерriя. 

Въ предыдущихъ параграфахъ мы разсматривали работу, кото

рую данныл е11.1ы то,1ько ~10гш1-бы сд·tлать при данныхъ уеловiпхъ. 

Теперь обратш,сл IiЪ тoii работ!;, которан дtitетв11тельно совершаетел 
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силами прп данно111ъ движенiи ихъ точекъ прш1оженiл. Прежде всего 

опре;~tлпмъ работу, совершае111ую ус1<орительною силою. 

4 Пусть 08 (рис. 60) будетъ крпволинеiiныi! 
/ путь, Пi :котороnrу происходптъ движенiе данной 
"'~Ь ~s матерiальноii точки т, свобо;щой или нtтъ, и Og-
I s направленiе ускоренiл въ точкt О этого пути. Для 
о у ;;. :каждой точ1;и путп, вообще говорл, величина п 
- 3 

Рис. 60. направленiе уекорепiй будутъ ра3.тrичны; но длл 

дв)'ХЪ безконечно близкихъ точекъ величины и направленiя )'Cкopeнitl 
будутъ др}'ГЪ отъ друга отличатьсл бе3конечно мало, если движенiе 

П3мtнлетел непрерывно. Въ этомъ предположенiи мы всегда 111ожемъ 

'отложить отъ точки О, вдоль по траэкторiи 08, пtкоторую без11:о
нечно 11~алую длину пути Os, длл Rоторой величина и направленiе 

уекоренiл останутся неиз~гJ;ннымп. Еелп элеl\rентъ Os будетъ безконечно 
мальп1ъ, то II3Ъ этого вообще не сдtдуетъ, что онъ долженъ быть прл-

111ошшеiiнюrъ, ибо не вслкал безнонечно малал чаеть крпвой линiи 

предетав.тrяетел прлыошшеr'iпымъ элеыентолъ, хотя на такiе эле111енты 

вслкал кривал 111ожет'Ь быть разбита. Разбить путь двпжущеiiея точки 

на прлмолинейные эле111енты-значптъ сравнить данное движенiе съ 

без11онечнымъ рядомъ друrихъ различныхъ равномtрныхъ движенiй, 

11зъ 1,оторыхъ каждое без.конечно бди3ко нодходитъ къ данно!1у, со

вершающемусл на той пли другой части пути. Разбпть движенiе на 

рлдъ элементовъ съ постолнныl\rи, но длл каждаго элемента разными, 

ускорснiл111и, зна9итъ с,равнить данное двпженiе съ безконечню1ъ рл

до111ъ других ъ разлпчныхъ параболпческпхъ движенiii, нзъ которыхъ 

каждое безконечно б.rrизко по;~:хо;щтъ къ данно:11у, на соотвtтствую

щеii части пути. Таюа1ъ образомъ, элементъ Os, отложенный нами 

вышеописанню1ъ епособо111ъ, представитъ собою часть параболы, :ко_ 

торал nrожетъ на длинt Os совпадать еъ кривою Os. Пуеть Оу и Ох 

будутъ проложенiл элемента Os на наиравленiе уекоренiл g 11 на на

дравленiе ОА къ нему перпендикуллрное. Тогда работа dL ускори
те.гrьной силы mg на элементt пути Os будетъ равна по (60) произ
веденiю изъ проложенiя nеремtщенiя на силу и величины силы, т. е.: 

dL1 == mg . Оу . (111) 

Но путь Оу проходитсл проложенiемъ движущеfiел точки рав

НО)Itрно уе:~;оренно (ем. § 9), еъ ускоренiемъ g; слtдовательно, если 
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мы обозначимъ черезъ u0 и tJ 1 начаJ1ьную и конечную скорости про

доженiл на пути Оу, то (§ 6, (10)): 

откуда 

(112) 

Такъ какъ направленiе О.А. перпендикуллрно къ направленiю 

ускоренiл, то скорость движущеiiсл точки по О.А. будетъ неизмtнна. 

Называл эту скорость черезъ u, а начальную и конечную скорости. 

по траэкторiи - черезъ v0 и v1 , мы буде~1ъ имtть: 

Vo2 = U2 + tJ/ ' v/ = U2 -+- tJ/' 

всJitдствiе чего (112) превращаетсл въ 
2 2 

dL 
_mv1 _ mv0 
i- 2 2 . (113) 

ПоАовина произведенiл изъ массы движущеiiсл точки и квадрата 

ел скорости называетсл к и в е т и ч е с к о ю э н е р г i е ю ИJlи жив о ю 

с и Jl о ю "') данноii массы. Выраженiе (113) показываетъ, что р а

б о т а у с к о р и т е JI ь в о ii с и JI ы н а э JI е м е н т t п у т и, п о к а у с к о- , 
р е н i е о с та е т с л в е и з м t н в ы м ъ, и з м t р л е т с л п р и р а щ е

в i е м ъ к ин е т и ч е с к о ii э н е р г i и н а , э т о м ъ п у т и. 
Если эJlементъ пути безконечно маJiъ и измtненiе движенiл про

исходитъ непрерывно, то упомлнутое приращенiе живой силы будетъ 

тоже безконечно мало; обозначал это приращенiе символомъ d, мы 

можемъ форм. (113) представить вообще въ видt 

(114) 

ДJIЛ вслкаго эJiемента пути. 

Къ тому же самому мы прiiiдемъ, вычисллл: работу слагающихъ 

ускоритеJiьныхъ силъ по осл:мъ координатъ. Пусть dLx, dLy, dL.._ 
будутъ работы, выполнле:мыл соотвtтственно силами mgx, mgr, mgz, 

въ теченiи элемента времени dt, и пусть dx, dy, dz будутъ проло

женiл на оси координатъ элемента пути ds, проходимаго въ теченiе 

времени dt точкою приложенiл этихъ силъ. Тогда 

*) Н1;которые авторы называли ж II в о ю с 11 .:i о ю пропзведенiе mv2• 
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dLx = mgx . dx, dLy = mgr . dy , dLz=mgz. clz. 

Обозначал затtмъ черезъ u0 , u0 , tt\, u1 , u1 , m1 слагающiл ско

рости по ослмъ координатъ длл начала и конца времени dt, и помнл, 

что, въ теченiи элемен:га времени dt, движенiл по ослмъ координатъ 
могутъ быть разсматриваемы, какъ равномtрно ускоренныл, мы наii

де~1ъ, что 

2 2 d _ U1 - Vo 
У- 2gy ' 

2 2 

d W1 - Wo 
Z= ' 2gz 

откуда 

но такъ какъ 

dL = dLx -f dLy + dLz ' 

U/ т U/ + W/ = v/. 
то 

dL={(mv/-mv/). 

Белкую конечную длину криволинеiiнаго пути матерiа.1ьноit точки 
мы разобьемъ на рлдъ послtдовательныхъ элементовъ, съ постолн

ными ускоренiлми. Если движенiе непрерывно, то конечнал скорость 

предыдущаго элемента будетъ начальною скоростiю послtдующаго. 

Называл черезъ v2 , v3 .•• v екорости въ концахъ втораrо, третьлго 

и т. д. до послtднлго п-наго элемента разс}~атриваемаго пути, мы 

наitдемъ, что работы ускорительной силы, dL1 , dL2 , • .• dL, на этихъ 

элементахъ будутъ 

aL -m(2 2) 
. i -2 V1 -Vo ' 

dL _ m ( 2 2) - 2 V -Vn-1 • 

Складывал предыдущiл равенства (алгебраически), мы получаемъ 

въ лtвoit части алгебраическую сумму 
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dL1 + dL2 + . . . dL , 

:которал представитъ работу ускорительной силы, · дtйствующей не
прерывно и перемtнно, на всtхъ элементахъ пути 08, отъ того мtста, 
rдt скорость движущейсл TO'IIШ есть v0 , до !ого мtста, гдt эта ско

рость есть v. Называл эту ин те r р аль ну ю работ у черезъ L, 
111ы по.~1у'lпмъ въ резулыатt сложенiл упо11шнутыхъ равенствъ: 

mi,2 mv 2 

L=----o 
2 2 ' (115) 

откуда видимъ, что р а б от а у с к ори т ел ь н о it с пл ы на в с л к ом ъ 

п у т и и з 111 t р н е т с н п р и р а щ е н i е ~, ъ к II н е т II ч е с к о й э н е p
r i 11 на этомъ путп. 

Если n1ы ш11;е,1ъ цtлую систе111у 11~атерiал1,ныхъ точекъ, то ра

бота ускорптельныхъ сплъ д.1л каждой изъ нихъ выразитсл разностiю 

(115 ). Алгебраи'lескую сум~,у жпвыхъ с11лъ вс'l,хъ движущихсл то

qекъ е11сте111ы, взлтую д.11л даннаго 111омента nре111енп, буде111ъ назы

вать Б II нет п ческою э не р r i ею с ист ел ы. Если 111ы обозпачимъ 

T=~~mv 2 и T0 ={~mv/, (116) 

rдt алrебраиq~скал су11н~а беретсл по всtмъ единовременнымъ екоро

стлмъ точекъ спстемы, и если 111ы подъ L будемъ подразумtвать работу 
всtхъ ускорптельныхъ сплъ, при одновременномъ переходt то'lекъ 

с11сте11ш отъ ОJнtхъ скоростей къ друrимъ, то О'lевидно, получш1ъ: 

L = Т- Т0 • ( 117) 

ОбратиJ1Iсл теперь къ работt, совершаемой силами, приложенными 

къ тоqка111ъ систе111Ы, при дtйствительно111ъ перемtщенiи Э'1·ихъ по

с.1tднихъ. Пусть ds будетъ эле111ентъ пути, пройденный о~ною изъ 

тоqекъ системы въ теqенiи эле111ента вре)rени clt; если F представ

ллетъ велиq1шу п направленiе силы, приложенной къ этой тоqк·в, то 

работа силы F при упомлнутомъ перемtщенiи будетъ F cos (F, ds) ds. 
Соотношенiе между суммою работъ силъ, приложенныхъ къ то'lкамъ 

систеш,1, и суюrою работъ ускорптельныхъ силъ представляетсл 

ус.11овiе111ъ (92') длн вслкпхъ совмtстныхъ возъ1ожныхъ перемtщенiй 

систю1ы. Но данныл дtиствительныл совмtстньш перемtщенiл то'lекъ 
системы оqевпдно тоже принадлежатъ къ qислу воз111ожнь~хъ; поэтому 

условiе ( 92') должно относитьсл та~;же и къ дtйствительнымъ пере

мtщенiлмъ, длл которыхъ оно обращаетсл въ 
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1 [Fcos(F ,ds)-mgcos(g, ds)] ds <О, (118) 

rдt игебраичеr.кал сумма беретсл по вс,tмъ точкамъ системы. 

Если условiл, свлзывающiл возможныл перев1tщенiл точекъ си

стев1ы, остаютсл одни и тtже длл вслкаго времени, то очевидно, что, 

рлдомъ съ систе~1ой д·tйствительныхъ перемtщенifi, непремtнно должна 

существовать система другихъ возможныхъ пере111tщенiй, прлмо про

тивоположныхъ первымъ. Если такъ, то выраженiе (118) -должно 
длл каждой системы дtйствительныхъ перемtщенiii обращаться въ 

ну ль. Д tйствительно, если-бы это выраженiе дtлалось отрицатель

нымъ длл системы дtйствительныхъ перемtщенiй, то оно дtлалось-бы 

необходимо положительнымъ длл системы возможныхъ перем·tщенiй, 

прлn10 про'Гивоподожныхъ дtйствительнымъ; а положительнымъ оно 

по условiю не можетъ быть ни при какой системt воз11ожныхъ пе

реD1·tщенiй. Итакъ, полагал (118) равнымъ нулю II ПО!IНЛ (114), 
мы подучае111ъ, что работа прпложенныхъ силъ равна работt ускори

тедьныхъ сплъ; т. е.: 

~ . ~ (mv~\ 
~ F cos ( F, ds) cls = ~ d \-2 1 

, (119) 

шш такъ Rai,ъ суш1а приращенiй каю[ХЪ дибо велич11нъ равна оче

видно пр11ращенiю су111мы этихъ величинъ, то 

~ ~mv
2 

~ cos (F, ds) cls = d ."'- 2 се= ат, (120) 

или 

(Xdx + Уdу-т- Zdz) = dT; (120)' 

т. е. работ а п р II ложен н ы х ъ с.пл ъ пр и к аж дом ъ элем е н

т ар н о~, ъ п е р ем ·t щ е н i 11 то ч е Б ъ с и с.те l\I ы, об)' с. л о в л е и

ном ъ эти ~1 п с ил а ми, из м t р л е т с л с, о от в t т ст в е н н ы м ъ 
п р II р а щ е н i е м ъ к н н е т II ч е с к о й э н е р г i и с. и с т е м ы. 

Ск.11адывал работы, про11зводимыл приложенными силами на каж

домъ изъ рлда послtдовательныхъ элементарныхъ перемtщенiй си

стемы, мы получимъ работу L, произведенную упомянутыми силами, 
при любомъ конечномъ перемtщенiи системы изъ одного положенiл 

въ другое. Точно также, складывал приращенiл кинетичес.кой энергiи 

при тtхъ-же элементарныхъ перемtщенiлхъ, и помнл, что кинетичес:кал 

энергiл при концt одного перемtщенiл будетъ очевидно начальною 
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длл послtдующаго перемtщенiл, мы получимъ приращенiе кинетической 

энергiи на всемъ конечномъ переходt. Слtдовательно, обозначал че

резъ Т0 и Т начальную и конечную величины кинетической энергiи, 

соотвtтствующей данному переходу, мы получимъ, на основанiи (120): 

L=T-T0 ; (121) 

т. е. работ а с ил ъ, об у слов ли в а ю щи х ъ д в иже н i е с ист е

м ы, р а в н а в с е г д а с о о т в t т с тв е н н о м у к о н е ч н о м у и л и 

б е з к о н е ч н о III а л о м у п р и р а щ е н i ю к и н е т и ч е с к о й э н е р

г i и с и с те :м ы. 

Въ случа·t мгновенныхъ силъ, исходл изъ условiл· (93)', если 
оно длл дtйствительнаго движенiл обращаетсл въ нуль, имtемъ: 

d - t ' и - Ио t2 - Uo + и t 
Х-Ио T2_t_ --2- ' 

d 
v0 +v y=--~t, 

2 
w0 +w 

<i.Z = --2- t , 

ибо силы, дtiiствующiл въ теченiи безконечно малаго времени t, 
:могутъ быть принлты постолннымn, а соотвtтствующее движенiе -
равномtрно ускореннымъ. Поэтому заъ1tнлл въ (93)' возможнюi пе
ремtщенiл 8х, оу, 8.z дtliтвительными dx, dy, dz, получимъ: 

~ (J. u0 + и J. v0 + v , J. W0 + W) = Т-Т 
"- х 2 + r 2 , , 2 о, (121 )' 

или такъ какъ 

Jx = J COS ( J, Х) и т. д., и= V cos (V, х) и т. д. 

гдt V есть результирующал отъ и, v, w, и такъ какъ 

cos (J, x)cos (V, х) + cos (J, у) cos (V, у)+ cos (J, .z)cos (V, .z) 
= cos (J, V), 

то ( 121 )' можно представить въ такомъ видt: 

1 } J[ V0 cos ( J, V0 ) + V cos (J, V) = Т - Т0 , (121)" 

или 

1{J(V0 + V)=T--T0 • 

Итакъ, длл измtренiл работы, произведенноli силами, прило

женными къ точкамъ си~темы, нужно знать, кромt массъ, свлзан_ 

ныхъ съ этими то•шами, еще только ихъ начальныл и конечныл ско-
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рости, независимо отъ формы пути, пройденнаго каждою точкою, или 

отъ из:мtненiл силъ, дtйствовавшихъ на этомъ пути. Но отсюда не 

слtдуетъ однако, что упо:млнутал работа или приращенiе кинетиче

ской энергiи не зависитъ, при данной формt пути, отъ величины силъ, 

дtйствующихъ на каждомъ его элементt, или, при данныхъ си

лахъ-отъ формы пути; ибо, хотн работа силъ и вычпсллетел только 

с~ _помощiю начальныхъ и конечныхъ скоростей, эти послtднiл од

нако, при различныхъ силахъ и при различныхъ формахъ путей ихъ 

точекъ приложенiл, вообще будутъ различны. 

Должно обратить вниманiе на то, что, на основанiи общаго усло

вiл движенiл (118), только с ум 111 а раб0тъ приложенныхъ силъ равна 

с ум м t работъ ускорительныхъ силъ, и слtдовательно-приращенiю 

с ум мы живыхъ силъ системы. Но изъ этого равенства не слtдуетъ 

общее заключенiе, что работа каждой отдtльной силы, дtйствующей 

на какую-либо точку системы и обусловливающей ел движенiе, вообще 

равна работt ускорительной силы, приложенной къ той-же точкt. 

Поэтому прпращенiе живой силы каждой отдtльной точки системы, 
измtрнн работу ускорительной силы этой точки, независюю отъ ве

личины ускорительныхъ силъ другихъ точекъ, не будет'ъ вообще пред
ставлять также работу силы, приложенной къ этой точкt. Точно также 

работа иотерлпной силы не будетъ равна нулю д.11л каждой отдtльноit 

точки системы, при ел дtйствительно~1ъ движенiи, а будетъ нремъ 

только сумма работъ потерлнныхъ силъ длл всtхъ точекъ системы. Толь

ко въ случаt, если точки системы совершенно свободны, приложенныл 

силы тождественны съ ускорительными, и всt зак.11юченiл, относл

щiлсл къ работt ускорительныхъ силъ, и:мtютъ мtсто и д.1л работы 

приложенныхъ силъ. 

Rинетическан энергiл, представ.11лл нtкоторую работу, измt

рлетсл очевидно единицами работы, т. е. эргами. Единицt кинетиче

ской энергiи будетъ очевидно соотвtтствовать живал сила единицы 

массы, обладающей скоростiю V'::f; или живал сила двухъ единицъ 

массы, обладающихъ скоростiю, равною едиющt. 

§ 34. Работа взаимныхъ сипъ. 
Прежде всего припо:мнимъ, что взаимныл силы, по самому сво

ему опредtленiю, суть силы центр аль н ы н; т. е. линiл направленiл 

каждой изъ взаимныхъ силъ, дtйствующихъ на данную матерiальную 
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точку, непремtнно щэоходитъ черезъ какую нпбудь другую мате~~iальную 

точку, или, друr11ми словашr, всюшл сида, дtйствiе котороii мы объ

лснлемъ присутствiемъ матсрiальныхъ массъ, должна разбиватьсл 

на составллющiл, направленныл къ какю1ъ .l!Ибо 111атерiал1нымъ точ

камъ. Такъ напрш1tръ, есш1 мы имtемъ двt точка А и В, изъ ко

торыхъ къ одной, положи111ъ точкt А, приложена нtкоторал сила F, 
то существованiе этой силы DIЬI то д ь к о то r да n1оже111ъ объяснить 

присутствiеn1ъ точки В, 11 говорить что В д t ii ст в у е т ъ на А 
с ъ с ил о ю F, когда F направ.Т\ена по линiп АВ; въ противномъ 

случаt DIЬI должны искать, плп предпо.1аrать, еще друriл матерiальныл 

точки, о;щу иш1 нtско.11ьr.о, 1,оторыл также дtfiствуютъ на точку А, 

по линiлмъ пхъ разстолнiii такимъ образо~1ъ, что ихъ силы, слагаясь 

съ силою, направленною по АВ, даютъ въ резу льтатt сплу F. Если 
ка~,ое ниб)·дь тtдо, 1,оторое )!Ы може)rъ всегда разсматривать, ка1,ъ 

совокупность матерiальныхъ точе~,ъ, обус.11ов.1111ваетъ свош1ъ присут

ствiемъ сиды, д·tйствующiл на другое тtло, то существованiе этихъ 

·нослtднихъ 111ы може~1ъ лпшь тогда обълснлть, согласно съ третьимъ 

законоn1ъ Ньютона, то 11 ь к о прпсрствiеDIЪ упо)!лнутаrо тt.11а, когда 

каждал пзъ сидъ, д'Бiiетвующпхъ на второе т·tдо, разбиваетсл на 

состаn.Т\лющiл, напраnденныл 1,ъ точка111ъ перваrо т·t,Т\а. Въ прот1шномъ 

номъ сдучаt мы доджны некать иди предполаrат1, сущестnованiе ещ11 

друrихъ псточниковъ сп.Т\ы. Точно также, приюп~ал, что источникъ 

сп..~ы вееrда найдетел въ какой дпбо матерiальпой ыассt, мы должны 

прпнлть, строго rоворл, что одна II таже даннал масса, находлсь въ 

о;щоn1ъ п толъ-же положенiп отное11те.1ьно дpyrotl 3Iассы, д·tiiствуетъ 

на эту пос.тtднюю всегда однпмъ II тtлъ-же образо)1ъ; сл·tдовательно, 
Баждал пзъ двухъ 1эавныхъ в.Jашшыхъ с1шъ, съ r,акшш дtiiствуютъ 

друrъ на друга дв·t данныл n~атерiаJtьныл точки, останетсл всегда 

одна II таже, если взашшое 110,1ожепiе двухъ точекъ, т. е. ихъ ра:~

столнiс, пе пзмtнптсл, каи,-бы ни 11з111tнллось прн этоn1ъ ихъ поло

женiе относительно другихъ точекъ. Ес,шr прп одномъ и тоn1ъ-же 

газстоанiп 111ежю· двуыл взаюIО).itiiстnующпми точкаш1, но при l}аз

ныхъ положенiлхъ пхъ линiп соедпнепiа въ пространств·t, величина 

еилъ, дЬliствующпх ъ на ту шш другую то,rку, будетъ мtнлтьсл, то 

~1ы должны приписать такое измtненiе внtшней с,ил·t, псточюшъ ко

торой находитсл вн·в обtихъ данныхъ 11~атерiальныхъ точекъ. 

Переходл къ работt взапмныхъ, т. е. центр аль н ы х ъ силъ, 

представю1ъ себt спегва пpocт-t,iiшiti случаii, 1,оrда n1атерiальнал точка 



§ 3-! 

Lffl 
, L" 

~ 

Гллвл 11. ПР11Нц1шы Дпнл:11111111. 189 

А (рлс. 61) притнгиваетсн или оттал
юшаетсн другою неподвижною матерi

ал1,ною точкою О. Ее.ли точка А свобод-

Al!..-----d-~:,---t;.---~ 
о 

на и на нее дtйствуетъ то.1ы,о сила, пс

ходнщан изъ О, то она будетъ двигать

ел въ ту шш другую сторону по линiи 

О.А.. Пусть линiл AG предстаnдлетъ 
дJ.пну пути, пройденнаго точкою А. 

Разбивал эту длпну на эле!1ентарны11 
Рис. 61. 

частп посредствомъ безчпсденнаго лно

жества точекъ Ь, с, d и т. ;i:., от5.~rадыван на перпендпкулнрахъ, воз

ставленныхъ изъ этихъ пос.1·tднихъ къ .пшiи А О, величины силъ, 

дt!iствующихъ на точку А, въ ел различныхъ разстоннiлхъ отъ О, 

и соедпнлн концы упомлнутыхъ перпендику лнровъ непрерывно кри

вою LM, 11ш получпмъ п.1оща.дь ..ALMG, которой велпчина предста
витъ, по § 26, работу пере:l\/tнной централы1ой сп.ш, дtйствующей 

на точку А, на ел пути AG. Такъ какъ разсматриваемал централь

ная сила изJ11tнлетсл только съ измtненiе111ъ разстолнiл А отъ О, 

то эта сила будетъ одна и таже на поверхности какой либо сферы, 

описанной изъ О, какъ центра; т. е. на точку А, помtщенную въ 

различныхъ пунктахъ упо~1ннутой сферпческоit поверхности, будетъ 

дtйствовать сила одной п той-же ве.11ичины, если эта си.11а обуслов

.11иваетсл только присутствiемъ матерiальноii точки О. П редположим1, 

зат1аrъ, что точка А не свободна, пли что на нее дtйствуютъ еще 

другiл силы, отклонлющiн ее отъ прлмолинеiiнаго пути AG. Пусть 
А' и G' будутъ начальное и 11:онечное по.11оженiл движущейсл точ

ки на вл новомъ пути, отстолщiл отъ О на столько-же, на сколь

ко въ первомъ с.11учаt отстон.11и положенiн А и G. Пусть кривал А' 

Ь' с' · : · G' представ.11летъ форму новаго пути между упомянутыми 

предt.11ами. Эта криван вообще можетъ не .11ежать въ одной плоскости. 

Описавъ око.110 О, какъ центра, рндъ сферъ, проходшцихъ послtдо

вательно черезъ точки А, Ь с . .. , мы разсtчемъ этими сферами 

кривую A'G' на элементарнын частп .А.Ь' Ьс' и т. д. Направ.11енiл 

CJl.llbl въ точкахъ А', Ь', с' ... представнтсл радiусами АО, Ь1 О, 

с'О ... , а ел ве.11ичины (тt-же, что въ точкахъ А, Ь, с ... )-пер-
пендикуллрамп AL, bL', cL" ... OtptЗiш А'Ь" Ь'с" c'd" ... п т. д. 

представлтъ проложенiл элементарныхъ путей на направленiл сидъ, 

дtйствующихъ на этихъ путлхъ. Упо~шнутые отрtзки будутъ оче-
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видно равны соотвtтственно отрtзкамъ .АЬ, Ьс, cd . .. , такъ какъ 
всt сферы концентрическiл. Работа силы на каждомъ изъ элементовъ 

пути будетъ равна произведенiю изъ величины силы (напримtръ -
линiи cL) и проложенiя элемента пути на направленiе силы (т. е. 

напримtръ, отрtзка c'd", или равнаго ему cd). Такимъ образомъ, 

е,умма элементарныхъ работъ на отрtзкахъ пути .А'Ь', Ь'с', c'd' .. . 
выразится черезъ 

AL. А1Ь" + bL' . b'i' + . . . 
= AL. АЬ + bL' . Ьс + cL". cd + . . . ' 

'ГО есть тою-же площадью .ALMG, что въ перво~rъ случаt. Итакъ, 

если точка движется подъ дtйствiемъ центральноrt силы, то работа 

этой послtдней 1п1tетъ одну и туже величину, какiе-бы пути ни нро

ходила движущался точка между двумл своими данными положенiлми, 

или вообще между двумл данными сферами, описанными около цент

ра силы. 

Если точка А остается неподвижною, а точка О движетсл, подъ 

дtйствiемъ центральной силы центра .А, отъ первоначальнаго раз

столнiл равнаго О.А до конечнаго разстолнiл НА= GO, то, по ра

венству взаимныхъ силъ, работа приложенной къ О силы будетъ 

'Гаже, какъ при движенiи точки А между тtми-же разиолнiлми. Дtй

етвительно, чтобы представить эту работу графически, мы должны 

строить отъ точки О туже самую площадь, какъ прежде отъ точки 

А, ибо, по равенству взаимныхъ силъ, отъ точки О вл·tво, вдоль по 

линiи О.А, будутъ возставлены такiе-же перпендикуляры, какъ AL, 
/JL' и т. д. Кромt того, хотя въ послtднемъ случаt сила, дtйствую

щая на точку О, будетъ противоположна по знаку силt, дtйствующей 

въ первомъ случаt на А, но и перемtщенiе точки О, подъ дtй

ствiемъ упомлнутой силы, будетъ противоположно по знаку перемt

щенiю ±очки А; слtдовательно работа силы, дtiiствующей на О въ 

разсматриваемомъ случаt, будетъ равна по величинt и по знаку ра

ботt силы, дtiiствовавшей на А въ предыдущемъ случаt. Если обt 

точки А и О движутся заразъ съ одинакими сцоростлми, не измtнлл 

слtдовательно своего разстоянiя, то работы ихъ взаимныхъ силъ 
будутъ равны, но противоположны по знаку, ибо силы эти равны и 

противоположны, а перемtщенiя ихъ точекъ приложенiя въ данномъ 

случаt одинаковы по величинt и по знаку. Если обt точки А и О 

движутся какъ угодно, п къ ихъ перемtщенiю будутъ приложены еще 



§ 34 ГЛАВА 11. ПРИНЦИПЫ ДинАМIШИ. 191 

перемtщенiя, о;~;инакiл дш1 обtихъ точекъ по величипt и по знаку, 

то сумма работъ двухъ разсматриваемыхъ взаим:ныхъ силъ при этомъ 

не измtю1тсл. Дtiiствительно, работа каждой изъ двухъ силъ на но

выхъ путлхъ, произшедшихъ отъ приложенiя вышеупомянутыхъ до

бавочныхъ перемtщепiй, будетъ равна (по§ 26, (62')) суммt работъ 
на прежнихъ пере.мtщенiяхъ и на прибавочныхъ; но работы обtихъ 
взаимныхъ силъ на этихъ послtднихъ перемtщенiлхъ равны и про

тивопол<'жны; слtдовательно алгебраическая сумма работъ на резуль

тирующихъ перемtщенiлхъ оетанетсн прежнлн. 

Предположимъ теперь, что обt точки А и О движутся заразъ 

по какимъ угодно путлмъ и псреходлтъ отъ разстолнiл j 1 между 

ними къ разстолнiю 12; опредtлимъ соотв·tтствующую суа1му работъ 

взаимныхъ силъ обtихъ точек·.ь.. На каждыхъ двухъ соотвtтствую

щихъ элементахъ путей, проходимыхъ одновременно точками А и О, 

будемъ прилагать къ перемtщенiлмъ этихъ точекъ повыл перемtще

нiл, одинакiл по вел11чин·t и знаку; кромt того выберемъ эти по

слtднiл такъ, чтобы они~ были еще всегда равны и противоположны 

соотвtтствующему перемtщенiю одной изъ точекъ А ю1и О. Сумма 

работъ разсматриваемыхъ взаимныхъ силъ отъ такихъ прибавочныхъ 

перемtщепiй не измtнитсн, и будетъ очевидно таже саман, какъ въ 

томъ случаt, когда одна изъ то•1екъ была-бы неподвижна, а другал 

перемtщалась-бы съ разстолнiн у1 относительно первой на разстолпiе 
"(2 • Но величина этой послtдней работы не зависитъ отъ формы пути 

движущейся точки между предtльными разстолнiлми "( 1 и у 2 ; слtдо

вательно заключаемъ вообще, что с ум м а раб о т ъ к аж до it пары 
в з а и м н ы х ъ с и л ъ н е з а в и с и т ъ о т ъ ф о р в1 ы п у т е й, п р о

х од им ы х ъ обtими взаимодtйствующими точками и 

о ст а е т с л в с е г да о дн а и та же м е ж д у о дн им и и т t м и-ж е 
п р е д t л ь н ы в1 и в з а и м н ы в1 и р а з с т о л н i л м и о б t и х ъ т о ч е к ъ. 

Если н·tсколько свободныхъ или свлзныхъ матерiальныхъ точекъ 

дtйствуютъ другъ на друга со взаимными силами, то сумма работъ 

всtхъ этихъ силъ при какомъ нибудь перемtщенiи точекъ будетъ 

слагаться изъ работъ силъ, съ которыми каждыя двt изъ точекъ 

системы дtйствуютъ другъ на друга, ибо работа равнодtйствующихъ 

силъ равна суммt работъ слагающихъ. Но сумма работъ каждой пары 

взаимныхъ силъ будетъ опредtляться только начальнымъ и конеч

ными разстоянiями соотвtтствующихъ двухъ матерiальныхъ точекъ; 

слtдовательно вообще: с ум м а работ ъ в с t х ъ в ;i а им н ы х ъ с ил ъ, 
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д t й ст в у ю щ и·х ъ меж д у м а тер i аль н ы 111 и то ч :в: а ми, с в о

б од н ы :ми ил и не с в об од н ы ми, дан н ой с ист е мы, о с тает

(', л в с е г д а о д н а и т а ж е п р и п е р е n1 t щ е н i л х ъ м е ж д у д в у ~1 л 
д а н н ы м и о т н о с и т е .11 ь н ы м и р а с п о л о ж е н i л м и э т и х ъ т о

ч е :в: ъ, по :в: а :в: им ъ-б ы путл 1\1 ъ он t н п перем t щ ал и с ь меж
ду д в)' мл у по 111 л нут ы ми р а::: м t щ е н i л 111 и. При этомъ остаетсл 
постолнною и _сумма работъ каждоti пары nзаиillныхъ силъ, но оче

видно-не каждой изъ взаюшыхъ силъ отдtльно, и не 1шждой резуль

тирующей взаимныхъ силъ, приложенной :в:ъ той иди другой точкt 

системы. Если нача.1ьное и конечное размtщенiл точекъ системы сов

падаютъ, то работа взаимныхъ силъ обращаетсл въ нуль; елtдова

те.11ьно, если точки системы, выйдл изъ нtкоторыхъ положенiit, послt 

рлда перемtщенiй оплть возвращаютtл къ этимъ положенiлмъ, то 

при этомъ работа взаимныхъ силъ равна нуJrю. 

Ес.11и мы имtемъ п матерiальныхъ TO'ltJKЪ, составллющихъ дан

ную систему и двпжущихсл подъ дtйствiемъ ихъ взаи1шыхъ силъ, 

то, выдtлпвши изъ числа п чис.110 т матерiальныхъ точекъ, мы мо

жемъ утверждать, что работа взаимныхъ силъ между этими т точкюш 

будетъ одна и таже длл всtхъ путей между двумл данными размt

щенiлми т точекъ; но при этомъ не будетъ одна и таже работа всtхъ 

силъ, дtйствующихъ на эти точки, ибо :в:ъ нимъ прилагаютсл еще 

силы, завислщiл отъ остальныхъ 1z-m точе:в:ъ системы; а работа 

этихъ силъ будетъ тогда, при данныхъ условiлхъ, одна и таже, когда, 

при различныхъ путлхъ выдtленныхъ т точекъ 111ежду дву!ш ;rан

ными ихъ размtщенiлми, остальныл п - т точекъ будутъ каждый 

разъ перемtщатьсл только въ предtдахъ между двумл одними и тtмп

же распо.11оженiлм11 относительно разсматривае!1ыхъ т точекъ. 

§ 35. Законъ сохраненiи знергiи. 

Изъ обълсненныхъ въ предыдущемъ параграфt своiiствъ работы 

взаимныхъ сш1ъ непосредственно слtдуетъ, что приращенiе кинети

ческой энерriи системы точекъ, находлщихсл только подъ дtйствiемъ 

взаимныхъ силъ, остаетсл одно п тоже при переn1tщенiи точекъ между 

ихъ двумл данными расноложенiнюr, независимо отъ формы ихъ пу

тей. Д tiiствите.1ьно, приращенiе к11нети•1еской энергiи из~1t рлетъ ( по 
§ 33} работу всtхъ сп.1ъ, прпложенныхъ къ то•шю1ъ систе1ш, при 
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. :упомлнутомъ перемtщенiи; но такъ какъ по предположенiю приложен
ныл силы суть взаимныл, то эта работа, а слtдовательно и измt

рнющее ее приращенiе кинетической энергiи, не зависитъ отъ формы 

пути ~1ежду двумл даннюш расположенiлми точекъ системы относи

тельно другъ друга. Выведенное слtдствiе извtстно подъ именемъ 

за к он а живых ъ с ил ъ, и представллетъ формулировку одной сто

роны бол·tе общаго закона - с о х р а не н i л э не р г i и. 
Въ видt примtра представимъ себt случай, когда нtкоторал 

жатерiальнал точка движетсл подъ дtйствiемъ постолнной по величинt 

и направленiю еилы Р (напр. еилы тлжести) между двумл плоекоетлми 

(рие. 62) ,аа и ЬЬ, перпендикуллрными къ направленiю F. Силу F можно 

а~ ------·--------··--·· 

---1, ------·- " . tJ ---··· е ···! 

i 

JF 

разематривать здtеь, какъ центральную, при

чемъ дtйствующiй центръ находитсл всегда на 

безконечномъ разетолнiп отъ движущейсл точ

ки. Работа силы F будетъ при этомъ одна и 

таще, прохо;щтъ-ли точка свободно длину аЬ 

въ направленiи силы, или, всл·tдствiе оrра-

Рис. 62. ничивающихъ ел свободу преплтствiй, она дви-

жетсл между тtми-же плоскостл~ш по кривымъ ас, ad, или ае. Точно 

также, во всtхъ упомлнутыхъ случалхъ будетъ одно и тоже прира

щенiе кинетической энергiи системы, которал тутъ состоитъ вел изъ 

живой силы движущейсл точки. Если первоначальнал скорость точки 

въ а есть нуль, то въ концt каждаго изъ упомлнутыхъ путей, эта 

точка очевидно прiобрtтетъ одну и туже скорость v ( по величин·t) 

независимо отъ формы путей, ибо прпращенiе ел живой силы, рав-
тv2 

вое при этомъ условiи 2 , будетъ всегда одно и тоже. 

ПрtJдставимъ себt нtкоторое заранtе опредtленное размtщенiе 

-.атерiальныхъ точекъ, свободныхъ или нtтъ, находлщихсл подъ дtИ: 

4'.Твiемъ взаимныхъ силъ, и назовемъ это размtщенiе буквою А. 

Прецположимъ затtмъ, что точки системы движутсл отъ нtкотораго 

(;BOero первоначальнаго положенiл, въ которомъ кинетическал энерriн 
системы равна Т0 , 11 на пути своего движенiл проходлтъ черезъ раз

и·tщенiе, длл котораго кинетичl\скал энергiл системы дtлаетсл рав

ною Т Тогда разность Т-Т0 измtрлетъ положительную или отри

цательную работу, выполненную взаимными силами системы на пути, 

:между двумл упомянутыми размtщенiлми ел точекъ. Но такъ какъ съ 

цругой стороны, эта работа не зависитъ отъ формы путей точекъ 

13 
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:между ра:~мtщенiлми (Т0) и (Т), то мы можемъ ее вычислить, пред

полагая, что система приходитъ изъ положенiя (Т0) въ положенiе 

(Т), переходл на своемъ пути черезъ размtщенiе А; т. е. работа вза

имныхъ силъ, на пути между (TJ и (Т), будетъ очевидно равна суммt. 

работъ, которыл были-бы совершены, если-бы система перемtщалзс1> 

отъ (Т0) къ А, и затtмъ-отъ А къ (Т). Обозначимъ черезъ wо

работу взаи:мныхъ силъ :между размtщенiл~ш (I;) и А, а черезъ w
работу при переходt отъ размtщенiл (Т) къ А. Тогда очевидно,-w 

выразитъ работу при переходt отъ А къ (Т), ибо работа, на пути: 

отъ (Т) къ А и оплть къ (Т), должна быть равна нулю. Таким~ 

образо~1ъ, работа, при поt.11tдовательныхъ переходахъ :между размtще

нiлми (Т0), А и (Т), выразитсл черезъ w0 -w, 11 с.11tдовательно 

(см. (121)): 

(122) 

и.11и: 

(123) 

rдt подъ Т мы можемъ подразумtвать кинетическую энергiю системы 

въ любомъ ел по.11оженi11, во времл движенiл изъ начальнаго поло

женiл w0 , 11 подъ w - еоотвtтствующую работу, которую должны вы

полнить взаимнын силы, если система будетъ какъ-либо переведена 

изъ разсматриваемаго переходнаго состолнiл (Т) в·ь н·tкоторое за

ранtе опредtленное состолнiе А. Эта работа w, которую силы си

стемы изъ какого лнбо ел даннаго состолнiл и м t ют ъ в о з м о ж

н о ст ь вып о л н II т ь, при переходt въ другое, заран'l,е разъ на всегда 

отм·tченное, состолнiе, называетсл п от е н ц i ад ь ною э не р г i ею 
системы въ ел данномъ состолнiи. Очевидно, что потенцiальнал энер

гiл по cвoeii величинt зависптъ только отъ относите.11ьнаго разм·t

щенiл точекъ системы. УбыJ1ь потенцiальной энергiи между двумя 

состолнiлми системы, и.1111 ел отрицательное приращенiе (т. е. раз

ность w0 - w между ве.11ичинюш потенцiальной энергiи въ первомъ и 
во второмъ состолнiи ), измtрлетъ соотвtтствующую работу взаим:

ныхъ СИJ1Ъ. 

Уравненiе (123) показываетъ, что ес.11и точки системы, 

в ы й д л и з ъ о п р е д ·t л е н н а г о с в о е г о н а •1 а .1 ь н а г о п о л о ж е

н i л, б уд у т ъ д в ига т ь ел под ъ д t ff ст в i ем ъ в за им пых ъ 

с и .11 ъ, т о в о в с е в р е м л д в 11 ж е н i л с у м м а и з ъ п о т е н ц i а л ь
н ой и кинетической энерriи системы останетсл неи.з-
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м t н ною. Уравненiе-же (122) выражаетъ очевидно упомлнутый въ на
чалt параграфа за к он ъ живых ъ с ил ъ, который можетъ быть 

формулированъ еще таки111ъ образо~1ъ: пр и'р а щ е н i е кинет и ч е, 
с к ой э н ер г i и с ист ем ы точек ъ, движущих ел под ъ д t й
с тв i ем ъ в за им н ы х ъ с и .11, и з !1 t р лет с л у б ы лью п о те н

ц i аль ной э не р г i и, и не за в и с и т ъ от ъ фор 111 ы пут и меж
д у д в у м л д а н н ы м и р а з м t щ е н i л м и т о ч е к ъ. 

Выбравши длл данной системы, вмtсто раз:мtщенiл ел точекъ 

А, какое нибудь другое размtщенiе В, по направленiю къ которому мы 

будемъ отсчитывать потенцiальную энергiю всtхъ другихъ состолнiй 

системы, :мы тtмъ с,амымъ измtнимъ величину потенцiальной энергiи 

длн каждаго изъ состолнiй системы. Но легко видtть, что эта величина 

измtнитсл длл всtхъ размtщенiй на одно и тоже количество, такъ что 

разности между велич1ша!1и потенцiа.11ьной энергiи длл двухъ какихъ ни

будь состолнiй системы всегда останутся однt и тtжr-, независимо отъ 

выбора заранtе отмtченныхъ состолнiй А или В. Это очевидно уже 

изъ того, что упомлнутал разность величинъ потенцiальной энергiи 

длл двухъ какихъ либо состолнiй системы, представллл работу вза

имныхъ силъ между этими состолнiлми, остаетсл всегда одна и таже. 

Rpo111t того, слtдующiл соображенiл позволлютъ намъ опредtлить, на 

сколько измtнлтсл величины потенцiальной энергiи длл разныхъ со

столнiй системы, съ перемtной размtщенiл А на размtщенiе В. Пусть 

w
1 

11 w2 будутъ величины потенцiальной энергiи двухъ состоннiit (1) 
и (2), по отношенiю къ размtщенiю А; пусть w/ и w/ будутъ такiл
же величины тtхъ-же состолнiй, по отношенiю къ размtщенiю В, и 

пусть !:Х будетъ величина потенцiальноit энергiи состолнiл А, по от

ношенiю къ размtщенiю В; т. е. а будетъ равно работt взаимныхъ 

силъ при переходt отъ А къ В. Тогда, на основанiи извtстныхъ 

своitствъ работы взаимныхъ силъ, ихъ работа :между (1) и В, т. е. 

001', будетъ равна работt между (1) и А+ работt между А и В; т. е. 

а слtдовательно: (124) 

что и потребовалось доказать. 

Слtдовательно, относительно какого-бы размtщенiл А точекъ 

системы ( но всегда одного) мы ни считали величины ел потенцiаль

ной энергiи длл различныхъ моментовъ движенiл, сумма изъ потев-
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цiальноit и кинетическоit энергiи будетъ во все времл движенiл оста

ватьсн неизмtнною. Дtitствительно, прибавллл къ обtимъ частлмъ 

(123) совершенно произвольную постолнную величину (%, мы имtемъ: 

Т + W + ~ = Т0 + W 0 + 11 , 

или по (124): 

(125) 

Сумма изъ потенцiальноit и кинетическоit энергiи называетсл 

энергiею системы, и уравненiл (123) и (125), указывающiл 

на постолнство величины этой энергiи во времл движенiл, выражаютъ 

з а к о н ъ с о х р ан е н i л э н ер г i и, величина которой не можетъ 

быть измtнена взаимными силами системы; т. е. 

Т+ w= Const. (126) 

Система точекъ, энергiл которой остаетсл неизмtнною во времл 

движенiл, называетсл к о н с ер n а т и в но ю. 
Постонннал величина (Coпstaпs) въ выраженiи (126), представ

ллл количество энергiи системы, представллетъ также очевидно съ 

одной стороны потенцiальную энергiю системы длл того моменталь

наго ел состолнiл, при кототомъ Т = О; но _такъ какъ 

Т= ~mv2 
.L. 2 

и лвллется: су11мою существенно положительныхъ членовъ, то она мо

жетъ обращатьсл въ нуль только тогда, когда каждыit членъ суммы бу

детъ нуль, т. е. когда всt v=O; слtдовательно Const. представитъ потен
цiальную энергiю длл того :момента времени, когда всt скорости систе

мы будутъ нулями. Съ другой стороны, Const. :можно разсматривать, 

какъ величину кинетической энергiи системы длл того ел состоннiл, 

въ которомъ ел потенцiальнал энергiл обращаетсл въ ну ль. Итакъ, 

чтобы из:мtрить к о ли ч е ст в о э не р г i и системы, нужно знать или 
ел потенцiальную энергiю длл размtщенiл съ нулевыми скоростлми, 

или ел ;кинетическую энергiю длл размtщенiл съ нулевоit потен

цiальноii энергiей. 

Абсолютнал величина энергiи системы остаетсл произвольною 

въ выраженiлхъ (125) и (126), ибо она зависитъ отъ произвола въ 

выборt размtщенiл А, относительно котораго считаетсл потенцiаль

нал энергiл; но разъ будучи выбрана тою или другою, величина энер

riи не измtнлетсл во все времл движенiл системы. Однако упомл-
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нутан произволы1оеть исчезаетъ, если мы ра:.ъ на вr,егда условnмсл 

выбирать такое размtщенiе А, которое было-бы свлзано съ извtст

ными опредtленными евойствамп системы въ соотв,tтствующемъ ен 

состоннiи. 

Между всtми размtщенiлми, въ которын могутъ прiйти точки 

системы, отправлллсь изъ нtкотораго состолнiл (1), мы выберемъ 

такое ( А), относительно котораго потенцiальнал энергiл, т. е. работа 

-между (1) и ( А), будетъ наибольшал. Тогда легко видtть, что по
тенцiальнан энергiл какого либо другаго размtщенiн (2) еистемы 
относительно (А) будетъ тоже наибольшал. Дtйствительно, пусть П 1 
и w1 будутъ величины потенцiальной энергiи длл состолнiл (1), от

считаннын соотвtтственно относительно размtщенiй (А) и какого-либо 

другаго В; тогда по условiю П 1 ::::. w
1

• Если теперь П 2 и w2 бу

дуть подобнаго-же рода ве.1fичины потенцiальной энергiи длн состон

нiл (2), то на основанiи (124): 

пl - wl = П2 - W2 

и с.1'tдовате.11ьно 

(127) 

Rpoмt того, д.1л каждаго соотвtтствующаго размtщенiн наиболь

шан величина потенцiа.1ьной энергiи П должна быть положительною, 

ибо относительно какого-бы другаго ра:~м,tщенiн, кромt ( А), мы ни 
опредtлили величину потенцiальной энергiи w, мы должны имtть 

всегда П> w; но между всевозможными величинами, которыл мы мо
жемъ приписать w, изм'tнлл выборъ отмtченнаго размt,щенiл В, 

есть также и величина w = О, которую получимъ, если размtщенiе 

В отождеств1в1ъ съ разсматриваемымъ состоннiемъ (w); слtдова

тельно между прочимъ должно быть также вслкое П > о. Опредtллл 

вышеуказаннымъ способомъ ве.11ичины П потенцiа.11ьной энергiи длл 

различныхъ расположенiй точекъ системы, мы можемъ выбрать такое 

размtщенiе (В), длл котораго величина П относительно ( А) будетъ 
больше, чtмъ длл каждаго изъ остальныхъ. Назовемъ черезъ Q эту 
возможно наибольшую величину потенцiальной энергiи системы отно

сительно размtщенiл (А). Тогда Q представитъ очевидно наибольшую 
работу, которую когда либо могутъ выполнить взаимныл• силы дан

ной системы, и будетъ служить мtрою, такъ сказать, мог у щ ест в а 

с ист е мы. д'tйствительно, работа, которую взашшыл силы системы 
могутъ выполнить между какими либо другими размtщенiлми ( 1) и 
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(2), не совпадающими съ (А) и (В), будетъ всегда меньше (если 

не равна) Q, ибо эта работа выразитсл разностiю П 1 - П2 ; а такъ 

какъ по условiю о< пl < Q и о< п2 < Q, то пl - п2 < Q - 112; но 
П2 > о, слtдовательно и подавно П1 - П2 <Q. 

Если П будетъ величина nотенцiальной энергiи системы, въ 

одномъ изъ ел соетолнiй, относительно размtщенiл (А), то nодобнал 

же величина того-же состолнiл, относителr-.но размtщенiл ( В), будетъ 
очевидно 1t = П - Q и слtдовательно всегда отрицательная, ибо 

П < Q. Кромt того, 1t будетъ наименальнал изъ вс,tхъ величинъ по

тенцiальной энергiи, которыл мы можемъ приписать данному поло

женiю точекъ системы, измtнлл выборъ сравниваемаго размtщенiл. 

Дtйствительно, пусть w будетъ величина nотенцiальной энергiи. въ 

разсматриваемомъ состолнiи, относительно нtкотораго размtщенi л 

(В'); тогда 

W=ГJ-Q', 

гдt Q' есть работа ~1ежду (В') 11 (А), ноторан по условiю всегда ~1еньше, 
чt~1ъ Q, т. е.-чtмъ работа между (В) и (А); слtдовательно 1t< w. 

Такиn1ъ образомъ мы опредtлили два пред·tла 1t и П, между 

которыми лежатъ величины, n1огущiл быть приписаны nотенцiальноit 

энергiи w системы въ данномъ ел состоянiи, при чемъ всегда 

П-7.=Q. (128) 

Введенiемъ наибольшей величины потенцiальной энергiи въ уравне

нiе (123), выражающее законъ сохраненiл энергiи, мы :можемъ дать 

этоn1у уравненiю болtе опредtленное n1еханическое толкованiе. Имtя 

въ такомъ СЛ)'Чаt длл каждаго момента движенiя равенство 

(129) 

мы видимъ во первыхъ, какъ II прежде, что количество энергiи си

стемы Т + П во время движенiл остаетсл неизмtннымъ, при чемъ 

оба вида энергiи увеличиваются или уменьшаются на счетъ другъ 

друга; т. е. одинъ ел видъ переходитъ въ другой, или наоборотъ. 

Кромt того, мы не можемъ себt представить никакого такого перво

начальнаго • положенiл системы, длл котораго было-бы П0 > Q или 
П0 < О. Но величина кинетической энергiи Т0 , въ первоначальномъ 

положенiи, можетъ быть какою' угодно, разумtетсл положительною, 
величиною. Слtдовательно вообще могутъ представитьсл такiе три 
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.ел уча 11: 

П0 +Т0 =Q, П0 +Т0 >Q, П0 +Т0 <Q. (130) 

Въ первомъ СЛ)'Чаt ур. (129) превращаетсл въ 
Т+П=Q, или Т=-7':, (131) 

которое указываетъ, что движенiе совершаетел изъ положенiл (П0 , Т0 ) 
такимъ же образо.мъ, какъ будто оно началось отъ размtщенiл ( В), 
rдt П0 = Q, еъ первоначальнымъ запасоn1ъ кинетической энергiи, 

равной н)·лю; т. е. система въ положенiи (П0) обладаетъ такою ки

нетическою энергiею, которал лвилась-бы слtдствiемъ работы взаим

ныхъ силъ еистемы на пути отъ размtщенiл ( В) до размtщенiл 

(П0 ), съ начальными скоростлми равными Н}' лю. Если на систеn1у 

не дtйствовали до начала ел движенiл никакiл внtшнiл силы, то 

.случай (131) есть единственный, какой только 11южетъ существовать. 

Дtйствительно, величина Q представллетъ наибольшую работу, кото

рую когда либо могутъ совершить взаимныл силы системы; а такъ 

ха1tъ совершеннал работа из~1tрлетсл прiобрtтенною кинетическою 

энергiею, то система, 11n1tл въ началt кинетическую энергiю нуль, 

не можетъ прiобрtсть, подъ дtiiствiемъ одн·tхъ только взаимныхъ силъ, 

кинетическую энергiю большую Q. Во второмъ изъ случаевъ (130) 

То + По = Q --t- ' ' 

rдt -., представллющее избытокъ энерriи системы противъ Q, есть 

величина существенно положительнал, и должна представллть нtкото

рую кинетическую энергiю, ибо потенцiальной энергiи у системы больше 

Q быть не можетъ. Уравненiе (129) въ этомъ случаt обращаетсл въ 
Т+П=Q+-., (132) 

ноторое показываетъ, что движенiе совершается отъ положенiл 

(П0 , 1'0 ) такъ, какъ будт<, оно началось изъ раз111tщенiл ( В), съ 
первоначальнымъ запаСО])IЪ кинетической энергiи -.. Во времл движе

нiл Т можетъ 1ш1tнлтьсл отъ -. до Q, а П-отъ Q до нулл. Чтобы 

такое движенiе имtло мtсто, необходимо дtйствiе внtшю1хъ силъ, или

непремtнно мгновенное, если движенiе, по закону (132), дtйствительно 
началось съ (В), или-въ теченiи нtкотораго промежутка времени, меж

ду положенiлми (В) и (П0 ), если движенiе (132) началось изъ (П0). 
Работа упомлнутыхъ силъ и обусловитъ приращенiе естественнаго 

запаса Q энергiи системы на величину -.. Наконецъ въ третье111ъ изъ 
.случаевъ (130), когда 
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rдt q есть существенно положитеАьнал величина, ур. (129) обра

щаетсл въ 

T+П=Q-q, (133) 

Rоторое показываетъ, что движенiе происходитъ такъ, Rакъ будто 

система вышла изъ положенiл ( Q - q) съ ну левыми сRоростлми, 

щ.1и чемъ работа· q, сове ршеннал взаимными силами отъ ( В) до 
( Q- q), не обратилась въ RинетичесRую энергiю ел массъ, а без

возвратно потерллась длл системы. :Кpoll1t того, при движенiи (133) 
длл системы нtтъ возможности Rorдa-.1(J1бo, под"ъ дtйствiемъ TOJIЬRO 

взаимныхъ сил.ъ, прiiiти Rъ размtщенiю ( В), ибо тогда было-бы 

П=Q, и ур. (133) обратилось-бы въ T=-q, что не имtетъ. 

смысла, таRъ каRъ Т всегда существенно по.11ожите.11ьно. ТаRой слу

чай можетъ быть, Rorдa гдt-.1шбо на пути системы, отъ ( В) Rъ (П0). 
Rъ ел точRамъ будутъ приложены внtшнiл силы, работающiл пр от и в ъ 
взаимнымъ еилъ системы. Тогда часть естественнаго запаса Q энер
гiи системы затратитсл на побtжденiе внtшнихъ сопротив.11енiй. Но 

очевидпо, что Rрайнiй предt.11ъ, RЪ Rоторому стремитсл величина ра

боты внtшнихъ сопротив.~1енiй ( силъ ), выпо.1нимой на счетъ мог у

щ ест в а системы, есть Q, ибо при Q = q мы имtемъ 

П+Т=О, 

что не и:мtетъ. смысла, ибо П и Т существенно положите.Jiьны. Слt

довательно, въ этомъ случаt, всегда Т = О и П = О, т. е. си степ 
J1ишена движенiл и r,нергiи. 

-~--*-%----
Разсмотрtнные выше случаи моrутъ быть нагллдно полснены 

примtромъ дnиженiл простаго малтюша. 

Рис. 63. 

чаt система состоптъ 

Представимъ себt нtRоторую мате

рiальную точку массы т, соединеНН}'Ю не

сгибаемою и нерастлжимою нитью l съ не
подвижнымъ центромъ О (рис. 63 ). Въ. ка

комъ-бы изъ возможныхъ положенiii А, В" 

с, d, е . . . вокругъ центра О мы ни пред

ставш1и себt точку т, RЪ нeii будетъ всег-

да приложена сим Р, одной и той же ве

личины и направ.т1енiл. Въ данномъ слу

изъ точки т и другой нtкотороlt 1\tатерiаль-
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вой точки, неподвижной и безконечно удаленной отъ О. Вслtдствiе 

этого сила F, обусловливаемал этою второю матерiальвою точкою, 

будетъ постолнна и сама себt пара.11ле.1ьна. Разъ1tщенiе системы мt

влетсл постольку, поскольку измtнитсл положенiе точки т. Мо

гущество системы измtритсл работою сшш F на пути между поло

женiлми В и А, и будетъ 

Q =F.AB=F.2l. (134) 

Положенiе В будетъ соотвtтствовать равновtсiю нашей движущейсл 

точки, если она въ этомъ подоженiи не обладаетъ никакою скоростiю, 

ибо здtсь сила F направлена перпендикуллрно къ воз~1ожнымъ длл 

точки перемtщенiлмъ, которыл, nъ случаt несгибаемости нити l, мо

гутъ происходить изъ В только по кругу. Но движенiе отъ В ста

новитсл возможнымъ, если точка будетъ какъ угодно мало отклонена 

отъ положенiл В, или ее.ли ей будетъ въ этом:ъ положенiи сообщена 

какал-либо какъ угодно мадал первоначальнал екорость; т. е. движенiе 

будетъ возможно, есди первоначальныл ве.шчины П0 иди Т0 бу

дутъ какъ угодно мало разнитьсл отъ нудл, по,1ожимъ-на ведичпну s:. 
Въ тако!IЪ елуча·t во все времл движенiл мы будеъ1ъ имtть: 

mv2 

--т' П=F 2lт• 2 . ... ' 

или, обозначал черезъ h высоту точки, въ какой ,'!ибо моментъ ел 

движенiл, надъ плоскостiю НН, перпендикудлрною къ F (т. е.-одну 

изъ величинъ АС, AD. . . ), мы будемъ очевидно и;11·tть: 

П =F.li 
mv2 

11 ~:Г + F. li = F. 2l + t , (135) 

при че~1ъ :ко,шчество энергiп во времл движенiл не равно строго 

F. 21, но на какъ угодно мадую разницу бодьше этой величины. Смо

трл по направленiю вышеупоъ1лнутоii первонача.1ьной скорости или 

первонача.1ьнаго отклоненiл, точка т будетъ дnигатьсл отъ В по 

той или дpyroii сторонt круга В, cl, с, е, при че:мъ потенцiальнал 

энергiл сие.темы будетъ уменьшатьсл, переходл въ кинетическую. 

Эта поедtднлл достигнетъ своей наибольшей величины въ точкt А, 
mv..2 . 

гд·t li = О и слtдовательно - 2-= F 2l. Положеюе А оплть соот-

вtтствуетъ равновtсiю точки т, будетъ ли нить l несгибаема или 

нtтъ, дишь-бы она была нерастлжима. Но остатьсл въ этомъ поло-
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женiи точка не можетъ, обладав скоростiю Va; слtцовательно дви

женiе будетъ продолжатьсл въ направленiи скорости i1a, при чемъ 

кинетическал энергiл будетъ уменьшатьсл, переходл въ потенцiаль

ную, и достигнетъ своей наименьшей величины въ В, гдt П = F. 2l 
mv2 

и -
2
-= Е. Если въ положенiи В точка т обладаетъ ·нtкоторымъ 

конечнымъ запасо~1ъ Т0 .~.инетической энергiи, то во все времл дви

женiл 

mv2 

~2 + Т. li = F. 2l + Т0 , (136) 

и мы будемъ оплть имtть непрерывное движенiе по кр)ту, при чемъ 

Т будетъ измtнлтьсл отъ Т0 до F. 2l + Т0 , а П - отъ F. 21 до ну

лл, и обратно. 3апасъ энергiи системы будетъ больше ел могуще

ства, и часть этого запаса всегда останетсл въ видt кинетической 

энергiи. Итакъ мы впдимъ, что вслкое, какъ угодно малое, измtне

нiе энергiи системы въ ел положенiи равновtсiл В обусловливаетъ 

нарушенiе этого равновtсiл и вызываетъ дальнtйшее превращенiе · 
одного вида. энергiи въ другой, т. е. движенiе. Во все времл 11ос,1t

дующаго движенiл, количество энерriи ~1ожетъ быть больше или почти 

равно могуществу систе!IЫ, но никакъ не меньше его. Положенiе В 

называется, на основапiи вышесказанныхъ свойствъ, положенiемъ н е

у ст ой ч и ваг о равно в t с i л. 

Если точка т находитсл гдt нибудь между положенiлми В и А, 

то равновtсiе невозможно, и она будетъ двигатьсл вообще въ сто

рону сообщенной скорости, или-въ еторону положптельнаго дtйствiл 

силы, если первоначальнал скорость нуль. Пусть li0 будетъ высота 

первоначальнаго положенiн надъ плоскостiю НН (при чемъ lt0 <2l) 
и v0-первоначальнал скорость. Тогда во все времн движенiл, 

mv2 mv 2 

- 2- + Fli = -f + Fli0 , (137) 

при чеиъ очевидно можетъ быть, ,что 

rnv 2 

-,./- + Fh0 < F. 2l . (138) 

Движенiе начнется съ уменьшенiн li, если v0 направлена въ сторону 

положительнаго дtitствiл силы F. Тогда 
. rnv2 

кинетичеекал энерг1л 2 
начнетъ увеличиватьсл и пр11 li = О, т. е. въ А, достигнетъ 
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наибольшей величины, послt чего потенцiальнал энергiл начнетъ увели

чиватьсл, а кннетичеекал )'меньшатьсл, и эта послtднлл достигнетъ, при 

mv 2 

h = li0 , своей первоначальной величины Т, по другую сторону отъ 

А, на своемъ круговомъ пути. Отеюда движенiе будетъ продолжатьсл 

въ сторону имtющеii.сн )' точки скорости, т. е. въ. сторону увели

чивающагосл h, до тtхъ поръ, пока v не обратитсл въ нуль на та

кой -ВЫСОТ'В h1 , ЧТО 

(139) 

что всегда воз111ожно, еели пр а вал часть ( 139) 111еньше могущества 

F. 2l или равна е1ч. Въ послtднемъ случаt очевидно будетъ h1 =21, 
н точка, прiйдл въ В и не обладал никакою екоростiю, тамъ оста

новитсл. Если же li1 <21, то движенiе поii.детъ назадъ, и точка по 

другую сторону круга оплть подыметсл на высоту h1 , и т. д.; но 

никогда уже не попадетъ въ положенiе В. 

Итакъ мы заключае111ъ, что если точка начинаетъ евое движенiе 

изъ положенiл В, то естественный запасъ энергiи сиете~1ы, т. е. 

ел могущество, лвллетсл въ цtлости, и во времл движенiл превращаетсл 

въ кинетическую энергiю; если же движенiе начинаtтсл отъ промежу

точныхъ положенВt между В и А, безъ первоначальной кинетической 

энергiи, то часть естественнаго запаса энергiи системы лвллетсл уже 

израсходованноii., и только ел остатокъ превращается затtмъ въ кине

тическую энергiю. Въ такомъ случаt мы должны или считать поло

женiе В, какъ недостижимое длл системы, и мtрить могущество си

стемы не работою между В и А, а работою между краii.нимъ дости

жимымъ положенiемъ, напр. с или d. и А; или мы должны себt 

представить, что еистема дtйствительно выш,~а изъ В, но на пути 

до положенiл h0 на нее дtйствовали внtшнiл силы, которыл урав

новtшивали силу F, вплоть до положенiя h0 • Въ такомъ случаt пер

воначальнал, какъ угодно малал, скорость не могла увеличиватьсл 

отъ В до h0 ; а работа силы F на упомлнуто.мъ пути была равна и 
противоположна работt внtшнихъ силъ. Но эта работа, равнал оче

видно F(2l- h0 ), и представллетъ невозвратимую убыль могущества 

системы, о которой было сказано выше. Слtдовательно мы 11южемъ 

сказать, что при упомннутыхъ условiлхъ часть энергiи системы 

утрачена безвозвратно на побtжденiе сопротивленiл внtшнихъ силъ. 
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Если движенiе наqинаетсл отъ А, то 

mv2 mv 2 

-+Fh=~0 

2 2 ' 
(НО) 

и qtмъ меньше v0 , т·tмъ на ~1еньшую высоту поднимется тоqка надъ 

п.nоскостiю НН,. возвращаясь затt.мъ оплть qерезъ по.nоженiе А на 

другую сторону круга, до той же высоты. Въ положенiе же В она 

попадетъ то.1ько ког;~;а 

2 

mvo =F.2l. 
2 > 

Итакъ, вслкал сообщенная скорость приводитъ точку изъ В въ А, 

и только .опредtленнал скорость приводитъ ее изъ А въ В. Други 

ми словамп, если тоqка выш,'ш изъ В, то возвратиться туда она 

можетъ только qерезъ А; выiiдл же изъ А, она можетъ въ это по

ложенiе возвратиться, не попадал въ В. По.11.оженiе А называетел 

положенiеиъ у е той ч и ваг о равно в t с i л. 

§ 36. Устойчивость и неустойчивость равновtсiя взаимныхъ 
силъ. 

Общее условiе равнов·Ьсiл си.11.ъ, приложенныхъ къ тоqкав1ъ дан

ной еистемы, состоитъ, какъ было . объяснено въ § 28, въ томъ, 
qтобы работа упомлнутыхъ си;ш была меньше 11.ш равна нудю при 

всtхъ возможныхъ безконечно ла.1ыхъ перемtщенiлхъ системы изъ 

ел положенiл равновtсiл. Ec.rrн си,1ы, условiе равновtсiл д,1л кото

рыхъ разыскивается, суть взаившыл, то работа этихъ сидъ при всл

комъ и2мtненiи состолнiл системы можетъ быть выражена съ пов10-

щiю соотвtтетвующаго, измtненiл потенцiадьной энергiи П. Дtйстви

тельно, если П представдлетъ велиqину потепцiа.rrьной энергiи въ 

наqалt какого нибудь перем·Ьщенiл системы, а П' - ел велиqину въ 

концt перемtщенiл, то разность П - Il' выразитъ оqевидно работу, 

произведенную взаимными сидами системы во времл упомлнутаго пе

ремtщенiл. Но съ другой стороны разность П'- П есть ни_qто иное, 

какъ приращенiе потенцiальной энергiи на разсматриваемомъ пути. 

Слtдовате.rrьно работа взаииныхъ силъ, между двумл по.rrоженiлми то

qекъ системы, измtрлетсл отрицате.rrьнымъ приращенiемъ потенцiаль

ной энергiи (т. е.-(П'- П)) между этими положенiлми. Предста-
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вллл себt два совершенно произвольныл безконечно близкiл друrъ 

къ другу размtщенiл точенъ системы, и обозначал черезъ оП соот

вtтствующее без~:онечно малое приращенiе потенцiальной энергiи 

втораrо положенiл передъ первымъ, мы заключаемъ, что длл равно

вtсiл взаимныхъ силъ въ перВО!IЪ изъ упомлнутыхъ положенiit 

должно быть 

(141) 

при вслкихъ возможныхъ перемtщенiлхъ то'lекъ системы изъ разсма

триваемаrо положенiл. Итакъ, если мы будемъ перемtщать точки си

стемы изъ ихъ положенiл равновtсiл въ дpyri11 возможны11 положе

женiл, безконечно мало разнлщiлс11 отъ перваrо, то при всtхъ та

Rихъ nеремtщенiлхъ потенцiальнал энергiл Сjlстемы или не должна 

измtн11тьсл (Rorдa 8П = О), или должна увеличиватьсл (когда 8П >0). 
Если потенцiальнал энерriл, при переходt системы изъ положенiл 

равновtс,i11 во всенозможны11 сосtднiл положенiл, увеличиваетсл, то 

очевидно въ самомъ положенiи равновtсiл величина П есть наим е н ь

ш ал въ сравненiи со смежными положенiлми. Разсмотримъ значенiе 

того случан, когда 8П = О. 
Предположимъ, что ве.11ичина потенцiальной энергiи П, измt

н11лсь въ зависив1ости отъ разсто11нiа 1·1 , r 2 •.. r n между точками си

стемы, переходитъ послtдовательно черезъ рлдъ, значенiit отъ вели

чины П 1 къ величинt П2 : пусть d1П, d2 П, d3 П ... и т. д. будутъ 

послtдовательны11 безконечно :иалын положительны11 или отрицатель

ныл приращенiл, которыл, будучи одно за другимъ приложены къ 

ве.шчинt П1 , превращаютъ ее въ П2 ; т. е. пусть 

П1 +d1П+d2П+ · · ·=П2 , 

при чемъ упом11нутыл приращенiл имtютъ мtсто вслtдствiе того, 

что величины r 1 , r 2 ••• r n, оrъ которыхъ зависитъ П и съ измtне

нiем.ъ которыхъ оно мtнлетсл, тоже послtдовательно возрастаютъ 

на положительныл или отрицательныл безконечно малыл величины 

dr 1 , dt· 2 ••• drn. Если П, въ про111ежуткt между своими значенiлми 

П 1 и П2 , принимаетъ наибольшую (maximum) или наименьшую 

( m i n i m u m) величину, то nослtдовательныл значенiл П: 

П1 , П1+d1П, П1+d1П+d2П, ... п1+d1П+d2П+d3П+. · . , 

не моrутъ очевидно быть Rаждое больше предыдущаго или каждое 

меньше предыдущаго. Дtitствительно, П nереходл черезъ свое паи-
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большее или наименьшее значенiе, не можетъ постоянно увеличивать

ся или постоянно уменьшаться; но должно или сначала увеличиваться, 

а затtмъ у~1еньшатьса, или наоборотъ. Сдtдо-вательно, въ данномъ 

елучаt одни изъ приращенiй d1П, d2П ... должны быть положитель
ными, а другiл-отрицате.11ьными, какъ-бы мы ни измtнлли величины 

r 1 , r 2 ••• т11 , лишь-бы существовадо условiе, что завислщал отъ 

этихъ послtднихъ величина П въ упоn1лнутомъ промежуткt по.1)'

чаетъ наибольшее или наименьшее значенiе. Такал перемtна знака 

у приращенiй величины П должна совершаться именно какъ разъ 

при ел переходt черезъ свое наибольшее или наименьшее значенiе. 

Наоборотъ, если приращенiя величины П, при данныхъ безконечно 

:малыхъ измtненiлхъ положенiй точекъ системы ( т. е. изъ взаим

ныхъ разстолнНi), :мtнлютъ свой знакъ съ положительнаго на отри

цате.т~ьный, то ведичина П переходитъ черезъ maximum; въ против
номъ случа·t, т. е. при перемtнt отрицательнаго знака приращенШ 

на положительный, она переходитъ черезъ minimum. 
Если какал нибудь величина, пзмtнлнсь непрерывно, т. е. екач

ка~ш, которые :моrутъ быть сдtланы :меньше всякой данноii ве.т~пчи

ны, переходитъ отъ своихъ отрицательныхъ значенiй къ положитель

нымъ, или наоборотъ, то при этомъ одно изъ ел про:м:ежуточныхъ 

значенiй должно быть очевидно нуле:мъ; хотл наоборотъ-равенство 

нулю еще не обусл3вливаетъ необходимо перемtну знака, ибо, на
примtръ, величина, будучи положите·льна, можетъ уменьшиться до 

ну лн, а затtмъ опять возрастать отъ ну лл, оставаясь положитель

ною. С.тtдовательно, ес.Тiи вмичина П переходитъ черезъ maximum 
и.JПI minimпm, то ел приращенiе dП, мtннл при этомъ свой знакъ, 

въ нtкоторыхъ случалхъ можетъ переходить черезъ нуль; именно, 

когда это dП вблизи отъ упомннутаго maximum'a или minimum'a 
измtняетсл непрерывно, т. е. такими скачками, которые въ сравне

нiи съ dП могутъ быть приняты безконечно малыми. Если это по

слtднее условiе непрерывности при приближенiи къ max. или miniш. 
не удовлетворено, то dП можетъ при ::~том'J. 11 не обращаться въ 

нуль. Дtiiствительно, вообще говоря, можетъ случиться, •1то, при

ближаясь къ max. или minim. величины П, съ помощiю послtдова

тельныхъ безконечно :малыхъ пзмtненiй взаимныхъ положенiй то

чекъ, :мы будемъ и величину П пзмtнлть безконечно малыми скач

ками на dП, но такимъ образомъ, что каждыл пое.ntдующiн dП не 

будутъ поетепенно уменьшаться до нуля; въ тако:мъ c.nyчat, при пе-
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реходt черезъ шах. или rniniш., сlП только перем·tнитъ свой знакъ, 

но не перейдетъ черезъ нуль; т. е. мы не будемъ въ состолнiи подъ

искать на данномъ пути такихъ измtненiй подоженiй точек1, си

стемы, при которыхъ соотвtтственное измtненiе величины II было 
бы равно нулю. Такимъ образом1., перемtна знака приращенiл дан

ной величины есть необходимое условiе ел перехода черезъ свое 

наибодьшее или наименьшее значенiе; обращенiе же этого прираще

нiл въ ну ль есть только возможное усдовiе упомлнутаго перехода. 

Если слtдовательно мы вообразимъ себt нашу систему въ тако~,ъ 

размtщенiи, которое соотвtтствуетъ maxim. илп minim. ел потен

цiальной энергiи, и буде:мъ затtмъ безконечно J\Ia,10 изJ11tнлть это 

размtщенiе, то въ случаt maxim. не о б ход им о будемъ им·tть 

отрицательныл приращенiл величины П, въ cJryчat шinim. наоборотъ 

всt возможные 8П вообще будутъ не о б х о д п J\I о подожительны; но 
въ томъ и другомъ с.11:учаt танже в о з м о ж но, 11то всt иди нtкото

рыл изъ 8П обратлтсл въ нули. 

Длл полсненiл предыдущаго обратшrсл къ сдучаю малтника, 

разобраннаго въ послtднемъ параграфt. Если нить малтника не 

только нераст~:жима, но и несгибаеJ11а, то масса т можетъ прибли

жатьсл къ положенiю1ъ rnaxirn. и minirn. потенцiаJiьноii энергiи, 

т. е. къ точкамъ В и А, или отъ нихъ удаллтьсл, только по кру

гамъ радiуса l, которые будутъ лежать очевидно на сферt того же 

радiуса, касательной въ точкахъ В и А къ плоскостлмъ Н'Н' и 

НН. Слtдовательно, если при этихъ усдовiлхъ мы будемъ выводить 

систему безконечно 1\Iало изъ положенiл шах. и.ш min., то точка т 

бу~етъ пере:мtщатьсл по элементамъ плоскостей Н'Н' илп НН, ко

торые эти плоскости имtютъ общиl\ш со сферами возможныхъ пере

м·tщенiй; но такъ какъ при этомъ разстuлнiе точки т отъ плоско

сти не будетъ мtнлтьсл, то ел потенцiальнал энергiл при подоб

ныхъ безконечно ма.~:~ыхъ перемtщенiлхъ не 11змtнитсл, и прираще

нiл 8П. этой послtднеii слtдовательно будутъ равны нулю. Но если 
нить, будучи нерастлжимою, можетъ сгибатьсл, то точка т можетъ 

уйти изъ положенiй А или В вдоль по линiи АВ. Въ тако11ъ слу

чаt, какъ-бы ни было мало измtненiе положенiл точки вдоль по 

упомлнутой линiи, оно будетъ сопровождатьсл соотвtтственнымъ из

мtненiемъ ел разстолнiл отъ шюскости НН, а с.1tдовате.~:~ьно и от
рицательнымъ ию1 по.1ожительнымъ безконечно :малымъ приращенiемъ 

соовtтственной ве.~:~ичины П, отличнымъ отъ ну.Jiл; но знакъ этого 
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nриращенiл всегда будетъ отрицате.llьныit, если точка выйдетъ изъ 

В, и положительный, если она выйдетъ изъ А. 

Итакъ, обозначал черезъ оП безкон. малое приращенiе величи
ны П, при безконечно маломъ пере111tщенiи системы изъ даннаrо · nо
ложенiл по любому изъ возможныхъ дJlл ел точекъ путей, мы за

ключаемъ, что въ случаt, П max., упомянутое 8П должно быть или 
отрицательное, или нуль, т. е. 

оП=О <' (142) 

а въ случаt, П minim.: 
гп =О. (143) 

> 
Сравнивал вышеnриведенныл условiл maxinшm 'а и minimum 'а съ 
условiемъ равновtсiл, 

гп > о, 
мы находимъ, что система, съ наимев:ьшею потенцiальною энергiею, 

всегда удовлетворлетъ условiю равновtсiл, а с,истема, съ наиболь

шею nотенцiальною энергiею-только тогда, когда, при всtхъ воз

можныхъ длл нел изъ упомлнутаго maximum'aпepeмtщeнiлxъ, 8П=0. 

Слtдовательно, точки системы никогда не моrутъ начать движенiл 

изъ nоложенiл наиыеньшаго П безъ дtйствiл внtшнихъ силъ или 

безъ зарапtе сообщенныхъ скоростей;· т. е. если кинетическал энер

гiл системы въ положенiи, П minim., есть нуль, то движепiе все г

д а невозможно. Если систе11ш находится въ размtщенiи, П maxim., 
и ел кинетическал энергiл при этомъ равна нулю, то иногда дви

женiе системы невозможно. Такъ, въ нашемъ примtрt, малтникъ не 

выйдетъ непосредственно изъ положенiл В, только если нить несги

баема, вслtдствiе чего движенiе должно происходить по кругу. Въ 

противномъ случаt nоложенiе В не будетъ положенiемъ равновtсiл. 

Вышеизложенныл заключенiл, вытекал непосредственно изъ условiй 

равновtсiл, могутъ быть также выведены изъ уравненiл сохраненiл 

энергiи, 

Т+ П=Т0 +П0 , при Т0 =0. (144) 

Такъ 11:акъ въ положенiлхъ, безконечно близкихъ къ minim., будетъ 

то (145) 

-что указываетъ на отсутствiе и невозможность движенiл, ибо Т, бу-
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дучи всегда существенно положительной величиною, не можеТ'ь rдt

латьсл меньше нулл, JI обращаетсл въ нуль, когда всt •1лены суммы 

Т, т. е. всt скорости, суть ну.11и. То•шо также въ с.11учаt maxim. 
будемъ имtть 

П0 - 11 >О, и соотн'l;тственно: Т =-се О, Т >О, (146) 

т. е. движенiл не будетъ только въ случа·ь, когда П0 - П = О. 
Разсмотримъ теперь, каково будетъ движенiе с11сте11ы, выведен

ной изъ ен положенiл равновtсiл, соотвtтствующаго max. или min. по

тенцiальной энергiи. Выведена изъ положенiл равновtсiл система мо

жетъ быть дволкимъ способомъ: шш ел точкамъ будутъ сообщены 

(конечно внtшним11 силами) нtкоторыл скорости, т. е. нtкоторое 

приращенiе кинетической энерriи, или точки системы будутъ пере

двинуты въ какое либо сосtднее размtщенiе безi сообщенiн имъ ско
ростей, т. е. будетъ измtнена потенцiальнал энергiл системы. Обра

тимсл сперва къ положенiю равновtсiл, соотвtтствующему наибо.ль

шей потенцiальной энергiи, т. е. П 0 = Q. Ес.н1 точкам._ систеt1ы со

общено нtкоторое количество кинетической энергiи т, то во все вре

лл движенiл доджно быть 

Т+П=Q+т. (147) 

Такъ какъ на первыхъ элементахъ движенiл, по условiю (145 ), 
Q- П = О, то Т = '!; но затtмъ П должно у:меньшатьсл и с.11tдо

вате.1ьно Т- увеличиватьс.л. Такимъ образомъ длл сие.тем• б уд8ТЪ 

возможно, подъ мiлнiемъ первонача.11ьнаго то.11чка, все большее и 

бо.1ьшее отстушенiе отъ положенiл равновtсiл, какъ бы нм: былъ 

Jta.'IЪ этотъ то.11чекъ, т. е. какъ бы ни была мада ве.11ичина т. По

этому соотвtтствующее по.11оженiе равновtсiл называетсл не у ст ой

ч и вы м ъ. Упомлнутое выше увеличенiе величины Т будетъ продол

жатьсл до тtхъ поръ, пока уменьшающалсл величина П не переста

нетъ по-J1учать отрицательныхъ приращенiй, п не начнетъ снова уве

.п1чиватьсл, получал уже поло.жите.11ьныл приращенiл, т. е. пока П 

не достигнетъ своей наименьшей величины, при чемъ си.стема прой

детъ черезъ новое положенiе равновtсiл. Но въ этомъ новомъ по

.1оженiи равновtсiл система не остановитсл, ибо ел кинетическал 

энергiл тутъ очевидно не будетъ равна нулю; слtдовательно, движе

нiе бу детъ продолжатьсл съ увеличивающейсл потенцiальною энер

гiею и уменьшающеюсл кинетическою до новоii перемtны знака у 

14 
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dП, когда П достигаетъ наибольшей величины, а Т- наименьшей. 

Но такъ какъ наи}tеньшал величина Т не можетъ быть меньше ~. и Т не 
обратитсл въ нуль, то движенiе будетъ продолжатьсл изъ внов1, до

стигнутаго положенiл равновtсiл, и т. д. При этомъ нужно замt

тить, что при описанномъ движенiи еистемы между абсолютными 

maxim. и minim., соотвtтетвующими равенствамъ П = Q и П = О, 
величина потенцiальной энергiи можетъ принимать рлдъ относитель
ныхъ max. и шiп., соотвtтствующихъ тоже положенiлмъ равновt

сiл; но такъ какъ ни въ одномъ изъ эт11хъ положенiit величина Т 

не }tожетъ обратитьел въ нуль, то система въ нихъ останавливатьсл 

не будетъ. Примtръ такого рода относительныхъ maxim. и mini.m. 
можемъ видtть при движенiи точки, подъ дtйствiемъ постолнпой си-

лы, :между двумл перпендин:уллрными къ направленiю силы плоско

--~-------------------------рв 
и 

. 

"' 
·---------------------- --- --А -------

Рис. 64. 

СТЛ!IИ Н'Н' и НН (рис. 64) по кривой 

BrnMAMnB, на которой положенiл В 11 

А будутъ соотвtтствовать абсолютнымъ 

maxim. и minim., положенiл М-относи
тельнымъ maxim., а положенiл т-отно-

сительнымъ minim. 
Положи}IЪ теперь, что точки системы выведены, безъ сообщенiл 

имъ скоростей, изъ положенiл равновtсiл, и притомъ-какъ угодно 

мало; т. е. пусть П0 уменьшитсл на какъ угодно :малую, но отли~

ную отъ нулл величину q; тогда очевидно, систе~~а прiйдетъ въ дви

женiе, ибо уеловiл равновtсiл уже не будутъ выполнлтьсл, и во вре

!Ш движенiн будетъ 

T+П=Q-q, (148) 

откуда видимъ, что Т будетъ увеличиватьсл до тtхъ поръ, пока П 

не достигнетъ наименьшей величины. 3атtмъ Т будетъ уменьшатьсл 

и обратитсл въ нуль, при П = Q- q. Дальнtйшее увеличенiе П не 

будетъ возможно, такъ какъ тогда Т должно бы было сдtлатьсл от

рицательнымъ. Но такъ какъ положенiе П = Q- q не удовлетво
рлетъ условiю равновtсiл; то движенiе будетъ продолжатьсл, и оплть 

повторитсл уА1еньшенiе П и увеличенiе Т. Такимъ образомъ, система, 

разъ выйдл въ данномъ случа t изъ положенiл неустойчиваго равно

вtсiл, уже въ него не возвратитсл. 

Предположимъ теперь, что система начинаетъ свое движенiе 

изъ положенiл устойчиваго равновtсiл, съ первоначальною кинети-
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ческою энерriею т, которал можетъ быть предположена какъ угодно 

малою. Тогда П0 = О, т,_) = т, и уравненiе сохраненiл энергiи при

пимаетъ видъ 

(149) 

откуда видимъ, что П можетъ увеличиватьсл только до величины т, 

когда Т обращаетсл въ нуль, ибо, при II > т, Т должно бы было сдt
дilться отрицательпымъ, что невозможно. Достигнувъ nоложенiл (П = т ), 
система въ немъ не останетсл, ибо условiл равновtсiл не будутъ 

удовлетворены, такъ какъ длл систе!IЫ въ этомъ ел' положенiи бус 
дутъ возможны такiя перемtщенiя, при которыхъ П будетъ умень

шаться. Итакъ, наступитъ движенiе системы, прп которо11ъ П будетъ 

р1еньшаться, а Т увеличиваться до П = О и Т =., т. е. до воз

врата въ положепiе равновtсiя, изъ котораrо систеъ~а оплть вьi:й

детъ, чтобы снова возвратитнл, и т. д·. Такое положенiе равновtсiя, 

въ которое система снова воз1)ащается, будучи изъ него выведена, 

называется }' е т о ti ч и в ы 1\1 ъ. 
Еели система будетъ выведена изъ положенiл }·стоiiчиваго рав

новtсiл безъ сообщенiл ел точкамъ скоростей, и доведена до поло

женiл, съ потенцiальною энергiею q, а затtмъ будетъ предоставлена 

самой себt, то во все вреl\IЛ движенiл будетъ 

T+ll=q, 

откуда впдпмъ, что система оплть возвратится въ 

'IТОбы снова выйти изъ него и дойти до Т = О и 

(150) 

положенiе П = О, 
п =q, и т. Д. 

§ 37. Превращенiе, передача и трата энергiи. 

Всякое движенiе консервативной систе~~ы, подъ дtiiствiемъ ел 

взаимныхъ силъ, мы можемъ разс~~атривать, какъ послtдовательное 

увеличенiе количества энергiи одного вида на ечетъ уll1еньшенiл энер

гiи другаго вида, т. е. какъ процессъ nревращенiл или потенцiаль

ной энергiи въ кинетическую, пли наоборотъ. Превращенiе nотен

ц~альной энергiи въ кинетическую имtетъ очевидно мtсто, когда си

лы системы въ общей сложностп выполняютъ положительную работу, 

которая въ этомъ елучаt тратится на увеличенiе кинетической энер

гiи, уменьшал запаеъ работы, подлежащей выполненiю, т. е. потен

цiальн}·ю энергiю. Такого рода превращенiе будетъ продолжаться до 
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т·tхъ поръ, пока потенцiальна11 энергiл не уменьшится до rninimum 'а, 
какъ это было объяснено въ предыдуще.мъ параграфt. Упомпнутыii 

minimum не есть необходимо абсолютный, т. е. не соотвtтствуетъ 

самой наименьшей величинt потенцiальноii энергiи сиетемы, иакую 

.11ы можемъ то.11ько себt представить; но предетав.1111етъ такую ве.чи

•шну потенцiальной энергiи, которая менtе, чtмъ всt соотвtтствую

щiл еосtднимъ ( съ разсматриваемымъ) по.11оженiлмъ сииемы. Други~ш 
<о.1овами, приращенiл потенцiадьной иди кинетической энерriи могутъ 

перемtнять свой знаиъ не только при абсолютно наибольшихъ или 

накменьшихъ значенiлхъ соотв·Ьтствующихъ измtнлющ11хсл величинъ, 

но и вообще при вслкихъ значенiлхъ, лежащихъ между упомлнутымп 

абеолютными max. 11 min.; такого рода перемtны знака будутъ 

обуслов.11ивать второстепенныл maxim. ll minim. Такимъ образО~IЪ, 
превращенiе одного вида энергiи въ другой не должно, вообще го

воря, продолжатьел необходимо до тtхъ поръ, пока одинъ изъ ви

довъ энергiи будетъ вполнt нсчерпанъ; но при вслкомъ двнженiи мо

rутъ быть на.пще нtкоторыл Rою1чества того и.1:п другаго вида 

энергiи, КОТ()·рыл, по условiлмъ движенiл, никогда не превратлтел 

;-1р")'гъ въ друга. 

Такъ, въ полснитедьномъ примtрt § 35 мы видtли, что, при 

двнженiи матерiадьной точки, nодъ дtйетвiемъ неизмtнноit еиды, по 

кр)ТУ, энергiл систе~1ы можетъ быть больше могущества систе)IЫ, 

при чемъ часть энергiи всегда остается ~ъ вид·t нИНQтической ( ci1. 
ур. (136)). Другой примtръ неполнаго превращенiл одного вида 3Нер
гiп въ другой мы може~,ъ вид·tть въ двпженiп т-J,.•ш около притлгп

вающаго центра, при чемъ движущееса т·t.Io то приб,шжаетсл къ 

центрI, то отъ него удаллетсн, какъ при обращенi11 зе~1,111 по эд.шп

су, въ фокусt котораго находитсл притягивающее со.1нце. Спсте~1а, 

Pi;e. 65. 

состолщал изъ неподвижнаго центра S (рис. 65) 
и притлгивае~~аго имъ тt.11а, можетъ очевидно обда

дать могуществомъ, представ.1111емымъ работою, ко

торую выподш1.~а-бы сила притлженiл, при дви

женiи тt.ш Е изъ безконечнаго разетолнiл отъ S 
до соприкосновенiл Е съ S. Но, при данно~1ъ движенiи, 11а.11ичн~й 

запасъ энергiи системы можетъ быть вообще меньше возможнаго мо

гущества системы, которому онъ равнл.11с11-бы, ес.ш-бы движенlе на

ча.1ось безъ начадьной екорости изъ безконе,шости. Въ данномъ слу

чаt наибодьшiй запасъ потенцiадьной энергiи будетъ соотвtтство-
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вать положенiю В, и этотъ запасъ весь превратилсл-бы въ юше

тичеекую энергiю, еслибъ движенiе происходило по линiи BS. При 

движенiи же вращатеJ1ьномъ тодько часть этого запаса превращается 

въ кинетическую энерriю на пути .&1ежду В и А; въ этомъ послtд

немъ положенiи кинет. энергiл достигаетъ сравнительно наибольшей 

величины, а потенц. энергiл-наименьшей; затtn1ъ, на пути отъ А до 

В происходитъ обратное превращенiе кинетической энергiи въ по

тенцiальную, и т. д., безъ полнаго превращенiл одного вида энергiи 

въ другой. Если тtло Е движетсл около S по круг~ то превраще
нiе энергiи вовсе не имtетъ мtста, и количество кинетической энер

riи системы во все времл движенiл остаетсл постолннымъ. 

3аконъ сохраненiл энергiи, утверждал, что уменьшенiе количе

ства одного вида энергiи соотвtтствуетъ всегда точно такому же 

nриращенiю другаго вида, устанавливаетъ количественную эк в и в а

л е н т но ст ь о боихъ видовъ энергiи при ихъ превращенiлхъ, 

не опредtллл однако, наное количество 11зъ наличнаго запаса всей 

знерriи сиетемы подлежитъ 11ревращенiю, т. е. какое количество 

энергiи 1\tожетъ въ различные моменты движенiл лвллтьсл въ томъ 

или· другомъ изъ обоихъ видовъ, ибо, какъ n1ы вид'ВJНI изъ предыду

щихъ прим·вровъ, при одномъ и томъ же количеетвt вcefi энерriп 

системы, но при различныхъ родахъ ел движенiл, различныл части 

одного вида энергiи подлежатъ превращенiю въ другой, и обратно. 

Вышеприведенное заключенiе послужитъ намъ впослtдствiи къ улсне

нiю значенiл обоихъ основныхъ законовъ механической теорi11 тепла. 

Выдtлимъ мысленно какую нибудь часть изъ консервативной систе

мы и разсмотримъ энергiю этой . части, т. е. сумму П + Т. Такъ 

накъ матерiальныл точки, составллющiл выдtленную часть, подлежатъ 

дt11ствiю не то.11ько взаимныхъ силъ между ними, но и силъ, обусло

вленныхъ остальными точками системы, которыл должны быть раз

сматривае:мы, какъ внtшнiл, по отношенiю къ выдtленной части, то 

но.1ш1ество энергiи этой части не будетъ оставатьсл постолннымъ. 

Д tйствительно, приращенiе кинетической энерriи разсматриваемой 

чаети еистемы будетъ происходить насчетъ работы не только ел 

взаиъшыхъ силъ, но и силъ внtшнихъ, завислщихъ отъ остальнып" 

точекъ системы; первал работа будетъ обусловлена только взаим

нымъ расположенiемъ точекъ выдtленноit части; но вторал работа 
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кромt того еще будетъ зависtть отъ распредtленiл точе.къ осталь

пой части. С.11tдовательно, при движенiи точекъ выдtленной части 

огъ одного ихъ взаимнаrо распредtленiл къ другому, не будетъ всег

)1.а одно и тоже приращенiе кинетической энергiи этой части, ибо 

при этомъ распредtленiе разсматриваеlltыхъ точекъ, по отношенiю къ 

остадьнымъ частлмъ системы, можетъ быть различно. Итакъ, энергiл 

каждой отдtльно взлтоii части консервативной системы можетъ, во 

времл движенiл этой посдtдней, увеличиватьел или уменьшатьсл. Но 

такъ какъ при этомъ количество энергiи всей системы должно оста

ваться неизмtннымъ, то очевидно, увеличенiе энергiи одноii части си

стемы должно происходить на счетъ ел уменьшенiл въ др)тихъ ча

стлхъ системы. Такпмъ образомъ !IЫ приходпмъ къ представленiю о 

перед а ч t, распр о ст ан е н i и, и.111 перех од t энергin изъ од

ной части систеl\IЫ въ другую, и.ш вообще-пзъ одной части пр о

стр ан ст в а въ другую, т. е.-къ представленiю о движенiи 

э не р r i и. Если наоборотъ въ какой н11будь части разсl\~атриваемой 

системы ко.1шчество энерriи остается неизм'1шнымъ во все времн дви

женiл, то мы должны за1,11ючить, что въ этой части систеl\IЫ суще

ствуютъ только взаимныл силы между составллющим11 ее матерiаль

НЫJ!Ш точками, и что остальныл части системы не 011азываютъ влiл

нiл на разсматриваемыл точки, т. е. какъ-бы длл нихъ не с,уще

ствуютъ. Вообще l\IЫ то.1ько тогда будемъ ю1tть систему матерiаль

ныхъ точекъ съ постолннымъ количествомъ энергi11, когда примемъ 

въ расчетъ всt частн наблюдаемой нами матерiи, могущiл какимъ 

либо образомъ дtйствовать другъ на друга, т. е. когда ;11ы вклю•1ю1ъ 

въ нашу систему весь познаваемый нами матерiальныii мiръ. Длл 

отдtльныхъ частей опред'tленнаго такимъ образомъ 11ipa сохраненiе 

энергiп не можетъ 1н1tть 111tста, ибо въ такомъ сдуча·t часть, съ 

непзмtннымъ количествОJ\IЪ энергi11, не претерп·tвал никакого д'tй

ствiл отъ оста.1ьныхъ частей и сама на нихъ не воздtйствул, не 

существовала бы фпзическп длл наблюдателя внt ел, и представллла 

бы собою весь lliipъ длл наб.1юдате.1л внутри ел, при чм1ъ конечно 

наблюдатель разсматриваетсн , какъ чаеть системы, подверженнал 

тtмъ или другю11ъ дtiiствiлмъ остадьныхъ частей. 

Каждое изъ нашихъ отд·t,Iьныхъ непосредственныхъ наблюденiii 

:иожетъ относиться къ лвленiлl\1Ъ, обнш~ающимъ тодько ту или дру

гую малую часть всего мiра. Поэтому мы не можеl\IЪ ни наблюдать, 

ни представллть себt никакого процесса природы, происходлщаго въ 
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ограниченномъ про(jтранствt такъ, чтобы количество пролвллющейсл 

при этомъ процессt энерriи оставалоеь-бы всегда одно и тоже.· То 

что мы nъ дtйствительности наблюдаемъ-есть тотъ или другой мо

ментъ взашшаго превращенiл разныхъ видовъ энергiи другъ въ друга, 

при чемъ количества энергiи того и другаго вида должны быть эква

валентны между собою. Такимъ образомъ, вслкое двпженir, наб.1ю

да_еJ11ое или представллемое нами въ какой дибо еиетемt матерiаль -
ныхъ точекъ, не обнимающей собою всего l\lipa, должно быть свлза

но еъ Jменьшенiемъ или увеличенiемъ эверriи упомлнутоii систе)IЫ. 

Это измtненiе энергiи наблюдаемой сиетемы можетъ происходить или 

непрерывно, или скачками, !Iожетъ состолть въ из!1tненiи одной 

только потевцiальн6й энергiи, или одной кинетической. или обtихъ 

заразъ. Другими словами, если мы обозначимъ черезъ Е II Е' коли

чества энергiи систе!IЫ соотвtтственно длл двухъ безконечно близ

кихъ . мо!1ентовъ времени, то разность Е1 
- Е можетъ быть тоже 

безконечно мала, какъ въ случаt непрерывнаго из:utненiл энергiи, 

или Е'- Е можетъ быть конечною величиною, ее.пи энергiл измt

нлетъ свою величину скачка!ш. I1po)1t того, обозначал черезъ Т и 

П и черезъ Т' и П' ко.тrичеетва кинетическоti и потенцiадьной энер

гiи системы д.1ш перnаго и втораго изъ двухъ вышеупомлнутыхъ мо

ментовъ времени, !IЫ ю1·J;емъ очевидно: 

н 1' 1 +П'=Е', (151) 

всдtдствiе чего приращенiе энергiи систе~1ы опре дtшпсл сдtдую

щимъ обраЗО!IЪ: 

Е'-Е=Т'-Т+ П'-П, (152) 

при че:мъ лвдлетсл очевиднылъ значенiе частныхъ сдучаевъ, когда 

происходитъ из~1tненiе ш1и одной потенцiаЛLной энергiп, или одной ки

нетической, т. е. когда 1'1 = Т, шш П' = П. 
Из:мtненiе одной только потенцiадьной энергiи J11ожетъ быть 

произведено,· когда къ точкамъ системы будутъ приложены внtшнiл 

силы, уравновtшивающiл внутрешvл взаимныл силы системы во всл

кiii моментъ движенiл этой посдtднеii. Въ самомъ дtдt, обозначал 

черезъ 8L работу упомлнутыхъ внtшнихъ силъ, при какомъ-дибо 
возможню1ъ безконечно ма.10:мъ измtненiи распредtленiл точекъ си

стемы изъ ихъ размtщенiii въ какой-либо ъ1оъ1ентъ времени, и помин, 

что отрицате.1ьное приращенiе -оП потенцiальной энергiи системы, 
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при тt.хъ-же перемt.щенiлхъ, nредставитъ соотвt.тствующую работу 

внутреннихъ силъ, мы будемъ имt.ть, на основанiи § 28, (76), слt.

дующее условiе равновt.еiл внt.шнихъ и внутреннихъ силъ д,:л каж

даго момента времени: 

8L-8П=О. 
< (153) 

Обозначимъ черезъ dL и dП работу внt.шнихъ и внутреннихъ силъ 
длл д t. й с.тв и тельных ъ без конечно малыхъ перемt.щенiл то

чекъ системы. Если эти перемt.щенiл обращаемы, т. е. если рл

домъ еъ ними возможны также другiл nеремt.щенiл, имъ прлмо nро

тивоnоложны11, то условiе ( 15 3) дл11 такихъ перемt.щенiй обра

щается въ 

dL-dП= О. (154) 

Но при движенiи еистемы должно выполнлтьсл условiе (120), кото

рое представится въ nидt.: 

dL-dП-dT= О, (155) 

rдt. dT представллетъ приращенiе кинетической энергiи системы. На 
основанiи (155) и (154) имt.емъ, что 

dT=O, 

т. е. что кинетическая э'нергiл, не получал приращенiл, остаетсл не

измt.нною во все времл движенiл. Rpo~1t того изъ условi11 

dП=dL (154) 

видно, что, если движенiе системы происходитъ в ъ ст о р он у внt.ш

нихъ силъ, т. е. еелR работа этихъ послtднихъ, dL, на каждомъ 

элементt. пере~1t.щенiл опредtллетсл положительною, то приращенiе dП 

потенцiальной энергiи системы будетъ тоже положительно, т. е. эта 

э н е р г i л б у д е т ъ у в е л и ч и в а т ь с л н а с ч е т ъ р а б о т ы в н t ш
н их ъ с ил ъ; въ обратномъ случаt, когда движенiе таково, что ра

бота dL отрицательна, потенцiальнал энергiл системы будетъ умень

шаться, за т р а ч и вал с ь н а р.а бот у пр от и в ъ в н t ш них ъ 
силъ. Въ первомъ случаt внtшнлл работа тратит с л на увеличе

нiе энергiи системы; во второмъ случаt вы игрывает с л внtшнлл 

работа насчетъ затраченной энергiи. Если внtшпiл силы, по 

выполненiи ими нtкоторой положительной или отрицательной работы, 

переетаютъ дtйствовать на точки системы, то движенiе этой послtд· 
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ней продолжаетсл е,ъ пое,толнною энергiею. но И3Мtненною противъ 

той, которал имtла мtсто до начала дtйе,твiл внtшнихъ силъ. 

Если внtшнiл силы приложены описанны:мъ способомъ къ точ

камъ е11сте~1ы въ тотъ моментъ ихъ движенiл, когда кинетическал 

энергiл равна Н)' лю, то эта послtднлл очевидно останете,л равною 

нулю во все времл, пока дtйе,твуютъ впtшнiл силы; т. е. спстема 

бу_детъ въ покоt. Но въ такомъ е,лучаt, при неи3мtнномъ распре

дtленiи точекъ системы, ел потенцiальнал энерriл останетсл неи3-

мtнною. Однако при этомъ достаточно сообщить еистемt какъ угод

но малый 3апае,ъ кинетической энергiи, чтобы тtмъ вы3вать непре

рывное превращенiе внtшней работы въ потенцiальную энерriю, или 

наоборотъ. У величенiе потенцiальной энерriи прои3ойдетъ, когда со

общенныл скорости будутъ направлены въ сторону дtйствiл внtш

ю,хъ силъ; уменьшенiе-когда упомлнутыл скорости обусловлтъ дви

женiе противъ дtйствiл внtшнихъ е,илъ. 

Слtдующiе простые примtры могутъ полепить намъ ра3ъле,нен

ный выше епособъ и3~1tненiл потенцiальной эн-ергiи системы внtш

ю1ш1 е,ида~rи. 1) Камень подымаетсл равномtрно рукою надъ по

верхноетiю земли, при чемъ, во все времл движенiл каnшн вверхъ 

рука уравновtшиваетъ силу тнжее,ти, работа-же руки увеличиваетъ 

потенцiальную энерriю системы изъ земли и камин; скорость сооб

щаетсл камню Р)'КОЮ при началt движенiл, и во все времл поднлтiл 

остаете,л неизм'tнною. 2) Точно также, работа руки увеличиваетъ по
тенцiа.11ьную энергiю системы, когда рука отклонлетъ малтникъ изъ 

положенiл )·стойчиваго равновtе,iл, не сообщал ему при этомъ ско

рости или когда 3) рука завертываетъ пружину, при чемъ сила 

руки во все времл завертыванiл уравновtшиваетъ постепенно воз

растающую упругую силу пружины. 

llзмtненiе одной только кинет11чее,кой энергiи системы, незави

симо отъ потенцiальной, мы :можемъ представить себt очевидно толь

ко мгновеннымъ, и слtдовательно обусловленны:мъ нtкоторы:мъ им

пу льсомъ мгновенныхъ е,илъ, или столкновенiеn1ъ матерiальныхъ то

чекъ данной системы: е,ъ точками другой. Продолжительность импуль

с. а ИJIИ столкновенiл должна быть при это:мъ представлена на столь

ко малою, что въ продолженiи времени дtйствiл мгновенныхъ е,илъ 

положенiе частей системы не уе,пtетъ конечнымъ образомъ измtнитсл; 

не измtнитсл с,лtдовательно и потенцiальнал энергiл; кинетическал 

же энергiл системы получптъ внезапно нtкоторое конечное положи-
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тельное или отрицательное приращенiе. Въ случа,t, данныхъ импуль

совъ упомянутое приращенiе кинетической энергi11 опредtлится по 

§ 33, (121)" уравненiемъ 

Т - 1'0 = } !J [ V0 cos ( J, V0 ) + V cos (J, V)) . (155) 

Въ случаt столкновенiя приращенiе 1'- 1~ опредtлится на основа

нiи соображенiй, съ сущностiю которыхъ мы по3наком11мся при из

слtдованiи соударенiй твердыхъ тtлъ. 

Вслкое наблюдае~1ое нами яменiе мы тогда считаемъ вполнt 

поннтню1ъ, когда оно .можетъ быть сведено къ рп;~,у простtйшихъ 

явленiй движенiл матерiп. Tt явленiя, которыя могутъ быть объя

снены подобньв1ъ образомъ, составллютъ пред~1етъ физики. С11ож

ность явленiл таюп,ъ образомъ завIIснтъ отъ едожности тt,хъ дви

женiй, которыми оно )!Ожетъ быть объяснено. Двшкенiе-же мы мо

жемъ разс~~атривать и.1и какъ ию1tненiе подоженiн частей матерiи, 

составляющеii данную систему, II,ш ка1{ъ процессъ преnращенiл энер

гiи и ел передачII изъ одного !1tста въ другое. 

Если дв11111енiе сt1иемы намъ извtстно вполнt, т. е. если мы 

для каждаго времени можетъ указать мtсто въ пространствt длл 

каждой qаспщы наблюi).аемоii eIIcTe}IЫ,. то ъ1ы буде)IЪ въ состоянiи 

очевидно также найтII д.1я каж;аго времени II ъ1tста колпчество энер

гiи того 11 другаго юца, 11 с.1tдовательно р1;шить вопросъ о пере

дач·t и превращенi11 энергiп. Но наоборотъ, н.ш ~IЫ знаемъ, какое 

количество того и.111 другаго шца превращаетсл OiJ.HO въ другое въ 

цанной части систе~ш и.ш передается другш11ъ qаст1в1ъ, т. е. если 

для насъ р·tшенъ вопросъ о передачt и превращенi11 энергiп, то 

изъ этого еще не сдtд)'етъ, что мы всегда въ состолнiи идти да.rrь

ше и рtшить . вонросъ о двшкенi11 каждой частицы разематриваемой 

еистемы. 

При однихъ явленiяхъ, какъ напримtръ, звуковыхъ и отчасти 

евtтовыхъ, мы можетъ вподнt представить себ't тt движенiл, кото

рыл въ этихъ явленiлхъ пролвдлютсл. При другихъ лвленiлхъ, какъ 

напримtръ-тепловыхъ, электрическихъ, магнитныхъ, мы можемъ 

представить себ·t только измtненiл энергiи II ел 11сремtщенiл, со

отв'tтствующiя упомянутьн1ъ яв.rrенiлмъ, не знал почти ничего о со-
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отвtтственномъ движенiи въ собетвенномъ смыслt, по недостатку 

фактовъ, которые шн1ог.чи-бы наl\1Ъ едtлать какiл-либо зак.чюченiл 

въ этомъ направленiи. 

§ 38. Передача энергiи машинами. 

Представи:мъ себt нtкоторую матерiадьную систему, которал 

движется подъ дtйствiемъ сидъ, взаимно уравновtшивающихс11 дл11 

каждаго :момента времени движенiл; кромt того движенiе системы иуеть 

будетъ обращаем о е, т. е. пусть каждому р11ду дtйствительныхi пе

ре:м·tщенiй частей системы соотвtтствуетъ р11дъ пр11мо противополож

ныхъ возможныхъ перем·tщенiй. При такихъ условiлхъ, работа всtхъ 

вышеуnом11нутыхъ взаимно уравновtшивающихсл сш1ъ во все времл 

движенiл системы должна быть равна нулю, а кинетическал энергiл 

системы должна оставатьс11 неизl\1tнною. 

Такого рода движуща11с11 еистеl\~а представллетъ собою общiй 

типъ машины. Такъ какъ еумма работъ силъ, приложенныхъ къ 

:машинt, должна быть равна ну.чю, то работа одн·tхъ изъ этихъ си.11ъ 

будетъ положительнал, а работа другихъ-отрицательнал. Силы, при

.11оженны11 къ маш1шt и выполн11ющi11 во врем11 ел движенi11 по.11ожи

тельную работу, называютс11 д в ига тел II мл; силы, выполн11ющi11 

въ тоже врем11 отрицательную работу, называютсл с оп рот и в л е

н i 11 !! и. Двигатели направлены вообще подъ остры~ш углаш1 къ дви
женiю тtхъ частей, къ которыl\1ъ онп прш1ожены; сопротив.,енi11 об

разуютъ вообще тупые уг.1ы съ направ.н~нiлю1 ;~:вшннi11 соотв·tт

ствующихъ частей 1\IаШШIЫ. Двпгатеди очевидно пе обуслов.1111ваютъ 

непосредственно никакпхъ изl\1tнeнitt въ движенi11 лашины, кинети

ческан энергi11. 11oтopoii опаетсл посголнною; роль двигателей со

стоитъ въ томъ, чтобы во вс.е вре!IЛ движенiл машины уравновtши

вать сопротивленiл, .и.11и п об t ж да т ь с оп р о т и в л е н i л. Роль ма

шины состоитъ въ томъ, чтобы ос ущеетвить условiл, при которыхъ 

работа двигателей можетъ быть превращена въ п о ,1 е з ну ю работу, 
по б 't, ж дающую работу сопротивленiй. 

Обозначал череsъ dLm элементарную работу двигателл, совер

шаемую въ теченiи элемtJнта времени, при безконечно :маломъ пере

мtщенiи частей машины, черезъ dLr-соотвtтствующую э.1ементар

ную работу еопротивленiй, и черезъ dТ-nриращенiе кинетической 
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энергiи машины, мы будемъ имtть слtдующее условiе обращаемаrо 

движенiл ( см. 120): 

dLm + dLг + dT= о, (156) 

при чемъ, вслtдствiе равновtсiл двигателей и сопротивленiit: 

dLm +dL,= о, ( 157) 

и слtдовательно 

dT=O; (158) 

т. е. кинетическал энерriл машины остаетсл неизмtнною (получаетъ 

приращенiл равныл нулю), и во все времл движенiл, по (157), рабо

та двигателей равна и противоположна работt сопротивленiй. 

Rpoмt силъ двигателей и сопротивленiй, которыл по нашему 

произволу моrутъ быть приложены къ машинt, или нtтъ, всегда су

ществуютъ еще силы, не подлежащiл нашему произволу, существова

нiе которыхъ обусловлено существованiемъ самой машины. Эти си

лы направлены всегда, какъ показываетъ опытъ, противъ движенiл 

частей машины и потому называютсл в р е д н ы м и с о п р о т и в л е

н i л ми. Обозначал черезъ dL' элементарную работ)· вредныхъ со

противленiй ( по предыдущему-всегда отрицательную) при безконеч
но маломъ обращаемомъ перемtщенiи машины, мы должны, принимал 

во вниманiе эту вредную работу, представить условiе д1Jиженiл въ 

слtдующемъ видt: 

dLm + dLг + dL' + dT = О , (159) 

откуда видимъ, что постолнство кинетической энерriи машины будетъ 

имtть мtсто при слtдующемъ условiи равновtсiл: 

dLm + dLr + dL' = О , (160) 

т. е. когда работа двигателей тратитсл на побtжденiе не только внtш

нихъ, полезныхъ сопротивленiй, но и вредныхъ. 

Силы, дtйствующiл на части машины должны очевидно обусло

вливатьсл присутствiемъ какой-либо матерiа.цьной системы, такъ или 

иначе свлзанной съ машиною. Разсматривал машину и матерiальную 

систеъ1у, обусловл1шающую двигатели, какъ одно цtлQе, мы будемъ 

имtть нtкоторую матерiальную систему, къ которой приложены внtш

нiл силы ( сопротивленiл ), совершающiл во времл движенiл системы 

отрицательную работу. Такой случай былъ разсмотрtнъ въ предыду

щемъ параrрафt, rдt было указано, что онъ соотв·tтетвуетъ умень-



§ 38 ГЛАВА II. ПРИНЦИПЫ ДИНАМИКИ. 221 

шенiю эпергiи системы, къ которой при.1ожены си.1ы, совершающiл 

отрицате.1ьную работу. Такъ какъ энергiл машины остаетсл постолн

ною, то работа, затра 11ивае:мал на побtжденiе сопротив.1енiй, по.1у

чаетсл на счетъ убы.1и энерriи той системы, которал обусловливаетъ 

двигате.1Jи и которал можетъ быть названа резервуаромъ по.1езной 

работы. Роль машины такимъ оброзо~1ъ состоитъ въ томъ, чтобы 

энергiю упомлнутаго резервуара превращать въ подезную работу 

противъ сопротив.1енiй. 

Съ другой стороны, мы може:мъ разематрnвать какъ одно цt.1ое 

1~ашину и ту систему, которал обус.1овдиваетъ сущеетвованiе сопро

тивленiл. Въ такомъ случаt внtшнiл силы, при.1Jоженныл къ разс~~а

триваем:ой cllriтe?ft (т. 'е. наши двигатели), совершал положительную 

работу, увеличиваютъ энергiю системы. Такимъ образомъ вообще ма

шина лвлнtJтсл посредникомъ, перемtщающи:мъ энергiю отъ одной си

стемы къ другой и преврашающпмъ переносимую энерriю въ опре

дtленный в1щъ. 

---~---



ГЛАВА III. 

Д'ВЙСТВIЕ СИЛЪ НА ТВЕРДЫ.Я Т'БЛА (ДИНАМИКА 
ТВЕРДЫХЪ Т1:JЛЪ). 

А) РАВНОВЪС!Е ТВЕРДЫХЪ ТЪЛЪ (СТАТИКА). 

§ 39. Равно в t с i е с в об о дн а го тверд а го т t л а. 

Подъ твердымъ тtломъ въ настолщеit главt подразумtваетел 

въ строгомъ смыслt неизмtнлемал система матерiальныхъ точекъ, 

т. е. такал система, точки которой не .могръ измtнлть своихъ взаим

ныхъ разстолнiй. Твердое тtло будетъ с в об од н ы м ъ, когда длл 

какоit л11бо изъ его точекъ возможны вслкiл ПОСТ}'Пательныл движе

нiл, и кромt того длл всего тtла возможны всt вращенiл около этой 

точки. Неи:змtнлемость разстолнiй 111ежду частицами абсолютно твер

даго тtла приводотъ къ тому заключенiю, что какiл-бы взаимныл 

силы ни дtйствовали между этими частицами, он·t должны оставатьсл 

въ равновtсiи, ибо .rпомлнутыл силы всегда направлены по неизмtннымъ 

разстолнiлмъ 111ежду частицами. Таки111ъ образомъ, дtйствiе внtшнихъ 

силъ на твердое тtло должно состолть толыо въ измtненiи величины 

и момента количества движенiл, ибо вслкiл другiл дtйствiл внtшнихъ 

силъ, помимо упомлн--}'тыхъ измtненiй, совпадал очевидно по напра

вленiю съ дtйствiлми взаюшыхъ силъ (которыл, по § 21, § 24, не 

производлтъ такихъ измtненiй), должны взаимно уравновtшиватьсл, 

на основанiи неизмtнностп разстолнiй 111ежд}' точ1ш11ш системы. Слt

довательно наоборотъ, внtшнiл силы, приложепныа къ точкамъ твер-
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даго тtла ( или K'lt точкамъ, неизмtнно съ нимъ соединенныв1ъ ), тогда 
находлтсл въ равновtсiи, когда ихъ направленiл r.овпадаютъ съ на

правленiемъ какихъ-либо равнодtйствующихъ воображаемыхъ взаим:

ныхъ силъ между точками разсматриваемой неизмtнной системы, 

т. е. когда данныл: силы моrутъ быть разложены на рлдъ составлл

ющихъ, направленныхъ по разстолнiлв1ъ между точками системы, и 

попарно противоположныхъ и равныхъ. Но в1ы знаев1ъ, что если си

льi удовлетворлютъ вышеизложеннш1ъ условiлв1ъ, то (§ 2 l, § 24) 
ихъ геов1етрическал сумма и ихъ моментъ около вслкаго начала рав

ны нулю. Слtдовате.11ьно, обозначал черезъ r.F геометрическую сум

му силъ, а черезъ r.М-геом,етрическую сумму ихъ моментовъ около 

произвольно выбраннаго начала, мы будемъ имtть слtдующiл усло

niл равновtсiл: 

(1) 

Если подъ r.M, мы будемъ подразув1tвать в1оментъ око.10 .1 ю ба г о 

нача.1а, который всегда равенъ нудю, то второе изъ ур. (1) заклю
ч11ть въ себ;t также п условiе r.F= О, ибо, по § 23, (30), в1ожно 

под ожить: 

1:М=М'--;- ЭЛ; 

а эта величина обращаетсл въ ну ль длл вслкаго начала тогда толь

ко, когда отдtльно ЭЛ = О и М1 = О, ибо ЭЛ остаетсл длл вслкаrо 

начала неизв1tнно, а М1 мtнлетсл; но .1~Г, представллл в1ов1ентъ гео

метрической сумв1ы силъ, только тогда равно нулю длл вслкаго на

чала, когда сама эта сумма есть нуль. 

Къ тtмъ же самымъ уравненiлмъ (1) мы прiйдемъ, если будемъ 
выводить условiл равновtсiл изъ принципа в о з м о ж н ы х ъ пе р е

м t щ е н i it, изложеннаго въ § 28 и выраженнаrо ур. (76). Пусть Х, 
У, Z будутъ слаrающiл, по нtкоторымъ прлмоуrодьнымъ ослмъ, отъ 

силы, приложенной къ нtкоторой точкt даннаго твердаго тtла, коор

динаты которой суть х, у, z. Длл различныхъ точекъ значенiл Х, У, 

Z, х, у, z очевидно должны предполатьсл вообще различными. Форма 
и nоложепiе твердаго тtла будутъ намъ извtстны, когда мы будемъ 

знать координаты каждой изъ его точекъ; по измtненiю величины 

упомлнутыхъ координатъ мы можемъ судить о nеремtщенiлхъ твер

даго тtла. Но вслtдствiе неизмtнлемости разстолнiй в1ежду точками 

твердаrо тtла, длл нихъ возвюжны не вслкiл nроизвольныл измtне

нiл координатъ, а только тt, которыл с-оотвtтствуютъ поступатель-
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нымъ или вращательнымъ движенiлмъ тtла, т. е. единственно воз11ож

нымъ для него перемtщенiл:мъ. Итакъ предположи:мъ, что твердое тtло 

всtми своими точками передвинулось безконечно мало по хакому ни

будь направленiю; тогда каждыя три координаты каждой изъ точекъ 

тtла измtнятсл па безнонечно 11~алыл положительныл или отр11цатель

ныл величины. 

" 6а, 8ь, 8с, (2) 

придавал которымъ всевозможныл (безк. :малыл) 111аченiл, мы исчер

паемъ всt возможныл безконечно ма.1ыл 11оступательныл перемtще

нiл неиз:мtнлемой системы. Предполагал затtмъ, что твердое тtло 

повернулось на произвольно выбранные безконечно мадые углы 8а., 

8~, 81 , соотвtтственно около трехъ осей координатъ, 11ы найдемъ 
(§ 31, (101)), что координаты х, у, z какоii нибудь точки измtнлтсл 

соотвtтственно на безконечно малыл величины 

у81 - z8~, z8a.- х8у, (3) 

при чемъ ~шожите,ш 8а., 8~, l1 будутъ 
в~tхъ точекъ разсматриваемой системы. 

очевидно одни и тtже длл 

Придавал упомлнутымъ llrнo-

жителлмъ веевозможныл безконечно малыл значенiл, мы исчерпаеl\rъ 

ДJIН каждой точки вс·t возможныл д.l.lл пел безконечно малыл пере

мtщенiя, об условливаемыл различными вращенiл:ми системы около 

различныхъ осей, проходнщихъ черезъ начало координатъ. Такъ канъ 

люб-ое перемtщенiе системы можетъ быть представ.l.lено, канъ ко~1-

бинацiя поступатедьнsго и вращательнаго движенiй, то приращенiя: 

ах, 8у, 8z координатъ х, у, z какой либо точки системы, при любомъ 
перемtщенiи этой послtднеit, выразлтсл суммою приращенiй (2) и 

(3), т. е. будутъ: 

" 1' " "(.j ох= оа + уо1 - zot', 

8у = 8ь + z8a. - х8у, (4) 

8z = бс + х8~ - у8а. *). 

*) Полож•мъ вообще, что точк11 какой либо системы получаютъ к о н е ч

н ы й рядъ без к он е ч н о м ады х ъ перемъщенiй, характеризуемыхъ приращс

нiями о,х, о 1 у, o1z координатъ х, у, z какоii .п1бо точки, для перваго перемъщенiя. 
приращенiями о2х, о2у, о2z-ддя втораго перемъщенiя, и т. д. Положимъ далъе., что 

~,х= 11 + а,х + Ъ,у + c,z, ~2.-i:= 1. 1 +а,х +~,У+ 1,z, 

о,у = 12 + а2х + l12y + c2z, о2у = 1,2 + а2х + ~2у + 12z, 

r, 1z = 13 + а3х + Ь3у + C3z, ~2z = ).3 + a"'v + ?.,!! + 73z·, 
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Припоминал общее условiе равновtсiл, 

~(Х8х + Уоу + Zoz) <О, 
и подставллл въ него величины ( 4 ), мы находимъ: 

8а :ЕХ + 8ь Il' + ос :EZ 

т OIX I(Yz - Zy) + o~:E(Zx - Xz)-+ о1 :Е(Ху- l'x)-< о, 

225 

~ ~ь Qткуда, вслtдствiе совершенной произвольности величинъ r:.1a, r:.1 •• 

l-i, 8~ . . , выводимъ слt.дующiл уравненiл равновtеiл: 

IX=-=O; :ЕУ=О, I:Z=O, 

:E(Yz-Zy):._-=O, :E(Zx-Xz)=O, ~(Ху-Ух)=О. 
(5) 

Но первыл три изъ предыдущихъ уравненiй выражаютъ, что всt три 

,слагающiл по оелъ,ъ координатъ геометрической сум~,ы всtхъ прило

женныхъ силъ равны каж,'(ал нулю, всдtдствiе чего очевидно должна 

'5ыть равна нулю и caiia упомлнрал геометрическал сумма. Послtд

нiл три изъ предыдущихъ уравненiй выражаютъ, что каждый изъ 

трехъ слагающихъ ~10&1ентовъ сш1ъ около oce!t координатъ равенъ 

нулю (сравн. (32), § 23), nелt:детвiе чего и са~1ый этотъ моментъ, 

и т. д. Тогда въ резу льтат1; вс1;хъ этихъ переи1;щенiй будетъ такое из~11;ненiе 

ьоординатъ разсиатриваемоii точки: 

ох = 0 1х + о2х + · · · , оу = о 1у + ?, 2у + · · · , r,z = o1z + o2z + · · · , 
независимо отъ того, произоiiдутъ-ли перем1;щенiн 1, 2 ... заразъ, или: посл1;до

вательно, при чеиъ конечно величины )., 11, ~, ••• l, а, Ь . . . предполагаются безко

нечно малыми, а число приращенiй о1 , о2 и т. д.-конечнымъ. Д1;i1:ствительно, пред
nо.шган, что сперва произошло переи1;щенiе о1 и зат1;:11ъ пер'ем:1;щенiе 02 , мы по
. .11учим:ъ окончательное приращенiе въ вид1;: 

о 1 х + о2 (х + о,х) = 71 + а 1 х + Ъ,у + c,z 

+ i. 1 + ,:i 1 (.т + r. 1 .т) + ~1 (у+ о1у) + Tt (z + o1z) 

= 71 + i. 1 +(а,+ ,:i 1 ) .1· + (Ь1 + ~1 ) у+ (с,+ т.) z 

ибо произведенiн 111 о 1 х, ~1 i\ 1y ... суть безконечно ма.нr въ сравненiи съ (a1+,:i1), 

{Ъ, + ~1 ) ••• Точно также докажеиъ вообще, что 

о,х + 02 (;r + а •. т) + 03 [:с+ о.:с + а. (х + о,х)] 
+ о, {.т + о.:х + 02 (.т + i; 1x) + о3 [ Ji + · · · = 0 1х + о2х + о3х + о,х + · · · 

.лишь-бы чис.110 прнращенiii: i', 1 , о, ... не оыдо оезконечно велико. 
15 
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т._ е. геометрическал сумма )10.ментоnъ всtхъ данныхъ с11.1ъ, до.1женъ 

быть равенъ ну.11ю. Итакъ, урр. (5) выражаютъ прежде наtiденное 

нами условiе (1 ). 

§ 40. Сложенiе силъ, дtйствующихъ на неизмtняемую систему. 

Подъ с ложе п i ем ъ с11.1ъ, при.1оженныхъ къ твердому тв.11у. 

разр1·tетсл разысканiе одной или нtско.1ью1хъ такихъ с11.1ъ, кото

рыя замtнлди-бы данныл с1шы по свои~,ъ J(tйствiяъ1ъ. Такъ какъ 

д'вйствiе с11.11ъ на твердое т·вло соетоитъ то.1ы,о въ нзмtненiп ве,ш

чины и момента его ко.11.ичества движенiл, то nсш,iя другiл сплы, 

пропзводлщiл т·вже са.мыл 11з}1tнснiл упошшрыхъ nе.11.11чпнъ, будутъ 

равнодtiiствующими данныхъ. Но свободное твердое тtло, по отношенiю 

къ возъ1ожны~1ъ перемtщенiл.мъ сnоихъ точекъ, вы110.шлетъ тв усдовiл, 

при которыхъ, по § 31, измtненiе ве.шчпны кош1чества движенiл измt
рлетсл rео~1етрпческою суш1ою прп.1оженныхъ еидъ, а измtненiе мо

лента ко.11р1ества двшкенiл-~10!1ентомъ при.1оженныхъ tш~ъ. (;лtдо

вате.1ьно вслкiл еш1ы, геометрическая сумма которыхъ и мо~1ентъ 

около nроизвольнаго начала будутъ Р,авны гео~1етрической суммt и 

соотвtтствующему моменту данныхъ силъ, приложенныхъ къ твер

дому тtлу, будутъ равнодtйствующ,пш этнiъ пос.11tднихъ. Такимъ 

образо;11ъ, ес.11и ~,ы •1ерезъ F 1 , F 2 •.• обозначимъ данныл сп.1ы, прп

.1оженныя къ твердоnу т·tду, чсрезъ 1VI1 , М2 ••• -ихъ !IО~1енты окодо 
нtкотора_го прои;~вольно выбрапнаго начада, черезъ Fi', F/.. 11 
1~1·/, 11f/ .. - равнодtiiетвJ·ющiл силы и ихъ мо~1енты око.10 того-же 

нача.ш, то до.1жнI:J. будутъ у;~:овдетворлтьсл с.11.·tдующiп ус.11.овiл: 

Y.F=Y.F 1, 1:11f=1:.М 1 , (6) 

гд·в с.ую1ы берутся rеО)Iетрпчески. При это~1ъ очевидно также, что 

еиды, равныл II противопо.Iожныл найденнымъ равнодtпствующимъ, 

буд утъ уравновtшивать данныл с11.1ы F 1 , F 2 ••• , ибо геометрическая 

сумма 11 ;11031ентъ такпхъ противоположныхъ с1шъ будутъ - 'iF1 

и- У.JГ; сумма же п моментъ всtхъ с11.1ъ, дtйствующпхъ на твердое 

тt.10 будутъ 

IF ,__, IF1 п IJI ~ I.JГ, 

и обратлтсл, вс.1·вдетвiе (6), въ ну.ш; т. е. удовдетворнтъ )·с.1овiю 

равнов'1,еiн (1 ). 
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Изъ § 23 1\IЫ знаемъ, что ддл вслкой данной системы сплъ мо

rутъ быть подобраны по крайней мtpt три с.илы ( вообще вектора), 
которыхъ )IО~1ентъ будетъ равенъ 1\1оменту данныхъ сп.1ъ. Одна изъ 

упо!1лнутыхъ трехъ сплъ равна по ве.пrчинt и направ.1енiю rео

мет1mческоii еуммt данныхъ си.тrъ и проходптъ черезъ тai,J'IO точку, 

)1оментъ данныхъ силъ око.10 котороii совпадает·~, по направленiю еъ 

этой геометрической суммой; другiл двt сшrы дежатъ въ п.1оскоети, 

перпендпкулнрной къ первой, п соетав,шюгъ пар у, моментъ r;oтo

pofi равенъ вюl\1енту данныхъ еилъ око.10 упов1лнутоii выше точки 

шш, что вее равно, -около направленiл первоii сшrы, какъ оеи. 

Такъ какъ очевидно, rеометрическал сую~а трехъ упомлнутыхъ сшrъ 

будетъ кромt того равна rеометричеекой сув1мt данныхъ ешrъ, то 

первыл представлтъ систему изъ наш1еньшаrо возможнаrо числа 

равнод·tfiетвующихъ пое.тrtдн:uхъ. Итакъ, вел к а я с ист ем а е ил ъ, 

д ·в й ст в у ю щи х ъ на тв е р д о е т t л о, 1\1 о ж е т ъ бы т ь в о в с t х ъ 
отношенiяхъ заl\1·tнена по кpaiiнeii м·tpt одною с·п

.1 о ю и к ъ н ей п ер п е н дик ул л р п о ю II ар о ю. Таюrмъ образомъ 
лы видшrъ, что способъ за~r·tны одноii спете~rы спдъ другою, ей рав

нод·tiiетвующею, зак.1ючаетс11 д,1л даннаrо l'.1учая въ выраженiи 

(30), (§ 23): 

jjf =--= И1 + iJ( , ( 4) 

при •rемъ 0•1евидно, что rеометрическал суl\1ма сшrъ, им·tющихъ :riro
)Ieнтъ 1lf, равна геометрическн!i cJш1t сш1ъ, ю1tющихъ МО)1ентъ 

J.f' + -:1!1, пбо въ § 2 3 было указано, что rеометрическан еумма 

сшrъ 1\IОl\1ента ]{' 1\1ожетъ быть сд·tлана равною ну.l!ю, а гео)1етрическiл 

суммы спдъ, иl\1tющiл моменты М п ~, суть однt и тtже, но при.10-

жены къ разньп1ъ точкамъ. Точно также легко видtть, на основанiи 

§ 23, что даннал сиетеl\tа сш1ъ можетъ быть заl\1tнена дВ)'МЛ взаимно пер
пенд11ку,1лрными сила11ш, придожl)ННЫI\Ш къ двуl\1ъ различнымъ точкамъ. 

Изъ вышеприведеннаго непосредственно слtдуютъ закдюченiн о 

слtдующихъ частныхъ сдучалхъ. 

1) Вслкал · сила, приложеннан къ твердому тtлу, можетъ быть 

зам·tнена равною ей сш1ою, приложенною rдt либо по той-жr. прлмой 

.111нiи, какъ первал. 

2) Си.ш, направленiя дtйствiл которыхъ встр·tчаютсл въ одной 
точкt, ~1огутъ быть замtнены ихъ rео~1етрической cy~1мotf, прш1ожеп

поit къ упоялнутой точк·I,. 
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3) Двt парадлельныл силы замtнлютсл одною, равною ихъ ал

гебраической суммt, u: приложенною вдоль по линiи, разд·tллющеfi 

разстолнiе n1ежду обtш11И точками приложенiл данныхъ силъ, внутрен

но или внtшне, обратно пропорцiонально величинамъ этихъ силъ. 

Внутреннее дtленiе соотвtтствуетъ случаю силъ, направленныхъ въ 

одну сторону,, вн·tшнее-въ разныл етороны. 

4) Двt равныл параллельныл силы, направленныл въ разныл 

стороны, составллютъ п ар у с ил ъ II не могутъ быть замtнены 

одною силою. 

5) Точка пересtченiл равнодtйствующей двухъ параллельныхъ 

силъ и линiи, соединлющей точки приложенiл этихъ послtднихъ, не 

зависл отъ направленiл слагающихъ, оетанетсл таже саман длл всл

кихъ взаимно параллельныхъ с1~лъ, прохо;1лщихъ черезъ однt и тtже 

точки прш1оженiл. 

6) Точка приложенiл равнод·tfiствующеfi двухъ одинаково на

правленныхъ параллельныхъ силъ, дtлл разстолнiе между обtими 

данньнIИ точками приложенiл въ обратномъ отношенiи къ величинамъ 

силъ, еовпадаетъ, по § 22, съ центромъ инерцiи двухъ маесъ, помt

щенныхъ въ упомлнутыхъ точкахъ и пропорцiональныхъ по cвoefi 

величинt соотвtтствующимъ силамъ. 

7) Равнодtitствующал нtсколькихъ равнонаправленныхъ парал

ледьныхъ силъ легко найдетсл послtдова.тельнымъ сложенiемъ, и бу

детъ равна по величинt суммt данныхъ силъ. Ел точка приложенiл 

совпадетъ съ центро!1ъ инерцiи воображаемыхъ массъ, пропорцiональ

ныхъ даннымъ силамъ и размtщенныхъ въ соотвtтствующихъ точ

кахъ приложенiл. Такал точка, не измtнлющал своего положенiл съ 

измtненiемъ направленiл параллельныхъ силъ, проходлщихъ черезъ 

тtже точки приложенiл и сохранлющихъ свои велпчины, называетс.л 

ц е н т р ом ъ п ар ал .1 Р. л ь н ы х ъ с ил ъ. 

Сила, равнал и прлмо противоположнал равнодtйствующей, долж

на очевидно уравновtшивать данныл слагающiл, и слtдовательно, 

вмtстt съ этrпш послtднюш-удовлетворлть условiлмъ равновtсiл 

(5). Поэто~1у, ес.'IИ Х0 , У0 , Z 0 будутъ три слагающiл равнодtйствую

щей по осл~,ъ .координатъ, а х0 , у0 , z0-координаты ел точки при

ложенiя, то, на основанiи (5 ), ~,ы должны им·tть: 
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Y 0z0 - ZuYo == l: (Yz - Zy), 

Z 0x 0 - X 0z0 = l: (Zx - Xz), 

ХоУо - У0х0 = r (Ху- Ух), 
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(7) 

(8) 

гдt вообще Х, У, Z обозначаютъ с..~агающiн данныхъ си.1ъ, приложен

ныхъ къ разнымъ точкамъ (х, у, z) твердаго тtла и уравновtшиваю
щихс.л одною силою (Х0 , У0 , Z 0 ), приложенною въ точкt ( х0 , Уо, z0 ). И.п 

вышеприведенныхъ уравненiй (7) и (S) .1егко видtть, что не всегдс1 

:можнu найти три слагающiн Х0 , У0 , Z O одной силы, которан урав

новtшивала-бы вснкую данную систему силъ, дtiiствующихъ на твер

дое тtло. Дtiiствительно, помножал урр. (8) соотвtтственно на Х0 , 
Уо' z(\ и сJt.lJадыван, :мы находимъ: 

откуда видимъ, что три JJCKO!IЬIH ВедИ'IИНЫ Хо' Уо' z о должны, кро
Аl'Б трехъ урр. (7), еще удовлетворнть павненiю (9 ), что не всегда 

возможно. Уравненiн ( 7) требуютъ, чтобы искомал равнодtiiствую

щап равнн.1ась геометрической ср1:мt слагающихъ, а уравненiе (9)
чтобы направленiн равнодtйствующеii ( если такован найдется) и мо

мента слагающихъ около начала координатъ были перпендикулярны 

другъ къ другу. Это послtднее условiе и:мtетъ очевидно мtсто, гдt-бы 

ни было выбрано начало координатъ, ибо урр. (8), изъ которыхъ слt
дуетъ ур. (9), <·уществуютъ д.lJH вснкаго начала координатъ. Подста

влял величины Х0 , У0 , Z 0 нзъ (7) въ (9), мы находимъ слtдующее 
условiе, которо11у доджны удовлетворять данныл с.и.1ы, чтобы имtть 

одну равнодtйствующую: 

l:X. l: (Yz - Zy) +l:Y. l:(Zx - Xz) + l:Z. l:(Xy-- Ух)= О. (9) 

Что касается до урр. (8), то каждое изъ нихъ, на основанiи (9), пред" 
ставлнетен слtдствiемъ двухъ осталь'ныхъ, вс.1tдствiе чего коорди

наты х0 , у0 , z0 точки приложенiн равнодtйпвующеfi опредtлнютсн 

только двумн независимыми другъ отъ друга уравненiнми, которымъ 

удовлетворнютъ всt точки нtкоторой прнмоii линiи. Такой резуль

татъ очевиденъ самъ по себt, ибо точка приложенiл силы, дtiiствую

щей на твердое тtло, можетъ быть перенесена куда угодно вдоль по 

прнмой, совпадающей съ направленiемъ сш1ы. 
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Но всегда ~1ожно наiiт11 двt силы (Х1 , У1 , Z.1 ) н (Х2 , У2 , Z 2 ), 

приложенныл къ двумъ точкамъ (х1 , y 1 ,z 1 ) п (х2 , у 2 , z2 ), ко

торыл замtнлли-бы данную систе!tу сип,. Танiл силы н пхъ точнп 

прJ1ложенiл опред·J;ллтсл (\чев11дно уравненi ffми: 

Х1 +Х2 =~Х, У1 +У2 =:ЕУ, z 1 +Z2 =~Z, 
Y 1z1 - Z 1y 1 + l\г2 - Z/t2 = ~ ( Yz - Zy), (10) 

Z 1x 1 - X 1z 1 + Z 2x 2 - X 2z2 = :Е ( Zx - Xz), 

Х1у1 - У1х1 + Х/!/2 - У2х2 = :Е ( Ху - Ух), 

при чемъ вообще ~1ожно подобрать нtсколько сплъ по двt, 11зъ ко

торыхъ каждыл двt в~1tетt бьш1-бы равнодtiiствующими даннымъ, 

ибо число уравненiй (10), опред·J;ллющихъ дв·t силы и пхъ точки 
приложенiл, меньше числа иско)1ыхъ неизвtс.тныхъ. 

Точно таь:же всегда можно наiiти нtкоторую пару е11.1ъ 11 сплу, 

зам·tнлющiл данныл сп.1ы. Называн даннын вешrчины 

:Е (Yz- Zy), 

соотвtтственно череаъ 

:ЕХ' 

~(Z.x: - Xz), 

А, В, С, L, JИ, 1{, 

~ ( Ху - У.т) 

(11) 

мы буде:мъ имtть слtдующiл уравненiл длл опредtденiл слагающихъ 

Х1" У0 , Z 0 силы, координатъ ел точки· приложенiл ( х0 , у0 , z0 ) и 
слагающихъ ~1оментовъ л, /1-, v искомой пары: 

Yozo - ZoYo + ·л = L' 

Z 0x0 - X 0 z0 + fJ. = 11-I, 

ХоУо - Toxu --t- v = 11'; 

(12) 

(13) 

Такъ какъ д,1л опредtленiл точки при.1оженiл силы достаточно 

только двухъ уравненiii, опред;tллющихъ нtкоторую прлмую, то иаъ 

урр. ( 13) остаетсл только одно длл опредtленiл трехъ неизвtстныхъ 
л, fJ., v. Сдtдовательно, можно подобрать беачис.1енное шrожество 

паръ, J13Ъ ноторыхъ каждал вмtстt съ силою (Х0 , Y0 ,Z0 ) ааD1tнлла

бы данныл силы, дишь-бы слагающiе моменты этихъ паръ удовле

творлли уравненiю 

A1-+BfJ.+ Cv=AL+BM + CN, (14) 
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которое мы получаеъ1ъ по!шожал урр. (13) соотвtтственно на А, В, С, 
п складыван. Но 1\1ежду этиш1 парюш можно найтп одну, Rоторал 

будетъ перпендику ллрна RЪ силt ( А, В, С) и направленiе 1\1Оl\1ента 

которой будетъ слtдовательно пара.1Ледьно этой силt. Д tiiствительно, 

помин, что если двt линi11 параллельны, то ихъ проложенiл на всл

кiл другiл линiи будутъ въ поrтолнно!1ъ отношенiи межд1· собою, мы 

можемъ условiе парал.~1едьноети линШ (А, В, С) и (А, /J-, v) выра

зить такимъ образомъ: 

), __ µ 'J 

А- в-z,, (15) 

11 получпмъ изъ трехъ уравненiй ( 14) 11 ( 15) также, IШRЪ въ 

§ 23, (39): 

rдt 

l,=A AL+BiiI+ CN
1 

--ВАL+вм+ ск 
/J- - в2 , 

V= CAL+ ВJИ + си, 
в2 

в2 = А 2 + в2 + с2. 

1

(16) 

(17) 

Полагал въ каждомъ изъ трехъ выраженiii (16) соотвtгственно 

А 2 L = ( в2 
- в2 

- с2 ) L , 

в2 и = С ш -- А 2 - с2) м ' 
C2N=(R2-B2 -A 2 )N, 

J\IЫ подучае11ъ: 

· _ L _ В LB - JJIA __ С J\.''A -=_~С 
л - в2 R'l ' 

µ = JJI __ С JJIC - NB _ А LB - ..МА , ( 16) 
в2 в2 

_ 11.~ -ANA-LC -BJJIC-NB 
v -- .н в2 в2 ' 

вс.11'tдетвiе чего YPl), (13) обращаюгсл въ 

В ( Z 0 - с) - С (у0 - Ь) = О , 
С (х0 -а)-А(2\,-С) =О, 

А (у0 - Ь) - В ( Х0 - а) = О , 

(18) 
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гдt 

MC-NB 
а=-~~-

в2 
b 

__ NA-LC - в2 , LB-MA 
с=-~-

в2 
(19) 

откуда види:мъ, что одною изъ возможныхъ точекъ приложенiн силы 

(А, В, С) будетъ точка, координаты которой суть: 

х0 = (t , у O = Ь , z0 = с , (20) 

какъ мы уже видt.л1 въ § 23, (42). 

Ес,.1и даннын силы пара.ыельны между собою, то об()значан че

резъ l, т, 1i косинусы угловъ, которые какал нибудь F изъ этихъ 

силъ дtлаетъ съ оснми координатъ и помнн, что .}ТИ углы, вслtд

етвiе условiн парал.~rе,1ьности, д.~rн всtхъ силъ должны быть одина

ковы, мы будемъ имtть: 

~Х = l'i.F, "f.y = m"r.F, 'i.Z = n't.F 

"f, (Yz- Zy) = m"r.Fz- n"r.Fy, 

"2:. (Z;f-Xz) = n"r.Fx- l'i:.Fx, 

"f. ( Ху - Ух) = l"r.Fy - rn"E.Fx , 

(21) 

вслtдствiе чего условiе (9) 1 удометnоритсн, и равнодtйствующал 

найдетсн изъ уравненiй 

(22) 

откуда, обозначал самую равнодtйствующую черезъ F0 , имtемъ: 

(23) 

косинусы уг.11овъ равнодtiiствующеii съ оснми будутъ очевидно l, т, п. 
Въ такомъ случаt уравн. {8), опредtлнющiя точку приложенiл равнС'
дtiiствующей, превратлтсл въ 

mF0z0 - nF0y0 = m"r.Fz - n"r.Fy , 

nF0x0 - lF0z0 = n"r.Fx - l"i:.Fz, 

lF0y0 - mF<,x0 = l":i.Fy - m"i:.Fx. 

(24) 

Эти уравненiл удовлетворлтсл, какiл-бы ш1 были ве.1ичины l. 
т, п, если всегда 

"2:.Fy 
Уо= r,ji, (25) 
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то есть, равнод'tйствующал проходитъ веегда черезъ одну и туже 

точку - центръ параллельныхъ си.~1.ъ, который опредtллетсл, какъ 

центръ инерцiи :массъ, равныхъ по величинt даннымъ си.11амъ и раз-

11tщенных ъ въ соотв'tтствующихъ точкахъ при.1оженiл, что лвствуетъ 

иаъ сравненiл выраженiй (25) 11 ( § 2 2), ( 17). 
Если параЛJ1ельныл си.1ы пропорцiона.11ьны массамъ матерiаль

ныхъ точекъ, къ которы:мъ онt при.~ожены, то мы бу~емъ имtть 

длл каждой :массы т и д.1111 каждой силы F: 

и '"f.F =---= g '"f.:m , (23)' 

гдt g есть коеффицiентъ пропорцiонадьносп1, одипаюй д.11л всtхъ 
силъ и :массъ, и представ.11лющiii очевидно ускоренiе ( всегда одно и 

тоже), сообщаемое силою F массt m. 
Такой с.ччай мы им:tе:мъ при дtiiствiи тяжести вб.11изи отъ зем

ной поверхности. Тогда выраженiл (25) превращаютсл очевидно въ 

'imx 
Хо= -I:m ' 

'imy 
Уо= '"f.·m, (25)' 

Центръ парал.11ельныхъ сидъ прп этомъ носитъ названiе пен т р а 

т л жест и, и его подоженiе, не зависл отъ ведичины сш1ъ, совпа

даетъ съ центромъ инерцiи данныхъ массъ. 

§ 41. Равновtсiе твердаго тtла, съ одною несвободною точкою. 

Твердое тt,10 не б)·детъ свободно, когда длл него с;~,tлаютсл 

невозможными одно и.11и нtско.11ыо изъ поступательныхъ п.;ш враща

тельныхъ перемtщеиiii. Ограниченiе поступательныхъ пере:мtщенiй 

:можетъ ю1tть :мtсто, когда одна изъ точекъ Т'вла или неподвижна, 

и.ш должна оставатьсл всегда на нtкоторой данной поверхности, или 

должна оставатьсл на нtкоторой .1инi11, иди :можетъ сойти съ одной 

или нtсколыихъ поверхностей въ опредtленныл отъ нихъ стороны, 

и т. п. Ограниченiе вращательныхъ перемtщенiй :можетъ и:мtть мt

сто, когда двt точки тtла неподвижны, или пзвtстнымъ способомъ 

свлзаны съ одною или нtско.:~ыи:ми данными поверхностл:ми, и т. д. 

Длл всtхъ вышеупом:лнутыхъ случаевъ вообще, въ выраженiи 

la'"f.X + cb'i У+ lc'"f.Z 

,д~'"f.(Yz-Zy)+o~'"f.(Zx-Xz) +c1'i(Xy-Yx)=O, (26) 
< 
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представлнющемъ ~·словiе равнов'l,сiн неизмtнлемоii систеDIЫ, ве.llИ

чины la, 8ь, ос, l11., l~, ly, не ,будутъ уже еовершенно про11звоJ1ьны, 
ибо длл несвободнаго твердаrо тtла не представлнютсн возnюжными 

вслкiл поступательныл и вращательныл движенiл. Разберевrъ нt

сколько случаевъ равновtсiл несвободнаrо твердаго тtла. 

1) Пусть одна пзъ точекъ твер;\аго тtла не можетъ ос.тавптL 

нtкоторую данную поверхность. Слtдовательно, длн упом:лнутои точки, 

таRже Rакъ н длл ncefi спстеllш, возыожны изъ подоженiл равновtсiл 

вслкiл поступательныл переDt'tщенiл вдодь по элементу поверхностп, 

на которО)IЪ она находитсл, 11 невозможны переD1tщенiл, къ этому 

эле11еНТ)' перпендпку:rлрныл. Кроъ1t того предполагается очевидно. 

что вращенiл спстеъ1ы ог.оло точ1ш сопри1,основенiл ел съ данною 

поверхностiю не етtснены юшакимъ условiемъ. Выберr.мъ нача.110 

координатъ въ кaitoii лпбо то_чкt упомлнутаго э.11емент:~ поверхностп, 

ось z-овъ - перпендикуллрно къ его плоскости, а оси х-овъ II 

у-овъ - какъ-диfiо въ caD1oii плоскости :мемента. Тогда плть перс

мtщенiit 8а, t.b, 811.. 6~, 6'у, въ выраженiи (26), в1оrутъ бытr, раз
С!1атр1шаемы, канъ еовершенно произво.111,ныл; перемtщенiе-же 8с 

должно быть всегда равно нулю. У словiе равновtсiл (26) въ такою 
сдГШ'.\; удовлетворн~сл, когда только пить коеффицiентовъ при плти 

произвольныхъ величинахъ обратлтсл въ нули; множитель-же при lc 
мжетъ быть очевидно БaRoii угодно. Итакъ, уравненiл l)авновtсiл 

ддн даннаго случаи будутъ: 

}:.Х=О, }:.У=О. 

~ ( У z - Z у) = о , ~ ( Z х - Xz} = о , ~(Ху--Ух)=О, (27) 

обозначающiн, что гео~1етрическал су~~ъ1а взаимноуравновtшивающпхсл 

силъ должна быть по направденiю перпендикуллрна къ элементу по

верхности, поддерж11вающе~1у тtдо, а по величин·t ъ1ожетъ быть про

извольна, и что rеометр11чес1шл суш~а моментовъ снлъ около начала, 

совпадающаго съ эт11D1Ъ элементомъ, равна нулю. 

Rъ тtмъ-же выводл1ъ DIЫ приходиъ1ъ слtдующимп разсужденiлllш. 

Вслкал систм~а сплъ, придоженныхъ къ неизl\1tнлемой системt, l\IO· 
жетъ быть замtнена вза~пшо перпендпкуллрнымп парою II еплою, т. е. 

тремл с11ла~ш. Очевидно, что упом11нутал с,истеl\tа еилъ будетъ въ 

равновtсiи, еслп пара равна будетъ нулю, а сила проидетъ черезъ 

точку, лежащую на эле~1ентt поверхности, и будrтъ на правде на пер

пендикуллрно къ этому послtднему. 
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Есл11 вышеупомлнрыл условiл равновtсiл не удовлетворлютс;~, 

то :можно на1iт11 вообще одну шлу, к ото ран вмtстt съ данными обу

~' .,, 

. 
'! :\\ ! \ \ . '. 

' ' ' 2',"- \ \ 

'\\J!l 
\ ~ : 
\ \ : 

п. 

\ \ 

словлпвала -бы равновtсiе. Дtпствительно, 

четь тп (рис. 66) будетъ плоскость, парал-

ле.11ьнал э.~rе~~енту поверхности, поддерживаю

пtе)I)' одну изъ точекъ твердаго т·tла; щ·егь 

С· будетъ сд·tдъ на тп нор~ш.ш къ этому 

эдементу; пусть f II f' будръ дв·t, еплы, за

в1tнлющiл данную систе)tу еидъ (or. § 23 п 

§ 40 ), при чемъ f перпендику ллрна къ пдос
поети тп и перес1шаетъ ее въ точпt В. а 

(
1 совпадаетъ съ упомлнутою плопосгiю. EcJIИ 

СВ 11 (" пересt1,утсл въ каБой-либо точБt А, 
\ ~f/ "'11 то i'iЪ этой посдtднеit ![Ы прИ,10ЖИDIЪ двt силы 

Рис. 66. lJ II q, изъ которыхъ перван равна и проти-

воположна силt f', а послtднлл перпендику ллрна къ плоскости 1mi, 

и, слагалсь съ f, даетъ н·tкоторую с11лу, приложенную въ точкt С. 

Обt силы р и q, или.. что все равно, пхъ равнодttiствующал R' i 
уравиовtшиваютъ систему сплъ, представллев~)·ю сила1ш f и ( 1

• Сила 

R равнал и противоположнал сил·t R 1 б}·дегъ очевидно равнодtй

ствующал данныхъ силъ прн данныхъ условiлхъ. Такал равнодtit

ствующал можетъ быть однако найдена только очевидно въ томъ 

случаt, когда точка А не лежитъ въ безконечноии и не совпа

даетъ съ С. 

---нк-+--

Величина, направленiе и точБа прш1оженiл равнодtйствующей, 

при разсматриваемыхъ )'словiнхъ, могутъ быть также опредtJ1ены не

посредивенно изъ ycлoвiii равновtсiл (27). Обозначал черезъ Х0 , 

У0 , Z 0 слагающiл равнодtiiствующей, а черезъ х0 , у0 , z0 - коорди

наты ел' точки прш1оженiл, ~1ы буде:мъ им·tть, по (27), введл обоз
наченiл (11): 

Y 0z0 - Z 0y0 = L, Z 0x0 - X0z0 = М, Х0у0 - У0х0 = N, (28) 

Подставллл величины Х0 , У0 изъ первыхъ двухъ уравненiй въ 
три остальныл, множа эти послtднiл соотвtтственно на А, В, Z 0 , п 

складыван, мы получаемъ: 
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AL-гBM+Z,1Y=O, (29) 

откуда 

z =--AL+ ВМ 
1) у . (30) 

Подетавллл найденную ве.шчину Z 0 въ три послtднiл уравненiJl 

(28), мы будемъ имtть r,.1tдующiл павненiл д.ТJ:л опредtленiл х0 , 

Уо, Zo: 

AL ---г В.11,[ 
Bzo т N . Уо = L ' 

AL+ BJ.1I I . --N -x0 ,-Az0 =-M, (31) 

Ay0 -Bx0 =N, 

изъ коtорыхъ каждое представллетсл, какъ ,1егко зам'tтить, слtд

ствiе:мъ двухъ остальныхъ: слtдовательно урр. (31) опредtллютъ цt
лый безконечный рлдъ точекъ приложенiл равнодtJ:iствующеИ, лежа

щихъ вдоль по линiи д·tйствiл этоii послtднеff. Кро:иt того изъ (31) 
:мы видимъ, что равнодtйствующал перес't.каетъ плоскость ( ху ), т. е. 
плоскость, совпадающую съ элементомъ задерживающей поверхности, 

· въ точкt 

, MN 
Хо = - AL + B11f ' 

, LN 
Уо = AL+BM' (32) 

которал опредt.н1тсл, по.1агал въ ( 31) 

z0 =0. 

Точно также наJ:iдемъ, что равнод·1йствующал пересtкаетъ плос

кость ( zx) ( пpll у0 = О) въ точкt 
,, L 

Zo = В' 
." N 
Хо =-в 

и ШIОСКОСТЬ (yz) (при Хо= О) въ точкt 

"'- м .zo - - ... 4., 

Разсмотримъ частные случаи предыдущихъ ptшeнiJ:i, когда 

иJiи а) N =О, 

И.IИ Ъ) А= в= о . 

(32) 

(32) 
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Длл случал а) выраженiе ( 30) даетъ 

Z=АL+ви_ 
о 

и Z
0 
имtетъ только тогда возможное значенiе, когда 

АLтВМ=О; 

при- этомъ послtднемъ условiи, мы найде&1ъ легко, что 

, __ L 
Уо -- - z , 

о 

при че!IЪ Z 0 &1ожетъ быть выбрано какимъ угодно. 
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(33) 

(34) 

На (рис. 66) легко видtть, что, при условiи а), f' проходитъ 
черезъ точку С, и тогда нtтъ одной равнодtitствующей; прибавоч

ное условiе (34) требуетъ, чтобы си:ла f тоже была приложена къ 

точкt С. 

Случай Ь) имtетъ тогда ~1tсто, когда система силъ, приложен

ныхъ къ твердому тtл)·, сводитсн къ силt f и napt, лежащей въ 

плоскости тп ( рис. 66), и когда замtна этоii системы сила~ш f' и 
f невозможна. Тогда очевидно возможны не менtе дВ)"ХЪ равнодtй

ствующихъ, лежащихъ въ двухъ разли:чныхъ плоскостнхъ, и приложен

ныхъ къ разнымъ точкамъ, при чемъ очевидно, одна равнодtйствую

щан вообще не будетъ имtть }ttcтa. Но если случаи а) и Ь) суще

ствуютъ совмtстно, то всегда находитсл одна равнодtйствующан Z 0 , 

величина которой и точки приложенiя опрt\дtллются уравненiнми 

- Zy0 =L, (36) 

Наконецъ случай I, = М = О соотвtтств}·етъ тому, когда сила 
f приложена къ точкt С, и когда равнодtйствующая системы равна 

и противоположна силt f'. 

2) Предположимъ, что свобода перемtщенiй одной какой ниб)·дь 
точки неизмtннемой системы стtснена тtмъ условiемъ, что эпr точка 

не можетъ покинуть какую-либо данную поверхность (т. е. одинъ 

11зъ плосRихъ элементовъ) только въ одну какую-либо сторону по 

перпенднкуллру отъ этой послtдней. Въ такомъ случаt, какъ и въ 

предыдущемъ, очевидно, что система силъ, приложенныхъ къ твер

дому тtлу, должна замtняться только одною силою, проходящею че

резъ элементъ поверхности, перпендикулярно къ этому послtднему и 
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въ напраш1енi11 невозложнаrо перелtщенiл. Выбирал 01·11 коор;~:пнатъ 

также, какъ въ предыдущю1ъ c.1y,1at, п 1,po)1·t того ось .z-ouъ, пер-

1ншдпкударпую У.Ъ а.1ю1енту новерхпоетп-въ ТО)IЪ 11апраu.1енi11, по 

которому точка не 111ожетъ отоiiтп отъ новерхности, мы .1еrко за~1t

тш1ь, что плть изъ пзв·tстныхъ шестп псремtщенiй моrутъ быть въ 

ус.11овiп (26) выбраны пропзво.ТJьпо, а шестое 6'с-то.1ько всегда отрп
цате.11ьнылъ. Вr.тtдствiе атоrо ус;1овiа равнов't,сiа выраз11тса д,1л дан-

наго с.ТJучан е.тtдующшш уравненiюш: 

LX-:-:---0, ~У=О, ~Z=O, 
> 

I ( Yz - Z !J) = о , L ( Z:c - Xz) ·= О, L ( Ху - У..с) = О, 

значенiе которыхъ только-что было обълснено. 

(37) 

Ес,ш ус:1овiл (37) пе удош1етворнютсн, то систела прпложеп

ныхъ с1шъ )IОжетъ быть за:мtнена нtкоторою парою II перпендю(у

,1лрною къ пeii t~и.1ою, при чемъ вообще возможно наiiтп еще одну 

сшу илп одну пару, изъ которыхъ та 11:ш другал, ю1tетt съ ;~:ан

ньпш с11.1аш1, удержпва,1а-бы спсте.му въ равновtсiи. Тутъ, такъ-же 

ка1,ъ п въ предыдуще:мъ, возможны ;~;ва сдучал: а)-коrда. система 

данныхъ еш1ъ замtнлетсл та~шм11 парою II си.11ою, изъ которыхъ пер
вал дежптъ въ ш1оскост11 тп (рис,. 66), параллельной п,1оекости 

э.1е:мента поддерживающей поверхности, а еи.11а пер_пендикуллрна къ 

атой поверхностп; Ь) когда за111шнющiл пара и си.ТJа распо.Т\о:кены 

11наче, неже.ш въ предыдущ1шъ с.туча·t. 

Въ с.чча t а) очеви;~:но нельзл наiiтп одну уравновtшпвающую, 

ес.ш тu.1ько паvа не равна нулю. Но наi1дутсл всегда двt уравнов·tши

вающiл еи.1ы, въ двухъ разныхъ пдосRостнхъ, при,1оженныл къ раз

нымъ то•шамъ; одна пзъ упо~шнутыхъ сп.Т\ъ будетъ .11ежать въ плос

кости 1mz. ДЫiствитедьно, ес.11и мы воuбразимъ себt пару и сил)·, 

равнын п противоположныл даннымъ, при че11ъ пuс.ТJ'tднлл при.ТJожена 

въ туже точку, какъ даннал сида, то очевидно, система будетъ въ 

равновtсiи. Но одну изъ си.11ъ пары ~IЫ можемъ придожить въ одну 

точку съ одпночною сидою, и замtнпть 06'1, эти приложенныл къ од

ноii точкt си.1ы одною, которал вмtс.тt еъ оставшеюсл другою сп.11uю 

пары и будетъ уравновtш,шать данную епсте11у с1шъ. 

Въ сдучаt Ь) :мы можм1ъ данную пару II си.ту замtнпть .. каRъ на 

рис. (66 ), дврш взаимно перпендику.ТJлрньнш с.и,1ам11 {11 f', приложен

нымп въ разныхъ точ1;ахъ, и распо.11оже1шым11 такъ, что 011:на изъ этихъ 

сшrъ леж11тъ nъ п.1ое1,ост11, пара.1.1е.11,ноti поддерживающе)!)' эдементу. 
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Прп этош, по.1ож11~1ъ, что певозыожныл пере)1tщепiя напраюены вш1зъ 

отъ ш1ос"остп пт, перпендику.1лрно къ этой пос.1'!,днеii. Уравновt

шпrн1ющую СП.JУ ~,ы наii;{емъ опять также, какъ пъ с.1учаt l); т. е. 

прове;1емъ прш1ую ВС, соедпнлющую точку при.1оженiл сш1ы f со с.1t

;1,031ъ С, на плоскости 1mt, норыа.ш къ поддерживающей поверхности, 

а къ точк·t перес·tченiл .шнiп СВ II с11.1ы (', т. е. къ Н'tкоторой: 

точ-кi; А, прпложи.r.1ъ сплу р, равную II протпво110.1ошную сп.1't (', и 
с11.1у q, которап, с.1ага11сь съ 11ара.ые,1ы1ою eii си:1ою (, да.ш-бы нtко

торую равнод1,йствующую, при.1ожепную 1,ъ точR·t С и напраменную 

внизъ, отъ плоскостп тп. Гео~1етр11чrс1.ал rую,а R' с11.IЪ р II q, при
.1оженна11 къ точ1t'l, А, представитъ 0 11евидно 11с1,0~1ую уравнов'!;ш11-

вающую, а равнап п противопо,1ожfrал eii си.ш R-равнодttiствующую 
сплъ f II f' при дuнныхъ ус.1Jовi11хъ. Ддл выпо.шенiл упо}1лнутаго 

построенiл необход11~10 во первыхъ, чтобы .шнiп СВ 11 / 1 не бы.ш 

паралдельны другъ другу, а во вторыхъ, чтобы 11хъ точка пересt

ченiл А дежала между точкамп С и В, ес.ш rп,1а f направ.1Jена 

вверхъ отъ п.:1осиост11 пи~; ес.ш сшн1 f направ,1ена внш~ъ отъ пдос

"остп пиz, т. r. пара.ые,11,но неnозJ1ожнымъ поступате.Iьньв1ъ пере

~1tщенiл!1ъ, то то•ша Т(Оджна прпходитьсл внt отрtзка прл~1оti СВ. 

Этп зак,1ю 11енiл д'tлаютс11 са~ш по себt очевидны, ec.:r11 ,~ы прппоъ1-

шп1ъ 11равш10 с11оженiл парад,1е.1ьныхъ си.1ъ II обратю,ъ внш,анiе на 

то, 11то резу лынрующа11 паралледьныхъ сп.IЪ р II q ( т. е. спла раn

нал и'хъ гео~1етрпческой суммt II нмtющал съ нпмп одинакiй мов,ентъ 
около вслкаго нача.1а ), будучп при.1.ожена къ А, до.1жна направл11тьсл 
ВНПЗЪ ОТЪ ШIОСКОСТИ mn. 

Rъ тtмъ-же еамю1ъ вьшода~,ъ в1ы прitiде~1ъ, разсматрпвал оощш 

уравненiл (37), соотв'tтетвующiл данному с.1учаю. Обозначал, какъ 

прежде, черезъ Х0 , У0 , Z 0 , слагающiл искомой равнодttiствующеn, 
11ерезъ х0 , у0 , z0 - координаты ел точки пр11.1оженiл, и вводл обоз

наченiл А, В, С, L, М, N, вш получи.r.1ъ, на ос.нованiи (37), c.1Jt
;i.yющiл условiл длл нахожденiл равнодtnствующеti: 

Xu = А , У;1 =-= В , Z O = С , 
< (38) 

откуда 110:1учас11ъ, какъ прежде: 

AL + BJI -г Zu°S=O (39) 
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и 

(!О) 

но съ тtмъ, чтобы было Z O < О. 
Длл ОПредtленiл КООрДИНаТЪ Х0 , Уо, Z 0 ПОЛУЧИМЪ тtже уравне

нiл (31), которыл дадутъ намъ, полагал въ нихъ поочередно z0 = О, 

Уо = О, х0 = О, координаты точекъ, въ которыхъ равнодtitствующал 

пересtкаетъ плоскост11 ноординатъ: 

MN LN 
ДJIII плоек. (ху): Х0

1 = - AL + ВМ' Уо 1 = AL + ВМ' (41) 

,, L ,, N 
ДJIII ПJIOCK. (zx): Zo =В, Хо = - В, (41) 

с ) 11,_N 
д.11н плоек. yz : у0 - А , 

/fl ]Jf z ----· 
о - А 

(41) 

Данныл величины А, В, С, L, М, К мы выразимъ съ помощiю вве
денныхъ выше сидъ f 11 ( 1

• Осп х-овъ и у-овъ, расположенныл 

въ плоскости паралледьной тп, т. е. въ плоскости поддержи

вающаго элемента, выберемъ танъ, чтобы ось х-овъ была парал

лельна линiи СВ, 1толъ ъ1ежду СВ и f' обозначимъ черезъ ix, и 

разстолнiе С отъ поверхности, считаемое вдоль по оси z-овъ, на

зовемъ черезъ-с (ибо оно идетъ на рисункt вверхъ отъ плоско

сти ~У, т. е. по отрицательной оси z-овъ); разетоянiе СВ обоз

начимъ черезъ а; тогда координаты точки В будутъ: х = а, у= О, 
z = - с; накоющъ Rоординаты точки В' обозначи~1ъ Ч1Jрезъ а', Ь 1 , -с. 

3атtмъ легко nычислимъ, что 

А = f' cos ix , В= f' sin 11. , С = - f 

L= - cf' sin ix, М = -af + cf' cos ос, 

1{ = b'f' cos 1Х - a'f' sin ix, 

(42) 

z - afsinix II дол:жн. быть <--(, (43) 
0 - Ь' cos 1Х - а' sin ос 

1 (Ь' cos ix - а' sin 11.)(cf' cos 11. - af) 
Хо= afsinoc ' 

cf' 
у 1 = ~ ( Ь' cos 1Х - а 1 sin rx) и т. " . 
о af . , " 

(44) 

Изъ выше приведенныхъ nыраженiй прежде всего видно, что иско

мал равнодtiiствующал не отыскиваетсл, когда ix = О, т. е. когда 

сила f' направлена параллельно линiи АО; въ такомъ случаt Z O = О, 
и условiе ( 43) выполнитсл, только когда сила f направлена въ сто-
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рону обратную данной. Итакъ, пр1 данно:мъ направленiи сш1ы ( рав

нодtйствующал тогда возможна, когда линiл f' и ось Х-(IВЪ пере

сtкаютсл въ какой либо не безконечно удаленной точкt А. Обозна

чал длину СА, откладываемую въ положительно!IЪ направ.11енiи оси 

х-овъ, черезъ l, и замtчал, что въ такомъ случаt 

-- l sin '1. = Ь' cos 1Х - а' sin '1., 

мы получаемъ изъ (42), (43) и (44): 

N = - f'l sin 1Х , Zo= __ '_!:f <-f', 

, l(cf'cos'1.-af) 
Хо=-- af--' 

, _ cf'' . 
Уп -- - -, l Slll lX, 

а 

(45) 

(46) 

(4 7) 

откуда види:мъ, что условiе Z 0 < - f можетъ быть удовлетворено ил11 
тогда, когда, при направленiи силы f вю1зъ, ве.1Ичины а и l и.мtютъ 
одинъ знакъ и l < а, 11ли когда, при направленiи силы f вверхъ, 
величины а и l имtютъ разныл знаки; въ первомъ случаt точка А 

лежитъ между С 11 В; во второмъ случаt-внt промежутка СВ и 

такъ, что точка С пр11ходитсл между В и А. 

Р0.вшенiн (40) и (41) могутъ сдtлатьсн невозможными, когда 

иди a)N=O, или b)AL+BJJf=O. 

Случай а) имtетъ мtсто, когда 

т. е. когда 

N =: ( 1 ( Ь' cos 1Х - а' sin '1.) = О , 

или ('=о' плн 
Ь' 

tg'l.=-· 
а' 

(48) 

(49) 

(50) 

Первому предположенiю соотвtтствуетъ однако опредtленное рtшенiе: 

а( 
Zo=-т<-f, Xo'=l, Уо'=О, 

гдt l есть произвольнан ве.1шчина, свнзаннан только условiемъ: 

а 

т>1. 

(51) 

(52) 

Во второмъ случаt очевидно, f' приложена къ точкt С, и рtшенiе 

тогда возможно, когда af = О, т .. е. когда сила f при.11ожена тоже 

къ точ1,t С, 11.ш равна нудю. 

Въ с.1 уча t Ь) имtе:мъ: 

afsin '1. =О, (53) 

16 
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и ptmeнie нево:~можно, когда или а= О, или а.= О; но длл f = О 
имtе:мъ: 

У0 = {1 sin~, 
' Уо = tg:x 

х 1 ' 
о 

(М) 

т. е. равнодtйствующал есть cania сила f'. 

Какъ примtръ разобранныхъ выше случаевъ равновtсiл несво

боднаго твердаго тtла, разсмотримъ равновtсiе тлжелаrо тtла, опи

рающагосл одною точкою на нtкоторую плоскость, горизонта.11,ную 

или наклонную. 

· Сила тлжести, дtiiствующал на каждый элементъ массы разс!tа· 
триваеnшго твердаrо тtла, можетъ быть заn1tнена, по § 40, одною 

силою F (23)', приложенною къ его центру тлжести (25)1• Если 

плоскость, на которую опираетсл сверху одною точкою тлжелое твер

дое тtло, будетъ горизонтальна, т. е. перпендикуллрна къ напра

вленiю тлжести, то условiе равновtсiл должно состолть очевидно въ 

томъ, чтобы центръ тлжести и точка опоры находились на одномъ 

перпендикрлрt къ плоскости. Если положенiе центра тлжести не 

удовлетворлетъ этому условiю, то мжно найти одну силу, которал 

удержала-бы тtло въ равновtсiи при tJГO данномъ положенiи; сила 

равная и прлмо противоположнал этой_ послtдней будетъ равнодtй-

о ствующею силы F. Найдеn1ъ ел величину и ел 

( 
'Z 

Рис. 67. 

точку приложенiл. 

I Плоскость опоры выберемъ, какъ прежде, 

за плоскоеть (х у), ось z-овъ-внизъ, по н-а

правленiю тлжести; ш1оскость ( х z) проведемъ 

черезъ центръ тлжести О, и начало координатъ 

выбереn1ъ въ точкt опоры А (рис. 67); нако

нецъ разстолнiе· АВ обозначимъ черезъ а и раз
стоянiе ВО-черезъ с. Прилагал къ этому слу

чаю форм. ( 42), находимъ: 

С= F, L = О, М = aF, N = О, (55) 

вслtдствiе чего условiе ( 39) удовлетворлетсл, а уравненiл ( 38) даютъ: 

(56) 
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F 
х0 =ау, 

о 

F 
гд1J ~=1. 

Zo> 
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(57) 

Слtдовательно, Cllлa F можеТ'ь быть заъ,tнена какою угодно 

:меньшею силою въ томъ-же направленiи, приложенною къ какой-либо 

точкt въ вертикадьной плос,кости, проходлщей черезъ О и А, и при 

тоъ1ъ такъ, чтобы разстолнiе линiи дtitствiл повой силы было во столько 

разъ дальше отъ точки А, во сколько эта сила Z 0 меньше силы F. 
Разобранному случаю очевидно соотвtтствуетъ рtшенiе (51). 

Если къ твердому тtлу, кро!1t силы F, еще приложена нtко-

торал пара Р, то одну равнодtйствующую найти можно только въ 

исключительныхъ случалхъ. Дtйствительно, если мы обозначимъ углы, 

которые моментъ пары дtлаетъ съ выбранными по прежнему ослми 
координатъ, черезъ а, ~, у, а величину саъ~аго момента-черезъ Р, 
то очевидно будемъ имtть: 

А=О, В=О, C=F, 

L = Р cos сх , М = Р cos ~ + aF, N = Р cos 1 , 
(58) 

и уравненiл (38), (39) дадутъ невозможныл рtшенiл: 

Х0 =0, У0 =0, Z 0 =0=C. 

Но если cos у= О, т. е. ее.ли плоскость пары цроходитъ черезъ ось 

.z-овъ, то урр. (38) даютъ: 

Z 0 =F. 
< 

- Z 0y0 = Pcos а, 

(59) 

(60) 

т. е. равнодtйствующею будетъ любал сила, направленная верти

кально и !tеньшал чtмъ F, или ей равпал; точка приложенiл длл 

каждой изъ такихъ силъ опредtляетсл изъ (60). 
,,. о Положимъ теперь, что поддерживаю-

\ ' щал плоскость ed (рис. 68) не перпенди-

\'-:t ;\ н А \ куллрна къ направленiю силы тлжести OF, 
е \ -с\ \li \ а приложенной къ центру тлжестl! О. Че-

Р ~ 0 
1
~ резъ точку F пересtченiл линiи OF ll на-.~~ 

/ \ клонноit ш1оскости ed проведемъ перпен-
2 дикуллръ nF къ этой послtдней, и черезъ 

об'!, линill OF и nF-плоскость nG. Затtмъ Рис. 68. 

.линiю Ах, проходящую черезъ точку опоры А и параллельную плоскости. 
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nG, выберемъ за ось х-овъ, а nерпендику.1лръ A.z къ плоскости еd-
за ось z-овъ. .~:Iинiи' GI, GH, GO, абсолютныл длины которыхъ мы 
обозначимъ черезъ а, Ь, с, будутъ очевидно координатами центра тя

жести О. У голъ наклона плоскости ed къ горизонту, т. е. уголъ 

между OF и nF назовемъ черезъ у. Вычислял затtмъ величины 

А, В ... L .. и т. д., будемъ имtть: 

А = F sin r , В= О , С = F cos у , 
(61) 

L=-bFcos 1 , J1f=F(acos 1 +csin 1), N=bFsin'{, 

вслtдствiе чего урр. (38) и ( 40) дадръ: 

X 0 =Fsin 1 , У0 = О , Z 0 = F cos у , (62) 

а урр. ( 41): 

х01 =а+ с tg 1 = а+ FG , у0 ' = Ь • (63) 

Слtдовательно, при данномъ по.1оженiи центра тяжести тt11а, n9змож

на тодько одна равнодtйствующал, совпадающая съ сидою F, и одна 

~О' ,. 
/ ,, 
: \ . 

1 
\ 
1 

Рис. 69. 

уравновtшивающал еш1а-прлмо противопо

.1ожнал 11 равная силt F. 
Но еслп Ь = О (рис. 69), т. е. есл11 

центръ тяжести находится въ одной вер

тикальной плое.кости съ точкою опоры А, 

то N = L = О, и условiе (39), 

A.L + ВМ + Z 0N = О, 
у;~.ов.1етворлетсн при вслкоii величпнt Z 0 • 

Поэтому сдаrающал Z 0 опредtJ1летсл тогда 

то.1ько неравенствомъ (38), откуда: 

Х0 =-----= F sin 1· , Z O =- F cos 1 . < 
(64) 

динiл точекъ приложенiл ис1,омой силы опредtдлетсл уравненiл:ми 

Bz0 - Z 0y0 = L, Z 0x0 -Az0 =М, Ау0 - Вх0 = N, t 6;1) 

которыл, при В= L = N = О, обращаются въ 
ZoYo= О' Ауо= О, 

(66) 

откуда видимъ, что такъ какъ всегда у0 = О, то равнодtйствующан 

всегда лежитъ въ плоскос.ти (xz), т. е. въ одной вертикальной пло-
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скости съ центромъ- тлжести, перес·tкан ось z-овъ (при х0 = О) 
въ точкt 

z0 =-(acotgy+c), (67) 

т.· е. въ тои-же 

\н 
н' \ 

точкt, въ которой ЭТ)' ось пересtкаетъ линiл OF. 
Чтобы составить себt представленiе о воз

можныхъ величинахъ равнодtitствующеit, 

мы отложимъ въ плоскости 0' FZ O , пере

несенной на рпс. (70), длину O'X0 =Fsin 1, 
'•, 

·,, о' 
' ',, вдоль по оси х-овъ, а вдоль по оси z-овъ 

'\ будемъ от11.11адывать длины меньшiл Fcos 1 , 
\ '\. начинал отъ O'Z0 = Fcos у, до 0', и да-

'· ,, .. z. ,, / лtе въ другую сторон}· до- оо; тогда всл-

1.. кан линiл, проведеннан отъ точки О' Бъ 

Рис. 70. углt HO'F до пересtченiл съ прлыою Н' F, 
параллельною 01Z 0 , прсдставитъ очевидно по велпчпнt и направле

нiю иско~rую равно:('ti!.ствующую. Каждан пзъ прл~10 противопоJiож

ныхъ и равныхъ с11лъ уравнов·t;ситъ на ;щнноi!. нак,1онной плоско

сти силу F. Если и а= О, то равнод·tйетвующал очевидно всегда 

проходитъ черезъ центръ тлжести О, Наименьшан по абсолютноii 

величинt изъ всtхъ воз~1ожныхъ равнодtiiствующнхъ очевидно пред

ставитсл перпендикуллро!IЪ, опущеннымъ и:зъ 0' на линiю H'F и 
будетъ равна Fsin у. Отрицательныл значенiл sin I соотвtтствуютъ 

очевидно то~,у случаю, когда тtло наход1rтсл подъ наклонною пло-

скостiю. 

Если на расматриваеыое тлжелое тtло, помtщенное на наклонной 

плоскости, дtйствуетъ еще н·tкоторал пара, направденiе МО!1ента Р 

которой опред·tлнетсл его углаnrи {, g, h съ ослми коордrшатъ, то мы 
будемъ ш11tть: 

А =Fsiny, C=Fcosy, 

L=- bFcosy т Pcosf, 

1И = F ( а cos 1 + с s i n у) + Р cos g , 

N = bF sin 1 + cos lt , 

вс.1·tдствiе чего, по (39) п (40): 

X 0=Fsin 1 , У0 = О, _ F sin у ( -- bF cos у+ Pcos f) z ------
O bF sin 1 + Р cos li ' 

(67) 

(68) 

(69) 
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при условiи, что найденное такимъ образо:мъ . Z 0 будетъ всегда 

= Fcos у. УравненilI (65 ), опредtллющiн линiю точекъ приложенiл 
< 
равнодtйствующей, превращаютсл въ 

-ZoYo=L, (70) 

откуда видимъ, что равнодtйствующал лежитъ всегда въ плоскости 

параллельной (zx), и на разстолнiи отъ нел 

. _ L _ N _ bF sin 1 + Р cos li 
Уо - - Z~ - А -- F sin 

1 
. (71) 

ltpoмt того, изъ втораго ур. (70) имtемъ, что при х0 = О, то есть 
въ плоскости (yz ), координаты точки приложенiл будутъ 

(71), 
М F(acosy+ csiny) + Peosg 

и z =--=-------·------- ---~~---; O А Fsin-; 

а, ·при z0 = О, т. е. въ плоскости (ху): 

(71 ), 
м 

И Хо= Z 
о 

[ F ( а cos 1 + с sin 1) + Р sin g] (bF sin 1 + Р cos li) 
= - Fsin у ( -- bFcosy+ Pcos f) 

-~Ж--1--

(72) 

(73) 

3) Пусть свобода перемtщенiit нtкотороit точки твердаго тtла 

стtснена тtмъ условiемъ, что разсматриваемал точка можетъ пере

:мtщатьсн только вдоль данной кривой линi11, не будучи въ состо1Iнiи 

передвигатьсл по перпендикуллрнымъ направленiлмъ къ этой послtд

ней. Направленiе элемента кривой, на который опираетсн тtло од

ною своею точкою, выберемъ за ось х-овъ; цвt другiл оси будутъ 

расположены какъ-либо въ плоскости, перпендику ллрной къ элементу 

кривой. Въ так_омъ случаt, изъ шести безконечно :малыхъ величинъ: 

оа, 8ь, ос, оа., 8~, Oj, опредtллющихъ возможныл перемtщенiл Нt:1-
из:мtн1Iемой системы, только четыре: 8а, оа., о~, 81, могутъ быть вы
бираемы произвольно; двt-же остальныlI оЬ и ос, по условiю свлз
ности, очевидно всегда равны нулю. Вслtдствiе этого общее условiе 

(26) разбиваетсл на с.1tдующiл уравненiл равновtсiл: 

1:Х= о, 
(74) 

'f.(Yz-Zy)=O, 1:(Zx-Xz)=O, 1:(Ху-Ух)=О, 

при чемъ 'f.Y п 'f.Z :ъ1огутъ быть какiл угодно. 3наченiе ус.'Iовiй 
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(7 4) соетоитъ очевидно въ ТО]\!Ъ, что силы, приложенныя къ точ

камъ твердаго тtла, должны предетавллть такую систему, которал 

может1, быть замtнена только одною силою ( безъ пары), проходн

щею черезъ точку опоры и лежащею въ плоскости, перпендикуляр

ной къ поддерживающему элементу кривой. 

Если условiя (7 4) не удовлетворяютсл, то вообще 11ожно найтп 
одву силу, которая, в:мtстt съ данныю1, удовлетворяла-бы условiямъ 

равновtсiя. При это:мъ возможны, какъ и прежде, два случал: а) когда 

система данныхъ с11лъ можетъ быть замtнена таки]\IИ парою и си.1ою, 

изъ которыхъ первая расположена въ одной изъ плоскостей, перпен

дикулярныхъ къ плоскости (yz), а вторая перпендикудлрна къ оси 

х-овъ; Ь) когда одиночная сила не параллельна ш.1оскости (zy ). 
Въ томъ и другомъ случаt мы можемъ данную систему силъ 

за:мtнить двумн, изъ которыхъ одна f' (рис. 71) лежитъ въ одной 
иэъ плоскостей (тп), проходящихъ черезъ 

ось х-овъ, а друган f-nъ одной изъ плос

костей (st); перпендикулярныхъ къ той-же 

осп. Въ rдучаt а) сила f будетъ наклонна 

,.;--1---F-t ____ п къ плоскости rnn, въ случа·t Ь )-перпенди-

Рис. 71. 

кулярна. Точку В пересtченiя силы f съ ш10е-
11остiю пт соединимъ прнмою съ точкою 

опоры А; къ точкt С перес·tченiя f' и АВ 
прнложимъ сиду q равную и противоположную 

сил·в (', къ той-же точк·t приложимъ другую 
си,1у р, парад.~едьную силt f, и при томъ 

такъ, чтобы равно;~tйетвующан об·J;ихъ си.~ъ f 11 р проходила черезъ 

точку А; тогда эта равнодttJствующая, будучи перпендикулнрна къ 

оси х-овъ, уравновtситея сопротивденiемъ точки опоры, которая мо

жетъ перемtщаться то.11ько вдоль оси х-овъ. Геометрическая сумма 

силъ р и q представитъ собою искомую ураnновtшивающую, а сил.а 

ей равнан и противоположная-равнодtйствующую. Если сила f' па
раллельна линiи АВ, то мы :можемъ силу f разложить какъ-либо на 

двt, ( 1 и ( 2 , изъ которыхъ послtднян будетъ направлена по Bt, и, 

с,1агаясь съ (', дастъ въ плоскости тп новую сиду fi', уже не па

раллельную къ А.В; съ силами ( 1 и fi' nоступимъ также, какъ 

прежде съ f и F'. Есди си.1а f' проходитъ черезъ точку А, то по
добвыиъ-же разложенiе:иъ :мы ее эа}1tни:мъ другою, не проходящею 

черезъ А. 
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Такивrъ образомъ ъ1ы видимъ, что равнодtйствующал при дан

ныхъ условiлхъ находитсл в с е r да, и при томъ-не единственная, 

ибо силы f и ( 1
, расположенныл въ плоскостлхъ тп и st, r1 замt

нлющiл данную систему силъ, не суть единственныл въ этихъ плос

костлхъ. Дtfiствите.11ьно, какъ 11ы уже видtли, силу f можно разло
жить безчнсленню1и способами на двt, ( 1 и ( 2 , изъ которыхъ ( 2 , 

направлллеь по Bt, давала-бы вмtстt съ f' нtкоторую новую силу 

fi' въ плоскости тп; такю1ъ образомъ мы приходимъ къ новымъ 

силамъ ( 1 и fi', въ тtхъ-же плоскостлхъ. 

Величина составллющихъ Х0 , У0 , Z 0 равно;\tйствующей опре

дtлитсл, подобно какъ въ с.лучалхъ (28) и (38), ураnненiлми 

Х0 = А , AL + Y 0JJI + Z 0N = О , (75) 

откуда видш1ъ, что одна изъ елагающихъ, У0 или Z 0 , остаетсл вполнt 

произвольною. .llинiл точекъ ~риложенiл опредtллетсл уравнлнiлми 

откуда получаемъ БОордннаты 

еъ плоек. (yz): 

еъ плоек. ( zx) : 

съ плоек. ( ху) : 

точекъ перес.tченiл этоii л11нi11 

, - N ~ , --- JJI 
Уо - А , "'о -- - А , 

" N 
Хо =-у' 

о 

м 
х"'--
о - Zo' 

,,_L 
Zo -у, 

о 

11,_ L 
?lo --- - ---z-, 

о 

(77) 

откуда шцимъ, что равнодtйствующiл всегда находлтсл, и при то~1ъ

въ неопредtленномъ числt. 

4) ЕсJш одна изъ точекъ твердаго тtда совершенно неподвижна, 

то перемtщенiл оа, lЬ, 8с всегда равны нулю, и слtдовательно, вы

бирал начало координатъ въ неподвижной точкt, мы прiйдемъ только 

къ слtдующимъ тремъ уравненiлмъ равновtсiл: 

L(Yz-Zy)=O, L ( Zx - Xz) = О , L ( Ху - Ух) = О , (78) 

при чы1ъ величины А, В, С Dtoryтъ быть какiл угодно. 3наченiе 

этихъ уравненiй соиоитъ въ томъ, что геометрическал сумма при

ложенныхъ силъ должна въ с.1учаt равновtсiл представллтьсл ли

нiею про11звольноtt дшшы, проходлщею черезъ неподвижную точку; а 

пара, которал вмtстt, съ }"Поъшнутой геометрической суммою, замt-
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нлетъ систе-31у приложенныхъ с11лъ, должна быть равна нулю. Если 

условiл (7 8) не удовлетворлютсл, то всегда можно найти безчислен

ное 'r,шожеетви такихъ силъ, изъ которыхъ каждал, вмtстt съ дан

ными, удовлетворлла-бы условiлмъ равновtсiл. Силы, равныл и про

тивоположныл упомлнутымъ уравновtшивающимъ, представлтъ собою 

равнодtйrтвующiл, которыхъ тоже можно найти безчисленное мно

жество. 

§ 4-2. Равновtсiе твердаго тtла, сь двумя и болtе несвобод
ными точками. 

Предположимъ, что нtкоторыл двt точки (1) и (2) твердаго 
тtла, координаты которыхъ суть соотвtтственно х1 , у1 , z1 и х2 , у2 , 

z 2 , могутъ перемtщатьел вдоль по даннымъ двум:ъ поверхностлмъ, 

или оставллть эти поверхности только въ опредtленныл отъ иихъ 

стороны, по опредtленному направленiю ихъ нормалей ( т. е. перпен

дикуллровъ къ ихъ каеательны111ъ плоскостл~1ъ). Вообразимъ себt двt 

нормали къ той и другой поверхности, проведенныл черезъ т·t точки 

этихъ послtднихъ, въ которыхъ на нихъ опираетсл твердое тtло въ 

своемъ положенiп равновtсiл своими точками (1) и (2). Положи

тельныл направленiл нормалей будемъ иитать по нимъ въ сторону 

невозможныхъ перемtщенiй, и косинусы угловъ этихъ направленiй 

съ произвольно выбранными ослмп координатъ назовемъ соотвtт

стренiiо черезъ 11 , rn 1 , п1 и 12 , rn 2 , n 2 ; проложенiл какого нибудь 

изъ воз111ожпыхъ перемtщенiй на оси координатъ длл точки (1) обоз
начимъ черезъ lx1 , оу1 , 8z1 , а длл точки (2)-черезъ ох2 , 8у2 , 8z2 • 

Тогда проложенiл упоr.шнутыхъ перемtщенiit еоотвtтственно на пер

вую и вторую нормаль будутъ очевидно: 

(79) 

и такъ какъ то1tки моrутъ перемtщаться только или перпендикулярно 

къ соотвtтственнымъ нормаллмъ (т. е. по поверхностямъ), или въ ихъ 

отрицательную сторону, то выраженiл (79) длл вслкихъ возможныхъ 
значенiй ох1 ••• , ох2 • •• должны очевидно быть или нуллми, или отри

цательными. Обозначал черезъ k 1 и k2 двt какiя нибудь произвольнын 

отрицательныл или положительныл дtйствительныл величины, мы мо

жемъ выразить упомлнутыл условiл слtдующими двумл уравненiлми: 
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(80) 

Выражал, съ по.мощiю урр: ( 4 ), перемtщенiл по осл:мъ координатъ пе
ремtщенiлми поступательными и вращательными, одинакими длл всtхъ 

точекъ тtла, мы 11ожемъ условiл (80) предс·тавить въ слtдующемъ 

видt: 

zlta + rnib + п}с 
+ (m1z 1 - п 1у1) o'I. + (п 1х1 - l 1z1) о~+ (l1y1 - т1х1 ) оу = - k/, 

., " , (81) 
l{:,a + m/;b + n 2tjc 

~ "'Г.,. l ' 2 + (m 2z2 - n 2y2) Оа + (n 2x 2 - l 2z2) О/"+ ( 2у 2 - m 2x 2) О'{= - k2 . 

Вслtдствiе этихъ условiй, шесть произвольныхъ величинъ, вхо

дящiл въ общее условiе равновtсiл твердаго т·tла, 

Аоа + ВоЬ + С8с + Lor.t., Ио~ + No·r = О , (82) 
< 

уже не .могутъ быть разс.матриваемы, каиъ независи.мыл другъ отъ 

друга: таковыми будутъ только какiл-либо четыре изъ этихъ вели

чинъ; а остальныл двt опредtлятсл черезъ эти четыре съ помощiю 

ycлoвiii (81 ). Поступая также иаиъ въ' § 29, умножи:мъ оба уравне
нiя (81) соотвtтственно на два неопредtленныхъ м:ножителл, л1 и 

л2 , и сложи.мъ ихъ съ неравенствомъ (82). По.Тiучимъ: 

(А+ л1 l1 + л 2 l2)1 оа -i- (В+ 11 1т1 -i- л 2т2)оЬ +(С+ \п1 + л.;z 2)8с 
+ [L +- Л1Cm1Z1 - п1У1) + ''2 lrд2Z2 - J12Y~)] 0'1. 
+[И Т ''1 (nlxl - llz]) + i 2 (rt2X2 -- l2z2 )] о~ 

(83) 

гд·t А, В ... L, J11 .. имtютъ прежнее значенiе (11 ). Неопредtлен

ные множители выберемъ таиъ, чтобы коефицiенты при двухъ иаиихъ 

либо изъ шести перемtщенiй обращались въ нули; тогда остальны11 

четыре перемtщенiя :иогутъ быть разсматриваемы, каиъ совершенно 

произвольныя, вслtдствiе чего длл удовлетворенiл неравенства (83) 
при вслкихъ значенiяхъ этихъ произвольныхъ переъ1tщенiй потре

буется, чтобы коеффицiенты и при остальныхъ четырехъ перемtще

вiлхъ были равны вуллмъ. Таиимъ образо:мъ, въ слу11аt равновtсi11 

должны удовлетворлтьсл силами А, В, С и моментами L, М, N 
слtдующiл шесть уравненiй: 
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А+ л1 l1 + )-.2l 2 =О, 

В+ л1m1 + л 2rп2 =о, 

О+ л1п1 + л2п 2 =о, 

L + Л1 (m1Z1 - 1Z1Y1) + л2 (m2Z2 - ti2Y2) =о' 

м+ Л1 (n1X1 - llzl) + л2 (п2Х2 - l2zJ = 0, 

N + 1\1 Cl1Y1 - 1n1x11+ л2 ( z2Y2 -- т2х21 = о, 
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(84) 

О=- л1k/- л2k/, т r. л 1 < О п i\2 <О. (85) 
<: 

Два какiя либо изъ уравненiй (84) опредtляютъ ъшожителей 

л1 и л2 , а оста.11ьныя четыре представ.пяютъ собственно условiя рав

новtсiя данныхъ силъ. 

Видъ уравненiii (84) по~азываетъ намъ, что ве.1ичины л1 и л2 
можно разс]1атривать, какъ двt си.1ы, приложенныл къ данному тtлу въ 

его точкахъ, (1) и (2), и направленныя соотвtтственно въ отрицате.~1ь
ныя етороны по двумъ нор!rаля~,ъ къ поддерживающи~1ъ поверхноетлмъ, 

т. е. отъ стороны невоз!1ожныхъ перем'tщенiii въ сторОН)' воз:мож

ныхъ. Д·t:liствительно, урр. (84) показываютъ, что если упомянутыл 

двt силы л1 11 л2 будутъ приложены указаннымъ способо:мъ къ сво

бодному твердому тtлу, то эти двt силы, вм'tстt съ данными силами 

и моментами, будутъ въ равновtсi:и. Такпмъ образомъ, влiлнiе обоихъ 

поддерживающихъ эле:ментовъ поверхностей на данную систему силъ, 

приложенныхъ къ твердому тt.11у, ~1ожетъ быть замtнено дt:liствiемъ 

двухъ сплъ ),1 ll Л2, при.11оженныхъ къ тому-же тt.1у въ М'tстахъ его 
сопрпкосновенiя съ поддерживающюш поверхностями. Поэтому сп.1ы А1 
и л2 нослтъ названiе с оп рот и в лен i й по в!\ р хн о ст е :li противъ 
данной системы си.~ъ, а силы обратныя, т. е. - л 1 11 - л2 , называются 

да в лен i л ми на поверхности, обусловленными данною системою 

силъ, приложенныхъ къ твердому тtлу, опирающемуся на эти по

верхности. 

Если твердое тtло опирается болtе чtмъ на двt поверхности, 

то къ условiлмъ (81) прибавлтсл еще новыя, составленныл такимъ
же образомъ и относящiлсл къ новымъ элементамъ поддерживающихъ 

поверхностей, нормали къ которы:мъ. сqитаются въ томъ-же смыслt, 

какъ прежде; величины k при этомъ :могутъ быть и нулями для 

частныхъ слу.чаевъ, когда точки твердаго тtла совсtмъ не могутъ 
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перемtщатьсл перпендпкуллрно къ соотвtтетвующим1-, поверхностлмъ. 

У мн о жал упомлнутыл )'Словныл уравненiл па новые неопред·J;ленные 

множители, и складывал ихъ, какъ прежде, съ общимъ условiемъ 

равновtсiл (82), мы прiйдемъ къ шестп уравненiлмъ равновtсiл, 

подобнымъ (84) и содержащимъ етолыо неопредtленныхъ множите

лей, сколько дано ра:~личныхъ точекъ тtла, соприкасающ11хсл съ раз

личными поддерживающими поверхноплми. 

Если твердое тtло опираетсл на данную плоскость болtе чtмъ 

одною точиою, то отдtльныл дав.'Iенiл въ каждой изъ такихъ точекъ 

опоры остаютсл не вполнt опредtленнымн. Дtйствительно, предпо

ложимъ, что твердое тtло опираетсл 1шкиn11-, угодно число111ъ своихъ 

точекъ на плоскостr,, ноторую мы выбереnrъ за плоскость ( ху ); 
тогда въ уравн. (84) всt l и т будутъ нули, а всt п-единицы; 

кponrt того всt z тоже очевидно будутъ нуллми; вслtдствiе этого 

уравн. (84) превратнтсл въ 
А = О , В = О , С + t), ==: О , 

L-'i.Ay=O, М+:f:.л.х=О, N=O, 
(84)' 

гд'1 знакъ ~ обозначаетъ сумму, взлтую отъ раз.Jiичныхъ слагаемыхъ. 

Приведенныл уравненiл показываютъ, что только три изъ нихъ слу

жатъ длл опредtленiл пр'оизвольнаго числа множителей л; а осталь

ныл три еуть еобственныл условiл равновtсiл данныхъ силъ. Слt

довательно, каждое изъ давленiй на одну и туже плоскость nюжетъ 

быть предположено какиn1ъ ~тодио, лишт,-бы сумма ихъ и моменты 

окодо оси, перпендикуллрной къ плоскости опоры, были равны и про

тивоположны даннымъ величина!tЪ С, L и М. 

Случай одной поверхности опоры, разсмотрtнный въ предыду

щемъ параграфt, лвллетсл какъ чапныfi настолщаго, если прпнлп 

одно толыо 11зъ условiй (81) и выбрать оси ноординатъ такъ, чтобы 

Если данныл силы не удовлетворлютъ условiй равновtсiл (84), 
то 11ы 111ожемъ задать.ел вопросомъ, какiл силы, или какiл условiл 

евлзности, должны быть прибавлены къ существующимъ уже, что

бы равновtсiе имtло мtсто. Если упомлнутыл ура в но в t шив а ю
щ i л силы будутъ найдены, то силы имъ прлмо противоположныл и 

равныл могутъ быть разсматриваемы, IШR'l IJ а в но д '1 й ст в у ю щ i л 
данной системы силъ при данныхъ условiлхъ. Вопросъ о нахожденiи 

равнодtfiствующихъ тогда имtетъ преимущественный интересъ, когда 
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нвлнетсн возможность найти о ;i, ну равнодtйствующую силу. Если 

Х0 , У0 , Z 0 и х0 , у0 , z0 будутъ с.1аrающiл по ослмъ координатъ и ко

ординаты точки приложенiл такой равнодtitствующей, то по:мнл, что 

· сила равнан и противопо,11ожнал этоii послtдней,. вмtстt съ данною 

системою силъ, должна удовлетnорнть усдовiямъ равнов·tсiл (84 ), 
мы найдемъ слtдующiл уравненiя д.~я опредtленiл вышеприведенныхъ 

шести величинъ, характеризирующихъ искомую равно11,tйивующую: 

Х0 =А + л/1 + л2 l2 + 'лiз +. 
Уо = в + лl 'm1 ---i- • • . • . . ' 

Z 0 = С+ Л1n1 --t- • • • ••. , 

ХоУо - УоХо = N + лl Cl1Y1 - 'm1X1) + • 
Предыдущiл уравненiя позволлютъ на~1ъ ~1егко замtтить, что 

искоtшл равнодtйствующал можетъ быть также разсм:атриваема, какъ 

равнодtйствующал нtкоторой системы силъ, при:1оженныхъ съ со

вершенно свободно~1у твердому тtлу: эта систета силъ состоитъ оче

видно изъ данныхъ силъ, опредtллемыхъ 11хъ геометрическою су11-

мою (А, В, С) 11 ихъ мо.мептомъ около начала координатъ (-L, JVI, N), 
и пзъ силъ л1 , л 2 , Л 3 .• , приложенныхъ къ точкамъ (1), (2), (3) и 

т. д. Длл. того чтобы такал система силъ могла быть заъгtнена одною 

равнодtйствующею, д_олжно, на основанiи (9 )1, выполняться слtдую

щее ус.1овiе: 

l-A + Л/1 + .. ·) [ L+ Л 1 (ui1z1- п1у1 ) + · · ·] 
+(В+ l-1m1 + · . ) (И+ t-1 (п1х1 - l1z1) + . ·] (87) 

+сс+л1п1 + • • ,)[N+Л1ll1Y1-1n1X1)+ • '·]=0, 

которое по.1учаетсл изъ (86), если три послtднiл изъ этихъ урав

пенiй помножить соотвtтственно на Х0 , У0 , Z O и с.1ожить, замt

нивъ при этомъ веди чины Х0 , У0 , Z O ихъ значенiями изъ первыхъ 

трехъ урр. (86 ). Величины л 1 , л2 ••• въ условiи (87) могутъ быть 

разсматриваемы какъ произВОJ1ьныл; но, на основанiи (85 )-всегда 
какъ отрицательныл. Дtйствительно, подыскавши длл каждой л одно 
или нtско.11ько значенiii, при которыхъ ус.1овiе (87) удов.1етворл.~1ось· 

бы, мы всегда найдемъ соотвtтствующiл равнодtiiствующiл, подставллл 

уnомлнутыл значенiл всtхъ л въ уравненiл (86). Сл·tдовате.11ьно, мы 
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получимъ вообще столько воз!1ожныхъ ptшeнiii длл равнодtйствую

щихъ изъ урр. (86), скщ1ько возможныхъ ptшeнiit получается д.пл 

величинъ л изъ уравненiн (87), рtшеннаРо относительно этихъ по

слtдllихъ, какъ неизвtетныхъ. 

Если найдены величины Х0 , У0 , Z O слагающихъ равнодtйст:Вую

щей, то величины -Х0 , -У0 , -Z0 будутъ, какъ извtстно, сла

гающими уравновtшивающей, которал пройдетъ черезъ тtже точки 

приложенiл, какъ первая. Вообра·зи~1ъ себt нtкоторую плоскость, 

перпендикулярную къ равнод'tйствующей силt и касающуюся твер

даrо тtла въ той точкt, черезъ которую шшiл точекъ приложенiй 

равнодtйствующей выходитъ изъ этого послtднлго. Если располо

женная такимъ спос.обомъ плоскость будетъ непроницаема длл твер

даго тtла, то ел присутствiемъ сила (Х0 , Y0 ,Z0 ) будетъ уравно

вtшена, и это присутствiе слtдовательно будетъ эквивалентно су

щеетвованiю уравновtшивающеit (-Х0 , -У0 , -Z0 ), которую упо

млнутал плоскость, или соотвtтствующiй элементъ нtкоторой по

верхности, можетъ собою зав1tнить. Такое-же ~аключенiе будетъ 

очевидно слtдовать изъ уравненiй равновtсiл (86 ), если мы въ эти 

послtднiл введе)IЪ такiл величины Л0 , l0 , т0 , п0 , которыл опредt

ллютел у.словiлми: 

Aolo =--= - Хо' Лото= - Уо, Лопо =-Zo, 

lo2+mo2+no2=1, 
(88) 

при чемъ очевидно л0 представитъ сопротивленiе нtкоторой поверх
ности, косинусы )тловъ норв~али къ которой, въ точкt ( Х0 ,Уо, z0 ) 

ел соприкосновенiл съ тверды:м:ъ тtломъ, будутъ l0 , т0 , п0 • Такимъ 

образомъ, разысканiе равнодtйствующей, или уравновtшивающей, со

вершенно тождественно еъ разысканiемъ нtкото~ ой плоекости, ко

торую )1ожно назвать удерж и в а ю щ ею. Уравненiл (88) позволлютъ 
по ·Найденной удерживающей плоскости найти равнодtйствующую, или 

на оборотъ, 

Предположимъ длл прю1tра, что тяжелое тtло опирается тремл 

то11:ками на нtкоторую плоскость, и найдемъ условiл его равновtеiл. 

Плоскость опоры выберемъ за плоскость ( ху ), а перпендикуллръ къ 
ней, въ сторону невозможныхъ перемtщенiй (т. е. внизъ)-за ось 

z-овъ. Начало координатъ выбере!IЪ въ первой точкt опоры, и 
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ос,ь х-овъ проведемъ черезъ вторую точку опоры: тогда координа

ты трехъ точекъ опоры будутъ соотвtтственно: (О, О, О), (х2 , О, О), 

( х3 • Уз, О). Координаты центра тяжести, расположеннаго очевидно 

въ сторонt отрицательныхъ z-овъ, обозначиn1ъ черезъ а, Ь, -с, и 

косинусы угловъ направленiя силы тяжести съ ося~ш координатъ

черезъ IJ., ~. 1; а величину са~1ой силы тяжести-черезъ F. Тогда· 
:мы будемъ 11:мtть въ условiяхъ равновtсiя (84) всt l и всt т рав
ными нулю, а всt п _равными единицt. Самыя-же уравненiя (84) 
должны содержать три неопредtленныхъ отрицательныхъ множите

ля л1 , л 2 , лз, и принимать нижесл'l,дующiй видъ: 

FtJ. = о , F~ = о , Fy + ),1 + л2 + Аз = О , п т. д. 

Изъ этихъ первыхъ трехъ уравненiй 1\IЫ уже видю1ъ, что tJ. и ~ долж

ны быть нулями, а слtдовательно I единицею и притомъ-положи

тельною, такъ какъ А1 + ),2 + А3 должны быть по условiю отрица
тельными. Слtдовательно прежде всего, плоскость должна быть пер

пендикулярна къ направленiю тяжести, т. е. горизонтальна; напра

вленiе невозможныхъ отъ нея пepeill·tщeнift должно совпадать тоже 

съ силою тяжести. Въ такомъ 'предположенiи изъ уравненiй ( 84) 
останутся только 3-е, 4-е, 5-е, которыя превратятся въ 

F+ л1 + л2 + Лз=О, 
-FЬ-АзУз=О, (89) 

Fa + Л2х2 + Азхз = О. 

Второе изъ этихъ уравненiй даетъ: 

Рис. 72. 

изъ уравненiй (89) даетъ, 

).з= _ р!__' 
Уз 

(90) 

откуда видиn~ъ, что Ь и Уз должны имtть 

одинаковый знакъ; т. е. nроложенiе 

А (рис. 72) центра тяжl\сти на под
держивающую плоскость и точка (3) 
должны лежать по одну с.торону отъ 

линiи х-овъ, такъ какъ Лз должно 

быть всегда отрицательньп1Iъ. Третье 

вслtдствiе (90): 

(91) 
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при чемъ всегда должно быть 

Ь а -- - -- < О п.ш ау3 - Ь.х" >О. 
УзХ2 .1'2 

(~Jl )' 

Обозначал углы, которые линiи ОС и ОА дtлаютъ съ осью х-овъ, 
черезъ <р и ф, и· помни, что 

.х- 3 == ОС cos rp, у3 = ОС sin q;, 

а= ОА cos ф, Ь = ОА siнф, 
мы можемъ условiе (91 )' представить въ видt: 

sin ? cos ф- cos q, sin ф > О, 
(92) 

sin ( q, - ф) > О , 
откуда заключаемъ, что линiл ОА должна лежать внутри yr.:Ja rp. На

конецъ, опредtллл 1, 1 изъ перваго ур. ( 89 ), мы по.1Jу•1аемъ: 

i.
1 
= - F 

1

1 _}!_ __ а т Ьхз_ \ (93) 
\ Уз Х2 УзХ2)' 

откуда заключаемъ, что 

Х2у3 - Ьх2 - ау3 -t- Ьх3 > О; (93)' 

обозначал yr.llЫ, которые .ншiи DC и DA дtлаютъ съ отрицатель

нымъ направленiе:мъ оси х-овъ, черезъ р и q, :мы будемъ и:мtть: 

х2 = а + DA cos q , Уз= DC sin р , Ь :с= DA sin q 

Х3 = Х2 - DC cusp =а+ DA cos q - DC ros р, 

вс.'ltдствiе чего ус.1овiе (93)', какъ легко выч11с.шть, превращаетсл въ 

sin(p-q) >О, (94) 

которое показываетъ, что .~:шнiл DA должна ,1ежать внутри угла р. 

У словiп (92) и (~4) очевидно выражаютъ требованiе, чтобы въ слу

чаt равновtсiл проложенiе центра тлжести на плоскость опоры ле

жало внутри треугольника OCD, вершины котораго образованы тре
мл точками опоры. Случай, когда Т'Б.~о опираетсл на плоскость дву

мл точками, можно разсматривать, какъ частный предыдущаго, при 

чемъ двt точки, (2) и (3), сливаются въ одну. Тогда очевидно, пло

щадь треугольника OCD превращаетсл въ прлмую ,1инiю, и усло

вiемъ равновtсiл будетъ то, чтобы вертикальнал .шнiя, проходлщал 

•1ерезъ центръ тяжести, пересtкала прямую динiю, соединяющую обt 

то•шп опоры, 11 притомъ-между обtими этюш точ1ннш. 
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Опредtлимъ теперь равнодtйствующую силы тяжести, которак 

;t1;йствуетъ на твердое тtло, опирающееся тре~1л точками па наклонную 

11.11оскость. Оси координатъ выберемъ также, какъ въ соотвtтствующемъ 

прш1гьрt (§ 4J, рис. 68), т. е. ось z-овъ перпендикулярно къ ш10-

Gкос1·11, вннзъ, начало коордннатъ-въ одноit изъ точекъ опоры, ось 

х-овъ параллельно вертикальной плоекости, проходлщей черезъ 

:цептръ тлжести тtла, и слtдовательно-параллельно липiи пересtче: 

нiл этой посл.-tднеit плоскости съ данною наклонною шrоскостiю. Въ 

такоъtъ слу•шt велишны А, В, .. L, JJ,f., выразлтсл, какъ въ (61). 
Координаты трехъ течекъ опоры будутъ соотвtтственно: (О, О, О), 

{:t\, у 1 , О) и (х2 , у 2 , О); кромt того всt l и т-нули, и вс.t 12-еди

·1шцы. Поэтому мы буде11ъ имtть сообразно съ (б1): 

А= F sin 'V, В= о, С= F cos", 
1 1 (95) 

L = - bF cos у , 1И = F (ti cos у + с sin у) , N = bF sin у , 

31.ри чемъ урр. (86 ), опредtллющiл равнодtйствующую, обратятсн въ 

Х0 = F sin у, У0 = О, Z 0 = F cos у+ л1 + л2 + Л3 
Z 0y0 = ЬР cos у+ л2у2 + Л3у3 , (96) 

Уо= Ь, 

а уравненiе (8 7) въ 

(л 1 + л 2 + Л3) Ь = л 2у2 -+- л3у 3 • 

Посдъднее нзъ урр. (96) показываетъ, чтQ равнодtitствующан всегда 

.JJежитъ въ одной вертикал,,ноit плоскости съ силою F. Уравненiе 

(97) опредtляетъ возможныл соотношенiя между тремя величинами 

А1 , л 2 , Л 3 • Третье изъ урр. (96) опредtляетъ слагающую Z O; четвер
·тое ур. (96), на основанiи (97), тождественно съ предыдущимъ; а 

пнтое опредtлнетъ линiю точекъ прпложенiл равнодtiiствующей въ 

:плоскости у= Ь. i\lножители л представляютъ очевидно тt сопротив

.Jiенiп, которыл плоскость оказываетъ тtлу въ трехъ точкахъ опоры, 

Rorдa это т·tло уравновtшено на плоскости тою или другою силою, 

nрл~ю противоположною и равною какой-либо пзъ системы равно

дtiiствующихъ. При различныхъ равнодtitствующихъ очевидно, и со

·{)твtтствующiл сопротпвленiл будутъ различны. Если мы желаемъ, 

чтобы сопротивленiл въ указанномъ случаt равновtсiл были нулями, 

то должны выбрать равнодtйствующую, равную F и приложенную 

въ центру тнжести тtла, чтu непосредственно видно пзъ урр. (96 ). 
17 
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Возможныл направленiя равнодtttствующихъ предетавлтел въ данномъ 

елучаt также, какъ на рпсункt 70, (§ 41); но выборъ .11инiи точекъ прп
ложенiя д.11я каждой слагающей оетанется до нtкотороtt степени про-

11звомнъ, ибо въ четвертое изъ урр. (96), опредtляющее эту линiю 
въ п.11оскос.ти у= Ь, входлтъ два множите.1ш л 2 и ), 3 , которые мо

гутъ быть опредt.'Iены уравненiюш 

z0 = F cos 1 + л 1 ...L. л 2 + i, 3 , 

(98) 
(Л1 + '-2 + Лз) Ь = i,2Y2 + ЛзУз , 

содержащими, 'при выбранномъ Z 0 , тр11 неопредt.1Iенныл величины, 

изъ которыхъ одна оетанетсл сд·I;довательно произво.нною. Тю:имъ 

образо:мъ, уравновtшивающую, выбранной веJичины, мы можемъ всегда 

приложить къ т·tлу такимъ способо:мъ, чтобы любое изъ дав.11енiй на 

три точк~1 опоры ш1t.110 предписанную елу ве.~rпчпну. 

--i"""ж-:--

Есди двt точкп твердаго Т'tла совершенно неподвижны, то обо:::

пачал черезъ х1 , у 1 , z 1 п х2 , у2 , z2 координаты этпхъ точекъ, н 

помня, что пхъ перемtщенiя ох1 ... ох2 ... доJ1жны быть равны ну

~1ю, :мы, на основанiи урр. (4) (стр. 22-!), по.~учимъ с.11tдующiл соот-
. ..., . (\ "ь " "q ношеюл !Iежду перемьщею~вш оа, о ... о~, o/J .. : 

(99) 

которыя приводлтея къ пяти независшuымъ другъ отъ друга уравне

нiлмъ, ибо изъ нихъ возможно опредtлить только отношенiл какихъ

.111160 пяти изъ упо~1лнутыхъ перем·tщенiii 1,ъ шесто)1у, остающемусл 

произвольнымъ. :Кро~1t того, умножал первыл три уравненiл соотвtт

ственно на х1 , у 1 , z 1 11 ск.:шдыван, получае:11ъ: 

" (\ь+ " о Х1Оа + у1 о z 10C = ; (100) 

точно также изъ другпхъ трехъ ypanнeнiii имtемъ: 

" (\ь " х2оа + Yi, + z/,c = О. (101} 

3ат·lа1ъ .1егко видtть, что, на основанiи (100) и (101 ), третье изъ урр. 
(99}получится изъ двухъ прt1дыдущихъ, ршоженныхъ соотвtтственно 

на х1 , у 1 и с.11оженныхъ; точно также шестое иаъ урр. (99) получаетел 
тоже изъ двухъ ему предшедствующпхъ. 
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Выбиран одну изъ неподвижныхъ точекъ за начало координатъ 

и проводл оеь z-овъ черезъ другую то•шу, :мы будемъ очевидно 

имtть: 

велtдствiе чего уеловiл (99) приведутсл къ ш1ти такимъ: 

" оа=О, tь = о, ье= о, "Г., о 
"1" = ' (102) 

которыя показываютъ, что 11зъ шеети пере11tщенiй можетъ оставать

сл произвольнымъ только одно 81. Поэтому общее yeJ1oвie (26) рав
новtсiл твердаго тtJia привод11тсл длл даннаго случал къ одному 

уравненiю: 

~(Xy-Yz)=O, (103) 

выражающему, что :мо:ментъ данныхъ сш1ъ oкo.Jio неподвижной оси 

(или, что все равно, сумма мо~1ентовъ всtхъ си.1ъ oкo.JIO этой оси) 

долженъ быть равенъ ну.11ю. 

Примrьчаиiе. Двt неизмtнно соеднненныл другъ съ другояъ 

точки приложенiл си.Jiъ, вращающiлсл около неподвпжнаго центра, 

.1ежащаго на линiи ихъ соединенiл, нослтъ названiе рычаг а, 11 при 
томъ-п ер ваг о род а, если обt точки лежатъ по разнымъ сторо

намъ отъ неподвижнаго центра, и-втор а го р од а, если онt ле

жатъ по одну сторону отъ этого центра. У сдовiл равновtсiл рычага 

са:ми собою очевидны изъ разобранныхъ выше условiй равновtсiл 

неизмtнлемой системы. 

§ 43. Распредtпенiе давпенiй на ппоскостнхъ опоры. 

Предположимъ, что твердое тt.Jio опираетсл на данную плоскость 

не одною точкою, но конечною п.Jiоскою частiю своей поверхности, 

т. е. безчисленны!IЪ множество:мъ точекъ. Въ такомъ cJiyчat урав

ненiл равновtсiл ( 84) будутъ содержать столько различныхъ :мно

жите.1Iей л 1 , л2 ••. t,n, сколько точекъ опоры, т. е. безчисленное мно
жество; но длл всtхъ точекъ опоры величины l, т, п останутса 

О'lевидно однt и тtже, такъ какъ nct эти точки лежатъ на одной 

плоскости. Такш1ъ образо:мъ, уравненiл равнов·tсiл (84) представлт

сл д.Jiл даннаго случал въ слtдующемъ вид·t: 
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А + zr:л =-= О , В , m'i:.A = О , 
L +m'i:.J,z-n'i:.Ay =О, 

М -тn'i:.l,x- l'i:.),z =О, 

N + l'i:.лy -rn'i:.Ax= о, 

С+п'i:.Л=О. 

'i:.k 2л=O, 
< 

т. е. 

1шж•ое Л= о ,., < ' 

§ 43 

(104) 

(105) 

гдt знакъ 'i:. обозначаетъ ср1~1у различныхъ слагаемыхъ. Изъ этихъ 

уравненiй :мы Jierкo видимъ, что 

AL--,...- B1lf + CN =---=О, (106) 

откуд11 заБлючаеn1ъ, что даннал еисте~~а силъ должна и~1tть одну 

равнодtйстnрощую, слаrающи~ш Ботороti бу;птъ А, В, С, приложен

ныл къ одной точкt. Еслп БОординаты одной изъ точекъ приложе

нiл равнодtiiствующей обозначимъ черезъ х0 , у0 , z0 , то очевидно 

доджны бiдетъ tв1tть: 

L = Bz0 - Су0 ~ JJ:[ == C:r0 -Az0 , N = Ау0 - В:х,·0 , (107) 

вслtдствiе чего урр. (1U5) превращаютсл въ 

Bz0 - Су0 +m'i:.Лz - n'i:.i,y = О, 
Сх0 - Az0 + п'i:.),х - l'i:.лz ==О, 

Ау0 - Вх0 + l'i:.Ay -rn'i:.Ax = О . 
K110~1t того нзъ уравненin: (1U4) и (105) находю1ъ, что 

r.,, =- - J/ А 2 + в2-:~-с2 , 
Al _i_ Вт + Сп = - 'i:.i, , 

n едt;~оватеды10 

Al + Вт + Сп = i/ А 2 
,- В2 + С2 

• 

Но такъ 1шп, ве.н1чпна равно;"(');iiствующей еилъ А, В, С есТI. 

F = iiA 2 + в2 + с2 , 

и та~,ъ какъ 

A=Ft:1., B=F~, C=Fy, 

(108) 

(109) 

(110) 

rдt а.,~' 1 суть 1,оепнусы уг.1овъ F еъ ослми координатъ, то ур. 

(110) даегъ: 

a.l + ~т + уп = 1 , (111) 

откуда ;1акдючаемъ, что уголъ между нормалью къ ш1ос,кости опоры 
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и равнодtйствующей есть нудь, т. е. F доджна быть направлена 

перпендикулярно къ этой ш1оскости. Величина равнодtiiствующей, 

какъ показываютъ урр. (109), 11ожетъ быть произвольная, лишь-бы 

она быда направлена перпенди1,у длрно къ пдоскости (l, т, п ), въ сто

рону невозJ1ожныхъ перемtщенШ. Подставлял въ ( 108) значенi11 

А, В, С пзъ (104), :мы получаемъ: 

т (z0'i.Л - 'i.i,z) - п(у0'i.Л - 'i:.Лу) =О, 

п (х0'Е.л- 'i.лx)- l (z0'i.л - 'i.лz) =о, (112) 

l (у0'i.Л- 'i.),y}-m(x0"'i:.Л- 'i.Лх) =О, 

откуда видимъ. что одна пзъ точекъ приложенiл F пмtетъ коор

динаты 

'i.лу 
Уо= 'i.л, (113) 

ибо эти ве,l)_ичпны удовлетворлютъ уравненiш1ъ линiи точекъ при.10-

женiл (112). Сравнивал выраженiл (113) съ (25) мы замtчаем.ъ, 

что точка прпложенiл ешш F опредtллетел, Rакъ центръ паралле,1ь

ныхъ си.~ъ, приложенныхъ къ каждой точкt площади опоры. Но такъ 

какъ центръ па.галлельныхъ силъ не можетъ очевидно лежать въ сторонt 

отъ веtхъ ихъ точекъ приложенiл, ее.1и всt силы направлены въ 

одну 1;торону, то заключаемъ, что точка приложенiн силы F, или что 
все равно, сплы-'i.л, не можетъ .1ежать по одну сторону отъ веtхъ 
точекъ контура п.l)_ощади опоры, а должна помtщатьсл внутри онаго. 

Каждал изъ безчисленнаго )!Ножества величинъ л, входлщихъ 

въ выше приведенныл усдовiл равновtсiл подпертаго твердаго тtла, 

представллетъ собою, какъ было обълснено въ предыдущемъ парагра

фt, давленiе соотвtтствующей точки пдоскостп опоры на твердое тtло. 

Длл каждой изъ системъ взаюшо уравнов·tшивающихеа силъ, прило

женныхъ къ одному и тому-же подпертому твердому т·tлу, величины 

давленiй л будутъ различны, и длл каждаго со.отв·tтственнаго случал 
опредtллтсл изъ урр. (104) и (105) въ функцiи данныхъ величинъ 

А, В . .. L, М. . . . Но легко за~1tтить, что упомлнутыл уравненiл по

служатъ къ опредtленiю не каждой изъ безчnсленнаго множества 

ве,1ичинъ л, а только функцШ отъ этихъ величинъ такого вида: 

l:л, 'i.лх, 'i.лу, "f:.лz (114) 

т. е. соотв·tтственно веш~чины равнодtйствующеii давленiй и ( по (113)) 
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координатъ ел точки приложенiл въ плоскости опоры. При этомъ 

три послtднiл изъ функцiй (114) свлзаны между собою тtмъ усло

вiемъ, что координаты х, у, z, входлщiл въ нихъ, принадлежатъ точ

:~rамъ, лежащимъ въ одной и той-же плоскости опоры. Если мы обоз

:пачимъ черезъ h · длину перпендикуллра, опущеннаго на эту плоскость 
изъ начала координатъ, то очевидно, что "') 

lx + ту + nz = h , (115) 

откуда: 

(116) 

Так1шъ образо~1ъ, урр. (104) и (105) разбиваютсл на двt группы: 

одна группа, получаемал исключенiемъ пзъ этихъ уравненНt велич1шъ 

(114), представптсл тремл уравненiл~ш: 

А: В: С= l: т: 11, 
(117) 

AL + ВМ + CN = о, 
и выразитъ ус.1Iовiл равновtсiл данноfi cncтenrы силъ. Друган группа, 

вмtстt съ (116), опредtлптъ величину и точку придоженiл равно

дtйствующей давленiii: слtдуюшш11ъ образомъ: 

LA = - уЛ:2 + в2 + с2 
, 

LЛХ =mN-nM - Ah, 

LAy = nL - lN - Bh , 

LAz = lJJI -mL - Ch . 

(118) 

Такъ какъ урр. ( 11 t>) опредtллютъ сумму безкоНQЧНО большаго 

числа различныхъ величинъ л, какъ нtкоторую конечную величину, 

то мы закдючае~rъ, что каждое слагаемое л изъ суммы LЛ доджно 

быть безконечно малымъ. Сл'вдовательно, на каждый: безконечно ма

лый эле~1ентъ площади опоры величина давленiл тоже будетъ безко

нечно мала, но настолько, что складывал вс'l; i'iезконечныл малыл 

давленiл всtхъ элев1ентовъ данной плоскости опоры, мы получимъ 

конечную сумму LЛ. Такимъ образомъ, данное давленiе мы можемъ 

•) Д ъйствительно, если р будетъ разстоннiе какой либо точки ( х, у, z) пло-
х у z . 

скости отъ начала координатъ, то - , ~-, - б1· дутъ косинусы угловъ лиюи ? 
р р р 

h l
x у z _ 

съ осниII коордннатъ, 11 cos (р, ) = - + т - + п - ; но съ другой стороны оче-
р р р 

h 
видно, cos (p,h) = - ; слъдовательно, l.т: + ту + пz = h. 

р 
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всегда разо~атривать, 1.акъ C)'DI.1!1)· безконечно большаго чпсла давле

нiй на безконечно малые элементы площади поверхноети опоры. Какъ 

ве.шчина каждаго изъ такихъ эле.1!1ентовъ площадей, такъ и величи

на давленiл на него, могутъ быть выбраны совершенно пропзвольно, 

лишь-бы сумма элементовъ представила данную площадь, 1r cyмDta со· 

()Твtтствующпхъ давленiit-давленiе 'i.л, приложенное къ точкt, ко-

~лх "f.лу 'i.лz 
.орд11наты КОТОрОЙ r,уть "f.л , "f.л , 'i.л ; Т. е. ВМ'ВСТО СУММЫ да-

вленiй пр11ложе11ныхъ къ разл11чню1ъ точкамъ плоскостп опоры, в1ы 

можемъ разсматривать суD1му давленiii, приложенныхъ къ различ

ны.мъ бе;~конечно малымъ элеD1ентамъ площади этой плоскоети. Но 

-такъ какъ упомянутые эле.1!1енты .площад11 D1огутъ. быть нами выбра

ны меньше всакоit данноit величины, то наше представленiе о давлс

нiлхъ, какъ о сплахъ, раепредtленныхъ по разл11чнымъ точка.l!!Ъ при

ложенiл, DIЫ n1ожемъ вполнt отождествитL съ предетавленiеD1ъ о сп

J~ахъ, распред·tденныхъ по различнымъ элементамъ поверхности, п 
при TOJ!IЪ 11аз.шчныхъ ддл различныхъ эле.1!1ентовъ. Но длн разл1Р1-

ныхъ •iaeтeii одного II того-же элемента давленiл могутъ быть раа

t11атрнваемы какъ одинаБiл. 

Къ тому-же саD1ощ· споеобу представденiл о раепредtленiи да

вленi!J: по эде!1ентаD1ъ поверхноети !IЫ прпходимъ также на основа

нiп слtд)·ющихъ разсужденiit. СаDюе простое изъ вс·tхъ распредtле

нifi давленiй, какое только мы можемъ себt представить, будетъ оче

видно равном t р но е, т. с. такое, при которомъ къ каждой точк·в 

поверхност11 приложены одинакiн силы. При равномtрномъ раепре

дtленiн, дав,'Iенiл на равныл, произвольно выбранныл част~~ поверхо

сти, будутъ одинаковы, 11 давденiе р на кажд)'Ю едиющу поверхности 

опредtлитс л, какъ частное 

'i.л 
s=11, (119) 

гдt S есть величина тoit частп площади поверхности опоры, къ 

t.оторой приложено давденiе 1:л. Слtдоватеш,но, давденiе на какой 

Jiибо безконечно мадый элементъ поверхности, величины clS, будетъ 

pdS, причемъ величина р длл каждаго изъ элементовъ поверхно

сти будетъ очевидно одна и таже. При вслкомъ иномъ, перем t н,

н ом ъ распредtленiи давленiit, условiе равенства давденifi на любыл 

равныл чаети поверхности не удовлетворлетсл. Но въ такоD1ъ слу-
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чаt мы можемъ разбить площадь данной поверхности на произволь

ное число частей, и на каждой изъ этпхъ частей вообразить себt 

такое равно!1tрное распредtленiе давленiii, что ихъ су~1мы д.11н каж

дой изъ частей будутъ равны резу.11ьтирующимъ данныхъ давленiя, 

дttiствующпхъ на эти части. Чtмъ :меньше мы выберемъ упомлнутыл 

дt.11eнiJi поверхности, тtмъ ближе КО)1бинацiл воображае:мыхъ различ

ныхъ равномtрныхъ распредtленiй давленiй будетъ подходить .къ 

данному распредt.1енiю давленiй, и будетъ наконецъ отъ этого nо

слtднлго отл11чатьсл безконечно мало, ес.11и площадь поверхности :мы 

разобьемъ на безконе,но большое чимо безконечно малыхъ эле:мен

товъ. Та~шмъ образомъ. въ предtлt мы !IОЖС)!Ъ представить себt 

вслкое распредtленiе дав.11енiit по данноii повr.рх.ностп, какъ рлдъ 

равномtрныхъ давлепiй раз.11ичной ве.1111чины, приложенныхъ къ каж

дому э.11ементу поверхности; при ЭТО)IЪ величина давленiл на какой 

.шбо э.11ементъ clS поверхности ~1ожетъ быть представдена въ видt. 

pclS, гдt р И!\Itетъ тоже значенiе, что въ (119), то.11ько длл каж

даго эдеl\1ента различаетсл по величинt, и представ.11летъ, очевидно, 

то дав.11енiе, которое ЮI'tло-бы мtсто д.[л единицы поверхности, если: 

~ 1 
оы на каждый изъ числа dS ел эле.ментовъ производилось одно 11 

тоже давленiе pdS. Величина р можетъ быть названа с ил о ю и.аи 

н а пр л ж е н i ем ъ да в л е н i л въ данномъ элементt поверхности_ 

Понлтiе о напрлженiи дав.11енiл относитсл очевидно къ понлтiлмъ да

вленш II площади, какъ понлтiе скор~сти.:..-къ дюшt и времени. 

Наш,енованiе единицы с и .11 ы да в .11 е п i п лвствуетъ изъ ниже 

слtдующихъ еоотношенiii, вытекающпхъ 11зъ ( 119 ): 

ед. сп.1. давл. 
един. ;~,авл. 

е;~,ин. 11лощ. 

дина 

цен 2 

грам. 
------ (120) 
сек. 2 цент. 

Итакъ, полагал, на оенованiи вышеприведенных1, соображенiii, 

длл каждой точки поверхноети опоры, и.11и, что все равно, длл каж

даго э.1емента этой пое.1tдней, 

·л =pclS, (121). 

мы получимъ, на основанiи (118), с.1·tдующiл уравнепiл ддл опредt

ленiл безчиеленнаго множеетва раз.1Шчныхъ ве.шч1шъ р длл разли'l

пыхъ эдементовъ данной п.11оскостп опоры: 
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'ipdS= -у А2 +в2 + С2, 
'ipxdS = rnN -·пМ - Ali, 

"i,pydS = nL - lN - Bli , 

"f.pzdS = lM- mL- Cli, 

265 

(122) 

гд·в суммы лtвыхъ частей берутся по всt!1Ъ э.11ементамъ поверхноети. 

Очевидно, что четыре уравненiл (122) не могутъ опредtлить всего 

безковечно большаго числа величинъ р, и что мы !1Ожеъ1ъ представ

лять себt произвольно то или другое распредtленiе напрлженiй дав

ленiй по элементамъ поверхности подъ однимъ лишь условiе~1ъ, что

бы каждое изъ такихъ произвольно выбранныхъ pacпpeдt.11eнitl удов

летворл,10 уравненiлмъ (122). 

Разсмотримъ теперь, какiл можно сдtлать са11ыл прос.тыл пред

положенiл о распредt,'Iенiи си.11ъ давленiii на данной площади, при 

вышесказанныхъ условiлхъ. Простtйшее предпо.11оженiе очевидно бу

детъ то, 11то ведичины р длл каждаго элемента поверхности однt и 

тtже, т. е. что 

Р=Ро, (123) 

гдt р0 ееть нtкоторал поетолннал ведичпна, не завиелщал отъ того 

или другаго по.10женiл э,1емента dS. Въ такомъ случаt, помня, что 

'f.dS = S, гдt S есть ведичина площади поверхноети опоры, мы бу
де~1ъ ю1tт1,: 

"f.pdS = Pu'idS =- p 0S, 

'f.pxdS = p 0"f.xdS , "f.pydS == Pu"f.ydS , "f.pzclS = p 0 'i,zdS . 
(124) 

Величины 

"f.xdS, "f.ydS, 'E.zdS 

имtютъ длл данной площади опредtленныл геометрическiл значенiл, 

не завислщiл отъ того иди другаго предположенiл о распредt.11енiи 

давленiй. и~1енно, ,1егко видtть, что, длл вслкаго равно~1tрнаго рас

предtленiл массъ по эле111ентамъ данноti поверхности, координаты 

а, Ь, с центра инерцiи этихъ массъ опредt.ллютсл какъ 

"f.rdS 
а=-= "f.clS ' 

Ь- ~Y_dS 
- "f.dS' 

"i:.zdS 
С= }:.dS' (125) 
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при чемъ точка ( а, Ь, с) очевидно опредt.члетсл вполнt формою и 

величиною данной площади, и носитъ названiе центра инерцiи данной 

площади. На основанiи (125 ), уравненiл (124) принимаютъ видъ 

'E.pdS =p0 S. 

"E.pxdS =p0 Sa, 'E.pydS =p0 Sb, 'r.pzdS =p0 Sc. 

Вносл величины (126) въ урр. (122), мы иолучаемъ: 

PoS = - у А 2 + в2 + 02 

p 0Sa=mN -пМ -Ah, 

р08Ъ= nL- lK - Bli, 

p 0 Sc =---" lJJf - mL - Ch, 

(126) 

(127) 

изъ которыхъ иервое опрехt.rшетъ р0 , а три остал1,ныл даютъ ус.110-

вiе, удовлетворле:мое данню1и величинами А, В, С, L, JИ, N, S, 
h, а, Ь, с, длл случал, когда предположенiе о равномtрномъ распре

дtленiи давленiй 11ожетъ пмtть мtсто. Смыслъ этого условiл наиболtе 

очевиденъ изъ урр. (113), которыл даютъ намъ длл даннаrо случал: 

х0 =а, у0 =Ъ, z0 =c, (128) 

откуда заключаы1ъ, что равномtрное распредtл11нiе давленifi только 

тогда возможно, К()Гда равнодtfiствующал приложенныхъ силъ про

ходитъ черезъ центръ инерцiи площади опоры. Длл того, чтобы это 

условiе удовлетворллось, даннал система силъ должна удовлетворлть 

уравн. (127). Въ противномъ случаt равном'tрное распредtленiе 

давленifi не возможно, и мы должны дt.тrать нашъ nыборъ !1ежду 

различными перемtнными распредtле~iлми. 

Длл большей иростоты послtдующихъ разсужденifi, мы выберемъ 

начало координатъ въ пдоскости опоры, и ось z-овъ-перпендик)'

ллрно къ этоti пое.тrtдней. Тогда очевидно: 

l=m=O, и п=1, 

вслtдствiе чего уравненiн равновtсiн, (104) и (105 ), превращаютсл въ 

А = о , В= о , С + 'Е.л = о , 
L - 'Е.'лу = о , JJf + 'r.),x = о , N = О , 

уравн. (113)-·въ 

'E.pxdS 
Уо = 'r.pdS-, 

(129) 

(130) 
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а уравн. (122)-въ 
'f:.pdS =.::.-С, 

'i:.pxdS =-Ы. 'f:.pydS =L 
(131) 

0=71,. 

Въ случа·J; простtiiшаго, т. е. равномtрнаго, распредtленi11 дав

ленiit, ыы будемъ имtть 11зъ (131): 
С JJI L 

Ро = - ~', , р0а =--= - -8 , р0Ь = В , (132) 

что воз110жно, толы,о когда удовлетворено усдовiе 

-С-=-~=!,_ 
а Ь 

(133) 

Въ противномъ случаt р должно бытh перемtнньв1ъ, т. е. 11мtть 

различныл величины д,1л разныхъ элементовъ; друrшш словами, р 

должно зависtть отъ положенiл зтихъ злеn1ентовъ; а такъ какъ по

ложенiе безконечно малаго элемента n,1oщa;i;i1 опредtллетсл коорди

натами той точ1ш, около которой этотъ з.1ементъ расположенъ, то 

мы заключаеn1ъ, что р должно зависtть отъ координатъ точекъ плос

кост11 опоры, т. е. представллтьсл функцiею этпхъ послtднихъ. Про

ст·titшал зависиnюсть отъ Бооvдинатъ х и у, которыщ1 отличаютсл 

элементы плоскости опоры другь отъ друга, можетъ быть предполо

жена в'h формt простой пропор11iональностн (шшейной формt), и 

представлена въ видt: 

1 ' ' /:( 
Р = Ро т rx.x т t-Y , (134) 

гдt р0 , 1:t, ~ с.уть н·tкоторыл постолнныл ведичины, независимыл отъ 

координатъ. Выраженiе ( 134) равносильно тому предположенiю, что 

сила давленiл длл различныхъ точе1t·~. убываетъ или прибываетъ про

порцiонально ихъ разстолнiл~1ъ, въ TI или другую сторону отъ нt

которой прлмоn линiи. Дtnствительно, полагал 

у 1:t=kcos?, ~=ksiп~, (135) 

~\ 

х 

\ 
Рис. 73. 

гдt 

k2 _ ...,2 , (.(2 
-·-"'" т /J и tg~ =~, 

l:t 

мы проведемъ черезъ начало координатъ (рис. 

73) н·tкоторую прлмую ОА, подъ угломъ !р съ 

осью х-овъ, 11 11зъ разсматриваемоff: точкн 

(х, у) опустимъ перпендикуллръ на ОА; тогда 

легко показать, что длина линiи ОН, т. е. 
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разетолнiе lt точки (х, у) отъ прлмоii тп, проведенной черезъ на

чало коордпнатъ и перпендикуллрной къ ОА, будетъ 

li = х cos 9 + у sin 9 . 
откуда 

(135) 

гд't h длл раз.1ичныхъ точекъ раздично, и представллетъ разстолнiе 

соотвtтствующей точки отъ пзвtстной прл:моii, проведенной черезъ 

нача.10 коордпнатъ. Давленiе, расnредtленное по вышеприведенному 

закону, называетсл равно l\I t р но из 11 t н л ю щи мс л, или сгиб а
ю щи 111 ъ да в лен i е 11 ъ; при чемъ величина k, по отношенiю къ дав
ленiю р, шраетъ очевидно туже роль, какъ ускоренiе-по отношенiю 

къ скорости равно~rtрно ускореннаго движенiл. .тlинiл rmz носитъ 
названiе средней или нейтральной оси; на каждой изъ линiй, 

параллельныхъ этой оси, ве.1шч11на силы давленiл остаетел 0•1евпдно 

одна и та~ке. Веш,чина сп.тш дав.1енiл кроыt того зависитъ только 

отъ направ.11енiл нейтральной оси, но не отъ ел разетолнiл отъ нача.1а 

координат~. Дtйствительно, будемъ считать разстолпiл li' разныхъ 
точе~iъ отъ нtкоторой другой линiп, паралледьной тп и находлщейсл 

на разстолнiи h0 отъ этой поел·tдней; тогда очевидно, lt' = h - h0 и 

р = р0 + k (li0 + h') , 

или обозначал 

Ро' =--~ 1!,. ~ k·/1.0., 

гдt р0 ' есть очевидно постолннал ве.п1чпна, ШI'tеыъ: 

р = Ро; -;-- kli1; 

(136) 

L137) 

т. е. видимъ, что, съ перенесенiемъ оси тп паранедьно еамой себt 

въ l)азныл точки плос~rоети, из11tнлетсл только ве.11ичина постолннаго 

давленiл р0 , с ъ которыиъ сравниваютсл давленiл въ остальныхъ 

точкахъ. 

Равнод'tйствующал дав.1енiй на данную площадь 

при равноиtрно 11змtнлющемсл распредt,llенiи, такъ: 

'f.pdS = p 0 'f.dS + '.1.LxdS + ~'f..ydS 

=Pos + lСШ + ~Ь) s i 

оnредt11итсл, 

(138) 

но, обозна•~ал черезъ h0 разстолнiе центра инерцi11 площади отъ ней

тральной оси, и помнл, что очевидно 

(Ха + ,Зь = li0 , (139) 
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!lbl получимъ: 

(14.0) 

иди, если бре~1ъ считать раастолнiл отъ оси, проходлщеii черезъ 

центръ инерцiи и обоаначимъ черезъ Р0 силу давленiл на этой оси: 

"i.pdS = P 0S; (141) 

т. е. в е л и ч ин а равно д t ii с, тв у ю щ е fi да в л е н i fi р а в на с и

л t д а в л е н i л в ъ ц е н т р t 11 н е р ц i и д а н н о й п J1 о ш а д и, ум н о

ж е н но й на вел и чин у пл о щади, ил и: с ил а д а в лен i л в ъ 

ц е н т р t и н е р ц i и п л о щ а л 11 е с т ь с р е д н л л и з ъ • с и л ъ л а в

л е н i й н а в с t х ъ е л э л е м е н т а х ъ. 

Обращалсь далtе къ А1оментаА1ъ давленiй, !1Ы найдемъ, что суА1!1Ы 

"i:.pxdS и "i:pydS, въ случа·t равном·tрно изм·tнлющаrосл распред·tле

нiл, представлтсл въ видt: 

"i.pxdS = p 0aS + a."i.x2dS + ~"i.xydS , 
(Н2) 

Суммы 

"E.xydS, 

которыл мы будемъ обозначать соотвtтственно черезъ 

G, Н, R, 

завислтъ очевидно лишь отъ геометрической формы и размtровъ дан

ной площади. Изъ нихъ первыл двt суммы нослтъ названiе мом е н

то в ъ и не р ц i и данной площади, соотвtтственно около осей х-овъ 

и у-овъ. Длл большей лености послtдующаrо изложенiл разсмотримъ 

здtсь н-t,которыл изъ rлавныхъ свойствъ моментовъ инерцiи. 

Съ из!rtненiемъ положенiл осей координатъ :мtнлютсл оче.видно 

11 величины моментовъ инерцiи около этихъ коорцинатъ. Найдемъ 

законъ этого измtненiл. Представимъ себt двt системы осей коор

динатъ ОХ, ОУ и ОХ', ОУ1 , проходлщихъ черезъ одно и тоже на

чало; обозначимъ уrолъ между ослмн ОХ и ОХ' черезъ .:J.; коорди

наты какой либо точки А, относительно первыхъ осей, пусть будутъ 

х, у, а относительно вторыхъ, х', у'. Тогда легко видtть, что ") 

*) См. прии'!lчанiе къ Форм. (152) ниже. 
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х1 = х cos {}, - у sin ,3. , 

у' = х sin З· + у cos {1, , 

вс.лtдствiе чего находимъ, что 

"i:.x12dS = cos 2{). "i:.x2dS + sin2 -3-"i:.y2dS - 2 sin {}. cos -&"i:.xydS 

§ 4~ 

(143) 

и т. д. И.1ш вообще, обозначал черезъ G1, Н', R' величины, въ кото
рыл превратлтсл суммы G, Il, R, взнтын по новымъ ослмъ, мы 

находимъ: 

G1 = G cos ЧJ, + Н sin 2{). - 2R cos {}. sin {}. , 

11' = G sin ЧJ, + Н cos 2 {1, + 2R cos ,'), sin ·З· , 
R' =-= ( G - Н) cos ~~· siп {) + R (cos 2

{)· - sin ЧI'), 

откуда замtчаемъ, что 

G1+R'=G+H, 

(144) 

(145) 

т. е., что с.у!1ма :моментовъ инерцiи, относительно вслкихъ двухъ 

взашrно перпендикуллрныхъ осей, остаетсл одна и таже. Кромt того 

изъ тtхъ-же выраженiй ( 144) мы видпмъ, что 

(146) 

Съ из.мtненiемъ величины угла {}. величины G' и Н1 измtняются; но 

такъ какъ ихъ сумма G1 + Н1 ос.тается одна и таже, то, при наи

большей величинt G1
, ве.11ичина Н' дt.11аетсн наименьшею, и на обо

ротъ. Rpoмt того лсно, что когда G1 и Н.1 достигаютъ соотвtтственно 

своихъ наибольшаго и наи:меньшаго значенiй, то длл соотвtтствую
щаго угла {}. величина G1 

- Н1 дt.1аетсл наибо.пшею, а также и ве

личина (G' - Н1 )2. Но такъ какъ 

(G' - H 1J2 = (G' + Н1)2 -- 'lG'H1 

и ( G' + Н1 ) 2 постолнно, то ( G1 
- Н1) 2 д·tдаетсл наибольшимъ, когда 

G1 Il1 дtлаетсл наименьшемъ, или такъ какъ, по (146), 

G'IГ = G Н - R 2 + в12, 
то G1H 1 дt.11аетсл наименьшимъ, когда R12 дtлаетсл наименьшимъ. 

Но наименьшал воз.можнал ве.1J.ичина длл R12 есть пуль, какъ это 

видно изъ (144), ибо R 12 !IОжетъ быть нулемъ. Слtдовательно, при 

R' = О, разность между G1 и Н' будетъ нанбольшал изъ всtхъ воз

можныхъ, 11 .мы }rоже111ъ стало быть найти всегда пару такихъ осей, 

проходлщихъ череаъ одно начало, длл которыхъ велпчины G1 и Jl1 
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-будутъ соотв·tтственно наибольшею и наименьшею, или наоборотъ. 

Такiе моменты инерцiи называютсл гл а в н ы ми, а соотвt.тетвующiл · 
оси-г ,1 а в н ы ми о с л )! и ин ер ц i и. Уго,1ъ -3,i, опрсдt.1шющiй поло

женiе гдавныхъ oceii инерцiи относите.1ьно данныхъ ОХ и ОУ, 

находитсл изъ лос.11t.днлго уравн. (144), въ которомъ дою1шо по

ложить R 1 = О. Uзъ этого уравненiя ~ш шrteJ1ъ: 
__ cos ,\ sin -&1 =--= !_ t 2-& __ ~1!___ (l" 7) 
cos 2-& - sin 2-& 2 9 1 - G - Н · '* 

1 1 

Самыл величины, главныхъ моментовъ ннерцiи G1 и Н1 , опредt.

длютс)! по даннымъ G, Н, R изъ (145) 11 (146), которыл превра

щаютсл въ 

(148) 

11, будучи р·tшены относитедчНО G1 11 Н1 , даютъ: 

-1 v1 G = -- 1 G I Н) __!_ - (G ~ Н) 2 + Ri 
1 2\. т 1 4 ' • ' 

(149) 

Наоборотъ, если ве.11ичина гдавныхъ 1\10~1ентовъ инерцiи и подо

женiе главныхъ осей извt.стны, то веJшчины G, Н, R ддл любой 

пары взаимно перпендикуллрныхъ осей, образующихъ угодъ -& съ 
г.11авпыми ослDш инерцiи, опредt.длетсл по (144) такимъ образомъ: 

G = G1 cos 2 а.+н1 sin 2-&, 

Н = G 1 sin 2 -& + Н1 cos 2 З· , 

R = l G1 - Н1) cos -& sin {).. 

(150) 

Предположимъ теперь, что ъrы имtетъ двt. системы осей, парал

лельныхъ другъ другу, но проходлщихъ черезъ разныя начада О и 0 11
• 

Координаты одной и той-же точки, относите.11ьно той и другой системы 

осей, обознач11:мъ с.оотвt.тственно черезъ х, у и х1 ', у 11 , а также и :мо· 

.менты инерцiп-черезъ G, Н, R и G11 , Н11 , R". Тогда очевидно: 

х''=х+х0 , у''=У+Уо, 

гдt х0 и у0 суть коор;~;инаты точки О относите,1ьно нача.ч:а 0 11 
• .11егко 

затt.мъ видt.ть, что 

"ix"2(l8 = 'f.x2(l8 + 2:ror.xdS -i- Xo 2S 
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и т. д.; иди, называл 11:ерезъ а и Ь кооvдинаты центра инерцiи пло

щади S относительно начала О: 

G'' = G + Xo
2S + 2xoaS, 

Н" == Н + y0
2S + 2y0bS, (151) 

R" = R +x0y0 S+(x0a + у0Ь) S. 

Если О совпадаетъ еъ центрами инерцiи, то а= Ь = О, и 

G"= G +x0
2S, 

Н'=Н+у,/S, (152) 

откуда вид1tмъ, что ~1оменты инrрцi11, G и Н, около осей, проходлщихъ 
черезъ центръ инерцiи, будутъ всегда меньше соотвtтствующихъ мо

ментовъ около осей параллельныхъ первымъ, но проходлщихъ черезъ 

другое начало. 

Предположимъ тr.перь, что даннал плоскость не совпадаетъ ни 

съ одною пзъ плоскостей координатъ, п опредt.ли!rъ длlI этой плос

кости величпны суммъ 

"1:.yzdS, 'f.zxdS , 'f.xydS, 

которыл назовемъ соотвtтственно черезъ 

G, Н, J, Р,. Q, R, 

зна1I велп•шны G' Н' R' относительно прr,жнихъ осей координатъ, 

совпадавшихъ съ плоскостiю. Если мы имtемъ координаты х, у, z и 

х', у', z' одной и той-же точки относительно двухъ различныхъ сис

темъ осей координатъ, проходвщихъ черезъ одно и тоже начало, то 

вообще '') 

х = х' cos (х' ,х) + у' cos (у' ,х) + z' cos (z' ,х), 

у=: х' cos (х' ,У)+ у' cos (у',у) + z' cos (z' ,у), 

z =x1 cos(x',z) + y'cos(y',z) +z'cos(z',)z. 

(152) 

*) Д1;йствительно, одно и тоже разстоянiе данной точки отъ начала есть геоме

трическан сумма ея коордпнатъ по той или другой систем'!;. Сл1;довательно, дв'!; 

геоиетрическiя суммы, х +у+ z и х' +у'+ z', равны между собою. Если такъ, 
то и проложенiя об'!;ихъ суммъ на всякую лннiю равны друrъ другу. Пролагая теперь 

эти суммы на линiи х, у, z, и помня, что соэ (х,у) = соэ (y,z) = cos (x,z) = О, мы по
лучимъ непосредственно выраmенiя (152), и въ частномъ с.1уча'!;-выраженiя (143). 
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Въ нашемъ е.лучаt 11ы имtемъ z1 = О; слtдовательно: 

у::.::: i·1x' + v2y' ' 

z = u7ix' + w2y', 
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(153) 

rдt значенiJ и 1 ••• w1 ••• v1 ••• по сравненiю съ (152) очевидно. Ее.ли 

начала обtихъ системъ координатъ не совпадаютъ, то, обозначал че

р('зъ х0 , '!/о, z0 координаты стараго начала по новымъ ослмъ, имtемъ: 

х= и1х 1 + и2у1 + х0 , 

у= v1.т' + V2Y
1 + Уо, 

z =--= w1x 1 + w2y' + Z0 • 

На основанiи этпхъ соотношенНt легко паitдемъ, что 

G = u/G' + и2Н1 + 2tt1u2R' + Хо2 В + (tt1a' + tt2b') Sxo' 

н = v/G1 + v/H' + 2v1t·2R' + Уо2 8 + (v1a' + V2b') Syo' 

J =ш/G1 + w/ Н' + 2w11v2R 1 + z0
2 S + (ic1a' + ш/1 1) Sz0 , 

р = Ш1V1G' Т Ш2V2Н' Т (W1V2 + Ш2V1) R 1 + ZoYos 

+ [z0 (v 1a1 + v 2b') + Уо (w1a; + wp )] S 

Q = u1w1G
1 + и2w2Н1 + (u 1w2 + и2w1) R;, x0z0S 

+ [x0 (w 1a' + w2b') + z0 (и1а' +и2Ь 1 )] S, 

R = v1и1G1 + v2и2Н1 + (v1u2 + v2u1) R' + y0x 0 S 

+ [у0 (и1а' + и2Ь 1 ) + Х0 (v 1a
1 + v 2b

11]. 

(154) 

(155) 

Предыдущiл выраженiл значительно упрощаютсл, когда старыл 

11оординаты отнесены къ центру инерцiи данной площади, какъ на чa

JIY, и къ главнымъ ослмъ инерцiи, ибо тогда:очевидно, R1 =а'= Ь' = О, 

rдt а' и Ь' суть, какъ и въ ( 155), координаты центра инерцiи по 

tтapofi системt. 

Возвращалсь теперь къ распредtленiю дaвJieнifi по площади 

Qпоры, мы видимъ, что, при равно:м:tрно изм:tнлющемсл распредtленiи, 

величины силъ давленifi будутъ извtстпы. ее.ли мы опредt.лим:ъ три 

посто11нныл величины р0 , rx, ~- Подставллл величины 'f.pdS, "i:.pxdS, 
'J:.pydS изъ выраженШ (13t$) и (142) въ уравненiл (131), мы 

18 



274 [ ЛАВА IIJ. А) С'тЛТИКА ТВЕРДАГi} T11.'IA. 

находимъ: 

откуда получаемъ: 

(р0 + tJ.a+~b)S=-.:-C, 

p,)aS -т1J.G +[3В=-И, 

p 0 bS + 1J.R+ ~H=L, 

L(R- abS) + М(Н - b2S)- С (alI - bR) 
!Х = (R - abS)2 - ( G-a 2S)(H -1) 28) 

~-- _ ИtR-abS)+L(G--a2S)+ CJb_f}-_~aB) 
- 1R-(tbS)2-(G-a2S)(Il-b2S) ' 

§ 43 

(156) 

(157) 

С L (bG - aR) + Jl(bR -аН) + С (b 2G + a2 ll - 2abR) 
Ро = - S + 1R-abS)2 -(G-c,2S)(ll- Ь2sг---·-. 

Ес.111 нача.110 координатъ выбрано въ центрt инерцiи дапноii 

п.1ощади л координаты параюrе,н,ны г.1швнымъ оса:мъ 11нерцiп, то 

а=и=R=О, 11 

с 
Ро=:-7,, 

....lI 
а==-·а, 

, L 
•j =---=. • ' н 

(158) 

Ес.нr ш1оскость опоры не совпадает,, ни съ одною 11зъ п.чое

костей координатъ, то мы ДОJIЖНЫ ПОЛОЖIIТI,: 

JJ = JJo + 11.Х + ~у + "'[Z • 

Затt,мъ по.!Jагал 

'f.x2(l8 = (}, 
"i:.yz(lS == Р , 

'f.y 2(l8 = }[' 
'f.zx(lS :с:с= Q, 

мы наiiдемъ, '!ТО ДО.1ЖПО OЫ'l'J,: 

'f.z2clS = J, 

"i.xydS :..:..::: 1l , 

"i.pclS == [JJo + ~х0 + ~у,1 + yz(,J S , 
У l С! С1 1 (~ iJ.R () .... JJX( ,.J == JJ0 X 0 u -;- IJ. I -+- р • + '{ ~ , 
'f.py(lS == р0у08 + 1J.R + ~Н + '{ Р , 
'f.pzdS = p 0z0 S + a.Q + ~р + 1J · 

(158)а 

(1.',8)ь 

(158)с 

Встав.1шн ат11 ве.ншшы въ уравненiн равнов·всiл (Н2), мы 
опредtлимъ коеффпцiенты р,1 , tX, ft, у, при чю1ъ однако величины 

1J., ~' у, не остаютса незаю1симыми другъ отъ друга, но, на основанiи 
(11б ), (~влзаны уравненiемъ: 

l"ipxtl8 + m'f.py1l8 + 11'2:.p.гllS = l1'f.pd8; 
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которое, вс.11tдствiе (158)с, превращаетtл въ 

,illG + mR + nQ) 

+ ~· l lR + тН пР) 
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(1;'58)(1 

+ 1 (lQ т тР + nJ) =----= liS (,,_r,. + 1Зу0 + yz0 ). 

Такимъ образомъ мы в11д11111ъ, что д.1л .1юбой системы взаимно урав

пов·tшивающихсл силъ, приложенныхъ RЪ твердому тtлу, подпертому 

данною ш1ощадью, мы можемъ найти соотвt.тствующее равномtрно 

пзмt.нлющеесн распредt.ленiе сш1ъ давленiй опоры на элементы опи

рающеitсл поверхности. Эт11 распред·t.~rенiл, длн различныхъ системъ дан

ныхъ силъ, будутъ разниться между собою величинами р0 , ~, ~- Если 

найдено давленiе р опоры на тtло, то наоборотъ, давленiе тt;11а на 

опору будетъ--р, 11 распредtJштсн очевидно точно такимъ-же обра-

зомъ, какъ р. 

Если твердое тtло опираетсл нt.сколыими плоскостлии 

личныл опоры, то уравненiл равнов·tсiя будутъ лмt.ть видъ: 

А+ l"i.л + l'"i.A' + l'"i.).'' . =о, 

В + т"i.Л + m'"i:.A' + т""i.Л" + . . ~-= О , 
' 

С+ п"f:.л + 1i'"i.A' + т''"f:.л" + . . :-:--=о, 
L + m"i.Az - n"i.Ay + 1n'"i:.A'z' - ti'"i.A'y' + . · =О, 

_,_1f + tz"i.Ax -- l"i.лz + п'"i.л'х' - l'"i.л'z' + . . =о, 
N + l"i.лy - т"i.лх + l''l:.л'y' - т'':i.А'х' + . . = о, 

на раз-

(159) 

rдt. число членов·ь, содержащихъ множители л, Л' ... , и относящихся 
къ разл11чным·1. плоскостнм1, опоры, вообще болtе, нежели число урав

ненiii. Rpoмt того члены, содержащiе множители л, л' ... , связаны 
между собою уравненiлми (116): 

l'"i.A'x' + т'"i:.А'у' + п'"i.A'z' c=li'"i:.л' , 
II т. д. (160) 

которыхъ будетъ столько, сколько дано различныхъ плоскостей опоры. 

Такимъ образомъ, если число плоскостей опоры будетъ R, то чисдо 

раздичныхъ r,уммъ, r,одержащихъ множитеди л, А' и т. д., будетъ 

4.N, а ЧИС,110 уравненiй (159) и (16U) будетъ N + 6. Ес.1и изъ этих'l, 

уравненiй возможно составnт1, одно шш н·tсколько, не содержащихъ 
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величинъ л, то такiн уравненiн и представнтъ условiн равновtс iн 

приложенной системы с11лъ. Въ противномъ случаt, равновtсiе будетъ 

имtть мtсто ПPJI всн1шхъ силахъ, еели только всt л будутъ соот

вtтственно отрицательнын или нули. Такъ, длл двухъ различныхъ 
плоскостей опоры условiе раnновtсiн получится выключенiемъ r.л. 

и 1:л' изъ первыхъ трехъ уравн. (159), и представится въ видt: 

А (тп' -т'п) + В (nl' -1/l) + С (lm' - l'm) =О, (161) 

при 11емъ 

(162) · 

Для тр_ехъ поверхностей условiа равновtсiя выразатсл только 

неравенствами, и т. д. 

Что ~;асаетсл до распредtленiя давленiй по плоскоста11ъ опоры, 

то 111ы знаемъ, что длл его полнаго опредtлеиiя нужно знать дш1 

каждой площади четыре ВеЛИЧПНЫ: r.л, r.лх, 'f.Ay, 'f.Лz; НО уже ВЪ CJij
чat двухъ плоr.косте/1, длл опредtленiя 8-~1и неизвtстныхъ, мы имtемъ 

только 7 уравненi11 (т. е. урр. (159) и (160), за искJiюченiемъ урав

ненiл равновtсiя ( 161) ). Слtдовательно, pacпpeдtJieнie остается не 

вполнt опредtленны111ъ. 

--HtE-+-----

EcJIИ тtло не имtетъ возможност·и перемtщатьсл ни въ какую 

сторону, перпендикулярно къ плоскости опоры, то величины k2
, вхо

длщiл въ 1-словiл перемtщенiii (80) и (81 ), должны быть равны нулю, 
вслtдствiе чего условiл (85 ), опредtллющiл знакъ )' л, т. е. направленi е 
(ШЛЪ сопротивленiл или давленiа опоры на тtло, не будутъ имtть 

мtста, и знакъ у каждаго изъ л мо.жетъ быть + или -; т. е. дав
ленiе опоры на тtло можетъ быть направлено въ ту и другую сто

рону по нормали къ ел поверхности. Сила сопротивленiл плоскости 

опоры, направленная отъ шrоскости внутри объема, занимаемаго тt

ломъ, называетсн да в лен i е J11 ъ по преимуществу. Сила сопротивле
нiл плоск?сти опоры, направленная отъ плоскости наружу отъ объема, 

занимаемаго тtломъ, называется т л го ю или на т н жен i ем ъ. Тлга 
есть очевидно отрицательное давленiе, и наоборотъ. Давленiю или 

тнгt опоры на твердое тtло очевидно соотвtтствуютъ равныа и 

противоположныл давленiе и тнга твердаго тtла на опору. Величины 

давленiл и тнги, отнесеннын B'i. данной точкt поверхности къ еди-
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ницt площади, будутъ называтьсл с ил а ми юш напр л жен i л 11 и 
дав.1енiл IIЛИ тлrи (натлженiл) въ соотвtтствующей точкt. Rакъ дав

ленiн, 1'акъ и натлженiл пр11над.11ежатъ къ таюп1ъ силамъ, которыл 

мы представллемъ себt распредt.11енными на каждый эде:ментъ поверх
ности и которыл :можно обозначить особымъ названiемъ у с и JI i й. 
Давленiл и натлжеп1л, дtiiствул всегда въ ту или другую сторону по 

нормалл~1ъ къ поверхности, ]IОrутъ быть обозначены, какъ нор :м а JI ь

н ы н у с ил i л "). Если нор:мадьное усю1iе распредtлено по поверх

ности равном~рноперемtнно , то оно называется сгиб а ю щи м ъ 

у с и .11 i ем ъ, · т. е. соотв·tтственно-с гиб а ю щи 11 ъ да в лен i е :м ъ, 
или с r и баю щи :м ъ на т л жен i ем ъ. 

Д,1л случал; когда твердое тt.110 .мог.11.0-бы не то.1ько да вить 

на п.11.оскость опоры, скоJ1ьзн по ней, но 11 т л нут ь ее, ус.11овiл рав

новtсiл приложенныхъ си.~rъ будутъ выражатьсл тt:ми-же са:мьпш 

уравненiл:ми ( 104) и (105 ), при •rе:мъ однако 

> разлнчны11 А= О . 
< 

(163) 

Изъ этихъ уравненiй мы видш1ъ, какъ прежде, что система 

да~шыхъ си.п должна им·tть одну равнод·виствующую перпендикуллр

ную къ плоскости, но направленную въ любую сторону по норма.11и. 

Точка приложенiл равнодtiiствующей опредt.штсл уравненiнми (113), 
въ которыхъ .11·t.выл ча(',ТИ мо1·утъ быть выражены черезъ данныл 

еилы изъ (109) и (118). Но такъ какъ ве.11ичины А могутъ быть 

при этомъ и по.1J.ожительны:ми, и отрицате.1Iьными, то центръ пара.в:

лельныхъ силъ, направленныхъ въ разныл стороны, не будетъ необ

ходимо лежать внутри п.~ощади образуемой точками приложенiл эп1хъ 

силъ, какъ въ CJiy•шt, когда знаки у всtхъ А одинакiе. Распредt

ленiе напрнженiii нормальныхъ уt·,и.1iй можетъ д.~л вснкпхъ данныхъ 

tж11ъ, и въ этомъ с.1учаt, быть ВЫl)ажено формулой (В!), гдt р для 

различнюхъ точекъ ъюжетъ быть отрицате.11ьны~1ъ и положительнымъ. 

Наконецъ, еr"11и твердое т·tло неизмtнны:мъ образомъ скрtплено съ 

данною плоскостiю какою нибудь частiю своей поверхности, и.11и тремл 

точками, то оно остаетсл всегда неподю1жнымъ, и вслкал сие.тема при

доженныхъ къ нему силъ будетъ оставатьсл въ равновtсiи. Въ такихъ 

елучалхъ можно разсматривать данное тtло. какъ совершенно свободное, 

*) Обозначенiе рас11ред'l;.1енныхъ по э.1е:ментамъ поверхностей с11.11ъ особымъ 
тер:мино:мъ (stress) бы,110 введено въ 11ервыh разъ Rankin.,'o:мъ. 
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къ котором)· съ одной стороны приложена даннал систем силъ, а съ 

другой-уравновtшивающiл ее силы с,опротивленiл плоскости. Эти 

послtдпiл въ свою очередь очевидно моrутъ быть разбиты на дв1, 

системы силъ: однt перпендикуллрныл къ плоскости, т. е.-нормаль

ныл давленiл или· натлженiл, и другiл, параллель~ыл плоскости. С1rлы 

сопротивленiл, параллельныл плоскости скрtпленiн, могутъ быть пред

ставлены распредtленными на каждый элементъ поверхности, и лвлтсл 

такю11ъ образо~trъ усилiлми, которыл, въ от.п1чiе отъ нормальныхъ, 

нослтъ названiе к а с ат ель н ы х ъ или та н r е н ц i аль н ы х ъ. Тан
rенцiа.11ьныл ycи.iiiл могутъ быть представлены всt параллельными 

;1;руrъ другу и направденнышr въ одну ИJIИ разныл стороны, при чев1ъ 

распредtленiе ихъ напрлженiй по различны!1ъ элементав1ъ, длл ихъ 

опред'tленнаго направленiл и длл данной е.11стемы приложенныхъ силъ, 

11ожетъ быть выражено тою-же форв1удою (134). Система танген

цiалhныхъ усилiй, распред_tленныхъ по поверхности равнов1'tрно пе

ремtнныв1ъ образомъ, носптъ названiе за Б р у '1 и в а ю щ а r о у с II л i л. 
Разысканiе ведIРIИНЫ закручивающаго усилiл длл данной плоскости 

.~акр'lшлепiл пр1шодитсл 0•1евидно къ разысканiю тtхъ слаrающихъ 

уравповtшивающихъ силъ, приложенпыхъ къ плоскости, которыл па

раллельны этой плоскости 11 которыхъ моменты слtдовательно къ 

ней перпендикулярны. _Если оси коордипатъ мы выбаремъ таиъ, чтобы 

ш1ос.кость ( ху) совпадала съ плоскостiю закрtпленiл, qерезъ-+-q на

зове111ъ напрлженiе тангенцiальнаго усилiл, nри_ложеннаго къ элев1ентJ· 

dS площади заnрtпленiл, черезъ •}-уголъ направленiл равнодtйст

вующей веtхъ q съ осью х-овъ, то величина q длл разныхъ элемен-
, товъ, на основанiи вышесказаннаго, опредtллетсл изъ уравненirt: 

cos ф "i.qdS + А = о , sin ф "i.qdS + В= О , 
cos ~ "i.qydS - sin ф "i.qxd S + N :с-: О . 

(16i) 

Выражал затt111ъ законъ предполагае~~аго равном·tрно 11зD1tнлющагос л 

распредtленiл усюriй формулой 

q = qll + У..Х + fjy ' (165) 

rдt q
0

, х, 11 суть нtкоторын 11остолнныл величины, и предполагал, 

'ITO начало координатъ выбрано въ ценrрt инерцiи площади, а оси 

х-овъ и у-овъ направлены по ел главнымъ ослмъ 1шерцiи, 111ы нахо

димъ IIЗЪ (164) И (165): 
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Sq0 eos ф +А= О, Sq0 sin ф _;_В= О, 

crHcosф-x.G sinф + N = О, 
, (166) 

. rдt 

"i.yrlS = "i.xdS = }}1.:yrlS'~= О, "i.x2dS =а, 'i1?dS = Н. 

Первыл два изъ ПР· (166) опредtJшютъ q0 и ф: 

--- 1/А г+-й2 в 
q to: tL == А ,· t,--- S -- ~т (167) 

<t третье, которое, на оенованi11 (167 ), превратитсл въ 
1 

- crAH + Y.BG - N 1/ А2 + В2 =О, (168) 

опредtллетъ а и У., одно 11зъ которыхъ стало-быть оетаетел произ

вольньн1ъ. Такъ какъ, на оенованiи разълсненiИ по поводу выраже

нifi (135 ), мы знаемъ, что х и а Dioryтъ быть вообще предетавлены 

въ_ впдt 

х ,-:--с k ros ? , G = k sin у , (169) 

rдt ~ есть )TOJIЪ съ оеыо х-овъ нtкотороit прлмоit, пропорцiональ

но разетолнiлмъ отъ которой прираетаетъ ш,и убываетъ величина 

q, а k-коефф1щiентъ этоti nропорцiональности, то велt.дствiе про

извольности одной изъ величинъ, х II а, направленiе упомлнутой пря

мой тоже етановитсл произвольньн1ъ. Длл простоты мы можемъ вы -
брать это направленiе такъ, чтобы было 9 = ф, т. е. чтобы величи
на напрлженiй ycилiit, вдоль по линiи параллельной ихъ направле

нiю, оетавалаеь одна. и таже. Въ такоDtъ CJI)''lat: 

А 
X=k - , 

уА2 + в2 
в 

,; = k --=-==--с: ' 
уА2 +в2 

(170) 

и ур. ( 168) превращаетел въ 

kAB(G-H)- N(A2 + В2)= О, (171) 

откуда: 

N(A2 +B2) __ N1!А2 +в2 

k=-= .AB({-l--Jl)' Х-- -B(G-Il)' 

NуА2 +В2 
а= . 

ALG-H) 

(172) 
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§ 44. Усилiя различныхъ частей твердаго тtла относисельно 

другъ друга. 

Ес.11и нtкото-рал система силъ, приложенныхъ къ данному твер

дому тtлу, удовлетворлетъ условiлмъ равновtсiл, то каждал отдtль

но взлтал сила этой системы или нtсколько силъ могутъ быть раз

сматриваемы, какъ уравновtшивающiл остальнь1хъ силъ. Вообще си

стема силъ, придоженныхъ къ точ1шмъ одной части тtла при упо

млнутыхъ условiлхъ представллетсл уравновtшивающей систему силъ, 

приложенныхъ къ остальнымъ частлмъ того-же тtла. Поэтому мы 

.можемъ сказать, что одна часть тtла ( или вообще какой либо си

.:темы матерiальныхъ точекъ ), вслtдствiе приложенныхъ къ ней внtш
нихъ силъ, д t й ст в у е т ъ на другiл части того-же тtла, и на обо

ротъ. Внутри даппаго тtла проведемъ мыс.11енно нtкоторую поверх

ность, раздtллющую его на какiл-либо двt части; тогда эта поверх

ность можетъ быть разс&~атриваема, какъ нtкоторал поверхность 

опоры, черезъ посредетво которой обt упомлнутыл части д'l,йству

ютъ другъ на друга, вслtдствiе. приложенныхъ къ эти&1ъ •шстлмъ 

внtшнихъ силъ. Каждал изъ двухъ частей тtла производитъ на по

верхность нtкоторыл давленiн, которыл могутъ быть предстацлены 

въ видt нормальныхъ и тангенцiальныхъ усилiй, распредtленныхъ 

по всtмъ элементамъ поверхности. Ерли~бы поверхность, будучи скрt

плена с.ъ тtломъ, была неподвижна, то упомлнутыл уси.1i11 уравно

вtшива.1ись-бы сопротнвленiемъ поверхности. Въ разсматриваемомъ 

же случаt роль сопротпвленiй играютъ усилiл, которыл приклады

ваютсл къ той-же поверхности съ другой ел стороны, н обусловлп

ваютсл с.илами, приложенными къ другой части твердаго тtла. Такъ 

какъ поверхность разд·tла можетъ быть выбрана нами совершенно 

произвольно, то мы приходимъ къ тому представленiю, что с.илы, 

приложенныл къ разнымъ точкамъ твердаго тtла, могутъ быть раз

сматриваемы какъ усилiл, дtйствующiл на вслкiit элементъ поверх

ности, провод11мый гдt либо внутри даннаго тtла. Не должно при этомъ 

однако забывать, что рас.предtленiе yc.илiit по э.1ементамъ данной 

поверхности разд·tла и ихъ величина остаютсл произвольными при 

данной системt силъ; это лвствуетъ уже 11зъ того, что то•ша пр11-

.поженiл каждой отдtльной силы можетъ быть выбрана гдt угодно на 

Jiинiи д·tйствiл этой пос.11·tдпей, и такимъ образомъ, одна и таже си-
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ла мож'етъ быть разсматривае)1а, какъ дЬliствующал на ту или дру

гую 11зъ частей твердаго тtла, раздt.,~енныхъ упомянутою поверхно

стiю. Еще большiit проеторъ длн произвольнаго выбора распредt.ч:е

нiii ycuлiit лвляетсл въ томъ случаt, когда отдtльнын силы системы 

не даны, а сиетема силъ опредt.1ена, какъ это всегда бываетъ въ 

вопроеахъ динамики твердаго тtла, только сдагающ11ми А, В, С гео

:метричеекоit су111мы сю1ъ и елагающими L, М, N ихъ мо:ментовъ 

окс.10 даннаго начала. 

Если мы представимъ себt силы, дtfiствующiн на твердое тtло, 

раепредtленными въ видt ycи.iliй по элементамъ разш1чныхъ поверх

ноетей, раздt.1яющихъ цанное тtло на отдtльныл, дtiiствующiл другъ 

на друга чаети, то каждая 11зъ такихъ чаетей, находнеь подъ дtй

етвiемъ оетальныхъ, должна еохранлть равновtеiе, ее.11:и вее тt.110 на

ходител тоже въ равновtсiи. Выдtливши какую-нибудь произво.1J.ьную 

часть даннаго твердаго тt.1а, мь, наiiдемъ очевидно, что силы къ ней 

прпложенныл будутъ предетав.~ены во первыхъ уеилiлми, распредt

ленными по пограничной поверхности выдt.'Iенноii чаети п обусло

вленными дЬliетвiнми на эту чаеть оета.1J.ьнаго тt.'Ia, вслtдствiе п.ри

ложенныхъ къ нему си.1J.ъ, во вторыхъ-еила11ш, приложенны111и непо

ередетвенно къ точкамъ вьIД'tленнаго объема. Сиды того и другаго 

рода вмtетt должны удовлетворять уеловiлмъ равновtеiл твердагu 

тtла. 

Выдtленную чаеть твердаго тtла представимъ себt въ видt 

безконечно мa.11ai'u тетраедра, три пограничныл п.1J.ое1,оии ОВС, ОСА, 

ОАВ (рие. 7 4 ), котораго пара.ые,1ьны тремъ производьно выбран

нымъ п.1оскоетнмъ 

Рис. 74. 

прлмО)'ГО,1ьныхъ координатъ, а четвР.ртая погра

ничная п.1оекоеть АВС образуетъ еъ пер

вымп тремл произвольные углы. Предполо

Ж11мъ сперва, что упомлнутыii тетраедръ 

А 
находител только подъ дtttствiе111ъ · уr.илiй 
распредt.1енныхъ по его поверхноетп, 11 

найдемъ уе.11овiе. равновtеiл этихъ уеилiй. 

Прежде всего обратимел къ уеловiлмъ: 

tX=:O, LY=O, 'f.Z=O. (173) 

Такъ какъ иороны тетраедра безконечно :малы, то мы можемъ пред

положить, что по каждой изъ нихъ уеилiл раепредtлены равно111tрно, 

т. е. къ каждой чаети одной и той-же иороны приложены однt и 
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тtже силы. Величины трехъ слагающихъ по .осл&1ъ координатъ уси

.11iй, дtйствующихъ на сторону перnендпкуллрную къ ос,и х-овъ (т. е. 

на сторону ОВС) и отнесенныхъ къ единпцt площади, назовев1ъ че

резъ Хх, Ух, Zx; величину площади ОВС обозначимъ •1ерезъ Вх. 

Тогда суммы сла-rающихъ по трев1ъ оею1ъ длл стороны Вх выра-

злтсл черезъ 

XxSx. YxSx, z,дх, (174) 
Подобныл-же ср1в1ы длл двухъ сторонъ 81· 11 s, будутъ: 

x 1s) .. Y 1S)., ZyS1., 

(1Н) x,s,. У,8,, Z,S, .. 

Такiа-же величины длл четвертой ИО})ОНЫ, 11.н,щад1, которой обозна

чимъ черезъ Sn, пуеть будутъ: 

z"s ... (174) 

Таюнгь образо111ъ, на основанiн выше нриведенныхъ обозначенifi, пер

вое изъ условiй равновtсiл (173) обратитсл въ 

(175) 

Но такъ ка1tъ площади Вх, 8 1., S, еуть проло~енiл етороны 8 0 , то 

обозначая черезъ а., ~. 1 косинусы угловъ, которые перпендикуллръ 
(п) къ ш1ое1юстп Sn, направленный внутрь объема тетраедра,. цt

лаетъ съ ослми координатъ, т. е. съ нершшд11ку.11лрам11 къ :ремъ 

друrимъ сторонамъ. мы очевидно fiудемъ им·t.ть: 

Вх==-8"'1., Sy=-Sn~, S,=-S"y, (176) 
при чемъ знакъ-пр11нлтъ потому, что величины площадей Вх, Sr, 
S, должны получитьсп 11зъ (176) положительн~.пш, а величины а., 

[3, у, какъ косинусы тупыхъ уrловъ, лвдлютсл отр1щательнюш. На 
основанiи (176), уравненiе (175 ), а также II два J(руrихъ изъ урав

неIIнt .(175), представлтсл въ слtдующе111ъ видt: 

Хп = а.Хх + f3Xy + ух. ' 
1'0 = a.l'x + f3Yy + 1 У,, 
Zn = a.Zx + f3Zy + yZ,. 

(177) 

3на 11енiе эп~хъ }'равненiii состоитъ въ елtдующе111ъ. Черезъ любую 

точку О внутри даннаrо т·t.ла 111ы можев1ъ представит~. себt проведен
ными нtкоторыл три взаимно перпендикуллрныл плоскости, и мо

жемъ также опредt.D:ить девлть слаrающихъ усилiй, приложенныхъ 

къ частлмъ упомннутыхъ плоекостей, лежащимъ безконечно близко 
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отъ точю1 О. 3нал эти девлть величинъ, мы !'tIOЖen1ъ, на основанiи 

i177), вы•шелить слагающiл Х .. , }~., z" ycиJiiii, прпложенныхъ къ 

любой ПJlОС!Юl"ГИ, проведенной безконечно бл11зко отъ то•ши О, ДJIЛ 
тtхъ 1·11 частей, которыл безконечно мало уда;1ены отъ той-же точки. 

Таюа1ъ образо111ъ, ДJIЛ рtшенiл вопроса объ усилiлхъ, пр11;1оженныхъ 

къ э;1ементу данной поверхности, проходящему какъ-либо черезъ дан

ную точку ВН)'три твердаго тtла, дос-таточно р·tшить туже задачу 

ДJIJi трехъ вза1111шо перпендикуллрныхъ эле111ентовъ поверхности, про

ходлщихъ черезъ туже точку, и знать углы, 1юторые перпендикуллръ 

къ данному э;1ементу дtJiаетъ съ ребрами треграннаго yr ла, об ра

зуемаго тремл выше упомлнуты!'tш взаи11шо пе1шенд11ку ;1лрньпш пло

скоетл11ш. 

Теперь приложимъ къ то111у-же течаедру оета;1ьныл чш 11звtст

ныл уравненiл равновtсiл: 

L(Yz-Zy):c::O, L(Zx-XzJ:---0, L(Xy-Yx)=--=O, l178) 

при 11еиъ ддп простоты предподожшиъ начало координатъ въ ве})ши

нt О тетраедра. Такъ 1шкъ IiЪ точ1ш111ъ каждой пзъ сторонъ те

траедра приложены по усдовiю разш1чныл с11стм1ы парал.11ельныхъ и 

равныхъ силъ, то каждую изъ такихъ системъ мы 11юже}1ъ замtнить 

одною (',илою, равною адrебраичесБоii сумм·t силъ систе111ы и прю10-

женною къ ·центру инерцiи соотв·tтствующей стороны. Центръ 11нер

цi11 вслкаго треугольника лежитъ, какъ Jierкo видtть, въ точкt пе

ресtченiя двухъ динifi, проходлщихъ соотвtтственно черезъ двt его 

вершины и дtллщихъ по по;1а111ъ обt противу лежащiл yr ла111ъ сторо

ны, при '1е111ъ каждыл двt такiл л1шiи пересtкаютсл взаимно на двухъ 

третлхъ ихъ J(ШIНЫ, считал отъ вершины соотв·tтствующихъ )TJIOBЪ. 

Такимъ образО!IЪ, обозначал длины О.А., ОВ, ОС реберъ тетраедра 

черезъ а, Ь, с, мы деrко на1iде111ъ, что ттоордцнат~,1 центра инерцiи 

будутъ: 

Вх 
2 2 

)1,.[11 стороны о' 3 ь' -- с 
i) . ' 

s)" 2 
О, 

2 
за, 3с' 

s, 2 2 
3 а, -- ь о' 3 , 

Sn 
2 2 2 
за' зь' зс' 
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вt· . .11tдствiе чего первое изъ урр. (178) мы можемъ написать въ в1щt: 

2 . 2 2 
YxSx ~с+ YyS).

3
-- с+ YnBn 0- с 

•J • u 

[z St 2 ь I z '"' 2 ь I z s 2 ]-
-. " х J т z0z3 ·т с; n n 3 с - о ' 

(179) 

или, на основанi и ( 176) п ( 177 ), замtнлл веди чины Sx, SY, 8,, Yn и Zn: 

I у r.,y у ' r.,y у) 2 \.-'.( х-р у--;-'1 х-гр у+'{, зс 

- (- 'LZx - -;Z, + r.1.Zx + ~Zy + yZ,): ь =о' 
•J 

откуда, замtчал что ве.шчины 1с и ~Ь выражаютъ одну 11 туже 

длину перпендикуляра изъ точки О на п;1оскость АВС, мы нахо

димъ уеловiе: 

Yz=Z1 .• (180) 

То•шо та1'же найдем:ъ изъ оста.:~ьныхъ двухъ урр. (17t,): 

Zx == Х,, Х,= Ух, (180) 

откуда зак.почае~гь, что 1лл каждыхъ двухъ взю1мно перпенд11куллр

ныхъ ш1осю1хъ ,ме:ментовъ касательное усилiе одного, направленное 

паралле.11ьно плоскост11 втораго, равно касатель11ому )'СИ~iю другаrо, 

направленному парал.11е.11ьно плоскости перваго. 

Вводл обозначенiл: 

Т1 = У,=-= Zr, 1'2 = Z, = Х,., 1'3 = Х, = У, , 
:s1 = х,, ~v2 с= У,, :У3 = z,, 

(181) 

мы представимъ уравненiл ( 177) въ видt: 

Xn = 0 r;.NI t" ~1'3 + ~,1'2 1 

у нТ · r, N 1 ~,т 
n =.,. 3 Т iJ-'- 2-Т- 1 1 ' (182) 

Zн = r.1.1'2 + ~1'1 +1Nз, 

откуда видимъ, 11.то длн рtшенiл вопроса о нахожденiи трехъ сла

гающихъ усш1iй на какой либо эле:ментъ поверхности, проходлщiii 

черезъ данную точку, необходимо знать, кромt положенiл эJ1емента, 

только шесть различныхъ усилiй на три взаимно перпендикуллр

ныл элемента, проходлщiе черезъ туже точку; именно: три нормаль

ныл -усилiл N 1 , .N2 , Jv3 п три тангенцiальныл Т1 , Т2 , 1~, изъ кото

рыхъ Т1 , будучи приложено къ ы1емента:мъ, перпендикуллрнымъ къ 
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ослмъ у-овъ 11лп z-овъ, направллетсл параллельно с,оотвtтственно ослмъ 

Z·ОВЪ ИЛИ у-ОВЪ, И Т. П. 

Если на разс~~атривае)1ый тетраедръ будутъ еще дtйствовать 

силы, приложенныл къ точкамъ, внутр,, его объема, то обозначал че

резъ :ЕХ, :ЕУ, :EZ су!IМЫ слагающихъ этихъ силъ по ослмъ коор

динатъ, ~1ы должны будемъ измtнить ус,ловiе равновtеiя (17 5) и 

ему подобныл слtдующпмъ образо~1ъ: 

XxSx + Xy.Sy+ XzS, + XnSn + ~Х= о' 
YxSx + YySy + }.',S,, + YnSn + l:l' =о' II т. д. 

(182) 

Но такъ какъ площади четырехъ сторонъ тетраеодра безконечно ма

лы, то первые четыре члена въ каждомъ изъ уравн. (182) будутъ 

безконечно ~~алы въ сравненiи съ :ЕХ, :ЕУ и ~Z, вслtдствiе чего и 

могутъ передъ этими послtдними быть пренебрегаемы. Поэтому урр. 

(182) превращаютсл въ 

:ЕХ=О, ~У=О, :EZ=O. (183) 

Внося эти уеловiл въ (182), мы приходи)IЪ также и къ прежде выведен
нымъ уравненiлмъ (17 7), которыл длл даннаго случал будутъ обу

словливать равновtсiе~ вмtстt съ урр. (183). Точно также далtе, 

обозна•rал черезъ различныл х, у, z точки прпложенiл данныхъ силъ, 
мы легко замtти)IЪ, ЧТ(.1 всt члены уравненiл (179) и e.r.,y подобныхъ, 
къ которымъ нужно въ данномъ случаt придать ~ ( Yz - Zy) и 

т. п., будутъ безконечно менtе пр11даваемыхъ моментовъ, и вслtд

ствiе этого 111огутъ быть, въ сравненiи съ этию1 послtдним11, прене

брегаемы. Поэтому мы получаемъ еще такiл уравненiл равновtсiл: 

"Y(Zx-Xz)=O, ..... lcxy- l'x) = о, (184), 

вмtстt съ которыми также будутъ и:мtть мtето и урр. (180), выве
денныл изъ (179). 

Итакъ, мы приходимъ къ тому заключенiю, что соотношенiл 

(182) существуютъ во вслкомъ случаt; если-же существуютъ кромt 
данныхъ ycилiii Xn, Yn, Zn, N 1 , N 2 , ]{3 , Т1 , Т2 , 1'3 , еще другiл силы, 

приложенныл къ точкамъ безконечно малаго объема выдtленной ча

сти тtла, то эти силы должны взаимно уравновtшиватьсл незави

симо отъ упомлнутыхъ усилiй. 
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Лр~миьчаиiе. Три (;дагающiл уси.1iл Xn, Yn,-Zn, отпесеннын къ 

fЩиющ·J; ш1ощади даннаго э:1емента поверхности 11 выражае)JЫif t"Ъ 

ПО)ющiю шеетн yeщiiii N II Т, д 1,етвующихъ па трц опре;1:tм· ш1ш.1 

поверхности, даютъ величину Р 11 направ.11енiе ревультирующаго да~ 
вленiл на упшшнутыfi элементъ таю1мъ образомъ: 

р ) 
Xn 

cos (_ . ,х = р· ' , , J:.1 _ У11 
t..:OS ( ,у) - - р , 

z 
l'OS (1-\,z·) === fr · (185) 

Вообще напраШiенiе Р не совпадаетъ съ перпенд1шрлромъ къ раз

<;матриваемому э:1ементу; но возможно очевидно подыскать такой 

,мементъ поверхности, проходлщiп черезъ туже точку, какъ разсма
тривае~1ыit, даШiенiе на которыti будетъ къ неJ1у нерпендикуллрно. 

Ддн такого :мемента очевидно мы бу;{емъ ш1tтr,: 

ros ( Р.х) =--а, (р ) r;; 
COS . ,У =:-с р , cos ( р ,z) =-- j ' 

гд·J, 7., ~, 1 суть иосинусы )Т~ювъ норма.ш къ э,1ементу ,·ъ ое11ми ко

ординатъ, н r .. 11·t.;~:овате.п,но 110.1уч11мъ: 

а вслtдствiе (1Ь'2): 

Zн=------=Р.3, 

Р,х = ,iN1+ ~Тз+ ,Т2' 

Р[3 = rx1\ т ~N2+ 11\, 
р"'' - ,.,7• .... "11' +· "'' N· j --- "" 2 -, ~ 1 1 ~ 3 , • 

("186) 

откуда 11 011ред·t.1111мъ по данньн1ъ .. N1 ... 1'1 •.• направленiе (ct, ~. 1) 
элемента, иепытывающаrо нор.ма,1ьное усш1iе, и ве.11.и•вшу Р этого уси

.чiл, отнесенную къ ед11н11цt шющад11, при 1Jемъ ве.111чины rx, ~' 1, 
какъ извtс.тно, 1·.влзаны еще уравненiемъ 

ct
2 +~2 + ·-:2 = 1. (187) 

Иск.:rючан 7., .5, "'{ И3Ъ четырехъ уравненiй l186) 11 llb7), мы 110.чу

чим·ь сл'tдующее уравненiе длл опред·.tленiл величины ? 
P3-( N1 +N2+N3)P2 + ( N2N3+N3N1+N1N2-T12-1'22-l'32) P 188 

{ -..т N N ' •)1' 1' 1' ~7 Т 2 N 1' 2 -.., Т 2 ) - - fJ ( ) - \. .:..v 1 2 з ·-r- " 1 i :1 - ..;..v 1 J - ..L 2 2 - ~v з 3 - , 

р·tшал которое,. получимъ вообще трп ра:мичнын ве.нJ1111ны Р1 , Р2 , Р3 
давденiл (какъ три корнн кубнчее1;аго уравненiл), удов.1етJ1орнющiн ны

JП'j)'Помлнутымъ усдовiлмъ. Подетавдлл ~;аждое ивъ трехъ ,шаченiй 

Р въ уравн11нi11 (18fi ), мы найдемъ три е~рiи ве.1и•11шъ «, ~, '{, от-
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.iшчныл другъ отъ друга; т. е. нормальнюrу давленiю Р1 будетъ со

отвtтствовать п·tкоторое направденiе ( IX 1 • ~ 1,, 1 ) нормади э.'Iемента. 

нспытIJiвающато это давленiе, при чемъ ве.шчины !Х 1 , р 1 , 11 опредt
.1лтсл при нодстановкt Р1 въ уравненiл (186 ); точно также ;~авле

нiю Р2 будетъ соотвtтствоватr, ;~,ругой э;rе111ентъ, опредtллемыii на

прав.'Iенiемъ ( сх 2 , ~ 2 , у 2) его норма.11и; дав,1енiю Р3 будетъ соотвtт
ствовать н·tкоторыrt третiй элементъ ( 11.~. р3 , y:J. Такпмъ образомъ. 
какъ-бы ни бшш распред·t.~ены уеилiл внутри данпаго твердаго T'БJia. 
черезъ каждую то•rку внутри его ~rожпо провестп три поверхност

ныхъ эл:емента, на которые будутъ дtiiствовать то.:~ы,о перпе.щику

.ilлрныл усилiл. 

Подставимъ тепер~, въ урр. (186) ве.11пчпны Р1 • !Х 1 , ~1, 11 , кото

рын до.1.жны имъ удов.ilетворлт~,; номножимъ эти три уравненiл !'ООТ

вtтствепно на -х 1 • ~ 2 , у2 и слож1п1ъ; тогда по.11учю1ъ: 

Pl Ccx1r.i;~ + Р1~2 + 11'{2) 

::се r.t;l(X2NI + ~1~2N2 + 11'f2N3 + ('{1~2 + '/2Р1) Tl (189) 

+ (1Х112 + Q:211) Т2 + (~1'Х2 + ~2а1) J\ · 
Точно таriже, подстав.ilлл ве,1ичины Р2 , :х 2 , ~ 2 , у 2 , полножал на а 1 , р 1 , у 1 , 

и складывал, подучимъ: 

р2 ( (Xl(:(2 + ~1~2 + '11iJ 

=--= r.t;l (X2N1 + ~1~2N2 + 11 'f 2NЗ + ( 11Р2 + 12~1) Tl 

+ (!Х1У2 + :х2У1) т2 + (~1(:(2 + ~2(%1) тз. 

Вьl'lитан урр. (1S9) н (190) другъ изъ друга, находю,ъ: 

(190) 

( Р1 -Р2) (a1r.i;2 + ~1~2 + У1У2) =О· (НН) 
Но такъ какъ Р1 11 Р2 вообще не равны другъ ;~ругу, то ур. (191) 
}Iожетъ удовJ1етворптьо1 толко когда 

,.,,., _j_f./H '"" -О .,.1 ""2 1 /-'Н"2 -r- 1 1 1 2 - ~ , (Н/2) 

т. е. когда направ.~rенiл двухъ давденiй Р1 и Р2 перпендикулярны 
друrъ къ другу. Точно также докажемъ, что и третье давленiе Р:, 

перпендикуллрно къ двумъ остальнымъ, ес.11и то.11ько оно отъ нихъ 

ОТЛИЧНО . 

• 1Jerкo также показать, что корни ур. (188) не :могутъ быт~, 

мнш1юrи. Дtйствите.1ьно, предположимъ, что ур. (18S) шutетъ :riш11-

J1ыe 1iорш1; тоrдn такiе два корнн до.11жны пмtтr, шщъ, напрпм·t.ръ: 

]) --- ,, ' в 1/--1 
-J --··· .• (1. --г _) t' - ' (Н/3) 
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точно также, опредtленныл по Р1 и Р2 ве.1ичины а1 • , • ~ 2 • • • до.1ж

ны имtть видъ: 

а1 = Р + а v - 1 , ~1 = q + ъ v=I, 
а2 =р-ау-1, ~2 =q-ьv=I, 

11 =r+cy-1, 
_ (]94) 

"'{ 2 =1·-су-1, .. 
rдt JJ, q, 1·, а, Ь, с суть дtйс.твитедьныл вел11чнны. Вr,лtдетвiе (194) 
уравненiе (192) должно превратитсл въ 

р2 + q2 + ,.2 + а2 + ь2 Т с2 = 0 , (195) 

что невозможно. Слtдовательно, невозможны мнимые корн11 уравне

нiл (188). 
Наоборотъ, ее.ли намъ даны величины 11 направленiл трехъ 

r лав н ы х ъ ус.илiй Р1 , Р2 , Р3 , то по нимъ легко t'предtлить шесть 

ус.илiй N 1 ••• Т1 •• • • Дtnствительно, подстав101ъ въ первое нзъ урр. 

(186) . по очереди величины а1 ••• , а2 ••• , а3 ••• ; полученныл три 

уравненiл умножимъ с.оотвtтс.твенно на IXi, а2 , а3 , и еложи11Ъ; за тtмъ 
помножимъ тtже уравненiл на ~1 , ~ 2 , ~з _и с.ложимъ, и точно также 
-на "{i, 12 . "{3 ; тоже самое выполнимъ с.ъ тре~ш уравненiлми, полу

чаемым11 изъ втораго ур. (186), и с.ъ тремл уравненiлм11, получаемыми 

изъ третьлго ур. (186). Тогда легко найдемъ: 

N 1 =a/P1 +а/Р2 + а/Р3 , 

N2 = ~/Р1 + ~/Р2 +~/Р3 , 

Nз=у/Р1 +i/P; +у/Рз, 
Т1 = ~1i'1P1+ ~212Р2+ ~зУзрз, 

Т2 = i'1a1P1+12~2P2+ Уз1ХзРз, 

Т3 =а1~1Р1+а2~2Р2+ аз~зрз · 

--

(196) 



В) ДВИЖЕНIЕ ТВЕРДАГО ТtЛА ПОДЪ ДtЙСТВIЕМЪ ПРИЛОЖЕННЫХЪ 
СИЛЪ. (КИНЕТИКА ТВЕРДАГО ТtЛА). 

§ 45. Количество двмженiя, его моментъ и кинетическая энергiи 

свободной неизмtняемой системы. 

Если даннал система си.11ъ при.~1ожена къ то•rка}IЪ евободноfi неиз

мtнлемой систе111ы, то тt •шсти этихъ сш1ъ, которыл, будучи приложены 

къ каждымъ двумъ различню1ъ точкамъ, направлены въ противопо

ложныл стороны по разстолнiю между этими послtднюш и равны 

друrъ другу, очевидно всегда взаимно уравнов'\,слтсл. Та.кимъ обра

зомъ, из~1tненiе движенiл будутъ производить только гt изъ прилож

ныхъ силъ, величина и направденiе которыхъ не обладаютъ свойст

вюш вели•ншы и направденiл взаимныхъ силъ. Дtйствiе такихъ силъ, 

какъ мы видtли въ § 25, § 31, § 35, состоитъ въ измtненiи гео

метрической суммы кодичествъ движенiл систе11ы, геометрической 

сум.мы МО}Iентовъ этихъ количес,твъ движенiл, и ве.11ичины энерriи 

системы. Измtненiл первыхъ двухъ величинъ, отнесенныл къ единицt, 

времени, измtрлютсл соотвtтственно rео111етрическими суммами при

ложенныхъ силъ и ихъ моментовъ, а приращенiе энерriи-работою 

внtшнихъ сидъ. Если придоженныл силы обладаютъ по величинt II 

направленiю своiiствами взаимныхъ с.илъ иди есди ихъ совсtмъ нtтъ, 

то гео11етрическiл суммы коли•1ествъ движенiл и ихъ .моментовъ, а 

также и величина энерriи свободной неизмt.нлемоii системы, остаютсн 

неизмtнными во все времл движенiл. 

Движенiе неизмtнлемой системы, какъ мы видtли въ § 12, опре
дtллетсл ддл каждаrо промежутка ЩJемени вращенiе:мъ системы около 

опредtденноп оси и ел поступатедьнымъ движенiемъ. Длл опредtле

нiл влiлнiл при.~1оженныхъ сидъ па это движенiе, мы должны прежде 

всего найти зависимость между вращательными и поступательными 

скоростн:ми, съ одной стороны, и упомлнутыми выше веJiичина:ми, не

посредственно измtнлемы11ш сила11ш,-съ другой стороны. 

19 
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Начне~1ъ съ ко.1Jичества двнженiл. Если т будетъ n1acca одной 

какоfi- л11бо 11зъ матерiальныхъ точекъ непзn1tнлемой системы, и 

Vx, Vy, Vz-три слагающiл своростп этой точ1ш по ослnгь 1,оординатъ, 

то слагающiл величины количества двнженiл по тt~1ъ-же ослмъ вы

разлтсл алгебраическими суммамп 

:Епи:,., (197) 

взлтыми длл всtхъ точекъ п скоростей данной системы. Но такъ какъ 

на основанiи § 15, (93 ): 

1'х ::_:_-с: lt + ry -- qz , 

i·y = t) + pz - тх , (198) 

i-, == ro + qx - ру , 

гд'I; слагающiл поступательнаго дв11женiл u, v, ro, 11 )ТЛовой скорости, 

р, q, т, ерь одн'l; и тtже длл всtхъ то•1екъ спстев1ы, то вrы получю1ъ: 

Lmi·x = ULm + r:Emy - q"iлnz, 

Lmv), = VLm + p:Emz - 1·Lmx , 

Lmv, = tt)Lm + q'i:.mx - p'i,my. 

(199) 

Обозначал черезъ х, у, z координаты центра инерцiи системы и 
ПОМНЛ § 22, (27), МЫ ПОЛ)'ЧIIМЪ IIЗЪ (199): 

l:mi·x = (u + ry-,- qz) Lm, 

Lmi1y = (v + iz - rx) l:m, 

Lmi·, = Cro + рх - ру) Lm. 

(200) 

Но выраженiл въ скобкахъ представллютъ очевидно, по (198), скорости 

центра инерцiп; поэтоn1у, обозначал эти послtднiл черезъ t'x, '1),, t'z, 

МЫ ВЫВОДИDIЪ, ЧТО 

Lmv,= v,Lm, (201) 

т. е. что количество двнженiл спстемы выражаетсл :количествов1ъ 

движенiл ел центра инерцiи, къ которов1у отнесена вел в1асса Lm 
системы. Если ось вращенiл мы выберемъ проходлщею черезъ центръ 

инерцiи, то очевидно: 

Vx=U, Vy = t)' v,.=m. (202) 

Слагающiл геометрической чш1ы мо~1ентовъ количеетвъ движенiя 
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-бпутъ, на основанiи § 24, ( 48 ): 

1:: ( VyZ - VzY) m , 1:: ( VzX - VxZ) m , (203) 

которыл, на основанiи (198 ), представлтсл въ слtдующемъ видt: 

~(vrz-v.y)m= (uz-Wy)Lm - rLmxz-qLmxy+p:Em(y2 + z2), 

L(v,.x -Vxz)m=(Wx- U.e) I:m - p:Emyx - r:Emyz+q:Em (z2 + х2 
), (204) 

Цvxy-vy,т)m= (uy-Vx) :Ет - qLmzx- pLmzy+r:Em (х2 + у2 ), 

при чемъ первые члены правыхъ частей въ (204 ), выражающiе мо

менты количества движенiл центра инерцiи, черезъ ко·торый прохо

ходитъ ось вращенiл, обращаются въ нул11, если начало координатъ 

выбрано въ центрt инерцiи. 

Приращенiе количества энерriи Е неиз)1·lшлемой системы будетъ 

изиtрлтьсл приращеиiемъ одной толыо ел .кинетической энерriи Т, 

1'акъ какъ приращенiе ел потенцiальной энергiи, вслtдствiе неизмt

нлемости разетолнiй в1ежду точ1шв111 сиетев1ы, всегда равно нулю. 

'Такъ какъ 

-то, на основанiи: (198 ), будемъ имtть: 

Т =~ (н2 + D2 + w2) l:m 

+ }P2Lm(y2 + z2)+ { q2l:m (z2 + х2) + {r2Lm (х2 + уз) 
- qrLmyz - rpLmzx - JJqLmxy 

+ р (Wy - Dz) :Ет + q (ttz - Wx) Lm + r (t'x -- Uy) I:m, 

(205) 

(206) 

гдt три послtдиiе члена обращаютел въ ну л11, если начало коорди

натъ выбрано въ центрt инерцiи. 

Величины, выражениыл суммами 

:Ет ( у2 + z2) ' I:m ( z2 + х2) ' :Ет ( х2 + у2) ' 
. I:myz, Lmzx, :Етху, 

(207) 

входлщiл въ выражеиiл моментовъ количеетвъ дв11женiл и въ выраженiе 

кинетичеекоii энергiи иеизв1tнлемоtt системы, опредtллютел толыо 

геометрическимъ распредtлеиiемъ ъ~ассъ системы. Первыл три суммы 

(207) ноелтъ названiе DI оме нто в ъ ин ер ц i и еистемы, соотвtт-
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ственно окодо ocefi х-овъ, у-овъ и z-onъ; пос.лtднiл три суммы на

зываются :м о :м е н та :ми де в i а ц i и ил.и п р о из в е де н i л ми ин ер
ц i и oкo.llo тtхъ-же соотвtтственныхъ осей. 

§ 46. Главныя свойства моментовъ инерцiи. 

Произведенiе изъ :массы данной матерiа,1ы10.ii точки 11 квадрата 

ел разстолнiл отъ данной прю1оii называетсл мом с нто м ъ ин ер ц i и 
этой: точки о к од о упоl11лнутоtl .шнiи, к а к ъ о с и. Ес.ш дано нt

сколько матерiальныхъ точекъ, то ал r е бра и чес к ал сую1а назван
ных ъ rыше произведенiй представитъ l\I оме н т ъ ин ер ц i и еистемы 
:ll!атерiальныхъ точекъ о к од о дан но ii о с 11. Такимъ обра::омъ, если 

мы черезъ т обозначи}JЪ :массу какоii-.~rибо ~1aтepia.riънoii точки си

сте1;1ы и черезъ r-ел разстолнiе отъ нtкотороii оси, то моментъ 

инерцiи, Н, системы oкo.iro этоii оси представится адrебраическою 

Су:М;"l!ОЮ 

H=})nr2
, (208} 

гдt сумма беретсл по вс·tмъ точка~1ъ системы II разстоянiл r опре

дt.11лютсл отъ одной II тоii-же прлмоii. 

Ес.1111 масеа системы непрерывно расположена въ данно~\Ъ объ

емt, то масса каждой безконе•шо ма,'IОЙ частп объема ~1ожетъ быть 

разсматриваема, какъ отд·tльнал 1\tатерiа.~1ьнан точка. Обозначал черезъ 

dD. эле:ментъ объема и черезъ k пдотностъ массы въ немъ закдю

ченной, мы выраз1п1ъ l\Iaccy каждаго э.'!емента объе~~а произведенiемъ 

kdD, при чемъ k ддл кажпаго эдемента объе!1а вооriще ~1ожетъ быть 

различныn1ъ. Въ та1,омъ CJ1yчat мо:ыентъ пнерцiп нредставитса въ видt: 

Н = tkr2cIO, (208)' 

rдt еушш беретел по всt~1ъ ::ме)1ентамъ даннаго объема. Есди ~ш 

выбере~,ъ ось :МО;"11ента инерцiи за ось х-овъ, то очевидно, r2 = у 2 + z2
, 

и с.тtдовате.1ы10, обозначал черезъ Нх мо1;1ентъ инерцiи системы 

около осп х-овъ, будемъ ш1tть: Нх = I:m (у2 + z2
). Еед11 кромt того 

Hr II Hz будутъ моменты инерцiи OliO.llO ос~й у-овъ и z-овъ, то 

вообще: 

Hx=~m(y2 +z2
), Hr=~m(z2 +x2

), Hz=I:m(x2 +y2
). (209) 

Представимъ себ·t нt1,оторую .шнiю, проходлщую пара.1лельно 

о cJI х-овъ черезъ центръ ннерцiп сп стемы, и нariдe;"IIЪ, наско,1ько 
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мовrе~.~тъ инерцiи Нх' около этой л1шiи fiудетъ отлпчатьсл отъ ета

раго Нх. Начало координатъ перенесемъ въ центръ инерцiи, и коор· 

динаты точекъ системы относительно новаго начала обозначимъ че

JJезъ х', у', z'. Тогда очевидно, мы б)·демъ имtть: 

х = х + х', у= у + у', z = z + z' , 

rдt х, у, ·z суть координаты центра инерцiи по старом)· началу. Та-

1шмъ образомъ ~1ы получнмъ: 

~т (у2 + z2
) = (у2 + z2

) ~т + 2y"i:.my' + 2zI:mz' 

, l;m (у'2 + z'2) . (210) 

Но такъ какъ ·rлпу' = :!:mz' = О, пбо начало координатъ х'-овъ, у'-овъ .. 
взлто· въ центрt инерцiи, то ~1ы получаемъ изъ (210): 

(211) 

'f. е. n10~1ентъ пнерцiи около данной оеи равенъ моменту инерцiи 

()liOJJO др)той оси, параллельноii данной и проходлщеti черезъ центръ 

инерцiп снсте)IЫ, с.~оженно~1у съ мо1rентаю1 инерцiи около rтарой 

ocrr всей niaccы системы, сосредоточенной въ ел центрt ннерцiи. 

Отсюда сл·tдуетъ, что моn1ентъ инерцiи около оси, проходящей черезъ 

центръ инерцiи, будетъ наименьшiit изъ всtхъ моn1ентовъ ОRоло осей, 

паралле11ьныхъ данной и проходлщихъ черезъ различныл точки. Kpo}rt 
того }tоnrенты инерцiи около взаюшо параллельныхъ осей, располо

женныхъ на равныхъ разстолнiлхъ отъ центра инерцiи, равны меж

ду собою . . 
Впал моменты инерцiп Нх, Н1 , Н, около трехъ взаимно перпен· 

.дикрлрныхъ осей, проходлщ1rхъ черезъ центръ инерцiи, легко найти 

м:ом:ентъ инерцiи Н oкo.iro вслкои другой оси, проходлщеii черезъ 

, ·центръ инерцiи, и образующей углы а,~. 1 съ тремл данными ослми. 
I rь .,,. Пусть ОХ, О У, OZ будутъ направленiл (рис. 7 5) 

трехъ данныхъ осей и 01- направленiе оси 

искомаго момента Н; пусть т будетъ нtкото· 
1 

х ран точка (х, у, z) систе}Iы, р - ел разстолнiл 

/ 
0 отъ центра, 1· - ел разстолнiе отъ оеи Ol, 

-1/" l - длина вдоль Ol отъ О до подошвы перпен· 
Рис. 75. дикуллра 1·. Тогда очевидно: 



294 ГЛАВА III. В) КИНЕТИКА ТВЕРДАГО T'IIJIA. 

r2 = р2 sin 2 (?,l), 

х у r: z 
cos (?,l) = - cos cr. + -cos ~ + - cos .{' 

р ? ? 
• ( Х У r Z ')

2 

SID 2 (') l) = 1 - 1 - COS !Х + - COS j + -COS "' 
Г' \? ? 1 ? 1 / 

?2 = х2 + у2 + z2 ; 

слtдовательно: 

r2 = х2 + у2 + z2 - ( х cos :х + у cos ~ + z cos 1) 2, 

или помнл, что 

cos 2 cr. + cos 2 ~ + cos 2у = 1 : 

r2 = (у2 + z2) cos 2cr. + ( z2 + х2 ) сов 2~ + ( х2 + у2 ) cos ~у 

- 2yz cos ~ cos ·r - 2zx cos I cos :х - 2ху cos :х cos ~ . 

3атtмъ обозначал выраженlл 

§ 46 

~т (у2 + z2) , :Ет ( z2 + х2 ) , "i:.m ( х2 + у2 ) , "i:.myz , "i:.mzx , 'i.mxy, 

соотвtтственно черезъ (212) 

llx , Ну , Н. , Qx , Qy , Qz , 

мы получаемъ: 

Н = ~mr2 = Нх cos 2:х + H'I сов 2~ + Н. cos 2'{ 

- 2Qx COS ~ CuS j - 2Q1 COS "{ CO.S :Х - 2Q, COS !Х COS ~ • 
(213) 

Такимъ образомъ опредt.п1тсл Н около вслкой оси ( tX, ~. 1 ), если 

извtстны моменты инерцiII и девiацiи около трехъ осей координатъ. 

3аконъ измtненiл величнны момента инерцlи съ изм·.lшенiемъ направ

ленiл его ocII мы можемъ представить графически слtдующимъ спо

собомъ. Отложимъ отъ нача.1ш О вдоль по направленiю оси инерцiи 
1 

длину, равную V Н. Съ измtненiе:мъ положенiл оси измtнитсл ве-

1 
личина Н, а с.ТJtдовательно и длина (Н' отложенная нами на этой . v 
оси. Если мы проведемъ черезъ О всевозможныя оси и на каждой 

1 
изъ нихъ отложимъ упомлнутымъ образомъ длины V Н, то концы 

такихъ линiй образуютъ нtкоторую поверхноеть, облегающую на

чало О. Наоборотъ , проведя разъ упомянутую поверхность во

кругъ точки О, мы опредtлимъ ве,1ичину момента инерцiи д.11я лю-
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бой оси, совнадающей по свое.му направ.пенiю съ одни:мъ изъ радiу

совъ векторовъ этой поверхности. Дtйствите.'lьно, если длина упомл

нутаго радiуса вектора будетъ р, то моментъ инерцiи около оси, съ 
1 

нимъ совпадающей, будетъ очев11дно 2 . Белкую поверхность мы с•ш-
р 

таемъ тогда намъ извtстною, когда знаемъ соотношенiе между коорди-

натами то•1екъ на ней лежащихъ, т. е. когда знае11ъ уравненiе этой 

пов_ерхности; ибо въ такомъ случаt ~,ы ~южемъ точка за точкой 

построить всю поверхность. Наiiдемъ ПOQTO)IY уравненiе поверхности, 
1 

на котороit лежатъ концы линiй длины 
11 
Н, проведенныхъ вдоль по 

различнымъ ослмъ (1Х, ~' ')')- Пусть х, у, z будутъ координаты конца 

одной изъ такихъ линiii; тогда очевидно: 

1 1 1 
Х= yЙCOSIX, y=i/Hcos~. Z= ~/Hcos у, 

откуда 

cos 1Х = х у11 , cos~ =ууН, cos 'У= z; (2Н) 

подстав.11111 эти ве.1ичины въ (213 ), находимъ с.1tдующее павненiе 

поверхностп: 

(215) 

которое представитъ эллипсо11дъ , называемый э л л i1 пс о и д о м ъ 

ин е р ц i и. Геометрiл уч11тъ, что еъ измtненiемъ направленiя прлмо

угольной систе11ы координатъ ющъ уравненiл (215) не измtнлетсл; 
а измtннетсл тодъко величина коеффицiентовъ Н и Q. Между различ
ными систеъ1ами прлмоугольныхъ коорд1шатъ, проходлщихъ черезъ 

одну и туже точку О, мы можемъ выбрать такую, относительно ко

торой уравненiе даннаго элJ11шсоида не будетъ содержать произведенiй 

координатъ. Въ такомъ с.~учаt оси координатъ совпадутъ съ глав

ными ос,лми эллипсоида, коеффицiенты Нх, Hr, Н. обратлтсл въ нt
которыл Н1 , Н2 , Нз, а коефф1щiенты Q въ нули; уравненiе же 

эллипсоида приметъ видъ: 

(216) 

Величины Н1 , Н2 , Нз очевидно представлтъ .моменты инерцiи 

около главныхъ осей эллипсоида. Эти моменты называются гл а в

ными, а ихъ оси-гл а в н ы ми о сям и ин ер ц i и. Моменты девiацiи 
около г.ч:авпыхъ осей инерцiи 0•1евидно равны нулю. Если положенiе 
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и величина rлавныхъ осей и :МО!tентовъ инерцiи извtетны, то мо

ментъ инерцiи Н около оси образ)·юще!t углы IX, ~' у съ главнюш 

оея:ми будетъ очевидно: 

Н = Н1 cos 2 1Х + Н2 cos~ ~ + Нз cos2 y . (217) 

Интегральное 11счисленiе даетъ способы пропзводить алrебраи

чесное суммованiе безнонечно большаrо числа безконечно малыхъ 

слаrае:мыхъ въ выраженiн (208 )'. 
Ниже приведе.ны полученныя этимп споеобамп выраженiя для 

центральныхъ 1110~1ентовъ инерцiи нtкоторыхъ однородныхъ тtлъ. 

т 1, л о. 

1. СФера, радiуса 1·. 

2. СФероидъ; полярная полуось а, 
экватор. радiусъ 1· 

3. Эд.11.ипсоидъ, съ rюлуосями 
а, Ь, с 

4. СФеричеснiй слой, съ вн'l,шн. и 
внутр. радiусмш: r п r' 

5. Эл.шпт. цилиндръ; длина 2а, 
поперечн. полуоси Ь и с 

6. Тоже 

7. Полый нруглый цилиндръ; дли
на 2а, вн'l,шнiй и внутрен. 
радiусы r и 1·1• 

8. Тоже 

9. Ilрямоуг параллел:епипРдъ, реб
ра 2а, 2Ь, 2с . 

10. Конусъ; высота li, радiусъ ,· . 

Ось 
момента. 

всякiи 
дiаметръ 

I поляр. 00е 
ось 2а 

вснкiй 
дiаметръ 

прод. ось 2а 1 

поперечн. 

ось 2Ь 

прод. ось2а 

поперечв. 

дiаъ1етръ. 

ось ·2а 

ось h 

8аЬс (Ь2 + с 2 ) k 
3 

-h·-4 
-"-'-k 

10 
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§ 4 7. Неизмtняемое движенiе свободнаго твердаго тtла. 

Если свободное твердое тtJ10 движегсл бевъ дtiiствiл на него 

внtшнихъ с1Iлъ (по инерцiи), то величины, выраженiл когорыхъ 

приведены въ § 45, остаютсл неив)1tнными во все времл движенiл. 

Равбере)IЪ кинематическое значенiе ихъ постолнства. 

Неивмtнлемость величины и направленiн Боличества движенiл, 

то есть величины его слагающихъ 

t'x~m, (218) 

)'Казываетъ на то, что центръ инерцiи твердаго тtла движетсл прлмо-

линеitно и равномtрно, или остаетсл въ поБоt. . 
Выраженiл (204) представллютъ слагающiе 1110:11енты количества 

движенiл по произвольно выбраннымъ ослмъ координатъ. Резу льти

р~·ющilt моментъ,. опред·вленный по этимъ тре111ъ слагающи!l1ъ, долженъ 

оставаться длл вслкаго времени одн1нrъ и тtмъ-же по величинt и 

направленiю, какъ-бы ни былп выбраны длл равличныхъ временъ оси 

координатъ. Если мы будемъ относить дв11женiе точекъ тtла посто

лнно къ однtмъ и Т'В111ъ-же осл111ъ координатъ, то постолнство вели

чины и направленiл момента RОШiчества движенiл обусловитъ оче

видно постолнство величинъ ern проложенiй на однt и тtже оси. 

Въ та1rо111ъ случаt каждал ивъ трехъ величинъ (204) должна оета

вать во вре11ш движенiл неизмtнною; но координаты центра инерцiи 

х, у, z, угловыл скорости р, q, r оБоло неивмtнныхъ oceii и коор

динаты точекъ тtла х, у, z вообще будутъ 11в111tнлтьсл со временемъ 

( см. § 15 ). Еслп мы буде111ъ относить движенiе БЪ оел111ъ коорди

натъ неизм1шно соединеннымъ еъ тtло~1ъ, то положенiе точекъ сие

темы относительно ихъ остаетсл неизмtнньп1ъ, и величины х, у, z, 
х, у, z будутъ однt и тtже во все времн движенiл; слtдовательно, 

величины моментовъ 11нерцi11 и девiацiи останутсл постолнными; но 

угловыл скорости р, q, r и проложенiл 111омента количества движенiл 

на наши измtнлющiлсл въ своемъ положенiи со вре111енемъ оси коорди

натъ буд)'ТЪ длл различныхъ вре111енъ равличны. Тtмъ не менtе, опре

дtленный по упомлнутымъ проложенiлмъ результирующiй мо111ентъ 

·б)·детъ длл вслкаго времени од1шъ и тотъ-же. 

Начало неизмtнно свлванной еъ тtло111ъ сиетелы координатъ вы

беремъ въ центрt инерцiи, а направленiл ос.ей координатъ-по глав

ню1ъ осл!l1ъ инерцiи. Тогда 11ш будемъ имtть: 
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х = у == z = О , "i.myz = l:mzx = "f.mxy = О , 
. . (219) 

l:m (у2 + z2
) = Н1 , ~m(z2 + х2 ) = Н2 , "f.m(x2 + у2 ) = Н3 • • 

Rpoм·t того, обозначал черезъ 2, :JЛ, I.Jl, про.1оженiл геометрической 

суммы мо.а1ентовъ количеетвъ дв11женiл на выбраннын наш1 оси ко

ордпнатъ, )IЫ по.'lучимъ длн каждаго ~rомента времени изъ (204): 

2=рН1 , 'm=qH2 , 'Я=rН3 • (220) 

Начало, око.110 котораго берутса моменты 2, :JЛ, I.Jl не остаетсн непо

движнымъ въ пространствt, но движетсл прлъ1олинейно и равно~1tрно, 

при чю1ъ елtдовательно мю1ентъ количества двпженiн подв11жнаго начала 

(т. е. центра инерцiJI) остаетсл одинъ и тотъ-же относительно даннаго 

неподвижнаго нача.1а. Но такъ какъ съ одной стороны, моментъ около 

неподвижнаго нача.11а равенъ суммt нзъ момента около центра инер

цiи и МО)1е11та ко,qичеетва движенiл ea~1aro центра инерцiи око.110 не

подвижнаго на чала ( см. § 23, § 24), и этотъ послtд&i 11 не пзм·tнлетсл, 
а с.ъ другой стороны, додженъ оставатьсл постолннымъ весь моментъ 

количества движенiй около неподвижнаго нача.1а, то с.11tдовательно, 

:моментъ около подвижню'о центра инерцiи, опредtллемый слагающи

ми 2, :JЛ, IJl, долженъ тоже оставатьсл , не11з}1tннымъ ео временемъ. 
Ес.1111 мы таюн1ъ образо:мъ длл каждаго времени будемъ проводить 

черезъ центръ инерцiи тt;1а линiю, 11редстав.11нющую по веJiичинt и 

направленiю моментъ (2, :JЛ, IJ? ), то эта линiл должна оставатьсл са

ма себt параJJ,qельною и одинаковою по длинt во все времн движенiл. 

Ес.1и мы обозначимъ черезъ .М величину мо)1ента (2,:JЛ,1.Jl), то оче

видно, 

~12 = 22 + i!P +ЭР, (121) 

при чемъ М остаетсл всегда одно п тоже, а ве.1шч1шы 2, :JЛ, ЭI, бу

дучи проложенiлми длины .М на измtнлющiл свое по.'lожснiе оси ко

ординатъ, тоже измtнлютсл со вреъ1енемъ. Обозначал да.1·tе черезъ w 
величину угловой скороети тt.1а около оси, проходлщей черезъ его 

центръ инерцiи, а черееъ IX, ~, 1-уг.1ы этой оси съ главнюtи осл
ми инерцiи, мы имtемъ: 

р = w cos :х' q = wcos_:,, r= WCOS")', 

и на основанiи (220) и (221 ): 

~р = w2 (Н/ cos2 1Х + Н/ cos2 {3 + Н/ cos2
1 ), (~22) 

гдt М есть даннал постолннал ве.1ичина. Углы момента Ы съ осями 
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инерцiи опредtллтел д.111 каждаrо момента времени очевидно елtдую

щимъ образомъ: 

2 HI 
cos (М,х) = -- = _ . cos t1 , 

l\'I у H/cos2 !1 + Н/ cos2 ~ + Н/ cos2 
"'{ 

'Ш Н2 г (223) cos ( М ,у) = - = . . . . . cos ~ , , 
i.\l ,1н 2 COS 2 !1-+- H 2 cos2 Г-I -1- H 2 cos2 " V 1 1 2 ~· 3 j 

. ( ) Э? Нз cos l\l,z =-= . . . . _ . cosy, 
l\1 1/ Н 2 cos2 !1 + Н 2 cos2 f./ ' Н 2 cos 2 ..., 

t' 1 2 ~т з I 

откуда вид1fмъ, 11то оеь вращенiл вообще не еовпадаетъ еъ поетолн

нымъ направленiемъ момента .М; оба эти направ.'Iенiл образуютъ меж

ду еобою нtкоторый уrолъ (M,w ), при чемъ очевидно, 

cos (M,w) = Н1 cos
2 

ix +н2 cos
2 ~+Нз cos

2 у (2 24) 
у Н1 2 cos2 

!1 + Н2 2 cos2 ~ + Н1 2 cos2 у 

Слtдовательно, вращенiе тtла не :можетъ вообще проиеходить около 

одной и тоff-же неизм·tнной оси вращенiл, ибо въ такомъ елучаt ли

нiл, предетавллющал направленiе и ве.п1чину момента М, до.~жна-бы 

была вращатьел око.1ю этой оеи, и не оетаJаеь-бы неиз:м·tнною въ 

пространствt. Исключенiе можетъ быть, то.11ько когда cos (M,w) = 1, 
т. е. когда ос.ь вращенiл еовпадаетъ еъ однимъ изъ моментовъ инер

цiи, или когда вс·t три эти момента равны между собою. 

:К1шети•1ескал энерriл неизмtннемой системы, представ.11лющал со

бою всю энерriю твердаrо тtла, выразитсл, при вышеопиеанномъ вы

борt начала и направленiл осей координатъ, на основанiи (206 ), слt
дующю1ъ образомъ: 

Т = !1 u2 + tJ 2 -+- ru 2
) l:m + J-p 2 Н _._ .!_ q2 Н ,' !. r 2 Н (225) 2· 1 2 1 1 2 2 2 з, 

и представитъ собою сумму двухъ неизм·tняющихсл со временемъ 

в 0 ли•1инъ: кинетической энерri11 центра инерцiи: 

Т0 =} (U2 + v2 + ro 2
) l:m (226) 

и кинетической энерriи движенiл вокруrъ центра инерцiи: 

Т =}(р2Н1 + q2H2+r2Hз), (227) 

или: 

(227)' 
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Такъ какъ скорость центра инерцiи остаетсл неизм·tпною, то такою

же остаетсл и Т 0 ; но съ др)тОй стороны, должна оетаватьсл постолн

ною величина Т; слt.довательно, Т тоже постолнно во все вре~ш не

из~1tнлемаго движенiл тtла. Вводл величины ю, а.,~. у въ (227), мы 
ПОЛ)'ЧИМЪ: 

(227)" 

и, сравнивал затtмъ выраженiл }Р, cos (M,w ), Т, находимъ, что 

(228) 

т. е. что проJiоженiе 1·глоnой ско1)ост11 (отложенной конеч

но по оси вращенiл) н а напр~ в л е н i е ъ1 оме н та к о л 11 ч е ст в а 
д в и ж е н i н о с т а е т с н в о в р е м л д в и ж е н i н п о с т о н н н ы }! ъ. 

Полснимъ геометрическ11 значенiе выведенныхъ выше законовъ 

из111tненiл угловой скороети и направленiл ос11 вращенiн при неизмt

Рис. 76. 

ослми инерцiи. Тогда, на 

нле11О}!Ъ движенiи твердаго тtла. Вообра

зпмъ себt очерченный внутри т·!;ла цен

тральный эллипсоидъ инерцiи, который бу

детъ очевидно вращатыш в11tстt съ тt

ломъ около его центра инерцiи. Пусть ОН1 , 

ОН2 , ОН3 (рис. 76) будутъ длл даннаго 

времени положенiл главныхъ осей этого 

эллипсоида, ОН-положенiе мгновенной оси 

вращенiл тtла, образующей углы а., ~. у съ 
основанiп § 46: 

-- 1 
ОН= - ; 

,! Н cos2 а.-'- Н cos2 ~ + Н cos2 ~, V1 , 2 t' з I 

павненiе эллипсоида nредставитсл въ видt: 

х2 , у2 , z2 
::,~--.- -t- ===-- -г =-- = 1 
он 2 он 2 он 2 ' 1 2 З 

или: 

(229) 

(230) 
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Черезъ точку Н, ноордпнаты которой, х1 , у 1 , .z1 , будутъ: 

у1 = OJ--i.cos ~, z 1 = ОН.соsу, (231) 

проведемъ къ эл:.ншсоиду касательную пдоскость, уравненiе которой, 

какъ извtетно, будетъ: 

(231 )' 

*) У равненiе ВСЯКО!{ П'10СКОСТИ ДО.IЖНО вообще имъть видъ: 

a.i:+ by+cz= cl. (а) 

Чтобы эта плос~:ость касалась даннаrо эдлипсоида, 

въ точкъ (х1 , у1 , z1), должно коеФФицiенты а, Ь, с, cl опредъ.1ить по слъдующимъ 
условiямъ. Такъ какъ точка касанiя принад,1ежитъ въ одно 11 тоже время э.I.'IИП
соиду (р) и П.i1оскост11 (а),. то ея координаты доджны удовдетворять обошuъ ураБ

ненiямъ (а) и (р); с.1ъдовате.11ьно: 

Кромъ того вс1; точкп, .icii.aщiя въ п.11оскост11 ("), безконечно б.1111зко отъ точки 

касанiя, до,1жны также принадлежать 11 э.~.пшсоиду, ибо касательной плоскостiю 

называется такая, кото1юй безконечно малый плоскiй элеъrентъ совnадаетъ съ 

таковымъ-х;е эдемевтовъ э.'lлипсоида. Сдъдовательно, если мы вообразимъ въ пло

скости (") нъкотор)'Ю точку, координаты которой отличаются отъ координатъ 

х1 , у1 , z1 на безконечно ма.~ыя величины dx, dy, dz, то до.~жны имъть: 

а (х1 + dx) + Ь (у 1 + dy) + с (z1 + dz) = d 
и 

ll1 (х1 + dx)' + Н2 (у1 + cly)2 + Н3 (z1 + dz)2 = 1, 

или, на основанiи (1), и пренебреrап квадратами clx2, dy 2 , dz2
, которые безконечно 

меньше ихъ первыхъ степенеfi: 

Ctllx + bcly + cclz = О, 
• 

2H1x 1clx + 2H,y1dy + 2H3z1dz =О. 
(о) 

Танъ какъ второе изъ уравненiй (о) доджно имъть мъсто при всянихъ ве.11ичи

иахъ dx, dy, dz, удовщ:творнющихъ первому, и наоборотъ, то умножая одно изъ 
уравненiй (о) на совершенно произво.~ьный множитедь л и ск.'lадываа его съ дру

гимъ уравненiемъ, получаемъ: 

(е) 

гдъ величины d,'r:, dy, dz моrутъ быть разс:ыатриваемы, накъ совершенно произ

во.11ьны11 и независпмыа друrъ отъ друга ве.11ичины, ecJiи мвожите.11ь л будетъ 

опредъ.11енъ такъ, чтобы одинъ изъ 11оеФФИцiентовъ при dx, dy и.ш dz обращалса 
въ ну ль (Сравн. § 42, (83)); пслъдствiе этого занлючаемъ, что 

л.а + 2Н,х, = О, 1.Ь + 2Н2у1 = О, l,C + 2H3Z 1 = О 
и что ураннснiн (т) превратятсн нъ 

2Н,х/ + 2Н2.11.2 + 2H3z/ = - ).cl, и Н1х/ + Н2у/ + H 3z1
2 = 1, 
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Длина перпенд11КIЛ1Iра ОР, изъ начала координатъ на плоскость 

(231 ), будетъ 

-- 1 
ОР = . ----, (Сравн. § 43, (115)) 

• / Н2 Х 2 -+- Н 2у 2 -+- Н2 z 2 
J/11, 21' 31 

или, на основанiи (231) и (229): 

- .!Н cos2 a.+H cos2 (./-+-Hcosт-;, J'f'i' 
ОР= v 1 , 2 1-' , з 1 =-v_ . 

1/H 2 cus2 a+H 2 cos2 (./ 1 H 2 cos2 " М 1 2 1-'Т з ' 1 

(232) 

:Косинусъ )ТЛа J11ежду ОР и ОН будетъ очевидно на основанiи (229у. 

- он 
cos (OP,w) = cos РОН = ОР 

н 2 ! Н 2(./ • Н 2 
l cos (Х 1 2 cos j-' Т З cos "'( 

(233) 

вслtдствiе чего, по (224): 

cos (ОР,М) = cos (M,w), (234) 

отчда заключаеn1ъ, что направленiе линiи ОР должно совпадать съ 

направленiемъ момента количествъ движенiн. Слtдовательно, длина 

линiи ОР (см. 232) остается неизмtнной, а ел положенiе въ про

странствt-само себt параллельнымъ во времн неизмtннемаrо дви

женiн твердаго тtла пли, что все равно, его эллипсоида инерцiи. 

Точно также остаетс.н всегда саnш себt параллельна и плоскость 
(231 )', котороfi касается эллипсоидъ инерцiи. Очевидно также, что 

касательная плоскость, проведенная черезъ противоположныii конецъ 

оси вращенiя, будетъ параллельн~1 плоскости (231 )' и на тако]\1ъ-же 

разстоннiи отъ центра. Таюп1ъ образоD1ъ, неизм'l;няе}1ое движенiе 

злЛiшсоида инерцiи состоитъ въ томъ, что онъ послtдовательно раз

ными своими точками касается нtкоторыхъ двухъ параллельных-ъ 

плоскостей, движущихся въ пространств·t равномtрно и параллельно 

самимъ себt, пр11тоJ11ъ касается такъ, что разстоннiл его центра отъ 

IПомлнутыхъ плос:коетей остаютея однп и тtже, прп чеn1ъ дiаJ11етръ 

зллипеоида, проходнщiй черезъ обt точ1ш каеанiл, елужитъ J11гновен-

откп;а видимъ, что ). = - 2, и уравненiе касательной плоскости, 

ла.т + ).Ьу + ).cz = ).d, 

обращается въ 

1 
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ною осью вращенiл. Слtдовательно, оелми В})ащенiл во вре111л движе

нiл перебываютъ всt т·t дiа~1етры, касательнын плоскости черезъ 

концы которыхъ находлтел на одно111ъ и томъ-же разстолнiи отъ его 

центра; положенiл въ пространствt этихъ дiаъ1етровъ будетъ таково, 

что упомлнутое разстолнiе прiйдетел всегда направленню1ъ парал

лельно одной и той-же линiи. Подобныхъ дiаметровъ можно найти 

вн_утри ;1ллипсоида инерцiи безконечное 11шожество, и всt они обра

зуютъ собою поверхность нtкотораго конуса, неизмtнно свлзаннаго 

съ тtло11ъ. · Этотъ конусъ представптъ собою катлщiitел конусъ К, 

описанный въ § 12. Катлщiйсл конусъ, перес·tкалсь съ эллипсопдо~1ъ 
инерцiи, образуетъ на ЭТО)tЪ посл·tднемъ кривую, называемую по

л од i ею, (polhodos), которал представллетъ собою слtдъ на эллип

соидt мгновенныхъ полю с о в ъ вращенiл илп точекъ соприкосно

венiл эллипсоида съ неизмtнною по направленiю плоскостiю. Не11з

мtнныii конусъ L, описывае11шfi въ пространствt послtдователь

ными мгновеннюш оснми вращенiл около линiи ОР, будетъ перем·t

щатьсл nъ пространствt параллельно самому еебt, не измtнлл своего 

положенiл относительно ш1оскости ТТ. Точки его перес·tченiл съ 

плоскостiю ТТ образуютъ кривую, называемую эр пол од i ею (her
polhodos ), которал предстаnллетъ собою слtд·" 111rновенныхъ полю

совъ вращенiл на неизмtнноfi плоскости. Во вре111Л дnиженiл послt

довательныл точки полодiп совпадаетъ съ послtдовательными точ

ками эрполодiи. 

Пуеть х, у, z будутъ координаты одной изъ то•1екъ полодiи. 

Такъ какъ эта точка лежитъ на эллипеоид·t пнерцiи, то ел коорди

наты должны удоnлетnорлть уравненiю этого элл~шсонда, 

(235) 

съ другой стороны, разстолнiе касательной плоскости къ эллипсоиду 

черезъ точку (х, у, z) отъ его центра должно быть равно данной по

r.толнной длинt йР; слtдовательно (по (231)): 

1 
н2х2 + д2у2 + д2z2 =--. 

1 2 з ОР2 
(236) 

Вслкал точка, координаты которой удовлетворлютъ ПР· (235) и 

(236), будетъ принадлежать полодiи. Упомлнутыл урр. представлтъ 

полодiю, какъ линiю пересtченiл дв)·хъ эллипсоидовъ (235) и (236), 
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описанныхъ окО.1[0 общаго центра, и направленiп осей которыхъ сов

падаютъ. д'tн уравненiе (235) на ОР2 п вь11штал его изъ (23б), 

мы находю1ъ: 

н (н 1 \\ с 2 ' н /н 1 \ . 2 ' н fн 1 \ м2 
1 \ 1 - ОР2 1 х , 2 \ 2 - ОР2 J У -, з" з - ОР2 ,,"' =О. (237) 

'fакъ какъ точки по.1одiи очевидно удовлетворлютъ уравненiю (23 7 ), 
то это пос.l'tднее, ю1tстt съ ур. (235 ), тоже будетъ опредtллть по

додiю, представ.1лл ее, какъ линiю перес:t 11енiл эллипсоида (235) съ 
конусомъ (237), вершина котораго .лежптъ въ начад't координатъ. Е~ли 

Н1 < Н2< Н3 , (238) 

то легко вндtть, 11то 

1 
Н" >с:-=-> Н1 " ор2 

(239) 

т. е. что дюша ОР лежитъ между ве.1111ч1шами наибольшей и наи

меньшей полуосей эдлппсопда инерцiи. д'вiiствительно, написавъ два 

урр. (222) п (222): 
l\P = H/p 2+H/q2+H}r2, 

2Т= Н1р2 + Нл2 + H 3r2, 

мы выведемъ изъ нихъ: 

Н2 (Н2 - Н1) q2 + Н3 (Н3 - Н1) r 2 = l\12 
- 2ТН1 , 

Н1 (Нз - Н1)р 2 + Н2 (Нз - Н2) q2 = 2ТН3 -l\12, 

(260) 

(24:1) 

откуда, на основанiи неравенствъ (238), зак.лючаемъ, что такъ какъ 

лtвыл части должны быть по.1ож1пельными, то необходю10 будетъ 

или (242) 
1 2Т 1 
Н3 < ~12 < Н1 ' 

откуда, на основанiи (232), слtдуетъ неравенство (239). 'fакимъ об

разомъ мы видимъ, что въ ур. (237), представллющемъ подвижный 

конусъ осей, первый коеффицiентъ всегда отрицате.11ьныn, а послtд

нiй подожительный; среднiй-же можетъ вообще быть и подожитель

нымъ, и отрпцательны:мъ. 

Есш1 
- 1 
ор2 > н , 

2 

1 
то Н2 -=-> О, up2 

(243) 
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и ур. (237) представляетъ нtкоторый конусъ, uхватывающiи ось 

х-овъ, т. е. большую полуось эллипсоида инерцiи, въ чемъ легко 

уб·tдиться, ища пересtченiе конуса съ какою нибудь плоскостiю, 

х = а. перп~ндикулярною къ оеи х-овъ; дtлая въ уравненiи (237) 
х = lt, мы получаемъ между координатами 

у и z уравненiе э.ыипсиса, центръ кото

раrо лежитъ на оси х-овъ, а по.11уоси па

раллельны ослмъ у-овъ и z-овъ. Такого 

рода по.1одiл представится на (рие.. 77) 
одною изъ кривыхъ а.', а. 11 , а. 111 , при 11емъ 

другой конецъ дiаметра опишетъ одну изъ 

такихъ-же кр11выхъ въ противоположномъ 

направленiи, на противоположной сторо1гt эллипсоида инерцiи. 

Если 

- 1 1 
ОР2 <:. -- то Н2 - -- < О 

н2, ор2 • (244) 

и ур. (237) представитъ конусъ, охватывающiй ось z-о:въ, т. е. мень

шую полуоеь э.'Iлипсоида инерцiи. Пододiею будетъ въ такомъ cJ1y· 
чаt одна изъ кривыхъ у', -у", 1"'. 

Если 
-~ 1 1 
ОР2 = Н, то Н2 -=-=0, 

2 ОР2 
(245) 

и ур. (237), обращаясь въ 

[zу1Нз (Нз - Н2) + х V Н1-(Н2 - Н1 )] 
(246) 

Х [z V Нз(Нз - Ii2)-xi,iй1 (Н2 - Н1)]= о, 
представитъ дв·t пересtкающiясл по оси у-овъ плоскости, которыхъ 

пересtченiе съ эллипсоидомъ даетъ два эллипсиса ~ и ~'. Въ такомъ 
случаt ко11ецъ оси вращенiн описываетъ или кривую ~Ь~, или кри
вую ~'Ь~'. 

Наконецъ, если въ случаt (243) кромt того 
0

;
2 

= Н1 , то 
ур. (237) обращается въ 

н2 (Н2 - Н)у2 + нз (Нз - H1)z2 =о, (247) 

которое можетъ тоJ1ько удовлетворяться величинами 

у=О и z=O, 
20 
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н слtдовательно представитъ ось х-овъ. Въ тако~,ъ случаt поJ1одiл обра· 

щаетсл въ одну точку-конецъ больщей оси :млипсонда инерцiп, I1оторал 

II будетъ неизмtнною осr,ю вращенiл. Если пъ СЛ)'ча·t. (244) 1,ромt того 
1 

ОР = Н3 , то легко пидtть таБже, что KOH)TL (237) обращаетел въ 
2 

(248) 

представлял оrь z-овъ. Въ таБ0~1ъ е.~учаt пОJНJдiп оппть обращаетсл 

въ точБу, п не11ю1·tнною осыо вращенiл дtлаегсл ыеньшал полуось 

ЭЛЛI!ПСОil;\3. 

Если два иакiе нпбудь пзъ трехъ главныхъ DIО}1ентовъ пнерцiн 

тtла равны межд}· еобою, то эллипсоидъ нперцiн превращается въ 

эллппсондъ вращенiл около боншой пли мадоii осн; Батлщiiiсn ко

нусъ д·tлаетел Бруглш1ъ II охватываетъ ось спш1етрiп фнгуры; по

ло;йп представлтсл нараJrлельныш1 ыруга~ш nокругъ осн сиш1етрiн, 

11 элл1шс11t·ы (j, Р' •·ольютсп nъ о,111нъ эь:nаторiальпыti кругъ. Еrлп 
всt nю)rенты ннерцiн равны ~rежду собою, то, по (224 ), всегда 

cos (jl,ы) = =::: 1, 11 вc:шiii ;~iа31етръ шара пнерцiп 111ожетъ быть не

ию1tнною ос,ью вращенiл; по.1одiн тогда oGpaщat:тrn вrннiti разъ въ 

точБу, соотвtтствующую Бонщ· данноii осп вращенiл. 

Вращенiе около не11з~1tнноti осп, ноторал должна совпадать съ 

однок, пзъ осей пнерцiп, можетъ быть у е то ii: ч II вы м ъ ил11 пе

у ст о fI ч II вы м ъ, Бакъ это легко ~1ожно зак.~1ючпть нзъ формы по

лодiii. ДtiiСТВНТеШ,НО, если T'EJIO вращаетсн ПО JIHepцiи ОКОЛО болr,шеii 

или 111еньшеti пзъ осей инерцiп п ь:акал нибудь причина отклою1тъ весы1а 

r.iaлo угловую с11орость отъ этпхъ направденiii, нредоставпвъ зат1,лъ 

т'влу снова вращатьел по пнерцiп, то при новО)IЪ вращенiи конецъ отна10-

ненной осп 11южетъ описывать весьма малыл за11шнутыл поло~iп 1Х пли 

у во1;ругъ прежнлго подоженiл осп вращенiл, и даш,нЬltшее откдо

ненiе оеп вращенiп отъ первоначальнаго ел паправленiл очевидно не 

превысптъ нtкотораго весы,а ~1адаrо угла. Но если ось вращенiл бу

детъ от11лонена весьма ма,110 отъ ел еовпаденiн со среднею оеью пнер

цiп, то тош,IiО изъ положенitt k,k она 111ожетъ (рис. 77) во:шратитьсл 
оплть къ ('.Овпаденiю с,ъ этою осью пнерцiп; пзъ положенitt i, i, она бу

детъ отъ него уда.'!лтьел болtе п бо111;е, пока не совпадетъ съ осью 

инерцiп въ противоположно111ъ направ.JJенiп; а изъ про~~ежуто•шыхъ по

ложенiii, въ уг.11ахъ ibk п kbi, она начнетъ оппсывать разшнрен

ныл поло:1iп ОRоло большеii пли 111еньшей полуое11. Поэтому среднлл 

ось ннерцiп назьшаетсл неустоiiчпвою свободною осью вра-
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щ е н i я, а больша:1 п меньшал о,ш-у ст ой ч п вы м п с в об од н ы ми 

о с II ми в р а щ е н i я. Если всt осп инерцiи равны, то всt онt устой

чивы. Если дв·t оси инерцi1I равны между собою и элл,шсоидъ инер

цiи представляется эллппсоидо111ъ вращенiн, то легnо видtть, что 

ось снмметрiи будетъ уетоfiчивою оеью, а оси efl перпендикуллрныя, 

-хотя и будутъ вс't свободиюш ослми, но неуетоfi'Швы:мп. 

§ 48. Измtненiе движенiя свободнаго твердаго тtла. 

Д t,ficтвie приложенныхъ салъ на свободное твердое тtло со 

-сто11тъ nъ памtненiи дв11женiя его центра инерцiп и въ измtненiи 

·момента колпчества дnпженiл. около его центра пнерцiи, т. е. въ 

изм·tненiи того вращенiн ОRоло центра пнерцiп, ~.оторое и111tло-бы 

111·tсто, еслп-бы тnrрдое т1;ло двигалось по пнерцiп. Велtдствiе непз

мtннемоет11 взаимнаго ноложепiл 111ате1Jiальныхъ точе1,ъ, еоетавллю

щпхъ идеадьное твердое тtдо, упо111лнутып из)1·tненiл будутъ един

стnеннын, 1,ai,iл 11рп,1оженпыл си,1ы 11югутъ пропзвести, пбо част11 

щн1ложенныхъ еилъ, нащ)аnленныл по взаимньа1ъ разстоянiя111ъ то

чекъ непз111tняе111оfi с11сте111ы будутъ, вслtдствiе ycлoвifi не11змtнле

мост11, nзаюшо уравнов·tшены во все вре~ш движенiя. 

Из11tненiе дю1женiя центра инерцiи пропсходитъ та1ш111ъ обра

зо111ъ, какъ е.сли-бы сила, равная геометрнческоfi сум111t всtхъ при

ложенныхъ силъ, дtitствовада-бы на матерiальную точку, еъ массою 

равною маееt всего даннаго твердаго тtла ( 01. § 31 ). Слtдователь

но, если вс·J, данныя силы приложены непосредственно къ центру 

1шерцiи твсрдаго тtда, то онt обусловлтъ только И3Мtненiе движе

нiя этого центра, не имtя влiянiя на вращенiе. Въ такоDtъ случаt 

1юментъ прш1оженныхъ си.11ъ около центра пнерцiи будетъ нуль. Въ 

11рот11вно~1ъ случа't рядомъ съ упюшнутьпtъ И3111tнепiемъ произоiiдетъ 

и измtненiе вращенi:1. Это послtднее характеризуется нз:мtненiе~1ъ 

1110~1ента 1,одпчествъ движенiл сиете~1ы око.110 движущагоел центра 

пнерцiи, п 11з~1,tрнете11 моментомъ щшложенныхъ силъ ОRоло тоii-же 

·тo 1IКII. 

Двнженiе центра пш:~рцiп твердаго т·tла совеvшаетсл по за110-

намъ, нзложеннымъ въ предыдущихъ главахъ, Rакъ двнженiе мате· 

рiальноii точки, и не3авис1н10 отъ того, пр11надлежптъ-ли этотъ центръ 
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инерцiи твердому тtлу, или какой-.н1бо иной систем·t 111атерiальных" 

точекъ. 

Чтобы легче представить ceii'I, измtненiе вращательнаго движе

нiл, разсмотримъ сначала дtiicтвie на твердое тtло силъ мгновен

ныхъ. Это дtйствiе будетъ вполнt опред·tлено, если даны по ве.11и

чинt и направленiю геометрическал сумма импульеовъ, приложен

ныхъ къ разнымъ точкамъ твердаго тt.иа, п геометрическал сумма 

моментовъ этихъ импу.;rьеовъ. Посдtднлл изъ упошrнутыхъ величинъ 

обусловитъ измtненiе в1)ащате.11ьнаго дnиженiл, а именно будетъ равна 

по величинt и напраш1енiю приращенiю гео111етрпческой суммы момен

товъ 1,оличества движенiл точекъ твердаго тt.1а, т. е. приращенiю ве

Jшчины, опредt.11енной въ предыдущемъ параграфt с.1агающими 2, т, 9?. 
Слtдовательно, ес.11и L, М, N будутъ представ.шть слагающiл по гдав

нымъ ослмъ инерцiи мо11ента импульсовъ, а ~о 11 ~. 9Л0 и Юl, и т. д.-
1:оотвtтствующiл ве.11и•шны до дtйствiл импульсовъ и посл·t онаго, 

то (сравн. § 31): 

N = 9l-Эl0 • (249) 

Если т·t,10 первоначадьно въ покоt, то очевндно: 

2=L, Юl=Ш, "Я=N, (250) 

и, на осно.аанiи предыдущаго параграфа, мы :можемъ непосредственно

представить себt движенiе, сообщенное тtлу даннымъ моментомъ 

импульса. Дtйствите.11ьно, если даны нап.равленiе II ведичина мо111ента 

импульса, то урр. (250) п (220) сейчасъ-же даютъ ПОJJОженiе мгно

венной оси вращенiл и ве.шчнну скорости вращенiл. Гео111етрнческое 

построенiе, опредt.11лющее по.11оженiе 111Гновенной оси вращенiл, оче

видно будетъ состоять въ томъ, что,. проведл черезъ центръ инер

цiи прлмую въ направ,1енiи даню.но момента импульса, :мы построимъ 

касательную плоскость къ центральному э.11л1шсоиду. инерцiи даннаго 

тtла такъ, чтобы эта пдоскость была перпендикуллрна къ упомяну

той прлмой; тогда дiаметръ эллипсоида, проходлщiй черезъ тОЧК)' 

касанiл, совпадетъ съ мгновенною осью. Что каеаетел до угловой 

1:корости w, то, на основанiи (227 ): 

w=y/t, (231) 

rдt Н ееть моментъ инерцiи око110 осн вращенiл, или но (229): 

w = OIIi'2T, (2?'i2) 
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rдt ОН есть длина полудiаметра эллипсоида инерцiи черезъ точку 

касапiл, и y:f'T-, тоже на основанiи (232), пол1·чаетел изъ построе

нiн такъ, что (рис,. 76) 

(253) 

Дальнtitшее движенiе еовершаетсл по инерцiи, какъ описано въ предъ

идущемъ параграфt; т. е. эллипсоидъ инерцiи, при неивмtнномъ раз

столнiи своего центра отъ упомлнутоit выше nлоекости, касаетсл ел 

постоянно то'!ками соотв·tт<·.твующей полодiи. 

Если твердое тtло обладаетъ уже нtкоторымъ вращательнымъ 

.движенiемъ въ моментъ дtiiствiл юшу дьса, то 111ы должны очевидно 

прежде всего построит~, геометрическую сумму моментовъ, первона

чальнаго ( 20 , ЭЛ0 , 9l0 ) и прибавочнаго ( L, М, N). Направленiе найден

ной суммы должно бытr, перп·ендику.1лрно къ плоскости касанiл эллип

е,оида инерцiи. 3атtмъ, д.1л нахожденiн величины и направленiн мгно

венной угловой скорости, тотчасъ пос.1t дtйетвiл импульса, nовто

рлемъ предыдущее nocтpol:'нie, при чемъ уже очевидно: 

М2 = ! 00 + L)2 + (:'!Л0 + 1Jf)2 + l Эl0 + N)2
• (254.) 

Иначе, 111ы можемъ сдtлать отдtльно два nостроенiл длл момента 

( 20 , m0 , 910 ) и момента ( L, М, N), 11 затt-мъ сложить геометрически 

найдекныл угловыл скорости, nредставленныл прлмыми J111нiл111и, СQ

Qбразно съ § 13. Дtйtтвительно, обозначал черезъ р0,р1,р ... и т. п. 
слагающiн по г лавнымъ ослмъ 1шерцiи ( при одном:ъ и томъ· же ихъ по

.Jiоженiи въ пространств·t) уг ловыхъ скоростей, соотвtтствующихъ 

момента:мъ 

l ·~\, ЭЛ0 , 9l), (L, М, N), (.2, ЭЛ, Эl), 

мы, на оенованiи (220), находимъ, что 

20 =р0Н1 , L=p'H1 , 2=рН1 и т. ц.; 

а такъ какъ 

то 

Р = Ро + р', q = q0 + q', r = 1·0 + r', (255 J 

откуда и заключаемъ, что угловал скорость (р, q, 1·) есть геометри

ческал сумма скоростей (р0 , q0 , 1·0 ) и (р', q1
, r 1

). 

Если мы представимъ себt импульсы безконечно малыми по ве

.11ичинt и повторлющимисл черезъ безконечно малые nро:межутки вре-
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мени, то мы перейде:мъ къ (jЛучаю непрерывно дtfi(jтвующихъ (jJI,1ъ 

и непрерывнаго изм'lшенiл движенiл твердаго тt.11а. При этомъ мо

:ментъ ко.п1чеива ;~:впженiл И O(jTaeт(jH не11зяtнню1ъ по величинt и 

направленiю толы.о въ теченiи э.1ю1ента времею1 (lt, 11 (jд·tдоватедь

но, то.11ько въ продо.:rженiи вре!1ен11 clt э.1J.11ипсо11дъ инерцiи еопр1ша

(jается (jЪ неизмtиною плоскоиiю, а конецъ осп вращенiл перю1t

щаетсл по соотв·tтивующеn полодiи. Д.1ш с.11tдующаго эдемента вре

мени плоскость соприкосновенiл и полодiл будутъ другiл. 

Пуетъ L, 1ll, У будутъ слагающiе }1ы1енты nри.1оженныхъ силъ 

а d2, dЭЯ, dЭ~-безконечно ма.11ьrл: приращенiа с.11агающпхъ моментовъ 

количества двпженiн. Тогда 

d2 = Ldt, cl:U1 = ilfdt , cl:1l == Jlclt, (256) 

11 есю1 clp, dq, d·;· будутъ обозначать приращt•нiл с.1агающихъ yr.'Io- . 
выхъ скоростей, то очевидно: 

H 1clp = Lclt, H 2dq =-= JJblt , 

при че!1Ъ llp, clq, cli· суть такiл приращенiя сдагающ11хъ уг.1овыхъ ско

роетей, какiл ю1·tютъ :мtст~ незавпси:мо отъ прпращенiti тtхъ-же 

ве,шчинъ, существующпхъ вслtдствiе продо.1жающагосл движенiн по 

инерцiи; слtдовательно, полныл прнращенiл получатся, какъ сумма 

первыхъ и послtднихъ. Такимъ образомъ мы имtемъ возъ1ожностr. 

вычислить повороты даннаго твердаго тt.1а д.1л каждаго безконечно 

малаго :ме~1ента времени, и, знал способы суююванiн без•шслен

наго множества безконечно ма.1шхъ перемtщенiй, съу:мtемъ найти 

повороты, про11ио;1,лщiе въ теченiи конечныхъ нро~1ежутковъ времени. 

Если д;:н будетъ обозначать гео)1етри•1ес1rое прнращенiе ~1шн.ш

та .:.\I въ теченiи э.1емента вре)1ени dt, а М будетъ величина момен

та приложенныхъ си.1ъ, обус,ловл11вающихъ упомянутое приращенiе, 

то, какъ изв·tстно, направденiн д~I и М совпа;~,аютъ дру1"1, съ дру

гомъ, и кром·t того: 

д:\1 == Mdt . ( 258) 

Пуст~, ОШ представ.~rяетъ (рис. 78) 
величину :М II МЙ1-ве.п1чину дМ; тогда 

OJJi' представитъ геоl\1етр11ческую (jумму 

.М + л.М. Но )IОментъ д.М мы можемъ то

же представить, какъ геометри•1еекую сум-
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му двухъ ъюментоnъ МЬ и 6Jt1', 11зъ которыхъ первыii, совпадал съ 

02~[, обуслов,н1ваетъ то.[ыо из)1·tненiе ве.1ш•шны этого нос.тt.дшно и 

можетъ быть разсматривае}IЪ, какъ безконечно ъ1а.1ое алгебра~иеское 

приращенiе d.М момента И. Беэконечно l\Ia,[Ыfi )IЮtентъ b11f', при.1.а

галсь перпендикулярно къ .М, изм·t.нлетъ направленiе его на )TO.llъ 

cl7.. Такъ каirъ по безirонечноii ма.1ости bJ.1I' JIЫ 111оже111ъ принлть эту 

линiю за дугу круга, описаннаго радiусомъ ОМ юн, 011{', то за11лю-

1~ае~1ъ, 'ITO 

(259) 

и что прибаnленiе ~10~1ента Иcli'. 11ю1'!,нлетъ толыtо направ~rенiе мо

~1ента Ы, не 1п1·t.л влiлнiл на его ве.шчпну. Такш,ъ образомъ мы 

находимъ, •по 

дЫ=ам+ыаz. (260) 

Сдагающiл ~,омента М, напраr..ч:енныл по 11fb и Ь.JГ будутъ 0•1е

видно 

Mcos6 п Msin~, 

гд·t 6 есть угодъ меж;1у М п М. С,тtдовательно: 

dbl = М cos 6 dt 11 ЫсlХ. = М sin 6 dt. l2K1) 

Поелtднее уравненiе показываетъ также, что уго.1ъ dZ поворота мо
мента будетъ, при однtхъ 11 тtхъ-же с11лахъ, тt~1ъ ~,еньше, ч·tмъ 

больше вращае}1ыii ъюментъ l\I. 
· Отноеите.11ьпое положенiе ъюъ1ента .М и осн вращенiл опред·t.1летсл 

каеатедьною п.1ос1,остiю э.11дипсопда инерцiн, къ котороii l\I перпендику
.~rлрно, при чеш, ось вращенiл nроходитъ 11ере:п точку каеанiл. Если 

с.1tдоватс.нно паправ.llенiе моъ1ента не из)1tнлетсл, то относительное 

110.1оженiе оси nращенiл остается одно и тоже д,1л каждаго соприко

сновенiл эллипсоида инерцiи съ неизъrtнною плоекостiю, какъ въ 

случаt враще~iл по инерцiи. Но yr.ironaл екорость вращенiл будетъ 

уже другая, а слtдовате.11ьно п движенiе оси nращенiл въ простран· 

етвt-тоже другое. Tairъ какъ размtры II форма пододiп, по ур. 

(237), опредtллютел ве.1Шчиною ОР, т. е. дюшою перпенди1,уллра 

11зъ цr,нтра инерцiи на неизмtнную касательную 11.11оеirость, то въ 

данномъ случаt, при одномъ только измtненiи веш1чины :М, когда 

дшша ОР остается неизмtнною, конецъ оси вращенiн будетъ ош1-

сывать на поверхностп эдлипсоида 1шерцiи туже кривую, какъ въ 
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случаt движенiл по инерцiи; но скорость двнженiл полюса по упо

:млнутой поверхности будетъ инал, вслtдствiе измtненiл Jтловой ско

рости вращенiл; слtдоnательно, полодiл будетъ совпадать послtдова

тельно съ неиз~1tнной касательной плоскостiю въ иныхъ точкахъ, 

нежели въ случаt движенiл по инерцiи; т. е. эрполодiл не оста

нетсл одна 11 таже. 

Что касаетсл до алгебрапческаго безконсчно малаго приращенiл 

dw величины )тловой скорости, соотвtтствующаго приращенiю dM 
:момента, то мы найдемъ непосредственно 11зъ (227)': 

dT= wd1.JJH, (262) 

гд·t dT есть соотntтстВJ'ющее прпращенiе rшнети•1еской энергiи, а 

Н-мо!1ентъ инерцiи окодо оси вращенiл, кото~,ый не измtюrетсл при 

увелпченi11 ~,о~ш1та М, велtдствiе того, что )ТЛЫ ( (lM,dw) 11 (M,(.,J) 
одинаковы. При этомъ dw обозна•1аетъ ош1т1, излr1шекъ приращенiл 

величины w противъ того приращенiя, которое и~ttло-бы мtсто при 

продолжающюн\л движенiи по пнерцiн. Съ др)ТОЙ стороны, прираще

нiе кинетической энергiи clT, на основанiи § 33, равно работt, про

изведенной въ соотв·tтствующin промежутокъ времени приложенными 

силами, плп въ нашемъ с,1учаt-парою М eos Q. Если L, М, N суть 

слагающiя по осю1ъ координатъ нtRотораго 11юмента силъ cJlb, то. по 
§ 39, работа силъ, опредtленныхъ упомлнутымъ моментемъ, при без

конечно 111алыхъ вращенiлхъ d':l., d~, dy 1'Вердаго т·tла около осей ко

ординатъ, будетъ 

Ldtz -i-- Md~ + Ndy, (263) 

или танъ нанъ, въ случаt движенiл въ теченiи времени dt съ Jтло
выми скоростями р, q, г, очевидно 

d~=pdt' d~=qdf' dy = 1·clt ., 

то приращенiе кпнетпческоii энергiп dT, об)·словленное работой (263), 
будетъ 

dT== (Lp + Иq + Nг) dt; 

но лег~.о вид·tть, что 

Lp + Mq + N1· = wcH:, cos ( с:Н:,,w) , 

вслtдствiе чего вообще 

tiT = w clb cos ( сQЬ~ш) dt . . 

(264) 

(265) 
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Прилагал предыдущiй выводъ къ разсматриваемОМ)' нами случаю, гдt 

очевидно 

c~bdt = М cos 6dt = ам , (266) 

и 

cos ( c:1b,w) = cos (M.w), 

мы находимъ, что 

dT == w cos. (M,w) rli\l . (267) 

Сравнивал это выраженiе съ (262), находимъ: 

dt\) 
dw == cos (M,(u) Н , (268) 

или, на основанiи (227) и (22~): 

dw d\\1 

(t) м 
(269) 

CJiaraющiii моментъ ЬМ' (рис. 79) при
ращенiл ЛМ, изм·lшлющifr только направ

ленiе 1\IО!lента М на уrолъ dl., разобьемъ 
O<!E--+-,cL-=.;:-~~~-+~-d» 

N' оплть на два момента: Ъс, лежащiй въ плос-

Рис. 79. 

кости :r~1омента М и оси (t), и сМ, нерпен

дику ллрный къ упомлнутой плоскости. Если 

q, будетъ уголъ между М.1.У' и ш1оскостiю 
угла (M,w), то 

ЬС = JИМ' cos 9 11 сМ' =---= JИМ' si11 9, (270) 

и, на основанiи (259 ): 

lic = l\I спs 9 dl. , сМ' = l\1 siп 9 dt . . (280) 

Такъ какъ )Толъ ~1ежду направленiемъ момента сМ' и осью вращенiл 

по )'словiю пpл:riюfi, то, на ос,нованiи (265 ), заключаемъ, что работа 
соотвtтствующихъ силъ равна нулю, и что кинетическал энерriл дан

наго твердаго тtла не измtнлетсл, если моментъ приложенной пары 

всегда перпендик)' ллренъ къ плоскости оси вращенiл и :момента ко

личества движенiл. Но если величины М и Т во времл разсматри

ваемаго движенiл останутсл постоянными, то, на основанiи (232 ), не 
должна также измtнятьея длина перпендикулара ОР изъ центра 

инерцiи на касательную плоекость, проходящую черезъ конецъ оси 

вращенiл. Слtдовательно, полоида, опред·t.ч:лемал урр. (235) и (237), 



314 f.'IAБA III. В) КИНЕТИКА ТllЕРДАГО Тt,ЛА. § 4~ 

останетсн таже, какъ д.111 с~1у•~ан движенiн по инерцiи; т. е. эшшп

соидъ инерцiп будетъ прнкасатьсл къ нодnшкноi1 п:rоскостп т J;ми-же 

евоrпш точками, к:шпшI онъ прикасалс,л-бы къ неподвпжной, и каса

тельнан пдоскость будетъ пере~rtщати,л въ пространствt юrtcтt съ 

:мюrпсоидомъ инерцiп таюп,ъ образомъ, что т~:nпженiе этого пос,тtд

ннго относптел,,но п.1оскости останетсл т·в~,ъ-ше, какъ въ c.1y 11at 
движенiл по инерцiп; но по.1оженiе э.:rJшпсопда 11нерцi11 въ простран

ств·в будетъ очевпдно шн1tнлтсн инflче. 

На~,онецъ, прпращ1111iе энергiн, обус.rов.шваеыое С,'н1гающш1ъ .l\IО

ментомъ Ьс, бу;~;етъ 

rlT := w cos (bc,w). Ьс, 

и.111, такъ какъ 

cos (bc.w) == sin PI.w): 

(lT =--= w. sin (-"1,ш) . .\1 cns ~ cl"/ • . (281) 

Дшша перпендику.1лра ОР при этоJrъ тоже П::Jм·J;нлетсл, и с.1·t

довате.1ьно, 11ю1tн11ется та крпnал, которую полюсъ прпвращенiе оппсы

ваетъ на поверхности эддппсопда пнерцiи. Называл приращенiе д.чины 

ОР черезъ rlOP, )!Ы легко наiiде)IЪ И3Ъ ур. с~:-и ), что 

-- -~- cll' lusin(;\l,w) . 
ОР. d ОР= ~р- == ---jf -- cos?. dl., (282) 

или та1,ъ какъ, по (252) и (253), 

ш = UH. ОР. :\1 

и такъ какъ (риt\. 711) 

OHsin (M,tu) == РН, 

то 

(283) 

Полное приращенiе кинетической энергiи вращенiл, обуслов.Iи

ваемое приращенiе.ll1ъ момента д;\I, будетъ равно суммt приращенiй 

(267) И (281), Т. е. 

dT= tu cos (l\I,tu )dM + tu. sin P,l,w). М cos~. dX, 

или вообще въ друго11ъ видt, на оснщзанiи (265 ): 

cll' = (1) cos ( Дl\J,w) д;н, 

(284) 

(284) 
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при•~емъ очевидно, кинетическал энергiл не и3мtнлетсл, если прира

щенiе дl\1 перпенд11ку.11лрно 1,ъ оси вращенiн. 

§ 49. Общiя уравненiя движенiя свободнаго твердаго тtла. 

~lы видtли въ § 30, (93), что уравненiл движенiл ,~иетеl\IЫ 

:матерiальныхъ точекъ получаютсл И3Ъ условiн равновtсiл потерлн

ныхъ силъ. С.11tдоватедьно, вводл въ уравненiн 11авновtеiл свобод

наго твердаго тtда ((15 ), § 39) на J1tcтo с.1агающихъ ..У, У, Z при· 
ложенныхъ сш1ъ с.11аrающiл 

X-mgx, У - тg)" , Z --- rng, 

потерлнныхъ сидъ, rдt gx, 9r, gz обо3начаютъ СJ!аrающiл ускоренiл 

соотвtтствующеit точки твердаго т·t.1а, а т-маесу этой то•ши, 111ы 

подучимъ сд·tдующiл уравпенiл движенiп: 

1:Х =-: 'imgx, 'iY = 'imgy, LZ = "i.mgz 

'i,(Yz-Zy)= 'im(g)z-g,y), 

}:, ( Zx- Xz) =---= Lm (gzx- 9xZ), 

}:, (Ху - Ух)= L1n (gxy- !],Х), 

(285) 

(286) 

rд·t алrебраичес1,iп су~шы берутсл по вctll1ъ прш1оженню1ъ сила~1ъ, 

съ одной стороны, и по всt111ъ точкамъ сиетемы-съ другой. Но вы

раженiл (88) (§ 14) на~1ъ даютъ: 

. dr dq ( , ? 

9х =Jx + У----;л - z cl{ + рх т qy + rz)p- ш·х, 

. dp d.r ) 2 
gy =Jy + z (lt -х clt + (рх + qy + rz q - w у, (287) 

, dq dp 1 (' , , ) 2 
g, =Jz +xclt -у dt I рх -i- qy--r- rz r - w z, 

rдt jx, jy, j. еуть уекоренiл поступате.1ьнаго движенiл; разноети, 3а-
., .. dp clq dr 

виелщiл отъ уrловыхъ ускореюй dt, dt, dt, с.уть слнающiл 

тангенцiаJ1ьныл ускоренiл вращате.11ьнаrо движенiл, и наконецъ остадь

ные ч.11ены, завиенщiе отъ угловыхъ екоростей-е.11аrающiл центро

етремительныхъ ускоренiй. Подетавимъ теперь выраженiл ( 28 7) въ 
(285) и (286); введемъ обозначенiл L, j}J, N, А, В, С ((11 ), § 40); 
оеи координатъ выберемъ, какъ въ § 45, т. е. неизм·tнно евлзаннымя 



316 ГЛАВА 111. В) JiIIНETИKA ТВЕРДАГО Т1'>ЛА. § 4!t 

съ т·J;Jiомъ и совпадающими съ его rJiавными центральuыми ослми инер· 

цiи. Тогда, помнл что суммы 

"2:.myz, "2:.mzx, 'imxy, "2:.тх, }:.ту, °Lmz, 

при такомъ выборt осей координатъ равны нулю. мы поJiучаемъ 

изъ (285 ): 

С=j,}:.т, (289) 

rдt Jx, Jr, j, представллютъ очевидно таRже усnоренiл центра инерцiи 
системы. Точно также ПР· (286) дадгп: 

L = Н1 ~~ + qr ('imz2 
- 'imy2

), и т. д , 

Прибавллп и вычитал въ скобкахъ правыхъ частей 1.аждаго 113ъ урав

ненiй, подобныхъ это~1у послtднему, r,0отв'l,тственно 'iщ.1:2, 'imy2
, 'imz2 , 

и помнл значенiл Н1 , Н2 • Нз (§ 46), J\IЫ получаемъ· 

(lp 
L=H1 dt+q1·(H2-Hэ). 

da 
lJf = Н2 ·ai + rp (Нз -Н1)' (289) 

dr 
N =-= Нз ·аt + pq(Hi -Н2). 

}'равненiл (288) выражаютъ то прежде уже неоднократно ука

занное свойство движенiл, что rеоl\1етрическал су~1ма приJiоженныхъ 

с,илъ изJ11tнлетъ дв11женiе центра инерцi11, какъ дв11женiе сnободно1i 

J11а1·ерiал1>ной то•пш, въ .!iОторой сосредоточена вел масса системы. 

Уравненiл (2~9) пазываютсл эiiJiе11овьн111 уравненi1нш, п 

опредtллютъ измtненiе вращате.~ьнаго движенiл oкoJIO центра инер

цiи. llнте.гральное исчисленiе учитъ насъ, какъ на оенованiи ПР· 
(288), (289) вполнt опредtллть движенiе твердаго т·tла въ тоJ11ъ 

видt, Jiакъ было указано въ § 15, причеJ11ъ закJiюченiл § 4 7 и § 4~ 
лвллютел частными сJitдствiлми рtшенiл этихъ уравненiй. Сообразно 

принлтому нами плану 11зложенiл, мы ограничимсл здtсь нtкоторыми 

непоередственными выводами И3Ъ неразрtшенныхъ урр. (289 ). 
Первые члены лtвыхъ чапей урр. (289), т. е. 

dp dq d,· 
н1 at ' н2 7it ' нэ dt ' (290) 

представJiлютъ очевидно (~лагающiл по ое,лмъ координатъ мо11ента 
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ускорительныхъ танrенцiальныхъ силъ; вторые ч.1ены, т. е. 

qr(H
2
-H3 ), rp(H3 -H1), pq(H1 -Н2), (291) · 

или иначе на оt·нованiи (220): 

r1Yl - qЭl , рЭt - r<;!, , q'i! - pЭJl , (291)' 

представдлютъ слаrающiе ЪIО)Iенты центростремите.1ьныхъ еидъ. Обо3-

нач~я ве.1ичины (291 )' •1ере3ъ л, (J,, v, мы легко наiiде~1ъ, прои3водл 
1:,1оженiе нижеслtдующихъ пропзведенiй, что 

Ар + ~q + vr = О , 
л2 + fJ,'Ш + vЭl = о , 

(292) 

откуда зак.1ючаемъ, что моментъ (л, !)-, v) перпендику.1аренъ къ ос.•1 
вращенiя •• къ моменту (2, ЭЛ, Эl) 11оличества движенiя. Квадратъ ве

дичины :момента (А, \L, v) будетъ очевидно 

-л2+1,1-2 + v2 = 
(rЭЛ - qlJ?) 2 + (p':Jl - r'i!) 2 + (q'-;: - р'Ш) 2 

= 532 (q2 + r2) + ']'/2 (r2 + р2) + Эl~ (р2 + q2) 

- 2'ШЭlqr - 2:Ш.!rр - 2'i!ЭJ'lpq ; 

прибавляя и выч11тал еумму 

22r2 + ']'/2q2 + 1Jl2r2, 
• 

и помня. что 

р2 + ql + r2 = w2 , 

получаемъ: 

i,2 + !)-2 + v2 = 

= w2 (22 + эл2 + ЭР) - ('i!p + Э.Лq + IJlr) 2 

= w2M2 - Nl2(1)2 cos 2 (M,w) = M2w2 • sin 2 CM,w), (293) 

откуда видимъ, 'ITO откладывал длину И въ направленiи момента ко

.1ичества движенiя и длину w-въ направленiи оси вращенiл, мы по

лучи11.ъ величину момента центростремительныхъ еилъ, какъ величину 

площади параллелограмма, построеннаго на упом:янутыхъ двухъ ли

нiлхъ, какъ сторонахъ. 

Умножая урр. (289) соотвtтственно на pdt, qdt, 1·dt и склады

вая, :мы получимъ выраженiл для работы, прои3веденной системою 

приложенныхъ силъ (L, J-1, N) въ теченiи времени dt, и равной при-
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1Jащенiю нпнетической энерriп вращательнаrо движенiн; т. е. мы бу

деn1ъ имtгь: 

(lТ =--= Lpclt + JJiqdf + Nт(lt ,-.-
= H 1pdp + H 2qdq + H 31·d1·-----:- ().р + fJ-2 + vi·)clt. (294) 

Величинс1 

(295) 

представлнетъ здtсь очевидно работу танrенцiальныхъ ус.коритель

ныхъ ешrъ. еовпадающ11хъ въ 1,aжJoii точr,·J; с.ъ направленiемъ еко

роети; а неличпна 

(J.p + ;J-2 -+--- vi·) clt (296) 

предстаВJrнетъ работу центрострем11те.1ьпыхъ сплъ, ь:оторал, на осно

ванiи (292), всегда равна нушо. Сл'l,довательно, uентростре~штельныл 

сплы тольRо пмtютъ влi~шiе на пзмtненiе 1110~1ента количества дви

женiл, нс пз~1tнлл юшетпчесБоti ;mергiп. 

по~шл, что (§ 31): 

Ldt = (153, lJfdt ~- d'JЛ , Kclt =: (7')1 , 

мы 111оже:мъ предетавпть урр. (289) въ таБ0111ъ впдt: 

cl53 = H 1dp + ).dt, 

dШ = H 2dq + tJ-dt , 

(79t = 1-Iiг + ydt , • 

(297) 

(298) 

гдt dp, dq, d1· суть полныл приращснiл слагающ11хъ угловыхъ СiiО

ростей, обусловл11ваемыл 11зn1·tненiе)1ъ :мо~1снта .М и продолжающпмсл 

дв11женiеn1ъ по 11нерцiи, т. е. прилагающ1в1сл постолнно моменто:мъ 

центростремительныхъ силъ. Так1а1ъ образо)IЪ, прпращенiл, входлщiл 

въ урр. (298), не должно см·tш1шать с·ь тtми, о которыхъ упош1-

нается въ урр. (257). 

-----: эк~ -

Разс111отримъ теперь, какъ въ пре.~ьщуще)tЪ параграфt, различ

ныл части при1)ащенi н момента М, направленнын а) вдоль по преж

не11у моменту М, Ь) перпендикуллрно къ :М п къ оси вращенiл, 11 
е) перпендикуллрно ~.ъ l.VI, въ плоскости (lVI,ы). Обозначимъ черезъ 

Л 1М, д2 l\I, д)\1 три вышеупо!lшнутыл слаrающiл части приращенiл дМ. 
Тогда сообразно обозначенiлn1ъ предыдущаго параграфа, П() (260), (280): 

д11\1 = dl\1, Л2М = lVI sin 9 с7Х., д 3:М = lVI cos '? (!Х (299) 
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11 

(300) 

Если мы далtе обозначш1ъ соогвtгственно черезъ cl /i!., d}JЛ .. , 
d/1!. ... (lз'i! ... nроложепiл J11омептовъ д1М, д 2 М, д3 1\1 па оси коорди

натъ, то очевидно: 

(301) 

н ь:ромt т,оrо: 

а53 =-d/i!, + a}i + а/!, am = а1 ш + d/Ш + а/JЛ, 
d'Jl == d/Л + d/Л + сl/Я . (302) 

Такъ какъ напраВJ1епiе д 1М по условiю совпадаюгъ съ l\1, то коси

н}·сы его угловъ съ осамп Rоординатъ будутъ 

2. ~.л IJl 
М' .М' l\I" 

Умножал уравненiа (302) соотв·tтственно па вышеприведенпыа ве

лич1шы Rос,пнусовъ, складывал. п за~1·tчал, что вслtдсгвiе nерпенди

куллрности: Л1 l\I къ д 2М и къ д3 М: 

2 IJЛ IJt 
Ы a}J 711 а 2 111 + :и J/1l =о, 

~~ d 2 -i-- l)Jl d :1Jl + _IJ~ d IJl =-~ 0 
l\I з . l\I з l\I з , 

(303) 

и что: 

(304) 

мы получ11мъ: 

(305) 

подставлан сюда велпчпны cl2, dШ, dlJl изъ (298) и помин урр. 

(292), ~IЫ подучи~1ъ: 

IIJШ по (22U): (306) 

1 
dЫ = М [H/pdJ? + H/qdq т Н/тd1·). 
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:Кро:м·t того очевидно: 

2 
d,2= МсШ, 

§ 49 

(307) 

Такъ какъ направленiе .12М совпаТ(аетъ съ направленiемъ мож•нта 

(А, /J,, v), то обозначал 

)-2 + /J,2 + v2 черезъ !12
, (308) 

мы буТ(емъ имtть соотвtтственно с,тtдующiп вели•шны Т(,1л косииу

совъ угловъ Л 2l\I съ о&лми координатъ: 

л !.l. v 
а, и' й, (309) 

и сл·tдоnате.'lьно: 

(310) 

Саман-же вели•шна момента л 2М по.1учитс.л, если мы слож11мъ 

урр. (302), соотвtтственно умноженныл на косинусы ( 309), и обра
тимъ прп этомъ вниманiе на то, что Л2М перпендику.1Iлрно къ л1М и 
къ д)Н. Такимъ образомъ, мы получи)IЪ подобно тоъ,у, какъ полу•1и.11и 

урр. (305 ): 

л . /.1. •J 

л2и=а2.а +аш.а + а·л 0 , (311) 

или, на основанiи (298): 

1 
Л},I =--= й [ III Лrlp + н"11-dq + нз vd r] + !lclt . (312) 

Обозначал наконецъ черезъ l, т, 1i косинусы уг.повъ направленiл 

Л)\I съ оr.лми коордипатъ, мы опред·tлиъ1ъ эти величины изъ тtхъ 

условiй, что, вслtдствiе перпендикуллрности 13М къ Л 1М и къ л2 М, 

~ ш ')l 
l:м+т.i\1 +пм=О, 

(313) 

и что 

z2 + щ2 + и2 с_= l . (314) 

Изъ этихъ уравненiit, обращал впиманiе па второе изъ условВi (292), 
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:JIЬI ПОJl)'ЧИМЪ: 

ЭЯv -- Эlи. 
l --+- • -- мн ' 

211- - эю" 
п =-+- Мй , (315) 

rдt выборъ знака --+- завис11тъ отъ того, въ кав.ую сторону вдоль 

по линi11 перпердикулярной къ плоскости ( д1М, дl\1), мы считаемъ 

nоложительное направленiе. Опредtливши l, т, 11, 111ы nолучимъ далtе, 

-вакъ прежде: 

d/! = lд3М, d/JЛ = mд3:М:, d}l = пд3М, (316) 

-и изъ урр. (302): 

(317) 

--:-ж---+-

Приращенiе угловой скорости, по величинt и направленiю, обу

.с,ловленное nриращенiемъ дl\f, обозначимъ черР,ЗЪ дw, и представимъ 

КМ{Ъ геометрическую су~1му 

дw = dы + wde , 
(318) 

rдt dw обозначаетъ а.1JГебраическое приращенiе угловой скорости 

-около прежней оr,и, а wd .. -скорость около оси, перпендикулярной къ 

прежней, которан, nрилаrансь къ этой послtдней, вращаетъ старую ось 

на уrолъ de., причемъ dw и ыdе. перпендикулярны другъ къ другу. Про

.ложенi11 ды на оси координатъ будутъ очевидно dp, dq, d14, которыя 

на основанi11 (298) опредtлнтся, какъ 

d5!. ), dЭЯ fJ. d'Я v 
dp=- --clt, dq=- --dt, dr=н -н dt, (319) 

н1 н1 н2 н2 з з 

nричемъ вторые члены лtвыхъ частей эт11хъ выраженiit: 

л --dt 
н ' 1 

v - н dt, 
3 

(320) 

nредставляютъ приращенiя слаrающихъ уrловыхъ скоростей, вслtд

аетвiе продолжающаrося движенiн по инерцiи, т. е.::-тt nриращенiя, 

кот1JрЫ11 одни им·tли-бы мtето, если-бы 11юментъ количества движенiя 

,оставался не11змtннымъ по ве.шчинt и направленiю; первые-же члены 

JJ:tвыхъ частей выраженiй (319): 

ar;:, аэя 

Н' 1 Н' 2 

(321) 

21 
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nредставллютъ nриращенiл С,'Iаrающихъ угловыхъ скороетой, обуслов-: 

ливае}1ыл измtненiемъ 1\IOllleнтa количества движенiл, т. е. дtiiетвiе111ъ 

приложенных-ъ силъ. У}шожал слагающiл приращенiл (320) соотв;tт

ственно на 2, ~, Эl и Сl\ладывал, :мы наiiдемъ, что 

2i, ~mf-1- 'Лv 
н+н+н= 0 , 

1 2 З 

(322) 

вслtдствiе перваго изъ урр. (292) и урр. (220); отсюда заключаемъ, 
что измtненiе вращенiл при движенiп по пнерцiи происходитъ отъ 

непрерывнаго приложенiл безконечно 111а.11ыхъ угловыхъ скоростей 

около оси, нерпендику ллрной къ мо:lllенту l\I. 

Обозначал ве.11.ич1111ы слагающихъ по осш1ъ коорд11натъ прира

щенiii dw п wd" соовtтствепно черезъ cl'p, cl'q, rl11· и (l''p, d"q, d"r, мы 

до.11.жны 0•1ев11дно имtть: 

dp = d'p + d"p, clq = cl'q + d"q, clr = cl'r + d''r. (323) 

Такъ какъ направ11енiе осп угловой екоростп clw совпадаетъ съ осыо 

скорости w, то 

cl'p = dwl!_ , d'q = rlw [ , d'r = clw f'__. (324) 
w w w 

Умножал уравн. (323) соотвtтственно на 1!_, 'L, !__, ек.11.адывал ихъ, 
w w w 

и замtчал, что, вслtдствiе взаимной перпендикуллрности dw и wdc., 

pcl' 1p + qd11q + rcl11r = О, 

и что 

d'p р d'q q tl'r r . 
~ . - + . - . - _j._ -- • - = cos ( w. dw) = 1 
dw w dw w ' clw w ' ' 

мы по.~rучимъ: 

или вслtдствiе (319): 

1 
clw -=-'"= - (pclp + qdq + rclt·) , 

w 

dw =pd5.! + qrl':/Л + rcl~l _ [JJЛ. + ~ + r,, j dt 
wH1 wH2 (,)Н3 _ Н1 Н2 Н~ w' 

(3~.5) 

(326) 

(327) 

(328) 

гдt первый ч.1енъ л·t.вой частп обозна 11аетъ приращепiе ве.ш•шны 

угловой скорости w отъ д·Мствiа прпложепныхъ 1>,и,1Ъ, а второti 
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членъ-приращенiе, при продолжающемс11 движенiи по инерцiи. Обо

значал черезъ 8w ту часть приращенiл dw, котора11 зависитъ отъ 
дt.йствi11 приложенныхъ ·силъ, мы найдемъ очевидно, что 

, (329) 

· Приращенiе 8w, въ свою очередь, можно разсматривать, какъ 
сумму трехъ другихъ: 81w, 82w, 03(1>, завислщихъ соотвtтственно отъ 
слагающихъ, д 1М,д 2М, д3М, приращенiл д.М момента :М. Обращал. 

вниманiе на равенства (302), 111ы найдемъ изъ (329), что 

O w __ pd/i!. qd1 ЭЛ rd1 Эl 
1 - wH + wH + :»Н ' 

J 2 З 

и, на основанiи (307): 

,, 1 p'i!. qЭЛ rЭl\ d.М 
01(1) = l н + -н + н) ~ 

\ 1 2 3' (J)l''-1. 

dM · dM = (р2 + q2 + r2) _ = w _ 
wM l\i ' 

(330) 

(331) 

т. е. результатъ, извtиный изъ ур. (269). Точно также, на осно

ванiи (310) и (292), получимъ, что 

82w = pd2'i!. + qd2Э.Л + rd/Jl 
wH1 wH2 wH3 (332) 

= (лр -1- (.Lq + vr) д2М 
Н1 ' Н2 Нз w.0. 

ИЛИ, .ПО (291) И (293): 

i' __ (Н2-Н3 Н3-Н1 Нс-Н2 '\ cos ос. cos ~. cos у w д "1 (333) 
o 2W-- ~-- + - -- + --- . - 21'1 • 

Н1 Н2 Н3 / sin (M,w) М 

Наконецъ, . точно таки111ъ-же образо111ъ получаем1: 

" _ (lp mq + пr) д3М (334) 
озw - Н1 + Н2 Нз W1 • 

Обратиъ1сл теперь къ опредtленiю ве.llичины и направленiл при

ращенiл wdё., т. е. величины слагающихъ d"p, d"q, d"r. На основанiи 
(323) 11 (324), 111ы полу•1и:мъ: 

d''p = dp- l!.. dw, d''q = dq - К dw, 
(J) (J) 

r 
d"r = dr- - dw; (335) 

(J) 
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подставллл сюда величины dp, dq, dr изъ (319), мы ВЫ'Шслимъ зна· 
ченiл d''p, d"q, d"r, и затtмъ найдемъ: 

(wdE) 2 =---= (d'p) 2 + (d"q) 2 + (d 11r)2
• (336) 

Но, длл большей нагллдности, J11Ожно вычислить отдtльно части при

ращенi~. wdE, завислщiн отъ дtйствiл приJ1оженныхъ силъ и отъ про

доJ1жающагосл движенiл по инерцiи. Длл этого приращенiе ·дw пред

ставимъ, какъ слагающее.ел геометрически изъ двухъ: д'w, зависл

щаго отъ дtйствiл силъ, и д"w, зависнщаго отъ продолжающагосл дви

жепiл по инерцiн, такъ что 

дw = д'w + д''w. (337) 

Проложенiл приращенiл д'w на оси координатъ обозначиJ11ъ черезъ 

8р, lq, 01-, а проложенiл д11w--черезъ др, дq, dг, такъ что 

dp = 6р + др ' dq =.:: oq + дq , d1· = 8r + дr , (338) 

при чемъ, на основанiи (319): 

" d'i3 
Ор = Il1.' 

и 

л 
дp=-~dt, 

Н1 

и. 

дq =н.dt' 
2 

Кромt того очевидно: 

д'w2 = 8р2 + 8q2 + Or2' д" ш2 = др2 + дq2 + ar2, 
дш2 = д1w2 + д 11ш2 

- 2д'w.д11w cos (д'w,д"tu). 

(339) 

(340) 

(~41) 

3атtмъ д'w разложимъ на двt части: одну 8w, направленную вдоль 
по оси w, и другую w.8Е-КЪ нeii перпендикуллрную; точно также 
д11w представитсл двуъш соотвtтствующими слаrающиJ11и: дw II w.дЕ, 

такъ что 

д'w = O(t) + (1) • бЕ , д"w = дw + (1) . а .. , 
Д'w2= 0w2+ w2 • oz.2, Д"(u2= дw2+ W2. дЕ2. 

Направленiл ow и дw, совпадал съ оеью, будутъ очевидно 
другъ съ другомъ; слtдовательно: 

tlw= ow + дw, 
rдt, на основанiи (328): 

" pd~ , qdm 1·dЭЛ 
GW = wHl I w~ + wн;' 

дw = _ [рЛ + q!J- + rv] ~!- . 
Н1 Н2 . Нз w 

(342) 

совпадать 

(342)' 

(343) 
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Направленiн-же w.8E и w.дЕ, лежа въ плоскости, перпенци1уJ1Нрной 
къ оси w, будутъ дtлать между собою нtкоторый уrолъ (сkдЕ), 
такъ что величина ихъ результирующей wdE опрецtлитсн пзъ ур. 

( wdE)2 = ( w6E)2 + ( wдЕ)2 
- 2 ( w6E)( {t}дЕ) cos ( оЕ,дЕ). (3Н) 

Проложенiн на оси коорцинатъ величинъ 8w, w.8~, дw, ю.дЕ обо
значимъ соотвtтственно слtдующимъ образомъ: 

для 8w t,p' ;, q' "1 о r, 

" ",, > WOE о р' 
",, о q, "'' о r, 

дw д'р' д' q' д'r' 
) wдё. д"р' д''q' д''r' 

такъ что 

ер= б'р + l 11p, oq = o'q + 8 11q, lr = 8'r + 811r, 

др= д'р + д''р, дq = д'q-+- д''q, дr = д 1r + д 11 r, 

а также, сообразно съ (323): 

d'p= б 1р + д'р' 
а1 'р = о''р + а 1 1р , 

кромt того очевидно: 

d, _Р" 
р --- -OW 

(J) ' 

dl q = ~1 q + ijl q 1 

d"q = ,"q + д"q , 

"• q ' oq=-ow, 
(J) 

ti1 r = 01 r + д 1 r ' 

d11r = o"r + д"r; 

д1р = р дw , д'q = _(J_ д{t} , д'r = .!_ дw . 
(J) (J) w 

(345) 

(346) 

(ЗИ) 

(348) 

Искомын величины w.8E и (u.дЕ опредt.1нтен изъ урр. (342 ), на оено

ванiи (339), (340) и (341), слtдующпмъ образомъ: 

( w8 .. ) 2 = д 1w2 
- 8w2 

d2 2 ат2 d'Л 2 ( pcl'i! qd'lli rd'll \ 2 ( 3 49) =-=-+-+-·-1 --+--+--1 Н/ Н/ Н} \wH1 wH2 {t}Нз; ' 

(wдЕ)2 = д11w2 - дw2 

( л
2 !J-2 v2 

'\ rрл qu. rv\ 2 dt2 

= -2+-2+-2)dt
2-l· -+-· +-) -2 • 

Н1 Н2 Нз ,Н1 Н2 Нз w 

(3,50) 

Подставлял въ уравненiе (349) соотнtтственно, вмtсто d2, dЭЛ, d'Я, ве
личины d 12 ... d22 ... dз2 ИЗЪ (307), (310), (316), МЫ получимъ 

ныраженiн цлн частей w81E, w82E, w83E приращенiл wOE, зависнщихъ 
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отъ nриращенiй, д 1М, д 2М, д3М, момента :количества движенiл. Такимъ 
образомъ мы найдемъ: 

(351) 

Наконецъ, направлеаiл приращенiй woE и wдЕ, т. е. ихъ углы съ 

ОСЮПI КООрДИНаТЪ, 1\1Ы найде~IЪ, ВЫЧИСЛIIВЪ слаrающiл о"р . .. д1 'р . .. 
изъ урр. (346), на основанiи (339), (340) и (348). 3нал упомлну· 

тыл слаrающiл, ~1ы получаеl\IЪ длл :косинусовъ угловъ направленiй 

<иоz и wдz съ оснми :коор~инатJ, (".Оотвtтственно ве,11ичпны: 

о''р o''q о"1' а''р a11q а11 1· 
wo~ ' WOE ' woc: п wдс: ' wдс: ' wдё. ' (

354
). 

rдt w6'E и tuдE вычисллютсл пзъ (349) и (3;э0). 

Имtл всt вышеприведенныл соотношенiл между приращенiлми 

:количества движенiл и скорости вращенiн, мы можемъ рtшить во

просъ о томъ, :какiл должны быть приложены къ твердому тtлу сп

лы, чтобы произвести тt или друriл, заранtе предписанныл, нзмtне

нiл скорости вращенiл. Разберемъ наиболtе простыл пзъ предполо

женiй относительно этих ъ пзмtненiй. 

1) Уrловал скорость и направленiе оси вращенiн должны оста

ватьел неизмtнными. Tor~a очевидно, dp = clq = rl1· = О, и, на осно

ванiи (319): 

d2== лdt, d'm= [J.dt, d~t= vclt, (355) 

или по (297): 

L=A, ]Jf = fJ.' N=v; (356) 

Т. е. 111оментъ приложенныхъ силъ долженъ быть равенъ и паралле-

ленъ 1\IОменту центрострем1tтельныхъ силъ, пли другими словаl\Ш, прп

ложенныл силы должны уравновtшивать центро6'1,жныл силы. Вели

чина М приложеннаrо I\IOI\Ieнтa будетъ очевидно, на основанiи (293): 

М =f! = Mw. sln (M,w), (357) 
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И,IШ, ПО (228): 

М = 2Т. tang(:М,w). (357)' 

Если т·tло вращается равном·врно о код о неподвижноit оси, то М пред

(jтавJшетъ мом:ентъ, обусловливаемый сопротивленiемъ этоit оси. Рав

ный и противоположный eDIY 111оментъ будетъ ·пР.инадлежать силамъ 

ца_вленiл вращающаrосн тtла на ось. Есди sin (M,w) = О, т. е. если 

.~сь враще1йн совпадаетъ еъ одною изъ rлавныхъ осей инерцiи, то 

очевидно и М = О. 
2) Должна оставатьсн неизмtнною только величина yrлoвoii ско

рости. Тогда очевидно, d'p = d'q = d1
1· = О, и, на основанiи (347) 

и (348): 
lw + дw = dw = О, ( 358) 

откуда, на основанiи (328 ), видимъ, что только одно уравненiе опре
дtлнетъ три искомын величины, L, Jtl, N, вслtдствiе чего направле

нiе результирующаrо момента М приложенныхъ r,илъ можетъ быть 

выбрано произвольно. Выбпран это направленiе параллельно момент~· 

кол1иества движенiн М (т. е. заставлял дМ совпадать съ д1М), и 

обозначал величину такого вюмента силъ черезъ М1 , будемъ имtть 

по (307), rдt clM = М1 . dt, 11 по (328): 

М - ( рл + Я~ + !'!... \ l\'l . · (359) 
i - \Н1 Н2 Нз/ w2 

Выбирал М параллельно О. (т. е. параллельно Л2М) и обоз.начал его 
величину че11езъ М2 , получаемъ, какъ прежде, изъ (328) и (310): 

(359)' 

Наконецъ, выбирал М параллельно д3М, получаемъ изъ (316) и (328): 

( lp + mq + пr_) Мз = ( лр + tJ-q + !_r_) . (359)'' 
\Н1 • Н2 Нз, \Н1 Н2 Нз 

3) Должно ос.таватьсл неиз111tннымъ только одно направленiе 

-оси вращенiл. Тогда d'p=d"q=d"r=O, и, на оспованiи (335), 
{319) и (328): 

d''p = L-л -[p(L- л) + q(M-[J.) + r(N ~v)]p =О, 
dt Н1 wH1 wH2 ' wH3 ы 

j!,"q=M-(J..:.......[p(L-л)+q(M-fJ.)+ r(N~v)]'l=o, (3ВО) 
dt Н2 wH1 wH2 wНз w 

!}"r = N-v __ [p(L- Л)+q(M-tJ-)+ r(N-v)]!_=o, 
dt Нз . wH1 wH2 wH3 w 
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откуда видимъ, что 

L-л рН1 2 11f-1.J._qH2 _im (ЗВi) 
N - v = rH

3 
- 9l' N - v - rH

3 
- 9l ' 

т. е., что резулътирующiй моментъ сплъ (L- л, М- !-'-, N - v), 
составленный изъ искомаго иомента ( L, 111, N) и момента цевтро

б'l,жныхъ силъ (-Л,-(-L,-v), долженъ быть параллеленъ моменту 

количества движенiн (2, ЭЛ, 9l ), а по вею1чинt можетъ быть произво

денъ. На:~ывал эту ве.п1•шну черезъ Q, т. е. полагал 

Q2 = (L-- л)2 + (llf- 1.J-)2 + (N -:11) 2
, 

Бозводл зат'вмъ урр. (361) въ квадратъ и ск.1адывал, подучаемъ: 

Q2 - ( N - v )2 _ }12 - 912 

(N- v)2 -9?2~ 

вслtдствiе чего зак.~1ючаемъ, что 

(362) 

т. е. искомый моментъ ( L, 1.1-I, .N) слагаетсл изъ двухъ: мо~rента цен

троетремительныхъ силъ, и нtкотораrо момента, произво.11:ьноit величи

ны, но паралледьнаrо моъrенту М. Если твердое тtло вращаетсн съ пе

рем:tнною угловою сцоростiю около неподвижной оси, то л, !-'-, " бу
дутъ очевидно сдаrающими момента силъ сопротивленiл, оказываема

rо осью вращающемусл тtлу. 

4) Угловая скорость не должна из:мtнлть своей величины срав

нительно С'Ь ДВШКеНiемъ ПО ИНерцiи; Т. е. ДОЛЖНЫ быть б'р=о'q=о' 1·= 0, 
или, по (348), 8w = О. Слtдоnатедьно, сдагающiл L, 1.1-.f, N иско:маго 

момента си.п М опред'tдлтсл, на основанiи (329), однимъ уравне

нiемъ: 

pL ...L q1.vI + rN _ О 
Н1 i Н2 Нз -- . (263)-

Если напраменiе М выберемъ паралле.пно М, то обозначал вели

чину искомаго момента,- направленнаrо такимъ образоъ1ъ, черезъ М1 • 

получи:мъ: М1 = О. Если будемъ искать 110:ментъ, параллельный д2 М, 
то его величина М2 оплть опредtлитсл по (333) равною нулю, ес.ш 
только всt моменты инерцiи не равны ъ1ежду собою, или ее.ли ось 

Бращенiл не совпадаетъ съ одною изъ осей инерцiн, когда ~ м:о

жетъ быть произвольноit величины. Наконецъ, на основанiи (334), 
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nолучи:мъ также, что М3 = О, если только 
lp mq nr - + - + -- не равно нулю, 
Н1 Н2 Нз 

ибо въ nослtдне:мъ случаt М3 :можетъ быть произвольной величины. 

, 5) Не должио измtнятьсн направленiе оси вращенiя сравни

''тельно съ движенiемъ по инерцiи. Въ та~;омъ случаt очевидно, 
д11J = o''q = 811r = О. На основанiи (346), (348) и (339), получаемъ: 

о''р _ .!:._ _( pL + qM-+ r N )Е __ 0 l - ' и т. д., dt - Н1 ,wH1 wH2 wH3 ttJ 
(364) 

откуда также, какъ изъ (360), получаемъ: 

2 ЭЯ l)l 
L=Qм, М=Qм, N=Qм; (365) 

т. е. искомый моментъ можетъ быть произвольной величины Q, но 
направленъ всегда параллельно :М. 

-------

§ 50. Движенiе несвободнаго твердаrо тtла. 

Общiн уравненiн движенiя несвободнаrо твердаrо тtла, т. е. 

завиtи:мости ускоренНi различныхъ его точекъ отъ приложенныхъ 

силъ, получаютея, на основанiи принципа д'Аламбера (§ 30), 11зъ урав
ненiй равновtсiн несвободнаrо твердаrо тtла ( § 42 ), въ которыхъ 

приложенныл силы до.11жны быть :замtнены потерлнными силами. 

При этомъ величины л 1 , л2 • • • будутъ, также какъ и въ сдучаt 

равновtсiл, представллтr, сплы сопротивленiя, съ которыми механиз

мы, оrраничивающiе свободу тtда, д·tttствуютъ на это послtднее. 

Упомлнутын сопротиnленiл, завися въ каждый_ моментъ дnиженiл отъ 

величины потерлнныхъ силъ, будутъ измt!lлться во время дnиженiл 

съ 1ш1tненiемъ скоростей точе1,ъ тtла. Изсл·tдованiе свойстnъ об

Щйхъ у11аtпенiй движенiя несвободнаrо тnердаrо тt.1а nыходитъ изъ 

rраяицъ nастоящаrо изложенiн, nслtдствiе сложности математиче

екаrо анаJ1иза. Поэтому МЬI ограничимся излtдованiемъ простtйшаrо 

с.пучая дви~еlliя тверцаrо тtла около неподвижной оси. 

Вращенiе твердаrо тtла около неподвижной оси принадлежитъ 

очевидно К'Ь числу обращаемых ъ движенiй (§ 32), при которыхъ 
прир-ащенiе кинетической энер1·iи измtряетъ работу, произведенную 
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приложенным11 силаю1. Если мы обозначииъ черезъ w угловую ско

рость тtла около его неподвижной оси, черезъ 1·-разстолнiе какой 

либо его точки, съ массою т, отъ оси, черезъ t'-ел скоростьi то 

юшетическал энерriл Т этого твердаго тtла въ данный иоментъ вре

мени выразптсл очевидно, :ка къ 

Т= 2 ~:mv2 = ! w 2~mr2 

2 2 ' 
(366) 

ОТКJ'да, называл че11езъ Н ~10111ентъ 1шерцiи тtла около оси вращенiл, 

получаемъ: 

T=;w2H. (367) 

Есди ддл какого нибудь первоначальнаrо 111омента времени 11ш 

обознач11мъ ведпчины кинетической энергiи и yrлoвo:ii скорости че

резъ Т0 п w0 , то пр11ращенi~ юшети•1еской энерriи, начинал отъ 

)'Помлнутаго начальнаrо вре111ени до разс111атривае111аrо выше, б}'детъ 

(368) 

и представитъ, на основанiн § 33, работу приложенныхъ сплъ въ те
ченiн соотвtтствующаrо про111ежутка времени. Если разсматриваемый 

промежутокъ времени будетъ безконечно малъ, то разности Т-Т0 и ~ 

w-w0 будутъ также безконечно малыми величинами, которыл :мы 

обозначимъ черезъ dT и dw. Въ таr.0111ъ случаt ур. (368) будетъ 
имtть болtе простой впдъ: 

dT= }н(w --i-- w0)dw =--= }н(2w + dw)dw 

или, такъ KaiiЪ r7w 2 въ свою очередь безконечно 111ало в-~:. еравне-
dw2 ~ 

нiн съ dw (пбо отношенiе dw- = dw оезконечно 11rало): 

clT=Hwdw _ (369) 

Приращенiе кинетической энергiи (368), или (369), можетъ быть 

об)'СJiовлено единственно тою слагающею частiю момента приложенныхъ 

еилъ, которал направлена по оси вращенiл, J1бо, на основанiи (103) 
(§ 42 ), отсутствiе этой слагающей представллетъ единственное условiе 

равновtсiл твердаго тtла около неподвижной оси. Если 111ы обозначимъ 

черезъ М величину момента приложенныхъ силъ, направленнаrо по 

оеи вращенiл, то wMclt будетъ, на основанiи (265), работа, со.ве\)· 
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шеннал упомлнутыми силами во времн dt, при безконечно иаломъ 

угловомъ перемtщенiи wdt; такъ 1шкъ эта работа съ другой стороны 
измtрлетсл соотвtтствуюпщмъ 11риращенiемъ кинетической энергiи, 

то по (369): 

wMdt=Hwdw, (370) 
ИJlИ 

Mdt=Hdw. (370)' 

Суммируа элементарныл работы по всt~1ъ безконечно малымъ эле

ментамъ времени, составллющи~~ъ данный конечный промежутокъ вре

мени, длл начала и конца котораго величины }Тловоii скорости ерь 

w 0 и w, мы получаемъ: 

'f.wMdt = H'f.wdw , (371) 
или 

'f.Mdt = H'f.dw , (371)' 

и разыскпвал r}·ммы, 1шкъ въ § 3, нахо;щмъ: 

'f.wMdt = % Н ( ш2 
- wt/) , (372) 

'f.Mdt = Н ( w -000 J. (372)' 

Если величина :момента М во все времл движенiл остаетсл неизмtн

ною, то сумма лtвой •racri1 ур. (372)', беретсн непосредственно, и 

мы получаемъ: 

Mt=H(w-w0), 

, Mt 
w=woт Н ' 

(373) 

rдt времл t считаетсл отъ того ~10~1ента, Rогда w = w 0 • Такое рав

номtрное приращенiе угловой скорости имtетъ напримtръ 111tсто, 

когда приложенныл силы не изм't~лютъ ни своей величины, ни на

правленiл относительно тtла, какъ-бы слtдл за вращающимсл тtломъ 

и въ пространствt направлллсь послtдовательно различнымъ образомъ. 

Изъ сдучаевъ из111tнлющейсл величины момента М мы разбере111ъ 

тотъ, когда вза1ншо параллмьныл внtшнiн силы, будучи приложены 

во времл движенiн тtла къ однtмъ и тtмъ-же его точкамъ, сохра

нлютъ свою величину и направленiе въ пространствt, и измtнлютъ 

слtдовательно это направленiе по отношенiю къ двпжуще~1усл тtлу. 
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Въ такомъ едучаt еъ бо.11ьшею легкостiю :можно вычисJшть ддл каж

дой силы с,умму .11tвой част11 ур. (372). т. ff. работу; ибо длл силы, 

приложенной къ одной и той-же точкt и сохранлющей свою величину 

и направленiе во времл движенiл Rтой: послtдней, работа, совершен

нал между дву~IЛ положенiлми движущейел точки, не зависитъ отъ 

формы пройденнаго пут11 (§ 35 ). 

Нtкоторыл изъ подоженiй твердаго тtла воБругъ неподвижной 

ос.и· будут'I,, при дtiiетвiи вышеописанныхъ сидъ, по.11оженiлми рав
новtсiл; именно-тt два положенiл, при ,юторыхъ неизмtнное на

правленiе придоженныхъ сидъ будетъ параллельно ш1оскости, прохо

длщей черезъ ось вращенiл и центръ пара.11.11е.1ьныхъ сидъ; при одномъ 

изъ упомлнутыхъ положенiй напраБ.1Iенiе равнОJ(tйствуюшей будетъ 

идти отъ центра параддельныхъ сш.1ъ къ осн, что будетъ соотвtтство

вать неустойчивому равновtсiю; при друго!1ъ по.1оженiи папраменiе 

равнодtйствующей будетъ отъ центра въ противоподожпую сторону 

относитеды10 оси, что обус,ловитъ устойливое равнов·J;сiе. Ес,ш с,иды 

будутъ паралде.11,ны оси, то при вслко!1ъ положенi11 т·I;да вокругъ 

оси оно будетъ въ равновtсiи. При вращенiи т·t.Ja будетъ отлична 

отъ нулл работа тtхъ соотвtтствующпхъ частей приложенныхъ сидъ, 

которыл направлены перпендику.ллрно къ оси. Выберемъ два поло

женiл т·tла, при иоторыхъ ш,оскость, проходнщал черезъ ось и точку 

приложенiл равнодtйствующей, образуетъ съ плоскостiю устойчиваго 

равновtсiл соотвtтственно углы 1i0 11 сх, 11 вычислимъ работу прило
женныхъ силъ )1ежду этими положенiлми, иш-1 равную ей работу равно-

,( дt-iiствующей. Пусть ш1оскость рисунка (рис. 80) 
,~, будетъ перпендикулярна къ оси, сл·tдъ которой 

/ '.ж1 а.о\ ""' f). ОС ~ . / / i \ пусть оудетъ въ v, пусть оудетъ слъдъ 

,/. /,. i. \ \ ;;:'::::'~.:;:·::::;:· ::;:;;:.:::~,~ :~.~:-: 
с г----с'---1 F-ве.шчина части равнодtйетвующей, перпен-

' c'.:---iD 't ! с дикудлрной къ оси и направленной всАгда пара.1-
1•У } 

F, лельно ОС. Опускал изъ С" 11 С' перпенд1шу ллры 

Рис. 80. на ОС, легко видtть, что работа силы F, при 

перемtщенiи центра силъ 11зъ С" въ С', будетъ F. BD, 11.ш 

F. BD = F ( OD - ОВ) = Fт ( cos 1i - cos ~о) , (37 4) 

гдt r есть разстолнiе центра силъ отъ ос.и. Такъ какъ выраженiе 
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(374) опредtллетъ' лtвую часть ур. (372), то мы будемъ имtть: 

2 2 2Fr( . 
w - W 0 = Н cos ct - cos !J.0 ) , (375) 

откуда видимъ прежде всего, что если первоначальнал скорос.ть w=O, 
то cos !J. > cos о:0 и 1J.0 > а; т. е. 1tло будетъ двигатьсл къ положенiю 

)'СТ{)йчиваго равновtсiл, В'Ь которомъ прiобрtтетъ наибольшую угло

вую скорость 

2Л· 
Н (1 - cos !I.0 ) ; (376) 

затtмъ )Тловал скорость будетъ уменьшатьсл до нулл, при отклоне

нiи на уголъ а=1%0 въ другую сторону отъ ОС, откуда тtло повер
нетсл назадъ, и т. д. Такимъ образомъ, движенiе будетъ состоять въ 

колебанiи ~коло положенiл устоitчиваго равновtсiл, nричемъ величина 

угла колебанiл-у гл овал а м n лит уд а-будетъ равна 2а0 • Опредt

лить зависимость скорости отъ време11и съ помощiю простtйшихъ 

фующiй мы можемъ только въ томъ случаt, когда отклоненiе тtла 

отъ nоложенiя равновtсiл очень мало, т. е. когда вслкiй изъ угловъ 

а настолько малъ, что мы можемъ принять разность между а и sin а 
исчезающею въ сравненiи съ обtими упомян)'тыми величинами, т. е. 

по.пЬжить: 

Тогда знал, что 

sin ос= :х 

sin2 ~ 
2 

1- cos 1J. 

2 

и что слtдовательно по (377): 

ос 2 

cosa= 1- - . 
2' 

11ы nолуч1вt'Ь изъ (37 5 ), полагал w = О: 
Fr 

w2= H(r.1..02_,:x2). 

Наибольшая скорость, при 1J. = О, будетъ 

(377) 

(378) 

(379) 

(380) 
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На нtвоторой прююй отложимъ длину АВ = 2ci0 , и на АВ, какъ на 
дiаметрt, построимъ окружноеть (рис. 81 ). Представимъ ceO'l, нtкоторую 

л о с в ь 

Рис. 81. 

ставитсл въ видt: 

точку, движущуюсл по окружности рав

номtрно, со скоростiю w 1• Тогда ско

рость v проложенiл этой точки на дiа
метръ, будучи равна проложепiю ско

рости w1 на тотъ-же дiаметръ, пред-

v = w1 cos EDA = w1 sin? 1 (381) 

rдt r.p есть уголъ между радiусо}1ъ круга,. проведенньа,ъ къ движу

щейсл точкt, и дiа}tетромъ АВ. Но 

(382) 

rд·t ci = ОС. Такимъ образомъ, получимъ изъ (381 ): 

(383) 

. Сравнивал ::JTO послtднее выраженiе съ (379), видимъ, что про

ложенiе точки Е, находлсь на разстолнiи ci отъ центра О, имtетъ 

скорость, величина которой равна величинt угловой скорости раз

сматриваемаго выше тtла, при его от'клоненiи на уrолъ ос отъ по

ложенiл устойчиваго раnновtсiл. Слtдовате.п,но, если мы наiiдемъ 

зависимость отъ вре}tени угла r.p ( рис. 81 ), то наitдемъ искомую зависи
мость отъ вре11ени угловой скорости w, ибо, по численноit вел1J11инt, 

w = v. Но замtчал, 11то дуга ВЕ, проходимал точкою равномtрно во 

времл t, равна w1t, и припоминал nе.тшчину ct0 радiуса этой дуги, 

мы находимъ: 

(384) 

nсл·tдствiе чего 

(385) 

откуда видимъ, что скорость •1ерезъ опредtленные про!1ежутки вре

мени будетъ принимать прежнiл свои ве.11ич11ны. Д·tiiствптельно, по 

истеченiи н·tкотораго промежутка времени ,, посл·t времени t, вели-
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чина сRорости будетъ очевидно: 

и w' сдtлаетсл равною w, ес.11и 

(1)1 (t + • } (1)1 + 21t ' 
'Хо !Хо 

откуда -: = 2~ 'Хо = 2т. .. f FH . 
W1 V r 

(386) 

Промежутокъ времени ,, по истеченiи Roтoparo уr.1овал скорость 
ко.11еблющаrосл око.10 оси тt.ла принимаетъ свою прежнюю велнчину 

и прежнiй знаRъ, называетсл временем ъ полн а r о к о JI е ба н i л. 
Очевидно, что въ теченi11 этого времени т·t.110, исхода изъ какого-либо 

своего положенiл воRрутъ оси колебапiл, поворачиваетсл въ ту и другую 

сторону всего на уго.11ъ равный nвойной уr.ловой а~шлитудt. Вспомо

rателъыый уголъ ер (381), который носитъ названiе фазы Rолебанiл, 
измъняетсл при этомъ на 21t. :Кромt того черезъ промежутоRъ времени. 
't б . 
2 вслкал скорость даннаго ко.11е ашл приметъ тоже свою прежнюю 

, величину, но будетъ противоположна первона•шльной по знаRу. Этотъ 
промежутоRъ времени называется в реме нем ъ пр о ст а r о R о л е
б ан i л. Очевидно, что во времл простаrо колебанiл фаза измtнлетсл 

на·полуоRружность, т. е. 1t, а уrолъ <~-н:а угловую амплитуду, каRъ это 

легко щщt.ть изъ рисунка (81 ). Выраженiе (386) поRазываетъ, что 
время Rолебанiл не зависитъ въ данномъ с.ччаt отъ величины раз· 

:маха, если то.11ько эта послtднлн настольRо мала, что синусъ ампли · 
туды весьма мало разнится отъ угла аъш.штуды. Вводл величину 't 

въ уравненiе (385 ), мы получимъ, на основанiи (386): 

21toc0 • 21t 
W = -- SШ - t . 

'! "= 
(387) 

Если параллельныя силы приложены къ каждой изъ матерiаль

ныхъ точекъ, составляющихъ данное тtло, и если ускоренiя этихъ 

силъ одинаковы, RaRъ въ с.11учаt дtiiствiя тлжести, то по § 42 (23)' 
введенныл выше ве.11ичины F и r будутъ: 

F=g"i.m, 
- ~тр 

·1·-r---- - :Ет, 
(388) 

rд·в // есть ускоренiе, У-разстолнiе центра тяжее,ти тtла отъ оси 

и р-разстолнiе матерiальной точRи т отъ тоii-же оси. Для тaRoro 
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случал. павн. (386) обращаетсл въ 

.. {-----И- .. { l:m~2 
'= 27t v gr'f.m = 27t v g'f.1~p. (389) 

Твердое тtло, колеблющеесл подъ дtйствiемъ тлжест11 около непо

движной оси, носитъ названiе сложна r о мал т ни к а. Если мы пред
ставимъ себt малтникъ въ видt одной матерiальноit точки т, нахо

длщейсл на не11зм·tнно111ъ разстолнiи l отъ неподвижной оси, то длл 

такого елучал 

H=mP, 1·=l, F=mg, 
и (390) 

-=2п{f. 
Такого рода малтникъ называетсл п р о с ты 11 ъ или мате :мат и ч е

е, к им ъ. Сравнивал (390) и (389 ), мы видимъ, что времл колебан.iл 

сложнаго малтника тоже самое, что нtкотораго простаrо, длина котораrо 

l- ~тр2 - Н (391) 
-- 'f.rщ, - r'f.m . 

Rонецъ линiи длины l (391 ), проходящей черезъ центръ инерцiи 
сложнаrо малтюша перпендикуллрио къ оси, опред'hJiяетъ ,.-о,иу, на; 

зываемую центром ъ к а чаи i л, ECJiи неподвижную ось nеревеммъ 

параллельно cal\loй себt въ центръ качанiл малтника, то времн его 

колебанiл будетъ: 

(392) 

гдt Н1 есть моментъ nнерцiи относительно новой оси, а 1\-раз

столнiе отъ пел центра тлжести. Но очевидно, ~ = l - r, и, на оr.но
ванiи (211): 

Н1 = (l-r) 2'f.m+ Н0 , H=r2 'f.m + Н0 , 

rдt Н0 есть моментъ инерцiи около оси, проходнщей параллельно 

данной черезъ центръ тлжести. Слtдовательно: 

Н1 = [(l - r) 2 - r 2] l:m + Н = l ( l - 2r) 'f.m + Н, 
и по (391): 

= l ( l - 2r) ~т - lr'f.m = l ( l - r) 'f.m, 
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В{jЛtдствiе чего )'Р. (392) даетъ: 

-{ltl-r)~m {!__- . 't1 - = -'t' 
g(l-r)~m g 

(393) 

т. е. время колебанiл отъ упомлнутаго перем,tщенiл оси не измt

щ1тсл, и новый центръ колебанiл будетъ лежать на старой оси. 

Вращенiе твердаго тtла съ )Тловою скоростiю w около оси, 

находлщеfi{jл въ разстолнiи r отъ центра 1шерцiп, можно представить 
себt, какъ вращенiе со екоростiю w около параллельноii оси, проходя

щей черезъ центръ 1ше1щiи, 11 вмtстt-какъ поступательное движенiе 
по кругу радiуса r, со своростiю rw (§ 13, (65 )). Если-бы твердое 
тtло было {jВОбодно, то упоnшнутое поступательное круговое движе

иiе было-бы обусловлено си.11ою, приложенною къ центр)· инерцiи, 

направленною къ центру круга II равною (r~ )
2 

~т 11.1111 rw2 ~m. Со-
1· 

храненiе-же направленiл осп вращенiл было-бы въ тако~~ъ случа1, 

обусловлено парою, ~1О)1ентъ которой былъ-бы перпендикуллренъ къ 

оси II равенъ (§ 49 (357)) :Мw sin (lVI,w). Въ елучаt существованiя 
неподвижной оси тtже самыя еила и пара опред·tляютъ еопротивле

нiе оси вращающемуся тtлу. Если ось параллельна одной пзъ rлав

ныхъ осей инерцiи, то sin (l\f ,w) = О, п сопротивленiе выражается 

одною центроетрыштельною силою, прпложенною къ центру инерцiи; 

если кро!1t того r = О, т. е. ось проходптъ черезъ центръ инерцiи, 

то сопротивленiе равно нулю. 

Плоскость упоDшнутоfi выше пары совnадаетъ, на основанiи (292), 
съ плоскостiю, проходящею черезъ прямую, проведенную параллельно 

оси черезъ центръ инерцiи тtла, 11 черезъ прнмую, проведенную че

резъ центръ инерцi11 параллельно ~10~1енч Rол11чества двпженiл :М. 

Центростремптельнал еила прп этО)IЪ вообще не совпадаетъ съ п.~ос

костiю пары, образ ул съ нею Н't1юторыii уrолъ 'f, пли съ ен мо~1ен-

томъ-уголъ 9 = ;- ф. Уг.1ы 9 шш 'f ле1'ко опредtллтся по даю1ю1ъ 
неизмtннымъ положенiнмъ неподвижной оси и линiи r относительно глав
ныхъ осей 11нерцi11. Дtiiс.твптельно, знал углы ix, ~' у оси враще

нiя съ ос.нм11 1шерцiп и величину rлавныхъ моD1ентовъ инерцiи, мы 

опрrд·tл1п1ъ изъ (291) ил11 (291)' углы момента Q съ эт1нш ос,ями, 

т. е. )ТЛЫ момента нашеlt пары; а знт't~1ъ, знал эти )'ГЛЫ и )TJIЫ 

22 
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линiи r съ т·вмп-же ослми, легко вычислимъ косинусъ угла 9. Найди 
уголъ q-,, мы раз.11ожю,1ъ пару Q = Mw sin (.М,w) на двt: одну, рав

ную Q sin tp, въ плоскости линiи r и оси, и другую, Q cos tp - въ 

плоскости nерnендикуллрной къ r. Первал пара, вмtстt съ силою 

rw2:Eni даетъ силу, равную и пара.11лельную только-что упомлнутой, 
Q sin tp 

и приложенную на разстолнi11 ==-;~ отъ центра инерцiи. }lы ocтa-
rw ... т 

новимсл на случаt, когда .пшiл r лежитъ въ п.11оекостп пары, т. е. 

когда sin q-, = 1. Въ такомъ случа'I, сопротивленiе оr,и выразитсл, 

если тt.110 колеблется подъ дtйствiемъ тлжести, силою 

rw21:m и.ш по (379) : Fr;m ( а/ -- Cl2 ), (394) 

приложенною, какъ вообще во вслкомъ сдучаt, на разстолнiи 

отъ центра инерцiл. Но, на основанiп (291): 

0= w2 U, 

rдt 

U2 = cos2 ~cos2
1 ( Н2 - Н3)2 + cos2

1 cos" а ( Н3 - Н1)2 

+ cos2 et cos2 ~ ( Н1 - Н2)2, 

(395) 

(396) 

(397) 

и при неизмtнномъ положенiи оеи отноеите.1ьно oeeii инерцiи не 

измtнлетсл. С.11tдовательно: 

и 
д==:-

rl:m 

и не из11tнлетсл во времл движенiл. 

(Щ)8) 

Разсмотримъ еще, въ видt прим·вра, условiл равнов·всiл, равно

мtрно вращающагосл малтнпка. Представимъ себt тлже.11ое твердое 

т·вло, подвижное около горизонтальной оси, и вращающеесл равно

М'врно около нtкоторой вертикальной оси, не совпадающей съ его 

центромь тлжест11. Наi!де}rъ соотношенiе }rежду уг.11овою скоростiю 

и угломъ Z, на который .1инiл, представллющал растолнiе r центра 

тлжести отъ горизонта.нной оси н прп отсутствiи вращенiл совпа

дающая съ вертикадьною осью, отк.1он11тсл отъ этой посл'!,дней при 
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вращенiи. Примемъ для простоты вычисленiя, что горизонтальная 

оr.ь параллельна оси инерцiи Н3 , что ось инерцiи Н2 совпадаетъ 

съ линiею r, а ось инерцiи Н1 ей перпендикулярна. Тогда, обозна

чал черезъ ct, ~, у углы главныхъ осей инерцiи r,ъ вертикальною осью 
вращенiя, :мы буде!IЪ имtть, считан направленiе оси вращенiя по 
Н1!Правленiю тяжести: 

сов а = вin Х. , сов ~ = сов Х , сов 1 = О , 
вслtдствiе чего и на основанiи (291) заклю•~ае~1ъ, что направленiе 

~омента Q будетъ параллельно горизонтальной оси и равно 

( Н1 - Н2) w2 вin Х сов Z . ( 399) 

Мо:ментъ центростремительной силы центра инерцiи около той-же го

ризонтальной оси, явлнющifiсн отъ вращенiн около вертикальной оси, 

бпетъ очевидно 

w2r2 вin Z сов z:r.rn . (400) 

Навонецъ, моментъ силы тяжести около горизонтальной оси будетъ 

gr вin "J.r.m , ( 401) 

гдt g есть ускоренiе тяжести. Jlerкo видtть, что уголъ Х. будетъ 

сохранять постоянную величину при постоянной угловой скорости w, 
когда моментъ ( 401) будетъ равенъ суммt моментовъ ( 400) и (399), 
т- е. когда 

(Н1 - Н2 + r2
) <u 2 сов Х. = grY:.rn, 

что и представлнетъ искомое условiе. 

(402) 

EcJiи въ началt вращенiя линiя r совпадаетъ съ осью враще

нiя, то всt три момента, ~99), (400), (401), суть нули, и при даль
нtйшемъ вращенiи линiя r остается неотклоненною. Но этого оче

видно не будетъ въ общемъ случаt, когда ни одна иsъ главныхъ 

осей инерцiи не совпадаетъ съ линiею r. 

§ 51. Ударъ свободныхъ абсолютно твердыхъ тtлъ. 

Измtненiе движенiя тtлъ послt ихъ удара другъ о друга долж

но очевидно обусловливаться только ихъ взаимною встрtчею, не за

вися отъ дtйствiя какой-либо посторонней силы. Поэтому, разсма

тривая два или нtсколько соударяющихся свободныхъ тtлъ, какъ 
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одН)' систему движущихсл мате1)iальныхъ массъ, мы должны прила

гать къ этив,ъ тtламъ всt тt заключенiл. которыл были выведены 

въ § 21-§ 24, § 31, § 35 относительно общпхъ свойивъ движе

нiн свободной конс.ерват1шной сииев1ы. Други:м11 r.ловами, мы должны 

прiйти къ заключенiю, что канъ во вреl\IЛ )'дара, такъ до и послt 

него, оетанутел неиз1!1tннюш слtдующiл велпчины: 1) rеометриче
скал сумма количествъ движенiй всtхъ матерiальныхъ точекъ епсте

мы, или, что все равно, не из~1tнитсн двнженiе ел центра инерцiи, 

2) моl\1ентъ количества движенШ, 11 3) энepriJi спстемы. Эта неиз

м·.tнность будетъ вообще ш1·tть мtсто независюю отъ того, проиехо

д11тъ-ли етолкновепiе абеолютно тnердыхъ тtлъ, млгrшхъ, упругихъ, 

или наконецъ жпдкихъ 11 газообразныхъ. Разница будетъ только со

столть въ споеобахъ вычпеленiн тtхъ количествъ, которыл должны 

оставатьсл неиз:м·tннымrr: такъ, въ rлгiat абео.'l!отно твердыхъ тtлъ, 

:r.1ы должны принимать во внив~анiе толыiо екоростн поетупательныхъ 

и вращательныхъ дnпженiй, npo~,t 1юторыхъ др)тихъ ц бып не мо

жетъ, по само11у нашему опредtленiю таковыхъ тtлъ; въ др)тихъ 

тtлахъ, кромt уповшнутыхъ екороетеii, должны быть принлты в·ь 

l)азечетъ сиороетп разлпчныхъ частеii одного и того-же тtла отно

сительно другъ друга. Въ дtйствительности конечно мы не имt.емъ 

дtла съ абеолютно твердыъ1и тtлами, когда наблюдаемъ столиновенiе 

т·tлъ, отличаев1ыхъ названiемъ твердыхъ; но т·tмъ не ~,енtе изслt

дованiе идеальнаго случал абеолютной твердости им·tетъ физическое 

значенiе, какъ извtстное приближенiе къ дtiiствитедьности, 11ли какъ 

разборъ сущеетnенныхъ чертъ лnленiл, прп чев,ъ второстепенныл ка

чества предподагаютсл какъ-бы несущеивующими. Подобное сообра

женiе мы должны ш1tть въ виду пр11 выводахъ всtхъ нашихъ заклю

ченiй объ лвленiлхъ природы, ибо вообще всt устанавливаев1ь~е нами 

з а к о н ы природы еуть наш11 пдеа.11.ьныл представленiл, отноенщiлся 

не ко всей соnокупноет11 наблюденiii 11 впечатл·tнiй, а только къ нt

воторому идеальному пхъ распредtденiю. 

Не11з111·.tнность трехъ упо!шнутыхъ величинъ, характерпзул вообще 

nелкое дtйствiе вза~пшыхъ еидъ !Iежду ~,ассами системы, не относ11тел 

слtдовательно тольно 11сключ11тельно .къ случаю ударовъ. Поэтому мы 

долашы разыскать еще спецiа.11ьныл условiл, 1>оторыл отл11ч11ли-бы сд~чай 

удаl)Оnъ отъ общаго случал дtйствiл 1шкихъ-1шбо взаимныхъ еилъ. 

Во п е р n ы х ъ 11зъ caвiaro опредtленiл удара слtдуетъ, что пзм·tненiе 

двпженiл, обусловл11вае~1ое ю1ъ въ 1:аждо}1ъ изъ соуг~:арлющпхсл тtлъ, 
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Iiроисходитъ 11гновенно въ :моментъ соприкосновенiл. Слtдовательно 

дtйствiе удара на каждое т·tло эквивалентно дtйствiю нtкотораго 

, импульса; величина и мо!1ентъ этого пос.11tднлго опредtлятся оче

видно приращенiя:ми ве.11ичины и момента ко.lичествъ движенiя соот

вtтствующаго тtла. Во вт о'р ы х ъ, такъ какъ упомянутые иъшуль

сы должны обладать свойства!ш взаимныхъ силъ, то каждому им

пульсу (или вообще каждой его части), пр11ложенному къ одной точ

кt, долженъ соотв·tтствовать равный и противоположныii, приложен

ный къ другой точкt. Въ т р е т ь их ъ, за точки приложенiя 11:м

пульсовъ мы должны очевидно принять точки сопр11косновенiя тtлъ 

при ударt. Подъ соприкосновенiемъ тt.11ъ въ данной точк·t, т. е. подъ со

прикосновенiемъ поверхностей ихъ ограничивающихъ, ПОi\:разум·tвается 

с?впаденiе въ упомянутой точкt э.11ементовъ той и другой поверхности. 

У даръ обус.11овливается сопротивленiемъ элемента одной поверхности 

перемtщенiю элемента другой по нормали къ первому элементу, напра

вленной внутрь того тtла, къ границt котораго этотъ эдементъ прина

длежитъ. Поэтому, въ четвертых ъ, мы до.11жны предподожить, что 

ударные и~шульсы, проходя черезъ точ1ш соприкосновенiл соударя

ющихся тtлъ, напраш1ены по внутреннимъ норма.:~лмъ къ соотвtт

ствующи11ъ поверхностямъ въ точкахъ соприкосновенiл. 

Вышеприведенныл разе ужденiя придожпмъ къ случаю двухъ 

твердыхъ т·t.1ъ, (jоударлющихся въ одноti то•шt. Обозначпмъ черезъ 

М -масс,у перваго тtла, 

Н1 , Н2 , Н3 -ве,1ичины главныхъ центра.11ьныхъ }Iоментовъ инерцiи, 

u, u, ro, -слагающiн скорости центра тяжести по главнымъ цен

тра.'lьнымъ ослмъ инерцiи непосредственно до удара. 

р, q, r, -слагающiн угловын скорости по тtмъ-же ос,лмъ до удара. 

u1, u1 , tt\ -скорости центра тнжестн послt удара, 
р1 , q1, r 1 -уг.11овын скорости пос,1t удара, 

J -величину ударна го импульса, приложеннаго въ точкt 

соприкосновенiя и направленнаго по внутренной норма

ли къ поверхностr1 тtла, 

l, т, п косинусы угловъ упомлн}'ТОй нормали, а слtдовательно 
и импудьса, съ оснми координатъ, т. е. съ главными 

оснми инерцiи перваго т·tла, 
!: 
.. , 7j, с -координаты точки соударенiн относительно тtхъ-же осей. 
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3атtмъ помнл, что величины слагающихъ импульса по какимъ 

либо направленiлмъ измtрлютъ приращенiе слагающихъ по тtмъ-же 

направленiлмъ количества движенiл, и что моменты импульса соот

вtтственно измtрлютъ приращенiе моментовъ количествъ движенiл, 

мы будемъ имtть: 

Jl=M(U1-U), Jm=M(t\-U), Jn=M(ro1-ro), (403) 

J(m:-n1J) = Н1 (р1- р), 

J(n~- l:)=H2 (q 1 -q), (404) 

J(lТj -т~) = Нз (1·1 -1·). 

Соотвtтствующiл величины длл втораго тtла обозначимъ тtми-же 

буквами со значками наверху: Mi', 1I', р' 1 , р' 11 т. д., пр1r чемъ ослми 

координатъ будутъ главныл центральныл оси инерцiи втораго тtла; 

кромt того величина ударнаго и~шульса длл втораго т'l,ла будетъ таже 

J, что длл перваго, но направленнал въ противоположную сторону, 

т. е. по внутренной нopnraлn втораго тtда, 1,оторал очевидно будетъ про

долженiемъ норnrадн перваго тtла, п, по отношенiю къ этоnrу послtдне

му, будетъ внtшнею. Такимъ образомъ мы по.1уч11мъ длл втораго тtла: 

Jl'=M' tU/-U'), Jm'=M' (t\'-u'), Jn 1=1J:l' (ro/-ro'), ( 405) 

J ( m'c,-n,7J') = Н1 (Pi'- pr) , 

J( п'~' - l 1c') = н2 (qi' - q')' (406) 

J( l'Тj 1 -т'~') = Нз (1·/ - 1·'). 

Уравненiл ( 403 )-( 406 ), не опредtдлл еще вполнt движенiл послt 

удара, позволлютъ сдtлать нtсколI,RО общихъ выводовъ. Предста

вимъ себt нtкоторую прлмую, перпенд1шрлрную къ НО}Jмали (l, т, п); 
пуеть ),, [)-, v будутъ косинусы угловъ этой динiи съ главньнш осл

ми инерцiи перваго тtда, а ),1
, µ', v'-углы тоii-же лпнiи съ ослми 

инерцiи втораго тtда. Тогда по условiю: 

l'A+m[J-+nv=O, l 1Л 1 + т'u.' + п'v' = о. 
' . 

Умножал урр. (403) соотв'tтственно на л, !)-, v и складывал, а урр. 

( 405 )-на л1 , [J-1, v' и тоже складывал, мы получимъ, помнл выше

упомлнутыл усдовiл перпендику ллрности: 

,, cu1 - u) + !J-(U1 - uJ + v cro 1 - ro) =о, 

)/ (U/-U') + /J-'(u1
1
- tJ')+ v1 (ro/-ro') =о, 

(407) 

откуда видимъ, что проложенiе приращенiл скорости центровъ инер-
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цi11 соударяющихся тtлъ на линiю, перпендикулярную къ общей нор

мали: и стало-быть параллf.льную къ общей касательной плоскости, 

равно нулю; т. е. слагающiя поступательныхъ скоростей, параллель

ныя общей каеательноii плоскости, отъ удара не мtняются; слtдо

вательво, ударъ измtняетъ только скорости центровъ пнерцiи, пер

n.ендикулярныя къ упоъшнутой касатеJ1ъной плоскости. 

Если нормаль въ точкt касанiя проходитъ черезъ центръ инер

цiи ударяющагося тtла, положимъ перваго, то очевидно: 

~ 7j ' 1 =т.=п' 

вслtдствiе чего лtвыя части урр. ( 404) обращаются въ ну ли, и 

м:ы ииtемъ: 

т. е. въ такомъ случаt угловая скорость ударяющагося тtла не из

мtняется отъ удара. Тоже самое скажеъ1ъ и о второмъ тtлt. Въ 

однородном';. шарt веякая нормаль направлена къ центру инерцiи; 

слtдовательно, при ударt однородныхъ шаровъ др)'ГЪ о друга или о 

другiя тtла м·t.няютс11 только скорости ихъ центровъ, а вращенi11 

остаются неизмtнныъ1и. 

Умножа11 урр. (404) соотвtтственно на l, т, п и складыва11, а 

урр. (406)-на l', т', п', !tЫ nолучиъ1ъ: 

lH1 (1\ - р) + тН2 (q 1 - q) + nH3 (1·1 -1·) = О , 
(407)' 

l'Hi' (р/-р') +m'H/(q/-q') +п'Н3 1(r/-1·1 ) =О, 

откуда заключаеъ1ъ, что моменты количества движенi11, зависящiе отъ 

вращательнаго движенiл и nрибавллющiеся nocлt )'дара къ соотвtт

ственнымъ моментаъ1ъ того 11 другаго тtла, параллельны общей ка

f.ательноit плоскости въ точкt соnрикосновенiл. 

Приведенныя выше двtнадцать уравненiй, (403)-(406), содер
жатъ тринадцать пеизвtстныхъ: u1, u1, ro 1, JJ 1, q1 , 1·1 , u/, u/, ro/, 
р11 , q/, r/, J, длл опредtленiл которыхъ мы должны прибавить три

надцатое уравненiе, выражающее неизмtнность инергiи "), т. е.-од

ной только кинетической энергiи, ибо потенцiальнал энергiл длл 

твердыхъ тtлъ, не дtйствующихъ другъ на друга во все время дви

женiл, равна по § 45 нулю. Припомин.а11 выраженiе кинетической 

*) Неизм11иность ко.~шчества движенiн обоихъ т11лъ и момента выражаетсн, 
в:акъ легко вид11ть, предыд}·щими }·равненiнми. 
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энергiи твердаго тtла (225) и полагал приращенiе кинетичеекой 

энер1·i11 обоихъ тtлъ равнымъ нулю, мы получаемъ: 

} JИ \(U/ -_u2) + (t1/ -1.12) + (ro/ -ro2)} 

1 н ( 2 2) 1 н ( 2 2) 1 н ( 2 . 2) +2 t Р1 -р +2 2 q1 -q +2 з _r1 -r (408) 

1 
-t- 2 .111.' (ui12 - u'2) + ( u/2 - u'2) + (ro/2 - ro'2)} 

1 1 1 . 
т 2 Н/ (Pi'2 -11'2) + 2 Н/ (qi'2 - q'2) + 2Нз' (ri'2 - r'2) =О. 

Уравненiю (408) можно дать еще другой видъ, выражал на оенова

нiи (121)' (§ 33) приращенiе кинетичеекой энерriи еъ по.мощiю ра· 

боты юшульеа. Такъ какъ юшульеъ J прп.1оженъ къ одной точкt, 

то еуммованiе въ ур. (121)' до.11жно быть опущено. Называл че· 

резъ it, v, w, it1, v1, iv1 е.11агающiл екороети до и поелt удара точ

ки еоприкоеновенiл перваго т·tла и черезъ тtже буквы ео значками

скороети точки еопр11кошовенiл втораго тtла, мы будемъ им·tть, 
опредtл11вш11 по (121 )' работы импудьса J, дtйетвующаго на первое 
тt.10, и такого-же импу.1ьеа J, дtйетвующаго на второе тtло: 

( и1 + и v1 + v iv1 + w \ J\ z-т-+ т ---г + п ---2--J 

_.,__ J( l' и{:+- и~+ т' ~~ + ·v}_ + п' ~1' + w'\) = О 
1 

\ 2 2 2 ' 

или такъ какъ на основанiн (198) (§ 45 ): 

и=-= u + r1J - qc' и т. п., 

и1=U1+r11)-q1 C, п т. п., 

и'=u'+r'т,'-q'c', п т. п., 

то уравненiе (409) можетъ быть предетавлено въ вид·t: 

l[ul +u + 1J(r1+ r)-c(q1 + q)] 

+ m[v1 + v + С (р1 + р)- Е (r1 + r)] 
, п. [ro1 + ro + ~ (q1 + q) -11 СР1 + р)] 
+ l' [U/ + U1 + 7j1(r/+ r 1)-C1 (q/ +q')] 

,т1 [u/ + 1.11 + С'(р/+ р1)- ~, (r/ + r11] 

+ п' [roi'+ ro'+ ~'(qi'+ q')- т,'(р/+р')] = о ,'1-). 

(409) 

(410) 

•) Ураввенiл (409) и (410) можно непосредственАо поJ1учить изъ (408)~ на 
основанiн урр. (403)-(406). 
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Обозначал черезъ V и V 1 , длл перваго тt.'la до и посл·t удара, 

npoJioжeнiл скорости точки соприкосповепiл на наnравленiе нормали 

къ поверхности тtла въ тоii-же точкt, а черезъ V' и V1 1 -подоб

-ныл-же скорости по тому-же са:мому наnравленiю длл втораго тtла, мы 

будемъ имtть: 

lu + mv + nw = ~ V 

liи'+т'v'+п'iv'= -~- V' и. т. д., 

вслtдствiе чего ур. ( 41 О) дастъ: 

v - v· = - ( v1 - v1 '), (411) 

откуда види}1ъ, что_ относите.1ьнал скорость точекъ соnрикосновенiл 

по нормали сохранлетъ свою ве.~~ичину посл·t, удара, но мtнлетъ при 

этомъ свой знакъ. 

-----?-Ж-}-

Если соударлющiлсл матерiальныл систе)IЫ не обладаютъ свой

ствами абсо.потно твердыхъ тt.11ъ, т. е. не представ,1лютсл неизмt

нлемыми, то вообще всt вышеприведенныл уравненiл перестаютъ 

имtть значенiе, ибо ими не бу;1утъ уже выражаться законы сохраненiл 

иоличества движенiл, его момента и сохраненiл энергiи; а движенiл си

стемъ не будутъ соr/rолть только изъ поступательныхъ и вращатель

ныхъ. Въ частныхъ случалхъ однако нtкоторыл изъ прежнихъ урав

ненiй могутъ сохранять свои :шаченiл. 

Урр. ( 403) 11 соотвtтственно ( 405) всегда б)'дутъ имtть зна

ченiе, ес.11и подъ скоростями u, u' и т. д. мы будемъ подразумtвать 

строго скорости центра пнерцiи, а не той матерiальноii точки, ко

торая совпадала центро11ъ 11нерцiи системы до удара. Оба уnомлну

тыл понлтiл однозначны въ случаt не11з)1tнлемой сиr,те)IЫ, когда 

центръ инерцiи не изl\1tнлетъ своего положенiл относительно различ

ных ъ частей с11стм1ы, но дt.11аютсл различными, когда части системы 

подвижны. Однако можетъ с,J1уч11тьсл, что пос.11t перем:tщенiй, выз

вапныхъ ударомъ, центръ 1шерцiи претерпtвшей ударъ системы не 

измtпитъ <',во его положенiл отноf,ите.11ьно ел частей. Тогда урр. ( 40 3) 
и ( 405) будутъ Иl\1tть си.11у nъ томъ-же значенiи, какъ длл твердаrо 

тt.1а; т. е. скорости u, u, и т. д. будутъ относиться къ одной и 

той-же матерiальной точкt системы до и послt удара. 

Подобнымъ-же образомъ урр. ( 404) и ( 406) толы о тогда мо

rутъ быть прим·Jшены къ т·tламъ, деформирующи:мсл при удар·t, когда 



346 ГJiABA Ш. В) RинЕтикА ТВЕРДАГО т1;лА. § 51 

моментъ количествъ движенiй, обусловливаемый всл·кими другими пе

ремtщенiлми чаете.И тtлъ, кромt поетупательныхъ и вращательныхъ, 

длл каждаго тtла опредtлитr л равнымъ нулю до и nocлt удара. 

Что каеаетсл до уравненiл ( 408), то оно ни въ 1шко11ъ слу

чаt пе выраз11тъ не11зn1tнноеть энергiи, если только послt удара бJ·

дутъ имtть J11tcтo иныл повыл дв11женiл, сверх ъ поступательныхъ и 

вращательныхъ, ибо величина Бiшетичеекой энергiи этихъ движенiй, 

выражансь суммою существенно положительныхъ членовъ, 1южетъ 

быть равна нулю и не имtть влiлнiл въ )'р. ( 408 ), только когда 

каждый членъ с J·ю11ы равенъ нулю, т. е. когда Баждал 11зъ лишнихъ 

скоростей каждой точки равна нулю. Птакъ, чтобы вычислить д·tй

ствительныл величины кинетичеекой энергiи до и посл·t удара, нуж

но знать скорости частей ударлющихея тtлъ относительно другъ 

дрJта длл Баждаго тtла. Но выч11слить упомлнутыл отноеительныл 

скорости мы ъ1ожемъ только тогда, БОI'да на11ъ 11звtrтенъ вполнt 

механиз11ъ скрtпленiл частей даннаго тtла другъ СtЬ другоn1ъ, что 

не веегда ш1tетъ мtсто. T·tJ1rъ не ~,ен'l;е на основанiп нtкоторыхъ 

опытовъ мы можеn1ъ сдtлать заключенiе, если не о n1еханизмt 

етроенiл ударлющихся тtлъ, то о соотношенiи межю' величинами 

ихъ видиn1ой кинетической энергiи до II послt )'дара. Именно, еще 

Ньютонъ наблюдалъ изм·tненiе скоростей при ударt тtлъ не.абсолют

ной твердости, и нашелъ, что относительныл скорост11 шаровъ изъ 

различнаго nштерiала при центрально~1ъ ударt не остаютсл однt и 

тtже по величинt до и поелt удара, но длл шаровъ изъ одного и 

того-же niaтepia.11a сохранлютъ однако другъ къ др)ТУ поетолнное ог

ношенiе. Позднtifшiл набJIIоденiл подтвердпли это заключенiе Ньютона: 

такъ, длл шаровъ пзъ преrсованоif шерсти уn1еньшенiе величины от-

носительной скорости посл·t )'дара найдено въ i разъ, длл желtза-
15 

почти тоже самое, длл стекла-въ 16 разъ. Переносл упомлН)'ТОе 

опытное заключенiе на относительныл скорости по нормаллмъ точекъ 

соприкосновенiл ударлющихсл тtлъ, и называл черезъ е КОРффнцiентъ 

уменьшенiл этой скорости (коеффицiентъ возстановленiл), 

при чемъ всегда е < 1, мы можемъ заъ,·tнить длл сл)·чал неабсолют

но твердыхъ тtлъ П· ( 411) слtдующимъ: 
e(V - V') = -(V1 - Vi'), (412) 

вслtдствiе чего ПР· (409) и (410) должны быть изn1·t.нены, и веt 

величины, которыл въ нихъ отноентrл ко времени до удара, должны 
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быть помножены на е; т. е. величины: u, u .. . р, q ... u', u1 
••• р1, q' и 

т. д. должны быть замt.нены черезъ: eu, eu ... ер, eq ... и т. д. 

Если е=О, т. е. если слаrающiл скорости точекъ соприкосновенiл 

Щ) общей нормали дt.лаютсл послt удара одинаковыми, то тtла на

зываютсл абсолютно млгк,нш. Предположимъ, что два млгкiл тtла, 

столкнувшись, измtнили свои прежнiл поступательныл и )Тловыл 

скорости u .. . р ... u1 
••• р'... на скорос.ти u1 .•. р1 ••• u/ .. Pi'- .. ; 

тогда, какъ выше сказано, соотношенiл 111ежду екоростл111и до и по

саt удара опредtллютсл )'РР· (403)-(406), и кромt того-слtдую-
. щи:иъ уравненiем:ъ, которое получаетс.л введенiемъ въ ур. ( 41 О) м:но
жителл е = О: 

l (U1 + "iir 1 ·- Cq1) + 1n (t\ + ~Р1 - ~1·1) 

+ n (tl\ + ~q1 - Т/Р1) 
+ l' (U/+7J'r/-c'q1

1) + m'l u/+C'Pi' -~'r/) ( 413) 
+ n'(W/+~'q/-"l)p/)= О. 

Изъ тринадцати ПР· (403)-(406), (413) опредt.литсл, кром:t. двt

надцат11 велпчинъ, относлщихсл къ скоростлмъ, еще величина импуль

са J. Найдл эту послtднюю величину, предположимъ, что на каждое 

изъ ударившихся тtлъ непосредс,венно послt м:лгкаго удара подtй
ствовалъ импу льсъ eJ, приложенный къ ихъ соприкасающим:сл точкам:ъ 
также, какъ прежде J. Вслt.дствiе такого юшульса скорости u1 ... р1 ••• 

u/ ... pi' обратлтсл въ u2 •• р2 ••• u/ ... р{ .. , прп чем:ъ, такъ какъ 

величины и 111оментъ импульса из~1tрлютъ величину и моментъ при

ращенiл количества движенiл, мы будемъ имtть слtдующiл соотношенiл 

:между величинами 1 и 2 : 

tJl = M(u2 - U1), eJm = M(u2 - U1), eJn = 1Jf (ro2 - W1). 

eJ(m,-n7J) = Н1 (Р2 - Р1), 

eJ(n~- lC)=H2 (q 2 -q1), 

eJ(lYj-m~) = Нз (r2 -1·i), 

(414) 

и nодобныл-же уравнепiл длл другаго тt.ла. Складывал урр. (414) и 

имъ подобныл съ соотвtтствующими урр. ( 403)-( 406), мы находимъ: 
(1 +e)Jl=M(U2 -U), (1+e)Jm=M(U2 -U), 

(1 + e)Jn =M(W2 -W), 

(1 + e)Jl (m,-n7J) = Н1 (р2 -р), 
(1 + е) Jm(n~ - lc) = н2 (q2 - q)' (415) 

(1 + е) Jп ll1J -т~) = Нз (r2 - r), 
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и подобныя-же уравненiн д.1я втораго Т'hла. Кром'h того изъ тtхъ

же урр. (414), (403)-(406) мы наход11мъ, что, 

e{U1-U)= U2-U1 , 

е(р1-Р)=Р2-Р1, 

и nодобныл-же уравненiя ддл втораго тtла. Изъ урр. ( 416) и имъ 

подобныхъ мы получаемъ, на основанiи ур. (413), изъ котораrl) 

исключимъ вс·_t величины со значками 1 внизу: 

l [и2 + еи --t- 7J (r2 + er)-: (q 2 -t- eq)] 

+ m[V2 + ev + ~(р2 + ер)- ~(г2 т cr)J 

+ п [tt\ тnro + ~(q 2 --t- t:q)-'t'J (р2 --t- ер)] 

--:-· l'[U/+ eU' + т.' (r/ + er') - ,, (q/ + eq')] 

,m'[V/ + eV', ,, (у/+ ер') - ~' (r/, cr')] 

, п' [ro/, ero1 + ~, (q/ + cq') - т.' (р/+ср')] = О. 

(417} 

Уравненiе (417) есть ничто пное, 1ш1ъ уеловiе (412), въ кото

ромъ еостолнiю тt.11ъ поелt удара соотвtтетвуетъ теперь состоянiе 

послt втораrо импульса eJ. Другими словами, ес,1и-бы разсматри

ваемыя тtла не были абсолютно lлгки:ми, то посл't удара другъ (} 
друга они прiобрtли-бы такiя-же скороr,ти, какiл они прiобрtтаютъ, 

будучи амолютно мягкими, отъ совмtстнаго д·tйствiл удара и доба

вочнаго шшульса eJ. Таюn1ъ образо~1ъ, д'tficтвie yi1,apa r1г11 столкно

венiи неабсолютно твердыхъ тt.11ъ :мы J11ожемъ представить себt рас

падающш,1сл на два безконечно малые, непосредственно другъ за 

друго:мъ слtдующiе перiоды: въ первомъ перiодt тtла (',давливаютъ 

другъ Д.руга съ еилою импульса J; при этомъ очевидно они деформиру
ются, и относитедьнал екорость ихъ точекъ соприкосновенiл умень

шаетсл до нуля; въ резулыат·t nрiобр·tтается ими такое двнженiе 

( или юшульсъ къ такому движенiю ), какъ будто-бы он11 были абсо

лютно млгкими; но это прiобрtтенное. движенiе не остаетсл за ними, 

а тотчасъ-же мtняется во второмъ перiодt удара, когда тtла, воз

вращалсь къ своеJ11у прежнему виду подъ д·hiiетвiемъ упругихъ сю1ъ, 

вызванныхъ деформацiею, продолжаютъ давить другъ на друга с·ь 

силою меньшаго импульса eJ, при чеJ11ъ относительная скорость ихъ 

точекъ соприкосновенiя продолжаетъ убывать, принимал значенiя 

меньшiл нуля, т. е. иначе-возрастаетъ, перемtнивши знакъ; это из

мtн~нiе скорости продолжаетсл до тtхъ поръ, пока она не приметъ 
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величину е-кратную первоначальноit скорости, но съ обратнымъ зна

помъ. Въ частномъ случаt, когда е = 1, тtла давлтъ л:руrъ на дру

га также во второмъ перiодt удара, какъ и въ первомъ, и ихъ точ

ки соприкосновенiл прiобрtтаютъ наконецъ первоначальнJ·ю относи

тельную скорость, но только съ обратньв1ъ знакомъ. Такiл тtла на

зываютсл абеолютно )'пр у r и l\I и и результатъ ихъ соударенiл оче

видно тотъ-же, какъ п абсолютно твердыхъ тtлъ. Абсолютно упру

riл тtла хотл и дефорD1Ир)·ютса во вреl\lН удара; но какъ до него, 

такъ и посл·t, точки пхъ не отличаютс,л никак1нш иными: скоростя

ми кров1t такнхъ, ка11iа свойственны абсолютно твердьв1ъ тtламъ; 

QТсюда и тождество посл·tдствiй 1·дара. Вообще какiл-бы ни сталки

вались системы II какими-бы скоростлl\IИ ихъ 1\Jатерiалъныл точки не 

Qбладали, результатъ пхъ столкновенiл б)·детъ очевпл:но тотъ-же са

мый, какъ абсолютно твердыхъ тtлъ, если при ударt не И31\l'tНI1тсл 

.относительное движенiе точекъ каждаго тt.1а отдtльно, и ударный 

импульсъ бул:етъ 11мtть влiлнiе толы;о на поступательныл и вращатель-

- ныл движепiл "). Въ 1шыхъ случалхъ J·пошшутын внутрепнiл дви

жепiн подлежатъ вычисленiю и пзм·tренiю, какъ напрнn1tръ, при от

Ii:осительноъ1ъ пере!1tщенiи частей )'Пругихъ или жидкихъ тtлъ; въ 

друrихъ елучалхъ не представляетел достаточно данныхъ длл ихъ 

QПредtленiя; но тtмъ не менtе и тогда ихъ с ущеr,твованiе не подле

житъ сомнtпiю, есJш коеффицiентъ е при ударt отличенъ отъ единицы, 

ибо въ TaiiOl\lЪ сл)·ча't сущеетвJ·ющал )"быль юшетичеекой энергiи 

видимаго движенiл должна по закону сохраненiл энергiи пополнитьсл 

или кинетическою энергiею новаrо какого-либо движенiл, положимъ 

для насъ непосредственно и незаъ1tтнаго, или приращенiемъ потен-

, цiальноit энерriи, которое оплть впослtдствiи можетъ превратитъсл 

въ кинетическую энергiею. Наблюдал, что при ударt неабсолютно 

твердыхъ II упругихъ тtлъ убыль кинетической энергiи видимаго 

двпженiл всегда сопровождается ихъ нагр·tванiемъ, и притомъ-всег-

*) Н1;которые авторы, какъ Poisson и Poinsot, доп)·скац возможность сохра
ненiя абсолютной велпчпны относптельноii скорости точекъ соприкосновенiя толь

ко при удар'!; абсолютно упругихъ т1;лъ, счптаютъ вопросъ объ удар'!; абсодют

но твердыхъ т1;лъ неопред1;леннымъ, ибо не обращаютъ вниманiн на необходи

мость прпложенiя къ этом1· с,rучаю закона сохраненiя энергiи. Пока настоящее 

сочиненiе приrотовлнлось къ печати, въ Кiевскпхъ У нив. Изв11стiяхъ (№ 1, № З, 
1883 г.) появились статьи Ф. и Н. Мацонъ,. въ которыхъ высказываются т1,же, 

н1;сколько отличные отъ общепринятыхъ, вз~лнды на ударъ абсолютно твердыхъ 

-r11лъ, ка1,ъ и въ настоящемъ параrраФ1;. 
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да въ опредtленномъ отношенiи къ убыли энергiи, мы приходимъ 

къ заключенiю объ эквиваленцiи тепла и энерriи, къ предстаменiю 

о теплово11ъ состоянiи, какъ о состоянiи движенiя, о чемъ будемъ 

имtть случай при дальнtiiше:мъ изложенiи говорить подробнtе. 

·-~-i---ж-J--------

Ударъ твердаго тtла объ абео.потно неподвижную поверхность 

представ.1яетъ частный с.1учай удара двухъ твердыхъ т·tлъ. Дtйстви

тельно, мы можемъ представить себt данную неподвижную поверх

но,сть, кю:ъ границу нtкотораго твердаго т·!,.1а безконечно большой 

массы, которое до удара находится въ покоt и съ которымъ стал

кивается другое тtло конечной 111ассы. Rъ такому с.1учаю будутъ при

ложимы урр. (403)-(406), въ которыхъ должно массу одного изъ 

т·tлъ, по.1ожимъ втораrо, и слtдовате,1ьно его моменты инерцiи при

нять безконечно большими. Но размtры втораго тtла нtтъ надобно

сти при это~1ъ предполагать безконечными. Такъ каи~ первое тt.110 

конечной массы получаетъ по предпо.1оженiю конечныя измtненiя 

своей скорости, то величины юшуJ1ьса J и его момента должны 

остаться конечными. С.11tдовательно, дtля правыя и лtвыя части урр. 

(405), (4U6) соотвtтственно на безконе'lно большiя величины М', 

Hi', Н/, Нз', мы получимъ въ лtвыхъ частяхъ безконечно :малЫJI 

величины, и прiйдемъ къ заключенiю, что 

u/- u1 = n/ - n1 = ro/ - ro1 = р1 ' - р' = q/ - q' = ri' - r' =о, 
т. е. что, второе тtло не измtнитъ своего движенiя, и останется 

нъ покоt послt удара, ес.11и бы.110 въ таковомъ до удара. Слtдова

тельно, если масса одного изъ сталкивающихся тtлъ безконечно ве

ли:ка, то это тtло, будучи неподвижно, производитъ во время удара 

дtйствiе неизмtняемой преграды. Такимъ образомъ, въ случаt удара 

твердаго тtла о неподвижную поверхность семь подлежащихъ опре

дtленiю величинъ: u1 , n1, ro 1,p1, q1 , r 1, J, найдутся изъ шести урр. 

(403) и (404), къ которымъ должно быть присоединено еще ур. 

(411), обращающееся при данно:мъ случаt, когда V'= Vi'= О, въ 

V=-V1 

или (418) 
l (и+ и1 ) + т ( v + v1) + п ( iv + w1 ) =О, 

откуда видимъ, что скорость точки соприкосновенiя, перпендикуляр

ная къ неподвижной поверхности, послt удара измtняетъ свое на-



· {51 ,.TJIABA ш. В) КИНЕТИКА ТВЕРДАГО Т'В.!!А. 351 

· правленiе въ прамо противоположное, <·,охранла прежнюю абсолютную 
величину. 

Пусть 88 будетъ слtдъ элемента поверхности, о который уда

раетсл тtло (р11с,. 82), АВ-направленiе и величина скорости точки 
сопрю,основенiл. Разлагал эту скорость на двt: норма.11ьную AN 11 

А 
~--=io~-~--'i--~-s 

тангенцiальную АТ, и замtчал, что по ур. (418) 
первая измtнитсл пос.11t удара въ прямо проти

воположную и равную AN1 , а вторая останется 

прежнею, мы получ11.:мъ величину и направленiе 

N 

скорости точки соприкосновепiл П(.\CJit удара, 

представленную юшieii АВ1 , лежащею въ одной 

ш1оскости съ норма.11ью N 1 N, при чемъ уголъ 

N 1AB1 равенъ углу NAB. 
Рис. 82. 

Ес.ш нормаль въ точкt касанiл проходптъ 

,черезъ центръ инерцiи ударлющагоея тtла, то уравн. ( 418) Иl\Itетъ 

также мtсто 11 для скорости центра 11нерцiи, которая представ.1летъ 

собою въ tоже время поступательную скорость точекъ тtла. Слtдо

довате.дьно, въ такомъ случаt мы приходимъ тоже къ заключенiю, 

что поступательпыя скорости до и послt удара будутъ лежать въ 

одной плоскости съ нор~~алью п образовать равные углы съ обоими 

противопо.1ожными другъ другу направленiями по этой 11ослtдней. 

Плоскости, въ которыхъ лежатъ скорости до и посдt удара, и нор
маль, называются нлоскостя:ми па де н i я и от р а жен i я; соотвtт
ственные углы съ нормалью-углами па де н i я и отражен i я. 
Итакъ, д л я т о ч к и с, о п р и к о с н о в е н i я в с е r д а II л о с к о с т и 

п а д е н i я и о т р а ж е н i н с о в п а д а ю т ъ д р у r ъ с ъ д р у r о м ъ, а 

у r л ы II аде н i н и от раж е н i я равны др у r ъ др у r у. Для 110-
ступательныхъ скоростей тотъ-же самый законъ будетъ имtть :мtсто, 

только. когда нормаль нроходитъ черезъ центръ инерцiи; но при этомъ 

плоскость отраженiя поступательноtt скорости вообще конечно пе 

совпадетъ съ ш1оскостi10 отраженiя скорости точки касанiя. 

Бъ случаt неабсолютно ynpyraro тtла AN1 = e.AN (рис. 82); 
но такъ какъ все таки N 1B~ = NB, то 

tgNAB NB N 1B 1 1 
tg N

1
.AB

1 
= N.A: N

1
A = е; (419) 

т. е. въ такомъ случаt плоскости паденiя и отраженiя совпадаютъ, 

и тангенсы уr-1овъ паденiя и отраженiя находятся въ постоянномъ от

ноmенiи. 
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Наконецъ легко вид-t.ть, что при ударt абсолютна твердаго тt

ла о неизмtНН)'Ю поверхность его Rинетическал энерriл не измt

нлетсл, ибо работа иnшульса J равна ну ,'IIO, Rакъ это видно изъ вто-
. 1 

paro ур. (418), котораго лtвал часть, умноженнал на 2 J, предета-
вллетъ работу юшульса. Величина геометрической еуммы количествъ 

двпженiл и ихъ J11оментъ о•rевидно въ данноJ11ъ случаt получаютъ 

приращенiл, слаrающiл Боторыхъ и опредtллютел непосредетвенно 

уравненiлnш (403), (404). Наоборотъ урр. (403), (404), (418) мо

гутъ быть выведены непосредственно, незавиеимо отъ рtшенiп во

проса объ ударt двухъ тtлъ, если n1ы обрата~1ъ вюн~анiе на то, что 

неизn1tннал поверхность дошr.на предетавллть еопротивленiе вслкой сп

лt д-Ыtствующей къ нeii перпен;щкуллрно, п что ударъ не rш1tнлетъ 

энерriю системы. 

Длл при~1tра вычислюrъ скороет11 послt удара. въ томъ случаt, 

когда норnшль въ точкt, еопрпкосновенiл двухъ соударлющихсл тtлъ 

проходитъ черезъ ихъ центры инерцiи. Выберемъ координаты такъ, 

чтобы одна изъ oceii, положимъ оеь х-овъ, совпадала съ нормалью 

въ точкt соприкосновенiл. Эти оси вообще не будутъ параллельны 

главпымъ центральнымъ ослмъ инерцiи того или другаго тtла; но 

въ случаt однородныхъ шаровъ, таRал параJIJiельность будетъ всегда 

имtть мtсто, ибо длл однороднаго шара моменты инерцiи одинаковы 

относительно вс-tхъ oceii проходлщнхъ черезъ его центръ. Кромt 

того пусть об·t систеn1ы координатъ, къ которыn,ъ относлтсл урр. 

(403)-(406), будутъ параллельны другъ другу, а ось х-овъ одноii 

системы служитъ продолженiеnrъ тоii-же оси другой. Въ такомъ с,лу

чаt мы должны въ упо.млнутыхъ уравненiлхъ принлть: 

l'=-1, "1j = ~ = .,., = ~, = о ' 
велtдствiе чего поду,1аеn1ъ: 

u1 - u = n1i - ro = р1 - р = q1 -q = 1·1 -1· =о, 

t>/- U'= tt\1
-- tU'= р/-р'= q/- q'= 1·/- т1= О, 

(i20) 

т. t. изв·tстныii уже результатъ, что угловыл скорости и поет)·па

тельныл скорости, перпендикуллрныл къ нор1нали, не изм·tнлютел уда

ромъ. lipoмt того первыл изъ ПР- ( 403) и ( 405) дадутъ: 

И(u1 - U) == - М' (и/- lt'), (421) 
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а ур. (412) дастъ: 

с lU _._ U') = --- (U1 -- Ut'). 

Изъ этихъ двухъ уравненiй получае~1ъ: 

Jfu + llГu' - e11f' ( u -~ u') u - -- ------- --------
! --- JJ[+ ]Ji' ' 

, __ JГu1 +Иu-cЛf(U'-1t) u1 -- ----- ---й + ]}[---,--- -----. 
Если М = lJ,l', п е = 1, то .. 

U/ = U; 

т. е. тtла об!1tниваютсл своими скорост11м11. 

353 

(422) 

l423) 

(424) 

Полныл результирующiл скороет11 пос.11t удара ~IЫ найде~1ъ, ск.11а

дывал наttдснныл въ урр. ( 423) с·ь оставшимися неизмtннюш скоро
стями u, ro, дла одного тt,11а, и u', ro', длл другаго. 

Обратш1са теперь къ случаю, когда сталк11ваютсл нtскодько 

тtлъ, щш чемъ каждыл nва тt.Jia ударшотс,а другъ о друга вообще 

нtсколькиl\lИ точками. Тогда на каждое пзъ тtдъ будетъ дtiiс.твовать 

во врема удара сто.Jiько раз.личныхъ шшульсовъ, сколько есть то

чекъ, которшш это тtло соприкасается съ другими. Число разл11ч

ныхъ 11мпульеовъ, дtiiе,твующпхъ на вс:t т·tла, будетъ равно удвоен

ному чпс.11у вс:tхъ общихъ точекъ сопрпкосновенiл, при чемъ эти 

и~шудьсы будутъ попарно равны и противоположны другъ другу, 

направляас1, по норма,1Iаl\1ъ въ точкахъ сощншосновенiа. Таки~1ъ обра

зомъ, выбираа длл каждаго тtла ос,и координатъ по главныll1ъ цен

тральны~1ъ оса~,ъ 1шерцiи, :мы будемъ прежде всего ю1tть для каж

даго тtла с.11tдующiл уравненiн, подобныа (403) и (404): 

'i:.Jl == M(u 1 -- tt), 'i,Jm =- М( u1 - n), 'i,Jn --::-с 111 (ro 1 - ro) ( 425) 

~J(т,--пт,) = Н1 (р 1 -р), 

LJ(n~-l~ )=H2 (q 1 ---q), (426) 

'i,J(lYj----m~)=H3 (r 1 -r), 

-- при чемъ суъ~мы берутса по различнымъ точкамъ еоприкосновенiа 

тtла съ другими тtлами, и, дла каждаго чле,на суммы, будутъ с,оот

вtтственно различны величины импульсовъ, координат·~, точки сопри-

23 
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косновенiя и косинусовъ уrловъ нормали съ осями коордипатъ. Въ 

каждую изъ таких.ъ системъ шести уравП'енlti, кpont't шести соотвtт

ствующихъ неизвtстныхъ u1 , u1 , ro 1 р 1 , q1 , r 1 , воltдутъ еще неизвtст-
' ные импульсы, которые останутся во всtхъ снстемахъ уравненiй 

неопредtленньнш, 11 n1оrутъ быть произвольными, въ числt, равномъ 

количеству общихъ точекъ соприкосновеиiи соударяющихся другъ 

съ другомъ тtлъ. Но на основанiи закона сохраненiл энергiи ра

бота всtхъ иnшульсовъ должна быть равна нулю, ибо иnшульсы, ка

кой-бы ве.11ичины они ни были, попарно равны и противоподожны 

другъ другу; поэтому nш будемъ имtть еще условiе, подобное ( 409): 

!J{l ( и1 +и) + l' ( и/ + и 1 ) + т ( l\ + v) + т' (vi' + v1
) 

+- п (w1 +- w) + н'(w/ + w)) =О, (427) 
или 

'l:J( V - V' + V1 -- .Vi') =о, 

гдt каждый членъ суммы относитсл къ СООТВЪ'РСТВующей ТОЧК'Б со

прикосновенiя двухъ т-tлъ. Для ра:мичныхъ точекъ соприкосновенiя 

величины, входящiл подъ знакъ суммы въ лtвой часц ур. ( 427), 
будутъ вообще различны независимо отъ того, принадлежатъ-.11и различ

ныя точки соприкосновенiя, къ которыв1ъ нт11 члены относлтсл, одной 

и той-же парt тtлъ, 1ш1 разнымъ параn1ъ. Такъ какъ усдовiе (427) 
должно удовлетворлться. какiл-бы , ни бы.ин величины различныхъ 

импульсовъ, то мы заключаемъ, что множители при разли•шыхъ про

извольныхъ пока величинахъ J должны независимо другъ отъ друга 

обращаться въ нуди, вслtдствiе чего получаемъ рлдъ уравненiit вида 

(428) 

число которыхъ будетъ равно чнслу точекъ соприкосновенiя, т. е. чи

слу оставшихсл неопредtленньrnи велпчинъ иnшульсовъ. Тюшмъ об

разо~1ъ, системы уравненiti, вида (425), (426), (428), опредtлятъ всt 
неизвtстныл величины, необходиn1ыл для рtшенiя разбирае~1аго во

проса. 

ltъ тов1у-же результату n1ы прitiдемъ, еслн пр1н1еn1ъ, что всt 

удары совершаютсл не одновременно, но въ без1,оне•шо быстрой 11u
слtдовательности, одинъ за другимъ, черезъ безконечно n111лые про

метутки времени. Такъ, n1ы предположимъ, что первое т'l,ло спер

ва ударяетса одною своею точкою объ одно тtло; затtмъ дру-
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гою-о другое тtло, или о тоже самое; зат·tмъ послtдовательно 

объ остальныл; наконецъ, можетъ быть снова нtсколыо разъ-о тt

же. са~шн тtлi, въ прежнемъ или иномъ какомъ порндкt, и такъ да-
_,) 

JJte; тоже самое отноr,ительно другихъ тtлъ до т·tхъ поръ, пока они 

прiобрtтутъ 'окончательнын с.корости, обуr,ловлива ющiн разъединенiе 

соприкасавшихея элемептовъ. Въ такомъ случаt очевидно, каждый 
. . 

изъ импульеовъ J будетъ слагаться изъ опред·tленнаго числа мень-

шихъ импульсовъ по то~1у-же самому направленiю, и въ наши урав

ненiн войдетъ такое-же чпсло отдtльпыхъ непзвtетныхъ су)tМъ, 

сколько прежде было неизвtстныхъ импуJ1ьсовъ J; по очевидно так
же, что ни одно изъ отдtльныхъ слагаемыхъ каждой суммы не явитсл 

въ упомянутыхъ уравненiяхъ множителемъ или дtлителемъ врознь 

отъ другихъ елагаемыхъ той-же суммы; слtдовательно, введенiемъ 

большаrо числа послtдовательныхъ импульсовъ число неизвtстныхъ, 

подлежащихъ исключепiю изъ нашихъ уравнснiй длн опредtленiя 

искомыхъ окончательныхъ ско_Роетей, не увеличится, ибо исключать

ся будутъ пе отдtльные вновь введенные импульсы, но ихъ суммы, 

въ числt равномъ количеству общихъ точекъ соприкосновенiн. 

Для примtра представи!tЪ себt рядъ тtлъ, центры инерцiи ко

торыхъ расположены на одной прнмой, и притомъ такъ, что эта прн

мая совпадаетъ со всtми нормалнми въ точкахъ соприкосновенiн 

упомянутыхъ тtлъ. Пусть два краilнiн тtла рнда обладаютъ посту

пательными скоростями u и u("J; а промежуточныя п-1 тtлъ до 

удара находнтсн въ поко·в, или вообще обладаютъ поступательными 

скоростями, перпендикуJ1нрными къ общей ~ормали, и у1'ловыми 

скоростнми, при че)IЪ екоростн того и другаго рода отъ удара не 

измtннетсн. EcJ111 выберемъ оси координатъ, какъ въ П1Jрвом1, примt

рt, то импульсы, дtiiетвующiе на наши тtла, должны быть обозна

чены слtдующимъ образомъ: на первое тtло: J', на второе: J', J", 
на третье: J", J''', 11 т. д. на предпослtднее: J(n - 1J, J(nJ и на по

слtднее: J(nJ_ 3атtмъ урр. ( 425) и имъ подобнын дадутъ: 

Jr = M(u 1 __ u), J11 -J' = N'Hi', J'"- Ji' = M"U/ ..... 
(429) 

..... Jtn)_ Jt11-1 1= 1J1in-1Juln --11, -J\nJ = MlnJ (U/"J- u(nJ). 

Точно также и::~ъ урр. ( 428) и подобныхъ имъ получимъ: 

- е ( u - u') = u1 - U/, - e(U' - U11
) = U/ - U/, 

- е (U111 -- U11 ) = U/1 - U/1 , -· е (u(n·-IJ_ u(nJ) = U/1
-

1J_ u/nJ, 
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и такъ какъ 

U1 = U" = U111 = urп-lJ = О , 

то 

- eu = u1 - u/ , U/-11/=0, U/1 
- U/1 = О •.• 

(430) 

складывал уравнепiн (430), полу 11аеD1ъ: 

- е (U --· нrн,) = U1 - U/11. (431) 

Кромt того И3Ъ тtхъ-же урр. ( 430), легко находи11ъ, что 

вслtдствiе чего урр. (429) даютъ: 

.Jl;J( U
1 

- U) = -. _ll;J(нJ ( U/"J - нrнJ). ( 432) 

Сравниван ПР· (432), (431) съ урр. (421), (422), ЩI за1tлючаев1ъ, 
· что два r.pai1нi11 Т'БЛа прiобрtтаютъ отъ удара такiл-же скороети, 

:кан:ъ еслп-бы сопрш,асалпсь другъ ('Ъ друrоыъ непосредственно; ско

рости-же промежуточныхъ т'Блъ остаютсл безъ изDt'ВН енiл. 

Въ заключенiе переiiдемъ 1,ъ случаю, когда Т'Вла при ударt 

сопрпкасаютсн пе отдtJННЫDШ точка~ш, но ш1ос1,остлми конечныхъ 

размtровъ. При этомъ вопросъ пе потерлетъ cвoeti общностп если 

мы остановимся на сл_учаt удара двухъ тtJ1ъ, соприкасающихся од

ною плоскоетiю. 

Прежде всего до~,ажемъ, что если относ11тедыш11 норD~альныл 

с:коростп трехъ паръ совпадающип. при ударt точе1п двухъ тtJIЪ, 

не из!1tнлютъ своей велпчины, мtнлл толы,о eвoii знакъ, то тtмъ

же самы11ъ свойствомъ обладаютъ нор11аJ1ы1ыл с1,орост11 въ каждой 

точкt неопре11tленно ограниченной ш1оскости, проведепноi1 •1ерезъ 

упов1лнутыл три точки, которыл вообще не лежатъ на одноii прл~1оii. 

Длл простоты выберемъ осн коордпнатъ таиъ, чтобы ось х-овъ была 

перпендикулярна къ плоскоетп трехъ точекъ, а другiн двt оси ле

жали въ этой плоскости; скороет11 u, u', р, р' и т. д. будемъ отно

сить къ этиD1ъ новы11ъ координатаD1ъ. Начало ноординатъ примемъ 

въ одной 113ъ трехъ точекъ II координаты двухъ другихъ обозначимъ 

черезъ О, 1) 1 , ( 1 и О, 1) 2 , ( 2 . Тогда три уравненiл, вида (428), · длл 
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упомяпутыхъ .гочекъ примутъ фор~1у: 

u - и'= - cu~,- u/), 
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u- U' + 1J1 (r ]- r' )- , 1 ( q ·· q') == - [u1-u/+1J1 ( r 1 - r 11
)-,1( q~-q1')], 

U - U' + 1j2 (~-- r')- С1 ( q-q') = - [u1-U1'-t7j2 ( r1 - r/ )---~2( q1-qi')], 

откуда имtемъ: 
( 1 1 ' 1 ') 0 Ч1 1· -- r ·+ т1 -- т1 ) - ~1 tq -- q I q1 -- q1 = ' 

7j 2 ( т - r' + 1·1 - 1·/) - , 2 ( q - q' + q1 -- q/) = О , 
и слtдовательно: 

r' - т' + 1·1 -- r 1
1 =--=О, 

если только нtтъ уеловiл, что 

(, " У.,, О т. е. !J!. = ~, 0

11-.2 -- .. , '12 = , -
(1 (2 

(433) 

(434) 

которое можетъ иъ1tть мtсто, когда дв·t точки (1) и (2) лежатъ 
на одной прпмой, проходпщей черезъ начало коордпнатъ; а та11ой 

случай исключенъ нами выше. Но еели равенства ( 434) такимъ оG

разомъ должны r.ущеетвоват,,, то урр. ( 433) и имъ предыдущiя удо

влетворятся вснкнмп прои.:-~вольно выбранныъш величинами коорди

натъ ·r. и С, т. е. будутъ ю1·tть силу длп веtхъ точекъ плоскости, 

проходшцеit 'lерезъ тр11 точки 1·оприкоrновенiп, и пр11.томъ не зави

симо О'l"Ь того, Gудетъ-ли эта плоскость дtiiствительпо вс,t:ми своими 

то'lками принад.аежать заразъ тоъ1у II другому т·tлу, или будетъ пред· 

етавлпть 1·обою гео~1етр11'1еекое ~1tсто воображаемыхъ совпадающихъ 

точекъ, Н!:'И:.~:м1нно евп:Jанныхъ съ т·tмъ и друr1н1ъ тtломъ, безъ из

м·tненiп :мас.1·,ъ 11 ~1оментовъ пнерцiи этихъ поедtднихъ. Слtдователь

но вообще, е1·.ли въ одной о,·раниченноtl '!ас.ти :какой либо общей 

плос1,оет11 двухъ соу дарпющихся тtдъ величина отноеительныхъ ско

ростей 110 нор~1али соч1анпетеп съ изъ1tненiе~1ъ знака, то тtъ1ъ-же 

еамымъ евойетвомъ обладаютъ вс.t оетальнып матерiальнып, или во

ображаемып, точки тuii-жe пдоскос.тп. 

Изъ вышесказанпаго очевидно, '!ТО, въ cлy'lat соприкосиовенiл 

соударяющпхеп т·tJIЪ пдоекию1 частпю1 11хъ поверхности, мы :можемъ вы

брать любып три точкп въ плоекости соприкос,новенiн, не лежащiл на 

одwой прпмоii, и р·tшать вопроеъ о соударенiи въ этихъ трехъ точкахъ, 

ибо ТР.И импульса перпендикулярные къ данной плоскоети мы всегда мо

;же~1Ъ заМ'tнить 11:мъ эквивалентными импу льса:ми, перпендику ллрными къ 

/ тойже плос1,оети, при '!емъ относительнын скороети то'!екъ приложенiл 

каждой изъ трехъ паръ новыхъ импу льсовъ будутъ слtдовать тому-
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же закону, RaRъ точки приложенiл прежнихъ импульсовъ. Тоже са

:мое лвллетсл болtе очевиднымъ изъ слtдующихъ непо~редственныхъ 
разсужденiii. · { 

Въ данномъ случаt мы должны предполагать, что рав'nые и взаимно 

' противоположные ударные импульсы приложены къ каждо/:i точкt пло-

скоr,ти соприкосновенiл, вслtдствiе чего урр. ( 425) и (426) пред

ставлтсн въ слtдующей формt: 

l'f.J=-=Лf(U 1 -U), rnr.J -=-M(t\-V), n'i.J::-_-:cЛf(W 1 -W), (435) 

m"i:.J( -11"'i.Jr, = Н1 (JJ 1 -- 11), 

n"'i.J~ - l"i:.J( = Н2 (q1 - - q), (436) 

l'E.J1j -m"i:.~ =- н~ ( rl --1·) 1 

и подобныл-же уравненiя ДJ111 втораго тtла---въ форм'!,: 

l"i:.J =ltI' {u/-U'), m1"E.J =,llfi (v/--V'), n1'i.J "-' М' (Wi'---W1), ( 437) 
m 1°'i.J(1 - п ''f-.lт/ = J/1

1 (р/- р1 ) , 

n 1"i.J~' -- l1'i:.J:' :::_::: ll/ ( q/ - q'), ( 438) 

l 1'i.J11' 111 1~.J'E,1
'", 11/ (1·/ -- r'), 

гдt суммы берутсл по всtмъ точкамъ сопрiшоеноненiл, 1,оординаты 

которыхъ взлты по одноii или друго/:i изъ двухъ с11стемъ. Въ приве

денныхъ уравненiлхъ, кромt двtнадцати поелtударныхъ исvомыхъ 

скоростей, заключаютен еще неизвtетныл величины: 

'f.J, 'i:.J~ , 'f,Jr, ' r.J, ' "'l:.д'' "'i.J1jl, "i:.J(', (138)' 

при чемъ шееть поелt.днихъ изъ нихъ еилзаны ~,ежду собою трJн111 

уравненiлми, вытекающими изъ того гео!1етричеекаго соображенiя, 

что точки, по которымъ берутел суI11мы длл перваго и втораго Т'tла, 

принадлежатъ одноii и той-же плоскости, но даютсл координатами по 

двумъ разнымъ еистемамъ, положенiе которыхъ относител1,но другъ 

друга должно быть дано. Поэтому, обозначал коеинусы угловъ между 

оелми обtихъ еистемъ по ниже сл't,дующеii таблнцt 

-~-'~1-~-i~'--i I 

-~--1- ai ___ a; .. аз . 

т' 1 

.,, 
L, 

и обозначал координаты центра инерцiи перваго тtла, относительно 
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центральных.}' oceit инерцiи втораrо, черезъ х, у, z мы будем:ъ 
и111t.ть: · 

~/ = Х +а!~+ a21j +азе, 

j Т~' =у+ Ъ1~ + b21j + ЪзС' 
) С'= Z + С1~ + C21j + СзС ' 

откуда '\ 

~J~' = x"i:.J + al'f.~ + a2'EJ1j + aз'i,J~, 
~,Тт/= y'f.J + b1'f.~ + Ъ/:,J1j + Ь/Е.Jс, 
"f..J'' =z'f.J + C1~J; + C2'f.J1j + c3"f:.Jc · 

(439) 

(440) 

Rъ с-истем·t. уравпенiй ( 435 )-( 438) должно быть еще прибавлено 

условiе, что, длл каждой тО"lки (~, 1j, ,) плоскости соприкоснове
нiл, относите.пныл скорости того и другаго тtла по нормали будутъ 

сохранить свою ве.~~ичину до и послt удара, м·t.нлл знакъ. Это усло

вiе представллетсл уравненiемъ ·( 410), въ которомъ координаты 

~' 7J, , и :Выраженныл черезъ юrхъ съ по~1ощiю ( 439) координаты 
~', Т~\.{будутъ принадлежать любоii точкt плоскости соприкоснове
пiл. ~пис.авшп условiе (410) въ вид·t., 

А~ + B1j + Се + D :::-с о , ( 441) 

rдt на основанiи (439): 

) 

А= 11 (q1 + q)-- т (r1 + r) 
+ l' [Ь 1 (r1' + r) - с 1 1 q/+ q')] + т' [с 1 (pi' + р') - а1 (ri' + r')] 

+ п' [а1 ( q/ + q') -- ь1 (pi' + p'J], 
В=:. l (r1 + r) -- п (р1 + р) 

• + l' [Ь2 (ri' + r')- с 2 (qi' + q' )) + т' [ с 2 (pi' + р') - а 2 (ri' + r')] 

+ п' [а2 (qi' + q') - ь2 (р/ + р')], 
С= m(p1 + p)- l(q1 + q) 

+ l' [Ъз (r1' + r') - С3 (qi' + q')l + т' [сз (р/ + р')- аз (ri' + r1
)] 

+-п' [а3 (qi' + q') - Ь 3 (р/ + р1)], 

D = l(U1 + U) + m(t\ + U) + n(1U 1 + tU) 

+ l'[U1
1 + U1 + у (r/ + r')- z(q/ + q)] 

+ m'[U1' + U' + z(pi' + р'}- Х lrt' + r)] 
+ n'[tUi'+ tU'+ x(q/ + q1

)- y(p1'+P')], 

(442) 
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и замtчан, что коо~динаты ( J'j, С, кpoll1t усло~iн ( 44{',, должны удо- ' 
влетворнть уравнен1ю плоскости соприкосновен1н: 

- l~ + rn1j + пс = li , ( 443) 

rдt h есть разстолнiе этоii шюскости отъ на чада коордФrатъ ( сравн. 
(115 ), § 43), 11ы находимъ, поl\ш·ожал ур. ( 443) на неd11редtленный 
множитель л 11 с,кдадывал er~ съ ур. ( 441 ), что въ ri'олучаемомъ 

/ 

такимъ образо~,ъ уравненiп, 

(А+ Лl) ~ + (В+ Лrп) YJ +(С+ лп) С + D - ).h =о. ( 444) 

мы lltoжe111ъ. ра::~с.матривать, вслtдствiе неопред·tленности л, величи

ны ( 1j и С, кюп совершенно произвольнын. Поэтому ур. ( 444) 
должно распадатьсн на четыре слtдующiн: 

А + лl =: о, В + лт :-~~ о , С+лп::--:::0, D---iJi=O. (445) 

Кром·t того, на основанiп ( 443 ), 11l\1teD1ъ еще: 

l"i,J~ + "i,mJ·tj-+ n"i,Jc =----11}:J. ( 446) 

Восемь павнен1й ( 440 ), ( 445 ), ( 446 ), вмtст!; еъ дв!;надцатъю урав

ненiнllш ( 435 )-( 438 ), вполнt достаточны ДJIII опред't,иенiл\ -J!В'tнад
цати искомыхъ посл't,ударныхъ скоростей, ееми суммъ ( 438)/в l\IНО-

жителн ),. ( 
( 

Найди с умl\Ш ( 4 ;)8 )', l\lЫ l\1ожю1ъ :1адатье11 вопросомъ ·о нахож-

денiи раепред·tлснiл 11мпу.1Jыовъ по э.иементаl\tЪ 11.1Jос.кост11 соприко

еновенiл. Рtшенiе этого вопроса совершенно тождественно съ во

просомъ о распредtJJенiи давленili, разобраннымъ въ § 43; поэтому 

l\lЫ здtеь не будемъ на немъ ос,танавливатье.11. 
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