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Vorwort. 

Das vorliegende Buch versucht, im Geiste W. R. HAMILTONS die 
geometrische Optik in ihrem heutigen Bestand aus einem Grundgesetz, 
einer Umformung des FERMATschen Prinzipes, einheitlich aufzubauen. 
Urn zu zeigen, daJ3 die hier angewandten Methoden auch fUr andere 
Variationsprobleme sich nutzlich erweisen k6nnen, werden im erst en 
Teil, angeregt durch Arbeiten von C. CARATHEODORY, die Grundgesetze 
auch in anisotropen und inhomogenen Mitteln behandelt. 1m zweiten 
Teil findet man eine Darstellung der Gesetze erster Ordnung, in dem 
u. a. die Ergebnisse A. GULLSTRANDS neu abgeleitet werden; hier wird 
insbesondere darauf geachtet, den oft verwischten Unterschied deutlich 
aufzuzeigen zwischen den Eigenschaften der optischen Abbildung in der 
Nahe einer Rotationsachse und den Eigenschaften einer kollinearen 
Abbildung mit in der Grenze gleichen Eigenschaften. Die Theorie der 
Strahlenbegrenzung nach ABBE und M. v. ROHR geht hier auch weiter 
als ublich, und es wird auf die Grenzen ihrer Gultigkeit hingewiesen. 
Die SEIDELschen Bildfehler werden sowohl in ihrer Abh§.ngigkeit von 
der Blendenlage, als auch - wohl zum erstenmal- in ihrer Abhangig
keit von der Objektlage eingehend behandelt; dies Kapite1 wird sicher 
auch dem reinen Praktiker etwas bieten, da hier u. a. die Grenzen der 
Forderungen angegebenwerden, die man an optische Systeme stellen 
darf. Der vorletzte Teil besch§.ftigt sich mit den Abbildungsgesetzen 
bei endlicher Offnung und endlicher Apertur, insbesondere mit der 
ABBEschen Sinusbedingung und ihren Erweiterungen.· In diesem und 
dem letzten Teil, der besondere, ausgezeichnete Abbildungen des ganzen 
Strahlenraums behandelt, sind insbesondere Untersuchungen verarbeitet, 
die mein Kollege H. BOEGEHOLD mit mir gemeinsam in den letzten 
J ahren ver6ffentlichte. 

Bei der Bearbeitung des Manuskripts bin ich den Herren H. BOEGE
HOLD, C. CARATHEODORY, R. COURANT, H. LUNEBURG fur mannigfache 
Ratschlage zu groJ3em Dank verpflichtet. Bei der Korrektur haben 
mich auJ3erdem die Herren W. FENCHEL, H. HAMBURGER, V. KOPPEN-



VIII Vorwort. 

FELS, J. PICHT, G. PRANGE sehr unterstutzt, und haben durch ihre 
Bemerkungen an vielen Stellen in sachlicher Hinsicht, wie in der stili
stischen Fassung das Buch gefordert. 

Besonderen Dank schulde ich der Firma CARL ZEISS fur das weit
gehende Entgegenkommen, das mir die Abfassung dieses Buches er
moglichte. 

Herrn FEUERRIEGEL bin ich fUr die Anfertigung der Zeichnungen 
sowie fUr mannigfache iiuBere Hilfe zu Dank verpflichtet. 

J ena, im August 1931. M. HERZBERGER. 
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Haufiger verwendete Buchstaben und Zeiger. 
a) kleine lateinische Buchstaben. 

Eikonalkoeffizienten, 
auch Entfernung zweier Prismenkanten, 
Lichtgeschwindigkeit, auch Mittelpunktsentfernung, 

Dicke, d Abstand aufeinander folgender Hauptpunkte, 
schiefe Dicke, 
Brennweite, 
Abstand aufeinander folgender Brennpunkte, 
EinfallshOhe, 
Winkel eines Strahls gegen die Flachennormale, 
Strahlungsweite, 
Abstand aufeinander folgender Mittelpunkte, 
Brechungsindex, 
schiefer Abstand, 

r Kriimmungsradius, 
s Schnittweite, 
u Winkel eines Aperturstrahls gegen die Achse, 
v PfeilhOhe, 
w Winkel eines Hauptstrahls gegen die Achse, 
x, y, z Koordinatenachsen, z stets Richtung des Anfangsstrahls, 
g, t, p, q auch HilfsgroBen in der SEIDELschen Theorie. 
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C 
E 
F 
H 
K 
0, P 
Q 
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51-56 
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b) groBe lateinische Buchstaben. 

Blende, 
Mittelpunkt, 
allgemeines Eikonal, 
Brennpunkt, 
Hauptpunkt, 
Knotenpunkt, 
Punkte, 
ABBEsche Invariante, 
Scheitel, auch Streckeneikonal, 
SEIDELsche Bildfehler, 
gemischtes Eikonal, 
Winkeleikonal, auch fiir sekundares Spektrum. 



oc 
{J 
y 
t5 
(3 

~''YJ' 
A 
v 

e 
qJ 

1: 

Hliufiger verwendete Buchstaben und Zeiger. 

c) kleine griechische Buchstaben. 

Prismenwinkel, 
VergraBerung, 
WinkelvergraBerung, 
Varia tionszeiehen, 
Ablenkungswinkel, 
Riehtungskosinus, 
WellenHinge, 
ABBEsche Dispersion, 
Kriimmung, 
K ugelwinkel. 

d) groBe griechische Buchstaben. 

A, B, r,.1, 
r 

E GraBen der SEIDELschen Bildfehlertheorie, 
auch FernrohrvergraBerung, 

.1 

17 
p 

1: 
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auch Differenzzeichen, insbesondere fur den 
. affnungsfehler .1' = .1(s'), 

Differenzzeichen fUr Farbenabweichungen, 
Petzvalsumme, 
Summenzeiehen, 
Brechungsmatrix, (.1) Dbergangsmatrix. 

Deutsche kleine Buchstaben. 

a Ausgangs- und Endpunkt, 
i, Einheitsvektoren, 
n Normalenvektor, 
o Einheitsvektor in Riehtung der FHichennormale, 
~ Einheitsvektor in der Strahlrichtung. 

Zeiger. 

XIII 

Langs-

GraBen, die sich auf die vte Flache beziehen, sollen den Zeiger v 
erhalten (r,,). Die GraBen nach der Brechung werden durch einen Strieh 
von den entsprechenden GraBen vor der Brechung unterschieden (s '" s~). 

GraBen, die sich auf die Blende beziehen, sind durch den Zeiger B 

gekennzeichnet. 
Differentiation nach einem Parameter wird oft abkurzend durch 

einen Zeiger gekennzeichnet, z. B. ~~ = Vb. 

Sind die Bezugspunkte in Objekt- und Bildraum nieht konjugiert, 
so werden die auf den Objektraum bezuglichen GraBen uberstriehen 

(z,t.F). 
Der obere Zeiger 0 kennzeichnet im sechsten Teil, daB die entspre

chenden Funktionen fur c = 0 zu nehmen sind, also vgc = V bC (a, b, c = 0). 



§ 1. Einleitung. 

Die Strahlenoptik geht von der Fiktion des Lichtstrahls aus. In 
einem homogenen, isotropen Mittel (s. S. 2) breitet sich das Licht ent
lang den geradlinigen Lichtstrahlen nach allen Seiten mit konstanter 
Geschwindigkeit aus. Die Geschwindigkeit hangt von der Farbe der 
Strahlen und der Natur des Mittels ab, sie betragt im luftleeren Raum 
fUr Strahlen aller Farben ca. 300000 km/sec. 

Eine optische Abbildung ordnet jedem Lichtstrahl in einem ersten 
Mittel (Objektraum) einen Lichtstrahl des letzten Mittels (Bildraum) zu. 
Eine optische Abbildung ist also eine Abbildung des Geradenraums oder 
wenigstens eines Teiles davon. Wir werden jedoch in § 4 umgekehrt er
kennen, daB nicht jede Geradenabbildung durch ein optisches System 
erzeugt werden kann. Bei dieser Betrachtungsweise wird die Strahlen
optik zu einem Teilgebiet der differentiellen Liniengeometrie, eine Be
handlungsweise, die vor allem der groBe schwedische Gelehrte A. GULL
STRAND in seinen Arbeiten durchgefUhrt hat. 

Setzt man jedoch als Grundannahme die Hypothese: das Licht be
wege sich in einem homogenen isotropen Mittel stets so, daB die Zeit 
zwischen zwei beliebigen Punkten seiner Bahn ein Minimum sei [FER
MAT (1)1J, so kann man auch die Geradlinigkeit der Lichtstrahlen noch be
weisen. Eine etwas vorsichtiger gehaltene Fassung des FERMATschen 
Prinzips werden wir in § 2 kennenlernen. Die dort gegebene Fassung 
reicht nicht nur aus, um auch die Gesetze der Brechung und Reflexion 
an der Trennungsflache zweier homogen isotroper Mittel zu gewinnen, 
man findet auch die Gesetze der Lichtfortpflanzung in inhomogenen und 
anisotropen Mitteln. Durch den FERMATschen Satz wird die Strahlen
optik zu einem Kapitel der Variationsrechnung. Diese Behandlungsweise 
der geometrischen oder Strahlenoptik verdanken wir W. R. HAMILTON; 
sie sol1 in diesem Buch unter geringer Abanderung der Methoden des 
groBen irischen Mathematikers durchgefUhrt werden. Um die Ergebnisse 
auch fUr die Variationsrechnung nutzbar zu machen, sol1 wenigstens im 
ersten Teil auf die Voraussetzung, daB alle Mittel homogen isotrop sind, 
verzichtet werden. 

1 Diese Ziffern beziehen sich auf das am SchluB des Buches befindliche 
Litera turverzeichnis. 

Herzberger, Strahlenoptik. 1 



§ 1. Einleitung. 

An Stelle der Lichtgeschwindigkeit v in einem Mittel benutzt man in 
der Optik gewohnlich das Brechungsverhaltnis (Brechungszahl, Bre
chungsindex) 

c 
n=

v ' 
(1) 

c bedeutet hierin die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. n hangt fUr 
einfarbiges (monochromatisches) Licht nur von dem Mittel ab. Es kann 
in dem allgemeinsten, hier zu betrachtenden Fall noch von Ort zu Ort 
variieren, kann. aber auch von der Richtung der Lichtstrahlen ab
hangen. 

Sei ein Punkt P des Mittels durch xl> X 2, X3 und die Richtung des be
trachteten Lichtstrahls durch die Richtungskosinus ~l> ~2' ~3 gegeben, 
dann ist im allgemeinen n eine Funktion der Xi und ~i; und zwar konnen 
wir, gegebenenfalls durch Umformung unter Benutzung der Identitat 

~i + ~~ + ~~ = 1, (2) 

erreichen, daB n in den ~i eine positiv homogene Funktion erster 
Ordnung wird. 

Ein Mittel wird als optisch homogen bezeichnet, wenn n vom Ort un
abhangig ist. 

Ein Mittel wird als optisch isotrop bezeichnet, wenn n von der Rich
tung unabhangig ist, wenn wir also n in der Form 

n = n i ~i + ~~ + ~i (3) 

schreiben konnen, worin n eine Funktion der Xi allein ist. 
Wir werden mit diesen allgemeinen Begriffen in unserm Buch voll

kommen auskommen; jedoch sei es in der Einleitung gestattet, ein paar 
W orte zu verlieren liber die be-

Tabelle 1. Einige besonders wichtige 
WeUenHi.ngen. 

Bezeich. 
nung 

A' 
C 
D 
d 
F 
g 
G' 

Wellenlange 

0,769 ft 
0,656 ft 
0,589 ft 
0,588 ft 
0,486 ft 
0,436 ft 
0,434 ft 

1 
l,u = 1000mm. 

Farbe 

Rot 

" Gelb 

" Blau 
Violett 

sondere Gestalt der Funktionen n, 
die in der Optik betrachtet wer
den konnen. 

Die Brechungszahlen. eines 
homogen isotropen Mittels han
gen von der Farbe, d. h. von der 
Wellenlange des betrachteten 
Lichts ab. Eine Anzahl Wellen
langen, die man mit Hilfe von 
Spektrallinien gut messen kann, 
hat man besonders bezeichnet. 
Tabelle 1 gibt einige solcher 

Bezeichnungen fUr Wellenlangen des sichtbaren Spektrums. 
In Tabelle 2 sind fUr eine Anzahl homogen isotroper Mittel, die in der 

Optik Verwendung finden, die Brechungszahlen in Abhangigkeit von der 
Farbe aufgetragen. Es ist noch zu bemerken, daB das Brechungsverhalt-



§ 1. Einleitung. 3 

nis der Luft fiir alle Farben sich so wenig von Eins unterscheidet, daB wir 
fur die Zwecke dieses Buches n (Luft) = 1 setzen konnen. Die GroBe ')I 

in der letzten Kolonne ist fur die Abhangigkeit der Brechungszahlen 
von der Farbe charakteristisch. Wir werden sie erst in einem spateren 
Abschnitt dieses Buches benutzen, (s. S. 74). 

Tabelle 2 (s. LANDOLT-BoRNSTEIN (1)). 
Brechungszahlen einiger wichtiger homogener isotroper Mittel. 

Substanz 

asser. W 
M 
C 

onobromnaphthalin 
edernholzol . 

Flu/3spat. 
Diamant. 
Einige Glassorten: 
Kron 1 
Schwerkron 1 
F lint 2 
Schwerflint 1. 

no 

1,331 
1,649 
1,511 
1,432 
2,410 

1,507 
1,607 
1,615 
1,710 

nd n. 
nD-l 

,,=~-
np-no 

1,333 1,340 56 
1,658 1,702 20 
1,514 1,528 49 
1,434 1,439 95 
2,417 2,448 56 

1,510 1,520 62 
1,610 1,624 56,5 
1,620 1,642 36 
1,717 1,749 29,5 

Als Beispiel fur ein inhomogenes, isotropes Mittel konnte die Atmo
sphare genommen werden, bei der das Brechungsverhaltnis nach oben 
stetig abnimmt, ein anderes Beispiel bildet das von J. CL. MAXWELL (2) 
untersuchte Fischauge. Legen wir unsem Koordinatenanfangspunkt in 
den Mittelpunkt des Fischauges, so ist nach MAxwELL n als Funktion 
des Ortes durch die Beziehung 

aD ,/ 

n = no a2+ x~ + 4 + xi r ~f + ~~ + ~2 (4) 

gegeben. no ist hierin der Wert des Brechungsindex im Mittelpunkt, 
a eine weitere, experimentell zu bestimmende Konstante. Wie aus 
Formel (4) hervorgeht, ist n im Fischauge eine Funktion, die nur von 
der Mittelpunktsentfemung des betrachteten Punktes abhangt, und von 
der Mitte aus stetig abnimmt. 

Beispiele homogener aber anisotroper Mittel bilden die Krystalle. 
Wahlt man das Koordinatensystem so, daB die Koordinatenachsen den 
sogenannten Hauptachsen der Krystalle parallel verlaufen, dann ist 
nach A. FRESNEL n eine zweiwertige Funktion der Richtungskosinus, 
die durch die positiven Wurzeln von 

g~ + g: + gg =0 
1 1 1 1 1 1 

(5) 

n2 - n~ 1)ii. - n~ nD - ni 

gegeben ist. nl> n2, ns sind hierin Konstante, die sogenannten H aupt
brechungsindices des Krystalls. Wir sehen, in jeder Krystallrichtung 
gibt es zwei Lichtstrahlen mit verschiedenen Brechungsquotienten, 

1* 



4 § 1. Einleitung. 

d. h. verschiedenen Geschwindigkeiten. Bei dem Versuch, die in diesem 
Buch abgeleiteten Gesetze auf Krystalle anzuwenden, empfiehlt es sich, 
obige Gleichung nach n aufzu16sen, und jeden der beiden Strahlen fur sich 
zu behandeln. 

Wir haben bisher noch gar nicht die Tatsache berucksichtigt, daB das, 
was sich entlang den Lichtstrahlen fortbewegt, eine periodische Erregung 
von sehr kleiner Wellenlange ist (0,4 fl < It < 0,8 fl, s. Tabelle 1). 
Wurde die Lichtausbreitung in den einzelnen Mitteln ungestort vor sich 
gehen, so wurde die endliche WellenHinge keinen Schaden anrichten; so 
aber werden durch die das Licht begrenzenden Offnungen Storungen 
eintreten, es wird an ihren Randern Licht abgebeugt werden. Diese 
Beugungserscheinungen werden im allgemeinen wenig ausmachen, so
lange die das Licht begrenzenden Offnungen sehr groB gegen die Wellen
lange sind; sie werden jedoch sehr bemerkbar, wenn auch nur eine der 
Offnungen klein ist. Die hier entwickelte Strahlenoptik gibt physi
kalisch richtige Ergebnisse also nur, wenn alle Offnungen gegen die 
WellenHinge groB sind. Dieser Tatbestand ist bei allen Anwendungen 
unserer Wissenschaft immer streng zu beachten. 



Erster Teil. 

Die optischen Grundgesetze in allgemeinen 
Systemen. 

§ 2. Der Satz von FERMAT. Die EULERschen Gleichungen. 

In einem homogenen isotropen Mittel bewegt sich das Licht gerad
linig, d. h. auf dem Wege, den zuriickzulegen die kurzeste Zeit erfordert. 

Das FERMATsche Prinzip, das die Grundlage unserer Betrachtungen 
bildet, verlangt dagegen nur, daB fur den vom Licht wirklich zwischen 
zwei Punkten seiner Bahn zuriickgelegten Weg die erste Variation der 
Zeit'immer, auch in inhomogenen, anisotropen Mitteln, verschwinde: 

(1) 

Wir wollen in folgendem fur diejenigen Leser, denen die Grund
begriffe der Variationsrechnung nicht geHiufig sind, die Bedeutung, von 
Formel (1) niiher erklaren. 

Betrachten wir zwei beliebige " 
Punkte P und P' auf einem Lichtstrahl 
(Kurve ~o, s. Abb. 1). Die Gultigkeit 
von Gleichung (1) besagt dann fol
gendes. Wir betten ~o in eine von' 
einem Parameter, u stetig abhangende f 
Kurvenschar ~ (u) ein, die P mit Abb.1. Zum Satz von FERllAT. 

P' verbindetl. 
~o soil dabei zum Parameterwert U o gehoren. In jedem Punkt eiIler 

der Kurven ,ist eine bestimmte Geschwindigkeit v = : gegeben. Be

zeichne ds das Bogenelement der Kurve ~(u), dann stellt 

P' 

1 J 1 T(u)=- nds=-E(u) 
c c (2) 

p@:(,,) 

die Zeit dar, die das Licht gebrauchen wiirde, wenn es auf der Kurve 

1 Die Gleichungen der Kurven seien stetige und so oft wie notwendig stiick
weise differenzierbare Funktionen der Kurvenparameter und des Parameters ". 
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@:(u) sich von P nach pi bewegen wiirde. Es soll nun, wie immer wir die 
Kurvenschar @:(u) wahlen, stets gelten 

(dT) -0 
d", "="0 - , (3) 

dann sagen wir, fiir die Kurve @:o verschwindet zwischen P und P' die 
erste Variation der Zeit und schreiben: fJ T = O. 

Gleichung (3) ist, wie aus den Lehrbiichem der Differentialrechnung 
bekannt ist, notwendig, aber nicht hinreichend dafUr, daB die vom Licht 

zur Zuriicklegung des Weges zwischen P und P' gebrauchte Zeit kleiner 
ist als die auf einem beliebigen andem Weg. Man wird in der Optik auch 
finden, daB zwar Gleichung (1) stets erfiillt ist, daB aber keineswegs der 
Lichtweg zwischen zwei Punkten stets ein Minimum ist. Das einfachste 
Gegenbeispiel bildet, wie man leicht errechnet, ein Lichtstrahl, der von 
einem Hohlspiegel reflektiert wird. 

Die durch Gleichung (2) gegebene GroBe E (u) bezeichnet man als 

den Lichtweg zwischen P und P' auf der Kurve @:(u). Wir konnen das 
FERMATsche Prinzip nun auch in folgender Form aussprechen. 

FERMATsches Prinzip. Die erste Variation des Lichtwegs verschwin

det fUr die vom Licht zwischen zwei Punkten (P, PI) seiner Bahn wirk
lich zuriickgelegte Kurve@:o, d. h. es gilt 

P' 

fJE = fJ f nds = O. (4) 
P(io) 

Wir wollen Gleichung (4) nun zunachst beniitzen, um die Gleichungen 
der Lichtstrahlen in einem Mittel zu erhalten, in welchem der Brechungs
quotient n eine dreimal stetig differenzierbare Funktion des Orts (Ko-

ordinaten Xl> X s, xs) und der Strahlrichtung in diesem Punkt (Ko-

ordinaten ~i = d;; = Xi) ist. Wir konnen wegen § 1 (2) ohne Ein

schrankung sogar annehmen, daB n in den Xi homogen von erster Ord
nung ist. Unter dieser Voraussetzung konnen wir an Stelle der Bogen
lange in (4) einen anderen Parameter t = t (s) einfiihren. Bezeichnen 
wir die Ableitungen nach s abgekiirzt durch einen dariiber gesetzten 
Punkt, die Ableitung nach t durch einen Strich, so erhalt man wegen 
x I 

--;- = X 
t 

E = f n(Xi' Xi) ds = f n(xi' xi) ids = f n(xi' xi) dt. (5) 
io io io' 

Wir hiillen, wie oben, unsere Kurve @:o, deren Punkte in ein und dem
selben Mittel liegen, ein in eine einparametrige Schar von Kurven, die 

stetig von einem Parameter (u) abhangen und P mit P' verbinden. 
Statt der Bogenlange s wahlen wir im Variationsintegral einen Para-
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meter t, der in P sowohl wie in P' fUr alle Kurven denselben Wert, z. B. 
Null bzw. Eins, haben soll. Wir formen unser Variationsintegral mit 
Hilfe partieller Integration um und finden: 

verschwindet, da die Xi sowohl ali der 

Stelle t = 0, als an der Stelle t = 1 konstant sind. 

Aus Gleichung (6) k6nnen wir schlieBen: ~! verschwindet fUr unsere 

Kurve jedenfalls, unabhangig von der Wahl der einbettenden Kurven
schar, wenn die drei EULERschen Differentialgleichungen 

~_~an -0 
aXi ds aXi - , 

i = 1,2,3 

oder nach Ausfiihrung der Differentiation nach s 
3 

.Ex (_a2~_x +~x) =~ 
1 aXiaX" " aXia,V" " OXi' 

i = 1,2,3 

(7) 

(7a) 

in jedem Punkt des Lichtstrahls erfiillt sind. Die L6sungen des Differen
tialgleichungssystems (7) befriedigen also jedenfalls unsere Forderung, 
daB auf ihnen zwischen je zweien ihrer Punkte die erste Variation des 
Lichtwegs verschwindet. In den Lehrbiichern der Variationsrechnung 
beweist man iibrigens auch, daB nur fUr die L6sungen der EULERschen 
Differentialgleichung, die man dort als Extremalen bezeichnet, die erste 
Variation verschwindet; oder mit anderen Worten: Geniigt eine Kurve 
nicht den drei EULERschen Differentialgleichungen (7), so kann man 

immer eine sie enthaltende einparametrige Kurvenschar durch P und 

P' konstruieren, so daB fUr sie in dieser Schar (~!)" ~ "0 =+= 0 wird. 

Die drei EULERschen Differentialgleichungen (7) sind iibrigens nicht 
voneinander unabhangig. Multiplizieren wir mit Xi und addieren, so 
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erhalt man unter Benutzung der EULERschen Homogenitatsrelation 
3 

'" an . 
L.Ji~Xi = n 

I Xi 

und ihrer Ableitung nach Xi bzw. Xi eine 1dentitat. 

(8) 

Statt von der Extremalen des Variationsproblems (3) kannen wir 
in der Optik anschaulicher von den Lichtstrahlen sprechen. Beide 
Bezeichnungen werden in diesem Buch nebeneinander gebraucht. 

1st das betrachtete Mittel homogen, also n vom Ort unabhangig, 
so nehmen die EULERschen Differentialgleichungen die Form 

3 
,\""1 82n.. 0 
L.J"~~X,,= 

1 x~ Xx 
(9) 

i = 1,2,3 

an. 
Wir sehen also, in einem homogenen Mittel sind jedenfalls die ge

raden Linien 
x~= 0, 

i = 1,2,3 

Lasungen unseres Variationsproblems. 
1st das Mittel inhomogen, aber isotrop, so wird 

- ) ,/·2 ·2 ·2 n = n (Xi r Xl + X 2 + Xs. 

Die EULERschen Differentialgleichungen ergeben-

3 
_ .. . '" an. an 
nXi + XiL.J" aX" = a· 

1 Xx x t 

(10 

(11) 

(12) 

Ais Beispiel mage der Leser die Rechnung fUr das MAxwELLsche 
Fischauge durchfUhren. Er findet als Differentialgleichungen wegen 

mit r2 = xi + x~ + x~ 
( 2 + 2)·· + . d(y2) - 2 a r Xi Xi ----;It - Xi (13) 

i = 1, 2, 3. 

Ais Lasung dieser Differentialgleichung erhalt man aIle Kreise, deren 
Ebenen den Koordinatenanfangspunkt enthalten, und in bezug auf die 
dieser die Potenz a2 hat [s. z. B. C. CARATHEODORY (2)]. Wir sehen, die 
Bahnen der Lichtstrahlen sind unabhangig von der Konstanten no, dem 
Brechungsindex im Ursprung. 
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§ 3. Der Normalenvektor. Das Brechungsgesetz. 

Wir wollen nun, immer unter Zugrundelegung des FERMATschen 
Prinzips, untersuchen, wie ein Lichtstrahl seine Bahn verandert, wenn 
er an eine Unstetigkeitsflache des Brechungsindex n kommt, d. h. wenn 
er von einem Mittel in ein anderes gelangt. 

Bevor wir die Rechnung durchfuhren, seien noch zwei Vektoren 
eingefiihrt, die im folgenden eine Rolle spielen werden. Wir bezeichnen 
den im allgemeinen eindeutig bestimmten Einheitsvektor 5 tangential 
zu einem Lichtstrahl als Strahlvektor. Seine Koordinaten sind 

5: (Xl' X2 , ,xs)' 
Den Vektor n mit den Koordinaten 

(an an an) 
n: axl ' axs' aXa 

(1) 

(2) 

bezeichnen wir als Normalenvektorl. Die EULERsche Homogenitats
relation § 2 (8) schreibt sich dann 

n5 =n. (3) 

1st das betrachtete Mittel isotrop, so ergibt sich aus § 2 (II) 

(4) 

Fur isotrope Mittel, und wie man leicht erkennt auch nur fUr sie, 
fallen in jedem Punkt Strahl und Normalenrichtung zusammen. 

p' 

Brec/Jvn,f'SJoltl: 7Z Brechvn,polt/: n I 

fJ(x) 
Abb. 2. Brechung eines Lichtstrahls an der Grenze zweier Mittel. 

Wir betrachten jetzt zwei beliebige Mittel, die durch eine FIache 
mit dem Ortsvektor V getrennt werden. Wir setzen voraus, die Koordi
naten von Vi seien stetig und stetig differenzierbare Funktionen des 

Ortes. Wir betrachten zwei Punkte P und pi eines Lichtstrahls, die 
durch die brechende Flache getrennt seien und wollen mit Hilfe des 

1 Diese Bezeichnung ruhrt daher, daB der Vektor n stets normal zu den 
Wellenflachen steht (siehe hierzu § 5). Der entsprechende Vektor wird in den 
mechanischen Problemen als Impulsvektor bezeichnet. 
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FERMATschen Prinzips die Bahn des Lichtstrahls bestimmen. Wir betten 
den Lichtstrahl, der die brechende Flache im Punkt Eo durchstoBen 
mage, wieder in eine einparametrige Schar von Kurven ein, die durch 

P und P' gehen und die brechende Flache in den Punkten E (?t) durch

stoBen magen. Unser Lichtstrahl muB zwischen P und Eo und zwischen 
Eo und P' den zu dem betreffenden Mittel geharenden EULERschen 
Differentialgleichungen [§ 2 (7)] geniigen. Wir finden in Analogie zu 
§ 2 (6) indem wir das Variationsintegral in zwei Teile zerspalten 

BP' 3 B 3 P' 

dE =fan ds + fan' ds = ~ ~ dXi I '-~ ~~ dX; I 
du au au L./ a Xi d u +,L..; a Xi du 

j5 B 1 P 1 B 
(5) 

3 

= ~dbi (a.n _ a~/) =0, 
,L..;" du aXi ax; 

1 

falls wir die GraBen des zweiten Mittels durch einen Strich von den 
entsprechenden GraBen des ersten Mittels unterscheiden. Unter Be
nutzung von (2) nimmt Gleichung (5) die Form an 

I db ' 
(n - n) du = o. (6) 

In Gleichung (6) ist ~~ ein Vektor tangential zur brechenden Flache; 

man iiberlegt sich leicht, indem man andere Vergleichskurven zulaBt, 

daB :~ jede beliebige Richtung tangential zur brechenden Flache haben 

kann. Der Vektor n' - n hat also die Richtung der Flachennormale, 
deren Einheitsvektor wir mit 0 bezeichnen. An Stelle von (6) kann 
man also auch schreiben 

n' - n = ro, (7) 

wo rein skalarer Faktor ist oder nach vektorieller Multiplikation 
(Zeichen x) mit 0 

n/xo=nxo. (8) 

Die Gleichungen (6) bis (8) zeigen, wie die Richtung des Normalen
vektors sich verandert, wenn der Lichtstrahl von einem Mittel in ein 
anderes iibertritt. Sie bilden den mathematischen Ausdruck des all
gemeinen Erechungsgesetzes fUr beliebige Mittel. Es kannte jedoch ein 
Lichtstrahl auch an der Trennungsflache zweier Mittel in das erste 
Mittel zuriickgeworfen (reflektiert) werden. Auch in diesem Fall sind 
die obigen .Formeln giiltig; man muB nur beachten, daB dann in (6) 
bis (8) fUr n' die Werte des Brechungsindex fUr das erste Mittel, den 
DurchstoBpunkt und die reflektierte Richtung einzusetzen sind. Die 
Gleichungen (6) bis (8) geben formal das Reflexionsgesetz genau so 
wieder, wie das Erechungsgesetz. 
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Aus Gleichung (7) geht insbesondere folgender Satz hervor. 
Die Normalenvektoren, die zu einem einfallenden, dem gebrochenen 

und reflektierten Strahl gehoren, liegen in einer Ebene mit dem Ein
fallslot o. 

1m allgemeinen ist es eindeutig, bei Krystallen naturlich fur jeden 
der beiden n-Werte (Doppelbrechung), moglich, einem einfallenden Strahl 
einen reflektierten oder gebrochenen Strahl zuzuordnen. Man bestimme 
zuerst den Normalenvektor n, was immer eindeutig moglich ist, dann 
aus (7) oder (8) und (2) den Vektor n', schlieBlich suche man die zu
gehorige Strahlrichtung; die beiden letzten Schritte sind nicht immer 
eindeutig. Es ist eine wunderbare Entdeckung W. R. HAMILTONS, bei 
Krystallen die innere und auBere konische Refraktion vorausgesagt und 
mit Hilfe der FRESNELschen Formel [§ 1 (5)] berechnet zu haben. Hier 
entspricht einem einfallenden Strahl ein Kegelmantel austretender ge
radliniger Strahlen. 

Die DurchfUhrung der hier angedeuteten Untersuchung fUr 
Krystalle sei dem Leser iiberlassen, da sie fur den Zweck des Buches 
nicht vonnoten ist, er wird hierbei aufs deutlichste den Vorteil der Vek
torrechnung gegenuber der ublichen Koordinatenrechnung empfinden. 

§ 4. Das Differentialgesetz der Strahlenoptik. 

Wir wollen jetzt den FERMATschen Satz anwenden auf eine ein
parametrige Schar von Lichtstrahlen, die beliebig viele Mittel durch
laufen mogen. Jedem der Lichtstrahlen entspreche ein Wert des Para~ 
meters x. Die Lichtstrahlen mogen im ersten Mittel (Objektraum) durch 
eine stetige Kurve a (x) mit stetiger Tangente, im Bildraum durch eine 
Kurve 0 ' (x) geschnitten werden. Jede dieser Kurven dad unter. Um
standen in einen Punkt entarten. Wir wenden das FERMATsche Prinzip 
auf diese Lichtstrahlenmannigfaltigkeit an; seien 1\ (u), O2 (u) ... 0." (u) die 
Schnittkurven unserer Lichtstrahlen mit den brechenden oder reflek
tierenden Flachen und zerlegen wir unser Variationsintegral in Teile von 
der einen Flache zur nachsten, benutzen schlieBlich die Tatsache, daB 
die Lichtstrahlen in einem festen Mittel den EULERschen Differential
gleichungen genugen, sowie daB die Strahlen an jeder Flache gemaB 
§ 3 gebrochen bzw. reflektiert werden, so finden wir 

P' B, B, P' 

~~ = d~ J nds = ddu (f nds + f n12 ds . .. + f nldS) 
P P B, By 

3 B, 3 B, 3 P' 

= ~ a~ ax; I + ~a~12 dx; I + ... ~a~' dXi I (1) 
.L./ aXi au L./ aXi du .L./ aXi du I 

1 P 1 B, 1 By 

,da' _da 
= n a:; - n du' 
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wo n' bzw. it den Wert von n im Schnitt des Lichtstrahls mit der 
Kurve a' (u) bzw. a (u) kennzeichnen soIl. 

Gleichung (1) gilt fiir jede beliebige Schar von Lichtstrahlen und 
von Kurven a und a'. Wir konnen dafiir auch schreiben 

n'da' - lida = dE (2) 

und Gleichung (2) wie folgt deuten: 

8recl1vnpol11: n 

N(Xj 

Abb. 8. Zum DifferentiaJgesetz. 

(li .. (,,) Schnittkurve der Strahlen mit der .. ten brechenden Flllche), (a(,,) Kurve der' Anfangspunkte), 
c:t'(") Kurve der Endpunkte). 

Gegeben sei eine ein-, zwei-, drei- oder vierparametrige Schar von 
Lichtstrahlen, also von Kurven, die in ihrem ganzen Verlauf den EULER
schen Differentialgleichungen geniigen; a und a' seien regulare Funk
tionen der Scharparameter, die auf jedem Strahl einen Anfangspunkt 
und einen Endpunkt bestimmen. Dann besagt Gleichung (2), daB die 
linke Seite stets ein totales Differential der zugehOrigen Variabeln ist, 
und ~war ist E der Lichtweg zwischen Anfangs- und Endpunkt. N ur 
solche Abbildungen des Geradenraume.s sind also optisch moglich, be£ 
denen obige Bedingung erfullt ist. 

Gleichung (2) wird sich fiir die Entwicklung der Strahlenoptik als 
sehr niitzlich erweisen, und zwar aus folgendem Grunde. Uber die An
fangspunkte a und die Endpunkte· a' kann man beliebig verfiigen und 
sie dem zu untersuchenden Problem anpassen;. man muB nur darauf 
achten, daB hierbei jedem betrachteten Lichtstrahl eindeutig ein An
fangs- und ein Endpnnkt zugeordnet wird, und daB die gewahlten 
Variabeln den Strahlen, die man betrachtet, eineindeutig zugeordnet 
werden. . 

Eine (2) entsprechende Gleichung findet sich schon bei W. R. HA
MILTON (4) und wird dort viel benutzt; jedoch benutzt HAMILTON 
insbesondere in (4) die sechs Koordinaten eines beliebigen Punktes 
in Ding- und Bildraum als I?arameter. Daraus erklaren sich die Schwierig
keiten, die manche Nachfolger HAMILTONS bei dem Versuch vorfanden, 
die HAMILToNschen Methoden auf gegebene Aufgaben der Strahlenoptik 
anzuwenden. 
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Aus Gleichung (2) kann man E eliminieren, wenn man eine zwei
parametrige Strahlenschar betrachtet. Seien die Parameter u, v, be-

zeichnen wir die Ableitungen abgekiirzt z. B. Eu = ~~ , dann folgt aus 

Euv = Evu: 

(3) 

Mit anderen Wort en : Die durch (3) ausgedriickte GroBe ist konstant 
langs des Lichtstrahls. 

Da die EULERsche Differentialgleichung erne vierparametrige Lo
sungsschar hat, so 
gibt es sechs unab
hangige Ausdriicke 
der Form (3), die 
langs des Strahls in
variant bleiben. 

Gleichung (3) kann 
man auch, wie folgt, Abb. 4. Drei Nachbarstrahlen. 

infinitesimal deuten: 
Seien neben dem durch il, ii, a', n' gegebenen Anfangsstrahl zwei Nach
barstrahlen durch a + da, ii + dn und a + bu, ii + bii ... gegeben. 
Dann gilt 

dn~ ba' - bn' da' = dii ba - bii da. (4) 

Der Ausdruck (4) bleibt ungeandert, wie immer wir das kleine aus 
a, a + dCi., a + bCi. gebildete Dreieck auf den drei Strahlen stetig ver
schieben. 

§ 5. Die WellenfUichen der Optik. Das HILBERTsche Integral. 
Die kaustischen Kurven. 

Wir fragen jetzt nach der geometrischen Bedeutung des Vektors n. 
Wir betrachten zunachst einen einzelnen Lichtstrahl und auf ihm 

zwei Punkte U und a'. DurchCi. legen wir ein Flachenelement do senk
recht zu ii, durch a' ein Flachenelement da' senkrecht zu n/. Dann gibt 
Gleichung § 4 (2) 

dE =0. (1) 

Bezeichnen wir die Flachenelemente senkrecht zum Normalen
vektor als Wellenflachenelemente, so besagt (1): 

Der Lichtweg zwischen zwei Wellenflachenelementen ist auf allen 
Nachbarstrahlen in erster Naherung konstant. 

Betrachten wir die Gesamtheit der Strahlen, die durch einen Punkt U 
gehen. Wir nehmen diesen Punkt als Ausgangspunkt auf allen Strahlen 
an und tragen von ihm auf allen Strahlen konstante Lichtwege ab; 
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die so entstehende FHi.che sei die FHiche unserer Endpunkte. Dann ist 
da = 0, dE = 0 und Gleichung § 4 (2) gibt 

n' do' = 0 (2) 
oder in Worten: 

Tragen wir auf allen durch einen Punkt gehenden Strahlen konstante 
Lichtwege ab, so steht die Flache der Endpunkte senkrecht auf den 
zu den Strahlen gehOrenden N ormalenvektoren; sie ist eine Wellenflache 
des Lichtstrahlenbiindels. Zu jedem Wert E des Lichtwegs gibt es eine 
Wellenflache, die jedoch z. B. in einen Punkt entarten kann. 

Aus § 3 (4) geht hervor, daB in einem isotropen Mittel alle Wellen
flachen senkrecht auf den Lichtstrahlen stehen. 

Aufgabe. Es sind die Wellenflachen um einen Punkt fur einen einachsigen 
und einen zweiachsigen homogenen Krystall in geschlossener Form anzugeben. 

Man hatte von vornherein die Lichtausbreitung auch mit Hllfe der 
Wellenflachen beschreiben konnen. Der von einem Punkt n ausgehende 
Lichtimpuls befindet sich zur Zeit t auf derjenigen Wellenflache, die 
man erhalt, wenn man auf allen Strahlen denjenigen konstanten Wert 
des Lichtwegs auftragt, der in der Zeit t im luftleeren Raum zuriick
gelegt worden ware, s. § 2 (2). 

Die Wellenflachen kommen somit ganz natiirlich in der Strahlen
optik vor. Sie erleichtern den Obergang zur Beugungsoptik, well jeder 
Punkt einer Wellenflache gleichzeitig in derselben Phase schwingt. 

Urn eine ein wenig knappere und seit KNESER (1) in der Variations
rechnung iibliche Ausdrucksweise zu haben, wollen wir in Zukunft von 
einem Wellenflachenelement oder einem beliebigen Linienelement mit 
(ndo = 0) sagen, es liegt transversal zu dem betrachteten Lichtstrahl. 

Betrachten wir eine beliebige Flache a(u, v). Wir konnen eine 
Strahlenmannigfaltigkeit bestimmen, zu der diese Flache transversal 
liegt. Tragen wir von der Ausgangsflache aus auf allen Strahlen be
liebige Lichtwege gleicher GroBe ab, so gelangen wir wegen ndn = 0 und 
§ 4: (2) zu einer Flache und bei Anderung der LichtwegHinge zu einer 
Schar von Flachen, die wieder zu unserer Strahlenmannigfaltigkeit trans
versal liegen. 

Eine zweifach unendliche Strahlenmannigfaltigkeit, die eine und 
damit unendlich viele Wellenflachen (transversale Flachen) hat, wollen 
wir eine feldartige M annigfaltigkeit nennen. Den eben abgeleiteten Satz 
konnen wir dann als Satz von der Erhaltung der Feldeigenschaft be
zeichnen. 

Als Spezialfall betrachten wir die Abbildung eines Punktes P durch 
eine beliebige ein- oder zweiparametrige Strahlenmannigfaltigkeit. Wir 
nennen einen Punkt durch eine ein- oder zweiparametrige Strahlen
mannigfaltigkeit abgebildet, wenn die Strahlen zusammenhangend sind, 
d. h. wenn man von jedem Strahl innerhalb der Mannigfaltigkeit stetig 
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Zu jedem anderen Strahl gelangen kann und diese sich in einem Punkt P', 
dem Bildpunkt von P, vereinigen. Fiir diese Strahlen konnen wir als 
Ausgangsmannigfaltigkeit den Objektpunkt a, als Endmannigfaltigkeit 
den Punkt a' wahlen, dann ist, weil a und a' nicht von den Parametem 
abhangen, da = da' = ° und aus § 4 (2) folgt: 

dE=O (3) 
oder in Wort en: 

Wird ein Punkt abgebildet, so ist auf allen abbildenden Strahlen 
der Lichtweg zwischen Objekt- und Bildpunkt konstant [so z. B. 
W. R. HAMILTON (1)]. 

Sei eine beliebige zweifach unendliche Strahlenmannigfaltigkeit und 
eine sie schneidende Flache Ci gegeben. Wir behaupten, sie bildet dann 
und nur dann eine feldartige Mannigfaltigkeit, wenn auf einer beliebigen 
das Feld schneidenden FHiche a der Ausdruck nda als Funktion der 
beiden Parameter ein totales Differential ist: 

(4) 

Erstens: (4) sei erfiillt. Wir tragen von der Ausgangsflache aus auf 
allen Strahlen die Lichtwegstrecke E = - tfJ + C auf. Hierin sei tfJ ein 
beliebiges Integral von (4), C eine Konstante. Dann gibt § 4 (2) fUr 
die EndfHiche 

n' da' - dtfJ = d(- tfJ + C) = - dtfJ, (5) 
also 

n'da'=O, 

d. h. die so konstruierten Flachen sind gerade die Wellenflachen. 
Sei umgekehrt eine £eldartige Mannig£altigkeit gegeben, a (u, v) eine 

WellenfHiche, und schneiden wir die Strahlen mit einer beliebigen Flache 
a' (u, v), so ist 

n'da' = dE. (6) 

also die Bedingung (4) erfiillt. Aus (4) £olgt iibrigens, wenn wir tfJuv = tfJvu 

bilden, 
(7) 

d. h. die nach § 4 (3) jeder zweiparametrigen Strahlenschar zugeordnete 
Invariante verschwindet entlang allen Strahlen einer feldartigen 
Mannigfaltigkeit. 

Eine £eldartige Mannig£altigkeit, die einen gewissen Teil des Raumes 
nur einfach iiberdeckt, so daB durch jeden Punkt dieses Raumteils 
ein und nur ein Lichtstrahl geht, heiBt nach KNESER (1) ein Feld. Die 
Felder spielen in der Variationsrechnung eine groBe Rolle; man konnte 
hier z. B. zeigen, daB der Lichtstrahl zwischen zwei Punkten eines 
Feldes, das aus den Strahlen durch den Anfangspunkt besteht, stets 
der kiirzeste Weg ist. 
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Zu diesem Beweis, den wir hier iibergehen, benutzt man haufig ein 
auch sonst wichtiges, von HILBERT (1) aufgestelltesIntegral, das yom 
Integrationswege unabhangig ist und das wir auch hier angeben wollen. 
Wir greifen eine feste Transversalflache a (u, v) heraus; sei if> die 
optische Entfemung eines Punktes unseres Raumteils, von dieser Trans
versalflache aus auf dem durch ihn gehenden Lichtstrahl gemessen. 
Jedem Punkt des Raumteils ist dann eindeutig ein Wert von if> zu
geordnet. Wir verbinden zwei Punkte PI und P 2 durch eine beliebige 
Kurve a' (u). Dann ist 

2 2 

f n' da' = f dif> = if>2 - if>1 (8) 
1 1 

nur von Anfangs- und Endpunkt abhangig, also unabhangig von der 
Wahl der verbindenden Kurve. 

Insbesondere gilt fUr eine geschlossene Kurve in einem Feld 

~nda=O. (9) 

Es seien hier noch zwei Satze angefiigt, die sich ohne Schwierig
keit ableiten lassen. 

Abb. 5. Zu den Integralinvarianten einer 
Lichtrobre. 

Es sei eine geschlossene K urve 
a (u) als Anfangskurve gegeben und 
durch jeden Punkt der Kurve ein 
Lich tstrahl. Die Lich tstrahlen mogen 
einezusammenhangende, aber nicht 
notwendig feldartige Mannigfaltig
keit bilden. Wir schneiden die so 
entstehende Lichtrohre durch eine 
zweite geschlossene Kurve a' (u) und 

integrieren Gleichung § 4 (2) iiber die geschlossenen Kurven. Wir fin
den, es ist stets 

~ndo = ;fn'da'. (10) 
a a' 

Die GroBe (10) ist also eine Integralinvariante der Lichtrohre. Diese 
Invariante wurde zuerst von H. POINCARE (1) angegeben. 

Ihre GroBe findet man nach einem von G. PRANGE herriihrenden, 
mir miindlich mitgeteilten Verfahren, indem man als Kurve der End
punkte eine Kurve a2 (u) nimmt, die auf der Rohre transversal zu den 
Lichtstrahlen verlauft. Diese Kurve schlieBt sich im allgemeinen nicht. 
Nehmen wir sie als Kurve der Endpunkte und integrieren, so gibt 
§ 4 (2) 

jndo = - fdE = El - E2 , (Il) 
a a. 
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d. h. der Wert des Integrals ist gleich dem Lichtweg, der bei einmaligen 
transversalen Umwandern der Lichtr6hre iibrigbleibt (Abb.5). 

Wir betrachten jetzt e:ne einfach unendliche Mannigfaltigkeit von 
Strahlen, die eine Enveloppe haben, d. h., alle Strahlen sollen eine 
feste Kurve, die zugeh6rige Kaustik, beriihren, Abb. 6. Wir wahlen als 
Kurve a (u) eine beliebige Transversale, als Kurve a' (u) die Kaustik. 
Dann gilt, wegen § 3 (3), da die Kaustik die Lichtstrahlen beriihrt, 

,da.' ,ds' 
n-=n--

du du' (12) 

wo s' das Bogenelement der kaustischen Kurve bedeutet. Obige Tat
sache kann man in verschiedener Weise deuten und beniitzen. Zuerst 
einmal gilt we~en (8) der Satz von KNESER 

und umgekehrt: 

2 J n' ds' = (/)2 - (/)1 

1 
Kaustik 

(13) 

Tragen wir auf allen Lichtstrahlen vom Beriihrungspunkt mit der 
Kaustik aus nach riick-
warts eine Strecke ab, 
die, optisch gemessen,. 
gleich der optischen 
Lange der Kaustik ist, 
von einem ihrer Punkte 
PI aus gemessen, so 
bilden die Endpunkte 
die durch PI gehende 
Transversale. Man kann 
diesen Tatbestand auch 
vielleicht so fassen: Die Abb.6. Die Kaust~~~~it~renschar und eine 

optischeAbwicklung der 
Kaustik gibt die Transversalen. Hierbei ist dann als Linienelement 
der optischen MaBbestimmung 

dE = nds (14) 
anzusehen. 

§ 6. Die Gesetze der Abbildung. 

In § 5 (3) fanden wir, daB bei der Abbildung eines Punktes durch 
eine zusammenhangende Strahlenmannigfaltigkeit der Lichtweg auf 
allen abbildenden Strahlen konstant ist. 

Wir nehmen jetzt an, eine Kurve a(u), Abb.7, werde Punkt fiir 
Punkt durch eine von ein oder zwei weiteren Parametern abhangende 
Strahlenmannigfaltigkeit abgebildet auf eine Kurve a' (u). Dann ist nach 

Herzberger, Strahlenoptik. 2 
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dem Satz § 4 (3) auch der Lichtweg E zwischen Anfangs- und Endkurve 
auf allen abbildenden Strahlen eine Funktion von u ailein. Unsere 

i' 
Formel § 4 (2) gibt 

Gleichung (1) ist eine Ver
allgemeinerung des optischen 
Kosinusgesetzes, das wir noch 
kennenlernen werden und das 
in der optischen Literatur von 
ABBE bis zur Gegenwart eine 
groBe Rolle spieltl. 

n, n I kann kierin die N ormalen-
a{u) a' (u) vektoren aller durek einen /esten 

Abb. 7. Abbildung einer Kurve. 
(i, i' Einbeitsvektoren tangential an die Kurve.) 

Objekt- und Bildpunkt gehenden 
Straklen dureklau/en. 

Gleichung (1) kann man in verschiedener Weise umformen. Wir 
fiihren als Parameter in (1) die Bogenlange s der Objektkurve ein. 
Se s' die BogenHinge der Bildkurve, dann kann man 

ds' = II' 
ds P (2) 

als VergroBerung bezeichnen. Beachtet man noch, daB Ell. fUr aile ab
bildenden Strahlen durch einen /esten Objektpunkt konstant ist, und 
nennt die Einheitsvektoren tangential zu den abgebildeten Linien
elementen i, i', so nimmt (1) die Form an 

(n/i') ds' - (ni) ds = Eudu (3) 
oder wegen (2) 

P' (n' i') - (n i) = E" ~: = Const. (4) 

Unter Beachtung von § 4 (2) erkennt man, daB die Gilltigkeit von 
(4) fur die Normalenvektoren einer ein- oder zweiparametrigen Strahlen
schar, wenn ein Punkt abgebildet wird, auch hinreichend dafur ist, 
daB ein Linienelement in Richtung des Einheitsvektors i mit der Ver
gri:iBerung P' abgebildet wird auf ein Linienelement in Richtung i'. 

Die Konstante kann man aus (4) eliminieren, wenn man den Nor
malenvektor nl> n~ fUr einen abbildenden Strahl kennt. Dann wird (4) 

p' (n' - n~) i' = (n - nl ) i . (5) 

Zwei Sonderfalle haben ein besonderes Interesse. Existiert ein Strahl, 
zu dem Objekt- und Bildlinienelement transversal liegen, so wird 

1 Vgl. M. HERZBERGER (4), geschichtlicher Anhang. 
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also wird (5) 
{l' n' i' =, ni. (6) 

Existiert ein Strahl, der Objekt- und Bildlinienelement beriihrt, so 
wird 

s~ = i', (7) 

also wegen § 2 (U) 

Hierin gibt n1 (ni.) den Wert an, den man erhaIt, wenn man in n die 
Koordinaten des Anfangspunktes bzw. Endpunktes und die Richtungs
kosinus des beriihrenden Strahls einsetzt. 

Gleichung (5) HiBt sich dann in der Form 

{l'n'i' - ni = {fn~ - n1 (8) 
schreiben. 

An allen diesen Gleichungen ist das, Charakteristische, daB wir durch 
Untersuchung der Strahlen, die einen festen Punkt abbilden, einen Auf
schluB dariiber gewinnen k6nnen, ob die N achbarpunkte abgebildet 
werden. 

Wir fragen jetzt nach den Bedingungen dafiir, daB eine Plache Punkt 
fiir Punkt durch eine zusammenhangende Strahlenmannigfaltigkeit ab
gebildet wird. Dann gelten zwei Gleichungen der Form (1) 

n' a~ - n au = Eu,} 
n'~ - nav = Ev 

(9) 

fiir alle abbildenden Stni.hlen durch einen Punkt oder umgeformt 

{3: n'i: - ni, = G" } 
{3' ,., • G (10) 
"n t" - n t" = " . 

Das Bestehen der Glei
chungen (9) und (lO) fiir eine 
zusammenhangende Strahlen- Abb. 8. Zur Abbildnng eines FlacheneJements. 

Die Einheitsvektoren Illngs d,a, d"a, da sind im Text 
mannigfaltigkeit durch einen mit i" ill' i bezeichnet. 

Punkt ist notwendig und 
iibrigens auch hinreichend dafiir, daB ein durch diesen Punkt 
gehendes Plachenelement scharf 1 abgebildet wird. i" i:, i", i~, sind dabei 
zugeordnete Richtungen. 

Die Abbildung des Flachenelements ist affin; wir k6nnen daher 
i" ill, i:, i:, so wahlen, daB die zugeh6rigen Richtungen in Objekt- und 

1 Scharf (zentrisch) nennen wir eine Abbildung, bei der aile Strahlen, die 
vom Objektpunkt ausgehen und nicht abgeblendet werden, sich im Bildpunkt 
vereinigen. 

2* 
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Bildraum aufeinander senkrecht stehen. Seien dann i, i' zwei beliebige 
weitere zugeordnete Richtungen und sei (Abb.8) 

so folgt aus 

sofort 

i = cos cp i, + sin cp i", l 
i' = cos cp'i: + sin cp'i;, ' f 

fJ'n'i' - ni = C 

C = C,cos cp + C" sincp, 

fJ' 2 = fJ? cos2 cp + fJ:,2 sin 2 cp , 

tg cp' = ~: tg cp . 

(11) 

(12) 

Wir haben zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem ob fJ: =\= fJ:, 
ist. In ersterem Fall sagen wir, die Abbildung ist unverzerrt; wir finden 

fJ: = fJ: = fJ:" I 
cp=cp, 

C = C, cos cp + C"sin cpo 

( 13) 

Einem kleinen kreisformigen Flachenelement entspricht wieder ein 
Kreis, die Abbildung ist im kleinen ahnlich. 

Bei verzerrter Abbildung (Abb. 8) entspricht einem kleinen Kreis 
. eine Ellipse, deren Hauptachsen mit den Koordinaten unserer Wahl 
ubereinstimmen. 

Setzen wir C, 
tgcp= -e' 

" 
(14) 

so verschwindet C. Wir sehen also [BRUNS (1)]: ist C nicht identisch 
Null, so verschwindet es nur fur die durch (14) gegebene Richtung. 

Gibt es einen Strahl, der zu Objekt- und Bildflachenelement trans
versal liegt, so verschwindet C, und C". Wir haben 

P: n' i: = n i" } 
P' '0' . "n 1" = n til' 

(15) 

Wichtig ist folgender von C. CARATHEODORY (2) untersuchter Sach
verhalt. Es mogen alle Strahlen, die das Objektflachenelement beriihren, 
auch das Bildflachenelement beriihren. CARATHEODORY sagt in diesem 
Fall, das Flachenelement liegt tangential im Felde des Instruments. 

In diesem Fall mussen die abgebildeten Linienelemente auf zu
geordneten Strahlen liegen. (10) ergibt hierfiir die Bedingungen 

fJ' ,., . P" I ,n 1, - nt, = ,n, - n" l 

P' ,., . fJ" f " n 1" - n 1" = "n" - n". 
(16) 

Es gebe nun zwei Strahlen durch Objekt- und Bildpunkt. mit in 
beiden Punkten entgegengesetzten N ormalenrichtungen; eine Voraus-
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setzung, die wohl meist erfiillt ist. Es ist jedoch dem Verfasser nicht 
gegliickt, den folgenden Beweis ohne ihre Benutzung zu fiihrenl. 
Existiert auch nur ein solcher Lichtstrahl, so k6nnen wir in (16) 
n durch -n, n' durch -n' ersetzen; da hierbei die rechte Seite un
geandert bleiben muB, muB sie verschwinden; das gibt 

P' ,., '} , n t, = nt" 
I I "' • PII n til = n til , 

(17) 

also fUr zwei beliebige zugeordnete Richtungen 

P' n' i' = n i. (18) 

Wahlen wir in (18) fUr n, n' wieder den beriihrenden Strahl, so finden 
wir unter Benutzung von § 3 (3) 

p'n'=n. (19) 

(19) ist der Inhalt des Satzes von CARATH~ODORY: 
Wird ein Flachenelement, das tangential im Feld eines optischen 

Instruments liegt, abgebildet auf ein Flachenelement derselben Art, so 
sind zugeordnete Linienelemente optisch gemessen gleich groIl. 

Betrachten wir zum SchluB die Bedingung, daB ein Raumelement 
scharf abgebildet wird. Alle Strahlen durch einen Punkt des Raum
elements sollen sich bildseitig in einem Punkt vereinigen. Wir erhalten 
drei Gleichungen der Form (10) 

P; n' i; - n i, 
/3;, n'i;, - n ill 

fJ~" n' i~" - n i,,, 

= G" 1 
= Gil' 

= G", , 

(20) 

und wir k6nnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, 
daB ill ill, ill" sowie i;, i;" i;II paarweise aufeinander senkrecht stehen. 
EbensQ, wie oben, k6nnen wir schlieBen G, = G" = Gill = 0; es gilt 
fUr ein beliebiges Paar zugeordneter Richtungen 

p'n'i'=ni; (21) 

wir erhaIten schlieBlich, da jeder Strahl zugeordnete Richtungen be-
riihren muB, 

n' p' = n, (22) 

d. h. den in dieser Allgemeinheit auch zuerst von C. CARATH~ODORY 
bewiesenen Satz: . 

Wird ein Raumelement scharf abgebildet, so sind Objekt- und Bild
element optisch gemessen stets gleich. 

In isotropen Mitteln gibt (21) und (22) 

s'1' = s i, (23) 

1 Herr Prof. CARATHEODORY iibersandte mir inzwischen einen brieflichen 
Beweis des Satzes, der unter Benutzung de~ Prinzips der analytischen Fort
setzung obige Voraussetzung entbehrlich macht. 
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d. h. die Abbildung eines Raumelementes in isotropen Mitteln muB kon
form sein, F. KLEIN (1). 

Aufgabe 1. Es ist zu zeigen, daB das MAxWELLsche Fischauge ein inhomogen 
isotropes Mittel ist, bei dem der ganze Raum scharf abgebildet wird; siehe hierzu 
auch die Verallgemeinerung des MAXwELLSchen Fischauges durch W. LENZ (1). 

Aufgabe 21. Es ist zu untersuchen, ob eine scharfe Abbildung eines Raum
elements moglich ist, wenn Anfangs- und Endpunkte in zwei einachsigen Krystallen 
liegen und beiderseits nur die auBerordentlichen Strahlen betrachtet werden. 
Es ist hierbei zu beachten, daB aus 

P'2 = Pi2 ~~ + Pi,2 ~~ + P'f" ~~. (24) 
und (22) eine starke Einschrankung fiir die Abhangigkeit der Brechungsindizes 
mit der Richtung folgt. Bei der Untersuchung muB man selbstverstandlich darauf 
achten, daB die Krystallachsen nicht mit unseren Koordinatenachsen zusammen
zufallen brauchen. 

§ 7. Die optischen Reziprozitatssatze. 

Wir betrachten eine zweiparametrige Schar von Strahlen, die zwei 
Kurven a(u), a' (v) schneiden. Hierbei solI jedem Wertepaar u, vein 
und nur ein Strahl entsprechen, d. h. jeder Strahl sei durch seine Schnitt
punkte mit den beiden Kurven bestimmt. Dann ist naturlich 

(1 ) 

Setzen wir (1) in § 4 (3) ein, so erhalten wir fur unsere Strahlen die 
wichtige Beziehung 

" -- -nu av = - nv a" . (2) 

Wir betrachten ferner eine zweiparametrige Schar von Strahlen, 
die zwei Kurven a (u), a' (u) aufeinander aMilden, derart, daB alle von 
einem Punkt der ersten Kurve ausgehenden Strahlen sich in einem 
Punkt der zweiten Kurve vereinigen. Dann wird 

av = a~ = 0, (3) 
und Gleichung § 4 (3) ergibt 

n~a~=nva". (4) 
Wir wollen jetzt die Gleichungen (2) sl)wie (4) geometrisch zu deuten 

versuchen. 
Wir betrachten drei benachbarte Strahlen. Einen Anfangsstrahl, 

der objektseitig durch den Punkt P (Vektor a), bildseitig durch den 

Punkt P' (Vektor a') geht. Einen auch von P ausgehenden Nachbar~ 
strahl, der bildseitig durch den Punkt (a' + da') geht, sowie zuletzt 
einen Strahl durch P', der objektseitig von einem Punkt a + oa aus-

gehe. Wir wollen die Anderung dn der Normalen der von P-nach dem 

1 Unter einem einachsigen Krystall versteht man einen KrystaJl, in dem die 
eine von einem Punkt ausgehende Welle Kugelgestalt hat; zu ihr gehort der 
ordentliche Strahl;das tritt ein, wenn in § 1 (5) zwei der Hauptbrechungs
indices iibereinstimmen. 
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Linienelement d a' hinzielenden Strahlen bezeichnen als optische . schein
bare GroBe des Linienelements d a' von P aus gesehen; analog ist dann 
c5n' die optische scheinbare GroBe des Linienelements c5a von P' aus 
gesehen. 

Gleichung (2), die "H UYGENSSche Gleichung", schreibt sich nun 

<5n' da' = - dii <5a (5) 
oder in Worten: 

Erster Reziprozitatssatz. 
Das skalare Produkt aus einem Linienelement und der optischen 

scheinbaren GroBe eines zweiten Linienelements, von einem seiner 
Punkte aus gesehen, ist umgekehrt gleich dem skalaren Produkt aus 

tfa. 

Abb. 9. Zum ersten Reziprozitiitssatz. 
(Die Zahlen 0, 1, :4 sollen zusammengehOrige Lichtstrahlell kennzeichnen.) 

dem zweiten Linienelement und der scheinbaren optischen GroBe des 
ersten, gesehen vom Ort des zweiten. 

Auch Gleichung (4) kann man fur drei benachbarte Strahlen aus
sprechen. 

P und P' Abb. 10 seien zwei koniugierte Punkte, d. h., es gebe auBer 
dem Anfangsstrahl einen benachbarten Strahl, der P und P' verbindet. 
Ein zweiter Nachbarstrahl gehe objektseitig durch den Punkt a + da 
und bildseitig durch den Punkt a' + d a'. Dann gilt die "LAGRANGESche 
Gleichung" : 

<5n'da' = <5nda (6) 
oder in Worten: 

Z weiter Reziprozitatssatz. 
Werden zwei Linienelemente aufeinander abgebildet, so ist das 

skalare Produkt aus Linienelement da und Anderung <5n des Normalen
vektors beim Ubergang von einem abbildenden Strahl zum benach
barten abbildenden Strahl auf Objekt- und Bildseite gleich. 

Gleichung (5) wurde fur homogen isotrope Mittel und rotations
symmetrische Systeme zuerst von HUYGENS (2) aufgestellt, allerdings 
nur fur den Sonderfall, daB der Hauptstrahl die Rotationsachse ist, 
und die beiden Linienelemente d a, d a' auf dem Hauptstrahl senkrecht 
stehen. Gleichung (6) wurde fur aufeinander abgebildete Linienelemente 
senkrecht zur Achse von Rotationssystemen in homogen isotropen 
Mitteln zuerst yon J. DE LAGRANGE (1) abgeleitet. H. v. HELMHOLTZ (1) 
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verallgemeinerte Gleichung (6) auf den Fall der Abbildung beliebig in 
der Meridianebene von Rotationssystemen gelegener Linienelemente in 
homogen isotropen Mitteln. R. STRAUBEL (1) sprach (5) und (6) in 
homogen isotropen Mitteln fUr den Fall aus, daB die vier vorkommenden 

,? 

'D~ f 

da 
~~------------o 

Abb. 10. Zurn zweiten Reziprozitiitssatz. 
(Die Zahlen 0, 1, S sollen zusammeogebOrige Lichtstrahlen kennzeichneo.) 

Vektoren objekt- und bildseitig in je einer Ebene liegen. A. GLEICHEN (2) 
und T. LEVI-CIVITA (1) untersuchten anisotrope homogene Mittel, und 
Verfasser [M. HERZBERGER (6)J gab beide Formeln fiir homogen isotrope 
Mittel in der allgemeinsten Form. 

Aus Gleichung (6) liiBt sich iibrigens noch anderes herauslesen. Sie 
fUhrt im Fall homogen isotroper Mittel auf die Gesetze der GULLSTRAND
schen Linienabbildung. 

Es sei ein Paar konjugierter Punkte gegeben und zwei sie enthaltende 
Fliichenelemente da, da' mit beliebiger Neigung gegen die verbindenden 
Strahlen. Durch 

bnda = C (7) 

wird bei variabe1m C auf dem Objektfliichenelement eine Schar paralleler 
Linienelemente gegeben. Greifen wir ein solches Linienelement heraus. 
Gleichung (6) gilt fiir einen beliebigen dritten Nachbarstrahl. Wir er
kennen also: 

Alle Strahlen, die objektseitig das Flachenelement da in einem 
durch (7) gegebenen Linienelement durchstoBen, durchstoBen das Flii
chenelement da' in dem durch 

bn'da' = C (8) 

gegebenen Linienelement mit demselben C. Die beiden durch (7) und 
(8) gegebenen Linienelemente nennt A. GULLSTRAND (1) abbildbare 
Linienelemente. Die Linienelemente als ganze werden aufeinander ab
gebildet, ohne daB jedoch die von einem Punkt ausgehenden Strahlen 
sich wieder in einem Punkt zu treffen brauchen; sie werden sich im 
Gegenteil im allgemeinen Fall iiber das ganze bildseitige Linienelement 
verteilen. 

Formel (6) liiBt sich nun auch, wie folgt, aussprechen: 
Auf zwei be1iebig gegen den Anfangsstrahl geneigten Fliichen

elementen durch zwei konjugierte Punkte gibt es stets je eine Schar 
paralleler abbildbarer Linienelemente. 



§ 8. Zusammenstellung der Grundgesetze des ersten Teils. 25 

Nehmen wir an, durch unser Punktepaar P, P' gehen auBer dem 
Anfangsstrahl zwei benachbarte Strahlen derart, daB dnl und dn2 und 
daher auch dn~ und dn~ nicht proportional sind, dann gehen alle von P 
ausgehenden und zum Anfangsstrahl benachbarten Strahlen bildseitig 

Abb. 11. Zur Gullstrandschen Linienabbildung. 

durch P'. Einen solchen Punkt wollen wir als Stigmatpunkt, seinen 
Bildpunkt als stigmatischen Bildpunkt bezeichnen. Legen wir durch P 
und P' zwei beliebig gegen den Anfangsstrahl geneigte Flachenelemente, 
so geniigen die Nachbarstrahlen zwei linear unabhangigen Gleichungen 
der Form (6) 

£51 n' d a' = £51 n d a, } 
£52 n' d a' = £52 n d a . 

(9) 

Durch die Gleichungen (9) wird jedem Punkt des Objektflachen
elements eineindeutig ein Punkt des Bildflachenelements zugeordnet, der
art, daB alle von einem Objektpunkt ausgehenden Nachbarstrahlen sich 
in einem Punkt des BildfHichenelements vereinigen. Das Objektflachen
element· wird stigmatisch abgebildet. 

Zubeachten ist, daB hier GraBen haherer als der ersten Ordnung 
vernachlassigt sind; nur unter dieser Voraussetzung ist die etwas para
doxe Aussage zu verstehen, daB ein beliebiges, durch einen Stigmat
punkt gehendes FHichenelement stigmatisch abgebildet wird auf jedes 
Flachenelement durch den stigmatischen Bildpunkt. 

Zweiter Teil. 

Die Strahlenoptik in homogen isotropen 
Mitteln. 

§ 8. Zusammenstellung der Grundgesetze des ersten Teils. 

1m weiteren Teil des Buches beschranken wir uns auf die Be
trachtung der Lichtstrahlen in homogen isotropen Mitteln. Die Licht
strahlen verlaufen in jedem solchen Mittel geradlinig, unsere Aufgabe 
ist es also, die besonderen GeradenabbildungeJ? zu untersuchen, die op
tisch realisierbar sind. Die Strahlenoptik wird hier zu einem Teilgebiet 
der Abbildungslehre der Geradensysteme. 
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In optisch homogen isotropen Mitteln haben die N ormalenvektoren n 
die Richtung der geradlinigen Lichtstrahlen (Einheitsvektor s) 

n = n?,. ( 1) 

Der Brechungsindex ist eine von Lage und Richtung unabhangige 
Konstante des Mittels. 

Wir bezeichnen das erste Mittel als Obiektraum, das letzte Mittel als 
Bildraum; GraBen des Objektraums sollen im folgenden keinen Zeiger 

Abb. 12. Zum Diiierentialgesetz. 
(~, s' Einheitsvektoren in der Strahlrichtung.) 

erhalten, z. B. n, S. Gr6Ben des 
Bildraums sollen durch einen 
Strich bezeichnet werden, z. B. 
n', s'*. 

Sei eine beliebige Strahlen
mannigfaltigkeit durch die Ein
heitsvektoren s in der Strahl" 
richtung und eine zusammen
hangende Punktmannigfaltigkeit 
ii gegeben (die der Anfangs
punkte) , die jedem Strahl ein

deutig einen Punkt zuordnet, seien die Bildstrahlen durch die Ein
heitsvektoren S' (in ihrer Richtung) und durch eine den Strahlen ein
deutig zugeordnete zusammenhangende Punktmannigfaltigkeit a' (die 
Endpunkte) gegeben, dann behauptet das Ditferentialgesetz der Strahlen
optik § 4 (2), daB der Ausdruck 

n'?:/da' - n?,dCi = dE (2) 

in allen seinen Parametem ein totales Differential ist, und zwar kann der 
Ausdruck betrachtet werden als das Differential des Lichtweges E 
zwischen Anfangs- und Endpunkt auf allen Strahlen. 

Hieraus ergibt sich fur eine beliebige zweiparametrige Schar gemaB 
§ 4 (3), daB 

(3) 

eine Strahlinvariante ist. 
Die Wellenfliichenelemente stehen hier senkrecht zum Strahl. Legen 

wir durch zwei Punkte ii, a' eines Strahls zwei Flachenelementesenk
recht zum Strahl, dann ist der Lichtweg zwischen diesen WellenfHichen
elementen auf allen Nachbarstrahlen in erster Naherung konstant. 

Eine feldartige Mannigfaltigkeit besteht aus der Gesamtheit der Nor
malen einer FHiche, aus einem Normalensystem. Der Satz von der Er
haltung des Feldes wird hier auch als Satz von MALUS-DuPIN bezeichnet. 

* Ebenso wie im ersten Teil sollen jedoch GraBen des Dingraums mit 
einem Querstrich versehen werden, wenn sie zu den entsprechenden GraBen 
des Bildraums nicht im VerhiHtnis Ding-Bild stehen (optisch nicht konjugiert 
sind). 
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Er lautet: Einem N ormalensystem entspricht bei der optischen Ab
bildung wieder ein Normalensystem. Der Lichtweg zwischen zwei Wellen
flachen ist auf allen Strahlen konstant. Fur Normalensysteme ver
schwindet der Ausdruck (3) langs aller Strahlen. Es ist also fur sie: 

( 4) 

Als Spezialfall erhalten wir den Satz: Vereinigt sich eine zusammen
hangende von einem Objektpunkt kommen~e Strahlenmannigfaltigkeit 
bildseitig in einem Punkt, so ist der Lichtweg auf allen Strahlen konstant. 

Wir kommen jetzt zu den Ge
setzen der Abbildung. Wird ein 
Linienelement in Richtung des Ein
heitsvektors i Punkt fUr Punkt ab
gebildet auf ein Linienelement in 
Richtung des Einheitsvektors i', so 
muB fUr die von einem Punkt aus
gehenden abbildenden Strahlen die 
Gleichung 

n' P' (i' 5') - n (i5) = C I 
oder (5) 

n' P' cos 10' - n cos 10 = C 

gelten. Allgemeiner Kosinussatz. 

a'(u) 

Abb. 13. Zum Kosinussatz. 

Siehe H. BOEGEHOLD (5). Hierin ist P' die VergroBerung, mit der das 
Linienelement abgebildet wird, 10,10' sind die Winkel zwischen Strahl 
und Linienelement, C ist fUr alle abbildenden Strahlen eine Konstante. 

1st ein abbildender Strahl bekannt (eo, e~), so findet man 

n' P' (cos 10' - cos e~) = n (cos 10 - cos eo) . (6) 

Steht insbesondere ein Strahl objekt- und bildseitig auf dem Linien
element senkrecht, so gibt (6) 

n' P' cos 10' = n cos 10 • (7) 

Beruhrt ein Strahl das Linienelement objekt- und bildseitig, so wird 

n' P' cos E' - n cos 10 = n' P' - n 1 
n'fJ'sin2 ; = n sin2 ; • J 

oder (8) 

Fur die Abbildung eines Flachenelements durch eine Strahlenmannig
faltigkeit ist notwendig und hinreichend, daB zwei Linienelemente 
abgebildet werden, daB also fUr die abbildenden Strahlen zwei Glei
chungen in Kosinusform gelten 

'P" C } n ,COSE, - ncose, = " 

n' p:, COSIo:, - n cos ell = ell . 
(9) 
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Man kann insbesondereohne B~schrankung der Allgemeinheit (es 
handelt sich urn eine affine Transformation!) annehmen, man habe 
zwei Linienelemente gewahlt, die objekt- und bildseitig aufeinander 
senkrecht stehen. Dann ist die Abbildung fiir ein Linienelement, 
das mit dem ersten den Winkel q; bzw. q;' bildet, gegeben durch eine 
Gleichung der Form 

n'{fcose' - ncose = C 
mit 

C=C,cosq; +C"sinq;, I 
{f2 = p; 2cos2q; + p;;sin'Jq;, 

t ' P; t gq; = P' gq;. 
" 

(10) 

1st C~ + C~, =1= 0, so verschwindet C nur (Satz von BRUNS) bezogen 
auf die durch 

C, 1 tgq; = --c ' 
" 

, p; c, 
tg q; = - p;, c" 

(11) 

gegebenen zugeordneten Linienelemente. 
1st P: = P:, = p', so ist die Abbildung unseres FHichenelements un

verzerrt. Einem kleinen Kreis entspricht ein Kreis. 1st p~ =1= P:" so ist 
die Abbildung verzerrt (einem kleinen Kreis entspricht eine Ellipse). 

C. CARATHEODORY (2) hat die Frage untersucht, wieviel Strahlen 
Objekt- und Bildflachenelement gleichzeitig beriihren konnen. Wir 
wahlen objekt- und bildseitig ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
x, y, z; x', y', Zl, dessen z, z'-Achse auf dem Objekt- (Bild-) FHichen
element senkrecht steht, wahrend die x, y, x', y'-Achsen diejenigen zu
geordneten Linienelemente beriihren, die objekt- nnd bildseitig anf
einander senkrecht stehen. ~, 'Yj, C; r, 'Yj', C' seien die Riehtungskosinus 
des Objektstrahls nnd seines Bildstrahls; dann gilt fUr die abbildenden 
Strahlen 

n' p~~' - n ~ = C" } 
n' p~,'Yj' - n'Yj = C" . 

(12) 

Ein Strahl, der objekt- und bildseitig unser Flachenelement beriihrt, 
ist durch C = C' = 0, also 

~2 + 'Yj2 = I, I 
t'2 + '2 = (C, + n~)2 + (CII + "!.!l)2 = 1 (13) 
~ 'Yj n'p' n'p' , " 

gegeben. 
(13) stellt in den ~, 'Yj einen Kreis und eine Ellipse dar. Diese haben, 

wenn sie nieht identisch sind, hOchstens vier Schnittpunkte. Sind sie 
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identisch, so gilt 

G, = G" = 0, ) 

P: = P:, = P' = ± iT. (14) 

Wir erkennen also: Zwei aufeinander abgebildete FHichenelemente 
konnen hOchstens von vier Strahlen objekt- und bildseitig beruhrt 
werden; es sei denn, das Flachenelement werde ahnlich abgebildet mit 

der VergroBerung ~ . Fur die abbildenden Strahlen gilt in diesem Fall 
n 

(evtl. nach Vertauschung der Richtung der x-Achse) 

~=~",} 
1)=1). 

(15) 

Wie wir sehen, kann man im homogen isotropen Fall den Beweis fur 
den CARATH:BoDORYSchen Satz ohne die Voraussetzung machen, daB ein 
Lichtstrahl beiderseitig das System durchstoBt; man kann hier aber auch 
den Satz weitgehend verscharfen. 

Bei der Behandlung der Abbildung eines Raumelements sind gleich
sam alle Strahlen beruhrende Strahlen. Man erhalt drei Gleichttngen in 
Kosinusform fur drei Richtungen, die objekt- und bildseitig aufeinander 
senkrecht stehen. 

np;~; -n~, =G" ) 

n' P;, ~:, - n~" = G", 

n' P;" ';~/I - n ;,,, == c '"' 
~" ~'" ~III mussen daher den beiden Gleichungen 

~; + ~;; + ~;" = 1, ) 

~'2 + ~'2 + t2 = 1 = (e, + n ;,)2 + (e" + n ;,,)2 + (e lll + n ;",)2 = 1 
, "'" n' f3~ n' fJ~, n' Pi" 

(16) 

(17) 

genugen. Diese beiden Gleichungen mussen fur aIle abbildenden Strahlen 
gelten, sie sind aber nur identisch zu erfuIlen, wenn 

G, = G" = G", = 0, ) 

P; = P;, = P:" = ± ; (18) 

wird. 
Dann gibt (16) nach evtl. Vertauschung der Richtung der x1-Achse 

~; = ~" l 
~;, = ~", 

~~" == ~ '" . 

(19) 

Die scharfe Abbildung eines Raumelements ist nur dann mog
lich, wenn sie ahnlich ist (BRUNS) und wenn das VergroBerungs-

verhaltnis ~ ist (F. KLEIN), siehe zu dies em Teil die geschichtlichen 
n 

Anmerkungen in M. HERZBERGER (4). 
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Die Reziprozitatsgesetze nehmen fUr die Optik homogen isotroper 
Mittel folgende anschauliche Bedeutung an: 

Gleichung (3) werde zunachst angewendet auf ein Strahlenbiindel, 
das aus allen Strahlen besteht, die zwei Kurven Ii (u) und a'( v) verbinden. 
Wir erhalten 

(20) 

Wir wahlen als Variable die BogenHinge s, s' der beiden Kurven. 
Den Winkel de, unter dem ein Linienelement der Endkurve von einem 
Punkt der Anfangskurve aus erscheint, bezeichnet man in der Optik 
als schein bare Grope dieses Linienelements. Es mag erlaubt sein, in Ver-

allgemeinerung davon den Vektor n d?, gemaB S.23 als scheinbare 
optische Grope des gerichteten Elements da' zu bezeichnen. 

Gleichung (20) nimmt die Form 

,d~' da' d~ dil ) 
n -d- -d ' + n -d ' -d- = 0 s s S s 

n: d?" da' + nd~ dO. = 0 
oder (21) 

an; oder in Worten: 
Erster Reziprozitatssatz. Das skalare Produkt aus einem gerichteten 

Linienelement und der scheinbaren optischen GroBe eines zweiten, langs 
eines Strahls gesehen, ist immer entgegengesetzt gleich dem skalaren 
Produkt aus dem zweiten Linienelement und der optischen GroBe des 
erst en Linienelements von einem Punkt des zweiten Linienelements aus 
betrachtet. 

Gleichung (21) wurde fUr zwei Punkte, die auf der Achse eines 
rotationssymmetrischen optischen Systems liegen, und zwei achsen
senkrechte Linienelemente in derselben Meridianebene zuerst von 
CHR. HUYGENS (2) abgeleitet. 

STRAUBEL (1) verallgemeinerte den Satz auf den Fall, daB alle drei 
Nachbarstrahlen objekt- und bildseitig in derselben Ebene liegen. Sei 

f 

o 0 

Abb.14. Zum ersten Straubelschen Satz. 

e, 8' der Winkel zwischen Strahl und Linienelement dl (dl'), sei de (d8') 
der Winkel zwischen Strahl und Nachbarstrahl, dann wird in diesem Fall 

n: ds' sin s' dl' + nde sin edl = o. (22) 

Urn das zweite Reziprozitatsgesetz zu erhalten, betrachten wir zu
nachst zwei aufeinander abgebildete Kurven. a (~t), a' (u) Formel (2) gibt 
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hier, wenn zu jedem Punktepaar (u) eine einparametrige Strahlen
schar (v) gehOrt, 

(23) 

Greifen wir einen festen Anfangsstrahl heraus, benutzen als Variable 
das Linienelement der Anfangskurve und den Winkel s mit dem festen 
Strahl, dann gibt Gleichung (23), falls wir auBer der VergroBerung 

{J' = dds; die WinkelvergroBerung 
, de' 

Y = de (24) 

einfiihren, wenn i und i' die Einheitsvektoren entlang der abgebildeten 
Linienelemente sind, i und i' die Richtung von ~v, ~~ haben: 

n' {J' y' (i' j') = n (i D. (25) 

Liegen i, j, i', l' in einer Ebene durch den Anfangsstrahl, so gelangt 
man zu dem von STRAUBEL (1) behandelten Sonderfall; Gleichung (25) 
gibt 

n' {J' y' sin s' = n sin s , (26) 

wos (bzw. s') den Winkel zwischen Anfangsstrahl und Objekt- (Bild-) Ele
ment bedeutet. Fur den Fall, daB der Anfangsstrahl Meridianstrahl eines 

Abb.15. Zum zweiten Straubelschen Satz. 

Rotationssystems ist, wurde Gleichung (26) schon von HELMHOLTZ (1) 
benutzt. Fur den Fall, daB der Hauptstrahl die Achse eines Rotations
systems ist, und die beiden Linienelemente zur Achse senkrecht stehen, 

(s = s' =~), findet sich der Satz bei LAGRANGE (1). Er hat dort die 

Form 
n'{J'y'=n. (27) 

Wir bezeichnen (27) als LAGRANGESche Gleichung. 
Wir projizieren Objekt- und Bildlinienelement jeweils in die Richtung 

von d~ (d~'), also senkrecht zum Anfangsstrahl in die Ebene der ab
bildenden Strahlen. Das VergroBerungsverhaltnis der Projektionen sei 
{Jl,' dann gilt allgemein 

n'{J~y'=n. (28) 

Wir werden jetzt unter anderem zeigen, daB Gleichung (28) auch 
umkehrbar ist. Sei ein Anfangsstrahl gegeben und ein auf ihm liegendes 
konfugiertes Punktepaar, d. h. durch Anfangs- und Endpunkt gehe 
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auBer dem Anfangsstrahl noch ein zweiter benachbarter Strahl. Die 
Winkelvergri:iBerung mag y' sein. Zwei Nachbarpunkte sind dann und 
nur dann fUr Strahlen, die in der Nahe des Hauptstrahls liegen, kon
jugiert, wenn ihre Projektionsvergri:iBerung der LAGRANGESchen Glei
chung (28) geniigt. 

Aus Gleichung (2) folgt ffir den DurchstoBungspunkt eines beliebigen 
Nachbarstrahls durch zwei Flachenelemente da und da', die beliebig, 
aber endlich geneigt durch die beiden konjugierten Punkte des An
fangsstrahlsgelegt werden, die Beziehung 

n d§Sl da = n' d§S~ da'. (29) 

Aus (29) kann man die gesuchte Aussage herauslesen; man findet 
aber gemaB A. GULLSTRAND (1) noch mehr. 

Man betrachte aIle Nachbarstrahlen, die das durch 

n d§Sl da = C (30) 

gegebene Linienelement durchstoBen; es sind dreifach unendlich viele 
Strahlen. AIle diese Strahlen miissen das Flachenelement d a' in dem 
durch 

n' d§S~ da' = C 

gegebenen Linienelement durchstoBen. Hierbei ist im allgemeinen jeder 
Punkt des ersten Linienelements als zu jedem Punkt des zweiten Linien
elements konjugiert zu betrachten. Zwei derartige Linienelemente be
zeichnet GULLSTRAND (1) als abbildbare Linienelemente. 

Wir sehen: Auf jedem Paar von Flachenelementen durch zwei kon
jugierte Punkte gibt es eine Schar abbildbarer Linien. Gleichung (29) 
ordnet jedem abbildbaren Linienelement das Bildelement zu. Es ist 
wichtig, daB jedes beliebig geneigte Flachenelement gleichberechtigt ist. 
Wir werden spaterhin aus rechentechnischen Grunden meist die Flachen
elemente senkrecht zum Hauptstrahl benutzen; im allgemeinen Fall sind 
diese jedoch in keiner Weise vor beliebigen andern bevorzugt. 

Gibt es zwei Nachbarstrahlen durch zwei konjugierte Punkte derart, 
daB d§Sl und d§S2 und daher d§S~, d§S; nicht proportional sind, dann ver
einigen sich alle Nachbarstrahlen, die vom Objektpunkt ausgehen, im 
Bildpunkt. Einen solchen Punkt bezeichnen wir als Stigmatpunkt. Seien 
da, da' zwei beliebige, den Anfangsstrahl nicht enthaltende Flachen
elemente durch den Stigmatpunkt und seinen Bildpunkt. Es gelten zwei 
Gleichungen in der Art von (29) 

n di31 da = n' d§S~ da"} 

n d i32 d a = n' d §S~ d a' . 
(31) 

Die beiden Flachenelemente werden durch die Nachbarstrahlen 
Punkt fUr Punkt aufeinander abgebildet; wenn da gegeben ist, kann 
man namlich da' aus (31) berechnen. Wir ki:innen insbesondere di31 und di32 
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so wahlen, daB dsl · dS2 = 0 wird. Dann bestehen zwei LAGRANGESche 
Gleichungen 

, {J" } n PI Y, = n, 
n' I '-{Jp" Y" - n. (32) 

Wir nennen die Abbildung des Stigmatpunktes unverzerrt, wenn gilt 

Y; = Y;" } 
{J~, = f3~/, (33) 

im andern Fall heiBt die Abbildung verzerrt, obwohl es natiirlich 
immer geneigte Flachenelemente gibt, die unverzerrt aufeinander 
abgebildet werden. 

Zum SchluB dieses wiederholenden Abschnittes sei noch kurz das 
Brechungsgesetz und das Reflexionsgesetz fiir homogen isotrope Mittel 
angefiihrt. 

1m Innern eines homogen isotropen Mittels andert sich die Strahl
richtung nicht, wohl aber kann dies an der Grenzflache zweier Mittel 

o 
o 

Abb.16. 
Zum Reflexionsgesetz. Zum Brechungsgesetz. 

der Fall sein; ein Teil des Lichts wird hier zuriickgeworfen (rejlektiert) , 
wahrend ein Teil ins zweite Mittel eindringt (gebrochen wird). Beide 
Strahlen erleiden eine Knickung; bei der Reflexion andert sich der 
Durchlaufungssinn. Urn unser Koordinatensystem beizubehalten., 
miissen wir dann das Vorzeichen des austretenden Strahls umkehren. 
Aus § 3 Gleichung (2) erhalten wir nun, wenn wir die brechende Flache 
als Flache der Ausgangs- und Endpunkte wahlen, fiir Reflexion bzw. 
Brechung 

Reflexionsgesetz,' 
bzw. 

Brechungsgesetz,' 

n' (s' + s) da = 0, 1 
(n's' - n s) da = 0, J 

(34) 

da der Lichtweg E = 0 ist. Wir sehen: formal k6nnen wir aIle die Re
flexion betreffenden Gleichungen erhalten, wenn wir in (342) n' = - n 
setzen. Wir werden daher im folgenden, auBer in diesem Abschnitt, alle 
Gesetze nur fiir die Brechung aussprechen. Die Gesetze fiir reflektierende 

Herzberger, Strablenoptik. 3 
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Systeme sind darin enthalten, wenn man nur bedenkt, daB man bei 
jeder Reflexion das Vorzeichen umkehren muB. 

Gleichung (34) zeigt, daB der Vektor n'5' - n5 die Richtung der 
Flachennormalen (Einheitsvektor 0) hat 

n'5'-n5=rO. (35) 

Eintretender und austretender Strahl liegen mit der FHichennor
malen in einer Ebene, und sie bilden mit ihr Winkel i, i', fUr die man 
nach vektorieller Multiplikation mit dem Einheitsvektor 0 die Be-
ziehung 

n' (5' X 0) = n (5 X O),} 
n' sin i' = n sin i 

(36) 

erhalt. Die Konstante r ergibt sich aus (35) durch 
kation mit 0; unter Benutzung von (36) erhalt man 

skalare Multipli-

. . n' sin (i - i') r = n' cos~' - n cos ~ = .. 
SIn t 

Fur die Reflexion ergibt sich 
., . 
~=-z, I 

5'+5=~O, 
r ., n = 2cos~ . 

nsin{i - i') 
sin i' (37) 

(38) 

Das Reflexionsgesetz war schon EUKLID bekannt. HERO leitete es 
aus dem Prinzip yom kurzesten Lichtweg ab; SNELL und DESCARTES 
fanden wohl unabhangig voneinander das Brechungsgesetz. FERMAT 
leitete es aus dem Gesetz yom kurzesten Lichtweg abo HAMILTON (1) 
gab zuerst die vektorielle Form (38) fUr das Reflexionsgesetz. 

§ 9. Die cartesischen FUichen. 

Das Hauptziel der geometrischen Optik wird und muB es immer 
sein, ein optisches System anzugeben, durch das eine endliche Flache 
scharf (zentrisch) abgebildet wird. 

Es ist nun eine naheliegende Fragestellung, zu untersuchen, was man 
mit einer einzelnen spiegelnden oder brechenden Flache erreichen kann. 

Kann man nicht wenigstens die Aufgabe, einen Punkt scharf abzu
bilden, analytisch vollstandig li:isen? Gibt es vielleicht unter den so 
gefundenen Flachen auch einige, die die schwierigere Aufgabe li:isen, 
eine FHi.che abzubilden? 

Seit der Zeit von DESCARTES (1) und HUYGENS (2) uber die Bruder 
BERNOULLI bis ZU GERGONNE hat diese Fragestellung das Interesse 
der Mathematiker auf sich gezogen. Die Eigenschaften der die Aufgabe 
li:isenden FHichen, die man als cartesische Fliichen bezeichnete, wurden 
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eingehend untersucht. Doch sind diese FHichen fUr die praktische Optik 
ohne allzu groBe Bedeutung geblieben, da mit einer einzigen, allerdings 
optisch bedeutungsvollen Ausnahme immer nur ein isolierter Punkt 
scharf abgebildet wird. Wir wollen hier nur die Gleichung der carte
sischen FHichen aufstellen und die Sonderfalle diskutieren, in denen 
die cartesischen Flachen in Kugeln entarten. 

Wir hatten die scharfe Abbildung eines Punktes bisher wie folgt 
definiert. Den Strahlen des Objektraums, die durch einen Punkt P 
gehen, sind die Strahlen des Bildraums zugeordnet, die durch einen 
Punkt P', den Bildpunkt, gehen. Liegt P im Objektraum, P' im Bild
raum, so ist alles in Ordnung. Man spricht aber in der Strahlenoptik 
homogen isotroper Mittel auch dann noch von einer Abbildung, wenn 
die Strahlen des Objekt- oder Bildraums sich erst dann in einem Punkt 
schneiden wiirden, wenn man sie iiber ihre DurchstoBpunkte mit der 
ersten (letzten) Flache hinaus verlangert denkt. Man spricht in dies em 
Fall von einem virtuellen Objekt- (Bild-) Punkt, im Gegensatz zu dem 
reellen Objekt- (Bild-) Punkt, der wirklich im erst en oder letzten Mittel 
liegt. Bei der Benutzung des Satzes vom konstanten Lichtweg fUr 
den Fall eines virtuellen Objekt- (Bild-) Punktes ist natiirlich der Licht
weg vom Objektpunkt bis zur ersten, bzw. von der letzten Flache bis 
zum Bildpunkt negativ zu A 

rechnen, und zwar so, als ob 
er im Objekt- bzw. im Bild
raum zuriickgelegt ware. 

Sei ein reeller oder vir
tueller Objektpunkt P und 
ein reeller oder virtueller 
Bildpunkt P' gegeben, die 
nicht zusammenfallen mogen. 

p 

Abb.17. Zu den cartesischen FHichen. 

n, n' seien die Brechungszahlen der beiden Mittel. Wenn es eine Flache 
gibt, die die vom Objektpunkt kommenden Strahlen so bricht, daB 
sie durch den Bildpunkt gehen, so muB auf allen Strahlen der Lichtweg 
von P nach P' konstant sein. Sei A ein beliebiger Punkt der brechenden 
Flache, so muB gelten 

±nPA ±n' A P' = C, ( 1) 

worin C eine fUr die Flache charakteristische Konstante ist. Die Vor
zeichen in (1) sind eindeutig bestimmt. Nur wenn der Objekt(Bild-) 
Punkt virtuell ist, tritt im ersten (letzten) Glied das Minuszeichen ein. 

Gleichung (1) gibt uns eine Schar yon Flachen. Wir wollen zuerst 
nachweisen, daB die so gebildeten Flachen, wenn immer sie reell sind, 
auch wirklich die von P kommenden Strahlen nach P' brechen. Wir 
beweisen diese Tatsache fiir den Fall, daB Objekt- und Bildpunkt 
reell sind, und iiberlassen die leichte Modifikation der Vorzeichen dem 

3* 

p' 
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Leser. Wir wenden das Differentialgesetz § 8 (2) zweimal auf die ab
bildende Strahlenmannigfaltigkeit an. Anfangspunkt sei erst der Ob
jektpunkt, Endpunkte die cartesische Flache; dann mogen die Anfangs
punkte auf der cartesischen Flache liegen, Endpunkt sei der Bildpunkt. 
Wir finden aus § 8 (2) 

dEI = n~da,} 
dE2 = -n~'da'. 

Gleichung (1) schreibt sich 

also finden wir 

EI + E2 = C,} 
dEl + dE2 = 0, 

(n/~' - n~) do = 0, 

(2) 

(3) 

(4) 

d. h. gemaB § 8 (34): Unser Strahlenbundel wird an der cartesischen 
Flache nach dem Brechungsgesetz gebrochen. 

Wir fuhren jetzt ein cartesisches Koordinatensystem ein. Anfangs
punkt sei der Objektpunkt. Die z-Achse gehe durch den Bildpunkt, 
der yom Objektpunkt den Abstand a habe. Dann gibt Gleichung (1) 
fur die cartesische Flache 

± n -yX2 + y2 + Z2 ± n' -yx2 + y2 + (z - a)2 = C, (5) 

wo die Vorzeichen der Wurzeln dadurch wohlbestimmt sind, daB 
Objekt- oder Bildpunkt als reell oder virtuell angenommen werden. 

Zu jedem Wert von a und C und jeder Wahl des Wurzelvor
zeichens gibt es eine um die Verbindungslinie von Objekt- und Bild
punkt (die Achse) rotationssymmetrische Flachenschale, die unsere 
Aufgabe erfullt. Es ist nicht erlaubt, wie es wohl in den meisten Lehr
buchern geschieht, aus Gleichung (5) durch mehrfaches Quadrieren 
die Wurzeln zu entfernen. Die durch mehrfaches Quadrieren aus (5) 
entstehenden sogenannten geschlossenen cartesischen Flachen erfullen 
nicht mehr die von uns optisch geforderte Aufgabe. Nur die durch (5) 
dargestellten Teile dieser Flachen leisten das Verlangte, die dadurch 
begrenzt werden, daB sie nur einen wohlbestimmten Schnittpunkt mit 
jedem abbildenden Strahl, insbesondere mit der Achse, haben. 

Fur C = 0 artet die cartesische Flache in einen Teil einer Kugel
£lache aus. Man erkennt sofort, daB dann entweder Objekt- oder Bild
punkt virtuell sein mussen. (5) stellt eine Teilschale der durch 

x2 2 + z - --- a - --- a ( n' 2 )2 (n n' )2 + y. ,!,'2_n2 - n'2-n2 (6) 

gegebenen Vollkugel dar. Die durch (6) gegebene Vollkugel enthalt 
den Objektpunkt in seinem Innern. Wir unterscheiden zwei Kugel
schalen, je nachdem ob der Kugelmittelpunkt C rechts oder links yom 
Scheitel 5, liegt, d. h. rechts oder links yom Schnittpunkt der Kugel~ 
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schale mit der unsern Objekt- und Bildpunkt enthaltenden Achse. 1m 
erst en Fall wollen wir dem Kugelradius rein positives, im zweiten 
Fall ein negatives Vorzeichen geben, also r vom Scheitel zum Mittel
punkt zahlen. Sei e (e') die Entfernung des Objekt- (Bild-) Punktes vom 
Mittelpunkt, von diesem aus gemessen, sei s, s' die Entfernung vom 
Scheitel, von diesem aus gemessen, dann gibt (6) unter Beachtung des 
V orzeichens nn' 

r=---a n'2-n2 ' 

n'2 n' 
e = n'2 _ n2 a = --;; r, 

n +n' s=--r 
n 

n + n' s'=--r 
n' 

n' 
=n'_n a , 

n 
=-,--a. 

n -n 

Aus (7) folgt, daB fUr reellen Objektpunkt r negativ ist. 

(7) 

Wir konnen aber die obige Betrachtung nun auch umkehren. 
Es sei ein Stuck einer Kugelflache gegeben, die zwei Mittel vom 
Brechungsindex n bzw. n' 
trennt. Wir betrachten eine 
beliebige, die Kugel schnei
dende Gerade durch den 
Mittelpunkt als Achse. Der 
Kugelradius sei mit seinem 
Vorzeichen gegeben. Betrach- p 

~~~--~~--T-----f~-

tet man auf der Achse den 
Punkt, dessen Mittelpunkts
entfernung 

n' 
C = -r (8) 

n 

ist, so wird er scharf ab

-f-~-------r-~ 

Abb. 18. Die aplanatischen Punkte der Kugel. 

gebildet auf einen Punkt der Achse von der Mittelpunktsentfernung 
, n 

C = n,r. 

Diese beiden Punkte bezeichnet man als die aplanatisehen Punkte 
der Kugel. Aus der allseitigen Kugelsymmetrie folgt, daB es auf jeder 
Geraden durch den Kugelmittelpunkt zwei aplanatische Punkte gibt. 
Wir haben also zwei zur brechenden Kugelflache konzentrische Kugel
schalen, die durch die brechende Kugelflache scharf aufeinander ab
gebildet werden. Wir bezeichnen diese Kugelschalen, deren Krummung 
immer das entgegengesetzte Vorzeichen wie dieder brechenden Flache 
hat, als die aplanatischen Kugelflachen. (HUYGHENS (2).) 
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Wir haben hier das einzige bekannte Beispiel einer scharfen Ab
bildung eines endlichen Flachenstiicks vor uns. Leider ist das bis 
jetzt das einzige Beispiel, wenn man von der noch zu behandelnden 
Abbildung des Raumes durch den ebenen Spiegel absieht. Yom op

tischen Gesichtspunkt be
sonders bedauerlich ist die 
Tatsache, daB bei dieser 
Abbildung stets entweder 
die Objekt- oder die Bild
flache virtueil ist. 

Durch die brechehde 
Kugelflache werden die 
Flachenelemente zweier 
Kugelschalen aufeinander 
abgebildet. Wir k6nnen 

Abb.19. Die apianatischen Kugelschaien. also erwarten, daB aile 
Strahlen durch den apla

natischen Punkt dem Kosinussatz geniigen. Wegen der Rotationssym
metrie k6nnen wir in § 8 (12) P: = P:, = pi annehmen; da die Achse 
auf Objekt- und Bildflachenelement senkrecht steht, wird G, = G" = 0; 
wir erhalten also zwei Gleichungen 

'R" }' n p cos 8 , = n cos 8 , , 

, R' I (9) 
n p COS8" = nCOS8". 

Fiihren wir den Winkel u, u' eines Strahls gegen die Achse ein, so 
ist (9) gleichbedeutend damit, daB Objekt- und Bildstrahl in entspre
chenden Ebenen liegen, und daB gilt 

n'p'sinu' = nsinu. (10) 

Die erste Forderung ist bei den aplanatischen Punkten der Kugel 
erfilllt; Objekt- und Bildstrahl liegen ebenso wie Objekt- und Bild
linienelement in derselben Ebene; die zweite Forderung k6nnen wir 
an Hand von Abb.18 aus dem Brechungsgesetz beweisen. Es ist wegen (8) 
Dreieck A G P ahnlich Dreieck pi G A, weil die Dreiecke in dem Winkel 
bei G iibereinstimmen und 

PC AC n 

ist. Wir finden daraus 
u = i', } 
u' = i. 

Setzen wir (12) in § 8 (36) ein, so finden wir 
n'sinu = nsinu' 

d. h. alle Strahlen geniigen der Bedingung (10) mit 
n B 

P' =---,-;.. n 

(U) 

(12) 

(13) 

(14) 
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Diesen Wert der Vergr6Berung hatten wir aus (8) natiirlich auch 
direkt ableiten k6nnen; es ist die Vergr6Berung, mit der die aplanatische 
Kugel als Ganzes abgebildet wird. 

An und fUr sich ware es denkbar, daB auch noch eine andere der 
cartesischen Flachen wenigstens ein Flachenelement, das den Objekt
punkt enthielte, scharf abbildet. Wir wollen zeigen, daB dies nicht 
moglich ist. 

Eine solche Flache miiBte als cartesische Flache rotationssymme
trisch sein. Das bedingt, daB, wenn iiberhaupt ein Flachenelement 
scharf abgebildet wird, ein achsensenkrechtes Objektelement auf ein 
achsensenkrechtes Bildflachenelement abgebildet wird. Dann muB fUr 
die Winkel u, u' zugeh6riger Objekt- und Bildstrahlen mit der Achse 
wegen (10) gelten . 

sin u' n 
--=-=" sin u n' (3' . (15) 

Zeichnen wir aber von zwei Punkten, die urn a voneinander ent
fernt sind, Strahlen, deren Winkel u, u' Gleichung (15) geniigen, so 
liegt ihr Schnittpunkt auf einer Kugel, deren Gleichung 

(16) 

ist. Ein Vergleich von (16) mit (6) lehrt, daB wir die Kugel vor uns 
haben, die zwei Mittel vom Brechungsexponent n, n' trennt, und fUr die 
der Objektpunkt aplanatischer Punkt ist, und daB die Vergr6Berung 

fJ' = (:,y, 1 
n' ,,= -
n 

(17) 

sein muB. Wir sehen also, die Kugel ist die einzige cartesische Flache, 
die die Abbildung eines FHichenelements gewahrleistet. 

Beschaftigen wir uns nun mit den spiegelnden ·cartesischen Flachen. 
Ihre Gleichung ist wegen (5) 

=t= ixa + ya + za ± ixa + y2 + (z - ala = ~ , (18) 

wobei das obere Vorzeichen bei reellem Objekt- bzw. Bildpunkt gilt. 
Die cartesischen Flachen sind fUr C 9= 0 Teile von Umdrehungsflachen 
zweiter Ordnung. Die leichte Diskussion kann dem Leser iiberlassen 
bleiben. 

Hier solI nut' der Fall C = 0 noch behandelt werden. In diesem Fall 
ist wieder entweder Objekt- oder Bildpunkt virtuell. Die cartesische 
Flache entartet in die Ebene 

(19) 

die die Strecke zwischen Objekt- und Bildpunkt halbiert. 
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Betrachten wir umgekehrt einen ebenen Spiegel; aIle Strahlen, die 
von einem beliebigen Punkt herkommen, werden so reflektiert, als 
kamen sie von einem Punkt, dessen Lage dadurch bestimmt ist, daB 
die Ebene des Spiegels die Verbindungslinie von Objekt- und Bildpunkt 
halbiert. Das Bild scheint also ebenso weit hinter dem Spiegel zu liegen 
wie das Objekt vor dem Spiegel. Der ebene Spiegel ist das einzige 

4, 
" S ..................... 

---..:.....~-----1----____ ~PI 

Abb. 20. Der ebene Spiegel. 

bekannte Beispiel einer scharfen 
Abbildung des ganzen Objektraums. 
Die VergroBerung ergibt sich zu 

{J' = - I (20) 

in 'Obereinstimmung mit § S (IS). 
Der ganze Raum wird kongruent, 
aber spiegelverkehrt abgebildet. 

Wir haben noch zum SchluB den 
Fall a = ° zu behandeln, also zu 

fragen, welche Flachen bilden einen Punkt auf sich selbst abo 1st auch 
C = 0, so haben wir einen singularen Fall. Jedes brechende oder spie
gelnde Flachenelement, das den Objektpunkt enthalt, bildet ihn auf 
sich selbst abo Selbstverstandlich wird dann auch das ganze Flachen
element auf sich selbst abgebildet; die Erfiillung der hierzu notwendigen 
Kosinusbedingung gewahrleistet das Brechungsgesetz. 

1st a = 0, C =l= 0, so gibt (6), da bei Brechung entweder Objekt
oder Bildpunkt virtuell sein muB, 

yx2 + y2 + Z2 = ±,.!?--. n -- n (21) 

Der Objektpunkt ist Mittelpunkt einer Kugelschale, deren Radius 

C 
r=n'_n (22) 

ist. Eine Kugel bildet also stets ihren Mittelpunkt scharf auf sich 
selbst abo 

Die cartesische Aufgabe kann man in folgender Weise erweitern. 
Sei eine beliebige Flache gegeben, die in einem Raum yom Brechungs

index n liegt, sowie eine zweite im Raum yom Brechungsindex n'. Ge
sucht wird eine brechende Flache, die die Normalen der erst en Flache 
so bricht, daB die gebrochenen Strahlen die Normalen der zweiten Flache 
bilden. 

Die Losung der Aufgabe ist wieder eindeutig, wenn man den Licht
weg vorgibt, der ja auf allen Strahlen zwischen den beiden Wellen
flachen konstant sein muB. Wir konstruieren die vierfach unendliche 
Schar cartesischer Flachen, die zu jedem Punkt der ersten und jedem 
Punkt der zweiten Flache gehOren. Die Umhiillende dieser Flachen, die 
hierdurch in diesem Fall eindeutig bestimmt ist, lost unsere Aufgabe. 
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Analytisch geht man wie folgt vor. Es seien die WellenfHichen durch 
ihre Gleichung 

WI (Xl' YI' Zl) = 0, } 

W2 (X2, Y2' Z2) = 0 
(23) 

gegeben. X, Y, Z seien· die Koordinaten der gesuchten brechenden 
Flache. 

Aus 

n y(X - XI )2 + (Y - YI)2 + (Z - ZI)2 

+ n' Y (X - X2)2 + (Y - Y2)2 + (Z - Z2)2 = C, 

WI (Xl' YI' Zl) = 0, 

W2 (X2' Y2' Z2) = 0 

(24) 

eliminiere man zwei der Variabeln, z. B. Zl und Z2. Man erhalt eine 
Gleichung 

Aus (25) und 

~=~=~=~=o 
iJxI iJYI iJx2 iJY2 

eliminiere man Xl' YI' X 2, Y2. Die entstehende Gleichung 

X(X,Y,Z)=O 

gibt die gesuchte brechende Flache. 

(25) 

(26) 

(27) 

Aufgabe. Man bestimme die Flachen, die ein gegebenes Parallelbiindel von 
Strahlen in einem Punkt brechen, indem man als Wellenflache bildseitig eine be
liebige Kugel, objektseitig eine beliebige Ebene anniinmt. 

Die Durchrechnung von Strahlen durch ein optisches 
System. 

Die einfachste Aufgabe der Strahlenoptik ist die, einen einzelnen 
Strahl durch ein optisches System zu verfolgen. Wir werden in § 10 
allgemeine Formeln fUr die Durchrechnung durch ein beliebiges System 
angeben, werden in § 11 und 12 die Durchrechnung durch ein System 
von Kugelflachen mit gemeinsamer Achse untersuchen (ein solches 
System heiBt ein zentriertes Linsensystem) und werden in § 13 die 
Durchrechnung durch ein System zueinander geneigter Flachen be
handeln. 

§ 10. Durchrechnung durch ein a11gemeines System. 

Die hier angewandten Formeln stammen im wesentlichen von 
M. LANGE (1). 

Das Problem der Durchrechnung eines Strahls gliedert sich in zwei 
Fragestellungen: Brechung an einer Flache und 'Obergang zur 
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nachsten. Die zugehOrigen Formeln werden wir als Brechungs
formeln bzw. Ubergangsformeln bezeichnen und gesondert behandeln. 

Sei ein Strahl gegeben durch seine Richtung und den DurchstoBungs
punkt mit der brechenden Flache, so bestimmen die Brechungsformeln 
die Richtung des austretenden Strahls. Dieser ist jetzt gegeben durch 
den DurchstoBungspunkt mit der brechenden Flache und seine Rich
tung. Die Obergangs/ormeln geben den DurchstoBungspunkt mit der 
nachsten Flache. 

Wir bezeichnen die GraBen, die sich auf die vte Flache beziehen, 
mit dem Index v (b,. DurchstoBungspunkt des Strahls mit der vten 
Flache, 0,. Flachennormale zur den Flache im Punkt B,.). Wir be
zeichnen GraBen, die sich auf den Zwischenraum zwischen der vten und 
(v + 1) ten Flache beziehen, mit zwei Zeigem, jedoch ist auch, wenn 
z.B. die Beziehung zur vten (v + 1 ten) Flache betont werden soIl, 
folgende Schreibweise zulassig: n~ = n","+1 = n"+1 Brechungsindex 
zwischen der vten und v + 1 ten Flache, s~ = S,.,,.+l = s"+1 Einheits
vektor entlang dem Strahl in der Strahlrichtung. Die GraBen im Objekt
und Bildraum werden folgerichtig mit n = n01= n1 ; n' = n: = n",,, + 1 

bezeichnet. 
Brechungsformeln. Gegeben sei der DurchstoBungspunkt b,. des 

Strahls mit der vten Flache, und s,., der Einheitsvektor entlang dem 
einfallenden Strahl. Gesucht ist s~. 

Wir finden, mit Benutzung des Brechungsgesetzes, d. h. nach § 8 
(35) und (37) . 

~,.o,. = cos $,.,. I 
."' n,. .. 

sm$" = n~ sm~,., (1) 

, , _ n~sin (i~ - i,,) +_ 
n"s" - ., 0,. n,.S,.. 

SIn ~ .. 

Die Obergangsformeln. Gegeben ist b" und s~ = ~"," + l' 
Gesucht ist b" + 1 • Die Strecke zwischen zwei aufeinanderfolgen

den DurchstoBungspunkten sei e",,, + l' Dann muB gelten 

b,. + e",,, + 1 S",,, + 1 = b,,+l' (2) 
b,,+l ist irgendwie als Funktion zweier Veranderlicher u, A. gegeben. 

(2) steht fiir drei Gleichungen. Aus diesen drei Gleichungen kann man 
im allgemeinen die drei Unbekannten u, A., e",,.+l berechnen. 1st diese 
Berechnung nicht maglich, so lauft unser Strahl an der v + 1 ten Flache 
vorbei, ist sie nicht eindeutig, so nimmt man natiirlich den kleinsten 
Wert von e,., "+1' der maglich ist. DaB die Richtung der Flachennormale 
durch ab ab 

au x aA 
0= ~ 

V (:: x :~r 
gegeben ist, darf als bekannt vorausgesetzt werden. 
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Das zentrierte Linsensystem. 

Gegeben sei ein zentriertes Linsensystem, eine Anzahl von Kugel
fHichen mit gemeinsamer Achse, auf der alle Kugelmittelpunkte liegen. 

Die Achse ist die gemeinsame Normale aller FBichen. Ein Licht
strahl, der in Richtung der Achse einfallt, bleibt immer in Richtung 
der Achse. 

Wir haben zwei Falle zu unterscheiden. Erstens: Der Strahl, den 
wir durchrechnen, schneidet die Achse. Dann liegt er in einer Symmetrie
ebene des rotationssymmetrischen Linsensystems, die er nicht ver
lassen kann. Einen solchen Strahl bezeichnet man in der Optik als 
M eridianstrahl. die Ebene durch Strahl und Systemachse als M eridian
ebene. Zweitens: Der Strahl verlauft in allen Mitteln windschief zur 
Achse. 

Wir behandeln zunachst den ersten Fall. 

§ 11. Durchrechnung eines Meridianstrahls. 

Bei der Durchrechnung eines Meridianstrahls durch ein optisches 
System ist es vorteilhaft, den Strahl nicht vom DurchstoBungspunkt 
mit der vten Flache bis zum DurchstoBungspunkt mit der v + 1 ten 
Flache durchzurechnen, sondern vom DurchstoBungspunkt' mit der 
Achse vor der v ten Flache bis zum DurchstoBungspunkt mit der Achse 
nach der vten Flache. Sei die Entfernung des DurchstoBungspunktes 
vor der vten Flache vom Flachenscheitel aus gezahlt s~, nach der 
vten Flache s:, vom Mittelpunkt der vten Flache aus gerechnet c~ 

bzw. c:, sei r" der Radius der vten Flache, sei der Winkel mit der 
Achse u~ -1, ~ = u~ vor der vten Flache, u: = u~, ~+1 nach der vten Flache, 

~4~, ~~~_~,~~~_~~ ____ ~L-~,~ 
" , 
I I ! 
! k-----s'.----Hc----r" ---~31 
I I ~ ~ ! 
""" ~~--- s~ -----;;.; I : ~ : 
I I .:;.1 
, ' 
IE C)I 3 1 -Abb.21. Brechung an einer Flache. 

Statt A~ im Text B~. 

und zwar entgegen dem bisherigen Brauch in der rechnenden Optik im 
mathematisch iiblichen Sinne gezahlt, dann zeigt uns Abb. 21, daB 
die Beziehungen bestehen [s. G. S. KLUGEL (1)]: 
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c" S"-Y,, sini" I -=--=-,-, 
r" Y" SlnU,. 

.. ,. 0' 
n .. Sln ~ .. = n"sm~" , 

+ . , +., I u" ~,,= u" ~"=cp,,, 

c~ s~ ._- r" sin i~ 
-=-- =-.-,' 
Y.. Y" slnu" 

( 1) 

1st C" bzw. s" und u" gegeben, so kann man aus (1) nacheinander 
i", i~, u:, c: bzw. s~ berechnen. Cp" ist in (1) der Winkel der FHichen
normale mit der Achse. Neben diesen GroBen werden spater manchmal 
die folgenden gebraucht: Die EinlallshOhe h", der schiele Abstand p" 
bzw. P:, die PleilhOhe v". Es gilt 

h" = - r" sin rp" , I 
P h" P' h" ,.. = - sin u' ,. = - sin u' , 

" " 
v" = r" (1 - cos rp .. ) = 2r"sin2 ~". 

(2) 

Die For~eln fur den 'Obergang zur nachsten Flache ergeben sich, 
wenn der Abstand zweier auf-
einander folgender Scheitel, die 
Dicke mit d",,, + 1 ' der Abstand 
zweier aufeinanderfolgender Mit
telpunkte mit m",,, +1 bezeich

_--;;~:JiE.:::::::~~=~=~r;;===:'lc.~" net wird, zu 
PO: $ .. " 

U" + 1 = u~ = u"." + 1 , I 
S,,+l = s: - d", "+! , (3) 

c,,+ 1 = C" - m",,, + l' 

Abb. 22. Obergang zur nllchsten Flllche. Die schiele Dicke, e",,, + 1 , 

der Abstand zweier aufeinander':' 
folgender DurchstoBpunkte, ergibt sich zu 

(4) _P' -p _ hNl- h" _ r"Sinf/J"-Y"+lsinf/J,,+l 
e".,,+l -" ,,+1 - sinu - sinu . . ,..,,+1 ,..,,+1 

1st die brechende Fliiche eben, so treten an Stelle von (1) wegen 

u" = -i",} , ., 
u"=-z,, 

(5) 

die Formeln 
n~sin u~ = n,. sin u", 

, tgu" 
S" = S"t---;' gu" 

h" = - s" tg U" , , j 
P $" I S" 

V = cos u' p" = cos u' , 
" " 

v" = O. 

(6) 
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§ 12. Durchrechnung eines windschiefen Strahls. 
Die Durchrechnung eines windschiefen Strahls, d. h. eines Strahls, 

der nicht in der Meridianebene liegt, durch ein System zentrierter Kugel
fHi.chen bietet der Anschauung und der praktischen Rechnung mancher
lei Schwierigkeiten. Es sind in der Literatur [so z. B. S. CZAPSKI (S. 79)] 
eine groBe Anzahl von Durchrechnungsformeln angegeben, viele darunter 
sehr umstandlich, die meisten kranken daran, daB nicht geniigend 
auf die Bestimmung der V orzeichen der Winkel geachtet wird. 

DerVerfasser hat sich in mehreren Arbeiten (1) und (2) bemiiht, die 
Durchrechnungsformeln moglichst denen fUr Meridianstrahlen anzupas
sen. Der Grundgedanke, der ihn dabei leitete, war der folgende: Man 
betrachte eine beliebige feste Meridianebene. Der zu verfolgende Strahl 
moge sie in den Punkten POl' P l2 , . ", P",,,+! treffen. Die Gerade 

P"-l,,,, P",,,+! bezeichnen wir als die zur 'II ten Brechung gehorigeNeben
achse. Sie ist der Schnitt der Einfallsebene mit der gewahlten Meridian
ebene und enthalt auch 
den Mittelpunkt der 
'II ten Flache. Wir legen 
zunachst in den 'II ten 
Kugelmittelpunkt C" 
ein rechtshandiges Ko
ordinatensystem, des
sen z-Achse die Rich
tung der Systemachse 
habe, wiihrend die 
y-Achse in die Meri
dianebene falle. P"-l,,, 

i 
~Z' __ ~ 

:";"~---z ~e __ ~""' --
sei durch seine Ko- Abb. 23. Zu den Brechungsformeln fiir die Durchrechnung der wind-

schiefen Strahlen. (1m Text haben aUe GraBen den Index ".) 

ordinaten y", z" ge-
geben, der einfallende Strahl durch seine Richtungskosinus ~'" n", C" *. 
Die Brechungsjormeln sollen uns y~, z~, die Koordinaten von P", "+!' und 
~~, n~, C~, die Richtungskosinus des austretenden Strahls geben. Wir 
verschieben dann den Koordinatenanfangspunkt in den 'II + 1 ten 
Mittelpunkt C,,+!, der vom 'II ten, C", die Entfernung m",,,+! habe. Die 
Ubergangsjormeln geben dann die Koordinaten von P",,,+! im neuen 
Koordinatensystem, hierbei bleiben die Richtungskosinus des Strahls 
ungeandert. 

Urn die Brechungsformeln moglichst den friiheren Formeln an
zupassen, machen wir folgende Uberlegung. Drehen wir unser in C" 
angebrachtes Koordinatensystem zuerst urn den Winkel 'IjJ" urn die 
x,,-Achse, bis die z,,-Achse die Richtung der Nebenachse hat, sodann urn 
den Winkel X,,·um die z,,-Achse, bis die (z", Y,)-Ebene mit der Einfallsebene 

* Hierin sei C" stets ~ 0 angenommen. 



46 II. Die Strahlenoptik in homogen isotropen Mitteln. 

zusammenfallt. In der (z~, y~)-Ebene ki:innen wir die F ormeln fiir die Durch
rechnung eines Meridianstrahls [§ 11 (l)J anwenden. Kennen wir die 
Lage des austretenden Strahls im iiberstrichenen Koordinatensystem, 
so miissen wir nun wieder die umgekehrte Transformation ausfiihren, 
urn zum urspriinglichen Koordinatensystem zuriickzugelangen. 

Wir wollenjetzt den soeben skizzierten Gedankengang im einzelnen 
analytisch durchfiihren. Der ersten Drehung entsprechen die Glei-

chungen x" = x~, I' 
~" = y" c~s 1p" + z" sin 1p .. , (1) 

z" = - Y"sln1p" + z~cos1p", 
der zweiten Drehung 

~":= _ ~"c~SX~ + ~"sinx~, I 
Y .. - X"S1OX" + y~cosX~, 
z~ = z". 

(2} 

Beide zusammen ergeben 

x: __ x"c.osX~ + ~~sinx~cos~ .. + z"sinx"s~n1p~, I 
Y - x" S10 X~ + ),. cos X" cos 'If" + ~"cos X" S101p" , 

Z = - Y~ sin 1p~ + Z"cos 1p". 

(3) 

Bildet der einfallende Strahl mit der Nebenachse den Winkel u, so 
lassen sich seine neuen Koordinaten schreiben 

~~= 0 = cos X~ ~~ - sin x~ 1]~, ) 

n" = sin u" = sin X" cos 1p" ~~ + cos X .. cos 1p" 1]" - sin 1p" C", 

C" = cos u~ = sin X~ sin1p"~,, + cos X" sin 1p" 1]~ + cos 1p" C" . 
Aus (4) kann man ableiten 

t ~" ) gX" = 1/,,' 

cos (u" + 1p,,) = C~, 
. 1 

S10 (u" + 1p,,) = -1] ... 
cos X" 

(4) 

(5) 

Der Winkel 1p" zwischen Haupt- und Nebenachse ist uns gegeben 
durch 

tg1p" = - :". 
~ 

(6) 

Aus (51) erhalten wir x~, den Winkel zwischen Meridianebene und 
EinfaIlebene, aus (52) u,,' den Winkel zwischen Strahl und Nebenachse. 
(5a) dient dazu, das Vorzeichen von u" zu bestimmen, das durch den 
Kosinus allein nicht bestimmt wird, auch wenn wir, wie es hier ge-

schehen soIl, aIle Winkel -; < Winkel < + ; annehmen. Der 
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Abstand c" des DurchstoBpunktes vom Mittelpunkt ergibt sich zu 

c --~ 
" - sintp,,' (7) 

Wir erhalten dann gemaB § 11 (1) nacheinander c: und u:, und aus (5) 

~~ = sin X" sin (u~ + 1p,,),) 31'+1 . 

'Y/~=cosx"sin(u~+1p,,), (8) tf~ 
,., ( '+ ) :!I'I{"" \,,, = cos u" 1p".' , ! . 

• ~ 1'1' C C'P+f 
Die Obergangsformeln sind ~i 

h . f h' d' IE Zv ~ I • m,'I{'J}If~ se r em ac ; sel m",,+ I Ie I --- z. I 
, IE Vt-( 'Oi 

Strecke zwischen dem 'IIten ---
und ('II + 1) ten Mittelpunkt Abb. 24. Zu den Obe:gangs.formeln fUr die Durchrechnung , der wmdschlefen Strahlen. 
dann wird 

~,,+ I = ~~, x" + I = X~, ) 

'Y/".+.I = 'Y/~, y,,+1 = y~, 

C,,+I = C~, Z,,+I = Z~ - m",,,+l' 

(9) 

Wir wollen zum SchluB die Brechungsformeln nochmals zusammen
stellen. 

Gegeben z", y,,; ~", 'Y/", CO'. Gesucht z:,y:, ~:, 'Y/:, C:. 
Wir finden nacheinander 

tg1p .. = - ~" , 
v 
c=-~ 
" sin tpv ' 

t ~" ( ),. . ( 1 g X .. = -;;-, cos U v + 1p .. = \'1" sm u" + 1p,,) = --'Y/" . 
• ~v ~L 

(Die letzte F ormel zur Kontrolle, und zur V orzeichenbestimmUilg.) ( 10) 

.' . Cv '. . 0, n.. 
Sln~" = - sin u" , sin ~" = n' Sln~", 

Y" 

u; = u .. + i" - i~, 
.. , 

c' = yO' sm tv z:. = c:. cos 1/J .. , y' c' sin 1/" " sin u~' • • T v = - v TV, 

~; = sin X" sin (u; + 1p,,) , 'Y/; = cos X .. sin (u~ + 1pv) , C~ = cos (u; + 1p .. ). 

Man iiberzeugt sich sofort, daB obige Formeln fUr X = 1p = 0 in die 
Formeln § 11 (1) fUr Meridianstrahlen iibergehen. 

AuBer den in der Durchrechnung vorkommenden Gri:iBen wird rtoch 
gebraucht: Die schiele Dicke eO', v+! ' d. h. der Abstand zweier aufeinander--folgender DurchstoBungspunkte B .. , Bv+! und der Winkel {}v,v+! eines 
Strahls gegen seine Projektion in die Meridianebene. Wir finden 

sin {} .. , .. +1 = ~ .. , .. +1 ' I 
_ yO' sin (u~ + i~) _ YH1 sin (UV+l + iv+ 1) 

e", ,,+1 - sin u' sin u • 
" .. +1 

(11) 
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§ 13. Durchrechnung eines Strahls durch ein Prismensystem. 
Unter einem Prisma versteht man ein von zwei gegeneinander ge

neigten ebenen FUichen begrenztes Mittel. Die Schnittlinie der beiden 
Ebenen bezeichnet man als Prismenkante, den Winkel IX, den sie mit
einander bilden, als Prismenwinkel, jede Ebene senkrecht zur Prismen
kante als Hauptschnitt. Unter einem Prismensystem wollen wir eine 
Anzahl von Prismen mit gemeinsamem Hauptschnitt verstehen, deren 
Prismenkanten also alle parallel sind. 

Wir verfolgen zuerst einen Strahl, der im Hauptschnitt eines Prismas 
liegt. Die von uns hier angegebene Methode der Durchrechnung ist ein 
wenig umsHindlicher als ublich, sie pam sich aber den Durchrechnungs
formeln § 11 (6) fur die Ebene besser an, und lam sich auch leicht fUr 
windschiefe Strahlen verallgemeinern. 

Zeichenebene sei der Hauptschnitt, in dem unser Strahl liegt, dann 
sind die Spuren der Prismenebenen gerade Linien, die sich in den 
PunktenA12 , A 23 , .•. , AY,Y+l' den Spuren der Prismenkanten schneiden. 
Die Seitenlangen der Prismen, die Strecken A y_1,y A,.,y+l bezeichnen 
wir mit ay • Wir zeichnen auf demAusgangsstrahl einen Punkt POI aus. 
Das Lot PoBI auf die erste Prismenflache bezeichnen wir als Nebenachse. 
Der Strahl schneide nach der Brechung die Nebenachse im Punkt P 12 • 

---Sv-'-~~ 

Av-f,v 

~'~, 
// .";,F 

~~~\ /...-,;"'-/ 

1l'1\... 
/rf). v?1 Uo~ 

Av·1,v Abb.25. Zur Brechung eines Meridianstrahls an 
einer PrismenfHiche. 1m Text statt P: P V - 1 , v, 

staUP': P'P,V+l' 
Abb. 26. Zu den Obergangsformeln beim 

Prisma. 

Von P 12 werde ein Lot P 12 B 2 auf die zweite Flache gefallt, das ist die 
zweite Nebenachse, und so fort. Die Nebenachsen schlieBen miteinander 
Winkel 1X","+1 ein, die gleich den Prismenwinkeln sind. 

Der Punkt Pv-1,v sei gegeben durch seine Entfernung sv von der 
vten Prismenflache auf dem Flachenlot und die Entfernung by seiner 
Projektion Bv auf die Prismenflache von Av-1,v' 

Der Strahl durch Pv,V-l ist auBerdem durch den Winkel 
dem Flachenlot gegeben. Wir finden als Brechungsformeln 
§ 11 (6) ,., . I n" SIn u" = n" sin u,,' 

s~ tg u~ = s" tg u" ' 
b~ = a" - b". 

Uv mit 
gemaB 

(I) 
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Bei den tJbergangsformeln ist .zu bedenken, daB wir, urn von einem 
FUichenlot zum andem zu gelangen, einfach eine Drehung des Koordi~ 
natensystems urn den Winkel -1X~,'+1 vomehmen. Wir erhalten 

U~+l = u~ -~, ~+]' l 
b~+l = b~ cos~, ~+1 + s~ sin IX~, ~+1' 

s~+1 = - b~ sin IX~, ~+1 + s~ cos IX~, ~+1' 

(2) 

Wollen wir einen Strahl dtirchrechnen, der nicht im Hauptschnitt 
liegt, so verfahren wir folgendermaBen. Wir schneiden den Strahl durch 
einen beliebigen Hauptschnitt. P~-l,~, P~,~+1 seien die aufeinander
folgenden DurchstoBpunkte des Strahls mit unserem Hauptschnitt, 
dann steht P"-l,~ P","+1 auf der 'JIten Flache im Punkt B~ senkrecht. 

P~-l,~ ist gegeben durch seine Entfemung s" von der 'JIten Flache 
und durch b" = B" A~_l,,,. ,Unser Strahl ist durch seine Richtungskosinus 
g", t]~, C" in einem rechtwinkligen Koordinatensystem gegeben, dessen 
z-Achse in der Richtung des Flachenlotes verlauft, wiihrend die y-Achse 
in unserm Hauptschnitt liege. 

Sei der. Winkel der Einfallsebene gegen unsem Hauptschnitt X,,, 
dann erhiilt man als Brechungsformeln analog zu § 12 (10) 

sinu =~ 
" cos x" ' 

. , n" sinu" Slnu,. = I 

n" 

tgX~~ !:. 
cosu~ = C,,' 

, tg~" 
S,,= S"-t " gu" 

g~ = sin X,. sin u~ , t]~ = cos X" sin u~ , C~ = cos u~ , 

b~ = a" -b". 
Die tJbergangsformeln ergeben sich zu 

~"+1 = ~~, I 
' , . 

t],. cos~, ,,+1 - C" sIn ~,"+1' 

t]~ sin IX", ,.+1 + C~ cos~, "+1' 

b~ cos IX", "+1 + s~ sin ~,"+1' J 
' . , 

S,,+1 = - b" sm ~,,,+1 + s" cos IX~, ~+1' 

1 (3) 

(4) 

Es ist zu beach ten, daB in den Durchrechnungsformeln fiir die Winkel 
. nur die Winkel selbst und keine LagegroBen auftreten. Wir sehen also 
schon hier, daB bei einem Prismensystem parallelen Strahlen im Objekt
raum immer parallele Bildstrahlen entsprechen. 

§ 14. Die Umgebung eines Strahls in einem Normalenbiindel und 
ihre Abbildung durch ein optisches System. 

Gegeben sei ein Anfangsstrahl durch seinen Anfangspunkt a und den 
Einheitsvektor s in seiner Richtung. Es seien zwei Nachbarstrahlen ge-

Herzberger, StrahJenoptik. 4 
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geben durch Anfangspunkt a + dl a, a + d2 a und Richtung s + dls, 
s + dss. Wir wollen voraussetzen, die Strahlen seien nicht linear ab
hangig, d. h. es sei nicht gleichzeitigl 

exd1a = {ldsa, } 
(1) 

exd1 S = {l d2 S. 

Dann bestimmen die Strahlen mit den Koordinaten a + da, s + ds 

mit 1} da = Jl.d1a + ",d2 a, 
(2) 

ds = Ad1s + ",d2 s 

mit beliebigen A, '" die zu unserm Anfangsstrahl benachbarten Strahlen 
eines ailgemeinen Strahlenbuschels, einer Kongruenz. Die Kongruenz 
kann wegen § 8 (4) nur dann eine Normalenkongruenz sein, wenn gilt: 

d1s-d2a = d2 sdl a. (3) 

Sei jetzt da = Adl a + ",dga ein WellenfHichenelement, also 

sd1a = sd2 a = sda = O. (4) 

Ohne Beschrankung der Ailgemeinheit konnen wir die l?eiden Nach
barstrahlen von vornherein so auswahlen, daB gleichzeitig gilt: 

0'1d1a =T1 d1s, } 
0'2d2a = T2d2s. 

Aus (3) folgt, daB in Normalensystemen entweder 

oder 
0'1 :Tl = 0'2 :T2 

dl s-d2s = d1 a-d2 a = 0 

gilt. Wir behandeln zunachst den ersten Fall_ 
a) Das stigmatische Bundel. Wir k6nnen hier schreiben 

O'dla = Tdls, } 
O'd2 a = Td2 s, 

also O'da =Tds. 

Sei zunachst 0' und T =l= 0, so kann man fiir (8) auch schreiben: 

da= -rds, } 
mit roe = 1-

ds = - eda, 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

Wir sehen, alle Strahlen gehen durch einen festen Punkt des Haupt
strahls, der in der Entfernung r von dem durch a und a + da gegebenen 
Wellenflachenelement liegt. Man sagt in diesem Fall in der Flachen
theorie, die Wellenflache hat fur den DurchstoBpunkt des Anfangs
strahls einen N abelpunkt. Ein solches Biindel wollen wir stigmatisch 
(O'T ly",ex Punkt) nennen. Die GroBe e bezeichnet man als die Krummung 
der Wellenflache im Ausgangspunkt. 

1 Wir wahlen die homogene Schreibweise, urn oc = 0 und {J = 0 mit behandeln 
zu konnen. 



§ 14. Die Umgebung eines Strahls in einem Normalenbiindel und ihreAbbildung. 51 

1st in Gleichung (8) T = 0, so verschwindet in (91) r, wahrend (92) 

sinnlos wird. In diesem Fall war der Ausgangspunkt a der Vereinigungs
punkt aller Kongruenzstrahlen. 

1st in Gleichung (8) a = 0, so wird Gleichung (91) sinnlos, wahrend 
in (92) (! verschwindet. Wir haben 

dl~ = d2~ = d~ = 0, (10) 

d. h. aile ~ achbarstrahlen sind parallel. Ein solches Bundel be
zeichnet man in der Optik als zylindrisch. 

b) Das astigmatische (halbstigmatische) Bunde!. Es sei (7) erfUllt. 
Wir haben nach (5) fUr a, T =l= 0 

dl a = - r 1 dl ~ , . dl ~ = - (!l dl a, ) 
d2a = - r2d2~' d2~ = - (!2d2a, 

dl ad2a = dl~d2~ = 0, 

rl(!l = r2(!2 = 1. 

(ll) 

Wir sehen, durch die Punkte der Entfernung r l bzw. r2 von der 
Wellenflache gehen Strahlen unseres Biindels, und zwar liegen diese 
Strahlen wegen (7) in zwei zueinander senkrechten Ebenen durch den 
Anfangsstrahl. Man bezeichnet die Ebenen durch den Hauptstrahl als 

1oE-------- 7'3 ------""' 

Abb. 27. Gestalt eines diinnen halbstigmatiscben Strablenbilndels und Scbnitte mit einer Anzabl Ebenen 
senkrecbt zum Anfangsstrabl. 

Schnitte; die Schnitte, die durch dla und d2u gehen, in denen also die 
Strahlen liegen, die den Anfangsstrahl schneiden, bezeichnet man als 
Hauptschnitte. Wir wollen den Hauptschnitt, in dem dla liegt, als ersten 
Hauptschnitt bezeichnen. "(!l und (!2 nennt man die Hauptkriimmungen 
der Wellenflache im Ausgangspunkt. Ein diinnes Normalenbiindel, das 
nicht stigmatisch ist, bezeichnet man als astigmatisch (besser vielleicht 
halbstigmatisch) , die Punkte der Entfernung r l bzw. r2 als die halb
stigmatischen Vereinigungspunkte. Man erkennt aus (ll) sofort, daB bei 
r l =l= r2 nur die in den Hauptschnitten gelegenen Strahlen den Anfangs
strahl schneiden, alle ubrigen verlaufen also zumAnfangsstrahl windschief. 

Verschwindet (!l' so riickt ein halbstigmatischer Vereinigungspunkt 
ins Unendliche; wir finden dl~ = 0, d. h. die Nachbarstrahlen im 
ersten Hauptschnitt laufen zum Anfangsstrahl parallel; ein solches 
Biindel bezeichnen wir als halbzylindrisch; analog fUr (!2 = O. 

4* 
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Verschwindet r l , so geht unser WeilenfHichenelement durch einen 
halbstigmatischen Vereinigungspunkt. Gleichung (ll) gibt dla = 0, 
d. h. aile Nachbarstrahlen schneiden unsere FHiche in einem Linien
element d2 a, das im zweiten Hauptschnitt liegt; analog fUr r2 = O. 

Man iiberlegt sich ebenso leicht, daB auch ein beliebiges FHichen
element durch den ersten Vereinigungspunkt von allen Kongruenz-. 
strahlen in einem Linienelement durchstoBen wird, das im zweiten 
Hauptschnitt liegt. Wir haben dasselbe Paradoxon wie S. 25 bei der 
Abbildung der Linienelemente; wichtig ist, daB die zum Anfangsstrahl 
senkrechten Linienelemente in keiner Weise ausgezeichnet sind (siehe 
hierzu CR. STURM (3,4), MATTRIESSEN (1 bis 3), A. GULLSTRAND (z. B.1). 

Auch im Fall eines stigmatischen Biindels k6nnen wir ein Koordi
natensystem finden, das (7) geniigt, wir brauchen nur dla und d2 a be-

Abb. 28. Schnitt eines diinnen halbstigmatischen Strahlenbiindels mit einer Ebene durch den ersten 
Vereinigungspunkt, die nicht auf dem Anfangsstrahl senkrecht steht. 

liebig aufeinander senkrecht zu wahlen. Aus dem Gesagten gewinnen wir 
eine Normaldarstellung der Nachbarstrahlen einer Normalenkongruenz. 

Seien fiir eine N ormalenkongruenz 121 und 1!2 die Hauptkriimmungen, 
so kann man setzen: 

mit 

bzw. 

mit 

da= A d1 a + p, d2 a , } 
d$ = - Al!ldla - P,1!2d2a, 

da = - Ar1dl $ - p,r2d2$, 

d$ = A dl $ + P, d2$ 

d l $' d2 $ = O. 

(12) 

(13) 

Wir betrachten jetzt die Abbildung eines diinnen Normalenbiindels 
durch ein optisches System. 

Betrachten wir zunachst die Strahlen, die von einem festen Punkt 
herkommen, die also objektseitig ein stigmatisches Bundel bilden. Die 
zugeh6rigen Bildstrahlen bilden nach dem MALusschen Satz ein Nor
malenbiindel. Wir wollen einen Nachbarstrahl, der objekt- und bild
seitig den Anfangsstrahl schneidet, als Stigmatstrahl bezeichnen. 

Die vom Objektpunkt ausgehenden Nachbarstrahlen bilden ent
weder bildseitig ein stigmatisches Biindel, dann sind aile Nachbar-
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strahlen Stigmatstrahlen; einen solchen Punkt wollen wir als Stigmat
punkt bezeichnen; oder sie bilden ein astigmatisches (halbstigmatisches) 
Bundel. In letzterem Fall gibt es zwei linear unabhangige Stigmatstrah
len, die den Anfangsstrahl in den beiden halbstigmatischen Bildpunkten 
(oder Halbstigmen) treffen. 

Die Ebenen, in denen die Stigmatstrahlen bildseitig liegen, stehen, 
als Hauptschnitte des Normalenbundels, aufeinander senkrecht. Die 
Schnitte, in denen sie objektseitig liegen, tun das im allgemeinen nicht. 
Hat der Ausgangspunkt doch diese Eigenschaft, so bezeichnet GULL

STRAND (5) ihn als Orthogonalpunkt. 
Unter den Nachbarstrahlen, die einen Stigmatpunkt abbilden, gibt 

es immer zwei, die im Objekt- und Bildraum in aufeinander senkrechten 
Schnitten liegen. Ein Stigmatpunkt ist also immer ein Orthogonal

. punkt. 
Einem beliebigen Normalenbiindel entspricht bildseitig wieder ein 

Normalenbundel. Bei der Abbildung braucht es im allgemeinen keine 
Stigmatstrahlen zu geben; gibt es Stigmatstrahlen, so wollen wir das 
N ormalenbundel als Stigmatnormalenbundel bezeichnen. 

Ein solches Stigmatnormalenbundel ist z. B. ein objektseitig zy
lindrisches Bundel. Die halbstigmatischen Bildpunkte bezeichnet man 
als die halbstigmatischen Brennpunkte; fallen die Brennpunkte zu
sammen, so spricht man von einem stigmatischen Brennpunkt oder kurz 
Brennpunkt. Man driickt obige Tatsache auch so aus: Die halbstigma
tischen Brennpunkte sind konjugiert zu dem unendlich fernen Punkt. 
Entspricht einem zylindrischen Bundel bildseitig ein halbzylindrisches 
Bundel, so sagt man, die Umgebung des Anfangsstrahls wird halb
brennpunktlos abgebildet, entspricht ihm ein zylindiisches Bundel, so 
wird die Umgebung des Anfangsstrahls brennpunktlos abgebildet. 

Aus § 8 (29) bis (33) k6nnen wir folgende Tatsachen herauslesen: 
]edes Flachenelement durch einen Stigmatpunkt wird Punkt fUr PUnkt 
stigmatisch abgebildet auf ein beliebiges Flachenelement durch den 
Bildpunkt. 

Legen wir durch einen beliebigen Punkt und jeden seiner halb
stigmatischen Bildpunkte je ein Flachenelement, so gibt es auf dem 
Flachenelement durch den Objektpunkt zwei Scharen von abbildbaren 
Linienelementen, namlich eine zu jedem halbstigmatischen Bildpunkt. 

Auf dem Flachenelement durch einen der halbstigmatischen Bild
punkte liegt immer eine Schar paralleler Bildlinien. Bezeichnen wir die 
Ebenen durch den Anfangsstrahl und den Stigmatstrahl als Stigmat
schnitt, das darauf senkrechte Ebenenpaar als Gullstrandschnitt, dann 
sind die abbildbaren Linien stets parallel zum Gullstrandschnitt. 

Die abbildbaren Linien eines Ausgangsflachenelements stehen dann 
und nur dann aufeinander senkrecht, wenn der Ausgangspunkt ein 
Orthogonalpunkt ist. 
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Sei die Abbildung eines beliebigen nicht zylindrischen Normalen
systems gegeben. Wir legen das Koordinatensystem objekt- und bild
seitig so, daB es in die Hauptschnitte fam. Wir setzen 

d § = ~ i + 1] j, d §' = n' + 1]' i', } 
da=xi+yi, da'=x'i'+y'j'. 

(14) 

Fur die Strahlen der Normalenkongruenz, denen wir hier den 
Zeiger 0 geben wollen, urn sie von beliebigen N achbarstrahlen zu unter
scheiden, ergibt sich aus (13): 

d§o = ~oi + 10j, 

duo = - rl~oi - r2l]0j, 

d§~ = ~~i' + 1]~i', 
d a' = - r~ ~~ i' - r~ 1]~ i' . 

(15) 

Setzen wir diese Beziehung in § 8 (3) ein, so finden wir: 

n'(x' + rln~~ + n'(y' + r21]')1]~ = n(x + rl~)~O + n(Y + r21]) 1]0 I 
oder (16) 

n'(x~~~ + y~1]~) = n(xl~O + Y21]0)' 

Ein beliebiger Strahl mage die Ebene senkrecht zum Anfangsstrahl 
durch den ersten Vereinigungspunkt objektseitig im Punkt mit den 
Koordinaten Xl' YI' die Ebene durch den zweiten Vereinigungspunkt im 
Punkt mit den Koordinaten x2 , Y2 schneiden, analog bildseitig; stets 
gilt dann Gleichung (16). Diese steht fur zwei Gleichungen, da ~o, 

1]0 bzw. ~~, 1]~ unabhangig voneinander die Koordinaten aller Kongruenz
strahlen durchlaufen. Gleichung (16) ist der Ausgangspunkt fUr die 
Untersuchungen vonA.GuLLsTRAND gewesen. A.GULLSTRAND (5) hat For
mel (16) als Fundamentalgleichung der geometrischen Optik bezeichnet. 

§ 15. Das BRUNSsche Eikonal; die AbbildungsgroBen 
und Abbildungsfehler. 

Wir denken uns objekt- und bildseitig zunachst ein beliebiges 
Koordinatensystem. Ein Objektstrahl ist nun gegeben durch die Koor
dinaten X, y seines DurchstoBungspunktes mit der Ebene z = 0 und 

seine Richtungskosinus ~,1], C = VI - (~2 + 1]2), analog ein Bild
strahl durch x', Y' und ~', 1]'. 

Die Mannigfaltigkeit aller Strahlen ist vierfach unendlich; wir kannen 
also in beliebiger Weise vier GraBen herausgreifen und als Koordinaten 
wahlen. Wir mussen nur darauf achten, daB diese Koordinaten den 
Strahlen eineindeutig zugeordnet sind. Es ist ohne weiteres erlaubt, 
x, y, ~,1] als Koordinaten zu wahlen; da der Objektstrahl den Bild
strahl eindeutig bestimmen solI, ist diese Wahl der Koordinaten immer 
zulassig. Aber unser grundlegendes Gesetz gibt uns bei dieser Wahl der 
Koordinaten keinerlei Beziehungen zwischen Objekt- und Bildraum. 

Nun hat zuerst HAMILTON (3) Koordinaten gewahlt, die zur HaUte 
dem Objektraum und zur HaUte dem Bildraum angehOren. BRUNS be-
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schrankte die Anzahl auf 4 Parameter. Dabei sind noch folgende 
16 Kombinationen maglich (H. BRUNS): 

x, y, x', y'; x, wYj, x', y'; n~, 31, x', y'; n~, nr;, x', y'. 

i, y, x', n'r;'; i, nr;, x', n'r;'; n~, 31, x', n'r;'; n~, nr;, 
, 

x, n'r;'. 

i, y, n'~', y';x, nfj, n/~', y'; n~, 31, n'~', y'; n~, nr;, n' ~/, 
, 

y. 

ii, y, n/S', n'T/; x, nr;, n't, n'r;'; n~, 51, n'~', n'r;', ng, n1j, n's', n'1j'. 

Von diesen Koordinaten werden praktisch in der Optik im alI
gemeinen nur die drei fett gedruckten Werte gebraucht. Sind die Koor
dinaten i, 31, x', y', so spricht man von Punktkoordinaten, sind es 
n~, nr;, n' ~', n'r;' von Winkelkoordinaten, bei x,Y, n' ~', n'r;' von ge
mischten Koordinaten. 

Punktkoordinaten sind verboten, wenn durch einen Punkt der 
Ebene z = 0 und der Ebene z' = 0 mehrere Strahlen gehen. 

Winkelkoordinaten sind verboten, wenn parallele Strahlen parallel 
austreten. 

Gemischte Koordinaten sind verboten, wenn durch einen Punkt der 
Ebene z = 0 mehrere bildseitig parallele Strahlen gehen. 

Sind Punktkoordinaten erlaubt, so kann man in § 8 (2) die Ebene 
Z = 0 als FHiche der Anfangspunkte ii, die Ebenez'=O als Flache der 
Endpunkte a' wahlen. Wir setzeD. den Lichtweg fUr diese spezielle Koor
dinatenwahl 5 und finden aus § 8 (2) die BRuNsschen Gleichungen 

as 
n~ = - ax' 

as 
nr; = - ay' 

't,=as 1 n \> ax" 

" as 
n r; = ay'· 

(2) 

Sind Winkelkoordinaten erlaubt, so erhalt man aus § 8 (2) eine 
Funktion der Richtungskosinus, indem man (LEGENDRE Transformation I) 

W = 5 + n(as) - n'(a's') (3) 
setzt. Dann wird 

d W = n ads - n' 0' d S'. 1 
aw I aw 

X=a(n~)' x =-8(n'~')'1 
8W , 8W 

Y = 8(nrJ) , y = - 8 (n'r/) • 

und 

(4) 

Die geometrische Bedeutung von W erhellt aus (3). Man falle von 
den Koordinatenanfangspunkten Lote auf Objekt- und Bildstrahl. 
Wist der Lichtweg zwischen den FuBpunkten dieser Lote. 

Sind gemischte Koordinaten erlaubt, so setzen wir 

v = 5 - n'a's'. 
Dann wird dV = - rlc/d?! - nsda 

(5) 

(6) 

( 1) 



56 

und 

II. Die Strahlenoptik in homogen isotropen Mitteln. 

av 
n~ = -a;;' 

av 
nrJ=-Ty' 

(7) 

V ist der Lichtweg zwischen der Ebene Z = 0 und dem FuBpunkt 
des yom bildseitigen Koordinatenanfangspunkt auf den Bildstrahl ge
fallten Lotes. 

Wir wollen nach BRUNS S als Punkteikonal1, W als Winkeleikonal, 
Vals gemischtes Eikonal bezeichnen. Man erkennt, daB man jeder der 16 
in (1) gekennzeichneten Koordinatenkombinationen, wenn sie erlaubt 
sind, eine Lichtwegfunktion so zuordnen kann, daB die restlichen 
Koordinaten sich aus der Lichtwegfunktion durch einfache Differen
tiation ergeben. 

1m allgemeinen wird es auBerst schwierig sein, zu untersuchen, 
wann eine solche Koordinatenwahl fUr alle Strahlen erlaubt ist. Man 
beschrankt sich daher meist auf die Untersuchung der Strahlen, die 
in der groBeren oder geringeren Nachbarschaft eines fest en Strahls, 
des Anfangsstrahls verlaufen. 

Unser Koordinatensystem sei objekt- (bild-) seitig so gewahlt, daB die 
z, (z')-Achse in Richtung unseres Anfangsstrahls verlaufe. 1st dann eine 
Wahl der Koordinaten erlaubt fiir Nullsetzen der Koordinaten, so ist 
sie auch fur kleine Werte erlaubt. Man kann das Eikonal in eine Reihe 
entwickeln, unCI. erhalt nacheinander die Abbildungsgesetze der ver
schiedenen Ordnungen. 

Fur die Abbildung der Umgebung eines Anfangsstrahls sind Punkt
koordinaten immer dann erlaubt, wenn objekt- und bildseitiger Koor
dinatenanfangspunkt nicht konjugiert sind, gemischte Koordinaten da
gegen, wenn der objektseitige Koordinatenanfangspunkt nicht ein 
halbstigmatischer oder stigmatischer Brennpunkt ist. Winkelkoordinaten 
sind immer erlaubt, wenn nicht die Abbildung der Umgebung des Haupt
strahls halbbrennpunktlos oder gar brennpunktlos ist. 

Man uberzeugt sich leicht, daB bei jeder moglichen Wahl der Ko
ordinatenanfangspunkte, wenn man die Koordinatensysteme geeignet 
um die z(z')-Achsen dreht, fur jede Zeile und Spalte von (1) mindestens 
eine Variablenkombination moglich ist (BRUNS). 

Man wird aber, da die Wahl des Koordinatenanfangspunktes in den 
meisten Untersuchungen freisteht, wohl in der Praxis mit den oben be
handelten drei Eikonalen auskommen. 

Entwickeln wir die Eikonale nach den zugehorigen Variablen, so 
verschwinden bei geeigneter Wahl der Variablen in (2), (4) bzw. (7) die 
linearen Glieder. Da die jetzt zu skizzierenden Eigenschaften allen 

1 Eikon = Bild, Eikonal = Abbildungsfunktion. 
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Eikonalen gemeinsam sind, wollen wir die Variablen mit Uv U 2, u3' u,' 
das Eikonal mit E bezeichnen und entwickeln. 

E = Eo + (all u~ + 2 a12 ~ u2 + ... + a« ui) } 
(8) + (blll u~ + 3 b1l2 U~U2 + ... + b«, ui) + ... 

wobei die Werte der Koeffizienten selbstverstandlich von dem benutzten 
Eikonal abhangen. 

Die BRuNsschen Abbildungsgleichungen selbst enthalten die in {8} 
vorkommenden Koeffizienten, jedoch treten diese dort in einem Glied 
auf, dessen Grad in den U i urn eins niedriger ist. Da die Abbildungs
gleichungen fiir die Optik wichtiger sind, als die Eikonalentwicklung, 
nennt man die Parameter, die in {8} als Koeffizienten der Glieder 
{n + l)ter Ordnung auftreten, die Abbildungsgrii/3en nter Ordnung fur 
das durch die Umgebung unseres Anfangsstrahls dargestellte System. 

Die Anzahl der AbbildungsgroBen n ter Ordnung ergibt sich zu 

(n + 4){;.t.;){n + 2) fur n = 1, 2, 3, . . . (9) 

Es gibt also in einem allgemeinen optischen System fiir die Um
gebung eines Anfangsstrahls 10 AbbildungsgroBen erster Ordnung, 
20 AbbildungsgroBen zweiter, 35 dritter Ordnung. 

Die Zahl der unabhangigen AbbildungsgroBen verringert sich natiir
lich wesentlich, wenn die Umgebung der Abbildung unseres Anfangs
strahls gewisse Symmetrieeigenschaften aufweist. 

Wir nehmen zunachst einmal an, das optische System besitze 
eine durch den Anfangsstrahl gehende S ymmetrieebene 1. Wir wahlen nun 
unser Koordinatensystem so, daB die x- und x'-Achse parallel sind und 
auf der Symmetrieebene senkrecht stehen. Dann muB E eine gerade 
Funktion in u1 und Us sein. Man findet fiir die Anzahl der Abbildungs-

groBen (n + 3)(n2 + 6 n + 11) fu .. r 
12 n = 1, 3, 5, ... 

(n + 3) (n2
1t 6 n + 8) fur n = 2, 4, 6, . . .. (10) 

Insbesondere gilt fur n = 1 

a12 =~, = a23 = a3, = 0 . (ll) 

Es gibt also dann nur 6 AbbildungsgroBen erster Ordnung, 10 Ab
bildungsgroBen zweiter, 19 AbbildungsgroBen dritter Ordnung usw. 

Hat das System zwei durch den Anfangsstrahl gehende Symmetrie
ebenen, so ist das System entweder rotationssymmetrisch, oder es hat 
zwei aufeinander senkrechte Symmetrieebenen. Wir behandeln zunachst 

1 Zur Ableitung der Gesetzmli.l3igkeiten ist nur erforderlich, daB ein Ebenen
paar existiert, derart, daB Strahlen, die zu der objektseitigen Meridianebene 
symmetrisch liegen, auch zur bildseitigen Meridianebene symmetrisch liegen. 
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den letzteren Fall, das zweifach symmetrische System. Hier muB E auch 
in ulJ u3 und u2 , u4 eine gerade Funktion sein; das bedingt, daB aIle Ab
bildungsgroBen gerader Ordnung verschwinden, wahrend die Anzahl der 
AbbildungsgroBen ungerader Ordnung sich nicht reduziert. Wir finden 
also: In einem zweifach symmetrischen System ist die Anzahl der Ab
bildungsgroBen n ter Ordnung 

(n + 3) (n2 + 6 n + 11) 
12 

o 
fur n = 1, 3, 5, . .. \ 

fur n = 2, 4, 6, . . .. (12) 

1st das System rotationssymmetrisch1, so laBt sich E, Wle schon 
HAMILTON (5) erkannte, stets als Funktion der drei GroBen 

a=ur+u~, I 
b = 2 (u1 u3 + u2 u4) , 

c = u~ + u~ 
(13) 

darstellen. Wir konnen also schreiben 

E = Eo + (AI a + A2 b + A3 c) } 
(14) + (Cn a2 + 2 C12 a b + C22 b2 + ... +C33 c2 ) + ... 

Wir erhalten aus (14) fur die Anzahl der AbbildungsgroBen n ter 
Ordnung in rotationssymmetrischen Systemen 

(n + 5~(n + 3) fur n = 1, 3, 5, ... \ 
(15) 

o fUr n = 2, 4, 6, .... 
Es gibt also 3 AbbildungsgroBen erster, 6 dritter, 10 fUnfter Ordnung 

in rotationssymmetrischen Systemen. 
T. SMITH (1) hat noch eine weitere Einteilung der AbbildungsgroBen 

fUr Rotationssysteme vorgenommen, die nach Ansicht des Verfassers 
fUr eine Weiterentwicklung der Strahlenoptik sehr wertvoll werden kann. 

Betrachten wir die Nachbarstrahlen, die den Anfangsstrahl schnei
den. Was immer wir fUr Eikonalkoordinaten benutzen, stets sind diese 
Strahlen, die M eridianstrahlen, gegeben durch 

u1 : u2 = U3 : U4 

oder b2 - 4ac = o. (16) 

SMITH ordnet nun E in bestimmter Weise unter Hervorhebung der 
Potenzen von b2 - 4 ac. Die AbbildungsgraBen nter Ordnung, die 
in dem konstanten Glied dieser Entwicklung vorkommen, rechnet 
er zur nullten Gruppe, die GroBen, die in dem Koeffizienten von 
(b 2 - 4 ac)" vorkommen, rechnet er zur :den Gruppe. Wir sehen, fur 
die Untersuchung der Meridianstrahlen kommen nur die GraBen der 

1 Zur Ableitung der Gesetze wird nur gefordert, daB jede Ebene durch den 
Anfangsstrahl in dem iibertragenen Sinn der vorigen Anmerkung Symmetrie
ebene ist. 
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nullten Gruppe in Betracht. Die Wichtigkeit dieser Gruppeneinteilung 
erhellt aus folgender, vorUiufig nur angedeuteten Uberlegung. Es wird 
spater von Wert sein, zu untersuchen, wie die AbbildungsgroBen sich 
andem, wenn man den Koordinatenanfangspunkt objekt- und bildseitig 
langs des Hauptstrahles verschiebt. Von dieser Koordinatentrans
formation wird die Eigenschaft eines Strahls, Meridianstrahl zu sein, in 
keiner Weise beriihrt, b2 - 4 ac wird daher proportional b~ - 4 alcl 
sein. Daraus ergibt sich, daB die AbbildungsgroBen der n ten Ordnung 
und der "ten Gruppe sich nur untereinander transformieren. SMITH hat 
in der oben zitierten Arbeit die entsprechenden Transformationsformeln 
angegeben. Die AbbildungsgroBen erster Ordnung gehOren samtlich der 
nullten Gruppe an, von den 6 AbbildungsgroBen dritter Ordnung gehOrt 
nur eine der ersten Gruppe an, von den 10 AbbildungsgroBen fiinfter 
Ordnung gehOren drei der ersten Gruppe an, allgemein findet man fUr 
die Abbildungsgro.!3en n ter Ordnung und "ter Gruppe die Anzahl 

(n + 5 - 4u)(n + 3 - h) 
8 

11 + 3 (64 + 9n --'-- n2) 
96 

n+5 96 (36 + 11 n - n2) 

fur "=1= 0, n = 1, 3, 5, ... 

{
n = 1, 5, 9, ... 

fur ,,= 0 
n = 3,7,11, .... 

(17) 

Fur rotationssymmetrische Systeme konnen wir den Abbildungs
gleichungen je nach Wahl der Variablen folgende Form geben: Es ist ffir 
Punktkoordinaten a=x2+y2, 

b = 2 (x x' + 51 y') , 
C = X'2 + y'2, 

n~ =-2Sax-2S"x', n17 =-2SaY-2S"y,,} 

n'~'= 2S"x+2Scx', n'17'= 2S"y+2Se y', 
(18) 

fUr W inkelkoordinaten 
a = (n~)2 + (n17)2, 

b = 2 [(n~) (n'~) + (n17) (n'r/)], 

c = (n' ~)2 + (n' 17')2, (19) 

x' = - 2 W~ n ~ - 2 We n'~', Y' = - 2 W" n17 - 2 We n' 'I'}', 

fur gemischte Koordinaten 
a=x2+y2, 
b = 2 (n' ~ x + n' 17' y) , 
c = (n' n2 + (n''I'}')2, 

n~= -2Vax-2Vbn'~, 

x' = - 2 VII X - 2 Ven'~', 

n 17 = - 2 V G Y - 2 V" n' 'I'}' , 

Y' = - 2 VbY - 2 Vcn''I'}'. 

(20) 
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Es ist dabei zu beachten, daB a, h, c in allen drei Fallen eine ver
schiedene Bedeutung haben, und erst durch den Buchstaben des Eikonals 
definiert werden. 

Betrachten wir die Gleichungen in der zweiten Reihe von (20). 
Denken wir uns, in der Ebene z = 0 liege ein abzubildendes Objekt. 
Wahlen wir den bildseitigen Koordinatenanfangspunkt dort, wo wir das 
Bild auffangen wollen (den geeigneten Ort werden wir spater kennen
lemen). Es wird sich im nachsten Teil ergeben, daB eine scharfe und iihn
liche Abbildung des Objekts dann und nur dann zustande kommt, wenn 
nur die AbbildungsgroBen erster Ordnung von Null verschieden sind. 
Die in 

x'= -2Vb x-2Vo n,g,,} 
y' = - 2 Vby - 2 Von''ll (21) 

vorkommenden Koeffizienten n ter Ordnung und "ter Gruppe be
zeichnet man in der Optik als Bildfehler nter Ordnung und "ter Gruppe. 
Entwickeln wir V, so kommen in (21) aIle AbbildungsgroBen vor, mit 
Ausnahme derjenigen, die in (14) mit einer reinen Potenz von a multi
pliziert sind. 

Es gibt also fiir n > 3 und" =1= 0 ebensoviel Bildfehler wie Abbildungs
groBen; fiir n > 3 und " = 0 ist die Zahl der Bildfehler urn Eins kleiner 
als die Zahl der AbbildungsgroBen. Es gibt also fiir die n te Ordnung und 
"te Gruppe 

(n + 5 - 4X)8(n + 3 - 4,,) fiir "=1= 0 , n = 3, 5, . .. (22) 

96 + 91 n + 6 n9 - n3 

96 

84 + 91 n + 6 n9 - n3 

96 

fiir 

Abbildungsfehler. Insgesamt gibt es 

(n+l){n+7) 
8 

{
n = 5,9, 13 ,,= 0, 
n = 3,7,11 

n = 3,5,7 (23) 

Abbildungsfehler n terOrdnung; also 5 Abbildungsfehler dritter Or<inung, 
9 Abbildungsfehler fiinfter Ordnung usw. 

Mit den in diesem Abschnitt gewonnenen Mitteln kann ein syste
matischer Aufbau der Strahlenoptik beginnen. 

Es solI in diesem Buch nur ein Teil der hier vorliegenden Aufgaben 
behandelt werden, und zwar werden wir nur im dritten Teil, bei der 
Untersuchung der AbbildungsgroBen ersterOrdnung keinerleiSymmetrie
eigenschaften voraussetzen. Der fiinfte Teil behandelt die Gesetze 
dritter Ordnung in rotationssymmetrischen Systemen, der SchluB be
handelt vor allem die Abbildung durch weit geoffnete Biindel. 

Brechen wir die BRUNsschen Gleichungen nach den Gliedem erster 
Ordnung ab, so erhalten wir, bei Benutzung des Punkt-Eikonals aus (2) 
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n ~ = - an x - a12 Y - a13 x' '- a14 y' , ) 
n 17 = - a12 X - a22 Y - a23 x' - a24 y' , 

, 1:.1 - - , +' (24) 
n, S", = a13 ~ + a23 2: + a33 x, aS4 Y, ' 
n 'rJ = a14 x + a24 Y + a3g, x + a44 Y . 

Besteht eine Symmetrieebene, so haben wir, wegen (11) 

(25) 
n 'rJ = - a22 Y - a24 Y' 

n'~' = a13 x + a33 x' 

n' 'rJ' = a24 Y + aM y' . 

Eine Abbildung, bei der die Beziehung zwischen den Nachbarstrahlen 
unseres Anfangsstrahls auf die Form (25) gebracht werden konnen, 5011 

orthogonal heiBen. 
1st das System rotationssymmetrisch, so werden die Gleichungen 

erster Ordnung wegen (17) und (18) 

n~ = -Anx 

n'rJ= 

n~'= A13x 

n''rJ' = 

(26) 

Ein optisches System, dessen BRuNssche Gleichungen, bis zur ersten 
Ordnung entwickelt, sich auf die Form (26) bringen lassen, bezeichnen 
wir als GAussisches System, da C. F. GAUSS (1) zuerst die wichtigsten 
hier geltenden Gesetze in voller Allgemeinheit angab. 

Wir wollen im dritten Teil zuerst die GAussischen Systeme be
handeln, dann die orthogonalen Systeme, und erst zum SchluB auf die 
allgemeinen Systeme zu sprechen kommen. 

Dritter Teil. 

Die G esetze erster Ordnung fUr die Umgebung 
eines beliebigen Systemstrahls. 

Die GAussische Optik. 

§ 16. Die allgemeinen Gesetze. 

Gegeben sei ein Anfangsstrahl in Objekt- und Bildraum. Der Ko
ordinatenanfangspunkt sei objekt- und bildseitig beliebig, aber fest ge
wahlt, doch so, daB kein Nachbarstrahl durch den objektseitigen Ko
ordinatenanfangspunkt im bildseitigen Koordinatenanfangspunkt miin
det. Dann konnen wir das Punkt-Eikonal 5 beniitzen. Wir setzen jetzt 
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voraus, die Abbildung sei eine GaufJische, dann konnen wir die Ko
ordinatenachsen objekt- und bildseitig so wahlen, daB die Koordinaten 
der N achbarstrahlen durch die Gleichungen 

n~ = -AIX - A 2 x', 

einander zugeordnet werden. 

n'Y} = -A1y -A2Y',} 
n 'Y}' = A2 Y + Aa Y' 

(1) 

Diese Gleichungen gelten, wie alle Gleichungen dieses Teils, das solI 
hier nochmals betont werden, nur fur Strahlen, die dem Anfangsstrahl 
so nahe benachbart sind, daB man bei vorgeschriebener Genauigkeit das 
Eikonal nach den quadratischen Gliedern abbrechen darf. Man konnte 
in jedem speziellen Fall den Fehler, den man macht, mit Hilfe des 
Mittelwertsatzes abschatzen. 

In den beiden linken Gleichungen kommen nur X, x',~, ~', in den 
beiden rechten y, y', 'Y}, 'Y}' vor. Daraus folgt: 

Projizieren wir ein Paar zugeordneter Strahlen auf die Koordinaten
ebenen, so sind die Projektionen zugeordnete Strahlen (LIPPICH). 

Strahlen, die in der Ebene durch den Anfangsstrahl 

x: Y = ~ : 'Y} = ex (2a) 
verlaufen, verlaufen bildseitig in der Ebene 

x':y'= r: 'Y}' = ex. (2b) 

Zwei durch (2) bestimmte Meridianebenen wollen wir als konjugierte 
Ebenen bezeichnen. 

Der LIPPlcHsche Satz laBt sich nun wie folgt verallgemeinern: 
Projizieren wir einen Strahl auf eine beliebige Meridianebene, wie 

sie durch (2a) gegeben wird, so ist die Projektion zugeordnet der Pro
jektion des Bildstrahls auf die durch (2b) gekennzeichnete Ebene. 

Jeder Strahl, der den Anfangsstrahl objektseitig schlleidet, liegt bild
seitig in der konjugierten Ebene, schneidet den Anfangsstrahl also auch 
bildseitig; das bedeutet, daB jeder Punkt des Anfangsstrahls ein Stig
matpunkt ist. 

Die Koeffizienten in (1) sind an sich beliebig wahlbar; nur muB 
selbstverstandlich jedem Objektstrahl ein und nur ein Bildstrahl ent
sprechen. Das bedingt 

1st (3) erfiillt, so kann man (1) nach x', nT auflosen und erhii.lt 

mit 

x' = x X + iln ~ , Y'=xy+iln'Y},} 
n'Y}'=flY + vn'Y} 

__ ~ ~ ___ l _ _ A~-AIA3 As 
x - A'" -- A' fl - A ,v = - A' 

2 2 2 2 

Man erkennt daraus, daB zwischen x, il, fl' vdie Beziehung 

besteht. x v -il fl = 1 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
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Wir wollen die Gleichungen (4) mit der Nebenbedingung (6) als die 
SCHLEIERMACHERschen Gleichungen bezeichnen. Sie sind bequemer zu 
handhaben als die gleichwertigen Gleichungen (1). Insbesondere sind 
die Transformationsgleichungen, die hier bei einer Anderung des objekt
und bildseitigen Koordinatensystems entstehen, sehr einfach . 

. Verschieben wir den objekt- (bild-) seitigen Koordinatenanfangspunkt 
urn z bzw. z', so erhalten wir an Stelle von (4) Gleichungen der Form 

x=iH+;:n~, } 
n ~'= it x + P n ~ 

analog fur 31 und 'Yj mit 

oder ausgefuhrt 
_ z' 
x=x-p.n" 

- z' z zz' A = A - v - + x - - 11 --
n' n 'nn" 

_ z 
v=v+p.-. n 

(7) 

(8a) 

(8b) 

Aus den Gleichungen (8b) konnen wir entnehmen, daB die SCHLEIER
MACHERschen Gleichungen fUr jede Wahl der Koordinatenanfangspunkte 
ausreichend sind, auch wenn;: = 0 wird, d. h. objekt- und bildseitiger 

Koordinatenanfangspunkt konjugiert sind. 1st A =1= 0, so kann man ver
mittels der Beziehungen 

(9) 

zu den BRuNsschen Punktkoordinaten zuruckkehren. 
Aus (8) folgt, daB diejenigen Punkte des Anfangsstrahls konjugiert 

sind, fiir die gilt z 
J.+,,-

n z, 
(10) z 

v+"'n 
Die Abbildungsgleichungen werden in diesem Fall 

x=;ex, 31'="31, 1 
n;'=p,x+ ~ n~, n''Yj'=p,y+ ~n'Yj. J 

" " 
(11) 

Daraus folgt, daB zwei zum Anfangsstrahl senkrechte FHichen-
elemente durch zwei beliebige konjugierte Punkte stigmatisch und un-
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verzerrt aufeinander abgebildet werden. Die VergroBerung P' der Ab
bildung und die WinkelvergroBerung y' der Stigmatstrahlen ergibt sich 
aus (ll) zu z' 1 

{3'=U =x-ftnr 

1 
,n n n ( Z) I 

7' = n'~ = '( Z') = nr v + ftn- . 
n 'X-"nr 

(12) 

Wir sehen aufs neue den zweiten Reziprozitatssatz, die LAGRANGESche 
Gleichung (S. 31) bestatigt. Es ist n' {3' 7" = n. (13) 

Gleichung (8b) zeigt, daB in einem optischen System die GroBe ft 
eine von der Lage der Koordinatenanfangspunkte unabhangige System
konstante ist. Man nennt diese GroBe nach HERSCHEL (1) die Brechkraft 
des Systems und bezeichnet sie mit cp. Man teilt die GAussischen 
Systeme in zwei Klassen ein, je nachdem cp = 0 oder cp =1=0 ist. 

Sei zunachst cp = 0, dann lauten die SCHLEIERMACHERschen Glei
chungen wegen ft = 0 und (6) 

x'=xx+An~, 

n' ~'= 
1 _nl: " \,;, 

y' = x y + I. n 1'/, 1 
111'/'= . ~n1'/.J (14) 

In einem solchen System treten Strahlen, die parallel zum Anfangs
strahl eintreten (~= 1'/ =0), parallel zumEndstrahl aus(~' = 1'/' =0). Wir 
bezeichneten ein solches System als brennpunktlos (s. S. 53). 

Es sind diejenigen Punkte des Ausgangsstrahls einander zugeordnet, 
die durch die Beziehung 

Z' Z 
_ = x;' - X2-
n' n 

verbunden sind [s. MOBIUS (3)]. 

(15) 

VergroBerung p' und WinkelvergroBerungy'·sind in brennpunktlosen 
GAussischen Systemen vom Objektpunkt unabhangig 

P' = x = B~, 1 
, n F.' J 7' =-,-= o· n" 

(15a) 

In den BRuNsschen Koordinaten sind die brennpunktlosen Systeme 

durch Al As - A~ = 0 (16) 

gegeben. An Stelle von Gleichung (15) tritt hier 

~-~- A~ Z - ~_~z 1 
n' - A~ A~ n - As As n' 

fJ' Al As B' 
= - A;;- = '- Aa = 0' I (17) 

1" = - n, A I = _ n, As = r~. 
n Al n AI 
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r~ wird in der Literatur auch als FernrohrvergrofJerung bezeichnet. 
Femrohre (Teleskope) sind eine besondere Klasse optischer Systeme, 
die in der Nahe der Achse brennpunktlos sind; ein brennpunktloses 
GAussisches System wird daher in der Literatur auch oft als teleskopi
sches System bezeichnet. 

Wir betrachten jetzt die nicht brennpunktlosen GAussischen Systeme. 
Aus Gleichung (8b) geht hervor, daD man durch einfache Verschiebung 
des objekt- und bildseitigen Koordinatenanfangspunktes erreichen kann, 
daJ3 x und v verschwinden. 

Diese durch 

n 

Z, 

n' 

(18) 

gegebenen Punkte bezeichnet man als den objekt- und bildseitigen 

Brennpunkt F, F' unseres Systems. 
Neben der Brechkraft cp = fh hat man in der Optik die damit verbun-

denen Brennweiten j, f' durch die Gleichungen 

1 = - ~, I' = n' (19) 
rp rp 

eingefiihrt. Mit ihrer Hilfe nehmen die Gleichungen (7), wenn wir die 
Koordinatenanfangspunkte in die Brennpunkte legen, die Form an 

lIt 
XF = - -n"" 

rp YF = - --;pM), 
I 1 I 

n';' = cpxp, n'r/ = rpypo 

Wir finden, siehe Gleichungen (10), (12): 

ZFZ~ = II', 

(J,=_f =_z~ 
ZF f' 

y' = 

Gleichung (20) und (21) lehren uns: 

I 
I 

(20) 

(21) 

Der objekt- (bild-) seitigeBrennpunkt ist derVereinigungspunkt bild
(objekt-) seitig zum Anfangsstrahl paralleler Strahlen. 

Objektseitig (bildseitig) parallele Strahlen vereinigen sich in einem 
Punkt der Ebene Z;,. = 0 (ZF = 0), der bild- (objekt-) seitigen Brennebene. 

VergroDerung {J' und WinkelvergroDerung y' konnen jeden Wert ein
und nur einmal annehmen, hangen aber immer durch die LAGRANGESche 
Gleichung (13) zusammen. 

Die Punkte, zu denen die VergroJ3erung ,,1" gehOrt, bezeichnet man 
als Hauptpunkte H, H'. Ihre Entfemung yom Brennpunkt ist gegeben 

Herzberger, Strahlenoptik. 5 
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dureh 
zF(H) = - /', } 

z~(H') = - t'. 
(22) 

Legen wir die Koordinatenanfangspunkte in die Hauptpunkte, die 
zueinander konjugiert sind, so konnen wir die BRuNssehen Gleichungen 
inPunktkoordinaten nicht mehr benutzen, wohl aber gelten die SCHLEIER
MAcHERsehen Gleichungen und Formeln (10), (12). Das gibt 

x'H = xH , 

n';' = rpXH + n;, 
YH = YH' } 

n'r/ = rpYH + n-y,. 

n' n 
z,--Z=rp, 

g g 

R' _ nz~ 
p _. , , 

n Zg 

, Zg 
Y=-:f· 

~H 

(23) 

Die Punkte, in denen die WinkelvergroBerung 1" = list, bezeichnet 
man als Knotenpunkte K, K'. Ihre Brennpunkt- (Hauptpunkts-) Ent
femung ergibt sich zu 

zF(K) = t' , - n" n I zH(K) = t' + t = -=-, 
zH(K') = t' + 1 = n' ; t! • 

(24) 

Legen wir die Koordinatenanfangspunkte in die Knotenpunkte, so 
finden wir 

, n 
X" = n'x", 

, n 
Y" = n'Y" , 

(25) 
. n' 

n';' = rpx" + nn;, n' I n'r/ = rpy" + nnrJ, 

n n' I ~~ - Z" -, rp 'n z" 
R'_z" 
I-' -, I' = n'T' 

Z" " 

(25a) 

pi = _ I (1" = - I) bestimmen die sogenannten negativen Haupt
(Knoten-) Punkte. 

Zurn SehluB sei noeh darauf verwiesen, daB die Koeffizienten Al 
bisA a bzw. u, A, fl, 'V sich nicht andem, wenn man das Koordinaten
system objekt- und bildseitig gleichsinnig urn denselben Winkel um 
die z-Aehse dreht. Das System besitzt also wenigstens in erster Ordnung 
Rotationssymmetrie. Allerdings muB man beaehten, daB z-Aehse und 
z'-Aehse nieht zusammenfallen brauehen. Wir werden fur die letztere 
Tatsaehe ein Beispiel angeben. 

Weiterhin ist zu beaehten, daB die Flaehenelemente senkreeht zurn 
Anfangsstrahl naeh den GULLSTRANDsehen Abbildungssatzen nicht vor 
beliebig geneigten Flaehenelementen dureh konjugierte Punkte aus
gezeichnet sind, solange man nur die Gesetze erster Ordnung kennt. 
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In rotationssymmetrischen Systemen gelten die hier abgeleiteten Ge
setze, da die GraBen zweiter Ordnung verschwinden, bis zur dritten 
Ordnung ausschlieBlich; hier sind naturlich auch die achsensenkrechten 
FHichenelemente ausgezeichnet. 

§ 17. Die Farbenfehler im GAussischen Gebiet. 

Wir haben bis jetzt nur Strahlen einer Farbe betrachtet. Nehmen 
wir an, das erste und letzte Mittel sei Luft, also n = n' sei fur alleFarben 
gleich 1, so wird im allgemeinen einem Strahl des Objektraumes 
fUr iede W~llenHinge ein Strahl des Bildraums entsprechen. Sei die 
Abbildung der Umgebung eines Strahls fUr aIle Farben GaufJisch, 
darin sind die x, A, fl' v in den SCHLEIERMACHERschen Gleichungen 
Funktionen der WeIlenHi.nge. 

Greifen wir zwei Wellenlangen heraus. Die zugeharigen Abbildungs
gleichungen magen durch 

gegeben sein. 
1st 

X' = xx + le, 
e' = #x + 'Ye, 

X' = ~x + le, 
e' = ~x + ~e l 

..., ~ 

'11='11, 

(1) 

(2) 

so entspricht jedem Strahl des Objektraums in beiden Farben ein und 
derselbe Bildstrahl. Ein solches System nennt man fUr die beiden 
herausgegriffenen Farben stabil achromatisch. In (2) sind wegen 

xv -l/1 = ~~ -l~ = 1 (3) 
nur drei zu erfiillende Bedingungen enthalten. Sei (2) nicht erfiillt. 
Wir betrachten die Strahlen,· die yom Punkt der Entfernung z herkom
men. Der Bildpunkt ist fur die zweite Farbe im allgemeinen verschieden 
von dem fUr die erste Farbe. Wir wollen die Differenz zweier gleich
wertiger GraBen fUr verschiedene Farben durch das Zeichen 17 (sprich 
Nabla)l andeuten. Die Farbenlangsabweichuug 17 z' ergibt sich dann 
aus § 16 (10) zu 

17 z' _ ~I vI _ ~ +~21 ;: +~21 
- z - z - ~ + }121 - 11 +.uz . (4) 

Aus (4) geht hervor, daB die Farbenlangsabweichung, wenn nicht (2) 
erfiillt ist, nur fur zwei nicht notwendig reelle Werte von z verschwindet. 
Diese ergeben sich aus der Gleichung 

(x~ - ~#) Z2 + (u~ - v~ + l~ - /1l) z + (l~ - 'Yl) = 0 . (5) 

1st die Farbenlangsabweichung fur einen Punkt behoben, so brauchen 
die von beiden Farben im Bildpurikt erzeugten Bilder eines Gegen-

1 Das sonst zur Bezeichnung von Differenzen iibliche Zeichen LI ist bereits 
anderweitig vergeben. 5iehe 5.119. 

5* 
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standes nicht gleichgroB zu sein. V {J' bildet den zweiten Farbenfehler. 
Er ist wegen § 16 (12) allgemein, auch wenn die FarbenHingsabwei
chung nicht behoben ist, gegeben durch 

~ vII 
V {J' = {J' - {J' = ~ - v + v- • (6) v + P v ftz 

Er verschwindet nur fur den durch 

- ~-v z = --v--
)1-j1 

(7) 

gegebenen Punkt. 
Fur einen Punkt des Anfangsstrahls konnen beide Bildfehler dann 

und nur dann behoben werden, wenn zwischen den Koeffizienten 
von (1) die Beziehung gilt: 

(,,~ - *t'l)(v - ~r - (,,~ - *v + ~~ - ~t'l)(v -~) (t'l-~) 
+ (~~ - ~v)(t'l- ~y = O. (8) 

Gilt Gleichung (8), so gibt es nur ein FHichenelement, dessen z-Ko
ordinate durch (7) gegeben wird, das frei von allen Farbenfehlern 
abgebildet wird; es sei denn, daB (3) erfullt, also das System stabil 
achromatisch ist. Ein solches System heiBt achromatisch fUr den durch (7) 
gegebenen Objektpunkt. 

Sei ein fur einen Objektpunkt achromatisches System gegeben. 
Dann wird im allgemeinen fur eine beliebige dritte Farbe die Langs
abweichung nicht verschwinden. Die GroBe der Liingsabweichung fUr 
eine dritte Farbe bezeichnet A. KONIG (2) mit W (z') und nennt W (z') 
das sekundiire Spektrum. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB die Wahl der Farben, fur die 
man ein optisches System achromatisieren will, von dem Zweck abhangt, 
fUr den das System gebraucht wird. Bei einem System, bei dem man 
subjektiv beobachten will, wird man gut tun, C und F zusammenzu
legen, wahrend man in photographischen Systemen meist Strahlen 
der D und G' entsprechenden Wellenlangen zusammenzubringen sucht. 

Die Bedeutung von V {J' fUr den Fall, daB die Langsabweichung 
nicht behoben ist, wird S. 107 untersucht werden. 

Die Realisierung der GAussischen Abbildung. 

§ 18. Die Zusammensetzung GAuSSischer Systeme. 

Ein GAussisches System sei durch seine Abbildungsgleichungen1 

x~ = XIXI + AInl~I'} 
n~ ~~ = ftlXI + 'VI nl~l 

( 1) 

1 Wir schreiben von jetzt an immer nur die Gleichungen fUr i und ; hin. 
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gegeben. PI sei der objektseitige, p~ der bildseitige Koordinatenanfangs
punkt. Die Umgebung des bildseitigen Anfangsstrahls werde durch ein 
zweites GAussisches System mit den Abbildungsgleichungen 

x~ = ~2X2 + A2n2 $2' } 

n;$; = ft2X2 + v2n2$2 
(2) 

abgebildet. Fallen die bildseitigen Koordinatenebenen der ersten Ab
bildung nicht mit den objektseitigen der zweiten uberein, so drehen 
wir die Koordinatenebenen der zweiten Abbildungen objekt- und bild
seitig, bis diese Ubereinstimmung erzielt ist. Die neuen Abbildungs
gleichungen stimmen in den Koeffizienten mit (2) uberein; wir k6nnen 
also von vornherein voraussetzen, daB die X2- und x~-, Y2- und y~-Achsen 
parallel sind. 

Koordinatenanfangspunkt fUr die zweite Abbildung sei objekt-

seitig P2' bildseitig P~. Die Strecke p~ P2 habe die Lange b12 • 

Bei unserer Bezeichnungsweise ist 

n~ = n2 = n12 , } 

$1 = $2 = $12' 

Dann bestehe'n die Beziehungen 

(3) 

(4) 

"111.1 ~211.2 1 --( 1) (1 ) (. b12 ) Setzen wir = (/J1' = (/J2' n12 = Ll12 , so lauten 
ft1 VI ft2112 0 1 

die Gleichungen (1), (2) und (4) in der Matrizensprache wie folgt: 

Wir nennen (/J die Brechungsmatrix, Ll12 = Ll21 die tJbergangsmatrix. 
Dann wird 

(6) 

Fur die Zusammensetzung endlich vieler Systeme erhaIt man analog 

(7) 
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Folgende besondere Brechungs- und Ubergangsmatrizen spielen III 

der GAussischen Optik eine Rolle: 

dtt 

7 /fJ..J!LJ' 
~ ?, ? ~} ;f, ~ I : f :1 I 

I 

~m~ I 
I 

---:::- I I 
IE Sft 3'1 

Abb. 29. Zusammensetzung GAussischer Systeme. (H = Hauptpunkt, F=Brennpunkt, K = Knotenpimkt.) 

Die Brennpunktsdurchrechnung. 

Koordinatenanfangspunkte seien die Brennpunkte F ~, F:. Die 

Strecke F: Fv+1 werde mit gv,v+1 bezeichnet. Wir finden 

~. ~ (;. -i.} d •.• +> ~ (~ - !::;::) (8) 

Die Rechnung wird unbrauchbar, wenn eins der Systeme brenn
punktlos ist. 

Die H auptpunktsdurchrechnung. 

Koordinatenanfangspunkte seien die Hauptpunkte H, H'. Die 

Strecke H: Hv+l werde mit dv,v+1 bezeichnet. Wir finden 

. (1 d",V+l) L1 - --
v, v+l - 0 n'i"l' <Pv = (1 

Tv 
(9) 

Die K notenpunktsdurchrechnung. 

Koordinatenanfangspunkte sind die Knotenpunkte K v , K:. Die 
Strecke K: Kv+1 werde mit my,v+1 bezeichnet. Wir finden 

(10) 

Die Durchrechnung mittels einer Schar konjugierter Punkte. 

Durch das ')Ite System werde der Punkt Pv nach P: abgebildet mit 
der VergroBerung fl:,v-l' P: faIle mit Pv+1 zusammen. Wir finden 

m _ (fl~'V-l 0) If _ (1 0) 
'V y - ,LJ"',1'+l - • 

Tv flV-l, vOl 
(ll) 

Aus (8) bis (ll) erhaIt man fUr die Brennweite eines aus zwei Teilen 
bestehenden Systems 

(12) 
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§ 19. Die Durchrechnung der Umgebung der Achse durch ein 
rotationssymmetrisches System. 

Wir betrachten eine rotationssymmetrische brechende Flache und 
die Umgebung ihrer Achse. Die zugehOrige Abbildung ist, wie wir am 
SchluB des zweiten Teiles sahen, GaufJisch. Wir wollen die zugehOrigen 
SCHLEIERMACHERschen Formeln 
untersuchen. 

Ein Fiachenelement senkrecht 
zur Achse im Scheitel 5 der Rota- P,.~ ___ +"-__ --f""-__ .J;-IJ,"'''':.!..f_...:qJl 

tionsflache (ihrem Schnittpunkt I I 
mit der Achse) wird auf sich selbst i ! 
Punkt fur Punkt(fJ' = 1) abge- ! I i 

i I I 

bildet. Der Scheitel ist also I i--s;,-+-~ 
objekt- wie bildseitig Hauptpunkt. ;-.: ~~ __ Sp - , : • f}. --J 

Strahlen durch den Krum- - --
. 1 kt C d Fl h Abb. 30. Zu den Brechungs- und Obergangsiormeln mungsmltte pun es ac en- fiir eine Fli1che im GAussischen Gebiet. 

elements haben die Richtung der 
Flachennormalen, gehen also ungebrochen durch die Flache (I" = 1). 
C ist objekt- wie bildseitig Knotenpunkt. Sei der Halbmesser 5 C = r, 
so folgt aus § 16 (23) 

n'-n 
r=--, 

rp 

n'-n - nr 
qy=-r-' !=-n'-n' 

f,=~.1 (1) 
. n'-n 

Fur die Hauptpunktsdurchrechm:mg 
beidseitig im Flachenscheitel 5) wird 

(Koordinatenanfangspunkt 

(/)=(,1 0). 
~1 

r 

(2) 

Fur die Knotenpunktsdurchrechnung (Koordinatenanfangspunkte 
beidseitig im Kriimmungsmittelpunkt C) wird 

( ~ 0) n' 
(/) = . 

n'-;n :' 
(3) 

Fur die Brennpunktsdurchrechnung (Koordinatenanfangspunkte in 

den Brennpunkten F, F') wird 

( 
0 __ r) 

n'-n 
(/)= . 

n'-n 
-- 0 

r 

(4) 

Sei s, s' die Entfernung eines Objekt- (Bild-) Punktes yom Flachen
scheitel, c, c' yom Mittelpunkt, iF, z;" yom Brennpunkt, so. ergibt sich 
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1 
n n' y2 t z- t- I 

ZF Z;'=-(n'_n)2' fJ'=-T' Y'=7=7' 

n' 12 n' -- 12 
fJ' = 

ns' 
y' = 

s 
sF - -

n's 
, Sf , s r 

n 12' n'-n 
fJ' = c' 

y'= 
nc 

7 - -- - , 
n' c' 

, 
r c 

(5) 

Sei ein System von rotationssymmetrischen Flachen mit gemein
samer Achse gegeben, sei d",,,+1 der Abstand zweier Flachenscheitel, 
c","+1 der Absta~d zweier aufeinanderfolgender Mittelpunkte, g",,,+1 

der Abstand F: F"+1' so gilt 

S,,+l: s~ =- d",,,+1' ) 
C,,+l - c" m", ,,+1' (6) 

Z"+l = z; - g", ,,+1' 

(6) sind die zu (5) gehorenden Ubergangsformeln. Es bestehen die 

Beziehungen d } 
m",H1: "'''+l+~+1=r~, (7) 

g", ,,+1 - d", ,,+1 + /"+1 /". 

Aus (5) folgt noch fUr VergroJ3erung und WinkelvergroJ3erung durch 
mehrfache Anwendung 

An Stelle der Durchrechnungsformeln (5), (6) wird es im allgemeinen 
bequem sein, gleich die Matrizenformeln § 18 (8) bis (ll) zur Durch
rechnung zu benutzen; mit ihrer Hilfe hat man sofort die Durchrechnung 
aller Punkte des Hauptstrahls. Besonders einfach werden diese Durch
rechnungsformeln in folgenden Sonderfallen. 

Das diinne Linsensystem. 

Alle Dicken d",,,+1 seien gleich Null. Dann fallen die Linsenscheitel 
zusammen1 . Man kann alle Ubergangsmatrizen bei der Hauptpunkts
durchrechnung fortlassen, kann die Brechungsmatrizen ausmultipli
zieren und bekommt, wenn man den Koordinatenanfangspunkt objekt
wie bildseitig in den Scheitel legt, 

x' = x, ) 
" n' n 

n' ~' = 2) "~ " x + n ~ . 
1 

(9) 

1 Ein derartiges System, das man als diinnes Linsensystem bezeichnet, kann 
man natiirlich praktisch nicht herstellen. Doch konnen die entsprechenden ein
fachen Formeln sehr gut zu Naherungsrechnungen fiir nicht allzu dicke Linsen 
benutzt werden. 
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An Stelle von (5) und (6) finden wir 
, , n n n _ \,n,.- ,. 

7 - S - .L.J -,,-,.-, 
, s 

Y =7' (10) 

Betrachten wir insbesondere eine diinne Linse vom Brechungs
exponenten n, die beiderseitig an Luft grenzt, und bezeichnen die zu
gehOrige Brechkraft mit CP12' so wird 

CP12 = (n - 1) (~ - ~) . 
"1 "2 

(U) 

Ein diinnes Linsensystem, das beiderseitig an Luft grenzt, konnen 
wir uns aus solchen diinnen Linsen zusammengesetzt denken. Dann wird 

><-1 

cP = .L}cP", ,,+1' 
I 

Das konzentrische Linsensystem. 

(12) 

Alle FHichen mogen denselben Mittelpunkt haben. Dann benutzen 
wir die Knotenpunktsdurchrechnung. Es ist fiir aIle Flachen my,,,+! = O. 
Der Koordinatenanfangspunkt liege objekt- wie bildseitig im gemein
samen Mittelpunkt; wir finden aus (5) 

n 1 x=-,x, 
n " 

"" n' -n n' "'~'=nn' £.J ~x+-n~, 
1 n" n,,'Y,. n. I 

_1 ___ 1_ _ "" n~ - n" 
n' c' n c - £.J n,. n~ 'Y" . 

(13) 

Die dicke Linse. 
Fiir eine dicke Linse, die beiderseits an Luft grenzt, erhalten wir 

bei der Hauptpunktsdurchrechnung 

also 

x'= (l-~d)x-~f:: I n"l n s-, 

~ = (n - 1) [~ - ~ + n -! dJ x + (1 + n -I d) ~, 
"1 "2 n"I"2 n"2 

1 
7= 

[ I 1 n-I ] ( n-I) 1 (n-I) ---+--d + I+--d -
"1 "2 n "1 "2 n "2 s 

( I _ n - 1 d) _ ~ ~ 
nr1 n s 

1 

fJ'= [I 1 n-I ] 1 ( n-I)' -(n-I) ---+--d +- I+--d 
r1 "2 n r1 r 2 s n r 2 

s 

cP = (n -1) [~ _ ~ + (n -1) dJ. 
r1 r2 nr1 r2 

I 
(14) 

(15) 
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Fur eine ebene FHiche sind die Flachennormalen parallel zum 
Anfangsstrahl; die ebene Einzelflache liefert ein brennpunktloses System 
mit der VergroBerung fJ' = 1. Man kann die allgemeine Hauptpunkts
durchrechnung benutzen, wenn man fur die ebene Flache in den be-

l 
treffenden Formeln - durch Null ersetzt. 

r 

§ 20. Die Farbenfehler in rotationssymmetrischen Linsensystemen. 

Betrachten wir zunachst eine dunne Linse in Luft. Der Linsenscheitel 
ist selbstverstandlich von beiden Farbenfehlern frei. Die dunne Linse 
ist daher entweder stabil achromatisch, oder sie ist fur keinen Punkt 
chroma tisch zu korrigieren. Man findet fur die Farbenlangsabweichung 
V s' bzw. fur die FarbvergroBerungsdifferenz V fJ' : 

17' v, ;:;, 17 1 v, l:j, ( 1 1 ) 17 v.' l:j, 17 I v s = s s v 7- = s s ;- - r v n = s s V ({i12' 
1 2 

( 1) 
I s' i'ls' ~, ( 1 1 ) :;" ~, 

V fJ = -5- V 7- = -5- ~ - -;; V n = -5- V ({i12 • 

Sei Ii der Brechungsindex fUr eine Wellenlange zwischen den beiden 
von uns benutzten Farben, und fUhrt man nach ABBE die Material
konstante v, den "v-Wert" der Substanz, 

n -1 
v =--v;-

ein, so kann man (1) schreiben 

17 , - v, l:j, 17 - v, ::::f, 'P12 I v s - s s V ({i12 - S S -, 
'V12 

VI -::, VI '::!., -
VR'-~17 _ ~ fP12 

t' - 5 V ({i12 - 5 'V12' 

Insbesondere gilt also 

(2) 

(3) 

(4) 

worin ({i12 die Brechkraft fUr die mittlere WellenHi.nge darstellt. In 
Tabelle2, S. 3 sind in der letzten Spalte die v-Werte fUr einige Substanzen 

(und zwar fur v = nD - 1 ) dargestellt. v ist im allgemeinen eine positive 
np - no 

Zahl zwischen 25 und 70. 
Es sei jetzt ein System dunner Linsen gegeben. Man findet 

(5) 
,,-1 j 

,_s'~' _s'~' J;(j;)'.A+l. 
V fJ - 5 V cp - s ~ 'V.<'),+1 

Setzt man formal 
Vcp= ~, 

'V 
(6) 
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so kann man auch einem Linsensystem einen v-Wert zuordnen. Das 
Linsensystem wirkt im Gebiet der GAussischen Optik genau so, als ob 
man eine dunne Linse von der Brechkraft .(jJ und aus einem Material 
mit dem v-Wert y benutzte. 1m Gegensatz zur "Natur" kann man durch 
diesen Kunstgriff "Linsen" mit beliebigem positiven oder negativen 
v-Wert erzeugen. Ein stabil achromatisches dunnes Linsensystem hat 
den v-Wert 00. Insbesondere kann man bei vorgegebenen v-Wert en 
aus zwei Linsen ein stabil achromatisches System beliebiger Brennweite 
erzeugen. Die Brennweiten der Teilsysteme ergeben sich durch Auf-
16sen der Gleichungen 

~:: + ~:: = 0, 1J 
CP12 + CP23 = cP . 

(7) 

Bei Linsensystemen mit endlichen Abstanden hat L. SEIDEL (1) 
elegante Summen-Formeln fUr die beiden Farbenfehler gegeben (siehe 
z. B. S. CZAPSKI, S. 292). 

Wir verzichten hier auf die Ableitung dieser Formeln, da die im 
vorigen Abschnitt angegebene Durchrechnung, fUr zwei Farben aus
gefuhrt, AufschluB nicht nur uber die Abbildung eines Punktes gibt, 
sondern gleichzeitig aIle Punkte durchzurechnen gestattet. 

Wir wollen zum SchluB fUr ein stabil achromatisches dunnes Linsen
system das sekundiire Spektrum (s. S. 68) untersuchen. 

Seien it, ~ die Brechungsindices einer Linse fUr die Farben, fUr die 
das System achromatisiert wurde, sei it der Brechungsindex fur eine 
dritte Farbe, dann setzen wir 

(8) 

und sprechen vom {}-Wert fUr die dritte Farbe. Fiir das sekundare 
Spektrum ergibt sich dann 

W(s') = s''S'.2 9?A.A+lt'fA• A+1 

VA, A+1 
mit der N ebenbedingung 

.29?A.A+l=O. 
VA, A+1 

(9) 

Fur die weitere Diskussion dieser Formel sei auch auf A. KONIG (2) 
III S. CZAPSKI verwiesen. 

Fur viele Glasarten ist f} nach A. KONIG (2) linear von v abhangig. 

(10) 

worin A und B vom Mittel unabhangige Konstanten zu sein scheinen. 
Fur diese Substanzen gibt (9) 

W (s') = 5' 'S' A tp, (ll) 
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d. h. fur nicht brennpunktlose Systeme is! die Aufhebung des sekun
daren Spektrums nur moglieh, wenn man nicht die dureh (10) gegebenen 
Glassorten benutzt. 

§ 21. Durehrechnung eines Strahls durch ein System ebener Spiegel. 

Urn zum SehluB noeh ein Beispiel fur eine nieht rotationssymme
trisehe GAussisehe Abbildung zu erhalten, betraehten wir einen ebenen 
Spiegel und einen Anfangsstrahl, der unter dem Winkel i einfalle; der 

austretende Anfangsstrahl bildet mit 
der FHi.ehennormalen den Winkel i' 
und liegt mit ihm in der gleiehen 
Ebene. 

Wir wahlen unser Koordinaten
system objekt- wie bildseitig so, daB 

~j;.rr----'30----z' die Koordinatenanfangspunkte beid

z 

seitig im DurehstoBungspunkt des 
Strahls mit dem Spiegel liegen. Die 
z-Aehse habe die Richtung des 

i Anfangsstrahls, wahrend diex-Aehse 
auf der Einfallsebene senkreeht 
stehe. Ein Naehbarstrahl ist dureh 
X, y, ~, r; bzw. x', y', ~', r;' gegeben. 

Abb. 31. SpiegeJung eines beliebig~ Strahls an 
einer Ebene. 

Wir suehen die Beziehungenzwisehen 
diesen GroBen. 

Wir fiihren ein Hilfskoordinaten
system ein, dessen z-Aehse die Richtung der Spiegelnormale habe, wah
rend die x-Aehse aueh auf der Einfallsebene senkreeht stehe. Der An
fangsstrahl hat objekt- (bild-) seitig die Koordinaten 

a: 0, O ",,' , , a': 0, 0, "" , 

£I': 0, sin i', "" . 
Ein Naehbarstrahl habe die Koordinaten 

, - -, Y' 1 a : x, y = --., , "" ; 
COSt 

1:.- • • + - , 1:.' • ., - , J S:!>,SInt r;,""; S:!>,SInt+r;,"", 
(1) 

Aus dem Reflexionsgesetz folgt jetzt 

~+~'=O, -, -
} x =x, 

17+W=O, Y' = y, 
(2) 

also sehlieBlieh 
x'=x, y'=y, } ~'= -~, r;'= -r;, 

(3) 

oder in Worten: 



§ 22. Die allgemeinen Gesetze in orthogonalen Systemen. 77 

Die Abbildung der Nachbarschaft der Umgebung eines Strahls 
durch einen ebenen Spiegel ist eine brennpunktlose GAussische Ab
bildung mit der Vergri:iJ3erung P' = l. 

Betrachten wir jetzt ein System ebener Spiegel, deren Schnittlinien 
parallel sind, und einen Strahl, der in einer Ebene senkrecht zu den 
Schnittkanten verHi.uft; in diesem Fall stimmen die Einfallsebenen 
zweier aufeinanderfolgender Reflexionen iiberein. Sei e~, ~+1 die Ent
fernung des vten und (v + I)ten DurchstoJ3ungspunktes mit dem 
Spiegelsystem, dann wird die Abbildung durch 

(;:) = Ll12 Ll23 Ll x- 1, x C _ ~)x ~ ) 
= (01 .2( - It d~'~+l) ( x ) ; 

1 (- W~ 
(4) 

x' = x + 17 (- I)"+~+1 dy,~+1~; y' = 51 + .2( - W+ y+1 dy,Y+1 'Yj; 

~'= (-It~; 'Yj' = (- I)x'Yj. 

Hat das Spiegelsystem nicht mehr fUr den Anfangsstrahl eine allen 
Flachen gemeinsame Meridianebene, dann kann man nach dem 
Satz von der Zusammensetzung GAussischer Abbildungen selbstver
standlich immer noch die Gleichungen (4) als Abbildungsgleichungen 
betrachten; nur fallt in diesem Fall die Ebene x' = 0 nicht mehr mit 
der Einfallsebene der letzten Reflexion zusammen. Mi:igendie Einfalls
e benen der vten und (v + 1) ten Reflexion den Winkel -&~, ~+1 mitein
ander bilden, dann bildet die Ebene x' = 0, die zu den Abbildungs
gleichungen (1) gehi:irt, mit der letzten Einfallsebene den Winkel 
- .2 -&y,y+1' 

Zu beachten ist, daJ3 bei dieser Zusammensetzung von Abbildungen 
die z-Achse immer die Richtung des Lichtstrahls hat. 

Die orthogonalen Systeme. 

§ 22. Die allgemeinen Gesetze. 

Gegeben sei ein Anfangsstrahl, und auf ihm objekt- wie bildseitig 
je ein Anfangspunkt, die aber nicht konjugiert seien. Unter diesen Voraus
setzungen ki:innen wir die BRuNsschen Punktkoordinaten beniitzen. 
Nehmen wir an, die Abbildung sei orthogonal, dann kann man wegen 
§ 15 (25) die X, y- bzw. x', y'-Achse so legen, daJ3 gilt 

n~ = - anx - a13 x', 

n'~' = a13 x + a33 x', 
( 1) 

Da zu einem Objektstrahl ein und nur ein Bildstrahl gehi:iren solI, 
muJ3 in diesen Gleichungena13 1= 0, a24 1= 0 sein. 1st nur diese Voraus-
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setzung erfiillt, so kann man die sechs GraBen erster Ordnung, die in (1) 
vorkommen, belie big wahlen. 

Gleichung (1) lehrt, daB es bei der orthogonalen Abbildung zwei 
ausgezeichnete Paare von Ebenen durch den Hauptstrahl, die sogenann
ten konjugierten Hauptschnitte der Abbildung gibt. Der Bildstrahl eines 
Strahls in der X, z-Ebene (y = 'Yj = 0) liegt in der x', z'-Ebene 
(y' = 'Yj' =0), derBildstrahl eines Strahls in dery,z-Ebene (x =; = 0), 
liegt in der y', z'-Ebene (x' = f = 0). AIle Strahlen in den Haupt
schnitten sind Stigmatstrahlen. 

Aus (1) folgt der Satz von LIPPICH: 
Projizieren wir bei einer orthogonalen Abbildung einen Strahl auf 

die Hauptschnitte, so sind die Bilder der Projektionen die Projektionen 
des Bildstrahls auf die konjugierten Hauptschnitte. 

Wir sehen: In einem Orthogonalsystem ist jeder Punkt des Anfangs
strahls Orthogonalpunkt; denn die durch ihn gehenden Strahlen, die 
in den aufeinander senkrechten Hauptschnitten verlaufen, sind jeden
falls Stigmatstrahlen. 

Mit Hilfe der Transformationsformeln 

_ all 
A= 

1 a~3 - all a 33 -~ 
1(2) 

,,= -- ,/h = V= , a13 
, , 

a 13 
, 

a 13 
, 

a 13 
, 

a.2 
"A= 

1 a~4 - a 22 au _ au ,,= -- ,,/h = "v == " a 24 
, 

a 24 
, 

a 24 a 24 

kann man aus (2) die SCHLEIERMACHERschen Gleichungen 

x' = ,"X + ,An~, 
n'~' = ,/hx + ,vn~, 

erhalten, mit 

y' = ,,"Y + "An'Yj, } 

n''Yj' = ,,/hY + "vn'Yj 
(3) 

," ,v - ),/h = ,," "v -- "A,,/h = 1 . (4) 

Bei einer Parallelverschiebung des objektseitigen Koordinaten
systems urn Z, des bildseitigen urn z' andern sich die Koeffizienten 
gem~iB § 16 (8b), also 

_ if _ Z 
," = ," - ,/h -:;; , II'" = ,,'" - "p, n ' 

- z' if zZ' 
,A = ,A - ,v n' + ," -:;; - ,/h-:;; n' , 

- z' Z zz, 
. A= A- v-+ ,,-- 11.--
" " "n' "n "r n n" 

,/h = ,/h ' ,,/h = ,,/h ' 
_ z 
,v = ,v + ,/h-:;; , 

_ z 
"v = "v + ,,/h n . 

Die Transformationsformeln zeigen, daB die Gleichungen (3) auch 
noch brauchbar bleiben, wenn wir die Koordinatenanfangspunkte in 
konjugierte Punkte bringen, wenn also entweder ,A oder "A verschwinden. 
Sind beide =4= 0, so kann man mittels 

(5) 
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,u 1 ,v I an = --;:- , al3 = - ~- , a33 = -= , 
, ,A ,A 
~ 1 ~ (~ a22 = --;;;- , a24 = - --= , a44 = ~ 
"A "A "A 

wieder zu den BRuNsschen Punktkoordinaten zuriickkehren. 
Einem Objektpunkt z sind die beiden Bildpunkte konjugiert, die 

sich aus 

oder 
J=o, ,,~= 0 

z' , 
-:;t-

z. ,A+,X
n 

z ' ,v+,,,,,-;; 

"A + "x ~z) 
"v + "",,-;: 

(7) 

ergeben. Die von einem Objektpunkt ausgehenden Strahlen bilden im 
allgemeinen bildseitig ein halbstigmatisches Biindel. Die Hauptschnitte 
des Biindels stimmen objekt- und bildseitig mit den Hauptschnitten 
der orthogonalen Abbildung iiberein. Die WinkelvergroBerungen des 
ersten und zweiten Stigmatstrahlenbiischels ergeben sich zu 

, ( z)n I ,Y = ,v + ,fl-;; n" 

"Y' = ("v + "fl :) :,. 
(8) 

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt objekt- und bildseitig in 
ein Paar konjugierter Punkte. Die zugehOrigen Stigmatstrahlen mogen 
im ersten Hauptschnitt liegen, d. h. es sei 

n 
x' = -,-,X, 

n ,Y 

n' y' 
n'~' = Jix + ----;-n~, 

, - -l I y = ,,'){y + "An'Yj, 

I I - -. n 'Yj = "fl Y + "v n 'Yj . 

Wir sehen: die Linien 

:: :~ycl 
(9) 

(10) 

sind im Sinne GULLSTRANDS abbildbare Linien. Die Projektionsver
groBerung ist gegeben durch 

analog 

,(3' = -~ (II) 
,v + '''''-;; 

"p' = __ l_-y . 

"v + """-;; 
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Nur wenn der Objektpunkt der Gleiehung entspricht 
z 

,).+ '''n 
z 

,v + ,f!n 

z 
II). + ,," n 

z ' 
"v + "f!n 

z 
(). "v - "A. ,v) + n (,A lIft - "A ,ft + ," "v - ,," ,v) 

( Z)2 + n (,,, lIft - ,," ,ft) = 0 . 

(12) 

fallen die halbstigmatisehen Bildpunkte zusammen. Dureh (12) sind 
also die Stigmatpunkte gegeben. 

Ein orthogonales System hat zwei Stigmatpunkte, die nieht not
wendig reell sind. 

Seien die Stigmatpunkte reell nnd legen wir unsem Koordinaten
anfang objekt- wie bildseitig III einen Stigmatpunkt, so finden wir 

x'=,7iex, y'=,,7iey, 1 
' 1:.' - I I:. " - I ( 13) n" = ,ftx + --=-n", n 'YJ = "fty + -:;;-n'YJ. 

IX If'" 
Die Abbildung ist unverzerrt, nur wenn ," = ,," ist; dann folgt aber 

aus (12), daB das System entweder Gau/1isch ist eft = lIft) oder wir 
haben nur diesen einen Stigmatpunkt (ABBE). 

1st die Abbildung verzerrt, so ist der zweite Stigmatpunkt durch 

Z 

n 

,u2 _ ,,;:"2 
,~ "it (,ie /I/-t - ,,~,jl) 

(14) 

gegeben. Die VergroBerungen, mit denen die beiden Stigmatpunkte ab
gebildet werden, ergeben sieh zu 

bzw. 
fJ' -- " I -, , 

fJ' = ";:,, (,;;;' "p- - II;;;' ,ji) 
, - - - - , ,u ,f! - ,," "f! 

"f3' = "ie 1 
f3' = ,u (,;:" "p- - ,,;;;, ,ill 

" - - - - . ," ,f! -- II" "f! 
(15) 

Gleichung (15) lehrt uns: Bei einem Orthogonalsystem mit zwel 

reellen Stigmatpunkten ist die Verzerrung :~, in den beiden Stigmat

punkten reziprok zueinander [ABBE (4)]. 
,ft oder "Il = 0 kennzeichnet in (1) die halbbrennpunktlosen Ortho

gonalsysteme, ,ft = lIft = 0 die brennpunktlosen Orthogonalsysteme. 
1m letzteren Fall ist der unendlich feme Punkt Stigmatpunkt. 

Die Realisierung der orthogonalen Abbildung. 

§ 23. Die Zusammensetzung orthogonaler Abbildungen. 
Zwei orthogonale Abbildungen, die man zusammensetzt, konnen im 

allgemeinen nur dann wieder eine orthogonale Abbildung geben, wenn 
ihre Hauptsehnitte im Zwisehenmittel zusammenfallen. Es seien die 
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Koordinatenanfangspunkte der ersten Abbildung P l im Objektraum, 

~ im Zwischenraum, die der zweiten Abbildung P2 bzw. P~. 1st die 

Lange der Strecke P~P2 = el2 , so ergeben sich die Durchrechnungs-

Y:" 
Abb. 32. Zusammensetzung orthogonaler Abbildungen. 

fonneln fur die Abbildung des zusammengesetzten Systems mit Koordi
natenanfangspunkten in J\ und P~ zu 

mit 

(1) (/> = (,,'Xv "Av) 
II " t 

"p" "'V,, 

dH~(~ ~n 
Analog finden wir fur eine Abbildung, die aus endlich vielen ortho

gonalen Systemen zusammengesetzt ist, deren Hauptschnitte in den 
Zwischenmitteln u bereinstimmen, 

(n~~') = ,(/>" L/",,,-1 ,(/>,,-1 

(;~,) = II(/>" L/",,,-1 ,,(/>"-1 

§ 24. Der Anfangsstrahl schneidet alle brechenden FUi.chen 
senkrecht. 

(2) 

Wir betrachten zunachst eine EinzelfHiche, die von dem Anfangs
strahl senkrecht getroffen wird. Die Hauptschnitte der brechenden 
FHiche sind jedenfalls in erster Annaherung als Symmetrieebenen auf
zufassen; die Abbildung ist also orthogonal. Ein FHichenelement durch 
den Flachenscheitel 5 senkrecht zum Anfangsstrahl wird mit der Ver-

Herzberger, Strahlenoptik. 6 
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groBerung 1 unverzerrt auf sich selbst abgebildet; 5 ist also Stigmat
Pllnkt mit der VergroBerung ,P' = "P' = 1. Die Strahlen im ersten 
zweiten) Hauptschnitt durch den ersten (zweiten) Kriimmungsmittel-

n P ,P p' p' 
I 

I I 
I , I 

'--.05 ,3_ 
: : 

us' 
I 

IE qJ 3iE: .... \ 

Abb. 33. Brechung eines dUnnen Strahlenbiindels mit senkrecht einfallendem Anfangsstrahl an einer 
Flache mit doppeJter Kriimmung. 

punkt gehen ungebrochen durch die Flache durch; wir finden daraus 
als Abbildungsgleichung 

x=x, 
" n' - n 
n~ =---x+n~, 

,r 

y'=y, I 
" n'-n n 'YJ = --- Y + n'YJ . 

"r 

(1) 

Sei eine Linsenfolge mit gemeinsamen Hauptschnitten gegeben; wir 
betrachten die Umgebung der Linsenachse. Sei die Entfernung zwischen 
den Linsenscheiteln dp, p+l, so ergibt sich die Abbildung, wenn der 
erste und letzte Linsenscheitel Koordinatenanfangspunkte sind: 

( X') (,X,A) (X)' (X)l n'~' = ,/1,v n~ = ,fP" A", "-1'" ,fPI n~ , 

( Y') ("X "A) ( Y) , fP A fP ( Y) I =::::: ==" " "x_l°· o
" 1 

n' 'YJ' "/1,,V n 'YJ . n 'YJ 

(2) 

mit 

( 1 0)' 
~fPp = n~ ~ np 1 ' 

,lp 

Sind insbesondere alle Linsendicken Null, haben wir also ein diinnes 
Linsensystem vor uns, so kann man (2) ausfiihren. Man erhalt 

Ein orthogonales Linsensystem kann natiirlich auch eine GAussische 
Abbildung geben. Dazu ist im allgemeinen notwendig: 

,X = "x, ,A = "A, ,/1 = ,,/1, ,v = "v. (5) 

Gleichung (5) stellt wegen § 22 (4) nur drei unabhangige Bedin
gungen dar. In diinnen Linsensystemen geniigt die Erfiillung der einen 
Bedingung 

2 (n; - np) (~ - _1 ) = o. 
. ,Y" "Y y 

(0) 



§ 25. Der Anfangsstrahlliegt in einem Hauptschnitt aller brechenden Flachen. 83 

Zu bemerken ist noch, daB die hier abgeleiteten Gleichungen noch eine 
Ordnung weiter gelten, wenn alle brechenden Flachen zwei Symmetrie
ebenen haben. Dann und nur dann sind bei der Abbildung die Flachen
elemente senkrecht zum Ausgangsstrahl vor den anderen ausgezeichnet. 

Das diinne Linsensystem mit gemeinsamem Hauptschnitt hat selbst
verstandlich, wenn es nicht GaufJisch ist, nllr den Scheitel als unverzerrt 
abgebildeten Stigmatpunkt; ein dickes Linsensystem mit gemeinsamem 
Hauptschnitt wird im allgemeinen zwei Stigmatpunkte haben, in denen 
zur Achse senkrechte Flachenelemente verzerrt abgebildet werden 
(Lachkabinett I). Ein solches Linsensystem kann natiirlich umgekehrt 
zur Entzerrung (Anamorphose) verzerrter Bilder benutzt werden. 

§ 25. Der Anfangsstrahl liegt in einem Hauptschnitt, der allen 
brechenden FHichen gemeinsam ist. 

Wir betrachten zunachst wieder eine Einzelflache und einen Strahl, 
der so gelegen sei, daB die Einfallsebene mit einem Hauptschnitt der 
brechenden Flache zusammenfalle. 

Dann ist die Einfallsebene in erster Ordnung eine Symmetrieebene 
der Abbildung. wir haben also eine orthogonale Abbildung vor uns. Die 
Ebene durch den Hauptstrahl senkrecht zur Einfallsebene bezeichnen 
wir als Sagittalschnitt, die Einfallsebene selbst als Meridianschnitt. 

Wir betrachten zunachst ein Koordinatensystem, dessen Anfangs
punkt der DurchstoBungspunkt unseres Anfangsstrahls mit der brechen
den Flache ist, dessen z-Achse die Richtung der Flachennormale hat, 
und dessen x-Achse auf der Meridianebene senkrecht steht. In bezug 
auf dieses Koordinatensystem hat der Anfangsstrahl bzw. ein ihm be
nachbarter Strahl die Koordinaten 

ao:O,O, 50: 0, sin i, a~: 0,0, 5~:0,sini', } 
(1) 

51: ~, sin i + 1] , ' - - 5{: l', sin i' + 1]'. a: x, y, a: x, y, 

Die Flachennormale im Punkt X, ji hat die Koordinaten 
x y 

0: -, -, 
rs I'm 

(2) 

wenn rs bzw. r m der sagittale bzw. meridionale Kriimmungsradius ist. 
Das Brechungsgesetz lehrt uns den Ubergang 

-, -x =x, -, -y =y, 

n'~' = r y + n 17 ' 
Ym (3) 

, . (. ') . (. ") r' _", . _ 11 SIn z - z _ n SIll /. - ~ 
- n COS 2 - n COS 2 - sin i - ----si~ . 

Die Formeln (3) sind noch nicht die von uns gesuchten Formeln, 
denn die z-Achse stimmt weder objekt- noch bildseitig mit dem An
fangsstrahl iiberein. Wahlen wir jetzt objektseitig ein Koordinaten-

6* 
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system, dessen z-Achse in Richtung des Anfangsstrahls liegt, dessen 
y-Achse in der Meridianebene, wahrend die x-Achse in der Sagittal
ebene liegt, so haben wir als Transformationsformeln 

bzw. 

x=x, 

x'=X', 

n'r = n'g', 

Y=YCOS1, 1 1 _ 

n'Yj=cosin'Yj, 

y'=y'cosi', I 
n' 'YI' = _1_. n':n' , 

'/ cos t' '/ 

(4) 

SchlieBlich wird, in Matrizensprache, 

( X' ) _ (X) (. Y') _, -1( Y) 
n't -(/>8 n~' n''Yj' -Im(/>mIm n'Yj' (5) 

~.~G :). 1_~(CO:i -~). 1 

~m~ (~ :). l~ ~ (':i' J'J I 
mit 

(6) 

Wir wollen I, l' als Einfalls- (Austritts-) Matrix bezeichnen. 
Wir gewinnen schlieBlich, wenn wir die Rechnung ausfiihren, die 

Formeln 
x'= x, Y'=:::~y, I 

r cosi 
n''YI'= y+ n'YI ./ r", cos i cos t' cos i' '/' n' ~'= r x + n ~ , 

r. 

(7) 

Wir sehen, bei der Abbildung durch eine Flache ist wieder der 
DurchstoBpunkt Stigmatpunkt. Diesmal ist seine Abbildung aber ver

i 

Abb. 34. Brechung eine. diinnen Strahlenbiindels um einen 
Meridianstrahl an einer Flllche mit doppelter Kriimmung. 

zerrt. Es gibt also noch 
einen zweiten Stigmatpunkt, 

Einem Punkt in der Ent
fernung S. = Sm vom Durch
stoBpunkt sind bildseitig 
durch die Meridionalstrahlen 
und Sagittalstrahlen zwei 
konjugierte Punkte in der 
Entfernung s; bzw. s;" zu

geordnet; die entsprechenden VergroBerungen seien p'". und p; bzw. 
"',,. und ,,;, dann haben wir 

n' n r ,=-+-, 
S, 5, r, 

n' COS2 i' n COS2 i r ---=--+-, s:', Sm rm 

Ps = 115' , n' s~ I 
P' = n s~, cos i . 

m n's",cosi' 

Beziehungen, die zuerst THOMAS YOUNG (1) aufgestellt hat. 

(8) 

Betrachten wir jetzt ein System aus mehreren Flachen, aber mit 
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gemeinsamem Hauptschnitt. Sei die Entfernung zweier DurchstoB
punkte Cp p+1' dann gilt, wenn wir die Koordinatenanfangspunkte in 
den erste~ bzw. letzten Linsenscheitel legen, 

mit 

(n~~') = P"s .1'" ,,-1 P"-lS .112 PIS (nXg) , 

(;~,) = P"m .1", ,,-1 P"-l, m .112 P 1m (:1]) 
(9) 

cos iv ' o J' 1 
cosi' (10) 

:::;:} 1 
Wollen wir nur einen Punkt durchrechnen, so kommt zu (8) hinzu: 

S,,+1, s == S~8 - ev , ,,+1' 

S,,+l, m = S~m - ev, ,,+1' 

{J' - n sis s~s •.. s~s 
S - n' SIs S2s ••• 5"8' 

P' - nsimS~m'" s~m cosi1cosi2 
m - n' 51 m 52 m • •• Sy'm cos i~ cos i~ 

cos i" 
cos i~ , 

, _ SlmS2m ..• S"m cosiicosi~ ... cosi~ 
Ym - SimS~m ••• S~m cosilcosi2 ••• cosi" . 

(11) 

Wir wollen eine Anzahl von Sonderfallen durchsprechen. Betrachten 
wir zunachst die Durchrechnung eines Meridianstrahls durch ein System 
von KugelfHichen mit gemeinsamer Achse. 

Die Ebene durch Anfangsstrahl und Achse ist in diesem Fall der 
allen Flachen gemeinsame Hauptschnitt, den wir als Meridianschnitt 
bezeichnen. Wir ki:innen die oben abgeleiteten Formeln ohne weiteres 
verwenden, wenn wir beachten, daB hier 

ist. rmp = rsp = rp (12) 

Sind alle C,,' "+1 = 0, so haben wir ein fiir unsern Meridianstrahl 
diinncs Linsensystem vor uns. Wir ki:innen die Multiplikation der Ma
trizen (9) explizit ausfiihren, und erhalten 

( x" (10)(X' 
n' g) = CPs 1 n g) 

( 
') (COS ~i cos ii _ 1 •.. cos ii 

Y _ COSt" cost,,_l ... COStl 
- , 

n'1]' CPm , 

1 
° )(Y)J cos i l ... cos i" 

cosii ... COS2~ n1] 

(13) 
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mit 

Wird 

_ cosi~ •.. cosi~ ~ r~ cos2i,,+l ... cos2i" 
fPm - COSil ... cos i .L.J'r cos2i' ... cos2i' , 

K ,. 1 v- 1 

~r" 
fP. = .L.J' r;' 

fPm = fP., l 
cos i~ '" cos i~ - 1 J 
cos it ... cos i" - , 

(14) 

(15, 

so ist die durch das diinne Linsensystem erzeugte Abbildung GaufJisch. 
Die Bedingungen (15) sind zuerst von W. MERTE (2) angegeben und zur 
~onstruktion von Systemen benutzt worden. Die erste Bedingung (15) 
nimmt iibrigens, unter Beachtung von (14), fUr Kugelflachen die 
Form an: 

" }] r ( cos2i' .,. cos2i' ) 
~-.! ~ " -1 -0 

r cos2i'.·. cos2i' - . 1" 1 ,.-1 
(16) 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Durchrechnung der Um
gebung eines Strahls, der im Hauptschnitt eines Prismensystems liegt. 

Hier wird 

(17) 

Wir ki:innen wieder die Multiplikation in (9) durchfiihren und er
halten 

mit 

(' x' ) _ (1 _ ~~!) (' x ) -- n,.,v+l 

n'~' 0 1 n~ 

( 
') (COS~l ... cos~~ 

y _ COS~l'" cos~" 
n'rl - 0 ' 

Am ) 
cos i l ... cos i" 
cos if. ... cos~; 

,,-1 
A = '\J _ e~. ~+l cosil .. , cosi" cOSi;'+l ... cos i~ 

m 'f1 n,. J ,,+1 COS i~ ... cos i~ COSi"+l ••. cos ix . 

I (18) 

Die Abbildung der Umgebung eines Prismenstrahls hat also stets 
einen Stigmatpunkt im unendlich fernen Punkt. Die sagittale und 
meridionale Vergri:iBerung. ist konstant 

P; = , ~, . I 
P' cos Zl cos ~2 ... cos~" J 

m = cosi{cosi~ ... cosi~ . 

(19) 

Die Abbildung ist GaufJisch, wenn gleichzeitig die Bedingungen 

cosi1 ••• cosi" = cosi;' ... cosi~ (20) 
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und ,,-1 

,-., _ e~,~+ 1 (cos2 it . '-~. cos2 i~ _ I) = 0 
~ -n~,~+ 1 cos2 z~ ... cos2 z; (21) 

erfiillt sind. 
Die Formeln (20) und (21) waren schon BURMESTER (1) bekannt. 

1st der Brechungsindex im Objekt- und Bildraum gleich, so kann man 
(20) noch anders deuten. 

Man kann zeigen, daB bei Erfiillung von (20) der Strahl das Prismen
system im Minimum der A blenkung durchsetzt: 

Die Ablenkung e ergibt sich, wie man leicht erkennt, zu 

also 

,,-1 

e = i~ - i l + 1:Q(~,~+1' 
1 

de = di~ - di l . 

Nun ist aber wegen § 13 (I), (2) 

n cos u" du" = n~ ~os u~ du:, 1 
dU"+l = du", J 

. 0" 
't x == U x ' 'Z y. == ux , 

also 
~~ = (-n cos it ... cos i" _ I) 
di1 12' cos i~ ... cos i~ . 

Die Ablenkung hat also einen Extremwert, wenn 

cos it . •• cos i", 
cos i~ . .. cos i~ 

n' 
12 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

ist. Ein Vergleich von (26) mit (20) bestatigt unsere Behauptung. 

Die nicht orthogonalen Systeme. 
§ 26. Die allgemeinen Gesetze. 

Gegeben sei ein Anfangsstrahl und auf ihm in Objekt- und Bild
raum ein Paar nicht konjugierter Punkte P, pi, Wir legen durch P 
und pi je ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen z, z'-Achse 
in der positiven Richtung des Anfangsstrahls verlaufe. Wir erhalten 
dann fUr die Abbildung der Nachbarstrahlen die BRuNsschen Glei-
chungen - - . .1 I -- n ~ = an x + (>;12 Y + al3 x + al4 Y , 

- n'YJ = a12 X + a22 Y + a23 X + a24 y', 

n' ~' = a13 X + a23 Y + a33 x' +a34 y' , 

n' 'YJ' = U14 X + a24 Y + a34 x' + a44 y' . 

(I) 

Die zehn in (I) vorkommenden Koeffizienten sind beliebig, Sle 
miissen nur der Bedingung 

(2) 
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geniigen, welche gewahrleistet, daB einem Objektstrahl ein und nur ein 
Bildstrahl entspricht. 

Drehen wir unser Koordinatensystem urn die Z (z')-Achse objekt
seitig urn den Winkel IX , bildseitig urn den Winkel IX' ; dann erhalt man 
Gleichungen derselben Art wie (1). Zwischen den Koeffizienten der 
neuen und denen der alten Gleichungen findet man die Transformations
formeln 

au = au COS2 1X + 2 a12 cos IX sin IX + a22 sin2 1X, 

a12 = a12 (COS2 1X - sin2 1X) + (a22 - au) cos IX sin IX, 

a22 = a22 cos2 IX - 2 a12 cos IX sin IX + au sin 2 IX, 

a33 = a33 cos2 IX' + 2 a34 cos IX' sin IX' + a44 sin2 1X', 

~4 = as4 (COS2 1X' - sin2 1X') + (a44 - a33 ) cos IX' sin IX', 

a44 = a44 COS2 1X' - 2 a34 cos IX' sin IX' + a3S sin2 1X', 

a13 = alS COSIXCOSIX' + a23sinlXCOSIX' + al .. cosIXSinlY! + a24 sinlXsinlX', 

al4 = al4coslXcOSIX' + a 24 sinlXcoslX' - alS cos IX sin IX' - a2s sin IX sin IX', 

a23 = a23 cos IX cosex.' - alssinlXcoslX' + a 24 coslXsinlX' - a14 sinlXsinlX', 

a24 = a 24 cos IX cos IX' -- a14 sinlXcoslX' - a 23 coslXsinlX' + alS sin IX sin IX'. 

(3) 

Wir erkennen aus (3), daB wir durch einfaches Drehen des objekt
(bild-) seitigen Koordinatensystems urn den Winkel 1Xo, IX~, der durch 
eine der Losungen von 

(4) 

gegeben ist, a12 und aM annullieren konnen. Ohne Beschrankung der 
Allgemeinheit konnen wir also im folgenden ansetzen: 

- n~ = au x + a13 x' + a14 y', 
- n'Y} = a22 Y + a2S x' + a24 y', 

n' ~' = a13 X + a23 Y + a33 x' , 

n' 'Y}' = au x + a24 Y 
und an Stelle von (3) 

+ a44 y', 

(5) 

all = au cos2 IX + a22 sin 2 IX , 

a12 = (a22 - au) cos IX sin IX , 

a22 = a22 cos2 IX + an sin 2 IX , 

a33 = a33 COS2 1X' + a44 sin 2 IX', 1 
aS4 = (a44 - a33 ) cos IX' sin IX' , (6) 

a44 = a44 COS2 1X' + a33 sin2 1X' • 

Die Formeln fUr a13 , a14' a23 , a24 vereinfachen sich gegeniiber (3) 
nicht. 

Die orthogonalen Systeme, die wir im vorigen Abschnitt untersuchten, 
sind bei dieser Koordinatenwahl durch 

(7) 
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die GAussischen Systeme durch 

a14 =a2S =0, } 
an - a22 = as3 - a44 = alS - a24 = 0 

(8) 

gekennzeichnet. 
Wir betrachten jetzt das allgemeine, durch (6) gegebene Abbildungs-

system. . 
Fiir die Strahlen, die vom Punkt (0, 0, z) des Anfangsstrahls aus-

gehen, ist ~ + ~ ~ = 0 , } 

Y + Z'YJ = 0, (9) 

also nach (1) 
(; - an) X = alSx' + a14 y', 

(; - a22) Y = a23 x' + a24 Y' . 

Eliminieren wir z aus (9), so erhalten wir die 

(10) 

Gleichung 

der die Koordinaten aller Strahlen genugen mussen, die den Anfangs
strahl objektseitig schneiden. In derselben Weise finden wir fur die 
Bildstrahlen : 

) (12) ( n') , _ _ 
- au + 7 Y = au x + a24 Y , 

bzw. nach Elimination von z' 

(aS3 - a(4)x'y' + alsxy' - a14 xx' + a23yy' - a24yx' = 0 (13) 

eine Gleichung, die sich als notwendig und hinreichend erweist fiir die 
Koordinaten der Strahlen, die den Hauptstrahl bildseitig schneiden. 
Die Stigmatstrahlen genugen also den beiden Gleichungen (ll) und (13). 

Um'die Stigmatstrahlen durch den Punkt der Entfernung z zu 
finden, setzen wir (10) in (13) ein. Wegen 

y=xtgoc, y' = x'tgoc' (14) 

finden wir an Stelle von (10) und (12) die Gleichungen 

(a22 -.:;-) t a.a + a24 tglX' I 
(all _ ;) goc = al3 + au tg IX' , 

(15) 
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und erhalten schlieBlich 

bzw. 

tg2 ('j., [( a22 - i-) (a13 a23 + a14 a24 ) (a]3 a24 - a14 a23 ) - (a22 - ;)2 alS a14 (a33 - a44 ) ] 

+ tg ('j., [( a22 - ;) (ar3 + ar4) (alS a24 - a14 a23) - ( au - ;) (ars + a~4) (alS a24- a14 a23) 

+ (au - ;) (a22 - ;) (a13 a24 + a14 a23 ) (aS3 - a44 ) ] 

-- [(an - ;) (alS a23 + a14a24)(a13a24 - a14 a2S) - (an - i Ya23a24(aS3 + a44 ) ] = O. 

Wir erkennen also, die vom Punkt der Entfernung z ausgehenden 
Strahlen liegen zwar bildseitig immer in zwei zueinander senkrechten 
Ebenen (16), jedoch objektseitig im allgemeinen nicht. Nur wenn :z der 
Gleichung 

oder 

(; y (a33 - a44) (al3 a14 + a23 a24) - 2 i- (all a23 a24 + a.22 a13 a14) (a33 - a44)1 
+ (ail a23 a24 + a~2 a13 a14) (a33 - a44 ) 

+ (a13 a23 + al4 a24) (an - a:l2) (a13 a24 - a14 a23 ) = 0 

geniigt, stehen auch die objektseitigen Ebenen aufeinander senkrecht; 
der Punkt der Entfernung z ist dann Orthogonalpunkt. 

Will man allgemein zu einem Punkt die konjugierten Punkte aus
rechnen, so verfahre man wie folgt: 

Man berechne aus (16) die beiden zugeharigen, stets reellen Werte 
von ('j.,'. Gleichung (151) ergibt die entsprechenden Werte von ('j." Glei
chung (152) schlieBlich die Werte von z'. Den Zusammenhang zwischen 
z und z' kann man nach CL. MAXWELL (4) in folgender Weise in ge
schlossener Form darstellen: (10) und (12) stellen vier lineare homo
gene Gleichungen in X,)1, x', y' dar, die auBer der trivialen Lasung 
x =.Y = x' = y' = 0 noch eine weitere Lasung haben sollen; das be
dingt das Verschwinden der zugeharigen Determinante 

(17) 

(19) 
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n 
0 all - Z a13 a l4 

0 
n 

a22 - Z a23 a24 

n' =0. (20) 
a l3 a23 a33 + Z,- 0 

0 
n' 

a l4 a24 a44 + 7 

Gleichung (20) gibt zu jedem Wert von z zwei Werte 
von z' und umgekehrt; aus unserer Entwicklung wissen 
wir, daB diese beiden Werte stets reell sind. Einen hiib
schen direkten Beweis fUr das Reellsein der Wurzeln von 
(20) hat mir Herr LUNEBURG in einem Brief angegeben. 

In derselben Weise erh1i.lt man die Ebenen, in denen 
die von einem Bildpunkt der Entfernung z ausgehenden 
Orthogonalpunkte liegen. Die bildseitigen Orthogonalpunkte 
insbesondere geniigen der Gleichung 

(~~r (au - a22) (a13 a23 + au a24) 
n' 

- 27 (a33 au a24 + a44 al3 a23) (an - a22 ) 

-l- (a~3 au a24 + ai4 al3 a23) (an - a22 ) 

+ (a13 au + a23 a24 ) (a33 - a44 ) (a13 a24 - au a23 ) = 0, (21) 

die dieselbe Diskriminante F besitzt wie (19). Man teilt 
nach GULLSTRAND die Systeme wie folgt ein: 

F < 0: tordierte Systeme, ohne reellen Orthogonalpunkt, 
F = 0: semitordierte Systeme, mit nur einem Ortho

gonalpunkt, 
F > 0: retordierte Systeme, mit zwei Orthogonalpunkten. 

Zu einem Wert von z geh6ren im allgemeinen gem1i.B 

(16)zweiWerte von rx.', die sich urn; unterscheiden. Zu 

einem solchen Wertepaar von rx.' geh6rt aber im allgemei
nen noch ein zweiter Wert von z. Man findet aus (16) die 
Beziehung 

(22) bezeichnen wir als die objektseitige Fundamental
substitution. Die Punkte, deren Entfernung vom objekt
seitigen Koordinatenanfang Zl und Z2 ist, bezeichnen wir 
als gekoppelte Punkte. 

~ 
~ 

......, 
~ g; 

'" ... .... 
'" I ... 
" '" ::; 
~ 
~ 
ci" , 
'" + ~ ., .. 
" "' .... '" ., 
::; .... 
~ '" " ~ 

.. 
" '" '" + I ... .... " .... '" ~ ., 
± "," 

.... , .... 

'" 
~ .. ~ "' .... ... 
'" '" I "' .. 

'" .. + .. ... ~ co 

'" .. 
"," ~ .... '" "' ... .. 
~ .. 

'" ~ + ... 
'" .. 
I .; .. " ., 

i: ~ 
'-J 

~ I ... 
'" ~ I .... 

'" .. 
" " .... 

~ '" g: 
~ 1,..-'" + .. 

" '" .. .. 
'" .... .... 
~ 
~ .. 
'" I .. 
" ~ 

~ 

~ II~ 

Wir sehen, gekoppelte Punkte haben bildseitig dieselben Hauptschnitte. 
Ein Vergleich von (22) mit (19) lehrt ferner, daB die Orthogonal

punkte die Fixpunkte der Fundamentalsubstitution sind. 
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Aus (17) und (22) errechnet man iibrigens auch, daB die Stigmat
strahlen in gekoppelten Punkten objektseitig in paarweise zueinander 
senkrechten Ebenen liegen [GULLSTRAND (5)]. 

Fragen wir zum SchluB nach der Bedingung, daB ein Objektpunkt 
Stigmatpunkt ist. In diesem Fall muB Gleichung (16) von rx' unabhangig 
identisch erfiillt werden; es muB also gleichzeitig 

( ... - ;) (al. -alH (a" - ;) (al, -al.) I 
+ (au - ;) (a22 - ;) (a44 - "a3) = 0, I 

(a22 - ;) al3 a14 + (au - ;) a23 a24 = 0 

(23) 

sein. Eliminieren wir z, so finden wir: 

Man erkennt leicht, daB dann auch die Diskriminante F = 0 ist, 
das System ist also semitordiert, der Stigmatpunkt ist der einzige 
Orthogonalpunkt. 

Die Bedeutung der von GULLSTRAND gewahlten Namen fiir die 
verschiedenen Abbildungstypen erkennt man durch Diskutieren von 
Gleichung (16), die man als Gleichung fiir z betrachte. 

Die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung ist, als Funktion 
von z betrachtet, stets positiv, wenn das System tordiert ist; das be
deutet, es liegen in allen Ebenen Stigmatstrahlen. Bewegt sich der 
Objektpunkt einsinnig auf dem objektseitigen Anfangsstrahl, so drehen 
sich (tordieren) die bildseitigen Hauptschnitte einseitig urn den Bild
strahl. Gehe ich von einem Punkt zurn zugeh6rigen gekoppelten Punkt, 
so haben sich die Hanptschnitte dabei gerade urn 900 gedreht. 

In semitordierten Systemen gibt es ein Ebenenpaar, in dem nur ein 
Stigmatstrahlliegt. Es ist das Paar von Ebenen, in denen sich die Strahlen 
durch die Stigmatpunkte befinden, die objekt- und bildseitig in zuein
ander senkrechten Ebenen liegen (§ 14, S. 53); in jeder anderen Ebene 
liegen zwei Stigmatstrahlen, von denen immer einer durch den Stigmat
punkt geht. Jeder Punkt ist also mit dem Stigmatpunkt gekoppelt. 
Betrachten wir wieder (rx) als Funktion von Z, so andert rx sich ein
sinnig, bis man zum Stigmatpunkt kommt, dann kehrt es seinen 
Drehungssinn urn, andert sich aber wieder einsinnig. 

In retordierten Systemen verschwindet ~~ fiir zwei Werte von Z. 

Lassen wir z wandern, so andern sich die beiden Werte rx' und rx' + ; 
in einem Sinne, bis man an einen Orthogonalpunkt, Wertepaar rx~, rx~ + ; 
kommt, danndrehen sich dieHauptschnitteim entgegengesetztenSinn bis 
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zu dem Wectepaar a~, a~ + i- , das dem zweiten Orthogonalpunkt ent

spricht, um sich dann wieder im urspriinglichen Sinn zu drehen. Hierbei 
liegen Stigmatstrahlen nur in den Ebenen, fUr die 

a~ < Ii < a;, 1 
, +:n; , , +:n; J 

al 2<a < OC2 2 
(25) 

gilt. Diese Ebenen enthalten je zwei Stigmatstrahlen, wahrend die den 
Orthogonalpunkten entsprechenden Hauptschnitte nur je einen Stigmat
strahl enthalten. In allen arideren Ebenen liegt iiberhaupt kein Stigmat
strahl. 

Zum SchluB dieses Abschnitts sei noch auf folgendes verwiesen. 
Die einem konjugierten Punktepaar entsprechenden VergroBerungen 
erhiilt man am besten wie folgt. Man drehe das Ursprungskoordinaten
system um den Winkel a bzw. a' so, daB die Stigmatstrahlen in den 
Koordinatenebenen (x, z- bzw. x', z'-Ebenen) liegen. Dann gilt 

-n~ = anx + ala x' = ~ x, 1 
0=a12 x+a2a x, Z 

"P~~:+~~~-~?' I 
o = aI4 x + as4 x , 

(26) 

also _ n 

, $I zx' zaa zall--z- z al3 Zat4 
y --- ------------------- ~ - z' X - z' a23 - z' at3 - z' _ n' - z' a 34 ' 

a33 +z,-
(27) 

wobei die ai " aus den Abbildungskoeffizienten vermittelst (6) folgen. 
p;, die ProjektionsvergroBerung, ergibt sich dann natiirlich aus der 
LAGRANGESchen Gleichung 

n' p~y' = n. (28) 

Wir wollen insbesondere die Abbildung eines Stigmatpunktes unter
suchen. Die Koordinatenebenen seien so gewahlt, daB in ihnen die 
Stigmatstrahlen liegen, die objekt- und bildseitig in aufeinander senk
rechten Ebenen liegen. Dann muB analog zu (27) die zweite VergroBe-
rung _ n 

_, - - - au - --=- -- _ --
, 'YJ Z au Z Z Z a23 Z au 

,,'1 = 1j = 7 at, = 7 ~ = 7 aS4 = 7 _ n' 
aU +7 

(29) 

sein. Wir fragen, wann die Abbildung des Stigmatpunkts unverzerrt 
ist. Das wiirde bedingen 

,y'="y'. (30) 

Die durch (30) dargestellte Abbildung ist, wie eine nicht allzu 
schwere Rechnung lehrt, orthogonal und hat nur einen einzigen Stigmat-
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punkt. Man erkennt: In einem nicht orthogonalen, semitordierten 
System wird der Stigmatpunkt verzerrt abgebildet. 

Fur weitere Einzelheiten zu diesem Kapitel sei auf die Arbeiten 
von A. GULLSTRAND (1, 2, 5, 6), R. SAMPSON (1), H. BOEGEHOLD (10), 
T. SMITH (5, 6, 7), M. HERZBERGER (9) verwiesen. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB man hier, ebenso wie in den 
vorangehenden Kapiteln, bei der direkten Berechnung nicht auf die 
BRuNssche Form, sondem auf die SCHLEIERMACHERsche Form der 
Bedingungsgleichung gefuhrt wird, bei der. die Koordinaten des Bild
strahls als lineare Funktionen der Koordinaten des Objektstrahls 
erscheinen. 

Die Realisierung der allgemeinen Abbildung. 
§ 27. Die Zusammensetzung von Abbildungen. 

Es sei ein Anfangsstrahl gegeben und auf ihm ein Punkt PI im 
Objektraum, P~ im Zwischenraum, durch den je ein Koordinatensystem 
gelegt sei. Die zugehorigen Abbildungsgleichungen seien durch 

( n~f~) = (/)1 (';~' ) 
n1nl n1nl 

(1) 

gegeben. Die Umgebung des Anfangsstrahls im Zwischenraum werde 
abgebildet durch ein zweites System. Seien P2 und P~ jetzt Koordi
natenanfangspunkte, so seien die neuen Abbildungsgleichungen 

(2) 

Abb. 35. Zusammensetzung nichtorthogonaJer Abbildungen. 

Hierbei ist zu beachten, daB weder P~ und P 2 zusammenzufallen 
brauchen, noch daB die bildseitigen Koordinatenebenen des ersten 
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Systems auf die objektseitigen Koordinatenebenen des zweiten Systems 

fallen mussen. Sei C12 der Abstand p~ P 2' sei :012 der Winkel zwischen 
der x~ z~- und X2z2-Ebene, dann setzt sich die Vbergangsmatrix Ll12 aus 
zwei Teilen zusammen. Wir schreiben 

( 1!') ~ d .. ( f~) (3) 

mit n2 n2 n1 nl 

1 
e12 0 0 cos 012 0 sin #12 0 
nu 

0 1 0 0 0 cos 012 0 - sinn12 

Ll12 = 812 - sin 012 cos 012 0 0 1 0 0 
nu 

0 0 0 1 0 sin 012 0 cos n12 

cos 012 , 
e 12 # sin 012 , 

e -
- -cos 12' +~sin{) 

n12 nu 12 

0 cos 012 , 0 sin 012 

- sin 012 , 
eu . 0 cos 012 , 

e -
- - SIn 12' - ~CoS{) n 12 nu 12 

o sinnl2 , 0 cos 012 

Wir erhalten unter mehrfacher Verwendung der hier benutzten 
Schritte schlieBlich bei Zusammensetzung endlich vieler Abbildungen. 

( nJ') = W" .1", "-I W"-l'" Ll 21 W1 ( 1), 
~1 nn 

(5) 

worin LI",,,-l durch einen Ausdruck der Form (4) gegeben wird. 

§ 28. Die Abbildung durch ein System beliebig gelegener brechender 
Flachen. 

Wir nehmen zuerst an, der Anfangsstrahl durchstoBe alle Flachen 
senkrecht. Ein soIches System von Flachen nennen wir ein allgemeines 
Linsensystem, der Anfangsstrahl ist dann die Acnse des allgemeinen 
Linsensystems. Wir untersuchen die Abbildung der Umgebung der 
Achse. Ais Teilabbildung im Sinn von § 27 betrachten wir die Ab
bildung durch die einzelne brechende Flache. Koordinatenanfangspunkt 
ist hier objekt- wie bildseitig der Flachenscheitel, die Koordinatenachsen 
mogen in den Hauptschnitten der brechenden FHichen liegen. Dann 
h~ben wir gemaB § 24 (1) 

(4) 
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x:. x .. 1 0 0 0 

n~r.. nv~ .. 
n~ _. n" 

1 0 0 
= $v mit $= 

,'Y .. 
(1) 

Y~ Y .. 
.. 0 0 1 0 

n~1J~ n .. 1J .. 0 0 n~ - n" 1 
"r" 

worin ,'Tv, ,,'T .. die beiden Hauptkrummungsradien der vten brechenden 
Flache sind. 

Die Obergangsmatrix ist von der Form 

o sin {}v. HI 0 cos {} ... HI 

Hierin ist d ..... +1 die Entfernung zweier aufeinander folgender 
Scheitel, {}", .. +1 ist der Winkel, den ein Hauptschnitt fur die vte bre
chende Flache mit dem entsprechenden Hauptschnitt fur die (v + 1) te 
brechende Flache bildet. 

Betrachten wir jetzt einen Anfangsstrahl, der die einzelnen Flachen 
nicht mehr senkrecht durchsetzt. Wir untersuchen zunachst die Bre
chung an einer Einzelflache. 1m allgemeinen wird hier die Einfallsebene 

Abb. 36. Brechung eines diinnen Strahlenbiindels urn einen beliebigen Strahl. 
(z ;-;; .. = Einfallsebene). (. Y"o und .. X"o = Hauptschnitte der brechenden Flache.) 

mit einem Hauptschnitt der brechenden Flache einen endlichen Winkel co 
bilden. 

Wir wahlen den Koordinatenanfang objekt- wie bildseitig im Durch
stoBpunkt mit der vten Flache, wahlen die i(z')-Achse in Richtung des 
einfallenden (austretenden) Strahls, die x (x')-Achse senkrecht zur Ein-
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fallsebene. Wahlen wir ein Hilfskoordinatensystem, dessen z-Achse die 
Richtung der Flachennormale hat, wahrend die x-Achse auf der Ein
fallsebene senkrecht steht, dann gibt das Brechungsgesetz fiir die neuen 
Koordinaten 

mit 

-, -x = x, 
-I -Y = y, 

nil' - n l = rEo, 1 
n' r/ - n ij = r no, J 

r = n' cos i' - n cos i , 

(3) 

(4) 

wo ~o, iio die Richtung der Flachennormalen bestimmen. Nun ist aber 

!o = ~~ + ~~, } 
rJo = P x + y y, 

(5) 

mit [vgl. § 26 (6)] 
Ii = cos2 W + sinS w , \ 

,Y "Y 

P- = cos w sin w (~ _1_) 
"r ,r' j 

_ sin2 w + cos2 w 
Y = -,r- --,,-r - , 

(6) 

wie man sofort erkennt, wenn man das Hilfskoordinatensystem urn den 
Winkel w dreht, so daB die Hilfskoordinatenachsen in die Hauptschnitte 
der brechenden Flache fallen. ,r und "r sind die Hauptkriimmungs
radien der brechenden Flache. Benutzen wir zu den Gleichungen (3), 
(4), (5) noch die Beziehungen § 25 (4): 

x=x, y = ycos i, x' = x', y' = y cos i', l 1 n'~' = n'~', " ,_, 1 (7) 
n~ = n~, nrJ=n 17 cosi' n rJ = n rJ ~os i" J 

so finden wir fUr die Brechungsmatrix 

n~r)~ 
cos i' 0 0 

:) 
cosw 0 sinw 

-,;:ro) (~ : : : 0 
1 

0 0 0 
cos i' 

cosw 

y' 0 0 1 - siriw 0 cosw o 0 0 1 0 

n' rJ'l 0 0 0 0 sinw 0 r 
1/ cosw 0 0 -- 1 

" 
r ' 

0 - sinw 0 
1 

0 0 0 cosw 
cos i x 

0 cosw 0 smw 0 cos i 0 0 n~ (8) 
sinw 0 cosw 0 0 0 1 0 Y 

\ 0 sinw 0 cosw 0 0 0 1 nrJ 
Herzberger, Strahlenoptik. 7 
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fiir die tibergangsmatrix finden wir: 

- 1 X"+1 
_ e;",v+l 

nv . v + 1 
0 0 

n,,+1 ~"+1 0 1 0 0 

Y,,+1 0 0 1 e". ,,+1 ---
n".v+l 

n,,+1 'Yj,,+1 0 0 0 1 

o 
cos f)", ,,+1 

o 
sin f)", ,,+1 

sin f)", ,,+1 

o 
coSf)",,,+1 

o 

o ( x; ) 
- sin f)~, "+1) n~;~ 

cos f)", ,,+1 n" 'Yj" 

; 9) 

Hierin ist e",,,+1 die Entfernung des (v + l)ten DurchstoBpunktes 
vom vten DurchstoBpunkt. f)","+1 ist der Winkel, den die (v + l)te 
Einfallsebene mit der vten bildet. 

Wir sehen aus (8) und (9) nochmals folgendes bestatigt. Eine Ab
bildung ist dann sieher orthogonal, wenn alle Einfallsebenen und alle 
Hauptschnitte zusammenfallen (w" = f)",,,+1 = 0). Dann zerfallen nam
lich sowohl die Brechungsmatrizen wie die tibergangsmatrizen. 

Eine solche Abbildung ist sieher GaufJisch, wenn an den Durch" 
stoBpunkten beide Kriimmungsradien gleich sind und auBerdem alle 
Flachen senkrecht durchstoBen werden; in letzterem Fall sind nam
lich die durch den Zerfall der beiden Matrizen entstehenden Teile 
identisch. 

Wir wollen zum SchluB aus (8) und (9) auch noch die sogenannten 
STuRMschen Formeln herleiten. Den Strahlen, die von einem Punkt 
ausgehen, entspricht nach der Durchrechnung durch ein optisches 
System ein Normalenbiindel, dessen Hauptschnittenatiirlich nicht ,mit 
der Austrittsebene zusammenzufallen brauchen. Wir miissen also zur 
Durchrechnung eines Punktes folgende Aufgaben 16sen: Gegeben sei 
ein Normalenbiindel, dessen Vereinigungspunkte vom Hauptschnitt die 
Entfernung ,s, "s haben, dessen Hauptschnitt mit der Einfallsebene 
den Winkel f)" bildet; gesucht sind Vereinigungspunkte und Haupt
schnitte des gebrochenen Biindels. 

Wir setzen wie in (6) 

, cos2 {J~ sin2 {J~ 
IXy ===-5-' - + -5-' -, 

I V " " 

p" = cos f) .. si~ f)" (_1- __ 1_) , 
liS,. ,8" 

R' .U' • .u, ( 1 1 ) 1''' = cos 'U'" sIn 'U'" -, _. -, , 
liSp IS" 

(10) 

, sin2 {J~ cos2 {J~ 
y" = -5-'- + -5-'-' 

I " " 'V 

• 2 _U 2·U 
y,.=~+ cosu", 

,s')! "S,. 
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- . (1 1) fJv = cos w" sIn w" - - - , 
flY" ,Y." 

. 2 2 
- _ sIn w" + cos w" y,,---. --, 

,Y v "Y 11 
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und bekommen wegen (3) die von CR. STURM (3) zuerst aufgestellten 
Gleichungen 

n~lX; - n" IX" = r" a", 
n~fJ~ - n" fJ" = r" t", 
n~y; - n .. ,},,, = r"y". 

mit 

Ais Ubergangsformeln finden wir: 

r ,., ·1 ... = n" cos 2" - n" cos 2 .. , 

,S,,+l = ,s~- e"',"+l'l 

"S,,+l : ":~:= e", ,,+1 , 

{}v+1 - {}" {}",,,+1' 

(ll) 

(12) 

Die Durchrechnung zweier Punkte geniigt immer, urn die Abbildung 
vollstandig zu charakterisieren, da sie vier linear unabhangige Strahlen 
liefert. 

Vierter Teil. 

Die GAussische Abbildung als Naherung. 
§ 29. Die zugeordnete kollineare Abbildung. 

In den folgenden Teilen des Buches werden nur noch rotations
symmetrische Systeme betrachtet. Wir sahen unter § 16, daJ3 in solchen 
Systemen die Strahlen in der Nahe der Achse nach den Gesetzen der 

~ 
~ ~ ~ 

<ti ~ 
~ ~ ~ ~ ~ .6 ~ ~ of 
~ 'l:;: 

f Li 
' .......... ,'-

lit !tf 1ft Kg 

Abb.37. Zur kollinearen Abbildung. Verlauf der Strahlen in der Meridianebene. 

GAussischen Optik abgebildet werden. Wir haben also fUr die Nach
barstrahlen bei nicht brennpunktlosen Systemen, wenn wir Punkt-

7* 
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koordinaten verwenden, und den Koordinatenanfangspunkt 
und bildseitig in den Brennpunkt legen, in erster Naherung 
ziehungen n , 

nrJ = jYF' 
" n'_ 

n'Yj =7,YF' 

objekt
die Be-

(1) 

odeI' bei orennpunktlo!;,en Systemen, wenn wir gemischte Koordinaten 
nehmen, und Objekt- und Bildpunkt in konjugierte Punkte legen: 

x' = B~x, 
1 n'/:' = n I: S" B'. s", 
o 

(2) 

Betrachten wir nun fUr nicht brennpunktlose Systeme, die durch 

n;= 
nx~ 

n'~' = n'xp 1 
Vf+ X~2 + y~2 

, 
Vt'2 + Xf + yf ' 

(3) 

n'Yj= 
nYF 

n''Yj' = n'YF 
J Vt2 + X~2 + y~2 

, 
Vt'2 + x; + yf 

gegebene Abbildung des Geradenraumes; sie stimmt in der Nahe der 
Achse mit der GAussischen Abbildung iiberein; aber (3) stellt eine 
kollineare Abbildung dar. Die von einem beliebigen, aber festen Punkt 
x, y, z ausgehenden Strahlen vereinigen sich bildseitig in einem Punkt 
mit den Koordinaten x', y', z' derart, daB gilt: 

~~-;X'l 
Y = --=-Y, j 
z' = i /'. 

(4) 

Durch unsere kollineare Abbildung wird eine feste achsensenkrechte 
Flache Punkt fUr Punkt scharf mit der' VergroBerung 

, 7 z' 
P=-:z=-7 ~ 

abgebildet. Man bezeichnet die achsensenkrechten Ebenen durch die 
Brennpunkte als Brennebenen, die achsensenkrechten Ebenen durch 

die Hauptpunkte (z = - f , z' = -/" (3' = 1) als H auptebenen. Strahlen, 
die die Achse objekt- und bildseitig schneiden, bilden mit ihr Winkel u, u' 
derart, daB gilt: n tg u = n' P' tg u' (6) 
oder 

, tgu' n Ii t 
y = tg u = n' pi = 7 = ;l ' (7) 
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wenn wir bei der kollinearen Abbildung das Tangentenverhaltnis als 
Winkelvergro/Jerung y' bezeichnen. 

Die durch (~) bzw. (4) gegebene Geradenabbildung bezeichnen wir 
als die (1) zugeordnete kollineare Abbildung. 

Auch der brennpunktlosen Abbildung (2) konnen wir eine kollineare 
Abbildung zuordnen, namlich die durch 

x' = B~x, y' = B~y, 

n' ~' =. n n' ~ , I f n'2 B02 + (n2_ n'2 B02)(~2 + 1]2) 

, , n n' 1] 

n'YJ = Yn'2 B02 + (n2 _ n'2 Bo2) (~2 + 1]2) 

gegebene kollineare Abbildung, die die Punkte 

x' = B~x, I 
y' = B~y, 

, 
z' = ~_B~2Z 

n 

(8) 

(9) 

einander zuordnet. (8) stimmt fur kleine x, y, ~, 'YJ mit (2) uberein. 
Ebenen durch gemaB (9) zugeordnete Achsenpunkte werden Punkt 

fur Punkt scharf und ahnlich mit der VergroBerung B~ abgebildet. Die 
Stigmatstrahlen mogen die Winkel u, u' mit der Achse bilden, dann gilt: 

n' B~ tg u' = n tg u , 1 
F' tg u' n f 

o = tg u = n' Bo . 
(10) 

Wir sehen also, jeder Abbildung des Geradenraums durch ein Ro
tationssystem konnen wir formal eine kollineare Abbildung des Geraden
raums zuordnen, der sie sich jedenfalls in der Nachbarschaft der Achse 
anniihert. Man benutzt nun diese kollineare Abbildung haufig, urn auch 
fiir weit von der Rotationsachse entfemte Strahlen einen Uberblick 
uber die ungef1i.hre Lage zu bekommen; man bezeichnet die kollineare 
Abbildung gewissermaBen als ideale Abbildung, von der die reale Abbil
dung sich mehr oder weniger weit entfernt. Hierbei ist nun eine gewisse 
Vorsicht vonnoten. Die kollineare Abbildung ist eine Geradenabbildung, 
bei der auch der ganze Punktraum abgebildet wlrd. Wir wissen nun 
aus § 8 (18), und konnen es auch mit Hilfe von (3) und (8) sofort wieder 
verifizieren, daB von allen diesen Geradenabbildungen optisch realisier
bar nur eine ist, namlich die brennpunktlose Abbildung mit der Ver-

n 
groBerung P' = ± n' , fur die Objekt- und Bildstrahlen parallel werden: 

x' = ±; x, 1 
, n ~'=~, 

y = ± n' y, 
'YJ' = 'YJ. 

(11) 

l= n 
n' Z, 
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Mit Ausnahme dieser Systeme, bei denen jeder Punkt Knoten
punkt ist, die wir daher als Knotenpunktsysteme bezeichnen wollen, 
ist also die kollineare Abbildung grundsatzlich nicht realisierbar. Es 
ist daher wertlos, wenn man etwa versucht, ein System fUr einzelne 
Strahlen so zu korrigieren, daB diese Strahlen den Gesetzen der Kolli
neat ion entsprechen; wir werden im Gegenteil finden, daB bei einer 
guten Korrektion der Strahlengang sich wesentlich von dem in der 
Kollineation unterscheidet. 

Betrachten wir die Abbildungsgleichungen der kollinearen Abbil
dung als Naherungsgleichungen, so fallt vor allem beim Vergleich mit 
der GAussischen Optik auf, daB die WinkelvergroBerung bei der kolli
nearen Abbildung durch das Verhaltnis der Tangenten, in der GAUSS
schen Naherung durch das Verhaltnis der Sinus gegeben isL Beide sind 
natiirlich fUr die Strahlen in der Nachbarschaft der Achse einfach 
gleich dem Verhaltnis der Winkel (im BogenmaB gemessen). Um deut
lich den Giiltigkeitsbereich der Naherungstheorie hervorzuheben, solI 
im folgenden iiberall statt des Tangens und Sinus der Winkel benutzt 
werden. Korrekt sind alle im folgenden abgeleiteten Formeln nur, wenn 
man diese GroBen beliebig miteinander vertauschen kann. 

Bei dem Versuch, die hier naherungsweise abgeleiteten GesetzmaBig
keiten in Sonderfallen fUr die reale Abbildung auszubauen, wird manch
mal der Sinus, manchmal der Tangens fUr den Winkel eintreten, ins
besondere wird aber darauf zu achten sein, daB die Annahme einer 
scharfen Abbildung im allgemeinen nicht zutrifft. 

§ 30. Die ABBE-M. v. ROHRsche Lehre von der Strahlenbegrenzung. 
Die wichtigste Verwendung der kollinearen Abbildung ist die in 

ihren Grundgedanken von E. ABBE (1) herriihrende, von M. v. ROHR (4) 
vollstandig durchgefUhrte Lehre von der Strahlenbegrenzung, die es 
gestattet, sich wenigstens naherungsweise einen Uberblick iiber die 
Gesamtheit der das optische System durchsetzenden Strahlen zu ver
schaffen. Um die Grundbegriffe deutlich herauszuarbeiten, sehen wir 
zunachst einmal vollstandig von dem optischen System abo 

Wir betrachten eine Anzahl kreisrunder Offnungen, die in zuein
ander parallelen Ebenen liegen mogen, und deren Mittelpunkte aIle 
auf einer zu den Ebenen senkrechten Geraden, der Systemachse, liegen. 
Die Gesamtheit aller Geraden, die alle Offnungen durchsetzen, be
zeichnen wir als den GULLSTRANDschen Strahlenraum, der zu dem 
System von Offnungen gehort [so A. GULLSTRAND (4)J. 

Die Gesamtheit der Strahlen, die von einem festen Punkt P aus
gehen, und dem GULLSTRANDschen Strahlenraum angehoren, erhalt 
man, wenn man alle Offnungen von P aus projiziert und die Strahlen 
betrachtet, die allen Projektionen angehoren. Liegt P insbesondere 
auf der Achse, so sind alle projizierenden Kegel Kreiskegel um die 
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Systemachse, also auch der Kegel, der die Strahlen begrenzt, die unser 
System durchsetzen. Man bezeichnet den halben Offnungswinkel u 
dieses Kreiskegels oder auch den zugehOrigen Sinus als die Ollnung 
oder Apertur des Systems fUr den betrachteten Achsenpunkt. Es gibt 
im allgemeinen eine bestimmte Offnung, welche die yom Achsenpunkt 
ausgehenden und das System durchsetzenden Strahlen begrenzt. Diese 
Offnung heiBt nach M. v. ROHR (4) die Ollnungsblende. 

Hat das System fur diesen Achsenpunkt nur eine Offnungsblende, 
so wird dieselbe aus Stetigkeitsgrunden auch noch fUr benachbarte 
Punkte der Achse als Offnungsblende wirken; sind fUr den Punkt 
mehrere Blenden Offnungsblenden, so werden die Offnungsblenden fUr 
zwei benachbarte Achsenpunkte, die durch P getrennt werden, ver
schieden sein. Die Lage der Offnungsblende, als Funktion des Achsen
punktes betrachtet, andert sich in diesem Punkt sprunghaft. Es ist 

Go. 

1-----

Abb. 38. Offnungsblende Bl B,. Seitliche Offnungsblende B, B,. 

jedoch zu beachten, daB die Apertur als Funktion des Ausgangspunktes 
sich auch in diesem Fall stetig andert. 

Wir betrachten jetzt eine durch den Achsenpunkt gehende achsen
senkrechte Ebene. Wir setzen zunachst voraus, es sei nur eine Offnungs
blende fUr den Achsenpunkt vorhanden; dann wird auch fUr benach
barte Punkte der Ebene noch die Offnungsblende als Begrenzung der 
Strahlen wirken. Diese Punkte strahlen, wie man zu sagen pflegt, mit 
voller Apertur. Lassen wir unsern Objektpunkt etwa auf einer in der 
Ebene gelegenen Geraden sich vomAchsenpunkt entfernen, so werden 
allmahlich auch die weiteren Offnungen EinfluB auf die Strahlen
begrenzung gewinnen. Die von unseremPunkt herkommenden, dem 
GULLSTRANDschen Strahlenraum angehorenden Strahlen durchsetzen 
die Offnungsblende in einer Figur, die von einer Anzahl Kreisbogen 
begrenzt ist. Wir schlagen vor, die so begrenzte Figur in der Ebene 
der Offnungsblende als seitliche Oltnungsblende fUr diesenPunkt zu 
bezeichnen. Unser Blendensystem wirkt abschattend (vignettierend). Der 
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Flacheninhalt der seitlichen Offnungsblende im Verhaltnis zum Inhalt 
der Offnungsblende gibt ein MaB fUr die Abschattung. 

flB. 
(/0 

Die Strahlen durch die 
Mitte der Offnungsblende be
zeichnet man nach SCHLEIER
MACHER (1) als Hauptstrah
len. Die Hauptstrahlen sind, 
wenigstens solange keine Ab
schattung durch andere Off
nungen eintritt, die Schwer
strahlen des vom Objekt kom
menden Biindels, das unser 
System durchsetzt. Das 
Biinde1 der Hauptstrahlen 
wird begrenzt von der oder 
den Offnungen, die von der 
Mitte der Offnungsblende 

Abb.39. Gesichtsfeldblenden auf beiden Seiten der aus am kleinsten erschei
Offnungsblende. 

nen. Diese Blenden be-
zeichnet M. v. ROHR (4) als Gesichtsfeldblenden, auch Luken. Der 
Winkel w, unter dem die Luken von der Mitte der Offnungsblende aus 
erscheinen, wird als Gesichtsfeldwinkel bezeichnet. Liegen die Luken auf 

dB. 

Abb. 40. Gesichtsfeldblende auf einer Seite der Offnungsblende. 

beiden Seiten derOffnungs
blende, so werden nur von 
den Punkten der Objekt
ebene Strahlen durch un-
sere Folge hindurchgehen, 
die vom Mittelpunkt der 
Offnungsblende unter klei
nerem Winkel als w er
schein en; die Luken be~ 

grenzen in diesem Fall 
wirklich das Gesichtsfeld. 
Die seitliche Offnungs
blende fUr die Punkte, die 
von der Mitte der Offnungs
blende unter dem Win-
kel w erscheinen, schrumpft 

auf einen Punkt, den Mittelpunkt der Offnungsblende, zusammen. 
Liegen die Luken aile auf einer Seite der Offnungsblende (hierher 
gehOrt der Fall einer einzigen Luke), so begrenzt der Gesichtsfeld
winkel w das Gesichtsfeld in Wirklichkeit nicht; auch von Punkten, 
die vom Mitte1punkt der Blende unter groBerem Winkel als w er
scheinen, konnen Strahlen das System durchsetzen, aber nur fiir die 
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Punkte, die unter einem Winkel < w erscheinen, enthalt die seit
liche Offnungsblende den Blendenmittelpunkt, enthalt das Strahlen
biindel, das unser System durchsetzt, einen Hauptstrahl. 

Zum SchluB wollen wir kurz die Verhaltnisse bei einem System mit 
mehreren Offnungsblenden streifen. ~t sei der Offnungswinkel des be· 
trachteten Systems fUr den Achsenpunkt. Wir fUhren als Ersatzoffnungs
blende eine gedachte Blende ein, die in dem harmonischen Mittel-

DO. 

Abb. 41. Zwei Offnungsblenden und die Ersatz6ffnungsblende. 
(B, B, = Ersatz6ffnungsblende), (B, B, = seitliche Offnungsblende.) 

punkt zwischen den beiden auBersten Offnungsblenden liegt, vom Ob
jektpunkt jedoch auch.unter dem Winkel u erscheint, und bezeichnen 
die Strahlen durch die Mitte dieser gedachten Offnung als Haupt
strahlen. Wir wahlen gerade diese Blende, weil nur fiir sie, wie eine 
leichte Rechnung zeigt, die seitliche Offnungsblende eine Symmetrie
achse durch den Achsenpunkt hat. Als seitliche Offnungsblenden be
zeichnen wir die von Kreisbogen begrenzten Flachenstiicke, die das 
von einem nichtauf der Achse gelegenen Punkt herkommende Strahlen
biindel des GULLSTRANDschen Strahlenraumes in der Ebene der Ersatz
offnungsblende ausschneidet. 

Die Hauptstrahlen bilden wieder, wenigstens solange nicht weitere 
Blenden abschatten, die Schwerstrahlen des vom Blendensystem 
durchgelassenen Biindels. Der Begriff der Luken und des Gesichts
feldwinkels laBt sich, wie friiher, iibertragen. 

Der einzige Tatbestand, der hier sich wesentlich andert, ist, daB 
es keinen Bereich gibt, fUr den die seitliche Offnungsblende mit der 
Ersatzoffnungsblende iibereinstimmt, daB also kein Bereich mit voller 
Apertur strahlt. Das System schattet schon von der Mitte aus abo 

Wir hatten uns bisher nur mit einer Folge von kreisrunden Off
nungen und dem durch diese bestimm'ten GULLSTRANDschen Strahlen-
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raum heschaftigt. Wir betrachten jetzt ein wirkliches rotationssymme
trisches optisches System. Die Strahlen werden vor allem begrenzt 
durch die Rander der einzelnen Flachen; auBerdem kommen aber noch 
sogenannte variable Blenden hinzu, deren GroBe man verandern kann. 
Man nennt das abblenden. 

Bilden wir all diese Offnungen naherungsweise nach den Regeln der 
GAussischen Optik in dem Objektraum bzw. Bildraum ab, so erhalten 
wir in beiden Raumen eine Anzahl von Offnungen, we1che gestatten, 
nach den oben gekennzeichneten Grundsatzen in Objekt- und Bild
raum einen GULLSTRANDschen Strahlenraum zu bestimmen. Setzen wir 
voraus, daB die Strahlen des Objekt- und Bildraums einander kollinear 
zugeordnet sind, so konnen wir sagen, die Strahlen des zu den Off
nungen gehorenden GULLSTRANDschen Strahlenraums sind objekt- und 
bildseitig dieselben ;wir konnen uns daher auf die Betrachtung der 
Strahlen in einem Raum beschranken. 

Die Offnungsblende bzw. Ersatzoffnungsblende im Objektraum 
wird als Eintrittspupille, die Offnungsblende im Bildraum als Aus
trittspupille bezeichnet. Die Austrittspupille ist, wie man unter Ver
wendung der LAGRANGESchen Gleichung erkennt, das Bild der Ein
trittspupille; die zugehOrige reale Offnung wird als. wirksame Offnungs
blende bezeichnet. In derselben Weise bestimmt man die Eintritts
bzw. Austrittsluken, die zugehorigen realen Offnungen werden als Ge
sichtsfeldblenden bezeichnet. 

Zwischen objekt- und bildseitiger Apertur (u, u ' ) bzw. objekt- und 
bildseitigem Gesichtsfeldwinkel (w, w') bestehen annahernd die Glei
chungen 

n' f3' u' ro.J n u, } 

n' f3~ w' ro.J n w . 

(Das Zeichen ro.J lies: "annahernd gleich".) 

(1) 

Hierin ist f3' die ObjektvergroBerung, f3~ die VergroBerung, mit der 
die Eintrittspupille abgebildet wird. 

w wird auch als wahres, w' als scheinbares Gesichtsfeld bezeichnet. 
Obige Gedankengange gestatten bei einem wirklichen System nur 

einen naherungsweisen Uberblick uber die das System durchsetzenden 
Strahlen. Weder werden im allgemeinen aIle Offnungen abweichungs
frei in den Objekt- bzw. Bildraum abgebildet, noch genugen die Apertur
strahlen und die Hauptstrahlen bei endllchem u und w den Gleichungen(l). 
Eine strenge analytische Behandlung der Strahlenbegrenzung erscheint 
dem Verfasser nicht moglich; in praktischen Fallen wird man immer 
auf die Durchrechnung vieler Strahlen angewiesen bleiben. 

Trotzdem sind die hier und in den folgenden Abschnitten. ein
gefiihrten Begriffe als Naherungsbetrachtung fur die Strahl~noptik 
unentbehrlich. Es sei darauf hingewiesen, daB der Begriff der Haupt
strahlen als Strahlen durch die Mitte der wirksamen Blende auch bei 
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endlicher Offnung noch eine reale Bedeutung hat. Man kann nur in 
diesem Fall nicht behaupten, daB die Hauptstrahlen objekt- (bild-) 
seitig sich in einem Punkt, der Eintritts- (Austritts-) Pupille ver
einigen, und dad auch nicht verlangen, daB Gleichung (1) Gultigkeit hat. 

Bei den obengeschilderten GesetzmaBigkeiten sei die Aufmerksam
keit noch auf folgende Punkte gelenkt: Es kann sein, daB die Offnungs
blende entweder in den Objekt- oder in den Bildraum so abgebildet 
wird, daB die Hauptstrahlen parallel in das System eintreten (oder 
aus ihm austreten). Man spricht in diesem Fall von objekt- (bild-) seitig 
telezentrischem Hauptstrahlengang. Bei kleiner Blende durchsetzen dann 
nur so1che Strahlen das System, die objekt- (bild-) seitig geringe Nei
gung zur Achse haben. 

Das abzubildende Objekt bzw. der Rand der Mattscheibe muB 
unter Umstanden auch als begrenzende Offnung angesehen werden; er
scheint das Objekt von der Mitte der Eintrittspupille aus unter kleine
rem Winkel, als die objektseitigen Bilder aller anderen Offnungen, so 
ist das Objekt die Eintrittsluke. 

Bei Systemen, die auf subjektive Beobachtung angewiesen sind, ist 
insbesondere fUr die Strahlenbegrenzung das Auge zum System hinzu
zurechnen. Die Pupille des Auges liefert dabei eine zusatzliche Begren
zung des Strahlenganges; in vielen Fallen ist sie die Austrittspupille 1. 

Wird das abzubildende (durchscheinende) Objekt von einer Licht
queUe beleuchtet, so ist die GroBe der LichtqueUe auch als begrenzende 
Offnung zu betrachten; erscheint sie vom Achsenpunkt des Objekts 
kleiner als aUe anderen Offnungen, 
so wirkt sie als Eintrittspupille. 

An dieser Stelle konnen wir die 
in § 17 unerledigt gebliebene Frage 
behandeln nach der Bedeutung von 
V fl' fur den Fall, daB die Farben
langsabweichung nicht behoben ist. 
Die Strahlen der einen Farbe, die Abb. 42. Zur Bedeutung des Farbenvergr6J3erungs

fehlers bei vorhandener FarbenHingsabweichung. 
von einem Nachbarpunkt PI aus
gehen, mogen sich im Punkt P~ treffen. Die Strahlen der zweiten Farbe 
im Punkt P;. Wir fallen die Lote P~O~, P~O; auf die Achsen. O~O~ 
hat dann die Lange V s', P~ O~ : P~ O~ verhalt sich wie (fl' + V fl') : fl'· 
Wir betrachten den nach P~ gehenden Strahl, der durch P~ geht. Er 
treffe die Achse in B', B'O~ habe die Entfernung k', dann ist 

Vf3' Vs' 
7 y . (2) 

. 1 Es sei hier nm bemerkt, daB beim Auge als Hauptstrahlen immer die Strahlen 
durch den Augendrehpunkt angesehen werden mussen; s. M. v. ROHR in S. CZAP

SKI, S.377ff. Dieser bildet vor aHem das Zentrum der im nachsten Paragraphen 
zu besprechenden Perspektive. 
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Liegt die Austrittspupille des Systems in B', so ist B' p~ p~ der 
Hauptstrahl der zweiten Farbe; nur in diesem Fall fallt das durch die 
Abbildung erzeugte Bild der ersten Farbe zusammen mit der optischen 
Projektion durch die Hauptstrahlen der zweiten Farbe. (2) bestimmt 
also die Lage der Blende, die sich bei vorhandener Farbenlangsab
weichung als giinstigste erweist. 

§ 31. Perspektive und Tiefenscharfe. 

Bei vielen optischen 1nstrumenten wird das Bild auf einer Ebene, 
der M attscheibenebene aufgefangen. Die Mattscheibenebene ist das 
GAussische Bild einer Ebene des Objektraums, die nach M. v. ROHR (3) 
als Einstellebene bezeichnet sei. Betrachten wir die Abbildung eines 
Gegenstandes, der nicht in der Einstellebene gelegen sei. Die H aupt
strahlen, die Strahlen durch die Mitte der wirksamen Blende, projizieren 
unsern Gegenstand auf die MaHscheibenebene; ware die Blende so weit 
geschlossen, daB nur die Hauptstrahlen hindurchgingen, so erhielten wir 
in dieser Weise ein perspektivisches Bild des Gegenstandes auf der Matt
scheibenebene. Solange die Gesetze der GAussischen Abbildung giiltig sind, 
konnen wir dieses perspektivische Bild uns auch in folgender Weise 
herstellen: Wir projizieren unsern Gegenstand von dem Mittelpunkt der 
Eintrittspupille als Projektionszentrum auf die Einstellebene. Das auf 
der Mattscheibe entstehende Bild ist dann das im zugehorigen Ab
bildungsmaBstab vergroBerte Bild dieses Abbildes, das Abbildsbild nach 

{[ M. V. ROHR. 

Beim gewohnlichen Sehen 
ohne optisches System liegt 
die Augenpupille hinter den 
Gegenstanden. Die schein-

$ bare GroBe gleich groBer Ge
gensHinde ist urn so kleiner, 
je weiter die Gegenstande 
yom Auge entfernt sind. 
Diese Art der Perspektive 
nennt man natiirliche oder 

Abb.43. Nattirliche entozentrische Perspektive. . h P k . 
(Gleich groBeObjekte, welche naher liegen, erscheinen groBer.) entozentnsc e erspe tzve. 

Ein optisches System 
bildet alle Gegenstande mit entozentrischer Perspektive ab, die jen
seits der Eintrittspupille liegen. 

Liegt die Eintrittspupille im Unendlichen, so haben wir telezentrische 
Perspektive; gleichgroBe Gegenstande erscheinen dem Auge llnab
hangig von der Entfernung gleich graB. 

1st das optische System so beschaffen, daB die Eintrittspupille 
. vor den abzubildenden GegensUinden liegt (also yom Auge aus ge
sehen hinter den Gegenstanden), so wird die scheinbare GroBe eines 
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Gegenstands kleiner, wenn der Gegenstand sich dem Auge nahert; auf 
c;lie Moglichkeit dieser Perspektive wurde zuerst von M. v. ROHR (3) 
hingewiesen ; sie wird als f{ 

hyperzentrische Perspektive 
bezeichnet. 

AI' 
Von der perspektivischen 

Darstellung, die das Ab
bildsbild liefert, wohl zu 
unterscheiden ist die rich
tige Betrachtung des Ab
bildsbilds, z. B. einer fixier
ten photographischen Auf
nahme. 

.-.-.~ 

Abb. 44. Telezentrische Perspektive. 
(Eintrittspupille im Unendlichen.) 

Man erhalt ein natiirliches Bild dann und nur dann, wenn man die 
Aufnahme so weit vom Auge entfemt halt, daB die scheinbare GroBe 
des Abbildsbildes gleich wird der scheinbaren GroBe des Objekts, von 
der Eintrittspupille des optischen Systems aus gesehen. Wir erkennen: 
Ein optisches System liefert im einaugigen Sehen dann und nur dann 

ff 

'-.. -1! 

Abb. 45. Hyperzentrische Perspektive. 
(Nahe, gleich groGe Gegenstande erscheinen kleiner als entferntere.) 

ein natiirlich plastisches Bild, wenn die Eintrittspupille in emem der 
Knotenpunkte liegt [M. v. ROHR (2)J. 

Da der Begriff des Hauptstrahls auch bei endlicher Offnung Be
deutung hat, so konnen wir die Gesetze der perspektivischen Abbildung 
auch in voller Strenge behandeln. Das projizierende Hauptstrahlen
biindel ist allerdings objekt- und bildseitig im allgemeinen nicht zen
trisch; auch wird die Zuordnung der DurchstoBungspunkte der den 
Gegenstand projizierenden Hauptstrahlen mit Einstellebene und Matt
scheibenebene im allgemeinen nicht ein ahnliches, sondem ein "ver
zeichnetes" Abbildsbild geben. 

Wir haben bis jetzt nur die DurchstoBungspunkte der Hauptstrahlen 
mit Einstell- und Mattscheibenebene untersucht. Hat die Eintritts
pupille einen Durchmesser 2 rB, sei ihr Abstand von der Einstellebene k, 
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so wird in einem Punkt, der im Abstand a von der GAussischen Bild~ 
ebene liegt, ein Zerstreuungskreis vom Radius; aufder Einstellebene, 
ein Zerstreuungskreis vom Radius r' = (J'; auf der Mattscheibenebene 
entsprechen. Wir haben naherungsweise 

(1) 

Wir wollen jetzt annehmen, daB aus irgendwelchen Grunden, viel
leicht wegen der mangelnden Sehscharfe unserer Augen, ein Kreis vom 
Radius I r I < I ro I nicht von einem Punkt unterschieden werden kann. 
Dann wiirde ein Gegenstand in einer Entfernung von der Einstellebene, 
die durch (1) bestimmt ist, noch scharf erscheinen. (1) gibt uns also ein 

[E. 

fP. 

L----~--
l~ 

I 

i 
a~ 

t------k ---~ 

J-o-----
I 

MaB fiir die "Tiefe" der 
Abbildung. 

Man nennt die durch 

a+=_ )Y~·l!· (2) 

a_= P'l'B + Yo 

gegebenen GroBen a+(a_) 
vordere (hintere) Tiefen
schiirfe; 

. 2 ;;'2 k 
a+ + a-:- rv P'2 r~ 0_ r~2 (3) 

I bezeichnet man als Ge-l 
t-- samttiefenschiirfe. Die Un-

tersuchung, wie sich obige 
Abb.46. Zur Tiefenschar!e. Formeln andern, wenn 

:Einstellebene oder Ein
trittspupille oder Mattscheibenebene ins Unendlich~ l'ucken, kann dem 
Leser uberlassen bleiben 1. 

Obige Formeln (2) und (3) finden in der Praxis haufig Verwendung; 
doch wird man sich vor theoretischen SchluBfolgerungen daraus zu 
hut en haben. Entspricht insbesondere schon dem Achsenpunkt der Ein
stellebene ein Zerstreuungskreis, sei es wegen der vorhandenen Farb
fehler, sei es wegen des vorhandenen Offnungsfehlers, so werden wir 
sicher obige Formeln nicht verwenden konnen. Was allerdings wohl 
imtIler giiltig bleibt, sind qualitative Aussagen, z. B. uber den EinfluB 
der GroBe der Eintrittspupille rB. Wir erkennen insbesondere aus (2) 
und (3), daB bei gleichbleibender Offnung und VergroBerung die Tiefen
scharfe um so gunstiger ist, je kleiner die Abmessungen und daher die 
Brennweite des Systems ist. . 

1 Siehe ,;. B. H. BOEGI>HOLD (15), S.236. 
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Fiinfter Teil. 

Die Gesetze dritter Ordnung in 
Rotationssystemen. 

Die allgemeine Theorie derSEIDELschen Bildfehler. 

§ 32. Die Anderung der Eikonalkoeffizienten bei einer Verschiebung 
der Koordinatenanfangspunkte. 

Gegeben sei ein rotationssymmetrisches optisches System. Wir legen 
unseren Koordinatenanfangspunkt objektseitig in den Objektpunkt des 
abzubildenden Objekts, bildseitig in die Austrittspupille. Wir setzen 
voraus, die zu: untersuchenden Strahlen liegen so nahe der Achse, daB 
wir die Eikonalentwicklung nach den Gliedern dritter Ordnung ab
brechen k6nnen. Die BRuNsschen Gleichungen in Punktkoordinaten 
geben dann [s. § 15 (18)] 

- n~ =A1xO+ A2X~+ (Clla + C12 b + C13 C)XO I 
. + (C12 a + C22 b + C23 C) x~, 

(1) 
n't = A2 XO + A3X~ + (C12 a + C22 b + C23 C) Xo 

+ (C13 a + C23 b + C33C)X~ 
analog fUr rJ und rJ'. 

Wir fragen jetzt: Wie andern sich die Ai bzw. Cix , wenn wir den 
objekt- bzw. bildseitigen Koordinatenanfangspunkt urn die Strecke z 
bzw. z' verschieben? 

Fur die Ai ist un sere Frage leicht beantwortet. Setzen wir zur Ab
kurzung: 

n 

(2) 

so wird 

A 1=gA I , I 
~2 = g A2 = l Al + A 2, 

A3= . lA 2+A3, 

(3) 

wenn wir den Koordinatenanfangspunkt objektseitig urn die Strecke z 
verschieben. Man erhalt (3) sofort, wenn man beachtet, daB im Bereich 
der GAussischen Optik die Beziehung 

x=gi+l~ W 
gilt, die man in die nach den linearen Gliedern abgebrocheneFormel (1) 
einsetzen kann. Fur die Verschiebung des bildseitigen Koordinaten
anfangspunktes urn die Strecke z' finden wir eben so 



112 V. Die Gesetze dritter brdnung in Rotationssystemen. 

mit 

XB = P Xo + q XB, 

Al =Al +A 2 P, 

p=--;P-, I 
l' +Aa 

q = ~, I -n'--

i ' + Aa 

(5) 

(6) 

Es ist in (2) und (6) stets ; 9= Al bzw. ~' 9= -'-As, da naturlieh 

Objekt und Austrittspupille nieht in konjugierte Punkte fallen duden. ' 
Wir fragen jetzt naeh der Anderung der GraBen zweiter Ordnung 

bei Versehiebung des objektseitigen Koordinatensystems urn die 
Streeke z. Wir beaehten, daB die linke Seite von Gleichung (1) bei der 
Koordinatentransformation ungeandert bleibt. Uberstreichen wir die 
zum zweiten Koordinatensystem gehOrenden GraBen, so' finden 'Wir 

Xo = Xo - Z. n; = Xo - Z n ~ (1 + ~ (-!:2 + 'Y}2») 1 
n fl - W + 1J2) n 2 " 

= gxo+ lx1+ : {[ (Cn + 2g:2Af) a + (C12 + ::2A~ A 2}b 
+ (C 13 + 2g: 2 A 1 A ~ ) cJ Xo + [( C 12 + 2g:2 A i A 2) a 

(7) 

( - g3 ) - ( - g3 ) ] } + C22 + 2n2A1 A~ b + C23 + 2n2A~ C XB • 

. Setzen wir (7) in (1) ein und vergleichen die Koeffizienten, dann 
ergibt sich 

Cll = g4 (Cll + 2:aAt). 

C12, = gS (Cnl + C12 + 2:a Af A2 g). 

C13 = g2 (Cnl2 + 2Cu l + Cl3 + 2:aA~A~g2). 

C22 = g2 ( Cll l2 + 2 Cul + C22 + 2 :/3 A~ A~ g2), (8) 

[23 = g (Cllls + 3 Cul! + (2C22 + C1S) 1 + C23 +2Zna Al A~ gS), 

C33 = (Cll l4 + 4Cu l3 + 2 (2 C22 + C23 ) l2 

+ 4C23 l + C33 + 2~3A~g4). 
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Betrachten wir umgekehrt die Veranderung der GraBen zweiter Ord
nung bei einer Verschiebung des bildseitigen Koordinatenanfangs, so 
finden wir entsprechend, wenn wir die neuen Koordinaten durch eine 
Schlangenlinie uberstreichen, 

x~ ~ px, + q~B - f.,![(c" + 2~' A!) a ~ (c,,; 2~' Al A,) b I 
+ (~" + 2:' A, AI):Jx. ~ [( c,,; h":: A,)_ I (9) 

+ ( C2S + 2 n'2 A 2 A ~) b + (C33 + 2 n' 2 A:) c ] x~ } 
und an Stelle von (8) bekommen wir 

Cll = (p4CS3 + 4psC23 + 2p2(2C22 + CIS) + 4pC12 + Cll - 2~'3A~q4), 

C12 = q(pSCS3 + 3p2C2S + P(2C22 + CIS) + C12 - 2~'3A~A3qS), 

C13 = q2(p2C33 + 2PC2S + C13 - 2~'3A~ A~q2), 

C22 =q2(p2C33 + 2PC23 + C22 - 2~3A~ A~q2), 

C2S =qS(PC3S +C23-2~aAfA2q), 

C33 =q4( C33 - 2~,aAt). 

(10) 

In den Gleichungen (8) und (10) kannen wir auch statt der Formeln 
fur C 22 und C 13 schreiben: 

2 C22 + C13 = g2 (3 Cll l2 + 6C12 1 + 2 C22 + C12 + 23za Ai A~g2), 1 
n (Il) 

CZ2 - CI3 = g2 (C22 - CIa) 1 
und 

i C22 + CI : =q2( 3p2CS3 + 6PC23 + (2C22 + CIS) - 23~'aAi A~q2), 1 
n (12) 

C22 - C:a = q2(C22 - C13) . 1 
Die GraBen AI' A 2 , As kann man durch Objekt- und Blenden

vergraBerung ausdrucken, wenn man den von F. STAEBLE (1) in die 
Optik eingefuhrten Begriff der Strahlungsweite (k = 0 B, k' = B' 0') 
benutzt. Wir finden 

n n n' , 
Al = + k' A2 = - k p~ = + IT fJ ' (13) 

Anderung der Objektlage (3): 

k h' p-, 
g= .. o...=~, 

h k PI, 
(14) 

Herzberger, Strahlenoptik. 8 
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Anderung der Blendenlage (5): 

p = f3' h' - k'o = P' Ii - k 
k' B k ' 

k'o k'o p~ 
q = h' =, kP~ . (15) 

Wir beachten, daB stets, wenn Objekt oder Blende in den Brenn-
punkt riickt, gilt: . n' P' 

lIm +IT= cp, 1 
k-+oo 

lim - kpn, = cp. J 
k-+oo B 

(16) 

Man iiberzeuge sich zum SchluB, daB die zu (9) und (111) gehOrenden 
Bildgr6Ben als Gr6Ben nullter Gruppe nach T. SMITH (1) angesehen 
werden k6nnen, wahrend die durch (112) und (122) bestimmte GroBe 
der ersten Gruppe angehOrt. Wir sehen in (8) bis (12), daB die Gr6Ben 
jeder Gruppe sich untereinander transformieren. Vgl. zu diesem Ab
schnitt T. SMITH (1). 

§ 33. Die SEIDELschen Bildfehler in Abhangigkeit von Objekt- und 
Blendenlage. 

Bestimmen wir fiir eine durch (1) gegebene Abbildung die Koordi
naten X~, y~ des DurchstoBpunktes der yom Punkt xo, Yo, 0 her
kommenden Strahlen mit der zugeh6rigen GAussischen Bildebene. Wir 
finden: 

,In' ~' 
x~ = XB - As ::Cfl=_=(~~'===B=+=1}=O:'~2) 

= - ~: Xo - d~ { [ ( C12 + "2!' 2 A~) a + ( C 22 + 2 !'2 A~ A 3) b 
+ (C23+2~'2A2A~)c]xo (1) 

+ [(C13+ 2:'2A~A3)a+(C23+2:'2A2A:)b 
+ (C33 + 2:'2A~) c] X~} 

analog fUr y', Yo' 
Verschwinden die fiinf in (1) vorkommenden Klammerausdriicke, 

so wird 
~ = - ~ 2 Xo = f3' xo' 1 
y~ 3 =f3'yo,J 

(2) 

d. h. unser Objektelement wird scharf und ahnlich abgebildet. Die fiinf 
in (1) vorkommenden Klammerausdriicke stimmen im wesentlichen mit 
den von L. SEIDEL gefundenen Bildtehlern iiberein. Wir setzen mit 
etwas anderer N ormierung als L. SEIDEL: 
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51 = ~~ (C33 + 2 ~'2 A~), 

5 2= ~~ (C23+2!'2A2A~), 

53= ~~ (CI3+2~'2A~A3)' 

54 = ~~ (C22+2!'2A~A3)' 

55 = ~~ (C12 + 2!'2 A~). 
(3) 

Mit L. SEIDEL (2) fragen wir jetzt nach der Abhangigkeit der Bild
fehler von der Blendenlage. Die Cix andern sich dabei gemaB § 32 (10). 
(3) gibt nun in Verbindung damit 

51 = q2S~, 

52 = q(P S~ + sg), 
~ 

53 = p2 S~ + 2P sg + Sg, 254 +S3=3p2S~+6pSg+(2S~+S3)' (4) 
~ ~ 

54 = p2 S~ + 2 P sg + S~, 54 - 53 = 52 - sg , 

55 = + (p3 S~ + 3 p2 sg + p (2 S~ + sg) + sg) 

mit 
P _ fJ,k'- ko _ fJ' k - k ko kofl~o 

- k' - BO k' q = Ii' = k {J~ (5) 

Formeln, die im wesentlichen schon bei L. SEIDEL (2) stehen. Aus 
§ 32 (8) k6nnen'Wir aber, wenn wir noch eine sechste Bildfehler
groBe, z. B. 

S6=~§(Cll+2~2A~) (6) 

hinzufiigen, auch die Abhangigkeit der Bildfehler von der Objektlage 
bei festgehaltener Blende berechnen. Wir finden 

51 = ? (14Sg + I3 (4Sg + 3 T) + I2 (2 (2 S~ + sg) + 3 a) + I (4 sg + e) + SV ; 

52 = : (Iasg + 12 (3Sg + 2T) + 1 (252+ sg + a) + sg); 

Sa =, l2Sg+ l (2Sg +T) + sg; 254 + Sa = 312 sg + 3I (2Sg +T) + (2S~ + sg); (7) 

54 = l2 sg + 1 (2 sg + T) + SL 54 - 53 = S~ - sg; 

55 = g(ISg + sg); 
S6=g2Sg 

mit 
ko ko P' l = E~.·:_~ = ii' _ .. ko .!. 

g = Ii = flo h' , h fl~ h' flo· (8) 

Zu (4) kommt nun noch die Formel hinzu: 

56 = :2 (p4S1 + ps (452 +e) +p2 (2 (254 +Ss) + 3a) +p (455 + 3T) +56). (9) 

8* 
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Die in (7) und (9) vorkommenden GroBen (!, (f, T ergeben sich 
hierbei zu 

(10) 

Gleichung (10) lehrt uns: 

(! verschwindet nur, wenn der Objektpunkt ein Knotenpunkt ist 

(fJ'2 = ;,;) . 

(f verschwindet nur, wenn zwischen Objekt und BlendenvergroBe-
rung die Gleichung I, nB 

fJ fJB = n'B (11) 

besteht. Zwei Punkte, deren VergroBerungen einer Gleichung der Form 

fJl fJ~ = (:,r genfigen, wollen wir als reziproke Punkte bezeichnen. 

(f = 0 bedeutet also, daB Objekt und Blende in reziproken Punkten 
liegen. 

T verschwindet nur, wenn die Blende in einem Knotenpunkt liegt 

(PB2 = ;:). 

(! = (f = T = 0 bedeutet, daB das System ein Knotenpunkt
system ist. 

Bei einer Verschiebung des Objekt- bzw. Blendenpunktes andem 
sich diese GroBen wie folgt: 

a=(f+p(!, 

i =! (T + 2 P (f + p2 (!), 
q 

Stets bleibt 

~ = : ((! + 21 (f + 12 1'), I 
~ = (f + 1T, f 
T = gT. 

(12) 

2 -0 - - -2 - - A~ - Al Aa tp 
(f - Ill' = (fM - (!T = (f - (!l' = = - (13) 

0: nBn'BA~ nn' 
eine Invariante. -

Nach Einsetzen von (3) gehen die Gleichungen (1) fiber in 

n:;: (;, x~-XO)=(S5a+S4b+S2C)XO+(S3a+S2b+SlC)XB I 
;~ (:' Y~-Yo) =(S5 a+S4 b+S2c)Yo+(Ssa+S2 b+S1 c)yB· 

(14) 

Bei der Ableitung unserer Formel muBte nicht nur vorausgesetzt 
werden, daB Objekt und Blende anfangs im Endlichen lag; es muBte 
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auch vorausgesetzt werden, daB das Objekt nicht zufallig im Brennpunkt 
lag. Wir wollen zunachst den letzten Fall mitbehandeln. 

Gleichung (1) versagt, wenn der Objektpunkt in den Brennpunkt 
ruckt, wohl aber gibt Gleichung (7) die BildfehlergroBen fur diesen 
Fall an. 

Eine leichte Umformung gibt in diesem Fall an Stelle von (14) 

_ - Xo = (55 a + 54 b + 52 c) Xo 2 ( n'!;' ) 
r:p r:p fl - ($'. + 1]'1) 

+ (53 a + 52 b + 51 c) x~. (15) 

Man erhalt jedoch aus (7) bzw. (4) keine endlichen Werte mehr 
fUr die 5", wenn Objekt oder AustrittspupiIle ins Unendliche wandem. 
Betrachten wir allerdings als BildfehlergroBen fur unendlich ferne 
Blende die folgenden: 

51 = lim k'2S1 = k~25~, 
1:-+00 

52 = lim k' 51 = k~ (P~ 5~ + 5g), 
1:-+00 

53 = lim 53 = (P~25~ + 2p~5g + 5g), 
1:-+00 

. (16) 5, = lim 5, = (P~25~ + 2p~5g -+- 5~), 
1:-+00 

5~ - I· 1 5- - 1 ( fII3 5 0 3 R'250 250 50 R' 0) 
5 - 1m -, 5 - II' 1J'0 1 + PO 2 + ( 4 + 3) PO + 56 ' 

1:-+00 k 0 

~ 1 - 1 
56 = lim _,.56 = k'2 (P~4 5~ + p~3 (45g + e) + p~2 (2 (2 5~ + 5g) + 3 a) 

1:-+00 k 0 . 

+ p~ (45g + 31") + 5g), 

so erhalt man leicht an Stelle von (14) die Beziehung 

2 (1 ) (~"' ~"' A) (~ "'"'"' n'fJ' fix~-xo = 5 s a+54b+52c Xo+ 53a+52b+51c)n'~'. (17) 

Ebenso erhalt man fUr unendlich femes Objekt, wenn man als Bild
fehlergroBen die Grenzwerte von 

A • I--
54 = lim 5" I 51 = hm -:=-51, 

1:-+00 k 2 1:-+00 

A • 1- 55= lim Jiss, 52 = hm -:::-52, 

I 
(18) 

1:-+00 k 1:-+00 

53 = lim Sa-' 56 = lim k2 S6 
1:-+00 1:-+00 

betrachtet, an Stelle von (14) 

- 2!B (cp Xo + p _ ~$: + 1]2)) = (55 a + S4 b + 52 c) n ~ 
+ (oS3 a + 52b + 51C)X~. (19) 
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§ 34. Die Kriimmung von Objekt-und Bildfeld im EinfluB auf 
die Bildfehler. 

Wir haben bei der Ableitung der Bildfehler die Strahlen betrachtet, 
die von einem Punkt der Ebene x = 0 herkamen, und die DurchstoB
punkte mit der Ebene durch den GAussischen Bildpunkt berechnet. 

In der SEIDELschen Theorie iibt jedoch die evtl. Kriimmung von 
Objekt und Auffangflache, d. h. der Flache, auf der man das Bild auf

fangt, schon einen EinfluB 
aus. 

, / 

~/~ , 
I I I 

--lr* t-- I 
I ' I 

l--R~ 
Abb.47. Zur Kriimmung von Objekt- uod AuffangfHiche. 

Wir wollen jetzt an
nehmen, unser Objekt 
habe die Scheitelkriim
mung 1: R, die Auffang
fliiche habe die Kriim-
mung 1: R'. Sei x*, y*, z* 

ein Punkt der Objektflache, x*', y*', z*' ein Punkt der Bildflache. Wir 
berechnen den DurchstoBungspunkt mit der Objektebene bzw. der zu
gehorigen GAussischen Bildebene. Es ist unter Beachtung der GroBen
ordnung 

(1) 

(2) 

Setzen wir (2) in § 33 (13) ein, so erhalten wir 

- 2A~3(xt'- (J'xt) = [(55 + ()Ri{J'- n~{J~)a + 54b + 52c)] Xo 

+ [(5a - (n'~' - n~)) a + 52b + 51CJX~, 

j 
(3) 

_~~3(yt'- (J'yt) =[(55 + (-)R,{J'- nlR{J~)a+54b+52c)JYo 

+ [(5a - ()R' - nlR)) a + 52b + 51CJY~. 
Bezeichnen wir wieder die in Klammem stehenden fiinf Ausdriicke 

als die SEIDELschen Bildfehler fiir gekriimmtes Objekt und Bild, dann 
gibt (3) 

5r = 51' 

5: = 52' 

5: = 53 - ()R' - nlR) , 
Wir sehen also, nur 5: und 

Objekt und Bildfeld abo 

5: = 54' I 
5: = 55 - {J~ nlR + {J' ;;~,.. (4) 

5: hangen von der Kriimmung von 
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Die einzelnen Bildfehler und ihr Zusammenwirken. 

Der Offnungsfehler (spharische Abweichung). 

§ 35. Der Fehler bei festern Objekt und fester Blende. 

In diesem Teil wollen wir die einzelnen BildfehlergroBen, die wir 
in § 33 kennengelemt haben, nach Moglichkeit isolieren und ihre 
Wirkung auf die Abbildung kennzeichnen. Wir wollen femer unter
suchen, wie die Fehler sich gegenseitig beeinflussen, und welche Fehler 
man gleichzeitig heben kann. 

Zuerst betrachten wir die vom Achsenpunkt des abzubildenden Ob
jekts herkommenden Strahlen. Wir setzen also Xo = Yo = a = b = O. 
Gleichung § 33 (14) gibt uns 

2 Aa , 5 ' I - A~. Xo = 1 C XB , 

2 Aa, 5 ' - A"2Yo = 1 c YB' 
2 

(1) 

Die vom Achsenpunkt des Objekts ausgehenden Strahlen durch
setzen die GAussische Bildebene in einem kleinen Kreis, dessen Ra-
dius r/ proportional 51 und 
proportional der dritten 
Potenz der Blendenoffnung 
ist. 

Man bezeichnet den 

AI? 

!II 
I 

durch 51 gegebenen Fehler --~=======~==-~-f!.-~~~~=-z' 
nach M. BEREK (1) als 
SEIDEL schen Offnungsfehler 
oder auch als SEIDELsche 
zentrische A bweichung. Der 
in der Literatur auch ge
brauchliche Name sPhii

, , , 
I 

',..,: E_--k;----+--.Lf'--! 
Abb. 48. Zum Offnungsfehler. 

(Uingsabweichung ,1' und Seitenabweichung e'.) 

rische Abweichung ist ungliicklich, da er auf der falschen Annahme 
beruht, daB die Kugelgestalt der brechenden Flachen an diesem Fehler 
schuld triige. 

Die vom Objektachsenpunkt ausgehenden Strahlen schneiden die 
Achse in der Entfemung LI' vom GAussischen Bildpunkt. LI' ergibt. 
sich zu 

(2) 

LI' wird als zentrische Liingsabweichung bezeichnet. Sie ist der 
zweiten Potenz der Blendenoffnung proportional, sowie proportional 51' 
dem SEIDELschen Offnungsfehler. 

1st 51 = 0, so sagt man nach BOEGEHOLD (14), der Objektpunkt 
werde in erster Annaherung scharf oder geschiirft abgebildet, oder auch 
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der SEIDELsche Offnungsfehler sei behoben. 1st 51> «) 0, so spricht 
man von zentrischer Ober- (Unter-) Korrektion. 

§ 36. Abhangigkeit von Objekt- und Blendenlage. 

Wir fragen nach der Abhangigkeit des SEIDELschen OffnungsfetJ-lers 
von Objekt- und Blendenlage. Gleichung § 33 (4) und § 33 (7) ergeben: 

~=~~, . I 

51 = :2(l4Sg+l3(45g+3i)+l2(2(25~+5g)+3(j)+l(4Sg+e)+S~). (1) 

Die erste Gleichung (1) lehrt uns, daB der Offnungsfehler durch 
Wahl der Blende nicht zu beheben ist; die zweite Gleichung (1) lehrt 
uns, daB es im allgemeinen hi:ichstens vier Punkte in einem System 
gibt, in denen man den Offnungsfehler heben kann. 

Nur wenn 
5~ =0, 

S° = - 2i I 5 4' 

sg = 0 
(2) 5g=--,i-, 

2s~+sg=-i(j, 

ist, ist der Offnungsfehler fUr aIle Objektpunkte behoben. Ein System, 
dessen Bildfehlergri:iBen die Form (2) haben, wollen wir als HERSCHEL
sches System bezeichnen. J. F. W. HERSCHEL (1) hatte 1821 zuerst die 
Forderung erhoben, ein System so zu korrigieren, daB aIle Achsen
punkte frei von zentrischer Abweichung abgebildet werden. 

Verlangen wir nur, daB ein unendlich kleines Stuckchen der Achse 
gesch1i.rft abgebildet werden solI, so muB die zweite Gleichung (1) eine 
Doppelwurzel haben. Einen so1chen Punkt wollen wir als HOCKINschen 
Punkt bezeichnen. Legen wir unsern Objektpunkt in diesen HOCKIN
schen Punkt, d. h. sei 1 = 0 die Doppelwurzel, so finden wir als not
wendige und hinreichende Bedingung fUr einen HOCKINschen Punkt: 

(3) 

Gleichung (3) ist der Ausdruck einer zuerst von HOCKIN (1) auf
gestellten Bedingung fUr das SEIDELSche Gebiet. Wir bezeichnen (3) 
als HOCKINsche Forderung. Sie ist notwendig und hinreichend dafUr, 
daB ein Stuck der Achse durch den Achsenpunkt gescharft abgebildet 
wird. 

Der Asymmetriefehler (Koma). 
§ 37. Der Fehler bei festern Objekt und fester Blende. 

Wir haben im vorigen Paragraphen die Abbildung eines Achsen
punktes durch unser System betrachtet. Wir wollen hier die Abbildung 
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eines Punktes betrachten, dessen Abstand von der Achse so klein ist. 
daB wir schon die zweite Potenz vemachHissigen konnen; bei dieser 
GroBenordnung ist natiirlich, wie auch aus § 34 (3) hervorgeht, ein 
ebenes Objekt- (Bild-) Flachenelement noch nicht von einem gekriimmten 
zu unterscheiden. 

Wir finden aus § 33 (14), da wir die in a quadratischen Glieder ver
nachlassigen wollen, 

Wir untersuchen die Abbildung eines in der yz-Ebene gelegenen 
Punktes (xo = 0, a = yt b = 2 yoy~, c = x'§ + y'§). (1) gibt 

, A~ (25 " + 5 ( ,2 + '2) , ') 1 x = -2A s 2XBYBYo 1 XB YB XB, 

(2) 
, fl' A~ (5 ( ,2 + 3 '2) + 5 ( '2 + '2) ') I Y - 0 Yo = - 2A 2 XB YB Yo 1 XB YB YB • 

3 

Wir konnen uns die dem Nachbarpunkt ent
sprechende Zerstreuungsfigur zusammengesetzt 
denken aus zwei sich iiberdeckenden Teilen, einem 
vom Offnungsfehler 51 herriihrenden Kreis, dessen 
Radius proportional 51' sowie proportional der 
dritten Potenz der Blendenoffnung ist (s. Abb. 49), 
und einer unsymmetrischen mit 52 verschwin
denden Zerstreuungsfigur (s. Abb. 50). 

Man bezeichnet 52 als SEIDELschen Asym
metriefehler, auch Komafehler. Betrachten wir 
nur den von 52 herriihrenden Teil der Zerstreu-
ungsfigur, so konnen wir folgendes aussagen 
(s. Abb. 50): Die Strahlen vom Nachbarpunkt, 
die durch die Peripherie eines Kreises der Aus
trittspupille vom Radius r~ gehen, durch

8i/rJ~PMI? 

y' 

<r-+--.:r;' 
I 
I , , 

------ifL-o-

Abb. 49. Zerstreuungsligur 
in der Bildebene liir Achsen
punkt und Nachbarpunkt 
bei reinem Offnungsfehler. 

stoBen die GAussische Bildebene in der Peripherie des durch 

(3) 

gegebenen Kreises. Alle diese Kreise haben ihren Mittelpunkt auf dem 
Lot, das vom zugehOrigen GAussischen Bildpunkt auf die Achse gefallt 
wird, und beriihren zwei Gerade, die durch den GAussischen Bildpunkt 
gehen und mit dem Lot je einen Winkel von ± 300 bilden. Diese selt
same, an einen Kometenschweif erinnemde Form, bei dem natiirlich 
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die Lichtstarke vom GAussischen Bildpunkt aus rasch abnimmt, 
hat zum Namen Komafehler AnlaB gegeben. 

8ildePeI76' 

r' 

pi ,x' 

Verschwindet der Asymmetrie
fehler S2' so entspricht jedem 
Punkt eines kleinen Flachenele
ments nach (2) in erster An
naherung ein gleich groBer Zer
streuungskreis. Eine solche Ab
bildung wollen wir als asym
metriefrei auch isoplanatisch be
zeichnen. 

1st 51 = 52 = 0, so wird em 
sehr kleines Flachenelement ge
scharft abgebildet; wir sprechen 
von nachstfeldgescharfter, auch 
aplanatischer Abbildung. 

Wir konnen ein Kriterium 
dafiir bekommen, ob ein Flachen
element asymmetriefrei oder 
nachstfeldgescharft abgebildet 

Abb. 50. Zerstreuungsfigur in der Bildebene fiir . d . d' St hI Nachbarpunkt bei reinem Asymmetriefehler(Koma). Wlr , wenn Wlr nur Ie ra en 
durch den Achsenpunkt (Rich

tungsccsinus ~o, 'r)o) durchrechnen. Unter Benutzung von § 33 (3) fin
den wir namlich, wenn wir in § 32 (1) Xo = Yo = ° setzen 

- n ~o = A2 XS + C23 CXS = A2 XS (1- (2~'2 A~ + A22 S2) c), l 
n' ~~ = A3XS + C33 CXS = A3XS (1- (2~'2A~ + 2-;3 51) c). I 

(4) 

1st 51 = 52 = 0, wird also ein kleines Flachenelement nachstfeld
scharf (aplanatisch) abgebildet, so ergibt (4) die Beziehungen: 

n ~o = n' P' ~~, } 
n 'r)o = n' P' 'r)~ . (5) 

Sei u (u') der Winkel zwischen Strahl und Achse, so folgt aus (5) 

n' P' sin u' = n sin u . (6) 

(5) ist der Ausdruck der ABBEschen Sinusbedingung fUr das SEIDEL
sche Gebiet. 

Gilt umgekehrt die Sinusbedingung. (5) und verschwindet 51' so 
folgt aus (4), daB auch S2 verschwinden muB. Die Erfiillung der Sinus
bedingung fiir die vom Achsenpunkt kommenden Strahlen ist also bei 
behobenem Offnungsfehler notwendig und hinreichend fUr niichstfeld
scharfe Abbildung. 
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Sei 52 = 0, aber 51 =l= 0, dann folgt aus (4) durch Einsetzen von 
LI' aus § 35 (2): 

- n ~o = A2 XB (1 - 2:'2A~) , 1 
n' ~~ = A3 XB (1 - 2:'2 A~) (1 - A~~') J 

(7) 

n' 
oder, da A = - k~ die Entfernung Bild - Austrittspupille, die so-

a 
genannte bildseitige 5trahlungsweite nach F. STAEBLE ist: 

n'{J'f ko+LI' =n~ I o ko 0' 

k' + LI' 
n' {J' fJ~ _o-ko- = n fJo ' r 

k' + LI' n' {J' _0 __ sin u' = n sin u 
k~ 0 o· 

(8) 

(8) ist der Ausdruck der STAEBLE-LIHOTZKYSchen Isoplanasie
bedingung im SEIDELschen Gebiet, s. § 51 (ll) ff. 

Fiir LI' =l= 0 kann man (8) nach k~ auflosen; das gibt 

- - -1 1 _ 1 (n' P' sin Uo ) 
ko - LI' n sin U o • (9) 

Die GroBen auf der rechten Seite von (9) sind von der Lage der 
Blende unabhangig. (9) kann also auch dazu dienen, die Lage der Blende 
zu finden, fiir die die Abbildung asymmetriefrei ist. 

DaB es fiir 51 =l= 0 imnier eine asymmetriefreie Blende gibt, erkennt 
man auch, wenn man gemaB § 33 (4) die Abhangigkeit des Asym
metriefehlers von der Blendenlage untersucht. 

§ 38. Abhangigkeit von der Objekt- und Blendenlage. 

Wir finden: 

S2 = q (P5~ + 5g) , l 
S;; = ~ (5g 13 + (3 sg +27:) 12 + (2 5~ + 5g + a) 1 + 5g) . 

(1) 

Aus der ersten Gleichung (1) geht hervor, daB es fiir einen Objekt
punkt, fiir den der Offnungsfehler nieht behoben ist, immer eine durch 

p = -}! ) 
oder n' = _ ~ + A2A~ (2) 

z' . 3 sg 

bestimmte feste asymmetriefreie Blende gibt. 
Eine bestimmte Blende wirkt im allgemeinen fiir drei Objekte als 

asymmetriefreie Blende. 
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Ein FHichenelement durch einen Objektpunkt wird asymmetriefrei 
ohne Rucksicht auf die Blendenlage dann und nur dann abgebildet, 
wenn 

(3) 

ist. Die Bedingung, daD unser durch S~ bis sg gegebenes System 
uberhaupt einen aplanatischen Punkt hat, ist also die, daD die 
beiden Gleichungen 

g2S1 - g~2=l3(Sg +i) +l2(2S~+Sg +2a)+l(3 sg+e)+S~ =o,} (4) 

gS2=t3Sg +l2(3Sg+2i) +l (2S~ +Sg+a)+Sg=O 

eine gemeinsame Lasung haben, d. h. die zugeharige Diskriminante muD 
verschwinden. 

J eder Punkt ist aplanatisch dann und nur dann, wenn 

S~ = sg = 2 S~ + sg = sg = sg = 0 '} (5) 

e= a= i=O 

ist. In Nichtknotenpunktsystemen gibt es hOchstens drei aplanatisch 
(nachstfeldscharf) abgebildete achsensenkrechte Flachenelemente. 

Fur ein System mit drei nachstfeldscharf abgebildeten Flachen
elementen mussen die rechten Seiten von (4) als Funktionen von l pro
portional sein. Das gibt 

J.sg=I!(Sg+i), I 
J.(3Sg+2i) =x(2S~+Sg+2a), (6) 

J.(2S~ + sg + a) = 1!(3Sg + e), 

J.sg = I!sL 

Ein System, dessen BildfehlergraDen (6) genugen, wollen wir als 
triaplanatisches System bezeichnen. Es ist wohl zu beachten, daD die 
Beziehungen (6) unabhangig von Objekt- und Blendenlage gelten 
mussen; allerdings andert sich naturlich der Proportionalitatsfaktor 
x: J.. 

Eine bestimmte Blende wirkt wegen (1 2) dann und nur dann fUr 
alle OQjektpunkte als asymmetriefreie Blende, wenn 

sg = 3 sg + 2 i = 2 S~ + sg + a = sg = 0 (7) 

ist. Eine solche Blende mage raumasymmetriefreie Blende heiDen. 
Gleichung (6) lehrt uns, daD ein System mit einer raumasymmetrie

freien Blende auch drei aplanatische Punkte hat. Aber es gilt auch das 
Umgekehrte. Sei fUr einen Objektpunkt Sl 9= 0, dann kann man nach 
(2) eine asymmetriefreie Blende finden. Legen wir die Blende dorthin, 
so wird in (6) x = 0, wir erhalten die Gleichungen (7). Wir sehen also, 
die so gefundene Blende ist raumasymmetriefrei. 

Ein HERSCHELsches System hat wegen § 36 (2) nur die Knoten
punkte (e = 0) als aplanatische Punkte. Es ist triaplanatisch nur dann, 
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wenn es das durch (5) bestimmte Knotenpunktssystem ist, bei dem 
y"eder Punkt aplanatisch ist. 

Die ABBEsche 5inusbedingung 52 = 0 und die HOCKINsche Be
dingung 52 = - ~ (} sind miteinander nur vereinbar, wenn der Ob
jektpunkt im Knotenpunkt liegt; nur dann kann also ein kleines Raum
element scharf abgebildet werden. 

Der Verzeichnungsfehler. 
§ 39. Der Fehler bei festern ebenern Objekt und fester Blende. 

Wir hatten in § 30 die Strahlen durch die Blendenmitte als Haupt
strahlen bezeichnet. Wenn wir jetzt mit demselben Namen die Strahlen 
durch die Mitte der Austrittspupille (x~ = y~ = b = c = 0) bezeichnen, 
so begehen wir damit eine kleine Ungenauigkeit; es k6nnte ja sein, 
daB die Blende, die an irgendeiner Stelle im Innern des Systems liegen 
kann, in den Bildraum mit Offnungsfehler behaftet abgebildet wiirde. 
Dieser Unterschied ist nicht sehr erheblich, da die zentrische Ab
weichung in der Blende von zweiter Ordnung klein ist, muB aber, wie 
die spatere Ubertragung auf endliches Gesichtsfeld zeigt, prinzipiell 
beachtet werden. Wir wollen in diesem Abschnitt unter Hauptstrahlen 
stets nur die Strahlen durch die Mitte der Austrittspupille verstehen. 
Urn den Leser an diesen Unterschied zu erinnern, werden wir das Wort 
"Haupt" kursiv drucken. 

Fiir die Hauptstrahlen finden wir aus § 32 (1) und § 33 (14): 

--- n~B = (AI + Clla) Xo = AIXO (1- (2~2Ai - 2AJ1 5 6 ) a) , I 
a), I 

( 1) 

n/~B = (A2 + C12 a)xO = A2Xo(l- (2~12A~ - ~2 55) 

'I'l' A~ 5 I Xo - p Xo = - IT 5 a Xo , 
3 

I I'l' A~ 5 Yo -- p Yo = -IT sayo' 
3 

(2) 

Gleichung (2) ordnet jedem Punkt der Objektebene eineindeutig 

einen Punkt der Bildebene zu, tat EE.' namlich den, in dem der zugeh6rige 
Hauptstrahl sie durchstoBt. Diese 
optische Projektion, die hier durch 
die Mitte der Austrittspupille 
vermittelt wird, ist dann und Abb.51. Zwn Verzeichnungsfehler. 
nur dann ahnlich, wenn 55 ver- (Optische Projektion eines Quadrates bei tonnen

fiirmiger, kissenf6nniger Verzeichnung.) 
schwindet. 

Bei dieser Zuordnung entspricht natiirlich einem Kreis urn den 
Objektachsenpunkt immer ein Kreis urn den Bildachsenpunkt; die Ab
bildung ist immer unverzerrt, aber der AbbildungsmaBstab andert sich, 
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und zwar mit der dritten Potenz der Achsenentfemung des Objekt
punktes. So entspricht dann einem Quadrat, dessen Mittelpunkt im 
Achsenpunkt liegt, bildseitig im allgemeinen nicht wieder ein Quadrat, 
sondem ein Gebilde, das je nach dem Vorzeichen von 55 an den Ecken 
eingedriickt oder auseinandergezerrt ist. Man spricht je nach dem Vor
zeichen von 55 von tonnenf6rmiger bzw. kissenfOrmiger Verzeichnung. 

Die Hauptstrahlen gehen im allgemeinen objektseitig nicht durch die 
Eintrittspupille, deren Abstand vom Mittelpunkt durch die objekt-

seitige Strahlungsweite ko = ; gegeben ist; der objektseitige Offnungs-
1 

fehler LIB ergibt sich aus (1) zu 

oder 

%0 ;B 

k + AB VI -- (;1 + 1'/1 ) 
nAB 

Ll B =-2A: 56a . 
1 

(3) 

Ein Vergleich mit § 35 (2) lehrt uns, daB wir 56 als objektseitigen 
SEIDELschen- ottnungstehler der A ustrittspupille bezeichnen k6nnen. 
56 hat also in bezug auf die Blende und den Objektraum dieselbe Be
deutung, wie 51 in bezug auf Objekt und Bildraum. 

Eine Blende, fUr die 56 = 55 = 0 ist, wollen wir als orthoskopische 
Blende bezeichnen. 

Fur eine orthoskopische Blende wird wegen (1) 
n;B 

-;=-=~~::::::;;::;:- = - A1xO ' 
-VI - (;1 + 1'/1) 

(4) 

also, wenn wir die Neigung der Hauptstrahlen gegen die Achse mit 

w, w' bezeichnen, dieVergroBerung der Eintrittspupille mit {3~ = _ ~l • 
a 

erhalten wir fUr eine orthosko pische Blende 

n' {3'e tg w' = n tg w , } 

LIB = O. 
(5) 

Gilt umgekehrt (5) fur die Hauptstrahlen, so wird das ebene Objekt 
verzeichnungsfrei projiziert; da in (5) keine GroBe vorkommt, die vom 
Objekt abhangt, so konnen wir schon schlieBen, daB durch eine ortho
skopische Blende iedes ebene Objekt verzeichnungsfrei abgebildet wird. 

1st fUr einen Blendenpunkt die Verzeichnung behoben, ohne daB 
die Blende zentrisch korrigiert ist, so finden wir, in Analogie zu § 37 (8): 

-VI - ~:; + 1'/1) = ko n;~B' I 
n';~ (6) 

-r==:==;::===:;:: = A x -VI - (W + 1'/~2) 2 0' 
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n ko + LIB tg W = n' PH tg w' I 
ko 

~ = ~ (nl flB tg w' _ 1) . 
ko LIB n tg w 

(7) 

Gleichung (51) wurde, allerdings fur endliehes Gesichtsfeld, von 
AIRY (1) angegeben, Bow (1) und SUTTON (1) wiesen wahl zuerst 
auf die Notwendigkeit von (52) hin. Gleichung (7) ist ein Spezialfall 
einer Bedingung, auf die M. v. ROHR (1) fUr verzeichnungsfreie Ab
bildung hingewiesen hat; bei M. v. ROHR (1) ist aueh der bildseitige 
evtl. Offnungsfehler der wirkliehen Hauptstrahlenkaustik berueksich
tigt (s. S. 162). Aus (72) geht ubrigenshervor, daB man fUr J B +0 (5 6 +0) 
immer ein Objekt finden kann, fur das unsere Austrittspupille als 
verzeichnungsfreie Blende wirkt. (72) kann zur Bereehnung dieser 
Obiektlage dienen. 

§ 40. Abhangigkeit von Objekt- und Blendenlage. 
Man erkennt dies aueh, wenn man die Abhangigkeit der Verzeieh

nung von Objekt- und Blendenlage untersueht. Wir finden aus § 33 (4) 
und (7): 

~ = + (P3S~ + 3 p2sg + P(2 s~ + sg) + sg) 'J (1) 

55 = g(lSg + sg). 
Gleiehung (1) lehrt uns: Fur einen festen Objektpunkt gibt es im 

allgemeinen drei Blendenlagen, fur die ein dureh ihn gehendes ebenes 
aehsensenkreehtes Flaehenelement verzeiehnungsfrei abgebildet wird. 

Fur eine feste Blende gibt es, wenn 56 + 0 ist, em festes, dureh 

(2) 

gegebenes Objekt, fUr das unsere Blende die Verzeichnung behebt. 
Die Verzeiehnung ist fur eine feste Blende unabhangig von der 

Objektlage korrigiert, wenn fur sie als Blendenpunkt S~ = S~ = 0 ist, 
d. h. wenn die Blende orthoskopisch ist. Eine orthoskopisehe Blende 
und nur sie gibt fUr alle ebenen Objekte eine verzeichnungsfreie op
tisehe Projektion. 

Ein System besitzt dann und nur dann einen orthoskopischen Punkt, 
wenn die beiden Gleiehungen 

q<S6 - qPS5 = P(sg + e) + P2((2S~ + sg) + 30-) I 
+ 3 P (sg + 0) + sg = 0, 

qS5 = p3S~ + 3p2 Sg + P(2S~ + sg) + sg = 0 

(3) 
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eine gemeinsame Wurzel haben. Ein optisches System hat unendlich 
viel orthoskopische Punkte nur, wenn gilt: 

s~ = sg = 2 s~ + sg = sg = sg = 0, } (4) 

e=a='t'=O. 

Ein Nichtknotenpunktsystem hat h6chstens drei orthoskopische 
Punkte. Ein System mit drei orthoskopischen Blenden heiBe triortho
skopisch. Die Bedingungen dafur, daB unser System triorthoskopisch 
ist, schreiben sich: 

AS~=,,(sg+e), I 
A3Sg = "(2S~ + sg + 3a), 

A(2S~ + sg) = "3(Sg + T), 

ASg = "sg. 

(5) 

Die Gleichungen (5) mussen fur ein triorthoskopisches System un
abhangig von der Lage von Objekt- und Bildpunkt bestehen. Wahlen 
wir als Blendenpunkt einen nicht orthoskopischen Punkt (S~ + 0), so 
kann man den Objektpunkt so wahlen, daB fur ihn S~ verschwindet. 
Dann muB in (5) " = 0 sein, wir erhalten also: 

(6) 

Der so bestimmte Objektpunkt ist von allen meridionalen Fehlem 
frei; ein Blick auf § 33 (4) zeigt, daB diese Eigenschaft von der Blen
denlage unabhangig ist. Einen solchen Punkt, in dem insbesondere 
die Verzeichnung unabhangig von der Blendenlage behoben ist, wollen 
wir als verzeichnungssicheres Objekt bezeichnen. 

Wir sehen: Nur in triorthoskopischen Systemen gibt es ein ver
zeichnungssicheres Objekt und umgekehrt: Besitzt ein System ein 
verzeichnungssicheres Objekt, so hat es drei orthoskopische Punkte. 

Aus § 36 (2) folgt: In einem HERSCHELschen System sind die 
Knotenpunkte uod nur sie orthoskopische Punkte; liegt die Blende in 
einem Nichtknotenpunkt, so ist die Verzeichnung nicht zu beheben. 

Aus § 38 (6) folgt: In triplanatischen Systemen kann hOchstens 
ein Knotenpunkt orthoskopisch sein. Ebenso aus (5): In triorthosko
pischen Systemen kann auBer dem verzeichnungssicheren Objektpunkt 
hOchstens ein Knotenpunkt aplanatisch sein. 

SchlieBlich erkennt man noch ohne Muhe folgendes: Von den vier 
nach § 36 (I) in einem System vorhandenen Punkten, in denen SI 
verschwindet,. sind in einem triplanatischen System drei Punkte apla
natisch, wahrend der vierte in der raumasymmetriefreien Blende liegt. In 
einem triorthoskopischen System sind von diesen vier Punkten drei 
orthoskopische Punkte, wahrend der vierte der verzeichnungssichere 
Objektachsenpunkt ist. 
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§ 41. Der Abstandsfehler bei gekriimmtem Objekt und Bild. 

Sei Objekt und AuffangfHiche gekriimmt, so durchstoBen die 
Hauptstrahlen Objekt und AuffangfHiche in Punkten, deren Koordi
naten durch 

* , {3' * A ~ S* * I Xo - oXo = - 2A,3 5 axO' 

*' {3' * - A ~ S* * Yo - oXo - - 2A-- 5 ayo' 
3 

(1 ) 

mit 

gegeben sind. Wir konnen auch hier von einer optischen Projektion der 
Auffangflache auf die Bildflache mit Hilfe der Hauptstrahlen sprechen. 
Verschwindet S:' so sind bei dieser Projektion die Abstande ent
sprechender Punkte von der Achse proportional. Wir konnen von einer 
solchen Abbildung nicht gut sagen, daB sie unverzeichnet ist, wir wollen 
dafiir jedoch die Bezeichnung abstandstreu einfiihren. Zwei Flachen
elemente werden also abstandstreu aufeinander abgebildet, wenn S: = 0 
ist. Die GroBe S: seIber bezeichnen wir als Abstandsfehler. 

Wie andert sich S:' wenn wir die Blende verschieben? § 34 (4), 
§ 33 (4) in Verbindung mit § 32 (5) gibt 

5: = ~ (S~P3 + 3sgp2 + (2S~ + S:O)P + stO) (2) 

eine Gleichung, die Formel § 40 (11) als Spezialfall enthalt. 
Verschwindet S: fiir festes Objekt und feste Auffangflache unab

hangig von der Blendenlage, so wollen wir von einer abstandssicheren 
Abbildung der beiden Flachenelemente aufeinander sprechen. Hierzu 
ist notwendig und hinreichend, daB fiir den Objektpunkt unabhangig 
von der Blendenlage gilt: 

(3) 

Aus (3) folgt nun sofort, daB es durch jedes aplanatische Punkte
paar (Sl = S2 = 0) zwei abstandssicher abgebildete Flachenelemente 
gibt. Zur Berechnung des Objekt- und Bildradius konnen die beiden 
letzten Gleichungen dienen. Wir finden: 

1 
nR 

1 
n'R' 

sg + f3'(2S~ + sg) 
f3~ - f3' 

sg + f3B(2S~ + sg) 
f3~ - f3' 1 

(4) 

Formel (4) versagt im allgemeinen nur bei brennpunktlosen Sy
stemen. 1st jedoch bei diesen brennpunktlosen Systemen 

, sg + B~ (2 S~ + sg) = 0, (5) 
Herzberger, Strahlenoptik. 9 
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so werden aIle die Objekt- und Bildflachenelemente durch die apla
natischen Punkte verzeichnungssicher abgebildet, fur deren Krum
mungen gilt: 

1 1 _ 2 So So _ 1 So 
n'R' - n R - 4 + 3 - - B~ 5' (6) 

Die Bildfeldfehler. 
§ 42. Die Fehler bei fester Lage von Objekt und Blende. 

Urn die noch nicht untersuchten Fehler zu isolieren, wollen Wlr 
nur die Strahlen betrachten, fur die die Austrittspupille so klein ist, 
daJ3 wir die zweite Potenz der Blenden6ffnung vernachlassigen k6nnen. 
Es empfiehlt sich hier, von vornherein Objekt- und Auffangflache als 
gekrummt anzusehen. Wir erhalten nun aus § 34 (3): 

( *, (J' * + A~ 5* *) 5 b * + 5* , 1 Xo - oXo 2Aa 5 axo = 4 Xo 3 axB , 

( 1) 
( *, (J' * -I A~ 5* *) 5 b * + 5* , Yo - oYo - 2A3 5 ayo = 4 Yo 3 aYB . 

Fiir einen in der Meridianebene gelegenen Punkt ergibt sich daraus: 

x*' - 5* y*'2 X' 1 o - 3 0 B' 

(Y;' - (J~y; + 2A~a Y; 3) = (254 + 5:) y~'2 y~. f (2) 

Gleichung (2) zeigt: Die vom Objektpunkt ausgehenden Strahlen 
durchstoJ3en die Bildflache in einer Figur, deren Projektion auf eine 
achsensenkrechte Ebene eine kleine Ellipse ist, deren Ralbachsen 
sich wie 

5* 3 
(3) 

verhalten. Der Mittelpunkt dieser Ellipse ist der Punkt, in dem der 
zugeh6rige Hauptstrahl die Auffangflache durchst6J3t. 

Wir wollen 5: als sagittalen Bildfeldfehler, 5( + 2 5: als meridia
nalen Bildfeldfehler bezeichnen. 

Ralten wir die Objektflache fest und verandern den Radius der Auf
fangflache, so andert sich die Gestalt der Ellipse. 

Setzen wir 

-/R' = 53 + 254 + ~R' ) n m n 

1 1 
n'R~ 53 + nR' 

(4) 

so erkennt man aus § 34 (4) und § 42 (2), daJ3 unsere Ellipse auf eine 
sagittal bzw. meridional gelegene Zerstreuungslinie zusammenschrumpft. 
Man bezeichnet R~ als Radius der meridianalen Bildfeldkriimmung, 
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R: als Radius der sagittalen Bildfeldkrummung; die durch 
1 1 

n'R' = 53 + 54 + n R (5) 
I" 

gegebene Kugel, auf der die Ellipse (2) zum Kreis wird, bezeichnet 
man als Kugel der mittleren Bildfeldkrummung. 

Besonders einfach werden die so eben dargestellten Tatbestande, 
wenn 54 = 0 ist. In diesem Fall ist die Ellipse (2) fUr jede Bildfeldflache 

l1eridignQ/e 
Bi/o'f't:/o'f/tYcI!e 

Ifill/ere 
Bi/o'ft/df/ilene 

Abb. 52. Zu den Bildfeldfehlern. 

y' 

p'----,J: 

J'f{fillule 
Dlldfe/df/tYche 

(Zerstreuungsfiguren auf der Kugel der meridionalen, mittleren und sagittalen Bildkriimmung.) 

ein Kreis; es ist R~ = R~ = R;, und die durch (4) oder (5) bestimmte 
AuffangfHiche wird sogar in einem Punkt durchstoBen. 

Die GroBe 54 bezeichnen wir nach einem Vorschlag von W. VOLK
MANN als Bildspannenfehler (er wird auch astigmatischer Fehler ge
nannt). 54 ist von der Krummung von Objekt- und AuffangfHiche un
abhangig. Einen Punkt, fur den 54 verschwindet, wollen wir als spannen
freien Punkt bezeichnen. Der Radius der Bildkugel wird durch 

1 _ 5 1 
n'R'- 3 + nR gegeben. 

(6) 

Den soeben skizzierten Tatbestand wollen wir mit Hilfe der in 
§ 14 gewonnenen Einsichten noch etwas naher analysieren. Betrachten 
wir die Strahlen, die von einem seitlichen Objektpunkt herkommen 
und durch die als klein angenommene Austrittspupille gehen. Be
trachten wir insbesondere zunachst den Hauptstrahl durch die Mitte 
der Austrittspupille. Auf ihm entspricht dem Objektpunkt ein meri
dionaler und ein sagittaler Bildpunkt. Die Nachbarstrahlen durch
stoBen ein Flachenelement durch den meridionalen Bildpunkt in einer 
sagittalen Zerstreuungslinie, ein Flachenelement durch den sagittalen 
Bildpunkt in einem Linienelement, das in der Meridianebene liegt. 

Aus den oben durchgefUhrten Betrachtungen folgt, daB im SEIDEL
schen Gebiet die meridionalen (sagittalen) Bildpunkte fUr ein Objekt-

9* 
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£lachenelement der Scheitelkrummung R auf einer Bildkugel liegen, 
deren Radius durch R'm bzw. R; gegeben ist. 

Wird der Achsenpunkt spannenfrei abgebildet, so wird jedes Flachen
element durch den Achsenpunkt stigmatisch abgebildet. Die meridio
nale und sagittale Bildfeld£lache fallen zusammen. Gleichung (6) gibt 
den Zusammenhang zwischen der Krummung von Objekt- und Bild
£lache. 

Vnter den gemaB (6) aufeinander stigmatisch abgebildeten Paaren 
von Flachen gibt es bei nicht brennpunktlosen Flachen nur ein durch 

nR= fJ~-fJ'-' 
1 sg +,8' sg ) 

(7) 
_1_ = sg + fJ~sg 
n' R' fJ~ - fJ' 

gegebenes Paar, das auch abstandstreu aufeinander abgebildet wird. 
1st das System brennpunktlos, dann gibt es entweder kein aufeinander 
abstandstreu abgebildetes Flachenpaar, oder es wird jedes (6) ge
nugende Flachenpaar aufeinander abstandstreu abgebildet. Notwendig 
und hinreichend dafUr ist, daB gilt: 

5g + B~5g = O. (8) 

Zu beachten ist, daB wir in diesem Abschnitt nur die Strahlen be
trachtet haben, fUr die die Blende klein ist; im allgemeinen werden sich 
die verschiedenen Fehler uberlagern. Hierbei haben die Bildfeldfehler 
den DurchstoBungspunkt des Hauptstrahls als Symmetriezentrum, der 
Offnungsfehler den GAussischen Bildpunkt, wahrend der Asymmetrie
fehler eine unsymmetrische Zerstreuungsfigur hat, die im GAussischen 
Bildpunkt eine Spitze besitzt. 

1st 5a + 54 = 0, so verschwindet der Radius der mittleren Bild
feldkriimmung fUr ein ebenes Objekt. Man sagt in diesem Fall, das Bild
feld ist in ubertragenem 5inne geebnet. 

Abhangigkeit der Bildfeldfehler von Objekt- und 
Blendenlage. 

§ 43. Die Bildspanne (Astigmatismus) in Abhangigkeit von der 
Objektlage. 

Aus § 33 (4) finden wir fUr 54: 

( 1) 
Wir sehen: 
Fur jedes Objekt gibt es im allgemeinen fiir 5g 2 - 5~ 5~ > 0 zwei· 

Blen¢tenlagen, fur die die Bildspanne behoben ist. 
Die spannenfreie Blende fallt fUr ein Objekt mit der asymmetriefreien 

Blende zusammen, wenn fur diesen Objektpunkt und beliebige Blende 
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gilt: Sg2 _ S~S~· O. (2) 

eine Bedingung, die zuerst von ZINKEN-SOMMER (1) aufgestellt wurde. 
Die Blendenlage ergibt sich aus 

sg s~ 
p = - so = - SO· 

1 2 
(3) 

Nahfeldgescharft abgebildete Objekte. Die Bildfeldspanne fur einen 
Objektpunkt und alle Blendenlagen ist nur dann behoben, wenn 

S~=sg=S~=O 

ist. Dann ist gleichzeitig Asymmetriefehler und Offnungsfehler fur den 
Achsenpunkt behoben. Einen solchen Punkt wollen wir als nahte1d~ 
geschiirft abgebildeten Objektpunkt bezeichnen. 

Wir wissen aus § 42, da Offnungs- und Asymmetriefehler von der 
Objekt- und Bildkrummung unabhangig sind, daB jedes FHichenelement 
durch einen nahfeldgescharft abgebildeten Objektpunkt im SEIDEL
schen Gebiet scharf abgebildet wird .auf ein Bildelement, dessen Krum
mung durch § 42 (6) gegeben ist. Unter diesen Objektelementen gibt 
es bei nicht brennpunktlosen Systemen gemaB § 42 (7) eins und nur 
eins, das auch abstandstreu abgebildet wird. In brennpunktlosen Sy
stemen wird jedes Element oder keins auch abstandstreu abgebildet, 
je nachdem, ob § 42 (8) erfullt ist oder nicht. 

Ein System besitzt nahfe1dgeschiirft abgebildete Objekte, wenn die 
drei Gleichungen 

g2S1 - 2g1~2 + 1~4 = 12(S~ + 0') + 1(2Sg + e) + S~ = 0, I 
g S2 - 1 S4 = 12 (sg + 1') + 1 (S~ + sg + 0') + sg = 0, 

S4=12Sg + 1(2Sg+1') + S~=O 
eine oder mehrere gemeinsame reelle Losungen haben. 

(4) 

Alle Objekte werden nahfeldgescharft abgebildet nur III Knoten
punktsystemen mit 

S~ = sg = sg = S~ = sg = sg = O,} (5) 
e=O'=1'=O. 

In Nichtknotenpunktsystemen gibt es hochstens zwez nahfeld
gescharft abgebildete Objektpunkte. 

Systeme mit zwei nahfeldgescharft abgebildeten Objekten. Die Glei
chungen (4) gelten, wie immer Objekt und Blende liegen. Wir legen den 
Objektpunkt in das eine nahfeldgescharft abgebildete Objekt (1 = 0), 
die Blende in das andere, so haben wir 

S~=sg= s~=o,} (6) 
S~ + 0' = sg + l' = sg = O. 

Aus (6) folgt 0' = 0, d. h. wegen § 33 (12): 
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Die beiden nahfeldgescharft abgebildeten Objekte liegen III rezi
proken Punkten 

(7) 

Fur die Krummung von abstandstreu abgebildeter Objekt- und 
Bildflache findet man 

n2 1 
1 f3' sg - T 1 n'2 fJ' sg - T 

(8) 
nR ~~ 

, 
n'R' n2 1 

n'2 fJ' - fJ' n'2 fJ' - fJ' 

Da 7: in Nichtknotenpunktsystemen nicht gleichzeitig mit (f ver
schwinden kann, ist es unmoglich, daB Objekt- und Bildflachenelement 
eben sind. Verzichten wir jedoch auch auf die Abstandtreue, so bildet 
jedes durch (6) gegebene System mit 53 = ° zwei ebene Flachen
elemente in reziproken Punkten eben abo 

Betrachten wir den Sonderfall, daB die beiden reellen Losungen 
von (4) zusammenfallen. Legen wir den Objektpunkt III diesen Punkt 
und lassen vorerst die Blende beliebig. Das gibt 

s~ = sg = 52 = ° , 1 
2Sg + e = sg + S~ + (f = 2Sg + 7: = ° . J (9) 

(9) gibt zunachst e = 0, der doppelt nahfeldgescharft abgebildete 
Objektpunkt liegt, im Einklang mit (7), in einem Knotenpunkt 

(10) 

Legen wir die Blende in den zweiten Knotenpunkt, dann wird 

e =0, 

Wir finden an Stelle von (9) 

s~ = sg = S~ = ° , 
sg= o. 

7: = 0. (11) 

so - _ (f - ::T: -'L ) 
,3- -'nn" (12) 

Fur die Krummung der auch abstandstreu abgebildeten Objekt- und 
Bildflachenelemente finden wir 

_1__ _~_ 
n'R' - ± 2 n n' . (13) 

In (11) bis (13) gilt das obere Vorzeichen, wenn der positive Knoten
punkt nahfeldgescharft abgebildet wird. rp bedeutet die Brechkraft des 
Systems. 

Wir untersuchen zum SchluB die in den vorigen Abschnitten be
handelten besonderen Systeme daraufhin, ob in ihnen nahfeldgescharft 
abgebildete Objekte vorkommen konnen. 
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Zuerst die HERSCHELschen Systeme (§ 35). Wir legen den Objekt
punkt in den einen, die Blende in den anderen Knotenpunkt. 

Dann ist 

a = ± L" 1" = 0, 1 nn 

s~ = sg = sg = sg = 0, sg + 2S~ = - : a = ":f23n~'. 

(! = 0, 
'(14) 

Setzen wir (14) in (4) ein, so erhalten wir 

12 (S~ + a) = 0, ) 

1 (S~ + (;-)) = 0, 

S~=o, 

(15) 

oder in Wort en: 
Ein HERSCHELsches System kann h6chstens einen (nicht doppelt 

gezahlten) nahfeldgescharft abgebildeten Objektpunkt haben, der in 
einem der Knotenpunkte liegt. 

Die triaplanatischen Systeme (§ 38). Wir legen die Blende in die 
raumasymmetriefreie Blende, den Objektpunkt in einen aplanatischen 
Punkt und haben [§ 38 (7)J 

S~ = sg = 2S~ + sg + a = 3Sg + 21" = sg = 0. (16) 
Setzen wir (16) in (4) ein, so gibt das 

12(S~+a)+I(!x =0, 

12; -IS~ =0, (17) 
T 

-13 + S~ =0. 

Ein triaplanatisches System hat einen nahfeldgescharft abgebildeten 
Objektpunkt, wenn entweder 54 verschwindet oder 

so (SO + a) _ e T 
4 4 - 3 

ist. 
Zwei nahfeldgescharft abgebildete Punkte 

besitzt das obige System dann und nur dann, wenn 

54 = 1" = ° 

(18) 

(19) 

(20) 

ist. Die raumasymmetriefreie Blende liegt dann in einem Knotenpunkt; 
sie ist gleichzeitig der dJitte aplanatische Punkt des Systems. 

Fiir die Bildfehler dieses besonders bemerkenswerten Systems finden 
wir bei beliebigem Objektpunkt und Blende in der asymmetriefreien 
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Blende aus § 33 (7): 
- I 
51 = -sl(la + e), g 

5 2 =,0, 

53 = - a, 

5.t = ,0, 

5 5 = 0, 

56 = o. 

(21) 

Wir sehen, in diesem Fall ist die raumasymmetriefreie Blende zu
gleich HOCKIN scher und aplanatischer Punkt, als auch orthoskopische 
und raumspannenfreie Blende. Der letztere Ausdruck soIl eine Blende 
bezeichnen, durch die fUr aile Objektpunkte die Bildspanne gehoben ist. 

Die Kriimmung der abstandstreu abgebildeten Flachenelemente 
durch die nahfeldgescharft abgebildeten Punkte finden wir zu 

I {3' (] 
nR = + fJ'- {3B' 

_1_ = _ {3B~ 
n' R' {3' - {3B ' 

(22) 

mit 

Es ist wieder nicht moglich, daB Objekt- und Bildflache eben sind. 

Die triorthoskopischen Systeme (§ 40). Wir legen den Objektpunkt 
in das verzeichnungssichere Objekt, die Blende in eine orthoskopische 
Blende. Dann haben wir [§ 40 (6)J 

s~ = sg = 2S~ + sg = sg = sg = o. 
Setzen wir (23) in (4) ein, so ergibt sich: 

l2(S~+a)+le =0, 1 
l27: + l(a - S~) = 0, 

h+S~ =0. 

(23) 

(24) 

Ein triorthoskopisches System kann hochstens ein nahfeldgescharftes 
Objekt besitzen. Wird das verzeichnungssichere Objekt selbst nahfeld
gescharft abgebildet (S~ = 0), so haben wir 

s~ = sg = sg = s~ = sg = sg = o. (25) 

Das verzeichnungssichere Objekt wird frei von allen SEIDELschen 
Bildfehlern eben abgebildet. 

§ 44. Die Bildspanne in Abhangigkeit von der Blendenlage. 

Aus § 33 (7) finden wir 

( 1) 



§ 44. Die Bildspanne in Abhangigkeit von der Blendenlage. 137 

Zu jeder Blende gibt es im allgemeinen fUr (s~ + ; r -S2 sg > 0 

zwei Objektlagen, fUr welche die Blende als spannenfreie Blende wirkt. 
Sie ist fUr ein Objekt gleichzeitig verzeichnungsfreie Blende, wenn 

fUr diese Blende und beliebigen Objektpunkt 

(2) 
ist. 

Raumspannenfreie Blende. Verschwindet die Bildspanne bei fester 
Blende fUr aIle Objektlagen, so nannten wir die Blende raumspannen
freie Blende. Wir erhalten als Bedingung: 

S~ = 0, 

(3) 

sg = O. 

Wir sehen, eine raumspannenfreie Blende wird stets zentrisch ab
gebildet. Die zweite Bedingung in (3) ist eine Bedingung fur die Nei-

gung der H auptstrahlen. Wir wollen eine Blende, in der S~ = - ; 

und S~ = 0 gilt, als MERTEsche Blende bezeichnen, nach W. MERTE (2), 
der (1930) zuerst die Aufmerksamkeit auf das hier behandelte Problem 
der spannenfreien Abbildung des Raumes durch eine enge Blende 
lenkte. 

Ein System hat dann und nur dann eine raumspannenfreie Blende, 
wenn [siehe § 33 (4) und (14)J die drei Gleichungen 

q2S6 - 2pq (55 + ~-) + PS4 = P (S~ + a) + 2P (S~ + T) =0, 

2q(55 + ;)_2PS:=P2(2Sg+e)+2P(S2+Sg+a)+(2S~+T)=0, (4) 

S4 = p2S~ +2pSg + S2 =0 
eine gemeinsame Lasung haben. 

Jede Blende ist raumspannenfreie Blende nur III Knotenpunkt
systemen mit 

s~ = sg = sg = S~ = S~ = sg = 0, } 

e=a=T=O. 
(5) 

In Nichtknotenpunktsystemen gibt es hachstens zwei raumspannen
freie Blenden. 

Zwei raumspannenfreie Blenden. Legen wir Objekt und Blende in 
je eine der raumspannenfreien Blenden, so wird 

S~ + a = 2 sg + e = S~ = 0, } 

sg """ 2 sg + T = S~ = 0, 
(6) 
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also a = 0; wir sehen, aueh zwei raumspannenfreie Blenden k6nnen 
nur in reziproken Punkten liegen: 

P' P' ( n )2 IB 2B = -;i . (7) 

Set zen wir (6) III § 43 (4) ein, so erhalten wir 

o = 0, 1 
l2 ~ + l so - -~ = 0 I 2 3 2 ' 

o =0. 

(8) 

Wir sehen, ein System mit zwei raumspannenfreien Blenden hat 
stets aueh zwei, allerdings nieht notwendig reelle nahfeldgescharft ab
gebildete Objektpunkte. Aber aueh das Umgekehrte gilt: Sei ein System 
mit zwei nahfeldgescharft abgebildeten getrennten Objektpunkten ge
geben; wir legen Objekt und Blende in diese beiden Punkte und setzen 
§ 43 (6) in (4) ein, das gibt 

o = 0, I 
p2 (! + 2 P sg - T = 0, 

o =0, 

(9) 

das System hat also zwei (nieht notwendig reelle) raumspannenfreie 
Blenden. Habe unser System einen doppelt gezahlten nahfeldgeseharft 
abgebildeten Objektpunkt, der in einem Knotenpunkt liegt; legen wir 
die Blenden in den zweiten Knotenpunkt und setzen § 43 (12) in (4) ein, 
so haben wir 

pa + sg = 0, I 
o =0, (10) 

o =0. 

Das System hat wieder zwei (nieht notwendig reelle) raumspannen
freie Blenden. 

Es bleibt noeh der Fall zu betraehten, daB zwei zusammenfallende 
raumspannenfreie Blenden vorhanden sind. (4) gibt dann, wenn wir 
die Blende in die raumspannenfreie Blende legen, 

sg = 2 sg + T = S~ = 0, l 
sg + T = S~ + sg + a = sg = 0, J (11) 

also T = 0, d. h. die Blende liegt in Ubereinstimmung mit (7) in einem 
Knotenpunkt. (11) lehrt uns, daB die raumspannenfreie Blende in diesem 
Fall aueh orthoskopische und raumasymmetriefreie Blende ist. Es gibt 
stets zwei (nieht notwendig reelle) nahfeldgeschiirft abgebildete Objekt
punkte, deren Lage sieh aus § 43 (4) aus der Gleiehung 

l2 a + l (! + S~ = 0 (12) 
erreehnet. 
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Wir untersuchen zum SchluB, ob in den friiher untersuchten be
sonderen Systemtypen spannenfreie Blenden vorkommen konnen. 

Die HERSCHELschen Systeme. Wir legen wie in § 43 Objekt und 
Blende in die Knotenpunkte und set zen § 43 (14) In (4) ein. Das gibt 

P(5~ + a) = 00', I 
2P(5~+ ~) = (13) 

52 = 0, 

Nur im Knotenpunkt kann eine nicht doppelt ziihlende raumspannen
freie Blende liegen. Dann wird der andere Knotenpunkt nahfeldgescharft 
abgebildet. 

Die triapianatischen Systeme. Wir legen die Blende in die raum
asymmetriefreie Blende, den Objektpunkt in einen aplanatischen Punkt 
und setzen § 43 (16) in (4) ein. Das gibt: 

p2 (5~ + a) + i P 7: = 0, 

p2 e - 2 P 5~ - -;- = 0, 

5~ = O. 

(14) 

Der Objektpunkt muB selbst ohne Bildspannenfehler abgebildet 
werden, auBerdem muB die raumasymmetriefreie Blende im Knoten
punkt liegen. Die Blende ist dann doppelt gezahlte raumspannenfreie 
Blende, wir haben das in (11) gekennzeichnete System mit 

5~ = 5g = 5~ = 5g = 5g = 0, 

5g = - a, 7: = o. 
Aplanatisch sind Objekt, Blende und der durch 

l = - (L 
gegebene Punkt. a 

} (15) 

(16) 

Die triorthoskopischen Systeme. Wir legen die Blende in eine ortho
skopische Blende, das Objekt in den verzeichnungssicheren Objektpunkt 
und setzen § 43 (23) in (4) ein. Das gibt: 

p2 (5~ + a) + 2 P 7: = 0, l 
p2 e -2p(54 -a)+7:=0, 

54 = O. 

(17) 

Nur wenn der verzeichnungssichere Objektpunkt auch nachstfeld
gescharft abgebildet wird und eine orthoskopische Blende in einem 
Knotenpunkt liegt, gibt diese eine raumspannenfreie Blende, die in 
Nichtknotenpunktsystemen niemals doppelt gezahlt werden kann. 

Die Systeme mit zwei nahfeldgescharft abgebildeten Punkten haben 
wir schon oben behandelt. 
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§ 45. Die mittlere Bildfeldkriimmung in Abhangigkeit 
von Objekt- und Blendenlage. 

In derselben ausfiihrlichen Weise, wie wir in §§ 43, 44 die Bild
spanne behandelt haben, kannten wir auch die andern Bildfeldfehler 
behandeln. Wir untersuchen noch die mittlere Bildfeldkriimmung 
(53 +54). 

Die Abhangigkeit von Objekt- und Blendenlage ergibt sich aus 
§ 33 (4) und (7) zu 
~ 

53+S4=2p2S~+4pSg+(Sg+S~), } 
(1) 

53 + 54 = 212 sg + 21 (2 sg + -r) + (sg + s~). 
Zu jedem Objektpunkt gibt es im allgemeinen zwei bildfeldebnende 

Blenden, zu jeder Blende im allgemeinen zwei Objektpunkte, die durch 
sie bildfeldebnend abgebildet werden. 

Die bildfeldebnenie Blende fa.llt mit der asymmetriefreien Blende 
zusammen, wenn die BEREKsche Bedingung BEREK (1). 

(2) 

erfiillt ist. Eine Blende wirkt flir ein Objekt als verzeichnungsfreie und 
bildfeldebnenie Blende gleichzeitig, wenn 

(3) 
ist. 

Der Ausgangspunkt ist unabhangig von der Blendenlage bildfeld
geebnet, wenn 

(4) 

Ein solches Objekt, das also gleichzeitig aplanatisch ist, wollen wir 
als nahfeldgeebnetes Objekt bezeichnen. 

Ein System' hat einen nahfeldgeebneten Objektpunkt, wenn die 
drei Gleichungen 

(sg + :;5; ~:~~:: :(~(~:~ ::~~ :)s~_ 2Sg = ~: I 
2 sg 12 + 21 (2 sg + -r) + S~ + sg = 0 

(5) 

eine gemeinsame Lasung haben. 
Systeme mit zwei nicht zusammenfallenden nahfeldgeebneten Ob

jektpunkten sind, wenn man Objekt und Blende je in einen der beiden 
Punkte bringt, gegeben durch 

S~ = sg = sg + S~ = 0, } (6) 
Sg+S2+2a=Sg+-r =sg. 

Auch hier wird a ='0, d. h. die beiden nahfeldgeebneten Objekte 
miissen in reziproken Punkten liegen. 
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Systeme mit einem doppelt ziihlenien nahfeldgeebneten Objekt 
geben, wenn wir den Objektpunkt dorthin setzen, 

s~ = S2 = sg + S~ = 0 , } (7) 

2 sg + e = 3 S~ + sg + 2 0' = 2 sg + i = 0 . 

Der Objektpunkt ist also Knotenpunkt; bringen wir die Blende in 
den anderen Knotenpunkt, so wird 

s~ =0, 
sg =0, 

sg=+O', 
~:;", I (8) 

Die Ausgangsblende wirkt fUr aUe Objektpunkte als bildfeldebnende 
Blende, wenn 

(9) 

sg = 0 

ist. Dann muB also die Blende auch eine MERTEsche Blende sein. Eine 
solche Blende bezeichnen wir als raumbildfeldebnend. 

Ein System besitzt eine raumbildfeldebnende Blende, wenn fUr das
selbe die drei Gleichungen 

(sg + S~ + 20') q2 + 2 (S2 + i) q + 2 sg = 0 , I 
2 (2 sg + e) q2 + (3 s~ + sg + 20') q + 2 (2 sg + i) = 0 , (10) 

2 S~ q2 + 2 sg q + sg + S~ = 0 

eine gemeinsame Lasung haben. 
Systeme mit zwei nicht zusammenfallenden raumbildfeldebnenden 

Blenden sind wieder dadurch ausgezeichnet, daB die beiden Blenden 
in reziproken Punkten liegen. Legen wir den Objektpunkt in den einen, 
die Blende in die andere raumbildfeldebnende Blende, so werden die 
SEIDELschen FehlergraBen 

S~ = sg +~- = sg + S~ + 2 a = 0, I 
• (11) 

sg = sg + -2- = sg + S~ = 0 . 

Systeme mit einer doppelt ziihlenden raumbildfeldebnenden Blende 
sind dadurch charakterisiert, daB diese Blende in einem Knotenpunkt 
liegen muB. Wir finden bei beliebiger Objektlage und Lage der Blende 
III der raumbildfeldebnenden Blende 

sg = - S~ = 0', 

i =0. 

sg =0, 
(12) 

Die raumbildfeldebnende Blende ist gleichzeitig orthoskopisch und 
raumasymmetriefrei. 
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§ 46. Die Bedeutung der Petzvalbedingung. 

Die GroBe 
(1) 

wird als Petzvalkriimmung bezeichnet. Wir werden § 48 (2) sehen, daB 
sie sich in einfacher Weise aus den Krummungsradien des abbildenden 
Systems berechnet. 

P ist die einzige AbbildungsgroBe dritter Ordnung, die nicht zur 
nullten Gruppe gehOrt (s. § 32). Wie § 33 (4) und (7) zeigen, ist P unab
hiingig von der Lage von Objekt und Blende eine Konstante des Systems. 

Gibt es in einem System ein nahfeldgescharft abgebildetes Flachen-

element; und sei! bzw. ~, ·die Krummung des scharf abgebild~ten 
Objekts (Bilds), so folgt aus 

51 = 52 = 5: = 54 = 0 
und 

fur die Petzvalkrummung die wichtige Gleichung 

p=n,lR'-n~' I 
5: = 5a - P. 

(2) 

(3) 

Wir erkennen: Nur wenn P verschwindet, ist es uberhaupt denk
bar, daB ein System ein ebenes Flachenelement scharf und eben ab
bildet (Petzvalbedingung, s. PETZVAL (1)). 

In § 42 haben wir gesehen, daB die Hauptstrahlen jedem Punkt 
eines achsensenkrechten Objekts ein oder zwei Bildpunkte zuordnen, 
je nachdem 54 = 0 oder =1= 0 ist. Betrachten wirmit W.R. HAMILTON (5), 
A. GULLSTRAND (5) und H. BOEGEHOLD (10) einen beliebigen anderen 
Strahl, der die Blende durchsetzt, als Anfangsstrahl. Rechnen wir unsern 
Objektpunkt entlang diesem Strahl durch das System durch, so k6nnte 
es sein, daB auf diesem Strahl der Ausgangspunkt ein Stigmatpunkt ware. 
Die hier vorgenommene Betrachtung ist eine Verallgemeinerung der Be
trachtungen von § 43. Wir hatten dort eine Verschiebung der Austritts
pupille langs der Achse zugelassen. Das wiirde in der obigen Sprech
weise bedeuten, daB wir die Objektpunkte nur auf den Meridianstrahlen 
durchrechnen. 

Urn unser Problem allgemein zu behandeln, schreiben wir die SEIDEL
schen Gleichungen § 34 (3) fUr einen Meridianpunkt Xo = 0, und ge
krummtes Objekt wie Bildfeld hin. Wir haben 

(4) 
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Wir betrachten als Anfangsstrahl den Strahl, der durch den Punkt 
x~, y~ geht. Wir fragen, wann fUr diesen Strahl der Punkt Xo = 0, y; 
des Objekts ein Stigmatpunkt ist. Dazu ist notwendig und hinreichend, 
daB die Ableitung der beiden Gleichungen (4) nach x~ und y~ ver
schwindet. Wir erhalten die Gleichungen 

s; 0 Y& 2 + 2 sg yri y~ + s~ (3 x1 -+- y1) = 0, } 

(2S~ + sg*) y&2 + 6Sg Yo y~ + S~ (X~2 + 3 y~2) = O. (5) 

2 sg yri x~ + 2 S~ y~ x~ = O. (6) 

Es sind wegen (6) zwei Faile moglich, je nachdem, ob XB verschwindet 
oder nicht. 

1. Fall. XB = O. Der spannenfreie Hauptstrahlliegt in der Meridian
. ebene. Die Gleichungen (5) geben 

sg* y&2 + 2 sg yri y~ + S~ y~2 = 0, } 

(2S~ + S;) y&2 + 6Sgyri y~ + 3S~y~2 = O. (7) 

Aus (7) errechnet man 

S4 -S; = 0 = p - (n'~' - nlR) (8) 

in Ubereinstimmung mit (3). Yo ergibt sich aus 

S~yri2 + 2Sgy&y~ + Sb~2 = 0, (9) 

einer Gleichung, die mit § 43 (1) identisch ist. Es gibt zwei spannen
freie Meridianstrahlen also dann und nur dann, wenn 

Sg2 -S~S~ > 0 (10) 

ist. Die den beiden spannenfreien Hauptstrahlen entsprechenden Bild
punkte fallen zusammen. Radius der Bild- und Objektkugel hangen 
durch (8) zusammen. 

2. Fall. x~ 9= O. Es gibt keinen spannenfreien M eridianstrahL Wir 
setzen gemaB (6) 

, sg * 
YB=-SOYo 

1 

in (5) ein und finden 

+ 3S~X~2 =0, I 
(2S~ + sg*) y&2 - 3 :r y&2 + S~ X~2 = 0, 

1 

daraus nach Elimination von S~* 

'2 - s~ s~ - sgs *2 1 
XB - SOS Yo 

1 

, S8 * YB = - <;0 Yo . 
-1 

(Il) 

(12) 

(13) 
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Gleiehungen (13) und (10) lehrten uns, daB es nur entweder zwei zur 
Meridianebene windschieje spannenfreie Strahlen gibt, oder zwei span
nenfreie M eridianstrahlen. Die Bildkrummung hangt hier mit der Ob
i ektkrummung dureh die Beziehung zusammen: 

_1 ___ 1_ = P + S* _ S = P + 4(sg2~:-5~ 5~) 
n' R' n R 3 4 5~' (14) 

Die Petzvalkrummung entseheidet also in diesem Fall nieht allein 
uber die Bildfeldkrummung. Je naeh dem Vorzeiehen von S~ ist die 
Bildfeldkrummung der aueh in dies em Fall einzigen anastigmatisehen 
Bildflaehe groBer oder kleiner, als sie naeh Formel (3), sein muBte. 

GULLSTRAND (6) bezeiehnet diesen zweiten Fall als atypische Ab
bildung, den erst en Fall als typische Abbildung. 1m ersteren Fall ist 
S~2 - S~ S~ < 0, im zweiten ist S~ 2 - S~ S~ > o. 

Es bleibt der Fall S~2 = S~ S~. Hier fallt [siehe § 43 (2)J die spannen
freie mit der asyrnmetriefreien Blende zusammen, Es gibt nur einen 
Strahl, auf dem der Objektpunkt stigmatiseh abgebildet wird. 

Die asyrnmetriefreie Blende (sg = 0) hat ubrigens sowohl im ty
pisehen wie im atypisehen Fall eine interessante Bedeutung. Die Dureh
stoBungspunkte der Strahlen, die eine spannenfreie Abbildung geben, 
liegen in ihr stets symmetriseh zum Aehsenpunkt. Wir finden aus (9) 
bzw. (13) fur sg = 0 

im typisehen bzw. 

im atypisehen Fall. 

X~ = 0, 

y~2 = __ (~}) Y62 

'2 _ 5~ *2 1 
XB - S0 Yo ' 

y~ = 0 1 J 

Die Realisierung der SEIDELschen Abbildung. 
§ 47. Die Zusammensetzung von Abbildungen, 

(15) 

(16) 

Gegeben seien zwei rotationssymmetrisehe Systeme mit gemein
samer Aehse, derart, daB der Objektraum des zweiten mit dem 
Bildraum des erst en ubereinstimmt. Das erste System bilde im 
GAussisehen Gebiet die beiden Punkte P = wP und E = wE ab 
auf (12)P = wP' = (2)P bzw. (12)E = wE' = (2)E, das zweite System 
bilde im GAussisehen Gebiet (2)P und (2)E auf (2)P' = P' und (2)E' = E' 
abo Die SEIDELsehen Bildfehler fur die Abbildung eines FHichenelements 
dureh das erste System, mit Objektpunkt in wP und Austrittspupille 
in wE', seien dureh WSI ... WS6 gegeben, die Bildfehler fUr das zweite 
System mit Objekt in (2)P und Blende in (2)E' dureh (2)SI bis (2)56 ; 

gesuehtsind die Bildfehler fUr das Gesamtsystem mit Objekt in P und 
Blende in E'. 
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Seien k, k~ = - k2' k' die 5trahlungsweiten in Objektraum, Zwi
schenraum, Bildraum; seien (Oll{l', (121{l', «Oll{l~, (121{l~) die GAussischen 
VergroBerungen, mit denen im GAussischen Gebiet ein achsensenk
rechtes Flachenelement im Objekt (Blendenpunkt) durch das erste, 
bzw. im ersten Bildpunkt durch das zweite Teilsystem abgebildet wird. 

Wegen der allgemein giiltigen Beziehungen 

n' 
Aa =-IT ( 1) 

erhalten wir nun, wenn wir aile Strahlungsweiten vermittelst (1) durch 
k' ausdriicken, 

(S)A S ~ ~ R'2. 
A2 - n'p's (12)1-' , 

(Z) 2 

A· h' 

Ai =n'p'z· (2) 

Wir erhalten nun aus § 33 (14) die drei Gleichungen 

2h' 
- n' p'2(2alP' «nx' - U21{J'(1)X) = (2al{J'B [«(1)55 (1)a + (1)54 (1)b + (115 a (1)c) x 

+ «(])5a ula + (1)52 (1)b + (ll51 m C) (lIX~] , . 
1 

= -P'B [«215 5 (21a + (215 4 (21b + (215 a (2I C) (21X ) (3) 
(12) 

+ «215 a (21 a + (2)52 (2)b + (2)51 (2I C) x'B]' 

- n:;:i (x' - (l' x) = [(55 a+54 b+5ac) X+ (5aa+52b+51c)x~]. 
Nun ist aber die rechte Seite aller Gleichungen (3) von dritter Ord

nung, man kann also ohne unzulassige Vernachlassigung hier setzen: 

, 1, 
,,'" ~ ",,{J' x, I (1)XB = --p,-XB, 

(23) B 

(1)a =a, {l'2 (2)a = (2) a, 

(1)b 
1 

(2)b = U21P' b , 

j 
(4) 

=-p-b , 
. (2S) B 

1 
(1)c = --p12c, wC =C. 

(23) B 

Addiert man die beiden ersten Gleichungen in (3), so erh1i.lt man 
die dritte. Durch Koeffizientenvergleichung findet man 

51 = (~p.,)2 (1)51 + ( Ip,)2 (215 1' 
(23) B (12) 

54 = (1)54 + (2)54 , 

.55 = (2a){l~ (1)55 + (l2)P' (215 5 , 

50 = «231{l~)2 (1)56 + (021{l')2 (2)56 . 
Herzberger, Strahlenoptik. 

(5) 

10 
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Die letzte Gleichung folgt naturlich nicht direkt, sie kann aber aus 
der Bedeutung von 56 in Analogie zu 51 sofort erschlossen werden. 
Fallt Objekt oder Blertde in einem der Mittel ins Unendliche oder in 
den Brennpunkt, so muB man obige Gleichungen abandern mit Hilfe 
der Beziehungen [so § 33 (16), (18)J 

. 1 11'2 ~ n2 " 
hm f3'2::;- 51 -+ 2 51 , 
k~oo k'2 rp 

bzw. (6) 

/;2 _ rp2 'A 
lim/JB2 =-5 6 -+ 2 56' 

k2 n 

Fur die Bildfehler eines aus endlich vielen Systemen zusammen
gesetzten Ausdruckes erhalt man schlieBlich allerdings unter evtl. Ab
anderung gemaB Formel (6): 

5, ~ i, (--f3I~f3' r (v) 51 , 54 = .2~" (v) 54 , 1 
1 r. (1 v) (v x) B r. 

52 = 2 (_{3,2--rif ) (v) 52 , 55 = .21~ (1v)/J' (vl<)/JB) (1.)55, 1 
1 (h) (vxWB r. 

53 = .2(v) 53 , 56 = .2 (1 v){J' (",,)/J~)2 (v)56 • 
1 1 

(7) 

Insbesondere folgt aus (7) fUr die Petzvalbedingung: 

P = 54 - 53 = .2 P" . (8) 

Kennen wir also die Bildfehler fUr eine einzelne Flache, so konnen 
wir aus (7) die Bildfehler fUr ein aus endlich vielen Flachen zusammen
gesetztes System berechnen. 

§ 48. Der Bildfehler fUr eine einzelne Flache. 
Wir behandeln zunachst Flachen mit nicht verschwindender Krum

mung. Wir legen den Objektpunkt in den Scheitel, die Blende in den 
Knotenpunkt. Dann wird die Flache, deren Scheitelkrummung r sei, 
nahfeldscharf und abstandstreu auf sich selbst abgebildet, und zwar 
mit der VergroBerung {J' = 1. 

Wir finden aus § 43 und § 42 (7): 

5~ = 5g = 5~ = 5g = 0 , 1 
5g = - <1 = ~ LI ~ = - P. J 

r n 

(1) 
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§ 47 Gleichung (8) gibt uns nun die von PETZVAL (1) zuerst auf
gestellte wichtige Formel 

" " 
p = _ ~;".L L1,.~ = » (n~ - 11,.). (2) 

1 Y'V n", 1 nynprV 

Bei der von uns hier behandelten SEIDELSchen Abbildung kann man 
schon in erster Annaherung die Kugelflache von andern rotations
symmetrischen Flachen unterscheiden. Fur alle gilt Formel (1); aber 
nur fur die Kugelflache ist der Krummungsmittelpunkt frei vom Off
nungsfehler. Fur die Kugelflache erhalten wir also zu (1) als Erganzung: 

5g = 0. (3) 
Halten wir jetzt zunachst die Blende fest und lassen den Objekt

punkt wandern, so gibt uns § 33 (7) die Bildfehler fur eine Kugelflache 
bei Lage der Blende im Mittelpunkt. Sei s die Entfernung des Objekt
punktes vom Scheitel, so finden wir: 

- n n' 
51=~s(ns-(n+n')r), 5 4 =0, 

n r 

52 =0, (4) 
5 = ~L1 ~ 

3 r n' 

Wir sehen, die Blende im Mittelpunkt ist orthoskopisch, raum
spannenfrei und raumasymmetriefrei. 

Legen wir die Blende in den Punkt der Entfernung SB vom Scheitel, 
so ergibt sich schlieBlich aus § 33 (4): 
~ n2 n -- n' s(s - r)2(ns -(n + n')r) 
51 = n'2 p{f n3 r3 - --- -.~.~ '----k~2~---'-

5 ='ts =sn- r{3'eS =~_~ . .:-n')s(s-r)(ns-(n+n')r)(sn-r) 
2 q 1 S _ r 1 n' P'n n2 n' r3 k2 ' 

5 -Es _ n - n' s (ns - (n + n') r) (Sn - 1')2 

4 - q 2 - n n' 2 r2 k 2 ' 
(5) 

Aus (5) erkennen wir: 
Der Mittelpunkt ist fUr Brechung an einer Flache ein HocKINscher 

Punkt. 
Es gibt bei Brechung an einer Kugelflache drei aplanatische Punkte: 

s = 0 (Scheitel), 

s = r (Mittelpunkt), 

n' + n s = --r (aplanatischer Punkt. 
n 

(6) 

10* 
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Scheitel und aplanatischer Punkt sind auch nahfeldgeschiirft. Aus 
§ 42 (7) erkennen wir, daB die durch den Scheitel gehende fehlerfrei 
abgebildete Flache den Radius 

R=R'-r (7} 

hat, also die brechende Flache selbst ist. Die fehlerfrei abgebildete 
Flache durch den aplanatischen Punkt fiihrt auf 

n' 
R= --r 

n ' 
R' = - ~-r n' , 

d. h. auf die in § 9 untersuchten aplanatischen Kugelflachen. 

(,ia) 

Nur der Mittelpunkt ist raumasymmetriefreie Blende, nur er ist 
orthoskopische Blende, nur er ist, allerdings zweifache, raumspannenfreie 
Blende. 

Gleichung (5) geht fiir ~ -+ 0 iiber in 

(8) 

Gleichung (8) gibt uns die Bildfehler fiir Brechung an einer Ebene 
als Grenzwert der Formeln fUr Brechung an einer Kugel.· Will man 
die letzteren Formeln fUr sich ableiten, so beachte man, daB bei Bre
chung an einer Flache der Scheitelkriimmung Null die brechende Flache 
selbst auf sich nahfeldscharf und verzeichnungsfrei abgebildet wird, 
und zwar unabhangig von der Lage derBlende. Wir finden also: 

s~ = sg = sg = S2 = sg = o. (9) 

Legen wir die Blende in den unendlich fernen Punkt, so verschwindet 
fUr die Ebene S~ = O. Das gibt leicht in analoger Weise, wie vorher, 
direkt die Formeln (8). 

Die Berechnung der Bildfehler fiir deformierte Flachen aus (1) unter 
anderen Annahmen iiber S~ bei Lage der Blende im Knotenpunkt, kann 
fiiglich dem Leser iiberlassen werden. Zu den Gliedern, die fUr Kugel
flachen giiltig waren, kommt jeweils ein mit S~ multipliziertes Glied 
hinzu. 

Eine leichte Rechnung zeigt, unter Benutzung von § 32 (1), daB 
der durch 

x2 + y2 = 2 r z _ (" ~ r) Z2' 

gegebenen Flache der Wert 
n-n' 

sg =-..--a" n r 
entspricht. 

(10) 

(ll) 

Die von uns hier entwickelte Theorie der Bildfehler dritter Ordnung 
unterscheidet sich von der SEIDELSchen Theorie in zwei Punkten. Davon 
ist der erste nicht allzu wesentlich. Wir haben von vornherein darauf 
verzichtet, aile Bildfehler in den Objektraum zu projizieren; so haben 
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wir GroBen erhalten, die fUr die einzelne FHiehe eharakteristiseh sind. 
Wir haben femerhin in § 33 (3) aIle Bildfehler in derselben Weise nor
miert. Diese Abweiehungen braehten es mit sieh, daB wir nieht, wie 
SEIDEL, die Bildfehler als direkte Summe der Teilfehler erhielten, son
dem auf die Formeln § 47 (7) gefUhrt wurden. Diese (nur seheinbare) 
Ersehwerung gestattete uns aber, die bisher noeh nieht untersuehte 
Abhiingigkeit der Bildfehler von der Objektlage dureh die Formeln 
§ 33 (7) in einfaehster Form darzustellen. 

§ 49. Die Darstellung der SEIDELschen Bildfehler mit Hilfe der 
ABBEschen Invarianten. 

In der Literatur wird meist eine von der unseren etwas abweiehende 
Darstellung der SEIDELSehen Bildfehler gegeben; der Vollstandigkeit 
halber sei hier der Zusammenhang hergestellt. 

Die DurehstoBhOhe hv (bzw. h"B)' in der ein Aperturstrahl (Haupt
strahl) die vte breehende Flaehe durehstoBt, ergibt sieh zu 

( 1) 
also 

(2) 

1m GAussischen Gebiet gilt 

n (~-~) = n' (~ - _L) = Q . (3) 
v s" r v v s~ r v v 8 

Die Bezeiehnung Q"s stammt von ABBE (5). Man nennt (3) die 
ABBEsehe Invariante fUr die vte Flaehe und den Aperturstrahl. Analog 
wollen wir mit Q"B die entspreehende GroBe fUr den Hauptstrahl be
zeiehnen. 

Aus der LAGRANGESehen Gleiehung folgt leicht naeh L. SEIDEL (I): 

~v ~"B (Q"B - Q"s) = QIB - QIS = D Bs ' (4) 
1 IB 

Aus (2) folgt naeh einer elementaren Uberlegung, die auch zuerst 
von L. SEIDEL (1) angestellt wurde 1 , mit Hilfe einer Rekursionsformel 

h"B = ~ (1 + DBs 1; __ ~,1.~:._\ h,1.)' 
hIE hI ,1.=2 }l,1.-I. ,1. h; hI 

h h (1 _ D 1; d,1.-I. ,1. .) I 
h: = h:: B s ).=2 n,1.-I. ,1. h)._IB h,1.B 

hIB hIB, 

(5) 

1 Siehe z. B. S. CZAPSKI (1), S. 263. 
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daraus folgt schlieBlich 

= ~v-Qvs(l + 5) (6) 
I 

bzw. 

hVQ hVBQ [1 D (1 ~ d),_~.), )] 11- vs = h ,·B - Bs ~(h -)2- + .LJ h h 
I IB 2!!. Q ;'~2 n ),-I.B ~ 

hlB vB ),-1,), hlB . hiB 

= ~VB QvB(1 + T), (7) 
1B 

Hierin hangt 5 nicht von der Blendenlage, T nicht von der Objekt
lage abo 

Fiihren wir noch die GroBe 

LI ~ = _1 ___ 1 __ = nv - n~ ( ( ') ) 
v ns n~s~ nvsv nvn~2rvsv nvsv - nv + nv rv (8) 

ein, so gibt § 47 Gleichung (7) und § 48 (5) fUr die SEIDELschen Bild
fehler 

5 = ~l~l~ ~(hv)2 (h"B)2 Q2 LI .~ - ~ ~ LI (~) 
3 n2 k2 ~ h h vB v ns .LJ r v n ' 

1 V 1 IB .,. v 

Formel (7) kann zur Umformung dienen. Setzen wir 

Bv = AvSv , 

rv = AvS;, 

p = _l.L1 (~) 
." rv v n ' 

L1v = rv + Pv, 

Ev = L1vS,., 

(9) 

(10) 
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so finden wir 

Formeln, die man als SpeziaWille von (7) auffassen kann. In ahnlicher 
Weise ist es moglich, mit Hilfe von (7) die Bildfehler nach Blenden
groBen zu entwickeln 1 • 

Sechster Teil. 

Die Gesetzmafiigkeiten in Rotationssystemen 
bei endlicher Offnung oder endlichem 

Gesichtsfeld. 
Die Abbildung eines Flachenstucks durch Bundel 

endlicher Offnung. 

§ 50. Der (jffnungsfehler. 

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt objektseitig in den Achsen
punkt des zu untersuchenden achsensenkrechten FHichenelements; 

. bildseitig soIl der Koordinatenanfangspunkt beliebig liegen. Wir be
vorzugen im folgenden das gemischte Eikonal. Wir setzen also in 
diesem T eil : 

a = x~ + y~, 
b = 2 n' (xo~' + Yo 17'), ) (1) 
c = n'2 (~'2 + 1]'2). 

Die BRuNsschen Abbildungsgleichungen lauten [nach § 15 (20)J: 

n ~ = - 2 Va Xo - 2 Vb n' ~', 

X= -2VbxO-2Vcn'~', 

n1]= -2VaYo-2Vbn'1]', 

y' = - 2 Vb Yo - 2 V c n' 1]' . 
} (2) 

Wegen der Rotationssymmetrie wird es auch hier im folgenden 
meistens geniigen, nur die ersten beiden Gleichungen hinzuschreiben. 

1 Siehe A. KONIG (1), S. 329. 
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In diesem Teil sei angenommen, daB xo' Yo kleine Werte seien, 
wahrend e', 'YJ' endliche Werte annehmen duden. Dann ist a von zweiter 
Ordnung klein, wahrend b, xo' .Yo nur von erster Ordnung klein sind. 
Entwickeln wir nach a und b, so konnen wir nach GroBenordnungen 
ordnen, und finden . 

Va = V~ + V~bb + (V~'aa +! V~bbb2) +"', I 
Vb = vg + Vgbb + (V~ba + ~ Vgbbb2) + .. " 
Vc = V~ + Vgcb + (V~ca +! Vgbcb2) + .. '. 

(3) 

Die GroBen mit dem oberen Zeiger Null hierin sind reine Funk
tionen von c. 

Wir betrachten zunachst die Strahlen, die vom Achsenpunkt 
(a = b = 0) ausgehen. Gleichung (2) gibt 

neo= -2Vgn'e~, n'YJo= -2Vgn'rJ~, 1 
x' = -2 V~n' e~, y' = -2 V~n''YJ~. J (4) 

Wir erhalten die Entfernung des GAussischen Bildpunktes, wenn 
wir in (4) c -:- 0 einsetzen. Das gibt, wenn wir diese Entfernung k' 
vom Koordinatenanfangspunkt aus zahlen: 

k'=2n'V~(0). (5) 

Ein beliebiger Strahl c = Co schneide die Achse in der Entfernung 
LI' (co) vom GAussischen Bildpunkt. LI' (co) heiBt die zentrische Langs-

DE===~~,E= 
I 
I , , , , 

1 1 I 
I 1 I 1 
:l-E"~--k ------;" .... , ...... -..1 ~ 

Abb.53. Zum Offnungsfehler. (Lt' = Langsabweichung.) 

abweichung fUr den durch c = Co gegebene Strahlenkegel. Man findet, 
wenn u' der Winkel des Bildstrahls gegen die Achse ist, 

LI' (c) = - k' + 2 n' VO V 1 - c = - f.! + 2 n' VO cos u' (6) c n'2. c· 

Das System ist ohne Offriungsfehler, der Achsenpunkt wird scharf 
abgebildet dann und nur dann, wenn V~ (c) die Gestalt 

Vo = k' 

c 2~/V1-~ 
. n'2 

(7) 

hat. Nur in diesem Fall gehen alle vom Achsenpunkt ausgehenden 
Strahlen bildseitig durch einen Punkt. In jedem anderen Falle um-
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hullen sie bekanntlich zwei FHichen, von denen die eine in ein Stuck 
der Systemachse entartet, wahrend die andere eine urn die Achse sym
metrische Flache, die Kaustik des Achsenpunktes bildet. Man erhalt 
die Gleichung der letzteren, wenn man in (4) einen Meridianstrahl mit 
einem benachbarten Strahl zum Schnitt bringt und die Koordinaten 
dieses Schnittpunkts als Funktion von c bestimmt. 

Sei in Abb. 54 B~O; der Anfangsstrahl, B'",O'", der Nachbarstrahl, 
also O~, ein Punkt der Kaustik. Bezeichnen wir die Strecke 0;0'", mit 

/J/,v 
8,' o f 

I 
I 

Abb. 54. Zum Entstehen der Kaustik. 

.1'",s, die Strecke B~O'", rhit g'", bzw. B~O; mit g;, dann erhalten wir 
wegen (4): 

dX;n = - 2 n' (VO + 2 yo. c) I 
d ;0 e ee' 

(8) 
, dX;', 2' _ , Vo Vo ( () ) gm = - d~o cos u - 2 n ( e + 2 co c) 1 - n'2 ' 

.1'",.= g'", - g~ = - 2 n' V~ + 2 n' (V~ -I- 2 V~e c) (1 - n~2) I 
- 2' (1 VO 2 VO ~2') -. - n c n' 2 e - e c co.., u . 

(9) 

Die Gleichung der Kaustik ergibt sich nun zu 

x*' = .1' t' = - 2 n' c (]- Vo - 2 VO cos2 u') t' ms S" n'2 C cc ~ , 

Y*' = .1' r/ = - 2 n' c (~ Vo - 2 VO cos2 u') r/ (10) mB"/ n'2 C cc . "/ , 

z*' = g'", cos u' = 2 n' (V~ + 2 V~c c) CO:;,3 u'. 
Wir wollen in Gleichung (10) die zentrische Langsabweichung ein

fiihren. Gleichung (6) ergibt, nach c differenziert, 

AI n' (vo' 2' I yo) LIe = ~-, 2 ec cos u - /2 c • cos u n 
(11) 

Setzen wir (11) in (10) ein, so bekommen wir 

x*' = 2 n'2 sin2 u' cos u' .1~~', . ) 
y*' = 2 n'2 sin2 tl cos u' .1; 'rj', 

z*' = (k' + .1') + 2 .1~ n'2 sin2 u' cos2 u'. 

(12) 
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Gleichung (12) lehrt uns, daJ3 die Kaustik auf einen Punkt zu
sammenschrumpft, wenn LJ~ verschwindet, d. h. wenn LJ' = 0 ist. 

LJ' (0) ist stets Null. 1st LJ' (e) eine mit e monoton wachsende oder 
abnehmende Funktion, so spricht man in der Optik von reiner Uber
oder Unterkorrektion des Offnungsfehlers. Man spricht von einer Kor
rektion des Offnungsfehlers, wenn der Randstrahl wieder durch den 
GAussischen Bildpunkt geht, wenn es also einen Wert gibt, fUr den 

ist. Den Maximalbetrag 
LJ' (el ) = LJ' (0) = 0 

Max (LJ'(e)) 
O~C ~Cl 

(13) 

bezeichnet man als die Zone des Offnungsfehlers. Gibt es mehrere Werte 
von e, fUr die LJ' verschwindet, so spricht man auch von mehrfacher 
Korrektion des Offnungsfehlers, entsprechend von mehreren Zonen. 

Gleichung (12) zeigt uns, daJ3 die Kaustik fiir e = 0 eine Spitze 
hat. Die Achse ist in diesem Fall die einzige Tangente. 

Gleichung (12) zeigt uns ferner,. daJ3 die Kaustik die Achse nur 
fiir solche Punkte schneidet, fiir die LJ' einen stationaren Wert hat. 

Man wird sich in der Praxis im allgemeinen beim Studium des Off
nungsfehlers damit begniigen, LJ' als Funktion von e aus einer An
zahl durchgerechneter Strahlen zu bestimmen. Man entwickelt LJ' in 
eine Reihe LJ' = A e + B e2 + ... (14) 

und sucht die Koeffizienten gemaJ3 den empirisch gegebenen Daten zu 
bestimmen. Rier kommt man im allgemeinen mit zwei Gliedern aus. 

Raben A und B positives (negatives) Vorzeichen, so ist das System 
rein unter (iiber) korrigiert; haben sie ver~chiedene Vorzeichen, so ist 
es fUr den durch A 

e1 = - Ii (15) 

bestimmten Wert korrigiert. Die Zone trete bei dem Wert c auf; sie 
habe den Betrag j'. Es gilt 

-, A2 
LI = - 4B' (16) 

Es empfiehlt sich, LJ' als Funktion von e = n'2 sin2 u' statt von sin u', 
wie iiblich, aufzuzeichnen. Die Kurve des Offnungsfehlers hat dann 
die Gestalt einer Parabel (14), deren Zone durch (16) und dessen An
fangsneigung durch den Wert von A gegeben ist. 

A ist iibrigens, wie eine leichte Uberlegung zeigt, stets proportional 
zu dem SEIDELSchen Bildfehler 51; B bezeichnet man oft als das 
erste Zonenglied des Offnungsfehlers. Schon ABBE (5) hat Formeln zur 
Berechnung dieses Zonengliedes fiir ein System von Kugelflachen an
gegeben. Die Berechnung hoherer Zonenglieder befindet sich in der 
elegantesten Form bei MARTINEZ RISCO (1). 
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§ 51. Nachstfeldscharfe und nachstfeldsymmetrische Abbildung. 

Wir haben im vergangenen Abschnitt die Abbildung des Achsen
punktes untersucht. Wir wollen in diesem Abschnitt nach der Abbil
dung eines sehr nahe benachbarten Punktes fragen. Brechen wir die 
Gleichungen (2) nach den Gliedern erster Ordnung ab, so finden wir 
allgemein, geordnet: 

x = - 2 V~ n' ~' - 2 (vg Xo + vgc b n' ~'), } 
( 1) 

y' = - 2 V~ n' r/ - 2 (Vgyo + vgc b n' 1]') .. 

Wir setzen zunachst voraus, der Achsenpunkt werde scharf ab
gebildet; wir legen den bildseitigen Koordinatenanfangspunkt in den 
Bildpunkt, dann erhalten wir wegen § 50 (7): 

v~=O, 
das giht, in (1) eingesetzt, 

x = - 2 (vgxo + Vgcbn'~)'} 
y' = - 2 (Vg Yo + vgc b n'r/) . 

(2) 

(3) 

Wir sehen, die Abbildung eines Flachenelements bis auf GraBen 
zweiter Ordnung ist uns gegehen, wenn wir vg als Funktion von e 
kennen. 

Diese Funktion kannen wir aber erhalten, wenn wir allein die vom 
Achsenpunkt herkommenden Strahlen, die Aperturstrahlen, untersuchen. 
Fiir sie ergibt sich aus § 50 (4): 

n;o = n1)o = nsinu = _ 2Vo e • 
n' ;0 n'1)o on' sin u' b ( ) 

(4) 

Sei vg (e) in eine Reihe entwickelt gegeben; etwa 

P' I Vg(e) = - -~ + B 2 e + Bse2 + ... , 
V~c = B2 + 2 B3 e + .. " 

(5) 

wo p~ die GAussische VergroBerung bedeutet, so gibt uns (3) Auskunft 
iiber die Abbildung der Nachbarpunkte. 

Ein Flachenelement wird unter Vernachlassigung von GraBen 
haherer als der ersten Ordnung scharf abgebildet dann und nur dann, 
wenn 

ist. 

vg (e) = - ~o, 1 
vgc(e) =0 J 

(6) 

Eine Abbildung, in der die Gleichungen (6) erfiillt sind, wollen wir 
als nachstjeldseharj (auch mit ABBE aplanatisch) bezeichnen. Fiir eine 
nachstfeldscharfe Abbildung ist notwendig und hinreichend [ABBE (2), 
(3)], daB die vom Achsenpunkt ausgehenden Strahlen denselben scharf 
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abbilden und daB die abbildenden Strahlen der ABBEschen Sinusbedin-
gung geniigen 

oder anders geschrieben: 

vgl. hierzu § 37 (6). 

v~ = 0, l 
vo __ E 

b - 2 ' 

LJ' = 0, l 
nsinu , 
11' sin u' = flo ' 

(7a) 

(7b) 

Wird schon der Achsenpunkt nicht scharf abgebildet, so kann man 
natiirlich keine scharfe Abbildung eines Flachenelements erwarten. Wohl 
aber haben F. STAEBLE (1) und E. LIHOTZKY (1) gezeigt, daB unter 
den nicht scharfen Abbildungen eine Klasse dadurch ausgezeichnet ist, 
daB sie von Asymmetriefehlern frei ist. 

Wir sahen in § 37, daB im SEIDEL~chen Bereich jede Abbildung 
asymmetriefrei gemacht werden kann, wenn man nur die Blende in 
eine geeignete Lage bringt. 

Das wird im Fall endlicher Offnung nicht immer gelingen. Wir 
wollen zunachst die zu stellende Forderung prazisieren. 

Dem Achsenpunkt entspricht aus Symmetriegriinden immer eine 
rotationssymmetrische Kaustik. Wir wollen eine Abbildung, die auch 
jedem Nachbarpunkt bis auf GraBen zweiter Ordnung eine rotations
symmetrische Kaustik zuordnet, als nachstfeldsymmetrisch Coder auch 
mit E. LIHOTZKY (1) als isoplanatisch] bezeichnen. 

1st die einem N achbarpunkt entsprechende Kaustik rotationssym
metrisch, so miissen aIle von ihm ausgehenden Strahlen die Rotations-

. achse treffen; aber auch 
das Umgekehrte gilt [so 

_, M. HERZBERGER (3)J: 
Yo schneidenallevomNach-

1 1 1 
kIEc--------- 7(,' ;00 i € .:J / -----i 

barpunkt ausgehenden 
Strahlen bildseitig einen 
fest en Strahl - dieser Abb. 55. Zur Isoplanasiebedingung. 

muB natiirlich in der zu
gehorigen Meridianebene liegen - so ist das zugehorige Normalen
system rotationssymmetrisch urn diesen Strahl. 

Wir bestimmen die Koordinaten der DurchstoBpunkte unserer 
Strahlen mit der Meridianebene. Eine leichte Rechnung gibt aus {I): 

x' = - 2 n' vg Xo , ) 

y' = - 2n' vgyo, 
(8) 

Z' = 2n' (v~ + Vgcb) 1/ 1 - ~2 = 2n'V~ d~_ ~2' V n V 11 

Die letzte Gleichsetzung ist erlaubt, da das Glied mit Vbcb gegen 
das erste Glied zu vernachlassigen ist. 
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Die Abbildung ist dann und nur dann isoplanatisch, wenn alle 
Punkte (8) auf einer Geraden liegen; dann muB es eine Konstante z~ 
derart geben, daB stets 

2n' vgV~~·- z~ 
2 n' vg = const 

ist. Das gibt, wegen § 50 (6) und (5): 

k~ + LJ' - z~ 
nsinu 

n' sin u' 

k~- z~ -----pr-

(9) 

(lO) 

Legen wir insbesondere den Koordinatenanf~ngspunkt bildseitig in 
den Schnittpunkt der Rotationsachse mit der Systemachse, in die so
genannte isoplanatische Blende, so erhalt man die STAEBLE-LIHOTZKY
sche Isoplanasiebedingung 

k' + LJ' n sin u ) 
-k-' -. = n' P' sin u' , 

~ = ~ ( n sin u _ 1) 
k' LJ" n' P' sin u' . 

(11) 

Ein Vergleich mit § 37 (8) und (9) zeigt, daB selbst im SEIDEL
schen Gebiet der Asymmetriefehler nur dann behoben ist, wenn die 
Austrittspupille in der isoplanatischen Blende liegt. Wahrend aber im 
SEIDELschen Gebiet der Asymmetriefehler durch Verschieben der 
Blende zu beheben ist, stellt (11) insbesondere in der Form (11 2) eine 
Forderung fUr die Aperturstrahlen dar, der sie nur unter besonderen 
Umstanden geniigen. 1st allerdings (11) erfiillt, so ist die Nachbar
kaustik rotationssymmetrisch, die Abbildung nachstfeldsymmetrisch. 

Ob die Abbildung eines Flachenelements gleichmaBig ist, wird na
tiirlich noch von der Lage der wirklichen Blende abhangen. Liegt sie 
nicht in der Nahe der isoplanatischen Blende, so wird die an sich sym
metrische Kaustik unsymmetrisch abgeschnitten. 

Wie sehr dies unsymmetrische Abschneiden die Bildgiite beeinfluBt, 
davon kann man sich praktisch iiberzeugen, wenn man eine Licht
quelle abbildet, die auf der Achse eines Rotationssystems liegt, und eine 
seitliche Blende anbringt. Obwohl die Kaustik des Achsenpunktes voll
kommen symmetrisch ist, erhalt man die typische Komafigur, die wir 
bei der Behandlung des Asymmetriefehlers (§ 37, Abb.50) besprochen 
haben. 

§ 52. Nahfeldscharfe Abbildung. 

Entwickeln wir un sere Abbildungsgleichungen noeh urn ein Glied 
weiter, so erhalten wir 

x~ = - 2 V~n';' - 2 (vgxo + Vgcbn' n - 2 (V~ca + ~ Vgbc b2) n' ;'- 2 vgbbxo, 1 
J (1) 

y~ = - 2 V~n'1]' - 2 (vgyo + Vgcb n'1]') - 2 (V~ca + % Vgbc b2) n'1]' - 2Vgb byo. 
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Setzen wir zunachst voraus, der Objektpunkt werde nachstfeld
scharf (aplanatisch) abgebildet, dann gibt (1), wenn wir den bild
seitigen Koordinatenanfangspunkt wieder in den Achsenbildpunkt legen: 

x~ - (J' Xo = - 2(V~ca + ~ Vgbcb2) n'~' - 2 Vgbbxo '} 
(2) 

y~ - fJ'Yo = - 2 (V~ca + ~ Vg bc b2)n'1)' - 2 Vgbbyo. 

Bei der jetzt zu beriicksichtigenden GraBenordnung ist ein ebenes 
Flachenelement schon von einem gekriimmten zu unterscheiden. Nehmen 

wir an, das Objektelementhabe die Kriimmung ~ , das Bildelement 

die Kriimmung ~" dal!n finden wir 

x = x* - a n ~ = x* - f3'2 a n'~' 1 
o 0 2 n R fl - W + 1]2) 0 2 n'R VI __ :2 f3'2 ' 

. f3'2 j (3) 
x~= x6'- a n'~'. 

2n'R'1/1 _ ~ r n'2 

In (2) eingesetzt erhalten wir 

x6' - {J~x; = - 2 Vgbbxo - Vgbcb2n'~' 

( 
f3'2 f3'2' 

- 2 V~c - + ) a n' ~' • 
4 n' R' l/ 1 - ~ 4 n R 1/1 - ~ f3' 2 

n'2 V n2 

(4) 

Eine scharfe Abbildung bis auf GraBen dritter Ordnung tritt also 
nur ein, wenn gleichzeitig 

(5) 

ist. 
Lassen sich GraBen R und R' bei Verschwinden von vg b so bestim

men, daB gleichzeitig V~c als FunktiOIi von c die durch (52) gekenn
zeichnete Form annimmt, dann wird ein Fliichenelement der Kriim-

mung ~- bis auf GraBen dritter Ordnung scharf abgebildet auf ein 

Flachenelement der Kriimmung ~i' Eine sblche Abbildung wollen wir 

als nahfeldscharf bezeichnen. Den Gleichungen (5) entsprechen in der 
SEIDELschen Theorie die Beziehungen 

54 = 0, I 
53 = - P . n'~' - n~' (6) 
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die bei 51 = 52 = 0 nahfeldgescharfte Abbildung eines Objektpunktes 
gewahrleisten. 

Man kann Gleiehung (52) nach c integiieren. Beachtet man, daB 

V~(O) = ~ rp (7) 

ist, so finden wir an Stelle von (5) die Bedingungen: 

(8) 

Urn zu erkennen, ob ein FHi.chenelement nachstfeldscharf abgebildet 
wird oder nieht, geniigte es, die Abbildung der Aperturstrahlen zu 
kennen. Urn zu erkennen, ob ein nachstfeldscharf abgebildetes Flachen
element nahfeldscharf abgebildet wird, geniigt es, wie wir zeigen wollen, 
die Umgebung erster Ordnung der Aperturstrahlen zu betrachten. 

Abb. 56. Zur nahfeldscharfen Abbildung. 

J edem Punkt Pm eines Aperturstrahls ist ein meridionaler Bild
punkt P;" zugeordnet: der Punkt, in dem ein in der Meridianebene 
liegender Nachbarstrahl durch Pm bildseitig den Aperturstrahl schneidet. 
Jedem Punkt p. ist ein sag-ittaler Bildpunkt P~ zugeordnet: der Punkt, 
in dem ein Nachbarstrahl durch Ps bildseitig den Aperturstrahl 
schneidet, der in der zur Meridianebene senkrechten Ebene liegt. 

Die bis zur ersten GroBenordnung entwickelten Gleichungen § 50 (2) 
geben: 

n; = - 2V~x + ({J'- 2Vgbb)n'~', ) 
nr; = - 2 V~y + ({J' -- 2Vgbb) n'r;', 

x'={J'x, 

y' = {J'y. 

(9) 

Wir differenzieren und setzen in das Resultat Xo = Yo =~' = 0 ein, be
achten also, daB wir den Ausgangsstrahl als Meridianstrahl annehmen: 
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Dann finden wir 

und 
dx' = R'dx 

8 P 8 1 
ndfJ~ _ - 2 V~dYm + n' {J' dfJ;" - 2 VgbcdYm' J 

dYm - fJ' dYm· 

Das gibt die beiden Gleichungen: 

n' d~~ {J'2 - nd~s = 2 VO I 
dx~ dx, a' 

n' d1]~. R'2 _ n d'f}m = 2 VO + 2 VO 
d ,p d a bb c . Ym Ym 

(10) 

(11) 

Der Aperturstrahl mage die Achse in 0 bzw. 0' schneiden. Sei 
OPs = q., 0' P~ = q~ usw. So ergibt sich aus Abb. 56: 

d~~ = _ ~- d~. = _ ~, I 
dx~ q; , dx, q, 

(12) 
d'f}~. COsS u' d'f}m COSS U 

dy~. -~' dYm = -q;;-' 
Setzen wir (12) und (8) in Gleichung (11) ein, so erhalten wir als 

Bedingung fiir nahfeldscharfe Abbildung das Bestehen der beiden von 
H. BOEGEHOLD (12) und M. HERZBERGER gefundenen Gleichungen: 

n' cosS u' n cosS u 2 2 , fJ'2 - -- = - ---- {J'2 - {J'rp 
2nsinS~ 2n'sins u' 1 

q711 qm R R' , 

2 n sinS ~2 n'sins u' I (13) 
;, = R 2 - --R~{J'2 - {J'rp. 

Wahrend die Gleichungen (11) nur nachstfeldscharfe Abbildung des 
Achsenpunktes voraussetzen, sind die Beziehungen (13) nur giiltig, 
wenn die Abbildung auch nahfeldscharf ist. 

Einen von E. LIHOTZKY untersuchten Zwischenfall bekommt man, 
wenn man nur voraussetzt, daB 

vgb =0 (14) 

ist. Dann kann man die beiden Gleichungen (11) subtrahieren und be
kommt unabhangig von Va die Beziehung 

( ~ ~) 1 L1 -,- - -, {J'2 = (nsinu)2L1_, 
q". q. nqm 

(15) 

die notwendig, aber nicht hinreichend fiir nahfeldscharfe Abbildung ist. 
Unter Benutzung von (4) erkennt man leicht, daB vgb = 0 es nach 

sich zieht, daB die Abbildung nahfeldsymmetrisch ist. Die Rotations
achsen der bildseitigen Kaustiken sind hierbei aIle zur Systemachse 
parallel. 
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Als Spezialfall sind in den Formeln (13) die YouNGschen Forrheln 
[§ 25 (8)] enthalten. 

Objekt und Bildflache fallen in die brechende Flache zusammen. 
Rotationsachse ist die Flachennormale. Es ist 

dann gibt (13) 

{J' = I, u= i, u' = i', 
n'-n 

q;=-,.-, R=R'=r, 

qm = sm' q8 = S8' 

n' COSS i' n cos2 i 

s~ 5, 

n'cosi'-ncosi 

I r 

n' cos i' - ncosi 
r 

n' n 

(16) 

(17) 

Der Sinusbedingung entspricht bei dieser Abbildung das Brechungs
gesetz: 

n'sini'=nsini. (18) 

Die Abbildung des Raumes durch eine kleine Blende. 

§ 53. Die Verzeichnung. 

Betrachten wir die Hauptstrahlen, d. h. die Strahlen durch die 
Blendenmitte. Das zugehOrige Bundel kann objekt- wie bildseitig mit 
Offnungsfehler behaftet sein. 

Es vermitteIt uns nach GULLSTRAND (1) eine optische Projektion 
des Objektraums in den Bildraum. 

Legen wir irgend wohin in die Entfernung k' von der Austritts
pupille eine Auffangflache, die Mattscheibe, so ordnen die Hauptstrahlen 
jedem Punkt des Objektraums einen Punkt der Mattscheibe zu, nam
lich den Punkt, in dem sie von dem Hauptstrahl durch den Objekt
punkt getroffen wird. Wir mussen hierzu allerdings voraussetzen, daB 
die Auffangflache so weit von der Austrittspupille abliegt, daB durch 
jeden Punkt der Auffangflache ein und nur ein Hauptstrahl geht. 

Betrachten wir nun ein ebenes Objekt in der Entfernung k von 
der Eintrittspupille; auch dieses Objekt solI so weit von der Eintritts
pupille entfernt sein, daB durch jeden seiner Punkte nur ein Haupt
strahl geht. 

Liege der objektseitige (bildseitige) Hauptstrahl in der (y, z)-Ebene, 
sei der zugehOrige Langsoffnungsfehler durch LlB bzw .. J~ gegeben, 
durchstoBe der Hauptstrahl das Objekt (die Mattscheibe) in der Ent
fernung y bzw. y' von der Achse, dann gilt 

Herzberger, Strahlenoptik. 

y=(k + LlB)tgu, } 

y' = (k' + Ll~) tgu'. 
(I) 

11 
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Die Abbildung ist also dann und nur dann verzeichnungsfrei, wenn 
die Beziehung 

51 (k + LIB) tgw 
yi = (k' + LI~) tg w' = Const (2) 

fur alle Strahlen gilt. Man beachte, daB hierbei, da es sich urn keine 

Abb.57. Die Verzeichnung. 

Abbildung handelt, Objekt und Mattscheibenebene nicht im GAUSS
schen Sinn konjugiert zu sein brauchen. 

1st Objekt und Mattscheibenebene konjugiert, so bestehen bei ver
zeichnungsfreier Abbildung die Beziehungen: 

y' _ ,_ k' + LI~ tgw' _ nk' __ 
y - Po - k + LIB tg w - n' k f3~ . (3) 

Wir bekommen die zuerst von M. v. ROHR (1) aufgestellte Bedingung 
fUr Verzeichnungsfreiheit 

k' + LI' k + LI n'R' ___ B tg w' = n ___ B tg w 
fiB k' k' (4) 

in 'Obereinstimmung mit der im SEIDELschen Gebiet § 39 (7) erhalte
nen Formel, bei der allerdings vorausgesetzt war, daB die Austritts
pupille nicht mit Offnungsfehler behaftet ist. 

1m SEIDELSchen Gebiet gab es immer ein verzeichnungsfreies Ob
jekt, dessen Lage man durch Gleicbung § 39 (7) errecbnen konnte. 
Gleichung (4) jedoch ist eine Bedingung fur die Hauptstrahlenkaustik, 
die nur ausnahmsweise erfiillt ist. 

Einen wichtigen Sonderfall erMlt man, wenn die Blende in den 
Objekt- und in den Bildraum ohne Offnungsfehler abgebildet wird. Dann 
haben wir 

n' P~ tg~' = n tg w, } 
LlB=LlB=O 

(5) 

als Bedingungen fUr verzeichnungsfreie Abbildung [AIRY (1), Bow (1), 
SUTTON (1)]. Eine solche Blende bezeichnen wir [so § 39 (5)] als ortho
skopische Blende. In Gleichung (5) kommt nichts mehr vor, was auf 
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die Objektlage Bezug nimmt; wir sehen also, eine orthoskopische 
Blende vermittelt eine verzeichnungsfreie optische Projektion jedes 
ebenen Objekts auf die zugehOrige GAussische Bildebene, ja, wie Glei
chung (2) lehrt, sogar auf jede beliebige Mattscheibenebene. 

Man muB sich naturlich davor huten, die Bedeutung der hier vor
liegenden GesetzmaBigkeiten fur optische Systeme zu uberschatzen. 
Die Aussagen beziehen sich nur auf die durch die Hauptstrahlen be
wirkte optische Projektion. GewiB, fur Systeme mit kleiner Offnung 
und kleinem Gesichtsfeld werden die Hauptstrahlen jedenfalls an
nahernd die Schwerlinien des einen Punkt abbildenden Bundels bilden; 
obwohl auch in diesem Fall im allgemeinen keine Abbildung der Punkte 
der Objektebene auf die Punkte der GAussischen Bildebene erfolgt, so 
wird doch die wegen der GroBe der Offnungsblende jedem Punkt ent
sprechende Zerstreuungsfigur urn den DurchstoBungspunkt des Haupt
strahls symmetrisch angeordnet sein. 

Hat die Blende jedoch eine endliche Offnung oder wirken bei 
groBerem Gesichtsfeld andere Blenden bei der Strahlenbegrenzung mit, 
dann wird die Bedeutung des Hauptstrahls problematisch; sahen wir 
doch in § 30, daB bei seitlichen Punkten es vorkommen kann, daB der 
Hauptstrahl abgeblendet wird, obwohl noch Strahlen das System durch
stoBen. 

Eine Ausnahme machen selbstverstandlich die Systeme, bei denen 
eine scharfe Abbildung einer endlichen Objektflache erfolgt (§ 55). 

Hier wollen wir in Analogie zu § 41 von abstandstreuer Abbildung 
sprechen, wenn die Lote von Objekt und Bildpunkt auf die System
achse proportional sind: 

(6) 

Auch bei der feldgleichmaBigen Abbildung, die wir in § 57 be
handeln werden, und bei der u. a. jedem Objektpunkt eine rotations
symmetrische Kaustik entspricht, kann der Begriff der abstands
treuen Abbildung Verwendung finden. Wir werden allerdings dort 
nicht die Strahlen durch die Blendenmitte, sondern die Symmetrie
achsen der Bildkaustiken als (feldsymmetrische) Hauptstrahlen be
trachten. 

§ 54. Raumstigmatische Abbildung. 

Wir haben im vorigen Paragraphen die optische Projektion be
trachtet, die durch die Hauptstrahlen geliefert wird. In diesem Ab
schnitt wollen wir die Abbildung der Umgebung eines Hauptstrahls 
untersuchen. 

Insbesondere wollen wir in Anlehnung an § 44 nach der Bedingung 
dafur fragen, daB die Umgebung aller Hauptstrahlen Gauf3isch ab
gebildet wird. Eine Blende, die diese Forderung erfullt, wollen wir als 

ll* 
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raumstigmatiscne Blende bezeichnen; eine solche Blende wurde im 
SEIDELschen Gebiet raumspannenfrei genannt. 

1m allgemeinen vermittelt jeder Hauptstrahl eine orthogonale Ab
bildung seiner Umgebung; jedem Objektpunkt entsprechen also zwei 
Bildpunkte, ein sagittaler und ein meridionaler Bildpunkt. 

Urn die GesetzmaBigkeiten zu fin<fen, legen wir zunachst unser Ko
ordinatensystem beliebig und betrachten die Abbildung der Umgebung 
eines beliebigen Strahls. Es gilt allgemein: 

n~= -2Vaxo-2Vbn'~', n'YJ= -2VaYO-2Vbn''YJ',} 

x' = - 2 Vb Xo - 2 Ve n' ~', y' = - 2 Vb Yo - 2 Ve n' 'YJ'. 
(1) 

Wir differenzieren (1) und finden, wenn wir von einem Meridian
strahl ausgehen, unter Beachtung von 

~=x=~'=x'=O, 

da=2ydy, I 
db = 2 n' yd'YJ' + 2 n''YJ' dy, 

dc=2n''fI.'YJ'd'YJ' die Beziehungen: 

n d~, = - 2 Va dx, - 2 Vb n' d~;, I 
dx; = - 2 Vb dxs - 2 Ve n' d~;, 

nd'YJm = - 2 (Va + 2 Vaaa + 2 Vab b + 2 Vbbc)dYm 
- 2(Vb + 2 Vaba + (Vae + Vbb)b + 2Vbe c)d'YJ:", j 

dy:n = - 2 (Vb + 2 Vaba + (Vae + Vbb ) b + 2 V~e c)dYm 
- 2 (Ve + 2 Vbb a + 2 Vbe b + 2 Vee c) d'YJm. 

(2) 

(3) 

Die ersten beiden Gleichungen beziehen sich auf die sagittalen Nach
barstrahlen, die beiden letzten Gleichungen auf die meridionalen Nach
barstrahlen. Eine leichte Umformung gibt 

n'dTJ' 
1+2(V. + 2 Vbba + 2 Vb.b + 2 v •• ) --"' 

dYm 

- 2 (Va + 2 Vaa a + 2 Vab b + 2 Vbb c), 
4V2n'd~; 

nd~. b dx' 
d :d~' - 2 Va' 

x, 1 + 2 V. nd " 
x. 

(4) 

Sei nun g., gm bzw. t" g'm die Entfemung des DurchstoBungs
punktes mit der Koordinatenebene vom meridionalen bzw. sagittalen 
Objekt- (Bild-) Punkt, so ist . 

n dTJm n COSS w 
d Y m = - ----g;;:-
nd~, n 

(5) 

dx. = - g. ' 
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also gibt (4) 

, 
4V2 !!...-

n b g' 
----"-'"--·n-;' + 2Va • 

g. 1- 2 V -
• g~ 
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(6) 

Die Gleichungen gelten ganz allgemein; unser Objektstrahl wird 
GaufJisch abgebildet, wenn aus gs = gm identisch g; = g~ folgt. Das 
gibt drei Gleichungen: 

2 (Vac a + Vab b + Vbb c) = Va (cos2 W - 1), 

(7) 

=V ---1 ( 1 ) 
c cosS w' . 

Die Gleichungen (7) gelten selbstverstandlich nur fiir das spezielle 
Wertetripel ao, bo, co' das den Hauptstrahl kennzeichnet. 1st (7) er
fiillt, so gehen die Beziehungen (3) iiber in 

nd~s= - 2Vadxs- 2Vbn'd~:, 

dx~ = - 2 Vb dxs - 2 Vo n' d~:, 

d - 2V 2 d 2VcOS W 'd' n 1]m - - a COS W Y m - b COS w' n 1]m ' (8) 

d' 2V cosw d 2V 1 'd' Ym = - b cosw' Ym - c cos.w,n 1]m· 

Wirkt die Blende als raumstigmatische Blende, so miissen die Glei
chungen (7) und (8) giiltig sein, wie immer man a, b, c wahlt, voraus
gesetzt, daB eine solche Wahl einen Hauptstrahl kennzeichnet. 

Wir untersuchen den Sonderfall, daB die Eintrittspupille frei vom 
Offnungsfehler ist; wir legen unsern Koordinatenanfangspunkt in diese 
Eintrittspupille. Dann sind die Hauptstrahlen durch a = b = 0, c,...., 
gekennzeichnet. Die Abbildung ist raumstigmatisch, wenn gilt: 

vgbc = l V~ (cos2w - 1), I 
vo c = 1 VO (COS w - 1) 

be 2 b COS w' , 

V~c c = i V~ ( cos~ w' - 1) . 
(9) 

Fiir die Hauptstrahlen findet man aus (1) und (8): 

n1] = - 2Vgn'1]', 

Y' = - 2V~n'1]', 

d 2Vo cOSW 'd' I n 1] = - b-co-sw-,n 1], 

dy'= -2VO-1-n'dr/ 
c Cos2w' ./' 

(10) 
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also wegen r/ = sin w' nach Division: 

oder integriert 

bzw. 

also 

d1} 

k' 

2V~= v==' 
n' l-~ 

n'2 

LI~ = O. 

(11) 

(12) 

Die zweite Gleichung (12) lehrt uns, im Einklang mit § 44 (3), daB 
die Eintrittspupille ohne Offnungsfehler abgebildet werden muB. Die 
erste Gleichung (12) gibt eine Bedingung an, die die Hauptstrahlen 
erfullen mussen, sie geht fur kleine Neigungen in die zweite Gleichung 
in § 44 (3) uber. 

Eine Blende, fUr deren Hauptstrahlen die Gleichung (12) erfullt 
ist, hatten wir in § 44 als MERTEsche Blende bezeichnet. Man erkennt 
leicht, daB (12) mit der ErfUllung der beiden letzten Bedingungen in (7) 
gleichbedeutend ist; (12) ist notwendig, aber nicht hinreichend dafUr, 
daB eine Blende raumstigmatisch ist. 

Wir sehen ferner, daB eine raumstigmatische Blende nur dann ein ver
zeichnungs/reies Bild eines ebenen Gegenstandes entwickeln kann, wenn 
die Blende im Knotenpunkt liegt, da (121) und § 53 (5) sich sonst wider
sprechen1. 

Es sei zum SchluB darauf hingewiesen, daB es sehr wohl eine raum
stigmatische Abbildung geben kann, bei der die Blende weder in den 
Objekt- noch in den Bildraum ohne Offnungsfehler abgebildet wird. 

Betrachten wir die durch 
n 

V = Vo - 2n,b, (13) 

also 
~'=~', 'Y} ='Y}', 1 

, n , n 

J 
(14) 

x = 1f-x, Y =;:/ Y 

gegebene Abbildung, die ein Knotenpunktsystem charakterisiert, so 
werden wegen w = w' die drei Gleichungen (5) identisch erfullt, d. h. jeder 
Strahl wird raumstigmatisch abgebildet. 

Nehmen wir nun an, die Blende liege irgendwo im Innern des durch 
(14) gegebenen Systems und werde mit Offnungsfehler behaftet in den 
Objekt- und daher auch in den Bildraum abgebildet. Dann wirkt die 
Blende sicher als raumstigmatische Blende, obgleich LIB und LI ~=l= 0 sind. 

1 Siehe hierzu R. RICHTER (I), der zuerst die Bedeutung des symmetrischen 
Objektivs mit Mittelblende ({J'B = 1) zur Behebung dieses Fehlers hervorhob. 
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Siebenter Teil. 

Abbildung des ganzen Strahlenraums in 
ausgezeichneten Systemen. 

§ 55. Die feldscharfe Abbildung einer Ebene in Rotationssystemen. 

Wir stellen die Forderung, daB eine achsensenkrechte Ebene durch 
unser System scharf abgebildet werde. 

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt objektseitig in die ab
zubildende Ebene, den bildseitigen Koordinatenanfangspunkt in den 
GAussischen Bildpunkt (V~ (0) = 0), dann gibt das gemischte Eikonal 
die Beziehungen 

n~ = -2VaxO -2Vbn' ~', n'YI = -2V y -2V n'rl } ./ a 0 b·/ ' (I) 
x'= -2VbxO-2Vcn'~', y'= -2VbYo-2Vcn''Yj'. 

Wird un sere Ebene scharf abgebildet, so muB (aus Symmetrie
grunden) der zu einem fest en Objektpunkt gehorende Bildpunkt in der 
zugehorigen Meridianebene liegen. Berechnen wir die Koordinaten 
x*', y*', z*' des DurchstoBpunktes mit der Meridianebene, dann mussen 
seme Koordinaten von ~, 'Yj, C unabhangig sein. Wir erhalten: 

X*' = - 2 Vb Xo , 

y*' = - 2 Vb Yo, 

z*'= 2n'Vcl/l-:'2. 

(2) 

Unser System bildet also die Ebene scharf dann und nur dann ab, 

wenn sowohl Vb wie V c V 1 -- ~2 reine Funktionen von a sind. Setzen 

wir 
- 2Vb=p;(a), I 

2n' Vc VI-=-n~2 = z*'(a). (3) 

Man erkennt aus (2), daB p; (a) die VergroBerung darstellt, mit der 
die durch Objektpunkt P und Bildpunkt P' gehenden sagittalen Li
nienelemente, ja nicht nur sie, sondern die Kreise durch P und P' 
senkrecht zur Meridianebene aufeinander abgebildet werden. 

z*' (a) ist die Abszisse von P'. 
Durch Integration von (3) finden wir fUr V die Form 

V = - fJ~(a) b - n' Z*I VI-- C + g(a) 
2 ~2' 

wo g (a) noch eine willkurliche Funktion von a bedeutet. 
1st die Abbildung abstandstreu, so wird 

p;(a).= p~. 

(4) 

(5) 
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1st die BildfHiche eben, so wird bei unserer Koordinatenwahl: 

z*/(a) = 0. (6) 

Wir haben bisher nur die letzten Gleichungen benutzt. Die beiden 
ersten geben fUr die Strahlen durch einen Meridianpunkt 

(Xo = 0, Yo = Va. r/ = 2~~l~) 
n~-n'f3~~'=O, 1 
n f} - n' {(f3~ + f3'- i a) r/ + n' z*'- I /~ ~~} = - g 1-' J Va Va V n la .. 

(7) 

Wir fiihren nun neben der sagittalen VergroBerung f3~ die meridionale 
VergroBerung f3:n ein. Wir finden 

I l-o-d y--c*~2-c+-d-:-z* 2 
f3m= dVa . (8) 

Sei lOs, e~ der Winkel, den ein Strahl mit der sagittalen Richtung 
bildet, sei em, e~ der Winkel, den ein Strahl mit der Meridiankurve der 
BildfHiche bildet, dann ergibt sich 

cos e. =~, cos s; = ~', I 
I , dy*' V- --c dz* (9) 

cos em = 'YJ, case = 'YJ ------ + 1 - - . 
m t dy*2+dzU n'2 fdy*2+dzU ' 

aus (8) und (9) ergibt sich unter Beachtung von (2) und (3): 

I I d y* . , dz* V----c- (f3' I -)' *' V- -c-f3mcos sm=---='YJ+--= 1-~= 8+f3-Va'YJ+zV- 1---,2' (10) 
dya dla n jla a n 

Setzen wir (9) und (10) in (7) ein, so erhalten wir die beiden Glei
chungen 

n f3; cos s; - n cos Ss = 0, } 
" I n f3m cos em - ncOSem = g _, 

Va 
(11) 

deren Bestehen notwendig und, wie man leicht erkennt, auch hinreichend 
fUr die scharfe Abbildung einer Ebene ist; ein Ergebnis, das mit § 8 (9) 
im Einklang ist. 

Fur den Achsenpunkt verschwindet 

limgva = 2 raga = O. (12) 
a~O 

Die Gleichungen (11) gehen dann in die ABBEsche Sinusbedingung 
uber. 

Eine Abbildung, bei der die Punkte einer endlichen Flache durch 
Bundel endlicher Offnung scharf abgebildet werden, wollen wir als 
feldscharf bezeichnen. Die feldscharfe Abbildung wurde zuerst unter
sucht von M. THIESEN (1 bis 2), der auch die Bedingungen (11) fUr 
die Abbildung zweier Ebenen fand. Die Abbildung zweier beliebiger 
Flachen aufeinander untersuchte zuerst BRUNS (1). 



§ 56. Die feldsymmetrische Abbildung einer Ebene in Rotationssystemen. 169 

§ 56. Die feldsymmetrische Abbildung einer Ebene in 
Rotationssystemen. 

Wir setzen jetzt voraus, jedem Objektpunkt der achsensenkrechten 
Ebene z = 0 sei bildseitig eine rotationssymmetrische Kaustik zu
geordnet. Wir wollen die Form von V besti'mmen. 

Es gilt allgemein 

n~= -2Vax-2Vbn'~' .. n-Yj= -2Vay-2Vb n'1j', 1 
x'= -2Vbx-2Vcn'~', y'= -2Vby-2Vcn'rj'. J (1) 

Die DurchstoBpunkte eines Strahls mit der zugehorigen Meridianebene 
sind durch 

gegeben. 

x'=-2Vb x, 

)i' = -2Vb y, 

z' = 2 n' V V;-= c-. 
c n'2 

(2) 

Die Abbildung ist feldsymmetrisch, wenn die von einem festen 
Punkt kommenden Strahlen bildseitig die Meridianebene in einer ge-

, 
~.d~ 
I 
I::: 
I 
I 
Ie 

Abb. 58. Zur feldsymmetrischen Abbildung. 

raden Linie durchstoBen. Diese gerade Linie nennen wir den zum 
Objektpunkt gehOrenden Symmetriestrahl. Er schneide die Achse im 
Punkt B:. Koordinatenanfangspunkt sei die isoplanatische Blende B~. 
B~B~ = LI~ ist der Ui.ngsoffnungsfehler der Kaustik der Symmetrie
strahlen. Wi sei der Winkel, den der Symmetriestrahl durch B: mit der 
Systemachse bilde. Dann muB gelten: 

tg w' = _ 2 Vb la_ 

2 n' Vc VI - ;'2 - LI~ 
Integrieren wir (3) und beachten, daB der Winkel Vi 

Strahl und Symmetriestrahl durch 

cos v = = --_ SIll W + cos w 1 ____ _ , H' b ., 'V~--c 
2n'ya 11'2 

(3) 

zwischen 

(4) 
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gegeben ist. Wir finden 
LI' , 

V = B~~ b - n't(a,H'). 
2rti 

(5) 

Hierin ist t eine an sich noch willkiirliche Funktion, die aber allein 
von a und H' abhangt. Die Differentiation von (5) gibt 

V _ LI~ tg w' sin w' 8 t ) 
b - 2 fa- - 2Va 8H" 

V = cosw' !.L 
c F. 8H'· 

2n' 1 --~ 
n'2 

(6) 

Die Form der Funktion t kannen wir noch genauer aus den geo
inetrischen GraBen der Abbildung bestimmen. Sei k; der Abstand der 
kaustischen Spitze p~ von B~, sei LI' der Langsaffnungsfehler p~ p' 
der seitlichen Kaustik, auf dem Symmetriestrahl gemessen; dann 
folgt aus (2) und (6): 

!.L - (k' + LI') + LI~ 8H' - 8 . cosw'· (7) 

Beachten wir, daB hierin nur LI' von H' abhangt, so gibt die Inte
gration von (7) nach H' 

t(a, H') = (k~ + LI~ ,) (H' - 1) + j'LI'(a, H') dH' + g(a), (8) 
cosw 1 

also 

V = LI;~W' b - n' (k; + c~:}H' - 1) - n' l~'(a, H')dH' + g(a), (9) 

wo g(a) noch eine willkiirliche Funktion von a allein ist [so hierzu 
H. BOEGEHOLD (10) und H. BOEGEHOLD (11) und M. HERZBERGER (7)]. 

Wir erkennen aus (7), daB LI' eine reine Funktion von a und H' 
ist. Wir haben also hier den Beweis erneut gefiihrt, daB die seitliche 
Kaustik, von der wir anfangs nur voraussetzten, daB alle Strahlen 
den Symmetriestrahl schneiden, rotationssymmetrisch ist. 

Die FHiche der kaustischen Spitzen hat die Gleichung 

e~ = l'x~ + y~ = k; sin w' l'q, } (10) 
z~ = LI~ + k;cosw'. 

Ziehen wir in (9) die Glieder, die nur von a abhangen, in die will
kiirliche Funktion, so haben wir 

H' 

V - b - 'VI C 'fA' H'dH' (11) = - e 2 Va - Z n - n'2 - n 1 LI (a,) + g(a). 

Endlich ergibt sich daraus 
e + LI' sinw' V =-~~-

b 2 fa ' 
i' + LI' cos w' 

Vc= , 
2nt1/1-~ V n'2 

(12) 
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ferner haben wir 

V . _. - e' + .ii' sin w' b _ -, _b _ _ -, , 1 /-~c-
Va- 2a eJia 2 l'a zVan V 1 -n'2 

- n' LJ' (cos w' ~ - sin w' d~ - ~2) w' - (13) 
2n'V a V 12 Va 

H' 

- n'! LJ~adH + gv". 

Die von einem Objektpunkt ausgehenden Strahlen zerfallen bild
seitig in eine einfache unendliche Anzahl von Strahlenkegeln, die sich 
je in einem Punkt des Symmetriestrahls vereinigen und mit ihm 
dort gleiche Winkel v' bilden. Wir konnen also sagen, durch jeden dieser 
Kegel wird jeder Objektpunkt abgebildet auf einen Punkt des Symme
triestrahls. 

Betrachten wir ein sagittales Linienelement. Man kann es als ab
gebildet betrachten auf jedes Linienelement, dessen Endpunkte auf den 

Abb. 59. Sagittale Anderung der Kaustik bei fe1dsymmetrischer Abbildung. 

zu den Endpunkten des objektseitigen Linienelements gehorenden 
Symmetriestrahlen liegen. Vnter diesen Bildlinienelementen greifen 
wir diejenigen heraus, die auf der Meridianebene senkrecht stehen; 
dazu gehort insbesondere das Linienelement der durch (10) gegebenen 
Flache der kaustischen Spitzen. Sei Cs bzw. c; der Winkel, den ein 
Strahl mit der sagittalen Richtung bildet, sei {J; die VergroBerung, 
mit der unser sagittales Linienelement abgebildet wird, sei insbesondere 
{J~s die VergroBerung, mit der unser Linienelement durch die Symmetrie
strahlen auf die Flache der kaustischen Spitzen abgebildet wird, dann 
gilt 

(14) 
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Legen Wlr den Ausgangsobjektpunkt in die Meridianebene, setzen 
also 

Xo = 0, Yo = Va, 
dann finden Wlr aus (11) 

, b 
'YJ=---, 

2n' fa 

~ = cos cs ' ~' = cos c~, 1 
k' + LI' j n' {J' cos c' = n' -'~-' cos c' = n cos C s s k~ s s' 

(15) 

(16) 

also eine Gleichung in Kosinusform, die in ihrer Gestalt an die Iso
planasiebedingung erinnert, die wir in § 51 (11) behandelt haben. Selbst
verstandlich sind wegen der Rotationssymmetrie Kaustik und sagittale 
N achbarkaustik kongruent. 

Wesentlich komplizierter ist ein Versuch, ein ahnliches Abbildungs
gesetz fUr die Abbildung eines meridionalen Linienelements zu finden. 

Abb. 60. Meridionale Andaung der Kaustik bei feldsymmetrischer Abbildung. 

Setzen wir zunachst (15) in die entsprechende Gleichung fiir 'YJ ein, so 
finden wir 

-, - b -' - , J/-c I ncoscm = (loVa --= + ZoVa n , 1 -'2 ..... . 2}a n 

+ n' ,1'( cos w' 2n~ }~. - sin w' V~ -- n~)wvaj 
H' 

+n'f ,1 '-dH'-g -Va la . 
1 

(17) 

Jedes meridionale Linienelement wird abgebildet auf jedes Linien
element, dessen Endpunkte auf zwei meridional benachbarten Sym
metriestrahlen liegen. Wir zeichnen die Linienelemente aus, die par
allel zum meridionalen Linienelement der Flache der kaustischen 
Spitzen liegen. Sei {J~ bzw. {J~m die zugehOrige Vergri:iDerung; sei 
c~ (c~o) der Winkel eines beliebigen Strahls (des Symmetriestrahls) mit 
der meridionalen Fortschreitungsrichtung, dann haben wir 

I , , -, _ _ -, _ I C b V--
n {Jom cos cm = /?oVa 2}a + zoVa n 1 - n'2 ' (18) 
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also in (17) eingesetzt 

'fl' , + 'LI'( , b • ,n.)' n cos em = n Om cos em n cos W --.:: - Sill W 1 - ~ wl'iI 
2 n' fa n 

H' 

+ n' f Ll1,ildH' - gYil. (19) 
I 

Fiir den Symmetriestrahl ergibt sich 

'fl' , n cos emo = n OmCOSemO - gv;' (19a) 

also durch Subtraktion 

'fl' (' , ) + 'LI' ( , b ., V-I -c) , n Om cos 8m - COS emO n COS w --_ - SIll W - ·'2 wyil 
2n'fa n 

H' 

+ n' f Lly;dH' = n (COS em - COS em 0) . (20) 
1 

Urn obige Gleichung auch der Isoplanasiebedingung anzugleichen, 
fiihren wir die meridionale Strahlungsweite k'". ein. k'". sei die Ent
fernung der kaustischen Spitze auf dem Symmetriestrahl, gemessen 
von dessen Beriihrungspunkt B'". mit der Symmetriestrahlenkaustik. 
k'". geniigt, wie Abb. 60 zeigt, den Beziehungen 

dw' = p~'Tft_ sin e' I 
d fa k;" mO, 

dk:" fl' , r --::: = - Om cos emO· 
dfa 

(21) 

Wir erhalten 

2 n' fa r n's a 
n' LI'(cos w,_b~ - sin w,l / 1 - c ) WI" - I 

nL!' fl' . , ( , b • 'V-1--c ) (22) = -- 0 sme 0 cOsw---.:-SIllW --I k:" m m 2 n' fa .n'S 

n' L!' p' = , Om (cos 8:"0 COS V' - COS e;.) . 
k", 

In (20) eingesetzt ergibt sich schlieBlich 

'fl' k;" + L!' (' ') 'fl' (' , ) n Om-k-'- COSem-COSemO =n m COSem - COSemo 
m H' 

= n(COS8m - COSemo) + n'LI'(H' - 1) t!! (k~.) - n' f LlYiidH'. 
dfa 1 

(23) 

Obige Bedingung findet sich ebenso wie. die vorstehende Entwick
lung zuerst bei H. BOEGEHOLD (11) und M. HERZBERGER (7). Glei
chung (23) wurde dort als Symmetroplanasiebedingung bezeichnet. In 
der Achse geht (23) wegen 

limLlVa=lim2L1~Ya =0, I 
a~O 

limk~va = lim2k:" a Ya = 0 
a~O 

(24) 

in die Isoplanasiebedingung iiber. 
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Das einfachste Beispiel einer feldsymmetrischen Abbildung bildet 
die Abbildung durch eine einzelne KugelfHi.che. Jedem Objektpunkt 
einer beliebigen Ebene entspricht hierbei eine rotationssymmetrische 
Kaustik, deren Symmetriestrahl durch den Kugelmittelpunkt geht. 

§ 57. Die feldgleichmaBige Abbildung einer Ebene. 

Eine besonders interessante Unterklasse der feldsymmetrischen Ab
bildungen bilden die feldgleichmii/ligen (homooplanatischen) Abbildungen, 
die zuerst von E. LIHOTZKY und M. HERZBERGER (4) untersucht wurden. 
Sie sind dadurch ausgezeichnet, daB sowohl fur die Meridianstrahlen 
als fUr die Sagittalstrahlen Gleichungen in der Art der Isoplanasie
bedingung gelten: 

'R' (' ')' R' k;" + Ll' (' , ) n t'm cos em - cos emo = n t'mO -k-'- cos em - cos emo 
m 

= n(cosem - cosemo), ( 1) 

'R' , 'R' k; + Ll' , n t's cos es = n t'Os -k-'- cos es = n cos e •. 
• 

Glei~hung § 56 (23) lehrt uns, daB in diesem Fall der Offnungsfehler 
LI' der Gleichung A' , H' 

~-.!2k' - J'LI'-dH' k' mfa - Va 
m 1 

(2) 

genugen muB. Das gibt, nach H' differenziert, 

(H' - 1, )' k;"Lly,. 
~ LIB' + 1 kmYa = ---:;p- . (3) 

Die Losung dieser partiellen Differentialgleichung zeigt, daB bei feld
gleichmaBiger Abbildung LI' als Funktion von a und H' sich in der 

Form k' ( k') LI' (a, H') = k'": LI' 0, (H' - 1)';-
o ". 

(4) 

darstellen laBt. Gleichung (4) zeigt, daB in diesem Fall jede Kaustik ge
geben ist durch die Kaustik, die dem Achsenpunkt (a = 0) entspricht. 

Die Flache der kaustischen Spitzen ist durch 

e~ = k~sin W' "Va } (5) 
z~ = LI~ + k~ cosw' 

gegeben. Fiir sie ist H' = 1. Wir betrachten die Flachen, fUr die H' 
sich gemaB 

,k~ . v' k~ . v ~ 
(H - 1) - = - 2 sm2 - - = c = - 2 sm2 - (6) k;" 2 k;" 2 

andert. Der zugehOrige Offnungsfehler auf einem beliebigen Symmetrie-
strahl ergibt sich zu v' 

sin2 -
Ll' k' 2 ,=-!f'-=--,. (7) 
Llo ko . 2 vO 

SIn 2-
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Aus (7) folgt 
dlk' dILl' 
dw'- = dw' , (8) 

d. h. die gemi:i.B (6) und (7) bestimmten Fllichen schneiden die Symme
triestrahlen unter den gleichen Winkeln wie die Flache der kaustischen 
Spitzen. Verfasser bezeichnete diese Flachen als Quasiparallelflachen. 

Das Eikonal fUr eine feldgleichmaBige Abbildung ergibt sich nach 
H. BOEGEHOLD (11) und M. HERZBERGER zu 

H' 

V=-l!' b __ z'n'l/I_ C - n'k~fL1'(O (H'-I) k~)dH'. (9) 
o 2 y a 0 r n' 2 k~ , k;',. 

1 

Hierbei kann die unter dem Integralzeichen stehende Funktion, 
der Offnungsfehler auf der Achse, noch ganz beliebig sein. In (9) ist 
letztlich noch zu beachten, daB gilt: 

(10) 

Bei einer feldgleichmaBigen Abbildung bleibt im Gegensatz zur feld
symmetrischen Abbildung die Form der Kaustik im wesentlichen er
halten; die seitliche Kaustik steht mit der axialen Kaustik in be
sonderen einfachen Beziehungen. Die Gleichungen (1) kann man ge
wissermaBen als Bedingungen dafiir auffassen, daB alle Kaustiken sich 
nicht wesentlich verformen. 

Achter Teil. 

Die Eikonale in geschlossener Form. 
Zum SchluB wollen wir noch, im wesentlichen im AnschluB an Ar

beiten von T. SMITH (4), zeigen, wie man wenigstens theoretisch das 
Eikonal in geschlossener Form berechnen kann. 

Zuerst mogen einige Bemerkungen iiber den Zusammenhang der 
Eikonale zusammengestellt werden. Die Koordinatenanfangspunkte 
mogen so liegen, daB alle Eikonale verwandt werden konnen; dann ist 
nach § 15 (3) und (6): 

mit 

E + n(as) - n'(a's') = w, 1 
V = E - n' (a's') , 

v' = E + n (as) 

as = xg + Y'I}, } 

a's' = x' g' + Y' 'I}'. 

( 1) 

(2) 

Betrachten wir z. B. die erste Gleichung. W 5011 eine reine Funktiqn 
von t 'I}, g', 'I}' sein. Wir miissen also x, y, x', y' eliminieren; das ge-
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lingt im allgemeinen, d. h. immer, wenn das zweite Eikonal verwendbar 
ist (vgl. § 15), mit Hilfe der Beziehungen: 

nl; = - E"" n'I;' = E z" 1 
n'Yj = - Ell' n''Yj' = Ell'· f (3) 

In derselben Weise kann man (theoretisch) den Ubergang zwischen 
zwei beliebigen der obigen Eikonale herstellen. 

Wir untersuchen jetzt den EinfluB einer Verschiebung des Koordi
natenanfangspunktes. Hier ist die Benutzung des Winkeleikonals am 
zweckmaBigsten, da die Variablen dabei ungeandert bleiben. Aus der 
geometrischen Bedeutung des Winkeleikonals konnen wir folgern: 

W2 = WI - nz VI - (1;2 + 'Yj2) + n' z' Vl"':"(I'2~+ ~ii). ( 4) 

Hierin geben z, z' die Verschiebungen der Koordinatenanfangs
punkte an. 

Wollen wir zwei Abbildungen zusammensetzen, so konnen wir, evtl. 
mit Hilfe einer Koordinatenverschiebung, voraussetzen, daB die Koor
dinatenanfangspunkte zusammenfallen. Wir haben dann: 

W(I;,'Yj,!;',rJ') = Wdl;, 'Yj, 1;12,'Yj12) + W2(1;12,'Yj12'!;"'Yj')' (5) 
Es bleibt die Aufgabe, die Zwischenkoordinaten zu eliminieren. 

Dazu dienen die Gleichungen 

aWl aW2) X 12 = - °a n ~ = + ~, 
\>12 v "12 

a WI a WS 
YI2 = - an'11- = + a;;;;--' 

·,12 ·,12 

(6) 

ein Eliminationsverfahren, das immer moglich sein muB, wenn nicht 
das zusammengesetzte System brennpunktlos ist. 

Wir betrachten jetzt zum SchluB das Eikonal fUr eine Einzelflache. 
Wenn die Einzelflache nicht eine Ebene ist, konnen wir das Winkel
eikonal verwenden. Seien x*, y*, z* die Koordinaten der brechenden 
Flache in unserem Koordinatensystem, dann haben wir 

W = n (I; x* + 'Yj Y* + C z*) - n' (I;' x* + r/ Y* + C' z*) 
= - (n'I;' - nl;)x* - (n''Yj' - n'Yj) Y* - (n' C' - nC)z*. (7) 

Mit SMITH (4) fUhren wir fur die Klammerausdrucke die Ab
kurzungen ~, WL m: ein, haben also 

mit W = - (~x* + imy* + m:z*) (8) 

~=n'I;'-nl;, im=n''Yj'-n'Yj, m:=n'C'-nC. (9) 

Das Brechungsgesetz § 8 (35) lehrt, daB der Vektor mit den Kom
ponenten 2, im, m: die Richtung der Flachennormale im Punkt x*, y*, z* 
hat. Eliminiert man diese drei GroBen aus 

2: im: m: = aax: : ::*: :; I 
und 

f(x*,y*,z*) =0 

(10) 
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und setzt in (S) ein, so erhalt man wegen 

(11) 

W wie gewiinscht als Funktion von ~, 'ri, ~', rj'. 
1st die FHiche rotationssymmetrisch, so kann man leicht zeigen, 

daB auch dann W nur von a, b, c abhangt. Betrachten wir z. B. eine 
KugeHlache und legen den Koordinatenanfangspunkt in den Mittelpunkt, 
dann gibt (10) 

also 

und schlieBlich 

Fiihren wir endlich 

x* 2 + y* 2 + z* 2 - r2 = 0, 1 
2 : we : m = x* : y* : z* . 1 

we -y* 
Y£2 + we2 + W2 - r' 

W = ± r -V 22 + we2 + m2 . 

a = n2 (~2 + 'ri2) , 

b = 2 n n' (~ ~' + 'ri'ri') , 

c = n'2(t2 + 'ri'2) 

ein und beach ten (11), so finden wir 

(12) 

z* (13) 
r 

(14) 

(15) 

W = + r 1/~2 + n'~ = b - 2nn'J/(I_a)'··(1-~)· (16) - r I n2 n'2 ' 

das positive oder negative Vorzeichen gilt, je nachdem r positiv oder 
negativ ist. 

Wenn man das hier angewandte allgemeine Eliminationsverfahren 
betrachtet, so erkennt man, daB das Eikonal fiir eine einzelne brechende 
Flache stets in B, we, m homogen von der ersten Ordnung ist. T. SMITH 
zeigt, daB man dies en SchluB auch umkehren kann; jedes Winkel
eikonal, das durch eine homogene Funktion erster Ordnung in den 
2, we, m dargestellt wird, laBt sich durch eine Flache realisieren. Sei W 
eine homogene Funktion erster Ordnung in den 2, ID~, m, also 

oW oW oW 
W = 2 --a2 + we awe + m oW . (17) 

Nun ist aber 
oW oW oB oW aw aw oW I: 

x = - a(n~) = - --a2 a(n~) - oW o(n~) = --a2 - ~ T ' 

x' = 
oW aw ~' 
--a2 + oW C" 

Y= 
oW aW1"j 
o'.ill- 8iJfT' 

(IS) 

y' = 
aw aw 1"j' 
aWl + 8iJf 7;' . 

Herzberger, Strahlenoptik. 12 
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Betrachten wir die durch 

oW ow~, ow~' 
x* = ii2 = x + o\)e y = x - 0\)1 r' 
* _ oW _ oW r} _, OW r/ 

y - (1))( - y + o\)r Y - y - (1)1 " ' 

*_ow 
Z - olJe I (19) 

gegebene Flache. Fur sie geht (17) in (8) uber. Die so bestimmte Flache 
bricht unsere Strahlen in der gewunschten Weise. 

Zum SchluB behandeln wir die Brechung an einer Ebene. Hier ist 
das Winkeleikonal nach § 15 unbrauchbar. Wir benutzen das gemischte 
Eikonal V'. 

Koordinatenanfangspunkt sei objekt- und bildseitig der Scheitel der 
brechenden Ebene. Dann ist 

n~ = n'~', 

x'=x, 
" } nrJ=nrJ ' 

y' = y, 
(20) 

also ergibt sich aus § 50 (2): 

Va=Vc=O, (21) 
d. h. 

V = - 2b. (22) 

Zum SchluB wollen wir noch uberlegen, welch en Bedingungen ein 
Eikonal genugen muB, damit es realisierbar sein kann. Wir mussen 
jedem Objektstrahl eineindeutig emen Bildstrahl zuordnen k6nnen, 
d. h. z. B. die Gleichungen 

oW 
x = + o(n~)' 

uW 
y = + o(n1}) • 

, aw , oW 
x = - a(n'~')' y = - o(n'1}') 

mussen nach x', y', ~', rJ' aufl6sbar sein. Das bedingt 
02W 02W 
o~ o~' =l= 0 , 01} orj' =l= 0 . 

FUr rotationssymmetrische Systeme wird daraus: 
aw 
Tb=l=O. 

(23) 

(24) 

(25) 



Geschichtliche Bemerkungen 1. 

Wir haben in den friiheren Abschnitten unseres Buches gesehen, daB 
IT\an in einem rotationssymmetrischen optischen Instrument im all
gemeinen die Lichtstrahlen auf zwei verschiedenartige Weisen anordnen 
kann, je nachdem, ob man sie urn die Strahlen durch den Achsenpunkt 
(Aperturstrahlen) (s. S. 151), oder urn die Strahlen durch die Blenden
mitte (Hauptstrahlen) (s. S.161) gruppiert. Die letztere Anordnung 
fUhrte zu einer Theorie der Strahlenbegrenzung, zu der Lehre von der 
Perspektive, d. h. yom Sehen durch optische Gerate, letzthin zu dem 
von A. GULLSTRAND (1) gepragten Begriff der optischen Projektion. 
Die Anordnung urn die Aperturstrahlen fUhrte zu den Fragen der 
optischen Abbildung. Die Strahlen, die in der Nachbarschaft des Aus
gangsstrahles verlaufen und von einem seiner Punkte ausgehen, geben 
auf der Bildseite im allgemeinen ein astigmatisches Strahlenbiindel 
mit zwei Punkten bester Vereinigung. Es ist nun interessant, zu ver
folgen, wie in der Geschichte un~erer Wissenschaft abwechselnd die 
eine und die andere Behandlungsweise vorherrscht. 

Bedenken wir, daB die Griechen annahmen, die Lichtstrahlen gingen 
vom Auge aus (Sehstrahlen!) zu den Dingen, so wird es verstandlich 
erscheinen, daB im Altertum und im Mittelalter die Fragen der optischen 
Projektion das groBte Interesse fanden. In der dem EUKLID (ca. 300 
v. Chr.) zugeschriebenen Optik finden wir eine eingehende Darstellung 
der Gesetze der Perspektive, in seiner Katoptrik finden wir eine Dar
stellung der Gesetze yom Sehen durch Spiegel. Ais "Bildpunkt" bezeich
nen EUKLID und seine Nachfolger den Punkt, in dem der reflektierte 
Hauptstrahl das yom Objektpunkt aus auf den Spiegel gefallte Flachen
lot schneidet. Erst KEPLER gab (1) fUr diese Wahl eine Begriindung. Es 
handelt sich urn den sagittalen Bildpunkt; dieser ist beim beidaugigen 
Sehen bevorzugt dadurch, daB wir meistens die Augen symmetrisch zur 
Meridianebene durch den Objektpunkt halten. Interessant ist, daB 
EUKLID annahm, yom Auge gingen nur diskrete Lichtstrahlen aus; 

1 Die Geschichte der geometrischen Optik 1St seit WILDE (1) nicht all
gemein behandelt worden, das WILDEsche Buch ist mir noch vielfach von Wert 
gewesen. Einzeldarstellungen haben in den letzten Jahrzehnten M. v. ROHR und 
H. BOEGEHOLD geliefert; die fraglichen Arbeiten bis 1924 sind im CZAPsKIschen 
Handbuch angefiihrt. Eine ausfiihrlichere Darstellung wird Verfasser in der 
Z. Instrumentenkde geben. 

Allgemein bemerke ich noch, daB ich im Text iiberall die heute iiblichen Aus
driicke benutze, die oft nicht mit den von den Autoren gebrauchten Bezeichnungen 
ii bereinstimmen. 

12* 
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hierdurch konnte er die Tatsache erklaren, daB Gegenstande nicht mehr 
gesehen werden k6nnen, wenn sie dem Auge in zu groBer Entfernung, 
d. h. unter zu kleinem Winkel dargeboten werden. 

HERO von Alexandrien schreibt (nach 100 v. Chr.) eine Katoptrik, die 
besonderen Wert auf die Anwendungen legt. Der Spiegel als Spion, der 
Spiegel im Theater, der Spiegel als Mittel zur Hervorzauberung von 
Geistererscheinungen, der Zylinderspiegel zur Erzeugung verzerrter Bil
der sind Gegenstand seiner Untersuchungen. Er versucht eine Ableitung 
des Reflexionsgesetzes, wie der geradlinigen Lichtausbreitung aus dem 
Satz, das Licht lege zwischen zwei Punkten stets den kiirzesten Weg 
zuriick. Nicht ganz uninteressant ist, daB er beim Beweis dieses Satzes 
nur Figmen mit ebener und erhabener Trennungsflache zeichnet, fUr 
die er richtig ist, wahrend er bekanntlich beim Hohlspiegel versagen 
kann. 

Die Tatsache der Brechung war den Alten bekannt, wie aus einer 
Stelle in PLATONS Staat hervorgeht; es gelang ihnen jedoch nicht, das 
Brechungsgesetz zu finden. Fiir ihre Bemiihungen zeugen insbesondere 
Messungen des PTOLEMAEUS (ca. 150 v. Chr.), der mittels einer schOnen 
Versuchsanordnung fUr 10 zu 10 Grad Einfallswinkel den Brechungs
winkel beim Dbergang von Luft in Glas, Wasser in Glas, Luft in Wasser 
experimentell ermittelte. VITELO (urn 1270) versuchte eine Erganzung 
dieser Angaben, indem er auch fiir den umgekehrten Dbergang Werte 
angab, die jedoch zum Teil unrichtig sind. J. KEPLER (1571 bis 1630) 
ist leider durch Benutzung dieser Werte von VITELO auf falsche Wege 
geleitet worden. KEPLER war iibrigens der erste, der wirklich hier ein 
mathematisches Gesetz aufzustellen suchte und hierzu viele miihselige 
und interessante Untersuchungen anstellte. Er suchte eine Flache, die 
ein paralleles Strahlenbiindel so brach, daB die Strahlen nach der Bre
ehung dureh einen Punkt gehen. Er fand, daB die Flaehe nahezu ein 
Rotationshyperboloid sein miiBte, jedoch gaben die benutzten Tabellen 
von VITELO Abweichungen, die KEPLER als real ansah. Dureh richtige 
Verfolgung dieses Weges ist bald darauf R. DESCARTES (1596 bis 1650) 
zur Ableitung des Brechungsgesetzes wohl unabhangig von W. SNELL 
gekommen. R. DESCARTES versucht eine Erklarung des Brechungs
gesetzes, indem er den Lichtstrahl mit einem elastischen Ball vergleicht, 
der in verschiedenen Mitteln versehiedene Gesehwindigkeiten besitzt. 
Er benutzt das Brec,hungsgesetz und die von ihm erfundenen Methoden 
der analytischen Geometrie aueh, urn die nach ihm benannten karte
sischen Flachen zu untersuchen, die ein homozentrisches bzw. ein Par
allelstrahlenbiindel in einem Punkt brechen bzw. reflektieren. Gegen 
seine Begriindung des Brechungsgesetzes wendet sich heftig P. FERMAT 
(1608 bis 1665), der den Gedanken HEROS zweckmaBig erweitert; er 
leitet das Brechungsgesetz aus dem Prinzip der schnellsten Ankunft ab; 
auch er ist sich bewuBt, daB das Prinzip als Minimum-Prinzip schon beim 
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Hohlspiegel versagen kann. Er hilft sich durch einen dialektischen Kunst
griff: er sagt, fUr den ebenen Spiegel sei das Minimumprinzip richtig, 
die Natur stiitze sich bei dem gekriimmten Spiegel auf die Tangential
ebene als das einfachste Gebilde mit gleicher Wirkung fUr den ein
fallenden Strahl. Bald sollte (G. G. LEIBNIZ) das Minimumprinzip sogar 
theologisch fundiert werden. 

Inzwischen waren in der Erkenntnis der optischen Abbildung groBe 
Fortschritte gemacht worden. Schon EUKLID, spater vor allem ALHAZEN 
(965-lO39 n. Chr.) hatten ausfUhrliche Kenntnisse iiber die sagittalen 
Bildpunkte in Spiegeln. R. BACON (1214 bis 1297) entdeckte fUr den 
Kugelspiegel den schon friiher gelegentlich erwahnten Offnungsfehler, 
F. MAUROLYCUS (1494 bis 1577) fUr die Brechung an einer Glaskugel. 
Nur die Strahlen, die einen Rotationskegel urn die Achse bilden, treffen 
sich nach der Reflexion (Brechung) in einem Punkt der Achse. Strahlen
kegel verschiedener Offnung durchdringen sich, sie umhiillen (MAUROLY
cus!) einen krummlinigen Kegelmantel, die Kaustik. KEPLER weist (1) 
darauf hin, daB auf jedem Meridianstrahl zwei Bildpunkte liegen. Der 
meridionale Bildpunkt miiBte gegeniiber der Annahme der Alten z. B. 
dann als Bildort dem Auge erscheinen, wenn man beide Augen in die zu
gehOrige Meridianebene brachte, eine allerdings ungewahnliche Haltung. 
In seiner Dioptrik (2) geht KEPLER von der Annahme aus, daB man mit 
geniigender Genauigkeit Einfallswinkel i undAblenkung (i' - i), zwischen 
denen er auch allgemein eine Beziehung sucht, als proportional ansetzen 
kanne, wenn man nur darauf achtet, daB die Offnungswinkel in keinem 
Mittel 30 0 iiberschreiten. Er bekommt so im Bereich der GAussschen 
Optik wichtige Angaben iiber die Lage des Brennpunktes und der 
GAussschen Bildpunkte fUr verschiedene Dingorte und Linsentypen, 
Angaben, die auch zur Konstruktion optischer Instrumente ausreichen. 

Bisher waren nur einfarbige (monochromatische) Lichtstrahlen unter
sucht. ]. NEWTON (1643 bis 1727) machte auch die Farberscheinungen 
der mathematischen Analyse zuganglich. Neben den Rotationssystemen 
taucht das Prisma als optisches System auf, und wird auf seine Eigen
schaften untersucht; so findet NEWTON unter anderem die Formel fUr 
das Minimum der Ablenkung. CHR. HUYGENS' (1629 bis 1695) Abhand
lungen sind zum Teil erst in der Gegenwart vollstandig veraffentlicht 
worden; aber auch die Gedanken der beiden, damals veraffentlichten 
Arbeiten haben iiber ein ]ahrhundert gebraucht, urn sich durchzusetzen. 
In seinem Traite de. la lumiere haben wir die erste Wellentheorie des 
Liehts. Aus der Wellennatur wird die Geradlinigkeit der Liehtstrahlen, 
das Reflexions- und Breehungsgesetz abgeleitet, aber aueh z. B. die 
Gesetze der Doppelbreehung am islandischen Kalkspat entwiekelt. 
HUYGENS zeigt, daB die Meridiankurven der Kaustik, wenn man langs 
ihnen die Liehtstrahlen abwiekelt, die Meridiankurven der Wellen
flachen geben, und gibt eine Analyse der Gestalt der Wellenflaehen aueh 
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in der Nahe der Kaustik. Aus seiner Dioptrik erwahnen wir vor aHem den 
erst en Reziprozitatssatz, der dort, naturlich nur fUr Objekte nahe 
der Achse von Rotationssystemen folgendermaBen ausgesprochen ist. 
"Vertauschen wir Auge und Gegenstand bei festgehaltenem optischen 
System, so wird der Gegenstand dieselbe scheinbare GroBe haben und 
be ide Male in derselben Art erscheinen." Wir verdanken HUYGENS die 
Entdeckung der aplanatischen Punkte und des optischen Mittelpunkts 
einer dicken Linse. Die Theorie der Lichtstrahlenbegrenzung verdankt 
ihm insbesondere eine genaue Untersuchung der Eigenschaften der tele
zentrischen Perspektiven. 

Die Eigenschaften der meridionalen Kaustiken erregten urn diese 
Zeit (1700) das Interesse der Mathematiker; Arbeiten von TSCHIRN
HAUSEN, LEIBNIZ, DE LA HIRE und vor allem Arbeiten von JOHANN 
und JACOB BERNOULLI seien hier erwahnt. Fragen der Abbildung treten 
immer mehr in den Vordergrund. EULER (1707 bis 1783) betrachtet in 
seiner Dioptrik das optische Instrument ganz losgelost yom Auge; er 
benutzt keine Blenden zur Strahlenbegrenzung, er gibt als Regel an, 
man moge aHe Linsen auBer der erst en so groB machen, daB keine Ab
schattung durch sie hervorgerufen werden; dann wirkt die Offnung der 
erst en Linse als Eintrittspupille. EULER behandelt von den Bildfehlern im 
SEIDELschen Gebiet nur den Offnungsfehler, obwohl kurz vorher schon 
D' ALEMBERT und CLAIRAUT auf Abweichungen auBerhalb der Achse hinge
wiesen hatten. EULERgibt ferner an, daB man durch geeignete SteHung des 
Auges bei vorhandener FarbenHi.ngsabweichung den FarbvergroBerungs 
fehler fUr ein Farbenpaar unschadlich machen kann, da es einen Blen
denort gibt, von dem aus die Bilder in beidenFarben gleich groB erscheinen. 

J. DE LAGRANGE veroffentlicht 1803 den zweiten Reziprozitatssatz, 
der bei der Abbildung Objekt- und WinkelvergroBerung fUr achsen
senkrechte Objekte in Zusammenhang bringt. LAGRANGE, PIOLA, BES
SEL, MOBIUS und insbesondere K. FR. GAUSS (1841) verdanken wir die 
Kenntnis der allgemeinen Abbildungssatze, die in diesem Buch unter 
dem Kapitel GAusssche Optik beschrieben sind. Es seien hier erwahnt 
die Eigenschaften der Hauptpunkte (MOBIUS), Knotenpunkte (BESSEL) 
und die Ableitung der Beziehungen zwischen Objekt- und Dingweiten, 
die vorher nur fUr die Einzelflache oder fUr den Spezialfall dunner Linsen 
bekannt waren. 

Die Entwicklung der Flachentheorie und ihre Anwendung auf die 
Optik durch MALUS, DUPIN und CAUCHY in den zwanziger Jahren 
brachte durch den Beweis des Satzes, daB ein Normalensystem bei 
Brechung und Reflexion wieder in ein Normalensystem ubergehe, die 
Gedanken der HUYGENSSchen Lehre von der Wellennatur des Lichts 
wieder zu Ehren. GERGONNE, QUETELET und STURM, insbesondere der 
erstere, geben mathematisch sehr schone Satze uber die meridionalen 
kaustischen Flachen. 
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In England lehrt unsTH. YOUNG (1773 bis 1829) bei Untersuchung 
der Fehler des menschlichen Auges den Bau eines astigmatischen Strah
lenbundels und gibt Formeln, urn ein solches Bundel durchzurechnen, 
wenn dessen Anfangsstrahl in der Meridianebene liegt. Die entsprechende 
Aufgabe wurde 1838 von CH. STURM gelast fur die Durchrechnung eines 
Bundels, dessen Anfangsstrahl beliebige Lage zu der jeweiligen brechen-

. den Flache hat. G. B. AIRY findet 1827 die Bedingung fUr verzeichnungs
freie Abbildung; seine Untersuchung der Bildfehler enthalt u. a. schon 
die uns jetzt aus der SEIDELschen Theorie gelaufigen Beziehungen zwi
schen den sagittalen und meridionalen Bildfeldfehlern. 

Die Arbeiten W. R. HAMILTONS (1805 bis 1865) beginnen erst in der 
Gegenwart wieder fUr die Optik nutzbar gemacht zu werden. Die Be
trachtung der Strahlenoptik als Problem der Variationsrechnung ist von 
ihm konsequent durchgefuhrt worden. Die Lange des vom Licht zwischen 
zwei seiner Punkte zuruckgelegten Wege E bei festgehaltenem Anfangs
punkt als Funktion des Endpunkts betrachtet, bezeichnet er als charak
teristische Funktion (jetzt Eikonal genannt). Aus den Eigenschaften 
dieser charakteristischen Funktion sucht er die Eigenschaften der opti
schen Abbildung zu finden. HAMILTONS Untersuchungen beschranken 
sich nicht auf Rotationssysteme, sie beschranken sich nicht auf homogene, 
ja nicht einmal auf isotrope Mittel. So gibt er z. B. 1827 eine Theorie der 
konischen Refraktion, die erst daraufhin von S. LLOYD experiment ell 
bestatigt wurde. Uber den Inhalt dieses Buches hinaus behandelt HAMIL
TON in seiner ersten Arbeit die Gesetze zweiter bzw. dritter Ordnung in 
einem astigmatischen oder stigmatischen Strahlenbiindel, dessen An
fangsstrahl beliebig liegt, allerdings nur die Abbildung eines Punktes, 
nicht eines Flachenelementes. 

Der Kenner erstaunt, wenn er auch hier die Analogien aufspiirt, die 
zwischen den GesetzmaBigkeiten in einem Normalenbundel und den ent
sprechenden optischen Abbildungsgesetzen der gleichen Ordnung be
stehen. HAMILTON fUhrt auch Winkeleikonal und gemischtes Eikonal 
ein und gibt die Beziehungen bis zur zweiten Ordnung zwischen diesen 
GraBen an. Es ist mit der Zweck dieses Buches, von neuem die Frucht
barkeit der Ideen HAMILTONS zu erweisen. Von Arbeiten aus dem ver
gangenen Jahrhundert, die auf den HAMILToNschen Gedanken aufbauen, 
seien vor aHem die Arbeiten CL. MAXWELLS (1831 bis 1879) genannt. 

Die Lehre von den Bildfehlern dritter Ordnung wurde von J. PETZ
VAL weitergefuhrt und von L. SEIDEL in der bis zur Gegenwart iiblichen 
Form vollendet. 

Die Lehre von der Strahlenbegrenzung war inzwischen aHmahlich 
in den Hintergrund getreten, die hierher geharigen Fragen wurden nur 
fur Sonderfalle behandelt, wo es sich gerade als notwendig erwies. 
L. SCHLEIERMACHER (1785 bis 1844) gab zuerst wieder eine umfassende 
Darstellung, die auch heute noch sehr lesenswert ist, leider fand er zu-
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nachst keine Nachfolger. 30 Jahre spater kam E. ABBE, von der Licht
starke der optischen Instrumente ausgehend, auf diese Aufgaben zuriick. 
Er legte dann die Grundlage zu unserem Lehrgebaude der Strahlen
begrenzung, das besonders durch M. v. ROHR ausgebaut wurde. 

Gleichzeitig mit H. v. HELMHOLTZ fand E. ABBE den optischen Sinus
satz, das erste Beispiel dafUr, daB man durch Studium der von einem 
Objektpunkt kommenden Strahlen Aussagen iiber die Abbildung der. 
Nachbarpunkte machen kann. Von ABBE stammt auch folgender ProzeB 
der Invariantenbildung. Die nach dem Brechungsgesetz invariante GroBe 
n' sin i' =n sin i = J bildet stets die Grundinvariante. Entwickelt man] 
nach einer invariant en GroBe, z. B. nach dem Kugelwinkel t:p (s. S.44), 
so sind die Koeffizienten dieser Entwicklung wieder Invarianten. Man 
erhalt auf diese Weise Invarianten beliebig hoher Ordnung. Die ABBE
sche Schule, insbesondere A. KONIG in M. v. ROHR (5), hat diese 
Gedanken benutzt, urn die SEIDELschen Bildfehler sowie die GraBen, 
die den Offnungsfehler in dritter Ordnung kennzeichnen, durch diese 
Invarianten auszudriicken. A. GULLSTRAND hat (1) die Methode auf 
allgemeine Systeme iibertragen. 

Von den neueren Autoren solI in diesem Abschnitt nur soweit die 
Rede sein, als sie neue mathematische Methoden auf die Optik anwandten 
oder neue Problemstellungen entdeckten. 

Die Theorie der Beriihrungstransformationen wurde in einer kleinen 
Note von S. LIE, in einer Arbeit von STUDY und insbesondere in einer 
Monographie von BRUNS auf optische Fragen angewendet. Letztere 
Arbeit kommt ohne Kenntnis HAMILTONS zur Wiederaufnahme der 
charakteristischen Funktion, die er als Eikonal bezeichnet. Wesentlich 
ist die F orderung, nur Koordinaten einzufUhren, die den Lichtstrahl 
eindeutig charakterisieren, wahrend HAMILTON u. a. die sechs Koordi
nat en von Anfangs- und Endpunkt benutzte. 

Methoden der Variationsrechnung benutzt C. CARATHEODORY (2), 
urn fiir ein beliebiges Mittel optische Abbildungssatze zu beweisen; 
umgekehrt wird ein geometrisch-optischer Satz von R. STRAUBEL, der 
beide Reziprozitatssatze verallgemeinerte, von J. DOUGLAS und T. LEVI
CIVITA auf allgemeinere Variationsprobleme iibertragen. 

Gem gebe ich hier eine Anregung von W. HAACK weiter, der in einem 
Gesprach auf die Moglichkeit verwies, gruppentheoretische Methoden auf 
die Optik anzuwenden. Die PLOCKERsche Abbildung des Geradenraums 
auf eine Flache zweiter Ordnung des homogenen Raums von sechs Dimen
sionen ordnet einer optischen Abbildung eine Punkttransformation 
dieses Raums zu. Die gruppentheoretische Struktur der Untergruppen 
der optisch moglichen Abbildungen diirfte vielleicht fUr die Optik von 
Wert sein. 

Differentialgeometrische Methoden bevorzugt A. GULLSTRAND in 
seinen Untersuchungen, die sich methodisch an die ABBEsche Invarian-
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tenmethode anschlieBen. Er hat in seinen Arbeiten zum erstenmal einen 
erschopfenden Aufbau auch der schwierigeren Probleme unserer Wissen
schaft unternommen. Bei ihm finden wir klar eine Zusammenfassung 
der beiden an den Anfang dieses Abschnitts gestellten Aufgaben. Die 
Strahlen in der N achbarschaft des Anfangsstrahls konnen zur optischen 
Projektion eines Flachenelements benutzt werden (s. S. 161); hierbei 
sind die Hauptstrahlen, d. h. die Strahlen durch einen festen Punkt 
(Blende) ausgezeichnet; sie konnen zur Abbildung benutzt werden, dann 
ist das Aperturstrahlbiindel durch einen Punkt des FHichenelements 
ausgezeichnet. GULLSTRAND betrachtet die Abbildungsgesetze bis zur 
dritten Ordnung, setzt allerdings bei den Gesetzen zweiter Ordnung das 
Bestehen einer Symmetrieebene, bei den Gesetzen dritter Ordnung das 
Bestehen zweier Symmetrieebenen voraus. Es ist in diesem Buch ver
sucht worden, die wichtigsten seiner Ergebnisse auf einem etwas weniger 
miihevollen Weg abzuleiten. 

Der ABBEsche Sinussatz hat eine groBe Literatur hervorgerufen,. die 
die oben skizzierte Idee zu verallgemeinern suchen. Es seien zwei Arbeiten 
von STAEBLE und LIHOTZKY erwahnt, die an Stelle der Bedingung fUr 
eine schade Abbildung bei Rotationssystemen eine Bedingung fiir eine 
gleichmaBige Abbildung eines FHichenelements angeben; es seien Arbei
ten von THIESEN, BRUNS genannt, die Bedingungen fiir eine schar/e, 
sowie andere Untersuchungen, die Bedingungen fiir eine gleichmiifJige 
Abbildung einer endlichen Flache angaben; es sei auf die oben zitierte 
Arbeit von CARATHEODORY hingewiesen, der allgemeine Abbildungs
satze in anisotropen Mitteln aussprach. Etwas abseits liegen Arbeiten 
von W. MERTE, der die Bedingung fiir eine stigmatische Abbildung des 
Raums durch enge Biindel angab. 

Von besonderer Bedeutung fiir dieWeiterentwicklung unserer Wis
senschaft diirften vielleicht noch die Arbeiten von T. SMITH sein, ins
besondere (1), in der eine Einteilung der Bildfehler beliebiger Ord
nung fiir Rotationssysteme in natiirliche Gruppen angegeben ist, und 
in der sich ferner Ansatze finden, urn die Abhangigkeit der Bildfehler 
beliebiger Ordnung in Rotationssystemen von Objekt- und Blendenlage 
zu untersuchen. 

Das entsprechende Problem wurde in diesem Buch fiirdie SEIDEL
sche Theorie in allen EinzeTheiten durchgefiihrt. 

Zum SchluB bemerke ich noch, daB F. KLEIN, E. STUDY, 
G. PRANGE (1, 2) in Deutschland, T. SMITH (4) in England in jiingster 
Zeit nachdriicklich auf die Bedeutung W. R. HAMILTONS fiir die geo
metrische Optik verwiesen haben. Wiihrend cler Drucklegung dieses 
Buches erschien: A. W. CONWAY & J. L. SYNGE: The mathematical 
papers of SirW. R. HAMILTON Vol I. Geometrical optics, Cambridge 1931; 
eine deutsche kritische Ausgabe der Hauptwerke HAMILTONS durch 
G. PRANGE ist in Vorbereitung. 
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