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Предисловие редактора
перевода

Книга Р. Вона посвящена изложению основ кругового
метода Харди — Литтлвуда. В нашей литературе этот метод
называют круговым методом Харди — Литтлвуда — Раману-
джана (X. — Л. — Р.) по причинам, изложенным в § 1.2. Кру-
говой метод имеет своим истоком метод производящих функ-
ций Эйлера, которым Эйлер решал линейные аддитивные за-
дачи. Рассмотрим уравнение вида

.. . + апхп = N, ах ап > О,

в целых неотрицательных числах х\, ..., хп. Если J(N)—•
число решений этого уравнения, то производящая функция

( определяется так:

N-0

Следовательно,

at" t-o

Можно вычислить J(N) по интегральной формуле Коши

1 Г

Изложенная идея Эйлера и последняя формула послу-
жили истоком кругового метода. Кроме того, формула (*)
дала название методу — «круговой». Круговым методом ре-
шаются нелинейные аддитивные задачи, такие, как проблема
Варинга, проблема Гольдбаха и многие другие. Слово «ре-
шаются» означает следующее. Для числа решений J(N) неко-
торого нелинейного уравнения выписывается точная формула
в виде интеграла типа (*). Этот интеграл / разбивается на
два слагаемых 1\ и /г по определенному правилу, предложен-
ному Харди — Литтлвудом — Рамануджаном,



6 , Предисловие редактора перевода

Первое слагаемое 1\ исследуется методом X. — Л. — Р.
и оно дает предполагаемый главный член асимптотической
формулы для / при J V - ^ + O O - Если после этого удается дока-
зать, что второе слагаемое 1% есть величина меньшего по-
рядка, чем /[, то для / получается асимптотическая формула.
Таким образом, круговой метод X. — Л. — Р. — это метод вы-
деления из / предполагаемого главного члена. Для полного
решения задачи остается оценить предполагаемый остаток,
т. е. 1%. В 1924 г. И. М. Виноградов заменил в круговом ме-
тоде бесконечные ряды конечными тригонометрическими сум-
мами. Это не только значительно упростило метод, но и от-
крыло путь к решению новых задач аддитивной теории чисел.
Создание И. М. Виноградовым в 1934 г. нового метода оценок
тригонометрических сумм позволило для широкого круга за-
дач, которые стали называться «тернарными аддитивными
проблемами», оценить остаточный член /2. Таким образом,
общая схема решения тернарных аддитивных проблем круго-
вым методом выглядит так: число решений J(N) некоторого
уравнения записывается в виде интеграла / от тригонометри-
ческой суммы; интеграл / разбивается на два слагаемых по
правилу, предложенному X, — Л. — Р.; интеграл /i иссле-
дуется методом X. — Л. — Р. в форме тригонометрических
сумм И. М. Виноградова; интеграл 1% оценивается с помощью
метода оценок тригонометрических сумм И. М. Виноградова.
По такой схеме решаются основные задачи, изложенные в
книге Р. Вона. Автору книги принадлежит замечательное
тождество, которое позволило упростить решение И. М. Вино-
градова проблемы Гольдбаха (см. теорему 3.1). Отмечу так-
же, что некоторые из теорем книги, в частности теорема о
среднем И. М. Виноградова (гл. 5), асимптотическая формула
для JS(X) (гл. 7) и др., в нашей литературе изложены и точ-
нее, и лучше (см. [1] — [4]). В книге имеется ряд приложе-
ний кругового метода к задачам, которые в нашей литературе
не были достаточно отражены (см. гл. 9—11). В моих приме-
чаниях, помещенных в конце глав и обозначенных цифрой в
квадратных скобках, даны дополнительные ссылки на лите-
ратуру и некоторые комментарии.

В заключение мы благодарим автора, который проявил
большой интерес к русскому изданию и прислал список ис-
правлений и замечаний.

А. А. Карацуба
\1] Виноградов И. М. Метод тригонометрических сумм п теори чисел.—

М.: Наука, 1980.
[2] Виноградов И. М. Особые варианты метода тригонометрических

сумм. — М.: Наука, 1976.
[3] Архипов Г. И., Карацуба А. А., Чубариков В. Н. Кратные тригономет-

рические суммы. Труды МИАН, т. 151. — М.: Наука, 1980.
[4] Карацуба А. А, Основы аналитической теории чисел.—М.: Наука, 1983.



Предисловие

Метод Харди — Литтлвуда рассматривался ранее в двух
работах Ландау (1937) и Эстермана (1952), изданных в Кем-
бридже. Однако, несмотря на немалый вклад английских уче-
ных в открытие и разработку данного метода, в Великобри-
тании не был опубликован его полный обзор, тогда как за
рубежом появилось много монографий.

Цель настоящей монографин состоит в том, чтобы наряду
с описанием классических форм этого метода привести неко-
торые из недавних его усовершенствований. Сделать ударе-
ние на это представляется особенно важным, поскольку мно-
гие из более поздних приложений широко используют клас-
сический материал.

Было бы полезно уделить внимание работе Дэвенпорта
о кубических формах, совместной работе Дэвенпорта и Лью-
иса о системах уравнений, работе Радемахера и Зигеля,
в которой этот метод распространяется на алгебраические
числа, а также работам различных других авторов, завер-
шившимся недавней статьей Шмидта о границах решений
однородных уравнений и неравенств. Однако это сделало бы
книгу слишком громоздкой. Читатель, интересующийся этими
вопросами, может обратиться к библиографии.

Предполагается, что читатель знаком с элементами теории
чисел в объеме книги Харди и Райта. Кроме того, для пони-
мания некоторых тем данной книги желательно, чтобы чита-
тель был в курсе современного состояния дел в теории чисел.
Там, где необходимо, дается ссылка на стандартный текст по
соответствующей теме.

В основу содержания глав 2, 3, 4, 5, 9, 10 и 11 легли рас-
ширенные курсы, предлагаемые в «Империал Колледж» в те-
чение ряда лет, и их можно использовать для работы аспи-
рантов в аналитической теории чисел.

Р. Вон



Обозначения

Буквой k обозначается натуральное число, обычно k ^ 2;
формулировки, в которых появляется е, верны для каждого
положительного действительного числа е. Буквой р обозна-
чаются простые числа.

Символы Виноградова <С, S> имеют свой обычный смысл,
именно для функций fug, где g принимает неотрицательные
действительные значения, f <C g означает | f | ^ C g , где С —
постоянная, а если, кроме того, / также неотрицательна, то
f S> g означает g <C f.

Неявные постоянные, включаемые в О, <С и 3>, обычно
зависят от k, s и е. Дополнительная зависимость будет упо-
мянута особо.

Как обычно в теории чисел, функции е(а) и | |а| | означают
e2nta и т{п\а — h\ соответственно. Иногда встречается вы-

ражение min(X, 1/0), и в этом случае надо брать X.
Соотношение рг\\п используется для обозначения того, что

рг—наивысшая степень р, делящая п.



Введение
и исторические
сведения

1.1 Проблема Варинга

В 1770 г. Варинг в своих «Алгебраических размышле-
ниях» выдвинул гипотезу о том, что каждое четное натураль-
ное число является суммой не более девяти кубов целых
положительных чисел, суммой не более 19 биквадратов и т. д.
Считается, что тем самым он предполагал следующее: для
любого целого положительного числа k ^ 2 существует число
s, такое, что каждое натуральное число является суммой не
более 5 k-x степеней натуральных чисел, и наименьшее та-
кое s, скажем g(k), удовлетворяет соотношениям g(3) = 9,

( 4 ) 1 9
Вероятно, уже Диофанту было известо, хотя и в другой

форме, что каждое натуральное число есть сумма не более
четырех квадратов. Впервые точно теорему о четырех квад-
ратах сформулировал в 1621 г. Баше, а Ферма объявил, что
доказал ее, однако умер, не раскрыв своего доказательства.
Доказательство теоремы не было известно до 1770 г., когда
Лагранжу удалось получить его на основе более ранней ра-
боты Эйлера. Теорема о четырех квадратах рассматривается
в гл. 20 книги [Hardy, Wright, 1979]').

В XIX в. существование g(k) было установлено для мно-
гих отдельных значений k, но реального прогресса на пути
к решению проблемы удалось достичь только в нынешнем
столетии. Гильберт [Hilbert, 1909a, Ь] сложным комбинатор-
ным методом при помощи алгебраических тождеств (см. [Rie-
ger, 1953a, b, с; Ellison, 1971]) первым доказал существова-
ние g(k) для всех k. Метод Гильберта дает очень грубую
оценку величины g(k).

В начале 1920-х гг. Харди и Литтлвуд предложили анали-
тический метод, который послужил основой работ Диксона,
Пиллаи и др. и привел к полному решению задачи о g{k).
Так как целое число

меньше 3*, то оно может быть суммой k-x степеней только
1 и 2. Ясно, что наиболее экономным является представление

') См. также Венков [1], гл. V — Прим. первв.
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посредством [ ( т ) 6 ] — 1 ^"х степеней 2 и 2k — 1 k-x степе-
ней 1. Отсюда

Весьма вероятно, что это неравенство фактически является
равенством. Сейчас в этом отношении известно следующее.

Предположим, что k =£ 4. Было показано, что если

)*]<2*. (1.2)

то £(*) = 2* + [ (т )*]-2 . (1.3)

Если же

2Ч(т)*} + [(4)1 > 2*.
то либо г ( * ) = 2*

либо *(*) = 2»

в зависимости от того, равно 2* или больше 2* число m

Информацию о различных вкладах в доказательство этих
утверждений можно найти в библиографии.

Стеммлер [Stemmler, 1964] с помощью ЭВМ проверил
справедливость (1.2) (а значит, и (1.3)) для всех £ г£1 200 000,
а Малер [Mahler, 1957] показал, что если существуют k, для
которых неравенство (1.2) не имеет места, то количество
таких k конечно. Исключения неизвестны, но, к сожалению,
неизвестна и граница, за которой этих исключений нет.

Томас [Thomas, 1974] показал, что ^ ( 4 ) ^ 2 2 (значит, со-
гласно (1.1), g ( 4 ) = 19, 20, 21 или 22), а Баласубраманиян
недавно анонсировал, что §•(4)^21. Томас доказал также,
что п является суммой не более 19 биквадратов для п < 10310

и п > 101049.

1.2 Метод Харди — Литтлвуда

Почти все указанные выше результаты получены на
основе аналитического метода Харди и Литтлвуда, который
позволяет найти число Ck, такое, что каждое натуральное
число, большее Ck, есть сумма не более s*. k-x степеней на-
туральных чисел, причем Sk не превышает ожидаемой вели-
чины g(k). Затем в некоторой степени громоздкие, но подчас
очень остроумные вычисления дают возможность проверить
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справедливость этого утверждения для всех чисел, не превос-
ходящих Ck-

Одна из особенностей метода Харди — Литтлвуда заклю-
чается в том, что он может применяться для рассмотрения
многих других аддитивных проблем. Начало этому методу
было положено работой Харди и Рамануджана (1918), ка-
сающейся главным образом функции разбиения чисел на
слагаемые, но затрагивающей также представление чисел
в виде сумм квадратов.

Пусть s£ = {am)—строго возрастающая последователь-
ность неотрицательных целых чисел. Рассмотрим функцию

F\z)= Е г я - ( | г | < 1 )
и ее s-ю степень

где Rs(n) — число представлений п в виде суммы s членов s&.
Задача состоит в том, чтобы оценить Rs(n) по крайней мере
для больших значений п.

По интегральной формуле Коши

где W — окружность с центром в 0 радиуса р, 0 < р ' < 1.
Харди и Рамануджан разработали метод оценки этого

интеграла в случае ат = т2. Пусть р = 1 — \/п, где п ве-
лико, и пусть е(а) = е2я1а. Тогда функция F имеет «пики»
в точках z = ре (а), «близких» к e(a/q), если q «не слишком
большое». На самом деле в окрестности таких точек F имеет
асимптотическое представление, грубо говоря, справедливое
при \а — a/q | < l/q -\/n и q^-\/n. По теореме Дирихле
о диофантовом приближении, каждое г е ? находится в та-
кого рода окрестности.

Упомянутое выше асимптотическое представление имеет
вид

4( )) /2. (1.4)

где S {q, а) = У, е {am2/q).
tn—l

Его можно получить путем распределения квадратов по клас-
сам вычетов модуля q в случае |3 = 0 с последующим при-
менением частичного суммирования. Таким образом, можно
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показать, что для s ^ 5

R.(n)~®.(a)J.(n). (1-5)
оо оо

где ©я (л) = £ Е q~s S (q, a)s е ( - an/q)

(a. <7)-l

И
1/2

-1/2

Интеграл Js(n) нетрудно оценить, а ряд ®s(«) отражает не-
которые интересные теоретико-числовые свойства последо-
вательности квадратов целых чисел.

Разложение (1.4) отвечает особенностям ряда для функ-
ции F в рациональных точках a/q круга его сходимости.
В связи с этим Харди и Литтлвуд ввели термины особый ряд
и особый интеграл для <Zs(n) и Js(n) соответственно.

После первой мировой войны Харди и Литтлвуд (1920,
1921) обратились к проблеме Варинга. К сожалению, в слу-
чае am = mk с k ̂  3 они̂  смогли показать только, что разло-
жение, соответствующее (1.4), справедливо при

а —S.

а это составляет лишь малую часть точек z на ^ . Поскольку
q-lS(q, a)-»-0 при q-+oo (для (а, <?) = 1), возникла гипотеза,
Фго в остальных точках z функция F во всяком случае
мала по сравнению с тривиальной оценкой (1—p)~{/k =
= п1/к. Эта гипотеза подкреплялась фактом равномерного
распределения по модулю 1 чисел amk для иррациональных a.
Действительно, на основе метода, берущего начало в фунда-
ментальной работе Вейля [Н. Weyl, 1916] о равномерном
распределении последовательностей, Харди и Литтлвуд су-
мели доказать, что на остатке W функция F существенно
меньше, чем n{/k. Полученное утверждение о величине F часто
называют неравенством Вейля. Для описания частей ЯЗ, на
которых используются соответственно аналог соотношения
(1.4) и неравенство Вейля, Харди и Литтлвуд ввели термины
большие дуги и малые дуги.

И. М. Виноградов (1928а) внес в рассматриваемый метод
ряд значительных усовершенствований 11] одним из которых
явилась замена F(z) конечной суммой

/(«*)= i>(am*), (1.6)

где N *=*№*]. (Ц.7)
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Теперь
sn

f{af= ZRs(m,n)e(am).
m = l

где Rs(m,n)— число представлений m суммой s k-x степеней,
каждая из которых не превосходит п. Таким образом,

Rs(m,n) = Rs(m) (т</г).

Далее, специальный случай интегральной формулы Коши,
именно тривиальное соотношение ортогональности

1

f , ,\ J Г1» если Л = 0, ., ft.

\ e(ah)da=\' , ' (1.8)
J 10, если h Ф 0, ч '

дает ^ f(a)*e(— an)da = Rs(n). (1.9)

Из предыдущих рассмотрений ясно, что величина g(k)
определяется согласно особым требованиям нескольких ис-
ключительных относительно малых натуральных чисел. Та-
ким образом, более интересной проблемой является оценка
числа G{k), определяемого при k ^ 2 как наименьшее s, та-
кое, что каждое достаточно большое натуральное число есть
сумма не более s k-x степеней натуральных чисел. При этом
оказывается, что для больших k G(k) намного меньше, чем
g(k), что, естественно, делает его оценку намного более труд-
ной. Фактически величина G{k) известна только для k = 2
и k = 4, именно

G ( 2 ) = 4 , G ( 4 ) = 1 6 .

Последним результатом мы обязаны Дэвенпорту [Davenport,
1939с]. Ю. В. Линник (1943а) показал, что G ( 3 ) < 7 . Позд-
нее Ватсон [Watson, 1951] дал в высшей степени элегантное
доказательство этого неравенства. Для k ~> 3 все лучшие из-
вестные в настоящее время оценки G(k) получены по методу
Харди и Литтлвуда. Изучению G(k) посвящены главы 2, 4,
5, 6, 7.

1.8 Проблемы Гольдбаха

В двух письмах к Эйлеру в 1742 г. Гольдбах высказал
предположение, что каждое четное число является суммой
двух простых чисел и каждое число, большее 2, есть сумма
трех простых. Он включал 1 в простые числа. Современ-
ная формулировка гипотез Гольдбаха выглядит так: каждое
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четное число, большее 2, есть сумма двух простых, а каждое
нечетное число, большее 5, является суммой трех простых.

Харди и Литтлвуд (1923а, Ь) обнаружили, что при усло-
вии справедливости расширенной гипотезы Римана их метод
может быть с успехом применен к этим проблемам. При этом
условии они смогли показать, что каждое достаточно большое
нечетное число представляется в виде суммы трех простых
чисел и что почти все четные числа — суммы двух простых.

В 1937 г. И. М. Виноградов сумел устранить зависимость
от расширенной гипотезы Римана, дав тем самым безуслов-
ное доказательство утверждений Харди и Литтлвуда. Это на-
правление исследований проблем Гольдбаха изучается в гл. 3.
Однако природа простых чисел, и в частности проблема их
распределения в арифметических прогрессиях, показывает,
что дальнейшие уточнения метода (см. [Montgomery, Vau-
ghan, 1975]) лучше прослеживаются в контексте мультипли-
кативной теории чисел и поэтому опущены в этой книге.

Многие обобщения методов, изложенных в гл. 3, содер-
жатся в монографии Хуа Ло-кена [Ниа, 1965].

1.4 Другие проблемы

Последние тридцать лет наблюдается большое распро-
странение и разнообразие применений метода Харди и Литтл-
вуда, и ряд тем в гл. 8, 9, 10, 11 выбран для иллюстрации его
развития. Описанные здесь применения метода, особенно
к общим формам и неравенствам в гл. 9 и 11 соответственно,
охватывают лишь небольшую часть работ в этих областях
и должны рассматриваться как введение к оригинальным
статьям, включенным в библиографию.

1.5 Упражнения

1. Покажите, что число р(п) решений уравнения

Х\ + . . . + Xs — П

в неотрицательных целых х\, ..., xs равно (— 0"(~^)-

2. Покажите, что сумма делителей п, а(п)= Yjm выражается
tnjn

в виде

fl-1
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где cq(n)— сумма Рамануджана, т. е.

я
ся («) = Z e (an/q).

(о, «)-1

3. Пусть Р, Q — действительные числа, Р > 1 , Q^2P. По-
кажите, что интервалы

при q ^ Р и ( а , ^ ) ^ 1 попарно не пересекаются.

Примечание редактора

Э. Ландау (1927) в своей знаменитой книге «Vorlesungen fiber Zahlent-
heorie, Band l» посвятил этому главу под названием «Метод Вино-

градова»; см. также Успехи математических наук, вып. 36:6, 1981,
С. 3—20.



2
Простейшая
верхняя оценка Q(k).

2.1 Определение больших и малых дуг

В последующие годы в метод Харди — Литтлвуда вноси-
лись различные улучшения, наиболее значительные из кото-
рых даны Хуа [Ниа, 19386]. Это позволило получить простое
доказательство того, что G (k) гс; 2к + 1, тем не менее иллю-
стрирующее замечательные свойства этого метода.

В определении больших и малых дуг много свободы,
ч выбор, сделанный здесь, достаточно произволен.

Пусть п велико, N определяется формулой (1.7),

V—150- ?-«*' < 2 Л )

и пусть S — достаточно малое положительное число, завися-
щее только от k. Для 1 ̂  a sg: q ̂  Р, (а, <?) =» 1, положим

Т1 (Чг а) = {а: | а — a/q \ < N*-* (2.2)

Wl(q, а) по указанным выше историческим причинам назы-
ваются большими дугами, хотя фактически это интервалы.
Пусть SK означает объединение Wl(q, а). Вместо (0,1] удобнее
рассматривать единичный интервал

<U = (№-*, I+№-*]; (2.3)

Это избавляет от некоторых затруднений, связанных с тем,
что в промежуток (0, 1] попадают не все большие дуги, тогда
как ШаШ. Множество m = °U/Wt составляют малые дуги.

При a/q ф a'/q' и q, q' ̂  N" имеем

\a/q-a'/q'\>\/qq'> ( i +

Следовательно, дуги ffl(q, а) попарно не пересекаются.
Согласно соотношению (1.9) (для краткости индекс s опу-

щен),

Я (П) = J f (а)1 в ( - an)da+\f (<x) sв(- па)da, (2.4)
Bl m

где /(а) определяется равенством (1.6). Прежде чем перейти
к оценке этих интегралов, докажем некоторые вспомогатель-
ные леммы,
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2.2 Вспомогательные леммы

Метод оценки /(а) для a s m можно описать следующим
образом. При k = 1

/ (a) = J « (am*)

оценивается тривиально. В общем случае рассуждения осно-
вываются на использовании разностного оператора, позво-
ляющего оценить /(а) в терминах сумм, в которых mk заме-
няется полиномом степени k—1. Последовательное примене-
ние этих рассуждений понижает степень до 1.

Лемма 2.1 (Дирихле). Пусть а — действительное число.
Тогда для любого действительного X ^ 1 существует рацио-
нальное число a/q, такое, что (a, q)=\t \^.q^.X и

\a-a/q\^\/(qX).

Доказательство. Достаточно получить этот результат без
условия (a, q)= \.

Пусть m = [X]. Все m чисел p g = aq — [aq] (q = 1,2, . . .
. . . , m) лежат в интервале (0,1] . Рассмотрим m + 1 интер-
валов

Если в Si или Вт+\ есть число рд, то доказательство окон-
чено. Если нет, то один из т— 1 интервалов Вг с 2 sc; r sc; m
содержит по крайней мере два рд, скажем ри, р0, и < v. По-
лагаем q = v — и, а = [ay] — [аи].

Лемма 2.2. Пусть X, Y, а — действительные числа, Х^\,
Y^\ и \а — a/q\^ q-2, {a,q)= 1. Тогда

( f ^ ) log

где | |p | | = m i n | p - # | .

Доказательство. Пусть

Очевидно,
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Для каждого / пусть yi = [ajq2], и положим В = q2a~- qa.
Тогда

«(Я'1 + r) = (yj + ar) /q + {ajq*}

При / = 0 и г < 4 ?

II«(q} + г) || > || аг/<? || - 1/(2?) > -L1| ar/q ||.

В противном случае для каждого / имеется не более 0(1)
чисел г, для которых неравенство

не имеет места и, кроме того, qj + r^>• q(j + 1)- Поэтому

откуда легко следует лемма.

Пусть А/ означает /-е применение разностного оператора,
так что для любой функции ф действительной переменной а

А/+1(ф(а); Pi Р/+1) = А1(А,(ф(а); Pi Р,); P / + t).

Тогда нетрудно убедиться, что

А,(а*; Pi P/)=Pi . . . Р//?/(а; Pi Р,),

где р; — многочлен от а степени k — j со старшим коэффи-
циентом k\/ (k — /) I.

Следующая лемма является промежуточным звеном в до-
казательствах обеих нижеследующих лемм 2.4 и 2.5.

Лемма 2.3 (Вейль). Пусть

где ф — произвольная арифметическая функция. Тогда

|Г(ф)|2/<(20)2'-'-1 Y ... _ £ Т„

где
Tt = YJ

 е (Д/ (ф (ХУ, Aj,
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и интервалы // = //(Ai, . . . , А/) {возможно, пустые) удовле-
творяют соотношениям:

/i(Ai)cz[l, Q], //(/л A/)cz/M(Ai, . . . , А м ) .

Доказательство. Индукция по /. Для краткости вместо
А/(ф(л;); /ii hj) пишем Aj(x). Очевидно,

I Т (Ф) Р = Z Z * е (Ai (*)) = Z Z е (А, (*)),

где /i = [ l , Q ] n [ l —Ль Q — Ai].
Теперь если лемма верна для какого-либо значения /, то,

согласно неравенству Кошн,

\т,?
и, очевидно,

\Т,\2= Z S
\h\<Qx<=li +

где / / + ] = //П{л;: X + / I G / , } .

Лемма 2.4 (Неравенство Вейля). Предположим, что
(a,q) = \, \a — a/q\^q-2, (f(x) = axk + к

Доказательство. По лемме 2.3 при j = k—1 (и упражне-
нию 2.1),

••• Z
, | f t y | < Q ftft_,

Z e(h! ... hk_ipk^(x\ hi AA_i)),

где pk_i{x\ hu . . . /гй_]) = й| a (л; + у A] + . . . +т/г й _]) +

+ (A~1)I a,.
Члены с h\ . . . АА_1 ^ 0 дают вклад <CQ*~]. Поэтому

IT (Ф) |̂  « (20)^"* ( Q * - 1 + Qe ' g rnin (Q, || aA Г '
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Согласно лемме 2.2, для q =£1 Q* это есть

Заметим, что результат тривиален при q > Qk, что и завер-'
шает доказательство.

Лемма 2.5 (Лемма Хуа, 19386). Пусть 1 < / s£ k. Тогда

/(a)|2 /rfa«yV2 /~/+s. (2.5)

Доказательство. Индукция по /. Случай / = 1 непосред-
ственно следует из тождества Парсеваля.

Предположим теперь, что (2.5) справедливо и что 1 ^
^ / ̂  k — 1. По лемме 2.3 с ф (х) = axk,

£ £ g(aA] ### A (JC. Aj А) )>
, I у I < N hj x <= 11

где p,-(x; h\ hj) — многочлен от х степени k — / с целыми
коэффициентами. Следовательно,

| f (a) f « {2N)2'-1-' £ che (ah), (2.6)

где Ch — число решений уравнения

с | A, | < TV и x s //. Очевидно, c0 < ^ , с л < Л^8 (А ф 0).
Из представления

следует также, что

\f(a)f=^lblle(-ah), (2.7)

где 6/, есть число решений уравнения

х\ + . . . +**/-1-

с Л;,-, yi ^ Л̂ . Таким образом,

h k i

-i — y i — ...— y2,-i = h

и по предположению индукции
1
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Согласно (2.6), тождеству Парсеваля и (2.7),

О

Кроме того,

bh « cobo +

что дает требуемое заключение.

Лемма 2.6. Пусть С\, с2, . . . — произвольная последователь-
ность комплексных чисел и F имеет непрерывную производ-
ную на [О, X]. Тогда

cmF(m) = F(X)

Доказательство. Эта лемма непосредственно получается

из очевидного тождества F (m) = F (̂ Г) — \ F' (у) dy переменой
п

порядка суммирования и интегрирования.

2.3 Оценка на малых дугах

Теорема 2.1. Если s > 2k, то

Доказательство. Величина /г"1-6 представляет собой по-
нижение по сравнению с тривиальной оценкой ns/k. Лемма
Хуа с / = k понижает ее на величину пе~\ а неравенство
Вейля дает остальное.

Очевидно,

\\f(a) Is da « Г sup 1 f (a) f ' 2 *) \ \ f (a) f da. (2.8)

Рассмотрим произвольную точку а на m. По теореме Дирихле
(лемма 2,1), существуют a, q, ( a , ^ ) = 1 и q^.Nk~s, такие,
что \а — ;rt/<7l< q^Nv-k. Так как aEucjJV»-*, I — Nv~k),
то 1 ^ а ^ q, откуда q> Nv (в противном случае а принад-
лежало бы Т1). Поэтому, согласно неравенству Вейля,

f(a) <£ Nl+E(q~l + N~l + qN~k)i/K <£Nl+e-v/K.

Это в соединении с (1.7), (2.8) и леммой Хуа доказывает
теорему.
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2.4 Большие дуги

Первый шаг состоит в том, чтобы получить подходящее
приближение функции / на ffl(q, а) функциями

я,.

МР)= £ jm^-'efpm), (2.9)
m-i

Я

S(q, а)=^е{атк1я). (2.10)
m - l

Функция и получается из / заменой характеристической функ-
ции k-x степеней вероятностью того, что т есть k-я степень.
Сумма S(q, a) — это дополнительный множитель, который
возникает для а, близких к a/q, поскольку k-e степени в об-
щем случае неравномерно распределены по модулю q.

Лемма 2.7. Пусть 1 < а ̂  q < A^v, (a, q) = 1 и а
, а). д

Доказательство. Для У ̂  0

е (amft/?) = Z e(arft/^) E 1 = К ? - ^ (</, а) + О
< У
(mod <7)

И

, - da + O(l) = Y+O(l). (2.11)
К

Пусть

\е (am/q) — q~ lS (q, a) -r tni!k~\ когда т — k-я степень,

— q~lS(q, а)-£гп1/к~1 в противном случае

и У = v]/*. Тогда

Следовательно, по лемме 2.6 с F(y) = ефу),

Z cme(^m)^(l+\^\X)q.

Полагая X = п, р = a — a/g1, получим лемму.
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Выбор функции v в лемме 2.7 не является единственно
возможным. Обе функции

V*

MP)= j

подошли бы для этой цели. Есть аргументы за и против каж-
дой из v, V\, V2- Аналитическое выражение v\ изучать легче,
чем выражения для v или и2, а использование и2 позволило
бы избежать некоторых технических трудностей при рассмот-
рении определяемой ниже величины J (п). Однако и2 отчасти
искусственна, а при замене v на vi для изучения J(n) тре-
буется формула преобразования Фурье.

То, что v и v\ обладают во многом сходным поведением
для достаточно малых р, можно вывести из (2.11) и лем-
мы 2.6. Именно

п

V (р) = е (pn) nlk — 2га'Р J е (ру) у Щ dy + О (1 + «I P I) =
о

= J
О

Пусть
V(a,q,a)=q-1S(q,a)v(a-a/q). (2.12)

Тогда, по лемме 2.7, для a^W(q, а)

f (a)s - V (a, q, a)s « Ns~l \f(a)-V (a, q, a) | « Ns~1+2v.

Следовательно,

я
| f (a)s - V (a, q, a)s | da •

Таким образом, существует положительная постоянная б, за-
висящая только от k, такая, что

f{a)se(—an)da=R'{n) + О (ns/k-l-u), (2.13)
ал

где
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Согласно (2.2) и (2.12), R*(n) является произведением
вида

Я*(л)=»в(л, №)J*(n), (2.14)
где

®(я, Q) = £ £ {q-lS{q,a)Ye{-anlq)

И

/ » = J o(p)'e(-pn)rfp. (2.15)

Сумма @(n, Q) и интеграл /*(rt) наиболее просто изучаются
путем дополнения суммы до ряда и замены интервала инте-
грирования единичным интервалом.

Пусть

S(q)= £ (q-lS(q,a)Ye(-an/q). (2.16)
a = l

(a, <7)-l

По неравенству Вейля, S(q, a) <C ql+&-llK при условии, что
(a, q)=l. Следовательно, если s ^ 2* + 1 и е достаточно
малое, то

S(q) « ^ - W » + i « 0-1-»-*, (2.17)
поэтому ряд

оо

<&(n)~ZS(q) (2.18)
q-\

сходится абсолютно и равномерно по п и

<5(п, Nv) — ® ( n ) < n - 6 .

Отсюда вследствие (2.14)

#*(П) = (®(П) + О(п-6))J*(n) и ® ( п ) < 1. (2.19)

Для того чтобы расширить интервал интегрирования
в J*(n), как сказано выше, надо оценить величину изменения
у(Р) при возрастании | р | от 0 до —.

Лемма 2.8. Предположим, что | р | ̂  -f. Тогда

Такое же заключение имеет место и для вышеупомянутых
функций v\ и у2; доказательства аналогичны; для v\ резуль-
тат справедлив при всех действительных р.
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Доказательство. Доказательство получается использова-
нием суммирования по Абелю. Согласно (2.11), имеем

r - i

откуда лемма следует сразу для | Р | ^ \/п.
Предположим теперь, что | Р | > \/п и vW = [ | p | - ! ] . Тогда

члены суммы

m-1

с m ^ M оцениваются величиной <cM 1 / f t <C IPI"" 1^. Чтобы
оценить оставшуюся часть суммы, положим

Тогда

Так как | 5 m | < l / ( 2 | p | ) и ст — убывающая последователь-
ность, то

п

1

т-М+1

что и требовалось.
Пусть

1/2

/(«) = jj u(p)*e(—pn)dp. (2.20)
-1/2

Тогда, согласно (2.15) и лемме 2.8,

/(
оо

n)<^\mm(ns/k,

При условии, что s > й. Отсюда ввиду (2.17)

- e ) . (2.21)
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Это в соединении с (2.4), теоремой 2.1 и (2.13) дает следую-
щий результат.

Теорема 2.2. Если s > 2*, то

2.5 Особый интеграл

Особый интеграл оценивается применением индукции по s.
Следующая лемма играет двоякую роль, обеспечивая начало
процесса индукции и осуществление шага индукции.

Лемма 2.9. Пусть а, р — действительные числа, а ^ р > О,
Р < 1. Тогда

m-l

г(Эе константа, входящая в О, зависит только от а и р.

Доказательство. Рассмотрим функцию

На интервале (0,п) ф имеет не более одной стационарной
точки. Поэтому (0, п) можно разбить на два интервала (О, X),
(X, п) (один из которых может быть пустым), такие, что ф
возрастает на одном из них и убывает на другом. Следова-
тельно.

п-\ п
V ф (т) = \ Ф (у) dy -f О (na~l + rfi+a~2) =

m - l 0

Теорема 2.З. Для s ^ 2

Доказательство. В силу (2.9) и (2.20)

/ (я) - /, (п) = X х • • -т шп m Z i А"' (/«1 • • • т / * - 1 .
1 1 3 S
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При s = 2 теорема непосредственно следует из леммы 2.9.
Предположим, что теорема имеет место для некоторого
s ^ 2. Тогда

л - 1

т-1

т-\

Справедливость теоремы в случае s + 1 следует теперь из
леммы 2.9.

2.6 Особый ряд

Особый ряд отражает распределение вычетов k-x степеней
целых чисел по модулю q. Прежде чем перейти к изучению
свойств <3(п), оценим S(q, а) и S(q).

Лемма 2.10. Если (a, q) = (b, r) = (q, r) = 1, то

r + bq)=S(q,a)S(r,b).

Доказательство. Согласно алгоритму Евклида, каждый
класс вычетов пг по модулю qr единственным образом пред-
ставляется в виде tr + uq с 1 ̂  t ^ q и 1 ̂  и ^ г. Следова-
тельно, ввиду (2.10)

5 (qr, ar + bq)=t £e (atkrk/q + bukqk/r).
t-l ы - 1

Так как числа tr и uq пробегают полные системы вычетов по
модулям q и г соответственно, то лемма доказана.

Лемма 2.11. Функция S(q) мультипликативна.

Доказательство. Пусть (q, r)=\. Тогда, согласно (2.16)
и лемме 2.10,

я ь

S(q, r)= S Z
а = \ г=

(а, <7) = 1 (г, Ь)

bq)nl{qr))=S{q)S{r).
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Для каждого простого р определим формально функцию
Т(р):

оо

. (2.23)

Теорема 2.4. Пусть s > 2*. Тогда ряд Т(р) и произведем
ние YL Т (р) абсолютно сходятся и

р

®(п) = Л.Т(р).
р

Более того, существует положительная постоянная С, зави-
сящая только от k, такая, что

т< П П/>)<т-
> С

Доказательство. Утверждения теоремы легко следуют, из
(2.17), леммы 2.11 и элементарной теории рядов мультипли-
кативных функций (см. теорему 286, Харди и Райт, 1979).
Заметим, что ввиду (2.16) и (2.10) замена а на —а в опреде-
лении S(q) дает S(q) = S(q). Таким образом, S(q) и Т(р) —
действительные числа.

Остается рассмотреть Т(р) при р^.С. Существует тесная
связь между Т и Mn{q) — числом решений сравнения

ш\ + . . . + m* = n (mod q)
с 1 ^ mi ^ q.

Лемма 2.12. Для любого натурального числа q

d\q

Заметим, что, если q = р1, сумма слева равна

Z 5 (//•)
/1-0

и, таким образом, согласно (2.23),

Т(р)= \imp«l-sWn(pl)
J->oo

всякий раз, когда существует этот предел либо предел
в (2.23).

Доказательство. Из соотношения ортогональности
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следует, что

ч я

Теперь сумма по г разбивается на подсуммы в соответствии
с величиной (r,q). Общий член в каждой подсумме является
периодической функцией т , с периодом q/(r, q)= d. Отсюда

Мп (q) =
d d d

J_ у* у ( q
ql—i I—i \ d

d\q a-l
(a, d)=l

и лемма следует из (2.10) и (2.16).
Для дальнейшего полезно привести некоторые сведения из

мультипликативной теории приведенной системы вычетов по
модулю рК Изложение этой теории см. в гл. 6 работы
И. М. Виноградова (1954) или гл. 10 книги Апостола [Аро-
stol, (1976)].

Количество различных вычетов по модулю р* k-x степеней
чисел, т. е. вычетов вида хк с р ^ х, равно ср(р')/(&, <р(0).
когда р — нечетное, или t = 1, или k — нечетное, и равно
2f-2/(k, 2 (-2), когда f ^ 2 и оба числа р и k — четные. (Здесь
Ф обозначает функщтю Эйлера.) Таким образом, когда р
в высокой степени делит k, вычеты k-и степени по модулю р*
сравнительно редки, и поэтому Ма(р') довольно трудно оце-
нить. Удобно, следовательно, определить т = т(/>) как наи-
высшую степень р, делящую к,

p4k (2.24)
и полагать

, ч _ ( т . + 1, когда р > 2 или р = 2 и т = 0, .
V — VW — \х + 2, когда р = 2 и т > 0. Ц^>

Таким образом, количество вычетов k-x степеней по модулю
ру равно ф(px+l)I(k, (f(px+1)), а число решений сравнения

xk = a (mod pv)

для р И* а равно 0 или pv-r-i^, ф(^+1))_ j ^ Т 0 М у ж е е с л и а —
вычет k-й степени по модулю ру, то он будет также вычетом
&-й степени по модулю р{ для каждого t.

Пусть M'n(q) означает число решений сравнения

xk+ ... +xk = n (mod q) (2.26)

G (xuq)= 1,
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Лемма 2.13. Предположим, что М'п(ру) > 0 и t ^ у. Тогда

Доказательство. Рассмотрим какое-нибудь решение срав-
нения

х\ = п — х\ — . . . — xk

s (mod pv)

с Р'Г Jf]. Тогда p('-v)(s-i) решений сравнения

yt = n — y*—...—y% (mod p«)

могут быть построены выбором у2, . . . , (/s в виде yi =
= Xj(mod pv). Причем п — у\~ . . . — у* будет вычетом k-u
степени по модулю pv, а, значит, также и по модулю р'.

Разрешимость сравнения (2.26) устанавливается при по-
мощи следующей леммы.

Лемма 2.14 (Коши, 1813; Дэвенпорт, 1935; Човла [Chow-
la, 1935а]). Пусть зФ, Я обозначают соответственно множества
из г и s классов вычетов по модулю q. Предположим далее,
что 0 е | и что для любого i e i ? 6 # 0 ( m o d ^ ) имеем
(b, q) = 1. Пусть s4- + $ означает множество классов вычетов
по модулю q вида a-\-bca^s£ub^$S. Тогда

Доказательство. Можно предположить, что г-\- s— 1 ̂  q,
в противном случае достаточно просто удалить s — (q—г+1)
элементов из $. Случай г = q тривиален, так что можно счи-
тать в дальнейшем, что г •< q. Доказательство теперь про-
водится индукцией по s. Случай s = 1 тривиален. Предпо-
ложим, что s > 1 и что утверждение леммы справедливо,
если card $ < s. Тогда существуют С Е Д i > e ^ , такие, что
с + b ф s&, так как иначе для каждого b ЕЕ ^ , а + Ь, как и а
входило бы в j ^ , в таком случае

YJ (а + b) = ^ a(mod^), r& = 0(mod g1).

Пусть y = { H i e l , с + b ф Щ, s^ = зФ U ({с} + «О,
$, = St\^. Тогда 1 < c a r d ^ < s, card ^ + card ^] = r + s и

.я*, + ^, = (^ + ^,) U (({с} + #i) + f) cz ^ + Я.

Лемма 2.15. Предположим, что s ^ — ^ — ^ (k, px (p — 1))

(Эля у = т + 1; s ^ 2*+2 (Эля у = т + 2 ы k>2, и s^5,
когда р = k = 2, Тогда М*п(ру) > 0 для любого п.
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Доказательство. В случае у = т + 1 лемма получается
многократным применением леммы 2.14. Когда р = 2, ре-
зультат тривиален, когда k > 2, имеем неравенство s ^ 2Y,
и сравнение может быть удовлетворено, если взять х/ рав-
ным 0 или 1, а когда k — 2, сравнение xf + . . . + х,\ =
sHrt(mod 8), как легко видеть, разрешимо при 2 ^ Х\.

Объединение заключений теоремы 2.3 и лемм 2.12, 2.13
и 2.15 дает следующую теорему.

Теорема 2.5. Пусть s > 2*. Тогда

2.7 Заключение

Из (2.19) и теорем 2.2, 2.3 и 2.5 следует

Теорема 2.6. При s > 2k число R(n) представлений п сум-
мой s k-x степеней натуральных чисел выражается в виде

R(n) = T (l +{) s r (£)V*- 1 ©(n) + O(n»/*-I-e), (2.27)

где @(n)!S> 1.

Следствие.

Асимптотическая формула (2.27), вероятно, справедлива
при любом s ^ />+ 1. Граница s > 2* понижена для & > 10,
о чем см. гл. 5. Однако для 3 ^ k ^ 10 улучшения неиз-
вестны. Было бы действительно большим достижением полу-
чить (2.27) при k = 3 и s = 8. Это можно было бы сделать,
если бы удалось показать, что

1 ЛГ

5 | £ е (ах3) |6 da « N7'2- \ (2.28)
о х-\

Существует предположение, что
1

[\f(a)fsda<£Nsmin{Ns, N2s~k), (2.29)
oJ

вследствие которого (2.27) имело бы место для всех s ^
5 г 2 / е + 1 .

Пусть k > 2. Харди и Литтлвуд (1922) определили Y(k)
как наименьшее s, такое, что для каждого простого р суще-
ствует положительное число С(р), такое, что Т(р)^С(р)
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равномерно по п. В более поздней статье (Харди, Литтлвуд
(1925)) они показали, что @(n)î > 1 для всех s~£t

( ( A 0
Если определить T0(k) как наименьшее s, такое, что для

каждого q и п сравнение

х\ + • • • + *k

s

 s n (mod q)

разрешимо с (x\,q)=\, то доказательство теоремы 1 из
книги Харди и Литтлвуда (1928) показывает, что Го(£) =
= T(k). Они предположили, что Г(£)->-оо при &-»-оо, но до
сих пор не известно даже, справедливо ли неравенство

Iiminf Г ( й ) > 4 .

2.8 Упражнения

1. Покажите, что для 1 ^ / ^ k /-е применение Д,- — разност-
ного оператора — имеет выражение

/ 0 >0, y

/„+/, + ... + /;-*

= Pi . . . р * р , ( а ; р, ру),

где р/ — многочлен от а степени k — / с коэффициентом
при старшем члене kl/(k — /)!.

2. Покажите, что при k > 2 G(k)^ max(& + 1, Го(й)).
3. Покажите, что каждое большое натуральное число есть

сумма одного квадрата и семи кубов.
4. Покажите, что для s ^ 2

о

5. Покажите, что число R решений уравнения

с х ; < nlli, yi ^ nl/i оценивается в виде R <С п1+а. Полу-
чите асимптотическую формулу для количества представ-
лений числа суммой двух квадратов, четырех биквадратов
и &-й степени.
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6. Пусть

о л=о

Покажите, что

асимптотически равны Г fl + т") Г ( у ) ns!k~l при л



3
Проблемы Гольдбаха

3.1 Тернарная проблема Гольдбаха

Полученное И. М. Виноградовым решение тернарной проб-
лемы Гольдбаха следует схеме предыдущей главы, но на этот
раз с функцией

L ( a p ) . (3.1)

Недостаточность нынешних знаний распределения простых
чисел в арифметических прогрессиях диктует, чтобы большие
дуги были возможно более редкими. Принципиальная труд-
ность возникает на малых дугах и заключается в получении
подходящего аналога неравенства Вейля.

Пусть В — положительная постоянная. Для достаточно
большого п положим

P = (\ogn)B (3.2)

Когда 1 < в ^ < / < / ) и (a, q) = 1, пусть

m(q,a)= {a: \a — a/q\^Pn-1} (3.3)

обозначают типичные большие дуги, а WI — их объединение.
Поскольку п достаточно велико, большие дуги не пересе-
каются и лежат в промежутке

<U = (Рп~\ 1 + Рп-1].

Пусть ш = ЯЛчЗЯ. Тогда ввиду (3.1)

= \ f (a)3 e ( - па) da+^f (а)3 е ( - па) da, (3.4)
ГО m

где /?(«)= Z Oog/?i)(lo^/J2)(logp3)- (3.5)
Pl. Pi. P.!

Изучение интеграла на малых дугах принципиально осно-
вано на следующей теореме.
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Теорема 3.1. Предположим, что (a, q)= I, q ^. n и \а —
— a/q\^q-2. Тогда

f ( а ) < (log п)4 (

Доказательство. Пусть

т , = Z H(rf),
d I л

где [i — функция Мёбиуса. Тогда выбор X = п2/5 и %(х,у) =
= А(у)е(аху) в тождестве

S ^(1. У) + Z Z "b:4*. «/) =

= Z Z E |i
d < A : X<^/d /d

дает
f(a) = 5 1 - 5

где
5i = Z

< X
S2= Z Z cxe{axy), cx= Z Z ^

x^X2 y^n/x d^X y*ZX
dy=x

Ss= Z Z тхЛ(г/)е(сш/).

Здесь Л — функция Мангольдта, а тождество получается пе-
ременной порядка суммирования, если учесть, что хх = 0 для
1 < х < X.

Внутренняя сумма в Si равна
п/х

и Сл: <С log л:. Следовательно,

Si, 5 2 <( logn) Z min(n/x, II ах 1П1)-

Отсюда, по лемме 2.2,

Si, 5 2 < (log/г)2(/г^-1

Таким образом, остается оценить 5з.
Пусть ^ = {X, 2Х, 4Х 2kX: 2kX2 < п ^ 2*+^2}. Тогда

где

5(П= Z Z ххА{у)е(аху).
Y < < 2 Y X < ^ l
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Согласно неравенству Коши,

|5(У)|2< ( S d(xf) S Е А(у)е(аху)

Легко показать, что

X d (л;)2 < Z (log 2Z)3.

Следовательно,

min(F, Н а ^ - г ) ! ! "
у < n/Y г < rt/Г

Таким образом, по лемме 2.2,

| S (У) | 2 «/г (log/г)6 (/г?-1.+У +/г/Г + <7),
откуда,

с ,, V1 /1 \3/ -1/2 , 1/2,Л/2 , тг-1/2 | 1/2 1/2\

5 3 < L (log /г) (/г<7 + я У + «У + /г q ' )

< (log /г)4 (/г<7-1/2 + я4-'5 + /г1'2?1/2),
что и требовалось.

Теперь, чтобы оценить интеграл

достаточно обратить внимание на два следующих обстоятель-
ства. Во-первых, тождество Парсеваля и элементарная тео-
рия простых чисел дают

1

О p<rt

Во-вторых, согласно теореме 3.1 (ср. с выводом теоремы 2.J),

sup | / ( a ) | < r t ( l o g ^ 4 - B / 2 .
a e m

Таким образом, справедлива

Теорема 3.2. Если А — положительная постоянная и В ^
> 2Л 4-. Ю, то

Изучение интеграла на больших дугах основано на при-
менении теории распределения простых чисел в арифмети-
ческих прогрессиях.
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Лемма 3.1. Пусть
п

о(Р)= Ze(Pm). (3-6)
m = \

Тогда существует положительная постоянная С, такая, что
каковы бы ни были 1 ^ а ^ q ^ Р, ( а , д ) = 1 , Й Ё 2ЭТ(<7, а ) ,
имеем

f (а) = Jigj- v (а - -1) + О (п ехр ( - С (log n)1'2))-

Доказательство. Пусть

fx(a)= Z (logp)e(ap).

Тогда

/х (а/<7) = Z е (а/"/<7) О (^, <7. г) + О ((log *) (log <?)),
(Г, 1 J ) - 1

где
* (X, q,r)= Z (log p).

P<X
P s r (mod (?)

Как известно [теорема 53, Estermann, 1952], для
л/п < Х^.п имеем

) £ (^) ( М Г ) ) . (3.7)
г-=1

(г, <?)-!
То же самое тривиально имеет место и для Х^^/п. Кроме
того, [см. теорема 271, Харди, Райт, 1979]2)

( г , <7)-1

Следовательно, из (3.1), (3.6), (3.7) и леммы 2.6 при X =» п,
F(m) = e(?>m), $ = a — a/q,

( е \^J-J logm — y,(q)/q)(q), если m — простое число,

I —\i(q)ly(q) в противном случае

имеем

что вместе с (3.3) и (3.2) доказывает лемму.
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Пусть а Е 1 ( д , а ) , тогда вследствие леммы 3.1

/(«)3-ff, v (a - f )3 « n3exp(-C(log«)1/2). ,

Теперь интегрирование по Ш дает

( a , <7)=1

<P 3 rt 2 exp(-C(logrt) 1 / 2 ) .
Следовательно, ввиду (3.3)

Р/п

J f (a)3e ( - an) da = <5 (n, P) $ v (p)3e ( - 0/г) rfp +
m -Pin

+ O(P 3rt 2exp(-C(logrt) 1 / 2)). (3.8)
q

где © (Я, P) = £ J ] ^ e ( - an/<7). (3.9)

( a , < ? ) - l

Согласно (3.6), если р — нецелое число,

«(PXIIPIK (зло)
Поэтому отрезок интегрирования [—Р/п, Р/п] можно заме-
нить отрезком [ \, -̂ -] с точностью до величины

« Е
<Р

Следовательно, ввиду (3.2)

\jf(a)3e{-an)da = &(n, P) J (п) + О (п (logn)"2 B), (3.11)

sra
1/2

J
/

(«)=== J у
1/2

где J
-1/2

Согласно (3.6), /(/г) есть число решений уравнения п =
= mi -f- /"2 + /"з в целых числах 1 ̂  /n/ ^ п. Таким образом,

/(/г) = 4 ( л - 1 ) ( л - 2 ) . (3.12)

Кроме того, в силу (3.9) имеем

<В(п, Р) =

0-1 0=1

(а. ч)-1
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Отсюда ввиду (3.1), (3,11) и теоремы 327 [Харди, Райт
(1979)]

J f (а) 3е ( - а/г) da. = @ (/г) / (п) + О (/г2 (log /г)~в/2).
sra

Сумма Рамануджана (см. теоремы 67 и 272 [Харди, Райт
(1979)])

t

является мультипликативной функцией q и выражается в
виде

ф (Q) (3.14)
» •

Следовательно, согласно (3.13),

®(п)= П (1 + (р — I)"3) П (1 — (Р — О"2)- (3.15)
р -f п р\ п

Мы доказали следующую теорему.

Теорема 3.3. Пусть А — положительная постоянная, В~^
^ 2А 3

/ (afe ( - /га) da = \ /г2© (/г) + О (У (log /гГл),
sra

г<3е@(/г) определяется равенством (3.15).

Заметим, что @(/г)^> 1 для нечетного числа п и @(/г) = 0,
если /г—четное. В соединении с теоремой 3.2 и (3.4) тео-
рема 3.3 дает следующий результат.

Теорема 3.4. Пусть А — положительная постоянная, R(n)
и @(/г) определяются соответственно формулами (3.5) и
(3.15). Тогда

= Y «2© (я) + О (/г2 (log n)~A).

Следствие. Каждое достаточно большое нечетное число
является суммой трех простых чисел.

3.2 Бинарная проблема Гольдбаха

В бинарной проблеме Гольдбаха нельзя изложенным
выше способом получить асимптотическую формулу. Однако
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может быть получена нетривиальная оценка суммы

t (Ri (m) - m®, И)2,
т = \

где Ri(m)= X (log Pi) (log p2),
Pi, P~.

a <S\(m)—соответствующий особый ряд. Это выражение со-
ответствует скорее кватернарнои проблеме, чем бинарной. Оно
приводит к следующему менее сильному заключению: почти
все четные числа — суммы двух простых чисел.

Пусть

Ri (т) = Я, (т, п) = X S (log Pi) (log р2). (3.16)
Pi < л Рг < п

р2=т

Тогда R1(m) = R2(m) + R3{m), (3.17)

где R2{m)= J f (af e (-am) da (3.18)

и ^ 3 (m)=5/(a) 2 e(-am)rfa. (3.19)

Здесь f, ВД, m такие же, как в § 3.1.
Rz(m) является коэффициентом Фурье функции, которая

равна f(a) 2 на ш и 0 для других значений а. Следовательно,
по неравенству Бесселя,

(3.20)
т=\

Теорема 3.5. Пусть А — положительная постоянная, В
А + 9. Тогда

X | ^ 3 H l 2 < r t 3 ( l o g r t ) ^ .
m = \

Эта теорема ввиду (3.20) может быть выведена таким же
способом, как теорема 3.2.
Пусть

ч
Ш,е(-апг/д). (3.21)

a-l
(a. 0 -
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Тогда тривиальными видоизменениями рассуждений, дающих
оценку (3.8), получаем

Pin

-Pin

+ О (Р3п е х р ( - С (log /г)1/2)).

Кроме того, согласно (3.10),

1/2

Отсюда ввиду (3.21) и элементарной оценки £ ф(<7)

<С log/г имеем

1/2

где / , И = J u(p)2e(-p
-1/2

Вследствие (3.6) /i(m) есть число решений уравнения т =
= /ni -\-ni2 в целых числах 1 ^ nij ^ /г. Отсюда при т ^ /г
имеем /i (m) = /n — 1. Поэтому ввиду (3.21)

y-B) ( 1 ^ ш < / г ) . (3.22)

Согласно (3.14) и элементарной оценке

-2

имеем

(а, <?)-!

^ y - m i n ( x > l ) " ( 3 ' 2 3 )

d | m

Следовательно, ряд
oo q

q-l a = l

(a, <7) = 1

СХОДИТСЯ,

@i (m, P) — @i (m) <C log m
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и

С nP~l (log /г)2.

Отсюда в силу (3.2) и (3.22)

| R2 (т) — т © ! (т) Г < /г3 (log п)*~". (3.25)
m-1

В силу (3.14)

©,(m)= П (1 - (p - I)" 2) П (1 + (P - О"1)- (3.26)
pirn p]th

Теперь, выбрав подходящую постоянную В, получаем теорему.

Теорема 3.6. Пусть А — положительная постоянная, В ^
^ Л + 2. Тогда

где ®i (m) определяется равенством (3.26).
Комбинируя равенство (3.17) и теоремы 3.5, 3.6, получаем

следующую теорему.

Теорема 3.7. Пусть А — положительная постоянная. Тогда

Z | Ъ (m) - m@! (m) |2 < /г3 (log n)~A,
m - l

г<3е 7?i « <3i определяются равенствами (3.16) « (3.26) coor-

Заметим, что @i(m)S> 1, когда m четно, и @i(/n) = 0 для
нечетных т .

Следствие. Число Е(п) четных чисел ш, не превосходящих
п, непредставимых в виде суммы двух простых чисел, удов-
летворяет неравенству

£(/г)< /г(log/г)-'1.

Доказательство. Согласно (3.16) и (3.26) для каждого пг,
входящего в Е(п),

tn-2\R2(m)—
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Отсюда
п

Ё (п) < £ т~21 Я2 (т) - т©! (т) |2.
т = 1

Утверждение теоремы получается теперь из теоремы 3<7 ча-
стичным суммированием.

3.3 Упражнения

1. Покажите, что каждое большое натуральное число может
быть представлено в виде р\ -\- р2 + хк.

2. Пусть аи ..., а4 — фиксированные отличные от 0 целые
числа, причем аи а2, а3 не все одного знака. Покажите, что

R(n)= Z S Z (log Pi) (log p2) (log p3)
p, < n pi < л pj < n

a,pi+a2Pi+a3pi+a,-U

выражается в виде

R (n) = J(n)® + О (п2 (log n)-A),

где J(n)—число решений уравнения

a\tn\ + CL2m2 + а3тз + а± =• О
с nij ^ п и

Покажите, что если ( а ь а2, аз) | ^4, то /(/г)» /г2 для боль-
ших п.

1. В обозначениях предыдущего упражнения покажите, что
достаточным условием того, что @^> 1, являются следую-
щие соотношения:

(а2, а3, д4) = (а,, а3, а4) = (а1( а2, а4) = (а1( а2, а3),

(au a2, а3, а4)).

Покажите, что эти соотношения также необходимы и что
в противном случае @ = 0.
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Большие дуги
в проблеме Варинга

4.1 Обобщенная функция

Теория больших дуг в проблеме Варинга, изложенная в
гл. 2, может быть значительно усовершенствована. Наша
цель здесь—получить относительно хороший остаточный член
приближения V(a, q, а) для обобщенной функции /(а) на
каждой большой дуге, делая эти дуги как можно более ши-
рокими и многочисленными.

Пусть

S(q, a, b)=Ze((axk + bx)q-1). (4.1)

Лемма 4.1 (Хуа, 1957 а). Предположим, что (q,a) = 1.
Тогда

Доказательство использует глубокую теорему Вейля (Weil,
см. ниже ссылку на Шмидта). Есть более элементарная тео-
рема Дэвенпорта и Хельбронна (19366, 1937а), в которой пока-
затель степени \ заменен на -^ для k = 3 и на •%• для k ^ 4.
Кроме того, теорема 7.1 вместо — дает 1 — \/k. На самом
деле рассуждения Морделла, используемые в доказательстве
теоремы 7.1 в случае, когда q—простое число, можно изме-
нить так, что вместе с рассуждениями, приведенными ниже,
это даст теорему Дэвенпорта — Хельбронна.

Доказательство. Если (quq2)=\, имеем (ср. с доказа-
тельством леммы 2.10)

S(giq2, a, b) = S(qlt aq\~\ b)S(q2, аЯ*-\ b).

Таким образом, достаточно показать, что для любой степени
простого числа р1 при р \ а

b). (4.2)

При / = 1 оценка (4.2) сразу вытекает из следствия 2F
гл. II книги Шмидта [Schmidt, 1976]. Поэтому можно пред-
полагать, что / > 1.
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Если b = 0 или й ^ О и наивысшая степень р, рв, делящая Ь,
удовлетворяет неравенству 0 ^ 1/2, то оценка (4.2) триви-
альна. Аналогично, если наивысшая степень р, рх, которая де-
лит k, удовлетворяет неравенству т ^ 1/2, оценка (4.2) также
тривиальна. Следовательно, можно в дальнейшем считать, что

Пусть v = [4(/+l)].

Тогда 3/ — 3v ^ /. В определении S(pl, a,b) (формула (4.1))
каждое х по модулю р1 может быть записано единственным
образом в виде zpl~v + У с 1 ̂  у ^ p'~v, I s^ z ^c pv. Следо-
вательно, по биномиальной теореме

S(p!,a,b)= Z Ze((ayk + by)p-l + (kayil-l + b)zp-* +
y-l 2 = 1

+ ( 2 > i / 6 " ^ ' - 2 v ) . (4-3)

П р е д п о л о ж и м сначала, что / четно или р\(1)- Тогда

( 2 ) p ' ~ 2 v — целое число, и отсюда, согласно (4.3),

где Л̂  — число решений сравнения

kayk-1 + b = 0 (mod p v) (4.4)'

с 1 ^ У ^ pl~v- Напомним, что max (6, т)'•< 1/2 ̂  v. Таким
образом, это сравнение неразрешимо, если не имеет места
неравенство 6 ^ т и 0 — т кратно k— 1. Если (4.4) не имеет
решений, то (4.2) следует немедленно. В противном случае
пусть К = ( 6 — т ) / ( 6 — 1). Тогда N есть число решений срав-
нения

) awk~l + (bp-e) = 0 (mod pv~e)

с 1 ^ ш < р1-^-%. Заметим, что X =£̂  6 =£̂  / — v. Когда / — v —
— к ^ v — 8, имеем JV <С 1, так что

\S(p!,a,b)\<£p\

Если I — V — К> v — 0, то N < pi+e-2V-^ т а к ч т о

В обоих случаях
\S(p!,a,b)\<p-(p!,b). (4.5)

Когда / четное, v = [ ( / + 1 ) / 2 ] = / / 2 , и если р | ( * ) » то

P v ^ pi+l/2 <^ р' / 2 - Таким образом, (4.2) следует из (4.5).
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Остается рассмотреть случай, когда /—нечетное число и
Р -f ( 2 )• Тогда

v=^(/+l), v>2.

Каждое z в (4.3) однозначно по модулю pv и записывается
в виде rp -\- w с 1 ̂  г ^ pv~l, a I ^ w <с: р. Более того,

y*-W=(Z)ayk-W (mod р).

Поэтому сумма по г равна нулю, если сравнение kayk~l +
-\- b = 0(modpv-') не имеет места. Отсюда

S{p', a, b) =
£/ = 1

X t e ((( \ ) аг/*-W + t/ш) р"1) (4.6)

с г/ и у, удовлетворяющими соотношениям

*-1 + 6 s= 0(modp v-1) и v =(kayk~l + й)? 1 " ' (4.7)

Сначала рассмотрим вклад Si членов с р\ук~2. В таком
случае k > 2 и внутренняя сумма равна нулю, если р \ v
Таким образом, по (4.7)

Si < pvN,

где N — число решений сравнения
luh-x + b = 0(modpv)

с 1 ̂  и ^ pl~v-1. Аналогично предыдущему случаю полу-
ч а е т с я N = 0, е с л и Q Ф k — 1 -\- х -\- (k — 1)Х с % ^ 0, а в п р о -
тивном случае N есть число решений сравнения

(kp~T) ay"-1 + (bp~e) = 0 (mod pv~Q)

с 1 ̂  у ^ p'-A'-i-J., Заметим, что Q ^k — 1 > 0. Если / — v —
— 1 — % < v — 0, то N < 1 и, значит, S, < pv <g; pv-i+e <g

b). При / — v — 1— %>v — 0 имеем JV <
a.-iv-e^ т а к ч т 0 с н о в а

S, < p ' - v - < p ( p , )

Теперь остается оценить вклад Si членов в (4.6) с р | Ук~2-
Тогда внутренняя сумма, как легко видеть, есть <Ср1/2 (ср.

со случаем k = 2 теоремы 4.2). Таким образом,

S2

где N — число решений сравнения
kay"-1 + b = 0 (mod pv~l)



4.1 Обобщенная функция 47

с 1 ̂  у ^ Р1~ч. Заметим, что v — у = 4 »̂ ' ~~ v = v— l=-j(l —
— 1)>Э и / ^ 3 . Если 0 = - ! - ( / — 1), то сразу

S 2 < р"2(р',Ь).

Если 0 < — (/— 1), то, так же как и выше, или N = О,
или 0 — x = X(k—1), где К^О и, следовательно, N <С
<^p(/-i)/-;-A.-((/-i)/2-6)̂ p6_ т а к и м образом, в этом случае также

S2<pl/2(p',b).

Следующая лемма часто является исходной для оценки
экспоненциальных сумм. Это сокращенная форма формулы
суммирования Пуассона.

Лемма 4.2, Предположим, что X < У, F" существует и не-
прерывна на [X, У], a F' монотонна на [X, У]. Пусть Я ь Я2 —
целые числа, такие, что Я 1 ^ / 7 ' ( а ) ^ Я 2 для любого а е
€ [Л, У]. Тогда

e(F(x))= £ $ е (F (а) - aft) da + О (log ( 2 + //)),
У h=Hx X

где Я =

Доказательство. Для дифференцируемой функции г|>(ос)
с непрерывной производной г|з' формула суммирования Эйле-
р а — Маклорена дает

X

Y

x
Следовательно,

у

/ (a) (a - [a] - ±) da. (4.8)

= \e(F(a))da +

У

+ J 2Ш77' (a) e (F (a)) (a - [a] -±-)da + O (1).

Напомним теперь разложение Фурье

a-[aj- i- = У ^ 1

Q
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Этот ряд ограниченно сходится для всех действительных а.
Поэтому второй интеграл записывается в виде

\ j F' (a) e (F (а) - а А) da,
ft=-co X
Л ф О

Когда h > Я2 или ft < Я ь ^ ' ( а ) — /г монотонна и не обра-
щается в нуль на [X, Y]. Поэтому F'(a)/(F'(a) — h) также
монотонна на [X, Y]. Таким образом, интегрирование по ча-
стям дает

у

jj F' (о.) e (F (а) — ha) da <
х

Следовательно,

со Y

^ JL f f ' (<х) е (р ( а ) _ fta) da

F'(Y)
F' (Y) - h

F' (X)

F'(X)-h

Л Я 2 +
Н ф й

I (:
Я+1

| A | (A

Л =5̂  0

и аналогично получаем для суммы по Л ^ Я ] — 1 . Интегри-
рование по частям оставшихся членов дает

Y Нг Y

е (F (х)) = J в (F (a)) da + £ jj e (F (а) - ah) da +
' X h-Hi X

+ О (log (2 + Я)).

Если Я! ^ 0 ^ Я2, то доказательство леммы закончено. Если
же 0 < Я, или Я2 < 0, то | F' (а) | ^ 1 и поэтому

Y v У

0) 1 . Г F" (а) е (F (а)) ,

что входит в остаточный член.
Пусть

(4.9)

, а ) = (4.10)
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„l/ft

о ( р ) = £ у > - ' е ( р * ) . о,(Р) = J e(Pv f t)dv, (4.11)
х < п. О

У (a, qrf^q^Siq, a)v{a — afq). (4.12)

Теорема 4.1. Предположим, что (a, q) = 1 « а = а/</ -f Р-
Тогда

/ ( а ) - Г ( а , ? , а ) « ^ + Е ( 1 + П | р | ) , (4.13)

Если, кроме того, |(3| ^(2Aq i)~1n1 /*~>, то

f{a)~V(a,q,aXql<2+*. (4.14)

Те же утверждения справедливы при замене у(Р) на сi ((3).

Доказательство использует лемму 4.1. Если вместо нее
используются более слабые результаты, упоминавшиеся в за-
мечании после этой леммы, то показатель степени — в тео-
реме 4.1 заменяется соответствующим большим показателем.

Доказательство. Для X ̂  nl/k положим

Ы«)= I е(ах%

Согласно (4.1) и (4.9),

Ы « ) = I e(pjcft) Z e(a/nftA7) =
m as д; (mod (?)

= «Г1 S f E e (P^/J - 6л:/<7)Л S (q, a, b).
Отсюда

- 7 - 1

fx (a) - q~lS (q, a) F (q) = </"' Z F (b) S {q, a, b), (4.15)

где F ( u ) = Z e([3xfe-6xA/). (4.16)

Если р = 0 и q \ b, то F(b) <g.\\b/q\\~l. Отсюда по лемме
4.1 и (4.15)

« 7 - 1

fx (-§") - ^ ' S ^' a ) [ ^ 3 < ^ ' Z И bl(f II"1 ^'/2+e ^' b) < ^'/2+2e-

Теперь (4.13) легко получается при помощи интегрирования
по частям (ср. с доказательством леммы 2.7). Эквивалент-
ность v и V{ в (4.13) вытекает из замечания после этой леммы.

Остается доказать (4.14). Далее будем предполагать, что
X = n[ik, так что в (4.15) fx (a) = / (a). При 1 ̂  b *ё^ Ц выра-
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жение P&Y*"1 — b/q — монотонная функция у на [О, X] со зна-
чениями между —(б + 4")/^ и ~~ (р ~~ т)/Я- Таким образом,
может быть применена лемма 4.2 с Ht =—2, # 2 = 0, откуда

О X

F{b)= £ \ e(£yk-by!q-yti)dy + O(l). (4.17)
h-—20

При 1 sS 6 < <7 — 1 и 0 ^ 7 ^ ^ имеем | p^Y*""1 —b/q — h\^
^ II P^Yfe~' — b/q || ̂  —1| b/q ||. Таким образом, интегрируя по ча-
стям, получаем

и поэтому, согласно (4.17), / (b) <.\\b/q\\-1. Следовательно, по
лемме 4.1, правая часть (4.15) есть величина

< < 7 " ' Z Wb/qir'q^+Hq, Ь)< Чи2+2в.
6 - 1

Рассмотрим теперь F(?). При O ^ v ^ ^ имеем |P^v f e~'±
± 1 | ^ — . Отсюда интегрирование по частям дает

х

J e(Pvfe±Y)^Y< 1.
о

Следовательно, в силу (4.11) и (4.17)

F(q)=Vl(V) + O(l). (4.18)

Это дает (4.14) с Di(P) вместо у ( Р ) .
Пусть

Формула суммирования Эйлера — Маклорена (4.8) дает

G{Y)=Y"k + Ck + O{Yl'k-1).
Следовательно, по л е м м е 2.6 и (4.11)

v (Р) = G (Xk) e (?>Xk) - 2шр \ G(y)e фу) dy =
1

х*

Интегрирование по частям и замена переменных показывают,
что
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Формула (4.14) следует из этого результата, если в нем за-
менить у((3) на v\ (P), и это заканчивает доказательство тео-
оемы.

4.2 Экспоненциальная сумма S(q,a)

Лемма 4,3. Пусть р -f а. Тогда

Sip, a)= Z х(а)х(%), (4.19)

где зФ обозначает множество неглавных характеров % по мо-
дулю р, для которых ik — главный характер, а т(х) обозна-
чает сумму Гаусса

р

Z Х(х)е(х/р).

Кроме того, |т(х) | = Р1/2 « card,^ = (k, p— 1)— 1.

Доказательство. Пусть g — первообразный корень по мо-
дулю р. Тогда si- — множество характеров %н вида

ind

с l^h-<(k,p — 1). Таким образом,

есть число решений в у сравнения ук s= x(modp). Откуда
р

S(p, a)= Z t е (ах/р) ( 1 + 2 ^ X (*)).

что дает (4.19). Остальные утверждения леммы тривиальны.

Пусть т и у такие же, как в (2.24) и (2.25). Заметим, что

V ^ k всегда, кроме случая k = р = 2, когда у = 3. (4.20)

Лемма 4.4. Предположим, что р\ а и 1>у. Тогда

, ( р1'1 при l^k,
S(pl, а) = \ \ ... , , , , ,

(. pk~lS(pl-k, а) при l>k.
Доказательство. Напомним, что приведенный вычет по мо-

дулю р1 является вычетом k-й степени тогда и только тогда,
когда он является вычетом k-и степени по модулю pi. Таким

Pv p'-v pt-i

S(P1, a)= t, Z e(a(zpv + y") + p-i)+ Ц e(ap"-'yk).
y=i 2 - 1 4i = l
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Внутренняя сумма в двойной сумме равна 0, а сумма справа
равна р1-1 при / ̂  к и pk~lS{pl~k, а) при / > k.

Лемма 4.5. Если (q, г) = (qr, а) = I, то

S(qr, a)=S(q, ark-l)S(r,aqk-x).

Доказательство см. лемму 2.10.

Теорема 4.2. Пусть {q,a)= 1. Тогда

S(q, fl)«(/1J/*.

Доказательство. Если k = 2, то

\S(q,a)\2=Z I e(a(y*-x2)!q) =
x = l у---1

= Z Z e (a (z + 2x) z/q) = < / V e {azyq) ^ 2q.
X=l 2 = 1 2 = 1 '

< 7 \ 2г

Следовательно, можно предполагать, что k~>2. Запишем
/ = uk -)- v с 1 sC у ^ k, и ^ 0 и предположим, что р -f a.
Согласно лемме 4 4 и утверждению (4.20),

S(p', a) = p<-k-lKS(pv, a). (4.21)

Рассмотрим сначала случай v > 1. Если р > ^, то у = 1, так
что по лемме 4.4

Если р ^ k, то тривиально выполняется неравенство

\S(p\a)\^kp^.

Следовательно, по (4.21)

(4.22)

Рассмотрим теперь случай у = 1. По лемме 4.3

|S(joe, а) | < ftp1** ^ kp-^p1-1'*.

Таким образом, в соответствии с (4.21)
l-4k (p>k6),

(4.23)

Согласно (4.22), (4.23) и лемме 4.5,

|Sfo, a)|<<7'-1/ft П k,

откуда следует теорема.
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Л е м м а 4.6. Предположим, то (q,a)= 1. Тогда

V (^у + Р, q, aJ <С (<? mm (n, || р || JJ ' .

Доказательство. Лемма непосредственно следует из (4,12),
теоремы 4.2 и леммы 2.8.

4.3 Особый ряд

Для любого целого h положим

Sh(q)= Z& (S(q,a)q-re(-ah/q). (4.24)

(<?%>=i

Тогда в обозначениях (2.16) и (2.18)

S(q) = Sn(q), © ( « ) = £ 5„(?). (4.25)
4=1

Лемма 4.7. Пусть s ^ l « / = i / H i > с l ^ o ^ y f e .

)~ s / 2(p1 / 2(p'"', ft) + (р'. ft)), если / ^ l ( m o d ^ ) ,

i~s{pl, ft), если /^l(mod^).

Более того, если %=l — max(^, у) удовлетворяет условиям
k > 0 и рх \ ft, то

Sh(pl) = 0.

Доказательство. Пусть сначала р > k, так что у = 1. По-
ложим / = й + и с 1 ^ у ^ ̂ . Тогда по лемме 4.4

Z ( p , ( / ) . ( 4 . 2 6 )
а= 1

Каждое а может быть записано единственным образом в виде
а = хр" + у с 0 ^ х < р'-", 1 ̂  у ̂  р", р -f у. Сумма по х
равна 0, если pl~v \ h, а в противном случае она равна pl~v.
В последнем случае сумма по у при v > 1 по лемме 4.4 равна

p*-»Z e(-yhp-1),

piy

и по модулю это не превышает pi(-v~{) (pv,hpv~l). Таким обра-
зом,

IS*(/>')!</>-"*-*(/>'. А) ( / # 1 (mod*)).
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С другой стороны, когда v= 1, сумма по у, согласно лемме
4.3, есть

Е Е ) ) ) 1)

Когда xi '•• %s — неглавный характер, предыдущая сумма по
у равна

Xi ••• X * ( V ~ ' ) T ( X I ••• XsY,

а когда xi ••• %s — главный характер, она р а в н а — 1 при pl -f h
и р — 1, если pl\h. Отсюда по лемме 4.3

Sh(р1) < р—*/2(р'/2(pi-i, h) + (pi, h)),

что и требовалось доказать.
Предположим теперь, что p^Lk. Когда l ( y )

утверждение получается тривиально. Следовательно, можно
считать, что / > max (у, k). Запишем / = uk -\- v с max (у, k) —
— k < v ^ т а х ( у , k). Тогда по лемме 4.4 равенство (4.26)
имеет место. Более того, как и раньше, Sh(pl) = 0, если
р'~° -f h; в противном случае

у = 1
pxi/

так как р ^k. Таким образом,

что является более сильным результатом, чем требовалось.

Теорема 4.3. Пусть s ^ 4. Тогда ряд

абсолютно сходится и @ ( п ) ^ 0 . Кроме того, когда s ^
^s max(5, ft -f 2), имеем S ( n ) < l , а при m a x ( 4 , ^ ) ^ s <
•< max (5, & -f 2) имеем @ (п) <С ne.

Доказательство. Согласно лемме 2.11 и соотношениям
(4.25), Sn(q)—мультипликативная функция ц. По лемме 4.7

Отсюда
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где С] и С2 зависят только от ft и s. Это доказывает абсо-
лютную сходимость ряда <3(п). Неотрицательность <3(л) сле-
дует из леммы 2.12.

Пусть рв означает наивысшую степень р, делящую п, и
пусть I = ku + v с I ^ D ^ k. Тогда, по лемме 4.7,

Рм. если
S n (/>') = 0, если т а х (£ , у),)'

( 4 > 2 7 )

где

us —
_1_

2

— s,

Таким образом, ряд

если / ^ 0 и v = 1,

если / > 0 и v = 1,
если а^=1.

(4.28)

есть О(р~3/2), если 0 = 0 или 0 ^ 1 и s ^ max (5, & + 2), и
0(0), когда 0 ^ 1 и s ^ m a x ( 4 , &). Следовательно, в первом
случае @(и)< 1, а в последнем — @(«) < d(n)c, где С зави-
сит только от s и k. Отсюда следует результат.

Лемма 4.8. Если s ^ max (4, k + 1). то

Доказательство. Согласно (4.27) и (4.28), (pl)^kSn(pl)
есть 0(0), 0(р~1) или 0 в зависимости от того, что l^lQ,
0 < / ̂  0 + max (k, у) или I > 0 + max (k, у). Отсюда

<7<Q
qllk\Sn(q)\<E

I[
где С зависит только от s и k.

4.4 Вклад больших дуг

Пусть п — большое натуральное число,

N=[n
l
'
k
], (4.29)

(4.30)

(4.31),
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— объединение Ш (q, а) с 1 < а < ( / < Р и (a, q) = 1. Тогда
(, а) попарно не пересекаются и лежат в промежутке

оц = (Рп-\ 1 + Рп~[]. (4.32)
Пусть

Rm (т) = (j f (a)se ( - am) da. (4.33)

Лемма 4.9. Предположим, что t ^ max(4, k) и что ̂  = 0
при t^zk-\-\ U A = l/k, когда t = k- Пусть

S)(q)= £ |S(q, a)q-4'. (4.34)
a = \

(a, <7)=1

Тогда S q-xS)(q)^Q*.

Доказательство. Действуя так же, как для Sn(q), в обо-
значениях леммы 4.7, можно показать, что S] (q) мультипли-
кативна и put-lS*t[pl) есть O(p~t/2) при / = l(modyfe) и
О (р~0 при / Ф 1 (mod k ) . Таким образом,

при условии, что ^ > т а х ( ( 1 + k — t)/k, 2 — ̂  t)

Теорема 4.4. При s ^ max(5, k + 1) существует положи-
тельное число б, такое, что каково бы ни было 1 ̂  tn ^ п,

Доказательство. Пусть аеШ1(^, а). Тогда по теореме 4.1,
(4.29), (4.30) и (4.31),

f(a)— V{a,q,a)<^

Следовательно,

(a,^, a)
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О т с ю д а в о б о з н а ч е н и я х ( 4 . 1 2 ) , (4.31) п (4.34)

(a)s -- V (a, q, a)s) e { — am) da <
la, q)=l

V»

<Pn-i(ql^y + q1I^S]_1(q) J |w(p)|-»dp.

Следовательно, согласно (4.33) и лемме 2.8,

Г у (а аУе( —
a = l щ(? )

(a, e> = 1

(4.35)
где, принимая во внимание возможность s = £-]-l,

В силу леммы 4.9, (4.29) и (4.30)

£ < п'/*-1-* (4.36)

для подходящего положительного числа б.

Пусть 9( (̂ , а) = [a: Pj{qn) < \ а — а/q | < ^]' Т о г Д а

из равенств (4.12), (4.24) и леммы 2.8

5 У(а, q, a)se(-am)da<^\Sm(q)\
5i(?,a)

Следовательно, по лемме 4.8

a = l 9!(<7, a)
(a, <7)= 1

Отсюда по (4.35), (4.36) и (4.24)

Rw (m) = @ (/я, P) / (/n) + О К * - 1 - * ) , (4.37)
где

1/2

- 1/2

По лемме 4.8
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Отсюда, согласно (4.29) и (4.30),

£ |Sm(<7)|<n-«,
q>P

так что по (4.25)
е(т, Р) = @(/п) + О(я- в). (4.38)

Наконец, из (4.11), (2.20) и теоремы 2.3 для 1 ̂  т ̂  я

Теорема следует теперь из теоремы 4.3, (4.37) и (4.38).

4.5 Согласование условий

Пусть Mn(q) и Л̂ ,(<7) такие же, как в § 2.6.

Теорема 4.5. Предположим, что s ^ m a x ( 4 , k-{-\) и
М'п(ру) > 0 «Зля каждого простого числа р. Тогда ®(п)3> 1.

Доказательство. Согласно леммам 2.12 и 2,13,

причем абсолютная сходимость ряда обеспечивается абсолют-
ной сходимостью <5(п) (ср. с теоремой 4.3).

Теперь достаточно показать, что при р > k

£ W)>-Cp-3'2. (4.39)

Заметим, что у = 1. Рассуждения из леммы 4.7 показывают,
что если l = uk-{-vc2^v^.k, то

/> ( B + 1 )-'S n(p') = l - ^ - , - i - , 0

соответственно, если р'.|я, pl~[\\n, pl~x -f я, (4.40)

и что если / = 1 (mod £), то Sn (pl) = 0 для pl~l f n; в против-
ном случае
p-uik] (k~s)sn (p/) =

Р-1

= P~S Z ••• Z T<Xi) ••• т(ЗС) S Xi ••• Х * ( а ) е ( — а я р - ' ) .

(4.41)
В ы б е р е м 0 так, чтобы р е | | я . Тогда, по (4.40),

2 S
1ф\ (mod К)
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где X = [Q/k] (k — s ) + 1 — s. Легко видеть, что Я < —2.
Согласно лемме 4.3, члены в (4.41) с %i . . . Xs Ф Хо оцени-

ваются как <Cp ( s + 1 ) / 2 , а если р -f npl~l, то члены с %i . . . %s =
= Хо дают <^ps/2. Следовательно,

Z n(P) Z n(p)
; = I (mod k) JSEI (mod k)

Pl\n

Если s ^ 5, то по лемме 4.3 и (4.41)

так что

Z 5„(Р')«Р- 3 / 2 .
I = l(raod ft)

p ' U
Т а к и м о б р а з о м , остается р а с с м о т р е т ь Sn(pl), когда pl\n и
s = 4.

С о г л а с н о (4.41),

Следовательно, достаточно показать, что
В силу- (4.24)

Мы завершим доказательство, если покажем, что при k = 2
или 3 и р > А S(p,a) является действительным или чисто мни-
мым числом. Заметим, что при s = 4 имеем k = 2 или 3.

При k = 2 лемма 4.3 дает

где х — символ Лежандра. Таким образом,

так что S(p,a) — действительное или чисто мнимое число в
зависимости от того, %(—1) = 1 или х(—1) = — 1 .

При k = 3 имеем ( — х ) к = — х к . Отсюда

S(p,a) = S(p,—a)=S(p,a),

такчто5(р,а) — действительное.

Теорема 4.6. Предположим, что s ^ 5 при k = 2, s ^ 4k,
если k является степенью 2 с k>2, и s~^^k в остальных
случаях. Тогда <3(п)> 1.

Доказательство. Эта теорема сразу следует из леммы 2,15
и теоремы 4.5,
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4.6 Упражнения

1. Покажите, что (4.13) имеет место с заменой левой части
на ^1/2+Е(1 + «|Р1)'/ 2- Выведите частный случай у(х) =
= ах3 леммы 2 4 (неравенство Вейля).

2. Рассмотрите утверждения:
(i) s > 4 и @(п)> 1,
(ii) Mn(q)>0 для любого п и для каждого большого q,
(iii) M'n(q) > 0 для любого п и для каждого большого q.

Покажите, что если (i) имеет место для любого п, то (ii)
справедливо, и что если k=/=2 или 4, тогда из (ii) следует
(iii).

3. Предположим, что so(k) дается следующей таблицей:

k 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

so(k) 4 16 5 9 4 32 13 12 11 16 6 4 15 64

Покажите, что для s ^= so(k) <2(п) > 1 для любого п,
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Методы Виноградова

5.1 Теорема Виноградова о среднем

Когда k мало, т. е. меньше 11 или 12 или около того, наи-
лучшими известными являются леммы 2.4 и 2.5, дающие ос-
новной вклад в оценки малых дуг в гл. 2. Однако для боль-
ших k можно получить весьма значительные улучшения при
помощи теоремы И, М. Виноградова о среднем. Эта теорема
важна также в теории дзета-функции Римана.

Для ее описания надо ввести некоторые обозначения,
Пусть °Uk означает й-мерный единичный гиперкуб (0,1]*,

/(«) = S e{axx+a2x
2+...+akx

k). (5.1)

Для любого й-мерного вектора h = (hi, . . . , hk) с целыми
компонентами h\ пусть J^iX, Y, h) обозначает число реше-
ний системы k уравнений

i k) с Y<xr, yr^Y + X. (5.2)

Тогда

ф(Х, Y, h)=J \f{a)?'e(a.h)da, (5.3)

где a-h — скалярное произведение oti/i1 -f- ,..'-}-akhk. Оче-
видно следующее неравенство

/</> (X, Y, h) < /(*> (X, Y, 0). (5.4)

Полагая х, = М + иг, Уг = М -f vT и применяя биномиаль-
ную теорему, легко видеть, что

J^(N, M, 0) = J[k)(N, 0, 0). (5.5)

Для краткости пишем

Js (X) = /<*> (X) = ^*> (X, 0, 0). (5.6)

Согласно (5.2), Js(X) есть число решений системы

X! (х>-У>) = ® V<j< k) с 0 < хг, уг < X. (5.7)
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Нетривиальная оценка для Л(Х) известна как «теорема Ви-
ноградова о среднем» 14

Все известные методы оценки JS(X), когда k велико, осно-
ваны на редукции JS(X) к Js-k(X/p), где р— подходящее про-
стое число'2). Метод, принятый здесь, является вариантом
Бомбьери метода А. А. Карацубы.

Лемма 5.1. (Линник, 1943 с). Предположим, что р — простое
число, р > k. Пусть A(p,h) означает число решений системы
k сравнений

Zni^h, (mod pi) (1

с пг ̂  рк и пг, несравнимыми по модулю р. Тогда 131

А(р, h)sS k\p^^i2.

Доказательство. Пусть B(g)—число решений системы

Е nir = gt (mod pk) ( 1 < / < £ ) (5.8)

с п , < р ' и несравнимыми по модулю р. Тогда A(p,h) есть
сумма всех B(g) c g ; = ft/(mod р') и 1 < g/ ^ pk (1 ^ /<; k).
Общее число возможных вариантов g равно р*!*-1)/2. Таким
образом, достаточно показать, что

а это будет следовать из того, что каждое решение системы
(5.8) является перестановкой какого-либо данного решения.

Для заданного g пусть п\, ..., Пи — решение сравнения
(5.8), пг ^ ри и пг несравнимы по модулю р. Предположим,
что ш\, . . . , гпь. — другое такое решение, и пусть

k

Р(х) = Ц(х-пг). (5.9)

Тогда из формулы Ньютона, связывающей суммы степеней
корней многочлена с его коэффициентами, и условия р > k
следует, что

f( ) f [ ( ( p )
Таким образом,

P(mr)*s0(modpk) (1<г<£). (5.10)

Таким образом, для каждого г найдется s, такое, что ns ^
^ nir (mod p). Кроме того, поскольку ns несравнимы по мо-
дулю р, ns единственно, Следовательно, ввиду равенств (5.9)
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и (5.10) ns = mr(moA.pk), откуда ns = mr. Таким образом, тГ

являются перестановкой пг, что и требовалось.

Пусть р — простое число, пусть Ri(h)— число решений си-
стемы уравнений

i
где 0 «< хг ^ X и по крайней мере k из хг несравнимы по
модулю р, и пусть R2(h) — соответствующее число с не более
чем k — 1 из хг несравнимыми по модулю р. Тогда

h (X) = Z (Я, (h)
h

Отсюда

R2 (h))2 2 Z (Ri (h)2 + R2 (h)2).
h

I2(p), (5.11)

где I\(p) — число решений системы (5.7) с по крайней мере k
из хг несравнимыми по модулю р и по крайней мере k из уг

несравнимыми по модулю р, а /г(р)—число решений (5.7),
в которых ни среди хг, ни среди у, нет более чем k — 1 несрав-
нимых по модулю р величин.

Решения системы (5.7), подсчитываемые 1\(р), характе-
ризуются тем, что в них х\, . . . , хк несравнимы по модулю р
и у\, . . . , у к несравнимы по модулю р. Поэтому, обозначая
/ 3 число таких решений, немедленно получаем, что

( k ) - (5Л2)

Пусть

/(«»«/)= Z е (щх + а2х
2 + ... + akx%

xs=y{mod p)

и пусть М- означает множество й-мерных векторов а = (аи ...
..., uk), где 0 < а, ^ р и а, несравнимы mod р. Тогда

da.

По неравенству Гельдера

| £ /(а, х) 2*-2*
1 *<Р

Следовательно,

где U (х) — число решений системы уравнений

Z (т'г ~п'г) = °t ЦРУг +.х)1 - (pzt + x)i)
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с 0<пг„ n,^X, —x/p<yr, z,^(X—x)/p с т ь . . . , mk,
несравнимыми по модулю р, и с п\, . . . , пк, несравнимыми по
модулю р. Простое применение биномиальной теоремы пока-
зывает, что U(x) является числом решений системы урав*
нений

^x{{mr-xy -(nr-xy)=tp!{y[-z[) (K/<£)

с переменными, удовлетворяющими тем же условиям, что и
прежде.

Предположим теперь, что

рк^Х, p>k. (5.14)

Тогда, согласно лемме 5.1 и формулам (5.4), (5.5) и (5.6),

, — x/p, h ) <

Это вместе с (5.11), (5.12) и (5.13) дает

_k(l + Xp->). (5.15)

Лемма 5.2. (Бомбьери). Пусть X > 0, и пусть, <%и . , . , <jgs

означают s подмножеств конечного множества $,
carder ^Ъ card & ( l ^ r ^ s ) .

Тогда для любого t < %s существуют п, . . . , rt, такие, что
г\ < г2 < . . . <Сп и

card (^г, (1 %г2 (1 • • • (1 ^ ) ^ (А. - 4 ) ( J card ^.

Доказательство. Пусть 'g' обозначает множество элемен-
тов Ъ из ,$, которые принадлежат по крайней мере / из 9&т.
Тогда

sk card Ш < 2 card $ r < ^ card J + s card <S>,

откуда

Более того,

2 card (Я,, П #,а П • • • П *-,),

а количество членов в кратной сумме равно ( ^ ) . Если вы-
брать Г\, . . . , г*, чтобы они соответствовали максимальному
члену, то получим утверждение леммы.
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Теорема 5.1 (теорема Виноградова о среднем). Для лю-
бой пары натуральных чисел k, l существует положительное
число C(k, /), такое, что для каждого X > О

где TI = 4 - £ 2 ( 1 — l/k)1.

Следует отметить, что для применений в мультипликатив-
ной теории чисел существенно и поведение C(k, /), когда k и /
растут [41. Здесь, однако, это менее важно. Заметим, что при
k = 1 теорема тривиальна.

Доказательство. Индукция по /. Рассуждениями, подоб-
ными тем, что использовались при оценке B(g) в доказатель-
стве леммы 5.1, можно показать, что когда s = k, все реше-
ния (5.7) получаются с уг, являющимися перестановками хг

 [51.
Таким образом,

(X)

что сразу дает случай / = 1.
Предположим теперь, что / > 1 и теорема справедлива

при замене / на / — 1 . Когда X <; kk, искомое утверждение
тривиально. Таким образом, можно считать, что X > kk.
Пусть р — простое число, XX!k ^ p ^ 25kXi/k, так что условия
(5.14) имеют место. Тогда в силу (5.15) и предположения ин-

дукции

Jkl (X) < 2/ 2 (р) + С, (k, I) />2ftZ+ft(ft-5)/2 (^/p)2ftZ-ft(ft+5)/2+4'^fti

где T ] ' ^ - J - A 2 ( 1 —1//г)1~К Показатель степени р здесь равен
k2 — TI', так что

/*/ (X) < 2/2(р) + С2 (k, I) r w - ^ + ' ^ + i .

Теперь доказательство разбивается на два случая. Первый
случай имеет место, когда существует по крайней мере одно
простое число р в интервале Xl/k ^ p ^ 25kX1/k, для которого

Тогда теорема следует сразу.
Второй случай — противоположность первому, — когда не

существует таких простых. Тогда, согласно постулату Бер-
трана, имеется по крайней мере 5k простых р\, , 4 ( , ръи, та-
ких, что

h{p)>h{X) (516J

< рГ < 25ft X>/*4 (5.17)
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Пусть <М означает множество решений системы (5.7) с s = kl.
Тогда

card $ =

Пусть &{р) — подмножество .$, содержащее решения, в кото-
рых ни среди хг, ни среди уг нет более чем k — 1 несравнимых
по модулю р величин. Тогда

card

Таким образом, ввиду (5.16) и леммы 5.2 с А = —, s = 5k,
t = k, имеется k различных простых qu ..., qk, таких, что

]ы (X) < 20 (&*) card (Я (?,) П Я Ы П • - • П ^ (qk)). (5.18)

Рассмотрим теперь типичный элемент, принадлежащий 3§(q\)f[
П ^(<72) П ••• 0&(qr). Поскольку х, £=: X u q{ ... qk^X, каж-
дое хг единственным образом определяется своим классом вы-
четов по модулю qh модулю q2, ..., модулю qk. Более того,
х\, ..., xki лежат, самое большее, в k—1 классах вычетов по
модулю qt. Таким образом, количество наборов для ^/-мер-
ного вектора (xit ..., хк{) по модулю qt не превышает
qk

t~
{ (k — l)kl. Поэтому число наборов по модулю q\ . . . qk не

больше (<7i . - . qk)
k~x {k — \)kH • Аналогично для (уи ..., yki).

Следовательно,

c a r d (Я (</,) П Я Ш П...ПЯ (qk)) < (<7, . . . qk)
2k~2 (k - \fk'K

Отсюда вследствие (5.18)

С другой стороны, тривиальных решений системы (5.7) с
А- = kl при / > 1 в ]ы (X) будет по крайней мере [X]ы ^ [X]2к.
Таким образом, А г ^ С 4 ( й , / ) , что дает утверждение теоремы
во втором случае.

5.2 Переход от среднего

Пусть
v(*) = v<*>(*) = (*,я 2, . . . . * * ) , (5.19)

и для O G R ' ПОЛОЖИМ
N

f(a)=£e(v(x)-a), (5.20)

где, как обычно, Для двух элементов а, 0 из R*, а-р означает
скалярное произведение aipi + :•• + a * P * - Предположим,что
Л — непустое множество целых §исел,

(5.21)
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Тогда для tn^Jt
N+m

1 / 2ЛГ N+m

— г/Р) Jrfp.
0 4=1 j

Следовательно, суммированием по элементам М получаем

|| р 1ГШР,

2N

где g(m, р) = 2 е (v (л: — т ) • а + ^р). (5.22)
х = 1

Таким образом,
f(a)<M-Hlog2N) sup £ |g(m, р) |, ( 5 . 2 3 )

и оценка для / может быть выведена из подходящей теоремы
о среднем.

Следующая лемма осуществляет связь между дискрет-
ными и соответствующими непрерывными средними величи-
нами. Заметим, что

Для получения таких связей изобретено много методов, но
все они основаны на сходных идеях. Приведенный здесь ме-
тод основан на неравенстве большого решета и является его
обобщением на А-мерный случай, полезный в алгебраической
теории чисел (см. [Huxley, 1968] и [Wilson, 1969]).

Лемма 5.3. Предположим, что б,- > 0 (/ = 1, . . . , /) и что
Г — непустое множество точек у в R1, таких, что открытые
множества

попарно не пересекаются. Пусть Ni, . . . , Ni обозначают I на-
туральных чисел, a Jf — множество целочисленных 1-мерных
векторов п = {п\, ..., п{), 1 ̂  п; sj; Nj. Тогда для суммы

5(Р)= Z а(п)е(п.р),
пел»

где а (п) — комплексные числа, справедливо неравенство
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Доказательство. Без ограничения общности можно пред-
полагать, что 0 < 6 / < ; 1. Достаточно оценить двойственную
форму

где Т (п) = 2 b (Y) e (n • \).
уеГ

Поскольку 1 — |Л|/(2Л0>4 для | / I | < J V , то

1 (п) I2 < £ I Г (h) |2 П (1 - 1 h, \j{2Nt)),

что после возведения в квадрат и изменения порядка сумми-
рования принимает вид

2N,

Е
/-=1 х п-1

Внутренняя сумма здесь есть

Следовательно,

Z I Г (п) |2 « Z r I Ь (Y) I2 Д П (N, (1+N. \\ Y; - Y / i | )-) . (5.24)

Пусть 0 < б < 1,

) = N или

при IIPII < б и ||р|| 5 е б соответственно и

/ ( а , б ) = {Р: ||о — р | | _<fi, O s £ P < 1}.

Тогда достаточно доказать, что

F(a, 6 ) < 6 - ' J F(p, 6)бГр, (5.25)
/ (а, 6)

так как тогда из (5.24) следует, что

, 6/)dpV
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С помощью замены переменных произведение интегралов за-
писывается в виде

так что, согласно предположению относительно й(у ') , сумма
по у' не больше чем

(б, ...бЛ-'ДП/чр-у,, e,)dpY

Здесь у'-й интеграл есть

N dp + Jw (1 + N$)-2 dp = ЛЮ, + (1 + N6,)~K
6/

Остается, следовательно, установить соотношение (5.25).
Если | |а| | > 6 и ||а — р | | < б, то

так что F(p, 6 ) > J V ( 1 + y V | | p | | ) - 2 > x / : ' ( a . 6), что дает
(5.25) в случае | |а| | ^ б. В противоположном случае | | а | | < б
можно предполагать, что | а | < 6 , и, более того, если необ-
ходимо, делая замену переменной, что а ^ 0. Если 0 ^ р <С 0,
то —б < a — Р < б, так что каждое такое р лежит в /(а, б)
и F(p, 8) = N = F(a, б). Отсюда

б"1 J F(p, 6)dp>W = F(a, б),
Да, 6)

что снова дает (5.25).

Технический прием, применяемый здесь для оценки /(а),
заключается в сравнении

Z g(m, P)I2S

с JS(2N) посредством леммы 5.3 и подходящего выбора Ж.
Пусть у (ш) = (vi (m), ..., у*-1 (/п)), где

М ( «) ( 1 < / < * 1 ) . (5,26)

Тогда, согласно (5.19),

л: - m) • a = v**"1» (JC) • Y (m) + / a f t + £ a, ( - /n)y.
/-i

(6.27)
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Таким образом, для того чтобы применить лемму к сумме g,
заданной (5.22), необходимо выяснить распределение v/(m)
по модулю 1.

Предположим, что 1 ^ х, у ^ N, х ф у, и определим

7 )7 ) У-*
(5.28)

ahl = 0

Заметим, что ahl- — целое число и пц• = k\. Определим далее

$h = ah+l(h + \)(y-x) (5.29)

и г,- = k\(y,(x) — у;(у))- Тогда ввиду (5.28)

т, = k\ (у, (х) - у, (у)) = t Pftflft/- (5-30)
ft 1

Наша следующая цель — обратить это линейное преобразо-
вание. Положим

и В ^ А — k\\, где I — единичная матрица порядка (k—1)Х
X(к — !)• Матрица А является нижней треугольной, а В =
= {Ьщ), где Ьл/= 0 при 1 < h < у < k и Ьщ = ан;, когда
1 <; у < h < &. Таким образом, (5.30) можно записать в виде

т = рА. (5.31)
-̂я степень В имеет вид

где 4}=Z--- . Z . 4 * / , / , - V,/-
;,-i 't-i1"1

Следовательно, 6J/) — целое число и b{fi = 0, если h<Zj-ft.
Более того, согласно (5.28), ащ ^i Nh-! при /г > у. Отсюда
при h~^s j -[- t

6 А / < £ ••• Е Nh-'iN'i-'* ... N't-*'1,
h it-i

j < /<-i < . . . < /2 < /i < Л

так что Ь$ < yV"-/. (5.32)

Очевидно, что В*-1 — нулевая матрица. Таким образом, по-
лагая J = £!1 и

D = J*-2 - J*"3B + . . . + ( - 1)*-2В*-2,

получаем

AD = (В + J) D = J*-' + ( - l ) * - ^ * " 1 *
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Поэтому ввиду (5.31)

так что

(£!)*-1(5/ = (£!)*-2т/+£ ( - O W - ' - ' ^ T ^ .

Таким образом, согласно (5.32),

IW'M« t\\4\\Nh-'.
ft-/

Следовательно, в соответствии с (5.29) и (5.30)

а, (х - ^) II < fcZ 11| Y/ (*) - Y/ (</)II Nh~l+' (2 < / < k).

(5.33)

Предположим, что для некоторого /, 2 ^ j ^Z k, суще-
ствуют a, q, такие, что (a, q) = I, q ^ Ni и |а/ — a / ^ j ^ ^ - 2 .
Пусть

L = min(q,N). (5.34)

Тогда для каждого xe[\,L] число ( / e [ l , L ] , для которых

II ( * ! ) * а / ( * - 0 ) | | < # < - ' ,

ограничивается числом г/ е [1, L ] , для которых

что не превышает R, где

/? = №)kLq-[ + 1) ( г ^ 1 " 7 + 2 {k\)kLq~' + 1). (5.35)

Поэтому существует множество „# целых чисел * e [ l , L ] ,
такое, что Af = card jf удовлетворяет неравенству М ^

L/(/? l) и для любой пары х, у, х^Ж, y e l , x ф у,

Согласно (5.33), для каждой такой пары х, у существует h,
для которого / — 1 ^ / i ^ £ — 1 и

Теперь можно применить лемму 5.3 с k — 1 вместо k, с N/ =
«= SJV', с б/ » //-', с Г = { у ( т ) : т е 1 } и с

1 xs

где сумма р а с п р о с т р а н я е т с я на р е ш е н и я xi, . . . , x s системы
уравнений

\ h )
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с 1 < хг <; 2N. Следовательно, в силу (5.22), (5.27) и (5.6)

Z \g(m, P)|2 s </(*-') (2N) N*k-№.

Отсюда, согласно (5.23) и неравенству Гельдера,

/ (a)2 s < (RIL) (log 2N)2sJs(
k-^(2N) Nk<k~lV2.

Отсюда и из (5.34) и (5.35) вытекает следующая теорема.

Теорема 5.2. Предположим, что существуют числа у, a, q,
такие, что 2 ^. j ̂  k, \а, — a/q\^ q~2, (a,q)=\, q^N'.
Тогда

f (a) < (/<,*- » (2JV) yv*'*-1)'2 ( ^ - / + yV"1 + <7~'))1/2s log 2N.

Комбинируя эту теорему с теоремой 5.1 получаем следую-
щую теорему.

Теорема 5.3. В предположениях теоремы 5.2

f(a)<N (№ {qN~! + N~l + q-i))W(k-\)i) i o g 2N,

где T, = T(^_i)2^__j

В частности, если N <С (7 -С Л^'-1, го

Кроме того, 4ck2 log А ~ 1 при k -*• оо.

Все утверждения, кроме последней части, следуют сразу.
Чтобы доказать последнюю часть, заметим, что при k ̂  3
максимум достигается при величине /, удовлетворяющей не-
равенству / — Я flog k ~ 2 j < 1, где Я, — больший корень
трансцендентного уравнения

e*-=\(k-\f{h+\).

Теперь легко видеть, что Я ~ 21ogyfe и

—НГ1ТГ ('+?(!•))•

Несложные вычисления показывают, что при й ^ 12 тео-
рема 5.3 дает более сильные результаты, чем лемма 2.4.
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5.3 Малые дуги в проблеме Варинга

Пусть /(а) задана формулой (1.6). Тогда

1

\ \ f ( a ) \ 2 s

о

есть число решений уравнения

с 1 ̂  х/, у\ ̂  N. Отсюда

1

\\f(a)\2sda^Nk(k-[)l2Js(N). (5.37)
о

Пусть N, Р, 9Л, °11 такие, как в § 4.4, и пусть m = cil\Tl. Пусть
а е т. Выберем a, q такими, что {a,q)=\, q ̂  п/Р и
| a — a/q\ ^ Pq~[n~l (лемма 2.1). Тогда 1 ̂  а ̂  q, и по-
скольку а лежит вне больших дуг %R(a, q), то q > Р. Отсюда
ввиду леммы 2.4 и теоремы 5.3

/ (a) « Nl-°°+\

где а0 = max (a, 2l~k), a а задается (5.36). Таким образом,
в силу теоремы 5.1 и (5.37) с заменой s на kl существует
положительное число б, такое, что каково бы ни было

^ 2ст0

имеем

Объединяя это с (4.33) и теоремами 4.4 и 4.6, получаем
следующую теорему.

Теорема 5.4. Пусть с0 = max (a, 21-*), и пусть s0 — наи-
меньшее целое число, такое, что

{) Z (5.38)

Тогда асимптотическая формула (2.27) справедлива для лю~
бого s ^ s0. Кроме того, s0 ~ 4k2 log k при k ->- оо.

Несложные вычисления показывают, что s o < 2 * + l, при
ASs 11.
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3.4 Верхняя граница G(k)

Изучение проблемы Варинга пока было сосредоточено на
асимптотической формуле для числа решений уравнения

* f + . . . + * * = и.
Однако Харди и Литтлвуд (1925) заметили, что величину s
можно уменьшить, ограничив область изменения нескольких
из переменных х\. Этот метод был позднее значительно раз-
работан И. М. Виноградовым и Дэвенпортом.

Виноградов показал, что G(k) ^. k(\ogk) (С -\- о(1)) при
k—>oo, и в течение приблизительно 30 лет было получено сни-
жение допустимого значения С до 2. Достаточно простыми
рассуждениями можно показать, что С можно взять равным 3.
Дальнейшее уменьшение от 3 до 2 см. в гл. 7.

Пусть Z велико, положим

и пусть Qz(m) — число решений уравнения

х* + ... + х\ = m

с Z ; < Xj ^ 2Z/. Тогда сумма £ Qz (m)2 равна числу реше-

ний уравнения

** + . . . +х\ = у\+ ... +yk

t С Zt<xr yl^2Zj. (5.39)

Поскольку

I yk _1_ I yk .,k •
I X2 I ' ' ' I Xt "i ' ' ' •

то (5.39) может иметь решение только при х\ = у\. Повторяя
это рассуждение, получаем, что Хч = Уч., Хз = Уз и т. д. Та-
ким образом,

У. Qz (т)2 < Z i Zt -*" ( ^ п <™^2 <7 7Л-1

Р Zk~

m>3~kZk+0(zk-[).

Б о л е е того, Zx... Zt S> zk~k(l~l/k) и Qz (m) = 0, когда

Таким образом,

Z Qz (mf < f Z Qz (m))2Z-k+k(l-llk)' (5.40)

1 = 0 при m>jZk. (5.41)
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Приведенные выше рассуждения, кроме того, показывают,
что Qz(m) равно 0 или 1, и дают множество Ж натуральных
чисел т, не превосходящих Zk, для которого т есть сумма t
k-x степеней и

carder »Z*-*<1-1/*)'.

Таким образом, для сравнительно малого t, например
Ck log k, мощность Ж можно сделать сравнительно близкой
к Zk. Это построение, представляющее собой незначительную
модификацию построения Харди и Литтлвуда, используется
на малых дугах двумя различными способами. Во-первых,
аналогично лемме Хуа (лемма 2.5) для того, чтобы сэконо-
мить почти Nk, а во-вторых (и это является вкладом Вино-
градова), чтобы сохранить небольшой запас для получения
неравенства, подобного неравенству Вейля (лемма 2.4), но
более эффективного.

Пусть

H(a)=ZQN(m)e(am), (5.42)
т

Тогда, согласно тождеству Парсеваля и (5.40),

J | Н (а) |2 da < Н (О)2 N~k+k {1~''к)\ (5.43)
о

Следующий результат в значительной степени принадле-
жит И. М. Виноградову (1947).

Лемма 5.4. Пусть

где by — произвольные комплексные числа. Предположим,
что a=a/q + $, | р | <~q~{X~k, q^2Xk, (a,q)=\, что

Y\» Xk и что если q < X, то \\ р || > q~lXl'kY~l. Тогда

V(a)<(XYi+° Z \Ь„?)

Заметим, что описанные ниже рассуждения легко могут
быть видоизменены, так что интервал суммирования [0, Y]
для у заменяется произвольным интервалом длины Y.

Доказательство. По неравенству Коши

V (а)2 < * ^ х | Д V (<*А) |2' (5.44)

При (h,q)= 1 число / решений сравнения

xk ^ h (mod q)
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оценивается в виде / <С qe. Следовательно, существует
L <g; qe, такое, что простые числа р, удовлетворяющие усло-
вию Х/2 <с р ^ X, можно распределить в L классов 9>\, ,..
. . . , SPL так, что для двух различных простых ри р2 в данном
классе &>j выполнено p^ = p$(modq) тогда и только тогда,
когда pi == p 2(mod q).

Рассмотрим два таких простых числа р\ и рц. По пред-
положению

|)а(/^ — Р 2 ' ) | | ^ | а ( Р ? — Р*)/?! 2 ? X X ~i^- ~2 q

при условии, что р\ Ф p2(mod q). Когда q~>X, элементы ^
несравнимы по модулю q. Поэтому для р е ^ / арк отличаются
по модулю 1 друг от друга по крайней мере на -̂  <7~'- Следо-
вательно, в силу одномерного случая леммы 5.3 (неравенство
большого решета)

Z E bye(apky)2<Y £ ]bft (5.45)

и лемма легко следует из (5.44).
При q ^ X рассуждения могут быть изменены следующим

образом. Предположим, что р\ = P2(mod q), но р\ Ф р2. Тогда
по предположению

Теперь |pi — p2\^ q, так что в комбинации с предыдущим
это показывает, что apk по модулю 1 находятся на расстоя-
нии ^>Y~l. Следовательно, по лемме 5.3 сразу получается
(5.45) и лемма 5.4.

Пусть X = iV1'2, У = Xk и

^ ( 0 ) = Е ZQx(y)e(oipky).
Х/2<^Х

Примем обозначения § 5.3 и предположим, что a s m . Возь-
мем a, q такими, ч т о ( а , < 7 ) = 1 , q ^ %Xk, \ а — a/q К j <7~'X
Х ^ ~ * ' Тогда 1 ^ а ^ q, и, поскольку а не лежит на
большой дуге, когда q ^Z N, сразу имеем | a — a/q | ^> q~ N ~к>
> q ~lx[~kY~[. Таким образом, по лемме 5.4, (5.40)
и (5.41),
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Следовательно, ввиду (5.43) и (1.6)

/ (а)4* Н (а)2 W (а) е ( - ая) da < Н (О)2 W (0) n

3+s'\
т

где
_ 1 5 /, 1 ч*

"Ч — I F """TV1 ~" k ) '

Таким образом, если t взять таким, что

)) (5.46)

то отсюда следует, что существует положительная постоян-
ная б, такая, что

J / (а)4* Н (а)2 «7 (а) е ( - ая) da < Я (О)2 W (0) я 3 ' 6 . (5.47)
m

Теперь

Н (a)2 IP (а) = £ Q* M e (am). (5-48)
т

где
Q* И = Z S Z Z QJV Ы QN (Щ) QX (У)-

т- тч л12 < р < Л у

Согласно (5.41), Q*(m) = 0, когда т > ^ « . Поэтому по
теореме 4.4 и (4.6)

J / (а)4* Н (а)2 Г (а) е ( - an) da =

f Wke(- (n - /и) a) da > «3 J ] Q* (т).

Следовательно, ввиду (5.47) и (5.48)

f (a)*4 Я (a)2 W (a) e ( - a/г) da > n3H (О)2 Г (0) > 0.

С другой стороны, левая часть есть число решений уравнения

* f + . . . + * } * + # + . . . + £ * + * * + . . .
. . . + г\ + pk (ш* + . . . + а;*) = п

с Jt/, t//, г/, Ш/, р при соответствующих ограничениях. Поэтому

G{k) < 4й + ЗЛ

Оптимальным вариантом t в (5.46) оказывается /~ftlogft.
Таким образом,

прий-voo. (5,49)
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5.5 Упражнения

1. Покажите, что, если 2£ — последовательность натуральных
оо

чисел Ik, такая, что ряд £ \jlk сходится, тогда для каж-

дого е и ko существует к\, такое, что если А(Х) — число на-
туральных чисел п с п ^ X, которые могут быть записаны
в форме

с неотрицательными целыми Xk, то А{х)•> Х1~Е(Х >
>X0(e,k0)).

2. [Freiman's hypothesis, 1949; Scouzfield, 1960]. Пусть S —
последовательность из натуральных чисел lk. Покажите, что
свойство: для каждого ko найдется k\, такое, что любое на-
туральное число п может быть записано в виде

с неотрицательными Xk, имеет место тогда и только тогда,
оо

когда ряд X 1ДЙ сходится.

3. Пусть so такое же, как в теореме 5.4. Покажите, что для
2s ^zs0

(a, q)-l

Примечания редактора

' ' Теоремой Виноградова о среднем называют теорему 5.1, которая дает
точную верхнюю границу fs(X) при s>c& 2 log&; нетривиальная оцен-

ка JS(X), например JS(X) ^ k!X2s~k — первый шаг индукции на с. 65.
' ' Неточное замечание, см., например, доказательство И. М. Виноградо-

ва [1], с. 54.
' В оригинале формулировка леммы несколько иная.

" ' Доказательство теоремы о среднем с оценкой с(k, I) ^ k2k32 ' (kl)
см. в статье Архипова Г. И. Карацубы. А. А. (1978) с. 762.

' ' Если решения у, указанной системы сравнений являются перестанов-
ками хг, то решения уг системы уравнений тем более являются пере-
становками Хг.
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6.1 Множества сумм k-x степеней

В § 5.4 было показано, что верхнюю границу G(k) можно
существенно уменьшить прежде всего при помощи построения
множества Ж натуральных чисел, не превосходящих Z*, яв-
ляющихся суммами t k-x степеней. Это построение дает
сагйЖ^>гка, где а = 1 — ( 1 — 1/&И, и представляет собой
незначительное упрощение конструкции Харди и Литтлвуда
(1925). В самом деле, они строят Z, так же, как и выше
для / = 1 , . . . , t—1, но полагают Zt = Zt-\. Рассуждения
проводятся, как и ранее, до (/ — 1)-го шага, когда (5.39) сво-
дится к

yk _J_ yk - I l k _ L I l k

Для каждой заданной пары г/;_ь yt число вариантов xt-u xt
есть <С Z]. Следовательно,

Кроме того,
Z{ ... Zt > z

Отсюда по неравенству Коши

т
Qz(m)>0

Пусть Nt(x) означает число натуральных чисел т, не пре-
восходящих X, которые являются суммами не более t k-x сте-
пеней. Тогда .

Nt(X)>Xat- (X>X0(t,e)) (6.1)

„ , _ , _ ( , _ » . ) ( , - i ) - ,6.2)

Заметим, что а 2 = 2/k.

Имеется ряд усовершенствований этих рассуждений, ко-
торые эффективны при таком способе улучшения оценок
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сверху для G(k), когда k сравнительно мало. Следующая
теорема является обобщением результата Дэвенпорта и Эр-
деша (1939).

Теорема 6.1. Пусть t ^ 3, 0 == 1 — l/k, fa = 1,

и Q(tn) обозначает число решений уравнения

х\+ ...+х*=*т с ZKi<xt<2Zxl. (6.3)

Следствие. Неравенство (6.1) справедливо с at = 1—р,
еде

Это следствие получается использованием неравенства
Коши тем же путем, что и выше.

Доказательство теоремы. Пусть Ms — число решений урав-
нения

* f + . . . + * ? = tf+...+0* (6.5)
i, у; < 2Z*/ и ^ ^ = ys. Поскольку Mi = О,

t

) 2 < ^ ZMsz^+>+-+Kt + z^+---+%t. (6.6)

Кроме того, М2 — число решений уравнения

х\-у\ = х\-у\

с х2¥= У2 и Z' < Xj, у,- < 2Z'. Для каждой заданной пары
Xi, г/г (Х2 ¥= Уч.) число возможных значений Х\, у\ есть <CZe.
Отсюда

М2 < Z a j + E < Z X l + ^. (6.7)
Для s > 3

Ms = M's + 2M';, (6.8)

где М^ — число решений (6.5) с дополнительным условием
xi = г/ь a M"s— число решений c x i > y\. Тогда

м,«: z"lz,S) (6-0)
где Ls есть число решений уравнения
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Для данных х2, ..., xs число у2, ..., ys есть < 1 (ср. с § 5.4).
Таким образом,

Ls<Zx*+"-+Ks- (6.11)

Теперь рассмотрим М". Число значений х2, у2 есть <с Z-->.
Для любого такого набора уравнение (6.5) превращается в

; = з '

где А фиксировано. Пусть h = Х\ — у\. Тогда х\ — г/f > hZk'K
К тому же

А + Z (** - !/j) < 2*Л».

Отсюда 0 < /г < Z U ! - ' + 1 и (6.12) можно переписать в виде

(6.13)

Для заданного h пусть у и у -\- j — два возможных значения
у и для которых выполняется оценка (6.13). Тогда

(У+1 + hf -(y + j?-(у + hf + ук < Zk\

откуда hjZk~2 <CZft4 Таким образом, число возможных значе-
ний для у\ есть

<l+Z^-*+V. (6.14)

Для данных Л'1, #i (6.12) принимает вид

^ - ^ ) = 0, (6.15)

где А\ фиксировано. Число наборов у3, . . . , ys_x есть
< z X 3 + ' " + ^ - , , и для каждого такого набора число наборов
Хъ, ..., Xs-i есть <$: 1 (заметим, что х\ + . . . + х\ < ZX i e и что
в интервале длины ZKi® имеется ^;1 значений х\ и т. д.).

Для заданных уг, . . . , ys-\, x3, ..., xs^t (6.15) переписы-
вается в виде

где А2 фиксировано, и, так как xs Ф ys, количество наборов
xs, ys есть <cZe. Следовательно, в силу (6.14)

м" < z2Kl Z (i + zkl3~k+2h~l) ^ + - + ^ - + e

k

Таким образом, ввиду (6.8), (6.9), (6.11)
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Теорема следует теперь из (6.6), если заметить, что для
s = 3, . . . , / (k+ 1)Л,2 — k<^K и l2 + kls — k+\ ^-Ks.

Следующая теорема принадлежит Дэвенпорту (1942а).

Теорема 6.2. Предположим, что 1 ^ / ^ й — 2, 0 •< v •< 1,
S& — множество натуральных чисел a, a^Zv+k~l, S =»
= card s&, Q(tn) — число решений уравнения

xk -\- a = m

с Z< x< 2Z, a<=s4- и Т= £ Q{mf. Тогда
m

т < zs 0 + zv+e (z-2 + z^-'-'srO.
Доказательство. Пусть А/ такое же, как в § 2.2, и

<Ж, = {h: h,- > 0; Ai < Zv; h2, . . . . Л/ < Z}.

Пусть p/(h, ш) обозначает число решений уравнения

Ai(xk;h) + a = m с Z<x<2Z, a^s4-, (6.16)

и М,= Z Z P/(h, a). (6.17)

Очевидно,
Mi (6.18)

Согласно неравенству Коши,

" Е Р/ (h, a)2.

Двойная сумма является числом решений уравнения

А, (**; h) + al = Ду (JC*; h) + a2 = а

с Z < *i, л:2 < 2Z, a i e r f , a 2 ^ ^ , a^s£, he<5^y. Так как
элементы j$ различны, эта величина <СМ/ + Л1/+ь Отсюда

Таким образом, индукцией по / получаем

Ml < Z"+l-2i4S + Z(v+') b-t-O-P-'s^-'Mj-'y (6.19)

По определению (6.17) M/+i есть число решений уравнения

= a
с Z < л: < 2Z, h G * , + i , a i e r f , a e i . Из упражнения 2.1
следует, что при j ^ k — 2 для каждой пары а.\, а число на-
боров х, h оценивается как <CZe. Таким образом, Mj+\ <i
^ 52ZE, Теорема следует теперь из (6.18) и (6.19).
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Теорема 6.2 обычно применяется повторно для получения
понижений границ Nt(X) для последовательных значений t.
Вообще, пусть st- означает строго возрастающую последова-
тельность натуральных чисел а, обладающую тем свойством,
что

А{Х) = о.ггй{а: a e i , а ^ X) (6.20)

удовлетворяет неравенству

А\Х)>Х*~* (Х>Х
0
(г)), (6.21)

где 0 < а <С 1, и пусть N(s4-, X) обозначает число различных
чисел вида xk + а с условиями хк + а ^ X и a e i , Пусть
Z = jX 1 *. Тогда в обозначениях теоремы 6.2

Z 1.
т

Q (m) > О

и по неравенству Коши

Z nZQM2>fZQ(»*)y»22s2,
sQ(m)>0 /

где S^Л(Z v + f t ~ 1 ) . Отсюда в силу теоремы 6.2

N (si, X) > Z S (l + Z v + E (Z~2 + Z " * " ' " ^ ) 2 " ' ) " •

Таким образом, по (6.21)

N(sl, X)>X$-z (X>Xi(e)), (6.22)

и

т = m a x s u p . ( m i n ( v a , 2 1 - / — v ( l — a ) ,
K/<ft-20<v<l

При j-\- 1 ̂  (k — l )a упомянутый выше супремум неположи-
телен, поэтому максимум достигается для значения /' с усло-
вием j-\-\-~>{k—l)a. Для такого /' супремум имеет место,
когда v есть наименьшая из двух следующих величин:

v a = 2 1 " ' — v ( l - a ) ,

va = ( / + 1 ) 2 " ' — (k — -v(l-a)(l-2-0,

Таким образом,

= а maxmax . n h i f 2 / , \
i</<ft-2 4 2'— 1 + a
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Рассмотрим неравенство

>

21 — 1 + а " " 2l~i — 1 + а '
Оно эквивалентно каждому из следующих неравенств:

I+(f t—l)<z>/ + 2 w ( i — а ) . (6.23)

Правая часть (6.23) является строго возрастающей функцией
/. Таким образом, если J — наибольшее значение /, при кото-
ром неравенство (6.23) выполняется, то

2 у - 1 + а

а если таких значений / нет, т. е. если а'<С l/k, то т = а.
Мы доказали следующую теорему.

Теорема 6.3. Предположим, что s4- удовлетворяет усло-
виям (6.20) и (6.21). Пусть H = [{k-\)a\, a J = Я + J ,
когда

2»{{k— 1)а — Я ) > 1— а, и Н + 1 < k — 2
и 7 = Я в остальных случаях. Тогда N(s£,X) удовлетворяет
неравенству (6.22) с

когда а =̂ l/k, и |$ = 1/̂  -f-a лр« а <

В случае четвертых степеней полезно иметь небольшое
улучшение этого результата. Если считать Q(m) числом ре-
шений уравнения m = л:4 + а с Z < х •< 2Z, А: ^ г (mod 16),
a^Si-, a ^ Zv+3, то предыдущие рассуждения изменятся не-
значительно. Также в сущности не меняются рассуждения,
дающие (6.1) и (6.2) при ограничении каждого X/ заданным
классом вычетов по модулю 16. Таким образом, справедлива

Теорема 6.4 (Дэвенпорт, 1939с). Пусть N(t"(X) обозначает
число натуральных п, не превосходящих X в классе вычетов
h no модулю 16, которые являются суммами t четвертых сте-
пеней. Тогда для t ^ 2 и 0 ^ h < min(f, 16)

М" (X) > Xct~e (X > Хо (г, ()), (6.24)
1 3 + 13а,

а > = 2 - . а<+1 = 12 + 4а, ' ( 6 > 2 5 )
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В частности,
19 331 5539 .„ о „ ч

Дэвенпорт (1942а) усовершенствовал рассуждения из
теоремы 6.2, которые, в частности, эффективны при k = 5 или
6. Пусть в предположениях теоремы 6.2 Q(m) означает число
решений уравнения

хк

с\-рка = m (6.27)

с Z<x<2Z, a^Z"+k-\ \zx~v<pb < Zl~\ p \ x. Пусть
также Q(m,p) обозначает число решений (6.27) для данного
р с Z < х <С 2Z, а^.£у+к~{, р\х. Тогда, по неравенству
Коши, для

справедливо неравенство

m p

где Р — число простых р, таких, что jZl~v < рк < Z'~ v. Для
заданного простого р и целого г с р % г число решений
сравнения хк ̂  r(modpk) равно 0 или (k,q>(pk)). Таким об-
разом, целые х с условием р f x можно распределить по
q(p) = (k, ф(р*)) классам М\, •••. 52?(р) так, что если х и у
принадлежат данному классу 91Т> то xk ̂  yk(moApk) тогда
и только тогда, когда х = y{moApk). Пусть Qr(m,p) означает
число решений уравнения (6.27) с Z<.x<C2Z, Z+k1

jcGf,, Тогда по неравенству Коши
/9(Р) \2

Z Qr(m,P))
т р

k

^ kP 2-i 2-i 2-i Qr кт> р) >
r—\ p m

где Qr(m,p) полагается равным 0 при r>q\p). Тройная
сумма ограничена числом решений уравнения

где х\ = x2{modpk), и хи х2, а{, а2, р удовлетворяют тем
же условиям, что и прежде.

Пусть А/ — такое же, как и раньше,

26s = {h: ht > 0; hx < 2ZV; h2, . . . . h, < Z).

Пусть pj(h. m,p) означает число решений уравнения

p-fcA;(xk; p k h u h2, ,.., hj) + a = m

и Mj= 2Z Z Z P;(h> a, p).
p 1) er M . a & Л
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Тогда, как в доказательстве теоремы 6.2,

и М,<

Таким образом, если можно показать, что

M w < S2Ze, (6.28)
то

Т « P2ZS (1 + Z v + e (Z~2 + Z^-'-'P-'S)2'1) (6.29)

и дополнительный сомножитель Р~[ во внутренних скобках
дает улучшение теоремы 6.2.

Вероятно, оценка (6.28) справедлива при всех / ^ k — 3,
но доказать это в общем виде, по-видимому, довольно трудно.
Она, однако, может быть получена для некоторых значений /'.
Рассмотрим центральный разностный оператор V/, который
можно определить в терминах А/ как

V,(/(ct); р, р/) = А / ( / ( а - 4 р , - . . . - - г Р / ) Pi Р/)-

Тогда

е < •••

9,-±1 9/-±1

' / ' * * • / ~1—7~i—I — ^ ^ P i • • » P/ ^ = a

'о ' i '/
. , 2 .*. ' i , . 2 t ' /

- P . - - - P / 7̂

Если ^ — / нечетно, то /о ^ 1 в каждом члене, так что

где

р ,• (а; р |, ..., Р /) =
г _1_ | ь_|_ / / 9 / 9 /

- Е-Е
• ' /
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Если k — / = 2, то

Число М;+\ теперь можно снова интерпретировать как
число решений уравнения

p-kVi+\(ak; h{p
k, h2, . . .

с а = х-\--j hipk-\- . . . -\-—hj+l. При нечетном и положи-
тельном k — /' — 1

p-kVi+i(ak; hlP

k, h2, . . . . A/+i) =

= a/z, . . . h!+ip,+i(a; hxp
k, h2, . . . . /z/+1),

что положительно. Для данных ai, a2 число наборов для
a, h\, .. , /г/+ь т. е. для х, hi, ..., hj+i есть <CZe. Если, кроме
того, k — / — 1 ^ 3 , то pj+i(a\ Pi, . , . , Ря-i)—полином от |3i
степени не ниже 2. Таким образом, для заданных а{, а2, а,
hi, ..., hj+i количество значений р есть < 1 . Следовательно,
в этом случае имеем (6.28).

При £ — / — 1 = 2

p-kV1+l(a
k; hlP

k, h2, . . . . /г / + 1 ) =

Для данных aj, a2 число наборов hit . . . , /zJ+1 оценивается
величиной < Х е . Тогда при заданных аи а2, hu . . . , Aj+i ко-
личество наборов для а, р, т. е. для х, р, снова <^Хе, так как
число решений уравнения 3«2 + и2 = m есть « т с . Таким
образом, для / = k — 3 оценка (6.28) также имеет место.

Теорема 6.5 (Дэвенпорт, 1942а). Предположим, что 1 ^
^ / ^ y f e — 4 и k — / четно, или j = k — 3. Предположим, да-
лее, что 0 < v <С 1 и М- — множество натуральных чисел а,
а ^ Zv+k~l, Пусть Q(m) обозначает число решений урав-
нения

xk + pka = m

cZ<x<2Z, as=st, 4" z l ~ V < P^ < Z 1 " V , p\x, пусть Т =

= Sm Q (m)2> u пусть S = card s4>. Тогда

T<p2zs{\+zv+e(z-2 + z-v-'-lp-ls)2~r)

где P — число простых p, таких, что \ Z 1 - v < pk < z'~v
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Следствие. Предположим, что неравенство (6.1) выпол-
няется, 1 ^ /' ^ k — Auk — /' четное или что j = k — 3. Тогда

Nt+l(X)>Xat+1~E (X>X0(t+L*))

Это следует из теоремы 6.5 так же, как теорема 6.3 сле-
дует из теоремы 6.2.

Предположим, что k = 5. Тогда (6.2) даета 2 = —, вы-
шеприведенное следствие дает

16 + 8 5 a , 2
a = а ) ' К 0 Г д а -

7 + 33а,

a * + i = 5 (16

а теорема 6.3 дает

a * + i = 5 (7 + а , ) П Р И T
Отсюда

Теорема 6.6 (Дэвенпорт, 1942а). При k = 5 неравенство
(6.1) имеет место с

а2 = 4 , «з = 4 . «4 = 1 1 . «8 = 41гТТ§-(> 0,91253).

Пусть теперь & = 6. Тогда уравнение (6.12) даета 2 = у ,
следствие из теоремы 6.5 дает

_ 19+120а, 1 ] 9
а ' + 1 ~ 6 (19 +6а,)" п р и ~Tt^at<-&'>

43 + 246а, 19 2
П Р И

б (43 +6а,)

а теорема 6.3 дает
15 +81a, 2

е с л и Та ' + ' = 6 (15 +а,) '
Отсюда

Теорема 6.7 (Дэвенпорт, 1942а). При k = 6 неравенство
(6.1) справедливо с

_1_ __ _59_ 1661 5549 575 117
«2 3' °

3
 126' °4 2886' "5 "8379"'

 а
6 787 182 '

а 1Э

24 040 980 990 984 981

1Э 25 335 323 032 000 606~



в.2 G(4) = 16 89

6.2 G ( 4 ) = 1 6

Здесь полезно ввести обобщенную функцию

Л(<х)= £ е(ахк) (6.30)

и соответствующие вспомогательные функции

ш(а)= £ ~-xi/k~le {ах) (6.31)

Г (а, ^, а) = 9~'S (̂ , а) ш (а — а/9), (6.32)

где S(^, а) определяется формулой (4.10). Следующая лемма
является непосредственным следствием теоремы 4.1 при

[2X]k и п = [Х]К

Лемма 6.1. Предположим, что (a,q)=\ и a — a/q-{-fi.
Тогда

(6.33)

и если, кроме того, |В | ^ (2kq)-i(2X)1~k, то

h(a)—W(a,q,a)<q{'2+e. (6.34)

Одна из причин такого выбора А (а) состоит в том, что он
больше подходит в контексте § 6.1. Другая причина раскры-
вается следующей леммой, которая показывает, что h(a/q-\-
+ В) убывает как ||В||-] при возрастании ||В||, а не как ЦВЦ-1/*,
что имело место в случае /(а/^ + В) (см. лемма 4.6). Обычно
это не существенно, но часто может способствовать умень-
шению технических трудностей.

Лемма 6.2. Пусть | Р | < 4 - Тогда

Доказывается тем же способом, что и лемма 2.8. Отсюда
и из теоремы 4.2 непосредственно следует

Лемма 6.3. Предположим, что (q,a)=\. Тогда

Следующая теорема принадлежит Дэвенпорту (1939с)
и до сих пор является лучшим известным результатом для
четвертых степеней. Упражнение 2.2 дает G ( ) 6

Теорема 6.8. Предположим, что пфО или —1 (mod 16)
и п достаточно велико. Тогда п является суммой четырнад-
цати четвертых степеней.
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Следствие. (5(4)= 16.

Доказательство теоремы 6.8. Выберем hi, /z2, /' такими, что

16), 0 < / z ! < 4 , 0 < / z 2 < 4 , l < / < 6

Пусть V = W ' * = Т"" 4 . (6-35)

и пусть ^(/г) означает множество натуральных чисел а, та-
ких, что а ^ X3+v, a =/z(mod 16) и а есть сумма четырех
четвертых степеней. Далее, пусть

Vr{*)= S е(аа).

Тогда по теореме 6.4

F r ( 0 ) > ^ " e , |1 = | Ц - (6-36)

Согласно (6.30) (с k = 4),
1

0 m

где Q(m) — число решений уравнения

л:4 + a = m

с X •< Л: < 2Х и aesfi(hr). Отсюда в силу теоремы 6.2
с k = 4, / = 2

о

Следовательно, по (6.36) и неравенству Коши

\\h(a)2Vi(a)V2(a)\da<Z.X2Vi(0)V2(0)Xe-\ Y = ^ | - (6-37)
о

Определим большие дуги Wl(q, а), полагая Р = (2X)/(2k) =
= X/k н

,a)= {a: \a— a/q\ ^ Pq~ln~1}.

Пусть WI — объединение всех *8l(q, а) с 1 ̂  а ̂  q ^ Р й
(a,q)= 1. Тогда 2ЭТ(̂ , а) не пересекаются и лежат в интер-
вале °U = (Pn-1, 1 +Рп-1].

Пусть m = cU\ffl. В силу неравенства Вейля (лемма 2.4)
и рассуждений, использованных при доказательстве тео-
ремы 2.1,

/ ( ) Х ? / 8 + (a e m ) .
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Отсюда ввиду (6.35) и (6.37)

h{afVd°)V2{a)\da^n^-bVl(Q)V2{V), (6.38)

где б — подходящая положительная постоянная.
Как и в доказательстве теоремы 4.4, для 1 ̂  m ̂  п по-

лучаем

J h (а)6е (— am) da = / (m) © (m) + О (л"2"6), (6.39)
m

где
, , ч V"> V l .-6 , \ - 3/4

Х<<Ц2Х)< Х'<Ц2Х)< 1 - - 6

а <&(т) — особый ряд, определенный в теореме 4.3. Легко
проверить, рассматривая х\, . . . , х5 с условием А4 < X/ ^
^ 2Х4, что

/(т)»л1/2 при 4 « < т < л - (6-40)

Согласно лемме 2.15, при s = 6 и р > 2 имеем М„(ру) > 0.
Кроме того, при s = 6, р = 2 и /л = /(mod 16) с 1 ̂  /' ̂  6
из определения М"т в § 2.6 тривиально следует, что
Mm (2V) > 0. Отсюда в силу теоремы 4.5

@(т)^> 1 при m = /'(modl6).

Если т = п — а\ — а2, ar^s£(hr), то т удовлетворяет
условиям —п<т<^п и т = /'(mod 16).

Следовательно, ввиду (6.39) и (6.40)

J /г (a)6 F, (а) У2 (а) е ( - «a) da = / (п) + О ( ^ - « F , (0) V2 (0)),
m

где /(n)>> tt'/2l/i(0)F2(0). Поэтому, согласно (6.38), для

1

Я („) = , J ft (a)6 Vi (а) У2 (а) е ( - ал) da
о

имеет место неравенство

Я(л)>> n 1 / 2 F 1 ( 0 ) F 2 ( 0 ) > 0 .

Следовательно, п является суммой четырнадцати четвертых
степеней, что и требовалось доказать.
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6.3. Оценки Дэвенпорта G(5) и G(6)

Теорема 6.9 (Дэвенпорт, 1942b). G ( 5 ) < 2 3 , G(6)sg36.

Доказательство этого результата подобно доказательству
теоремы 6.8, но несколько проще. В этом случае достаточно
применять обозначения § 4.4, так что имеют место формулы
(4.29), (4.32).

Пусть г = 7, t = 8 при k ~ 5 и г = 10, t = 13 при k = 6.
Далее, пусть s4- обозначает множество натуральных чисел а,
не превосходящих -j- n и являющихся суммами t k-x степе-
ней, и

V(a)= £ в (сю).

В силу теорем 6.6 и 6.7

где ц = 0,91253 при k = 5 и ц = 0,94891, если Л = 6.
Пусть m = ^ \ Ш 1 . Тогда по неравенству Вейля (лемма 2.4)

J | / (a) r V (а)21 da < п ' ' * " 1 " ^ (О)2, (6.41)
m

где б — подходящее фиксированное положительное число.
По теореме 4.4 при 1 s^ m sg n

^{m) + O(nrlk-l-b), (6.42)
ш

где С—положительное число, зависящее только от k и г.
Из леммы 2.15 с s = г, k = 5 или б и л , замененным на ш,

имеем Л7т(р у )>0. Отсюда по теореме 4.5 <3(m)S> 1. Из со-
отношений (6.41) и (6.42) теперь легко следует, что

1

J / (a)r V (a)2 e ( - an) da » я г / *" V (О)2 > 0,
о

и, следовательно, G(£) sSl r"+2/ при k = 5 или 6.

6.4 Упражнения

1. Покажите, что для X > А"о

A/i»(X) >Z".8668 п р и £ = 7 ,

> Х 0 - 9 8 3 8 при /г = 8,
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Выведите, что G(7)<53 1 ) ' , G ( 8 ) < 7 3 .
2. (Дэвенпорт, 1939а). Пусть Q(m) означает число решений

уравнения т = хг + уъ + гг с Z < х ^ 2Z, Z4 / 5.<: «у ^
< 2Z4/5, Z4/5 < г < 2Z4/5. Покажите, что

Выведите, что (i) G ( 3 ) ^ 8 и (ii) почти каждое натураль-
ное число есть сумма четырех положительных кубов.

3. (Дэвенпорт, 1950). Покажите, что при k = 3

(Х>Х0(г)).

') Отметим, что в обосновании утверждения G(7) г^ 52 [Sambasiva
Rao, 1941] допущена арифметическая ошибка.



7
Верхняя оценка G(k)
И. М. Виноградова

7.1 Некоторые замечания к теореме
Виноградова о среднем

В этой главе сохраняются обозначения гл. 5.
По определению (5.3) J{k>(X, 0, h) есть число решений

системы уравнений

Z (Н - у[) = А, (1 < } < k) с 0 < хг, уг < X. (7.1)

Эта система несовместна при |/z ; |^sX J для какого-либо /.
Следовательно, в силу неравенства (5.4)

£ Ак) (X, 0, h) < Xk {k+l)/2/s (X). (7.2)
(I

С другой стороны, в левой части (7.2) подсчитываются все
решения системы (7.1), где h рассматривается как дополни-
тельная переменная. Таким образОхМ,

Напомним, что JS(X) есть число решений системы

t(xi

r-y') = 0 (1</<А) с 0<xr,yr^X. (7.3)

Очевидно, число TS(X) «тривиальных» решений, получае-
мых при выборе в качестве уг перестановки хг, удовлетворяет
неравенствам

[X][
Таким образом,

Js(X)^max{X2s-kik+l)l2,Xs), (7.4)

что указывает, между прочим, на наличие «нетривиальных»
решений системы (7.3), когда s >-^ k (k-\-\) и X достаточно
велико. Дальнейшие комментарии см. в § 29 Хуа (1959).

Можно предположить, что, если k^ 3 при Х-^оо,

Js(X)~Cs,kmax{X2s-k{k+l)/2, Xs). (7.5)

Хотя этот результат, вероятно, лежит очень глубоко, его
можно получить, во всяком случае, при достаточно большом
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sw. Достигается это путем применения метода Харди — Лит-
тлвуда к А-мерному единичному гиперкубу °ик. На малых
дугах применяются теоремы 5.1 и 5.3, которые можно считать
аналогами леммы Хуа и неравенства Вейля соответственно С2'.
Для больших дуг необходимо получить асимптотическое при-
ближение общей функции

f (а) = £ е {ахх + ... + akx
k) (7.6)

х<Х

и оценить соответствующие вспомогательные функции
х

/ ( P ) = $ e ( P i Y + ••• + P * Y V Y . (7-7)
о"

S(q,a) = S(q,al,...,ak)=£e ((щх + ... + akx
k)lq). (7.8)

l

7.2 Предварительные оценки

Многое из материала этого параграфа принадлежит Хуа
(1940а, 1952, 1965).

Здесь удобно напомнить определение: полиномиальное
сравнение

Ф (х) = Ьо + Ьух + . . . + bkx
k = 0 (mod p)

имеет корень х0 кратности пг, если у(х) = (х — ха)ту\{х)-\-
( ) , где (pi (х) и ф2 (х) — полиномы, такие, что р ^ q>i (x0).

Т е о р е м а 7 . 1 . Предположим, что (q, a{, . . . , а А ) = 1. Тогда

S(q,a)<€. q^ib+z.

Доказательство. Подобно доказательству леммы 2.10,
когда (q, г) = (qr, аи ..., ak) = 1, сразу имеем

S(qr, аь . . . , ak) = S(q, au га2, ..., rk-lak)X

XS(r, au qa2,'..., ?*-'аА)-

Таким образом, достаточно рассмотреть случай, когда q —
степень простого числа. Предположим, что р -f (a{, ..., а^
и р т является наивысшей степенью р, делящей ( а ь 2аг, ...
. . . , kak). Пусть х\, ..., х, означают различные корни срав-
нения

р~т(а[ + 2 а 2 л ; + .. . + kakx
k-y) s 0 ( m o d p ) ,

и предположим, что т\, ..., mr их соответствующие крат-
ности. Заметим, что г ^ k—1. Пусть далее пг = т х + .•.
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. . . "+ гпг. Тогда достаточно показать, что для / = 1, 2, . . .

\S(pl, au . . . . a*) |<6 2 max( l ,m)p '- ' /* . (7.9)

Поскольку т ^ k — 1, теорема доказана.
Случай / = 1. Рассуждения для этого случая принадле-

жат Морделлу [Mordell, 1932] и дают больше, а именно

\S(p, аи ..., ak)\^kpW. (7.10)

Без ограничения общности можно считать, что р\ ak и р > k.
Рассмотрим

Г = £ ... t \S(p,zlt .... 2,)|2fe- (7.11)

Тогда, раскрывая суммируемое произведение, применением
(7.8) и переменой порядка суммирования получаем

T = pkM, (7.12)

где М — число решений системы сравнений

(7.13)

с 1 ̂  Xi ^ р, 1 ^ t/i ̂  р. Подобно доказательству леммы 5.1,
получается, что если xi, . . . , Xk, yi, ..-, у& удовлетворяют си-
стеме (7.13), то для каждого л: Ц - (х — х{) = Ц,- (х — ij{) (mod p).
Таким образом, х\, . . . , Xk представляют собой перестановку
У\, ..., \jk. Отсюда M^klpk, значит, по (7.12)

(7.14)

При р \ и, «JC + v вместе с х пробегает полную систему
вычетов по модулю р. Пусть

k

Ь, = Ь,(и, v)

Тогда
| S ( p , аи .-., afc)\ = \S(p, bu . . . . M l - (7.15)

Кроме того, bk = aku
k и fes-i = и*""1 (и/га* + ак-\). Таким об-

разом, когда и меняется, bk принимает ( р — ]) (k, р — I ) - 1 не-
сравнимых по модулю р значений, а для данного и, когда
меняется v, bk-\ принимает на р несравнимых по модулю р
значений. Следовательно, ввиду (7.15) и (7.11)

\S(p, au ...,ak)f^T.

Отсюда, согласно (7.14),

\S(p, au . . ., Oft)! <£ !2£p < A p

что дает (7.10), как и требовалось.



7,2 Предварительные оценки 97

Случай / > 1. Доказывается индукцией по /. Очевидно,
рт ^ k. Таким образом, когда 2 ^ / < 2 х + 1 , (7.9) три-
виально. Следовательно, можно предполагать, что / ̂  2t + 2.

Для краткости положим q>(x)=ct[X-{- ... -\-akx
k. Вспо-

миная, что Х\, . . . , х, — различные решения сравнения
р-тф'(л:) = O(modp), получаем

S(p', а,,..., ак) = Т0 + рТ„ (7.16)

где Т,= t в(Ф(*)р-') (7.17)
х si х, (mod p)

рТ+1

ZZ
2 = 1

(7.18)

Поскольку / ̂  2т + 2, имеем

р'-^'гф'(г/) (modp').

Следовательно, внутренняя сумма в (7.18) равна нулю. Та-
ким образом, в (7.16) остается оценить Т/ с у фО.

При г = 0, т. е. m = 0, здесь нечего доказывать. Пред-
положим, что т~^\. Когда / ̂  k, тривиальная оценка
l ^ l ^ p ' - 1 в (7.16) дает

|S(p', au . . . , а*) К kp'~! < ftp'-""

о предпола
ом от х:

— ц>(х/)=

Таким образом, можно предполагать, что / > k.
Рассмотрим полином от х:

где î-P
ft-г

Пусть рр означает наивысшую степень р, делящую [Ь\, Ь2,
. , , , bit). Очевидно, р ^ 1. Если р > k, то

h-i

и, следовательно, р | а й , p | a f t - i , . . . , р\а{ в противоречие тому,
что (р, о,, . . . , а*) = 1. Таким о б р а з о м ,

р<£</. (7.19)
Пусть с,- = fop-P и

Р~р.(ф (Р* + Xj) - ф (Л;/) )= Р~ р
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Тогда, согласно (7.17),

P, с „ .... с*)|. (7.20)

Так как р~ху'(х) = 0(modp) имеет корень xt кратности
mh р~хц>'(х) можно записать в виде

р-Тф' (Х) = (х — х,) т1 Ф1 (х) + № (х),

где р -Г ф! (*/) и deg ф2 < т,. Пусть теперь р° означает наи-
высшую степень р, делящую ( с ь 2с2, ..-, kck). Тогда

р-оф' (*) = pl-o-Рф' (рХ + X/) =

== p'-°-P+ t (р т/х т/Ф, (рх + х,) + рф2 (рх + х,)).

Все коэффициенты этого полинома целые и по крайней мере
один взаимно прост с р. Так как degф2<m^•, коэффициент
при хт1 равен

1

так что а + ' р ^ 1 + т + ' « л Отсюда если d>tnj, то коэф-
фициент при хй делится на р. Поэтому

р - V (*) — Р ' - а - р + т ( р " / * 1 " ^ (^) + р ф 2 (рх + ху)) (mod p).

Следовательно, степень P~<7I|)/(JC) по модулю р не превышает
т/ и число решений сравнения

p - ^ ' ( x ) = s O (modp)
не больше т/.

Отсюда, согласно предположению индукции (7.9) с заме-
ной /на / — р, а/ на с/, m на т/, при помощи (7.19) и (7.20)
получается, что

Желаемое утверждение, неравенство (7.9), следует теперь из
(7.16) суммированием по всем / ^ 1.

Следующая теорема дает асимптотическое представление/
на больших дугах.

Теорема 7.2. Пусть а,- — а^щ + Р7- (/ = 1, . . . , k), и пред-
положим, что q = [qu . . . . qk] и A^aflqjK Тогда

f ( a ) = <r'S

Доказательство. В силу леммы 2.6 с
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и замечания

S cx = ie((Aiy+ ... +Aky
k)q-i) £ 1 =

x на у (modi?)

= yq~lS(q, A) + O(q)

получается
X

где

Л 1 + J l P i + ••• + А р * у * - Ч ^ Ь

Интегрирование по частям сразу дает теорему.

Теорема 7.3. ^ Для вспомогательной функции /(Р) спра-
ведлива оценка

Доказательство. Можно предполагать, что X = 1, ибо об-
щий случай следует тогда с помощью замены переменной.
Далее, можно предполагать, что

так как в противном случае результат тривиален. Пусть

У/ = (1Р/1+ ••• + I
p I ( a ) = p 1 + 2 p 2 a + ...

Тогда ^ можно разбить на <Cl интервалов, на каждом из
которых Р[(а) не меняет знак. Пусть SS — интервал такого
типа. Тогда интегрирование по частям дает

Таким образом, остается показать, что для

«\ = {а: 0 < а < 1 , \Pl(a)\<Yl)

имеет место оценка
meas {Vi) < УГ1. (7.21)

Доказательство дальше ведется при помощи повторных
построений последовательности следующих множеств: 2Di, 9>?2,
3b2, &3, • •. • Если <ffi пусто, то здесь больше нечего доказы-
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вать. Таким образом, можно предположить, что существует
он, такое, что 0 ^ а{ ^ 1 и |p i(a i) | < У ь Теперь | рх (схх) | ^s

> | P i | - f t y 2 > т а к что если | Р , | > 2 * У * , то 4"l Pi | < ( | P i | +
+ У*)1'* < ((1 + 1/(2*)) | р, I У*. Откуда

Следовательно, в этом случае (7.21) тривиально. Таким обра-
зом, можно предполагать, что для подходящего числа С\, за-
висящего самое большее от k, имеют место неравенства
I P J I ^ C ^ И | p i ( a ) | < С1У2 для каждого a e ^ i . Следова-
тельно, достаточно показать, что

где

SDi = {a: 0 < а < 1 , l o - O i O y j " 1 , | р, (а) |

Пусть

р 2 ( с ) = P'( g >-P'( g ' ) .

Тогда S5i с: (g;2> где

= {а: 0 < а < 1 , \ p2(a)\<2CiYl}.

Продолжая таким же способом, на /-м шаге получаем
константу Cj-i, полином ру-(а) степени k — / и рассматриваем
множество

Если •??/ не пусто, то существует а/, такое, что

Определяя на каждом шаге

убеждаемся, что

где

к-/
1= V v(/-l)«'-A

Таким образом,
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и, следовательно, можно предполагать, что существует число
С/, зависящее, возможно, только от k, такое, что

и | Р/ (а) | < Cp'i+i д л я каждого а е "g7/. Пусть

2), = {а; 0 < а < 1 , | а - а/1 > У Д I Р/ И К C,y|+i}.

Тогда, согласно (7.22), требуется показать, 4Tomeas(iZ5/)<C

< Уж
Процесс может прекратиться, в случае, если для некото-

рого / ̂  k — 2 множество *в\ пусто или нарушается неравен-
ство (7.22). В других случаях j^k — 2 имеет место включе-
ние Sfrj с: ffi+u и процесс продолжается до 2Dk-\- Теперь

Таким образом,

так что m e a s ( 0 ) C У

как и требовалось.

7.3 Асимптотическая формула для JS(X)

Теорема 7.4. Существуют положительная постоянная
и положительные числа 8(k) и C2(k,s), такие, что для s
^ k2(3\ogk-\-\og\ogk-\-Сi) имеем

Доказательство. Пусть X — большое действительное чис-
ло, пусть

Я = 1 Г ' Qi = *' / 2 ' Qi = X!^ (2 < / < * ) , (7.23)

и пусть <и\ — декартово произведение интервалов (Q/"1, 1 +
+ Q/-1]. Для qx<,\Xv\ д,^Х*- ( 2 < / < А ) и 1 < а / < ^

с (г?/, а/) = 1 пусть 2TC(q, a) означает декартово произведение
интервалов

{a: {ct-aJq^^q^QJ1}.

Большие дуги 2R(q, a) попарно не пересекаются и содер-
жатся в 111- Пусть 2ГС означает их объединение. Тогда малые
дуги задаются формулой m = <U\ \ Ш.

Согласно лемме 2.1, для каждого a^<U% существуют q,

а, такие, что (qp af)=l, \af — fl^yj < I^QJ1 и Qj<Qr

 ПУСТЬ
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п означает множество а е <U\, для которых к тому же
qi > X1 при некотором у, 2 ^ у ̂  А. Тогда по теореме 5.3
с / = [4k log А] существует положительная константа Сз, та-
кая, что

f ( a ) « ^ p ( o s n ) с p-^CsA^ogA. (7.24)

Пусть теперь 51 означает множество a e <?Л> для которых
существуют q, а, такие, что {qp а,)=1> \af — a.jq. \ < qJlQj\

Q X 1 ( 2 / £ ) Т б \]'$l (UQ qi^ (2 < / < £ ) . Таким образом, xi\]'$l =
(хотя П|~|Э1 может не быть пустым) и 2Я с: 51. Пусть Р/ = а/ —
— a,/q,, q = [qu . .., qk], A, = qat/qh так что

{q,Au...,Ak)=l. (7.25)

По теореме 7.2 и (7.23)

Если a e m i t , так что а ф Tt, то q~^qx> \XXI<1.

Следовательно, согласно теореме 7.1 и (7.7),

q~lS{q, A ) / ( P ) < ^ e - 1 / f t < X ' - x + e .

Следовательно, оценка (7.24) справедлива при замене m на
п. Пусть т = [Сз] + 1 и т] = 4-А2(1 — 1/А)'. Тогда, по тео-
реме 5.1,

Кроме того, для t ^ 3k log k + k loglogk имеем

и, следовательно, при s ^ А̂ + tnk2, существует положитель-
ное число б = 6(6), такое, что

Остается, следовательно, рассмотреть большие дуги Ш1.
Для ae2TC(q, а) (7.26) справедливо. Определим У(а) =
= V(a, q, а), если аеШ1(^, а) и У(а) = 0 при а е п . Тогда

(7-27J
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По теореме 5.1, если s— 1 ̂  Ы с / ^ 3&log&, то

где г\ = 4 k2 (1 — l/k)' < If(2k) = Я. Следовательно, суще-
ствует положительное число б = б(^), такое, что

I f(a) Г"""do < ^ - * ( * + ' ^ - » . . (7.28)

k

Пусть ae2TC(q, а). Тогда, по (7.25) и теоремам 7.1 и 7.3,

Отсюда

где

При f > 2А2 имеем

w « Z ••• Z
« I - l e f t - l

z<]]r'=r»"+T
/ 1

Следовательно, для s — I > 2А2

Ч
Эта оценка в совокупности с (7.27) и (7.28) показывает, что
если s удовлетворяет предположению теоремы при подходя-
щем выборе С\, то

/ (a) fsda = \ | V(a) f da + О ( ^
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Непосредственно из теорем 7.1 и 7.3 следует, что

\ | V (а) Г da= ZjX2s~k l*+1)/2 + О (X2s

где

Z
ah = l

/ =

Заметим, что q~lS(q, A\ = {qi . . . qk)-lS(qi . . .q ) q ?
i, . . . , а*). К тому же @ < oo, / <; oo Hl; и поэтому теорема

справедлива с C2(k, s) = @/. Положительность C2(k,s) яв-
ляется следствием (7.4).

Более подробный анализ и различные приложения полу-
ченной теоремы см. Хуа (1965).

7.4 Верхняя оценка G(k)
И. М; Виноградова

В качестве применения теоремы 7.4 теперь можно пока-
зать, что

G(k) ^с,
T^<2

Во многих отношениях доказательство опирается на идеи
§ 5.4.

Пусть п означает большое натуральное число и

N = №'*].

Пусть К—натуральное число с условием

2K<k

2k — 2K—\
2 6 - 1

(7.29)

Теперь пусть Q(m) означает число решений уравнения

с Л;,- ^ Vi, где / — параметр, который будет определен подхо-
дящим образом в зависимости от k позднее.
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Рассмотрим

По неравенству Гёльдера для любого натурального числа т

W (af < Х2г-1 £ ZQ(m)e (a/m) fr =

= X2r-1 Z ZQi(h)e(apkh),
X/2 < p < X h

где Qi(A)= E Q(/"i) . . . Q(m2r)

и суммирование ведется по mi, . . . , m2r с условием

mi + ••• + rnr — m r +i— .. . —rri2r = h.

Следовательно, в обозначениях § 4.4 и 5.3 по лемме 5.4

W(af <^- 1 (^f + e EQi(/ l )
2 y / 2 (a em). (7.30)

Сумма E f tQi(^) 2 является числом решений уравнения
i

2JZ./(X/) = O, (7.31)

где X/S[l , У/]4' и

Ь/ (у) = (U, + ^,) А + . . . + ( « / / + y2r)
k -

k - • • • ~ (U, + y4,)
ft. (7.32)

Оценка Qi(/i) опирается на лемму, в доказательстве ко-
торой используется теорема 7.4.

Лемма 7.1. Предположим, что r> CK2\ogK, где С — под-
ходящая постоянная. Тогда число Rj различных у в [1, V/]ir

для которых L/(y) лежит в данном интервале длины ць-к-ц^
удовлетворяет неравенству

R, < V)rUJK.

Доказательство. Для краткости параметр / будем опус-
кать. По биномиальной теореме

где М( (у) = у\
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Так как у е= [ 1, V]4г и V = [ U1'2], имеем

'*~'Л1, (у) < ^у*-2К-1у2К+1 < yk-K-W^

(-2/С+1

Следовательно, достаточно показать, что число R* различных
у из [1, V]ir, для которых

2/С

1 = 1

лежит в заданном интервале длины Uk~K, удовлетворяет
оценке

/?*< у4г-'и[-2к. (7.33)

Рассмотрим число /?** 2/С-мерных векторов с целыми ком-
понентами 2i, . . . , ZIK с 2i <C V\ для которых

лежат в заданном интервале длины Uk~2K. Этот интервал
можно записать в виде

где и и v— целые, 0 ̂  v < Uk~2K. Тогда

Z2A: = и (mod [/), z2K+i = (« — 22/с) £/-' (mod [/)

и т. д. Таким образом, ггл: определяется модулем U, Z2K-I
определяется модулем U по Z<IK И Т. Д. ДО Z2. Более того, по-
скольку 0 ̂  v < Uk~2K, Zi единственным образом опреде-
ляется по 22/с, . . . , 22. Следовательно, вспоминая, что У2 » £/,
имеем

/ ? " < ( V ^ t / - 1 ) ^ ^ - ' ^ - ' ) . . . (V2U-l) = V^2K+^-lUl~2K. (7.34)

Согласно теореме 7.4, для заданных zi, . . . , 2гл: число ре-
шений системы

с у е [ 1 , V]4f

<^V4r-K^2K+l). Это совместно с (7.34) дает оценку (7.33),
а следовательно, и лемму.

Здесь и далее будем предполагать, что условия леммы вы-
полняются, и пусть xi, . . . , х/ — типичное решение уравнения
(7.31). По (7.32) для х1+1 <= [1, Vi+i]ir имеем
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Отсюда по (7.29) Li(xi) лежит в интервале длины
<С U>{-K~4\ Таким образом, в силу леммы 7.1 для xi имеется
<С V\rU^K значений. Тогда для данного xi £г(х2) лежит в ин-
тервале длины U%~K~4* и т. д. Следовательно, общее число
значений xi, хг, . . . , X/ есть величина

По определению (7.29) ([/, . . . Ut)
K > [/^-Wd-V). Следова-

тельно, согласно (7.29) и (7.30), для а е га

Г (а) < ХУ, . . . У,(Х

г д е Р= =-1
Возьмем теперь

l = 3k, r= 1 + [CK2 log К]. (7.35)

Тогда по (7.29)

V = exp (l log (l - — ^ T - \ \ < exp ( - 3 [ 4 log k]) < k'3'2,
V V k~T ))

где включаемые в <с постоянные являются абсолютными.
Таким образом, если k достаточно велико,

скажем, где С\ — подходящая постоянная. Таким образом,
в обозначениях § 5.4 (но с W(a), как выше)

J f (а)4* Я (а)2 W (а) е ( - а/г) da < Я (О)2 W (0) / г

3+(1-'/*)1-"/*.
m

Оптимальный выбор f, так что (1 — 1/k)1 <.a/k, дает

Тогда оценка на малых дугах имеет вид

где б = 8{k) — подходящее положительное число.
Большие дуги могут быть рассмотрены так же, как в

§ 5.4. Следовательно,

Это вместе с (7.35) показывает, что справедлива

Теорема 7.5. При /г-»-оо, G{k) sC A (log Л) (2 + о(1)). Для
больших А это лучшая из известных верхняя оценка G{k).
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7.5 Упражнения

1. Покажите, что при s < k JS{X) = s\Xs + О (X s-1).
2. Покажите, что при й = 2 J3(X)<gi X3\ogX и что (7.5) не-

верно.
3. Пусть Gi(/z)15' означает наименьшее s, такое, что почти

каждое натуральное число является суммой s k-x степеней.
Покажите, что

Hmsup ?.l{k). < 1 .
k + J k log k " -

Примечания редактора

' ' Оценки Js(X) при малых s см. в статье Архипова Г. И. и Карацу-
бы А. А. (1978):

^ ' Доказательство теоремы 7.4 об асимптотической формуле для JS(X)
при s ~ 3k*logk существенно опирается на теорему И. М. Виногра-
дова о среднем.

' ' Эта теорема принадлежит И. М. Виноградову, см., например П], с. 27.
!41 Сходимость (расходимость) @ при 2s >—^ \- 2 (2s ^ — ^ \- 2j

доказана Хуа (1952); сходимость (расходимость) / при 2s >

>—7f HI | 2 s < — ^ - h i ) доказана Архиповым Г. И., Кара-

цубой А. А., Чубариковым В. Н. в работе «Тригонометрические ин-
тегралы». Изв. АН СССР, сер. матем. 1979, 43:5, с. 971—1003.

' 5 ' Д. Гильберт около 1909 г. поставил задачу о представимости k на-
туральных чисел Л'ь JV2 Nk суммами соответственно первых, вто-
рых, ...-, наконец, k-x степеней одних и тех же натуральных слагае-
мых (проблема Гильберта — Камке); если через Go{k) обозначить мак-
симальное число слагаемых в таком представлении, то Архипов дока-
зал, что 2* — 1 sg G0(k) < 3&32*; см., Архипов Г. И. О проблеме Гиль-
берта — Камке. Изв. АН СССР, сер. мэтем., 1984, 48: 1, с. 3—52.
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Тернарная
аддитивная проблема

8.1 Общие предположения

Предположим, что ki, k2, . . . , ks — s целых чисел, таких,

что

Тогда предыдущие рассмотрения, в частности в гл. 2 и 4, на-
водят на мысль, что уравнение

t x)t =n (8.2)

разрешимо в натуральных числах х\, ..., xs всякий раз, когда:
(i) для каждого простого р и большого k уравнение (8.2)

разрешимо по модулю рк с р •% xt для некоторого у;

(и) n достаточно велико.
Вопросы такого рода очень тщательно разрабатывались;

эта работа, в сущности, еще не завершена, потому что рас-
смотрение малых дуг при нынешних знаниях, вообще говоря,

требует, чтобы сумма J] kj была значительно больше

единицы.
Наименьшей величиной s, для которой условия (8.1) вы-

полняются, является s = 3. Причем окончательное решение
получено только при k\ = кч = k3 = 2 — это классическая
теорема Лежандра о суммах трех квадратов. Однако во всех
остальных случаях показано, что почти все числа предста-
вимы в виде (8.2). Случаи k\ = ki = 2 и k\ = 2, k<i = k3 = 3
рассмотрели Дэвенпорт и Хельбронн (1937а, Ь), случай &i = 2,
/г2 = 3, из = 4 — Рот [Roth, 1949], а случай /г, = 2, /г2 = 3,
из = 5 —Вон [Vaughan, 1980a]. 1*1

Последний случай — самый трудный, и ему посвящена
оставшаяся часть этой главы. Изложенный здесь метод можно
применять и в других случаях.



ПО 5 Тернарная аддитивная проблема

8.2 Формулировка теоремы

Пусть Е(Х) означает количество натуральных чисел, не
превосходящих X и не являющихся суммой квадрата, куба
и пятой степени натуральных чисел.

Теорема 8.1. Существует положительное число 8, такое,
что ' «

В основном рассуждения подобны изложенным в § 3.2.
Важная особенность их в том, что большие дуги здесь могут
быть взяты более длинными и более многочисленными, чем
можно было предполагать из-за присутствия куба и пятой
степени. Однако большая часть больших дуг в некотором
смысле рассматривается теми же методами, что и малые дуги.

Другая особенность рассуждений — это некоторые труд-
ности, связанные со сходимостью особого ряда. Они преодо-
леваются заменой особого ряда конечным произведением.

8.3 Определение больших и малых дуг

Пусть п означает большое натуральное число и

Далее, пусть R(m) = R(m,n) обозначает число представле-
ний m в виде

П1= х\ + х\ + х\

с Pk < Xk ̂  %Рк, и пусть

/ И = Е Е Е1 у^ W / 5 , (8-3)
г/2 уз г/в Л

где переменные суммирования удовлетворяют условиям
P*<ylc^(2Pk)

k и у2 + у3 + у5 = ш.
Определим также

Sk = Sk{q,a)=ie(ark/q), (8.4)

A (m, q)= Z ^" 3 5 2 5 3 5 5 е ( - am/q) (8.5)

( а . <7) - 1

и @(/п, Х)= £ А{т, q). (8.6)

Первую часть доказательства теоремы 8.1 составляет
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Теорема 8.2. Существует положительная постоянная 6,
такая, что для каждого достаточно большого п

для всех, за исключением <^nl~6, значений пг, удовлетворяю-
щих неравенству п < m ^ 2п.

Доказательство. Пусть

А* = А * ( а ) = Е е(ахк), (8.7)

б = Ю - 5 , p = rt13/30+76, <U = (P/n, l+P/n]. (8.8)
Тогда

/? (т) = ^ А2 (а) А3 (а) А5 (а) е ( — am) da. (8.9)

При 1 ^ а ^ q ^ Т5 и (a, q) = 1 определим большую
дугу 2Я(?, а) в виде

ЗИ(<7, а ) = {а: | а — a/qr| ^ Pq-ln~1}, (8.10)

a SDI — к а к объединение всех больших дуг. Как обычно, легко
доказывается, что Wl(q, а) не пересекаются, и малые дуги я
берутся как Ш\Ш.

Приведем важное в дальнейшем подразделение дуг ЗЭТ.
Пусть SDli означает подмножество 2Я, состоящее из Tl(q, a)
с q > /г1/12, и пусть

) = з { а : | а — а / ^ | ^/г з в - 1 4 / 1 5 } . (8.1.1)

Определим теперь 2Я2 как объединение SDl(̂ , a)\9l(q, а) с ус-
ловиями 1 s=: a ^ ^ s=: /г1/12 и (а, ^ ) ^ 1. Тогда если положить

n = m[jml{jm2 (8.12)

и /?i (m) = ^ Л2 (а) А3 (а) А5 (а) в ( — am) da,

то надо будет доказать неравенство

Z IЯ1 М I2 < /г
и соотношение

7

Z ! S J 2̂ И Л3 (а) Аб (а) в ( — am) cfa =
1 1 2 9!(<7. а)

= 1

= /(m)©(m, /г'/12) + О(1). (8.13)

г/ < п 1 / 1 2 а = 1 9!(<7. а)
(а, <?) = 1
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Первая из этих оценок будет следовать из тождества Парсе-
валя, если показать, что

J | h2 (a) h3 (а) h5 (а) f do. < п

16'15-36. (8.14)

8.4 Рассмотрение п

Малые дуги га могут быть рассмотрены прямым путем.
Интеграл

15
о

выражает число решений уравнения

и2 — v2 + x5 — уь + гъ —15=0

с Р2< и, v < 2Р2, Рь < х, у, z, t < 2РЪ. Эти решения под-
разделяются на три вида:

0) и Ф v,
(и) u = v, хФу,

(ш) u=v, х = у, z = t.

Таким образом, общее число решений есть

Следовательно, по определению (8.3)
1

I h2h^ I da, <£ иЭ/10+е /o i c\
I ''2''5 I ^ - rt (,0.10;

о
Аналогично

1

(8.16)

Из неравенства Вейля (лемма 2.4) следует, что для каж-
дого а е в

h2 (a) < я 1 ^ 8 (/>-' + п-^У2 < /г8 (/г//5)1/2.

Поэтому ввиду (8.16)
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Следовательно, по неравенству Шварца, оценке (8.15) и фор-
мулам (8.8),

J |А£А|А§|da < /г1 6/1 5"3 6. (8.17)
m

Пусть
ZVk-1e(Vx), (8.18)

где переменная суммирования удовлетворяет неравенствам
Р\ < х < (2Pft)*, и определим

Г А =№ А (<х, </, a) = ^?-
1S,(^, a)wk(a~a/q). (8.19)

Для а е 2Я определим ср*, А* полагая

4k = yk(v)=Wk{a, q, a) ( a e l ( ( / , а)), ДА = Дй( а)=/гй—Ф й.

(8.20)

Первым шагом в рассмотрениях SOliU^ является замена /г2

на ф2. По теореме 4.1, Д2(а)<С Р1/2+е, если aeSDl. К тому же,
так же как в доказательстве (8.16), имеем

1

Следовательно, ввиду (8.8)

Щйа ^ п. (8.21)

Следующий шаг состоит в оценке

Для ее получения сначала надо рассмотреть соответствующие
интегралы с подынтегральными выражениями I q>lhf\ и I I

Согласно соотношениям (8.19) и (8.20),

(8.22)

(а. Ч) •

и в силу (8.18)

где ft(A)=E4-(^)"Vl (8-23)
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cx — y = h, ^п = Р\< х, у<(2/> 2) 2 = /г. Кроме того, по
определению (8.7)

где c(h)= Yi I
х, у, z, t

ex5 — у5 + z5 — t5 = h и />5 < x, у, z, t sg: 2P6. Следовательно,

ш2 (P)2 Ag (p + a/^)41 dp = J 6 (А) с (h) e (ah/q).
ft

Отсюда в силу неравенства (8.22)

( a . <?) =

Очевидно, что модуль суммы S2, определенной в (8.4), не
зависит от а и имеет оценку | S 2 | 2 < C ^ . Следовательно, по
формуле (3.14) для h ф О

Z J Ц 1 ^2 1

(a. q) - 1

Таким образом,

\\<$h*\da<ib(0)c(0)
m

Непосредственно из (8.23)
аналогично доказательству
<g /г2/5+е. К тому же £ / , ^
(8.8)

m

Для оценки интеграла

S

e(ah/q)<£q ]

я + Е 6(Л)
следует, что
неравенства

: (h) < /г4'5. <

| da < /г5/6+8в.

|q>|A*|da

1 Ed-
dl(<?. A)

с ^ Е Е т-
6(/г)<С 1. Кроме того,

(8.16) имеем с(0)<С
Следовательно, ввиду

(8.24)

применяются различные формы неравенства Гёльдера, и по-
этому требуется оценить интеграл

\\ri\da.
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Согласно (8.20) и лемме 6.3,
Ч,

<7<P 0

так что [ | ф* | й?а < /г1 + е. (8.25)

Следовательно, в силу неравенства Гёльдера и (8.16)

| | da < (у+ е ) ' / 4 ( r t

2/3 + e)3/4 sup |

Ввиду лемм 6.1 и 6.3 для ctG 2Я(<7, а) имеем

ф 2 ( а ) А 3 ( а ) < / г 1 ' ' У -

Отсюда J | ф2А3/г31 da < n5/4+2«. (8.26)
п.

По неравенству Шварца и неравенствам (8.25) и (8.16)

da < (/г1+е)'/2 (п2/з+еу/2 s u p

и, согласно леммам 6.1 и 6.3, для aeSDl(^, a)
Ф з ( а ) А 3 ( а ) < л1/з^1/в+е ^ ni/s/>i/&f

Поэтому ввиду (8.8)

^ а < / г 5 / 4 . (8.27)

Из лемм 6.1 и 6.3 и (8.8) следует, что

'г „5/3J J - ^ - ^ (1 + Пр)2 d p « „5/4.

Следовательно, в силу (8.26) и (8.27)

| Ф

2

Ф

4 1 da. (8.28)
ж, щ

Рассмотрим интеграл в правой части. Согласно соотноше-
ниям (8.20), (8.19), лемме 6.2 и теореме 4.2,

ЗЛ, nlll2<q^P a=l 0
(а, <7) - 1

г д е / = Е F ^ ) , /=•(</)= S
( а , <7) = 1
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Вследствие теоремы 4.2 F(q) <C q~~1/3. Таким образом,
оо

£ F(ph) < Р"1- Далее по леммам 4.3 и 4.4 \S3(p', a) | « р1'2

при / = 1 или 2. Отсюда £ ^ (Ph) ^ Р~1- Более того, в силу

леммы 4.5 F — мультипликативная функция q. Следовательно,
существует абсолютная постоянная С, такая, что

Отсюда в силу (8.28) и элементарной теории простых чисел

ж,

Следовательно, по неравенству Шварца и неравенству (8.24)

SB,

Отсюда ввиду (8.21)

J |/z 2

2/^ 2

5 | rfa<rt"V I 5- 3 e. (8.29)
ал,

Рассмотрим теперь 5Ш2- По лемме 6.3

f
1

f ( 4
2 „36-14/15

Согласно лемме Хуа (лемма 2.5),
1 1

\ | h&

31 da « : /г5 / 3 + е, J | /г8

51 d a < n i + * .
о о

Поэтому по неравенству Гёльдера

4^1+ey/4 < „16/15 -Зб#

Следовательно, ввиду (8.21)

что в комбинации с (8.29) и (8.17) дает (8.14).
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8.5 Большие дуги yi(q, а)

Для завершения доказательства теоремы 8.2 остается до-
казать соотношение (8.13). Простые вычисления показывают,
что если k = 2, 3 или 5, q s£ п1'12 и | р | s^ п 3 б- 1 4 / 1 5, то

Отсюда по леммам 6.1 и 6.3 для а е Э Ц ^ , а) имеем

А*(а), Wk{a)<L{n/q)l'k{\+n\a.-a/q\)-x

и
h2 (а) А3 (а) А5 (а) - W2 (а) W3 (а) W5 (а) <

< (n/q)5'6 (1 + /г |а - а/</1)"1 </1/2+е.
Таким образом,

а - 1 п(<г, а)
( а , <7> - 1

Пусть ^ ( ^ , а) = {а:/гзв-14/15< | а —а/^| <4"}- Т о г Д а по лем-
ме 6.3

( 7 < r t ' / 1 2 a - 1 ip(<7, a)
(a, <7> - 1

Следовательно, ввиду (8.19), (8.4), (8.5) и (8.6)

, /г1'12) + 0(1),

P(7,
(а, о) = 1

где
1

(т) = J ш2 (Р) w3 (р) ш5 (Р) е ( - р т ) rfp.
о

Согласно (8.18) и (8.3), /i(m) = /(m), что дает требуемую
формулу (8.13).

8.6 Особый ряд

Принципиальная трудность заключается в том, что ряд
оо

2 \ А (п, q) |, очевидно, расходится. Она преодолевается пу-
0 = 1

тем аппроксимации @(т,/г1/12) конечным Эйлеровым произ-
ведением.
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Теорема 8.3. Для всех, кроме <С«'~в, значений m, n <С
«С m ^ 2/г справедлива формула

© (т, /г1'12) = П ( Е Л (т, р")) + О (ехР ( - log n)% (8.30)

Возможно, что при аналогичных условиях, используя ме-
тод, сходный с методом Миха [Miech, 1968], можно показать,
что конечное произведение заменимо на бесконечное. Однако
при этом возникают трудности, которые описываемым здесь
методом можно обойти. Дальнейшее обсуждение этого во-
проса в случае k\ = 2, k2 = k3 = 3 см. в статье Дэвенпорта
и Хельбронна (1937а). Согласно (8.4), (8.5) и теореме 4.2,

А (т \\ 1 А (т п\ <#-" /7—1/30 /О 9 1 \

Таким образом, каждый ряд в правой части (8.30) абсолютно
сходится.

Для доказательства теоремы 8.3 требуется точная оценка
А(т,р"). В основе ее получения лежат формулы для
Sk(ph, а) при р ' f a . Они являются следствиями лемм 4.3
и 4.4.

Если р > 2,
СР1"2 ( 2 | Л),

о 2 (р , a) = s (Л_\ с /n n n(/i-i)/2 t<) v /л * '

если

5з(р"

если

s5(P

h

р>3,

, fl)=-

р>5,

, а) =

С р[2А/3]

о
*• 5 3 (р,

ТО
С р№/5[

0

Ь5(р,

а)

а)

(h=l (mod3), p = 2(mod3)),
-пе (A = p = l (mod 3)),

(8.33)

(A # 1 (mod 5)),

(A = 1 (mod 5), p # 1 (mod 5)),
-«U5 (/j = p - ^ i ( m o d 5)).

(8.34)
Далее, если k = 3 или 5 и р =г 1 (mod k), то

SA(p, a ) = E X(a)T(x). (8.35)

где .5$ означает множество из ft—I неглавных характеров х
по модулю р, таких, что хА = %о. Более того,

|5 2 (Р, 1) | = Р1 / 2 ( Р > 2 ) . (8.36)
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Лемма 8.1. Предположим, что h ̂  1 и р > 5. Тогда

A{m, ph) = 0, если h>luph-'^m, (8.37)

| А (ш, рн) | < ep-lC1-')/30]-1 (8.38)

и Л(т, р)= £ c(Jt)x(m), (8.39)

где s£{p) — совокупность неглавных характеров по модулю р,

\с{х)\^р~1 и card^(p)^ 8. (8.40)

Доказательство. Ввиду соотношений (8.5), (8.32), (8.33),
(8.34) и (8.35)

A(m, ph)=

где s£{ph) есть подмножество множества характеров по мо-
дулю р, а Ь{%)—подходящие комплексные числа. Если h > 1
и ph~' 'f m. то внутренняя сумма равна

Y 1 x ( ) ( p ) £ ( / р т ) 0

ЭТО дает (8.37).
Доказательство неравенства (8.38) подразделяется на во-

семь различных случаев.
(i) Предположим, что 2|/г, h ф I(mod3) и h Ф I(mod5).

Тогда s^{ph) состоит только из одного главного характера
и по (8.32), (8.34) и (8.35)

где Я = 4" h + [2/г/З] + [4Л/5] — 2/г. Число Я — целое и не пре-
восходит —/г/30 ^ — [(Л — 1)/30] — 1/30. Отсюда имеем (8.38).
Во всех остальных случаях все элементы s£{ph) в (8.41)
являются неглавными характерами по модулю р. Таким
образом, если ph\m, то внутренняя сумма автоматически
равна 0, и неравенство (8.38) следует сразу. Кроме того,
ввиду (8.37) можно предполагать, что или h = 1, или h > 1,
ph-[/m и ph •>( m. В любом случае внутренняя сумма в фор-
муле (8.41) имеет вид

Л
)

( 8 - 4 2 )

(п) Предположим, что 2 •>( h, / z ^ l ( m o d 3 ) и кф
^ I ( r h o d 5 ) . Тогда s&(ph) состоит из одного квадратичного
характера, и
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Следовательно, согласно (8.42),

\A(m, ph)\ = pK с К = 4 h + [2А/3] + [W5] — 2А —g-.

Показатель к является целым числом, которое не превосхо-
л.нт — /г/30—р Таким образом, справедливо неравенство
(8.38).

(iii) Предположим, что 21 h, h = 1 (mod 3) и /г ^ 1 (mod 5).
При p ^ l ( m o d 3 ) (8.33) дает A(m, ph) = 0. Следовательно,
можно предполагать, что р= 1 (mod 3). Тогда card .5$(рл) = 2
и \А(ш, ph) | < 2р\ где Л = 4 Л + 2 (/г - 1)/3 + т + [4/г/5] -
— 2h — \ . Число Я —целое, не превосходящее — /г/30 — -у.
Следовательно, (8.38) имеет место.

(iv) Предположим, что 2|/г, /г^И (mod3) и /г=1 (mod 5).
Случай р ^ 1 (mod 5) снова тривиален, поэтому можно пред-
полагать, что р = 1 (mod 5). Тогда

\А(пг, р " ) | < 4 р * с Л = 4-А + [2А/3] + 4(А-1)/5 —2А,

и рассуждения заканчиваются, как и выше.
(v) Предположим, что 2|Л и h = I (mod 15). Случай

рФ\ (mod 15) тривиален, а если р = 1 (mod 15), получаем

| А (/и, р") | ^ 8рм'2 с Л = 4- А + 2(А — 1)/3 + 4 (А — 1)/5 — 2А.
Это снова целое число, не превосходящее — /г/30 — 2 2 ' 1 5 <
< — [ (/г — 1)/30] — 1. Следовательно, показатель X + у удо-

влетворяет неравенству Я + -j- ^ — [(/г — 1)/30] — | - .
(vi) Предположим, что /г = 1 (mod 10) и /г ̂ fe I (mod3).

При р ^ 1 (mod 5) неравенство (8.38) немедленно следует из
(8.34); поэтому можно предполагать, что p = l ( m o d 5 ) .
Тогда \A{m,ph)\^ApK+1'2 с А = 4 " ( А - 1 ) + [2А/3] + 4(А -
—1)/5 — 2/г. Как и в предыдущем случае, показатель не пре-

4восходит — [(/г — 1 )/30] — 4-
(vii) Предположим, что Л = 1 (mod 6) и /г ̂  1 (mod 5).

В этом случае рассуждаем как в (vi).
(viii) Предположим, наконец, что h s= I (mod 30). Тогда

Л ( т , ph) = 0 для рф\ (mod 15). Остается возможность

p = l ( m o d l 5 ) . Тогда \А (m, ph) \ < 8р^ с Я = ^-/г + 2(/г —

— 1 ) / 3 + 4 " + 4(/г— 1)/5 + 4 — 2/г— -̂ -. Снова I является це-

лым, не превосходящим — /г/30 — g g - = — (/г — 1)/30 — 1.
Доказательство леммы теперь заканчивает оценка (8.39)

с (8.40). При А = 1 (8.32), (8.33), (8.34) и (8.35) дают ра-
венство (8.41) с 6(-/) = 0, если p ^ l (mod 15). Таким обра-
зом, если р ф 1 (mod 15), получается (8.39), из которого три-
виально следуют неравенства (8.40).
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Когда р = 1 (mod 15), (8.41) справедливо с s€(p), со-
стоящим из характеров % в 1да / = ХаХЛ4 где х* означает
неглавный характер порядка А Таким образом, все элементы

( ) являются непавными и card ^ ( p ) = 8. Более того,

Следовательно, согласно (8.41) и (8.42),

Л(т, р)= S

Если характер % принадлежит $1-{р), то то же самое верно
для х-

Кроме того, в силу (8.36) имеем

IS2 (р, 1) т (хз) т (ХБ) Р"3Х (-1) т (х) I = Р-1-

Это дает формулу (8.39) с оценками (8.40), как и требо-
валось.

Пусть множество 98 состоит из 1 и таких натуральных
чисел q, что если p\q, то р^п и либо р 2 | ^ , либо р ^ 5.
Пусть ^ означает множество бесквадратных чисел, все про-
стые делители которых удовлетворяют неравенству 5 <
<С р ̂  п. Наконец, пусть 3) — множество натуральных чи-
сел, не имеющих простых делителей, больших п. Тогда каж-
дое q в 3) может быть единственным образом записано
в виде q = rs, где r e f , s e f и (г, s)= 1.

Следующий этап рассуждений состоит в оценке суммы

X А(т, q), (8.43)
U < <7< V

q e 3>

где U = n['i2, y = exp((logrt)1+2e). (8.44)

Согласно (8.5) и лемме 4.5, A(m,q) — мультипликативная
функция q. Следовательно,

I X А (т, q) | < X X I Л (m, г) Л (m, s) | +
£/ < <? < V г > га806 4 ^ «•

+ X I ^ ("», г)| | X ^ И. s) |- (8.45)
г < « 8 0 в Ulr < s < V/r

г ^ Й («,г)-1,«^У

Первая двойная сумма

X '1 / 4 01 Л ( т , г ) | ) ( Е | Л (т, s) | ) . (8.46)

Первая сумма здесь равна

( П (1 + X Ph/40l А (т, р*) | ) ) П (1 + X Ph/40l А (т, р*
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и ввиду (8.31), (8.37) и (8.38) это есть величина

где произведение берется по всем парам р, t, для которых
р* || т. Это произведение <С«Е.

Ввиду неравенства (8.38) вторая сумма в (8.46) не пре-
восходит

П (1+8р-')<«е.

(8.47)

(8.48)

Следовательно, по (8.31) и (8.45),

X Л (т, </) < п~а + F (т),

где
= X

,806
X Л (т, s)

Согласно (8.39) и (8.40) и свойству мультипликативности
A{m,s),

А (т, s) = X * с (X) X N ( s e ? ) , (8.49)
Я mod s

где 2 * означает сумму по примитивным характерам,

Их) К * - 1 (8.50)
и для Я > 0

S* |с(х)|х<8'*в>в-ь. (8.51)
^ mod s

Лемма 8.2. Пусть I — натуральное число. Тогда для про-
извольных, комплексных чисел b (x)

3/2x2/3 / х(2/-1)/2/

) « 4 X X ' )
(x)

/ N . 3/2x2/3 /

S Z S*Mx)xW ) « 4 X X'

S = (yV1'2 + Q»/') Nl>6 (log (yV'e))»1

ы входящая в <С постоянная абсолютна.

Доказательство. В случае / = 1 по лемме 5.3 (неравен-
ство большого решета) для произвольных комплексных чисел
си ..., cN

q

X X
<Q 1

a - l
(a, q) - 1

< (N + Q2) X I cx |
2. (8.52)

Из теории сумм Гаусса (см. § 20 [Hasse, 1964] или § 9
[Дэвенпорт, 1966]) для примитивного характера % по
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модулю q,
Q

I-\ — \ V 1 ~ / \ / I \ I \
Т IV I 7 V 1 1 1 \ Р ill Y * П\ V I У)

где |т(х) | 2 = q. Следовательно,
Л' q N

Z схг (х) = т (у)-1 £ х (У) Е с*е («/•«

123

Отсюда

Z сх% (х)
" m o d <7

<7 ЛГ

Х(У) L

Поэтому из ортогональности характеров и (8.52)

mod 17
+ Q2)

Применение этой оценки к 1-й степени суммы

<7<Q " m o d <

дает

где dy=

и 2 означает, что суммирование по xf ограничивается
условием XJ ^ N. Предположим, что Я > 2. Тогда посред-
ством двойного применения неравенства Гёльдера имеем

( - 4 I I E I ^ I х ) .

где di (y) — число решений уравнения Х\ ... xi == у в хи ..., xi.
Следовательно, по теореме 288 Харди, Литтлвуда, Полна
(1951),

где
"mod q

Q2)
w
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Пусть Я = 3. Тогда лемма следует при условии, что для
Л. -^5 1

X di(yY < X (log Xef'

На самом деле при помощи индукции по г нетрудно видеть,
что dr(xy)^dr(x)dr(y), а посредством индукции по s — что

dr(yY^X(logХеУ'-1

Пусть Qo = f//-1 и Ql = n1'2, пусть 6(х) = с(х)> когда ^-моду-
ли 1 принадлежат <&, (q, г) = 1 и £//г •< q ^ V/r, и пусть
Ь(у}) = 0 в других случаях. Тогда по (8.48) и (8.49)

F(m) =
г < п

8 0 в
</ /mod q

(8.53)

Согласно лемме 8.2, неравенству Гельдера, неравенствам
(8.50) и (8.51),

« я (/ log (2rte)F-!>/<w>QrJf '> П (I + 8p"' )<2/-1)/<2'>

Последнее выражение

< /г7'8 (/ log (2пе)У1>-1)1^ (log 2/г)(8/-4>'

или <rtC/-1/2r1/2(log/z)4

в зависимости от того / > 1 или / ^ 1. Следовательно, сум-
мирование по /, для которых Qi-i ^ V, дает в силу (8.44)
и (8.53)

t F ( m ) < /г47'48.

Отсюда для всех, кроме <^п1-6, величин m, n < m ^ 2/г,
имеем F(m) <. п-&, так что по (8.47), когда m не является
исключительным,

X (т, </) < /г6. (8.54)

Доказательство теоремы 8.3 заканчивается рассмотре-
нием

4>V
3>
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Пусть К =» 1 / (log n). Тогда

X | Л ( т , < / ) | < Z (<7/Ю*|Л(т, q)\ =
q>V q^2>
q<=2)

Отсюда в силу (8.31), (8.38) и (8.44)

~~ | Л (пг, q) | <

х П
Следовательно, по (8.54), (8.44) и (8.6) для всех, кроме
<С/г'~б, значений пг, удовлетворяющих условию п <С т ^ 2/г,
имеем

(
\

П ( S ^(m, ph)-©(m, n1

< \h-0

что и требовалось.

8.7 Завершение доказательства
теоремы 8.1

Согласно теоремам 8.2 и 8.3, для всех, кроме <С/г'~6, ве-
личин пг, таких, что п < m ^ 2/г, имеем

/J (m) « / (т) ( ( Д ( Ео Л (т,

+ О (ехр ( - (log /г)6))) + О (/г1'30-»).

Рассмотрим величину 1{ш), заданную в (8.3), когда п <
< ш ^ 2/г. Для г/з, г/5, удовлетворяющих неравенствам

\;пг — \п<Уз, у5<^ m — jti, имеем -; п < г/3. Уь < п и -j /г<
< m—г/з—г/5 < я. Следовательно, / ( т ) >?> п1/30. То, что / ( т ) <С
<С /г1/30, тривиально. Таким образом, достаточно показать, что

П ( Z ^ (m, p'1)) > (log /г)"с. (8.55)
p<rt\ft=-0 /

Согласно неравенству (8.38), существует константа С,
такая, что

( | А(т, р")> Е (1 " О Т ' ) > (logn)"0.
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Следовательно, надо показать только, что для каждого про-
стого числа р имеет место неравенство

оо

Е A{m, ph)>p~6. (8.56)

Из (8.5) легко вывести (ср. с леммой 2.12), что

(т,р*) = М(т,р'), (8.57)

где М(т,р') — число решений сравнения

+ z5^ m (mod p') (8.58)

с 1 < х, у, z < р'. Пусть 7 ( 2 ) = 3, у(р)=\. (р > 2). При
р { а сравнение х2 = а(то6р') имеет решение для каждого
t^V(p) всякий раз, когда оно имеет решение для t = y(p).
Таким образом, если возможно показать, что (8.58) разре-
шимо, когда t = y(p) с р 'Г х, то р2'-2?(р) различных решений
можно получить в общем случае t^y(p), взяв любые у', z',
такие, что у' =з у (mod p v ( p ) ) , z' = z(mod pv(p)). Таким об-
разом,

М(т,р')^ p2'-2v(p),

что ввиду (8.57) дает неравенство (8.56).
То, что (8.58) разрешимо с 2 ̂  х, когда р = 2 и t =

i = 7 ( p ) = : 3 , тривиально. Остается установить соответствую-
щей результат для р > 2.

Число кубических или нулевых вычетов по модулю р по
меньшей мере равно (р—1)/(3 , р — 1 ) + 1 . Заключение бу-
дет следовать отсюда по принципу «ящиков», если показать,
что число N вычетов по модулю р вида х2 или х2 -\- 1 с 1 ^
jc: х ^ р — 1 имеет выражение

Этот результат легко получается из формулы

Р-\

8.8 Упражнения

1 Покажите, что почти каждое натуральное число имеет вид
р + хК

2. Покажите, что card{n: пфр^-хк, п
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3. Пусть R(n) означает число решений уравнения

X2 + У3 + 2 s = П

с х > 0, у > 0, г > 0. Покажите, что
(О

00 г(4)г(4)г(£)=о,73...,
(iii) х2 + г/3 + z6 = n(mod 9) всегда разрешимо с(л;, <7) = 1.

4. Получите асимптотическую формулу для числа представ-
лений числа в виде суммы двух квадратов, двух кубов
и двух пятых степеней.

Примечание редактора

I1' См. также замечательные работы К. Хооли: On Waring's problem for
two squares and three cubes. J. Reine Angew. Mathem., 1981, 328,
p. 161—207; On another sieve method and the numbers that are a sum
of two h-th powers. Proc. London Math. Soc. 1981, 43:3, p. 73—109.



9
Однородные уравнения
и теорема Бёрча

9.1 Введение

Пусть F(x\, . . . , xs)—однородная форма степени k ̂  2
с целыми коэффициентами. Естественно возникает вопрос,
имеет ли уравнение

F(xu . . . , * , ) = О (9.1)

нетривиальное решение, т. е. решение в целых X/, не все
из которых равны нулю. Очевидно, если k четное, указанное
уравнение может иметь только тривиальное решение. Однако,
когда k нечетное, можно надеяться на большее. Льюис
[Lewis, 19у7], основываясь на ранней работе Брауэра
[Brauer, 1945], показал, что для достаточно большого s лю-
бая кубическая форма от s переменных с целыми коэффи-
циентами имеет нетривиальный нуль. Вскоре это утвержде-
ние было распространено Бёрчем [Birch, 1957] на формы
произвольной нечетной степени. В действительности Бёрч
доказал даже несколько больше. Целью настоящей главы
является рассмотрение теоремы Бёрча. О более поздних ра«
ботах в этом направлении и близких темах читатель может
узнать из сборника работ Дэвенпорта (1977).

Доказательство теоремы Бёрча основано на частном слу-
чае, именно на разрешимости аддитивного однородного урав-
нения

cX+...+csx* = 0, (9.2)

а это может быть установлено при помощи метода Харди—.
Литтлвуда. ^

9.2 Аддитивные однородные уравнения ;

Для получения следующей теоремы применимы методы
гл. 2, 4 и 5, поэтому ее доказательство дано лишь в общих
чертах.

Теорема 9.1. Пусть k ^ 2 и s0, как в теореме 5.4, и пусть
s ^ min (s0, 2

k + 1) и s ^ 4й2 — k + 1. Предположим также,
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что когда k — четное, не все целые числа си , . . , cs имеют
один знак. Тогда уравнение (9.2) имеет нетривиальное реше-
ние в целых числах х\, .,., xs.

Всюду в этом параграфе постоянные могут зависеть от
С\, ..., Cs.

Если имеется /, такое, что с/ = 0, утверждение теоремы
тривиально. Таким образом, можно считать, что для любого
/ С/ Ф 0. Для нечетного k также можно считать (если необ-
ходимо, заменяя Х\ на —х\), что не все С/ имеют один знак.
Пусть R(N) означает число решений уравнения (9.2) с 1 ^
^ xi ^ N. Тогда методы, развитые в гл. 2, 4 и 5, дают

где

t i5
o-l /=-1

(о, q)-\
ft k

Эти методы показывают далее, что существует число С, за-
висящее разве что от С\, . . . , cs, такое, что

П
р>С

Теперь достаточно показать, что 7 1 ( р ) > 0 , и снова это будет
следовать, если показать, что MF(q), число решений срав-
нения

F (дс, xs) = схх\ + . . . + csx
k

s = 0 (mod q)

с 1 ^ Xj ^ q, удовлетворяет для достаточно большого t не-
равенству

M ( 0 C ( ) ^ ] ) (9.3)

с некоторым положительным С(р), зависящим только от
Ch . . . , Cs И р.

Для того чтобы оценить MF, необходимо преобразовать
переменные так, чтобы получить новую форму Н, в которой
подходящее число коэффициентов взаимно просто с р. Выбе-
рем т/ так, что pxi\\C], и hj, ls так, что %i = hjk^-Jj и 0 ^
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^ // •< k. Тогда

F(xu ...,xs) = G{ph'xu ..., ph°xs),

где G (хь ..., Xs) = dxp
l^x\ + . . . + dsp

lsx

k

s

и d = c p ~ T / . Пусть теперь h = maxh,-. Тогда

и для t > h
t-h + h, t-h+h.

P P s
л/l iJ\ -^. V V 1 >» U 1Л-Нк\ ТТ hk-h+h,

» (mod pO

откуда мР\р)^Ма(р'~нк). (9.4)

Форму G можно переписать в виде

G = G'01

где G'̂ * ̂  G'̂ *

Очевидно, существуют i и г, такие, что r^s/k и С (г ) содер-
жит по крайней мере г переменных. Рассмотрим форму

Я (х\, •.., xs) = ( Е . p'G (/) (рл:'л) + Е . PrG l/) (л:1'')") р~'.

Теперь

и Я имеет вид

где Я<°) содержит по крайней мере г переменных, г ;> s/Jfe,
и все ее коэффициенты взаимно просты с р. Можно считать,
если необходимо, переименовав переменные, что

Я<°> = Я(0> (*, хг) = rf.jc* + . . . + d r**.

Согласно неравенствам (9.5) и (9.4), для доказательства
(9.3) теперь достаточно показать, что существует положи-
тельное число С\(р), такое, что для достаточно большого t

Mff(pt)>Cl(p)pt^\ (9.6)

Пусть т означает наивысшую степень р, делящую k, и поло-
жим у = т + 1 при р > 2 или т = 0 и 7 = ^ + 2 при р = 2
и т > 1 . Тогда, как в § 2.6, будем иметь (9.6), если показать,
что для каждого m сравнение

d[Xb+... + drx
k

r = m (mod РУ) (9.7)

разрешимо в х\, . . . , хг с р^хх.
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Пусть К = pY-t-i (k, рх(р—1)). Тогда число k-x степеней
вычетов по модулю pv есть cp(pY)//(. Следовательно, по лем-
ме 2.14 множество Jlj вычетов т по модулю pv, которые мо-
гут быть записаны в виде

dlXf+...+d.xf, ( р * * , ) ,

удовлетворяет условию card Jlj ^ min(pY, jq>(py)/K). Таким
образом, если г ^ 4k, т. е. s ^ 4k2—k, то (9.7) имеет реше-
ние желаемого типа, и это завершает доказательство тео-
ремы 9.1.

Предположим, что С\, . . . , cs — целые, такие, что для каж-
дого q сравнение c{xf + . . . + csx% = 0 (mod q) имеет реше-
ние с (х/, q) = 1 для некоторого /. Тогда, следуя Дэвенпорту
и Льюису (1963), говорят, что Ci, . . . , cs удовлетворяют усло-
вию конгруэнтности, Т* (k) определяют как наименьшее s, та-
кое, что каждая последовательность целых С\, . . . , cs удов-
летворяет условию конгруэнтности, a G* (k) — как наимень-
шее число t, такое, что всякий раз, как s ^ t, уравнение

c,*f + • • • + csx
k

s = 0

имеет нетривиальное решение в целых числах, если си . . . , с,,
не все одного знака при четном k и удовлетворяют условию
конгруэнтности.

Предыдущие рассуждения дают Г* (k) ^ 4k2 — й + 1 и
G* (k) ^ min(s0, 2

k + 1). Дэвенпорт и Льюис показали:
(i) что Г * ( й ) < й 2 + 1 ; (и) что T*(k)=k2 + l, когда k + l
простое, и (iii) что G*(k)sSi k2 + I, когда k ^ 18 и k ^ 6.
Вон (19766) сократил разрыв в (iii), применив методы гл. 5,
6, 7 при 11 < & < 17.

Для малых значений k величина Г* (k) известна. (См.
[Bierstedt, 1963], [Bovey, 1974], [Dodson, 1967], [Norton,
1966].) Также, на основе более ранних работ Нортона
[[Norton, 1966] и Човлы, Шимуры [Chowla, Shimura, 1963],
Титавайненом [Tietavainen, 1971] было показано, что

,. Г*(2й + П 2
hm sup — ' . , = -:—-.

fe-»ooF k log k log 2

9.3 Теорема Бёрча

Теорема 9.2 (Бёрч, 1957). Пусть ], I — натуральные числа,
и пусть k\, ..., kj — нечетные натуральные числа. Тогда су-
ществует число ^ / ( й ь . . . , kj, l) со следующим свойством.
Пусть Fi(\), . . . , F/(x) — формы от х = (х\, . . . , xs) степеней
ku ..., kj соответственно с рациональными коэффициентами.
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Тогда, каково бы ни было

ВД, Л/, О,

существует 1-мерное векторное пространство V в Q s, такое,
что для каждого j t s f

Fl(x)= . . . = F / ( x ) = O .

На первом шаге доказательства устанавливается справед-
ливость теоремы в случае, когда / = 1, F\ аддитивна и k ^ 3.

Лемма 9.1. Существует число Ф(й, /), определенное для
натуральных чисел k, I с нечетным k ^ 3, такое, что если
s ^ Ф (k, I), то для каждой формы cxxf + . . . + csx% с рацио-
нальными си . . . , cs существует 1-мерное векторное простран-
ство V в Q s, такое, что для любого х е У

с , * * + . . . + с Л * = 0. (9.8)

Доказательство. По теореме 9.1 найдутся t = t{k) и уи ..*
, , , , г/<, не все равные нулю, такие, что

Аналогично для

и т. д. Следовательно, при s ^ It точка

(и,?/,, . . . , ы,г/л u2yt+\ u2y2t uiyn, 0 0)

удовлетворяет уравнению (9.8) для всех и\, .,., ш.

Доказательство теоремы 9.2. Пусть k = max kt, так что
k — нечетное положительное число. Доказательство прово-
дится индукцией по нечетным k. Для k = 1 результат уста-
новлен. При k ^ 3 главный шаг состоит в том, чтобы пока-
зать: если теорема имеет место для систем форм, таких, что
maxki^k — 2, то она справедлива для одной формы сте-
пени k. Это заключение затем легко обобщается на систему
форм степени не выше k.

Для формы

{xi, ..., xa)= X
h 'ft
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(нечетной) степени k рассмотрим

F (ы0У
(0)

k

Е о » й

 f X. и/, • • • u,k_h F (у; Л, /, /*_A).

1 / 1

Теперь определим е<>> = (1, 0, 0, . . . ) , е<2> = (0, 1,0,...). и т. д.
и возьмем uo=v, у(0) = у, у ( 1 ) = е<'>, у ( 2 ) = е<2>, . . . . Тогда
перегруппировка членов дает

(9.9)

где F(y; Л, /i /А_л)

— форма степени h от y = (yi, , . . , y s ) . Общее число таких
форм с нечетным Л, 1 ^ Л sg: й — 2 и 1 ^ /, ^ /г + 1, не пре-
восходит й(/г + 1)*. Следовательно, в силу предположения
индукции находим, что при условии

* - 2 й - 2 , 1)

соответствующие уравнения

имеют нетривиальное решение z ( 0 ) в Q s .
Если z<°>, e ^ , . . . , е("+1) линейно зависимы в Q s , то исклю-

чение одного из е(/> дает линейную независимость множе-
ства п + 1 точек в Q s . Таким образом, в любом случае, беря
в качестве одного из Ы/ в (9.9) нуль и, если необходимо, пе-
реименовывая переменные, получаем, что z(% z'1), , , , , z(">
линейно независимы и таковы, что

F (oz<°> + «izi») + . . . + unz<">) =
A - l

= c u * + 2 t»ftGA(u) + G0(u), (9.10)
ft-2

ft четное

где Gft(u)—форма степени k — Л от u = (и\, . . . , un).
Линейная независимость z<°>, . . . , z(") обеспечивает то,

что, если
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нетривиальные наборы (v, и\, , . . , ип) дают нетривиальные
значения для х.

Рассмотрим систему форм

Gft(u) = О, Л четное, 2 sg/z < k— 1. (9.11);

Степень k — h нечетна в каждом случае. Следовательно,
дальнейшее применение предположения индукции показы-
вает, что, когда п ^ Wk {k — 2, . . . , k — 2, m), т. е.

s ;s? so(k, m),

система (9.11) разрешима для каждого вектора и т-мерного
векторного пространства U в Q". Пусть и^\ . . . , и(ш> m ли-
нейно независимых точек в U и

U = WiUW -\- . . . + WmUim\

Линейная независимость снова обеспечивает то, что нетри-
виальность w в Qm влечет за собой нетривиальность и в Q".
Следовательно, по формуле (9.10) для нетривиального век-
тора (и, Ш|, . . . , wm) существует нетривиальный вектор х =
= (хи ..., xs), такой, что

F(x)= cv" + H(w),

где Я — форма от w = (w\, . . . , wm) степени k, т. е. F пред-
ставляется в виде cvk + H{w).

Повторение этих рассуждений показывает, что если s ^
"^ s\(k, l), то F представляется диагональной формой

cxv\ + ... + ctv*t

где ^ = Ф(й,/). Лемма 9.1 теперь дает случай / = 1, k\=k
теоремы.

Чтобы завершить рассуждения индукции, остается иссле-
довать общий случай системы / уравнений F\ = . . . = F/ = О
с тахй; = й. ЭТО делается в свою очередь индукцией по /.
Случай / = 1 был только что рассмотрен. Предположим, что
/ > 1 . Не ограничивая общности, можно предполагать, что
kj = k. Согласно утверждению в случае / = 1, если для
данного m s ^ Ti (kj, m), то существует m-мерное векторное
пространство U в Qs, такое, что F/(x) = 0 для любого х е ( / .
Точки U могут быть представлены в виде

где х ( 1\ . , . , х ( т ) — линейно независимые точки Q s . Для этих
точек формы F\, , , , , Fj-\ становятся формами от у — (у\, , , ,
, , . , Ут), ЕСЛИ

max k,^.k — 2,
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то используется главное предположение индукции. Если

max kt = k,

то используется предположение индукции по /. В любом слу-
чае при условии, что т ^Wj-iiku . . . , &/-i,/), существует
/-мерное векторное пространство V в Q m , на котором каждая
форма Ft равна нулю. Это заканчивает доказательство
теоремы. [ 1 ]

9.4. Упражнения

1. Применяя методы гл. 7, покажите, что

G*(k) ~n

2. Применяя методы гл. 6, покажите, что G*(3)^8, G*(4)^
< 14, G*(5)<23, G*(6)<36.

3. Покажите, что Г* (2) = 5 , Г* (3) = 7, Г*(4) = 17 и что
() *

Примечание редактора

' В связи с теоремой Бёрча см работы Архипова Г. И. и Карацубы А. А.
О локальном представлении нуля формой. Изв. АН СССР, сер. матем.,
1981, 45:5, с. 948—961, Об одной задаче теории сравнений. УМН, 1982,

37:5, с. 161—162: здесь, в частности доказана теорема: Пусть р —
простое число; для любого натурального числа т существует такое
щ = п.\ {г; р), что при п 3= п, существует форма F(x\, . . . , Хк) степени,
не превосходящей п, с целым коэффициентами, число переменных ко-
торой К, К 3* р",

logp п logp logp п ... logp

в тривиально представляющая нуль в поле р-адических чисел.
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Теорема Рота

10.1 Введение

В 1927 г. Ван дер Варден [Waerden, В. L. van der, 1927]
доказал, что для заданных натуральных чисел /, г существует
яо(/, г), такое, что если п^ «о(/, г) и множество {1, 2, . . . , п}
разбито на г подмножеств, то по крайней мере одно подмно-
жество содержит / членов арифметической прогрессии.

Для произвольного множества натуральных чисел бФ
пусть

(Ю.1)

и d и 3 — соответственно нижняя и верхняя асимптотические
плотности s&:

HminfD(rt), d = d(st) = Wm sup D(n). (10.2)

В случае когда d = d, пусть d = d{si-) означает их общее
значение, асимптотическую плотность s&. Эрдеш и Туран
[[Erdos, Turan, 1936] на основе анализа известных доказа-
тельств теоремы ван дер Вардена высказали предположение,
что каждое множество si- с 5 ( ^ ) > 0 содержит арифметиче-
ские прогрессии произвольной длины. Эквивалентное утверж-
дение состоит в том, что если существует /, такое, что ^ не
содержит / членов арифметической прогрессии, то d{$2-) = 0.

Первый нетривиальный случай: / = 3. Справедливость
предположения в этом случае впервые установил Рот [Roth,
1952, 1953, 1954] при помощи остроумного применения ме-
тода Харди —Литтлвуда.

Другим методом Семереди [Szemeredi, 1969] доказал
предположение для 1 = 4, а Рот (1972) дал иное доказатель-
ство, используя свой предыдущий метод.

В 1975 г. Семереди установил общий случай. К сожале-
нию, доказательство Семереди использует теорему Ван дер
Вардена. Позднее Фюрстенбург [Furstenburg, 1977] доказал
теорему Семереди, основываясь на идеях эргодической тео-
рии. Хотя в доказательстве не применяется теорема Ван дер
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Вардена, очевидно, что оно имеет похожую структуру и, та-
ким образом, все еще не дает желаемого результата.

Идеи, возникшие при изучении проблемы, позволили
Фюрстенбургу (1977) и Шаркёзи [Sarkozy, 1978a, b\ устано-
вить, что если d(s&)>0, то множество чисел вида а — а'
с а е s4-, a' ^ $Ф содержит бесконечно много полных квад-
ратов.

В этой главе доказывается теорема Рота с использованием
его варианта метода Харди — Литтлвуда и развивается дока-
зательство теоремы Шаркёзи — Фюрстенбурга по Фюрстен-
бургу, но без эргодической теории.

На протяжении всей главы постоянные являются абсо-
лютными.

10.2 Теорема Рота

Пусть М^Цп) означает наибольшее число элементов, ко-
торые можно выбрать из множества {1, 2, . . . , п) так, чтобы
никакие / из них не принадлежали прогрессии. Пусть

Тогда теорема Семереди формулируется в виде

lim ц<;>(л)=0,

что, очевидно, включает в себя предположение Эрдеша—Ту-
рана. Как показывает следующая лемма, легко доказать, что
такой предел существует. Другое дело — найти его значение.

Лемма 10.1. Для любого целого числа I существует
lim ц(О (п). Кроме того, для m^ n справедливо нера-

венство \x(l)(m)

Доказательство. Из определения М(/) тривиально следует,
что

М«> (т + п) ^ MV> (т) + М<п (п).
Поэтому

(т) < [-J- ] М(/> (л) + М«> (т - п [ —

Следовательно, jx(I) (т) ^ ц(1) (п) + п/т, так что

lim sup ц{1'{т) < jxU) (/г),
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откуда
lim sup vSl) («z)< lim inf ц(/> («),

Кроме того, при tn^-n M(/)(m) ^ (m/n -f- 1)М(/)(л) ^
<C 2M<« (л) т/л.

Следующая теорема не только показывает, что при / = 3
рассматриваемый предел равен нулю, но и дает оценку ве-
личины М ( 3 )(л).

Теорема 10.1 (Рот). Пусть л $г 3. Тогда ц ( 3 ) ( « ) <
«(Ioglog/i)- 1.

С этого момента предполагается, что / = 3, и для удоб-
ства верхний индекс (/) опускается.

Выберем Ж cz {1, 2, . . . , л}, так что card Ж = М(п) и ни-
какие 3 элемента Ж не принадлежат прогрессии. Пусть

f{a)= Yu e{am).
m s Ж

Тогда М(п)= \f (a)2 f (— 2а) da, (10.3)

поскольку интеграл справа равен числу решений уравнения
т\ + тп.г = 2 т 3 с nij e Ж, а по построению Ж такие решения
могут быть только при ni\ = т 2 = т 3 .

Пусть к(х) означает характеристическую функцию мно-
жества Ж, так что

f (a) = 2 % W e (ах)- (10.4)

Предположим, что
т<п, (10.5)

и рассмотрим

и (а) = [I (т) X е (ах) (10.6)

и £(а) = и(а) — f (а).

Тогда £(а)= 2 с(х)е(ах), (10.7)

где с(л;)^(^(т) — х(х). (10.8)

Идея доказательства состоит в том, что если М (л) близко
к л, то интеграл

\f(aYf{-2a)d<x
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должен бы быть ближе к М(п)2, чем к М(п) (ср. с (10.3)).
Чтобы показать это, прежде всего используется беспорядоч-
ность арифметической структуры Ж, чтобы заменить f на v со
сравнительно малой погрешностью. Это достаточно общий
принцип, возникший из применений метода, изложенного в
предыдущих главах; суммы вида

2 е

X < п, х е Л

стремятся иметь «пики» в точках a/q, когда элементы зФ регу-
лярно распределены в классах вычетов по модулю q, тогда
как и (а) имеет «пики» значений в целых точках.

Пусть

F ( a ) = 2 е(аг). (10.9)
г-0

Лемма 10.2. Пусть q — натуральное число, q <C п/пг, и для
у = 1, 2, . . . , п — mq пусть

о(у) = о(у, m, q)= £ c(y + xq). (10.10)

Тогда о(у)^0 (у = 1, 2, . . . , п — mq) (10.11)
и

t. — mq

F(aq)E(a)= ^ о (у)е (а(у + mq - q)) + R(a), (10.12)

где R(a) удовлетворяет неравенству

\R(a)\<2m
2
q. (10.13)

Доказательство. Объединяя члены произведения FE, для
которых х + zq = h + tnq — q, получаем

F(aq)E(a)= £ e(a (h + mq - q)) X
h=\+q-mq

m-\

X Z c(h + q(m-\-z)).
2 = 0

Внутренняя сумма по абсолютной величине не больше т, по-
этому общий вклад членов с h ^ 0 и h > л — т ^ не превы-
шает по модулю m(mq-\-(m—1)^)<2т2^. Для остальных
значений h имеем 1 ̂ .h-\-q(m — 1 — z) ^ п для всех г в ин-
тервале [0, т— 1]. Это дает (10.12) и (10.13).

Согласно (10.8) и (10.10),
/л-1

а (г/) = М (т) — 2 v. (г/ + ^ ) .
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Пусть
г я - 1

r = Е »Ф + *?)-

Тогда г—число элементов ^ среди у, y-\-q, . . . , г/ -f
+ (m—1)^. Пусть это элементы y + x\q, . . . , y-\-xrq. Тогда
никакие три из них не принадлежат прогрессии. Следова-
тельно, никакие три из чисел х\, ..., х, не принадлежат про-
грессии. Те же рассуждения применимы для 1 -\- х\, . . . , 1 -f-
+ хг. Кроме того, 1 + Xj ^ m. Отсюда г^.М(т), что дает
(10.11).

Лемма 10.3. Предположим, что 2пг2 <С п. Тогда для каж-
дого действительного числа а

\Е(а) | < 2л(ц(т)-ц(/1))+ 16т2.

Доказательство. По лемме 2.1 существуют a, q, такие, что
(a, q)= I, \^q^2m и |сс — a/q\ ^ \/(2qm). Тогда

F(a,q)=F(aq-a)=F($),

где | р | ^ 1 / ( 2 т ) . Следовательно, согласно (10.9),

F (aq) | =
sin ят(5

sin яВ
2m
я

Таким образом, в силу леммы 10.2

n—mq

< Е сг (г/) + 2т 2^ < т £ (0) + 8т 3 .

Кроме того, согласно (10.7) и (10.8),

£ (0) = Е (Ц (т) - х (х)) =n(\L(m)-\i (/г)).

Отсюда следует лемма.

Доказательство теоремы 10.1. Пусть
i

/ = J / (а)
2
 и (- 2а) da. (10.14)

о

Тогда ввиду формул (10.4) и (10.6)

/ = S 2 Mm).
4Ja.«
2U+4
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Таким образом, если Mi — число нечетных элементов Jl, a
М 2 — число четных элементов, так что Mi-\-М2 = М(п), то

/ = ц (m) (Mi + Mi) >^]i(m)M (nf. (10.15)

Согласно (10.3) и (10.14),

| М ( л ) - / | < ( т а х | £ ( а ) \)\\f(a)?da.

Следовательно, по лемме 10.3 и равенству Парсеваля, в слу-
чае когда 2т 2 < п, имеем

\М(п) — / | < ( 2 л ( ц ( т ) — ц ( л ) ) + 16т2) М (л).

Отсюда ввиду (10.15)

-' (2т2 < л). (10.16)

Переход к пределу при л->-оо, а затем при т->оо показы-
вает, что т = lim \i(n) удовлетворяет неравенству т2 ^ 0.

Для того чтобы получить количественное выражение этого,
положим

Ввиду леммы 10.1 достаточно показать, что Я(2л:)<С х~х.
Согласно (10.16),

Я (У) X (У + 1 ) < 4 (Х(у) - К (у + 1)) + 34 X 2-3".

Деление на Х(у)Х(у-\- 1), суммирование по у = х, х^-1, ...
. . . , 2х — 1 и применение леммы 10.1 дают

х < 4Я (2х) ~' + 200л;Я (2л:) ~2 2 ~3*.

ЕСЛИ Я(2л:)> 1/л:, второй член справа <-$х для достаточно
больших к, так что Я(2х)< 8/л:, что дает желаемое утверж-
дение.

10.3 Теорема Фюрстенбурга и Шаркоци

Теорема 10.2. Пусть М —множество натуральных чисел
> 0, и пусть R(n) —число решений уравнения

в а, а', х, где а е s§>, a' e st, a < п. Тогда
lim sup R(n)n-m> 0.

Эта теорема несколько сильнее теоремы 1.2 Фюрстенбурга
(1977). У Шаркоци (1978) подход другой. Он применяет ме-
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тоды § 10.2, чтобы показать, что если уравнение а — а' = х2

имеет только тривиальные решения, то

Пусть Jfa — бесконечное множество натуральных чисел,
такое, что

lim n~v A(n)

пусть mn{q, a) = {a;\a—alq\<iq-ln-ll2}, (10.17)

и пусть f (a) = ^ е (аа).
а< п

Л

Необходимо показать, что f имеет довольно обычное по-
ведение на Wln{q, а). Для п ̂  4

Следовательно, интеграл

ограничен равномерно по q, а, п. Поэтому можно выбрать
бесконечные множества Jf{q,a) натуральных чисел, такие,
что

ЛГ(1, 1) = Л?(1, 0 ) c ^ 0 , JC{q+ I, l)(=/C(q, q- 1),

Jf (q, a') c= Jf (q, а) при l < a < a ' < ? — 1 и (a', q) =
= (a, q)= 1, и предел

, fl)= lim
, а) №„(?, a)

существует. Таким образом, при заданном Q для всех доста-
точно больших п п е Л3 (Q, Q—1) имеем

а 1 <7<Q a 1
(a, q)-l (a, q)~\

\f(a)\2n~4a
7, a)
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и Wln(q,a) с l < a < ? < Q , (a,q)=\ попарно не пере-
секаются. Поэтому

<7<Q a-\
(a, <7)=1

oo q

Следовательно, ряд £ 2 P(?> a)
(a, <7)=1

СХОДИТСЯ.

10.4 Определение больших и малых дуг

Предположим, что 0 < г\ < 1, и выберем Q = QO(TI), так
что

оо q

" " 7, а)<т], Q > - . (10.18)

( a , <7)=1

Теперь определим

<7 = Q + 1 a = l
(a, <7)=1

k = (Q\)2, P = km (10.19)

и, начиная отсюда, будем предполагать, что

,Р— 1).

Затем для заданного X ^ \ выберем п0 = па(г\, X) ^ X2, так
что при п > п0 и 1 <: а ^ q < P, (a, q) = 1, большие дуги

ЗИп,х(<7,а)= {а: | а — а / ^ |

попарно не пересекаются,

J If (a) | 2 n-'da<p(?, а) + л р - 2 (10.20)

я Л(л)>|^л. (10.21)

Ввиду (10.17) для л ^ л 0 ПЯ„, х ( ^ , а) с ПЯ„(?, а) . Поэтому
в силу (10.20)

J а) + <пр-2. (Ю.22)

Обозначим через ЗЭТ объединение больших дуг Tin, x(q, a)
с l ^ a ^ ^ ^ P и (а, ^ ) ^ 1 и определим малые дуги ш,
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полагая

Далее g (Р) = S <? (Р*2). (10.23)

где N^(n/kf2. (10.24)

Тогда, согласно (10.19),
1

R(n)^9l, где $?= \ g (ka) \f (a) |2 da. (10.25)

В силу теоремы 4.1 при (a, q) = 1

(10.26)

S(q, a) = Yje(ax2lq), Л(Р) = J |a-" 2e(pa)da. (10.27)

Кроме того, по теореме 4.2 S{q, a

10.5 Вклад малых дуг

Предположим, что a s m . Выберем a, q так, что (a, q) = 1,
q^N*'3, ika — a/ql^q-W-V3. П у с т ь u] = a/(k, a ) , qx =
= qk/(k,a). Т о г д а | a — axlqx \ ^ q~lN-ilz и ( a i , ^ i ) = l . П о -
скольку a s m , либо qx> P, либо | a — ai/^i | > Xn~lq^'.
В первом случае в силу (10.26)

где

а во втором случае | ka—a/q\ > Xn~]q~], так что ввиду
(10.26), (10.27) и леммы 2.8

1-1/2- 1 / 2

Следовательно, согласно (10.19), в любом случае

^ ( й а ) « ^ - 4 0 + /г1/2Л:-1/2 + ^3/4.

Отсюда по равенству Парсеваля

\ g (ka) I / (a) I2 da < (МГ 4 0 + /г 1^" 1 ' 2 + Л^3/4) п. (10.28)

в»
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10.6 Вклад б о л ь ш и х дуг

Теперь п р е д п о л о ж и м , что a e l n , j ( ( j , u ) , где 1 ^ а ^
sS?:=SP и {a,q)=\. Пусть q\ = q/(q,k), ai = ak/(q,k).
Тогда ввиду (10.26)

g(ka)= q~ >S (qv a,) h (k (a - ±

\ I ) ) .
Остаточный член этой формулы мажорируется величиной
P + N2kXп-К Поэтому

J (to) | / (a) |2 da = &x + О (Pit + N2kX), (10.29)

где

^ 1 = Z Z \ flT'S (^i. «i) Л (ft (a - f ) ) I / («) I2 da-
{a, q) — \

В силу (10.22) и (10.18) сумма членов с q ^ Q-\-I по абсо-
лютной величине не превосходит

Р q

Е Е М* (Р(9, а) + цР'2) < 24Nn.
Q+i lq=Q+i o- l

При q ^ Q ввиду (10.19) q\k, так что qi = 1. Следовательно,

32, = ^ 2 + 0(т1^Аг), (10.30)
где

•a, q)-\

Легко показать, что для любого положительного числа У
у

Поэтому в силу (10.27)

(10.31)

Следовательно, отбрасывая в 5?2 все члены, за исключением
одного с а = q = 1, получаем

1/4ПП

R e i % 2 > J Re /г (to) | f (a) |2 da.
- 1/4яп
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Кроме того, если \а\ ^ 1/(4ядг), то имеем

f ( a ) - f ( O ) =
x-l

х ^Л

так что

Следовательно,
1/4ял

JJ Reh{ka)da. (10.32)

10.7 Завершение доказательства
теоремы 10.2

Согласно соотношениям (10.24) и (10.31), Re h (ka) ^ -̂ Л̂ ,
как только 4лл |а | :£; 1. Поэтому в силу неравенств (10.32)
и (10.21)

Таким образом, в силу (10.25), (10.28) и (10.30)

R (п) > $=Re ^ = R e ^ 2 + O ( ( ^ " 4 0 + « 1 / 2 Z - 1 / 2 + JV3/4)

>^nN-C {{Nk~i0 + tix4~'ft + /V3/4) n + цМп) (10.33)

для подходящей постоянной С ^ 1.
Доказательство завершается подходящим выбором пара-

метров. Пусть
Ti = \0-Ч2С-1.

Это фиксирует Q = Qo(r\), а следовательно, k и Р. Заметим,
что ввиду (10.18) и (10.19) k^Q> 1/т).

Пусть
X = 11-2й,

и предположим, что п ^ по{ц, X), я е ^ ° ( Р , Р — 1 ) .
Наконец, пусть N = [ (я/ft)1/2], так что (10.24) выпол-

няется. Теперь для п ^ щ {ц)
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Следовательно, ввиду (10.33)

lim sup R (n) n~m > -~ d2k~lp > 0.

что и требовалось доказать.

10.8 Упражнения

1. Докажите теорему Шаркоци, сформулированную в § 10.3.
2. Покажите, что если R{s4-) > 0 и R(n) означает число реше-

ний уравнения а — а' = р—1 с а е s&, a'^ s4-, а ^ п, р
простое, то

lim sup R (n) (log n) n~2 > 0.
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Диофантовы
неравенства

11.1 Теорема Дэвенпорта и Хельбронна

Все формы метода Харди — Литтлвуда, описанные до сих
пор, были связаны с решением уравнений в целых числах.
Например, в гл. 9 показано, что если s достаточно большое,
то для заданных целых С\, ,.,, cs (или, что эквивалентно, для
заданных рациональных С\, ,,,, cs), не все из которых одного
чнака при k четном, уравнение

имеет нетривиальное решение в целых х\, ..., xs, Теперь воз-
никает вопрос, что происходит, когда не все с\, . . . , cs яв-
ляются рациональными числами. При этом неразумно тре-
бовать, чтобы форма представляла 0, но можно вместо этого
потребовать, чтобы она принимала произвольно малые зна-
чения.

Для ответа на этот вопрос Дэвенпорт и Хельбронн (1946)
ввели своеобразный вариант метода Харди — Литтлвуда. Это
позволило им получить следующую теорему,

Теорема 11.1. Предположим, что s ^ 1k + 1 и %i, ..., Xs —
отличные от нуля действительные числа, не все из которых
рациональные и не все одного знака при четном k. Тогда для
любого положительного числа г\ существуют целые х\, . . . , xs,
не все равные нулю, такие, что

| V * + . . . + X s * * [ < T ) . (11.1)

Достаточно доказать теорему для г] = 1, так как затем в ней
можно заменить Яу на Яу/т].

Кроме того, если k нечетное, замена при необходимости
xf на (—хЛк дает возможность считать и в этом случае
также, что не все Яу имеют один знак.

Введя новые обозначения, можно предполагать, что
Я1/Я2 —иррациональное. Если Я1/Я2 > 0, рассматриваем лю-
бое /, для которого Ki/Xj < 0. Тогда если ki/Яу рациональное,
то Я2/Яу — иррациональное и отрицательное. В любом случае,
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снова заменив обозначения, можно предполагать, что

%\1%2—иррациональное и отрицательное. (И-2)

Во всех формах метода Харди — Литтлвуда, рассмотрен-
ных до сих пор, основным орудием были преобразования
Фурье на торе (torus), T = R \ Z . Для решения данной проб-
лемы удобнее работать на R. Очевидным аналогом формулы
(1.8) является тождество

r (IP КО.
0 ( | р | > 1 ) .

Однако существуют некоторые трудности, связанные с этим
преобразованием из-за того, что интеграл не сходится абсо-
лютно. Более удобно, следовательно, вместо него использо-
вать интеграл

Непосредственное применение интегральной формулы Коши
дает

/ ( Р ) = т а х ( 1 - | р | , 0 ) . (П.4)
Пусть

f(a)=Ze(axk), fl(a) = f(K,a). (11.5)

Для успешного применения метода необходимо, чтобы инте-
грал

R(N)= \ (Л f, (а)) К (a) da (11.6)
-oA/=i /

имел положительную нижнюю границу. Согласно (11.4) и
(11.5), этот интеграл равен

эта величина может быть положительной, только если суще-
ствуют Х\, . . . , xS; для которых выполняется (11.1) с г) = 1.
Таким образом, теорема 11.1 вытекает из следующей
теоремы.

Теорема 11.2. Предположим, что s > 2*. Тогда существуют
сколь угодно большие N, для которых

Отметим, что всюду в этой главе неявные постоянные мо-
гут зависеть от ^i Xs.
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11.2 Определение больших и малых дуг

Используемая здесь форма метода Харди — Литтлвуда
несколько проще тех, которые были описаны ранее. Наиболее
важное упрощение вызвано тем, что при подходящем вы-
боре N подынтегральное выражение имеет только один дей-
ствительно большой пик в начале координат. Поэтому ирра-
циональность Я1/Я2 обеспечивает относительную малость од-
ной из функций fi, /2, когда а не близко к нулю.

Пусть

v = -1— Р = Nv. (\\ 7)

Тогда R разбивается на три части: одна большая дуга

Wl= {a: \a\^PN-k}, (11.8)
пара малых дуг

т= {a: PN'"<\a\^P} (11.9)

и «тривиальная» область

t = {а: | а | > Р } . (11.10)

Оценка интеграла по тривиальной области производится
быстро. По лемме Хуа (лемма 2.5),

Х+1

так что по неравенству Гёльдера

Х+1 2 *

Пм°) (11.11)

Таким образом, согласно (11.3),

/ - 1

Следовательно,

s

f[f,{a) а 2 da

К (a) da < Ns-ft-fl (11.12)

здесь и ниже б — фиксированное положительное число, за-
висящее разве что от k, s, Xu .,., Кв,
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Именно при оценке на m используется иррациональность
1к\/%2 и требуется специальный выбор N.

Лемма 11.1. Пусть a, q — произвольная пара чисел с ус-
ловием (a, q) = 1 и

а

Пусть далее N = q2. Тогда

supmin(lMa) I,

Существование сколь угодно большого q и, следовательно,
N, удовлетворяющего лемме 11.1, обеспечивается леммой 2.1
и иррациональностью Xi/K2. Такие N встречаются довольно
редко, но, во всяком случае, их бесконечно много. Эта лемма
неверна, если не производить такой специализации. Напри-
мер, можно показать, что для подходящего %\/%2

Hm sup f-1 S U P min (I f{ (a) [, | f2 (a) | ) ) > 0.

Доказательство леммы 11.1. Предположим, что N ^
&t No(Xi, . . . , У , а е и и Q~NK-V'2. Выберем qh as в соот-
ветствии с леммой 2.1 такими, что

(q,, a , ) = l ,

Первый шаг состоит в том, чтобы показать, что по крайней
мере одно из q\, q2 сравнительно велико. Если бы а\ равня-
лось 0, тогда мы имели бы

|a|<l/(?/Q|M )<#*-*

и, следовательно, а принадлежало бы ЗЭТ, а не т. Таким об-
разом, а] ф 0. Кроме этого, имеем

в, а, / 9,

i + k ) где

Поэтому
_Я1___Я_1£ _ ^ 2 O i _ Л • 8i
Яг Я2а агЦ\ V a\ , -VЯ2а а%Ц\ v a iQ / ч a.2Q )

в силу того, что N и, следовательно, Q велико, дает
1
2

Я,
Л-2

< a2qx

< 2 я,
Я2

И, следовательно,
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Согласно предположению,

Л 2 q '

Отсюда

так что a2qxa — q2axq I < | ад, \jq.

Если левая часть здесь не нуль, то \a2q\\^> q, а если нуль, то
a/q = (q2ai)/(a2qi), что снова дает j cz2<7i j Ŝ> ^. Поскольку
a2 = %2aq2 — 02Q"1 <S qiP, то имеем qxq2 iS> qP~{. Следова-
тельно, ввиду (11.7)

max(quq2)> N"5. (11.13)

Теперь, по неравенству Вейля (лемма 2.4), для / = 1, 2

f,(a) ( А У
Отсюда ввиду (11.13)

mln( | / , (a j | , | / 2 (а) | )<Л^ 1 -в,

что и требовалось.
Для завершения доказательства теоремы 11.2 будем пред-

полагать, что N выбрано специальным образом в соответ-
ствии с леммой 11.1. Пусть

ш, = {а : a s m, | /, (а) | ^ | /2 (а) [}, т 2 = т \ т , .

Согласно (11.3), К(а) <С min(l, а~2). Кроме того, рассужде-
ния, которыми мы получили оценку (11.11), показывают, что

Х+1

II Ь И
1Ф1

da

так что \

Следовательно, по лемме 11.1, если / = 1 или 2,

\

Таким образом, существует положительное б, такое, что

(П.14)
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11.4 Большая дуга

Ввиду (11.12) и (11.14) остается только показать, что для
достаточно большого N

/у(а)\к{а)йа > Ns~k. (11.15)
ffiV-I /

Пусть а е Ш. Ввиду (11.7), (11.8), леммы 2.7 и замечания
после доказательства этой леммы имеем

f, (a) = v, (а) + О (N2v),

N

где »у(а)= J eft/CtpVp. (11.16)
о

Следовательно,

Отсюда ввиду (11.8)

n V < ^ " * " e . (П.17)$(П f/(a)-no/(a)V(a

Заменив переменные в интеграле (11.16), а также заметив,
что

х

есть <§; 1 равномерно по X ̂  0, находим, что

оДаХН-1'*.

Отсюда по (11.7) и (11.8)

Д оу (а) ) /С (а)
. . . /-1 /

i)da< \ a - s / f t d a <

Таким образом,

S f П °/ ^ a ) ) к и d a = S f П u / ( a ) ) ̂  (a

SRV-l / -oo\/^l /
(11.18)
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В силу (11.16)
оо . s

a) tf(a) dp,.

-оо \ / = 1

оо N N

- о о О

Поскольку К(а) -С min(l, a~2) и подынтегральная функция
непрерывна, порядок интегрирования можно изменить. Сле-
довательно, согласно (11.3) и (11.4),

-оо \ / = 1

N N

= 5 dp, . . .

Теперь требуется предположение, что %i/%2 < 0. Рассмотрим
область

Я = {(<х2, . . ., а,) : ЬЫк <

Тогда для достаточно малого б, каков бы ни был элемент
(а2, . . . , a s) e ^?, имеем

2б2Л *̂ < - (Л2а2 + . . . + Х&э) ЯГ1 < | N",

и поэтому каждое ai, такое, что | Л^!-)-••• + ^ s a s | ^ ^ > УД°В'
летворяет неравенствам 62N* < ах < Лг*. Следовательно,

... das J da,,
Л (a2 as)

где ^ ( a 2 , . . . , a s) означает интервал с концами в точках
(— (Л2а2 + . . . + ^S°J) ±-y)^r ' . Очевидно, объем ^ есть
» (Nk)s-1. Поэтому

« \
J Г П о, (а) V (a) da » №

-оо\/«=1 /

что в комбинации с (11.17) и (11.18) дает оценку (11.15)
и, таким образом, завершает доказательство теоремы 11.2.
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11.5 Упражнения

1. (Дэвенпорт, Рот, 1955; Вон, 19746.) Получите теорему 11.1
для любого s ^ Ck log k, где С—подходящая постоянная.

2. Пусть Х\, %2, ^з, ц, ti — действительные числа, Л/ ф- О, T I > 0 ,
Я1Д2 — иррациональное и Л1/Л2 < 0. Покажите, что суще-
ствуют простые ри р2, рг, такие, что

| Up\ + hP2 + hps + ц | < Я

3. (Baker, 1967; Vaughan, 1974a.) Модифицируя рассужде-
ния, использованные в вопросе 2, покажите, что существует
бесконечно много троек простых чисел р\, р2, ръ, таких, что

| А,!/?! + Х2р2 + Л3рз + Ц | < (log max р,)~л.

4. (Бэйкер)1) Пусть F(iV)-vO при iV-voo. Докажите, что
утверждение «для любого достаточно большого N суще-
ствуют простые pi, р2, р3, такие, что р\ < N и |A,i/?i +
+ Я2Р2 + hPi\ > F(N)», может быть ложным для подхо-
дящих Ль %2, %з, для которых %\/%2 > 0 и %i/%% иррацио-
нально.

') Сообщено в разговоре в июне 1973 г.
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