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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ãåîìåòðèåé êîíóñîâ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, â ïåðâóþ î÷åðåäü â
áàíàõîâûõ, íà÷àëè çàíèìàòüñÿ â òðèäöàòûõ ãîäàõ íûíåøíåãî ñòîëåòèÿ â Îäåññå Ì.Ã.
Êðåéí è åãî ó÷åíèêè. Â ïîñòðîåííîé â òî æå âðåìÿ â Ëåíèíãðàäå Ë.Â. Êàíòîðîâè÷åì
îáùåé òåîðèè ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå áûëî òàêæå
óäåëåíî íîðìèðîâàííûì ïîëóóïîðÿäî÷åííûì ïðîñòðàíñòâàì � óñëîâíî ïîëíûì
íîðìèðîâàííûé âåêòîðíûì ðåøåòêàì, ò. å. íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâàì ñ êîíóñîì
ñïåöèàëüíîãî âèäà. Âïîñëåäñòâèè, óæå â ïÿòèäåñÿòûõ ãîäàõ, áîëüøîé âêëàä â
òåîðèþ êîíóñîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ âíåñëè ïðåäñòàâèòåëè âîðîíåæñêîé
ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû âî ãëàâå î Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì. Ñ òåõ ïîð è äî íàñòîÿùåãî
âðåìåíè â ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ ñèñòåìàòè÷åñêè ïîÿâëÿþòñÿ èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ïî
ãåîìåòðèè êîíóñîâ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Óæå ñ ñåðåäèíû ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ ìàòåìàòèêè â ðàçíûõ ñòðàíàõ, ñëåäóÿ
îáùåé ëèíèè ðàçâèòèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ïðèñòóïèëè ê èçó÷åíèþ êîíóñîâ
â ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, îáîáùàÿ, â ÷àñòíîñòè, íàäëåæàùèì
îáðàçîì è ìíîãèå ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå ðàíåå â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ðÿä êíèã, â òîì ÷èñëå ïåðåâåäåííàÿ íà ðóññêèé
ÿçûê êíèãà Õ. Øåôåðà ¾Òîïîëîãè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà¿, â êîòîðûõ
èçëàãàåòñÿ îáùàÿ òåîðèÿ êîíóñîâ â ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îäíàêî
ðàçâèòèå áîëåå îáùåé òåîðèè êîíóñîâ íå ëèøàåò èíòåðåñà ñïåöèàëüíîå èçó÷åíèå
êîíóñîâ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Âî-ïåðâûõ, ìíîãèå ðåçóëüòàòû èìåþò
â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ áîëåå ïðîñòîé âèä è ïîëó÷àþòñÿ çíà÷èòåëüíî
ïðîùå, ÷åì â îáùåì ñëó÷àå, à â òî æå âðåìÿ â ðÿäå ïðèëîæåíèé ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà è ñåé÷àñ ïðîäîëæàþò èãðàòü îñíîâíóþ ðîëü.
Âî-âòîðûõ, â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ êîíóñû ïîääàþòñÿ áîëåå äåòàëüíîìó
èçó÷åíèþ è çäåñü óäàåòñÿ óñòàíîâèòü ðÿä ñïåöèàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîêà åùå
íå ïåðåíåñåííûõ íà îáùèé ñëó÷àé. Ïîýòîìó íàëè÷èå êíèã, ãäå èçëàãàåòñÿ îáùàÿ
òåîðèÿ êîíóñîâ, íå èñêëþ÷àåò, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ïîòðåáíîñòè â íåáîëüøîé
êíèãå, ïîñâÿùåííîé òåîðèÿ êîíóñîâ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Âûøåäøàÿ
â 1962 ãîäó êíèãà Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî ¾Ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé¿ ñîäåðæèò ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëà ïî òåîðèè
êîíóñîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîëó÷èâøåé çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå â áîëåå
ïîçäíèå ãîäû. Â íàñòîÿùåé êíèãå äåëàåòñÿ ïîïûòêà äàòü ñîâðåìåííûé ïîäõîä
ê èçëîæåíèþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ýòîé òåîðèè. Ïðè ýòîì ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ
¾ïðîñòðàíñòâàìè ñ îäíèì êîíóñîì¿. Èçó÷åíèå ïðîñòðàíñòâ ñ äâóìÿ êîíóñàìè
ïîòðåáîâàëî áû ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ îáúåìà êíèãè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, â îòëè÷èå
îò êíèãè Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, ìû âåäåì îñíîâíîå èçëîæåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ (èõ ïîëíîòà íå òðåáóåòñÿ), à êîíóñ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ
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çàìêíóòûì.
Êíèãà íàïèñàíà íà îñíîâå ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ, ïðî÷èòàííûõ àâòîðîì

íåîäíîêðàòíî â Ëåíèíãðàäñêîì, à òàêæå â Êàëèíèíñêîì óíèâåðñèòåòàõ. Îäíàêî â
íåå âêëþ÷åíà òîëüêî òà ÷àñòü ìàòåðèàëà ýòèõ ñïåöêóðñîâ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
ðåêîìåíäîâàíà øèðîêîìó êðóãó ñïåöèàëèñòîâ ïî ðàçíûì ðàçäåëàì ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà. Ðÿä áîëåå òîíêèõ âîïðîñîâ òåîðèè êîíóñîâ, ðåêîìåíäóåìûõ ñïåöèàëèñòàì
ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó â óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ìîæåò ñîñòàâèòü
ñîäåðæàíèå äðóãîãî ïîñîáèÿ. Ëèòåðàòóðó ïî ýòèì âîïðîñàì ìîæíî íàéòè â ñïèñêå,
ïðèâåäåííîé â êîíöà êíèãè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ½ ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè è ôàêòàìè
òåîðèè íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ëèøü â íåáîëüøîì ÷èñëå ñëó÷àåâ â ïðîöåññå
äîêàçàòåëüñòâ èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå áîëåå òîíêèå ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà è òîïîëîãèè. Ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà îòìå÷åíû çíàêîì ∗. Â êîíöå
êíèãè ïîìåùåíî Äîïîëíåíèå, â êîòîðîì èçëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ìåíåå ýëåìåíòàðíûå
ôàêòû, â îñíîâíîì � èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, èñïîëüçóåìûå â òåêñòå.

Ïðèíöèï íóìåðàöèè òåîðåì íå òðåáóåò ïîÿñíåíèé. Ïðè ññûëêàõ íà êàêîé-íèáóäü
ïàðàãðàô êíèãè óêàçûâàþòñÿ òîëüêî íîìåðà ãëàâû è ïàðàãðàôà, íàïðèìåð: IV.3.
Êîíåö äîêàçàòåëüñòâ îòìå÷àåòñÿ çíàêîì ¤.

Ã.ß. Ëîçàíîâñêèé ïðî÷èòàë âñþ ðóêîïèñü êíèãè è âíåñ ðÿä çàìå÷àíèé,
ïîçâîëèâøèõ ñóùåñòâåííî äîïîëíèòü è óëó÷øèòü ïåðâîíà÷àëüíîå èçëîæåíèå. Àâòîð
âûðàæàåò Ã.ß. Ëîçàíîâñêîìó ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð áëàãîäàðèò È.È.
×ó÷àåâà è È.Ô. Äàíèëåíêî, äàâøèõ åìó ìíîãî ïîëåçíûõ ñîâåòîâ, Î.Ñ. Êîðñàêîâó,
È.Ï. Êîñòåíêî è Ã.ß. Ðîòêîâè÷à, òàêæå ïðî÷èòàâøèõ âñþ ðóêîïèñü è îêàçàâøèõ
ïîìîùü ïðè îêîí÷àòåëüíîì ðåäàêòèðîâàíèè êíèãè.
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I. ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÅ ÂÅÊÒÎÐÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ò. å. âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, ëàòèíñêèå áóêâû
x, y, z, . . . îáîçíà÷àþò ýëåìåíòû èç X, à ãðå÷åñêèå λ, µ, . . . � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

� 1. ÊÎÍÓÑ Â ÂÅÊÒÎÐÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî K ⊂ X íàçûâàåòñÿ êëèíîì, åñëè:
1) x, y ∈ K, λ, µ ≥ 0 =⇒ λx + µy ∈ K.

Åñëè æå êëèí K óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ
2) x,−x ∈ K =⇒ x = 0,

òî îí íàçûâàåòñÿ êîíóñîì. Èíîãäà êëèí, íå óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ 2), íàçûâàþò
íåñîáñòâåííûì êîíóñîì.

Èç îïðåäåëåíèÿ êëèíà K ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî 0 ∈ K. Óñëîâèå 1) îçíà÷àåò, ÷òî
êëèí � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âìåñòå ñ ëþáûì ñâîèì
ýëåìåíòîì x 6= 0 îíî ñîäåðæèò è âåñü ëó÷, èñõîäÿùèé èç 0 è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç x. Â
÷àñòíîñòè, êëèí ìîæåò ñîäåðæàòü è âñþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0 è x. Óñëîâèå
2) îçíà÷àåò, ÷òî êîíóñ íå ìîæåò ñîäåðæàòü òàêîé ïðÿìîé. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñðàçó
âûòåêàåò, ÷òî åñëè x, y ∈ K è x + y = 0, òî x = y = 0. Íàçîâåì êîíóñ íóëåâûì,
åñëè îí ñîñòîèò èç îäíîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà. Âñå ïðîñòðàíñòâî X ìîæåò ñëóæèòü
òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì êëèíà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R2 (åãî
âñåãäà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîñêîñòü). Íåíóëåâîé êîíóñ â R2 ýòî ëþáîé
çàìêíóòûé èëè íåçàìêíóòûé ñåêòîð ñ âåðøèíîé â 0 è ñ óòëîì ðàñòâîðà, ìåíüøèé
π, à òàêæå íåçàìêíóòûé ñåêòîð ñ óãëîì ðàñòâîðà π, ò. å. ïîëóïëîñêîñòü (ñì. ðèñ. 1).
Ñåêòîð ìîæåò áûòü è âûðîæäåííûì � îäíîìåðíûì, ò. å. ñâîäèòüñÿ ê îäíîìó ëó÷ó,
èñõîäÿùåìó èç 0 (ñåêòîð ñ óãëîì ðàñòâîðà, ðàâíûì 0). Çàìêíóòàÿ ïîëóïëîñêîñòü
è âñÿ ïëîñêîñòü � íåñîáñòâåííûå êîíóñû. Ïðèìåð íåçàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè
ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíóñ ìîæåò ñîäåðæàòü öåëóþ ïðÿìóþ, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0.

Ðèñ. 1
ßñíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ êëèíîâ � òîæå êëèí, à ïåðåñå÷åíèå êëèíà è êîíóñà

(â ÷àñòíîñòè, ïåðåñå÷åíèå äâóõ êîíóñîâ) � êîíóñ.
Îïðåäåëåíèå. Êëèí K íàçûâàåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì, åñëè X = K − K, ò. å.

ëþáîé ýëåìåíò èç X ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ýëåìåíòîâ êëèíà K.
Â ïðîñòðàíñòâå R2 âîñïðîèçâîäÿùèì êëèíîì áóäåò ëþáîé ñåêòîð ñ óãëîì

ðàñòâîðà, áîëüøèì 0.
Ðàññìîòðèì îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîíóñîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå,

èñïîëüçóåìûé â äàëüíåéøåì. Ïóñòü F ⊂ X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì 0 /∈ F .
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Ñîñòàâèì ìíîæåñòâî (ðèñ. 2)

K(F ) =
⋃

0≤α<+∞
αF = {x ∈ X : ∃z ∈ F, ∀λ ≥ 0 : x = αz}.

Ïîêàæåì, ÷òî K(F ) � êîíóñ, è áóäåì íàçûâàòü ýòîò êîíóñ íàòÿíóòûì íà
ìíîæåñòâî F .

Ðèñ. 2
Ïðîâåðèì, ÷òî åñëè x, y ∈ K(F ), òî x + y ∈ K(F ). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x = αz,

y = βu, ãäå α, β > 0, z, u ∈ F (ñëó÷àé, êîãäà α èëè β ðàâíî 0, òðèâèàëåí.). Òîãäà

x + y = (α + β)v, ãäå v =
α

α + β
z +

β

α + β
u.

Íî âñëåäñòâèå âûïóêëîñòè F , v ∈ F , à ïîòîìó x + y = (α + β)F ⊂ K(F ). Òåïåðü
óæå ÿñíî, ÷òî K(F ) � êëèí. Äîïóñòèì, ÷òî ±x ∈ K(F ) ïðè x 6= 0. Ïîëàãàÿ y =
−x è èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå îáîçíà÷åíèÿ, íàõîäèì, ÷òî v = 0, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
âêëþ÷åíèÿ v ∈ F . Òàêèì îáðàçîì, K(F ) � êîíóñ.

� 2. ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÈÅ ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Ïóñòü â X çàäàí êîíóñ K. Ñ åãî ïîìîùüþ ââåäåì â X ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå,
ïîëàãàÿ x ≥ y (èëè y ≤ x), åñëè x − y ∈ K. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè
íåðàâåíñòâî x ≥ 0 îçíà÷àåò, ÷òî x ∈ K, è ïîòîìó ýëåìåíòû êîíóñà K áóäåì
íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûìè. Ýëåìåíòû êîíóñà −K (ýòî, î÷åâèäíî, êîíóñ) íàçîâåì
îòðèöàòåëüíûìè1. Îòíîñèòåëüíî ïðî÷èõ ýëåìåíòîâ, íå âõîäÿùèõ â K∪(−K), áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî îíè íå ñðàâíèìû ñ íóëåì. Òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x è y íå ñðàâíèìû
ìåæäó ñîáîé, åñëè x− y íå ñðàâíèì ñ íóëåì.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ââåäåííîãî â X óïîðÿäî÷åíèÿ, íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàþùèå èç îïðåäåëåíèÿ:

1) x ≥ y, y ≥ z =⇒ x ≥ z (òðàíçèòèâíîñòü ïîðÿäêà);
2) x ≥ ∀x ∈ X (ðåôëåêñèâíîñòü);
3) x ≥ y, y ≥ x =⇒ x = y (àíòèñèììåòðè÷íîñòü);
4) x ≥ y =⇒ x + z ≥ y + z, ∀z ∈ X;
5) x ≥ y =⇒ λx ≥ λy ∀λ ≥ 0;
6) x ≥ y =⇒ λx ≤ λy ∀λ ≤ 0.
Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü x ∈ X ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì è ïèñàòü x > 0, åñëè x ∈ K,

íî x 6= 0. Àíàëîãè÷íî ïèøåì x > y, åñëè x− y > 0.
Íàïðèìåð, åñëè X = R2, à êîíóñ K ñîñòîèò èç 0 è âñåõ âåêòîðîâ x = (ξ1, ξ2) ñ

êîîðäèíàòàìè ξ1, ξ2 > 0, òî x > y (y = (η1, η2)) îçíà÷àåò, ÷òî ξ1 > η1, ξ2 > η2.
Óïîìÿíåì åùå, ÷òî, êàê ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà, íåðàâåíñòâà

(îäíîãî ñìûñëà) äîïóñêàþò ïî÷ëåííîå ñëîæåíèå, à òàêæå ïðèâåäåì ñëåäóþùåå
ïðîñòîå ïðåäëîæåíèå: åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x è y âûïîëíåíû îáà íåðàâåíñòâà ±x ≤ y,
òî y ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïî÷ëåííî ñêëàäûâàÿ äàííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî
0 ≤ 2y, à òîãäà è y ≥ 0.

1Îòìåòèì, ÷òî 0 âõîäèò â ÷èñëî è ïîëîæèòåëüíûõ, è îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, íî äðóãèõ
ýëåìåíòîâ, îòëè÷íûõ îò 0 è îäíîâðåìåííî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ, íåò.
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Âñÿêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì îïðåäåëåíî áèíàðíîå îòíîøåíèå
≥, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì 1)�5) (óñëîâèå 6) åñòü ñëåäñòâèå èç 5), íàçûâàåòñÿ
óïîðÿäî÷åííûì (èëè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì) âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðè
ýòîì ñîâîêóïíîñòü K ýëåìåíòîâ x ≥ 0 îêàçûâàåòñÿ êîíóñîì, à ÷àñòè÷íîå
óïîðÿäî÷åíèå, ïîðîæäàåìîå ýòèì êîíóñîì, ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì. Ïîýòîìó
âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ êîíóñîì è óïîðÿäî÷åííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ïî
ñóùåñòâó, îäíî è òî æå, à óïîðÿäî÷åííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (ÓÂÏ) ìîæíî
íàçûâàòü ïàðó (X,K), ãäå X � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à K � êîíóñ
ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â íåì. Îäíàêî äëÿ êðàòêîñòè, ìû ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü
âòîðóþ êîìïîíåíòó ýòîé ïàðû è ãîâîðèòü: ÓÂÏ X.

Èòàê, ïóñòü X � ÓÂÏ. Íàëè÷èå ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò ââåñòè â X ïîíÿòèå
èíòåðâàëà. Èìåííî, åñëè y, z ∈ X è y ≤ z, òî èíòåðâàëîì ñ êîíöàìè y è z íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

[y, z] = {x ∈ X : y ≤ x ≤ z}2.
Íàïðèìåð, åñëè X = R2, à êîíóñ K ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
êîîðäèíàòàìè, òî èíòåðâàë [y, z] èçîáðàæàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, óêàçàííûì íà ðèñ.
3. Äàëåå ââåäåì â X ïîíÿòèå ìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó èëè ñíèçó, à òàêæå
ïîíÿòèå òî÷íûõ ãðàíèö (ãðàíåé). Òàê, íàïðèìåð, âåðõíåé ãðàíüþ (ñóïðåìóìîì)
íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà E ⊂ X íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò z ∈ X,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Ðèñ. 3
à) x ≤ z ∀x ∈ E (z � âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà E),
á) åñëè x ≤ y ∀x ∈ E, òî x ≤ y (z � íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà E).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü (èíôèìóì).
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàíè â ÓÂÏ îáëàäàþò ìíîãèìè îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè

ãðàíåé â ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, åñëè sup E ñóùåñòâóåò, òî äëÿ
ëþáîãî y ∈ X

y + sup E = sup(E + y).

Åñëè E, F ⊂ X è sup E è sup F ñóùåñòâóþò, òî

sup E + sup F = sup(E + F ).

Îäíàêî íå âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî E èìååò âåðõíþþ ãðàíü, à
èç óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ýëåìåíò y íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé ìíîæåñòâà E, âûòåêàåò
ëèøü òî, ÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ E, äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî x ≤ y íå âûïîëíÿåòñÿ, íî
ýòîò x ìîæåò áûòü íåñðàâíèìûì ñ y.

Îòìåòèì ñëåäóþùåå ïðîñòîå ïðåäëîæåíèå: äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ K â ÓÂÏ
(X,K) áûë âîñïðîèçâîäÿùèì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëþáîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç X áûëî îãðàíè÷åíî ñâåðõó (èëè ñíèçó).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè K � âîñïðîèçâîäÿùèé, à xi ∈ X (i = 1, 2, . . . , n), òî êàæäûé
xi ïðåäñòàâèì â âèäå xi = yi − zi, ãäå yi, xi ∈ K, è ïîòîìó âñå xi ≤ y

n∑
i=1

yi. Îáðàòíî,
åñëè ìíîæåñòâî èç äâóõ ýëåìåíòîâ x è 0 îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ñóùåñòâóåò òàêîé
y ∈ K, ÷òî y ≥ x, è, ñëåäîâàòåëüíî¿ y − x ∈ K. Ïðè ýòîì x = y − (y − x).

2Ìû óïîòðåáëÿåì òåðìèí ¾èíòåðâàë¿ ïîñêîëüêó â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå îòðåçêîì ñ êîíöàìè
y è z îáû÷íî íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ âèäà x = λy + (1− λ)z, ãäå 0 ≤ λ ≤ 1.
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Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè íå ïðåäïîëàãàòü êîíóñ K âîñïðîèçâîäÿùèì, ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç X îãðàíè÷åíî
ñâåðõó, òî îíî îãðàíè÷åíî è ñíèçó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü xi ∈ X xi ≤ x (i =

1, 2, . . . , n). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà êàæäûé xi ≥ y, ãäå y =
n∑

i=1

xi − (n− 1)x.
Îïðåäåëåíèå 1. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî E ⊂ X íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì ïî

âîçðàñòàíèþ (óáûâàíèþ), åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ E ñóùåñòâóåò òàêîé x3 ∈ E, ÷òî
x3 ≥ x1, x2 (x3 ≤ x1, x2).

Îïðåäåëåíèå 2. ÓÂÏ X íàçûâàåòñÿ äåäåêèíäîâî ïîëíûì, åñëè ëþáîå
íàïðàâëåííîå ïî âîçðàñòàíèþ, îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç X èìååò
ñóïðåìóì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â äåäåêèíäîâî ïîëíîì ÓÂÏ ëþáîå íàïðàâëåííîå ïî óáûâàíèþ,
îãðàíè÷åííîå ñíèçó ìíîæåñòâî E ýëåìåíòîâ èìååò èíôèìóì. Ïðè ýòîì

inf E = − sup(−E).

Ïðîñòîé ïðèìåð äåäåêèíäîâî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåò n-ìåðíîå
êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, â êîòîðîì âåêòîð x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ≥ 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîîðäèíàòû ξi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n). Çäåñü íåïóñòîå
îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èìååò ñóïðåìóì, ïðè÷åì ýòîò ñóïðåìóì
âû÷èñëÿåòñÿ ïîêîîðäèíàòíî.

Îïðåäåëåíèå 3. ÓÂÏ X íàçûâàåòñÿ äåäåêèíäîâî σ-ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ
âîçðàñòàþùàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç X (x1 ≤ x2 ≤
x3 ≤ . . . ≤ y) èìååò ñóïðåìóì.

Òàê æå î÷åâèäíî, ÷òî â äåäåêèíäîâî σ-ïîëíîì ÓÂÏ ëþáàÿ óáûâàþùàÿ,
îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ (x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ . . . ≥ y) èìååò
èíôèìóì, ïðè÷åì inf xn = − sup(−xn).

Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: xn ↑ îçíà÷àåò, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàåò, xn ↓ îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàåò.
Áåëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ýëåìåíòîì y, ìû áóäåì
ïèñàòü xn ↑ y.

� 3. ÏÐÈÍÖÈÏ ÀÐÕÈÌÅÄÀ

Îïðåäåëåíèå. ÓÂÏ X íàçûâàåòñÿ àðõèìåäîâûì, åñëè â íåì âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óñëîâèå, íàçûâàåìîå ïðèíöèïîì Àðõèìåäà: åñëè x, y ∈ X è nx ≤ y äëÿ
ëþáîãî n ∈ N (N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë), òî x ≤ 0 (ò. å. x ∈ −K)3.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè íàòóðàëüíûå n ìîæíî çàìåíèòü ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë λn → +∞, èíûìè ñëîâàìè, â àðõèìåäîâîì ÓÂÏ âåðíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè λnx ≤ y, ïðè÷åì λn → +∞, òî x ≤ 0. Íå óìåíüøàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λn ↑ +∞. Åñëè λn ≤ λ ≤ λn+1, òî λ = αλn + βλn+1,
ãäå α, β ≥ 0 è α + β = 1, à òîãäà ÿñíî, ÷òî λx ≤ y. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîå
γ > 0, ÷òî λx ≤ y ïðè λ ≥ γ, à òîãäà nγx ≤ y ïðè n ∈ N è ïî îñíîâíîé ôîðìóëèðîâêå
ïðèíöèïà Àðõèìåäà γx ≤ 0, ñëåäîâàòåëüíî è x ≤ 0.

3Íåêîòîðûå ó÷åíûå, íàïðèìåð, Ã. Áèðêãîô, íàçûâàþò àðõèìåäîâî ïðîñòðàíñòâî öåëîçàìêíóòûì,
à ïðèíöèïîì Àðõèìåäà íàçûâàþò íåñêîëüêî áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå: åñëè nx ≤ y ïðè ëþáîì
n = 0,±1,±2, . . ., òî x = 0.
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Êàê èçâåñòíî, â ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïðè åãî åñòåñòâåííîì
óïîðÿäî÷åíèè ïðèíöèï Àðõèìåäà âûïîëíåí.

Òåîðåìà I.3.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÓÂÏ (X,K) áûëî àðõèìåäîâûì, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî x ∈ K èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
n∈N

{
1

n
x

}
= 0. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X àðõèìåäîâî. ßñíî, ÷òî 0 ≤ 1

n
x äëÿ ëþáîãî x ≥ 0.

Åñëè y ≤ 1

n
x äëÿ ëþáîãî n ∈ N, òî ny ≤ x, è ïîòîìó y ≤ 0. Òàêèì îáðàçîì, (1)

âûïîëíåíî. Îáðàòíî, ïóñòü óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî è ïóñòü nx ≤ y äëÿ ëþáîãî
n ∈ N. Çàìåíÿÿ n íà n + 1, ìû ñðàçó ïîëó÷èì, ÷òî nx ≤ y − x èëè x ≤ 1

n
(y − x) äëÿ

ëþáîãî n ∈ N. Òàê êàê y − x ≥ 0, òî

inf

{
1

n
(y − x)

}
= 0,

è ïîòîìó x ≤ 0. ¤
Ñìûñë ïðèíöèïà Àðõèìåäà ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå îò÷åòëèâûì, åñëè ó÷åñòü, ÷òî

â ïðîèçâîëüíîì ÓÂÏ (X,K) âåðíî ëèøü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà. Åñëè x ∈ K è åñëè inf

n∈N

{
1

n
x

}
ñóùåñòâóåò, òî îí ðàâåí 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè y = inf
n∈N

{
1

n
x

}
, òî y ≥ 0. Íî y ≤ 1

2n
x äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

ñëåäîâàòåëüíî, 2y ≤ 1

n
x (n ∈ N), è ïîýòîìó 2y ≤ y, ò. å. y ≤ 0. Òåì ñàìûì y = 0. ¤

Òåîðåìà I.3.2. Âñÿêîå äåäåêèíäîâî σ-ïîëíîå ÓÂÏ (X, K) àðõèìåäîâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå inf

n∈N

{
1

n
x

}
äëÿ ëþáîãî x ∈ K îáåñïå÷èâàåòñÿ

äåäåêèíäîâîé σ-ïîëíîòîé ïðîñòðàíñòâà X, à òîãäà îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó è
ïðåäûäóùóþ òåîðåìó. ¤

Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè ÓÂÏ (X, K) àðõèìåäîâî, òî êîíóñ K íå ìîæåò ñîäåðæàòü
íèêàêîé ïðÿìîé (ñð. I.1). Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ {x±λy} ⊂
K (0 ≤ λ < +∞). Òîãäà ±λy ≤ x è ïî ïðèíöèïó Àðõèìåäà ±y ≤ 0, ò. å. y = 0.

Òåîðåìà I.3.3. Åñëè ÓÂÏ X àðõèìåäîâî è x ≥ 0, à ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ
÷èñåë {λα} (α ∈ A) îãðàíè÷åíî ñâåðõó è λ = sup λα, òî

λx = sup
α
{λαx}.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííîãî ñíèçó.
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî λx ≥ λαx äëÿ ëþáîãî α ∈ A. Ïóñòü y ≥ λαx äëÿ

ëþáîãî α ∈ A. Ïðè êàæäîì n ∈ N ñóùåñòâóåò α ∈ A, äëÿ êîòîðîãî λα > λ − 1

n
, è

ïîòîìó y ≥
(

λ− 1

n

)
x. Îòñþäà n(λx− y) ≤ x è, ïî ïðèíöèïó Àðõèìåäà, λx− y ≤ 0,

ò. å. λx ≤ y. ¤
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� 4. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ, ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÈÅÌ

Â ÓÂÏ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ äâà âèäà ñõîäèìîñòè. Ïðè ýòîì íàì
ïðèäåòñÿ ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî îáû÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íî è
íàïðàâëåíèÿ (èíà÷å íàçûâàåìûå îáîáùåííûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè). Íàïîìíèì
ýòî ïîíÿòèå. Ïóñòü çàäàíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A = {α} è êàæäîìó
èíäåêñó α ∈ A ñîïîñòàâëåí ýëåìåíò xα ∈ X. Åñëè ìíîæåñòâî A íàïðàâëåíî ïî
âîçðàñòàíèþ â òîì ñìûñëå, êàê ýòî îïðåäåëåíî â 1.2, òî ôóíêöèÿ {xα} íàçûâàåòñÿ
íàïðàâëåíèåì. ×àñòíûì ñëó÷àåì íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáû÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn}, ãäå èíäåêñû � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Íàïðàâëåíèå íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùèì
(óáûâàþùèì), åñëè α ≤ β (α, β ∈ A) âëå÷åò xα ≤ xβ (xα ≥ xβ). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ìîíîòîííûõ íàïðàâëåíèé ìû èñïîëüçóåì çàïèñü xα ↑ (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, xα ↓).

Ïîðÿäêîâàÿ èëè (o)-ñõîäèìîñòü: xα
(o)−→ x, åñëè ñóùåñòâóþò äâà ¾ñæèìàþùèõ¿

ìîíîòîííûõ íàïðàâëåíèÿ, óáûâàþùåå {yβ} è âîçðàñòàþùåå {zγ}, îáëàäàþùèå
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ ëþáûõ β è γ ñóùåñòâóåò òàêîå α0 ∈ A, ÷òî

zγ ≤ xα ≤ yβ ïðè α ≥ α0 è x = inf yβ = sup zγ.

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî è ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îäíàêî äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ áîëåå ïðîñòûì îïðåäåëåíèåì: xn

(o)−→ x, åñëè
ñóùåñòâóþò òàêèå ¾ñæèìàþùèå¿ ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óáûâàþùàÿ {yn}
è âîçðàñòàþùàÿ {zn}, ÷òî

zn ≤ xn ≤ yn ∀n ∈ N è x = inf yn = sup zn.

Èìåííî òàê ìû è áóäåì â äàëüíåéøåì ïîíèìàòü (o)-ñõîäèìîñòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
ðå÷ü áóäåò èäòè î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ
(o)-ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ¾ñæèìàþùèõ¿ íàïðàâëåíèé è ñ
ïîìîùüþ ¾ñæèìàþùèõ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå ðàâíîñèëüíû (ñì., íàïðèìåð, [13]).

Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿþòñÿ åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà è äðóãèå ïðîñòåéøèå åãî
ñâîéñòâà, íàïðèìåð:

à) ñîîòíîøåíèÿ xα
(o)−→ x è xα − x

(o)−→ 0 ðàâíîñèëüíû;
á) åñëè xα

(o)−→ x, yα
(o)−→ y, òî λxα + µyα

(o)−→ λx + µy ïðè ëþáûõ λ è µ;
â) äëÿ âîçðàñòàþùåãî (óáûâàþùåãî) íàïðàâëåíèÿ ñîîòíîøåíèå xα

(o)−→ x
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x = sup xα (x = inf xα). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ (o)-ñõîäèìîñòè
ìîíîòîííûõ íàïðàâëåíèé ìû òàêæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ âåðòèêàëüíûìè ñòðåëêàìè:
xα ↑ x èëè, ñîîòâåòñòâåííî, xα ↓ x.

Ñõîäèìîñòü ñ ðåãóëÿòîðîì èëè (r)-ñõîäèìîñòü (çäåñü äëÿ ïðîñòîòû ìû
îãðàíè÷èìñÿ îïðåäåëåíèåì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé): xn

(r)−→ x, åñëè ñóùåñòâóþò
òàêîé u ∈ K (íàçûâàåìûé ðåãóëÿòîðîì ñõîäèìîñòè) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λn → +0,
÷òî

±(xn − x) ≤ λnu. (2)

ßñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn} ìîæíî ñ÷èòàòü óáûâàþùåé.
Â îòëè÷èå îò (o)-ïðåäåëà (r)-ïðåäåë â ÓÂÏ ìîæåò íå áûòü åäèíñòâåííûì,

íàïðèìåð, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå x è y, ÷òî 0 < nx ≤ y ∀n ∈ N, òî±x ≤ 1

n
y, è ïîòîìó
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = x
(r)−→ 0. Â òî æå âðåìÿ î÷åâèäíî, ÷òî xn

(r)−→ x. Ïðèìåðîì
ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì òðåáóåìûå x è y ñóùåñòâóþò, ìîæåò ñëóæèòü ïðîñòðàíñòâî
R2 ñ ¾ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì¿ óïîðÿäî÷åíèåì: ïîëîæèòåëüíûìè ñ÷èòàþòñÿ âñå
ýëåìåíòû x = (ξ1, ξ2), ó êîòîðûõ èëè ξ1 > 0, a ξ2 � ëþáîå, èëè ξ1 = 0, a ξ2 ≥ 0 (êîíóñ
K � ¾ïîëóçàìêíóòàÿ¿ ïîëóïëîñêîñòü). Â òàêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïîëîæèòü
x = (0, 1), y = (1, 0).

Òåîðåìà I.4.1. Åñëè ÓÂÏ X àðõèìåäîâî, òî èç xn
(r)−→ x âûòåêàåò, ÷òî xn

(o)−→
x è, â ÷àñòíîñòè, (r)-ïðåäåë � åäèíñòâåííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn
(r)−→ x ñ ðåãóëÿòîðîì u. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî

íåðàâåíñòâàì (2) è òåîðåìå I.3.3,

−λnu ≤ xn − x ≤ λnu (λn ↓ 0), inf {λnu} = sup {−λnu} = 0,

è ïîòîìó xn − x
(o)−→ 0, ò. å. xn

(o)−→ x. ¤
×òî êàñàåòñÿ îòìå÷åííûõ âûøå äëÿ (o)-ñõîäèìîñòè ñâîéñòâ à) è á), òî îíè

ïåðåíîñÿòñÿ è íà (r)-ñõîäèìîñòü. Ïðè ýòîì ñâîéñòâî á) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:
åñëè xn

(r)−→ x ñ ðåãóëÿòîðîì u, yn
(r)−→ y ñ ðåãóëÿòîðîì v, òî λxn +µyn

(r)−→ λx+µy ïðè
ëþáûõ λ è µ ñ ðåãóëÿòîðîì u + v. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñîâåðøåííî
ýëåìåíòàðíî.

Íå âõîäÿ â ïîäðîáíîñòè, óïîìÿíåì, ÷òî äëÿ îáîèõ âèäîâ ñõîäèìîñòè âîïðîñ î
ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ïðîèçâåäåíèè ïî ñêàëÿðíîìó ñîìíîæèòåëþ ðåøàåòñÿ â ÓÂÏ
çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ò. å. èç λn → λ ìîæåò íå âûòåêàòü, ÷òî λnx → λx â ñìûñëå
(o)- èëè (r)-ñõîäèìîñòè. Îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÓÂÏ (X, K) àðõèìåäîâî, à
êîíóñ K âîñïðîèçâîäÿùèé, òî èç xn

(o)−→ x
( (r)−→ )

è λn → λ âûòåêàåò, ÷òî λnxn
(o)−→ λx

( (r)−→ )
.

� 5. ÂÅÊÒÎÐÍÛÅ ÐÅØÅÒÊÈ

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîé ðåøåòêîé (èëè K-ëèíåàëîì) íàçûâàåòñÿ òàêîå ÓÂÏ
(X,K), â êîòîðîì äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà èç äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ñóùåñòâóåò âåðõíÿÿ
ãðàíü: sup(x, y) (èíà÷å îáîçíà÷àåòñÿ x ∨ y).

Ïî èíäóêöèè ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â âåêòîðíîé ðåøåòêå ëþáîå êîíå÷íîå
(íåïóñòîå) ìíîæåñòâî èìååò ñóïðåìóì, à òîãäà îíî èìååò è èíôèìóì (ñì. 1.2).
Èíôèìóì (inf) îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ çíàêà ∧. Ïðè ýòîì

x1 ∧ x2 ∧ . . . ∧ xn = −[(−x1) ∨ (−x2) ∨ . . . ∨ (−xn)].

Ãåîìåòðè÷åñêè íàëè÷èå x ∨ y îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ¾òðàíñëèðîâàííûõ
êîíóñîâ¿ Kx = K + x è Ky = K + y åñòü ñíîâà òðàíñëèðîâàííûé êîíóñ Kz = K + z.
Ýòîò ýëåìåíò z è ðàâåí x ∨ y. Êîíóñ K, îáëàäàþùèé òàêèì ñâîéñòâîì ïðè ëþáûõ x
è y, íàçûâàåòñÿ ìèíèýäðàëüíûì.

Ðèñ. 4
Òî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå òðàíñëèðîâàííûõ êîíóñîâ ìîæåò íå áûòü

òðàíñëèðîâàííûì êîíóñîì, îáíàðóæèâàåòñÿ óæå ïðè èçó÷åíèè êîíóñîâ â R2 (ñì.
ðèñ. 4, íà êîòîðîì â ïåðåñå÷åíèå Kx ∩ Ky åãî ¾âåðøèíà¿ u íå ïîïàäàåò). Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ñðåäè êîíóñîâ â R2 ìèíèýäðàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âñå çàìêíóòûå
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êîíóñû, êðîìå îäíîìåðíîãî, à òàêæå ïîëóçàìêíóòàÿ ïîëóïëîñêîñòü. Â R3 óæå ñðåäè
çàìêíóòûõ êîíóñîâ åñòü íå ìèíèýäðàëüíûå, íàïðèìåð, ¾êðóãëûé¿. Âîîáùå, äëÿ
êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùóþ
õàðàêòåðèñòèêó ìèíèýäðàëüíîãî êîíóñà: äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ K â n-ìåðíîì
àðõèìåäîâîì ÓÂÏ (X,K) áûë ìèíèýäðàëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
êîíóñ K áûë íàòÿíóò íà íåêîòîðûé (n − 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ F ñ ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûìè âåðøèíàìè.

Íåîáõîäèìîñòü ýòîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò ñðàçó èç òåîðåìû À.È. Þäèíà îá
èçîìîðôèçìå àðõèìåäîâîé n-ìåðíîé âåêòîðíîé ðåøåòêè åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó Rn

ñ åñòåñòâåííûì ïîêîîðäèíàòíûì óïîðÿäî÷åíèåì (ñì. [9] , ñòð. 89). Áëàãîäàðÿ ýòîìó
èçîìîðôèçìó çà F ìîæíî ïðèíÿòü ñèìïëåêñ, íàòÿíóòûé íà êîîðäèíàòíûå îðòû.
Äîñòàòî÷íîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç áîëåå ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé. Åñëè K = K(F ), ãäå F
� ñèìïëåêñ, íàòÿíóòûé íà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå âåêòîðû e1, . . . , en, òî K ñîñòîèò èç
âñåõ âåêòîðîâ âèäà x =

n∑
i=1

λiei, ãäå λi ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñèñòåìó {e1, . . . , en}
ïðèíÿòü çà áàçèñ â X, òî óïîðÿäî÷åíèå â X áóäåò ïîêîîðäèíàòíûì, à òîãäà X �
àðõèìåäîâà âåêòîðíàÿ ðåøåòêà.

Âåêòîðíûì ðåøåòêàì ïîñâÿùåíà ñïåöèàëüíàÿ ëèòåðàòóðà4, è ìû áóäåì
ïðèâîäèòü íåîáõîäèìûå íàì ñâåäåíèÿ î íèõ áåç äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X
ïîëîæèì

x+ = x ∨ 0, x− = (−x) ∨ 0, |x| = x+ + x− = x ∨ (−x)

(x+, x− � ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè ýëåìåíòà x, |x| � åãî ìîäóëü).
Èçâåñòíî, ÷òî x = x+−x−, ñëåäîâàòåëüíî, â âåêòîðíîé ðåøåòêå êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ � âîñïðîèçâîäÿùèé. Êðîìå òîãî,

−|x| ≤ x ≤ |x|.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â âåêòîðíîì ÓÂÏ X êîíóñ K � âîñïðîèçâîäÿùèé, òî ïðè
ïðîâåðêå åãî ìèíèýäðàëüíîñòè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïîëîæèòåëüíûìè x è y.
Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ñóùåñòâîâàíèå x ∨ y äîêàçàíî äëÿ ëþáûõ x, y ≥ 0, òî
X � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x = u1 − v1, y = u2 − v2, ãäå
u1, u2, v1, v2 ≥ 0. Ïîëîæèì

x1 = x + v1 + v2, y1 = y + v1 + v2.

Òîãäà x1, y1 ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, x1 ∨ y1 ñóùåñòâóåò. Íî òåïåðü óæå äî îáùåìó
ñâîéñòâó ãðàíåé ñóùåñòâóåò è

x ∨ y = (x1 ∨ y1)− (v1 + v2).

Îïðåäåëåíèå. K-ïðîñòðàíñòâîì (èëè ïðîñòðàíñòâîì Êàíòîðîâè÷à)
íàçûâàåòñÿ òàêàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, â êîòîðîé âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå
ñâåðõó ìíîæåñòâî èìååò ñóïðåìóì.

Äâîéñòâåííûì îáðàçîì â K-ïðîñòðàíñòâå âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó
ìíîæåñòâî èìååò èíôèìóì.

4Ñì., íàïðèìåð: Á.Ç. Âóëèõ, [9] èëè W.A.J. Luxemburg è A.C. Zaanen. Riesz spaces, I (North-
Holland, 1971). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå âåêòîðíûå ðåøåòêè ÷àñòî íàçûâàþò
ïðîñòðàíñòâàìè Ðèññà, íî ýòî íàçâàíèå, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, èñòîðè÷åñêè íå îáîñíîâàíî.
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K-ïðîñòðàíñòâà è ñîñòàâëÿþò òîò îñíîâíîé êëàññ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå
áûëè îïðåäåëåíû è èçó÷åíû Ë.Â. Êàíòîðîâè÷åì ïðè ïîñòðîåíèè èì òåîðèè
ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà I.5.1. Åñëè âåêòîðíàÿ ðåøåòêà X äåäåêèíäîâî ïîëíà, òî X � K-
ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E ⊂ X � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî.
Ïðèñîåäèíÿÿ ê íåìó ñóïðåìóìû âñåõ åãî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî
E1, ïðè÷åì ñîâîêóïíîñòè âåðõíèõ ãðàíèö ìíîæåñòâ E è E1 ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè âåðõíèõ ãðàíèö ìíîæåñòâà E1 åñòü íàèìåíüøàÿ.
Íî ýòî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ äåäåêèíäîâîé ïîëíîòû, òàê êàê ìíîæåñòâî E1

íàïðàâëåíî ïî âîçðàñòàíèþ. ¤
Îïðåäåëåíèå. Kσ-ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, â êîòîðîé

âñÿêîå ñ÷åòíîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî èìååò ñóïðåìóì.
Åùå ïðîùå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äåäåêèíäîâî σ-ïîëíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà � Kσ-

ïðîñòðàíñòâî.
Ïî òåîðåìå I.3.2 âñÿêîå Kσ-ïðîñòðàíñòâî � àðõèìåäîâî. Ïîêàæåì, ÷òî

â âåêòîðíîé ðåøåòêå ïðèíöèï Àðõèìåäà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî áîëåå
ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü ¾ïðèíöèïîì Àðõèìåäà íà êîíóñå
ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ¿: åñëè x ≥ 0 è nx ≤ y ∀n ∈ N, òî x = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè nx ≤ y ∀n ∈ N, òî nx+ ≤ y+, îòêóäà ïî ïðèíöèïó Àðõèìåäà
íà êîíóñå x+ = 0, ñëåäîâàòåëüíî, x = −x− ≤ 0.

Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ïðèíöèï Àðõèìåäà â ïîëíîì îáúåìå èç ïðèíöèïà
Àðõèìåäà íà êîíóñå íå âûòåêàåò. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì: X = R2,
K � îòêðûòàÿ ïîëóïëîñêîñòü ξ1 > 0, äîïîëíåííàÿ íóëåì. Åñëè x ≥ 0 è

nx ≤ y ∀n ∈ N (x = (ξ1, ξ2), y = (η1, η2)),

òî nξ1 ≤ η1 ∀n ∈ N, è ïîòîìó ξ1 = 0, à òîãäà è x = 0. Â òî æå âðåìÿ, åñëè x = (0, 1),
y = (1, 0), òî nx < y ∀n ∈ N, íî x 6∈ −K.

� 6. ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÅ ËÈÍÅÉÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÛ

Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à K � êëèí â íåì (â ÷àñòíîñòè, X � ÓÂÏ).
Ïî-ïðåæíåìó áóäåì ïèñàòü x ≥ y, åñëè x − y ∈ K, õîòÿ ñåé÷àñ îòíîøåíèå ≥ ìîæåò
íå áûòü óïîðÿäî÷åíèåì (îíî ìîæåò íå áûòü àíòèñèììåòðè÷íûì). Ïîä ëèíåéíûì
ôóíêöèîíàëîì íà X áóäåì ïîíèìàòü ëþáîé àääèòèâíûé è îäíîðîäíûé ôóíêöèîíàë.
Ïðè ýòîì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèîíàëû òîëüêî ñ âåùåñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå. Àääèòèâíûé ôóíêöèîíàë f , çàäàííûé íà X, íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì (îòíîñèòåëüíî êëèíà K), åñëè

f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ K.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà f î÷åâèäíî:
1) åñëè ±x ∈ K, òî f(x) = 0;
2) åñëè x ≤ y, òî f(x) ≤ f(y) (ìîíîòîííîñòü f).
Òåîðåìà I.6.1. Åñëè àääèòèâíûé ôóíêöèîíàë f ïîëîæèòåëåí, à êëèí K �

âîñïðîèçâîäÿùèé (X = K −K), òî f � îäíîðîäåí è òåì ñàìûì ëèíååí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èç àääèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà
âûòåêàåò åãî ¾îäíîðîäíîñòü îòíîñèòåëüíî ðàöèîíàëüíûõ ìíîæèòåëåé¿: f(rx) =
rf(x) ïðè ðàöèîíàëüíûõ r. Åñëè æå x ∈ K è λ � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî,
òî çàêëþ÷àåì λ ìåæäó ðàöèîíàëüíûìè r1 è r2, r1 ≤ λ ≤ r2; ïðè ýòîì èç ìîíîòîííîñòè
è ïîëîæèòåëüíîñòè f ñëåäóåò, ÷òî

r1f(x) ≤ f(λx) ≤ r2f(x); r1f(x) ≤ λf(x) ≤ r2f(x).

Íî òàê êàê r1 è r2 ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè ê λ, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
f(λx) = λf(x). Òåïåðü òî æå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X,
ïîñêîëüêó êëèí K � âîñïðîèçâîäÿùèé. ¤

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî E ⊂ X ìàæîðèðóåò êëèí K, åñëè
äëÿ ëþáîãî x ∈ K ñóùåñòâóåò òàêîé y ∈ E, ÷òî x ≤ y.

Òåîðåìà I.6.2 (î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîëîæèòåëüíîãî ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà). Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî â X, ìàæîðèðóþùåå
êëèí K. Âñÿêèé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f , çàäàííûé íà E è ïîëîæèòåëüíûé
îòíîñèòåëüíî êëèíà K ∩E 5, äîïóñêàåò ëèíåéíîå ïîëîæèòåëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå
íà âñå ïðîñòðàíñòâî X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè E 6= X, òî âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé z ∈ X \ E, ñîñòàâèì
ëèíåéíîå ìíîæåñòâî

E1 = {x + αz : x ∈ E, −∞ < α < +∞}

è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1) Â E ñóùåñòâóåò x1 ≤ z. Òåì ñàìûì z − x1 ∈ K, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

y ∈ E òàêîé, ÷òî z − x1 ≤ y. Òîãäà x2 = x1 + y ∈ E è x2 ≥ z. Àíàëîãè÷íî, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîé x2 ∈ E, ÷òî x2 ≥ z, òî ñóùåñòâóåò è òàêîé x1 ∈ E, ÷òî x1 ≤ z. Èç
ìîíîòîííîñòè f âûòåêàåò, ÷òî åñëè x1 ≤ z ≤ x2, òî f(x1) ≤ f(x2). Âûáåðåì ÷èñëî c
òàê, ÷òî

sup
x1∈E, x1≤z

f(x1) ≤ c ≤ inf
x2∈E, x2≥z

f(x2).

Òåïåðü äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà èç E1 ïîëîæèì

g(x + αz) = f(x) + αc.

ßñíî, ÷òî g � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà E1. Ïðîâåðèì, ÷òî îí ïîëîæèòåëåí
îòíîñèòåëüíî êëèíà K ∩ E1.

Ïóñòü x′ = x + αz ∈ K ∩ E1. Åñëè α = 0, òî x′ = x ∈ E, à g(x′) = f(x) ≥ 0.
Åñëè α > 0, òî z ≥ −x

α
, ñëåäîâàòåëüíî, f

(
−x

α

)
≤ c, ò. å. − 1

α
f(x) ≤ c èëè g(x′) =

f(x) + αc ≥ 0. Åñëè æå α < 0, òî z ≤ −x

α
, ñëåäîâàòåëüíî, f

(
−x

α

)
≥ c è îïÿòü

g(x′) ≥ 0.
2) Â ìíîæåñòâå E òàêèõ x1 è x2, ÷òî x1 ≤ z ≤ x2, íåò. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

g òàê æå, êàê â ïåðâîì ñëó÷àå, áåðÿ â êà÷åñòâå c ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Íî ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òåïåðü x′ = x + αz ∈ K ∩ E1 òîëüêî
ïðè α = 0 (è x ∈ K), à òîãäà ôóíêöèîíàë g ïîëîæèòåëåí òðèâèàëüíûì îáðàçîì.

5Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî êëèí K ìîæåò áûòü íóëåâûì, è òîãäà óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè f âûïîëíåíî
òðèâèàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ, êàê è â òåîðåìå Ãàíà�Áàíàõà î ðàñïðîñòðàíåíèè
íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ èëè â
áîëåå îáùåé òåîðåìå î ðàñïðîñòðàíåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå6, ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé ëåììû Öîðíà. Èç ýòîé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî
ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàñïðîñòðàíåíèé ôóíêöèîíàëà f
íà áîëåå øèðîêèå ëèíåéíûå ìíîæåñòâà â X ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå, ò. å. òàêîå,
êîòîðîå íå äîïóñêàåò äàëüíåéøåãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Íî òîãäà ýòî è äîëæíî áûòü
ðàñïðîñòðàíåíèåì íà âñå X, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ïðèâåäåííîé âûøå
ñõåìå ìîæíî áûëî áû îñóùåñòâèòü åùå îäèí øàã è ïîëó÷èòü åùå áîëåå øèðîêîå
ðàñïðîñòðàíåíèå. ¤

Â ôîðìóëèðîâêå íåêîòîðûõ ñëåäñòâèé èç äîêàçàííîé òåîðåìû áóäåò
èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X ñ êëèíîì K ñóùåñòâóåò òàêîé
ýëåìåíò u ∈ K \ {0}, ÷òî ∀x ∈ X ∃λ > 0, ïðè êîòîðîì −λu ≤ x ≤ λu. Òàêîé ýëåìåíò
u íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé åäèíèöåé â X.

Òàê, åñëè X = C(T ) � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå T , à K � êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé, òî ñèëüíîé åäèíèöåé â X áóäåò, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ u(t) ≡ 1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè u � ñèëüíàÿ åäèíèöà è K 6= X, òî −u 6∈ K. Äåéñòâèòåëüíî, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî x ∈ X ïðè íåêîòîðîì λ > 0 ìû èìåëè áû x ≥ −λu ∈ K
è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ K.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êëèíîì K, u � ñèëüíàÿ
åäèíèöà, E � ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî â X, ïðè÷åì u ∈ E. Òîãäà âñÿêèé ëèíåéíûé
ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà E, äîïóñêàåò ëèíåéíîå ïîëîæèòåëüíîå
ðàñïðîñòðàíåíèå íà âñå X.

Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ ñèëüíîé åäèíèöû ñëåäóåò, ÷òî E ìàæîðèðóåò K,
è ïîòîìó òåîðåìà ïðèìåíèìà.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè â X åñòü ñèëüíàÿ åäèíèöà u è K 6= X, òî íà X ñóùåñòâóåò
ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë, îòëè÷íûé îò íóëåâîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå E âîçüìåì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0 è u: E =
{λu} (−∞ < λ < +∞). Ïîëîæèì f(λu) = λ. ßñíî, ÷òî f � ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé
ôóíêöèîíàë íà E, ïðè÷åì f(u) = 1. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 1.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X] âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X.
ßñíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü K] ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ � êëèí â X].
Äëÿ òîãî, ÷òîáû K] áûëî êîíóñîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êëèí K áûë
âîñïðîèçâîäÿùèì.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû ±f ∈ K], òî f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî
x ∈ K, è åñëè K âîñïðîèçâîäÿùèé, òî f(x) ≡ 0 íà âñåì X. Åñëè æå K íå
âîñïðîèçâîäÿùèé, ò. å. ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî K − K 6= X, òî ñóùåñòâóåò òàêîé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f , îòëè÷íûé îí íóëåâîãî, ÷òî f(x) = 0 íà K − K. Íî òîãäà
±f ∈ K] è K] íå ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

6Ñì., íàïðèìåð: Ëþñòåðíèê Ë.À. è Ñîáîëåâ Â.È. Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ì.,
¾Íàóêà¿, 1965, èëè Êîëìîãîðîâ À.Í. è Ôîìèí Ñ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà, Ì., ¾Íàóêà¿, 1968.
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� 7. ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Ïåðåõîäèì ê îñíîâíîìó êëàññó ïðîñòðàíñòâ, èçó÷àåìûõ â ýòîé êíèãå.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X íîðìèðîâàíî, òî ÓÂÏ

(X,K) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì (ÓÍÏ). Åñëè
ïðè ýòîì X áàíàõîâî, òî ÓÂÏ (X, K) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì áàíàõîâûì
ïðîñòðàíñòâîì (ÓÁÏ). Åñëè æå (X,K) � ÓÍÏ (ñîîòâ. ÓÁÏ) è âåêòîðíàÿ ðåøåòêà,
òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûì íîðìèðîâàííûì
(ñîîòâ. áàíàõîâûì) ïðîñòðàíñòâîì (ÐÓÍÏ) (ñîîòâ. ÐÓÁÏ). Íàêîíåö, åñëè ÐÓÍÏ
(ÐÓÁÏ) ÿâëÿåòñÿ K-ïðîñòðàíñòâîì, òî îíî íàçûâàåòñÿ (o)-ïîëíûì ÐÓÍÏ (ÐÓÁÏ).
Àíàëîãè÷íî, åñëè ÐÓÍÏ (ÐÓÁÏ) ÿâëÿåòñÿ Kσ-ïðîñòðàíñòâîì, òî îíî íàçûâàåòñÿ
(oσ)-ïîëíûì ÐÓÍÏ (ÐÓÁÏ).

Òàêèì îáðàçîì, ÓÍÏ � ýòî òðîéêà (X, ‖ · ‖, K), ñîñòîÿùàÿ èç âåêòîðíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà X, çàäàííîé íà íåì íîðìû è êîíóñà K. Íî, êàê è ðàíüøå, ìû ÷àñòî áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå êðàòêîé çàïèñüþ, íå îòìå÷àÿ â îáîçíà÷åíèè ÓÍÏ íîðìó, à èíîãäà
è êîíóñ K. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îïðåäåëåíèÿ ÓÍÏ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ çàðàíåå íèêàêîé
ñâÿçè ìåæäó ïîðÿäêîì è òîïîëîãèåé. Îäíàêî â ïîñëåäóþùåì ìû áóäåì èçó÷àòü ÓÍÏ
ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè, íàêëàäûâàåìûìè íà êîíóñ K, êîòîðûå
óæå áóäóò ñâÿçàíû ñ òîïîëîãèåé.

Îïðåäåëåíèå. Íîðìà â ÓÍÏ (X,K) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé íà êîíóñå K
(èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ¾ìîíîòîííîé¿), åñëè íåðàâåíñòâî
0 ≤ x ≤ y âëå÷åò ‖x‖ ≤ ‖y‖. Îäíàêî, åñëè (X, K) � ÐÓÍÏ, òî ïîíÿòèÿ
ìîíîòîííîñòè íîðìû è åå ìîíîòîííîñòè íà êîíóñå ðàçëè÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå íîðìà
íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé (èëè ðåøåò÷àòîé), åñëè óæå íåðàâåíñòâî |x| ≤ |y| âëå÷åò
‖x‖ ≤ ‖y‖. ÐÓÍÏ (ñîîòâ. ÐÓÁÏ) ñ ìîíîòîííîé íîðìîé íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîé
(ñîîòâ. áàíàõîâîé) ðåøåòêîé, (o)-ïîëíîå (ñîîòâ. (oσ)-ïîëíîå) ÐÓÍÏ ñ ìîíîòîííîé
íîðìîé íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì K-ïðîñòðàíñòâîì (ñîîòâ. Kσ-ïðîñòðàíñòâîì).
Åñëè íîðìèðîâàííîå K-ïðîñòðàíñòâî (ñîîòâ. Kσ-ïðîñòðàíñòâî) ïîëíî ïî íîðìå, îíî
íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì K-ïðîñòðàíñòâîì (ñîîòâ. áàíàõîâûì Kσ-ïðîñòðàíñòâîì)7.

Ñâîéñòâî ïîëíîòû ïî íîðìå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ìû áóäåì íàçûâàòü
òàêæå (b)-ïîëíîòîé, è ïîýòîìó áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà èíîãäà áóäóò íàçûâàòüñÿ
(b)-ïîëíûìè íîðìèðîâàííûìè. Ñõîäèìîñòü ïî íîðìå áóäåò íàçûâàòüñÿ òàêæå (b)-
ñõîäèìîñòüþ.

Ïðèìåðîì áàíàõîâîé ðåøåòêè ìîæåò ñëóæèòü ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(T ) ñ êîíóñîì íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé è ñ ðàâíîìåðíîé
íîðìîé: ‖x‖ = sup

t∈T
|x(t)|. Åñëè æå â ïðîñòðàíñòâå R2 ñ åâêëèäîâîé íîðìîé çà

êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðèíÿòü çàìêíóòûé ñåêòîð, óêàçàííûé íà ðèñ. 5
(ïîëó÷èòñÿ ÐÓÁÏ), òî íîðìà íå áóäåò ìîíîòîííîé äàæå íà êîíóñå: íàïðèìåð, åñëè
x = (2, 0), y = (1, 1), òî 0 ≤ x ≤ y, íî ‖x‖ = 2, ‖y‖ =

√
2.

Ðèñ. 5
Îïðåäåëåíèå. ÓÍÏ (X, K) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíî ïîëíûì, åñëè ëþáîé

7Â ñóùåñòâóþùåé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê íîðìèðîâàííûå (ñîîòâ. áàíàõîâû)
ðåøåòêè íàçûâàþòñÿ òàêæå KN -ëèíåàëàìè (ñîîòâ. KB-ëèíåàëàìè), à íîðìèðîâàííûå K- (ñîîòâ.
Kσ-)ïðîñòðàíñòâà � KN -ïðîñòðàíñòâàìè (ñîîòâ. KσN -ïðîñòðàíñòâàìè). Îäíàêî, è ìû ýòî îñîáî
ïîä÷åðêèâàåì, áàíàõîâî K-ïðîñòðàíñòâî íèêîãäà íå íàçûâàëîñü KB-ïðîñòðàíñòâîì, ïîñêîëüêó
â òåîðèè ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ òåðìèí ¾KB-ïðîñòðàíñòâî¿ çàíÿò äëÿ ïðîñòðàíñòâ
äðóãîãî, áîëåå óçêîãî êëàññà.
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èíòåðâàë â íåì ïîëîí ïî íîðìå (ò. å. ïîëîí êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî).
Âñÿêîå ÓÁÏ (X, K), â êîòîðîì êîíóñ K çàìêíóò, èíòåðâàëüíî ïîëíî.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé èíòåðâàë [y, z] ïðåäñòàâèì â âèäå

[y, z] = (y + K) ∩ (z −K),

è ïîòîìó çàìêíóò (áëàãîäàðÿ çàìêíóòîñòè K), à ñëåäîâàòåëüíî, è ïîëîí. Ïðèìåðîì
èíòåðâàëüíî ïîëíîãî, íî íå (b)-ïîëíîãî ÓÍÏ ìîæåò ñëóæèòü ïðîñòðàíñòâî L∞[a, b]
îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì è ñ èíòåãðàëüíîé
íîðìîé, èíäóöèðîâàííîé èç L1.

� 8. ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÈÅ ÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X áóäåì
íàçûâàòü (b)-ëèíåéíûìè. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî � ñîâîêóïíîñòü âñåõ (b)-
ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X, áóäåì îáîçíà÷àòü X ′. Åñëè æå X � ÓÍÏ, òî
îáîçíà÷èì ÷åðåç K ′ ñîâîêóïíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ (b)-ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ.
ßñíî, ÷òî K ′ � êëèí â X ′; îí íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì êëèíîì.

Îïðåäåëåíèå. Êîíóñ K â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâåííûì, åñëè K −K = X, ò. å. ëèíåéíîå ìíîæåñòâî K−K âñþäó ïëîòíî
â X.

Âñÿêèé âîñïðîèçâîäÿùèé êîíóñ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå � ïðîñòðàíñò-
âåííûé. Îáðàòíîå íåâåðíî, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî `1 óïîðÿäî÷åíî ñ ïîìîùüþ êîíóñà
K, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ âåêòîðîâ x = {ξk}, ó êîòîðûõ ξk ≥ 0 ïðè ëþáîì k è
ξk = 0 ïðè k > k0(x) (âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå ïîñëåäíåìó óñëîâèþ, íàçûâàþòñÿ
ôèíèòíûìè). Ýòîò êîíóñ, î÷åâèäíî, íå âîñïðîèçâîäÿùèé, íî ïðîñòðàíñòâåííûé.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî (X,K) � ÓÍÏ.
Òåîðåìà I.8.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîïðÿæåííûé êëèí K ′ áûë êîíóñîì,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë ïðîñòðàíñòâåííûì8.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîíóñ K ïðîñòðàíñòâåííûé, ±f ∈ K ′. Òîãäà f(x) = 0

ïðè x ∈ K, ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ ëþáîãî x ∈ K − K è ïîòîìó ïî íåïðåðûâíîñòè
f(x) ≡ 0 íà âñåì X. Åñëè æå K −K 6= X, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë
f ∈ X ′, äëÿ êîòîðîãî f(x) = 0 íà K −K, è, ñëåäîâàòåëüíî, ±f ∈ K ′. ¤

Âñå ñêàçàííîå â ýòîì ïàðàãðàôå ñîõðàíÿåò ñèëó è â òîì ñëó÷àå, êîãäà X �
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ êëèíîì K (ñð. I.6). Òàêèì îáðàçîì, åñëè êîíóñ (èëè
äàæå êëèí) K ïðîñòðàíñòâåííûé, òî X ′ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÓÁÏ, åñëè çà
êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â X ′ ïðèíÿòü ñîïðÿæåííûé êîíóñ K ′. Åñëè æå K
íå ïðîñòðàíñòâåííûé, òî áèíàðíîå îòíîøåíèå ≥, êîòîðîå ââîäèòñÿ â X ′ ñ ïîìîùüþ
êëèíà K ′, íå ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åíèåì.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè K ′ � êîíóñ, òî ÓÁÏ (X ′, K ′) àðõèìåäîâî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè nf ≤ g ïðè ëþáîì n ∈ N (f, g ∈ X ′), òî nf(x) ≤ g(x) ïðè
âñåõ x ∈ K è n ∈ N, è ïîòîìó f(x) ≤ 0 ïðè x ∈ K, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî f ≤ 0.

8Îáðàùàåì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà òî, ÷òî â àíàëîãè÷íîì óòâåðæäåíèè äëÿ êëèíà K] (I.6) óñëîâèå
áûëî äðóãèì: K � âîñïðîèçâîäÿùèé.
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� 9. U-ÍÎÐÌÀ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â ÓÂÏ X ýëåìåíò u � ñèëüíàÿ åäèíèöà (I.6).
Íåîòðèöàòåëüíûé ôóíêöèîíàë íà X, îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå

‖x‖u = inf {λ : ±x ≤ λu}, (3)

íàçûâàåòñÿ u-ïîëóíîðìîé.
Òî, ÷òî ýòîò ôóíêöèîíàë îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ïîëóíîðìû, ïðîâåðÿåòñÿ

ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíî. Åñëè æå ôóíêöèîíàë ‖ · ‖u � íîðìà, òî îí íàçûâàåòñÿ u-
íîðìîé9.

Òåîðåìà I.9.1. Åñëè ÓÂÏ X àðõèìåäîâî, òî ‖ · ‖u � u-íîðìà, à íèæíÿÿ ãðàíü
â ôîðìóëå (3) äîñòèãàåòñÿ, ò. å. ñðåäè òàêèõ λ, ÷òî ±x ≤ λu, åñòü íàèìåíüøåå.
Â ÷àñòíîñòè, ±x ≤ ‖x‖u · u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì λ0 = ‖x‖u. Òîãäà ïî òåîðåìå I.3.3

λ0u = inf {λu} (λ : ±x ≤ λu),

è ïîòîìó ±x ≤ λ0u, ò. å. íàèìåíüøåå λ ñóùåñòâóåò. Òåïåðü, åñëè ‖x‖u = 0, òî ±x ≤ 0,
îòêóäà x = 0. ¤

Èòàê, êàæäàÿ ñèëüíàÿ åäèíèöà u â àðõèìåäîâîì ÓÂÏ X ïîðîæäàåò íà X
íåêîòîðóþ u-íîðìó. Ïðè ýòîì, åñëè íà X óæå áûëà ðàíåå çàäàíà êàêàÿ-òî íîðìà,
òî u-íîðìà â îáùåì ñëó÷àå íèêàê ñ íåé íå ñâÿçàíà. Îäíàêî u-íîðìó ìîæíî ââåñòè è
íå ïðåäïîëàãàÿ u ñèëüíîé åäèíèöåé, íî òîãäà îíà áóäåò îïðåäåëåíà, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X. Èìåííî, ïóñòü X � àðõèìåäîâî ÓÂÏ è u > 0. Ïîëîæèì

Xu = {x ∈ X : ∃λ : ±x ≤ λu}.

ßñíî, ÷òî Xu � ëèíåéíîå ìíîæåñòâî è ñ ïîðÿäêîì, èíäóöèðîâàííûì èç X, ò. å. ñ
êîíóñîì Ku = Xu ∩K, è îíî áóäåò àðõèìåäîâûì ÓÂÏ. Íî â Xu ýëåìåíò u ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíîé åäèíèöåé è, ñëåäîâàòåëüíî, â Xu ìîæíî ââåñòè u-íîðìó. Â äàëüíåéøåì Xu

áóäåò íàçûâàòüñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì (â X) ýëåìåíòîâ, îãðàíè÷åííûõ îòíîñèòåëüíî
u, à ñõîäèìîñòü ïî u-íîðìå � (u)-ñõîäèìîñòüþ.

ßñíî, ÷òî u-íîðìà ìîíîòîííà íà êîíóñå Ku. Åñëè æå X � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà,
òî (Xu, ‖ · ‖u, Ku) � íîðìèðîâàííàÿ ðåøåòêà.

Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü X = L1[a, b], u(t) ≡ 1. Òîãäà Xu ñîñòîèò èç
âñåõ îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà [a, b], ò. å. Xu = L∞, à u-íîðìà åñòü
ðàâíîìåðíàÿ íîðìà íà L∞.

Â äàëüíåéøåì ìû âñÿêóþ íîðìèðîâàííóþ (áàíàõîâó) ðåøåòêó ñ ñèëüíîé
åäèíèöåé u, íîðìà â êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ u-íîðìîé, áóäåì íàçûâàòü íîðìèðîâàííîé
(áàíàõîâîé) ðåøåòêîé îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà I.9.2. Ïóñòü X � àðõèìåäîâî ÓÂÏ, u > 0. Òîãäà â ÓÍÏ (Xu, ‖ ·
‖u, Ku) (r)-ñõîäèìîñòü ðàâíîñèëüíà (u)-ñõîäèìîñòè, ò. å. äëÿ xn

(r)−→ x íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû xn

(u)−→ x.
Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà x = 0. Ïóñòü ‖xn‖u →

0. Íî ±xn ≤ ‖xn‖u · u, ñëåäîâàòåëüíî, xn
(r)−→ 0 ñ ðåãóëÿòîðîì u. Îáðàòíî, ïóñòü

9Îáùåå ïîíÿòèå u-íîðìû ââåäåíî Ì.Ã. Êðåéíîì.
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xn
(r)−→ 0 ñ íåêîòîðûì ðåãóëÿòîðîì v ∈ Ku. Òîãäà ±xn ≤ λnv, ãäå λn → 0. Íî v ≤ αu

ïðè íåêîòîðîé α > 0, à ïîòîìó ±xn ≤ αλnu è ‖xn‖u ≤ αλn → 0. ¤
Ïîïóòíî ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Xu (r)-ñõîäèìîñòü ñ ïðîèçâîëüíûì

ðåãóëÿòîðîì ðàâíîñèëüíà (r)-ñõîäèìîñòè ñ ðåãóëÿòîðîì u.
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II. ÒÅËÅÑÍÛÅ È ÇÀÌÊÍÓÒÛÅ ÊÎÍÓÑÛ

Â ïðåäåëàõ âñåé ãëàâû (X, ‖ · ‖, K) � ÓÍÏ, ïðè÷åì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X
ïðåäïîëàãàåòñÿ íå íóëåâûì.

� 1. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ Ñ ÒÅËÅÑÍÛÌ ÊÎÍÓÑÎÌ

Îïðåäåëåíèå. Êîíóñ K íàçûâàåòñÿ òåëåñíûì, åñëè îí ñîäåðæèò âíóòðåííþþ
òî÷êó. Âñå âíóòðåííèå òî÷êè òåëåñíîãî êîíóñà íàçûâàþòñÿ ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè. Åñëè u � ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò, òî ïèøåì u À 0.

Â êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp[a, b] è `p (1 ≤ p < +∞), à òàêæå c0

ñ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ íå òåëåñåí, à â
ïðîñòðàíñòâàõ L∞, `∞ è C � òåëåñåí. Êîíóñû íåîòðèöàòåëüíûõ âûïóêëûõ èëè
âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] íå òåëåñíû.

Çàìåòèì, ÷òî 0 íå ìîæåò áûòü âíóòðåííåé òî÷êîé êîíóñà K, òàê â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå íåêîòîðûé øàð S(0; ε) ñ öåíòðîì 0 è ðàäèóñîì ε > 0 âõîäèë áû â K, à òîãäà
è âñå X ⊂ K, ò. å. K = X, ÷òî íåâîçìîæíî. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ñèëüíî
ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, äîïîëíåííîå íóëåì, åñòü òàêæå êîíóñ. Áóäåì ïèñàòü
x À y, åñëè x− y À 0. Îòìåòèì òàêæå:

à) åñëè x À y, à y À z, èëè x ≥ y, à y À z, òî x À z;
á) åñëè x À y, à z ≥ u, òî x + z À y + u;
â) åñëè ìíîæåñòâî ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ íå ïóñòî, òî îíî âñþäó

ïëîòíî â êîíóñå K.
Óòâåðæäåíèÿ à) è á) î÷åâèäíû, à â) ïðîâåðÿåòñÿ òàê: åñëè u À 0, à y ∈ K, òî

y + εu À 0 ïðè ëþáîì ε > 0 (ñîãëàñíî á)).
Òåîðåìà II.1.1. Åñëè êîíóñ K òåëåñåí, òî ìíîæåñòâî ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûõ

ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñèëüíûõ åäèíèö.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u À 0. Òîãäà çàìêíóòûé øàð S(u; ρ) ⊂ K,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ X, îòëè÷íîãî îò 0, èìååì

u± ρ

‖x‖x ∈ K, ò. å. ± x ≤ ‖x‖
ρ

u. (1)

Òåì ñàìûì u � ñèëüíàÿ åäèíèöà. Îáðàòíî, ïóñòü u � ñèëüíàÿ åäèíèöà, à x À 0. Ïî
îïðåäåëåíèþ ñèëüíîé åäèíèöû, ±x ≤ λu ïðè íåêîòîðîì λ > 0, îòêóäà 1

λ
x ≤ u è u

ñèëüíî ïîëîæèòåëåí, ñîãëàñíî à). ¤
Îäíàêî, çàìåòèì, ÷òî åñëè êîíóñ K íå òåëåñåí, òî âñå æå â ïðîñòðàíñòâå X

ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñèëüíûå åäèíèöû. Òàê îáñòîèò äåëî, íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå
L∞ ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñ êîíóñîì íåîòðèöàòåëüíûõ
ôóíêöèé è ñ èíòåãðàëüíîé íîðìîé, èíäóöèðîâàííîé â L∞ èç L1.
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Ñëåäñòâèå. Òåëåñíûé êîíóñ � âîñïðîèçâîäÿùèé, ïðè÷åì âñÿêèé x ∈ X
ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè u À 0, òî x ≤ λu ïðè íåêîòîðîì λ ≥ 0, à òîãäà x ¿ (λ+1)u.
Ïðè ýòîì

x = (λ + 1)u− [(λ + 1)u− x]

è åñòü òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå.
Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåðíî è îáðàòíîå çàêëþ÷åíèå è, òàêèì îáðàçîì,

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà II.1.2. Åñëè (X,K) � êîíå÷íîìåðíîå ÓÁÏ, òî êîíóñ K òåëåñåí òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âîñïðîèçâîäÿùèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîíóñ K � âîñïðîèçâîäÿùèé, à n � ðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà X. Â êîíóñå K âûáåðåì n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xn. Ýòî
âîçìîæíî, òàê êàê K � âîñïðîèçâîäÿùèé. Ïîëîæèì u = x1 + . . . + xn. Òîãäà u ∈ K.
Ïðîâåðèì, ÷òî u À 0. Òàê êàê â êîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (b)-
ñõîäèìîñòü ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ïî êîîðäèíàòàì, êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè
ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X ïî ýëåìåíòàì áàçèñà

x =
n∑

i=1

λixi

ñóòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèÿ îò x. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U
òî÷êè u, ÷òî

x ∈ U =⇒ |λi − 1| < 1 (i = 1, 2, . . . , n).

Íî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî λi > 0, è ïîòîìó U ⊂ K. ¤
Â àðõèìåäîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñ òåëåñíûì êîíóñîì K âîçüìåì ýëåìåíò u À 0

è ïîñòðîèì u-íîðìó. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

‖x‖u ≤ 1

ρ
‖x‖ (çäåñü ρ èìååò ïðåæíèé ñìûñë: S(u; ρ) ⊂ K)

è, òàêèì îáðàçîì, u-òîïîëîãèÿ â X, ò. å. òîïîëîãèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ u-íîðìîé,
îêàçûâàåòñÿ ñëàáåå èñõîäíîé òîïîëîãèè.

Òåîðåìà II.1.3. Òåëåñíûé êîíóñ â àðõèìåäîâîì ÓÍÏ çàìêíóò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn ≥ 0 è xn

(b)−→ x. Òîãäà è ‖xn − x‖u → 0 (u À 0),
à ïîòîìó xn − x ≤ εnu, ãäå εn → 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî −x ≤ εnu è ïî ïðèíöèïó
Àðõèìåäà −x ≤ 0, ò. å. x ≥ 0. ¤

Â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî â ÓÍÏ áóäåì íàçûâàòü (o)-îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî
îãðàíè÷åíî â ñìûñëå óïîðÿäî÷åíèÿ, ò. å. îãðàíè÷åíî îäíîâðåìåííî è ñâåðõó è
ñíèçó. Îãðàíè÷åííîñòü ïî íîðìå â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå áóäåì íàçûâàòü (b)-
îãðàíè÷åííîñòüþ.

Òåîðåìà II.1.4.Äëÿ òîãî ÷òîáû â ÓÍÏ (X, K) (b)-îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà
âëåêëà åãî (o)-îãðàíè÷åííîñòü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë
òåëåñíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè K òåëåñåí, òî (o)-îãðàíè÷åííîñòü åäèíè÷íîãî øàðà
âûòåêàåò èç (1). Îáðàòíî, åñëè åäèíè÷íûé øàð S (o)-îãðàíè÷åí, òî

±x ≤ v ∀x ∈ S 10.

10Íåïîñðåäñòâåííî (o)-îãðàíè÷åííîñòü S îçíà÷àåò, ÷òî z ≤ x ≤ y ∀x ∈ S, ïðè÷åì y ≥ 0, z ≤ 0. Íî
òîãäà ±x ≤ y − z.
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Ïðè ýòîì v ≥ 0. Òîãäà
v + x ≥ 0 ∀x ∈ S,

è ïîòîìó v À 0. ¤
Òåîðåìà II.1.5. Åñëè (X, ‖ · ‖, K) � àðõèìåäîâî ÓÍÏ è u > 0, òî â ïðîñòðàí-

ñòâå (Xu, ‖ · ‖u, Ku) êîíóñ Ku òåëåñåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî u � âíóòðåííÿÿ òî÷êà â Ku (â u-òîïîëîãèè).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ‖x‖u ≤ 1, òî ±x ≤ u, ò. å. u + x ≥ 0. ¤
Çàìå÷àíèå. Ïî÷òè âñå ñêàçàííîå â ýòîì ïàðàãðàôå ïåðåíîñèòñÿ è íà ñëó÷àé,

êîãäà K � êëèí â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâà X, îòëè÷íûé îò âñåãî X. Èñêëþ÷åíèå
ñîñòàâëÿþò òîëüêî ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ u-íîðìîé, äà è òî ëèøü ïî ïðè÷èíå, ÷òî ìû
ââîäèëè ïîíÿòèÿ u-íîðìû èëè u-ïîëóíîðìû òîëüêî â ÓÍÏ. Ïðè ýòîì, õîòÿ â ñëó÷àå
êëèíà K ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òàêîé x 6= 0, ÷òî ±x ∈ K, îäíàêî, åñëè u À 0, òî
−u 6∈ K. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç á) ñëåäîâàëî áû, ÷òî 0 À 0, ò. å. 0
� ñèëüíî ïîëîæèòåëåí, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, äàæå åñëè K � òåëåñíûé
êëèí ( 6= X), òî ìíîæåñòâî åãî ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, äîïîëíåííîå íóëåì,
åñòü òåëåñíûé êîíóñ.

� 2. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÛ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
Ñ ÒÅËÅÑÍÛÌ ÊÎÍÓÑÎÌ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (X,K) � ÓÍÏ, îäíàêî ïîñëåäóþùåå ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå,
êîãäà K � êëèí, îòëè÷íûé îò X.

Òåîðåìà II.2.1. Åñëè êîíóñ K òåëåñåí, òî âñÿêèé ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë f íà X (b)-ëèíååí. Ïðè ýòîì, åñëè ôóíêöèîíàë f íå íóëåâîé, òî f(u) >
0 äëÿ ëþáîãî u À 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî (ïðè x 6= 0)

f(u) ≥ ρ

‖x‖f(x).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèîíàë f îãðàíè÷åí íà åäèíè÷íîì øàðå, è ïîòîìó (b)-
ëèíååí, à åãî íîðìà

‖f‖ ≤ 1

ρ
f(u). (2)

Òåì ñàìûì, åñëè ôóíêöèîíàë f íå íóëåâîé, òî f(u) > 0. ¤
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ 2 (I.6) âûòåêàåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå

ñ òåëåñíûì êîíóñîì (êëèíîì) âñåãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé (b)-ëèíåéíûé,
ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë.

Òåîðåìà II.2.2. Åñëè êîíóñ K òåëåñåí, à E � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X,
íå ñîäåðæàùåå ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé,
(b)-ëèíåéíûé, ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë f , ÷òî f(x) = 0 íà E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u À 0, a

G = {x : x = y + λu, y ∈ E, −∞ < λ < +∞}.

Òîãäà G � ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî â X, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî x ∈ G ïðåäñòàâëåíèå
óêàçàííîãî âèäà åäèíñòâåííî. Ïîëîæèì f(x) = λ (x ∈ G). ßñíî, ÷òî f ëèíååí;
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ïðîâåðèì, ÷òî îí ïîëîæèòåëåí. Ïóñòü x = y + λu > 0 è äîïóñòèì, ÷òî ïðè ýòîì
λ < 0. Íî òîãäà −λu À 0 è ïîñêîëüêó y ≥ −λu, òî è y À 0, âîïðåêè óñëîâèþ.
Ïî ñëåäñòâèþ 1 èç òåîðåìû I.6.2 ôóíêöèîíàë f äîïóñêàåò ëèíåéíîå ïîëîæèòåëüíîå
ðàñïðîñòðàíåíèå íà X, à ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ýòî ðàñïðîñòðàíåíèå áóäåò è (b)-
ëèíåéíûì. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè êîíóñ K òåëåñåí, à x ∈ X òàêîâ, ÷òî f(x) > 0 äëÿ ëþáîãî
f ∈ K ′ \ {0}, òî x À 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî x íå ñèëüíî ïîëîæèòåëåí, òî âîçìîæíû
äâà ñëó÷àÿ: èëè −x À 0 èëè îáà ýëåìåíòà ±x íå ñèëüíî ïîëîæèòåëüíû. Â ïåðâîì
ñëó÷àå f(−x) > 0 äëÿ âñåõ f ∈ K ′ \{0}, è ïîòîìó f(x) < 0. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðèìåì
çà E ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç x è −x, è ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó. Òîãäà
f(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ K ′ \ {0}. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååì ïðîòèâîðå÷èå. ¤

Èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàôà ëåãêî âûâåñòè ÷àñòî èñïîëüçóåìóþ â
äàëüíåéøåì òåîðåìó Ì. Ýéäåëüãàéòà îá îòäåëèìîñòè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà II.2.3. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, A è B � íåïóñòûå
âûïóêëûå ìíîæåñòâà â X, ïðè÷åì A îòêðûòî è A ∩ B = ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò
çàìêíóòàÿ ãèïåðïëîñêîñòü H, îòäåëÿþùàÿ A è B, ïðè÷åì A ëåæèò ñòðîãî ïî
îäíó ñòîðîíó îò H 11.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì C = A − B. ßñíî, ÷òî C � íåïóñòîå âûïóêëîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì 0 6∈ C. Ïóñòü K � êîíóñ, íàòÿíóòûé íà C. Ïðè ýòîì
âñå òî÷êè èç C ñóòü âíóòðåííèå òî÷êè êîíóñà K. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé (b)-
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f , äëÿ êîòîðîãî f(x) > 0 ïðè ëþáîì x ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(x) > f(y) ïðè ëþáûõ x ∈ A è y ∈ B. Ïðèìåì çà H ãèïåðïëîñêîñòü f = c, ãäå c �
ëþáîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

sup
y∈B

f(y) ≤ c ≤ inf
x∈A

f(x).

Òîãäà H îòäåëÿåò A è B. Äîïóñòèì, ÷òî f(x) = c äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ A. Òàê êàê
S(x; ρ) ⊂ A ïðè íåêîòîðîì ρ > 0, òî c ± f(z) ≥ c ïðè ëþáîì z ∈ X ñ ‖z‖ ≤ ρ, ò.
å. f(z) = 0 äëÿ âñåõ òàêèõ z, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèîíàë f � íóëåâîé âîïðåêè
ïîñòðîåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, f(x) > c ïðè x ∈ A. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè B � íåïóñòîå, âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â X, à x0 6∈
B, òî x0 è B îòäåëèìû çàìêíóòîé ãèïåðïëîñêîñòüþ, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x0.

Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå A íåêîòîðóþ øàðîâóþ îêðåñòíîñòü
òî÷êè x0, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ B.

� 3. ÇÀÌÊÍÓÒÛÅ ÊÎÍÓÑÛ

Êàê ìû óâèäèì çäåñü è äàëüøå, çàìêíóòûå êîíóñû â ÓÍÏ èãðàþò ñóùåñòâåííóþ
ðîëü ïðè ðåøåíèè ðÿäà âîïðîñîâ.

11Ãèïåðïëîñêîñòü H îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì f(x) = c (f 6= 0 � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë).
Çàìêíóòîñòü H îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèîíàë f (b)-ëèíååí. Îòäåëèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî f(x) ≥ c äëÿ
x ∈ A è f(x) ≤ c äëÿ x ∈ B (èëè íàîáîðîò), ïðè÷åì ïî îòíîøåíèþ ê A â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
f(x) > c ïðè x ∈ A (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, f(x) < c).
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Ëåììà. Çàìêíóòîñòü êîíóñà K â ÓÍÏ (X,K) íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà äëÿ
òîãî, ÷òîáû â íåðàâåíñòâå ìîæíî áûëî ïåðåõîäèòü ê (b)-ïðåäåëó12.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè xn ≥ yn è xn
(b)−→ x, yn

(b)−→ y, òî xn − yn ∈ K, è åñëè
K çàìêíóò, òî x − y ∈ K, ò. å. x ≥ y. Åñëè æå K íå çàìêíóò, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn

(b)−→ x, ÷òî xn ≥ 0, à íåðàâåíñòâî x ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ. ¤
Òåîðåìà II.3.1. Åñëè â ÓÍÏ (X,K) êîíóñ K çàìêíóò, xn ≥ 0 è x =

∞∑
n=1

xn (â
ñìûñëå (b)-ñõîäèìîñòè), òî x ≥ 0 è, áîëåå òîãî,

x ≥ xn, x ≥
n∑

k=1

xk ∀n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî n èìååì
n+p∑

k=1

xk ≥
n∑

k=1

xk (p ∈ N).

Ïåðåõîäÿ ê (b)-ïðåäåëó ïðè p → ∞, ïîëó÷àåì x ≥
n∑

k=1

xk, à îòñþäà âûòåêàåò è âñå
îñòàëüíîå. ¤

Ñ ïîìîùüþ òîé æå ëåììû ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ,
ñïðàâåäëèâûå â ÓÍÏ (X,K) ñ çàìêíóòûì êîíóñîì K.

1. Åñëè âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn
(b)−→ x, òî x = sup xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè m ≥ n, òî xm ≥ xn. Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê
(b)-ïðåäåëó ïðè m → ∞, ïîëó÷àåì x ≥ xn, è ýòî âåðíî ïðè ëþáîì n ∈ N. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè xn ≤ y ïðè âñåõ n, òî ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî è x ≤ y. Òàêèì îáðàçîì, x = sup xn. ¤

2. Åñëè xn
(o)−→ x è xn

(b)−→ y, òî x = y.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {yn} è {zn} � ¾ñæèìàþùèå¿ ìîíîòîííûå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè äëÿ {xn}, yn ↓ x, zn ↑ x. Òîãäà ïðè m ≥ n èìååì

zn ≤ zm ≤ xm ≤ ym ≤ yn,

à, ñëåäîâàòåëüíî, è zn ≤ y ≤ yn. Ïåðåõîäÿ â êðàéíèõ ÷ëåíàõ íåðàâåíñòâà ê òî÷íûì
ãðàíèöàì, ïîëó÷èì, ÷òî x ≤ y ≤ x, îòêóäà x = y. ¤

Äîêàçàííûå ïðåäëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ íàïðàâëåíèé.
Òåîðåìà II.3.2. Åñëè êîíóñ K çàìêíóò, òî ÓÍÏ (X, K) àðõèìåäîâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü nx ≤ y èëè x ≤ 1

n
y äëÿ âñåõ n. Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå

ê (b)-ïðåäåëó, ïîëó÷èì, ÷òî x ≤ 0. ¤
Èç òåîðåì II.1.3 è II.3.2 íåìåäëåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. Â ïðîñòðàíñòâå ñ òåëåñíûì êîíóñîì ïðèíöèï Àðõèìåäà

ðàâíîñèëåí çàìêíóòîñòè êîíóñà.
Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è â ëþáûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òåëåñíîñòè êîíóñà.
12Ïåðåõîä â íåðàâåíñòâå ê (o)-ïðåäåëó âñåãäà âîçìîæåí.
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Òåîðåìà II.3.3. Åñëè (X, K) � êîíå÷íîìåðíîå ÓÁÏ, òî ïðèíöèï Àðõèìåäà
ðàâíîñèëåí çàìêíóòîñòè êîíóñà K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (X, K) àðõèìåäîâî.
Ïîëîæèì E = K − K. Òîãäà ÓÁÏ (E, K) òîæå àðõèìåäîâî. Â E êîíóñ K
âîñïðîèçâîäÿùèé, è ïîòîìó, ïî òåîðåìå II.1.2, òåëåñåí, à òîãäà ïî ïðåäûäóùåìó
ñëåäñòâèþ K çàìêíóò â E. Íî E, êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
X, çàìêíóòî, à ïîòîìó è êîíóñ K çàìêíóò â X. ¤

Â òî æå âðåìÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîì àðõèìåäîâîì ÓÁÏ (X,K) êîíóñ ìîæåò íå
áûòü çàìêíóòûì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî `1 èç ïðèìåðà 1 (I.8).
Âûäåëåííûé òàì êîíóñ, î÷åâèäíî, íå çàìêíóò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè

nx ≤ y ∀n ∈ N, x = {ξk}, y = {ηk},

òî nξk ≤ ηk, è ïîòîìó ξk ≤ 0. Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâà x ≤ y âûòåêàåò, ÷òî ξk = ηk

ïðè k > k0, ãäå k0 ∈ N, à èç íåðàâåíñòâà 2x ≤ y âûòåêàåò, ÷òî 2ξk = ηk ïðè âñåõ
k > k1 (k1 ∈ N). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ξk = 0 ïðè âñåõ k > k0, k1. Òàêèì îáðàçîì, x ≤ 0
è ïðèíöèï Àðõèìåäà âûïîëíåí.

Òåîðåìà II.3.4. Åñëè F � íå ïóñòîå, (b)-îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå, âûïóêëîå
ìíîæåñòâî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X è 0 6∈ F , òî íàòÿíóòûé íà íåãî
êîíóñ K(F ) (ñì. I.1) çàìêíóò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn = λnyn, ãäå yn ∈ F , λn > 0, è ïóñòü xn
(b)−→ x 6=

0. Ïðîâåðèì, ÷òî x ∈ K(F ). Òàê êàê F (b)-îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, à 0 6∈ F , òî
ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå M ≥ m > 0, ÷òî m ≤ ‖yn‖ ≤ M äëÿ ëþáîãî n ∈ N, è
òîãäà

1

M
inf ‖xn‖ ≤ λn ≤ 1

m
sup ‖xn‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðàÿ ÷àñòè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λni
→ λ0 > 0. Òåì ñàìûì

yni
=

1

λni

xni

(b)−→ 1

λ0

x,

à ïîòîìó 1

λ0

x ∈ F è x ∈ K(F ). ¤
Ðèñ. 6
Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèè ýòîé òåîðåìû íåëüçÿ îòáðîñèòü òðåáîâàíèå (b)-

îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà F . Íàïðèìåð, åñëè â R2 â êà÷åñòâå F âçÿòü ìíîæåñòâî,
óêàçàííîå íà ðèñ. 6, ãäå ãðàíèöåé F ñëóæèò âåòâü ãèïåðáîëû, òî êîíóñîì K(F ) áóäåò
íåçàìêíóòûé ñåêòîð.

� 4. (b)-ËÈÍÅÉÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÛ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
Ñ ÇÀÌÊÍÓÒÛÌ ÊÎÍÓÑÎÌ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíóñ K â ÓÍÏ (X, K) çàìêíóò.
Ëåììà. Åñëè x0 6∈ K, òî ñóùåñòâóåò f ∈ K ′, äëÿ êîòîðîãî f(x0) < 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Ýéäåëüãàéòà (II.2,3) êîíóñ K è

òî÷êà x0 îòäåëèìû çàìêíóòîé ãèïåðïëîñêîñòüþ f(x) = c, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x0.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) ≥ c íà K è f(x0) < c. Òàê êàê 0 ∈ K è f(0) = 0, òî c ≤ 0,
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ñëåäîâàòåëüíî, f(x0) < 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî x ∈ K

f(x) =
1

n
f(nx) ≥ c

n
−−−→
n→∞

0,

îòêóäà f(x) ≥ 0 è f ∈ K ′.
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç II.2 óñèëèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì íàïðàâëåíèè.
Òåîðåìà II.4.1. Äëÿ ëþáîãî x0 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé f ∈ K ′, ÷òî f(x0) > 0.
Ýòà òåîðåìà âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû, òàê êàê −x0 6∈ K.
Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâ âèäíî, ÷òî ïðåäûäóùàÿ ëåììà (íî íå òåîðåìà)

âåðíà è â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ñ çàìêíóòûì êëèíîì K. Â òî æå âðåìÿ
äëÿ íåçàìêíóòîãî êîíóñà ëåììà è òåîðåìà íå âåðíû. Íàïðèìåð, â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå R2 ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì óïîðÿäî÷åíèåì (ñì. I.4) ýëåìåíò (0, 1) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê (b)-ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, à ïîòîìó
äëÿ ëþáîãî (b)-ëèíåéíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà f(0, 1) = 0. Îáîáùåíèå
òåîðåìû II.4.1 äëÿ íåçàìêíóòîãî êîíóñà áóäåò ñôîðìóëèðîâàíî â ñëåäóþùåì
ïàðàãðàôå.

Òåîðåìà II.4.2 (Ì.Ã. Êðåéí [20]). Â ñåïàðàáåëüíîì ÓÍÏ X ñ çàìêíóòûì
êîíóñîì K ñóùåñòâóåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé (b)-ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f , ò. å.
òàêîé, ÷òî f(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L = K ′ ∩ B′, ãäå B′ � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â
ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå X ′. Èçâåñòíî, ÷òî B′ â ñëàáîé òîïîëîãèè � êîìïàêòíîå
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî13, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ñåïàðàáåëüíî, à òîãäà è L �
ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü {fn}∞1 � ïëîòíîå ìíîæåñòâî â L.
Ïîëîæèì

f0 =
∞∑

n=1

1

2n
fn.

Òîãäà f0 ∈ K ′. Åñëè x ≥ 0, a f0(x) = 0, òî fn(x) = 0 ïðè âñåõ n ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(x) = 0 è äëÿ ëþáîãî f ∈ L òåì ñàìûì, è äëÿ ëþáîãî f ∈ K ′. Îòñþäà, ïî
ïðåäûäóùåé òåîðåìå, x = 0. ¤

Â íåñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ýòà òåîðåìà íåâåðíà. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî `∞T , ãäå T � ïðîèçâîëüíîå íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñ
åñòåñòâåííûì ïîêîîðäèíàòíûì óïîðÿäî÷åíèåì. ßñíî, ÷òî êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóò. Â òî æå âðåìÿ î÷åâèäíî, ÷òî íå ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, êîòîðûé áûë áû áîëüøå 0 íà
âñåõ îðòàõ èç ïðîñòðàíñòâà `∞T .

� 5. ÇÀÌÛÊÀÍÈÅ ÊÎÍÓÑÀ

Ïóñòü òåïåðü X � ÓÍÏ ñ íåíóëåâûì êîíóñîì K. ßñíî, ÷òî çàìûêàíèå K �
êëèí, îäíàêî K ìîæåò íå áèòü êîíóñîì. Íàïðèìåð, åñëè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
R2 êîíóñ K � íåçàìêíóòàÿ ïîëóïëîñêîñòü, òî K � çàìêíóòàÿ ïîëóïëîñêîñòü, à ýòî

13Ñì. À.Í. Êîëìîãîðîâ è Ñ.Â. Ôîìèí, IV.3. Ïîñêîëüêó íàì íå ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëàáóþ
òîïîëîãèþ, íàâåäåííóþ â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå X ′ ñ ïîìîùüþ X ′′, ìû äëÿ êðàòêîñòè áóäåì
íàçûâàòü ∗-ñëàáóþ òîïîëîãèþ ïðîñòî ñëàáîé, è, ñîîòâåòñòâåííî, â ýòîì æå ñìûñëå áóäåì ïîíèìàòü
òàêèå òåðìèíû, êàê ñëàáîå çàìûêàíèå, ñëàáàÿ êîìïàêòíîñòü.
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óæå íå êîíóñ. Áîëåå òîãî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, íå èñêëþ÷åíî, ÷òî
K = X.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü X = `1, à êîíóñ K ñîñòîèò èç 0 è âñåõ ôèíèòíûõ âåêòîðîâ, ó
êîòîðûõ ïîñëåäíÿÿ íå ðàâíàÿ 0 êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà. Ïîêàæåì, ÷òî K = X,
à äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî K ïëîòåí â ìíîæåñòâå âñåõ ôèíèòíûõ
âåêòîðîâ. Íî åñëè x = (ξ1, . . . , ξp, 0, . . .) � ïðîèçâîëüíûé ôèíèòíûé âåêòîð, òî
ïîëàãàÿ

xn =

(
ξ1, . . . , ξp,

1

n
, 0, . . .

)
,

ìû ñðàçó ïîëó÷èì, ÷òî xn ∈ K è xn
(b)−→ x 14.

Ñîñòàâëÿÿ ïðÿìóþ ñóììó ðàññìîòðåííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ëþáûì
íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ÓÍÏ, â êîòîðîì K ëèíåéíî,
íî íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû ñëó÷àÿ: 1)
êîíóñ K ïëîòåí â X, 2) K íå ïëîòåí, íî K ëèíåéíî, 3) K íå ïëîòåí è K íå
ëèíåéíî (èç íåëèíåéíîñòè K, êîíå÷íî, âûòåêàåò, ÷òî K íå ïëîòåí). Åñëè K ëèíåéíî,
òî K −K = K; òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåïëîòíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî êîíóñà åãî
çàìûêàíèå íå ìîæåò áûòü ëèíåéíûì.

Çàìå÷àíèå. Åñëè K � òåëåñíûé êîíóñ, òî åãî çàìûêàíèå K òàêæå íå ìîæåò
áûòü ëèíåéíûì ìíîæåñòâîì. Ïðè ýòîì, åñëè u À 0, òî −u 6∈ K. Äåéñòâèòåëüíî,
ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ â êîíöå II.1, åñëè u À 0, òî −u 6∈ K. Íî íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü V
ýëåìåíòà u ñîñòîèò òîëüêî èç ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, à òîãäà îêðåñòíîñòü
−V ýëåìåíòà −u íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ K, è ïîòîìó −u 6∈ K.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ëåììà èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ïåðåíîñèòñÿ íà ÓÍÏ ñ
íåçàìêíóòûì êîíóñîì â ñëåäóþùåì âèäå: åñëè x0 6∈ K, òî ñóùåñòâóåò f ∈ K ′, äëÿ
êîòîðîãî f(x0) < 0. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó èç II.4 ê
ïðîñòðàíñòâó X ñ êëèíîì K. Òåì ñàìûì òåîðåìå II.4.1 ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé
áîëåå îáùèé âèä: äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî x0 â ïðîñòðàíñòâå X ñ êëèíîì K
ñóùåñòâîâàë òàêîé f ∈ K ′, ÷òî f(x0) > 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû −x0 6∈ K.

� 6. ÎÁÙÈÅ ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ
(b)-ËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ

Ïóñòü îïÿòü (X, K) � ÓÍÏ ñ ïðîèçâîëüíûì íåíóëåâûì êîíóñîì K.
Òåîðåìà II.6.1. à) Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íà X íåíóëåâîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ K ′

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû K 6= X.
á) Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ K ′, êîòîðûé íå ðàâåí

òîæäåñòâåííî 0 íà êîíóñå K, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû K íå áûëî
ëèíåéíûì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà ñîõðàíÿåòñÿ è â ñëó÷àå, êîãäà K � êëèí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû âûòåêàåò èç ðàññìîòðåíèÿ

ñëåäóþùèõ òðåõ ñëó÷àåâ. Åñëè K = X, a f ∈ K ′, òî f(x) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî
x ∈ X è, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) ≡ 0. Ïóñòü òåïåðü K 6= X, íî K � ëèíåéíîå
ìíîæåñòâî. Ïóñòü x0 6∈ K. Ïî ëåììå èç II.4 (ñïðàâåäëèâîé è äëÿ êëèíà), ñóùåñòâóåò
òàêîé (b)-ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f , ÷òî f(x) ≥ 0 íà K, à ñëåäîâàòåëüíî, f(x) ≡ 0

14Ëþáîïûòíî, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå K −K = K ∪ (−K).
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íà K è f(x0) < 0. Íàêîíåö, åñëè K � íå ëèíåéíîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò òàêîé
x0 ∈ K, ÷òî −x0 ∈ K. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé (b)-ëèíåéíûé f , ÷òî f(x) ≥ 0 íà K
è f(−x0) < 0, à òåì ñàìûì f(x0) > 0. Íî òîãäà ïî íåïðåðûâíîñòè f ñóùåñòâóåò è
x ∈ K, äëÿ êîòîðîãî f(x) > 0. ¤

Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå â êîíöå II.5, ìû ñðàçó ïîëó÷èì äîêàçàííûé âûøå (II.2)
ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè íåíóëåâûõ (b)-ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ
â ïðîñòðàíñòâå ñ òåëåñíûì êîíóñîì.

� 7. Î ÐÀÇËÎÆÅÍÈÈ (b)-ËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ

Òåîðåìà II.7.1 (È. Íàìèîêà [41]). Ïóñòü â ÓÁÏ (X, K) êîíóñ K çàìêíóò.
Åñëè f ∈ X ′ îãðàíè÷åí íà ëþáîì (o)-îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå èç X, òî îí
ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ (b)-ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x ≥ 0 ïîëîæèì

p(x) = sup
0≤y≤x

f(x).

Òîãäà î÷åâèäíî:
1) 0 ≤ p(x) < +∞; f(x) ≤ p(x);
2) ôóíêöèîíàë p ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäåí;
3) p(x1 + x2) ≥ p(x1) + p(x2) äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ K.
Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî p(x) ≤ C‖x‖ äëÿ ëþáîãî

x ∈ K. Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn ∈ K, äëÿ
êîòîðûõ

‖xn‖ =
1

n2
, p(x) > n.

Òîãäà ïðè ëþáîì n ñóùåñòâóåò òàêîé yn ≤ xn (yn > 0), ÷òî f(yn) > n. Îäíàêî âñå
yn ≤ x =

∞∑
n=1

xn è ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî {f(yn)} äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî.
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Z = X×R1 (åãî ýëåìåíòû ñóòü ïàðû

z = (x, λ)) ñ íîðìîé ‖z‖ = ‖x‖+ |λ|. Â Z âûäåëèì êîíóñ

K1 = {z : x ≥ 0, λ ≤ p(x)}.

Ýëåìåíò z0 = (0, 1) 6∈ K1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå
zn = (xn, λn) ∈ K1, ÷òî zn

(b)−→ z0, òî xn
(b)−→ 0, λn → 1. Íî λn ≤ p(xn) → 0 è ìû

ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïî ëåììå èç II.4 íà Z ñóùåñòâóåò òàêîé (b)-ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë ψ, ÷òî ψ(z) ≥ 0 íà K1 è ψ(z0) < 0. Íàïîìíèì, ÷òî ëåììó èç II.4 ìû
ìîãëè áû ïðèìåíèòü è â ñëó÷àå, åñëè áû K1 îêàçàëîñü êëèíîì.

Òåïåðü ïîëîæèì ϕ(x) = ψ(x, 0). ßñíî, ÷òî ϕ � (b)-ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X,
à òàê êàê (x, 0) ∈ K1, åñëè x ∈ K, òî ϕ ∈ K ′. Äëÿ ëþáîãî z = (x, λ) èìååì

ψ(z) = ϕ(x) + λψ(z0).

Åñëè x ∈ K, òî z = (x, p(x)) ∈ K1, è ïîòîìó

ϕ(x) + p(x)ψ(z0) ≥ 0,
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îòêóäà p(x) ≤ g(x), ãäå g(x) = − ϕ(x)

ψ(z0)
. Íî g ∈ K ′, à f ≤ g, è ïîòîìó ðàâåíñòâî

f = g − (g − f) äàåò òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå. ¤
Ñëåäñòâèå. Åñëè (X,K) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû, à ôóíêöèîíàë f ∈

X ′ ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ, òî
îí ïðåäñòàâèì è â âèäå ðàçíîñòè (b)-ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî âñÿêèé ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé ôóíêöèîíàë îãðàíè÷åí
íà ëþáîì (o)-îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.

� 8. ÏÎ×ÒÈ ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÅ ÒÎ×ÊÈ ÊÎÍÓÑÀ

Ïóñòü (X, K) � ÓÍÏ, â êîòîðîì K 6= X. Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî
òåîðåìå II.6.1, K ′ \ {0} 6= ∅.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà u ∈ K íàçûâàåòñÿ ïî÷òè âíóòðåííåé, åñëè f(u) > 0 äëÿ
ëþáîãî f ∈ K ′ \ {0}15.

Ïî÷òè âíóòðåííèå òî÷êè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî, åñëè êîíóñ K
� ïðîñòðàíñòâåííûé. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî òåîðåìå I.8.1,
ñîïðÿæåííûé êëèí K ′ � íå êîíóñ, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé f , ÷òî ±f ∈ K ′ \ {0}.

Èç òåîðåìû II.2.1 è ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû II.2.2 âûòåêàåò, ÷òî åñëè êîíóñ K
òåëåñåí, òî ïî÷òè âíóòðåííèå òî÷êè êîíóñà K ñîâïàäàþò ñ åãî âíóòðåííèìè òî÷êàìè.
Îäíàêî, åñëè êîíóñ K íå òåëåñåí, ò. å. âíóòðåííèõ òî÷åê íåò, òî ïî÷òè âíóòðåííèå
òî÷êè âñå æå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü. Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå L1, ïîñòðîåííîì
íà ëþáîì ïðîñòðàíñòâå ñ σ-êîíå÷íîé ìåðîé, ïðè åñòåñòâåííîì åãî óïîðÿäî÷åíèè,
ëþáàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ áîëüøå 0 ïî÷òè âñþäó, � ïî÷òè âíóòðåííÿÿ òî÷êà êîíóñà
ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (à ýòîò êîíóñ íå òåëåñåí). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â äèñêðåòíîì
ïðîñòðàíñòâå `2(T ), ãäå T � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òàêæå ïðè åñòåñòâåííîì åãî
óïîðÿäî÷åíèè, â êîíóñå ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ íåò íè îäíîé ïî÷òè âíóòðåííåé
òî÷êè.

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî ïî÷òè âíóòðåííèõ òî÷åê, äîïîëíåííîå íóëåì, � êîíóñ. Òàê
æå, êàê â II.1 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî ïî÷òè âíóòðåííèõ òî÷åê íå ïóñòî,
òî îíî âñþäó ïëîòíî â êîíóñå K. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåêîòîðûå óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïî÷òè âíóòðåííèõ òî÷åê.

Òåîðåìà II.8.1. Åñëè â ñåïàðàáåëüíîì ÓÁÏ (X,K) êîíóñ K � çàìêíóòûé è
ïðîñòðàíñòâåííûé, òî ïî÷òè âíóòðåííèå òî÷êè ñóùåñòâóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì â êîíóñå K ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ xn > 0. Ïîëîæèì

u =
∞∑

n=1

1

2n‖xn‖xn.

ßñíî, ÷òî u ∈ K. Åñëè f ∈ K ′ è f(u) = 0, òî è f(xn) = 0 äëÿ ëþáîãî n, à ïîòîìó f(x) =
0 äëÿ ëþáîãî x ∈ K. Íî ïîñêîëüêó êîíóñ K ïðîñòðàíñòâåííûé, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
f(x) ≡ 0 íà X. Òàêèì îáðàçîì, u � ïî÷òè âíóòðåííÿÿ òî÷êà êîíóñà K. ¤

Ñ ïîíÿòèåì ïî÷òè âíóòðåííåé òî÷êè òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå êâàçèâíóòðåííåé
òî÷êè. Èìåííî, ýëåìåíò u > 0 íàçûâàåòñÿ êâàçèâíóòðåííåé òî÷êîé êîíóñà K,
åñëè ìíîæåñòâî Xu ýëåìåíòîâ, îãðàíè÷åííûõ îòíîñèòåëüíî u, ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå

15Ïî÷òè âíóòðåííèå òî÷êè èçó÷àëèñü È.À. Áàõòèíûì [5].
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X ([28], ñòð. 304). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êâàçèâíóòðåííÿÿ òî÷êà u ÿâëÿåòñÿ è ïî÷òè
âíóòðåííåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ∈ K ′ è f(u) = 0, òî f(x) ≡ 0 íà âñåì Xu, a ïîòîìó
è íà X. Çíà÷èò, u � ïî÷òè âíóòðåííÿÿ òî÷êà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â íîðìèðîâàííîé
ðåøåòêå ïîíÿòèÿ êâàçèâíóòðåííèõ è ïî÷òè âíóòðåííèõ òî÷åê ñîâïàäàþò.
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III. ÍÅÑÏËÞÙÅÍÍÍÛÅ ÊÎÍÓÑÛ

Õîòÿ èçëîæåíèå âåäåòñÿ äëÿ ÓÍÏ (X, K), íî âñå ïîñëåäóþùåå ñïðàâåäëèâî è
äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ êëèíîì K.

� 1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ È ÏÐÎÑÒÅÉØÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÍÅÑÏËÞÙÅÍÍÎÃÎ ÊÎÍÓÑÀ

Îïðåäåëåíèå. Êîíóñ K íàçûâàåòñÿ íåñïëþùåííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî M , ÷òî ëþáîé x ∈ X ïðåäñòàâèì â âèäå x = u − v, ãäå u, v ∈ K, ïðè÷åì
‖u‖, ‖v‖ ≤ M‖x‖. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî êîíóñ K íåñïëþùåí
ñ êîíñòàíòîé M . Åñëè êîíóñ K íå ÿâëÿåòñÿ íåñïëþùåííûì, ìû áóäåì íàçûâàòü åãî
èíîãäà ñïëþùåííûì.

Ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ íåñïëþùåííûé êîíóñ � âîñïðîèçâîäÿùèé. Îäíàêî
íå âñÿêèé âîñïðîèçâîäÿùèé êîíóñ � íåñïëþùåííûé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð
ïðèâåäåí â � 3. Èç îïðåäåëåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî åñëè êîíóñ íåñïëþùåí,
òî êîíñòàíò íåñïëþùåííîñòè áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò
ñëåäóþùèé ïðèìåð, ñðåäè íèõ ìîæåò íå áûòü íàèìåíüøåé.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì R2 ñ íîðìîé ‖x‖ = max(|ξ1|, |ξ2|) è ñ êîíóñîì K = {x ∈
R2 : ξ1 > 0, ξ2 ≥ 0} ∪ {0}. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x ∈ R2 ïðè ëþáîì ε > 0 ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå

x = (ξ+
1 + ε, ξ+

2 )− (ξ−1 + ε, ξ−2 )

(ξ+ = max(ξ, 0), ξ− = max(−ξ, 0)),

òî K íåñïëþùåí ñ ëþáîé êîíñòàíòîé M > 1. Îäíàêî 1 óæå íå ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî
êîíñòàíòîé íåñïëþùåííîñòè. Íàïðèìåð, åñëè x = (1,−1), òî åãî ïðåäñòàâëåíèå â
âèäå ðàçíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ âîçìîæíî ëèøü òàêîå:

x = (1 + ε, δ)− (ε, 1 + δ) (ε > 0, δ ≥ 0).

Ïðè ýòîì ‖(1 + ε, δ)‖ > 1, òîãäà êàê ‖x‖ = 1.
Íåñïëþùåííîñòü êîíóñà K ñ êîíñòàíòîé M îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî B∩K−B∩K

(ãäå B � åäèíè÷íûé øàð èç X) ñîäåðæèò øàðîâóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ ðàäèóñà 1

M
è,

ñëåäîâàòåëüíî, ñàìî ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ íóëÿ16.
Îòìåòèì ñëåäóþùèå ïðîñòûå ïðåäëîæåíèÿ:
à) Åñëè êîíóñ íåñïëþùåí, òî îí îñòàåòñÿ íåñïëþùåííûì è ïðè ïåðåõîäå ê ëþáîé

äðóãîé ýêâèâàëåíòíîé íîðìå. Îäíàêî êîíñòàíòû íåñïëþùåííîñòè ïðè ïåðåõîäå ê
16Â [37] è [46] ïðî êîíóñ, îáëàäàþùèé òàêèì ñâîéñòâîì, ãîâîðèòñÿ, ÷òî îí äàåò îòêðûòîå

ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà X, à íîðìà â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé.
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ýêâèâàëåíòíîé íîðìå ìîãóò èçìåíÿòüñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó âñåãäà
ìîæíî ââåñòè òàê, ÷òî ëþáîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, áóäåò êîíñòàíòîé íåñïëþùåííîñòè.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü çà íîâóþ íîðìó ‖ · ‖′ ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî17,
ïîñòðîåííûé ïî îêðåñòíîñòè íóëÿ B ∩ K − B ∩ K (ýòà îêðåñòíîñòü âûïóêëà,
ñèììåòðè÷íà è îãðàíè÷åíà). Ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîé íîðìû è ïåðâîíà÷àëüíîé ‖ · ‖
âûòåêàåò èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà 1

2
‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ M‖x‖ (M � ïðåæíÿÿ êîíñòàíòà

íåñïëþùåííîñòè).
á) Âñÿêèé òåëåñíûé êîíóñ íåñïëþùåí. Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (1) ãë. II

âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî

x =
‖x‖
ρ

u−
(‖x‖

ρ
u− x

)
(u À 0)

äàåò ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà x â âèäå ðàçíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ, ïðè÷åì M =
‖u‖
ρ

+1

� êîíñòàíòà íåñïëþùåííîñòè.
â) Êîíñòàíòà íåñïëþùåíííîñòè (â íåíóëåâîì ïðîñòðàíñòâå) íå ìîæåò áûòü

ìåíüøå 1

2
. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ïðèìåð ÓÁÏ, ïîñòðîåííûé È.È. ×ó÷àåâûì,

â êîòîðîì êîíóñ íåñïëþùåí î êîíñòàíòîé 1

2
.

Òåîðåìà III.1.1. Åñëè â ÓÍÏ (X,K) êîíóñ K íåñïëþùåí, à Y � ïîïîëíåíèå
ïðîñòðàíñòâà X ïî íîðìå è KY � çàìûêàíèå êîíóñà K â Y , òî KY �
âîñïðîèçâîäÿùèé êëèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ Y . Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå xn ∈ X, ÷òî y =
∞∑

n=0

xn,

‖xn‖ <
1

n2
ïðè n ≥ 1. Äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóþò òàêèå un, vn ∈ K, ÷òî xn = un−vn,

‖un‖, ‖vn‖ <
M

n2
ïðè n ≥ 1 (M � êîíñòàíòà íåñïëþùåííîñòè êîíóñà K). Ïîëîæèì

u =
∞∑

n=0

un, v =
∞∑

n=0

vn. Òîãäà un, vn ∈ KY , a y = u− v. ¤
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå èìååò ñìûñë è òîãäà, êîãäà êîíóñ K íå

âîñïðîèçâîäÿùèé, à ëèøü ïðîñòðàíñòâåííûé.
Îïðåäåëåíèå. Êîíóñ K íàçûâàåòñÿ ïî÷òè íåñïëþùåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî

x ∈ X ñóùåñòâóþò òàêèå (b)-îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ {un}, {vn}, ÷òî un − vn

(b)−→ x.
Âñÿêèé âîñïðîèçâîäÿùèé êîíóñ ïî÷òè íåñïëþùåí: ëþáîé x èìååò âèä x =

u − v (u, v ∈ K) è äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü un = u, vn = v. Ïðèìåðîì ïî÷òè
íåñïëþùåííîãî, íî íå âîñïðîèçâîäÿùåãî êîíóñà ìîæåò ñëóæèòü êîíóñ ôèíèòíûõ
âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè â ïðîñòðàíñòâå `1.

17Åñëè V � âûïóêëàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ è îãðàíè÷åííàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé
ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ρ(x) = inf{λ : λ ≥ 0, x ∈ λV },

è ýòî è åñòü íîðìà.
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� 2. ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÐÅÉÍÀ�ØÌÓËÜßÍÀ

Ïóñòü ñíîâà (X, K) � ïðîèçâîëüíîå ÓÍÏ. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà λ > 0 ïîëîæèì
Eλ = {x ∈ X : ñóùåñòâóþò òàêèå u, v ∈ K, ÷òî x = u − v, ‖u‖, ‖v‖ ≤ λ}. ßñíî,
÷òî ìíîæåñòâî Eλ ñèììåòðè÷íî (åñëè x ∈ Eλ, òî è −x ∈ Eλ) è âûïóêëî. À òîãäà è
ìíîæåñòâî Eλ òîæå ñèììåòðè÷íî è âûïóêëî.

Ëåììà 1. Åñëè S(0; r) ⊂ Eλ, òî S(0; αr) ⊂ Eαλ (α > 0).
Î÷åâèäíî.
Ëåììà 2. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî, à êîíóñ K çàìêíóò, è åñëè

ñóùåñòâóþò òàêèå r è λ, ÷òî S(0; r) ⊂ Eλ, òî K íåñïëþùåí ñ êîíñòàíòîé
M = 2

λ

r
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ‖x‖ ≤ r. Òîãäà 3

4
x ∈ Eλ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

òàêîé x1 ∈ Eλ, ÷òî
∥∥∥∥

3

4
x− x1

∥∥∥∥ <
r

4
. Ïðè ýòîì ‖x1‖ < r, a ‖x − x1‖ <

r

2
. Ïî

ëåììå 1 S

(
0;

1

2
r

)
⊂ E 1

2
λ, è ïîòîìó àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóåò òàêîé x2 ∈ E 1

2
λ, ÷òî

‖x2‖ <
r

2
, ‖(x − x1) − x2‖ <

r

4
. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè, ìû ïîñòðîèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn òàê, ÷òî xn ∈ E 1
2n−1 λ, ‖xn‖ <

r

2n−1
,
∥∥∥∥x−

n∑
k=1

xk

∥∥∥∥ <

r

2n
. À òîãäà x =

∞∑
n=1

xn, xn = un − vn, ãäå un, vn ∈ K è ‖un‖, ‖vn‖ ≤ λ

2n−1
.

Ïîëîæèì u =
∞∑

n=1

un, v =
∞∑

n=1

vn ((b)-ñõîäèìîñòü ýòèõ ðÿäîâ îáåñïå÷åíà (b)-ïîëíîòîé
ïðîñòðàíñòâà X). Òîãäà x = u− v, u, v ∈ K, ‖u‖, ‖v‖ ≤ 2λ. ¤

Ëåììà 3. Åñëè â ÓÁÏ (X,K) êîíóñ K çàìêíóòûé è ïî÷òè íåñïëþùåííûé, òî
îí íåñïëþùåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè íåñïëþùåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ρ, ÷òî x ∈ Eρ. Òàêèì îáðàçîì,
X =

∞⋃
ρ=1

Eρ. Âñëåäñòâèå (b)-ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò òàêîå ρ, ïðè êîòîðîì

Eρ ñîäåðæèò íåêîòîðûé øàð S(x0; r). Òîãäà è øàð S(−x0; r) ⊂ Eρ âñëåäñòâèå
ñèììåòðè÷íîñòè ìíîæåñòâà Eρ. Åñëè òåïåðü ‖y‖ ≤ r, òî y =

1

2
[(x0+y)+(−x0+y)] ∈ Eρ

áëàãîäàðÿ âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Eρ. Òàêèì îáðàçîì, S(0; r) ⊂ Eρ è îñòàåòñÿ
ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 2.

Â äîêàçàííîé ëåììå ñîäåðæèòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà III.2.1 (Ì.Ã. Êðåéí, Â.Ë. Øìóëüÿí [18]). Åñëè â ÓÁÏ (X, K)

êîíóñ K çàìêíóòûé è âîñïðîèçâîäÿùèé, òî îí íåñïëþùåí18.
Ñëåäñòâèå. Åñëè â ÓÁÏ (X, K) êëèí K � âîñïðîèçâîäÿùèé, òî êîíóñ K ïî÷òè

íåñïëþùåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Êðåéíà�Øìóëüÿíà êëèí K íåñïëþùåí; òîãäà äëÿ

ëþáîãî x ∈ X ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå x = u − v (u, v ∈ K), ãäå ‖u‖, ‖v‖ ≤
M‖x‖ (M � ïîñòîÿííàÿ). Íî u = (b)- lim un, v = (b)- lim vn, ãäå un, vn ∈ K, è îáå

18Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåîðåìà Êðåéíà�Øìóëüÿíà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñ êëèíîì.
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (b)-îãðàíè÷åíû. ¤
Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî åñëè êîíóñ â ÓÁÏ çàìêíóòûé è ïðîñòðàíñòâåííûé,

òî íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî îí ïî÷òè íåñïëþùåí. Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå
C[a, b] ñ îáû÷íîé íîðìîé êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ âîçðàñòàþùèõ (â øèðîêîì
ñìûñëå) ôóíêöèé � ïðîñòðàíñòâåííûé: êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ åñòü ïðåäåë
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè,
íàïðèìåð, ïîëèíîìîâ. Îäíàêî ýòîò êîíóñ íå ïî÷òè íåñïëþùåí, òàê êàê â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå: ïî ëåììå 3 îí áûë áû âîñïðîèçâîäÿùèì, ÷òî íåâåðíî.

Òåîðåìà III.2.2. Åñëè â ÓÁÏ (X, K) êîíóñ K çàìêíóòûé è âîñïðîèçâîäÿùèé,
òî âñÿêèé ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X (b)-ëèíååí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X, B �
åäèíè÷íûé øàð â X, B+ = B ∩ K. Ïðîâåðèì îãðàíè÷åííîñòü f íà B+. Äîïóñêàÿ
ïðîòèâíîå, ìû ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn ∈ B+, äëÿ êîòîðûõ
f(xn) > n2. Ïîëîæèì x =

∞∑
n=1

xn

n2
. Òîãäà x ≥ 0 è ïðè ëþáîì N f(x) ≥

N∑
n=1

1

n2
f(xn) > N ,

÷òî íåâîçìîæíî. Òåïåðü äëÿ ëþáîãî x ∈ B, áëàãîäàðÿ íåñïëþùåííîñòè êîíóñà K,
íàéäåì òàêèå u, v ≥ 0, ÷òî x = u−v, ‖u‖, ‖v‖ ≤ M (M � êîíñòàíòà íåñïëþùåíîñòè).
Ñëåäîâàòåëüíî, |f(x)| ≤ f(u) + f(v) ≤ 2M sup

x∈B+

f(x) è òåì ñàìûì ôóíêöèîíàë f

îãðàíè÷åí íà B, è ïîýòîìó (b)-ëèíååí. ¤
Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàííîé òåîðåìå óñëîâèå çàìêíóòîñòè êîíóñà ñóùåñòâåííî.

Èìåííî ïîêàæåì, ÷òî â ëþáîì áåñêîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X ìîæíî
ââåñòè óïîðÿäî÷åíèå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî âîñïðîèçâîäÿùåãî êîíóñà K òàê, ÷òî
â ÓÁÏ (X, K) áóäóò ñóùåñòâîâàòü ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå, íî íå íåïðåðûâíûå
ôóíêöèîíàëû.

Ñ ýòîé öåëüþ âûäåëèì â ïðîñòðàíñòâå X áàçèñ Ãàìåëÿ {eα}α∈A è îáðàçóåì
êîíóñ K èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ðàçëîæåíèå êîòîðûõ ïî áàçèñó Ãàìåëÿ x =

∑
cα(x)eα

èìååò íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû19. Òîãäà êîíóñ K � âîñïðîèçâîäÿùèé, à
êîýôôèöèåíòû cα(x) ñóòü ëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèîíàëû â ÓÁÏ (X, K).
Äîêàæåì, ÷òî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ ñðåäè íèõ ìîæåò áûòü ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ αk (k = 1, 2, . . .)
ôóíêöèîíàëû cαk

íåïðåðûâíû. Ïîäáåðåì ÷èñëà λ > 0 òàê, ÷òî ðÿä
∞∑

k=1

λkeαk
(b)-

ñõîäèòñÿ, è ïóñòü x � åãî ñóììà, à xn � åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû: x =
∞∑

k=1

λkeαk
,

xn =
n∑

k=1

λkeαk
. Òîãäà cαk

(xn) → cαk
(x) ïðè ëþáîì k. Íî ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ cα(x)

ìîæåò áûòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îòëè÷íûõ îò 0, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò k, ïðè
êîòîðîì cαk

(x) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè n ≥ k, òî cαk
(xn) = λk > 0, è ìû ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåííîé íåïðåðûâíîñòüþ cαk
.

19Áàçèñîì Ãàìåëÿ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ýëåìåíòîâ, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîòîðîé ðàâíà X. Áàçèñ Ãàìåëÿ ñóùåñòâóåò âî âñÿêîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè {eα} � áàçèñ Ãàìåëÿ, òî ëþáîé x ∈ X ïðåäñòàâèì åäèíñòâåííûì
ñïîñîáîì â âèäå x =

∑
cα(x)eα, ãäå íà ñàìîì äåëå èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ,

îòëè÷íûõ îò 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå áàçèñ Ãàìåëÿ
íåñ÷åòåí.
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� 3. ÑÂßÇÜ ÌÅÆÄÓ ÍÅÑÏËÞÙÅÍÍÎÑÒÜÞ ÊÎÍÓÑÀ
(b)-ÏÎËÍÎÒÎÉ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

(b)-ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà â òåîðåìå Êðåéíà�Øìóëüÿíà èãðàåò ñóùåñòâåííóþ
ðîëü. Íàïðèìåð, â ÓÍÏ (X,K) ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà îòðåçêå [0, 1] ñ
êîíóñîì K íåîòðèöàòåëüíûõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé è ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé ‖x‖ =
sup |x(t)| êîíóñ K çàìêíóòûé è âîñïðîèçâîäÿùèé, îäíàêî îí ñïëþùåí. Ïîñëåäíåå ìû
îáíàðóæèì, åñëè ðàññìîòðèì ôóíêöèþ x(t) = sin 2πnt (n ∈ N). Åñëè y ∈ K è y ≥ x,
òî íåïðåìåííî y(1) ≥ 2n, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ‖y‖ ≥ 2n, òîãäà êàê ‖x‖ = 1.

Ïðèâåäåì ïîïóòíî ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â òåîðåìå Êðåéíà�Øìóëüÿíà
íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ è îò çàìêíóòîñòè êîíóñà K, à èìåííî, íåçàìêíóòûé è ê òîìó æå
ìèíèýäðàëüíûé êîíóñ â ÓÁÏ ìîæåò áûòü ñïëþùåííûì.

Ïðèìåð 4 (Ã.ß. Ëîçàíîâñêèé [23]). Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C[a, b] âûáåðåì
áàçèñ Ãàìåëÿ, ñîñòîÿùèé èç íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé {ϕα}α∈A, è îáðàçóåì êîíóñ
K èç âñåõ ôóíêöèé, ðàçëîæåíèå êîòîðûõ ïî áàçèñó Ãàìåëÿ x =

∑
cα(x)ϕα èìååò

íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Òîãäà ÓÁÏ (X, K) îêàçûâàåòñÿ èçîìîðôíûì êàê
óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî K-ïðîñòðàíñòâó ôèíèòíûõ âåêòîðîâ {bα}α∈A

ñ ïîêîîðäèíàòíûì óïîðÿäî÷åíèåì, à êîíóñ K � âîñïðîèçâîäÿùèé. Ïðè ýòîì, åñëè
x ∈ K, òî x(t) ≥ 0 ïðè âñåõ t (îáðàòíîå íåâåðíî), à ïîòîìó åñëè 0 ≤ x ≤ y, òî
‖x‖ ≤ ‖y‖.

Äîïóñòèì, ÷òî K íåñïëþùåí ñ êîíñòàíòîé M . Ïðîñòðàíñòâî C ñåïàðàáåëüíî,
è ïîòîìó â êîíóñå K ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî P = {xk}.
Ìíîæåñòâî A′ òåõ èíäåêñîâ α, ïðè êîòîðûõ α-àÿ êîîðäèíàòà õîòü îäíîãî èç xk

îòëè÷íà îò 0, ñ÷åòíî. Ïóñòü α0 ∈ A \ A′ (âåäü A íåñ÷åòíî), x = ϕα0 ∈ K. Ïðè
ëþáîì ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé xk ∈ P , ÷òî ‖x − xk‖ < ε. Òîãäà x − xk = u − v,
ãäå u, v ∈ K, ‖u‖, ‖v‖ < Mε. Îòñþäà xk + u ≥ x = ϕα0 . Íî òàê êàê cα0(xk) = 0, òî
ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè u ≥ x. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖x‖ ≤ ‖u‖ < Mε
è, âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè ε, ‖x‖ = 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè,
÷òî êîíóñ K ñïëþùåí.

Òåîðåìà III.3.1. Ïóñòü (X, K) � ÓÍÏ è êîíóñ K çàìêíóòûé è
âîñïðîèçâîäÿùèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî X áûëî (b)-ïîëíûì, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:

à) êîíóñ K áûë íåñïëþùåí,
á) êàæäàÿ âîçðàñòàþùàÿ (b)-ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

èç K èìåëà (b)-ïðåäåë.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû

Êðåéíà�Øìóëüÿíà, äîêàæåì èõ äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} (b)-
ôóíäàìåíòàëüíà. Ïåðåõîäÿ, åñëè ýòî íóæíî, ê ÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî
ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî

∞∑
n=1

‖xn+1 − xn‖ < +∞.

Áëàãîäàðÿ íåñïëþùåííîñòè êîíóñà K ñóùåñòâóþò òàêèå un, vn ∈ K, ÷òî
xn+1 − xn = un − vn; ‖un‖, ‖vn‖ ≤ M‖xn+1 − xn‖

(M � ïîñòîÿííàÿ). Èç ïîñëåäíåé îöåíêè âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ

∞∑
n=1

un è
∞∑

n=1

vn (b)-ôóíäàìåíòàëüíû, à ïîòîìó, ñîãëàñíî
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óñëîâèþ á), ýòè ðÿäû (b)-ñõîäÿòñÿ. Íî òîãäà è ðÿä
∞∑

n=1

(xn+1− xn) òîæå (b)-ñõîäèòñÿ è
(b)- lim xn ñóùåñòâóåò. ¤

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìà âåðíà
è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î çàìêíóòîñòè êîíóñà K.

� 4. ÄÅÄÅÊÈÍÄÎÂÀ ÏÎËÍÎÒÀ ÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Ëåììà. Åñëè (X,K) � ÓÍÏ ñ íåñïëþùåííûì êîíóñîì K, a f , g, h � ëèíåéíûå
ôóíêöèîíàëû íà X, ïðè÷åì f ≤ g ≤ h 20 è f, h ∈ X ′, òî è g ∈ X ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f = 0. Åñëè xn ∈
K è xn

(b)−→ 0, òî h(xn) → 0, à èç íåðàâåíñòâà 0 ≤ g(xn) ≤ h(xn) ñëåäóåò, ÷òî è
g(xn) → 0. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn

(b)−→ 0 íàõîäèì òàêèå un, vn ∈ K,
÷òî

xn = un − vn, à ‖un‖, ‖vn‖ ≤ M‖xn‖,
ãäå M � êîíñòàíòà íåñïëþùåííîñòè. Òîãäà è un

(b)−→ 0, vn
(b)−→ 0, ñëåäîâàòåëüíî,

g(un) → 0, g(vn) → 0, à âìåñòå ñ òåì è g(xn) → 0. ¤
Òåîðåìà III.4.1. Åñëè â ÓÍÏ (X, K) êîíóñ K íåñïëþùåí, òî ñîïðÿæåííîå

ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′) äåäåêèíäîâî ïîëíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî E ⊂ X ′ íàïðàâëåíî ïî âîçðàñòàíèþ è

îãðàíè÷åíî ñâåðõó, h � åãî âåðõíÿÿ ãðàíèöà (h ∈ X ′). Òîãäà ïðè ëþáîì x ∈ K è
äëÿ ëþáîãî f ∈ E èìååì f(x) ≤ h(x). Ïîëîæèì

g(x) = sup
f∈E

f(x) ≤ h(x) (x ∈ K).

Ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî E íàïðàâëåíî
ïî âîçðàñòàíèþ), ÷òî ôóíêöèîíàë g îáëàäàåò íà K ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè.
Âïðî÷åì, òîò æå ôóíêöèîíàë g ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðåäåë íàïðàâëåíèÿ, g(x) =
lim
E

f(x), è òîãäà åãî àääèòèâíîñòü áóäåò ñðàçó âûòåêàòü èç îáùèõ ñâîéñòâ ïðåäåëà.
Ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü g î÷åâèäíà.

Òåïåðü äëÿ ëþáîãî x ∈ X ïîëàãàåì g(x) = g(u) − g(v), ãäå u, v ∈ K, x = u − v.
Áëàãîäàðÿ àääèòèâíîñòè g íà K ýòî îïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íî, ïðè÷åì ôóíêöèîíàë g
ëèíååí. Äëÿ ëþáîãî f ∈ E ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f ≤ g ≤ h, ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ëåììå g ∈ X ′. Òàê êàê ïðè ýòîì g ≤ h, à â êà÷åñòâå h ìîæíî âçÿòü ëþáóþ âåðõíþþ
ãðàíèöó ìíîæåñòâà E, òî g = sup E. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè X � ÓÍÏ ñ íåñïëþùåííûì êîíóñîì K è åñëè ñîïðÿæåííîå
ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′) � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, òî (X ′, K ′) � K-ïðîñòðàíñòâî.

Âûòåêàåò ñðàçó æå èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû è òåîðåìû I.5.1.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîñòðîåííûé Ã.ß. Ëîçàíîâñêèì, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî â

îáùåì ñëó÷àå, äàæå åñëè ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî, à êîíóñ K çàìêíóò, ñîïðÿæåííîå
ïðîñòðàíñòâî ìîæåò îêàçàòüñÿ âåêòîðíîé ðåøåòêîé, íî íå áûòü äåäåêèíäîâî σ-
ïîëíûì.

20Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ X] óïîðÿäî÷åíî ñ ïîìîùüþ
êîíóñà K] (ñì. I.6).
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Ïðèìåð 5. Ïóñòü X = L2[0, 1], à êîíóñ K ñîñòîèò èç âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ
íåâîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé (òî÷íåå, èç ôóíêöèé, ýêâèâàëåíòíûõ íåîòðèöàòåëüíûì
íåâîçðàñòàþùèì) èç X. Êîíóñ K, î÷åâèäíî, çàìêíóòûé, íî íå âîñïðîèçâîäÿùèé,
ïîñêîëüêó êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç K îãðàíè÷åíà íà ëþáîì ïðîìåæóòêå âèäà [δ, 1], ãäå
0 < δ < 1. Îäíàêî, êîíóñ K � ïðîñòðàíñòâåííûé. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ôóíêöèè âèäà

x(t) = 1− tn (n = 1, 2, . . .),

à òàêæå íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû âõîäÿò â K, ïîýòîìó âñå ïîëèíîìû âõîäÿò â åãî
ëèíåéíóþ îáîëî÷êó K −K. Ïî òåîðåìå I.8.1 ñîïðÿæåííûé êëèí K ′ � êîíóñ.

Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X ′ ðåàëèçóåòñÿ òîæå â âèäå L2[0, 1]. Êàæäûé f ∈ X ′

ïðåäñòàâèì ïî ôîðìóëå
f(x) =

∫ 1

0

x(t)y(t) dt, (1)

è ôóíêöèîíàëû f ∈ X ′ ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ ôóíêöèÿìè y ∈ L2. Âûÿñíèì,
èç êàêèõ ôóíêöèé y ñîñòîèò K ′. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñ
ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðîìåæóòêîâ âèäà
[0, h], ãäå 0 ≤ h ≤ 1 ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî, ïëîòíîå â K. Ïîýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû
y ∈ K ′, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèîíàë (1) èìåë íåîòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ íà âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ïðîìåæóòêîâ [0, h], à ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ôóíêöèè y äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

∫ h

0

y dt ≥ 0 ∀h ∈ [0, 1]. (2)

Äàëåå âñÿêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y ∈ L2 îïðåäåëÿåò ôóíêöèîíàë (1),
âõîäÿùèé â K ′, ñëåäîâàòåëüíî, K ′ ñîäåðæèò âåñü êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé,
è ïîòîìó K ′ � âîñïðîèçâîäÿùèé.

Ïðîâåðèì, ÷òî (X ′, K ′) � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Ïóñòü y, z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(2). Ïîëîæèì

Y (h) =

∫ h

0

y dt, Z(h) =

∫ h

0

z dt, U(h) = max[Y (h), Z(h)].

Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ U àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è, ñëåäîâàòåëüíî,
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò ñâîåé ïðîèçâîäíîé u. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèðàùåíèå ôóíêöèè
U íà ëþáîì îòðåçêå [α, β] ⊂ [0, 1] èëè ñîâïàäàåò ñ ïðèðàùåíèåì îäíîé èç ôóíêöèé
Y èëè Z, èëè íå ïðåâîñõîäèò îäíîãî èç íèõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Èç ýòèõ æå
ñîîáðàæåíèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé òî÷êå t ∈ [0, 1], ãäå âñå òðè ôóíêöèè Y , Z è U
èìåþò ïðîèçâîäíûå, |U ′(t)| ≤ max(|Y ′(t)|, |Z ′(t)|), è ïîòîìó |u(t)| ≤ max(|y(t)|, |z(t)|)
ïî÷òè âñþäó, è, çíà÷èò, u ∈ L2.

Íàêîíåö óáåäèìñÿ, ÷òî ÓÁÏ (X ′, K ′) íå ÿâëÿåòñÿ äåäåêèíäîâî σ-ïîëíûì21. Ïóñòü

yn(t) =





0 ïðè 0 ≤ t ≤ 1

2
,

2n ïðè 1

2
< t <

1

2
+

1

2n
,

0 ïðè 1

2
+

1

2n
≤ t ≤ 1,

21Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò òàêæå èç äîêàçûâàåìîé íèæå òåîðåìû V.4.3.
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à Yn(h) =
h∫
0

yn dt. Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî Yn+1(h) − Yn(h) ≥ 0 ïðè ëþáîì h ∈ [0, 1], è
ïîòîìó yn îáðàçóþò â (X ′, K ′) âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðè âû÷èñëåíèè ïîòî÷å÷íîãî ñóïðåìóìà èìååì

Z(h) = sup Yn(t) =





0 ïðè 0 ≤ t ≤ 1

2
,

1 ïðè 1

2
< t ≤ 1.

Åñëè áû â (X ′, K ′) ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ y = sup yn, òî åå èíòåãðàë Y äîëæåí
áûë áû áûòü íàèìåíüøåé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñ ïðîèçâîäíîé èç
L2, ìàæîðèðóþùåé âñå Yn, à, ñëåäîâàòåëüíî, è Z. Íî åñëè áû òàêàÿ ôóíêöèÿ
ñóùåñòâîâàëà, òî îíà íè â îäíîé òî÷êå íå ìîãëà áû áûòü áîëüøå Z(h), à ðàâåíñòâî
Y (h) ≡ Z(h) íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó Z � ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

� 5. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÈ ÊÎÍÓÑÀ

Ïðèâåäåì äâà ïðèçíàêà, ïîçâîëÿþùèå ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ïðîâåðÿòü
çàìêíóòîñòü êîíóñà òîëüêî ñ ïîìîùüþ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà III.5.1. Ïóñòü (X, K) � àðõèìåäîâî ÓÍÏ, ïðè÷åì:
1) êîíóñ K íåñïëþùåí,
2) âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ (b)-ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

èç K îãðàíè÷åíà ñâåðõó.
Òîãäà êîíóñ K çàìêíóò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn ∈ K è xn

(b)−→ x. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ‖xn − x‖ <

1

n3
ïðè âñåõ n ∈ N.

Òàè êàê êîíóñ K íåñïëþùåí, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû un ∈ K, ÷òî xn −
x ≤ un, ïðè÷åì ‖un‖ <

M

n3
(M � êîíñòàíòà íåñïëþùåííîñòè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ýëåìåíòîâ yn =
n∑

k=1

kuk � âîçðàñòàþùàÿ è (b)-ôóíäàìåíòàëüíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò y ≥ yn. Òîãäà ïðè ëþáîì n èìååì −x ≤ xn − x ≤ un ≤
1

n
yn ≤ 1

n
y è ïî ïðèíöèïó Àðõèìåäà −x ≤ 0, ò. å. x ∈ K. ¤

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê òåîðåìå III.3.1.
Òåîðåìà III.5.2. Ïóñòü (X, K) � àðõèìåäîâî ÓÍÏ, ïðè÷åì:
1) êîíóñ K íåñïëþùåí,
2) âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ (b)-ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

èç K èìååò (b)-ïðåäåë, ïðèíàäëåæàùèé êîíóñó K.
Òîãäà êîíóñ K çàìêíóò (à ïðîñòðàíñòâî X, ñîãëàñíî òåîðåìå III.3.1, áàíàõîâî).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî èç óñëîâèÿ 2) ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò

óñëîâèå 2) ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Ïóñòü xn ∈ K è îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ
(b)-ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà xn

(b)−→ x ∈ K. Ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì n ýëåìåíòû xm − xn (m ≥ n) ïðèíàäëåæàò K è îáðàçóþò (b)-
ôóíäàìåíòàëüíóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ 2),
x− xn = (b)- lim(xm− xn) ∈ K, ò. å. x ≥ xn. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó III.5.1. ¤
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Çàìå÷àíèÿ. 1. Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (X,K) àðõèìåäîâî, â îáåèõ
òåîðåìàõ ñóùåñòâåííî. Íàïðèìåð, åñëè ïëîñêîñòü R2 óïîðÿäî÷èòü ñ ïîìîùüþ
îòêðûòîãî ñåêòîðà, òî âñå óñëîâèÿ îáåèõ òåîðåì, êðîìå ïðèíöèïà Àðõèìåäà, áóäóò
âûïîëíåíû.

2. Â îòëè÷èå îò òåîðåìû III.5.2, èç óñëîâèé òåîðåìû III.5.1 (b)-ïîëíîòà
ïðîñòðàíñòâà X íå âûòåêàåò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ëþáîì íå áàíàõîâîì
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X ââåñòè óïîðÿäî÷åíèå ñ ïîìîùüþ çàìêíóòîãî
òåëåñíîãî êîíóñà K, òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû III.5.1, âêëþ÷àÿ è ïðèíöèï Àðõèìåäà,
áóäóò âûïîëíåíû (ñì. òåîðåìû II.1.4 è II.3.2).
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IV. ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÊÎÍÓÑÛ

� 1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ È ÏÐÎÑÒÅÉØÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÃÎ ÊÎÍÓÑÀ

Ïîíÿòèå íîðìàëüíîñòè êîíóñà, ââåäåííîå Ì.Ã. Êðåéíîì [19], èãðàåò îñîáåííî
âàæíóþ ðîëü âî âñåé òåîðèè ïðîñòðàíñòâ ñ êîíóñàìè. Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, (X, K) �
ÓÍÏ.

Îïðåäåëåíèå. Êîíóñ K íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0,
÷òî

‖x + y‖ ≥ δ äëÿ ëþáûõ x, y ∈ K ñ ‖x‖ = ‖y‖ = 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî íåñîáñòâåííûé êîíóñ íå ìîæåò áûòü
íîðìàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû óæå íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà
ïðîñòðàíñòâà ñ êëèíîì.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R2 âñÿêèé ñåêòîð ñ óãëîì ðàñòâîðà
ìåíüøèì π ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì êîíóñîì, à êîíóñ, èçîáðàæàåìûé îòêðûòîé èëè
ïîëóîòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòüþ, íå íîðìàëåí. Êîíå÷íî, â îáùåì ñëó÷àå, îñîáåííî â
áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òàêîé ïðîñòîé õàðàêòåðèñòèêè íîðìàëüíîãî êîíóñà
óæå íåò. Îäíàêî âñå æå íîðìàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî êîíóñ â êàêîì-òî ñìûñëå íå
äîëæåí áûòü ñëèøêîì ¾øèðîêèì¿.

Åñëè êîíóñ K íîðìàëåí, òî åãî çàìûêàíèå K � òîæå íîðìàëüíûé êîíóñ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x, y ∈ K è ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå xn, yn ∈ K,
÷òî ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1 è xn

(b)−→ x, yn
(b)−→ y. Òàê êàê ‖xn + yn‖ ≥ δ, òî è ‖x + y‖ ≥ δ. Â

êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåðåí ñëåäóþùèé áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà IV.1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ K â êîíå÷íîìåðíîì ÓÁÏ (X, K) áûë

íîðìàëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî çàìûêàíèå K áûëî êîíóñîì. Â
÷àñòíîñòè, ëþáîé çàìêíóòûé êîíóñ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íîðìàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ óæå äîêàçàíà äëÿ ëþáîãî ÓÍÏ.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè X � êîíå÷íîìåðíî è êîíóñ K çàìêíóò, òî îí íîðìàëåí.
Äîïóñòèì, ÷òî K íå íîðìàëåí. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ýëåìåíòîâ xn, yn ∈ K, ÷òî ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1, à ‖xn + yn‖ → 0. Òàê
êàê åäèíè÷íàÿ ñôåðà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîìïàêòíà, òî, ïåðåõîäÿ ê
÷àñòè÷íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì è ñîõðàíÿÿ òå æå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xn

(b)−→ x, yn
(b)−→ y. Ïðè ýòîì x, y ∈ K, à ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Íî

x + y = (b)- lim(xn + yn) è ïîòîìó x + y = 0, à y = −x, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó
K � êîíóñ.

Òåïåðü óæå ÿñíî, ÷òî åñëè K � ïðîèçâîëüíûé êîíóñ â êîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, à K � òîæå êîíóñ, òî K íîðìàëåí, à ïîòîìó è K íîðìàëåí. ¤
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Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (è äàæå
áàíàõîâîì) ýòà òåîðåìà íå âåðíà.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü X = C1 � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 2π] ñ íîðìîé

‖x‖ = max |x(t)|+ max |x′(t)|,

è ïóñòü êîíóñ K ñîñòîèò èç âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé èç X. ßñíî, ÷òî êîíóñ
K çàìêíóò. Åñëè

x(t) =
1

n + 2
(1 + sin nt), y(t) =

1

n + 2
(1− sin nt),

òî x, y ∈ K, ‖x‖ = ‖y‖ = 1, à ‖x + y‖ =
2

n + 2
è, òàêèì îáðàçîì, ‖x + y‖ çà ñ÷åò n

ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé.
Ëåììà 1. Åñëè êîíóñ K íîðìàëåí, òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ K

‖x + y‖ ≥ δ

2
‖x‖, (1)

ãäå δ � ïîñòîÿííàÿ èç îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê èç îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîñòè ÿñíî, ÷òî δ ≤ 2, òî ïðè

y = 0 íåðàâåíñòâî (1) òðèâèàëüíî. Òàê æå òðèâèàëüíî îíî è ïðè x = 0. Äàëåå ÿñíî,
÷òî íåðàâåíñòâî (1) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ‖x‖ ≥ ‖y‖, à çàìåíÿÿ
x è y íà 1

α
x è 1

α
y, ãäå α = ‖x‖, ìîæíî ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < ‖y‖ ≤ ‖x‖ = 1. Èìååì

‖x+y‖ ≥ 1−‖y‖, ‖x+y‖ =

∥∥∥∥
(

x +
y

‖y‖
)
−

(
1− ‖y‖
‖y‖ y

)∥∥∥∥ ≥ δ− (1−‖y‖), îòêóäà ïîñëå
ïî÷ëåííîãî ñëîæåíèÿ ïîëó÷àåì 2‖x + y‖ ≥ δ. ¤

Èç äîêàçàííîé ëåììû, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî íîðìàëüíîñòü êîíóñà
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ýêâèâàëåíòíîé íîðìå.

Ëåììà 2 (Â.È. Àæîðêèí, È.À. Áàõòèí [2]). Åñëè êîíóñ K íîðìàëåí, òî
ñóùåñòâóåò òàêîé òåëåñíûé è íîðìàëüíûé êîíóñ K1 ⊂ X, ÷òî K ⊂ K1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáîé x0 > 0. Òàê êàê çàìûêàíèå K � òîæå
íîðìàëüíûé êîíóñ, òî ïî òåîðåìå II.4.1 ñóùåñòâóåò òàêîé f ∈ K ′, ÷òî f(x0) = a > 0.
Ïóñòü F = S

(
x0;

a

2‖f‖
)
. Åñëè z ∈ F , òî f(z) ≥ a

2
, è ïîòîìó 0 6∈ F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

L òåëåñíûé êîíóñ, íàòÿíóòûé, íà F . ßñíî, ÷òî åñëè z ∈ L è f(z) = α, òî z = λz′, ãäå
z′ ∈ F è λ ≤ 2α

a
. Òàêèì îáðàçàì, åñëè zn ∈ L è f(zn) → 0, òî zn

(b)−→ 0.
Ïîëîæèì K1 = K + L. Òîãäà K1 � òåëåñíûé êëèí. Ïðîâåðèì, ÷òî îí

íîðìàëåí; òåì ñàìûì K1 � êîíóñ. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî K1 íå íîðìàëåí, òî äîëæíû
ñóùåñòâîâàòü òàêèå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ xn, x′n ∈ K1, ÷òî

‖xn‖ = ‖x′n‖ = 1, xn + x′n
(b)−→ 0.

Íî xn = yn + zn, x′n = y′n + z′n, ãäå yn, y′n ∈ K, zn, z′n ∈ L. Òîãäà

0 ≤ f(zn) ≤ f(zn + z′n) ≤ f(xn + x′n) → 0,
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ñëåäîâàòåëüíî, f(zn) → 0, è ïîòîìó zn
(b)−→ 0. Àíàëîãè÷íî, z′n

(b)−→ 0. Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî ‖yn‖ → 1, ‖y′n‖ → 1, à yn + y′n

(b)−→ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1. ¤

� 2. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÐÈÇÍÀÊÈ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÑÒÈ ÊÎÍÓÑÀ

Îïðåäåëåíèå. Íîðìà â ÓÍÏ (X, K) íàçûâàåòñÿ ïîëóìîíîòîííîé íà êîíóñå
K, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M (êîíñòàíòà ïîëóìîíîòîííîñòè), ÷òî èç
íåðàâåíñòâà 0 ≤ y ≤ x âûòåêàåò ‖y‖ ≤ M‖x‖.

Òåîðåìà IV.2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ K â ÓÍÏ (X, K) áûë íîðìàëüíûì,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íîðìà áûëà ïîëóìîíîòîííîé íà êîíóñå K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè K íîðìàëåí è 0 ≤ y ≤ x, òî, çàïèñûâàÿ x â âèäå x =

y + (x− y) è ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ìû ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî ‖x‖ ≥ δ

2
‖y‖. Îáðàòíî, åñëè

íîðìà ïîëóìîíîòîííà íà êîíóñå K, x, y ∈ K è ‖x‖ = ‖y‖ = 1, òî èç íåðàâåíñòâà
0 < x < x + y ñëåäóåò, ÷òî ‖x‖ ≤ M‖x + y‖ èëè ‖x + y‖ ≥ 1

M
. ¤

Ñëåäñòâèå 1. Íîðìàëüíîñòü êîíóñà K ðàâíîñèëüíà ñïðàâåäëèâîñòè â X
òåîðåìû î ¾ñæàòîé¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: åñëè xn ≤ yn ≤ zn è v = (b)- lim xn =

(b)- lim zn, òî è yn
(b)−→ v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè K íîðìàëåí, à xn ≤ yn ≤ zn, òî ‖yn−xn‖ ≤ M‖zn−xn‖.
Ïîýòîìó, åñëè xn

(b)−→ v, zn
(b)−→ v, òî è yn

(b)−→ v. Îáðàòíî, ïóñòü òåîðåìà î ¾ñæàòîé¿
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñïðàâåäëèâà, íî ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíóñ K íå íîðìàëåí, à,
ñëåäîâàòåëüíî, íîðìà íå ïîëóìîíîòîííà íà K. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóþò
òàêèå xn, yn ∈ K, ÷òî yn < xn, íî ‖yn‖ > n‖xn‖. Ïîëàãàÿ x′n =

1

n‖xn‖xn,

y′n =
1

n‖xn‖yn, ïîëó÷èì

0 < y′n < x′n, ‖x′n‖ =
1

n
→ 0, ‖y′n‖ > 1,

è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåîðåìîé î ¾ñæàòîé¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ¤
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè êîíóñ K íîðìàëåí è åñëè y ≤ x ≤ z, ïðè÷åì ‖y‖, ‖z‖ ≤ A,

òî ‖x‖ ≤ (2M +1)A, ãäå M � êîíñòàíòà ïîëóìîíîòîííîñòè íîðìû íà êîíóñå. Òåì
ñàìûì âñÿêèé èíòåðâàë â X (b)-îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè y ≤ x ≤ z, òî ‖x− y‖ ≤ M‖z − y‖, ñëåäîâàòåëüíî,
‖x‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y‖ ≤ M‖z − y‖+ ‖y‖ ≤ M(‖z‖+ ‖y‖) + ‖y‖ ≤ (2M + 1)A. ¤

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè íåêîòîðûõ
îãðàíè÷åíèÿõ.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè êîíóñ K â ÐÓÍÏ (X,K) íîðìàëåí, òî ýòà ðåøåòêà
àðõèìåäîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçàíî â 1.5, ïðèíöèï Àðõèìåäà â âåêòîðíîé ðåøåòêå
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà êîíóñå. Íî åñëè x ≥ 0 è nx ≤ y ïðè ëþáîì n ∈ N, òî, ïî
ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ, ìíîæåñòâî {nx} (b)-îãðàíè÷åíî, ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè
x = 0. ¤

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè â ÓÍÏ (X, K) êîíóñ K òåëåñåí, íîðìàëåí è ìèíèýäðàëåí,
òî îí çàìêíóò.
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Äåéñòâèòåëüíî, èç íîðìàëüíîñòè è ìèíèýäðàëüíîñòè âûòåêàåò ïðèíöèï
Àðõèìåäà è îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ñëåäñòâèå èç òåîðåìû II.3.2.

Òåîðåìà IV.2.2 (È.À. Áàõòèí [3]). Ïóñòü (X,K) � ÓÁÏ è êîíóñ K çàìêíóò.
Åñëè âñÿêàÿ (o)-îãðàíè÷åííàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ èç X (b)-îãðàíè÷åíà, òî êîíóñ K íîðìàëåí.

Â ýòîé òåîðåìå, î÷åâèäíî, ñîäåðæèòñÿ è òàêîå óòâåðæäåíèå: åñëè â ÓÁÏ (X, K)
ñ çàìêíóòûì êîíóñîì K êàæäûé èíòåðâàë (b)-îãðàíè÷åí, òî êîíóñ K íîðìàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî K íå íîðìàëåí, è ïîäáåðåì òàêèå xn, yn ∈ K,
÷òî ‖xn‖ = ‖yn‖ = n, à ‖xn + yn‖ <

1

n2
. Çàòåì ïîëîæèì

x =
∞∑

n=1

(xn + yn).

Ïî òåîðåìå II.3.1 x ∈ K,

zn =
n∑

p=1

(xp + yp) + xn+1 ≤ x

è zn îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ, ‖zn‖
äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû,

‖zn‖ ≥ ‖xn+1‖ −
n∑

p=1

‖xp + yp‖ > n + 1−
n∑

p=1

1

p2
−−−→
n→∞

∞. ¤

Ïðèâåäåì ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî â ýòîé òåîðåìå íåëüçÿ îòáðîñèòü íè îäíî
èç îãðàíè÷åíèé, íàëîæåííûõ íà (X, K).

Ïðèìåð 7 (È.È. ×ó÷àåâ [27]). Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôèíèòíûõ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {ξi} ñ íîðìîé

‖x‖ = max{|ξ1|, max
i≥2

|ξi − ξi−1|},

à êîíóñ K ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ (èç X) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè.
Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå (b)-ñõîäèìîñòü âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî êîîðäèíàòàì, è ïîòîìó

êîíóñ K çàìêíóò. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

xn =

{
1,

1

2
, . . . ,

1

n
, 0, 0, . . .

}
,

î÷åâèäíî, (b)-ôóíäàìåíòàëüíà, íî (b)-ïðåäåëà ó íåå íåò, òàê ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íå
áàíàõîâî. Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî îíî, êàê ëåãêî âèäåòü, èíòåðâàëüíî ïîëíî.

Ïðîâåðèì, ÷òî êîíóñ K íå íîðìàëåí. Ïîëîæèì

xn =

{
1

n
,
2

n
, . . . ,

n− 1

n
, 1,

n− 1

n
, . . . ,

2

n
,
1

n
, 0, 0, . . .

}
,

à ÷åðåç en îáîçíà÷èì n-ûé êîîðäèíàòíûé îðò. Òîãäà xn, en ∈ K è en < xn. Ïðè ýòîì
‖xn‖ =

1

n
, ‖en‖ = 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íîðìà íå ïîëóìîíîòîííà íà êîíóñå K è,

ñëåäîâàòåëüíî, K íå íîðìàëåí.
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Â òî æå âðåìÿ, åñëè âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ xn (o)-îãðàíè÷åíà, xn ≤ y, òî êîîðäèíàòû ýëåìåíòîâ xn íå ïðåâîñõîäÿò
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò ýëåìåíòà y. Ïðè ýòîì åñëè y = {ηi} è ηi ≤ A, òî
‖xn‖ ≤ A.

Ïðèìåð 8 (È.È. ×ó÷àåâ [27]). Ïóñòü X = `1 ñ êëàññè÷åñêîé íîðìîé, à êîíóñ
K ñîñòîèò èç âñåõ ôèíèòíûõ âåêòîðîâ x = {ξi}, ó êîòîðûõ ξ1 ≥ 0, a |ξi| ≤ ξ1 ïðè âñåõ
i ≥ 2, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà. Ïðîñòðàíñòâî
X áàíàõîâî, à êîíóñ K íå çàìêíóò. Ïðîâåðèì, ÷òî K íå íîðìàëåí. Ïîëîæèì

x =

{
1

n
,
1

n
, . . . ,

1

n
,
1

n
, 0, 0, . . .

}
,

y =

{
1

n
,− 1

n
, . . . ,− 1

n
,
1

n
, 0, 0, . . .

}

(çäåñü x è y èìåþò n êîîðäèíàò, îòëè÷íûõ îò 0). Òîãäà x, y ∈ K, ‖x‖ = ‖y‖ = 1, à

x + y =

{
2

n
, 0, 0, 0, . . . , 0,

2

n
, 0, 0, . . .

}
,

è ïîòîìó ‖x + y‖ =
4

n
. Òàêèì îáðàçîì, êîíóñ K íå íîðìàëåí.

Ðàññìîòðèì îïÿòü âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ xn, îãðàíè÷åííóþ ñâåðõó ýëåìåíòîì y = {ηi}. Åñëè ηi = 0 ïðè
i > p, òî è ó âñåõ xn êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè i > p äîëæíû áûòü ðàâíû 0, à âñå
ïðî÷èå êîîðäèíàòû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäÿò η1. Îòñþäà è âûòåêàåò
(b)-îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

Â ïðîñòðàíñòâå ñ òåëåñíûì êîíóñîì âåðåí ñëåäóþùèé áîëåå ïðîñòîé ïðèçíàê
íîðìàëüíîñòè.

Òåîðåìà IV.2.3 (Ä.Ï. Ìèëüìàí, ñì. [20]). Åñëè êîíóñ K â ÓÍÏ (X, K)
òåëåñåí è äëÿ íåêîòîðîãî u À 0 èíòåðâàë ∆ = [0, u] (b)-îãðàíè÷åí, òî K �
íîðìàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ‖x‖ ≤ c äëÿ ëþáîãî x ∈ ∆. Âîçüìåì x, y ∈ K ñ íîðìîé
‖x‖ = ‖y‖ = 1. Åñëè S(u; ρ) ⊂ K, òî ïî ôîðìóëå (1) èç ãëàâû II

x + y ≤ 1

ρ
‖x + y‖u,

ñëåäîâàòåëüíî, è x ≤ 1

ρ
‖x+ y‖u èëè ρx

‖x + y‖ ∈ ∆. Òîãäà ρ

‖x + y‖ ≤ c èëè ‖x+ y‖ ≥ ρ

c
è, ïî îïðåäåëåíèþ, êîíóñ K íîðìàëåí. ¤

Òåîðåìà IV.2.4 (Ì.Ã. Êðåéí [19]). Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ K â ÓÍÏ
(X,K) áûë íîðìàëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ïðîñòðàíñòâå X
ñóùåñòâîâàëà ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìà, ìîíîòîííàÿ íà êîíóñå K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû IV.2.1. Äîêàæåì
åãî íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü B � åäèíè÷íûé øàð èç X, à Q = {x ∈ X : ∃u, v ∈
B òàêèå, ÷òî u ≤ x ≤ v} = (B − K) ∩ (B + K). ßñíî, ÷òî B ⊂ Q (äëÿ x ∈ B
ìîæíî âçÿòü u = v = x). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 èç òåîðåìû IV.2.1, ìíîæåñòâî Q
(b)-îãðàíè÷åíî. Òàêèì îáðàçîì, Q � âûïóêëàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ è (b)-îãðàíè÷åííàÿ
îêðåñòíîñòü íóëÿ. Ïóñòü p � ïîðîæäàåìûé åþ ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî. Òîãäà p �
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íîðìà, ýêâèâàëåíòíàÿ ïåðâîíà÷àëüíîé íîðìå ‖ · ‖ â X. Ïðè ýòîì åñëè 0 ≤ y ≤ x è
p(x) = λ, òî x ∈ (λ + ε)Q ïðè ëþáîì ε > 0; ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé v ∈ B

(çàâèñÿùèé îò ε), ÷òî 0 ≤ x

λ + ε
≤ v. Íî òîãäà è 0 ≤ y

λ + ε
≤ v, è ïîòîìó y ∈ (λ+ε)Q.

Îòñþäà p(y) ≤ λ. Òàêèì îáðàçîì, íîðìà p ìîíîòîííà íà êîíóñå K. ¤
×òîáû óñòàíîâèòü åùå îäíó õàðàêòåðèñòèêó íîðìàëüíîñòè êîíóñà, ââåäåì
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â àðõèìåäîâîì ÓÂÏ xn

(∗-r)−−−→ x, åñëè èç
ëþáîé ÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xni

} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xnik

(r)−→ x.
Óñòàíîâèì íåñêîëüêî ïðåäëîæåíèé.
1. Åñëè â ÓÁÏ (X,K) êîíóñ K çàìêíóòûé è âîñïðîèçâîäÿùèé, òî âñÿêàÿ (b)-

ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç X (∗-r)-ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñõîäèìîñòè ê 0. Ïóñòü

ñíà÷àëà xn ∈ K è xn
(b)−→ 0. Âûäåëèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ nk

òàê, ÷òî ‖xnk
‖ ≤ 1

k3
, à çàòåì ïîëîæèì

y =
∞∑

k=1

kxnk
.

Òîãäà xnk
≤ 1

k
y ïðè ëþáîì k, ñëåäîâàòåëüíî, xnk

(r)−→ 0. Òàê êàê òî æå ðàññóæäåíèå
ïðèìåíèìî è ê ëþáîé ÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âûäåëåííîé èç {xn}, òî îòñþäà
è âûòåêàåò, ÷òî xn

(∗-r)−−−→ 0.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn

(b)−→ 0. Ïî òåîðåìå
Êðåéíà�Øìóëüÿíà êîíóñ K íåñïëþùåí, ïîýòîìó êàæäûé xn ïðåäñòàâèì â âèäå
xn = un − vn, ãäå un, vn ∈ K è un, vn

(b)−→ 0. Ïî äîêàçàííîìó âûøå un
(∗-r)−−−→ 0 è

vn
(∗-r)−−−→ 0, à òîãäà ÿñíî, ÷òî è xn

(∗-r)−−−→ 0. ¤
Çàìå÷àíèå. Îáà óñëîâèÿ, íàëîæåííûå â ýòîì ïðåäëîæåíèè íà K, òàêæå

è íåîáõîäèìû äëÿ òîãî, ÷òîáû âñÿêàÿ (b)-ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (∗-r)-
ñõîäèëàñü ê òîìó æå ïðåäåëó (ïðîñòðàíñòâî X ïðåäïîëàãàåòñÿ àðõèìåäîâûì).

Äåéñòâèòåëüíî, äíÿ ëþáîãî x ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1

n
x

(b)−→ 0; åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî (b)-ñõîäèìîñòü âëå÷åò (∗-r)-ñõîäèìîñòü, òî äîëæíà ñóùåñòâîâàòü
÷àñòè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ nk, äëÿ êîòîðîé 1

nk

x
(r)−→ 0 ñ íåêîòîðûì

ðåãóëÿòîðîì u. À òîãäà ±x ≤ nku ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k è òåì ñàìûì êîíóñ K

� âîñïðîèçâîäÿùèé. Åñëè æå xn ∈ K è xn
(b)−→ x, òî xnk

(r)−→ x, à ïîòîìó è xnk

(o)−→ x
(òåîðåìà I.4.1). Íî òîãäà óæå ÿñíî, ÷òî x ∈ K. ¤

2. Ïóñòü (X, K) � ÓÍÏ ñ çàìêíóòûì êîíóñîì K. Äëÿ òîãî ÷òîáû êàæäàÿ (∗-r)-
ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç X (b)-ñõîäèëàñü ê òîìó æå ïðåäåëó,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàæäûé èíòåðâàë â X áûë (b)-îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (∗-r)-ñõîäèìîñòü âëå÷åò (b)-
ñõîäèìîñòü, íî äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðûé èíòåðâàë èç X íå (b)-îãðàíè÷åí. Íå
óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí èìååò âèä [0, u]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîé xn ∈ [0, u], ÷òî ‖xn‖ > n2. Ïîëîæèì yn =

1

n
xn. Òîãäà
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0 ≤ yn ≤ 1

n
u, è ïîòîìó yn

(r)−→ 0, à òåì ñàìûì ïî óñëîâèþ yn
(b)−→ 0, íî ‖yn‖ > n è ìû

ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü êàæäûé èíòåðâàë â X (b)-îãðàíè÷åí. Åñëè xn

(r)−→ 0 ñ
ðåãóëÿòîðîì u, òî ±xn ≤ εnu, ãäå εn → 0. Íî íîðìû ýëåìåíòîâ èç [−u, u] îãðàíè÷åíû
â ñîâîêóïíîñòè íåêîòîðûì ÷èñëîì C, è ïîòîìó ‖xn‖ ≤ εnC, ñëåäîâàòåëüíî,
xn

(b)−→ 0. Åñëè òåïåðü xn
(∗-r)−−−→ 0, òî, ïî óæå äîêàçàííîìó, èç ëþáîé åå ÷àñòè÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ (b)-ñõîäèòñÿ ê
0, à òîãäà è xn

(b)−→ 0. ¤
Òåîðåìà IV.2.5. Ïóñòü (X, K) � ÓÍÏ, à êîíóñ K çàìêíóò. Äëÿ òîãî ÷òîáû

K áûë íîðìàëüíûì, íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå (b)-ïîëíîãî X è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
êàæäàÿ (∗-r)-ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç X (b)-ñõîäèëàñü ê òîìó
æå ïðåäåëó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè K íîðìàëåí, òî ïî ñëåäñòâèþ 2 èç òåîðåìû IV.2.1
êàæäûé èíòåðâàë â X (b)-îãðàíè÷åí è îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ïðåäëîæåíèå 2. Îáðàòíî,
åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû, à ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî, òî íîðìàëüíîñòü
êîíóñà K âûòåêàåò èç òåîðåìû IV.2.2 ñ ïîìîùüþ òîãî æå ïðåäëîæåíèÿ 2. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè (X,K) � ÓÁÏ, à êîíóñ K � çàìêíóòûé, âîñïðîèçâîäÿùèé è
íîðìàëüíûé, òî (∗-r)-ñõîäèìîñòü â X ñîâïàäàåò ñ (b)-ñõîäèìîñòüþ, ò. å. xn

(∗-r)−−−→ x

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xn
(b)−→ x.

Âûòåêàåò èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1. Îäíàêî îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî áåç òðåáîâàíèÿ (b)-ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X. Òî÷íåå, èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

3. Åñëè â àðõèìåäîâîì ÓÍÏ (X,K) (∗-r)-ñõîäèìîñòü ñîâïàäàåò ñ (b)-
ñõîäèìîñòüþ, òî êîíóñ K � çàìêíóòûé, âîñïðîèçâîäÿùèé è íîðìàëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç çàìå÷àíèÿ ê ïðåäëîæåíèþ 1 óæå ñëåäóåò, ÷òî êîíóñ K �
çàìêíóòûé è âîñïðîèçâîäÿùèé. Äîïóñòèì, ÷òî îí íå íîðìàëåí. Òîãäà ñóùåñòâóþò
òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ xn è yn, ÷òî

0 < yn < xn, xn
(b)−→ 0, ‖yn‖ 6→ 0.

Ïî óñëîâèþ xn
(∗-r)−−−→ 0, ñëåäîâàòåëüíî, èç ëþáîé ÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk

}
ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàê, ÷òî xnki

(r)−→ 0. Òåì áîëåå ynki

(r)−→ 0, à
ïîòîìó yn

(∗-r)−−−→ 0. Îòñþäà, ñíîâà ïî óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ, ñëåäóåò, ÷òî yn
(b)−→ 0 è

ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. ¤
Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà äàäèì îäíî äîïîëíåíèå ê òåîðåìå III.3.1,

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîþ îáîáùåíèå èçâåñòíîé òåîðåìû È. Àìåìèÿ [29].
Òåîðåìà IV.2.6. Ïóñòü (X, K) � ÓÍÏ è êîíóñ K íîðìàëåí è íåñïëþùåí. Åñëè

êàæäàÿ (b)-ôóíäàìåíòàëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ èç X èìååò âåðõíþþ ãðàíü, òî ïðîñòðàíñòâî X (b)-ïîëíî22.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn ≥ 0 îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ (b)-ôóíäàìåíòàëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âûäåëèì èç íåå ÷àñòè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

} òàê, ÷òî

‖xnk+1
− xnk

‖ <
1

k3
(k = 1, 2, . . .). (2)

22Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè êîíóñ K çàìêíóò, òî ýòî óñëîâèå è íåîáõîäèìî. Â òî æå âðåìÿ ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòîñòü êîíóñà K âûòåêàåò èç ïðî÷èõ óñëîâèé òåîðåìû.
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Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò x = sup xn, à òîãäà

x = xn1 + (o)-
∞∑

k=1

(xnk+1
− xnk

) 23.

Ñîñòàâèì ðÿä

xn1 +
∞∑

k=1

k(xnk+1
− xnk

).

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ýòîãî ðÿäà îáðàçóþò (b)-ôóíäàìåíòàëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à òîãäà ñóùåñòâóåò èõ âåðõíÿÿ ãðàíü y, òàê ÷òî

xn1 + (o)-
∞∑

k=1

k(xnk+1
− xnk

) = y.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî xnk

(b)−→ x. Äåéñòâèòåëüíî

x− xnk
= (o)-

∞∑

l=k

(xnl+1
− xnl

),

à ïîòîìó

k(x− xnk
) ≤ (o)-

∞∑

l=k

l(xnl+1
− xnl

) ≤ y.

Ñëåäîâàòåëüíî, 0 ≤ x − xnk
≤ 1

k
y. Íî 1

k
y

(b)−→ 0, à òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1 èç

òåîðåìû IV.2.1, x − xnk

(b)−→ 0, ò. å. xnk

(b)−→ x. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî è xn
(b)−→ x è

îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó III.3.1 è ó÷åñòü òàêæå çàìå÷àíèå ê íåé24. ¤
Ñëåäñòâèå. Åñëè â äåäåêèíäîâî σ-ïîëíîì ÓÍÏ (X, K) êîíóñ K íîðìàëåí è

òåëåñåí, òî ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn ∈ K, xn ↑ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} (b)-

ôóíäàìåíòàëüíà. Èç (b)-ôóíäàìåíòàëüíîñòè âûòåêàåò (b)-îãðàíè÷åííîñòü {xn}, à òàê
êàê êîíóñ K òåëåñåí, òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è (o)-îãðàíè÷åíà (òåîðåìà II.1.4).
Òåïåðü èç äåäåêèíäîâîé σ-ïîëíîòû (X, K) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå sup xn è ïî
ïðåäûäóùåé òåîðåìå ïðîñòðàíñòâî X (b)-ïîëíî25. ¤

� 3. ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÑËÀÁÎÉ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ

Òåîðåìà IV.3.1 (Ô. Áîíñîë [33]). Ïóñòü (X,K) � ÓÍÏ ñ íîðìàëüíûì
êîíóñîì K. Åñëè xα ∈ K è îáðàçóþò óáûâàþùåå íàïðàâëåíèå, ïðè÷åì xα

ñë−→ 0

({xα} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê 0), òî xα
(b)−→ 0.

23(o) çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà ðÿäà ïîíèìàåòñÿ êàê (o)-ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ
ñóìì.

24Íàïîìíèì, ÷òî â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìà III.3.1 âåðíà è áåç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû êîíóñ K
áûë çàìêíóòûì.

25Íåñïëþùåííîñòü K âûòåêàåò èç åãî òåëåñíîñòè (III.1).
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Ýòó òåîðåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àáñòðàêòíóþ òðàêòîâêó èçâåñòíîé
òåîðåìû Äèíè îá óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìà â X
ìîíîòîííà íà êîíóñå K. Äîïóñòèì, ÷òî xα óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû, íî
‖xα‖ 6→ 0, ò. å. ‖xα‖ > ε ïðè âñåõ α äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A
âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà {xα}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ A

x =

p∑
i=1

λixαi
, ãäå λi > 0 è

p∑
i=1

λi = 1,

è ïîòîìó x ≥ xα ïðè α ≥ αi (i = 1, 2, . . . , p). Òåì ñàìûì ‖x‖ > ε è ïåðåñå÷åíèå
ìíîæåñòâà A ñ îòêðûòûì øàðîì S(0; ε) ïóñòî. Ïî òåîðåìå II.2.3 îòäåëÿåì ýòè äâà
ìíîæåñòâà ãèïåðïëîñêîñòüþ H : f(x) = c (f ∈ X ′). Òàê êàê S(0; ε) ëåæàò ñòðîãî
ïî îäíó ñòîðîíó îò H, òî c 6= 0 è, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü c > 0. Íî
òîãäà f(x) ≥ c äëÿ ëþáîãî x ∈ A, â ÷àñòíîñòè, f(xα) ≥ c è f(xα) 6→ 0. Ïîëó÷åíî
ïðîòèâîðå÷èå. ¤

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà âåðíà è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî xα ∈ K.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êîíóñ K çàìêíóò, òî ýòî âêëþ÷åíèå âûòåêàåò èç ïðî÷èõ
óñëîâèé òåîðåìû. Èìåííî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî íåêîòîðûé xα0 6∈ K, òî ñóùåñòâóåò
ôóíêöèîíàë f ∈ K ′, äëÿ êîòîðîãî f(xα) < 0, è òàê êàê íàïðàâëåíèå {f(xα)} �
óáûâàþùåå, òî f(xα) 6→ 0. Åñëè æå êîíóñ K íå çàìêíóò, òî çàìåíèì åãî íà K.
Ïðè ýòîì K íîðìàëåí, à xα ïî-ïðåæíåìó îáðàçóþò óáûâàþùåå íàïðàâëåíèå è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïî äîêàçàííîìó âûøå xα

(b)−→ 0.

� 4. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

Ïóñòü â àðõèìåäîâîì ÓÍÏ (X, K) âûäåëåí ýëåìåíò u > 0. Ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâî (Xu, ‖ · ‖u, Ku) ýëåìåíòîâ, îãðàíè÷åííûõ îòíîñèòåëüíî u (1.9).
Ïðîñòðàíñòâî Xu � àðõèìåäîâî. Òàê êàê u-íîðìà ìîíîòîííà íà êîíóñå Ku (1.9),
êîíóñ Ku íîðìàëåí. Êðîìå òîãî, Ku � òåëåñåí (òåîðåìà II.1.5). Ïî òåîðåìå II.1.3
êîíóñ Ku çàìêíóò â ïðîñòðàíñòâå Xu.

Òåîðåìà IV.4.1. Åñëè êîíóñ K â ÓÍÏ (X,K) íîðìàëåí, òî u-òîïîëîãèÿ â Xu

ñèëüíåå ïåðâîíà÷àëüíîé, ò. å. èíäóöèðîâàííîé èç X.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð âëîæåíèÿ I ïðîñòðàíñòâà Xu â X. Òàê

êàê êîíóñ K íîðìàëåí, èíòåðâàë [−u, u] (b)-îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå X (ñëåäñòâèå 2
èç òåîðåìû IV.2.1). Òîò æå èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì øàðîì â ïðîñòðàíñòâå
(Xu, ‖ · ‖u). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð I îãðàíè÷åí, à çíà÷èò è íåïðåðûâåí. Ïîýòîìó
ñõîäèìîñòü ïî u-íîðìå âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî ‖ · ‖ ê òîìó æå ïðåäåëó. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè êîíóñ K íîðìàëåí, à u À 0, òî íîðìû ‖ · ‖ è ‖ · ‖u

ýêâèâàëåíòíû â ïðîñòðàíñòâå X.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè u À 0, òî Xu ñîâïàäàåò ñ X ïî ñîñòàâó ýëåìåíòîâ, è îñòàåòñÿ

ó÷åñòü, ÷òî u-òîïîëîãèÿ â X â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà ñëàáåå èñõîäíîé òîïîëîãèè (II.1).
Ïðèâåäåì ïðèìåð. Â ïðîñòðàíñòâå X = C[0, 1] ñ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì

âîçüìåì u(t) = t(1 − t). Òîãäà âêëþ÷åíèå x ∈ Xu îçíà÷àåò, ÷òî |x(t)| ≤ λt(1 − t).
Ñëåäîâàòåëüíî,

‖x‖ ≤ ‖x‖u max t(1− t) =
1

4
‖x‖u.
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Ïåðåõîäèì ê âîïðîñó îá (u)-ïîëíîòå ïðîñòðàíñòâ Xu
26. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â

ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷àþòñÿ êàê ïðîñòûå ñëåäñòâèÿ èç îäíîé òåîðåìû, íà êîòîðóþ
âíèìàíèå àâòîðà îáðàòèë Ã.ß. Ëîçàíîâñêèé è êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê îáùåé òåîðèè
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ è íå èñïîëüçóåò èäåé ïîðÿäêà:

ïóñòü (X, ‖ · ‖) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, B � åãî çàìêíóòîå, ñèììåòðè÷íîå,
âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî, XB � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà B, ò. å.

XB = {x ∈ X : x = λy, ãäå y ∈ B},

p � ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî, ïîñòðîåííûé â XB ïî ìíîæåñòâó B. Äëÿ òîãî ÷òîáû
p áûëî íîðìîé27 è ïðîñòðàíñòâî (XB, p) áûëî áàíàõîâûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ìíîæåñòâî B áûëî (b)-îãðàíè÷åííûì â X (ñì. äîïîëíåíèå 1).

Òåîðåìà IV.4.2. Ïóñòü â ÓÁÏ (X, ‖ · ‖, K) êîíóñ K çàìêíóò. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ïðîñòðàíñòâî Xu áûëî (u)-ïîëíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåðâàë
[0, u] áûë (b)-îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå (X, ‖ · ‖, K).

Ýòà òåîðåìà ìîìåíòàëüíî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé; íóæíî ïîëîæèòü B =
[−u, u], òîãäà XB ñîâïàäàåò ñ Xu, p ñ u-íîðìîé, a (b)-îãðàíè÷åííîñòü èíòåðâàëà [−u, u]
ðàâíîñèëüíà (b)-îãðàíè÷åííîñòè èíòåðâàëà [0, u], ÷òî ñëåäóåò ñðàçó èç ðàâåíñòâà

[−u, u] = [0, 2u]− u.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü â ÓÁÏ (X, ‖ · ‖, K) êîíóñ K çàìêíóò. Åñëè êîíóñ Ku

íîðìàëåí â ïðîñòðàíñòâå (X, ‖ · ‖), òî ïðîñòðàíñòâî (Xu, ‖ · ‖u) (u)-ïîëíî.
Äåéñòâèòåëüíî, èç íîðìàëüíîñòè êîíóñà Ku â (X, ‖ · ‖) âûòåêàåò (b)-îãðàíè÷åí-

íîñòü èíòåðâàëà [0, u].
Ñëåäñòâèå 2 (È.À. Áàõòèí [7]). Ïóñòü â ÓÁÏ (X, ‖ · ‖, K) êîíóñ K

çàìêíóò. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî (Xu, ‖ ·‖u) áûëî (u)-ïîëíûì, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M , ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Ku

èç íåðàâåíñòâà x ≤ y âûòåêàåò

‖x‖+ ‖x‖u ≤ M(‖y‖+ ‖y‖u).

Íàçîâåì ñóììó ‖ · ‖+‖ · ‖u ñóììàðíîé íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå Xu. Òîãäà óñëîâèå,
ñôîðìóëèðîâàííîå â òåîðåìå, îçíà÷àåò íîðìàëüíîñòü êîíóñà Ku îòíîñèòåëüíî
ñóììàðíîé íîðìû â Xu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èíòåðâàë [0, u] (b)-îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå (X, ‖ · ‖),
ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ N , ÷òî 0 ≤ x ≤ u âëå÷åò ‖x‖ ≤ N . Òîãäà äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ K èç íåðàâåíñòâà x ≤ y ñëåäóåò, ÷òî ‖x‖ ≤ N‖y‖u (òàê êàê y ≤ ‖y‖uu). Îòñþäà,
ó÷èòûâàÿ ìîíîòîííîñòü u-íîðìû íà Ku, ìû ñðàçó ïîëó÷èì, ÷òî ñóììàðíàÿ íîðìà
ïîëóìîíîòîííà ñ êîíñòàíòîé M = N + 1. Îáðàòíî, èç ïîëóìîíîòîííîñòè ñóììàðíîé
íîðìû ìîìåíòàëüíî âûòåêàåò (b)-îãðàíè÷åííîñòü èíòåðâàëà [0, u]. ¤

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå íîðìàëüíîñòè êîíóñà Ku â (X, ‖ · ‖) óæå íå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì äëÿ (u)-ïîëíîòû Xu. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïðèâåäåí â [7].

Òåîðåìà IV.4.3 (Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèé [16], Â.À. Ãåéëåð,
È.Ô. Äàíèëåíêî, È.È. ×ó÷àåâ [12]). Ïóñòü (X, K) � ÓÁÏ ñ çàìêíóòûì
êîíóñîì K. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè ëþáîì u > 0 ïðîñòðàíñòâî (Xu, ‖ · ‖u) áûëî

26Ïîä (u)-ïîëíîòîé ìû ïîíèìàåì ïîëíîòó ïî u-íîðìå.
27Â îáùåì ñëó÷àå p � ïîëóíîðìà.
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ïîëíûì (â (u)-òîïîëîãèè), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë
íîðìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû,
ïîñêîëüêó íîðìàëüíîñòü K âëå÷åò (b)-îãðàíè÷åííîñòü êàæäîãî èíòåðâàëà â X.
Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç òîé æå òåîðåìû ñ ïîìîùüþ òåîðåìû IV.2.2. ¤

Ïðåäûäóùóþ òåîðåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê êðèòåðèé (r)-ïîëíîòû
ïðîñòðàíñòâà X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} èç X (r)-
ôóíäàìåíòàëüíà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé u > 0 (ðåãóëÿòîð), ÷òî

±(xn − xm) ≤ εnu ïðè m > n, ïðè÷åì εn → 0. (3)

Îïðåäåëåíèå. Àðõèìåäîâî ÓÂÏ (X, K) íàçûâàåòñÿ (r)-ïîëíûì, åñëè âñÿêàÿ
(r)-ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ ñõîäèòñÿ ñ íåêîòîðûì
ðåãóëÿòîðîì ê ïðåäåëó.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè {xn} (r)-ôóíäàìåíòàëüíà ñ ðåãóëÿòîðîì u è
xn

(r)−→ x ñ ðåãóëÿòîðîì v, òî xn
(r)−→ x è ñ ðåãóëÿòîðîì u. Äåéñòâèòåëüíî, ïî

òåîðåìå I.4.1 èç (r)-ñõîäèìîñòè âûòåêàåò (o)-ñõîäèìîñòü, à ïåðåõîä ê (o)-ïðåäåëó â
óñëîâèè (3) äàåò, ÷òî ±(xn−x) ≤ εnu. Îòñþäà óæå ñëåäóåò, ÷òî xn

(r)−→ x ñ ðåãóëÿòîðîì
u.

Òåîðåìà IV.4.4. (r)-ïîëíîòà àðõèìåäîâà ÓÂÏ (X, K) ðàâíîñèëüíà
îäíîâðåìåííîé (u)-ïîëíîòå âñåõ ïðîñòðàíñòâ (Xu, ‖ · ‖u) (u > 0). Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ òîãî ÷òîáû ÓÁÏ (X,K) ñ çàìêíóòûì êîíóñîì K áûëî (r)-ïîëíûì, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë íîðìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X (r)-ïîëíî, à {xn} (u)-ôóíäàìåíòàëüíà â íåêîòîðîì
Xu. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ u-íîðìû, {xn} (r)-ôóíäàìåíòàëüíà ñ ðåãóëÿòîðîì u, è
ïîòîìó xn

(r)−→ x, ò. å. xn
(u)−→ x â Xu. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå Xu ïîëíû. Îáðàòíî, ïóñòü

{xn} (r)-ôóíäàìåíòàëüíà â X ñ íåêîòîðûì ðåãóëÿòîðîì u, ò. å.
±(xn − xm) ≤ εnu (m > n, εn → 0).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî xn − xm ∈ Xu è ïðè ôèêñèðîâàííîì m ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn−xm}n ôóíäàìåíòàëüíà ïî u-íîðìå â Xu. Ñëåäîâàòåëüíî, áëàãîäàðÿ ïîëíîòå Xu,
xn−xm −−−→

n→∞
y (y ∈ Xu) ïî u-íîðìå. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî xn−xm

(r)−−−→
n→∞

y ñ ðåãóëÿòîðîì

u èëè xn
(r)−→ y + xm. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè â (oσ)-ïîëíîì ÐÓÁÏ (X, K) êîíóñ K çàìêíóò, òî îí
íîðìàëåí.

Âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîñêîëüêó èç òåîðèè
âåêòîðíûõ ðåøåòîê èçâåñòíî, ÷òî âñÿêîå Kσ-ïðîñòðàíñòâî (r)-ïîëíî ([9],
ëåììà V.3.1).

� 5. ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÐÅÉÍÀ

Â ýòîì ïàðàãðàôå (X,K) � ïðîèçâîëüíîå ÓÍÏ. Ìû äîêàæåì îäíó èç
öåíòðàëüíûõ òåîðåì âñåé òåîðèè ïðîñòðàíñòâ ñ êîíóñàìè.

Òåîðåìà IV.5.1 (Ì.Ã. Êðåéí [19]). Äëÿ òîãî ÷òîáû ëþáîé f ∈ X ′ áûë
ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçíîñòè äâóõ (b)-ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K áûë íîðìàëüíûì.
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Èíà÷å ýòó òåîðåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: äëÿ òîãî ÷òîáû â ñîïðÿæåííîì
ïðîñòðàíñòâå X ′ êëèí K ′ áûë âîñïðîèçâîäÿùèì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
êîíóñ K áûë íîðìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f ∈ X ′. Ïî óñëîâèþ f = g − h, ãäå
g, h ∈ K ′. Ââåäåì ìíîæåñòâî

A = {y ∈ X : ∃x ∈ K òàêîé, ÷òî 0 ≤ y ≤ x, ‖x‖ = 1}.

Òîãäà, åñëè y ∈ A, òî

|f(y)| ≤ g(y) + h(y) ≤ g(x) + h(x) ≤ ‖g‖+ ‖h‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé f ∈ X ′ îãðàíè÷åí íà ìíîæåñòâå A, à ýòî âëå÷åò (b)-
îãðàíè÷åííîñòü ñàìîãî A: ‖y‖ ≤ M äëÿ âñåõ y ∈ A. Îòñþäà óæå ñðàçó âûòåêàåò,
÷òî íîðìà ïîëóìîíîòîííà íà êîíóñå K ñ êîíñòàíòîé M , è ïî òåîðåìå IV.2.1 êîíóñ K
íîðìàëåí.

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü êîíóñ K íîðìàëåí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ïîïîëíåíèå
ïðîñòðàíñòâà X ïî íîðìå, à ÷åðåç KY çàìûêàíèå êîíóñà K â Y . Òàê êàê K íîðìàëåí,
òî KY òîæå íîðìàëüíûé êîíóñ. Ëþáîé ôóíêöèîíàë f ∈ X ′ äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå
(b)-ëèíåéíîå ðàñïðîñòðàíåíèå íà Y ; îáîçíà÷èì ýòî ðàñïðîñòðàíåíèå òîé æå áóêâîé
f . Ïî ñëåäñòâèþ 2 èç òåîðåìû IV.2.1 âñÿêîå (o)-îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èç (Y, KY )
(b)-îãðàíè÷åíî, à òîãäà è ôóíêöèîíàë f íà íåì îãðàíè÷åí, ñëåäîâàòåëüíî, f
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû II.7.1, è ïîòîìó ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçíîñòè (b)-
ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ (ïî îòíîøåíèþ ê êîíóñó KY ) ôóíêöèîíàëîâ. Ïåðåõîäÿ
ê èõ ñóæåíèÿì íà X, ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå è äëÿ ïåðâîíà÷àëüíî
çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ X ′ 28. ¤

Çàìå÷àíèå. Åñëè êîíóñ K íîðìàëåí, òî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′)
óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû Êðåéíà�Øìóëüÿíà, à ïîòîìó êëèí K ′

íåñïëþùåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé f ∈ X ′ ïðåäñòàâèì â âèäå f = g−h, ãäå g, h ∈ K ′,
à ‖g‖, ‖h‖ ≤ M‖f‖ (M � êîíñòàíòà íåñïëþùåííîñòè K ′).

� 6. ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÀÍÄÎ

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïðåäïîëîæèòü ïðîñòðàíñòâî X (b)-ïîëíûì, à êîíóñ
K çàìêíóòûì, òî â òåîðåìå Êðåéíà êîíóñû K è K ′ ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè.
Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì áîëåå îáùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà IV.6.1. Ïóñòü (X, K) � ÓÍÏ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîïðÿæåííûé êîíóñ
K ′ áûë íîðìàëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíóñ K óäîâëåòâîðÿë
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ (ïðîìåæóòî÷íîìó ìåæäó íåñïëþùåííîñòüþ è ïî÷òè
íåñïëþùåííîñòüþ): ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M , ÷òî ëþáîé x ∈ X
ïðåäñòàâèì â âèäå

x = (b)- lim(un − vn), ãäå un, vn ∈ K è ‖un‖, ‖vn‖ ≤ M‖x‖.

28Ïåðâîíà÷àëüíîå äîêàçàòåëüñòâî Ì.Ã. Êðåéíà áûëî ñëîæíåå. Ïîçäíåå áûëè äàíû áîëåå ïðîñòûå,
÷åì ó Ì.Ã. Êðåéíà, ïðÿìûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû, íå îïèðàþùèåñÿ íà òåîðåìó Íàìèîêè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. à). Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f, g ∈ K ′ è g ≤ f . Äëÿ ëþáîãî
x ∈ X ñ ‖x‖ = 1, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå, äàííîå â óñëîâèè òåîðåìû, èìååì

g(x) = lim[g(un)− g(vn)],

|g(un)− g(vn)| ≤ g(un) + g(vn) ≤ f(un) + f(vn) ≤ 2M‖f‖,
îòêóäà |g(x)| ≤ 2M‖f‖. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖g‖ ≤ 2M‖f‖ è íîðìà â X ′ ïîëóìîíîòîííà
íà K ′, ò. å. K ′ íîðìàëåí.

á). Íåîáõîäèìîñòü. Ýòà ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíà íà áîëåå òîíêèõ
ñîîáðàæåíèÿõ29. Ïóñòü K ′ íîðìàëåí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B (ñîîòâåòñòâåííî, B′)
çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â X (ñîîòâåòñòâåííî, â X ′) è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

D′ = (B′ −K ′) ∩ (B′ + K ′).

Åñëè f ∈ D′, òî ñóùåñòâóþò òàêèå g, h ∈ B′, ÷òî g ≤ f ≤ h, à ïîòîìó, ïî ñëåäñòâèþ 2
èç òåîðåìû IV.2.1, ìíîæåñòâî D′ (b)-îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå X ′.

ßñíî, ÷òî B′ = P (B), ±K ′ = P (∓K), ãäå ÷åðåç P (E) îáîçíà÷àåòñÿ ïîëÿðà
ìíîæåñòâà E. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê åäèíè÷íûé øàð B′ ñëàáî êîìïàêòåí, à
êîíóñ K ′ ñëàáî çàìêíóò, òî ìíîæåñòâà B′ ± K ′ ñëàáî çàìêíóòû. Ñëåäîâàòåëüíî,
B′ ± K ′ ñîâïàäàåò ñî ñëàáî çàìêíóòîé âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà B′ ∪ (±K ′)
(ñîîòâåòñòâåííî), à ïîòîìó

B′ ∓K ′ = P (±B+), ãäå B+ = B ∩K.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî D′ = P (B+ ∪B−), ãäå B− = −B+ = B ∩ (−K). Íî åñëè ïîëÿðà
ìíîæåñòâà èç X (b)-îãðàíè÷åíà , òî åãî áèïîëÿðà P (D′) ñîäåðæèò íåêîòîðûé øàð ñ
öåíòðîì â 0. Â òî æå âðåìÿ

co(B+ ∪B−) ⊂ B+ + B−.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî

S(0; r) ⊂ B+ + B−.

Íî òîãäà óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî ñ ïîñòîÿííîé M =
1

r
. ¤

29Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïîëÿð. Ïðè ýòîì ìû
îãðàíè÷èìñÿ íå âïîëíå òî÷íûìè ôîðìóëèðîâêàìè, äîñòàòî÷íûìè äëÿ íàøèõ öåëåé. Åñëè ìíîæåñòâî
E ⊂ X, òî åãî ïîëÿðîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

P (E) = {f ∈ X ′ : f(x) ≤ 1 ïðè âñåõ x ∈ E}.

Àíàëîãè÷íî, åñëè E′ ⊂ X ′, òî ïîëÿðà

P (E′) = {x ∈ X : f(x) ≤ 1 ïðè âñåõ f ∈ E′}.

Ïîëÿðà ïîëÿðû êàêîãî-íèáóäü ìíîæåñòâà èç X íàçûâàåòñÿ åãî áèïîëÿðîé. Ïîëÿðà îáúåäèíåíèÿ
äâóõ ìíîæåñòâ ðàâíà ïåðåñå÷åíèþ èõ ïîëÿð; ïîëÿðà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñëàáî çàìêíóòûõ âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò 0, ðàâíà ñëàáî çàìêíóòîé âûïóêëîé îáîëî÷êå îáúåäèíåíèÿ
èõ ïîëÿð, áèïîëÿðà ìíîæåñòâà èç X, ñîäåðæàùåãî 0, ñîâïàäàåò ñ åãî çàìêíóòîé âûïóêëîé îáîëî÷êîé
(ñì., íàïðèìåð, [28], ñòð. 160�161).

54



Òåîðåìà IV.6.2 (Ò. Àíäî [30]). Åñëè (X, K) � ÓÁÏ ñ çàìêíóòûì êîíóñîì
K, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

à) êîíóñ K âîñïðîèçâîäÿùèé;
á) êîíóñ K ′ íîðìàëüíûé.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) ⇒ á). Åñëè êîíóñ K âîñïðîèçâîäÿùèé, òî ïî òåîðåìå

Êðåéíà�Øìóëüÿíà (III.2.1) îí íåñïëþùåí è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèìà ïðåäûäóùàÿ
òåîðåìà.

á) ⇒ à). Â ïðåäûäóùåé òåîðåìå äîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè êîíóñ K ′

íîðìàëüíûé, òî K ïî÷òè íåñïëþùåí. Íî òîãäà ïî ëåììå 3 èç III.2 êîíóñ K �
íåñïëþùåííûé è, òåì ñàìûì, âîñïðîèçâîäÿùèé. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè ÓÍÏ (X,K) òàêîâî, ÷òî K ′ íîðìàëåí, òî ñîïðÿæåííîå
ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′) äåäåêèíäîâî ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïåðåõîä îò ÓÍÏ (X, K) ê åãî (b)-ïîïîëíåíèþ è ê
çàìûêàíèþ êîíóñà K íå âëèÿåò íà ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî è ñîïðÿæåííûé êëèí,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî, à êîíóñ K çàìêíóò. Íî òîãäà ïî
äîêàçàííîé òåîðåìå êîíóñ K âîñïðîèçâîäÿùèé, ñëåäîâàòåëüíî, è íåñïëþùåííûé, è
îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó III.4.1. ¤

� 7. ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÕ ÍÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Îñòàíîâèìñÿ íà ðåàëèçàöèè ÓÍÏ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Åñëè T �
êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ÷åðåç C(T ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ
âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà T ñ êîíå÷íûìè çíà÷åíèÿìè è ñ îáû÷íîé
ðàâíîìåðíîé íîðìîé. Ïîðÿäîê â C(T ) ââîäèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì: ôóíêöèÿ y ∈
C(T ) ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åñëè y(t) ≥ 0 ïðè âñåõ t ∈ T . Â òàêîì ñëó÷àå C(T )
îêàçûâàåòñÿ áàíàõîâîé ðåøåòêîé îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ; íîðìà â C(T ) ñîâïàäàåò
ñ u-íîðìîé, åñëè çà u ïðèíÿòà ôóíêöèÿ u(t) ≡ 1. Ðàññìàòðèâàÿ ïîäïðîñòðàíñòâî30
èç C(T ), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìà è ïîðÿäîê â íèõ èíäóöèðîâàíû èç C(T ).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÓÍÏ (X, K) è ÓÍÏ (Y, L) èçîìîðôíû (àëãåáðàè÷åñêè,
ïîðÿäêîâî è òîïîëîãè÷åñêè), åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå è âçàèìíî
íåïðåðûâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ψ ïðîñòðàíñòâà X íà ïðîñòðàíñòâî Y , ïðè
êîòîðîì ψK = L.

Òåîðåìà IV.7.1. Äëÿ âñÿêîãî ÓÍÏ (X,K) ñ çàìêíóòûì, íîðìàëüíûì
è íåñïëþùåííûì êîíóñîì K ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî
ïðîñòðàíñòâî T , ÷òî (X, K) èçîìîðôíî íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó èç C(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå (X ′, K ′) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
B′

+ = B′ ∩ K ′, ãäå B′ � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â X ′. Òàê êàê B′ �
ñëàáî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, à K ′ ñëàáî çàìêíóòî, òî B′

+ ñëàáî êîìïàêòíî. Ýòî
ìíîæåñòâî ìû è ïðèìåì çà T ; òàêèì îáðàçîì, åãî òî÷êè ñóòü ïîëîæèòåëüíûå (b)-
ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû f ∈ B′

+, à òîïîëîãèÿ â T èíäóöèðóåòñÿ ñëàáîé òîïîëîãèåé
ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè x ∈ X, òî äëÿ ëþáîãî f ∈ B′

+ ïîëîæèì

yx(f) = f(x).

Òîãäà ôóíêöèÿ yx íåïðåðûâíà, ò. å. yx ∈ C(T ), îòîáðàæåíèå yx = ψ(x) ëèíåéíî. Åñëè
30Ïîäïðîñòðàíñòâîì ìû íàçûâàåì çäåñü ëþáîå ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî, íåîáÿçàòåëüíî çàìêíóòîå.
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yx(f) ≡ 0, òî f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî f ∈ B′
+, à ñëåäîâàòåëüíî è äëÿ ëþáîãî f ∈ K ′.

Íî òàê êàê êîíóñ K íîðìàëåí, òî K ′ � âîñïðîèçâîäÿùèé (òåîðåìà IV.5.1), è ïîòîìó
f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî f ∈ X ′, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x = 0. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå
ψ âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Åñëè x ∈ K, òî f(x) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî f ∈ B′

+, è ïîòîìó yx ≥ 0.
Îáðàòíî, åñëè yx ≥ 0, òî f(x) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî f ∈ K ′. Òîãäà, ïî ëåììå èç II.4,
x ∈ K. Çíà÷èò, ψK ñîâïàäàåò ñ êîíóñîì ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé èç ψX, à (X, K) è
(ψX, ψK) àëãåáðàè÷åñêè è ïîðÿäêîâî èçîìîðôíû.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ âçàèìíî íåïðåðûâíî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X
èìååì

|yx(f)| ≤ ‖f‖‖x‖ ≤ ‖x‖,
ñëåäîâàòåëüíî, ‖yx‖ ≤ ‖x‖ è ψ íåïðåðûâíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî
X ′ áàíàõîâî, à êîíóñ K ′ � çàìêíóòûé è âîñïðîèçâîäÿùèé, òî îí íåñïëþùåí. Ïóñòü
M � åãî êîíñòàíòà íåñïëþùåííîñòè. Äëÿ ëþáîãî f ∈ B′ ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå
f = g − h, ãäå g, h ∈ K ′, ‖g‖, ‖h‖ ≤ M . Òîãäà g = Mg1, h = Mh1, ãäå g1, h1 ∈ B′

+, è
äëÿ ëþáîãî x ∈ X

|f(x)| ≤ |g(x)|+ |h(x)| = M(|g1(x)|+ |h1(x)|) ≤ 2M‖yx‖.
Îòñþäà ‖x‖ ≤ 2M‖yx‖, à ïîòîìó è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ψ−1 íåïðåðûâíî. ¤

Òåîðåìà IV.7.2. Âñÿêîå ñåïàðàáåëüíîå ÓÍÏ (X, K) ñ çàìêíóòûì, íîðìàëüíûì
è íåñïëþùåííûì êîíóñîì K èçîìîðôíî íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó èç C[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òåì æå ìåòîäîì, ÷òî è
êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Áàíàõà�Ìàçóðà îá àëãåáðàè÷åñêîì èçîìîðôèçìå è èçîìåòðèè
ñåïàðàáåëüíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó èç
C[0, 1]. Èñïîëüçóåì, íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áàíàõà�Ìàçóðà èç êíèãè
Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à è Ã.Ï. Àêèëîâà ¾Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç â íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâàõ¿. Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ïî çàäàííîìó x ∈ X ñòðîèòñÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ yx(t) íà îòðåçêå [0, 1] ñ èñïîëüçîâàíèåì âñåõ ôóíêöèîíàëîâ f èç åäèíè÷íîãî
øàðà B′ (B′ â óêàçàííîé êíèãå îáîçíà÷åíî ÷åðåç Γ). Â íàøåì ñëó÷àå íóæíî çàìåíèòü
B′ íà B′

+ è òîãäà òðåáóåìûé èçîìîðôèçì óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé
òåîðåìå. Ïðè ýòîì âìåñòî èçîìåòðèè, äîêàçûâàåìîé â òåîðåìå Áàíàõà�Ìàçóðà, â
íàøåì ñëó÷àå, êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ïîëó÷àåòñÿ ëèøü ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì.
¤

Òåîðåìà IV.7.3. Âñÿêîå ÓÁÏ (X,K) ñ òåëåñíûì, íîðìàëüíûì è
ìèíèýäðàëüíûì êîíóñîì K èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó C(T ), ãäå T � íåêîòîðîå
êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò u ∈ X è ââåäåì u-
íîðìó. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû IV.4.1 u�íîðìà ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé íîðìå â X.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (X, ‖ · ‖u, K) � áàíàõîâà ðåøåòêà îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ è ïî
èçâåñòíîé òåîðåìå Êðåéíîâ�Êàêóòàíè èç òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê31 ýòà áàíàõîâà
ðåøåòêà àëãåáðàè÷åñêè è ïîðÿäêîâî èçîìîðôíà è èçîìåòðè÷íà áàíàõîâîé ðåøåòêå
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðîì êîìïàêòíîì õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå. ¤

Çàìå÷àíèå. Åñëè îòêàçàòüñÿ îò (b)-ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà X, òî ïðåäûäóùàÿ
òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé â ñëåäóþùåé îñëàáëåííîé ôîðìóëèðîâêå: äëÿ âñÿêîãî
ÓÍÏ (X, K) ñ òåëåñíûì, íîðìàëüíûì è ìèíèýäðàëüíûì êîíóñîì K ñóùåñòâóåò
òàêîå êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî T , ÷òî (X, K) èçîìîðôíî íåêîòîðîìó

31Ñì. [9], òåîðåìà VII.5.1.
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ïîäïðîñòðàíñòâó Z èç C(T ), ïëîòíîìó â C(T ) ïðè÷åì Z ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîé â
C(T ), ò. å. ãðàíè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé èç Z âû÷èñëÿþòñÿ, êàê è â C(T ),
ïîòî÷å÷íî.

Ýòî ïðåäëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è ñàìà òåîðåìà, ïîñêîëüêó äëÿ
íîðìèðîâàííîé ðåøåòêè îãðàíè÷åííûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó
Êðåéíîâ�Êàêóòàíè â îñëàáëåííîé ôîðìå (ñì. çàìå÷àíèå ê òåîðåìå Êðåéíîâ�
Êàêóòàíè â [9]).
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V. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ Ñ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÌ
ÑÂÎÉÑÒÂÎÌ

� 1. ÐÀÇËÈ×ÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÎÃÎ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÓÂÏ (X,K) îáëàäàåò èíòåðïîëÿöèîííûì
ñâîéñòâîì Ðèññà ((è.ñâ.)), åñëè äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ a1, a2, b1, b2,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì ai ≤ bj (i, j = 1, 2), ñóùåñòâóåò òàêîé
¾ïðîìåæóòî÷íûé¿ ýëåìåíò c ∈ X, ÷òî

ai ≤ c ≤ bj (i, j = 1, 2).

ßñíî, ÷òî ïî èíäóêöèè (è.ñâ.) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà
ýëåìåíòîâ ai (i = 1, 2, . . . , m) è bj (j = 1, 2, . . . , n), (ai ≤ bj). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ
ïðîâåðêè (è.ñâ.) äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîìåæóòî÷íûé ýëåìåíò c ñóùåñòâóåò
ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè: a1, a2 ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ai ≤ bj, (i, j = 1, 2), òî
(ñð. I.2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò d ≤ a1, a2, íàïðèìåð, d = a1 +a2−b1, è îò ïðîèçâîëüíûõ
ai, bj ìîæíî ïåðåéòè ê ai − d, bj − d.

Ëåììà 1. (È.ñâ.) ðàâíîñèëüíî êàæäîìó èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñâîéñòâ:
à) Åñëè 0 ≤ y ≤ x1 + x2, ãäå x1, x2 ≥ 0, òî ñóùåñòâóþò òàêèå y1, y2 ≥ 0, ÷òî

yi ≤ xi (i = 1, 2), à y = y1 + y2.
á) Åñëè x = x1 + x2, ãäå xi ≥ 0, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, x = y + z, ãäå y, z ≥ 0, òî

êàæäûé xi ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå xi = yi + zi òàê, ÷òî âñå yi, zi ≥ 0 è ÷òî

y = y1 + y2, z = z1 + z2.

Äîêàçàòåëüñòâî. (È.ñâ.) =⇒ à). Åñëè y, x1 è x2 óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì
óñëîâèÿì, òî ïîëîæèì a1 = 0, a2 = y − x1, b1 = y, b2 = x2 è âîñïîëüçóåìñÿ (è.ñâ.).
Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç c ïðîìåæóòî÷íûé ýëåìåíò, ìû ëåãêî óáåäèìñÿ, ÷òî y1 = y − c è
y2 = c óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì óñëîâèÿì.

à) =⇒ á). Åñëè x1, x2, y è z óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì â á) óñëîâèÿì, òî, â
÷àñòíîñòè, 0 ≤ y ≤ x1 +x2. Íàéäåì y1 è y2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ à), è ïîëîæèì
zi = xi − yi (i = 1, 2). Òîãäà zi ≥ 0 è z = z1 + z2.

á) =⇒ (è.ñâ.). Åñëè ai ≤ bj (i, j = 1, 2), òî ïîëîæèì u1 = b1 − a1, u2 = b2 − a2,
v1 = b1 − a2, v2 = b2 − a1, u = u1 + u2 = v1 + v2. Âñå ýòè ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíû è,
ñîãëàñíî á), ñóùåñòâóþò òàêèå tij ≥ 0 (i, j = 1, 2), ÷òî

ui = ti1 + ti2 (i = 1, 2), vj = t1j + t2j (j = 1, 2).

Òîãäà ýëåìåíò a1 + t12 è áóäåò ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó ai è bj. Ïðîâåðêà ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíà, åñëè çàìåòèòü, ÷òî a1 + t12 = b2 − t22. ¤
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Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî îáà óòâåðæäåíèÿ à) è á) ìîãóò áûòü ïî èíäóêöèè
ðàñïðîñòðàíåíû íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, è òàêèì îáðàçîì, â ÷àñòíîñòè,
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î äâîéíîì ðàçáèåíèè ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà V.1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÓÂÏ (X, K) îáëàäàëî (è.ñâ.), íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: åñëè x = x1 + . . . + xn, ãäå âñå xi ≥ 0,
è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, x = y + z, ãäå y, z ≥ 0, òî ñóùåñòâóþò òàêèå yi, zi ≥ 0, ÷òî
xi = yi + zi ïðè âñåõ i, à

y = y1 + . . . + yn, z = z1 + . . . + zn.

(È.ñâ.) ïðîñòðàíñòâà (X, K) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ y, z ∈ K

[0, y] + [0, z] = [0, y + z].

Äåéñòâèòåëüíî, âêëþ÷åíèå ëåâîé ÷àñòè â ïðàâóþ ñïðàâåäëèâî â ëþáîì ÓÂÏ, à
îáðàòíîå âêëþ÷åíèå åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå èç ïóíêòà à) ëåììû.

Ëåììà 2 (Ò. Àíäî [30]). Ïóñòü (X, K) � ÓÁÏ, à êîíóñ K � çàìêíóòûé è
íîðìàëüíûé. Ïóñòü âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: åñëè ai ≤ bj (i, j = 1, 2), òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû c ∈ X è y ∈ K, ÷òî ‖y‖ < ε è

ai ≤ c ≤ bj + y (i, j = 1, 2).

Òîãäà (X, K) îáëàäàåò (è.ñâ.).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè äàííîå óñëîâèå

âûïîëíåíî äëÿ ìíîæåñòâ èç äâóõ ýëåìåíòîâ, òî îíî âûïîëíåíî è äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ. Ïóñòü ai ≤ bj (i, j = 1, 2). Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò òàêèå c1 ∈ X è y1 ∈ K,
÷òî

ai ≤ c1 ≤ bj + y1 (i, j = 1, 2); ‖y1‖ <
1

2
.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà {a1, a2, c1−y1} è {b1, b2, c1}. Ê ýòèì ìíîæåñòâàì ñíîâà ìîæíî
ïðèìåíèòü äàííîå óñëîâèå, è ïîòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå c2 ∈ X è y2 ∈ K, ÷òî

a1, a2, c1 − y1 ≤ c2 ≤ b1 + y2, b2 + y2, c1 + y2; ‖y2‖ <
1

22
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî −y1 ≤ c2 − c1 ≤ y2. Ïóñòü óæå ïîñòðîåíû ci ∈ X è yi ∈ K

(i = 1, 2, . . . , n) òàê, ÷òî ‖yi‖ <
1

2i
è ïðè i ≤ 2

a1, a2, ci−1 − yi−1 ≤ ci ≤ b1 + yi, b2 + yi, ci−1 + yi.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà {a1, a2, cn − yn} è {b1, b2, cn}, íàéäåì òàêèå cn+1 ∈ X è yn+1 ∈
K, ÷òî ‖yn+1‖ <

1

2n+1
, à

a1, a2, cn − yn ≤ cn+1 ≤ b1 + yn+1, b2 + yn+1, cn + yn+1. (1)

Ïðè ýòîì −yn ≤ cn+1 − cn ≤ yn+1. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.
Èç íîðìàëüíîñòè êîíóñà K âûòåêàåò, ÷òî

‖cn+1 − cn‖ ≤ A · 2−n,
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ãäå A � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ (ñì. ñëåäñòâèå 2 èç òåîðåìû IV.2.1). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò c = (b)- lim cn è ïåðåõîä ê (b)-ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (1) äàåò, ÷òî

ai ≤ c ≤ bj (i, j = 1, 2). ¤

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà (è.ñâ.) â ïðîñòðàíñòâå (X, K) ñ òåëåñíûì êîíóñîì K.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñèëüíûì (è.ñâ.), åñëè äëÿ ëþáûõ
ai, bj ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ai ¿ bj, (i, j = 1, 2), ñóùåñòâóåò òàêîé
ýëåìåíò c ∈ X, ÷òî

ai ¿ c ¿ bj (i, j = 1, 2).

Òåîðåìà V.1.2. Ïóñòü (X,K) � ÓÁÏ è êîíóñ K òåëåñåí. Åñëè ïðîñòðàíñòâî
(X,K) îáëàäàåò (è.ñâ.), òî îíî îáëàäàåò è ñèëüíûì (è.ñâ.). Îáðàòíî, åñëè
ïðîñòðàíñòâî (X, K) îáëàäàåò ñèëüíûì (è.ñâ.), à òåëåñíûé êîíóñ K çàìêíóò è
íîðìàëåí, òî (X,K) îáëàäàåò (è.ñâ.).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü X îáëàäàåò (è.ñâ.), K òåëåñåí è ïóñòü ai ¿ bj

(i, j = 1, 2). Âûáåðåì ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò u. Òàê êàê bj − ai À 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè åäèíèöàìè â X, ñóùåñòâóþò òàêèå εij > 0, ÷òî
2εiju ≤ bj − ai. Ïîëîæèì

ε = min
i, j

ε′ij; a′i = ai + εu, b′j = bj − εu.

Òîãäà a′i ≤ b′j (i, j = 1, 2). Ñîãëàñíî (è.ñâ.) ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòî÷íûé ýëåìåíò
c ∈ X:

a′i ≤ c ≤ b′j (i, j = 1, 2).

Íî ai ¿ a′i, bj À b′j, ñëåäîâàòåëüíî, ai ¿ c ¿ bj.
á) Ïóñòü êîíóñ K çàìêíóò, íîðìàëåí è òåëåñåí, à ïðîñòðàíñòâî (X, K) îáëàäàåò

ñèëüíûì (è.ñâ.), è ïóñòü ai ≤ bj (i, j = 1, 2). Âûáåðåì ýëåìåíò u À 0, çàäàäèì
ε > 0 è ïîëîæèì b′j = bj + εu. Òîãäà ai ¿ b′j è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé
c ∈ X, ÷òî ai ¿ c ¿ b′j. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîñòðàíñòâà (X, K) âûïîëíåíî óñëîâèå
ïðåäûäóùåé ëåììû, è ïîòîìó îíî îáëàäàåò (è.ñâ.). ¤

� 2. ÑÂßÇÜ ÌÅÆÄÓ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÌ ÑÂÎÉÑÒÂÎÌ È
ÌÈÍÈÝÄÐÀËÜÍÎÑÒÜÞ ÊÎÍÓÑÀ

Åñëè (X,K) � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, à ai, bj ∈ X � òàêèå, ÷òî ai ≤ bj (i, j =
1, 2), òî ïðîìåæóòî÷íûì ýëåìåíòîì áóäåò, íàïðèìåð, ýëåìåíò c = a1 ∨ a2 èëè c =
b1 ∧ b2. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà îáëàäàåò (è.ñâ.). Îäíàêî îáðàòíîå
íåâåðíî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü X = R2, à óïîðÿäî÷åíèå
ââåäåíî â íåì ñ ïîìîùüþ êîíóñà

K = {x = (ξ1, ξ2) : ξ1 > 0, ξ2 > 0 èëè ξ1 = ξ2 = 0}.

Ïðîâåðêó (è.ñâ.) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. Â òî æå âðåìÿ ýòîò
êîíóñ íå ìèíèýäðàëüíûé. Íàïðèìåð, ó ìíîæåñòâà èç äâóõ ýëåìåíòîâ (0, 0) è (1,−1)
íåò ñóïðåìóìà.

Ïðèâåäåì ìåíåå òðèâèàëüíûé ïðèìåð, ïðèíàäëåæàùèé È. Íàìèîêå [41].
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Ïðèìåð 9. Ïóñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X ñîñòîèò èç âñåõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå [0, 4], óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ:

x(2) = x(1) + x(3), (2)

à êîíóñ K ñîñòîèò èç âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé èç X. Ïðè íîðìå,
èíäóöèðîâàííîé â X èç C[0, 4], (X,K) ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à
êîíóñ K çàìêíóò â íåì. Ïóñòü x � ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [0, 4], çàäàííàÿ ñëåäóþùèì
ñïîñîáîì:

x(0) = x(1) = 1, x(3) = x(4) = −1,

à â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó óêàçàííûìè òî÷êàìè x(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàêîíó ëèíåéíîãî
èíòåðïîëèðîâàíèÿ (ðèñ. 7). Òîãäà x ∈ X. Åñëè áû â X ñóùåñòâîâàë ýëåìåíò y = x∨0,
òî ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðè âñåõ t > 2 ìû èìåëè áû y(t) = 0, a y(1) ≥ 1. Íî òîãäà
y(2) = y(1) + y(3) ≥ 1 è íàðóøàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè y.

Ðèñ. 7
Ïðîâåðèì, ÷òî X îáëàäàåò (è.ñâ.). Ïóñòü äàíû ÷åòûðå ýëåìåíòà x, y, z, u ∈ X,

ïðè÷åì x, y ≤ z, u. Ïîëîæèì

p(t) = max[x(t), y(t)], q(t) = min[z(t), u(t)].

Òîãäà p(t) ≤ q(t) ïðè âñåõ t ∈ [0, 4]. Ýòè ôóíêöèè ìîãóò íå âõîäèòü â X, òàê êàê äëÿ
íèõ ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (2). Â òî æå âðåìÿ ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

p(2) ≤ p(1) + p(3) ≤ q(2).

Òåïåðü ïîëîæèì

r(t) =

{
p(t) ïðè t ∈ [0, 1] ∪ [3, 4],

p(1) + p(3) ïðè t = 2

è îïðåäåëèì r(t) ïî çàêîíó ëèíåéíîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ â èíòåðâàëàõ (1, 2) è (2, 3).
Äàëåå ââîäèì ôóíêöèè

s(t) = max[p(t), r(t)], v(t) = min[q(t), s(t)].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

s(1) = v(1) = p(1), s(3) = v(3) = p(3), s(2) = v(2) = p(1) + p(3).

Òàêèì îáðàçîì, v ∈ X. Êðîìå òîãî, p(t) ≤ v(t) ≤ q(t) ïðè âñåõ t, à ïîòîìó x, y ≤ v ≤
z, u.

Äàäèì òåïåðü îäíî îáîáùåíèå òåîðåìû I.5.1.
Òåîðåìà V.2.1. Åñëè ÓÂÏ (X, K) îáëàäàåò (è.ñâ.) è äåäåêèíäîâî ïîëíî, à êîíóñ

K � âîñïðîèçâîäÿùèé, òî (X, K) � K-ïðîñòðàíñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû I.5.1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî (X,K) �

âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Âîçüìåì ëþáûå x, y ∈ X. Òàê êàê êîíóñ K � âîñïðîèçâîäÿùèé,
ìíîæåñòâî {x, y} îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Åñëè z è u � ëþáûå äâå åãî âåðõíèå ãðàíèöû,
òî áëàãîäàðÿ (è.ñâ.) ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòî÷íûé ýëåìåíò c:

x, y ≤ c ≤ z, u.
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Ýòîò ýëåìåíò c òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé ìíîæåñòâà {x, y} è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñîâîêóïíîñòü âåðõíèõ ãðàíèö ýòîãî ìíîæåñòâà íàïðàâëåíà ïî óáûâàíèþ. Áëàãîäàðÿ
äåäåêèíäîâîé ïîëíîòå ïðîñòðàíñòâà X, ñóùåñòâóåò èíôèìóì ñîâîêóïíîñòè âåðõíèõ
ãðàíèö, êîòîðûé, î÷åâèäíî, òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé ìíîæåñòâà {x, y}. Ýòî
è åñòü x ∨ y. ¤

Ñëåäñòâèå. Åñëè â ÓÍÏ (X,K) êîíóñ K íåñïëþùåí è íîðìàëåí, òî â
ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå (X ′, K ′) (è.ñâ.) ðàâíîñèëüíî ìèíèýäðàëüíîñòè êîíóñà
K ′.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå III.4.1 ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′)
äåäåêèíäîâî ïîëíî, à ïî òåîðåìå Êðåéíà (IV.5.1) êîíóñ K ′ � âîñïðîèçâîäÿùèé.
Ïîýòîìó åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî (X ′, K ′) îáëàäàåò (è.ñâ.), òî ïî òåîðåìå V.2.1
(X ′, K ′) � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà.

� 3. ÌÈÍÈÝÄÐÀËÜÍÎÑÒÜ ÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ ÊÎÍÓÑÀ

(È.ñâ.) èãðàåò ðåøàþùóþ ðîëü ïðè âûÿñíåíèè, êîãäà ñîïðÿæåííûé êîíóñ áóäåò
ìèíèýäðàëüíûì. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìû ñóùåñòâåííî
çàèìñòâîâàí èç ðàáîò Ô. Ðèññà [43] è Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à [15].

Òåîðåìà V.3.1. Åñëè ÓÍÏ (X, K) îáëàäàåò (è.ñâ.), à êîíóñ K íåñïëþùåí è
íîðìàëåí, òî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′) � K-ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû III.4.1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
÷òî (X ′, K ′) � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Òàê êàê êîíóñ K íîðìàëåí, òî K ′ �
âîñïðîèçâîäÿùèé. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèîíàëû
g, h ∈ K ′ è äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå èõ ñóïðåìóìà g ∨ h (ñì. I.5). Ñ ýòîé öåëüþ
ïîëîæèì äëÿ ëþáîãî x ∈ K

f(x) = sup
y+z=x; y, z∈K

{g(y) + h(z)}.

Òàê êàê g(y) + h(z) ≤ g(x) + h(x), òî f(x) ≤ g(x) + h(x) < +∞. Ïðîâåðèì, ÷òî f
îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè íà K.

Ïóñòü x = x1 + x2 (x1, x2 ∈ K). Åñëè y1 + z1 = x1, y2 + z2 = x2 (yi, zi ∈ K), òî
ïîëîæèì y = y1 + y2, z = z1 + z2. Òîãäà

[g(y1) + h(z1)] + [g(y2) + h(z2)] = g(y) + h(z) ≤ f(x)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿ ê ñóïðåìóìàì â ñêîáêàõ, ïîëó÷àåì

f(x1) + f(x2) ≤ f(x). (3)

Îáðàòíî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå y, z ∈ K, äëÿ êîòîðûõ y + z = x. Ïî ëåììå 1 èç
V.1 ñóùåñòâóþò òàêèå yi, zi ∈ K, ÷òî xi = yi + zi (i = 1, 2), à y = y1 + y2, z = z1 + z2.
Òîãäà

g(y) + h(z) = [g(y1) + h(z1)] + [g(y2) + h(z2)] ≤ f(x1) + f(x2)

è, ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ê âåðõíåé ãðàíè, ïîëó÷èì

f(x) ≤ f(x1) + f(x2). (4)

Èç (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî f(x) = f(x1) + f(x2).
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Òåïåðü ôóíêöèîíàë f ñ ñîõðàíåíèåì àääèòèâíîñòè ðàñïðîñòðàíÿåì îáû÷íûì
ñïîñîáîì íà âñå X. Ïîëó÷èì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, êîòîðûé, êàê ýëåìåíò èç X],
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 ≤ f ≤ g + h. Òîãäà ïî ëåììå èç III.4, f ∈ K ′. ¤

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ëåãêî óêàçàòü ìíîãî ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ,
íå îáëàäàþùèõ (è.ñâ.). Èìåííî, ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
óïîðÿäî÷åííîå ñ ïîìîùüþ çàìêíóòîãî, âîñïðîèçâîäÿùåãî è íîðìàëüíîãî êîíóñà
K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (X, K) îáëàäàåò (è.ñâ.). Òîãäà ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî
(X ′, K ′) � âåêòîðíàÿ ðåøåòêà, ïðè÷åì êîíóñ K ′, î÷åâèäíî, çàìêíóòûé, à òàêæå
âîñïðîèçâîäÿùèé ïî òåîðåìå Êðåéíà è íîðìàëüíûé ïî äâîéñòâåííîé òåîðåìå
Àíäî. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X ′′, K ′′), ãäå K ′′ � êîíóñ,
ñîïðÿæåííûé ê K ′, òîæå âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Íî X ′′ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ X, à
òîãäà, ïî ëåììå èç II.4, K ′′ ñîâïàäàåò ñ K. Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî è (X, K)
� âåêòîðíàÿ ðåøåòêà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè êîíóñ â ðåôëåêñèâíîì ïðîñòðàíñòâå
óäîâëåòâîðÿåò óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì, íî íå ìèíèýäðàëüíûé, òî ýòî ïðîñòðàíñòâî
íå îáëàäàåò (è.ñâ.). Â ÷àñòíîñòè, â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ çàìêíóòûì
âîñïðîèçâîäÿùàÿ êîíóñîì (è.ñâ.) ðàâíîñèëüíî ìèíèýäðàëüíîñòè êîíóñà32. Â òî æå
âðåìÿ, ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â V.2, ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
ñ íåçàìêíóòûì âîñïðîèçâîäÿùèì êîíóñîì ìîæåò îáëàäàòü (è.ñâ.), íî íå áûòü
ðåøåòêîé.

� 4. ÒÅÎÐÅÌÛ ÊÐÅÉÍÀ È ÀÍÄÎ

Çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå ïðåäûäóùåé òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíûé ðåçóëüòàò,
ñïðàâåäëèâûé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ çàìêíóòûì âîñïðîèçâîäÿùèì êîíóñîì.

Òåîðåìà V.4.1 (Ò. Àíäî [30]). Ïóñòü (X, K) � ÓÁÏ è êîíóñ K �
çàìêíóòûé è âîñïðîèçâîäÿùèé. Åñëè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′) �
âåêòîðíàÿ ðåøåòêà33, òî (X, K) îáëàäàåò (è.ñâ.), à êîíóñ K � íîðìàëåí.

Ïðèâîäèìîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðåäëîæåíî È.Ô. Äàíèëåíêî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â âåêòîðíîé ðåøåòêå (X ′, K ′) êîíóñ K ′ äîëæåí áûòü

âîñïðîèçâîäÿùèì, òî íîðìàëüíîñòü êîíóñà K âûòåêàåò èç òåîðåìû Êðåéíà (IV.5.1).
Áóäåì ïðîâåðÿòü, ÷òî (X,K) îáëàäàåò (è.ñâ.).

Ïóñòü ai ≤ bj (i, j = 1, 2); ïðè ýòîì ïîñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå äîñòàòî÷íî
ïðîâåñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ai ≥ 0. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî Y = X × R, ãäå R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ñ íîðìîé, îïðåäåëåííîé
ïî ôîðìóëå ‖(x, λ)‖ = ‖x‖+ |λ|. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî Y ′, î÷åâèäíî, èìååò âèä
Y ′ = X ′ × R, ïðè÷åì

‖(f, λ)‖ = max(‖f‖, |λ|) (f ∈ X ′, λ ∈ R).

Â Y ′ âûäåëèì ÷åòûðå êîíóñà:

Li = {(f, λ) : f ∈ K ′, 0 ≤ λ ≤ f(ai)},

Lj = {(f, λ) : f ∈ K ′, λ ≥ f(bj)} (i, j = 1, 2)

32Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R3, óïîðÿäî÷åííîå ñ ïîìîùüþ ¾êðóãëîãî¿ çàìêíóòîãî êîíóñà,
íå îáëàäàåò (è.ñâ.).

33Îòñþäà áëàãîäàðÿ òåîðåìàì I.5.1 è III.4.1, óæå ñëåäóåò, ÷òî (X ′, K ′) � K-ïðîñòðàíñòâî.
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(òî, ÷òî ýòî � êîíóñû, î÷åâèäíî), à ñ èõ ïîìîùüþ îïðåäåëèì êëèí

L = L1 + L2 − L1 − L2.

Ïóñòü (f, λ) ∈ L. Ýòî çíà÷èò, ÷òî f = ϕ1 + ϕ2 − ψ1 − ψ2, à λ = µ1 + µ2 − ν1 − ν2,
ïðè÷åì (ϕi, µi) ∈ Li, (ψj, νj) ∈ Lj (i, j = 1, 2), è ïîòîìó

0 ≤ µi ≤ ϕi(ai), νj ≥ ψj(bj) (i, j = 1, 2). (5)

Ôóíêöèîíàë f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f = f+−f−, ãäå f+ è f− � ïîëîæèòåëüíàÿ
è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè f (ñì. I.5). Ïðè ýòîì

0 ≤ f+ ≤ ϕ1 + ϕ2, 0 ≤ f− ≤ ψ1 + ψ2.

Òàê êàê âåêòîðíàÿ ðåøåòêà îáëàäàåò (è.ñâ.), òî ïî ëåììå 1 èç V.1 ñóùåñòâóþò òàêèå
ôóíêöèîíàëû f+

1 , f+
2 , f−1 , f−2 ∈ K ′, ÷òî

f+ = f+
1 + f+

2 , f− = f−1 + f−2 , f+
i ≤ ϕi, f−j ≤ ψj (i, j = 1, 2). (6)

Äàëåå ïîëîæèì
gi = ϕi − f+

i , hj = ψj − f−j (i, j = 1, 2).

Òîãäà

g1 + g2 = ϕ1 + ϕ2 − f+ = ψ1 + ψ2 + f − f+ = ψ1 + ψ2 − f− = h1 + h2.

Ïî òåîðåìå î äâîéíîì ðàçáèåíèè ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (V.1.1) ñóùåñòâóþò
òàêèå ôóíêöèîíàëû `ij ∈ K ′ (i, j = 1, 2), ÷òî

gi = `i1 + `i2, hj = `1j + `2j (i, j = 1, 2).

Òåïåðü áóäåì îöåíèâàòü ÷èñëî λ (âòîðóþ êîìïîíåíòó âçÿòîãî èç L ýëåìåíòà
(f, λ)). Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî

λ ≤ ϕ1(a1) + ϕ2(a2)− ψ1(b1)− ψ2(b2) = f+
1 (a1) + f+

2 (a2)− f−1 (b1)− f−2 (b2) + A,

ãäå

A = g1(a1) + g2(a2)− h1(b1)− h2(b2) =

= `11(a1) + `12(a1) + `21(a2) + `22(a2)− `11(b1)− `21(b1)− `12(b2)− `22(b2).

Íî òàê êàê ai ≤ bj (i, j = 1, 2), òî A ≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

λ ≤ f+
1 (a1) + f+

2 (a2)− f−1 (b1)− f−2 (b2).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî λ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå λ = λ+
1 +λ+

2 −λ−1 −λ−2 ,
ãäå

0 ≤ λ+
i ≤ f+

i (ai), λ−j ≥ f−j (bj) (i, j = 1, 2).

Òàêèì îáðàçàì,

(f, λ) = (f+
1 , λ+

1 ) + (f+
2 , λ+

2 )− (f−1 , λ−1 )− (f−2 , λ−2 ), (7)
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ïðè÷åì
(f+

i , λ+
i ) ∈ Li, (f−j , λ−j ) ∈ Lj (i, j = 1, 2),

f+
1 + f+

2 = f+, f−1 + f−2 = f−.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî êëèí L ñëàáî çàìêíóò â Y ′. Ïî èçâåñòíîìó êðèòåðèþ ñëàáîé
çàìêíóòîñòè Êðåéíà�Øìóëüÿíà34 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå L1 êëèíà
L ñ çàìêíóòûì åäèíè÷íûì øàðîì èç Y ′:

L1 = L ∩ (B′ × [−1, 1])

(B′ � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð èç X ′), ñëàáî çàìêíóòî. Ïóñòü íàïðàâëåíèå
(fα, λα)

ñë−→ (f, λ), ïðè÷åì (fα, λα) ∈ L1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fα
ñë−→ f â X ′, λα → λ,

è ïðèòîì fα ∈ B′, λα ∈ [−1, 1]. Íî òîãäà è f ∈ B′, λ ∈ [−1, 1], ñëåäîâàòåëüíî,
(f, λ) ∈ B′ × [−1, 1]. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî (f, λ) ∈ L. Ïîñêîëüêó êîíóñ K ′

çàìêíóòûé è âîñïðîèçâîäÿùèé â ÓÁÏ (X ′, K ′), òî, ïî òåîðåìå III.2.1, îí íåñïëþùåí.
Ïóñòü M � åãî êîíñòàíòà íåñïëþùåííîñòè. Ïî äâîéñòâåííîé òåîðåìå Àíäî (IV.6.2)
êîíóñ K ′ íîðìàëåí. Ïóñòü N � êîíñòàíòà ïîëóìîíîòîííîñòè íîðìû â X ′. Ïðåäñòàâèì
êàæäûé ýëåìåíò (fα, λα) ïî ôîðìóëå (7):

(fα, λα) = (f+
α1, λ

+
α1) + (f+

α2, λ
+
α2)− (f−α1, λ

−
α1)− (f−α2, λ

−
α2),

ïðè÷åì
f+

α1 + f+
α2 = (fα)+, f−α1 + f−α2 = (fα)−,

0 ≤ λ+
αi ≤ f+

αi(ai), λ−αj ≥ f−αj(bj) (i, j = 1, 2). (8)

Íî òàê êàê êàæäûé fα äîïóñêàåò åùå è ïðåäñòàâëåíèå â âèäå fα = gα − hα, ãäå
gα, hα ∈ K ′, è ïðèòîì ‖gα‖, ‖hα‖ ≤ M‖fα‖ ≤ M , à

0 ≤ f+
α1, f+

α2 ≤ (fα)+ ≤ gα, 0 ≤ f−α1, f−α2 ≤ (fα)− ≤ hα,

òî ‖f+
α1‖, ‖f+

α2‖, ‖f−α1‖, ‖f−α2‖ ≤ NM . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

λ+
αi ≤ f+

αi(ai) ≤ NM‖ai‖ (i, j = 1, 2),

à
λ−α1 + λ−α2 ≤ λ+

α1 + λ+
α2 + |λα| ≤ NM(‖a1‖+ ‖a2‖) + 1.

Òåïåðü, áëàãîäàðÿ ñëàáîé êîìïàêòíîñòè çàìêíóòûõ øàðîâ â X ′ è êîìïàêòíîñòè
îòðåçêà [−1, 1], èç íàïðàâëåíèÿ èíäåêñîâ α ìîæíî âûäåëèòü òàêîå ïîäíàïðàâëåíèå
{αβ}, ÷òî

f+
αβi

ñë−→ gi, f−αβj
ñë−→ hj, λ+

αβi → µi, λ−αβj → νj (i, j = 1, 2)

(ñì. äîïîëíåíèå 2). À òîãäà

(f, λ) = (g1, µ1) + (g2, µ2)− (h1, ν1)− (h2, ν2).

34Êðèòåðèé Êðåéíà�Øìóëüÿíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: åñëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî E ⊂ X ′

òàêîâî, ÷òî åãî ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáûì êðàòíûì nB′ çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî øàðà B′ ⊂ X ′ ñëàáî
çàìêíóòî, òî è E ñëàáî çàìêíóòî. Ñì., íàïðèìåð: Í. Äàíôîðä è Äæ. Øâàðö, Ëèíåéíûå îïåðàòîðû,
Ì., ÈÈË, 1962, òîì I, ñòð. 465. Ïîñêîëüêó çäåñü ìû ïðèìåíÿåì êðèòåðèé Êðåéíà�Øìóëüÿíà ê
êëèíó, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëàáóþ çàìêíóòîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êëèíà ñ åäèíè÷íûì øàðîì.
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Èç (8) âûòåêàåò, ÷òî
0 ≤ µi ≤ gi(ai), νj ≥ hj(bj),

ñëåäîâàòåëüíî, (gi, µi) ∈ Li, (hj, νj) ∈ Lj (i, j = 1, 2), à (f, λ) ∈ L. Ñëàáàÿ çàìêíóòîñòü
L1, à òåì ñàìûì è L, äîêàçàíà.

Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíò (0, 1) èç Y ′ íå âõîäèò â L. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü,
÷òî (0, 1) ∈ L, è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (7) ïðè f = 0 è λ = 1, òî ìû ïîëó÷èì,
÷òî f+

1 = f+
2 = f−1 = f−2 = 0 è λ+

1 = λ+
2 = 0. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, λ+

1 + λ+
2 ≥ λ = 1,

è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò òàêîé C ∈ Y , ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü F (C) = k îòäåëÿåò

êëèí L îò ýëåìåíòà (0, 1) (ñì. äîïîëíåíèå 3). Çäåñü C = (c, ρ), ãäå c ∈ X, ρ ∈ R, F =
(f, λ) ∈ Y ′. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå îòäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

f(c) + λρ = k.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(c)+λρ ≥ k ïðè âñåõ (f, λ) ∈ L, à òàê êàê
L � êëèí, òî f(c) + λρ ≥ 0 ïðè âñåõ (f, λ) ∈ L. Â òî æå âðåìÿ, ïîñêîëüêó (0, 0) ∈ L,
òî F (C) < 0 ïðè F = (0, 1), ò. å. ρ < 0. Ñíîâà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ρ = −1. Ýëåìåíò (f, f(ai)) ∈ Li ⊂ L (i = 1, 2) ïðè ëþáîì f ∈ K ′, ïîýòîìó
f(c) − f(ai) ≥ 0, îòêóäà f(c) ≥ f(ai). Òàê êàê ýòî âåðíî ïðè ëþáîì f ∈ K ′, òî ïî
ëåììå èç II.4 c ≥ ai (i = 1, 2). Àíàëîãè÷íî, ýëåìåíò (f, f(bj)) ∈ Lj ⊂ −L (j = 1, 2)
ïðè ëþáîì f ∈ K ′, ïîýòîìó f(c)− f(bj) ≤ 0, îòêóäà f(c) ≤ f(bj), à c ≤ bj (j = 1, 2).
Òåì ñàìûì, ñóùåñòâîâàíèå ¾ïðîìåæóòî÷íîãî¿ ýëåìåíòà c äîêàçàíî. ¤

Çíà÷èòåëüíî ðàíüøå, ÷åì áûëà äîêàçàíà òåîðåìà Àíäî, Ì.Ã. Êðåéí óñòàíîâèë
àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ òåëåñíûì êîíóñîì. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó
ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Àíäî.

Òåîðåìà V.4.2 (Ì.Ã. Êðåéí [18]). Åñëè (X,K) � ÓÁÏ ñ çàìêíóòûì
òåëåñíûì è íîðìàëüíûì êîíóñîì K, òî äëÿ òîãî ÷òîáû ñîïðÿæåííîå
ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′) áûëî âåêòîðíîé ðåøåòêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
(X,K) îáëàäàëî ñèëüíûì (è.ñâ.).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå V.1.2 ñèëüíîå (è.ñâ.) â óñëîâèÿõ
òåîðåìû Êðåéíà ðàâíîñèëüíî (è.ñâ.). Êðîìå òîãî, òåëåñíîñòü êîíóñà âëå÷åò åãî
íåñïëþùåííîñòü. Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìû V.3.1 è V.4.1. ¤

Ê òåîðåìàì V.3.1 è V.4.1 ïðèìûêàåò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà V.4.3. Ïóñòü (X, K) � ÓÁÏ è êîíóñ K çàìêíóò. Äëÿ òîãî

÷òîáû ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X ′, K ′) áûëî K-ïðîñòðàíñòâîì, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1) êîíóñ K áûë âîñïðîèçâîäÿùèì è íîðìàëüíûì,
2) (X,K) îáëàäàëî (è.ñâ.).
Ïðè ýòîì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé 1)�2) âûòåêàåò óæå èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî

(X ′, K ′) � Kσ-ïðîñòðàíñòâî.
Íåñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû îïóñêàåì.
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ÄÎÏÎËÍÅÍÈß

� 1. ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÏÎËÍÎÒÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ,
ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÎÃÎ ÇÀÌÊÍÓÒÛÌ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÌ

ÂÛÏÓÊËÛÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííîé â IV.4.
à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü p � íîðìà è ïðîñòðàíñòâî (XB, p) áàíàõîâî. Ïîêàæåì

ñíà÷àëà, ÷òî îïåðàòîð âëîæåíèÿ (XB, p) â (XB, ‖ · ‖) íåïðåðûâåí, à äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ãðàôèê ýòîãî îïåðàòîðà çàìêíóò. Ïóñòü xn ∈ XB,
p(xn) → 0 (äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ýòîò ñëó÷àé), à xn

(b)−→ x â ïðîñòðàíñòâå X.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 âêëþ÷åíèå xm ∈ εB ñïðàâåäëèâî ïðè m ≥ n(ε). Ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâî εB çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå (X, ‖·‖), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è x ∈ εB. Òàêèì
îáðàçîì, p(x) = 0, à ïîòîìó è x = 0.

Èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî B,
îãðàíè÷åííîå ïî îòíîøåíèþ ê íîðìå p â ïðîñòðàíñòâå XB, (b)-îãðàíè÷åíî â
ïðîñòðàíñòâå (X, ‖ · ‖).

á) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî B (b)-îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå (X, ‖ · ‖).
Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî p � íîðìà â XB. Ìíîæåñòâî B ñîâïàäàåò ñ çàìêíóòûì
åäèíè÷íûì øàðîì ïðîñòðàíñòâà (XB, p), a ïîòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ
M , ÷òî ‖x‖ ≤ Mp(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ XB. Ðàññìîòðèì (p)-ôóíäàìåíòàëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} â ïðîñòðàíñòâå XB: p(xm − xn) −−−−−→

m, n→∞
0. Òîãäà è ‖xn −

xm‖ → 0, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâóåò x = (b)- lim xn. Ïðè ëþáîì
ε > 0 xm − xn ∈ εB, åñëè m ≥ n, à n äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ñíîâà èñïîëüçóÿ
çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà εB, ïîëó÷èì, ÷òî x−xn ∈ εB. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî x ∈ XB,
a p(x− xn) ≤ ε. Òàêèì îáðàçîì, p(x− xn) → 0 è ïðîñòðàíñòâî (XB, p) ïîëíî. ¤

� 2. Î ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ Â ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

Ñíà÷àëà ââåäåì ïîíÿòèå ïîäíàïðàâëåíèÿ. Ïóñòü çàäàíî íàïðàâëåíèå {xα}
(α ∈ A), ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà. Íàïðàâëåíèå {yβ}
(β ∈ B) íàçûâàåòñÿ ïîäíàïðàâëåíèåì, âûäåëåííûì èç {xα}, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà B â A: β → αβ, ÷òî

1) yβ = xαβ
∀ β ∈ B;

2) äëÿ ëþáîãî α ∈ A ñóùåñòâóåò òàêîå β0 ∈ B, ÷òî αβ ≥ α ïðè âñÿêîì β ≥ β0.
ßñíî, ÷òî åñëè {yβ} � ïîäíàïðàâëåíèå, âûäåëåííîå èç {xα}, à {zγ} �

ïîäíàïðàâëåíèå, âûäåëåííîå èç {yβ}, òî {zγ} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäíàïðàâëåíèåì è
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ïî îòíîøåíèþ ê {xα}.
Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî E èç íåêîòîðîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ òî÷åê ìíîæåñòâà
E ìîæíî âûäåëèòü ïîäíàïðàâëåíèå, òîïîëîãè÷åñêè ñõîäÿùååñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå
èç E.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â êíèãå Äæ. Êåëëè ¾Îáùàÿ
òîïîëîãèÿ¿ (ñòð. 184). Â íàøåé êíèãå òåîðåìà î êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ
ïðèìåíÿåòñÿ ê ñëàáî êîìïàêòíûì ìíîæåñòâàì, ò. å. ê ìíîæåñòâàì, êîìïàêòíûì â
ñëàáîé òîïîëîãèè. Íàïîìíèì, ÷òî ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå
(ñì. ñíîñêó ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû II.4.2) ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: áàçà
îêðåñòíîñòåé òî÷êè f0 ∈ X ′ ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ âèäà

V (f0; ε; x1, . . . , xn) = {f ∈ X ′ : |f(xi)− f0(xi)| < ε (i = 1, 2, . . . , n)},

ãäå ε > 0, à {x1, . . . , xn} � ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç X.

� 3. ÒÅÎÐÅÌÛ ÎÒÄÅËÈÌÎÑÒÈ

Â ãëàâå II äîêàçàíà òåîðåìà Ýéäåëüãàéòà (II.2.3) îá îòäåëèìîñòè âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòà òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé è â
ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, â ÷àñòíîñòè, îíà âåðíà â ñîïðÿæåííîì
ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ñíàáæåíî ñëàáîé òîïîëîãèåé (ñì. [28], II.9). Ïðè ýòîì ñëåäóåò
ó÷åñòü, ÷òî âñÿêèé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë F íà X ′, íåïðåðûâíûé ïî îòíîøåíèþ ê
ñëàáîé òîïîëîãèè, èìååò âèä F (f) = f(x), ãäå x � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç X. Ñì.,
íàïðèìåð, óæå óïîìèíàâøóþñÿ êíèãó Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à è Ã.Ï. Àêèëîâà, ñòð. 378
(ïî èçä. 1959 ã.).
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