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Vorwort. 

Die Verwendung der Platte als Konstruktionsteil im Bauwesen 
hat eine Anzahl von Problemen der strengen Theorie aufgerollt, 
die abseits der iiblichen und im Interesse der Wirtschaft schon 
seit langem mit Nutzen verwandten Aufgaben liegen. Die Schwierig. 
keiten, die sich hier der Losung entgegenstellen, beruhen in der 
mathematischen Behandlung der Differentialgleichung der Biege. 
flache. Die Losung ist meist nur durch Reihenentwicklungen mog
lich, mit denen manche dieser Probleme, wenn auch in Gestalt von 
Naherungslosungen, geklart worden sind. Jeder Ingenieur, der ein
mal gezwungen gewesen ist, mit solchen Reihenansatzen zu ar· 
beiten, bleibt unbefriedigt und wird einen Weg suchen, der in 
solchen Fallen zu einem besser verwertbaren Ergebnis fiihrt. 

Einer Anregung meines hochverehrten Lehrers, Professor Dr. 
Beyer, folgend, habe ich in einem Teilgebiet diesen Weg zu 
bahnen versucht und mich dabei eines Hilfsmittels bedient, das 
den Mathematikern seit langem bekannt ist und in seinen Grund· 
lagen von Lame herriihrt. 

Dresden, im Februar 1928. 

Wilh. Fliigge. 
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Zusammenstellung der in der Arbeit hiiufig 
vorkommenden Formelgro6en. 

Lasten. 
p Flachenlast 
P Linienlast 
P Einzelkraft (Punktlast) 
M Moment je Langeneinheit (Linienmoment) 
M Punktmoment. 

Stu tzkriifte. 
AA Stiitzkraft fiir einen Plattenrand in Richtung A = const 
Aw Stiitzkraft fUr einen Plattenrand in Richtung co = const 
A Einzelstiitzkraft (Punktstiitzung). 

Schni tt krii.fte. 
M I1J Biegungsmoment je Langeneinheit in einem Schnitt x = const 
M Momentensumme 
M 11J. Drillungsmoment, bezogen auf das rechtwinklige Achsenkreuz x, y 
QIIJ Querkraft in einem Schnitt x = const. 

Grundril3groBen. 
a Halbmesser der Platte 
b Abstand des Netzpols vom Plattenmittelpunkt (lineare Exzen· 

trizitiit) 
fJ b/a relative Exzentritat 
c hal her Abstand der heiden Netzpole. 

Verschie bungen. 
C Durchbiegung. 

Elastische Grol3en. 
E 
v 
h 

K 

Elastizitatsmorlul 
reziproke Poisson·Zahl 
!!anze Plattenstiirke 
" E hS PI 'f' k ' 12 (1- vi) attenstel 19 elt. 

Funktionszeichen. 
cos, sin, tan Kreisfunktionen 
lirof, 6in, :tan Hyperhelfunktionen 
log natiirlicher Logarithmus, 



I. Problemstellnng. 
Die strenge Losung der Aufgabe der Plattenbiegung besteht 

in der Angabe einer Funktion , der Grundri13koordinaten (Durch
biegung), die einerseits der Differentialgleichung des Problems 

J72 J72 , = _'f 
K 

(1) 

geniigt und anderseits die Randbedingungen befriedigt, die sich 
aus der mechanischen Bedeutung des mathematischen Problems 
ergeben. Ais Belastung kommen technisch nur gleichfOrmig ver
teilte Last p = const, linear mit einer Grundri13koordinate ver
anderliche Last! als hydrostatischer Druck und p = 0 in Betracht. 
Linien- und Punktbelastung kommen in der Differentialgleichung 
nicht zum Ausdruck. Linienbelastung bedeutet eine Unstetigkeit 
in den Ableitungen der Funktion ,; Punktbelastung setzt eine 
singulare Stelle voraus. Dber die Art dieser Singularitaten und 
die Mittel ihrer rechnerischen Auswertung ist unter lIIe, f das 
Notige gesagt. 

Losungen, die all diesen Bedingungen gerecht werden, sind ill 
groBer Zahl bekannt. Die Schwierigkeit der Aufgabe liegt in def 
Erfiillung der Randbedingungen. Die drei wesentlichsten sind 
freie Auflagerung, Einspannung, kraftefreier Rand. Wesentlich 
fur die Behandlung der Aufgabe ist die Art der Kurven, langs 
deren derartige Bedingungen zu erfullen sind. Man wird ver
haltnisma13ig einfache Losungen zu erwarten haben, wenn langs 
der Randkurve der Platte eine Koordinate konstant ist, d. h. 
wenn der Plattenrand mit einer Koordinatenlinie zusammenfallt. 
Die bekannten Losungen der Plattenbiegung sollen daraufhin 
kurz untersucht werden. 

Bei der rechteckigen Platte in allen ihren zahlreichen Spiel
arten (frei gelagert, eingespannt, durchgehend, Pilzdecke) fallen 

1 Unter GrundriBkoordinaten sollen hier die heiden in der Platten
chene licgenden Koordinaten verstanden werden, gleichgilltig, ob die Platte 
im Raume wagerecht liegt oder nicht. 
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die Rander, Stiitzenfluchten, Symmetrieachsen usw. mit Koordi
natenIinien eines kartesischen Netzes zusammen. Dabei kommen 
jedoch Linien x = const und Linien y = const vor. Aus der 
Notwendigkeit, Randbedingungen stets auf zwei ganz verschieden
artigen Kurvengruppen zu erfiillen, erklart sich der typische Bau 
der hierfiir in Frage kommenden Lasungen, die stets aus Pro
dukten einer Funktion von x mit einer Funktion von y bestehen. 

Die nach Stiitzung und Belastung zentralsymmetrische Kreis
platte stellt die einfachste Aufgabe der Plattenbiegung dar. 
Rechnet man' hier in Polarkoordinaten, deren Pol im Platten
mittelpunkt liegt, so ist die Randkurve eine Linie r = const. 
Als weitere Vereinfachung kommt noch hinzu, daB die partielle 
Gleichung (1) in eine totale iibergeht, die ohne weiteres inte
grierbar ist. 

Eine einfache strenge Lasung kennt man auch fUr die ein
gespannte elliptische Platte. Diese Lasung beruht auf einer ge
schickten Auswahl del' unabhangigen Veranderlichen oc l . Dabei 
ist der Gesichtspunkt maBgebend, daB die Umfangsellipse eine 
KoordinatenIinie oc = const sein solI. Die zweite GrundriB
koordinate tritt in diesem FaIle iiberhaupt nicht in Erscheinnng, 
da die Differentialgleichung (1) auch hier total ist. 

Es liegt nahe, die oben geschilderte Verwendung von Polar
koordinaten auch auf die Kreisplatten mit exzentrischer Be
lastung anzuwenden. Die Erfolge, die man damit erzielt, findet man 
ebenfalls bei A. u. L. Fa p p 12: Die Lasung erscheint in Gestalt zweier 
unendlicher Reihen. Das liegt daran, daB das Polarkoordinaten
system einen ausgezeichneten Punkt besitzt, seinen Pol, der jetzt 
nicht mehr mit dem ausgezeichneten Punkt der Belastung zu
sammenfallt. Das fUhrt dazu, ein Koordinatensystem zu suchen, 
das einem Polarkoordinatensystem ahnlich sieht, dessen Pol 
jedoch an der gewiinschten Stelle liegt, also exzentrisch zum 
Randkreis. Ein solches System ist zuerst von E. Mela1l 3 an
gegeben und zur Berechnung einer eingespannten Kreisplatte 
unter exzentrischer Einzellast verwendet worden. In der VOf-

1 Foppl, A. u. L.: Drang und Zwang Bd. I, S. 170ff. 1. Auf!. i\-liin
chen und Berlin 1920. 

2 Foppl, A. u. L.: loco cit. S.20Hf. 
H Melan, E.: Die Berechnung einer exzentrisch durch eine Einzellast 

belasteten Kreisplatte. Eisenbau 1920, S. 190. 
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liegenden Arbeit ist der Versuch gemacht worden, dies System 
in groBerem Umfange fUr die Plattenberechnung nutzbar zu 
machen. Gleichzeitig konnen aber noch iiber dieses Ziel hinaus 
die hier durchgefuhrten Rechnungen als Vorbild dienen fUr die 
Berechnung anderer Aufgaben mit anderen speziellen Koordi
natennetzen. 

II. Das Koordinatennetz. 
a) Herleitung der Netzgleichungen. 

Zeichnet man zu den beiden Punkten 0 1 und O2 der Abb. I 
samtliche Apolloniuskreise, d. h. die Kurven r2 :r1 = const, so 
bilden diese eine Schar 
von exzentrisch zu ein
ander liegenden Kreise~. 
Durch geeignete Wahl 
der Strecke 2 c ist es 
offenbar moglich, sich 
ein N etz von Kreisen 
zu schaff en, das derart 
iiber eine exzentrisch 
belastete Kreisplatte ge
legt werden kann, daB 

Abb.l. 

der Lastpunkt mit dem Punkt 0 1 und der Randkreis mit einem 
der Apolloniuskreise zusammenfallt. Die Apolloniuskreise als 
Koordinatenlinien erfiillen also die im Teil I gestellte Bedingung. 

Um aus dieser geometrischen Grundlage ein Koordinaten
netz zu gewinnen, fiihrt man die komplexe Zahl 

Z=X +iy 

zur Kennzeichnung der Lage des beweglichen Punktes ein. An 
Stelle von r1 und r2 treten dann die Vektoren 

tl = Z - Zl = r1 • eiif1 , 

t2 = Z - Z2 = r2 • ei {)2 

Der Quotient dieser beiden GroBen reicht zur eindeutigen Be
stimmung der Lage eines Punktes der Ebene aus. Durch Ein
fiihrung des Logarithmus kann man aua ihm ohne weiteres Real-
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und Imaginarteil trennen und erhalt damit den Ansatz fur die 
gesuchten Koordinaten A, w: 

log z + c = log.!J- + i (0 2 - °1) = A - i Wi, (2) 
z-c Tl 

Diese Gleichung ist nach z aufzulOsen. Man bringt sie dazu auf 
die Form 

und findet daraus 

Z+C=el.- iwl 
z-c 

2z e!.-iwl + 1 
2c e!.-iw' -1 . 

Die rechte Seite wird mit e-I.·(el.+ iw' -1) erweitert und liefert 
dann 

Z Sin i. + i sin w' 
C (£o! i.- cosw'· 

Fiihrt man statt Wi den Supplementwinkel w = n - Wi ein, so 
erhalt man nach Trennung des reellen vom imaginaren die Netz-
gleichungen Sin i. . 

x = c (£o\i..+ cos ro' I (3) 
smw 

y = c (£0\ i. + COB W • 

Da spater die Ableitungen der neuen Koordinaten nach den 
kartesischen gebraucht werden, mussen die Definitionsgleichun
gen (3) nach A, w aufgelOst werden. Indem man in beiden Glei
chungen den Zahler der rechten Seite nach links bringt, erhalt 
man durch Gleichsetzen der linken Seiten die Beziehung 

x: 6in A = y:sinw, 

die umgeformt wird in 

und 
x2 (l-cos2 w) = + y2 6in2 A } 
y2 (1- ~Of2 A) = - x 2 sin2w. 

Ferner liefern die Gleichungen (3): 

x cosw= c 6inA-x ~of A, 
y~of A = csinw - ycosw. 

(4a, b) 

Setzt man diese Werte in die Gleichungen (4a, b) ein, so erhalt 
man zwei Gleichungen, die je nur eine Unbekannte enthalten: 

x 2 - (c 6in A - x ~of A)2 = + y2 6in2 J. , 
y2_(C sinw-ycosw)2=-x2 sin2w. 
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Die Gleichungen werden durch (,tof2 A oder cos 2 OJ dividiert und 
nach den Tangenten der Unbekannten aufgelOst: 

a- 1 2ex 
;,tan A = I + 1+ .' e x y 

2ey 
tanOJ= 3 I 3' e -x-y 

(5) 

Mit Hilfe der Gleichungen (3) und (5) ist es moglich, fiir jeden 
Punkt der Ebene aus den einen Koordinaten die andern zu be
stimmen und umgekehrt. 

Die Formeln lassen erkennen, daB das Netz durch Angabe 
des Netzparameters e voHstandig bestimmt ist. Es gibt also nur 
eine einfache Mannigfaltigkeit von Netzen. AHe moglichen Netze 
sind ahnlich und Netze mit gleichem e sind kongruent. 

b) Die Koordinatenlinien. 
Will man die Koordinatenlinien aufzeichnen, so ist es notig, 

die Bestimmungsstiicke dieser Kurven genau festzulegen. Aus 
Abb. I (S.3) folgt, daB die Linien 

r A = log J = const 
Tl 

die ApoHoniuskreise zur Strccke 0 1 0 2 sind, wahrend die Linien 
01 = const durch die Kreisbogen iiber der Sehne 0 10 2 dargestellt 
werden (Peripheriewinkelsatz !). Zur Berechnung der Radien und 
Mittelpunktskoordinaten dieser Kreise geht man auf die Netz
gleichungen zuriick. Zunachst werden aus (5) die Gleichungen 
der Koordinatenlinien in kartesischen Koordinaten abgeleitet, 
indem man A, OJ konstant setzt. Durch cine einfache Umformung 
erhiilt man 

(x-e(,totA)2+ y2=e2J6in2 A, } 
X2 + (y + e cot 01)2 = e2Jsin201 . 

(6) 

Aus diesen Gleichungcn gewinnt man die Bestimmungsstiicke 
der Kreise: 

fiir die A-Kurven: Halbmesser 
Mittelpunktskoord. 

fiir die O1-Kurven: Halbmesser 
Mittelpunktskoord. 

rl. = eJ6in A I 
Xl = e (,totA (7 a) 
Yl =0; 
roo = eJsin01 1 
XOJ= 0 ( (7b) 
yw=-ccot01.) 
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Aus den Gleichungen (7 a) ergibt sich, daB fur A = co und 
;. = - co r;.. = 0 wird. Diese beiden Kreise schrumpfen also in 
Punkte zusammen, die die Koordinaten xl = ± C, Yl = 0 haben. 
Fur A = 0 wird r;. = co, Xl = ± co, Y;. = O. Diese A-Kurve fallt 
auf die y-Achse. Zeichnet man sich die A;Kreise auf nach 
den Gleichungen (7a), so sieht man, daB die Kurven A > 0 den 

Abb.2. 

Punkt A = + co und die Kur
yen A < 0 den Punkt A = - co 
umkreisen (Abb. 2). Diese bei
den ausgezeichneten Punkte 
sollen die Pole des Netzes ge
nannt werden. 

Da nach (7b) 

r;,,-y;,,=c2 (+-cot2 w)= c2 
Bm W 

ist, so gehen nach Abb. 2 alle w-Kreise durch die beiden Punkte 
A = ± co, schneiden sich also in den Polen des Netzes. 

Da spater. die Momente und Querkrafte fur Schnitte in Rich
tung der Netzkurven aufgestellt werden sollen, so miissen deren 
Richtungen festgestellt werden. Man findet sie durch Differen
zieren aus den Gleichungen (6). 

Fiir die A-Kurven ergibt sich 

dy x-c[oti. 
dx y 

und mit Hilfe der Gleichungen (3): 

dy c6in).-c(£ot).([0\).+COBW) 

dx CBinW 

dy 1+[O\).COBW 
dx 6in). BinW . 

Entsprechend findet man die Neigung der w-Kurve: 

dy -x 
dx y+ccotw 

6in). BinW 
1+[ol).cOBW = tan IX. 

(8) 

(9) 

Mit IX wird dabei der Neigungswinkel der w-Kurven gegen die 
x-Achse bezeichnet, wie Abb. 3 angibt. Aus den Gleichungen 
(8) und (9) erkennt man, daB sich die Koordinatenlinien iiberall 
unter rechten Winkeln schneiden. 
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Es sollen jetzt noch ffir spatere Verwendung cos IX und sin IX 

berechnet werden: 
2 _ (I +@:ollcosw)2 

cos 1X-(I+@:oilcosw)z+6inZlsinZw' 

I+@:oflcosw cos IX = ---r;;---;-;;---:--
@:oil + cosw ' 

. 6iul sinw 
sIn IX = tanlX'coslX =-«' i'+ . 

~o '" cosw I (10) 

Bei dieser Berechnung von Kosinus und Sinus aus dem Tan. 
gens ist das Vorzeichen nicht eindeutig, .weil beide Funktionen 
als Quadratwurzeln erschei-
nen. Man uberzeugt sich, daB 
an der in Abb. 3 gezeichneten w ... t 
Stelle, wo 0 > w > - ~ ist, 

aIle Winkelfunktionen von IX 

positiv werden. 
woo 

SchlieBlich ist es noch 
notwendig, das Bogendiffe- fA) --1f 
rential ds langs eines A-Krei-
ses in den neuen Koordinaten 
auszudrficken. Mit A = const Abb.3. 

findet man aus den Gleichungen (3) das totale Differential 

a x 6iulsin w 
dx= awdw=c(@:oil + cosw)zdw , 

a y 1 + @:of l cos w 
dy = aw dw = c (@:op + cos W)I dw . 

Damit ergibt sich 

ds = (@:Ofl C::OSW)2 -V rEin2 Asin2 w + (1 + [of A COSW)2 , 

ds= cdw (11) 
@:oi l + cos w' 

Fur die w-Kurve findet man ganz entsprechend das Bogen
differential 

ds= cdl 
@:oi l + cos w . 

Man erkennt aus den beiden letzten Gleichungen, daB fur 
dA = dw die beiden ds gleich groB werden. Das Flachendif
ferential ist dann ein Quadrat. 
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c) Bestimmung des Netzes fUr eine gegebene Aufgabe. 
Das hier ausfUhrlich behandelte Koordinatennetz kann in 

mannigfacher Weise zur Berechnung von Platten verwendet 
werden. Es sollen hier nur zwei FaIle naher ins Auge gefaBt 

. ~ 

Abb.4. 

werden: die Kreisplatte mit einem singu
laren Punkt (Einzellast) und die Kreisring
platte mit exzentrischen Grenzkreisen . 

1m ersten Fall wird gefordert, den Para
meter c derart zu bestimmen, daB das N etz 
einen gegebenen Kreis vom Radius a, den 
Randkreis der Platte, und einen in ihm 
liegenden Punkt 0 enthalt (Abb. 4). Fur 

den Randkreis der Platte sei A = Ao, fUr 0 ist A = 00. Mit den 
Bezeichnungen der Abb. 4 und der Abkurzung b/a = {3 erhalten 
dann die Bedingungen die folgende Fassung: 

Fur A = Ao muB r .. = a sein, also 

c/@linAo = a, 

und ferner x .. - c = b, also 

c <iotAo - c = b. 

Dividiert man beide Gleichungen durch einander, so erhalt man 

{3 = bja = @lin .1.0 (<iot .1.0 -1) , 
{3 = e- Ao 

und daraus 
AO = -log {3 . 

Die erste Bedingung liefert dann 

c = a @lin Ao, 

I-fJ2 
c=a--2P 

(12) 

(13) 

Es seien hier noch die folgenden Beziehungen aufgefUhrt, die 
aua Gleichung (12) abgelesen werden konnen und deren letzte 
der Gleichung (13) zugrunde liegt: 

eAo = I j {3 , e- "0 = {3 , 

1(1) 1+ fJ2 ) <iopo = 2 7f+ {3 = 2{J , 

. 1(1) I-pi 
@lmAo= 2 7f- {3 =2{J' 

(14) 
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Diese Gleichungen leisten vor allem niitzliche Dienste bei der 
Einfiihrung der Randbedingungen in die Plattenansatze, da sie 
es ermoglichen, die Randkreiswerte der vier iiberall vorkom
menden Funktionen von A durch den 
Wert P auszudriicken, der in der Anwen
dung meist eine runde Zahl sein wird. 

Die Berechnung von c gestaltet sich 
nicht ganz so einfach, wenn das Netz fiir 
eine Kreisringplatte Verwendung finden 
soll. Abb. 5 zeigt die beiden Grenzkreise 
A = Ao und A = Al einer solchen Platte. 
Ihre GroBe und gegenseitige Lage ist be

Abb.5. 

stimmt durch die drei Strecken ao, aI' !. Aus ihnen werden zur 
Vereinfachung der Rechnung Quotienten gebildet: 

flao = Po , !!a1 = PI' } 
aO!a1 = PI! Po = tp . 

(15) 

Die zu berechnenden Unbekannten sind c, Ao, AI' Die dazu 
erforderlichen drei Gleichungen !lagen aus, daB die Radien der 
beiden Kreise A = Ao und A = Al die gegebenen Werte ao und al 
haben und ferner, daB! = Xo - Xl ist. Nach (7 a) findet man mit 
geringfiigiger Umformung: 

c = ao Sin Ao , 1 
c = a1 Sin Al , 
! = c (~ot Ao - ~ot AI) . 

Aus (16a) und (16b) folgt 

Sin Al = tp Sin Ao 
und weiter aus (16a) und (16c): 

P r;,:." a' , a" 6iu (At-Ao) 
o = ~tn 110 (~ot 110 - ~ot Ill) = 6' A m 1 

-- '/1 + r;,:.. 2' 6iuAo ,/ 1 +~. 2 , - V ~ln 110 - ~' 1 Y ~ln 11.1· \;1m "'1 

Fiihrt man die Bezeichnungen 

u = Sin Ao , v = Sin Al 
ein, so erhalt man daraus das Gleichungspaar 

v f 1 + u2 - U Y 1 + v2 = Po v, t 
v=tpu. J 

(16a-c) 

(17a, b) 
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Durch Quadrieren, Neuordnen der Summanden und nochmaliges 
Quadrieren findet man aus (17a) eine Gleichung 8. Grades in 
u und v: 

4 u2 v2 (1 + u2 ) (1 + v2 ) = Po v4 + v4 (1 + U 2 )2 

+ u 4 (1 + V2)2 + 2 u2 v2 (1 + u2) (1 + v2) 

- 2 Po v4 (1 + u2) - 2 Po u2 v2 (1 + v2) • 

Setzt man darin v nach (17b) ein, so kann man zanachst durch 
u 4 dividieren. Wenn man dann nach Potenzen von u ordnet, so 
wird der Koeffizient von u 4 Null, so daB man eine reinquadra
tische Gleichung erhalt, da ungerade Potenzen von u iiberhaupt 
nicht vorkommen: 

4 M,1p2 u2 = (1 _1p2 _ P~)2 , 

u=1-1p2-fJi 
2 fJI 1p 

Nach (I6a) und (16b) erhalt man daraus 

_ a~ - a~ _/2 \ 
c - 21 ' 

.A·o = 2(t (Sin ~, I ao 

A.1 = 2(1: (Sin ~ . 
a I 

(18) 

d) Beziehungen zu den Polarkoordinaten. 
Hat man mehrere Einzellasten auf einer Platte stehen, so 

kann man sich ein Koordinatennetz suchen, das mehrere Pole 
hat, und damit die Berechnung durchfiihren. Dabei ist es notig, 

Abb.6. 

die samtlichen in dieser Arbeit enthaliienen 
Rechnungen fiir ein wesentlich verwickel
ter gebautes Netz von neuem durchzu-

,.:;f fiihren. Insbesondere die Beschaffung der 
notigen Partikularlosungen samt den zu
gehOrigen Schnittkraften stellt eine sehr 
umfangreiche Rechenarbeit dar. Es liegt 
daher der Gedanke nahe, auf eine Losung 

dieser Biegungsaufgabe durch geschlossene Formeln zu verzichten 
und die fUr eine Einzellast gewonnenen Werte sinngemaB mehr-
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fach zu superponieren. Dazu ist es notig, von einem Koordinaten
system auf ein anderes iiberzugehen. Man wird dabei zweck
maBig alles in den verschiedenen A - w - Systemen Gerechnete 
zur Superposition in ein Polarkoordinatensystem iibertragen, 
dessen Ursprung im Plattenmittelpunkt liegt. Dazu ist es notig, 
Formeln aufzustellen, die es ermoglichen, die A, w in Polar
koordinaten r, cp umzurechnen und umgekehrt. 

Nach Abb. 6 ist 

r= Y(X-b-C)2+ y2, 

x und y lassen sich nach (3) durch A , w ausdriicken. Man erhalt 
dann 

r - c V(- 'Sin). _ ~. __ 1)2 + sin1w 
- (£ol).+cosw C «(£of).+COSW)I· 

Fiihrt man hierin ~ + 1 = ! ~ ~ ein und ordnet die Glieder urn, 

so erhalt man schlieBlich 

r=(l-fJS)«(£:f).+cosw)· 1 (19) 

. y(pt e), + e-), + (1 + pt) cos W)2 + (1- (J2) sin2 w. 

Den Winkel cp findet man ebenfalls aus Abb. 6: 

x-b-c 'SinA-(£ol).+COSW)~ 
cotcp = y sinw 

1 +fJS fJSe), + e-), 

cotcp = 1- fJS cotw + (1- PZ)sinw . (20) 

III. tJberfiihrnng der Hanptgleichnngen der 
Plattentheorie in krmnmlinige Koordinaten. 

8) Die Ableitungen von;. 
Die Losung jeder Plattenaufgabe beginnt mit der Bestim

mung der Durchbiegung C ala Funktion der GrundriBkoordinaten. 
Die Schnittkriifte werden dann aus den Ableitungen von t; ge
funden. Es ist deshalb notig, die ersten und zweiten Ableitungen 
von C nach x, y in die Ableitungen nach A, w iiberzufUhren. Die 
im folgenden fUr t; aufgestellten Formeln gelten natiirlich fiir 

Flligge, Kreisplattenberechnung. 2 
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jede stetige, zweimal differenzierbare Funktion der Koordi
naten. 

Man findet die Ableitungen nach den bekannten Regeln fur 
das Differenzieren von Funktionen mehrerer Veranderlicher: 

ac _ ac d1 + ac dw 
ax-a1dx awdx' 

ac _ ac d1 + ac dw 
ay - a1 dy aw dy , 

aiC aBC (d1)2 aBC d1 dw a2 C (dW)2 ac d2 ). ac d2 w 
ax.=aili dx +2a1awdxdx+aw. dx +aidxB+awdxS' 

alC a2 C d1 d1 aBC (d1 dw dw d1) 
;fx-ay = aj,2dx dy + aMOj fix dy + fix dy 

(21) 

aBC dw dw ac d21 ac d2 w 
+ aw2 dxdy+ aT dxdy + awdxdy' 

a2C a2 C (d1)2 a2 C d1 dw a2C (dW)i ac d2il at; dlW 
ayS=aill dy +2a1awdyd-y+aw2 dy +ail-d y2+awd y2' 

Die in diesen Gleichungen als Koeffizienten auftretenden 
ersten und zweiten Ableitungen von J., w nach x, y werden aus 
den Gleichungen (5) gefunden: 

d1 d 2 c x 
dx = dx m:t%an c2 + xS + y2 

1 (C2 +X2 +y2)·2c-2cx.2x 
1-:tan2). (c2 + x2 + y2)a 

= ~Of2 J. (:t,: il _ :ta;B).) 
= ~oJ2 J. (1E0\)' + cos w _ @lin.:}), 

c lEo\ ). c lEo\21 

d1 1 
d- = - (1 + (tof J. cos w), 

x c 

d). 1 t:'::.. 1 • 
-=--l;:;ltn",SlllW 
dy c ' 

dw 1 6' J. . ([X=--; tn smw, 

dw 1 
-d =- (1 + ~of J.cosw). y c 

(22) 

Durch Weiterdifferenzieren findet man auch die zweiten Ab
leitungen. Sie lauten: 



dBA dBw dBA 
dx2 = dxdy - - dy2 

Die Momente. 

= ~ [Sin A cosw + (rof A Sin A (cosBw- sin2w)] 
c 

d1w d2 A d'w 
- dxB = dxdy = dy2 

= - ~ [(rO) A sin w + ((rOf2 A + Sin2 A) cos w sin w]. 

13 

(23) 

Diese Ergebnisse sollen nun dazu benutzt werden, V2C zu be
rechnen: 

alC aBC aBC 
V2 C = ax2 + ayB = aiz [(I + (rO) A COSW)2 + 6in2 A sinlW] 

+ !~ [(I + (rOfA COSW)2 + Sin2A sin2W] . 

Die Faktoren der drei anderen Ableitungen von C sind Null. 
erhiiJt durch Zusammenrechnen 

V2C = :. ((rOfA+ COSW)2 [~~~ + !;] . 
Die Plattengleichung lautet demnach 

:4 [((rOfA.+COSW)2[:;a+ aa;.]rC=;. 
b) Die Momente. 

Man 

(24) 

(25) 

Fur die Definition der Momentenvorzeichen wird foIgende 
Regel festgelegt: Erstreckt sich das durch den Schnitt begrenzte 
Stuck der Platte nach der Richtung fallender 
Koordinaten, so sind die Momente positiv, 
wenn die von ihnen erzeugten Spannungen 
an der Plattenunterseite in Richtung der 
positiven Koordinatenachsen wirken. 

Abb. 7 veranschauIicht die Vorzeichen
regel fUr ein Plattendifferential, dessen Kan
ten zu den Richtungen x, y parallel sind. 

Abb.7. 

Bei der Behandlung von Plattenaufgaben mit Hille der 
Koordinaten A, w wird man selbstverstandIich die Momente fUr 
-Schnitte in Richtung der KoordinatenIinien dieses Netzes an
geben. Diese Momente mussen also durch die Ableitungen von C 
nach diesen Richtungen ausgedriickt werden. Urn das zu er-

2* 
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reichen, werden zunachst die Momente M"" M v, M flJV durch die 
Ableitungen nach A., w ausgedriickt und dann daraus die ge
such ten MJ., MO), MJ.O) abgeleitet. 

Mit Hille der Gleichungen (21) bis (23) findet man: 

(alC alC) 
M.,= -K axi+ v ay2 , 

MfIJ = - ~ [[(1 + I.tof A. cos W)2 + v Sin2 A. sin2 w] ~~ 

+ 2(1 -v) (1 + l.tofAcosw) Sin A. sinw a~2tw 

+ [Sin2 A. sin2 w + '1'(1 + I.tof A. cos W)2] :~-i 
+ (1- v) [Sin A. cos w + ttof A. Sin A. • 

. (cos2w -sin2w)] ~S_ 
a). 

+ (1- v) [I.tof A. sin w + (l.tof2 A. + Sin2 A.). 
. ] aq . coswsmw iJw J . 

( a't; alC ) 
M 1/ = -- K ay2 -+ v axa 

.c. - ! [[ Sin2 A. sin2 w + '1'(1 + I.tof A. cos W)2J :~~ 

- 2 (1- v) (1 + I.tof A. cosw) Sin A. sinw a~2L 

+ [( 1 + I.tof A. cos W)2 + v Sin2 A. sin2 w] :~2 
- (1 - v) [Sin A. cos w + I.tof A. Sin A. • 

. (cos2 W - sin2 w)].?.( 
a). 

- (l - v) [I.tof A. sin w + (l.tof2 A. + Sin2 A.). 

iJ2t; 
M u =- K(l- v) axfJy 

. ] iJt; ] ·coswsmw aw . 

(26a) 

(26h) 

= - !i"_ (l - v) [0 + I.tof A. cos w) Sin A. sin w. (a2_1; _ al C') 
cl awl a).2; 

+ [(1 + I.tof A. cos W)2 - Sin2 A. sin2 w] ~L a).iJw 

- [I.tof A. sin w + (l.tof2 A. + Sin2 A.) • cos w sin w] %1 ' 
+- [Sin A. cosw + l.tofA. SinA..(cos2 w-sin2 w)] :~J. (26c) 



Die Momente. 15 

Um die Gleichungen zu finden, die den tJbergang von den 
Momenten des Systems x, y zu denen des ebenfalls orthogonalen 
Systems A, w vermitteln, wird ein w !f /If 

dreieckiges Plattendifferential, wie es ~~ a 
Abb. 8 darstellt, herausgeschnitten.. Of. ~~ Mxy 

An ihm werden die Gleichgewichts. '" D '!I 

bedingungen der Momente fUr die ~ih' tMxg 

Achsen A und w aufgestellt: Abb. 8. 

Mw d8= Mydx cos C'l + Mrodysinrx.-Mroy (dx sinrx. + dycosrx.), 

M).O)d8 = Mydx sin rx.-Mrodycos rx. + Mroy (dxcosrx.-dysinrx.). 

Diese Gleichungen liefern mit d 8 = d x cos rx. und d y = d8 sin rx. 
die Momente MO) und M).O). Entsprechend erhiHt man auch M).: 

MJ. = MroCOS2rx.+ M'lJsin2 rx. + 2 Mro'IJcos rx.sinrx., I 
MO) = Mrosin2rx.+ M'lJcos2rx.-2 Mroy cos rx.sinrx. , (27) 

MJ.O) = (My - M"J cosrx. sin rx. + M«J1I (cos2 rx. - sin2 rx.). 

Diese Gleichungen zeigen, wie man aus den Formeln (26) die 
Momente fUr das neue Achsensystem A, w in jedem Punkt an· 
geben kann, wenn man weill, wie dies System gegen das alte x, y 
orientiert ist, d. h. wenn man nach (9) den Winkel rx. kennt. Die 
Einfiihrung von Mill' My, Mroy nach (26) und von rx. nach (10) in 
die Gleichungen (27) stellt eine sachlich einfache, aber sehr um· 
standliche Rechnung dar, von der hier nur das Ergebnis an· 
gegeben werden soll: 

M). = -- K [(~OfA + COSW)2 (82 t; + v aBl;) & 8» a~ 

+ (1- v) (~of A + cosw) (Sin A ~i +sinw ~~)] , 

MO) = -! [(~OfA + COSW)2 (v ~2f. + ;~) 

- (1- v) (~of A + cos w) ( Sin A :~ + sinw ::) ] ' 

MJ. = - K (1 - v) [(~of A + COSW)2 ~ 
w c2 8;'8w 

- (~of A + cos w) (sinw ~l- Sin A ::) ] . 

(28) 
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Durch Addition von M). und Mro findet man die Momenten
summe M, die zur Priifung von Ergebnissen und zur Ableitung 
der Querkrafte gebraucht wird: 

K (1 + v) (aBC aBC) M = M). + Moo = - cB (~ol A + COSW)2 aAB + aroB • (29) 

Durch Vergleich mit Gleichung (24) findet man die Grund
gleichung der Plattentheorie bestatigt: 

(30) 

c) Die Querkriilie. 
In Abb. 9 sind aIle die Schnittkrafte des Plattendifferentials 

dx·dy eingetragen, die zu einer Momentengleichung fiir die 
",!I al1 y-Achse einen Beitrag liefern. Diese 

:p£e.r<./~.. MZ!I+ a!lPld!l Gleichung lautet: 

11 f'wxdx aM 
x ax Qrody·dx---'" dxdy 

.- .-.~x ax 
Mr!l 'Rx aMu 

Abb.9. - -----ay dydx = O. 

Man erhalt daraus nach (26a) und (26c): 

Q = aM. + aMu =_K(aac + ~)=-K~172C 
ro ax ay axB ax 8yB ax 

und weiter nach der Gleichung (30) 

Entsprechend ist 
1 aM I Qro=1 +v 7fX' 

1 aM 
Q'U = 1 + v 7iii . 

(31) 

Ahnlich wie die Momente miissen nun auch diese Querkrafte 
auf die Schnittrichtungen A, w umgerechnet werden. Die dazu 
notigen Plattendifferentiale mit den daran angreifenden Schnitt
kraften zeigen die Abb. lOa, b. Man kann daraus folgende Glei
ohungen (Gleichgewichtsbedingungen der Krafte in Richtung der 
Vertikalen) ablesen: 

Q;. = Qrocos IX + QvS~IX' } 
Qro = Qv cos IX-Qro SlfilX. 

(32) 
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Setzt man in diese Gleichungen die Querkraft nach (31) und die 
Funktionen von oc nach (10) ein, fiihrt man ferner die in (31) 

liJ 

~ ,,'I 
!/ d0: L-a;6\ 

*-=cos a. 

~=sina. 

~x 

Abb.l0a, b. 

~=SIi1C( 

~~coso: 
\. 
\. 
~x 

vorhandenen Ableitungen von M nach x, y mit den Gleichungen 
(21) in solche nach il, w iiber, so erhiilt man 

QA = (1 + y) (~O~ A + cos co) [~~ (1 + lief il cos w) - ~; @Sin il sin w J, 

Qro = (1 + y) (~O~ A + cos co) [aa~ @Sin A sinw + ~; (1 + lief;' cosw)] , 

QA = C (1 + y) (~!f A + cos co) aa~ [(1 + lief;' cos W)2 + @SinS;' sin2 wJ ' 

Qro = c (1 + y) (~!f A + cos co) ~: [(1 + lief il cos W)2 + @Sin2;' sin2 wJ . 

Da (1 + liep,. cos w) 2 + @Sin 2 il sin 2 w = (liep,. + cos w) 2 ist, so 
erhiilt man endlich 

Q _ ~of A + cos co aM) 
A- c(1 +'1') aA' 

Q _ ~OfA + cos co aM 
'" - c (1 + y) aco· 

(33) 
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d) Die Stiitzkrftfte. 
Die Stiitzkrafte einer Platte setzen sich in bekannter Weisel 

aus den Anteilen der Randscherkrii.fte und der Randdrillungs
momente zusammen. Da in der vorliegenden Arbeit nur solche 

FaIle behandelt worden sind, in 
denen die Platte durch einen 
A.-Kreis begrenzt ist, solI nur die 
hierzu gehOrende Stiitzkraft A,1. 
ermittelt werden. 

Man betrachtet dabei zwei in 
w-Richtung nebeneinander lie

gende Plattendifferentiale (Abb. ll). Wenn sich die Platte vom 
Rand aus in das Gebiet steigender A.-Werte erstreckt, 80 gilt 
die Aquivalenzbedingung 

8Ml w 
A1ds = Q,1.ds + awdw, 

oder mit dem Werte des Bogendifferentials nach Gleichung (11): 

A .. = Q .. + [0\). + C08~ 8Ml~} . 
C 8w (34) 

Unter der Voraussetzung, daB die Funktion C einschlieBlich 
ihrer Ableitungen bis zur dritten Ordnung am Plattenrande 
stetig ist, wiirde hier keine auBere Kraft angreifen, wenn die 
Platte hier nicht abgeschnitten und gestiitzt ware, sondern sich 
noch weiter in das Gebiet der fallenden A. erstreckte. Ware nun 
gerade dieser in Abb. II fehlend gedachte Teil allein vorhanden, 
so ware demnach die zugehOrige Stiitzkraft - A ... 

e) Das Querkraftintegral. 
Unter den Funktionen C, die die homogene Plattengleichung 

/7 2 /7 2 C = 0 

befriedigen, gibt es einige, bei denen das Hings einer geschlossenen 
Kurve ausgefiihrte Integral ~ Q. ds von Null verschieden ist 
und dann stets denselben Wert hat, solange die Kurve einen 
bestimmten Punkt der Ebene umschlieBt, der ein singularer 

1 Foppl. A. u. L.: Drang und Zwang Bd. I, S. 161ff., 1. Auf!. Mun
chen und Berlin 1920. 
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Punkt der Funktion 'ist. Diese Losungen gehoren zu Platten, 
bei denen in diesem ausgezeichneten Punkte eine Einzellast 
angreift. Um derartige Funktionen zu erkennen und die GroBe 
der Einzelkraft zu. bestimmen, ist es notig, dieses Integral aus
zuwerten, das als Querkraftintegral bezeichnet werden solI. 

Ais Angriffspunkte fUr Einzellasten kommen fUr die hier 
behandelte Aufgabe nur die beiden Pole des Koordinatennetzes 
in Betracht. Ais Integrationskurve wird man einen beliebigen 
A-Kreis verwenden. Das bestimmte Integral ist dann zwischen 
den Grenzen w = - n und w = + n auszufiihren und muB sich 
als von A. unabhangig ergeben. Die Auswertung des Integrals fUr 
Losungen der inhomogenen Gleichung bietet eine Rechenprobe, 
da es der Last gleich sein muB, die auf der von der Integrations
kurve umschlossenen Flache ruht. 

Mit Hilfe der Gleichung (11) ergibt sich dies Integral in 
der Form 

+'" 
J:Q ds=cf Qi.dw 
:r .< (£01). + cosw . (35) 

-:T 

f) Die Momentenintegrale. 
Fiihrt man einen Rundschnitt (auch hier wieder entsprechend 

der Art der Aufgabe stets langs eines A-Kreises) und stellt das 
Moment aller Schnittkriifte in bezug auf eine in der Plattenebene 
liegende Achse auf, so findet man, daB auch diese GroBe bei 
einigen homogenen Ltlsungen von Null verschieden ist und stets 
denselben Wert hat, unabhangig fl .-Ci 

vom Radius des gewahlten Schnitt- i ~ ''''---
kreises. Diese Losungen gehoren zu ' /of 

einer Belastung der Platte durch ein !M.t' Z ,.1'00 ;r: 

Einzelmoment(Punktmoment)Mim -'_., x _!I ;;r,._._ . . -.~ 
Netzpol. Um GroBe und Drehachse 'A i 
dieses Momentes festzustellen, ist es ! M.tw A ¥P:'----
notig, das Moment der Schnittkrafte I 
fUr zwei durch den Pol gehende Abb.12. 

Achsen aufzustellen. Hierfiir werden die x·Achse und die Parallele 
zur y-Achse gewahlt, die durch den Netzpol geht (Abb. 12). 

Fiir die Bildung der Momentenintegrale kommen in Frage 
die Anteile von M A, MAw, QA. In Abb, 12 sind die notigen Be-
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zeichnungen zusammengestellt. Man erhiiJt damit 

co=+n w=+n w=+,n 

Ml = J MAsinlXds + J MAW coslXds- J Q).yds, 
w=-:rt w=-:t w=-n 

co=+n w=+n w=+n 

M 2 =-J M).coslXds+J M).wsinlXds-JQdc-x)ds. 
W=-lf ro=-ll 

Setzt man hier die kartesischen Koordinaten nach (3) und die 
Winkelfunktionen nach (10), ferner ds nach (ll) ein, so erhiilt man: 

+'" f 6inA sinw 
M 1 =-c MA(£0\A+coSW)2dO) 

+'" f 1+(£o\Acosw + c MAO) (£0\ A -I- cos W)2 dO) 

+,. 
-c2 ------dO) f sinw 

Q). (£of A + cos W)I , (36a) 

+" f I +~ofA cos w 
M2 = - C M). (£0\ A +cos W)I dO) 

-n 

+n 
fM 6inAsinw d -c 0) 

Aeo (~o\ A + cos W)I 

+n 
__ c2 fQ ~of A - 6in A + cos w dO) 

A (~op.+OOSw)1 . (36b) 

Damit ist die Berechnung der Schnittkriifte und Lasten zu den 
einzelnen Losungsansatzen klargestellt. 

IV. Die Partiknlarlosnngen. 
Die zur Durchrechnung der Ansiitze notigen Partikular

I6sungen kann man dadurch gewinnen, daB man bekannte 
Losungen in die Kordinaten A., 0) umrechnet. Durch Bildung und 
Priifung analoger Ansatze kann man sich dann den Vorrat an 
Losungen noch erweitern. 
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Aus der Theorie der zentralsymmetrischen Kreisplatte sind die 
Ansatze C = 1 und C = r2 als homogene Losungen bekannt, von 
denen die erste ohne weiteres verwendbar ist. 

Da das Kriterium fiir die Brauchbarkeit einer Funktion als 
Losung der Plattengleichung ihr Verhalten gegeniiber der Nabla.
operation ist, und da diese Operation 
unabhangig von der Art und Lage des 
Koordinatensystems ist, so kann der 1 '1 IP,!J 

Punkt, von dem aus r gemessen wird -- ':-:~~;->i ---~x 
(Ursprung der Polarkoordinaten), ein ~x~ 

ganz beliebiger Punkt der Ebene sein. Abb. 13. 

1m A.-w- System sind die beiden Pole hierfiir geeignet. Abb. 13 
liefert in Verbindung mit den Gleichungen (3): 

2 _ ( :::r )2 + 2 _ 2 2 (£01). 1= @jin ). 
r - x -, c y - c (£01). + cos w • (37) 

LiiBt man die Konstante beiseite, so erhiilt man als Summe und 
Differenz von r12 und r22 die beiden Elementarlosungen 

0:0fJ.. 
C = (£0fJ.. + cos w ' 

@jin). 
C = 0:0\). + cos w . 

Zu den drei hiermit gewonnenen Losungen werden jetzt die 
fUr die Anwendung notigen Werte bestimmt, niimlich 

+,. 
. ac ac f _hmC, a" a-' MJ., Mw, MAW, QJ., Qw, QJ.ds, MI' Ma· 

I~-+C() 1\ (J) 
-n: 

Der Grenzwert von C fiir A. -->- 00 ist deshalb wesentlich, weil 
aIle die Losungen, bei denen er 00 wird, nur fiir Ringplatten 
brauchbar sind. 

a) IC=ll· 
Hierfiir sind aIle Ableitungen, Schnittkriifte und Schnittkraft
integrale Null, lim C = 1. 

'--+0() 

b) 1 C= ~of A./(~or A. + cos w) 1 

lim C=l, 
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6in A cos 00 Be 
(~of i. + cos 00)2 , Boo 

J72C= ~ c2 , 

M =M =_K(l +~ 
A OJ c2' 

OJ~+n 

~ofi. sin 00 

(~oP + cos wj2 ' 

f Q;.ds=O, M 1=M2 =O. 
w=-;r 

Diese Losung bedeutet eine kugelformige Deformation der Platte, 
wie man aus den Momenten erkennt. 

c) I C= Sin AI(~of A+COSW) I 
lim C= 1, 
A-H.O 

o~ _ 1 + ~op cos 00 oe 6in i. sin 00 
oi. - (~oP + cos 00)2 , ow (~oP + cos 00)2 • 

Alle Schnittkrafte und Schnittintegrale sind Null. Diese Lo
sung bedeutet also ebenso wie die Losung a) eine deformationslose 
Verschiebung der Platte, und zwar eine Drehung urn die y-Achse, 
denn man erkennt durch Vergleich mit Gleichung (3), daB die 
Losung bis auf eine Konstante identisch ist mit C = x. 

Entsprechend ist natiirlichauch C= y alsLosnng zugebrauchen: 

(1) C= sinwl(~of A+ cosw) 

lim C= 0, 

Be 6inAsinw Be l+~ofACOBW 
Bj. (~oP + cos W)2' Boo = (~OfA + COBW)2 . 

Alle Schnittkrafte und deren Integrale sind natiirlich auch 
hier Null. 

Es liegt nahe, in Analogie zu den Ansatzen b), c) und d) auch 
die Funktion C = cos w/(~of A + cos w) auf ihre Brauchbarkeit 
hin zu untersuchen. Sie stellt in der Tat eine Losung der Platten
gleichung dar, ist aber alsDifferenz zwischen denLosungena)undb) 
nicht unabhangig von den schon vorhandenen. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB r2 (x ± c) und r 2y (vgl. Abb. 12, 
S. 19) ebenfalls Losungen der homogenen Plattengleichung sind, 
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und damit natiirlich auch r 2 x. Durch Einsetzen der Werte nach 
(3) und (37) findet man: 

1; = (lroll =f Sinl) Sin!. 
(lro\ l+ cos W)2 , 

1; = (~o\ ). =f Sin l) sinw 
(ltof l + COSW)2 

Durch Bildung von Summe und Differenz von je zwei zu
sammengehorenden Losungen findet man die folgenden Elementar
lOsungen: 

e) I 1; = <rof A. @linA./ ((iofA, + cos co) 2 1 

lim 1;= 1, 

Be (£0\). (1 +ltof l cosw) + Sins l cosw 
B j. (lto\ l + cos w)3 

Be 2lto\l Sin).smw 
B w = (lrofl +- cos W)8 • 

K Sin). 
M" = - ·cs (lrop.-+ COB W)I [(1 + v) ((iof A. + cos co) 

+ 2 (I + (iof A. cos co) cos co + 2 v (iof A. sin2 co] , 

K Siltl 
Mw = - (;1 (lroP + COSW)B [(I + v) ((iof A. + cos co) 

+ 2 (iof A. sin! co + 2 v (I + (iof A. cos co) cos co] , 

M __ K(I- v) __ sinw __ [(iofA. + 
J.w- al (ltop. + COSW)I 

+ ((iof2 A. + @lin! A.) cos co], 
M=_4K(1+v) Sinl 

a' lto\). + cos w ' 

__ 4 K 1 + lto\ l cos w 
Q" - a' Irol l + COB W ' 

4 K Sin l sin w 
Qw = - ca ltof l + cos w ' 

(1)=+:r +n 

fQ d 8 = - 4 K f 1 + ltop. cos w d CO = 0 
1 a' (ltol l + COB w)' . 

w= -It ->t 

Filr die Auswertung solcher Integrale ist bei Losung g) ein 
Beispiel gegeben. Hier kann man das Ergebnis auch ohne Rech. 
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nung daran erkennen, daB lim Qi. endlich ist, namlich = - 4 K/c3• 

i.-..co 
Da nun der Umfang des A-Kreises mit wachsendem A nach Null 
konvergiert, so muB auch 

w=+n 

lim f Qi.ds=O 
i.-+co 

00=-# 

sein. Da nun dieses Integral wegen seiner mechanischen Be
deutung fur Losungen der homogenen Gleichung von A unab
ha.ngig sein muB, so ist es auch fUr jeden endlichen Wert von A 
Null. 

Eine ganz ahnliche tJberlegung laBt sich auch fUr die Momenten
integrale M 1 und M 2 anstellen, da die Grenzwerte der Momente 
endlich sind, mithin 

f) C = 6in2 A I ([of A + COI!t(O)2 

limC=I, 
i.-.."" 

in; 2 6in l (1 + [oil cos co) ac 2 6ins hin co 
al = ([oil + COB CO)3 'aco = ([ofl + COs co)a' 

M _ 2 K (1 + [oil COSCO)9 +" 6in2 l sin· co 
i. --& ([oj l + cosco)S , 

M = _ 2 K 6in2l sin2co + ,,(1 + [of l cos co j2 
w c2 ([ojl+COSCO)B , 

M _ 2K(I-,,) (1 + [ojl cos co) 6inlsinco 
i.w- - c. ([oj l + COSCO)2 , 

M = _ 2 K (1 + ,,) 
CD , 

w = +n 
Qi.=Qw=O, J Qi.ds=O, 

ro =-n 

Begriindung wie unter e). 
Zur Aufstellung inhomogener Losungen kommt als Belastung p 

technisch nur gleichfOrmig verteilte Belastung in Betracht. Es 
ergibt sich hier zunachst die Frage, welchen N utzen es bringt, 
eine gleichmaBig belastete Platte mit Hilfe des bier gegebenen 
Verfahrens zu berechnen, da doch eine einfache Losung in Polar-
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koordinaten bekannt ist. Die Brauchbarkeit der hier gegebenen 
Losung geht aus folgenden Uberlegungen heryor: 

1. Man kann das hier gewonnene Ergebnis auf Polarkoordinaten 
umrechnen und erhalt damit eine gute Probe auf die Richtigkeit 
der hier gemachten Rechnungen. 

2. Man kann die Losung fUr eine Platte, die neben gleich
fOrmig verteilter Last noch eine Einzelkraft (Last oder Stiitzkraft) 
tragt, in geschlossener Form angeben und spart sich damit die 
Miihe der Superposition von Ergebnissen, die in verschiedenen 
Koordinatensystemen gerechnet sind. Hat man mehrere Einzel
krafte, wie bei der unter V, e berechneten Pilzdecke, so ist diese 
Verwendung der inhomogenen Losung nicht mehr moglich. 

3. Die homogene Losung in A, wist notwendig zur Berechnung 
von Ringplatten, deren Grenzkreise exzentrisch sind. 

Zur Bestimmung der gesuchten Partikularlosung geht man 
von dem Ansatz e = r4 aus, der in der Theorie der zentralsymme
trischen Kreisplatten zum Ziele fiihrt. Wahlt man wiederum die 
beiden Netzpole als Bezugspunkte fiir r, so erhalt man nach Glei
chung (37): 

r 4 = 4 c4 '(~of l =f @lin l)8 
(~of l + cos W)2 

= 4 c4 ~Ofl l =f 2 ~ofl @linl + @linal 
(~ofl + cos W)I ' 

Man erkennt hierin als Summanden die beiden homogenen Lo
sungen e) und f) wieder. Der verbleibende Summand liefert unter 
Fortlas8ung der Konstanten die ge8uchte inhomogene Losung: 

g) Ie = ltol2 AI (ltoY J,. + C08W)2 I 
lim l; = 1, 

1.-+00 

iJ C 2 ~of l @lin l cos w 
iJl = (~ofl + cos W)3 ' 

at; 2~of2lsinw 

aw = (~ofl + COSW)8' 

alC 2cosw 
all = «(£of A + cos (0)' (ltO! J,. -ltoY J,. Sin2 J,. + ltof2 J,. COSW 

+ Sinll J,. cos w) , 

alC 2 ~Of8l (1 + (r' I' 1 + 2 . 2 ) 
awl = (~ofl+coSW)4 \2,O,Jl.COSQ.l sm w, 
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172 C = CD (@:of .t ! cos (0)' (lrof ). COS w - Irof ). Sin2 ). COS w 

+ lrof2 ). cos2 W + SinS A. C082 w + lrof2 A. 

+ lrof3 ). cos W + 2 lrof2). sinl w) , 

17 2 C = E 14 @:ojA. _____ 11 
c2 L @:of.t + cos 00 J . 

Auf Grund der Angaben tiber 172 C bei den Losungen a) und b) 
ergibt sich dann hier 

und nach (1) 

Die Momente und Querkrafte findet man wie bisher aus den Ab
leitungen: 

M = _ 2 K [(1 + I/)@:of.t + 6in' A cos2 00 + I/@:O\2),sinl oo] 
). c2 @:of A + cos 00 (@:o\.t + COB (0)1 , 

M = _ 2 K [ (1 + 1/) @:of.t + @:of'.tsin' 00 + II 6in2 .t cosl 00] 

'" 02 @:of.t + cos 00 (@:of ;. + cos (0)1 ' 

M __ 2K (1 -1/) @:ofA6in.tcosoosinoo 
).'" - c' (@:of;' + oos (0)1 , 

M = _ 2K (1 + II) 3@:of.t - cos 00 

c· @:of .t + cos 00 ' 

8 K 6in.t cos 00 

QA = - ea @:of .t + oos 00 ' 

8 K @:of.t Bin 00 

Qm = - ca @:of.t + COB 00 • 

Die Auswertung des Querkraftintegrals soll hier ausfiihrlich 
gezeigt werden. Nach (35) ergibt sich: 

w~+n +n 

f 8 K • f OOB 00 doo 8 K • 
Q). ds = - --C2' Stn A. (~of;' + OOB (0)1 = - r,t Stn ).·1 

OJ =-n 

mit +'" 
1- f COBoodoo 

- (@:o{A + OOB (0)' • 

-'" 



Die Partikularlo8ungen. 27 

Dies Integral wird zunachst durch eine Substitution rationali· 
siert und dann durch Teilbruchzerlegung in eine Anzahl einfacher 
Integrale gespalten. 

Die Transformation lautet: 

(J) 

tan 2 = 1£, 

co = 2 arc tan 1£ , 

1- u l 

cos co = 1 + ul ' 

2 du 
dco = 1 + ul' 

Transformation der Grenzen: 

fiirco=-1'f, ist 1£=-00, 

fur co = + 1'f, iBt 1£ = + 00 . 

Wenn co von -1'f, nach + 1'f, lauft, lauft 1£ einmal und stetig von 
- 00 nach + 00. 

Fiihrt man die Transformation aus, so erhalt man 

+00 

f (1- ul)du 
1=2 [(1 + ~O!).) _ (1 - ~O!).)UI]I· 

-00 

Fiihrt man nun zur Abkurzung die Hilfsgrof3e 

1/ 1 + ~O! ). . <.Sin ). 
a = V 1 _ ~O! ). = t· ~O!). - 1 

ein, 80 nimmt I die folgende Form an: 

+00 

2 f (1 - ul ) du 2 + 00 

I = «to!). -1)1 (a + U)I (a _ U)I = (~O!)'_I)1 .J -00 

-00 

mit 

f (1 - ul ) du 
J = (a + U)I (a - U)I • 

Dreimalige Teilbruchzerlegung liefert 

J=- _1_ f (ul -l)du __ 1_ f (u l -l)du 
4al (u - all 4al (u + a)1 

+ _1_ S (ul -l)du __ 1_ f (u l -l)du 
4 as u - a 4 as u + a . 

F1dgge, Krelsplattenberechnllllg. 3 
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Da die Teilbruchzerlegung nur den Grad der Nenner vermindert, 
sind die Integranden nach der Zerlegung keine echten Bruche 
mehr. Wenn man sie ausdividiert, so findet man: 

J=-~fdu-~-f~··_a~-~f~ 
4 a2 2 a u - a 4 a2 (u - a)2 

1 f d 1 f du as -1 f du 
- 4a2 u + 2a u+d- 4a2 (u + a)2 

1 f 1 f a2-1 f du 
+ 4a3 udu+ 4a2 du+ 4a3 u-a 

1 f 1 f as -1 f du --- udu+-- du--- --
4 as 4 a2 4 a3 u + a ' 

J_ 1 + a2 (f du f dU) l-a2(f du f du ) 
-4(;,3 u + Ii - u - a + 4a,2 (u + a)2 + (u - a)2 . 

Fuhrt man die Integration zwischen den Grenzen + 00 und - 00 

aus, so ist die zweite Klammer dieses Ausdrucks Null: 
+00 +00 

f du f du - [1 1 J+ 00 - 0 
(u + a)2 + (u - a)2 - - u + a + u - a - 00 - . 

-00 -00 
+00 

Man erhalt somit fur J _ 00 folgende Losung: 

+00 +00 

f ~- f --.!-~ = [log (u + a) -log (u-a)J+oo . 
u + a u - a -00 

-ex) -ex) 

Die Argumente dieser beiden Logarithmen sind komplexe Zahlen, 
wobei u der Realteil und a = i· v der Imaginarteil ist. Da nun 

log (u+ iv) =logr+ ip = log yu2 + v2 + i arc tanv/u 

ist (vgl. Abb. 14), so ist der Realteil des bestimmten Integrals 
tt-v Null, denn die Realteile von log (u + a) 
t ~I und log (u-a) sind fUr jeden reellen Wert 

-G;-.-.J.~ von u cinand::l:::~~n:oh gleich 
~u----l>l r 

Abb.14. Die imaginaren Teile lief ern: 
+ ex) + ex) 

--- ---= ~arctan--~arctan-f du f du [. v. -vJ+ex) 
u+a u-a u u -ex) 

2 · [ v J+oo 2' = ~ arctan- =- 1/:1,. 
U -ex) 
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Indem man nun ruckwarts einsetzt, findet man der Reihe 
nach die folgenden GroBen: 

J+OO = _1 + as .2:ni = -:n ((tof~ - 1)2 
-00 4aB 5mB it ' 

2:n 
1=- Sin8 it' 

Zur Probe solI die Last herechnet werden, die auf der von 
einemA-Kreis umschlossenen Flache ruht. Nach (7 a) ist die Flache 
des A-Kreises 

2 ncB 
:nrl. = SinS it . 

Multipliziert man diesen Wert mit p = 164K, so erhalt man 
c 

was mit dem oben berechneten Wert ubereinstimmt. 
Auf die Ermittlung der Momentenintegrale Ml und M2 kann 

hier verzichtet werden, da eine weitere Rechenprobe nicht ge
braucht wird und aus den Grenzwerten der Momente und Quer
krafte sofort erkannt werden kann, daB ein Punktmoment nicht 
vorhanden ist. 

Die Losungen fUr Einzelkrafte und Einzelmomente sind durch 
die in Abschnitt III, e und f angegebenen Singularitaten gekenn
zeichnet. Beide kommen oft zusammen vor. Daraus ergiht sich 
die Notwendigkeit, diese Losungen gemeinsam zu behandeln. Fur 
Kreisringplatten kommen auBer den schon behandelten homo
genen und inhomogenen Losungen zunachst solche in Betracht, 
fur die lim C = 00 ist, und die deshalb fur die Berechnung ge-

l._ao 

schlossener Platten, die den Punkt A = 00 enthalten, nicht 
brauchbar sind. Ferner sind aber auch die Losungen mit Punkt
last und Punktmoment hier verwendbar, weil die Ringplatte den 
singularen Punkt nicht enthiilt. 

3* 
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Fur zentralsymmetrische Kreisplatten wird die Losung C = logr 
verwendet. Nach (37) ist mit k = c y2 

r = k \£op. =f 6in A. 
~ \£0\A. + C08 ro ' 

2 log r 1 = log k + log e'F)· -log (lrof A. + cos w) 
9 

= log k =f A.-log (lrof,t + cos w) . (38) 

Man erhiilt also als neue Losungen 

C1 = A ± log (lrof A+ cosw). 
2 

Fur r = 0 wird log r = - 00. Dementsprechend wird hier fUr 
A. = + 00 Cl = + 00, fur A. = - 00 C2 =- 00. 1m anderen 
Netzpol haben die Losungen jeweils einen endlichen Wert. 

Es sollen nun die Ableitungen und Schnittkrafte zu diesen 
Losungen festgestellt werden. 

h) IC=;,-log(lrofA.+cosw) I 
1 

lim C = lim (log el-Iog lrof A) = lim log :/2 
) ...... 00 l ..... oo l-+oo e 

= log 2 = 0,69315, 

~ = 1- 6inA. iN; _ Binro 

a A. \£01 A. + COB ro ' a ro \£01). + COB ro ' 

K(l-v) 
M).=- c' [(6inA-cosw)e-l-cos2w], 

Mro =+ K(l~v) [(6inA-cosw) e-l-cos2w], 
c 

K(l-v) 
M.1.",=+ 2 sinw[e-)'+cosw], 

c 

M=O, 

"'=+,. 
Q.1. = Q",= 0 , J Q.1. ds =O. 

w=-n 

Die Momentenintegrale werden nach den Gleichungen (36) an
gesetzt: 
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+,. 
C M - -).t:':::. 2'S sinwdw 

K(I-,) l- e \;;1m 1\ (~ojA.+COSW)2 
-n 

+n 
_At:':::. ,scoswsinwdw - e \;;Itn 1\ ------

(Q:oi A. + OOB W)2 
-:t 

+n 
_ 6in AS cos2 w Binw dw 

(~oi A. + cos W)2 
-n 

+n + e- ).S(1 +Q:oj A. COB w) BinW dw 
(Q:of A. + COB W)2 

+,.. +S (1 +~oiA. cosw) oosw sinw dw 
(~oj A. + cos W)I . 
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Die in diesem Ansatz vorkommenden Integrale enthalten aile die 
erste Potenz von sin w. Man kann sie aIle in der Form 

ro-+n w-+n J I (cosw) ·dcosw= [F (cos w)t=_n 
w -=-n 

nach cos w integrieren und erhiHt fur das bestimmte Integralstets 
Null, da cosw an beiden Grenzen denselben Wert hat. Daher ist 

M1=O 

+n 
C M =e-).6inAS(I+Q:OiA.COSW)dW 

K(I-,,) 2 (~OiA.+COSw)1 
-n 

+;t 

-e-).S(1 +Q:ofA.cosw) coswdw 
(~of A. + cos W)2 

-;rr 

+n -S (1 + ~0iA. cos w) coa2 w dw 
(~of A. + cos W)2 

+'" 
-e-). 6inAS_~inBwdw -

(~of A. + cos W)I 
-'" 

+n 
_ 6in A cos w Sill W w S . 2 d 

(Q:oi A. + cos W)2 , 
-;t 
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e M _ -2).+ -2l -l~' 1 e- l 
2nK(1-v) 2-- e e -e I;>tnASinl 

- Sin,t (2 <rof ,t - Sin A _ (t~\t l) 
Slnl ' 

I C = A + log (<rof A + cosw) I 
lim C= 00, 

a C 1 + Sin lac sin w 
a)' = (tof 1 + cos w' a w = - (tof 1 + COB W ' 

M l=-K(l ;v) [(Sin A + cosw) el + cos2w] , 
C 

Mro = + K(l ~-v) [(SinA+ cosw) e~+ cos2w] , 
C 

K(l-v) l 
MJ.ro = + --1- sinw [e + cosw] , c 

Da die Losung im Pol 00 wird, ist die Angabe von Querkraft
und Momentenintegralen unnotig. 

Fur Kreisplatten mit Einzellast kennt man die zentralsymme
trische Losung C = r 2 log r. Man erhiilt daraus sofort die beiden 

Abb.15. 

Losungen (Abb. 15): 

C 1 = r~ log r1 . 
2 2 2 

Es HiBt sich zeigen, daB auch die 
gemischten Produkte 

Cs =r~logr1 
, 1 • 

die Plattengleichung befriedigen. Der Beweis fUr Ca wird nach 
Abb. 15 gefunden: 

ti=Z2 + y2, 

r~= (z+ 2C)2 + y2 = ti + 4cz + 4c2 , 

~ log r1 = tilog r1 + 4c· r1 cos fPllog r1 + 4c2 • log r1 • 

Der erste und dritte Summand sind als Losungen der Platten
gleichung bekannt. Fur den wesentlichen Teil des zweiten Sum-



Die Partikularlosungen. 

manden findet man 1 

C" = '1 cos ffJIlog '1> 
a C" a2 C" 1 -a = (1 + log '1) COS ffJl , -a 2 = - cos ffJt> '1 '1 '1 

al C" -a 2 =-'ICOSffJllog'I 
f{J1 

172 C" = COS f{Jl (1 + log' 1 + 1 -log r 1) = 2 cos f{Jl , 
~ ~ 

172 172 C" = 2 cos m (- ~ + ~ -~) = 0 . 
rl ,~ ,~ r~ 
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Es sind alle Summanden von C3 = r~ log r l Losungen der Platten
gleichung, mithin auch dieser Ansatz selbst. Fiir C" gestaltet sich 
der Beweis ganz entsprechend. 

Fiihrt man nach (37) und (38) r2 und log r in die krumm
linigen Koordinaten A, co iiber, so erhalt man: 

e'FA 
C1 =(£ p.+ (logk =t= A-log ((tOfA+COSCO»), 

2 0 COS co 

e±A 
C3 = (£ fA + (log k =t= A -log ((tof A + cos co» . 

4 0 COS co 

Der konstante Faktor log k in den Klammern kann unberiick
sichtigt bleiben, da der vor den Klammern stehende Ausdruck 
schon selbst eine PartikularlOsung ist (Losungen b und c, S.21£.). 
Durch Addition und Subtraktion findet man aus C1 ... C" die vier 
ElementarlOsungen 

e- A 

C = A (£ofl + cos co ' 

e+ A 

C = A (£ofl + cos co' 

e-). 
C!:= (£ fA + log ((tof A + cos co), o cos co 

e+ A 
C=(£ fl+ log((tofA+cosco). o COS co 

1 Der Nablaoperator lautet in Polarkoordinaten: 

J72C = ~ ac + a2 C + ~~ 
r ar a,· r2 af{J2 . 

Herleitung bei A. u. L. Foppl: Drang und Zwang Bd. I, S. 173ff. 1.Aufl., 
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Zu den beiden ersten dieser LOsungen sollen hier die wesentlichen 
abgeleiteten Funktionen angegeben werden: 

k) IC=A..e-J./(<rofA.+cosw) I 
limC=O, 

).-+00 

at; e1 1 + e-1 cos w 
a A [of l + cos w -- A. ([of l + cos W)I , 

at; e-1 sin w 
8w = A. ([of A + cos W)B , 

M). = --~ [(A.--2) + e-). (SinA.--2 cosw)+ v (A.-e-1 Sin A)] , 
e 

Moo = --~ [A-e-J. SinA.+v(A.-2)+e-). (SinA-2 cos (0))) , 
e 

M;.oo =0, 
2K(1+,,) 

M=- el [(A-I)-e-).cosw], 
2K Q).=-7 (<rof A.+ cos (0) (I + e-J. cos (0) , 

Qoo = - 2: (<rof A + cos (0) e-). sin £0 , 

ft)CD-.'Y 

M 1 =M2 =0. 
,-----------------

I) I C= A·eJ.t (<rof A + cos (0) I 
lim C= 00, 
) ...... 00 

at; eA + A. 1 + e1 COB W 

8l [of l + cos W ([ofl + COBW)I' 

8l; = A. eA BinW 

8w ([of A + COB W)B ' 

M;. = -! [(A + 2) + eJ.(Sin I. + 2coSW)+V(A - e1 Sin I.)], 

Moo = - ~ [I.-e). Sin I. + v (A + 2) + e).(SinA+ 2 cos (0))), 
e 

M).oo=O, 

M = - 2 K (!. + ,,) [(A. + I) + eA cos £0], 

2K 
Q). = -7 (<rof A+ cos (0) (I + eA cos (0) , 

Qoo = + 2: (<rof I. + cos w) e). sin £0 , 



Die Partikularl<>sungen. 35 

Auf die Auswertung von Querkraft. und Momentenintegralen 
wird verzichtet, wei! die J.,osung nur fur Ringplatten brauchbar ist. 

Aus den Losungen h) bis I) laBt sich noch eine LOSUIlg mit 
endlichem Grenzwert kombinieren: 

Da sie von diesen abhangig ist, ist es zwecklos, sie anzuwenden, 
wenn nicht mindestens eine von ihnen im Ansatz fehlt. Da sie 
jedoch fUr geschlossene Platten anwendbar ist, wo zwei dieser 
Losungen (k und I) versagen, ist es von Nutzen, sie hier besonders 
aufzufuhren: 

m) I C = A cos 00 I (<rof A + cos (0) I 
limC=O, 

ac cosro }. !Sinl cosro 
(troj). + cos ro)1 , a). - trojl + cosro 

a C }. tro\ }.sin ro 
aro = - (tro\). + coero)" 

K(l+v) • 
MA=Mw=--cs--(A + @JmAcosoo), 

MAW = K (1 ;...1 (<rof A + cos (0) sin 00 , 
c 

M = 2 K (\ +.--!L (A + @Jin ;. cos (0) , 
c 

2K 
QA = ca (~of A + COB (0) (1 + ~of A cos (0) , 

Qw = - 2 ~ (~of A + cos (0) @JinAsinoo, 
c 

w=+,. 

f 4nK 
QJ,ds=cso 

ro=-n 

Die Vermutung liegt nahe, daB der ahnlich gebaute Ansatz 

). sin ro 
, = troy). + cos ro 
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ebenfalIs eine Losung der Plattengleichung ist. Beim Nach
rechnen findet man diese Vermutung bestatigt. Die Losung ist 
hier mit aufgefiihrt als ein Beispiel, bei dem Ml von Null ver
schieden ist: 

n) I C = A sinro/(~of A + cosro) I 
limC= 0, 
~~OO 

a , sin 0) ). Elin A sin 0) 

a). lIo\). + cosO) -((£01). + cos 0))2 , 

a , ). (1 + lIo\ ). cos 0) ) 

aO) (lIo\).+COSO))2' 

M M K(l+v) S' A . i.= w= c2 tn Slnw, 

K(l-v) 
Mi.w = - ----cs- (l + ~of A. cosw-sin2 ro), 

(I) =..-::: +:t 

M 2K(1+v)~. 1 • 
= cl ~tn 1\ sm w , 

Qi. = 2: (~oi A. + cos w) ~of A. sin ro , 

Qw = ~ ~ (~of A. + cos ro) Sin A. cos w, 
c 

!Qi.ds=O, 
(I' ---'-'-1l 

V. Die Einfiihrung der Rand-, "Obergangs
und Belastnngs-Bedingungen. 

a) Die Art der Bedingungen. 
Die Anwendung der Partikularlosungen zur Berechnung kon

kreter FaIle erfordert die Zusammensetzung einer Losung 

C=2}Cn ·Cn , 
n 

wobei Cn die Integrationskonstanten, Cn die Partikularlosungen 
sind. Zur Bestimmung der Cn dienen die besonderen Bedingungen 
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der Aufgabe, die als Gleichungen formuliert werden miissen. Man 
unterscheidet drei Arten solcher Bedingungen: 

1. Die Randbedingungen. Das sind die Lagerbedingungen an 
den Plattenrandera. Eine geschlossene Platte besitzt deren 2, 
eine Ringplatte 4. 

2. "Obergangsbedingungen. Sie kommen nur fiir Platten in 
Betracht, bei denen die Losung wegen Unstetigkeiten in der Be
lastung in zwei Zonen getrennt angesetzt werden muJ3. Fiir jede 
Grenzkurve zwischen zwei Zonen sind vier "Obergangsbedingungen 
aufzustellen. 

3. Belastungsbedingungen. Sie driicken aus, daB die sich aus 
den PartikularlOsungen ergebende Last (verteilte Last, Einzel
kraft, Einzelmoment) einen vorgeschriebenen Wert hat. Sie treten 
meist nicht in Erscheinung, da dann, wenn nur eine einzige in
homogene Losung in den Ansatz eingeht, deren Koeffizient von 
vornherein nach der Belastung bestimmt werden kann. Wenn 
mehrere inhomogene Losungen in den Ansatz eingehen (oder die 
ebenso zu bewertenden Losungen fiir Punktlasten und Punkt
momente), so macht es sich notig, besondere Belastungsbedin
gungen zu formulieren. 

Der weitere Verlauf der Rechnung soll an der eingespannten 
Platte mit Einzellast gezeigt werden. 

b) Die eingespannte Platte mit exzentrischer Einzellast. 
Der Losung wird folgender Ansatz zugrunde gelegt: 

,-0 +0 (tofl +0 6inl +0 le- l (39) 
- 1 2 (tOl l + OOB W 3 (tof l + OOB W " (to! l + OOB W • 

Die Begriindung fUr die Auswahl dieser vier Losungen ist 
einzig und allein der damit erreichte Erfolg. Geht man zum ersten 
Male an eine Aufgabe heran, so wird der Ansatz wesentlich um
fangreicher sein. Gewisse ungefahre Anhaltspunkte iiber die 
Brauchbarkeit einer TeillOsung lassen sich natiirlich ergeben. So 
sind im vorliegenden Falle alle die Losungen unbrauchbar, die im 
Netzpol 00 werden. Auch die Losungen, die zu Punktmomenten 
fiihren, wird man zunachst fortzulassen versuchen, obgleich es 
natiirlich moglich ist, aus diesen Losungen Kombinationen zu 
bilden, die die Belastungsbedingungen Ml = 0 und M2 = 0 er
fiillen. 
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Die Bedingungen, aus denen hier die C zu ermitteln sind, sind 

,vI 
~ I I 1; 
, I I " 
I~ !1a<_ I 
",,-a~a--i>< 

Abb.16. 

die Randbedingungen der vertikalen Stiitzung 
und der Einspannung und die Belastungsbedin
gung, daB das Querkraftintegral den Wert P 
liefern muB: 

a) ,1.=,1.0: C~O, I 
b) }. = ,1.0: 

8C 
8A =0, (40) 

w=+", 

J 
e) J Q;.ds=P. 

W=-l'C 

Um diese Gleichungen zu verwerten, werden zuniichst fiir den 
8C w=+", 

Ansatz (39) 8A und JQ).ds gebildet: . 
w=-:l" 

!!l. = C 6illA cos 00 C 1 + ~OfA cosoo 
8A 2 (!lop + COS 00)2 + 3 (~op. + cos 00)2 

e-1 A (1 + e-1 COB 00) 

+ C 4!lof A + cos 00 - C 4 (~of A + cos 00 )' ' 

w=-n 

(41) 

(42) 

Die rechten Seiten der Gleichungen (39), (41) und (42) werden 
nun in die Gleichungen (40) eingefiihrt und dabei jede Gleichung 
mit der groBten in den Nennern vorkommenden Potenz von 
(Q:of A + cos w) durchmultipliziert. Dabei werden die vorkommen
den Funktionen von ,1.0 nach (14) durch {J ausgedriickt. 

Man erhiilt damit die folgenden drei Gleichungen zur Er
mittlung der Integrationskonstanten, die als die Stammgleichun
gen bezeichnet werden sollen: 

(43) 
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Die Gleichungen a) und b) miissen langs des ganzen Platten
randes, also fiir jeden Wert von w befriedigt werden. Ordnet man 
nach Potenzen von cos w, so muB jeder einzelne Koeffizient Null 
sein. Man erhalt dadurch eine groBe Zahl von Gleichungen, die 
jedoch nicht alle voneinander unabhangig sind. Beseitigt man 
alle iiberfliissigen, so muB die Zahl der verbleibenden Gleichungen 
mit der Zahl der unbekannten Koeffizienten G iibereinstimmen, 
wenn der Ansatz (39) richtig gewahlt ist. Hat man weniger Glei
chungen, kann also iiber einzelne Unbekannte willkiirlich ver
fiigen, so bedeutet das, daB eine entsprechende Anzahl von Parti
kularlosungen des Ansatzes von den iibrigen abhangig, also ent
behrlich ist; denn nur dann ist es moglich, iiber einzelne Inte
grationskonstante willkiirlich zu verfiigen, ohne das Endergebnis 
zu beeinflussen, das ja eindeutig bestimmt sein muB. Hat man 
mehr Gleichungen, als Unbekannte, kann also durch kein System 
von Koeffizienten Galle Bedingungen befriedigen, so war der 
Ansatz ungeniigend und muB in erweiterter Form von neuem 
durchgerechnet werden. 

Da in dem hier behandelten Falle die Gleichung (43c) nur 
eine Unbekannte erhalt, wird ihre Auflosung vorweg genommen 
und damit fiir die beiden andern Stammgleichungen ein Absolut
glied geschaffen: 

Die aus den Stammgleichungen a) und b) abgeleiteten Gleichungen 
werden in einer Tabelle zusammengefaBt: 

St.-Gl. Faktor Nr. Linke Seite d. Gl. Rechte Seite 
0 1 Os I Os 0, 

a I I I+PI 1+11' I-p3 -),op --2P- 2fJ 2P-
COS(t.l 2 I 0 0 0 

b I 3 0 0 I _ I +pa +),0 

cos (t.l 4 0 
I-p· I+J1I I-P:H.I I , 27J I 2(1-

Die Tabelle bedarf einer kurzen Erlauterung: 
Jede Zeile stellt eine Gleichung dar. 
Die drei ersten Spalten sind nur da,zu bestimmt, Ordnung zu 
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schaffen und damit das Rechnen und Nachpriifen zu erleichtern. 
Spalte 1 gibt die Stammgleichung an, aus der die Tabellenzeile 
hergeleitet ist, Spalte 2 den Faktor, dessen Koeffizient Null ge
setzt worden ist. Spalte 3 enthalt eine fortlaufende Numerie
rung der Gleichungen. 

Die nachsten, unter der Bezeichnung linke Seite zusammen
gefaBten Spalten enthalten die Koeffizienten, mit denen die iiber 
diesen Spalten stehenden O-Werte zu multiplizieren sind. Die 
Summe dieser Produkte in jeder Zeile bedeutet die linke Seite 
der Gleichung. 

Die letzte Spalte liefert entsprechend die rechte Seite der 
Gleichung. Sie enthalt nur bekannte GroBen (Absolutglied). 

1m vorliegenden FaIle liefert zunachst Gleichung 2: 

0 1 = 0 
und Gleichung 3: 

1 Pe2 

Os= -:f (1 + (32- 21.0) .04 = SnK (1 + (32- 2 1.0) 

Gleichung 1 liefert dann 
Pe2 

02=-SnK(I-(32- 2 Ao) . 

Gleichung 4 fUhrt zu demselben Ergebnis, woraus sich ergibt, 
daB sie von den andern abhangig ist. Wie sie aus ihnen abgeleitet 
werden kann, braucht hier nicht festgestellt zu werden. Es ge
niigt die Tatsache, daB das in der Tabelle dargestellte Gleichungs
system nur drei unabhangige Gleichungen enthalt, entsprechend 
den drei Unbekannten 0 1 , O2 , Os. 

Setzt man die gefundenen Ergebnisse in (39) ein, so erhalt 
man die gesuch te Losung: 

C - P c2 [ (l (32 2 A ) (£of l 
- SnK - - - 0 (£ofl+cosw 

oder 

1-_ Pel [(321.- -1.-2('-') -A] 
.,. - S n K ((£of A + cos w) e e A 11.0 e . (44) 

1m Lastpunkt (A = (0) nimmt dieser Ausdruck die Form 00 an, 
00 

ist also unbestimmt. Die Grenzwerte der Teillosungen fUr 1.= 00 
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sind unter IV berechnet worden. Setzt man diese in die Losung 
ein, so erhiHt man die Durchbiegung im Lastpunkt: 

P fJ2 CZ c= 4nif. (45) 

Druckt man c nach (13) durch a und fJ aus, so erhiiJt man 

PaZ (1- pt)Z 
c= 16nK 

und fUr fJ = 0 (zentrische Last): 

'PaZ 
c= 16nK· 

Dieser Wert stimmt mit dem bekannten, in Polarkoordinaten 
berechneten, u berein 1. 

Von Interesse ist auch die Ableitung der Durchbiegung nach A. 
Durch Einsetzen der Integrationskonstanten in (41) findet man: 

~ ~ = 8nK([O~c: COSW)I [1 + fJ2 + 2 (A- Ao) - 2 e-l~of A 

- e-i. (2 (Ao - A) + 1) cos £0 + el (J2cos £0] 

Man uberzeugt sich leicht mit Hilfe der Gleichungen (14), daB 
diese Ableitung fUr A = Ao verschwindet. Das gleiche gilt fUr 
A = 00. Daraus kann man jedoch nicht den SchluB ziehen, daB 
die Tangentialebene der Platte in diesem Punkte wagerecht ware. 

Urn deren Neigung zu ermitteln, ist es notig, ~: (fur £0 = const) 

zu bilden. Nach S.7 erhalt man 

~-~ = 8 n K ([;; + cos w) [1 + {P + 2 p. - Ao) - 2 e-l ~of A 

-e-)· (2 (Ao-A) + 1) cos£O+ eA fJ2 cos £0] • 

Dieser Ausdruck stellt die Neigung einer Tangente an eine 
£O-Linie dar. Fur A = 00 erhalt man: 

. de Pcpt 
hm d-=4-K-cos£O. (46) 

"_00 8 n 

Die Platte besitzt also unter der Last eine endliche Neigung, wie 
das ja auch in der Balkenbiegung der Fall ist. 

1 Beyer, K.: Die Statik im Eisenbetonbau, S.564. Stuttgart 1927. 
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Fur den techniBchen Gebrauch iBt die Aufgabe damit noch 
nicht geloBt. WeBentlich wichtiger und fUr die Beurteilung deB 
BtatiBchen VerhaltenB der Platte intereBsanter als die Durch
biegungen sind die Momente und Querkrafte. Fur die ver
wendeten Partikularlosungen sind diese Funktionen im Ab
schnitt IV angegeben worden. Unter Verwendung der eben be
rechneten Integrationskonstanten erhalt man daraus: 

M). = ::n[(l + v) (l-p+ 2 log (J+ A)+ (I-v) e-). @linA 
-2(I+e-).cosw)], 

M w = ~ [( 1 + v) (1 - P + 2 log (J + A) - (1 - v) e-l @lin A 

-2 v (1 + e-l cosw)], 
M;.w=O, 

p 
Q). = 2- (lrol J. + COB w) (1- e-). COB w) , :nc 

Q", = 2~ (lrof J. + C08 w) e-). sin w . :nc 

(47) 

c) Umrechnnng des Ergebnisses fUr die Durchbiegnng 
auf bipolare Koordinaten. 

Nach Gleichung (2) iBt (vgl. auch Abb. 1) 

e). = r. Irol A = ri + r~ , 
r1 ' 2 r1 r2 

femer: 
J. -1 2c+b-a 
0- og a- b ' 

J.-J.o=log(-;: 2C~~~b)· 
Nach Gleichung (13) kann dieser letzte Ausdruck umgeformt 
werden in 1 RB {J + RB 

1 1 1 r1 - tJ - tJ 1 r1 
11-110= - og ;.. {J(l _ (J) = - og {Jr.· 

Um auch w durch r1 und r 2 auszudrucken, benutzt man die Glei
chung (5): 2cy 

tanw=. z s· c -x -y 

Man findet daraus nach einiger Umformung 
_ 1 _ CI _XI _ y2 

COB W - , - =-=:.--==---==-.. 
ll+tantro }(CI +X2+y2)2_4c2 x· 
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Mit den aus Abb. 1 zu entnehmenden Beziehungen 

r: = (x =F C)2+ y2 

erhiHt man daraus 
2 

4 e2 -T~ -T~ 
COS OJ = --------

2 Tl T. 

Die Gleichung (44) nimmt durch Einsetzen der hier berech
neten Werte die folgende Gestalt an: 

C = Pel Tl T: [fP TZ - Tl + 2 ~-log -~J ' 
8:>tK2e Tl TZ TI fJT2 

oder umgeformt 

C = 16: K [fP ~ - (1 + 2 log (3) r~ + 2 r~ log ;J . (49) 

d) Die eingespannte Platte mit gleichformig verteiltel' 
Last nod exzentrischer Stiitze. 

Dieser Belastungsfall laBt sich unabhangig von dem vorher
gehenden dadurch berechnen, daB man einen geeigneten Ansatz 

Abb.17. 

fur C macht und zu den unter b) 
gegebenen Bedingungen noch die 
beiden weiteren 

A=OO :C=O, 

V2 V2 C=p/K 

hinzufugt. Man kann die Aufgabe 
aber auch nach Art der statisch 
unbestimmten Systeme behan
deln, indem man zunachst einen 
Ansatz fur die gleichfOrmig be

_ i 
, I 

I .' I 
I.;-a-*-a~ 

Abb.18. 

lastete Platte ohne Stutze aufstellt und ihn dann mit der 
unter b) gegebenen Einzelkraft-Losung so kombiniert, daB die 
resultierende Durchbiegung uber der Stutze Null wird. Dieser 
Weg soIl hier beschritten werden. 

Zunachst wird der Belastungsfall der Abb. 18 mit folgendem 
Ansatz untersucht: 

C-o ISinl}. +0 ~oi}'lSin}. +0 ~Oll}. (50) 
- 1 (~ol). + cos ro)1 2 (~oi). + cos ro)1 3 (~oi). + cos ro)I' 
Fliigge, Kreispl&ttenberechnung. 4 
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Zur Erfiillung der Randbedingungen braucht man die erste 
Ableitung nach A: 

at; _ C 2 ~in). (1 + <£0\ ). cos w) 
a). - 1 ([0\). + COS W)3 

+ c [0\). (1 + <£0\). cos w) + ~in2). cos w + c 2 [oj). ~in). cos W (51) 
2 (<£0\ ). + cos W)3 3 (<£0\). + cos W)3 

Ferner braucht man 17 2 17 2 ', urn den Ansatz der gegebenen 
Belastung anzupassen: 

(52) 

Zur Bestimmung der Konstanten dienen die drei Bedingungen: 

a) A=Ao: '=0, 

I b) A=Ao: 
at; 

(53) a). = 0 , 

c) K·172J72,=p. 

Gleichung (53c) liefert 
pc' 

Ca=16K' 

Die Gleichungen a) und b) flihren dann zu den beiden Stamm
gleich ungen : 

(1 - fJ2)' 1 - fP (1 + fJ2)' 
a) C1 4fJ2 +C2 ----:r{i2= -Cs ~-, 

( 1 - 13' 1 - 13' ) (1 + fJ2 1 + fI' ) b) C1 -13-+ 2fj2 cos OJ +C2 ~+2fJ2-cOSOJ = 

1 - {J' 
=-Cs2Jj2cosOJ. 

Daraus gewinnt man das folgende Gleichungssystem: 

Linke Seite Rechte Seite 
St.-Gl. Faktor Nr. --

01 I a, 0 3 

a 

I 

1 1 

I 

(1 - fJ2)' 1 - 13' I - (1 + fJ2)2 
b 1 2 2(1 - 132 ) 1 + fJ2 I 0 

cosw 3 1 - 13' 1 + fI' I - (1- 13') 

Gleichung 2 liefert 
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Das wird in die beiden anderen Gleichungen eingesetzt und muB 
dann zweimal zu demselben Ergebnis fiihren: 

Gleich ung 1: 

0 1 [0- fP)2 - 2 (I - r~(~ -P')J = - OaO + fP)2 

0 1 (1- fP)2 = Oa(l + fP)2" 

Gleich ung 3: 

0 1 [1-f34- 2 (I - r~(~ + P')J =-03 (1- (34) , 

0 1 [(1- fP) (1 + fP)2- 2(1- fP) (1 + (34)] = - 0 3 (1- fP) (1 + fP)2, 

0 1 (1- fP)2 = Oa(1 + fP)2" 

Beide Gleichungen liefern 

und daraus 

o = p + fJ2J2" 0 = pc4 [1 + tJ2J2 
1 1.1 - fJ2 3 16K 1 - tJ2 

pc4 1 + fJ2 
02=-SK"I_tp" 

Diese GroBen werden in den Ansatz (50) eingesetzt und fiihren 
zur Gleichung fUr die Durchbiegung: 

pc' (fJ2ez -e-Z)1 

C = 16K (1 - PI)I (~o\A + COB CO)I (54) 

Ferner erhiiJt man folgende Momente und Querkrafte: 

MJ. = - S (1- fJ2)1 ~~;).+ cOBco)I[(1 + p2+ (fPez+ e-1) COSW}I 

+ l' (P2 e1 _e-1)2 sin2 w- (1 + 1') (1- (31)" 
" (p2 e1- e-1)(<:rof),.+ cosw)], 

M _____ pCB [(f32 1_ -1)1 " 1 
ru- S(I-fJ2)B(~ol).+cosco)I e e sm w 

+1'(1 +P2+ (f32 e1 + e-1) COSW}I-:- (1 + v) (1- (31)" 
" (f31 e1 _ e-J ) (<:rop + cos w)] , 

M J.ru = - ~; (~~~~ (~Of).8: ~OB CO)I [(1 + P2) ((31 el- e-1) 

+ (f34e21_e-21) COSW] , 

Q_ pc 1+tJ2+(tJ2e1+e-1)COBCO 
). - 2 (1 - tJ2) ~ol ). + COB co 

P c (tJ2 e1 - e-1) Bin co 
Qru= 2(1- tJ2) -\toIA + COB W· 

4* 

(55) 
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Diese Formeln, die fur sich allein wertlos sind, weil sich das 
Ergebnis einfacher in Polarkoordinaten darstellen laBt, sollen 
nun zur Untersuchung der in Abb. 17 dargestellten Platte ver
wendet werden. Dazu wird die Durchbiegung im Pol ). = 00 

fur die Einzellast und die verteilte Belastung berechnet. Man 
erhalt nach (45) fur eine von unten nach oben wirkende Stutz
kraft A = 1 t: 

f31 c2 
CA =-4nK 

und fUr die verteilte Last nach (54): 

pc' f3'.4[011 A pc' f3' 
C11 = 16 K (1- f32)1 [012 A = 4K' (I - f32)1 . (57) 

Daraus findet man in der aus der Theorie der statisch unbestimm
ten Systeme bekannten Weise 

A c~ pc2f32n 
= - CA = (I - f32)2 . (58) 

Mit diesem Ergebnis liefern die Gleichungen (44) und (54) die 
Durchbiegung fUr die Platte mit Einzelstutze: 

p c4 [ (f31 el - e-l )2 i (I + 2A + 2Iogf3) e-l _ {3Iel] 
C= 16K(I-f32)2 ([01A+cosw)2i+ 2{32 [olA+cOSW .(59) 

Die Momente und Querkrafte werden entsprechend gefunden: 

M - p c2 [ 1 [(. Ill. (Ill. 1 _2 )2 
,t - 8 (1- f32)2 ([olA+cosw)2 1 + I' + I' e + e ) cosw 

] f32el- e-l + V (f32 el - e-l )2 sin2 w - (1 + v) (1- f32) [01 A + cos W 

+ (1 + v) (1- f32 + 2log{3 +).) f32 
+ (I-v) f32e- l Sin).- 2f32 (1-e-2 cosw»), 

M - _ P c8 [ 1 [( Ill. 1 _ -1)2 • 2 
1))- 8(1-f32)2 ([OfA+COSW)1 I' e e SIll W 

+ v (1 + f32 + (f32el + e-l ) COSW)2] - (1 + v) (1- f32) . 

• !:~l+_e-l + (1 + v) (1- f32 + 2log{3 +).) f32 
""0,,,, cosw 

- (1 - v) f32e-l Sin). - 2v f32 (1- e-l cosw)] , 

_ pc2(I-v) sinw [ l.-I. 
M,tro-- 8 (1- f31)1 ([olA + cos W)I (l + f32) (f32 e - e ) 

+ (f34 e2 l. - e-2l) cos w] , 

(60) 

1 
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QA= 2 (I ~ fJ2)2 [~Of~~~os'w (1 + f12+ (f12eA+ e-l.)cosw) 

- f12 ([of A + cos w) (1- e-J• cos w)] , 

Q _ pc. [ 1- fll (R2;' _I.) 
00- 2(I_pl)2 SillW ~OfA+COSW p e -e 

- f12 ([of A + cosw) e-1] • 

Die Formel (57) erlaubt eine Nachprufung der Ergebnisse 
durch Vergleich mit den Formeln fur die zentralsymmetrische 
Kreisplatte. Die Formel fur diesen Belastungsfalllautet in Polar
koordinaten 1 : 

(62) 

Setzt man in die Formel (57) c nach Gleichung (13) ein, so erhiHt 
man 

Das entspricht mit f1 = r/a genau der Gleichung (62). 

Zu einem uberraschenden Ergebnis fuhrt die Gleichung (58). 
Setzt man namlich dort c nach Gleichung (13) ein, so erhalt 
man 

(63) 

d. h. die Einzelstutze tragt stets 1/4 der gesamten Auflast p n a2, 

und zwar unabhangig von der Stellung der Stutze. 

e) Die kreisformige Pilzdecke. 
Eine Pilzdecke ist im wesentlichen eine Platte, die neben 

verteilter Belastung eine oder mehrere Einzellasten tragt, deren· 
GroBe aus Formanderungsbedingungen zu bestimmen ist. tJber 
die Berechnung von Platten mit mehreren Einzellasten ist unter 
II d das Notige gesagt worden. Den Gang der Rechnung erkennt 
man am besten an einem Zahlenbeispiel. Es solI deshalb hier die 

1 Beyer, K.: Die Statik im Eisenbetonbau, S.562. Stuttgart 1927. 
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in Abb. 19 dargestellte Platte untersueht werden. Der Reeh
nung liegen folgende Annahmen zugrunde: 

a = 10,00 m, f3. a = 5,00 m, f3 = 0,500 , 
h=30em, E=21Ot/em2 , 

E h8 21O·3OS 
K = 12(1- r) = T2~35/36 = 486000 tem, 

K=4860tm, 
p= 1 t/m2 • 

~ ~;il;, Durehbiegungen nnd Schnittkrafte werden an 
': 4'J,./~Ji der eingespannten Platte getrennt bestimmt 
''''''~I 
*-a-*-a~ fur die Belastung, 

Abb.19. fUr jede der Stutzkrafte. 
Als Belastung ist nach Abb.19 gleichfOrmig verteilte Vollast 
angenommen worden. An Stelle der Vollast konnte jede andere 
Belastung treten, fur die eine Losung bekannt ist, also z. B. 
Belastung einer Kreiszone, Einzellast in der Mitte, exzentrische 
Einzellast (dann mit einem besonderen A-w-System). 

Fur die Auflast werden die gesuchten GroJ3en in einem Polar
koordinatensystem berechnet. Die hierzu notigen Formeln sind 
bekannt. Sie lauten mit e = ria: 

c= :4a; (1- ( 2)2 = 0,03215 (1- ( 2)2, 

pa2 
Ml = 16 ((1 + v) - (3 + v) ( 2 ) = 7,292 -19,792 e2 , 

pa2 

Moo = 16 (1 + v) - (1 + 3 v) ( 2 ) = 7,292 - 9,375 e2 • 

Auf die Wiedergabe der zahlenmafHgen Ausfiihrung dieser ein
fachen Formeln wird hier verzichtet. 

Die Durchbiegungen und Schnittkrafte infolge der Stutz
krafte werden fUr jede einzeln ermittelt. Infolge der einfachen 
Anordnung der Stutzen im vorliegenden Beispiel lassen sich die 
fur eine Stutzkraft errechneten Werte auch fur die andern drei 
nach entsprechender Drehung des Koordinatensystems wieder 
verwenden. 

Das bei dieser Berechnung notige A-w-Netz ist bestimmt durch 
e und 1.0: 1 - fJ2 1 - 0,25 

c = a -2P- = 10,00· 2.0,50 = 7,50 m, 

Ao = -log f3 = + 0,69315. 
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Als Koordinatensystem fiir die Superposition dient das oben 
erwahnte Polarkoordinatensystem. Abb.20 gibt die Punkte 
1 bis 25 dieses N etzes an, fUr 
die der Formandl3rungs- und 
Spannungszustand der Platte 
ermittelt werden solI. Es ist 
notig, deren Koordinaten r, cp 
in it, w umzurechnen. Dies 
geschieht mit den folgenden 
Formeln, die man mit 

8= b+ c= 12,50m 
und 

X-8=rcoscp , y=rsincp Abb.20. 

unmittelbar aus den Gleichungen (5), S.5, ablesen kann: 

~on/\'= , Q-' 1 20 (8+rcoscp) 1 
82 + 02 +28rC08cp +r2 

-20rsincp f 
tanw= _0 2 2' 

~--o +28rcoscp+r 

Setzt man die Zahlen des Beispiels ein, so erhiilt man: 

Q-' 1 187,5 + 15,0 r cos cp -'l.-on/\,= 
212,50 + 25,0 r cos cp + r2 ' 

t 15,Orsincp 
an w = - ---=-:c~-=----=-=-=---'------c~ 100,00 + 25,0 r cos cp + r2 . 

(64) 

Ehe man die Durchrechnung del' Gleichungen (44), (47) be
beginnen kann, ist noch die GroBe der Stiitzkraft A zu bestim
men. Das geschieht wie bei einem statisch unbestimmten System. 
Bezeichnet man die vier Stiitzen mit den Indizes a, b, c, d (Abb. 20) 
und die von der Stiitzkraft A = - 1 t in diesen Punkten er
zeugten Durchbiegungen durch Doppelindizes in der iiblichen 
Schreibweise, so ist nach (44) und (45): 

8:nK ----ca Caa= 2'0,25 = 0,50000, 

8:nK C = 8:nK C = 1 .(0 25'e1,0700 
02 b a 02 da \£ojI,0700 + cos 149° 2' , 

- e-1,0700 - 2 '0,3769' e- 1,0700) = 0,16492, 
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8 n K,. _ 1 (0 25. 0,9163_ -0,9163 
c2 "c a - Q:oj 0,9163 + cos 1800 , e e 

-2·0,2232.e-O,9163) = 0,10357. 

Die in diesen Ansatzen vorkommenden Zahlen sind die nach 
(64) berechneten Koordinaten A, w fur die Punkte ria = '/8' 
ffJ = 90° und ria = '/8' ffJ = 0°. 

Die Durchbiegung der Stiitzpunkte infolge der Auflast erhiilt 
man zu 

K." = 1,0·10,04 (1-0 502)2 = 87 8906 
"ao 64 ' ,. 

Daraus ergibt sich 

A CGo 87,8906·8 
= C.-:-:+- 2Cb.+ Ce. = 0,752 (0,50000 + 2 ·0,16492 + 0,10357) 

= 142,0714 t I. 
Setzt man diesen Wert in (44) und (47) ein, und beachtet man 
dabei fUr das Vorzeichen, daB die Stutzkra£te von unten nach 
oben wirken, so erhalt man die folgenden Formeln, die zur ta
bellarischen Durchrechnung fertig zusammengefaBt sind: 

C = - 0038749 0,125 e1 - ().-0,1931) e- 1 

, Q:oj). + cos w ' 

M,\ = - 3,8932 + 2,7900 A + 0,6976 e- 2 }' - 3,3480 e-'\ cos w, 

Mw = -2,7773+ 2,7900 A-O,6976 e- 2 .t -0,8370 e-.t cos w. 

Wenn man fur die hier vorkommenden Funktionen gute 
Tabellen zur Hand haP, ist die Durchrechnung dieser Formeln 
eine einfache Sache, die aber dadurch sehr zeitraubend wird, 
daB zur hinreichenden Darstellung des Spannungsverlaufs in 
der Platte die Durchbiegungen und Momente fur eine sehr groBe 
Zahl von Punkten ausgerechnet werden mussen (im hier durch
gefUhrten Beispiel 73 Punkte). 

Von einer Wiedergabe der umfangreichen Zahlenrechnung 
soll hier abgesehen werden. Sie liefert die Durchbiegungen infoIge 
der Kraft Aa und die zugehorigen Momente M,\, M"" bezogen 
auf das durch die Lage des Stiitzpunktes a bestimmteA-w-Systern. 

1 Z. B.: K. Hayashi: Fiinfstellige Tafeln d. Kreis- u. Hyperbelfunk
tionen. Berlin 1921. 
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Diese Werte sind nun mit den entsprechenden, zu den andern 
drei Stiitzkriiften und der Nutzlast gehorenden zu superponieren. 
Fiir die Durchbiegung C 
geschieh t dies eir,fach 
durch Addition. Bei den 
Momenten ist eine gra
phische Superposition 
mit dem Momenten
kreis1 das zweckmaBig

Tors/on 

ste Verfahren. Ab b. 21 -"'ill-~~rl'<--'~~-"::""'f'''----~---''---=;' 
gibt die Konstruktion 
fUr den Punkt 12 (vgl. 
Abb. 20!) wieder. In 
Abb.21a sind die von 
den vier Stiitzkraften 
Aa, Ab , Ac. Aa erzeugten 
Spannungszustiinde dar
gestellt und aus ihnen 
die Momente Mr , M'1" 
~l1r'1' gewonnen worden. 
Diese sind zusammen 
mit den von der Last 
herriihrenden Momen
ten in der folgenden Ta
belle angegeben worden. 

Kreis a lcm:o,tmt/m 
Kreise b,c,d lcm:o,osmf/m 

a 

1cm:1mi/m 

a 

Torsion 

Die letzte Zeile der Ta
belle enthalt die Super
posi tionserge bnisse. Abb, 21 a, b, 

M'1' Mrrp 
mt/m mt/m 

Last Mr 
mt/m 

p -3,841 + 2,018 
A. +0,294 -0,776 -0,486 
Ab +0,549 -0,134 +0,098 
Ac +0,323 + 0,050 +0,020 
Ad +0,383 +0,023 -0,064 
E -2,292 + 1,181 -0,432 

Mit den hier berechneten Momenten, die den Spannungszustanu 
des Plmktes unter dem EinflnB aller Lasten und Stiitzkrafte be-

1 Nadai, A, : Die elastischen Platten, S. 16. Berlin 1925. 
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stimmen, ist dann der Momentenkreis der Abb. 21 b gezeichnet 
worden, der die Hauptspannungsrichtungen a und b und die 
Hauptspannungsmomente 

1I1a = - 1,350 mt/m und 1I1b = + 1,230 mt/m 

liefert. Die auf diese Weise gefundenen Hauptspannungsrichtungen 
bilden die Unterlage zur Aufzeichnung von Momententrajektorien, 

die in der Abb. 22 dargestellt sind. 
Dabei ist zu beach ten, daB der gegcn
seitige Abstand dieser Kurven im 
Gegensatz zu den Spannungstrajek
tori en nichts mit der GroBe der Mo. 
mcnte zu tun hat. Die Dichte der 
Kurven ist also hier ganz willkiirlich. 

Die Momente, die zu den durch 
Abb.22. die Trajektorien angegebenen Schnitt

richtungen gehoren, sind in den Abb. 23 und 24 dargestellt. Die 
Kurven zeigen den Verlauf der Momente langs der Radien cp = 0° 
(durch eine Stutze), cp = 220 30' und cp = 45° (Symmetrieachse 
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mil, ! I ; 
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zwischen den Stiitzen). Die in Abb. 23 dargestellten Momente 1I1a 
sind fUr die erste und dritte Kurve identisch mit M,.. Sie treten 
allgemein in Schnitten auf, die langs der ringformig umlaufenden 
Trajektorien gefUhrt werden. Die Momente 1I1b der Abb. 24 sind 
die in den senkrecht hierzu laufenden Schnitten auftretenden 
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Momente. Sie gehoren also zu Sehnitten in Riehtung der radialen 
Trajektorien. 

In Abb.25 ist die Biegeflaehe der Pilzplatte dureh Hohen
sehiehtlinien dargestellt. Sie gewahrt eine gute Vorstellung von 
der statisehen Wirkungsweise der Platte und ihrer Stiitzen. 
Fiir die Dimensionierung wird sie natiirlieh nieht gebraueht. 

Abb.25. 

f) Die frei gelagerte Pilzdecke. 
Die Abb. 23 zeigt, daB die Veranderliehkeit der Einspan

nungsmomente langs des Randes verhaltnismaBig gering ist. 
J e groBer die Zahl der Zwisehenstiitzen ist, um so gleiehmaBiger 
wird sieh diese Momentenverteilung gestalten. Man kann deshalb 
aus den hier gegebenen Ansatzen aueh eine Naherungslosung fiir 
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die am Rande frei gelagerte Pilzdecke gewinnen, indem man zu 
den schon vorhandenen Durchbiegungen noch als weiteren 
Anteil die Durchbiegung infolge eines langs des ganzen Randm3 
gleichfOrmig verteilten Momentes M hinzufugt, das so groB 
gewahlt werden muB, daB das Einspannungsmoment der Platte i m 
Mittel Null wird. Diese Losung lautet mit e = ria: 

Ma2 

C=2K(1+v)(1-e2). 

Die unter V, e berechnete Pilzdecke mit vier Stutzen ware dann 
als fiinffach statisch unbestimmtes System zu untersuchen. .M 
ist die fUnfte Uberzahlige. 

Man kann statt dessen auch aus den unter IV gegebenen 
Partikularlosungen eine Losung fur die Platte mit Einzellast 
ansetzen, bei der unter Verzicht auf die Einspannungsbedingung 

~j = 0 fUr den Rand die Bedingung ~ MAds = 0 erfullt ist. 

Hierzu kommt dann fUr die Auflast p die bekannte Losung fur 
die frei aufliegende Platte in Polarkoordinaten. 

Ein Ansatz, der am Rande die Bedingung MA = 0 streng 
an jeder Stelle erfullt, liiBt sich aus den vorhandenen Teillosungen 
nicht bilden. 

VI. Schln8bemerknngen. 
Am Schlusse der Arbeit ergibt sich von selbst die Frage nach 

dem erreichten Ziel und seinem Wert. 
Das erste wesentliche Ergebnis dieser Arbeit liegt darin, 

daB ein gang barer Weg zur zahlenmaBigen Durchrechnung 
schwieriger Aufgaben gezeigt worden ist, der allem Anschein nach 
auch fUr andere Formen und Belastungen von Platten mit Vor
teil Anwendung finden kann. Die Frage, inwieweit auch die 
schwierigste und lohnendste aller Plattenaufgaben, die Berech
nung der Rechteckplatte, dadurch der endgultigen Losung naher 
kommt, muB offen gelassen werden. Das zweite Ergebnis von 
Wert ist die Moglichkeit der strengen Berechnung einer Pilzdecke, 
wenn auch nicht der rechteckig begrenzten. Die hier gegebenen 
Formeln und Rechenverfahren geben die Moglichkeit, fUr eine 
Pilzplatte, die nicht durch hochgradige Symmetrie (wie die Kreis
pildecke mit einfacher Mittelstutze) das Wesentliche zu sehr ver-
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wischt, Biegeflachen, Momentenfliichen und -trajektorien zu 
zeichnen. Die an dem hier durchgerechneten Beispiel vorhandene 
Symmetrie liiBt sich leicht beseitigen. Sie ist nicht notig fiir die 
Anwendbarkeit der Methode. 

Technisch verwendbar sind diese Reehnungen in erster Linie 
fUr den Bau von Eisenbetonbehiiltern. Versenkte und unversenkte 
Wasserbehiilter mit Zwischenstiitzen werden vielfach gebaut 
und dann meist mit Unterziigen ausgefiihrt. Rier ist die Moglich
keit geschaffen, solche Behiilterdecken ohne Unterziige als punkt
gestiitzte Pilzdecken streng zu untersuchen und danach zu kon
struieren. Die Losung fiir die exzentrische Punktlast kann na
tiirlich auch weit dariiber hinaus iiberall da Anwendung tinden, 
wo Kreisplatten im Ingenieurbau verwendet werden. 

Zahlreiche Fragen, die hiermit im Zusammenhang stehen, 
konnten im Rahmen dieser Arbeit nur angeschnitten werden. 
Die Kreisringplatte allgemeiner Form, die Platte mit einer ex
zentrischen kreisformigen Auflast, die frei gelagerte Platte, die 
Platte mit Punktmoment an beliebiger Stelle und in beliebiger 
Richtung, das alles sind Plattenaufgaben, deren Losung brauch. 
bar und zum Teil dringend ist. Es sind Fragen, die sich mit den 
hier gegebenen Mitteln behandeln lassen und zu deren Losung 
hier ein Anfang gemacht ist. 
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