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Vorwort. 

Langer als ursprunglich beabsichtigt war, hat sich die Fort
setzung des Werkes verzogert,·· von dessen zweitem Bande nunmehr 
ein erster Theil der Oeffentlichkeit ubergeben wird. Mannigfache 
eigene Untersuchungen und eine umfangreiche amtliche Thatigkeit 
nahmen mich lange Zeit zu sehr in Anspruch. Ueberdies war mir 
die Freude an der Arbeit wesentlich beeintrachtigt, theils durch 
mehrfach ungiinstige U rtheile u ber die Art und Weise, wie ich im 
ersten Bande iiber den ursprunglichen Inhalt von Cle bsch' s Vor
lesungen durch Bearbeitung neuerer Untersuchungen hinausgegangen 
war, theils durch das Bewusstsein, in der That nicht immer das vor
gesteckte Ziel erreicht zu haben. Gleichwohl konnte kein Zweifel 
daruber entstehen, dass eine Fortsetzung des Werkes nur unter den
selben Gesichtspunkten geschehen konne, welche fur die Geometrie 
der Ebene (in Uebereinstimmung mit mehreren Freunden Clebsch's) 
massgebend gewesen waren; doch glaubte ich dem thatsachlichen Ver
haItnisse mehr als beim erst en Bande im Titel des Werkes Rechnung 
trag en zu sollen. Bei der Fulle des Stoffes waren allerdings fur den 
Raum die zu iiberwindenden Schwierigkeiten ausserordentlich viel 
grossere j hoffentlich ist es mir gelungen, ein ziemlich vollstandiges 
Bild von den Eigenschaften (besonders den projectivischen) der 
Flachen zweiter Ordnung und des linearen Complexes zu geben. 
Manche Einzelheiten in den algebraischen Aufgaben werden sich erst 
in einer spiiteren Abtheilung (uber quaternare Formen) vollstandig 
behandeln lassen; wenn schon im vorliegenden Werke gelegentlich 
von den symbolischen Methoden Gebrauch gemacht wird, so ge
schieht dies (p. 142) in voller Uebereinstimmung mit dem Inhalte 
von Clebsch·'s Vorlesung vom Winter 1871/72. Fiir letztere standen 
mir meine eigenen Aufzeichnungen zu Gebote, ausserdem ein nur 
funf Folioseiten umfassendes Manuscript von C 1 e b s ch, welches sich 
augenscheinlich auf die genannte oder eine ahnliche fruhere Vor
lesung bezieht, und zwar auf die vorbereitenden Aufgaben und auf 



IV Vorwort. 

die projectivische Erzeugungsweise der Flachen zweiter Ordnung und 
Klasse. Ein zweites umfangreicheres Manuscript von Ole b s ch ent
halt Notizen zur allgemeinen Theorie der algebraischen Raumcurven 
und zur Abbildung der Fliichen, welche wahrscheinlich fiir eine im 
Winter 1868/69 gehaltene Vorlesung niedergeschrieben sind j dasselbe 
kommt erst fur die weitere Fortsetzung des vorliegenden Werkes in 
Betracht und konnte fiir den gegenwartigen Band nur bei Behand
lung der AbbiIdung einer FIache zweiter Ordnung (insbesondere der
jenigen eines Kegels, vgl. p. 431) benutzt werden. 

Was den Inhalt im Einzelnen angeht, so sind die ersten 103 
Seiten genau im Anschlusse an die Vorlesung yom Winter 1871/72 
ausgearbeitet. Von mir hinzugefugt sind: Aufgabe 4, p. 7, Aufgabe 8, 
p. 12 und Aufgabe -12, p. 16. Die besondere Stellung der Kegel 
und abwickelbaren Fliichen wurde in jener Vorlesung viel kiirzer 
behandelt, als es hier gescbieht (p. 21-26). Hinzugefiigt ist ferner 
die Erorterung auf p. 40 f. In der Theorie der linearen Complexe 
habe ich die Besprechung der von den Axen einer linearen Schaar 
gebildeten Flache eingeschaltet, sowie die Behandlung der involu
torischen Lage (p. 66 f.), ferner die Parameterdarstellung der Ebene 
(p. 99) und die Beziehungen der unendlich fernen Ebene zum linear en 
Complexe (p.l03). Die Theorie der imaginaren Elemente (p.l04-130) 
hat Cl e b s ch in seinen V orlesungen nicht erwahntj nur gelegentlich 
hob er hervor, dass man die Congruenz mit zwei conjugirt imagi
naren Leitlinien zur Definition imaginarer Geraden im Raume be
nutzen konne. Zur Bearbeitung der Theorie an dieser Stelle war 
fiir mich (abgesehen von ibrer grossen principiellen Wichtigkeit) 
hauptsachlich folgender Umstand massgebend. Unter den von Clebsch 
hinterlassenen Manuscripten befindet sich ein Folioblatt mit den 
Anfiingen einer Disposition fur ein Lehrbuch der analytischen Geo
metrie, dessen Plan ihn in der letzten Zeit seines Lebens vielfach 
beschaJtigte*). An den Rand des Blattes sind die W orte "Imaginare 
Elementel", in grossen Bucbstaben geschrieben, nachtraglich hinzu
gefiigt. Die Darstellung der v. Staudt'schen Theorie liegt demnach 
o:ffenbar in Clebsch's Sinne. 

In der Theorie der Flitchen zweiter Ordnung sind hinzugefiigt: 
die Erorterungen auf p. 131 f., die auf p. 145 f. gegebene Bestimmung 
der durch einen Punkt der FIache gehenden Erzeugenden, p. 158-163 

*) Bemerkenswerth ist, dass in dem Lehrbuche die Geometrie der Ebene 
von derjenigen des Raumes nicht gesondert behandelt werden sonte; auch waren 
"Andeutungen fUr n Dimensionen" beabsichtigt. Die EintheiluDg des Stoffes ist 
dieselbe wie in den eraten Abschnitten der Vorlesungen. 



Vorwort. v 

die analytischen, vom Coordinatensysteme unabhangigen Merkmale 
fiir die verscbiedenen Klassen von FHichen zweiter Ordnung, p. 176 ff. 
die genauere Durchfiihrung der Transformation der Paraboloide und 
Cylinder auf die Normalform, p. 184-187 die zweite Bebandlung 
des Hauptaxenproblems, p. 188 f. die analytischen Formeln fiir die 
Bestimmung der Kreisschnitte (deren Existenz Clebsch nur kurz 
mit Hiilfe des Kugelkreises nachwies), p. 191-196 die allgemeine 
Definition des Winkels durch ein Doppelverhaltniss (Ole bsch zeigte 
nur die Identitiit zwischen harmonischer Lage und Rechtwinkligkeit) 
und die metrischen Satze iiber gewisse Hyperboloide; p. 199 - 206 
die genauere (von Clebsch sehr kurz gehaltene) Besprechung der 
Flachen zweiter Klasse. Ausserdem ging bei Cl e b s c h die Classifi
cirung der FIiichen nach ihren Beziehungen zur unendlich fernen 
Ebene (p. 154-157) der (hier ausfiihrlicher behandelten) Theorie 
der Flachen mit verschwindender Determinante (p. 147 :Ii.) voran; 
dann folgte die Bestimmung des Mittelpunktes (p. 160), die Theorie 
der conjugirten Durchmesser (p. 164 f.) und die Transformation auf 
die Axen. Die besonderen Lagen zweier FIachen zweiter Ordnung 
charakterisirte Clebsch (nach eingebender Erledigung des allgemeinen 
Transformationsproblems) kurz geometrisch, aber ohne auf die hier 
beigefiigte analytische Behandlung (abgesehen von Nr.2) naher ein
zugehen. Bei den Curven dritter Ordnung habe ich die Beziehungen 
zur unendlich fernen Ebene angefiigt (p. 250-252). Der Abschnitt 
aber die Beziehungen zwischen zwei FIachen zweiter Klasse (p. 252 
-260) ist ganz hinzugefiigt; Cle bsch gab daraus nur soviel, wie 
zur Behandlung der confocalen FIachen (p. 267 -289) unbedingt 
nothig ist. Die auf letztere folgenden, im Inhaltsverzeichnisse naher 
bezeichneten '1heorien (p. 289-414) sind von mir selbststandig aus
gearbeitet wbrden *). Die Behandlung der ebenen Abbildung einer 
Flache zweiter Ordnung schliesst sich dagegen wieder genau an 
Clebsch's Vorlesung an; nur die analytischen Formeln fiir die ste
reograpbiscbe Projection der Kugel habe ich beigefiigt. 

*) Fur die Theorie der Transformation eines linearen Complexes in sich 
konnte ich dabei ein Manuscript von l!'rahm benutzen (vgl. p. 391). [Derselbe 
(damals Privatdocent in Tiibingen) kam im Friihjahre 1875 nach Uingerem Auf
enthalte in Italien nach MUnchen; schon vorher vielfach leidend, ward er im 
August vom Typhus befallen; durch einen im Fieberdelirium ausgefiihrten Sprung 
aus dem Fenster des Krankenhauses ward sein Ende beschleunigt.] Das er
wahnte Manuscript sollte den ersten (rein geometrischen) Theil einer Arbeit 
bilden, dessen zweiter Theil die zugehOrigen algebraischen Entwiokelungen ent
halten solI ten. Ueber diesen beabsichtigten zweiten Theil habe ioh keine wei
teren Notizen in Fnhm's Nachlasse gefunden. 



VI Vorwort. 

Die in der dritten Abtheilung (p. 433 ff.) gegebene Darstellung 
der nicht-Eucli di s ch e n Geometrie sollte ursprunglich nur einen 
kurzen Anhang zur Theorie der Fliichen zweiter Ordnung biJden: 
die Ausdehnung der Abbildung auf mehrdimensionale quadratische 
Mannigfaltigkeiten und die dam it zusammenhangende Transformation 
von Plucker's Linien- in Lie's Kugel-Geometrie sonte den Schluss 
bilden. Bei der Ausarbeitung ergab sich indessen die Nothwendig
keit, fur die nicht-Euclidische Geometrie, welcher eine so grosse 
principielle Bedeutung zukommt, einen grosseren Raum in Anspruch 
zu nehmen; die Behandlung der Kugelgeometrie musste fiir einen 
spateren Theil des Werkes vorbehaIten bleiben. Ich habe mich die
ser Nothwendigkeit um so lieber gefiigt, als ich aus Unterhaltungen 
mit Olebsch in der letzten Zeit seines Lebens weiss, dass er den 
neueren, in dieser Richtung liegenden Untersuchungen (besonders 
denen von Klein) lebhaftes Interesse schenkte, und als sich in der 
Theorie der Transformationsgruppen Gelegenheit bot, auf Cle bsch' s 
schone Untersuchungen iiber GIeichungen fiinften Grades naher ein
zugehen, was in der Geometrie der Ebene nicht moglich gewesen 
war; in del' That wird diese Theorie wegen ihrer engen Beziehungen 
zu gewissen Punktsystemen auf der Kugel besser in der Raum
geometrie behandelt werden mussen. Durch die genauere Besprechung 
del' Grundlagen von Euclid's Elementen hoffe ich, zum Studium 
dieses in seiner Art einzig dastehenden Werkes erneute Anregung 
zu bieten. 

Die umfangreichere Gestaltung der driUen Abtheilung hat das 
Erscheinen des Werkes um ein J ahr verzogert. Fur das mir trotz
dem durch die Verlagshandlung von B. G. Teubner stets bewiesene 
Entgegenkommen fuhle ich mich derselben zu lebhaftem Danke ver
pflichtet. 

In den Anmerlmngen habe ich mich bemiiht, genauere Litteratur
nachweise und historische Notizen beizufugen. Dabei sind mil' die 
Werke von Baltzer (Theorie der Determinanten und Analytische 
Geometrie), Fiedler (Bearbeituug von Salmon's Raumgeometrie 
und Lehrbuch der darstellenden Geometrie) und d'Ovidio (Le pro
prieta fondamentali delle superficie di second' ordine) vielfach von 
Nutzen gewesen. 

Berchtesgaden, den 8. October 1890. 

F. Lindemann. 
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Erste Abtheilung. 

Punkt, Ebene und Gerade. 

I. Vorbereitende Aufgaben. 

Das Studium der Geometrie des Raumes erscheint gegeniiber 
demjenigen der ebenen Geometrie dadurch erschwert, dass es nicht 
moglich ist, die betrachteten Figuren durch Zeichnung unmittelbar zu 
veranschaulichen. Will man raumliche Gegenstande in einer ebenen 
FIache bildlich darstellen, so muss man sich einer besti~mten Pro
jectionsmethode bedienen. Die in der Geometrie angewandte Methode 
ist wesentlich verschieden von der Darstellungsart, welche der Malerei 
zu Grunde liegt. Bei letzterer namlich wird der Gegenstand auf 
eine Ebene projicirt, welche zwischen ihm selbst und dem Auge des 
Beobachters liegt; in der Geometrie dagegen denkt man sich das 
A uge des Beo bachters unendlich entfernt. Die Folge hiervon ist, 
dass parallele Linien im Raume auch in der Zeichnung durch parallele 
Linien dargestellt werden, wahrend der Maler ein System von Linien, 
welche im Raume parallel verlaufen, im Bilde durch einen Biindel 
von Linien ersetzt, d. h. durch ein System von Linien, die sich 
sammtlich in einem gewissen Puukte schneiden. Diese Bemerkungen 
werden geniigen, um die im Folgenden vorkommenden Zeichnungen 
verstli.ndlich zu machen. Die in der Kunst und Tecbnik angewandten 
Projectionsmethoden werden in der sogenannten "darstellenden Geo
metrie"*) eingehend bebandelt; die wissenscbaftliche Grundlage fiir 
letztere wird von der sogenannten "neueren syntbetischen Geo
metrie" geliefert, auf welche einzugehen aucb wir Gelegenheit find en 
werden. 

*) Diese Disciplin der Geometrie ist von Monge begriindet in seinem 
Traite de geometrie descriptive; vergl. Chasles, Apersm historique sur l'origine 
et Ie developpement des methodes en geometrie, Paris 1837, Chap. V nnd 
Note XXIII. Von neneren Werken mogen erwiihnt werden: de La Gournerie, 
Traite de geometrie descriptive, Paris 1880-85; Mannheim, Cours de geo
metrie descriptive, Paris 1886; Fiedler, Die darstellende Geometrie, 2. Aufl.. 
Leipzig 1883-88; Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, ib. 1884-87. 

Clebsclt, Vorlesungen. TI, 1. 1 



2 Erste Abtheilung. 

In der analytischen Geometrie wird ein Punkt des Raumes be
stimmt durch drei Grossen, seine Coordinaten; es sind dies die Abstande 
des Punktes von drei zu einander rechtwinkligen Ebenen, den Coordi
naten-Ebenen. Letztere theilen den ganzen Raum in 8 Octanten (vergl. 
Fig. 1); sind also die 3 Abstande nur ihrer absoluten Lange nach 
gegeben, so gibt es 8 Punkte, welche ihnen zugehoren; der Punkt 

Fig. 1. 
ist indessen eindeutig durch seine Ooordi
naten bestimmt, wenn man bei Messung 
jedes Abstandes eine positive und eine 
negative Richtung unterscheidet. Com
binirt man die drei moglichen Vor
zeichen der Abstande auf aIle Weisen, 
so erhalt man die erwahnten 8 Punkte, 
von denen in jedem Octanten einer 
liegt. 

Die Coordinaten eines beweglichen 
Punktes werden gewohnlich mit x, y, z 
bezeichnet. Die drei Coordinaten-Ebenen 

sind bez. dargestellt durch die Bedingungen x = 0, y = 0 und z = O. 
Man bezeichnet die Ebene 

x = 0 als die Y-Z-Ebene, 
y = 0" " Z-X-Ebene, 
z = 0" " X-Y-Ebene. 

Die drei zu einander rechtwinkligen geraden Linien, in welchen sich 
die Coordillaten-Ebenen zu je zweien schneiden, heissen die Coordinaten
Axen. FUr jede derselben miissen gleichzeitig die Gleichungen der 
beiden Coordinaten-Ebenen erfiillt sein, welche sich in ihr schneiden. 
Die Gleichungen 

y = 0 und z = () geben die X-Axe (O-X), 
Y-Axe (O-Y), 
Z-Axe (0-Z). 

z=o 
x=y 

" x = 0 
" y = 0 

" " 
" " 

Die drei Axen schneiden sich in dem Schnittpunkte der drei Ebenen, 
dem Anfangspunkte der Coordinaten; fi:ir ihn bestehen gleichzeitig die 
drei Gleichungen 

x = 0, y = 0, Z = O. 

Die im Folgenden behandelten Aufgaben werden geeignet sein, 
den Gebrauch der so definirten raumlichen Coordinaten naher zu 
beleuchten *). 

*) Die Ausdehnung und vollstandige Durcharbeitung der analytischen 
Methode von Descartes fUr den Raum verdankt man im Wesentlichen Euler: 



Punkt, Ebene und Gerade. 3 

1. Es soll die Entfernung eines Punktes mit den Coordinaten x, V, f?} 

vom An{angspunkte bestimmt wet"den. 
Durch die drei Coordinaten des Punktes (Lothe auf die Coordi-

naten-Ebenen) gehen drei zu einander recht
winklige Ebenen, welche zusammen mit den 
Coordinaten-Ehenen ein rechtwinkliges Pa
rallelopipedon begrenzen (vergl. Fig. 2). Die 
Kanten desselben sind gleich den Grossen 
x, y, $; die dem gegebenen Punkte gegen
uberliegende Ecke ist der Anfangspunkt. Die 
Entfernung r beider Ecken findet man folg
lich, als Diagonale des Parallelopipedons, Yo 
gegeben durch 
(1) r2 = x 2 + lyi + f?}2. 

Fig. 2. 

z 

(~~:.~rl 
: o./,a: I : x 
1 ____________ ... 1,/'· 

Es ist von Interesse die Winkel zu bestimmen, welche diese 
Diagonale mit den Coordinaten-Axen bildet. Es sei tX ihre Neigung 
gegen die X-Axe, p und r mogen die entsprechende Bedeutung fur 
die y- und Z-Axe haben. Man erhlilt unmittelbar aus der Figur 

Ix = r cos (x, 

(2) y = r cos p, 
$ = r cos ri 

und hiemus durch Quadriren und Addiren wegen (1): 

(3) cos2 ex + cos2 p + cos2 r = 1. 

Von den drei Winkeln ist hiernach einer durch die beiden anderen 
bestimmt. Dieselbe Relation (3) besteht zwischen den "Richtungswinkeln" 
einer beliebigen Geraden. 

Ais Richtungswinkel einer geraden Linie bezeichnet man namlich 
die drei Winkel (1" p, r, welche sie bez. mit den drei Coordinaten
Axen bildet. Diese Winkel sind eben diejenigen, welche die Ooordi
naten-Axen mit einer Geraden bilden, die der gegebenen parallel ist 
und durch den Anfangspunkt geht; fiir eine solche Linie aber ist die 
Gleichung (3) bereits als giiltig erkannt. Diese Relation zwischen 

Introductio in analysin in:6.nitorum, V, 1748. Nach Chaslee' Angabe (Aper~u 
historique, p. 138) findet sich allerdings die Behandlung der Curven doppelter 
Kriimmung schon von De scartes angedeutet, wurde eine Oberflache zuerst von 
Parent (Essais et recherches de mathematiques et de pbysique, 2ieme edition, 
1713) durch eine Gleichung zwischen drei Variabeln dargestellt, und wurde die 
Lehre der Coordinaten auf FHl.chen und Curven doppelter Kriimmung (diese Be
zeichnung ist von Pit 0 t 1724 eingefiihrt) zuerst methodisch angewandt von 
Clairaut in seinem Traite des courbes a double courbure, 1731. 

1* 
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den Richtungswinkeln ist von grosser Wichtigkeit und wird iill Folgen
den sehr haufig benutzt werden. 

2. Es soll die Entfernung r eines beliebigen Punktes xo, yO' Ito von 
einem andern beliebigen Pttnkte Xu Yll It! berecknet werden. 

Die gesuchte Strecke ist wieder als Diagonale eines Parallelo
pipedons gegeben; dasselbe entsteht aus dem vorhin benutzten, wenn 
man den Punkt x, y, 10 durch xl> Yu $1 und den Anfangspunkt durch 
XO, '110' 100 ersetzt, seine Kanten sind den Ooordinaten-Axen parallel und 
bez. von der Lange Xl - xo, 'Ill - '/10' Zl - zo; es ist also: 

(4) 

Es mogen lX, p, r die Richtungswinkel der Verbindungslinie von XOI 

Yo, Po mit Xli Yl1 1t1 sein, dann hat man unmittelbar, analog zu (2): 

(5) jXl - Xo = r cos lX, 

'111 - Yo = r cos p, 
Zl - Zo = r cos r· 

Sind umgekehrt die Richtungswinkel lX, p, r einer beliebigen 
Geraden und die Ooordinaten xo, Yo, Zo eines ihrer Punkte gegeben, 
so geniigt jeder andere Punkt x, y, 10 der Geraden den Bedingungen 

(6) x - Xo = 'Y - y..'!. = It - Zo • 
cos 0: cos {J cos 'l' 

Dies sind die "Gleickungen einer gerailen Linie", welche durch einen 
ihrer Punkte und ihre Richtung bestimmt ist. 

(7) 

Die aus (5) abzuleitenden Gleichungen 

jx = Xo + r cos lX, 

y = Yo + r cos p, 
Z = 100 + r cos r 

geben dagegen eine Parameter-Darstellung derselben Linie, wenn lX, p, r 
als constant, r als veranderlich aufgefasst wird, indem die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes der Geraden gegeben sind als Functionen 
eines Parameters r (und zwar seiner Entfernung von einem festen 
Punkte derselben Geraden). 

Eliminirt man aus (7) die Grossen cos lX, cos p, cos r durch 
Anwendung von (3), so wird man wieder auf die Gleichung (4) ge
fiihrt, welcher aIle Punkte x, 'II, 10 geniigen, deren Entfernung von 
xo' Yo, 100 gleich r ist. Es ist (4) die Gleickmlg einer Kugelfliiche 
mit dem Radius r und dem Mittelpunkte xo, Yo, 100• 

Fasst man also r als constant, dagegen lX, p, r als veranderlich 
auf, so liefern die Gleichungen (7) die Parameter-Darstellung einer 
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Kugelfliiche, falls die Bedingung (3) erfiillt ist. Die Coordinaten eines 
Punktes del' Kugel sind als Functionen von zwei Parametern ge
geben*) (denn r ist durch ex und ~ bestimmt), die Punkte einer 
Geraden hangen dagegen nur von einem Parameter ab; dies ist dem 
entsprechend, dass wir es mit einer Fliiche (einer zweifach un end
lichen Mannigfaltigkeit von Punkten), nicht mit einer Curve (einer 
einfach unendlichen MannigfaItigkeit von Punkten) zu thun hahen. 

So sind im Raume allgemein zwei Arten von geometrischen 
Gebilden zu unterscheiden: Fliichen und Curven. Eine Fliiche ist 
durch eine Bedingung zwischen x, y, fJ gegeben, eine Curve dttrch zwei 
solche Bedingungen. In del' That, vermoge einer Gleichung {(x, y, z) = 0 
kann man flir jeden Punkt del' X- Y-Ebene, d. h. fUr jedes Werthe
paar x, 'Y eine (im Allgemeinen) endliche Zahl von Werthen z be
stimmen und so die dargestellte FHiche fiber del' X- Y-Ebene construi
ren. Sind dagegen zwei Gleichungen {(x, y, z) = 0 und F (x, y, fJ) = 0 
gegeben, so kann man im Allgemeinen nur eine del' drei Coordinaten, 
etwa x, willkiirlich wahlen; dadurch sind die beiden anderen be
stimmt. Berechnet man zu jedem x zuniichst y, so erhiilt man in 
der X-Y-Ebene eine Curve. El'richtet man in jedem Punkte der
selben ein Loth von der Lange del' zugehorigen z- Coordinate, so findet 
man als Ort der Endpunkte aller dieser Lothe diejenige Curve, welche 
durch die beiden gegebenen Gleichungen dargestellt wird; die zuerst in 
der X- Y-Ebene construirte Curve ist ihre Projection auf diese 
E bene; aHe Projectionsstrahlen laufen parallel del' Z -Axe. 

In anderer Weise kann man Fliichen und Curven analytisch be
handeIn, indem man von del' Parameter-Darstellung ausgeht. Die 
Gleichungen 

x = cp('" l), y = '1/1(", A)-, z = X(", l) 
stell en im Allgemeinen eine Flache dar, indem die Coordinaten eines 
Punktes derselben durch zwei Parameter ", A. ausgedriickt sind. Eli
minirt man letztere aus den drei Gleichungen, so ergibt sich eine 
Relation zwischen x, y, z: die Gleichung der FIache. 

Dagegen geben drei Gleichungen von del' Form 

x = cp(l), 'Y = 'I/1(A), z = X(A.) 

die Parameter-Darstellung einer Curve. Eliminirt man A. aus je zweien 

*) In den Anwendungen benutzt man meist eine andere Parameter
Darstellung der Kugel, indem ein Pllnkt derselben durch zwei Winkel bestimmt 
wird, wie ein Pllnkt der Erdkngel durch geograpbische Lange und Breite. Die 
Einfiihrung dieser Winkel wird uns hei Betrachtung der A'lsartungen der so
genannten elliptiscben Coordinaten beschiiftigen. 
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del' drei Gleiehungen, so erhlilt man die Gleiehungell von drei FHichen 
del' Form 

<P(y, z) = 0, o/Cz, x) = 0, X(x, y) = O. 

Jede von ihnen enthlilt die dargestellte Ourve; je zwei diesel' FIachen 
konnen sich abel' ausserdem noeh in einer andel'll Curve sehneiden. 
Nul' wenn letzteres nicht eintritt, ist die dargestellte Curve um
gekehrt als Sehnitteurve irgend zweier del' drei Fllichen definirt. In 
del' Gleichung <P (y, z) = 0 kommen nur die Veriinderlichen y und z 
vo!"; hat man also einen Punkt del' FIache in del' Y-Z-Ebene 
gefunden, so liegt auch jeder Punkt des in ihm auf diesel' Ebene 
errichteten Lothes auf del' FHiche <P = 0; d. h. letztere ist eine 
UylinderfHiche, deren Seitenlinien del' X-Axe parallel sind, und deren 
Basis in del' Y-Z-Ebene durch die Curve <I>(y, z) = 0 bestimmt 
wird. Analoges gilt fur die Plliehen 0/ = 0 und X = 0 bez. in Be
zug auf die Z-X- und X-Y-Ebene. 

3. Es soU der Winkel zweier beliebig im Ramne gegebenen geraden 
Linien berechnet werden. 

Ais Winkel zweier sich nicht sehneidenden Geraden definirt man 
den Winkel zweier Linien, welche, ihnen parallel, dureh einen be
lie big en Punkt des Raumes gezogen werden. 

Die eine del' gegebenen Geraden moge durch den Punkt XOI Yo, Zo 
gehen und durch die Richtungswinkel OCOI flo, 1'0 bestimmt sein; fUr 
die andere mogen die Grossen xl> Yll Zll OCl! flil 1'1 entspreehende Be
deutungen haben. Alsdann ist naeh (5) ein Punkt x, Y, Z del' einen 
Geraden gegeben durch: 

(8) X = X o + ro cos aOl Y = Yo + ro cos flo, Z = Zo + ro cos '/'0 

und ein Punkt del' andern Geraden dureh: 

(9) x = Xl + r1 cos all Y = !Ii + r1 cos flu Z = Zi + r1 cos '/'11 

z 

I 

I~-------------X 

wo ro und r1 zwei Parameter sind. 
Zu beiden Geraden ziehen wir Parallele 
durch den Anfangspunkt; dieselben 
haben ebenfalls die Richtungswinkel 
OCo, flo, '/'0 bez. all ~1I '/'1" Bestimmt 
man auf jeder einen Punkt in del' 
Entfernung + 1 vom Anfangspunkte 
(vgl. Fig. 3), so sind die Coolrdinaten 
diesel' beiden Punkte: 

cos ao, cos ~Ol cos '/'0 

und cos au cos ~l' cos '/'1 . 
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Ihre gegenseitige Entfernung Q ist also gegeben durch: 

Q2 = (cos ao - cos ( 1)2 + (cos Po - cos PJ)2 + (cos Yo - cos r1Y 
Wegen der Identitiiten 

(10) cos2 ao + cos2 ~o + cos2 Yo = cos2 a1 + cos2 PI + COS2 Y1 = 1 
ist auch 

Q2 = 2 - 2 (cos ao cos a1 + cos ~o cos PI + cos Yo cos 1'1)' 

7 

Bezeichnet man mit v den gesuchten Winkel der beiden dllrch 
den Anfangspllnkt gelegten Geraden, so ist Q auch bestimmt als 
Seite eines Dreiecks, in dem der gegenuberliegende Winkel gleich v 
und jede der beiden anliegenden Seiten gleich 1 isti so dass: 

(/ = 1 + 1 - 2 cos v = 2(1 - cos v). 

Die beiden fur (>2 gefllndenell Werthe miissell iibereinstimmen i also: 
Der Winkel v zweier Geraden, deren Rieht~tngen bez. dttreh die 

Winkel a o, ~o, 1'0 ttncl all PlI 1'1 gegeben sind, ist bestimmt dl,trch: 

(11) cos v = cos ao cos a1 + cos ~o cos ~1 + cos Yo cos 1'1· 

Sind die Linien parallel, so ist cos v = 1, also wegen (10): 

(cos £to - cos ( 1)2 + (cos Po - cos Pl)2 + (cos Yo - cos 1'1)2 = 0, 

und folglich ao = all Po = PlI Yo = 1'1; in der That miissen ja die 
Richtungswinkel paralleler Linien ubereinstimmen. 

Sollen die Linien einen rechten Winkel einschliessen, so muss cos v = 0 
sein, oder: 

(12) 0 = cos ao cos a1 + cos Po cos PI + cos Yo cos 1'1· 

4. Es soll der Abstand d eines Punktes ~, 'Y}, S von einer gegebenen 
Geraden bestimmt werden. 

Letztere sei wieder durch einen Pllnkt xo, Yo, Zo und durch ihre 
Richtungswinkel a, p, l' definirt; so dass einer ihrer Punkte x, y, z 
mittelst eines Parameters r gegeben ist durch: 

x = Xo + r cos a, y = Yo + r cos p, Z = Zo + r cos r. 
Analog hat man fur einen Punkt des von ~, 'Y}, S auf die Gerade 
gefallten Lothes, wenn A, !-" v die Richtungswinkel desselben sind: 

x = g + r' cos A, y = 'Y} + r' cos!-" z = s + r' cos v. 

Hier bedeutet r' die Entfernung des Punktes x, y, z von ~, ,¥}, s; 
und es ist nach (12): 

(13) cos a cos A + cos P cos !-' + cos l' cos v = O. 

1st nun x, y, Z der Fusspunkt dieses Lothes, so wird r' = d, 
und es sind r, d, A, [.t, v so zu bestimmen, dass: 
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lXO + r cos a = ~ + d cos A, 

Yo + r cos f3 = 1] + d cos !L, 

$0 + r cos l' = ~ + d cos v, 
C082 A + cos2 !" + C082 V = 1, 

C082 a + cos2 f3 + eos2 r = l. 
Multiplicirt man die drei Gleichungen (14) bez. mit cos a, cos p, 
cos r, so folgt wegen (13): 

r = (~ - xo) cos a + (1'/ - Yo) eos f3 + (S - $0) cos r· 
Bildet man andererseits die Quadrate von ~ - xo' 1] - Yo, ~ - zo' 
so ergibt sieh: 

d2 = (; - xo)2 + (1] - YO)2 + (s - $0)2 - r2 

= (~ - xo? sin2 a + (I] - YO)2 sins f3 + (~ - $0)2 sin2 l' 

- 2(; - xo) (1] - Yo) cos a cos f3 - 2(1] - Yo) (~- $0) cos fJ cos r 
- 2(6 - $0) (; - xo) cos r cos a. 

Hierdurch sind r und d bestimmt. Durch Einsetzen dieser Werthe 
in (14) ergeben sieh A, p" v. 

5. Es soll die Bedingung dafiir a~(fgestellt werden, dass St"c7t $wei 
Gerade im Raume schneiden. 

Die beiden geraden Linien seien wieder durch (8) und (9) ge
geben. SolI beiden ein Punkt x, y, $ gemeinsam sein, so folgt: 

Xo + ro cos ao = Xl + rl cos all 

Yo + ro cos f30 = Yl + r1 cos f31' 
Zo + ro COS 1'0 -= $1 + r l cos I'll 

und hieraus durch Elimination von ro und r1 : 

Xo - Xl cos ao cos a l 

(15) Yo - Y1 cos f30 cos f31 = O. 

$0 - $1 cos 1'0 cos 1'1 

Dies ist die gesuchte Bedingung. 
6. Es soll der kiirzeste Abstand K zweier sich n'icht schneidenden 

Geraden berechnet werden. 
Die beiden Geraden seien durch (8) und (9) gegeben. Es gibt 

bekanntlich eine Gerade, welche gleichzeitig auf beiden senkrecbt 
steht; ihre beiden Fusspunkte mogen bez. die Coordinaten ~o, 1]0' So 
und ;1' 1'/11 ~1 haben. Dann lassen sich zwei Werthe ro' und r/ so 
bestimmen (vgl. Fig. 4), dass: 

(16) ;0 = Xo + ro: cos ao, 1'/0 = Yo + ro: cos f3o' So = Zo + r; cos rD. 
~1 = Xl + r1 cos all 'Y/I = Yl + r l cos f311 61 = Zl + r/ cos 1'1' 
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Sind ferner A, !I-, v die Richtungswinkel des gemeinsamen Lothes, 
dessen Lange mit K bezeichnet war, so hat man: 

1 
K cos A = ~o - ~l' 

(17) KcoslL=1/o-'l'J1> 

K cos v = ~o - ~u 

ferner nach (12): 

I cos ao cos A + cos 130 cos !l-

e ) +cos'Yocosv=O, 
18 ' 

cos a1 cos A + cos 131 cos [L 

+COS'Y1 cosv=O. 

Durch Auflosung del' beiden 
letzten Gleichungen ergibt sich: 

Fig. 4. 

Yo' 

m cos A = cos 130 cos Yl - cos 'Yo cos f3ll 
(Hl) m cos IL = cos 'Yo cos /Xl - cos ao cos I'll 

m cos v = cos ao cos /31 - cos 130 cos al . 
Der Proportionalitats-Factor mist bestimmt durch die Bedingung 
cos2 it + cos2 IL + cos2 V = 1. Man findet: 

m2 = (cos2 ao + cos2 130 + cos2 'Yo) (cos2 a1 + cos2 /31 + cos2 'Yl) 

- (cos 1X0 cos 1X1 + cos /30 cos /31 + cos 'Yo cos 'Yl )2, 

oder, nach (11), wenn v del' Winkel der beiden Geraden ist: 

(20) m2 = 1 - cos2 V = sin2 v. 

Es sind somit A, IL, v bekannt. U m K zu finden, benutzen wir die 
Gleichungen (16) und (17); so haben wir: 

K cos A - ro' cos ao + r/ cos a1 = ~o - ~1I 

K cos IL - ro' cos /30 + r/ cos 131 = 'l'Jo - 'l'J1' 

K cos v - ro' cos 'Yo + r/ cos 'Yl = ~o - ~1' 

Diese Gleichungen multipliciren wir bez. mit cos A, cos !I-, cos v und 
addiren; dadurch erhalt man wegen (18): 

K = (~o - ~1) cos A + (1]0 - 1/1) cos IL + (~o - ~1) cos v. 

In Riicksicht auf (19) und (20) wird also der lcurzeste Abstand K 
gegebe1J, durch: 

\ So - lit cos «0 cos «1 

I1JO - 1J1 cos ~o cos ~1 

(21) +K= bo - '1 cos Yo cos 1'1 
sin V 
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Nach (15) wird K = 0, wenn sich die beiden gegebenen Geraden 
schneiden, es sei denn, dass gleichzeitig sin v = 0 ist; in letzterem 
FaIle sind die Geraden parallel, ihr Schnittpunkt liegt unendlich ent-

fernt, und K wird unbestimmt (namlich von der Form ~). 
6. Es soll die Gleichung einer Ebene aufgestellt werden, wenn die 

Lange p des vom Anfangspunkte auf sie gefallten Lothes tmd die 
Richtltngswinkel a, {3, r dieses Lothes gegeben sind. 

Das Loth mage die Ebene im Punkte ~, t], ~ treffen; dann ist 
(vgl. Fig. 5): 

(22) ;=pcosa, 'I'}=pcos{3, ~=pcosr_ 

Die Ebene entsteht dadurch, dass man auf der gegebenen Linie in 
;, 1}, ~ ein Loth errichtet und den so gebildeten rechten Winkel urn 
dell einen Schenkel p rotiren lasst. Hat das in ;, t], ~ errichtete 
Loth die Richtungswinkel all (31' 1'1' so ist 

(23) cos a l .cos a + cos (31 cos {3 + cos rl cos l' = 0, 

Fig. 5. 

z 

y 

und ein Punkt x, y, z dieses 
Lothes (d. i. ein Punkt der 
darzustellenden Ebene) ist 
gegeben durch: 

x = ; + r cos aI' 

Y = t] + r cos {31' 
$ = ~ + r cos 1'1 • 

Hiermit ist ein Punkt der 
Ebene dargesteUt durch 
zwei Parameter, namlich r 
und einen der Winkel all 

{31l r1; die beiden anderen 
Winkel bestimmen sich dann durch (23) und durch die Gleichung 

cos2 a1 + cos2 {Jl + cos2 1'1 = 1. 
Multiplicirt man die letzten drei Gleichungen bez. mit cos a, 

cos (3, cos r, so folgt wegen (23): 

(24) (x - ;) cos a + (y - t]) cos {J + (z - ~) cos r = O. 

Dies ist die Gleichung der Ebene; sie erscheint gegeben durch die 
Richtungswinkel des vom Anfangspunkte auf sie gefallten Lathes 
und durch den Fusspunkt ;, t], ~ dieses Lathes. Nun ist wegen (22) 

p = ; cos a + 'I'} cos {J + ~ cos r . 
In Folge dessen kann man (24) auch in folgender Form schreiben: 

(25) x cos a + y cos {J + z cos l' - P = O. 
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Diese Gleichungsform bezeichnen wir im Folgenden (nach Hesse) 
als die Normalform der Gleichung einer Ebene*). Letztere ist hier be
stimmt durch ihre NeigHngswinkel, d. h. durch die Neigungswinkel 
des vom Anfangspunkte auf sie gefallten Lothes und durch die 
Lange des Lothes. Mittelst der Gleichung (25) ist also die gestellte 
Aufgabe gelOst. 

Die Lange p wird immer als positiv betrachtet; die Winkel (x, {3, r 
variiren von 0 bis 360°. Die N eigungswinkel zweier Ebenen, welche 
einander parallel und vom Anfangspunkte gleicn weit entfernt sind, 
unterscheiden sich von einander urn je 180°. 

Del' Umstand, dass die Veranderlichen x, y, fJ in den Gleichungen 
(24) und (25) nur linear vorkommen, ist fur die Ebenen-Gleichung 
charakteristisch. Es gilt namlich auch umgekehrt der Satz: 

Jede Gleichnng, welche die Veriinderlichen nur linear enthiilt, stellt 
eine Ebene dar. 

In der That gehen wir von der allgemeinsten linearen Gleichung 

(26) .Ax + By + Oz + D = 0 

aus. Wir wissen, jede Ebene kann in del' Form (25) dargestellt 
werden; soIl also (26) die Gleichung einer Ebene sein, so muss sich 
(26) durch Multiplication mit einem constanten Factor m auf die 
N ormalform bringen lassen, indem: 

mA = cos IX, mB = cos {3, rnO = cos r, mD = - p, 

cos2 IX + cos2 {3 + cos2 r = 1. 

Aus der letzten Gleichung ergibt sich 

m=+ 1 • 
- V A 2 + B2 + C2 ' 

folglich sind (x, (3, r, p bestimmt durch: 

(27) 

A 
cos a = + - VA2 + B2 + C2' 

cos R = + B 
fI - VA" + B2 + C"' 

cos r = + ~--~--
- V A" + ~B2 + 02 ' 

- D 
P=+VA2+B2+C2 ' 

Das V orzeichen del' rechten Seiten muss so gewahlt werden, dass p 

*) V gl. hier und flit' die nachst folgenden Aufgaben: He sse, Vorlesungen 
tiber analytische Geometrie des Raumes, Leipzig 1861 (in zwischen sind mehrere 
neue Auflagen erschienen). 
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positiv wird. Die rechten Seiten der ersten drei Gleichungen sind 
kleiner wie 1; die Bestimmung der Grossen (x, (3, ,}" p ist also immer 
moglich. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Die Gleichungen (27) lehren, wie die Coefficienten der N ormal
form gefunden werden, wenn die Gleichung einer Ebene in der all
gemeinen Form (26) gegeben ist. 

7. Es soll die Entfernung P eines Punktes X07 Yo, fJo von einer 
gegebenen Ebene berechnet werden. Dabei solI P in Richtung des vom 
Anfangspunkte auf die Ebene gefallten Lothes positiv und vom Fuss
punkte dieses Lothes ab gerecbnet werden; es ist also P negativ, 
wenn del' Anfangspunkt und der Punkt xo, Yo, fJo auf del'selben Seite 
del' Ebene liegen, positiv im entgegengesetzten FaIle. 

Es sei zunachst die GIeichung der Ebene in der Normalform (25) 
gegeben. Dann ist 

x cos a + y cos f3 + fJ cos r - P - P = 0 
die GIeichung einer Ebene, del'en Entfernung vom Anfangspunkte 
gleich P + P ist. Dieselbe geht durch den Punkt xo, Yo, zo, wenn P 
im angegebenen Sinne die Entfernung des letztern von (25) bedeutet; 
man muss also haben: 

Xo cos a + Yo cos f3 + fJo cos r - P - P = 0 . 
Hieraus berechnet sich die gesuchte Grosse P: 
(28) P = Xo cos a + Yo cos f3 + fJo cos'}' - P • 
Die linke Seite der Normalform einer Ebenen-Glcichung ist also gleieh 
der Entfernung des Punktes x, y, z von der Ebene. 

1st die Gleichung del' Ebene in der allgemeinen Form (26) ge
geben, so wird wegen (27) 
(29) P= + Axo + Byo + CZo + D. 

- -V A 2 + B2 + C' 

8. Man soll die Neigung u einer Geraden gegen eine Ebene be
reehnen. 

Es seien a, (3, '}' die Richtungswinkel der Ebene (d. h. ihres 
Lothes) und a', (3', r' diejenigen del' Geraden. Letztere moge mit 
dem vom Anfangspunkte auf die Ebene gefallten Lothe den Winkel v 
bilden, dann ist nach (11) 

cos v = cos a cos ex' + cos (3 cos [3' + cos'}' cos r' ; 
und del' gesuchte Winkel tt ist bestimmt durch die GIeichung u + v= 90 0, 

so dass sin ~f = cos v. 1st also die Ebene durch die allgemeine 
Gleichung (26) gegeben, so wird nach (27) 

(30) . +.A cos a' + B cos r + G cos r' 
SIn u = 

- yLP + B2 + Q2 
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Ist die Gerade nicht durch ihre Richtungswinkel, sondern durch die 
zwei Punkte xo, Yo, $0 und Xu Yl1 $1 bestirnrnt, so hat man nach (4) 
und (5) 
(31 ' + A(x, - xo) + B(y, - Yo) + O(ZI - zo) 

) SIll U = ., - VA' + B" + 0' V(X, - XO)2 + (YI - Yo)" + (ZI - zo)' 

Die Gemde steht also senkrecht $~t der Ebene, wenn: 

[A(xl - xo) + B(Y1 - Yo) + O(Zl - $0)]2 

= (A2 + B2 + 0 2) [(Xl - XO)2 + (Y1 - YO)2 + (Zl - .el] 
oder: 

[B(Zl - zo) - C(Yl - YO)]2 + [O(Xl - xo) - A(zl - ZO)]2 
+ [A(Y1 -Yo) - B(Xl - xo)J2 = 0, 

d. h. wenn gleichzeitig: 

(32) B = YI - Yo 
o Z, - zo' 

o Z, - Zo 

A - Xl~~ x.' 
A x, - Xo 

I{ = Y, - Yo 

Die Gemde ist der E bene parallel, wenn: 

(33) A(Xl - xo) + B(Yl - Yo) + O(Zl - zo) = O. 

9. Es soll die Gleichnng einer Ebene aufgestellt werden, dm'en 
Schnittpzmktc rnit der X-, Y- zmd Z-Axe vom Anfangspunkte urn die 
Grossen a, b, c entfernt sind. 

Hahen p, ", {J, r wieder die friiheren Bedeutungen, so ist 

(34) p = a cos a = b cos {J = c cos r. 
Formt man mit HiHfe dieser Relationen die Gleichung (25) urn, so 
ergiht sich als Gleichung der gesuchten Ebene: 

(35) ~-+1L+~=1. abc 

Wird eine der Grossen a, b, c unendlich gross, so wird die Ebene 
der betrefi'enden Coordinaten-Axe parallel. Es ist also 

die Ebene ~ + t = 1 parallel zur Z-Axe, 

x Z 

" " -+-=1 
" a c " 

Y-Axe, 

Y Z 

" " "b+c=1 " 
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die Ebene z = c parallel zur X-Y-Ebene, 

" " 
y=b 

" " 
Z-X-Ebene, 

" " 
x=a 

" " 
Y-Z-Ebene. 

1st einer der drei Abschnitte gleich Null, so geht die Ebene 
durch den Anfangspunkt; es mussen also auch die beiden andern 
Abschnitte Null sein. Es stimmt dies mit den Gleichungen (34) ii.ber
ein, wo p = 0 zu setzen ist. Die aus (34) folgende Proportion 

a:b :c= _1_: _1_: _1_ 
cos lX COS P cos r 

bleibt aber bestehen. Setzt man nun in (25) p = 0, so wird die 
Gleichung einer Ebene durch den Anfangspunkt, welcher die Rich
tungswinkel lX, (3, r zukommen: 

x cos a + y cos (3 + z cos 'Y = o. 
Es ist also 

(36) ~ + t + ~ = 0 

die Gleichttng derjenigen Ebene, welche zu (35) parallel ist und dtlrch 
den An(angspunkt geht. 

Bezeichnet man mit m einen veranderlichen Parameter, so erhiilt 
man alle Ebenen, welche zu (35) parallel sind, aus der Gleichung 

(37) 
IX Y z 
;+li+c=m, 

indem man fur m aIle moglichen Werthe einsetzt. Denn die Ebenen (37) 
geben auf den Ooordinaten-Axen die Abschnitte ma, mb, me, und 
diese sind proportional zu den Abschnitten der Ebene (35). Fur m = 0 
erhalt man insbesondere wieder die Ebene (36), welche den Anfangs· 
punkt enthalt. 

10. Es soU die Gleichung einer Ebene au(gestellt werden, welch,e 
£lurch drei gegebene, nicht in gerader Linie liegen£le Punkte ge7d. 

Die Ooordinaten der drei Punkte seien bez. xo, Yo, zo; Xl' Yll Zt; 

x2, Y2' Z2' Die Gleichung der gesuchten Ebene muss von der Form sein: 

Ax+By+Cz+D=O. 
Die Ooefficienten bestimmen sich durch die Bedingungen: 

Axo + Byo + Czo + D = 0, 

AXI + BYI + CZI + D = 0, 
AX2 + BY2 + CZ2 + D = 0. 

Dies sind dreL hOlllogene lineare Gleichungen fur die Verhaltnisse 
A: B : C: D; statt letztere zu berechnen und in die erste Gleichung 
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einzusetzen, kann man aus allen vier Gleichungen die Unbekannten 
A, B, 0, D eliminiren. Dies gibt als Gleichumg der gesuchfun Ebene: 

x V Z 1 

1 

1 
= 0, (38) 

oder nach x, y, Z geordnet: 

Yo Zo 1 Xo Zo 1 Xo Yo 1 Xo Yo Zo 

X YI ZI 1 -y XI Zl 1 +z XI Yl 1 Xl VI Zl =0. 

V2 Z2 1 x2 Z2 1 X2 Y2 1 x 2 Y2 Z2 

Hieraus kann man nachtraglich die Werthe von A, B, C, D ent
nehmen; es ist 

A:B:O:D 

Yo Zo 1 Xo Yo 1 

YI Zl 1 Zl Xl 1 XI YI 1 Xl YI Zl 

'!h Z2 1 Z2 x 2 1 x2 Y2 1 x2 Y2 Z2 

Wegen der Gleichung (5) sind diese vier Determinanten einzeln Null, 
wenn die drei Punkte auf einer Geraden liegen; dann ist die Lasung 
un bestimlll t. 

Die Determinanfu (38) selbst bede1~fut den sechsfachen Inhalt des 
durch die vier Pun7cte 

X, y, Zi ;2'0' Yo, zo; XII Yll Zl; X2 , Y2' Z2 

als Ecken bestimmten Tetrac·ders. 
Bezeichnet namlich F den Inhalt des durch die Punkte (xo, Yo, zo), 

(Xli YI, ZI)' (X2' Y2' Z2) gebildeten Dreiecks, und bedeutet h die Ent
fernung des Punktes X, y, Z von der Ebene dieses Dl'eiecks, so ist 
del' Inhalt J des Tetraeders gegeben durch die Formel: 

(39) J = t F· h. 

Setzt man die Determinante der linken Seite von (38) 
so ist II = Odie Gleichung del' Ebene des Dreiecks F, 

gleich II, 
und folg-

lich nach (29): 

(40) 

wo zur Abkiirzung: 

h=+ II 
-y'A2+B'+r" 

Yo Zo 1 Xo Yo 1 
A= YI ZI 1 r = Xl Yl 1 

Y2 Z2 1 x2 Y2 1 
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Sind ferner FlI F2 , F3 bez. die Fllichen der Dreiecke, welche durch 
Projection von F auf die Y-Z-, Z-X- und X-Y-Ebene entstehen, so 
ist nach einer bekannten Formel der ebenen Geometrie (Ed. I, p. 25): 

A = + 2Fl1 8 = + 2F2 , r = + 2Fs • 

Andererseits hat man, wenn (x, 13, ')I die Richtungswinkel des Lothes h 
bedeuten: 

Fl = F cos (X, F2 = F cos 13, Fa = F cos ')I, 

folglich: 

oder: 
N + 82 + P = 4F2. 

Die Gleichungen (39) und (40) ergeben also in der That*): 

II= + 6J, q. e. d. 

11. Man soll den von zwei Ebenen gebildeten Winkel u berechnen. 
Der Winkel zweier Ebenen ist gleich dem Winkel zweier auf 

ihnen errichteten Lothe. Seien also a, 13, 'Y die Richtungswinkel der 
einen, und a', 13', ')I' die der andern Ebene, so ist 

(41 a) cos u = cos (X cos (X' + cos 13 cos 13' + cos r cos ')I', 

oder, wenn die Ebenen durch die Gleichungen 

Ax + By + Oz + D = 0, 
.A'x + B'y + O'z + fl' = 0 

gegeben sind, nach (27): 
AA' + BB' + CC' 

(41 b) cos u = + ::-;:::;:~~~~;--::-:;:::::::;:;~~ 
-YA2+B2+C2 VA'2+B'2+ 0'2 

Die Ebenen sind also auf einander senkrecht, wenn: 

(42) AA' + BB' + 00' = O. 

Sie sind einander parallel, wenn: 

(A2 + B2 + 0 2) (A'2 + B'2 + 0'2) = (AA' + B B' + 00')2 
oder: 

(AB' - BA? + (BO' -- OB')2 + (OA' - AO')2 = 0, 

d. h. wenn gleichzeitig: 

(43) AB' - BA' = 0, BO' - OB' = 0, OA' - AO' = O. 

12. Es sollen die Richtungswinkel der Schnittlinie zweier Ebenen 
berechnet werden. 

*) In Betreff der Litteratur iiber diese wichtige Formel vgl. Baltzer, 
Theorie der Determinanten § 15 und CreBe's Journal Bd. 73. 
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Es seien A, p" v die gesuchten Winkel und (x, {3, l' bez. a', {3', r' 
die Richtungswinkel der beiden Ebenen. Die Schnittlinie der letzteren 
steht senkrecht auf jeder Linie, die zu einer der beiden Ebencn senk
l'echt ist; folglich hat man: 

cos A cos a + cos p, cos {3 + cos v cos l' = 0, 
cos A cos a' + cos p, cos {3' + cos v cos 1" = 0. 

Hieraus ergibt sich, wie bei Auflosung del' Gleichungen (18): 

m cos It = cos {J cos r' - cos r cos (1', 

m cos p, = cos l' cos a' - cos a cos 1", 

m cos v = cos a cos {3' - cos {3 cos a' , 
wo: 

m 2 = 1 - (cos a cos a' + cos {3 cos {3' + cos l' cos r')2. 

Es ist also m2 = 1, wenn die beiden gegebenen Ebenen auf ein
ander rechtwinklig stehen. Sind ihre Gleichungen in der allgellleinen 
Form 

Ax + By + Oz + D = 0, A' x + B' Y + 0' z + D' = ° 
gege ben, so findet man wegen ( 41 a) und ( 41 b): 

(AB' -BA')2 + (BO' -OB')" + (OA' -AO')" 
m2 = (A' + B2 + 0") (A'2 + B" + 0(2) • 

Es wird also nach (27) 
+ (BO' - OB') 

cos A = Y (AB' _ BA')' + (BO' _ OB')" + (OA' - AOY' 

+ (OA' -- AO') 
(44) cos p, = VCAB' _ BA')" + (BO' _ OB')" + (CA' _ AO')" 

+ (AB' - BA') 

cos v = V(AB' _ BA')" + (BO' _ OB')2 + (OA' _ AO')2' 

N ach (43) werden (x, (J, l' unbestillllllt, wenn die beiden Ebenen 
einander parallel verIaufen. 

Sind die Gleichungen der beiden Ebenen insbesondere in der Form 

(45) (x - xo) cos {3 = (z - r&o) cos a, (x - xo) cos l' = (z - zo) cos a 

vorgelegt, wo C082 a + cos2 ~ + C082 r = 1~ so hat man: 

A = cos {J, B = - cos (X, 0 = 0, D = Yo cos a - xo cos {3, 

A' = cos 1'~ B' = 0, 0' = - cos a, D' = Zo cos a - xo cos r. 
F'olglich wird 

+ cos· fl 
cos It = . . . . = + cos a; V cos· a cos· r + cos· fl + cos' fl cos 2 (3 

ebenso: cos It = + cos {J, cos (lr = + cos r. In der That stimlllen 
Clebsch, Vorlesttngen. II, 1. 2 
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die Gleichungen (45) mit den Gleichungen (6) im Wesentlichen iiber
ein, denn sie ergeben durch Elimination von X - Xo die dritte Gleichung: 

(46) (y - Yo) cos l' = (z - zo) cos (l 

Auch III (6) ist aber die Gerade gegeben als Schnittlinie der beiden 
Ebenen (45); durch letztere geht die Ebene (46) ebenfalls hindurch. 

II. Das Princip dar Dualitii.t. 

In der Geometrie der Ebene wurde eine gerade Linie dargestellt 
durch eine lineare Gleichung in den Coordinaten x, y_ Indem wir 
den letzteren feste Werthe beilegten, die Coefficienten der linearen 
Gleichung aber als veranderlich betrachteten, gelangten wir zu der Auf
fassung des Punktes als Mittelpunkt eines Strahlbuschels und gleich
zeitig zu dem Begriffe der Liniencoordinaten. Punkt und gerade Linie 
wurden durch Einfiihrung del' letzteren sich dualistisch gegeniiber 
gestellt: das Princip der Dualitat war damit begriindet_ 

1m Raume stellt eine in x, y, z lineare Gleichung eine Ebene 
VOl'. Eine der friiheren analoge Ueberlegung wird deshalb dazu fiihren, 
dem Ptmkte die Ebene als dualistisch entsprechend gegeniiber zu steUen, 
indem die Coefficienten der linearen Gleichung als Veranderliche (als 
Ebenen-Coordinaten) gedacht werden. 

In der That, es sei die Ebene durch ihre Abschnitte a, b, c auf 
den Coordinaten-Axen gegeben; ihre Gleichung sei also nach (35): 

~ + J!.. + !.. - 1 = o. abc 

Die negativen recipro7cen Werthe der Abschnitte a, b, c, d. It. die 
drei Grossen 

1 1 1 
U = - Ii' v = - b' W = - C 

nennen wir die Coordinaten der Ebene; sie sind die Coefficienten von 
x, y, fJ in ihrer Gleichung, wenn das constante Glied gleich + 1 
gemacht ist. Die Gleichung einer Ebene mit den Coordinaten u, v, W 

ist also 
(1) ux + vy + wz + 1 = O. 
Diese GIeichung sagt aus, dass der Punkt x, y, fJ in der Ebene u, 
v, w liegt, oder dass ~ie Ebene u, v, w den Punkt x, y, fJ enthiilt. 
Sind also u, v, w gegebene Grossen, so wird die Gleichung befriedigt 
von allen Punkten x, y, fJ der Ebene mit den Coordinaten 1t, v, Wi 
sind umgekehrt die Coordinaten x, y, z gegeben und fasst man u, 
v, W als veranderliche Grossen auf, so wird die Gleichung befriedigt 
von den Coordinaten aller Ebenen, welch,e durch don Punkt x, y, z 
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gelegt werden k5nnen: es ist dann (1) die Gleichwng des Punktes x, 
y, z in Ebenen-Coordinaten *). 

Die Gleichun g (1), die Bedingung der vereinigten Lage von Punkt 
und Ebene, ist v511ig symmetrisch in Bezug auf die beiden Arten von 
Coordinaten; darauf beruht das Princip der Dualitiit im Baume, ver
mage dessen aus jedem Satze tiber Lagenverhaltnisse von Punkten ein 
anderer tiber Lagenverhaltnisse von Ebenen unmittelbar abgeleitet 
werden kann **). Die Erarterung dieses Principes in seinen wichtigsten 
Ziigen soIl uns zuniichst beschiiftigen; das Verstiindniss wird dadurch 
erleichtert werden, dass ein ganz analoges Dualitiits - Verhiiltniss 
zwischen den Punk ten und geraden Linien einer Ebene besteht und 
als bekannt angenommen werden kann (vgl. Bd. I, p. 28); Beispiele 
fur die Anwendung des Principes linden sich zahlreich in allen folgen
den Untersuchungen. 

Wir beginnen mit den einfachsten Aufgaben tiber Punkte und 
Ebenen und stellen die einander entsprechenden sogleich neben ein
ander. 

Die Gleichung der Ebene Uo 
vo, Wo ist: 

(2) uox + voY + woz + 1 = O. 
Die Gleichung 

(3) Ax + By + Cz + D = 0 

Die Gleichung des Punktes xo' 
Yo, Zo ist: 

uXo + vYo + wZo + 1 = O. 
Die Gleichung 

A1~ + Bv + Ow + D = 0 
stellt eine Ebene dar mit den Coor- stellt einen Punkt dar mit den 
dinaten: 

(4) 

.A 
u= D' 

B 
V= D' 

C w=-· D 

Coordinaten: 

(4)* 

.A 
x= D' 

B 
y= D' 

C 
z = D' 

*) Fur eine Gleichung der Form ua + vb + we = 0 ist die Betrachtung 
des Textes nicht unmittelbar anwendbar, da sie keinen eigentlichen Punkt dar
stellt; sie entsteht aus (1), indem man x = r cos IX, y = r cos /3, Z = r cos y 
setzt (wobei a : b : c = cos IX : cos ~ : cos y) und r unendlich gross werden lasst. 
Sie wird also befriedigt von den Coordinaten aller Ebenen, die einer geraden Linie 
mit den Richtungswinkeln IX, ~, 'Y parallel sind, und stellt (wie wir spater kurz 
sagen werden) einen unendlich feruen Punkt dar. 

**) Durch Einfiihrung der Ebenen-Coordinaten wurde das Princip begriindet 
Von Plucker, Grelle's Journal Bd. 5 (1830); naher ausgefiihrt in dessen System 
der Geometrie des Raumes, Dusseldorf 1846 (besondr.rs Nr.258); vgl. auch Magn us, 

2* 
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Die anderen Gleiehungsformen der Ebene haben fur die dua
listisehe Betrachtung keine einfache Bedeutung; iiberhaupt konnen 
Relationen, in denen Winkel und Streck en vorkommen, nicht ohne 
Weiteres auf Ebenen-Coordinaten iibertragen werden; es gelingt dies 
unmittelbar nur bei denjenigen Siitzen und Aufgaben, welche auf 
Anwendungen der fundamentalen Gleichung (1) beruhen. Hierfiir 
noeh einige Beispiele: 

Die Gleichung der Ebene u, Die Gleiehung des Punktes, in 
v, w, welehe durch die drei Punkte welchem sich die drei Ebenen 

Xo, Yo, zo; Xli Yll Zl; X2, Y2' Z2 

geht, ergiebt sich dureh Elimina
tion von u, v, W aus den vier 
Gleiehungen 

ux + vy + wz + 1 = 0, 

ftXo + vYo + wZo + 1 = 0, 

uXl + VYI + wZI + 1 = 0, 

uX2 + VY2 + wZ2 + 1 = ° 
und ist daher (vgl. p. 15) 

Y Z 1 
1 

=0. 
1 

1 I 

Die Coordinaten der Ebene sind 
die Coeffieienten von x, y, Z in 
dieser Determinante, jeder dividirt 
dureh die Determinante (vgl. p. 15) 

Xo Yo Zo 

Xl YI Zl 

X2 Ys Z2 

Uo, vo, wo; Uu Vi) WI; u2 , V 2 , w2 

sehneiden, ergiebt sieh durch Eli
.mination von x, y, z aus den vier 
Gleiehungen 

ux + vy + wz + 1 = 0, 

uox + voY + woz + 1 = 0, 
ulX + VIY + w1z + 1 = 0, 

u2 X + V2Y + w2 z + 1 = ° 
und ist daher: 

IU v W 1 
Uo Vo Wo 1 

=0. 
ttl VI WI 1 
U2 V2 w2 1 

Die Coordinaten des Punktes 
sind die Coeffieienten von u, v, w 
in diesel' Determinante, jeder divi· 
dirt dmeh die Determinante 

ito Vo Wo 

U1 VI WI 

U2 V2 W 2 

Sammlung von Aufgaben und Lehrsatzen aus der Geometrie des Raumes. erste 
Abtheilung, Berlin 1837, § 25, sowie Chasles, Memoire de geometrie sur deux 
principes generaux de la science: la dualiM et l'homographie, als Anhang zu 
dem Aperyu historique, Bruxelles 1837. Das Princip der Dualitat selbst war 
freilich schon 1827 von Mobius auch fiir den Raum ausgesproehen, wenngleich 
anders begriindetj vgl. den Schluss von des sen "barycentrischem CaIenl" (Ge· 
sammelte Werke, Ed. 1, p. 387). V gl. ferner die Note in Bd. I, p. 28. Ger· 
gonne's Darstellung (1818) liess das Prineip mehr als geheimnissvolles Axiom, 
denn ala feat begriindetes Gesetz erseheinen. 
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Man erkennt so, dass dem Schnittpunkte dreier Ebenen die durch drei 
Punkte bestimmte Ebene dualistisck entsprickt, also wieder dem Punkte 
die Ebene. 

Die beiden Gleichungen in 
Punktcoordinaten 

UOX + voY + wuz + 1 = 0, 

'ttl X + VI Y + WI Z + 1 = ° 
werden befriedigtvon allen Punkten, 
welche gleichzeitig in den Ebenen 
'lto, vo, Wo und ttl' Vll WI liegen, 
d. h. von allen Punkten auf der 
Schnittlinie beider Ebenen. 

Die beiden Gleichungen in 
Ebenencoordinaten 

UXo + vYo + wZo + 1 = 0, 

uXt + VYl + wZl + 1 = ° 
werden befriedigt von allen Ebenen, 
welche gleichzeitig die Punkte xo, 
Yo, flo und Xli Yll Zl enthalten, d. h. 
von allen Ebenen durch die Ver
bindungslinie beider Punkte. 

Der Verbindungslinie zweier Punkte entsprlcht daher die Schnitt
linie zweier Ebenen: die gerade I:inie ist Ztt sick selbst dualistisch; 
sie kann entweder durch zwei lineare Gleichungen in Punktcoordi
naten oder durch zwei lineare Gleichungen in - Ebenencoordinaten 
dargesteUt werden. Die gerade Linie nimmt somit eine ausgezeichnete 
Stellung in der Geometrie des Raumes ein; neb en Punkt und Ebene 
kann sie als durchaus selbstiindiges Elementargebilde aufgefasst werden; 
in diesem Sinne werden wir sie spater ausfiihrIich behandeln. 

Eine Gerade liegt in einer Ebene, wennzwei ihrer Punkte in 
der Ebene Hegen; sie geht durch einen Punkt, wenn zwei der durch 
aie zu legenden Ebenen den Punkt enthalten. Bei diesen elemen
taren Siitzen kommt es nur auf vereinigte Lage von Punk ten und 
Ebenen an; man hatte daher auch den einen aus dem andern durch 
das Princip der Dualitat ableiten konnen. Weiter folgt aber: Den 
in einer Ebene gelegenen geraden Linien (einem Linien{elde) entsprechen 
die durch einen Punkt gehenden Geraden (ein Linienbiindel). Da nun 
den Punkten einer Ebene die durch einen Punkt gehenden Ebenen 
elltsprechen, so kann man, mittelst des Principes der Dualifiit, aus jedem 
Satze iiber Punkte und gerade Linien in einer Ebene (also aus jedem 
Satze der ebenen Geometrie) einen andern iiber Ebenen und gerade Linien 
durch einen Pankt ableiten. Den Tangenten einer ebenen Ourve C 
entsprechen dabei die Erzeugenden (d. h. Seitenlinien) eines gewissen 
Kegels K; denn eine einfach unendliche (d. h. von einem Parameter 
abhangende) Reihe von Geraden durch einell Punkt bildet eben einen 
Kegelmantel. Den Punkt~n der Curve 0 entsprechen dualistisch die 
Tangentenebenen des Kegels K. Ein Punkt der Curve C namlich 
ist definirt als Schnittpunkt zweier benach barten 'l'angenten; ihm ent-
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spricht daher die Ebene, welche durch zwei benachbarte*) Erzeugende 
des Kegels K gelegt werden kann, also in der That eine beriihrende 
Ebene von K. Die Theorie der Kegel kann sonach in gewissem 
Sinne abgeleitet werden aus der Theorie der ebenen Curven. 

Durch eine Gleichung zwischen Punktcoordinaten war eine 1!"lache 
dargestelltj es solI jetzt untersucht werden, welches geometrische Ge· 
bilde durch eine Gleichung zwischen Ebenencoordinaten gewonnen 
wird. Die zu dem Zwecke nothwendigen Ueberlegungen fUhren wir 
gleichzeitig in beiderlei Ooordinaten neb en einander durch. 

Durch einen beliebigen Punkt Durch einen beliebigen Punkt 
P der li'lache f (x, V, z) = 0 kann einer Ebene E, welche einer Glei
man unendlich viele Ebenen legenj chung F Cu, v, w) = 0 geniigt, 
jede derselben schneidet die :b'lache I gehen unendlich viele Ebenen, 
in einer ebenen Curve. Jede dieser welche derselben Gleichung ge
Curven hat im Punkte P im AU- niigen und als einfach unendliche 
gemeinen eine bestimmte Tangente. Schaar einen Kegel umhiillen. Eine 
Alle so in P constndrten Tangenten Erzeugende eines jeden solchen 
liegen in einer Ebene E, bilden Kegels liegt insbesondere in der 
also einen ebenen Strahlbiischel. Ebene E. Alle so in E constrtt
Andernfalls namlich wilrden sie irten Erzeugenden gehen durch einen 
einen Kegel bilden. In jeder durch Punkt P, bilden also einen ebenen 
P gehenden Ebene wilrden also Strahlbiischel. Andernfalls nam
mehr als eine der betrachteten lich wiirden sie eine ebene Curve 
Tangenten liegen I was im Allge- umhiillen. Durch jeden in E Hegen
meinen nicht moglich ist**). Die den Punkt wilrden also mehr ala 
in P construirten Tangenten sind eine der betrachteten Erzeugenden 
die Verbindungslinien von P mit gehen, was im Allgemeinen nicht 
den zu P unendlich benachbarten moglich ist**). Die in E konstru
Punkten der Flache f = O. irten Erzeugenden sind die Schnitt-

Denken wir uns in gleicher 
Weise die Tangentenebene E' 
eines zu P unendlich benachbarten 

linien von E mit den zu E unend
lich benachbarten Ebenen, welche 
der Gleichung F = 0 geniigen. 

Denken wir uns einen Punkt 
p' construirt, welcher in gleicher 
Weise einer zu E benach barten 

*) Die bier zunitchst folgenden aUgemeinen Erorterungen stiitzen sich auf 
die Grundbegriffe der Differentialrechnung; letztere wird fiir die Theorie der 
FIachen zweiten Grades sonst nicht vorausgesetzt werden. 

**) Dies wiirde nur in "singularen Punkten" der }'!ache (bez. in "singu
laren Ebenen") eintreten, wie in der allgemeinen Theorie der FIachen naher 
gezeigt wird. 
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Punktes P' construirt; die Ebenen Ebene E' zugeordnet ist; die 
E und E' schneiden sich dann in Schnittlinie beider Ebenen ist dann 
derjenigen Tangente von P, welche 
P mit p' verbindet. Die Tangenten 
der Flache f (x, y, z) = 0 sind 
also nicht nur Verbindungslinien 
benachbarter Punkte, sondern auch 
Schnittlinien der zugehOrigen be
nachbarten Ebenen, welche die von 
dem Punkte gebildete Flache f = 0 
umhii.llen. 

gleichzeitig die Verbindungslinie 
von P mit P'. Die Geraden, 
welche so in den einer Gleichung 
P (u, v, w) = 0 geniigenden Ebenen 
construirt wurden, sind also gleich
zeitig Schnittlinien benachbarter 
Ebenen, und Verbindungslinien der 
zugehOrigen benach barten Punkte, 
welche eine von den Ebenen F = 0 
umhiillte Flache bilden. 

Man erkennt hieraus Folgendes: Jeder Ebene, welche einer Glei
chung F (u, v, w) = 0 geniigt, ist ein in ihr liegender Punkt zu
geordnet; die Beziehung zwischen ihm und der Ebene ist genau die
selbe, wie die Beziehung zwischen einem Punkte der Flache f (x, y, z) 
= 0 und seiner Tangentenebene. Eine Plache kann also im Allge
meinen entweder durek eine Gleiehttng in Punkteoordinaten oder durch 
eine Gleiehltng in Ebenencoordinaten dargestellt werden; im ersten FaIle 
erscheint sic gegeben als Ort ihrer Punkte, im andern FaIle als um
hUIlt von ihren Tangentenebenen *). 

Dieser Satz erleidet indessen Ausnahmen. Es gibt FIachen, die 
nicht durch eine Gleichung in Ebenencoordinaten darstellbar sind. 
Ein Beispiel ist uns bereits in den Kegeln bekannt; ein solcher wird 
von zweifach unendlich vielen Punkten gebildet, besitzt aber nm ein
fach unendlich viele Tangentenebenen, indem allen Punkten einer Er
zeugenden dieselbe Tangentenebene zukommt; dl:!rch eine Gleichung 
in Ebenencoordinaten, welche ja immer durch zweifach unendlich viele 
Ebenen befriedigt wird, kann daher ein Kegel nicht dargestellt werden. 
Das Entsprechende tritt ein bei einer ebenen Curve; dieselbe besteht 
aus einfach unendlich vielen Punkten, besitzt aber zweifach unendlich 
viele Tangentenebenen; denn den Punkten einer Erzeugenden eines 
Kegels entsprechen dualistisch die Ebenen, welche durch eine Tangente 
einer ebenen Curve hindurchgehen, da sich Tangente der Curve (als 
Verbindungslinie unendlich benachbarter Punkte) und Erzeugende des 
Kegels (als Schnittlinie unendlich benachbarler Tangentenebenen) 

*) Andererseits steht einer FHiche f (x, y, z) = 0 eine andere, im Allge
meinen von ihr verschiedene FUiche f (u, v, w) = 0 dualisi;isch gegeniiber. 
Diese Art des Entsprechens zweier FHichen wurde schon 1808 von Monge be
merkt, vgl. Chasles, Apel'yu historique, Note XXX. 
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dualistisch gegeniiberstehen. Eine ebene Ourve kann daher nicht 
durch eine Gleichung in Punktcoordinaten, wahl aber durch eine 
GleichulIg in Ebenencoordinaten dargestellt werden. 

In ahnlicher Weise kommen Uberhaupt die AusnahmeHWe bei 
einrr Flache dadurch. zu Stande, dass je unendlich viele Punkte der 
F1ache eine gemeinsame Tangentenebene haben, so dass es im Ganzen 
nur einfach unendlich viele Tangentenebenen del' Fliiche gibt. AIle 
Punkte von dieser Beschafl'enheit mUssen dann eine in der Tangenten
ebene liegende ebene Curve bilden, und zwar eine gerade Linie, delln 
diese Curve muss gleichzeitig in der unendlich benachbarten Tan
gentenebene liegen. Die FJachen, urn welche es sich handelt, ent

.Fig.6. halten also einfach un end-
lich viele gerade Linien, 
sie bildeu eine gewisse 
Klasse von "Linienfiachen"; 
die sogenannten abwickel
baren Fliichen *). Dieselben 
sind vor anderen soge
nann ten windschiefen Li
nienflachen dadurch aus
gezeichnet, dass je zwei 
unendlich benachbarte Li
nien derselben (als in der
selben Tangentenebene lie
gend) sich schneiden (was 
z. B. bei den geradlinigen 
Flachen zweiten Grades 
nicht der J.;'all ist). Jeder 
Tangentenebene einer ab
wickelbaren Flache ist 
hierdurch ein in ihr liegen

der Punkt zugeordnet, namlich der Schnittpunkt der beiden in ihr 
liegenden (einander unendlich benachbarten) Erzeugenden der Fliiche 
(vgl. Fig. 6). AIle diese einfach unendlich vielen Punkte bilden eine 

*) Der Name ruhrt daher, dass diese Flaehen ohne Dehnung auf eine Ebene 
abgewickelt werden konnenj ibre Existenz wurde vOn Euler entdeckt (Nova 
Commentaria Petropolitana, t. 16, 1771; sie konnen nacb Monge durch eine 
partielle Differentialgleichung charakterisirt werden (Memoires presentes 1780, 
t. 9 und 10). Durch Ausschneiden eines nicht geschlossenen ebenen Polygons 
und Einkniffen des Papiers langs der Verlangerungen der· Beiten verschaift man 
sich leicht cine Anschauung von der Gestalt der Flache. 
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Curve1 und die Erzeugenden der abwickelbaren FHiche sind (als Ver
bindungslinien unendlich benachbarter Punkte) die Tangentcn der Curve. 

Eine nicht cbene Curve ist zugleich dasjenige geometrische Gebilde1 

welches einer abwickelbaren Fliiche dualistisch gegenubersteht. In der That 
entspricht einer einfach unendlichen Reihe von Ebenen eine einfach unend
liche Reihe von Punkten1 also eine Curve. Den Schnittlinien consecu
tiver Ebenen (Erzeugenden der abwickelbaren Flache) entsprechen die 
Verbindungslinien consecutiver Punkte, also die Tangenten der Curve. 
Den Punkten der abwickelbaren Flache (d. i. den Punkten ihrer Er
zeugenden) entsprechen die Ebenen1 welche durch die Tangenten der 
Curve gelegt werden konnen. Aile diese zweifach unendlich vielen 
Ebenen geniigen einer Gleichung F(tt, v, w) = O. Eine nicht ebene 
Curve kann daher durch eine Gleichung zwischen Ebenencoordinaten 
dargestellt werden. Die so einer Curve dualistisch zugeordnete ab
wickelbare Fliiche ist indessen im Allgemeinen nicht dieselbe, welche 
von den Tangenten der Curve gebildet wird; dies wird nur bei be
sander en Curven moglich, wie spatere allgemeine U ntersuchungell 
zeigen werden. 

Aus der abwickelbaren Flache entsteht insbesondere ein Kegel1 

wenn ane Erzeugende durch einen Punkt gehen; aus der Curve ent
steht insbesondere eine ebene Curve, wenn aIle Tangenten in einer 
Ebene liegen. 

Diese allgemeinen Bemerkungen werden geniigen1 um das Princip 
del' Dualitat und seine Anwendung im Wesentlichen zu veranschau
lichen. Die folgenden Untersuchungen werden von selbst zum voll
standigeren Verstandnisse des V orstehenden beitragen. Ehe wir zu 
specielleren Fragen weiter gehen, geben wir eine Uebersicht iiber 
die gegenseitige Zuordnung, welche nach dem Principe der Dualitat 
zwischen den geometrischen GebiIden des Raumes als bestehend er
hnnt wurde; dabei fiihren WIr gleichzeitig einige Bezeichnttngen ein. 
Es entsprechen sich: 

Pttnkt. Ebene. 
Gerade Linie. Gerade Linie. 

Punktreihe (d. i. aIle Punkte Ebenenbuschel (d. i. aIle Ebenen 
auf einer Geraden). durch eine Gerade). 

Strahl (d. i. die Gerade als Axe (d. i. die Gerade als um-
gebildet von Punkten1 als Trager hiillt von Ebenen 1 als Axe des 
der Punktreihe). Ebenenbiischels). 

Punktfeld (d. i. aIle Punkte EbenenbUndel (d. i. aIle Ebenen 
einer Ebene). durch einen Punkt). 
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Strahlenbiischel (d. i. alIe Ge
raden in einer Ebene und durch 
einen Punkt). 

Strahlenbiindel (d. i. aHe Ge
raden durch einen Punkt). 

Kegel. 
Erzeugende eines Kegels. 

Tangentenebene eines Kegels. 

Punkt eines Kegels. 

Fliiche als Ort von Punktell. 

Tangente der FHiche. 

Tangentenebene del' Flache. 

Ramncttrve (d. i. nicht ebene 
Curve). 

Tangentenebene einer Raum
curve (d. i. Ebene durch eine Tan
gente derselben). 

Tangente einer Raumcurve. 

Punkt einer Raumcurve. 

Treffgerade einer Curve, d. i. 
Gerade durch einen Punkt der
selben. 

Strahlenbiischel (d. i. aIle Ge
raden durch einen Punkt und in 
einer Ebene). 

Strahlenleld (d. i. alIe Geraden 
III einer Ebene). 

Ebene Curve. 
Tangente einer ebenen Curve. 

Punkt einer ebenen' Curve. 

Tangentenebene einer ebenen 
Curve (d. i. Ebene durch eine 
Tangente del' Curve). 

Fliiche als umhiillt von Ebenen. 

Tangente del' FHiche. 

Punkt del' FHiche. 

Abwickelbare Flacke. 

Punkt einer abwickelbaren 
Flache (d. i. Punkt auf einel; Er
zeugenden derselben). 

Erzeugende einer abwickel
baren Flache. 

Tangelltellebene emer ab-
wickelbaren Flache. 

Tangellte einer abwickelbaren 
Flache, d. i. Gerade in einer Ebene 
derselben. 

Die einzige krumme FIache, deren Gleichung wir bereits kennen 
gelernt haben, ist die Kugel. Sind a, b, c die Coordinaten ihres Mittel
punktes und ist r ihr Radius, 80 war ihre Gleichung (vgl. p. 4): 

(x - a)2 + (y - b j2 + (z - C)2 = r2 . 

Es ist leicht, die Gleichung del' Kugel in Ebenencoordinaten 
aufzustellen. AIle 'rangentenebenen derselben sind vom Mittelpunkte 
urn die Strecke r entfernt; die Coordinaten u, v, weiner 801chen 
Ebene genugen also nach Gleichung (29), p. 12, wenn man die Rela
tionen (4) benutzt, del' Bedingung: 

ua + vb + we + 1 
r= yu2 + v' + w' 
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Die Gleichttng der Kugel in Ebenencoordinaten ist daher (vgl. 
Bd. I, p. 30 f.): 

r2 (n2 + v2 + w2) = etta + vb + we + 1)2. 

Die Kugel ist also eine FHiche zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse. Man versteht namlich unter Ordmmg einer FHiche den Grad 
ihrer Gleichung in Punktcoordinaten, unter Klasse derselben den Grad 
ihrer Gleichung in EbenencDordinaten. 

Liegt insbesondere der Mittelpunkt iill Anfangspunkte, so hat 
man a = b = e = 0, also: 

H2 + v2 + w2 = ~. 
1'2 

AIle Ebenen, welche die Kugel berlihren und der Z-Axe parallel sind, 
geniIgen ausserdem der Gleichung w = 0. Es werden somit die 
Gleich ungen 

1 
1£2 + v2 = 2 und w = 0 

l' 

befriedigt von allen Ebenen, welche die Kugel in ihrer Schnittcurve 
mit der X- Y-Ebene beriihren und der Z-Axe parallel sind. Liisst 
man tV beliebig, so ist folglich 

1 
u2 + v2 = '2 

l' 

die Gleiehung eines Kreises in Ebenencoordinaten, welcher in der X -y
Ebene liegt, dessen Mittelpunkt mit dem Anfangspunkte zusammen
£alIt und dessen Radius gleich r ist. 

III. Projeotivisohe Gebilde und deren Erzeugnisse. 

Wie in der Ebene Punktreihe und StrahlbiIschel, so stehen 
sich iill Raume Punktreihe und Ebenenbuschel gegenuber. Fur die 
Theorie der Punktreihen ist es gleichgiIltig, ob man dieselben in 
einer bestimmten Ebene denkt oder beliebig iill Raume. Die analy
tische Behandlung derselben mit Hlilfe der Ebenencoordinaten er
fordert indessen eine kurze Auseinandersetzung. Auch die Behandlung 
der Ebenenbiischel im Raume ist derjenigen der ebenen Strahlbiischel 
durchaus analog; wir konnen uns deshalb auf das 'Vichtigste be
schriinken *). 

*) Die zunachst folgenden Entwicklungen beruhen auf der Methode der 
sogenannten "abgekurzten Bezeichnung", wie sie von Bobillier und 
Plucker eingefiihrt (vgl. Bd. I, p. 35) und besonders von P. Serret (Geo
metrie de direction, Paris 1869) und He sse (Vorlesungen liber analytische Geo
metrie des Raumes, Leipzig 1861, 3. Auflage 1876) mit Erfolg ausgebildet wurde. 
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Es se18n mit E und E' zwei 
lineare Ausdriicke in x, y, z be
zeichnet, etwa 

.E = Ax + By + Cz + D, 
E' = A'x + B'y + C'z + D', 

Es seien mit P und p' zwei 
lineare Ausdriicke in tt, v, tv be
zeichnet, etwa 

P = Att + Bv + Ow + D, 
P' = A'tt + B'v + O'w + D', 

so dass E = 0 und E' = 0 die so dass P = 0 und P' = 0 die 
Gleichungen zweier Ebenen sind. 
Dureh die Schnittlinie beider 
Ebenen geht auch jede Ebene, 
deren Gleichung von del' Form 

(1) E + lE' = 0 
ist, wo Jl einen Parameter be
cleutet; denn fUr einen auf del' 
Schnittlinie gelegenen Pl1nkt ist 
gleichzeitig E = 0 und E' = O. 

Die Gleiclntng ( 1 ) stellt aber 
attch alle Ebenen des dztYch die 
Sclmittlinie von E = 0 und E' = 0 
bestimmten Biisehels dar. 

In der That, eine Ebene des 
Biischels ist bestiuuut, wenn sie 
durch einen gegebenen Pl1nkt gehen 
soli, welcher nicht auf der Axe 
des Biischels liegt. 1st xo, Yo, Zo 

ein solcher Punkt, und ist 

Eo = Axo + Byo + CZo +D, 
Eo' = A'xo + B'yo + C'zo+D', 
so geM die Ebene (1) durch diesen 
Punkt, wenn A aus del' Gleichung 

(2) Eo + AEO' = 0 
berechnet wird. Dureh jeden Punkt 
des Raumes geht also eine Ebene 
der Schaar (1); und damit sind 
alle llloglichen Ebenen des Biischels 
erschopft. 

Fallen wir von dem Punkte 
x o, Yo, Zo Lathe auf die Ebenen 
E = 0, E' = 0 uncl nennen ihre 

Gleichungen zweier Punkte sind. 
Auf der Verbindungslinie beider 
Punkte liegt auch jeder Punkt, 
dessen Gleichung von der Form 

(1) * P + A P' = 0 
ist, wo A einen Parameter bedeutet; 
denn fUr eine durch die Verbin
dungslinie gelegte Ebene ist gleich
zeitig P = 0 und P' = o. 

Die Gleichtt'ng (1)* stellt aber 
auch all e Punkte der dttrch die 
Pttn7cte P = 0 trnd P' = 0 be
st'immten Reihe dar. 

In der That, ein Punkt del' 
Reihe ist bestimmt, wenn er in 
einer gegebellen Ebene liegen soll, 
welche nicht durch den Trager der 
Reihe geht. 1st un' vo' Wo eine 
solche Ebene, und ist 

Po =An +Bvo +Owo +D, 
Po' = A'no+B'vo+ C'wo+ D', 
so liegt der Punkt (1)* in diesel' 
Ebene, wenn Jl aus der Gleichung 

(2)* Po + APO' = 0 
berechllet wird. In jeder E belle 
des Raumes giebt es also einen 
Punkt, welcher durch (1)* dar
gestellt wird; und damit sind aIle 
moglichen Punkte del' Reihe er
schopft . 

.Fallen wir von den Punkten 
P = 0, P' = 0 Lathe auf die Ebene 
UOI VOl Wo und nennen ihre Langen 
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Langen hez. p und p'; dann ist nach I hez. p und p'; dann ist naeh Glei
Gleichung (29) p. 12 hei passender chupg (29) p. 12 bei passender 
Wahl des V orzeichens der Wurzel: Wahl des V orzeichens der Wurzel: 

Axo + Byo + CZo + D Auo + Bvo + Cwo + D 
P = --VA' + B' + C.' p = DV U 0 2 + v0 2 + Wo 2 I 

, A.'xo + B'yo + C'&o + D' ,A'uo + B'vo + C'wo + D' 
P = V A" + B'2 + C'i p = D'vu.,' + vo' + W0 2 

also nach (2): also nach (2)*: 

;. = _ ;0, ;. = _ :0, 
o ° 

P V A2 + B2 + C' P D 
= -.j!' VA'2 + B'2 + C'21 = - il' D" 

oder, wenn m eine von xo' Yo, iZo 
unabhangige Constante bedeutet: 

(3) A=m~. 
p 

oder, wenn m eine von UOI VOl Wo 

unabhangige Constante bedeutet: 

(3)* ;. = m P" 
P 

Es ist also der in (1) auf- Es ist also der in (1)* auftretende 
tretende Parameter ;. gleich dem J Parameter;' gleich dem Produde 
Produde einer Constanten in den einer Constanten in den Quotienten 

Fig. 7. Fig.7a. 

Quotienten der Abstlinde eines der Abstlinde einer durch den Punkt 
Punktes in der durch (1) darge- (1)*gehendenEbene von den beiden 
stellten Ebene von den heiden Punkten P = 0, P' = 0 (den 
Ebenen E = 0, E' = ° (den I Grundpunkten der Reihe). Dieser 
Grundebenen des Biischels). Dieser Quotient ist unabhangig davon, 
Quotient ist unabhangig davon, wie die Ebene uo, vo, Wo durch 
wo der Punkt xo, Yo, Zo in der den Punkt (1)* gelegt wird, wo
Ebene (1) gewahlt wird, wie man von ein Blick auf die Figur iiber
geometrisch leichtbestiitigt(Fig. 7); zeugt (Fig. 7a); er soll deshalb als 
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er soll deshalb als Abstandsverhiilt
niss del' Ebene (1) von den beiden 
Grundebenen bezeichnet werden. 

J edem Werthe des Abstands
verhaltnisses oder des Parameters 
A entspricht eine Ebene des 
Diischels. Insbesondere gibt 11 = ° 
oder A ~~ 0 die Ebene E = 0, und 
p' = 0 oder A = 00 die Ebene 
E' = O. Wlichst A von 0 bis + 00, 

so iiberstreicht die Ebene den einen 
Winkelraum zwischen den beiden 
Grundebenen; variirt A zwischen 
- 00 und 0, so iiberstreicht Sle 
den andern Winkelraum. 

Die Ooordinaten de)" clurch (1) 
da1"[Jestclltcn Ebene sind nach (4) 
p. 19: 

A+AA' 
U= D+AD" 

B+ AB' 
V= D+AD" 

G+AG' 
W= D+ AD' 

Sind also U1 , VI' WI die Coor
dinaten von E = ° und tt2 , V 2 , W 2 

diejenigen von E' = 0, so sind die 
Coordinaten der beweglichen Ebene 
(1): 

(4) 

Abstandsverhiiltniss des Punktes (1)* 
von den beiden Gnmdpunkten be
zeichnet werden. 

J edem Werthe des A bstands
verh11ltnisses odeI' des Parameters 
A entspricht ein Punkt der Reihe. 
Insbesondere giebt p = OJ oder A = 0 
den Punkt P= 0, und p' = 0 ode1' 
A = 00 den Punkt P' = O. Setzt 
man fest, dass die Abstiinde p und 
p' fiil' einen zwischen P und P' 
gelegenen Punkt beide positiv ge
nommen werden sollen *), so liegt 
del' Punkt (1)* zwischen den beiden 
G1'undpunkten, wenn A positiv, 
ausserhalb de1'selben, wenn A lle
gativ ist. 

Die Coordinaten des du)"ch (1)* 
da1'gestellten Punktes sind nach (4? 
p. 19: 

A+AA' 
X= D+AD" 

B+AB' 
Y= D+AD" 

C+ AG' 
Z=D+AD" 

Sind also Xu Yll Zil die 0001'
dinaten von P = 0 und X2 , Y2' Z2 

diejenigell von P' = 0, so sind 
die Coordinaten des beweglichen 
PUllktes (1)*: 

(4)* 

Xl + /LX2 
X= 1+/L ' 

Y = Yl + /LY2 
1 + /L ' 

Zl + /LZ2 
Z=-l+~' 

*) Vgl. Bd. I, p. 33. 1m Ebenenbiischel ist eine solche Festsetzung nicht 
nothig, wenn man die Vorzeichen von p und p' durch die friiheren Festsetzungen 
(p. 12) bestimmt sein Hisst, wobei dann allerdings die Lage des Anfangspunktes 
der Coordinaten in Betracht kommtj vgl. N&heres hieriiber bei Hesse a. a. O. 
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D' D' 
wo [L = A . D elllen neuen Para- wo [L = A' D einen neuen Para-

meter bedeutet; es ist wieder, Wle meter bedeutet; es ist wieder, wie 
in (3)*: in (3): 

(5) [L = m' . P" (5)* [L = m' . p., 
P P 

wenn m' eine Oonstante bezeichnet. wenn m' eine Constante bezeichnet. 
Die Gleichttngen (4) geben eine Die Gleichungen (4)* geben eine 

Parameterdarstellung . des Ebenen- Parameterdarstellung der Punkb·eihe. 
biischels, d. h. del' Ooordinaten einer Dieselbe ist hier durch zwei ihrer 
beliebigen Ebene des Buschels aus- Punkte bestimmt, wahrend sie in 
gedruckt durch einen Parameter den Gleichungen (7) p. 4 durch 
(und durch die Ooordinaten zweier einen Punkt und ihre Richtung 
festen Ebenen). gegeben war. 

Der Parameter [L ist gleich einer rein geometrisch definirten 
Grosse (einem Abstandsverhaltnisse), multiplicirt in einen Factor 
analytischen Oharakters. Wir erhalten eine rein geometrische Grosse, 
wenn wlr zu den drei Elementen 

R = 0, S = 0, R + [LS = 0, 

seien es nun Punkte oder Ebenen, ein viertes Element R + v8 = ° 
hinzufugen und den Quotienten f£ : v bilden, wo 

v=m'~; 
IJ. 

wenn m' die in (5) oder (5)* vorkommende Oonstante bedeutet, und 
wenn q, q' entsprechende Bedeutung haben wie p, p'. Der Quotient 

f.t p IJ. 
-;=-p;'? 

ist dann rein geometrisch durch Abstandsverhaltnisse definirt; wir 
nennen ihn das Doppelverhiiltniss der vier Elemente (Eben,en oder Punkte) 

R=O, 8=0, R+[L8=O, R+vS=O. 

Bei der hier gegebenen Bildung des Doppelverhaltnisses sind 
die Grundelemente R = 0, S = ° ausgezeichnet; als Quotient zweier 
Abstandsverhaltnisse kann dasselbe aber auch fur beliebige vier Ele
mente del' Reihe R + )"8 = 0 gebildet werden. Wir betrachten die 
VIer Elemente 

~ = R + [L1 S = 0, 
T2 = R + [L2 8 = 0, 

1'3 = R + [L3S = 0, 
1'4 = R + [L4S = 0. 

Aus den erst en heiden Gleichungen lassen sich R und S durch T1 
und T2 berechnen; es wird: 
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R=fL2T, -fL,T, 
fL2 - fLl ' 

und dann ergibt sieh: 
T = (fL2 - fLs) 1', - (IL, - 113) T2 

3 /12 - /11 ' 

T - 0:2 - 114) 1', - (/11 - /14) T, . 
4 - /1'2 - /11 

Die vier Element.e, um welehe es sieh handelt, sind jetzt dargestellt 
durch die Gleiehungen: 

Tl = 0, T2 = 0, 

T - 1£, - fL, To = 0 T _ 1£, - fL. T = O. 
1 1£2 - fLs" , 1 1£2 - fL. 2 

Es sind hiermit Tl = ° und T2 = 0 an Stelle von R = 0 und S = 0 
als neue Grundelemente eingefUhrt; in Bezug auf sie !com men den 
Elementen T3 = 0, T4 = ° die Parameter 

_ fLl - fLs und _ /1', - fL4 

fL2 - fL3 /1'2 - fL4 

zu. Das Doppclverhiiltniss der vier Elemente wird also: 

(6) a = 1£, - 1£3 • 1£2 - /1'4 • 
fL2 - 1£3 1£, -- /1', 

Del' Werth desselben ist seiner Definition nach nicht eindentig be
stimmt, sondern kann ein anderer werden, wenn man bei seiner Eil
dung die vier Elemente in anderer Anordnung benutzt. 1m Ganzen 
kann man nul' seehs verschiedene Werthe erhalten, wie in del' Geo
metrie del' Ebene gezeigt ist (Bd. I, p. 38); dieselben sind, wenn a 

durch (6) definirt ist: 

(7) 
1 1 

ct, -, 1 - a, -1~-' 
(X -(X 

(1;-1 

Die Einfiihrung des Doppelverhaltnisses fuhrt fUr den Raum iiber
haupt zu Betrachtungen, welche denen del' ebenen Geometrie iiber 
einander projectivische Gebilde ganz analog sind, und welche mit 
den Grundlagen del' neueren synthetischen Geometrie in Zusammen
hang stehen. 

Wir nennen zwei lineare Gebilde 

R + AS=O und R' + AS' =0 
(Punktreihen odeI' Ebenellbuschel) einander projectivisch, wenn SIC 

Element fUr Element einander so zugeordnet sind, dass je zwei Ele
mente mit gleichem Parameter A als entsprechende betrachtet werden. 
Hieraus folgt unmittelbar: 

Entsprechende Elemente projectivischer Gebilde haben dasselbe Doppel
vcrliiiltniss. 
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Sind zwei Gebilde einem dritten projectivisch, so sind alle drei 
unler einander projectivisch. 

Die gegebene Definition ist zunachst analytischer Natur. Es 
fragt sieh, wie man geometrisch eine Zuordnung der verlangten Art 
beschaffen kann. Dies geschieht in folgender Weise. 

U m zunachst die Zuordnung herzustellen, kann man die drei 
Elemente 

R=O, S=O, R+kS=O, 

welche der Reihe R + AS = ° angehOren, bez. den drei Elementen 

R' = 0, S' = 0, R' + lS' = ° 
der andern Reihe zuordnen; dann ist die projectivische Beziehung 
beider Reihen festgelegt. Ein beliebiges Element der letzteren Reihe 
ist namlich durch die Gleichung R' + mAS' = ° dargestellt, wenn 
m eine willklirliche Constante bedeutet. N un soIl das Element 
R + kS = ° dem Elemente R' + lS' = 0 entsprechen; es muss da
her m k = 1 sein. Setzt man also 

S" = mS' = i s' 
k ' 

so sind die Gleichungen der beiden Reihen 

R + AS = ° und R' + AS" = ° 
III der obigen Weise gewonnen. 

Zwei Elementenreihen sind also projectivisch auf einander bezogen, 
sobald man dreien Elementen der einen Reihe drei beliebige Elernente der 
andern zugeordnet hat *). 

Insbesondere konnen die beiden Elementenreihen auf' demselben 
Trager liegen (vereinigt liegen); dann folgt der Satz: 

Vereinigt gelegene projectivische Gebilde sind identisch, sobald drei 
einander entspreehende Elemcnte zusamrnenfallen. 

*) Zeichnet man nich t die beiden Grundelemente der beiden Reihen da
;:lurch aus, dass man sie einander zuordnet, so ist die projectivische Beziehung 
der Elementenreihen R + as = 0 und R' + /LS' = 0 in allgemeinster Weise 
durch eine lineare Gleichung der Form 

aA/L + VA + e/L + cl = 0 

vermittelt. Dieselbe entsteht z. B. direct durch die Forderung, dass die Doppel
verhlUtnisse entsprechender Elemente (a, 1.1' l.2' "3 und 1-", ILl' 1-"2' 1-"3) einander 
gleich seien, d. h. dass 

I. - 1.2 "1 - "3 /L -- /L2 /LI - 1-"3 
1.1 - 1.2 . " - "3 = 1-"1 - 112 • p:-- 1-"3 . 

Vgl. Ed. I, p. 198. In Uebereinstimmung mit dem Satze des Textes sind die 
Verhaltnisse del' Grossen a, b, c, rl durch drei Bedingungen zu bestimmen. 

Clebsch, VorIesungen. IT, L 3 



34 Erste Abtheilung. 

Dies Resultat werden wir bei den folgenden geometrischen Unter
suchungen wiederholt benutzen mussen. Es soIl durch dieselbell 
gezeigt werden, dass projectivische Gebilde immer dadurch erzeugt 
werden konnen, dass man sie aus der sogenallnten perspectivischell 
Lage durch Verschiebung entstehen liisst. 

Insbesondere heissen eine Pttnktreihe und ein Ebenenbuschel per
spectivisch, wenn jeder Punkt der Reihe mit der ihm entsprechendell 
Ebene des Biischels vereilligt liegt. Die dadurch hergestellte Be
ziehung zwischen Punkten und Ebenen ist eine projectivische. In 
der That, es sei E + lE' = Odie Gleichung des Ebenenbiischels, 
und es sei eine beliebige Gerade als Schnitt del' Ebenen A = 0 und 
B = ° gegeben. Von ihr wird die Ebene E + lE' = ° in einem 
Punkte getrofi'en, dessen Gleichung sich durch Elimination von x, y, r: 
aus den vier Gleichungen 

E + lE' = 0, A = 0, B = 0, ux + vy + wz + 1 = 0 

ergiebt. Man findet dadurch eine Gleichung von del' Form P + A. P' = 0, 
wenn P und P' lineare (von l unabhangige) ganze Functionen von 
u, v, w sind. Die projectivische Beziehung del' beiden Elementen
reihen auf einander ist nunmehr aus der Form ihrer Gleichungen 
einleuchtend. Es gilt daher auch del' Satz: 

Vier P~tnlcte einer Reihe haben dasselbe Doppelverhiiltniss, wie vier 
ber:. durch sie gehende Ebenen eines Ebenenbiischels. 

1st eine beliebige Punktreihe auf einen beliebigen Ebenenbiischel 
projectivisch bezogen, so kann man beide Gebilde im Raume so ver
schieben, dass sie sich in perspectivischer Lage befinden. Die Ebenen 
des Blischels bestimmen namlich durch ihrell Schnitt mit einer be
liebigen nicht zu ihnen gehorigen Ebene einen ebenen Strahlbiischel, 
welcher durch Vermittlung des Ebenenbiischels projectivisch auf die 
gegebene Punktreihe bezogen ist; denn so gut man Punktreihen und 
Ebenenbuschel projectivisch auf einander bezieht, wird man dies 
auch mit Strahlbiischel und Ebenenbuschel thun konnen, indem 
del' ebene Strahlbiischel nach den Regeln der ebenen Geometrie zu
nachst auf eine Punktreihe bezogen wird. Die gegebene Punktreihe 
verlegen wir nun zunachst in die Ebene des Strahlbuschels und bringen 
sie sodann mit ihm in perspectivische Lage, was nach den Satzen der 
ebenen Geometrie moglich ist (Bd. I, p. 45). Damit liegt die Punkt
reihe von selbst auch zu dem Ebenenbiischel perspectivisch, was 
erreicht werden sollte. 

Dass man zwei projectivische Punktreihen immer in perspecti
vische Lage bringen kann, ist aus del' eben en Geometrie bekannt, 
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soIl deshalb nicht mehr erorte1't werden. Dasselbe gilt auch fib' 
Ebenenbiischel, wenn die perspectivische Lage solcher Buschel dahill 
definirt wird, dass ihre Axen sieh schneiden, und dass die durch 
beide Axen gelegte Ebene sich 8elbst entspricht, Es mogen die 
Ebenen 1, 2, 3, 4 ... des einen bez. den Ebenen I, II, III, IV ... des 
andern Buchels entsprechen. Wir versehieben den zweiten Buschel 
so, dass die Ebene I mit 1 zusammenfa.llt, ohne dass die Axen beide1' 
Buschel zusammenfallen. Diese Axen schneiden sich dann in einem 
Punkte; durch letzteren geht aueh die Sehnittlinie del' Ebenen 2 
und II, sowie uberhaupt die Sehnittlinie je zweier entsprechender 
Ebenen. AIle diese Schnittlinien liegen in einer Ebene. In del' 
That, durch die Linien 2 -II und 3 -III ist eine Ebene E be
stirnmt; in diesel' erhalten wir dureh ihren Schnitt mit den Ebenen 
der beiden Buschel zwei projectivische Strahlbiischel mit gemein
sarnem Mittelpunkte; bezeichnen wir nun den Schnitt der Ebene E 
mit der Ebene 1 (die ja mit I identiseh) durch 1-1, so entspricht 
in den vereinigt gelegenen Strahlbiischeln jeder der Strahl en 1-1, 
2-II, 3-III sieh selbst; die beiden Strahlbuschel fallen demnach 
vollstandig zusammen; d. h. die Schnittlinien entsprechender Ebenen 
der beiden Biischel liegen in einer Ebene. Die Buschel sind also in 
perspectivische Lage gebracht. Die Ebene E heisst ihr perspectivischer 
Dttrchschnitt. - Allgemeiner konnen wir nun den Satz aussprechen: 

Projectivische Gebilde lassen sich immer dtfrch congruente Orts
veranderung in perspectivische Lage bringen. 

Umgekehrt folgt hieraus: 
Je zwei projectivische Gebilde erster ShEre (d. ho deren Elemente 

von einem Parameter abhangen) kann man sich au., der perspectivischen 
Lage entstanden den ken. 

Es liegt nahe, zu untersuchen, welche Gebilde durch p1'ojectivisehe 
Reihen und Busehel, die nicht perspectivisch liegen, erzeugt werden. 
In Betreff derselben gelten folgende Satze: 

Die Schnittlinien entsprechender I Die Vet'bindttngslinien p,ntspre-
Ebenen projectivischer (nicht per-I chender Punkte projectivischcr (nicht 
spectivischer) Biischel*) sind die "Er- perspcctivischer) Punktreihen sind die 

*) Steiner nennt projectivische Ebenenbiischel, welche nicht perspec
tivisch sind, schier liegend. Die hier besprochene Erzeugungsweise der FHichen 
zweiter Ordnung und zweiter Klasse ist von Steiner entdeckt und zur Grundlage 
ihrer synthetischen Behandlung (vgl. Ed. I, p. 46) gemacht (Systematische Entwick
lung der Abhiingigkeit geometrischer Gestalten, Berlin 1832, §. 51 j Gesammelte 
Abhandlnngen, Bd. I). Vgl. anch Chasles, Aperyu historiqne, Note IX. Fiir die 

3* 
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zeugenden" einer Fliiche ftweiter Ord
nung; d. h. die Punkte dieser 
Schnittlinien bilden in ihrer Ge
sammtheit eine Flache, deren Glei
chung in Punktcoordinaten vom 
zweiten Grade ist (vgl. Fig. 8). 

Es ergiebt sich dies durch Eli
mination von l aus den Gleichungen 
der projectivischen Buschel: 

"Erzmtgenden" einer Flache IJweite'1' 
Klasse; d. h. jede Ebene, welche 
durch eine solche "Erzeugende" 
hindurchgeht, beruhrt eine gewisse 
Fliiche, deren Gleichung in Ebenen
coordinaten von der zweiten 
Klasse ist. 

Es ergiebt sich dies durch Eli
mination von A aus den Gleichungen 
der projectivischen Reihen: 

Fig. 8. 

(8) E+J..E'=O, 
F+lF'=O, 

indem eine Gleichung zweiten Gra
des 
(9) EF' - FE' = ° 

(8)* P+ AP' =0, 
Q + lQ' = 0, 

indem eine Gleichung zweiten Gra
des 
(9)* PQ' - QP' = ° 

resultirt. resultirt. 
Dieselbe Flache (9) wird auch Dieselbe Flache (9) * wird auch 

erzeugt durch die Schnitte ent- erzeugt durch Verbindung ent
sprechender Ebenen aus den bei-, sprechender Punkte aus den beiden 
den Biischeln Reihen 

rein geometrische Behandlung dieser Flltchen vgl. von Staudt, Beitrage zur 
Geometrie der Lage, Niirnberg 1856; Reye, Die Geometrie der Lage, 2te Ab
theilung, Hannover 1868; Cremona, Grundziige einer allgemeinen Theorie der 
Oberfill.chen, deutsch von Curtze, Berlin 1870; Schroter, Theorie der Ober
fiachen zweiter Ordnnng nnd der Raumcurven dritter OrdnuDg, Leipzig 1880. 
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(10) 
E+~F=O, 

E' + ~F'= O. 

Auf jener Flache gibt es daher 
zwei von einander verschiedene 
Schaaren von Erzeugenden (geraden 
Linien). :Man sieht, dass die Axen 
del' Buschel (8) unter den Erzeugen
den der Schaar (10) enthalten 
sind (namlich fur A = 0 und A = 00), 
und dass umgekehrt die Axen der 
Buschel (10) unter den Erzeugen
den (8) vorkommen. Allgemein 
gilt der Satz: 

Jede Erzeugende der einen Schaar 
wird von jeder Erzeugenden der 
andern Schaar geschnitten. Zwei 
Erzeugende derselben Schaar aber 
schneid en slch niemals. 

Zum Beweise zeigen wir zu
nachst, dass je zwei beliebige Er
zeugende der einen Schaar als 
Biischelaxen benutzt werden durfen, 
um die FIache als Ort der Er
zeugenden der andern Schaar zu 
construiren. 

Bedeuten ftl und ft2 Constante, 
und ist 'l ein variabler Parameter, 
so stellen die Gleichungen 

(10)* P + ft (J = 0, 

P' + ftQ' = 0. 
Auf jener FHiche gibt es daher 
zwei von einander verschiedene 
Schaaren von Erzeugenden (geraden 
Linien). Man sieht, dass die Trager 
der Reihen (8)* unter den Erzeugen
dell der Schaar (10) * enthalten sind 
(namlich fud=O und A=OO), und 
dass umgekehrt die Trager der 
Reihen (10)* unter den Erzeugen
den (8) * vorkommen. Allgemein 
gilt del' Satz: 

Jede Erzeugende der einen Schaar 
wird von jeder Erzeugenden der 
andern Schaar geschnitten. Zwei 
Erzeugende derselben Schaar aber 
schneiden sich niemals. 

Zum Beweise zeigen wir zu
nachst, dass je zwei beliebige Er
zeugende der einen Schaar als 
Trager von Punktreihen benutzt 
werden durfen, um die Flache als 
Ort der Erzeugenden der andern 
Schaar zu construiren. 

Bedeuten !-£l und !-£2 Constante, 
und ist Q ein variabler Parameter, 
so stellen die Gleichungen 

(E + ftlF) + Q(E' + !-£IF') = 0, (P + ftl Q) + Q (P' + ftl Q') = 0, 

(E + ft2F) + Q(E' + !-£2F') = 0 (P + ft2Q) + Q (P' + ft2Q') = 0 

zwei projectivische Ebenenbuschel 
dar, deren Axen der zweiten 
Schaar von Erzeugenden angehoren. 
Schreibt man dieselben in der Form 

E + QE' + !-£l(F + 'IF') = 0, 

E + QE' + p,JF + QF') = 0, 

zwei projectivische Punktreihen dar, 
deren Trager der zweiten Schaar von 
Erzeugenden angehoren. Schreibt 
man dieselben in der Form 

P + QP' + !-£l(Q + QQ') = 0, 

P + Q P' + !-£2 (Q + Q Q') = 0, 

so erkennt man, dass fur die Schnitt- so erkennt man, dass fur die Ver
linien beider Ebenen auch die Glei- bindungslinie beider Punkte auch 
chungen I die Gleichungen 
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E+ QE' == 0, 

P+ QP' = ° 
erfullt sein miissen, da ja fLl von 
(t2 verschieden ist. Die Elimina
tion von Q aus den letzteren 
GIeichnngen fiihrt auf dieselbe 
Flache (9), die sich aus (8) ergab, 
wie behanptet wurde*). 

Da hier)lach jede Erzengende 
del' ersten Schaar als Axe fUr er
zeugende Ebenenbilschel bellutzt 
werden kann, so muss anch jede 
mit jeder Erzeugenden der zweiten 
Schaar in einer. Ebene liegen, w. 
z. b. w. 

Dass zwei Erzeugende derselben 
Art sich nicht schneiden, folgt dar
aus, dass die Gleichungen 

E + ), E' = 0, F + ;. F' = 0, 
E + ),'E' = 0, P+ ;,'F'= ° 

nul' zusammen bestehen konnen, 
wenn gleichzeitig 

E =0, E' = 0, F=O, F'=O; 
dann abel' mUssten sich schon die 
Axen del' nrsprunglichen Ebenen
bi.ischel schneiden. 

Wie aus Vorstehendem erhellt, 
schneiden irgend zwei zur Erzeu
gung der FIache benutzte Ebenen
bii.schel, deren Axen Erzengende 
del' ersten Art sind, auf irgend 
einel' Erzeugenden del' ersten Art 
em und dieselbe Punktreihe aus; 

P+QP' =0, 
Q+Q~r=O 

el'fiillt sein mlissen, da ja [1-1 von 
fL2 verschieden ist. Die Elimina
tion von Q aus den letztel'en Glei
chungen flihrt auf dieselbe Flache 
(9)*, die sich aus (8)* ergab, wie be
hauptet wurde. 

Da hiernach jede El'zeugende 
del' ersten Schaar als Trager fill' 
erzeugende Punktreihen benutzt 
werden kann, so muss auch jede 
von jeder Erzeugenden del' zweiten 
Art geschnitten werden, w. z. b. w. 

Dass zwei Erzeugende derselben 
Art sich nicht schneiden, folgt dar
aus, dass die Gleichungen 

P + ),P' = 0, Q + ;. Q' = 0, 
P + }.' P' = 0, Q + 11.' Q' = ° 

nul' zusammen bestehen konnen, 
wenn gleichzeitig 

P = 0, P' = 0, Q = 0, Q' = 0; 

dann abel' miissten schon die Trager 
del' ul'spriinglichen Punktreihen in 
einer Ebene liegen. 

Betrachten wir irgend zwei zur 
Erzeugung del' FHiche benutzte 
Punktreihen, deren Trager zu den 
Erzeugenden erstel' Art gehoren. 
Legt man durch einen Punkt del' 
einen Reihe und eine beliebige Er
zeugende del' zweiten Art elUe 

*) Eliminirt man (! direct aus den Gleichungen 

und 

so ergiebt sich: 

oder: 

E + 1L,F+ Q(E' + IL,Y) = ° 
E + IL2F + Q(E' + fL2F') = 0, 

I
E + 1-'1 F E' + ILl F' I = ° 
E + 1-'2 F E' + IL" 1/' 

(11-1 - IL2) (EF' - E'1/) = o. 
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denn in jed em Punkte der Reihe Ebene, so geht dieselbe nach dem 
schneid en sich zwei Ebenen der V orstehenden yon selbst durch den 
benutzten Buschel, und durch ihn entsprechenden Punkt del' andern 
geht also eine Erzeugende zweiter Reihe. Jede Erzeugellde derzweiten 
Art. In gleichel' Weise schneiden Art kann man also als Axe eines 
beide Buschel auf einel' zweiten Ebenenbuschels benutzen, welcher 
beliebigen El'zeugenden el'ster Art auf jede del' bei.den betrachteten 
mittelst derselben Reihe von Er- Punktreihen projectivisch bezogen 
zeugenden zweiter Art eine Punkt- ist. Somit folgt: 
reihe aus. Diese Erzeugenden 
zweiter Art erscheinen also als 
Verbindungslinien entsprechender 
PUl1kte zweier projectivischer 
Reihen. Somit folgt: 

Die Erzeugenden der einen Art Die Ebenenbiisckel, welche ge-
werden von den Erzeugenden der bildet werden von allen Ebenen, die 
andern Art in projectivischen Pttnkt- irgend eine Erzeugende der einen 
reihen gesclmitten; durch jedel1 Art und aUe Erzeugenden der andern 
PUllkt del' Flache geht eme Er- A~·t enthalten, sind tmter einander 
zeugende jeder Art. projectivisch; in jeder Tangenten-

Und hieraus: 
Die Plache (9) kann auch er

zettgt werden als Ort der Verbin
dnngslinien entsprechender Pttnkte in 
zwei projectivischen Ptmktreihen. 

Dievon uns betrachtetenFlachen 

ebene del' FUiche liegt eine Er
zeugende jeder Art. 
Und hieraus: 

Die Placke (9) * kann auch er
zeugt werden als Ort der Schnitt
linien entsprechender Ebenen aus 
zwei projectivischen Ebenenbiischeln. 

Die von uns betrachteten Flachen 
zweiter Ordnung sind also auch zweiter Klasse sind also auch von 
von der zweiten Klasse. der zweiten Ordnung. 

Daraus geht ferner hervor, Man erkel1nt hieraus, dass jeder 
dass jede Ebene, welche durch Punkt, welcher auf irgend eil1er 
irgend eine Erzeugel1de gelegt wird, Erzeugendel1 gewahlt wird, eil1 
eine Tangentenebene der Fliiche Punkt der Flache ist. Die zu
ist. Ihr Bel'iihrungspunkt ist leicht gehorige Tangetenebel1e findet 
anzugeben. Die Ebene muss nam- man in folgender Weise. AIle 
lich die FIache in einer ebenen Tangentenebenen der Flache, welche 
Ourve zweitel' Ordnung schneiden, durch den Punkt gehen, miissen in 
da sie aus den heiden Ebenen- zwei Ebenenbuschel zerfallen, deren 
biischeln zwei einander projecti- Axen sich schneiden; denn dies ent
vische Strahlbiischel ausschneidet; I spricht dualistisch dem Zerfallen 
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diese Curve besteht hier aus zwei eines Kegelsehnittes in zwei Gerade. 
sieh sehneidenden Geraden; die Die eine Axe ist die gegebene Er
eine ist die gegebene Erzeugende; zeugende; die andere muss also 
die andere muss also eine Er- eine Erzeugende der andern Art 
zeugende der andern Art sein. Ihr sein. Die dureh beide Axen be
Sehnittpunkt ist der Berithrungs- stimmte Ebene ist die Tangenten
punkt; denn seine Tangentenebene ebene; denn ihr Beriihrungspunkt 
istja dureh irgend zwei von ihm ist ja definirt als Schnittpunkt 
ausgehende Linienelemente, die auf irgend zweier Kanten del' von 
der Fliiche liegen, bestimmt (p. 22), ihren Punkten ausgehenden Tan· 
insbesondere also auch durch die gentenkegeln; und als s01che Kan
beiden Erzeugenden. ten muss man die beiden Erzeugen-

den auffassen. 

Der dualistische Charakter der durch projeetivische Punktreihen 
bez. Ebenenbiischel erzeugten Flachen zweiter Ordnung und Klasse 
Iasst sich analytisch auf folgende Art nachweisen. 

Aus (8) und (10) erhalt man: 

E : F: E' : F' = A P, : -- A : -- p, : 1. 

Diese Proportion reprasentirt drei lineare Gleichungen III X, y, Z; 
aus ihuen kann man also die Coordinaten eines Punktes der FHiche 
als quadratische Functionen zweier Parameter berecllllen. Die Glei
chuug des beweglichen PUllktes del' Flache ergibt sieh, wenn man 
aus den Gleichungen 

uE = Ap" uF = - A, oE' = - p" 6F' = 1, 

ux + vy + wz + 1 = ° 
die Grossen 6, x, y, z eliminirt; die so elltstehende Gleichung hat 
die Porm 

(11) 

wo P, Q, P', Q' ganze lineare Functionen in u, v, w bedeuten. 
Daher sind 

oder 
P + AP' = 0, Q + A Q' = ° 
P + p, Q = 0, P' + p, Q' = ° 

Reihenpaare auf' del' Flaehe, namlieh projeetivisehe Punktreihcn, 
deren Trager Erzeugende derselben Schaar sind. Die Flache ent
steM also auch als Ort del' Verbindullgslinien entspreehender Punkte 
dieser Reihenpaare, wie oben auf anderem Wege bereits erkannt 
wurde. 

Die Tangentenebene des beweglichen Punktes, der durch die 
Parameter A, p, bestimmt winl, geht sowolll durch die Schnittlillie 
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der Ebenen (8) als durch die Schnittlinie der Ebenen (10); ihre 
Gleichung ist daher: 

E + lE' + ~(F + IF') = E + p,F + A(E' + ~F') = 0 
oder: 

(11)* E + lE' + p,F + Ap,F' = O. 

Die Analogie dieser Gleichung mit (11) zeigt wiederum den 
dualen Oharakter der FIache; letztere wird ofl'enbar ebenso erhalten, 
wenn man davon ausgeht, dass ihre Tangentenebenen diejenigen 
Biischel bilden, deren Axen als Verbindungslinien entsprechender 
Punkte der Reihen (8)* oder (10)* gegeben sind. 

Es liegt nahe zu fragen, 0 b die allgemeinste Flliche zweiter 
Ordnung bez. K.lasse durch die hier behandelten Erzeugungsweisen 
erhalten werden kann. Diese Frage wird im Laufe der weiterhin 
folgenden eingehenden Untersuchungen iiber jene FIachen beant
wortet werden, und zwar im bejaheuden Sinne. 

Was den Ausnahmefall angeht, wo die Trager resp. Axen der 
benutzten Gebilde sich schneiden, so ist aus der ebenen Geometrie 
zu entnehmen, dass in derselben Ebene liegende Punktreihen eine 
ebene Ourve zweiter Klasse erzeugen. Hieraus folgt nach dem Prin
cipe der Dualitat, dass zwei projectivische Ebenenbiischel, deren A.xen 
sich schneiden, einen Kegel zweiter Ordnttng erzeugen, dessen Spitze im 
Schnittpunkte der Axen liegt. Dieser Kegel artet weiter bei perspecti
vischer Lage in ein Ebenenpaar aus, gerade wie sich die ebene Curve 
zweiter Klasse im entsprechenden FaIle in ein Punktepaar auflost. 

IV. Die gerade Linie und dar lineare Complex. 
Wie schon mehrfach hervorgehoben, nimmt die gerade Linie im 

Raume gegeniiber Punkt und Ebene eine ausgezeichnete SteHung ein, 
indem sie zu sich selbst dualistisch ist, und indem sie sich neben 
Punkt und Ebene stellt als gleichberechtigtes erzeugendes Element 
fiir geometrische Gestalten. In der That kann man z. B. eine 
FIache auch auffassen als Umhiillungsgebilde ihrer sammtlichen Tan
genten; und dies gilt fur aUe Flachen, seien sie allgemeiner Natur, 
oder abwickelbar oder endlich Kegel. Eine allgemeine Flache hat 
immer dreifach unendlich viele Tangentell, da in jeder Tangenten
ebene einfach· unendlich viele liegen (einen ebenen Strahlbiischel 
bildend), und da es zweifach unendlich viele Tangentenebenen gibt. 
Eine abwickelbare Flache oder ein Kegel hat allerdings nur ein
fach unendlich viele Tangentenebenen; aber jede beriihrt langs einer 
geraden Linie, also in einfach unendlich vielen Punkten; in jedem 
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Punkte gibt es einfaeh unendlich viele Tangenten, so dass in jeder 
rrangentenebene zweifaeh unendlich viele Tangenten liegen; das e1'
gibt wieder iill Ganzen dreifach unendlich viele FHichentangenten. 

Hieraus folgt, naeh dem Principe del' Dualitat, dass auch eine 
Curve (sei sie eben oder nieht) durch dreifaeh unendlich viele Gerade 
gebildet werden kann. Eine Tangente einer abwiekelbaren Flaehe 
ist definirt als VerbindungRlinie zweier unendlieh benach barten Punkte, 
welehe nicht auf de1'selben Erzeugenden liegen; die entsprechende 
Gerade flir eine Curve ist also die Schnittlinie zweier unendlich be
nachbarter Tangentenebenen der Curve, welehe nieht durch dieselbe 
'rangente der Curve hilldurchgehen, d. h. als Sehnittlinie irgend zweier 
Tangentenebenen zweier benaehbarten Curvellpunkte. Diese Schnitt
linie abel' ist irgend eine Gerade, welche dureh den betrachteten 
Curvenpunkt hindurchgeht. Durch jeden Punkt gehen doppelt unend
lieh viele Gerade, die Curve hat einfach unendlieh viele Punkte: die 
Curve hat also dreifach unendlich viele "Treffgerade". Diese ent
spreehen den Tangenten einer abwickelbaren FIache nnd kannen als 
erzeugende Elemente del' Curve angesehen werden. 

1m Raume gibt es ilberhaupt vierfach nnendlieh viele Gerade, 
denn man erhiilt genan sammtliche gerade Linien, wenn man jedeu 
del' zweifach unendlich vielen Punkte einer Ebene mit jedem del' 
ebenfalls in doppelt unendlicher Zahl vorhandenen Punkte del' andel'll 
Ebene verbindet. Um eine gerade Linie festzulegen hat man also 
vier Bestimmungsstiicke nothig, die als Coordinaten der Geraden an
gesehen werden konnen. Eine Bedingung zwischen denselben wird 
noch von dreifach unendlich vie len Geraden befriedigt; sowohl eine 
allgemeine FJache, als eine abwickelbare Fliiche oder eine Raumcurve 
kann deshalb durch eine Gleichung in Liniellcoordinaten dargestellt 
werden. Abel' nicht gibt jede solche Gleichung eines diesel' drei bis
her betrachteten Gebilde, sondel'll wir werden noeh andere Systeme 
von dreifach unendlich vielen Geraden zu untersuehen haben, die so
gellannten Complexe; FIaehen und Ourven werden als specielle FaIle 
derselben erscheinen. Wie man in der Raumgeometrie neben den 
Flachen die Curve, als Gesammtheit der gemeinsamen Punkte zweier 
Flachen, untersucht, so hat man auch neben dem Complexe die Gesammt
heit der zweien Complexen gemeinsamen geraden Linien gesondert zu 
betrachten. Man sagt von solchen doppelt unendlich vielen Linien: 
sie bilden eine Oongruenz. Drei Complexe haben im Allgemeinen nur 
noch eine einfach unendliehe Schaar von Geraden gemeinsam, die 
sich in stetiger Folge an einandm' reihen, und so eine OberfHiche, 
eine sogenannte L-inientlache, erzeugen (die Schaar del' Erzeugenden 
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einer Flache zweiter Ordnung gibt ein Beispiel). Vier Complexe 
endlich bestimmen, als ihnen allen gemeinsam, im Allgemeinen eine 
el1dliche Anzahl dt'screter Linien. W ir gehen jetzt nicht weiter auf 
diese allgemeinen V orstellungen ein, indem wir uns vorbehalten, sie 
an Beispielen zu erortern, sobald sich Gelegenheit bietet. 

Die vier zur Bestimmung einer geraden Linie nothigen Grossen 
kann man verschieden wahlen. So ist die Linie z. B. eindeutig ge
geben, wenn die Coordinaten ihrer Schnittpunkte mit zweien der 
Coordinatenebenen bekannt sind. Bezeichnen wir mit Xli Vu $1 und 
X2, V2' $2 die Coordinaten zweier gegebenen Punkte einer GeradeD, 
so sind die Coordinaten eines beliebigen Punktes derselben: 

Xl + lX2 VI + lV2 
X= l+l ' Y=~+T"' 

Fur x = 0 und Y = 0, d. h. fiir 

und l=-~ 
Va 

ergeben sich bez. die Coordinaten del' Schnittpunkte unserer Geraden 
mit del' Y-Z- tIDd del' Z-X-Ebene, namlich: 

o Xli'll! - Xl Y. 
Xl! - Xl 

X 2 Z1 - X, £12 

Xl! - Xl 

'lhXI - V,Xa 0 V2 Z1 - Y,Zjj 
Ya - VI Y2 - VI 

Der Symmetrie wegen wollen wir nicht diese vier Grossen als Linien
coordinaten einfuhren, sondern die Coordinaten des Schnittpunktes 
mit der X-Y-Ebene hinzufiigen; sie sind: 

Z.YI - z,'!1. 
£12 - Zl 

o. 

Wir haben so sechs in gleicher Weise gebildete Grossen, von denen 
je zwei durch die iibrigen bestimmt sind. Sie sind nichts anderes 
als die Verhaltnisse der sechs Differenzen, genommen mit pasaen
dem V orzeichen: 

j WP = X2 - Xl' /-L n = Yl $2 - Y2 $1 , 

p,q = Y2 - Yll /-LX = Zl X 2 - Z2 X lI 

P, r = $2 - z1/ ft (J = Xl Y2 - YI X2 , 

(1) 

\Vo /-L Proportionalitatsfactor iat. Diese seehs Grossen p, q, r, n, 'X, Q, 

auf deren Verkiiltnisse es allein ankommt, fiihren wir als Coordinaten 
der durclz die Pttn7cte Xl I Vl' ZI und x2' Y2' $2 bestimmten Geraden ein *). 

*) Die Begrundung der Liniengeometrie iet im Wesentlichen Plucker's 
Werk, wenn auch die Liniencoordinatensich vOI'her gelegentlich in Grassmanp.'a 



44 El'ste Abtheilung. 

Letztere trifft die Coordinatene ben en x=O, Y= 0, z=o bez. In 

Punkten mit den Coordinaten 

0, 
(I :It 

-p' P 
(I 0, 

11: 

(2) q' q 
:It 7r: 0. -r' r' 

Zwischen den sechs Liniencoordinaten besteht die Identitiit 

(3) p1t + qx + rQ = 0. 

In der That ist wegen (1) die Hnke Seite von (3) gleich der De· 
terl11inante 

1 

7 

d. h. identisch Null. Unsere sechs Liniencoordinaten stellen also nur 
vier von einander unabhangige absolute Grossen dar, wie es sein muss. 

"Ausdehnungslehre" (1844, § 116 If.) finden, wenn auch del' Gedanke, eine Curve 
durch eine einzige Gleichung in Liniencoordinaten darzustellen, schon von Cayley 
verwirklicht war (1857, Quarterly Journal of mathematics, vol. 8). PI licker's 
erste Mittheill1ngen finden sich (nach einer vorlaufige~ Andeutung in Nr. 258 
seines Systems del' Geometrie des Raumes, 1846) in den Philosophical Trans
actions von 1865 und 1866; zusammenfassend wurden seine neuen Gedanken dar· 
gestellt in seiner "Neuen Geometrie des Raumes gegrundet auf die Betrachtung 
der geraden Linie als Raumelement", Leipzig 1868 (die zweite Abtheill1ng, be· 
arbeitet von Klein, erschien nach PI iicker' B Tode 1869). Del' von Plucker auf· 
gestellte Begritf des "Complexes" war ein vollstandig neuer, wenn auch manche 
specieUe Beispiele gelegentlich schon fruher untersucht waren, so in Arbeiten 
von Mobius, Chasles, Cayley, Sylvester, Binet, Hamilton, Ahel 
Transon, Poinsot, auf welche wir spateI' theilweise aufmerksam machen. 
Vgl. daruber Clebsch, Zum Gedltchtniss an Jl1lius Plucker, Abhandlungen del' 
Kg!. Gesellschaft del' Wissenschaften zu Gottingen, 1872. Die von PlUcker 
ursprunglich gebrauchten funf Coordinaten einer Geraden ('/', S, (I, (1, 'TJ) sind 
weniger symmetrisch gewlthlt, als die des Textes; sie ergeben sich aus letzteren 
mittelst del' Formeln: 

'/'=!!... 
r ' 

'Y}=-~; 
l' 

zwischen ihnen besteht also die Identitltt '/'(1 - Q8 = 'Y}. Die folgenden Be
trachtullgen iiber gerade Linien und lineare Complexe findet man der Haupt
sache nach in dem angefiihrten Werke Plucker's; vgl. auch Battaglini, 
Intorno ai sistemi di rette di primo ordine, Rendiconto della R. Accademia delle 
scienze fisiche e matematiche di Napoli, Giugno 1866 (auch Giornale di mate· 
matiche, 1868). 
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U mgekehrt: llT enn irgend seeks Grossen p, q, r, ,,;, " , f! der 
Gleickung (3) geniigen, so konnen sie als Linieneoordinaten aUfgefasgf, 
werden. Alsdann niimlich kann man sieben Grossen IL, Xv X2, Yu Y2' 
$1' $2 so bestimmen, dass die sechs Gleichungen (1) bestehen, aus 
welchen sich durch Elimination von (J, funf von einander unabhangige 
Gleichungen ergebenj von letzteren ist eine die Folge der iibrigen 
wegen (4) j man hat also vier Gleichungen fur sechs U nbekannte, so 
dass von letzteren noch zwei willkurlich angenommen werden konnen. 
Dies stimmt damit iiberein, dass die Punkte Xu Yll $1 und X 2, Y2' $2 

durch die Linie p, q, r, ,,;, x, (J nicht bestimmt sind, vielmehr auf 
ihr beliebig liegen konnen. 

In der That ist es leicht zu sehen, dass die Verhaltnisse der 
sechs Liniencoordinaten nicht geandert werden, wenn man die Punkte 
Xli Yll $1 und X2, Y2' $2 durch irgend zwei andere Punkte ihrer Ver
bindungslinie ersetzt, etwa durch ;11 'rIl' ~1 und ;2' 'rI2' ~2' wo: 

Sei nun 

I: = x, + ax. 
'01 1 + a ' 

., _ 'Y, + a'Y. 
·,1 - 1 + a ' 

~ _ z, + az. 
1- 1+a ' 

I: _ x, + t:X. 
'02- 1+'1' ' 

'YJ - y, + t:Y2 
2- 1 +'1' ' 

~ _ z, + t:Z •• 
2- 1 +'1' 

vp' =;2 - ;11 V1t' = 'YJl~2 - ')'12~1l 

vq' = 'rI~ - 'YJ11 v,,' = ~1;2 - ~2;11 

vr' = ~2 - ~1' v(J' = ;1'YJ2 - ;2'YJ1' 
so findet sich 

vp' (Xl + t:x.) (1 + a) - (Xl + ax.) (1 + '1') 
(1 + a) (1 + '1') 

(a - '1') (x, - x.) ('I' -- a)1I-
= (l+a)(l+t:) = (1+ a) (1 + 't")p, 

\ 
y, + ay. 'lit + t: y,! \ 1 a \ ! Y, Y2 

, $, + az, z, + t:Z. 1 'I' Z, Z. 
vn = (1 + Ii) (1 + '1') = (1 + Ii) (1 + '1') 

('I' - 1i)1I-
(1 + Ii) (1 + '1') . ,,; . 

Aehnliche Formeln bestehen fur q', r', x', f/, so dass 

(4) p : q : r : ,,; : " : (J = p' : q' : r' : ,,;' : ,,' : (J', 

wie behauptet wurde. 
Die von uns eingefuhrten Coordinaten sind auch deshalb praktisch 

gewahlt, weil sie aus den Coordinaten zweier die Gerade enthalten
den Ebenen in ganz analoger Weise berechnet werden konnen, wie 
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aus den Coordinaten zweier auf ihr liegenden Punkte, was ja nach 
dem Principe der Dualitiit verlangt werden muss. 

Es seien UI, Vu WI und U2, Vll , Wli zwei Ebenen, welche durch 
die Gerade hindurchgehen, so dass: 

also auch: 

?llXt + VIYI + 'WIZI + 1 = 0, 
U 2 X 1 + V2Yl + 'W2 Z1 + 1 = 0, 

ttl X2 + VI Y2 + 'WI Z2 + 1 = 0, 
U 2 X2 + V2Y2 + 'W2Z2 + 1 = 0; 

Ut (X2 - Xt) + VI (Y2 - Yl) + 'WI (Z2 - zJ = 0, 
U2 (X 2 - Xl) + V2 (Y2 - Yl) + 'W2 (Z2 - ZI) = 0. 

Aus den letzten beiden Gleichungen ergibt sich: 

(5) 
t-t. (X2 - XI) = (VIW2 - V2W1) = 11' p, 

t-t. (Y2 - Yl) = (wtu2 - W2 U 1) = 11' q, 
t-t. (Z2 - ZI) = (ul V2 - tt2V1) = v . r. 

Aus obigen vier Gleichungen erhlilt man ferner: 

(ttlV2 - ?t2VI )YI + (W2U 1 '- W1U2)ZI + (ut - u2) = 0, 

(U2V1 - u1 v2)xt + (W2Vl - WI V2)ZI + (VI - v2) = 0, 

(n2wt - U1W2)X1 + (V2Wl - V1W 2)Yl + (WI -w2)=0, 
oder wegen (5): 

t-t(Z2 - ZI)Yl - t-t(Y2 - Yl)Zt + (ul - ?(2) = 0, 

- t-t(Z2 - Zl)XI + t-t(x2 - XI)Zl + (VI - v2) = 0, 

t-t(Y2 - 'Yl) Xl - t-t(X2 - Xt)Yl + (WI - 102) = 0. 

Hieraus endlich durch AuflOsung der Klammern: 

(6) 

t-t • (Yl Z2 - Y2 Zl) = U 2 - Ul = 11 • n, 

t-t. (Zl X2 - ,el2 XI) = V2 - VI = v· ", 

t-t. (Xt Y2 - X2Yl) = W lI - WI = V • (). 

Beim Uebergange von Punkteoordinaten zu Ebeneneoordinate?~ ble'iben 
also die Grossen p, q, r, n, ", () als Lin'ieneoordinaten e'rhalte'n; es 
erscheinen nul' p, q, r bez. mit n, ", () vertauscht. 

Fur die Verhliltnisse der sechs Coordinaten liisst sich eine geo
metrische Bedeutung leicht angeben. 1st eine Gerade durch einen 
Punkt XII Yll Zl und die Richtungswinkel (x, p, r bestimmt, eine 
andere durch einen Punkt Xl" Y/, Z/ und die Richtungswinkel a', P', r', 
so hatten wir den Ausdruck 
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, 
cos Ci cos a 

M = Yl - Y/ cos fJ cos 13' 
131 - 13/ cos r cos ']I' 

47 

als das Moment der beiden Geraden bezeichnet. Dasselbe solI jetzt 
durch die Coordinaten der letzteren ausgedriickt werden. 

1st X2, Y2' 132 ein Punkt der ersten Geraden, m des sen Elltfernung 
von Xu Yu 131 und haben x2', 'Y2', 132', tn' elltsprechende Bedeutungen 
fUr die andere Gerade, so ist: 

/,0' 
a X 2 - Xl 

=-m-' COS 13 
_ '!12 - Yl 
--n-l-' cos ']I 

=;;2 -;;1 

(7) 
, x2' - Xt' fJ' = Y2' -; Yl 

, 
cos cos cos 

, 
a =---- , ']I m' , III 

Es sind ferner die Coordinaten der beiden Geraden: 

p,p = X2 - Xu 

p,q = 'Y2 - 'Y17 

p,1' = 132 - el , 

" , , 
p, q = 'Y2 - Yl , 

, I I , 

P, r = 132 - 131 , 

p,' n' = Y/13/ - Yg' 13/, 

if' ,,' = 13/ x2' - 132' x/, 
" " " 

p,'J(, = Yl Z2 - Y2ZlI 

p," = $1 X 2 - 132 Xu 

p,~ = X1Y2- X gYl' p, ~ = Xl Y2 - Xg YI • 

Man findet also 
, 

X 2 - Xl xg'-Xl 
' , 

Xl - Xl 
1 , 

Y2' - YI 
, 

M=-, Yl - 'YI Y2 - YI mm 
Zl - Z/ Z2 - 131 Z2' - 131' 

x2' - Xl 
, , 

X2 
, 

Xl X2 Xl X2 - Xl 

~ ~,( , , , , 
Yl 'Y2 Y2 - Yl 'Yl Y2 - Yl Y2 mm , , , , 
131 132 132 - Zl Zl Z2 - 131 Z2 

= ~~,(p'n + q'" + r' ~ + P'J(,' + q'" + r~'). 
Nun ist 

III 
, 
-ZI' ;;. , 
III 

(8) { m = VCx"2 - X1)2 + (Y2 - YI)2 + (Z2 - 131)2 = P, yp2 +q2 + ,.2, 
m' =~' -XI')2 + (Y2' -Y/)~ + (Z2' -13/)2 =p,'yp'2+q'2+,/2, 

also 

(9) 

schliesslich 
M _ p'n + q'1t + r' ~ + p'1/:' + qK' + r~' . 

- yp •. + q~ + r 2 yp'. + q'. + r" 
In ahnlicher Weise Hisst sich auch die Neigung v der Geraden 

gegen einander durch ihre Coordinaten berechnen. Man hat (p. 7): 

cos v = cos a cos a' + cos fJ cos fJ' + cos r cos ']I', 
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also wegen (7) und (8): 

(10) pp' + qq' + 1'1" cos V = . 
Vp' + g' + 1" VP" + q" + I'"~ 

Insbesondere sind die Coordinaten der X-Axe: 

It'p' = x2' - x/, q' = 0, 

Das Moment M", der Linie p, 
wird also llach (9): 

:n;' = 0, x' = 0, Q' = O. 

q, r, :n;, X, Q in Bezng auf die X-Axe 

p'11: n M = ------- = -
x Vp' + g" + 1'2 y'p'" In' 

ebenso: 
My = q'n y' = ~, 

Vp' + q" + 1" q" m 

M _ r'f! =~. 
z - Yll" + q' + I" yr" In 

Berechllell wir ferner das Moment Myz der gegebenell Geraden 
ill Bezug auf die unendlich ferne Gerade (Bd. I, p. 67) der X-Y-Ebene. 
Die Coordinaten der Schnittpullkte der letztern mit der Y-Axe und 
der Z-Axe sind bez. 

0, 0, a, 
0, b, 0, 

wenn lim a = 00 und lim b = 00 genommen wird. Wir machen (was 
allerdings eine willkiirliche Festsetzung involvirt) a = b; dann wird: 

und: 

ebenso: 

also: 

It'p' = 0, 
, , 

= -a2, 1t1T: 
, , , , 

0, f" q = a, f" " = 
, , , , 

0, f"r =-a, f" Q 

- a'p - ap 
M y.= - =---, Vp' + 1]" + 1" V2a' In V2 

-aq 
Mzx = mV2' 

- ar 
Mxy = --:;;=, 

m ,,2 

Myz: Mzx: Mxy = p: q: r. 

Hiermit sind die Verhaltnisse der Coordinaten geometrisch definirt: 
Die Coordinaten p, q I r ciner Geraden verkalten sick (wenn man 

den notkwendigen Grenziibergang passend ausfiikrt) wie die iltrcr Mo· 
mente in Beeug auf die drei ttnendlich fernen Geraden der Ooordinaten
ebenen, die CoordinateJ~ n, x, Q wie ihre Momente 'in Bezug auf die 
a'rci Coordinatenaxen. 

Die Gerade ist auch bestimmt, wenn die absoluten Werthe der 
fiinf Grossen: 
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gegeben sind, zwischen denen die HeJation 

Myz M,x 
Mx 11£ - + My M + Mz = 0 

x y xy 

bestehen muss. 
Nach (9) ist die Bedingung dafUr, dass die Geraden p, q, r, 

%, X, Q und p', q', r', 'Jt', x', Q'sich schneiden (odeI' eina,nder 
parallel sind), gegeben durch die Gleichung 

(11) P'% + q''X + r'Q + P%' + q'X' + rQ' = O. 

Sind p', q', r', %', x', Q' Coordinaten einer gegebenen Geraden und 
p, q, r, 'Jt, X, Q veranderlich (abel' so, dass sie immer del' Bedingung 
(3) genugen), so ist dies die Gleichung der gegebencn Geraden in Linien
eoordinaten, d. i. die Bedingung, welcher aIle Treffgeraden derselben 
genugen mussen (vgl. p. 42). Insbesondere ist 'It = 0 die Gleichung 
del' X-Axe, p = Odie Gleichung del' unendlich fernen Geraden del' 
Y-Z-Ebene. 

Aus (11) ergeben sich Jeicht die Bedingungen dafur, dass ein 
Punkt auf einer Geraden, odeI' dass eine Gerade in einer Ebene liegt. 
Es SCI 

p' : q' : r' : %' : x' : Q' = x' - x: y' - y : z' - Z: 

: yz' - y'z: zx' - :/::c: try' - x'y, 

wo x, y, z die Coordinaten des Schnittpunktes beider Geraden sind, 
indem (11) erfullt 1st. Wir haben also: 

(12) (x' - x) % + (y' - y) x + (z' - z) Q 

+ 0Iz' - y' z) p + (zx' - z' x) q + (xy' - ,x' y) t' = 0; 

und diese Gleichung muss fUr aUe Werthe von x', y', z' erfullt sein, 
denn die Verbindungslinie von x, y, z mit jedem Puukte x', y', r/ 
schneidet die Linie p, q, r, 'It, x, Q (namlich eben in x, ,!!, z). Es 
miissen daher die Coeffieienten von x', y', z' in (12) einzeln Null 
sein, d. h. man hat 

(13) 

'It + zq - yt· = 0, 

x + xr - zp = 0, 

Q +yp-zq=O, 
'ltx+xY+Qz=O. 

Dureh einen Punkt gehen zweifaeh unend11ch viele Gerade; die ge
fundenen vier GleicllUugen miissen also mit zweieu iiquivalent seiu. 
In del' That folgt die letzte aus den drei ersten, wenn letztere bez. 

Clebsch, Vorlesungen. 11,1. 4 
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mit x, y, z multiplicirt und dann addirt werden; die dritte ergiht 
sich aus den heiden eraten vermoge der fundamentalen Identitiit (3). 
Also: 

Die Gleichungen (13), von denen je ewei aus den beiden andm"en 
folgen*), sind die Bedingungen dafur, dass die Linie p, q, 1", 71:, X, (J 

dureh den Punkt x, y, z hindurehgeht. 
Ganz analog erledigt sich die dualistisch entsprechende Aufgabe. 

Es seien u, v, w die Coordinaten der Ehene, welche den beiden sich 
schneidenden Geraden gemeinsam ist, und u', v', w' die Coordinaten 
einer anderen Ebene, so dass nach (5) 

p': q': r': 1t': x': (J' = vw' - v'w: wu' - W'~t:uv' -tt'v: 
, , , 

:u -u:v -v:w -w. 

Dann folgt aus (11) fur alle Werthe von tt', v', w': 

(12)* (vw' - v' w) 1t + (wu' - W'l£) " + (uv' - It'v) (J 

+ (u' - u)p + (v' - v) q + (w' - w) r = 0. 

Also miissen die Gleichungen bestehen: 

(13)* 

p + wx - v(J = 0, 

q + U(J - W71: = 0, 
r + V1t - flU = 0, 

ptt + qv + rw = 0. 
Diese Gleichungen, von denen im Allgemeinen je swei attS den beiden 

anderen folgen, sind die Bedingungen dafuf" , dass die Linie p, q, 1·, 
71:, x, (J in der Ebene tt, v, w liegt./ 

Die vorstehenden Ueberlegungen lassen ferner erkennen: 
Es ist (12) die Gleichung einer Es ist (12)* die Gleichung 

Ebene in Veranderlichen x, y, s, des Punktes in Veranderlichen 
welche durch den Punkt x', y', Z' 1£, v, w, in welchem die Gerade 
und durch die Gerade p, q, r, 1t, p, q, r, 1t, x, (J von der Ebene 
x, (J gelegt wird. It', v', w' geschnittell wird. 

*) Wenn trotzdem aHe vier Gleichungen beibehalten und nicht zwei von 
ihnen ausgewahlt werden, so gescbieht dies theils aus Grunden der Symmetrie, haupt
sachlich aber deshalb, weil in besonderen }l'lillen die Auswahl nicht gleichgiiltig ist. 
Fur x = 0, '!J = 0, Z = 0 sind z. B. die ersten beiden Gleicbungen und die letzte 
erfiillt, sobald nur n = 0 und 1£ = 0; die Identitat ergiebt, dass dann r . q = 0 
sein muss; aber erst aus der dritten Gleichung wurde man erkennen, dass die 
Losung q = 0 zu wahlen ist. V gl. uber solche uberzablige Gleichungen Bd. I, 
p. 280, 389 und 691. 
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Es war (9) die Gleichung einer gemden Linie in Liniencoor
dinaten. Wir konnen also schliessen: 

Eim lineare homogene Gleichung in Linie'J'tcoordinaten: 

(14) ap + bq + C(! + a1t + fJ" + r(1 = 0 
ist die Gleiclmng einer geraden Linie, wenn die Ooefficienten der Be
dingung 
(15) aa + bfJ + cr = 0 

geniigen. In del' That kann man dann ja die Coefficienten als Coor
dinaten einer gegebenen Geraden p', q', 1·', n', ,,', (1' betmchten, 
indem 

a : b : c : a : fJ : r = 1t' : ,,' : (I' : p' : q' : r'. 

Welches Gebilde abel' wird dUl'ch die allgemeine*) line are Gleichung 
(14) dargestellt, wenn die Bedingung (15) nicht el'fiillt ist? Jeden
falls erhalten wir ein System von dreifach unendlich vielen Linien; 
einen allgemeinen linearen Complex, wahrend, wenn (15) erfiillt ist, 
aUe Treffgeraden der dargestellten Linie einen sogenannten "speciellen" 
linearen Complex bilden; die Linie selbst heisst die Axe des speciellen 
Complexes. Die Gruppirung der Linien eines Complexes im Raume 
beurtheilen wir hauptsachlich nach den Gebilden, welche erzeugt 

. werden von allen Geraden des Complexes, die in einer Ebene liegen 
odeI' durch einen Punkt gehen. Fur den speciellen linearen Complex 
geIten offenbar die Siitze: 

Alle Linien, weZche durch einen 
Punkt x', y', 2' gehen, liegen in 
einer Ebene; letztere ist dargestellt 
durch Gleichung (12). 

Alle Linien, welche in einer 
Ebene u', v', w' liegen, gehen durch 
einen Punkt; Zet2terer ist dargestellt 
durch Gleichung (12)*. 

Diese Siitze bleiben abel' auch fur den allgemeinen linearen 
Complex bestehen; denn aIle Punkte x, y, z, deren Verbindungs
linien mit einem festen Punkte x', y', 2' dem Complexe angehoren, 
geniigen nach (14) del' Gleichung: 

(15) a (x' - x) + b (y' - y) + c (z' - 2) + a (yz' - y' z) 
+ fJ (2X' - Z' x) + r (xy' - x' y) = o. 

Dieselbe ist linear in x, y, z, stellt also in der 'rhat eine Ebene 
dar; diese geht natiirlich durch den Puukt x', y', z' selbst hindurch. 

*) Es ist dies die alJgemeinste line are Gleichung zwischen Liniencoordi
naten· denn letztere sind nur Verhaltnisszahlen, aHe Gleichungen zwischen ihnen 
miisse~ also homogen sein; nicht homogene Gleichungen haben fUr die Geometrie 
keine Bedeutnng (wohl aber fiir die Statik nach den Arbeiten von M /j b ius 
und P Din sot). 

4* 
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Der specielle Complex ist dadllrch ausgezeichnet, dass aIle Ebenen, 
welche den Punkten des Raumes so zugehOren, einen Biischel bilden, 
indem jede Ebene des Biischels allen in ihr liegenden Punkten zu
geordnet ist. Vermoge der allgemeinen linearen Gleichung (15) ist 
dagegen jedem Punkte eine besondere Ebene zllgeordnet und umge
kehrt. Die Coordinateu u', v', w' der Ebene (15) ergeben sich, in
dem man die linke Seite der Gleichung auf die Form u' x + v'y 
+ w'z + 1 bringt; es ist daher: 

(16) 

6U' = * + rY' - {3z' - a, 

6V' = - rx' + * + az' - b, 

6W' = + {3x' - ay' + * - c, 

(j= ax' + by' + cz' + *. 
Die hierdurch festgelegte Beziehung zwischen den Punkten und 

Ebenen des Raumes ist ein besonderer Fall der sogenannten duali
stischen oder reciproken Verwancltschaft. Die allgemeine Verwandtschaft *) 
dieser Art ist gegeben durch die allgemeinste lineare Beziehung zwischen 
Punkten und Ebenen, also durch vier Gleichungen der Form (vgl. 
Bd. I, p. 264): 

(jU = aux + al2 y + alsz + a14 , 

(jV = a21 x + a22 y + a2S z + 02.11 

610 = a31 x + a32 y + a33 z + a34 , 

6 = a41 x + a42 y + a43 z + a.14 • 

Fur den Fall, wo aik = aki, ist dies die Beziehung zwischen Pol 
und Polarebene in Bezug auf eine FHiche zweiter Ordnung, welche 
wir spater studiren werden. Stellt man die Forderllng, dass jeder 
Punkt in der zugehOrigen Ebene liegt, dass also 

") Ausgehend von diesem Begriife der Verwandtschaft sind die geometri
schen Beziehungen, welche sich nach PI ii c k e r aus Betrachtung des linearen 
Complexes ergeben, schon friiher im Anschlusse an die Gleichungen (16) studirt 
worden, so von Giorgini (Memoire della Societu. italiana della science, Bd. 20, 
1827), Mobius (Crelle's Journal, Bd. 10, p. 317, 1833 und'Lehrbuch der Statik, 
crater Theil, §. 84 if, Leipzig 1837; Gesammelte Werke Bd. 1, p. 491 und Bd. 3, 
p. 118), Chasles (vgl. das auf p. 20 citirte Memoire de geometrie, §. XXIV), 
Magnus (Aufgabensammlung, 2. Theil, 1837). Rein geometrisch wurde der 
lineare Complex definirt von Chasles (IJiouville's Journal, t. 4, 1839), unter 
dem Namen "Nllllsystem" von von Staudt (Beitrage zur Geometric der Lage, 
Niirnberg 1856, p. 58), von Sylvester (Comptes rendus t. 52, 1861). 
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(IIX + vy + wz + 1) t1 = ftllX2 + at2y2 + a 3S z 2 + It<lJ 

+ (a12 + a 21 ) xy + (als + aSI) xz + (alJ + a JI) x 

+ (a 23 + a32) yz + (au + aJ2 ) Y + (a3! + al3) z 
=0, 

so folgt: (ttl = a22 = aS3 = au = 0, al2 = - a21 , alS = - aSl ' 

all = - a41' ((23 = - aS2 , a24 = - a42 , a34 = - a4S ' 

Die durch den linearen Complex begriindete reciproke Ve:rwandtschaft 
ist also die allgemeinste, bei welcher jede Ebene den ihr entsprechenden 
Punkt entltiilt. 

FUr jede lineare recipl'Oke Verwandtschaft gilt der Satz: Eitter 
Punktnihe entspricht ein ihr projectivischer Ebenenbiischel. In der That, 
den Ptmkten der Reihe 

.1', + 1X2 
x=~-, 

entsprechen die Ebenen 

wo: 

,,11 + 1,,12 
U= D + lD ' 1 2 

Al = aUxl + al2 VI + alSzl + a14 , Bl =a21 xI + a22 YI +a2S z1 + a2-1' 

A2 = all xt + a l2 Y2 + a1S z2 + aw B2 = a21 x2 + a22 V2 + a2S~2 + a24 , 

VI = a 31 Xl + aS2 VI + ass Zl + aS4 ' Dl = a 41 Xl + a42 Yl + a4S Zl + a,l4l 

C2 = aSI X 2 + as2 112 + ass Z2 + a S41 D2 = a 41 X 2 + a 42 V2 + a 43 Z2 + a«. 

In unserem FaIle tritt die Besonderheit ein, dass Pttnktreihe und 
zttgehiYriger Ebenenlfiischel pe:rspectivisch lie gen. Es ist so jeder Geraden 
eine andere zugeordnet, und diese Zuordnung ist "involutorisch" (d. h. 
wechselseitig, was fur die allgemeine reciproke Verwandtschaft nicht 
gilt, wohl aber fUr die Polarverwandtschaft bei Flii.chen zweiten 
Grades). Die eine der beiden Geraden heisst die conjugirte Polare 
der ande:rn in Bezug auf den linearen Complex. Dieser involutorische 
Charakter der Beziehung hort sofort auf, wenn die Determinante 
der linearen Gleichungen (16) verschwindet, d. h. wenn (aa + 
b{J + cy)2 = 0, also fur den speciellen Complex; in dem FaIle 
ist jeder beliebigen Geraden die Axe des Complexes als conjugirte 
Polare zugeordnet. 1m Folgenden soIl das Versehwinden dieser Deter
minante ausgeschlossen sein. - Mittelst der Gleiehungen (16) be
weist lllan noeh leicht folgende Satze: 

Bewegt sich eine gerade Linie in eine:r Ebene, so dreht sich ihrc 
conjugirte Polarc um den der Ebene zugehorigen Punkt. 

Jcdc Linie des Complexes ist iltre eigene reciproke Polare. 
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Jede Linie des Complexes, we7che zZliei einander conjugirte Polaren 
sc/meiclct, gehort dem Complcxe an. 

Ebenso wie die Ebenen eines Biischels verhalten sich *) aIle Ebenen, 
die einer festen Ebene parallel sind: die ihnen elltsprechenden Punkte 
bilden eine gerade Linie. Bedeutet namlich A einen Parameter, so 
sind bekanntlich alle Ebenen des Systems 

(17) nx + vy + wz + A = 0 
unter einander parallel, und zwar parallel Zl1 del' Ebene nx + v y 
+ wz + 1 = O. Die Gleichungen (16) ergeben daher fUr die Coor
dinaten del' den Ebenen (17) zugeordneten PUllkte: 

(18) 

* - cv + bw·-.1.a x = .---~ ... ------, 
au + ~v+ yw + * 

+ cu + * - (lW - A.~ !J = .. __ . __ ._-.- --, 
au + ~v + yw + * 

- bu + [IV + * - Ay 
Z = alt + (3v + yw + * 

Diese Gleichungen konnen in del' Form 

x = Xo + d cos a', Y = !Jo + d cos 13', Z = Zo + d cos y' 

geschrieben werden, wenu d eineu neuen, zu ,l proportionaleu Para
meter bedeutet, nam lich : 

und wenu: 
bw -- cv cu - [lW av _. bu 

Xo = au + ~v + yw ' Yo = au + (jv + yw' 
Z = --_ ..... __ ..... , 

[) au + (jv + yw 

(19) 

, - ~ 

cos 13 = Va' + ~2 + y2' 

, -y 
cos l' = Va 2 + 13;-+;" 

Die hier eingefiihrteu Grossell XOI Yo, zo, cos a', cos 13', cos y' haben 
immer endliche angebbare und bestimmte Werthe, es sei denu, dass 
die Ebene n, v, w parallel del' durch (19) bestimrnten Richtung ist. 
SoUte namlich del' Nenner a2 + 132 + 1'2 verschwinden, so mUsstell 
a, ~, y einzeln Null sein; es wiirde also auch aCt. + bj3 + cy = 0, 
d. h. wir batten einen speciellen Complex, was wir ausgescblossen 
baben (p. 53). Del' Nenner an + j3v + yw wiirde Null werden, 
\Velln die Ebene tt, v, w del' Geraden mit den Richtungswinkeln a', 

*) Ygl. die erste Note zn p. 19. Man kann solche EbenCll anffassen als 
cinen Biischel mit uncndlich ferner Axe bildelld. 
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~', y' parallel ware; dies ist also dureh passeude 'Wahl del' Grossen 
H, v, to immer zu verll1eiden. J ede Linie, welehe in der angegebenen 
Weise einem Systeme von ParaIlelebenen entsprieht, heisst ein Dttrch
mcsser des linearen Complexes. Aus (19) folgt: 

AUc DHrchmesscr cines linearen Complexes sind tenter einander 
parallel. 

U nter ihnen ist einer dadureh ausgezeiehnet, dass er senkrecht 
steht auf den Ebenen, welehen seine Punkte zugehoren. Dieser Dureh
messer heisst die Axe des Complexes; fitr die entspreehenden Ebenen 
muss man haben: 

16 : v : W = cos (x' : cos ~' : cos y' , 

also wegen (19): 
u: v: tv = a: {3: y. 

N aeh (18) sind dell1nach die Coordinaten eines Puuktes der Axe: 

(20) 
+ ca - lty '- .l. '~ 

!J = a 2 + /1' + y" ' 

- va + ai1 - .l.'y 
Z = a' + i1" + y" ' 

wo A' einen Parameter bezeiehnet; bei einem allgemeinen linearen 
Complexe sind dies immer endliehe bestimmte Grossen. 

Die Gleichung des Complexes wird besonders einfaeh, wenn wir 
die soeben bestimmte Axe als Z-Axe des Coordinatensystems ein
fiihren. Es muss daun fur aIle Werthe von A' x = ° und y = ° 
sein, also: 

IX = 0, {3 = 0, by - c{3 = 0, eee - ay = 0, 

folglieh, da y nieht N uIl sein kann: 

a = ° und b = 0. 

Die Gleiehullg des Complexes, bezogen auf ein Coordinatensystem, 
de:;sen Z-Axe mit der Axe des Complexes zlIsamll1enfallt, ist somit 

(21) y() + cr = O. 

Die Coordinaten eines Punktes seiner Axe sind 

x = 0, y = 0, 
.l.' 

Z= -_. 
Y 

Die Gleiehungsform (21) kann auf unendlieh viele Weisen hergestellt 



56 Erate Abtheilung. 

werden*), da nul' die Z-Axe festgelegt ist, wiihrend X- und Y-Axe 
nebst dem Anfangspunkte noch unbestimmt bleiben. 

Die Bedingung dafiir, dass die Verbindungslinie zweier Punkte 
x, y, z und x', y', z' dem Complexe angehort, wird jetzt 
(22) r (xy' - x'y) + c (z' - z) = O. 

Diese Gleichung bleibt ungeandert, wenn man gleichzeitig z durch 
z + lund z' durch z' + l ersetzt. Also: GeltOrt eine Linie L dem Com
plexe an, so gilt dies auch von jeder Linie, welche aus ihr durch Verschieb Hng 
in Ric/dung der Z-Axe entsteht, d. h. durch eine Bewegung, bei welcher 

}"ig. 9. 
jeder Punkt von L auf einer 
Parallelen zur Z-Axe fort
rii.ckt, wah rend L imme!' 
zu sich selbst parallel 
bleibt (so sind in Fig. 9 
die Linien L', L'; aUB L 
entstanden ). 

Del' Ausdruck x y' 
- x' y ist gleich dem 

-",,---r--~~7I--'-+-~---.X doppelten Inhalte des Drei-
ecks, welches vom Anfangs-

..-

punkte und den Projec
tionen der Punkte x, y, z 
und x', y', z' auf die X
Y· Ebene gebildet wird. 

(Bd. I, p. 12). Dieses Dreieck kann nicht geandert werden, wenn 
man beide Punkte sich auf Kreisen um die Z-Axe bewegen lasst, 
ohne ihre gegenseitige Entfernung und ihre Z-Coordinaten zu andern. 
AHe Linien, welche dadurch aus L erhalten werden, geniigen also 
auch del' Gleichung (22): Eine Linie des Complexes geht wieder in eine 
solche iiber, wenn man sic um die Z-Axe rotiren liisst. 

Um sich eine Vorstellung von der Anordnung del' Complex
linien im Raume zu machen, geniigt es hiernach, aIle Linien des 
Complexes zu untersuchen, welche eine Gerade treffen, die zur Axe 
des Complexes senkrecht steht und dieselbe schneidet. Diese Gerade 
braucht man dann nul' um die Z-Axe roiiren zu lassen und Hi.ugs 
derselben zu verschieben, um aUe Linien des Complexes zu erhalten **). 

*) Auf die vollstandige algebrai<!che Erledigung dieser Transformation 
kommen wir in del' Folge bei Untersnchnng del' Beziehungen zwischen einem 
linearen Comploxo nud einer FIache (bez. Curve) zweiter Ordnuug zlU'iick. 

**) Pliicker coustruirt a. a. O. aUe Complexlinien ala Tangenten gewisser 
SchraubenlillicD; anch hieranf gehen wir spater ein. 
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Als solche Gerade wahlen wir insbesondere die X-Axe. Einem Puukte 
x', 0, ° derselben ist nach (22) die Ebene 

yx'y + cz = ° 
zugeordnet, also eine Ebene, welche selbst durch die X-Axe hin
dnrchgeht; folglich: Jecle Linie, lI;elehe zur Axe senkreeht steM ttnfl die
selbe sehneidet, gehurt clem Complexe an *). 

Bewegt sich der Punkt x', 0, ° auf der X-Axe, so dreht sich 
die zugehorige Ebene um diese Axe. Ihre jedesmalige Neigung fP 
gegen die X- Y- Ebene ist bestimmt durch die Gleichung: 

z rx' taua' m = - = - . o 'Y y C 

Fig. 10. 

z 

Dem Anfallgspunkte (x' = 0) elltspricht also die Ebene z = 0, wie es 
nach der Definition der Complexaxe seill muss; fP wachst mit wachsen
dem x'; dem unendlich femen Punkte der X- Axe entspricllt die 
X-Z-Ebene. Ist das Verhaltniss 1': c gegeben, etwa gleich 8, so 
kanll man die zu x' gehorige Ebenc leicht construiren (vgl. Fig. 10). 
Es sei OA = x' nnd OB = 0; man ziehe BC II OA und CD = OA 
= x' sellkrecht zur X-Y-Ebene; elann ist der Winkel DBC gleich 

*) Es ergibt sich dies auch daraus, dass aHe die erwahnten Linien auch 
die ullendlich entfernte conjugirte Polare der Axe troffenj donn die zur Axe senk
rechten, einander parallel en Ebenen verhalten sich analytisch wie ein Ebenen
blisclll' I mit unendlich ferner Axe; vgI. die Note zu p. 54 und unten p. 88f. 
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g;, die gesuchte Ebene also durch die Linie AD und die X-Axe be
stimmt. AIle Complexlinien, welche dmch A gehen, liegen in der 
so construirten Ebene. 

Fuhrt man diese Construction fUr aIle Punkte der X- Axe aus, 
so erhalt man unendlich viele Linien AD, welche eine Flache bilden. 
Diese Flacke ist von der zweiten Ordnung. In der That, die Punkte 
A der X-Axe sind perspectivisch durch einen Buschel von Parallelen 
auf die Ppnkte der Linie BO bezogen, die letzteren aber sind wieder 
perspectivisch zu den Punkten der Linie BD; also die Punktreihe 
OA ist projectivisch zu der Reihe BD; somit bilden die Verbindungs
linien entsprechender Punkte eine Flache zweiter Ordnung und Klasse*). 

Diese Flache muss man sich fur jede zur Z- Axe senkrechte Treff
gerade derselben construirt denken; dann kennt man aIle Complex
linien. 

V. Systeme von zwei und drei linearen Complexen. 

Das einfachste Beispiel einer Congruenz (p. 42) liefem die Ge
raden, welche gleichzeitig zwei linearen Complexen 0=0 und A' =0 oder 

(1) { C _ ap + bq + cr + an + (3K + rQ = 0, 

0' a'p+ b'q + c'r + a'n + (3'x + 1"61 = 0 

angehoren. Sind beide Complexe specielle (p. 51), so hat man ein
fach die Gesammtheit der Geraden, welche zwei gegebene Gerade 
schneiden; aus einem solchen Systeme von zweifach unendlich vielen 
Geraden besteht aber auch die allgemeinste Congruenz, welche durch 
zwei lineare Complexe bestimmt werden kann. 

Betrachten wir die von einem Parameter A. linear abhangende 
Schaar von Complexen 

(2) 0+ ,to' ~ 0, 

den en allen die durch die Complexe (1) bestimmte Congruenz ge
meinsam ist. Jeder Complex der Schaar ist durch einen Parameter 
A. bestimmt, dessen geometrische Deutung uns spater beschaftigen 
wird. In dieser Schaar sind im Allgemeinen zwei specieUe Complexe 
enthalteni die Parameter derselben sind die Wurzeln del' quadratischen 
Gleichung 

(a + A.a') (a + ,ta') + (b + ,tb') ((3 + A(3') + (c + ,tc') (1' + Ar') = ° 
oder nach Potenzen von A geordnet: 

*) Und zwar hier ein sogenanntes hyperbolisches Paraboloid, wie man auf 
Grund der spater zu gebenden Definition einer solchen Flache leicht nachweist. 
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(aa + b{j + cy) + 1 (aa' + b{j' + cy' + a'a + b'{j + c'y) 
(3) + 12 (a' a' + b' /3' + c' y') = O. 

Die W urzeln dieser Gleiehung werden im Allgemeinen von einander 
verschieden sein; sie seien l' und 1", so dass 

r - 0 + J...' 0' = 0 und r' 0 + J..." 0' = 0 

die Gleichungen der beiden speeiellen Complexe darstellen. Nun ge
hort die den Complexen (2) gemeinsame Congruenz aueh den Com
plexen r = 0 und r' = 0 an, und umgekehrt, denn die Gleiehung 
(2) kann aueh in der Form 

, IN _ I 
(4) r + ",r = 0, wo '" = 1 -I" 

dargestellt werden. Die Oongruenz besteM also aus allen gemeinsamen 
Trcff'gemden ikr beiden Geraden, welche die in der Schaar (2) enthal
tellen specicllen Oomplexe darstellen *). Diese Geraden heissen Leitlinien 
oder Directricen der Oongruenz; dieselben werden sieh im Allgemeinen 
nicht schneiden (vgl. unten). Offen bar gilt der Satz: 

In jeder Ebene liegt eine und dttrch jeden Punkt geM eine Linie 
del' Congru,ens. 

Erstere Gerade ist der Ort derjenigen Punkte, welehe vermoge 
(2) der betraehteten Ebene zugeordnet sind; letztere ist gemeinsame 
Sehnittlinie derjenigen Ebenen, welehe mittels (2) dem Punkte ent
sprechen. Hieraus erhiilt man ferner den Satz: 

Die beiden Directricen sind einander conjugirte Polaren in Bezug 
ater jeden Complex der Schaar (2). 

Ausgenommen sind hier die Punkte der Leitlinien selbst; dureh 
einen solehen Punkt gehen unendlich viele Gerade, sie bilden die 
dureh ihn und die andere Leitlinie gelegte Ebene. Ebenso liegen in 
jeder dureh eine Leitlinie gehenden Ebene unendlieh viele Gerade 
der Congruenz; dieselben sehneiden sieh in einem Punkte der andern 
Leitlinie. 

Untersuehen wir noeh die LagenverhiHtnisse der Durchmesser 
und Axen unserer Complexe (2). Zunachst fiihren wir ein ausge
zeiehnetes Coordinatensystem ein. Als Z-Axe wahlen wir diejenige 
Gerade, welehe auf beiden Direetrieen senkreeht steht; Anfangspunkt 
solI der Mittelpunkt des kiirzesten Abstandes beider Linien sein; 

*) Das Stndium.der Strahlensysteme (Systeme von zweifach unendlich 
vie len Geraden) wurde schon vor PI licker von Hamilton und Kummer (CreUe's 
Journal Bd. 57, 1859) in Angriff genommen. Das im Texte zn behandelnde 
Strahlensystem erster Ordnung und erster Klasse insbesondere ist schon VOIl 

O. Hermes (CreUe's Journal Bd. 67) untersucht. 
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dieser .Abstand mag mit 2l bezeichnet werden; die X- und Y-.Axe 
sollen so liegen, dass sie die Winkel halbieren, welche von den Pro
jectionen der beiden Directricen auf die X-Y-Ebene eingeschlossen 
werden. 1st r = Odie Gleichung der Directrix, deren Projection die 
Winkel zwischen den positiven Richtungen der Ooordinatenaxen ha.l
birt, so geniigen die Ooordinaten irgend zweier ihrer Punkte den Be
dingungen: 

Y, Y2 t .lJo - = - = ,ang-, 
x, x2 2 

wenn .f} die gegenseitige Neigung der beiden Directricen bezeichnet. 
Ihre Ooordinaten sind also nach Gleichung (1), p. 43: 

p .lJo n .lJo 
q=cotg 2 , r=O, -;=-cotg"2' (1=0, n=-lq, x=lp, 

und folglich wird ihre Gleichung: 

.lJo .lJo r _ l (q cotg "2 - p) + " + :It cotg 2" = O . 

.Aendert man die Vorzeichen von lund .f}, so ergiebt sich die Glei
chung der zweiten Directrix: 

r' = l (q cotg ~ + p) + " - n cotg ~ = O. 

Die Oongruenz erscheint jetzt nur noch von der einen Oonstanten 
abhangig, dem Parameter der CongruenfJ; er ist gleich der halben 

kiirzesten Entfernung beider Leitlinien. 
Die Richtungscosinus der .Axe des Oomplexes r + !1'r' = 0 

werden jetzt nach (19) p. 54: 
.lJo 

("" - 1) cos -
2 

cos y' = O . 

.Also: Die Axen alter Complexe der linearen Schaar (2) sind mner testen 
Ebene parallel; dieselbe steht senkrecht auf der kiirzesten Entfernung 
beider Leitlinien. Da nun in jedem Oomplexe aHe Durchmesser der 
.Axe parallel sind (p. 55), so folgt auch: Die Durchmesser aller Com
plexe einer linearen Schaar sind einer festen Ebene parallel. 

Einen Punkt der .Axe des Oomplexes r + !1 r' = ° erhalt man 
nach (20) p. 55 mittelst der Gleichungen: 
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l' (/A- - 1) sin:! cos:! - l' (" + 1) Bini :!2 
2 2 

x = 1 _ 2 /A- cos 06' + "., y = 1 - 2 " cos 06' + "I , 
1 (,,2 - 1) 

Z = -,-----:;:-"---___='_ 
1 - 2 " cos 06' + ,,2 
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Da z von l' unabhangig ist, so folgt wieder, dass aIle Axen der 
Ebene z = 0 parallel sind. Die Gleichung der von den einfach 
unendlich vielen Axen gebildeten Flache ergibt sich durch Elimi
nation von l' und I' aus den drei Gleichungen fur x, y, z . . Man 
findet: 
(G) z (x2 + y2) sin 8' - 21xy = O. 

Die .Axen der Complexe einer linearen Schaar bilden eine Fliiche 
dritter Ordnttng. 

Auf dieser Flache liegt auch die Z-Axe; sie wird von allen 
Axen der Schaar getroifen, denn nach (5) wird gleichzeitig x = 0 
und y = 0 fur A' = O. Unter den Linien der Flache sind auch die 
Directricen der Congruenz enthalten, deren Punkte sich aus (5) fur 
I' = 0 und I' = 00 ergeben, namlich: 

x = - t A' sin 8', Y = - A' sin2 t 8', z = - 1, 
und: 

X=+tA"sin8', Y=-A"sin2t8', z=+l, 
wo A' = A" 1" A us der Gleichung fur z gebt ferner hervor, dass z 
fur keinen Punkt der Flache unendlich werden kann. AIle anderen 
Linien der Flache liegen zwischen diesen beiden Leitlinien, so dass 
sich die Flache nicht uber letztere hinaus von der X- Y-Ebene ent
ferntj es nimmt namlich z den grossten Werth + 1 fur I' = 00 und 
den kleinsten Werth - 1 fUr I' = 0 an. In jeder Parallelebene zur 
X-Y-Ebene liegen zwei Linien der Flache, denn aus der Gleichung 
z = Const. ergeben sich zwei Werthe von 1', welche, in die Gleichung 
(1 + 1') x = (1 - 1') Y eingesetzt, zu den Gleichungen jener beiden Ge
raden fuhren; Fig. 11 (p.62) giebt ein Bild von der Gestalt der Flii.che *). 

*) Zur Erklarung von Fig. 11 Bei Doch Folgendes bemerkt. Dieselbe be
zieht sich nicht eigentlich auf Gleichung (6), sondern auf die Gleichung, welcbe 
entsteht, wenn sich das Coordinatensystem um die Grosse + 1 nach unten verschiebt 

x+y 
und um 45° clreht, d. h. wenn man z durch z - 1 erBetzt; x durch V2 ' y 

durch x -_Y. Man erhii.lt dann (wenn noch 06' = -i genommen wird): 
V2 

$ (Xl + y2) - 21x2 = O. 

Von der Ebene $ = 0 wird die Flache langs der Y-Axe beriihrt (indem Xi = 0, 
ausscrdem in der unencllich fern en Geraden geschnitten); von der Ebene $= 21 wird 
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Insbesondere kann es eintreten, dass die eine Leitlinie unendlich 
weit liegt, wo dann !,tIle Linien der Congruellz eine feste Gerade 
schneiden (die im EndIichen ge]egene zweite Directrix) und einer 

.Fig. 11. 

Z 

:£l 
, 

------i--X 

festen Ebene parallel sind. Dieser Fall der sogenannten parabolischen 
Congruenz erledigt sich einfach mittelst der spiiter einzufiihrenden 
homogenen Coordinaten. 

sie ebenso in einer Parallelen zur X-Axe beriihrt. Zwischen beiden Ebenen Hegen 
aHe geraden Linien der Flache, nur die Z-Axe selbst erstreckt sich nach beiden 
Seiten dariiber hinaus; durch jeden Punkt derselben (zwischen z = 0 und z = 2l) 
gehen zwei Linien der FHiche. Die Ebene z = x schneidet die FUiche in der 
Y-Axe und ausserdem in einem Kegelschnitte, welcher auf dem geraden Cylinder 
x 2 + yl - 2lx = 0 liegt. Die kreisformige Basis des letztern ist in Fig. 11 
in die X- Y-Ebene eingezeichnet, und dariiber ist del' Cylinder durch sieben ver
ticale Seitenlinien angedeutet, welche so weit ausgezogen sind, als sie nicht 
durch die Flache 3. Ordnung verdeckt erscheinen und als sie vor der X-Y-Ebene 
Hegen. Auf dem Cylinder ist der erwahnte Kegelschnitt construirt. Von den 
Punkten des Kegelachnittes sind dann Lothe auf die Z-Axe gerant, und damit 
die Erzeugenden der Flache gefunden. Die in dem Quadranten - X, + Y, 
+ Z liegenden Linien trefi'en den KegelsehniU der Ebene z = x hinterhalb der 
X-Z-Ebene (auf dem punktirten Theile), sind aber nicht so weit verlangert. 
Die Flliche wird auf Cayley's Vorschlag ala Cylindroid bezeichnet (vgl. Ball, 
Transactions of the R. Irish Academy ,vol. XXV, p. 157). Dabei ist aber zu 
beachten, dass dasselbe Wort in mannigfach verschiedenem Sinne gebraucht 
wurde. W r e n nannte so das einschalige Rotationshyberboloid (Philosophical 
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Eine besondere Besprechung verlangt noch der Fall, wo die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung (3) imaginar sind, denn dann 
verlieren die vorstehenden Betrachtungen ihren geometrischen Inhalt. 
Wir werden darauf erst eingehen, wenn wir die imaginaren Geraden 
allgemein untersuchen. 

Es bleiben uns jetzt noch die Ausnahmefiille zu betrachten: 
1. Die beiden Wurzeln 00' quadratischen Gleieh1mg fallen zu

sammen, indem: 

(7) 4 (aa + bP + e1') (a' a' + b' P' + c'1") 
= Caa' + bP' + c1"+ a'a + b'P + c'1')2, 

wahrend die einzelnen Coefficienten in (3) nicht Null sind. In dies em 
FaIle sind die Directricen einallder unendlich benachbart; die Con
gruenz hat nur eine bestimmte Directrix, die Axe des einen speciellen 
Complexes unserer Schaar. 

Diese Axe flihren wir wieder als Z-Axe ein, so dass 

r _ Q _ xy' - x' y = 0 

die Gleichung dieses speciellen Complexes wird. Nimmt man zunachst 
r' in der allgemeinell Form 

a'p + b'q + e'r + a'n + p'u + 1"(1 

und bildet dann die quadratische Gleichung (3) fur Jt, so ergibt sich 

Jte' + Jt2 (a' a' + b' P' + c'1") = O. 

Da beide Wurzeln dieser GIeichung, den speciellen Complex ergeben 
sollen, hier also beide gleich Null sein mussen, so hat man auch 
c = 0, so dass 

(8) r+ AT' = A (a'p + b'q + a'n + p'u + 1"Q) + Q. 

1st Aft = 1 + 1" Jt, so ist also die line are Schaar in unserm FalJe 
durch die Gleichung 

Transactions 1669, p.1I61), ebenso Parent (in dem p. 3 citirten Werke, t. II, 
p. 645 und t. III, p. 470). Auch eine aus zwei nicht parallelen Schnitten eines 
Cylinders, die gegen einander verdreht sind, c1urch Verbindung entsprechender 
Punkte entstehende Linienfili.che wird Cylindroid genannt (vgl. Fiedler, Dar
stellende Geometrie, Bd. 2, p. 410, 3. Aufiage). Eine sehr anschauliche Abbil
dung unserer Flli.che findet man in Ball's Werke: The theory of screws, Dublin 
1876. - In (6) haben wir nach der so eben angegebenen Constructionsmethode 
offen bar einen speciellen Fall einer allgemeineren Linienflli.che, welche entsteht, 
wenn man einen Kegelschnitt und eine ihn treffende Gerade eindeutig (projec
tivisch) auf einander bezieht und dann entsprechende Punkte verbindet. Ein 
Gypsmodell einer solchen FHiche findet man in Serie VII, Nr. 21 der von 
L. Brill in Darmstadt heran~gegebenen "Mathernatischen Modelle". 
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(9) a'p + b'q + a'n + f3'" + fL(J = ° 
darstellbar. Nun sind die Ooordinaten der Z-Axe: 

p = 0, q = 0, n = 0, ,,= 0, (J = 0, wiihrend r ~ 0; 

durch dieselben ist (9) befriedigt unabhiingig von dem Parameter 
fL, also: 

Fallen in einer Congrttenz die beiden Direetrieen in eine gerac1e 
Linie zusammen, so ist diese Linie selbst eine gemeinsehaftliehe Linie 
aZZer Complexe der linem'en Schaar, a. h. eine Linie am' Congruenz. 

Hiernach erhiilt man eine Congruenz der hier betrachteten Art, 
inuem man aIle Geraden nimmt, welche einem gegebenen linearen 
Oomplexe angehoren und eine Linie desselben Oomplexes trefl'en. 
Die Geraden der Oongruenz ordnen sich folglich in unendlich viele 
ebene StrahlbUschel an; die Mittelpunkte derselben liegen auf der 
Directrix, die zugehorigen Ebenen gehen durch dieselbe und bilden 
einen Ebenenhiischel, welcher del' von den Mittelpunkten gebildeten 
Punktreihe projectivisch ist. Wir haben also eine Punktreihe und 
einen ihr projectivischen Ebenenbuschel der Art, dass der Trager 
der Reihe zugleich Axe des Buschels ist: wahrend del' Punkt auf del' 
Leitlinie fortriickt, dreht sich die zugehorige Ebene um die Leitlinie. 
Eine solche Oongruenz haben wir schon fruher in dem besonderen 
FaIle construirt, wo die Leitlinie derselben die Axe eines linearen 
Oomplexes, dem sie und aIle anderen Linien del' Oongruenz ange
horen, trifft und zu ihr senkrecht steht (vgI. p.57, besonders Fig. 10), 

Dasselbe erkennt man durch Aufstellung der Gleichung deIjenigen 
Ebene, welche einem Punkte x', y', z' del' Z-Axe in den Oomplexen 
der Schaar (9) zugehort. Fur einen solchen Punkt ist x' = 0, 
y' = 0, und (9) geht liber in 

a'x + b'y - z' (a'y - (3'x) = 0; 

in der That die Gleichung einer Ebene, welche durch die Z-Axe 
geht, und deren Ooordinaten linear von z', dem Pi1ramet~r der Punkt
reihe, abhiingen, dagegen von I-' unabhangig sind. 

2. Die lVitrzeln der quadratischen Gleiehung (3) sind ~tnbestirmnt, 
indem gleichzeitig: 

(10) 

(11) 

{ aa + bf3 + er = 0, 
, '+ b'Ro' + " 0 aa t-' er = , 

aa' + bf3' + er' + a' a + 0' f3 + e'r = O. 

Die Gleichul1gen (10) sagen aus, dass die beiden urspriinglichell 
Oomplexe C = ° und C' = 0 specielle sind; wegen (11) schneiden 
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sich die Axen derselben; dann ist aber jeder Complex. der Schaar 
0+ ).0' = 0 ein specieller, denn die Relation 

(a + ).a') (ex + ).ex') + (b + lb') (f3 + l/f) + (c + lc') (r + ).r') = 0 
ist fur aIle Werthe von ). identisch erfiillt. 

Die Axen allC'1" dieser speciellen Oomplexe bilde'll einen eben en Strahl
biiscltel, gehen also durch den Schnittpunkt der Geraden 0 = 0, 
0' = 0 und liegen in der Ebene derselben. Seien namlich ;, fl, t 
die Coordinaten des Schnittpunktes, so bestehen nach (13) p. 49 die 
Gleichungen: 

a + tf3 - flr = 0, 
b +;r - ta = 0, 

a' + bf3' - flr' = 0, 
b' + ;1" - ba' = 0, 

c + fJa - ;f3 = 0, c' + fJ a ' - ;f3' = 0, 

a; + b1J + ct = 0, ~a' + b'1J + c't = o. 
Dann bestehen aber auch identisch die Gleichungen: 

(a + la') + t (~ + ).(3') - 1J (r + lr') = 0, 
(b + lb') + ; (r + 11") - b (a + la') = 0, 
(c + lc') + fJ (a + la') - ; (f3 + lf3') = 0, 

; (a + la') + fJ (b + lb') + b (c + lc') = 0, 
d. h. die Axen der Complexe 0 + 10' = 0 gehen sammtlich durch 
den Punkt ;, 1}, t. Ebenso ergibt sich mittelst der Gleichungen (13)* 
p. 50, dass diese Axen mit denen der Complexe (J = 0 und 0' = 0 
in einer Ebene liegen; w. z. b. w. Beilaufig folgt hieraus der Satz: 

Sind p, 1, r, '%, 'X, P und p', q', r', ,%', ,,', {/ die Ooordinaten 
zweier sich schneidenden Geraden, so bilden die Geraden mit den Ooor
clinaten 

p+lp', q+lq', r+lr', '%+1'%', ,,+1,,', (1+1(1' 
den durch jene beiden bestimmten ebenen Strahlbiischel. 

Eine Gerade nun, die gleichzeitig den beiden Complexen 0 = 0, 
0' = 0 angehOrt, muss gleichzeitig die Axen beider treft'en. Das 
ist aber nur moglich, wenn sie durch ihren Schnittpunkt gebt, oder 
wenn sie mit beiden Axen in einer Ebene liegt. 

Die Oongruens besteht daher in unserm Falle aus allen Linien, 
die durch den Schnittpunkt der Axen von 0 = 0 und 0' = 0 gehen und 
aus allen, die in ihrer Ebene liegen. 

Urn die Gleichung der Complex-Schaar zu vereinfacheu, liegt es 
nahe, hier den Mittelpunkt des ausgezeichneten StrahlbiischeIs zum 
Anfangspunkte zu wahlen und seine Ebene zur X- Y- Ebene. Irgend 
eine Gerade, die durch den Anfangspunkt geht und durch einen Punkt 
a, b, 0 der X-Y-Ebene, hat dann die Coordinaten: 

ClehBch, VorleBungen. II. 1. 5 
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Sie ist also 

(12) 
Ebenso ist 
(13) 

Erste A 1theilnng. 

/1-P = a, /1-n: = 0, 

/1-q = b, flU = 0, 

/1-1' = c, /1-(J = 0. 

dargestellt durch die Gleichung 

an: + bx = O. 

die Gleichung eines zweiten speciellen Complexes, dessen Axe durch 
den Anfangspunkt und einen Punkt a', b', 0 geht. 

Soll eine Gerade gleichzeitig den beiden Gleichungen (12) und 
(13) geniigen, so muss n: = 0 und u = 0 sein, denn ab' - ba' wilrde 
nur Null sein, wenn die beiden Geraden zusammenfielen. Dann folgt 
vermoge der fundamentalen Identitlit pn: + q'X + rf.? = 0, dass auch 
1"(J = 0, d. h. 

t· = 0 oder Q = O. 

Die Oongruenz % e l' f ii llt also in zwei getmmte Systeme von je doppclt 
unendlich vielen Gemden; namlich ihr gehOren aIle Linien mit den 
Coordinaten n: = 0, ,,= 0, l' = ° an, d. h. aIle Linien, welche die 
X- und Y- Axe und die unendlich ferne Gerade der X- y.:. Ebenc treff'ell 
(vgl. p. 49), welche also in letzterer Ebene liegen i und andererseits 
gehoren ihr auch aIle Geraden mit den Coordinatell n: = 0, ,,= 0, 
Q = ° an, d. h. aIle Linien, welche die X -, Y - und Z -Axe treifen, 
welche also durch den Anfangspunkt gehen: dasselbe Resultat, welches 
bereits die obigen Ueberlegungen ergahen. 

3. Besonders hervorzuheben ist auch der Fall, wo die heiden Com
plexe zwar der Gleichung (11), nicht abel' den Gleichungen (10) ge
niigen. Allerdings wird die Congruenz dadurch nicht beeinflusst, 
denn in einer linearen Schaar wird man zu jedem Complexe 0 + )..' 0' 
= ° cinen andern 0 + It" 0" = 0 so bestimmen konnen, dass beide 
durch die Bedingung (11) aneinander gebunden sind, d. h. dass: 

(a + It' a') (IX + It" IX') + (b + It'b') (~ + A" ~') 

+ (c + It' c') (1' + A" 1") + (a + A" a') (IX + A' a') 
+ (b + A"b') (~+ A' ~') -+- (c+ A" c') (1' + A' 1") = o. 

Gleichwohl soIl auch dieser Fall hier erw1ihnt werden, cIa er in 
Hpiiteren Anwendungen hiiufig vorkommt. 

Die Bedeutung desselben ergiht sich leicht, wenn wir zuvor die 
geometrische Bedeutung des Parameters A in der GleicllUng 0 + A 0' = 0 
festgestellt haben. Durch diese Gleichung ist nach (16) p. :)2 einem 
Punkte x, y, z cine Ebene 1t, v, U' so zugponlnrt, dass: 
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(y + 1.y') Y - (~+ ar)z - ea + aa') 
1f=-(a+aa')x+(b +lb')y+ (c+l.c')z' 

V= 

W= 

(y + ly') x + (IX + lIX') Z - (b + l.b') 
(a + la') x + (b + lb') Y + (c + lc')z' 

(~ + a~') x - (IX +].a) y - (c + lc') 
(n + 1.a') x + (b + ab') y + (c + l.c')z 

Diese Relationen kann man in der Form 

flo + (.L"J 7'0 + (.LVJ Wo + (.LWJ 

11 = 1 + 1£ ' v = 1+~' 'tV = 1 + f.L 
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schreiben, wenn 1(.0' vo' Wo und ttll VI' WI bez. die dem Punkte x, 

y, z vermoge 0 = 0 und 0' = 0 zugehorigen Ebenen bedeuten, und 
wenn _).. a'x + b'y + c'z. 

p.- ax+bv+ cz 

Es ist daher p. das Abstandsverhaltniss (p. 30) der Ebene, welche einem 
Punkte x, y, z vermoge 0 + }.e' = 0 zugeordnet ist, von den Ebenen, 
welche demselben Punkte vermoge 0=0 und 0' = 0 zugehoren; und }. 
ist diesem Abstandsverhaltnisse proportional. Folglich ist 

(.L 1. 
1" = l' 

das Doppelverhaltniss der vier Ebenen, welche dem Punkte x, ?I, z 
in den vier Complexen 

C = 0, 0' = 0, C + ). 0' = 0 I 0 + ),' 0' = 0 

zugeordnet sind. Es ergiebt sich hierbei: Dies Doppelvcrhiiltniss ist 
unabltiin!fig von der Lage des P1mktes x, y, z; und ebenso dualistisch 
entsprechend: Das Doppelverlliiltniss dC'1" vier Punktc, wclche einer be
licbigen Ebene in 'trier Complexen einer linearcn Scham' zugeltOrcn list 
nnabhiingi!f von der Lage der Ebene. 

Sind nun }.', l" insbesondere die Wurzeln .der quadratischen 
Gleichung (3), so sind 0 + }.'c' = 0 und C + }."c' = 0 die Glei
chungen der beiden speciellen Complexe der linearen Schaar. Wenn 
(11) erfiillt ist, hat man einfach 

}.'=11 au+b~+cy }." _ _ 11 au+b~+cy 
Y a' ct' + b' {J' + c'y" - Y a'ct--;-+b'J'+c'y;' 

also l':}."=-l. Hieraus folgt: 
Wenn zwei lineare ,Complexe der Bedingung (11) geniigen, so 

ordnen sie einer beliebigen Ebene zwei Punkte zu, welche harmonisch 
liegen zu den Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie mit den Direc
tricen der durch die Complexe bestimmten Congruenz; und einem 
beliebigen PUDkte ordDen sie zwei Ebenen zu, welche harmonisch 
liegen zu den Ebenen, die durch ihre Schnittlinie und jene beiden 
Leitlinien gelegt werden konnen. 

5* 
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Mall sagt ill diesem Faile: Die heiden Oomplexe befillden sick in 
itwoluior iselin Lllge*). 

Wir gehen jetzt zur Untersuchung der Linienfliiche fiber (vgl. 

1" 4=!), deren Erzeugende gleichzeitig drei gegebenen linearen COlll

picKell C = 0, 0' == 0, C" = 0 angehoren. Unter der Schaar 

(14) 0 + lO' + ",0" = 0, 

wo }. und I' Parameter sind, werden im Allgemeinen einfach unend

I~ch viele. specielle C?mplexe vorkommen, denn dazu ist die Erfiillung 

emer Bedlllgung zWischen lund I' erforderlich. Unter uenselben 

wird man drei COnlplexe r = 0, r' = 0, r" = 0 auswiihlen kODnen , 
welche von einander linear unabhiingig sind (d. h. zwischen denen 

keine Identitut der Form ar + ~r' + rr" = 0 besteht), so dass 

die Schaar (1.4) auch durch die Gleichung 

~lr)) r+;:r'+l"r"=O 
Ilarg('stellt wird, und dass aile gemeinsamen Linien der Complexe (14) 

nuch den COfllplcxcn (15), insbesondere den speciellen Complexen r = 0, 

f" = 0, r" = 0 angehoren, und umgekehrt. Die zu untersuchende 

Linil'ntliiche wird also gebildet von allen Linien, welche die Axen 

der (Irci speciellen Complexe r = 0, r = 0, r" = 0 treffen. Da 

JIlin dic Ictzteren durch irgend drei andere aus der einfach unend

lichen Schaar von speciellen Complexen des Systems (14) ersetzt 

werdclI konnen, so mussen die gemeinsamen Treffgeraden der Linien 

r -= 0, r = 0, r" = 0 auch die Axen aller jener speciel1en Com

plexc tretfen. Dieselbe LinienBache wird also gebildet werden einer

seits von dell gemeinsamen Geraden der Complexe (14), andererseits 

von dun Axen siimmtlicher speciellen Complexe dieser Schaar. Wir 

habcn so auf der Fliiche zwei sich kreuzende Systeme von Erzeugen

clen, wie bei den Fliichen zweiter Orduung und Klasse. 

Um die Natur der erzeugten Fliiche zu erkennen, wahlen wir 

nul' r .... 0 einen Punkt A und legen durch ihn die Gerade L, welche 

f" = II llnd f'" -= (I ~ bez. in den Punkten A' und A") schneidet; 

VOIl tlieliell beiden letzteren Linien wird zuniichst angenommen, dass 

!lie :licit nicbt schneiden. Durchliiufl A die Gerade r= 0, so beschreibt 

l. t1il' betrctfcnde Fliichc. Es sci AI ein zweiter Punkt von r = 0 

llIlIl l.l die zugeilorige Gerade, welche r = 0 ~d r" . 0 tri~ 

Oil' Ilt'itlt'u Ehl'lJcnbilschel, deren Axen Lund L. smd, bezlehen wlr 

projt.ctivisch nut' cinnnder, illlleru wir diejenigen Ebenen derselben 

OJ V /{l. K lei II. ltlntb. Annnlen, Btl. :!, p. 201. 
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einander zuordnen, welche sich bez. in den Linien r = 0, 1" = 0, 
T" = ° schneiden (vgl. p. 33.) Die Schnittlinien je zweier zusammen
gehorigen Ebenen dieser Buschel bilden eine Flliche zweiter Ordnung 
und Klasse (p. 36ff.); unter den zur Construction benutzten Erzeugen
den sind insbesondere die Linien r = 0, 1" = 0, T" = ° enthalten; 
letztere werden also geschnitten von allen Erzeugenden der andern 
Schaar, die es auf der Flache gibt, und zu der insbesondere die 
Linien Lund Ll gehBren. Die Erzeugenden der letzteren Schaar 
sind daher diejenigen Linien, welche drei gegebene Cornplexe gernein 
haben. Also: 

AUe Linien, welche drei gegebene, sich gegenseitig nicht schneidende 
Linien treffen, d. h. aIle Linien, toelche gleichzeitig drei linearen Oom
plexen angehiYren, bilden die eine Schaar von Erzeugenden einer Fliiche 
zweiter Orclmmg und KZasse*). Die andere Erzeugenden-Schaar der Fliiche 
wird gebildet von den Axen aZZer specieZlen Oomplexe, welche in cle-r 
clurch die clrei OompZexe bestimmten zweifach une-ncllichen, linearen Schaar 
'Von Oomplexen vorkommen. 

Es bietet sich hier die Aufgabe, aus den Gleichungen der drei 
Complexe 0 = 0, 0' = 0, 0" = Odie Gleichung der zugehOrigen 
Fliiche zweiter Ordnung abzuleiten. Diese Aufgabe solI erst spater 
gelOst werden. Die Besprechung der moglichen Ausnahmefiille er
ledigt sich sehr einfacb. Schneiden sich z. B. die Geraden 1" = ° 
und I''' = 0, ohne von I' = ° getroffen zu werden, so zerrlillt die 
Fliiche zweiter Ordnung in zwei ebene Strahlbiischel. Der eine hat 
seinen Mittelpunkt im Schnittpunkte von 1" = ° und T" = ° und 
seine Ebene enthii.lt die dritte Linie; der andere liegt in der von den 
ersteren beiden bestimmten Ebene und hat zum Scheitel den Punkt, 
m welchem diese Ebene von T = ° getroffen wird. 

Vier Zineare OompZexe bestimmen im Allgemeinen noch eine end
liche Anzahl von Geraden als ihnen allen gemeinsam. Die sechs 
homogenen Coordinaten derselben berechnen sich aus den Gleichungen 
der Cornplexe 0 = 0, O' = 0, 0" = 0, 0'" = ° und aus der Identi
tiit p1t + q'J(, + r~ = 0, also aus vier linearen und einer quadra
tischen Gleichung. Es g~'bt daher zwei Gerade, welche gleichzeitig vier 
linearen Oomplexen angehiYren. Da man die Complexe auch durch 
irgend vier andere der Schaar 

0+ lO' + /LO" + vO'" = ° 
*) Diesen Satz und damit umgekehrt die Existenz der geradlinigen Erzeugen

den fanJen Monge'S Schuler; vgl. Journal de l'ecole poly technique, cah. 1, p. 5, 
1795, und Hachette, Traitr des surfaces du second degre, Paris 1810, preface. 
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ersetzen kann, insbesondere also (und zwar auf zweifach unendlich 
viele Weisen) durch vier specielle Com plexe, so lmlln lllan dies 
Uesultat auch in dem Satze aussprechen: 

Es gibt im Allgemeinen zwei geracle Linien, ~celclw 1:ier gcgchene 
schneiden. 

Dieselben erhiilt man geometrisch auf folgenc1e Weise*). Drei der 
vier gegebenen Linien bestimmen llach Vorstehendem cine FHiche 
zweiter Ordnung mittelst der einen Schaar ihrer Erzeugendeu; durch 
jeden Punkt der Flache geht daher eine Linie, welche jene drei trifft. 
Die Fliiche wird von der vierten gegebenen Geraden in zwei Punkten 
geschnitten; die hiernach dnrch letztere gehenden beiden Erzeugenden 
der Flache aus der bevorzngten Schaar sind offen bar die beiden 
gemeinsamen Treffgeraden der vier gegebenen Linien. 

Auch hier sind Ausnahmefalle moglich. So gibt es z. B. unend
lich viele Linien, die vier gegebene treffen, weun letztere Erzeugenc1fl 
ein uml derselben Schaar einer FUiche zweiter Ortlnung sind, niimlich 
aIle Erzeugenclen der andern Schaar. AIle !tnderen Ausnahmen lassen 
sich ebenfalls ohne Schwierigkeit Ubersehen. 

VI. Das Coordinatensystem. 
1m Folgenden wird uns hiiufig die Aufgabe begegnen, von 

einem Coordinatensysteme auf ein anderes itberzugehen, d. h. ein 
System von Gleichungen, die ein geometrisches Gebilde in seiner 
Lage zu einem Coordinatensysteme darsteIlen, so umzuformen, dass 
die neuen Gleichungen dassel be geometrische Gebilde in seiner Lage 
zu einem andern Coordinatensysteme definiren. Die verschiedenell 
hierbei zu unterscheidenden FaIle sollen im Folgenden zunachst be
handelt werden. 

Der einfachste Fall ist derjenige, wo das Coordinatensystem 
parallel zu sich selbst verschoben wird, d. h. wo die Axen 0' X', 
0' Y', 0' Z' des neuen Coordinatensystems denen des aIten (OX, 
o y, 0 Z) parallel und mit ihnen gleich gerichtet sind. Sind a, h, c 
die Coordinaten des Punktes 0' in Bezug auf das aIte System, so 
hat man ofl'enbar die Formeln 

(1) x = x' + a, y = y' + h, z = z' + c. 
Hieraus ergeben sich leicht die Forme In filr Transformation 

der Linien- und Ebenencoordinaten. Es seiell p, (), r, 1t, X, Q die 
Coordinaten der Verbindungslinie zweier Punkte x, y, z und ;,11, ~; 

*) Vgl. Mobiu~, Barye. Caleul, §. 245 lIud Steiner, Crelle's Journal 
Bll. '2 (Ges. Werke, lid. 1, 1). 1-17). 
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llnd 1/, '1', r', n', ,,', r/ scicn die Coordinaten derselben Verbindungs
linie in Bezug auf das neue Axensystem. Dann ist nach (1), indem 
auch ; = f + It, I} = I}' + b, s = S' + c: 

f'p=~-x=r-x', 

f''1 = I} - Y = I}' - V', 

~t r = S - z = s' - z'. 
!J.n = Ys - £'1} = y' S' - Z'I}' + c(y' - I}') + b(S' - z'), 

!J." = z; - xs = z';' -x'S' + a(z' - n + c(f - x'), 

!t~ = xYJ - y; = x'r/ - y'r + b(x' - r) + a(r/ - V'). 

Jlan erhiilt also die Formeln: 

vp = p' , vn = n' + * - cq' + br', 

vq = '1', vx = x' + cp' + * - ar', 

Vi" =r', VQ = 1/ - bp' + aq' + * 
Die Bedingung fur die vereinigte Lage VOll Punkt und Ebene 

/IX +vy + wz + 1 = 0 

geht verllloge (1) iiber in: 

/tx' + vy' + wz' + (au + bv + cw + 1) = o. 
Die linke Seite dieser Gleichung muss bis auf einen Factor mit 
It' x' + v' y' + w' z' + 1 ubereinstimmen, wenn tt', v', w' die Coordi
naten der Ebene tt, v, w im neuen Systeme sind; man hat folglich: 

, U 
tt = ----o---o------c-----o--

au + bv + cw + 1 

(3) 
, v 

V = ----:--=------,----,--,-
au + bv + cw + 1 

, tv 
W = ,~__cc----c--; . 

au + bv + cw + 1 

Umgekehrt ergibt die Auflosung der Gleichungen (1): 

(1)* x' = x - a, y' = y - b, z' = z - c. 

Die Auflosung der Gleichungen (2) und (3) erhiilt man also eillf'ach 
durch Umkehrullg der Vorzeichen von a, b, c unter gleichzeitiger 
Vertauschung der alten und neuen Coordinaten; also: 

(2)* 

v'p'=p, v'n'=n+* +cq-br, 

v''l' = '1, v',,' =" - cp + * + ar, 

v'r' = r, v'~' = ~ + bp - a'1 + * ; 



72 Erste Abtheilung. 

und aut> (3): 
-u' - v' 

t~ = au' + bv' +-c-w-" --c1 ' V = aui-+-bv' + cw'=i' 

(3)* 
- w' 

W - ---------. 
- au' + bv' + cw' - 1 

Ein zweiter einfacher Fall ist derjenige, wo das neue Coordinaten
system mit dem alten den Anfangspunkt gemein hat und nul' um diesen 
gedreht erscheint. Mit den alten Cool'dinatenaxen OX, 0 Y, OZ 
moge 

die X'-Axe bez. die Winkel a, {3, l' bilden, 

" 
Y'-

" " " " ai, {31' 1'1 " 
" 

Z' 
" " " " a2, fJ2' 1'2 " 

Es bestehen dann folgende Gleichungen: 

(4) 
cos2 a + cos2 f3 + COS2 1' = 1, 

cos2 a1 + cos2 f31 + cos2 1'1 = 1, 

cos2 ((2 + cos2 f32 + cos2 1'2 = 1, 

ferner, da die neuen Axen auf einander rechtwinklig stehen, nach 
(12) p. 7: 

cos a1 cos (.(2 + cos {31 cos {32 + COS 1'1 cos 1'2 = 0, 

(5) cos (.(2 cos (.( + cos {32 cos {3 + cos 1'2 cos l' = 0, 

cos (.( cos (.(1 + cos f3 cos (31 + cos l' cos 1'1 = o. 
Zwischen den neun Richtungswinkeln bestehen also sechs Gleichungen, 
so dass nUl" drei von einander unabhiingig sind. In del' That kann 
man eine Axe willkiirlich durch den Anfangspunkt 0 legen, wodurch 
iiber zwei von einander unabhiingige Richtungswinkel verfiigt ist; 
dadurch ist auch die Ebene del' beiden anderen festgelegt; in ihr 
kann noch die eine willkurlich dul'ch den Anfangspunkt gehend an
genommen werden; die dritte ist dann bestimmt. Aus den Glei
chungen (4) und (5) mussen sich deshalb durch irgend drei Richtungs
cosinus die iibrigen berechnen lassen *). 

Die Gleichungen del' Ebenen x' = 0, y' = 0, z' = 0, welche 
durch den Anfangspunkt gehen, und fiir deren Normalen wir die 
Hichtungswinkel kennen, sind bez. in del' Normalform: 

*) Allgemeiner kann man verlangen, aUe neun Cosinus in ihrer Abhangig
keit von drei willkiirlichen l'arametern darzustellen. Die Loaung dieser Auf
gabe wird sich uns spater bei Untersuchung der linearen Transformationen einer 
l!'Hiche oder Curve zweiter Ordnung in sich von selbst ergeben. Auch die um
fangreiche Litteratur uber orthogonale Substitutionen soU dann besprochen 
werden. 
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x cos a + y cos f3 + z cos l' = 0, 

x cos a1 + y cos f31 + Z cos 1'1 = 0, 

x cos a2 + Y cos f1~ + Z cos 1'2 = O. 
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Es bedeuten x', y', z' die Entfernungen des Punktes x, y, z von 
diesen Ebenen; man hat daher (p. 12): 

(6) 
x' = x cos a + y cos f1 + z cos l' , 

y' = x cos a1 + Y cos f11 + Z cos 1'11 

;/ = X cos a2 + Y cos P2 + Z cos 1'2' 
Um diese Gleichungen aufzulosen, stellen wir zunachst ein Formel

system auf, das den Gleichungen (4) und (5) analog gebildet und 
aus ihneu ableitbar ist. Die erste der Gleichungen (4) und die beiden 
letzten der Gleichungen (5), namlich: 

cos a cos a + cos f3 cos f3 + cos l' cos l' = 1, 

cos a1 cos a + cos f11 cos f3 + cos 1'1 cos l' = 0, 

cos a2 cos a + cos f32 cos f3 + cos 1'2 cos l' = 0 
geben drei lineare Gleichungen zur Berechnung von cos a, cos p, 
cos 1" Bezeichnet.d ihre Determinante: 

so wird: 

(7) 

cos a 

.d = cos al 

cos a2 

cos f3 cos l' I 

cos PI cos 1'1 , 
cos f32 cos 1'2 

od 
L1 . cos IX =-,,- = cos f31 cos 1'2 - cos f32 cos 1'1' 

u COS" 

0.<1 
L1 . cos P = ~ = cos 1'1 cos a2 - cos 1'2 cos al1 u cos I" 

0.<1 
L1 • cos '1' =-,,- = cos al cos P2 - cos a2 cos f31' 

u cos y 

In entsprechender Weise kann man zwei andere Systeme von je drei 
Gleichungen ableiten, indem man cos au cos PH cos '1'1 und cos a2 , 

cos P2' cos '1'2 bez. durch die ubrigen Richtungscosinus ber~chnet. 
Diese Systeme vereinfachen sich dadurch, dass L12 = 1 ist. Bildet 
man namlich die Quadrate der Gleichungen (7) und berucksichtigt 
die erste der Gleichungen (4), so ergibt sich mittelst einer fruher 
mehrfach angewandten Umformung (vgl. p. 7): 

.d2 = (cos2 al + cos2 f31 + cos2 '1'1) (cos2 a2 + cos2 f32 + cos2 '1'2) 

- (COS al cos a2 + cos PI cos f32 + cos '1'1 cos '1'2)2 = 1, 

also.d = ± 1. 
Je nach dem Vorzcichen der Substittttionsdeterminante zerfallen die 

jetzt betrachteten Transformationen in zwei wesentlieh verschiedene Klassen. 
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Die Existenz zweler verschiedener Arten von Transforrnationen ist 
auch geornetrisch evident. Unter allen Umstanden namlich kann 
man das neue Coordinatensystem urn den Anfangspunkt so drehen, 
dass die Z' -Axe in Lage und Richtung mit der Z-Axe zusammenfiillt. 
Die beiden anderen Axen des neuen Systems lif:'gen dann in der 
X-Y-Ebene; und zwar entweder so, dass sie sich durch Drehung urn 
den Anfangspunkt in Lage und Richtung mit den alten Axen zur 
Deckung bringen lassen, odeI' so, dass dies durch Drehung allein 
nicht erreicht werden kann, dass vielmehr, wenn z. B. die positive 
Ricbtung der X'-Axe mit der positiven Richtung der X-Axe zu
samrnenfiillt, die positive Richtung der Y'-Axe diesel be ist wie die 
negative Richtung der Y-Axe. Eine Transformation der erstern A·rt 
nennt man eine direcle (oder eigentliche), eine Transforrnat?'on der andern 
A.rt eine inverse (oder symmetrische oder uneigentliche). 

N ach diesel' Definition ist klar, dass alle directen Transfor
mationen aus einander durch Drehung des Coordinatensystems um 
den Anfangspunkt erzeugt werden konnen, ebenso alle inversen; 
abel' nie kann eine inverse Transformation durch Drehung aus einer 
directen hervorgehen. Einer Drehung des Coordinatensystems ent
spricht eine stetige Aenderung der Richtungswinkel a, {j, 1', au f3u 1'1' 
a2, f32' 1'2; und von letzteren hiingt die Determinante £1 in stetiger 
vVeise abo In Folge solcher Aenderungen kann also del' Werth 
von £1 niemals von + 1 zu - 1 springen. NUll ist die einfachste 
directe Transformation die identische, bei del': 

, , , 
=Z, x =x, y =y, z 

so dass auch: 
1 0 0 

£1= 0 1 0 =+1. 
0 0 1 

Also muss L1 fUr alle directen Trallsformationen gleich + 1 sein. 
Die einfachste inverse Transformation ist diejellige, wo zwei Axen 
ungeandert bleiben, die dritte aber in umgekehrter Itichtung ge
nommen wird; etwa: 

, , , 
=z, x =x, y =-y, z 

so dass: 
1 0 0 

£1= 0 -1 0 =-l. 

0 0 1 

Denselben Werth muss die Determinante llach Obigem bei allen lll

versen Transformationen haben. Folglich: 
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Die dirccten Tralls!'ormationcn sincl lladurch gekellnzeichnet, dass 
die Trans(ormatio'lls -Determillante gleich + 1 lst, die inversen dadu1'ch, 
class sic den lVerth - 1 hat. 

Setzen wir jetzt .d = + 1, so gehen die Gleichungen (7) tiber in: 

cos a = + (cos 131 cos 1':l - cos 132 cos 1'1)' 

(8) cos 13 = ± (cos 1'1 cos at - COS 1'2 cos [(1)' 

cos l' = + (cos a1 COs Pt - cos a 2 cos 131); 

und III analoger vVeise el'halt man: 

(!J) 

(HI) 

cos al = ± (cos /32 cos l' - cos (3 cos Y:l), 

cos PI = + (cos 1'2 cos a - cos l' cos ( 2), 

cos 1'1 = ± (cos [(2 cos P - cos a cos 132); 

cos a2 = + (cos peDs 1'1 - cos PI cos 1'), 

cos f3:l = + (cos l' cos (,(1 - cos 1'1 cos a), 
cos 1'2 = + (cos a cos /3i - cos a1 cos j3). 

Aus den aufgestellten neun Relationen ergibt sich leicht das 
el'wiihnte System von sechs Gleichungcn, welches dem Systeme (4) 
und (5) analog gebildet ist. Multiplicil't man je die el'ste Gleichung 
del' dl'ei Systeme (8), (9), (10) mit cos a, cos all cos at, ad dirt und 
vel'fahl't analog mit den zweiten und dritten Gleichungen jeller 
Systeme, welche bez. mit cos p, cos Pl1 cos (32 und cos 1', cos 1'11 cos 1'2 
zu multipliciren sind, so folgt wegen .d = + 1: 

cos2 a + cos2 a l + cos2 a2 = 1, 

(4)* cos2 P + cos2 /31 + cos2 /32 = 1, 

cos'!. l' + cos2 1'1 + cos2 1'2 = 1. 

Multiplicirt man dagegen die ersten drei Gleichungen jener dl'ei 
Systeme beiderseits bez. mit cos /3, cos (311 cos f32' die zweitell Glei
chungen bez. mit cos 1', cos I'll cos 1'2' endlich die dritten bez. mit 
COS", cos al1 cos a2 und ad dirt jedes Mal, so kommt: 

cos a cos f3 + cos a l cos fJ1 + cos a2 cos fJ2 = 0, 

(5) * cos p cos l' + cos f31 cos 1'1 + cos /32 cos 1'2 = 0, 

cos l' cos a + cos 1'1 COS a1 + cos 1'2 cos a2 = O. 

Die Existenz diesel' sechs Relationen war vol'auszusehen. Es 
bedeuten namlich ", "17 "'I. die Winkel, welche die alte X-Axe mit 
den nellen Axen OX', or, OZ' bildet, eben so /3, /311 /32 die Winkel 
del' alten Y-Axe uml l' J I'll 1'2 die der alten Z-Axe gegen die IlelleIl 
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betreffenden Coordinatenaxen. Geht man also umgekehrt vom neuen 
Systeme zum alten liber, so hat man in Obigem 

die Winkel a , {3 ,I' durch a, all a2 

" " 
" " 

aI' {31' 1'1 

a2, {32' 1'2 
" 
" 

zu ersetzen. Die Gleichungen (4)* sind also keine anderen als die 
Identit1iten, welche immer zwischen den Richtungscosinus dreier 
Geraden bestehen; und die Gleichungen (5)* sagen aus, dass die 
alten Coordinatenaxen auf einander rechtwinklig stehen. Durch Auf
losung des Systems (6) muss man daher erhalten: 

(6)* 

x = x' cos a + y' cos a l + z' cos a2 , 

y = x' cos {3 + y' cos {31 + Z' cos (32' 

Z = x' cos I' + y' cos 1'1 + Z' cos 1'2. 

Es ist leicht, dies mittelst der Relationen (4)* und (5)* rechnend zu 
best1itigen. 

In den Gleichungen (4) und (5) erscheint das eine, in den 
Gleichungen (4)* und (5)* das andere Coordinatensystem bevorzugt, 
w1ihrend beide Systeme von je sechs Gleichungen diesel ben geo
metrischen Beziehungen zum Ausdrucke bringen. Es empfiehlt sich 
daher, statt derselben die neun Gleichungen (8), (9), (10) Ztt Grunde 
Ztt legen, welche symmetrisch in Bezug ant beide Ooordinatensyste·me 
sind, und gleichzeitig durch die Wahl des Vorzeichens zu erkennen 
geben, ob man es mit einer directen oder inversen Transformation 
zu thun hat. In der That sind diese neun Relationen jed em jener 
beiden Systeme von sechs Gleichungen v511ig 1iquivalent; denn ebenso 
wie die Gleichungen (4)* und (5)* soeben aus Ihnen hergeleitet 
werden, kann man auch umgekehrt die Gleichungen (4) und (5) 
leicht aus (8), (0), (10) erhalten. Die Gleichungen (5) ergeben slch 
direct durch passende Multiplicationen und Additionen; aus (8) erhiilt 
man dann nach einer mehrfach benutzten Umformung: 

cos2 a + cos2 {3 + cos2 r 

= (cos2 a1 + cos2 (31 + cos2 1'1) (cos2 a2 + cos2 (32 + cos2 1'2) 

- (cos a cos a1 + cos {3 cos {31 + cos I' cos 1'1)2 

oder wegen (5): 
cos2 a + cos2 {3 + cos2 I' 

= + (cos2 a1 + cos2 (31 + cos2 1'1) (cos2 a2 + cos2 f3t + cos2 1'2)' 

und analog: 
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cos2 a1 + cos2 /31 + cos2 1'1 

= ± (C082 at + cos2 132 + cos2 1'2) (cos2 IX + cos2 (3 + cos2 1'), 

cos2 a2 + cos2 {32 + cos2 1'2 

= + (cos2 a + cos2 13 + cos2 1') (cos2 a1 + cos2 PI + cos2 1'1)' 

Hieraus folgt zunacbst, dass die Quadrate der linken Seiten 
von (4) gleicb + 1 sind; da aber die Summe dreier Quadrate nur 
positiv sein kann, so ergeben sicb die Relationen (4) selbst. 

Aus (4) oder (4)* baben wir nocb die Transformationsformeln 
fiir Liniell- und Ebenencoordinaten abzuleiten. Sind wieder p, q, r, 
rt, x, (1 die Coordinaten der Verbindungslinie des Punktes x, y, z 
mit ~, 'Y), ~, so findet man fUr die neuen Liniencoordinaten: 

/L'P' = r - x' = (~ - x) cos a + ('Y) - y) cos (3 + (~ - z) cos l' 

= /L (p cos a + q cos (3 + r cos 1'), 
u. s. f., also: 

v' P' = P cos IX + q cos /3 + r cos l' , 

(11) v' q' = p cos a1 + q cos PI + r cos 1'11 

v'r' = p cos a2 + q cos 132 + r cos 1'2' 
Ferner: 

/L'rt' =y'r -z''Y}' 

= (cos a1 cos 132 - cos a2 cos Pt) (x'Y) - y~) 

+ (cos PI cos 1'2 - cos 132 cos 1'1) (y ~ - Z'Y}) 

+ (cos 1'1 cos a2 - cos 1'2 cos at) (z ~ - x~), 

u. s. f., oder wegen (8), (9) und (10): 

v'rt' = + (:n: cos a + x cos 13 + (1 cos 11), 
(12) v' x' = + (:n: cos a1 + x cos (31 + (1 cos 111), 

v' (1' = + (:n: cos IX2 + X cos (32 + (1 cos 1'2)' 

w,o wieder das obere V orzeicben fUr eine directe, das untere fur eine 
inverse Transformation zu wablen ist. 

Durch Auflosung von (11) und (12) oder direct aus (6)* erhalt 
man die umgekebrten Formeln: 

(11)* 

vp= 

vq= 

vr= 

p' cos a + q' cos a1 + r' cos a2 , 

p' cos 13 + q' cos f31 + r' cos f32' 

p' cos l' + q' cos 1'1 + r' cos 1'2; 

v:n: = + (:n:' cos a + x' cos a l + (1' cos ( 2), 

(12)* vx = + (:n:' cos f3 + x' cos PI + (1' cos (32)' 

v(1 = + (:n:' cos l' + x' cos rl + (/ cos 112)' 
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Die Transformation del' Ebenencoordinaten ergiht sich, me vor
hin, aus del' durch (6) erhaltenen Relation: 

HX + 1'Y + 11':: + 1 = H(X' cos a + y' cos a l + z' cos at) 

+ vex' cos {J + y' cos {JI + Z' cos {J2) 

+ w(x' cos I' + y' cos 1'1 + Z' cos 1'2) + 1 

Also: 
= /I'X' + v'y' + w'z' + 1. 

(li~) 

11' = 11 cos a + v cos P + w cos I' , 

1." = 11 cos a l + v cos PI + W cos 1'1' 

1(7' = It cos a2 + v cos fJ2 + W COs 'Y2; 
und umgekehrt: 

( 13)* 

H = tt' cos a + V' cos (XI + W' cos a2, 

l' = H' cos {J + v' cos {Jl + 10' cos {J2' 

U' = It' cos I' + v' cos 1'1 + 10' cos 1'2' 

Die Gleic7wngen (6), (11), (12), (13) und deren AuflOsHngen (6)*, 
(11)*, (12)*, (13)* dienen ZII1' Transformation, 1cenn beide CoonZinaten
systeme den AlIfangspunkt ge1JICin haben. 

Aus den beiden behandelten SpeciaWiIlen kann man jede Trans
formation zusammensetzen, indem man Parallel verschiebung und 
Drehung (resp. symmetrische Spiegelung) nach einander anwendet. 
Wir geben nur die Schlussformeln an, wobei zur Abkiirzung A = cos a, 
B = cos {J, 0 = cos 1', Al = cos al1 BI = cos {Jj) 01 = cos 'Y11 
At = cos a2, B2 = cos fJ2' O2 = cos 'Y2 gesetzt werden mag. Man 
timlct fill' Punktcoorclinaten aus (1) und (6), resp. (1)* unci (6)*: 

x = Ax' + AIY' + A2Z' + a, x' = Ax + By + (}z -]), 

(14) :II = Bx' + BI~/ + B2Z' + b, y' = Alx + Bly + (}I Z -- flu 

wo: 
r: = Ox' + CIY' + 02Z' + e, z' = A2 x + B 2 y + C2Z - D:>., 

D = aA + b B + eC , 
D j = aAI + bBI + eCl' 
D2 = aA 2 + bB2 + eC2 ; 

fUr Ebenencoordillaten aus (3) unci (13) resp. (3)* und (1 B)*: 

( Ili) 

- (Alt' + All" + A,w') 
11= Du' +])I V'+D,lI"-l' 

- (IJu' + II I'v' + B,IC') 
V= , , 

Du' + ]}IV' + l!,w -- 1 

, Au + Bv + 011' 
II = -n-u-+~b-V-+'-CI'-I'-+'----;l' 

, A I 1t + B[ v + (\ II' 

v = (11( + b v + ell' + 1 ' 

- (Cn' + 0 1 v' + C,.!,,') , A..l~ + B~l) + C, n' 
U'= - W - - • 

Du' + DIll' + D,w' - l' - au + bv + cw + 1 ' 

endlich flir LiniencoordillutclI aus (:?), (II), (12), (2)*, (11)*, (12)*: 
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VP= 
vq = Bp' + Btq' + B2r', 
V1'= Op' + 0lq' + 02 1", 

vn = - (b 0 - cB)p' - (b 01 - cBl)q' - (b O2 - cB2)1" 

± (An' + Al%' + A2Q'), 
V% = - (cA - aO)p' - (CAl - aOj)q' - (CA2 - a02)r' 

+ (Bn' + Bl%' + B2Q'), 
l'Q = - (aB - bA)p' - (aB, - bAj)(/ - (aB2 - bAz)r' 

oder aufgelost: 
+ (On' + 01 %' + O2 Q'); 

v'p' = Ap + Bq + Or, 
v' q' = AlP + Blq + 011', 

v' ,,.' = A:>.p + B 2 q + C2r, 

(17)* v' n' = + (b Ai - cAJp + (bB2 - cBt)q + Cb02 - cOl)r 

+ (An + B% + OQ ), 

v' %' = + (cA - aA2)p + (cB - aB2)q + (cO -- (02)r 

+ (Ajn + B t % + °tQ), 
1/ r/ = + (aAt - bA)p + (aBt-bB)q + (aOj - bO)?' 

+ (A2n + B 2 % + 02Q). 
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Die Gleic7mngen (14), (16), (17), (17)* dienen daz1l, 11m von 
cinem rechtwinkligen Oo()rdinatcnsysteme mit den Axcn 0 X, 0 Y, 0 Z 
Ztl einem andern mit den Axen 0' X', 0' Y', O'Z' l~berzugehen, ttnd U1Il

gekehrt, wenn die Ooordinaten von 0' in Bezug au!' ersteres gleich (1, b, c 
sind 1tntl wenn 

A , B ,Odie Richtztngscosinus von 0' X' gegen 

Au B I , Ot " " " O'Y' " 

" " 0' Z' " 

OX, OY, OZ, 

OX, OY, OZ, 
OX, OY, OZ 

bedeuten. Von den doppelten Vorzeichen bezieht sich das obere au!' eine 
directe, das untere auf eine inverse Transformation. 

Vergleicht man die Gleichungen (1) mit (3) oder (14) mit (16), 
so erscheint das Princip der Dualitat verletzt, indem bei Ebenen
coordinaten in den Transformationsformeln ein gemeinsamer Nenner 
auftritt, sobald der Anfangspunkt des Coordinatensystems durch die 
Transformation verlegt wird, wahrend bei den Punktcoordinaten ein 
solcher Nenner nicht vorkommt. Diesem scheinbaren Uebelstande 
kann durch Einfiihrung eines allgemeineren Coordinatensystems ab
geholfen werden, namlich, analog wie in der ebenen Geometrie (Bd. I, 
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p. 62ft'.), durch Benutzung der sogenannten homogenen oder Tetmeilet'
Coordinaten. Wir den.niren dieselben in folgender Weise. 

Die CoordinatC'l~ Xl' X 2, Xs, X 4 eines Punktes X im Ramne sind 
vier ZahIen, welche sich zu einander verhalten, wie die Abstiinde des 
Punktes von den vier Seitcnfliichen cines TetmcdC'l's (,,Goordinatentetmcders"), 
bez. multiplicirt mit vier beUebig gewiih1ten Oonstanten. 

Bedeuten also sll S2' ss, S4 die vier Abstande, und kll k2' ks, k4 

die beliebigen Constanten, so ist 

(18) Xl: X 2 : Xs: X 4 = k1 s1 : k2 s2 : ksss: k4 s4 , 

wo S17 S2' ss, S4 von der Lage des Punktes abhilngen, kll k2' ks, k4 da
gegen fur aIle Punkte diesel ben Werthe haben. 

Die CoordinatC'l't Ull U2 , us, U4 einer Ebene U sind vier Zaltlen, 
we1che sich Ztt einander verhalten, wie die Abstiinde der Ebene von den 
vier Ecken des Ooordinatentetraeders, bez. multiplicirt mit gewissen Oon
stanten. 

Man hat also, wenn Sl', S2', ss', S4' die vier Abstande der Ebene u 
von den Ecken und 117 l2' ls, l4 Constante bedeuten: 

(19) u l : u2 : Us : U4 = 11 s/ : [2S2' : lsss' : '4S4'. 

Die Constanten ll' l2' ls, 14 hangen von kll k2 , ks, k4 ab; man be
stimmt sie namlich so, dass die Bedingung der vereinigten Lage der 
Ebene u und des Punktes x in der Form 

(20) 
erscheint. 

Die Coordinaten P12' PIS' P14I P2S' PS4' P42 einer GeradC'l~ P sind 
seeks Zahlen, welche sich verhalten wie die Momente der Geraden in 
Bezug aUf die sechs Kanten des Ooordinatentetraeders, bee. multiplicirt 
mit gewissen Oonstantmt, die so gewiihlt werden sollen, dass die zwischen 
den seehs Momenten bestehende Jdentitiit in mOglickst einfacher Form 
erscheint. 

Sehen wir, wie diese neuen Coordinaten algebraisch mit den 
rechtwinkligen x, 'Y, z zusammenhangen. Die Gleichungen der vier 
Seitenflachen des Tetraeders seien 

a1x + b1 y + clz + d1 = 0, 

a2 x + b2 y + c2 z + d2 = 0, 

aa X + baY + CsZ + ds = 0, 

a4 x + b4 'Y + col z + dol = 0; 

diesel ben sollen in der einen Gleichung 

(21) a;x + bi'Y + CiZ + di = 0, 
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welche fiir i = 1, 2, 3, 4 besteht, zusammengefasst werden. Wir 
setzen voraus, dass die vier Ebenen ein wirkliches Tetraeder ein
schliessen, also nicht £lurch einen Punkt gehen *), d. h. dass die 
Determinante 

al bl CI dl 

(22) d= 
a2 b2 c2 d2 

(1s bs Cs ds 

a4 b4 C4 el4 

von Null verschieden sel. 
Die Entfernung eines Punktes x, y, ~ von der i ten Tetraeder

Hache, d. h. die Grosse Si, ist dann (p. 12) 

aix + biy + ci,z + di 
Si== ~~~~~~~~ ya/ + bi 2 + Ci2 

Es wird also, wenn p, einen unbestimmt bleibendel1 Proportionalitiits
factor bedeutet, nach (18): 

k aix + biy + ci,z + di 

P,Xi = i "1/ 2 + b 2 + 2 r Ui i Ci 

Rier ist ki wilIkiirlich; man kann daher 

ki == k/yal + bl + Ci2 

setzen, wo k/ eine neue willkiirliche Constante bedeutet. Durch (21) 
sind aber die Coefficienten ai, hi, Ci nur bis auf einen gemeinsamen 
Factor bestimmt; man darf deshalb unbeschadet der Allgemeinheit 
k/ == 1 setzen oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Werthe 
k: ail k/ hi, k/ Ci, k/ di wieder mit ai, bi, Ci, eli bezeichnen. So wird schliesslich: 

(23) P,Xi == aiX + hiy + Ci~ + eli, fur i == 1, 2, 3, 4; 

d. h. die tetraedrischen Punktcoordinateti verhalten sick wie vier ganze 
lineare Functionen der rechtwinkligen Ooordinaten, deren OoWficienten 
eine von Null verschiedene Determinante bilden **). 

Bezeichnen Ai, B;, Oi, Di die Unterdeterminanten der Determi
nante (22), indem: 

*) Das Tetraeder kann aber unendlicb gross werden, indem z. B. drei 
seiner sechs Kanten einander parallel verlaufen, ohne dass die Giiltigkeit des 
Folgenden wes~ntlich beeinflusst wiirde. 

**) Die Benutzung homogener Coordinaten ist hiernach nichts auderes als 
eine consequentere Durchfiihrung der Methode der abgekiirzten Bezeichnung. 
Die EinfiihruDg der homogenen Coordinaten verdankt man Mo bius und Pliicker 
(vgl. Bd. I, p. 67); fiir die allgemeine Anwendung derselben waren He sse's 
erfolgreiche Arbeiten entscheidend. 

Clebsch, Yorlesungen. II, 1. 6 
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(24) L1 = aiA; + li;Bi + CiOi + diD;, fur i = 1, 2, 3, 4, 

und setzt man L1 = P, • v, so erhalt man durch Auflosung des 
Systems (22): 

VX = Al Xl + A 2 X2 + Aaxa + A4 x4 , 

vY = Blxl + B 2x2 + Baxa + B 4 x4 , 

VZ = qXl + 02X2 + OaXa + 04X4' 
v = Dlxl + D2x2 + Daxa + D4 x4, 

oder in abgekiirzter Schreibweise: 

(23)* 

wo die Summen uber den Index ivan i = 1 bis i = 4 auszu
dehnen sind. 

Die Gleichungen der vier Ecken des Tetraeders, d. i. der Schnitt
punkte der Ebenen (21) zu je dreien, in rechtwinkligen Ebenen
coordinaten sind, wenn Ai, B i , 0;, Di obige Bedeutungen haben: 

(25) AiU + B;v + OiW + D; = 0, fur i = 1, 2, 3, 4; 

lind zwar ist hier die Gleichung derjenigen Ecke ausgeschrie ben, 
durch welche die ito Ebene (21) nicht hindurchgeht. 

Der Abstand einer Ebene u, v, W von der Ecke (25) ist nun (p. 12): 

, Aiu + Biv + Gjw + D; 
Si = 

Di yu2 +- v 2 + w 2 

Die Quadratwurzel des Nenners ist unabhangig vom Index i, kann 
also in der Proportion (19) fortgelassen werden, so dass, wenn !L' 
em unbestimmter Factor ist: 

l. 
p,' Ui = ~. (AiU + Biv + OiW + Di), , 

und durch Auflosung, wenn Di = l;l/: 

v' U = l/ al1t1 + l2' a2u2 + la' aau~ + l4' a41t4 , 

v'v = l/bl 1tl + l2'b2 1t2 + l3'b3 u3 + l4'b4u4 , 

v' W = l/ Cl 1£1 + l2' C2 U 2 + l3' C3U 3 + l4' C4 114 , 

v' = l/ dl ttl + l2' d2 tt2 + l3' d3 U 3 + l; d4 u.t • 

Die Coi.'fficienten li Chez. lO soUten so bestimmt werden, dass 
die Bedingung fur die vereinigte Lage von Punkt und Ebene dutch 
Gleiehung (20) gegehen wird. Diese Bedingung war in rechtwink
ligen Coordinaten: 

1/X + VJI + 1()Z + 1 = 0; 
sie wir(l also jet7.t: 
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ZJ1/ aiu;2:Aixi + ZJ1/bi1tiZJBixi + 2:l( CiUi.l:OiX; 

+ 2:1/ diXiZJDixj = O. 

83 

Zwischen den Grossen ai, bi, Ci, di, Ai, B i, Oi, Di bestehen nach 
bekannten Determinantensatzen neben (24) die Relationen: 

a;A" + biB" + CiOk + diD" = 0 fur i ~ k. 

Durch Ausmultipliciren geht daher die linke Seite unserer Bedingung 
fiber in: 

Lt· (l/utxt + 12'u2 x2 + 1a'ttaxa + l4'U4 X 4) = o. 
SolI also obige Forderung erfullt werden, so muss 1/ = 1, d. h.1; = D; 
genommen werden. Dcr Uebergang von rechtwinkligen zu homogenen 
Ebenencoordinaten wird daher vermittelt durch die Gleichttngen: 

(26) t-t' U; = Ai" + B;v + OiW + D i , 

ttnd deren AuflOsungen: 

(26)* 
:ECiUi 

W=--' 
:Ed;ui 

U m die tetraedrischen Liniencoordinaten darzustellen, gehen wir 
aus von den Coordinaten der vier durch (21) gegebenen Tetraeder
eben en, namlich 

fUr i = 1, 2, 3, 4. 

Die Coordinaten der Tetraederkante, in welcher sich die ite und k te 

Ebene schneiden, sind also nach (5) und (6), p. 46: 

(27) 

biCk - bkci 
t-tPik=-U-' . " 

cia,,- ekai 
t-tQik=~-' 

aibk - a"bi 

t-tRik = did" ' 

und das Moment einer beliebigen Geraden in Bezug auf die be
trachtete Kante wird nach (9), p. 46: 

pTIik + qKik + rP i " + nPik + 'K.Qik + QRik 1I1;k = - - . yp2 + q2 + ,.2YPi,,2 + Qi,,2 + R,k2 
(28) 

Bezeichnet man andererseits mit P121 P13' P14I P23' PS4' P42 die 
einzllfiihrenden homogenen Liniencoordinaten, so sollten wir haben 

VPik = Oik' M;k, 
wo die Oik passend zu wahlende Constante bedeuten. Man erkennt 

6* 
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bereits, dass naeh (28) die Pik lineare homogene ganze FUllctionen 
der p, q, r, 1t, :le, "werden. Zuniichst ist wegen (27): 

(29) T:Pik = Oi/ [(biCk - cibk)1t + (Ciak - aick)J(, + (aibk - biak)(J 

(cliak - aidk)p + (dibk - b;dk)q + (cliC~ - Cidk)1'], 
wo: 

T: = VI£YP~ + q2 + r2, 

Oik = Oi/ Y(diak - uidk)2 + (dibk - bidk)2 + (diCk - CidkY 

Der gefundene Werth von Pik kann, wenn wir statt 'p, q, 1', 1t, :le, (J 

die Coordinaten zweier Punkte x, y, Z und ~, fJ, ~ einfiihren, III 

folgender Form geschrieben werden: 

T:'Pik = O .. { [(aiX + biy + CiZ + di) (ak~ + bkfJ + Ck~ + dk) 
- (akX + bky + CkZ + dk) (a;~ + bifJ + Ci~ + eli) ], 

oder nach (23), wenn 7:' = 01£: 

(30) OPik = (XiYk - YiXk)Oi/:, 

vorausgesetzt, dass XII X2 , xs' x4 und Yu Y2' Ya, Y4 die homogenen 
Coordinaten derjenigen Punkte sind, deren rechtwinklige Coordinaten 
bez. mit x, y, Z und ~, fJ, ~ bezeichnet waren. Nun besteht zwischen 
den sechs Differenzen XiYk - YiXk die identische Gleichung: 

\
3;1 X2 \ . \ Xs X41 + I Xl Xs\.\ X4 X2 \ + I Xl X41.1 X2 XS\ = 0, 
Yl Y2 Ya Y4 Yl Ys Y4 Y2 Yl ~h Y2 Ys 

denn das Doppelte der linken Seite ist gleich der identisch ver
Rchwindenden Determinante (vgl. p. 44) 

Yl Y2 Ys Y4 
Also die Grossen Pik geniigen der Identitiit 

Pt2 • P34 + Pt3 • P42 + P.!.!... • P21,- = O. 
0u' 034' 018' 0.,: 014' 028 

Urn die linke Seite moglichst einfach zu gestalten, setzen WIr 

fest, dass 
(31) 012' • Os.; = CIS' • 042' = 014' • 02S' 

sein soll; sind also drei der Grossen Oik' beliebig angenommen, 
so sind alIe sechs bis auf einen gemeinsamen Factor bestimmt. 
1m Folgenden solI einfach 

012' = OS4' = 013' = 042' = 014' = 023' = 1 
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gesetzt wertlen. Es hat das, wie sich spater ergeben wird, zur Folge, 
dass aueh die Betlingungen fur die vereinigte Lage eines Punktes 
und einer Geraden (p. 49 f.) in besonders einfacher und sywwetrischer 
Gestalt erseheinen. 

Nach (30) werden also die tetraiidrisclten Coordinaten der Verbin
dUJlgslinie zweier Punkte x ttncl y: 

(32) 
OPlt = X I Y2 - YI X2 , 

oPI3 = xIYa - YIXS, 

OPS! = XaYl - Ya x4' 

oP42 = X4 Y2 - Y4 X2, 

OP14 = X I Y4 - YI X4, UPt3 = X t Y3 - Y2 X3; 

uncl zwischen ihncn he:;leht die Identitiit*): 

(33) PI2P34 + PI3P42 + P141>23 = 0, 

tlnd sie gellii!Jen din Relationen: P,k = - Pki. Die Gleiehllligen (29), 
welclte den Zttsammenhang mit den rechtwinkligen Coorclinaten vennitteln, 
werden: 

(34) $Pik = (bc)ikn + (ca)ikx + (ab)ik~ 
+ (da)ikP + (db)ikq + (de)ikr, 

wo (hC)ik = hiCk - hkcj etc. und wo die Grossen ai, bi, Ci, di die in 
(23) vorkowlllentlen Substitutionseoeffieienten bedeuten. 1st ferner, 
wie oben, Mik das Moment der Geraden P in Bezug auf die Sehnitt
linie der i tcn und kten 'l'etraederfiiiehe, so wird: 

(35) 

Urn die Gleichungen (34) aufzulosen, beachten wir, dass A = 

a1 a2 a3 a4 
hi h2 b3 b4 (36) (ab\2 (Cd)34 + (ab)13 (Cd)42 + (ab)14 (Cd)23 

+ (ab)34 (Cd)12 + (ab)4t (Cd)13 + (ab)23 (Cd)14 C1 c2 c3 c4 

dl d2 d3 d4 

dass folglich die linke Seite gleich Null wird, wenn man irgend 
einen der Buchstaben a, b, c, d durch einen andern unter ihnen er
setzt. Man wird also z. B. n durch die Pik berechnen, indem man 
r:Pik mit (da)lm multiplicirt, wo lund m von i und k verschieden 
sind; und analog fur x, ~, p, q, r. Man findet, wenn -r:.-r:' = - A: 

*) Fiir die Einfiihrung homogener Liniencoordinaten vgl. Cayley, on the 
six coordinates of a line, Transactions of the Cambridge philosophical Society, 
vol. 11, 2, 1867; Battaglini, Atti delle R. Accademia di Napoli, vol. 3, 1866. 
Klein: Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades, 
etc. Inauguraldissertation, Bonn 1868 und Math. Annalen, Bd. 23. 
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7:''1t = (da)34P12 + (da)42P13 + (da)23 P14 
+ (da)12P34 + (da)13P42 + (da)14P2a, 

also, wenn die rechte Seite zur Abkiirzung mit .E(da};kPtnt bezeichnet 
wird: 

7:' '1t = .E(da)kP, , 7:'" = .E (db)'kP, , 7:' Q = .E (dC)ikP1rn , ( )* / ~m 1 flm 

34 7:' P = .E(b C )ikPtm' 7:' q = .E (ca \kPtnt' 7:' r = .E (ab)ikPtTit' 

Nun ist bekanntlich (AB);k = .d. (cd)tm' wenn die grossen Buch
staben wieder die Dllterdeterminanten von .d bedeuteD; die Glei
chungen (34)* lassen sicb also, wenD 7:' • .d = 7:", auch so schreiben: 

7:" '1t = .E(BC)ikPik , 7:"p = .E(DA)ikPik , 
(34)** 7:"" = 2.J(CA)ikPik , _ 7:" q = .E(DB)ikPik , 

7:" Q = .E(AB)ikPik' 7:" r = .E(DC)ikPik" 

Diese AttflOs~mgen entstehen also aus (23)* in analoger Weise, toW 

die Gleichungen (34) selbst aus (23). 
Es bleibt uns ubrig zu zeigen, wie die eigellthumliche SteHung der 

Geraden gegenuber dem Principe der Dualitat bei Anwendung tetrae
drischer Coordinaten zur Geltung kommt. Analog zu (32) muss mall 
die gerade Linie auch durch zwei Ebenen tt, v und sechs CoordinateD 
qik bestimmen konnen, wenn 

(37) ()' qik = UiVk - Vittk . 
Diese sechs Grossen werden sich, wie bei den rechtwinkligen Coor
dinaten, auf die Pik zuriickfuhren lassen. U m dies direct nachzu
weisen, gehen wir von den Bedingungen aus, welche aussagen, dass 
die, Punkte x und Y auf der Schnittlinie del' Ebenen tt und v liegen, 
namlich: 

tt1 X1 + U2 X2 + u3xa + U4X4 = 0, 

n1Yl + U2 Y2 + UaYa + U4Y4 = 0, 
V1X1 + V2X2 + VaXa + V4X4 = 0, 

V1 Yl + V2 Y2 + VsYs + V4 Y4 = 0. 
Multiplicirt man die erste Gleichung mit Y4I die zweite mit - x4 

und addirt, so folgt: 

U1P14 + U2P24 + ttSPS4 = 0, 
ebenso aus der dritten und vierten Gleichung: 

also: 
V1P14 + V2P2<1 + VSP31 = 0, 

/LP14 = tt2 Va - V2 1fS = 6' Q2S' 

/LP24 = U SVl - vau1 = 6' qal' 

f'P34 = U1 V2 - V1 U2 = 6' q12 . 
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In analoger Weise bildet man die Gleichuugen: 

1t2P2l + H3P3l + U4P,11 = 0, 

V2 P2l + VSPSl + v4P4t = 0 

und erhiilt aus ihnen, da P4l = - Pa: 

'""PH = U2 VS - V2 ttS = 0' q23' 

'""PIS = 1'4V2 -- V4U2 = (j' q42' 

[LPl:!. = US V4 - V3 tt,1 = 0' Q34' 
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Aus eillem {h'itteu Paare von Gleichungen endlich wiirde hervorgehen: 

[LP~3 = ttl V.I - Vl t(l = 0' Qa' 

Z~ci:;chcn den durch (37) defmirten Grussen Qik und den dnrch (32) 
dcfinirten Grusscn llik bestchen dahcr die Relationen 

oder, wenn 

gesetzt lOird: 

(38) 

0" PI2 = QS4' 0"P13 = Q42, 0" Pl4 = Q23' 

0"PS4 = Q12' 0"P42 = qiS' 0"P23 = qu, 

" oQ o Pik=~' 
uqik 

lOo 0" ein ttnbestimmter Proportionalitiitsfactor ist. 

Der V ollstiindigkeit halber mage noch darauf hingewiesen werden, 
dass die linke Seite der Identitiit (33), d. i. der Ausdruck P (bez. 
Q), vermage der Substitution (34) oder (34)** bis auf einen Factor 
in den Ausdruck pte + q" + rQ ubergeht. Man bestiitigt dies leicht 
mit Hiilfe von (34) unter Anwendung von (36); es ergibt sich so 
durch Ausrechnung: 

(39) $2 (Pl2P34 + P13P42 + P14P23) = - L1 (pte + q" + r~). 
Man erkennt aus den vorstehenden Formeln, dass zwischen recht

winkligen und tetraedrischen Liniencoordinaten kein wesentlicb,er Unter
schied besteht; in der That waren ja auch erstere als Verhiiltniss
zahlen definirt. Auch die Formeln, welche fUr Liniencoordinaten den 
Uebergang von einem rechtwinkligen zu einem andern rechtwinkligen 
Coordinatensysteme vermitteln, sind nicht wesentlich verschieden von 
den Formeln, die von einem rechtwinkligen zu einem tetraedrischen 
Systeme fiihren. Anders ist es fur Punkt- und Ebenencoordinaten. 
Es wurde schon hervorgehoben, dass die Gleichungen (14) und (16) 
nicht einander analog gebildet sind, wie es das Princip der Dualitat 
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erfordern wiirde; die Gleichungen (23)* und (26)* dagegen, welche 
von rechtwinkligen zu homogenen Coordinaten fahren, simi diesem 
Principe gemiiss gebildet, in beiden tritt rechts ein gemeillsamer 
N enner auf. V ersch windet del' N enner in (26)*, so werden die 
Grossen u, v, w unel1dlich; es stellt daher die Gleichung 

dlU't + d2u2 + dau3 + d4 u,1 = 0 

den Anfangspunkt des rechtwinkligen Systems dar (vgl. p. 18), 
wiihrend 

.Eaiui = 0, .EbiUi = 0, .ECiUi = 0 

bez. die Gleichungen der unendlich fern en PUlllde del' X-, Y. uod 
Z -Axe in homogenen Ebenencoordinatell sind. Ebenso folgt aus (23), 
dass die Gleichungen del' Y-Z-, der Z-X- und del' X-Y.Ebelle, be
zogell auf das tetraedrische System, bez. durch 

.EAixi = 0, :EBiXi = 0, :EOiXi = 0 

gegeben werden. Wenn dagegen del' Nenner versehwil1det, wenn also 

(40) Dlxl + D 2 x 2 + Daxa + D 4 x4 = 0 

ist, so werden x, y, z gleichzeitig nnendlich gross. Umgekehrt, Iasst 
man einen Punkt x, y, z sich in bestimmter R,ichtung in's Uneml
liche entfernen) wo dann die VerhiiJtnisse x: y : z cndliche Werthe 
behalten, so erge ben sieh aus (23) aueh endliehe Werthe fiir die Ver
hiiltnisse Xl : x2 : xa : x4 ; es werden also x, y, z auch nur unendlich, 
wenn die Gleichung (40) befriedigt ist. 

Da nun eine line are homogene Gleiehung im Allgemeinen eine 
Ebene darstellt, so verhalten sich die unendlich {ernen Punkte des 
Ratfmes wie die Punkte einer Ehene; d. h., wenn man untersuchen 
will, wie sich irgend ein Gebilde (Fliiche oder Curve) in's Ul1endliche 
erstreckt, so hat man algebraisch dasselbe Problem zu losen, als 
wenn man den Schnitt des Gebildes mit einer Ebene untersuchen 
will; man braucht llicht Grenziibergange zu machen, indem man aIle 
Gleichungen in solche zwischen den endlich bleibenden Verhiiltnissen 
x: y: Z verwandelt, sondern man braucht nul' homogene Coordinatell 
einzufiihren, und dann den Schnitt del' FHiche mit del' Ebene (40) 
zu untersuchen. Letzteres geschieht am Einfachsten, indem man 
statt del' allgemeinen Substitution (23) die besonders einfaehe 

(41) ~ _ X R 
, .... - X 4 

anwendet, bei welcher x4 = 0 die Gleichung derjenigen Ebene ist, 
welche man an Stelle del' unendlich fern en Punkte betrachten darf. 
Man spricht daher von einer 1J:nendlich {ernen Ebene des Rattmes und 
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operirt mit ihr wie mit jeder andern Ebene. Beispiele dafur werden 
sich bei Untersuchung del' FHichen zweiter Ordnung und Klasse in 
grosser Zahl darbieten. Wir erinnern hier nul' daran, dass aBe unend
lich fernen Punkte einer Ebene behandelt werden durfen wie Punkte 
einer Geraden (Bd. I, p. 67); diesel' Satz erscheint jetzt als Folge 
ties allgemeiuereu, !lass sich zwei Ebenen in einer Geraden schneiden; 
man braucht nul' als eine Ebene die unendlich ferne zu wahlen. 
Ebenso folgt das bekannte Resultat, dass einer geraden Linie nul' 
ein unendlich ferner Punkt zllgeschrieben werden darf, aus dem Satze, 
dass eine Ebene von einel' Geraden, die nicht in ihr liegt, in nul' 
einem Punkte getrofi'en werden kann. 

Benutzt man die Substitution (41), so fallen drei Coordinaten
ebenen des tetraedrischen Systems mit den dreien des rechtwinkligen 
zusammen, und die vierte Ebene des ersteren ist die unendlich ferne. 
In der That kann lllan die gewohnlichen rechtwinkligen Coordinaten 
aus den tetraedrischen durch einen Grenzii.bergang ableiten, indem 
man eine Ebene des Tetraeders sich in's Unendliche entfernen liisst. 

Nehmen wir zunachst drei Ebenen des Coordinatentetraeders auf 
einander rechtwinklig an und bezeichnen mit x, '!J, z die Entfernung 
eines Punktes x von ihnen. Dann ist in (18) 81 = x, 82 = y, 8a = z; 
also kann man setzen: 

x cos a + y cos ~ + z cos y - d 
P,X4 = _ d ' 

wenn ee, {j, y die Richtungswinkel del' vierten Tetraederebene gegell 
die drei andel'll bedeuten und p deren Entfernllng von del' gegen
iiberliegenden Ecke ist; man hat dabei ki = k2 = ka = 1, k4 • d = - 1 
gesetzt. Lassen wir jetzt d unendlich gross werden, so wird P,X4 = 1, 
und wir haben, wenn etwa x4 = 1 gewahlt wird, ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem. Bei lctztere'ln wird also das Ooordinatentetracder 
durch die dre~ Ebenen x = 0, y = 0, z = 0 und dttrch die unendlich 
{erne Ebene gebildet. 

Bei dies em Grenzii~ergange gehen gleichzeitig die hOlllogenen 
Ebenencoordinaten U o U2, us, U4 in die rechtwinkligen u, v, w libel'. 
Die drei 'l'etraederecken, welche sich in del' Ebene x4 = 0 befinden, 
haben bez. die rechtwinkligen Coordinaten 

_d_, 0,0; 
cos a 

d 
0, cos~' 0; 

Es wird also in (19) naeh (29) p. 12: 

O 0 _d_ , , cos y 
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, tHl , vd s = --~ ~, 

1 COS a yul + v~ + w' 82 = cos ~ yu' + v, + w·' 
, wd , 1 

8a = , 
cos y ~Vu' + v2 + WI S.1 = yu2+ vl+ w,; 

und III obigen Formeln ist 

D cos a D cos ~ cos Y 
1 = -d-' 2 = -d-' Da = a-' D4 = - 1 

zu nehmen. Da nun 1, = Di gefunden wurde (p. 83), so folgt aus (19): 

u l : ~ : tts : tt4 = U : v : w : 1 , 
eine Proportion, in welcher sich d forlgehoben hat, welche also aueh 
fiir d = 00 bestehen bleibt. Dasselbe ergibt sich aus den Gleichungen 
(26) oder (26)*. 

Fur Liniencoordinaten endlich muss man folgende Ueberleguugen 
anstellen. Die rechtwinkligen Coordinaten einer Geraden p in Bezug 
auf die drei zu einander rechtwinkligen Kanten des Tetraeders seien 
p, q, r, 11:, ",~. Dann sind die Momente von p in Bezug auf diese 
drei Kanten (vgl. p. 48), wenn allgemein mit Mik ihr Moment III 

Bezug auf die Schnittlinie von Xi = 0 bezeichnet wird: 

M,- Q M- n M= " 
12-ypl+q~+r2' 23-yp2+q~+r~' 31 yp'+q~+r~ 

Die Schnittlinie der Ebene x4 = 0 mit der Ebene Xl = 0 hat als 
Verbindungslinie der Punkte 

0, codsa'O und 0 0 _d_ 
t' ' 'cos y 

die Coordinaten: 

p,p = 0, 

d 
p,q = cos fl' 

d p,r= - --, cos y 

d2 
11,11: - - ---;,---
r- - cos (J C08 Y 

p," =0, 

p,~ = O. 

Es wird daher (p. 47): 

und ebenso: 

M = - pd + x cos Y - Q cos (J= , 
14 ypl + g9 + r2 ycos!(J + COS'Y 

M _ - gd + Q cos a - n cos Y 
24 - ypl + g2 + r2 ycos2y + cos2a' 

M _ - rel + n COs (J - " cos a 
34 - ypll + g2 + r2 ycos"a + C08 (J 

Setzt man wieder 
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und Ojk = Ojk' . Vp2 + q2 + r2, so mussen die Grossen Oik' den Glei
chungen (31) geniigen. Man darf sie aber nicht sammtlich gleich 
der Einheit annehmenj dies ist nur fUr 012', 023', 031' erlaubt, dagegen 
muss man 

0 ' n' n' 1 
14 = 1..124. = I..IS4 = d 

setzen, damit die Producte O;k· Mik auch fiir d = 00 endliche Werthe 
behalten. Riickt die Ebene x4 = 0 ins Unendliche, so wird also 

(42) P : q : r : 1t : x : " = - PH : - P24 : - PS4 : P2S : P31 : Pl~ , 

so dass p1t + q" + r" zu -' (PI2PS4 + P1SP42 + P14P23) proportional 
ist, was mit (39) iibereinstimmt. Durch den Grenziibergang werden 
p, q, r die Momente in Bezug auf die unendlich fernen Geraden der 
drei Coordinatenebenen, wie es nach Friiherem sein solI (p. 48). Die 
Proportion (42) folgt auch direct aus (34). 

Nach (23) und (24) geschieht der Uebergang von einem belie
bigen rechtwinkligen zu einem beliebigen homogenen Coordinaten
systeme mittelst der allgemeinsten linearen Gleichungen, welche man 
zwischen vier homogenen und drei absoluten Veranderlichen auf
stellen kann. Der Uebergang von einem Tetraedersysteme (Xli X2 , 

Xs, x4) zu einem andern (;1' ;!, ;3' ;4) kann dadurch bewerkstelligt 
werden, dass 'man beide zuniichst auf ein rechtwinkliges System be
zieht. Man hat dann nach (23) und (23)*: 

oX; = a;x + biy + CjZ + d; , 

0';; = a/ X + b/ y + c/ Z + d/ , i=l,2,3,4j 

EAiX; EA/~; EB;x; EB/~; 
x-------, Y=-- = -----, 
-E~~-E~~ E~~ E~~ 

EO;xj EO;' ~i • 
Z=--=--,-, 

EDixj ED;~; 

also such: 

oder, wenn o· ED;';; = p, gesetzt wird: 

p'Xj = ajEA/;; + bjEB;';; + cjEO/;; + djED;';; 
fiir j = 1, 2, 3, 4, 

oder wenn 

(43) 

gesetzt wird: 

(44) 

Vermoge (43) sind die 16 Coefficienten ai1 durch die 16 willkiirlichen 
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Grossen ail bil Cil di und die 16 ebenfalls willkiirlichel1 Gl'ossen a/ I 
b/ I C;' I d/ ausgedriickt; jedenfalls sind also die aik im Allgemeillen 
von einander unabhangig: Der Uebergang von einem Tetraedersysteme 
zu einem andern geschieht fur Punkt- (und also auch fiir Ebenen-) (]oor
dinaten miUelst der allgemeinen linearen GZeicJmngen von cler Form (44), 
deren Determinante nicltt verschwindet. Man hat also I wenn Aik den 
Coefficienten von aik in del' Determinante E + all a22 ass a44 bedeutet: 

fLxl=all~l+a12~2+alS~3+a14;41 v;I=AIIXl+A21X2+A31XS+A.l1X4.1 
(45) fLx2=a21;I+at2~2+a23;3+a2.1;41 v;2=AI2Xl+A22X2+A3~Xs+A4~X.1I 

fLXa=a31 ;1 +a32~2+aas;S+a34;41 v;3=AI3X1 +A23x2+A3sxa+A43x41 
fLx4=a41 ~l +a4~~2 +a43~3+a44;,tI "~4=A14Xl + A24X2+ A34X3+ A 41x4.. 

Die entsprechenden FOl'melll fur Ebenencoordillaten (Ui und fiJi) er
gebell sich I wenn man beachtet I dass die Gleichullg del' E bene 
EUkXk = 0 , oder wegen (45) 

EEakiuk;i = 0 I 
k i 

von del' Form 1:'fiJk;k = 0 sein muss; also analog "u (26) ulld (26)*: 

p,'ttl = A ll wl + A12 fiJ2 + Al3 wa + AHWU 

p,' '1£2 = ..121 WI + ..122 W 2 + ..123 Wa + AH W 41 

fL'tl s = AS1Wl + A s2 fiJ2 + AasWg + AS,lfiJu 

p,' 'It,! = ..141 WI + ..142 fiJ2 + A4S W3 + ..144 fiJ 4. ; 
(46) 

v' WI = au ttl + a21 tt2 + aSluS + a41 U'll 

v' W2 = (112 ttl + a22 tt2 + a32 tij + a42 '1t41 
, 

+ a2s tt2 + aS3 u3 + a4.3 tt41 v 0 a = a lS ttl 
, 

+ a~4tt2 + aS4 'lts + a44. tt4· v W4 = al4 ttl 

Fur Liniencoordillaten folgt aus (45) I wenn P die Verbindullgs
linie del' Punkte x und Y ist: 

(j Pik = XiYk - YiXk 

= (ail~l + ai2~2 + ai3~S + ai4~4.) (au¥Jl + ak21/2 + akS¥JS + ak4.¥J4) 
- (ail 1/1 + ai2 'Y}2 + aiS 'Y}s + ail1/4) ((lU;1 + (tk2 ~2 + a.o;3 + ak4. ~4.) 
= (ailak2 - akla;2)(~11/2 - 'Y}1;2) + (ailakS - aHaiS) (;11/a-1/1~3) 
+ (ailaa - aUa;4) (~11/4 - 1/1~4) + (ai2 aW - ak2 aiS) (;21/3 - 'I'}:I;S) 

+ (ai2ak4 - ak2a;4)(~21/4 - 1/2~4) + (aiSaN - akS ai4) (;S1/4 - 'l'}S;4) I 

oder wenu 1tik die Coordinaten der Linie p im andel'll Systeme be
deuten: 
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(47) 
A (12) + AIlS) + A(14) 

7: Pik = ik :1t12 ik :ltIS ik :lt14 

+ A (Si) + A(24) + A(23) 
ik :ItS! ik :1tt4 ik :1t23 , 

wo zur Abkiirzung: 

(4S) 
so dass: 

A Um) = _ A(mi) = _ A(lm) = A(ml) 
ik ik ki ki' 

Ebenso kann man die A uflosungen von (47) aus den in (45) rechts 
stehenden Gleichungen ableiten, man hat nur die aik durch die Aki 
zu ersetzen. Nun ist nach bekannten Determinantensatzen: 

Ali A2k - A2iAik = L1 (aSia4k - a4iaSk) = L1 . A;2 
Ali ASk - A3iAu = L1 (a4ia2k - a2ia,U) = L1 . A~:') 

A li A.4k - A4iAlk = L1 (a2iaSk - a3ia2k) = L1 • A~:), u. s. f. 

wo L1 = E + ana22a33a44; also wird: 

I A(ik) + A(ik) + A(ik) 
7: :1tiT.: = 34 PI2 42 PIS 23 P14 

+ A(ik) + AUk) + A(ik) 
12 PSi 13 P42 14 Pt3' 

(47)* 

Die geometrische Bedeutung der in 
tionscoefficienten ist leicht zu erkennen. 
dinaten del" Tetraeder-Fliiclwn 

(45) auftretenden Substitu
Es sind niimlich die Coor-

des x-Systems in BezlIg auf das des ~-Systems in Bezug auf das 
Tetmeder des ;-Systcms bez.: Tetraeder des x-Systems bez.: 

all , al2 , als , a14 , All , A21 , A 31 , A4! , 

(49) 
a21 , a22 , °23 , a24 , A 12 , A 22 , A32 , A42 , 

as! , aS2 , aS3 ' 034 , A ls , A 23 , A3s , A4S ' 
a4! , a42 , a43 , "44; A.14 , A 24 , A 34 , Au; 

1tnd es sind die Coordinaten der Tetraedm"-Ecken 

des x- Systems in Bezug auf das I des S-Systems in Bezug auf das 
Tetraeder des ~-Systems Tetraeder des x-Systems 

All , A l2 , AIS ' 
A 14 , all' a21 , aS1 ' a41 , 

A 21 , A 22 , A 23 , A 24 , a12 , a22 , aS2 ' 
a42 , 

(50) A 
31' A32 ; A 33 , A S4 ' aiS ' a2S , ass, a43 , 

A 41 , A 42 , A 43 , A 44 · a14 , a24 , aS4 ' a44 • 

Endlich sind wegen (47) die Com"dinaten der Tetmederkante des 
x-Systems in Bezllg (l1l{ das Tetraeder des ;-Systems, und zwar der 
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Schnittlinie von Xi = Omit Xk = ° (oder del' Verbindungslinie von 
Ut = ° mit Urn = 0): 

'tP12 = ai3 a M - ai4 a k3, 'tP34 = ail ak2 - ai2 au, 

(51) r:P13 = ai4ak2 - ai2ak4, 'tP42 = ailak3 - aiSaH, 

'tP14 = ai2ak3 - ai3 a k2, 'tP23 = ailaN - ai4 a k1; 

und wegen (47)* die Coordinaten del' Tctmi:derkanten des ~-Syst{'ms in 
Bezug auf das Tetraeder des x-Systems, uud zwar der Schnittlinic von 
~i = ° mit ~k = 0: 

Die Transformation von einem Tetraeder auf ein anderes um
fasst als speciellen Fall die orthogonal en Substitutionen, von clenen 
wir ausgingen. Man erhalt sie, indem man X 4 zu ~4 proportional 
setzt, unter x4 = Odie unendlich ferne Ebene versteht und die ancleren 
drei Tetraederebenen auf einander rechtwinklig wahlt. Lasst man 
letztere Bedingung fallen, so erh1ilt man das sogenannte schiefwinkligc 
Coordinatensystem. In ihm sind die Coordinaten eines Punktes deti
nirt als Kanten eines schiefwinkligen Parallelopipedons, dessen Seiten
fHichen einerseits durch die drei zu einander beliebig geneigten festen 
"Coordinatenebenen", andererseits durch drei hierzu parallele Ebenen 
gegeben sind, welche durch den betrachteten Punkt gehen. Ein solches 
System wendet man gelegentlich an; es mage daher noch kurz aus 
dem allgemeinen abgeleitet werden. 

Wir gehen von einem Tetraeder aus, in welchem die Kante Xl = 0, 
X 2 = ° mit Xl = 0, X3 = ° den Winkel ex, die Kante x2 = 0, Xs = ° 
mit x2 = 0, Xl = ° den Winkel {3, die Kante X3 = 0, Xl = 0 mit 
X3 = 0, x2 = ° den Winkel r bildet. Wir nennen x, y, z die Langen 
del' drei Linien, welche man durch den Punkt X parallel zu den ge
nannten drei Tetraederkanten ziehen kann, gemessen von dem Punkte 
X aus bis zu ihren Schnittpunkten mit den drei FJachen. Sind dann 
wieder slJ S2' S3 die A.bstande des Punktes X von den Ebenen xJ = 0, 
x2 = 0, Xs = 0, so ist ofl'enbar: 

SI = X sin ex , S2 = Y sin {3, S3 = Z Sill r . 

Die Entfernung Sol des Punktes X von del' vier ten Ebene x4 = ° Hisst 
sich durch Sl1 S2' S3 ausdrucken. Bezeichnet man namlich mit Ai 
den Inhalt des ebenen Dreiecks, welches auf del' Ebene Xi = ° durch 
die drei anderen Ebenen ausgeschnitten wird, so ist lSi Ai gleich dem 
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Inhalte des Tetraeders, welches durch die Ecken des gellanntell Drei
ecks und durch den Punkt x gebildet wird; also offenbar: 

(53) Lllsl + 02S2 + 03S3 + 04S4 = 30, 

wenll 0 dem Inhalte des ganzen Coordinatentetraeders gleich ist. 
Setzt man nun 

1 
7.:1 =-.-, 

sm ex 
1 

k2 = -·-R' sin t' 

1 kg =-.-, 
Sill Y 

so wird nach (18): 
QXI = X, QX2 = y, QX3 = z, 

k 3 £1 - £1\ 8, - d, 8. - d 3 8. 
QX4 = 4 84 = 3d· 

.Jetzt lassen wir die Ebene x4 = 0 sich in's Unendliche entfernen; 
dann werden die Grossen LI, 0u O2 , Og unendlich gross, aber so, dass 

lim :!' = 0 lim:!2 = 0 lim:!e = 0 
d ' d ' £1 ' 

denll es ist: 
d, 1 
d= 3hl ' 

£1 9 1 ----==-, 
d 3h2 

wenn hi, "2' 713 die drei Hohen des Tetraeders bezeichnen, und letztere 
werden gleichzeitig mit LI unendlich gross. Man erhiilt also die 
Proportion: 

XI : x2 : X3 : X4 = X : y : z : 1 , 

welche mit (41) identisch ist. Letztere gilt also fiir den Ueber gang 
von Tetrai;der-Coordinaten sowohl zu reehtwinkligen als zu sehicfwinkligcn 
Coordinaten. 

Die Gleichung (53) zeigt, dass zwischen den Coordinaten Xl' X 2 , 

X g , X4 elUe lineare Identitiit von der Form 

(54) 

besteht, sobald man ihnen absolute Werthe beilegt (d. h. dem will
kiirlichen Proportionalitiitsfactor einen bestimmten Werth gibt, ihn 
z. B. gleich 1 setzt). Letzteres zu thun empfiehlt sich besonders, 
wenn man bei Benutzung der homogenen Coordinaten sich gleich
zeitig der Principien der Differentialrechnung bedient, wie es weiter
hin in der Theorie der Fliichen wiederholt geschehen solI; dann hat 
man zu beachten, dass die Differentiale dXi nicht von einander unab
hangig sind, sondern der aus (54) hervorgehenden Relation 

(55) kl dXI + k2 dx2 + kgdxg + k4 dx4 = 0 

zu geniigen haben. In der That gibt es von einem Punkte aus nur 
doppelt ullendlich viele Fortschreitung&richtungen, so dass die Ver-
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haltnisse von drei Differentialen (z. B. ::: und ::;) eine solche Rich

tung schon vollstandig bestimmen. 

VII. Punkt, Ebene und Gerade in homogenen Coordinaten. 

Die nen eingefiihrten homogenen oder tetraedrischen Coordinaten 
benutzen wir zunachst, urn Puukt, Ebene und Gerade mit Hiilfe der
selben zu behandeln und so eine kurze Uebersicht iiber die friiher 
mittelst rechtwinkliger Coordinaten erhaltenen Resultate zu gehen. 
Wir beschranken uns dabei auf solche Fragen uncI Satze, welche 
darauf beruhen, dass Punkte in Ebenen oder Geraden liegen, Ebenen 
durch Punkte oder Gerade gehen, Gerade sich schneiden oder in Ebeuen 
Ziegen oder durch Punkte gehen sollen, also bei welchen metriscl1e 
Relationen nicht vorkommen. Allerdings wiirde man auch Aufgaben 
metrischen Charakters mittelst der neuen Coordinaten behandeln 
konnen, wenn man ihnen absolute Werthe beilegt und beriicksichtigt, 
dass dann zwischen ihnen eine Identitat der Form (54) bestebt. 
Aber es bietet dies keine wesentlichen VortheiIe, da bei metrischen 
Relationen, wie wir sehen werden, die unendlich ferne Ebene immer 
besonders ausgezeichnet ist, was dann eben den Gebrauch rechtwink
Eger Coordinaten naturgemass erscheinen lasst. N ach unseren bis
herigen Untersuchungen konnte man geneigt sein, auch alle Doppel
verhaltniss-Relationen zu den metrischell zu rechnenj dies ist aber 
nicht richtig, wie schon in der ebenen Geometrie gezeigt wurde. Das 
Doppelverhaltniss wurde zwar als Quotient von Abstandsverhaltnissen, 
also metrisch, definirtj gleichwohl sind aUe Aufgaben und Satze, die 
sich auf dasselbe beziehen, besonders zur Behandlung mittelst homo
gener Coordinaten geeignet, wie sich aus der Unveranderlichkeit des 
Doppelverhaltnisses bei beliebigen collillearen Umformungen ergab 
(Bd. I, p. 117). 

Nach Obigem (p. 83) ist die vereinigte Lage einer Ebene u 
mit einem Punkte x durch die Gleichung 

(1) 

(oder .EUiXi = 0) angezeigt. Hieraus folgt: 

Die Gleichung einer Ebene, 
welche durch drei nicht in einer 
GeracIen gelegene Punkte y, z, t 
bestimmt wird, ist: 

Die Gleichung eines Punktes, 
welcher in drei Ebenen v, w, r 
liegt, die nicht einem Buschel 
angehoren, ist: 
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1£1 1t2 Us tt4 

(2) =0; VI V2 Vs V4 =0; 
Zl Z2 Zs Z4 WI W 2 103 W4 

tl t2 fs t4 )"1 )"2 l' S )"4 

Dieselbe ergibt sich durch Elimi- Dieselbe ergibt sich durch Eli
nation del' tti aus (1) und aus den ruination der Xi aus (1) nnd 
Gleichungen .1JttiYi=O, .1JttiZj=O, aus den Gleichungen .1JVjXi = 0, 
.Eu;ti = O. .1JWiXi = 0, :E)"iXi = O. 

Die Coordinaten der durch Die Coordinaten des durch 
drei Punkte y, z, t bestilllmten die Ebenen v, w, l' bestimmten 
Ebene 1(, sind also die aus der Punktes X sind also die ans del" 
"Matrix" 

1\ Yl Y2 Ys 114 

\ 
Zl Z2 Zs !il4 

tl t2 fs t4 I 
zu bildenden dreigliedrigen Deter
lllinanten, und zwar: 

I Y2 Ys Y4 I 
(1u1 = Z2 Zs Z4 , 

I ts ts t4 

I Yl Ys Y4 I 
(1112 =- Zl IiIs Z4 , 

tl ts t4 

(2)* 
I Yl Y2 Y4 I 

(11£s = 
\ !ill 

!il2 

!il
4 1' tl t2 t4 

I Yl Y2 Ys 
(1tt4 = - !ill !il2 !ils 

tl t2 ts 

"Matrix" 

VI V2 Vs V4 

WI W 2 Ws W 4 

! 1'1 1'2 1'a 1'4 

zu bildenden dreigliedrigen Deter
lllinanten, und zwar: 

I v2 
Vs V4 

I 

w2 Ws W 4 , 
I 1'2 )" a 1'4 

VI Vs V4 

WI Wa 104 , 
1'1 1's l' 4 

VI V2 V4 I 
WI W2 

W
4 1' 1'1 1" 1'4 S 

VI V2 Va 

(1X4 = - WI W 2 Wa 

1'1 1'2 1'a 

Sind E= 0 nnd E'=O die Sind P = 0 und P' = 0 die 
Gleichnngen zweier Ebenen V und w, Gleichungen zweier Punkte y und iii, 
indemetwa E=:EViXi, E'=:EWiXi, indelll etwa P=.1JttiYi, P'=.1JttiZi, 

so sind alle Ebenen des durch sie so sind aBe Punkte der durch sie 
bestimlllten Biischels in der Glei- bestimmten Reihe in der Gleichung 
chung 

(3) E + lE' = 0 P + lP' = 0 
Clebsch, Vorlesungell. II, 1. 7 
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dargestellt, wenn A ein Parameter dargestellt, wenn A einen Parameter 
ist. Die Coordinaten einer beweg- bedeutet. Die Coordinaten eines 
lichen Ebene U des Biischels (3) beweglichen Punktes der Reihe (3) 
sind daher sind daher 

(4) 

(>ul = Vl + AWl' 6Xl = 'Yl + Itzl , 

(>U2 = V2 + Itw2 , 

(>Us = Vs + Itws, 
(>tt4 = V4 + AWt • 

oX2 = 'Y2 + ItZ2 , 

oXs = 'Ys + Itzs , 
oX4 = 'Y4 + Itz4 • 

Der Parameter It hat hier diesel be geometrische Bedeutung wie 
bei den rechtwinkligen Coordinaten; mittelst (26)* p. 83 bez. (23)* 
p. 82 erhalt man niimlich aus (4), 

wenn die Ebenen u, v, W bez. die \ wenn die Punkte x, 'Y, z bez. die 
rechtwinkligen Coordinaten rechtwinkligen Coordinaten 

haben: 

U: u, v, w, 
v : 1tl1 vl1 Wl , 

w: U2 , V2 , w2 

:Eaivi + l:Ea;w; 
U= , 

:Edivi + l:Ediwi 

:Ebivi + l:Ebiwi 
V= , 

:Edivi + l:Ediwi 

:Ecivi + l:Eciwi 
W= , 

:Edivi + l:Ed;w; 

oder wenn man 

setzt: 

X: x, y, z, 
Y : Xli 'Y11 Zl' 

z: X2, 'Y2' Z2 
haben: 

:EAiYi + l:EAizi 
X= -, 

:ED;Yi + l:EDiz; 

:EBiYi + l:EBizi y=-----, 
:ED;y; + l:EDizi 

:EO;y; + l:E0iZi 
Z= , 

:EDiy; + l:EDiZ; 

oder wenn man 

setzt: 

U U, + P.U2 V '/), + p.v! '" = x, + P.X2 Y = y, + P.Y2 
= 1+p.' =~-' "" 1+p.' ( 1+p.' 

w, + P.W2 Z, + /LZ! W=1"T;-' z=lT~' 

Es ist also p" und folglich auch It bis auf einen constanten 
Factor gleich dem Abstandsverhiiltnisse des beweglichen Elementes 
von den heiden festen Elementen. Hieratts geht hervor, dass alle Siitze 
iiber Doppelve'rhiiltnisse und also auch iiber projectivische Beziehungen beim 
Gebrauche tetra)jdrischer Coordinaten sich in genau analoger Weise erledigen 
lassen, wie bei Benntzung rechtwinkliger Coordinaten. Die Formeln haben 
aber den Vorzug grosserer Symmetrie, indem kein gemeinsamer Nenner 
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mehr auf tritt, d. h. indem die unendlich fern en Elemente (welche 
durch Verschwinden desselben dargestellt werden) nicht mehr vor 
den iibrigen ausgezeichnet sind. 

Insbesondere erhalt man auch Insbesondere erhalt man auch 
hier eine Flache zweiter Ordnung hier eine Fliiche zweiter Klasse 

EF' - E' F = ° I PQ' - P' Q = 0 
als Ort der Schnittlinien entspre- als Ort der Verbindungslinien ent
chender Ebenen der beiden pro- sprechender Punkte der beiden pro-
jectivischen Buschel jectivischen Reihen 

E + AE' = 0, F + AF' = 0 I P + AP' = 0, Q + A Q' = 0, 
oder der beiden Buschel oder der beiden Reihen 

E+p,F=O, E'+p,F'=O. P+p,Q=O, P' + p,Q' = O. 

Aus dem Bestehen von (2) 
folgt noch, dass man drei Grossen 
Xli "2' "3' auf deren Verhaltnisse 
es aHein ankommt, so bestimmen 
kann, dass 

(5) (lx. = Xl'!/i + "2Zi + "sti, 
fiir i = 1, 2, 3, 4. 

Diese vier Gleichungen stellen 
die COO1·dinaten Xi der Punkte einer 
dllrch drei Punkte '!J, z, t gegebenen 
Ebene in ihrer Abhiingigkeit von 
zwei Pammetern (den Vm·hiiltnissen 
"1 : "s und "2 : "3) dar. 

Aus dem Bestehen von (2) 
folgt noch, dass man drei Grossen 
All A2 , As, auf deren Verhiiltnisse 
es aHein ankommt, so bestimmen 
kann, dass 

6U; = A1 V; + A2W; + A31";, 
fiir i = 1, 2, 3, 4. 

Diese vier Gleichungen stellen 
die Coordinaten Ui der Ebenen eines 
durch den Schnittpunkt dreier Ebenen 
v, W, 1" bestimmten Ebenenbiindels 
in ihrer Abhiingigkeit von swei Para
metern (AI : A3 und A2 : AS) dar. 

Urn die geometrische Bedeutung der Parameter zu erkennen, 
nehmen wir 

einen vierten Punkt s zu HUlfe eine vierte Ebene q zu Hulfe und 
und betrachten die Gleichungen: betrachten die Gleichungen 

(5)* (lXi="tYi+~Si+Xsti+"4Si. 6fti = AtVi + A2Wi + Asri + A4qi. 

Nach (50) p. 93 sind hier "11 "2' Nach (49) sind hier All A2, A3, A4 
"3' "4 die homogenen Coordinaten die homogenen Coordinaten der 
des Punktes X, bezogen auf das Ebene 1,4, bezogen auf das von den 
von den Punkten '!J, s, t, s gebil- Ebenen v, w, r, q gebildete Te
dete Tetraeder. Man erhiilt insbe- traeder. Man erhiilt insbesondere 
sondere einen Punkt der durch '11, eine Ebene, welche durch den 
s, t gehenden Coordinatenebene, Schnittpunkt der Ebenen v, w, r 
also einen Punkt der Ebene (2) hindurchgeht, also eine Ebene des 

7* 
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oder (5), wenn "4 = O. In (5) Bundels (5), wenn A4 = O. In 
sind somit "11 "2' "s die ebenen (5) sind somit All A2 , A3 das dua
Dreieckscoordinaten *) des Punktes listische Gegenbild fUr die ebenen 
x in Bezug auf das von den Punkten Dreieckscoordinaten der Schnitt
y, z, t gebildete Dreieck. Kennt linie von u mit der Ebene q in 
man umgekehr·t die eben en Dreiecks- Bezug auf das von den Ebenen 
coordinaten eines Pnnktes, so kann v, w, r in q ausgeschnittene Dreieck. 
man mittelst (5) seine 1"aumlichen Kennt man umgekehrt die COOJ'di
Coordinaten durch diejenigen der naten einer Ebene innerltalb eines 
Dreiecksecken ausdriic7cen. Biindels, dem sie angehort, so kann 

Setzt man Xl = X, X 2 = y, 
Xs = Z, X4 = 1, so erhalt man 
aus (5) die Parameterdarstellung 
des durch die PUllkte x', ?if, z'; 
X", y", z"; X , y"', z'" be
stimmten Punktfeldes: 

(6) 

man mittelst (5) ihJ"e raumlichen 
Coordinaten durch diejenigen elm' im 
Biindel benutzten Fundamentalebenen 
ausdrucken. 

Setzt man Ul = H, U 2 = V , 

U3 = W, U4 = 1, so erhaJt man 
aus (5) die Parameterdarstellung 
der durch die Ebenen H', v', w'; 
u", v", ~v"; 'tt''', v''', tV'" be
stimmten Ebenenbiindels: 

A, u' + }..u" + A3U'" 
U = --- - ----- , 

A, + A2 + 1.3 

l, v' + A2 V" + }.3 V'" 
V = ----~-------, 

A, + l2 + A3 

_ A, w' + A2 W" + l" 70'" 
W - ----~--- • 

.1., +.1.2 + A3 

Die geometrische Bedeutung der Parameter ist dieselbe Wle 
oben. 

Fur die homogenen Liniencoordinaten bietet sich die Auf
gabe, die Bedingung fur das Schneiden zweie}' Gemden p und p' auf
z'nstellen. Es sei X ihr Schnittpunkt; dann kann man setzen nach 
(32), p. 85: 

Nun ist identisch: 

*) Zun1icbst sind sie gleich den Abstanden des Punktes x von den drei 
Ebenen, multiplicirt mit Constantenj die Abstande von den Ebenen unterscheiden 
sich abel' nUl" urn constante Factoren von den Lothen, die man von x auf die 
Schnittlinien del' drei Ebenen mit del' vierten fallen kann, 
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Xl X2 Xs X4 

'lit Y2 Ys Y4 
=0, 

Xl X2 Xs X4 

I $1 $2 $3 Z4 i 

oder, wenn man nach den zweireihigen Unterdeterminanten entwickelt: 

(7) P12P34' + P13P42' + P14P2S' + P341112' + P42PIU' + P2SP1: = O. 

Dies ist die gesuchte Bedingung. Man kann sie aueh in der Form: 

~ oP , 0 d '"' 8Q , 0 
.. -n - Pik = 0 er .. - q -

0Pik oqik ik -

sehreiben, wenn P und Q die friihere Bedeutung haben. Dieselbe 
Bedillgung erscheint wegen (38), p. 87 aueh in den Formen: 

(8) 

In letzterer tritt del' dualistische Charakter del' Aufgabe hervor, d. h. 
del' U mstand, dass zwei Gerade, die einen Punkt gemein haben, auch 
inuner in einer und derselben Ebene liegen. 

Die Gleichung (7) ist in ihrer ausseren Gestalt von del' ent
spreehenden in reehtwinkligen Coordinaten (p. 49) nicht wesentlieh 
verschieden; das Gleiche gilt von den Bedingungen dafiir, dass eine 
Linie P durch einen Punkt x gehen oder in einer Ebene u liegen solI. 

1m ersteren Fane muss die zweite del' Gleichungen (8) unab
hangig von $ bestehen, wenn man darin ~'Pik' = XiZk - ZiXk setzt 
(vgl. p. 49); dies gibt, da qik = - qki, die vier Relationen: 

(9) 

o = * + q12 X2 + qlsxs + q14X4, 

o = q2l Xl + * + q2S XS + q24 X 41 

o = qSI Xl + qS2 X2 + * + q34,X4, 

0= q41Xl + q4,2X2 + q4SXS + * . 
Von diesen sind nul' zwei von einander unabhangig. Zunachst 
namlich versehwindet die Determinante del' Coefficienten, denn es ist: 

0 q12 qlS q14 

q21 0 Q2S q24 
- (Q12qS4 + Q1SQ42 + Q14q23)2 = O. 

qSI qS2 0 QS4 

Q41 q42 q43 0 

Abel' auch die dritte Gleiehung folgt schon aus den beiden ersten, 
sobald ql2 vou Null versehieden ist. Multiplicirt man namlieh die 
erste mit q23, die zweite mit ql3 und subtrahirt, so kommt: 

q21 qls x l - Ql2Q23 x2 + (QlSQ24 - Q14Q2S)X4 = O. 



102 Erste Abtheilung. 

Wegen Q = ° ist die linke Seite gleich 

q12 (qSI Xl + qSl/XII + q34 x4)· 

~ur wenn also ql2 ~ 0, so folgt in der That die uritte Gleichung. In 
den Fallen, wo eine der Coordinaten qur. verschwindet, darf man da
her nicht zwei beliebige der Gleichungen (9) auswahlen, um aIle vier 
zu ersetzen. Es empfiehlt sich deshalb, uberhaupt aIle vier Glei
chungen beizubehalten (vgl. p. 50). 

Die dualistisch entsprechende Aufgabe fiihrt zu den vier Re-
lationen: 

(9)* 

° = * + P12 tt2 + PIS Us + P14. tt4' ° = P2l Ul + * + P2S US + P24 U4, ° = PSIUI + PS2 U2 + * + PS4U4, 

° = P41 UI + P42 U2 + P4S US + * . 
Dieselben sagen aus, dass die Gerade P in del' Ebene u liegt. J e 
zwei von ihnen sind im Allgemeinen eine FoIge del' beiden anderen. 

Hat man eine lineare Gleichung in Liniencoordinaten: 

(10) a l2 Pll1 + alSPlS + a14P14 + a S4PS4 + a42 P42 + a 2S P2S = 0, 
so stellt sie einen linearen Complex dar. 1st insbesondere 

(11) al2 aS4 + a lS a 42 + a 14 a 2S = 0, 
so hat man einen speciellen Complex; der Axe P' desselben kommen 
die Coordinaten zu: 

P,Pll1' = a S4 ' P,PIS' = a 42 , p'Pl4.' = ails' 

1st (11) nicht erfullt, so begrundet die Gleichung (10) die oben be
handelte lineare reciproke Verwandtschaft. Sie ist jetzt anaIytisch 
durch die Formeln 

(12) 

(lUI = * + all/XII + alSxS + a14 x4 , 

(lu2 = a 21 X I + * + a 23 x S + a 24 x 4 , 

(lUs = aSlXI + a3~x2 + * + aS4 x4 , 

(lu4 = a4l xI + a42 x2 + a 4S x s + * 
dargestellt, vorausgesetzt, dass aik = - aki gesetzt ist. Hieraus leitet 
man leicht aIle fruheren Satze ab (p. 51 ff.), soweit sie sich nicht auf 
metrische Relationen beziehen. Den Ebenen eines Biischels ent
sprechen die Punkte einer Reihe, die zum Buschel perspectivisch 
liegt. Jeder Geraden entspricht so eine andere: ihre conjugirte Polare; 
und diese Beziehung ist eine wechselseitige. Sie Hisst sich analytisch 
darstellen, wenn man mittelst der Gleichungen (12) und 

(iV, = ail'!JI + ai2'!J1I + aiS'!JS + ai4'!J4 
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Cwo aii = 0, aik = - aki) die Coordinaten qik' = ttiVk - ViUk der Schnitt
linie von U und v durch die Coordinaten Pik = XiYk - YiXk der Ver
bindungslinie von x und Y berechnet. Man findet 

P,Q12 = a 12 (a12 P12 + a1SPl3 + a 14P14 + a 23 P23 + a 24 P24) 

+ (a1S a 24 - a 14,a2S)pS!' u. s. f. 

Die Gleichung des Complexes wird besonders einfach, wenn man 
das Coordinatentetraeder so wahlt, dass zwei einander gegeniiber
liegende Kanten conjugirte Polaren sind. Es moge dies z. B. mit 
den Kanten Xl = 0, X 2 = 0 und Xs = 0, x4 = 0 der Fall sein. Jede 
Gerade, welche beide Kanten trifft, fiir die also PIll = 0 und PS4 = 0 
ist, gehort jetzt dem Complexe an. Die Gleichung des letztern er
scheint also in der Form: 

(13) 

Dieselbe kann auf sechsfach unendlich viele Weisen erhalten werden, 
denn eine Kante und zwei durch sie gehende Ebenen des Tetraeders 
sind willkiirlich wahlbar. 

Werfen wir noch einen kurzen Blick auf die Beziehungen des 
linearen Complexes zur unendlich fernen Ebene. Auch ihr ist 
vermoge (12) ein bestimmter in ihr liegender Punkt zugeordnet. 
Nun wissen wir, dass fiir alle Geraden einer Ebene die conjugirten 
Polaren durch den ihr entsprechenden Pol gehen (p. 53). Be
trachten wir also die unendlich fernen Geraden als Axen von Ebenen
biischeln (die dann Systeme von Parallelebenen sind), so gehen die 
zugehorigen Punktreihen aHe durch denselben unendlich fernen Punkt, 
d. h. sie sind zu einander parallel. Dies sind die Durchmesser des 
linearen Complexes. 

Die Axe des Complexes war derjenige Durchmesser, welcher auf 
der zugehorigen Schaar von Parallelebenen senkrecht steht. Nimmt 
man also als Kante Xu = 0, X4 = 0 die unendlich feme Schnittlinie 
dieser Parallelebenen (so dass X4 = 0 die unendlich ferne Ebene ist) 
und als Kante Xl =0, X 2 = 0 die Axe, so wird Xl :X2 : Xs :x4 = X :y: $: 1, 
wo x, y, fJ rechtwinklige Coordinaten sind, ferner P12 = (I, PS4 = - r; 

die Gleichung (13) geht also in (21) p.55 iiber. Letztere Gleichungs
form bleibt auch bestehen, wenn man ein schiefwinkliges Coordinaten
system (p. 94) benutzt, des sen Z-Axe ein Durchmesser des Complexes 
ist, und als dessen X-Y-Ebene irgend eine Ebene der zugehOrigen 
Schaar von Parallelebenen gewahlt wird. 
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VIII. Imaginare Elemente. 
In unser en analytiseh-geometrisehen Untersuchungen haben Wlr 

schon friihe Veranlassung gefunden (vgl. Bd. I, p. 41), neben den 
ursprunglich allein als gegeben gedachten reellen Punkten, geraden 
Linien, Ebenen aueh solche imaginare Elemente einzufuhren; die 
Losung gesteHter Aufgaben (z. B. die Bestimmung der Schnittpunkte 
einer Geraden mit einem Kegelschnitte, ebd. p. 75) fiihrt eben oft 
bei analytischer Behandlung auf Gleichungen mit imaginaren WurzeIn, 
und um die betreffenden Satze (insbesondere iiber die Anzahl der 
moglichen Losungen) dann allgemein aussprechen zu konnen, d. h. 
ohne jedes Mal eine grosse Anzahl von AusnahmefaHen hinzuzufiigen, 
entschlossen wir uns, diese imaginaren Elemente durchgehends als 
den reeHen gleichbereehtigt zu berucksichtigen; in jedem einzelnen 
:FaIle blieb es dann der naheren Untersuehung iiberlassen, zu ent
scheiden, wie viele der betreffenden Elemente reell, wie viele imaginar 
sein konnen. Begriindet war dies Verfahren aber durchaus nur durch 
den Gang der Rechnung und durch die gleichmassige A.nwendbarkeit 
der analytischen Operation en auf reelle und complexe Zahlen. Ver
anlasst durch spater gewonnene Gesichtspunkte, konnen wir hinzu
fiigen, dass es stets unser Bestreben war, in erster Linie solche 
Eigenschaften der Figuren zu betrachten, welche gegeniiber beliebigen 
Collineationen invarianten Charakter zeigen (Bd. I, p. 168 u. 173), dass 
durch Collineationen mit imaginaren Coefficienten reelle Elemente in 
imaginare ubergefuhrt werden konnen, dass also fur den Stand
punkt der Invariantentheorie (d. i. fUr die projectivische Geometrie) 
die Realitat der Elemente keine wesentliche Eigenschaft derselben 
ist; gleichzeitig mussen wir bemerken, dass solche imaginare Colli
neationen auch nur algebraisch definirt sind, dass durch diese Be
trachtung also ein wesentlicher Einblick in den geometrischen Sinn 
des Imaginaren nicht gewonnen werden kann *). Einen solchen Ein
blick aber nach Moglichkeit zu geben, soll unsere nachste Auf
gabe sein; wir stellen dieselbe erst jetzt, weil der Begriff einer Con
gruenz mit jhren Leitlinien dabei zu benutzen ist. 

Handelt es sich nur um eine einzige Variable, d. h. urn einen 
Parameter in der Punktreihe, im Strahl en- oder Ebenen-Buschel 

*) Die unbedenkliche Zulassung imaginarer Elemente ist auf M 0 n g e 
zuriickzufiihren; vgl. Chasles' Aper9u historique, p. 198ft'. und Note XXVI; 
C h a B 1 e s sieht eine strenge Begriindung des Verfahrens ausschliesslich in der 
Algebra; die reine Geometrie konne die Einfiihrung des Imaginaren vorlaufig 
als ein Princip (wie das sogenannte principe de continuite von Poncelet) zu
lassen, dessen nahere Begriindung von der Zukunft zu crwarten sei. 
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(kurz im binaren Ge biete), also fUr lIns hauptsachlich urn die Ver
anschaulichung complexer Wurzeln algebraischer Gleiehungen, so 
lei stet die bekannte Gauss'sehe Darstellung der eomplexen Zahlen 
in der Ebene *) alIes nur wiinsehenswerthe. Ein imaginarer Punkt 
der Ebene ist aber durch zwei eomplexe, d. h. dureh vier reelIe Zahlen 
bestimmt; man konnte etwa die eine eomplexe Coordinate in einer 
Ebene darstellen, die andere in einer anderen Ebene und die Ver
bindungslinie der beiden Punkte als reelles Substrat eines imaginaren 
Punktes der ebenen Geometrie betraehten. Aber dureh eine derartige 
Interpretation wiirde man sieh gerade des Hauptvortheils berauben, 
welch en die Einfiihrung imaginarer Elemente dem Geometer ge
wahren solI, der Mogliehkeit, allen Resultaten ausnahm lose Giiltig
keit zuzuerkennen; man wurde zwar jedem Satze uber imaginare 
Elemente der Ebene einen anderen uber reeHe Construetionen im 
Raume an die Seite steHen; aber der Inhalt des letztern wurde 
formal keinerlei Aehnliehkeit haben mit dem Inhalte des urspriing
lieh vorliegenden Theorems. Noeh grossere Sehwierigkeiten wurde die 
Interpretation imaginarer Raumelemente bieten. Da es unser Ziel 
ist, Ausnahmen zu beseitigen, versehiedene Satze unter gemeinsamem 
Gesiehtspunkte zusammenzufassen, so ist die Permanenz der formalen 
Operationsgesetze das erste von der geometrisehen Theorie des Imagi
naren zu verlangende Erforderniss, ganz wie diese Forderung in der 
rein en Arithmetik bei der suceessiven Einfuhrung der negativen, der 
gebroehenen, der irrationalen, der imaginaren und complexen Zahlen 
massgebend ist: Fur die Combination von imaginaren Elementen (Punkten, 
Ebenen, geraden Linien) unter sich oder mit reellen Elementen mussen 
dieselben Gesetze gelten wie fiir die Combinationen der reellen Elementc 
unter sich; z. B. muss en drei Ebenen einen Punkt bestimmen, drei Punkte 
eine Ebene u. s. w. Es ist v. Staudt's grosses Verdienst, eine dem 
entspreehende Interpretation des Imaginaren gefunden und so einer
seits die reine Geometrie wesentlieh erweitert, andererseits aber aueh 
fiir aIle algebraisehen. Operationen in der analytisehen Geometrie 
ein stets gultiges geometrisehes Substrat gesehaffen zu haben. In 
letzterem Sinne die v. Staudt'sehe Theorie zu behandeln, kann fur 
uns natiirlich alleill in Frage kommen. 

*) V gl. Bd. I, p. 173. Es ist zu bemerken, dass diese Darstellung schon 
vor Gauss (1831) von Lagrange beim Probleme del' conforlnen Abbildung 
(KH.rtcnprojection) benutzt (1779), auch von Ar g an d 1806 entwickelt wurde; 
vgl. Han k el' s Theorie der complexen Zahlensysteme, Leipzig 1867, p. 71 und 81, 
Holzmiiller's Einfiihrung in die TheOl·ie der isogonalen Verwandtschaften, p. 3 
und 100, Leipzig 1882 und Baltzer, Crelle's Journal Ed. 94. 
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Auf welchem Wege vorzugehen ist, konnen uns friihere Bei
spiele lehren. Schon bei der sogenannten "imaginaren Ellipse" hoben 
wir hervor (Bd. I, p. D 1), dass die durch sie begriindete Polarver
wandtschaft vollkommen reell ist, dass also fUr sie aIle Satze 
der Polarentheorie giiltig bleiben; es heisst nur urn einen Schritt 
weiter gehen, wenn wir geradezu diese Polarverwandtschaft als geo
metrisches Substrat der imaginiiren Ellipse betrachten. Allerdings 
miissten wir dann auch beim reellen Kegelschnitte aIle Satze nicht 
aus seiner Gleichung in Punkt- oder Linien-Coordinaten, sondern 
aus der Polarentheorie ableiten*), ihn also z. B. nicht geometrisch 
durch fiinf seiner Punkte bestimmt denken, sondern durch fiinf Paare 
conjugirter Pole (also auch durch fiinf lineare Gleichungen fUr die 
CoiHficienten). Aber es bleibt immer die Frage: was entspricht dann 
den Schnittpunkten einer Geraden mit dem Kegelschnitte? was den 
Punkten der Ebene, die mit ihren Polaren vereinigt liegen? Die 
Bestimmung der Schnittpunkte geschieht durch eine quadratische 
Gleichung (Bd. I, p. 73) fUr einen Parameter oder fur zwei homo gene 
Variable; eine solche Gleichung aber bedingt auf den geraden Linien 
ebenfalls eine Polarverwandtschaft (ebd. 213f.): jedem Punkte derselben 
ist ein anderer zugeordnet, namlich sein vierter harmonischer in 
Bezug auf die beiden Grundpunkte der betrefi'enden binaren quadra
tischen Form (die Wurzeln der quadratischen Gleichung darstellend); 
alle diese Punktepaare bilden eine Involution, deren Doppelelemente 
eben die erwahnten Grundpunkte sind. Diese Polarverwandtschaft 
und die zugehorige Involution haben reelle Bedeutung unabhangig 
von der Realitat der beiden Doppelemente; wir werden daher zwei Ztt 

einander conjugirt imaginiire Punkte einer Geraden reell repriisentiren 
durch diejenige Involution, deren Doppelelemente sie sind; in gleicher 
Weise kann man ofi'enbar auch jedes reelle Punktepaar durch eine 
Involution ersetzen. Statt daher die Schnittpunkte einer Geraden mit 
einem Kegelschnitte Ztt suchen, haben wir nunmehr auf der Geraden 
eine Involution zu construiren, deren (reelle oder imaginiire) Doppel
elemente die gesuchten Schnittpunkte Silld. Beliebig viele Punktepaare 
del' Involution findet man dadurch, dass man den Punkten (Polen) 
der Geraden die Schnittpunkte der letztern mit den zugehorigen 
Polal'en zuordnet, wobei bekanntlich durch zwei solche Punktepaare 
aIle ubrigen bestimmt sind. Die Gesammthcit der Involutionen, welchc 
so auf den zweifach unendlich vielen Geraden der Ebene definirt werden, 

*) V g 1. S t e i n e r' B Vorlesungen iiber synthetischo Geometrie, bearbeitet 
von Schroter (p.411 der 2. Auflage, Leipzig 1876). 



Punkt, Ebene und Gerade. 107 

repriisentiren uns die Gesammtheit der P'Unkte eines (reellen oder irnagi
niiren) Kegelsc7mittes. Dualistiseh entspreehend ist die Gesammtheit 
der Tangenten dargestellt dureh die Involutionen, welehe in analoger 
Weise in den sammtliehen Strahlbiiseheln der Ebene bestimmt werden *). 
Dass hierbei kein imaginarer Punkt des Kegelsehnittes iibergangen 
wird, folgt daraus, dass in der Ebene jeder imaginare Punkt auf 
einer reellen Geraden liegt (seiner Verbindungslinie mit dem eonjugirt 
imaginaren Punkte) und ebenso jeder imaginare Strahl einen reellen 
Punkt enthalt (seinen Sehnittpunkt mit dem eonjugirt imaginaren 
Strahle). Es ist dies eine einfaehe Folge davon, dass aIle Punkte 
mit den Coordinaten Xk + ).Yk auf der Verbindungslinie der Punkte x 
und y liegen, insbesondere also aueh die Punkte ). = i = F1 und 
.t = - i. Weiter fragt sieh, wie die Thatsaebe zum Ausdrueke 
kommt, dass jeder Punkt der Curve mit seiner Tangente vereinigt 
liegt. Zwei conjugirt imaginiire Punkte des Kegelschnittes Hegen bez. 
vereinigt mit den heiden dureh den Pol ihres gemeinsamen Tragers 
gehenden Tangenten. Jedes Paar der auf dem Trager dureh die 
Curve definirten PunktinvQlution bestimmt dureh seine Verbindungs
linien mit dem Pole ein Strahlenpaar der in diesem Pole definirten 
Strahleninvolution. Die fragliche vereinigte Lage findet also darin ihr 
reeUes Substrat, dass jene Punktinvolution mit dieser Strahleninvolution 
vereinigt liegt. 

Wenn es so gelingt, Paare conjugirt imaginiirer Punkte und 
Strahlen in einer Ebene dureh reelle Gebilde zu ersetzen, und dem
gemass aueh die Theorie der Kegelschnitte, wie unser Beispiel zeigt, 
weiter aber aueh die Theorie aller hoheren Curven, soweit ihre 
Gleiehungen von nur reellen Coeffieienten abhangen (wo dann immer 
conjugirte Elemente aueh gleiehzeitig auftreten), geumetrisch voll
standig auf reeller, ansehaulieher Grundlage auszubauen, so muss doch 
aueh verlangt werden, jedes der beiden einander eonjugirten, imagi
naren Elemente geometriseh zu isoliren, es muss z. B. die Aufgabe 
losbar sein, durch einen reellen Punkt eine gerade Linie zu ziehen, 
welehe ausserdem einen bestimmten von zwei eonjugirt imaginaren 
Punkten enthiilt. Mit dieser Forderung maeht sieh erst jene Sehwierig
keit der geometrisehen Imaginiirtheorie geltend, welehe von·v. Staudt 

*) Es mag hier daran eriDnert werden, dass man nach Klein sich von 
den imaginal'en Tangenten (indem man ihnen ihre reellen Punkte zuol'dnet) in 
anderer Weise eiD Bild durch Construction einer Art Riemann'scher Flache 
machen kannj vgl. Ed. I, p. 611 j die Construction einer solchen Flache hangt 
mit der v. Staudt'schen Theorie enge zusammen, vgl. Klein, Math. Annalen 
Bd. 9, p. 479f. und Sturm, ebd. p. 841 f. 
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so gliicklich iiberwunden wurde*), und deren Darlegung wlr 1m 
Auge hatten. 

Da wir der Geraden nur einen unendlich fernen Punkt beilegen 
(p. 89), sie also behandeln wie eine im Unendlichen geschlossene 
Curve, so kann man auf zwei Wegen von einem Punkte PI derselben 
zu einem anderen Ps gelangen, namlich entweder direct oder durch 
Vermittlung des unendlich fernen Punktes Poo, also entweder in 
dem Sinne P1 PS P oo oder in dem Sinne Pi PooPs· Statt des Punktes 
Poo benutzen wir irgend einen andern Punkt P2 zur Unterscheidung 
beider Wege; die unmittelbare Aufeinanderfolge von drei Punkten Pi' 
P2 , Ps bestimmt also eine und nur eine Riehtwng oder einen "Sinn" 
auf der Geraden. Der Sinn P 1 P2 Ps stimmt mit dem Sinne P 2 P s Pi 
oder Ps PI P2 iiberein, ist aber dem Sinne P1 Ps P2 odeI' P 2 PI Pa 
oder Ps P2 PI entgegengesetzt. Seien die drei Punkte auf der 
Geraden durch die Parameterwerthe All A2 , As festgelegt (p. 98); 
bei jeder Permutation der Punkte, welche den durch letztere bestimmten 
"Sinn" ungeandert lasst, d. i. bei jeder cyklischen Permutation, bleibt 
dann auch del' Ausdruck (A2 - As) (A.s - A.1) (A.l - A.2) ungeiindert, 
und umgekehrt. Sind also drei andere Punkte QlI Q2' Q3 durch die 
Parameter 11-11 11-2' II-s charakterisirt, so stimmt der Sinn PI P2 Pa mit 
dem Sinne Ql Q2QS iiberein oder nicht, je naehdem den denselben ent
spreehenden Producten 
(1) (A.2 - A.3) (A.3 - A.1) (A.l - A.2), (11-2 - 11-3) (II-s - IL1).(ILI - 11-2) 
gleiehes oder entgegengesetztes Vorzeiehen zukommt. 

Machen WIr nun eine projectivische Umformung auf Grund der 
Relation 
(2) 
vermoge 
so folgt: 

aA.IL + bA. + elL + d = 0, 
welcher die Punkte Pi bez. in Qi iibergefiihrt werden, 

(3) (A. - A. ) (A. _ A. ) (A. _ A. ) = (ad - bC)3(I1-2 - 11-3) (11-3 - 11-1) (11-1 - 1'-1) • 
2 s 3 1 1 2 (al1-1 + W (al1-2 + b)2 (al1-s + b)1 

Ob del' Sinn der Punktgruppe PI' P2 , P a durch eine lineare Trans
formation geandert wird oder nicht, hiingt also von dem Vorzeichen 
del' Determinante der Transformation abo Beziehen sich beide Para-

*) Beitdige zur Geometrie der Lage, Nurnberg 1856-60. Insbesondere 
findet man p. 182 if. die Theorie der gemeinsamen Punkte und Tangenten von 
zwei Kegelachnitten und ihres gemeinsamen Polardl'eiecks im Sinne der Imaginar
theorie auseinandergesetzt (auch fur die verachiedenen besonderen Lagen zweier 
Kegelschnitte gegen einandel'). Neu dargesteUt und erweitert ist V. Staudt's 
Theorie VOn LUl'oth (Math. Annalen Bd. 8, 1875 und Bd. 11, 1877), fur die 
analytische Geometric von Stolz (ebd. Bd. 4, 1871); an letztere Arbeit lehnen 
~ich die Ueberlcgungen, welche zunachst im '!'exte folgen, an. 
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meter A., (.t auf dieselben Grundpunkte, so sind dureh (2) zwei ver
einigt gelegene projectivische Punktreihen definirt, deren Doppel
elemente dureh die Gleiehung 

(4) a A. 2 + (b + e) A. + d = ° 
definirt werden. Die Doppelelemente sind also reell, wenn 

(b + e)2 - 4a d > 0, 

conjugirt imaginar, wenn (b + e)2 - 4ad < 0; in letzterem FaIle ist 
aueh 4(ad - be) > (b - el; bei imaginiiren Doppelelementen wird also 
eler Sinn niemals geiindert. Unsere fruher benutzten 1nvarianten k 
und 1 sind hier bez. b - e und (b + e)2 - 4ad (vgl. Bd. I, p. 200); 
iiber die Aenderung des Sinnes entscheidet daher allgemein das V 01'

zeiehen der Invariante k2 - 1. 1st dieselbe positiv, so ist aueh das 
Doppelverhaltniss zweier entspreehenden Pllnkte und der beiden 

Doppelelemente, namlich k - y~ positiv, und der Sinn wird nieht 
k +YI 

geandert; ist k2 - 1 < 0, so ist auch dieses Doppelverhaltniss negativ, 
und der Sinn wird geandert. 

Bei del' Involution ist insbesondere k = 0, das Doppelverhaltniss 
gleieh - 1, und wir haben den Satz: 

In zu:ei involutoriseh mtf einander bezogenen Punktreihen haben 
entspreehende PHnlctgrttppen gleiehen Sinn, wenn die Doppelelemente 
imaginar sind, entgegengesetzten Sinn bei reellen Doppelelementen. 

Hiernaeh hann man einer Involution mit imaginiiren Doppel
elementen einen bestimmten Sinn willkiirlieh beilegen, indem man sieh 
die reellen Punktepaare durehlaufell denkt, denn del' dureh irgend 
drei Punkte bestimmte Sinn ist ja derselbe, wie der dureh die 
entsprechenden Punkte definirte Sinn. Dasselbe ist allerdings bei 
irgend welehen vereinigt gelegenen projeetivisehen Punktreihen mog
lieh, deren sieh selbst entspreehende Elemente imaginar sind; bei 
del' Involution aber hat dies aueh nur dann eine Bedeutung, wenn 
letztel'e Elemente durch eine Gleiehung mit imaginal'en Wurzeln 
gefunden werden, fiir andere Verwandtsehaften aueh unter Umstanden 
bei reellen Doppelementen. Del' beigelegte Sinn kann ein zweifaeher 
sein; den einen Sinn ordnen wir dem einen imaginaren Doppel
elemente willkurlich zu, den anderen Sinn dem conjugirt imaginaren 
Doppelelemente; als Reprasentanten eines imaginaren Punktes erhalten 
wir so eine Pltn7ctinvolution auf dem "reellen Triiger" des Punktes ver
bttnden mit einem beigelegten Sinne. 1st del' Sinn dureh die Punkte 
All A.2 , A.3 festgelegt und ist Ai > A2 > As, so kann man, um die Ideen 
zu fixiren, etwa diesem Sinne den Punkt A + (.ti, dem entgegen-
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gesetzten den Punkt l - p,i zuordnen, wenn p, > 0, und wenn 
l2 + p,2 = 0 die Doppelelemente bestimmt*). Wie in der That 
durch Wahl des Sinnes eine Scheidung der beiden conjugirt irnagi
naren Punkte veranlasst wird, tritt bei der A ufgabe hervor, einen 
Punkt "zu suchen, welcher mit All A2 , Aa ein aquianharmonisches 
DoppelverhaItniss bestimmt, also der Gleichung 

a,-a3 It-al l+V=S 
~ - al • It - A3 = 2 

geniigt. Vertauscht man hier zwei Werthe Ai, so geht bekanntIich 
die rechte Seite in den conjugirt imaginaren Werth iiber, und folg
lich " gleichzeitig in den conjugirten Punkt. Diese beiden Punkte 
sind aber gerade die Doppelelemente derjenigen Involution, welche 
durch die drei Paare A;, P,i gebildet wird, wobei z. B. P,1 ZU Al in 
Bezug auf A2 und A3 harmonisch liegt, u. s. f. (vgl. die Theorie der 
binaren cubischen Formen, Bd. I, p.225); durch Vertauschung etwa 
von Al mit A2 wird also gleichzeitig der Sinn der Involution geandert 
und der eine Doppelpunkt in den anderen iibergefiihrt**). Ganz 
analog definiren wir eine imaginiire gerade Linie durch eine Stmhlen
involtttion, deren Mittelpunkt ihr reellel' Ptmkt ist (d. h. ihr Schnitt
pwzkt mit del' conjugil't imaginal'en Linie, ihr "Trager") nncZ einen der 
Involtttion beigelegten Sinn; analytisch wird dann die so definirte 
Gerade als der eine Doppelstrahl der Involution gefunden. Urn die 
Art zu kennzeichnen, wie man mit diesen Definitionen arbeitet, losen 
Wlr einige einfache geometrische Aufgaben. 

1. Es soll die Verbindungslinie eines gegebenen reellen Punktes 
mit einem gegebenen imaginal'en Punkte construirt werden. Letzterer 
ist auf seinem Trager durch drei Paare einer Involution und den zu
gehorigen Sinn gegeben; durch Verbindung der Punkte dieser drei 
Paare mit dem gegebenen reellen Punkte P erhalt man offenbar im 
letzteren eine Strahleninvolution, welche die gesuchte imaginare Linie 
definirt, wenn ihr der entsprechende (durch die Construction von sel bst 
gegebene) Sinn beigelegt wird. 

2. Es soU die Verbindungslinie zweier imaginiil'en Punkte con-

*) Sind die Parameter gleich den Entfernungen der Punkte von einem 
festen Punkte, so wiird e also dem Punkte A. + fL i der Sinn - fL, 0, + /L bei
zulegen sein; vgl. Stolz a. a. O. 

**) Die Doppelelemente der Involntion sind hier zllgleich Doppelemente 
eines cyklisch-projectivischen Systems (Bd. I, p. 201). Man kann so jedem 
cyklisch-projectivischen Systeme einen Sinn beilegen und dasselbe dann als 
Repdisentanten eines imaginaren Punktes betrachten; vgl. Klein, Gottinger 
Nachrichten 1872 (od. Math. Annalen Bd. 22, p. 242) u. Lliroth ehd. Ed. 11 u. 13. 



Punkt, Ebene und Gerade. 111 

stmirt werden, die durch swei verschiedene Involtttionen und denseTben 
bes. beigelegte Sinne dargesteUt sind (die also einander nicht conjugirt 
sind). Es handelt sich um die Aufsuchung des Centrums einer 
Strahleninvolution, welche zu den beiden gegebenen Punktinvolutionen 
nach Lage und Sinn perspectivisch ist. 

Vorausgeschickt werde die Bemerkung, dass man die beiden 
Punktepaare, welche eine Involution definiren, stets zu einander har
monisch voraussetzen darf; zu jedem Paare der Involution namlich 
kann man ein anderes derselben Involution angehoriges Paar finden, 
welches zu jenem ,harmonisch liegt; dasselbe muss auch zu den 
(imaginaren) Doppelelementen harmonisch liegen und ist dadurch in 
bekannter Weise definirt*). Sind P, PI und Q, Ql zwei solche zu 
einander harmonische Paare der Involution, so sind die zugehorigen 
imaginaren Elemente durch die in verschiedenem Sinlle genommenen 
Anordnungen PQ PI QI und PQI PI Q dargestellt. Dieser "harmonischen 
Darstellung" der Involution, resp. ihrer imaginaren Doppelelemente 
bedienen wir uns im Folgenden. Uebertragt man die Punkte der 
Geraden auf einen Kegelschnitt, indem man die Punkte des letzteren 
von einem seiner Punkte aus (dessen Wahl fiir das Resultat ganz 
gleichgiiltig ist) auf die Gerade projicirt**), so geben die Paare einer 
Involution auf dem Kegelschnitte Punktepaare, deren Verbindungs
linien einen Strahlbiischel bilden, wie man mittels der fundamentalen 
Satze tiber Erzeugung von Kegelschnitten sehr leicht beweist; ins
besondere liefern die beiden im Strahlbiischel vorkommenden Tan
genten durch ihre Beriihrungspunkte die Doppelelemente der In
volution. Mit Hiilfe dieser Uebertragung auf einen Kegelschnitt 
(z. B. einen Kreis) construirt man am Einfachsten das zu PPI har
monische Paar QQI der Involution; man braucht namlich nur, wenn 
RBI ein weiteres gegebenes Paar der Involution ist, in dem durch 

*) V gl. Bd. I, p. 216 if. Wir konnen hier die friiheren analytischen Resul
tate ohne weiteres benutzen, da es uns nur darauf ankommt, die imaginaren 
Elemente geometrisch zu interpretiren; will man, wie es v. Staudt thut, 
die imaginaren Elemente rein geometrisch einfiihren, so muss man den Satz 
des Textes, in dem ein imaginares Punktepaar benutzt iat, erst neu beweisen. 

**) Vgl. die Anmerkung zu Bd. I, p.243. - Da friiher die Schnittpunkte 
einer Geraden g mit dem Kegelschnitte K gefunden wurden als Doppelpunkte 
der beiden projectivischen Punktreihen, welche die beiden zur Erzeugung von K 
benutzten Strahlbiischel auf g ausschneiden (Bd. I, p. 61), so lehrt der Text, dass 
die Construction dieser Doppelemente immer auf die Construction der Doppel
elemente einer gewissen Involution zuriickkommt. Wie letztere direct aus den 
beiden projectivischen Punktreihen abzuleiten ist, zeigte He sse durch Inter
pretation des Pascal'schen Satzes, Crelle's Journal, Bd.63 und 66. 
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RRI und P PI bestimmten Strahlbiischel die vierte harmonische Linie 
zu P PI in Bezug auf die beiden Tangenten aufzusuchen (d. h. die· 
jenige conjugirte Polare zu PPlI welche durch den Mittelpunkt des 
Strahlbiischels geht); dieselbe schneidet auf dem Kegelschnitte, wenn 
die Tangenten imaginar sind, stets zwei reelle Punkte Q, QI aus. 

Es sei nun P der Schnittpunkt der Trager der beiden gegebenen 
Involutionen (imaginaren Punkte); in del' einen Involution sei ihm P u 

in del' anderen PI' zugeordnet. Es seien p, PI die nach P bez. PI 

Fig. 12. 
gehenden Strahl en des zusuchen
den Biischels; dann muss PI auch 
durch Pt' gehen (Fig. 12). 1st ferner 
Q P QI PI eine "harmonische Dar
stellung" des einen gegebenen imagi
naren Punktes A, so ist, wenn q ~ ql 
die nach Q, QI gehenden Strahlen 
des gesuchten Buscbels bezeichnen, 
qPQIPI eine barmonische Darstellung 
der Geraden, welche durch A geht. 
Weil aber letztere auch den anderen 

imaginaren Punkt A' enthalten solI, miissen die Punkte Q', QI', in welchen 
q, ql bez. die zweite Involution schneiden, in letzterer ein Paar bilden; 
ferner muss der Sinn pqpI oder PQ' P/ mit dem Sinne del' zweiten 
Involution iibereinstimmen, endlich PQ PI QI 1\ (d. h. projectivisch zu) 
P Q' PI' Q/ sein, wei I beide Involutionen zu pqpI ql perspectivisch 
liegen. Es kommt also darauf an, das Paar Q' Q/ so zu wahlen, 
dass die Bedingung PQP1 QI 1\ P Q' PI' QI' erfiillt wird; da nun 
Q, Q! zu P, PI harmonisch war, so ist dieser Forderung geniigt, 
wenn die Folge P Q' P/ QI' auch eine "harmonische Darstellung" der 
zweiten Involution liefert; das mag also jetzt angenommen werden. 
Dalln haben die projectivischen Reihen PQ PI QI und P Q' P/ Qt' den 
Punkt P elltsprechend gemein, sie liegen also perspectivisch und 
folglich scbneiden sich die Verbindungsliniell von Q, Pu QI resp. 
mit Q', P/, Q/ in einem Punkte, dem gesuchten Centrum der Strahlen
involution pqPlql' Letztere ist in der That perspectivisch zu beiden 
gegebenen Involutionen, und der Sinn pqpI ist identisch mit dem 
Sinne PQP1 und mit dem Sinne PQ' Pt'. Die Involution pqPlql 
ist also eine harmonische Darstellung der Verbindungslinie der beiden 
imaginaren Punkte A und A:. 

3. Es sollen die Schnittpunkte einer imaginiiren Geraden ex mit 
einem reellen Kegelschnitte construirt werden. Wir schicken zwei Hiilfs
betrachtungen voraus. 
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Erstens: Wenn die Strahl en eines Biischels gleichzeitig durch 
zwei InvoJutionen zu Paaren geordnet sind, so kann man immer ein 
Strahlenpaar £inden, das gleichzeitig beiden Involutionen angehOrt; 
dieses Paar ist reelI, wenn mindestens eine der beiden Involutionen 
imaginare Doppelelemente besitzt. Zurn Beweise lege man einen 
beliebigen Kegelschnitt dnrch das Centrum des Biischels; auf dem
selben werden zwei Involutionen ausgeschnitten; die Verbindungs
linien der Paare einer jeden bilden nach Obigem einen Strahlbiischel; 
von dem Centrum eines dieser Biischel gehen imaginare Tangenten 
an den Kegelschnitt, wenn die Doppelelemente der entsprechenden 
Involution imaginar sein sollen. Die Verbindungslinie beider Centren 
schneidet den Kegelschnitt dann sicher in zwei reellen Punkten, welche 
gleichzeitig in beiden Involutionen ein Paar bilden, deren Verbindungs
linien mit dem Centrum des gegebenen Biischels also das verlangte 
Paar liefern. 

Zweitens: Es seien a, b zwei reelle Gerade, welche einander in 
Bezug auf einen vorgelegten Kegelschnitt nicht conjugirt sein mogen; 
jedem Punkte P von a ist dann ein Punkt Q von b zugeordnet da
durch, dass b in Q von der Polare des Punktes P geschnitten wird; 
diese Zuordnung ist eine wechselseitige: P und Q sind einander 
conjugirte Pole in Bezug auf den Kegelschnitt. Die Polaren aner 
Punkte P gehen durch den Pol von a, bilden also einen Strahl
biischel, welcher projectivisch zu der Punktreihe auf a, perspectivisch 
zu derjenigen auf b ist. Die Verbindungslinien P- Q umhiiUen folglich 
einen Kegelschnitt, der auch die beiden Geraden a, b beriihrt, und 
zwar in den Punkten, in welchen sie von der Polare ihres Schnitt
punktes getroffen werden. 

Kehren wir jetzt zu der gestellten Aufgabe zuriick. Der Mittel
punkt M des zur Darstellung der irnaginaren Linie IX dienenden 
Strahlbiischels mage nicht auf dem Kegelschnitte liegen. Es kommt 
dann darauf an, eine reelle Gerade g zu £inden, auf welcher IX eine 
Involution bestimmt, in der die Punkte elnes jeden Paares zugleich 
conjugirte Pole in Bezug auf den Kegelschnitt sind; in der That 
reprasentirt diese Involution dann die beiden imaginaren Schnitt
punkte von g mit dem Kegelschnitte, von denen der eine mit IX, der 
andere mit del' zu lX conjugirt imaginaren Geraden vereinigt liegt. 
1st PQP1 q1 eine Darstellung von lX, so miissen demnach die Schnitt
punkte von g mit p, P1 und q, q1 conjugirte Pole sein. Man kann 
nun nach dem ersten Hiilfssatze annehmen, dass p und PI conjugirte 
Polaren sind. Dann schneidet jede Linie, welche entweder durch 
den auf PI gelegenen Pol P von p oder durch den auf P gelegenen 

Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 8 



114 Erste Abtheilung. 

Pol P1 von P1 hindurchgeht, die Strahlen p, P1 in conjugirten 
Polen. Die Linie 9 geht also durch einen der beiden Punkte P, P1' 
in welchen die Polare m von M bez. durch die Strahlen P1' P ge
schnitten wird. Wenn nun q und q1 nicht auch conjugirte Polaren 
sind, so muss 9 nach dem zweiten Hiilfssatze gleichzeitig Tangente 
eines Kegelschnittes sein, welcher q und q1 bez. in den Punkten S 
und 81 beriihrt, in denen sie von m getroffen werden. Die Punkte 
P1 , P werden durch die Punkte 8, 81 getrennt; man kann also von 
einem der Punkte Pll P (und auch nur von einem) zwei reelle 
Tangenten an den zuletzt erwahnten Kegelschnitt legen; dies sind 
die beiden gesuehten Linien (g und g'); auf jeder von ihnen bestimmt 
die Linie IX nach Lage und Sinn eine Involution, welche einen Schnitt
punkt von IX mit dem gegebenen Kegelschnitte darstellt (vgl. unten 
Fig. 13). 

Wenn aber die Geraden q, q1 ebenfalls conjugirte Polaren sind, 
so sind aHe Paare der IX darstellenden Involution aus conjugirten 
Polaren gebildet; die Linie 9 muss dann sowohl durch einen der 
Punkte Pll Pals durch einen der Punkte 8, 81 gehen, d. h. sie muss 

Fig. 13. mit m und mit g' zusammen-
lTV fallen. Es ist also IX cine 

imaginare Tangente des Kegel
schnittes, und die auf 'In aus
geschnittene Involution liefert 
den imaginaren Beriihrungs
punkt. 

Liegt endlich M auf dem 
Kegelschnitte, so schneidet 
die zur pefinition von IX die
nende Strahleninvolution auf 
dem Kegelschnitte eine Punkt
involution aus, welche von M 
aus auf IX projicirt diejenige 

Involution liefert, die bei entsprechender Wahl des Sinnes den ge
suchten Schnittpunkt darstellt. 

4. Von den 8chnittpunkten einer imaginaren Geraden IX mit dent 
Kegelschnitte ist einer durch seinen reellen Trager 9 und die zugehorige In
volution gegeben, der andere soll gefunden werden. Die Losung ist in , 
der vorhergehenden enthalten. Die Polare m von M muss die Linie 9 in 
demjenigen Punkte P treifen, des sen Verbindungslinie P1 mit M in 
der IX definirenden Involution zu einem Paare erganzt wird von 
ihrer in Bezug auf den Kegelschnitt conjugirten Polare p (vgl. 
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Fig. 13). Durch denselben Punkt P muss die gesuchte Gerade g' 
gehen; sie muss ferner einen Hulfskegelschnitt K beriihren, welcher 
die zusammengehorigen Involutionsstrahlen q, ql bez. in 8 und 8 1 

beriihrt und auch die Gerade 9 zur Tangente hat. Auch fUr Kist 
m die Polare (Beriihrungssehne) von M; P liegt auf m, also die 
Polare von P in Bezug auf K geht durch M, d. h. P und M sind 
conjugirte Pole in Bezug auf K, folglich m und PI conjugirte Polaren 
in Bezug auf K und somit harmonisch zu den beiden von ihrem 
Schnittpunkte P ausgehenden Tangenten 9 und g'. Die Linie g' winl 
hiemach cinfach als vierle harmonische von 9 in Be%ug allf m ttnd PI 
ge(lIIuZen*). Die auf g' von den Strahlenpaaren p, PI und q, ql aus
geschniUene Involution ist in demselben Sinne zu nehmen, wie die 
gegebene Strahleninvolution, um den gesuchten zweiten Schnittpunkt 
der Linie a mit dem KegelschniUe darzustellen. 

Die behandelten Aufgaben lassen vollstandig ubersehen, Wle 
aIle imaginaren Constructionen, bei denen nur das Verbinden von 
Pnnkten und das Schneiden von Geraden verlangt wird, sich in 
ree11 ausfiihrbare Operation en umsetzen lassen. Noch nicht ist dieses 
mit den projectivischen Beziehungen zwischen Punktreihen und Strahl
biischeln moglich, jenen Beziehungen, welche in del' Ebene auf die 
Kegelschnitte, im Raume auf die Flachen zweiter Ordnung fiihrten 
(p. 35 if.). Solche Beziehungen wurden hergestellt, indem drei Elemente 
dreien anderen entsprechend gesetzt wurden und dann ein viertes 
Element je mit diesen dreien dasselbe Doppelverhaltniss liefern solIte. 
lVas ist aber unlet· clem Doppelverhiiltnisse von vier theilweise imagi
naren Punkten Ztt verstehen? Diese fundamentale Frage werden wir be
antworten, indem wir ein solches complexes Doppelverhaltniss defi
niren durch reelle Doppelverhaltnisse, die bestimmt sind durch je 
vier reelle Punkte, wobei letztere aus den gegebenen imaginaren 
PUilkten in eindeutiger Weise abzuleiten sind. Zu dem Zwecke er
ledigen wir einige weitere AufgabeIl; in denselben denken wir UilS 
die Punkte einer Geraden durch einen Parameter in bekannter Weise 

*) Man kann dies Resultat auch so aussprechen: Jede imaginare Gerade, 
deren ree11er Trager nicht auf dem Kegelschnitte liegt, schneidet letzteren in 
zwei imaginaren Punkten, deren reelle Trager durch den reellen Punkt (M) del' 
gegebenen Geraden (u) und dessen Polare (m) harmonisch getrennt werden; 
vgl. v. Staudt, a. a. O. Nr. 165. Ebenda wird eine grosse Reihe von Satzen 
fill' Kegelschnitte und fill' das System zweier Kegelschnitte unter Beriicksichtigung 
del' imaginaren Elemente gegeben. Die Aufgaben 2 und 3 im Texte sind nach 
Liiroth behandelt (Math. Ann. Bd. 8, p. 181 f.). 

8* 
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ausgedriickt und bezeichnen sie kurz durch die zugehOrigen Para
meterwerthe. 

5. Es soll ein Punkt t1 gefunden werden, welcher zusammen mit 
einem gegebenen Punkte AI ein Paar einer Involution bildet, die bestimmt 
ist durch ein andm"es Paar fL, v und einen ihrer Teellen Doppelpunkte (A2)' 
Um die Aufgabe zuerst analytisch zu behandeln, stell en wir uns die 
beiden Paare der Involution, von denen eines den unbekannten Punkt 
t1 enthalt, durch zwei quadratische Gleichungell dar: 

x2 - (fL + v)x + fLV = 0, x2 - (AI + 0)" + Al t1 = 0; 
die Doppelelemente werden dann bekanntlich (Bd. I, p. 216) als Null
punkte der zugehoren Functionaldeterminante gefunden; d. h. A2 ge
niigt der Gleichung 

1
- A2(AI + 0) + 2A1 0 

- A2 (fL + v) + 2/Lv 
2 A2 - (AI + 0) \ = 0, 
2A2 - (/L + v) 

welche sich nach einigen einfachen Umformungen in der folgenden 
Gestalt schreiben lasst: 
(5) AS -A2 (J - Al as - a2 II- - a, + .t3 - A2 11 - a, 

As - A, • (J - A; = As - a~ . II- - a~ a3 - A, • 11 - A2 • 

Hiermit ist einerseits Ii bestimmt, andererseits lehrt das gefundene 
Resultat, dass der durch die gestellte Attfgabe definirte Punkt t1 mit den 
beiden gegebenen Punkten AI' A2 und mit einem willkiirlich hinzugefiigten 
Punkte AS (bei best-immter Anm"dnung der vier P~tnkte) ein Doppel
verhiiltniss bildet, welches gleich ist del' Summe del' beiden von den ge
gebenen Punkten fL, v mit denselben dl'ei Punkten AI' A2 , A3 in gleichel' 
Weise gebildeten Doppelverhiiltnissen. In dieser Interpretation der 
Aufgabe liegt fiir unsere Zwecke das grosse und principielle Inter
esse derselben; sie lehrt uns, in dem angegebenen Sinne die Summe 
zweier gegebenen Doppelverhaltnisse zu construiren. Die constructive 
Ausfiihrung derselben bietet durchaus keine Schwierigkeiten; sie ge
schieht am Einfachsten durch Uebertragul1g del' Punktreihe in obiger 
Weise auf einen Kegelschl1itt; man ziehe (Fig. 14) die Tangente 
desselben in A2 , suche deren Schnittpunkt M mit der Linie I-t - v, 
verbinde M mit AI; diese Linie schneidet den Kegelschnitt noch ein
mal im gesuchten Punkte o. Die Umkehrul1g der angegebenen Con
struction liefert sofort diejenige del' Dift'erenz zweier Doppelve1'ltiiltnisse. 

Auf die FaIle, wo die gegebenen Punkte sammtlich odeI' theil
weise imaginar sind, lasst sich die Construction auf Grund der 
friiheren Erorterungen ausdehnen, 'Ohne dass sich principielle Schwie
rigkeiten Mten. - 1st eines del' gegebenen Doppelverhaltnisse gleich 
Null, also z. B. fL = All so wird natiirlich t1 = v. 
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Ohne Zuhiilfenahme eines KegelschniHes geschieht die Con
struction, wie leicht zu bestiitigen, in folgender Weise (Fig. 15): 
Man verbinde AU A2 , !-t, v mit einem beliebigen Punkte M, ziehe 

}'ig. 14. Fig. 15. 

durch v ellle beliebige Gerade, welche JYI-A2 in N, JJJ-/-t in P 
schneidet; die Verbindungslinie von /-t mit N schneide ]}J-v in Q; 
die Linie P- Q treffe ~M-Al in R; dann schneidet R-N auf der ge
gebenen Punktreihe den Punkt (j aus. 

6. Es soU ein Pllnkt '1t gefitnden werden, welcher einen gegebenen 
PUllkt A;j Zit eillem Paare einer Involution ergiinzt, die durch zu:ei 
gegebe/le Paarc !-t, 'v und A1 , At definirt ist. Letztere seien dargestellt 
durch die Gleichungen: 

x~ - (/-t + v)x + !-tV = 0, 

SoIl das durch die Gleichung 

x 2 - (A3 + '1t) X + A3'1t = ° 
gegebene dritte Paar der durch die erst en beiden bestimmten In
volution angehoren, so ist (Bd. J, p. 520) 

1 /-t+v /-tv 
1 A1 + A2 A1 A2 =0, 

1 A3 + '1t A3% 

odeI' nach bekannten Determinantensatzen: 

W ie die vorhergehende Aufgabe zur Addition fiihrte, so gibt uns 
demnach die vorliegende Aufgabe eine Regel, naeh del' man das 
Product zu;eicr IJoppeZverltiiltnisse durck ein neues Doppelverhiiltniss aus
dn'icken kann, wobei sich aIle drei Doppelverhaltnisse auf diesel ben 
drei "Grundpunkte" beziehen und in derselben Weise gebildet sind. 
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Die geometrische Construction ist evident: man iibertrage die Punkte 
AD A2 ) A3 , ft, v auf einen Kegelschnitt (Fig. 16), bringe die Linie 

Fig. 16. 
ft -v in P zum Schnitte mit Al - A2 ; die 
Linie P-A3 schneidet dann auf dem Kegel
schnitte den gesuchten Punkt % aus. Fur 
v = As wird ein Factor gleich Eins und 
ft = 1t. 1st ft = v, so wird die Linie !-t-V 
zur Tangente, und man findet das Quadrat 
eines Doppelverhaltnisses. Mittelst obi~er 

Principien Hisst sich die Construction auf 
imaginare Punkte iibertragen. 

Die Umkehrung del' Aufgabe fiihrt zur 
Operation del' Division und des Quadrat

wurzelausziehcns. SolI z. B. ein Punkt ft so bestimmt werden, dass 

(7) 

wil'd, wobei All A2 ) AS) 1t gegebene l'eelle Punkte darste11en, so sind 
die Linien 1t-A3 und A1 -A2 zwei zu einander conjugirte Polaren 
in Bezug auf den benutzten Kegelschnitt, welche sich in P schneidel1; 
del' Punkt ft ist dann einel' del' Beriihrungspunkte del' beiden von P 
ausgehenden Tangenten. Sind die gegebenen Punkte reell, so sind 
diese Bel'iihrungspunkte nothwendig imaginal'. Ihl' gemeinschaftlicher 
reeller Trager ist die Polare von P, und sie sind auf diesel' durch 
die Involution del' Polepaal'e dargestellt*). 

7. Entspl'echend der Gleichung (5) soll (j constntirt tcel'den, wenn 
ft und v einander conjugirt imaginiir sind. Die Construction ist genau 
dieselbe, wie in Fig. 14; nul' wird der Kegelschnitt von del' auch 
hier ree11en Linie ft-v in imaginal'en Punkten gehoffen. Sind AI' A2 
ree11, so ist auch 6 reel!. 

8. Im Sinnc der Gleichung (6) soU die Multiplication cines ge
gebenen Doppelverhiiltnisses mit del' imaginiiren Einheit durek Con
struction ausgefiihrt werden. Gegeben sind wiedel' Au A2 , As als reelle 

*) Vorstehende Aufgaben geben Beispiele fi:ir v. Staudt's Rechnen mit 
"Wiirfen" (a. a. O. Nr. 256 ff.). Ein Wurf ist eben im Wesentlichen ein Doppel
verh111tnissj der Unterschied zwischen heiden Begriffen ist der, dass der Wurfnicht 
als Quotient zweier Abstandsverhaltnisse, iiberhaupt nicht als Zahl definirt wird; 
trotzdem lassen sich dann mit den Wiirfen Operationen ausfi:ihren, die dem 
Rechnen mit Zahlen genau analog sind, und darin liegt die prineipielle Wichtig
keit der im Texte behandelten Beispiele iiir solehe Operationen (d. i. Con
strnctionen). Wir kommen darauf hei einer spl1teren Untersuchung "iiber die 
Grundlagen der projectivischen Geometrie" zuri:ick. 
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Pun kte eines Kegelschnittes j f" sei ein complexer Punkt desselhen j 
v ist so zu bestimmen, dass der zweite Factor der linken Seite 

von (6) gleich y=1 = i wird, d. h. dass: 

(8) 

Der hierdurch definide Punkt 1:' ist nach Aufgabe (6) so gelegen, 
dass die Tangente von v, die Linien At - A2 und A3 - 't' sich in einem 
Punkte Q schneiden. Da ferner letztere heiden Linien einander in 
Bezug auf den Kegelschnitt conjugirt sein miissen, damit die rechte 
Seite von (8) gleich - 1 werde, und da vein Beriihrungspunkt der 
von Q ausgehenden Tangente sein solIte, so stellt der zweite Beriih
rungspunkt den conjugirt imaginiiren Punkt v' dar, und v-v' ist 

Fig. 17. 

JI' 
r~--------------~~-----------------

die Polare von Q (q in Fig. 17). Umgekehrt wird v gefunden, in
dem man As mit dem Pole R von Al -A2 verbindet, dadurch Q erhalt 
und dann die Polare q von Q construirtj letztere schneidet den Kegel
schnitt in den beiden Punkten v, v', welche der Bedingung von (8) 
geniigen. Man hat der betrefl'enden Involution denjenigen Sinn bei
zulegen, welcher das fragliche Doppelverhaltniss gleich + i macht 
(p. 109 f.). 

Dieser Sinn sei in Fig. 17 durch 12'1'2, gegebenj und zwar solI 
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die Involution durch die Paare 1, l' und 2,2' harmonisch *) dargestellt 
werden (p.111). Um 7t zu finden, haben wir die Involution 12' l' 2 
(d. h. den imaginaren Punkt v) mit p, zu verbinden; dadurch be
stimmt sich auf A1 - A2 eine Involution PI P 2' P/ P2; letztere ist mit 
As zu verbinden, und die so entstehende Strahleninvolution definirt 
eil1e imagil1are Gerade, deren zweiter (imaginarer) Schnittpunkt mit 
dem Kegelschnitte eben der gesuchte Punkt 7t ist. 1st auch p, ima
ginar, so wird die imaginare Linie p,-v nach Aufgabe 2 construirt 
(wozu dann eine harmonische Darstellung von v gebraucht wird) und 
bestimmt eben falls auf Al -A2 eine Involution Ii P2' P/ P2 • Soll der 
Pttnkt 7t reell sei'(t, welcher Fall uns vorwiegend interessirt, so muss 
die Linie Al - A2 von p,-v in einem reellen Punkte getroffen werden, 
d. h. die Punkte PI' P2', P/, P2 mussen in einen Punkt P (das 
Centrum der p, mit v verbindenden Strahleninvolution) zusammen
fallen. Die Linie AS-P schneidet dann auf dem Kegelschnitte den 
reellen Pltnkt 7t aus (auf diesen Fall bezieht sich Fig. 17). 

Hiermit ist auch die :Frage beantwortet, wie der reelle Trager 
von p, Hegen muss, damit 7t reell, d. h. damitdas im ersten Factor 
der linken Seite von (6) auftretende Doppelverhiiltniss rein imaginar 
werde. Nehmen wir namlich umgekehrt P auf ACA2 beliebig an 
(und zwar im Innern des Kegelschnittes), so mussen die Strahlen 
P -1, P - l' und P - 2, P - 2' je zwei Polepaare auf dem Trager (h) 
von p, ausschneiden; nach dem zweiten Hiilfssatze von Aufgabe 3 ist 
also h 'l'angente an einen Kegelschnitt, welcher P - 2 und P - 2' in 
ihren Schnittpunkten SI' S mit der Pol are p beriihrt, und h geht 
durch den Pol R von Al - A2; die andere Tangente durch R ist die 
Linie v-v'. Nach Aufgabe 4 wird also h gefunden als vierte har
monische Gerade von q in Bezug auf p und die Linie R - P. Die
jenigen imaginiiren Punkte des Kegelschnittes, welche mit AI' A2 und 
einem beliebigen dritten Pttnkte AS bei obiger Anordnung ein rein ima
giniires Doppelverhiiltniss bcstimmen, schicken hiernach ih1·e 'i"eeUen Trager 
durck den Pol der Geraden Al - A2-

Wird p, durch den conjugirt imaginaren Punkt p,' ersetzt, so ist 
2' zu verbinden mit dem Schnittpunkte II von P-2 und h, 2 zu ver
binden mit dem Schnittpunkte II' von P - 2' und h. Beide Linien 
schlleiden sich dann auf 1 - I (d. h. Al - A2) in P'. Die Punkte 

*) Die Punkte der Geraden q sind in Fig. 17 durch Projection von 13 aus 
auf den Kegelschnitt iibertragen; 1 ist in den Schnittpunkt der Tangente von 
1.3 mit q verlegt; die Polal·e von 1 geht dann durch Q und bestimmt l' (= R); 
die Polare von l' ist mit 1.1 - 1.2 identisch; letztere beiden Punkte geben daher, 
von as aus auf q projicirt, das gesuchte Paar 2,2'. 
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R, P, P' bilden ein Polardreieck. In der That steht P' dann zu q 
und h in derselben Beziehung wie P; es ist nur gleichzeitig p durch 
p', die Pol are von P', zu ersetzen. Ebenso wiirde P durch P', % 

durch n' zu ersetzen sein, wenn v mit v' vertauscht wiirde. 
9. Es soll die Differenz zweier Doppelverhiiltnisse durck Constrtlc

lion eines P~tnktes a dargestellt werden, tcelcher der Gleichung 
l, - A. {< - A, )." - A2 {<' - A, A3 - A. (5 - A, 
i,;- ).., . ~-=-4 - A, - A, • ;---=-i,; = A3 -=-~ . (5 - A2 

geniigt, U"obei I-' und 1-" cOlljugirt imaginiire, AI) A2 'lind As reelle Zahlen 
bedeuten. Die Losung folgt sofort durch U mkehrung der in Aufgabe 5 
angegebenen Construction; letztere ist nur auf theilweise imaginare 
Punkte auszudehnen. Nach Uebertragung der Punkte der Geraden 
auf einen Kegelschnitt (Fig. 18) ziehen wir an At die Tangente des 

letzteren; auf der reellen Linie 1-'-1-" werde vom Kegelschnitte eine 
Involution bestimmt, welche durch 1, l' und 2,2' in harmonischer 
Darstellung gegeben sei. Um den Schnittpunkt M der Linie I-' - Ai 
mit jener Tangente zu finden, iibertragen wir diese Involution durch 
einen perspectivischen Strahlbiischel mit dem Centrum Ai auf die 
Tangente von A2 nach I, l' und II, II'. Gehort I-' zu dem Sinne 
121'2', so gehort M zu dem Sinne IIII'll'. Die Verbindungslinie 
von M mit 1-" schneidet dann den Kegelschnitt im gesuchten Punkte 
15'. Diese Linie 1-" - M wird repriisentirt durch einen StrahlbiischeI, 
welcher von den Linien 2' - II und 2 - II' bestimmt wird, durch 
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deren Scbnittpunkt P dann von selbst auch 1- 1 geht; und zwar ist 
diesem Strablbiischel der Sinn 1 2' l' 2 beizulegen. Die imaginare 
Linie P - p,' schneidet den Kegelschnitt in dem bekannten Punkte 
p,' und in dem gesuchten It; der letztere ist durch seinen reellen 
Trager zu definiren, und dieser wiederum wird nach Aufgabe 4 con
struirt als vierter harmonischer Strahl (h in Fig. 18) von p, - !-" in 
Bezug auf die Polare p von P und die Linie Q - P, wobei Q den 
Schnittpunkt von /-t - p,' mit p bezeichnet. Da das Doppelverhaltniss 
auf der rechten Seite von (9) rein imaginar ist, so geht diese Linie 
h nach den bei Gelegenheit der vorhergehenden Aufgabe angestellten 
U eberlegungen durch den Pol R der Linie ,1.1 - ,1.2. 

Den Factor von i = V - 1 auf der rechten Seite von (9) erhiilt 
man durch Multiplication mit - i, also durch Bestimlllung eines 
Punktes n gelllass der Bedingung: 

(10) 

Die Construction von n kann nach Aufgabe 8 ausgefiihrt werden; 
es ist dort nur /-t durch It zu ersetzen, also in Fig. 17 der reelle 
Trager h von p, durch den reellen Trager von It, der in Fig. 18 eben
falls mit h bezeichnet wurde. Um n zu finden, hatte man dann auf 
h die durch den Kegelschnitt definirte Involution in bekannter Weise 
harlllonisch darzustellen (wie es in Pig. 17 durch die Paare I, I' und 
II, II' geschieht), ebenso die entsprechende Involution auf der aus 
All ,1.2' ,1.3 zu construirenden Linie v - v' (1, l' und 2, 2' in Fig. 17 
auf q); die Linien 2 - II und 2' - II' schneiden dann auf ,1.1 - A.2 die 
Punkte P, P' aus, von dcnen einer durch seine Verbindung mit A.3 
den gesuchten Punkt n liefert *). 

Nunmehr haben wir aIle Hiilfsmittel gewonnen, um em com
plexes Doppelverhaltniss zu definiren, indem dessen reeller und ima
ginarer 'rheil einzeln durch reeHe Doppelverhaltnisse dargestellt sind, 
zunachst ullter der Annahme, dass es sich um drei reelle Punkte und 
einen imaginaren Punkt handelt. Wir sagen von vier Elementen All 

*) Es sei bemerkt, dass die Paare 1, lund P, P' in Fig. 17 von R aus, 
der Construction zufolge, durch vier harmonische Strahl en ausgeschnitten werden; 
da nun P, P' auch zu A" A2 harmonisch liegen, so sind P, P' die Doppel
elernente der durch Ai' ~2 und 1, I bestirnmten I nvo/ution und waren sonach 
direct (ohne HUlfe der Punkte 2, 2', II, II') zu finden, vgl. Ed. I, p. 51. 
Umgekehrt kann die Steiner'sehe Construction der Doppelelemente durch die 
des Textes ersetzt werden; man hat dabei durch ein Paar (Ai - A2 ) einen will
kiirlichen Kegelschnitt zu legen. 
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I2' Is, P, = " +i I einer Beike, dass ihnen dasselbe Doppelverhiiltniss 
zukommt, wie den vier Elemcnten Au A2 , As, M = K + iA einer 
andel·en Reihe (odel" kurz, dass sie diesen letzte1·en Elementen projectivisch 
sind), wenn el·stens die beiderseits mittelst der reellen Punkte 0, bez. 1: 
Ztt bildenclen reellen Doppelverhiiltnisse 

13-1~ .a-11 = ~3-12 (I-'-~ + I-",-al), wo p,'=,,-iA, 
13 - 11 (j -a" a3 - }'I I-' -12 I-' - a. 

m/(l 1\3 -1\, . L - AI = ~3~ 1\2 (M-11 + M: -al), wo M' = K- iA, 
1\3 - 1\1 L - A, 1\3 - 1\1 M - 12 M - 12 

einallder gleiclt sind, und wenn zweitens auch die reeUen tlnd in obiger 
Weise nach (lI) und (10) mittelst del· construirbat·en Punkte n, bez. IT 
erhaltenen DOp'pelvel"hiiltnisse iibel·einstimmen. 

SoIl aueh einer der anderen Punkte, etwa its, imaginar werden 
diirfen, so kann man dafiir durch Fortsetzung des eingeschlagenen 
Verfahrens eine geometrische Deutung gewinnen. Wir setzen zur 
Abkiirzung: 

( ) f( ) a3 - a2 a4 - a1 
itp it2 , Aa: A" = its. iti = 1 _ a . a _ f' 

"'3 1 4 2 

und es seien it3" it.j,' die zu its. it4 conjugirt imaginaren Werthe. 
Dann seien die Punkte 0 und 1t zuniichst wie oben aus den Relationen 

(11) 
{(its, it4) + {(its, it;) = {(ita, 6), 

{(its, it,,) -{(its, itJ.') = - i((its, n) 

gefunden. Aus der erst en Gleichung heht sieh, wie in (5), AS beider
seits heraus; es ist also 0 reeH. Folglieh aueh: 

{(its', it4) + ((ita', Ai') = {(its', 6), 
und hieraus: 

{(J,s', A;) + {(ita, it,,) + {(ita', Ai) + {(ita, it;) = {(its, 0) + ((its', 6) 

(12) = ((t-', 6), 
wo der reelle Punkt p,. naeh Aufgabe 7 zu eonstruiren ist. Ebenso 
muss n reeH sein, da aueh in der zweiten Gleiehung (11) its beider
seits herausfallt; also hat man analog zu (12): 

((its', ).,4J + (().,s, it4) - {(its, it4') - {(its', it4) = - i [{(AS, n) - {(Aa', n)] 

(13) = {(v, n), 
wo v ebenfalls reell und leicht eonstruirbar ist. Aus (12) und (13) 
ergibt sich 
(14) 2 [(().,s, ).,4) + {(As', it;)] = {(t-', 6) + {(v, n); 
d. h. der vier(ache reelle Theil des complexen Doppelverhiiltnisses 
(Ill A2 , its, Ai) ist als Sttmme von zwei Doppelverhiiltnissen aus je vier 
reellen Punkten dargesteUt. Ebenso findet man 
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fU-3' A4) - f(A3', A/) + f(A3' A4') - f(A3', A4) = f(As, 0) - f(A3', 0) 
= if (v, 0), 

f (A3' A4) - f(A3', A4') - f(A g , A4') + f(A3', A4) = - if(As,n) -if(A3',n) 
= - if (p" n) , 

folglich durch Addition: 

(15) - 2i [f(A3' A4) - f(A3', A4')] = f(v, 6) - f(p" n); 

d. h. der vierfache imaginare Theil (Factor von + Y - 1) des Doppel
verhiiltnisses (All A2 , A3 , A4) ist als Differen~ von zwei Doppelverhiilt
nissen aus je vier reellen Punlcten dargestellt. Vier Punkte einer Reihe 
mit den Parametern All A2 , A3 , A4 heissen hiernach zu vier Punkten 
All A2 , A3 , A4 einer anderen Reihe projectivisch, wenn fur die aus 
ersterell construirten Punkte p" v, 0, n die aus Doppelverhaltnissen 
zusarnmengesetzten Ausdriicke (14) und (15) dieselben Werthe be
sitzen, wie fiir die aus letzteren eben so construirten Punkte M, N, 
L, n; vorausgesetzt, dass die Parameter mit den Indices 3, 4 comp1ex, 
die beiden anderen reell seien. Zu beach ten ist dabei, dass die HUlfs
puukte ft, v nicht von A4 , und 6, n nicht von A3 abhiingen. 

Auf den zuletzt betrachteten Fall lasst sich der allgemeinere, 
wo auch A1 oder A2 oder A1 und A2 complex sind, zuriickfiihren. Die 
allgemeinste projectivische Zuordnung wird durch eine Gleichung der 
Form 
(16) AA + (a + ia') A + ({3 + i~') A + (1' + iI") = 0 
vermittelt. 1m Allgemeinen entspricht einem reellen Punkte A ein 
imaginarer Punkt A, und umgekehrt. Sollen aber zwei reelle Punkte 
einander zugeordnet sein, so haben wir gleichzeitig 

AA + aA + /H + l' = 0, ex' A + {3' A + 1" = 0, 
oder: 

(a - ex') A2 + (a{3' - {3a' + l' - 1") A + ({3' l' - {3r') = o. 
Diese Gleichung hat zwei reelle Wurzeln, wenn der Ausdruck 

(17) (a{3' - {3 ex' + l' -1")2 - 4 (a - a')({3' l' - {3r') 
~=(a' {3 - a{3' + l' - 1" l - 4 ({3 -~ {3') (a'r - aI") 

positiv ist, also z. B. irnmer fur a = 0, ex' = 0 oder {3 = 0, {3' = 0 
oder l' = 0, 1" = ° oder {3' = 0, 1" = ° oder a' = 0, 1" = 0. 1st diese 
Bedingung erfiillt, so kann man eine entsprechende projectivische Ver
wandtschaft zweier reellen Geraden dadurch herstellen, dass man zwei 
reelle Punkte All A2 den ~eellen Punkten All A2 zuordnet, ausserdem 
einen imaginarenA.:l einem irnaginaren A3. Die Bedingung der Projectivitiit 

(18) (All A2 , AJ , A.4) = (AI' A2 , A3 , A4) 
ist dann nach Vorstehendem geometrisch gedeutet. 
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1st der Ausdruck (17) negativ, so kann man durch Einschiebung 
einer Hiilfstransformation diesen Fall auf den vorhergehenden redu
Clren. Es sei niimlich A = Li, so entsteht aus (16): 

lL + (a + icc') L + ({r - i{J) l + Cr' - ir) = 0; 

es ist also (J mit p', I' mit 1" vertauscht; dann aber iindert der 
negative Term im ersten Ausdrucke (17) sein Zeichen; der A usdruck 
selbst wird also positiv. Die Punktreihe list auf die Punktreihe L 
hiernach so bezogen, dass gewissen zwei reellen Punkten lauch 
zwei reelle Punkte L entsprechen, so dass die obige Definition der 
Relation (18) anwendbar bleibt; die Punktreihe List ebenso auf A 
bezogen, denn den reellen Punkten L = 0, L = 00 sind bez. die 
reellen Punkte A = 0, A = 00 entsprechend. DUl"ch Ve'l"'mittZung der 
eingeschobenen Pttnktreihe ist auch hier die projectivische Beziehung ge
deutet*). Dasselbe Verfahren bleibt anwendbar, wenn .die Discrimi
nante (17) gleich Null sein solIte. 

Immer vorausgesetzt wurde hierbei, dass es sich iiberhaupt um 
eine reelle Gerade handelt; ist die Gerade selbst imaginar, so kann 
von den reellen Hulfspunkten nicht gesprochen werden. Alsdann 
beziehen wir die Punkte der imaginaren Geraden perspectivisch auf 
die Strahlen eines reellen Strahlbiischels und durch diese auf die 
Punkte einer reeUen Geraden. Als Doppelverhaltniss von vier Punkten 
einer imaginiiren Gemden sei das Doppelverhiiltniss von vier entsprechenden 
Pttnkten eine,. Zit ihr perspedivischen reellen Geraden definirt; damit ge
winnt die projectivische Relation (18) wieder in jedem FaIle eine 
reale Bedeutung**). 

Dass vorstehende Betrachtungen auf Strahlbiischel sich ebenso 
anwenden lassen, wie auf Punktreihen, bedarf kaum der Erwiihnung. 
Wir haben damit dann die nothigen Hiilfsmittel im Principe entwickelt, 
deren man bedarf, um alle Resultate der ebenen analytischen Geo
metrie, in den en imaginare Elemente vorkommen, geometrisch reell 
zu deuten, falls diese Resultate projectivischen Charakters sind; ins
besondere gilt dies fur aUe diejenigen Eigenschaften der Kegelschnitte 

*) Ganz analog wnrde auch die reelle Projectivitilt geometrisch durch die 
perspectivische Lage und eine eingeschobene congruente Verwandtschaft (d. i. 
eine Bewegung) definirt (Bd. I, p. 45). 

**) Bei v. Staudt (und Liiroth a. a. 0.) wird die Projectivitat zweier 
Punktreihen derartig abstract definirt (Beitrage Nr. 215), dass Bofort jeder Wurf 
gleich jedem zu ibm projectivischen Wurfe ist ·(Nr. 256). In Folge deBBen ge
niigt es, immer drei der vier Punkte als reell vorauszusetzen, und die vorstehen
den Betrachtungen des Textes brauchen nicht durchgefiihri zu werden. 



126 Erste Abtheilung. 

und del' hoheren ebenen Curven, den en wir vorwiegend (in Bd. I) 
unser Interesse zuwandten *). 

Auf den Raum lassen sich unsere Betrachtungen ohne Weiteres 
ubertragen, insofern es sich urn Punktreihen handelt, die in reellen 
Ebenen liegen, oder urn Ebenenbuschel, deren Axen einen reellen Punkt 
enthalten; denn im Raume ist der Ebenenbiischel, nicht der Strahl
biischel als das dualistische Gegenbild der Punktreihe zu betrachten . 
.Abel' nicht jeder imaginaren geraden Linie des Raumes kommt die 
Eigenschaft zu, durch einen reellen Punkt zu gehen oder in einer reellen 
Ebene zu liegen; hat sie aber diese Eigenschaft, so ist del' reelle 
Punkt (als unabhangig vom Vorzeichen der imaginaren Einheit) noth
wen dig ihr Schnittpunkt mit der conjugirt imaginal'en Geraden, ihre 
l'eelle Ebene gleichzeitig die durch beide einander conjugirte Geraden 
zu legende Ebene; eine solche gerade Linie wird nach v. Staudt als 
irnaginare Gerade erster Art bezeichnet, zum Unterschiede von de;r ima
ginaren Geraden zweiter Art, toelche keinen reellen Pttnkt enthalt ttnd in 
keiner reellen Ebene liegt. 

Die Existenz del' Gel'aden zweiter Art el'gibt sich dal'aus, dass 
wir bisher nur Figuren in einer l'eellen Ebene betrachteten, wahrend 
im Raume auch imaginare Ebenen Beriicksichtigung erfordern. Bringen 
wir zwei solche Ebenen U + iv und u' + iv' zum Schnitte, so sind 
die Coordinaten del' Schnittlinie 

Qqrs = (ur + iVr) (u: + iva') - (tts + ivs) (tc,.' + ivr') 

= Urtt: - ~tsttr' - vrV: + vsv,.' + i (ttrv: - ftsV,.' + VrU: - vsur') 
(19) _ (11) (22) + . ( (12) + (21») 

- qrs - qrs t qr. qrs 

= at'S + i/3,·s' 

*) Hervorgehoben sei, dass Liiroth (Math. Annalen, Bd. 8) einen rein geo· 
metrischen Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra und fUr das Be z 0 n t'sche 
Theorem auf Grund des Rechnens mit v. Standt's Wiirfen gibt, wodurch dann 
auch das Chasles'sche Corresponclenzprincip (Bd. I, p. 210 nnd p.425) eine rein 
geometl'ische Begriindung erhlm. - In besonderen Fragen kann es niitzlich sein, 
hOhere Involutionen (Ed. I, p. 207) zur gleichzeitigen Definition mehrerer ima
ginaren Punkte einzufUhren; so geschah es bei der oben erwahnien Benntzung 
cyklischer Pnnktsysteme (zweite Note zu p. 110), allgemeiner von B. Klein (Theorie 
der trilinear-symmetrischen Elementargebilde, Ma1'burg 1881), H. Wien e1' (Rein 
geometrische Theorie del' Darstelluug binarer Formen durch Punktgruppen auf 
der Geraden, Darmstadt 1885) und E. Kotter (Abbandlungen der Berliner 
Akademie vom Jahre 1887). Letzterer gibt weitere Anwendungen del' betreffen
den Principien fUr die allgemeine Theorie der algebraischen Curven; man findet 
bei ihm auch nahere Litteraturangaben. 
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Auch hier ist die Bedingung ~q"kq = 0 erfiillt· setzen wir also A = I· lnl , 

08 
= EoR ars , so folgt A - B + ir = 0, also 

t'rs 

(20) A - B = 0, r = O. 
Die Coordinaten der conjugirt imaginaren Geraden sind 

, , " f.l 
Q q,.s = an - ~t'r.· 

Die Bedingung dafiir, dass beide sich treffen, wird: 

(21) QQ' ~qikqlm' =-= 2 (A + B) = 0; 

sie ist in der 'l'hat im Allgemeinen nicht erfullt; sie ist es nur, 
wenn sowohl A = 0 als B = 0, d. h. wenn die beiden Complexe 

(22) g; ~ar,qrs = 0 und 'I/J ~Prsqrs = 0 
gleichzeitig in specielle ausarten; dann aber schneiden sich die 
Axen der beiden Complexe wegen r = 0, der Buschel g; + /L'I/J = 0 
besteht aus lauter speciellen Complexen (p. 65), deren Axen einen 
ebenen Strablbiischel mit reellem Scheitel bilden, und letzterem 
Buschel gehOren insbesondere die Axen q und q' an. Eine imaginiirc 
Gerade zu"eiter Art wird also 'con ihrer conJltgirt imaginiiren nicht ge
schnitten. 1st die Bedingung (21) nicht erfiillt, so konnen die reellen 
Complexe (22) zur Definition der Geraden q und q' dienen; letztere 
sind die Leitlinien der jenen beiden Complexen gemeinsamen Con
gruenz und werden von allen Linien der Congruenz getroffen. Um
gekehrt gibt die Gesammtheit der Congruenzlinien das geometriscbe 
Substrat filr den Begriff zweier conjugirt imaginaren Linien zweiter 
Art, wie die Involution das geometrische Substrat fur zwei conjugirt 
imaginare Punkte lieferte. Es bandelt sich weiter darum, die beiden 
Geraden von einander zu trennen. Dies geschieht, indem wir der 
Involution, welche durch die beiden zu einander (wegen r = 0) in
volutorischen Complexe (22) auf einer beliebigen Geraden 9 der Con
gruenz gegeben wird (p. 67), einen bestimmten "Sinn" beilegen. 
Die Doppelpunkte dieser Involution namlich sind die Schnittpunkte 
von 9 mit den Linien q und q'; eine Trennung del' beiden Doppel
punkte durch Festsetzung des Sinnes del' Involution bewirkt also 
auch eine Trennung der beiden Geradell. Welche Gerade 9 dflr Con
gruenz gewahlt wird, ist gleichgiiltig, denn auf jeder muss die In
volution in gleicbem Sinne genommen werden, urn eine und diesel lie 
Gerade q zu definiren; in del' That konnte sich der Sinn bei stetiger 
Veranderung von 9 nur andel'll, wenn dabei eillmal zwei del' vier 
zur l!'estlegung der Involution nothigen Punkte zllsammenfielenj 
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dies konnte aber nur beim Durchgange durch die Doppelpunkte statt
finden, ist also ausgeschlossen, da diese Doppelpunkte als imaginar 
vorausgesetzt 'Yerden. Ebenso wie vom Sinne einer Involution kann 
man daher auch vom Sinne einer Congruenz mit imaginiiren Leitlinien 
sprechen. Statt der Punkte von 9 hatten wir auch die Ebenen des 
durch 9 gehenden Biischels betrachten Mnnen. Jeder Strahl einer 
Congruenz erster Ordnung und erster Klasse ist Trager einer Invo
lution mit gewissem Sinne und Axe einer Ebeneninvolution mit ge
wissem Sinne; aIle diese involutorischen Punktreihen sind zu allen 
diesen involutorischen Ebenenbiischeln perspectivisch; oder jeder Strahl 
der Congruenz ist Trager eines imaginaren Punktes und "Axe" 
einer imaginaren Ebene; jeder dieser imaginaren Punkte liegt in 
jeder dieser imaginaren Ebenen, und dieses ganze Gebilde heisst eine 
Gerade zweiter Art *). 

Da nun eine solche als Schnitt zweier imaginaren Ebenen oder 
als Verbindungslinie zweier imaginaren Punkte bestimmt werden kann, 
muss auch die reelle Congruenz erster Ordnung und Klasse voll
kommen bestimmt sein durch zwei ihrer Geraden (g und g') und 
durch zwei auf letzteren nach Lage und Sinn gegebene Involutionen. 
So entsteht die Aufgabe, die iibrigen Linien der Congruenz zu con
struiren. Es seien 1, l' und 2, 2' zwei Paare der Involution auf g, 
ebenso I, I' und II, II' zwei solche Paare auf g'; erstere seien im 
Sinne 121' 2', letztere im Sinne I II I' II' genommen (beide am Ein
fachsten sogleich in harmonischer Darstellung vorausgesetzt). ",Vir 
beziehen dann die Geraden 9 und g' projectivisch auf einander, in
dem wir den Punkten 1, 1', 2 bez.: die Punkte I, I', II zuordnen; 
als vierte harmonische Punkte entsprechen sich dann auch 2' und 
II'. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte bestimmen eine 
Flache zweiter Ordnung und Klasse (p. 35ff.), und zwar als deren 
Erzeugende "erster Art"; dieselben. sind durch die Punkte, die sie auf 
9 und g' ausschneiden, ebenfalls involutorisch gepaart (so dass z. B. 
die Linien 1- I, l' - I' ein Paar bilden), und unter ihnen sind ins
besondere die beiden imaginaren Geraden zweiter Art enthalten, 
welche durch die auf 9 und g' gegebenen Involutionen bestimmt 
werden. Die. derselben Fliiche angehorigen Erzeugenden zweiter Art, 
zu denen insbesondere 9 und g' gehoren, sind folglich Linien der 
gesuchten Congruenz. Nun war auf g' der Punkt I, welcher zu 1 
homolog sein solIte, noch willkiirlich wahlbar; es konnen also 
im Ganzen einfach unendlich viele verschiedene Flachen zweiter 

*) Vgl. Liiroth, a. a. O. p. 160, v. Staudt a. a. O. Nr. 117 und fUr die 
analytiBche Behandlung Stolz a. a. O. 
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Klasse in der eben besprochenen Weise construirt werden; jede ent
halt einfach unendlich viele Erzeugende zweiter Art, und so (tndet 
man die zu·ei(ach unendlich vielen Gemden del' gesuchten Congruenz. 

U mgekehrt kann man natiirlich auch die Gerade zweiter Art 
dadurch definiren, dass man auf einer FlachJ) zweiter Ordnung die 
reellen Erzeugenden der einen Art involutorisch zu Paaren ordnet 
und ihnen (d. h. der von ihnen auf irgend einer Erzeugenden der 
andern Art ausgeschnittenen Punktinvolution) einen bestimmten Sinn 
beilegt *). Die imaginare Gerade zweiter Art gehort dann jenem zu
erst benutzten Erzeugenden-Systeme an. Da die Bestimmung einer 
Involution von zwei reeHen Parametern abhiingt, so sieht mall gleich
zeitig, dass jede geradlinige, nicht kegeltotomige Fliiche zweiter Ordnttng 
zu-ci(ach tmendlich viele imaginiil·e Gerade zu;eiter A.rt Z1t Erzeugenden 
hat (und zwar je doppelt unendlich viele in jedem Systeme von Er
zeugenden). Dagegen enthlilt sie keine imaginare Gerade erster Art; 
denn sonst miisste sie auch deren reeHen Punkt enthalten, und durch 
diesen gehen bekanntlich nur zwei, eben die betrefl'enden beiden 
reellen Erzeugenden. Eine reeIle Flache dagegen, auf del' es keine 
geraden Linien gibt, enthalt zwei Systeme von je einfach unendlich 
vielen imaginaren Geraden erster Art. 

Es wird jetzt leicht sein, die elementaren, analytisch bereits ge
losten Aufgaben iiber Punkte, Ebenen und gerade Linien fUr die Ge
raden zweiter Art geometrisch zu deuten; hier mogen nur einige 
Beispiele erwahnt werden. SoU ein imaginarer Punkt auf einer Ge
raden zweiter Art liegen, so heisst dies, dass sein reeller Trager 
der betrefl'enden Congruenz angehort, und der zugehOrige Sinn mit 
dem Sinne der Congruenz iibereinstimmt. - Wenn man sagt, dass 
die Gerade zweiter Art mit einem imaginaren, nicht auf ihr liegen
den Punkte eine Ebene bestimmt, so solI damit Folgendes gemeint 
sein: Zu dem Punkte gehort ein reeIler Trager und auf ihm eine 
Punktinvolution nebst gegebenem Sinne, zu der Ebene eine reeUe 
Axe nebst mit einem Sinne begabter Ebeneninvolutionj beide Invo
lutionen sollen nach Lage und Sinn perspectivisch sein; die Axe 
der Ebeneninvolution solI ausserdem einer gegebenen Congruenz mit 
imaginaren Leitstrablen angehoren, und ihr Sinn solI mit dem Sinne 
dieser Congruenz iibereinstimmen. - Schneiden sich zwei imaginare 
Linien zweiter Art in einem Punkte, so schneiden sich natiirlich die 
conjugirt imaginaren Linien in dem conjugirt imaginaren Punkte; 
der gemeinsame Trager 9 beider ist reell. Nun sind mit jeder der 

*) So thut es urspriinglich v. Staudt a. a. O. 
Clebsch, Vorle8ungen. II, 1. 9 



130 Erste Abtheilung 

beiden Geraden zweiter Art zwei Complexe (22) gegeben; den vier 
Complexen sind im Allgemeinen zwei gerade Linien gemeinsam 
(p. 69 f.); diese sind also im vorliegenden FaIle reell, und eine von 
ihnen ist eben g. Der analytische Satz, dass zwei sich schneidende 
Linien in einer Ebene liegen, gilt auch fur Gerade zweiter Art; die 
zweite den vier genannten Complexen gemeinsame Gerade g' ist 
daher die reelle Schnittlinie der beiden conjugirt imaginaren Ebenen, 
in denen die betrachteten Geraden uud deren conjugirte sich befinden. 
Diese vier Geraden zweiter Art bilden also ein windschiefes Vierseit, 
welches durch die reellen Linien 9 und g' zu einem Tetraeder er
ganzt wird. Das Schneiden zweier imaginarer Linien zweiter Art 
kommt hiernach dadurch zum Ausdrucke, dass die beiden Geraden 
9 und g' reell sind, und dass auf ihnen durch beide Congruenzen 
dieselben lnvolutionen je mit demselben Sinne bestimmt werden. 

Um schliesslich das Doppelverhiiltniss von vier Punkten einer Ge
raden zweiter Art zu definiren, legen wir durch eine beliebige reelle 
Gerade und jeden der vier Punkte eine (imaginare) Ebene; das Doppel
verhaltniss dieser vier Ebenen, welches nach den Ergebnissen der 
Analysis von der Wahl ihrer gemeinsamen Axe nicht abhangt, ist 
gleich dem Doppelverhaltnisse von vier zu ihnen perspectivischen 
Punkten einer beliebigen reellen Geraden; die projectivische Beziehung 
der Punkte einer imaginaren Geraden zweiter Art zu irgend einer 
anderen Geraden kann also nach Obigem (p. 124) ausgefUhrt werden; 
und dadurch wird es moglich, auch aIle friiheren Untersuchungen 
iiber Punktreihen und Strahlbiischel, fiber die Erzeugung von Flachen 
zweiter Ordnung aus ihnen u. s. w. auf den Fall von Geraden zweiter 
Art auszudehnen. Besonders ausgezeichnet ist der Fall, wo die reellen 
Trager der vier Punkte einer solchen Geraden ein und derselben 
Flache zweiter Ordnung und Klasse angehoren; dann niimUch ist das 
Doppelverhiiltniss der vier Punkte reell und zwar gleich dem Doppel
verhaltnisse derjenigen vier reellen Punkte, in welchen die vier reellen 
Trager von irgend einer Erzeugenden der and ern Art geschnitten werden. 

1m Folgenden werden wir uns in der Regel damit begniigen, 
von imaginaren Punkten, Ebenen und Geraden zu sprechen, wie sie 
gerade in der analytischen Behandlung sich darbieten; wir unter
lassen es, in jedem FaIle auf die betreffende oft complicirte reale 
Bedeutung zuriickzugehen, wie sie sich nach v. Staudt ergeben wiirde. 
Es ist aber ein grosser Gewinn, die principielle Moglichkeit einer 
solchen realen Deutung (gewass vorstehenden Entwicklungen) erkannt 
zu haben. 



Zweite Abtheilung. 

Die Flachen zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 

I. Polarentheorie. 

Die allgemeinste Gleichung zweiten Grades in homogenen Pllnkt
coordinaten ist die folgende: 

(1) all x12 + a22 x 22 + asaxs2 + a44x,l + 2a12 x t x 2 + 2a1Sx1xS 

+ 2a14.xlx4 + 2aS4x a x 4 + 2a24x 2 x 4 + 2a2a x 2 x s = 0, 

oder, wie wir zur Abkurzung schreiben wollen: 

~~ai1,XiXk = 0, 
wobei aki = aik angenommen wird. Sie enthalt zehn Coefficienten, 
welche homogen vorkommen, auf deren Verhaltnisse es also allein 
ankommt. Man kann sie, und damit die Flache, bestimmen, indem 
man ihnen neun lineare Bedingungen auferlegt, z. B. die neun Be
dingungen, dass die dargestellte Flii.che durch neun gegebene Punkte 
xP" X(2) •.•• a;<9) gehen solle. In dem Falle hat man die neun Glei
chungen: 

~~ajkx\l)x~t) = 0, ~~aikx~2)x12) = 0, .... ~~aikxi9)x~) = 0. 

Eine Fliiche zweiter Ordnung ist daher im Allgemeinen dttrch 
neun Punkte bestimmt. 

Es konnen aber Ausnahmen eintreten. Z. B. ist die Flii.che 
unbestimmt, wenn sechs der neun Punkte auf einer ebenen Curve 
zweiter Ordnung liegen; denn die Flache enthiilt diese Curve ganz, 
sobald sie fiinf Punkte derselben enthalt, da sie von einer Ebene 
immer in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten wird, wie sogleich 
gezeigt werden solI; die sechste Bedingung ist also in diesem FaIle 
eine Folge der funf ersten, so dass nur acht von einander unab
hangige Bedingungen ubrig bleiben, was zur Bestimmung der neun 
Constanten nicht geniigt. Solche Ausnahmefane sollen in der all
gemeinen Theorie der Flachen naher besprochen werden. 

Wir untersuchen zuerst den Schnitt der Flache (1) mit einer 
Ebene. Die letztere soIl durch drei ihrer Punkte '!I, z, t (die nicht 

9* 
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in gerader Linie liegen) gegeben sein. Ein beliebiger Punkt x der 
Ebene ist dann dureh die Parameter "11 "2' "3 festgelegt (p. 991£.), 
wenn 

(2) (lXi = "lYi + "2Zi + "ati' fur i = 1, 2, 3, 4. 

Mit Hulfe dieser Substitution geht (1) uber in: 

(3) ,,/ayy + "22azz + "a2att + 2"1"2ay. + 2"1"aayt + 2"2"8a.t = 0, 
wo: 

, 1 (0 ayy (} ayy 0 aYII ) 
aYII = ELaikYiYk, ay. = azy = -2 -" - Zl + -" - Z2 + -.,- Zs ,u. s. f. 

UYI uY2 uYs 

Rier 1st (3) die Gleiehung der Sehnitteurve von (1) mit unserer 
Ebene in ebenen trimetrisehen Punkteoordinatenj denn "11 "2' "8 sind 
ja die Coordinaten des Punktes x, bezogen auf das von y, $, t ge
bildete Dreieek. Die SchniUcurve ist also in der That von der $weiten 
Ordnung. 

Besonders ausgezeiehnet sind diejenigen Ebenen, fur welehe die 
Determinante der Gleiehung (3) versehwindet, d. h. fiir welehe 

ayy ay. aye 
(4) a'lI a.. a# = O. 

a/y ai' all 

Genugen y, z, t dieser Bedingung, so sehneidet ihre Ebene u die 
Flaehe (1) in einem Paare von geraden Linien; es gzOt also auf einer 
allgemeinen Fliiche solche Systeme von geraden Linien, wie wir sie 
friiher studirten. Die Ebene selbst ist dann Tangentenebene der 
Fliiehe (p. 39); der Doppelpunkt des Linienpaares ist der Be
ruhrungspunkt. Die Gleiehung (4) muss also aueh aus der Gleichung 
der Fliiehe in Ebeneneoordinaten entstehen, wenn man in dieser Ui 

mittelst der Gleiehungen (2)* p. 97 dureh Yi, z;, ti ausdriiekt. Diese 
Verhiiltnisse lassen sieh einfaeher behandeln, wenn man von der Auf
gabe ausgeht, die Sehnittpunkte einer Geraden mit der Fliiehe zu 
bestimmen. 

Irgend ein Punkt x der Verbindungslinie von Y mit s hat die 
Coordinaten 
(5) (lXi = Yi + ).,Zi. 

Dm also die Sehnittpunkte der Linie y-z mit der Fliiehe zu finden, 
haben wir in (1) die Substitution (5) zu maehen. Dies ergibt fur )., 
die quadratisehe Gleiehung 

(6) P + 2)" Q + ).,2 R = 0, 

wo zur Abkurzung: 
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P = ayy = E l...'aikYiYk, 
R = a;z = 1J Eaikzizk, 

(7) Q = ay, = azy = EEuikZiYk = E l...'aikYiz. 
l(OP ?P Of» 

= 2" (Ji" 131 + cy, 132 + 0Y3 133 

1 ('OR oR OR) 
= 2- ~ Yl + 0 Y2 + ,,;- Ys u $1 C Z, (j ~3 

= Yl (all Zl + al2z~ + a1SzS + aU z4) 

+ Y2(a21 Z1 + a22 zt + a23 zil + a24 z4 ) 

+ Y3(aS1 Z 1 + (I;J2 Z 2 + U;j3 ZS + a34 z4 ) 

+ Y4(a41 Zt + a42 z2 + a4S zS + aJ4 z4)· 

Wir heben hervor, dass das Bildungsgesetz der Ausdrucke P, Q, R, 
insbesondere die Symmetrie von Q in Bezug auf Y und 13 sich am 
Einfachsten durch Benutzung einer symbolischen Bezeichnung uber
sehen lasst. Man schreibt namlich das Product ajak an Stelle von 
ajk mit der Festsetzung, dass nach Ausfuhrung der vorkommenden 
Mnltiplicationen sehliesslieh wieder aik = akj fur ajak = aka; eingesetzt 
werden soIl. Dann ergibt sieh, wie die Ausrechnung zeigt: 

P = (atYt + a2Y2 + a3ys + a4 Y4)2, 
R = (atzt + a2 z2 + a3 zS + a4 z4)2, 

Q = (atYl + a2 Y2 + asYs + a4Y4) (a1zt + at z2 + aszs + a4 z4), 

oder wenn noeh zur Abkurzung 

gesetzt wird: 
(7)* 

atXt + a2x2 + aoxs + a4x4 = ax 

Dieser symbolischen Bezeichnungsweise werden Wlr nns 1m Folgen
den noch mehrfach bedienen. 

Die Gleichung (6) ist vom zweiten Grade. Eine Flache zweiter 
Ordnung wird also von einer Geraden in zwei Pttnkten geschnitten. 

Die W urzeln .1., ft von (6) sind: 

-Q+VQ2 -PR -Q-VQ2-PR .1.=----R -, ft= R ; 

also hat man naeh (5) fur die Coordinaten der Schnittpunkte: 

(8) oXj = RYi - (Q + VQ2 - P R)zj, 

wo Q. R = 0 gesetzt ist. Diese Gleichungen sind nur scheinhar un

symmetrisch; multiplicirt man namlich beide Seiten mit Q + V Q2_ P R 
und setzt das Product dieses Factors in Ii gleich 7:R, so kommt: 
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(8)* -eXi = (Q +YQ2 - PR)Yi - R14i'*) 
Die Schnittpunkte sind hiernach 

reell, wenn Q2._ PR > 0, 

imaginar, "Q2 - P R < 0,**) 

zusammenfallend, 11 Q2 - P R = O. 

Die letztere Gleichung gibt die Bedingung dafiir, dass die Linie y-z 
Tangente der Flii.che (1) sei; sie muss sich also so umformen lassen, 
dass statt der Ooordinaten Yi, Zi nur die Ooordinaten Pik = YiZk - ZiYk 

vorkommen, und sie ist dann die Gleichung der Fliiche in Linien
coordinaten. 1st P = 0 und R = 0, so liegen die Punkte '!I, Z 

selbst auf der FHiche; die Wl1rzeln von (6) sind l' = 0, 1" = 00. 

Bestehen aber die drei Gleichungen P = 0, Q = 0, R = 0, so sind 
die Wurzeln von (6) unbestimmt; jeder Punkt der Geraden '!I, Z liegt 
auf der Flii.che. Es ergibt sich also wieder, dass auf einer Fliiche 
zweiter Ordnung sich im Allgemeinen gerade Linien befinden (p. 132). 

Weiter kann man verlangen, dass die beiden Schnittpunkte der 
Linie y-z mit der FHiche und die Punkte y, Z selbst ein Punkt
quadrupel von gegebenem Doppelverhaltnisse a bilden solI en. In 
unserem FaIle hat man 

l ,." a = - oder a = -. 
Il' l 

Nun ist: 
l,." l,." l2+1l-2 4Q2-2PR 
Ii . T = 1, Ii + T = ~ = PR . 

Es bestimmt sich also a aus der quadratischen Gleichung: 

2 _ 4Q2 - 2PR + 1 - 0 a PR a -, 

oder: 
(9) 

1st y ein beweglicher und zein fester, nicht auf der Flache gelegener 
Punkt, so ist dies die Gleickung einer Flacke 14weiter Ordnung; auf 
ikr liegen alle Punkte y, deren Verbindungslinie mit z die Flacke (1) 
in zwei Punkten trijft, welcke mit '!I 1tnd zein Quadrupel vom Doppel
verhiiltnisse a bilden. Dasselbe gilt wenn z beweglich und y fest 
gewahlt wird, denn (9) ist symmetrisch in Bezug auf beide Punkte. 

Sollen die beiden Schnittpunkte y + 114 und y + fM zusammen
fallen, so muss a = 1 werden (Bd. I, p. 40). Die Bedingung dafiir, 

*) Man vermeidet diese Unsymmetrie von vornherein, wenn man die Auf
losung der quadratischen Gleichung in ihrer allgemeinsten Form zu Grunde 
legt; vgl. ClebBch: Theorie der binaren algebraischen Formen, p. 112. 

**) Ueber die Bedeutung imaginarer Losungen vgl. oben p. 104 if. 
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dass ein Punkt y auf einer von 10 aus an die Flache (1) gezogeneu 
'l'angente liegt, ist daher: 

(10) PR-Q2=O; 

es stimmt dies mit dem obigen Resultate (p. 134). Geniigt der 
Gleichung (10) ein Punkt y, so geniigt ihr auch jeder Punkt seiner 
Verbindungslinie mit 10; diese Gleichung stellt daher einen Kegel dar, 
dessen Spitze in z liegt: Es ist (10) die Gleichung des "Tangenten
kegeZs von 10", d. i. des Ortes al1er Tangenten, welche man von 10 aUB 
an die FHiche (1) legen kann; dieser Kegel ist von der zweiten Ordnung. 

Andere besondere Werthe sind a = 0, a = 00 und a = - 1. In 
den ersten beiden Fallen vereinigen sich auch zwei der vier Punkte, 
aber nicht die beiden Schnittpunkte, sondern ein Schnittpunkt mit 
dem Punkte y, denn es wird A = 0 oder /L = o. In der That folgt 
aus (9) fur a = 0 oder a = 00: PR = OJ und da z nicht auf der 
Flache liegen solI, kann nur P = 0 sein. Die Punkte y, welche IOU 

einem Doppelverhiiltnisse a = 0 oder a = 00 Veranlassung geben, bilden 
daher die gegebene Fliiche zweiter Ordnung selbst. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall a = - 1, wo die be
trefl'enden vier Punkte zu cinander harmonisch liegen, und zwar der 
Art, dass die beiden Schnittpunkte zu y und 10 conjugirt sind. Die 
Gleichung (9) wird in diesem Falle Q2 = 0, d. h. die betrefl'ende 
Flache zweiter Ordnung artet in die doppelt zahlende Ebene Q = 0 
aus. Die vierten harmonischen Punkte zu z und den Schnittpunkten 
der durch z gehenden Strahlen mit der Flache zweiter Ordnung 
bilden daher eine Ebene, "die Polarebene des Punktes z". Ihre Glei
chung in Veranderlichen y ist nach (7) oder (7)* 

(11) 

Die Coordinaten Ui der Polarebene des Punktes 10 sind daher: 
1 oax., 

QUl = au Xl + U12 X 2 + al3 xa + a14 x4 = -2 -~ - aXa1 , ox, 
loa",,, 

(12) QU~ = a2l x1 + a22 x2 + a23 xS + U24 X 4 = 2" oX2 aX a2 , 

loa",,, 
Q~t3 = aslxt + aS2 x 2 + aS3 x s + aS4 x 4 = 2" oXa axaa, 

1 oaxx 
QU4 = a41 x1 + a42 x2 + a4s xa + U44 X 4 = 2" ox. aX a4 • 

Die Ebene Q = 0 steht zu allen Flachen des Systems (9) in 
ausgezeichneter Beziehung. Zunachst ist klar, dass sie aIle durch 
die Schnittcurve der Flachen P = 0 und Q = 0 hindurchgehen; iiber-
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dies aber haben me liings dieser gemeinsamen ebenen Schnittcurve einen 
gemeinsamen Tangentenkegel, gegeben durch Gleichung (10). Bestimmen 
wir namlich die Schnittpunkte eines Strahles y-z mit irgend einer 
Flache dieser Schaar, setzen wir also y + J..z in (10) an Stelle von Yj 
es ist dann P zu ersetzen durch 

P+ 2J..Q + J..2R, 
Q durch Q + J..Rj R bleibt unverandertj fur J.. resultirt also die 
quadratische Gleichung: 

R2(a - 1)2;"2 + 2QR(a - 1)2J.. + PR(a + 1)2 - 4aQ2 = O. 
Dieselbe hat zwei zusammenfallende W urzeln, wenn 

R2(a2 _ 1)2(PR - Q2) = O. 

Da die ersten beiden Factoren der linken Seite im Allgemeinen von 
Null verschieden sind, so ist un sere Behauptung in Betreff des 
Tangentenkegels PR - Q2 = 0 bewiesen. Eine Ausnahme tritt schein
bar ein fUr a = + 1, d. h. fiir den Tangentenkegel selbst und fur 
die Doppelebene Q = 0; beide werden in der That von jeder durch 
z gehenden Geraden in zwei zusammenfallenden Punkten getroffen, 
so dass die behandelte Aufgabe unbestimmt wird *). 

Vermoge (12) ist jedem Punkte x eine bestimmte Ebene u als 
Polarebene zugeordnetj das Umgekehrte gilt aber nur, wenn die 
Determinante A der Fliiche, d. i. der Ausdruck: 

all a12 al3 al4 

A= 
a21 a22 a23 a24 

aS1 aS2 ass aS4 

a41 a42 a4S a44 

von N uIl verschieden ist. Letzteres soll im Folgenden ~uniichst vor
ausgesetzt werden. Die Beziehung zwischen Pol und Polarebene 
ist also ein Specialfall der allgemeinen linearen Verwandtschaft 
zwischen Punkten und Ebenen **), von welcher wir beim Studium 
des lineareu Complexes einen anderen besonderen Fall kennen lernten 
(p. 54 und 102). Damals lag jeder Punkt in der ihm zugeordneten 
Ebenej das ist hier im Allgemeinen nicht der Fall. Multiplicirt man 
namlich die Gleichungen (12) bez. mit Xl' X2 , xs, X4 und addirt, so 
ergibt sich 
(13) (HI", = (!~UiXi = ~~ail,xixk a= _ a",2. 

*) Auf solche Flachensysteme, die sich langs einer ebenen Curve beriihren, 
kommen wir bei Untersuchung des Systems von zwei FIachen zuriick. 

**) Diese allgemeinen Verwandtschaften werden wir in einem spateren Ab
schnitte des vorliegenden Bandes studiren. 
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Also: Die Pole, welche mit ihren Polarebenen vereinigt liegen, bilden 
die gegebene Fliiche zweiter Ordn1lng; und jeder Punkt dieser Flache 
ist ein solcher Pol. 

Mit jener fruherell Verwandtschaft hat die in (12) gegebene die 
Eigenschaft volliger Symmetrie gemein *). Da Q sich durch Ver
tauschung 'Von y mit z nicht andert (aya. = a.ay), so gilt der Satz: 

Liegt y auf der Polarebene von z, so liegt e auf der Polarebene 
von y. 

Auch nachstehende 8atze sind einfache Folgen der 8ymmetrie: 
Durchliittft der Pol einfl Punktreihe, so bilden die entsprechenden 

Ebenen einen daztt projectivischen Ebenenbiischel (der beim Nullsysteme 
perspectivisch war). 

Jeder Geraclen ist so eine andere zugeordnet, und diese Zuordnung 
ist '1)ertauschbar; die eine heisst die conjugirte Polare der andern. 

Da A von Null verschieden vOl'ausgesetzt wurde, lassen sich die 
Gleichungen (12) auflosen; ist 0: Q = A, und sind Aik die Unter
determinanten der Determinante A, so findet man: 

(12)* 

oXl = Anul + A l2 U2 + AlSuS + A14u4 , 

(Jx2 = A2l u l + A 22 U 2 + A 2S uS + A24 tt4 , 

oxs = ASlUl + AS2 U 2 + Assus + A S4U 4 , 

(JX4 = A4t u l + A42 U 2 + A4Stts + A 44u 4 • 

Wie aus (12) vermoge u'" = ° in (13) die Gleichung der FHiche 
gefunden wurde, d. i. als Bedingung dafur, dass ein Punkt auf seiner 
Polarebene liege, so ergibt sich aus (12)* die Gleichung 

(13)* 

als Bedingung dafur, dass eine Ebene u durch ihren Pol x gehe, 
eine Gleichung, die also befriedigt wird durch die Polarebenen alIer 
Punkte der gegebenen Flache. Wir behaupten: eine solche Polar
ebene ist Tangentenebene der Fliiche, dm· zugehOrige Pol ihr Beriihrungs
punkt. In der That, die Tangentenebene des Punktes x wird ge
bildet von allen Tangenten, die durch X gehen; dieselben erzeugen 
im Allgemeinen einen Kegel PR - Q2 = 0, wie wir eben gesehen 
haben; fur einen Punkt x der Flache aber ist P = 0, der Tangenten
kegel also artet aus in die Doppelebene Q2 = 0, d. i. in die Polar
ebene von x, w. z. b. w. 

*) Einzelne Satze der Polarentbeorie sind von Monge, Livet und 
Briancbon gegeben, die allgemeinen Begriffe ausgebildet von Encontre, 
de Stainville, Servois, Gergonne, Ponceletj vgl. Chasles' Aper~lU histo
rique, p. 232ff. und Note XXVII. 
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Die Gleichung (13)* steZlt daker dieseZbe Fliiche in Ebenencoordi
naten dar, welche durch (13) in Punktcoordinaten gegeben war. In 
Uebereinstimmung mit F'riiherem (p. 39ft'.) sind beide Gleichungen 
vom zweiten Grade. 

Die Gleichung (13)* erhiilt man in einer andern bemerkens
werthen Form, wenn man aus (12) und aus Ux = Odie Grossen 
(I, Xli X2 , xs, X 4 eliminirt; so ergibt sieh: 

all a12 al3 al4 UI 

a21 a:! 2 atS a24 U2 

(13)** a31 aS2 a33 aS4 Us = 0.*) 

aM a42 (1,43 a44 u4 

U'l U2 tts U 4 0 

Man iiberzeugt sieh 
sieh nur clureh das 
(13)* unterscheidet. 

mittelst Ausreehnung, dass diese Determinante 
Vorzeichen von cler link en Seite der Gleiehung 

Betraehten wir noeh das Beispiel cler Kugel. Ihre Gleiehung 
ist (p. 4) 

wenn a, b, c die Ooordinaten ihres Mittelpunktes sind, und r die Lange 
ihres Radius angibt. Zu einem Pole x, y, fJ findet man naeh (12) 
die Polarebene u, v, w mittelst der Gleiehungen 

QU = x - a, QV = Y - b, QW = fJ - c, 

ferner: 
Q = - ax - by - CfJ + a2 + b2 + c2 - r2, 

1 0 0 -a 

0 1 0 -b 
A= 

0 0 1 
=-r2. 

-c 

-a -b -c a2 + b2 + c2 _ r2 

Die Determinante ist also jedenfalls von Null versehieden. 
losung cler linearen Gleiehungen liefert: 

oder: 

x = QU + a, y = QV + b, fJ = QW + c, 
Q(1 + aH + bv + cw) = -- r2, 

cU -r'w 
z=-----,oU~-

Die Auf-

*) Diese Determinante muss mit der in (4) auftretenden bis auf einen 
Factor identisch sein, wenn man die Coordinaten der Ebene ersetzt durch die 
Coordinaten dreier in ihr liegenden Punkte y, z, t. Mit Hulfe der symbolischen 
Methoden Hi-sst sich die betreffende Rechnung sehr einfach durchfiihren_ 
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wenn u =- au + bv + cw + 1 = ° 
clie Gleichung des Mittelpunktes cler Kugel ist. Die Gleichung der 
Kugel in Ebenencoorclinaten wird clurch Bildung der Bedingung 
ux + vy + wz + 1 = ° erhalten, sie ist daher: 

U2 - r2(u2 + v2 + w2) = 0. 
Dies Resultat stimmt mit Fruherem uberein (p. 26 f.). 

Wie das Polardreieck fur die Kegelschnitte, so ist das so
genannte Polartetraeder fur die Flachen zweiter Ordnung von be
sonderer Wichtigkeit. Ein solches wird gebildet von vier Punkten, 
welche die Eigenschaft haben, dass jeder von ihnen Pol der gegen
iiberliegenden (d. i. durch die drei anderen Punkte zu legenden) Ebene 
ist. U m ein Polartetraeder zu construiren, kann man eine Ecke, 
nennen wir sie A, willkurlich wahlen; dadurch ist die gegenuber
liegende Ebene A als Pol are bene von A bestimmt; es darf aber A 
nicht auf cler Flache zweiter Ordnung liegen, denn sonst ginge A 
durch A hindurch, und es ware kein eigentliches Tetraeder moglich. 
In A konnen wir eine zweite Ecke B willkurlich annehmen (aber 
ebenfalls nicht auf der Flache); deren Polarebene B geht dann durch A. 
Letztere wird von A in einer Geraden geschnitten; auf ihr nehmen 
wir die dritte Ecke 0 beliebig an (aber nicht auf der Flache); die 
Polarebene r derselben geht dann sowohl durch A als durch B und 
bestimmt durch ihren Schnittpunkt mit den beiden Ebenen A, Beine 
vierte Ecke D, von der leicht ersichtlich ist, dass ihre Polarebene D. 
durch A, B und 0 gehen muss. Da die drei Coordinaten von A ganz 
willkurlich waren, B noch von zwei Parametern (als in einer ge
gebenen Ebene liegend), 0 noch von einem abhangt (als auf einer 
gegebenen Geraden liegend), so enthalt das Tetraeder im Ganzen 
3 + 2 + 1 = 6 Parameter: Es gibt in Bezug auf eine gegebene Fliiche 
zweiter Ordnung sechsfach unendlich viele Polartetraeder. W ie die Ecken 
und Seiten eines solchen sich mittelst der Verwandtschaft (12) ent
sprechen, so auch paarweise die sechs Kanten: Jede Kante eines 
Polartetraeders ist die conjugirte Polare der ihr gegeniiberliegenden Kante 
(d. i. derjenigen, von welcher sie nicht getroffen wird). 

Es empfiehlt sich nun, ein solches Polartetraeder als Coordinaten
tetraeder einzufuhren, denn dadurch wird die Gleichung der Flache 
besonders vereinfacht. Nach Obigem ist allgemein aya. = 0, wenn y 
die Coordinaten von A, z die von B sind; werden diese Punkte als 
Ecken des Coordinatentetraeders gewahlt, so kann man setzen: 

Yl=l, Y2=0, Y3=0, Y4=0, 
Zl = 0, Z2 = 1, Z3 = 0, Z4 = 0; 
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es folgt also a12 = O. Durch Benutzung von 0 und D weist man 
ebenso nach, dass a13 = 0, au = 0, a23 = 0, a24 = 0, aS4 = 0 
sein muss. 

Die Gleickung der Flacke, bezogen auf ein Polartetraeder als Ooordi
natentetraeder, ist demnack von der Form: 

(14) al x12 + a 2x22 + aaX32 + a4xl = 0.*) 
Umgekehrt steUt jede solche Gleichung eine Flache zweiter Ordnung 
vor, in Bezug auf welche das Coordinatentetraeder ein Polartetraeder 
ist. Durck Variation der Oonstanten al1 a2' as, a4 erhalt man also 
alle Fliichen zweiter Ordnung, die in dieser Weise zu einem gegebenen 
Tetraeder geMren; es sind dreifach unendlich viele. 

Zu beach ten ist, dass keine der Grossen a fur eine allgemeine 
Fliiche gleich Null werden kann, denn andernfalls wurde die De
terminante A (= al a2 a3 ( 4) verschwinden. Die Gleichungen (12) werden 
fur die "kanoniscke Form" (14) der FHichengleichung: 

(>ul = a l Xli (>u2 = a2x2 , (>us = asxs, (>u4 = a4x4 • 

Die Bedingung u'" = 0 lasst daher die Ebenencoordinatengleichung der 
Flacke (14) in der Form erscheinen: 

(14)* 

Sie enthalt ebenfalls nur die Quadrate der V ariabeln, Wle es 
der sich selbst duale Charakter des Polarletraeders erwarten liess. 

II. Tangenten und Erzeugende der Flache. 
Wir haben schon hervorgehoben, in welcher Weise die geraden 

Linien des Raumes durch die Polarentheorie auf einander bezogen 
sind: bewegt sich der Pol auf einer von zwei conjugirlen Polaren, 
so dreht sich seine Polarebene um die andere. Diese Beziehungen 
sind nun weiter zu verfolgen und mit Hulfe der Liniencoordinaten 
darzustellen. 

U ill die betreft'enden Rechnungen ubersichtlicher zu gestalten, 
ist es praktisch, sich der schon gelegentlich eingefuhrten symbolischen 
Bezeichungsweise zu bedienen. Setzt man, wie in (13), 

f(x) ZJZJaikxixk = (alxl + a2x2 + asXs + a4x4? = a",2, 

so gehen die Gleichungen (12) oft'enbar uber in 

(1) (>u; = aia", fur i = 1, 2, 3, 4. 

*) Die 'Transformation einer quadratischen Form in eine Summe von Qua
draten ist von Gauss angegeben (Disquisitiones arithmeticae, art. 271, Leipzig 
1801, Werke Bd. 1), naher durchgefiihrt von Jacobi, Crelle's Journal Bd. 68. 
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In gleicher Weise ist einem Punkte y eme Ebene v zugeordnet 
mittelst der Beziehungen 

(1)* 
Es seien nun 

P,Pik = Xi Yk -- Yi xk 

die Coordinaten der Linie x-y und 

vqik' = ttiVk - vittk 

diejenigen der conjugirten Polaren (Schnittlinie der Ebenen u und v). 
Dann ist 

In dieser Form haben die rechten Seiten aber keinen Sinn. Sucht 
man namlich den Coefficienten von xhYP so wird derselbe 

man kann hier das Product aia"akal entweder durch ail,akl ersetzen 

oder durch aika/tl oder durch aaakh ; es ist also nicht moglich, den

jenigen wirklichen Ausdruck ohne Weiteres anzugeben, welcher durch 
den symbolischeu dargestellt werden solI. Gleichwohl wissen wir 
aus der Art der Entstehung, dass 

der einzig richtige Werth ist; es mussen namlich diejenigen Symbole 
zusammengelassen werden, welche in einem der vier Factoren 

urspriinglich zusammen vorkommen. In diesem FaIle und in allen 
analogen vermeidet man derartige Unbestimmtheiten, indem man die 
Symbole, welche nicht vereinigt werden diirfen, durch verschiedene 
Buchstaben unterscheidet, indem man also auf der rechten Seite von 
qik den Ausdruck b"bll an Stelle von akall und bkbx an Stelle von 

akax schreibt, mit der Festsetzung, dass auch 

L;.lJaikxixk = (b1xl + b2 x2 + b3X3 + b4,X4)2 = bx2 

sem solI *). So entsteht die Relation: 

(2) 
vqi: = aiaxbkby - ai allbk bX 

= a.bk(a b - b a), 
't x y x y 

oder, wenn man die Producte ausrechnet und wieder zusammenzieht, 

*) Vgl. Bd. I p. 188ft 
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vqi: = (a1i a2k - a1ka2i)P12+( alia3k -alka3i)P13+( al;a4k-ulka4i)pl4, 

(2)* + (a3ia4k-a3ka4i)P34+ (a4ia2k - a4ka2i)P42+( a2ia3k - a2kaSi)P23 

=E(ahia1k - ahkali)Phl = EAltl , ikPhl • 
hi hE 

Diese Gleichungen entstehen aus (12) wie bei der Coordinatentrans
formation (p. 92f.) die Gleichungen (47) aus (45); Sle sind auch 
leicht in analoger Weise abzuleiten. 

Aus den Gleichungen (2) oder (2)* ergibt sich die Gleichung 
unserer Flache zweiter Ordnung in Liniencoordinaten Pw d. h. die 

Bedingung dafiir, dass die FIache von der Linie P beriihrt werde 
(p. 41), in ahnlicher Weise wie ihre Gleichung in Ebenencoordinaten 
aus (12) abgeleitet wurde. Zu dem Zwecke brauchen wir nur die 
Bedingung dafiir aufzustellen, dass eine gerade Linie von ihrer con
jugirten geschnitten wird. Dies tritt in der That immer und nur ein, wenn 
die Gerade eine Tangente der Flacke ist. Die Polarebene des gemein
samen Punktes namlich muss dann durch beide conjugirte Polaren, 
also durch den Pol hindurchgehen; sie ist somit im Pole Tangenten
ebene der Flache. Die Umkehrung ist ebenso leicht zu beweisen. 

Die Bedingung dafiir, dass eine Linie p von ihrer conjugirten 
geschnitten werde, oder die Gleickung un serer Flacke zu:eiter Ordnung 
in Liniencoordinaten ist daher: 

(3) 

In symbolischer Form findet man zunachst aua (2): 

BE(XiYk - YiXk) (a",by - breay)aA = O. 

Da aber die Symbole aiak, b;bk nur verschiedene Bezeichnungen der 
wirklichen Zahlen aik sind, so ist die linke Seite auch gIeich 

EE(XiYk - YiXk ) (b",ay - a",by)biak, 

also auch gleich der halben Summe beider Ausdriicke: 

(3)* haxby - b",ay) EE(XiYk - Y;Xk) (aA - biak ) = ~ (abxy)2. 

Eine dritte Form der Liniencoordinatengleicktcng ergibt sieh, wenn 
man die Coordinaten der Tangente durch zwei Ebenen (u und v) 
bestimmt, deren Sehnittlinie die 1'angente ist. In dem Biischel 
(xu + lv) giebt es dann namlieh eine Ebene, welche Tangenten
ebene der Flache ist, deren Coordinaten also, wenn x den Beriihrungs
punkt bezeichnet, den Bedingungen genugen: 
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ailXI + ailiXli + aiSXS + ai4X4 = XUi + .tVi fiir i = 1,2,3,4; 

utxI + ttliXli + usxs + U4X 4 = 0, 

VIXI + V2 XlI + vsxs + V4 X4 = O. 

Durch Elimination der Xi ergibt sick die Bedingung dafiilr, dass sick 
zwei Ebenen u, v in einer Tangente der Fliiche sckneiilen, in der Form: 

I au 
a lll alB a l4 UI VI 

a2t a2l! a 2S a24 Ull V2 

(4) 
aSI a S2 ass aM Us Vs 

=0. 
a 4I a42 a4S a44 U4 V4 
ttl Ull Us U4 0 0 

VI V2 Va V4 0 0 

Setzt man Pil, = U,Vm - V,Um (vgl. p. 87), so ist die links 

stehende Determinante genau identisch mit der linken Seite von (3). 
Auck die Liniencoordinatengleickung enthiilt nur die Quadrate der 

Variabeln, wenn man ein Polartetraeder zu Grunde legt. In der That 
ist dann 

fXI Xt2 + fX2 X 22 + fXSXS2 + a4 x42 = 0 

die urspriingliche Gleichung der Flache; die Beziehungen zwischen 
Pol und Polarebene werden durch 

()Ui = aiX; 

gegeben. Die Gleichungen (2)* werden daher hier: 

(5) vqik' = aiakPik , 

und die aus ihnen wie oben abgeleitete Fliichengleichung wird: 

(6) aIa2Plill+alaSptS2+ala"P142+cxaa,.pS411+a4allP422+a2"SP2S2=O. 

In welcher Form man auch die Liniencoordinatengleichung be
nutzen moge, niemals ist sie formal vollkommen bestimmtj vielmehr 
kann man stets die linke Seite der Identitii.t, d. h. den Ausdruck 

P = P12PS4 + PISP"lI + P14PlIS' 
multiplicirt in eine willkiirlich bleibende Con stante , additiv hinzu
fiigen, ohne die Bedeutung der Gleichung zu andern: eine Bemerkung, 
welche man ebenso bei allen Complexen zweiten Grades wiederholen 
kann. 

Die Gleichungen (5) ordnen einer jeden Geraden P ihre conju
girte Pol are q' zu. Diese Zuordnung wurde als eine wechselseitige 
erkannt und ergibt sich ala solche direct durch Auflosung der 
genannten Gleichungen. Macht man namlich v = "1 "2 "a /%4 • (j, so 
kommt: 



144 Zweite Abtheilung. 

, 
6ctt ct rn qik = Pik 

oder da Pik zu qtm' qik' ZU Ptm' proportional ist, 

(5)* 

Vnter Benutzung eines solchen speciellen Coordinatensystems 
ist es auch leicht, die Erzeugenden der Fliiche analytisch Ztt bestimmen. 
Eine Erzeugende hat die Eigenschaft, vermoge der Gleichungen (5) 
sich selbst zugeordnet zu sein, denn in jeder Tangentenebene bestimmten 
sich die beiden Erzeugenden als Doppelstrahlen der Involution, welche 
durch je zwei einander conjugirte Tangenten gebildet wird (p. 142). 
Dass es in der That sich selbst entsprechende Gerade gibt, liegt 
an der besondern Natur der Gleichungen (5); die letzteren lauten, 
wenn die Linien P und P' zusammenfallen: 

QP34 = (Xl (X2PI2' QP12 = (X3 ct4P30 

QP42 = (Xl ct3 P13 , QPl3 = ct4(X2P42 ' 

QP23 = ctl (X4P14 , QP14 = (X2(X3P23' 

Aus je ZWeI neben einander stehenden Gleichungen ergiht sich 

(/ = (Xl et2 etS et4 • 

Nach Elimination von Q bleiben daher nur drei von einander unab
hangige Gleichungen, etwa die folgenden: 

cts P34 Pl3 = et21\2 P 42 , 

ct4 P34P14 = et2P12P2S' 

ct1 P12P14 = eta 'P23P34; 

sie stell en drei besondere Complexe zweiten Grades dar, denen die Er
zeugenden der FHiche angehoren, und deren interessante Eigenschaften 
wir spater naher studiren werden *). 

Setzt man den gefundenen Werth Q = + Y (Xl (X2 ets et4 em, so er
geben sich sechs lineare Complexe: 

Pg4 yetS et4 = + Pl2 Y(Xlet2 , 

(7) P42 -V et4 (X2 = + Pl3 Y~-~, 

P23 Y et2 lXg = + P14 Y (Xl et4 • 

J e zwei Complexe, deren Gleichungen sich nur durch das Vor
zeichen unterscheiden, enthalten zusammen aHe Erzeugenden der 
Flache. De1' Wahl des Vorzeichens von Q entspricht also die Zerfiillttng 
der Erzeugenden in die beiden Schaaren, deren Vorhandensein uns 

*) V gl. unten den Abschnitt aber allgemeine reciproke Verwandtschaften. 
Die dort naher definirte Singularit.atenflache zerfallt z. B. fUr den ersten Com
plex in die vier durch Xl X. (a2 X 2 2 + ((3 x;) = 0 dargestellten Ebenen. 
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bereits bekannt ist. Man muss naturlich in allen drei Gleichungen 
gleichzeitig entweder das obere oder das untere Zeichen wahlen; in 
jedem Falle erhalt man drei lineare Complexe, deren gemeinsame 
Linien eben die Erzeugenden der einen oder der anderen Art sind. 
Dass in der That eine Flache zweiten Grades durch drei lineare 
Complexe bestimmt wird, haben wir fruher gesehen (p. 68). 

In Folge der Gleichungen (7) hangt die Realitat der Erzeugenden 
scheinbar von den Vorzeichen der Producte der reellen Zahlen aI' 

a:" as, a" zu je zweien ab; in Wirklichkeit kommt es aber nur auf 
die Realitat von q an. Auszuscheiden ist allein der Fall, wo alle ai 
dasselbe Vorzeichen haben, denn dann ist zwar q reell, die Fliiche 
Eaix/l = 0 besitzt aber uberhaupt keinen reellen Punkt. 

Die reellen Fliichen sweiter Ordnung mit nicht verschwindender 
Determinante serfallen daher in lwei Klassen: 

1) Fliichen mit unendlich vielen reellen Erleugenden; zwei der 
Grossen ai sind positiv, die beiden anderen sind negativ. 

2) Fliichen mit imaginiiren Erzeugenden; drei der Grossen IXi haben 
unter sich gleiches Zeichen, die vierte hat das entgegengesetzte 
V orzeichen. 

Die Realitat der Erzeugenden muss unabhangig sein von der 
Wahl des zur Coordinatenbestimmung dienenden Polartetraeders; es 
ergibt sich hieraus das sogenannte "Triigheitsgesetz der quadratischen 
Formen", welches dahin lautet, dass die Anzahl der Zeichenwechsel 
in der Reihe der Coefficienten IXi immer dieselbe ist, wie man auch 
die Transformation auf ein reelles Polartetraeder ausfiihren mag"'). 

Es soIl noch die Aufgabe behandelt werden: die heiden Erseugen
den IU finden, welche durch einen gegebenen Punkt y der F lache gehen; 
und zwar mogen zwei verscbiedene Ansatze zur Losung betrachtet 
werden. 

Es bezeicbne s einen beliebigen Punkt der Flache zweiter Ord
nung, welcher nicbt in der Tangentenebene von y liegt; dann sind 
die Gleichungen der Tangentenebenen von y und I: 

Qy", = EIai/,Yixk = 0, Q.", = IIaikSiXk = 0, 
und die unendlich vielen Flachen 

(8) 
schneiden sich siimmtlich in den vier Erzeugenden, welche paarweise 
durch die Punkte y und z hindurchgehen. Es ist auch leicht zu 

*) V gl. S y I v est e r: PhilosophIcal Magazine 1852 und 1863, ferner J a cob i 
und Hermite, Crelle's Journal Bd. 53. 

C 1 e b s c h, Vorl.sungen. II, 1. 10 
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sehen, dass alle moglichen FHichen zweiter Ordnung, welche die ge
nannten vier Geraden enthalten, durch die Gleichung (8) dargestellt 
werden, und dass durch jeden Punkt des Raumes nur eine Flacbe 
des Systems hindurchgeht. Fur einen besondern Werth von A stellt 
daher (8) das Ebenenpaar dar, dessen Axe mit der Linie y - z zu
sammenfallt, und des sen einzelne Ebenen je zwei der vier Erzeugen
den enthalten. Dass in der That ein solches Ebenenpaar existirt, 
ist klar, da durch jeden Punkt eine Erzeugende jeder Art geht, uod 
somit die Erzeugende der einen Art, welche durch y geht, llotb
wendig die Erzeugende der andern Art trifft, welche durch z gebt. 
Die vier Erzeugenden 7connen daher aufgefasst werden als Seiten eines 
windschiefen Vierec7cs oder als die vier Kanten eines Tetraifders, dessen 
beide fehlenden Kanten durch die Linie y -z und dttrch deren conjugirte 
Polare geliefert werden. 

Urn dies Ebenenpaar zu linden, hat man II.. so zu bestimmen, dass 
die Flache (8) durch einen beliebigen Punkt t der Linie y-z hindurch
geM (wobei also ti = f!Yi + VZi); die Gleichung des Ebenenpaares 
ist daher 

QytQ,tf(x) - QvxQzxfCt) = O. 

Den links stehenden Ausdruck hat man noeh in seine beiden linearen 
Factoren Vx und Wx zu zerfiiJlen nach einer Methode, die im nachsten 
Abschnitte erodert werden wird; die gesuchten beiden Erzeugenden 
ergeben sieh schliesslich als Sehnittlinien der Ebene Qyx = 0 mit 
den beiden Ebenen Vx = 0 und Wx = o. 

Auf ein Problem der ebenen Geometrie wird die gestellte Auf
gabe direct zuriickgefuhrt, wenn man in folgender Weise verfahrt. 
Es seien z, t zwei Punkte in der Ebene Qyx = 0, und man setze 

Xi = XYi + AZi + f!ti; 
dann ist ein Punkt X dieser Ebene bestimmt durch seine ebenen 
homogenen Punktcoordinaten u, A, f! (vgl. p. 99 f.); die Gleicbung 
f ex) = 0 geht iiber in 

Qyy U2 + Q.,A2 + Qttf!2 + 2Qyz UA + 2 QztAf! + 2 Qtyf!J( = 0, 

d. h. in eine homogene Gleichung zweiten Grades in u, A, p.., welche 
in der Ebene Qyx = 0 die beiden gesuchten Erzeugenden darstellt. 
Es eriibrigt nur noch, die linke Seite der Gleichung in ihre beiden 
linearen Factoren zu zerfallen, was in bekannter Weise gesehehen 
kann (Bd. I, p. 104). 

Durch die Gleichung (8) war uns ein System von Flachen dar
gestellt, deren gemeinsame Schnittcurve aus vier Kanten eines Te
traeders bestand. Legt man dieses Tetraeder einer Coordinaten-
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bestimmung zu Grunde, so ist leicht zu sehen, dass sich alIa FUichen 
(8) in die Form bringen lassen 

(9) A.~l ~4 + P.~2~3 = 0, 
von welcher wir noch wiederholt Gebrauch machen werden. Die 
gemeinsamen Erzeugenden sind bestimmt durch die Paare von Glei
chungen: 
~l =0, ~2 =0; ~l =0, ~s =0; ~4=0, ~2 =0; ~4= 0, ~3 =0, 

wahrend die Kanten ~1 = 0, ~! = 0 und ~2 = 0, ~3 = 0 ein Paar 
von conjugirten Polaren liefern *). Man erkennt hieraus sofort die 
Richtigkeit der folgenden Satze: 

Wenn man die Schnittpunkte zweier conjugirten Polaren mit einer 
Fliiche zweiter Ordnung unter einander verbirulet, so entstehen vier Er
zeugende der Fliiche, welche auf ihr ein windschiefes Vierseit bilden. 

Schnf~idet eine Gerade die Fliiche in den Punkten A, B und wird 
die Fliiche von del" conjugirten Geraden in 0, D getroffen, so ist 
AOD die Tangentenebene von A, BOD die von B, ABO die von 0 
und ABD diejenige von D. 

Auf einer FIache mit reellen Erzeugenden ist hiernach die Con
struction der Geraden, welche zu einer gegebenen Geraden conjugirt 
ist, sehr leicht mit Hulfe der Erzeugenden auszufuhren. 

III. Die Fliichen zweiter Ordnung mit verschwindender Determinante. 

In unserer allgemeinen Polarentheorie mussten wir die mit A 
bezeichnete Determinante der Flache als von Null verschieden vor
aussetzen (p. 136). Wi" nehmen nunmehr an, dass die Bedingung 

au a12 alS a14 

(1) A_ a2l a22 a2S (1,24 

=0 aSl aS2 (1,S3 a34 

au a42 a4S a44 

*) Die Gleichungsform (9) lasst sofort wieder die Erzeugung der Flache als 
Ort der Schnittlinien entsprechender 'Ebenen in projectivischen Biischeln (p. 35if.) 
erkennen; sie ist auch zur Ableitung mancher anderen Satze besonders brauchbar. 
PI ii c k e r gibt dafur zahlreiche Beispiele in seinem System der Geometrie des 
Raumes, p. 99 if. (Dusseldorf 1846), insbesondere auch zur Ableitung einer Aus
dehnung des Pascal'schen Satzes auf den Raum. Andere derartige Analoga 
zum Pas c a I' schen Sabe sind von S t e i n e r (Gergonne's Annales de mathema
tiques, tome 19, Ges. Werke, Bd. 1). Bobillier und Chasles gefunden (vgl. 
des letztern Aper~lU historique, Note XXXII) und neuerdings von F. Klein 
(1873), vgl. Math. Annalen Bd. 22. 

10* 
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erfiillt sei, dass aber die ersten Dnterdeterminanten von .A nicht siimmt
lich gleich Null seien. Die entsprechende Bedingung fur die Kegel
schnitte genugte, um die betreffende Curve in zwei gerade Linien 
zu zerspalten. Etwas Aehnliches wird im Raume noch nicht soforl 
moglich; die Fliiche zweiter Ordnung ist jetzt nur mit einem singu
Hiren Punkte behaftet. In Folge der gemachten Voraussetzung gibt 
es vier Grossen ~i' welche den vier Gleichungen 

(2)' ail~l + ai2~2 + ai3~S + a;4~4 = 0 (fiir i:- 1,2,3, 4) 
geniigen. Man findet so einen singttliiren Purikt ~, dessen Polarebene 
vollkommen unbestimmt ist, und dessen Ooordinaten den ersten Unter
determinanten von A. proportional sind. Dieser Punkt liegt auf der 
Polarebene eines jeden beliebigen Punktes x, denn es ist nach (2) 
identisch: 
(3) Q~", _ ~ (ail~l + ai2~2 + ai3~3 + ai4~4) Xi = 0; 

er liegt auch auf der Flache, denn die Multiplication ~on (2) mit ;i 
und die Summation uber i ergeben f (~) = O. 1st 71 ein beliebiger 
anderer Punkt der Flache, so wird hiernach auch 

f(~ + ).71) -f(~) + 2).Q~I' + ).2f(rJ) = 0 
fur jeden Werth von ).; d. h. verbindet man ~ mit einem beliebigen 
Punkte der Fliiche, so liegt diese ganze Verbindungslinie in der Fliiche, 
oder: 

Unsere Flacke zweiter Ordnung ist ein Kegel und der singuliire 
Punkt ~ ist die Spitze desselben. 

Umgekehrt muss fur jeden Kegel zweiter Ordnung mit der Spitze 
~ die Gleichung (3) identisch erfiillt sein, da die Tangentenebene der 
Spitze vollstiindig unbestimmt ist; es bestehen also die Gleichungen 
(2), und f'olglich verschwindet auch fur jeden Kegel zweiter Ordnung die 
Determinante (1). 

Die allgemeine Polarentheorie erleidet hier dadurch Modificationen, 
dass nach (3) nUr solche Ebenen als Polarebenen eines Raumpunktes 
aufgefasst werden konnen, welche durch den Punkt ~ gehen. Den 
dreifach unendlich vielen Polen entsprechen daher nur die zweifach 
unendlich vielen Polarebenen eines Biindels; jeder solchen Ebene 
sind umgekehrt unendlich viele Pole zugeordnet, und diese befinden 
sich auf einer durch die Spitze gehenden Geraden, "der zur Ebene 
conjugirten Polaren", denn die Gleichung Q",y = 0 wird nach (3) nicht 
geiindert, wenn man y durch y + ).; ersetzt. 

Einer beliebigen geraden Linie entspricht hiernach als conjugirte 
Pol are ein Strahl durch die Spitze. Den vierfach unendlich vielen 
Geraden entsprechen also nur zweifach unendlich viele Strahl en eines 
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Biindels; jedem Strahle des letzteren sind umgekehrt doppelt unend
lich viele Polaren zugeordnetj diese bilden offenbar dasjenige Strahlen
feld, des sen Ebene die Spitze enthli.lt, und zu welcher der betl'achtete 
Strahl nach del' soeben eingefiihrten Bezeichnung conjugirte Polare ist. 

N ach den allgemeinen Gesetzen der Dualitiit stehen sich Kegel 
und Kegelschnitt dualistisch gegeniiber (vgl. p. 21 u.25); es ist daher 
nicht nothig, die Eigenschaften des Kegels selbststiindig zu entwickeln, 
man kann sie vielmehr aus del' Kegelschnitttheorie entnehmen, wenn 
man nul' den Kegelschnitt nicht nul' in seiner Ebene, sondel'll auch 
in seiner Beziehung zum umgebenden Raume ins Auge fasst. Es 
wird geniigen, hier einige solche Siitze einander gegeniiberzustelIen. 

Sucht man in del' Ebene auf Sucht man fiir jeden Strahl, 
jedem durch einen Punkt 1/ gehen- welcher durch die Spitze des Kegels 
den Strahle den vierten harmoni- geht und in einer gegebenen Ebene 
schen Punkt z zu 1/ und zu seinen v liegt, die vierte harmonische 
beiden Schnittpunkten mit dem Ebene w zu v und den beiden 
Kegelschnitte, so bilden aIle Punkte Tangentenebenen des Kegels, 
z eine gerade Punktreihe: die Polare welche den Strahl enthalten, so 
des Poles 1/. schneiden sich aIle Ebenen w in 

I einer Geraden: del' Polaren von 'IJ. 

Bewegt sich ein Punkt in der Dreht sich eine Ebene um 
Ebene des Kegelschnittes auf einer einen durch die Spitze gehenden 
Geraden, so dreht sich seine Polare Strahl, so beschreibt ihre Polare 
urn den Pol dieser Geraden. einen Strahlbuschel, dessen Ebene 

zu dem ersten Strahle conjugirt ist. 
Die Polare eines Punktes des Die Pol are einer '.Cangenten-

Kegelschnittes ist seine Tangente. ebene des Kegels ist die in ihr 
liegende Erzeugende. 

Es gibt in del' Ebene des Durch die Spitze des Kegels 
Kegelschnittes dreifach unendlich gehen dreifach unendlich viele 
viele Polardreiecke, d. h. solche Tripel von Strahlen (je eine drei
Dreiecke, bei denen jede Ecke del' seitige Ecke bildend), von denen 
Pol del' gegeniiber liegenden Seite jeder die Polare del' durch die beiden 
ist. anderen bestimmten Ebene ist. 

Die Gleichung des in der Die Gleichung eines Kegels, 
Ebene x4 = 0 gelegenen Kegel- bezogen auf ein Tetraeder, von 
schnittes, bezogen auf ein Tetraeder, dem die drei durch die Spitze U4 = 0 
von dem drei Kanten ein solches gehenden Kanten ein Bolches Tripel 
Polardreieck bilden, ist in Punkt- bilden, ist in Ebenencoordinaten 
coordinaten durch die beiden Glei- durch die beiden Gleichungen 
chungen 
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al x12 + a2x22 + asxs2 = 0, X4 =0 fJI ttl2 + fJ2U22 + fJsul = 0, U4 =0 
gegeben, in Ebenencoordinaten gegeben, in Punktcoordinat,en durch 
(p. 27) durch die eine Gleichung: die eine Gleichung: 

a2aSul2 + IXSIX1 f(22 + IXI a2us2 = 0, fJ2fJsx l2 + {JS{JIX22 + fJlfJ2xs2 = 0, 
in raumlichen Liniencoordinaten in raumlichen Liniencoordinaten 
durch (p. 42 u. 143): durch: 

a l a2PS42 + a2aSPll + aSalP242=0. {JlfJ2P122 + fJ2fJSP2l + fJSfJ1P31 2 = O. 
SoIl der hier vorkommende Kegel auf dem in der Ebene x4 = 0 

angenommenen Kegelschnitte stehen, so hat man fJl = a2 as, fJ2 = as a1 , 
fJs = a l a2 zu setzen. 

J edem Punkte der Kegel
schnittebene entsprechen aIle 
Ebenen eines Biischels als Polar
ebenen; die Axe des Biischels ist 
die Polare des Punktes in Bezug 
auf den Kegelschnitt. Die Polar
ebene irgend eines andern Punktes 
ist mit der Kegelschnittebene 
identisch. 

Jeder Ebene durch die Kegel
spitze entsprechen aIle Punkte einer 
geraden Linie als Pole; diese Ge
rade ist die Polare der Ebene in 
Bezug auf den Kegel. Der Pol 
irgend einer andern Ebene ist mit 
der Kegelspitze identisch. 

Jeder Linie in der Ebene des Jeder Linie durch die Spitze 
Kegelschnittes entsprechen als con- des Kegels entsprechen als conju
jugirte Polaren aIle Strahlen eines girte Polaren aHe Strahlen einer 
Biindels, dessen Scheitel in dem Ebene, namlich der Polarebene der 
Pole der gegebenen Linie liegt. gegebenen Linie. Die conjugirte 
Die conjqgirte Pol are irgend einer Polare irgend einer andern Ge
andern Geraden ist identi8ch mit raden findet man als Pol are der
der Polare des Punktes, in welchem jenigen Ebene, welche durch sie 
sie die Kegelschnittebene durch- und die Kegel8pitze hindurchgeht. 
st088t. 

Schon aus den Bemerkungen, die soeben an ein specielles Coor
dinatensystem gekniipft wurden, ist ersichtlich, dass die Liniencoor
dinatengleichung beim Kegel ihre volle Bedeutung behiilt, dass dies aber 
nicht bei der Ebenencoordinatengleichung der Fall ist. In der That 
haben wir bereits gesehen (p. 148), dass 

~l : ~2 : ~3 : ~4 = All : Al2 : A13 : Au 
= An : Ai2 ; A 2s : A24 

= AS1 : A32 : Ass: AS4 

= A41 : A,j2: A4s: A 44 • 

Man kann also setzen: 
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(4) 

und somit toird die mit Ebenencoordinaten geriiniterte Determinante, "die 
adjungirte quadratische Form", gleich einem vollstiindigen Quadrate: 

(5) EEAikU;Uk = Q (ut ~t + U2~2 + U3~3 + tt4~4)2· 
In der That wird der Kegel auch von jeder Ebene beriihrt (d. h. 

in einem Linienpaare geschnitten), welche die Spitze ~ enthliltj Be
riihrung im eigentlichen Sinne tritt Freilich nur bei einfach unend
lich vielen dieser Ebenen ein, und dann sogIeich in allen Punkten 
einer Erzeugenden. 

Wir nehmen sweitens an, dass nicht nttr die Determinante A ver
schwinde, sonitern dass auch ihre ersten Unterdeterminanten (nicht aber 
die zweiten) siimmtlich gleich Null seien. 

In diesem Falle werden die Gleichungen (2) von unendlich vielen 
Punkten ~ befriedigt; dieselben bilden eine Gerade, denn geniigen r 
und ~" jenen Gleichungen, so gibt ~' + Ag' wiederum eine Losung 
derselben Gleichungen. 1st '!J irgend ein anderer Punkt der Flache, 
so liegt (wie im vorher untersuchten Falle) auch jeder Punkt der 
Verbindungslinie y-~ auf der Flachej die von den Punkten y, g', ~" 
bestimmte Ebene bildet also einen Theil der vorgelegten Flache 
zweiter Ordnungj letztere muss ausserdem eine andere Ebene ent
halten, welche ebenfalls durch die Linie g' -~" geht. Unsere Fliiche 
zerfiillt also in zwei Ebenen. 

U m die beiden einzelnen Ebenen zu bestimmen, wird man die 
Flache mit einer beliebigen Geraden in bekannter Weise (p. 133) 
zum Schnitte bringenj jeder Schnittpunkt gibt dann zusammen mit 
zwei Punkten r, ~", welche aus (2) direct gefunden werden, eine 
der beiden Ebenen. 

Die sechs Coordinaten der Linie g' - g" ergeb'en sich auch leicht 
direct, wenn man beachtet, dass die linke Seite der Liniencoordinaten
gleichung jetzt das vollstiindige Quadrat eines linearen Ausdrucks ist, 
welch' letsterer, gleich Null gesetzt, eben die Gleichung iter Linie g' - g" 
in Liniencoordinaten gibt. Sind namlich Ui, Vi bez. die Coordinaten 
der beiden Ebenen, so bestehen die Gleichungen: 

(6) 

und folglich: 

aii = UiVi, 

2aik = UiVk + Uk Vi , 

ahialk - a"kali = (UiVk - UkVi) (UIVh - U"VI) 

= qik' ql/i', 
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wenn man mit q;k in bekannter Weise (p. 87) die Coordinaten der 
Sehnittlinie der Ebenen u, v bezeichnet. Es wird somit 

(7) ~k.1Jh (ahia1k - ahkali) PhlPik = - (~kqik' Pik) 2, q. e. d. 
1, ,l I, 

In der That kann jetzt unsere Flilehe nur dann von einer Ge
raden P in zwei zusammenfallenden Punkten gesehnitten werden, 
wenn letztere zu den Treffgeraden der Linie q' gehortj und dieses wird 
durch das Versehwinden der reehten Seite ausgesagt (p. 101). 

In einem Linienpaare wird das Ebenenpaar jetzt von jeder Ebene 
gesehnittenj dem entspreehend versehwinden der Annahme nach aIle 
Coefficienten der Ebenencoordinatengleiehung. 

Wie sieh die Polarentheorie fUr das Ebenenpaar speeialisirt, ist 
leieht zu iibersehen; wir stellen daher die betrefl'enden Siltze hi~r 

nur kurz zusammen. 
Die Polarebene jedes beliebigen Punktes geht dureh die Schnitt

linie der beiden Ebenen des Paares, "die Doppellinie der Flache", 
hindurchj sie ist die vierte harmonisehe zu den beiden Ebenen des 
Paares und der Ebene, welehe durch den Pol und die Doppellinie 
bestimmt wird. Liegt der Pol in der Flilehe, so filllt seine Polar
ebene mit der betrefl'enden Ebene des Paares zusammenj ein Punkt 
der Doppellinie kann als Pol jeder beliebigen Ebene aufgefasst 
werden. 

Eine beliebige Ebene hat einfaeh unendlieh viele Pole, namlich 
aIle Punkte der Doppellinie j eine Ebene aber, welche durch letztere 
gelegt ist, hat doppelt unendlieh viele Punkte zu Polen, namlich alIe 
Punkte der zu ihr und dem Ebenenpaare vierten harmonischen Ebene. 

Die conjugirte Polare einer beliebigen Geraden fallt mit der 
Doppellinie zusammenj einer Linie jedoeh, welehe von der Doppel
linie getroffen wird, entspreehen ausserdem einfaeh unendlich viele 
conjugirte Polaren, namlieh aHe Strahlen eines Biisehels, des sen 
Centrum auf der betraehteten Geraden liegt und dessen Ebene die 
vierte harmonisehe ist zu dem Ebenenpaare und derjenigen Ebene, 
in welcher sieh Gerade und Doppellinie befinden. Liegt die Gerade 
ganz in einer Ebene des Paares, so kommen ihr zweifaeh unendlicb 
viele eonjugirte Polaren zu, namlieh ane Linien, welehe sieh in der
selben Ebene befinden. 

Aus diesen Bemerkungen ergibt sieh sofort, dass die Gleichung 
des Ebenenpaares immer auf die Form 

"1;12 + IX2 ;22 = 0 
gebracht werden kann, wo dann die Ebenen ;1 = 0, ;2 = 0 sieh m 
der Doppellinie sehneiden und zu dem Paare harmoniseh liegen. 
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Die Zerspaltung der Flacke in die beiden einzelnen Ebenen kann 
auck auf folgende Weise gesckeken: 

Die von uns aufzulosenden Gleichungen (6) werden identisch 
erfullt, wenn man setzt 

ttiVj = aii, 
(8) UjVk = aik - (Jik, 

UkVi = aik + (lik = aki - (lki, 

wobei also (lki = - (lik; die Zahl der Gleichungen ist dadurch um 
sechs vermehrt, und es sind ebenso viele neue Unbekannte (lik ein
geftihrt worden. Aus (8) folgt, indem man das Product UiVkUkVi auf 
doppelte Weise bildet: 

UjVjUkVk = ajiakk = aik2 - (lik2 , 

(9) (lik = yaik2 - ajjakk = y=- Aik , ik, 

wobei AM, ik = ahiakl - ahkaU eine zweite Unterdeterminante von A 
bedeutetj nach (7) sind also die Qik proportional zu den Coordinaten 
der Doppellinie; und es tritt so die Analogie dieser Zerlegungs
methode mit der entsprechenden beim ebenen Linienpaare hervor 
(Bd. I, p. 104). 

Die Berechnung der (Ilk erfordert nur das Ausziehen einer einzigen 
Quadratwurzelj denn ist z. B. (lhl bekannt, so findet man alIe anderen 

nach (7) mittelst der Relationen 

- (lht(lik = ahialk - ahka1i' 

(lhl = yaht2 - aM all . 

Die hier einzuffihrende Irrationalitat ist dieselbe, welche bei der 
zuerst angegebenen (p. 151) Zerlegungsart auftritt. Zur Bestimmung 
der Schnittpunkte einer Linie mit der FUi.che dient namlich nach 
p. 133 die Quadratwurzel aus dem Ausdrucke 

Q2 _ PR = Qyz2 - QyyQ .. , 

dessen Verschwinden aussagt, dass die Linie y-z Tangente der Flache 
sei, welcher also identisch ist (bis auf einen Factor) mit der linken 
Seite der Flachengleichung in Liniencoordinaten Pik = YiZk - ZiYk• 

In der That ist identisch 

Qyz2 - QyyQzz = ~ EAik,ItlPikPhl' 
1,k h,l 

Die rechte Seite ist nach (7) ein vollstandiges Quadrat, und somit 

wieder nur eine Wurzel auszuziehen, etwa yAik,ik, q. e. d. 
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Verschwinden attch siimmtliche zweiten Unterdeterminanten von A, 
so wird nach (8) ttnd (9) Ui = Vi, d. h. die Fliiche zweiter Ordnung 
besteht aus einer Doppelebene. Durch passende Wahl einer Coordi
natenebene kann man ihre Gleichung ofl'enbar in die Form ~12 = 0 
bringen. 

Damit die Grossen (9) gleich Null werden, geniigt es zwar, dass 
die sechs Determinanten Aik, rs verschwinden, bei denen i = r, k = s 
ist; schon dann ist eine Doppelebene vorhandenj bei einer solchen 
aber ist die Doppellinie unbestimmt, es muss also der Ausdruck (7) 
identisch verschwinden, d. h. es sind auch aIle iibrigen zweireihigen 
Unterdeterminanten Null. Solcher gibt es im Ganzen funfzehn, und 
man kann im Allgemeinen sechs von ihnen beliebig auswahlen, deren 
Verschwinden alsdann auch das Nullwerden der ubrigen neUIl be
dingt *), wie dies die Determinantentheorie lehrt. In besonderen 
Fallen kann es eintreten, dass sechs solche Gleichungen ein Werth
system aik gestatten, welches' den iibrigen nicht geniigt, und deshalb 
empfiehlt es sich, das Nullwerden sammtlicher fiinfzehn Unterdetermi
nanten als Bedingung fur eine Doppelebene zu ford ern. Diese Forderung 
ist immer nur seeks von einander unabhiingigen Bedingungen iiquivalent. 
In der That hangt eine allgemeine Flache zweiter Ordnung von neun, 
eine Doppelebene nur von drei wiIlkiirlichen Constanten abo 

Ebenso ist das Verschwinden aZZer zehn ersten Unterdeterminanten 
nur mit drei von einander unabhiingigen Bedingungen iiquivalent; denn 
ein Ebenenpaar enthalt sechs willkiirliche Bestimmungsstiicke. Aus 
denselben Griinden wie bei der Doppelebene verlangt man die Er
fiiIlung von mehr Gleichungen, als im Allgemeinen nothwendig sind. 

Es bliebe endlich der Fall zu erwahnen, in welchem alle dritten 
Unterdeterminanten der Determinante A, d. h. alle Ooefficienten aik selbst, 
versckwinden. Alsdann ist keine Flache dargestellt; jeder Punkt des 
Raumes geniigt der Gleichung EEaikxixk = O. 

IV. Beziehungen zur unendlioh fernen Ebene. - Conjugirte Durohmesser. 

In der ebenen Geometrie dient die Lage der Kegelschnitte zur 
unendlich fernen Geraden dazu, sie nach ihrer Gestalt zu unter
scheiden und in Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln einzutheilen. Wenn da
bei das unendlich ferne Punktepaar des Kegelschnittes bestimmend 
auftrat, so leistet Entsprechendes der unendlich ferne Kegelschnitt 

*) Vgl. die Kronecker'schen Siitze in Baltzer's Determinantentheorie 
p. 42 der dritten Anflage; vgl. auch Bd. I, p. 389, 691, 695, 703. 
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(d. h. Schnitt der Fliiehe mit der unendlieh fernen Ebene, vgl. p. 88) 
fiir die FHichen zweiter Ordnung. N ur ist dieser Kegelschnitt nicht 
allein fiir die Gestalt entscheidend; denn wir sahen, dass die reellen 
Flaehen zweiter Ordnung sieh eintheilen in solche mit reellen und 
solche mit imaginaren Erzeugenden. Ein imaginiirer unendlieh ferner 
Kegelsehnitt zeigt entweder eine ganz imaginare Flaehe an oder 
eine reelle, ganz im Endliehen gelegene Flliehe ohne reelle Gerade 
(entspreehend dem Vorkommnisse in der Ebene); ein reeller unend
lich ferner Kegelsehnitt liisst auf die Ausdehnung der Fliiche ins 
Unendliehe sehliessen, entseheidet aber noeh nicht dariiber, ob diese 
Fliiche geradlinig ist oder nieht. 

N eben der Realitat des Schnittes mit der unendlich fernen Ebene 
ist zu beriicksiehtigen, ob dieser Schnitt ein wirklicher oder ein zer
fallender Kegelsehnitt ist. In letzterem Falle wird die Flii.ehe von 
der unendlieh fern en Ebene in einem reellen Punkte beriihrt, und 
man hat zu untersuehen, ob das nun auftretende Linienpaar reell 
oder imaginar ist. Ersteres bedingt eine Fliiehe mit lauter reeHen, 
letzteres eine solehe mit lauter imaginaren Erzeugenden *). 

Die Flaehen mit versehwindender Determinante gestatten eine 
analoge Betraehtung. Sie konnen reell oder imaginar sein (je naeh 
dem V orzeiehen der Coeffieienten in der Gleiehung IXl X 12 + IX2 X 22 

+ IXSXS2 = 0); die Spitze ist immer reen. Ein reeller Kegel enthalt 
reelle Erzeugende, sein unendlieh ferner Kegelschnitt ist also reeH 
und umgekehrt; derselbe zerflillt nur dann in ein Linienpaar, wenn die 
Spitze selbst in der unendlich fernen Ebene liegt. Einen Kegel mit 
unendlich weiter Spitze nennt man einen Cylinder. Der Schnitt eines 
solchen mit der unendlich fern en Ebene kann ein reelles oder ein 
imaginares Linienpaar sein, oder endlieh eine Doppellinie; denn 
eine durch die Kegelspitze gelegte Ebene kahn den Kegel entweder 
in zwei reellen oder in zwei imaginaren Erzeugenden schneiden, oder 
sie beriihrt den Kegel langs einer Erzeugenden. 

Bei einem reellen Ebenenpaare endlieh besteht der Sehnitt mit 
der unendlich fernen Ebene aus einem- reellen Linienpaare; insbe
sondere kann letzteres in eine Doppellinie ausarten, in welehem Falle 
die beiden Ebenen des Paares einander parallel sind. Aueh kann 
die unendlieh ferne Ebene (t = 0) selbst dem Paare angehOren; die 
Gleichung der Flaehe in rechtwinkligen Coordinaten ist dann von 
der Form 

*) Die Eintheilung der Flachen 2. Grades nach ihren Beziehungen zur unend
lich femen Ebene gab Poncelet (1822, Traite des proprietes projectives, 
Nr. 591 if.). 
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t (ax + by + cz + dt) = 0, 

sie ist also, da in der Regel t = 1 genom men wird, linear; dieser 
Fall solI deshalb im Folgenden nicht weiter beriicksichtigt werden. 

Die Resultate unserer U eberlegung stellen wir in folgender 
Tabelle zusammen, und belegen die einzelnen reellen FIachen sogleich 
mit den iiblichen, sich meist von selbst erklarenden Namen. 

I. Flachen mit nicht zerfallendem unendlich fernen 
Kegelschni tte. 

A. Fliichen mit imaginiirem unendlich fernen Kegelschnitte. 

1) Imaginiire Fliiche (ohne irgend einen reellen Punkt). 
2) Ellipsoid, reelle, ganz im Endlichen gelegene FIache. 
3) Imaginiirer Kegel mit reeller, im Endlichen gelegener Spitze. 

B. Fliichen mit reellem unendlich fernen Kegelschnitte. 

4) Hyperboloid erster Art (einschaliges Hyperboloid), reell und 
geradlinig. 

5) Hyperboloid zweiter Art (zweischaliges Hyperboloid), reell 
und nicht geradlinig. 

6) Reeller Kegel mit im Endlicnen gelegener Spitze. 

II. Flachen mit zerfallendem unendlich fern en Kegel
schnitte. 

A. Fliichen mit imaginiirem unendlich fernen Linienpaare. 

7) Elliptisches Paraboloid, nicht geradlinig, von del' unendlich 
fernen Ebene in einem reellen Punkte beriihrt. 

8) Elliptischer Cylinder (insbesondere gerader Kreiscylinder). 
9) Imaginiires Ebenenpaar mit reeller, im Endlichen gelegener 

Doppellinie. 

B. Fliichen mit reellem unendlich fernen Linienpaare. 

10) Hyperbolisches Parabaloid, geradlinig, von der unendlich 
fernen Ebene beriihrt. 

11) Hyperbolischer Cylinder (gebildet von allen einer bestimmten 
Richtung parallelen Geraden, welche eine gegebene ebene 
Hyperbel treffen). 

12) Reelles Eb~enpaar, des sen Axe (Doppellinie) im Endlichen liegt. 

C. Fliichen mit unendlich ferner Doppellinie. 

13) Parabolischer Cylinder (gebildet von allen einer Richtung 
parallelen Strahlen, welche eine ebene Parabel treffen). 
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14) Zwei reelle, einander parallele Ehenen. 
15) Zwei conjugirt imaginiire Ehenen, deren reelle Schnittlinie 

unendlich weit liegt. 
16) Eine Doppelehene. 
Die den Flachen beigelegten N amen erinnern an die charak

teristischen ebenen Schnitte, welche auf ihnen moglich sind. Jeder 
reelle ebene Schnitt des Ellipsoids ist eine Ellipse, da dasselbe keinen 
unendlich fernen Punkt besitzt; die Ellipse zieht sich auf einen Punkt 
zusammen (artet in ein Paar conjugirt imaginarer Geraden aus), falls 
die schneidende Ebene zu den Tangentenebenen gehort. 

Bei den Hyperboloiden konnen aIle drei Kegelschnitte vorkommen. 
Trifft die unendlich ferne Gerade der schneidenden Ebene den unend
lich fernen Kegelschnitt der Flache in zwei reellen Punkten, so ist 
die Schnittcurve eine Hyperbel; trifft jene unendlich ferne Gerade die 
Flache in zwei imaginaren Punkten, so entsteht als Schnittcurve eine 
Ellipse; beruhrt sie endlich den unendlich fernen Kegelschnitt der 
Flli.che, so haben wir eine Parabel. Beim Hyperboloide erster Art 
endlich kann der ebene Schnitt auch in ein Linienpaar ausarten; 
dasselbe besteht insbesondere aus zwei parallelen Linien, wenn die 
Ebene durch eine Tangente des unendlich fern en Kegelschnittes der 
Flache hindurchgeht; beim Hyperboloide zweiter Art gibt es solche 
Linienpaare nicht. 

Ebenso treten bei dem unter 6) genannten Kegel die drei Arten 
von ebenen Schnitten auf, wie aus den Elementen bekannt ist, auch 
das Linienpaar, falls die Ebene durch die Spitze geht; letzteres artet 
in eine Doppellinie aus fUr eine Tangentenebene des Kegels. 

Aus dem eUiptischell Paraboloide kann man nur Ellipsell und 
Parabeln ausschneidenj letztere entstehen, wenn die Ebene durch den 
einen reellen unendlich fernen Punkt des Paraboloids gelegt wird; 
ane anderen ebenen Schnitte sind Ellipsen (bez. imaginare Linien
paare). 

Auch auf dem elliptischen Cylinder erhalt man nur dann nicht 
eine Ellipse, wenn die Ebene den unendlich fernen Punkt des Cylin
ders enthalt (d. h. einer Erzeugenden desselben parallel ist); in diesem 
Falle besteht der Schnitt aus zwei reellen oder imaginaren parallelen 
Geraden oder aus einer doppelt zahlenden Erzeugenden. 

Auf dem hyperbolischen Paraboloide dagegen lii.sst sich keine 
Ellipse ziehen, denn jede Ebene trifft das unendlich ferne Linienpaar 
in zwei reellen Punkten. 1m Allgemeinen ist also jeder -ebene Schnitt 
eine Hyperbel; diese wird zur Parabel, wenn die Ebene den Scheitel 
des Linienpaares enthii.1t. ABe Linien der einen Erzeugungsart treffen 
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diejenige unendlich ferne Gerade, welche zu den Erzeugenden del' 
anderen Art gehort, sind also ein und derselben Ebene parallel. 80-
mit entsteht der Satz*): 

Eine Gerade, welche sich so bewegt, dass sie stds zwei teste Gerade 
trifft und einer festen Ebene parallel bleibt, erzeugt ein hyperbolisches 
Paraboloid. 

Beim hyperbolischen Cylinder arten die ebenen Schnitte, welehe 
durch die unendlich ferne Spitze gelegt werden, in Paare paralleler 
Linien aus; aIle anderen geben wiederum Hyperbeln. 

Jeder ebene Sehnitt des parabolischen Cylinders endlich beriihrt 
die unendlich ferne Ebene in einem Punkte der Doppellinie, ist also 
eine Parabel. Eine durch die Doppellinie gelegte variable (d. h. sieh 
selbst parallel bleibende) Ebene schneidet die Erzeugenden des Cy
linders aus. 

Es wird unsere nachste Aufgabe sein, unterscheidende analytische 
Merkmale fur die verschiedenen Gestalten der Fliichen zweiter Ordnung 
aufzustellen, d. h. diejenigen Bedingungen zwischen den Coeffieienten 
der Gleichung aufzusuchen, durch welche die soeben aufgezahlten 
Flachen analytisch definirt werden. Die Gleichung del' Flaehe III 

rechtwinkligen Punktcoordinaten sei 

(1) 
{(x, y, z) == all x2 + a22y2 + aS3 z2 + 2a12 xy + 2a23 yz 

dann ist die Gleichung der narnlichen Flaehe in rechtwinkligen 
E benencoordinaten: 

Au u2 + A22V2 + AS3W2 + 2A12 nv + 2A23 vw + 2A31 WU 
(2) 

+ 2A411t + 2A42 V + 2A43 w + AM = O. 

Die Gleichung des unendlich fernen Kegelschnittes del' FBi-ehe 
in homogenen Coordinaten x, y, z (oder diejenige des auf diesem 
Kegelschnitte stehenden, yom Anfangspunkte ausgehenden Kegels in 
rechtwinkligen Coordinaten, eines Kegels, welchel' dem yom Mittel
punkte ausgehenden Asymptotenkegel parallel Hiuft) wird gegeben durch: 

(3) cp(x,y,z)=-=all x2 + a22y2 +a3S z2 + 2a12 xy + 2a23 y z+2aS1 zx=O. 

Urn zu entscheiden, ob diese Curve ree11 oder imaginar ist, 
wahle man in del' unendlich fernen Ebene drei Punkte Xl' Yl' Zl; 

*) Aus demselben geht insbesondere hel'vor, dass eine friiher in der Theorie 
des linearen Complexes benutzte Flaehe (p. 57) als ein hyberbolisehes Paraboloid 
zu bezeiehnen ist; vgl. aueh Fig. 8, p. 36. 
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X2, Y2' Z2; xs, Ya, $3 so, dass sie die Ecken eines Polardreiecks bilden, 
d. h. dass sie den drei Gleichungen 

(4) OCP(Xi' Yi' Zi) + ocp(xi' Yi' z) + OCP(xi' Yi' Zi) 0 ''-k 
------ Xk Yk ----- Zk = 7.6 

OX; OYi OZi ' z: ' 
geniigen. Es ist dies immer moglich, sob aId die Determinante des 
Kegelschnittes (3), d. i. AM, nicht verschwindet, was vorIaufig ange
nommen werden mag. 1st der Kegelschnitt reell, so werden zwei 
Seiten des Polardreiecks von ihm geschllitten, d. h. einer der drei 
Ausdriicke rp (x;, Vi, Zi) hat ein anderes Vorzeichen, als die beiden 
anderen; wahrend fiir eine imaginare Curve (3) alIe drei Ausdriicke 
gleiches Zeichen haben (da sie nicht durch Null gehen konnen). 

1st ..144 = 0, so zerfiillt (3) in ein Lillienpaar, d. h. wir haben 
ein Paraboloid oder einen Cylinder vor uns; in der That wird als
dann die Gleichung (2) durch die Werthe tt = 0, v = 0, w = 0, 
d. h. durch die Coordinaten der unendlieh fernen Ebene, befriedigt. 
Ob das Linienpaar reell oder imaginar ist, entseheidet sieh in der
selben Weise wie vorhin; nur liegt jetzt eine Eeke des betreft'enden 
Polardreiecks im Scheitel des Linienpaare8, welcher sich in bekannter 
Weise bestimmt; und es kommt nul' noeh darauf an, ob die Function 
rp in den beiden anderen Punkten dasselbe Vorzeichen oder verschie
dene V orzeichen besitzt. 

Verschwinden auch aIle zweireihigen U nterdeterminanten von 
..1«, so fallen die beiden Linien des Paares in eine Doppellinie zu
sammen, welche immer reell ist; von einem Polardreiecke kann nieht 
mehr die Rede sein. Zusammenfassend findell wir das Resultat: 

Kommt in der Reihe der drei Attsdriicke rp (xu Yu Zl), rp (X2' Y2' Z2), 
rp (xs, Ys, ss) kein Zeickenwechsel vor, so ist durch (1) eine der unter 
1), 2), 3), 7), 8), 9) genannten Flachen dargestellt; im andern Falle 
eine der Fliichen 4), 5), 6), 10), 11), 12). 

In analoger Weise entseheidet man, ob die vorgelegte Gleichung 
iiberhaupt eine reelle FIaehe darstellt, und, wenn dieses der Fall ist, 
ob die Flaehe reelle gerade Linien enthalt. Man bezeiehne mit ~il 

nil Si die Coordinaten der vier Ecken (i = 1, 2, 3 , 4) eines beliebigen 
Polartetraeders; dieselben geniigen also den seehs Gleiehungen: 

( ) (}!(~i' 1]i' t) t + of(~i' 1]i' bi) .,+ Of(~i' 1].;> b,) 9" _L Of(~i' 1]i' b) = 0 
5 O~i 'Ok 01]i nk Obi ~kl i3t I 

wobei fur den Augenblick t als vierte homogene Variable in f ein
zufiihren ist. Eine imaginare FIaehe nun wird von keiner Kante des 
Polartetraeders reell durchsetzt; fur sie haben also die vier Ausdrucke 
f(;i, 'tJil t) gleiches Vorzeichen. 
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1st die Flache reeH und geradlinig, so wird sie von jeder Ebene 
in einem reellen Kegelschnitte geschnitten. In jeder Ebene des Polar
tetraeders bilden die drei Kanten ein Polardreieck in Bezug auf die 
in ihr liegende reelle Schnittcurve; von je drei solchen Kanten mussen 
daher zwei die Fliiche in reellen Punkten trefl'en. Fasst man aIle 
sechs Tetraederkanten ins A.uge, so sieht man leicht, dass dies nur 
moglich ist, indem zwei gegeniiberliegende Kanten die Flache in 
imaginaren, die vier ubrigen hingegen (welche ein windschiefes Viereck 
bilden) in reellen Punkten schneiden. Von den vier Functionen 
f(~i' fJi, ~i) sind daher zwei positiv, die beiden anderen negativ. 

Raben dagegen drei dieser vier Ausdriicke unter einander gleiches 
Vorzeichen, wahrend dem vierten das entgegengesetzte zukommt, so 
haben wir es mit einem Ellipsoide oder einem Ryperboloide zweiter 
Art zu thun. Die Entscheidung hieruber wird durch Untersuchung 
des unendlich fernen Kegelschnittes in besprochener Weise getroffen. 

Die Untersuchung des letztern kann man mit der Betrachtung 
des so eben benutzten Polartetraedera enger verbinden, indem man 
eine der Tetraeder-Ebenen mit der unendlich fernen Ebene zusammen
fallen lasst. Jeder Strahl, welcher durch die gegenuberliegende Ecke 
geht, wird dann von der Flache einerseits, von der Ecke und seinem 
unendlich fern en Punkte andererseits, harmonisch getheilt, d. h. jede 
durch den Pol der unendlich fernen Ebene gelegte Behne der Fliiche 
wird von diesem Pole halbirt. Der Pol der unendlich fernen ·Ebene 
heisst deshalb der Mittelpunkt der Fliiche; eine durch ihn gelegte SehM 
heisst ein Durchmesser der Fliiche. Es ist leicht, seine Coordinaten an
zugeben. Die Beziehung zwischen Pol und Polarebene wird fur die 
Flache (1) durch folgende Gleichungen vermittelt: 

(>u = aux + a12 y + alSs + al41 

(IV = a21 x + a22 y + a2S s + a241 

(lW= aSlx + as2 y + asss + aS4 ' 

(l = a41 x + a42 y + a4S s + aM' 

6 X = All U + A2l V + ASl W + A,u, 

6y = A 12 U + A 22 V + A S2 w + A'2' 
6S = A1Su + A 2Sv + Assw + A,s, 
6 = A 14u + A24V+ AS4W + A 44 • 

Die unendlich ferne Ebene hat die Coordinaten tl = 0, V = 0, W = 0; 
die Coordinaten des Mittelpunktes sind daher: 

(6) 

Der Mittelpunkt existirt naturlich nur bei den Ellipsoiden, Hyper
boloiden und Kegeln; er liegt unendlich weit bei den Paraboloiden 
und Cylindern; er ist unbestimmt beim Ebenenpaare und bei der 
Doppelebene. 
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In diesen Mittelpunkt legen wir also eine Ecke des Polartetraeders; 
die drei anderen liegen dann in der unendlich fernen Ebene und bilden 
daselbst ein PoIardreieck in Bezug auf den unendlich fernen Kegelschnitt 
der FIiiche. Will man die Coordinaten derselben in (1) einsetzen, 
so braucht man, da sie unendlich gross sind, nur die Glieder zweitel' 
Dimension zu beriicksichtigen, um das V orzeichen del' entstehenden 
Aggregate zu beurtheilen. Statt der vier Ausdriicke f (~i, fJi, ~i) hat 
man also nut· den einen f (;, fJ, ~) Zt£ berechnen und ausserdem dieselben 
drei Ausdriicke cP (Xi, '!Ii, lZi) IZU benutlZen, deren wir bereits bei Unter
suc/mng des lInendlich fernen Kegelschnittes der Fliiche bed'urften. 

Nun wird 

A4d(~, fJ, ~) = ;(aU A14 + aJ2 A 2! + a 1s As4 + a14 A H ) 

+ fJ(a21 A 14 + a1l2 A24 + a 2s As4 + a1l4 A(4) 

+ ~(aglA14 + as2 A 24 + aSS AS4 + as4 A44) 
+ (a41 A14 + a42 A 24 + a4S AS4 + a«AH ) 

= A. 
Das Vorzeichen von f (;, fJ, ~) ist daher dasselbe, wie dasjenige des 
Productes A· A44 . 

Die Resultate dieser analytischen Untersuchungen fassen wir in der 
folgenden Tabelle zusammen, indem wir wieder obige sechszehn FIachen 
aufzahlen, sie aber jetzt nach einem etwas anderen Principe eintheilen. 
In dieser Tabelle bedeutet A die Determinante der Fliiche, Aik die lZum 
Elemente ltjk gehOrige Unterdeterminante; Xi, '!Ii, lZi sind (fiir i = 1,2,3) 
die Coordinaten dreier unendlich fernen Punkte, deren Verhiiltnisse den 
Gleichungen (4) geniigen*); cP (XiI '!Ii, lZi) = CPi ist durch (3) definirt. 

1. FIachen mit nicht verschwindender Determinante: 

A~.O. 

A) .£1« < 0, Fliichen mit Mittelpunkt. 

1) Die vier Ausdriicke A . A44 , lP17 lP2' lPs haben gleiches Zeichen: 
Imaginiires Ellipsoid **). 

*) Nach der sogleich zu erla.uternden Bezeichnungsweise sind dies die Co
ordinaten der unendlich fernen Punkte von dl'tli einander conjugirten Durch
messern. 

**) Da sieh A bei linearer Transformation der Coordinaten nur um das 
Quadrat der Substitutionsdeterminante iindert und bei Beziehung auf ein Polar
tetraiider gleieh dem Produete der vier Coiiffieienten wird, so folgt, dass die 
Determinante .A in diesem Falle und im Fane 3) stete positiv ist. In der Ebene 
kann das Vorzeiehen der Determinante eines Kegelschnittes nieht in analoger 
Weise bestimmenden Einfluss haben, da diese Determinante ihr Zeichen andert, 
sobald die Zeichen aller Coilffieienten geandert werden. 

C Ie bsch, Vorlesungen. II. 1. 11 
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2) Die Ausdriicke flJl1 flJ2' flJg haben unter sich gleiches Vor
zeichen, das Product A· A44 hat das entgegengesetzte Zeichen: 
Reelles Ellipsoid. 

3) Von den vier Ausdriicken A· A44, fIJI' flJ2' flJs sind zwei 
positiv, die beiden anderen negativ: Einschaliges Hyperboloid 
(geradlinig ). 

4) Zwei der Ausdriicke fIJi haben dasselbe Vorzeichen wie das 
Product A· A44 , aber ein anderes wie der dritte Ausdruck 
fIJ: Zweischaliges Hyperboloid. 

B) A44 = 0, Paraboloide. 

Einer der Punkte Xi, Yi, Si (sagen wir xg, Ys, Sa) fii.llt in den 
unendlich weiten Mittelpunktj und es kommt nur noch auf die heiden 
anderen an. 

5) flJ1 und flJ2 haben gleiches Vorzeichen: Elliptisches Paraboloid_ 
6) flJ1 und flJ2 haben verschiedenes Vorzeichen: Hyperbolisches 

Paraboloid (geradlinig). 

II. Flachen mit verschwindender Determinante: A = 0, 
wahrend nicht aIle ersten Unterdeterminanten Null sind. 

A) A44 < 0, eigentliche Kegel. 
7) flJl1 flJ2, flJa haben gleiches Vorzeichen: Imaginiirer Kegel. 
8) CPu flJ2, flJs haben nicht gleiches Vorzeichen: Reeller Kegel. 

B) A44 = 0, Cylinder. 

Der Punkt Xa, 1/s, S3 taUt in die unendlich ferne Spitze des 
Cylinders. 

9) flJ1 und flJ2 haben gleiches Vorzeichen: Elliptischer Cylinder. 
10) flJ1 und flJ2 haben entgegengesetzte Vorzeichen: Hyperbolischer 

Cylinder. 
11) flJ1 = ° und flJ2 = 0, d. h. es verschwinden ane Unterdeter

minanten von A44: Parabolischer Cylinder. 

III. Flachen, bei denen aIle Unterdeterminanten 
ersten Grades, nicht aber diejenigen zweiten Grades ver

schwinden: Aik = 0. 

12) fIJI und flJ2 haben gleiches Vorzeichen: Imaginiires Ebenenpaar. 
13) flJ1 und flJ2 haben entgegengesetzte Vorzeichen: Reelles Ebenen

paar. 
14) fIJI = 0, flJ2 = 0 (alle trnterdeterminanten von .A44 sind Null): 

Zwei parallele Ebenen. 
Dieselben sind reell, falls it und ~ verschiedelle Vorzeichell 
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haben, wobei Ii = f(xi, Vi, Pi) gesetzt, und der Punkt 
Xu Yo fiJI ZU Xll' Yll' fiJ'l conjugirt ist. 

15) Dieselben sind conjugirt imaginar, falls h und r; gleiche V or
zeichen aufweisen. 

IV. Flachen, bei denen aIle Unterdeterminanten zweiten 
Grades verschwinden. 

16) Eine Doppelibene. 
Die Berechnung der charakteristischen Ausdriicke Pl1 Ps, rps 

kann man sich dadurch vereinfachen, dass man die Ecken des 
benutzten Polardreiecks zu dem Ooordinatendreiecke in besondere 
Beziehung setzt. Sei z. B. Sl = 0, S2 = 0, so sind noch folgende 
aus (4) hervorgehende Gleichungen zu befriedigen: 

(a1lxs + a 12 ys + alSsS)x2 + (a21 xS + a 22 ys + a 2S zS)Y2 = 0, 
(auxs + al2 ys + alSsS)x1 + (asIXS + a22 ys + a2SsS)YI = 0, 

(all Xl + a12 YI)x2 + (a2l Xl + a22Yl)Y2 = 0, 
und dieselben werden identisch erfiillt, wenn man setzt: 

(JXl = a 2S ' liX2 = 0, l'Xs = Ala, 44 = al2 aS2 - a22 a1S ' 

(JYI = - a12 , 6Y2 = 1, l'Ys = A2s , 44 = al2 alS - all a2S ' 

(JSI = 0, 6Zll = 0, 't'Zs = Ass, 44 = aU a22 - a~2. 

JJlan kann daher die Ausdrucke Pu Ps, fPs bez. ersetzen durch 

a1l2 (all a22 - a:2) , aS2 , A« (all a22 - a:2) , 

oder aflch durch 

au (all aS2 - a~2)' all , A« (all a 22 - a~2) . 
Diese und andere analoge Verbindungen der Ooefficienten ent

scheid en gleichzeitig dariiber, ob eine gegebene Fliiche (abgesehen 
von ihrer Beziehung zur unendlich fernen Ebene) geradlinig ist odel" 
nicht, wie aus der Tabelle hervorgeht, namlich: Eine Fliiche hat 
reelle Geraden, wenn von den vier Ausdriicken A·A«, (aU a22 - a~2)A4.4' 
(all a 22 - a~2) aS2 ' a 22 zwei positiv und zwei negativ sind, oder wenn 
(falls A44 = ° ist) a2ll Und all a1l2 - a~2 entgegengesetzte Vorzeichen 
haben. Verschwindet zuiallig einer der beiden letzteren Ausdriicke, 
so sind die drei Hiilfspunkte Xi, Vi, Si anders zu wahlen. 

Hiermit ist eine friiher nur in Bezug auf ein besonderes Ooor
dinaten-Tetraeder beantwortete Frage (vgl. p. 145) allgemein erledigt. 
Allerdings muss hervorgehoben werden, dass unsere obige Ueber
legung auf das Engste mit der auf ein Polartetraeder bezogenen 

11* 
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kanonischen Form zusammenhiingt, oenn es kamen eben die Werthe 
del' Function f (x, y, z) in den Ecken eines solchen Tetraeders in 
Betracht. Man konnte dies noch weiter durch wirkliche Durchfiihrung 
del' Transformation verfolgen *); doch unterlassen wir es, darauf ein
zugehen. 

1m V orstehenden benutzten wir ein Polartetraeder, dessen eine 
Ebene mit del' unendlich fernen Ebene zusammenf'aIlt, des sen eine 
Ecke also im Mittelpunkte del' Fliiche liegt. Die drei K anten eines 
solchen Tetraeders, welche im Mittelpunkte zusammentreffen, nennt 
man einander conjugirte Durchmesser; vorausgesetzt wird natiir
lich, dass man es mit einer MittelpunktsfHiche zu thun hat. Ein 
solches Tripel conjugirter Durchmesser hat demnach die Eigenscha(t, 
dass die conjugirte Polat'e eines jeden die unendlich fernen Punkte der 
beiden anderen verbindet. 

Man sagt auch, dass del' eine diesel' dl'ei Dul'chmesser conjugirt 

*) Man findet die Classification del' I<'lachen zweiten Grades im Anschlusse 
an dieses Transformationsproblem eingehend behandelt in PI ii c k e r' s System del' 
G.eometrie des Raumes (1846), p. 54 ff. und 81. Die wirklich berechneten CoH
ficienten del' transformirten Form entscheiden durch ihre Vorzeicheu iiber die 
N atur del' Flache. Die Berechnung diesel' Coefficienten gestaltet sich nach den 
von Jacobi (1856, Crelle's Journal Bd. 53), Weierstrass und Kronecker ge
gebeuen Methoden eleganter und einfacherj vgl. Gundelfinger's Darstellung 
in den beiden ersten Supplementen zur dritten Auflage von Hesse's Vorlesnngen 
iiber analytische Geometrie des Raumes. Jacobi's Untersuchung (die nach 
B orch ard t' s Zusatze, ib. p. 283, aus dem Jahre 1847 stammt) bezieht sich 
auf den allgemeineren Fall bilinearer Formen, stimmt abel' fur quadratische 
Formen von vier homogenen Variabeln im Resultate mit Pliicke r' s friiherer 
Untersuchung (fiir beliebig viele Variable a. a. O. p. 69 ff.) uberein. Letztere 
enthliJt implicite das Sylvester'sche Tragheitsgesetz (vgl. oben p. 145). _ 
Die verschiedeneu Typen vou allgemeinen Flachen zweiteu Grades sind zuerst 
von E u Ie r aufgestellt, Introductio in analysin infinitornm vol. II, appendix, cap. V, 
1748 j er bezeichnet die Flache 2) unserer letzten 'l'abelle als Ellipsoid, 3) als 
eUiptisch-hyperbolische, 4) als hyperbolisch-hyperbolische, 5) als eUiptisch-pal'a
bolische, 6) als parabolisch -hyperbolische Flache j die heute gebrauchlichen 
Namen sind von Monge's Scbiilern in del' Ecole poly technique eingefiihrt. -
Die Rotationsflachen (sichel' die Kegel und Cylinder) waren vielleicht schon von 
Euclid in dessen verloren gegangenen Schriften behandelt (vgl. Chasles' Apel'~m 
historique, Note II und Heiberg, Litterargeschichtliche Studien uber Euclid, 
Leipzig 1882, p. 79). - Die geraden Linien auf dem Rotationshyperboloide 
(damals hyperbolisches Cylindroid genannt) wurden von Wren (Philosophical 
Transactions 1669, p. 961) und Parent (1698, in del' oben p.3 citirten Schrift, 
t. II, p. 645 und t. Ill, p. 470) entdeckt, auf den allgemeinen geradlinigen 
Flachen von Monge's Schiilern, besonders Chasles (vgl. a. a. O. p. 241 und 
oben die Note zu p. 69). 
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sei zu der Ebene der beiden anderen. Der Pol einer Diametralebene 
ist also der unendlich ferne Punkt des ihr conjugirten Durchmessers. 
Aus den Eigenschaften der harmonischen Theilung folgen sofort die 
Satze: 

AIle Sehnen der FHiche, welche zu demselben Durchmesser 
parallel laufen, werden von der zu diesem Durchmesser conjugirten 
Diametralebene halbirt. 

AIle Sehnen, welche einer Diametralebene parallel sind und den 
ihr conjugirten Durchmesser treffen, werden durch letzteren halbirt. 

Die unendlich ferne Gerade einer Diametralebene ist die conju
girte Polare des der Ebene conjugirten Durchmessers. 

Die Tangentenebenen der Flii.che in ihren Schnittpunkten mit 
einer Diametralebene umhiillen einen Cylinder, dessen Kanten zum 
conjugirten Durchmesser parallel laufen. 

Benutzt man die conjugirten Durchmesser eines Tripels als 
Axen eines schiefwinkligen Coordinatensystems (p. 94), so konnen 
nach den Satzen fiber Polartetraeder nur die Quadrate der Variabeln 
vorkommen; die Gleichung der Flache*) wird also von der Form 

a ~2 + br/ + C ~2 + d = O. 

Es ist nun sehr wichtig, dass man immer ein Tripel conjugirter 
Durchmesser bestimmen kann, weiche auf einander sen7crccht stehen, 
welehe also ein naturgemass ausgezeichnetes rechtwinkliges Coordi
llatensystem an die Hand geben. Die Existenz dieses Systems nach
zuweisen, und die Transformation auf dasselbe durchzufiihren, soU 
un sere nachste Aufgabe sein. 

Hat die vorgelegte Fl3.che keinen Mittelpunkt, so ist die eben 
erwahnte Transformation nicht moglich; man wird dann andere aus
gezeichnete rechtwinklige Axensysteme aufsuchen, um eine besondere 
Gleichungsform ffir die Fliiche herzustellen. 

V. Transformation der Mittelpunkts:fUi.chen auf die Hauptaxen. 

1m Folgenden wird das Nichtverschwinden von A44I d.h. die 
Existenz eines Mittelpunktes, vorausgesetzt. Fiihren wir zunachst 

"') Aus diesel' Form lassen sich zahlreiche metrische Satze liber die Langen 
(p, q, r) der conjugirten Durchmesser ahleiten; vgl. Livet (Journal de l'ecole 
poly technique, cah. 13, 1806), Binet (ib. cah. 16, 1813), Chasles (Correspon
dance sur l'ecole poly technique 3, 1814-16, und Memoire de geometrie, Anhang 
zum Aperc;m historique, p. 823 ff.); Plucker (System der Geometrie des Raumes, 
p. 160 fr.); vgl. Bd. I, p. 92 ff. 
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den letztern als Coordinaten-Anfangspunkt em. Die urspriingliche 
Gleichung der Flache sei 

(1) all x 2 + a22 y'2 + ass l 2 + 2a12 x' y' + ... + 2a14 x' + ... + au = O. 

Wir setzen 
x' =x+;, 
y' = y + '¥I, 

z' = Z +~, 

wobei ~, '¥I, ~ durch die Gleichungen (6), p. 160 als Coordinaten des 
Mittelpunktes definirt -sind. Wir haben also: 

und hieraus: 

all~ + a l2 TJ + alS~ + a 14 = 0, 
~l~ + a22 TJ + a2S~ + a24 = 0, 

aSl~ + asllTJ + asst + a S4 = 0, 
.A 

aH ; + a42 TJ + a43 ~ + a44 = T ; 
44 

all x' + anY' + a1S z' + au = al1 x + a12 y + a13 z , 
a21 x' + a22 y' + a2S z' + a24- = all1 x + a22 y + a2S z, 
aS1x' + as2 Y' + assz' + aS4 = aSl x + asllY + assZ, 

a41 x' + a42 y' + a4S z' + a44 = a41 x + a42 y + a"sz + : . 
44 

Multiplicirt man die linken Seiten dieser GIeichungen bez. mit 
x', y', z', 1 und die rechten Seiten bez. mit x +;, Y + '¥I, Z +~, 1, 
so entsteht nach Addition alter vier Gleichungen links der Ausdruck 
(1); die GIeichung der Fliiche wird daher: 

(2) a11x2+alllly2+assz2+2a12xy+2a2syz+2aSlzx+: =0. 
44 

Die in x, y, Z linearen Glieder sind also herausgefallen, was wir 
nach den Eigenschaften des Mittelpunktes hatten voraussehen konnen. 
Die Formel (2) gilt fur die beiden Hyperboloide, das Ellipsoid, die 
imaginare Flache und den (reellen oder imaginiiren) Kegel; denn 
durch das Verschwinden von A. wird unsere Ableitung nicht gestort. 

Die vermoge (2) zu einem Punkte x, y, z gehorige Polarebene 
~~, v, wist gegeben durch 

(!U = aux + a12y + a1S z, 
(!v = ~lX + a 22y + a2Sz, 

(!w= aSlx + as2Y + assZ, 

die Gleichung der Polarebene von x, y, z ist daher 
.A 

(3) Xu+Yv+Zw+:;r=O. 
44 
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Wir stell en nun die Aufgabe, die zu einem gegebenen Durchmesser 
"conjugirte Ebene" zu finden (vgl. p. 164f.). Es seien A, p" v die Rich
tungswinkel des Durchmessers; R bedeute die Entfernung des Punktes 
x, y, z vom Mittelpunkte, so dass 

x = R cos it, Y = R cos p" 1& = R cos v. 

Diese Werthe setzen wir in (3) ein, dividiren mit R und lassen R 
ins Unendliche wachsen; denn die conjugirte Ebene ist ja die Polar
ebene des unendlich femen Punktes der Linie A, p" v. Die Gleichung 
der gesuchten Ebrne wird daher: 

X(all cos It + a12 cos P, + al3 cos 11) 

+ Y( a21 cos It + a22 cos (t + a23 cos v) 

+ Z(a31 cos It + aS2 cos P, + ass cos v) = 0. 

Die Richtungswinkel a, {j, r ihrer Normalen findet man demnach 
c1urch die Gleichungen 

(4) 
Q cos a = all cos it + a l2 cos P, + alS cos v, 
Q cos {j = a21 cos A + aZ2 cos P, + a23 cos v, 
Q cos r = a31 cos A + aS2 cos P, + a33 cos v, 

worin (I sich dul'ch die Fordel'ung cos2 a + cos2 {j + cos2 r = 1 
bestimmt. 

Insbesondere kann es eintl'eten, dass die Winkel a, {j, r bez. 
mit den Winkeln A, 1', v zusammenfallen. Ein Durchmesser, welcher 
so zu seiner conjugirten Ebene senkrecht steht, heisst eine Hauptaxe 
der Flache. Um eine solche zu finden, lassen wir in (4) die er
wiihnten Winkel zusammenfallen und erhalten 

(au - Q) cos a + al2 cos {j + al3 cos r = 0, 

(5) a21 cos a + (a22 - Q) cos {j + a23 cos r = 0, 

a31 cos a + aS2 cos {j + (a33 - Q) cos r = 0, 

und hieraus eine cubische Gleichung fur Q: 

=0 
a31 a32 a33 - Q 

= A44 - (I [(all a22 - a122) + (a22 a33 - a232) + (a33 aH - a j32)] 

+ (12 (all + a 22 + a 3S) - Q3. 

Es seien nun (I, (I' zwei von einander verschiedene Wurzeln 
diesel' Gleichung; zu (I gehoren vermoge (5) die Winkel a, p, r, ebenso 
zu Q' die Winkel a', (3', ')" vermoge der entsprechenden Gleichungell 
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~' cos a' = au cos a' + al2 cos P' + alB cos r', 
(5a) (/ cos P' = ~l cos a' + a22 cos P' + a23 COS r', 

(/ COS r' = asl COS a' + aS2 COS P' + ass cos r'· 
Die letzteren Gleichungen multipIiciren wir mit cos a, cos {J, cos r 
und addirenj dann entsteht rechts dieselbe Summe, welche man 
mittelst der analogen, aus (5) zu entDehmenden Gleichungen durch 
Multiplication mit cos a', cos p', cos,,' undAddition auf der rechten 
Seite erhalt. Es folgt somit 
(7) (Q - Q') (cos a cos a' + cos {J cos (J' + cos r cos r') = O. 
Dieses Resultat liisst uns zunachst erkenneD, dass die drei W urzeln 
von (6) stets reell sind. Ware namlich 

cos a = p + ip', cos fJ = q + iq', 
so miisste es eine zweite Wurzel fI' geben, 

cos r = r + i r', 
fiir welche 

, • , fl.' • , , . , cos a = p - zp, cos,.. = q - zq, cos r = t· - zr 
wiirde j dann aber wiirde aus (7) folgen: 

p2 + p'2 + q2 + q'2 + ,.2 + r'a = o. 
Die Wi~·rseln der Gleichung (6) sind also immer reell*). 

*) Die Existenz der drei zu einander rechtwinkligen conjugirten Durch
messer wurde von Monge llnd Hachette gefunden (1803, Journal de l'Ecole 
poly technique , cah. 11, p. 153 if.). Auf Gleichung (6) wurde das Problem von 
Hachette und Poisson zuriickgefiihrt und gleichzeitig die Realitii.t der 
Losungen gezeigt (ib. p. 170). Dieselbe G1eichung tritt auch in der Theorie 
der sacularen Storungen der Planeten auf (Laplace, Memoires de l'academie 
de Paris, 1772, t. 2, p. 293 und 362), die Realitat ihrer Wurzeln wurde von 
Lagrange zuerst bewiesen (Memoires de l'academie de Berlin, 1773, p.l08), 
fiir entsprechende Determinanten mit n Reihen von C a u chy, Exercises de 
matMmatiques, 1829, t. 4, p. 140, Jacobi (1812, Crelle's Journal Bd. 12) und 
S y I v est e r (1852, Philosophical Magazine vol. 2). Hiermit steht im Zusammen
hange, dass sich die Discriminante der fraglichen Gleichungen als Summe von 
Quadraten darstellen lasst, wie Kum mer (Crelle's Journal Bd. 26), J aco bi 
(ib. Bd. 30), Borchardt (Liouville's Journal, t. 12, und CreUe's Journal Ed. 30, 
1846), Hesse (ib. Ed. 57 und "Vorlesungen"), Bauer (ib. Bd. 71), Geyser 
(ib. Bd. 82) und Sourander (Liouville'S Journal 1879) gezeigt haben. - Der 
Satz iiber die Realitat der Wurzeln bleibt bestehen, wenn man allgemeiner aine 
aus den '1'12 Elementen aik + ~ Cik zu bildende Determinante (wo aik = aki , 

Cik = Cki) gleich Nun setzt, unter der V oraussetzung, dass die quadratische 

Form 22cik X i xk eine definite sei, d. h. fiir aUe reellen Werthe der n Variabeln 

nur positive Werthe annehme; vgl. besonders fiir mehrfache Wurzeln Weier
strass und Kronecker, Berliner Monatsberichte 1858 und 1868. Nach 
Clebsch (1862, Crelle's Journal Bd. 62) wird auch zugelassen, dass (Jik zu aki 

conjugirt complex sei. - Die Bestimmung der Hauptaxen bei Annahme Bchief
winkliger Coordinaten (p. 94) ist von Pliicker (a. a. O. p. 212 if.) behandelt. 
Fiir das Hauptaxenproblem vgl. auch unten p. 184 f. und 255 if. 
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Sind sie iiberdies von eillander verschieden, so gibt es drei Hmlpt
axen fur eine Mittelpunktsfliichei und in Folge von (J) steht jede Hattpt
axe auf den beiden anderen senkrecht. 

Hat man eine Wurzel Q von (6) berechnet, so findet man aus (5), 
wenn Aik die Unterdeterminanten von .d(Q) bedeuten, 

cos ex : cos ~: cos r = All : .d12 : .d13 = cos2 ex : cos ex cos ~: cos ex cos r, 

also: 

(8) 

wobei 

(9) 

= £121 : .d22 : .d2S = cos ~ cos ex: C082 {3 : cos {3 cos y, 

= ASI : £132 : £133 = cos r cos ex : cos r cos {3: cos2 r, 
m cos2 ex = All, m cos {3 cos r = .d23 , 

m C082 {3 = £122 , m cos y cos ex = .d'JI' 

m cos2 r = A 3s , m cos ex cos (3 = .d12 , 

m bestimmt ist durch die Gleichung 
(} L1(Q) 

m= An + .d22 + .dS3 = -~. 

Fur eine Doppelwurzel Q verschwinden siimmtliche Unterdetermi
nanten von A(Q), denn wegen (9) ist dann m = 0, und folglich 
wegen (8) auch Aik = o. In diesem Falle gibt die einfache 
Wurzel der Gleichung noch eine vollig bestimmte Hauptaxe. 1st 
aber 15 die Doppelwurzel, und setzt man in (5) Q = 15, so sind zwei 
der drei Gleichungen eine Folge der dritteni zu der Wurzel 15 gehort 
daher kein bestimmtes System von Richtungswinkeln ex, (3, ri viel
mehr ist jetzt, wie wir sehen werden, jeder Durchmesser als Haupt
axe anzusehen, welcher zu dem zuerst gefundenen senkrecht steht. 
In der That miissen wegen Aik(Q) = 0 die Coefficienten der Glei
chungen (5) einander proportional sein, und mall kann fletzen: 

all - 15 = ILI"I, a23 = IL2"S = ILS"2' 

a22 - 15 = IL2 "2 , aSl = ILa "I = ILl "3' 

aS3 - 15 = ILa"s, a12 = fLI"2 = IL2"1; 

die Zahlen fLi verhalten sich also wie die "i; liisst man noch em en 
hinzutretenden Proportionalit1ttsfactor in die Definition der Zahlen "i 
eingehen, so wird auch: 

all = 15 + "12, a23 = "2"3, 

(10) a22 = 15 + "22, aal = "a"I' 

ass = (j + "s 2 , a l2 = "I "2 . 

Aus diesen Gleichungen hat man die Grossen "i zu bestimmen; die 
Einfiihrung der letzteren in die Gleichung der FI1tche ergibt sodanll 

A 
(11) 6(.X2 +?l + Z2) + ("IX + 'X2Y + "SZ)2 + .iC= O. 

44 
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Die hier ausgezeielmete Ebene "1X + "~y + "as = 0 steht senkrecht 
zu der einen noeh vollig bestimmten Hauptaxej denn aus (5) und 
(10) folgt 

~ -- a n, nj ns 
n1 COB IX + n2 COB P + ns COS y = COS IX = COS P = COS r . 

Von dieser Ebene wird unsere Fliicbe in einem Kreise geschnitten, 
demselben, welchen auf ihr die Kugel 6"A44(x~ + y2 + S2) = A aus
sehneidetj ebenso ist die Sehnittcurve unserer FHiche mit irgend 
einer parallelen Ebene (fiir die also "1 x + "2Y + "as = Con st.) 
ein Kreis. 

Hat also die Gleichung d(Q) = 0 eine ])oppelwurzel, so ist die 
vorgeZegte Fliiche eine Rotationsfliiche, deren Axe durch die noclt vor
handene einfache Wttrzel Q mittelst (5) bestimmt wird. 

Vermoge einer orthogonalen Substitution, deren erste Gleichung 
lautet: 

(lla) Y"12 + "22 + "S2 X = "1 X + "2Y + "sS, 

wahrend die beiden anderen nicht vollkommen bestimmt sein konnen, 
fiihrt man leicht neue Variable X, Y, Zein, und da 

x2 + y2 + Z2 = X2 + y2 + Z2, 
findet man 

6(X2 + P + Z2) + X2 ("l + "22 + "S2) + :- = O. 
44 

Nun ist aber nach (6) und (10) 

Q + 26" = au + a22 + ass, 

"l + "22 + "S2 + 6" = all + a22 + ass - 26 = Qj 

die Gleichung der Rotationsfliiche wird daher: 
X 2 P+Z2 

(12) A + A - 1 = O. 
- 11.A44 - a A44 

Die angewandte Transformation wird unbrauehbar, falls Q = 6, 

d. h. falls unsere Gleichung d = 0 drei zusammenfallende Wurseln 
ergibt. Dann folgt aus den soeben benutzten Gleichungen 

also 
"12 + "22 + "S2 = 0, 

"1=0, "2=0, "3=0, 
folglieh auch nach (10): 

all=a22=aS3=6, ~s=O, aS1=0, al2 =Oj 

und (11) geht iiber in: 

(13) 6(X2 + y2 + Z2) + ~ = O. 
A" 
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Sind die drei TYurzeln der Gleichung LI(f}) = 0 einander gleich, 
so hat man es also mit einer Kugel Ztt thun. Letztere ist reeH oder 
imaginar, je nachdem den Ausdriicken (j A« und A entgegengesetztes 
oder gleiches V orzeichen zukommt. 

In dem allgemeinen Falle, wo die drei Wurzeln von A(f}) = 0 
von einander verschieden sind, haben wir jetzt noch die orthogonale 
Substitution durchzufilhren, vermoge deren die drei Hauptaxen als 
Coordinatenaxen eingefiihrt werden. 

Die drei W urzeln seiell mit (J, Q', Q" bezeichnet; zu jeder ge
horen vermoge (5) drei Winkel fx, p, Y bez. a', P', y' oder a", pI', y". 
Die anzuwendende Coordinatentransformatioll lautet dann: 

X =xcosa + ycos P + z cosy, X= Xcos a + Ycosa' + Zcos r/', 

Y = X cos a' + ycos p' + z cos y', y = Xcos (3 + Ycos (3' + Z cosP", 

Z =X cos a" + ycos p" + z cos y", z = X cosy + Ycos y' + Z cosy". 

Aus dem rechts stehenden Systeme folgt vermoge (5): 

al1 x + a12 y + a13 z = XQ cos a + YQ' cos a' + Z(J" cos a", 
a21 x + a22 y + a2S z = X(J cos p + Yf}' cos p' + Z(J" cos (3", 

a31 x + a32 y + assz = X(J cos y + YQ' cos y' + Z,;/' cos y". 

MultipIicirl man diese drei Gleichungen bez. mit X, y, z und addirt, 
so entsteht links die linke Seite von (1), welche mit f(x', V', z') be
zeichnet werde; die neue Gleichung der Flache wird daher: 

(14) f(x',y',z') QX2 + (J'P + Q"Z2 + -1- = o. 
H 

Um die Gleichung der Flache, bezogen auf ihre Hauptaxen, anzu
geben, braucht man also nur die Gleichung LI(f}) = 0 zu lOsen; man 
braucht nicht die Coefficienten der orthogonalen Substitution selbst erst 
zu berechnen. 

1st zunachst A von Null verschieden, so ergeben sich aus (14) 
die vier uns bekannten Mittelpunktsflachen, wenn man die V orzeichen 
der reellen Wurze]n Q, (J', Q" in Betracht zieht. Zu dem Zwecke 
schreiben wir die Gleichung (14) in der Form: 

(15) 
X 2 y2 Z. 

--A---;---- + --:A- + ---r- - 1 = 0, 

aus welcher fur Q' = ,/' = Ii wieder (13) hervorgeht. 1m Folgen
den sollen unter a, b, c reelle Zahlen verstanden werden der Art, dass 
bei rich tiger Wahl des V orzeichens 
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b2 = + ,A A ' 
-- (! 44 

2_+ A . 
e --"A' (! 44 

auch konnen wir, ohne ZU specialisiren, a2 > b2 > e2 annehmeni dann 
sind folgende FaIle zu unterscheiden: 

1. Imaginiire F liiehe : 

(16) 

II. Ellipsoid: 

(17) 
X2 y. z. 
£IT + b" + co - 1 = 0. 

III. Einsehaliges Hyperboloid: 

(18) 
X' y. z· ----.- + ~b2 - 2 - 1 = O. a c 

IV. Zweischaliges Hyperboloid: 

(19) 

Die hier gebrauchten Benennungen der Fliichen sind mit den friiher 
eingefuhrten vollkommen identisch (vgl. p. 156). In der That ist bei 
(16) und (17) die Schnittcnrve mit der unendlich fernen Ebene 
dargestellt durch die Gleichung 

X' Y' Z2 a2 + b2 + C2 = 0, 

also imaginal". Dass die FHiche (16) keinen reellen Punkt enthalt, 
ist evident. Die Flache (17) ist reell; sie wird von den Ebenen 
X = 0, Y = 0, Z = ° bez. in den reellen Ellipsen (den sogenannten 
drei Hauptschnitten des Ellipsoids) 

Y 2C2 + Z 2 b2 -- b2 e2 = 0, 
Z2 a2 + X 2 e2 - c2a2 = 0, 

X 2 b2 + Y 2 a2 _ a2 b2 = ° 
geschnitten. Die Zahlen 2a, 2b, 2c geben die Liingen der drei ,;Haupt
axen des Ellipsoids". 

In (18) und (19) haben wir unsere friiheren Hyperboloide wieder
gefunden; denn ihre Schnittcurven mit der unendlich fernen Ebene: 

X' y2 Z' 
a2 +u2 - -c·- = ° 

und 

sind reel!. Die Fliiche (18) enthalt nach unserem allgemeinen Satze 
gerade Linien (vgl. p. 145 und p. 163), stellt also das einsehalige 
Hyberboloid dar; auf (19) dagegen gibt es keine reellen Geraden. 
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Bei (18) sind aIle drei "Hauptschnitteti reell (vgl. p. 160); der eine 
ist eine Ellipse (die sogenannte "Kehlellipse") 

Z = 0, X 2 b2 + Y 2a2 - a2 b2 = 0, 

die heiden anderen sind Hyperheln, deren reelle Axen bez. mit der 
X- und Y-Axe zusammenfallen. Bei (19) ist der Hauptschnitt X = ° 
imaginar; die heiden anderen sind reeHe Hyperheln. 

Es ist leicht die geraden Linien des einschaligen Hyperholoids 
wirklich anzugehen, indem man die Flache als aus zwei projecti
vischen Ebenenbiischeln erzeugt auffasst (vgl. p. 36 ff.). Es wird 
niimlich durch die heiden Biischel 

die eine Schaar von Erzeugenden gegeben; denn durch Elimination 
von It folgt wieder (1S); und die andere Schaar ist bestimmt durch: 

Um sich eine deutliche Vorstellung von der raumlichen Gestalt 
ltnSerer drei reellen Fliichen Zlt machen, empfiehlt es sich, zunachst den 
Fall der Rotationsflachen in's Auge zu fassen, deren Gleichung in 
(12) bereits zusammenfassend angegeben war. Die Gestalt einer 
solchen FIache ist bekannt, sobald man die Meridiancurve gezeichnet 
hat. Geringe Aenderungen in den Symmetrieverhaltnissen geben so
dann eine hinreichend getreue Anschauung der betreffenden all
gemeinen Flachej man braucht nur die Schaar der Parallelkreise 
durch eine Schaar paraHeler Ellipsen ersetzt und die Schaar der 
Meridiancurven in entsprechender Weise verzerrt zu den ken. 

Das Ellipsoid gibt Veranlassung zu zwei verschiedenen Rotations
flachen, je nachdem (wenn a> b > c) a = b oder b = c wird, niimlich: 

1) Das abgeplattete Rotationsellipsoid oder Spharoid. Es entsteht. 
indem a = b wird, hat also die Gleichungsform: 

X2+ y2 Z2 
(17a) a' + c'- = l. 

2) Das ve'rlangerte Rotationsellipsoid mit der Gleichullg: 

(17b) 

Die erste FHiche wird erzeugt, indem eine Ellipse mit den halben 
Axen a und c um ihre kleinere, die andere Flache, indem sie urn ihre 
gross ere Axe rotirt. 
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Aus (18) kann nur eine RotationsfHiche hervorgehen, namlich 
fur a = b das cinschalige Rotationshyperboloid: 

, X' + y. Z· 
(lSa) 2 - .- = 1. 

Fig. 19. 

a c 

Es wird erzeugt, indem eine Hyperbel 
urn die von ihr nicht geschnittene Axe 
rotirt; Fig. 19 zeigt die auf der FIache 
liegenden Geraden. 

Rotirt dieselbe Hyperbel um die reelle 
Axe, so entsteht das zweischalige Rotations
hyperboloid: 

X' y. + z· 
(19a) .- - • = 1; a C 

dasselbe besteht aus zwei getrennten 
Schalen*). 

Verschwindet die Determinante A. unserer Fliiche, so werden die 
vorstehenden Betrachtungen nicht wesentlich gestort. Man hat wieder
um die Gleichung (6) zu los en, urn dann aus (5) die Richtungen der 
drei Hauptaxen des Kegels zu bestimmen. N ach der Transformation 
erscheint die Gleichung des Kegels in der Form: 

(J X 2 + (J' P + (J" Z2 = 0; 
er ist imaginar, wenn aIle Wurzeln (J gleiches Vorzeichen haben, 
reell, weun dieses nicht der Fall ist. 

Eine HotatiollsfHiche entsteht, wenn zwei Wurzeln zusammen
fallen; dieselbe ist identisch mit dem geraden Kreislcegel der Elementar
geometrie. 

VI. Die Flachen mit zerfallendem unendlich fernen Kegelschnitte. 

1st AM = 0, so wird die FHiche f = 0 von der unendlich feruen 
Ebene beriihrt, und wir haben ein Paraboloid, einen Cylinder oder 
ein Ebenenpaar vor uns. Letzteres wiirde nur vorkommell, wenn gleich
zeitig aUe ersten Unterdeterminanten von A. verschwinden, was wir 

*) Diese Flacbe, Bowie die beiden Rotationse.1lipsoide wurden schon von 
Archimedes betracbtet (auch das Rotationsparaboloid); vgl. oben die Note zu 
p. 164. - Klarer alB durch Zeichnung kann man sich durch Modelle die Gestalt 
der verschiedenen Flacben zweiter Ordnung vergegenwartigen. Solcbe in Gyps 
oder (fUr die geradlinigen Flachen) in Seidenfaden ausgeflibrte :Modelle sind 
von Ch. Delagl'ave (Librairie, Paris) zu bezieben oder von del' Verlagsbandlung 
von L. Brill in Darmstadt. - Fur die Figuren 19 und 20 des Textes vgl. Scblo
milch's Lebrbucb del' analytischen Geometric des Raumes (Leipzig 1863). 
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zunachst aussehliessen wollen. Ein Cylinder ergibt sieh, wenn mit 
.A.« zugleieh A gleich Null ist. 

Man kann beim Paraboloide nieht mehr von einem Mittelpunkte, 
also auch nieht von Durchmessern und Hauptaxen spreehen; doch 
behalt die Gleiehung L1 (Q) = ° ihre Bedeutung fUr die daran ge
knupfte orthogonale Substitution, und letztere bleibt ganz ebenso 
ausfuhrbar. In Folge des Verschwindens von .A.« sonded sich der 
Factor Q von L1(Q) ab (d. h. die eine Wurzel Q wird gleieh Null), 
1tnd Q', Q" sind bestimmt durch die quadratische Gleichttng: 

(1) Q2 - Q(au + a22 + ass) + (an a22 - a122) + (a22 aS3 - a2s 2) 

+ (assan - a312) = 0, 
deren Wurzeln zunachst von einander verschieden sein mogen. Die 
Richtungen der neuen Coordinatenaxen bestimmen sich durch (5) 
fiir Q = 0, bez. durch (5a) fur Q =,/ und durch ein analoges 
System von Gleichungen fUr Q = Q". Die neuen Coordinatenaxen 
werden jetzt eingefiihrt, ohne dass vorher eine Parallelversehiebung 
des Systems stattgefunden hatte, d. h. durch die Gleichungen: 

x' = X' cos a + Y' cos P + Z' cos r , 
(2) y'=X'cosa' + Y'cosp' +Z'cosr', 

Z' = X' cos a" + Y' cos P" + Z' cos r". 
Auf dieselbe Weise, wie oben (14), ergibt sich jetzt (indem Q = 0): 

((x', y', z') = Q'Y'2 + Q" Z'2 + 2b1 X' + 2b2 Y' + 2bsZ' + a44 =0, 

wenn zur Abkiirzung gesetzt wird: 
bl = au cos a + au cos P + aS4 cos r , 
b2 = a14 cos a' + au cos p' + aS4 cos '}" , 

b " + 11." + " 3 = au cos a a24 cos I' aS4 cos '}' . 
Zwei der liuearen Glieder und das con stante Glied kann man durch 
eine Pal'allelverschiebung des Coordinatensystems zu Null machen; 
zu dem Zwecke setzen wil' 

(3) X' = X + ~, Y' = Y + 1/, Z' = Z + ~ 
I 

und bestimmen ~, 'I'}, ~ durch die Bedingungen 

Q'1/ + b2 = 0, Q" ~ + bs = 0, 

Q'r/ + !/'~2 + 2(bl~ + b2 1/ + b3~) + a44 = 0, 
odel' (wobei bl nieht gleieh Null sein mag): 

b2 b b 2f!" + b 2 Q' a Q'r/' 
(4) n=-7' ~=-Q'~-' ;=' 2b1 1!';': 44 • 

Die Gleichung des Paraboloids wird sodann: 

(5) ((x', y', z') _ (1' 1'"2 + (1"22 + 2b1 X = 0. 
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Dasselbe ist ein elliptisches, wenn Q' und Q" gleiches Zeichen haben 
(d. h. wenn das constante Glied in (1) positiv ist) , es ist ein hyper
bolisches im entgegengesetzten Falle. 

1st bl = 0, so kann wegen (4) die Transformation (3) nicht aus
geflihrt werden. In diesem Falle artet die Fliiche in einen Cylinder 
aus. In der That hatten wir 

(6) 

all cos IX + a l2 cos [3 + a l3 cos l' = 0, 

a21 cos IX + a22 cos [3 + a23 cos l' = 0, 

a31 cos IX + a32 cos [3 + a33 cos l' = O. 

Bezeichnen also Bik die Unterdeterminanten der dreireihigen De
terminante A 44 , so ist (vgl. Bd. I, p. 102) 

" cos2 IX = Bill "COS ~ cos l' = B 2S ' 

(7) % cos2 ~ = B 22 , % cos l' cos IX = B sI , 

% cos2 l' = B 3S ' % cos IX cos ~ = B 12 , 

% = BIl + B22 + B 33• 

Nun folgt aus .A44 = 0: 

A = a14 .A14 + (124 .A24 + a34 A34 = a14 (a14 Bu + aU BI2 + G 34B 1S) 

+ a 24 (a14 B21 + a 24 B22 + a34 B 23 ) 

+ (134(a14 B 31 + a24 B 32 + a 34 B :J:')' 
und 8ndel'el'seits wegen (7): 

%b12 = G'J42 Bll + a242 B22 + a 342 B:J3 

+ 2a24aS4B23 + 2a34a14Bsl + 2a[,1a24 B I2 , 

also auch 

(8) 

U. h. wenn bl = 0, so ist auch A = 0, und un sere FHiche bildet 
einen Kegel. Aus A = 0 folgt umgekehrt nm dann bl = 0, wenn 

Bll + B22 + B S3 ' 

d. i. das con stante Glied in (1), von Null verschieden ist; versch windet 
dasselbe, so fallen zwei Wurzeln der cubischen Gleichung d(Q) = 0 
zusammen (Q = (/ = 0), und unsel'e orthogonale Transformation 
kann nicht ausgefiihl't werden; anch dann 1'St die Flache f = ° ein 
Cylinder, wie wir weitel'hin sehen werden (p. 180). 

Fragen wir jetzt nach der Bedeutung del' von uns ausgefiihl'ten 
Cool'dinaten- Tl'ansfol'mationen. Der Scheitel des unendlich fernen 
Linienpaal'es besitze in der unendlich fernen Ebene die homogenen 
Coordinaten go, 'fJo' So; dann ist (vgl. Bu. I, p. 102): 
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p-~02 = B ll , lI-"1obo = B 23 , 

P-'rJ02 = B 22 , II-bo~o = B3l1 
P-bo2 = B 33 , 11-;0"10 = B l2 · 

Nach (7) sind also IX, (J, l' die Richtungswinkel einer nach dem SeMitel 
des ttnendlich fernen Linienpaares gehenden Geraden. Einer solchen 
Geraden ist die neue X'-Axe parallel, und die Ebenen Y' =0, Z' =0 
halbiren den von den beiden Linien des unendlich fernen Paares ein
geschlossenen Winkel, wodurch die Richtungen der beiden anderen 
Coordinatenaxen festgelegt sind. 

Vermoge (3) ist sodann das Coordinatensystem so verschoben, 
dass der neue Anfangspunkt auf die Fliiche rallt, und dass die Tan
gentenebene desselben senkrecht zur X-Axe steht; in der That ist 
die Gleichung dieser Ebene mit X = 0 identisch. Der durch (4) be
stimmte Punkt hat also die Eigenschaft, dass seine Tangentenebene senk-
1'echt steht zur "Axe des Paraboloids" ; er heisst der "Scheitel des 
Paraboloids". 

Da der Scheitel eindeutig bestimmt ist, mussen sich seine Coor
dinaten g', "1 I , " im' urspranglichen Systeme rational durch die 
Coefficienten der Flache darstellen lassen. Man kann dies auf folgen
dem Wege erreichen. Die Gleichung einer zur Axe des Paraboloids 
senkrechten Ebene ist 

x' cos IX + '!I' cos {J + z' cos l' - P = o. 
SoIl sie das Paraboloid beruhren, so muss die Gleichung in Ebenen
coordinaten erfallt sein; daraus ergibt sich: 

All cos2 IX + .£1.22 cos2 {j + Ass cos! r + 2.£1.12 cos IX eos ~ + ... p= . , 
2(A14 cos IX + A24 cos (j + Ll34 COli r) 

oder nach (7): 
p = 22AikBik 

2(Bll + B22 + Bss) (Au cos IX + A24 cos ~ + AS4 cos r) 

Der Punkt ~', 12', t' kann als Beruhrungspunkt unserer Tangential
ebene definirt werden; man hat daher: 

p-g' = All cos « + Al2 cos {J + AlB cos l' - A14P, 
P-"1' = Au cos « + A22 cos {J + A 23 cos l' - A 24P, 
p-b' = ASl cos « + AS2 cos {J + Ass cos l' - A34P, 
P- = A41 cos « + A42 cos {J + A,I.3 cos l' - A4.4P, 

Setzt man hierin den Werth von P ein und wendet die Siitze liber 
Unterdeterminanten adjungirter Systeme an, sowie auch wieder die 
Gleichungen (7), so findet sich das eillfache ResuItat: 

Clebsch, Vnrlesnngpn. II, 1. 12 
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vr = Al7l7A44.ikA14,ik, 

vr/ = Al7l7A44,ikA24,ik, 

V~' = Al7l7A44,ikA34,ik, 

V = 2l7l7~iA4kA44,ik' 

wobei A1m,ik den Coefficienten von aik in Aim bedeutet, so dass z. B. 
A44 ,ik = B ik • 

Wir untersllChen weiter die riiumliehe Gestalt unser'er beiden 
Paraboloide. 

1) Das elliptisehe Paraboloid; (I' und (/' haben gleiches Zeichen; 
das unendlich ferne Linienpaar {j' y2 + (/' Z2 = 0 ist imaginar. 
Rier kann insbesondere (I' = (I" werden, und von diesem besonderen 
FaIle schliesst man leicht auf die Gestalt der allgemeinen FHiche. 
1st aber (I' = (I", so wird unsere Transformation (2) unmoglich, 
und wir mussen das Fruhere etwas modificiren. 

Es werde ()' = (I" = (j gesetzt; dann gelten wieder die Glei
chungen (10) p. 169; mittelst der dort benutzten orthogonalen Trans
formation erhalt man also als Gleichung der transformirten Flache: 

O(X'2 + Y'2 + Z'2) + X'2 (X12 + 'X22 + X32) 

+ 2b/X' + 2b2' Y' + 2bs'Z' + a44 = 0, 

oder, da hier {j = X12 + 'X22 + X32 + (j = 0 zu nehmen ist: 

(10) o(Y'2 + Z(2) + 2b1' X' + 2b2' Y' + 2b3' Z' + a44 = 0; 

durch passende Einfuhrung eines neuen Anfangspunktes entsteht 
hieraus (vgl. p. 175): 

(lOa) o(P + Z2) + 2b/ X = 0, 

also dasselbe Resultat, welches sich direct aus (5) ergeben haben 
wurde; nur ist hier b1' noch von einem willkurlichen Parameter ab
hangig, da das neue Coordinatensystem nicht vollkommen bestimmt 
war. Die Fliiehe (lOa) entsteht dureh Rotation der Parabel (j y2 
+ 2b1' X = 0 um die X-Axe; aus ihr erhiilt man das allgemeine 
elliptische Paraboloid durch Variation der Constanten. 

2) Das hyperbolisehe Paraboloid; (/ und (I" haben verschiedenes 
Zeichen; das unendlich ferne Linienpaar ist reell. Die Gleichung der 
Flache Uisst sich so schreiben (wenn etwa (I' > 0): 

(11) (V (I' Y - V - (1'-' Z) (w Y + V - (}" Z) + 2bs' X = 0, 

d. h. jede Ebene der beiden Schaaren 

W y + V - {j" Z = Const. 

schneidet die FHiche in einer Erzeugenden; es foIgt hieraus wieder, 
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dass die Erzeugenden jeder Schaar einer gewissen Ebene paranel 
laufen (vgl. p. 158). 

SoUte ~' = "," werden, so hatte L1 (~) = 0 drei zusammen
fallende W urzeln, was wir vorlii.ufig ausschliessen; es gibt hier also 
keine Rotationsfliiche. Man erhalt am einfachsten eine Vorstellung 
von der Gestalt der Flache, wenn man sie als Grenzfall eines ein
schaligen Hyperboloids auffasst. Die Gleichung eines solchen ist 

XI y. zt 
at + 1)i - C" = 1. 

Durch die Substitution X = X' + a legen wir den Anfangspunkt 
auf die Flache, deren Gleichung dann wird: 

X'I + 2X' + ~Y2 _ ~Z2 = o. 
a b2 c· 

Wir lassen nun a, b, c ins Unendliche wachsen, aber so, dass a: b2 

und a: c2 endlich bleiben, etwa gleich 
Fig. 20. 

::~!~:~~n Zahlen a, p werden; dann 'is H/I 
2X'+aY2_pZ2=0, J'. I 

in der That die Gleichung unseres \ \,_ I 
hyperbolischen Paraboloids; dasselbe \ -'" .' .. - ---;-
wird sonach e~ne sattelformige Gestalt \ \. ~ r----. 
haben (vgl. FIg. 20). \ ''--_, ~/. _ .. _J 

Die letztere kann durch die ebenen \ V'" ..... ' .. ---J 
Schnitte noch naher bestimmt werden. //\/ _ ) 
Die Ebene X = 0 beriihrt die Flache 
im Anfangspunkte; sie schneidet in den beiden Geraden 

(12) YQY-Y-~"Z=O, wy+-V=-","Z=O. 
Die Ebene X = C schneidet in einer Hyperbel, deren Projection auf 
die Y-Z-Ebene, namlich 

",' Y2 +~" Z2 + 2bs'C = 0, 

diese beiden Geraden zu Asymptoten hat. 1st C positiv, so erfiillen 
die Hyperbeln den einen Winkelraum, ist 0 negativ, den anderen. 
Jeder ebene Schnitt, welcher durch die in Fig. 20 vertical stehende 
X- Axe (Axe des Paraboloids) gelegt wird, schneidet auf der Flache 
eine Parabel aus, deren Scheitel im Anfangspunkte liegt. Es gibt 
zwei Lagen der Ebene, fiir welche die Para bel in je eine der Geraden 
(12) ausartet. Die Oeffnung der Parabel ist nach oben gekehrt fur 
die Ebenen in dem einen hierdurch bestimmten Winkelraume; die 
Oeffnung Iiegt nach unten in dem anderen Winkelraume. 

12* 
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Wenn in Gleichung (2) bi verschwindet, so riickt nach (4) der 
Scheitel des Paraboloids ins Unendliche, und die Substitution (3) 
kann nicht mehr angewandt werden. Die Gleichung der FIache 

(13) (!' Y'2 + (I" Z'2 + 2b2 y' + 2bs Z' + aM = 0 

ist von X' ganz unabhii.ngig; sie stellt also einen Cylinder dar, dessen 
Seitenlinien der X'-Axe parallel sind (vgl. oben p. 176). 

Die Substitution Y' = Y - ~, Z' = Z - b~, fiihrt zu der ein-
f! f! 

facheren Gleichungsform 

(13a) (!' p + (!" Z2 + C = 0, 

wo: 
b t b 2 

C = a44 - f!2, - f!3". 

Biermit ist der Mittelpunkt des in der Y-Z-Ebene gelegenen ebenen 
Schnittes zum Anfangspunkte der Coordinaten gemacht. 

Der Cylinder ist imaginiir, falls (I', ()" und C dasselbe Zeichen 
habenj er ist elliptisch, falls (I' und (!" dasselbe, Caber entgegen
gesetztes Vorzeichen habenj er ist hyperbolisch, wenn die Vorzeichen 
von (I' und (I" einander entgegengesetzt sind. 

1st ()' = (!", so hat man insbesondere einen RotationscyUnder 
(geraden Kreiscylinder der Elementargeometrie); die einfachste Glei
chungsform desselben wird aus (10) gewonnen. 

Wenn C verschwindet, wird ein Ebenenpaar durch die Fliichen
gleichung dargestellt,. dasselbe ist reell, falls (!' und (!" verschiedenes 
Vorzeichen haben, imaginar im anderen Falle; die Axe des Paares 
rant in die X-Axe und ist stets reell. Die Bedingungen fiir das 
Ebenenpaar erscheinen also hier in der Form 

A'4 = 0, bi = 0, C = o. 
Dass aus den beiden ersten Gleichungen das Verschwinden der Deter
minante A folgt, ist schon durch (8) gezeigt worden. Nun ist die 
Determinante des in (13) gegebenen Kegelschnittes gleich 

(I' (I" a44 - (!"b22 - (}'bS2 = (I' (I" Cj 

ihr Verschwinden sagt aus, dass unser Kegel, dessen Spitze unend
lich weit liegt, von der Ebene X = 0 (die also nicht durch die Spitze 
geht) beriihrt wird; und dies eben wird durch das Zerfallen des 
Kegels ermoglicht. 

Nur wenn ()' oder (I" gleich Null ist, kann die besagte Deter
minante verschwinden, ohne dass C = 0 ist. In diesem FaIle aber 
wird die orthogonale Substitution (2) iiberhaupt unmoglich, wie schon 
bei Gelegenheit der Relation.(8) hervorgehoben wurde. Nehmen wir 
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an, es sei ~ = ~' = f1 = 0 eine Doppelwurzel von d (~) = 0; dann 
haben wir die auf p. 178 besprochene (und nicht vollig fest be
stimmte) orthogonale Substitution auf die ursprungliche Gleichung 
anzuwenden und gewinnen das Resultat 

(14) f(x', y', :0') _ (all + ~2 + ass) X's + 2bl' X' + 2b2' y' 

+ 2bs' Z' + aM = 0, 

denn die iibrig bleibende einfache Wurzel der cubischen Gleichung 
wird nun gleich all + ass + ass = ~". Wir setzen 

X' = X _ b!:, 
~ 

bi ' Y' + ba' Z' = y" - bl ' Y' + ba' Z' = Z 
Vbl'l! + bs'l! 'Yb!'! + ba'i , 

d. h. wir verschieben den Anfangspunkt auf der X- Axe und drehen 
das Coordinatensystem gleichzeitig um diese Axe; das gibt zunachst: 

b 'll 

~" X2 + 2Vb2'2 + bS'2 Y" + aM + +. = O. 
~ 

Die weitere Substitution 
" + b'2 Y" = Y _ ~ a4! 1 

2Vbll ' 'l + bs'l! 

fiihrt endlich zu der einfachen Gleichung: 

(15) ~" X2 + 2Ybs's + bS'2 Y = 0, 

der Gleicltung eines parabolischen Oylinders: jeder ebene Schnitt parallel 
zur Y-X-Ebene ist eine Parabel (p. 158). 

Die zuletzt benutzte Transformation wird unbrauchbar, wenn 
bs' und bs' gleichzeitig gleich Null sind; dann stellt (14) zwei zur 
Ebene X' = 0 parallele Ebenen dar. Letztere fallen insbesondere in 
eine einzige zusammen, wenn auch b/ = 0 ist. 

Hiermit sind aIle die fril7ter aufgeziihlten Fliichen zweiter Ordnung 
(vgl. p. 156) durch Discussion ihrer einfacltsten Gleicltungsformen wieder
gefunden. 

Es kann auffallen, dass bei der Annahme .AM = 0 der Fall 
nicht besprochen ist, wo d(f!) = 0 drei zusammenfallende Wurzeln 
hat, welcher friiher auf die Kugel fiihrte (vgl. p. 170f). In der That 
kann wegen AM = 0 diese dreifache Wurzel nur gleich Null sein; 
wir hatten also oben f1 = 0 zu nehmen, so dass: 

all = 0, ass = 0, ass = 0, a l2 = 0, a 2S = 0 , aSl = 0; 

d. h. die vorgelegte Gleichung miisste lauten 

2a14 x' + 2a2J y' + 2a34 z' + aJ.J. = O. 
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Sie stellt eine Ebene dar, welche durch die unendlich ferne Ebene 
selbst zu einer FHiche zweiten Grades erganzt wird (vg1. p. 155 f). 

VII. Kugel und Rotationsfiachen. - Die Kreisschnitte der 
allgemeinen Flachen. 

Es ist aus der ebenen Geometrie bekannt, wie man den Kreis, 
also den in metrischer Beziehung so hervorragend ausgezeichneten 
Kegelschnitt, defil1iren kann als eine Ourve zweiter Ordnung, welche 
durch gewisse zwei feste imaginare Punkte hindurchgeht, die sich 
auf der unendlich fernen Geraden befinden, und wie man im An
schlusse hieran auch Satze tiber Winkelbeziehungen aus solchen uber 
Doppelverhaltnissrelationen herleitet, wie demnach der Begriff des 
DoppelverhiUtnisses erneute Wiehtigkeit erlangt, da derselbe den fur 
aHe metrischen Relationen fundamentalen Begriff des Winkels formal 
umfasst *). . Analoges gelingt fur den Raum, wenn man den Schnitt 
einer Kugel, d. h. einer Flache 

(1) x2 + y2 + Z2 + 2Ax + 2By + 20z + D = 0 
mit der unellfllieh fernen Ebene betrachtet. Die Gleiehung des yom 
Anfangspunkte naeh dieser Sehnitteurve gehenden (imaginaren) Kegels 
ist in reehtwinkligen Coordinaten: 

(2) x2 + y2 + Z2 = 0 ; 
d. h. dieses ist in der unendlich fernen Ebene die Gleiehung jener 
Schnittcurve in homogenen Punktcoordinaten x, y, z. 

Wir sehen, dass die Curve (2) vollig unabhangig ist von der 
Lage der Kugel (1) im Raume, d. h. von der Lage ihres Mittel
punktes und der Lange ihres Radius. Alle Kugeln schneiden also die 
unendlich ferne Ebene in einem tlnd demselben festen imaginaren Kegel
schnitte. Man nennt daher letzteren den (unendlich fernen) imaginiiren 
Kugelkreis. Offenbar gilt aueh umgekehrt der Satz: Jede Fliiche 
zweiter Ordnung, deren Determinante nicht verschwindet, und welehe 
durch den unendlich fernen imaginaren Kugel7creis hindurchgeht, ist eine 
Kugel. Jeder ebene Schnitt der Kugel ist bekanntlich ein Kreis (dessen 
Radius fur eine Tangentialebene unendlich klein wird); andererseits trifft 
jeder Kreis die unendlich ferne Gerade seiner Ebene in den beiden 
"imagillaren Kreispunkten"; die sogenannten Kreispunkte einer Ebene 
sind daher ihre Schnittpunkte mit dem imaginaren Kugelkreise. 

Sammtliche Tallgentialebenen des Kugelkreises (Ebenen durch 
eine 'I'angente desselbell, vgl. p. 23ff.) sind ima.ginar; also nur fur 

*) Vgl. Bd. I, p. 145 if. 
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imagmare Ebenen konnen die beiden imaginaren Kreispunkte zu
sammenfallen. Die Coordinaten der Tangentialebenen geniigen einer 
Gleichung zweiten Grades, denn ein Kegelschnitt ist als Flli.che 
zweiter Klasse aufzufassen. Sind nun ull ul!' us, u4 die homogenen 
Coordinaten einer Ebene, so Bind Ul , Us, Us die ebenen Linien
coordinaten ihrer Schnittlinie mit der Ebene x4 = 0 (vgl. p. 99 f.). 
Die Liniencoordinatengleichung des Kugelkreises in der unendlich 
fernen Ebene ist nach Satzen der ebenen Geometrie 

(3) u2 + v2 + w2 = O. 
Dies ist also auch die Gleichung des imaginaren Kugelkreises in raum
lichen Ebenencoordinaten *). Dieselbe Curve kann endlich durch eine 
Gleichung in Pliicker'schen Liniencoordinaten dargestellt werden, 
und zwar findet man (vgl. p. 150) alB Gleichutlg des imaginiiren Kugelr 
kreises in riiumlichen Liniencoordinaten 
(3 a) p2 + q2 + r2 = O. 

Durch Vermittlung dieser imaginaren Curve wird nun der Be
griff des Winkels auf projectivische Vorstellungen in folgender Weise 
zuriickgefiihrt. 

Zwei gerade Linien sind rechtwinklig zu einander (Bd. I, p. 147 f.), 
wenn sie harmonisch liegen zu den beiden Geraden, die in ihrer 
E bene von ihrem Schnittpunkte aus nach den unendlich fernen 
imaginaren Kreispunkten der Ebene (Schnittpunkten der letzteren mit 
dem imaginaren Kugelkreise) gezogen werden konnen. .AIle Geraden, 
welche durch denselben Punkt der unendlich fernen Ebene gehen 
(zu einander parallel sind) schliessen der Definition nach mit einer 
beliebigen festen Geraden denselben Winkel ein; bei Betrachtung der 
Winkel zweier Geraden im Raume kommt es also nur auf die un end
lich fernen Punkte der beiden Geraden an. Da nun zwei sich 
schneidende Gerade auf einander senkrecht waren, wenn sie die 
unendlich ferne Ebene in zwei Punkten treffen, die zu den Schnitt
punkten ihrer Verbindungslinie mit dem Kugelkreise harmonisch 
liegen (d. h. die conjugirte Pole in Bezug auf den K ugelkreis sind), 
so gilt allgemein der Satz: 

Zwei gerade Linien sind auf einander senkrecht, wenn ihre unend
lich fernen Punkte ein Poor conjugirter Pole -in Be$ug aUf den imagi
naren Kugelkreis bilden. 

*) Dasselbe Resultat ergibt sich, wenn man mittelst Gleichung (4), p. 143 
die Gleichung der Schnittlinie einer Ebene 'IJ mit der Flil.che darstellt und die 
Flache durch eine beliebige Kugel, die Ebene v durch die unendlich ferne 
Ebene cl'.etzt. 
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Eine gerade Linie steht auf einer Ebene senkrecht, wenn sie 
mit jeder Linie del' Ebene, die durch ihren Fusspunkt gelegt wird, 
einen Winkel von 90° einschliesst, und umgekehrt; also folgt: 

Bine gerade Linie bildet mit einer Ebene einen rechten ·Winkel, 
wenn die unendlich ferne Gerade der letzteren in Bezttg auf den imagi
niiren Kugelkreis die Polare des unendlich fernen Pun7ctes det' ersteren ist. 

Schliessen die Norrnalen zweier Ebenen einen rechten Winkel 
ein, so thun die Ebenen selbst dasselbe; also: 

Zwei Ebenen sind Ztt einander senkrecht, wenn ihre unendlich 
fernen Geraden ein Paar conjugirter Polaren in Bezug auf den imagi
niiren Kugelkreis bilden. 

Hieraus ist sofort klar, dass bei del' Kugel jeder Durchmesser 
auf del' conjugirten Diametralebene senkrecht steht; denn Ebene und 
Durchmesser hiessen conjugirt, wenn die unendlich ferne Gerade del' 
einen Polare des unendlich fernen Punktes del' anderen ist in Bezug 
auf den unendlich fernen Kegelschnitt del' betrachteten Flache zweiter 
Ordnung; und letzterer fallt ja bei del' Kugel mit dem imaginiiren 
Kugelkreise zusammen. Aber auch das wichtige Problem del' Haupt
axen erscheint nunmehr in neuem Lichte. Dasselbe bestand darin, ein 
Tripel von conjugirten Durchmessern zu suchen, welche zu einander 
rechtwinklig sind, deren unendlich ferne Punkte demnach ein Polar
dreieck in Bezug auf den imaginaren Kugelkreis bilden; nun hiessen 
aber drei Durchmesser einander conjugirt, wenn ihre nnendlich fern en 
Punkte ein Polardreieck in Bezug auf den unendlich fernen Kegel
schnitt del' vorgelegten FIache zweiter Ordnung bilden. Das Problem 
£ler Hauptaxen einer Fliiche zweiter Ordnung ist also zuruckgefiihrt 
auf £las in der ebenen Geometrie behandelte Problem*), das gemein
same Polardreieck zweier Kegelschnitte zu finden. 

Die cubische Gleichung, von welcher letztere Aufgabe abhangt, 
erscheint hier nul' in einfacherer Gestalt, weil del' Kugelkreis bei 
Benutzung rechtwinkliger Coordinaten schon auf ein Polardreieck 
bezogen vorliegt. Sei narnlich 

(4) f- all x2 + a22y2 + a33 z2 + 2a12 xy + 2a23 yz + 2aS1 zx = 0 
die Gleichung des unendlich fernen Kegelschnittes unserer FIache, und 
werde rp = x2 + y2 + Z2 gesetzt, so hat man die cubische Gleichung 

all - It a12 a13 

(5) Li(It) _ a21 a22 - It a23 =0 
aS1 aS2 ass - It 

*) Vgl. Bd. I, p. 123 if.; sowie uDten Abscbnitt XI. - Diese Auffassung des 
Hauptaxenproblems bebt PODcelet hervor (l'raite des pFoprietes projectives, 
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aufzulOsen, um die drei Linienpaare des BUschels f - l«p und damit 
die Ecken des gemeinsamen Polardreiecks zu bestimmen: in der 
That genau dieselbe Gleichung, welche oben fur das Hauptaxen
problem fundamental war. Fuhrt man ferner durch Drehung des 
Coordinatensystems um den Mittelpunkt die drei Hauptaxen als 
Coordinatenaxen ein, so macht man damit in der unendlich femen 
Ebene eine lineare Transformation 

(6) 
x = P/ X + fJt" y + fJ/" Z, 
'!I = Ps' X + Pt y + pz''' z, 
z = Ps' X + Ps" Y + Pa'" Z, 

vermoge deren das gemeinsame Polardreieck als neues Coordinaten
dreieck zu Grunde gelegt wird. Die Coefficienten in (6) bestimmen 
sich also durch die Formeln (18) auf Seite 133, Bd. I; es ist bier 
nUr B = 1 zu setzen, da B die Determinante von «p bezeichnete. 
Somit wird 

(7) 

wobei 
p.(l) = p.' = ()." _ l') (l'" _ l'), 

P. (2) = p." = (l'" _ l") (l' - A"), 

p.(S) = p.'" = (l' _ llll) (l" - l"'). 

Die Gleichungen (7) unterscheiden sich in der That nicht von 
den Gleichungen (8), p. 169, welche fruher die Cosinus der Richtungs
winkel der Hauptaxen liefertenj denn man hat z. B.: 

(l" _ l') (llll _ l') = (0(1- 1') (I-I") (I-I"'») = _ ( 0 £1(1) ) 
01 1=2' 01 l=l 

=L1u (l') + d 22 (J.') + dss(l'). 

Die Ausfiihrung dieser Transformation ist vollig unabhangig von 
der Lage des Anfangspunktes im Raume, denn sie ist ausschliess
lich in der unendlich feruen Ebene durchgefiihrt; sie hat also ihre 
Bedeutung nicht nur fur die Mittelpunktsflii.chen, sondern auch fUr 
die Paraboloide und Cylinder, was mit Obigem Ubereinstimmt (p. 175 
und p. 180); nur wird bei letzteren Flachen eine Wurzel der Glei
chung (5) gleich Null. 

Die Bestimmung des gemeinsamen Polardreiecks wurde nur 
unmoglich oder unbestimmt, wenn zwei Wurzeln der cubischen Glei-

Nr. 62,1 f.); ibm verdankt man iiberbaupt die EinfUhrung des imaginaren Kugel
kreises (ib. Nr. 619 if.). 
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chung zusammenfallen, d. h. wenn sich die beiden Kegelschnitte be
l'iihren. Da del' unendlich ferne Kugelkreis imaginal' ist, so kann 
eine solche Beruhrung hier auch nul' in einem imaginaren Punkte 
stattfinden; da ferner der unendlich ferne Kegelschnitt unserer FHiche 
entweder reell ist oder doch durch eine Gleichung mit reellen Coef
ficienten dargestellt wird, so muss in dem conjugirt imaginaren 
Punkte gleichzeitig Beriihrung eintreten. Del' Fall einer Beriihrung 
zweiter Ordnung an einer Stelle ist aus demselben Grunde auszu
schliessen, wie derjenige einer einzelnen BerUhrung. Es bleibt also 
nur die Moglichkeit einer Beriihrung an zwei getrennten Stell en; 
diesel' einzige Ausnahmefall muss die Rotationsfiachen liefern; und in 
del' 'l'hat ist fur ihn das gemeinsame Polal'dreieck nicht unmoglich 
sondel'll unbestimmt geworden: Eine Ecke, der Pol del' Berlihrungs
sehne, ist fest, die zweite Ecke kann auf diesel' Sehne willklirlich 
gewahlt werden, wodurch dann die dritte bestimmt ist. Die erste 
Ecke gibt den unendlich fernen Punkt del' Rotationsaxe; die Un
bestimmtheit del' zweiten Ecke entspricht del' willkurlichen Lage 
del' zweiten Hauptaxe bei den Rotationsfiachen. Jede Ebene, deren 
unendlich ferne Gerade mit del' Beriihrungssehne zusammenfaUt, 
steht senkrecht zur Rotatiousaxe (nach del' eben gegebenen De
finition, p. 184) und schneidet die Flache in einem Kegelschnitte, 
welcher durch die heiden auf dem Kugelkreise gelegenen Beriihrungs
punkte hindurchgeht, d. h. in einem Kreise. Nul' beim einschaligen 
(geradlinigen) Hyperboloid ist dieser Kreis stets ree11; bei den anderen 
Rotationsflachen kann er imaginal' sein, kann auch (wenn die FIache 
von del' Ebene beruhrt wird) in ein imaginares Linienpaar ausarten, 
dessen reeller Scheitel danu einen unendlich kleinen Parallelkreis 
reprasentirt. Eine Rotationsflache zweiter Ordmtng ist hiernach drt
durch chara7cterisirt, dass ihr ttnendlich ferner Kegelschnitt den imagi
naren Kugel7creis in zwei Pun7cten ber-iihrt. 

Man ersieht aus vorstehender Erorterung, dass man die Zahl 
del' verschiedenen Klassen von Flachen zweiter Ordnung noch um 
zwei vermehren miisste, wenn man auch FIachengleichungen mit 
imaginarell Coefficienten zulassen wollte; doch pfiegt man dies zu
nachst nicht zu thun, da solche Gleic:hungen nicht direct geometrisch 
verwendbar sind. 

Wendet man bei den Rotationsfiiichen wieder die Gleichungen (6) 
zur Transformation an, uud soIl die X -Axe zur Rotationsaxe werden, 
so sind {3/, {32', {3J' die Coordinaten der unendlich fel'llen Geraden 
der Y-Z-Ebelle, d. h. die Coordinaten der Beriihrungssehne, und man 
kann dieselben aus den auf Seite 139 des ersten Bandes gegebenen 
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Gleichungen entnehmen. 1st l' die einfache, l" die Doppelwurzel, 
so wird 
(8) a '2 Llll (1') a' a' Llu (1') a' a' d I3 (1') 

1"1 = (1" _ 1'),0 1"1 1"2 = (1" _ 1 ')2' 1"1 1"3 = (1" _ 1')2' 

Diese Werthe stimmen mit den in (lla), p. 170 auftretenden Coef
ficienten uberein, indem 

x· p.'= . 
• yx1 ' + x2 ' + X8 2 

In der That war Aik(A") = 0; also kann man setzen: 

All (l) = (a22 - A) (ass - l) - a2s2 = Bu - A (at2 + ass) + l2 

= (A - A") (A - 1-'), 
A I2 (l) = ~SaS1 - a2l (aS3 - l) = Bl2 + la12 = a l2 (A -- A"), 
A1s(A) = B is + AalS = a13(l - A"), 

worin Bik die Unterdeterminanten der Determinante A44 bezeicbnen. 
Es ist ferner 

l' + 2l" = au + a22 + ass, fL + l" = a22 + aS3 ' 
also 

AU(A') = (1' - An) (l' - fL) = (l' - l") (au - l"), 
und somit: 

a'a' °1" 
I"l1"S =1' ~1'" 

ubereinstimmend mit den frUheren Resultaten, da A" = 0, A' = (! zu 
setzen ist. 

Scbon das Beispiel der Rotationsflachen lasst in der eben be
sprochenen Weise erkennen, dass auf un serer Flacbe zweiten Grades 
eine jede Ebene einen Kreis ausschneidet, welche den unendlich 
fern en Kegelschnitt der Flliche und den imaginaren Kugelkreis in 
denselben beiden Punkten trifft, d. h. welche durch eine gemein
schaftliche Sehne beider Kegelschnitte hindurchgeht. Beriihren sich 
letztere nicht, so gibt es sechs solche Sehnen, die sich in drei Paare 
anordnen (vgl. Bd. I, p. 122 fr.). Es gibt also sechs Schaaren von 
Parallelebenen, welche eine Flache zweiten Grades, die nicht Rotations
f[ache ist, in Kreisen treffen. Insbesondere kann eines dieser Sehnen
paare mit dem Kegelschnitte f = 0 identisch sein; clann schneiden 
die zugehorigen Ebenen die Flache in je einer Schaar von Erzeugen
den; auf den Paraboloiden gibt es dakar nur noch vjer Schaaren von 
Kreisschnitten. 

Die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte f = 0 und rp = 0 sind 
einander paarweise conjugirt imaginar, da rp = 0 selbst eine imaginare 
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Curve darstellt. Nur eines del' drei Sehnenpaare ist daher reellj 
und attf dem Ellipsoide, den beiden Hyperboloiden und dem Kegel 
gibt es nur zwei Schaaren reeller Kreisschnitte, deren jede d1trch ein 
System von parallelen Ebenen bestimmt wird. Die beiden Sehnen jedes 
Paares treffen sich in einer Ecke des gemeinsamen Polardreiecks j 
also dttrch jede Hauptaxe gehen f&wei Kreisschnitte hindurch; abe,. nur 
fiir eine Axe sind dieselben reell; beim Kegel sind diese durch den 
Mittelpunkt gehenden Kreisschnitte natiirlich in imaginare Linien
paare ausgeartet. Dadurch ist eine A.xe vor den beiden iibrigen aus
gezeichnetj wir haben dieselbe bei den einzelnen Flachen zu be
stimmen. 

Es seien 
f- It' X 2 + it" Y2 + it'" Z2 = 0, 

rp X 2 + y2 + Z2 = 0 

die Gleichungen der beiden unendlich fernen Kegelschnittej dann 
handelt es sich urn die drei Sehnenpaare: 

(it" - it') Y2 + (it'" - it')Z2 = 0, 

(it'" - it") Z2 + (it' - it")X2 = 0, 

(.t' - it"')X2 + (it" - .t"') p = O. 

In allen Fallen sei a> b > Cj dann ist beim Ellipsoide 

it' = a-2, .t" = b-2 , it'" = c- 2 , 

also das mittlel'e Paar ree11. Fiir das einschalige Hyperboloid hat mall 

it' = a-2 , it" = b-2 , A'" = - (;-2, 

und das erste Paar ist ree11. Beim zweischaligen Hyperboloide sei 

it' = a-2, it" = - b-2 , it'" = - C- 2 j 

das mittlere Linienpaar ist reell. 
Beim Ellipsoide kann man also f&wei reeUe Kreisschnittebenen durclt 

die mittlere Hauptaxe legen, beim einschaligen Hype:rboloide durch die 
grosse Axe der Kehlellipse (vgl. p. 173), beim zweischaligen Hyperboloide 
dttrch diejenige Axe, welche senkrecht steht zu der flacheren der beiden 
Hyperbeln, die von zweien der Hauptschnitte bestimmt werden. 

Es ist noch hervorzuheben, dass bei letzterer Flache die beideu 
Kreisschnittebenen zwar ree11 sind, nicht abel' die betreffenden Kreise. 
Die dem Mittelpunkte zunachst liegenden Ebenen der beiden Parallel
schaaren treffen das Hyperboloid namlich nichtj je zwei Ebenen in 
jeder Schaar beriihren sodann die Flitche, und erst die weiterell 
Ebenen schneiden wirklich reelle Kreise aus. In der That, legt man 
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die Gleichung (19) p. 172 zu Grunde, so lassen sich die Gleichungen 
der beiden reeIlen Kreisschnittschaaren in der einen GIeichung 

(9) 

zusammenfassen, wo p einen variabeln Parameter bedeutet. Die Pole 
dieser Ebenen bilden die zur gemeinsamen unendlich femen Sehne 
conjugirte Polarej ihre Coordinaten sind 

_ ~ .. fa'l + b2 0 + ~ .. fbi _ c2 • pY "_pY' , 

die conjugirte Polare durchsetzt die Flache in den beiden Punkten, 
in welchen ein Kreis sich auf einen Punkt zusammenzieht (d. h. Be
riihrung einer Ebene stattfindet)j man findet fUr diese Schnittpunkte, 
die sogenannten "Kreispunkte" oder "NabeZpunkte" des einsChaZigm 
Hyperboloids, die Coordinaten: 

(10) , I a2 + b2 1 Ib 2 - c' 
X = + a V a2 + c2' Y = 0, Z = + c V a2 + COl' 

Eine ganz ahnliche Ueberlegung gilt fiir das reeIle Ellipsoid; 
Schaaren reeller Kreisschnitte sind: 

(11) Va 2
- b2 x+ ~ Z+ =0 a - c p, 

und die Coordinaten der NabeZpunkte des Ellipsoids: 

(12) -Vb' - COl Z=+c --,' - a2 _ c' 

die 

Hier Hefern die dem Mittelpunkte zunachst liegenden Ebenen des 
Biischels (11) reelle Kreise, die iiber die Nabelpnnkte hinaus ent
fernten dagegen trefl'en das Ellipsoid nicht. 

Auf dem einschaligen Hyperboloide (18), p. 172 werden die Kreis
schnitte durch die Ebenen 

1/~b2 '~+ 2 ~_ Y + r a- -r c- Z + p = 0 
b -- c 

(13) 

ausgeschnitten. Das einschaUge Hyperboloid besitzt keine reellC'lz Kreis
punkte; aIle Ebenen (13) treffen die Flache in reellen Kreisen*). 

*) Die KreisBchnitte auf dem Ellipsoide wurden von d' A I e m be r t gefunden 
(Opuscules matbematiques, t. VII, Paris 1780, p. 163), auf den anderen Flachen 
von Monge und Hachette (1802, Journal de l'ecole polytechnique, cah. 11, 
p. 161 if.), mit Hulfe des imaginaren Kugelkreises von Poncelet (Trait6 des 
proprietes projectives, Nr. 621). Die auf dem allgemeinen Kegel gelegenen 
Kreise fand schon Apollonius von Pergae (Conica 1,5). - Die beidenSchaaren 
von Kreisschnitten kann man sehr gut zur Anschauung bringen, indem man 
eine Anzahl von Kreisen jader Schaal' aus Carton ausschneidet und dann in ge-
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Dass beim reellen Kegel (sehiefen Kreiskegel) ebenfalls zwel 
reelle Kreissehnittsehaaren existiren, ist unmittelbar deutlich; die 
Nabelpunkte fallen in die Spitze zusammen. 

Etwas anders gestalten sieh diese Ueberlegungen bei den Para
boloiden. 1st das unendlieh ferne Linienpaar imaginar, so erlauben 
seine Sehnittpunkte mit dem imaginaren Kugelkreise noeh zwei reelle 
Verbindungslinien. Das elliptische Paraboloid besitzt daher zwei reelle 
Kreisschnittschaaren; gleiches gilt fur den elliptischen Cylinder. Geht 
man von der Gleichung (5), p. 175 aus, so sind die Gleichungen der 
drei Linienpaare, urn die es sieh handelt, 

(/}7'2 + (I" Z2 = 0, 

• (I" X 2 + ((I" - (I') P = 0, 
(I'X2 + ((I' - ~/')Z2 = O. 

Eines dieser Paare ist reell beirn elliptischen Paraboloide; die be
treffenden Kreissehaaren werden gegeben dureh 

(14) 

wenn etwa (1" > (1'; es ergeben sieh zwei Nabelpunkte mit den COO1'

dinaten: 

(15) 

1st das unendlieh ferne Linienpaar der Flaehe reell, so ist es 
mit dem ersten der drei angegebenen Paare identisch: aut dem hyper
bolischen Paraboloide und dem hyberbolischen Oylinder gibt es daher keine 
reellen Kreisschnitte und Nabelpunkte. 

Wird schliesslich die unendlich ferne Ebene von der FHiehe langs 
einer geraden Linie beriihrt, so fallen zwei Sehnenpaare in diese 
eine Doppe1linie zusammen, das dritte wird zu einem Paare imaginarer 
Tangenten des Kugelkreises; die durch sie bestimmten Ebenen liefern 
nicht Kreise, sondern imaginare Parabeln; auf dem parabolischen 
Oylinder gibt es folglich wedel" reelie nock imaginare Kreisschnitte. 

wisser Weise mittels gemachter Einschnitte in einander steckt; man stellt sich 
so ein Modell der Flache direct aus ihren Kreisschnitten her; durch Ausgiessen 
mit Gyps kann man dann weiter !lU festen Gypsmodellen gelangen; beim hyper
bolischen Paraboloide treten gerade Linien an Stelle der Kreise, man kann daher 
auch die zugehorigen Schaaren von parallelen Ebenen in analoger Weise be
nutzen; bei Rotationsflachen ist das Verfahren nicht anwendbar. Dasselbe ist 
angegeben von O. Henrici, on the construction of cardboard models of surfaces 
of the second order, professorial Dissertations for 1871-1872, University College, 
London. In dieser Weise (nach Angaben von A. Brill) bergestellte Cartonmodelle 
sind von der Verlagshandlung von L. Brill in Darmstadt zu beziehen. 



Die Flachen zweiter Ordnnng und zweiter Klasse. 191 

Ganz dasselbe Zusammenfallen von zwei Sehnenpaaren tritt auch 
bei den Rotationsfliichen ein, wie nach dem Obigen sofort klar ist; 
auf denselben gibt es also ausser den Parallelkreisen weder reelle nOM 
imaginiire Kreisschnitte. 

Die hier gegebene Behandlung metrischm· Relationen mit Hulfe 
des imaginaren Kugelkreises wird die Brauchbarkeit tler Methode, 
insbesondere der Interpretation des rechten Winkels durch harmo
nische Theilung, hinreichend klar gelegt haben. Man kann aber 
weiter gehen und ahnliche Betrachtungen fur beliebige Winkelrela
tionen anstellen. 

Es war namlich der Winkel zweier Ebenen u, v, w und u', v', w' 
uu' + vv' + ww' H 

qJ = arccos = arccos--
Vu 2 + V' + w' YU'2 + v'a + W'2 YGL 

i H -VH" - GL = -100" , 
2 ~H+YH2-GL 

(16) 

wo i = y- 1 und 

H = uu' + vv' + ww' , G = u2 + v2 + w2 , L = U'2 + v'~ + W'2 • 

Nun ist fruher (p. 134) das Doppelverhaltniss zweier beliebigen Punkte 
x, y und der beiden Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie mit einer 
Flache zweiter Ordnung berechnet. N ach dem Principe der Dualitat 
bleibt dieselbe Formel gultig fur das DoppelverhaItniss zweier Ebenen 
v, w und der beiden Ebenen ihres Buschels, welche eine gegebene 
Flache zweiter Klasse 

(17) 2J2JAikUiUk = 0 
beruhren; dasselbe ist also (vgl. unten p. 196): 

(18) 

wenn 
G = 2J2JAikViV/:, L = 2J2JAikWiWk, 

H = 2JEAikViWk. 

Die fruhere Formel fiir das Doppelverhaltniss wird nicht gestort, 
wenn die Flache insbesondere ein Kegel ist; so bleibt auch (18) 
gultig, wenn die Flache zweiter Klasse (17) in einen Kegelschnitt 
ausartet (vgl. p. 23ff.). Geht man nun von homogenen Coordinaten 
zu rechtwinkligen fiber, und nimmt die GIeichung des Kegelschnittes 

in der Form (2) an, so wird qJ = ~ log fX. 

Der Winkel zweier Ebenen ist also gleich i mal dem natiMichen 
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Logarithmus des Doppelverhiiltnisses, welches durch sie und durch die
jenigen Itwei Tangentenebenen des imaginiiren Kugelkreises bestimmt Wi1'd, 
die durch die Schnittlinie der gegebenen Ebenen hindurchgehen *). 

Dieses Doppelverhaltniss ist dassel be , welches in der unendlich 
fern en Ebene bestimmt wird durch die beiden unendlich fernen Ge
raden unserer Ebene und die beiden Tangenten, welche der imaginare 
Kugelkreis durch den Schnittpunkt beider Geraden hindurchschickt; 
man kann also in der That jede Ebene parallel zu sich verschieben, 
ohne den Winkel zu andern. Dasselbe DoppelverhaItniss wird auch 
durch die Schnittpunkte gedachter vier Geraden mit der Beriihrungs
sehne der beiden Tangenten (Polare des unendlich fernen Punktes 
der Axe beider Ebenen) bestimmt, also auch durch die Verbindungs
linien dieser vier Punkte (von denen ja zwei auf dem Kugelkreise 
liegen) mit einem beliebigen Punkte des Raumes, z. B. mit einem 
Punkte der Axe; die Ebene der letzteren vier Linien steht aber senk
recht zur Axe der Ebenen und zwei von ihnen liegen in diesen Ebenen; 
also ist der Winkel zweier Ebenen auch gleich dem Winkel ihrer beiden 
Schnittlinien mit einer zu beiden senkrechten Ebene, wie aus den Ele
menten bekannt ist. 

Der Sinus des Winkels 1fJ einer Ebene und einer Geraden ist 
gleich dem Cosinus des Winkels der Ebene gegen eine zur Geraden 
senkrechte Ebene; letzterer wird in genanllter Weise gemessen durch 
das Doppelverhaltniss der unendlich fernen Geraden der gegebenen 
Ebene, der Polaren des unendlich fernen Punktes der gegebenen Ge
raden und der beiden von ihrem Schnittpunkte ausgehenden Tangenten 
an den Kugelkreis; und dies Doppelverhaltniss ist dasselbe wie das der 
Pole beider unendlich fernen Geraden in Bezug auf den Kugelkreis 
und der Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie mit diesem Kreise. 
Sind nun xo, Yo, Ito und Xl' Yu Itl zwei Punkte der gegebenen Linie, 
so hat ein beliebiger Punkt derselben die Coordinaten 

Xl + A.Xo 'Yl + A.Yo ;>1 + A.zo • 
1+1' 1+r-' 1+A.' 

die Ooordinaten des unendlich fernen Punktes (,t = - 1) verhalten s1'ch 
also wie Xl - Xo : Yl - Yo : Itl - Ito, d. h. wie die PlUck.er'schen Linien
coordinaten p, q, r der Geraden (p. 43). Somit ist in Ueberein
stimmung mit (31), p. 13: 

(19) 

wo 

*) Nach L agu erre, vgl. Bd. I, p. 148. 
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Q = up + vq + wr, P = u2 + v2 + w2, R = p2 + q2 + r2 ; 

denn der Pol der unendlich fernen Geraden der Ebene u, v, w in 
Bezug: auf den Kugelkreis hat eben wieder die Coordinaten u, v, w. 

Der Winkel zweier Geraden ist derselbe, wie der zweier zu ihnen 
bez. parallel gezogenen und sich schneidenden Linien (p. 7), hangt also 
nur von den unendlich fernen Punkten der Geraden ab; er ist zu 
mess en durch das Doppelverhii.ltniss, welches durch sie und die 
Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie mit dem Kugelkreise bestimmt 
wird, also gleich 

(20) 

wenn p, q, r, 'It, ", f! und p', q', r', 'It', ,,', ,!, die Pliicker'schen 
Liniencoordinaten der beiden Geraden sind, und wenn: 

Q=pp'+qq'+rr', R=p2+ q2+ r2, P=p'2+ q'2+ r'2. 

1m V orstehenden haben wir diejenigen FaIle eingehend besprochen, 
in denen der Kegelschnitt (4) eine solche specielle Lage gegen den 
imaginaren Kugelkreis (3) einnimmt, dass dadurch die Transformation 
auf die Hauptaxen unbestimmt wird. 1m Sinne der Invariantentheorie 
ist aber ebensowohl jeder Fall in Betracht zu ziehen, in dem zwischen 
den simultanen Invarianten der beiden unendlich fernen Kegelschnitte 
eine besondere Relation stattfindet. Diese simultanen Invarianten 
sind die Coefficienten der Potenzen von 1 in dem durch (5) gegebenen 
~usdrucke ~(1); sei also: 

(21) ~().) = 6 0 + 3161 + 3126 2 + 136s, 
so ist*): 

6 0 = Au, - 361 = all a22 - a122 + a22 a33 - a232 + a3S aU - a3,s, 
6 3 = - 1, 362 = all + ass + aS3 ' 

~us ihnen bildet man zwei absolute Invarianten: 
.6. 2 .6. 2 

A - 1 A- 2 
1 - .6. .6.' 2 - .6. .6. • o 2 1 8 

(22) 

Durch diese absoluten Invarianten sind dann die Langen der Haupt
axen bis auf einen gemeinsamen Factor bestimmt; nach den invarianten
theoretischen Entwicklungen kann man sich dies etwa in folgender 
Weise vermittelt denken (Bd. I, p. 302). Es seien r', r", r'" die 
Wurzeln del' GIeichnng 

*) V gl. hier und im Folgenden Bd. I. p. 291 ff. Die Invarianten .6.0 , .6.1 • 

.6.1 , .6.3 mussen mit 6 multiplicirt werden, um die dort benutzten Invarianten 
Am. AU2 , A122 , AU2 zu geben. 

C I e b s c h, Vorlesungen. II, 1. 13 
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1'3 + 3 (1 + 3 Al A2) 1'2 + 136 [1 - 3 Al A2 (1 - 9 Al - 9 A2) ] r 

- 614 (1 - 9 Al A2) = 0 ; 

dann findet man aus den Gleichungen 

1" = (a: + ~)2 , 
a -1 

" (IX" + 1)2 l' = -,,-- , IX -1 
If' _ (~" + 1)2 r - a'" - 1 

die drei Doppelverhaltnisse a', a", a'" der drei Punktquadrupel, 
welche von den beiden Kegelschnitten auf den drei Seiten des ge
meinsamen Polardreiecks ausgeschnitten werden. Durch diese Doppel
verhaltnisse werden aber die Winkel der drei Linienpaare gem essen, 
in denen der Asymptotenkegel unserer Flache (clessen Spitze im 
Mittelpunkte liegt und der auf dem unendlich femen Kegelschnitte 
der Flache steht) die drei Hauptdiametralschnitte derselben durch
setzt. Diese drei Winkel sind also 

, iI' " i I " "1 i 1 '" cp ="2 og r, cp = 2" og 1', cp ="2 og r . 
So werden diese Winkel einmal durch die absoluten Invarianten be
stimmt, das andere Mal durch die Wurzeln von d()') = 0, d. h. 
durch die Langen der Hauptaxeu; denn es war auch: 

, (A." + A."')2 " (A.'" + A.')2 _ (A.' + A.")2 
I' = 4A" A'" , l' = 4],,'" A' , r'" - --4 A' A"-' 

Verschwindet insbesondere die Invariante 6.2 , so kann man dem 
Kegelschnitte (4) unendlich viele Dreiecke einschreiben, welche Polar
dreiecke in Bezug auf den imaginaren Kugelkreis sind. Es ist dahcr 
6.2 = 0 die Bedingung dafiir, dass man auf dem Asymptotenkcgel un
endUck viele Tripel von einander rechtwinklig schneidcnden Geradcll 
bestimmen kann; gleichzeitig giht es dann in jedem Systeme von 
Erzeugenden der Flache unendlich viele Tripel von zu einander 
rechtwinkligen Geraden. 

Verschwindet die Invariante D.I, so kann man der Curve (4) 
unendlich viele Dreiecke umschreiben, welche Polardreiecke in Bezug 
auf (3) sind. D.I = 0 ist folglich die Bedingtmg dafiir, dass man an 
die gegebene Fliiche unendlich viele Tripel von zu einander scnkrccktcn 
Asymptotenebenen legen kann*). Das Hyperboloid heisst in diesem 
Falle gleichseitig. 

Die Bedingungen 6.1 = 0, 6.2 = 0 konnen bei Gleichungen mit 

*) VgI. Pliicker, System der Geometrie des Raumes p. 156 (Dusseldorf 
1846), sowie fiir diesen und den vorhergehenden Satz: Salmon, Geometry of 
three dimensions, art. 201 (Dublin 1865); art. 211 in Bd. 1 der deutschen Be
arbeitllng von Fiedler (Leipzig 1874); vgl. auch H. Vogt, Crelle's Journal, Dd. 8G. 
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reellen Coefficienten nie gleichzeitig erfullt sein, da sonst ),: + ).." 
+ )..'" = 0 und )..'2 + A"2 + ).."'2 = 0 folgen wurde. 

Eine andere bemerkenswerthe Besonderheit entsteht, wenn der 
Pol einer der gemeinsamen Sehnen in Bezug auf den imaginaren 
Kugelkreis selbst dem unendlich fernen Kegelschnitte (4) unserer 
Fliiche angehOrt. Die Gleichung einer solchen Sehne ist 

y;:=-).." X + V).." - )..'" Z = 0, 
die homogenen Coordinaten ihres Poles in _ Bezug auf (3) sind 

JI A.' - A.", 0, JI A." - A"'; soll der Pol auf f = 0 Iiegen, so folgt 

)..' ()..' - )..") + A'" (A" - A"') -()..' - ).."') ()..' - A" + ).."') = O. 

SoIl diese Bedingung rational in den Coefficienten ausgedruckt werden, 
so muss man das Product aller analogen Ausdriicke gleich Null setzen, 
um eine symmetrische Function zu erhalten; also: 

C)..' - X' + ).."') ()..' - t' - )..''') (t + X' - ).."') = (t + ).." + ).."')3 
- 4(X + ).." + t") (t X' + )..")..'" + )..'" )..') + 8),,' t' )..1", 

oder: 
(23) 33 6 13 - 22.32616260+ 23 .63 6 02 = O. 

Wenn aber der Pol auf f = 0 Jiegt, so stehen die durch unsere 
Sehne zu legenden Kreisschnitte (vgl. p. 187) auf allen Linien senk
recht, die ihren unendlich fernen Punkt in dem Pole haben; folglich: 

}Venn die Bedingung (23) erfiillt ist, so gibt es auf der Fliiche 
zwei Erzeugende, die zu einer der seeks Kreissehnittsehaaren senkreeht 
stehen. 

Bei dem geradlinigen Hyperboloide kann dies fur eine reelle 
Erzeugende und ein reelles Kreisschnittsystem vorkommen, namlich, 
wenn in (18), p. 172: 

1 1 1 
u}-bZ+C:'=O. 

Das einschalige Hyperboloid heisst dann orthogonal*). Etwas ahn-

*) Nach S ch r lit er: Crelle's Jonrnal Bd. 85, 1878. Dasselbe Hyperboloid wird 
erzeugt von einem Pnnkte, dessen A.bstande von zwei festen sich nicht schnei
denden Geraden in constantem Verhli.ltnisse stehen, wie C has 1 e s gezeigt hat, 
Lionville's Journal, t. 1, 1836. Das orthogonaJe Hyperboloid wird auch erzeugt 
von einer Geraden, welche sich so bewegt, dass man durch sie immer zwei zu 
einander rechtwinklige Ebenen legen kann, die bez. durch zwei feste Gerade 
hindurchgehenj vgl. Steiner, Crelle's Journal Bd. 2, p. 292 (1827j gesammelte 
Werke, Bd: 1, p. 162). Synthetisch ist die Flache von Schonfliess (SchlO
milch's Zeitschrift, Bd. 23 und 24) behandelt, von Schroter a. a. O. und von 
Fiedler (Darstellende Geometrie Bd. 2, p. 287 f.). Das "gleichseitige" hyper
bolische Paraboloid betrachtet Steiner in den "Systematischen Entwicklungen" 
(Ges. WerkE', Bd. 1, p. 380 if.). 

13* 
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liches kann llatiirlich beim hyperbolischen Paraboloide reell eintreten; 
wenn niimlich der Pol der einen unendlich fernen Geraden desselben 
in Bezug auf den Kugelkreis auf der anderen liegt; dann sind beide 
Gerade conjugirte Polaren, die durch sie gehenden Ebenen daher 
senkrecht auf einander: jede Er$eugende der einen Art steht senkrecht 
$U jeder Er$eugenden der anderen Art. 

VIII. Dualistisches. 

Gemass dem Principe der Dualitat hatten Wlr ebensowohl von 
einer Gleichung zweiter Klasse 

(1) E£AikUiUk = ° oder symbolisch (£AiUiY = ° 
ausgehen konnen, wie von einer solchen zweiter Ordnung; denn wir 
wissen, dass eine Fliiche zweiter Ordnung (Kegel und Ebenenpaar 
ausgenommen) auch von der zweiten Klasse ist (p. 39f. und 137f.). 
Die Discussion dieser Gleichung hiitte uns ebenfalls aIle Eigenschaften 
der Flachen zweiten Grades liefern miissen, nur in anderer Reihen
folge und Gruppirung. 

Statt die Schnittpunkte einer geraden Linie mit der Flache zu 
suchen (vgl. p. 133), wiirden wir als erste Aufgabe die Bestirnmung 
der beiden dtlrch eine gegcbene Gerade zu legenden Tangentialebenen zu 
behandeln haben. 

Es sei die gegebene Gerade durch die Ebenen v und W bestimmt; 
wir setzen 

G = .EEAikVjVk = (EAiVi)2, 

L = .E£AikWiWk = (EAiWi)2, 

H= EEAikViWk = EAiViEAkUJk; 

die Coordinaten der beiden gesuchten Ebenen sind daher 

(2) (lU; = Vi + {LWi, 

wenn {L durch die Gleichung 

(3) {L2 L + 2 {LH + G = ° 
bestimmt wird. Wie muss nun die Ebene W liegen, damit sie mit 
einer gegebenen Ebene v einerseits ttnd den beiden Ebmen (2) ander-e1'
seits ein bestimmtes Doppelverhiiltniss IX bilde? 

Es ergibt sieh, ganz wie friiher, die Gleiehung (vgl. p. 134) 

(4) (IX + l)2GL - 4IXH2 = 0, 

eme Flaehe zweiter Klasse, die von den betreffenden Ebenen W UUl

hiiIlt wird. Dieselbe artet in einen doppeIt zahlenden Punkt, H2 = 0, 
den Pol der Ebene v, aus, wenn ex = - 1, d. h. wenn das Doppel-
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verhaltniss harmonisch ist. Die Ooordinaten des Poles von v sind 
die Ooefficienten der Gleichung H = 0, d. h. 

(5) I1Yi = AilVI + Ai2V2 + AisVa + .A;4V4. 

Fur a = + 1 ergibt sich die Gesammtheit der Ebenen w, deren 
Schnittlinien mit v Tangenten der Flache sind (p.143), d. i. die Gleichung 
der Schnittcurve unserer Flache (1) mit der Ebene v in Ebenencoor-
clinaten w, niimlich: 

GL-H2=Oj 

diese Ourve entspricht dualistisch dem in Gleichung (10), p. 135 auf
gestelIten Tangentenkegel. Man erkennt auch hier leicht, dass sich 
aIle Flachen des Systems (1) indieser ebenen Ourve zweiter Ord
nung beruhren. Das System istalso mit dem friiher betrachteten 

(a + l)2PR - 4aQ2 = 0 

vollkommen identisch, eine Identitat, welche man in derselben Weise 
eingehender nachweisen kann, wie dies bei der analogen Aufgabe 
der ebenen Geometrie geschah (Bd. I, p. 116 if.). 

An die Gleichung H = 0 Hi-sst sich wiederum die Polarentheorie 
ankniipfen, fuhrt aber nicht zu neuen Resultaten. Hervorgekoben sei 
nur die aus (5) abztdeitende Gleickttng der Flacke (1) in Pttnkteoordi
naten y, als Bedingung der vereinigten Lage von Ebene v und 
Pol y, namlich: 
(6) ~~AikYiYk = 0, 
wenn Aik die ersten Unterdeterminanten der aus den Aik zu bilden
den Determinante A bedeuten. Dieselbe Gleichung kann in der Form 

I All Au Ala A14 YI 

\ ~: 
A22 A2S A24 Y2 

(6a) AS2 Ass AS4 Ys =0 

I A41 A42 A43 A44 Y4 

YI Y2 Ys Y4 0 

geschrieben werden. Auch die Gleichung unserer Fliiclw in Linien-
coordinaten Hisst sjch leicht aufstellen. Sind x, y zwei Punkte einer 
'l'angente del' Flii.che, so hat man: 

Au A12 AIS A14 X I Yl 
A21 A22 A 2s A24 x 2 Y2 

(7) .ASI AS2 Ass AS4 Xs Ys =0, 
A41 A42 A4S A44 X4 Y4 

Xl X2 Xs X4 0 0 

YI Y2 Ys Y4 0 0 
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worin nach der Ausrechnung XiYk - XkYi = Pik zu setzen ist. Die
selbe Gleichung Hisst sich auch in der Form 

(7a) EB(AhiAlk - A"kAli)qhlqik = ° 
i,k "il 

schreiben, oder sJmbolisch: 
(7b) (ABxy)2 = 0, 

wenn u} = ttB2 = EBAik1ti Uk , analog zu (3) bez. (3)* auf p. 142. 

Von besonderem Interesse ist es, anzunehmen, dass die Coeffi
cienten Aik in (1) bereits als Unterdeterminanten aus anderen aik 
gegeben seien, so dass (1) als die Ebenencoordinaten-Gleichung einer 
FHiche zweiter Ordnung B2JaikYiYk = ° betrachtet wird. Alsdann 
namlich kehrt man mitteJst (6) oder (6a) zu dieser urspriinglichen 
Punktcoordinaten-Gleichung zurUck; denn nach den Satzen i:iber ad
jungirte Determinanten hat man 
(8) Aik = A2 . aib 

Die Gleichung (7a) femer ist dann von del' Gleichung (3) p. 142 
nicht wesentlich verschieden, denn es ist: 

(D) 
und q"l ist proportional zu Pik. 

Etwas wesentlich Neues tritt uns entgegen bei der Annahme, 
dass die Determinante A der Aik gleich Null sei; denn dann artet 
unsere FIache zweiter Klasse in einen ebenen Kegelschnitt aus, wie 
er dem Kegel dualistisch entspricht (p. 23 ff.); und ein solcher kann 
nicht in Punktcoordinaten dargestellt werden, reprasentirt also eine 
Klasse von FIachen, die durch un sere bisherige Betrachtungsweise 
ganzlich ausgeschlossen war. Wir stellen die Eigenschaften der so 
gegebenen ebenen Curve kurz denen des Kegels gegeniiber; fur die 
geometrischen Beziehungen der Polarentheorie geschah dies schon 
friiher (p. 149); wir beschranken uns daher auf die algebraische Be
handlung. 

Die Gleichung in Punktcoordinaten stellt die doppelt genommene 
Ebene OJ des Kegelschnittes dar, indem: 

(10) QWiWk = Aik, Q(EWiYiY = BEAikYiYk. 

Die Gleichung (7a) behalt ihre volle Bedeutung; sie wird von 
allen geraden Linien befriedigt, welche den eben en Kegelschnitt treffen 
(vgl. das Beispiel auf p. 183). Aus dieser Liniencoordinatengleichung 
findet man insbesondere die Gleichung des von einem Punkte z aus
gehenden Kegels, welcher auf unserem Kegelschnitte steht: man 
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braucht nur qht gleich XiZk - ZiXk zu setzen. Die Gleichung emes 
solchen Kegels ist also: 

(11) .E.E(A/iiAlk - Al<kAu) (XiZk - XkZl)(X,.Z,- X,$h) = 0, 
oder: 
(11 a) (ABxz)2 = O. 

Man kann sich die A ufgabs stellen, die Schnittpunkte dieses 
Kegels mit einem durch zwei Ebenen v, W bestimmten Strahle zu 
find en. Die Gleichung der Schnittpunkte des Strahles mit einer be
liebigen Flache a~2 = 0 in Ebenencoordinaten 1£ ist offenbar 

(avwu)2 = O. 
In (lla) sind also nur die Xi durch die dreireihigen Unterdetermi
nanten der Grossen Ui, Vi, Wi zu ersetzen. Dies gibt nach bekannten 
Determinantensatzen 

ttB 'It \2 
• 

VB V • =0, 

wB W 
:> 

odel' 
(uAVgW" + ttBwAV" + tt.VAWB - ttAV.WB - 1tB 'VA wz - tt.VBWA)2 = O. 

Um von den symbolischen zu den wirklichen Ausdriicken zuriickzu
kehren, hat man das Quadrat auszufiihren und zu beachten, dass 

tt} = UB2 = EEAikUiMk , ttAV A = MBVB = .EEAikU'iVk· 

Wir setzen noch zur Abkiirzung 

Quu = EEAikUiUk, Qu. = E.EAikUiVk, 

und nnden die Gleichung der Schnittpunkte des Kegels (11) mit dem 
Strahle v-w in der Form 
(12) QuuQ •• W.2 + Q uu Q wwV.2 + Q •• QwwU.2 + 2Qu.Quwvzw. 

+ 2Q.uQ.wu.w. + 2QwuQw.u.v. = 0, 
indem sieh aUe anderen Glieder bei der Ausrechnung herausheben. 
Diese Gleichung stellt einen in ein Punktepaar zerfallenden Kegel
SChllitt dar; die einzelnen Punkte des Paares sind nach der sogleich 
zu erwahnenden Methode zu bestimmen. 

Besonders bemerkenswel'th ist der Fall, wo die Ebene W mit der 
Ebene unseres Kegelschnittes (d. h. mit Ii)) zusammeniallt, wo es sich 
also urn die Schnittpunkte eines in diesel' Ebene gelegenen Strahles 
mit der Curve handelt. Dann Hi.ast aich von der linken Seite der 
Gleichung (12) em Factor w.2 absondern, und die Gleichung reducirt 
sich auf 
(13) QuuQ.o - Qu/ = o. 
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Die betreffende Rechnung liisst sich am besten symbolisch machen; 
wir iibergehen dieselbe hier, und begniigen uns daran zu erinnern, 
dass ja G L - R2 = 0 in Veriinderlicher v die Gleichung des Kegel
schnittes war, in dem eine FHiche zweiter Klasse von der Ebene w 
geschnitten wird (p. 197), und dass in (13) ebendieselbe Gleichung 
in anderer Bezeichnungsweise vorliegt, dass endlich dieser Kegel
schnitt im Falle A = 0 sich in das von uns betrachtete Punktepaar 
zerspaltet. Es ist also in der That (13), falls A = 0, die Gleichung 
der beiden Punkte, in denen der dargestellte Kegelschnitt eine Ebene v 
dztrchstosst. 

Die letzte Aufgabe hat uns schon zu derjenigen weiteren Aus
artung einer Fliiche zweiter Klasse gefiihrt, welche auf tritt, wenn 
nicht nur die Determinante A gleich Null ist, sondern schon alle 
ersten Unterdeterminanten Aik derselben verschwinden. Wie ein Kegel 
in ein Ebenenpaar zerfallt, wird sich unser Kegelschnitt in ein 
Pztnktepaar auflosen. Die Punktcoordinaten-Gleichung ist jetzt identisch 
befriedigt; die linke Seite der Liniencoordinaten-Gleichung wird ein 
vollstiindiges Quadrat und stellt die doppelt zahlende Verbindungs
linie beider Punkte dar. 

Verschwinden dagegen schon aUe zweireihigen Unterdeterminanten 
von A, so hat man es mit einem doppelt zu denkenden Punkte zu 
thun; auch die Liniencoordinatengleichung ist hier -identisch erfiillt. 

Sehen wir also von den Beziehungen zur unendlich fernen Ebene 
ab, so konnen wir schliesslich folgende Uebersicht iiber die ver
schiedenen FIachen aufstellen. 

I. FIachen zweiter Ordnung und zweiter Klasse: 

1) A ~ 0, A ~ 0; 9 Constante. 

II. Fliichen zweiter Ordnung; III. FIachen zweiter Klasse; 

2) Kegel, A = 0, 2) Kegelschnitt, A = 0, 
8 Constante. 8 Constante. 

3) Ebenenpaar, Aik = 0, 
6 Constante. 

4) Doppelebene, Aik,lm = 0, 
3 Constante. 

3) Punktepaar, Aik = 0, 
6 Con stante. 

4) Doppelpunkt, Aik , lin = 0, 
3 Constante. 

Wir haben in dieser Tabelle jeder Fliiche die Anzahl der fUr 
sie willkiirlich wiihlbaren Oonstanten beigefiigt; es ist auffiillig, dass 
Flitchen mit sieben, funf oder vier Constanten nicht vorkommen, 
wahrend doch aIle Fliichen aus einander durch stetige Variation der 
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Constanten entstehen mussen. Dies wird dadnrch verstandlich, dass 
in einem vorliegenden Systeme von Flachen, in welchem unsere Aus
artungen auftreten, geometrisch jede Flache sowohl als Punkt- wie 
als Ebenengebilde vOi.'zustellen ist. Wenn nun eine Flache ausartet, 
so werden ihre Tangentialebenen in der Grenze gleichzeitig eine 
gewisse ausgeartete Gruppirung zeigen, die allerdings der Betrachtung 
verloren gehen muss, wenn man nur eine Art von Coordinaten ins 
Auge fasst, wahrend geometrisch die ausgeartete Flache vollstandig 
nur durch einheitliche Zusammenfassung der Grenzgebilde fur Punkte 
und Ebenen angeschaut wird. Demgemass konnen wir unserer Tabelle 
geometrisch noch folgende weitere Flachenausartungen anreihen *): 

5) Ebenenpaar mit einem auf seiner Axe liegenden Punktepaare, 
ein zu sich selbst dualistisches Gebildej 8 Constante. 

6) Ebenenpaal' mit einem auf seiner Axe liegenden Doppel
punkte **), bez. Punktepaar mit einer durch seinen Trager 
gehenden Doppelebene j 7 Constante. 

7) Doppelebene mit einem in ihr liegenden Doppelpunkte und 
einer durch diesen gehenden, ebenfalls der Ebene angehoren
den Doppelliniej zu sich selbst dualistischj 6 Constante. 

8) Doppelebene und Doppelpunkt in vereinigter Lagej 5 Con stante. 

9) Doppelebene (bez. Doppelpunkt) und Doppellinie in vereinigter 
Lage; 5 Constante. 

10) Doppelebene und in ihr liegender Doppelpunkt, dessen Lage 
nicht vollig bestimmt ist, welcher vielmehr in jedem Punkte 
einer bestimmten Geraden gedacht werden kann Cbez. Doppel
punkt mit nicht vollig bestimmter, durch ihn gehender 
Doppelebene)j 4 Con stante. 

Die oben erwiihnte doppelte analytische Darstellung ein und 
desselben Systems von zwei FIachen zweiten Grades in den Glei
chungen 

(a + 1)2 P R - 4a Q2 = 0 und C a + 1)2 G L - 4 a H2 = 0 

*) V gl. Sch u bert, Kalkiil der abzahlenden Geometrie, Leipzig 1879, p. 102, 
sowie besonders verschiedene Arbeiten von Zeuthen und Halphen fiber ent
sl'rechende Verhaltnisse in der Ebenej vgl. Bd. I, p. 390 if. - Betrachtungen 
anderer Art fiber das Zahlen der Constanten bei FHi.chen zweiten Grades findet 
man in der Note zu p. 332 von Pliicker's System der Geometrie des Raumes. 

IlOIlO) Bei dieser Ausartung sind auch die beiden Schaaren von Erzeugenden 
der Flache einzeln erhalten gebliebenj ala solche sind die beiden ebenen Strahl
biischel anzusehen, welche in dem Doppelpunkte ihren gemeinsamen Scheitel 
haben, und von den en einer in jeder Ebene des Paares liegt. 
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kann hier zeigen*), wie gewisse Ausartungen bei einseitiger Auf
fassung nieht zur Geltung kommen, wenn aueh dieses System noeh 
keinen der zuletzt erwahnten FaIle umfasst. 

Brauchbarer ist hier das schon friiher betrachtete System (Glei
chung (8), p. 147) 

AX1X 4 + !LX2 X 3 = 0; 
die Ebenencoordinatengleichung desselben Iautet: 

!LULU! + Au2 ug = O. 
Die Flache !L = 0 zerfalIt als Punktgebilde in die Ebenen Xl = 0, 
X4 = 0; dieselbe FIaehe aber als Ebenensystem in die Punkte U2 = 0, 
1/3 = 0, welche auf del' Axe jenes Ebenenpaares liegen; wir haben 
hier also die unter 5) erwiihnte Ausartung. 

Die Eintheilung der FHiehen zweiter Klasse naeh der Realitat 
ihrer Erzeugenden und nach ihren Beziehungen zur unendlich fern en 
Ebene kann nicht zu etwas Neuem fiihren, in so weit sie mit den 
FHichen zweiter Ordnung identisch sind; wir werden iiberdies auf 
die entsprechenden Tl'ansformationen spater in anderem Zusammen
hange eingehen mUssen **). Rier bleibt uns also wiederum nur der 
Fall A = ° zu behandeln, und es kommt clarauf an, zu entscheiden, 
ob unser Kegelschnitt eine Ellipse, Ryperbel odeI' Parabel sei, d. h. 
ob der durch (1) gegebene Kegelschnitt die unendlieh ferne Ebene 
in zwei imaginaren, reellen oder zusammenfallenden Punkten schneide. 
Wir bedienen uns naturgemass wieder rechtwinkliger Coordinaten 
tt, v, W, so dass (1) zu ersetzen ist durch 

(la) AllU2 + A~2V2 + AS3W2 + A44 + 2Al~UV + 2A23 VW 

+ 2Asl wu + 2A I4u + 2A21V + 2A 34 W = 0. 
Die unendlich fernen Punkte, urn welche es sieh handelt, sind dann 
durch (13) dargestellt, wenn man fUr die Vi die Coordinaten 0, 0, 0, 1 
der unendlich fernen Ebene einfiihrt, also durch 

QAJ4 - (A.lI u + A 42 V + A 43 W + A44)2 = 0, 
wo Q die linke Seite von (la) bezeichnet, oder ausgerechnet: 

(14) u2 (A41All - .11 1/) + v2(A44A22 - A242) + w2(A41A33- A342) 

+ 2uv(A44 A 12 - A 14 A24) 

+ 2vw(A,\AA23 - A 24 A 34) 

+ 2wu(A44A31 - AS4AIJ = 0. 

*) V gl. Ed. I, p. 120, sowie den Schluss des unten folgenden Abschnittes XX 
iiber reciproke Verwandtschaften. 

**) V gl. nnten Abschnitt XII. 
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Ueber die Realitat dieses Punktepaares wird in derselbell Weise 
entschieden, wie friiher iiber die Realitat eines Linienpaares (p. 159). 
Man nimmt in der unendlieh fern en Ebene zwei einander in Bezug 
auf (14) conjugirte Polaren und setzt ihre Coordinatell in (14) eiu; 
haben beide so entstehenden Ausdriicke gleiches Vorzeichen, so 
ist das Punktepaar imaginar, im anderen :Falle ist es reell. Wir 
nehmen etwa 

~tl = 0, VI = 0, WI = 1; 

dann haben U,I7 V2 , w2 der Bedingung 

u2(AH A31 - A34A14) + v2(A44A23 - .A24 A34) + W~(A44.A33 - A34~) = 0 

zu geniigen, welche befriedigt ist durch: 

u2 = 0, v2 = - (A44AS3 - AS(2), w2 = A44 A23 - A24 As4 ' 

Die linke Seite von (14) wird fur diese beiden Geraden bez. 

fIJi = A44AS3 - Asl, 
flJ2= (A(.1A33-AS42) {(A44A22-A2l)(A44As3-A342)-(A44A2s-A42A43)2). 

Das Product CPI CP2 hat dasselbe Vorzeichen, wie der zweite Factor 
von CP2; letzterer ist also allein entscheidend. 1st derselbe positiv, 
so haben wir eine Ellipse; ist er negativ, so haben wir eine Hyperbel. 
1m FaIle der Ellipse hat man weiter zu untersuchen, ob dieselbe 
reell oder imaginar ist; es geschieht dies, indem man in der Ebene 
der Ellipse eine conjugirte Polare zur unendlich fernen Geraden auf
sucht und deren Schnittpunkte mit der Curve in Bezug auf ihre 
Realitat untersucht; man kann statt dessen aueh einfaeh die friiheren 
Kriterien fiir die Realitat eines Kegels in's Dualistische iibertragen, 
indem man fIJi' flJ2' CPs einfiihrt und z. B. setzt (vgl. p. 163): 

CPt = An (All A22 - A 122), 

CP2 = All' 
CPs = Au (All A22 - A 122). 

Bei dieser Ableitung sind wir unsymmetrisch verfahren. Statt 
der erwahnten Klammern hatte man irgend einen der drei Ausdriieke 

1/123 = (A44 A22 - A 2l) (A44 A33 - AS42) - (A44 A 23 - A42 A4s)2, 
1/131 = (AH A S3 - A 3l) (A44 A U - A142) - (A44 A Sl - A4S A 41)2, 
""12 = (AHAll - A142) (A44 A 22 - A242) - (A44 A12 - A,u A42)2 

benutzen konnen; die letzteren haben also aueh immer dasselbe Vor
zeiehen. Gestort wird die Betrachtung, wenn zufallig fIJI = 0, also 
auch flJ2 = 0 ist; dann muss man von einer anderen Seite des Coordi
natendreiecks ausgehen; das Resultat wird aber nicht alterirt. 
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Liegt der Kegelschnitt insbesondere in einer Coordinatenebene, 
z. B. der Y-Z-Ebene, so ist Cia) durch die einfachere Gleichung 

(lb) A22V2 + A33W2 + 2A23VW + 2A24v + 2A34 W + .A44 = ° 
zu ersetzen; die Gleichung derselben Curve in ebenen Punktcoordi· 
naten wird 

a22y2 + a33 z2 + 2a2s yz + 2a24 y + 2a34z + a41 = 0, 
wenll 

~=~~-~,~=-~~+~~,~ 
Nach den Regeln del' ebenen Geometrie (Bel. I, p. 91) ist diesel' 
Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem a22 a33 - a~32 
positi v oder negativist. Dies stimmt mit Obigem iiberein; denn' in 
diesem Fane wird 

1/J23 = a22 a33 - a23 2 , 1/J31 = 0, 1/J12 = 0. 
Jeder der drei Ausdriicke 1/J enthalt den Factor A H ; verschwindet 

also diese Grosse, so hat man eine Parabel. In der That ist ja 
A,g = Odie Bedingung dafiir, dass die unendlich ferne Ebene die 
Curve C1a) beruhre. 

Artet Ferner unser Kegelschnitt in ein Punktepaar aus, so kann 
es vorkommen, dass ein Punkt auf der unendlich fernen Geraden 
liegt, so dass nm ein Punkt im Endlichen bIeibt: es verschwinden 
aIle Unterdeterminanten Aik und ausserdem A44; die Gleichung muss 
linear werden, da nul' ein Punkt 1m Endlichen zu beriicksichtigen 
ist; d. h. man hat 

All = 0, .A12 = 0, Al3 = 0, A22 = 0, A 23 = 0, A33 = 0. 
Lassen wir solche FaIle, wo die Gleichung nicht mehr quadratisch 

in den rechtwinIdigen Ebenencoordinaten bIeibt, bel Seite, und 
stell en uns die Aufgabe, aIle Flachen zweiter Klasse zusammenzu
stellen, so haben wir in der obigen Tabelle (p. 162) nur die unter 
II. und III. aufgefiihrten Flachen mit verschwindender Determinante 
durch die folgenden zu ersetzen *): 

II. Flachen mit verschwindender Determinan te A = 0, 
wahrend nicht aIle ersten Unterdeterminanten Null sind. 

A) A44 ~ 0, Eigentlicher Kegelschnitt mit Mittelpunkt. 
7) fPj, fP2' fP3 haben gleiches Zeichen: Imaginiirer Kegelschnitt. 
8) fPl1 fP2' IP3 haben llicht gleiches Zeichen: Reeller Kegelschnitt. 

a) 1/J23) 'o/31l 1/J12 sind positiv: Ellipse. 
b) 1/J23' 1/J31l 1/J12 sind negati v: Hyperbel. 

*) Auch Plucker gibt a. a. O. p. 195 unterscheidende analytische Merk
male fiir die verschiedenen ausgearteteu Flachen zweiter Klasse. 
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B) A44 = 0, Parabel. 
III. Flachen, bei denen aHe Unterdeterminanten ersten 

Grades, nicht abel' diejenigen zweiten Grades verschwinden. 
9) fJJl und fJJ2 haben gleiches Zeichen: Imaginiires Punktepaar. 

10) fJJl und fJJ2 haben nicht gleiches Zeichen: Reelles Punktepaar. 
IV. Flachen, bei denen aIle Unterdeterminanten zweiten 

Grades verschwinden. 
11) Ein Doppelp1.mkt. 
Endlich konnen wir noch besondere Lagen zum imaginaren 

Kugelkreise (p. 182) in Betracht ziehen. Derselbe bestimmt in del' 
Ebene unserer Curve die imaginaren Kreispunkte; die Hyperhel ist 
gleichseitig, wenn ihre unendlich fern en Punkte durch diese Kreis
punkte harmonisch getrennt werden; die Ellipse ist ein Kreis, wenn 
sie diese Kreispunkte enthiilt. Die Gleichung del' letzteren ergiht 
sich, wenn man in (13) 

Quu = u2 + v2 + w2 

macht und die Ehene v durch die Ehene unseres KegelschniUes e1'
setzt, deren Coordinaten '1,6', v' w' bestimmt sind durch: 

'2 AI1 
1t = A' 

44 

"2 A22 
V =A-' 44 

'2 A33 W =-
A44 ' 

" A'3 
W 1£ = A' 

44 

, A'4 U ---
- A44' 

" A'2 it V = A~-' 
44 

Die Kreispunkte diesel' Ehene werden also gegebeu durch: 

(15) u2 (A22 + Ass) + v2 (As3 + All) + w2 (All + A22) - 21.lVA12 

- 2vwA23 - 2wttAsl = 0. 

Dieses Paa1' solI mit (14) harmonisch liegen> Urn die Bedinguug 
dafu1' zu finden, stell en wir die Gleichung zweier Strahlen auf, die 
von einem Punkte del' unendlich fernen Ebene (etwa x' = 0, y' = 0, 
$' = 1) nach dem Paare (15) hingehen, d. h. wir setzen in (15) 

u = Yll - fJY' = y, v = zx' - xz' = - x, w = ° 
und fiuden: 

(16) (A22 + Ass) y2 + (All + A33)x2 - 2 A12XY = 0. 

Dieses Linienpaar ist zu dem aus (14) in analoger Weise ableitbaren 
Linienpaare und und folglich zum Punktepaare (14) harmonisch, 
wenn die lineo-lineare simultane Invariante beider Linienpaare ver
schwindet*), d. h. wenn 

*) V gl. Bd. I, p. 2!)5 und 521. 
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(17) (AllAM -- A142) (All + A3s) + (A:l2 A 44 - A242) (A22 + As3 ) 

- 2(A44A12 - A14A2JA12 = 0 
ist. Dieses ist die hinzutretende Bedingung fiir eine gleichseitige Hyperbel. 

Die analoge Bedingung fiir einen Kreis ist durch die Forderung 
gegeben, dass die beiden Gleichungen (14) und (15) ein und dasselbe 
Punktepaar darstellen. 1m Allgemeinen wird dieses eintreten, wenn 
die Coefficienten von (16) zu denjenigen der in entsprechender Weise 
aus (14) abgeleiteten Gleichung proportional sind, d. h. wenn 

P,(AllA44 - A142) = A22 + A331 P,(A22 A44 - Au2) = All + A33 , 

P,(A44 A 12 - A 14 A 24) = A12 • 

Fiir den Kreis u 2 + v2 - (12 = 0 sind diese Bedingungen in der 
That erfiillt. 

Sollte der Punkt x' = 0, y' = 0, z' = 1 gerade auf der gemein
samen Axe del' Paal'e (14) und (15) sich befinden, so wird die linke 
Seite von (16) ein vollstandiges Quadrat und die Bedingung (17) 
unbrauchbar; alsdann hat man eine andere Ecke des unendlich fernen 
Coordinatendreiecks zu benutzen; ebenso eventuell beim Kreise. 

IX. Beziehungen zwischen zwei FHichen zweiter Ordnung. 

Zwei algebraische FIachen haben mit einander einfach unendlich 
viele (reeHe oder imaginare) Punkte gemein, welche in ihrer Ge
sammtheit die Durchdringungs- oder Durchschnittscurve beider FHichen 
bilden. Eine so erzeugte algebraische Curve wird im Allgemeinen 
nicht in einer Ebene liegen, sand ern ein specifisches r1iumliches Ge
bilde darstellen *), von dem uns ja schon einige allgemeine Eigen
schaften von fruheren U eberlegungen her bekannt sind (p. 24 ff.). 
Die betrefl'ende Curve definirt man meist am Einfachsten durcb zwei 
Flachen, die sich in ihr schneiden; doch ist keineswegs umgekehrt 
jede algebraisch durch einen Parameter darstellbare einfach unend
liche Reihe von Punkten (algebraische Curve) durch den Schnitt zweier 
Oberflachen zu erhalten; ein solcher Schnitt kann vielmehr in ge
trennte algebraische Gebilde zerfallen, welche einzeln fUr sich nicht 
immer als die gemeinsamen Punkte zweier algebraischen Flachen 
betrachtet werden konnen (vgl. p. 5 f.). Fur dieses interessante V 01'

kommen wird sich ein ausfiihrIicher zu betrachtendes Beispiel bald 

*) Die erste Curve doppelter Kl'iimmung (Schnitt eines geraden Kreiscylin
del's mit einer FIache viertel' Ordnung) ist durch Archytas von Tarent (ca. 
300 v. Ch1'.) benutzt worden, vgl. Cantor, Vorlesungen libel' Geschichte der 
Mathematik, Leipzig 1880, p. 196, ode1' B al tze r, Analytische Geometrie, ib. 
1882, p. 131. 
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darbieten. ..Als Ordnung einer algebraischen Curve bezeichnet man die 
Anzahl der (reellen oder imaginareD) Punkte, welche sie mit einer 
beliebigell Ebene gemein hat. 

Sind insbesondere zwei Flachen zweiter Ordnung 

(1) f :EEaik''Cixk = 0, cp = :EEbikXiXk = 0 
gegeben, so ist ihre Schnittcurve von der vier ten Ordnttng. In der 
That, nimmt maD die GIeichung eiDer Ebene E = 0 (also eiDe lineare 
GIeichung in xl1 X 2 , xs, x4) hinzu, so liegen in dieser Ebene zwei Kegel
schnitte, ihre beiden Schnittcurven mit der FHi.che; den Kegelschnittell 
sind im Allgemeinen vier PUllkte gemeinsam, und diese gehoren gleich
zeitig der Schnittcurve unserer FIachen an, und es sind die einzigell 
gemeillsamen Punkte der letzteren, welche sieh in E = 0 befinden 
konnen: dnrch ihre Anzahl ist die Ordnung in der obigeu Weise be
stimmt*). 

Die beiden Fliiehell (1) sind umgekehrt durch ihre Schnitteurve 
nicht vollig bestimmt; offenbar geht vielmehr jede Flaehe des "Biische]s" 

(2) f + lcp = 0 
durch aIle gemeinsamen Punkte von f = 0 und cp = 0 hindurch. 
Dieser Fliichenbiischel ist dem in der ebenen Geometrie betrachteten 
Kegelsehllittbiischel genau analog; wie dort drei LinieDpaare (d. i. 
Curven mit versehwindender Determinante) auftraten, so sind hier 
vier Kegel (d. i. FHichell mit verschwindender Determinante) ausge
zeichnet. Die ibnen zukommellden Werthe von l bestimmen sieh 
dnrch die Gleiehung 

(3) all + lbu 

a21 + Ilb21 
.1(1.) = 

as! + lbS! 

a41 + Ilb41 

a12 + Abl2 al3 + lbu 

(/22 + Ilb22 (/23 + lb23 

(/32 + AbS2 a33 + Abs3 

a42 + Ab42 (],43 + lb43 

welche in der That vom vierten Grade in Il ist.. 

al4 + Ilba I 

au + Ilb24 
0, 

a31 + lb34 

a44 + Ab44 

Wir nehmen zuniichst an, dass die vier Wurzeln der Gleich~tng 

d (A) = 0 von einander verschieclen seien; sowie, dass sowohl die Deter
minante von f als diejenige von cp nicht gleich Null sei**). 

*) Die vorliegende Curve wird speciell als Curve vie1·ter Ordnung e1'ster 
f3pecies bezeichnetj denn es gibt !1uch raumliche Curven derselben Ordnnng, 
welche nicht als Durchschnittscurven zweier Flachen zweiter Ordnung erhalten 
werden konnenj diesen CUl"ven zweiter Species begegnen wir spateI' bei der 
eben en Abbildung del" FHichen zweiter Ordnung. 

**) Eine wesentliche SWrung wurde allerdings nicht eintretenj ea wiirden 
nur eine oder zwei Wurzeln der Gleichung gleich ODder 00 werden. Unbedingt 
ausschliessen muss man hier jedoch den Fall, wo beide Flachen selbst Kegel sind, 
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Die vier Wurzeln seien mit All A2 , A3 , A4 bezeichnet und der 
Wurzel Ai mage der Kegel f + AiqJ = ° in dem Buschel (1) zuge

horen, des sen Spitze wir die Coordinaten x~i), x~), x;'), x~) beilegen. 

Diese Kegelspitze genugt dann den vier Gleichungen (vgl. p. 148) 

( ) 0 ( )Cl ( )(") akl + Aibkl x; + ak2 + Aibk2 x; + ak3 + Aibk3 x; + 
(4) 

Dieselben konnen eben in Folge von (3) zugleich bestehen, und aus 
ihnen findet man die Ooordinaten del' Kegelspitzen . 

.Auf diesel hen Gleichungen (4) fuhrt die Forderung, dass die 
Polarebenen eines Punktes x(i) in Bezug auf die beiden FHichen (1) 
und folglich in Bezug auf alle Fl1ichen des Buschels f + AqJ = 0 
III eIlle Ebene zusammenfallen sollen; dann n1imlich muss der Aus
druck 

(i) (i) (i) (i) 
akl x1 + ak2 x2 + ak3 xs + ak4x4 

zu dem .Ausdrucke 
b (i) + b (i) + b (i) + b (i) 
klXl k2 X 2 kSXS k4 X4 

proportional sein; nennt man den Proportionalitatsfactor - Ai, so 
hat man wieder die Gleichungen (4) und fur Ai die Gleichung (3). 

Eine weitere Eigenschaft der Polarebene von xU) ergiht sieh, 

wenn man die Gleichunger} (4) mit x~) multiplicirt und addirt, wo bei 

j einen von i verschiedenen Index der Reihe 1, 2, 3, 4 bezeichne. 
Es entsteht die Gleichung 

Q+ AiQ' =0, 
wenn 

Q = ,lJ Ea xU) X(i) Q' = ,lJ,lJb XU)X(i) 
kl k I' kl k I' 

k I k I 

Bildet man zuerst die Gleichungen (4) fur den Index j, so entsteht 
in entsprechender Weise: 

Q + AjQ' = 0, 

also, da Ai von Aj der Annahme nach verschieden ist, 

Q = ° und Q' = 0; 

d. h. xU) und xW sind einander eonjugirte Pole in Bezug auf beide 
Fl1ichen, also auch in Bezug auf ane Fl1ichen des Busehels, und jede 

und die Spitze des einen Kegels auf dem andern liegt. - Ueber die Realitat 
del' Wurzeln von L1 (A) = 0 vgl. die Note zu p. 168, ferner libel' die Realitat 
der zugehorigen Kegel und del' Schnittcurve Painvin, Nouvelles Annales de 
Mathematiques, 1868, p. 481. 
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unserer vier Kegelspitzen liegt in der Polarebene jeder anderen solchen 
Spitze. 

Die Spitzen x(i) der vier in unserem Flachenbiischel (2) enthaltenen 
Kegel bilden also die Ecken eines Tetraeders, in welchem jede Seiten
ebene Polarebene der gegenuberliegenden Ecke ist in Bezug auf aUe 
Fliichen des Buschels, in welchem folglich je zwei gegeniiber liegende 
Kanten in Bezug auf alle diese Flachen conjugirte Polaren sind, welches 
also ein allen Flachen des Buschels gemeinsames Polartetraeder 
darstellt. 

Die Gleichung einer FHiche, bezogen auf ein solches Tetraeder, 
enthiilt bekanntlich nul' die Quadrate der Variabeln. Es bietet sich 
demgemass hier die Aufgabe, durch eine lineare Substitution neue 
Variable Xl> X 2 , X 3 , X 4 der Art einzufuhren, dass man hat 

f - EEaikxixk = aX12 + a' X 22 + a" X32 + a"'Xl, 

f{! --: LEbikX;Xk = PX12 + P' X 22 + P" Xa2 + p'" X42 • 
(5) 

Diese Aufgabe ist offenbar gelOst, sob aId man die Coordinaten del' 
Spitzen der Kegel aus (4) berechnet hat; denn nach p. 92f. lautet 
alsdann die gesuchte Transformation: 

(6) 

(I)X + (2)X + (a)X + (4)X 
vXI = Xl 1 Xl 2 Xl a Xl 4, 

V X2 = X~l) Xl + X~2) X 2 + x~a) Xa + X;4) X 4 , 

VXa = X~l) Xl + X~2) X 2 + x~o) Xa + X~4) X 4 , 

VX4 = xiI) Xl + X?) X2 + xi3) Xa + xi4) X 4 • 

Sie ist demnach nicht volIig bestimmt, denn. die Coordinaten jeder 
Spitze sind nul' Verhaltnisszahlen; die Coefficienten jeder Vertical
reihe konnen also urn einen gemeinsamen Factor geandert werden, 
ohne das Wesen del' Sache zu afficiren. Mit einer solchen Aenderung 
gleichwerthig ist eine Aenderung der Xi urn willkiirliche Factoren. 
Wir machen daher die Aufgabe erst Zft einer bestimmten, wenn wir etwa 
fur die Grossen P in (5) willkiirliche Werthe annehmen. Auch dann 
werden allerdings die Substitutionscoefficienten in (6) nicht eindeutig 
bestirnrnt sein; in (5) narnlich kommen nur die Quadrate der Xi VOl', 
man kann also die Coefficienten einer Verticalreihe noch urn ein 
V orzeichen and ern , was einer Vorzeichenanderung einer Grosse Xi 
aquivalent ist, ohne das verlangte Resultat zu beeinflussen; diese Vor
zeichen bleiben daher nothwendig unbestimmt. 

Der Einfachheit halber setzen wir aIle P gleich Eins, und ver-
langen also die Gleichungen 

Clab.en, Yorlesnngen. II,1. 14 



210 

(5 a) 

Zweite Abtheilung. 

f" = aX12 + a' Xl + a" XS2 + a'" X4 2 , 

P = Xl 2 + X 22 + Xs 2 + Xl 
Ztt bef"riedigen mittelst einer Transf"ormation 

(6 a) Xk = {Jk1 X 1 + {Jk2 X 2 + {JkSXS + {Ja X 4, 

oder in Ebenencoordinaten: 
(6b) Uk = {JIkUI + {J2k U2 + {JSk llS + (J4k U4 *). 
Die links sonst beigefugten Proportionalitatsfactoren sind der Einfach
heit halber gleich Eins gesetzt, so dass 

tttXl + tl2X2 + usxs + U4X4 = UtXt + U 2X 2 + UsXs + U4 X4,' 
In Folge von (5a) wird offenbar: 

f + AP = (a + A) X/ + (a' + A)X22 + (a" + A)XS2 + (a'" + l)X}j 
die in dem Buschel enthaltenen vier Kegel ergeben sieh also ffir 
A = - a, - a', - a", - a"', wahrend ihnen naeh Obigem die Para
meterwerthe All l2' ls, l4 zukommen. Folglich konnen wir setzen 

(7) At = - a, A~ = - a', As = - a", A4 = ~- am. 

Wie bei allen ahnliehen Transformationsaufgaben, ist das Resultat 
der Substitution bekannt, ohne dass man nothig hatte, diese selbst 
auszufiihren. Letzteres aber verlangen wir fiir eine vollstandige Er
ledigung des gestellten Problems. 

In Folge von (7) wird 

(8) LleA) = BCA - At) (A - A2) (A - A3) (A -- A4), 

wo 

b21 b22 B= 
b31 bS2 bS3 bS4 

b41 b42 b43 b44 

Die reehte Seite von (8) ist, abgesehen von dem Factor B, niehts 
anderes, als die Determinante von f" + AP, gebildet fiir das neue 
Coordinatensystem, namlieh: 

-A1 +l 
o 
o 
o 

o o o 
o o 

o 
*) Cauchy (Exercices de math. 4, p. 140) und Jacobi (1834, Crelle's 

Journal Bd. 12) behandelten diese Transformation zuerst. - Die im Folgenden 
angewandte Methode ist von Aronhold (zunachst fUr die Ebene) angegeben; 
vgl. Ed. I, p. 130. - Die Existenz der vier Kegel und des gemeinsamen Polar
tetraeders erkannte zuerst Poncel et (TraiM des proprietes projectives, Nr. 614 :If., 
1822). 
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Die urspriinglicke Determinante A (A) unterscheidet sick also von det· 
Determinante der transformirten Flacke nur um einen Factor B. 

Dieses sehr wichtige Resultat hiitten wir direct erkennen konnen 
mit Hiilfe eiIl.er Schlussweise, die darauf beruht, dass die Bedingung 
A(A) = 0 unabhangig sein muss von der Lage des Coordinaten
systems, und die in ganz derselben Weise bei der entsprechenden 
Aufgabe der ebenen Geometrie vorkam (vgl. Bd. I, p. 130). Man 
wiirde so erhalten 
(9) Llo(l) = R2L1(l) , 

unter R die Substitutionsdeterminante verstanden: 

fJu fJI2 fJI3 fJ14 

R= fJ21 fJ22 fJ23 fJ24 

fJ31 fJS2 fJss fJS4 
fJ41 fJ42 fJ43 fJ44 

Der Vergleich mit (8) ergibt dann weiter 
1 

(10) R2 = Ii' 

so dass das Quadrat der Substitutionsdeterminante von vornkerein be
kannt ist . 

.A.uch die Bedingung, dass die Fliiche f + lIP = 0 von einer 
Ebene u beriihrt werde, muss unabhiingig von der Lage des Coor
dinatentetraeders erfiillt sein oder nicht erfiillt sein; auch auf sie ist 
daher obige Schlussweise anwendbar und fiihrt zu dem Resultate 
(11) «PoCl) = R2«P(l), 

wenn tlJ die linke Seite der Ebenencoordinaten-Gleichung in der 
alten Form, «Po die entsprechende Bildung in der neuen Form be
zeichnet, so dass: 
(12) «P = tlJ(A.) = EEAik(A)UiUk, 
unter Aik(A) die ersten UnterdeterminaIiten von LI(A) verstanden, und 

(13) «Po = (A - A2) (A - A3) (l- A4) U12 + (A -l3) Cl- A4) (A -lI) U22 

+ (A - A4) (A - AI) (A - A2) US2 + (A - At) (A -A2)(A-AS) U42 

gesetzt. Eine ganz analoge Formel liesse sich endlich fiir die Fliichen
gleichung in Pliicker'schen Liniencoordinaten aufstellen. 

Die Wichtigkeit der angegebenen Formeln rechtfertigt es wohl, 
wenn wir einen auf directer Rechnung beruhenden Beweis und damit 
eine nachtragliche algebraische Verification einschalten; dieselbe be
ruht auf wiederholter .A.nwendung des Determinanten-Multiplications
satzes; es geniigt, die Formel (11) so zu verificiren. Wir bilden zu
nachst das Product: 

14* 
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a14 U 1 [3ll 

a24 U 2 [321 

aS4 tt3 X [3S1 

o 
o 
o 

a41 a42 a4S a44 U 4 I [3041 [342 [34S [344 0 
U 1 U 2 Us U 4 0 0 0 0 1 

indem WIr die erste Verticalreihe der ersten Determinante succeSSIve 
mit den Verticalreihen der zweiten Determinante R lUuItipliciren und 
so die erste Verticalreihe der resultirenden Determinante erhalten. 
Unter Benutzung von (6 b) wird letztere gleich 

Cll c12 CIS c14 UI 

C21 C22 c2S C24 U2 

CSI CS2 css CS4 U3 , 
C41 C42 C43 C44 U4 

Ittl 112 'Us U 4 0 
wo zur Abkiirzung: 

Crs = als[31r + a2.,('J2r + as.[3sr + a4.fj4r' 

Die neue Determinante multipliciren wir wieder mit 

[311 [321 [331 [341 0 

[312 [322 [3S2 [342 0 

R= [313 [323 {333 (343 0 

{314 {324 (334 [344 0 

0 0 0 0 1 

und bilden die erste Verticalreihe des Resultats, in dem WIr succes
sive die verschiedenen Horizontalreihen derselben mit der ersteu 
Horizontalreihe von R multipliciren. Setzen wir noch 

ast = CsI[3lt + Cs2[32t + css[33t + cs4[34t, 
so ergibt sich: 

all a l2 alS /Xu VI I 

/X21 /X22 /X2S /X24 V2 

iJJ·R2 = /XSI /XS2 /XSS /XS4 U3 

a 41 /X42 /X43 /X44 V4 

VI V2 Vs U4 0 

Dies ist im Wesentlichen die zu beweisende Formel (11) j es sind 
nur die Coefficienten aik + )"bik einfach durch aik ersetzt, so dass 
hier iJJ = q>(O)j die Coefficienten aik auf der rechten Seite aber sind 
nichts anderes, als die Coefficienten von f in der neuen (durch Ein
fiihrung der Xi mittelst (6a) gewonnenen) Gestalt, denn es wird: 
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:E:Eaikxixk = :E~fXikXiXk. 
U m dies nachzuweisen, rechnet man in folgeniler Weise; es ist 

IEaikxixk = :Exi(~aikxk) = I2:csr X sxr 

= :EIcs,.Xs(2:fJrtXt) = 2::East X sX t .-

Mit Hiilfe der Gleichungen (11) und (13) ist unsere Aufgabe 
schnell erledigt; wir haben nur successive A = A1 , A2, ls, 14 zu 
setzen; es entstehen so die Relationen 

~:Edik().l)UiUk = (Al - A2) (11 - As) (Al - )'.JJ ~2 B, 

~:Edik(A2)UiUk = (A2 - ),s) (12 - A4) (At - ),1) U22 B , 
:E:Edik(As)UiUk = (As - ),4) (As - AI) (),s - A2) US2 B, 
L~dik(A4)UiUk = (14 - ),1) (),i - A2) (),4 - ls) U42 B, 

oder vermoge ( 6 b) durch Vergleichung der einzelnen Coefficienten 
von Ui'Uk beiderseits: 

(14) 

B(AI - A2) (AI - As) e),l - ),4) fJilfJk1 = dik(),l) ' 

B(),2 - As) (A2 - A4) (),2 - Al) fJi2{jk2 = dik(A2) ' 

B(),s - ).4) (A3 - Al) (As - 12) fJisfJks = dik(AS) , 

B(l,). - AI) (A4 - A2) (),4 - A3) {ji4fJk4 = dik(),4). 
Diese Gleichungen sind natiirlich nicht von einander unab

hangig, denn ihre Anzahl ist grosser, wie die der Unbekannten. 
Zum Zwecke der Rechnung geM man etwa von der Formel 

(15) 

ans und findet dann weiter fUr k = 2, 3, 4: 

(15a) {jkl= .dIkCA,) + .du(l,) _ 
B(l, - A2) (ll - l3)(Al - l4)~11 -V.dll (.tl)·B. «,-1.2 ) (l,-1. 3 ) (1., -1.4 ) 

Damit sind die C01Hficienten der ersten Verticalreihe bis auf das 
unbestimmt bleibende Vorzeichen (p. 209) gefunden. Die Formeln 
(15a) werden unbrauchbar: 

1) wenn d ll (AI) = 0 ist, 
2) wenn B = 0 ist. 
1m ersten FaIle liegt die Spitze des Kegels f + Al cP = 0 in der 

Ebene Xl = 0; nach (4), p. 151 verschwinden folglich auch aIle vier 
Unterdeterminanten Ll1k (AI ) und die Grossen {jkl erscheinen in unbe
stimmter Form; man entnimmt dann etwa fJ21 aus der Gleichung 

B(AI - As) (11 - ),4) (AI - A2) fJ212 = d 22 (AI); 

sonte auch fJ21 = 0 gefunden werden, so wird fJ31 aus der ent
sprechenden Gleichung fiir fJS12 berechnet; soUte endlich auch d ss (AI) 
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verschwinden, so geht man von .d44 (AI ) aus, um (341 zu berechnen. 
Diese Grosse kann nicht auch gleich Null sein, denn es konnen nicht 
aIle vier Ebenen eines Tetraeders von einem und demselben Kegel 
beruhrt werden, es sei denn, dass dieser in ein Ebenenpaar ausartet, 
in welchell1 Falle alle Unterdeterruinanten dik(AI) verschwinden miissten 
(vgl. p. 151); dann aber wlirde Al eine Doppelwurzel der Gleichung 
.d(A) = 0 sein, da ja 

(16) 

Das Auftreten einer soIchen DoppelwurzeI haben wir indessen vor
laufig ausgeschlossen. 

Verschwindet die Determinante B, so werden die Formeln (14) 
nur formal ungiiltigj denn man braucht nm f mit fJJ zu vertauschen, 
um die Rechnung ganz entsprechend durchzuflihrenj man hat dann 
cp + 'Xf statt f + AfJJ zu untersuchen. Nun ist 

(17) .dCA) = A + 4AIA + 60A2 + 4B1 A3 + BA4; 
flir B = 0 wird also eine Wurzel A unendlich gross, d. h. eine der 
'V urzeln 'X wird gleich Null. Dies Verfahren kann aber nur einge
schlagen werden, wenn nicht gleichzeitig A = 0 ist; deshalb wurde 
oben das Verschwinden beider Determinanten ausgeschlossen (p. 207). 
Tritt dieser Fall ein, so ist es weder erlaubt, aIle Grossen (J in (5) 
gleich Eins zu nehmen, noch mit den a so zu verfahren, wie wir es 
thaten, denn die Kegelgleichungen f = 0, cp = 0 konnen nur drei 
Quadrate enthalten. Statt (5a) und (17) hat man also 

f= a'X22 + a"X32 + a"'X4 2 , 

cp=X12+ X 22+ X32, 
f + ACP = AX12 + (a' + A)X22 + (a" + A)X32 + a'" X/, 

.dCA) = A (4AI + 6CA + 4BIA2) = 4B1A(A - A2) (A - As), 

wenn oben Al die verschwindende, A4 die unendlich gross werdende 
Wurzel bedeutet. Es folgt wieder 

ferner aus (9): 

1{2 d(A) = doCA) = .t(a' + A) (a" +A)a"', 
also statt (10): 

Dieser Parameter a'" bleibt wilIkiirlich, denn in Folge von tp = X I 2 

+ X 22 + X3 2 haben wir nur fiber drei Parameter verfiigt, wahrend 
unsere Aufgabe vier Parameter (wiIlkiirliche Factoren der Xi) zur 
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VerfGgung stellt. Die weitere Berechnung der Coefficienten ~ik ge
schieht mittelst der Formel (11) eben so wie oben. 

Der von uns bei dem vorgelegten Probleme eingeschlagene Weg 
ist wesentlich dadurch charakterisirt, dass die zu suchenden Coeffi
cienten einer linearen Transformation durch Vergleichung invarianter 
Bildungen gefunden wurden. Diese Methode hat uns schon in der 
ebenen Geometrie oft zum Ziele gefiihrt und wird auch bei allen 
analogen Aufgaben im Auge zu behalten sein. 

Fiir den Schnitt des Biischels mit einer Ebene oder eIller Ge
raden heben wir noch einige, spater wichtige Satze hervor. Auf 
einer beliebigen Ebene schneiden die Flachen f + AqJ = 0 einen 
Kegelschnittbiischel aus, dessen vier Basispunkte die Schnittpunkte 
der Ebene mit der Curve vierter Ordnung sind; diesem Kegelschnitt
biischel kommt ein gemeinsames Polardreieck zu, dessen drei Ecken 
die Scheitel der drei im Kegelschnittbiischel enthaltenen Linienpaare 
liefernj in diesen drei Ecken wird also die Ebene von Flachen des 
Biischels beriihrt; damit ist Anzahl und Lage solcher beriihrenden 
Flachen bestimmtj in der That ist ja auch die Ebenencoordinaten
Gleichung vom dritten Grade in ,to 

Um die Fliichen zu tinden, welche eine gegebene Gerade beriihren, 
legen wir durch diese Gerade eine beliebige Ebene und brauchen 
dann nur diejenigen FIachen zu suchen, deren ebene Schnitte mit 
der Hiilfsebene un sere gerade Linie zur Tangente haben. Ein be
kanntes Resultat der ebenen Geometrie (Bd. I, p. 135) liefert sofort 
den Satz: 

Die Fli:ichen eines Biischels schneiden eine beliebige Gerade in Punkte
paaren einer Involution; in den Doppelpunkten derselben wird die Gerade 
von je einer Fliiche des Biischels beriihrt. 

X. Besondere Lagen zweier Flaohen zweiter Ordnung gegen einander. 

Wenn wir jetzt auf diejenigen Falle naher eingehen, in denen die 
fragliche Transformation auf das gemeinsame Polartetraeder nicht 
mehr moglich ist, so wissen wir, dass dieselben nur durch das Zu
sammenfallen mehrerer Wurzeln der Gleichung .d(,t) = 0 bedingt 
sein konnen und haben dabei (wie sich bei fortschreitender Unter
suchung zeigen wird) auf zwei Momente besonders zu achten: 

erstens, wievielfach eine Wurzel der Gleichung ist, und 
zweitens, ob fur eine vielfache Wurzel etwa ausser .d(,t) auch 

die ersten oder zweiten Unterdeterminanten von L/(;") verschwinden, 
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d. h. ob der entsprechende mehrfach zahlende Kegel etwa in em 
Ebenenpaar oder in eine Doppelebene ausartet. 

Setzen wir wieder voraus, dass die Determinanten A und B der 
Flachen (= 0 und qJ = 0 nicht verschwinden, so haben wir drei
zehn wesentlich verschiedene FaIle der Reihe nach durchzusprechenj 
wir bezeichnen sie mit vorgesetzten Nummern und geben zum Schlusse 
eine tabellarische Uebersicht. V orausgeschickt mag noch die Be
merkung werden, dass in Folge der Gleichung (16) das Verschwinden 
siimmtlicher ersten Unterdeterminanten stets eine Doppelwurzel, una ebenso 
das Verschwinden siimmtlicher zweiten Unterdeterminanten stets eine arm
(ache ffitrzel bedingt. 

Als Nr. 1 zahlen wir den bereits erledigten allgemeinen Fall. 
Nr. 2. Es (allen zwei Wurzeln zusammen, ohne dass alle zu

gehOrigen ersten Unterdeterminanten verschwinden. Die Doppelwurzel 
sei mit As bezeichnet, die einfachen W urzeln seien Al und A2 ; x(i) sei 
wieder die Spitze des zu Ai gehOrigen Kegels, dann ist nach Glei
chung (4) p. 151 

also 
('sqJ(X(S» = ~2bikL1ik(As) = A'(As) = 0, 

ferner f + As qJ = 0, folglich auch (= 0 j d. h. die Spitze des doppelt 
ziihlenden Kegels ist allen Fliichen des Biischels gemeinsam; sie ist ein 
Punkt der Schnittcurve vierter Ordnung. Ihre Polarebene ist die
selbe fur aIle FIachen f + AqJ = 0 (p. 208), d. h. sie ist gemeinsame 
Tangentenebene derselben: die Fliichen des Biischels beriihren siCk in 
dem Punkte x(S). In der unmittelbaren Nahe des letzteren kann jede 
Flache durch diese Tangentialebelle ersetzt werden; letztere entbalt 
also die Tangente unserer Curve vierter Ordnung in X(3)j andererseits 
liegt die Curve ganz auf dem Kegel f + As qJ = 0 und ihre Tangente 
in X(3) ist eine Erzeugende des Kegels; solcher Erzeugenden, Schnitt
linien des Kegels und del' Tangentialebene, gibt es aber zwei, d. h. 
die Curve vierier Ordnung hat in x(S) einen Doppelpunkt. Die beiden 
Zweige des Doppelpunktes bestimmen sich in folgender Weise. 

Wir machen x(S) Zllr Ecke Xl = 0, X2 = 0, Xs = 0 eines neuen 
Coordillatensystems und Xs = 0 zur Tangentialebene, dann wird 
offenbar 

(18) f = 2aXsX4, + f2(Xll X2 , Xs), 

qJ = 2{jXsX4, + 'P2(XlI X 2, Xs), 
wo f2 und IPs homogene Functionen zweiten Grades ihrer Argumente 
bedeuten, deren Coefficienten wir (Xil, bez. Pik nennen. Die Gleichung 
des doppelt zahlenden Kegels ist dann offen bar 
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f3l- acp - f3t; - arp2 = OJ 
und die von der Ebene Xs = 0 auf ihm ausgesehnittenen Erzeugen
den sind: 
(19) (f3a l1 - af311)X12 + 2(f3a12 - af312)X1X 2 + (f3a 22 - af322)X22 = O. 
Diese quadratische Gleichung bestimmt die Richtung der beiden Tangenten 
der Schnittcurve in ihrem Doppelpunkte. Die Gleiehung kann nur 
dann gleiehe Wurzeln haben, wenn As eine dreifaehe Wurzel von 
£l(A) = 0 wird. In der That, die Diseriminante von (19) ist 

(f3a22 - af322) (f3all - af311) - (f3a12 - af312)2. 

Bedeutet ferner R die Determinante derjeiligen Substitution, welehe 
von den Xi zu den Xi hinfiihrt, so hat man naeh (9) und (18): 

all + A~ll a12 + A~12 a13 + A~lS 0 

a23 + A~23 
a33 + A~S3 

a + Af3 

o 
a + Af3 

o 
= - (a + Af3)2 [(au + Af311)(a22 + A~22) - (a12 + Af312)2]. 

Man sieht, dass l = - ~ hier die Doppelwurzel vorstellt, und 

dass dieselbe nur dann den zweiten Factor reehts zum Versehwinden 
bringen wiirde, wenn obige Diseriminante gleieh Null ware. 

Da zwei Ecken unseres Polartetraeders sieh in dem Beriihrungs
punkte der FIachen vereinigt haben, kann von einem eigentliehen 
gemeinsamen Polartetraeder nicht mehr die Rede sein. U m aber 
hier die Gleichungen f = 0, cp = 0 auf eine moglichst einfache Form 
zu bringen, kann man zUl1achst die Ehene X4 = 0 so legen, dass 
ihr Schnitt mit Xa = 0 eine Seite des gemeil1samen Polardreiecks 
der heiden von X4 = 0 ausgeschnittenen Kegelschnitte wird (was die 
ErfitlIung von zwei Bedingungen erfordert)j fiihrt man sodann dieses 
Polardreieek in der Ebene X4 = 0 als Coordinatendreieek ein, so 
werden dadurch die beiden Ausdriicke CP2' f2 gleichzeitig in die Sum me 
von je drei Quadraten naeh den Regeln der ebenen Geometrie trans
formirt und es entsteht die Gleichungsform: 

l = 2aXaX4 + a1X 12 + a2 X 22 + a3X 32, 
rp = 2 f3 Xs X4 + f31 X 12 + {32 X22 + (33 X32 . 

Setzt man noch X4 + ftX3 an Stelle von X, und maeht 2~ft + f33 = 0*), 
so wird einfacher 

*) Dies ist immer moglich, da cp = 0 ein Kegel sein miisste, wenn j3 ver
schwinden sollte. 
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c:P = 2 {j' X3X4 + (jj XI 2 + /32 X /; 
d. h. X4 = 0 ist zur Tangentenebene der FHiche c:p = 0 gemacht 
worden. Damit f + AiC:P = 0 unsere drei Kegel liefert, muss man 
haben " + Asf3' = 0, "I + Aj{jj = 0, "2 + A2/32 = O. Vier Con stante 
endlich, etwa "s' /3', /3j, /32' kann man gleich Eins wahlen; und 
somit wird: 

f= - AIXj2 - )'2X22 - 2A3XaX4 + X/, 
c:P = Xj2 + X2~ + 2 XaX4 • 

(21) 

Diese Normalform ist in unserem Falle immer her~ustellen; und 
die betreffende lineare Transformation bestimmt sich durch jolgende 
Rechnungen. 

Die Gleichung (20) wird 

(22) R2L1(A) = R2[A + 4AIA + 60A2 + 4B j A3 + BA4] 

A-AI 0 0 0 
o 1.,-1.,2 0 () 

= - (1.,-1.,3)2 (A-At) (1.,-1.,2) = o 0 1 A-A3 

o 0 A-A3 0 
und (11) gibt: 

(23) li2BE.dik(,1,)UiUk= - (A-A3)2 [(,1,-A2)UI2 + (,1, - ,1,J)U2 2] 

+ (A--A j) (A-A 2) [U/-2(A-As) U3 U4]· 

Aus (22) erhalt man R2, namlich: 

(24) R2 . B = - 1, 

und aus (23) die Substitutionscoefficienten fur A = Au A2 , 1.,3' 00: 

(25) 

R2BB.dik(AI)ttiUk = - (Aj - Aay(Aj - A2)Ut 2, 

R2 EE.dik(A2)uiuk = - (A2 - As)2 (A2 - AI) U22, 

R2EE.dik(A3)uittk= (As - Aj) (1.,3 - A2)U42, 

wobei Bik die von Null verschiedenen Unterdeterminanten von B be
zeichnen. Die Losung del' GIeichungen (25) wird nur unmoglich, 
wenn fur eine del' Wurzeln Ai aIle .dik verschwinden, was unseren 
Annahmen widerspricht. 

Es ist leicht, in den urspriinglichen Coefficienten aik und bik die 
Bedingung fur die einfache Beruhrung del' Fllichen f = 0 und c:P = 0 
anzugeben; man hat nul' die Forderung zu stell en , dass .d (A) = 0 
zwei gleiche Wurzeln habe, dass also gleichzeitig ..d(A) = 0 und 

.d'(A) = o:y') = 0 sei, oder: 
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Al + 301 + 3Bl 12 + B IS = 0, 

A + 3AJ l+ 3012 + B 1 1s = O. 
Die Elimination von 1 geschieht nach dem Verfahren von Bezout 
(Bd. I, p. 180) und ergibt die Bedingung: 

A 3Al 30 Bl 0 0 

0 A 3Al 30 Bl 0 

0 0 A 3Al 30 Bl =0. 
Al 30 3Bl B 0 0 

0 A I 30 3Bl B 0 

0 0 Al 30 3BI B 

Die Theorie der binaren biquadratischen Formen (Bd. I, p. 239) 
lehrt, dass dieselbe Gleichung auch in der ~'orm 

(AB -4AIBI +302)3-27 (ACB+2A1 OBI-0s-AB12_A12 B/=O 

geschrieben werden kann. Die Bedingung der Beruhrung zweier Flachen 
zweiter Ordnung ist also vom zwolften Grade in den Ooefficienten jeder 
Fliiche. 

Nr. 3. Es ist eine areifache Wurzel 12 una eine einfache 11 vor
hanaen, ohne dass alle ersten Unterdeterminanten Llik (12) verschwinden. 

Aus (20) er~ennt man, indem A2 = Is wird, dass hier die beiden 
durch (19) bestimmten Tangenten zusammenfallen. Die Schnittcurve 
vierter Ordnung erhiilt also einen "Ruckkehrpunkt", eine Spitze *); man 
sagt: aie Fliichen beruhren sich stationar. 

Als gemeinsame Tangentialebene nehmen wir X 2 = 0 (nicht 
Xs = 0, im Gegensatze zu Nr.2, aus Griinden, die spater hervor
treten werden). Die Spitze des dreifach zahlenden Kegels liege in 
der Ecke Xl = 0, X 2 = 0, Xs = OJ er beriihre die Ebene X 2 = 0 
in ihrem Schnitte mit Xl = 0; die Ebenen Xs = 0, Xl = 0 kann 
man dann so legen, dass 

f + 12 9> = aX12 + 2aX2 X S ' 

Die Spitze des zweiten Kegels befindet sich auch in X2 = 0, und 
die Linie X2 = 0, Xs = 0 moge doppeIt zablend diesem Kegel an
gehOren, dessen Spitze in X 2 = 0, Xs = 0, X4 = 0 liege; dann wird 

f + Al 9> = 2fjX2 X, + b2X 22 + U3 X S2 + 2b,X2 XS ' 

Da fj nothwendig von Null verschieden ist, kann man X, durch 
X4 + p,X2 ersetzen und fjp, + b2 gleich Null machen, so dass 

f+ 11 9> = 2fjX2 X 4 + bSX S2 + 2b,X2 X 3 ; 

*) V gl. Bd. I, p. 322. 
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also: 

(.11-.12) l= a1l.1X/ - bS A2X/ + 2(aA1 - b4 11.2)X2X 3 - 2(3A2 X2 X P 

(11. 1 - 11.2) ffJ = - (l X 12 + bS X3 2 + 2 (b 4 - a) X2 X3 + 2 (3 X2 Xi' 
a(1I.1-1I.) 0 0 0 

o 0 b4(A-A2 )-a(II.-1I.1 ) (3(A-At ) 

o b4(J,-A2)-a(II.-1I.1) bo(II.-1I.2) 0 

o J3(A-A2) 0 0 

Durch Aenderung der Xi urn passende constante Factoren konnen 
wir erreichen, dass: 

- a = b3 = all.1 - b4 A2 = J3 = Al - 11.2 ; 

ferner ersetzen Wlr X4 durch Xi + V Xg und bestimmell v durch 
die Bedingung 

(3v + b4 - a = 0, 
welche immer losbar ist. So kommt endlich die kanonischc Form: 

(21a) l= - A1 X 12 - A2(X32 + 2X2 X 4) + 2X2 X 3, 
ffJ = X 1 2 + X3 2 + 2X2 X 4 • 

Die zur Herstellung der Transformation dienenden Formeln sind 
kurz folgende: 

(22a) 

(23a) 

(25a) 

lA-AI 0 0 0 

B2 L1(A) = 0 0 1 A-A2 = - (II.-A1)(A-A2?, 
0 1 A-1I.2 0 

0 II.-A2 0 0 

R2=_ ~. 
B' 

R2 L:E£lik(lI.)uiuk = - (A - A2Y U/ - (A - A1) (II. - 11.2)2 U32 

- (A - }.l)U/ - 2(A --- Aj)(A - }.2)2 U2 U4 

- 2(A - Aj) (A - A2) Us V4 ; 

]l21J:E£lik (Aj)?tiUk = - (A1 - A2)3V12, 

R2 1J1J£lik (A2)t~iUk = (Al - A2)U42, 

W:E1JLli~(A2)Uit(k = - U42 - 2(A2 - A1)U3 U4 , 

]l21J1J£li~(A2)uiuk = - 2(A2 - A1) (V32 + 2U2 U4 ) - 4U3U4 , 

wobei die Differentialquotienten von L1ik nach A durch obere Striche 
bezeichnet sind. Die Losung wird wieder nur unmoglich, wenn aIle 
£lik (A1) oder Llik (A2) verschwinden, oder wenn Al = A2 , welche Mog
lichkeiten ausgeschlossen wurden. Die Grossen £li~ (A2) konnen nicht 
sammtlich Null sein, weil sonst auch £1" (A2) verschwinden miisste, 
A2 also eine dreifache Wurzel ware. Es ist namlich: 
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Ll'(),,) = EELlik()")bik , 

Ll" (),,) = EE £lik' (A)bik • 

Aehnliche Ueberlegungen in Betreff der eventuellen Unmoglich
keit der Transformation gelten fur jeden der folgenden FaIle. 

Nr. 4:. Es sind zwei Doppelwu1'f3eln, Al und A2 , vorhanden, und 
fiir keine von ihnen verschwinden alle ersten Unterdeterminanten von £l(A). 

Von den vier Kegeln sind noch zwei getrennte, je doppelt 
zahlende uhrig geblieben; was fur einen solchen Kegel und dessen 
Spitze in Nr. 3 nachgewiesen wurde, gilt hier fur jeden von beiden. 
AIle Fliichen f + A g; = 0 beruhren sich also zweimal, und zwar in 
den beiden Spitz en der Kegel; die Curve vierter Ordnung hat in 
jeder derselben einen Doppelpunkt. Da nun jede Spitze auf allen 
Flachen des Buschels liegt, geht auch jeder der beiden Kegel durch 
die Spitze des anderen hindurch; d. h. beide Kegel schneiden sich in 
der Verbindungslinie ihrer Spitzen. Die Schnittcurve vierter Ordnung 
zerfiillt also hier in eine gerade Linie (eben jene Verbindungslinie), 
und in eine Raumcurve dritter Ordnung. 

Die Spit.ze des Kegels f + Al cP = 0 liege in der Ecke XI = 0, 
X3 = 0, X4 = 0, und Xl = 0 sei in ihr die gemeinsame Tangenten
ehene der FHichen des Buschels. Die andere Spit.ze liege in der 
Ecke Xl = 0, X2 = 0, Xs = 0, und Xs = 0 sei ihre Tangential
ebene, so dass Xl = 0, Xa = 0 die Gleichungen del' allen Fliichen 
gemeinsamen Erzeugenden sind. Dann ist 

f + ),,1g; = ajX/ + aa X s3 + 2a1S X1 XS + 2a14 X 1 X 4 + 2aS4 XS X4 ; 

ferner kann man sicher g; = 2X1 X 2 + 2X3 X 4 machen, so dass 

f= lY.1X12 + aa X a2 + 2a1a X1 Xs + 2«14 X I X 4 

+ 2(<<34 - A1)XaX4 - 2)"t XI X2, 

f + ),,2G; = a1 X t 2 + aa X s 2 + 2«13 X I XS + 2«14 X I X 4 

+ 2(<<84 + ),,2 - ),,1)X3 X4 + 2(A2 - ),,1)X1X2 , 

In letzterem Ausdrucke darf X4 nicht vorkommen; es muss also 

«14 = 0, «34 = ),,1 - A2 

sein. Ohne die Form von G; zu iindern, konnen wir noch X4 + /LXt 

statt X4 und X2 - /LXa statt Xa setzen; machen wir endlich 

was Immer 

(21b) 

«13 + (),,1 - ),,2)/L = 0, a l = «3 = 1, 

moglich ist, so erhalten wir die kanonische Form: 

f= - 2)"l XI X2 - 2A2 XaX4 + X t 2 + Xa2, 

G; = 2 X 1 X 2 + 2XaX4 • 
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Die Losung des zugehOrigen Transformationsproblems wird durch 
folgende Formeln geliefert: 

(23 b) 

(25b) 

1 A-Al 

o 

o 
o 
o 

o 
o 

R2B= Ii 

o 

R2 EE4ik(l)UiUk = - (l2 - l)2U22 - (ll - A)2Ul 

- 2(lJ -l)(l2 -lY~~ 
- 2(l2 -l)(Al _l)2Us~; 

R2EEL1ik(ll)UiUk = - (A2 - ll)2U22, 

R2 EEL1i~(ll)UiUk = - 2(ll - A2)U22 + 2(A2 - AlYU1 U2 , 

R2 EELlik(A2)UiUk = - (AI - A2)2U42, 

R2 EELli~(A2)UiUk = - 2(A2 - Al )U42 + 2(Al - A2YUS U4 • 

Man sieht, dass die U; in der Ebenencoordinaten-Gleichung in 
gleicher Weise vorkommen, wie die Xi in der Punktcoordinaten
Gleichung; es sind nur die Indices 2, 4 bez. mit 1, 3 vertauscht. 

N r. 5. Es ist Al eine vierfache Wurzel von LI (A) = 0, und die 
Llik(Al ) sind nicht siimmtlich gleich Null. 

Dieser Fall entsteht aus dem vorigen, indem die beiden Kegel 
unendlich nahe an einander riicken, d. h. indem die Schnittpunkte 
der von der Curve vierter Ordnung abgesonderten Geraden (die 
Spitzen der beiden Kegel) auf der iibrigbleibenden Curve dritter 
Ordnung zusammenfallen: die Schnittcurve der F1iichen f = 0 und 
!p = 0 besteht aus einer geraden Linie und einer dieselbe beriihrenden 
Raumcurve dritter Ordnung. Der Beriihrungspunkt tritt an Stelle des 
in Nr. 3 auftretenden Riickkehrpunktes der Curve vierter Ordnung, 
denn auch aus Nr. 3 kann der jetzt vorliegende Fall offenbar durch 
Grenziibergang abgeleitet werden. 

Die gemeinsame Erzeugende cler Flachen sei durch Xl = 0, 
X2 = 0 gegeben, und Xl = 0 sei die gemeinsame Tangentialebene 
im Punkte Xl = 0, X2 = 0, Xs = 0, d. i. in der Spitze des einen 
noch vorhandenen Kegels. Dann kann man es so einrichten, dass 

f= 2IX14XI X4 + all Xl + IX22 X 22 + 2a12XIX2 + 2 al3 Xl Xs 
+ 2a2SX2XSI 

!p = 2X1 X 4 + 2X2 XS , 

wobei a14 von Null verschieden ist. Es wird 
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au al2 a lS aa + A. 

B2L1(A.) = 
a21 etn a2S + A. 0 

aS1 etS2 + A. 0 0 

I etM + A. 0 0 0 

also muss eta = et2S sein. Hierbei ist die Linie Xs = 0, X 4 = 0 
eine noch unbestimmte Erzeugende von fP = 0, weiche unsere Curve 
dritter Ordnung in zwei Punkten trifft, die sich aus der Gleichung 

etllXl + a22 X 22 + 2et12 X l x;, = 0 

berechnen lassen; unter den unendlich vielen Erzeugenden dieser Art 
wird man eine so auswahlen konnen, dass beide Schnittpunkte zu
sammenfallen, dass sie also Tangente der Curve wird; d. h. wir 
konnen voraussetzen, es sei etll et22 - et122 = O. Ersetzell wir sodann 
X 2 durch X2 + ""Xl und X, durch X4 - ""Xs, wobei fP ungeandert 
bleibt, so wird 

f = 2 et14X1 X4 + all' Xl2 + et22 X 22 + 2 et12' Xl X2 + 2 etiS' Xl Xs 

+ 2et2S X2 Xs, 
etu ' = etll + 2f.£etl2 + f.£2et22' 

a12' = et12 + f.£a22 , etls' = etls - f.£aa + f.£et2S = etiS ' 

In Folge unserer Bestimmung liber die Linie Xs = 0, X4 = 0 
kann man etll' und a12' gleichzeitig zu N uIl machen durch passende 
Wahl von 1'; und es bleibt, da au = ass = - A.l war: 

f= - 2A.1 (X1 X4 + X 2 XS) +X22 + 2X1 XS , 

fP = 2XI X4 + 2XaXs' 
(21c) 

Zur Ausflihrung der Transformation dienen folgende Formeln: 

o (j 1 A.-A.l I 

(22c) B2L1(A.) = ~ A.~A.l A~Al ~ \ = (l- .\1)4, 

(23c) 

(25c) 

.\ -AI 0 0 ° I 
R2B= 1; 

R2~ELlik(A)U'iUk = - Ul- (A - Al)2Us2 + 2(A - A.J)SUI U4 

+ 2(A - A1Y' U2 Us 

+ 2 (A.-A.l)2U2 U4 + 2(A-A1)US U4 ; 

R2 EELlik(AI)U;Uk = - U42, 
R2 EELli/(AI)Uillk = 2Us U4" 
R2EELJik"(A.j)UiUk= - 2US2+ 4U2 U4" 
R2EELJit'(AJ/li1~k = 12(UI U4, + U2 Us) = R26EEBikUittk, 
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wiihrend EEdik' ().I)Ui1tk gleich Null wird. Die beiden erst en Glei
chungen geben U4 = 0, die Spitze des Kegels, und U3 = 0, also 
als Verbindungslinie beider Punkte die gemeinsame Erzeugende Xl =0, 
X2 = 0; die dritte liefert die Ecke U2 = 0, und aus der letzten 
findet man den Punkt U1 = O. Zur Bestimmung der Ebenen X3 = 0, 
X4, = 0 kann man sich auch der folgenden Relationen bedienen: 

f + ).,lfP - X 22 = 2X1 XS, 

fP - 2X2 XS = 2X1 X 4 • 

Nr.6. Die Wttr.e'eln von d().,)=Overtheilen sich wze ~n Nr. 2; 
es vcrschwinden aher alle .dik ().,3) , wahrend die zweiten Unterdetermi
nanten nicht sammtlich gleich Null sind. 

Der Kegel f + As fP = 0 zerspaltet sich in zwei Ebenen; die 
Schnittcurve zerfallt folglich in zwei ehene Kegelschnitte, welche sich auf 
der A.xe des Ehenenpaares in zwei Punkten begegnen (da diese Axe von 
den Fliichen zweiter Ordnung nur in zwei Punkten getroffen werden 
kann). Durch die Axe gehen dann die Polarebenen der Spitzen der 
Kegel f + ).,1 fP = 0 und f + ).,2CP = 0 hindurch, welche dieselben 
sind fur alle FIachen des Buschels, also auch fur f + ).s cP = O. Die 
erwiihnten Spitzen sollen als Ecken U1 = 0, U2 = 0 des neuen Te
traeders benutzt werden, und ihre Polarebenen mogen bez. Xl = 0, 
X2 = 0 sein. Auf der Schnittlinie der letzteren wahlen wir die 
Ecken Us = 0, U4, = 0 so, dass sie harmonisch liegen zu den beiden 
Durchstossungspunkten der Linie mit den Fliichen f + ).cP = 0; wie 
man dieser Forderung auch genugen mag, die so gewahlten vier 
Ecken bilden immer ein Polartetraeder in Bezug auf aHe Fliichen 
f' + ). fP = 0; das gemeinsame Polartetraedet· wird also hier nicht un
moglich, sondern unbestimmt. In den neuen Gleichungen konnen wieder 
nur die Quadrate vorkommen, d. h. wir haben 

(21d) f= ~ ).I X12 - ).2 X22 - ).,3 (XS2 + X/), 
fP = X l 2 + X22 + Xs 2 + Xl, 

und die Transformationsformeln werden: 

).-).1 0 0 0 

(22u) R2 d(A) = 0 ).-).,2 0 0 = (l-A1) ().,-A2)(A-As)2, 
o 0 ).-As 0 

o 0 0 A-As 

R2B = 1; 

(23d) R2 EEdik(A)UiUk = (A - As)2 [()., - ).,2)UI 2 + ()., - ).,1) U22] 
+ (A - Al)(A - ).2) (A - ).,s)[US2 + U4,2]; 



Die Flachen zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 

R2 EEdik (AI) UiUk = (AI - A2) (AI - As)2U12, 

(25d) R2ElJd;k(A2)1ti1tk = (A2 - AI) (A2 - As)2U22, 

R2ElJdik'(As)UiUk = (As - AI) (As - A2) [Us2 + U42]. 
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Diese drei Gleichungen geniigen, da man die eine der Ecken U4 = 0, 
Us = ° auf der Schnittlinie der Polarebenen von UI = ° und U2 = ° 
beliebig annehmen kann. Die Gleichungen der beiden Kegel sind: 

(+ Al 9' _ (AI - A2)X/ + (AI - As) (Xg2 + X42) = 0, 

(+ A29' - (A2 - At )XI2 + (A2 - As) (X/ + Xl) = 0, 

und diejenige des Ebenenpaares: 

(+ A39' - (As - At )X12 + (As - A2)X22 = 0. 

Der vorliegende Fall tritt immer ein, wenn man zwei Kugeln zum 
Schnitte bringt; denn aHe Kugeln gehen durch den imaginaren Kugel
kreis hindurch (p. 182); dieser unendlich ferne Theil der Schnittcurve 
wird durch einen im Endlichen gelegenen Kreis zu der Curve vierter 
Ordnung erganzt. 

Die Fliichen (= 0, 9' = ° beriihren sich hier in den beiden 
Schnittpunkten mit der Linie Xl = 0, X2 = OJ denn ihre Schnitt
curve hat daselbst Doppelpunktej zwei Kugeln beriihren sich also 
immer in zwei Punkten, die allerdings imaginar sind. 

Nr. 7. Die Gleichung LI(A) = 0 hat eine ein(ache Wurzel At und 
eine drei(ache Wurzel A2 ; (iir letztere verschwinden alle ersten Unter
determinanten d ik (A2). 

Dieser Fall entsteht aus Nr. 3, wenn der dort vorkommende 
dreifach zahlende Kegel in ein Ebenenpaar ausartet. Die Schnitt
curve besteht also wieder aus zwei ebenen Kegelschnitten; die letzteren 
miissen sich beriihren, damit die Beriihrung der Fliichen stationiir werde, 
wie in Nr. 3. Auch aus dem vorhergehenden kann der jetzt Yor
liegende Fall durch Zusammenfallen der Schnittpunkte der beiden 
Kegelschnitte erzeugt werden. 

Die gemeinsame Tangente der beiden ebenen Kegelschnitte in 
ihrem Beriihrungspunkte (gleichzeitig Axe des Ebenenpaares (+A29'=0) 
sei durch Xl = 0, Xg = 0 gegeben; sie beriihrt offenbar auch den 
Kegel (+ Al 9' = O. Der letztere wird also iangs der Verbindungslinie 
seiner Spitze mit jenem Beriihrungspunkte yon einer Ebene beriihrt, 
die durch besagte Tangente hindurchgeht; diese Ebene sei Xs = 0; 
sie moge in der genannten Verbindungslinie von der Ebene Xli = 0 
geschnitten werden; Xl = 0 sei als die conjugirte Pol are bene von 
X3 = 0 in Bezug auf das Ebenenpaar (+ A2 9' = 0 definirt. Dann ist 

Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 15 
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f + A2'P = aXI2 + bXs2, 

f + Al'P = (X22 X 22 + (XSSXS2 + 2(X2S X2XS + 2"S4 X SX,U 

also 

(AI -A2)f= aAIX/ - IX22 A2 X 22 + (bA l - "3S A2)XS2 - 2IX23A2X2Xs 

- 2"s4A2 XsX4, 

(A2-AI )'P = aXI 2+(b- "S3)Xs2_"22X22-2a2SX2XS-2a34XSX4.' 

Wir setzen X4 + ""X2 + vXs an SteUe von X4 und bestimmen 
"", v durch die Bedingungen (X23 + """S4 = 0, aS3 - b + 211 (X34 = 0; 
dies ist immer moglich, denn die Bedingung a84 = 0 wiirde das Zer
fallen des Kegels f + Al'P = ° erfordern, was unseren V oraussetzungen 
widerspricht; dann entsteht bei passender Wahl der verfiigbaren 
Constanten: 

(21e) 
f = - Al XI 2 - A2 (X22 + 2 XS X4) + XS2, 

'P = XI 2 + X 2" + 2XS X4 • 

Es ist zu bemerken, dass diese Ausdriicke im Wesentlichen un
geandert bleiben, falls man X2 = 0 durch X2 + mXs = 0, gleich
zeitig X4 = 0 durch X4 + pX2 + qXs = 0 ersetzt und m, p, q ent
sprechend bestimmt. Die Ebene X 4 = 0 bleibt dann immer Tangenten
ebene von 'P = 0 im Punkte Us = 0; man kann also die Ecke 
U2 = 0 auf Xl = 0, Xs = 0 willkiirlich wahlen, legt sodann von 
ihr aus die eine (ausser Xs = 0 noch mogliche) Tangentialebene 
an 'P = 0, wodurch X4 = ° bestimmt ist; der Beruhrungspunkt der 
letzteren liefert die Ecke Us = 0; durch sie und die schon fest
gelegte Kante X 2 = 0, Xs = 0 gebt die vierte noch fehlende Ebene 
des Coordinatentetraeders X2 = O. Wie im vorzqen Falle kann also 
auch hier die einfachste 7canonische Form (21e) auf unendlich viele 
Weisen hergestellt werden. Zur Durchfuhrung der Transformation 
dienen folgende Formeln: 

A-AI 0 0 0 

° A - A2 0 ° (22e) R2LJ(A) = 
0 0 1 A-A2 

= -(A-AI)(A-A2)S, 

0 0 A-A2 0 

R2B = - 1; 

(23e) IF EELJik(A)Uittk = - (A - A2Y UI2 - (A-AI) (A - A2Y U22 

+ (A-AI) (A-A 2 ) U/ 
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R2 E~Aik (11)UiUk = - (11 - 12)S U12 , 

(25 e) R2 ~~di{ (~)UiUk = - (12 - 11) U42, 

R2 EEAit(12)u;ttk = - 2(12 - II) [U22 + 2 Us U4]. 

Die Ecke U2 = 0 kann man in obiger Weise willkiirlich wahlen; 
dann sind die anderen Ecken hierdurch vollkommen bestimmt, so 
lange die Grossen dik (11) , Ai{ (12), Ait (1)>) nicht sammtlich gleich 
Null sind. 

Nro 80 Es sind zwei IJoppelwurzeln, II und ls, vorhanden; una 
(ur 11 verschwinden auch alle ersten Unterdeterminanten A ik (11), nicht 
aber siimmtliche zweiten. 

Von den zwei Kegeln, welche in Nr. 4 auftraten, ist einer in 
ein Ebenenpaar ausgeartet; die Schnittcurve zerfiillt also in zwei ebene 
Kegelschnitte; von diesen aber degenerirt einer in ein Linienpaar; denn 
nach Nr. 4 muss sich jedenfalls eine gerade Linie absondern lassen, 
folglich auch, da wir es mit Kegelschnitten zu thun haben, eine 
zweite i die letztere kann sich nicht von dem zweiten Kegelschnitte 
absondern, denn dann wiirde die Schnittcurve aus vier Geraden be
stehen, es wiirden also beide Kegel in Ebenenpaare ausarten, was 
erst fur den nachsten Fan charakteristisch ist. Der vorliegende Fall 
kann auch aus Nr. 6 durch Grenziibergang abgeleitet werden. 

Das Linienpaar steht auf dem Kegelschnitte, d. h. jede Linie 
desselben trifft ihn in einem Punkte i die Linien sind selbst Erzeu
gende desjenigen Kegels, dessen Spitze im Scheitel des Paares liegt, 
und welcher auf dem Kegelschnitte steht. 

Es sei Xs = 0, X4 = 0 die Axe des Ebenenpaares, Xs = 0 die
jenige Ebene, welche das Linienpaar enthalt. Durch den Scheitel 
des letzteren legen wir die Ebenen XI = 0, X 2 = 0 so, dass sie zu
sammen mit Xs = 0 in Bezug auf den Kegel (+ ls9' = 0 ein Tripel 
conjugirter Ebenen bilden (po 164); dann wird 

(+ ls9' = a l X l 2 + a2 X 22 + asX s2, 

(+ 11 9' = Xs ({JsXs + 2 (J4 X 4) , 

(II -13)(=ll al X l 2 + l 1 a2 Xl + (lias -la{Js)Xs2 - 2la{J4 X aX 4' 

(1\ - l3)9' = - a l X t 2 - a2X22 + (aa - (Ja) XS2 + 2{J4 XSX4° 
Hierin kann man noch das Glied mit XS2 dadurch zum Verschwinden 
bringen, dass man X 4 = 0 zur Tangentenebene von 9' = 0 macht, 
d. h. X4 durch X4 + p,Xs ersetzt und as - {Js + 2p,{J4 = 0 werden 
lasst. So entsteht: 

(= - Al (Xt 2 + Xl) - 21s Xs X 4 + Xs 2 , 

9' = X/ + X 22 + 2XSX4' 
(21 f) 

15* 
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und ferner: 
A-AI 0 0 0 

0 0 0 A-A} 
(22f) R2 d(A) = 

0 0 1 A-As 
= -(A-1.1)2(1._1S)2, 

0 0 A - AS 0 

R2B=-1; 

R2~~dik(1.)ttiUk = - (1. -It) (l -As) [(A-1s) (~2 + U/) 
(23 f) + 2(A - 11 ) Us UtJ + (A-11)2 ~2; 

R2 ~~dik(As)uiuk = (As - Al)2 V/, 
(25f) R2 ~~L1:k(A3)u.iuk = - 2(A3 - Ad Vs U4 + 2(As - 11) V4 2, 

R2 ~:lJL1i~(ll)UiUk = - ell - As)2[UI2 + U22). 

Dem elltspreehend, dass man zur Bestimmung des obigen Tripels 
eonjugirter Ebenen die Eeke VI = 0 auf der Kante Xs = 0, X 4 = 0 
noeh willkiirlieh wahlen darf, sind diese drei Gleiehungen ausreiehend i 
V4 = 0 gibt den Seheitel des Liniellpaares, Vs = 0 den BerUhrungs
punkt der Ebene X4 = 0 mit der Fliiehe fJJ = O. 

Nr. 9. Es sind ~wei Doppelwurzeln, II und ls, vorhanden, 1md 
fUr jede von ihnen verschwinden alle ersten Vnterdeterminanten von d(A). 

Der im vorigen FaJle noch vorhandene eigentliehe Kegel, welcher 
auf dem dort vorkommenden Kegelsehnitte stand, zerfallt in ein 
Ebenenpaar; auch jeder Kegelsehnitt lost sich folgIieh in zwei ein
zellle Gerade auf. Die Durchdringungscurve der Fliichen f + AfJJ = 0 
besteht aus vier geraden Linien, dle ein windschiefes Viereck bilikn. 
J ede Flaehe des Biischels kann in der Form a ~l ~2 + b ~s ~4 = 0 dar
gestellt werden (vgl. p. 35ff. und 145); setzt man also ~1 + i~2 = XII 
~l - i~2 = X2 , ~s + i~4 = Xs, ~s - i~4 = X4 , so wird 

f = - II (X12 + X22) - AS (XS2 + Xl), 

• X l 2 + X 22 + X 2 + X 2 fJJ= S 4' 

(21g) 

Die Linie Xs = 0, X 4 = 0 ist die eonjugirte Pol are zu Xl = 0, 
X2 = 0 in Bezug auf aIle FIiiehell des Biischels; in den vier Schnitt
punkten dieser Linien mit einer der Fliichen beriihren sie sick alle. 
Auf jeder der beiden Geraden kann man ein Paar eonjugirter Pole 
in Bezug auf aUe FIaehen aussuchen (wobei ein Punkt jedes Paares 
willkiirlieh bleibt); vier solche Punkte bilden immer ein allen Fliicken 
gemeinsames PolartetraiJder. Das letztere wird durch folgende Glei
chungen eingefiihrt: 
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o ' A-AI 
! 0 

(22g) WLi(A) = i 

\ ~ 

o 
o 

A - As 

o 

o I ~(A-l,)'(A-A.)', 
A~Asl 

(23 g) 

(25 g) 

R2B = 1; 
R2 :E:ELiik (A) Uittk = (A - ).1) (A - As) [(A - As) (U12 + U22) 

+ (A - AI) (US2+ U42)J; 
R2]J]Jd;k'(Al)UiU~~= (AI - AsY' (U12 + U22) , 
R2EEdi/().s)U;Uk = (As - AI)! (US2 + U,S); 

hierbei sind UI = 0 und Us = 0 in obigem Sinne willkiirlich. 
Nr. 10. Alle vier Wurzeln sind in Al zusammengefallen, und alle 

dik(A) sind gleich Null fiir l = All wiihrend die Lii / (AI) und die zweiten 
Unterdeterminanten nicht siimmtlich verschwinden. 

Die Schnittcurve besteht aus zwei ebenen Kegelschnitten; von 
denselben 1ii.ast sich nach Nr. 8 einer in zwei gerade Linien zer
fallen; nach Nr. 7 mussen sich beide Kegelschnitte beriihren; eine 
Beriihrung kann hier aber nur in uneigentlichem Sinne zu Stande 
kommen, indem der Scheitel des Linienpaares auf der Axe des Ebenen
paares (und also gleichzeitig auf dem anderen nicht zerfallenden Kegel
schnitte) liegt. Der in Nr. 8 auftretende Kegel rallt also derartig 
mit dem Ebenenpaare zusammen, dass sein Scheitel in die Axe des 
letzteren hineinruckt, wahrend das auf ihm liegende ausgezeichnete 
Linienpaar seine Bedeutung als Theil der Durchdringungscurve be
halt. Die letztere Curve besteht aus einem Kegelscknitte und zwei sick 
auf" ihm treffenden geraden Linien. 

Es sei X2=0 die Gleichung der Ebene des Linienpaares, Xs=O 
die Gleichung derjenigen des Kegelschnittes, U, = 0 die Gleichung 
des Scheitels; dann ist 

f + ).1 «P = 2X2 Xs , 

«P = fJI X12 + 2fJ2 XI Xs + fJsXs2 + 2fJ2l XI X2 

+ 2fJ2S~XS + 2fJ24 X 2 X4· 

Das Glied mit fJa bringen wir zum Verschwinden, indem wir als 
Kante Xl = 0, ~ = 0 die vierte harmonische Gerade der Axe 
Xa = 0, Xs = 0 in Bezug auf unser Linienpaar wahlen; durch diese 
Gerade legen wir die Ebene Xl = 0 beliebigj sie schneidet den 
Kegelschnitt in einem weiteren Punkte, dessen Tangente wir zur 
Kante Xs = 0, X, = 0 machen, welcher also selbst durch Ua = 0 
dargestellt wird j in Folge dessen wird auch fJ21 = 0 i durch diese 
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Tangente legen wir die Ebene X. = 0 so hindureh, dass Sle die 
Fliiehe qJ = 0 in demselben Punkte U2 = 0 beriihrt. Somit konnen 
wir setzen 

(21h) 
f = - Ai (Xi2 + Xa 2 + 2 X2 X 4) + 2 X 2 Xs , 

qJ = Xi2 + Xa2 + 2X2 X •. 
Diese Formen sind wieder auf unendlieh viele Weisen herstellbar, 
da auf der Axe X2 = 0, Xs = 0 der Punkt U2 = 0 noeh willkiir
lieh blieb, wie sieh dies aueh in folgenden Formeln ausspricht: 

A-AI 0 0 0 I 
o 0 1 A-~ 4 

(22h) E2 £l(A) = 0 1 A _ Ai 0 = - (A-Ai) , 

(23h) 

(25h) 

o A-Ai 0 0 

E2B = -1; 

E2 XJXJAik(A)ttittk = - (A - Ai Y(U12 + U32 + 2 Uz U4) 

- 2(A - Ai)2 Us U4 ~ (A - AJ U.2 ; 

E2 XJXJ.L1ik' (A1)UiUk = - Ul, 
R2 XJXJ.L1it (A1)tliUk = - 4 Ug U4, 

R 2 XJXJA iI:"(AJ)lt;Uk= - 6(U12 + US2+ :JUZ U1). 

Nr. 11. Fur die vierfache TViwzel Ai verschwinden nicht nur aUe 
ersten Unterdeterminanten, sondern auch die Diflerentialquotienten der
selben .L1ik' (AI)' wiihrend die zweiten Unterdeterminanten nicld siimmtlich 
gleich Null werden. 

Die soeben fiir Ul aufgestellte Gleiehung zeigt uns, dass beim 
Zusammenriieken des Kegels und Ebenenpaares der Beriihrungspunkt 
der beiden ebenen Kegelsehnitte unbestimmt wird. Da ferner dieser 
Fall aus dem in Nr. 9 behandelten hervorgeht, indem Ai = A2 wird, 
so besteht die Curve vierter Ordnung aus zwei Linienpaaren; damit 
sieh diesel ben beriihren, muss also eine Gerade des einen Paares mit 
einer des zweiten Paares zusammenfallen. Die Flachen des Buschels 
beriihren sich also liings einer geraden Linie und schneiden sich ausser
dem noch in zwei Geraden; letztere treffen die Beriihrungslinie in 
zwei Punkten, den Sebeiteln der beiden theilweise getrennten Paarej 
sie gehOren folglieh selbst auf jeder der Fliiehen derjenigen Art von 
Erzeugenden an, unter denen die Beriihrungslinie sieh nieht befindet, 
d. h. sie schneiden sich gegenseitig nicht. 

Es seien Xi = 0, Xs = 0 irgend zwei Ebenen, die sieh in del' 
Beriihrungslinie sehneiden und zu den Ebenen des Paares f + Al qJ = 0 
harmoniseh liegen; die Linie X2 = 0, X4, = 0 sei irgend eine Er-
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zeugende von rp = 0, welche die Berilhrungslinie nicht schneidet; es 
mogen ferner die Ebenen X 1=0 bez. X4 =0 und andererseits X 2=0 
bez. X3 = ° sich in Erzeugenden von rp = 0 durchsetzen. Dann wird 

also: 

(21 i) 

(22i) 

(23i) 

(25i) 

fJJ = 2 aXI X2 + 2 b Xs X 4 , f + ).1 rp = a X 12 + {3 Xa 2 , 

f= - 2).1 (Xl X 2 + X aX 4) + X 12 + Xa2 , 

rp= 2X1 X 2 + 2XaX4 ; 

1 ).-).1 0 0 

R2 .de).) = 
).-).1 0 0 0 

= (A - Ad', 
0 0 1 ).-).1 

0 0 ).-A1 0 

R2B = 1; 

R2 ZJlJ.d ik (A) Ui1tk = - (AI - A)3(2 U1 U2 + 2 U3 U4 ] 

- (AI - A)2[U22 + U42]; 

R2 ZJZJ.d;/' (A1)UiUk = - 2(U22 + Ul), 

B,2 ZJEL1ik'" (A1)U;Uk = 12( U1 U2 + Us U4). 

Die Gleichung U22 + U42 = ° stellt die Scheitel der beiden Linien
paare dar, weJche auf der Beriihrungslinie harmonisch liegen zu den 
Ecken U2 = 0, U4 = 0; von letzteren kann eine, etwa U2 = 0, will
kiirlich gew1thlt werden; auf der durch sie hindurchgehenden Er
zeugenden Xl = 0, X4 = 0 kann man ferner Ua = 0 belie big an
nehmen; dann sind die heiden anderen Ecken durch unsere Relationen 
festgelegt. 

Nr. 12. Neben einer einfachen Wttrzel Al kommt eine dreifache 
Wurzel ).2 vor, fur welche alle zweiten Unterdeterminanten verschwinden. 

A.n Stelle des Ebenenpaares von Nr. 7 erscheint eine Doppel
e bene; die beiden ebenen Kegelschnitte riicken also unendlich nahe 
an einander: Die Fliichen des Buschels beruhren sich langs cines Kegel
schnittes*). Die Ebene des letzteren werde durch Xl = 0 dargestellt; 
ibr gemeinsamer Pol in Bezug auf die FHichen f + AfJJ = 0 liefere 
die Ecke U1 = 0; irgend drei Punkte in Xl = 0, welche ein Polar
dreieck in Bezug auf den Kegelschnitt bilden, konnen als Ecken 
U2 = 0, Us = 0, U4 = 0 benutzt werden, urn zu ergeben: 

*) Ein solches System von Flachen begegnete uns schon bei Beginn unserer 
Untersuchung (p. 135 f.). - Auf dasselbe wird man ferner durch Verallgemeine
rung gewisser Satze uber Kugeln gefiihrt; vgl. Po n c e 1 e t, Traite des proprie
tes etc. Nr. 601 if.; Chasles, Aperyu historique, Note XXVIII; Plucker, 
System etc., p. 327 f. 
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f = - A.l X t 2 - A.2(X2~ + X3 2 + Xl), 
cp = Xj2 + X2 2 + X3 2 + X42 ; 

IA-A.lO 0 0 

(22k) R2 A (A.) = 0 A-A.2 0 0 
o 0 A-A2 0 

(23k) 

(25k) 

o o 
R2B = 1; 

R2 ~~Lli1,(A)uiuk = (A ~ A2)3 Ul 2 

+ (A - A2)2 (A - Aj)[U22 + Ur/ + U4~J; 
R2 L~Llik (Aj)UiUk = (Al - A2)3 Uj 2, 

R2 LELlit (A2)UiUk = 2(A2 - Al ) (U22 + U32 + U42). 

Nr. 13. Die Gleichung LI(A) = 0 hat eine vierfache Wurzel, una 
fur dieselbe verschwinden alle zweiten Unterdeterminanten. 

Das Ebenenpaar in Nr. 10 artet in eine Doppelebene aus; das 
Linienpaar riickt an den Kegelschnitt unendlich nahe heran, auch 
letzterer bricht folglich in zwei Linien auseinander. Auch aus N r. 11 
entsteht der jetzige Fall, indem die beiden dort durch U12 + U22 = 0 
dargestellten Punkte sich einander unendlich nahern, und aus Nr. 12, 
in dem die Ebene Xl = 0 zur gemeinsamen 'rangentialebene wird. 
Die Fliichen des Buschels beriikren sick liings zweier geraden Linien. 

Es soIl XS2 = 0 die Gleichung der Doppelebene sein; in ihr 
zieht man zwei zu den Linien des Paares harmonische Gerade, die 
durch Xl = 0 und X2 = 0 ausgeschnitten werden mogen. Die Schnitt
linie der letzteren sonst beliebig gelassenen Ebenen trifft cp = 0 in 
einem weiteren Punkte, dessen Beriihrungsebene die Gleichung X 4 = 0 
haben soU; dann wird f + Al cP = XS2 und: 

f = - Al (X12 + X 22 + 2XSX 4) + X32 , 

Xl + X 22 + 2XSX4 ; 

(211) 
cp= 

A- Al 0 0 0 

(221) R2 LI(A) = 
o A-Al 0 0 
o O. 1 A _ At = - (A - A1)4, 

o 0 A-AI 0 

R2B=-1j 

(231) R2 ~ ~ Llik (A. )Uittk= - (A-A.d( U12+ U22+ 2 Us U4) + (A-At? Ut 2 ; 

(251) 
R2 ~~Llit (A.t)UiUk = 2 Ul, 
R2l:ELlik'''(A.l)UiUk = - 6(U1 2 + U22 + 2 Us U4). 
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. Mit den dreizehn hier beltandelten Fallen ist die Zahl alter ],1ug
lichkeiten erschOpft, wenn man an der Bedingung festhalt, dass die 
Determinanten A 'lAnd B nicld gleich Null seien. Urn dies vollstandig 
einzusehen, mUssen wir noch genauer nachweisen, dass jedes Mal, 
wenn die verlangte Transformation in einem FaIle unbestimmt wird, 
dies durch einen Grenzprocess geschieht, welcher auf einen der 
anderen hier besprochenen FaIle fuhrt. Insofern es hierbei auf das 
Zusammenfallen der Wurzeln ankommt, bedarf es keiner weiteren Be
merkung, da in dieser Beziehung aIle Combinationen Erwahnung ge
fund en haben; es kommt also nur noch auf das Verschwinden der 
L1ik, L1ik' , £lik" , £lit' an. 

Die zu Nr. 1 gehorige Transformation wurde nur unmoglich, 
wenn Nr. 2 oder einer der folgenden Falle eintrat. Nr. 2 ward nur 
uymoglich, wenn mindestellR Nr. 6 Anwendung fand. Nr. 6 erleidet 
Ausnahmen, wenn mindestens Nr. 7 brauchbar ist, aber aucb, wpnu 
sammtliche Difl'erentialquotienten £lik' (A2) oder £Ii,:' (A2) verschwinden; 
und diese letztere Moglichkeit bedarf noch der Erorlerung. 

Es ist sofort ersichtlich, dass das Verschwinden sammtlicher 
Lli/ U'S) nur fur eine dreifache, das V ersch winden aller £lit (AS) nur 
fur eine vierfache Wurzel AS eintreten kann (vgl. oben den Schluss 
von Nr. 3). Ersteres bedeutet, dass in unserem Flachenbiischel zwei 
unendlich benachbarte Ebenenpaare vorkommen; in Nr. 7, wo zuerst 
eine dreifache Wurzel mit verschwindenden Unterdeterminanten vor
kommt, vertritt aber das Ebenenpaar f + Aa9l = 0 drei unendlich 
benachbarte Kegel; das Verschwinden der Llik' kann also nicht ein
treten. Zwei unendlich benach barte Ebenenpaare konnen Uberhaupt 
nur bei den Ausartungen von Nr. 9 in Betracht kommen, da hier 
allein zwei getrennte Ebenenpaare vorhanden sind; nahern sich aber 
diese Ebenenpaare einander, so erscheint sofort eine vierfache Wurzel; 
und man wird auf Nr. 11 gefuhrt, wahrend Nr. 10 aus Nr. 7 und 
8, nicht aber aus Nr. 9 durch Grenziibergang erzeugt wird. AIle 
Llik" konnen auch bei einer vierfachen Wurzel niemals gleichzeitig 
mit den Llik und £Ii: verschwinden, denn dies wiirde drei unendlich 
benachbarte Ebenenpaare bedingen; da nun jedes Ebenenpaar zwei 
Kegel vertritt, so wurde dies auf sechs Kegel fiihren, wahrend in 
einem Buschel doch hochstens nur vier Kegel vorkommen konnen *). 

*) Neben diesen Ueberlegungen wird man einen genaueren algebraischen 
Nachweis fUr die Vollstandigkeit unserer Untersuchungen verlangenj auf einen 
solchen gehen wir hier nicht ein, verweisen vielmehr auf die von Sylvester 
und W eie r s t r as s begriindete Methode der sogenannten Elementartheiler. 
Ersterer gab eine vollstandige Aufzahlung der 13 verschiedenen FaIle, die im 
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Es il:lt ferner wunschenswertb, einen Weg anzugeben, wie man 
sich die ge{ttndenen kanonischen Formen in den dreizehn Fallen jeder
zeit aus dem Gedachtnisse wieder herstellen kann. Zu einem solchen 
fuhrt sehr einfach die Bemerkung, dass es zur Charakterisirung eines 
jeden Falles geniigt, die zugeh5rige Determinante in der transfor
mirten Form zu kennen. Die letztere aber gewinnt man in den 
ersten funf Fallen Cwo keine Unterdeterminanten verschwinden) leicht 
nach folgender Regel: Sind i Wurzeln von einander verschieden, so 
bilde man aus den Elementen der Diagonalreihe und den diesen 
benachbarten Reihen innerhalb des gew5hnlichen Coefficientenschemas 
i verschiedene kleinere Determinanten, welche in LlCl) so eingesetzt 
werden, dass ihre Diagonalglieder bez. mit den Diagonalgliedern von 
A ().) identisch sind. J ede dieser i Determinanten ist einer der i 
Wurzeln zugeordnet, und sie besteht aus j Reiben, wenn die be
treffende Wurzel ().k) eine j-fache Wurzel von A().) = 0 ist. In 
dieser kleinen j -reihigen Determillante fuHe man die j Glieder der 
von rechts obell nach links unten laufenden Diagonalreibe mit den 
Differenzen l - A.k aus; die j - 1 Stellen links nehen diesen Diffe
renzen besetze man mit Eillheiten; aHe allderell Elemente aber nehme 
man gleich Null. So entstebell filr die in Nr. 1 bis Nr. 5 besprochenen 
Faile die dort angegebenen Wertbe von LI C).), welcbe bier noch ein
mal zusammengestellt werden mogen: 

Texte besprochen wurden (Philosophical Magazine, 4. Series, vol. 1, 1851, p. 119); 
letzterer verallgemeinerte die Theorie fur beliebig viele Variable (fUr welche 
Sylvester's Angaben nicht erschopfend waren), vervotlstandigte die Beweise 
und gab ausser den kanonischen Formen auch Methoden zur AufsteUung del' 
betreffenden Transformationen (Monatsberichte der Berliner Academie 1858 und 
1868); seine Untersuchungen beziehen sich auf den atlgemeineren Fall, dass zwei 
bilineare Formen gleichzeitig in kauonische Formen iibergefUhrt werden solten; 
auch die im Folgenden angegebenen Deterrninantenschemata findet man daseJbst. 
Die Weierstrass'sche Methode ist von Killing zur Discussion del' Schnitt
curve zweier Flachen zweiter Ordnung verwandt (Del' Flachenbiischel zweiter 
Ordnung, Inaugural-Dissertation, Berlin 1872); vgl. auch Gundelfinger's Dar
steBung derselben in del' dritten Auflage von He sse's Vorlesungen iiber analy
tische Geometrie des llanmes, 1872. - Liiroth's Behandlung des Problems 
(SchlOmilch's Zeitschrift, Bd. 13, 1868) war nicht ganz vollstandig. - Einzelne 
Falle (z. B. diejenigen, in denen die Schnittcurve sich aus zwei ebenen 
Curven zusammensetzt oder metrische Specialisirungen des allgemeinen Falles 
(insbesondere auf der Kugel) waren schon friiher von Hachette, Poncelet 
Ca. a. 0.), Quetelet betrachtet (vgl. Chasles' Aperyu historique, p. 2(8). -
Die im Texte befolgte Methode zur Aufstellung der kanonischen Formen und 
del' zugehorigen T,ransforrnationen ist dieselbe, welche in Bd. I, p. 136 ff. (im 
Anschlu8se an ein Manuscript von C I e b s ch) beim Kegelschnittbiischel angewandt 
wurde. 
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o 
1 

A-A2 

o 

5) 

A -AI 

o 
, 2) o 

o 
1 

A-At 
,4) 0 

o 

o 0 
A _. A2 0 

o 1 
o A-A3 

o 0 
o 0 
1 A-A2 ' 

A-A2 0 I 

Bei Festlegung der Ebenen Xi = 0 waren oben die Indices 1, 2, 3, 4 
schon so gewahlt, dass in diesen Determinanten das eben ausgesprochene 
einfache Gesetz deutlich hervortritt. 

Fur die ubrigen sieben Falle leitet man nun das Ooefficientenschema 
aus den angegebenen runt Fallen dltrch Gleichsetzen verschiedener Ai ab. 

Gleichzeitig ist zu bemerken, dass das neue Coordinatentetraeder 
in Nr. 1 bis 5 eindeutig bestimmt war, wahrend es bei den spateren 
Ausartungen auf unendlich viele Weisen gewahlt werden konnte. 
Man erhalt flir Nr. 6 bis 13 in der That die zugehorigen und oben 
gefundenen Determinantenschemata, namlich 

Nr. 6 aus 1) fur A.J.=AS ' 

Nr. 7 
" 

2) 
" 

AS = A2 , 

Nr. 8 
" 

2) 
" A2 = Au 

Nr. 9 
" 

1) 
" 

A2 = At, A4 = A3 , 

Nr. 10 
" 

3) " A2 = AI' 
Nr. 11 

" 
4) 

" A2 = Au 
Nr. 12 

" 
1) 

" 
All = A3 = A4 , 

Nr. 13 
" 

2) 
" As = A2 = AI' 

U m ganz vollstandig zu sein, miissen wir noch einige W orte 
iiber die Falle hinzufugen, in denen die Determinanten .A. und B 
verschwinden. Wie bei der Besprechung von Nr. 1, iiberzeugt man 
sich sofort, dass wesentliche Ausnahmen nur dann bedingt werden, 
wenn gleichzeitig aIle fiinf Coefficienten von LleA) gleich Null werden, 
d. h. wenn alle Fliichen des Buschels {+ AfTJ = 0 Kegel sind. 
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Gehen WIr nun von zwei Kegeln aus, so konnell ~ich dieselbcll 
entweder in einer Ourve viertel' Ordnung schneiden, wie in Nr. 1, 2 
und 3, oder in einer Ourve dritter Ordnung und eiller Geraden 
(Nr. 4 und 5), oder in zwei ebenen Kegelschnitten (Nr. 6). Sollen 
sich mehr als eine Gerade von del' Schnittcurve absondern, so miissen 
die Kegel offenbar eine gemeinsame Spitze hahen, es sei denn, dass 
sie sich langs einer geraden Linie beruhren 'k); dieser Fall allein fJibt 
tms etwas wesentlich Neues, denn Kegel mit gemeinsamer Spitze sind 
nul' das dualistische Gegenstiick zu Kegelschnitten in einer und der
selben Ebene, lassen sich also nach den Satzen del' ebenen Geometrie 
behandeln. 

Wir machen X 2 = 0 zur gemeinsamen Tangentenebene beider 
Kegel, und Xl = 0 sei diejenige Ebene, welche den restirenden Theil 
del' Schnittcurve (d. i. einen ebenen Kegelschnitt) enthlUt; dann wird 
etwa 

f= - A1 (X12 + 2X2 XS) + 2X2 X4 , 

cp = X 12 + 2 X2 X3 , 
so dass r + A1 cP = 0 das in dem Buschel enthaltene Ebellenpaar 
X 2 X 4 = 0 darstellt. Hier ist in der That jede Flache des Biischels 
r + Acp = 0 ein Kegel, denn man hat 

A-AI 0 0 0 

B~ . L1 (A) 
0 0 A-A1 1 

0 A- A1 0 0 
=0; 

0 1 0 0 

und in dem Buschel ist nul' das eine Ebenenpaar f + Al cP = 0 vor-
handen, da 
R2 ElJL1ik (A) Ui Uk = - (A - AI) U32 - (A-A1)S U42- 2(A-A[? Us U4, 

= - (A - AI)[US + (A-AI) U4]2. 

Die Spitzen aller Kegel liegen also anf der gemeinsamen Beruhrungs
linie Xl = 0, X2 = O. 

Hiermit ware ein vierzehnter .FaJl del' Lage zweier Flachen zweiter 
Ordnung gegeben; aIle weiteren Lagen von KegeIn, Ebenenpaaren 
und Doppelebenen zu einander sind, wie gesagt, nach den Regeln 
del' ebenen Geometrie zu behandeln, nachdem man mittelst einer 
Hii.lfstransformation eine del' vier homogenen Variabeln herausge
schafft hat. 

*) VgI. Kronecker, Berliner Monatsberichte 1868 und Killing a. a. O. 
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XI. Die Rattmcurven dritter Ordnnng. 

Bei Untersuchung der gegenseitigen Durchdringung zweier 
Flachen zweiter Ordnung sind uns zwei ganz neue geometrische Gebilde 
entgegengetreten: die Raumcurven dritter und vierter Ordnung. Die 
letzteren fiihren auf eine Parameterdarstellung mittelst elliptischer 
Functionen, stehen also mit den ebenen Curven dritter Ordnung in 
engster Beziehungj sie konnen erst spater eingehender betrachtet 
werden. Die Raumcurven dritter Ordnung gestatten dagegen eme 
elementare Behandlung. 

Eine solche Curve konnte nicht aHein, sondern erst in Ver
bindung mit einer ihrer Sehnen oder 'l'angenten den vollstandigen 
Durchschnitt zweier Flachen zweiter Ordnung abgeben; es ist un sere 
nachste Aufgabe, die Curve fiir sich isolirt algebraisch darzustellen. 

Wie in Nr. 4 (p. 221) seien Xl = 0, Xs = 0 die Gleichungen 
der gemeinschaftlichen Erzeugenden, dann lassen sich die Gleichungen 
der beiden FHichen in der Form 

schreiben; dies stimmt mit dem Fruheren iiberein, wenn man setzt: 

A'=Xl -2Al X 2 , B'=Xs -2A2X", 0'=2X2 , D'=2X". 

Transformirt man auf ein anderes Ooordinatentetraeder und bezeichnet 
mit A, B, 0, D, E, F allgemeine Hneare Ausdrucke, so werden die 
Gleichungen der beiden Fliichen von der Form 

(1) AF-BE=O, OF'-DE=O, 

wobei nun die Ebenen E = 0 und F' = 0 sich in der ausgezeich· 
neten Sehne schneiden. Fur einen Punkt der Curve dritter Ordnung 
kann man also setzen 

E .A 0 
F= B = Jj = - A, 

wenn - A den gemeinsamen Werth der drei Quotienten bezeichnet, 
oder 
(2) A + AB = 0, 0 + lD = 0, E + IF = O. 

Diese Gleichungen werden gleichzeitig ausschlieseIich von den 
Punkten der Curve dritter Ordnung, nicht von denen der Geradell 
E = 0, F = 0 erfulJt; durch sie iet unser Zweck also bereits er
reicht, und sie geben uns den Satz: 

Der Ort des Schnittpu1tktes dreier entspreche1tden Ebenen aus drci 
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einander projectivischen EbenenbUscheln ist eine Ratlmcurve dritter 
Ordnung*). 

Die Schnittpunkte der bisher ausgezeichneten Sehne E = 0, 
F = ° findet man aus den Gleichungen (2) als ihre Schnittpunkte 
mit der FIache zweiter Ordnung AD - BO = 0. Die Frage, ob diese 
Sehne mit ihren Schnittpunkten in der That eine fur die Curve 
ausgezeichnete Rolle spielt, wird schon dadurch verneint, dass die 
Sehnen A = 0, B = ° und 0 = 0, D = ° in ganz gIeicher Weise 
benutzt werden konnen; und im FoIgenden wird klar werden, dass 
diese drei Sehnen durch irgend welche audere Sehnen der Curve er
setzt werden durfen. 

Je zwei unserer drei Ebenenbuschel erzeugen eine Flache zweiter 
Ordnung (p. 36), auf welcher sich aIle Punkte unserer Curve be
finden miissen. Die Raumcurve dritter Ordnung liegt also gleichzeitig 
auf den drei Flachen: 

OF-DE=O, EB-FA=O, AD-BO=Oi 

folglich gehen auch alle Flachen der zweifach unendlichen Schaar 

(XeOF - DE) + [3(EB - FA) + r(AD - Be) = 0 

durch dieselbe hindurch, einer Schaar, deren Gleichung auch In 
sogIeich zu verwerthenden }j'orm 

I~ 
B (XI 

(3) D =0 

IE F :1 

der 

geschrieben werden kann. Zwei beliebige Fliichen der Schaar miissen 
sich ausserdem noch in einer geraden Linie schneiden. Sei eine 
zweite, von (3) verschiedene FHiche durch die Gleichung 

*) Diese Erzeugungsweise gab Seydewitz (1847, Grunert's Archiv Bd. 10); 
eine Reihe allgemeiner Satze liber die Curven fand Chasles (Aper(;m historique, 
Note XXXIII und Liouville's Journal, 2. Serie, Bd. 2) insbesondere eine Ueber
tragung der Maclaurin'schen Erzeugung von Kegelschnitten (Bd. I, p.537) 
auf den Raum. Eine zusammenhangende rein geometrische Behandlung gab 
Schroter (Crene's Journal, Bd. 56) und v. Staudt (Beitrage zur Geometrie 
der Lage, 3. Heft, 1860), eine analytische Darstellung Cremona (CrelIe's 
Journal Bd. 58, 60, 63 j Annali di matematica, 1. Serie, t. 1, 2, /), Rendiconti 
dell' Istituto Lombardo, t. 2). An letztere schliesst sich die Schrift von Drach's 
an: Einleitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte, Leipzig 1867 (auch 
in Schlomilch's Zeitschrift). - In letztgenannter Arbeit findet man die folgen
den Entwicklungen des Textes, abgesehen von den Anwendungen der Linien
coordinaten. 
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A B a' 

° D If =0 
E F '}" 

gegeben, so behaupten wir, die Gleichungen dieser Geraden seien: 
A a a' B a a' 

(5) ° P P' = 0, D P P' = 0. 
E '}' '}" F r r' 

In der That, diese GIeichungen sagen aus, dass man 

A=(Ja+(J'a', B=aa+a'a', 
O=(Jp+~'p', D=aP+a'P', 
E = (J')' + ~'r', F = or + a'r' 

setzen kannj macht man aber diese Substitution in (3) oder (4), so 
ist jede der letzteren Gleichungen identisch erfallt. 

Wenn zur Abkurzung 
f.l ' 11.' " 11.' f.l' P = t'r - '}'t', q = r a - ar, r = at' - t'a 

gesetzt wird, so sind die Gleichungen (5): 

(6) Ap+Oq+Er=O, Bp+Dq+Fr=O. 
Man kann vermoge derselben p, q, r immer so bestimmen, dass die 
Ebenen (5) durch zwei beliebige Punkte un serer Raumcurve gehenj 
die FHichen (3) und (4) konnen folglich so gewahlt werden, dass die 
zugehorige Gerade mit einer beliebigen Sehne (in der Grenze auch 
Tangente) der Raumcurve zusammenfallt; d. h. die Raumcurve dritler 
Ordnung bildet mit jederr ihrer Sehnen zusammen die vollstandige Dttrch
dringungscurve zweier Fliichen zweiter Ordnung. 

Unter den Sehnen waren insbesondere die Axen der drei pro
jectivischen Buschel (2) enthalten. Umgekehrt konnen drei beliebige 
SeJmen der Curve als Axen solcher Buschel zur Erzeugung der Ourve 
bemdzt werden, vorausgesetet, dass dieselben nicht Erzeugende gleicher 
Art einer Flacke zweiter Ordnung aus dem Systeme (3) sind. Wahlen 
wir z. B. die durch (6) dargestellte Sehne zur Axe, so konnen wir 
etwa den Baschel .A + AB = ° ersetzen durch 

(pA + qO + r E) + J.(pB + qD + r F) = 0, 
und ebenso die anderen beiden Buschel bez. durch 

(p' A + q' 0 + r' E) + l(p' B + q'D + r' F) = 0, 
CP" A + q"O+ r"E) + A(p"B + q"D + t'''F) = O. 

Diese drei Gleichungen aber sind immer eine Folge von (2), sie er
~eugen also dieselbe Curve, w. z. b. w. Eine Ausnahme warde nur 
eintreten, wenn die Determinante :E + p q' r" gleich Null sein sollte; 
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dann ware die dritte Gleichung eine identische Folge der beiden 
ersten; die drei Gleichungen erzeugen also nicht eine Curve, sondern 
eine Flache zweiter Ordnung; die Axe des dritten Buschels gehort der
selben Schaar von Erzeugenden an, wie die Axen der beiden ersten. 
Noch weniger durfen die drei Sehnen in einer und derselben Ebene 
liegen. 

Durch passende Auswahl dreier Sehnen konnen wir eine be
sonders einfache Darstellungsweise fur die Curve erreichen. Wir 
wahlen zwei Punkte, P und Q, auf derselben beliebig; die drei Axen 
der Buschel seien sodanl1: die Tangente von p, die Tangel1te von Q 
und die Verbindungslinie P Q. Diese drei Linien konnen sich nie 
in einer Ebene befinden, denn sonst wUrde letztere (weil sie zwei Tan
genten enthlelte) die Curve in vier Punkten (namlich zwei Paaren 
unendlich naher Punkte) schneiden, musste also aHe Curvenpunkte 
enthalten, und wir hatten es mit einer ebenen Curve dritter Ordnung 
zu thun; eine solche tritt in del' That (abel' dann immer mit einem 
Doppel- odeI' Riickkehrpunkte versehen) als Grenzfall auf, wie wir 
spater bemerken werden. 

Es sei ferner A = 0 die Gleichung del' Schmiegungsebene des 
Punktes P, d. h. die Gleichung derjenigen durch die Tangente ge
legten Ebene, fur welche sich aIle drei Schnittpunkte mit der Curve 
in einen einzigen vereinigen, welche also zwei einander unendlich 
benachbarte Tangenten der Curve enthalt (und somit eine Tangenten
ebene der zugehorigen abwickelbaren Fliiche ist, vgl. p. 24); ebenso 
sei D = 0 die Schmiegungsebene von Q. Der Ebene A = 0 ent
spricht in dem BUschel mit der Axe PQ die durch die Tangente 
von P hindurchgehende Ebene B = 0, denn beide trefl'en sich auf 
del' Curve in einem zu P unendlich benachbarten Punkte. Ebenso 
entspricht del' Ebene D = 0 in dem Buschel mit der Axe PQ die 
Ebene 0 = 0, welche die Tangente von Q in sich enthalt. Der 
Ebene B = 0, als Ebene dieses letzten Buschels, ist von den Ebenen, 
welche sich in del' Tangente des Punktes Q schneiden, diejenige zu
geordnet, welche durch P hindurchgeht, und dies ist wieder die Ebene 
0= 0; der letzteren, betrachtet als Ebene des durch P und Q be
stimmten Biischels, entspricht ebenso im ersten Buschel wiederum 
die Ebene B = O. Somit wird unsere Ottrve dritter Ordnung durck 
die drei projectivischen Ebenenbuschel 

(7) A + ).B = 0, B + ).0 = 0, a + J..D = 0 

erzeugt; eine Darstellungsweise, die dadurch ausgezeichnet ist, dass 
nul' vier Ebenen (darunter zwei Schmiegungsebenen) benutzt sind. 
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Nichts liegt naher, als diese vier Ebenen zu Seiten eines neuen 
Coordinatentetraeders zu machen. Die Gleichungen (7) la.uOOn dann 

(8) :1:1 - A.:l:2 = 0, :.I; - lxs = 0, Xs - A.X4 = O. 

Man ersieht hieraus, dass sich durch Coordinatentransformation, wie 
beim ebenen KegelschniUe und bei der Flache zweiter Ordnung, aIle 
Constanten aus den Gleichungen einer Raumcurve dritter Ordnung 
herausschaffen lassen, wahrend dies bei hoheren Gebilden, z. B. den 
eLenen Curven dritOOr Ordnung, nicht moglich ist. Bei der in (8) zu 
Grunde gelegten Coordinatenbestimmung sind nunmehr Xl = 0 und 
:1:4 = 0 Schmiegungsebenen der Curve bez. in den Punkten U4 = 0 
und ul = OJ die Ebenen X 2 = 0 und Xs <= 0 gehen bez. durch die 
Tangenten dieser Punkte und beide durch deren Verbindungslinie 
hindurch. Die Gleichung der doppeU unendlichen Schaar von Fliichen, 
ilenen die Cure gemeinsam ist, wird: 

(9)\:: :: ; \_ a (X2X4 - XS2) + P(X2Xll - xt x4) +,,(xtXS - X22) = O. 
xs x, " 
Aus den Gleichungen (8) lassen sich die Verhaltnisse der x; 

berechnenj man gewinnt dadurch eine Parameterdarstellung fur die 
Coordinaten der Purikte der Raumcurve dritter Ordnung, namlich: 

(10) (lxt = lS, ()X2 = 12 , (/Xs = 1, (Ix, = 1 *). 

Die Schnittpunkte der Curve mit einer Ebene u bestimmen sich 
folglich aus der cubischen Gleichung: 

(11) ul 13 + u2 12 + usl + U 4 = O. 

Dieselbe hat zwei gleiche Wurzeln, wenn die Curve von der Ebene 
beriihrt wird; ane drei Wurzeln fallen zusa.mmen, wenn 1-'i die Coordi
naten einer Schmiegungsebene sind. Hiernach istes leicht, die 
Gleichung de¥' Curve in Ebenencoordinaten aufzustellen, d. h. die Be
dingung dafur zu suchen, dass eine Ebene u die Curve in zwei 
zusammenfallenden Punkten treffe (vgl. p. 25); man hat zu dem 
Zwecke nur die Bedingung fur das Zusammenfallen zweier Wurzeln 
von (11) zu suchen, d. h. A. aus den Gleichungen 

3~12 + 2u21 + Us = 0, 

u212 + 21t31 + 3u4 = 0 
(12) 

zu eliminiren, wovon die zweite vermoge (11) eine Folge der ersten ist. 

*) Diese Parameterdarstellung findet sich schon bei Mobius (1827 baryc. 
Calf)ul § 182), und von ihm wurde wohl zuerst die Curve dritter Ordnung ala 
theilweiser Schnitt von zwei FHichen zweiter Ordnnng erkannt. 

Clebsch, VorleBungen. II, 1. 16 
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Beschaftigen wir uns aber zunachst mit diesen beiden Gleichungen 
selbst. Die Ebene u geht durch eine Tangente der Curve, wenn sie 
den Gleichungen (12) geniigt; die Coefficienten der letzteren sind also 
die Coordinaten zweier auf der Tangente gelegenen Punkte; somit 
werden die Coordinaten der Tangente des durch den Parameter ,t fest
gelegten Punktes (l17ik = XiYk - YiXk gegeben durch: 

(13) 
(11712 = ,1,4, 

(11713 = 2,t3, 

(11734 = 1, 
(11742 = - 2l, 

QpI4 = 3,1,2, Qp23 = ,1,2. 

Die zwischen den Pliicker'schen Liniencoordinaten stets bestehende 
Identitiit ist durch diese Werthe in der That von selbst befriedigt: 

17121734 + 17131742 + p14P23 = O. 
Es besteht aber auch eine lineare Gleichung zwischen diesen rrangenten
coordinaten: 

(14) 1714 - 31723 = O. 
Die Tangenten einer Raumcurve dritter Ordnung gehOren also einem 
linearen Complexe an. Die durch letzteren vermittelte dualistische 
line are Verwandtschaft wird hier: 

!LUi = X 4 , !LU3 = 3x2 , 

/-tu2 = - 3xs, lL U 4 = - XI; 
(15) 

auf ihre Bedeutung fur die Curve kommen wir sogleich zuriick. 
Selbstverstiindlich hnn man aus (13) aueh hahere Gleichungen 

ableiten, welehe von den Coordinaten aIler Tangenten befriedigt 
werden; wir heben nur eine Gleichung zweiten Grades 

(16) 4171217S4 + 171S1742 = 0 
hervor, da wir uns mit dem durch sie dargestellten Complexe noch 
wiederholt werden beschiiftigen mussen (vgl. p. 144 u. 288). Aueh 
die Gleiehung 

417141723 + 317131742 = 0 
folgt aus (13);. sie sagt aber niehts anderes wie (16) aus, denn sie 
kann mittelst der Identitiit 17141723 = - 17ISp42 - 17141723 auf letztere 
Gleiehung zuriiekgefuhrt werden. 

Bewerkstelligen wir nun die Elimination von ,1, aus den Glei-
chullgen (12), so ergiht sich 

(j • ,1,2 = 6U2tl4 - 2us2 , 

(j .,1, = U g U 2 - 9uI ?t4 , 

(j. 1 = 6uI ~t3 - 2tt22 , 

nnd hieraus die Gleichung der Curve in EbenencoOt'dinaten: 
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(17) 4(3u2 U4 - U S2 ) (3uI Us - ul) - (162 16s - 9U1 1t4)2 = 0*). 
Sie ist vom vierten Grade in den Ui; die Ctwve dritter Ordnung ist 
also attfzufassen als eine Flache vierter Klasse, d. h. sie schickt durch 
eine beliebige Gerade vier Tangentenebenen hindurch. Man findet 
die letzteren, indem man Vi + "Wi an Stelle von tti setzt und die 
entstehende Gleichung vierten Grades nach " auflost. 

Gemass unseren fruheren allgemeinen Erorterungen kann endlich 
die Curve auch durch eine Gleichung in Liniencoordinaten dargestellt 
werden. Sammtliche Treffgeraden einer Curve bilden einen Complex 
gewissen Grades von sehr speciellem Charakter, wie schon aIle Treff
geraden einer geraden Linie einen speciellen linearen Complex bildeten 
(p. 51). Urn zur Gleichung des Complexes fur unsere Curve zu 
gelangen, gehen wir von den Gleichungen 

* + q12 x 2 + QlsxS + q14X4 = 0, 

Q21 x l + * + Q2sxS + Q24X4 = 0, 

Qal x l + Qa2 x 2 + * + Qa4x4 = 0, 

Q41 x I + Q42x2 + q4aXg + * = 0 

aus, welche aussagen, dass ein Punkt x auf einer Linie q liegt, und 
von denen wir wissen, dass zwei derselben mittelst der zwischen den 
qik bestehenden Identitat (p. 85 u. 87) eine Folge der beiden anderen 
sind. Bezeichnet nun x einen Punkt der Curve, so haben wir durch 
Benutzung von (10) den Parameter l einzufuhren: 

* + q12.1,2 + Q13.1, + q14 = 0, 

q21 l3 + * + Q23.1, + q24 = 0, 

Q3llS + Q32 l2 + * + Q34 = 0, 
q41.1,3 + q42.1,2 + q43.1, + * = 0. 

Zur Elimination von l benutzen wir die erste und letzte Gleichung 
und finden 

also 

11 • l2 = q13q43 - q14q42' 

11 • l = Q14q41 - Q12q43 ' 

11 • 1 = Q12Q42 - Q13Q411 

(q13q43 - Qld42) (q12Q42 - Q13Q41) - (Q14Q41 - Q12Q43)2 = O. 
In Folge davon, dass wir bei der Elimination nicht aIle vier 

Gleichungen gleichmassig benutzten, darf es uns nicht auffa1lig er
scheinen wenn die linke Seite dieser Gleichung noch einen uber, 

*) Die linke Seite ist die Discriminante der cubischen Form (11); vgl. 
Bd. I, p. 219 f. 

16* 
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fliissigen Factor enthalt, dessen Verschwinden nicht allen vier Glei
chmlgen genugt, und der sich eben dadurch als unbrauchbal' erweist. 
In der That ergibt sich durch Ausrechnen: 

q12q13q42q43 - q12q14q42 2 - q41q43q13 2 - ql3q42ql42 - ql/q342 - q144 

+ 2q142 q12q34 = 0. 
Addirt man hierzu die Identitat 

q12q34(q12q34 + q13q42 + q14q23) = 0, 
wodurch nichts wesentliches geandert wird, so lasst sich von del' 
Summe del' Factor q14 als iiberfliissig absondern, und es bleibt 1tnSere 
Cttrve dritter Ordnung in Liniencoordinaten dargestellt durch den Oom
plex dritten Grades: 

(18) q12q23q34 - q12q422 - qS4q132 - q13q42q14 - q143 + 2q12q14q34 = o. 
Selbstverstiindlich ist der hier auftretende Complex dritten Grades 

von sehr specieller Natur. Wie wir am Beispiele des linear en Com
plexes gesehen haben, stellt eine Gleichung in Liniencoordinaten im 
Allgemeinen weder eine Fliiche noch eine Curve dar, sondern eine 
gewisse' Verwandt.schaft. Bezeichnet f(Pik) eine ganze homogene 
Function der sechs Grossen Pik = XiYk - YiXk, so ist 

(19) f(Pik) = f(XiYk - YiXk) = ° 
die allgemeine Gleichungsform der Complexe, wobei links noch del' 
verschwindende Ausdruck P12P34 + P13P42 + P14P23 , multiplicirt mit 
einem willkurlichen Factor, hinzugefiigt werden kann. Durch (19) 
wird jedem Punkte Y eine Fliiche zugeordnet, deren Ordnuug gleich 
dem Grade der ganzell Function fist; genugt ihr ein Punkt x, so 
geniigt derselben Gleichung auch jeder Punkt x + ly seiner Ver
bindungslinie mit y, d. h. die Flache ist ein Kegel: Die Gm'aden des 
Complexes nten Grades f = 0, welche durch einen gegebenen Punkt gehen, 
bilden einen Kegel n ler Ordnung. Fur n = 1 findet man so die durch 
den Punkt y gehende Ebene der reciproken Verwandtschaft wieder. 
Statt del' Pik kann man aber auch die qlm gebrauchen (vgl. p. 87), 
so dass die Gleichung 

(20) f(qlm) f(tllVm - VIUm) = 0 
denselben Complex nten Grades darstellt. Daraus folgt dualistisch 
entspl'echend: Die Geraden eines Complexes nten Grades, welche in einer 
gegebenen Ebene liegen, umhiillen eine ebene Cnrve n ler Klasse. In der 
That gingen beim lineal'en Complexe al1e Geraden einel' Ebene durch 
einen gewissen Punkt derselben hindurch. 

Es ist aber dul'chaus nicbt gesagt, dass aile diese ebenen Curven 
als Schnitte einer Fliiche odel' aIle diese Kegel als Tangentenkegel 
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einer ~'lache aufgefasst werden konnen. Dies wird vielmehr nur in 
ganz speciellen Fallen eintreten, welche naher zu charakterisiren 
unsere Aufgabe in der allgemeinen Theorie der Complexe sein solI. 
So gibt auch fiir n = 2 die Gleiehung einer allgemeinen Flache 
zweiter Ordnung und Klasse in Liniencoordinaten (p. 142f.) nur ein 
sehr specielles Beispiel fiir einen Complex zweiten Grades; noch 
mehr specialisirt wird dieses Beispiel, wenn die Flache in einen 
Kegel oder in einen eben en Kegelschnitt ausartet. Hat man es all
gemein mit einem derartig speciellen Complexe, wie beim Kegelschnitte 
oder bei der Gleichung (18), zu thun, d. h. betrachtet man ins
besondere die Complexe, welche von den sammtlichen Treffgeraden 
einer raumlichen Curve gebildet werden, so ist es leicht, sich ti.ber 
die von den Geraden erzeugten Kegel (Oomplexkegel) und die von 
ihnen umhiillten ebenen Curven (Complexcurven) Rechenschaft zu 
geben. Die Complexkegel entstehen einfach, wenn man einen be
liebigen Punkt des Raumes mit allen Punkten der Curve verbunden 
denkt; die Complexcurven bestehen aus allen Strahlen, welche in 
einer beliebigen Ebene durch die Sehnittpunkte der Ebene mit der 
Curve hindurchgehen; die letzteren zerfal1en also in n ebene Strahl
blischel, wenn n die Ordnung der Curve bezeichnet, und hieraus 
folgt allgemein der Satz: 

AUe Treffgeraden einer Raumcurve bilden einen Complex, dessen 
Grad gleich der Ordnung der Raumcurve ist,. und dieselbe Zahl gibt 
auck die Ordnung der aus den Treffgeraden fJU bildenden Kegel an. 

Insbesondere findet man also die Gleicbung der Schnittpunkte 
einer Ebene v mit der durch (10) dargestellten Curve, indem man, 
analog zu (20), in (18) qik = UiVk - ViUk einsetzt, und die Gleichung 
des von einem Punkte y ausgehenden und auf der Curve stehenden 
Kegels, analog zu (19), durch die Substitution qik = XIYm - YIXm • 

Auf diese allgemeinen Erorterungen sind wir um so lieber ein
gegangen, als die hier am Beispiele der Raumcurven dritter Ordnung 
behandelten A.ufgaben: ihre Parameterdarstellung in (10), die Bildung 
ihrer Gleichung in Ebenen- und Liniencoordinaten in (17) und (18), 
sich bei allen Curven in analoger Weise wiederholen; diese Auf
gaben sind typiseh fur die allgemeine Theorie algebraiseher Curven 
im Raume; sie geben gleiehzeitig ein erstes complicirteres Beispiel 
fiir unsere allgemeinen geometrischen Ueberlegungen liber Curven 
und abwickelbare FJachen (p. 24 f.), wie sieh im Folgenden bei An
wendung des Dualit.atsprincipes sofort noeh mehr herausstellen wird. 
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Nachst den Tangenten nehmen die Schmiegungsebenen der Curve 
un sere Aufmerksamkeit in Anspruch. Fiir eine solche Ebene U miissen 
aUe drei Wurzeln von (11) zusammenfallen, d. h. es miissen auch die 
Differentialquotienten der Ausdriicke (12) verschwinden, und dies gibt 
zusammen mit (11) die drei Bedingungen: 

(21) BUll + Us = 0, usl + tts = 0, usl + BU4 = 0*). 
Hieraus erhlilt man 
(22) 6Ul = 1, 6U2 = - Bl, 6Us = 3ls, 6U4 = - l3. 

Die Schmiegungsebenen sind also ganz analog durch einen Para
meter dargesteIIt, wie die Punkte der Curve; sie umhul1en bekannt
lich die von den Tangenten gebildete abwickelbare Fliiche: die 
Gleichungen (22) liefern die Parameterdarstellung fur die Beruht'ungs
ebenen der abwickelbaren Flache. 

Wir wissen, dass den Punkten der Curve nach dem Principe der 
Dualitat die Schmiegungsebenen einer anderen Curve entsprechen 
(p. 25). Wenn hier ·in (22) das Princip der Dualitat so vollkommen 
gewahrt bleibt, wie es der Vergleich mit (10) lehrt, so ist dies eine 
Besonderheit der Curven dritter Ordnung, die sich bei hoheren Curven 
im Allgemeinen nicht wiederholt; eine Besonderheit, wie sie gleicher 
Weise in der ebenen Geometrie bei dem niedrigsten dort auftreten
den krummen Gebilde, dem allgemeinen Kegelschnitte, uns begegnete. 
Wie ferner dort die dualistische Beziehung zwischen Punkten und 
Tangenten durch die zugehorige Polarverwandtschaft ihren analytischen 
Ausdruck fand, so wird hier die reciproke Beziehung zwischen Punkten 
und Schmiegungsebenen durch das Nullsystem des obigen linearen 
Complexes (14) algebraisch vermittelt. In der That gehen die 
Gleichungen (15) vermoge (10) sofort in (22) iiber: Die Tangenten 
der Curve bestimmen einen linearen Complex, vermoge dessen den Ourven
punkten ihre Schmiegungsebenen zugeordnet werden. 

Von den Gleichungen (21) und (22) kann man ausgehen, um 
alIe diejenigen Eigenschaften der abwickelbaren Flache abzuleiten, 
welche den Eigenschaften der Curve dritter Ordnung zur Seite stehen. 
Zunachst haben wir in (21) drei einander projectivische Punktreihenj 
legt man durch je drei entsprechende Punkte eine Ebene, so ttmhullt 
diese Ebene eine abwickelbare Flache dritter Klasse, und zwar die von 
den Tangenten unserer Curve gebildete. Sie ist von der dritten 
Klasse, weil durch einen beliebigen Punkt X des Raumes drei ihrer 
umhiillenden Ebenen hindurchgehen, beRtimmt durch die Gleichung: 

(23) Xl - 3lxs + Bl2xs - l3X, = O. 

*) V gl. Bd. I, p. 228. 
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Fallen zwei Wurzeln dieser Gleichung zusammen, so liegt x auf del' 
Schnittlinie zweier unendlich benachbarten Schmiegungsebenen, d. h. 
auf einer Erzeugenden der abwickelbaren Flache; die Gleichung der 
letzteren ergibt sich also, wenn man die Discriminante von (23) gleich 
Null setzt, oder durch Elimination aus den analog zu (12) gebildeten 
Gleichungen: 

(24) 
X2 - 2lxa + l2X4 = 0, 
Xl - 2AX2 + )..2xa = O. 

Die Gleichung der abwickelbaren Fliiclw der Tangenten ist also von der 
vierten Ordnung, dem Umstande entsprechend, dass die Curve dritter 
Ordnung von der vierten Klasse war; ihre Gleichung in Punktcoordi
naten ist, analog zu (17): 
(25) (X2X4 - xall) (XIXa - X22) - (XlX4 - XIIXS)2 = O. 

In Ebenencoordinaten ist eine abwickelbare Flache bekanntEch nicht 
durch eine Gleichung darstellbar; sie kann nur definirt werden als 
die gemeinsame Enveloppe der doppelt unendlichen Schaar von 
Flii.chen zweiter Klasse 

/3'111 u2 k I 
(26) I '112 tta 1 I k(3tt2tt4-Ua2)+l(tt2Ua-9ultt4)+m(3ulUa-U2~)=0' 

Us 3u4 m 

welche der Schaar (9) dualistisch gegeniibersteht, mit ,ihr aber nicht 
identisch ist. 

In (24) haben wir hier die Gleichungen zweier Ebenen, welche 
sich in einer Erzeugenden der abwickelbaren Flache schneiden; be
rechnet man aus ihren Ooordinaten diejenigen ihrer Schnittlinie, so 
ergeben sich genau wieder die Gleichungen (13), denn es ist qi!c = plm 

zu nehmen. 
Den Treffgeraden der Raumcurve entsprechen die Tangenten der 

abwickelbaren Flache (p. 26), denn als solche sind hier alle in den 
Schmiegungsebenen gelegenlm Geraden aufzufassen. Die Bedingungen 
dafiir, dass die Linie Pile in der Ebene tti liege, werden vermoge (22): 

* - 3)..P12 + 3)..2P1a - lSP14 = 0, 
P21 + * + 3)..2p23 - )..SP24 = 0, 

PSl - 3)..P32 + * - )..3P34 = 0, 
P41 - 3lP42 + 3)..2p43 + * = O. 

Durch Elimination von l aus der ersten und letzten Gleichung er
gibt sich zunachst: 

9(3plSPS4 - P14PU) (3P12P24 - P1SP14) - (9P12PS4 - P142)2 = O. 
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Mit Biilfe del' zwischen den Liniencoordinaten bestehenden Identitat 
sondert man einen Factor PH ab und erhiiJt die zu (18) dualistische 
Gleiehung dritten Grades 

(27) P143 - 18p14P12PS4 - 81p12PS4P23 + 27p132P34 + 27P12P2/ 
- 9 P14 PIS P24 = 0 

als Gleichung der abwickelbaren Flacke in Liniencoordinaten. W ie bei 
(18) die Oomplexeurven sich in drei ebene Strahlbiisehel derselbcll 
Ebene auflosten, so zerfallen die durch (27) einem Punkte zuge
ordn~ten OomplexkegeI in drei ebene Strahlbiisehel mit gemein
sam em Mittelpunkte; sie liefern die dureh den Punkt gehenden drei 
Sehmiegungsebenen unserer Raumcurve. 

Sollen endlieh alle drei Wurzeln von (23) zusammenfallen, so 
miissell, analog zu (21), die drei Gleichungen bestehen: 

Xl - AX2 = 0, x2 - AX3 = 0, X3 - AX4 = 0; 

und damit sind wir zu unserer urspriingliehen Parameterdarstellung (10), 
also von den Sehmiegungsebenen Zl1 den Punkten del' Ourve, zuruck
gekehrt. 

Die vollkommene Dualitat, welche hiernach bei den Ounen 
dritter Ordnung zu Tage tritt, wurde schon oben als ihnen gegen
ii.ber hoheren Ourven eigenthiimlieh hervorgehoben. In del' That 
spielen unsere Ourven fiir den Raum in maneher Beziehung dieselbe 
Rolle, wie die Kegelsehnitte fiir die Ebene: Es gibt keine niedrigere 
(nicht zerfallende) Curve im Raume, die nieht in einer Ebene liegt, wie 
es in del' Ebene keine niedrigere Ourve als den Kegelschnitt gibt, die 
nieht in einer Geraden liegt (mit einer solehen zusammenfallt), denn 
jede Ebene, welehe einen Kegelsehnitt in drei Punkten trifft, muss 
denselben ganz enthalten, da eine Gleiehung zweiten Grades ent
wedel' nul' zwei oder unendlieh viele W urzeln haben kann (letzteres, 
wenn aIle Ooeffieienten einzeln Null sind); die Analogie trat feruer 
hervor bei del' projeetivisehen Erzeugung und der Parameterdarstellung 
(10), welehe den Formeln fiir einen Kegelsehnitt 

Q Xl = A 2, Q X2 = A, Q Xs = 1 

genau entsprieht; sie wiirde sich noeh klarer entwickeln lassen, wenn 
wir in die Beziehungen der Punktgruppen auf einer Ourve dritter 
Ordnung zu der binaren Invariantentheorie naher eingehen wollten*); 

*) Vgl. d'Ovidio, Memorie della R. Accademia di Toriuo, Serie II, t.32, 
1879, sowie einen Aufsatz des Herausgebers in Bd. 23 der Math. Annalen, wo 
man auch andere verwandte Arbeiten erwahnt fiudet. - Geht man zu Systemen 
von mehr als vier homogenen Variabeln fiber, d. i. zur Geometrie iu Mannigfaltig· 
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doch verschieben wir dies, bi~ wir ill Zusammenhange die Invarianten
theorie fiir den Raum besprechen. Wir erwahnen hier nur noch 
folgenden Satz, dem wir sein dualistisches Gegenbild sofort an die 
Seite stell en: 

Eine bewegliche Tangente einer 
Raullcurve dritter Ordnung wird 
von vier festen Schmiegungsebenen 
derselben in Punkten von constan
tem Doppelverhliltnisse getroffen. 

Eine bewegliche Tangente einer 
Raumcurve dritter Ordnung schickt 
durch vier feste Punkte derselben 
vier Ebenen mit coIft3tantem Doppel
verhaltnisse. 

Zum Beweise bezeichnen wir jeden Punkt der Curve durch den 
ihm nach (10) zugeordneten Parameter A. Die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes x der Tangente des Punktes ,1, lassen sich mittelst 
eines Parameters f£ aus den Punkten (12) ableiten; sie sind also: 

()Xl = 3}..2, "x2 = 2).. + p,}..2, QXa = 1 + 2P.A, ()X4 = 3p,. 

Setzt man nun fur p, die vier Parameter tAu P,2' P,s, P,4 von vier 
Schmiegungsebenen nach (22) ein, so ist das Doppelverhaltniss ihrer 
Schnittpunkte mit der Tangente von A gleich 

fl'1 - 1-'8 fl'2 - fl'4 

fl'1 - fl'4 • fl'2 - fl's ' 

also unabhangig von A, w. z. b. w. 

Oben wurde hervorgehoben (p. 240), dass die ebene Curve dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt als Ausartung unserer Raumcurve auf
treten kann. Diese Bemerkung kann sich natiirlich nicht auf unseren 
Ausgangspunkt, nicht auf die Entstehung unserer Curve als theil
weisen Schnittes zweier Flii.chen zweiter Ordnung beziehen. Auf diesen 
Grenzfall wird man dagegen durch die Parameterdarstellung (10) 
gefuhrt. Gibt man die specielle Lage des Oool'dinatentetraeders auf, 
welche fruher benutzt war, so treten an Stelle von ,1,S, ,1,2, A, 1 be
liebige lineare Functionen dieser Grossen; d. h. die Xi werden pro
portional Ztl beUebigen ganzen Functionen dritten Grades von ,1,: 
(28) QXi = ail + ai2,1, + aiS.t2 + ai4.ts = h(.t). 

Insbesondere kann man nun die Coefficienten so variiren lassen, dass 

keiten von mehr alB drei Dimensionen (vgl. einen nnten folgenden Abschnitt), 
so kommt bei n Dimensionen der allgemeinen rationalen Curve nter Ordnnng 
eine analoge Rolle zn, wie den Kegelschnitten in der Ebene, den nnebenen 
Curven dritter Ordnnng im Ranme; vgl. Fr. Meyer: Apolaritat und rationale 
Curven, Tiibingen 1883. - Diese Analogie dehnt sich auch auf gewisse metriscbe 
Eigenschaften aus (insbesondere bei der weiter unten definirten cubischen 
Parabel); vgl. Hurwitz nnd Schroter, Math. Annalen Bd. 25. 
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fiir besondere Werthe derselben zwischen den Ii eine lineare Identi
tat E'Xd;(l) = 0 besteht; dann ist auch fur aIle Punkte der Curve 
E'XiXi gleich Null, d. h. dieselbe liegt in der Ebene mit den Coordi
naten 'Xi' Gleichzeitig sind die Coordinaten ihrer Punkte rationale 
Functionen eines Parameters, dieselbe ist also eine ebene Curve dritter 
Ordnung mit Doppel- oder Riickkehrpunkt*). 

Unberucksichtigt liessen wir bisher die Gestalt der Curven dritter 
Ordnung oder "cubischen Kegelschnitte", wie man sie wegen der 
Verwandtschaft mit den Curven zweiter Ordnung auch nennt. N aeh 
dem bei den letzteren und bei den Fliichen zweiter Ordnung be
folgten Principe ist es am Einfachsten, ihre Beziehungen zu der 
unendlich fernen Ebene der gestaltlichen Discussion zu Grunde zu 
legen. Von den drei unendlich fernen Punkten muss naturlich einer 
immer reell seini die beiden anderen konnen auch conjugirt imagi
nare Coordinaten haben; von den reeHen Punkten ferner konnen 
zwei oder aIle drei zusammenfallen. Jedem reeHen unendlich fernen 
Punkte entspricht auch eine reeIle Asymptote als dessen Tangente; 
dieselbe liegt naturlich auf dem Kegel (hier also Cylinder), dessen 
Erzeugende den betreft'enden unendlich fernen Punkt mit den iihrigen 
Curvenpunkten verbinden. Auf diesem Cylinder befinden sich dann 
auch die Verbindungslinien seiner Spitze mit den anderen unendlich 
fernen Punkten; man wird also je nach deren Lage und Realitat in 
jedem FaIle leicht erkennen, ob der Cylinder ein elliptischer, hyper
bolischer oder parabolischer (p. 162) ist. In zweiter Linie ist auch 
die Lage der drei Punkte im Unendlichen zum imaginaren Kugel
kreise in Betracht zu ziehen. Wir haben demnach folgende Falle 
zu unterscheiden **): 

1) Oubische Ellipse. Dieselbe hat nur einen reellen unendlich fernen 
Punkt, also nur eine Asymptote; durch sie kann nur ein Cylinder, 
und zwar ein elliptischer, hindurchgelegt werden. Die Verbindungs
linie der beiden imaginaren unendlich femen Punkte giht die eine 

*) Vgl. Bd. I, p. 899. - Eine ebensolche Curve wird (wie man mit Hiilfe 
der Gleichungen (28) leicht nachweist) erhalten, wenn man die Raumcurve 
dritter Ordnung von einem beliebigen, nicht auf ihr liegenden Punkte aUB in 
eine beliebige Ebene projicirt; vgl. Chaeles, Aperl,lu historique, p.261. Dies 
Resultat ist eine einfache Folge derjenigen Gesetze, welche Cayley a.la Ver
allgemeinerung der Pliicker'schen Formeln fiir Raumcurven entwickelt hat. 

**) Die Namen der verschiedenen Curvenarten sind von Seydewitz a. &. O. 
eingefithrt. - Zeichnungen dereelben findet man bei von Drach a. a. 0.; Gyps
modelle der zugehorigen Cylinder mit aufgezeichneten Curven (construirt von 
Lange) liefert die Verlagshandlung von L. Brill in Darmstadt. 
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reelle unendlich ferne Sehne. Es gibt demnach eine Schaar von 
Parallelebenen, deren jede von der Curve in einem (reellen) Punkte 
getroffen wird. Diese Schaar steht insbesondere senkrecht zur Asymptote, 
wenn die Sehne dem reellen unendlich fernen Punkte der Curve in 
Bezug auf den Kugelkreis polar conjugirt ist. Liegen die beiden 
unendlich fernen imaginaren Curvenpunkte auf dem Kugelkreise, so 
hat man statt des elliptischen einen geraden Kreiscylinder. 

2) Cubische Hyperbel. Dieselbe hat drei unendlich ferne reelle Punkte, 
also auch drei unendlich ferne reelle Sehnen und drei reelle Asymp
toten. Sie liegt gleichzeitig auf drei hyperbolischen Cylindern. Sind 
zwei der unendlich fernen Punkte conjugirte Pole in Bezug auf den 
Kugelkreis, so stehen die Axen der zugehOrigen Cylinder (sowie die 
bez. Asymptoten) auf einander senkrecht. 1st die Verbindungslinie 
zweier Punkte die Polare des dritten in Bezug auf den Kugelkreis, 
so gibt es eine Schaar von Parallelebenen, welche zum dritten 
Cylinder senkrecht stehen, und deren jede die Curve nur noch in 
einem Punkte tri:fft. Sollen dann diese Parallelebenen auf dem dritten 
Cylinder nur gleichseitige Hyperbeln ausschneiden, so -miissen seine 
beiden unendlich fernen Erzeugenden conjugirte Polaren, folglich die 
zugehOrigen unendlich fernen Punkt~ der Curve conjugirte Pole in 
Bezug auf den Kugelkreis sein; d. h. die drei unendlich fernen Punkte 
bilden ein Polardreieck; jeder Cylinder ist senkrecht zu den beiden 
anderen, und die zur Axe senkrechten Schnitte eines jeden sind 
gleichseitige Hyperbeln. 

3) Cubische Parabel. Die drei Punkte im Unendlichen sind zu
sammengefallenj die unendlich ferne Ebene ist also Schmiegungs
ebene der Curvej von ihrem Beriihrungspunkte geht ein Kegel aus, 
der von ihr in zwei zusammenfallenden Geraden geschnitten wird: 
die Curve liegt nur auf einem Cylinder, und zwar einem parabolischen. 
Es gibt keine Asymptotenj eine Tangente der Curve liegt unendlich 
weit und bestimmt eine Schaar paralleler Ebenen, welche die Curve 
nur in einem Punkte tre:ffen und sie im Unendlichen aIle beriihren. 

4) Cubische hyperbolische Parabel. Von den drei unendlich fernen 
Punkten sind zwei zusammengefallen, wahrend der dritte getrennt 
davon liegt. Die Curve ist der SChDitt zweier Cylinder, denen ausser
dem die Verbindungslinie der beiden unendlich fernen Punkte gemein
sam ist. Der eine Cylinder ist parabolisch, der andere hyperbolisch. 
Auf ersterem liegt die eine noch vorhandene Asymptote. Die Er
zeugenden der Cylinder sind zu einander rechtwinklig, wenn beide 
PUDkte eiD conjugirtes Polepaar in Bezug auf den Kugelkreis bilden. 
AIle zur Axe des hyperbolischen Cylinders rechtwinkligen Schnitte 
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sind gleichseitige Hyperbeln, wenn die beiden unendlich femen Er
zeugenden des Cylinders (d. i. die Tangente der Curve in ihrem Be
rUhrungspunkte mit der unendlich fernen Ebene und die Verbindullgs
linie des BerUhrungspunktes mit dem einfachen unendlich fernen 
Punkte) durch ein Paar conjugirter Polaren in Bezug auf den Kugel
kreis gebildet werden. 

XII. Beziehungen zwischen zwei FHichen zweiter Klasse. 

Unseren Betrachtungen liber zwei Flachen zweiter Ordnuug 
stell en wir kurz die entsprechenden liber Fliichen zweiter Klasse 
gegenUber. Da zwei solche Fliichen im Allgemeinen auch von der 
zweiten Ordnung sind, so konnen ihre gegenseitigen Lagenbeziehungell 
uns hier nichts Neues lehren. Der Unterschied ist nur der, dass 
statt ihrer Durchdringungscurve jetzt die von ihren gemeinsamen 
Tangentialebenen gebildete abwickelbare Flache besonders ins Auge 
zu fassen ist, dass ferner die aus zwei Flli.chen zweiter Klasse 

(1) F- E~AikUiUk = 0, <I> = EEBikniuk = 0 

zu bildende lineare "Schaar" 

(2) F + EL<I> = 0 

von dem BUschel im Allgemeinen wesentlich verschieden ist, indem 
die Schaar (2) jetzt nicht eine unendliche Reihe von FHichen mit 
denselbell gemeinsamen Punkten, sondern eine solche mit denselben 
gemeinsamen q'angentialebenen darste1lt: Alle Fliichen der Schaar sind 
einer und derselben developpabeln Fliiche vierter Klasse eingeschrieben. 
Unter diesen FJachen wird es einige geben, welche in eine ebene 
Curve ausarten, deren Determinante also verschwindet. Sie be
stimmen sich durch die Gleichung 

A ll +ELBll A12 +ELB12 A 13 +ELB13 A 14 +",B14 

(3) DCEL) = A21 +ELB21 A 22 +ELB22 A 23 +ELB23 A 24 +",B24 =0. 
A31 + ELB31 AS2 + EL B 32 A33 + EL B S3 AS4 + ",BS4 
A41 + ELB41 A'2 + ELB42 A'3 + ELB4S A« + ",B« 

Je nachdem sich die Wurzeln dieser Gleichung verhalten, werden wir 
wieder dreizehn Falle zu unterscheiden haben, die wir hier kurz 
zusammenstellen; nur bei den spater besonders wichtig werdenden 
verweilen wir langer. Die ohne Beweis ausgesprochenen Satze sind 
nach dem Principe der Dualitat selbstverstandlich. 

Nr. 1. Die Wurzeln von DCEL) = 0 sind von einander verschieden. 
Es gibt ein den Flachen der Schaar (2) gemeinsames Polartetraederj 
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die vier Kegelschnitte F + iLi<P = 0 des Systems liegen in den 
Ebenen qes Tetraeders. Letzteres ist natiirlich identisch mit dem 
beim Buschel (p. 209) auftretenden Polartetraeder; folglich muss sich 
auch die Losung der Gleichung (3) auf die der Gleichung L1 (A) = 0 
reduciren lassen. Setzt man 

(4) D(Il) = A + 4p-A! + 61l2r + 411381 + 1l4B 

und betrachtet die Aik, Bik als Unterueterminanten der Coefficienten 
aik, bik unserer fruheren Gleichungen f = 0, ffJ = 0, so wird III 

der That: 

6r = ~~~~Aik,zm8pq,,.s = AB2J~~~Aik,ZmBpql"s = 6ABO, 
4Bl = 4B2All 8 = BS, 

wobei A, B, 0, All Bl dieselben Bedeutungen haben, wie fruher 
in (22) p. 218. Hieraus folgt fur die symmetrischen Functionen der 
Wurzeln: 

2P-I = - 4:1 = 2A! A2A3, 
sAC A 

~P-IP-2 = -W- = B ~AIA2 
4A! B A" 

2P-!P-2P-3 = - ~ = B2~AI' 

iLl P-2P-SP-4, = ~: = (AI A2ASA4,)3. 

Die Wurzeln von D (p-) = 0 driicken sich also durch diejenigen von 
AeA) = 0 aus mittelst der Formeln 

(5) III = A2 ASA4' P-2 = ASA4 AlI P-3 = A4, AIA2' P-4 = AIA2 AS· 

Dieses Resultat war vorauszusehen; denn, wenn ~AiXi2 = 0 die Glei
chung von f = 0 wird, so muss (bis auf einen constanten Factor) 
~ P-i Ui2 = 0 diejenige von F = 0 werden. 

Die Transformation auf das Polardreieck geschieht genau Wle 
oben; sie sei gegeben durch die Gleichungen 

(6) X k = alkXI + a2kX2 + aSkXS + a4kX4, (k = 1,2,3,4), 

in denen die aik zu bestimmen sind. Dann wird das Quadrat der 
Substitutionsdeterminante: 

(7) 

und wenn D'k (p-) die U nterdeterminanten von DCIl) bedeuten: 

(8) P21J2JDik(P-!)XiXk = (P-l - P-2) (Ill - P-S) (P-l - 1l4)X!2 B 
= - A2 2 A.~2 A42 (A1-A2) (A1-A3)(AI -A4) X/ B;J, 
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analog fur lL2' lLs, lL4' und hieraus nach (6): 

(9) B(lLi - lL2)(lLi - lLs)(lLi - lL4)OCilOCkl = Dik(lLl)' u. s. f. 

Sind die OCik aus diesen let~ten Gleichttngen berechnet, so hat man in 
Folge von (6) 

F== .EEAikUiUk = - lLi U12 - lL2 U22 -lLs U3 2 - lL4 U/ 

(10) __ ~(!!~ +!!~ +!!~ + U!) 
- B 2, 1.2 ,[S 24' 

<I> _. E.EBikUiUk = U/ + ~2 + US 2 + U42. 

Un sere fruhere Transformation dagegen, die durch die Glei
chungen (p. 210) 

(11) 

gegeben war, transformirte diesel ben Ausdriicke Fund <I> gemass 
den Relationen: 

FR2 = - .ElLi Ui2, <l>R2 = 1:: Ui2. 

Man hat also in den friiheren Formeln Ui zu ersetzen <lurch RU;, 
urn auf die jetzigen zu kommen, oder man hat, was auf dasselbe 
herauskommt, in den aus (6) folgenden Relationen 

Uk = akl Ui + OCk2 U2 + OCkS Us + ak4 U4 

OCki zu ersetzen durch R-iOCki, wenn die Gleichungen (6) mit den Auf
losungen von (11) iibereinstimmen sollen. Die letzteren lauten, wenn 
R;k die Unterdeterminanten von R bezeichnen, 

RXk = RlkXl + R2kX2 + RSkXS + R4kX4, 

und somit ist in (6) zu nehmen 

und folglich: 

P = E ± all OC22OCSSOC44 = E + RllR22RS~R44 = RS, 

p2 =~=~=R6 B BS , 

was mit dem Fruheren ubereinstimmt. 
Wir haben diese Formeln nochmals zusammengestellt, urn da

von eine Anwendung fUr die Transformation der Flachen zweiter Ord
nung mit Mittelpunkt auf ihre Hauptaxen zu machen. 

Man kommt auf dieses Problem, wenn man insbesondere eine 
FHiche, etwa <I> = 0, in einen Kegelschnitt zerfallen lasst (also B = 0 
voraussetzt) und annimmt, dass dieser Kegelschnitt mit dem imagi
naren Kugelkreise zusammenfalle. In der That wird dann eine Ebene 
des gemeinsamen Polartetraeders durch die unendlich ferne Ebene 
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gebildet; die drei anderen gehen durch den Pol derselben, d. h. durch 
den Mittelpunkt der FHiche und sind zu einander rechtwinklig, da sie 
einander in Bezug auf den Kugelkreis conjugirt sind. Die Be
stimmung der Hauptaxen einer Mittelpunktsfliiche und die Einfuh1'ung 
derselben als Coordinatenaxen kommt also darauf hinaus, das gemeinsame 
Polartetraeder der Fliiche und des imaginiiren 'Kugelkreises als neues 
Coordinatentetraeder einsufuhren. 

Die AI\nahme B = 0 lasst wegen (7) die Anwendung der obigen 
Formeln nicht unmittelbar ZUj man muss vielmehr nach einer friiheren 
Bemerkung (p. 214) zuvor Fund <I> mit einander vertauschen. Statt 

dessen kann man auch einen Parameter v = ~ einfiihren, und so-
P-

dann die Rechnungen wiederholenj wir betrachten also die Schaar 
vF + <I> = 0 statt F + p.<I> = 0, wobei 

<I> = U 12 + U 22 + 1'S2 , F = lJEAikU;Uk' 

Wir haben die Aufgabe, eine solche Transformation (6) zu -linden, 
dass gleichzeitig: 

(lOa) 
<1>= 0;.2 + U/+ US2, 

wobei dem letzten Gliede rechts statt der Einheit auch ein willkiir
licher Coefficient beigesetzt werden konnte, da durch die Form von <I> 
jetzt nur drei von den vier willkiirlich bleibenden Factoren fest
gelegt sind (vgl. p. 209). Die den obigen entsprechenden Formeln 
lauten dann: 

VAll + 1 VA12 vAt3 vA14 

(3a) D(v) VA21 VA22 + 1 VA23 VA24 =0; 
VASI vAS2 vAss + 1 VAS4 
vA,1,l VA42 vA4s vA« 

(4a) D(v) = v {vSA + v2 (Au + A22 + Ass) 

(7a) 

+ v[ A44(All +A22 + AS3) - A142 __ -A242 - AS42] 

+A44 }, 

- p2 D(v) = v (~ -1)(~ - 1) (;:- -1); 

*) Es muss also A'4 von Null verschieden sein, wodurch die Paraboloide 
ausgeschlossen sind; dieselben werden Bogleich in Nr. 2 erledigt werden. 
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+ v (~ - 1) (~ - 1) Xs 2 

(~ - 1) (~ - 1) (~ - 1) X42; 

P2~~Dik(Vl)XiXk = V l (:; -1) t; -1) X12, 

P2~~Dik(V2)XiXk = Vll (;: -1) (;; -1) X1l2, 

P2~~Dik(VB)XiXk = Vs (;: -1) (;: -1) Xl, 
P2~ZJDikCO)XiXk = p2 X42 = X42 • 

Hierin ist z. B. 
Du(v) = Auvs + [CA22 + Ass)Au - A242 - A342]V2 + A 44V, 

D12CV) = A12 vs + (A.21A.U - A24A14)v2• 

Mit Halfe von (7a) ergibt sich aus (8a): 

AV12(Vl - v2) (vl - va)ailaH = - Dik(Vl ), 

(9a) Avl(V2 - va) (v2 - v l )ai2 ak2 = - Dik(V2), 

AVs2(vs - vl ) (va - Vl/)aiSakS = - Dik(VS)' 
ai4ak4 = 0, wenn i und k nicht gleich 4 sind, aber 

(9a)* A«a!!} = 1. 

Dass die Ooefficienten aw al/4, aS4 gleich Null werden, war voraus
zusehen, da die unendlich ferne Ebene als Seitenflache des gemein
samen Polartetraeders nicht durch eine andere Ebene ersetzt zu 
werden brancht. Fiihrt man nun durch die Substitutionen 

~1 = X, ~ = Y, ~ = Z; ~ = U, g2 = V, gs = W 
4 4 4 4 4 4 

rechtwinklige Ooordinaten ein, so lauten die Transformationsformeln: 

a44 X = aux + a2l y + aS1 z + a411 
(12) au Y = all/x + a22 y + aS2 z + a42 , 

a44 Z = a1S x + a2sY + assz + a4S ' 

oder III Ebenencoordinaten: 

(13) 

Nu = all U + a12 V + alS W, 
N v = a21 U + a22 V + alls W, 
Nw= aS1 U + a32 V + ass W, 
N = a4l U + a42 V + a43 W + 0:44 • 
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Will man weiter die Gleichungen (lOa) in rechtwinklige Coordinaten 
umsetzen, so hat man zu bedenken, dass dieselben vollkommen 
fest definirt sind, so bald das Axenkreuz gege ben ist, dass man also 
in ihre Definition willkiirliche constante Factoren nicht mehr eingehen 
lassen darf. Allerdings bleibt die Gleichung des Kugelkreises immer 
in der Form U2 + V 2 + TV2 = 0 erhalten; die vierte oben gleich 
Eins angenommene Constante ist aber jetzt als zu bestimmende Un
bekannte k einzufii.hren. Dem entsprechend sind die Gleichungen (lOa) 
zu ersetzen durch: 

(lOb) 
N2(U2 + v2 + w2) = 

Gleichzeitig erleiden auch die Gleichungen (7a) und (8a) leichte Modi
ficationen; sie werden bez., wenn man fur den Augenblick ~I = X, 

~2 = y, ~s = Z, ~4 = 1 macht und die drei ersten Gleichungen (8a) 
durch die letzte dividirt: 

(1b) 

A44EZ:Dik(VI)~i~k = - VI2(VI - 1J2) (VI - vs)kAX2, 
(8b) A44E.EDik(V2)~igk =- V22(V2 - VS) (V2 - vl)kA y2, 

A44E,.EDik(Vs)~i~k = - vS2(VS - VI) (Vs - v2)kAZ2 • 

An Stelle von (9a)* ergibt sich direct aus (lOb) 

(9b )* A44 fX4J,2 = k, 

und sOlllit folgen aus (8b) und (12) wieder genau die Gleichungen (9a). 
Die Transformation au!' die Hattptaxen ist nach dieser Bestimmung der 
(J.ik jetzt mit einem Schlage gelost *), wahrend das friihere Verfahren 
erst die Transformation auf den Mittelpunkt und dann die Drehung 
des Coordinatensystems um den Mittelpunkt verlangte. Wenn man 
Werth darauf legt, auch ein urspriinglich metrisches Problem wie 
das der Hauptaxentransformation, unter allgemeinere Gesichtspunkte 
einzuordnen, so verdient der jetzt eingeschlagene Weg den Vorzug 
vor dem frii.her befolgten. 

Die Transformation (12) charakterisirt sich dadurch als eine 
orthogonale, dass zwischen den Coefficienten die bekannten sechs Re
lationen erfiilIt sind (p. 72ff.). In der That findet man z. B. aus der 
mittleren der Gleichungen (ga): 

*) Auch Plucker leitet die Gleichung zur Bestimmung der Hauptaxen 
direct aus der Gleichung in Ebenencoordinaten ab (a. a. O. p. 201), behandelt 
aber nicht das Transformationsproblem. - Drittens konnte man auch von der 
Gleichung in Liniencoordinaten ausgehen; vgl. V 0 s s, Math. Annalen Ed. 10. 

Clebsch, Vorlesungen. II,!. 17 
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(a122 + a2/ + as22)Av22(v2 - vs) (V2 - VI) 

= - [Dll (V2) + D2lv2) + D s3 (v2)] = - (All + A22 + AS3)V32 

- 2 [A44 (All + A22 + A S3 ) - A142 -A242 - A342JV22 - 3A44,v2 • 

Fuhrt man in die rechte Seite, gem ass (4a) , die symmetrischen 
Functionen der Vi ein, so wird dieselbe genau gleich 

V22(V2 - Va) (V2 - 1JI)Aj 
also folgt: 

al2 2 + a2/ + a322 = 1. 
Dass auch die Gleichung 

au al2 + a21 an + aSI a32 = 0 

erfiillt ist, ergibt sich daraus, dass sich z. B. die Grossen a12 , a22 , 0:32 

verhalten wie die Coordinaten der unendlich fernen Geraden der 
Ebene Y = 0 und all' a 21 , a 31 wie die der unendlicb fernen Geraden 
von X = 0, und dass beide Gerade in Bezug auf den Kugelkreis 
einander conjugirte Polal'en sind. Aus diesen Relationen folgt, dass 

(}'+ )21 ,'" _ all "22 aS3 = 

istj die Theorie der orthogonalen Substitution verlangt aber, dass 

eE ± all "~2(33)2 = tx446 

sei, damit die Determinante der Substitution (12) gleich Eins werde. 
Wir haben also zu setzen 

tx44,= + 1, 

wo das obere oder untere Zeichen zu wahlen ist, je nachdem 

E + aalX22a33 = + 1 oder = - 1 

wird. Aus (9b) * erhiilt man ferner 

(14) k=Aw 
womit a1wh die Nothwendigkeit, die Unbekannte k oben einzu/uhren, 
nochmals erhellt und gleichzeitig ihre Bestimmung gegeben wird. 

Urn die vorstehenden Formeln mit den fruheren in Ueberein
stirn mung zu bringen, mussen wir annehmen, es sei der Mittelpunkt 
bereits als neuer Anfangspunkt eingefiihrt, so dass (p. 166): 

f= all x 2 + a22 y2 + a3~\z2 + 2a'l2xy + 2az3 Yz + 2aS1 z.?:: + ;: , 
H 

dann wird 
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und folglich nach einigen leichten Umformungen: 

D(v)=v{ ~s + ~2(al1 + a22 + ass) 

+ ~ [(aUa22-aI22)+(a22aSS-a2S2)+(aSSall-alS2) J+A44}' 
wobei ~ = vA gesetzt ist, ein Ausdruck, welcher mit dem friiheren 
LI(Q) in (6) p. 167 bis auf ainen Factor iibereinstimmt, sobald noch 
- (! statt ~ geschrieben wird. Nach (lOb) und (9b)* geht somit 
N2F iiber in 

U2 V' W' (U' V' lV2 A) ------+~=A-+-.+-.. +~· ", ". "3 f! f! f! A 

Hierin ist, wie oben, Q = - vIA, (/ = - v2 A, Q" = - vsA. Die 
Gleichung der Flache F = 0 in Punktcoordinaten wird folglich von 
der Form 

X 2 +)T2 , + Z2 "+ A 0 (! (! (! A'4 = , 
womit wir genau die friiheren Resultate wieder gefunden haben (p. 171). 
Die Berechnung der Coefficienten (1.ik aus (9a) liefert ebenfalls die
selben Werthe, die wir fruher fur cos (1., cos {j, cos r, etc. aufgestellt 
hatten (p. 169). 

Endlich ist daran zu erinnern, dass sich das behandelte Problem 
auch als ein solches der ebenen Geometrie auffassen liisst. Es kommt 
niimlich nur darauf an, die beiden ganzen Functionen X2 + y2 + Z2 und 

{- AA = a11 x2 + a22y2 + aS3 z2 + 2a12 xy + 2a2sYz + 2a31 zx 
44 

gleichzeitig so zu transformiren, dass die erste ungeiindert bleibt und 
die zweite auch nur die Quadrate der Variabeln enthiilt; wie schon 
fruher niiher ausgefiihrt wurde (p. 184f.). 

Nr. 2. Zwei Wurzeln von D(v) = 0 {allen zusammen, ohne dass 
fur diese Doppelwurzel aUe Unterdeterminanten verschwinden. Die ab
wickelbare Flache hat eine Doppeltangentialebene, von welcher sie langs 
zweier ihrer Erzeugenden beruhrt wird; diese Ebene ist gemein
same Tangentenebene aIler Flachen der Schaar, der Schnittpunkt 
der beiden Erzeugenden gleichzeitig gemeinsamer Punkt; aUe Fliichen 
der Schaar F + ~<t> = 0 beruhren sick also in einem Pttnkte, sind 
abel' deshalb natiirlich nicht mit den friiheren Fliichen f + J...rp = 0 
identisch. In del' Schaar gibt es einen doppelt ziihlenden Kegel
schnitt und zwei einfach zahlende. J eder der letzteren hat zu einer 
beliebigen Fliiche del' Schaar keine besondere Beziehung; der doppelt 
zahlende Kegelschnitt dagegen liegt in del' gemeinsamen Tangential
ebene. Lasst man ihn daher mit dem imaginaren Kugelkreise zu
sammenfallen, so fukrt das zu vorliegendem Falle gehorige Trans-

17* 
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(ormationsproblem auf die friiher be"handelte Transformation der Para
boloide in die ihnen zukommenden Normalformen. Es wird nicht 
uberflussig sein, hierauf noch einmal eillzugehen, da es wiederum 
nothig ist, die Bezeichnungen etwas zu andern. 

Es sei F = 0 in rechtwinkligen Ebenencoordinaten die Gleichung 
eines Paraboloids, d. h. A« = 0, und <I> = 0 die Gleichung des Kugel
kreises, also: 

(15) 
F = AllU2 + A22V2 + AS3W2 + 2A12uv + 2A23 VW + 2 A:31 wu 

<I> = u 2 + v2 + w2 • 

Wir betrachten wieder die Schaar vF + <I> = 0, deren Kegelschnitte 
sich aus der Gleichung ergeben: 

I VAll + 1 VA12 vA1s A14 \ 
(16) D(v) _ v2 VA21 l1A22 + 1 vA2s A24 

vAsl vAS2 vAs3 + 1 AM 

A41 A42 A43 0 I 
- v2 [v2A + v(All + A22 + Ass) - (A142 +A2l + Asl) ] =0. 

Es solI nun eine Transformation der Form (12) bez. (13) gefunden 
werden, vermoge deren man gemass (21), p. 218 erhalt 

N2<1> = rp + V2 + W 2, 
(17) 

wobei die Constante k aus demselben Grunde, wie in Nr. 1, hinzu
gefiigt ist. Die zur 'l'ransformation dienenden Gleichungen werden: 

(18) 

1-~ 0 0 0 
v, 

P2D(v) = 0 1-~ 0 0 = - Pv2 (:, -1)(:' -1); v. 

I 
0 0 1 kv 
0 0 lev 0 

P2(A142 + A242 + A342) = 7>,2, 

P2,EEDik (Vt );i;k = k2v/ (~ - 1) X 2, 

(1-9) P2EEDik (V2);;;k= 7.;2V22(?, --1) Y2, 

P2,EEDik (O);i;k = p 2 = 1, 

P2,EED(..(O);i;k = - 2kZ _ 0--':'2; 
VI V, 

also durch Einsetzen in (12), da nach (18) und (19) k2 = - V 1v 2 A: 
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AV13 (VI - V2)UilaU = - a44.2 Dik(vJ, 

AV23(V2 - v1)ai2ak2 = - aH 2 D ik (V2), 

kai3 = a44Ai4 fur i = 1,2,3, 

2ka43 = -" a44 (~l + "2 + All + A22 + A33) 
V l 'V3 

L'2'A ik A i4 A k4 
= - a ------- - -"--. 

44 A,/ + A 2 ." + A3." 

Hieraus folgt durch leichte Rechnung: 

/X11 2 + ut1 2 + /XSl " = a442 , 

/X12 2 + a22 2 + CC322 = /X4/, 

a ls2 + C1 232 + C1332 = a4./' 
Diese Gleichungen befriedigen identisch die fur eine orthogonale 
Substitution zu stellenden Forderungen; die Bedingungen 

/Xil /Xu + /XiZ/Xk2 + ai3ak3 = 0 
sind aus denselben Grunden, wie in Nr. 1, befriedigt. Es wird also 

einerseits (.E + /Xll a22 ass)" = /X446, 

andererseit~ war p2 = a4/ (.E + all /X22 /X33 )2 = 1 

gefunden; also folgt 
(21) /X4!8 = 1. 

Durch die Gleichungen (20) und (21) sind hier die unbekannten 
Coe(ficienten vollstandiger und symmetrischer bereclinet, als cs fruher 
durch Anwendtmg der zweimaligen Transformation geschah; wieder ein 
V orzug unserer jetzigen Methode. 

Urn die Uebereinstirnrnung berzustellen, haben wir anzunehmen 
F = 0 sei die Ebenencoordinatengleichung eines in Punktcoordinaten 
gegebenen Paraboloids f = O. Die Gleichung (16) wird dann mit (1) 
p. 175 identisch, wenn man nur (! = - vA setzt, wie es ahnlich 
schon in Nr. 1 vorkarn. Die linke Seite del' transforrnirten Punkt
coordinatengleichung (d. i. del' Factor von vS in .ElJ Dik(V) ~i~k) lautet 
dann in der Tbat: 

k X" 7 y2 + 2Z" - k ( 'X2 + "Y" + 2A z) - "VI "- lev2 ==.:1- (! --' Q" --1:"' 

Der Factor VOll 2 Z rechts ist derselbe, welcher fruher (vgl. p. 176) 
mit bl bezeichnet wurde, wie man aus folgender Identitat erkennt: 

J,:2 = AH2 + A242 + A3/ = A(Bll + B22 + B:l3)· 

Nr. 3. Das System F + [L<t> = 0 enthiilt einen dreifach ziihlenden 
Kegelschnitt. 

Die abwickelbare Flache viertel' Klasse entbalt eine Doppel
tangentialebene, von del' sie langs zweier unendlich benacb barter 
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Erzeugenden beriihrt wird. Es liegt nahe, wieder den imaginaren 
Kugelkreis als dreifach zahlenden Kegelschnitt zu benutzen. Dann 
wUrde die Gleichung (16) eine dritte Wurzel v = 0 zulassen mUssen, 
d. h. es mUsste 

A142 + A lI,,2 + AS42 = 0 
sein. Fur Gleichungen mit .reellen Coefficienten kann dies nur dann 
eintreten, wenn die drei Quadrate einzeln Null sind; und dann stellt 
F = 0 einen Kegelschnitt der unendlich fernen Ebene dar. Die Ein
fiihrung des Kugelkreises ist daher hier ohne Bedeutung. 

Nr. 4:. Im Systeme F + 1'4> = 0 kommen ewei je doppeU siihlende 
Kegelschnitte vor. 

Die gemeinsame Developpable zerfallt in einen Ebenenbiischel, 
dessen Axe mit der Schnittlinie der Ebenen jener beiden Kegel
schnitte zusammenfallt, und in eine abwickelbare Flache dritter Klasse, 
die wir bereits naher studirt haben (p. 246 ff.). Die Axe des Ebenen
biischels wird von den beiden Kegelschnitten beriihrt, aber in ver
schiedenen Punktenj sie gehort zu denjenigen Linien, durch welche 
zwei Ebenen der abwickelbaren Flache hindurchgehen, und sie ist 
allen Flachen der Schaar gemeinsamj dieselben beriihren sich in 
den genannten beiden Punkten, ihre gemeinsanien Tangentialebenen 
in ihnen sind die Ebenen der beiden Kegelschnitte. Die Beriihrungs
punkte sind entweder beide reen odeI' einander conjugirt imaginii:rj 
ist also der unendlich ferne Kugelkreis einer der Kegelschnitte, so 
sind sie imaginar: die Flachen der Schaar bestehen aus Paraboloiden 
mit lauter imaginaren unendlich fernen Punkten, was nicht moglich 
ist. Fur reelle Fliichen hat daher dieser Fall keine Bedeutung in Be
eiehung zu unseren friiheren Transformationsaufgaben. 

Nr. o. In der Schaar gibt es einen vierfach ziihlenden Kegelschnitt. 
Die Axe des abgesonderten Ebenenbuschels wird zur Erzeugenden 
der abwickelbaren Flache dritter Klasse, welche mit ihm zusammen 
die gemeinsarne Developpable bildet. Da dieser Fall aus den beiden 
vorhergehenden durch Grenziibergang entsteht, kann die Einfiihrung 
des Kugelkreises nicht zu Resultaten von realer Bedeutung fuhren. 
Wir haben diese Einfuhrung irn Folgenden daher nur zu erwiihnen, 
wenn es sich urn Grenzfiille von Nr. 1 und Nr. 2 handelt. 

Nr. 6. In lder Fliichenschaar 7commt ausser zwei einfach ziihlenden 
Kegelschnitten ein doppelt ziihlender, in ein Punktepaar serfalle'llder 
Kegelschnitt vor. Die Developpable zerI:illt in zwei Kegel, deren 
Spitzen auf der Verbindungslinie des Punktepaares liegen j durch 
letztere kann man zwei Ebenen legen, welche gleichzeitig beida 
Kegel berUhrenj wie der friihere Ausdruck EELljk(l)u;Uk (p. 224) 
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erkennen lasst, zerfallt gleichzeitig die Schnittcurve in zwei ebene 
Kegelschnitte. Man kann sich die Verhaltnisse an zwei sich nicht 
beriihrenden Kugeln klar machen (p. 225); denn dieselben schneiden 
sich immer in zwei Kegelschnitten. Die Spitzen der Kegel liefern 
gleichzeitig das doppelt zahlende Punktepaar; ihre Schnittcurve zer
rallt in die beiden Kegelschnitte der Schaar. In dem Buschel 
f + A'P = ° beruhrten sich aIle Flachen in zwei Punkten, sie be
riihrten dort also auch' die beiden im Buschel enthaltenen Kegel; 
folglich beruhren auch aIle FIachen der Schaar F + II- <I> = Odie 
beiden Kegelschnitte in zwei Punkten. Wird statt des einen der 
imaginare Kugelkreis gesetzt, so sind also aIle FIachen der Schaar 
Rotationsfliichen (vgl. p. 186). Das zugehOrige unbestimmt werdende 
Transformationsproblem liefert somit hier das ebenfalls unbestimmte 
Hauptaxenproblem fur Rotationsflli.chen. Definirt man wieder D(v) 
durch (3 a) , so werden die betreffenden Formeln (p. 224f.): 

P2D(v) = kv(~ -1)(~ -IY' 
P2.A44 = - k, 

N2<1> = U2 + P + W 2, 

U2 V 2 lVIl 
N2F= - - ----+k; 

"1 "2 "2 
P21717Dik(V);i;k = (~ -1/ [kVX2 + (1 - ~)J 

+ k v (~ - 1 ) (~ - 1) [y2 + Z2]; 

P217 .EDik(VtHi;k = Vt (~ - 1 r X 2k, 

P21717 Dik(OH.;k = p2 = 1, 

P21717Di~(V2)~i~k = V2(~ -1) [y2 + Z2] k. 

Also k = - .A44,; und die linke Seite der transformirten Punkt
coordinatengleichung wird als Factor von v 3 in 1717Dik(V)~i~k ge
funden; sie lautet: 

X 2 y2 + Z2 1 -+ +--=0, "2 "1 "1 "Il A,4. 
in Uebereinstimmung mit (12), p.170, wenn VtA. = - (}, v2A.= - t1 

gesetzt wird. Der zweite in unserer Schaar enthaltene Kegelschnitt 
liegt in der Ebene X = 0, welcbe senkrecbt zur Rotationsaxe steht; 
und seine Gleichung in ihr ist*): 

*) Fur die RotationsfIachen behandelte D u pi n die TheOl'ie der Brennpunkte: 
Developpements de geometrie, p. 280, Paris 1813. 
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_'Il_2_ (P + Z2) + _1_=0. 
'Il2 - 'Ill 'Il, .A44 

Fur die Ellipsoide hat man VtA44 = - a-2 , v2 A 44 = - b-2• Beim 
abgeplatteten Rotationsellipsoide ist dieser Kegelschnitt also reell und ein 
Kreis, beim verliingerten imaginiir. Aehnlich ergibt sich, dass der 
Kegelschnitt reell ist beim einschaligen, imaginiir beim zweischaligen 
Rotationshyperboloide. 

Aus der Gleichnng fur X2 findet man die Lage der Aequator
ebene, deren Gleichnng nach (12) dnrch 

tlll X + tl21Y + tlS1 Z + A41 = 0 

gegeben ist; ihre Coordinaten bestimmen sich namlich aus den 
Gleichungen: 

AV12(Vl - V2)2ctilctkl = ct«2 Dik(V1). 

Um auf die fruheren Formeln zn kommen (p. 169), muss man wieder 
annehmen, es sei znvor der Mittelpunkt als Anfangspunkt eingefiihrt. 

Die Gleichnng des doppelt zahlenden Punktepaares ist 

(1- ~)U2 - v2A44 = 0; 

die beiden Punkte Hegen auf der X-Axe in gleicher Entfernung 
vom Mittelpunkte; es sind die allen Meridianschnitten gemeinsamen 
Brennpunkte; sie sind reell fur das verlangerte Ellipsoid und das 
zweischalige Hyperboloid, imaginar fUr das Spharoid und das ein
schalige Hyperboloid. FUr letztere FHichen war obiger Kreis in 
der Ebene X = 0 reell; er ist eben der Ort der reellen Brennpunkte 
bei Rotation der betrefl'enden Meridiancnrve um die X-Axe. 

Nr. 7. Ausser einem einfach ziihlenden Kegelschnitte kommt in der 
linearen Fliichenschaar ein dreifach ziihlendes Punktepaar vor; aIle 
Flachen F + /LcJ> = 0 beriihren die Ebene des Kegelschnittes in 
einem und demselben Punkte und, wie in Nr. 6, den Kegelschnitt 
selbst in einem Punkte. Die gemeinsame Developpable besteht aUB 
zwei Kegeln, welche sich Iangs einer Erzeugenden berUhren. Ihre 
Spitzen Hefern das dreifache Punktepaar; ihre Schnittcurve besteht 
ans der doppelt zahlenden Erzeugenden nnd dem Kegelschnitte der 
Schaar F + /LcJ> = 0 (vgl. auch p. 236). 

Nr. 8. In der Fliichenschq,ar sind zwei je doppeU ziihlende Kegel
schnitte enthalien, von denen einer in ein Pttnktepaar zerfiillt. Die 
gemeinsame Developpable zerfiiUt in einen Kegel und in ein Paar 
von Ebenenbiischeln, deren Axen sich treffen; in dieses Paar ist eben 
einer der Kegelschnitte von Nr. 6 aufgebrochen. Die beiden Axen 
berUhrell den Kegel nnd gleichzeitig den ebenen Kegelschnitt unserer 
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Schaar; denn letzterer bildet die Schnittcurve ihrer Ebene mit dem 
Kegel. Da ferner jede Ebene der beiden Biischel jede FHi.che der 
Scbaar beriibren muss, so liegen ibre Axen auf allen dies en FHichen; 
die Schnittcurve der letzteren zerfallt in ein festes Linienpaar und 
einen mit [t beweglichen Kegelscbnitt, was mit den friiberen Formeln 
iibereinstimmt. 

Macben wir den Kegelscbnitt zum imaginaren Kugelkreise, so 
liegt also auch das Axenpaar unendlich weit und beriibrt den Kugel
kreis: aIle Flachen beriibren im Scheitel des Axenpaares die unend
lich ferne Ebene, sind somit Rotationsparaboloide (p. 184). Wir 
werden so auf die Transformation der Gleichttng eines Rotations
paraboloids in ihre Normalform gefiihrt. Es sind Fund <I> wieder 
durch (15), D(v) ist durch (16) gegeben; mittelst emer 'l'ransfor
mation (12) solI man erhalten: 

N2<1> = U2 + V 2 + W 2 , 

N2 F = _ _ U2 + V 2 + 2 k 1IV: 
'V , 

Die zur Transformation dienenden F'ormeln werden (p. 178 u. 228): 

p2 D(v) = - k2V~ (~ - If, 
1 

P2(AJ12 + A242 + A 3l) = k2, 

P22'.EDik(vHi~k = k2v 2 (1-- ~) (X2 + P) - 2kv (1- ~r Z 

+(l-;Y, 
1 

p2 2'.EDik'(Vl)~i~k = _ k2v/(X2 + P), 

P22'2'Dik(OHi~k = p2 = 1, 

P22'2'Dik' (O)~i~k = A 14x + A 24y + A 34z + All + A22 + AS3 
2 = - 2kZ--· 

'V, 

Hiermit ist die Ebene Z = 0, welche das Paraboloid in seinem Scheitel 
beriihrt, auf das Einfachste bestimmt; VI ist dabei als Doppelwurzel 
von Dev) = 0 rational bekannt. 

Nr. 9. Die Schaar F + [t<l> = 0 enthiilt zwei je doppelt ziihlende 
Pun7ctepaare. Die abwickelbare Flliche zerspaltet sich in vier Ebenen
biischel, deren Axen ein windschiefes Vierseit bilden. Diese vier 
Linien sind folglich allen Flachen der Schaar gemeinsam; die beiden 
einander sonst dualistisch gegeniiber stebenden Gebilde, Schaar und 
Biiscbel, sind bier identisch. 
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Nr. 10. In der Schaar gibt es ein vierfach zahlendes Punktepaar. 
Die gemeinsame abwiekelbare FIache wird gegeben durch einen Kegel 
und zwei Ebenenbiischel, deren Axen in einer Tangentialebene des 
Kegels liegen. Der Schnittpunkt der Axen und die Spitze des Kegels 
bilden zusammen das vierfache Punktepaar. 

Nr. 11. Die gemeinsame Developpable wird von einem doppelt 
zahlenden Ebenenbiischel und zwei einfach tahlenden Ebenenbiischeln ge
bildet. Der Fall ist, wie Nr. 9, zu sich selbstdualistisch. 

Nr. 12. Die Schaar enthiilt einen einfach zahlenden Kegelschnitt 
und einen dreifach zahlenden Doppelpunkt. Letzterer ist die Spitze 
eines von allen Flachen in dem genannten KegeIschnitte beruhrten 
Kegels. Auch dieser Fall ist also zu sich selbst dualistisch. - Man 
hat ein System concentrischer Kugeln, wenn der Kugelkreis an Stelle 
des Kegelschnittes tritt. 

Nr. 13. In der Schaar F + ELQ> = 0 kommt ein vierfach zahlen
der Doppelpunkt vor. Auch diese Schaar bildet zugleich einen Busche1, 
indem sich die Flachen langs zweier Geraden beriihren. 

Fiir diejenigen Flii.chen einer linearen Schaar, welche durch 
einen Punkt gehen oder eine gerade Linie beriihren, geIten gewisse 
allgemeine Satze, die wir noch aussprechen, da sie sogleich benutzt 
werden sollen, und deren Beweise sich nach dem Principe der Dualitat 
aus fruheren Siitzen fiir den Flachenbiischel ergeben (p. 215). 

In einer Schaar F + ELQ> = 0 gibt es drei Flachen, weiche durch 
einen gegebenen Punkt gehen. Die Tangentenebenen derselben in dem 
Punkte bilden ein Tripel von einander conjugirten Ebenen in Bezttg auf 
aUe Beriihrungskegel, weiche von dem Punkte an Fliichen der Schaar 
gelegt werden konnen. 

Dieser Satz ist nicht nur fur den allgemeinen Fall Nr. 1 giiltig, 
sOlldern fur aHe folgenden, in denen sich aus dem Ausdrucke 

:E:EDik(EL)xixk 

kein von Jt abhangiger Factor absondern lasst, also fur Nr. 1, 2, 3,4,5. 
Die Paare von Tangentialebenen der Schaar, weIcht ein beliebiger 

Ebenenbiischel enthalt, bilden eine Involution. Die beiden Doppelebenen 
der letzteren werden von je einer Flache der Schaar beriihrt, und zwar 
in einem Punkte der Axe des Biischels. 

Wie der vorige Satz anwendbar blieb, so lange kein Punkte
paar in der Schaar vorkam, bleibt dieser Satz brauchbar, so lange 
kein Doppelpunkt in der Schaar enthaIten ist, d. h. in allen Fallen 
ausser Nr. 12 und 13. 
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XIII. Die confocalen Flachen zweiter Ordnung und Klasse. 

In der ebenen Geometrie leiteten die Beziehungen zwischen 
einem Kegelschnitte und den imaginaren Kreispunkten seiner Ebene 
unmittelbar zu den Brennpunkten des Kegelschnittes und den sie 
betrefl'enden Slitzen hiniiber. Aehnlich ist es im Raume, wenn man 
eine :Flliche zweiter Ordnung zu dem imaginaren Kugelkreise in Be
ziehung setzt. Bei den Rotationsflachen haben wir dies schon her
vorgehoben; im allgemeinen :Falle treten allerdings nicht eigent
liche "Brennpunkte" auf, sondern statt dessen sogenannte "Focal
curven", wie sich eine solche schon bei den Rotationsfllichen ergab 
(p. 263 f.). Es sind dies gewisse Grenzflachen des Systems, eben die 
in Curven ausgearteten Flachen, welche in einer Schaar von Flachen 
zweiter Klasse vorkommen. Wir nehmen an, dass unsere gegebene 
allgemeine Mittelpunktsflache schon auf ihre Hauptaxen transformirt 
sei; sie werde also durch die Gleichung 

(1) F-- a2 u2 + b2v2 + C2 W 2 - 1 = ° 
in Ebenencoordinaten dargestellt. Die Gleichung des Kugelkreises 
ist bekanntlich 

(2} 

W ir haben somit die Flachen der Schaar 

(3) F + l'<t> = (a2 + 1')'/,~2 + (b2 + l')v2 + (c2 + l')w2 - 1 = ° 
zu untersuchen. Sie haben aIle denselben Mittelpunkt und dieselben 
Hauptaxen. Nach dem Fruheren muss dies so sein, da das System 
der Hauptaxen eben das gemeinsame Polartetraeder reprasentirt fUr 
aUe Fllichen zweiter Klasse, welche der gemeinsamen Developpabeln 
einer beliebigen Mittelpunktsflache und des Kugelkreises eingeschriebe.n 
sind (p. 255), d. h. fiir ane Fllichen (3). Ausser dem Kugelkreise 
(fl' = (0) enthalt das System noch drei Kegelschnitte, "Focalcurventl, 

namlich 

(4) flir fl' = - a2 : (b2 - a2) v2 + (c2 - a2)w2 - 1 = 0, 

(5) "fl' = - b2 : (c2 - b2 )W2 + (a2 _ b2)U2 --1 = 0, 

(6) "fl' = - c2 : (a2 - C2)u2 +(b2 _ C2)V2 -1 =0. 

Wenn wir als Flache (1) ein Ellipsoid zu Grunde legen, so ist da
mit keine Specialisirung eingefiihrt, denn in dem Systeme (3) kommen 
aHe drei Arten von Mittelpunktsfllichen vor. Fur fl' = 0 haben wir 
das Ellipsoid (1), und bei wachsendem fl' bleibt die :Flache ellipsoidisch, 
nlihert sich aber immer mehr der Kugelgestalt; fur fl' = 00 bleibt aus (3) 
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nur der Kugelkreis uhrig; die FIache hat sich zugleich in eine Kugel 
mit unendlich grossem Radius verwandelt, d. h. in die unendlich ferne 
Ebene. Man erkennt dies analytisch aus der Punktcoordinatengleichung 
der Schaar (3): 

x' 1/' Z· 

(7) u"+1i + bY+~ + c' + 1£ - 1 = 0. 

W ol1te man sie homogen machen durch Einfuhrung einer vierten 
Variabeln t, so wurde fiir [.£ = 00 nur t 2 = ° stehen bleiben. Diese 
doppelt zahlende Ebene kann in Ebenencoordinaten nicht dargestellt 
werden und kommt deshalb bei alleiniger Betrachtung von (3) nicht 
zur Geltung, wahrend andererseits die Untersuchung von (7) wohl 
die doppelt zu nehmenden Coordinatenebenen als GrenzfHichen liefert, 
die in ihnen liegenden Focalcurven aber leicht iibersehen Hisst. 

Aus (7) ersieht man am besten, wie die beiden Hyperboloide 
und das Ellipsoid sich in die Schaar einordnen; nehmen WIr 

a2 > b2 > c2, 

so ist namlich die FHi-che (7) bez. (3) 
fur [.£ = 00 der Kugelkreis resp. die unendlich ferne Ebene 

" 00 > [.£ > - c2 ein Ellipsoid, 
" [.£ = - c2 die FocaZellipse (6) resp. die Ebene Z2 = 0, 

" - c2 > [.£ > - b2 ein einschaliges Hyperboloid, 

" [.£ = - b2 die Focalhyperbel (5), resp. die Ebene y2 = 0, 

" - b2 > [.£ > - a2 ein zweischaliges Hyperboloid, 

" [.£ = - .c2 die imaginare Focalcurve (5), resp. die Ebene x2 = 0, 

" - c2 > [.£ > - 00 eine imaginare FIache. 

Die beiden reeHen It'ocalcurven konnen in Punktcoordinaten durch 
je zwei Gleichungen dargestellt werden und zwar 

(5a) 

(6a) 

x~ Zi 
-~----b-I\ - -b2--ij - 1 = 0, y = 0, a - - c 

x" y2 a"- c. + b' ~-c. - 1 = 0, Z = 0. 

Jede dieser beiden Curven geht durch die Brennpunkte der anderen 
hindurch, und man sieht aUB (7) leicht, dass die Schnittcurven jeder 
Coordinatenebene mit den Flachen der Schaar ein System confocaler 
Kegelschnitte bildet. In der Ebene z = ° sind die gemeinsamen 
Brennpunkte ihre Schllittpunkte mit der Focalhyperbel, in der Ebene 
y = ° sind es die Schnittpunkte mit der Focalellipse und ebenso in 
der Ebene x = 0. 

Diese Beziehungen zur Theorie der Brennpunkte sowie die Ana-
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logie der Gleichungsform der Schaar haben dem Systeme (7) den 
N amen eines Systems "confocaler" oder "homofocaler" Fliichen beilegen 
lassen *). 

N ach unseren allgemeinen Satzen (p. 266) gehen durch jeden 
Punkt des Raumes drei Flachen des Systems, jede Ebene wird von 
einer Flache beriihrti die Tangentenebenen der drei FHichen in dem 
betreffenden Punkte sind einander polar conjugirt in Bezug auf aHe 
Beriihrungskegel, die von dem Punkte an die FHichen der Schaar 
gelegt werden konneni unter dies en Kegeln befindet sieh aueh der 
auf dem imaginaren Kugelkreise stehende: Die drei Fliichen, welche 
clurch einen beliebigen Punkt gehen, stehen dalzer auf einander senkreclzt**). 
Die Riehtigkeit dieses Satzes ist auch leicht direct nachzuweisen. 
Sind namlich l, (L, v die drei Wurzeln der Gleiehung 

(8) f(A)-C2~~ ~ + b2Y~ ). + ~l-'-r- -1)Ca2+l )W +l)(C2 +A)=O, 

so sind die Gleichungen der drei dureh den Punkt xo, Yo, Zo gehen
den Fliichen 

*) Dieses System ist ein besonderer Fall del' sogenannten dreifach ortho
gonalen FHichensysteme Dupin's (D6veloppements de geometrie, Paris 1813, 
p. 305 fI'.) , del' auch die FocalkegeIschnitte als Grenzcurven findet (ib. p. 280). 
Auf das System del' confocalen Flachen zweiten Grades wurde Binet durch die 
Theorie der Tragheitsmomente gefiihrt (1811, Journal de 1'ecole poly technique 
cah. 16 und Liouville's Journal, t. 2), gleichzeitig auch auf die Focalcurven. Die 
mannigfachen geometrischen Beziehungen del' letzteren Curven zu den J<'lachen 
des Systems und diesel' FIachen unter sich entwickelte zuerst C has I e s und er
kannte auch die Beziehung zum imaginiiren Kugelkreise (1837, Aperyu historique, 
Note XXXI, fiir einzelne Satze und allgemein fiir Rotationsflachen vgl. die Nou
veaux Memoires de l'Academie de Bruxelles t. 5, 1829); gleichzeitig studirten die 
Focaleigenschaften der FIachen zweiten Grades unter anderem Gesichtspunkte 
Mac-Cullagh (1836, Proceedings of the R. Irish Academy, vol. II) und Lame, 
der zunachst mannigfache physikalische Anwendungen im Auge hatte (1837, 
Liouville's Journal, t. 2). Die Focalcurven selbst und ihre Beziehungen zu einer 
einzelnen FIache waren schon friiher bekannt (vgl. unten). - Die Behandlung 
des confocalen Systems durch seine Gleichung in Ebenencoordinaten, die daun 
den Parameter lineal' enthiilt, riihrt von PI ii c k e r her (1846, System der ana
lytischen Geometrie des Raumes, p. 255, 325, 331 f.), scheint abel' erst durch 
Hesse's elegante Darstellung allgemein bekannt geworden zu sein (Vorlcsnngen 
iiber analytische Geometrie des Raumes, 1861). - Jede Gleichung zwischen den 
elliptischen Coordinaten stellt natiirlich eine Flache dar; einige besondere FaIle 
sind untersucht durch W. Roberts (Comptes rendus 1861, t. 53; Crelle's Journal, 
Bd.62; Annali di matematica, t.4) und Staude (Ueber Hneare Gleichungen 
zwischen elliptischen Coordinaten, Inauguraldissertation, Leipzig 1881). 

**) Vgl. p. 184. Ebenso lassen sich auch andere allgemeine Satze, die 
friiher vorkamen, iibertragen, worauf wir weiter unten zuriickkommen. 
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x! y2 Z2 

a2 + l + bl + l + e2 + l - 1 = 0, 

X 2 y2 102 

(9) (i2 + I/. + bl + I/. + e2 + I/. - 1 = 0, 
x. y2 Z2 

a' + 'II + b2 + 'II + e2 + '/J - 1 = O. 

Die Gleichungen der Tangentenebenen fiir die beiden ersten Fliichen 
im Punkte xo' Yo, {to sind 

XoX + YoY + zoz 1 0 
a2 + l b! + A. (;2 + l - = , 

-~~ + ~- + _~9Z __ 1 - 0 
a2 + I/. b2 + fL e2 + I/. -. 

Die Bedingung ihrer Rechtwinkligkeit: 
X2 y2 Z2 

Ca' + l)oCa2 + 1/.) + Cb 2 + l.)o(b 2 + 1/.) + (e2 + I.) °Ce2 + fL) = 0 
ist identisch erfullt; denn ihre linke Seite, mit A - p, multiplicirt, ist 
gleich der Differenz der linken Seiten der beiden ersten GIeichungen (8). 
Damit ist unser Satz analytisch bewiesen, denn die Differenz 1 - II
ist immer von Null verschieden. 

Letzteres geht aus der foIgenden Betrachtung hervor, welche 
gleichzeitig zeigt, dass tmsere d1'ei Witrseln von (8) stets reell sind 
und dass von den Fliichen (9) die erste ein Ellipsoid, die zweite ein 
einschaliges, die dritte ein zweischaliges Hyperboloid darstellt. In der 
That ist nach (8) 

f( (0) < 0 wegen !les Gliedes - 1 s, 

f( - c2) = Z02 (a2 - c2) (b2 - c2) > 0, 

f( - bi ) = Y02 (a2 - b2) (c2 - b2) < 0, 
f( - a2) = X02 (b2 - a2) (c2 - a2) > o. 

Die W urzeln liegen also zwischen - a2 und - b2 , - b2 und - c2, 

- c'l. und + 00, und macht man 

00>1>-c2 , 

(10) - c2 > II- > - b2, 

- b2 >v> -a'l. , 

so sind durch (9) die angegebenen Fliichen in der verlangten Reihen
folge dargestellt *). 1m Grenzfalle riickt der Punkt auf eine der 

*) Vorstehender Beweis fUr die Realitat der drei Wurzeln lasst sich mit 
demjenigen fur die Realitat der drei Hauptaxen Cob en p. 168) nach Cauchy in 
directe Verbindung bringen, indem die zur Bestimmung der Hauptaxen dienende 
Gleichung auf die Form (8) transformirt wird. VgI. Plucker, a. a. O. p.185 u. 332, 
und W. 'I'homson, Cambridge Math. Joum. 1845 (Ges. Abhdlg. Bd. 1, p.65). 
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Coordinatenebenen, und dann artet eine der FHichen in diese doppelt 
zu denkende Ebene aus. So vermittelt die Ebene der Focalellipse 
den Uebergang von einem sehr platten Ellipsoide, welches das Innere 
der Ellipse doppelt uberdeckt, zu einem sehr platten einschaligen 
Hyperboloide, dessen Erzeugende mit den Tangenten del' Focalellipse 
nahe zusammenfallen, und analog die Ebene der Focalhyperbel den 
Uebergang von einem in anderer Richtung sehr platten einschaligen 
Hyperboloide zu einem zweischaligen Hyperboloide. 

Mittelst (8) und (9) hatten wir die drei Fliichen bestimmt, welche 
durch einen gegebenen Punkt gehen. Umgekehrt kann man mittelst (9) 
einen Punkt als Schnittpunkt del' drei dnrch ihn gehenden Fliichen 
definiren, eine Bestimmung, die dann allerdings achtdeutig ausfuhr
bar ist, da durch (9) nur die Quadrate der rechtwinkligen Coordi
naten gegeben sind; wir berechnen diese Quadrate auf folgende Weise. 
Die linke Seite von (8) ist, wenn man t an Stelle von l schreibt, 
gleich Null fur t = A, t = (t, t = Vi folglich ist fUr jeden Werth von t 

oder 
ret) = - (t - l) (t - lk) (t - v), 

x" y' Z2 (t - l) (t - p,) (t - 11) 
a' +. t + b' + t + (;2-+t - 1 = - (a" + t) (b~ + t) (c' + t) 

Muitiplicirt man beiderseits mit den Nennern und setzt successive 
t = - a2 , - b2 , - c2 , so ergeben sich die Losungen 

2 (a' + l) Ca" + /L) (a' + ... ) 
X = (a" _ b') (a" - c2) , 

(11) 2 (b i + l) W + 11-) (b 2 + v) 
y = (b" - c') (b 2 - a') , 

2 (c' + l) (c' + /L) (c" + v) 
z = (c' _ a2) (cll _ b2) • 

Nach (10) sind die rechten Seiten aHe positiv, so dass sich fur x, y, Z 

l·eelle Werthe berechnen lassen. Je 
Fig. 21. 

drei verschiedenartige F liichen des con- 1--=~-~'---"~'::2~~~:?r 
/acalen Systems schneiden sich daller in 
acht reellen Punkten, und zwar nach 
den obigen Siitzen rechtwinklig. Von 
der gegenseitigen Lage je dreier solcher 
FIiichen kann man sich nach dem V or- -
stehenden leicht ein Bild machen *); 
vgl. Fig. 21. 

*) Die Verlagshandlnng von L. B ri II in Darmstadt liefert eine Reihe von 
Gypsmodellen, die zur Veranschaulichung dieser gegenseitigen Beziehungen 
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In der Niihe eines jeden Punktes verhalten sich die FJachen dem
nach so, wie die drei Ebenen, welche parallel den Coordinatenebenen 
durch ihn gelegt werden konnen. Benutzt man die Parameter A., 1-', v 
zur Festlegung eines Punktes im Raume, so sind dadurch die con
focalen Flachen in analoger Weise eingefiihrt, wie sonst die drei 
Systeme von Ebenen, parallel zu den Coordinatenebenen. Man be
zeichnet daher diese Parameter ebenfalls als "orthogonale Coordinaten", 
speciell als elliptische Voo')'dinaten wegen ihrer engen Beziehung zu 
den Ellipsoiden. Die Einfuhrung dieser krummlinigen Voordinaten *) 
ist fur gewisse Probleme der mathematischen Physik von der hochsten 
Wichtigkeit; und in ahnlicher Weise sind andere orthogonale Coor
dinaten zu verwerthen, die durch die Parameter eines "dreifach ortho
gonalen Systems" geliefert werden. Einige Beispiele dafur werden 
wir im Folgenden kennen lernen. 

Die eben angewandte Bezeichnung der elliptischen Coordinaten 
als "krummlinig" ist dadurch zu rechtfertigen, dass sich eine krumme 
raumliche Curve (und zwar der vierten Ordnung) ergibt, wenn man 
zwei der Parameter A, 1-', v als constant, den dritten allein ala variabel 
betrachtet, wahrend man eine gerade Linie (parallel zu einer Axe) 
erh1i.lt, indem man zwei der rechtwinkligen Coordinaten gleich 
Constanten setzt. 1st z. B. I-' = 0 und v = 0', so geben die Glei
chungen (11) die Parameterdarstellung der Schnittcurve derjenigen 
beiden Hyperboloide, welche durch die Parameter I-' = V, v = 0' 
zufolge (9) bestimmt werden. Die Curve ist naturlich von der vierten 
Ordnung; man erkennt leicht, dass sie aus zwei getrennten Theilen 
besteht; auf jeder Flache wird durch ihre Schnittlinien mit den 
Flachen der beiden anderen zu ihr confocalen Systeme ein zweifach 
orthogonales System von Curven vierter Ordnung ausgeschnitten, 
uber dessen Gestalt man sich leicht Rechenschaft gibt**). Nimmt 

dienenj Fig. 21 ist dem betr. Brill'schen Cataloge entnommen. Mit kleinen 
Kreisen sind in dieser Figur die beiden Punkte bezeichnet, in denen die obere 
horizontale Ebene von der Focalhyperbel durchstossen wird. Die auf dem 
Ellipsoide gezeichueten Curven stellen deBsen Schnitte mit confocalen Hyper
boloiden dar. 
. OIl) Dieselben sind von Lame eingefiihrtj insbesondere die elliptischen Coor
dinaten in den Memoires des Savants etrangers, t. 6, in den ersten sechs Banden 
von Liouville's Journal (vgl. oben die Note zu p. 269) und ib. t. 8, zusammenfa8send 
in dem Werke: Le((on8 sur les coordonnees curvilignes et leurs diverses applica
tions, Paris 1869. Ueber die zahlreichen Anwendungen der elIiptischen Coor
dinaten in der mathematischen Physik vgl. z. B. Heine's Handbuch der Kugel
functioneD, 2. AutI. 1878-81 (besonders Bd. 2). 

**) In Fig. 21 sind diese Curven (je aus zwei getrennten in sich geschlossenen 
Ziigen bestehend) auf daB Ellipsoid aufgezeichnet. - Nach dem sogenannten 
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man nun einen der drei Parameter constant, so hat man in (11) die 
Parameterdarstellung (p. 5) einer ]i'lache des confocalen Systems, 
z. B. des Ellipsoids 

x 2 y2 z. 
2 + b2 + -~ - 1 = 0, a c 

wenn l ~ ° gesetzt wird *). 

Weitere allgemeine Satze liber unser FHichensystem werden sich 
durch Anwendung der folgenden specielleren Betrachtungen ergeben. 
Dieselben beziehen sich auf die Falle, wo die A.xen a, b, G theilweise 
oder sammtlich einander gleich werden, und insbesondere auf die ent
sprechenden Ausartungen der zugehorigen elIiptischen Coordinaten. 
Da wir a > b > 0 annehmen, Mnnen hier nur drei solche FaIle III 

Betracht kommen, namlich: 

I. a = b, b> 0, 

II. a > b, b = c, 
III. a = b = G. 

1m FaIle I gehen wir von einem abgeplatteten Rotationsellipsoide 
aus. Da v zwischen - a2 und - b2 lag, so wird auch v = - a2 = - b2, 

also 
a2 + v = 0, b2 + V = 0, a2 - b2 = O. 

a2 + v b2 + v Es war aber a2 +v stets <a2 _b2, und die Summe -2--b2+-b' " a - -a 

stets gleich Eins; wir konnen folglich beirn Grenziibergange setzen: 
a 2 + v 2 b" + v . 2 
a"-b" = COS cp, b'-a" = SIn cpo 

Machen WIr noch 
2 (a· + ~) (a 2 + /1-) 

r = a2 +b" , 

SO gehen die Gleichungen (11) liber in 

(12) x=rcos ffi, y=rsin m :;;2 = (C2+~) (c·,+ /1-) 
..,. ..,., c' - a2 

In jeder Meridianebene cp = con st. sind hierdurch elliptische Coordi-

Dupin'schen Theorem bilden diese Curven die "Kriimmungslinien" der betref
fenden Flache, wie wir spater noch naher sehen werden. 

*) Diese Parameterdarstellung gibt gleichzeitig eine "in den kleinsten Theilen 
ahnliche .Abbildung" der Flache auf die Ebene; vgl. J ac 0 bi, Vorlesungen iiber 
Dynamik, herausgegeben von Clebscb, p. 216ft'. - Ueberdies geht aus den 
Gleicbungen (11) hervor, dass sich die Coordinaten der Punkte einer Raumcurve 
vierter Ordnung erater Species als elliptische Functionen eines Parameters dar
stellen lassen. 

Clebsch, Vorlesungen. II. 1. 18 
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naten A" lL mittelst der fur r2 und Z2 angegebenen Werthe eingefiihrt. 
Die Gleichung der Flachenschaar wird: 

x, + y' z· 
(13) a2 + l + c" + l - 1 = 0. 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen zwei zu einander orthogonale 
Flachen del' Schaar; ein abgeplattetes Rotationsellipsoid (fur 00 > A, > - c2) 

und ein einschaliges Rotationshyperboloid (- c2 > A, > - a2). Die 
Flachen del' dritten, zu diesen beiden rechtwinkligen Schaar sind dnrch 
die Fliichen q; = const., also durch die Meridianebenen gegeben; in 
letztere arten die zweischaligen Hyperboloide aus. 

In Ebenencoordinaten lautet die Gleichung (13): 

a2 (1(2 + v2) + c2 w2 - 1 +A, (UZ + v2 + w2) = 0. 
Sie liefert fur A, = - c2 die in einen Kreis ubergegangoo.e Foeal
ellipse der X-Y-Ebene, fur it = - a2 ein imaginares Punktepaar 
auf del' Z-Axe, in welches die imaginare Focalcurve zerfallen ist. Die 
Focalhyperbel hat sich auf die doppelt zu zahlende Rotationsaxe 
zusammengezogen. 

Man erkennt, dass diesC')' Fall mit demjenigen wesentlich identisch 
ist, welcher bei dem' Systeme zweier Fliiche11 zweiter Klasse unter Nr. 6 
studirt wurde (p. 262 f.). 

1m FaIle II, del' sich auch auf Nr; 6 reducirt, haben wir ehenso: 

b2 + 11 = 0, b2 - c2 = 0, c2 + 11 = 0; 
b2 + II- c2 + II- • 2 
b' _ c' = cos2 q;, c'- b2 = SID q;; 

'!J = r cos q;, Z = r sin q;; 

(14) r2 ~ (b2 ~2l~b~2+ "), x 2 = Ca" ~;~a;2+ 11) , 

x' Y"+Z2 
(15) a' + l + b2 + l - 1 = 0. 

Diese Fliichenschaar enthiilt verliingerte Rotationsellipsoide ( 00 > it> - b2) 

und zweischalige Rotationshyperboloide (- b2 > it> - a2); durch jeden 
Punkt des Raumes geht eine Flache jeder Art; die Ebenen q; = const. 
geben die dritte Schaar von Orthogonalflachen. Die FocalelIipse ist 
in die zwei gemeinsamen reellen Brennpunkte der Meridianellipsen 
zerfallen; die Focalhyperbel ist auf dieselben beiden Punkte reducirt. 

1m Falle III ist das Ausgal1gsellipsoid eine Kugel, indem a2=b2=c2. 
U m den Grenziibergang verfolgen zu konnen, setzen wir 

a2 = " + ca, b2 = " + cp, c2 = " + s')' 

und lassen c unendlich klein werden. 
Die Gleichung un serer Schaar 
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x 2 y2 Z2 

sa + t + s ~ + t + E l' + t - 1 = 01 

worin kurz 1. an Stelle von " + 1. geschrieben ist, liefert sod ann die 
concentrischen Kugeln 

(16) x2 + y2 + Z2 = 1.. 

Lassen wir aber 1. unendlich klein werden, indem wlr A. = E", an
nehmen, so resultirt die Gleichung: 

(17) 

ein System von Kegeln mit gemeinsamer Spitze im Anfangspunkte 
darstellend. Wiihrend die Ellipsoide des allgemeinen confocalen Systems 
in die Kugeln (16) iibergehen1 haben sich die beiden Schaaren von 
Hyperboloiden auf die Kegel (17) zusammengezogen. In der That 
gehen zwei reelle Kegel durch jeden Punkt; denn setzt man 

f(t-t)=X2(~+ "')(1'+ ",)+y2(r+ t-t)(a+ ",)+z2(a + t-t)(fj+ "'), 
so ist 

f(- r) = Z2 (a - r) (~- r) > 0, 
f (- ~) = y2 (r -- ~) (a - ~) < 0, 
f ( - a) = x2 (~ - a) (r - a) > O. 

1m Folgenden sei stets 

- r> '" > - ~ > v> - a; 
dann stellt die Gleichung 
( x2 y2 Z2 

18) a + p. + {3 + p. + l' + P. = 0 

einen Kegel dar, welcher durch die Ebene fJ = 0 in em em imagi
naren Lil!ienpaare geschnitten wird, welcher also die Z-Axe 1 aber 
keine der beiden anderen Axen umschliesst. Analog wird durch die 
Gleichung 

(19) 

ein Kegel gegeben, der in gleicher Weise die X-Axe umschliesst. 
Diese Kegel vertreten die Stelle der beiden Arlen von Hyperboloiden 
im allgemeinen confocalen Systeme; es ist leicht zu sehen, dass in 
der That jeder Kegel (19) von jedem Kegel (18) rechtwinklig geschnitten 
wird, wiihrend zwei Kegel desselben Systems sich nicht reell schneiden. 
Was aber ist aus den Focalcurven geworden'? Die Foealellipse hat 
sich offenbar auf den gemeinsamen Kugelmittelpunkt zusammen
gezogen. Die Gleichung in Ebenencoordinaten kann nicht zur Unter
suehung der Kegel dienen, also auch nicht auf diese Grenzcurven 
fiihren1 wohl aber die Gleichung der auf den Kegeln durch eine be-

18* 
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liebige Ebene ausgeschnittenen Curven; in der unendlich fernen Ebene 
z. B. erhiilt man die Curven 

(IX + t-') u2 + (f3 + t-') v2 + .(r + t-') w2 = 0, 

also eine Schaar von Kegelschnitten mit vier gemeinsamen imaginaren 
Tangenten, welche auch den Kugelkreis beriihren. In der Schaar 
gibt es die drei Punktepaare 

~~ ~-~~+~-~~=~ ~-~~+~-~~=~ 
(IX - r) u2 + (f3 - r) v2 = O. 

Dem entsprechend giht es in unserer Kegelsehaar drei ausgezeichnete 
Kegel, welehe als Punktgebilde je in eine Doppelebene ausarten, als 
Enveloppen von Ebenen aber je in zwei Ebenenbiisehel zerfallen. 
Die Axen der let~teren sind die Verbindungslinien des gemeinsamen 
Scheitels mit den P,unktepaaren (20); sie heissen die "Brennlinien" oder 
"Focallinien" des Systems. Von den drei Linienpaaren ist nur eines, 
bestimmt durch 

(21) 
3)2 Z2 

Y =O --+--=0 
, llt- ~ 'Y-~ , 

reell, es ist durch den Grenziibergang aus der reellen Focalhyperbel 
entstandenj die anderen beiden reprasentiren die imaginare Focalcurve 
und die Focalellipse, von der nur noeh der Mittelpunkt reell ist. 

Zu den Brennlinien stehen die "Kegel eines confocalen Systems", wie 
wir es hier vor uns haben, in ganz analogen Beziehungen, wie die 
confocalen Kegelschnitte zu ihren gemeinsamen Brennpunkten. Ge
staltlich tritt dies schon dadurch hervor, dass die beiden reellen 
Brennlinien von den Kegeln des Systems (18) in dem einen, von den 
Kegeln (19) in dem anderen Sinne umschlossen werden und so den 
Uebergang von einem Systeme zum anderen vermitteln. Man macht 
sich am Einfachsten eine V orstellung von ihrer gegenseitigen Lage, 
wenn man ihre Durchdringungscurven mit einer concentrischen Kugel, 
die sogenannten sphiirischen Kegelschnitte, betrachtet. Letztere legen 
sich um ihre vier Brennpunkte (Schnittpunkte der Kugel mit den Brenn
linien) ganz wie confocale Ellipsen oder Hyperbeln um ihre beiden 
Brennpunkte, oder wie die Krummungslinien eines dreiaxigen Ellip
soids um die vier Nabelpunkte des letzteren (vgl. unten p. 285). Die 
Analogie dieser spharischen Kegelschnitte mit den ebenen Curven 
findet ihren Ausdruck in folgendem Satze: 

Fur jeden Kegel des confocalen Systems ist die Summe der Winkel, 
wekhe eine Er~eugende desselben mit den beiden Brennlinien bUdet, constant. 

Zum Beweise stellen wir uns umgekehrt die Aufgabe, den Ort 
einer durch den Anfangspunkt gehenden Geraden zu tinden, welche 
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mit zwei festen Linien (21) Winkel u und 1l bildet, deren Summe 
u + tt' constant gleich 6 ist *). Es sei x, y, zein Punkt des be
wegten Strahles im A bstande r vom Anfangspunkte; dann sind 

.:: JL !.. die Cosinus semer Richtungswinkel. Fur die Brennlinien r' r' r 
seien letztere 

cos cp, 0, sm cp, 
- cos cp, 0, SIll cpo 

Folglich wird 
a; cos cp + z sin cp , - a; cos cp + z sin cp 

cos tt = r ' cos ,It = r ' 

oder, da u + tt' = 0: 
(cos u. cos ~t' - cos 0)2 = sin2 u. sin2 tt' = (1 - cos2 u) (1- cos2 tt'), 

und nach Auflosung der Klammern: 

sin2 0 = cos2 U + cos2 tt' - 2 cos tt cos tt' cos 0, 

elldlich durch Eillfiihrung von x, y, z: 

x2 (1 + cos 0) (1 - cos 0 - 2 cos2 cp) + y2 (1 - cos 0) (1 + cos 0) 

+ Z2 (1 - cos 0) (1 + cos 0 - 2 sin2 cp) = O. 

Diese Gleichung liisst sich in der Form 
a;! y2 Z2 

cos" - 1 + COB" + cos 2 cp + T + cos iJ = 0 

schreiben und liefert daher unser System confocaler Kegel, sobald wir 
o als Parameter auffassen. In der That wird 

also: 

Q (cos 0 - 1) = a + ft, 
Q (cos 0 + cos 2cp) = fJ + ft, 
Q (cos 0 + 1) = r + ft; 

_ Q = ()( 2 1', sin2 ~ = ()( + /L cos2 ~ = l' + /L cos2 cp = ()( - ~ . 
2 a-1" 2 a-1" ()(-')' 

G en au dieselbe Kegelschaar wiirde man durch die Forderung U-tt' = const. 
erhaltenj es wiirden nur die beiden Schaaren (18) und (19) mit ein
ander vertauscht erscheinen. 

Auch zu einer Art elliptischer Raumcoordinaten geben un sere 
Kegel Veranlassungj aus den Gleichungen (16), (18) und (19) er
gibt sich 

*) Da der Winkel durch den LogarithmuB eines Doppelverhaltnisses definirt 
werden kann (p. 193), so entspricht der constanten Summe zweier Winkel das 
constante Product zweier DoppelverhiUtnisse; in der unendlich fern en Ebene er
halt man somit einen leicht zu fOJ'mulirenden Satz liber Doppelverhiiltnisse bei 
zwei Kegelschnitten. 
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x2 = Jt (IX + fJ-)(IX + 11) 
CIX-~) (IX-,,} , 

1/ = 1 (11 + fJ-) (P + 11) 
(~-'Y) (~-IX)' 

~2 = Jt C" + fJ-) (y+~. 
(" - IX) (" - p) 

Auf der Kugel mit dem Radius Vi wild durch diese Gleichungen 
ein orthogonales krummliniges Coordinatensystem festgelegt; die 
Schaaren ,." = const. und v = const. werden von den erwahnten "con
{ocalen spharischen Kegelschnitten" gebildet, eben den Durchdringungs
curven (vierter Ordnung) der Kugel mit unseren confocal en Kegeln *). 

Hierbei macht sich eine weitere Ausartung geltend, wenn zwej der 
Grossen (x, {:J, r einander gleich werden. Es werde {:J = r, also auch 

-r=p.= - ~i 

und entsprechend dem obigen Verfahren: 

(23) Y + II- = sin2 cp p + II- = cos2 fIJ. 
,,-/1 ' p-" 

Die Kegel der Schaar (19) bleiben aHein als solche erhalten und 
sind zu Rotationskegeln geworden; die Gleichung (18) dagegen gibt 
wegen {:J + p. = 0, r + p. = Omit Riicksicht auf (23): 

1l tang2 cp - S2 = 0, 

d. h: die Kegel (18) zerfallen in Ebenenpaare, und zwar in Paare 
von Meridianebenen. Macht man noch Jt = r2, so werden die Glei
chungen (22): 

x2 = r2 IX + 11 y2 = r2 11 + 11 cos2 fIJ, ~2 = r2 p + 11 sin2 m. 
IX-P' P-IX ~-IX"'-

Die Parameter r, v, fIJ geben ein krummliniges orthogonales 0001"

dinatensystem im Raume: r:==O' con st. stellt eine Kugel dar, cp = const. 
eine Meridianebene, v = const. einen Rotationskegel. Letzteren kann 
man auch durch den Winkel 1/J definiren, den seine Erzeugenden mit 
der X-Axe roachen (d .. i. durch seine halbe Oeffnung), indem man setzt 

IX + 11 = cos21/J P + 11 = sin2 t/J. 
IX-P , P-IX 

*) Die Focallinien eines Kegels entdeckte Magnus (1826, Gergonne's Annalen 
t. 16, Aufgabensammlung, Bd. 2, p. 170). - Fiir eingehendere Behandlung vgl. 
Chasles, Memoire sur les proprietes generales des c6nes du second degre, 
Nouveaux Memoires de r Academie de Bruxelles, t. 6,1830 (iibersetzt ins Englieche 
von Graves, Dublin 1841), ferner Pliicker, a. a.. O. p. 301 :If., Salmon'S 
Raumgeometrie, Kapitel X, und fiir den im Texte ausgefiihrten Grenziibergang 
Hesse's "Vorlesungen", 22. Vorlesung. 
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Dadurch entstehen die Formeln: 

(24) 
x = r cos t/J, 
y = r sin t/J cos q>, 

Z = l' sin t/J sin q>. 
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Es sind nun r, q>, t/J die sogenannten riiumlichen Polarcoordinaten. Auf 
del' Kugel r = const. stellt q> = con st. einen Meridian dar, t/J = const, 
einen dazu senkrechten Parallelkreis. 

Das Studium del' confocalen Kegel wird uns sogleich nutzlich 
sein fur gewisse Satze uber confocale Flachen zweiter Ordnung. 
Wir stell en uns die Aufgabe, von einem Punkte xo' Yo, Zo aus den 
Tangentenkegel an die allgemeine Flache (7) eines confocalen Systems 
zu legen. Die Gleichung desselben ist nach unseren allgemeinen 
Regein (p. 135): 

( 
X2 y2 Z2 ) ( X 2 Y 2 Z 2 ) 

a 2 + I' + b' + I' + c2 + I' - 1 a2 -+ I' + b 2 -+ r, + c2 .+ [J, - 1 

_ (xxo + ~ + ~ _ 1)2_ 0 
a' + [J, b' + I' c2 + I' - . 

Die linke Seite wird eine ganze Function zweiten Grades von p" 

wenn man mit dem Producte (a2 + p,) (b2 + p,) (c2 + p,) multiplicirt, 
denn aIle Glieder, weiche ein Quadrat im Nenner enthalten, oder 
welche von p, unabhangig sind, heben sich in del' Bifi'erenz heraus. 
Die Gleichung kann also in del' Form 

(25) ([J (p,) = P + Qp, + Rp,2 = 0 
gesehrieben werden; und wir haben P, Q, R als Functionen von x, y, z 
zu berechnen. Statt dies direct zu thun, berechnen wir ([J fur drei 
specielle Werthe von p, und haben dann drei lineare Gleichungen 
zur Bestimmung von P, Q, R. 

Durch den Punkt xo' Yo, Zo gehen drei Flachen del' Schaar (7) 
hindurch; die an sie geIegten Tangentenkegel zerfallen folglich in 
die betrefi'emlen drei, je doppelt zahlenden Tangentenebenen. Be
zeichnet man also mit l, m, n die W urzeln der cubiscben Gleichung 

(26) 
und setzt man 

(t'~~1+b2Y~ z+ -c:~ l -1 =; -V(;2~iiY+ (~l f + (/+ ;7~ 
(27) ~"'L+ YYo_+_~~_1 = 1 /(~)~ +(~)2 +(_~).2 

a2 +m b2 +m c"+m 'IlJl a'+m b 2 +m \c"+m' 

a~~n +llF-n+c:~n -1=~-V(a" ~nr +(b"~ 1!/ +(C2-~nr, 
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so konnen g, '1], t als neue rechtwinklige Coordinaten aufgefasst werden, 
und wir haben: 

I ! I} 
t1J (l) =_(all + l)W+ l)(c2+ lH2{(a2~1)2+(b2Y+l)2+(c2il)2 I 

t1J (m) = -(all + m) (b2 +m)(c2+m) 1]2 {(a2~:).+ (bl~~)2+ (C2~~)2}1 
{

Xi y. Zl} 
t1J (n) =-(all +n)(b2+n)(c2+n)b2 (al+n)2+(bl-t-n)'+(c2+n)2 . 

Nun ist nach den Formeln fiir elliptische Coordinaten: 
2 _ (a 2 +1)(al +m)(a2+n) 2_(b2+l)(b2 +m)(b2 +n) 

:Co - (a" _ b2) (a 2 _ c l ) ,Yo - (b' - c2) (b ' _ at) , 

2 (c· + 1) (c l + m) (c 2 + n) 
Zo = (c. _ a2) (c l _ b2) , 

und nach der Theorie der Partialbruch-Zerlegung: 
(a 2+ m) (a' + n) (b l + m) (b 2 + n) (el + m) ee2 + n) 

(a 2 +l)(a2 _b2) (a 2 -c") + (b2+1) (b 2-C I ) (b 2_a2) + (c2 +O (c l -a2) (c2-b2J 
(l-m)(l-n) 

= Ca' + I) (b 2 + l) (e2 + I) • 
Die Einsetzung dieser Werthe und der entsprechenden ergibt: 

t1J (l) = - g2 (l - m)( l - n) = P + Ql + Rl2, 

t1J (m) = - 1]2 (m - n) (m - l) = P + Qm + Rm2, 
iP (n) = - [;2 (n - l) (n - m) = P + Qn + Rn2• 

Die Elimination von P, Q, R aus diesen Gleichungen und a:us (25) 
fiihrt zu dem Resultate: 

1 l~ g2 (l - m) (l - '1'1) 

'YJ2 (m - n) (m - l) 
[;2 ('1'1 - l)( '1'1 - m) 

1 P, p,2 - t1J I 
=0, 

oder nach Abtrennung des links auftretenden Factors (l-m) ( m-n) (n-l): 
t1J=- g2(p,_m) (p,-n) -1]2(p,-n) (p,-l)- [;2(p,_l) (p,-m). 

In den durch die orthogonale Substitution (27) eingefiihrten Coor
dinaten g, 1], b ist folglich die Gleichung der vom Punkte :Co' Yo, Zo 

aus an die Fliichen (7) zu legenden Tangentenkegel: 

(28) 

Verfolgen wir insbesondere die Bedeutung der Brennlinien. Drei 
Kegel arten, als Punktgebilde betrachtet, in Doppelebenen aUSj die 
Tangentialebenen dieser Kegel miissen dabei die Eigenschaft behalten, 
dass sie aUe eine bestimmte Flache der confocalen Schaar beriihrenj 
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die Doppelebenen sind die Tangentialebenen der drei Flachen, welche 
durch den Punkt gehen j jede schneidet also die von ihr beriihrte 
Flache in einem Linienpaare; dann hat aber jede Ebene, welche durch 
eine Linie des Paares gelegt wird, die Eigenschaft, eben dieselbe 
Flache zu beriihren. Die drei ausgearteten Kegel zerfallen daher, 
betrachtet als Enveloppen von Ebenen, in die drei Paare von Ebenen
biischeln, deren Axen mit den Erzeugenden derjenigen Flachen iden
tisch sind, welche durch unseren Punkt gehen; diese Axen sind gleich
zeitig die Brennlinien des Systems (28). Insbesondere sind die reellen 
Brennlinien der Kege~schaar (28) pwei Erpeugende des in der Schaar 
(7) enthaltenen einscha1igen Hyperboloids, aUf dessen Oberfliiche die 
Spitee des Kegels liegt. Wir konnen hiernach sofort folgende Siitze 
aussprechen: 

Die reeUen Erzeugenden aller einschaligen Hyperboloide unserer 
confocalen Schaar sind zugleich die reeUen Brennlinien aller Tan
gentenkegel, die an die Fliichen der Schaar gelegt werden konnen. 

Durch die beiden reellen Focalcurven kann man von jedem Punkte 
des Raumes aus zwei einander confocale Kegellegen, deren reeIle Brenn
linien Erzeugende des durch den Punkt gehenden Hyperboloids sind.-

Wie wir von einem beliebigen Punkte aus Tangentenkegel an 
die Flii.chen der Schaar (7) gelegt haben, so konnen wir weiter von 
einem beliebigen anderen Punkte ~, fJo, ~o aus aIle moglichen Tan
gentenebenen an die Kegel der Schaar (27) legen; diese Ebenen 
bilden dann einen Biischel, dessen Axe durch die gemeinsame Spitze 
der Kegel hindurchgeht. Das Paar von Tangentenebenen, welche 
der Kegel (28) durch den Punkt ;0' fJo, ~ schickt, wird als zer
fallender Kegel durch die Gleichung 

~ 2 "I' t2 ~o 2 "10 2 to 2 ) 

(l-p. + m-p. + n-p.) (l-p. + m-p. + n-p. 

_(~+~+~)2=o l-p. m-p, n-p. 

dargestellt (p. 135). Multiplicirt man mit (1 - 11-) (m - 11-) (n - 11-), 
so bleibt ein in p. linearer Ausdruck, da sich aIle hoheren Glieder 
fortheben; das Product ist daber von der Form P + II- Q. Nun wird 
der gegebene Ausdruck ein vollstiindiges Quadrat fiir die beiden 
Werthe 11-11 11-2' deren entsprechende Kegel durch den Punkt ~o, fJOI ~o 
selbst hindurch gehen; es ist daher 

P+ 11-1 Q=- (1-11-1) (m-Etl) (n-II-l) (l~°p,l + m 71''101£1 + n~°p.y=E12, 

P+ 1I-2Q= - (1-11-2) (m-1I-2) (n-1I-2) (l.:!~2 + m 7JTJ~2 + n~°p.y=E22, 
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und folglich 
P + p,Q = E1' (p,. -p,) +E,' (P,-P,1). 

P" - P,1 

Die gesuchteJn Ebenenpaare bilden somit eine Involution, deren Doppel
ebenen die Tangentialebenen der beiden durCh den Punkt ~o, '1]0' bo selbst 
gehenden Kegel sind. 

Dnter diesen Paaren ist auch eines, welches den Kugelkreis beriihrt, 
denn einer von den Kegeln steM auf dem imaginaren Kugelkreise; 
auch dieses Paar ist harmonisch zu El = 0 und E2 = O. ])ie heiden 
durch einen Punkt des Raumes gehenden Kegel schneiden sich daher 
"echtwinklig, was UDS auch sonst schon bekannt ist. Die Ebenen 
El = 0, E2 = 0 halbiren demnach die von den Ebenen irgend eines 
Paares eingeschlossenen Winkel; und es folgt: Legt man durch einen 
Punkt an zwei confocale Kegel die beiden Paare von Tangenten
ebenen, so bilden die Ebenen des einen Paares mit denen des an
deren gleiche Winkel; insbesondere bilden die Ebenen jeden Paares 
gleiche Winkel mit den durch die Brennlinien gelegten ·Ebenen. 

Diese Satze lassen sich anf die Flachen des confocalen Systems 
(7) iibertragen. Um an sie durch eine gegebene Gerade aUe Tan
gentialebenen zu legen, construiren wir erst alIe Beriihrungskegel, 
die von einem Punkte der Geraden ausgehen und suchen die Tan
gentenebenen, welche diese durch einen anderen Punkt der Geraden 
hindurchschicken. Zwei der Kegel gehen durch die Gerade selbst 
hindurch, sie beriihren also zwei FIachen, welche ihrerseits von der 
Geraden (als Erzeugenden eines Tangentenkegels) beriihrt werden. 
So folgt wiedel' del' bereits bekannte Satz: Jede Gerade wira von 
zwei Flachen des confocalen Systems beriihrt, und die Tangentenebenen 
derselben in 'den Berilhrungspunkten steken auf einander senicrecht; und 
weiter: Die Paare von Tangentenebenen, welche zwei FIachen eines 
confocalen Systems durch eine beliebige Gerade schicken, bilden gegen 
einander gleiche Winkel, woraus wiedel' insbesondere folgt: Die heiden 
Ebenen, welche durch eine beliebige Gerade gehen und eine Flacke zweiter 
Ordnung beruhren, bilde'll gleicke Winkel mit den beiden Ebenen, welche 
durch dieselbe Gerade tangential an die Focalcurven der Flacke"") gelegt 

-) Man darf in der That von Focalcurven einer einHelnen MittelpunktsHiche 
sprechen, da durch eine Fliiche das confocale System vollkommen bestimmt iat. 
Ebenso bestimmt auch jede der drei Focalcurven die beiden anderen, insbesondere 
iet die Focalhyperbel durch die Focalellipse beetimmt und umgekehrt. In 
diesem Sinne kann man von einer Focalcurve eines im Raume gedachten Kegel
schnittea sprechen; nach dem Folgenden ist die eine dann der Ort der Spitzen 
der Rotationskegel, welche man durch die andere legen kaonn, ond wurde ala 
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werden kOnnen. Wii,hlt man eine Flache aus, welehe selbst von der 
betreffenden Geraden beriihrt wird, so fallen beide Tangentialebenen 
in eine zusammen, und es ergibt sieh: Jedes Poor von Tangenten
ebenen, das eine Fliiche des confocalen Systems beruhrt, bildet gleiche 
Winkel mit der Tangentenebene jeder der beiden Fliichen, welche die Ge-. 
rade beruhren; es ist dies in Uebereinstimmung mit dem entsprechen-
den Satze bei eonfoealen Kegeln. 

Wir fragen weiter naeh den Rotationskege1n, die in dem Systeme 
(27) vorkommen. 

Nehmen wir an, dass die Wurzeln 1, m, n der Gleichung (26) 
der Grosse naeh geordnet seien, so ist, 

l> - c2 > m> - b2 > n > - a2• 

Dieselben konnen also nur paarweise einander gleich werden, wenn 

l=-c2 =m, 
oder wenn 

m = - b2 =,n. 

Es treten folglich Rotationskegel nur fiir solche Spitzen xo, Yo, Zo 

auf, fiir welehe (26) eine Doppelwurzel hat, d. h. fur Punkte der 
Foealcurven: Nur fur Punkte der Focalcurven, und fur diese immer, 
besteM das System von Tangentialkegeln aus Rotationskegeln. 

Dass dies so sein muss, lli.sst sich auch geometrisch erkennen, 
wenn man beachtet, dass die Hauptaxen der Kegel (28), d. h. die 
Sehnittlinien der Ebenen ~ = 0, TJ = 0, ~ = 0, nichts anderes sind, 
als die Normalen der drei durch die Spitze gehenden Flachen (7), 
d. h. die Lothe, welehe man auf den Tangentenebenen dieser Flachen 
in ihren Beriihrungspunkten errichten kann. Zieht sich nun die 
Flache- aufeine Curve (Focalellipse oder Focalhyperbel) zusammen, so 
werden die Normalen derselhen unbestimmt, muss en jedoch senkrecht 

solcher von Quetelet gefunden (1820, Nouveaux Memoires de 1'Academie de 
BruxelJes, t. 2 und Correspondance matbematique, t. 3), vgl. Morton, Transac
tions of the Cambridge philosophical Society, vol. 3 und Demonferrand, Bul
letin de la Societe philomatique, annee 1825. D up in untersuchte die Focalcurven 
in gleichem Sinne, ausaerdem als Orte der' Mittelpunkte derjenigen Kugeln, 
welcbe drei gegebene Kugeln beruhren (Correspondance sur 1'ecole poly technique, 
t. 1 et 2; vgl. ferner Binet, a. a. 0.). Steiner fand eine der beiden Focal
linien ala Ort der Spitz en der den confocalen Flil.chen umgescbriebenen Rotations
kegel (1826, Crelle's Journal Bd. 1; Gesammelte Werke Bd. 1, p. 11) und 
erkannte ibre Beziehung zu den Nabelpunkten; Chasles entwickelte a. a. O. 
die Theorie vollstil.ndig, ebenso Plucker a. a. 0.; vgl. auch Salmon's Raum
geometrie. - Obige Sll.tze uber die durch ainen Punkt gehenden beruhrenden 
Kegel gab J aco bi, Crelle's Journal Bd. 12, 1834. 
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zur Curve bleiben. Hieraus folgt gleichzeitig, dass die Axe der ent
stehenden Rotationsflache mit der Tangente der betreffenden Focal
curve zusammenfallen muss. In der That ist z. B. fUr einen Punkt 
der Focalelli pse 

(29) 
X 2 Y 2 

T-----' + -b2 0-----;; - 1 = 0, Zo = 0; a -c -c 

und die Gleichung 
nach (28): 

der von ihm ausgehenden Beruhrungskegel ist 

(30) 
62 + 1/2 {;2 
C· + II- + 11-- n = 0, 

wobei n sich leicht als rationale einfache Wurzel von (26) ergibt: 

n = X02 + Y02 - a2 - b2 + c2• *) 

Allerdings ist zu bemerken, dass unsere Kegelgleichung zunachst 
keine Bedeutung mehr hat (wie dies bei den Rotationsfiachen immer 
eintrat); denn fUr l = m verliert unsere Transformation (27) ihren 
Sinn, indem ~ = 'YJ wird. Zunachst ist also nur die Ebene ~ = 0 
festgelegt, namlich nach (27): 

a-;+~ri + b2~on - 1 = 0; 

diese Ebene steht senkrecht auf der Tangente der Focalellipse im 
Punkte xo, Yo, 0; denn man hat identisch durch Subtraction von (27), 
worin $0 = 0 zu nehmen und l durch n zu ersetzen ist, und (29): 

2 2 
Xo + Yo = 0 

(a' + n) (a' - c') (b 2 + n) (b' _ (;2) • 

In der Ebene ~ = 0 wird man zwei beliebige, zu einander senkrechte 
Gerade als Linien ~ = 0 und 'YJ = 0 einfiihren mussen, urn 80 in 
gUltiger Weise wieder auf (30) zu kommen. 

In die Rotationsaxe ~ = 0, 'YJ = 0 sind die beiden Brennlinien 
del' Kegel zusammengefalIen, und ebenso die beiden Erzeugenden des 
ausgearteten eillschaligen Hyperboloids; denn beim GrenzUbergange 
gehen die geraden Linien des letzteren iiber in die Tangenten der 
Focalellipse, die FIache selbst Uberdeckt doppelt das Aeussere dieser 
Ellipse, so dass der Satz erhalten bleibt, nach welchem zwei reeIle 
Erzeugende durch jedell Punkt des Hyperboloids gehen; letzteres ist 
als ein Hyperboloid mit Asymptotenkegel von sehr grosser Oeffnung 
zu denken, deren Winkel in der Grenze selbst gleich 1800 wird. Die 
Punkte im Inneren der Ellipse dagegen sind nicht als zum Hyper
boloide gehorig zu betrachten; sie steUen uns vielmehr, doppelt 

*) Diese (dritte) einfache Wurzel bestimmt das dUl'ch den Punkt gehende 
zweischalige Hyperboloid. 
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zahlend, das Ellipsoid grosster A bplattung in unserem confocalen 
8ysteme dar. In analoger Weise vermittelt die Pocalhyperbel den 
U ebergang vom einschaligen zum zweischaligen Hyperboloide (vgl. 
p. 270f.). 

Vorstehende Betrachtung erlaubt uns, fiir jede gegebene Mittel
pttnktsfliiche alle ihr umgeschriebenen Rotationskegel anzugeben. Es gibt 
fur jede FHiche drei Systeme von je einfach unendlich vielen solchen 
Kegeln, entsprechend den drei Focalcurven; eines diesel' Systeme ist 
gleichzeitig mit del' Focalcurve del' Y- Z -Ebene sichel' imaginal'. 
Beim Ellipsoide liegt ferner die Focalellipse (29) ganz im Inneren; 
von ihr aus sind also keine reellen Tangentenkegel moglich. Die 
Focalhyperbel liegt theilweise innerhalb, theilweise ausserhalb der 
FHiche. Die vier Schnittpunkte del' letzteren mit del' Hyperbel be
stimmen sich aus den drei Gleichungen 

x! Z2 x! y2 Z' 

'!J = 0, a' _ b' + e2 _ b! -1 = 0, a2 + ~ + b2 + ~ + C2 + ~ -1 =0, 

namlich 
_ V Ia" + J.) (a' - b') x-+ ."' - - a- - e-

Vce2 + ~) (c' - b!) 
Z = + 9 . ' - c--a 

8ie sind hiernach nur fur das Ellipsoid reell und identisch mit den 
Nabelpunkten (p. 189). In einem solchen Punkte selbst artet der Kegel 
in die doppelt zu zahlende Tangentenebene aus. Dieses Resultat 
war vorauszusehen, denn die Beruhrungscurve fur jeden Kegel ist 
ein Kreis, d. h. einer del' fruher bestimmten Kreisschnitte del' Flache, 
wodurch der innige Zusammenhang zwischen dem Probleme del' um
geschriebenen Rotationskegel und del' Kreisschnitte klar gelegt wird 
(vgl. p. 187 if.). Nun war die Ebene del' Focalhyperbel als Grenzfiache 
eines einschaligen Hyperboloids aufzufassen, und zwar derjenige Theil 
der Ebene, welcher die reeHen Tangentell del' 
Focalhyperbel enthalt. AIle einschaligen Hyper
boloide des Systems umschliessen daher die Focal
hyperbel, ihre Schnittcurven mit einem confocal en 
Ellipsoide legen sich folglich um die Nabelpunkte 
des letzteren herum, wie die confocal en Ellipsen 
der Ebene um ihre gemeinsamen Brennpunkte Fig. 22. 

(vgl. Fig. 22). 
Beim Ellipsoide liegen hiernach die Spitzen der umgeschriebenen 

reellen Rotationskegel auf den ausserhalb des Ellipsoids sich erstreckenden 
Zweigen del' Focalhyperbel und beriihren die Fliiche in den beiden reellen 
Schaaren von Kreisschnitten. 

Bei dem einschaligen Hyperboloide liegt die Focalellipse ganz 
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iunerhalb desjenigen Raumtheiles, von dessen Punkten aus keine reellen 
Tangentenkegel moglich sind, wahrend von jedem Punkte der Focal
hyperbel ein solcher Kegel ausgeht. In der That wird die Flache 
von der Hyperbel nirgends durchsetzt, sie hat keine reellen Nabel
punkte, so dass der Umriss des geradlinigen Hyperboloids, gesehen von 
irgend einem Punkte der FocalhypeTbel aus, sich als Kreis darstellt. 

Das zweischalige Hyperboloid hat die beiden reellen Nabelpunkte 

III welchen die Focalellipse durch die Flache hindurchgeht, wah rend 

Fig. 23. 

die Focalhyperbel ganz innerhalb der Flache 
liegt. Urn die beiden Nabelpunkte legen sich 
daher wieder die Schnittcurven des zweischaligen 
Hyperboloids mit den confocalen Ellipsoiden 
einerseits, mit den confocalen einschaligen Hyper
boloiden andererseits herum; vgl. Fig. 23 *). Die 
Spitzen der reellen umgeschriebenen Rotationskegel 
liegen daher auf denjenigen beiden Abschnitten 
der Focalellipse, welche durch die Punkte (31) 
begrenzt und von der grossen Axe der Ellipse 

nicht getroffen werden; von dies en Punkten aus gesehen, erscheint del' 
Umriss del' Oberfiache als Kreis. 

Wahrend aile Brennlinien del' beriihrenden Kegelsysteme eine 
Congruenz bildeten, erfiillen die Normalen del' confocalen Flachen 
zweiten Grades eine sehr viel hohere Mannigfaltigkeit: Die Gesammt
heit der Normalen, welche in jedem Punkte auf den drei durch ihn 
gehenden Fliichen errichtet werden ~ konnen, gehOren einem besonders ein
fachen Complexe zweiten .Gmdes an. 

Die Gleichung del' Tangentialebene einer Flache (7) im Punkte 
x, y, z ist namlich 

~+~+~-1-0 a 2 + (.t b! + (.t c2 + (.t -. 

Ein Punkt X, Y, Z del' Normalen ist also in seiner Abhangigkeit 
von einem Parameter (j dargestellt durch die Gleichungen 

*) Diese Figur stellt ein Modell aus der mehrfach erwahnten Brill 'schen 
Sammlung dar (p. 271). Die beiden Schalen des Hyperboloids sind durch Stabe mit 
einander verbunden. 
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X=x+ ~a~_ 
a' + (t ' 

ay 
y = y + b2 +/L ' 

az 
Z=z+CO+/L . 

Hiernach sind die PI iicker'schen Liniencoordinaten (vgl. p. 43) emer 
solchen Normalen leicht anzugeben, namlich: 

x yz(b 2 -c') 
Tp = X - x = a2 +i' Tn = yZ - zy = (b'+/L)(c'+/L) , 

Y y 
Tq = - Y = b' + 11' ' 

T1' = Z _ z = _. z -
C" + 11' ' 

und hieraus ergibt sich: 
-z;2pn = xyz(b2 - c2) 

(a' + 11') W + 11') (c' + 11')' 

xyz(c2 - a 2 ) 

-z;2 q" = Ca' -+ 11') (b 2 + 11') (c' + 11')' 

xyz(a2 _ b2) 

r 2 rQ = Ca 2 + 11') (b' + 11') (c' + 11')' 
oder einfach: 

pn: q" : rQ = b2 _ c2 : c2 _ a2 : a2 - b2• 

Die zwischen den Coordinaten einer Normalen bestehende Relation 
kann demnach in den drei Formen 

(33) 

q,,(b2 _ c2) = pn(c2 _ a2), 

pn(a2 - b2) = r Q (b2 - c2), 
rQ(c2 _ a2) = q,,(a2 _ b2) 

geschrieben werden; und von diesen ist die dritte eine Folge der 
heiden ersten, die zweite ihrerseits vermoge der Identitiit 

pn + q" + rQ = 0 
eine Folge der ersten. Die Gesammtheit der Normalen unseres con" 
focalen Systems bilden daher einen Complex zweiten Grades, der durch 
irgend cine der Gleichungen (33) dargestellt wird. Hiermit ist aus
gesprochen, dass aIle Normalen, welch~ durch einen gegebenen Punkt 
gehen, einen Kegel zweiter Ordnung bilden*), und dass aIle Normalen, 
welche in einer gegebenen Ebene liegen, einen Kegelschnitt umhiillen. 

*) Die Gleichung desselben wurde von Ampere aufgestellt: Memoires de 
l'Academie des Sciences de Paris, t.5, 1821-22. - Der Normalencomplex, dessen 
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Der so gefundene Complex kann durch eine andere Eigenschaft 
definirt werden, die von den confocalen Flaehen ganz unabhangig 
ist. Suchen wir das Doppelverhaltniss der drei Schnittpunkte einer 
Normalen mit den Coordinatenebenen und eines vierten beliebigen 
Punktes, der nach (32) durch den Parameter 6 gegeben wird. Die 
drei Schnittpunkte sind durch die Werthe 

6 1 = - (a2 + /L), 6 2 = - (b2 + /L), 63 = - (c2 + lL) 

eharakterisirt; folglich ist das Doppelverhaltniss gleich 

Lassen wir nun 6 unendlich gross werden, d. h. den vierten Punkt 
ins U nendliche riicken, so wird dieser Werth ganz unabhangig von ~, 
und zwar constant 

c2 - a~ 

=c~bt· 

Das Doppelverhiiltniss der vier Punkte, in denen unsere Normalen 
die drei Hauptebenen und die ttnendlich ferne Ebene schneiden, ist also 
constant. Denken wir die unendlich ferne Ebene dureh eine beliebige 
Ebene des Raumes ersetzt, so haben wir gleichzeitig den folgenden 
allgemeinen Satz bewiesen: 

Die Gesammtheit der Geraden, welche die Ebenen eines Tetraeders 
nach constantem Doppelverhiiltnisse schneiden, bilden einen besonderen 
Complex zweiten Grades *). 

Wegen dieser Beziehung zu einem Tetraeder wird der Complex (33) 
als Tetraedralcomplex bezeichnet; da seine Eigensehaften zuerst von 
Reye rein geometrisch erforscht wurden, heisst er aueh der Reye'sche 
Oomplex. Wir werden spater Gelegenheit haben, uns naher mit dem
selben zu besehaftigen. 

Bei Betrachtung der N ormalen . einer Flache drangt sich natur
gemass die Frage auf, wie viele dersel ben durch einen Punkt gehen. 
Sind X, Y, Z die Coordinaten eines beliebig gegebenen Punktes, und 
x, y, z diejenigen des Fusspunktes der Normalen, so ist nach (32) 

a2 + /I- b2 + I" 
X = X Y - Y~~--'--

a 2 + a + I" ' - b2 + a + 1'" 
z = Z c2 + I'" • 

c2 + a + 1"" 

Eigenschaften im Wesentlichen schon von Binet und Chasles a. a. O. ange
geben wurden, ist in projectivischem Sinne identisch mit demjenigen Complexe, 
welchen man dnrch die Verbindungslinien entsprechender Punkte in collinearen 
raumlichen Systemen erhalt (Reye, Geometrie der Lage, 2. Abth. 1867), und 
dem wir noch wiederholt begegnen werden. - Einen speciellen Fall dieses 
Complexes hatten wir oben bei den Curven dritter Ordnnng (p. 242). 

'II) Vgl. H. Miiller, Math. Annalen, Bd. 1,1869. 
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diese Wel'the, in die Gleichung del' Flache mit dem Parameter ,." 
eingesetzt, ergeben fur (5 eine Gleichung sechsten Grades: 

(a2 + ,..,)X 2 0 2 + ,..,) P (el! + p.)Z2 
(a2+ (j + ,..,)2 + (b2 + (j + /L)2 + (e2 + (j + ",)2 - 1 = O. 

Durch einen beliebig gegebenen Punkt gehen also seeks gerade Linien, 
welche auf einer gegebenen Mittelpunktsfliiche zweiter Ordnung senkreCht 
stehen. 

Diese sechs Linien liegen natiirlich auf dem durch den gegebenen 
Punkt bestimmten Kegel unseres Normalencomplexesj ein Satz, der 
keineswegs selbstverstandlich ist, da ein Kegel zweiter Ordnung schon 
durch fiinf seiner Erzeugenden vollstandig bestimmt wird. An das 
hiermit beriihrte N ormalenproblem lassen sich eine Reihe weiterer 
Untersuchungen anknupfenj doch sind fur eine elegante Darstellung 
derselben die Methoden del' Invariantentheorie erforderlich*); WIr 
kommen daher erst spater auf das Problem zurUck. 

XIV. Verallgemeinerung der elliptischen Coordinaten. - Kriimmungs. 
curven und geodatische Linien. 

Schon beim Systeme confocaler Kegel, d. h. bei Benutzung von 
drei homogenen Ooordinaten, haben wir eine Art von elliptischen 
Ooordinaten kennen gelernt, die wesentlich symmetrischer eingefiihrt 
wurde, als es bei del' dualistisch entsprechenden Aufgabe del' ebenen 
Geometrie, d. h. bei den confocalen KegelschniUen geschah. In ahn
Heher Weise kann im Raume grossere Symmetrie erreieht werden, 
indem man sich von del' speeiellen Beziehung unserer confocal en 
Flachensehaar zum imaginaren Kugelkreise frei macht und eine be
liebige Schaar von Flachen zweiter Klasse mit gemeinsamer Deve
loppablen betrachtet. 

Wir legen das del' Schaar gemeinsame Polartetraeder zu Grunde, 
d. h. wir nehmen ihre Gleichung in del' For~ 

(1) F + l<t> - (a l + l)t.t/ + (a2 + l)U22 

+ (<<3 + l)1ta2 + (<<4 + l)ul = 0 

an, odeI' in Punktcoordinaten: 

(2) 

*) Vgl. Clebsch, Ueber das Problem der Normalen bei Curven und Ober
flli.chen der zweiten Ordnung, Crelle's Journal, Bd. 62, 1863, und Joachims· 
thal, Crelle's Journal, Bd. 26. 

Clebs.h, Vorlelungen. II, 1. 19 
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Den drei FIachen (1), welche durch den Punkt x gehen, mogen die 
Parameter 111 12 , ls zukommen, so dass insbesondere: 

X,i + ~2 + X3
2 + x? = 0, 

a, + }., a2 }., as + A, a4 + a 
i 2 2 2 

x, + x. + x. + X 4 = 0, 
a, + 1. a. + a. as + A2 U4 + }.2 

(3) 

Xl' + Xi 2 + Xs' + __ ~ = 0. 
a l + l3 a. + as as + As a4 + a • 

.Aus diesen drei linearen Gleichungen ergeben sich die Verhaltnisse der 
Grossen xl nach den RegeIn der Determinantentheorie, wenn man 
nicht wieder die hier iibersichtlichere Methode der Partialbruehzer
legung anwenden will, deren wir uns fruher (p. 271) bedienten, und 
die bei den folgenden weniger symmetrischen Fallen wesentlieh iiber
sichtlicher 1st. Wir finden: 

QXl 2 = (a2 - ( 3) (a3 - ( 4 ) (a4 - ( 2) (£1\ + AI) (a l + A2) (a l + 13 ), 

QX2 2 = - (a3 - ( 4) (a4 - a l ) (a l - as) (a2 + At) (a2 + A2 ) (a2 + 13 ), 
(4) 

QX S2 = (a4 - al ) (al - ( 2) (a2 - ( 4) (a3 + AI) (a3 + A2 ) (as + ls), 

Qxl = - (al - ( 2) (a2 - ( 3) (a3 - at) (a4 + AI) (a4 + A2 ) (a4 + ls); 

und. hiermit sind unsere verallgemeinerten "homogenen elliptischen 
Coordinaten" eingefiihrt. Um zu den fruheren Coordinaten dieser 
.Art zuriiekzukehren, haben wir die Gleichung des imaginaren KugeI
kreises in der Form 

0/ - F - a4 <1> (al - ( 4)u/ + (a2 - ( 4)u22 + (as - ( 4 )us2 = 0 

anzunehmen; es wird dann 

a4 (F + 1<1» = (a4 + l)F - A 0/; 

man hat also zu setzen: 

Xg ~ z = --
X. Va. a3 ' 

(5) 

um dann die Gleichung (2) in der friiheren Form zu erhalten: 
x' y2 Z' • 

iii + ~ + /)2 + ~ + 2' + ~ - 1 = 0, 

in der That gehen auch die Gleichungen (4) in die betreffenden friiheren 
iiber (p. 271), falls man noeh mit 1, fL, v diejenigen Werthe von fL 
bezeichnet, weIche bez. den Werthen 111 As, As von A. entspreehen. 
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Die elliptischen Coordinaten linden besonders dann Anwendung, 
wenn es sich urn die Geometrie auf einer der Flachen des confocalen 
Systems handelt; da namlich die Gleichung einer solchen von der 
Form Ai = Con st. wird, so hat man bei derartigen Aufgaben nur 
noch mit zwei Variabeln zu operiren, was meistens eine wesentliche 
Vereinfachung bedingt. Ein derartiges Problem soIl hier behandelt 
werden. 

Zuvor beschaftigen wir uns mit einer anderen dabei zu benutzen
den Differential-Aufgabe. Auf einer Flache ((xv x2 , xa, xJ = 0 werde 
ein System von Curven durch folgende Forder-mg definirt. In zwei 
unendlich benachbarten Punkten einer Curv, construire man die 
Tangentialebenen der Flache (= 0; man suche ferner die (einander 
ebenfalls unendlich benachbarten) Pole dieser Ebenen in Bezug auf 
eine Flache zweiter Klasse, etwa in Bezug auf obige Flache <t> = 0; 
mit diesen Polen verbinde man bez. die beiden betrachteten Curven
punkte; es wird gefordert, dass diese beiden Verbindungslinien sich 
schneiden. Ersetzt man insbesondere <t> = 0 durch den imaginaren 
Kugelkreis 0/ = 0, so gehen die beiden Verbindungslinien in die 
Normalen der beiden Tangentialebenen uber; die Curven des so defi.
nirten Systems sind dann bekanntlich die Kriimmungscurven *) der 
Flache (= 0. In dem allgemeinen FaIle, wo unsere Flache <t> = 0 
als "Fundamentalflache" benutzt wird, wollen wir daher jene Ver
bindungslinien als verallgemeinerte Normalen und die entstehenden 
Curven als verallgemeinerte Kriimmungslinien bezeichnen. Die letzteren 
sind somit auf ( = 0 dadurch definirt, dass die verallgemeinerten Nor
malen der Tangentialebenen ihrer Punkte eine abwickelbare Fliiche bilden. 
lhre Differentialgleichung erhalt man in folgender Weise. Um uns 
dabei nicht auf Flachen zweiten Grades beschranken zu mussen, 
nehmen wir fur einen Augenblick als bekannt an, dass die Gleichung 
der Tangentenebene eines Punktes x von ((x) = 0, geschrieben in 
Variabeln Xi, durch 

*) Die Kriimmungslinien wurden so von Monge definirt (Application 
d'analyse a la geometrie, Paris 1795) und auf den Flachen zweiter Ordnung be
stimmt. Dass sie durch die confocalen Flachen ausgeschnitten werden, folgt 
aueh aus dem Dupin' sehen Them'erne (vgl. oben die 2te Note zu p. 272). - Offen
bar ist eine "veraUgemeinerte" Kriimmungslinie auf jeder Flache sofort bekannt, 
namlich die Curve, liings welcher die Flache von der ihr nnd der Flache <I> = 0 
gleiehzeitig umgeschriebenen developpablen Flache beriihrt wird; denn jede Er
zeugende der letzteren ist hier zugleieh verallgemeinerte Normale. -- Artet <I> = 0 
in den Kugelkreis aus, so gibt aueh der Sehnitt der Flaehe mit der unendlich 
fernen Ebene eine Kriimmungslinie. 

19* 
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of of of of 
~Xl + "<)X2 +~Xs + ~X,= 0 
UX1 uX2 uXs ux. 

gegeben wird, wie dies fur Flachen zweiter Ordnung bereits abge

leitet jst. Setzen wir (;, = !f und bezeichnen mit df;, das totale 
uXi 

Differential von f;" so ist die Gleichung der Tangentenebene eines 
unendlich benachbarten Punktes: 

X1dft + X 2df2 + Xsdfa + X,df, = O. 

Die Pole dieser beiden Ebenen in Bezug auf <I> = 0 haben daher 
die Coordinaten 

QYi = f;,(x) und Q(Y; + dYi) = f;,(x) + d{;,(x) - yidl}j 

unsere Forderung besteht darin, dass diese beiden Punkte sich mit 
den Punkten Xi und Xi + dXi in einer Ebene befinden. Die Differential
gleichung de'r veraUgerneinerten Krilmmungslinien auf der Fliiche f = 0 
ist daMr: 

f~ f~ fa f4 

(6) dfl df2 dfs df4 =0. 
Xl X2 Xs X4 

I dX1 dX2 dxs dX4 I 
1m Falle einer Flache zweiter Ordnung, die durch die Gleichung 

2 2 2 2 

(7) ~- + _~2_ + Xs + ~'- = 0 
a 1 + l1 a2 + 1, a3 + A, a. + 1, 

gegeben sei, haben wir zu setzen: 

(8) 

Die Differentialgleichung (6) geht daher fiber in 
I X 2 X3 

X4 I I x, 
a1 + 1, a2 + 11 a3 + A, 1X4 +~ 

(9) dx, dX2 dx, dX4 =0. 
11'1 + 1, 11'2 + 11 as +l; IX. + ~ 

X1 X2 X3 x. 

dX1 dx! dX3 dX4 

Neben (7) besteht noch die Gleichung 

(10) 

Befindet sich der Punkt X auf der Schnittcurve der Flii.che (7) mit 
einer anderen Fliiche des confocalen Systems, etwa A = A2 , so be
stehen ausserdem die vier Relationen: 
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Multiplieiren wir also die ita Verliealreihe der Determinante (9) mit 
x. + lund addiren nach der Multiplication aIle diese Reihen zur 

rti .t 

letzten Reihe, so werden die Elemente dieser in Folge der eben an
gegebenen Relationen einzeln gleieh Null. Die verallgemeinerten 
Kriimmungslinien einer Fli.iche zweiter Klasse F = 0 werden daher 
auf ihr ausgeschnitten durch diejenige Schaar von Fliichen, welche der 
gemeinsamen Developpabeln der Fliiche F = 0 und der fJU Grunde ge
legten Fundamentalfliiche <t> = 0 eingeschrieben werden konnen. V or
ausgesetzt ist hier nur, dass die FHiehen f = 0 und <t> = 0 ein 
gemeinsames Polartetraeder zulassen; es wird aueh nieht verlangt, 
dass die (Xi von einander versehieden seien, wli.hrend z. B. eine Be
ruhrung der FHichen f = 0 und <t> = 0 an einer einzelnell Stelle 
ausgesehlossen ist. Das gefundene Curvensystem bleibt dasselbe, 
wenn die FHi-ehe <t> = 0 dureh irgend eine FHiehe F + It<t> = 0 er
setzt wird, also aueh, wenn letztere in einen der vier Kegelsehnitte, 
z. B. in den imaginaren Kugelkreis, ausartet. Hieraus folgt noeh 
der Satz: 

1st die gewiihlte Fundamentalfliiche <t> = 0 zu einer gegebenen 
Mittelpunktsfliiche confocal, so sind die Kriirmnungslinien der letfJteren 
identisch mit ihren "verallgemeiner-ten Kriimmungslinien". 

Die von uns zu behaudeillde Aufgabe bezieht sieh nun auf die
jenigen Curven, welehe auf der Flache (7) dadurch definirt werden, 
dass in jedem Punkte derselben die Schmieg1tngsebene det' Gurve durch 
die verallgemeinerte Normale hindurchgeht *). Wir wollen sie ver
allgemeinerte geodiitische Linien nennen, denn sie gehen in die ge
wohnliehen geodatisehen (kurzesten) Linien iiber, wenn man die 
Fundamentalftaehe <t> = 0 dureh den imaginaren Kngelkreis ersetzt. 

Die betreffende Differentialgleiehung erhalten wir fur eine be
liebige FHiehe f = 0 in folgender Weise. Die Coordinaten des Poles 
der Tangentenebene von f = 0 in Bezug auf <t> = 0 sind proportional 
den Grossen f;; dieser Pol solI mit drei unendlieh benachbarlen 

*) Vgl. im Folgenden, fiir den allgemeinen Fall Nr.1, Liiroth: Ver
allgemeinerung des Problems der kiirzesten Linie, Schlomilch's Zeitschrift, 
Bd. 13, 1868. 
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Punkten der Curve in einer Ebene liegen. Die Differentialgleichung 
der geodiitischen Linien ist daher: 

f~ fs fa ~ 

(11) =0. 

d2 xl d2x2 d2X3 d2x4 

Die Determinante formen wir um durch Multiplication mit der De
terminante (6), unter Benutzung der Relationen: 

X{;,x; = 0, X{;,dx; = 0, ;Ex.dfi = 0, X{;,d2Xi + Edfidxi = o. 
Auf diese Weise erhalten wir: 

X{;,2 lJ{;,dfi 0 0 I 
0 0 'xXi2 ~xidxi 

=0, 
0 - ~fid2Xi Xxidxi E(dxS" 

Xfid2x; lJd{;,d2X; 'xXi~Xi Edxi d2 x; 
oder 

Das erste und letzte Glied der linken Seite sind vollstandige Differen
tiale; Gleiches gilt auch von dem mittleren Gliede, wenn sich das 
Differential von E{;,d2xi nur um einen constanten Factor von 'xd{;,d2x; 
unterscheidet, und diese Bedingung ist fur unsere Flache (7) und uber
haupt fur jede Fliiche zweiter Ordnung erfunt. Drei unendlich be
nachbarte Punkte einer solchen geniigen namlich den Bedingungen 

EEaikxixk = 0, XXaikXidxk = 0, 

~Eaik(dxidxk + xid2Xk) = 0, XXaik(3dxid2xk + Xid3Xk) = OJ 

folglich ist auch 

~d(Xhcd2xk) = dEXaikxid2xk = - dE:Eaikdxidxk 

= - td(:Ed{kdxk) = :ElJaik(dxid2xk + xjd3Xk) 

= - 2X:Eaikdxid2xk = - :Edhcd2xk. 

1m vorliegenden FaIle erhalten wir also als erstes Integral von (11) 
die Gleichung: 

~dfidxi . XI? 
(12) ---- = c 

~x/. ~(dX;)2 - (~xidxi)" , 

wo C eine Integrationsconstante bedeutet. Das zweite Integral ergibt 
sich mit Hiilfe der elliIltischen Coordinaten. 
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Zum Zwecke der Einfiihrung derselben miissen wir einige HiiIfs
formeln entwickein. Aus den GIeichungen (4) erhiilt man, da die 
ersten vier ]'actoren der rechten Seiten sich als Unterdeterminanten 
einer bekannten Determinante darstellen lassen, leicht die Relation: 

(13) 
(J~xl = - L1 (au iX2 , as, ( 4) = - L1 

= - (at-a2)(at-aS)(al-a4)(a2-aS)(a2-aJ (as -(4), 

und hieraus durch Differentiation 

(14) 

Aus der ersten Gleichung (4) ergibt sich durch logarithmisches Diffe
rentiiren: 

aQ + 2 aXl = ~ + ~ + ~, 
Q Xl a,+J.l a l +J.2 cy1+J.S 

also nach Bildung der entsprechenden Ausdriicke, Quadrirung der
selben und Addition: 

(15) (~",)2 ~Xi2 + 4 d",'" ~Xi dx. + 4 ~(dXil 

_ ~a;.2 (~_ + ~ + ~)2 
-..::::;,,; • ai+A.1 a.+A.2 a.+}.s' 

oder, wenn man d(! und (! vermoge (14) eliminirt: 

(16) 4 [~xl E(dx;)2 - (~Xi dXi)2] 

~ ~ ~ ~ x/dJ."dJ.k 

= ..::::;,,; Xt2 • .:::;.; .:::;.; .:::;.; (ai + ).,,} (ai + }.k) • 

Dies ist die eine der zur Umformung von (6) dienenden Formelnj 
eine zweite ergibt sich in analoger Weise, wenn man die einzelnen 
Quadrate, aus denen (15) entstand, vor der Addition durch (ai + A) 
dividirt; es wird so: 

(17) (d Q)2 ~ ~ + 4 aQ """' xi ax; + 4 ~ (dXi)~ 
Q ~ ai + ). '" .:::;.; a i + J. .:::;.; ai + }. 

"""' """' ~ xl dA." aJ.k 
= .:::;.; .:::;.; ~ ai + J. (ai + }.,,) (a i + J.k ) • 

Fur unsere Flache mit dem Parameter Al bestehen die Gleichungen 
(7) und (10); es ist auf ihr Al = Const. und dAl = O. 

Setzen wir also in (17) A = All so ergibt sich: 

(18) :2 (axi)2 ~ x;" (dJ. da)2 4 ---= -- __ 2_+ __ S_ • 

ai + Al ai + al IXi + J.2 IXi + as 

Aus den Gleichungen (4) folgt, wenn h und k von einander und von 
1 verschieden sind, durch eine einfache Determinanten-Umformung: 
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"'" X.I ~ x.2 

.£.J ( + · + = 0, ~ ( , + = 0, i fti a,,) (a; 1.k) i ai + 1.:t) (ai + 1.,,) (fti 1.k) 

dagegen: 
""' xl (a" -1.k) (a" -1.i ) 

(19) fl .£.J (ft; + I.,h)2 = L1 (au a21 a SI a4) A" I 

""' x/ . a" - 1.k 
fl .£.J (a; + AI)" (ai + 1.1) = L1 (all a 21 etS ) a 4) ~ , 

von welchen Gleichungen die erste auch ffir h = 1 giiltig bleibt, 
und in denen A" = (at + An) (a2 + An) (as + Ah) (a4 + A,,) gesetzt ist. 
Somit gehen die Gleichungen (16) und (18) bez. iiber Ill: 

(20) 41? [EXt2 . ~(dxi)2 - (~Xi dx;)2] 

_ ~ 2 L1 (A _ A) (1.,2 -l.,t)(dI.,2)2 _ (1.,,, - 1.,1) (dAa)2) 
- XI·· 2;; A A' 

2 a 

(21) 4fl "'" (dxi)~ = L1 . (dl.,.)' _ (dl.,a)2) • (A2 - As)' 
~ L"li +1.1 A2 A3 

Die linken Seiten von (19) und (21) geben in Riicksicht auf (8) 
den Zahler der linken Seite von (12), wahrend der Nenner der letzteren 
Gleichung in (20) berechnet ist. Die Gleichung (12) verwa.ndelt sich 
sonach in: 

(A2 - At) (rH.)· {O + 1.,1 -as} = (As _ AI) (daa)' {c + aC _A_2 } 
A. A1 Aa AI 

Ffihrt man endlich statt 0 eine neue Constante 

A = CAl + AI 

ein, so ergibt sich durch Integration die Gleichfmg der verallgemeinerten 
geodiitischen Linien in der Form: 

(22) fY~ dJ.. + j'~l; dAa = Const. 
Y(A -a.) A. - Y(A -I.,a) As 

Die hier vorkommenden Integrale sind hyperelliptische erster 
Gattung, wie bei der gewohnlichen geodatischen Linie. Die Gleichung 
der letzteren findet man durch die oben angegebene Substitution (5) 
in der von Jacobi aufgestellten Form*): 

(23) j'Y I., p. dp. + J'Y~ d71 = Const 
~+B) M - V (71 + B) N ., 

*) V gl. J aco bi' s Vorlesungen iiber Dynamik, herausgegeben von Cle bsch, 
Berlin, 1866, p 218 und Crelle's Journal, Bd. 19 (1839). - Jacobi hatte die 
Integration mit HUlfe der Ham il ton' schen partiellen Differentialgleichung ge
wonnen; die directere, im Texte angewandte Methode ruhrt von J oachimsthal 
(Crelle's Journal, Bd. 26) und Gehring (vgI. Hesse's I,VorlesungenU ) her. Das 
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worin 
A 

M=(all +E£)(b2+I')(d"+E£), N=(a2 +v)(b2 +v)(c2 +v), B= A + "4.' 

Die gemachte Substitution Iehrt, dass die Curven (23) in ihrer 
Gesammtheit mit den Curven (22) vollkommen identisch sind; denn 
I' ist eine Function von ill! aHein und v eine solche von ils allein. 
Eine ganz analoge (ebenfalls !ineare) Substitution wird erforderlich, 
wenn man statt der gegebenen FundamentalHache <I> = 0 irgend eine 
Flache der confocalen Schaar als "FundamentaIHache" zu Grunde 
legen will. Die Bestimmung der geodiitischen Linien auf einer Mittel
punktsfliiche ist also (ebenso wie dt'ejenige der Kriimmungslinien) unab
hiingig davon, welche Fliiche der zugehOrigen confocalen Schaar man als 
Fundamentalfliiche benutzt; insbesondere sind die "verallgemeinerten" 
geodiitischen Linien von den gewohnZichen n'icht verschieden *). 

Diese Bemerkung zusammen mit der von uns benutzten ersten 
Integralgleichung (12) fiihrt zu einer wichtigen Eigenschaft unserer 
geodatischen Curven. Jene Gleichung ist namlich erfiillt, sobald 
gleichzeitig C unendlich gross und 

:Exl E (dXi)2 - (Exi dXi)2 = 0, 

also auch 

(XdX)~2+ (x dX)~3+ (XdX)~4 +CXdX)!4 +(x dX)!2+(xdx)!s= 0 

angenommen wird, wobei (x dX)ik = Xi dXk-Xk dXi' Diese Ausdriicke 
(x dX)ik sind nichts anderes als die Liniencoordinaten der Verbindungs
linie des Punktes x mit dem unendlich benachbarten Punkte x + dx. 

Jacobi'sche Umkehrproblem der hyperelliptischen Integrale (Bd. I, p. 880) 
fUhrt dazu, die Coordinaten eines Punktes der geodatischen Linie als Functionen 
eines Parameters mittelst der Rosenhain'schen (ij)·Functionen darzustellen, 
vgl. Weierstrass, Monatsberichte der Berliner Academie, 1861 und von Brau
m ii h I, Math. Annalen, Bd. 20. In letzterer Arbeit :6.ndet man nahere Litteratur~ 
angaben. - In bemerkenswerther Weise hat Staude (Math. Annalen, Bd. 20 u. 21) 
die Theorie der geodii.tischen Linien benutzt, um fiir das Ellipsoid eine "Faden. 
construction" aus den Focalcurven anzugeben, welche ala naturgemasse Verall
gemeinerung der elementaren Fadenconstruction der Ellipse aus ihren Brenn
punkten zu betrachten ist, eine Verallgemeinerung, die lange vergeblich gesucht 
war (vgl. z. B. den Schluss von § 1 in der Note XXX zu Chasles' Aper~lU 
historique ). 

*) Hieranf hat Darboux aufmerksam gemacht: Sur une classe remarquable 
de cOUl'bes et de surfaces algebriques, Paris 1878, p. 280 if. Nach ihm bleibt 
der Satz auch richtig, wenn man den metrischen Begriif der kilrsesten Linie durch 
Benutzung einer allgemeinen "Fundamentalflache" zweiter Ordnung projectivisch 
so verallgemeinert (vgl. Bd. I, p. 150), wie wir es in einem spateren Abschnitte 
iiber die Einfiihrung metrischE'r Relationen kennen lernen werden. 



298 Zweite Abtheilung. 

Unsere letzte Gleichung sagt also aus, dass diese Verbindungslinie, 
il. h. eine Tangente einer zum Werthe C = 00 gehorenden geodati
schen Linie, Tangente der Fundamentalflache <l> = 0 sei, deren Linien
coordinaten-Gleichung eben durch 2JPik2 = 0 gegeben war (vgl. 
p. 143). Unter den geodatischen Linien (22) gibt es dellmach eine 
einfach unendliche Schaar, dargestellt durch die Gleichung 

J'V~t dl, +fVlS-lt dls = 0' 
l"I\ - YAa ' 

deren Tangenten die Ftindamentalflache beriihren. Ebenso gibt es 
in der Schaar (23) unendlich viele Curven, dargestellt durch die 
Gleichung 

(23)* ft;~~vd~ + f~~n~:-~= c', 
deren Tangenten den imaginaren Kugelkreis treffen *). Da wir aher 
die geodatischen Linien bereits als unabhiingig von der Wahl der 
Fundamentalfliiche im confocalen Systeme erkannten, so kommt eine 
analoge Eigenschaft allen Curven (23) oder (22) zu; und wir konnen 
den Satz aussprechen: 

Alle Tangenten liings der niimlichen geodiitischen Linie auf einer 
Mittelpunkts{liiche zweiter Ordnung und Klasse beruhren eine confocale 
Fliiche**). 

Hieraus ergiht sich unmittelbar, dass die betrachtete geodiitische 
Linie in ihren Schnittpunkten mit der von ihren Tangenten um
hiillten confocalen Fliiche stets mit dieser letzteren zwei zusammen
fallende Punkte gemeill hat. Jede Kriimmungslinie der Flache wird 
also von einfach unendlich vielC'Jl geodiitischm Linien beriihrt ***); und 
zwar hat, wie leicht zu sehen, fiir aIle Linien dieser Schaar die 
Constante 0 in (12), oder .A in (22) einen und denselben Werth. 
Insbesondere wird jeder Focalkegelschnitt von den Tangenten aZZer der-

*) Diese Curven, fUr welche das Bogenelement ds an jeder Stelle ver
schwindet, und welcbe man deshalb als Ourven von der Lange Null bezeichnet, 
sind auch sonst von Wichtigkeit; vgl. z. B. Lie, Beitrage zur Theorie der 
Minimalflachen, Math. Annalen, Bd. 14 und 15, und Darboux, a. a. O. p.9ft'. 

**) Es ist leicht zu sehen, dass sie auf der letzteren ebenfalls eine geoda
tische Linie umhiillen. 

***) Dieser Satz ist von Chasles, der auch die zuletzt vorher erwabnten 
Satze in anderer Weise gewann, zu einer Fadenconstruction der Kriimmungs
curven benutzt (Liouville's Journal, 1. Serie, t. 11, Comptes renduB, t. 22, 18(6). 
Einen besonderen Fall dieser Construction hatte M. Ro herts gegeben (Liou
ville's Journal, ih.) Vgl. dariiber Staude, M!1th. Annalen, Bd. 20 und Salmon's 
Raumgeometrie (bearbeitet von Fiedler), Art. 183. 
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jenigen geodiitisehen Linien geschnitten, welche durek die auf ihm liegenden 
Nabelpunkte kindurehgehen. Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, 
dass sich fiir jede solche Linie, die durch einen Nabelpunkt geht, 
die hyperelliptischen Integrale in (22) auf elliptische Integrale re
duciren *). 

Die zuletzt gemachten Ueberlegungen sind auch deshalb von 
principiellem Interesse, weil sie uns ein Beispiel dafiir geben, wie 
die Linien einer Congruenz (und eine solche wird ja von den gemein
samen Tangenten zweier Flachen gebildet) sich so gruppiren lassen, 
dass immer je unendlich viele eine abwiekelbare Flache bilden. Die 
Durchfiihrung einer solehen Anordnung del' Congruenzlinien erfordert 
jedesmal die Integration einer gewissen Differentialgleichung; und 
analogen Problemen werden wir noch wiederholt begegnen **). 

Die vorstehenden Betrachtungen, insbesondere diejenigen liber 
die verallgemeinerten elliptischen Coordinaten werden unbrauehbar, 
wenn sieh die FIachen der Schaar F + Act> = 0 in irgend einer 
Weise beriihren. J e naeh der Art dieser Beriihrung wird einer der 
obigen dreizehn FaIle (p. 252 bis 266) eintreten miissen; wenn wir 
letztere im Folgenden einzeln kurz durehsprechen, so verweilen wir doch 
besonders bei denjenigen, welche durch Eiufiihrung des imaginaren 
Kugelkreises auf gewohnliche Kriimmungseurven und geodatische Curven 
fiihren. Als Nr. 1 ist der allgemeine Fall bereits erledigt; wir gehen 
daher sofort liber zu 

Nr. 2, wo (vgl. p. 216 und 259): 

(24) F+ Act> = (al + A) tl1 2 + (a2 + A) U 22 + 2(a3 + A) u3 u4 - U 32• 

DUTch einen Punkt X gehen drei Flachen der Schaar, dargestellt 
dUTch die Gleichungen 

(25) ~ + ~2~_ + ~_ + 2XgX4 =0 
1X, +1.i a.+1.i (a3 +1.i)2 a3 +1.; 

fiir i = 1,2,3; dahei sind All A2 , 1t3 die Wurzeln der in A eubisehen 
Gleiehung, welche aus der linken Seite entsteht, wenn man Ai durch ). 
ersetzt; folglieh ist auch 

) X,2 + X.2 + x4' 2XgX4 (1.-1.,H1.-1..)(1.-1.g)q> 
(26 a, + 1. "2 + 1. (<<g+1.)2 + «3 + 1. = (a, +1.) (<<2 + i.) (1X3 +1.)2 , 

wo: 

*) Ueber andere FaIle, in denen sich die Integrale (durch nicht line are 
Substitution) auf elliptische reduciren lassen, vgl. von Braumtihl, Mathern. 
Annalen, Bd. 26. 

**) V gl. unten den Abschnitt XX. tiber reciproke lineare Verwandtschaften. 
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Nimmt man successive A = - all - a2, - as, differentiirt ausserdem 
beiderseits nach A und setzt sodann wieder A = - as, macht endlich 
zur Abkiirzung 

'(27) ~p = ~ (X12 + X 22 + 2xs x4) = (al - a2) (al - a s)2 (a2 - a s)2, 

so ergeben sich die vier Gleichungen *) 

(28) 

In denen: 

Ai = (a; + AI) (al + A2) (ai + As) (a; - as)2 fur i = 1,2, 

As = - (as +A,) (as + A;I) (as + As) (al - ( 2) (a, - as) (a2 - "s). 

Die Formeln (28) dienen in unserem Falle zur Einfi"ihrung der 
verallgemeinerten elliptischen Ooordinaten AI, A2 , As' 

Fiir die Flii.che Al = Const. erhiilt man aus (6) als Differential
gleichung der verallgemeinerten Kriimmungscurven 

x, X, _x_s_ + X4 Xl 

a, + 11., a2 + Al as + A, (as + .1.,)' as + .1.,-

(29) 
dx, dx. dxs + dX4 dX4 

a, + A, a2 + A, as + A, (as + i,)' as +~ =0; 

Xl X2 Xs X 4 

dX1 dX2 dxs dX4 

denn die Glieder der ersten Horizontalreihe sind jetzt die Coordi
naten des Poles der Tangentebene der FIache Al = Const. im Punkte X 

in Bezug auf die "Fundamentalflache p = 0". Multipliciren wir die 
Verticalreihen der Determinante bez. mit 

,'1'1 3'2 x4 Xs + x4 

a, + A2 ' 11'2 + A2 ' "'3 + A2 ' as + }.. (il's + A2)2 

und addiren die drei ersten Reihen zur letzten, so werden ane Elemente 
derselben einzeln verschwinden, falls man annimmt, dass die Punkte X 

und x + dx sich gleichzeitig auf den beiden erst en FIiichen (25) 
befinden; denn diese Anlluhme hat das Bestehen der Gleichung 

(30) 

+ x 4 ' (_1_ + _1 __ ) + _~xs X_4 __ = 0 
(lXs + A,) (lXs + .1..) as + .1., 1X3 + .1.2 (as + A,) (as + A2) 

zur Folge, sowie der hieraus und aus der Gleichung (25) durch 
Differentiation entstehenden Gleichungell. Die verallgemeinerten K1'iim
mungslinien irgclld einer Fliiclte (24) sind also wieder ihre SchnittC1wven 

*) Dieselben sind offenbar auch direct aus der Theorie der Pal'tialbruch
zerlegung zu entnehmen. 
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mit den ubrigen Flachen der Schaar, demnach unabhiingig davon, welche 
Fliicke der letsteren man als Fundamentalfliiche ausseichnet. Nimmt 
man ala solche den in der Ebene X4 = 0 gelegenen Kegelschnitt 
und betrachtet diesen als imaginaren Kugelkreis, so kommt man zu 
den gewohnlicken Kriimmungslinien der Paraboloide (vgl. p. 260). 

Die Differentialgleichung der verallgemeinerten geodatischen Linien 
schreiben wir hier in der Form 

Xl Xt ~+ X" X" 
a1 + 11 at + Al as + 1.1 (as + 11)' as + 1.1 

(31) Xl X2 Xa X4 =0. 
dXl dX2 dXa dx, 

d2 xl a!X2 d2Xs d2x4 

Ein erstes Integral wird wieder durch Multiplication mit der 
Determinante (29) gefunden. Setzt man 

P (l ) (Xl)2 + ( X. )2 + 2 xa x" + 2 x" t 
1 = a 1 + 1.1 a. + 1.1 (a3 + 11)2 (as + 11)S' 

Q ( ) _ Xl 'Yl + .1'2 Y. + Xa Y4 + x" Ys + x" 'Y4 
X, Y - a 1 + 11 a2 + 1.1 as + 11 (as + 11 )"' 

Sf/J;tP; = fIJI tPl + flJ2 tP2 + flJa tP4 + flJ4 tPs , 

SO entateht die neue Gleichung: 

Sxid"x;. Sxidxi - 8x/ . Sdx;d'xi Q(dx, d 2 x) _ ! dP. Q(x, d'x) = o. 
Sx/ S(dXi)'--(SXi dxi )" + Q(dx, dx) 2 P. Q(dx, dX) , 

nnn iet aber 

Q(dx, d2x) = ld[Q(dx, dx)], Q(x, (Px) + Q(dx, dx) = 0, 

also folgt durch Integration, wenn 0 eine Constante bedeutet: 

(32) 

Zur Berechnung des Nenners bilden w.ir aus (28) die Gleichungen: 

() dl! + 2 dXi = dAi 33 A fur i = 1, 2, 
I! Xi i 

al! + 2 ax" = dAs dl! + xa dx" +x4 dxa = dlo oAs • 
I! X" As' I! x. x, g oa3 ' 

ferner erhalt man durch Division der beiden letzten Gleichungen (28) 
und Differentiation 

x4 dxa- xs dx" dlOlogAs dl oAg dl A = og--= og-- og 
Xa X 4 oa3 o«s a, 

also 
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(34) 
d~ + 2 dxs _ 2 d I vAs d 1 A - -- og-- og 3, 
~ Xs vas 

d~ + 2 dx. = d log As. 
~ X4 

Die beiden GIeichungen (33) quadrirt, resp. mit Xi2 multiplicirt und 
um das mit 2xs x4 multiplicirte Product der Werthe (34) vermehrt, 
ergeben das Resultat: 

(35) (~~r Sxl + 4 ~~ SXidx, + 4 S (dXi)2 = x/ (d log AI? 

+ x/ (d log A2)2 + 2 X3 x4 d log As [2 d log ~ ~O!A3 + d log As]. 

Auf der linken Seite schafft man (! mittelst der aus (27) fliessenuen 
Relation 
(36) dQ SXi2 + 2Q SXi dXi = 0 

heraus. Zur Umformung der rechten Seite dient eine Formel, welche 
aus (26) durch Differentiation nach A fur A = A; erhalten wird, namlich: 

2 • 2x 2 2x x (lo-A )(lo-l)m (37) Xl +_X_2_+_L _+_o _3• =_' k t /, 'Y o' 

(a1 +AJ" (a2+li)2 (aa+A)" (a3 +A)' (lX, +A.)(a2 +l)(a3 +A)" , 

subtrahirt man hiervon die Relation (30), in der 1 durch i, 2 durch k 
zu ersetzen ist, und dividirt mit Ai - Ak, so ergibt sich eine analoge 
Formel, namlich (i Z k): 

Xl· X.' 23a3+2lk+li 
----.-~--+ +X 
(a l +A i )" (a1+Ak) (a2 +l)" (a2 +Ak) 4 (a3 + l)" (aa+lk)" 

(38) 

+ 2x. X4 ____ (A,;_:- AIt) rp 
(as + Ai)2 (a. + lk) - (a, + Ai) (a. + ;til (IXs + li)" 

Als Factor von (dl i? findet man nun auf der rechten Seite von (35) 
genau den Ausdruck (37); statt des Gliedes mit X42 tritt zunachst 
allerdings der Term 

+ 4xax4 _1_ 
(IXs + ll)3 0 log As 

--~. 

auf, aber wegen (28) ist derselbe gerade gleich (IXs 2~4 2Ai) 3 ; ebenso wird 

der Factor von Ai'i.k genau gleich der linken Seite von (30), also 
gleich Null. Wegen Al = Const. geht schliesslich (35) iiber in: 

(39) 4 [SX;2 • S (dXi)2 - (SXi dXi)2] 

worin 
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Da uns P bereits durch (37) gegeben wird, bediirfen wir zur 
Umformung von (32) nur noch des Ausdrucks Q (dx, dx). Die zu ihm 
ftihrende Rechnung ist der eben gemachten ganz analog und gibt: 

(~Qy Q (x, x) + 4 ~Q Q (x, dx) + 4 Q (dx, dx) 

= X+,2, Cd log Al)2 + x+.', (d log A2)2 + ( ~fJ. )' (d log As)2 
a, "1 a2 "1 aa 1 

+ :ax+~; [2d log (7 ~O! Aa + d log As], 

also nach elmgen Umformungen: 
{ dl 2 dl 2} 

(40) 4Q(dx, dx) = fJ! • (A2 - As) ": - T. . 
Bei Aufstellung dieser letzten Relation hat man die bereits oben ab
geleitete Gleichung (38) zu benutzen, sowie die folgende, welche sich 
aus (30) und der aus ihr durch Vertauschung von A2 mit A3 ent
stehenden Gleichung durch Subtraction ergibt: 

(41) 

In Folge von (37), (39), (40) geht (32) endlich tiber in 

(A _ A ) d J.2 2 (0 _ l1_ - As) = (A _ A ) d A3 ' (0 _ ~1 - l.) . 
2 1 ", A, 3 1 Aa A, ' 

und die Integration liisst uns die Gleichung der verallgemeinerten geo
diitischen Linien fur ~tnseren Fall in der Form 

(42) J. V~dJ.2 

(as + 12)V(A-l2 ) (a, +l2) (a2 +A2 ) 

+} VAs - A, dAs = Const. 
- (<<a +ls)V(A-Aa) (a, +Aa)(a.+Aa) 

gewinnen. Das Resultat ist also dasselbe, wie es sich aus (22) fUr 
a4, = as ergeben wiirde, eine Substitution, die aber wegen der un
giiltig werdenden Ableitung von (22) nicht ohne Weiteres erlaubt 
ist, wenngleich sie sich durch Grenztibergang rechtfertigen liesse. 
Die in (42) auftretenden Integrale sind elliptische und lassen sich 
durch solche von der zweiten und dritten Gattung ausdriicken. 

Lasst man die FHiche F - as <I> = 0 mit dem imaginaren Kugel
kreise identisch werden, so liefert die Schaar F + !L<I> = 0 I)ein 
System von confocalen Paraboloiden", das uns schon frilher gelegent
lich begegnete (p. 260), wenn wir dasselbe auch nicht als solches 
hervorhoben. Wir setzen 
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ferner: 

'V = u2 + v2 + w2 = - -; (F - as <1», 
U4 

k 
Fo = al u2 + all v2 + 2 kw = 2 <I> • 

U4 

Dann ist die Schaar p,Fo + 'V = 0 oder 

(43) (al + "') u2 + (all + 1') v2 + ELW2 + 2kw = 0*) 

mit der Schaar (24) identisch; und an Stelle von (25) tritt als 
'Gleichung in Punktcoordinaten: 

(44) kx! + ky2 '" +'2 - ° a,+", a2 +",-k" z-, 
ofienbar ein System von Paraboloiden darstellend. 

Es sei im Folgenden al > all; dann haben wir 
fiir - 00 < I' < - al ein elliptisches Paraboloid, 
" I' = - a1 die Focalparabel k2 yll + (2k2 + a1) (all - a 1) = 0, 
" - a l < EL < - all ein hyperbolisches Paraboloid, 
" I' = - all die Focalparabel kll x2 + (2kz + a2) (al - a2) = 0, 
" - a2 < I' < + 00 ein eUiptisches Paraboloid. 

Die Z-Axe ist gemeinsame Axe alIer Paraboloide; die eine Schaar 
von elliptischen Paraboloiden kehrt ihrer positiven Richtung die 
Oeffnung zu, die andere del' negativen Richtung. Die Focalcurven 
vermitteln den Uebergang vom elliptischen zum hyperbolischen Para
boloide und umgekehrt; jede von ihnen geht durch den Brennpunkt 
der anderen. . Dureh jeden Punkt des Raumes gehen drei Fliichen der 
Schaar (44) und 2war ein Paraboloid aus jeder der drei genannten 
Sehaaren von Paraboloiden; denn die Wurzeln der in I' cubischen 
Gleichung (45) sind ree11 und liegen bez. zwischen den Grenzen 
- 00 und -~, - a l und - alii - all und + 00. Auf Grund dieser 
drei Flii.chenschaaren erhalt man ein System ,,parabolischer Raum
coordinaten A, EL, v", das sich aus (28) mittelst unserer Substitution 

*) Auf Grund dieser Gleichung erorterte PI ii eke r die Focaleigenschaften 
der Paraboloide, a. a. O. p. 271 und 284. - l!'iir die parabolische Ausartung 
der elIiptischen Coordinaten vgl. J. A. Serret, COurB de calcul differentiel et 
inMgral, t. 1, art. 337, Paris 1868 und Boklen, Grunert's Archiv, Bd. 86. 
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ergibt, wenn man mit l, lL, v diejenigen Werthe von lL bezeichnet, 
die den Werthen Au A2 , Aa von l entsprechen: 

2 (al+l)(al+IL)(al+J»a/ x = - ---- - --2 -.-- -.~~, 
k a l (al - a.) 

(45) 2 (a, + l) (a. + IL) (a. + J» 0 1 ' 

Y = - k' a • (a - a ) , 2 2 I 

1 
2z = k (a l + at - A - 11 - v). 

Aus (42) endlich erha,lt man die Gleichung der gewohnlichen geodati
schen Linien auf den Paraboloiden in der Form: 

(46)j . Y;;-~;: dlL. +J. Y;';-=-';; dlLs =0' 
Y(IL. + B) (fl. + al) (IL2 + a,) - Y(ILs + B) (It" + al ) (IL3 + a.) , 

UIIter B = a
3 
~.A und 0' Integrationsconstanten verstanden. 

Nr. 3. Die Gleichung der Fliichenschaar lautet (vgl. p. 220): 

(24 a) F + l<P == (a1 + l) U l 2 + (<<2 + A) (ua2 + 2u2 u4) + 2t£2 'us = 0, 

und in Punktcoordinaten: 

(25a) ~C._ + x/ + ~xs x. + X,2 + 2x. x, = 0 
a l + l (a. + ~)3 (a. + 1.)2 a 2 + I. • 

Zur Abkiirzung lassen wir die zum Ziele fiihrenden 1!'ormeln III der
selben Weise, Wle in Nr. 2, ohne weitere Bemerkungen auf ein
ander folgen: 

(26a)~L+ x.' + 2x" x4_+.'l:s"t2x,,-_~=~l~ll]_(~_·:::}.)(!--::l:l)qJ. 
al+l (a2 +l)3 (a, +1.)' Il'.+! (al +!) (0'2+!)3 , 

(27 a) ffJ = x t 2 + X3 2 + 2X2 X,lI offJ = 1; 

(28a) 6Xt2=Au OX42 =A2' 26Xa x4 =A3 , 6(xa2+2x2X4)=A4, 

Al = ~~I+~~d~(aL+_13) A = (~2+1,) (a. + l2) (a2+l,.) 
(al - (\'2)3 ,2 a. - a l ' 

AJ = A2 [Cal ~(\'2)'+ al ~O',:2 (\'2 ~ l; + ~ ~ .2 (a~+l.i)1(a2-+J:JJ· 
In (29) sind die beiden ersten Horizontalreihen zu ersetzen durch 
die Werthe 

(29 a) x+'1 " _+x2 ,+ (-+~-'--)"+ ( X+4 "--)3' ~+3-,-+(_.+X4,-)., ~+'-; __ , 
(\'1 "'I (\'. "'I a. "'I IX2 "I' a. "'I 0'. "'I IX. "'I 

und durch deren Differentiale, um die Differentialgleichung der Kriim
mungscurven auf der Fliiche ,1,1 = Const. zu geben: 

C 1 e b s c h, V orlesungen. II. 1. 20 
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(30 a) :.1\2 + x. 2 +2x2 X4 + 2X,X4 (_1_ +_1_) 
(al +J.,) (al +J.,) (a.+J.J (a2 + J..) (a.+J.,) (a.+J.2 ) a 2+J.l ('{2+J.2 

+ ___ a:4~' ~ ___ (_1_- 2+ __ 1_.+ 1 )=0*). 
(a.+J.,)(Ci.+J..) (a2 +J.I ) (a. + J..)" (a2 +J.I ) (a.+a2 ) 

Die Differentialgleichung (31 a) der verallgemeinerten geodatischen 
Linien ergibt sich aus (31), wenn man die Elemente (29a) in die 
erste Horizontalreihe einfiihrt. Ein erstes Integral derselben liefert 
wieder die Gleichung (32), wenn man setzt: 

P(A.) (XI )2+ 3 x.' + 4 x.x. + x.'+2x.x4 
1 = a l + J. I (a. +alf (a. +J.Y (a. +al)2 , 

X 1/ 
Q(X, y) = ~+-"-t- + 

I I 

~~ +~~+~~+~~+~~+~~ 
(a2 + al)S (a. +,tl)' a 2 + II ' 

S fIJi 'l/Ji = fIJI 'I/ll + flJ3 'I/ls + flJ2 'I/l4 + flJ4 'I/l2· 
Die weitere Umformung von (32) geschieht mittelst der Formeln: 

da + 2 dXI_ = dAI da + 2 (lx, = dA. 
a XI Al I a x. Az ' 

'!:!!.. + 2 d--,5 = 2 d As _ d A. 
a x" A" A. ' 

fla + 2 ~x. = 2 d(4A2A4-A~') _ 3 dA •. 
a x. 4A. A4 -A3 A. 

(35a) (daar SXi2 + 4 daa SXi dXi + 4S(dxi)2 

= xt2 ('IAI)2 +X32(2 dA. ~ dA2)2 +2x2x/ A2 (2f!(4~2_A4=~3:1_3~!'2); 
AI A3 A. A. 4A2 A4 -A" A. 

(36a) do. SXi2 + 20SXi dXi = 0; 

--- . 
(a l + a.) (a, +J.;)31 

(38 a) 
XI' + 2 3(a2+lk?+2(a.+J.k) (a.+ai)+(a. +J.i)' 

(a l +J'i)2(a,+J.k) X4. (a. +J.)'(a. +ak)3 

+ 2 2(a2 +J.k)+a2 +J.i + x.!+2,1:.x. (J.i-J.,.)cp **) 
X3 x4 -(a2 +,ti)" (a2 +J.J" (a.+J.i)"(aZ+J.k) - (a, +J.i) (a.+J.i)" • 

In (35a) wird nun der Factor von dA.22 auf del' rechten Seite 
gleich dem Ausdrucke (37a) fur i = 2, wobei zu beachten ist, dass 
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X4 2 I 1 1 1 1} 
(0'2 + A,)" t a. - a, + a2 +4 - a 2 + A, - a. + 13 

2x.2 + 2X3 X4 • 

(a2 + A2)4 (all + lll)" 
Ebenso wird wegen (30a) der Factor von dA2dAs gleich Null, und 
man erhiilt ffir 1.1 = Const., d1.1 = 0: 

(39 a) 4 [SXi2S (dX;)2 - (SX; dXi)2] 

= _ (A _ A) 2[(12 - 1,)(H2 2 _ (13 - J.,)d1 3 2] 

2 srp A A' 
2 3 

A.i = (a1 + Ai) (a2 + A;)3, cp = SX;2. 

In analoger Weise ergibt sich 

{ dA2 tI),,2} 
(40a) Q(dx, dx) = rp ° (A2 - As) A: - A!- ; 

X2 x 2 +2x,x "A- 1 1 2 n 2A- 1 
~ + 3 c 4 _ 2X3X4 ~2_ + _~O_2_ = () 
A, A,l Oil'. 2 A.3 Oa/ ' (41a) 

A; = (a; + AI) (a; + A2) (a; + A3), 

und schliesslich als Gleichung der verallgemeinerten geodiitischen Linien: 

(42a) j' yi;=T. dl2_ +j' y~J:; el1 3 Consto, 
V(A-J.jl)(a, +A2)("2 +12)3 --- Y(A -),,3) (a, +A3 )(a2 +.1..)" 

wieder eine Relation zwischen elliptischen Integraleno 
Nr. 4:, Die Gleichungen der Fliichenschaar in Ebc1len- bez. Punkt

coordinaten sind (p. 221 u. 262): 

(24b) F + °l<t> - U 12 --US2 + 2(a\ + l) u\ H~ + 2(a j + il)U:.\H4 == 0, 

(25b) Xli· 2+ X.2 .+ 2x,x2 + 2x3 x. =00 
(IX, + A,) (a2 + A,)" a, + J., . <Y. + 1, 

(260) X.2 + __ X42 _ + 2x,xjl + 2X:lo'X°4 = (l.-A,)(lo-J..)(J.-- a3)'P 
(IXI + .1.)2 (a. + a)2 a1 + J. a. + J. (a, - 1)2 (a. + J.)2 , 

(27b) cp = 2X1 X2 + 2xax4' orp = l. 

(28b) (Jx/ = All ($X42 = A2 , 26X1 X 2 = As, 2oXax4 = A4 , 

A- - _" ~~~±~2iIA:~± J.2 ) (a; + J.3).! fUi" i = 1,2, 
,- (ak-a;)' 

Ai 1= - Ai + --- + --- --- ---[ 
1 1 1 2 ] 

+ ~+~ ~+4 ~+~ ~-~ 
20* 
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(29b) x, + X2 X~ X3 + X 4 X 4 
a,+A, (a,+A,)I' a, +1,' a2 +J., (al+J.,)" a2 +A,' 

(30b) X I 2 (1 + 1 ) + 2X, X2 
(a, + A,) (a, + A2) a, + -,:;- a, + A2 (a, + J.,) (a, + A2) 

+ 2X.X4 + x4 ' (_1_ + __ 1 _) = 0 
(a. + 1,) (<<2 + A2 ) (a. + .a, ) (a. + A2 ) a. + .al 11'2 + A. ' 

P(A) 2 x.· + 2 x 4 ' + 2XI X2 + 2XSX4 
I = (a, + J.,)3 (a2 + A, )3 (a, + J.,)" (a. + A, )2, 

Q(x y)=2 X.Y2 + X4Y4 + !!!JY2 +x2 Y, + X3 Y4 +X4 Y. 
, (1I',+A,)2 (1t2+J., )2 a,+A1 a2 +J.,' 

SfJJitPi = fJJltP2 + fJJ2tPi + fJJatP, + fJJ,tPa, 

da + 2 dx. _ dA, da + 2 dx, = 2 dA. _ dA, 
11 re;- - -;;:; 'a x, As AI' 

da + 2dx, = dA., da + 2dx8 = 2dA4 _ dA •. 
(J x4 A. a X3 A4 A. 

(35b) (~~)2 SX.2 + 4 da Sx.dx. + 4S(dx.)2 = 2x x2 dAI (2dAs __ dAt ) 
a • a" I 1 AI A A, 

+ 2xax, dA2 (2dA4 _ dA2 ) 

A2 A4 A2 ' 

(36b) daSx;2 + 26Sxidxi = 0, 

(37b) 
(A; - Ak)(Ai - A,,) 

P()..;) = - (a, + Ail (a. +A;)"' i"< k, h, 

2x l x. 2 2(a, + Ak) + a l + Ai 

(a, + AiY(al + Ak) + 2X2 (a, + Ai )8(a, + Ak )" (38b) 

2X3X4 2 2( a. + 1k ) + a l +1; 
+ (a, + A;)"(a. +1.k ) +2x4 (a2 + 1i )S(a2+Ak )" 

(A; - J.J.)CP 

(a l + 1.;)2 (a. + Ai)2' 

4[SX;2S(dx;)2 - (SX; dXi)2] 

= _ (A -A) 2[(1.2 - At)d1.g2 _ (A3 - At)dAs'J 
2 afJJ A. 1\' 

• 3 

(39b) 

Ai = (a1 + A;)2 (<<2 + Ai)2; 

(40h) Q(dx, dx) = tp(A2 _ AS) {J~:2 _ d~:!}, 

(41h) 2XI X2 + x 220.A, + 2XSX4 + x."OA2 = 0 
AI AI! oa, .A2 AI2 Oat ' 

Ai = (ai + AI) (ai + A2)(ai + As); 

(42b) J1 /~2 AI d A. + j·1 /As AI d J.s = Con st. 
V A-A2 (ItI +A2 )(a2 +A.) --. VA-J..(al +As)(a2 +A3 ) 
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Diese Integrale geben die Gleichung der verallgerneinerten geodiitischen 
Linien; sie lassen sich durch Logarithmen auswerthen, doch gehen 
wir darauf nicht eill. 

Nr. 5. Es handelt sich urn die Fliichenschaar (p. 223 u. 262): 

(24c) F + A<P = U22 + 2ttl U3 - 2(a + A) (U I U4 + U2U3) = 0, 

(25c) X42 + (a + AI? (X3 2 + 2X2 X4) + 2(a + AI)3 (X1 X4 + x 2 XS ) 

+ 2(a + AI )x3 x4 = O. 

(26c) 
,x4 " + 2xax. + X3 2 + 2x.x4 + 2XI X 4 + 2xt xa 

(a + l)4 (a + l)3 (0: + A)" 0: + l 
(l - "l) (l - l,) (l - ls)1p 

(a + 1)4 
1 

(27c) ffJ = 2xI X4 + 2X2 X3 = (I' 

(28c) 6X42 = All 26Xg X,1 = A2, u(xs2 + 2xZx4) = As, 

2 6 (XI X,l + X 2 X 3) = 1, 

Al = - (a + AI) (a + At) (IX + A3), A3 = - 3a - Al - At - )'3' 

At = - Al C ~ A~ + a ~ l~ + c;-~ -d' 
(29 ) XI + X 2 + X3 + X 4 X 2 + Xs +. x. 

c a + l (a + ~)2 (a + A)3 ("+ ].)4' a + l (a -fi)2 (a+ l)a, 

X3 + X 4 X 4 f"" _ 1 
a + l (a +-£)2' a + l III I\. - 1\.1 • 

(30c) {2XI X4 + 2X2 X3 + (X3 2 + 2X2 X4 ) C +-7:; + a ~ J 
( 1 1 1) + 2X3X4 (ex +-i1)2 + -(a + l2)2 + (a + AI) (a + "2) 

2( 1 + 1 + 1 + X4 (0: +iY -(;-+ A2)3 (a + AI)" (0: + "2) 

+ (0: + -).Jl(a+ At)')) (a -+ ll)\a + A2 ) = 0*). 

peA) - 4 x 4 11 + 3 2xax. + 2 X3
2 + 2X2 X 4 + 2 XIX. + X2 X s 

- (0: + l)5 (a + 1)4 (a + A)a (a + l)2 , 

() X4Y4 + X S Y4 + X.Ya + ~Y3 + ~2Y4 + X4Y" + ~xiYi 
Qx,y = (a+ll)4 (a+11)3 (a+A1)2 (a+l1 )' 

S(CfJ(I/1;) = ffJl1/J4, + ffJ41/J1 + CfJ21/J3 + ffJ31/J2' 

*) Macht man A = (a + AI)-l(a + 12 )-1, SO ist die linke Seite gleich 

aA 1 'O"A 1 j)3A 
(2X,X4 + 2x2 xa)A - (xa 2 + 2X2 X4) 8a + 2" 2xs x 4 0 Ct2 - 2.3 X42 oas' 
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(38e) 

(3Dc) 

( 41c) 

Zweite Abtheilnng. 

d6 + 2dx. = dAI ~a + 2dx3 =2 dA ... __ dA] dB, 
a x., AI' a X3 A2 Al 

da + 2 (lx, = '2 d(4A!A3-±~;") = 3 dAI = dO, 
a x, 4 Al A3 -- A2 Al 

~~ + 2 dx] = _ dA] _ X 2 X 3 (dB + dO), 
a Xl Al XiX. 

1'(k) = _ (Ai - Ak ) (Ai - Ail) . 
I (a + A;)" 

2 4( a + Ak)" + 3( a + Ak)' (a + Ai) + 2 (a + Ak) (a + Ai)" + (a + A,)" 
X.t -- (a + Aiy(a + Akt 

. 3(a + Ad + 2(a + Ak) (a + Ail!' (lX + Ai)2_ + 2 X3 X 4 .~------(~ A;)<0+ Ak)" 

2 . 2 (a + Ak) + a + Ai , __ .X.l.:l;4 -,1- X2~~ __ + (Xs + 2X2X4) (a + Ai)'(C{ +'i~)' + 2 (cr + Ai)' (ft + 'J.. k) 

(1.; - Ah)<Jl . 

= 0+1~)" 

4['SXi2S(dxi)2 - (Sx i dxi)2] 

__ (4 _ A)' 2. [~~--=-~!dJ." _ ~A,1_-::::~.1)_rlA32J 
- :l :3 cP (a + A2)4 (<< + A3)4 , 

Q Cd ' t·,) - (A A) { d )., ' d A3 2 t 
X, (X - cp. 2 - 3 • ~t-'1~? - (IX + A3)' f' 

~:1'::L-f~X2X" _. (x 2 _L 2' ... ' X) iJA-1 

A . 3 '1 ""2 4. () a 

1 . . i3'A-1 :1;' iPA-1 

+~ C2X'3 X.I) ~ - 2.'a· ~ = 0, 

A ,= ._- Al = (n: + A1)(a + 4,) (n: + A3)' 

Die Glciclmng der "geodiitisc/tcn Linien" c1'scheint schlicsslich in der Form: 

J~ 'V A, -A, d A, -+ J' 1 / ~1--=-f: d Aa C' 
A ,- A; (lX + i;)' .... ~ V A ~~ (a + Aa? = onst. 

Die vorkounnenden Integrale lassen sieh auf logarithmische und 
algebraische Functioneu zuritckfii.hren. 

Nr. 6. U III die Gleichung del' FHichellschaar zu erhalten, haben 
wir in (2) nur a1 = (X2 zu setzen (vgl. p. 224 nnd 263). Die linke 
Seite diesel' Gleiehung gibt c1ann 

(47) ·1.·12± __ :l:!2~ + X 3 2,_ +_~'_' _ _ _ (A - A,) (A- J·2 )'P_ 
"', + A aa + A lX. + A - (a, + A) (lX" + A) (a.; + ~)' 

denn es gehell jetzt nul' zwei li'lachen del' Schaar c1urch einen ge
gebenen Punkt x. Urn krummlinige Coordinaten einfuhren zu konnen, 
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muss man daher eine dritte Gleichung zu Hiilfe nehmen. Wir setzen 

(48) 

d. h. WIr wahlen eIDe Ebene des hierdurch dargestellten Biischcls 
als dritte durch x gehende Fliichej sie steht in "verallgemeinertem 
Sinne" orthogonal zu den beiden durch x gehenden Fliiehen II. = 11.1 
und II. = A2• Die zugehorigen eUiptischen Coordinaten sind daher ge
geben durch: 

o(x 2 + X 2) _ (IX, + A,) (a, + 12) oX 2 = (IX" ±~A-,L0'3 + A")~ 
1 2 - (aa - IX,)(a4 -- IX,)' 3 (IX, - IXa)(IX4 - IXa) , 

(49) 2 (IX. + ).,,) (a4 + A.) 
liX4 = ) ( , , (IX1 - a., aa - ( 4) 

fJJ = ~ = X 12 + X22 + X} + ;,C42 = Sx/. o 

Dureh Differentiation entstehen die Helationen: 

do + 2 ~~JJ:; = ~_ + dl. 
o a'3 ('(a + A, IX3 + A.' 

t!!! + 2 £lx1 = ~A~_ + ~2_ + 2 _~ ,~~~--,_ 
U Xl ('(1 + A1 £<. + 1. A3 (1+J.3 ')' (50) 

d.r; + 9 dx. __ ~ __ +_~ 
u '" x., - a. + A1 a" + ).,2' 

~_~ + 2 dx, = _~~~~ + _dL - 2 .~ll}-"-~2' 
U ..1.'2 a l + A1 ('(1 + At 1 + A3 

Dureh Quadriren und Addiren diesel' Gleichungen wire! auf del' 
rechten Seite del' Pactor von d1l.22, wie sich aus (47) dureh Differen
tiation ergibt, gleich 

X,2+ X2 2 X;; 2 ,'T4 2 

P(A2) = (a l +~~)2 + (;;~-=-FJ.j'j + (a. + ).)2 
(51) 

(Xl - .1.2 )<p 

=(':'~+lJ(;;-+-i2j~~+ A2) j 

del' Factor von 2 d 11.1 d 11.2 wird gleieh 

[t,2+ X ' '1:'" '1'2 (52) I • + ___ .....:l_~_~ -~ + ---:~ -- = OJ 
• (<X1 + AI) (a1 + A2 ) (aa + A,) (as + A.) (a" + A,) (a. + A,) 

del' Factor von dll.3 dA2 rallt wegen (48) identisch fort und derjenige 
von d A3 2 wird 

(h3) 4" (, 2 2 +XI')_4 X \'+X2 2 _ <p(a, + A,) (a, +1.) 
D (1+-~2)" "sx2 la' - (1+A 3")"-(a3 -a,)(a4 - a l}(t+A3')" 

Driickt man noch Ii durch SXi2 = fJJ aus, so folgt: 

(54) 
4[S(dxi)2SXi2 - (Sxidxi)2] 
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Die Differentialgleiehung del' verallgemeinerten geodatischen Linien 
win1 wieder dureh (11), ein erstes Integral derselben clurch (12) ge
geben, wenn wir dort a l = IX2 setzen. Zur Umformung diesel' Integral
gleichung benutzen wir ausser (54) noeh eme Relation, welche sich 
durch Berechnung des Ausdrucks 

(do)' S~;,'-- + 4 du S _xidxi _ + 48 (dxi)" 
u (Xi + Al u (Xi + Al - a i + Al 

ergibt. Macht man d Al = 0 und beriieksiehtigt die aus (51) und (52) 
folgende Gleichung 

so folgt: 

(56) 48 ~=-i)~ = 4 Q = ffJ f (d 1(2)2 + 4 ~d2A3)2«(Xl + AJ __ l. 
a; + Al \ "2 (t + A,,) (<X3 - <Xl) «(X, - <Xl! J 

Die Illtegralgleiehung (12), d. b. 

peAl) Q = o [8(dx;)2 8Xi2 - (Sxidx,)2] 

gibt claIm als zweites Integral die Gleiclmng der verallgemeinerten geo
diitisehen Linien in dcr Fonn: 

(57) 

Va, + A r _ -VJ.l~-=- 1.2 ell." ___ __ 

(Xl + Al J «('{l + A,) V(A" + A)(A, + (\'3)(1.2 + (X4) 

+ 2 _ _ __ aretang A3 = Con st. 
- V«('{3 - (Xl) ',a. - CI\) 

Man geht von bier zn den gewohnliehen geodiitisehen Linien dry 
liotationsflache 

x" + y2 Z2 

ii" + ~~ + (f-::F~l - 1 = 0 

und zu rechtwinkligen Coordinaten in del'selben Weise libel', wie dies 
in Nr. 1 lllitteist (5) geschah; man hat nul' al = IX2 zu nehmen. Es 
entsteht so die Gleichung: 

v1C"_ a'tCf~-a2jj' VI~--==--;~ df£2 = + rp + Const. 
2 -V III + a" (fL, + [t2) V(B + fL2) (c' + fL2) -

wenn ,1.3 = :: = tang tp*). 
y 

*) Fur jede RotationsfHiche kann die Bestimmung del' geodatiscben Linien 
auf Quadraturen zuruckgefiihrt werden; die Einfubrung del' elliptiseben Coordi
naten ist daber in dies ern Faile nicht absolut nothwendig, hat aber fUr uns zur 
Illustration del' Ausartungen principielles Interesse. Eine fundamentale Eigen
Bchaft del' kiirzesten Lillien auf Rotationsflachen fand schon Clairaut, Mernoires 
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Nr. 7. Um die Gleichung der Flachenschaar zu erhalten, hat 
man in Nr. 2 a2 = a3 zu setzen. Sie entsteht also durch Nullsetzen 
des Ausdrucks: 

(47a) ~ + X 2 2 + 2xax. + X.2 _ (1. - il1)(il-1..)'P . 
a1 + 1. a2 + il (a. + il)2 - (al + il) (a. + il)' 

Zu den beiden Flach en, welche durch einen beliebigen Punkt gehen, 
steht die betreffende Ebene des Biischels 

(4Sa) X2 - ,tax" = 0 
ebenfalls senkrecht. Mit Hiilfe der so definirten elliptischen Coordi
naten 11.0 11.2, As gestalten sich die den Rechnungen von Nr. 6 analogen 
Entwickl ungen in folgender Weise: 

6X12 = All 

(49a) ( 1 1 1) 
6(X22 + 2xsx,,) = - A2 -+ 1 + -+ 1 - -.=.-- == A2 A, a. "'I a2 1\.2 a. a l 

6x,,2 = A2 , 11-1 = g; = X12 + X22 + 2XaX4' 

(<<2 - ('(1)~AI = (Al + al ) (A2 + ('(I)' (al - ( 2)A2 = (,t1 + (2) (11.2 + (2)' 

(50a) 

(51a) 

(52a) 

(53a) 

(54a) 

(55 a) 

X2 (1 1) + (a, + il~)ca2 + 1.2) a. + 1;- + ;;;-+~i; = 0, 
4X.2 4 A T- = g; 2' 

3 

4[S(dx;)2Sx;2 - (SX;dx;j2] 

= q>2 [cal - il2~il22 + 4 dil3 '(a2 + 1.1) (a. + il2)]. 
". a1 - a. 

X1 2 + :1;.2 + 2x.x4 +2x 2 2(a,+a.)+a2±~_~ 
(al +a2)2(a1 +1.1) (a2+il.)2(a2+1.l ) " (a.+il2)· (a. +1.1)2-"2 ' 

1\2 = (a1 + ,t2) (a2 + A2)2. 

de l'Academie des sciences, Paris 1733. - Dnter den von L. Brill in Darmstadt 
herausgegebenen Gypsmodellen findet man Rotationsellipsoide mit aufgezeichneten 
geodatischen Linien, sowie ein dreiaxiges Ellipsoid mit geodatischer Linie durch 
einen Nabelpunkt. 
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(56a) 4Q = rp (~~ + 4 a. + A. (lA32}. 
l /I.. a, - a. 

Die Gleichung der verallgemeinerten geodiitischen Linien wird, wenn B 
eine Integrationsconstante bedeutet: 

(57a) 1 /-~-+-B-J V~~ d~ + 21. = Const. 
V (at + A,) (a, - a.) 11 (At - B) (A. + a,) (A. + a!)" -- 3 

Nr. 8. Wie Nr. 6 zu den gewohnlichen geodatischen Linien der 
Rotationsfliichen mit Mittelpunkt fiihrte, so liefert uns Nr. 8 die ent
sprechenden Linien fur das Rotationsparaboloid (p. 265). Die be
treft'enden Gleichungen stellen wir kurz zuS"ammen. 

(47b) 

(48b) 

X'1' + x~ + ~3X4_ + ~_2 _ = (A - A,) (A - -'i>.!P. 
a 1 + 1. a! + A (a. + A)" (a, + A) (a. + }.)" 

Xl = A3X~' 

(49b) 

I1X22 = 1~' A3"' 6-1 = rp = X 12 + X 22 + 2X3..1:"1> 

worin All A2 , A wie in Nr. 7 definirt sind. 

(lo +2 dx, = d A, +2 tUa _ E3~_~3., do +2 dXa = cl A. +2 dA, 
a x, A, A. 1 + 13 0 x. A. A 

da +2 dx! = ~A-,- _~A3~~3 ela +2 dx. = dA •. 
a x. A, 1 + A3 " a x. A. 

(50b) 

(51b) PCA) - x,' + x,' + 2xax. + ') X.2 _ (A2 - A,)1p 
2 -(a1 +-A)" (O"a-+ A)" "(a.+1.)S--(al--F~)(0"2+1.)"· 

(53b) 4X.2 4lpAI 
1+-A3 2 = 1 + 1.3" 

4[Sx/S(dXi)2 - (SXidxi)2j 

= rp2 [~- A,)dA .• _2 _ + _ 4clA,.' (a, + AI) (a, + 1.')J' 
(0', + A.) (a. + 1.)' (1 + Ao")' (a, - a!)! 

(54 b) 

(56b) 4 Q = qy[ ell," . + ~(O''-± 1.) dA3
2 J' 

(a l + 1.,) (a. + A.)" (1 + 1.3 2)' (a, - a,)" 

(57b) ((( _ (( )1 / a, + B f' V~ d 1.. 
2 1 V al - A" (a l + 1.,) (<<2 + A.)VA. - B 

+ 2 arctang A3 = Const. 
Der Uebergang zu rechtwinkligen Coordinaten geschieht durch 

dieselben Formeln, wie der entsprechende in Nr. 2; es ist ((2 durch a1 

und a3 durch ((2 zu ersetzen. Die Gleichung der Schaar confocaler 
Paraboloide wird dadurch 

a, }p, (X2 + y2) + 2 Z = ~ , 
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Da das Integral auf der linken Seite von (57b) aus dem entsprechen
den von (42) durch die angegebenen Modificationen entsteht, ao erhiilt 
man ebenso das neue Integral aus dem eraten Gliede von (46) fur 
a1 = a2 und hat nur den constanten Factor von dem Integrale in 
(57b) umzurechnen. Die Gleichu.ng der gewohnlichen geodatischen Linien 
auf dent Rotationsparaboloide ""1 = Con st. wird sonach 

lJ!ccc-at)I'-.! VlI-t-I'-!dl'-2 +2 t 1 0' - ---- arc an 0' II. = 
a1 a1 + 1'-1 CIl. + a1 ) V 1'-2 + c - 0 3 , 

wo 0(a2 + B) = k. 

Nr. 9. Wir haben in (47) as = a4 zu setzen (vgl. p. 228 u. 265) 
und erhaIten also: 

(47c) 

(48c) 

(49c) 

(50c) 

(51c) 

(Mc) 

(57c) rn :~j'l ~\2-' - j·1 ~.t3.t32 = Oonst., 

A· O· (a1 + 11)(a2 + 11) = 1 + AtCal + At)Caa + 11)C. 

Die Gleiphung der verallgemeinerten geodiitischen Linien wird also: 
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oder 

(58) (1 + iI(2)VA+a, (1- iI(3)VA+a, _ 
1- il.2 1+ il.3 - Const. 

Hier geht durch jeden Punkt des Raumes nur eine FHiche del' Schaar; 
deshalb mussten in (48c) zwei Ebenenbiischel zu Htilfe genommen 
werden; letztere bilden mit del' FHichenschaar wieder ein (in ver
allgemeinertem Sinn e) dreifach orthogonales System. 

Setzen wir 

1]1 = X 2 + ix1, '/}~ = X2 - iXlIIJ;; = X,I + iX3' '/}J = X.j - ix;;, 

so geht (58) tiber in 

(YJt)V"J+a, (':0)VJTa; = Const., 
"12 '1)3 

gibt also eine (im Allgemeinen trans~;cellllente) FHiche, die auf unserer 
FHiche zweiter Ordnung die geodatischen Linien ausschneidet. Filhren 
wir durch die Gleichung 'fit = X'/}2 einen Parameter X ein, so folgt 
mit Hiilfe del' Gleichung del' Fliiche A = AI: 

wo c = ~ -V! ! :: + ~ und b Integrationsconstanten bedeuten. Diese 

Gleichungen erscheinen in mehr symmetrischer Gestalt, wenn wir 
neue Grossen 'Yi und ~i durch die Relationell 

'Y • 'Y • 'Y • 'lJ - l+l . (/ . e2c . e l' 2' 3·,4- " ., 

~1 : ~2 : 0'3 : 0'4 = b2 y- al -~ : b 2 y=- (;~'=1l1: b -V ll:;; -~Vi;: ya:J+X; 
einfiihren, wo dann die Identitaten 

(59) 'Yl'Y2 = 'YS'Y4' 0'10'2 (as + AI) + 0'30'4(al + AI) = 0 

erfiillt sind, so dass O'i die Coordinaten eines Punktes der Flache 

A = Al bedeuten. Setzen wir endlich " = ef', so wird die Parameter
darstellung ttnserer geodiitisehen Linien: 

(60) Q'l'Ji = O'i'Y/', fiir i = 1,2,3,4. 

In Folge der Bedingungen (59) liegen dieselben in der That auf der 
FHiche A = AI' Die gefundenen Gleichungen enthalten nur zwei will
kiirliche Constante; denn die drei Verhiiltnisse del' O'i reduciren sich 
wegen (59) auf zwei, und da man den Punkt 0' durch jeden anderen 
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Punkt der Curve (60), etwa dureh Oi'Y/' ersetzen kann, wenn man 
nur gleiehzeitig p.. + v durch p.. ersetzt, so reprasentiren die Oi nur 
eine Constante. Ebenso ist es mit den 1'i, denn sie sind an die 

erste Gleichung (59) gebunden, und man kann 1';" statt 1'i sehreiben, 
wenn man zugleich p.. an Stelle von p.. v setzt. Hieraus ist aueh er
siehtlich, dass die urspriinglich zwischen den 1'i bestehende zweite 
Identitiit 1'1 = e'Y2 nieht weiter beriicksichtigt zu werden braucht. 
Dass wirklich jede Curve (60) eine geodatisehe Linie der Flaehe 

(61) 'I'I1'1J2(alj + .1.1) + 'YJ3'1J4(a1 + AI) = 0 

darstellt, bestiitigt man nachtraglich mittelst der Differentialgleichung 
dieser Curven, namlieh: 

'YJl 'YJ2 A'YJ3 A'YJ4 

(62) 1}1 1}2 'YJ3 1}4 
=0, A =(i't+!I. 

d'1l d'YJ2 cll]3 d'YJ4 (>'3 + A, 

d2 '11 d2'YJ2 d2 Y);; d2 1]'i 

Diese Gleichung erweist sieh als stets erfiillt, sobald 1'1'Y2 = 1'3'Y4; 
sie ist es aueh unabhangig davon, wenn nur 1'1 = 7'2 oder 'Ys = 1'4 
oder A = 1 j dann aber liegen die Curven nicht mehr auf der Yor
gegebenen Flache. 

Die hier auftretenden Curven (60) verdienen auch aus anderen 
Gesichtspunkten besonderes Interesse und werden uns noeh wieder
holt begegnen; sie haben niimlich die Eigenschaft, durch ein System 
von unendlich vielen linearen Transformationen in sich iibergefiihrt iZlt 

werden. Ordnet man jedem Punkte 'YJ durch die lineare Transformation, 
eine sogenannte "Collilleation", 

(63) 

einen Punkt ~ zu, so wird 

't~i = (tiOi1'l' = 0;' 1't, 

wo die 0;' wiederum der zweiten Gleichung (59) geniigenj jeder Punkt 
der Cttrve (60) geht also in einen anderen Punkt derselben Cttrve iiber; 
gleichzeitig wird nicht nur die Fundamentalflache, sondern auch jede 
Fliiehe des Biischels (61) in sich transformirt. Dasselbe gilt fUr aIle 
Collineationen, welche durch Wiederholung von (63) entstehen. Eine 
n-malige Anwendung derselben Transformation fiihrt zn den Formeln 

(64) 

Versteht man unter n nieht mellr eine ganze Zahl, sondern einen 
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continuirlich veranderlichen Parameter, so stellt (64) ein System von 
unendlich vielen continuirlich zusammenhiingenden Tmnsformationen dm', 
deren jede zu den Flachen (61) und den Curven (60) dieselbe Be
ziehung hat, wie die Transformation (63). 

Man kann sich umgekehrt die Aufgabe stell en, alle Rattmcurven 
anzugeben, welche durch ein solches System (64) in sich iibergefiihrt 
werden*), wobei von der Bedingung a1a2 = aSa4 zunachst abgesehen 
werden mag. Die Losung der gestellten Aufgabe erfordert die Aus
fiihrung einer Differentiation und Integration. Da aIle Punkte einer 
gesuchten Curve aus einem derselben durch Transformationen der 
Form (64) entstehen, so wird man insbesondere den zu einem Punkte '1J 
der Curve unendlich benachbarten Punkt erhalten, wenn man n 
unendlich wenig von dem Parameter des Punktes '1J verschieden an
nimmt und demnach mit n + dn bezeichnet; schreibt mau noch 
'1Ji + d'1Ji an Stelle von 15;0 so kommt 

'1J i + dt'/; = a;n+ dn '1J i oder dfJi = '1J i log a i • dn, 

also durch Integration 

(65) 

Dies ist die Parameterdarstellung der gesuchten Curven, wenn man 
unter den 8; Integrationsconstanten versteht. Geniigen letztere der 
zweiten Gleichung (59) und ist al a2 = aaa4 , so sind die Curven (65) 
mit den verallgemeinerten geodatischen Linien der Flache (61) 
identisch. 

Nr. 10. Dieser Fall entsteht aus Nr. 3 fUr al = a2 (vgl. p. 229 f.). 
Wir gehen also aus von der Relation 

( d) 2+ 2+2 + 2XSX4+ x." (!-!1)(!-12)1P 
47 Xl Xs X2X4 I¥ + ! (IX + 1)2 = (Ol + 1)' --~ 

und fiihren die folgenden Rechnungen (analog zu Nr. 6) durch: 

(48 d) 

15X42 = (a + AI) (a + }.2), 26Xs X 4 = - Al - A2 -- 2a, 

(49 d) 6(X/+XS2 + 2Xt :)';4) = 1, 

1 2 ( + ) ( +') (20l + 11 + 1,)~ . 
215X2 X4 = -A3 a Al a ILt -4(a+"1)(ot+",)' 

*) Von diesem Gesichtspuukte aus wurden Klein und Lie anf unsere 
Curven gefiihrt: Comptes rendua, 6. und 13. Juni 1870. Verschiedene Eigen
Bchaften der Cnrven (60) Bowie der unten in Nr. 11 vorkommenden Curven sind 
vom Herausgeber entwickelt: Math. Annalen Bd. 7, p. 89 tf. j vergl. auch Wei 1 e r 
ib. p. 164, Bowie das entsprechende Problem der Ebene in Bd. I, p. 996. 
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(50d) 

(51 d) 

(Md) 

(56d) 

In dieser Form erscheint hier die Gleichung der verallgemeinerten 
geodatischen Linien. Fur A = ° ergeben sich algebraische Curven, 
und zwar von der vierten Ordnung. 

Nr. 11. Es fallen von den vier 'Schnittlinien der Flitchen 
unserer Schaar, wie sie in Nr. 9 auftraten, zwei Erzeugende gleicher 
Art zusammenj die vier Ebenen des dort benutzten Tetraeders arten 
also ill zwei je doppelt zahlende Ebenen aus. Legt man die Gleichullg 
der Flachenschaar in der Form (p. 231 und 266) zu Grunde: 

x 2+ x 2 
(6G) 2Xl X 2 + 2xs x4 + 2« + t- = 0, 

so silld die beiden Doppelebenen durch x2 +ix4 =0 und x2-ix4 =0 
gegebell; langs deren Schnittlinie beruhren sich die beiden Flachen, 
und sie schneiden sich ausserdem noch in zwei Erzeugenden. Setzen wir 

~I = X 2 + ix4 , ;2 = Xl + iX3' 2 
l:' A=«+l' ~3=X2-~X4' ;4=xl -ix3 , 

so geht (66) iiber in 

(67) ~l ~t + ;2 ;3 + A~l ~3 = O. 

Die verallgemeinerten geodatischen Linien werden sich im vor
liegenden FaIle durch Grenziibergang aus den in Nr. 10 gefundenen 
ergebenj sie werden also gebildet von denjenigen Ourven, welche 
dnrch alIe linearen Transformationen in sich iibergehen, bei denen 
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die beiden Doppelebenen ~l = 0, ~3 = 0 und gleichzeitig aIle FHichen 
der Schaar (67) fest bleiben. Die Ebene ~2 = 0 kann sich dabei 
nur um ihren Schnitt mit ~l = 0, die Ebene ~4 = 0 nur um ihren 
Schnitt mit ~3 = 0 drehen. Die betreffenden ColIineationen werden 
also, entsprechend zu (63), durch die Formeln 

6'~1 = a l fit, 6'~3 = a 2 'l'}3' 

6' ~2 = {JI ~l + a l 'l'}2' 6' ~4 = {J2 'l'}s + a2 114 
(68) 

dargestellt. Damit auch jede FHiche (67) in sich ilbergefiihrt werde, 
muss die Bedingung 

(69) {J2 a l + {Jl a2 = 0 

erfilllt sein. Eine n-malige Wiederholung der Transformation ergibt 

6'~t = at 'l'}11 6'~3 = a2n 'l'}3' 

6'~2 = n{ll at n- 1 'l'}t + at 'l'}2' 6'~4 = nf32 a l n - l 'l'}s + at '/4. 
(70) 

Fasst man wieder n als stetig variabeln Parameter auf und verfahrt 
wie in Nr. 9, so kommt 

(71) d'YJt ='YJl,logal dn, 
d'YJ2={Jt 'l'}t dn+log 1X1 'YJ2 dn, 

dt}s = 'l'}3 10g 1X2 dn, 

dt}4 = {l2' 'l'}s dn + log IXt 114 dn, 
wo nun in Riicksicht auf (69): 

(72) at {l/ = {Ju 1X2 f32' = {J;l, {J/ + (J2' = O. 

Die Integration del' Differentialgleichungen (71) fiihrt zu del' Para
meterdarstellung der gesuchten Ourven, namlich: 

(73) 
'YJt = O't IXt, 
'YJ2 = (0'1 (J/ n + 0'2) 1X1n , 

'l'}3 = 0'3 a 2n , 

'l'}4 = (O's f3/ n + d'4) 1X2n. 

Damit diese Curven auf del' FHiche (67) liegen, miissen die Integra
tionsconstanten O'i del' Bedingung 

(74) O't 0'4 + 0'2 d's + " 0'1 0'3 = 0 

unterworfen werden; man kann dieselben daher als Coordinaten eines 
willkiirlichen (dem Werthe n = 0 entsprechenden) Punktes del' FHiche 
(67) auffassen. Dass den Ourven (73) in de1- That die charakteristische 
Eigenschaft der verallgemeinerten geodiitischen Linien zukommt, wird 
schliesslich durch Einsetzen in die betreffende Differentialgleichung 
bestiitigt*); man erhalt letztere aus (62), wenll man die Elemente 
del' ersten Horizontalreihe ersetzt durch 

'YJII 'YJ2 + "'YJII 'I'} 3 , 'l'}4 + "'YJ3' 

*) Die geodatischen Linien waren durch eine Eigenschaft definirt, welche 
durch lineare Transformation unzersWrbar ist. Liegen also die beiden FBichen 
(die gegebene und die hinzugenommene "Fundamentalflache") so, dass beide durch 
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Wir haben hier einen anderen Weg eingeschlagen, da uns ein so 
einfaches Coordinatensystem auf der Flache, wie wir es bisher be
nutzten, nicht zu Gebote steht. In allen friiheren Fallen gaben uns 
namlich auf der FIache A = A1 die Gleichungen As = Const. und 
A3 == Const. die beiden Systeme von "verallgemeinerten Kriimmungs
linien ", welche sich gegenseitig rechtwinklig durchschneiden. In 
unserem Falle aber fallen diese beiden Systeme von Kriimmungslinien 
/5usammen in die Erzeugenden, welche durch die Ebenen '111 - Mis = 0 
ausgeschnitten werden, so dass durch jeden Punkt der Flache nur 
noch eine Kriimmungslinie hindurchgeht*). In der That, die Diffe
rentialgleichung der Kriimmungscurven wird hier (vgI. p. 292): 

I "II 'YJ2+ A 'I'h 'l/a 'l/4+ A'1]S 

d'1]l d'1]2+ Ad'1]1 d'l/a d'l/4+ Ad'1]s 
=N('l/l d'l/s-'1]sd'1]1)2=0, 

sie reducirt sich also auf eine line are Gleichung und erlaubt nur das 
eine angegebene Integral. Die Ebenen des Biischels ;1 - A;a = 0 
stehen auch hier senkrecht zur gegebenen Flachej versucht man aber 
eine zweite Ebene durch den Punkt '1] senkrecht zur FIache und 
senkrecht zur Ebene g1 "14 - ;4 '1/1 = 0 zu legen, so fuhrt dies zu 
keinem Resultate. Die Bedingung fur das Senkrechtstehen (in verall
gemeinertem Sinne) zweier Ebenen u, v ist hier namlich 

U1 v 4 + U4 V1 + Us Vs + Us Vs = O. 

Es miisste also eine Ebene u durch die drei Gleichungen 

U1 '1]1 + U2 ('1]2 + A'l/l) + Us '1]3 + U4 ('1/4 + A'l/a) = 0, 
=0, 
=0 

bestimmt werden; letztere aber fiihren wieder zu Us = 0, u4 = 0, 
also zu der Ebene ~1 '1]4 - ;4 '1/1 = 0 zuriick. Jede Ebene dieses Biischels 
kann also als /5U sick selbst senkrecht aufgefasst werden; in der That 

dieselbe Collineation je in sich iibergefiihrt werden, so miissen auch die geodil.ti
schen Linien in sich ubergehen. Durch diese Schlussweise (vgl. Bd. I, p. 997) 
wiirden wir auch in Nr. 9 direct auf die dort betrachteten Curven gefiihrt 
worden sein. 

*) Legt man den imaginaren Kugelkreis ala "FundamentalfHiche" zu Grunde, 
80 ist dies auf reellen FHl.chen nicht moglich, denn die Bedingung dafiir, dass 
die linke Seite der Differentialgleichung der Kriimmllngslinien ein vollstandiges 
Quadrat werde, HLsst sich bekanntlich durch das Verschwinden einer Summe 
von Quadraten mit positiven Coefficienten darstellen. 

Olebach, Vorlesungen. II, 1. 21 
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ist sie als Tangentenebene der Fundamentalflii.che zu sich selbst polar 
conjugirt. Die hier besprochenen Verhii.ltnisse maehen die Einfiihrung 
elliptiseher Ooordinaten unmoglieh. 

Nr. 12. Die Gleiehung der FIachenschaar ist (p. 231 und 266): 
2+ X'+ X2 ~2 (75) Xl 2 S + _~_4_ = o. 

a1 + a a. + a 
Das System ist sich selbst dualistisch; alle FHiehen beriihren sich 
in einem Kegelschnitte der Ebene x4 = O. Der Pol der letzteren 
liegt in der gegeniiberliegenden Eeke; er spielt dieselbe Rolle in 
Bezug auf unsere Schaar, wie der gemeinsame Mittelpunkt bei einer 
Schaar von concentrischen Kugeln, welche sich ja aIle im imaginaren 
Kugelkreise beriihren; wie bei diesen Kugeln gibt es aueh hier drei
faeh unendlich viele gemeinsame Polartetraeder. Wir werden daher 
jede FBiche der Schaar als "verallgemeinerte Kugelfliiche" bezeichnen; 
sie hat mit der gewohnliehen Kugelflache die Eigensehaft gemein, 
dass ihre geodiitischen Linien von den ebenen Schnitten durch den Mittel
punkt (grossten Kreisen) ausgeschnitten werden. Es wird namlich die 
Differentialgleichung der geodatischen Linien, wenn A; = lX; + l: 

I Xl A2 X 2 A2 XS A2 x4 Al 
Xl X 2 Xs X4 

(76) = 0; 
dXI dX2 dxs dX4 

d 2 xl d 2 x2 d2xs d 2x4 
das allgemeine Integral ist also dureh 

cl Xl + c2 X 2 + Cs Xs = 0 
gegeben. Als Differentialgleiehung der Kriimmungscurven findet man: 

Xl X2 Xs X4 

dXI dX2 dxs dX4 

Die linke Seite ist identisch Null. Auf' der verallgemeinerten Kugel 
kann daher jede Curve als Kriimmungscurve attfgefasst werden. Die 
N ormalen consecutiver Punkte sehneiden sieh namlich immer im 
Mittelpunkte. 

Nr. 13. Ein Grenzfall des vorhergehenden Falles; der Mittel
punkt riickt auf die Kugel; die Gleichung der Schaar ist (p. 232): 

(IX + l) (X12 + X 22 + 2xs x4) + xl = O. 
Die Difi'erentialgleichung der geodatischen Linien entsteht aus (76), 
indem man die erste Horizontalreihe ersetzt durch 

(ex + l).rll (ex + l)X2' (cc + Jl)X3 + X4 , (ex + 1)x4 • 
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Diese Curven sind also wider chene Schnitte durch einen festen Punkt: 

c1 Xl + c2 X 2 + c4 X 4 = O. 

Die Differentialgleichung der Kriimmungslinien ist auch hier identisch 
erfiillt. 

Fiir aIle diejenigen Falle, in denen wir durch Benutzung del' 
ersten Integralgleichung (32) zur Aufstellung del' Gleichung der 
geodatischen Linien gelangten, geIten selbstverstandlich un sere bei 
Gelegenheit des ersten .Falles an die Gleicbung (12) gekniipften Be
trachtungen (p. 297 f.): Die Tangenten jeder geodiitischen Linie ber£ihren 
eine gewisse Flache der in jedem Falle benutzten Schaar; und die Ge
sammtheit der geodatischen Linien auf einer Flache ist unabhangig da
von, welche Flacke dieser Schaar als Fundamentalflache benutzt wird. 

XV. Kriimmungscurven und geodatiscne Linien auf Kegeln und 
Cylindern zweiter Ordnung. 

In den .FIachensystemen, welche zur Definition der verschiedenen 
elliptischen Coordinaten dienten, kommen als Ausartungen zwar 
Kegelschnitte vor, aber keine Kegel. Wahrend also fur die bekef
fenden Grenzcurven unsere Formeln eine gewisse Bedeutung behaIten, 
erfordert die Bestimmung der Kriimmungslinien und geodatischen 
Linien auf FHichen mit verschwindender Determinante neue Rech
nungen. Wir haben dabei die verschiedenen Lagen eines Kegels 
gegen eine allgemeine Fliiche zweiter Ordnung, die wiedel' als ".Fun
damentalHache" benutzt werden solI, in Betracht zu ziehen. Die 
Auswahl der verschiedenen fur diese Lage sich bietenden Moglich
keiten bestimmt sich nicht nur durch die Gestalt der Schnittcurve, 
sondern auch durch die Lage der Kegelspitze zu etwaigen ausge
zeichneten Punkten der Schnittcurve. 

Nr. 1. Kegel und Fundamentalflache beriihren sick nicht. Es 
gibt (nach p. 209) ein gemeinsames Polartetraeder, dessen eine Ecke 
in der Spitze des Kegels liegt. Die Gleichung der Fundamental
Hache, bezogen auf dieses Tetraeder, sei 

(1) (p _ U 12 + U22 + US2 + ul = o. 
Die Gleichung des Kegels mit der Spitze U4 = 0 ist dann von der 
Form a1 X12 + a2 X22 + "s XS2 = O. Wir betrachten sogleich das 
System von Kegeln 

(2) 

21* 
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dessen wesentliche Eigenschaften uns bereits aus der Theorie der 
confocalen Kegel bekannt sind (p. 275ff.): durch jeden Punkt des 
Raumes gehen zwei zu einander (auch in unserem verallgemeinerten 
Sinne) orthogonale Kegel des Systems und es treten drei Linien
paare als Grenzcurven auf. 

Die Differentialgleichung der verallgemeinerten Krummungslinien 
auf dem Kegel A = Al wird nach (6) p. 292: 

I x, X 2 Xa 0 
I a, + It, a2 + A, as +1, 

(3) 
ax, ax, axs 0 

a, + It, all + It, a; + It, =0. 

Xl X2 Xs X, I 
dXI dX2 dxs dx,i 

Wie fruher, beweist man leicht, dass sie erfiillt ist, sobald die Punkte 
X und X + dx gleichzeitig auf zwei verschiedenen Kegeln unseres 
Systems liegen. Sie ist aber auch befriedigt, wenn die Coordinaten 
Xi und Xi + dx; einer Gleichung von der Form 

(4) AS(X12 + X22 + xs2) - X4 2 = 0 

genugen. A.uf dem Kegel (2) ist also die eine Schaar von Krummungs
linien durch seine Er~eugenden, die andere Schaar durch seine Schnitte 
mit denjenigen Flachen sweiten Grades gegeben, welche die Fundamental
flliche llings ihrer Schnittlinie mit der Polarebene der Kegelspitee be
ruhren. 

Die Differentialgleichung der geodlitischen Linien wird nach (11) 
gebildet; durch Multiplication der linken Seite mit der Determinante 
(3) entsteht, ganz wie oben, eine integrable Gleichungj und diese 
fuhrt zu dem ersten Integrale 

worin die mit einem Striche versehenen SUlllmenzeichen nur auf die 
Indices i = 1, 2, 3 zu beziehen sind, wahrend die Summen der 
rechten Seite je vier Glieder enthalten. Das zweite Integral wird 
durch Einfuhrung elliptischer Kegelcoordinaten gewonnen. Wir setzen 

~+~+~= (It-A,)(It-It2)rp 
a, + 1 a2 + It as + It (a, + It) (a, + It) (as + It) , 

1 
q> = X 12 + X 22 + XS2 = a· 

(6) 

Macht man successive A = - au - a2 , - as und beriicksichtigt (4), 
so entsteht die Parameterdarstellung 
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OXl 2 = (0:1 + At) (0:1 + '-~) , 
(0:2 - IX t ) (aa - 1X1) 

oX 2 = (0:2 + At) (IX, + '-,) 
2 (0:1 - 0:,) (as - a2) , 

oX 2 _ (O:a + '-I) (aa + '-2) 
3 - (0:1 - as) (a, - as)' 

OX42 = .1.3 • 

Statt 11 fiihren wir eine neue Variable s ein, indem wir setzen: 

(8) ~ - """x·2 - X 2 + X 2 + X 2 + X 2 _ 1+O"x4 ' _ '-s + 1 8 - ~ • - 1 2 3 4 - --0"- - --a- . 

Durch Differentiation ergibt sich: 
dx; d8 dAl dl, dla 

2 X; + s = 0:; + 1.1 + O:i + l, - A3 + 1 fiir i = 1, 2, 3, 

2 dX4 + ds = d l3 _ dla_ 
x4 8 AS la + l' 

und hieraus, wenn dAl = 0, in der friiheren Weise 

(9) 4 {2Xi2 L](dXi)2_(L;XidXiY} =~{ ('-~~:)"- \\~ ,-~~'t} , 
wobei folgende Relationen zu beriicksichtigen sind: 

" xi' 'xl l2 -'-I .L} O:i+1.2 = 0, ~ (a;+A2)2 = - ~ fIJ, (10) 
Ak = (al + lk) (IX2 + Ilk) (as + Ilk). 

Die weiteren Indentitiiten 

(11) 

fti.hren zu der Hiilfsgleichung 

(12) 

Die Differentialgleichung (5) geht also iiber in 

(1,-AI)dA2 '=5!.{ d1a' _12 -A1 dJ.2=-} 
0 2 Al A2 8' (1.a + 1)' A, as + 1 ' 

und durch Integration erhiilt man die Gleichtmg der verallgemeinerten 
geodiitischen Linien in der Form: 

J-Va;-=l; d1., = VAJ dla 
(13) VA, -V1+Als +A' 

= 2_ , / A + 1 + Als + Const., 
VA V 

worin A = CAl eine Integrationsconstante bedeutet. Links tritt ein 
elliptisches Integral auf Bei Ausfiihrung der Integration ist A als 
von Null verschieden angenommen; der Fall A = 0 ergibt 112 = Const., 
fiihrt also auf die Erzeugenden des Kegels. 
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Insbesondere liefern vorstehende Formeln die gewohnlicken Krum
mungslinien 'tmd geodiitischen Linien au!' dem allgemeinen Kegel. W ir 
setzen 

x1 =x ~24=Y' 
X4 '.v 

Xa = Z 
X ' 4 

1 l --. 3 - 1'2 

Dann liefert (1) die Gleichung des Kegels, bezogen auf seine Haupt
axen; auf ihm werden die Kriimmungslinien von dem durch (4) dar~ 
gestellten Systeme concentrischer Kugeln ausgeschnitten, denn der 
Pol einer Tangentialebene des Kegels in Bezug auf die Fliiche (1) 
ist derselbe, wie ihr Pol in Bezug auf den imaginaren Kugelkreis 
X2 + y2 + Z2 = O. Die Gleichungen (7) liefern in der That sofort 
unsere friiheren elliptischen Kegelcoordinaten (p. 278). In (13) 
haben wir also die Gleichung der gewohnlichen geodiitischen Linien des 
Kegels vor uns. 

An die Gleiehung (5) lassen sieh analoge Betrachtungen an
kniipfen, wie diejenigen, zu denen uns bei den allgemeinen Fliichen 
die entsprechende erste Integralgleichung Veranlassung gab (p. 297 
und 323). Die Gleichung sagt namlich aus, dass unter den Curven 
(13) insbesondere diejenigen enthalten sind, deren Tangenten die 
Fundamentalfliiche beriihren; sie ergeben sich fUr C = ex>, indem dann 

EX;2 Idxi2 - (Ix; dXi)2 _ ~(X1 dX2 - x 2 dX1)2 = 0 

wird. Fur die Definition der verallgemeinerten Kriimmungslinien 
und geodatischen Ourven kommt abel' nur der Schnitt der Funda
mentalfliiche mit der Ebene Xi! = 0 in Betracht, sowie der Umstand, 
dass die Kegelspitze im Pole dieser Ebene in Bezug auf die Fun
damentalflache liegt. Wir konnen daher diese Flache durch irgend 
eine andere FHiche des Buschels (4) ersetzen, ohne dadurch die ge
nannten Curvensysteme auf den Kegeln (2) zu modificiren. Somit 
ergibt sich der Satz: Jedem Werthe von C in (5), oder A i1t (13), 
entsprecken unendlich viele geodiitische Linien, deren Tangenten aUe eine 
bestimmte Fliiche des Buschels (4) beriihren. Und hieraus folgert man 
weiter: Jede Curve (13) beriihrt eine bestimmte (nicht geradlinige) Kriim
mungscurve des Kegels A,1 = Const., so oft sie derselben begegnet. Die 
auf den allgemeinen FHichen zweiter Ordnung gewonnene Eintheilung 
der geodiitischen Curven in drei verschiedene Systeme faUt hier fort, 
da die Fundamentalfliiehe natiirlich dureh keinen der Kegel (2) er
setzt werden kann. 

Wir fragen noeh nach dem Verhalten der geodiitischen Linien 
in der Kegelspitze. Derselben kommt naeh (7) der Parameter A3 = ex> 

ZUj es miisste also auch die linke Seite von (13) unendlieh gross 
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werden, was nur fiir A2 = 00 eintreten kann. Dann aber wird nach 
(7) xt 2 + X22 + X3 2 = 0; dem Werthe A2 = 00 entsprechen also die 
vier auf unserem Kegel liegenden Tangenten der FundamentalfHiche. 
Diese vier ausgezeichneten Erzeugenden des Kegels werden sanach von 
den geodiitischen Linien in der Spitze beriihrt. Sind diese vier Erzeugen
den imaginar, so gehen die Curven (13) nicht durch die Spitze hin
durch; so ist es z. B. im Falle der gewohnlichen geodatischen Linien. 
Fiir letztere gilt natiirlich auch der obige Satz, dass jede solche 
Curve eine bestimmte Kriimmungslinie beriihrt, so oft sie derselben 
begegnet. 

Nr. 2. Die Schnittcurve des Kegels mit der Fundamental/liiche hat 
einen Doppelpunkt, welcher nicht mit der Spitze des ](egels zusammenfiillt. 

Nach Nr. 2, p. 216 kOUlmt allen Kegeln des Systems 
~ 2 2 

(14) ~- + Xa X 4 + ~2=O 
a 2 + ~ eta + ~ (eta + ~) 

wesentlich dieselbe Eigenschaft zu, wenn die Fundamentalflache durch 
die Gleichung 
(15) x t2 + X22 + 2Xax4 = 0 

gegeben wird. AIle Kegel (14) beriihren die Ebene Xs = 0 langs 
ihres Schnittes mit x2 = O. Die erste Horizontalreihe von (3) ist hier 
zu ersetzen durch 

(16) o x. Xa X 4 + Xa • 
, a.+1' Cta+1' «s+l (a3+~)" 

in entsprechender Weise ist die zweite Reihe zu andern. 
Kriimmungscurven werden ausgeschnitten von den FHichen 

(17) Xt2=Aa(X22+2xaX4)' 

Wir setzen ferner die linke Seite von (14) gleich 
(~ - ~1) (~ - ~2) G 1 2 + 2 _ 1 
(a2 + ~) (ets + ~)2' wo a = X 2 X3 X'" = s-(13+ 1)' 

Die 

Die elliptischen Kegeleoordinaten werden dann eingefiihrt durch die 
Gleichungen 

2 (et, + '-1) (Ct2 + ).2) 
S X2 = ( )2 (' + ' (18) as - a, "'a 1) 
, 2 _ (as + ~1) (aa + ~2) ___ ~,, __ _ 

SXa - (a2 - as) (~a + 1) - ~s + l' 
Eine Rechnung, welche den frilheren genau analog ist, fii.hrt zu del' 
Differentialgleichung: 

(19) _ ('-1 -12)d12 2 = 0(,1,3 + 1){(11 _. a2)d~22 + dA3 ' }, 

Al A2 A2 ~3 (i'a + 1) 

Ai = (a2 + Ai) (as + Ail, 
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und durch Integration ergibt sich die Gleichung der verallgemeiner
ten geodatischen Linien auf der Fliiche A = AI: 

(20) r d12~ +J VAdls +Const., A=OA1• 

J (as + ls)JIIXlI + III - Vl s(l - A - AlB) 

Nr. 3. Kegel und Fundamentalfliiche schneiden sich in einer Ourve 
mit Doppelptmkt, und letzterer ist zugleick Spitze des Kegels. Wir be
trachten die Kegelschaar (vgl. Nr. 2, p. 216): 

O X12 + Xli 2 + 2_("-"l)("-lll) 2 

(14a) = IXl + l all + l Xs = (IXl + l) (all + l) Xs , 

wiihrend die FundamentalfHiche wieder durch (15) gegeben ist. Die 
nicht geradlinigen Kriimmungscurven werden durch die Fliichen 

(17a) XS2 = As (X12 + X22 + 2xsx,) 
ausgeschnitten. Die Parameterdarstellung gibt 

6XS2 = 1, 26XsX4 = 1- ilS6' (X12 + X22) = 1 + AS (AI + A2 +"1 + as). 

Die weitere Rechnung gestaltet sich einfacher, wenn man 6 beibehalt 
und nicht, wie fruher, S-1 = X 12 + xl + 2XSX4 einfiihrt. Denn es wird 

(:(ry SXi2 +4 :11 Sxidxi = (dssYSxl+ 4 ~s Sxidxi+ (~~3rSdxl, 
wobei SXi2 = XI 2 + X22 + 2XSX4' und folglich: 

4[S 2Sd 2 (S d )2J 1 [(ll-l2)dl ll 2 d.l.3 2] 
Xi Xi - Xi Xi = 1s(12 (IXl +",) (al! +"ll) - 1;;8 . 

Die Gleichung der verallgemeinerten geodiitischen Linien ist somit 

(20a) J' v'~r;dl2 =} VAdls + Const 
V(al + ls)(a2 +"ll) lsV.l.a + A . 

Nr. 4:. Kegel und Fundamentalfliicke beriikren sick stationiir, die 
Spitze des Kegels liegt nicht im Ruckkehrpunkte der Schnittcurve. N ach 
Nr. 3, p. 219 konnen die Gleichungen von Kegel und Fundamental
flache bez. in der Form 

XS2 + 2X2X4 + 2Ax2x s = 0, XI 2 + xa2 + 2X2X4 = 0 

angenommen werden. Urn aber die Rechnungen ganz wie fruher 
ausfiihren zu konnen, urn insbesondere ein erstes Integral der Diffe
rentialgleichung der geodatischen Linien durch Multiplication der
selben mit der linken Seite der Differentialgleichung der Kriimmungs
linien ganz in der alten Form zu erhalten, ist es nothwendig, das 
Coordinatensystem etwas zu andern. Wir fdhren in die Gleichung 
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des Kegels auch ein Glied mit X 22 ein und betrachten das System 
von Kegeln: 

(14b) 

J eder solehe Kegel sehneidet in der That die Fundamentalfliiche in 
einer Curve vierter Ordnung mit Spitze, da die betreffende Gleichung 
vierten Grades, was die VieIfaehheit ihrer Wurzeln und das Ver
halten der zugehorigen Unterdeterminanten angeht, ihren Charakter 
dureh Hinzufiigen des Gliedes mit X 22 nicht iindert. Die veralI
gemeinerten Kriimmungslinien werden durch die Flachen 

(17b) X12 = As(XS2 + 2X2 X 4) 

auf den Kegeln (14b) ausgeschnitten. Die weiteren Rechnungen fiihren 
zu den folgenden Formeln: 

fJX12 = As, 26X2 XS = - (2a + Al + A2), 

(18b) _ _ (~ _ al)2 • 
6X22 = (a + A1 ) (a + ~), 26X2 X", - 4(a + a1)(a + al )' 

11 
8= 6(X12 + XS2 + 2X2 X4) = A3 + 1; 

(19b) (a1-as)dasl G(A +1){al-aSdA2+ da3 ! } 
- (a+a1)3(a+1.s)3= s (a+ls)S 2 as (1.3 + 1) ; 

(20b) JY(~+1.:)8dA2=YG(a+Al)ii3 -V1 + O(1.~~ 1) (a + a1)s+Const. 

Nr. 5. Die Spitze des Kegels liegt im Riickkehrpunkte der Schnitt
curve vierter Ordnung. Die einfachsten Gleichungsformen der beiden 
Flachen sind nach Nr. 3, p.219: 

AX12 + 2X2XS = 0 und X12 + XS2 + 2x2x", = o. 
Mit. HiiIfe derselben gelingt es auch hier nicht, die friiheren Rech
nungen zum Zwecke der Trennung der Variabeln A2 und As in analoger 
Weise durchzufiihren. Wir iindern dahef wieder die Lage des Coordi
natensystems und kommen so zu den folgenden Gleichungen: 

(14e) ° ._ 2x x + ~ _ x 2(a + A) = _ (a -11) (a-1.2) x 2. 
2 3 a+a 2 - a+1 2' 

(ioe) 0= X 12 + XS2 + 2X2 X 4 ; 

(16e) a ~ 1.' 0, X 2 • Xs + a ~a - x2 (a + J..); 

(17e) 
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(18e) 

(1ge) 

(20e) 

Zweite Abtheilung. 

O'X12 = - (a + AI) (ex + A2), 20'X2 X3 = 2ex + Al + A2 , 

O'X22 = 1, 

211X2X4 = A3 + 1 + t(2a + Al + A2)2, 
0' = sA3 ; 

(a. - Al)~ = CAa ('"2 -Ai dA22 _ dAg 2); 
(IX + Ai) (IX + 1.2) IX + 1.2 A. 

j 'l/r-=T ~/--f dA. r IX' + J.: dA2 = y CCa + AI). yC(a + ii)A,3 - 1 

= 2 -V A3 - C(IX ~ A,i) + Const. 

Nr. 6. Kegel und Fundamentalfliiche schneiden sich in einer Curve 
dritter Ordnung und in einer Behne derselben. Die den fruheren ent
spreehenden Gleichungen werden (vgl. Nr. 4, p. 221): 

(14d) 

(15d) 

(16d) 0 X3 X3 + Xi 
, XI' ~n' (IX + J.)' a +-I; 

(17d) 2Xl X2 + 2X3X4 = Aa X12, 

6X12 = 1, 211X3X4 = - (2a + Al + A2), 

(lSd) 6xa2 = (IX + AI) (a + A2), 20'Xl X2 = 2 a + Al + A2 + A3 , 

0' = SA3 • 

(1.9d) 

(20d) 

Nr. 7. Die im vorigen Falle auflretende Behne der Raumcut'1Je 
dritter Ordnung wird zur Tangente. Die einfaehsten Gleiehungsformen 
der betrefl'enden Fliichen, wje sie sich aus Nr. 4, p. 221 ergeben, 
fiihren hier ebenso wenig ZUIll Ziele, wie die entspreehenden Gleiehungs
forillen i1.t Nr. 4 und 5. Das Integral (5) wird dagegen wieder in der 
alten Weise erhalten, wenn die Gleichung des Kegelsystems, dessen 
einzelne Flachen zur Fundaillentalfliiche in der jetzt verlangten Be
ziehung stehen, in der Form 

(14e) 0 = X22 + 2X1 X3 + 2AX1X2 + A2X12 = (A - AI) (A - A2)X1 2 

angenommen wird. Die weiteren Rechnungen geschehen dann an der 
Hand folgender Relationen: 
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(15e) 

(17e) 

1 
0= 2X2XS + 2X1 X4 =S' 

ASX t 2 = 2X2XS + 2xt x 4 • 

Die verallgemeinerten Kriimmungslinien sind also von der dritten 
Ordnung und beriihren die Linie Xl = 0, x2 = 0 in der Spitze. 

6xl = 1, 26X1 XS = - t(AI - A2)2, 

(18e) 26Xt X2=-(AI +A2), 2o-XI X 4 = As-HAI-A2)2(Al+A2)' 

6 = SAs; 

(10e) (AI -A2)dA2 2 = 0 {(A! - A2)dA22 - a:a'} As; 
a 

(20e) - i (AI - AJI = VAs - ~ + Const. 

Die verallgemeinerten geodatischen Linian der Kegel werden 
sonach im vorliegenden Falle durch algebraische Curven gegeben. 
Dieselben sind von der sechsten Ordnung, denn nach (18e) lassen 
sich die Coordinaten ihrer Punkta als rationale Functionen sechsten 

Grades von (} = 'VAl - A2 darstellen. 
Nr. 8. Kegel und Fundamentalfliiche schneiden sich in zwei st'ch 

nieht beruhrenden und nic7zf zerfallenden Kegelschnitten (vgl. Nr. 6, p.224). 

(14f) 0 X 2 2 +X3'+X4'_ a-a, (2+ 2+ 2) = a l + a a. +.1. = (a:l + .1.) (a:. +.1.) X2 Xs X4 , 

1 
(15f) 0=X12+X22+Xs2+X4,2-S' 

Urn ein (im verallgemeinerten Sinne) dreifach orthogonales Fliichen
system zu erhalten, nehmen wir hier ausser der Fliichenschaar 

(17f) X12 = I.S(X22 + xs2 + X42) 

lloch den Ebenenbiischel Xs - A2x4 = 0 zu Hiilfe. Die von den Fliichen 
(17f) ausgeschnittenen verallgemeinerten Kriimmungslinien zerfallen 
je in zwei Kegelschnitte. Die weiteren Gleichungen werden: 

(18f) 

(19f) 

6X12 = As, 

oX,2 = ~j-~1 
2 a:1 - ".' 
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2 '/-j' d1a 
(20f) V"l _ ", arctg Aj! = y A VIa (1 + A + Ala) + Const.; 

A. = C(<<l + At)(<<2 + At)· 

Die Pole der Kegel (14f) in Bezug auf die Fundamentalflache 
(15f) sind dieselben, wie ihre Pole in Bezug auf den Schnitt der 
Ietzteren FHi.che mit der Ebene Xl = O. Setzt man daher 

X2 = S • xl1 Xs = x . Xl' X4 = Y . Xli 

so liefert (17f) ein System von Kugeln, welche auf den Rotationskegeln 
:;' x' + y2 --+--=0 

a1 +1 "s+l 
die Cebenen) Kriimmtmgslinien ausschneiden; und in (20f) haben wir 
die Gleichung der gewohnlichen geodiitischen Linien dieser Rotationskegel 
vor uns. Machen wir 

1 1 a1+ 11 2 a l +11 '2 2 t "'s =" -- = cos 1/J, -- = sm 1/J, "'j! = gtp, 
'I' a1 -"s "2-"1 

so ergeben sich in der That die friiheren raumlichen Polarcoordi
naten (vgI. p. 279). 

Nr. 9. Die beiden Kegelschnitte von Nr. 8 heriihren sick (vgl. 
Nr. 7, p. 225). 

(14) 0 - Xli! + 2XSX4 + xa l - 1- ~ ( 2 + 2 \ 
g - a + 1 (<< + 1)2 = (a + 1)2 X2 XS X4}1 

(15g) 

(17g) 

(18g) 

(19g) 

(20g) 

0= X 1 2 + X22 + 2XaX4-~' 8 

X12 = A.a(xl + 2xaxJ, X2 = A2 Xs; 
I1X12 = A.a, 211XsX4 = 1 + (<< + Al)~2, 
I1Xa2 = - (a + AI), 6X22 = - (a + A.1)A.22 , 

11 = s(l + A.s); 

(:!1~:)2= ota (~~ la) - 4(a + A.1)dA.22) (1 + As); 

j . dl 
2 A.2 = (a + A. l ) yo Vls (1 _ ~ _ Ala) + Con st. , 

A = (a + A.1)Sa. 

Aueh hier konnte man eine Anwendung auf die gewohnliche 
Geometrie durch Vermittlung des imaginaren KugeIkreises vornehmen, 
wiirde aber dadurch zu imaginaren Kegeln gefiihrt werden. 

Nr. 10. Einer der heiden Kegelschnitte vOt~ lVr. 8 artet in ein 
Linienpaar aus (vgI. N r. 8, p. 227). 

(14h) 
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(15h) 0 = Xl 2 + X22 + 2XSX4 - ! ' 
(17h) 2XSX4 = AS(XI2 + Xjl2), Xl = A2 X2 ; 

2 12 2 (a+l1) 2 a+1:t 
flXl = - 1 + 12 2 ' (lX2 = - 1 + 12!' 

(18h) flXS2 = 1, 26XsX4 = - As(a + AI)' 

fI = - sea + AI) (1 + As); 

(19h) 4dl!2 O{4(a+lt )dA 2 a+l1d12 }(1+A)( +A)' 
(a + 11 ) (1 + 122)2 = (1 + 122)2 2 -1 + 13 s 3 a I' 

(20h) 

Nr. 11. Kegel und Fundamentalfliiche beriihren sich liings eines 
Kegelschnittes (vg1. Nr. 12, p. 231). Die Gleichungen der beiden 
Flachen werden: 

X22 + xa2 + X42 . 0 und Xl 2 + X22 + xl + X42 = o. 
Die Differentiaigieichung der Kriimmungslinien ist folglich identisch 
erfUllt, und diejenige der verallgemeinerten geodatischen Linien geht 
fiber in 

Xl.!: + x2dxsd2x4 = O. 

Eine Linie der letzteren Art wird also auch hier durch zwei Punkte 
bestimmt, zerfii.llt aber in die beiden durch diese Punkte gehenden 
Erzeugenden des Kegels. Die Uebertragung auf den imaginaren 
Kugelkreis fiihrt zu den diesen Kreis enthaltenden imaginaren Kegeln 
(Kugeln vom Radius Null). 

Wenn hiermit die moglichen Lagen eines Kegds (der nicht in 
ein Ebenenpaar ausartet) gegen eine Flache zweiter Ordnung er
schOpft sind, so bleibt doch noch die Moglichkeit einer Ausartung 
dieser Flache zweiter Ordnung in Betracht zu ziehen, und dies urn 
so mehr, als gerade sie zu den einfachsten Fallen der gewohnlichen 
geodiitischen Linien auf. Oylindern fiihrt. Letztere sind in der That 
im Vorstehenden ausgeschlossen, wahrend die gewohnIichen geo
datischen Linien auf Kegein in Nr. 1, Nr. 8, Nr.9 und Nr. 11 Be
riicksichtigung fan den. 

Nr. 12. Die fleodiitischen Linien auf elliptischen oder hyperbolischen 
Cylindern. Wir gehen aus von der Oylinderschaar 

( Xll! + Xli! 2- (1-11)(1-12) 2 
14i) 0 = a1 + 1 a2 + 1 - X4 = - (a1 + 4) (a2 + 4) X4 , 

wenn der imaginare K ugelkreis durch die Gleichungen 
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(15i) X4 = 0, X l 2 + X22 + XS2 = 0 

dargestellt wird. Die Differentialgleichung der Krummungslinien iet: 

tel 11:2 0 0 0 a a2 + a 
dll:1 dll:, 0 0 = (11:1 dll:2 - 11:2 d1l:1)(11:3 dll:. - 1I:4 dll:g ) = O. 

a 1 + a as + a - (IX1 + a) (a2 + a) 
Xl X2 Xs X4 
dX1 dX2 dxs dX4 

Der erste Factor der linken Seite fiihrt auf die Erzeugenden des 
Cylinders als Kriimmungslinien, der andere auf die ebenen Schnitte 
senkrecht zur Axe. Fur die Differentialgleichung der geodatischen 
Linien findet man 

11:1 11:2 0 0 
a1 + a a2 + a 

Xl 11:2 Xs X4 =0. 
dX1 dX2 dxs dX4 
d2x1 ~X2 ~xs d2x4 

Ein integrirender Factor wird hier nicht durch die obige Determi· 
nante gegeben, sondern durch die folgende: 

11:1 te2 0 - x" IXl + a a2 + a 
dll:1 dll:2 0 -dx" a1 + a ~ +a 
0 0 Xs X4 
0 0 dxs dX4 

w~lche sich aUerdings bei der Ausrechnung als der obigen gleich 
ergibt. Die Integration der so entstehenden GIeichnng fiihrt (wenn 
A = A1 = Const.) zu der Relation 

[ 11:12 + te2 1 J [~+ dll:ss' d 2J 
(a1 + 11)2 (a2 + a1)2 a1 + a1 ~s + a1 x4 

= o [exs2 + xl)(dxS2 + dxl)-(xsdxs+X4dx4)2] 

= OeXSdX4 - X" dXS)2. 

Die elUptischell Oylindercoordinaten *) werden eingefuhrt durch die 
Gleichungen: 

*) Dieselben sind, eben80 wie die allgemeinen elliptischen Coordinaten, 
fur gewisse Probleme der mathematischen Physik von Wichtigkeitj vgl. Heine, 
Handbnch der Kugelfunctionen, 2. Aufl. Bd. 2, p. 202, Berlin 1881. 
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(18i) 
6XS2 = As, 6xl = 1. 

Wie in den friiheren Fallen wird die weitere Rechnung am einfachsten 
durch logarithmische Differentiation ausgefiihrt, wobei die friihere 
Grosse s jetzt durch die Gleichung S(XS2 + xl) = 1 zu definiren ist. 
Man erhalt so aus (lSi) die Differentialgleichung: 

(19i) 

und durch Integration 

(20i) j' -V~ d},,2 = 2 VAs yOCal + AI )(a2 + At) + Con st. 
VCal + },,2) (<<2 + },,2) 

Nr. 13. Die eine unendlich ferne Erzeugende des Cylinders be
riihrt den imaginiiren Kugelkreis. Dieser Fall kann zwar bei reellen 
FHi-chen nicht vorkommen, muss aber der V ollstandigkeit halber er
wahnt werden. Die entsprechenden Gleichungen werden: 

(14k) ° _ X l 2 + 2X. x2 + 2 _ }" -}"l 2 
- a + }" X4 - a + }" X4 , 

(15k) Xl 2 + X3 2 + 2xt x2 = 0, x4 = 0. 

Die geodatischen Linien ergeben sich aus der Gleichung 

~- 0 Xl + X 2 X4 
X 2 0 Xl 

a+}". ex +}"l a + A.l a+}", 

dx. 0 dXl + dX2 dX4 X2 Xs Xl a-+-i~ ex +},,1 

0 X3 0 X4 dX2 dX3 dXI 

0 dxs 0 dX4 d2x2 d2X3 d2xI 

und das erste Integral ist: 

0 

X4 

dX4 

d2x4 I 

[l\2+2X1X2 • [dX12 +2dxl dx2 + d 2J = O( d _ d )2 
(a + 1,)2 ex + 1, x4 Xs x4 X4 X3 • 

= 0, 

(18k) 6XI 2 =A2, oXs2=As, 6X42 = 1, 20Xl x 2 =-(a+AI +A2), 

(20k) y- Ij'ya + Al + A2 d},,~2 = y;.-;, yaea + J:J + Con st. 

Nr. 14. Die Spitze des Kegels liegt auf dem imaginiiren Kugel-
kreise. 

0 _X1 2+X/+ 2=1-11 2 
- ex + }" x4 - a + A. X4 , 

(151) x4 = 0, Xl 2 + X22 + 2xt xs = O. 

Hier ist die bisher befolgte Methode nicht mehr vortheilhaft; wir 
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nehmen kurz x4 = 1, dx" = O. Dann wird die Differentialgleichung 
der geodiitischen Linien 

Xl X2 0 
dxs dX2 dXl = O. 
d2xs d2x2 d2x1 

Mit Hiilfe der Relation Xl dX1 + x2 dX2 = 0 reducirl sie sich auf 

(2dxl dxs + dX22)d2xl = dXI (dXI d2xs + dxSd2xl + dx2d2X2) = 0 

und gibt das erste Integral 

2dxl dxs + dXS2 = Odxl· 

Fiihren wir mittelst der Gleichungen X12 = A2Xl, XS2 = A3X42 neue 
Variable ein, so wird X22 = - (a + Al + 12)xl und 

2 dl,dls ~22__ dl? 
- - =0-, 

Ylj 1S 11 IX + 11 + 12 1, 

4 y;:; = -veIl/IX + 11 + 12 + 1,0 r l,(1X + 11 + 1,) 

Will man die friihere Methode anwenden, so hat man von der 
Kegelschaar 

(141) 0 (Xl + x4)! + (x, + x4)! + 2. _ (1 - 11) (1 - 12) 2 

= IXI + 1 IX, + 1 x4 = (IXI + 1) (IX, + 1) x" 
auszugehen, und die in bekannter Weise zu bildende Differential
gleichung mit der Determinante 

~+ x, +x 
1X1 +11 1X2 +11 4. 

Xl + X, X! + X, 0 "I + ~ U;--t-1. 

~+~+dx 
1X1 +11 1X2 +11 " 

ilx1 + dx, dX2 + ilx4 0 
1X1 + 11 IX! + 11 

0 0 Xs x" 
0 0 dxs dx" 

zu multipliciren. 1st wieder Xs = ASX", so ergibt sich die End
gleichung in der Form: 

(201) i y( y~~~~d~ = 2VAs VO(al + Al )(a2 + AI) + Const. 
1X1 2 IX, 12) 

Nr. 10. Die geodiitischen Linien auf dem Rotationscylinder. Jede 
der beiden unendlich fernen Geraden des Cylinders beriihrt den 
imaginiiren Kugelkreis. Die Rechnungen gestalten sich wie in Nr. 13: 

(14m) 0 _ Xl' + X,' + 2 _1 - 11 2 
- IX + 1 X4 = IX + 1 X" , 

(15m) x4 = 0, xt 2 + X 22 + X3 2 = o. 
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/-LX1 P,X2 0 X4 P,Xl P,X2 0 0 

0 /-Ldx1 /-Ldx2 dX4 Xl X2 X3 X4 
0 0 Xs X4 dXl dX2 dX3 dX4 

= 0, 

0 0 dxs dX4 iJ2 Xl d2 X2 iJ2 X3 d2 x4 1 

-1 
worin (a + AI) = P, gesetzt ist. Hieraus durch Integration: 

X 1 2 + x2 ' [dX1' + dx. 2 + d 2J 
(a + ),1)2 a + III X4 

= C[(X3 2 + xl) (dXS2 + dX42)_(xsdxs+X4dx4)2]=C(xsdx4-X4dx3 y; 
(18) 2 ,1,/ (a + A,) 2 a + II 2 1 2 

. m (j Xl = - 1 + A22 , (j X2 = - 1 + A22' (j X3 = "3 , 

(20m) arctg A.2 = ).s yo + Oonst. = aAs + b. 

Wir finden also die gewohnlichen Schraubenlinien*); in der That ergeben 
sich aus (20m), (18m) und (14m) die Gleichungen 

XI ,/-- • ( Xs + b) ._- = r - a - Al . SIn a - , 
X 4 X. 

Nr. 16. Die geodutischen Linien des parabolischen Cylinders; die 
heiden unendlich fernen Erzeugenden fallen zusammen. 

(14n) 

(15n) 
2x4 

a2+l1 

dx. 

a.+"1 
o 
o 

o = ~ + 4xI x. + X 2 = ("-A1 )(l-"2) x 2 

a1 + A all + " 4 - (al + A) (all + l) 4' 

Xli 

a l +A1 

dX2 

a1 +A1 

o 
o 

X4 = 0, X12 + X22 + X3 2 = O. 

2Xl 

a 2 +l1 
o 

dX2 dX3 dX4 

d2x2 d2xs d2x4 

=0. 

*) Dieselben sind schon von Pappus studirt -worden: Lib. IV, propos. 28. 
Vgl. Chasles' Aper~lU historique, p. 30. Wir begegnen den Schraubenlinien 
unten noch einmal in dem Abschnitte liber lineare Transformationen eines 
Kegelschnittes in sicb. 

ClebBch, Vorlesungen. II, 1. 22 
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Nr. 17. Die unendlich ferne Erzeugende des parabolischen Cylin
ders beruhrt den imaginiiren Kugelkreis. 

(140) 0 = X22 + 2Xl X4 + (IX + A) 2X2 X4 + (a + A)2 xl 

_ (A - AI) (,t - A2)xl, 
(150) X4 =0, Xs 2 + 2 Xl X2 = 0; 

X2 + P,X4 X4 0 Xl + P,X2 + 1L2X4 I X4 X2+ILX4 0 0 

dX2 +p,dX4 dX4 0 dXI +p,dx2 +p,2clx4 1 X2 Xl Xs X4 =0, 

° ° Xs X4 I· clX2 dXl dxs dX4 

° o dxs dX4 d2x2 d2xI d2xs d2 x4 

wo p, = IX + AI; 

[2 X2 x 4+2 (IX+Al)X42 ] [clX22+2 dXI dx4+( a+Al) 2 dx2 dx4+( a+AI)2dx42] 

= C (xs dX4 - x4 dXS)2; 

2ox2 x4 =- (AI +).,2+ 2a), o (X22 + 2XI x4)=(a+AI )(a+A2 ), 
(180) 

oxl = 1, 

(200) 

Die geodiitischen Linien werden also algebraische Curven (wie im 
Falle Nr. 7). Bezeichnen a, b neue Oonstante, so liefert die Ein
fiihrung der Xi das Resultat: 

[X2 + (a + AI) X4J = X4 (aX4 + bxp,)2. 

Die Curven sind also, indem sich die Linie X 2 = 0, x4 = ° doppelt 

absondert, von der vierten Ordnung. Setzt man (! = llAl - A2 , so 
lassen sich die Coordinaten ihrer Punkte vermoge (180) als rationale 
Functionen von Q darstellen. 

Nr. 18. Die Spitze des (imaginiiren) parabolischen Cylinders liegt 
auf dem unendlich fernen imaginiiren Kugelkreise. 

(14p) 

(15p) 

(Xl + X 2 )2 _!- Al 
0= a+A + 2Xl X4 = a+I 2XI X4 , 

X4 = 0, X 22 + 2XI Xs = o. 
Auch hier kommt man durch die Annahme x4 = 1, dX4 = ° schneller 
zum Ziele; gleichwohl ist es von Interesse, die allgemeine Methode 
zu verfolgen. Machen wir zur Abkiirzung IL=IX+AI, P,;=XI + X 2 , 

so ist die Differentialgleichung der geodatischen Linien, versehen 
mit ihrem Multiplicator: 
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o ~ ~ + X 4 0 X4 + ~ ~ 0 Xl 

Xl X2 Xs X4 dX4 + d~ d~ 0 dXl = O. 
dXI dX2 dxs dX4 2xs - X2 X2 - Xl 2XI ° 
d2xI d2X2 d2X3 d2x4 2dx3-dx2 dx2-dxI 2dxl ° 

Die Ausfiihrung der Multiplication beider Determinanten fuhrt zu 
einer in der fruheren Weise integrabeln Gleichung. Setzt man 

p = (X, + X2)2 Q = (dx, + dX2 )2 + 2d d 
ex + A" ' Cl + I., Xl X4 , 

X = X22 - 2Xl x2 + 4XI X3, Y = dX22 - 2dxI dX2 + 4dxI dxs , 

so ergibt sieh als erstes Integral die Relation: 

(5p) 
PQ= O[Xy-e:YJ 

=-0 [{ (X2 + 2xs)dxl - Xl (dX2 + 2dxs)} 2 

- 4 (X2 dx! - XI d x2) (X2 dxs. - X3 dx2) J. 
Mittelst der Gleiehungen 

X 2 = A2 Xl' X 22 + As Xl (X2 + 2xs) = 0 

fiihren wir neue Variable .1.21 As ein. Dann wird 

26'X2 x4 = A21 
(18p) A, 2 

26'(X2 + 2x3) x4 = 1.-, 
3 

und weiter 

da + 2 dx, = 2d1.2 = _ du _ 2 dx, 
U x4 1 + A,2 U x, ' 

P= _ :~~> Q = _ 2~'~~~~7 
wahrend die rechte Seite unserer ersten Integralgleichung uber
geht in 

- 0 [~: (~ dA3 + (A3 - 2) dA2y - A22 dA22]-

Man lindet so die Gleichung der geodatischen Linien in der Form: 

(20p) ![ - A2V- 0+ -V~~!~:~: - OA22JdA2=-y- Or + Con st. 

Die Reehnung gestaltete sich hier etwas anders, als in den frliheren 
Fallen, weil die Parameter A21 As auf dem Kegel nicht mehr ein 
orthogonales Ourvensystem !n dem fruheren Sinne definiren. In del' 
That liefert die Integration der Differentialgleiehung der Kriimmungs
linien als Integrale die beiden EbenenbuseheI 

XI - 7cX4 = 0, Xl + X 2 - lX4 = O. 
22* 
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Die Axen beider Biischel gehen durch die Spitze des Kegels hin
durch; ausser den Erzeugenden gibt es daher auf letzterem keine 
Ourven, die als Kriimmungslinien aufzufassen waren (vgl. oben Nr. 11, 
p. 321), wie iibrigens auch aus unserer Definition der Kriimmungs
curven unmittelbar ersichtlich ist. 

Nr. 19. Die Bedingungen von Nr. 17 und Nr. 18 sind gleich
zeitig erfiillt. 

(14q) 0 - £ + 2 _ 1 2 = _ (). -~ (A - A2) 2 
- 0: + A Xl X4 "X4 - 0: + A X4 , 

(15q) x4 =0, X/ + 2X2 Xs = 0; 

X4 
x 2 0 0 X4 

x2 0 Xl - AI X4 
O:+A, 0: +A, 

Xl X2 Xs X4 dX4 ~ 0 dX l - Al dX4 =0; 0:+)., 

dXl dX2 dxs dX4 0 0 Xs x4 
d2xl (l2x2 d2xs d2x4 0 0 clxs dX4 

[Co: ~:,)2 + X42] [o:d~2~, + 2 dXI dX4 - Al dxl] = C (xs dX4 - x4 clx3) 2 . 

Die Variabeln werden getrennt durch die Substitution: 

(18q) 
oxl=l, 

und das zweite Integral erscheint in der Gestalt: 

(20q) 

Die Form der Gleichung ist dieselbe wie in Nr. 16, die Bedeutung 
der Variabeln aber eine andere. Von Kriimmungslinien im eigent
lichen Sinne kann auch hier nicht die Rede sein. 

Wie man bei der vorstehenden Discussion *) der Kegelsysteme in 
jedem FaIle zur Aufstellung der ersten Gleichung, also (14a) bis (14q), 
gelangt, ist nicht erortert worden. Man findet dieselbe durch die 
Forderung, dass die Multiplication der beiden Determinanten immer 
in: derselben Weise ausfiihrbar sei, und dass dabei insbesondere der 
erste Term der ersten Horizontalreihe in der neuen Determinante 
(bis auf das Vorzeichen) durch Differentiation der linken Seite der 
betreffenden Gleichung (14) gewonnen werde, wahrend der dritte 

*) Einen irrthiimlicher Weise ausgelassenen Fall findet man am Schlusse 
des Bandes unter den Verbesserungen nachgetragen. 
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und vierte Term dieser Reihe, sowie der zweite und dritte Term der 
erstell Verticalreihe sich gleich Null ergeben mussen. 

Besonders bemerkenswerth sind diejenigen FiiUe, in denen die 
geodiitischen Linien algebraisch werden. Abgesehen von dem FaIle 
Nr. 11, in dem nur die Erzeugenden des Kegels als geodatische 
Linien betrachtet werden konnten, trat dies ein bei Nr. 7, wo Kegel 
und Fundamentalflache sich in einer Curve dritter Ordnung und 
einer Sehne dersel ben schn eiden, und in N r. 17, wo es sich um 
einen parabolischen Oy linder handelt, dessen unendlich ferne Erzeugende 
den imaginaren Kugelkreis beriihrt. Auf reellen Kegeln und CyIin
dern sind daher die gewohnlichen geodiitischen Linien niemals sammt· 
lich algebraisch. Bei Fliichen mit nicht verschwindender Determinante 
konnen doppelt unendlich viele algebraische unebene Ourven auftreten 
(Nr. 9 und 11, p. 318ff.), aber es konnen niemals alle verallgemei
nerten geodatischen Linien algebraisch werden. 

Die allgemeinen Betrachtungen iiber die Beziehung der geo
diitischen zu den Krummungs-Linien, welche durch die Gleichung (5) 
veranlasst wurden (p. 326), lassen sich selbstverstiindlich auf aIle 
diejenigen FaIle iibertragen, in denen ein zu (5) analoges erstes In
tegral und ein zu (4) analoger Fliichenbiischel benutzt wurden; sie 
gelten also auch in den Fallen Nr. 2 bis 10, dagegen nicht fUr die 
geodiitischen Linien auf den Oylindern. Bei diesen zeigt das Auf
treten des Factors (xs dX4 - X4 dXs)2 an, dass unter den geodatischen 
Ourven insbesondere auch die durch den Buschel Xs - kX4 = ° be
stimmten ebenen Schnitte enthalten sind. In Nr. 18 haben wir eine 
scheinbare Ausnahme. Die Tangenten aller geodatischen Linien, 
fur welche 0 unendlich gross ist, beriihren hier den Kegel 

(21) 

Setzen wir aber jn (20 p) 0 = 00, so kommt je nach Wahl des Ver
zeichens der Quadratwurzel 

(22) x2 + 2 Xs - aXl = ° 
odel' 
(23) X22 - Xl X2 - 2Xl Xs - bX12 = 0, 

wo a und b Integrationsconstanten bedeuten. Die Ebene (22) be
stimmt auf dem gegebenen Oylinder einen Kegelschnitt, dessen Tan
genten den Kegel X = ° beriihren sollen, der also selbst auf letzterem 
Kegel liegen muss. Der Kegelschnitt zerfiillt somit in zwei Erzeu
gende von X = 0, und kann folglich nur gleichzeitig auf dem ge
gebenen Cylinder liegen, wenn er in die Doppelgerade Xl = 0, x2 = 0 
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ausartet, Iangs welcher sich beide Kegel beriihren. Nur fiir a = 00, 

d. i. Xl = 0, gibt daher die Ebene (22) eine geodatische Linie auf 
unserer Flache. Es wird dies dadurch erklarlich, dass die Gleichung 
(5p) nicht nur von den geodatischen Curven befl"iedigt wird, son
dern auch von den Integralcurven derjenigen Differentialgleichung, 
welche durch das Verschwinden des benutzten Multiplicators darge
stellt wird *). Um in der That. die Integralcurven der letzteren 
Gleichung zu finden, multipliciren wir die drei ersten Verticalreihen 
der Determinante bez. mit Xl' Xli' 2 xa + eXI und addiren die ent
stehenden Producte zu der mit X4 multiplicirten letzten Reihe. Es 
ergibt sich so, dass die Gleichung 

(24) 0= 4XI Xs - 2Xl xl! + xl + ex11l = 2X + exl ll 

eine von der willkiirlichen Constanten e abhii.ngige Integralcurve dar
stellt. Die zweite Schaar von Integralcurven ist offenbar durch 
die Gleichung Xl - C' Xli = ° gegeben. Fiir'unendlich grosse Werthe 
von 0 darf man daher aus dem Verschwinden q,es Factors von 0 in 
(5p) nicht auf Eigenschaften der gesuchten geodatischen Linien 
schliessen j dieses Verschwinden tritt vielmehr nach (24) fiir ein 
particulares Integral der zuletzt besprochenen Differentialgleichung ein. 
Analoge Ueberlegungen zeigen die Unbrauchbarkeit eines Integrals 
von der Form (23). 

Man kann hiernach fiir den Fall 0 = 00 aus (5p) nur schliessen, 
dass auch All = 00 wird. Wir befreien uns von den unbrauchbaren 

Losungen, indem wir statt y - 0 All und V - 0 A3 neue Parameter 
All und A3 einfiihren; dann geht (19p), wenn noch rY- 0 = 1 ge
setzt wird, iiber in: 

r f[ - All + -V~~ ~ra~)~2 - ASll] dll! = - :~: + Const., 

und gleichzeitig sind die dritte und vierte Gleichung (18p) zu er
setzen durch: 

Der Werth 0 = 00 oder r = ° gibt dann in der That All = 00, also 
Xl = 0, Xl! = 0, d. h. die Erzeugende, langs welcher der gegebene 
Cylinder von dem Kegel X = ° beriihrt wird, wie wir es oben fanden. 

*) In den friiheren Fallen bereitete der Multiplicator nicht solche Schwierig
keiten, da die durch aein Verachwinden definirten Curven eben die Krummungs
curven waren, und von diesen Bofort zu ubersehen iet, ob sie die betreffende 
Gleichung (5) fUr aIle oder fur gewisae Werthe von a befriedigen oder nicht. 
Vgl. iibrigens fur den Fall der dreiaxigen FIiichen Hease's Vorleaungen, a. a. O. 
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XVI. Lineare Complexe in Beziehung zu einer Flache zweiter 
Ordnung. 

Unsere letzten Untersuchungen kniipften an das Problem an, 
einen Biischel von Flaehen zweiter Ordnung f + ).cp = 0 in eine 
kanonische Form zu transformiren. Jede solche Flaehe reprasentirt 
uns eine reciproke Verwandtsehaft im Raume (vgl. p. 136), d. h. 
ein System von vier linearen Gleichungen der Form 
(1) 
wenn aik = aki. 

und setzen 

(2) 

(lU; = ailah + ai2 X 2 + aiSXS + aj4X4, 
Lassen wir nun diese letzteren Bedingungen fallen, 

cp = EIaikYixk = Ii :E Wi Yi , 

so stellen die Gleicbungen f = 0, cp = 0 zwei allgemeinere reciproke 
Verwandtsehaften dar, und fiir aUe Gleichungen rp + ).f = 0 gibt 
es ein in ahnlicher Weise ausgezeichnetes Tetraeder, durch dessen 
Einfiihrung als Coordinatentetraeder die Gleichungen besonders ein
faeh werden. Die Bestimmung desselben hangt wieder ab von den 
Wurzeln der biquadratischen Gleichung 

(3) Lt().)=.1J+(au +). all) (a22 +).a22) (aS3 +).a3S)(a44 +).a44) =0 . 
Auf diese Gleichung wird man sofort durch die Frage nach solchen 
Punkten x gefiihrt, denen vermoge f = 0 und cp = 0, also auch 
rp + ).f = 0, eine und dieselbe Ebene zugeordnet ist, so dass die ~ti 

zu den Wi proportional werden. Dass hierbei der Determinante Lt().) 
die charakteristische Eigenschaft der Invarianten zukommt, wird genau 
in derselben Weise bewiesen, wie in dem speciellen Falle der Flii.chen 
zweiter Ordnung. Natiirlich lassen sich auch vier Ebenen bestimmen, 
denen in heiden Verwandtschaften je derselbe Punkt entspricht. 

Einige besondere Falle der hiermit gestellten Aufgaben sind fiir 
uns von hervorragendem Interesse*). Nehmen wir erstens sowohl 
aik = aki als aik = aii, so stellen uns f = 0 und cp = 0 die Polar
verwandtschaften in Bezug auf zwei Flachen zweiter Ordnung dar, 
und wir kommen zu dem Probleme des gemeinsamen Polartetraeders 
zuriick. 1st dagegen aik = - aki, aik = - aki, au = 0, au = 0, 
so haben wir zwei sogenannte Nullsysteme vor uns (vgl. p. 102), 

*) Die allgemeine Theorie der bilinearen Formen (insbesondere der aus 
zwei solchen Formen zusammeDgesetzten linearen Schaar) wird in einer spateren 
Abtheilung (uber qnaternare Formen) des vorliegenden Werkes Beriicksichtigung 
findeD. Einige Literaturangaben findet man in den Noten ZIl p. 288 f. und 286. 
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d. h. zwei lineare Oomplexe. Es gibt dann unendlich viele Punkte, 
denen in jedem Complexe cp + Af = 0 dieselbe Ebene zugeordnet ist, 
denn wir wissen, dass diese Eigenschaft jedem Punkte einer der beiden 
Directricen der betrefl'enden Congruenz zukommt, indem ihm die durch 
ihn und die andere Directrix zu legende Ebene entspricht (p. 59). 

N ehmen wir endlich an, dass aik = aki sei, aber CXik = - aki, so 
geben die Gleichungen (1) die Beziehungen zwischen Pol und Polar
ebene in Bezug auf die FIache 2JLJaikxixk = 0, und cp = 0 stent 
den linearen Complex 

(4) 2JaikPik - 2Jaik (YiXk - XiYk) = 0 

dar. Es liefert rp = 0 immer eine durch x gehende Ebene, also die 
Ebenen, welche den vier durch .d (A) = 0 bestimmten Punkten ent
sprechen, mnssen bez. durch diese Punkte selbst hindurchgehen; die 
vier Punkte liegen folglick auf der Flacke zweiter Ordnung und die ihnen 
entspreckenden Ebenen sind die betreffenden vier Tangentialebenen der 
Flacke. Es sei x(s) del' zur Wurzel As von .d = 0 gehorige Punkt, 
und u(s) die ihm entsprechende Ebene, so dass wir 

u~s) = As2Jaikxks) = - 2Jaikx~> 

setzen konnen; dann foIgt: 

ArAsLJuls)xt) = - Ar2J2JCXikXr)Xr) = Ar2JLJCXkiX;r)Xr> 

= - Ar2JUt)X¥) , 

und andererseits ist derselbe Ausdruck 

= ArAsLJLJaikxlr)xr) = ArAs 2J]Jakixlr)x¥) = As2Jut>X¥). 

Entweder ist also Ar + As = 0 oder ]Jut) xi') = o. Nun sieht man 
sofort ein, dass unter den gemachten Voraussetzungen (CXik = - aki) 
LI( -A) =.d (A) ist; die vier Wurzeln Ai zerfallen somit in zwei Paare, 
etwa derart, dass A2 = - Al und A4 = - A3 • Die eben gemachte 
Ueberlegung sagt darum aus, dass die zu X(l) gehorige Ebene (Tan
gentialebene der FHiche) durch X(3) und X(4) , aber nicht durch X(2) 

hindurchgeht; ebenso geht die X(2) entsprechende Ebene durch X(3) 

und X(4) , die zu X(3) gehorige enthalt X(l) und X(2), abel' nicht X(4) und 
endlich die Tangentialebene von X(4) geht durch X(l) und X(2). Die 
vier Fundamentalpunkte bilden also auf der Flacke zweiter Ordnung 
ein Tetraeder, von dessen Kanten vier (namlich 1 - 3, 1- 4, 2 - 3, 2 - 4) 
aUf der Placke liegen; die beiden anderen sind einander in Bezug auf 
die FIache und in Bezug auf den linearen Complex polar conjugirt. 
Es gibt kiernach im Allgemeinen vier gerade Linien, welcke gleichzeitig 
einem gegebenen linearen Oomplexe angehOren und auf einer gegebenen 
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Fliiche zweiter Ordnung liegen. Ausnahmen resp. Grenzfii.lle treten 
auf, wenn die Gleichung L1 = 0 zweifache oder mehrfache Wurzeln 
hat; im Folgenden untersuchen wir der Reihe nach die verschiedenen 
Moglichkeiten. 

Nr. 1. Die vier Wurzeln von ..d(A) = 0 sind von einander ver
schieden. Wir setzen 

(5) 

Machen wir die vier ausgezeichneten Linien des Complexes rp = 0 
zu Kanten des Coordinatentetraeders, so wird in den neuen Coor
dinaten Xi, bez. Pile (vgl. p. 147 und 103): 

F = 2X1 X4 + 2X2 XS , rp = aP14 + (jP2S ' 

Dieses Resultat moge durch die Transformation 

~ ~=~~+~~+~~+~~ 
erreicht werden, deren Determinante mit R bezeichnet werde; 

(7) 

o 0 0 A+a 
o 
o 

A-a 

o 
A-{j 

o 

A+.a 0 
o 
o 

o 
o 

dann ist 

wie sich leicht nach Analogie mit den auf p. 211 f. angestellten 
Ueberlegungen, bez. Rechnungen nachweisen lasst. Es muss also 
a = + All .a = + AS sein; das V orzeichen bleibt noch willkiirlich, 
da eine Vertauschung desselben nur eine Aenderung der Bezeichnung 
der Wurzeln bedingen wiirde. Wir haben also die kanonische Form*): 

(8) F = 2X1 X4 + 2X2XS , rp = A1P 14 + AS P 2S ' 

Es bietet sich weiter die Aufgabe, die TransformationscoCfficienten 
(jik wirklich ~u bestimmen. Zu dem Zwecke bemerken wir, dass in 
allen den unendlich vielen durch die Gleichung rp + Af = 0 darge
stellten reciproken Verwandtschaften diejenigen Punkte x, welche 
mit ihrer zugehorigen Ebene t£ vereinigt liegen, immer dieselbe Flache 
F = 0 bilden, dass dagegen die entsprechenden Ebenen u eine mit 
A variirende FIache zweiter Klasse umhiillen, deren Gleichung offen
bar durch Nullsetzen der mit den ft; geranderten Determinante ..deA) 
gewonnen wird, d. h. in der Form 

*) Die verschiedenen im Folgenden behandelten FaIle wurden vom Heraus
geber in seiner Inangnraldissertation (Erlangen 1873) an ihren bez. kanonischen 
Formen genaller discutirt (vgl. Math. Annalen Bd. 7), einige derselben gleich
zeitig von Frahm in seiner HabiJitationSBchrift: Ueber eine Klasse von linear en 
Transformationen, Tiibingen 1873. 
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(9) 

geschrieben werden kann, wenn dik(J..) die ersten Unterdeterminanten 
von d(J..) bezeichnen. Dabei ist zu beachten, dass in (9) der von 
A unabhangige Term verschwindet, die linke Seite also durch A theil
bar ist. Auch dieser link en Seite kommt natiirlich die Invarianten
eigenschaft zu; es wird also 

(10) R2 EEdik(J..)UiUk = A {(A2 - Al)2 U1 U4 + (A2 - A12) 2 U2 U3} • 

Da nach (7) R2 A = 1 ist, wenn A wieder die Determinante von F 
bezeichnet, so ergibt sich hieraus: 

(11) 
2A1 (J..12 - Aa 2)A . U1 U4 = EELJik(A1)UiUk, 

2J..a(J..32 - A12)A . U2 U3 = ~:t:LJik(A3)UiUk' 

Durch Zerleg1,f,ng der rechten Seiten dieser Gleichungen in Zineare Fac
toren findet man tinter Beriicksichtigung der FormeZn 

(12) 

die gesuchten Transformations-Coe(ficienten. 
Man kann die Losung del' gestellten Aufgabe auch auf ein friihcr 

behandeltes Problem zuriickfiihr~. :Ss gibt namlich unendlich viele 
Flachen zweiter Ordnung, welche mit dem Complexe rp = 0 dieselben 
vier Erzeugenden gemein haben; sie bilden einen Buschel, dessen 
Gleichung nach (10) durch EEdik(J..)Uiflk = 0 gegeben wird, denn 
die rechte Seite von (10) zeigt, dass diese Gleichung in der That 
kein Glied mit J..2 enthalt, also nach Division mit A linear in J..2 wird, 
und die direde Ausrechnung ergibt 

a oA oA 
(13) EELJik(A)UiUk = J.. EEAikUiUk + J..:t::t:EEaikr-a-U!tlm, 

ail "km 

wenn Aik die Unterdeterminanten von A bedeuten, und wenn 

(14) 

gesetzt wird. Eine bestimmte FHiche dieses Buschels ist mit der
jenigen identisch, welche del' FIache F = 0 durch die Verwandt
schaft rp = 0 zugeordnet wird. In der That fiihrt die Auflosung der 
Gleichungen 

(15) Ui = lXilX1 + lXi2X2 + lXi3Xa + lXi4X4 

zu den Formeln (vgl. p. 52, 54 und 102): 

(16) 

und somit wird: 
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(}A oA 2 
(17) EE~~aikOlXilOlXkm U'Um = A ~Eailcxixk 

= u12(a22fXsl + ass fX422 + a 44 fX2S2 - 2a2S fXS4fX24 

- 2aS4fX42/XS2 - 2a42 fX2S fX43) 
- 2Ultt2[2assfX14fX24 + 2a44fX1SfX23 

+2~~~+~~+~~+~~+~~ 
- aS4(fX24fX1S + fX14 fX2S)] + .... 

Der Factor von A i1~ (13) stellt also, gleich Null gesetzt, die Fliiche 
dar, welche der Fliiche F = 0 durch den linearet~ Oomplex zugeordnet 
wird. Man kann zunachst die beiden Flii.chen zweiter Klasse, 
~EAjkuiuk = 0 und die eben bestimmte Flache, nach Frfiherem 
(p. 228 und 265) in die Form 

V12 + V22 + VS2 + V42 =0, 

- Vl (V12 + V22) - VS(VS2 + V42) = 0 

transformiren und geht dann durch die Substitution 

v;. = U2 + iUs, Vir = U2 - i Us, 

Va = Ul + i U4 , V4 = Ul - i U4 

zu unserem jetzigen Coordinatensysteme fiber; dabei ist Vi = A12, 

Vs = ).32 zu setzen. 
Andererseits gibt es im Allgemeinen unendlich viele lineare 

Complexe, welche mit F = 0 dieselben vier Erzeugenden, wie del' 
Complex rp = 0, gemein haben. Einer von diesen, dessen G leichung 
1/J = 0 sei, ist oft'enbar del' zu rp = 0 vermoge F = 0 polar con
jugirte Complex, und die anderen sind in der Form rp + 1-'1/J = 0 
gegeben; die Leitlinien der ihnen gemeinsamen Congruenz sind iden
tisch mit den Kanten Xl = 0, X4 = 0 und ~ = 0, Xs = 0 des 
neu eingefuhrten Coordinatentetraeders. Die Gleichung 1/J = 0 ist 
in folgender Weise zu bilden. Del' Geraden p sei vermoge F = 0 
die Linie p' (mit den Axencoordinaten qik') polar conjugirt; dann 
bestehen die Gleichungen (p. 142): 

, 0 ct>pp 
q. =--, 
'k OP;k 

wenn <J>pp = ~~(ahialk - ahkali)PhlPik gesetzt wird, also den in (3), 
i,k ",I 

p. 142 gefundenen Ausdruck bezeichnet. Die Gleichung des zu rp = 0 
vermoge (1) polar conjttgirten Oomplexes ist folglich: 

ocJ>pp (}A oct>aa oP 
(18) 0 == ~Pik'aik - ~- -,;, - = ~-,;, -~, OPik ulX;k - ulXik UPik 
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oA 
wenn <t>aa aus <l>pp dadurch entsteht, dass man Pik durch aIm = Oltik 

ersetzt, und wenn wieder P den Ausdruck P12P34 + P13P42 + Pl4P23 

bedeutet. Nun sind nach unserer Definition zwei Oomplexe ~aikPik = 0 
und ~PikPik = 0 in involutorischer Lage, sobald die Summe IaikPlm 

verschwindet (p. 67f.). Das Verschwinden des Ausdrttckes <l>aa sagt 
also aus, dass der gegibene Oomplex mit dem ihm in Bezug auf F = 0 
polar conjugirten Oomplexe in Involution liegt *). 

Derselbe Ausdruck <t>aa begegnete uns auch bereits auf der linken 
Seite von (3) oder (7). Die rechte Seite niimlich zeigt, dass der 
Factor von lS identisch verschwindet, und die weitere Berechnung 
ergibt: 
(19) A(l) = 14A + 12<1>«« + N.**) 

Artet die Flache F = 0 in einen Kegelschnitt, insbesondere in 
den imaginiiren Kugelkreis aus, so geht die eine der heiden zuletzt 
erwii.hnten Directricen in die Hauptaxe des linearen Oomplexes p = 0 
iiber, die andere in die Pol are des unendlich fernen Punktes der 
ersteren in Bezug auf den Kugelkreis. Die den Punkten der Axe 
im Complexe entsprechenden Ebenen stehen dann in der That senk
recht auf dieser Axe; und ebenso stehen im verallgemeinerten Sinne 
(p. 291) die Ebenen, welche den Punkten der einen unserer beiden 
Directricen durch den Oomplex tp = 0 zugeordnet sind, senkrecht 
auf der anderen Directrix. Man kann diese beiden Directricen deshalb 
mit Recht als die "verallge'meinerten Hauptaxen" des Oomplexes tp = 0 
bezeichnen. 

In analoger Weise konnen wir ein "verallgemeinertes Axenpaar" 
fur jede Oongruenz zweier linearen Oomplexe p = 0 und X = 0 de
finiren. Die vier Linien der beiden Hauptaxenpaare von irgend zwei 
Oomplexen der linearen Schaar p + P-X = 0 bestimmen zwei gemein
same Transversalen, welche einander in Bezug auf F = 0 polar con
jugirt sind, da sie je zwei in diesElS Beziehung zu einander stehende 
Gerade schneiden, und welche der Oongruenz angehoren, da eine jede 
zwei in Bezug auf den einen und zwei in Bezug auf den anderen 
Oomplex conjugirte Gerade trifft. Ala Linien der Oongruenz werden 
Sle aber auch von den Directricen derselben geschnitten und als ein-

*) Vgl. Pasch: Crelle's Journal, Bd. 75, p. 144£. 
**) Auf diese Gleichung (19) fiihrt auch die Bestimmung der beiden Direc-

tricen der durch J,hp + 'P"VA = 0 bestimmten Congmenz (vgl. p. 59). Dieselben 
konnen auch definirt werden als diejenigen heiden Geraden, welche einander so
wohl in Bezug auf die Flache F = 0 ala in Bezug auf den !inearen Complex 
conjugirt sind. 
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ander vermoge F = 0 conjugirte Polaren auch von den conjugirten 
Polaren dieser Directricen. Diese beiden Transversalen bilden das 
verallgemeinerte Axenpaar der Congruens; die Linien des Paares werden 
von den Linwn aZZer Hauptaxenpaare der Oomplexe rp + I' X = 0 in 
verallgemeinertem Sinne orthogonal geschnitten. 

Die letzteren bilden eine Linienflache, deren Gleichung aufzu
stellen unsere nachste Aufgabe sein solI *). Sind Pi; und Pi;' die 
Coordinaten der Directrieen der Congruenz, so sind die Coefficienten 
der Gleiehung eines beliebigen Complexes der linearen Schaar von der 
Form ~Pi{ + J.Pi/' j dieselhen Coeffieienten konnen aber auch gleich 
I'Pik + V7tik gesetzt werden, wenn mit Pik bez. 7tik die Coordinaten 
der verallgemeinerten Hauptaxen des betreffenden Complexes be
zeichnet werden. Es ist also 

'KPi; + APi;' = I'Pik + V7tu.· 

Als einander conjugirte Polaren konnen die Hauptaxen der Congruenz 
zu Kanten Xl = 0, X, = 0 und X2 = 0, Xs = 0 eines neuen Coor
dinatensystems gewahlt werden, in Bezug auf welches die Gleichung 
der Fundamentalflache von der Form 2Xl X, + 2X2 XS = 0 wird, 
wie in (8). Gebrauchen wir fiir dieses neue Tetraeder die den 
friiheren entsprechenden grossen Buchstaben, so wird demnach: 

UPi/.' + J.Pi ;' = I'Pik + VTTik, 
Pl4 = 0, P2S = 0, TIa = 0, TTlls = 0, 
'lP2S = TTl 4 , 'lPIS = TIIS ' 'lP42 = TT42 , 'lP12 = - TT12 ; 

und die Elimination von u, 1, 1', v, Q fiihrt zu dem Resultate: 

Pl'~ 0 P12' P" 12 

0 PlS P lS' P " 
(20) 1S 

=0. 0 P42 P42' P" 42 

P S4 0 Ps: p" S4 

Diesem Complexe zweiten Grades und den beiden speciellen linearen 
Complexen PH = 0, P2S = 0 gehOren aIle Hauptaxen der Complex
schaar an und bilden eine Linienflaehe. Die Gleichung der letztern 
ergiht sieh, wenn man Pik = XiYk - Y;Xk setzt und beaehtet, dass 
wegen Pa = 0, P 2S = 0 hierbei Xv X4 bez. zu 1';., Y4 und X 2 , 

Xs bez. zu Y 2 , Ys proportional sind. Von den Hauptaxenpaaren einer 
linearen Complexschaar wird daher eine Linienfliiche vierter Ordnung 
gebildet, dargestellt durch die Gleichung: 

*) Vgl. den erwahnten Aufsatz des Herausgebers. 
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X 1 X 2 0 P12' P " 12 

(21) 
0 X 1 Xa P13' P " 13 

=0. 0 X 2 X4 P42' P" 42 

- Xa X 4 0 P34' p" 34 

Eine weitere Discussion der FHiche muss en wir hier unterlassen. 
Artet die Fundamentalflache in den imaginaren Kugelkreis aus, so 
Iiefert die eine Linie des Axenpaares der Congruenz die fruher ein
gefuhrte Congruenz-Axe, die andere liegt unendlich weit. Die Flache 
(21) wird also ersetzt durch die fruher aufgestellte (vgl. p. 61) Linien
flache dritter Ordnung (das Cylindroid) zusammen mit der unendlich 
fern en Ebene. 

Nr. 2. Es ist itl = - it2 = it3 = - it4 (= it'), ohne dass alle 
Unterdeterminanten Aik(it') verschwinden. Da dieser Fall als ein Grenz
fall des vorhergehenden aufzufassen ist, und da zwei Ecken des dort 
benutzten Tetraeders (und ebenso zwei Seitenflachen desselben) zu
sammenfallen, so artet das System cler vier ausgezeichneten Erzeu
genden des 'l'etraeders in der Weise aus, dass zwei von ihnen zu
sammenfallen, die beiden anderen aber getrennt bleiben. Es sei im 
neuen . Coordinatensysteme Xl = 0, X4 = 0 die doppelt zahlende 
Erzeugende, und Xl = 0, X2 = 0 resp. X4 = 0, Xa = 0 seien die 
beiden einfach zahlenden; dann wird bei passender Festlegung der 
Ebenen X2 = 0, Xs = 0 und passender Wahl willkurlich bleiben
der Constanten: 

(8 a) 
F= 2XIXa + 2X2X4 , 

rp = - it' (PIS + P24) + P14' 
In der That folgt dann: 

0 0 it - it' 1 

(7 a) R2 . A (it) = 
0 0 0 it-A' 

= (it2 _ it'2)2; 
it+it' 0 0 0 
-1 it+it' 0 0 

(lOa) R2 • 2Edik(),,)UiUk = - it [(),2 - it'2) (2 ~ Us + 2 U2 U4 ) 

+ 4),,'U2 U3]i 
R2 . 22Aik (),,')U;Uk = - 4it'2 U2 Us , 

(lla) R2. 2Edik'(it')UiUk= - 2it'2(2U1 U3 + 2U2 U4 + 2U2 U8), 

wenn Llik' (it) den Differentialquotienten von Llik bezeichnet. Die 
Determinante R2 bestimmt sich genau wie in Nr. 1. Der Ausdruck 
(lOa), gleich Null gesetzt, liefert wieder eine lineare Schaar von 
FIiichen zweiter Klasse, welche mit dem Oomplexe rp = 0 dieselben Er-
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zeugenden, wie die Flache F = 0, gemei1~ haben. Das vorliegende 
Transformationsproblem kann demnach auch auf ein friiher behan
deltes zuriickgefiihrt werden (Nr. 11, p. 230). 

Die verallgemeinerten Hauptaxen des Complexes tp = 0 sind in 
dies em FaIle in die Gerade Xl = 0, X ... = 0 zusammengefallen. Das
selbe gilt fiir aIle Complexe der linearen Schaar fJJ + p,1/1 = 0, wenn 
"" den Ausdruck (18) bezeichnet. 

Nr. 3. Es wird Al = - A2 = 0, wahrend AS von Al verschieden 
ist, tend nicht alle Llik(O) verschwinden. 

Nach (19) ist auch A gleich Null, d. h. der vorgelegte Complex 
cp = 0 ist ein specieller. Die Axe desselben und ihre conjugirte 
Pol are in Bezug auf F = 0 durchstossen die Flachen in vier Punkten, 
die als Ecken eines neuen Tetraeders eingefiihrt werden konnen, ganz 
wie in Nr. 1. Die Gleichungen (10) und (11) bleiben bestehenj man 
hat nur in der ersten Gleichung (11) zuerst mit Al beiderseits zu divi
diren und dann Al = 0 werden zu lassen. 

Nr. 4:. Es ist Al = As = - A.2 = - A ... = OJ die Attsdriicke Llik' (0) 
sind nicht sammtlich gleich Null; aHe Unterdeterminanten Llik selbst 
dagegen verschwinden, weil sie nach (13) durch A. theilbar sind. 
Nach (19) ist sowohl A = 0 als auch <Paa = 0, d. h. der Complex 
ist ein specieller und seine Axe beriihrt die Flache F = O. In den 
Beriihrungspunkt sind die vier Ecken des Tetraeders zusammenge
fallen; die vier Kanten desselben, welche in Nr. 1 als Erzeugende 
auftraten, haben sich paarweise in die beiden durch den Beriihrungs
punkt gehenden Erzeugenden vereinigt. Sind letztere durch Xl == 0, 
~ = 0 resp. Xl == 0, Xs = 0 gegeben, so kann man setzen: 

(8 b) F = 2X1 X 4 + 2XsXs, 

cP = PIS + PIS' 
und es wird weiter: 

(7b) 

(lOb) 

(Ub) 

0 1 1 l 

R2 LI(l) = -1 0 A 0 
= A"', 

\ 

-1 A 0 0 
l 0 0 0 

R2.E:BLlik(A)t£;Uk = 2l3(UI U ... + Us Us) - 2 A U42; 

R2 .E:BLlj~(O)UiUk= - 2 U ... 2, 

R 2.E:BLI:k(0)UjUk= 6R2.lJ.1:AikUjtlk = 12(U1 U4 + Us Us). 

ABe FIachen des Biischels F + p, X 12 == 0 beriihren die Flache F = 0 
lii.ngs derselben heiden Erzeugendenj dementsprechend kann die Trans
formation auch auf Nr. 13, p. 232 zuruckgefiihrt werden. Die vierte 
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harmonische Linie der Axe von cp = 0 und der beiden ausgezeich
neten Erzeugenden stellt einen speciellen Oomplex (P12 - P1S = 0) 
dar, welcher dem gegebenen in Bezug auf F = 0 polar conjugirt ist. 

Nr. 5. Die Wurzeln von LI()") = 0 vertheilen sich wie in Nr. 2, 
es verschwinden aber a1tch alle zugehorigen Unterdeterminanten. Letzteres 
tritt fur die beiden W urzeln ).,1 und -).,1 gleichzeitig ein, da sich 
Aik().,) = - Lhi(-).,) ergibt. Die in (13) und (19) gegebenen Aus
drucke sollen fur A. = + A.' gleichzeitig verschwinden, und LI()") wird 
gleich einem vollstandigen Quadrate; hieraus folgt, dass der Aus
druck (17) zu ~~AikUiUk proportional ist, d. h. dass die FIache 
zweiter Klasse, welche vermoge del' Verwandtschaft cp = 0 der Flache 
F = 0 zugeordnet wird, mit der Ietzteren selbst zusammenf::iIlt. Jedem 
Punkte von F = 0 entspricht also im linearen Complexe cp = 0 eine 
durch ihn gehende Tangentenebene von F = 0, und folglich gehort die 
eine Schaar von Erzeugenden der F7iiChe dem linearen Oomplexe an. 
Die Bedingungen hierfiir sind nach Vorstehendem: 

~ iJA iJA 4AN - cPaa2 = 0, 2A..E.E.ELaik;;;- -" -U/Um - cPaa~2iAikUiuk -0. 
uail uakm 

Gemass unseren fruheren Untersuchungen konnen WIr 

(8c) 
F = 2X1 X4 + 2X2 XS , 

cp = Pu + P23 

machen; und zwar diirfen zwei Ecken des neuen Coordinatentetraeders 
noch willkiirIich auf del' FHiche F = 0 gewiihlt werden. Die iibrigen 
Formeln werden: 

(7 e) 

(lOe) 
(11 c) 

0 0 0 1+A. 

0 0 1+)., 0 
R2A(),) = 

0 1-)" 0 0 
= (1_),2)2, 

1-A 0 0 0 

R2~~Aik ().,) = - (1 - ),2) {2 U1 U4 + 2 U2 Us}, 

R2 2J~Lli/ (1) = 4 V1 U4 + 4 U2 Us' 

Der line are Oomplex, dessen Linien den Geraden von cp = 0 in Bezug 
auf F = 0 polar conjugirt sind, faIlt hier mit cp = 0 zusammen. 

Nr. 6. Die Wurzeln von A().,) = 0 vertheilen sich, wie in Nr. 4, 
und es verschwinden gleichzeitig alle Llil: \0). Der Oomplex ist wieder 
ein specieller, und seine A.xe ist selbst eine Erzeugende der Flache. 
Die Bedingungen liierfiir sind also 

A = 0, cPaa = 0, 



Die Flachen zweiter Ordnung nnd zweiter Klasse. 353 

Man erhalt hier die kanonische Form: 

(Sd) F = 2Xt X4 + 2X2 XS , cp = PS4; 
und es wird 

0 0 0 A 

0 0 A 0 
(7 d) R2 A (1) _ R214A = 

0 1 0 1 
= 14 , 

A- 0 -1 0 
(lOd) R2 EEAikCA)ttittk = - lS(2 Ut U4 ,+ 2 U2 Us). 
Die Ecken U2 = 0, Us = 0 konnen auf der Axe des gegebenen 
speciellen Complexes willkiirIich gewahIt werden, die beiden anderen 
Ecken bestimmen sich dann aus (10d). Statt dessen kann man auch 
zwei beliebige Ebenen, welche diese Axe enthalten, als Ebenen 
Xl = 0, X 4 = 0 wahlen und tindet die heiden anderen Coordinaten
eben en aus der ersten Gleichung (8 d). 

Nr. 7. Es ist At = - 12 unendlich gross, wiihrend 1s = - 14 
endlich bleibt. 

Es wird A = 0, d. h. die Fliiche artet in einen Kegel aus. 
Wir betrachten statt desselben einen Kegelschnitt, vertauschen also 
allenthalben Punkt- und Ebenen-Coordinaten, so dass jetzt 

oP oA 
F = EEaikuiUk, qJ = Eaikqik = ~aik-" = Epik,,-

uPik uaik 

zu setzen ist. Der Ebene des Kegelschnittes (X4 = 0) ist vermoge 
qJ = 0 ein in ihr liegender Punkt (Us = 0) zugeordnet, und Ietzterem 
entspricht umgekehrt die Ebene X 4 = 0 als Polarebene in Bezug 
auf F = O. Durch diesen Punkt gehen zwei Linien, welche gIeich
zeitig Tangenten des Kegelschnittes (d. i. in der Grenze je doppelt 
zahlende Erzeugende der Flache) sind und dem Complexe angehoren. 
Der Verbindungslinie ihrer Beriihrungspunkte (Ut = 0 und U2 = 0) 
ist vermoge des N ullsystems qJ = 0 eine durch den Punkt Us = 0 
gehende conjugirte Polare zugeordnet; diese sei als Axe Xl = 0, 
X2 = 0 gewahlt; auf ihr kann die Ecke U4 == 0 des Coordinaten
tetraeders noch beliebig angenommen werden. Dann kann man setzen: 

(Se) 
F = 2 Ut U2 + Us 2 , 

qJ = 1'Q12 + QS4' 
Die weiteren l!~orme]n werden, den fruheren 

o 1-1' 0 

(7 e) R2A(1) = 
1+1' 0 0 

o 
o 

Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 

o 
o 

A 

1 

entsprechend: 

o 
o 

-1 = - (12_1'2), 

o 
23 
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(lOe) 

(Ue) 

Zweite Abtheilung. 

R2EELlik(A)xiXk = -1l(A2 -1l'2)X42 - 2IlX1 X2 , 

R2.!:.!:AikXiXk = - X42, 

R2E.!:L1ik(Il')XiXk = - 21l'X1 X 2 • 

Die Ebene Xs = 0 bleibt insofern willkiirlich, als sie nur gezwungen 
ist, durch die Ecken VI = 0, U2 = 0 hindurchzugehen. Dies stimmt 
mit Friiherem iiberein; denn lassen wir den Kegelschnitt mit dem ima
giniiren Kugelkreise zusammenfallen, so haben wir das fruher behan
delte Problem der Transformation eines linearen Complexes in seine 
einfachste Form fiir den Fall rechtwinkliger Coordinaten vor uns; um 
durchaus reelle Resultate zu erhalten, hat man nul' 2 ~ ~. noch in 
U1 2 + ~ 2 zu transformiren. Die Linie Xl = 0, Xl! = 0 wird dann 
zur "Hauptaxe" des linearen Complexes (vgl. p. 55ft'. und 103). 

Auch die Gleichung des Cylindroids (der Linienfiiiche, welche 
von den Hauptaxen einer linearen Complex-Schaar gebildet wird) 
kann ganz in der Weise aufgestellt werden, wie die Gleichung der 
Fliiche (21) im allgemeinen FaIle. Die beiden Hauptaxen der Con
gruenz einer linearen Schaar q> + p,x = 0 von Complexen stehen recht
winklig zu allen Hauptaxen der einzelnen Complexe, insbesondere zu 
den Directricenj sie schneiden also sowohl diese Directricen als deren 
Polaren in Bezug auf den imaginiiren Kugelkreis, welch' letztere in der 
unendlich fernen Ebene liegen, d. h. die zweite Hauptaxe geht durch den 
unendlich fern en Schnittpunkt dieser Polaren hindurch, liegt selbst in 
der unendlich fern en Ebene und ist zugleich identisch mit der Polare des 
unendlich fernen Punktes der ersten (eigentlichen) Hauptaxe der Con
gruenz. Letztere werde zur Axe Xl = 0, X2 = 0 gewiihlt, die andere 
Hauptaxe zur Axe Xs = 0, X4 = 0; sind Pik und ITik die Coordinaten 
der Hauptaxenpaare eines Complexes der linearen Schaar, so ist folglich 

P12 = 0, P S4 = 0, TI12 = 0, ITS4 = 0, TI14 = 0, TI24 = 0, 
und es ist, wie oben: 

"Pi/: + IlPit = p,Pik + VTIik, 
wenn wieder Pik', Pik" die Coordinaten der Directricen der Congruenz 
bedeuten. Die Gleichung des Kugelkreises ist: Pa 2 + P242 + P342 = 0, 
folglich hat man: 

(l TI23 = PH' (l TIl3 = P42 , (l IT12 = PS4 ; 

die Elimination von 'X, Il, p" v fiihrt also zu der Gleichung 

P13 

Pa 

P24 

P23 

P42 

0 
0 

PH 

PIS' 

PI: 
P24' 

P2S' 

P " 13 

P" 14 =0. 
E " 24 

E" 28 
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Wegen Pl2 = ° und PM = ° kann in PiT< = Xi YA: - Y.XA: das Ver
hiiltniss Yl : ~ durch Xl: Xli und :Va: Y4 durch Xs: X4 ersetzt 
werden; ferner kann fur Y gerade der Schnittpunkt der Linie PiA: 
mit der Axe Xl = 0, ~ = ° gewahlt werden, so dass Yl = 0, 
Y2 = ° wird. Die gefundene Gleichung verwandelt sich dann in: 

X 12 Xs [( P2: - Pt:) P 2S" - (PlIt - Pit) P2S'] 

+ X 22 Xs [(P2: - Pt:) PIs" - (P2:' - PI;') PIS'] 

+ 2XI X2 X4 (Pa ' P2t - P lI4' PIt) = 0. 

Da auch PIli' = 0, Pu" = 0, so verhalt sich P2S' zu PlIS" ebenso 
wie PIS' zu ~s", foIglich werden die Coefficienten der heiden ersten 
Glieder einander proportional, und wir erhalten die Gleichung des 
Cylindroids in der fruheren Form (p. 61) 

a(XI2 + X22)XS + bXl X 2 X 4 = 0. 

Nr. 8. Die Wurzeln des vorhergehenden Falles fallen zusammen, 
so dass ls = - 14 = 0. Der Complex ist ein specieller, kann also 
in die Form QS4 = 0, d. h. Pl2 = 0, durch orthogonale Transforma
tion ubergefuhrt werden. 

Nr. 9. Alle vier Wurzeln von £1(1) = ° sind unendlich gross. 
Es ist nicht nur A=O, sondern auch <l>aa=O, wenn jetzt rp=E"ikqik 
genommen wird. Sei Pll + P242 + Psl = Odie Gleichung des ima
ginaren Kugelkreises in Liniencoordinaten, so ist <l>aa= "232+"S12+"122; 
die Bedingung <l>aa = ° sagt also aus, dass der Punkt, welcher ver
mnge cp = ° der unendlich fernen Ebene zugeordnet ist, selbst auf 
dem Kugelkreise liegt. Um eine kanonische Form zu erhalten, kann 
man setzen 

(Sf) F=2Ul U2 +Us2 , 

cp = QIS + Q42' 
wobei die Ecke Xl = 0, Xs = 0, X4 = 0 der unendlich fernen 
Ebene vermoge rp = 0 zugeordnet wird, und der Tangente des Kugel
kreises im Punkte Xli = 0, Xs = 0, X4 = 0 (d. i. der Linie X 2 = 0, 
X4 = 0) vermoge des Complexes cp = 0 eine Gerade durch die Ecke 
Xl = 0, Xs = 0, X 4 = ° conjugirt ist. Man hat weiter: 

o 1 1 0 

1 0 ° -1 
(7 f) R2L1(1) = R2A2 = -1 0 1 0 = 1, 

o 1 0 0 

(10f) R2EELlik(1)xiXk = -13Xl- 21X1Xg, 
(llf) B2EXAikXiXk = - Xl, R2XXL1il/(0)Xi Xk = - 2X1 Xll • 

23* 
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Nr. 10. Die Coe(ficienten der Gleichung L1 (It) = ° sind ein%eln 
gleich Null. Der Complex ist ein specieller; seine Axe trifft den 
imaginaren Kugelkreis. Geschieht letzteres in dem Punkte Xl = 0, 
Xs = 0, X 4 = 0, so kann man setzen: 

(8 g) 

Nr. 11. Der Ausdruck <t>"a verschwindet, indem gleichzeitig a23 = 0, 
aSl = 0, au = 0. Die Axe des speciellen Complexes liegt in der 
Ebene des imaginaren Kugelkreises. Als einfachste Form ist zu 
nehmen: 
(8h) 

Nr. 12. Die Axe des speciellen Complexes beruhrt den imaginiiren 
Kugelkreis, etwa im Punkte X 4 = 0, Xl = 0, Xs = o. Die kano
nische Form wird: 
(8i) F = 2 Ul U2 + u..~2, q; = Q2S. 

XVII. Die linearen Transformationen einer Flache zweiter Ordnung 
in sich. 

Die entwickelten Beziehungen zwischen einem Iinearen Complexe 
und einer IHiiche zweiter Ordnung oder Klasse stehen in engster 
Verbindung mit der Theorie der Iinearen Transformation einer sol chen 
Flache in sieh, wie sie uns friiher schon geIegentIieh bei Unter
suchung der verallgemeinerten geodatisehen Linien begegnete (p. 317 
und 320). Damals wurde die Gleiehung der zu transformirenden 
Flache in besonders einfacher Form vorausgesetzt; jetzt soIl es sieh 
darum handeln, alle moglichen Transformationen der Fliiche in sich 
auf%ustellen, ohne uber das Coordinatentetraeder eine specieUe Annahme 
zu machen. 1st also die Gleichung einer FIache zweiter Ordnung in 
der Form 
(1) 
gege ben, so sollen die Coefficienten Cik einer linearen Transformation 

(2) ~i = CilXl + Ci2X2 + CiSXS + Ci4X4 

so bestimmt werden, dass die Identitiit besteht: 

(3) 

Mit t und 1: mogen zwei einander in Bezug auf f = 0 eonju
girte Pole bezeichnet werden, die auf der Verbindungslinie von x 
und ~ liegen, so dass 

(4) Xi = xti + AT;, ~i = uti - Mi. 
Werden x und t gegeben, so sind damit ~ und 1: bestimmt. Be-
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stehen zwischen den t£ und 'ti line are Gleichungen, so sind aus ihnen 
auch Gleichungen der Form (2) herzuleiten. Wir haben also die 
Aufgabe, die Coordinaten der Punkte t und 't durch solche lineare 
Gleichungen zu verbinden, dass die daraus folgenden Gleichungen (2) 
zu der Identitat (3) fiihren. Statt des Punktes t fahren wir seine 
Polarebene u ein, so dass 

(5) ti = Aillti + Ai2U2 + AiSUS + Ai4U4, 

wenn mit den AiA; die Unterdeterminanten der aik bezeichnet werden. 
Der Punkt 'C muss dann in der Ebel1;e U liegen, und dies wird in 
einfachster Weise durch lineare Gleichungen erreicht, wenn wir die 
Ebene 11 und den Punkt 't mittelst der Verwandtschaft eines linearen 
Complexes zu einander in Beziehung setzen, etwa vermoge der Glei
chungen: 
(6) 'ti = ailttl + ai2U2 + "lsUa + ai4U4, aik = - "ki, aii = O. 

Da es ferner keine andere reciproke Verwandtschaft gibt, bei der 
jeder Punkt in der ihm entsprechenden Ebene liegt, so findet man eine 
erste sehr allgemeine Klasse von linearen Transformationen der Fliiche 
f = 0 in sich, wenn man aus den Gleichungen 

(7) 
Xi = ".EAikUA; + l.EfXikUk, 
;; = ".EAikUk - l.EaikuA; 

durch Elimination der tti lineare Gleichungen ~wischen den Xi und ;i her
stellt. Eine zweite Klasse von linearen Transformationen der FIache 
f = 0 in sich wird spater durch Zulassung von linearen Hilfstransfor
mationen mit verschwindender Determinante gewonnen werden. 

Das in (7) gegebene Resultat wird durch directe Rechnung leicht 
bestiitigt. Es bedeute LI(",}.) die Determinante der Grossen 

"Aik + }"fXik, 
und die Unterdeterminantell von LI seien mit Llik(",}.) bezeichnet. 
Zuniichst folgt durch Auflosung der beiden Gleichungssysteme (7) 

(8) 

und hieraus: 

LI(", }.)u; = .ELh,C", l)Xk' 
k 

LI(", -}.)u; = .ELlk;(", -l);k' 
k 

LI(", }.)EAuu; = .E.ELlkiC", }.)AUXk' 
i k i 

L.1 ('" - l)EAutti = .E.ELlki(X, -}.)AU;k, 
i k i 

andererseits durch Addition der Gleichungen (7): 

(9) Xi + gi = 2".EAik Uk, 
i 
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also auch: 

(10) 
.d(x,l)~1 = 2X:E:E.dki(",l)AuXk - .d(",l)Xt; 

k i 

.d(",-l)xl= 2U:E:E.dki (X, -l)Ali~k - LI(u, -l);t. 
k i 

Hiermit sind die Coefficienten der Gleichungen (2) und die Auf
losungen dieser Gleichungen gefunden. Bedeuten niimlieh (Xik will
kiir1iehe Grossen, die den Bedingungen (Xik = - (Xki geniigen, so wird: 

(11) 

2x.E.1ki (x, a) Ali 

.1(x, a) fiir k ~ 1, 

'2x.E.1u(x, it) Au - .d (x, it) 
ell = .1(x,a) 

und die AuflOsung der Gleiehungen (2) geschieht einfach, indem man 
A, durch - l ersetzt. Die Summenzeiehen in den Zahlern der rechten 
Seiten von (11) beziehen sich auf den Index i. 

Durch die gefundene Transformation geht jedenfalls jeder Punkt 
der Fliiche f = 0 wieder in einen Punkt dieser FHiche iiber (wegen 
der harmonisehen Beziehung zwischen x, t, ;, 1:'); aber es konnte sein, 
dass auf der reehten Seite von (3) noeh ein constanter Factor hinzu
zufiigen ist. Die Entscheidung hieriiber liefert folgende Reehnung. 
Aus (10) ergibt sich: 

.d(U,l),EalmSI = 2u2:E2.dki(u,l)AuatmXk - .d(x,l)1Jalmxl 
I I k i I 

oder wegen (8): 
:Ea,mSI = 2xAum - :EatmXt 
I I 

und durch Multiplication mit xm , resp. Sm und Addition 

2xA:Eumxm = 2:Eatm X1Xm + :ELJalmxm~l, 
m ! m I m 

(12) 
2xA:EumSm = :ELJalm;l;m + :ELJalm;mX,. 

m I m I m 

Ferner ist nach (8) 

LI(x, -l)LJumxm = EELlkmCx, - l);kXm, 

LlCx, l),EumSm = :E:ELlkm(x, l)Xk;m. 

Nun entsteht LI(x, l) aus dem Ausdrueke .d()") der vorhergehenden 
Betrachtungen (p. 343), wenn man nur aik durch Ai., ersetzt und 
statt )., die homogenen Parameter x, l einfiihrt; also wird nach Glei
chung (19) p. 348: 

(13) .dCu, l) = ,,4 A3 + ,,2A.2<P + A,4N, 
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wo <I> aus dem obigen <l>aa entsteht, indem man die aik durch die Am 
ersetzt, so dass <I> = ..4. <l>aa wird. 

Hierin bedeutet A die Determinante der Flache f = 0 und es ist 
wieder A = tx12txS4 + tx1sa42 + a14 a2S ; ebenso haben wir nach Glei
chung (13) p. 346: 

(14) ~E dik(",A)X;Xk = 'J(,s..4.2 ~~aikXiXk + 'J(.).2'V, 

wo 'V einen leicht zu berechnenden Ausdruck bedeutet. Folglich 
·ist auch 

d(",A) = d(", -A), 
dik(",A) + dki('J("A) = dike", -l) + dki(", -A). 

Durch directe Untersuchung der Unterdeterminanten findet man 
ausserdem: . 

dik('J(" A) = d ki (", - A). 
Die linken Seiten der beiden Gleichungen (12) werden also einander 
gleich, und durch Subtraction derselben von einander ergibt sich 
genau die Gleichung (3): es tritt kein constanter Factor hinzu. 

Die rechten Seiten der Gleichungen (11) hangen von dem Para
meter" : A abo Zu jedem linearen Complexe ~txikqik = ° geMren daher 
unendlich viele Transformationen einer gegebenen Fliiche f = 0 in sich. 

Bei jeder Collineation entsteht die Frage nach solchen Punkten, 
welche mit den ihnen zugeordneten zusammenfallen. Dieselben er
geben sich aus (2) fiir £i = f'Xi, werden also aus der Gleichung 

(15) ~ + (cll - 1') (C22 - 1') (CS3 - 1') (c44 - 1') = 0 

bestimmt, in welcher nur die Diagonalglieder der Determinante den 
Parameter I' enthalten. Multipliciren wir dieselbe mit d 4 (d. h. die 
Elemente jeder Reihe mit d), setzen die in (11) gefundenen Werthe 
ein und multipliciren nach dem Multiplicationstheoreme noch einmal 
mit der Determinante d(", A), wobei die Relationen: 

2".11~dkiA!i("Akm + Aakm) = 2"A1m · d 
k i 

zu beriicksichtigen sind, so kann der Factor d 4 beiderseits 
herausgehoben werden; und es bleibt 

(16) 
d(", A) . ~ + (cll - 1') (C22 - 1') (css - p,) (C44 - 1') 

= d(,,(l - p,), - ),(1 + 1')). 

wieder 

1st also ,,': l' eine Losung der Gleichung d(",A) = 0, so findet man 
durch die Substitution *): 

*) Vgl. Frabm a. a. 0., wo die entsprecbende Recbnung fur den Fall 
f = ~a;il durcbgefubrt wirdj man findet daselbst die verschiedenen Moglicb-
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K 1--/L x' X~'+X'~ 
(16a) T' 1 +/L = - yoder ft = XAo' - x'it 

eine Losung ft der Gleichung (15). Macht man ft = 0, so folgt aus 
(16) der Werth der Substitutionsdeterminante der Gleichungen (2), 
namlich: 
(17) ~ + CllC22CSSC44 = 1. 

Besonderes Interesse verdient die Annahme, dass ein Polar
tetraeder der gegebenen Flache, deren Determinante nicht verschwin
den mage, als Coordinatentetraeder zu Grunde gelegt wi rd. Dann 
kann man setzen: 

(18) {= X 12 + X 22 + XS2 + xl = ~12 + ~22 + ~32 + ~/, 
und aus (7) erhiilt man die beriihmten Cayley'schen Gleichungen 
(in denen wieder fiik = - fiki) 

(19) 
Xi = XUi + )'2fi;k ttk, 

~i = XUi - ).2fiik U k, 

und die Substitutionscoefficienten selbst werden *): 

(20) 2xLlkl(x,~) 2KLlu(x,~)-Ll(x,a) 
Clk = LI(x,~) Cll = LI(x, Ao) 

die Gleichung (13) endlich geht tiber in 

(21) L1 = ,,4 + ,,2 ).2 (fi122 + fi132 + fi142 + fi342 + fi422 + f(232) + A2. 

keiten der Transformation, je nach Lage des betrefl'enden linearen Complexes, 
besprochen und die zugehorigen kanonischen Formen aufgestellt; letztere, ins
besondere die unendlich kleinen Transformationen, wurden vom Herausgeber 
a. a. O. ebenfalls aufgestellt und naher untersucht. 

*) Cayley: Crelle's Journal Bd. 82 (1846) und Bd. 50, p.288 und p.807 
(1854). - Ohne Benutzung eines speciel\en Coordinatentetraeders hat Rosanes 
das Problem fiir n Variable eingehend behandelt (Crelle's Journal Bd.80, 1874), 
ohne aber auf die Gewinnung expliciter Formeln des Typus (7) oder (11) Ge
wicht zu legen; in anderer Weise sind die fraglichen Transformationen, im An
schlusse an die kanonische Form ~x/, von V 0 s s studirt, Math. Annalen 

Bd. 18, p. 820 (1877); gleichfalls fiir die kanonische Form, aber unter wesent
Hch anderen Gesichtspunkten von Lipschitz: Untersuchungen iiber die Summen 
von Quadl'l1ten, Bonn 1886; rein geometrisch von Sturm, Math. Annalen Bd. 26, 
1886. - In den genannten Arbeiten wird der lineare Complex und seine Be
ziehung zur gegebenen FHiche n i c h t der Betrachtung zu Grunde gelegt. - Die 
allgemeinen Formeln (11) sind in ganz anderer Weise von Frobenius zuerst 
gewonnen: Crelle's Journal Bd. 84, p. 37ft'. (1877), wahrend fiir drei Variable 
die entsprechenden Gleichungen von Hermite schon 1858 aufgestellt wurden 
(ib. Ed. 47, p.309). - Cayley erwahnt (ib. Bd. 50, p. 809) den Zusammenhang 
mit Poncelet's umgeschriebenen Polygonen; vgl. dariiber Voss, Math. Annalen 
Bd. 25 und 26. 
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Die weitere Discussion hangt wesentlich von dem Verhalten der 
WurzeIn der Gleichung (15), also auch von dem Verhalten der 
Wurzeln von A('Jt, A) = 0 abo Die sich darbietenden Moglichkeiten 
sind uns schon aUB der Theorie der Beziehungen der Flache f = 0 
zu dem linearen Complexe rp = 0 bekannt. Wir konnen demgemass 
fur jeden moglichen Fall die zugehorige kanonische Form sofort 
angeben und stellen die Resultate kurz zusammenj urn die Ueber
einstimmung vollstandiger zu machen, sei dabei A = 1 genommen 
und " durch 1. ersetzt. 

Nr. 1. Vier getrennte Erzeugende der Fliiche geMren dem linearen 
Oomplexe an (p. 345): 

(22) f = 2Xt X4 + 2X2XS, rp = At Q14 + ItSQ2S. 

Die Gleichungen (7 a) ergeben *): 

(23) 

und hierauB: 

(24) 

Xl = (A + A1)U4 , 

X 2 = (A + AS)US ' 

Xa = (A - AS)U2 , 

X4 = (A - Itt )Ull 

:1 = (A - 1t1) U" 
:2 = (A - Its) Us, 
:a = (A + Its) UI!1 

:, = (A + Itt )Ul1 

Hiermit ist die bereits fruher besprochene Transformation wieder
gefunden j sie fiihrt nicht nur die gegebene Fliiche, sondern jede Fliiche 
des Biischels XtX, + p,X2XS = 0 in sich iiber. Ausser den gemein
samen Erzeugenden dieser Flachen bleiben die "verallgemeinerten 
Hauptaxen" des linearen Complexes (p. 348) bei der Transformation 
fest. Wie man letztere aus unendlich kleinen Transformationen 
zusammensetzt**), ist schon erortert worden (p. 318). Die Coeffi-

*) Die hier und im Folgenden auftretenden dualistischen Verwandtschaften 
werden unten bei Besprechnng der Transformationen eines linearen Complexes 
in sich naher untersucht werden. 

**) Setzt man A + Ai = «iV, -l~ und a'i = log cti' so lautet die zugehOrige 
unendlich kleine Transformation 

dXl = a l Xl' dX2 = UsXz, dXa = - aaXa, dX4 = - al X 4 • 

Dieselbe entsteht, wenn man a; durch ctt ersetzt und sodann l unendlich klein 

werden llisst. Die Gleichung des Complexes cp = 0 Uisst sich in der Form 

a l -1 cta -1 
~-+1 Q14 + cta + 1 Q2a = 0 
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cienten der rechten Seiten von (24) sind nach (16) die Wurzeln der 
GIeichung (15), wie man auch leicht direct bestatigt. 

In den aufgestellten GIeichungen kann der Parameter ,1, aUe 
moglichen Werthe ann ehmen, ausgenommen diejenigen, fur welche 
die Determinante LI verschwindet; denn diese Werthe (d. i. +,1,1 und 
+ ,1,s) ergeben nach (11) bez. (24) Transformationen mit unendlich 
grossen Coefficienten. Als Grenz{iille*) behalten freilich auch diese 
Collineationen eine gewisse Bedeutung. Es bleibt namlich die Relation 

Xt X4 + X 2 Xs = =t=4 + =2=3 
auch fur sie bestehen. Fur,1, = A,t z. B. folgt aus (23) X, = 0 und 
=1 = 0; die Transformation 

gibt also in der Ebene X, = 0 eine lineare Beziehung, bei welcher 
die beiden in dieser Ebene gelegenen Erzeugenden der Fliiche unge
andert bleiben, und bei der Xl gleich einer beliebigen linearen 
Function von =11 =2' =3 gesetzt werden darf. Aehnliche Bemerkungen 
geIten fur die Grenzfalle aller im Folgenden aufzustellenden beson
deren Transformationen einer gegebenen Flache in sich. 

Nr. 2. Zwei der vier Erzeugenden fallen zusammen, die heiden 
anderen bleiben getrennt (vgl. p. 350): 

(22a) f= 2XI X S + 2X2X4, tp = - A'(Qt3 + Q24) + Q14' 

X t = (,1, - ,1,') Us + U" =1 = (A + ,1,') Us - U" 
X2 = (,1, - ,1,') U4 , =2 = (A + ,1,') u.u 

(23a) 
Xs = (A + A') Ull =3 = (A - ,1,') Uu 

X4 = (A + A')U2 - Uu =4= (A - ,1,')U2 + Ut ; 

schreiben i ersetzt man auch in ihr /Xi durch ai und lasst sodann ebenfalls 1 

in dl iibergehen, so resultirt der lineare Complex 

a1 Q14 + asQss = O. 

Derselbe spielt fUr die unendlich kleinen Transformationen einer Flache zweiter 
Ordnung in sich ganz dieeeibe Rolle, wie ein von Chaslee und Mobius studirter 
linearer Complex bei den unendlich kleinen Bewegungen (Transformationen dell 
imaginaren Kugelkreises in sich, vgl. den folgenden Abschnitt). Dem Studium 
der geometrischen Beziehungen dieses Complexes zu den unendlich kleinen 
Transformationen iet der oben erwahnte Aufsatz des Herausgebers hauptsachlich 
gewidmet. 

*) Auf solche Grenzralle Macht Fro benius (a. a. O. p. 43 if.) aufmerk!lam. 
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(24a) 
X 1 - l' - + 21 -

1 = I +'-' =1 (1+1')! =2' 

Durch diese Transformation werden aIle Flachen der Schaar 

X 1 XS + X 2 X 4 + p,X2 X S = 0 
in sich iibergefiihrt, derselben Schaar, welche bei den friiheren Unter
suchungen iiber lineare Complexe auftrat. Die zugehOrigen unendlich 
kleinen Transformationen sind schon behandelt worden (p. 320). 

Nr. 3. Dcr lineare Oomplex ist ein specieller, dessen Axe die 
Flache f = 0 nicht beriikrt (vgl. p. 351): 

(22 b) f= 2X1X4 + 2~Xs, rp = AsQ2S; 

(24 b) 

Jeder Punkt der Linie X2 = 0, Xs = 0 entspricht sich selbst, 
ebenso jede Ebene des Biischels Xl + vX4 = O. Der Kegelschnitt, 
in welchem eine solche Ebene irgend eine Fliiche des Biischels 
Xl X4 + p,X2 X8 = 0 schneidet, wird durch die Transformation nicht 
geiindert; d. h. jeder Punkt eines solchen Kegelschnittes geht in einen 
Punkt derselben Curve liber. Die Transformation ist als Specialfall 
in Nr. 1 enthalten (namlich fiir Al = 0). 

Nr. 4:. Die Fliicke f = 0 wird von der Axe des speciellen Oom
plexes beriikrt (vgl. p. 351): 

(22 c) f= 2XIX4 + 2X2XS, rp = Q12 + QlS; 

(23 c) 

(24 c) 

Xl = lU4 + Us + Us, 
~=lU3 - Uu 
Xs = lU2 - Uu 

=1 = AU4 - Us - Us, 
=2 = A Us + Uu 
=s = A U2 + Uu 

X 4 = lUl1 =4 = AUl ; 

Xl = =1 + A C=2 + =8) - N =4' 
X2 = =2 - A=4" Xs = =s - /\=" X4 = =4' 

worin 2A/\ = 1. AIle Fliichen des Systems XI X4 + X2 Xs + P,X42 = 0 
werden gleichzeitig in sich transformirt. J eder Punkt der Schnitt
linie von X 2 + Xs = 0 und X4 = 0 entspricht sich selbst, und 
ebenso jede Ebene des Biischels X2 - Xs + vX4 = O. Die Fliichen 
der erwiihnten Schaar werden von letzteren in Kegelschnitten ge
schnitten, welche im Punkte X4 = 0, X2 = 0, Xs = ° eine Be
rlihrung dritter Ordnung mit einander eingehen. 
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Nr. 5. Der lineare OO'JnpZex enthiilt alle Erzeugenden der einen 
Art (vg1. p. 352): 

(22d) {= 2XI X4 + 2X2 X 31 q; = Q14 + Q23; 

X ,1,+1_ X ,1,+1_ 
1 =,1, _ 1 =11 2 = 1. _ 1 =21 

X 1.-1_ X ,1,-1_ 
.L 3 = 1. + 1 =31 4 = 1. + 1 =4' 

(24d) 

Jede Ebene des Biischels Xl + vX2 = 0 bleibt fest, ebenso jede 
Ehene des Buschels Xs + v X4 = 0, d. h. aIle Erzeugenden der Flache 
f = 0, welche dem Complexe q; = 0 nicht angehoren, werden einzeln 
in sich transformirt; auf jeder oorselben entsprechen ihre Sehnitt
punkte mit den Axen Xl = 0 , X2 = 0 und Xs = 0, X, = 0 sieh 
selbst. Analoges gilt fur aIle Fliichen XIX, + p,X2 XS == O. 

Nr. 6. Der lineare Oomplex ist ein specieller, und seine Axe su
gleich eine Erzeugende der Fliiche (vgl. p. 352): 

(22 e) f= 2Xt X4 + 2X2XS1 q; = Q12' 

(23e) 

(24 e) 

Xl = i..V.j, + U21 =1 = lU4 - U2 , 

X2 = i.. Vs - VI' =2 = l Us + Ul , 

Xs = i..U2, 

X 4 = i..U17 

=3 = lU2 , 

=4 = lUt; 

Xl = =1 + A =3' X3 = =3' 
X 2 = =2 - A=4' X4 = =4' 

worin 2Ai.. = 1. Jede Erzeugende, welche die Axe Xa = 0, X4 = 0 
trifft, wird in sich transformirt. Auf ihr werden dadurch zwei ver
einigt gelegene projectivische Punktreihen definirt, deren Doppel
elemente in ihrem Schnittpunkte mit jener Linie zusammenfallen. 
Jede FHiche des Systems f + P,l XS2 + tJ2XaX4 + P,aXl = 0 geht 
dabei in sich iiber. 

Die vorstehenden FaIle umfassen aHe in den allgemeinen Formeln 
(7) enthaltenen Collineationen, welche die vorgelegte FIache in sich 
iiberfiihren. Aber es gibt noch andere Transformationen der Art, 
die von dies en Formeln nieht dargestellt werden. Bei Benutzung 
der Gleiehungen (7), resp. (2) und (11) ward namlieh vorausgesetzt, 
dass die Determinante der linearen Gleichungen, mittelst deren die 
Punkte t und .,; oben zu einander in Beziehung gesetzt werden, nicht 
versehwinde, so dass die verlangte lineare Beziehung als durch die 
Formeln (5) und (6) gegeben angenommen werden durfte. Das Vet-
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schwinden der Determinante von (6) wurde aueh in vorstehender 
Aufzahlung zugelassen. Die Determinante von (5) dagegen ist noth
wendig von Null verschieden, wenn die Flaehe nieht in einen Kegel 
ausarten solI. Verlangen wir also an Stelle von (5) andere lineare 
Relationen mit verschwindender Determinante, so miissen dieselben 
aueh in anderer Weise, d. h. dureh einen neuen Ansatz, geometriseh 
vermittelt werden. Dass in der That nicht aIle Transformationen 
erschopft sind, ergibt sich iibrigens aus Gleiehung (16); denn in ihr 
kann f,/, aIle moglichen Werthe ann ehmen, den Werth f,/, = - 1 allein 
ausgenommen, da Ietzterer It' = 0 ergeben und folglieh naeh (13) 
das Verschwinaen von A erfordern wiirde. Und doeh liegt keine 
Veranlassung vor, einen einzelnen Werth von f,/, auszusehliessen, da 
die Grossen Cik, von denen f,/, stetig abhangt, so variabel gedaeht 
werden konnen, dass f,/, aUe moglichen Werthe durchHiuft. 

1st die Determinante eines Systems linearer Gleiehungen von der 
Form (5) gleich Null, so wird dasselbe nur auflosbar fiir solche t i , die 
einer gewissen homogenen linearen Gleiehung geniigen, d. h. fiir alIe 
Punkte t einer bestimmten Ebene. Wahrend also friiher fiber die 
Hiilfspunkte t nichts vorausgesetzt wurde, miissen wir jetzt annehmen, 
dass nur die Punkte einer gewissen Ebene v als Hiilfspunkte t bentdd 
werden. Wir erhalten aHe diese Punkte als Pole einer beliebigen 
Ebene 1t in Bezug auf einen in der Ebene v gelegenen nicht zerfallen
den Kegelschnitt, z. B. den Schnitt der Ebene v mit der vorgelegten 
Flaehe zweiter Ordnung. Die Gleichung dieser Sehnitteurve in 
Ebenencoordinaten Ui sei (p. 143): 

an al2 al3 a14 Ul VI 

a2l a22 a23 a24 ~t2 V 2 

(25) '1'::= 
a31 a32 a33 a34 U 3 Vg 

=0. 
a41 a42 a43 a44 U 4 v4 

I u1 
u2 u3 U 4 0 0 

V 1 V2 Vs V4 0 0 

Die Punkte 't sind nach dem Obigen mit den Punkten t durch lineare 
Gleiehungen verb un den und liegen harmonisch zu t und den beiden 
Sehnittpunkten der Linie t-T: mit der Flache; sie erfiillen daher 
eine zu V in Bezug auf die Fliiehe eonjugirte Ebene w, deren Coordi
naten der Bedingung 

(26) 

geniigeu. Die Ebene w wird im Allgemeinen nicht Tangentenebene 
der Flache sein. Zu einem bestimmten Punkte t gehort daher als 
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Punkt 't' irgend ein Punkt del' Schnittlinie von W mit del' Polarebene 
von t, d. h. ein Punkt del' Verbindungslinie des Poles '1J del' Ebene W 
mit dem Schnittpunkte del' Ebenen v, W und u, denn die Polarebene 
von t geht durch die Schnittlinie von v und u hindurch. Wir haben 
sonach zu setzen: 

1 0'1' 
(27) t; = -~, (l't'i = '1Ji + 6 (vrou); , 2 uUi 

wo '1J; = Z:.AikVk, Eroi(VWU)i = 17 + ro1 V2W~U4' Die in den allge
meinen Formeln (7) nicht enthaltenen Transformationen der Fliiche 
-E-Eaikxixk = 0 in sich werden daher dttrch die folgenden Gleichungen 
vermittelt: 

(28) 

1 0'1' 
X· =" --+ l(vwu)· + V'1J' • 2 OUt .., 

1 0'1' 
~. =" -- -l(vwu)- - V'1J' • 2 oUi .., 

in denen Vi die Coordinaten einer beliebigen (die Fliiche nicht beruhren
den) Ebene, '1Ji diejenigen ihres Poles, Wi die Coordinaten einer zu 'V 

conjugirten Ebene bedeuten. 
Wie die Auflosung del' Gleichungen (28), d. h. die Elimination 

der Grossen Ui und '1Ji zu geschehen hat, ist nicht unmittelbar ersicht
lich, muss daher im Folgenden erortert werden. Es seien ro/, rot' 
die Ooordinaten del' beiden Ebenen, welche die Fliiche f = 0 in ihren 
Schnittpunkten mit der Schnittlinie del' Ebenen v, W beriihren, dann 
ist -Ero!'YJi = 0 und Z:ro/' '1Ji = 0, da die Ebenen ro' und ro" durch 
die conjugirte Polare del' Schnittlinie von v und W hindurchgehen. 
Es wird also: 

-Ero/x; = "Z:ro/o/; + l-E + VI w2US ro4' , 

-Ero;' ~i = "Z:ro/o/; - ).Z: + V1 W2 US ro4', 
1 0'1' wo 0/.=--, 

• 2 oU; 
und analoge GIeichungen bestehen fiir ro/'. Nun ist Em;'o/; = 0 
die Bedingung dafiir, dass die Ebene u durch den Pol von ro' in 
Bezug auf den ebenen Schnitt 0/ = 0, d. h. durch den Beriihrungs
punkt der Ebene ro' hindurchgehe; dieselbe Bedingung wird auch 
durch die Gleichung z: + VI w2 Us ro; = 0 dargestellt j die Quotienten 

sind daher von den Variabeln Ui ganz unabhangig. Insbesondere 
kann man also in Q' U durch ro" und in Q" u durch ro' ersetzen, 
und so folgt: 

Q' + Q" = O. 
Die obigen G~eichungen und die analogen fiir ro" werden demnach: 
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(29) ~, 'It + lQ' ~ , I: 
""Wi Xi = 'It _ lQ' .. Wi 6., 

ausserdem folgt aus (28): 

(30) ~ViXi = - .EVi~i, EWiXi = .EWi~i' 

Die Gleichttngen (29) und (30) hat man naeh den Xi oder ~i auf
zulOsen, um das Resultat der Elimination der Uj und 1Ji aus den Glei
ehungen (28) IZU erhalten. 

Wir sind sieber, dass die biermit definirten Transformationen 
die gegebene FHicbe in sich iiberfiibren, aber es fragt sich, ob der 
Ausdruck .EEa.1:x.x", direct gleich .EEaik~i~k wird oder nur bis auf 
einen hinzutretenden Factor. Dass ersteres der Fall ist, werden -wir 
sofort an den aufzustellenden kanonischen Formen sehen. Um das
selbe allgemein nachzuweisen, bedienen wir uns am passendsten 
der schon friiher angewandten symbolischen Methoden (p. 140ff.). 
Werde also 

EEaikXiXk = a",9 = b",2 = e",2 

gesetzt, so wird nach Friiherem 'V = ~ (abuv)2. Multipliciren wir 

die linken Seiten der Gleichungen (28) (d. h. Xi und ~i) mit willkiir
lichen Grossen Si und addiren, so erscheinen diese Gleichungen in 
der Form 

(a) 

1 
S'" = 2 ,,(abvu) (abvs) + A. (vwus) + VSq , 

1 
s~ = "2 ,,(abvu) (abvs) - A.(VW1~S) - VSq • 

Setzen wir hierin Si = Cj und multipliciren beiderseits mit e"" so er
scheint auf der rechten Seite der Term (abvu) (abve) e"" in welchem 
a, b und e einander gleichwerthige Symbole bedeuten, die beliebig 
mit einander vertauscht werden diirfen, obne dass dadurch der wahre 
Werth des Ausdrucks geandert wiirde;. es ist also: 

(abev) (abvu)e", = - (abev) (aevu)b", = - (abev) (ebvu)a", 
(b) 1 

= 3 (abcv) [(abvu)c",-(acvu)b",+(bevu)a",]. 

Die Klammer der rechten Seite aber ist identisch gleich 

(abcu) v'" - (abev) u"" 
und somit folgt aus (a) in der angegebenen Weise: 

C",2 = ~ "[(abcv)2u,,, - (abcv) (abcu) v"'] + A. (vwuc)c", + vc1J c"" 
(c) 

c"'c~ = ~ "[(abcv)2u,,, - (abcv) (abcu)v.,] - A. (vwuc) c'" - vC1Jc.,. 
Ebenso erhii.lt man: 
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(d) 

Aus 

(e) 

Zweite Abtheilung. 

CxC; = ~ ,,[(abcv)2u; - (abcv) (abcu)v;] + l (mouc) C; + vcqc;, 

C~2 = ~ ,,[(abcv)2u.; - (abcv) (abcu)v~] -l (vwuc)c; - VC'I(;;. 

(b) und ( c) ergibt sich weiter: 
C",2 - c"'c~ = 21(vwuc)cx + 2vcqcx , 

C~2 - cxc; = - 2l (VWttc) C; - 2VC'IC;. 

U m die ersten Terme der rechten Seiten umzuformen, ersetzen wir in 
(a) die Grossen Si wieder durch ei und muItipliciren mit (mvtte). 
Wir finden so aus der ersten Gleichung (a) auf der rechten Seite 
einen Ausdruck, der sich aus (b) ergibt, wenn man Cx durch (mvuc), 
also Xi durch die Unterdetermillante (VWU)i ersetzt. Dieser Ausdruck 
ist demnach identisch gleich 

~ [(abcu) (vwuv) - (abcv) (vwuu)], 

d. h. identisch gleich Null. Verfahrt man ebenso mit der zweiten 
Gleichung (a), so findet man: 

(vwuc)cx = 1 (vwue)2 + V (VWttc)c'/I 

(vwue) c~ = - 1 (vwtte? - v (vwue) C'I. 

Die heiden links stehenden Ausdriicke unterscheiden sich also nur 
um das V orzeichen, die ersten Terme auf den rechten Seiten der 
Gleichungen (e) sind folglich einander gleichj dasselbe gilt nach (30) 
von den zweiten Termen dieser rechten Seiten j die linken Seiten der 
Gleichungen (e) sind also mit einander identisch, und es folgt cx2=e~2 
oder: 

.lJ.lJaikxixk = .lJ.lJaik~i~k' q. e. d. 
1st nun ein System von Gleichungen der Form .lJbikXi = ~fJik~i 

vorgelegt, und erh1i.It man durch Auflosung ~i = Ieikxk, so ist offen
bar die Determinante der Cik gleich dem Quotienten der Determinante 
der bik , dividirt durch diejenige der Pik. Die Determinante der aus 
(29) und (30) fliessenden Substitution (2) ergt"bt sich hie-rnach gleich 
- 1, wiihrend oben der Determinante der Gleichungeit (11) der Werth 
+ 1 lJukam. Man unterscheidet demgemass die zuletzt betrachteten 
'l'ransformationen der FHiche f = 0 in sich als uneigentliehe, gegen
fiber den in (11) gefundenen eigentliehen Substitutionen*). 

*) Nach Cayley erhaIt man (erelle's Journal Ed. 52) die uneigentlichen 
Transformationen einer Gleichung zweiten Grades im Raume von n Dimensionen 
durch Grenziibergang aus den eigentlichen eines Raumes von n + 1 Dimen
sionen. Geht man, wie es Voss a. a. O. thut, von den Formeln (2) aus, so er
geben sich alle neun moglichen FaIle aus (15) nach der Theorie der Elementar
theiler. Allgemeine Formeln, wie sie in (28) zur Erzeugung uneigentlicher 
Substitutionen vorliegen, scheinen Bonst nicht aufgestellt zu sein. 
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Wird die Flache von der Ebene v beriihrt (wo dann die Schnitt
linie der Ebenen v und w eine Tangente der Flache ist), so iallt CD" 

mit w' zusammen, und es ergibt sich iiberhaupt keine Raumtrans
formation, da aUe Punkte t mit dem Beriihrungspunkte von v, welcher 
hier mit fJ identisch ist, zusammenfallen. Es sind demnach nur 
folgende drei FaIle zu betrachten, von denen der zweite eigentlich 
im ersten enthalten ist. 

Nr. 7. Die Fliicke f = 0 wird von der Schnittlinie der conju
girten Ehenen v und w nicht beri1hrt. Sind letztere Ebenen bez. mit 
XI=O und X,=O identisch, so kann man {=XI2+Xl+2X2 XS 

nehmen, und die Gleichungen (28) werden: 

(28 a) 

Xl = vH4 , 

X 2 = " Us + l Us , 
X s ="U2 -lUa, 

=1 = - vH4, 
=2 = "Us -lUs , 

=s = " U2 + 1 Ua, 

X 4 = " U4 , =4 = " U4 • 

Hieraus erhalt man als Auflosung der Gleichungen (29) und (30): 

(31 a) 
Xl = - =1' 

X 2 = ?I+~=2' ?I-II. 

X 4 = =4' 
X ,,-1_ 

s=,,+.1.=s· 

Die linke Seite der Gleichung (15) wird 

p;+1 0 0 o 
o ,,+1 0 0 

o 
o 

P;-,,-l 

0 ?I-1 
,,2+12 

0 
= (p;2-1) (p;2_2 ,,2_.1.2P;+1). 

P; - ?I+.1. 
0 0 p;-1 

Die Wurzeln derselben sind von einander verschieden, und es tritt 
in der That die bei den eigentlichen Substitutionen (p. 365) ausge
schlossene Wurzel p; = - 1 auf. Ane FHichen der zweifach unend
lichen Schaar kX12 + lXl + 2m X2 XS = 0 werden gleichzeitig in 
sich iibergefiihrt. 

Nr. 8. Alle HUlfspunkte or; fallen mit dem Pole fJ der Ehene v 
susammenj d. h. es ist im vorigen Falle l = 0 zu setzen. Die Trans
formation wird: 

(31 b) Xl = - =1' X2 = =2' Xs = =s , X4 = =4 . 

Jeder Punkt der Ebene Xl = 0 entspricht sich selbst, ebenso jede 
Ebene, die den Punkt Xa = 0, Xs = 0, X4 = 0 enthitlt. Die Trans
formation ist ein specieller Fall der sogenannten Oentmlperspective 
(Bd. I, p. 256 u. 999). Die Gleichung (15) hat eine einfache Wurzel 

Cl_bsch, Vorl_sungen. II,I. 24 
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- 1 und eine dreifache Wurzel + 1, fUr welche auch aHe ersten 
und zweiten Unterdeterminanten verschwinden. 

Nr. 9. Die Schnittlinie der conjugirten Ebenen v 1tnd wist eine 
Tangente von f = O. Sei jetzt f = X12 + X 2 2 + 2 Xs X4 und wieder 
v mit Xl = 0, w mit X 4 = 0 identisch *); dann folgt 0/ = U22 

+ 2US U4 , 

(28c) 

(31 c) 

Xl = vHu 

X2 = % U2 + A. Us , 
Xs =%U4 - ..l~, 

::::1=-vH1, 
::::2 = % U2 - ..l Us, 
::::3 = % U4 + ..l U2 , 

Die fiir die Transformation charakteristische Gleichung (15) ergibt, 
l 

wenn 7c=-: 
11 

l+lL 0 0 0 
0 l-lL 0 - 2k 

0 - 2k 1 - lL - 2k~ 
::= (lL + 1) (1 - lL)3 = O. 

0 0 0 1-lL 
Es tritt also eine einfache Wurzel - 1 und eine dreifache Wurzel 
+ 1 auf, und fUr letztere verschwinden auch aHe ersten Unterdeter
minanten. W 011 te man auch in (31 c) l versch winden lassen, so 
wiirde man zum Falle N r. 8 zuriickgefiihrt werden. -

Die Gleichungen (28) hatten wir dadurch gewonnen, dass die 
Hlilfspunkte t auf eine fest gegebene Ebene v beschrankt wurden. 
Wir konnen noch einen Schritt weiter gehen und diese Punkte t auf 
eine gegebene gerade Linie beschranken. Die conjugirten Pole 7: er
fiillen dann die eonjugirte Polarej und einem Pun7cte x det· Flache 
wird derjenige Punkt ~ derselben zugeordnet, dessen Verbindungslinie 
mit x die beiden gegebenen einander polar conjugirten Geraden schneidet. 
Wird 

f= 2X1 X4 + 2X2 Xg 

angenommen, so ist diese Transformation offenbar durch die Formeln 

~=-~, ~=~, ~=~, ~=-~ 
dargesteIltj ihre Determinante ist also gleich + 1, und sie ist in 

*) Versucht man die Ebenen Xl = 0, X4 = 0 in umgekehrter Weise zu 
benutzen, so ergibt sich keine Raumtransformation. 
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der That unter den in Nr. 3 angegebenen Collineationen enthalten; 
Sle entsteht namlich, wenn in (24 b) A. = 0 gesetzt wird. 

Die eigentlichen und uneigentlichen Substitutionen sind nicht nur 
dQ.rch den verschiedenen W ~rth ihrer Determinante oder die verschie
denen Formen ihrer algebraischen Darstellung von einander zu 
trennen, sondern beide Klassen unterscheiden sich auch von ein
ander durch ein wesentliches geometrisches Merkmal. An den auf
gestellten kanonischen Formen ersieht man namlich sofort, dass 
jede uneigentliche Transformation die heiden Schaal'en von Erzeugenden 
der in sick ~u transformirenden Flacke mit einander vertattscht, jecle 
eigentliche Transformation eine jede Erzeugende stets wieder durch eine 
Erzeugende derselben Art ersetzt. Oben wurde eine eigentliche 'l'rans
formation bestimmt durch die sechs homogenen Coefficienten der 
Gleichung eines }inearen Complexes und das Verhaltniss x: A., eine 
uneigentliche Transformation in den Gleichungen (29) und (30) durch 
zwei einander polar conjugirte Ebenen (die also von fiinf Constanten 
abhangen) und das Verhaltniss x: A. Es giht daher sowohl sechsfach 
unendlich viele eigentliche Transfm'mationen, als auch sechsfach unendlich 
viele uneigentliche Transformationen *). Erstere konnen dadurch er
zeugt werden, dass man die oben besprochenen unendlich kleinen 
Transformationen unendlich oft wiederholt, letztere nicht. 

Von Interesse ist ferner die Frage nach der Zusammensetzung 
einer gegebenen Transformation aus anderen; es bietet sich so das 
Problem dar, zu einer gegebenen Transformation eine zweite so zu 
bestimmen, class beide zusammen eine dritte gegebene Transformation 
liefern. Man wird dasselbe in jedem einzelnen FaIle erledigen konnen 
mit Hiilfe des Satzes, dass jede eigentliche Transformation unserer At·t 
zusammengesetzt werden kann aus /Jwei solchen Transj'ormationen, von 
denen die eine aUe Erzeugenden einer Art, die andere diejenigen der 
anderen Art einzeln fest liisst. Die Richtigkeit des Satzes ist evident, 
denn jede 'l'ransformation lasst im Allgemeinen zwei Erzeugende 
jedes Systems fest. Man hat also nur eine solche specielle Trans
formation cler Form Nr. 5 aufzusuchen, welche dieselben beiden Er
zeugenden erster Art fest lasst und eine dritte Erzeugende derselben 
Art in die verlangte Lage iiberfiihrt (was nach der Theorie projec-

*) Vgl. Klein: Math. Annalen Ed. 4, p. 412 und 622. - Mit den beson
deren Transformationen, bei denen jede Erzeugende des einen Systems fest bleibt, 
und der Zusammensetzung aller anderen aus ihnen beschaftigt sich auch Clif
ford: Preliminary Sketch of Biquaternions, Proceedings of the London Mathe
matical Society, vol. 4, 1873 (oder Mathematical Papers, London 1882, p. 193). 

24'" 
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tivischer Punktreihen moglich ist), und bei der dann jede Erzeugende 
zweiter Art in sich ubergeht. Die erganzende zweite Transformation 
lii.sst jede Erzeugende erster Art ungeandert und fiihrt ebenso drei 
Erzeugende zweiter Art in drei andere derselben Art uber. 

Fur die Zusammensetzung der hier betrachteten Transformationen 
wird ferner der Begriff der "Gruppe" von hervorragender Wichtig
keit. Unter einer Gruppe von Transformationen verstekt man ein 
solches System von ,Transformationen bestimmten Charakters, denen die 
Eigenschaft zukommt, dass die Zusammensetzung je zweier Transf(Jf"mar 
tionen des Systems wieder zu einer Transformation desselben Systems 
hinfuhrt*). Da nun die eigentliehen und uneigentlichen Transforma
tionen durch die Werthe + 1, resp. - 1 ihrer Determinante unter
schieden werden, so foIgt unmittelbar, dass nieht nur aIle Transfor
mationen einer Flaehe zweiter Ordnung in sieh, sondern auch alle 
eigentlichen Transformationen fur sick eine Gruppe bildet, (nicht aber 
die uneigentlichen fur sich). Ebenso enthalt diese letztere Gruppe 
zwei "Untergruppen", deren eine von denjenigen ejgentlichen Trans
formationen gebildet wird, welche das eine System von Erzeugenden 
ais solches nicht andern, die andere von denjenigen, welche zu dem 
anderen Erzeugenden-Systeme in gleieher Beziehung stehen. Um 
den hier neu eingefuhrten Begriff zu erlautern, sei es erlaubt, an das 
Beispiel der Bewegungen zu erinnern. Jede Bewegung (aufgefasst 
ala eine auf aIle Punkte des Raumes ausgedehnte Operation) wird 
analytisch durch eine line are Transformation desselben Charakters 
dargestellt, welcher fiir die Transformation des rechtwinkIigen Ooor
dinatensystems massgebend war (und dessen nahere Bestimmung Auf-

*) Begriff und Bezeichnung sind aus der Galois'schen Substitutionstheorie 
heriibergenommen (vgl. Camille Jordan's Trait6 des substitutions, Paris 1870), 
indem das zu transformirende continuirliche Gebiet des Raumes an Stelle einer 
endlichen Anzahl discreter Gr6ssen tritt. In die Geometrie ist der Gruppenbegriff 
besonders von Klein mit Erfolg eingeflihrt, vgl. dessen Abhandlungen Bd. 4, 

(p. 846) und Bd. 6 (p. 117:1f., 1872) der Mathematischen Annalen, sowie sein 
Programm: Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen, 
Erlangen 1872 und die Schrift: Vorlesungen iiber das IkosaMer, Leipzig 1884; 
vgl. ferner die in Bd. I, p. 996 citirten Aufsatze von Klein und Lie. Das dort 
bei Gelegenheit der Connextheorie untersuchte "geschlossene System von ColIi
neationen" bildet eben auch eine Gruppe, gleichfalls das System der oben p. 317 
u. 820 betrachteten Transformationen. - Die im Texte sogleich noch erwahnte 
Gruppe der Bewegungen ist schon von C. Jordan eingehend studirt (AnnaIi di 
matematica, Serie II, tom. II, 1869); vgl. auch Schonfliess, Math. Annalen 
Bd. 28 und 29. - Auch fiir die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
ist der Gruppenbegriff nach Lie von wesentlichem Nutzen. 
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gabe der foIgenden Untersuchung uber Transformationen eines Kegel
schnittes in sich sein wird); in der That ist es ja gleichgiltig, ob 
das Coordinatensystem im Raume als bewegt, der Raum selbst aber 
als fest gedacht wird, oder ob umgekehrt aIle Punkte des Raumes 
ihre Lage gegen ein fest gedachtes Coordinatensystem verandern. 
Die Gesammtheit der Bewegungen bildet somit eine Transformations
gruppe. Eine in ihr enthaltene Untergruppe wird z. B. von den 
Rotationen um einen Punkt gebildet, und letztere wieder enthalten 
als tTntergruppe die Drehungen um eine Axe. Eine Gruppe, welche 
umgekehrt diejenige der Bewegungen umfasst, wird durch die Ge
sammtheit der raumlichen Collineationen gegeben; dagegen bildet die 
Gesammtheit der dualistischen Umformungen (reciproken linearen 
Verwandtscbaften) keine Gruppe, denn zwei dualistische Umformungen 
ergeben, nach einander ausgefuhrt, eine Collineation; wohl aber wird 
eine Gruppe erzeugt, wenn man die Gesammtheit der dualistischen 
mit der Gesammtheit der eollinearen Transformation zusammennimmt. 

Uebrigens ist es fur den Begriff einer Gruppe nicht wesentlieb, 
dass die sie constituirenden Transformationen an Zahl unendlieh sind 
und sieh in stetiger Folge aneinander sehliessen, wie dies bei den 
angefiihrten Beispielen der Fall war; vielmehr bilden z. B. die in 
endlieher Anzahl vorhandenen Bewegungen, welehe einen Wurfel 
(oder iiberbaupt einen reguliiren Korper) mit sich selbst zur Deckung 
bringen, ebenfaIls eine Gruppe. Gerade diese endliehen Gruppen 
sollen uns spater noch besehaftigen. 

XVIII. Lineare Transformationen des Raumes, welehe einen Kegel
sehnitt in sieh iiberfiihren. 

Bei den bisher betrachteten Transformationen einer Flaehe zweiter 
Ordnung in sieh wurde das Niehtversehwinden ihrer Determinante 
vorausgesetzt. lndem wir diese V oraussetzung jetzt fallen lassen, 
gehen wir nieht von einem Kegel, sondern von einer Flache zweiter 
Klasse, d. h. einem Kegelschnitte im Raume, aus, um denselben an 
geeigneten Stell en insbesondere durch den imaginiiren Kugelkreis zu er
setzen. Fur eine solche FHiehe verliert allerdings die oben gemaehte Con
struction mittelst der Hiilfspunkte t und 't ihre Bedeutung, doeh wurde 
es leieht sein, eine dualistisch entsprechende Construction mittelst zweier 
Hiilfsebenen t und 't auszufiihren, die auch fur den Kegelschnitt nicht 
ungiiltig wird; man wurde so zuerst die Transformationsformeln fiir 
Ebenencoordinaten £lnden und dann aus ihnen diejenigen fur Punkt
coordinaten ableiten (p. 92); man kann aber auch letztere direct aus 
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den friiheren allgemeinen Formeln erhalten, wenn man die Deter
minante verschwinden lasst, denn in ihnen kam nur die linke Seite 
der Gleichung in Ebenencoordinaten vor. Wenigstens gilt dies ffir 
aIle eigentlichen Transformationen; die uneigentlichen werden in 
dieser Weise nicht gefunden, da die betreffenden Formeln nur ffir 
die Punkte einer bestimmten Ebene giiltig bleiben wiirden, wovon 
man sieh leicht iiberzeugt. 

Wird insbesondere der imaginare Kugelkreis eingefiihrt, so bilden 
entsprechende Paare von Ebenen vor und naeh der Transformation 
dieselben Winkel; jeder Figur entspricht daher eine ihr iihnliche: die 
Transformation ist eine Aehnlichkeits-Transformation. 1m Allgemeinen 
wird dabei der Ausdruck x 2 + y2 + fJ2 iibergehen in C [(; - a)2 

+ (t] - W + (\; - C)2], wenn der Nullpunkt in den Punkt a, b, c 
iibergefllhrt wird; insbesondere kann man es so einriehten, dass C= 1 
wird, und dies tritt, wie wir sehen werden, immer ein, so bald die 
Substitutionsdeterminante der Punkttransformation gleich der Ein
heit ist: es bleiben dann nicht nur aIle Winkel, sondern auch aIle 
Entfernungen ungeandert: Die Transformation, stellt eine Bewegung 
des Raumes dar. Beim Studium der Bewegungen, d. h. in der soge
nannten Kinematik*), kommen zwei verschiedene Gesichtspunkte in 
Betracht; entweder verfolgt man das bewegte Punktsystem (etwa 
einen starren Korper) in seinen successiven continuirlich auf ein
ander folgenden Lagen, oder man fasst in erster Linie die Lage des 
bewegten Korpers gegenuber der verlassenen Anfangslage in's Auge, 
bestimmt aIle moglichen gegenseitigen Lagen, die dabei denkbar sind, 
und fragt erst nachtraglich, wie der Korper durch mogliehst einfache 
Bewegungen von einer Lage in die andere gebracht werden kann 
(was in der Theorie der ZusammeJ;lsetzung der Bewegungen gelehrt 
wird), und wie die neue Lage durch successive unendlich kleine Be
wegungen aus der alten hervorgeht. Dieser letztere Gesiehtspunkt 
ist bei unserer algebraischen Behandlung der Frage massgebend, da 
es sich zuniichst urn endliche line are Transformationen handelt. Jede 
Bewegung kann ihrem Begriffe naeh aus successiven unendlich kleinen 
Bewegungen zusammengesetzt werden; demgemass sind fiir die Kine-
matik nur die eigentlichen Transformationen des imaginiiren Kugel
kreises in sich von Bedeutung, denn die uneigentlichen bilden keine 

*) Die durch d' Alembert und Euler begriindete Theorie der Bewegungen 
findet naturgemass in den Lehrbiichern der Mechanik eine Stelle, vgl. z. B. 
Schell, Theorie der Bewegung und der Krlifte, 2. Auf!. Bd. 1, 1879, oder 
Thomson und Tait, Handbuch der theoretischen Physik; Bd. 1 (dentsch von 
Helmholtz und Wertheim). 
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Gruppe (vg1. p. 372). Eine jede ist also bis auf einen willkiirlieh 
bleibenden Parameter dureh einen linearen Complex definirt; und wir 
flnden aUe moglichen Arten der Bewegung, indem wir aUe 1noglichen 
Lagen eines solchen Complexes gegen den imaginiiren Kugelkreis beruc7c
sichtigen. Die gestellte Aufgabe ist somit dureh unsere Untersuchungen 
fiber lineare Complexe im Wesentliehen erledigt. Wir stellen die 
Resultate zusammen, indem wir fUr jeden Fall mittelst der Glei
chungen (7) p. 357 die zugehorige 'l'ransformation bilden. 

Nr. 1. Allgemeine Lage des linearen Complexes gegen den Kegel
schnitt (vgl. N r. 7, p. 353). Die Gleichungen der beiden Gebilde sind: 

(1) F ~ 2U1 U2 + U32 = 0, rp = aQl2 + ~Qa4 = 0; 

also haben wir: 

(3) 

Xl = (x + }. a) U2 , 

X2 = (x - }.a)Up 

Xa = xUa + }.{3U4 , 

X 4 = - }.~Ua, 

=1 = (x - }.a)U2 , 

=2 = (x + }.a) Up 

=3 = xUa - }'~U4' 

und hieraus: 

(4) 
X = It + lit = 

I It _ lu -11 

Xa = - =3 + ~; =4' X4 = - =4' 
Jeder Kegel der Schaar 2Xl X2 + VX42 = 0 geht in sieh iiber, seine 
Sehnitteurve mit X 4 = ° beriihrt den Kegelschnitt F = 0 in zwei 
Punkten. Wird also letzterer zum imaginiiren Kugelkreise, so haben 
wir eine Schaar von Rotationscylindern, von denen jeder in sieh 
iibergeht: die Bewegung besteht in einer Schraubenbewegung um die 
gemeinschaftliche Axe dieser Cylinder. Es ergibt sieh dies genauer 
dureh Untersuehung der zugehorigen unendlich kleinen Transfor
mation. Setzen wir zur Abkiirzung (x + Aa) = a(u - }.a), 2x = b}.[j, 
so erhl1lt man nach n-maliger Wiederholung 

(5) Xl = an=l' X2 = a-n=2' 

Xa = emti=a + nbe(n-I)1ti=4' X4 = en1ti =4' 

also fiir eine unendlich kleine Transformation (p. 318): 

dX! = Xl dn . log a, dXa = (- bX4 + Xarei)dn, 

dX2 = - X 2 dn· log a, dX4 = X 4dn· rei. 
(6) 

Durch Integration erhiilt man diejenigen Curven (auf den Cylindern 
2 Xl X2 + V X42 = 0), welche bei der Transformation (4) in sich uber
gehen, namlich: 
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(7) 
Xl = Clan, Xs = csen1ti - nc4 be(n-I)1ti, 
X 2 = C2 a-n , X 4 = c4en1ti , 

worin n einen variabeln Parameter bedeutet, wahrend die Integrations
constanten Ci die Ooordinaten eines beliebigen Punktes der Curve 
angeben. Urn zu rechtwinkligen Ooordinaten iiberzugehen, setzen wir 

(8) 

und 

Xs 
-=Z 
X ' 4 

c, e + if C2 e - if C3 

~= Y2 ' ~=lI2-' ~=c 

log a - ni = iu; so geben die Gleichungen (7): 

x = e cos tin - fsin un, 
(9) z = c - bn, 

y = e sin un + fcosun, 
d. i. die Parameterdarstellung einer Schraubenlinie (p. 337). Die
jenigen Curven, welche durch lineare Transformation des imaginaren 
Kugelkreises ill sich iibergefiihrt werden, sind also zugleich die geo
datischen Lillien auf den Rotatiollscylindern, genau analog zu dem 
frUheren Resultate, dass (p. 315ft'.) die Ourven der Flache Xl X4 + X 2Xs =0, 
welche bei linearer Transformation des Biischels Xl X 4 + /LX2XS = ° 
in sich ungeandert bleiben, zugleich die "verallgemeinerten" geo
datischen Linien der FIache liefern. - FUr die Kinematik folgern 
wir aus dem Auftreten der Gleichungen (9) den wichtigen Satz*), 
dass die allgemeinste Bewegung eines Korpers durch eine Schrauben
bewegung ersetzt werden kann. Insbesondere gilt dies auch fur eine 
unendlich kleine Bewegung**). 

*) Derselbe ist von Chasles gegeben: Bulletin universelle des sciences 
mathematiques par Ferussac, Nov. 1830; Correspondance mathematique de Bru
xelles, t. VII, p. 532, und Aper'(u historique, Note 34 (BruxelJes 1837). 

**) Einer solchen ist nach Obigem ebenfalls ein linearer Complex zugeordnet. 
Del'selbe ergibt sich aus rp = 0, d. h. aus der Gleichung 

(a - l)bQ12 + 2(a + 1)Qs4 = 0, 

indem man entsprechend den Gleichungen (5) a ersetzt durch a'n e-(n-l)1ti, b er
setzt durch nb und dann n unendlich klein werden las st. Seine Gleichung ist 
daher 

bQ'2 + log (- a) . Q34 = o. 
Er ordnet jedem Punkte diejenige durch ihn gehende Ebene zu, welche zu 
seiner dureh (6) bestimmten Fortsehreitungsrichtung senkrecht staht, aine Eigen
sehaft, die in verallgemeinertem Sinne aueh dem in der Anmerkung zu S. 361 f. 
erwahnten linearen Complexe zukommt. - Die kinematische Bedeutung dieses 
linearen Complexes erkannten Mob ins (Lehrbuch der Statik, Leipzig 1837 und 
Crelle's Journal Ed. 10), Grassmann (ib. Bd. 24 und 25, 1842 und 1843) und 
Chasles (Comptes rendus 1843, t. 16); vgl. auch de Jonquieres, Melanges 
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Lassen wir b unendlich klein werden, so bleibt der Punkt U4 = ° 
fest; jede Bewegung eines Korpers um einen festen Punkt kann daker 
durek eine Drehung des Korpers um eine durek den festen Punkt 
gehende Axe ersetzt werden; hieraus ergibt sich die Existenz der so
genannten momentanen Drehungsaxe bei einer unendlich kleinen Be
wegung. Der specielle Fall b = 0 wird uns auch im Folgenden 
wieder begegnen, ebenso der Fall" = 0 (also a = - 1), welchem 
eine Translation entspricht. 

Die vorliegende Transformation kann man natlirlich anch als 
Specialfall der frilher behandelten d urch das Verhalten der W urzeln 
der zugehorigen Gleichung (15), p. 359, charakterisiren. Diese Glei
chung, an der kanonischen Form (4) gebildet, lautet: 

(10) 0= 

a-fL 0 0 0 
o 
o 
o o 

sie hat also eine Doppelwurzel - 1, fiir welche nicht siimmtliche Unter
determinanten verschwinden. Das Anftreten dieser Doppelwurzel er
giebt sich direct aus (16 a), p. 360. 

Fur fL = 0 wird der Werth der Determinante, d. i. der zu (4) 
gehOrigen Substitutionsdeterminante, gleich + 1; ersetzt man da
gegen =11 =2' =3 durch m=l' m=2' m=3' ohne =4 zn andern, so 
entsteht aus (4) eine Aehnlichkeitstransformation, und die Deterllli
nante derselben wurde gJeich m3 gefunden werden. 

Nr. 2. Der lineare Complex ist ein specieller (vgl. Nr. 8, p. 355). 
1m vorigen Falle ist a = 0, ~ = 1, p = Q34 zu nehmen. Die Trans
formationsgleichungen lauten also: 

Xl = =1' X2 = =2' X3 = - =3 + 2 aY.. =41 X4 = - =4' 

de geometrie pure, Paris 1856; Mannheim, Memoires des Savants etrangers 
t. 20 (1868) und Journal de recole polytechnique cab. 43 (1870). - Durcb das 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten ist die Statik mit der Theorie der 
unendlich kleinen Bewegungen enge verknupftj demgemass wird der lineare 
Complex auch fUr die Theorie des Gleicbgewichts und der Zusammensetzung der 
Kraftsysteme von Wichtigkeit, wie aus der Behandlung dieser Theorie nach 
Mobius und Poinsot hervorgeht. Vgl. F. Klein, Math. Annalen Bd. 4, p.403j 
Ball, The theory of screws, a study in the dynamics of a rigid body, Dublin 
1876, und Math. Annalen Bd. 9, ferner den erwabnten Aufsatz des Herausgebers 
(ib. Bd. 7) und Fiedler, Geometrie und Geomecbanik, Vierteljahrsscbrift der 
naturforscbenden Gesellschaft zu ZUrich Bd. 21. - Die auf p. 61 und 355 ge
fundene Linienflache: dritter Ordnung wird bei der a. a. O. gegebenen weiteren 
Ausbildung der Tt.eorie von besonderer Wichtigkeit. 
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Fiihren wir mittelst (8) rechtwinklige Coordinaten x, '!I, s und ent
sprechend ;, '1/, b ein, so ergiebt sich 

x = -;, 11 = - '1/, s = b - b. 

Wir haben also eine Schraubenbewegung urn die Z-Axe, welche sich 
aus einer Rotation urn lS00 und aus einer Verschiebung um - b in 
Richtung der Z-Axe zusammensetzt. Die Gleichung (10) erhii.lt, da 
a = 1 wird, neben der Doppelwurzel - 1 auch die Doppelwurzel 
+ 1; und fiir die Wurzel - 1 verschwinden aIle ersten Unter
determinanten. 

Nr. 3. Der unendlich fernen Ebene ist durch den linearen Complex 
ein Punkt des imaginiiren Kugelkreises sugeordnet. Die hier anwend
baren Gleichungen (Sf) p. 355 ergeben: 

(11) 

worin a und (J gleich Eins genommen werden diirfen, ferner: 

Xl = "Us + )"aU1H Xs = xUl - ),,{jU,i) 

Xs = "Us - )"au;" X4 = ),,{jUs, 

woraus man die entsprechenden Werthe der =i durch Aenderung des 
V orzeichens von )" erhiilt, um dann durch Auflosung die betreffende 
Transformation in der Form zu finden (x = )"k, P = (x-t, q = (J-l 
gesetzt): 

Xl = - =1 - 2kq=4' 

(12) X2 = 2k2p2=1 - =2 + 2kp=8 + 2kSp 2q=-4' 

X8 = - 2kp=1 =-8 - 2 k2pq =4' 

Die zugehorige Transformation in Ebenencoordinaten wird leicht 
durch Transposition der Coefficienten erhalten und liisst erkennen, 
dass 2 U1 Us + Us 2 = 2 Q1 Q2 + Qs 2. Die zu (10) entsprechende Glei
chung wird: 

~+1 0 0 2kq 

(13) 0= 
_ 2k2p2 1'+1 -2kp -2Pp 2q 

=-_ (~+ 1)4; 
2kp 0 1'+1 2k2pq 
0 0 0 ~+ 1 I 

sie hat die vierfache Wurzel I' = - 1, uod rdr Ietztere verschwin
den nicbt aIle ersten Unterdeterminanten. Eine kinematische Be
deutung hat der vorliegende Fall nicht. 
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Nr. 4:. Die Axe des speciellen Complexes cp = 0 trifft den imagi
niiren Kugelkreis. Aus (8 g), p. 356, folgt 

Xl = K.U2 , X2 = 'XUl - AU4 , Xs = K.Us, X4 = - lU21 

also AX1 + xX4 = 0, d. h. nur fiir diese Ebene hat die Trans
formation eine Bedeutung: die Determinante der zugehOrigen Raum
transformation versehwindet, wie es aueh aus dem Versehwinden 
allerCoeffieienten der friiheren Gleiehung L1(A) = ° hervorgeht. Gleich
wohl ergibt sieh eine fiir den ganzen Raum giiltige Collineation, 
wenn man von Nr. 3 ausgeht und den dort vorkommenden Complex 
durch Nullwerden von IX in einen speciellen ausarten liisstj man muss 
dann nur gleichzeitig lIX = 1 (also l = 00, pk = K., qk = 0) werden 
lassen. Aus den Gleichungen (12) erhiilt man auf diese Weise 

Xl = - =11 X 2 = 2X2 =1 - =2 + 2%=31 

Xa= - 2K.=1 - =3' X4 = - =4' 
(14) 

Die zugehorige Gleiehung von der Form (13) hat wieder die vier
fache Wurzel ~ = - 1, und fur dieselbe verschwinden aIle ersten 
Unterdeterminanten, nicht aber die zweiten. 

Nr. 5. Die Axe des speciellen Complexes liegt in der unendlich 
fernen Ebene. Die directe Anwendung der Formeln (8 h), p. 356, 
wiirde X4 = 0, =4 = 0 ergeben, also eine Transformation, die nur 
fiir Punkte der unendlich fern en Ebene anwendbar bleibt. Dieser 
Fall entsteht aber aueh aus Nr. 1 fiir IX = 1, (3 = OJ damit wieder 
eine Collineation mit endlichen Coefficienten resultirt, hat man gleich
zeitig l = 00, also etwa (3A = 1 zu nehmen. Dann gehen die Glei
chungen (4) fiber in: 

(15) Xl = - =11 X2 = - =2' Xa = - =3 + 2%=41 X 4 = - =4; 

und fuhrt man, wie in Nr. 2, rechtwinklige Coordinaten ein, so 
kommt: 

(16) x =;, y = 'YJ, z = ~ - 2%. 

Diese Gleichungen stellen eine Verschiebttng des Raumes (Translation) 
in Richtung der Z-Axe um - 2K. dar. Da a = - 1 wird, so lasst 
Gleichung (10) die Wurzel - 1 vierfach ZUj und es versehwinden 
fiir dieselbe aueh aIle zweiten Unterdeterminanten. 

Nr. 6. Die Axe des speciellen Oomplexes beriihrt den imaginaren 
Kugelkreis. Die Gleichungen (Si), p. 356, fiihren wieder zu keinem 
Resultate. Der Fall ergibt sich aber aueh aus (11), wenn man (:3 = 0, 
A = 00, (3l = 1 werden lasst (also lep = 0, tcq = K.)j die Linie 
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Xl! = 0, X4 = 0 ist dann Tangente des Kugelkreisesj die Formeln (12) 
werden: 

(17) Xl = - =1 - 2"=,,, Xl! = - =2' Xli = - =3' X" = - =,1' 
Die charakteristische Determinante (13) verschwindet fur f£ = -1 

von der vierten Ordnung, ihre ersten Unterdeterminanten sind Null 
von der zweiten, ihre zweiten Unterdeterminanten von der ersten 
Ordnung. 

Hiermit sind aUe eigentlichen Transformationen des Ranmes er
ledigt, die den imaginaren Kugelkreis in sich uberfiihren. In gleicher 
Weise lassen sich die uneigentlichen Transformationen aufstellen, 
wenn man von den allgemeinen Formeln (28), p. 366, ausgehtj es 
ist dann 'I' = Odie Gleichung des Punktepaares, in welchem der 
imaginare Kugelkreis von einer beliebigen Ebene 'V geschnitten wird, 
und wist eine zu 'V conjugirte Ebene. Je nach der Lage dieses 
Ebenenpaares sind wieder verschiedene FaIle zu unterscheiden, die 
im Folgenden aufgezahlt werden sollen. 

Nr. 7. Die Schnittlinie der Ebenen'l) und w ist nicht eine Treff
gerade des in sich ~u transformirenden Kegelschnittes. Wir nehmen 
'VI ·= 1, '1)2=0, 'iJs=O, '1),,= OJ WI=O, w2 = 1, ws=O, w,,=Oj 
F = Ul 2 + U22 + Ul, also Hl = 1, H2 = 0, Hs = 0, H" = OJ 
0/ = U2 2 + US2; dann folgt aus den erwahnten Gleichungen (28) 

X I = vH1, X2 ="U2 , Xs=xUS +lU4 , X,,=-lUs, 
(18) 

=l=-vHlJ =2="0;, =s="US -lU4 , =,,= lUs, 
also hieraus die uneigentliche Transformation: 

(19) Xl = - =11 X2 = =2' Xs = 2; =" - =8' X" = "- =", 
oder nach Einfiihrung rechtwinkliger Coordinaten: 

(20) t 2n 
X = 6, Y = - 1], S = b - -y' 

Geometrisch entspricht also der Transformation eine Verschiebung 
des Raumes in Richtung der Z-Axe und eine Spiegelung desselben 
an der Ebene '!I = O. Die zugehOrige charakteristische Gleichung 
ist hier: 

1'+1 0 0 ° 0 1'-1 0 0 
(21) 0= 2" - (I'" - 1) (I' + 1)8. 

0 0 1"'+1 -T 
0 0 0 1'+1 
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Fur die dreifache Wurzel - 1 verschwinden auch aHe ersten Unter
determinanten. 

Nr. 8. Dcr Parameter A des vorigen Falles wird gleich Null. Aus 
(18) folgt x4 = 0, ~4 = 0, 

(22) Xl = - =11 X2 = =2, Xs = =s· 

Zunachst bezieht sich also die Transformation nur auf die unendlich 
ferne Ebene. SoU im Raume etwa auch der Punkt Xl = 0, x2 = 0, 
X3=0 fest bleiben und werden rechtwinklige Coordinaten benutzt, so ist 
x = -;, y = 'Y], z = s; wir haben eine Spiegelung an der Ebene 
x = ° ohne hinzutretende Verschiebung; die Transformation ist mit 
Nr. 8, p. 369, identisch. Lassen wir aber in (19) A = ° werden, so 
muss auch " verschwinden, und wir erhalten keine neue Trans
formation, indem der Quotient,,: A unbestimmt bleibt. 

Nr. 9. Die Schnittlinie beider Ebenen ist eine Trelfgcrade des 
imaginaren Kugelkreisesj die eine Ebene beruhrt letzteren dann noth
wendig; es ergibt sich keine Raumtransformation. 

Nr. 10. Die Ebene w faUt mit der unendlich fernen Ebene X 4 = ° 
zusammen, die Ebene v kann willkiirlich gewiihlt werden; wir machen 
letztere zur Ebene XI=O und F=UI 2 +Ul+U32 , 'V=U22 +US2, 

so dass 

Xl = vHu X2 = "U2 + AUg, Xs = "U3 - ;"U2 , X4 = 0, 

woraus sich die =i ergeben, wenn man die Vorzeichen von A und v 
andert. Die Transformation bezieht sich zunachst nur auf die Punkte 
von X4 = ° und gibt: 

(23) Xl = - =11 X2 = =2 cos rp + =3 sin rp, 
Xs = - =2 sin rp + =3 cos rp, 

~2 - 12. 2~1 t t . d D' T .e wenn cos rp = ~2 + 1 2 ' sm rp = 1\2 + 12 gese z wir. Ie rans~or-

mation besteht in einer Drehung um die Axe X2 = 0, Xs = 0, ver
bunden mit einer Spiegelung an der Ebene Xl = 0. Ohne die 
Punkte der unendlich fernen Ebene zu andern, kann man noch eine 
Verschiebung langs der Axe X2 = 0, Xs = ° hinzufiigen, welche 
sich mit del' erwahnten Drehung zu einer Schraubenbewegung zu
sammensetzt. Die allgemeinste reeUe uneigentliche Transformation wird 
daher erhalten durch Zusammensetzung einer beliebigen Bewegung mit 
einer Spiegelung an einer zur Axe der Bewegung senkrechten Ebene. 
Diese Axe kann zur Definition einer Schraubenbewegung, einer Drehung 
oder einer Verschiebung dieneD; die Spiegelung ist schon in Nr.8 
behandelt. 
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Nr. 11. Die Ebene v des vorigen Falles berohrt den imaginiiren 
Kugelkreis. Es sei F = 2 Ul U2 + Us 2, 'I' = U2 lI; es wird Xl = 0, 
=-1 = 0, und es ergibt sich keine Raumtransformation. 

Wenn wir im V orstehenden die linearen Transformationen des 
imaginaren Kugelkreises in sich durch Grenziibergang aus denjenigen 
einer allgemeinen l!'lache zweiter Klasse erhielten, so ist andererseits 
klar und Wild durch die bei Nr. 10 gemachte Erorterung bestlitigt, 
dass sie sich direct aus dem Probleme der ebenen Geometrie er
geben miissen, welches die Transformationen eines Kegelschnittes in 
sich aufzustellcn verlangt. W ir gehen auch auf dieses Problem noch 
ein, da seine Erledigung mit den uns zu Gebote stehenden HiiIfs
mitteln in einfachster Weise erfolgen kann. Wir haben auch hier 
eigentliche und uneigentliche Transformationen zu unterscheiden. Die 
eigentlichen werden ganz wie im Raume mittelst zweier Hiilfspunkte 
t und 1: gefunden, die einander in Bezug auf den Kegelschnitt F = 0 
polar conjugirt sind (wo F in ebenen Liniencoordinaten Ull Us, Us 

gegeben sei). Einem Punkte1: ist mittelst der Gleichungen 

(24) 'ri = anitl + aillff2 + aiSUS (i = 1,2,3) 

(wo aii = 0, aik = - lXk;) eine durch ihn gehende Linie U zugeordnet, 
und letzterer mittelst der Gleichungen: 

(25) 

ihr Pol t. Wir setzen dann Xi = d; + ,hi' ~i = xt; - A.'r;, und finden 
durch Elimination der Ui die gesuchten Transformationen. Sei noch 
a2S = W lI aSI = w2, a1'2 = ws, so haben wir also 

Xl = X.EAlkttk + l(wSu2 - W 2 ttS)' 

(26) Xl! = X.EA2kUk + l(wl uS - WaUL), 

Xs = X.EASkUk + A(W2U1 - W l U 2), 

woraus sich die ;; durch Aenderung des Vorzeichens von A ergeben *). 

*) Bedeutet t den Pol von u und ist f = XXa;ktitk' 80 wird 

1 (Of Of) 
Xl = I'tl +"2 a Ws 0 t, - w, 0 ts u. s. f. 

Dieses sind die von Hermite aufgestellten Relationen (Crelle's Journal Bd. 47, 
p. 309, 1853), welche das Problem der eigentlichen Transformationen fur den 
Kegelschnitt zuerst allgemein erledigten; betr. die uneigentlichen vgl. Bach
mann, ib. Bd.76, p.331 und Hermite, Bd. 78, p. 325; ferner fur zahlen
theoretische Anwendungen: Selling, ib. Bd. 77, p. 170ft'. und p.222ft'. 

Die ausfuhrliche Behandlung der Falle von drei und vier homogenen Vari
abeln Iasst vollstiindig iibersehen, wie sich bei " Veranderlichen entsprechende 
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Die Elimination del' Ui fuhrt zu den Gleichungen 

(27) ~i = CilX! + Ci2X2 + CiSXS, 

wo die Cik sich genau durch die Formeln (11), p. 358, bestimmen, 
wenn nur jetzt L1 (x, It) gleich der Determinante der GIeichungen (26), d. h. 

(28) .deu, It) = US A2 + ult2 EEAikW,Wk = u[u2 A2 + 1t2 Few)] 

gesetzt wird. 1m Gegensatze zu der entsprechenden GIeichung (13), 
p. 358, hat hier die rechte Seite den Factor Ui es liegt dies daran, 
dass die Determinante eines Systems von Gleichungen der Form (24) 
identisch Null ist, dass demgemass in der Ebene kein dem linearen 
Complexe entsprechendes Gebilde existirt, dass folglich die Trans
formation (24) nul' fur die Punkte del' durch die GIeichung 

(29) WI t:I + W 2 t:2 + Ws t:s = ° 
bestimmten geraden Linie in Anspruch genommen werden darf. Auch 
die Relationen (16a), p. 360, bestehen unverandert fort; das Auftreten 
des Factors u in (28) bedingt daher, dass die charakteristische Glei
chung, welche die sich selbst zugeordneten Punkte definirt, stets die 
Wurzel fL = 1 zuIasst, wahrend dieser Wurzelwerth bei den FHichen 
nur ausnahmsweise auftrat*). 1m Raume ferner lagen die fest bleiben
den Punkte auf der zu transformirenden Flache; in der Ebene da
gegen gibt es einen ausserhalb des Kegelschnittes gelegenen festen 
Punkt, namlich den Pol del' Linie w, wie aus (26) fur 'Ui = Wi sofort 
hervorgeht. Ausserdem bleiben die Schnittpunkte del' Linie w mit 
dem Kegelschnitte ungeandert, wie sieh ergiht, wenn man in (26) fur 
Ui die Coordinaten der Tangente eines dieser Schnittpunkte einsetzt**). 

Die Aufzahlung aIler moglichen Specialfalle ist hier mit Be
trachtung del' verschiedenen Lagen der Linie w gegen den Kegel
schnitt erledigt. Es sind also nur zwei Falle moglich, indem der Kegel
schnitt von der Linie (29) entweder in fJwei getrennten oder in zwei 
zusammenfallenden Punkten getroffen wird. 

I. Die Schnittpnnkte sind versehieden. Wir roachen WI = 0, W 2 = 0, 
W3 = 1, F = 2 U! U2 + U32, also 

Untersuchungen anstellen lassen, wie es insbesondere dabei einen wesentlichen 
Unterschied macht, ob n gerade oder ungerade ist. 

*) In Betrefl' der Verallgemeinerung fur n Variable vgl. § 15 in der citirten 
Habilitationsschrift von F r a h m, ferner V 0 S s a. a. O. 

**) Dass zwei Punkte der Curve im Allgemeinen fest bleiben mussen, er
gibt sich auch unabhangig von obiger allgemeinen Theorie durch eine einfache 
geometrische Ueberlegung, mittelst deren man die sogleich zu erwahnende 
kanonische Form der Transformation sofort findet; vgl. F. Klein, Math. Annalen 
Bd. 4, p. 600 ff., sowie Ed. I des vOl'liegenden Werkes, p.994. 
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Xl = (X + A)U2 , =1 = (X - A) U2 , 

X2 = (x - A)UlI =2 = (X + A)Ul , 

X3 = xUs, =3 = xUs; 

) X l£+l_ X l£-l_ X -
(29 l=l£-l=lI 2=1£+l=2' 3==3; 

die Coefficienten der rechten Seiten sind gleichzeitig die Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung von der Form (15), p. 359. Legen 
wir hingegen ein Polardreieck zu Grunde und machen 

F = U12 + U22 + U S2 , 

so erhalten wir die Oayley'schen Formeln: 

Xl = XU l + AW3U 2 - AW2U3, ~t = ?GUI - AW3U2 + AW2US, 

X 2 = -AWSUI + :ltU2 + AWl us, ~2 = AWSUI + xU2 -AWtUS, 

X3 = AW2Ut -AW11t2 + xu3 , ~3 = - AW2U l + lwl u2 + :lttts' 

Die Elimination der tti ergibt mittelst der Gleichungen (11), p. 358, 
das Resultat, dass sich die Ooe{{icienten einer orthogonalen Substitu
tion (27) dtwch drei Parameter wlI W2 , wa rational ausdriicken lassen; 
" und A konnen unbeschadet der Allgemeinheit gleich Eins genommen 
werden, und dann findet sich 

LlCX,A) =:lts + xl2(wt 2 + W 22 + WS2) = 1 + wt 2 + W22 + WS2, 

+ + 1 +WS2.*) C81 = W 2 WSWl1 call = - Wt WSW2' css = 
Der hier besprochene Fall kam oben in Nr. 1, 2 und 5 vor, insofern 
man sich auf die unendIich ferne Ebene beschrankt. 

*) Diese~ Formeln, auf welche oben in der Note zu p. 72 hingewiesen 
wurde, sind von Euler zuerst bemerkt (Nova Comm. Petrop. Bd. 20, p. 217), 
ebenso die entsprechenden fiir vier homogene Variable (ib. Bd. 15, p. 102); vgl. 
Cayley a. a. O. und Baltzer's Determinantentheorie. Die Einfiihrung dieser 
drei Parameter iet nach Rodrigues (Liouville's Journal t. 5, p.217) fiir das 
Problem der Bewegung eines starren K5rpers um einen festen Punkt von 
Nutzen, vgl. neben Cayley und Frahm, a. a. 0., auch eine Arbeit des Letzteren 
in Bd. 8 der Math. Annalen, p. 35, und Clifford: Proceedings of the London 
Math. Society, vol. 7, p. 67 (Mathematical Papers, p. 236). Hierbei kommen 
theilweise Verallgemeinerungen mechanischer Probleme in Betracht, indem man 
den imaginaren Kugelkreis durch eine allgemeine Flache zweiter Klasse ersetzt 
denkt (unter welchem Gesichtspunkte die verallgemeinerte Statik vom Heraua
geber a. a. O. studil't wurde); vgl. dariiber Heath, Philosophical Transactions, 
vol. 175} 1884 und Lipschitz, Crelle's Journal, Bd. 74. 
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II. Die beiden Schnittpunkte fallen zusammen. Es sei wieder 
F=2Ul U2 + US2, aber nun wl = 1, w2 =O, ws=O, also: 

Xl = "U2 , X 2 = 'XU1 + )'Us, Xs = "Us - ).U2 , 

(31) =1 = "U2 , =2 = 'XU1 - J..U3 , =3 = "Us + ).U2 ; 

X - n_ 
3 = '::'S--'::'I' 

It 

Dieselbe Transformation begegnete uns oben in Nr. 3 und 4 (vgl. 
auch Bd. I, p. 999 f.). 

U m endiieh aueh die uneigentlichen Transformationen aufzusteilen *), 
verfahren wir ganz so, wie bei Aufstellung der Gleichungen (28), 
p.366. Wir gehen von einer Linie v aus, deren Sehnittpunkte mit 
F = ° durch die Gleichung 'l' = ° in Liniencoordinaten gegeben 
seien, w sei eine eonjugirte Pol are zu v; fur den Hulfspunkt 't' bleibt 
uns dann kein willkiirlieher Parameter verfiigbar, er raut nothwendig 
mit dem Pole 'YJ von v zusammen. Die uneigentlichen Transformationen 
sind also in den Gleichungen 

(32) 1 0'V 
Xi =" 2-"- + V'I'J., uUi ~ 

1 0'V 
~i =" 2 Ou. -v'l'Ji , 

enthalten. 1st F = 2U1 U2 + U32 und 'l' = 2U1 U2 , so folgt die 
kanonische Form: 

Xl = 'X~, X 2 = "Ul1 Xs= vH3 , 

=1 = "U2 , =2 = xUl, =3 = - vH3; 

(32a) Xl = =11 X2 = =2' X3 = - =3' 
wie oben in Nr. 7 und Nr.8 fur X4 = 0, =4 = 0. Hierbei werden 
die Sehnittpunkte des Kegelschnittes mit den dmch den Pol H gehen
den Strahlen unter einander vertauseht. 

Beruhrt die Linie v den Kegelsehnitt, so faUt H mit dem Be
ruhrungspunkte zusammen. 1st also v mit Xl = ° identiseh und 
F = 2 Ul U2 + US2, 'l' = U22, so wird 

Xl = "U2, X2 = vH2 , Xs = 0; 

es ergibt sieh keine Transformation der Ebene. 

*) Bei drei homogenen Variahelu kaun man die uneigentlichen Substitu
tiouen von den eigentlichen nicht nach dem Werthe - 1 oder + 1 der Substitutions
determinaute unterscheiden, denn man braucht die V orzeichen aller eik nur gleich-

zeitig zu andern, um den Werth - 1 in + 1 iiberzufiihren, wiihrend doch der 
Cha.rakter der Substitution dadurch nicht geandert wird; vgI. uuten Nr. 16. 

Clebsch, VorlesuDgen. II. 1. 25 
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Endlich kann man den Kegelschnitt in ein Punktepaar oder den 
Kegel in ein Ebenenpaar zerfallen lassen. Die Transformationen 
dieser Grenzflachen in sich sind zwar evident, mogen aber der Voll
standigkeit halber auch noch methodisch abgeleitet werden. Wir 
gehen wieder von den allgemeinen Formeln (7), p. 357, aus. 

Nr. 12. Der Kegelsclvnitt fZ&rfiillt in ein Punktepaar, dessen Axe 
dem linear(!lt/, Convplexe nicht a;ngel1brt. 

F=2Ul U2 , rp=a(Jl2+fjQ34; 

Xl = ex + la)U2 , X 2 = ex - la)U1 , Xa = lfjU4, X4 = - lfjUa; 

X )£ -la - X -
2 = )£ + l a =2' 3 = - =a:' 

Diese Formeln entstehen aus (4) durch Grenzubergang fUr fj = cx), 

oder auch aus den Formeln (24 b), p. 363, wenn man die Indices 
1, 2, 3, 4 daselbst bez. ersetzt durch 3, 1, 2, 4 und vorher die Vor
zeichen von =1 und =4 andert. 

Nr. 13. Die Axe des Punktepaares gehOrt dem linearen Com
plexe an. 

F=2UI U2 , rp=a(J14+fjQ2S; 

Xl = xU2 + laU4 , X2 = xUI + lfjUa, Xa = - lfjU2 , 

X 4 = - lctUl ; 

X - +2)£_ X - +2)£_ 
1 = - =1 l {3 =3' 2 = - =2 la =4' 

X3 = - =31 X4 = - =4· 
Diese Formeln sind von den Gleichungen (24 e), p. 364, nicht wes8nt
lich verschieden; der Dnterschied in der Ableitung wird dadurch 
bemerkbar, dass das dortige 1 (hier ,,: l) ersetzt ist durch - A-I. 

Nr. H. Der Complex von Nr. 12 ist ein specieller. Wir haben 
in Nr. 12 nur a = 0 zu nehmen. 

Nr. 15. Die Axe des Punktepaares gehOrt dem specie/len Complexe 
an. In Nr. 13 ist entweder a oder {3 gleieh Null zu seizen. Wahlt 
man z. B. a = 0, so muss aueh" = ° sein, und es entstehen bis 
auf Aenderungen von Vorzeichen die GIeichungen von Nr. 2, p. 377. 

Nr. 16. Die Axe des Punktepaares ist zugleich Axe des speciellen 
Complexes. In Nr. 12 ist fj = 0, also l = 00 zu machen, und es 
resultirt die identische Transformation Xi = - =i; doch behalten 
auch die allgemeinen Formeln von Nr. 12 zwischen den Xi und =i 
fur fj = ° ihre Giiltigkeit. Diese Transformation fiihrt jede beliebige 
Flache zweiter Ordnung in sich iiber. 
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Nr. 17. Das PunKtepaa,' artet in einen Doppelpunkt aus; der 
lineare Complex bleibt allgemein. 

F = U12, fP = txQ12 + {:JQa4; 

Xj="Uj +laU21 X2 =-)..txU17 X S =)..{3U4, X 4 =-)..{3Ua, 

_ +2K_ 
=-=1 1a=2' =-=2' =-=a, =-=4; 

das Resultat ist von dem in Nr. 15 gewonnenen nicht wesentlich 
verschieden. 

Nr. 18. Der lineare Complex in Nr. 17 ist ein speciellerj wir 
haben IX = 0 und folglich auch x = 0 zu nehmen, wodurch das 
Resultat nicht wesentlich beeinHusst wird. 

Nr. 19. Die Axe des speciellen linearen Complexes geht durch den 
Doppelpunkt. In Nr. 17 wird {:J = 0, was wiederum im Resultate 
nichts andert. 

Die zuletzt behandelten Falle bieten an sich wenig Interesse, 
da auch bei den fruheren Collineationen schon fest bleibende Punkte
paare und Doppelpunkte auftraten; sie soUten aber wegen spiiterer 
Anwendungen aufgeziihlt werden. Die uneigentlichen Transformationen 
eines Punktepaares in sich sind diejenigen, bei welchen sich die beiden 
Punkte des Paares unter einander vertauschen (was einer Vertauschnng 
der Systeme von Erzeugenden entspricht); ihre Aufstellung bietet 
keine Schwierigkeiten. Sei namlich F = U12 + U22, so ist jede 
Collineation brauchbar, welche die Punkte U1 = 0, U2 = 0 unge
andert liisst und U1 in - Uu U2 in U2 uberfuhrt. Transformationen 
dieser Art begegneten uns in Nr. 7 und Nr. 8, p 369, und in Nr. 2, 
Nr. 7, Nr. 8, p. 377ff. 

Zum Schlusse stellen wir die gewonnenen Resultate tabellarisch zu
sammen. Um aber nicht eine einfache Wiederholung derselben zu 
geben, solI uns dabei ein anderer Gesichtspunkt leiten, als bei dem oben 
eingeschlagenen Wege. In (16a) ist der Zusammenhang angegeben, 
in dem die Wurzeln der fur uns fundamentalen Gleichung L1 = 0 
mit den Wurzeln derjenigen Gleichung stehen, durch welche die bei 
der Transformation sich selbst entsprechenden Elemente fur die 
eigentlichen Transformationen zu bestimmen sind, wo bei dann von 
selbst die ausgezeichnete Rolle etwaiger Wurzeln + 1 und - 1 fur 
letztere Gleichung hervortrat. Das Verhalten del' Wurzeln dieser 
Gleichung (15) kann nunmehr an den aufgestellten kanonischen Formen 
Bowohl fur eigentliche als fur uneigentliche Transformationen leicht 
beurtheilt werden. Es kommt dabei auf die Vielfachheit der Wurzeln 
an, und ausserdem auf das VerhaIten del' Unterdeterminanten del' in 

25* 
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(15) links stehenden Determinante zu diesen vielfachen Wurzeln, ganz 
wie fur die Lage eines linearen Oomplexes zu einer Fliiche zweiter 
Ordnung die Wurzeln von L1 = 0 und das Verhalten der Unter
determinanten der Determinante .d bestimmend waren. Die Tabelle 
bezieht sich sowohl auf Fllichen mit nicht verschwindender Determi
nante als auf solche mit verschwindender Determinante. Fur erstere 
sind die betreffenden Nummern mit einem Sterne versehen. Durch 
die Zeichen Eigtl. und Ungtl. ist jede Transformation als eine eigent
liche oder uneigentliche bezeichnet. Fur mehrfache Wurzeln tritt 
das Verschwinden von Unterdeterminanten nur III den Fallen em, 
wo es ausdrucklich erwahnt ist. 

1) Vier verschiedene W urzeln; Nr. 1*, p. 361. Eigtl. 
2) Desgleichen, eine Wurzel = + 1, eine andere 

Nr. 7*, p. 369. Ungtl. 
l' , 

3) Zwei einfache Wurzeln, eine Doppelwurzel (= - 1); Nr. 1, 
p. 375. Eigtl. 

4) Zwei Paare von Doppelwurzeln; Nr. 2*, p. 362. Eigtl. 
*) Eine dreifache, eine einfache Wurzel; kommt nicht vor. 
5) Eine vierfache Wurzel (= - 1); Nr. 3, p. 378. Eigtl. 
6) Zwei einfache Wurzeln und eine Doppelwurzel (= + 1), fur 

welche aUe ersten Unterdeterminanten verschwinden; Nr. 3*, p. 363. 
Eigtl. 

7) Ebenso; die einfachen Wurzeln sind bez. + 1 und - 1, 
die Doppelwurzel hat einen anderen Werth; Nr. 10, p.381. Ungtl. 

8) Ebenso; die Doppelwurzel ist gleich - 1; Nr. 12, p.386. 
Eigtl. 

9) Zwei Paare von Doppelwurzeln (+ 1 und - 1), fUr eine 
derselben (- 1) verschwinden aIle ersten Unterdeterminanten; Nr. 2, 
p. 377. Eigtl. 

10) Zwei Doppelwurzeln, und fur jede verschwinden aIle ersten 
Unterdeterminanten; Nr. 5*, p. 364. Eigtl. 

11) Ebenso; die Doppelwurzeln sind + 1 und - 1; Nr. 14, 
p. 386. Eigtl. 

12) Eine einfache Wurzel (- 1) und eine dreifache C+ 1), fUr 
welche alIe ersten Unterdeterminanten Null sind; Nr. 9*, p.370. Ungtl. 

13) Eine einfache Wurzel (+ 1) und eine dreifache (-1), fur 
die aIle ersten Unterdeterminanten verschwinden; Nr. 7, p.380. Ungtl. 

14) Eine vierfache Wurzel + 1 mit verschwindenden ersten Unter
determinanten; Nr. 4*, p. 363. Eigtl. 

15) Ebenso fur aie vierfache Wurzel - 1; Nr. 4, p. 379. Eigtl. 
16) Eine einfache Wurzel (- 1) und eille dreifache (+ 1), fur 
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die aIle zweiten Unterdeterminanten Null sind; Nr. 8*, p. 369, und 
Nr. 8, p. 381. Ungtl. 

17) Eine vierfache Wurzel + 1, fur die aIle ersten Unterdeter
minanten gleich Null von der zweiten Ordnung werden; Nr. 6*, 
p. 364. Eigtl. 

18) Ebenso fur eine vierfache Wurzel - 1; Nr. 13, p. 386. Eigtl. 
19) Eine vierfache Wurzel - 1 mit verschwinde~den zweiten 

Unterdeterminanten; Nr. 5 und 6, p. 379. Eigtl. 
20) Ebenso fur eine vierfache Wurzel + 1; Nr. 15, 17, 18, 19, 

p. 386 f. Eigtl. 
21) Eine vierfache Wurzel - 1, ffir welche aIle einzelnen Ele

mente der Determinante verschwinden; Nr. 16, p. 386. Eigtl. 

XIX. Die linearen Transformationen eines linearen Complexes in sich. 

Die Analogie zwischen den Eigenschaften eines linearen Com
plexes und einer Flache zweiter Ordnung ist wiederholt hervorge
hoben; sie kommt auch bei den Transformationen der betreffenden 
Gebilde in sich wieder zur Geltung. Andererseits machen sich auch 
wesentliche Unterschiede bemerkbar; so zerfallen fur den !inearen 
Complex diese Transformationen in zwei Klassen, je nachdem man 
Collineationen oder dualistische Umformungen benutzt; denn die Wahl 
zwischen beiden Arten von Verwandtschaften steht noch frei, da es 
nur darauf ankommt jede Linie des Oomplexes wieder in eine solche 
Linie iiberzufuhren, wahrend bei den Flachen zweiter Ordnung ihre 
Gleichung entweder in Punkt- oder in Ebenen-Coordinaten gedacht 
wurde. Man braucht aber nur eine der beiden Klassen naher zu 
untersuchen; die andere Klasse wird sod ann mittelst Anwendung der 
durch den Oomplex selbst gegebenen dualistischen Verwandtsehaft 
gefunden. Ebenso kann man aus den Punkttransformationen einer 
Flache zweiter Ordnung in sich die dualistischen Transformationen*) 
durch Anwendung der Polarverwandtschaft der FIache ableiten, wo
bei dann jedem Punkte der Flache eine Tangentenebene derselben, 
jeder Tangente aber wieder eine Ta~gente entspricht. Wir stellen 
zuerst alIe moglichen Transformationen des linearen Oomplexes in 
sich auf und beschaftigen uns dann mit einigen Eigenschaften der
selben. 

Bei einer moglichst allgemeinen Oollineatioll entsprechen be
kanntlich vier Punkte und vier Ebenen je sich selbst (vgl. p. 359). 

*) Dieselben sind von V 0 S B und Stu r m a. a. O. naher studirt; vgl. oben 
p. 360, Bowie den nachstfolgenden Abschnitt XX. 
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Sie bilden ein Tetraeder, dessen Kanten folglich ebenfalls sich selbst 
zugeordnet sind (wenn auch nicht Punkt fiir Punkt). GebOn nun 
eine dieser Kanten nicht dem Complexe an und geht letzterer ver
moge der betrachteten Collineation in sich iiber, so muss auch die 
conjugirte Pol are der Kante sich selbst zugeordnet werden, d. h. sie 
muss die gegeniiberliegende Kante des Tetraeders bilden. Da ferner 
aIle gemeinschaftlichen Treffgeraden zweier conjugirten Polaren dem 
Complexe angehoren, so sind die anderen vier Kanten des festen 
Tetraeders Linien des Complexes; es bleiben also im Allgemeinen vier 
Gerade eines in sick trans(orm~rten linearen Complexes fest, und die
selben bilden ein windsckie(es Vierseit. AHe sechs Kanten des fest 
bleibenden Tetraeders konnen dem Complexe nicht angehOren, wei I 
die drei durch eine Ecke gehenden Kanten sonst in einer Ebene 
liegen miissten. Die Collineation kann daher auf die Form 

(1) Y1 = "lXU Y2 = "2 XII , Ys = "sXs, Y4 = a4X 4 , 

und die Gleichung des Complexes auf die Form 

(2) aP14 + bP23 = 0 

gebracht werden, wo dann die Bedingung "1"4 = "2"S erfiillt sein 
muss. Durch dieselbe Transformation geht aber auch jede Flache 
der Schaar "X1X4 + lX2 XS = 0 in sich iiber. Durch jede Colli
neation, weiche einen Complex in sich iiberfiihrt, werden daher im 
Allgemeinen auch unendlich viele Flachen zweiter Ordnung je In 

sich transformid. Hieraus foIgt weiter der Satz: 
Die allgemeine lineare Transformation eines linearen Complexes 

(3) 

in sick wira durck dieselben Formeln (7) und (11) p. 357 f. gegeben, 
welcke zur eigentlichen Transformation einer Fliiche ~~a;kxixk = 0 in 
sich dienten,. nur sind jetzt die aik als gegebene Grossen, die aik als 
unbestimmte Parameter aufzufassen*). 

AIle moglichen Specialialle ergeben sich also wieder durch Be
trachtung der verschiedenen Lagen einer Flache zweiter Ordnung 
gegen den Complex; artet die Flache in einen Kegel aus, so ver
langt der sich selbst dualistische Charakter des Complexes, dass auch 
ein Kegelschnitt gleichzeitig in sich transformirt werde; es bleibt 
daher gleichgiiltig, ob wir die Fliiche als von Ebenen umhiiIlt oder 
als von Punkten erfiillt auffassen. Wir lassen eine kurze Zusam
mellstellung alIer Moglichkeiten folgen. 

*) Vgl. Frobenius, Orelle's Journal Bd. 84, p. 38. 
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1) Die Transformation Nr. 1, p. 361; jeder Complex der Schaar 
xQ14 + lQ23 = 0 geht in sich fiber. 

2) Die Transformation Nr. 2, p. 362; jeder Complex der Schaar 
xC Q13 + Q24) + l Q14 = 0 geht in sich iiber. 

3) Die Transformation Nr. 5, p. 364; jeder Complex der linearen 
Schaar "Q14 + l Q23 = 0 bleibt fest. 

4) Die Transformation Nr. 1, p. 375, wobei alle Complexe der 
Schaar "Q12 + lQ34 = 0 ungeandert bleiben. 

5) Die Transformation Nr. 3, p. 378; hier ist zu bemerken, dass 
neben dem zur Aufstellung der Transformation benutzten Complexe 
pQ13 + q Q42 = 0 auch der specielle Complex Q»ll = 0 in sich iiber
gefiihrt wird, ebenso aIle Complexe der aus beiden zu bildenden 
linearen Schaar (fiir deren Congruenz die beiden Directricen mit der 
Linie Q23 = 0 zusammenfaHen). 

6) Die Transformation Nr. 12, p. 386, welche sich auf aHe 
Complexe "Q12 + lQ34 = 0 bezieht. 

7) Die Transformation Nr. 13, p. 386, welche jeden Complex 
del' Schaar Cf. Q14 + ~ Q2S + ). QS4 = 0 in sich iiberfiihrt. 

8) Die Transformation Nr. 17, p. 387, bei welcher jeder Complex 
der Schaar "Q12 + ).QS4 = 0 ungeandert bleibt. 

Die FaIle, wo die Hiilfsflache zweiter Ordnung in ein Ebenen
paar oder in eine Doppelebene ausartet, sind in den bereits aufge
zahlten enthalten. 

1st der gegebene lineare Complex ein specieller, so ist seine 
Axe eine Kante des fest bleibenden Tetraeders; jede Transformation, 
welche diese Axe ungeandert lii.sst, ffihrt auch den Complex in sich 
iiber. Lasst man das Tetraeder in jeder moglichen Weise ausarten, 
so erhalt man alIe moglichen Transformationen eines speciellen Com
plexes in sich. Man kann sich dabei auch der friiher betrachteten 
Collineationen, in denen ein specieller Complex benutzt wurde, be
dienen. -

Will man sich nicht mit der blossen Aufstellung der fraglichen 
Transformationen begniigen, so ist es zunachst von Interesse, die
jenigen Linien des Complexes aufzusuchen, welche von den ihnen 
zugeordneten geschnitten werden *). Betrachten wir irgend einen 
Punkt X und den ihm vermoge (1) entsprechenden Y, ferner die 
Ebenen U bez. V, welche X und Y im Complexe (2) zugeordnet 

*) Die zunachst folgenden geometrischen Betrachtungen (bis p. 395) sind im 
Wesentlichen einem unvollendeten Manuscripte aus dem Nachlasse von W. Frahm 
(t 7. August 1875 in Munchen) entnommen. 
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sind. In diesen Ebenen bilden die Complexlinien zwei Strahlbiischel 
mit den Centren X und Y, welche auf der Schnittlinie von U und 
V zwei projectivische Punktreihen bestimmen; da letztere im Allge
meinen zwei sich selbst entsprechende Punkte enthalten, so gehen 
durch X und Y je zwei Complexlinien der verlangten Art; eben so 
liegen (dualistisch entsprechend) in einer beliebigen Ebene zwei der
artige Complexlinien; d. h. diejenigen Linien des in sich zu transfor
mirenden Complexes (1), welche die ihnen entsprechenden sC/meiden, bilden 
ein Strahlensystem zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 

Unter einem Strahlensysteme*) versteht man namlich allgemein 
die Gesammtheit der durch zwei Bedingungen bestimmten Geraden. 
Die Ordnung des Strahlensystems gibt an, wie viele Linien durch 
einen beliebigen Punkt gehen, die Klasse, wie viele Linien in einer 
beliebigen Ebene liegen. Insbesondere kann ein Strahlensystem aus 
allen Geraden bestehen, welche zwei gegebenen Complexen gemein
sam sind. 1st der eine vom mteD, der andere vom nten Grade, so gehen 
mn Linien der ihnen gemeinsamen "Congruenz" durch jeden Punkt P 
(vgl. p. 42), denn in dem einen Complexe bilden die durch P gehen
den Linien einen Kegel mter, in dem anderen einen Kegel nter Ord
nung (p. 244f.), und beide haben mn gemeinsame Erzeugende. Ebenso 
liegen in jeder Ebene mn Strahlen der Congruenz; bei einem allge
meinen Strahlensysteme brauchen indessen Ordnung und Klasse nicht 
einander gleich zu sein. Fiir gewisse Punkte des Raumes konnen 
zwei (oder mehrere) der durch sie gehenden Strahlen des Systems 
zusammenfallenj diese Punkte bilden die sogenannte Brennfliiche des 
Strahlensystems; dieselbe wird auch, wie hier vorlaufig bemerkt werden 
mag, umhiillt von denjenigen Ebenen, fiir welche zwei der in ihnen 
liegenden Strahlen zusammenfallen. Fiir ein Strahlensystem zweiter 
Ordnung und Klasse ist diese Brennfiache von der vierten Ordnung 
und Klassej fUr das uns vorliegende System wird sie sogleich be
stimmt werden. 

Dasselbe gehOrt nicht nur dem linearen Complexe (2), sondern 
auch einem gewissen Complexe zweiten Grades an. Die Coordinaten 
der Verbindungslinie der in (1) vorkommenden Punkte X und Y sind 

(4) 'lPik = X.Yk - l:iXk = XiXk (ak - ai) j 

sie geniigen also der Gleichung 

*) Die allgemeine Theorie der Strahlensysteme ist von W. R. Hamilton 
(Transactions of the R. Irish Academy, vol. 16) und K um m er (1869, Crelle's 
Journal, Bd. 67) begriindetj vgl. auch Salmon's Raumgeometrie, bearbeitet von 
Fiedler, und in Betreff der Litteratur die auf p. 44 erwahnte Arbeit von 
Clebsch. 
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(5) (a, - aa) (a4 - /X2) P'2 PS! = (al - ( 2) (as - ( 4) PISP42' 
welche vermoge der zwischen den P ik bestehenden Identitat auch in 
einer der Formen 

(a, - ( 3) (a4 - /X2) P14P23 = (al - /X4) (/X2 - «s) P13 P42 ' 

(al - ( 2) (a3 - /X4) P14 P23 = (a, - ( 4) ((12 - as) P 12 PS! 

geschrieben werden kann. In (5) haben wir denselben Complex 
zweiten Grades vor uns, dem wir fruher bei dem N ormalenprobleme 
der Flache zweiter Ordnung begegneten (p. 287), und von dem wir 
die wichtige Eigenschaft bemerkten, dass seine Linien die vier Seiten
ebenen des Coordinatentetraeders nach constantem Doppelverhalt
nisse schneiden. Bei der allgemeinen raumlichen Collineation bilden 
demnach die Verbindungslinien entsprechender Punkte einen tetraedralen 
Complex*). 

Schneiden sich nun zwei Linien Lund L', welche dem in sich 
zu transformirenden lineal'en Complexe angehoren, und welche sich 
vermoge der betreffenden Oollineation zugeordnet sind, so liegen sie 
auch in einer Ebene, und die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
auf Ihnen umhullen in der Ebene einen Kegelschnitt, del' von L 
und L' selbst ebenfalls beruhrt wird; es ist dies derselbe Kegel
schnitt, welcher von allen in dieser Ebene befindlicben Linien des 
Oomplexes (5) beruhrtwird (vgl. p. 244); auch die Linien L, L' 
gehol'en folglich dem letzteren Complexe an; unser obiges Strahlen
system zweifer Ordmmg und Klasse ist damit deftn'il't als gebildet durCh 
die Gesammtheit del' den beiden Complexen (2) und (5) gemeinsamen 
Geraden. 

Zur Bestimmung del' Brennflache haben wir diejenigen Punkte 
Y zu suchen, fur welche die beiden durch sie hindurchgehenden 
Linien del' Congruenz zusammenfallen. Es geniigt zu verlangen, dass 
ihre Schnittpunkte mit irgend einer Ebene (z. B. X 4 = 0), welche 
nicht durch Y geht, 8ich vel'einigen, d. h. dass der Schnitt diesel' 
Ebene X 4 = 0 mit dem zu Y gehorigen Oomplexkegel, namlich del' 
aus (5) ahzuleitende Kegelschnitt 

YI X 2 X a (al - ( 4) (a2 - aa) + Y2 X aX l (a2 - ( 4) (as - a l ) 

+ Ya Xl X2 (a3 - ( 4 ) (al - ( 2) = 0 
beriihl't werde von del' Schnittlinie derselben Ebene mit del' im 
linearen Complexe (2) zu Y gehorigen Ebene, namlich der Linie 

*) Unter diesem Gesichtspunkte wird der Complex bei Reye a. a. O. ge
funden und studirt. - Die Transformationen des Complexes in sich betrachtete 
Lie: Gottinger Nachrichten, 1870. 
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aXI Y, + bXt Ys - bXs ~ = O. 

Als Bedingung del' Beriihrung ergiht sich: 

(al - ( 4 )(a2-aS)(a2 Yt 2 Y42+b2 ~2 Ya2) 

-2abY; Y4 Y 2 Ya [(<<2 - ( 4) (as -al ) + (aa-a4 )(a2 -lX j )] =0. 
(6) 

Dieses ist die Gleichung einer Flache viertel' Ol'dnung, welche III 

zwei Flachen zweitel' Ordnung zerfallt, deren Gleichungen von del' 
Form sind: 

Es ist leicht zu sehen, dass beide Flachen nul' dann mit einander identisch 
sind, wenn (a2 - ( 4) (al - a~) = 0 odeI' (as - £\:4) (al - £\:2) = O. 
Die dadurch ausgezeichneten GrenzfaUe lassen sich unter Benutzung 
del' ihnen zukommenden kanonischen Formen leicht erledigen. Im 
Allgemeinen besteht hiernach die Bt'ennfliiche unseres Strahlensystems 
aus zwei Fliichen zweiter Ordnung, welche sich in den vier fest bleiben
den Geraden des linearen Oomplexes schneiden, und welche ebenfalls in 
sich transformirt werden. Letzteres hatte auch schon daraus gefolgert 
werden konnen, dass das Strahlensystem (und folglich auch die Brenn
flache desselben) seiner Definition nach nothwendig in sich trans
formirt werden muss. Abel' auch del' gefundene tetraedrale Oomplex 
geht gleichzeitig in sich iiber, wie aus (1) und (5) sofort folgt; der
selbe bleibt sogar bei jeder Transformation ungeandert, welche die 
Ebenen des Fundamentaltetraeders fest lasst; denn eine Gerade, welche 
diese vier Ebenen unter bestimmte Doppe!verhiiltnisse schneidet, 
muss immer wieder in eine ebensolche Gerade iibergehen. 

Es kann vorkommen, dass jeder Strahl seinen entsprechenden 
schneidet, und dass somit die soeben studirte Congruenz keine Be
deutung hat. Dann liegt in jeder Ebene eine von den Schnittpunkten 
del' in ihr enthaltenen Oomplexlinien mit den ihnen entsprechenden 
gebildete Gerade (Schnittlinie mit del' entsprechenden Ehene), und 
man sieht, dass jeder Punkt dieser Geraden fest bleibt, dass somit 
aIle diese Linien ein ebenes Strahlenfeld bilden miissen, dessen sammt
liche Punkte sich selbst entsprechen. Es tritt dies z. B. ein bei del' 
Parallelverschiebung eines linearen Oomplexes langs seiner Haupt
axe (p. 56), wobei jeder Punkt der unendlich fernen Ebene unge
andel't bleibt (p. 379); und dadurch ist del' betrachtete Ausnahme
fall zugleich allgemein veranschaulicht, denn wie die Schnittlinien 
entsprechender Ebenen eine Ebene ausfiillen, so mussen die Verb in
dungslinien entsprechender Punkte einen Strahlenbiindel bilden, dessen 
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Centrum (unendlich ferner Punkt der Hauptaxe im Beispiele) daDn 
in der festen Ebene liegt. Indem je unendlich viele Punkte dieselbe 
Verbindungslinie liefern, kann durch diese Linien iiberhaupt kein 
Complex mehr erzeugt werden. 

Eine weniger starke Ausariung erleidet der Complex (5), wenn 
sowohl die durch einen beliebigen Punkt gehenden als auch die in 
einer beliebigen Ebene liegenden beiden Strahlen des Strahlensystems 
stets zusammenfallen, so dass dies System in Wirklichkeit nur von 
der ersten Ordnung und Klasse ist. Die Strahlen desselben ent
sprechen dann, wie leicht zu sehen, je sich selbst; und es bleiben 
somit nicht nur vier, sODdern unendlich viele Linien des linearen 
Complexes fest; wir haben also den Fall (p. 364), wo auf den gleich
zeitig in sich transformirten Fliichen zweiter Ordnung jede Erzeugende 
der einen Schaar in sich nbergeht. AIle diese Erzeugenden, und 80-

mit auch aUe Strahlen unseres Systems, treffen dann zwei feste, 
einander in Bezug auf den linea.ren Complex co.njugirte Gerade. Die 
Verbindungslinien entsprechender Punkte erzeugen daher wieder keinen 
Complex, sondern nur die eben erwiihnte Congruenz erster Ordnung 
und Klasse. Dieser Fall tritt ein, wenn unter Voraussetzung einer 
Transformation von der Form (1) die beiden Flachen (6a) zusammen
fallen. -

Insbesondere kann man unendlich kleine TransformatiO'YlR:n eines 
linearen Complexes in sich betrachten; dieselben fnhren dann gleich· 
zeitig gewisse Fliichen zweiter Ordnung in sich liber und sind uns 
also bekannt (p. 318 if.). Erwahnt sei nur, dass auch fiir sie der 
Complex (5) seine Bedeutung behalt; er wird gebildet von den Ver
"bindungslinien der Punkte des Raumes mit den ihnen zugeordneten 
unendlich benachbarten Punkten, d. h. von den Tangenten alIer der 
Curven, welche durch die betrefl'ende unendlich kleine Transformation 
in sich iibergefiihrt werden. In der That, sei nach Friiherem eine 
solche Curve durch die Gleichungen 

(7) Xi = fJ';a/' , 

wo a1 a4 = a2 alP gegeben, so ist 
(8) dX; = Xi . log ai . d)'; 

die Coordinaten der Tangente sind also: 
(J/k 

(9) P ik = Xi dXk - X k ax; = XiXk • d), . log -. 
eli 

Wie sich 

(10) 

aus (4) der Complex (5) ergab, so folgt hieraus: 

(log al - log as) (log a4 - log as) P12 PS4 

= (log al - log (X2) (log as - log (X4)PlSP42 ' 
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also wieder ein tetraedraler Complex. Durch die Transformation (8) 
geht jeder Oomplex der linearen Schaar (2) in sich uber, ebenso wie 
durch jede Transformation (1); durch ihn und durch (10) wird eine 
Congruenz bestimmt, gebildet von denjenigen Linien des linearen Com
plexes, die von ihren zugehorigen geschnitten werden. Da nun diese 
zugehorigen Linien zugleich unendlich benachbart sind, so ordnen 
sich die doppelt unendlich vielen Linien der Congruenz in die je 
einfach unendlich vie len Erzeugenden·Systeme von einfach unendlich 
vielen abwickelbaren FHichen (vgl. p. 24). Diese letzteren werden 
gebildet von den Tangenten gewisser Curven des Systems (7); in der 
That geniigen die Coordinaten (9) wegen (7) auch der Relation: 

hi h4 log a4 P23 - h2 hs log as P14 = O. a1 a2 

Die Congruenz der Complexe (2) und (10) besteht daher aus den siimmt
lichen Tangenten derjenigen Curven (7), welche auf der Flache zweiter 
Ordnung 

(11) X i X4 • a log a4 + X2 XS ' b log as = 0 
a1 a2 

gelegen sind*); denn es liegt die Ourve (7) ganz auf derselben, sobald 
der Punkt b (d. i. ,l = 0) sich auf ihr befindet. So wird auf jeder 
Flache des Biischels 

(12) 

ein System von einfach unendlich vielen Curven durch die Forderung 
bestimmt, dass ihre Tangenten einem linearen Complexe (2) ange
horen sollen **). Dadurch erscheinen aIle Linien des letzteren in be
stimmter Weise zu Developpabeln geordnet. Nach dem Obigen liefert 
die FIache (11) zugleich den einen Theil der Brennfliiche der durch 
(2) und (10) definirlen Congruenz. Um den anderen Theil zu finden, 
stell en wir vermoge (6) die Gleichung dieser Brennfliiche auf; wir 
haben dann nur in (6) "; durch log IX; zu ersetzen. Nun 1St wegen 
"11X4 = IXglXS 

*) Dass aHe Tangenten einer Curve (7), uberhaupt einer jeden durch unend
Hch viele Collineationen in sich iiberfuhrbaren Curve, einem linearen Complexe 
angeh1iren, bemerken Klein und Lie a. a. O. 

**) Ebeneo wird auf jeder beliebigen Flache eine Schaar von Curven durch 
die Forderung definirl, dass ihre Tangenten einem gegebenen linearen Complexe 
angeh1irenj eine weitere Verallgemeinerung wurde zu dem Probleme fiihren: Man 
Boll die Umhullungscurven einer durch zwei beliebige Complexe definirlen Con
gruenz bestimmen; vgl. Kummer, Crelle's Journal Rd. 67; Plucker, Neue 
Geometrie des Raumes, p. 61 j Klein, Math. Annalen, Rd. 6, p. 278 If. 
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(log all - log a4) (log "s -log a1) + (log as -log a4 ) (log all -log "1) 

= - (log ::Y - (log ::Y'; 
setzen wir also al = log "1 - log as, all = log a1 - log a2, so zer
raUt die gesuchte Brennflache in die beiden FHichen zweiter Ordnung 

a Cal - a2)XI X4 + b(al + a2)X2XU = 0, 
a (al + a2) Xl X4 + b Cal - a2) X2 Xs = 0 , 

von denen die zweiie in der That mit (11) identisch ist. 
N och in anderer Weise lassen sich die Fliichen des Biischels 

(12) zu den linearen Complexen (2) in Beziehung setzen. Man con
struire im Punkte :J) die Tangente der durch :J) gehenden Curve (7), 
zeichne die Flache (12) als ,,Fundamentalfl.iiche" im frliheren Sinne 
(p. 291) aus und lege durch x und durch die conjugirte Pol are der 
Tangente in Bezug auf die Fundamentalflache eine Ebene u (d. h. 
man construire in x die "verallgemeinerte" Normalebene der Tan
gente)j wie man leicht sieht, sind dann die Coordinaten der Ebene U: 

() Ul = .A X4. (log /Xl - log a4 ) , () Us = B X2 (log as - log "ll), 
() Us = B Xs (log a2 - log as) , () U4 = AX! (log a4 - log al ). 

Rier ist wegen /Xl /X4 = /X2 /Xs die Bedingung lJ U;Xi = 0 erfiillt. Die 
"verallgemeinerten" Normalen der siimmtlichen Curven des Systems (7), 
genommen unter BenutfJung von (12) als Fundamentalfliiche, bilden da. 
her den linearen Complex: 

(13) A log "1 P14 + B log et2 P23 = O. -
IX, ets 

Die heiden letzten Bemerkungen liber die Beziehung der Com
plexschaar (2) zu dem Flachenblischel (12) bieten ein besonderes 
Interesse wegen der Folgerungen, die sich aus ihuen ergeben, wenu 
die gleichzeitig mit einem vorgelegten Complexe in sich zu transfor
mirende Flache in den imaginaren Kugelkreis ausartet. Unser 
Curvensystem (7) geht dann liber in die Gesammtheit der gewohn
lichen Schraubenlinien gleicher Ganghohe, die man auf allen Rota
tionscylindern mit gemeinschaftlicher Axe construiren kann (vgl. 
p. 337 und 376). Ihre GIeichungen sind in rechtwinkligen Coor
dinaten: 

(14) :J) = R cos (i- + k), y = R sin (i- + k) . 
Die Constante h ist allen Schraubenlinien des Systems gemeinsam 
(entsprechend den friiheren Grossen ai); die Constanten R und k 
legen eine einzelne Curve des Systems fest. Die rechtwinkligen 
Liniencoordinaten der Tangenten sind: 
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R . f
/1P = - "h SID !>, 

R 
/1q= "h COSb , 

/1r = 1, 

Zweite Abtheilung. 

/1 7t = R (sin b - i cos b) , 

/1" = - R (~ sin b + cos b), 

wo b = i + k. Sie bilden also dann den Complex zweiten Grades: 

(15) h (P2 + q2) - rQ = 0, 

welcher als Ausartung des tetraedralen Complexes zu betrachten ist. 
Derselbe bestimmt zusammen mit dem linearen Complexe 

(16) (! - cr = 0 

eine Congruenz, deren BrennfHiche in obiger Weise aufgestellt werden 
kann; ihre Gleichung wird 

(17) (x 2 + 'll) - ch = O. 

Sie ist also nur von der zweiten Ordnung; es hat sich die unendlich 
ferne Ebene, doppelt zahlend, abgesondert. Dies erklart sich dadurch, 
dass jade Gerade der unendlich fernen Ebene dem Complexe (15) an
gehort. Die OongruenfiJ der Oomplexe (15) und (16) besteht daher aus 
sammtlichen Tangenten der Schraubenlinien (14) von der Ganghiihe 2h'lt, 
welche auf dem Rotationscylinder (17) gelegen sind, wobei R2 = ch. 
So wird auf jedem Cylinder (17) ein System von einfach unendlich 
vielen (entsprechend der Unbestimmtheit des Parameter k) Schrauben
linien durch die Forderung festgelegt, dass ihre Tangenten dem 
linear en Complexe (16) angehOren. Die Ganghohe wachst mit 
wachsendem Radius, sie ist Null fur R = 0, wo dann die Schrauben
linie sich auf einen Punkt (unendlich kleinen Kreis) zusammenge
zogen hat. 

Nun muss man auf jedem geraden Kreiscylinder zwei we sent
lich von einander verschiedene Arten von Schraubenlinien unter
scheiden: die rechts und die links gewundenen. Wir nennen die 
Schraubenlinie und entsprechend mit Plucker auch den zugehOrigen 
linearen Complex links gewunden, wenn h positiv ist, d. h. wenn 
sich die Projection eines ihrer Punkte bei wachsendem s von der 
positiven Seite der X-Axe zur positiven Seite der Y-Axe hinbewegt. 
Da nach (17) eh nothwendig positiv ist, so ist der lineare Oomplex 
(16) links oder rechts gewunden, je nachdem die Oonstante c, der soge
nannte "Parameter" des Oomplexes, positiv oder negativ ist. Man wird aber 
verlangen uber dieses gestaltlich wesentliche Merkmal eines gegebenen 
Complexes zu entscheiden, ohne ihn vorher in die kanonische Form 
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(16) transformirt zu haben. Dazu flihrt unsere friihere allgemeine 
Theorie der Transformation (p. 353) nach geringen Aenderungen. 
Statt der friiheren Gleichungen (8 e) etc. haben wir 

F = TT12 + u..2 + u.2 , 1 ' Q + Q ~ u. • d tp = /I. 12 54 = ~aikpik 

zu nehmen, also: 
l a 12 a13 a14, 

a~.n l a28 a 24 
L1 (l) = 

a 31 a 52 l a 34 
= l2(a1l + a 2l + as<!,2) + A2, 

a41 a<l2 a43 ° 
wo wieder A = a12 a 84 + "13a42 + a 14 a 23 ; bedeutet ferner P die Sub
stitutionsdeterminante, so wird 

folglich: 
p2 . L1 (l) = l 2 + A'2, 

P2A2 = A'2, p2(a142 + a242 + asl) = 1. 

Gehen wir nun zu rechtwinkligen Ooordinaten liber, so ist ~ = u, 
~ = v, Us = W, Q14 = PS4 = - r, QS4 = P12 = ~, A' = c zu 
setzen; ferner muss die Determinante p2 gleich Eins werden. Es 
muss also vor der Transformation jeder Ooefficient aik von tp ersetzt 

"'k werden durch ,/ 2 1 Z z; geht man nachtraglich zu den ur-
r a14 +"24 +"34 

spriinglichen a;k zuriick, so ergibt sich als Werth des Parameters des 
linearen Oomplexes*): 

(18) 

Das Vorzeichen bleibt ebenso willkiirlich wie dasjenige der Deter
minante P, da ja die Richtung der z-Axe noch beliebig bleibt. SolI 
aber P = + 1 sein, wie es einer directen Transformation (p. 74) 
entspricht, so muss fiir a 12 =1, a 18 =0, a 14 =O, a 24 =0, a 28 =0 
der Ooefficient a48 = - aS4 von r = P43 vor der 'l'ransformation stetig 
iibergehen in den Ooefficienten - c von r nach der Transformation, 
d. h. in (18) ist links da;s obere Zeichen zu wahlen. 

Die zweite oben erwahnte Beziehung eines linear en Oomplexes 
zu den Ourven (7) iibertragt sich auf eine Beziehung des Oomplexes 
(16) zu den Schraubenlinien (14). Die Ooordinaten der Normalebene 
elDer solchen Ourve sind 

R . fo y 
p,u=-hslDb=-h' 

R a: 
p,v = 11 cos ~ = h' 

p,w = 1, P- = - z. 

*) Vgl. die zweite Anmerkung auf p. 06 und Plucker's Neue Geometrie 
des Raumes, p. 41 und 68. 
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Die Normalen siimmtlicher Sehraubenlinien des Systems (14) bilden also 
den allein von der gemeinschaftlichen GanghOhe 21th abhiingigen 
linearen Complex: 
(19) 
Auch hiernach lassen sich die Complexe in rechts und links gewundene 
eintheilen, und man hat den Vortheil, dass die GanghOhe unabhangig 
vom Radius der betreffenden Rotationscylinder bleibt. Auf der 
Existenz der Complexe (15) und (19) beruhen im Wesentlichen die 
beriihmten 8iitze von Chasles iiber unendlich kleine Bewegungen*). 

Unter allgemeinerem Gesichtspunkte erscheint die Grosse c2, das 
Quadrat des Parameters, als simultane "absolute Invariante" (vgl. 
Bd. I, p. 196) des gegebenen Complexes und des imaginaren Kugel
kreises. In ii.hnlicher Weise lii.sst sich auch eine simultane absolute 
Invariante eines linearen Complexes und einer allgemeinen Fliiche fJweiwr 
Ordnung oder Klasse aufstellen . 

. Wir haben friiher ein Doppelverhiiltniss berechnet, welches durch 
zwei lineare Complexe bestimmt wird: das Doppelverhaltniss a der 
vier Punkte, die einer beliebigen Ebene durch die beiden Complexe 
und die Directricen ihrer Congruenz zugeordnet werden (p. 67); 
dasselbe bestimmte sich aus der Gleichung 

6 2 A + tiCA, B) + B = 0, 
wo A, B die Invarianten der beiden Complexe cp - EaikPik = 0 
und 1/J - E{JikPik = 0 in der bisherigen Weise bezeichnen, und wo 

(}A 08 
(A, B) = I~ {Jik = I "'1'1 (Xik 

u(tik u fisk 

die uns ebenfalls bekannte simultane Invariante gibtj und zwar war 
das DoppelverhiiItniss gleich dem Quotienten der beide:p. W urzeln (1', 
6" der angegebenen Gleichung. Es ist also (X eine Function der ab
soluten Invariante 

(A, B)2 (A, 8)2 1 (1 1 )2 1 ( 1 ) 
J= 4A.B=(A,A)(8,8)="4 7+7 ='4 a+(;+2 . 

1st nun insbesondere 1/J = 0 der zu cp = 0 in Bezug auf eine gege
bene Fliiche EEaikx,Xk = 0 polar conjugirte Complex, so ist nach 
Gleichung (18) p. 347, unter Benutzung der friiheren Bezeichnungs-
nungsweise 

also auch 

*) Vgl. die Anmerkungen zu p. 861 und 876. 
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1 ~ ~o<P 
(A, B) = 2"'::;'; ...::;.; oaik aik = <l>aa, 

() 1 :2~0<p 0<P B B =28=-- -,,---, , 4 oa. ou 
ik tm lk 1m 

wobei 

Versch windet B, SO ist 1jJ = 0 ein specieller Complex; dann gilt aber 
dasselbe von cp = 0, ausgenommen den Fall, wo die Determinante 
der Flache verschwindet; es ist folglich bis auf einen Zahlenfactor, 
den man leicht an einer kanonischen Form gleich Eins findet (etwa 
an der Summe der Quadrate), B gleieh A· A, unter A die Deter
minante der Flaehe verstanden, und somit die absolute Invariante*) 

(20) <Paa 2 

J=---. 4A2. A 

In dem mehrfach benutzten Sinne (p. 291 und p. 348) kann man 
sie als den "verallgemeinerten" Parameter des linearen Complexes be
zeichnen. Insbesondere folgt hieraus wieder die fruher angegebene 
Bedeutung der Bedingung <l>aa = 0 (p. 347 f.). 

XX. Die dualistischen linearen Transformationen eines 
linearen Complexes in sich und die allgemeinen reciproken Ver

wandtschaften. 

Nach einer obigen Bemerkung (p. 389) lassen sich die reciproken 
Umformungen eines linearen Complexes in sich nunmehr sofort an
geben; es wiirde auch leicht sein, die verschiedenen mogliehen kano
nischen Formen demgemass abzuleiten. Wir ziehen es indessen VOl', 
die reeiproken Transformationen direct zu behandeln, um sie bei 
dieser Gelegenheit auch von anderer Seite zu be1euchten. Bei einer 
collinearen Umformnng des Raumes namlich wird im Allgemeinen 
weder eine Flache zweiter Ordnung noch ein linearer Complex in 
sich selbst transformirt; wenn dies abel' der }i'all ist, so gehen min
destens einfaeh unendlich viele solehe Gebilde je in sich uber. Anders 
bei den dualistischen Transformationen; durch eine solehe werden, 
wie wir nachweisen wollen, im Allgemeinen zwei, abel' nieht mehr 
als zwei, lineare Complexe je in sich se1bst transformirt. Das Studium 
der allgemeinsten linearen reciproken Verwandtschaft erledigt daher auch 

*) Vg1. bez. § 7 und § 5 in den auf p. 345 erwahnten AufslLtzen Frahm's 
und des Herausgebers, ferner H. Stahl: Ueber die Maassfnnctionen der analyti
schen Geometrie, Programm des LuisenstlLdtischen Gymnasiums, Berlin 1873, 
p. 20. Sind Flache und Complex bez. dnrch die Gleichungen (12) und (13) ge
geben, so ist das Doppelverhaltniss a' : a" dasselbe, nach welchem die Linien 
des Complexes (10) das Fnndamental-Tetraeder schneiden. 

Clebsch, Vorlesungen II: 1. 2G 
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das uns vorliegende Problem der Transformation eines gegebenen linearen 
Complexes in sick. 

Die allgemeine reciproke (dualistische) lineare Verwandtschaft 
oder "Correlation" wird durch die Gleichungen 

(21) u, = PilXl + P."2Xj + {JiSXS + Pi4X4 

vermittelt, in denen Pik nicht gleich {Jk; sei, und deren Determinante 
nicht verschwinden mage. Es hat sich schon fruher ergeben (p. 52 f.), 
dass diejenigen Punkte x, welche in den iknen sugeordneten Ebenen 1£ 

liegen, im Allgemeinen eine Fliiche fJweiter Ordnung erfullet" dargestellt 
durch 
(22) f= 22{JikXiXk = O. 

Diese FIache f = 0 
girten" Correlation 

ist in derselben Weise der zu (21) "conju-

(23) u/ = PliXl + {J2iX2 + {JSiXS + {J4iX4 

zugeordnet. Die Aufiasung von (21) und (23) ergiht resp. 

(24) Bx, = 2Bkiu; = EBikU;' . 
k k 

Die Ebenen u resp. u', welcke die iknen fJugeordneten Punkte enthalten, 
umkullen daher die Flacke sweiter Klasse 

(25) F _ 2.EBikU;1lk = O. 

Letztere ist vermoge (21) oder (23) oft'enbar der FIache f = 0 zu
geordnet, wie man durch Rechnung leicht direct bestii.tigt. Die beiden 
FBi.chen f = 0 und F = 0 heissen die Kernfliichen der Oorrelation. 
Setzen wir 

(26) 2aik = 2aki = Pik + Pki, 2aik = - 2aki = {Jik - {1ki, 

so wird dem Punkte x ausser den Ebenen u, u' vermoge der Flache 

(22 a) f Eaikxixk = 0 
seine Polarebene v in Bezug auf diese durch die Gleichungen 

(27) Vi = Eaikxk 

zugeordnet und eine vierte Ebene w durch den linearen Complex 

(28) rp ~ EaikPik = 0, 
d. i, durch die Gleichullgen: 

(29) 
Umgekehrt ist dann Ui = Vi + Wi, u/ = Vi - Wi, so dass durch die 
FIache zweiter Ordnung f = 0 und den linearen Complex rp = 0 die 
vorgelegte Correlation vollstandig definirt wird. Es ist somit das Sttt
dittm der allgemeinsten Correlation surikkgefukrt auf das von uns bereits 
erZedigte Studittm der Besiekungen fJwischen einem linem'en Oomplexe und 
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einer Flliche fJweiter Ordnung. J e nach den verschiedenen moglichen 
Lagenbeziehungen zwischen diesen beiden Gebilden erhalten wir 
durch lineare Combination der Gleichungen (27) und (29) verschie
dene FaIle der Correlation, deren erschopfende Aufzahlung und Zu
riickfiihrung auf einfachste "kanonische" Formen uns nach dem 
Friiheren sofort moglich ist. 

Nr. 1. Der allgemeine Fall, welcher in Nr. 1, p. 345 besprochen 
wurde. Die Verwandtschaft ist durch die Gleichungen (23), p. 361 
gegeben, oder aufgelost: 

(30) 

Es wird somit (bis auf constante Factoren): 

(31) f- 2(A2_A.32)X1X4+2(~,l1_112)X2X3' F=-- 2D;.U4 +2U2 US ' 

Im Allgemeinen serfallt daher die Schnittcurve der beiden Kernflachen 
der Correlation in vier gerade Linien*). Nennen wir P;k' die Ooordi
naten der Verbindungslinie zweier Punkte X, Y, und Pik diejenigen der 
Schnittlinie der entsprechenden Ebenen U, V (z. B. P12= Us V4- VaU4), 

so folgt: 

*) Die Correlationen wurden zuerst von Chasles (p. 639 ff. in dem oben 
erwahnten Memoire de -geometrie, 1837) untersucht, gleichzeitig analytisch von 
Magnus in der erwahnten Aufgabensammlung (derselbe erkannte die Existenz 
der beiden KernfUichen), ferner gleichfalls analytisch (indem die eine Kernflache 
in die Summe von Quadraten transformirt gedacht wird) von Cayley (Crelle's 
Journal, Bd. 38, 1849), welcher die besondere Lage der beiden Kernflachen gegen 
einander bemerkte, rein geometrisch von Schroter, Crelle's- Journal Bd. 77, 
1874. - Cayley geht a. a. O. von der allgemeinen bilinearen Gleichung 
'E.~P;kxi'Yk = 0 und von der dazu "conjugirten" XXPki x i 1h" = 0 aus; jede solche 
Gleichung . stellt eine Correlation dar, indem sie einem Punkte 'Y eine Ebene zu
ordnat. Die folgenden Darlegungen des Textes stehen daher im el}gsten Zu
sammenhange mit den Untersuchungen von Weierstrass, Christoffel, 
C. Jordan und Kronecker liber Schaaren von bilinearen Formen und liber die 
Zuriickfiihrung derselben auf kanonische Formen. Die letzteren ergeben sicb nach 
Weierstrass aus dem directen Studium der Determinante zweier bilinearen 
Formen und der zugehOrigen Elementartbeiler (vgl. oben die Note zu p. 233), 
im Texte dagegen aus den vorhergegangenen geometrischen Betrachtungen. Aus
geschlossen sind vom Texte solche bilineare Formen, welche sich durch Coor
dinaten-Transformation auf Formen mit weniger Variabeln zuriickfiihren lassen, 
und welche daher keine raumlichen Verwandtschaften darsteUen. In einer 
spitteren Abtheilung des vorliegenden Werkes (iiber die quaternaren algebraischen 
Formen) werden die bilinearen Formen auch in anderer Beziehung eingebendel' 
besprochen werden. 

26* 
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P 12' = (1 + A1) (A + ls) P21 , 

(32) PIS' = (A + At) (A -ls) P ts , 

Pa' = (A2 - A12) PS2 ' 

B/,4' = (1 -·As) (1 - 11) P4S ' 

P4/ = (A + As) (1 -It) P42 , 

P2S' = (.il2 - A/') P41 • 

Man sieht hieraus, dass die vier Seiten des den beidep. Flachen ge
meinsamen Vierseits sich selbst entsprechen, die beiden anderen 
Kanten des Fundamentaltetraeders dagegen sich unter einander ver
tauschen. Ein linearer Complex Pt: + p.P2S' = 0 geht iiber in 
(A2 - A12) P2S + ,.,,(A2 - AS2) P14 = O. Fur p.2(12 _1~2) = l2 -A12 

folgt daher insbesondere: Durck eine allgemeine Correlation, wie sic 
in (30) vorliegt, geM jeder der beiden linearen CorlZpZexe 

yi2 - Al P23 + Yll! - ls2 Pa = 0 und 

Vl2 - .il12 P23 - VJ! - ls2 P14. = 0 
(33) 

in sick iiber; diese beiden Oomplexe befinden sick offenbar zu einander 
in involutorischer Lage*). Dass auch kein anderer linearer Complex 
gleichzeitig in sich iibergefiihrt werden kann, folgt daraus, dass ein 
solcher jedenfalls die fest bleibenden vier Seiten des den Kernftachen 
gemeinsamen Vierseits enthalten und folglich selbst in der Form 
P14 + p.P,IS darstellbar sein muss. 

Wie bei den Collilleationen (p. 391 f.) kann man auch hier nach 
denjenigen Linien fragen, welche von den ihnen entsprechenden ge
schnitten werden. Sie werden aus (32) mittelst der Bedingung 
:EPik' P 1m = 0 gefunden, bilden also den Oomplex zweiten Grades: 

(34) A2[Pll + P2S2 + 2 P12 P34 -2P1S P42] - [As P14 + lt P23Y = O. 

Man erkennt leicht, -dass auch dieser Oomplex vermoge der vorliegenden 
Oorrelation in sick iibergefiikrt wird. Zu ihm gehort, wie zu jedem 
Complexe zweiten Grades, eine Flache vierter Ordnung als Ort der
jenigen Punkte, deren zugeordnete Coruplexkegel (p. 245) in ein 
Ebenenpaar zerfallen, die sogenannte Singttlaritatentliicke oder singu-

*) Die Existenz und gegenwartige Lage dieser Complexe wird von Frahm 
in dem auf p. 491 erwahnten Manuscripte (1874) geometrisch bewiesen; ·inzwischen 
ist V 0 S s durch liniengeometrische Betrachtungen zu demselben Resultate gefiihrt 
(Math. Annalen Bd. 13, p. 305, 1877); die von letzterem erwahnten Complexe 
zweiten Grades (ib. p. 356) sind durch unsere Gleichung (34,) gegeben. In diesel' 
ist der Factor von at die linke Stlite der Gleichung von F = 0 in Liniencoor
dinaten; dass die Gleichung des Complexes .sich aus dieser linken Seite und 
dem Quadrate eines !ineaTen Ausdrucks zusammensetzt, wird von Frahm a. a. O. 
ohne Beweis angemerkt. Der Complex (34) und dessen im Folgenden auftretende 
Ausartungen gehBren zu derjenigen allgemeinen Klasse von Complex en zweiten 
Grades, welche Segre und Loria naher studirt haben, Mathematische Annalen 
Bd. 23, 1884. 
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lare Flacke des Complexes*). U m sie in unserem FaIle zu bestimmen, 
set zen wir Pik = Xi Yk - Y; X k und schneiden den aus (34) erhal
ten en Kegel zweiter Ordnung mit der Ebene Y4 = 0; dieser Schilitt 
muss aus einem Linienpaare bestehen, sob aid der Kegel in ein Ebenen
paar zerfiillt. Durch Aufstellung del' entsprechenden Bedingung er
hiilt man die Gleichung der Singularitiitentliiche in der Form: 

X 2 X 2 C.t 2 - A 2) + X 2 X 2 (.t 2 _ .t 2) 
(35) 1 4 S , 2 3 1 

+ 2X1 X 2 X 3 X 4 CA~ - A/ - .t32 + AlAs) = 0; 

sie zerfiillt also in zwei FHichen zweifer Ordnung des Biischels 
X 1 X 4 + ~X2X3 = 0, und zwar in zwei Fliichen, welche einander 
vermoge (30) zugeordnet sind. Denn die angegebene allgemeine 
Flache des Biischels geht liber in (.t~ - .t12) U1 U4+""C.t2_,1.32)U2US=0 
oder I'CA2_,1.32)XIX4+C,1.2_.t12)X2X3=0. AHe Flachen des Biischels 
ordnen sich also in solche einander wechselseitig (involutoriscb) ent
sprechende Paare; 1md es gibt tmter ihnen fJwei uncl nur fJwei sich 
selbst entspreckende Fliichen, niimlich fiir ~2(,1.~ - A/) = ,1,2 - ,1,3~' 

d. h. die beiden F1iichen 

(36) 

Man zeigt auch leicht, dass es keine andel'll FIachen zweiter Ordllung 
gibt, welche durch die vorgelegte dualistiscbe Transformation in sich 
iibergehen. - Auch die FHiche (35) geht hiel'llach bei der Correlation 
in sich iiber, sie ist also auch die Enveloppe derjenigen Ebenen, 
deren zugehoriger Complexkegelschnitt in ein Punktepaar ausartet, 
wodurch der allgemeine Satz der Complextheorie bestiitigt wird, dass 
der Ort der "singuHirenH Punkte identisch ist mit der Enveloppe 
der "singuHiren" Ebenen. 

Fragt man, wie wir es urspriinglich thaten, nach der Transfor
mation eines linearen Complexes in sich, so sind unter den Linien 
des Complexes (34) insbesondere diejenigen ausgezeichnet, welche 
einem der beiden Complexe (33) angehoren, also zwei Congruenzen 
erster Ordnung und zweiter Klasse bilden. Die Brennflacben der 
beiden Congruenzen werden dabei durch un sere Correlation je in sich 
iibergefiihrt. Wir bilden allgemeiner die Brennflache der durch (34) 
und durch den Complex P14 + I'P23 = 0 gegebenen Congruenz und 
finden nach der friiher angewandten Methode (p. 393): 

*) V gl. PI ii c ke r' s Nene Geometrie, p. 307 ff. - Beim tetraedralen Complexe 
(p. 393) zerfiHlt diese Flache in die vier Ebenen des betreffenden 'l'ehaeders nnd 
hat daher kein weiteres Interesse. 
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(37) 2 A2(Y12 Y42- Y22YS2 ~2) + Y1 Y2Ya Y4~[~(A2_As 2)-411 13 ] =0, 

also fiir die Complexe (33): 

2 A2[ (A2-ls2) Y12Y42+CI2_A12)Y22YS2]+ 1';. Y2Ya Y 4[(A2-112) (12-As2) 

(38) +IIAsV(12-112)(12-As2)]=0. 

Die Brennfliiche besteht hiernach aus zwei Fliichen zweiter Ordnung, 
die wiederum dem Buschel 1';. Y4 + V Y2 Ys = 0 angehiiren. A.uf ihnen 
umhiillen die Linien der Congruenz Ourven, welche in der friiheren 
Weise bestimmt werden konnen ,und denen die Eigenschaft zukam, 
durch ein gewisses System von unendlich vielen Collineationen in 
sich iiberzugehen *). 

Nr. 2. Die Correlation ist durch die Gleichungen (23 a) , p. 362 
gegeben, oder aufgelost: 

(30a) 
TT X2 U. Xl X 2 

U4= L-pl 3= 1-1'-(1-L')2' 

Und hieraus ergeben sich die folgenden, den friiheren entsprechenden 
Gleichungen: 

(3la) f 2(12_1'2)(XIXS+X2X4)+4A'X2XSI F-2~Us+2u;U4; 

(32a) 

P12' = (l -A')2 P I21 
P2S' = - (,1,2_ A'2)P231 

P13' =-(A2-it'2)P42 - (1+l')P23' 
PH' =_(l2 - l'2)P14 +(1-1')P42 

+ (A + it') PIS + P2S1 
P42' =_(12_ it'2)P1S-(l-l')P23 ; 

(33a) l' P23 + (1'2 - 12) (PIS - P42 ) = 0, und P23 = 0; 

(34a) 12(PI32+P422+2 P14P23-2P12PS4)-[ P 2S +,1,' P 13-A'P42]2=0; 

(35a) 2(1'2_12)(XIXS+X2X4)2+4A'(XIX3+X2X4)X2X3+X22Xs2=0. 

Die heiden Kernflachen schneiden sich also in vier geraden 
Linien, von denen zwei in die Kante Xl! = 0, Xs = 0 zusammen
gefallen sind. Ein beliebiger Complex der Schaar P23+P,(PlS-.f12)=0 
geht iiber in 

P 2s (12 - 1'2 + ~l') - ~(12 - 1'2) (P1S - P(2 ) = 0; 

er bleibt daher nur in den Fallen (33a) ungeandert , und einer det' 
heiden in sich transformirten linearen Complexe ist in einen speciellen 

*) Dass in der That je zw'ei solche FHichen unendlich viele "verallge
meinerte geodiUische Linien" bestimmen, deren Tangenten beida FJachen be
riihren, ist fruher hervorgehoben; vgl. den Schluss von Abschnitt XIV, p, 323. 
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Complex attsgeartet (P23 = 0). Die Singularitatenflache des Com
plexes (34a) zerfallt nach (35a) in zwei Flachen zweiter Ordnung, 
welche durch dasselbe ausgeartete windschiefe Vierseit hindurch
gehen; sie gehoren dem Biischel 

X1XS + X 2 X 4 + p,X2 X3 = 0 

an, Eine beliebige Fliiche des letzteren geht libel' III 

(A 2 - A'2)( Ul Us + U2 U4) + [2 A' + fL (;" 2 - ;"'2)] Ul U4 = 0 

oder in Punktcoordinaten: 

(A2 -- A'2) (Xl X3 + X2 X4) - [2A' + fL (;"2 - A'2)J X2X a = 0, 

Fur 2(l2 - l'2)fL= - 2A' + Y2y;,,2 ;"'2 erhiilt man die beiden 
Fliichen (35a). In sich wird hier nur eine Fliiche des Biischels trans
formirt, namlich 

(36a) 

die sonst auftretende zweite Flache ist in das Ebenenpaar (fL = 00) 
X 2 Xa = 0 ausgeartet, welches sich in das Punktepaar Ut lJ4 = 0 
verwandelt. 1st P23 = 0, so gibt (34a) 

A2 (Pl3 + P42)2 - A'2(PI3 - P42? = 0; 

die betreff'ende Congruenz zerHillt in zwei Congrnenzell erster Ord
nung und erster Klasse, so dass von einer BrennfHiche nicht ge
sprochen werden kann. FUr die Congruenz des Complexes (34a) 
und des allgemeinen Complexes P2S + P,(Pl3 - P42 ) = 0 findet man 
als Gleichung der Brennfliiche: 

(37a) 
2p,2l2(X2X4 + XlXS)2 + 4p,l2(XlX4 + X 2 X 3)X2 Xa 

+ [(p, -- t)2 + .1,2] X 22 X3 2 = 0; 

dieselbe zerfallt wieder in zwei Fliichen des oben erwahnten BUschel:;. 
Die auf ihr von den Linien der Congruenz umhiillten Curven sind 
uns von frUher bekannt (p. 319). 

Nr. 3. Wir haben in den Formeln von Nr, 1 Al = 0 fJU nehmen, 
urn die nunmehr giiltigen zu erhalten (vgl. p, 363). Die beiden in 
sich iibergehenden linearen Complexe (33) sind jetzt dadurch aus· 
gezeichnet, dass ihre mit dem Complexe (34) bestimmten Congruenzen 
zu einer und derselben Brennflache (38) fiihren. 

Nr. 4. Es sind die Gleichungcn (23c) , p, 363, amuwenden; man 
findet 

(30b) 

somit: 

Ul =X4 A-t, 

U2 =Xal -1+X4.A- 2 , 

Us=X2 l-I+X4 ;" .... 2, 

U4=XI A- I - XS;,,-2_X2 .1,-2_2X4;"-3; 
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P I2' = l2 P21 + }"P2S + lPI4 + PS4 + P42 , P S4' = l2 P 43 , 

(32b) PIS' = l2 PIS - }"P14 + lP23 + PS4 + P4~' P 42' = },,2P42 , 
/ 

(34b) 

(35b) 

PI: = l2 PS2 + }"P43 + lP24> P 23' = },,2P41 + l2 P43 + lP42 ; 

},,2[P142 + P232 + 2PI2 PS4 - 2P13 P 42] - (PS4 + P42)2 = 0; 

(XlX.!, + X2 XS) [l2(XIX4 + X2 XS) - X4 2] = O. 

Die Singularitiitenfliiche zerfiillt also in die beiden Kernfliichen; 
letfJtere beriihren sich in den beiden fest bleibenden Linien PS4 = 0, 
P 24 = O. Die gemeinsame Tangente PS4 + ""P24 = 0 geht in die 
conjugirte Tangente P S4 - lLP24 = 0 iiber. Ein allgemeiner linearer 
Complex wird nicht in sich transformirt. Jede Flache des Biischels 

2XI X4 + 2X2X3 + P,X42 = 0 

geht iiber in eine l!'liiche desselben Biischels, namlich: 

2l2(Xl X 4 + X2XS) - (2 + p,l2)X42 = O. 

Fur ,." = - l-2 ergibt sich eine in sich tmnsformirte Flacke; die 
zweite artet in X42 = 0 aus (d. i. p, = 00). 

Nr. 5. Der Fall entsteht aus Nr. 1, wenn III = }"s = 1 genommen 
wird (vgl. p. 364). Die beiden Kernflacken fallen in die eine 

XI X4 + X2 XS = 0 
zusammen. Es bleiben hier aber nicht nul' die beiden Complexe 
P a + P 2S = 0 ungeandert, sondern auch jeder Complex del' Schaal' 
P a + ,." P23 = 0; die fur lL = + 1 entstehenden Complexe enthalten 
bez. die eine odeI' die andere Schaal' von Erzeugenden del' Kern
flache; auch jeder Oomplex del' Schaar PIS + lLP42 = 0 wi I'd in sich 
transformirt, ausserdem die beiden speciellen Complexe P12 = 0 und 
P34 = 0; allgemein geht jeder lineare Complex der Schaar 

(39) P13 + lL(Pa - Pss) + VP42 = 0 

in sich uber. Macht man v = lL2, so ist derselbe ein specieller, und 
seine Axe eine Erzeugende del' Kernflache, bestimmt 'a1s Schnitt del' 
Ebenen X3 + p,X4 = 0, Xl - lLX2 = 0; jede ErfJeugende der einen 
Schaar bleibt also fest. Eine Erzeugende del' anderen Schaal' ist ge
geben durch 

(40) 

wenn v = p,2, und geht libel' in 

P I2 + p, ~ + ~ (P14 + P23 ) + p, 2 G + ~) 2 PS4 = O. 

Die Singularitatenflache (35) artet in die doppelt zu zahlende Kern-
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Hache aus. J ede FUi.che des Blischels Xl X4 + /L X2 Xa = 0 geht in 
sich fiber. 

Nr. 6. Es sind die Gleichttngen (23e), p. 364, Zt~ bentttzen; die 
weiteren Formeln werden: 

(30c) 

(3ic) 

Ut = X4J..-t, Ua = X 2 A,-1 + X4 J..-2, 
U2 = XSl-l, U4 = X1J..-t - XS J..-2; 

f= 2Xt X4 + 2X2 Xa, F ~ 2 Ut U4 + 2U2 Ds; 

Pt2' =,1,2 P21 + J..P14 + J..P2S + P34 , P13' = J..2 Pm 
(32c) PH' = J..2P32 + lP43 , P42' = J..2P42 , 

P2S' = J..2 P4l + J..P43 , PM' = J..2 P 43 ; 

(34 c) A,2(P142 + P2S2 + 2Pl2PS4 - 2PIS P 42) - P342 = 0; 

(35 c) (X1X4 + X2XS)2 = o. 
Die beiden KernHachen fallen wieder zusammen. In sich iibergefiihrt 
wird jeder Complex (39), also auch jede El'zeugende der einen Art. 
Eine durch (40) dargestellte Erzeugende der anderen .Art mit dem 
Parameter 11 geht liber in die entsprechende Erzeugende mit dem 
Parameter 11 - A-t • - Die Singularitatenflache besteht ausder 
doppelt zu nehmenden KernHache. - In sich transformirt wird auch 
jede Fliiche zweiter Ordnung der Schaar 

2Xt X4 + 2X2 XS + !'Xl + VX42 = o. 
Nr. 7. Die Correlation ist identisch mit der Polar-Reciprocitat in 

Bezttg auf eine Fliiche zweiter Ordntlng, welch' letztere zugleich in 
beiderlei Sinne als Kernflache zu betrachten ist. Jede Erzeugende 
derselben geht in sieh uber, indem sieh die Pol are bene um die 
Erzeugende dreht, wenn der Pol auf ihr fortsehreitet. Fur J.. = 00 

gibt jeder der vorhergehenden Falle eine entsprechende kanonische 
Form; sow obI jeder Complex del' Schaar (39), als jeder Complex del' 
Schaar (40) bleibt ungeandert. 

Soll eine Flache zweiter Ordnung in sich iibergefiihrt werden, 
so muss ihre Schnitteurve mit der KernHache eine sich selbst dua
listische Figur sein, also aus vier Erzeugenden oder aus einem doppelt 
zahlenden Kegelschnitte bestehen. Bilden die vier Erzeugenden ein 
eigentliches Vierseit, so kann man in Nr. 1 l = 00 nehmen; und 
ausser der KernfHiche geht nur die Fliiche Xl X4 - X2 X3 = 0 
in sich liber. Fallen zwei Seiten des Vierseits zusammen, so artet 
die in sich transformirte Fliiche nach Nr. 2 in das Ebenenpaar 
X2 XS = 0 aus, und letzteres wieder im FaIle Nr. 4 in die Doppel
ebene Xl = o. - Beriihren sich beide Flachen in einem Kegel-
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schnitte der Ebene X, = 0, so kann man die Gleichung der Kern
fliiche in der Form X/ + X 22 + XS2 + X,2 = ° annehmen; die der 
anderen ist dann X/ + X 22 + XS2 - X,2 = 0, und man bestatigt 
leicht, dass durch die Oorrelation lJ; = Xi die Erzeugenden-Schaaren 
der letzteren Flache sich gegenseitig vertauschen *). 

Nr. 8. Es sind die Gleichungen (3), Nr. 1, p. 375, aneuwenden. 
Die heiden Kernfliichen arten in einen Kegel, bet!. in einen Kegelschn-itt 
aus,. zwei Tangenten des Zett!teren sind zugleich Ert!eugende des ersteren. 
Wir haben: 

(30d) 
~ = (" - la)-l X 2 , Us = -l-l{J-l X" 

U2 = (" + la)-I Xu U4 = l-l{J-I Xa + "l-2{J-2 X 4 ; 

(31 d) F= 2UI U2 + US2, r _ 212 ~2 X I X 2 + (,,2 - l2(2)X42; 

P12' = (,,2 - l2 ( 2)P4S ' Pa,' = l2~2 P12' 

(32d) P13' = "C" + la)P14 + l~(" + la)Psu 

Pn ' = xCx - la)P42 + l~C" - la)P2a, 

P42' =).~(,,-- la)P'2' 

PI'; = ).~(" + Aa) P 4l ; 

(34 d) 

Beachtenswerth ist das eigenthiimliche Verhalten der Singularitiiten
fliiche dieses Oomplexes. Als Ort der Punkte, deren Complexkegel 
in ein Ebenenpaar ausartet, findet man namlich: 

Xl [(x2 - l2(2)X/ + 2A2{:J2XIX2J = 0, 

dagegen als Enveloppe der Ebenen mit zerfallendem Complex
kegelschnitte: 

Die Singularitatenflache zerfli,llt also einerseits in den Kegel f = 0 
und die doppelte Ebene des Kegelschnittes F = 0, andererseits in 
letztere Curve und die doppelte Spitze jenes Kegels. Der lineare 
Oomplex PI2 + ""PM = ° verwandelt sich in 

}"2p2",,P12 - (,,2 - ).,2 a2)P34 = 0; 

in sich transformirt werden daher die beiden zu einander involutorischen 
Oomplexe: 

(33d) lfJPI2 + V).,2a2 - ,,2 P a4 = 0. 

Die Brennflache der den Complexen P12 + p,Pa4 = ° und (34d) ge
meinsamen Congruenz zeigt ein ahnliches Zerfallen, wie die Singulari
tiitenfliiche des letzteren Oomplexes; als Punktgebilde findet man: 

*) VgI. Nlihel"es hieriiber bei del Pezzo, Rendiconti dell' Accademia di 
Na,l'0li 1885. 
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Xl {X2~2 X42 + 2XIX2[l2(a - ~~)2 - x2]} = 0, 

und als Umhiillungsgebilde von Ebenen: 

Us2 {l2fJ2x2 p,2Ul + 2(xll - l2(2)~ ~[lll(IX - P~)2 - xllJ J = O. 

In sich transformirte Flachen zweiter Ordnung kommen III 

diesem FaIle nicht vor. 

Nr. 9. Im 'Vorhergehenden Falle ist IX = 0, ~ = 1 IOU setzen (vgl. 
Nr. 2, p. 377). Man erkennt, dass den beiden Complexen (33d) eine 
und diesel be Brennfiache zukommt. 

Nr. 10. Es sind die Formeln 'Von Nr. 3, p. 378, anl!uwenden. 
Dieselben ergeben: 

U. = "Xl __ ~_~"X4 U. = l&_ xX4 
1 ~2U' 1u ~su'{3 , S aa ~2a{3 , 

TT X 4 ,,"XI ~ "Xs x8 X, 
Us = T/f' U4 = ~Sa2{j- - T(f - Pa{3 - l'a2~'; 

(30e) 

(31 e) F-- 2~ U2 + Usll , f xllXl + 2).2fX~XaX4 - l2fJ2 X12. 

Unbeschadet der Allgemeinheit kann a = ~ = 1 genommen werden; 
dann kommt: 

PIli' = "lI P43 + "l(Pll4 - P31 ) - III PIli I Pa' = All P411 

(32e) PIS' =X2 P I4 +:dP34 + lllP42 , P42'=xlP4S+l2P131 
P23' = X2P4l! +XlP12 -A2P2a , PS4'=xlP41-l2PS4; 

(34 e) x2(2Pa P24 + P342) - l2(P13 + P42)2 = O. 

Die Singularitatenfiache dieses Complexes besteht als Ort von 
Punkten aus der Doppelebene X42 = 0 und dem Kegel f = 0, als 
Enveloppe von Ebenen aus dem Doppelpunkte U22 = 0 und dem 
Kegelschnitte F = o. Die Ebene des letzteren beruhrt jetzt den 
Kegel, und die Spitze des Kegels liegt auf dem Kegelschnitte. Ausser 
dem speciellen Complexe Pa = 0 wird hier der lineare Oomplex 

(33 e) ,,2 Pl4 + 2l2 (PI2 + P42 ) = 0 
in sich transformirt. 

Die fruheren FaIle Nr. 4, Nr. 5 und Nr. 6 fiihren nicht zu raum
lichen Correlationen. 

Nr. 11. Der zu benutzende Kegelschnitt zerfiillt in ein Punkte
paar; die betrefl'ende Correlation ist in den Formeln von Nr. 12, 
p. 386, enthalten: 

(30 f) ~ = x~aa' U2=x!laa , 

(3lf) 
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(32 f) 

(34f) 
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P , -- (X2 _ A2 ( 2)P 
12 - 43' 

P13' = Cx + Aa )A{JPS17 

Pa' = (X + Aa)A{JP41 ' 

P3,' = ).2 {J2 P12 , 

P,/ = (X - ).a»).{JP42f 
PiS' = (X - Aa)..t{JP2S; 

Der Complex zweiten Grades zerfiHlt also in die beiden linearen 
Complexe 

().a + x)Ps, + A{JPl2 = 0, 
welche sich vermoge der Correlation unter einander vertauschen. 
Ausser den ebenen Strahlbiischeln PIB + p,P14 = 0 und PgS + !,P24 = 0 
werden die heiden zu einander involutorischen Complexe 

(33f) A{JP12 + Ya2 1..2 X2 P S4 = 0 
in sich transl'ormirt. Ebenso gehen je in sich iiber die beiden Fliic}I£'J't: 

A{JX1 X 2 + Ya2 1..2 - X2 XSX4 = O. 
Nr. 12. Die Axe des Punkt~aares gehOrt dem linearen Oomplexe 

an. Der Fall entsteht aus N r. 13, p. 386. 

(30 ) U. X4 U. X. Tr X, + "X4 U _Xl + xX •. 
g 1=-ar' 2=-pf' vs=-,rr- l.2a/f' 4-T« l.2a~' 

(31 g) F- 2 u;. 0;, 1'- 2XS X4 ; 

P I2' = X2 P43 + XAC{JP14 + aPS2) + ).2a{JP2lf 
(32g) P2S'=-XA{JPs,_).2{J2P411 P1S'=-a{J).2P1S , Ps:=a~A2P4S' 

P14' = -. xlaP4S - ).2a2 PS2 ' P2; =-a{J;.2 P 24 ; 

(34 g) X2 PS,lI - ).2(aPlJ3 + ~P14)2 = 0; 

wir haben wieder ein Zerfallen des Complexes zweiten Grades in zwei 
lineare Complexe. Jeder Complex der zweifach unendlichen linearen 
Schaar 

geht in sich uber. 
Nr. 13. Das P1tnktepaar artet in einen Doppelpunkt aus. Der 

Fall ist in Nr. 17, p. 387 behandelt: 

(30h) U, =- ~ u. -_ Xl +"X, u. X 4 U X. 1 al.' 2- al. a'P' S=-T/f' 4.=-1ff; 
(31b) F _ U12 , I' _ X22; 

P12' = ( 2 ).2 Ps" Pa; = ..t2fJ2PtJ, 
(32h) PIS' = x).{JP2S - A2a~P1S' P42' = - A,s,tpP421 

PI" = - X).{JP42 - A2afJPw P2S' = - ;'2a~P2S' 

(34 h) CaPS4 + {JP12l = o. 
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In sich werden transformirt die heiden linearen Oomplexe 

aP34 + {JP12 = 0, 
weiter aher auch jeder Complex der Schaar: 

aP34 - (JP12 + p,P23 + VP24 = 0. 
Auch die friiheren FaIle Nr. 14, 15, 16, 18, 19, p. 386f., konnen 

III ahnlicher Weise benutzt werden, fiihren aber, wenn man die noth
wen dig werdenden und dort angedeuteten Grenzubergange au sfiihrt, 
nicht zu neuen Correlation en. 

Unser urspriinglicher Zweck war, aIle dualistischen linearen Ver
wandtschaften aufzustellen, welche einen gegebenen linearen Complex 
in sich iiberfuhren; statt dessen durften wir aBe iiberhaupt mog
lichen Correlationen aufsuchen und fUr jede angeben, welche linearen 
Complexe dieselbe ungeandert las st. Sehen wir von den speciellen 
Complexen ab, so erhalten wir aus dem Vorhergehenden die folgende 
tabellarische Zusammenstellung *): 

1) zwei zu einander involutorische Complexe werden in sich 
transformirt in Nr. 1, 3, 8, 9, 11, 13; 

2) von diesen artet einer in einen speciellen Complex aus in 
Nr.2 und Nr. 10; 

3) eine eiufach unendliche Schaar von Complexen geht in sich 
liber in Nr. 5, und gleichzeitig eine andere zweifach unendliche 
Schaar, welche mit der ersteren Schaar einen Complex gemein hat; 

4) desgleichen eine zweifach unendliche lineare Schaar in Nr. 12; 
5) desgleichen eine ebensolche Schaar und ausserdem ein zu 

allen Complexen dieser Schaar involutorisch li~gender Complex. 
Eine entsprechende Tabelle kann man leicht fiir die reciproken 

Transformationen der Flachen zweiter Ordnung in sich aus den vor
stehenden Betrachtungen zusammenstellen; denn auch dieses friiher 
nnr fliichtig beriihrte (p. 389) Problem ist mit erledigt. Es werden 
in sich transformirt: 

1) zwei discrete Flachen, die sich in einem Vierseite durch
schneid en in N r. 1, Nr. 3, Nr. 11; 

2) eine einzelne Flache (indem die andere in em Ebenenpaar 
oder in eine Doppelebene ausgeartet ist) in Nr. 2 und Nr. 4; 

3) ein Biischel von Flachen in Nr. 5; 
4) eine zweifach unendliche lineare Schaar in Nr. 6; 
5) bei del' Polarreciprocitat (Nr. 7) fur jedes auf der Grund

Hache mogliche Vierseit eine durch dasselbe hindurchgehende und 

*) Einige del' besonderen Faile sind von Voss a. a. O. el'wahnt. 
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fur jeden auf ihr maglichen Kegelschnitt eine Bings desselben be
riihrende Flache. 

Ueberdies aber hatten wir willkommene Gelegenheit, eine Reihe 
von hervorragend wichtigen Begriffen aus der Liniengeometrie, ins
besondere aus der Theorie der Complexe zweiten Grades zu erortern. 
Auch die vorkommenden Ausartungen der Kernflachen verdienen 
unsere nahere Beachtung wegen der dabei stets gewahrten Dualitat. 
Wahrend man namlich durch eine GIeichung in Punkt- oder Ebenen
Coordinaten den Fall, wo eine gegebene Flache als Punktgebilde in 
einen Kegel oder ein Ebenenpaar ausartet, als Ebenengebilde gleich
zeitig in eine ebene Curve oder ein Punktepaar degenerirt, nicht 
mehr beherrscht (vgl. p. 147 ff.), ist man durch Einfuhrung gewisser 
Correlationen (p. 410 und 411) 'im Stande, beide Arten von Aus
artungen gleichzeitig zu behandeln. 

XXI. Die eindeutige Abbildung der FULchen zweiter Ordnung auf 
eine Ebene. 

Wie man die Geometrie der Ebene (der FHiche erster Ordnung), 
d. h. die Theorie der ebenen Curven und aller in der Ebene mog
lichen mathematischen Figuren (die sich immer aus Curven Ulld 
Punkten zusammensetzen) besonders behandelt, so kann man die 
Geometrie auf einer jeden Flache besonders ausbauen, d. h. die Theorie 
der auf ihr moglichen Curven entwickeln, ohne dabei auf die Be
ziehungen dieser Curven zu ausserhalb der Flache gelegenen Gebilden 
Riicksicht zu nehmen. Eine solche "Geometrie auf der FIache" soll 
hier fur FIachen zweiter Ordnung durchgefiihrt werden. Es gelingt 
dies mit Hiilfe der sogenannten eindeutigen Abbildung der Flache auf 
eine Ebene, d. h. durch Herstellung einer eindeutigen Beziehung, ver
mage derer jedem Punkte der Flache ein Punkt der Ebene und 
jedem Punkte der Ebene ein Punkt der Flache zugeordnet ist, wobei 
allerdings in einzelnen "Fundamentalpunkten" die Eindeutigkeit ge
stort sein kann. Vermoge einer sol chen Zuordnung ist dann die 
Geometrie auf der FIache zuruckgefuhrt auf die ebene Geometriej 
und in der That werden wir sehen, wie sich die auf der Flache ge
legenen Raumcurven mittelst der einzufilhrenden Abbildung einfach 
studiren lassen. 

Diese Abbildung erhii1t man sehr leicht in folgender Weise. Es 
sei A ein Punkt der Flache zweiter Ordnung (die wir auch kurz 
als F2 bezeichnen werden). Eine beliebig durch A gelegte Gerade 
schneidet die Flache noch in einem weiteren, von A verschiedenen 
Punkte P und trifft irgend eille als "Bildebene" beliebig angenommene 
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Ebene E noeh in einem Punkte Q. Den P1tnkt Q nennen wir dann 
das Bild des Punktes P. So zeigt sieh die ganze FIaehe, Punkt fiir 
Punkt, auf die Ebene abgebildet; jedem Punkte P der F2 entspricht 
ein Punkt Q der Ebene E, und umgekehrt. Eine Ausnahme tritt 
fUr den Punkt A selbst ein; denn die Linie A-P wird unbestimmt, 
wenn P mit A identisch ist; gleichwohl erhalt man beim Grenz
iibergange aueh hier eine bestimmte Linie, indem man den Punkt P 
allmahlieh an A heranriieken lasst. Dann aber ergeben sieh unend
lieh viele Punkte der Bildebene, die als Bildpunkte von A angesehen 
werden diirfen: jede Tangente der Flaehe im Punkte A ist als Ver
bindungslinie von A mit einem unendlieh benachbarten Punkte P 
anzusehen, sehneidet also die Bildebene in einem Punlde, welcher 
beim Grenziibergange als Bild von A erscheint. Diese unendlich 
vielen Bildpunkte von A erfiillen in der Bildebene E eine gerade 
Linie G, die Sehnittlinie von Emit der Tangentialebene der F2 in A. 
Dcr Projectionspunkt A wird also nicht durch einen Punkt, sondern 
dUTch alle Punkte einer Geraden abgebildet; er heisst deshalb ein 
Fundamentalpunkt der Abbildung. 

J ede auf der F2 gelegene Curve, welche dureh A geht und in 
A eine bestimmte Tangente AP besitzt, hat zum Bilde eine ebene 
Curve in E, welehe die Bildgerade G von A in demjenigen Punkte Q 
scbneidet, in welehem sie von der Linie AP getroffen wird, denn dem 
zu A unendlieh benachbarten Punkte P der Curve entsprieht eben 
der erwahnte Punkt Q. Aber im Allgemeinen wird die Gerade G 
von der ebenen Bildcurve mehrmals getroffen werden. Entspricht auch 
umgekehrt jedem solchen Schnittpunkte eille Tangente der auf F2 
gegebenen Raumeurve im Punkte A? Das kann offenbar nicht der 
Fall sein, denn dann miisste jeder algebraischel1 Curve der Ebene E 
auf F2 eine Curve mit mehrfaehem Punkte in A entspreehen. Diese 
scheinbare Schwierigkeit lost sieh, wenn man beachtet, dass zwei der 
Tangenten des Punktes A ganz in der Flacbe liegen, namlich die 
beiden durch A gehenden Erzeugenden der Flache. AIle Punkte 
einer solehen Erzeugennen liefern eine und dieselbe Verbindungslinie 
mit A, eben wieder diesel be Erzeugende; alIe diese Punkte werden 
also dureh einen und denselben Punkt der Ebene E abgebildet. Es 
erg eben sieh so zwei ausgezeichnete Punkte, 0 und 0', in E, welche 
auf der Geraden G liegen, und denen auf der F2 je unendlich viele 
Punkte entspreehen, nallllich alle Punkte der beiden Erzeugenden 
(Fundamentalgeraden) A 0 und A 0'. Umgekehrt nennt man 0 und 0' 
Pundamentalpunkte der Bildebene und G wird in dieser Ebene als 
Fundamentalgerade bezeichnet: allen Punkten einer FundamentaIgeradeu 
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entspricht ein und derselbe Punkt, und jedem Fundamentalpunkte 
sind unendlich viele Punkte zugeordnet; auf der Pi gibt es einen 
Fundamentalpunkt und zwei Fundamentalgeraden, im Bilde eine Funda
mentalgerade und zwei Fundamentalpunkte *). Da hiernach die beiden 
Erzeugenden .A. 0 und A 0' fur die Abbildung von wesentlicher Be
deutung sind, so wird man bei der vorliegenden Untersuchung, insoferll 
es auf die Realitiit der zu benutzenden Punkte und Linien ankommt, 
die geradlinigen FJachen von den nicht geradlinigen unterscheiden 
mussen. Wir denken hei unserer Darstellung zunachst an eine 
Flache mit reeHen Erzeugellden; die spatere Uebertragung auf FJachen 
mit imaginaren Erzeugenden bietet keine Schwierigkeit, wie das Bei
spiel der Kugel zeigen wird. 

Indem wir jetzt mit dem Studium der Curven auf unserer F2 
beginnen, fragen wir zuerst, wie sich die Erzeugenden der FJache 
bei der Abbildung verhalten. Das S~stem von Erzeugenden, zu 
welchem die Gerade A- 0 gehOrt, bezeichnen wir ala Erzeugenden-. 
system erster Art; die anderen Erzeugenden, unter denen also A- 0' 
vorkommt, bilden dann das System zweiter Art. Eine Erzeugende 
erster Art wird abgebildet, indem wir durch sie und durch den 
Punkt .A. eine Ebene legen, und diese Ebene mit der Bildebene 
zum ~chnitte bring en. Die entstehende Schnittlinie muss dann durch 
den Fundamentalpunkt 0' gehen, denn jede Erzeugende erster Art 
schneidet die Erzeugende A 0' in einem gewissen Punkte und jedcr 
Punkt del' letzteren wird durch denselben Punkt 0' abgebildet. Dieses 
einfach unendliche System von Erzeugenden erster Art gibt also im 
Bilde die einf'ach unendlich vielen Strahl en des Buschels mit dem 
Centrum 0'; ebenso sind die Bilder der Erzeugenden zweiter Art 
gegeben durch die Strahl en des Biischels mit dem Centrum 0: Das 
Nets der Erseugenden unserer FUiche liefert im Bilde das Nete der 
8trahlen dieser beiden Biischel. 

Aus dieser Abbildung Hest man umgekehrt die ,beiden funda
mentalen Siitze ab, dass zwei Erzeugende gleicher Art sich nie, zwei 
Erzeugende verschiedener Art sich stets schneiden. Zwar schneiden sich 
in der Ebene E die Bilder alIer Erzeugenden erster Art in 0', aber 
jeder von 0' ausgehenden Richtung entspricht ein bestimmter Punkt 
der Linie .A. 0', ganz wie jeder Fortschreitungsrichtung, die auf der 
F2 von .A. ausgeht, nach Obigem ein bestimmter Punkt der Linie G 
zugehOrt. Zwei Curven der Bildebene also, die sich in 0' schneiden, 

*) Diese Fundamentalgebilde treten in entsprechender Weise bei den 
Cremona'schen Transformationen der ebenen Geometrie auf; vgl. Bd. I, p.476ft'. 
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sind aufzufassen als Bilder von Raumcurven, die auf der F2 durch 
zwei verschiedene Punkte der Erzeugenden .A 0' hindurchgehen, so 
dass dem Schnittpunkte 0' in E auf der Fg kein Schnittpunkt der 
betreffenden Raumcurven entspricht. Dass sich zwei Erzeugende 
gleicher Art nicht treifen, findet also in der Bild-Ebene seinen Aus
druck in dem Umstande, dass ihre Bilder sich nur in einem der 
Fundamentalpunkte (0 oder 0') begegnen. Die Bilder zweier Er
zeugenden vel·schiedener Art dagegen gehen niclit durch denselben 
Fundamentalpunkt, schneiden sich vielmehr in einem anderen Punkte 
von E, der auch nicht auf G liegt. In jedem solchen Punkte ist die 
Eindeutigkeit der Abbildung nicht gestort, dem Schnittpunkte der 
Bildcurven entspricht daher auch ein Schnittpunkt der zugehOrigen 
Raumcurven auf der F2 ; insbesondere schneiden sich somit zwei Er
zeugende verschiedener Art. Bei dieser Betrachtung ist der beiden 
Biisclillin gemeinsame Strahl G nicht als Bild einer Erzeugenden in 
Anspruch zu nehmen, denn alIe seine Punkte sind uns als Bilder des 
Projectionspunktes .A schon bekannt. Schneiden demnach zwei ebene 
Curven die Gerade G in verschiedenen Punkten, so sind sie anzu
sehen als Bilder von Raumcurven, welche sich in A schneiden, aber 
in verschiedenenen Richtungen durch A hindurchgehen. 

U m nun allgemein die Bilder der Raumcurven zu studiren, nehmen 
wir zunachst an, dass dieselben nicht durch den Projectionspunkt 
hindurchgehen. Unter dieser Voraussetzung gilt der Satz, dass das 
Bild einer Raumcurve nter Ordnung gegeben wird durch eine ebene Ourve 
nter Ordnung. Die von 11. aus nach den Punkten der Raumcurve ge
zogenen Projectionsstrahlen bilden einen Kegel, der auf der Bild
ebene die entsprechende ebene Curve lIIusschneidet. Die Ordnung 
der Bildcurve ist gleich der Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer 
beliebigen Geraden g; legen wir nun durch 9 und .A eine Ebene, so 
wird diese von der Raum-On der Definition nach in n Punkten 
getroffen; nach letzteren gehen von .A aus n Projectionsstrahlen, 
welche auf 9 n Punkte der Bildcurve bestimmen. Letztere ist also 
auch von der nten Ordnung, w. z. b. w. 

Fur eine Curve auf der F2 ist in erster Linie ihr Verhalten zu 
den beiden Erzeugenden-Schaaren charakteristisch. Durch irgend zwei 
Erzeugende verschiedener Art kann man eine Ebene legen; dieselbe 
muss von der Raum-On in n Punkten, welche gleichzeitig auf der Fg 
liegen, getroffen werden. Zwei Erzeugende verschiedener Art werden 
daher von einer auf der Fg geZegenen Ourve nter Ordnung SttSammen 
immer in n Punkten geschnitten. Daraus folgt sogleich weiter: aIle 
Erzeugenden gleicher Art schneiden die Curven in gleich vielen Punkten. 

Clebsch, Vorlesnngen. II, 1. 27 
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Insbesondere werden aueh die Erzeugenden AO und AO' von 
der Raum-O" zusammen in n Punkten getroffen; folglieh geht die 
zugehorige ebene Bildeurve zusammen n-mal durch die beiden Funda
mentalpunkte 0, 0', so dass die Gerade G ihr nur in dies en Funda
mentalpunkten begegnet. So erklii.rt es sich, dass die Gerade G von 
der ebenen 0" n- mal geschnitten werden kann, und dass die ent
sprechende 0" auf der F2 doeh nieht durch .A geht. 

Einer ebenen Curve, welche a-mal durch 0 und b-mal durch 
0' geht, wobei a + b = n, entsprieht hiernach auf der F2 eine un
ebene Curve, welehe a-mal jede Erzeugende erster Art und b-mal 
jede Erzeugende zweiter Art trifft und nieht dureh A geht. In der 
That gibt auch jede Erzeugende erster Art als Bild eine durch 0' 
gehende Gerade, von deren Schnittpunkten mit der ebenen 0.. schon 
b in 0' zusammenfallen, welche also der 0" ausserdem nur noch 
a-mal begegnen kann; und diese a Punkte sind die Bilder"'der a 
Schnittpunkte unserer Erzeugenden erster Art mit der Raum - On. 
Jeder Curve auf der F2 kommen so zwei charakteristische Zahlen 
a, b zu; sie kann in ihrem Verhalten zu den beiden SChaaren von 
Erzeugenden durch das Symbol [a, b] charakterisirt werden, wobei die 
Summe a + b gleich der Ordnung der . Raumcurve ist una letztere niCht 
durch den Projectionspunkt gehen soll. 1st die Ordnung n gegeben, 
so haben wir also folgende verschiedene Moglichkeiten: 

a=O, b=n 

a=l, b=n-l 

a= 2, b=n -·2 

a=n-l, b=l 

a=230, b=O. 

Hierbei ist zu bemerken, dass der erste und letzte Fall nieht 
zu einer eigentlichen Raumcurve Veranlassung geben, denn eine ebene 
Curve, welche einen n-fachen Punkt z. B. in 0 hat, zenli.llt in n 
durch 0 gehende Gerade; die entsprechende Raumcurve nter Ordnung 
zerfallt also in n Erzeugende des Systems zweiter Art. Aile anderen 
aufgefiihrten FaIle aber geben wirkliche, nicht zerfallende Raumcurven, 
denn man kann ihre ebenen Bilder als nicht zerfallende Curven an
geben. Auf der F2 giebt es also n - 1 verschiedene Klassen von 
Raumcurven nter Ordnung; diese Klassen sind einander paarweise 
zugeordnet, indem immer die rte Klasse von der (n -'I' + l)ten nicht 
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wesentlich verschieden ist, vielmehr die eine aus der anderen durch 
Vertauschung der beiden Erzeugenden-Schaaren entsteht. Bei ge
radem n bleibt eine Klasse ubrig, charakterisirt durch das Symbol 

[;, ; J, welcher keine andere in der genannten Weise zugeordnet 

ist. Auf einer Flache zweiter Ordnung giebt es bei ftngeradem n dern

naCk n 2 1 wirklich verschiedene Gattungen (Species) von Raumcurve:n 

nter Ordnung u·nd ; verschiedene Gattungen bei geradem n. 

Fur n = 1 haben wir die beiden Systeme [0, 1] und [I, 0), 
ofl'enbar die beiden Schaaren von Erzeugenden selbst. Diese Schaaren 

sind in der eben gefundenen Anzahl n 2 1 nicht enthalten, denn die 

beiden Falle a = 0, b = n und a = n, b = 0 sollen bei der Zahlung 
ausgeschlossen sein. 

Die Annahme n = 2 gibt nur die eine Schaar [1, 1]. Es sind 
dies die ebenen Schnitte der Flache; in der That schneidet jeder auf 
ihr liegende Kegelschnitt jede Erzeugende einmal. Gehen wir zur 
Bildebene uber, so entspricht dem ebenen Schnitte nach unseren all
gemeinen Erorterungen eine O2 , welche durch 0 und 0' je einmal 
hindurchgeht. Solcher Kegelschnitte mit zwei festen Punkten gibt 
es in der Ebene Enoch dreifach unendlich viele, da erst funf Punkte 
eine Curve zweiter Ordnung bestimmen, und auf der ~ ist ein ebener 
Schnitt ebenfalls von drei Parametern abhangig. Unter den Kegel
schnitten durch 0 und 0' kommen insbesondere solche vor, die in 
ein Linienpaar zerfaIlen, entweder geht dann eine Linie des Paares 
durch jeden der beiden festen Punkte, und der entsprechende ebene 
Schnitt beruhrt die F2 ; oder eine Linie des Paares fallt mit der Ge
raden G zusammen, wahrend die andere ganz beliebig in E liegen 
kann. Die letztere ist dann ofl"enbar das Bild eines auf der P2 ge
legenen Kegelschnittes, dessen Ebene durch A selbst hindurchgeht. 
Da nunmehr der Punkt A auf der abzubildenden Curve liegt, und 
da derselbe durch aIle Punkte von G abgebildet wird, so ist es 
natiirlich, dass die Linie Gals Theil der Bildcurve aufgefasst 
werden muss. 

Aus der ebenen Geometrie wissen wir (Bd. I, p. 146), dass die 
Gesammtheit aIleI' Kreise einer Ebene sich analytisch ebenso verhalt, 
wie die Gesammtheit aUeI' Kegelschnitte mit zwei festen Punkten; 
diese festen Punkte sind fur die Kreise imaginar, es sind die so
genannten ul1endlich fern en imaginaren Kreispunkte. Die Losung 
jeder Aufgabe uber die Bestimmung von Kreisen in der Ebene bedingt 

27* 
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die Losung einer entsprechenden Aufgabe fUr Kegelschnitte mit zwei 
gemeinsamen Punktenj und diese wiederum gibt uns nach der eben 
erorterten Abbildungstheorie die Losung einer Aufgabe iiber Kegel
schnitte auf der F 2 • Die Theorie der ebenen Schnitte einer Flache 
zweiter Ordnung ist daher nicht wesentlich verschieden von der 
'l'heorie der Kreise in einer Ebene*). Wenn man z. B. in der Ebene 
das Problem gelOst hat, einen Kreis zu construiren, welcher drei 
gegebene Kreise beriihrt (vgl. Bd. 1, p. 158 ff.), so kann man mittelst 
leichter Uebertragungen auf einer F2 die Construction eines ebenen 
Schnittes angeben, welcher drei gegebene, ebene Schnitte der Flache 
beriihrt. Ebenso lasst sich das Malfatti'sche Problem, welches drei 
Kreise zu bestimmen lehrt, die sich unter einander beriihren, und 
von denen jeder einen von drei gegebenen Kreisen tangirt, aus der 
Ebene auf die Fliiche zweiter Ordnung iibertragen. 

Fiir n = 3 ergeben sich die beiden Curvenschaaren [1, 2] und 
[2, 1]. Jede Curve der ersten Schaar schneidet jede Erzeugende 
erster Art in einem Punkte, jede Erzeugende zweiter Art in zwei 
Punkten, ihr ebenes Bild geM einmal durch 0 und zweimal durch 
0',' ist also eine durch 0 gehende, ebene Curve dritter Ordnung, 
welche in 0' einen Doppelpunkt hat. U mgekehrt verhalten sich die 
Curven der anderen Schaar zu den Erzeugenden. Beide Gattungen 
von Curven sind sonst nicht wesentlich von einander verschieden, 
ihre Eigenschaften sind uns aus friiheren Untersuchungen bekannt 
(vgl. p. 237 if.). 

Der Fall n = 4 fiihrt zu neuen Resultaten. Wir hahen die drei 
Curvengattungen 

[1,3], [2,2], [3, 1J, 

*) Wenn die F'j insbesondere eine Kugel iilt und wenn die Bildebene zur 
Tangentenebene von A parallel gewll.hlt wird, 80 fallen die Punkte 0 und 0' 
direct in die imaginaren Kreispunkte der Bildebene; es entsteht so die unten 
noch naher zu besprechende stereographische Projection der Kugel. Durch Ver
allgemeinerung der letzteren wurde mngekehrt Chasles zur Abbildung der 8011-
gemeinen F'j gefiihrt: Gergonne's Annales de math. t. 18 et 19 und Aper~lU 
historique p. 219, Anmerkung (1837). Die analytische Abbildung der Fg mittelst 
der Parameter ihrer beiden Erzeugenden-Schaaren erkannte Pliicker, Crelle's 
Journal Bd. 34 (1847). Das Studium der allgemeinen Raumcurven auf der F2 
gaben gleichzeitig (1861) Cayley (Philosophical Magazine) und Chasles (Comptes 
rend us, t. 53), entwickelten auch die unten abgeleiteten analytischen Formeln. -
Die Uebertragung des Malfatti'schen Problems auf die ebenen Schnitte der F'II 
hat Cayley genauer verfolgt: Philosophical Transactions 1852 (vgl. Clebsch, 
Crelle's Journal, Bd. 53), das entsprechende Problem fUr ebene Schnitte der 
Kugel Schellbach, CreUe's Journal, Bd. 45. 
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von denen die dritte sich von der ersten nur durch ihr Verhalten 
gegenuber den beiden Erzeugenden - Systemen unterscheidet. Die 
Curven [2, 2] sind die schon fruher von uns betrachteten Schnitt
curven der gegebenen Pi mit einer anderen FHiche zweiter Ordnung, 
denn diese andere Flli.che wird von jeder geraden Linie, also auch 
von jeder Erzeugenden unserer Fi in zwei Punkten getroffen. Ebenso 
gilt allgemein der Satz, dass als vollstiindiger Durchschnitt der vor
gelegten Fi mit einer gewissen Fliiche mter Ordnttng stets cine Ourve 
2 mter Ordnung 'Von der Gattung [m, m] erhalten wird. Den Curven 
[2, 2], welche als Ourven vierter Ordnung erster Species bezeichnet 
werden, stehen die Curven [1, 3], resp. [3, 1] als Ourven vierter Ord
nung zwciter Species*) gegenuber. Die Bilder jener ersten Species 
sind Curven vierter Ordnung mit je einem Doppelpunkte in 0 und 
0', die Bilder der zweiten Species dagegen Curven vierter "Ordnung 
mit einem dreifachen Punkte in 0 odeI' 0' und einem einfachen 
Punkte bez. in 0' odeI' 0**). 

Liegt allgemein eine Curve [a, b] VOl', wo a > b, so kann die
selbe zu einer Curve 2ater Ordnung von der Gattung [a, a] ergiinzt 
werden durch Hinzunahme von a - b Erzeugenden desjenigen Systems, 
dessen Gerade a-mal von der Curve getroffen werden. Eine Ourve 
[a, b], wo a > b, gibt daher zusammen mit a - b Erzeu!Jenden den 
vollstiindigen Durchschnitt der 'Vorliegenden Pg mit einer FUiche ater 

Ordnung. Insbesondere bildet eine Curve vierter Ordnung zweiter 
Species zusammen mit zwei Erzeugenden die vollstandige Schnitt
curve der Fi mit einer FIache dritter Ordnung. 

Fragen wir noch, wie sich 'Vorstehende Betrachtungen modi{iciren, 
wcnn die abzubildendcn Raumcurven durch den Projectionspunkt selbst 
hindttrchgehen. Fur den Fall n = 2 haben wir die Antwort bereits 
gegeben: von dem Kegelschnitte im Bilde sonderte sich die Gerade G 
einfach ab j Analoges tritt im Allgemeinen ein. Del' Richtung, in 
welcher die Raumcurve durch A geht, entspricht ein bestimmter 
Punkt del' Fundamental-Geraden Gj durch ihn muss die BiIdcurve 
hindurchgehen. 1st nun die Raumcurve durch das Symbol [a, b] 
charakterisirt, wo a + b = n, so wird die Erzeugende A 0 ausser in 
A nul' noch (a - 1) mal von ihr getroffen, und die Erzeugende AO' 

*) Vgl. oben die erate Note zu p. 207. 
**) Man folgert hieraus, dass die Coordinaten der Puukte einer 04 zweiter 

Species sich als rationale Functionen eines Parameters darstellen lassen, wahrend 
fUr die erate Species elliptische Functionen nothig sind (vgl. Bd. I, p. 883 
und 903). Das genauere Studium dieser Raumcurven bleibt einem spateren 
Abschnitte des vorliegenden Werkes vorbehalten. 
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nur noch (b - 1)mal. Dem entsprechend geht die ebene Bildcurve 
(a - 1)mal durch 0 und (b - 1) mal durch 0', sie trifft also die 
Linie G im Ganzen in (a - 1) + (b - 1) + 1 = n - 1 Punkten, 
d. h. sie ist von der Ordnung n - 1. Die Erniedrigung der Ordnung 
um eine Einheit erkHirtsich dadurch, dass sich vom Bilde die Funda
mental-Gerade G abgesondert hat; ebenso wird sich diese Gerade 
k-mal absondem, wenn die Raumcurve k-mal durch A geht, und 
so kornmen wir zu folgendem Satze: Einer Raumcurve nter Ordnung 
vom Typ!ts [a, b], welche in A einen k-fachen Punkt hat, entspricht 
im Bilde eine ebene Curve (n - k)ter Ordnung, welche (a - k) mal 
du,rch 0 und (b - k) mal durch 0' geht und die Linie G ausserdem 
noch in k Punkten trifft. Von den letzteren werden mehrere zusammen
fallen, wenn von den Zweigen des k-fachen Punktes der Raumcurve 
sich mehrere beriihren; weitere Besonderheiten in den vielfachen 
Punkten 0 und 0' werden eintreten, wenn die Schnittpunkte der 
Raumcurve mit den Erzeugenden A 0 und A 0' nicht sammtlich von 
einander verschiedell sind; die k-einfachen Schnittpunkte der Bild
curve mit G werden sich theilweise mit 0 oder 0' vereinigen, wenn 
die beiden durch A gehenden Erzeugenden in diesem Punkte von 
den k Zweigen der Raumcurve theilweise beriihrt werden. Auf diese 
als Grenzfalle zu behandelnden Besonderheiten gehen wir hier nicht 
naher ein. 

Wir wenden uns jetzt zur analytischen Darstellung der be
sprochenen Verhaltnisse. Zwei Kanten des Ooordinaten- Tetraeders 
sollen mit den Erzeugenden A. 0 und A 0' zusammenfallen, zwei 
andere Kanten mit den beiden anderen durch 0 bez. 0' gehenden 
Erzeugenden, welche sich noch in B treft'en mogen. Dann kann die 
Gleichung der gegebenen F2 auf die Form 

(1) 

gebracht werden (vgl. p. 147). Hierbei sei Xl = Odie Ebene AOO', 
X~ = Odie Ebene AOE, Xs = 0 die Ebene AO' B, x4 = Odie Ebene 
BOO'. Die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Bildebene 
seien ~1I ~2' ~s und die Seiten des Cool"{!inatendreiecks identisch mit 
den Linien, in welchen die Bildebene von den Ebenen Xl = 0, 
x 2 = 0, Xs = 0 geschnitten wird. Verbinden wir nun den Punkt 
0, 0, 0, 1 (d. h. A) mit einem Punkte X der F2 , so sind die Coor
dinaten eines beliebigen Punktes der Verbindungslinie durch "Xli 

"X2 , "xs, "x4 + A gegeben, und wenn 

/XIXl + /X2X2 + (tgXg + /X4X, = 0 
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die Gleichung der Bildebene ist, so wird durch die Bedingung 

xCalxl + a2 x2 + asxs + a4 x4) + IL = 0 
del' Durchstossungspunkt des von A ausgehenden Strahles mit diesel' 
Ebelle bestimmt. Die bei del' Definition del' ~i eingehenden willkiir
lichen Constanten konnen wir uns so gewiihlt denken, dass die 0001'

dinaten ~i proportional sind zu den raumliehen Ooordinaten Xi des
selben Punktes, dass also ~1 = xXlI ~2 = "X2, ~s = xXs' Dureh 
Einsetzen diesel' Werthe ergiebt sich dann X4 aus der Gleichung (1): 

uX4 = ~:3. Einem Punkte X der Fliiche wird also ein Punkt ~ der 

Bildebene durch die Formeln 

(2) 

zugeordnet. 

QXI = ~12, 

QXs = ;1 ;3' 
QX'2 = ~l ~2' 

QX4 = ~2~S 

Fill' ~l = 0 versehwinden Xli X2 und Xs gleichzeitig; dadureh 
ist der Punkt A als Fuudamentalpunkt del' Abbildung gekennzeieh
net; ihm entsprechen aIle Punkte del' Geraden ~l = O. Sind ~1 und 
~2 gleichzeitig Null, so verschwinden aIle Xi, del' entsprechende Punkt 
del' FIache wird also unbestimmt. Niihern wir uns aber dem Punkte 
o auf del' Linie ~l - U ~2 = 0, so wird zuniichst 

(!XI = ,,2~22, QX2 = "~22, (!Xs = U~2~3' QX4 = ~2~3' 

A.uf den rechten Seiten konnen wir einen Factor ;2 streichen, 
und lassen wir dann ~1 und ~2 verschwinden, so kommt 

Xl = 0, x2 = 0, Xs - "x4 = 0; 
d. h. dem Punkte 0 entsprechen aIle Punkte der Erzeugenden 
Xl = 0, x2 = 0, und zwar so, dass man einen bestimmten durch " 
charakterisirten Punkt del' Erzeugenden erhiilt, wenn man auf einer 
bestimmten Linie ~1 - "~2 = 0 an 0 herantritt. Dem letzteren 
Strahle des durch 0 bestimmten Biischels entsprieht die Schnittlinie 
del' beiden Ebenen 

Xl - "x2 = 0 und Xs - "x4 == 0, 

ahlO in del' 'fhat eine Erzeugende del' Fliiehe. Analog verhiilt es 
sich mit den Strahlen des Biischels ~1 - U~3 = O. Ein beliebiger 
dureh die Gleichung 

U I X 1 + 1!2X2 + UaXs + U4X4 = 0 
dargestellter ebener Sehnitt del' F2 ergiebt als Gleiehung der Bildcurve 

u l ~12 + U2~1 ~2 + ~l3;I;S + U4~2~a = 0, 
also einen Kegelschnitt dureh die Fundamentalpunkte 0 und 0', wie 
es nach den obigen Erorterungen sich zeigen muss. 



424 Zweite Abtheiil1Dg. 

Indem wir jetzt zur Betrachtung haherer Curven ubergehen, 
werde ;, 'fJ, ~ statt ;U ;2' ;8 geschrieben, SO dass die Abbildungs
formeln ubergehen in 

(3) (>Xl=;2, QX2=h, qX3=~~' (lX4= 'fJb. 
Zunachst haben wir die Gleichung einer ebenen Curve aufzustellen, 
welche in 0 einen a-fachen, in 0' einen b-fachen Punkt hat, wobei 
a + b = n sein solI, wenn n die Ordnung der Curve bezeichnet. 
Die Gleichung der Curve ist jedenfalls von der Form 

(4) ~Cat9r~a'fJt9~r=o, 
wo sich die Summation auf aHe Indices ex, {J, r bezieht, die der Be
dingung a + {j + r = n = a + b genugen. SolI nun in 0 ein 
a-facher Punkt vorhanden sein, so mussen die Terme niedrigster 
Dimension in ~, 'fJ mindestens von der Ordnung a sein, d. h. wir haben 

a + fJ > a, und ebenso ex + r > b • 
In der Gleichung eines Kegelschnittes muss en also z. B. die Glieder 
mit 'fJ2 und ~2 fehlen. Das Bild einer Raumcurve dritter Ordnung 
geht einmal durch den einen, zweimal durch den anderen Funda
mentalpunkt; wir haben etwa a = 1, b = 2 zu nehmen; es mussen 
demnach die Glieder mit ~ 'fJ2, 'fJs, 'fJ2 b und ~ ausfallen. 

Wir betrachten zuerst den Fall a = b. Dann ist 

a+fJ+r=n=2a 
und die Gleichung unserer Curve wird 

~ cat9Y ;2a-t9-r 'fJt9 ~r = 0 . 

Die linke Seite Iasst sich nun mittelst (3) auf eine ganze Function 
der Xi zuriickfuhren. 1st namlich (J > r, so kann man das allgemeine 
Glied der Curvengleichung in der Form 

~2a-j'1-y 'fJt9-Y 'l'}Y bY = ~2a-2t9 . ;t9-Y . 'l'}t9-Y • 'l'}Y bY = x1a-fJ xl-Y x4Y 

schreiben; ist aber r > fJ, so erscheint dasselbe Glied in der Form 
xla-Yxl-t9xl· 

In jedem FaIle haben wir eine Flache ater Ordnung vor uns, die auf 
unserer F2 diejenige Curve [a, a] ausschneidet, deren Bild mit der 
durch (4) dargestellten ebenen Curve zusammenf"allt. Hiermit ist die 
Umkehrung eines oben ausgesprochenen Satzes (p. 421) bewiesen, niim
lich dass jede ebene Curve, welche die Fundamentalgerade G nur in den 
Fundamentalpunkten und in jedem gleich oft trifft, als Bitd einer Ra1~m
curve aufsufassen ist, die sich als vollstiindiger Durckschnitt der F2 mit 
einer anderen Flache darsteUt. 
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Nehmen wir z. B. a = b = 1, so ist die allgemeinste Gleichul1g 
eines Kegelschnittes durch 0 und 0': 

al~2 + a2~1J + a3H + a41J6 = 0, 
und hieraus entsteht nach (4) a1x1 + a2xZ + a'3xS + a4 x4 = 0, d. h. 
die GIeichung einer beliebigen Ebene. Sei zweitens a = b = 2, so 
wird die Gleichung einer ebenen Curve vierter Ordnung, welche in 
o und 0' je einen Doppelpunkt hat: 

al~4 + a2~31J + a3~36 + a4~21J2 + a5~21]6 + a6~262 + a7~1J26 
und hieraus entsteht die Flache 

+ a8~1J62 + a9 1]2 62 = 0, 

alx/ + a2 x1 x2 + aa x l x3 + a4x 22 + a5 x2 xa + a6 x32 + a7x2 x4 

+ aSx3x4 + a9 x42 = O. 
Diese Flacbe zweiter Ordnung ist aber nicht vollstandig bestimmt, 
denn das Glied i;21J 6 kann ebensowohl durch X2 X3 als durch Xl X4 
ersetzt werden. Es gibt also unendlich viele Flachen zweiter Ord
nung, welche die gegebene F2 in derselben, durch unsere gegebene 
ebene Ourve abgebildeten Raumcurve vierter Ordnung schneid en, wie 
es nach unseren friiheren Erorterungen sein muss (p. 207). Eine 
iihnliche Unbestimmtheit bei Einfuhrung der Xi macht sich auch fiir 
hOhere Ourven in allen Gliedern gel tend, in denen f3 = r ist. 

Dass eine Curve [a, b], bei der a> b ist, durch a - b Erzeu
gende derselben Art zu einem vollstandigen Schnitte der F2 mit 
einer Fa erganzt wird, ergibt sich jetzt auch unmittelbar aus vor
stehenden analytischen Entwickelungen. Es mag noch bemerkt 
werden, dass es keine Fliiche von niedrigerer als der aten Ordnung 
gibt, welche durch die Curve [a, bJ hindurchgeht. Un sere Ourve nam
lich schneidet jede Erzeugende der einen Art a-mal; dasselbe muss 
also auch jede Flache thun, aufder diese Curve liegt; jede solche 
Flache ist folglich mindestens von der awn Ordnung. Die hinzugefiigten 
Linien durch 0 oder 0' werden ausser in dies en Punkten von der 
e benen Ourve noch in a + b - b = a Punkten getroffen; die ihnen 
entsprechenden Erzeugenden sind also Sehnen der Raumcurve, welche 
der letzteren in a Punkten begegnen, die somit in keiner ausgezeich· 
neten Beziehung zur Raumcurve stehen. Erinnert sei hier an die 
Beispiele der allgemeinen RaulDcurve dritter Ordnung [2, 1J oder 
[1, 2], an die Raumcurve vierter Ordnul1g zweiter Species [3, 1J 
oder [1, 3]. Von Raumcurven funfter Ordnung gibt es auf der Fz 
zwei Arten; die eine [1, 4J ist der theilweise Schnitt mit einer F4 
und wird durch drei Erzeugende zu einem vollstandigen Schl1itte 
erganzt, die andere [2, 3J ist der theilweise Durchschnitt mit einer 
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Fa und wird durch eine Erzeugende zu einem vollstandigen Durch
schnitte erganzt. 

Diese Betrachtungen zeigen, von Wle grosser Wichtigkeit die 
ebene Abbildung der F2 fiir das Studium der auf ihr liegenden 
Curven ist, ebenso fiir das Studium der Raumcurven iiberhaupt, denn 
fur letzteres ist. die Projection der Ourve von einem Punkte aus auf 
eine Ebene immer das wichtigste Hilfsmittel der Untersuchung. Die 
Projectionen derselben Curve von verschiedenen Punkten aus geben 
g I eichzeitig unendlich viele verschiedene Ourven als e bene Bilder, die 
aIle algebraisch eindeutig auf einander bezogen sind. Fur manche 
Veranderungen, welche eine ebene Ourve bei eindeutiger Transfor
mation erleidet, gewahrt so die Betrachtung derselben als Bild einer 
Raumcurve die einfachste und anschaulichste Erklarung*). Ebenso 
erhiilt man eindeutige Transformationen der ganzen Ebene, indem 
man die gegebene F2 von verschiedenen Punkten aus auf die Ebene 
abbildet, d. h. indem man den Punkt A auf der F2 aHe moglichen 
Lagen annehmen las st. Die verschiedenen Abbildungen konnen sonach 
aus einander durch Cremona'sche Transformationen**) abgeleitet 
werden, und zwar, wie wir zeigen wollen, durch ql!adratische Trans
formationen. 

Die Abbildung vom Punkte A aus gab uns ein Bild I mit den 
Fundamentalpunkten 0 und 0'; ebenso gibt die Abbildung von B 
aus ein Bild II mit den Fundamentalpunkten Q und Q', wobei Q' 
der Schnittpunkt von BO', Q derjenige von BO mit der Bildebene 
sei. Der Punkt P, in welchem letztere von der Linie AB getroffen 
wird, erscheint gleichzeitig in I als Bild von B und in II als Bild 
von A. Einer geraden Linie in I entspricht auf del' F2 ein durch 
.A zu Ie gender ebener Schnitt; dieser wil'd von B aus als Kegel
schnitt abgebildet, welcher durch die Fundamentalpunkte Q, Q' und 
durch P (als Bild von A) hindurch geht. Den geraden Linien in I 
entsprechen also Kegelschnitte mit drei festen Punk ten (Q, Q', P) in II, 
und ebenso den geraden Linien in II Kegelschnitte in 1, welche durch 
drei teste Punkte (0, 0', P) hindttrchgehen. Hierdurch ist abel' be
kanntlich die einfachste Cremona'sche Transformation charaktel'i
sirt und damit unsere Behauptung erwiesen. 

Es ist leicht, dieses Resultat analytisch zu bestatigen. Del' Ein
fachheit halber denken wir uns die Bildebene durch 0 und 0' hin-

*) Vgl. z. B. Halphen, Comptes rendus, 15. mars 1875. 
'i<'i<) Vgl. Bd. I, p. 474ft'. 
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durcbgelegtj dann rant Q mit 0 und Q' mit 0' zusammen, und die 
F2 wird von B aus durch die Formeln 

6X1 = "12"13' (JX2 = "11"111 , 6Xa = fit '1/3 , OX4 = "112 

abgebildet. Der Vergleich mit (2) fiihrt sofort zu den lielationen 

(5) 

durch welche die eindeutige quadratische Transformation dargestellt ist. 

Ais Anwendung un serer Untersuchung betrachten wir die stereo
graphische Projection der Kugel, d. h. die Projection der Kugel von 
einem ihrer Punkte aus auf eine Ebene, welche der Tangentenebene 
dieses Punktes parallel ist. Den Projectionspunkt A bezeichnet man 
in diesem FaIle als den Pol der Abbildung. Da die Bildebene der 
Tangentenebene des Poles parallel sein solI, so rallt die Linie G mit 
der unendlich fernen Geraden der Bildebene zusammen, und die Punkte 
0, 0' sind die imaginaren Kreispunkte dieser Ebene. Jeder ebene 
Schnitt der F2 bildete sich als Kegelschnitt durch die Fundamental
punkte ab j jeder ebene Schnitt der Kugel gibt daher bei der stereogra
phischen Projection einen Kreis. Was entspricht nun dem Mittelpunkte 
M eines solchen Kreises? Bekanntlich kann M als Schnittpunkt der 
beiden Tangenten definirt werden, welche den Kreis in 0 und 0' 
beriihren; die beiden Ebenen, welche durch diese Tangenten und 
durch den Pol A gelegt werden konnen, sind erst ens Tangenten
ebenen der Kugel, denn sie gehen durch zwei Erzeugende (AO und 
A 0') hindurch, sie sind zweitens auch Tangentenebenen des betrach
teten Schnittes, denn sie beriihren die Projection des letzteren auf 
die Bildebene. AIle Tangentenebenen aber, welche die- Kugel in 
ihren Schnittpunkten mit einer Ebene beriihren, enthalten den Pol 
dieser Ebene; somit haben wir den Satz: Die Verbindungslinie des 
Projectionspunktes A. mit dem Pole einer die Kugel schneidenden Ebene 
tri/ft die Bildebene in dem Mittelpunkte desj~igen Kreises, durch 
welchen dieser ebene Schnitt abgebildet wird*). Dass vermoge unserer 
Abbildung jedem Probleme der Kreistheorie ein anderes entspricht, 
welches sich auf die ebenen Schnitte der Kugel bezieht, braucht kaum 
noch einmal bemerkt zu werden (p. 420). 

Ais wesentliche Eigenschaft der Abbildung heben wir hervor, 

*) Derselbe ist von Chasles gefunden und von Hachette in seine Ele
ments de geometrie a trois dimensions (1817) aufgenommenj vgl. Aper~lU histo
rique, 80. a. O. 
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dass sie conform ist, d. h. dass entsprechende Richtungen attf der Kugel 
ttnd in der Bildebene gleiche Winkel einschliessen *). Beim Beweise 
hedienen wir uns der Definition des Winkels durch ein Doppelver
hii.ltniss (vgl. p. 191 "ff.). AIle Erzeugenden der Kugel trefl'en den 
imaginaren Kugelkreis; die heiden in einer Tangentenebene der 
Kugel enthaltenen Erzeugenden sind also identisch mit den beiden 
vom Beriihrungspunkte nach den imaginaren Kreispunkten der Ebene 
gehenden Geraden. 1m Bilde entsprechen ihnen zwei Linien durch 
o hez. 0', d. h. durch die imaginaren Kreispunkte der Bildebene. 
Der Wipkel zweier vom Beriihrungspunkte der Tangentenebene aus
gehenden Richtungen ist durch das Doppelverhaltniss bestimmt, wel
ches sie mit den beiden genannten Erzeugenden hilden; die ent
sprechenden vier Linien der Ebene ergeben hei der Projection vier 
Linien, welche dasselbe Doppelverhaltniss, also auch, da zwei von 
ihnen nach den imaginaren Kreispunkten laufen, denselben Winkel 
hestimmen, w. z. b. w. 

Um die Abhildung analytisch darzustellen, sei die Kugel durch 
die Gleichung 

x2 +'!l+e2 =r2 

gegeben. Die Punkte derselhen projiciren wir vomPunkte 0, 0, r 
aus auf die Ebene e = 0. Dem Punkte ~, 'YJ, ° der letzteren wird 
daDD, wie man leicht findet, ein Punkt x, '!J, e der Kugel durch die 
Formeln 

(6) 

zugeordnet. Man sieht sofort, dass einem ~eIiehigen ebenen Schnitte 
ein Kreis entspricht. Bilden wir dieselbe Kugel vom Punkte 0, 0, - r 
aus auf dieselbe Ebene e = ° ab, so entstehen dieselben F'ormeln, 
nur ist das Vorzeichen von e geandert. Sei also ~', 'lj' der dem 
Punkte x, 'Y, e beider neuen Abbildung zugeordnete PUDkt, so 
ergiht sich durcb Vergleichung der beiderseitigen Werthe von e 

*) Diese Eigenscbaft wur,de von Hooke und Moivre entdeckt, vgl. Halley, 
Philosophical Transactions, t. 19, 1696. - Die stereographiscbe Projection war 
schon Hipparch und Ptolemaus bekannt; vgl. Kliigel'e math. Wl)rterbuch 
und fiir die spatere Entwickelung der Tbeorie Chaslee' Aper9u bistorique, 
p. 219 u. 235 if. - DaB Princip del' conformen Abbildung ward weiter aUBge
bildet von Lambert (Beitrage zum Gebrauche der Mathematik, Bd. 3), La
grange (Memoires de l'academie de Berlin, 1779), Euler (Acta Petropol. 1777) 
und Gauss (1822, Gesammelte Werke, Bd. 4). 
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und weiter durch Vergleichung der Werthe von x, y: 

(7) ~'~ 1]' 1/ 
r 2 = ~2 + 712' r2 = ~2 + 1/2· 

Durch diese Formeln ist, wie oben durch die Gleichungen (5), eine 
Oremona'sche Transformation zweiten Grades dargestellt, deren drei 
Fundamentalpunkte sich im Anfangspunkte und in den beiden imagi
naren Kreispunkten befinden *). Die Verbindungslinie je zweier ent
sprechenden Punkte geht durch den Anfangspunkt, und das Product 
ihrer Entfernungen vom letzteren ist constant, so zwar, dass jeder 
Punkt des Kreises vom Radius r sich selbst entspricht. Diese Ver
wandtschaft ist auch SO,llst nnter dem Namen der Transformation 
durch reciproke Radienvectoren vielfach studirt und wird besonders 
in der Theorie der complexen Functionen hiiufig angewandt. Fiihren 
WIr die imaginare Einheit i ein, so ergibt sich aus obigen Formeln 

(8) ~+i1/ = r 
r ~'-i1/'· 

Setzen wir also ~ = r (; + i'Y]), b' = r (r - i'Y]'), so wird einfach 
~ = ~'-t, d. h. wit kommen zu der wichtigsten Transformation einer 
complexen Variabeln. 

Zu ahnlichen Umformungen gibt eine beliebige Verlegung des 
Projectionspunktes auf der Kugel Veranlassung. Verbinden wir den 
Punkt ;, fJ der Bildebene mit einem beliebigen Punkte xo' Yo, Zo der 
Kugel, so durchstosst diese Verbindungslinie die Kugel in einem 
weiteren Punkte x', y', z', wenn 

*) Vgl. Bd. I, p.476. Diese Verwandtschaft kommt scbon in einer verloren 
gegangenen Schrift des Apollonius vor, "liber deren Inhalt Pappus einige 
Nachrichten gibt (Bd.2, p. 663 If. in der Ausgabe von Rultsch), und die von 
R. Simson wieder hergestellt wurde (Apollonii Pergaei locorum planorum librill 
restituti, Glasgow 1749). Sie ward weiter untersucht von W. Thomson (1845) 
und Liouville (in desletztem Journal, t. 10 und 12, vgl. Thomson, Reprintot 
papers on electrostatics p. 1441£.), umfassender von Mobius (1855, Gesammelte 
Werke, Bd. 2). - Peaucellier construirte einen Mechanismus, vermoge desseu 
ein Punkt eine Gerade durchlauft, wli.hrend ein anderer den ihr entsprechenden 
Kreis beschreibt: Nouvelles Annales, 1864; verschiedene Constructionen der Art 
und die zugehlJrigen Litteraturangaben hat Kempe zusammengestellt: How 
to draw a straight line, London 1877. Es mag bemerkt werden, dass von allen 
derartigen Mechanismen der urspriingliche Peaucellier'sche als der einfachste 
bezeichnd werden muss, denn die scheinbar einfacberen, welche von Kempe 
erwahnt werden, benutzen drei in gerader Linie liegende gegebene Punkte, setzen 
also die Aufgabe, eine gerade Linie zu ziehen (oder wenigstens Punkte derselben 
zu linden), bereits als geliist voraus. 



430 Zweite Abtbeilung. 

x'(l + A) = ~ + A,To, y'(l + A) = 1) + AYo, .e'(1 + A) = AZo , 

2A.(r~ - ~X(l -- 1)Yo) = 1;2 + rl - 1'2. 

Driicken wir 1;, 'I'} mittelst der Gleichungen 

!; X 'YJ Y r + z ;' + 1]' 
r=r-z' -;;:=I'-Z' T~Z=--1,2-

die sich aus (6) ergeben, durch x, y, z aus, so wird die Bezichul1lJ 
zwischen zwei Punkten x, y, Z ~md x', y', z', welche bei dm' Abbildu1tlJ 
mittelst der Pole 0, 0, r, bez. XOI Yo, Zo denselben Bildpunkt 1;, 1], 0 
liefern, du1'ch folgende Gleichungcn vcrmittelt: 

(9) 

Nx' = 1'(1' - z) (x - xo) - Y (xYo - YXo) , 
Ny' = 1'(1' - z) (y - Yo) -x(yxo - xYo), 
Nz' = zoCr - z)z, 
Nr = (r - z) (1,2 - xXo - YYo). 

Die Transformation ist also nicht linear; jedem ebenen Schnitte 
ux' + vy' + wz' + A = ° ist eine Raumcurve vierter OrdIlung zu
geOl'dnet, die in x o, Yo, Zo einen (isolirten) Doppelpunkt hat. Pro
JIClren wir zwei so zusammengehorige Punkte der Kugel von delll~ 

selben Pole 0, 0, r aus auf die Ebene z = ° und sei demgemiiss 
;', 1]' der Bildpunkt von x', y', z', so erhalten wir in der Bildebene 
aus (9) die Transformation: 

Mi;' = - [(;2 + 'l'}2 + r2)xo + 2 (i;yo -1]Xo)'fI - 2;1'2], 

M'fI' = - [(1;2 + 'l'}2 + r2)yo + 2('fIXo - ;YoH - 2'1'}r2], 

Mr = W + 'fI~) (1' - zo) + r2(1' + zo) - 2r(l; xo + 1) Yo) . 

Durch diesel be ist einer beliebigen geraden Linie ein Kegelschnitt 
zugeordnet, und man bestatigt leicht, dass aIle diese Ourven durch 
den Punkt 1;0' 'l'}o hindurchgehen, welcher vermoge (6) dem neuen 
Projectionspunkte xo, Yo, Zo entspricht. Fiihren wir die Coordinaten 
desselben ein, so winl einfach 

M'r = (1;02 + 1)02 + r 2) ; - (1;2 + '1)2 + 1.2) ;0 - 21) (1;1)0 _. 'I'}~o), 
lJ!1' 'fI' = (1;02 + 1)02 + 1'2)1'/ - (1;2 + 1)2 + 1'2) 'l'}o - 2 I; (1)1;0 - i;'I'}o), 

M' = (I; - 1;0)2 + (n - 'fIO)2, 

Die Verbindungslinie von ;', 'fI' mit dem Pole 0, 0, 1 trifft die Kugel 
in einem Punkte, der vom neuell Pole xQ ' Yo, Zo aus nach 1;, rJ pro
jicirt wird *). 

*) Pl'ojicirt man die Kugel (oder eine beliebige F 2 ) von einem Pnnkte 
ausserbalb derselben auf eine Ebene, so entsprecben jedem Punkte del' letzteren 
zwei Pnnkte der F 2 , welcbe fur denjenigen Kegelschnitt, iu dem del' vom Pro-
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Wegen des allgemeinen Studiums der GrenzflUle ist es von In
teresse, auch die ebene Abbildung des Kegels kurz zu betrachten. 
Projicirt man den Kegel von einem seiner Punkte aus, so entsprechen 
dem Projectionspunkte A aIle Punkte einer Geraden G in der Bild
ebene; der durch A gehenden Erzeugenden entspricht ein PUllkt 0 
der Linie G, und aile ebenen Schnitte bilden sich als Kegelschnitte 
ab, welche G in 0 beriihren; die beiden bei Abbildung der allgemeinen 
F2 auftretenden Fundamentalpun7cte sind also in einen fJusammengefallen. 
Lassen wir einen eben en Schnitt sich der Kegelspitze nahern, so zieht 
sein Bild sich nach 0 zusammen; Bild der Kegelspitze sind also die 
verschiedenen Eingange in 0, welche nicht die Richtung von G 
haben. Die Seiten des Kegels werden durch den Strahlbiischel mit 
dem Centrum ° abgebildet. Schneidet also das Bild einer R.aull1-
curve die Gerade G ausserhalb 0, so geht die Raumcurve durch Ai 
schneidet es in 0, ohne G zu beriihren, so geht sie durch die Kegel
spitze; beriihrt die Bildcurve G in 0, so schneidet die Raumcurve 
irgendwo die durch A gehende Erzeugende des Kegels, steht also 
zur letzteren in keiner besonderen Beziehung. Da wir bei der Be
trachtung einer Raumcurve auf dem Kegel immer annehmen konnen, 
sie gehe nicht durch A, so brauchen wir im Bilde nur Curven 
nter Ordnung zu untersuchen, welche a Zweige in ° haben, die G 
beriihren, und b Zweige, die G schneiden, wo n = 2a + b, Curven, 
welche dann durch das Symbol [a, b] bezeichnet sein mogen. Ihnen 
entsprechen Raumcurven derselben Ordnung, welche in del' Kegel
spitze einen wil"klichen b-fachen Punkt haben. Die einfachsten FaIle 
sind folgende: 

[1, 0], ein ebener Schnitt des Kegels, 
[0, 1], eine' Erzeugende des Kegels, 

jectionspunkte ausgehende Tangentenkegel die Bildebene trifft, zusammenfallen. 
Ein beliebiger ebener Scbnitt Bcbneidet die Beriihrungscurve dieses Tangenten
kegels in zwei Punkten; der auf ibm stebende Projectionskegel beriihrt daher 
den Tangentenkegel in zwei Geraden, und jedem ebenen Schnitte der F2 entspricht 
in der Bildebene ein Kegelschnitt, der das Bild des erwiihnten Beruhrungskegel
schnittes zweimal beruhrt. Bei der Kugel ist andererseits jeder ebene Schnitt 
durch die stereographische Projection auf einen Kreis abgebildet; aus jedem 
Satze uber Kreise kann 80 ein anderer uber Kegelschnitte abgeleitet werden, die 
einen festen Kegelschnitt doppelt beruMen. V gl. hieriiber Po n c e 1 e t, traite des 
proprietes projectives, Nr. 610 und Chasles, Aper9u historique, p. 222 u. 372 
(Note XXVIII). - Die so entstehende Verallgemeinerung der Kreistheorie ist 
dieselbe, welche durch die nicht-euklidische Geometrie gegeben wird, wie sich 
aus den unten folgenden Untersuchungen von selbst ergibt, vgl. Klein, Ver
gleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische Forschungen, Erlangen 1872, 
p. 27 und 46. 
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[1, 1], eine 03 , die einmal durch die Spitze geht, 
[1, 2], eine 04 mit Doppelpunkt in der Spitze, 
[2, 0], eine 04 , welche nicht durch die Spitze geht, 
11, 3], eine 05 mit dreifachem Punkte in der Spitze, 
[2, 1], eine 05 , die einfach durch die Spitze geht. 

1st ~ = Odie Gleichung der Linie G im Bilde, so sind aIle 
Kegelschnitte, welche G in einem Punkte 0 beriihren, in der Form 
aH + b~2 + C~'I1 + dr/ = ° darstellbar. Die Abbildung wird also 
durch die Gleichungen 

(lXl = ;t, (JX2 = ;2, (JXs = ~r;, (JX4 = r;2 

vermittelt. Die Gleichung des Kegels ist X 2 X4 - XS2 = 0, und der 
Projectionspunkt hat die Coordinaten Xl = 0, X2 = 0, Xs = 0. 



Dritte Abtheilung. 

Die Grnndbegriffe der projectivischen uud metrischen Geometrie. 

I. Die Grundlagen der projectivischen Geometrie. 

Wir haben immer die "projectivischeu" Eigenschaften der raum
lichen Figuren den "metrisehen" gegeniiber gestellt, und unsere Auf
merksamkeit vorwiegend den ersteren zugewandt, demgemass uns 
aueh meistens der homogenen Coordinaten bedient (vgl. p. 96). 
Gleichwohl beruhte sowohl die Defi~ition dieser homogenen. Coordi
naten als die Definition des fur jene projectivischen (durch Collinea
tionen nicht zerstorbaren) Eigenschaften fundamentalen Doppelverhalt
nisses wesentlieh auf metrischen Begriffen. Es drangt sich daher 
die Frage auf, ob nicht die sogenannte projectivische Geometrie in der 
Weise begrfindet werden konne, dass von den metrischen Begriffen der 
Entfernung und des Winkels und von den mit ihnen zusammenhiingenden 
Satzen der Elementargeometrie fiber Oongruenz, Aehnlichkeit etc. beim 
Aufbaue des geometrischen Leht'[lebiiudes kein Gebrauch gemacht wird. 
Ein solcher Aufbau erweist sich in der That als ausfuhrbar; und 
diese Thatsache ist um so wichtiger, als sie zeigt, dass die projecti
vische Geometrie ihrem Inhalte nach unabhangig davon besteht, ob 
man das sogenannte Parallelenaxiom Euclid's annimmt oder nicht, 
wahrend ane metrisehen Satze dieses oder eines aqui valenten Axioms 
nieht entbehren Mnnen, wie wir weiterhin noeh sehen werden. Die 
ganze Geometrie zerfallt hiernach in zwei Theile: der eine (ein
fachere) ist ul1abhangig yom Parallelenaxiome und umfasst die so
genannte projectivisehe Geometrie; der andere stiitzt sich auf das 
Parallelenaxiom, nimmt also etwas Neues hinzu, ist demgemass als 
der complicirtere zu bezeichnen, wenn derselbe auch in Folge des in 
der Geometrie iibliehen Lehrganges, der mit Recht an die nahe
liegenden Begriffe von Entfernullg und Winkel vorHiufig ankniipft, 
zunachst als der einfachere erscheint. 

Clebsob, Vorlo.ungen. II,1. 28 
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Unsere PHicht ist es, jenen ersteD Theil nunmehr direct zu be
griinden *). N atiirlich bediirfen wir dazu gewisser Voraussetzungen, 
auf Grund deren iiberhaupt erst mathematische Schliisse moglich 
sind, deren Begriindung aber nicht mehr zur Aufgabe der Mathe
matik gebOrl. Wir sprechen dieselben nicht erst fiir die Ebene, 
sondern sogleich fiir den dreidimensionalim Raum aus; denn es ist 
das gesteckte Ziel nur unter Zuhiilfenahme raumlicher Construction en, 
nicht allein durch Constructionen auf der Geraden oder in der Ebene 
zu erreichen. Die zu machenden Voraussetzungen sind die folgenden: 

Es existirt im dreidimensionalen &ume ein System von unendlich 
vielen Fliicken, welchen folgende Eigensckaften stekommen: 

1) Die Durehschnittscurve, welcke ewei Fliicken des Systems ge
mein halJen konnen (d. i. die Gesammtheit ihrer gemeinsamen Punkte), 
gekort allen Flikhen an, die ewei Punkte der Ourve enthalten. Diese 
Curven nennen wir gerade Linien oder Gerade. 

2) Durell. dt'ei beliebig angenommene Punkte (die nicht auf einer 
Geraden liegen) liisst sick eine una nur eine Flache des Systems hin
durchlegen. Diese Fliichen nennen wir Ebenen. 

Hieraus folgt sofort, dass ~ine gerade Linie durch zwei Punkte 
bestimmt ist, und dass jede Gerade, welche mit einer Ebene zwei 
Punkte gemein hat, ganz in dieser Ebene liegt. In einer gegebenen 
Ebene konnen wir also Construction en ausfiihren. Die einfachste 
ebene Figur, welche zu Betrachtungen der projectivischen Geometrie 
Veranlassung gab, war die des vollstandigen Vierseits. Wenn wir 
friiher bewiesen (Bd. I, p. 56 if.), dass bei demselben gewisse harmo
nische Punktgruppen vorkommen, und dass man mittelst desselben 
auf die einfachste Weise den vierten harmoniscben Punkt zu drei 
gegebenen Punkten construiren kann, so dient uns jetzt, wo wir den 
Begriif des Doppelverhii.ltnisses nicht als bekamit voraussetzen, diese 
Figur umgekehrt dazu, urn (nach v. Staudt's Vorgange) die har
monische Lage zu definiren, und weiter mittelst dieser Lagen
beziehung die Punkte einer Geraden (resp. die Geraden eines Biischels) 
auf die Reihe der Zahlen (von - 00 bis + (0) zu beziehen, um da
durch weiterhin den Uebergang zur Einfiihrung der Coordinaten der 
analytischen Geometrie zu gewinnen. 

*) Die Unabhli.ngigkeit der projectivischen Geometrie vom Parallelenaxiome 
folgt indirect daraus, dass sie fur die unten zu besprechende nicht-Euclidische 
Geometrie unverli.ndert giiltig bleibt. - Daas sie aber auch direct begrundet 
werden kann, bemerkte Klein, indem er zeigte, daBB bei gewissen Unter-
8uchungen v. Staudt's das Parallelenaxiom nur beiliiufig benntzt wird; vgl. 
Math. Annalen, Bd. 4, p. 623 f. (1871) nnd Bd. 6, p. 182ft: (1873). 
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Zunachst ordnen wir allen positiven ganzen Zahlen Punkte einer 
gegebenen Geraden zu, indem wir drei beliebige Punkte A, B, C 
der letzteren fest geben und mittelst derselben folgende Constructionen 
ausfiihren. Ausserhalb der Geraden nehmen wir zwei willkiirliche 
Punkte 0 und 0' beliebig an, aber so, dass ihre Verbindungslinie 
durch C geht. Die Punkte A, B, C mogen in der Reihenfolge liegen, 
welche durch das Alphabet angegeben ist. Dem Punkte A ordnen 
wir die Zahl 0, dem Punkte 
B die Zahl1 zu. DiePunkte B 
und C mogen mit 0, A mit 
0' verbunden werden. Die 
Linie .A 0 ' schneide dann 
OB in Q (vgl. Fig.24); es 
werde Q mit C, 0' mit B 
verbunden; beide Linien mo
gen sich in QI begegnen; 
die Verbindungslinie von 0 
mit QI trifft dann die ge

Fig. 24. 

gebene Gerade in einem Punkte D, welcher also durch die Punkte 
A, B, C, 0 und 0' eindeutig bestimmt ist. Die Punkte A, B, D 
bezeichnen wir jetzt bez. durch die Zahlen 0, 1, 2; fUr C bestimmen 
wir aus sogleich ersichtlichen Grunden das Zeichen 00. Die zu ihm 
fiihrende, soe ben naher angege bene Construction kann kurz durch 
das Schema 

(1) 
1 - 0 } 
0-0' Q, 

00 - Q } 
1 - 0' Ql' 

0- Ql} 2 
0-00 

in leicht verstandlicher Weise dargestellt werden. Auf demselben 
Wege, der uns von 0, 1, 00 zu 2 fiihrte, gelangen wir von 1, 2, 00 

mittelst der entsprechenden, durch das Schema 

(2) 
2-0} 
1 - 0' QI' 

00 - Q } 
2 - O~ Q2' 

0- Q2} 3 
0-00 

dargestellten Construction auf der gegebenen Geraden zu einem neuen 
Punkte 3, von dort mittelst der Construction 

(3) 
3 - 0 } 
2 - 0' Q2' 

00 - Q } 
3 - O~ Qa, 0- Qa} 4 

0-00 

zum Punkte 4, u. s. f. Wir bezeichnen den Punkt 2 als den vierten 
harmonischen Punkt von 0 in Bezug auf 1 und 00, den Punkt 3 als 
den vierten harmonischen Punkt von 1 in Bezug auf 2 und 00, all-

28* 
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gemein i als den vierten harmonischell von i - 2 in Bezug auf 
i - 1 und 00. Hierbei sind die Punkte i - 1 und 00 nicht symme
trisch benutzt, da ja co auf del' Lillie 0 - 0' liegen solI, welche 
durch unsere Construction ausgezeichnet wurde. Dass dennoch Sym
metrie stattfilldet, wird sich spateI' ergebell; dass die Beziehung 
zwischen den Punkten ·i und i - 2 in gewissem Sinne eine umkehr
bare (involutorische) ist, kann indessen sogleich in folgender Weise 
erkannt werden. U m den vierten harmonischen Punkt von 2 in 
Bezug auf 1 und 00 zu construiren, haben wir in (1) nul' 0 durch 2 
zu ersetzen und statt Q, Q1 die dann aus del' Figur zu entnehmenden 
Buchstaben einzusetzen; vertauschen wir aussel'dem noch 0 mit 0', 
so el'giht sich: 

(4) 1 - O'} 
2 - 0 Qu 

00 - Ql} 
1- 0 Q, 

0' - Q } 
O o. 

- 00 

Nach Vertausch~tng von 0 rnit 0' gclangt man dahcr durch diesclbc 
Oonstruction von 2 zu 0 zuriick, durch welc7/C man vor dieser VC1'
tauschung von 0 zu 2 gelangt war. 

Unsere Construction lasst unmiUelbar erkennen, wie sich die 
successive zu construirenden Punkte 0, 1, 2, 3, ... nach 00 zu immer 
mehr verdichtenj man ]mnn dies genauer leicht durch dieselbe Schluss
weise erkennen, welche sogleich dazu dienen wird, die Verdichtung 
einer durch fortgesetzte "Zweitheilung" sich ergebenden Punktreihe 
in del' Nahe von 0 nachzuweisen. Jeder positiven. ganzen Zahl ist 
hiernach ein bestimmter Punkt der gegebenen Geraden zugcordnet, und 
zwar ein Punkt zwischen .A. und C. U m Gleiches fiir die rationalen 
Zahlen zu erreichen, gehen wir von solchen Briichen aus, deren 

Nenner eine Potenz von 2 ist. Wir wahlen die Zahl + so, dass 

man von ihr zu 1 durch dieselbe Construction gelangt, welche uns 
von 1 zu 2 fiihrte. 

Die Umkehrung del' letzteren verlangt nach Fig. 24 dUl'clr 0 
und 0' je eine Linie zu legen, welche bez. die Geraden 0 - 0' und 
2 - 0 in Punkten Q und Q1 schneiden, deren Vel'bindungslinie durch 

o gebt. Ersetzen wir hierin 2 durch 1, so ware del' Punkt ~ defi

nirt, und in entsprechender Weise konnte ein Punkt f zwischen 1 

und 2 eingeschaltet werden. Es wiirde sich abel' fragen, ob nun 
1 

2" ebenso wie friiher 1 als A usgaIlgspunkt benutzt werden darf, d. h. 

ob del' Punkt : dann auch wirklich auf 2, : auf 3 fallen wiirde, 
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u. s. f. Es fehlt uns ferner noch ein Mittel, um den Punkt ~ nicht 

nur zu definiren, sondern auch wirklich zu construireD. 

Die Lucke liisst sich ausfullen durch Zuhiilfenahme derjenigen 
collinearen Beziehung zweier Ebenen auf einander, welche wir 
unter dem N amen der "Centralperspective" studirten *). Ohne irgend 
welche analytische Hiilfsmittel kanD man eine solche Verwandtschaft 
mittelst einer riiumlichen Construction und unter alleiniger Benutzung 
der von uns aufgestellten Voraussetzungen herstelleD. Man braucht 
nur zwci sich schneidende EbeDen Punkt fur Punkt derartig auf 
einander zu beziehen, dass die Verbindungslinie je zweier einander 
entsprechenden Punkte durch eiDen ausserhalb beider Ebenen ge
legenen, fest gewiihlten Punkt n geht. Ofl'enbar entspricht dann 
jeder Punkt der SchDittlinie (der Oollineationsaxe) sich selbst; jeder 
geraden Linie der einen Ebene, welche die Collineationsaxe schneidet, 
entspricht eine gerade Linie der anderen Ebene, und beide begegnen 
einander in demselben Punkte der Collineationsaxe. 1st der Punkt 
n nicht gegeben, so wird die Verwandtschaft hiernach festgelegt, 
indem man einem beliebigen Punkte A der ersten Ebene einen be
liebigen Punkt A' der zweiten zuordnet; einem ebenfalls beliebig 
gewiihlten PUDkte B cler ersteD Ebene kann clann noch ein solcher 
Punkt B' entsprechend gesetzt werden, des sen Verbindungslinie mit 
A' die Collineationsaxe in ihrem Schnittpunkte mit A - B trifl't (wir 
konnen aDnehmen, dass dieser Schnittpunkt wirklich existire). 1st 
B'demgemass gewiihlt, so ist Alles bestimmt, indem sich n als Schnitt
punkt der Linien A - A' und B - B' ergibt. Insbesondere konnen 
wir die beiden Ebenen als sehr dicht liber einander liegend betrachten 
(wie es auch bei den erwahnten fruheren Untersuchungen geschah), 
so dass die Punkte einer und derselben Ebene auf einander bezogen 
erscheinen. Einander zugeordnete Gerade schneiden sich dann immer 
auf einer festen Geraden der Ebene, der Collineationsaxe; auch die 
Linien A - B und A' - B' schneiden sich also auf dieser Axe. Lassen 
wir jetzt A mit A' zusammenfaIlen, so kann demnach B noch 
willkiirlich gewahIt werden, wiihrend B' auf der Linie A - B 
liegen muss. 

Um mit dem Friiheren in Zusammenhang zu bleiben, ersetzen 
wir die Buchstaben A, B, B' durch 0, 0', 0" und construiren**) 

*) Vgl. Bd. I, p. 254, if., besouders p. 258. 
**) Es konnte sein, dass die Linie A P von der Linie 0 - a nirgends getroifen 

wird; doch kann man dies durch passende Wahl von 0' stets vermeiden; man 



438 Dritte Abtheilung. 

den Punkt 0" im Anschlusile an Fig. 24, in welcher die Linie A - C 
als Collineationsaxe zn den ken ist, gem ass dem Schema 

(4 a) A-P} 0" 
O-C 

Fig. 25. 

(vgl. Fig. 25)_. 

Offenbar entspricht dann dem Punkte Q der ersten Ebene der Punkt P 
der zweiten, dem Punkte Qt der ersten der Punkt Pt der zweiten 
gemass den Constructionen 

A - Of} A - Off} 
B - 0 Q, B - 0 P; 

C- Q} 
O-D Ql' 

COP} 
O-D Pl· 

Da nun Ql auf B - 0' liegt, so geht B - 0" durch Pv hieraus aber 
folgt, dass der Punkt D auch durch die Construction 

A - 0" } 
B-O P, 

P - C } 
B - 0" P l , 

OPt} 
AB D 

gefunden wird, welche sich von der Construction (1) nur dadurch 
unterscheidet, dass 0', Q, Ql bez. durch die ihnen entsprechenden 
Punkte 0", P, P l ersetzt sind. Der Punkt D (d. i. 2) bleibt dtiher 
ungeiindert, wenn in der friiheren Construction 0' mit 0" vertauscht 
wird. Ferner sehen wir, dass die Construction von D jetzt einfacher 
nach dem Schema 

braucht namlich nur 0" belie big ausserhalb 0 - 0 zu wahlen und findet 
dann durch Umkehrung der Constrnction den zugehorigen Punkt 0' zwischen 
o und O. 
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(5) A -O"} 
B- 0 P, 

P- O'} 
A-B D 

ausgefiihrt werden kann; zu demselben Punkte D muss folglich auch 
das entsprechende Schema 

A -O'} 
B- 0 Q, 

Q - O"} 
A-B D 

fiihren, d. h. die Linie 0" - D geht durch Q hindurch. Der Linie 
0' - P der ersten Ebene entspricht sonach die Linie 0" - Q der 
zweiten, und umgekehrt; dem Punkte P der zweiten Ehene ist also 
der Punkt Q der ersten zugeordnet, und ebenso gilt der Satz, dass 
die Beziehung zwischen den Punkten 

0', Q, Q), Q2' ... 
einerseits, und 

0", P, Pi) P2 , ••• 

andererseits eine wechselseitige ist. Die Linie 0' - D geht natiirlich 
auch durch Q2, die Linie 0 - 3 durch P2 (Schnittpunkt von 0" - D 
mit P - C) die Linie 0" - 3 durch Qu die Linie 0' - B durch den 
Schnittpunkt S von A - 0 und C - P. Es ergiht sich ferner, dass 
der Punkt 2 (d. i. D) auch durch die Construction 

A- O} 
B - 0' S, 

C-S} 
B- 0 P, 

P- O'} 
A-B D 

gewonnen wird, welche aus (1) durch Vertauschung von 0 mit 0' 
entsteht. Die Beziehung zwischen den Punkten 0 und 2 in Bezug auf 
die P~~nkte 1 und 00 ist daher eine wechselseitige; sie ist unabhangig 
davon, in welcher Reihenfolge die Punkte 0, 0' bei der Construction 
benuizt werden. Es ist somit (nach obiger Definition) nicht nur 2 der 
vierte harmonische Punkt von 0 in Bezug auf 1 und 00, sondern auch 
o der vierte harmonische von 2 in Bezug auf dieselben Punkte*). 

*) Dass die Lage des Punktes D von der Wahl der Punkte 0 und 0' 
iiberhanpt unabhangig ist, wird sich erst weiter unten ergeben. - Es wird dies 
Resultat Bonst meist direct durch Zuhiilfenahme einer raumlichen Construction 
gewonnen (vgl. v. Staudt, Geometrie der Lage, Niirnberg 1847 und dazu 
Klein, Math. Annalen Bd. 6, p. 138). Auch wir mussten oben die Moglichkeit 
der perspectivischen Verwandtschaft durch eine Betrachtung aus der Geometrie 
des Raumes erweisenj und eine solche lasst sich bei derartigen Untersuchungen, 
wie Klein gezeigt hat (a. a. O. p. 135 f.) nicht vermeiden. - Man konnte ver
suchen, die Hneare Verwandtschaft durch die Mobius'schen Netzconstructionen 
(vgl. die Note zu Ed. I, p. 354) direct zu vermittelnj doch bleibt dann die 
Schwierigkeit bestehen, zu beweisen, dass zwei verschiedene Constructionen, die 
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1 
Nunmehr ist aus Fig. 25 sofort ersichtlich, Wle der Punkt 2 

zu construiren ist. Es ergiht sich namlich 1 aus 0 und 2 durch 
die Construction 

0' - 2 } 
A - 0" p, 

p- O} 
A-O 1. 

1 Der Punkt 2 wird also durch die Construction 

0' - 1 } 
A _ 0" J:, 

T- O}~ 
A-C 2 

gefunden werden. Bemerken wir nun, dass die Punkte 2, 3, 4, 
nach (5) successive durch die Construction en 

(6) 

0- OIl} 
1 - ° P, 

p- O'} 
0-1 2; 

2 - O"} 
3 - 0 P2' 

1 - O"} 
2-0 Pl1 

P, - O'} 
; _ 3 4; ... 

Pl - 0' } 
1 _ 2 3; 

1 
gewollnen werden, so ergibt sich in ganz gleicher Weise aus 2 die 

Reihe von Punkten 1, :' 2, ... 

o - 0") 
1 1', 
-- 0 
2 

T -0') 
0- { 1; 

2 T ~ -0") 
1 - 0 11 

Tl - O')~. 
1 2 ' -- - 1 
2 

Statt zu beweisen, dass eine nochmalige Wiederholung der an
gegebenen Operation genau auf den Punkt 2 fiihrt, zeigen wir (um 
die Figur nicht durch neue Linien zu verwirren), dass man von 2 
zu 4 mittelst derselben Construction gelangt, die von 1 zu 2 fiihrte, 
die also nach (5) durch das Schema 

0- O"} 
2 - 0 p' 

P' - O'} 
0-1 4 

dargestelIt wird. Es ist nur nachzuweisen, dass die Linie 0' - P2 , 

welche nach (6) den Punkt 4 definirt, auch durch P' hindurchgeht. 
N mi ist auf der Linie P - 0 der Punkt P der vierte harmonische 
von P2 in Bezug auf PI und C, denn er wird durch die zu (6) ana
loge Operation 

in der einen Ebene zu derose lben Punkte fiihren, in der anderen Ebene die 
gleiche Eigenschaft haben; Mobius (Gesaromelte Werke, Bd. I, p. 237 fr.) setzt 
bei seiner Darstellung die Satze tiber Doppelverhaltnisse bereits als bekannt 
voraus; vgl. Hankel, Die Eleroente derprojectivischen Geometrie, Leipzig 1875, 
p. 251 f. 
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P2 - O"} 
P _ 0 D, 

1 

erhaltenj dann aber ist nach Obigem auch P2 der vierte harmonische 
zn P in Bezug auf P l und OJ d. h. die Construction: 

P -O"} 
P - 0 P', 

1 

muss zu dem Punkte P2 zurUckfiihren, q. e. d. 

ur ie dl'e P kt 1 3 I) 1 3 6 7 9 d h " un e -4-' 4' 4' ... , 8' 8' 8' 8' 8' .•. nrc 
analoge Constructionen gefunden werden, wie sich allgemein aIle 

Punkte 2: ergeben, bedarf nicht noch naherer Erorterung. Jeder positiven 

rationalen Zahl, deren Nenner gleich einer Potenz von 2 ist, haben wir 
hiermit einen bestimmten Punkt der Geraden A - 0 zugeordnetj und 
die betreffenden Punkte folgen in demselben Sinne auf einander, wie 
die ihnen zugeordneten Zahlen. Nennen wir ~ die einem bestimmten 
Punkte der Geraden A. - 0 zugeordnete Zahl, und untersuchen wir, 
wie sich diese Zahl andert, wenn der Null- und Einheitspunkt (d. h. 
A. und B) in ihrer Lage geandert werden. Der Nullpunkt werde 
an die Stelle; = q, der Einheitspunkt an die Stelle; = q + 1 ver
legtj es sei r die neue Zahl, welche dadurch dem Punkte ~ zu
geordnet wird (der neue Parameter, die neue Ooordinate dieses Punktes) j 
unter q werde eine der ausgezeichneten rationalen Zahlen verstanden. 
Die vorstehenden Erorterungen und Constructionen ergeben dann 
sofort, dass 
(7) . 

zu setzen ist. Verlegen wir andererseits den Einheitspunkt von B 

nach D, so wird, wie wir sehen, 2 nach 4, ebenso ~ nach 1 verlegt, 

u. s. f.j allgemein aber wiirde ~ zu ersetzen sein durch ~;. Legen 

wir den neuen Einheitspunkt an die Stelle p, wo peine der obigen 

rationalen Zahlen ist, so haben wir den neuen Parameter gleich -1 
p 

zu setzen. Eine gleichzeitige Verlegung des Null- und des Einheits
punktes fiihrt daher zu der allgemeinen Formel der Ooordinatentrans
formation: 
(8) ~ =p~' + q. 

Dieselbe beziehi sich aber nur auf diejenigen rationalen Werthe von 
~ und S', welche sich (ebenso wie p und q) durch Multiplication 
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mit einer Potenz von 2 in ganze Zahlen verwandeln lassen. Del' 
Punkt <Xl wird durch die Transformation (8) nicht geandert; die Punkte 
0, 0', 0" sind bei den entsprechenden constructiven Operationen 
stets in gleicher Weise zu benutzen. 

Zu beach ten ist, dass fur ~ < q sich aus (7) negative Werthe 
von ~' ergeben, wahrend wir bisher nul' positive Werlhe des Para
meters in Betracht zogen. So folgt aus ~ = q - 1 fill' r del' Werth 
- 1, und diesel' Punkt r = - 1 wird aus r = 0, r = 00 und 
~' = + 1 durch diesel be Construction gewonnen, welche von ~ = i, 
~ = 00, ; = i + 1 zu ~ = i - 1 zuriickfiihrt. Wie diese Construction 
hier von dem Punkte ~' = 0 nach links hin bis zu ;' = - q fort
gesetzt werden muss, um die Parameter r fiir aIle Punkte ~ zwischen 
A und a zu ergeben, so hatten wir auch schon ursprunglich unsere 
Construction uber A (d. h. ~ = 0) hinaus nach links hin fortsetzen 
konnen; den sich ergebenden Punkten mussen dann negative Werlhe 
von ~ beigelegt werden, damit die Gleichung (7) und weiterhin auch 
(8) fur aIle links von a (d. h. ~ = 00) gelegenen Punkte unserer 
Geraden anwendbar bleibt. Die Punkte - 1, - 2, ... werden dem
nach dur!)h die Constructionen 

1 - O"} 
0-0 Q-l' 

Q-l - O'} 
1 _ 0 -1; 

0- orr} 
1-0 Q-2' 

Q-2- 0'} 
1-0 -2; ... 

successive gewonnen. Fraglich bleibt es abel', ob diese Constructionen 
beliebig weit fortgesetzt werden diirfen. Es hangt dies offen bar davon 
ab, ob aIle durch 0' zu ziehenden Hiilfslinien die gegebene Gerade 
A - C wirklich schneiden, oder nicht. Hier sind folgende FaIle 
moglich: 

1) Wahrend del' Schnittpunkt del' durch 0' gehenden Hulfs
linie mit A - a nach links fortriickt, nahert sich diese Hiilfs
linie allmahlich einer bestimmten Grenzlage, und die diesel' 
Grenzlage selbst entsprechende Linie schneidet A - a nicht 
mehr (diil libel' die Grenzlage hinaus liegenden Geraden des 
durch 0' bestimmten Strahlbuschels kommen fiir uns zunachst 
nicht in Betracht). 

'2) Alle durch 0' gehenden Hiilfslinien schneiden die ge
gebene Gerade A - C*). 

Machen wir nun die weitere Hypothese, dass es moglich sei, eine 

*) Man vermeidet es, schon jetzt diese beiden Alternativen in Betracht zu. 
ziehen, wenn man (mit Klein) alIe Construction zunachst auf ein abgegrenztes 
endliches Gebiet beschrankt. 
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ge:rade Linie durch vollstiindige Umdrehung um einen ihrm- Pttnkte mit 
skh selbst in Richtung und Lage zur Deckung zu bringen, so ist im 
zweiten Falle auch jeder negativen ganzen Zahl einPunkt del' Linie 
A - 0 zugeordnet, und zwar werden sehr grossen' negativen Zahlen 
Punkte in der Nachbarschaft von 0, aber auf del' rechten Seite dieses 
Punktes entsprechen, wie die folgende U eberlegung noch genauer 
zeigen wird. 1m ersten Falle dagegen kann die Construction nur so 
lange fortgesetzt werden, bis man zu einer negativen Zahl kommt, 
von welcher aus man bei weiterer Fortsetzung zu einer {lurch 0' 
gehenden Linie gefiihrt werden wurde, welche A - 0 nicht mehr trifft. 
Gleichwohl kann man auch dann fur eine Reihe anderer negativer 
Zahlen zugehorige Punkte der gegebenen Geraden finden. Wir wissen 
namlich, dass die Punkte - 1 und + 1 "harmonisch" liegen zu 0 
und 00, ebenso 0 und 2 in Bezu"g auf 1 und 00, ferner 0 und 4 in 
Bezug auf 2 und 00, u. s. f.; a1so auch 2 und - 2 in Bezug auf 0 
und 00, wie eine Verlegung der Grundpunkte unserer Coordinaten
bestimmung nach (8) leicht erkennen lasstj allgemein sind - n und 
+ n harmonisch zu 0 und 00. Wir 
konnen also den Punkt - n als den
jenigen definiren, welcher Z1£ + n 
harmonisch liegt in Bezug auf 0 
und 00; ttnd diese Definition liisst 
sich auch noch auf solche Punkte 
anwenden, die durck die fruheren 
successiven Constructionen nicht er
reicht werden wiirden, niimlich auf 

Fig. 26. 

aUe Punkte dm- gegebenen Geraden, 'A J Ii: 

welche sich rechts vom Punkte 00 

befinden. Um sich hiervon zu iiberzeugen, nehme man auf del' ge
gebenen Geraden rechts vom Punkte C einen Punkt E beliebig an 
und mache die Oonstruction (Fig. 26) 

E- Of} 
A. _ 0 F, 

F- O} 
A.-O' G, 

G - O} 
A-C I. 

Bewegt sich E auf C zu, so thut I dasselbej entfernt sich Evon 0 
nach rechts, so bewegt sich I (als vierter harmonischer Punkt von 
E in Bezug auf 0 und 00) auf den Punkt A zu. Wir konnen den 
Punkt E sich so weit entfernen lassen, als seine Verbindungslinie mit 
0' existirt. Diese Verbindungslinie wird sich bei ihrer Drehung urn 
0' einer bestimmten Grenzlage nahel'll, wie es nach unserer An
nahme bei der Drehung im entgegengesetzten Sinne schon besprochen 
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wurde j und nur bis zur Erreichung dieser Grenzlage ist die verlangte 
Construction ausfilhrbar. Die auf der rechten Seite von 0 so vor
handene Grenzlage kann insbesondere mit der auf der link en Seite 
oben gefundenen ·(resp. gemass unserer Hypothese vorausgesetzten) 
identisch sein, indem die eine Gerade nur als Verlangerung der 
anderen erscheint. In diesem FaIle wilrden wir anf das EucIidische 
Parallelenaxiom gefiihrt werden, indem beide Gerade zusammen dann 
die eine Parallele zu A - 0 bilden, die man durch 0' ziehen kann. 
Da wir uns aber von dies em Parallelenaxiome unabhangig halten 
wollen, so miissen wir vorlaufig beide Grenzlagen als von einander 
verschieden voraussetzen. Dieselben trennen in dem Strahlbiischel 
mit dem Mittelpunkte 0' diejenigen Linien, welche die Gerade A - C 
(resp. deren V erlangerungen) schneiden, von denjenigen, welche diese 
Gerade nicht schneid en. 

Da sich die von einander abhangigen Punkte E und I immer 
in entgegengesetztem Sinne bewegen, so folgt, dass die dem Punkte E 
entsprechende negative (ganze) Zahl, welche der dem Punkte I zu
gehOrigen absolut gleich sein soll, ihrem absoluten Werthe nach ab
nimmt, wenn sich Evon 0 entfernt, wahrend dem Punkte 0 in der 
Grenze der Werth - 00 beizulegen ist. Es gibt also swei ganse po
sitive Zahlen m' und m", wobei m" > m' sei, der Art, dass den Zahlen 
von 0 bis - m' Punkte unserer Geraden A - 0 aft! der linken Seite 
von A und den Zahlen von - m" bis - 00 Punkte auf der rechten 
Seite von 0 entspreehen, wiihrend den negativen ganzen Zahlen - n, 
welche der Bedingung m' < n < m" geniigen, iiberhaupt keine Punkte 
unserer Geraden zugeortlnet sind. Oonstruiren wir auch solche Punkte, 
die den rationalen Zahlen mit N ennern der Form 21' zugehOren, so 
konnen wir uns fiber die Punkte - m' und - m" hinaus von A 
bez. 0 entfernen, aber doch niemals die Punkte - (m' + 1) oder 
- (m" + 1) erreichen. 

Es ist leicht, fiir den Strahlbiischel die entsprechenden Ueber
legungen anzustellen nnd so (nnter Zuhfilfenahme zweier dem Bilschel 
nicht angehOrigen Strahlen 0 und 0') allen ganzen positiven und 
negativen Zahlen bestimmte Strahlen des Biiechele zuzuordnen. Statt 
die entsprechenden Ueberlegungen selbststandig durchzufilhren, be
schranken wir uns darauf, den Strahlbtischel mit dem Mittelpunkte 
0' zu betrachten (vgl. oben Fig. 25). Den gansen Zaklen n, welche 
der Bedingung - m' < n < 00 oder - 00 < n < - m" geniigen, 
ordnen wir diejenigen Strahlen des Buschels su, welche durch ihre 
Schnittpunkte mit der Geraden A. - B nach Obigem bestimmt werden. 
Auf die Zahlen n zwischen - m' und - m" lii!!st sich diese Zuord-
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Dung dann durch folgende Ueberlegung ausdehnen. Wir wIssen, 
dass die Punkte Q, Ql' Q2' •• , der Geraden Q - a zu einander und 
ZlJ. 0 in derselben Beziehung stehen, wie die Punkte 1, 2, 3, ... der 
Linie A - 0 (d. h. bez. in derselben Weise mittelst der Hulfspunkte 
o und 0' zu construiren sind); wir hiitten auch die Punkte der 
Geraden Q - 0 statt derjenigen der Geraden A - 0 benutzen durfen, 
urn den ganzen Zahlen n gewisse Strahlen des Buschels mit dem 
Mittelpunkte 0' zuzuordnen. Ebenso konnen wir die Linie Q - 0 
ersetzen durch die Gerade R - 0, welche zu Q - 0 in derselben Be
ziehung steht, in der Q - 0 zu A - 0 stand, u. s. f. Schliesslich 
werden wir eine solche durch 0 gehende Linie L - 0 wahlen durfen, 
welche die beiden durch 0' gehenden Geraden schneidet, die wir 
oben als Grenzlagen der Linien 0 - E einfuhrten, und welche in 
dem von 0' getragenell Buschel die Treffgeraden der Linie A - 0 
von den iibrigen Linien des Buschels scheiden. Diese Gerade L - 0 
schneidet dann auch aIle zwischen jenen beiden Grenzlagen liegenden 
Linien des Strahlbuschels, d. h. aIle, welche von der Linie A - 0 
nicht geschnitten werden. lndem wir nun auf L - 0 statt auf A. - 0 
unsere obigen Oonstructionen fortsetzen, ordnen wir auch den Zahlen n 
zwischen - m' und - m" bestimmte Strahlen des von 0' getmgenen 
Biischels zu. 1m Strahlbuschel ist somit die Beziehung der positiven 
und negativen ganzen Zahlen (und der rationalen Zahlen mit Nennern 
von der Form 2P) eine ausnabmslose. Die vorstebende Ueberlegung 
zeigt dies filr die erste unserer beiden obigen Hypothesen (p. 442), 
fiir die andere bedarf es keines besonderen Beweises. 

U mauch beliebigen rationalen Zahlen Punkte unserer Geraden 
A - 0 zuzuordnen, bemerken wir, dass jede solche Zahl p, die sich 
nicht durch Multiplication mit einer Potenz von 2 in eine ganze 
Zahl verwandeln lasst, vollstandig bestimmt ist, wenn man fur jede 
ganze positive Zahl !L eine ganze Zahl IX,,, nnden kann, fur die 

up (x,, + 1 -<11<-----· 
2'" 2!t 

Setzt man niimlich 

ao = Po, ~' = f30 +~'-, ~~ = f30 + % + ~;, ... , 
so ist dann nothwendig f31 < 2, f32 < 2; die Zahl p wird foIglich 
durch die convergente Reihe 

(9) f30 + ~1 + ~; + ~ + ... 
in eindeutiger Weise dargestellt, genau so, wie die Zabl pals eine 
llach fallenden Potenzen von 10 fortschreitende Reihe erscheint, welll1 



446 Dritte Abtheilung. 

man sie in einen Decimalbruch verwandelt. W ir behaupten nun, dass 
die den rationalen Zahlen hiermit zugeordneten Punkte stetig (besser 
"uberall dicht") auf einander folgen (wie ja auch die rationalen Zahlen 
eine iiberall dichte Mannigfaltigkeit bilden), d. h. dass man mittelst 
unserer Oonstruction in jedes noch so kleine vorgegebene Intervall 
hineingelangen kann. Wir brauchen dies nur fur irgendein Inter
vall, z. B. das Intervall .A - M zu beweisen, wo Meinen beliebigen 

Punkt zwischen 0 und ~ bezeichnet; durch Verlegung des Anfangs

punktes und des Einheitspunktes konnen wir dann das Intervall an 
eine beliebige andere Stelle der Strecke A - C iiberfiihren. Es ge
niigt aber zu zeigen, dass, wenn das Intervall A - M gegeben ist, 
ein Punkt 2-~ bei passender Wahl von ft in das Innere des Inter
valls .A - M fallen muss. 1st M selbt einer der durch Wiederholung 
unserer Oonstruction gefundenen Punkte, so ist das Behauptete evi
dent. Moglich ware es aber, dass die successive gefundenen Punkte 
2-v , 2-'-\ 2-.- 2, ••• sich nicht an der Stelle A, sondern an einer 
anderen (eben mit M bezeichneten Stelle) verdichten, und diese 
Moglichkeit ist aHein zu untersnchen. M selbst gebOrt dann nicht 
zu den Punkten 2-1l, aber in unmittelbarer Nii.he von M, und zwar 
zwischen M und 1 liegen sicher solche Punkte. Es sei nun N der 
vierte harmonische Punkt von 0 in Bezug auf M und C, so dass N 
zwischen M und 1 liegt. Zwischen M und N gibt es dann sicher 
einen Punkt 2-'. Dann ist 2-.-1 der vierte harmonische von 1 in 
Bezug auf 2-' und 00; und dieser Punkt befindet sich dann sicher, 
da 2-v links von N liegt, auf der linken Seite von M, d. h. im 
Intervalle A - M, q. e. d. *). 

Der Uebergang zu irrationalen Zahlen ist nun ausserst einfach. 
Auch jede irrationale Zahl kann durch eine convergente Reihe von 
der Form (9) dargestellt werden; ihr ist also genau wie eben der 
allgemeinen rationalen Zahl ein bestimmter Punkt unserer Geraden 
A - C zugeordnet, welchem man sich durch eine unendliche Folge 
von ausfiihrbaren Operationen mehr und mehr nahert. Wir mussen 
uns nur gewohnen,einen Punkt, welcher derartig als Grenzlage eines 
anderen in bestimmter Weise bewegten Punktes erscheint, als wirk
lich erreicht zu betrachten, wie man es ja auch bei Oonstruction 
irrationaler (incommensurabler) Shecken in der elementaren Mathe-

*) In dieser Weise wird der Beweis von Killing a. a. O. gefiihrt; der
selbe ist analog dem von Liiroth und Zeuthen gegebenen Beweise (vgl. Klein, 
Math. Annalen, Bd. 7, p. 535 und Bd. 17, p.(2) fiir die stetige Erfiillung der 
Geraden durch successive harmonische Constructionen. 
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matik thun muss. Ein Unterschied gegeniiber der Construction ra
tionaler Zahlen wird sich allerdings insofern geltend machen, als wir 
spliter lernen werden, die den rationalen Zahlen zugeordneten Punkte 
direct mit dem Lineal zu construiren, ohne dabei eines Grenzprocesses 
zu bediirfen; die directe Oonstruction irrationaler Zahlen gelingt da
gegen nur (und dann nur in einzelnen Fallen), wenn man andere 
Hfilfsmittel (z. B. den Zirkel, d. h. einen fertig gezeichneten Kreis) 
zu Hulfe nimmt. 

Auch die Construction irrationaler Zahlen wird man in das nega
tive Gebiet, d. h. fiber A. hinaus nach links, uber 0 hinaus nach 
rechts fortsetzen konnen. Auf beiden Seiten werden sich dabei ge
wisse Zahlen (die rational oder irrational sein konnen) ergeben, denen 
keine Punkte der Geraden entsprechen: - Ml fur die linke, - M2 fitr 
die rechte Seite; und zwar derartig, dass jeder Zahl, welche zwischen 
- Ml und - M2 liegt, kein Punkt der Geraden entspricht, jeder anderen 
Zahl dagegen, und sei dieselbe noch so wenig von - Ml oder - M2 
verschieden, ein bestimmter construirbarer Punkt zugehort. Dieses 
gilt fiir die erste unserer beiden Hypothesen (p. 442), fUr die zweite 
existirt eine solche Beschrankung der brauchbaren Zahlenwerthe nicht. 

Wenn hiernach feststeht, dass jeder rationalen oder irrationalen, 
positiven oder negativen Zahl (eventuell unter Ausschliessung der Zahlen 
zwischen - Ml und - M2) ein bestimmter Punkt der Geraden Zt~geordnet 
werden kann, so entsteht umgekehrt die Frage, ob jedem Punkte der 
Geraden auch eine bestimmte Zahl entspricht. Diese Frage ist iden
tisch mit der anderen, ob es iiberhaupt moglich sei, das Continuum 
der Punkte einer Geraden durch die Mannigfaltigkeit aller reellen 
Zahlen erschopfend darzustellen; wir werden also mit dieser Frage 
an die Grenzen unserer Erkenntniss gefiihrt, und es erscheint 
zweifelhaft, ob sie iiberhaupt zu beantworten ist. Mit einer geraden 
Linie verbinden wir den Begriff del' stetigen Ausdehnung, und diesen 
Begriff zerstoren wir durch unsere Beziehung ihrer Punkte auf die 
Zahlenreihe; denn diese Beziehung beginnt nothwendig mit der Wahl 
einer bestimmten Einheit, und durch Einschachteln neuer Punkte, 
d. h. durch allmahliche Verkleinerung der gewl:thlten Einheit suchen 
wir nachtraglich die einmal gestorte Stetigkeit wieder herzustellen, 
was stets ein unbefriedigendes Resultat ergeben muss. Wir zwingen 
so das Stetige, als welches ein geometrisches Gebilde seinem Wesen 
nach erscheint, in die Fessel des Discreten, der Zahl. Die Folgen 
dieses Zwanges werden sich in jedem Augenblicke bemerkbar machen; 
wir gehen ihnen aus dem Wege, indem wir uns entschliessen, nur 
solche Punkte del' Geraden als existirend zu betrachten, die sich 
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diesem Zwange fugen; und dieser Entschluss ist jedenfalls fiir die 
analytische Geometrie berechtigt, denn jeder in ihr vorkommende 
Punkt ist durch irgend ein zahlenmassig ausdruckbares Gesetz defi
nirt, kann demnach in obiger Weise auf eine Zahl bezogen und dann 
auch construirt werden *). 

Dass sich im Strahlbuschel fur jede rationale oder irrationale 
Zahl ein ihr entsprechender Strahl finden lasst, bedarf nach Obigem 
kaum der Erwahnung. Ebensowenig braucht ausgefiihrt zu werden, 
dass sich die Formeln (7) und (8) auf irrationale Zahlen anwenden 
lassen. 

II. Die analytische Geometrie. 

Wir haben jetzt aIle Hulfsmittel bereit, urn die analytische Geo
metrie unabhangig von unseren metrischen V orstellungen (d. h. un
abhangig vom Parallelenaxiome) zu begriinden. Wie wir jedem durch 
0' gehenden Strahle den Parameter des Punktes zugeordnet hatten, 
in dem er die Linie A - 0 schneidet, so ordnen wir auch jedem 
durch 0 gehenden Strahle als Parameter die seinem Schnittpunkte 
mit A - C beigelegte Zahl zu. Es sei so x der bewegliche Para
meter eines durch 0 gehenden Strahles, y derjenige eines durch 0' 
gehenden. Als Ooordinaten eines beliebigen Punktes der Ebene definiren 
wir die Parameter x, y der beiden Geraden, welche den Punkt mit 0 
bez. 0' verbinden. 

Es ist dann offen bar x = const. die Gleichung einer Geradel1 
durch 0, y = const. diejenige einer Geraden durch 0', x - y = 0 
die Gleichung der Linie A-C. Betrachten wir ferner die Gerade 
A - 0". Die Punkte A, P, P', 0" auf ihr stehen zu einander 
und zu den Punkten 0, 0' in derselben Beziehung, wie die Punkte 

*) Einen anderen Weg, die Arithmetik der Geometrie dienstbar zu machen, 
scheint es nicht zu geben. Euclid's beriihmte Behandlung des Irrationalen 
beruht (insoweit es darauf ankommt, die Unabhangigkeit der Construction von 
der gewahlten Langeneinheit zu zeigen) auf den Vorstellungen der Aehnlichkeits
lehre; letztere 'setzt das Parallelenaxiom voraus; dieser Weg ist also fUr uns 
nicht brauchbar; vgl. dariiber Mobius, Barycentrischer Calcul, Schluss des 
2. Capitels (Gesammelte Werke, Ed. 1, p. 176), ferner Hankel: Tbeorie der com
ple:x:en Zahlensysteme, Leipzig 1867, p. 59 f. und: Zur Geschichte der Mathe
matik, I.eipzig 1814" p. 403 f. - Die im Te:x:te beriihrten begrifflichen Schwie
rigkeiten sind besonders eingehend von P. du Bois-Reymond erortert: Die 
allgemeine Functionentheorie, Tiibingen 1882; es sei ferner auf die Werke von 
Thomae (Elementare Theorie der analytischen FunctioneD, Halle 1880) nnd 
Lipschitz (Lehrbuch der Analysis, Bonn 1877) verwiesen. 
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A, B, D, C der Geraden A - C, denn nach Fig. 25 wird P' dnrch 
die Construction 

A -O'} 
p- 0 Q, 

Q - O"} 
p_ 0' D (d. i. 2), 

D - O} 
A -P P' 

gewonnen. Dieselben Punkte A, B, D, C von 0' aus auf A - 0" 
projieirt, liefern die Punkte A, T, P, 0", welehe zu einander und 
zu 0, 0' wiederum in derselben Beziehung stehen. Ebenso ist es 

mit" der Projection der iibrigen Punkte 3, 4, ... , ~, :' ... von 

A - C aus auf A - 0". Die x-Coordinate der Punkte von A - 0" 
gibt also auf dieser Lillie dieselbe Parameterbestimmung, wie auf 
der Linie A - 0; dabei Iiegt der Punkt x = 0 in A, der Punkt 
x = 1 in P. Gleiches gilt fiir die y-Coordinate derselben Punkte; 

1 
nur liegt der Punkt y = 1 an der Stelle x = 2' Y = 2 an der 

Stelle x = 1, u. s. f., wahrend die N ullpunkte beider Parameter
hestimmungen zusammenfallen. N ach (8) besteht daher auf A - 0" 
allgemein die Relation 
(10) y - 2x = 0, 

und dies ist die Gleichung der Linie A - 0". Durch Verlegung des 
Nullpunktes von A in irgend einen andern Punkt der Linie A - 0, 
was nach (7) durch eine lineare Transformation von x und y ge
schieht, Iasst sieh dieser Schluss auf aIle dureh 0" gehenden geraden 
Linien iibertragen. Die Gleichung der Verbindungslinie von 0" mit 
irgend einem Punkte q der Geraden A - 0 ist daher 

(11) y-2x+q=0. 

In derselben Weise lassen sich successive alIe Strahlbiischel 
darstellen, deren Centren auf der Linie 0 - 0' liegen, und somit 
alIe Geraden der Ebene, wenigstens soweit sie die Linie 0 - 0' 
sehneidell. Fiir Gerade, welehe diese Linie nieht schneiden, gelten 
die folgenden Betrachtungen vorlaufig nicht. 

Ebenso wie auf del' Linie A - B del' Punkt D (d. i. 2) mit 
HiiIfe von 0, 0' aus A, B, 0 construirt wurde, Hi.sst sieh auf der 
Linie 0 - 0' der Punkt 0" mit Hiilfe von D, B aus 0', 0, C ab
leiten. In der That bestatigt Fig. 25 sofort die Richtigkeit der Con
struction (vgl. oben p.435) 

(12) 
0' - B} 
o -D QlI 

Q-D} 
0-0' 0". 

Wenn Wlr also auf A - B den Pnnkten A, B, C, D reRp. die 
Clebsch, Vorlesungen. II. 1. 29 
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Parameter 0, 1, 00, 2 zuordneten, so mussen wir ebenso auf 0 - 0' 
den Punkten 0', 0, C, 0" dieselben Zahlen 0, 1, 00, 2 entsprechen 
lassen. Aber zu dem Punkte 0" gelangen wir ebenfalls durch die 
Construction: 

(13) 0' -S} 
C _ A B, 

B -O} 
O-S P, 

P-A} 
0- 0' 0". 

Den Uebergang von der Linie A - B zur Linie 0 - 0' konnen wir 
also auch dadurch bewerkstelligen, dass wir die Punkte 

A, B, 0, 0, 0', D 
resp. ersetzen durch 

0', C, 0, A, S, 0". 

Demgemass wolleR wir festsetzen, dass den Punkten 0', 0, 0, 0" 
bez. die Zahlen 0, 1, 00, 2 als Parameter beigelegt werden. 

Oben wurden unsere Constructionen durch Einfuhrung des Punktes 
0" vereinfacht, der als vierter harmonischer von 0' in Bezug auf C 
und 0 definirt war. Suchen wir nun den vierten harmonischen Punkt 
von S in Bezug auf 0 und A, so ergibt sich derselbe aus {13) 
mittelst der angegebenen Vertauschungen, d. h. durch die Construction 

S-O"} 0'-C-1)} 
A - C - 1, A _ 0 Qo' 

Der Punkt Qo kann daher bei den weiteren Constructionen ebenso 

Fig. 27. 

zu C, 0', 0; wobei dann 

C-S} 
0" -A P, 

benutzt werden, wie friiher der 
Punkt 0". Auf eine nahere Er-
orterung brauchen wir nicht ein
zugehen. 

Nun leiteten wir die Glei
chung .(11) aus (10) ab, indem 
wir uns die Linie A - 0 durch 
A - 0" ersetzt dachten. Ebenso 
konnen wir weiter gehen, d. h. 
die Linie A - 0" durch eine 
Linie A - 0'" ersetzt denken, 
wenn 0'" zu 0", 0, 0 in der
selben Beziehung steht, wie 0" 

der Punkt 0'" durch die Construction 

P- O} 
0"- S N, 

N-A} 
0- 0' 

0'" 

definirt ist (vg1. Fig. 27) und diesem Punkte der Parameter 3 bei
gelegt werden muss. Die Gleichung der Linie A - 0'" ist hiernach 
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'Y - 3x = 0; und die Gleichung irgend einer Linie durch den 
Punkt 0"': 

'Y- 3x +q=0. 
Diese Gerade schneidet die Linie .A - C iill Punkte ;. Fabren wir 

so fort und construiren auf 0 - 0' die Reihe der ganzen Zahlen, 
so ist allgemein die Gleichung einer durch den Punkt n von 0 - 0' 
gebenden Geraden 
(14) 'Y - nx + q = O. 

Dies gilt zuniichst fur alIe ganzzahligen positiven Werthe von n, 
kann aber leicht auf die negativen Zahlen n (denen Punkte zwischen 
0' und 0 entsprechen) iibertragen werden. Endlich lassen sich auch 
fiir gebrochene Zahlen mit einem Nenner der Form 21' die ent
sprechenden Ueberlegungen anstellen und letztere vermoge der Dar
stellung (9) auf beliebige rationale oder irrationale Zahlen ausdehnen. 
Die Gleichung (14) stent also allgemein eine Gerade dar, welche die 

Linie 0 - 0 im Punkte n und die Linie A - C im Punkte ~1 schneidet. 
'1'/,-

Man erkennt hieraus, dass, wenn sich der Punkt x, 'Y auf einer 
geraden Linie bewegt und sich dabei der Geraden 0 - 0' niihert, 
die Coordinaten x und 'Y zwar einzeln unendlich gross werden, dass 
aber ihr' Verhaltniss 'Y: x endlich bleibt und zwar gleich dem Para
meter des Punktes wird, in welchem die betreft'ende Gerade der Linie 
o - 0' begegnet. 

N achdem so die gerade Linie durch eine lineare Gleichung dar
gestellt ist, lassen sich un sere friiheren Untersuchungen, soweit die
selben nur auf dem linearen Charakter der Gleichung beruhten, unter 
Benutzung unserer neuen. Coordinaten durchfiihren. Wir deuten hier 
nur kurz den betreft'enden Gedankengang an. Sind 

R - ax + by + c = 0, 8 _ a' x + b' 'Y + c' = 0 

die Gleichungen zweier von einander verschiedenen Geraden *), welche 
sich schneiden, so ist der durch sie bestimmte Strahlbiischel in der 
Gleichung 
(15) R + l8=0 

dargesteUt. Insbesondere kann der Mittelpunkt des Buschels auf 
der Linie 0 - 0' liegen; dann ist in (15) nach Division mit einem 

*) Wir konnen nicht B und S als zwei beliebige lineare Ausdriicke defi
niren, denn es ist nicht gezeigt, daBB jede lineare Gleichung in x und y anch 
eine gerade Linie darsteUt. Wir werden spater sehen, dasB diese Umkehrnng 
nur bei un serer zweiten Hypothese (p. 442) richtig ist. 

29* 
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passenden Factor nul' das constante Glied von dem Parameter A ab
hangig, wie die zu (14) fiihrenden Ueberlegungen sofort zeigen, d. h. 
in R sind die Factoren von x und y resp. zu den entsprechenden 
Factoren in S proportional. Schneiden sich (bei unserer ersten Hypo
these) die Linien R = 0 und S = 0 nicht, so wollen wir gleichwohl 
die Gesammtheit del' durch (15) dargestellten Geraden als einen Strahl
Mischel bezeichnen. 

Unsere nachste Aufgabe ware jetzt, die geometrische Bedeutung 
des in (15) auftretenden Parameters A. zu erortern. Wir schicken zu 
dem Zwecke einige allgemeine Betrachtungen voraus. Sind zwei 
Strahlen R + A.l S = ° und R + A.2 S = ° gegeben, so nennen wir 

~2 das Doppelverhiiltniss der vier Strahlen R = 0, S = 0, R + A.t S = 0, 
1 

R + A2 S = O. Statt del' Strahlen R = 0, S = ° kann man in be-
kannter Weise zwei beliebige Strahlen mit den Parametern A.3 , A.4 
einfiihren (vgl. Bd. I, p. 37); wir nennen dann allgemein den Ausdruck 

(16) (A. A A A. ) A" - A. A4 - Ai 
11 2' 3, 4 = "3 - Ai • A,4 - A,2 

das Doppelverhiiltniss der vier Strahlen 

R + Ai S = 0, fur i = 1, 2, 3, 4. 

Dasselbe ist eindeutig bestimmt, sobald ausser den vier Parametern 
die Anordnung angegeben ist, in welcher diese Parameter zu be
nutzen sind. Del' Werth des Doppelverhaltnisses hiingt von del' 
Lage del' vier Strahlen des Biischels gegen einander ab, vielleicht 
abel' auch noch von anderen Punkten (z. B. 0 und 0') und Linien 
del' Ebene, die bei Definition unserer Coordinaten x, y benutzt wurden. 
Dass ausschliesslich die gegenseitige Lage der vier Biischelstrahlen 
fiir den Werth ihres Doppelverhintnisses entscheidend ist, werden 
die folgenden U eberlegungen zeigen. 

In entsprechender Weise lasst sich das Doppelverhaltniss von 
vier Punkten einer Geraden analytisch definiren. Wir bringen die 
Gleichung einer Geraden auf die Form 

(17) ux + vy + 1 = ° 
und nennen dann ~t, v ihre Coordinaten. Geht die Linie durch den 
Anfangspunkt x = 0, y = 0, so ist nul' das Verhliltniss derselben 
bestimmt. Denken wir x, y constant, u und v dagegen als ver
anderlich, so ist (17) die Gleich~tng des Punktes x, y in Liniencoordi
naten. Sind nun P, Q zwei lineare Ausdriicke in u, v, und P = 0, 
Q = Odie Gleichungen zweier Punkte, so ist jeder Punkt der Ver
bindungslinie durch eine Gleichung del' Form 
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(18) 
darstellbar. Sind vier Punkte, entsprechend den Werthen Au A2, 

As, A4, von A, gegeben, so nennen wir den Ausdruck (16) das Doppel
verhiiltniss dieser vier Punkte. Eine leichte Rechnung (vgl. Bd. I, 
p. 44). zeigt sofort, dass das Doppelverhiiltniss von vier Strahlen eines 
Biischels gleich ist dem Doppelverhiiltnisse, welches durch ihre Schnitt
punkte mit einer beliebigen Geraden bestimmt wird. 

Die ausgezeichneten Werthe des Doppelverhaltnisses sind ebenso 
wie bei unserer fruheren Darstellung zu discutiren (Bd. I, p. 38 ff.). 
Hervorgehoben werde hier nur der Fall der harmonischen Lage, bei 

welcher die Werthe - 1, ~ od~r 2 auftreten. Insbesondere sind 

die Strahlen R = 0, S = 0 harmonisch zu den Strahlen R + S = 0 
und R - S = 0. Mit Hiilfe dieser Bemerkung lasst, sich die Figur 
des vollstandigen Vierseits behandeln, und es ergibt sich so als wich
tiges Resultat, dass die Construction des vierten harmonischen Punktes 
vollstiindig unabhiingig ist von der Wahl der dabei zu ziehenden Hulfs
linien. Solche Vierseitsconstructionen waren es aber auch, die uns 
oben von den Punkten A, B, 0 zu D (d. h. von 0, 1, 00 zu 2) 
fuhrten, und dann weiter die Punkte 3, 4, ... finden lehrten. AIle 
diese Construction en sind daher von der Wahl der Punkte 0, 0' 
vollkommen unabhangig; wie man diese HUlfspttnkte auch wahlen moge, 
man wird durch Ausfuhrung der friiheren Constructionen immer zu dem
selben Punkte D gefuhrt. Die harmonische Lage von vier Punkten 
auf einer Reihe gibt also eine Beziehung zwischen diesen Punkten, 
die in keiner Weise durch irgend welche ausserhalb der Geraden ge
legenen Elemente (Punkte oder Gerade) vermittelt wird. Ent
sprechendes gilt fur vier harmonische Strahlen eines Biischels. 

Kehren wir zu den Strahlen des Buschels (15) zuriick und bilden 
das Doppelverhii,ltniss 
(18) (1, A, 0, oo)=A, 
so erkennen wir, dass der Parameter A des beweglichen Strahles 
aufzufassen ist als das Doppelverhii.ltniss, welches dieser Strahl zu
sammen mit den "Grundstrahlen" R = 0, S = 0 und dem "Einheits
strahle" R + S = ° bestimmt. Auch dieses Doppelverhaltniss wird 
sich uns als eine allein durch die gegenseitige Lage der vier Strahl en 
bestimmte Zahl ergeben. 

Vermoge unserer wiederholten Vierseitsconstructionen ("harmo
nischen Constructionen") ordneten wir fruher (p. 436 if.) jedem Pnnkte 
der Geraden A - C eine Zahl a; zu, die vollkommen bestimmt war, 
wenn die Punkte A, B, C auf der Geraden beliebig angenommen, 
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und diesen Punkten bez. die Werthe 0, 1, 00 zugetheilt waren. 
Suchen wir nun das Doppelverhaltuiss zu bilden, welches durch vier 
Punkte Xli x21 xs, x", bestimmt wird. Zu dem Zwecke haben wir die 
Gleichungen dieser Punkte aufzustellen. Da fur aIle Punkte von 
A - 0 die Gleichung x - y = 0 erfiillt war, so sind diese vier 
Gleichungen in der Form 

Pi = (u + v)x; + 1 = 0 fiir i = 1, 2, 3, 4 
enthalten, und man kann zwei Werlhe 4u 12 so bestimmen, dass die 
Gleichungen Pa = 0, P", = 0 bez. mit den Gleichungen 

PI + At Pa = 0, PI + A2 P, = 0 
aquivalent sind. Es ergibt sich: 

Das Doppelverhii.ltniss der vier Punkte wird also gleich 

(i9) as IVs - X, X. - Xl ( \ 
2 = . --- = Xu x2 , xa, x4j; 
"'1 Xs - Xl X. - XI 

man berechnet es demnach aus den obigen Parametern X; der Punkte 
auf A - 0 genau so, wie es Formel (16) angab. Insbesondere folgt 
hieraus gemass (18): Die dwrch unsere friiheren Oonstructionen den 
Punkten der Geraden A - 0 beigeZegten Parameter x sind die Doppel
verhalflnisse, welche diese Punkte mit den drei festen Punkten A, B, 0 
bei richtiger Anordnung bilden. Es wurde schon hervorgehoben, dass 
. diese Parameter ausschliesslich von der gegenseitigen Lage der vier 
Punkte abhangen. Da nun A - 0 eine ganz beliebig gewahlte 
Gerade war, und da die Punkte A, B, 0 auf ihr ebenfalls beliebig 
gewahlt waren, so ist allgemein das Doppelverhaltniss von vier Punkten, 
einer Geraden eine allein durch die gegenseitige Lage dieser Punkte 
bestimmte Zahl*), deren Berechnung moglich ist, ohne dass von den 

*) Dem entsprechend bezeichnet v. Staudt (in seinen Beitragen zur Geo
metrie der Lage, I, p. 15) den "Inbegrift' von vier Elementen A, B, a, Deines 
und desselben Elementargebildes, mit Riicksicht auf die Ordnung, in der die
selben angeschrieben werden, und mit Riicksicht auf das Elementargebilde 
(d. i. Punktreihe, Strahlbuschel oder Ebenenbilschel) selbst" ale einen Wurf 
und findet fur diesen abstracten (ohne metrische Hiilfsmittel) definirten Wurf 
nachtraglich dieselben Rechnungs- und Constructionssatze, welchs uns aus der 
Theorie des Doppelverhaltnisses bekannt sind; vgl. oben p. 116 ft'. - Wir haben 
es vorgezogen, durch specielle Constructionen jedem Elemente zuerst eine Zahl 
(die dann auch ein Doppelverhaltniss, ein Wur(, ist) zuzuordnen, und dann den 
allgemeinen Begrift' des Doppelverhaltnisses analytisch einzufiihren. Es ist dies 
um so empfehlenswerther, als die gemachten Construction en doch n6thig werden 
wiirden, um die Gleichung einer beliebigen geraden Linie aufzustellen. - Indem 
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Begriffen des Abstandes oder des Winkels Gebl'auch gemacht werden 
miisste. 

Auch die beiden Coordinaten x, y eines beliebigen Punktes II 
der Ebene lassen sich jetzt als Doppelverhaltnisse deuten. Es war 
x das Doppelverhaltniss, welches von dem Strahle 0 - II mit den 
Strahlen 0 - A, 0 - B und 0 - 0 gebildet wird, ebenso y das ent
sprechende von den Strahlen 0' - II, 0' - A, 0' - B, 0' - 0 gebil
dete Doppelverhiiltniss. Da 0 auf der Verbindungslinie von 0 mit 
0' liegt und da B die Coordinaten x = Y = 1 hatte, Mnnen wir 
dies in folgender Weise aussprechen *): 

Die Coordinaten x, y eines Punktes II werden durch ein willkur
lich zu wiihlendes "Coordinatendreieck" A 00' und einen ebenfalls will
kiirlich wiihlbaren "Einheitspunkt" B festgelegt; und zwar ist x das 
Doppelverhiiltniss der von 0 nach A, 0', B, II gehenden Strahlen, y 
dasjenige der von 0' nach .A, 0, B, II zu ziehenden Linien (bei 
passender Anordnung der Pttnkte). 

Hierbei erscheinen zwei Ecken des Coordinatendreiecks A 0 0' 
vor der dritten ausgezeichnet; um vollige Symmetrie herzustellen, 
fiihren wir homogene Coordinaten ein. Die Gleichungen del' vier 
Strahl en , welche A mit 0, 0' B, II verbinden, sind namlich III 

Variabeln X, Y: 
X=O, Y=O, Y-X=O, xY-yX=O; 

ihr Doppelverhaltniss ist folglich gleich~. Nennen wir also Xli x2 , x 
Xs drei Zahlen, die del' Proportion 

Xl : X 2 : Xs = x : y : 1 

wir gleicbzeitig die Projectivitat analytisch (dnrch die Forderung del' Gleich
heit entspl'echender Doppelvel'baltnisse) definiren, vel'meiden wil' die Schwierig
keit, die sicb bei del' v. Staudt'scben Definition (wonach sie dadurch bedingt 
ist, dass je vier harmonischen Elementen wiederum harmonische Elemente ent
Bprechen) nach Klein ergeben, und die man nach den Entwickluugen von 
Luroth, Zeuthen (vgl. p.446) und Darboux (Math .• Annalen Bd. 17) zu be
seitigen hat; vgl. fiir letztere Frage auch de Paolis, Memorie della reale Acca
demia dei Lincei (Classe fiBiche, matem. e natnr.), Serie 3a , vol. 9, 1880/81. 

*) Die Definition del' Coordinaten durch Doppelverhaltnisse ist von Fiedler 
gegeben: Vierteljahrsschrift der naturforschenden 'Gesellschaft in Zurich, Bd. 15, 
1871; vgl. auch Liiroth: Math. Annalen, Bd. 8, p.211. - Klein (ib. Bd. 6, 
p. 142) weist darauf hin, dass man von Fiedler's Definition der Coordinaten 
ausgeben miisse, um die analytiscbe Geometrie rein projectivisch zu begriindenj 
daB a. a. O. ebenfalls zu Hiilfe genommene abstracte Rechnen mit v. Staudt's 
Wiirfen (vgl. oben p. 116) kann aber nach den Entwicklungen des Textes ver
mieden werden, wenngleich dasselbe zur Construction aller Punkte mit ratio 
nalen Coordinaten sich nachtraglich ala niitzlich erweisen wird. 
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genugen, so sind die Doppel verhiiltnil:lse Jer drei von den Ecken des 
Coordinatendreiecks aus zu construirenden Strahlenquadrupel durch 
die Quotienten aus je zweien dieser Zahlen symmetrisch dargestellt. 
Die Einfiihrung dieser homogenen Coordinaten empfiehlt sich iiber
dies dadurch, dass nun auch die Gerade 0 - 0' dureh eine lineare 
Gleichung, namlich Xs = 0, dargestellt werden kann, und dass jetzt 
die Gleichung eines Strahlbuschels, dessen Centrum auf 0 - 0' liegt 
(vgl. p. 451 f.), in der Form 

U1X1 + 1t2X2 + uaxa + AXs = ° 
erscheint. 

Bisher konnten wir nul' solche gerade Linien dureh Gleichungen 
darstellen, welche die bei unserer Coordinatenbestimmung zu ziehen
den Hiilfslinien schneiden; urn auch andere Gerade in den Kreis der 
Betrachtung zu ziehen, leiten wir die Formeln der Coordinatentrans
formation abo Da die Coordinaten dureh Doppelverhliltnisse definirt 
sind, unterliegt dies keinen Schwierigkeiten. Es magen drei gerade 
Linien, deren Gleichungen in der Form 

ax + by + e = 0, a' x + b' Y + e' = 0, a" x + b" Y + e" = ° 
bereits bekannt sind, ausgewahlt werden; die erste werde an Stelle 
der Linie x = 0, die zweite an Stelle der Linie y = 0 benutzt, die 
dritte mage diejenigen Punkte liefern, fur welche die neuen Ooordi
naten ~, rJ beide unendlich gross werden. Es seien ferner xo, Yo 
die Ooordinaten des neuen (an Stelle von B) zu benutzenden Ein
heitspunktes. Die erste und dritte del' gegebenen Geraden bestimmen 
einen Strahlbuschel; der durch einen beliebigen Punkt x, y desselben 
gehende Strahl hangt von einem Parameter A ab, welcher der Gleiehung 

ax + by + e + A(a" x + b" y + e") = 0 

genugt. Der Parameter AO des durch XOI Yo gehenden Strahles III 

demselben Buschel bestimmt sich aus del' Gleichung 

axo + byo + e + Ao(a"xo + b"yo + en) = O. 

Die nette Coordinate ~ ist definirt als 
Strahlen Ao, A, 0, 00; also wird: 

das Doppelverhaltniss der vwr 

~ l ax+by+c a"xo+b"yo+e" 
= 1.0 = a"x + b"y + e'" --a-x +-b--+-c ' o Yo 

und e benso filldet man: 
_ a'x + b'y + c' a"xo + b"yo + ef' 

1] - ana:; + bUy +?' a'xo + b'yo + c' . 

Es werden sonach ~ und 1] gIeich allgemeinen linearen Functionen 
von x und y mit gemeinsamem Nenner; die Formel'll der Coordinaten-
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transfm"mation sind daher dieselben, wie sie friiher aufgesteUt wurden; 
und dies gilt aucb fur homogene Coordinaten. 

Betrachten wir jetzt eine Linie L, deren Gleichullg durch unsere 
hisherigen Untersuchungen noch nicht erhalten werden kann, weil sie 
eine der zu henutzenden Hiilfslinien nicht schneidet. Wir legen dann 
das neue Coordinatendreieck so, dass die Gleichung der Linie L ill 
den neuen Coordinaten sich in der friiheren Weise ergiht. Die eben 
aufgestellten Formeln der Coordinatentransformation erlauben uns, 
zu den urspriinglichen Veranderlichen x, 11 zuruckzukehren; und die 
alsdann sich ergebende Iineare Gleichung soll aIs diejenige der Ge
raden L hezeicbnet werden. Jede Gerade der Ebene wird dahe:r durck 
eine lineare Gleichung dargestellt. 

Nach Erreicbung dieses Resultates konnen wir alle friiberen 
Untersuchungen und Constructionen, welche nur auf dem linearen 
Charakter der zur Behandlung der Geraden dienenden Gleichungen 
heruhen, auch jetzt als giiltig in Anspruch nehmen. Inshesondere 
gilt dies von denjenigen Constructionen, die wir friiher zur A.uf
findung der Summe oder des Productes zweier DoppelverbiiJtnisse 
ausfiihrten. Lassen wir z. B. in A.ufgabe 5, p. 116 die Punkte p
und v zusammenfallen, so ist die gegebene Involution durch ihre 
heiden Doppelpunkte (Al! und f£ = v) bestimmt, und (f erscheint ein
fach als vierter harmonischer Punkt von Al in Bezug auf diese 
Doppelpunkte. Lassen wir also Al mit A in Fig. 24 (p. 435), ~ :mit 
B, p. = v mit 0 zusammenfallen, so wird ~ mit D identisch. Setzen 
wir demgemiiss in (5), p. 116 

Ai = 0, All = 1, p. = v = 00, 
so geht diese Gleicbung iiher in 

11
11 1=1+1=2j 

es wird also in der That (f = 2. Um weiter vom Punkte 2 zum 
Punkte 3 zu gelangen, hahen wir nur p- = 1, v = 2 zu nehmen und 
Al = 0, All = 00; die Gleichung (5) gibt dann in der That 

11=1+2=3. 

AUerdings ward in Fig. 14, p.117, der Punkt ~ nicht als vierter bar
monischer von 1 in Bezug auf 2 und 00 gefundenj aber da bier 
2 zu 0 und 00 in Bezug auf 1 harmonisch Iiegt, so gibt die For
derung der harmonischen Lage: 

2-11 
(1,~, 2,00)=2_1=-1 

hier ehenfalls ~ = 3. Unsere fi-iihere Construction fiihrt daber ohne 
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Benutzung des Punktes 0 zu demselben Punkte 3, wie die in Fig. 24 
ausgefiihrte. Diese in Fig. 14 dargestellte Construction erlaubt uns 
aber allgemein die Summe p. + v zu construiren, d. h. auf unsercr 
Geraden .A. a aus den Punkten p. und v direct den Punkt p. + v allein 
durch Ziehen von geraden Linien oosuleiten; denn machen wir At = 0, 
illl = 00, so geht die Gleichung (5), p. 116 iiber in 

«1=p.+v. 

Wahrend also in der Arithmetik die Summe zweier ganzen Zahlen 
nur durch successives Hinzufiigen der Einheit gewonnen werden kann, 
sind wir mittelst einfacher harmonischer Constructionen in der Lage, 
diese Summe zu finden, ohne von den Zwischenpunkten l" + 1, 
p. + 2, ... l' + v - 1 Gebrauch zu machen. 

Durch diese Ueberlegung wird nachtraglich die Aufgabe, auf 
der Linie .A. - a den einer gegebenen Zahl zugeordneten Punkt zu 
find en, ausserordentlich vereinfacht. Eine noch wichtigere Erleichte
rung kann durch Benutzung von Aufgabe 6, p. 117 erzielt werden. 
Dieselbe gestattet, aus den Punkten l" und v direct den Punkt p.' v 
zu construiren, denn fur ill = 0, ~ = 00, A.s = 1 geht die frnhere 
Gleichung (6) liber in p. • v = 11:. Durch Umkehrung dieser Operation 

gelangt man also dazu, den Punkt : aus n und l" zu finden, und 

so allgemein alle Punkte der Linie .A. - 0, denen rationale Zahlen 
als Parameter sugeordnet sind, in einfackster Weise eu construiren. 
Wahrend frliher aIle rationalen Zahlen, deren N enner nicht gleich 
einer Potenz von 2 war, nur naherungsweise (durch eine unendliche 
Zahl von Operationen) gefunden werden konnten, bleibt ein solches 
Verfahren, das der Darstellung einer Zahl in der Form (9) ent
spricht, nunmehr ausschliesslich fiir irrationale Pl;Lrameterwerthe vor
behalten. 

Es unterliegt nunmehr keinen Schwierigkeiten, auch die ana
lytische Geometrie des Raumes auf rein projectivischer Grundlage 
aufzubauen. In einer beliebig angenommenen Ebene leg en wir zuniichst 
in der besprochenen Weise mit Hiilfe eines Fundamentaldreiecks 
ADD' jedem Punkte zwei Coordinaten x, y bei, so dass x auf A- 0., 
'!I auf A -0' verschwindet, wahrend auf 0. - 0.' beide Coordinaten un
endlich gross werden. Ausserhalb dieser Ebene nehmen wir einen 
Punkt Q beliebig an und ordnen den Punkten der Linie A - Q 
mittelst fortgesetzter harmonischer Constructionen Parameter s in 
der Weise zu, dass s = 0 den Punkt A, e = ex> den Punkt Q liefert, 
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wahrend s = 1 beliebig auf .A - Q gewiihlt werden darf*). Zu den 
1-iiumlichen Coordinate'll gelangen wir durch folgende Festsetzung: es 
sei die s-Coordinate eines Punktes P der Parameter desjenigen 
Punktes von A - Q, in dem diese Linie von der Ebene POO' ge
troffen wird, die x- und y-Coordinaten desselben Punktes P seien 
die Coordinaten desjenigen Punktes, in welchem die Ebene AOO' 
von der Linie Q - P geschnitten wird. Es ist so offenbar X = const. 
die Gleichung einer Ebene durch die Axe 0- Q, y = const. die 
Gleichung einer Ebene durch die Axe 0' - Q, endlich s = const. 
diejenige einer Ebene durch die Axe 0 - 0'. Allgemeiner ist die 
Gleichung einer Ebene durch den Punkt Q stets von der Form 
ax + by + c = o. Um die Gleichung einer beliebigen Ebene ab
zuleiten, fiihren wir den Begriff des Doppelverhaltnisses fiir vier 
Ebenen eines Biischels ein. 

Ais Doppelverhaltniss von vier Ebenen eines Buschels definiren wir 
das Doppelverhiiltniss der vier Punkte, welche sie auf irgend einer 
nicht von der Axe des Biischels getroffenen Geraden ausschneiden. 
Dass dieses Doppelverhiiltniss von der Wahl dieser Geraden (die 
mit L bezeichnet werde) unabhangig ist, sieht man leicht ein. Sei 
L' irgend eine Gerade, welche L schneidet, dann bilden die Ver
bindungslinien der auf L ausgeschnittenen Punkte mit den ent
sprechenden auf L' ausgeschnittenen Punkten vier Strahlen eines 
e benen Strahlbiischels, dessen Scheitel auf der Biischelaxe liegt. 
Den vier Punkten auf L' kommt daher anch dasselbe Doppel
verhaltniss zu, wie denen auf L. Um zu beweisen, dass auch auf 
einer Linie L", welche von L nicht getroffen wird, vier Punkte mit 
demselben Doppelverhaltnisse durch unsere Ebenen bestimmt werden, 
braucht man demnach nur eine Hiilfslinie L' einzuschalten, welche 
aus den gemeinsamen Treffgeraden der Linien Lund L' so aus
zusuchen ist, dass sie aach jede der vier Ebenen schneidet. Unter 
Benutzung des hiermit erklarten Doppelverhiiltnisses von vier Ebenen 
ist es nunmehr gestattet, Ebenenbiischel projectivisch auf einander 
und auf Punktreihen oder Strahlbiischel zu beziehen. Insbesondere 
kann aus der Eindeutigkeit solcher Beziehungen und aus der Ab
hangigkeit derselben von drei Parametern leicht geschlossen werden, 
dass swei projectivische Ebenenbiischel, derfjJ~ Axen sich schneiden, und 
deren gemeinsamc Ebene sich selbst sugeordnet ist, als Ort der Schnitt-

*} Ebenso konnten fruher die Punkte x = 1, '!J = 1 bez. auf den Linien 
A - 0' und .A - 0 beliebig gewahlt werden, namlich in Q und S; der Ein
heitspunkt B, von dem wir ausgingcn, bestimmt sich dann als Schnittpunkt von 
o - Q mit 0' - S. 
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linien entsprechender Ebenen eine dem Buschel nicht angehOrige Ebene 
ergeben. 

Dieser Satz soIl uns dazu dienen, zunachst die Gleichung einer 
Ebene aufzustellen, welche durch eine Ecke des "Coordinaten
tetraeders" .A 0 0' Q hindurchgeht. Es ist x - A. = 0 die Gleichung 
des Ebenenbiischels mit der Axe 0 - Q, Z - f." = 0 diejenige des 
Biischels mit der Axe 0 - 0'; ihnen ist die Ebene Q 0 0' (d. h. 
A. = 00, P, = (0) gemeinsam, die projectivische Beziehung wird daher 
durch eine Gleichung der Form aA + bf." + c = ° vermittelt; und 
so ergibt sich ax + bz + e = ° aIs GIeichung einer Ebene durch 0; 
umgekehrt ist jede den Punkt 0 enthaltende Ebene in dieser Form 
darstellbar, wie man leicht beweist. So haben wir allgemein 

die Gleichung einer Ebene durch Q in der Form: ax + by + c = 0, 

" " " " " 
0 

" " " ax+b.e+c =0, 

" " " " " 0' " " " 
ay+b.e+c =0, 

" " " " " 
.A 

" " " 
ax+ by+ c.e=O . 

Sei jetzt eine beliebige Ebene E gegebenj durch A und Q legen 
wir Gerade, die sich in einem Punkte P von E schneiden. Den 
beiden Ebenenbiischeln mit den Axen P - A und P - Q ist die 
Ebene PAQ, deren Gleichung ax + (jy = 0 sei, gemeinsam. Die 
Gleichungen dieser Buschel diirfen daher in den Formen 

ax + by + c + l(ax + (3y) = 0, 
a'x + b'y + c'z + p,(ax + (3y) = 0 

vorausgesetzt werden. Wir konnen beide Buschel so projectivisch 
auf einander beziehen, dass sie die gegebene Ebene E als ihren per
spectivischen Durchschnitt erzeugen; dabei mussen die Werthe A = 00 

und f." = 00 einander zugeordnet sein, und folglich ist eine solche 
Beziehung in der Gestalt Al + Bp, + 0 = 0 anzunehmen. Die Eli
mination von 1, f." fuhrt so zu einer linearen Gleichung 

(20) utx + u2 y + u3 .e + u4 = O. 

Eine beliebige Ebene wird daher durch eine lineare Gleichung in den 
Ooordinaten x, y, z dargestellt*). 

*) In anderer, weniger einfacher Weise leitet Fiedler die Gleichnng der 
Ebene in den durch Doppelverhii.ltnisse definirten Coordinaten ab; er erhlUt sie 
direct ala Relation zwischen Doppelverhlutnissen, indem auch die Ebenencoordi
naten zuvor als Doppel verhlUtnisse definirt werden (Die darstellende Geometrie, 
dritter 'fheil, p. 119 if., Leipzig 1888). 
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Bei unserer Coordinatenbestimmung ist das Tetraeder AQO 0' 
nicht symmetrisch benutzt worden; die in der Ebene QOO' gelegenen 
Kanten waren vielmehr ausgezeichnet. Wollte man in gleicher Weise 
andere Kanten des Tetraeders auszeichnen, so wurden nur die Quo-

tienten !!:, JL, !..- oder deren reciproke Werlhe als den Grossen x, '!I, z 
'!I Z IIJ 

gleichberechtigte Coordinaten auftreten, wodurch wieder die Benutzung 
homogener Coordinaten Xu x2 , xs, x4 nahe gelegt wird. Die Ein
fiihrung eines neuen Tetraeders geschieht durch lineare Gleichungen 
mit gemeinsamem Nenner. In derselben Weise, wie fiir die ebene 
Geometrie, gelangt man zu diesen Transformationsformeln durch die 
Bemerkung, dass sich x, '!I, z als Doppelverhiiltnisse auffassen lassen. 
Zu dem Zwecke muss man ausser den vier Ecken des Tetraeders 
einen funften Punkt, der in keiner Ebene des Tetraeders liegt, als 
Einheitspunkt auszeichnen. Es ist dies derjenige Punkt, fiir welchen 
x = Y = z = 1 wird; er befindet sich bei unserer Coordinatenbestim
mung in dem Schnittpunkte der Ebene z = 1 mit der Geraden 
Q - B, wenn B wieder den Einheitspunkt der Ebene AO 0' bezeichnet. 
Offenbar ist dann z. B. x das Doppelverhiilflniss der vier Ebenen des 
Biischels mit der Axe Q - 0, welche man durch die Ecken A und 0' 
des Tetraeders, durch den Punkt x, y, z ttnd durch den Einheitspunkt 
legen kann (bei richtiger Anordnung der vier Ebenen). In analoger 
Weise sind '!I, s und die soeben erwahnten Quotienten zu interpre
tiren. Dass auch die Verhaltnisse der homogenen Ebenencoordinaten 
ul1 u 2, us, U4 sich in der dnalistisch entsprechenden Weise durch 
Doppelverha1tnisse darstellen lassen, bedarf kaum der Erwahnung. 

Mit Aufstellung der Gleichung (20) ist das Hauptziel unserer 
Untersuchungen iiber die Grundlagen der projectivischen Geometrie 
erreicht. Auf Grund unserer Entwicklungen kann der weitere Auf
ban der analytischen Geometrie des Raumes ganz in der bekannten 
Weise geschehen. 

III. Die Einfiihrnng metrischer Begri:ffe in die Geometrie der Ebene. 
Die hyperbolische Geometrie. 

Wenn wir im Vorstehenden die Begriffe der Entfernung und 
des Winkels sorgfaltig vermieden, um die sogenannte projectivische 
Geometrie der Ebene selbststandig zu begriinden, so tritt nunmehr 
die Frage an uns heran, ob es nicht moglich 1st, die zunachst aus
geschlossenen Begriffe und Probleme der metrischen Geometrie von 
dem bereits gewonnenen Standpunkte aus in den Kreis der Betrach-
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tung zu ziehen, die Frage also, welche Function der eingefilhrten 
projectivischen Punktcoordinaten wir als Ausdruck fiir die Entfer
nung zweier Punkte, welche Function der Liniencoordinaten in der 
Ebene wir als Winkel zweier Geraden anzusehen haben? In der 
Elementargeometrie wird der Begriff der Bewegung als ein funda
mentaler, nicht weiter erkliirbarer beim Messen der Strecken und 
Winkel zu Grullde gelegt; zwei Strecken heissen einander gleich, 
wenn die eine mit der anderen durch eine Verschiebung in der Ebene 
zur Deckung gebracht werden kann; zwei Winkel heissen einander 
gleich, wenn die Schenkel des einen sich mit denjenigen des anderen 
durch Bewegung*) zur Deckung bringen lassen. Wie aber solI dieser 
Bewegungsbegriff mittelst unserer bisherigen Hiilfsmittel analytisch 
zum Ausdrucke kommen? Offenbar begriindet jede Bewegung eine 
bestimmte Zuordnung ~wischen den Punkten zweier (einander con
gruenten) Figuren; die Coordinaten der Punkte der einen Figur werden 
als gewisse Functionen derCoordinaten der Punkte der anderen zu 
betrachten sein; und diese Functionen naher zu bestimmen, dazu muss 
uns irgend eine mit dem Begriffe der Bewegung nothwendig ver
knupfte Vorstellung, d. h. irgend eine fiir die Bewegung charakte
ristische Eigenschaft der gesuchten Functionen dienen. Diese Eigen
schaft kann man z. B. darin finden; dass alle Bewegungen eine Gruppe 
b~1den (p. 373), d. h. dass die durch zwei nach einander ausgefiihrte 
Bewegungen erzielte Ortsveriinderung auch durch eine einzige Be
wegung erreicht werden kann**), ferner darin, dass jede Bewegung 
sich aus stetig auf einander folgenden unendlich kleinen Bewegungen 
zusammensetzt, dass es demgemiiss nahe liegt, die Regeln der Infini
tesimalrechnung bei analytischer Einfiihrung der gesuchten Functionen 
zur Anwendung zu bringen ***). Wir schlagen im Folgenden einen 

*) Es ist nicht erlaubt, das Wort "Bewegung" oder "Orlsveril.nderung" 
durch den Zusatz "starre" oder "congruente" zu erliiuternj deun ob eine Ons
verii.nderung ale congruent bezeichnet werden darf oder nicht, kaun nur durch 
Aufeinanderlegen der betr. Figuren, d. h. wieder durch eine "Bewegung" ent
Bchieden werden. - Fur die im Texte benutzte Definition der Gleichheit vgl. 
E u cli d's Elemente lib. I unter den Kotval l'll'lloullt. 

**) Hiervon geht Lie in seinen Untersuchungen liber die Axiome der Geo
metrie aus; dieselben sind bisher nur andeutungsweise veroffentlicht: Berichte 
liber die Verhandlungen der konigl. sachs. Gesellscbaft der Wissenscbaften, 
math.-pbys. Classe, Bd. 88, p. 837, Leipzig 1886; vgl. auch Poi;ncare, Bulletin 
de 1a Societe mathematique, t. 10, 1887. 

***) Da eine stetige Function nicht nothwendig Dift'erentialquotienten be
sitzt (vgl, das von Weierstrass angegebene und von P. du Bois-Reymond 
veroft'entlichte erate Beispiel einer solchen Fnnction in Bd. 79 von Crelle's Journal, 
p. 29 ft'.), steht die Anwendbarkeit dieser Regeln nicbt ohne weiteres fest. 
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anderen Weg ein, indem wir, von den einfachsten Fallen zu den com
plicirteren aufsteigend, successive diejenigen Voraussetzungen ein
fiihren, welche schliesslich zur Definition der Entfernung und des 
Winkels fiihren. 

Zuerst betrachten wir die Verschiebung eines Punktes in einer 
Geraden, und die ihr dualistisch gegeniiber stehende Drehung einer 
Geraden um einen Pun7ct, d. h. in einem ebenen Strahlbiischel. Wir 
mussen dabei unterscheiden, ob wir die erste oder die zweite unserer 
beiden obigen Hypothesen (p. 442) zu Grunde legen wollen. Wie 
wir von dem einen unendlich fern en Punkte einer Geraden zu sprechen 
gewohnt sind, so konnen wir - und die vorhergehenden Unter
suchungen werden dies hinreichend rechtfertigen - jene beiden Hypo
thesen kiirzer in folgender Weise formuliren: 

1) die gerade Linie hat zwei unendlich ferne Punkte, 
2) die gerade Linie hat keinen unendlich femen Punkt. 

Zwischen beide Falle stent sich als Grenzfall derjenige, bei welchem 
die beiden unendlich fernen Punkte zusammenfallen, und der auf das 
E u c Ii d' sche Parallelenaxiom fiihrt. Auf denselben kommen wir 
spater eingehend zuriick. 

Erstens moge also die in sich zu verschiebende Gerade zwei 
unendlich ferne Punkte besitzen. Bestimmen wir die Punkte der 
Geraden in der obigen Weise durch einen Parameter x (p. 435 fr.), 
wobei die den Werthen x = 0, x = 1 und x = 00 zugeordneten 
Punkte willkiirlich angenommen werden diirfen, so gibt es zwei be
stimmte Zahlen 11.1, 11.2, welche negativ sind, wenn die Punkte x = 0 
und x = 1 vom Punkte x = 00 nicht getrennt werden, positiv im 
entgegengesetzten Falle, und welchen die Eigenschaft zukommt, dass 
z. B. im ersteren Falle nur den positiven Werth en von x und den 
negativen Werthen von x, soweit dieselben nicht zwischen 11.1 und 
11.2 liegen, wirklich Punkte der Geraden entsprechen, wiihrend die 
Werthe All A2 den Grenziibergang vermitteln und so als "den beiden 
unendlich fernen Punkten der Geraden zugehorig" in Anspruch ge
nommen werden durfen. Durch eine Bewegung der Geraden in sich 
wird nun jeder Punkt derselben in einen bestimmten anderen Punkt 
iibergefuhrt; jedem reellen Werthe von x, welcher nicht zu den 
zwischen At und 11.2 liegenden ausgeschlossenen Werthen gehOrt, 
entspricht ein anderer Werth von x, der ebenfalls nicht zu diesen 
ausgeschlossenen Werthen gehort; ein Werth von x aber, welchem 
kein Punkt der Geraden zugehort, muss bei einer Bewegung in einen 
ebensolchen Werth transformirt werden. Hieraus folgt, dass die 
Grenzwerthe Al und 11.2 sich selbst zugeordnet werden mussell, d. h. 
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dass die beiden unendlich fernen Punkte der Geraden bei einer Ver
schiebung derselben in sich fest bleiben. 

Eine solche Verschiebung ist vollkommen bestimmt, wenn fur 
irgend einen Punkt der Geraden seine neue Lage gegeben wird. Die 
entsprechende Transformation hangt daher nur noch von einem Para
meter a ab und kann in der Form 

; = tp (x, a) 
angesetzt werden. Nun sollen, den Werthen x = A17 A2 bez. die 
Werthe ~ = A1 , A2 entsprechen. Es empfiehlt sich daher mittelst 
der Formeln 

- ;-A1 X=x-A1 

- = ;-A2 ' X-A2 

neue Variable =, X einzufiihren; wir haben damit die Coordinaten
grundpunkte 0 und 00 in die beiden unendlich entfernten Punkte 
der Geraden verlegt; man Uberzeugt sich in der That leicht, dass 
eine solche Verlegung ebenso durch line are Gleichungen dargestellt 
wird, wie jede andere Coordinatentransformation. Wir konnen nun
mehr die Bewegung als durch eine Gleichung der Form 

(1) =- = X .1/J(X, .t) 
gegeben annehmen, wo .t den die "Grosse" der Bewegung messenden 
Parameter bedeutet, so dass fiir A = 0 die Function 1/J gleich Eins 
wird. Eine Bewegung ist ein rein geometrischer Vorgang, sie kann, 
wie sogleich noch naher erortert werden soIl, in keiner Weise von 
der Wahl der Coordinatengrundpunkte abhangen; die sie darstellende 
Gleichung darf demnach durch Coordinatentransformation nicht beein
fiusst werden. SoIlen die Punkte 0 und 00 an den gewahlten Stellen 
bleiben, so kann eine Coordinatentransformation nur durch Verlegung 
des Einheitspunktes, d. h. durch MultiplicatiGn der Variabeln X und 
=- mit einer und derselben Zahl Q bewirkt werden. Dadurch aber 
wiirde (1) iibergehen in 

=-=X·1/J(QX, .t). 

Da diese Gleichung nun nicht von Q abhangen darf, muss 1/J auch 
von X unabhiingig sein, und wir konnen statt 1jJ (l) einen neuen Para
meter I-' einfiihren. Kehren wir zu den urspriinglichen Variabeln 
zuriick, so ist also eine Bewegung durch die Transformation 

(2) ;-A1 • {JJ-A2 _ 

;-A2 x-A1 -lL 

dargestellt, wobei A1 , A2 die Coordinaten der beiden unendlich fernen 
Punkte bedeuten, wahrend lL der die Grosse der Bewegung messende 
Parameter ist. 
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Was bedeutet es aber, wenn wir die Bewegung soeben als un
abhangig von der Lage des Einheitspunktes in Anspruch nahmen? 
Es ist damit zunachst ausgesagt, dass der Punkt Q X in Q= iiber
geht, sobald der Punkt X in =- ubergefiihrt wird. Nun wird XQ aus 
X in bekannter Weise durch blosses Ziehen VOll geraden Linien 
innerhalb einer die gegebene Gerade enthaltenden Ebene gewonnen, 
ebenso Q=- aus = durch die entsprechenden Constructionen (p. 441). 
Diese Constructionen, welche nur durch das Schneiden von Linien 
und Verbinden von Punkten bewerkstelligt wurden, durfen also durch 
eine Bewegung llicht wesentlich beeinflusst werden, wenn man nicht 
nur die Bewegung einer geradell Lillie in sich, sondern gleichzeitig 
die einer ganzen Ebene in sich betrachtet. Fur eine solche also 
machen wir die Festsetzung, dass bei ihr jede gerade Linie wiederum 
in eine gerade Linie iibergehe, und sich schneidende Linien wieder in 
sich schneidende Linien iibergefiihrt werden. Daraus folgt dann von 
selbst, dass un sere von X ill QX flihrende Construction ebenso von 
:=: zu Q=- hinleitet, dass also die Formel (1) in der That von der 
Wahl des Einheitspunktes, d. h. von Q, unabhangig sein muss. 

Als Maass der Bewegungsgrosse ist uns durch die Erfahrung 
der Begriff der Entfernung gegeben. Dieselbe ist dadurch charakte
risirt, dass die Entfernung 1 - 2 zweier Punkte 1 und 2, die durch 
einen dritten Punkt 3 getrennt werden, gleich ist der Summe der 
Entfernungen 1 - 3 und 3 - 2. Diese wesentliche Eigenschaft kornrut 
unserem Parameter p, nicht zu, denn fiihren wir mittelst einer zweiten 
Bewegung den Punkt ~ nach f iiber, so ist 

g' - Al g - A2 ' 
r--A;·s-7I.1 =p,· 

Wird also die Entfernung x - ~ durch /-L, die Entfernung ~ - ;' 
durch p,' gemessen, so ist 

r-A1 x-A2 ' s' - A2 . X - A1 = /-L • P, 

das Maass der Entfernung x-f. Urn ferner vom Producte zur 
Summe uberzugehen, brauchen wir nur noch p, = e'", r = log p, zu 
setzen. Statt der Zahl e hatten wir auch irgend eine andere Zahl 
als Basis der Potenz wahlen durfen; allgemein setzen wir daher 
r = k log !-" wo k eine willkurliche Constante bezeichnet. Die Ent
fernttng r %weier Punkte x und ~ ist hiernach d1trch die Gleichung 

(3) 

dargestellt. Die Vertauschung von Al und "2 andert das Vorzeichen 
Clebsch Vorlesungen. II, 1. 30 
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von rj die Entfernung ist daher erst vollkommen bestimmt, wenn 
fiber die Richtung, in der sie zu mess en ist, bestimmt verfiigt wird. 
Willkiirlich bleibt auch, welche Entfernung man gleich der Einheit 
setzen will; die Langeneinheit hangt davon ab, wie k gewahlt wird. 
In Worten konnen wir den Inhalt von (2) dahin aussprechen, dass 
die Entfernung zweier Ptmkte x und ~ gleich ist dem Producte eincr 
willkurlichen Constanten in den Logarithmus des Doppelverhiiltnisses, 
welches diese Punkte mit den beiden ttnendlich fernen Ptmkten ihrer 
Verbindu1lgslinie bestimmen. Dieses Resultat erinnert soforl an die 
Art und Weise, wie friiher der Winkel zweier Geraden mittelst der 
von seinem Scheitel nach den imaginaren Kreispunkten gehenden 
Strahlen definirt wurde j der so angedeutete Zusammenhang mit der 
Geometrie im Strahlbiischel tritt im Folgenden noch mehr hervor. 

Stellen wir noch das Doppelverhaltniss von vier Punkten 
x, '!I, ~, 11 in seiner Abhangigkeit von den gegenseitigen Entfer
nungen dieser Punkte dar! Es sei 

r die Entfernung der Punkte x und ~, 
, 

r 
" " " " x 

" 11, 

" " " " " '!I " ~, 
, 

" " " " " '!I " 
'I}. 

Dann erhiilt man aus (3) 
r 

ek _ 1 = (At -A1) (x - 6) 
(x - AI) (~- AI) 

und analoge Formeln ffir die anderen Entfernungen; also folgt: 

Macht man nun passende Bestimmungen fiber den Sinn, in welchem 
die Entfernungen von den Punkten ~, 'IJ aus gemessen werden sollen, 
so ist oft'enbar r - r' gleich der Entfernung der Punkte ~ und 11, 
und ,,-,,' gleich dieser selben Entfemung. Somit liisst sich unsere 
letzte Gleichung in der Form schreiben: 

(4) 

. ir . iI}' 
x - ~ Y - 1) sm 2k 8ID 2k 
x - '1J' Y - s = --:-W°--:-ii' 

sm 2k 8ID 2k 

worin i = Y=l. Diese Formel ist mit unserem fraheren Resultate, 
wonach (vgl. p.31) 
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(5) 

nicht in Einklang, geht aber ffir k = 00 in die letztere fiber. Man 
konnte hieraus schliessen wollen, dass es iiberfliissig sei, bei un serer 
Annahme von der Existenz sweier unendlich fern en Punkte zu be
harren und auf Grund dieser Annahme noch weitere Entwicklungen 
durchzufiihren. Gleichwohlsind diese weiteren Entwicklungen von 
hOchster principieller Wichtigkeitj es ist eben eine sehr beachtens
werthe Thatsache, dass man von einer Hypothese aus, deren Con
sequenzen mit unserer geometrischen Anschauung in volligem Wider
spruche stehen, doch ein in sich widerspruchsfreies System von 
Schlfissen, eine in sich folgerichtige Geometrie aufzubauen vermag. 
Die Bedeutung dieser Thatsache werden wir am Schlusse unserer 
Untersuchungen naher beleuchten. 

Wie schon gezeigt wurde, ist die erwahnte Geometrie von der 
gewohnlichen, unter Benutzung des Parallelenaxioms (d. h. unter 
Voraussetzung eines unendlich fern en Punktes auf der Geraden) ent
wickeHen nicht verschieden, in so weit es sich um rein projectivische 
Eigenschaften der Figuren handeH. Sob aid aber metrische Begriffe 
eingefiihrt werden sollen, so tritt der Unterschied deutlich hervor, 
wie wir an dem Beispiele der Gleichung (4) zuerst gesehen haben. 
Da uns fiber die unendlich fernen Punkte einer Geraden die Wahl 
zwischen zwei Hypothesen blieb, so haben wir auch zwei verschie
dene abstracte Geometrieen der gemeinten Art zu unterscheiden, 
namlich*): 

*) Diese Bezeichnung ist von Klein eingefiihrtj sie entspricht dem Um
stande, daBs man eine Involution alB hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch 
bezeichnet, je nachdem die Doppelelemente reell, imaginar oder zusammenfallend 
Bind. Die hyperbolische Geometrie wird anch nach ibrem eraten Begrunder ala 
Lo batcheffsky'scbe Geometrie bezeichnet. Mit Hulfe elementarer Metboden 
hat Lobatcheffsky die M6glichkeit der hyperboliscben Geometrie 1826 erkannt 
nnd die Hauptsll.tze der Trigonometrie nnd der analytischen Geometrie ent
wickelt (im Kazaner Boten von 1829 nnd 1830; Gelehrte Schriften der Univer
sitiit Kazan 1836-38 j Geometrie imaginaire, Orelle's Journal Bd. 17 j Geome
trische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien, Berlin 1840; Pangeometrie 
ou Precis de geometrie fondse sur une theorie generale des paralleles, Kazan 1865 
und Giornale di Matematiche vol. 0). In gleicher Richtung bewegen sich die 
Arbeiten von Johann Bolyai, enthalten in einem Appendix zu dem Werke 
seines Vaters Wolfgang Bolyai: Tentamen juventutem stndiosam in elementa 
matheseos . . . introducendi, t. 1, Maros-Vasarhely 1832. Schon seit 1792 hatte 
Gauss, mit welchem Bolyai in Verbindung stand, ahnliche Ueberlegungen 
angestellt; vgl. den Briefwechsel zwischen Gauss uud Schumacher, Bd. 2, 
p. 268-271, Altona 1860 (Briefe von 1881) u. Bd. 5, p. 247. - Neu bearbeitet wurde 

30* 
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1) die hyperbolische Geometrie, bei welcher vorausgesetzt wird, 
dass jeder Geraden zwei unendlich ferne Punkte zukommen j 

2) die eUiptische Geometrie, bei welcher auf keiner geraden Linie 
ein unendlich ferner Punkt liegen soll. 

Beide FaIle zusammenfassend spricht man von einer absolulen 
oder nicht-Euclidischen Geometrie, welcher dann die auf dem gewohn
lichen Parallelenaxiome beruhende als Euclidische oder parabolische 
gegeniibergestellt wird. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich 
zunachst auf die hyperbolische Geometrie. 

Wollen wir dieselbe fur ebene Figuren darstellen, so ist unsere 
nachste Aufgabe, die Bewegungen der Ebene analytisch zu definiren. 
Wir nehmen dieselben als in der Ji'orm einer Transformation 

~ = t:p(x, y), "l = .",(x, Y) 
gegeben an; und wir maihen die Festsetzung, dass vermi:ige derselben 
jede gerade Linie wieder in eine gerade Linie Ubergefiihrt werden soll 
(vgl. p. 465). Aus einem Strahlbiischel wird dann auch wieder ein 
Strahlbiischel. Insbesondere gehe so der Buschel ~ - .t = 0 fiber 
in den Buschel 

u1x + v1Y + WI -p,(u3x + vaY + wa) = 0, 

und zwar so, dass die Strahlen p, = ° und .t = 0, p, = 00 und .t = 00 

bez. einander entsprechen. Sobald.t constant ist, nimmt auch f' 
einen constanten Werth an; wenn .t sich andert, variirt auch p,. Es 
ist daher .t eine Function von p, und wir konnen setzen: 

; = <I> ("1 a; + fll Y + Wl) = <I> (p,) • 
usa; + vsY + Ws 

Da nun das Doppelverhiiltniss von vier Strahlen eines Biischels durch 

die Bolyai'sche 8chrift von Frischa.uf, Elemente der absoluten Geometrie, 
Leipzig 1876 (man findet hier auch einige weitere Litteraturaogaben). - Mittelst 
der Methoden der analytischen Geometrie behandelt Flye 8\8. Marie die hy. 
perbolische Geometrie: Etudes analytiques sur la theorie des paralleles, 
Paris 1871. - Die MOglichkeit der elliptischen Geometrie erkannte zuerst 
Riemann, ausgehend von dem Ausdrucke fUr das Quadrat des Linienelements: 
Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grnnde liegen, Abhandlungen 
der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu GOttingen, Bd. 13, 1867 (diese aus 
dem Jahre 1854 stammende Arbeit wurde nach des Verfassers Tode verOft'ent
licht). Andere Arbeiten von v. Helmholtz, Cayley, Klein haben wir spll.ter 
Gelegenheit zu erwahnen. - Wie Beltrami bemerkt hat (Rendiconti della 
R. Accademia dei Lincei, classe di scieme morali, storiche e filologiche, 
17. Mi\.rz 1889) hat schon 1733 Hieronymus Sa9cheri einen erfolgreichen 
Versuch zur Begriindung der nicht·Euclidischen Geometrie gemacht, war aber 
in seinen weiteren Schliissen nicht immer correct. 
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Ziehen von geraden Linien (durch harmonische Constructionen, vgl. 
p.454) vollstandig definirt werden kann, da ferner gerade Linien wieder 
in gerade Linien ubergehen, die zur Definition des Doppelverhaltnisses 
dienenden Constructionen also nicht wesentlich durch Bewegungell 
modificirt werden, so haben vier Strahlen des Biischels ; - .t = 0 
dasselbe Doppelverhiiltniss, wie vier Strahlen des ihm entsprechenden 
Biisehels, d. h. zwischen lund p- besteht eine lineare Relation. 
Damit nun die Werthe 0 und 00 sich selbst zugeordnet bleiben, 
kann lL sieh von .t nur urn einen constanten Factor unterscheiden. 
Lassen wir Ietzteren in die Coeffieienten ull VlI WI eingehen, so wird 
demnach die Function <I> elL) durch p- selbst zu ersetzen sein. Ana
loges gilt ftir den Strahlbiischel '1'J - .t = 0; und so erhalten wir 
schliesslich fJur Darstellttng der Bewegung eine Oollineation: 

; _ U l X + Vl Y + W l 

- UaX + VaY + wa ' 

Aber nicht jede Collineation stent eine Bewegung dar. Wir 
~aben also zu fragen, wie die Coef:ficienten der rechten Seiten durch 
die iibrigen fur eine Bewegung charakteristischen Forderungen in 
ihrer Veranderlichkeit beschrankt werden. Diese iibrigen Forderungen 
beziehen sieh auf die unendlieh fern en Punkte der Ebene. Da es 
auf jeder der doppelt unendlich vielen Geraden zwei solche Punkte 
geben soIl, und da durch jeden unendlich fern en Punkt einfach un
endlich viele Gerade bindurchgehen, so gibt es in der Ebene einfach 
unendlich viele "unendlicb ferne Punkte"; und da bei continuirlicher 
Bewegung einer Geraden ein unendlich ferner Punkt immer in einen 
ebensolchen iibergehen muss, so reiben sicb die unendlich fernen 
Punkte stetig an einander, d. h. zwischen· ihren Coordinaten x, y be
steht cine Gleichung, sie bilden "die unendlich ferne Curve der Ebene". 

Diese Curve muss bei allen zur Darstellung von Bewegungen 
brauchbaren Collineationenin sich iibergehen; aHe Curven der Art 
aber sind uns bereits bekannt*). Sieht man von der geraden Linie 
ab, so werden sie aUe von einer beliebigen Geraden in mindestens 
zwei Punkten getroffen; die einfachste unter ihnen ist die Curve 
zweiter Ordnung; sie ist auch die fur uns aHein brauchbare. Bei 
einer Verschiebung einer Geraden in sich bleiben namlich zwei und 
nur zwei Punkte (die unendlich fernen) fest; dadurch 1st zunachst 
nicht ausgeschlossen, dass solche Werthe der Variabeln x, denen 
keine Punkte der Geraden entsprechen (p.463), fest bleiben oder sich 

*) V gl. Bd. I, p. 996 ff. 
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unter einander vertauschen. Die fragliche Transformation aber ist 
eine lineare; und eine solche ist auf der Geraden nicht mehr mog
lich, wenn drei Werthe der Variabeln ungeandert bleiben sollen; es 
kann sich also nur noch darum handeln, dass bei den Bewegungen 
ein System von Werthen x (reellen oder imaginaren), denen keine 
Punkte entsprechen, bei den Bewegungen unter sich verlauscht 
werden. Solche Vertauschungen wiirden dann aber nur eine discrete 
Mannigfaltigkeit (bei einer endlichen Anzahl von unter einander zu 
vertauschenden Werthen von x nur eine endliche Zahl) von Be
wegungen zulassen; es wiirde nicht moglich sein, durch beliebige 
stetige Aenderung eines Parameters eine Bewegung zu erzeugen, was 
unseren Voraussetzungen widersprechen wiirde (p. 464). Die unend
lick ferne Curve der Ebene ist daher von der zweiten Ordnung. 

In unseren projectivisch definirten Coordinaten ; = Xl: Xa und 
und 1/ = x2 : Xs (p. 455) sei nun 

(6) Q""" _ ~~aikxixk = 0 
die Gleichung der unendlich femen Curve. Dann ist die Entfernung 
zweier Punkte x, Y (d. h. Xli x21 xa und Yll Y21 Ys) nach (3) defini~t 
als k log a I wenn tX das von den Punkten x, Y und den Schnitt
punk ten ihrer Verbindungslinie mit (6) bestimmte Doppelverhaltniss 
bedeutet, also (vgl. Bd. I, p. 74 und 148): 

(7) 

worin 

Hieraus ergibt sich die Gleichung eines Kreises mit dem Radius r 
und dem Mitielpunkte Y in der Form: 

oder: 

(8) 

wo wieder i die imaginare Einheit bedeutet. Hieraus finden WIr 

weiter 

(9) 
r ,Q,xy 

cos - = -~-,---=-----
2k' ,/,Q,,Q, I 

~ 'r xx "" 

Die letzte Formel kann benutzt werden, urn das Bogenelement ds 
d. h. die Entfernung zweier unendlich benachbarten Punkte von ein~ 
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ander, zu berechnen. Zu dem Zwecke haben wir Yi = Xi + dx; zu 
nehmen und den Sinus des unendlich klein werdenden Arguments 
durch dieses Argument selbst ZIl ersetzen. Fur das Quadrat des 
Bogenelements finden wir so: 

(10) 

ein Ausdruck, mit dem wir uns sogleich noch weiter beschaftigen 
werden. 

Der in (7) gefundene Werth von r ist nur reel], wenn 

Q;y - QxxQyy 

positiv ist, d. h. wenn der unendlich ferne Kegelschnitt von del' 
Linie x - Y in zwei rellen Punkten gescbnitten wird; und diese Be
dingllng ist bei unseren V oraussetzungen fur jede gerade Linie 
erfiillt. Nun theilt ein Kegelschnitt die Ebene in zwei Theile: jede 
Gerade, welche in den einen Theil eintritt, schneidet die Curve in 
zwei reellen Punkten, gleichzeitig sind die von irgend einem Punkte 
dieses Theiles an den Kegelschnitt zu legenden Tangenten imaginar; 
von jedem Punkte des anderen Theiles dagegen kann ma,n zwei reene 
'rangenten an den Kegelschnitt legen, und dieser Theil der Ebene 
wird sowohl von geraden Linien durchsetzt, die den Kegelschnitt in 
reellen Punkten trefi'en, als von solchen, deren Schnittpunkte ima
ginar sind. Algebraisch lasst sich dies dahin aussprechen, dass es 
zwei Gruppen von Werthepaaren ~, 1] gibt; diese Gruppen werden 
von einander durch diejenigen Werthepaare ;, 1/ getrennt, welche der 
Gleichung (6) genugen. Irgend zwei verschiedene Werthepaare der 
einen Gruppe ;, 1J und f, 'YJ' gestatten unendlich viele Paare nacb 
dem Schema 

zu bilden, unter denen sich fur zwei reeIle Werthe von l zwei der 
Gleichung (6) genugende Paare finden; und fur dieselbe Gruppe ist 
die in (7) auftretende Quadratwurzel stets reell. Nur die Werthe
paare dieser Gruppe konnen als Ooordinaten von Punkten unserer Ebene 
aufgefasst werden; den Werthepaaren der anderen Gruppe entspreehen 
keine Punkte der Ebene, wahrend die unendlich fernen Punkte der 
Ehene den Grenzubergang vermitteln. Um gewisse algebraische 
Operationen und Schliisse kurz kennzeichnen zu konnen, wird es sieh 
oft empfehlen, aueh die Werthepaare der zweiten Gruppe kurz als 
Punkte zu bezeichnen; wir wollen aber dann von "idealen Punkten" 
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sprechen*), im Gegensatze zu den wirklichen Punkten, deren Coor
dinaten der ersten Gruppe angehOren. Es ist dies in ganz demselben 
Sinne gestattet, wie man sich gewohnt hat, in der Euclidischen 
Geometrie von einer unendlich fern en Geraden der Ehene zu sprechen. 
SolI z. B. die Gleichung des Kreises (8) so transformirt werden, dass 
nur die Quadrate der homogenen Variabeln vorkommen, so mussen 
wir bekanntlich ein Polardreieck als Fundamentaldreieck einfiihren. 
Von den Seiten eines solchen schneidet aber eine den Kegelschnitt 
nicht; die eine Ecke des Polardreiecks ist also in den Mittelpunkt 
des Kreises zu verlegen, die heiden andern Ecken (0 und 0') liegen 
dann in dem Gebiete der idealen Punkte; die zur Coordinaten
bestimmung dienenden Strahlhiischel x = const. und y = const. haben 
ideale Mittelpunkte. Gleichwohl Mnnen wir sie ganz so, wie Strahl
buschel mit realem Mittelpunkte benutzen, denn ihre perspectivische 
oder projectivische Beziehung auf Punktreihen wird analytisch in 
der gleichen Weise vermittelt. Durch passende Wahl des Einheits
punktes und des Coordinatendreiecks kann daher die Gleichung des 
Kreises auf die Form 

(11) x2 + y2 + (sin 2;kY = ° 
gebracht werden, wobei 0, 0 die Coordinaten des Mittelpunktes sind. 

Man sieht sofort, dass jeder solche Kreis den unendlich fern en 
Kegelschnitt in zwei imaginaren Punkten beriihrt, namlich in seinen 
Schnittpunkten mit der idealen Linie Qxy = ° (der Polare des Mittel
punktes). Insbesondere kann der Mittelpunkt unendlich weit riickenj 
dann wird die Linie Qxy = 0 zur (idealen) Tangente des unendlieh 
fernen Kegelsehnittes, und jene beiden imaginiiren Beriihrungspunkte 
fallen in den reellen unendlich fernen Mittelpunkt zusammen. Als 
einfachste Gleiehung der so entstehenden Grenzcttrve**) kann man die 
folgende wahlen (vgl. Bd. I, p. 1000): 

( r )2 (12) y2 - 2 x - cos 2ik = O. 

Ein Kreis mit unendlich grossem Radius ist also von einer geraden 
Linie verschieden. 

Jeder Kreis kann dureh gewisse Bewegungen (Drehungen urn 
seinen Mittelpunkt) in sieh iihergeflihrt werden. In der That kennen 

*) Vgl. Klein, Math. Annalen, Bd. VI, p. 131. 
**) Flye St". Marie benutzt a. a. O. solche Grenzcurven zur Definition 

der Coordinaten. Dadurch wird es erklarIich, dass bei ihm z. B. die Gleichung 
einer geraden Linie nicht linear in den Coordinaten iat. 
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wir bereits die algebraische DarsteIlung aller moglichen Bewegungen 
ebener Figuren durch unsere friiheren Untersuchungen iiber die lineare 
Transformation eines KegelschniUes in sich. Darnach haben wir 
analytisch nur zu unterscheiden, ob zwei getrennte oder zwei zu
sammenfallende Punkte des unendlich femen Kegelschnittes fest. 
bleiben sollen. 1m ersten Falle kann die Bewegung, falls dieser 
Kegelschnitt in der Form 2Xl~ + XS2 = 0 gegeben ist, durch die 
Gleichung (vgl. p. 384) 

(13) Xl = a=[, X2 = a- I =2' Xs = =s 

dargestellt werden. Aber fiir unsere jetzige Anschauungsweise ist 
noch weiter zu beachten, ob der "Mittelpunkt" zu den wirklichen 
oder zu den idealen Punkten g.ehort. N ur im ersteren Falle haben 
wir eine Drehung um den Mittelpunkt, und jeder Kreis der Schaar 
2X1 X 2 + lXS2 = 0 geht gleichzeitig in sich iiber. Die fest bleibende 
Gerade Xs = 0 ist hier eine ideale Linie, und sie schneidet den un
endlich fern en Kegelschnitt in zwei imaginaren Punkten; deshalb 
muss man Xl = (x + iy) Xs, Xi = (x - iy)Xs setzen, um die Kreis
gleichung in der Form (11) zu gewinnen. 1st aber der Mittelpunkt 
ideal, so sind die Schnittpunkte von Xs = 0 mit dem unendlich 
fernen Kegelschnitte reell und die Linie Xs = 0 bleibt fest; die Be
wegung besteht also in einer Verschiebung dieser Linie in sich. 
AIle nicht auf ihr liegenden Punkte bewegen sich dabei nicht etwa 
ebenfalls auf Geraden, sondern auf den Kegelschnitten des Systems 
2X1 Xg + lXS2 = 0, welche die unendlich feme Curve in zwei reellen 
Punkten berfihren. Rfickt der Mittelpunkt auf letztere Curve, so 
haben wir eine Drehung um einen unendlich fernen. Punkt, bei der 
sich aIle Punkte auf Curven der Form (12) bewegen. Es geht hieraus 
hervor, dass jede Bewegung der Ebene in sich mit einer Drehung um 
einen wir'klichen, bee. einen unendlich fernen Pun'kt oder mit einer Ver
schiebung langs einer Geraden ii1.J.uivalent ist. Die Drehung um einen 
unendlich fernen Punkt kann dabei auch als Verschiebung nach 
einer ideal en Geraden (Tangente des unendlich fernen Kegelschnittes) 
aufgefasst werden. 

Bei einer solchen Verschiebung bleibt nach Obi gem die Entfemung 
je zweier auf der Geraden gelegenen Punkte constant. Aber es bleibt 
auch gans allgemein bei jeder Bewegung die Entfernung je zweier Punkte 
ungeiindert, denn vermoge einer Bewegungstransformation, die den 
Punkt x in ~, y in fJ iiberfiihrt, wird der Definition nach Q",,,, = QH, 
also auch Q"'lI = Qgq, woraus das Behauptete hervorgeht. Das Prjn
cip der Dualitat lehrt sofort, dass ffir je zwei Gerade eine ent" 
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sprechende Function der Liniencoordinaten ungeandert bleibt. Die
selbe giht ein Maass fUr den Winkel zweier sick schneidendm Geraden 
tt tmd v. Ist 'I' uu = 0 die Gleichung der Curve Q~., = 0 in Linien
coordinaten Ui, so haben wir ihren Winkel cp durch die Gleichung*) 

(14) '7' I "'u. + Y'Y~" - 'Vuu'V •• 
P = ~/C og 

"'u. - V'V~" - lJ> uu 'V •• 

zu definiren, in der ik' eine rein imaginare Constante bedeutet. 
Letztere ist hier imaginar zu wahlen, weil fur die nicht idealen ge
raden Linien der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen negativ aus
raIlt. Was hier und an einigen fruheren Stenen unter einer idealen 
Geraden verst and en wird, ist Ieicht ersichtlich. Wir nennen so die 
Gesammtheit aIler idealen Punkte (p.471 f.), deren Ooordinaten einer 
linearen Gleichung geniigen, falls diese Gleichung durch keinen wirk
lichen Punkt befriedigt wird. Jede wirkliche gerade Linie enthiilt 
theils wirkliche, theils ideale Punktej durch einen wirklichen Punkt 
gehen nul' wirkliche gerade Linien, durch einen idealen Punkt abel' 
sowohl wirkliche als ideale Gerade. Fur je zwei wirkliche Gerade 
u, v ist del' Ausdruck auf der rechten Seite von (14) reeH, weil die 
von ihrem Schnittpunkte an den Kegelschnitt 'l'uu = 0 zu legenden 
Tangenten imaginar sind, der unter dem Wurzelzeichen stehende 

*) LaBst man den Kegelschnitt '" uu = 0 in ein Punktepaar zerfallen und 
wahlt ala solches die beiden imaginaren Kreispunkte der Ebene, so ist der hier 
gegebene Ausdruck fUr k' = 1 ideutisch mit dem Winkel der beiden Geraden 
in der gewohnlichen Geometrie; und so wird es begreiflich, dass dem Aus
drucke (14) dieselben cbarakteristischen Eigenscbaften wie dem gewohnlicben 
Winkel zukommen. Analoges wird fiir den duaIistiscb entsprechenden Ausdruck 
(7) geIten. Auf diese Weiae ergibt sich eine Verallgemeinerung der gewohnlichen 
metrischen Geometrie, die von Cay ley zuerst aufgestellt wurde: A sixth Memoir 
upon Quantics, Philosophical Transactions, Januar 1859 j vgl. auch die Darstellung 
in Fiedler's Elementen der neueren Geometrie undder Algebra der binaren 
Formen, Leipzig 1862, Bowie in deBsen Bearbeitnng von Salmon's Theorie 
der Kegelschnitte. Cayley hob auch den Zusammenhang mit der sphii.rischen 
Geometrie hervor, auf welchen man durch die angefiibrte Verallgemeinerung 
des Distanzbegriffes gefiihrt wird, nnd der sich uns in den trigonometriscben 
Formeln noch weiter geltend machen wird. Die Identitat dieser Cayley'schen 
Vel'allgemeinerung dar Metrik und der nicht- Euclidiscben Geometrie wurde 
von Klein erkannt und im Einzelnen begriindet (Math. Annalen, Bd.4, 1871, 
vgl. auch Bd. 6); die projectivische Maassbestimmung mittelst eines festen 
KegeIschnittes wird ala etwas Gegebenes angesehen, und die aus ibr sicb er
gebenden Folgerungen werden mit den Resultaten von Lobatcheffsky, 
Bolyai, Riemann u. a. verglichen (vgl. Bd. I, p. 1(0); doch wird auch ge
legentlich auf den im Texte befolgten Gedankengang hinge wiesen (a. a. O. 
Bd. 6, p. 128). 
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Ausdruck also einen negativen Werth hat. - Eine leichte Umfor-
mung ergibt 

(14a) 

Auch der Winkel zweier Geraden bleibt bei belie"6iger Bewegung 00-

geiindert. 
Die Constante k' bleibt vollkommen willkiirlich; ihr Werth wird 

bestimmt, wenn wir irgend einen bestimmten Winkel als Einheit zu 
Grunde legen. Wir sind gewohnt, den Winkel durch den Bogen des 
ihm concentrisehen Kreises vom Radius Eins zu messen; der ganze 
Umfang ergibt sieh dann gleich 2", wenn" die bekannte Ludolph'sehe 
Zahl bezeichnet; und so wird die Grosse des Winkels in ~ der Regel 
in Bruchtheilen von 2n angegeben. Um hier etwas Analoges zu 
versuchen, bereehnen wir den Umfang des Kreises (11), wobei 

sin 2~i = iR gesetzt werden moge. Unter Benutzung nieht homo

gener rechtwinkliger Coordinaten wird naeh (11) xdx + ydy = 0, 
also aus (to): 

cIs2 d 2 + d 2 4k2 = X Y • 

Mit Hulfe der Gleiehung x 2 + y2 + 1 = 1 + R2. erhiilt man hieraus 
fiir den Kreisbogen s: 

(15) 8 Ii cIx • x - = R y' = R aresm - + const. 
2k R2 - Xli R 

Die Gleichung der Verbindungslinie des Aufangspunktes mit dem 
Punkte x, y ist in homogenen Coordinaten Xl y - x2 X = 0; um 
den von ihr mit der Linie Xl = ° (d. i. der Y-Axe) gebildeten Winkel ffJ 
zu berechnen, haben wir also in (14a) 'I'uu = u t 2 + U 22 + US2 und 
Ut = y, U 2 = - x, Us ·= 0, VI = 1, v2 = 0, Vs = ° zu setzen und 
finden so 

(16) 
• rp a; 

SID 2k' = R; 

die rechte Seite von (15) ist daher gleich :: + const. Durehliiuft 

nun X aIle Werthe von Rbis - R und zuriick von - Rbis R, 
so ist bekanntlich der Werth des auf der linken Seite von (15) auf
tretellden Integrals gleich 2,,; fur den Umfallg S Ullseres Kreises 
ergibt sich daher 

(17) 2~ = R2" = (e;k - e- 2rk )n.*) 
*) Diese von Bolyai und Lobatcheffsky aufgesteUte Formel findct 
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Die Grosse des Winkels, welcher einem vollen Umgange auf der 
Kreisperipherie entspricht, ist nach (16) gleich 4k':It zu setzen; denn 
wenn der Winkel um diese Grosse wiichst, muss die Coordinate x 
ihren friiheren Werth wieder annehmen. Benutzt man diese Be
merkung, so folgt aus (15) unter Beriicksichtigung von (16) wiederum 
die Gleichung (17). Es ergibt sich also keine Relation zwischen k 
und k'; beide Grossen konnen zur Festlegung der Einheiten fiir Ent
fernung, bez. Winkel willkiirlieh gewahlt werden. 

Gemass dem dualistischen Charakter unserer Formeln kann man 
ehenso von einem " Winkelelemente" oder "Drekungselemente" sprechen, 
wie von einem Bogenelemente. Als Winkelelement hatte man den 
unendlich kleinen Winkel dE zu bezeichnen, den zwei Linien u und 
u + du mit einander einschliessen. A.us der zweiten Gleichung (14a) 
ergiht sich: 

(18) (~)2 = 'l'uu'l'dudu - 'J1~au • 

2k' "'!u 

Fasst man die Linien u und u + du als einander benachbarte Tan
genten einer gegebenen Curve auf, so nennt man das Differential 
dE den Contingenzwinkel der Ourve. Es ist dann u die Verbindungs
linie von x mit x + dX, also Ui = (xdx). und dUi = (xalx) •. Setzen 
wir symbolisch o/uu = uo? = ul, so kommt: 

o/uu o/dudu- o/!au=(axdx)2(Pxalx)2 - (axdx) (ax~x)(pxdx)(Pxd2x) 

= (apx)(axdx)(pxd2x)(xdx~x) 

1 ="2 (apx)2 (xdxalx)2. 

Gehen wir von der Punktgleichung Qz., = 0 aus und nehmen 
Qu = a",2 = b",2, so ist ua2 = (abttY zu setzen, und wir haben 

4 
(apx)2 = (a(lb", - b(la.,)2 = 2al' b",2 - 2a(lbpa.,b", = sal·b.,2 .*) 

Nun ist aa2 =a/=(abc)2=6A, wenn A=Z;+all~2a33 die 
Discriminante des Kegelschnittes Q""" _ ax 2 = 0 bezeichnet; also 

sich auch bei Gauss a. a. O. - Sie zeigt, dass die Frage nach der Moglich
keit der Rectification des Kreises durch Constructionen mittelst des Zirkels und 
Lineals fur die nicht-Euclidische Geometrie dUTch den vom Herausgeber er
brachten Beweis fur die Transscendenz der Zahl n (Math. Annalen, Bd. 20, 
1882, vgl. anch Weierstrass, Sitzungsberichte der Berliner Academie 1885) 
noch nicht erledigt ist. 

*) Der Term afi hI' ax hx ist namlicb gleich der in Bd. I, p. 294 berechneten 
Bildung Pll' 
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wird (afjx)2 = SAQxx. Setzen wir auch im Nenner der rechten 
Seite von (IS) Ui = (xdx)i, so erhalten wir 

'Vuu = (a",bdX - adxb"Y = 2(QxxQdXdX - Q;dX)' 

Der OontingenzwinkeZ bestimmt sick kiernach aus der Gleickung: 

(19) ( dE)2 A . Q""". (1: ± Xl dX2 d" xS)2 - - .*) 
2 k' - (Qxx QdxdX - Q! dz)2 

Das Verhaltniss von dE zu ds gibt ain Maass fur die "Krummung" 
der Curve im Punkte x, d. h. fur die Grosse der durch dE gemessenen 
Drehung der Tangente, wenn x auf der Curve urn ds fortschreitet. 
Es wird: 

(20) 

Gebrauehen wir rechtwinklige Coordinaten, setzen Qxx = x2 + y2 - 1, 
ferner Xs = I, dxs = 0 und sehen y als Function von x an (so dass 
aueh d2y = 0), so kommt insbesondere 

(dE')2 (k')2 (d 2 y)I . (x' + y' _ 1)8 
ds = k [(xdx + ydy)2 - (x' + y2'---1)-(d'-x-'-+-d-y-')=]3' 

Wenn man mit den Differentialen homogener Coordinaten rechnet, 
muss man die letztereri bekanntlieh in irgend einer Weise absolut fest
gelegt denken, indem man zwischen ihnen eine nieht homogene iden
tische Gleichung annimmt. Am einfachsten geschieht dies durch 
eine lineare Gleichung (vgl. p. 95), z. B. durch die Forderung 
Xs = 1 j man kann aber aueh andere Gleichungen benutzen, nur geht 
dann der V ortheil der eindeutigen Bestimmtheit verloren. Fur die 
Formeln, bei denen das Bogenelement vorkommt, empfiehlt es sich 
festzusetzen, dass Qxx gleich einer Constanten sei. Um den Coordi
naten aine erst spater zu erorternde einfache metrisehe Bedeutung 
zu geben, ist es ferner vorthei}haft, Qxx in der Form X 12 + X 22 - 4k2XS2 

Yorauszusetzen und die absoluten Werthe der Xi durck die Identitiit 

(21) 

*) Die rechte Seite ist stets positiv, da Qxx fiir aHe wirklichen Punkte 

ein constantes Vorzeichen hat, und da sich .A. bei linearer Transformation del' 
Coordinaten nur um das Quadrat der Substitutionsdeterminante andert (Bd. I, 
p. 131 und oben p. 211). Man kann die Gleichung Q xx = 0 in der Form 

X l 2 + re!! - res! = 0 annehmen, wenn rel = 0, X 2 = 0 die Coordinaten eines wirk
lichen Punktes sind; daDn wird AQxx fiir diesen Punkt positivi folglich gilt 
dasselbe fiir aUe wirklichen Punkte. 
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zu definiren *). Von der hierdurch eingefiihrten Zweideutigkeit ka.nn 
man sich ein Bild ma.chen, indem man die Grossen xl> Xli' Xs als 
gewohnliche rechtwinklige Coordinaten im Raume interpretirt. In (21) 
haben wir dann. die GIeichung eines zweischaligen Rotationshyper
boloids vor uns (p.17 4). Die Verhaltnisse Xl : Xs und ~: Xs bestimmen 
eine durch den Anfangspunkt gehende gerade Linie; jedem Punkte 
unserer Ebene entspricht eine solche Gerade; insbesondere sind den 
unendlich fernen Punkten der Ebene die Erzeugenden des zu (21) 
gehorigen Asymptotenkegels zugeordnet; den ideal en Punkten ent
sprechen diejenigen Geraden des Biindels, welche die Flache (21) in 
imaginaren Punkten kefl'en. Die iibrigen Geraden des Bande1s 
schneiden die Flache in je swei reellen Punktenj somit sind jedem 
Punkte unserer Ebene swei Punkte des Hyperboloids zugeordnet**). Jeder 
geraden Linie der Ebene entspricht eine Ebene durch den Anfangs
punkt, also ein Diametralschnitt des Hyperboloids, u. s. f. 

Aus (21) erhalten wir durch Differentiation 

Q.,a., - x1dxI + x!dx! - 4k2xsdxs = 0; 
ferner ist .A = - 4k2 • Unsere friiheren Formeln fiir das Linien
element, den Contingenzwinkel und die Kriimmung einer Curve 
werden daher: 
(lOa) dsll = d X1 l! + dXl!l! - 4k2 dXs2, ***) 

*) In (21) muss rechts eine negative Constante gewli.hlt werden, damit die 
von tx an den Kegelschnitt zu legenden Tangenten imaginl1r werden; nur ftir die 
idealen Punkte ist 2.,., positiv. 

"'*) Vgl. Killing, a. a. O. p.260 und Poincare, Bulletin de la Societe 
matbematique, t. 15, p. 205, 1887. - Das Hyperboloid ist 80 zweideutig auf 
die Ebene abgebildet; dadurch entsteht nach einer fruheren Bemerknng (p. 431) 
eine Verallgemeinerung der Kreistheorie, von der man jetzt einsieht, dass sie 
mit der durch die nicht-Euclidische Geometrie bedingten Verallgemeinernng 
zusammentlllt. 

"''''''') Hierin ist Bach (21) txs noch als Function von 11:1 nnd 11:, anzusehen; 
wir werden erst spiLter die Elimination von dtxa wirklich ausfiihren und dadurch 
zu der von Riemann ala fur die nicht·Euclidische Geometrie chal'akteri
stischen Form des Bogenelementes geJangen . ...:.. Wie nil.mlich nach Gauss die 
Theorie der Curven auf einer Flil.che im Wesentlichen von der Art und Weise 
abhil.ngt, wie sich auf ihr das Bogenelement durch zwei Parameter ausdruckt, 
so ist na.ch Riemann (vgl. oben p. 467 f.) der Ausdruck fUr das Quadrat des 
Bogenelementes durch die Coordinaten (deren Definition dabei nnbestimmt ge
lassen wird) charakteriatisch fiir die Metrik in der betreft'enden Mannigfaltig
keit. Eine quadratische Function der Differentiale ftihrt insbesondere zu den 
drei Von uns zu behandelnden Geometrien; complicirtere Au,driicke fur ds' 
werden zwar als mllglich erwll.hnt, aber die aua ihnen zu ziehenden Folgerungen 
nicht weiter verfoJgt. 
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(19a) ( dE)2 (:E ± x, dx.d'xS)2 
2k' = (- 4k2dx32 + dxT+dx22)2' 

(20 a) (~)2 _ 4(:E ± x,dx2 d'xs)' . k'2 
ds - [- 4k2 dx3 ' + dx,' + dx,'P . 

Die in (21) gemachte Festsetzung ist z. B. nUtzlich, um ein
zusehen, wie in der hyperbolischen Geometrie der geraden Linie die 
Eigenschaft erhalten bleibt, dass sie die kiirzeste Linie ist, durch 
welche man irgend zwei ihrer Punkte mit einander verbinden kaun. 
Die Aufgabe, diese kiirzeste Linie zu hestimmen, fuhrt nach den 
Regeln der Variationsrechnung zu der Forderung: 

",(2) 

(22) ~fds = 0, 
.,(1) 

wenn ds durch (lOa) gegeben wird, und wenn zwischen den drei 
Variabeln die Identitii.t (21) besteht. Sei mit S del' Werth des in 
(22) auftretenden Integrals bezeichnet, so ist 

~S = -J(8X d dx, + 8x ddx~ - 4k2 8x d dXs) 
I ds 2 ds 3 ds ' 

da die Variationen 8Xi an den beiden festen Endpunkten X(l) und X(2) 

verschwinden. Nehmen wir (21) hinzu, so ergeben sich die heiden 
Bedingungsgleichungen: 

~Xl d~; + 8x2 d ~; - 4k2 8xsd ~:1 = 0, 

x18x1 + X2~Xl/ - 4k2xsoxS = O. 

Beide Gleichungen sollen fUr aIle Werthe von ~ XII 8 X 2 , 8xs be
stehen, d. h. es muss sein 

(23) 
d dx, 

ds 
d ax. 

ds 
d dx. 

ds 

Hierin haben wir nul' eine einzige Bedingung gefunden, da von 
den Differentialen noch die beiden Identitii.ten 

x1dx1 + xl/dx2 - 4k2xsdxs = 0, 

dx, ddx, + dx, d ax, _ 4k2 dx" ddx. = 0 
ds ds ds ds ds ds 

erfant werden mussen. Interpretiren wir Xli X2, Xs als gewohnliche 
rechtwinklige Coordinaten eines Punktes auf dem Hyperboloide (21), 
so ist auf dieser Fliiche eine Ourve definirt, deren Schmiegungsebene 
durch die Gleichung 
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Xl X2 Xs 1 

dXI dX2 dX3 0 
=0 

d2xI d2x2 d2X3 0 

Xl X 2 Xs 1 

in den Variabeln Xi dargestellt wird. In Folge von (23) kann man 
die dritte Horizontalreihe der Determinante durch XII x2 , xs, 0 er
setzenj die G1eichung ist daher fiir Xi = 0 identisch erfiillt, d. h. 
die Schmiegungsebene geht durch den Mittelpunkt des Hyperboloids. 
Diesen ebenen Diametralschnitten entsprechen aber die geraden Linien 
der hyperbolischen Geometrie. Letztere sind dalter in der That gleiclt
zeitig kiirzeste Lin£en. 

IV. Die trigonometrischen Formeln der hyperbolischen Geometrie. 

Nach der Aufstellung analytischer Ausdriicke fUr die Grund
begriffe der Entfernung und des Winkels kommt es darauf an, bei 
einer gegebenen Figur die verschiedenen Strecken und Winkel in 
ihrer gegenseitigen Abhangigkeit zu untersuchen. FUr die Eucli
dis c he Geometrie werden die dazu nothigen Mittel in der Trigono
metrie entwickeltj sehen wir also, wie sich entsprechende Betrach
tungen fUr die hyperbolische Geometrie ansteUen lassen! 

Zunachst drucken wir die "rechtwinkligen Coordinaten" x, '!J eines 
Punktes P durch seine Entfernullg von den Coordinatenaxen X = 0 
und '!J = 0 aus. Es sei also p die Entfernung von der Axe X = 0, 
d. h. die Lange des von P aus auf diese Axe gefallten Lothes, 
q die Lange des von P aus auf die Linie '!J = 0 gefallten Lothes. 
Zu Grunde gelegt wird (und dadurch sind fur uns die rechtwinkligen 
Coordinaten definirt) ein Polardreieck des Fundamentalkegelschnittes, 
so dass 

Qxx = [X2 + y2 - 4k2} X3 2 • 

Das von P auf die Linie X = 0 gemllte Loth ist die Verbindungs
linie von P mit dem Pole dieser Linie in Bezug auf den Fundamental
kegelschnitt (dessen Coordinaten '!J = 0, X3 = 0 sind) j der Fuss
punkt des Lothes hat also die Coordinaten 0 und y, und seine 
Entfernung von P, d. i. die Strecke p, ergiebt sich aus (9): 

(25) sin Y-= x • 
2ki yx2 + yi _ 4k2 ' 

ebenso wird q und die Entfernung r des Pnnktes P vom Anfangs-
punkte berechnetj wir finden: 

(25 a) sin L = y 
2ki l/x' + y-'-4k" 
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Es besteht hiernach die Identitlit 

(26) (sin 2~S + (sin /kiY - (sin 2~iY = O. 

Definiren wir also drei Variable ~, 'YJ, t durch die Gleichungen 

(27) I: 2 'k . 'P 2'k . q f' 'I' . s= t SIn 2ki , '2= ~ SlD 2ki , b=cos 2ki , 

so besteht zwischen ihnen die Relation 
(28) ~2 + '22 - 4k2t2 = _ 4kll. 

Der Vergleich mit (21) lehrt sofort, dass die Grossen ~, '2, t nichts 
anileres sina, als die in ihren fibsoluten Werlhen gemiiss obiger Fest
seteung fixirten homogenen Coordinaten des Punktes P*). 

Zu den trigonometrischen Formeln fUr das Dreieck (zunii.chst das 
rechtwinklige) gelangen wir durch unsere friihere Untersuchung liber 
die Transformation eines Kegelschnittes in sich. 1st die Gleichung 
des letzteren 2X1~ - ~2 = 0, so wird eine solche Transformation 
durch die Formeln 

(29) =1 = tr1Xu =2 = aX2 , =s = Xs 

dargestellt; sie reprasentirt eine Drehung urn den Punkt Xl = 0, 
Xli = 0, wenn die beiden fest bleibenden Punkte des Kegelschnittes 
imaginar sind. Um dies zum Ausdrucke zu bringen und gleichzeitig 
den Kegelschnitt in die obige Form zu transformiren, setzen wir: 

=1 ;+il1 =2 ;-i7J Xl a:+iy XI x-iy 
=3 = k Y2' =8 = k Jl2' Xa = k Y2' Xs = k Y2 . 

Die Formeln (29) nehmen dann folgende Gestalt an: 

(30) 2x = (a + a- 1); + i(a - a- 1) '2 , 

2y = - i(a - a- 1); + (a + a- 1)'2. 

Der Strahl Xl + lX2 = 0 geht in den Strahl Xl + a21~ = 0 
liber; das Quadrat des Parameters a ist daher gleich dem Doppel
verhliltnisse, welches irgend ein durch den Anfangspunkt gehender 
Strahl mit dem ihm zugeordneten Strahle und mit den beiden vom 
Anfangspunkte an den unendlich fern en Kegelschnitt gehenden Tan
genten bildet**). Es ist (olgUch a2 ein Maass des Winkels rp, um 

*) Diese Coordinaten legt Killing a. a. O. zu Grunde, indem er sich 
dabei auf die von Weierstrass in seinen Vorlesnngen gemachten Angaben 
stiitzt. Bei; und 11 tritt in (27) auf den rechten Seiten der Factor k hinzu, 
damit sich fUr k == 00 die gewohnlichen rechtwinkligen Coordinaten ~, 11, 1 
ergeben. Aus (26) ergibt sich fur k = 00 der Pythagorai sche Lehrsatz. 

**) V gl. Bd. I, p. 199. 
Clebecb, Vorlesungen. II, 1. 31 
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welchen ein durch den Anfangspunkt gehender StrahZ vermiige der in (30) 
dargestellten Rotation um diesen Anfangspunkt gedreht wird; und nach 
(14) konnen wir 

tp = 2ik' log IX 

setzen. Fiihren wir noch die Abstande p, q des Punktes P (d. i 
x, y) von den Coordinatenaxen nach (25) und (25a) ein nnd ebenso 
seine Entfernungen 1t, " von den Axen ; = 0, f/ = 0, so gehen 
wegen 

x2 + III - 4k2 = ;2 + '12 - 4k2 

die Gleichungen (30) fiber in 

(31) 

.• P 
810 2ki = 

rp.n+. rp." 
cos 2k' sm 2ki sm 2k'i sm 2ki' 

. q .rp. n+ rp." 
sm 2ki = - sm 2k' 8m 2ki cos 2k' SIn 2k( 

Nehmen wir insbesondere g = O,d. h. lassen den Punkt P auf 
die X-Axe rUcken, so wird p gleich dem Ab8tande dieses Punktes 
vom Anfangspunkte; die Elimination von" bez. " fiihrt dann zu den 
Gleichungen 

(32) 
.n .p.rp .x .p.rp 

8m 2ki = sm 2ki sm 2k" 8m 2ki = sm 2ki SIn 2k" 

welche sich auf ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten 1t, " 

Fig. 28. 

H 

tot 
~~----~~--~~~~ 

zeichnet, so haben wir ebenso 

nnd der Hypothenuse p be· 
ziehen 1 wahrend tp den der 
Kathete " gegeniiberliegen. 
den Winkel bezeichnet (vgl. 
Fig. 28). Ziehen wir durch 
Peine heliebige Gerade, 
welche die:' -Axe in N trifft 
und dort mit ihr den Winkel 
1/1 bildet, sei ferner mit p' 
die Entfernung P - N be-

." . p' . '1/1 
SIn 2ki = sm 2ki sm 2k" 

also durch Elimination von x: 
. p' • p • rp • 1/1 

sm 2ki: 8m 2ki = sm 2k': sm 2k" 

Dieses Resultat bezieht sich auf die Seiten und Winkel des beliebig 
gestalteten Dreiecks OPN. Sind daher in der iiblicken Weise a, b, c 



Projectivische und metrische Geometrie. 483 

die Liingen der Seiten eines Dreiecks und ct, {j, 'Y die Grossen der ihnen 
bez. gegeniiber liegenden Winkel, so {olgt: 

(33) . a .. b .. c_. ct., fJ •. Y 
sm 2ki' sm 2k'i' SIll 2ki - sm 2k' . sm 2k' • sm 2k" 

Aus diesem Fundamentalsatze (dem sogenannten Sinussatze) lassen 
sich ane anderen Formeln der Trigonometrie ableiten. 

Zur Aufstellung des zweiten Hauptsatzes (des "Cosinussatzes") 
gehen wir auf das rechtwinklige Dreieck OPQ (vgl. Fig. 28) zuriick. 
Es werde mit h die Hinge der Seite OQ bezeichnet, welche in der 
hyperbolischen Geometrie nicht mit 1t identisch ist*). Nach (9) resp. 
(25 a) haben wir 

(34) 

x l/~· - 4k2 (J 1 r=-4k' 
cos 'iki = V ~ + 1j2 _ 4k2 ' COS ill = V V=- 4k2 ' 

Q 1/ - 4k2 

cos 2ki = V ~ + 71 2 _ 4k2 i 

also folgt: 

(35) 
Q (J x 

cos 2ki = cos 2ki cos 2ki' 

wohei Q dieselbe Strecke bezeichnet, die friiher p genannt wurde. 
Nehmen wir nun ein beliebiges Dreieck mit den Seiten a, b, c und 
den Winkeln ct, {j, 'Y als gegeben an, und werde die Grundlinie c 
durch die Rohe " m die heiden Theile c' und e" getheilt, so haben 
Wlr nach (35): 

a " c' 
cos 2ki = cos 2ki cos 2ki 

"(' c c" +' c . C") = cos 2ki cos 2ki cos 27Ci sm 2ki sm 2ki 

b ex. c . c" 
= cos 2ki cos 2ki + cos 2ki SIll 2ki SIll 2ki' 

Ferner lehren die Gleichungen (34), (25) und (32), dass 

(36) 
x.8 . 'It .p.rp 

cos 2ki sm 2ki = sm 2ki ~= SIll 2ki SIll 2k" 

*) Man kann auch die Grossen " und iJ, d. h. Ordinate und Abscisse, ala 
"Coordinaten" der analytischen Geometrie benutzen; so thut es Frischauf: 
Absolute Geometrie nach B 0 ly ai, p. 60, Leipzig 1872. Mittelst der angegebenen 
Formeln findet man dann die Gleichung der Geraden a ~ + b 71 + c = 0 in del' 
complicirteren Form: 

2kai sin 2~i + 2kbitang 2~i + c cos 2~i = o. 

Noch andere Grossen f(ihrt FIye Ste.-Marie a. a. O. als Coordinaten ein 
(vgl. oben p. 472). 
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Fiir unseren Fall haben wir h durch c", p durch b, f/J durch IX zu 
ersetzen. Wir :6.nden somit die folgende zweite wichtige Formel "') 

(7) a b c+ a . a • b 
3 cos 2ki = cos 2ki • cos 2ki cos 2k' • sm 2ki' sm 2ki' 

Eine dritte Fundamentalformel der Trigonometrie ergibt sich in 
folgender Weise. In dem eben benutzten Dreiecke mit der Grund
linie c und der Hohe " ist nach (35): 

(38) 
, 

a " c cos 2ki = cos 2ki cos 2ki' 

Multipliciren wir beiderseits mit sins 2~i' und ersetzen das rechts 

entstehende Product durch den ihm gleichen Ausdruck 

c' (" a c' ) cos 2ki cos 2ki - cos 2ki cos 2ki I 

beachten ferner, dass nach (37) die hier auftretende Klammer gleich 
• a . c' ~ 

sm 2ki sm 2ki cos 2k' 

gesetzt werden darf, so ergibt sich 

(39) 
{J a c' 

cos 2k' • tang 2ki = tang 2ki' 

eine Gleichung, mittelst welcher bei einem rechtwinkligen Dreiecke 
der Cosinus eines Winkels durch die Hypothenuse und die anliegende 
Kathete ausgedriickt wird. Berechnen wir ferner nach dem Sinus
satze den Winkel fJ durch die Seite a und die Rohe ", so folgt: 

. {J a c' • x 
tang 2k' cos 2ki tangm = sm 2ki' 

und die Anwendung von (38) gibt endlich die fiir jedes rechtwinklige 
Dreieck anwendbare Relation: 

(40) t (J • c' t x 
ang U' . sIn 2ki = ang 2ki' 

Es ist ferner 
" c" b • c" . b it 

cos 2ki = cos 2ki cos 2ki + sm 2ki sm 2ki cos 2k" 

also nach (38): 
x . c" . b a 

cos 2ki sm 2ki = sm 2ki cos 2k' • 

*) Man bemerkt sofort, daBs die gewonIienen Formelrt (die Bchon von 
Bolyai entwickelt waren) mit denen der sphiirischen Geometrie in Ueberein-
1!timmung zu bringen sind, wenn man nur k rein imaginl!.r nimmt; der Grund 
hierfiir wird unten bei Behandlung der elliptischen Geometrie hervortreten. 
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Verwenden wir endlich noch die Gleichungen 

"c b.". b . « 
cos 2ki cos 2ki = cos 2ki' SID 2ki = sm 2ki sm 2k" 

so erhalten wir aus (40): 

(41) t ~ (. C t b C « ) t b.« ang 2k, sm 2ki - ang2kicos2kicos2k' = ang2kisID2k'· 

Dies ist die gesuckte dritte fundamentale Relation zwischen den Beiten 

fend Winkeln eines Dreiecks. Multipliciren wir beiderseits mit cos 2~i' 
so erscheint· sie in der Form 

• c be. b a 
sm 2ki cos 2ki - cos 2ki sm 2ki cos 2k' (42) 

.b.« t~ .a.a ~ 
= sm ~ki 8m 2k' co g 2k' = sm 2ki 8m 2k' cos 2k" 

in welcher eine gewisse Analogie mit (37) hervortritt. Mittelst des 
Sinussatzes findet man hieraus: 

.,. b • a ~ + ca. ~ 
sm 2k' cos 2ki = 8m 2k' cos 2k' cos 2ki cos 2k' sm 2k'· 

Hierin vertauschen wir b mit c und fJ mit ,}" multipliciren die neue 

Gleichung mit cos 2~' und addiren sie zur vorstehenden Gleichungj 

nach Division mit sin 2~' ergibt sich dann: 

(J + a ,. .«. 'Y b 
(43) cos 2k' cos 2k' cos 2k' = SID 2k' sm 2k' cos 2k( 

Diese Gleichung steM der Gleickung (37) dttalistisch gegenuber.; sie 
wird aus ihr bis auf ein V orzeichen durch Vertauschung der Winkel 
mit den Beiten und der Grosse k' mit ik gewonnen. Dass eine 
solche Relation (43) bestehen musste, war nach dem Principe der 
Dualitat vorauszusehenj da aber in den entsprechenden Formeln der 
analytischen Geometrie Quadratwurzeln vorkommen, war eine neue 
Ableitung . zur Bestimmung der Vorzeichen nothwendig*). 

In entsprechender Weise kann man die ubrigen Formeln in 
ihre dualistischen Gegenbilder iibe"rtragenj es geniigt aber in dieser 
Beziehung zu bemerken, dass die Relationen (33) und (41) $U sick 
selbst dualistisck sind. Bei der ersteren ist dieses evidentj fur (41) 

*) In der spharischen Trigonomettie beweist man die entsprechenden 
Gleichungen mittelst des Bogenannten "Polardreiecks". was fUr uns nicht erlaubt 
ist. Fur die AbleituDg des Textes vgI. Killing a. a. O. p. 11. 
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erkenllt man es, indem man c mit a, r mit ex vertauscht, und die 
Gleichung in der Form schreibt: 

(44) tang 2~i (sin 2~' + tang~, cos 2~' cos 2~i) = tang 2~' sin 2~i' 
Fur das Folgende ist es nutzlich, noch einige Gleichungen als 

Consequenzen der vorhergehenden abzuleiten, in denen die halbe 
Summe s der Seiten und die halbe Summe ($ der Winkel vorkommt. 

Berechnet man aus (37) die Werthe von 1 - cos 2~' und 1 + cos 2~" 
so ergiht sich: 

(45) 

. s-b . s-c 
. 2 a 8m <iki sm 2ki 

sm 4k' = . b . C 

SIn 2ki BIn 2ki 

2 a 
COS 4k' = 

• 8 • 8-a 
SIn ill 8m -vc:t 

• 11 • C 

B10 2ki BIn 2ki 

und eben so findet man aus (43): 

(46) • 2 b 
sm 4B= 

a a- ~ 
- cos 2k' cos 'if' 

• 'Y • a 
sm 2k' sm 2k' 

a-y a-a 
2 b cos 2Y COS~ 

COS 4ki = . 'Y • a 
S10 2k' sm 2k' 

worm 
(47) 

Nach (33) bestehen die Identitaten 
.a. b.c .(3. c.a 

sm 2k' sm 2ki SIll 2ki = SIll <iF sm 2ki Sill 2ki 

. " . a . b = sm 2k' sm 2ki Slll2ki' 

.a. ~''Y • b. ".« 
8lll 2ki sm 2k' sm 2k' = sm 2ki sm 2k' Sill 2k' 

(48) 

• C • a . ~ 
= sm 2ki sm 2k' Sill 2k" 

Bezeichnen wir den gemeinsamen Werth der ersten drei Producte 
mit d, denjenigen der anderen drei Producte mit 0, so ist hiernach 

(49) o· a . b . C d2 d' a . ~ . 'Y .i'2 
sm 2ki sm 2ki sm 2ki =, sm 2k' sm 2k' sm 2k' = u • 

Aus der ersten Gleichung (48) erhalten wir mittelst (37): 

d2 - . 2 b . 2 C • 2 a _ 1 A2 B2 02 + 2ABO - sm 2ki sm 2ki sm 2k' - - - - , 

wenn zur Abkiirzung A = cos 2B' u. s. f., oder wegen (9): 

1 a B Qxx Q"'1/ Qxz 
1 

(50) d2 = a 1 A Qyx Qyg Qyz Q",,,,QyyQ .. 
, 

B A 1 Q"" Qzy Qzz 
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wobei x die zu a, y die zu b, z die zu c gegeniiberliegende Ecke 
bezeichnet. Nun ist symbolisch 

~ + Q",,,,QY!l Q .. = a",bycz~ + a",byc. = (abc)a",byc.(xyz) 
1 

= If (abcl (XYZ)2 = A(XYZ)2, 

wenn jetzt A die Determinante ~ + ~1 a22 ass unseres Fundamental
kegelschnittes bedeutet. Es wird daher auch 

(51) £l2Q"""Qyy Qu = A (xYZ)2. 

Ebenso ergibt sich, wenn mit U;, Vi, Wi die Coordinaten der Seiten 
des Dreiecks bezeichnet werden: 

1J2 - [1 2 " 2 (J 2 r 2 a tJ r ] - - cos 2k' - cos 2k' - cos 2k' - cos 2k' cos 2k' cos 2k' 

(52) <l>u u <l>u" <l>uw 

wenn <l>uu = ! (abu)2 gesetzt wird, so dass die Determinante von 

<l>uu gleich dem Quadrate von A. wi rd. Um auch in d und IJ die Summe 
der Seiten, bez. die Summe der Winkel einzufiihren, beachten wir, 
dass nach (48): 

£l2 4· 2b .j/C ·2" 2" 
= SID 2ki sm 2ki SID 4k' cos 4k'; 

hieraus find en wir durch Anwendung von (45): 

(53) .J2 4· s . s-a. 8-b . s-c 
u,- = SID 2ki sm 2ki SID 2ki sm 2ki ' 

und analog: 
( ) l! a a-a G-b a-c 
54 IJ = - 4 cos 2k' cos 2lT cos 2k' cos 2k" 

worin IJ:I mittelst (49) auf d2 zuriickgefiihrt werden kann. Aus der 
zweiten Gleichung (45) und den heiden ihr analog zu bildenden 
Gleichungen finden wir ferner: 

• s . (8 - a) . (8 - b) . (8 - c) 
R sln-2kosm-k-o-BlU-2ko sln-2k · 

2" 2 I' 2 'Y _ ~ 2 ~ ~ ~ 
cos 4k' cos 4k' cos 4k' - b c • 2 a ., . 2 

sm 2ki sm 2ki sm 2ki 

Die halbe Summe s der Dreiecksseiten berechnet sich daher nach (53), 
(49), (51) 'llnd (52) durch die {olgende Formel aus den Ooordinaten 
der Dreiecksseiten und Dreiecksecken: 
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(5 ) . l! S _ 4d2 -B a l! {J 2 Y 
5 SIll 2ki - -02 COS 4k' COS 4k' COS 4k" 

und entsprechend haben wir: 

(56) II (j 40 2 • 2 a . 2 b . 2 C 
COS 2k' = - 7 sm 2ki SIn 2ki sm 2k( 

Weitere Umformungen ergeben sich durch Combination der ersten 
Gleichung (45), bez. der zweiten Gleichung (46) mit den Relationen 
(53), (54) und (49). Wir finden so fur die halbe Summe s der Seiten 
und die halbe Summe 6 der Winkel die Formeln *): 

(57) 2 (j 

COS 2k' = b 
2 a 2 I C 

16 cos 4ki cos 4ki cos 4ki 

wo z. B. Dxy = Qxy + yQ"x QYY1 und 

sin2~. = 02 

2kt . 2 a . 2 ~ • 2 r 
16 sm 4k' SlU 4k' Sill 4k' 

(58) 
.,A.2(UVW)2 

16 Au.A.wAwu ' 

wo z. B. 6.",. = Y<I>uu<l> •• - <1>", •• 

In den Gleich ungen (48) ist der Satz ausgesprochen, dass das 
Product des Sinus der mit 2 i k dividirten Grundlinie eines Dreiecks in 
den Sinus der zugehorigen, mit 2ik dividirten Hoke fur aUe drei SeUen 
des Dreiecks denselben Werth hat. Dieses Resultat kann ohne vor
stehende Betrachtungen direct auf rein algebraischem Wege ge
wonnen werden. Es seien x, '/I, z die Ecken des Dreiecks, w. die 
Coordinaten der Linie x - y, ~ der Fusspunkt del' zu del' Grundlinie 
w gehOrigen Hohe h, 'r: del' Pol del' Linie w in Bezug auf den 
unendlich fernen Kegelschnitt a,,2 = bzl! = cz 2 = Q.,., = O. Dann 
haben wir 

6; = "zi + It'i = UZi + J...(abw)(ab)i' 

Nun ist (ity~) = 0; also das Verhaltniss ,,: A. bestimmt sich aus del' 
Gleichung 
o = u(xyz) + l(abw)(azby - b.,ay) _ ,,(xyz) + l(a" by - b"ay)2. 

Hieraus ergibt sich: 

Q6i = (azby - bxay)2zi - (xyz) . (abw)(ab);c •. 
Also wird: 

QQ.~ = QC.Ct = (a", by - bx ay)2c.2 - (xyz)(abw)(abc)c. 
1 = (axby- bxay)2c.2 - 3 (xyz)(abc)2 

= 2Q ... (Q"""Qyy - Q';y) - 2A(xYZ)2, 

*) Auch diese finden ihre Analoga in der spharischen Trigonometrie. 
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Q2Q~~ = (!2C~2 = (axby - bxay)2czc~ - (xyz)(abw)(abc)c~ 

= 2(Qxx Qyy - Q~y)Q.c, 
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(l(Qzz Q~~- Q;~) = 4A.(xYZ)2 [Q .. (Q"""Qyy - Q;y) - A(XYZ)2]. 

Naeh (9) bestimmt sich die Hohe h ala gegenseitige Entfernung der 
Punkte Z und b durch die Gleiehung 

• h iQuQt~-Q;~ (xyz)lfA 
SID 2F = = ~==-~======~ 

't yQu Q~t ~ iQxxQyy - Q~y 

Bereehnet man ferner die Lange 9 der Grundlinie als gegellseitige 
Entfernung der Punkte x und y, so ergiht sieh das Resultat: 

(59) . h . g (xyz) VA 
sm - . SIll - = ~~~~= 

2 ki 2 ki iQxx QyyQu 

Das auf der linken Seite stehende Product hat daher III der That 
fUr aIle drei Grundlinien einen und denselben Werth *). 

Neben die Begriffe des Winkels und der Entfernung stellt sich 
uns in der Ebene als dritter metrischer Fundamentalbegriff derjenige 
des Fliicheninhalts einer geschlossenen Figttr. Wir fuhren in der 
E u e Ii dis chen Geometrie die zugehorige Maassfunction auf diejenige 
der Entfernung zuriick, indem wir angeben, wie viele Quadrate von 
gegebener SeitenHinge sieh in ein gegebenes FIachenstuck so legen 
lassen, dass sie dassel be ganz ausfullen. Da nur fur eine beschrankte 
Klasse von Figuren sich ein solehes Hineinlegen von Quadraten wirk
lieh ausfiihren lasst, so wird man in bekannter Weise dazu gefuhrt, 
die Seiten der Quadrate unendlieh klein werden zu lassen und dann 
den Flaeheninhalt dureh ein Doppelintegral zu berechnen. Legt man 
die Seiten der unendlich kleinen Quadrate ane parallel zu den beiden 
Coordinatenaxen, so wird dieses Integral einfach gleieh ff dxdy, aus~ 
gedehnt uber das lnnere des Flachenstiickes; es ist eben dxdy der 
Inhalt eines unendlieh kleinen Quadrats mit den einander gleichen 
Seiten dx und dy, und das Doppelintegral gibt den Grenzwerth der 
Summe alIer dieser Quadrate an. Wahlt man andere zu einander ortho
gonale Curvensysteme, z. B. die eonfocalen Ellipsen und Hyperbeln, 
so wird die Ehene durch diese ebenso in unendlich kleine Quadrate 
getheilt; der Inhalt eines solehen Quadrats ist ds ds', wenn ds und 

*) Die Gleichung (59) zeigt eine gewisse Analogie mit der Formel fur den 
l!'llicheninhalt eines Dreiecks in der Enclidischen Geometrie; man darf abel' 
nicht die rechte Seite (wie es Stahl in dem auf p. 401 erwahnten Aufsatze 
thut) alB Ausdruck fUr den Sinus des Flacheninhalts in Anspruch nehmen, wie 
aus dem Folgenden hervorgehtj vgl. unten Gleichung (72). 
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ds' die Bogenelemente zweier solcher sich orthogonal schneidenden 
Curven bedeuten, und der Flacheninhalt F daher: 

(60) F= !!dsds', 
das Doppelintegral wieder ausgedehnt iiber aIle Flachenelemente dsds' 
im Innern des gegebenen, beliebig begrenzten FIachenstiickes. 

In der nicht-E uelid is chen Geometrie bleibt uns nur diese 
letztere allgemeine Definition des Fliieheninhalts. Construiren wir 
namlich auch hier aIle Linien, welche auf einer Coordinatenaxe senk
reeht stehen und ebenso alle Geraden, welche auf einer zu ihr recht
winkligen Axe orthogonal sind, so bildet doeh nicht irgend eine Ge
rade des einen Systems mit irgend einer Geraden des anderen Systems 
einen rechten WinKel; es gibt also nieht ein zweifach orthogonales 
System von Geraden, dureh welches die Ebene in unendlich kleine 
Quadrate getheilt werden konnte. Die Existenz von orthogonalen, 
nieht geradlinigen Curvensystemen ist uns bereits bekannt; aIle Kegel
sehnitte, welehe die gemeinsamen Tangenten einer beliebigen Curve 
zweiter Klasse und des unendlich fernen Kegelschnittes beriihren, 
bilden ein zweifaeh orthogonales System im Sinne der nicht-Euelidi
s chen Geometrie, wie un sere friiheren Betrachtungen iiber "verall
gemeinerte" elliptisehe Coordinaten lehren (vgl. p. 289 if.). Als 
Flaeheninhalt eines Flaehenstiickes definiren wir den Grenswerth der 
Summe alZer krummlinig begren$ten Quadrate, deren Seiten von den 
Curven eines sweifach orthogonalen Systems gemldet werden, und die das 
Innere des Fliichenstiicks ausfiillen; den Flacheninhalt eines solchen 
Quadrats aber set zen wir gleich dem Producte seine'r Seitenliinge, so dass 
ilie Gleichung (60) fUr uns giiltig bleibt. Dass der Werth des ent
stehenden Doppelintegrales, falls letzte~es iiberhaupt einen Sinn hat, 
unabhltngig davon ist, welches orthogonale Curvensystem man der 
Berechnung zu Grunde legb, lehrt die Theone der bestimmten Inte
grale*). 

Das . einfachste System der verlangten Art wird gebildet von 
den um einen Punkt besehriebenen Kreisen und den durch den Punkt 
gehenden Strahlen, also geliefert durch das System der Polareoordi
naten r, q>, welehe mit unseren friiheren reehtwinkligen Coordinaten 
(27) zusammenhangen. Dabei ist r die Lange der Verbindungslinie 
des Punktes r, cp mit dem Anfangspunkte und cp der Winkel dieser 
Verbindungslinie gegen die Axe 'I} = O. Naeh (27) und (32) haben 
wir also 

*) Vgl. z. B. Thomae, Einleitung in die Theorie der bestimmten lnte
grale, Halle 1875, p. 88. 
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I: 2 '1· r qJ 
S = M sm 2ki COS 2k" 2 '1. r . tp 

1J = tIC 8m 2ki sm 2k' , 

r 
~ = cos 2ki' 
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wobei die Identitat (28) erfiillt bleibt. Fur das Bogenelement ds 
finden WIr hieraus: 

ds2 = d;2 + d'Y/2 - 4k2d~2 

(62) _ d 2 k 2 • 2 r 1 2 - r - k'S SIn lIki (rp • 

Auf ei~em Kreise hahen wir dr = 0, auf emem Radiusvector 
drp = Ozu nehmen; also geht (60) uher in 

(63) F = i:' J:Isin 2~i drdrp. 

Unmittelbar ergibt sich hieraus der Flacheninhalt eines Kreises 
mit dem Radius R; derselbe ist namlich gleich 

21t R 

(64) ~ J'drp J'sin 2~i dr = 2~,k2 (cos 2~i - 1). *) 
o 0 

U m den Inhalt eines Dreiecks zu berechnen, dessen Seiten mit 
a, b, c, dessen Winkel mit (x, {J, 'Y bezeichnet seien, legen wir die 
Seite c desselben in die Axe 1J = 0, und zwar so, dass ihr Schnitt
punkt mit a in den Anfangspunkt rallt. Die dritte Seite (b) des Drei
ecks werde ihrer Lage nach durch die Gleichung 

(65) u~ + V1] + ~ = 0 
in den durch (61) definirten Coordinaten dargestel1t; dann giht (63): 

2k2j' j! F= k' drp dt, 
o 1 

wobei nach (61) und (65): 

± 2ik (u cos 2~' + vain 2~') 
Z = ----;:===;====== Vl - 4k2 (u cos 2~' + v sin 2~'Y 

Wir haben sonach zunachst: 

(66) 
{J 

2k2 (J' ) F = k' Zdrp - f3 • 
o 

*) Fiir das Problem del' Quadratur des Kreiees gilt also eine analoge Be
merkung, wie sie oben bei der Rectification gemacht wurde (p. 475f,), 
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Urn Z nach rp zu integriren, setzen wir 

!p + .!p ... /~+ \I • !P + m tt cos 2k' V SID 2k' = r U v SID ~, t = sinl! !P j;, m ; 

Das hier zunachst unbestimmt gelassene V orzeichen ist jetzt so zu 
wahlen, dass die Elemente des Integrals sammtlich positiv werden. 
Wir setzen in (65) die Werthe (61) ein und finden fUr "1 = 0 (d. h. 
rp = 0 undo r = c): 

2kiu = - cotang 2~i' 
ebenso fiir ffJ = fJ, r = a: 

2ki (U cos 2~' + v sin 2~.) == - cotang 2~i' 
also unter Benutzung von (42): 

ok' . ~ . c . a . a c {J a. c 
'" ~'VSlD 2k' SID 2ki SID 2ki = SID 2ki cos 2ki cos 2k' - cos 2ki SID 2ki 

.a. {J ta« 
= - sm 2ki SID 2k' co ng 2ki ; 

und durch Einsetzen dieser Werthe: 

2k · ... /-r-+ 2 !P +.m 2k' ( !P '!P) ~ r U v cos ~ = ~ v cos 2k' - USlD 2k' 

• !po 0; C !p a 
8In 2P Bin 27? COB ill - COS W COB 2k' 

. c . « 
BIn 2ki BIn 2k' 

Bezeichnen wir nun mit (! die Lange des unter dem Winkel ffJ gegen 
die Axe '1J = 0 nach einem Punkte der Linie (65) vom Anfangs
punkte aus gezogenen Radiusvectors und mit "" den Winkel dieses 
Radiusvectors mit der Linie (65), und zwar denjenigen Winkel, welcher 
in dem Dreiecke mit den Seiten (}, c und dem Winkel ffJ der Seite c 
gegeniiber Iiegt, so ist der Zahler des letzten Ausdrucks nach (43) 

gleich cos 2~; also: 
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(68) 

'!f1 '!f1 --- + (l) cos 2k' cotang 2k' 
yU2+V2COS~= =---

2k k" C • a k" I! 
2 tSIn2kiSIn2k' 2 tSIn 2ki 

Ebenso Snden wir: 

2k '")/ 2 + 2 • 'P + co 2 k . ( . 'P + 'P ) ~ r u V sm ~ = ~ V sm 2k' 1£ cos 2k 0 

. 'P "+ 'Port C sm 2 k' cos 2k' cos 2k' BIll 2k' COs ill 
(69) . c . a 

Sin 2ki sm 2k' 
• tfJ I! 

sm 2k' COs 2ki (! 

----- = - cotang 2k" 
• C • " • 

8m 2ki sln 2k' 
und hieraus: 

(70) + -V 1 - 4k2(U2 + '1)2) sin2 'P 21. 00 = (sin 2t)-1. 
Das Einsetzen der Werthe (69) und (70) in (67) lehrt, dass das 
untere Vorzeichen zu wahlen ist. Die unbestimmt~ Ausfiihrung des 
auf die Variable t transformirten Integrals ergiht dann: 

J'ZdlP = - ik'log [8k2(U2 + '1)2) sin2 rp ;t,w - 1 - 4k2 (u2 + v2) 

+ 4k yu2 + '1)2 cos ~~ Vl-4k2(u2 + 'l)2)sin2'P2tw ] 

= - k' -ik'log [V 1 - 4 k2 (U2 + v2) sin2 cp ;t, W 

- 2k yu2 + v2 cos cp 2t, CO] 2. 

Fuhren wir auch hier die Grossen 1/J und (! miHelst (68) und (70) 
ein und berechnen den reellen und imaginaren Theil des Logarith
mus einzeln, so folgt weiter: 

:JZdlP = -1 + ilog (sin 2~i sin 2~-) + 2arctang (cotang 2~.) 

= - 1 + ilog (sin 2ti sin 2~) + ,,- t,· 
Fur die ohere Grenze rp = fJ ist '1 = a, t/J = y, und fur rp = 0 ist 
(! = c, 1/J = 2k'" - aj ferner hahen wir nach dem Sinussatze: 

o Q • '!f1 • C • a . C • n-a. 
sm 2ki SID 2k' = sm 2ki sm 2k' = sm 2ki sm --vr:-' 

also wird alJgemein: 
cp 1f '!f1+" lc' Zdtp = 271: - -k'-' 

o 
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N ehmen wir die obere Grenze endlich gleich {3, so gibt uns (66) 
den Fliicheninhalt eines Dreiecks mit den Winkeln a 1 {3, r in der Form: 

(71) F= 4k2 (7t - ct +2~'+ Y) 
Da der FHicheninhalt nothwendig durch eine positive Zahl gemessen 
wird, so folgt hieraus das wichtige Resultat: 

In der hyperbolischen Geometrie ist die Summe der Winkel cines 
geradlinigen Dreiecks kleiner als zwei Beckte (d. h. 7cleiner als 2xk'); 
diese Summe nimmt ab bei wachsendem Fliicheninhalte*). 

Es ist jetzt leicht, F als Function der Coordinaten der Ecken 
des Dreiecks zu berechnen; die Gleichung (57) ergiht unmittelbal': 

(72) F= 8k2 arcsin (xyz)V:A. = 87c2 arcsin ____ d~--_ 
4yDxyDyzDzx 4cos ak.cos~k.cos-kc. 

4t 4t 4t 

N ach (48)' haben wir ferner (Sin ~ ) 
2 • 2lc'. a . b F = 8 k arcsm -- Sill -. Sill -. . 

C 4kt 4kt 
cos 2ki 

Lassen wir nun die drei Seiten des Dreiecks unendlich klein werden 
und bezeichnen mit ds, ds' die unendlich kleinen Langen a, b, so 
finden wir das Flachenelement mit den Seiten ds, ds' und dem ein
geschlossenen Winkel r gleich 

1 d d" Y 2 s S SIll 2/(;'1 

eine Formel, welche uns die Berechnung von FHicheninhaIten aus
zufiihren lehrt, wenn nicht-orthogonale Curvensysteme benutzt werden, 
und welche mit der entsprechenden in der E uclidischen Geometrie 
iibereinstimmt. 

V. Die metrischen Grundbegriife fiir die hyperbolische Geometrie 
des Raumes. 

Wenn wir nunmehr zur Geometrie des Raumes in unseren Unter
suchungen zuriickkehren, so brauchen wir nicht aIle Aufgaben mit 
gleicher Ausfiihrlichkeit wie in der Ebene zu behandeln, da sich 
manche Ueberlegungen nach leicht ersichtlichen Analogien auf den 
Raum ausdehnen lassen. Nur wo die gerade Linie und deren Coor
dinaten in Betracht kommen, haben wir wesentlich neue Ansatze zu 
machen. Die homogenen Coordinaten sind schon fruher unabhangig 

*) Vgl. Lobatcbeffsky, Bolyai, Gauss, Riemann, a. a. O. 
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von metrischen Begriffen eingefuhrt worden (p. 458 f.) und konnen 
daher unbedenklich benutzt werden. 

N eu pracisiren miissen wir den Begriff der Bewegungen im 
Raume. Unter einer Bewegung fJerstehen wir eine Transformation, ver
moge deren jeder Punkt des Raumes wiederum in einen Punkt des 
Raumes, jede Ebene wiederum in eine Ebene, und ewar eine beliebige 
Ebene in jede andere Ebene ubergefuhrt werden kann. Hiermit ist die 
betreffende Transformation als eine lineare· ganz so charakterisirt, 
wie dies fiir eine Variable weniger in der 1jlbene geschah (p. 468); 
um aber die Bewegungen aus der Gesammtheit der Collineationen 
auszuscheiden, betrachten wir wieder die unendlich fernen Punkte. 
Jeder 801che Punkt muss wieder in einen unendlich fernen Punkt 
iibergehen; in jeder Ebene bilden diese Punkte einen Kegelschnitt 
(d. h. genugen einer homogenen Gleichung zweiter Ordnung zwischen 
den Coordinaten); die von ihnen erfiillte zweifach unendliche Mannig
faltigkeit muss daher im Raume auch durch eine Gleichung zweiter 
Ordnung dargestellt werden, und zwar durch eine solche mit nicht 
verschwindender Determinante, denn andernfalls wurden die durch 
die Spitze des unendlich fernen Kegels gehenden Ebenen nicht mit 
einer beliebigen anderen Ebene zur Deckung gebracht werden konnen. 
Es fragt sich jetzt nur noch, ob die unendlich ferne Flache eine ge
radlinige iet oder nicht, denn aIle anderen Besonderheiten der Flii.chen 
zweiter Ordnung in der Euclidis chen Geometrie sind metrischer 
N atur, d. h. beruhen auf Beziehungen zur unendlich fernen Ebene, 
bez. zum imaginaren Kugelkreise. Gabe es aber auf der Fliiche eine 
gerade Linie, so wiirden in jeder durch dieselbe hindurchgehenden 
Ebene die unendlich fernen Punkte ein Linienpaar erfullen, und eine 
solche Ebene wiirde nicht- mit einer beliebigen Ebene durch Be
wegung zur Deckung gebracht werden konnen*). Die unendlick fernen 

*) Auch mittelst der Annahme, dass die Fundamentalftache reeIle Gerade 
besitze, lasst sich natiirlich eine in sich consequente Geometrie aufbauen; doch 
miisste man dann die Annabme aufgeben, dass eine jede Ebene durch Drehung 
nm eine in ihr liegende Gerade mit sich selbst znr Deckung gebracht werden 
konne. Es wiirde ferner zu nnterscheiden sein zwischen solchen Geraden, welche 
die Flliche in zwei reeHen, und solchen, welche sie in zwei imaginaren Punkten 
treffen. Eine Gerade der ersten Art warde nie mit einer Geraden der zweiten 
Art durch Bewegung znr Deckung gebracht werden konnen. J ede Gerade der 
ersten Art schickt auch zwei reeHe Tangentenebenen an die FUiche j und diese 
Ebenen wiirden mit jeder anderen Ebene desselben Biischels einen unendlich 
grossen Winkel bilden. Mittelst der Methoden der projectivischen Geometrie 
sind weitere Satze der Art leicht abzuleiten. Vgl. Klein, Math. Annalen, Bd. 6, 
p. 127 f. und Poincar6, a. a. O. 
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Pun7cte erfiillen sonach eine reelle nicht geradlinige Fliiche zweiter Ord
nung; ttnd die Bewegungen werden durch diejenigen linearen Trans
formationen des Raumes gegeben, welche diese Fliiche in sick iiberfiikren. 
Sei Q",,,, = 0 die Gleichung derselben in den vier homogenen Coordi
naten Xi, so ist offenbar die Entfernung r zweier Punkte a; und y 
durch die Gleichung (7) oder (9), p. 470, das Bogenelement ds durch 
(10) gegeben, wenn wir jetzt iiberall unter Q.,., eine homogene FunctiQn 
zweiten Grades von vier Variabeln, tlnter Q"'tI die zugehOrige Polaren
bildung verstehen; in (8) haben wir die Gleichung iler Kugel vor uns. 

Durch unsere fruheren Untersuchungen fiber die Transformation 
einer Flache zweiter Ordnung in sich (p. 356 ff.) sind uns aHe mog
lichen Arten von Bewegungen bekannt; auszuscheiden haben wir nur 
diejenigen Falle, in denen mit einem imaginaren Elemente nicht 
gleichzeitig das conjugirt imaginare fest bleiben kann. Da ferner 
aIle Bewegungen eine Grnppe bilden solI en , so kommen nur die 
eigentlichen Transformationen in Betracht*). Es bleiben dann fol
gende Falle: 

1) Nr. 1, p. 361, die allgemeinste Art der Ortsveriinderung. AIle 
Punkte bewegen sich auf Flachen zweiter Ordnung, welche die un
endlich ferne Flache in zwei Paaren einander conjugirt imaginarer 
Erzeugenden schneiden, d. h. in zwei reellen Punkten beriihren. U m 
reelle Variable einzufiihren, setzen wir in den fraberen Gleichungen 

Xl = Xl + 27cx4, X 2 = X2 + ia;s, A. + Al = (A. - A.t )&, 
X4 = Xl - 2ka;4' Xs = Xli - ia;S1 A. + A.s = (A. -ls)eai I 

und erhalten dadurch die Gleichung der unendlich fernen FHiche 1ll 

der Form 
(1) a; 1I + a; 2 + X 2 - 4k2 a; 2 = 0 I :I 8 4 , 

die Bewegung dargesteUt durch die Gleichungen: 

(2) 
Xli = ;2cosa + ;3 sina , 

Xs = - ;2 sina + ;3 cosa, 

a;1 = ;1 cos!; + 2ki~4 sin!;, 
" z 

27ca;4 = i;l sin ~ + 2k~<1cOS ~, 
$ " 

Nun findet man ea als Ausdruck fur das Doppelverhaltniss, welches 
zwei einander entsprechende Punkte der festen Axe X2 = 0, a;3 = 0 
und die Schnittpunkte dieser Axe mit der unendlich fernen FJache 
bestimmenj daher ist a gleich der mit 2k multiplicirten Entfernung 

*) Man iiberzeugt sich leicht, dass die uneigentlichen Transformationen den 
Spiegelungen der Euclidischen Geometrie in gleicher Weise zur Seite stehen, 
wie die eigentlichen den Bewegungen. 
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dieser beiden Punkte von einander. Ebenso ergibt sich das von 
zwei einander zugeordneten Ebenen des Buschels Xli + lies = 0 und 
von den beiden an die Flache (1) durch die Biischelaxe zu legenden 
Ebenen bestimmte Doppelverhaltniss gleich eai • In Analogie mit den 
Festsetzungen fur die ebene Geometrie wollen wir nun den mit ik' 
multipZicirten Logarithmus dieses Doppelverhiiltnisses wieder als Winkel 
der heiden Ebenen definiren, so dass dieser Winkel durch Gleichung 
(14), p. 474 dargestellt wird, wenn 'Vuu = 0 die Gleiehung der un
endlich fernen Flache in Ebenencoordinaten bedeutet. Wir konnen 
dann sagen, dass die Bewegung aus einer Verschiebung langs einer 
gewissen Axe um die Grosse 2ka und in einer gleichzeitigen Drehung 
von del' Grosse 2 k' 0: um dieselbe Axe besteht, dass es sich also urn 
eine Schraubenbewegung handeH. Wir konnen uns die Ueberf"uhrung 
der Punkte aus einer Lage in die andere durch successive unendlich 
kleine Schraubenbewegungen bewerkstelligt denken; und dabei hat 
sich jeder Punkt auf einer Curve zu bewegen, deren Punkte sich 
nach den Gleichungen (65), p. 318 vermoge unserer Substitution 
mittelst der Formeln 

(3) 
Xli = 1'2 cos no: + 1'a sin no:, 

Xa =-1'2sinna+ fs cos no:, 

durch einen Parameter n ausdriicken lassen. Die 1'i sind hier die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes, durch den die Curve (fiir 
0: = 0, a = 0) hindurchgehen solI. 

Die eingefiihrte Definition des Winkels ist unmittelbar nur auf 
sich schneidende Ebenen anwendbar, insofern man durch den Winkel 
die Grosse einer Drehung messen will; die analytische Formel bleibt 
aber auch fiir sich nicht schneidende Ebenen anwendbar. Fij.hren 
wir auch im Raume den Begriff der idealen Punkte, Ebenen und Ge
Iaden ein (p. 471 f.), so gehort die Schnittlinie zweier sich in Wirk
lichkeit nicht schneidenden Ebenen zu den ideal en Geraden, und ihr 
Winkel wird bestimmt durch das Doppelverhaltniss, welches sie zu
sammen mit den beiden durch ihre ideale Schnittlinie gehenden 
(ebenfans idealen) Tangentialebenen der unendlich ferne~ Flache 
bilden. Ist die ideale Schnittlinie insbesondere eine Tangente dieser 
Fliiche, so wird der Winkel der Ebenen gleick Null. Der Winkel ist 
dagegen ein reckter, wenn die beiden Ebenen einander in Besug auf 
die Fliiche (1) conjttgirt sind. 

Das zur Messung des Winkels dienende Doppelverha.Itniss ist 
ofl'enbar gleich dem Doppelverhaltnisse der vier Strahlen, in denen 

Clebsch, Vorlesungen. IT,l. 82 
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die vier Ebenen von irgend einer Ebene geschnitten werden, welche 
die conjugirte Pol are der gemeinsamen Schnittlinie jener vier Ebenen 
enthli.lt; der Winkel zweier Ebenen ist daher gleich dem Winkel zweier 
geraden Linien, in denen diese Ebenen von irgend einer dritten zu beiden 
senkrechten Ebene geschnitten werden, vorausgesetzt natiirlich, dass zur 
Definition des Ebenen- und des Geraden-Winkels dieselbe Constante 
k' benutzt wird. Das Doppelverhaltniss der vier Ebenen ist auch 
gleich dem Doppelverhaltnisse ihrer vier Schnittpunkte mit der con
jugirten Polare ihrer gemeinsamen Axe, von denen zwei (als Be
riihrungspunkte zweier Ebenen) auf der unendlich fernen FHiche 
liegen. 1st also die Schnittlinie zweier Ebenen ideal und nicht eine 
Tangente der Flache, so haben beide Ebenen eine gemeinschaftliche 
Normale, und die' Lange dieser Normale (Entfemung ihrer beiden 
Fusspunkte von einander) dient zur Charakterisirung der gegensei
tigen Lage beider Ebenen; ist diese Lange gleich lund bezeichnet 
'P die gegenseitige Neigung der sich nicht schneidenden Ebenen, so 
haben wir nli.mlich: 

l !p 
k = ik' = log a, 

wo ex das betreffende Doppelverbaltniss bezeichnet. Diese Formel 
zeigt, dass die Neigung zweier sich nicht schneidenden Ebenen noth
wendig eine rein imaginiire Zahl ist. Letzteres wird in der That 
dadurch bedingt, dass die beiden benutzten Tangentialebenen der un
endlich fernen Flache reell sind, wahrend sie bei zwei sich Bchnei
den den Ebenen imaginar waren. 

Wir batten jetzt noch die Neigung einer geraden Linie gegen 
eine Ebene und die Entfernung eines Punktes von einer Geraden zu 
bestimmen; beide Aufgaben werden sich von selbst erledigen, wenn 
wir weiterhin die Frage nach der kiirzesten Entfernung zweier Ge
raden von einander ins Auge fassen. 

2) Nr. 3, p. 363. 1m vorigen FaIle ist a = 0; die Bewegung 
besteht also in einer Rotation urn die Axe X 2 = 0, Xs = 0. 

3) Nr. 3, p. 363. 1m ersten FaIle ist a = 0; die Bewegung be
steht in einer Verschiebung langs der Axe X 2 = 0, Xs = 0; dieselbe 
ist aquivalent mit einer Rotation urn die ideale Axe Xl = 0, X4 = O. 

4) Nr. 4, p. 363. Die ideale Axe der Rotation ist eine Tangente 
der unendlich fernen Fliiche. Wird die Gleichung dieser FIache in 
der Form 
(4) 

vorausgesetzt, so lautete die Transformation: 



(5) 
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Xl = =-1 + A(=-2 + =-a) - N=-,lI 
X 2 = =-2 - A=-4' 

X 4 = =-4' 
Xs = =-s - A=-4" 

Hierin setzen wir: 

(6) Xl = Xl + 2kx4 , X2 = x2 + ixs' 
X4 = Xl - 2kx4 , Xa = x2 - ixs j 
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dann geht (4) wieder in (1) liber, und es wird eine reelle Bewegung 
durch die Gleichungen 

(7) 
2XI == (2 - N)~l + 2M2 + 2kN~4' 

X2 = - A~l + ~2 + 2kA~4' Xs = ~3' 
4kx4 = - N~l + 2A~2 + 2k(2 + N)~4 

dargestellt. Daher bleibt jeder Punkt der idealen Axe x2 = 0, 
xl -2kx4=0 fest, und jede Ebene des Biischels XS+l(XI-2kx~=0 
wird in sich iibergefiihrt. J eder Punkt bewegt sich daher auf einem 
Kegelschnitte, der die Axe des erwiihnten Biischels im unendlich fernen 
Punkte x2 = 0, Xs = 0, Xl - 2kx4 = 0 berlihrt. Jeder solche Kegel
schnitt geht mit dem unendlich fernen Kegelschnitte seiner Ebene 
daselbst eine Beriihrung dritter Ordnung ein, ist also eine Grenf!curve; 
es wird niimlich auch jede Fliiche des Biischels 
(8) Xl 2 + X22 + xs2 - 4k2x42 + P,(XI - 2kx4)2 = 0 
in sich iibergefiihrt, und aHe diese FHtchen beriihren sich Hi.ngs der 
beiden imaginaren unendlich fernen Geraden, in denen die Ebene 
Xl - 2kx4 = 0 von den Ebenen X2 + ixs = 0 geschnitten wird. 
Eine Fliiche, welche die unendlich ferne FIache so in zwei je doppelt 
ziihlenden Erzeugenden schneidet, nennen wir eine Grenzflache; sie 
entsteht aus der Kugelfiache, d. h. aus einer Fliiche, welche die un
endlich ferne Flache langs eines Kegelschnittes beruhrt, wenn der 
Mittelpunkt der Kugel auf die unendlich ferne Flache riickt, und 
somit der Beriihrungskegelschnitt in ein Linienpaar ausartet. Die 
Gleichung derKugel ist wieder durch (8), p.470 gegeben, wenn dort 
Qxx die linke Seite der Gleichung der unendlich fernen Flache be
deutet. Da aIle Grenzfiachen der Schaar (8) durch un sere Bewegung 
in sich libergehen, so haben die Punkte jeder Flache von irgend 
einer anderen Flache der Schaar constanten Abstand. In der That, 
es sei X ein Punkt der Fliiche (8), geschrieben in den urspriing
lichen Coordinaten Xi, d. h. der FHiche 

Xl X4 + X 2 Xs + (1 Xl = 0, 
und es sei Y ein Punkt der entsprechenden Fliiche mit dem Parameter 
p,', so ergibt sich ihre Entfernung S aus der Gleichung 

s Xl Y4 + X 4 Y1 + X2 Ya + Xa Y2 
COS- = . 

2ki 2VP.P.'X4 Y 4 

32* 
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Steht nun die Verbindungslinie X - Y senkrecht auf beiden Flachen, 
d. h. geht sie durch den Punkt XII = 0, Xs = 0, X, =0, so ist 

YI = XI (l + l), Yll = X21 Ys = Xu, X, = Y" 
und mit Hiilfe der Gleichung der zweiten Flache finden wir 

8 + ' cos -=- p. P. 
2ki 2~' 

also in der That S nur abhangig von p. und p.'. 
Von Interesse ist es, die Geometrie aUf einer Gren~fliiche noch 

naher zu verfolgen. Zunachst berechnen wir die Lange des Bogens, 
welchen der Punkt X bei der Bewegung (5) beschreibt. Das Bogen
element ergibt sich durch Betrachtung einer unendlich kleinen Be
wegung, welche durch die Formeln 

dXI = dA(X2 + Xs) - 2AdAx.., dX4 = 0, 
d14 = - dAX41 dXa = - dAX" 

gegeben wird. Das Linienelement ist dann nach (10), p.471: 
dB dA 
2k=~' 

wenn der Bogen auf der Grenzfl.ache mit dem Parameter p. gemessen 
wird. Den Punkt X fiihren wir mittelst einer zweiten Bewegung 
in Y iiber, wohei 

~ = Xl + iM(X2 - Xa) - M2X" 
(9) ~=X4' 

:fa = Xs - iMX". 
Obgleich hier die imaginare Einheit i eingeht, haben wir doch eine 
reelle Bewegung, denn mittelst (6) ergiht sich die entsprechende 
reelle Transformation 

2111 = (2 - W)Xl - 2Mx2 + 2kM2X4I 

Y2 = XII I Yu = - MXI + Xu + 2kMx41 
4ky" = - M2Xl - 2Mxu + 2k(2 + W)x4 • 

Bei dieser Bewegung bleibt jeder Punkt der idealen Axe Xu = 0, 
Xl - 2kx4 = 0 fest, sie geschieht also senkrecht zu der Bewegung (7): 
AIle Grenzcurven, welche bei der neuen Bewegung in sich iibergehen, 
werden rechtwinklig geschnitten von allen Grenzcurven, die in gleicher 
Beziehung zu der friiheren Bewegung stehen. Die Zusammensetzung 
beider Bewegungen fiihrt zu den Formeln: 

Yr ==1 + (A + iM)=2 + (A-iM)=u - (N+ W)=" , 
(10) Y2 = =2 - (A - iM)=41 

1'; ==3 - (A + iM)=., ~==4' 
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Nehmen wir A und M gleichzeitig unendlich klein, so geht Y in = + d= iiber, und es wird 

d=l = CdA + idM)=2 + CdA - idM)=3 - 2(MdM + Ad/\)=4' 
d=2 = - CdA - idM)=4, 
d=s = - (d/\ + idM)=4' d=4 = O. 

Fiir die Entfernung ds der beiden unendlich benachbarten Punkte 
auf der Flii.che (8) gewinnen wir jetzt die Gleichung 

(11) ds 2 dN+dW 
4k2 = (J, 

Das Bogenelement auf der Grensfliiche driickt sick sonack durch die 
Parameter der beiden su einander ortkogonaZen Sckaaren von Grens
curven genau ebenso aus, wie in der ebenen Euclidiscken Geometrie 
durck die rechtwinkligen Coordinaten. Bieraus konnen wir sofort 
folgern, dass in der nicht-Euclidischen Geometrie auf der Grenz
Hache aIle metrischen Satze der gewohnlichen Euclidischen Geo
metrie Giiltigkeit haben, wenn man nur die geraden Linien der 
E u eli dis c hen Ebene durch die Grenzcurven unserer Grenzflache er
setzt. Es wird dies recht deutlich bei Betrachtung des Ebenen
biindels, des sen Scheitel im unendlich fernen Mittelpunkte der Grenz
Hache liegt; die metrische Geometrie in dies em Ebenenbiindel ist 
namlich das genaue dualistische Gegenbild der Euklidischen Geo
metrie der Ebene. Es entsprechen sich 

im Ebenenbiindel: 
Ebene des Biindels, 
Strahl des Biindels, 
Unendlich ferne Ebene des Biin

dels (X4 = 0), 
Die beiden imaginaren Erzeugen

den, in denen die unendlich ferne 
FIache von der Ebene X4 == 0 ge
schnitten wird, 

Der Winkel zweier Ebenen. 

auf der Ebene: 
Gerade Linie der E bene, 
Punkt der Ebene, 
Unendlich ferne Gerade der Ebene, 

Die beiden imaginaren Kreispnnkte 
der Euclidischen Ebene, 

Der Winkel zweIer Geraden. 

Der Winkel zweier Ebenen im Sinne der nicht-Euclidischeu 
Geometrie war definirt durch das Doppelverhaltniss, welches sie mit 
den beiden durch ihre Schnittlinie gehenden Tangentialebenen der 
FHiche (4) bestimmen; die letzteren Ebenen gehen aber in unserem 
Biindel stets durch die genannten beiden imaginaren Erzeugenden 
hindurch, so dass ihnen in der That die Verbindungslinien des Scheitels 
eines Winkels mit den imaginaren Kreispunkten dualistisch gegen
iiberstehen. 
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Der Entfernung zweier Punkte in der Euelidischen Geometrie 
entspricht die gegenseitige Neigung zweier Geraden in unserem 
Bun del. Die in der Ebene dieser beiden Geraden gelegenen Tan
genten der Flache (8) fallen jetzt in die Schnittlinie der Ebene mit 
der Ebene X, = 0 zusammenj in Folge des sen wird das zur Berech
nung des Winkels dienende Doppelverhaltniss gleich Eins, der Loga
rithmus desselben nnd somit der Winkel selbst gleich Null. Zwei 
Linien also, die sich auf der unendlich fernen FIache schneiden, 
schliessen den Winkel Null einj solche Linien konnen wir als 
einander parallel bezeichnen. Gleichwohl ergibt sich fur das gegen
seitige Verhiiltniss der Neigungen zweier zu derseIben dritten Linie 
parallelen Geraden gegen diese dritte Linie ein bestimmter end
licher Werth. So kOnnen wir in einem BilndeZ von Parallellinien die 
gegenseitige Neigung eweier Geraden durck eine bestimmte, von Null 
verschiedene Zahl messen, sobald wir als Einheit die Neigung eweier 
willkiirlich aber fest gewiihlten Geraden eingefuhrl haben. Doch hat 
diese Messung der Neigung nur innerhalb eines und desselben Biin
dels von Parallel en eine Bedeutung. 

Um dies analytisch naher zu verfolgen, bedienen wir uns des 
durch (6) eingefiihrlen Coordinatentetraeders. Es wird dann durch 
eine Hneare homogene Gleichung in den Ebenencoordinaten Us, us, u, 
eine durch die Ecke U1 = 0 gehende Gerade dargesteHt, durch eine 
solche Gleichung in den Liniencoordinaten Pm P181 P14, eine demselben 
Bundel aIlgehOrige Ebene gegeben. 

Da pilc + 4P;1; die Coordinaten einer Linie des durch P und p' 
bestimmten Buschels sind (vgl. p.65), vorausgesetzt, dass p und P' 
sich nefi'en, so bestimmt sich der Winkel fP von p und p' aus der 
Gleichung 

(12) • cp v<t>;p,-4>pp4>p'P' 
SIn 2k' = 'II ' 

I' 4>pp 4>p'p 

wo <J>pp = 0 die Gleichung der unendlich fe-rnen Fliiche in Linien
coordinaten bedeutet. 1st Ua'J = 0 die symbolische Gleichung-der
selben FIache in Ebenencoordinaten, so konnen wir setzen (vgl. 
p. 142 und 198): 

<Ppp = (afJrey)2 = (yhxy)S, 

wobei re, y zwei Punkte der Linie p bezeichnen. 1st insbesondere 
x der Schnittpunkt beider Geraden und P;I; = XiY; - XkY~' so wird 

<P;p' - <J>pp<Pp'p' = (apxy) (afJrey}(l'~xy)(y'hxy') - (afJrey)2(y~xy')'J 

= (a{Jxy)(r~xy')[(afJxy') (y,}xy) - (afJrey) (y,}xy')]. 
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Die eckige Klammer auf der rechten Seite ist nach bekannten Iden
titaten gleich 

(ayxy')(rhxfJ) + (yfJxy') (rhxa) = CfJrhx)ua - (arhx)u{J, 
wobei U die Ebene der Punkte x,y, y' bezeichnet. Da sich die 
beiden Glieder der rechten Seite bis auf das V orzeichen nur durch 
Vertauschung von a und fJ unterscheiden, so wird, wenn II zur Ab
kiirzung den Ausdruck <I>;p' - <l>pp <l>p'p' bezeichnet: 

II = 2(afJxy)(rhxy') CfJrb)ua • 

Die rechte Seite formen wir mittelst der Identitii.t 

(afJxy)(rhxy') = (rhxfJ) (ay' xy) + (rfJxy') (ahxy) + (Phxy')(arxy) 
urn, und beriicksichtigen die Vertauschbarkeit von r und h, so 
ergibt sich 

II = - 2 (fJrhx)2 ua2 + 4(fJrhx)(rfJxy')(ahxy)u",. 

W egen der Vertauschbarkeit von fJ und h ist das zweite Glied der 
rechten Seite wieder gleich 2 II, also wird schliesslich 

II = 2(Prhx)2u",2. 
Hierin ist ausgesprochen, dass der Zahler der rechten Seite von (12), 
wie es eben behauptet wurde, verschwindet, sobald der Scheitel x 
des Strahlbiischels auf der unendlich. fernen Fliiche liegt. Da nun 
fur kleine Argumente der Sinus durch das Argument selbst ersetzt 
werden kann, so wird in diesem E'alle 

V2({:J r 8 X)IU~ 
(13) 2~' = Y (a (:Jxy)! (rDxy')! 

In dem Verhiiltnisse der Neigungen zweier Linien p' und p" gegen p 
hebt sich der verschwindende Factor (fJrhx)2 des Zii.hlers beralls, 
und das Verhli.ltniss erbiilt einen endlichen Werth. 

Gehen wir jetzt zu den in (6) eingefiihrten speciellen Coordi
naten zuriick, so konnen wir setzen 

2 2 + 2 1 (Jl)2 2 1 (Jl ')2 '2 U a = U2 US, 2" aJlxy = PH" 2" aJlxy = P14, 

U2 = PiSP;! - P14P{S, 1-'S = P12P{4 - P14P{2 • 

Da ferner P14 = P{4 = 1 angenommen werden darf, so wird die 
Neigung der llnserem Bundel angehOrigen Geraden P und p' pro
portional zu 
(14) Y(PiS - p{S)2 + (P12 - P~2)2, 

also durch dieselbe Formel gemessen, wie die Entfernung zweier 
Punkte in der Euclidischen Ebene. Wenden wir aber die Varia
beln ~ und entsprechend Pile an, so ist der Ausdruck (14) zu er-
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setzen durch V(P12 - P{j!) (P1S - PW). Fasst man Pals Ver
oindungslinie eines durch (10) dargestellten Punktes Y unserer Grenz
flii.che mit dem Scheitel unseres Biindels auf7 steht P' in derselben 
Beziehung zu einem Punkte Y', dem nach (10) die Parameter A' 
und M' zukommen, so wird diese letztere Quadratwurzel proportio
nal zu 

YCA - 1\')2 + (M - M')!', 

also auch proportional zu dem Ausdrucke fiir die auf der Grenzflii.che 
gemessene Entfernung zweier Punkte, wie er sich aus dem in (11) 
berechneten Bogenelemente ergeben wiirde. Wir sehen hieraus, dass 
die beiden auf der Grenzflache gelegenen 7 unendlich fernen imag\.
naren Erzeugenden auf dieser Flache in der That dieselbe Rolle 
spielen, wie die imaginaren Kreispunkte in der Ebene; man hat nur 
die Grossen A und M an Stelle der rechtwinkligen Cartesischen 
Coordinaten zu benutzen. Insbesondere steUt eine lineare Gleichung 
in A, Meine Grenzcurve dar; durch zwei beliebige Punkte der Flache 
geht also nur eine solche Curve. Zu einer beliebigen Curve dieser 
Art kann man durch einen gegebenen Punkt nur eine Parallele 
ziehen, namlich diejenige Grenzcurve 7 von welcher die gegebene im 
unendlich fernen Punkte beriihrt wird. Die Gleichung A + iM = 0 
stellt nach (10) den Schnitt der Flii.che mit der Ebene YS =4 - Y",=s 
dar, also die eine der beiden ausgezeichneten imaginaren Erzeugenden 
selbst. So gelten filr das System der Grenzcurven nach den auf
gestellten Formeln dieselben metrischen Siitze7 wie fiir das System 
der geraden Linien in der Euclidischen Geometrie*). 

Wit' kaben daher kein Mittel, dwrch Betrachtung von nur ebenen 
Figuren su entscheiilen, ob .wit' es mit einer Euclidischen Ebene oder 
mit einer nicht-Euclidischen Grensfliiche zu thun haben. Erst durch 
das Hinausgehen in den Raum bemerken wir den Unterschied, denn 
das Bogenelement ist nach (11) fUr jede Parallelftache zur Grenz
flache ein anderes7 in der Euclidischen Geometrie aber dasselbe fiir 
aUe zu einer Ebene parallelen Ebenen. Dass wir in der gewohn
lichen ebenen Geometrie von einer unendlich fernen Geraden7 auf der 
Grenzftache aber nur von einem unendlich fernen Punkte sprechen7 
ist kein wesentlicher U:pterschied. Die Einfiihrung der sogenannten 
unendlich fernen geraden Linie hatte ja nur den Zweck, allen Satzen 
der projectivischen Geometrie ausnahmslose Giiltigkeit beizulegen. 
Verzichtet man hierauf, so ist es sehr wohl gestattet, in der Ebene 
nur einen unendlich fernen Punkt vorauszusetzen, durch den dann 

*) VgI. Bolyai und Frischo.uf a.. a. O. 
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alle geraden Linien hindurchgehen; und so geschieht es in der That 
in der Theorie der complexen FUllctionen und des logarithmischen 
Potentials. Der Satz z. R, dass durch jeden Punkt einfach unend
lich viele gerade Linien hindurchgehen, erleidet dann eine Aus
nahme fUr den unendlich fern en Punkt; der Satz, dass zwei Pnnkte 
eine gerade Linie bestimmen, wiirde dann nicht mehr geIten, wenn 
einer dieser Punkte in das Unendliche riickt. Andererseits ist hervor
zuheben, dass man, wenn die hyperbolische Geometrie zu Grunde gelegt 
wird, auf der Grenztlache eine geometrische Darstellung der complexen 
Variaheln I\. + iM zur Verfugung haben wiirde, die den Anforderungen 
der Functionentheorie und der projectivischen Geometrie gleichmassig geniigt. 

Den in (12) fur die Neigung zweier sich schneidenden Geraden 
aufgestellten Ausdruck konnten wir, in Uebereinstimmung mit der 
gewohnlichen Geometrie, zur Definition der gegenseitigen Neigung zweier 
beliehigen Geraden benutzen und nachhaglich geometrisch deuten. 
Wir ziehen es vor, vom Begriffe der kiirzesten Ent{ernung zweier Ge
raden ausgehend, denjenigen der Neigung neu zu entwickeln. 

Es sei p die Verbindungslinie der Punkte x, y und p' diejenige 
der Punkte x', y'; ferner bedeute r die Entfernung eines beliebigen 
Punktes Itx + p,y der ersten Linie von cinem Punkte It' x' + p,' y' 
der zweiten. Dann haben wir 

r la'Q",x' + f,tJ..'Qyx' +If,t'QXY' + f,tf,t'Qyy' 

(15)eos2ki=va~Q +2lf,tQ +f,t2Q Ya'2Q"+2J..'f,t'Q"+1I-'2 Q,, xx xy yy x x x y y y 

Die absoluten Werthe der vorkommenden Verhiiltnisszahlen konnen 
wir uns so bestimmt denken, dass die beiden Quadratwurzeln des 
N enners gleich einer und derselben gegebenen Constante 0 werden, 
so dass: 

(16) 1t2Qxx + 2}"p, Qxy + p,2Qyy = 1t'2Qx'x' + 2}'" p,'Qafy' + p,'2Qyy =02• 

SoIl nun r einem Maximum oder Minimum entspreche;n, so ist dazu 
nach der Theorie der relativen Maxima und Minima die Erfiillung 
folgender Gleichungen nothwendig: 

(17) 

It'Qxx' + p,'QXY' + M(1t Q xx + /L Q",y ) = 0, 

J'Qyx' + p,'Qyy' + M(1t Qxy + /L Qyy ) = 0, 

J Qxx' + /L Qyx' + N(It'Q""x + p,'Qafy') = 0, 
J Qxy' + p, Qyy' + N(It'Qx'y' + /L'Qy'y') = 0. 

Multipliciren wir die erste Gleichung mit }", die zweite mit p, und 
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addiren die entstehenden Producte, multipliciren wir ebenso die 
dritte mit 1', die vierte mit 1", und addiren, so ergibt sich 

r 
(18) M· 0 = N· 0 = o· cos 2 ki· 

Fir die Grosse M = N finden wir aus (17) durch Elimination 
von A, 1', 1', p,' die Bedingungsgleichung 

MQ." 

MQ'!I 
Qg.,' 

Qvg' 

Q",,,,' 

Q .. "" 
MQ:r/",' 
MQr/"" 

Q"'tI 

QlI tI 
MQ""", 
MQ",tI 

=0. 

Die links srehende Dererminante ist von der Form 

M'B+MIS+ T, 
wo sich die Coefficienten am einfachsten mittelst der symbolischen 
Methoden berechnen lassen. Sei zur Abkurzung 

so finden wir 
(ab)." = a.,bll - all b"" 

1 1 
R = a.,b"(ab)"'lIc:r/dr/(cd).,,y, = 4" (a b); 11 (cd)!'tI = 4" <l>pp<l>p'P', 

1 
T = a., by (ab)""lI,c:t/dtl(cd).,y = 4" <I>;p', 

1 
S = 4" (ab)n(cil)""g,[(ab).,.,,(cd)Y'lI + (ab)"'lI{cd)z'" 

+ (a b)"., , (cd).", + (ab)lIl1,(cil).,',.] 

= ! (ab)"l1 (cd}.,y' [(abca)(xyx' y')- (ab):tItl(ca).,,- (ab)", 11 (cd)"'t/] 

= ~ [A{xyx'y'yt - <I>;p' - <l>pp<l>p'p']' 

Unsere Gleichung fiir M wird so schliesslich: 

(19) (Mil - 1)2<1>1'1'<1>1"1" + (M! - 1)[A(xyx'y')2 + <l>pp<l>p'P' - <1>;1"] 

+ A(xyx' y')2 = O. 

Werden die Wurzeln*) mit Ml und M2 bezeichnet, die zugehorigen 
Werthe von " mit '"1 und "" so haben wir nnter Beriicksichtigung 
von (18) 

M, iMI _ 2 '1'1. II r~ _ <1>;1" 
1 II - cos Wcos 2k· - q;-~, 

(20) t t pp p'p' 

(1 -M2)(1- 11".2)= . III · 22-_(Xyx'y')IA 
1 .LUI sm 2k' sm 2k· - '" '" 

• • "'pp "'p'p' 

(p,p')ZA 

<1>1'1' <1>1"1" 

*) Unter Benutz.ung rechtwinkliger Coordina.ten (vgl. aben p. 481) wird 
bei Killing (a. a. O. p. 60) in analoger Weise oQige Hiilfsgleichung filr M in 
Determinantenform a.ufgestellt, aber nicht auf die einfachen Formen (19), (20) 
nnd (21) reduckt. 



Projectivische und metrische Geometrie. 507 

Der erstere A.usdruck entspricht genau demjenigen, welcher in 
der Euclidischen Geometrie als Quadrat des Cosin,us der gegenseitigen 
Neigung beider Geraden auf tritt, der andere demjenigen, welcher ge
wohnlich als Quadrat des Momentes bezeichnet wird. Die Elimination 
von M aus den beiden ersten Gleichungen (17) ergibt: 

(11.' ax2 +p,' aXay') (lbxby + p,by2) 

- (l' ayax ' + p,' ayay') (lbx2 + p.b", by) = 0 i 

die linke Seite ist aber identisch mit 

~ (ab)",y[II.l'(ab)xx' + Ap.'Cab)>;y' + l'p,(ab)yx' + p.p.'(ab)yy-] 

= (ab)xll(ab)lx+fty, .t'X'+f"Y' = <l>p1t, 

wo 'It die Verbindungslinie des Punktes AX + p,y mit dem Punkte 
A.' x' + p.' y' bezeichnet. Das Verschwinden von <l>pn sagt also nach 
dem Obigen aus, dass die Linie r1 (das ist die kurzeste Entfernung) 
auf den gegebenen Linien p u:ud p' senkrecht stehtj dasselbe lasst 
sich ebenso von der Linie r2 beweisen. Wir haben daher durch vor
stehende Rechnung gleichzeitig zwei gerade Linien bestimmt, welche zu 
den beiden gegebenen Geraden rechtwinklig sind und beide schneiden. 
Es sind dieses oft'enbar keine anderen Linien, als die beiden gemein
schaftlichen Transversalen der Geraden p, p' und ihrer conjugirten 
Polaren in Bezug auf die unendlich ferne Flache; oder es sind, wie 
wir kurz sagen konnen, im Sinne der hyperbolischen Geometrie die 
beiden Hauptaxen derjenigen Congruenz, welche durch die specie lIen 
Complexe mit den A.xen p und p' bestimmt werden ("verallgemeinerte" 
Hauptaxen in unserer fruheren Bezeichnung, vgl. p. 348). Beide 
Hauptaxen sind auch einander in Bezug auf die Flacke (1) polar
conjugirt; die eine von ihnen gehOrt daher zu den idealen Linien und 
kommt fur unsere Fragestellung nicht in Betracht. 

Nun wird die ideale Strecke r2 gemessen durch das Doppel. 
verhiiltniss, welches ihre heiden Endpunkte und die Schnittpunkte 
ihrer Verlangerungen mit der Flache (1) bestimmen. Dieses Doppel· 
verhii.ltniss ist nach der Polarentheorie gleich demjenigen der beiden 
durch r1 gehenden Tangentialebenen der Fliiche (1) und derjenigen 
Ebenen, welche man durch das gemeinsame Loth r1 rechtwinklig zu 
den beiden Linien p, p' legen kann. Wird der Winkel der beiden 
letzteren Ebenen mit PI bezeichnet, und derjenige der beiden ent· 
sprechenden durch r2 zu legenden Ebenen mit lPll' so haben wir; 

(20 a) 
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Unter Ausschliessung aller idealen Elemente bestimmen sich daher 
kiirf!este Entfernung 1'1 und Neigung CP1 zweier Geraden p und p' aus 
den Gleichungen: 

(21) 

sin ~ sin !E!, = (p> p') VA 
2k~ 2k Y$ $, , 

PP 1'1" 
ri !Pi $1'1" 

cos 2ki cos W = -./ 
Y ct>1'p ct>p'p' 

Schneiden sich die beiden Linien, so wird 1'1 gleich Null (wahrend 
die Richtung des gemeinsamen Lothes vollkommen bestimmt bleibt), 
und wir kommen fUr CPt auf die in (12) ausgesprochene Definition 
zuriick. Wie die zweite Gleichung (21) lehrt, sind zwei gerade Linien 
zu einander senkrecht, wenn <l>pp' verschwindet, d. h. wenn die conjugirte 
(ideale) Polare der einen in Bezug auf die unendlich ferne Fli.iche von 
de1' anderen geschnitten wird. 

SolI die gegenseitige Neigung CP1 gleich Null werden, so muss 
nach der ersten Gleichung (21) (p, p') verschwinden; wenn nun 1'1 
von Null verschieden sein soIl, d. h. wenn die Geraden sich im 
Endlichen nicht schneid en sollen, so muss das durch die Forderung 
(p, p') = 0 bedingte Schneiden derselben in einem idealen Punkte 
sta~tfinden. Die gegenseitige Neigttng f!weier in einer Ebene gelegenen 
Geraden, welche sich nicht schneiden, miissen wir daher gleich Null an
nehmen. Ihre gegenseitige Lage wird dann durch die Lange ihres 
gemeinsamen Lothes r 1 gemessen, wie es die zweite GIeichung (21) 
in Uebereinstimmung mit (12) naher angiht; in der That hahen wir 
auch schon friiher hervorgehoben (p.498), dass der Winkel zweier 
solchen Geraden rein imaginar werden wiirde. In dem Grenzfalle, 
wo der Schnittpunkt auf der unendlich fernen FHiche liegt, ver
schwinden PI und 1'1 gleichzeitig; neben der Bedingung_(p, p') = 0 
ist auch die Gleichung 

(22) 

erfiillt; dies en Fall haben wir bereits eingehend besprochen (p. 502 f.). 
Es bleibt noch die Frage zu untersuchen, wann die beiden Wur

zeln der Gleichung (19) f!usammen{allen. Als Bedingung dafiir finden wir: 

[A(P, p')2_ <1>;1" - <l>pp<l>p'p'J2 - 4 <l>pp<l>p'p,<I>;p' 

_ A2(p, p')4 + <I>~p' + <I>;p<l>;'P' - 2A(p, p')2<1>;p' 

(23) - 2A(p, p')2<1>pp<l>p'p' - 2<1>pp<l>p'p'<I>;p' 

= [A(p, p'? + <1>;1" - <l>1'p<l>p'p' - 2 V A (p, p')<I>pp'] 

[A(p, p')2 + <1>;1" - <l>1'1'<l>1'P' + 2 YA(p, p')<I>P1"J = O. 
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Die Zerspaltung der linken Seite in zwei Factoren entspricht 

dem Umstande, dass bei Bildung der Gleichung cos (;~i - ;~i) = 1 

aus (20) auf der rechten Seite das Vorzeichen von VA unbestimmt 
bleibt. Nennen wir nun Pu PI', 0 11 0/, TIl1 TIl' die Schnittpunkte 
der Linie r1 (bez. deren Verlangerung) mit den Geraden p, p', der 
unendlich fernen Flache und den Polaren 1t, 1t' jener Linien in Bezug 
auf diese Flache, so sind PI und TIl1 Pt' und TIt' zwei Punktepaare 
einer Involution, deren Doppelelemente in 01 und 0/ liegen. Legen 
wir also auf der Geraden r l den Punkten 01 und 0/ die Parameter
werthe 0 und 00 bei, wahrend die Parameter der iibrigen Punkte 
gleichzeitig durch die angegebenen Werthe bezeichnet sein mogen, 
so besteht die Doppelverhaltniss-Relation 

r, 

( , 0 0 ') P l eTI ' 0 0 ') _ 111 _ k; Pu PI' 11 I = P/ = l' TIl' 11 1 - 111' - e 

und entsprechend auf r 2 
r. 

(P2 , P2', O2 , O2') = ;2, = (TT2' TI ' 0 0') 112 k 2, 2, 2 = ff' = e . 
j " 

SoIl also r l = 1'2 werden, so haben wir 

PI P" 111 TI2 
-p'=y=ff'=Tf'; 

1 , 1 2 

wegen der erwiihnten involutorischen Beziehungen ist ferner 

P1 = P/ __ 1 = P2 _ P2' • 

ITl IT/ - TI" - IT2 ' 

Hieraus geht die Relation 

(24) CPu P/, TIl' TIl') = (P2 , P;, TI2 , TI2') 

hervor; die beiden Linien rl und r2 werden daher von den Geraden 
p, p' und 11:, 1t' in Punktquadrupeln von gleichem Doppelverhiiltnisae 
geschnitten; dann aber sind diese letzteren Linien Erzeugende einer 
und derselben Flache zweiter Ordnung; die Linien r l und 1'2 gehoren 
zu der anderen Schaar von Erzeugenden, und jede Gerade der letzteren 
Schaar wird in Punkten desselben Doppelverhaltnisses getroffen. Das 
Zusammenfallen de1' beiden Wurzeln von (19), d. h. das Bestehen der 
Gleichung (23) sagt also atts, dass die Ge1'aden, p und p' unendlich 
viele gemeinsame Lothe zulassen; die letzte1'en sind dann alle von gleicher 
Lange und bilden die eine Schaar von E1'zeugenden einer Flache zweiter 
O1'dnung. Flir reelle Punkte kann die Bedingung rl = r2 in der 
hyperbolischen Geomehrie allerdings nie erfiillt werden, wie aua (20a) 
sofori erhellt. 
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Sind nicht zwei gerade Linien, sondern ein Punkt und eine 
Gerade gegeben, so entsteht die Frage nach der kiirzesten Entfer
nung dieses Punktes g von der Geraden p; dieselbe wird sogleich 
durch die ersten beiden GIeichungen (17) beantwortet, wenn wir in 
ihnen J.' x' + I"y' durch g ersetzen. Es ergibt sich also wieder, daRs 
die Richtung der kiirzesten Entfernung senkrecht zur Linie p steht. 
Zur Berechnung der Entfernung losen wir die genannten Gleichungen 
nach J., I' auf und finden untar Benutzung der symbolischen Be
ziehungsweise 

M)'(az'lb,,t- a.,allb.,bll) = aEaVbzby - aia.,b/ 
MI'(az'lb,l- a.,a"b.,by) = aEazb",by - a~a,lb.,'J, 

oder nach einfachen Umformungen: 

M).«t>I'P = - (a b)., y (ab)Ev 
MI'«t>pp = (ab)"'v(ab)~z, 

wo wieder «t>pp = (azby - b.,ay)9 = (ab)':" gesetzt ist. Andererseits 
ist nach (15) und (16) 

also wird jetzt 
M2 = _ (ab).,!/cE [(ab)h Cz - (ab)E.,c,I] • 

4>pp Q H 

Wir finden somit nach einigen weiteren Umformungen die Enlfer
nung r des Punktes g von der Verbindungslinie der Punkte x, y aus 
der Formel: 

(25) 
[.E ± a",b,lci12 (abcu)! 

= 6(ab)i llcr- = 64>1'1' • 2Ei' 

wenn Ui = (XY~)i' Der Oct aller Punkte ~, welche von der Linie 
x -y die constante Entfernung r haben, ist demnach die Flii.che 

(26) ! (.E + a., byCE)2 - sini 2 ~i (az bv - b., ay)2cl = O. 

Filr r = 00 ergiebt sich die unendlich ferne Fliiche C~2 = 0, filr 
f" = 0 die Fliiche (.E + a., byCg)2 = OJ die letztere zeriallt daher in 
die beiden imaginaren Tangentialebenen, welche die unend]jch ferne 
Fliiche durch die Linie p schickt *) ; ihre einzigen reellen Punkte sind 

*) Die Zerfll.llung der linken Seite in ihre linearen Factoren liefert eine 
Methode zur algebraischen Bestimmung alIer Erzeugenden der FHi.che az I = o. 



Projectiviscbe und metrische Geometrie. 511 

eben diejenigen der Geraden p. Hieraus folgt1 dass aHe Fliichen der 
Schaar (26) die unendlich ferne FHiche in denjenigen vier Erzeugenden 
schneiden 1 welche gleichzeitig in den genannten Tangentialebenen 
liegen. Dass dies so sein mnss, hatten wir auch daraus erkennen 
konnen, dass die Entfernung durch eine Bewegung nicht geandert 
werden kann, und dass bei einer Bewegung, welche die Linie p in 
sich iiberfiihrt1 aIle Punkte des Raumes sich auf Fliichen bewegen, 
von denen die unendlich ferne Flii.che in vier Erzeugenden geschnitten 
wird (vg1. p. 361). 

Da die unendlich ferne Flii.che keine reellen Erzeugenden enthii.lt, 
befinden sich auch auf keiner der Fliichen (26) reeIle gerade Li
nien. Andererseits muss jede solche Flache aHe geraden Linien ent
halten, deren Punkte von der Linie p die constante Entfernung r 
haben1 deren Coordinaten P:k = x/ y; - Y/ Xk' also der Gleichung (23) 
geniigen. Folglich kOnnen diese letzteren Linien nicht reeH sein, es 
sei denn, dass gleichzeitig die Bedingungen 

(p, p') = 0 und <Ppp<i>pj,' - <i>;p' = 0 

erfullt sind, in welchem FaIle sich die beiden Geraden auf der un
endlich femen Fliiche schneiden (vgl. p. 503 und 508). 

Das zur Definition del' Neigung und der kiirzesten Entfernung 
zweier Geraden dienende Doppelverhaltniss, d. h. der Ausdruck 

<Ppp' + y<P;p' - <Ppp<Pp'p' 

<Ppp' - V<I>;p' - <Ppp<Pp'~' 1 

kann noch in anderer Weise geometrisch gedeutet werden; dasselbe 
ist in der That nichts anderes als das aus den beiden Wurzeln der 
Gleichung 
(27) 

zu bildende Doppelverhaltniss. Diese Gleichung sagt aus, dass der 
lineare Oomplex1 dessen Gleichung in Veranderlichen nlm in der Form 
IJ(Pik + APik)nlm = 0 oder (p + AP', n) = 0 gegeben ist, mit dem 
ihm in Bezug auf die unendlich ferne Flache polar-conjugirten Com
plexe in Involution liege (vg1. p. 348). In einer linearen Schaar von 
Complexen, deren Gleichung in der angegebenen Weise von dem 
Parameter A abhii.ngt, gibt es nach (27) im AIlgemeinen zwei Com
plexe, die zu ihren pola;-conjugirten involutorisch liegen; jedem von 
ihnen ist in einer beliebigen Ebene ein Punkt zugeordnet; die Ver
bindungslinie beider Punkte enthint auch die Schnittpunkte der Ebene 
mit p und p'. Das Doppelverhaltniss dieser vier Punkte ist gleich 
dem Quotienten der Wurzeln obiger Gleichung (vgl. p. 67). Der mit 
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einer Oonstanten multiplicirle Logarithmus dieses Doppelverhiiltnisses gibt 
daher wieder ein Maass fUr die in der eweiten Gleiikung (21) aufgestellte 
metrische Function *). In entsprechender Weise Hisst sich das durch 
die erste Gleichung (21) gegebene "Moment" definiren, denn es ist 

(p, p')A. = 4>p'.t = <l>p.t" 

Insbesondere konnen die beiden W urzeln von (27) zusammen
fallen, was durch die Gleichung (22) bedingt wird. Alsdann konnen 
die beiden Gleichungen 

.cp, %) + ,t (p', n) = 0, (p, n') + ,t(p', n') = 0 
fur einen gewissen Werth von 1 gleichzeitig erfiillt werden; d. h. die 
Linien n und n' gehOren einem und demselben linearen Oomplexe der
jenigen linearen Schaar an, deren Leitlinien mit p ttnd p' eusamnum
fallen. Bezeichnen wir nun mit Eu E l ', Eu El ' die Ebenen, welche 
den Punkten PI) PI', TI11 TIl' durch unsere Fundamentalflii.che als 
Polarebenen zugeordnet werden, und welche sich also in rz schneid en, 
so ist: 

(Pu P/, TIll TI/) 7\ (Eu Et', Ell ED, 
und ebenso: (PII , PII', TTu TIs') 7\ (Ell' E s', Es, Es'). 
Andererseits ordnet der erwithnte lineare Oomplex, dem % und %' 

zugleich angehoren, dem Punkte P l die (P') enthaltende) Ebene Es', 
dem Punkte PI' die Ebene El , dem Punkte TTl die Ebene Ez 
(welche n enthalt), dem Punkte TTl' die Ebene Ell' ZUj es ist also auch: 

(Pu PI', TIlITT/) 7\ (Ell" Ell, Es, Es') , 
folglich auch: (Pu P/, TTlI TTt') 7\ (TTIl', TTlI1 P ll , Ps')· 

In Folge von (22) liegen daher die 'Vier Geraden Pl - TTII', PI' - TIs, 
TI1- Pi' TTt' - P ll' auf einer und derselben Flache sweiter (}rdnung, ebenso 
die Geraden P II - TIl" P ll' - TTu TTll-- P lI TIll' - P/. Beide Flitchen sind 
einander in Bezug auf die unendlich ferne }j'lache polar conjugirt. 

Durch die vorstehenden Entwickelungen wird es hinreichend 
deutlich geworden sein, dass eine enge Beziehung zwischen den 
metrischen Theorien der hyperbolischen Geometrie und jenen friiheren 
Untersuchungen besteht, bei welchen eine beliebige, nicht kegelformige 

*) In der zuletzt besprochenen Weise wurden N eigung und Moment yom 
Herausgeber definirt (Math. Annalen Bd. 7, p. 63). Gleichzeitig haben sich d' 0 vidi 0 I 

bei dem sich auch die Gleichungen (21) finden (1873 und fUr 1'1 Dimensionen 1877, 
vgl. Math. Annalen Bd. 12), und Clifford (Pl'oceedings of the London Math. So
ciety, vol. 4, p. 381, 1873) mit der Theorie del' Geraden im Raume beschiiftigt, 
spli.ter Newcomb (Crelle's Journal Bd.83); die beiden letzteren in wesentlich 
anderem Sinne. 
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FIache zweiter Ordnung als "Fundamentalflache" zu Grunde gelegt 
wurde. Wir haben diese FundamentalflJiche nur unendlich fern, 'l'eell 
und nicht geradlinig zu denken, um die friihe'l'en Resultate direct im 
Sinne der hyperbolischen Geometrie verwerthen zu konnen. Die "ver
allgemeinerte Normale" einer Flache ist dann identisch mit der 
Flachennormale, wie sie unsere nicht-Euclidische Geometrie liefert. 
Die "verallgemeinerten Krummungslinien" und die "verallgemeinerten 
geodatischen Linien" (vgl. p. 291 ff.) sind dann eben die Kriimmungs
linien und geodatischen Linien der hyperbolischen Geometrie. Den 
verschiedenen Lagen einer Flache zweiter Ordnung gegen die Funda
mentalflache, wie wir sie bei Bestimmung der erwahnten Curven 
friiher zu unterscheiden hatten (vgl. p. 299 ff. und 323 ff.), el1tsprechen 
jetzt. ebenso viele verschiedene Lagen der Fliiche gegen die unend
lich ferne Flache, d. h. ebenso viele gestaltlich verschiedene Typen 
von FIachen und insbesondere von Kegeln zweiter Ordnung, und fiir 
jeden Typus eine charakteristische Gleichungsform in rechtwinkligen 
Coordinaten. Zur vollstandigen Bestimmung dieser Typen eriibrigt 
daher nur noch eine Unterscheidung der reellen von den imaginal'en 
Bildungen; doch ist es nicht nothig, darauf naher einzugehen. 

Dagegen moge eine andere Bemerkung hier Platz finden. Die 
Punkte des Raumes erscheinen als eine "Mannigfaltigkeit" von drei 
Dimensionen, insofern drei Bestimmungsstiicke nothig sind, um 
einen Punkt festzulegen; die Punkte einer Ebene erfiillen eine Mannig
faltigkeit von zwei Dimensionen, welche aus derjenigen der Raum
punkte durch eine lineare Gleichung zwischen den drei Coordinaten 
herausgehoben wird; in den Punkten einer Geraden endlich haben 
wir eine Mannigfaltigkeit von einer Dimension, die durch zwei line are 
Gleichungen bestimmt wird. In ahnlicher Weise kann man ver
suchen, unseren Raum als Theil einer hOheren Mannigfaltigkeit Zll 

betrachten, aus welcher die Gesammtheit der Raumpunkte durch eine 
line are Gleichung ausgeschnitten wird. Macht man die Annahme, 
dass in einer solchen vierdimensionalen Mannigfaltigkeit analoge pro
jectivische und metrische Gesetze geIten, wie in unserem Raume, 
d. h. Gesetze, zu denen man 'durch Hinzunahme einer vierten Varia
beln in iihnlicher Weise gelangt, wie man von der Geometrie der 
Ebene durch Hinzunahme einer dritten Veranderlichen zur Geometrie 
des Raumfls aufsteigt, so begegnet die mathematische Behandlung 
eines Raumes von vier Dimensionen keinerlei Schwierigkeiten; man 
muss sich nur nicht verleiten lassen, aus der Moglichkeit einer sol
chen rein formal en Verallgemeinerung analytischer Begriffe und Glei
chungen auf die thatsachliche Existenz einer vierten Dimension zu 

Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 83 
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schliessen. Selbstverstandlich kann man so auch zu mehr als vier 
Dimensionen fortschreiten, und es hat immerhin ein gewisses Inter
esse, zu verfolgen, in welcher Richtung sich dann un sere bekannten 
geometrischen Satze verallgemeinern. Ueberdies gehort das Studium 
beliebig hoher Zahlenmannigfaltigkeiten und der Functionen von be
liebig vielen Veranderlichen zu den Aufgaben der reinen Mathematik, 
und dieses Studium wird wesentlich erleichtert, wenn man durch die 
gebrauchten Bezeichnungen und Ausdrucke stets an die entsprechen
den V organge im dreidimensionalen Raume erinnerl wird. Schon 
hierdurch diirfte der Ausbau der Geometrie eines Raumes von n 
Dimensionen hinreichend gerechtfertigt sein *); es kommt noch hinzu, 
dass naturgemass jeder geometrische Satz des wirkIichen Raumes 
aus den ihm entsprechenden mehrdimensionalen Verallgemeinerungen 
selbst wieder neues Licht empiangt, zumal wenn man seine analy
tische Fassung beriicksichtigt. 

Die metrische Geometrie eines Raumes von vier Dimensionen 
wird insbesondere von einer "Fundamentalfl.ii.che" zweiter Ordnung 
ausgehen, deren Gleichung in der Form 

(28) XlII + X 2 11 + Xp,2 + xl - 4k2X62 = 0 

vorausgesetzt werden darf; die "Ebene" x'" = 0 wiirde dann etwa aIle 
Punkte unseres Raumes in sich enthalten. So wiirde man zu der 
Verallgemeinerung der nicht-E u c Ii dis c hen, insbesondere der hyper
bolischen Geometrie geIangen. Die erweiterte Euclidische Geo
metrie dagegen wiirde zur Begriindung der Metrik ein Fundamental
gebilde erfordern, welches durch' die beiden Gleichungen 

(29) 

dargestellt wird, welches also einer (dreidimensionalen) Flache mit ver
schwindender Determinante (einem Kegel) dualistisch gegeniibersteht. 
Wie wir eben nachwiesen, dass in der hyperbolischen Geometrie auf 
einer "Grenzfliiche" dieselben 8iitze giiltig sind, wie in der E u c Ii dis chen 
Ebene, so gewinnt man fUr vier Dimensionen oft'enbar das Resultat, 
dass auf einer Grenzfl.ache, d.,h. einer soIchen, von der die Flache (28) 
in einem Punkte moglichst innig beriihrt wird, dieselben metrischen 
Satze Geltung haben, zu denenman in der Ebene mittelst des durch 
(29) gegebenen Fundamentalgebildes gelangen wiirde. Bringt man 
(28) auf die Form 

*) Derselbe ist besonders durch Grassmann (Die lineale Ausdehnungslehre, 
Leipzig 1844) und Riemann (a. a. 0.) in Angriff genommen nnd seitdem in 
mannigfaeher WeiBe weitergefiihrt. 
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X12 + X 22 + 2 XSX4, - 4k2X52 == 0, 

so kann die Gleichung einer Grenzflache in der Gestalt 

X 12 + X22 + 2XSX4 - 4k2X52 + VX4,2 = 0 

geschrieben werden. Der Kegel 

X12 + X 22 - 4k2X52 = 0 
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tritt dann an Stelle des bei unseren friiheren Betrachtnngen (p.501) 
ausgezeichneten Linienpaares. Wollte man also unseren Raum als 
Theil eines Raumes von vier Dimensionen auffassen, so hatten wir 
hiernach kein Mittel Ztt entscheiden, ob in letzterem die auf der Annahme 
von (29) Zlt begriinitenite Euclidiscke Geometrie gilt, und unser Raum 
durck eine lineare Gleichttng bestimmt wirit, o~r ob in der vieritimensio
nalen Manmgfaltigkeit itie auf (28) beruhenite hyperbolische Geometrie 
anwendbar ist, unit unser Raum eine Grenztliiche des vierdimensionalen 
Raumes darstellt. 

VI. Die elliptische Geometrie. 

Zweitens machen wir jetzt die Hypothese, dass eine gera~ Linie 
keine unendlich fernen Punkte besitze, d. h. dass jede gerade Linie 
von jeder mit ihr in einer Ebene liegenden Geraden wirklich ge
schnitten werde. 

Zur analytischen Definition der Bewegungen gelangen wir wieder 
durch die Forderung, es solIe jede Ebene des Raumes wiederum in 
eine Ebene ubergefiihrt werden. Ganz wie fruher (vgl. p. 468 f.) folgern 
wir, dass jede Bewegung sich durch lineare Gleichungen zwischen 
den projectivischen Coordinaten (vgl. p. 448 if.) darstellen lassen muss; 
und es kommt wieder nur darauf an, aus der Gesammtheit aHer 
Collineationen die ausgezeichnete Gruppe der Bewegungen aus
zuscheiden. 

Insbesondere werden die Verschiebungen einer Geraden in sich 
durch lineare Transformationen des die Punkte der Geraden dar
stellenden" Parameters gegeben sein. Unter diesen Verschiebungen 
gibt es in der elliptischen Geometrie eine ausgezeichnete. Da nam
lich die gerade Linie sich nicht ins Unendliche erstrecken kann, so 
muss sie in sich zuriicklaufenj hat man also einen Punkt P durch 
eine Bewegung nach P' iibergefiihrt, so muss es moglich sein, P' 
durch eine in itemselben Sinne ausgefiihrte Bewegung nach P zuriick
zubringen; und man kann nun verlangen, die erste Bewegung ihrer 
Grosse nach so zu bestimmen, dass die zweite Bewegung in einer 
Wiederholung der ersten besteht, wo dann durch die erste P nach 

33* 
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P' und gleichzeitig P' nach P iibergefiihrt wird, und durch die 
zweite P sowohl wie P' ihre friihere Lage wiedererlangen. Die ein
zige lineare Transformation des binaren Gebiets aber, welche bei 
zweimaliger Wiederholung jeden Punkt mit sich selbst zur Deckung 
bringt, ist die Involution. Da ferner bei einer Bewegung kein Punkt 
der Geraden fest bleibt, so ist hierdurch auf jeder Geraden eine be
stimmte ausgezeichnete Involution mit imaginiiren Doppelelementen definirt. 

Ferner setzen wir fest, dass das Resultat zweier successiven Ver
schiebungen unabhangig sei von der Reihenfolge, in welcher diese 
Verschiebungen ausgefiihrt werden, dass wenigstens jede beliebige 
Verschiebung mit der eben erwiihnten ausgezeicbneten Verschiebung 
vertauscht werden kanne, ohne das Resultat zu beeinflussen. Bringen 
wir nun durch jene ausgezeichnete Bewegung zuerst P nach P' und 
P' nach P, dann durch eine beliebige andere Verschiebung P aus 
seiner neuen Lage nach P", zugleich P' aus seiner neuen Lage nach 
p",; dann muss bei umgekehrter Reihenfolge P zuerst nach P'" und 
gleichzeitig P' nach P" gefiihrt werden, und dann vermoge unserer 
involutorischen Bewegung p", nach P", p" nach p", gebracht werden, 
d. h. die Punkte P" und p", bilden ebenfalls ein Paar un serer aus
gezeichneten Involution. Jede Verschiebung einer Geraden in sich 
ist daher iiquivalent mit einer linearen Verwandtschaft, bei welcher eine 
bestimmte auf der Geraden gegebene Involution mit imaginiiren Doppel
elementen in sich transformirt wird. Eine solche Involution kann aber 
nach von Staudt's Theorie des Imaginaren (vgl. p. 106), welche 
bei ull-seren jetzigen V oraussetzungen unverandert fortbesteht, bei der 
analytischen Behandlung durch ihre imaginaren Doppelelemente voll
kommen ersetzt werden; wir konnen demnach auch sagen, dass bei 
jeder Verschiebung einer Geraden in sieh zwei bestimmte, einander con
jugirte, imaginare Punkte fest bleiben. Analytisch ist somit die Ver
schiebung wieder durch Gleichung (2), p. 464 dargestellt, wenn jetzt 
A1 , A2 zwei conjugirt-imaginare Grossen bezeichnen; man muss nur 
auch ll' als eine complexe Zahl, und zwar als eine solche mit dem 
absoluten Betrage Eins annehmen. In der That, setzen wir 

A1 = A' + iN', A2 = A' - iA", p, = ll" + ill''', 
so erhiilt man durch Trennung des Reellen und Imaginaren aus der 
angefiihrten Gleichung (2): 

m - A')(x - 1\') + A"2J (1 - ll") - A" (~ - x)ll''' = 0, 

[(~ - A')(x - A') + A"2Jll''' - A" (~ - x)(1 + ll") = 0; 

und diese beiden Gleichungen sind immer und nur dana mit einander 
vertraglich, wenn p,'2 + p,"2 = 1 ist. Um wieder zu einem Maasse 
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fur die Grosse der Bewegung, und somit fiir die Entfernung zweier 
Punkte zu kommen, haben wir also p, gleich e hoch einer rein ima
ginaren Zahl zu setzen; nach Gleichung (3), p. 465 wird dann die Ent
fernung r zweier Punkte x und ~: 

(3 a) . ; - A' - iA" x - A' + iA" 
r = ~klog; _ A' + iA'" x-:.:..-,,-c-=i.7\'" 

eine Gleichung, welche sich von der fruheren nur dadurch unter
scheidet, dass k durch ik ersetzt ist. 

Wir werden daher alle in der hyperbolischen Geometrie gemachten 
Schliisse und Formeln aUf die elliptische iibertragen konnen, wenn wir 
von zwei conjugirt imaginaren statt von zwei reellen unendlich fernen 
Punkten einer Geraden sprechen und iiberall ik an Stelle von k schreiben. 
Wir geben deshalb im Folgenden die wichtigsten Formeln (bezeichnet 
mit den entsprechenden Nummern), ohne die Beweise zu wiederholen. 

Urn zur Behandlung der ebenen Geometrie zu gelangen, muss en 
wir noch folgende Festsetzung machen: Vermoge ciner Bewegung der 
Ebene in sich soll die ausgezeichnete Involution jeder Geraden in die 
entsprechend ausgezeichnete Involution einer anderen Geraden iibergehen, 
d. h. die imaginaren unendlich fern en Punkte der einen werden mit 
den imaginaren unendlich fern en Punkten der anderen zur Deckung 
gebracht. Hieraus folgt, dass ein gewisser imaginarer Kegelschnitt 

(6 a) Q",,,,=O, 

der im Folgenden kurz als "FundamentalkegelschnittU bezeichnet 
werden soIl, bei jeder Bewegung in sich ubergeht; und die Ent
fernung r zweier Punkte X und y wird: 

~---=-------,,-. 

. Q",y + yQ;y - Qxx Q yy (7 a) r = ~klog --~-==----==' 
Q",y - VQ~y - Q",x Qyy 

Die Gleichung eines Kreises mit dem Radius r und dem Mittel
punkte y ist demnach: 

(8a) QxxQyy-(cos;kYQ!y=O. 

Die Formel fUr das Bogenelement wird: 

(lOa) 

Der Kreis erscheint wieder als Kegelschnitt, welcher den Funda
mentalkegelschnitt in zwei imaginaren Punkten beriihrt. Die ima
ginaren Tangenten des letzteren in den Beriihrungspunkten schneiden 
sich im "Mittelpunkte" des Kreises. Die Verbindungslinie der Be
riihrungspunkte ist reell; in der hyperbolischen Geometrie gehorte 
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sie zu den "idealen" Geraden der Ebenej von solchen bnn hier aber 
keine Rede sein, denn jedem reellen Werthe der Coordinaten ent
spricht auch ein wirklicher Punkt. Fiihren wir also den Kreis durch 
eine Drehung um seinen Mittelpunkt in sich iiber, so wird gleich
zeitig die zugehorige Beriihrungssehne (Polare des Mittelpunktes in 
Bezug auf den Fundamentalkegelschnitt) in sich fortbewegt. Jede 
Bewegung der Ebene kann somit gleicheeitig als Drehung um eimn 
festen Punkt und als Verschiebung nach einer festen Geraden a'Ufgefasst 
werden. Grenzcurven, d. i. Kreise mit unendlich fern em Mittelpunkte, 
kommen in der elliptischen Geometrie nicht vor, da es keine un end
Hch fernen Punkte giht. 

Sucht man ein Maass fiir die Grosse der Drehung, so wird man 
wieder auf den Begriff des Winkels zweier Geraden u, '/I gefiihrtj 
derselbe ist durch Gleichung (14), p. 474 gegeben, worin k,' wieder 
ein~ reeIle willkiirliche Constante bedeutet. 

Fur den U mfang Seines Kreises vom Radius r finden wir 

(17a) s 2 . r -= nSln-· 
2k 2k 

Durch Einfiihrung rechtwinkligeT Coordinaten kann man insbesondere 
die Gleichung des Fundamentalkegelschnittes auf die Form 

(21 a) 

bringen. Jedem Punkte der Ebene entsprechen damit, wenn Xli 

X 2 , Xs als gewohnliche Coordinaten im Raume gedeutet werden, 
ewei auf demselben Durchmesser gelegene Punkte aines gewissen Ro
tationsellipsoides. Auf das von den Durchmessern gebildete Sfrahlen
biindel ist die Ebene aber eindeutig abgebildetj den Punkten des 
Fundamentalkegelschnittes entsprechen die Erzeugenden des vom 
Mittelpunkte ausgehenden imaginaren Asymptotenkegels. 

Fiir metrische Rechllungen besonders brauchbar sind die homo
geneu Coordinaten ;, '¥I, ~, welche sich durch die Abstande p, q, r 
des Punktes von den Axen fJ = 0, ; = 0 und vom Anfangspunkte 
in folgender Weise darstellen lassen. 

(27 a) ;=2ksin:k, fJ=2ksin 2\' ~=cOS;kj 

zwischen ihnen besteht dann die Identitii.t 

(2880) 

Zu den Grundformeln der Trigonometrie f1ihrt wieder die Betrach
tung der Bewegungen unseres ebenen Punktsystems, d. h. die U nter
suchung der linearen Transformationen des Fundamentalkegelschnittes 
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in sich. Wir stell en hier nur die Hauptformeln zusammen, und 
zwar mr ein Dreieck mit den Seiten a, b, c und den Winkeln «, (:J, y: 

( 3) . a . b • c . IX • ~ • '1' 
3 a sm 2 k : sm 2 k : SIn 2 k = sm 2 k' : sm 2 k' : sm 2 k' , 

(37 ) abc + IX. a . b 
a cos 2k = cos 2k cos 2k cos 2k' sm 2k sm 2k ' 

(41 ) t ~ (.. c t b c « ) t b.« a ang 2k' sm 2k - ang 2k cos 2k cos 2k' = ang 2k sm 2k" 

Die Einfiihrung von Polarcoordinaten r, qJ geschieht mittelst der 
Formeln: 

(61 a) 
; = 2ksin 2~ cos 2~" '1} = 2ksin 2~ sin ii-, 

r 
t = cos 2k' 

Von denselben kann man z. B. wieder Gebrauch machen zur Berech
nung des FIacheninhaltes F eines Dreiecks mit den Winkeln a, fl, Yi 
man findet dann 

(71a) 

Der Inhalt wird stets durch eine positive Zahl gemessen *) i in der 
eUiptischen Geometrie ist daher die Summe der Winkel eines Dreiecks 
grosser als 2 k' :11:**), entsprechend dem analogen Satze fiir das sphii.
rische Dreieck. 

Steigen wir von der Ebene zum Raume auf, so tritt an die 
Stelle des imaginaren Fundamentalkegelschnittes eine imaginare Fun
damentalHache zweiter Ordnung, wenigstens vorausgesetzt, dass man 
wieder festsetzt, jede Ebene werde durch eine Bewegung stets wieder 
in eine Ebene iibergefiihrt, und die ausgezeichnete Involution einer 
jeden Geraden gebe in die entsprechend ausgezeichnete Involution 
der neuen Geraden iiber. Die Bewegungen sind analytisch darge
stellt durch die reeHen linearen Transformationen der Fundamental
Hache in sichj aus unseren friiheren Untersuchungen entnimmt man 
sofort, dass hier folgende FaIle zu unterscheiden sind: 

1) Nr_ 1, p.361. Die· allgemeinste Art der Bewegung. Bringt 
man die Gleichung der FundamentalHliche auf die Form 

*) Bei Figuren, deren Umfang sich selbst dUfchsetzt, kann es unter Um
standen niitzlich sein, dem Flltcheninhalte einzelner Theile das negative Zeichen 
zu geben; vgI. Mobius, Gesammelte Werke, Bd. 2, p. 188 ff. und Gauss, 
Disquisitiones generales circa superficies curvas, art. 6 (Werke, Bd. 4). 

**) Vgl. Riemann, a. a. O. (Gesammelte Werke, p. 265). 
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(1 b) xll! + x,l + xull + 4k2X4,2 = 0, 
so ist die Bewegung durch folgende Formeln dargestellt 

xl! = ~2cosa+gssina, Xl = ~lcosa+ 2k~",sina, 

(2 b) Xu = - ~ssina + gscosa, 2kx", = - ~l sin a + 2kg", cosa. 
Jeder Punkt bleibt bierbei auf derjenigen Flache des Biischels 

(A) x,:l' + xu2 - III (X12 + 4k2xl) = 0, 
welche durch ihn hindurchgeht, und beschreibt auf ihr eine projecti
vische Sckraubenlinie, dargestellt durch die GIeichungen: 

X2 = rscosna+ rusinna, Xl = rlcosna+2kr",sinna, 
(3b) Xu =-r2sinna + rscosna, 2kx", =-rlsinna+2kr",cosna, 
wobei n einen Parameter und die ri die Coordinaten eines beliebigen 
Punktes der Curve bedeuten. Die Bewegung kann als Schrauben
bewegung sowohl urn die Axe x2 = 0, Xs = 0, als um die Axe 
Xl = 0, x'" = ° aufgefasst werden. Von keiner dieser beiden Axen 
werden die Flachen des angegebenen Buschels reen geschnitten. Be
merkenswerth ist, dass diese Flachen reelle Erzeugende besitHen; die 
eine Schaar wird z; B. durch die Ebenen des Biischels 

(B) (X2 - AXl ) + ",(xs - 2 Akx",) = ° 
ausgeschnitten. 

2) Nr. 3, p. 363. 1m vorigen FaIle ist a = ° zu nehmen. Die 
Bewegung besteht in einer Verschiebung langs der Axe xll = 0, 
Xu = 0, bei welcher sich aIle Punkte auf Kegelschnitten, die den 
Fundamentalkegelschnitt ihrer Ebene je in zwei imaginaren Punkten 
beriihren, d. h. auf Kreisen, bewegen. Die Mittelpunkte dieser Kreise 
Hegen auf der Axe Xl = 0, x'" =;: 0 .. Die Bewegung kann auch, da 
hier von idealen Geraden keine Rede ist, als Drehung um die letztere 
Axe aufgefasst werden.-

3) Nr. 5, p. 364. 1m ersten FaIle ist a = a zu nehmen. Auf 
der Fundamentalflache wird jede Erzeugende der einen imaginaren 
Schaar in sich ubergefuhrl. Die Punkte des Raumes bewegen sich 
wieder auf den Flachen des Biischels (A), auf denen es reelle Er
zeugende gibt. Dass auf jeder dieser Flachen von den Erzeugenden 
der einen Art jede fur sich ungeandert bleibt, erkennt man am Ein
faehsten durch Einfuhrung der fest bleibenden imaginaren Ebenen, 
die sich in den reellen Erzeugenden schneid en. Die FIache (A) nam
lich wird auch erzeugt durch die Schnitte entsprechender Ebenen 
aUIf den beiden imaginaren Biischeln 

X ll + ixs + vl(x! + 2ikx",) = 0, 
It (Xl - 2i7cx,) + v(x2 - ixs) = 0, 
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in denen (fiir a = a) jede einzelne Ebene ungeandert bleibt. AIle 
Punkte einer und derselben FIache (A) haben gleichen Abstand von 
jeder der beiden Axen der Bewegung, da sie gleichzeitig mit dies en 
in sich bewegt werden. In der elliptischen Geometrie kann man 
daher reelle Gerade angeben, deren Punkte von einer gegebenen 
Geraden eine con stante Entfernung haben *); diesel ben liegen aber 
nicht mit der letzteren in einer Ebene, sondern bilden eine gewisse 
Fliiche zweiter Ordnung (vgl. p. 510 f.). 

Bewegungen auf Grenzflachen kommen in der elliptischen Geo
metrie nicht in Betracht. 

Die nahere Untersuchung der Rotationen urn einen Punkt, d. h. 
der Bewegungen einer Kugel in sich, wiirde zu den Formeln der 
spharischen Trigonometrie hinfiihren, bei welcher eine gerade Linie 
in der Ebene ersetzt wird durch einen grossten Kreis (d. i. einen 
Diametralschnitt) auf der Kugel. Der Winkel zweier grossten Kreise 
ist gleich dem von ihren Ebenen eingeschlossenen Winkel, wird also 
gemessen durch das Doppelverhaltnis dieser Ebenen und der beiden, 
durch ihre Axe gehenden, imaginaren Tangentialebenen der Funda
mentalflache. Die letzteren beriihren auch den vom Kugelmittel
punkte aus an die Fundamentalflache zu legend en imaginaren Tan
gentenkegel. Die metrische Geometrie in dem durch den Kugel
mittelpunkt bestimmten Ebenenbiindel steht also der elliptischen 
Geometrie der Ebene vollkommen dualistisch gegeniiber; dem imagi
naren Fundamentalkegelschnitte der Ebene entspricht der soeben 
erwahnte imaginare Tangentenkegel, iiberhaupt einem Pl),nkte der 
Ebene ein Strahl des Biindels, einer geraden Linie der Ebene eine 
Ebene des Biindels. Die Entfernung :liweier Punkte auf der Kugel, 
d. i. der zwischen ihnen liegende Bogen des durch sie bestimmten 
grossten Kreises, wird nach Gleichung (15) und (16), p. 475 gemessen 
durch den Winkel der beiden Radien, welche die Punkte mit dem 
Mittelpunkte verbinden; und zwar ist 

SR' (. CP) cP • r 2k = arCSIn SIll 2k' = 2k" SIll 2k ' 

wenn s die Lange des Bogens, r den Radius der Kugel, ffJ den zu
gehorigen Winkel bedeutet. Nun geht bei der besprochenen dua
listischen Uebertragung die Entfernung zweier Punkte, berechnet 

*) Clifford, welcher die reeUe Existenz solcher Geraden-Systeme in der 
elliptischen Geometrie zuerst hervorhob (a. a. O. vgl. oben p. 371), bezeichnet 
sie deshalb als Systeme von Parallellinien. 
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nach den Gesetzen der ebenan elliptischen Geometrie, iiber in den 
Winkel zweier Strahlen unseres Biindels. Die Seiten und Winkel 
eines ebenen Dreiecks geben die Ebenen und Kanten einer dreiseiti
gen Ecke. Zwischen den Winkeln dreier Diametralibenen unserer Kugel 
und den Neigungen ihrer drei Schnittlinien bestehen daher genau die
selben Relationen, wie in der elUptischen Geometrie zwischen den Seiten 
und Winkeln eines Dreiecks; nur mit dem U nterschiede, dass jetzt in 
den betreffenden Gleichungen die beiden willkiirlichen Constanten k 
und k' einander gleich (namlich = k') zu nehmen sind, denn wir 
haben die Neigung zweier Geraden und den Winkel zweier Ebenen 
mit einander direct vergleichbar gemacht durch die Festsetzung, dass 
der Winkel zweier sich schneidenden Geraden gleich sein soll dem 
Winkel zweier Ebenen, die zur gemeinschaftlichen Ebene der beiden 
Geraden senkrecht stehen (p. 498). 

Den Winkel zweier Strahlen fanden wir so eben proportional zu 
dem zugehOrigen K:reisbogen auf der Kugel; ferner sind die oben 
mitgetheilten Formeln (33a), (37 a), (41 a) der elliptischen Trigono
metrie identisch mit den entsprechenden Formeln der gewohnlichen 
spharischen Trigonometrie, wenn 2 k' = 1 und 2 k gleich dem Radius 
der Kugel genommen wird. In der elliptischen Geometrie gelten daher 
fur das sph&rische Dreieck Formeln von ganf& demselhen Oharakter, wie 
in der elementaren sphiirischen Trigonometrie; und zwar bleiben die 
Formeln (33a), (37 a), (41a) bestehen, wenn man in ihnen nur 
unter a, h, c die Seiten des spharischen Dreiecks, unter IX, p, r die 
zugehOrigen Winkel versteht, und wenn 2 k ersetzt wird durch 

2k sin 2~' Durch blosse Messung geodatischer Dreiecke auf der 

Kugel, etwa auf der Erdoberflache, kann daher ein Unterschied 
zwischen der Euclidischen und der elliptischen Geometrie nicht 
festgestellt werden; wohl aber muss sich dieser Unterschied beim 
Verlassen der Kugel, d. h. bei Constructionen im freien Raume, Wle 
sie die Astronomie auszufiihren hat, geltend machen. 

Fur zwei sich nicht schneidende gerade Linien driicken sich 
Neigung und kiirzester Abstand wieder gemass den Gleichungen (21), 
p. 508 aus, wenn in ihnen.2k an Stelle von 2ki geschrieben wird. 
Es ist aber hervorzuheben, dass es jetzt f&wei gerade Linien gibt, welche 
f&U zwei gegebenen Geraden senkrecht stehen, denn jeder der b~iden Lo
sungen der entsprechenden algebraischen Aufgabe entspricht jetzt, 
da ideale Gerade nicht in Betracht kommen, eine wirkliche Linie 
des Raumes. Dabei wird die auf der einen von ihnen gemessene 
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kiirzeste Entfernung multiplicirt mit :. direct gleich der Neigung 

der beiden gegebenen Geraden. 
Um eine Unterscheidung zwischen Neigung und kiirzester Ent

fernung zu ermoglichen, konnen wir etwa festsetzen, dass als Maass 
der Neigung von den beiden in (21) vorkommenden Grossen 

r1 (= :. fJJz) und r 2 (= :. fJJl) 
die grossere benutzt werden soU; moge dieselbe mit r2 bezeichnet 
werden, so ist fiir zwei sich schneidende Linien dann stets die kiir
zeste Entfernung r1 gleich Null, die N eigung aber (wenn nicht beide 
Linien zusammenfallen) von Null verschieden. Nur in dem FaIle, 
wo beide Wurzeln von (19) zusammenfallen, konnen wir zwischen 
Neigung und kiirzester Entfernung nicht unterscheiden; dass dieser 
friiher naher besprochene (p. 509) Fall in der elliptisehen Geometrie 
fiir reelle Geraden eintreten kann, zeigt die bereits hervorgehobene 
Mogliehkeit einer Bewegung, bei der aIle Punkte des Raumes auf 
geraden Linien fortschreiten (p. 520 f.). Die Bedingung (22) dagegen 
kann in der elliptischen Geometrie nicht durch reeIle Gerade erfiillt 
werden; denn setzen wir Q.,x = x/ + X 22 + X3 2 + X 4 2, so wird 

<Ppp = 2.Eplk; 

III bekannter Weise kann daher auch die linke Seite von (22) als 
Summe von QlIadraten dargestellt werden. 

Unsere Untersuchungen haben gezeigt, wie bestimmte Voraus
setzungen iiber die Natur derjenigen analytischen Transformationen, 
die wir als Bewegungen bezeiehnen, auf bestimmte Vorstellungen 
iiber das Verhalten der unendlieh fern en Raumpunkte hinftihren, wenn 
man von den Grundbegriffen der projectivischen Geometrie ausgeht. 
Dureh die getroffenen Festsetzungen iiber das unendlich Ferne war 
in jedem FaIle (namlich der hyperbolischen, der elliptisehen und der 
parabolisehen Geometrie) aueh eine eigenthiimliehe Gestaltung del' 
metrisehen Geometrie gegeben. Umgekehrt kann man natiirlich von 
irge~d einem metrischen Satze, der in den verschiedenen Geometrieen 
verschieden lautet, ausgehen, um dann von ihm auf das Verhalten 
der unendlich fernen Punmie und damit auf alles Andere zu schliessen, 
so z. B. von dem Satze tiber die Summe der Winkel eines gerad
linigen Dreiecks (vgl. p. 494 und 519). In diesem Sinne charakte
ristisch fiir jede der drei Geometrieen ist auch der analytische Aus
druck fur das Quadrat des Bogenelementes cls, wie von Riemann 



524 Dritte Abtheilung. 

zuerst bemerkt worden ist*). Um die yon uns gefundenen Werthe 
(p.471 und 517) mit dem Riemann'schen Werthe in Ueberein
stimmung zu bringen, miissen wir noch eine Transformation Yor
nehmen. Rei Einfiihrung rechtwinkliger Coordinaten war in der 
hyperbolischen Geometrie (vgl. p. 478) 

wobei 
ds2 = dX12 + dX22 + dX32 - 4k2dx42, 

Q",,,, = X 1 2 + X22 + x/ - 4k2X42 = - 4k2 
angenommen wurde. Wir setzen nun 

dann wird 

und: 

also**): 

(0) 

1 2 + a 2 + a 2 _ 4ds2 • ( x Y z - (1 + X4)2 , 

2 dx' + dy2 + dz· ds = .. 

[1 - 16\" (x· + y2 + (2)J 
Dieses ist der von Riemann ohne Beweis mitgetheilte Ausdruck. 

Besonders bemerkenswerth ist die Art und Weise, wie nach 
Gleichung (0) die Grosse k in das Bogenelement as eingehtj es hiingt 
dies fur die Ebene auf's Engste mit dem von Gauss eingefuhrten 
Begriffe des Krummungsmaasses einer Flache zusammen. Denkt man 

*) In dem bereits oben (p. 468) erwabnten Aufsatze, welcber 1854 der 
philosophischen Facultat zu Giittingen vorgetragen wurde, stellt sich R i e man n 
die Aufgabe, auf Grund verschiedener Annahmen iiber das Bogenelement die 
verschiedenen Moglichkeiten fiir die Entwicklung del' Metrik zu eriirtern und 
fiigte so del' schon friiher bekannten hyperbolischen Geometrie die elliptische 
hinzu, jede gleichzeitig durch das zugehiirige Kriimmungsmaass charakterisirend, 
wie es im Texte sogleich noch erBrtert werden solI. 

**) Die benutzte Substitution ist von Killing (a. a. O. p. 231) angegeben; 
sie ist in den Untersuchungen von Beltrami implicite enthalten (Annali di 
matematica, Serie II, t. 2, 1868). Die von Letzterem zu Grunde gelegte Formel 

-r; 2 ds! = 4k'(d~2 + d'1)2 + dt2 + d-c2) 
ergibt sich mittelst der Substitution 

2k~ 2kTJ 
Xl =--c-' x2 =--c-' 

wobei dann 1;2 + '1)2 + t2 + -c 2 = 1 wird. Auch fUr gewisse Untersuchungen 
der Functionentheorie sind die Vorstellungen der nicht-Euclidischen Geo
metrie yon N utzen gewesen, insbesondere die Formeln fur daB Linien - und 
Flachenelement in der Ebene; vgl. Poincare, Acta mathematica, Bd. 1, 
p. 202, 1882. 
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sich im Euclidischen Baume die Coordinaten ~, '11, ~ eines Punktes 
der gegebenen OberfHiche als Functionen zweier Parameter u, v dar
gestellt, so wird 

ds2 = d~2 + d'l12 + d~2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2, 

wo E, F, G bekannte Functionen von u und v sind. Das "Kriim
mungsmaass" K der Flache leitet sich aus diesen Functionen durch 
gewisse Differentiationsprocesse ab und hat die Eigenschaft, sich bei 
beliebigen Transformationen der Variabeln u, v nicht zu andern; es 
ist also eine "absolute Invariante" gegeniiber allen Coordinatentrans
formationen auf der FHiche. Durch die GIeichung u = Const. und 
v = Const. werden auf der Fliiche zwei Curvensysteme bestimmt; 
dieselben sind zu einander rechtwinklig*), wenn F verschwindetj lU 

diesem FaIle hat man nach Gauss**) 

4K(EG - F2? = E [~~ ~~ + (~~rJ 
+ G ro E 0 G + (0 E)2] Lou OU ov 
_ 2(EG _ F2) (02E + 02G). 

OV% ou2 

Wenden wir dies auf den in (C) gegebenen Werth von ds2 an, indem 
wir uns auf die x y-Ebene beschranken, also fJ und dfJ gleich Null 
nehmen, so ist u durch x, v durch y zu ersetzen; es wird 

4k 2 

E = G = 4k2 _ (X2 + y2)' 
und man findet 

CD) 1 
K=--· 4k2 

Fur die hyperbolische Geometrie der Ebene wird daher derselbe Aus
druck des Linienelementes benutzt, wie fur die Ettklidiscke Geometric attf 
einer Flacke von constantem, negativem Kriimmungsmaasse. Aehnliches 
gilt fur den Raum, wenn man den Begriff des Krummungsmaasses 
mit Riemann auf Mannigfaltigkeiten von mehreren Dimensionen 
erweitert***); die hyperbolische Geometrie des Raumes deckt sich 

*) Eiu Beispiel geben die elliptischen Coordinaten auf den MitteJpunkts
fHichell zweiter Ordnungj vgl. oben p. 289 ff. 

**) Disquisitiones generales circa superficies curvas, Abhandlungen der 
Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften, Ed. 6, 1828, art. 7 ff. (Werke, Bd. 4). 

***) Fur die Theorie dieses allgemeineren Kriimmungsmaasses sei auf die 
Arbeiten von Christoffel, Lipschitz, Kronecker, Schering, Beez, 
C. Jordan verwiesen (vgl. Killing a. a. 0.), ferner auf die Noten Dede
kind's zu Riemann's Ges. Werken, und Schur, Math. Annalen Bd. 27, 1886. 
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dann im Wesentlichen mit der metrischen Euclidischen Geometrie 
auf einem dreidimensionalen Gebilde, welches als in einem Raume 
von vier Dimensionen liegend zu betrachten ist (vgl. p. 513 f.). 

Fiir die elliptische Geometrie gelten dieselben Betrachtungen 
und Rechnungen; es ist nur - k2 durch Jr,2 zu ersetzen. Das Bogen
element der elliptischen Ebene ist daher dasselbe, wie das Bogenelement 
der Euclidischen Geometrie auf einer Flacke von constantem, positivem 
Kriimmungsmaasse. Als einfachste FIache dieser Art konnen wir die 
Kugel vom Radius 2k zu Grunde legen; die kiirzesten Linien auf ihr 
miissen zu denselben metrischen Relationen Veranlassung geben, wie 
die geraden Linien in der Ebene der elliptischen Geometrie; denn 
nach Beltrami lassen sich auf jeder Fliiche von constantem Kriim
mungsmaasse die kiirzesten Linien durch lineare Gleichungen dar
stellen. So wird es verstandlich, dass fiir die elliptische Geouletrie 
dieselben trigonometrischen Formeln geIten, wie fiir die gewohnliche 
spharische Trigonometrie auf einer Kugel vom Radius 2 k. Es ist 
nur zu beachten, dass die Grosse 2 k fiir die Kugel eine wesentliche 
Bedeutung hat, nachdem im Euclidischen Raume die Einheit des 
Langenmaasses festgelegt ist. Kugeln von verschiedenem Radius sind 
eben wesentlich verschieden; man darf hieraus aber nicht schliessen, 
dass es nun so viele verschiedene elliptische Geometrieen gibt, als 
man der Constant en k vel'schiedene Werthe beilegen bnn. In der 
That ist schon friiher hervorgehoben, dass sie gallz willkijrlich ge
wiihlt werden darf, und die folgenden Ueberlegungen werden dieses 
noch naher zeigen. 

Ersetzen wir in (C) wieder k2 durch - k2, so gilt dieselbe 
Formel fiir das in entsprechender Weise transformirte Linienelement 
der hyperbolischen Geometrie. Die letztere findet daher, insofern 
man sich auf die Ebene beschrankt, ihre anschauliche Interpretation 
auf einer Flache von negativem, constantem Kriimmungsmaasse; und 
zwar sind dabei die geraden Linien der hyperbolischen Ebene zu 
ersetzen durch die geodatischen Linien der Fliiche constanten Kl'um
mungsmaasses. Aehnliches gilt fur den Raum*), wenn man den 
Begriff des Kriimmungsmaasses auf mehrere Dimensionen ausdehnt. 

Von den 8litzen der ebenen elliptischen Geometrie konnen wir 
uns auch ein anschauliches Bild machen, wenn wir die Geometrie in 
der unendlich fernen Ebene unseres Euclidischen Raumes naher ins 
Auge fassen. In der ffhat liegt ja in dieser Ebene der sogenannte 

*) 1m Anschlusse an Riemann ist dies von Beltra.mi naher durchgefiihrt 
(a. a. 0.). Die Trigonometrie auf den Flacben constanter Kriimmung entwickelte 
schon M.inding (1839, Orelle's Journal Bd. 18, 19, 20). 
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imaginare Kugelkreis, welcher unsere gewohnliche Metrik vermittelt. 
Der Winkel zweier Geraden wird in bekannter Weise durch Ver
mittlung des Kugelkreises auf den Logarithmus eines Doppelverhalt
nisses zuriickgefiihrt, er ist eben gleieh dem Winkel irgend zweier 
dureh diese unendlieh fernen Geraden hindurchgehenden Eben en. 
Irgend zwei gerade Linien der unendlieh fernen Ebene schneiden sich 
wirklieh; denn in ihr noeh von unendlieh fernen Punkten zu reden, 
hat keine Bedeutung; und~ sie schneiden sieh nur in einem Punkte, 
obgleich sie in sieh zuriicklaufen und somit als gesehlossene Curven 
zu behandelu sind. Sieh hiervon ein Bild zu machen, ist unserer 
Ansehauung ganzlich unmoglich, denn zwei in der Euc1idischen 
Ebene gezogene, gesehlossene Curven sehneiden sieh stets in einer 
geraden Anzahl von Punkten; urn so niitzlieher ist es, sieh das Ge
sagte noeh in anderer Weise zu vergegenwartigen. Die Punkte der 
unendlieh fernen Ebene konnen wir uns mit einem beliebigen Punkte 
des Raumes verbunden clenken; wir construiren uns damit das dua
listisehe Gegenbild der unendlieh fern en Ebene: den Punkten der 
Ebene entsprechen die Strahl en eines Biindels, dem imaginaren K ugel
heise ein imaginarer Kegel, den unendlieh femen geraden Linien 
die aus den Strahlen jenes Biindels zu bildenden Ebenen (ebenen 
Strahlbiisehel). Dass sieh zwei Ebenen nur in einer geraden Linie 
sehneiden, entsprieht genau der Thatsaehe, dass sich zwei gerade 
Linien der elliptischen Ebene nur eiUlnal begegnen; die von uns ge
maehten V oraussetzungen enthalten daher keinen inneren logischen 
Widerspruch, obgleieh sich derartige Verhaltnisse unserem Vor
stellungsvermogen entziehen. 

Bemerkenswerth ist aueh, dass die elliptische Ebene durch eine 
gerade Linie nicht in zwei getrennte Gebiete eerlegt wird; die beiden 
Seiten einer geraden Linie kann man nieht von einander unter
scheiden; ein Punkt auf der ein~n Seite befindet sich gleiehzeitig 
aueh auf der anderen, d. h. man kann von jedem Punkte der Ebene 
zu jedem anderen gelangen, ohne dabei eine beliebig vorgegebene 
Gerade zu iibersehreiten *). Deutlieh wird dies wieder in unserem 
Strahlenbiindel; eine gerade Linie liegt gleichzeitig auf jeder der 

*) Von Mobius (Gesammelte Werke, Nachlass, Ed. 2, p. 519) sind im 
Buclidischen Raume Flachen angegeben, die nur eine Seite haben, d. h. bei 
denen man durch continuirlichen Uebergang von der oberen zur unteren Seite 
gelangen kann (sogenlLnnte Doppel(liichen, vgl. auch Klein, Math. Annalen, 
Ed. 6, p. 578 und Bd. 7, p. 549). Da sich die eUiptische Ebene ehenso verhalt, 
kann man die elliptische Geometrie auch mit derjenigen auf einer Doppelflache 
vergleichen, wie es Newcomb ausgefiihrt hat: Orelle's Journal, Bd.83, 1877. 
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beiden Seiten einer Ebene. Zwci Ebenen des Bundels aber theilen 
die Gesammtheit der Biindelstrahlen in zwei von einander vollig ge
trennte Systeme; zwei gerade Linien der elliptischen EbeDe schliessen 
daher eiDeD Raum ein, d. h. theilen die Ebene derartig in zwei Ge
biete, dass man von einem Punkte des einen nicht zu einem Punkte 
des anderen Gebietes gelangen kann, ohne eine der beiden Geraden 
zu iiberschreiten *). 

Es liegt nahe, statt der Strahlen eines Biindels die Punkte einer 
concentrischen Kugel zu betrachten, stutt der Ebenen des Blindels 
die grossten Kreise der Kugel. Zwischen den Strahlen und Ebenell 
des Bundels geltell die E'ormeln der flir die elliptische Ebene ent
wickelten Trigonometrie (vgl. oben p. 519); dieselben iibertragen sich 
vermittelst des auf dem imagillaren Kugelkreise stehellden Kegels 
auf die gewohllliche spharische Geometrie; so sehen wir von Neuem 
ein, dass jene trigollometrischen Formeln mit denjenigen der gewohn
lichen spharischen Trigonometrie im Weselltlichen identisch sein 
miissen (p. 522). Man darf deshalb aber nicht die elliptischc Geometric 
der Ebenc als geradezu identisch mit der sphiirischen Geometrie bc
trachten wollen; die Beziehung ist eben eine zweideutige: Jedem 
Strahle unseres Blindels entsprechen zwei Punkte del' Kugel; zwei 
grosste Kreise der letzteren schneiden sich daher in zwci Punkten, 
wiihrend den entsprechenden Ebenen thatsachlich nul' ein Strahl 
gemeinsam ist**). Gleichgiiltig ist es bei dieser Abbildung, wie 

*) Setzt man daher fest, dass zwei gerade Linien keinen Raum einschliessen 
sollen, so ist von den drei moglichen Geometrieen die elliptische ausgeschieden. 
Dasselbe wird erreicht durch die Forderung, dass sich die Ebene in.s Unend
Hche ausdehnen soll, oder auch (wie der 'fext zeigt) durch die Festsetzung, dass 
man in der Ebene bei jeder geraden Linie zwei verschiedene Seiten unter
scheiden kann. 

**) Iiierauf hat Klein besonders hingewiesen (Math. Annalen Ed. 6, p. 125). 
Es ist dies um so mehr zu beachten, als man aus der Existenz zweier Schnitt
punkte von zwei grossten Kreisen hat schliessen wollen [so thut es Beltrami 
a. a. 0., ferner Erdmann (Die Axiome der Geometrie, Leipzig 1877, p. 83 f.), 
v. Helmholtz (Ueber den Ursprung und die Bedeutung der geometrischen 
Axiome, 1870; Vortrage und Reden, Ed. 2, Braunschweig 1884, p. 19), Poin
care, a. a. O. p.204], dass die Annahme eines nicht ins Unendliche ausge
dehnten (sondern gleichsam in sich zurucklaufenden) Raumes unvertraglich sei 
mit der Annahme nur eines Schnittpunktes zweier geraden Linien. - Den 
Unterschied zwischen Unendlichkeit und Unbegrenztheit des Ranmes hat Rie
mann (a. a. 0.) hervorgehoben. Der hyperbolische und parabolische Raum 
sind sowohl unendlich ala unbegrenzt, der elliptische Raum ist nur un
begrenzt. 
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gross der Radius der Kugel gewahlt wird. Fiir die Geometrie im 
Strahlenbiindel hat dieser Radius keine Bedeutung; so bestatigt sich 
von Neuem, dass die obige Grosse 2k vollkommen willkiirlich bleibt, 
dass man also nicht von einem in absoluten Zahlen angebbaren 
Kriimmungsmaasse der elliptischen Ebene sprechen kann. Der Ge
branch des W ortes "Kriimmungsmaass" deutet nur darauf hin, dass 
man aus dem fiir ds2 aufgestellten Ausdrucke einen constanten, allein 
von 2k abhangigen Werth erhalt,· wenn man nach den Regeln der 
gewohnlichen metrischen Geoilletrie das oben definirte Gauss'sche 
Kriilllmungsmaass berechnet (p. 525). Also nur' durch einen Ver
gleich der elliptischen (oder hyperbolischen) Geometrie mit der ge
wohnlichen Euclidischen findet die Einfiihrung jenes Wodes seine 
Berechtigung. 

Allerdings werden wir auch ohne Benutzung der Fliichentheorie 

die Grosse - 4~2 als "Maass der Abweichnng" der nicht-Eucli

dischen von der Euclidischen Geometrie kennen lernen, aber 
illliller handelt es sich urn eine relative, nicht urn eine absolute Be
deutung der Grosse, welche wir als Kriimmungsmaass bezeichneten. 

VII. Die Grundlagen der parabolischen oder Euclidischen 
Geometrie. 

Es bleibt uns noch der bisher ausgeschlossene Grenzfall zu be
trachten, in welchelll die Determinante der Fundamentalflache zweiter 
Ordnung verschwindet. Je nachdem man von Punkt- oder von 
Ebenencoordinaten ausgeht, artet die Fliiche dann in einen Kegel 
oder in einen Kegelschnitt aus. Das Auftreten eines reellen Kegels 
oder reellen Kegelschnittes schliessen wir aus denselben Grunden 
aus, die uns veranlassten, die Fundamentalflache stets als eine nicht 
geradlinige vorauszusetzen. 1st die letztere ein imaginarer Kegel, 
so kOlllmt dem Raume nur ein unendlich ferner Punkt zu, die Spitze 
des Kegels; es wiirde dann gerade Linien geben, welche durch diesen 
Punkt hindurchgehen, und andere, die den Punkt nicht enthalten; 
es wiirde also nicht jede Linie des Raumes in jede andere durch 
Bewegung iibergefiihrt werden konnen, und wir wiirden eine unserer 
wesentlichsten Forderungen fallen lassen muss en. Es solI deshalb 
nUl der Fall weiter beriicksichtigt werden, wo die unendlich ferne 
Flache in einen imaginaren Kegelschnitt ausartet, die Punkte der 
Flache also gleichzeitig die Ebene dieses Kegelschnittes doppelt er
fullen. Diese Ebene wird dann offen bar zur unendlich fernen Ebene, 

Clebscb, Vorlesungen. II. 1. 34 
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jener Kegelschnitt zum imaginaren Kugelkreise der Euclidischen 
Geometrie. 

Um den Grenziibergang analytisch zu verfolgen, mussen wir von 
der Ebenencoordinatengleichung der Fundamentalflache ausgehen, 
denn nur· so konnen wir die Ausartung in einen Kegelschnitt be
werkstelligen. Es sei also 

(1) 

die Gleichung der Fundamentalflache, und 

'J1""" _ ~ ~ AikXiXk = 0 

die zugehorige Gleichung in Punktcoordinaten, so stent letztere die 
doppelt zahlende unendlich ferne Ebene dar (vgl. p. 198). Die gegen
seitige Entfernung If" zweier Punkte x, y bestimmt sich durch die 
Formel 

• 2 r '1'",., 'IIyy - 'II!y sm - = --.C'-'~"-"-c=--=-"--

2ki 'V",,,, 'IIyy 
(2) 

Hier verschwindet der Zahler der rechten Seite identisch; denn sind 
Wi die Coordinaten der unendlich fern en Ebene, so wird 

'J1 "'''' = 00.,2, "'!IV = ooll, 'J1 "'11 = co'" COy. 

Eine nahere Ueberlegung zeigt aber, dass sich auf der rechten Seite 
ein verschwindender, von x, 'Y unabhangiger Factor absondern lasst; 
ersetzen wir also den unendlich klein werdenden Sinus der linken 
Seite durch sein Argument, so wiril sich fur das Verhiiltniss sweier 
Entfernungen doch ein endliCher Werth ergeben *); und lassen wir die 
willkiirliche Constante k in passender Weise unendlich gross werden, 
so erhalten wir auch fiir die Entfernung selbst einen endlichen Aus
druck. Es braucht kaum daran erinnert zu werden, dass eine ganz 
analoge Betrachtung fruher bei den sogenannten Grenzflachen ange
stellt wurde (vgl. p. 502 f.). 

Die entsprechenden Rechnungen werden am einfachsten mit 
Hiilfe der symbolischen Methode ausgefiihrt. Es ist z. B. 

Ass A24 

.Ass AS4 ="2 ~s f 4 

A43 A« 

(Xl (Xs (X4 

~l ~s ~4 , 

fl fs f4 

*) So ist es zu verstehen, wenn Gauss a. a. O. sagt, dass es in der nicht
Euclidischen Geometrie im Gegensatze zur Euclidischen etwas absolut 
grosses gebe. 
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und wegen der Vertauschbarkeit von a mit fJ und r ergibt sich die 
rechte Seite gleich 

~ ~ :1- a2 fJsr4 2 ± alfJs r4' 

In analoger Weise berechllen sich die iibrigen Unterdeterminanten 
Aik , und schliesslich findet man 

'1'""" = - ~ ((X~rx)2. 
Sind die Symbole a', fJ', r' mit a, p, r gleichwerthig, so geht also 
unsere Formel fiir r ii.ber in 

,." _ (a(3r x)2(a'(3'r'y)2 - (afJrx) (a (3ry) (a' (3'r'x)(a'fJ'r'y) 
- 4k2 - (aprx)2(a' (3' 'I' y)2 • 

Der Zahler der rechten Seite ist auch gleich 

~ [(aPr x) (a' fJ' r' y) - (<<PrY) (a' fJ' r' x)J, 

und zur weiteren Umformung bedienen wir uns der leicht zu be
statigenden Identitat 

(apxy)(a'{J'r'r) - (arxy)(a'P'r'P) - Crpxy)(a'(J'r'a) 
= (apxr)(a'p'r'y) - (aPry)(a'p'r'x). 

Erheben wir beide Seiten derselbell zum Quadrate, so erhalten wir 
rechts den gesuchten Ausdruck; links ergibt sich eine Summe von 
sechs Termen, vou denen drei, :p.amlich 

(apxy)2(a' {J' r' r)2, (ar xy)2(a' P'r' {J)2 und (rPxy)(a' {J' r' a)2, 

einander gleich sind, wahrend von den drei i.i brigen einer, namlich 

2 (arxy) (r fJxy) (a' [3' r' (J) (a' fJ' r' a), 

identisch Null ist, weil er durch Vertauschullg von a mit p sein 
Vorzeichen andert, die beiden anderen sich gegenseitig aufheben. 
Wir finden so 

r2 1 (apxy),(ct' r 'I' '1)2 
4k2 = - 6 (aPrx)2(a'p''1'y)2' 

wobei die rechte Seite positiv ist, da der Determinante einer reellen 
FHiche stets das negative Zeichen zukommt. Es ist ferner die De~ 
terminante der Flache 

A = ~ + All A22 ASS A44 = (Xl P2rS 84 (a[3r 8), 

also auch wegen der Vertauschbarkeit der Symbole gleich 

2~ (afJro)2 = 2~ (a'{J'r'r)2. 

Yom Zahler haben wir somit in der That den verschwindenden 
34* 
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Factor A abgesondert. Lassen wir nun k unendlich wachsen, so 
kann - 16Ak2 gleich elller neuen positiven Oonstanten 0 2 gesetzt 
werden, so dass*): 

(3) 
r2 (IX {Jx'1)2 
0 2 = (a fJ "I x) 2 (IX' {J' r' '1)2 

Bier findet sich im Zahler die linke Seite der Gleichung des unend
lich fernen Kegelschnittes in Liniencoordinaten, und im N enner das 
Product rox 2 ro/, wenn mit ro wieder die unendlich ferne Ebene be
zeichnet wird. Machen wir also die letztere zur Ebene x4 = 0 und 
lassen ihre Schnittlinien mit den drei anderen Ooordinatenebenen 
ein Polardreieck III Bezug auf den Fundamentalkegelschnitt 

~t/ + U22 + U S2 = 0 
bilden, so wird 

(4) ..c. =P}4 + P~4 + pl, 
c2 xl '11 ' 

wo c eine Constante bedeutet. Wahlen wir dieselbe gleich Eins und 
setzen 

Xl = xx4 , X2 = yX4' Xs = zx4 , Yl = xOY4, '!12 = YO?/4' Ys = ZOY4, 
so entsteht endlich die fundamentale Formel der E u c1 i dis c hen 
Geometrie 
(5) 

Hierin sind x, y, z rein projectivisch definirte Bestimlllungsstiicke; 
man erkennt aber sofort ihre Uebereinstimmung mit den gewohn
lichen Oartesischen Coordinaten. Die Ebenen x = 0, ?/ = 0, Z = 0 
nallllich sind zu einander rechtwinklig, weil ihre Schnittlinien mit 
der Ebene x4 = 0 ein Polardreieck in Bezug auf den Fundamenta1-
kegelschnitt bilden; die Variabeln sind auch in der gewohnlichen 
Weise metrisch definirt, weil z. B. nach (5) x die Entfernung des 
Punktes x, y, z vom Punkte x, 0, 0 angibt. 

Die "specielle Maassbestimmung" der parabolischen Geometrie 
kann zu der allgemeineren der elliptischen oder hyperbo1ischen auf 
bemerkenswerthe Weise in Beziehung gebracht werden. Denken wir 
uns eine allgemeine Maassbestimmung (etwa fur die hyperbolische 
Geollletrie) gegeben, und benutzen die imaginare Schnittcurve der 
Fundamentalflache mit der Polarebene eines Punktes y zur EinfUhrung 
einer parabolischen Maassbestimmung. Dann stimmen die, von allen 
durch den Pttnkt y gehenden Strahlen und Ebenen eingeschlossenen, Winkel 
in heiden Maassbestimmungen iiberein; denn sie werden beiderseits in 

*) Fur die ebene Geometrie wird der entsprechende Grenzubergang bei 
Cayley a. a. O. gemacht, Philosophical Transactions, 1859. 
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gleicher Weise durch den von y ausgehenden Tangentenkegel de
flnirt. Fur aIle in unmittelbarer Nahe an y vorbeigehenden Ge
raden und Ebenen werden daher die Winkel der einen Maassbestim
mung von denen der anderen nur sehr wenig abweichen. Analoges 
gilt fur die Entfernung eines beliebigen Punktes vom Punkte y. 
Es moge letzterer die Coordinaten 0, 0, 0, 1 haben, und es werde 
Qxa; = x2 + y2 + 102 - a2 gesetzt; ferner sei r die Entfernung des 
Punktes x, y, z vom Punkte 0, 0, ° in der allgemeinen und Q die
selbe Entfernung in der speciellen Maassbestimmung; dann konnen 
wir setzen: 

(12 = x2 + 1l + Z2, 

-V Q Q Q 
r = 2ki arctang 1 - xx Y1/ = 2ki aretang Qi y a 

• Q 2ki Q3 2ki Q5 

=2hr;-aas + 5as-'" 

.Als Abweichttng der "im Punkte y tangirenden" speciellen Maassbestim
mung von der allgemeinen konnen wir den negativen Quotienten des 
zweiten Gliedes del' Reihe, dividirt durch die dritte Potenz des ersten 

Gliedes definiren. Diese Abweichung ist dann gleich - 4~2' also gleich 

dem oben angefiihrten Krummungsmaasse. So kommt man zum Be
griffe des letzteren, ohne dabei von den Gauss'schen Slitzen libel' 
krumme Oberflachen Gebrauch zu machen*). 

Gleichzeitig zeigt diese Betrachtung, dass in der nicht-Eucli
dischen Geometrie fur unendlich kleine Figuren, d. h. in unmittelbarer 
Niihe eines beliebigen Punktes die Siitze der Euclidischen Geometrie 
Giiltigkeit behalten**). Da es ferner gleichgultig ist, ob man die Ent
fernungen unendlich klein, oder k unendlich gross werden lasst, so 
erkennen wir auch, dass fur 7c = 00 die Siitze der nicht-Ettdidischen 
in diejenigen der Euclidischen Geometrie iibergehen mussen. 

Wenn wir so einerseits durch Grenzubergang zu den bekannten 
Grundformeln der Euclidisehen Geometrie gelangten, so bleibt uns 

*) Vgl. Klein, Math. Annalen, Bd. 4, p. 595. 
**) Umgekehrt kann man (vgl. Flye ste Marie und Killing) die Giiltig

keit del' parabolischen Geometrie fiir unendlich kleine Figuren direct (ohne Hiilfe 
des Parallelenaxioms) nachweisen, und dann fUr endliche Figuren die allgemeine 
Maassbestimmung vermoge eines gewissen Integrationsverfahrens einfiihren, bei 
dem man von den trigonometrischen Beziehungen fiir unendlich kleine Dreiecke 
ausgeht. 
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andererseits die Frage zu behandeln, in wie weit sieh diese Formeln 
als nothwendige Consequenzen unserer fruheren V oraussetzungen er
geben, wenn wir in diesen nur die beiden Annahmen liber die Exi
stenz zweier (reellen oder imaginiiren) Strahlen in jedem Buschel, 
die eine gegebene Gerade im Unendliehen treffen (vgl. p. 442 und 
463), dureh die andere Annahme ersetzen, dass beide GrenfJstrahlen in 
jedem Strahlbuschel fJusammen{allen sollen. Dann wird bei unseren 
friiheren harmonisehen Construction en, die dazu fiihrten, den Punkten 
einer Geraden bestimmte Zahlen zuznordnen, jetzt A1 = /\2; jeder 
positiven oder negativen reellen Zahl, mit alleiniger Ausnahme von 1\1' 
entspricht dann ein Punkt der Geraden, d. h. jeder geraden Linie ist 
ein einziger unendlieh ferner Punkt zuzuweisen. Sollen bei den Be
wegungen einer Ebene in sich gerade Linien in gerade Linien liber
gefiihrt werden, so sind die Bewegungen wieder durch line are Glei
chungen zwischen den projectivischen Coordinaten dargestellt. Die 
Gesammtheit der unendlich fernen Punkte wird wieder durch eine 
Gleichung gegeben sein, die bei allen Bewegungen ungeandert bleibt: 
die Gleichung der unendlich fernen Curve. D.a dieselbe mit jeder 
Geraden nur einen Punkt gemein haben soIl, so ist sie von der ersten 
Ordnung. So kommen wir hier zum Begriffe der unendlich {ernen Ge
mden. Sie bleibt noeh bei sechsfach unendlich vielen Bewegungen 
del' Ebene in sieh ungeiindert, wahrend in unserer Vorstellung eine 
solche Bewegung nur von drei Oonstanten abhangt, indem eine Figur 
noch einfach unendlieh viele Lagen annehmen kann, wenn ein Punkt 
festgehalten wird. Die Betrachtung der unendlich fernen Punkte ist 
also zur Festlegung der metrischen Fundamentalbegriffe nicht aus
reichend. In der hyperbolischen und elliptischen Geometrie genUgte 
es, fur die Entfernung zweier Punkte einen analytisehen A usdruck 
aufzustellen; der Begriff des Winkels und das analytische Maass 
desselben ergaben sieh dann von selbst (vgl. p.474 und 518). Hier 
miissen wir noch weitere Voraussetzungen uber das Verhalten der Strahlen 
eines Buschels bei den Bewegungen hinzu{ugen, urn die letzteren voll
kommen zu definiren und dadurch aIle metrischen Grundbegriffe fest
zulegen. 

Wie wir in der elliptischen Geometrie auf jeder Geraden eine 
"ausgezeiehnete" Involution derartig bestimmten, dass diese Invo
lution bei jeder Bewegung in sieh Ubergefiihrt wird, so construiren 
wir jetzt im Strahlbiischel eine elltsprechende Involution auf Grund 
ganz analoger Ueberlegungen. Jeder Strahl u des Biischels kann 
durch Drehung urn den Scheitel mit sich selbst zur Deckung gebracht 
werden. Insbesondere wird man einen Strahl v so auswahlen konnen, 
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dass v in u durch dieselbe Drehung iibergefiihrt wird, welche u in 
die Lage von v bringt. Da die hierdurch bedingte Verwandtschaft 
eine umkehrbare ist, und da jede Bewegung durch lineare Gleichungen 
vermittelt wird, so bilden die Strahlenpaare u, v eines jeden Biischels 
eine Involution j und diese Involution dart durek keine Drehung des 
Biisehels ttm seinen Scheitel geandert werden, wenn anders das Resultat 
zweier successiven Drehungen unabhangig von ihrer Reihenfolge sein 
soll *). Die zur Darstellung der Drehung dienende Formel hangt 
dann nur von einem Parameter ab, der als Maass fiir die Grosse der 
Drehung geIten kann, wenn man eiue Function desselben so definirt, 
dass sich die entsprechenden Maasse bei ber Zusammensetzung von 
Bewegungen addiren. Das Maass fUr die Grosse der Drehung, 
welche einen Strahl u mit v zur Deckung bringt, nennen wir den 
Winkel beider Strahlen und finden in bekannter Weise: 

(1) 

!p i u- A' v-/\" 
2 k' = '2 log v - I\' . u - /\" 

uv - t (A' + A")(u + v) + /\' II" = arc cos -- . - . V<U -/\')(u - A") (v -I\') (v - II") 

Hierin bedeutet k' eine beliebig wahlbare reelle Constante, i die 
imaginare Einheit, und A', /\" sind die beiden einander conjugirt 
imaginaren Parameter der zu jener ausgezeichneten Involution ge
horigen Doppelstrahlen. Bilden also tt, vein Paar dieser Involution, 

so wird qJ = + 2k' ~ j der entsprechende Winkel werde als ein reehter 

bezeichnet. Die Constante 2k' wahlt man in der Regel gleich der 
Einheit. 

Jeder Punkt der Ebene bestimmt so als Scheitel emes Strahl
biischels in letzterem zwei imaginare Strahlen, die bei jeder Drehung 
um den Punkt fest bleiben. Zur naheren Definition der Bewegung 
setzen wir weiter fest, dass die beiden von einem Punkte ausgehenden 
imaginaren Strahlen iibergehen in die entsprechenden Strahlen, welche 
·von dem neuen Punkte ausgehen, d. h. dass ein reekter Winkel wieder 
in einen reehten Winkel iibergekt. Die doppelt unendlich vielen ima
ginaren Linienpaare werden eine Schaar von einfach unendlich vielen 
imaginaren Curven umhiillen, von denen zwei durch jeden reeHen 
Punkt gehen. Bei einer Bewegung wird entweder jede Curve dieser 
Schaar in sich iibergefiihrt, oder die Curven der Schaar vertauschen 
sich unter einander. Lassen wir nun eine dieser imaginaren Geraden 

*) Vgl. die entsprechenden Ueberlegungen oben auf p. 516. 
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sich so bewegen, dass sie die von ihr beriihrte Curve C umhiillt, 
so wird die conjugirt imaginare Gerade stets die conjugirt imaginare 
Curve 0' beruhren; und der reene Schnittpunkt beider wird eine 
reelle Curve r beschreiben. Es miisste also ein einfach unendliches 
System von ausgezeichneten Curven r geben, von denen eine durch 
jeden Punkt geht. Bei einer Drehung um den Punkt P miissten 
nun die beiden durch ihngehenden Curven 0 und 0' je fiir sich 
fest bleiben, da jede von ihnen durch ihre Tangente in P vollkommen 
bestimmt ist; also wiirde auch die durch P gehende Curve r nur 
in sich transformirt werden konnen; es blieben dann zwei imagi
nare und eine reeIle Gerade des von P getragenen Strahlbiischels 
fest, und somit wiirde keine Gerade dieses Biischels bei der Drehung 
bewegt werden, d. h. es wiirde keine Drehung um P moglich sein. 
Die Curven r konnen sonach nicht existiren; und es ist unmoglich, 
die doppelt unendlich vielen imaginaren Linien in Systeme von je 
einfach unendlich vielen Tangenten anzuordnen. Es bleibt somit nur 
die Moglichkeit, dass sie sammtlich eine und dieselbe Curve beruhren, 
welche bei allen Bewegungen in sich iibergeht. Diese Curve muss 
dann von der zweiten Klasse sein, da sie durch jeden Punkt· zwei 
und nur zwei Tangenten schickt. Sie kann ferner keinen reellen 
Punkt enthalten, denn fur einen solchen wiirden die beiden Tangenten 
zusammenfallen; in ihm als Scheitel wiirde man also keine rechten 
Winkel construiren konnen, was der Annahme widerspricht, dass 
jeder Strahlbiischel durch Bewegung in jeden anderen iibergefuhrt 
werden kann. Ausser dieser Curve solI auch die unendlich ferne 
Gerade bei allen Bewegungen fest bleiben (p. 534); danngilt aber 
das Gleiche fur ihren Pol in Bezug auf unseren imaginaren Kegel
schnitt; und dieser Pol rniisste bei allen Bewegungen ungeandert 
bleiben, was wieder unseren Voraussetzungen entgegen ist. Es kann 
sich daher nur um eine Curve zweiter Klasse mit verschwindender 
Determinante handeln, d. h. urn ein Punktepaar, dessen Axe mit der 
unendlich fernen Geraden der Ebene zufammenfallen muss. So kommen 
wir hier zur Einfuhrung cler imaginiiren Kreispunkte cler Euclidischen 
Geometric. 

Fiihren wir projectivische Coordinaten x, y ein, welche auf der 
unendlich fernen Geraden unendlich gross werden, und mit Halfe 
deren die Gleichung der imaginaren Kreispunkte in der Form 
u 2 + v2 = 0 (in Liniencoordinaten) erscheint, so sind die Bewegungen 
durch Gleichungen der Form 

(2) ~ = m ( xcoscp + ysincp) + a, 
'I'J = m (- xsincp + ycoscp) + p 
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darstellbar. Zwischen den vier hier vorkommenden Parametem m, 
qJ, a, fJ muss aber noch eine Relation bestehen, da unserer Annahme 
nach eine Bewegung der Ebene in sich nur von drei Constanten ab
hangen kann (p.534). Die fehlende Determination gewinnen wir durch 
die Festsetzung, dass bei einer vollstiindigen Umdrehung iJer Ebene 
um einen festen Pttnkt P (d. h. einer solchen, bei der jede Gerade durch 
P nack Lage und Ricktung mit sick selbst zur Deckung kommt) jeder 
Punkt der Ebene in seine ursprungliche Lage zttriickkehre. Setzen wir 

r = e + i"1, "1' = e - i'f}, x' = x + iy, y' = x - iy, 

a' = a + i{:J, fJ' = " - ifJ, 
so gehen die GIeichungen (2) fiber in: 

r = me-icpx' + (x', "1' = mei<Py' + fJ', 
oder in homogenen Coordinaten 

(3) ()gl = "lXI' ()e2 = "2 X2, ()Xs = asgs , 
wobei 

el=~(r-a), e2=es("l'-b), al=me-i<p, a2 =mei <P, "s=l, 
Xl = xs(x' - a), x2 = Xs (y' - b), a(l - me-i'P) = a', 

b(l - mei'P) = fr. 
Bei allen Bewegungen, die aus (3) durch Wiederholungen entstehen, 
bleibt der Punkt e auf der Curve*) 

log~ log~ log~ 
(4) Xl a' X2 a 1 Xs a. = Con st. , 

welche im Allgemeinen transscendent ist. Ausser den beiden Kreis
punkten bleibt nach (3) auch der Punkt Xl = 0, Xli = 0 fest; die 
Bewegung besteht daher in einer Drehung um ihn j und wir konnen 
a = 0, fJ = 0 annehmen. Kehren wir dann zu den urspriinglichen 
Variabeln zuriick, so geht die Gleichung (4) fiber in: 

rlli<p elIillllogm = a, 
wobei X = rcosm, y = rsinw gesetzt ist. Hierin sind m und qJ ge
gebene Constante, r und w Veranderlichej sei zur Abkiirzung 
log m = - qJ .1', so kommt 
(5) r = 0'· eYw • 

1st r von Null verschieden, so wachst r unbeschrankt mit wachsendem 
mj die Curve lauft daher nicht in sich zuriick, sondem windet sich 
als Spirale urn den Punkt X = 0, y = o. Nur wenn l' = 0, also 
m = 1 ist, tritt eine Ausnahme ein. Die Curve (5) stellt dann den 
Kegelschnitt Xi + yi = ell dar. Boll also bei der Drehung iJer Ebene 

*) V gL Ed. I, p. 992. 
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um einen Punkt jeder andere Punkt (es genugt dies von einem anderen 
Punkte vorauseuseteen) eine geschlossene Ourve besckreiben, so ist die 
let~tere ein Kegelschnitt, der durch die soeben definirten imaginiiren Kreis
punkte hindurchgeht. J eden Kegelschnitt dieser Art nennen wir einen 
Kreis: Die Constanta c, welche fur aIle Punkte desselben Kreises 
einen festen Werth hat, nennen wir die Entfernung des bewegZichen 
Punktes vom MitteZpunkte des Kreises. Letzterer ist als fester Dreh
punkt oder auch als Pol der unendlich fernen Geraden in Bezug auf 
den Kreis definirt. Dass dem so eingefuhrten Ausdrucke fur die 
Entfernung die charakteristische additive Eigenschaft, welche sich in 
der leicht verstandlichen Gleichung 

(6) Pl -P2 + P2 -Pa = PI - Ps 
ausspricht, zukommt, braucht nicht weiter ausgefuhrt zu werden; 
denn wir befinden uns nunmehr in dem bekannten Gebiete der ge
wohnlichen analytischen Geometrie. 

Da wir den Begriff der Entfernung durch die Forderung ein
fuhrten, dass jeder Punkt bei einer Rotationsbewegung der Ebene 
eine geschlossene Curve beachreibe, so bleibt der gewonnene Aus
druck unverandert bei einer solchen Rotation, weiter aber, wie man 
leicht nachweist, bei jeder beliebigen Bewegung. Man braucht zu dem 
Zwecke sich nur der Formeln (2) zu bedienen, in denen nunmehr 
m = 1 zu wahlen ist. Umgekehrt konnte man die Existenz einer 
Function der Coordinaten zweier Punkte voraussetzen, welche durch 
Bewegungen nicht geandert wird, dieselbe durch Forderung der in 
(6) ausgesprochenen additiven Eigenschaft naher determiniren und 
als Entfernung einfuhren *)j dann muss ebenfalls besonders postulirt 
werden, dass der Kreis als Oft der Punkte, welche von einem festen 
Punkte gleiche Entfernung baben, nothwendig eine in sich zuruck
laufende Curve sei. 

Wie sich die vorstehenden Erorterungen auf den Raum aus
dehnen lassen, wird einer naheren Ausfiihrung nicht mehr bediirfen. 

Bei allen unseren analytischen Ansatzen wurde' vorausgesetzt, 
dass bei einer Bewegung der unendlich ferne Punkt der Geraden 
sich «:\benfalls bewegt j diese V oraussetzung war berechtigt, weil wir 
unsern Ausgangspunkt von den projectivischen Coordinaten nahmen, 
und beim Gebrauche derselben Punkte mit sehr verschiedenen Coor
dinaten unendlich weit liegen konnen (sowohl in der parabolischen, 
Wle in der hyperbolischen Geometrie). Man konnte aber auch an-

III) In dieser Weise verfli.hrt v. Helmholtz. VgI. dllD folgenden Abschnitt. 
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nehmen, dass der unendlich ferne Punkt einer Geraden bei jeder 
Bewegung derselben in Ruhe bleibt, dass also aUe geraden Linien 
des Raumes durch einen und denselben unendlich fernen Punkt hin
durchgehen. Diese Annahme enthalt in der That in sich keinen 
Widerspruch j sie liegt der gewohnlichen Darstellung der Werthe 
einer complexen Grosse x + iy durch Punkte einer Ebene zu Grunde*), 
und ebenso der ublichen Behandlungsweise der Potentialtheorie im 
Raume. Die Satze der projectivischen Geometrie sind dam; aber 
nicht mehr ausnabmslos giiltig; sie bleiben indessen fur endliche Fi
guren anwendbar. Ueberdies gab uns die Geometrie auf einer "Grenz
fIache" der hyperbolischen Geometrie (p. 500) eine deutlicbe Vor
steHung davon, wie die Behandlung der Geometrie im vorliegenden 
Falle durchzufiihren ware**); die Benutzung der Grenzfl.ache bietet 
ausserdem den Vortheil, dass aIle Slitze auf ihr wieder rein projecti
vischen Charakter haben. In anderer Weise erhiilt man ein Bild 
der so entstehenden Geometrie, indem man die Ebene als stereogra
phisches Bild einer Kugelflache auffasst (vgl. p. 427); dem einen un
endlich fernen Punkte der Ebene entspricht dann der Projections
punkt (Pol) auf der Kugel; den geraden Linien der Ebene sind die 
durch den Pol gehenden ebenen Schnitte der Kugel zugeordnet, also 
in der That Ourven, welche sich sammtlich im Unendlichen (d. h. 
im Pole) schneiden***). Aber wahrend sich die Euclidische me-

*) V gl. oben die Anmerkung zu p. 105. 
**) Wie in der Ebene die Benutzung zweier Einheiten (1 und -V - 1 = i) 

zur analytischen Behandlung besonders niitzlich ist, 80 wiirde sich im Raume 
fiir diese Art Geometrie die Benutzung dreier von einauder unabhangigen Ein
heiten empfehlen, wie sie G r a S 8 man n eingefiihrt hat (Die lineale Ausdehnungs
lehre, Leipzig 1844), und wie man sie nach Hamilton in der Quaternionen
theorie benutzt. - Hierauf scheint sich eine Bemerkung von Riemann in art. 1 des 
dritten Theiles seiner mehrfach erwahnten Abhandlung zu beziehen (Ges. Werke, 
p. 265). Die betrefi'ende Geometrie wiirde auf einer dreidimensionalen, im Raume 
von vier Dimensionen gelegenen Grenzflache ihre Interpretation linden. 

***) Will man den Grundsatz der projectivischen Geometrie, dass sich je 
zwei gerade Linien nur in einem Pnnkte begegnen konnen, aufgeben, so wird 
man noch andere Moglichkeiten als die drei von uns naher studirten auffinden 
konnen. Nimmt man dann zunachst an, dass sich ein Gebiet des Raumes ab
grenzen lasse, in dem je zwei dasselbe durchsetzende Gerade sich hochstens 
einmal schneiden, lasst es aber unbestimmt, ob sie sich ausserhalb dieses Ge
bietes noch einmal begegnen, so kommt man nach Killing zu dem Schlu8se, 
dass ein solches Begegnen in der That entweder noch einmal oder niemals statt
linden kann. In letzterem FaIle hat man un sere drei Geometrieen (elliptische, 
hyperbolische, parabolische). 1m el'steren FaIle ist jedem Punkte ein zweiter 
derart zugeordnet, dass jede Gerade durch den ersten Punkt auch den zweiten 
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triscbe Geometrie von der Ebene auf jene Grenzfl.acbe vollstandig fiber
triigt (p. 504), ist dies bekanntlich bei Benutzung der Kugel nicht 
der Fall, denn bei der stereograpbischen Projection bleiben nur die 
Winkel, nicht auch die Entfernungen ungeiindert. 

VIII. Die Definitionen, Postulate und Axioms bel Euclid. 

Nach VoUendung unserer Untersuchungen iiber die directe Be
griinuung der projectivis~hen Geometrie und fiber die Einfiihrung der 
metrischen Begriffe der "Entfernung" und des 11 Winkels", ist es an 
der Zeit, einen Riickblick auf die bierbei gemachien Voraussetzungen 
zu werfen und die nach und nach eingeffihrten Festsetzungen fiber
sichtlich zusammenzustellen, um vollige Klarheit dariiber zu ver
schaffen, auf welchen Grundlagen das errichtete Gebaude ruht. 

1) Fiir die projectivische Geometrie setzten wir die Existenz eines 
Systems von Fliichen und Curven voraus, wie es auf p. 434 naher 
angegeben wurdej dieselben soUten die Eigenscbaft baben, dass je 
zwei Punkte eine dieser Curven (geraden Linien), je drei Punkte 
(die nicht auf derselben Geraden liegen) eine dieser Fliichen be
stimmen. Die verschiedenen Moglichkeiten in Betreff der unendlich 
fernen Punkte der geraden Linien waren zwar zu beriicksichtigen, 
ergaben aber in den Resultaten zunachst keine wesentlichen Unter
schiede. 

2) Ferner wurde festgesetzt, dass jeder Strahl durch Drehung 
um einen seiner Punkte nach Lage und Richtung mit sicb selbst zur 
Deckung gebracht werden konne*). 

3) Eine Bewegung wurde als eine Transformation definirt, bei 
der jeder Punkt wieder in einen Punkt, jede gerade Linie wieder in 
eine gerade Linie fibergeht; und es soUte moglich sein, jeden Punkt 

enthitlt; die geraden Linien verhalten sich also wie die grosaten Kreise anf der 
Kugel; die betreffende (a. a. O. ala Riemann'sche bezeichnete) Geometrie ist 
identisch init der gewohnlichen spbarischen Geometrie, erscheint also als zwei
deutige Abbildung unserer elliptischen Geometrie (vgl. oben p. 628). Ob Rie
mann bei seinen Untersuchungen diese letztere oder das erwithnte zweideutige 
Bild derselben im Ange hatte, wird sich kanm entscheiden lassen, da er in 
seiner (nur ala Fragment anfzufassenden) Abhandlnng keine genaneren Angaben 
liber die Bedeutung seiner Coordinaten oder liber die Schnittpunkte zweier Ga
raden macht. 

*) Doch wurde bemel'kt, dass auch die entgegengesetzte Annahme, wonach 
bei der Drehung gewisse nicht iiberschreitbare Grenzlagen vorkommen, dem 
Ansbaue einer in sich consequenten Geometrie nicht hinderlich iet; vgl. die Note 
zu p. 496. 
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in jed en anderen iiberzufiihren, so dass kein Punkt und keine Gerade 
vor den iibrigen ausgezeichnet ist. Ferner solIte die Bewegung (wie 
fiir den parabolischen Raum hinzuzufiigen war) in gewisser Weise von 
drei Parametern abhii.ngen, so dass ein Punktsystem noch urn eine 
gerade Linie drehbar ist, wenn zwei Punkte festgehalten werden. 
Passende Functionen dieser Parameter dienten zur Einfiihrung der 
Begriffe von Entfernung und Winkel (vgl. p. 465, 495, 536). 

4) In der hyperboZischen Geometrie wurde angenommen, dass jeder 
geraden Linie zwei "unendlich ferne Punkte" zukommen. Damit 
waren die "Bewegungen" als Transformationen, welche die unendlich 
fernen Punkte in sich iiherfiihren, vollkommen bestimmt und weiter
hin alIe metrischen Begriffe festgelegt (p. 463, 469). 

5) Um fiir die elZiptische Geometrie dasselbe zu erreichen, nahmen 
wir an, dass die geraden Linien sich nicht ins U nendliche erstrecken, 
und wurden dadurch zu der weiteren Forderung gefiihrt, dass es auf 
jeder Geraden eine gewisse Involution gibt, deren Punktepaare sich 
bei jeder Bewegung der Geraden in sich nur unter einander ver
tauschen. Auch aHe derartige auf verschiedenen Geraden gelegenen 
In volutionen sollten in ihrer Gesammtheit durch die Bewegungen 
nicht geandert werden (p. 468, 516). 

6) Fur die parabolische Geometrie legten wir jeder Geraden nur 
einen unendlich fern en Punkt bei; hier konnten wir dann die Be
wegungen nur vollstandig definiren, wenn wir ausserdem in jedem 
Strahlbiischel die Existenz einer Strahleninvolution voraussetzten, 
welche bei einer Drehung des Biischels um sein Centrum nicht 
geandert werden soll, und welche bei beliebigen Bewegungen immer 
in die entsprechenden Involutionen anderer Strahlhuschel iibergeht. 
Endlich musste auch gefordert werden, dass jeder Punkt der Ebene 
bei Drehung der letzteren um einen festen Punkt eine geschlossene 
Curve beschreibe (p. 534, 537). 

Seit wehr als zwei J ahrtausenden haben die am Anfange von 
E u eli d's Elementen zusammengestellten Definitionen, Postulate und 
Axiome die sichere Grundlage alIer geometrischen Forschung gebildet. 
Es drangt sich daher die Frage auf, wie unsere V oraussetzungen 
sich zu denjenigen Euclid's stellen; urn sie beantworten zu konnen, 
sei es gestattet, die wichtigsten Satze aus der Einleitung zu Euclid's 
Werke (O"'to£XEia) hier zusammenzustellen *) und einzelne derselben 
naher zu besprechen. 

*) Wir legen dabei den Text der von Heiberg besorgten Auegabe (Leipzig, 
bei B. G. Teubner, 1883) zu Grunde. 
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'~(lo£. 

I. I'YJI"'IJiov Ef1'1:£V, of; /l's(l0E; ov.ft8v. 
II. r('lXl"'l"'~ d's [Jlij"OE; &dlXdE;. 

III. r(,IXI"'I"'i)E; d's 1d(ltx'r:cx ti'YJI"'IJilX. 
IV. Ev.ft'IJitx Y(llXt't'-rl io'l:w, ~ 'HE; 

E~ ll10v 7:0iE; iq/ EtxV1:i)E; l1'YJI"'Et
o£~ "Ei7:tx£. 

V. 'EnupaVE£tx d'i iO'l:£V, (j I"'i)"og 
"IX! nla7:0E; tL0VOV lIP' 

Definitiones. 

Punctum est, cuius pars nulla est. 
Linea autem sine latitudine longi

tudo. 
Lineae aut em extrema puncta. 
Recta linea est, quae cum que ex 

aequa punctis in ea sitis iacet. 

Superficies autem est, quod longi
tudinem et Iatitudinem solum 
habet. 

VI. 'EnUplXvEttxE;d's 1tE(ltx'l:lX r(,lXl"'l"'"t. Superficiei autem extrema lineae 
sunt. 

VII. 'En{nEd'oE; EnUptXVE£lX if1nv, Plana superficies est, quaecunque 
~n~ E~ ll10v 'l:txiS irp' EIXV7:i)E; ex aequo rectis in ea sitis iacet. 

Der Inhalt dieser Siitze biidet die Voraussetzung fiir die Mog
lichkeit jeder geometrischen Forschungj er ist deshalb bei unserer 
obigen Zusammenstellung nicht weiter hervorgehoben. Die drei 
ersten Siitze zusammen mit dem fiinften und sechsten sagen' aus, 
dass wir dem Raume drei Dimensionen beizulegen haben, und geben 
gleichzeitig DefInitionen von Punkt, Curve und FHiche. Der vierte 
Satz gibt die Definition der geraden Linie und muss noch besprochen 
werden. Die W orte i; l'dov ••• "Ei";lXt sollen offen bar ausdriicken, 
dass die gerade Linie sich gegen aue ihre Punkte gleich verhalt. 
Da nun fiber den Begriff der Gleichheit bei Euclid nach Satz IV 
der "OWIX! EVVO£tx£ (vgl. unten) durch Bewegung entschieden wird, so 
konnen wir dies "gleiche V erhalten" dahin naher erklaren, dass eine 
Gerade beliebig in sich verschoben (wie auch der Kreis) und urn 
sich gedreht werden kann. Da der Satz, dass zwei Punkte eine 
Gerade bestirnmen, weiterhin bei Euclid nirgends bewiesen, dagegen 
im ersten Postulate bereits vorausgesetzt wird, miissen wir ann ehmen, 
dass das "gIeiche V erhalten" der Geraden gegen alle ihre Punkte 
eben in der Moglichkeit ihrer Bestimmung durch i/rgend zwei ihrer 
Punkte seinen unmittelbaren Ausdruck finden solI. In diesem Sinne 
handein wir in Uebereinstimmung mit Euclid, wenn wir eine ge
rade Linie als eine Curve definiren, welche durch zwei Punkte voll
standig bestimmt ist, die Existenz solcher Curven aber nicht weiter 
beweisen, sondern als irgendwie gegeben (z. B. der Erfahrung ent
nommen) denken. Nimmt man insbesondere den zweiten Punkt un-
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endlich benachbart zum ersten, so kann man eine gerade Linie auch 
durch einen Punkt und eine von ihm ausgehende "Richtung" be
stimmen. Umgekehrt wird oft die Gerade als Ort eines in "gleicher 
Richtung" fortsehreitenden Punktes definirt; in der That ist es an 
sich gleichgiiltig, ob man den Begriff der Geraden oder den der 
Richtung als nicht weiter erkllirbar annehmen will *). In letzterem 
FaIle ist man genothigt, eine Richtung als durch zwei getrennte 
Punkte vollig bestimmt vorauszusetzen, und kommt so zu unserem 
Grundsatze, dass zwei Punkte eine Gerade festlegen, zuriick. 

Ebenso involvirt der siebente Satz unsere Annahme iiber die 
Existenz eines Systems von Flachen, deren jede durch drei Punkte 
bestimmt wird**). 

VIII. 'Enbtc~or; ~s rcovicx lodv ~ 
Iv In£nl8rp ~vo YQtx!-t!-twv &nTlx
!-tivcov &.th}ACOV Utx~ !-tTJ In' 8fl
fJ'8icxg uUllivcov nQog aAA.1j,icxr; 
7:WV YQcx!-tll,(oV u'Uo£r;. 

Planus autem angulus est duabus 
lineis in plano se tangentibus 
nee in eadem recta positis alte
rius lineae ad alteram inelinatio. 

IX. 'tJ7:CXV d's txC nCQdxovocx£ 7:TJv Ubi uero lineae angulum conti-
ycovitxv rQlXILILtx~ c-DfJ'8icx£ 6JOW, nentes rectae sunt, rectilineus 
8flfJ'VYQcx!-tILor; ulXJ..ciTCXL ij yrovicx. adpellatur angulus. 

Die hier gegebene Definition des Winkels iiberraseht zunachst 
durch ihre Unvollstandigkeit, denn das Wort "N eigung" ist ebenso-

*) So thut es z. B. Baltzer in seinen EJementen der Mathematik, 5. Auff. 
Bd. 2, p. 3, Leipzig 1878 und Wundt, Logik, Bd. 1, p. 451, Stuttgart 1880; 
vgl. auch Thiele, Gl'undriss del' Logik und Metaphysik, Halle 1878, p. 116. -
Man muss sich dann nul' huten, die Gleichheit der Richtung zweier sich (auch 
in ihren VerHi.ngerungen) nicht schueidenden Geraden ohne weiteres als gegeben 
anzunehmen. - Dagegen erscheint es unthunlich, eine Gerade als kiirzesten 
Weg zwischen zwei Punkten zu definiren (wie es z. B. Mehler thut: Haupt
slitze del' Elementar-Mathematik, 16. AufJage, Berlin 1889, p. 1); denn urn eine 
Entfernung zu messen, muss vorher eine Curve vorhanden: sein, langs welcher 
gemessen werden solI. Das Messen einer Curve aber wird nul' durch das Ziehen 
von Sehnen nach den Begriffen del' Integralrechnung verstancUich. 

**) Auch dieser Satz wird bei E u c 1 i d nirgends explicite hervorgehoben, 
sollte also offenbar in der siebenten Definition enthalten sein. Baltzer erwahnt 
alJerdings, dass E u c Ii d im ersten Satze des elf ten Buches mit Hiilfe jener 
Definition ausdriicklich beweise, dass eine Gerade, welche zwei Puukte mit einer 
Ebene gemein habe, gauz in dieser liege. Thatsachlich wird abel' von Euclid 
nul' bewiesen, dass eine Gerade, welche eine endliche Strecke mit einer Ebene 
gemein hat, ganz in die Ebene fallen muss, ebenso in XI, 2, dass ein Dreieck, 
von dem ein endliches Stiick sich in einer gewissen Ebene befindet, ganz in 
dieser Ebene liegt. 
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wenig an sich verstandlich wie das Wort "Winkel". V ollstandig 
brauchbar wird die Definition erst, wenn man hinzufiigt: 

1) Die Neigung zweier Geraden solI gleich derjenigen zweier 
anderen genannt werden, wenn sich die letzteren mit den 
ersteren durch Bewegung zur Deckung bringen lassen. 

2) Sie SQll grosser sein, als die der heiden anderen, wenn sie 
sich 80 mit dem "Scheitel" und einem "Schenkel" auf einander 
legen lassen, dass der von letzterem begrenzteTheil der 
Ebene (wie weit die gegebenen Geraden auch verlangert 
werden) in dem von ersterem begrenzten Theile enthalten ist. 

Es ist dies um so auff"alliger, weil sofort bei der Definition der 
spitzen und stumpfen Winkel von den noch nicht erkliirten Begriffen 
"grosser" und "kleiner" Gebrauch gemacht wird, und da Euclid 
sonst bei Einfuhrung derselben mit grosser Sorgfalt veriahrt (z. B. 
bei den Definitionen zum dritten Buche). Vielleicht aber soUte diese 
Lucke dUl'ch die (in den "owat lvvouxt) nachfolgenden Erklarungen 
von "grosser" und "kleiner" als nachtraglich ausgefiillt geIten. 

Da iiber die Grosse der Neigung nur durch Aufeinanderlegen 
der betreffenden FIachentheile (Felder) entschieden werden kann, ist 
e.s empfehlenswerth, diese Theile der Ebene selbst als Winkel zu 
definiren *). Fur unsere obige Darstellung kam eine besondere Defi
nition des Winkels zweier Geraden nicht mehr in Betracht, da wir 
direct zu einem analytischen Ausdrucke fur das Maass des Winkels 
gefiibrt wurden. Man hatte sich nur nachtraglich (was leicht ge
scbieht) zu iiberzeugen, dass die angegebenen Bedingungen durch 
unseren analytischen Ausdruck fur die Vergleichung der Winkel nach 
ihrer Grosse erfiillt sind. 

X. "'Ot'av !l~ EiJ.ftEiex be' E-o-3'Eiav Ubi uero recta super rectam li-
61:IX-3'Ei6ex 'ttl!; iCPE~i')S, 'j'lJJv{as neam erecta angulos deinceps 
l6IXS a.u~A.ext!; :ltOt'!1, &()-3'~ £"a- positos inter se aequales effieit, 
1:E()IX 1:aw l6rov 'i'roVtwV i61:£, "at rectus est uterque angulus aequa-
~ irpE6'tfl"viex EiJ.ftEiex ,,&-3'E'tOS lis, et recta linea erecta perpendi-
"aAEi,;at, -'cP' .jjv icp{6'tfl"EV. eularis adpellatur ad eam, super 

quam erecta est. 

*) So geBchieht es bei Baltzer und Mehler a. a. 0., doch werden die 
unter 1) und 2) gestellten Forderungen nicht vollstli.ndig augefiihrt. Die Ver
gleichung der Winkel auf das Vergleichen von Kreisbllgen gleich ztl Anfa.ng 
zuriickzufiihren, kann von didaktischem Vortheile Rein, ist aber an mch nicht 
gerechtfertigt, da eigentlich verschiedene S~tze der KreistheQrie :vorausgehen 
miiBstenj Grade und Minuten konnen auch ohne Hiilfe ei»es Kreiabogens (ala 
Theile der Ebene) eingefiihrt werden. Ueberhaupt ist die Einfiihrung von Za.hlen 
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XI. 'Ap.plEta rwvta Eo·dv .fJ p'Et- Obtusus angulus est, qui malOr 
~t1JV 6t!4Ni~. est recto. 

XII. 'O;Eta ~s ~ iUoot1JV oQ{Nj~. Acutus uero, qui minor est recto. 

Die hier gegebene Definition des rechten Winkels ist genau mit 
der von uns aufgestellten identisch (p. 534 f.). Wir ordneten jedem 
Strahle eines Biischels einen zweiten so zu, dass dieselbe Bewegung, 
welche den ersten mit dem zweiten Strahle zur Deckung bringt, 
auch umgekehrt den zweiten in den ersten iiberfiihrt. J e zwei solche 
Strahl en bilden einen rechten Winkel; je zwei neben einander liegende 
rechte Winkel sind einander gleich, da sie durch die angegebene Be
wegung mit einander zur Deckung gebracht werden kannen. Die 
Eindeutigkeit der Zuordnung ist, wie hier nachtraglich hervorgehoben 
werden mage, dadurch bedingt, dass die Bewegungen jed en falls durch 
lineare Transformationen dargestellt werden. 

XIII. '~(lo~ Mdv, 0 nvof; ion 
'1tE(lfXf;. 

XIV. EXf'uux lou 1:0 V'1tO TW0f; ~ 
nvt1Jv oQwv '1tEQtEX0r-EVOV. 

X V. K vxllo~ lo·d (}xfJr-fX E'1tt'1tE~OV 

V'1tO p,ta~ rQar-r-fJ~ '1tE(ltEX0p,EVOV, 
'1t(los ~v cup' ivo~ O'¥Jp,EtOV 1:rov 
iV1:of; 1:oii dXtJl1lX1:0S XHp'EVWV 
'1taolX£ IXC %Qo~%bt1:0V61X£ Ev.f1EilXt 
1'61X£ &UtJ..1.at~ Ei6tv. 

Terminus est, quod alicuius reI 
extremum est. 

Figura est, quod aliquo uel ali
qui bus terminis comprehenditur. 

Circulus est figura plana una li
nea comprehensa, ad quam quae 
ab uno puncto intra figuram 
posito educuntur rectae, omnes 
aeqnales sunt. 

Durch die W orte V'1tO p,£as rQal1p.fJ~ %E(l£EX0!LEVOV ist hier der 
Kreis ausdriicklich als eine geschlossene Figur ohne Beweis voraus
gesetzt*), ganz wie wir es friiher thun mussten, urn dadurch zum 
Begriffe der Entfernung zu gelangen (p. 537 f.). 

in die reine Geometrie nicht nothwendig, wenn auch oft bequem; sie wider
spricht dem Geiste der antiken Geometrie, welcher die uns so geHiufige Auf
fassung der Strecken und Winkel als Zahlengrossen fern lag. 

*) Die Nothwendigkeit, dies ausdriicklich hervorzuheben, ist von v. Helm
holtz a. a. O. beaondera betont und ala sonst stillschweigend vorausgesetzt 
bezeichnet (Ges. Werke, Bd. 2, p. 624). Jedenfalls kann man indessenEuclid's 
W orte in gleichem Sinne deuten. Wahrend wir durch die Annahme, der Kreis 
sei eine geschlossene Figur, zum Begriffe der Entfernung, d. h. zur Aufstellung 
einer bei allen Bewegungen ungeandert bleibenden Function der Coordinaten 
zweier Punkte gelangten, geht v. Helmholtz umgekehrt von der Voraussetzung 
aua, daas eine solche Function existire und sucht dieselbe zu bestimmen. Er 
kommt zu dem Schlusse, dass sich ein Punkt bei der Drehung um einen festen 
Punkt dann auf einer Spirale bewegen muss. Es kann dies nach Gleichung (5), 

Clehsch, Vorl.sungen. II, 1. 35 
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Es folgen jetzt bei Euclid die Definitionen des Centrums, des 
Durchmessers, des Halbkreises, der geradlinigen Figuren (Dreiecke, 
Vielecke), des gleichschenkligen und gleichseitigen Dreiecks, des 
rechtwinkligen Dreiecks, des Quadrats, Rechtecks, Rhomboids etc. 
Dann werden die Parallelen durch folgende Definition eingeftlhrt: 

XXIII. IIccr;,)(xU'1}Aot Eltiw EilfrEictt, 
at1:t,vEg EV T:'fi lXVt:ifj E'1t£1tS~rp 

o/}(iat xal iX{jCCAAOp,EVCCt Elr,; If.1tH
~ov Eq/ gX,xT:E(JCC T:a P,E~fJ E1tl 
p'fJ8{r:E~a (/vp,ntnT:ovtiw &.tMj.tcctr,;. 

Parallelae sunt lineae, quae in eo
dem plano positae et in utram
que partem productae in infini
tum in neutra parte concurrunt. 

Gegen diese Definition paralleler Linien ist oft eingewandt, dass 
sie in negativer Form erscheintj es diirfte indessen schwer sein, 

p. 537 nur eine logaritbmische Spirale sein; zwischen den Constanten 0', '" 
derselben muss noch eine Relation, etwa 0' = f(",), bestehen, da die Drehung 
um einen Punkt nur von einem Parameter abhangen solI (p.534 u. 541); die 
Gleichung der Spirale wird dann 

r = f(r)eYw 

und' nach einer vollstandigen Umdrehung wird 

r1 = f(",) eYw + lip' • 

Die Grllsse "', oder eine passend gewahlte Function von r miissen wir alB Ent
fernung des Punktes a: (= r cos Q)), y (= r sin fA)) vom Anfangspunkte einfiihren. 
Dass be ide GIeichungen fiir denselben Werth von '" bestehen, ist sehr wohl 
moglich; die Annabme der blossen Existenz einer ungeandert bleibenden Rela
tion zwischen den Coordinaten geniigt also noch nicht, um die Euclidische 
Geometrie zu begriinden. Unsere Annahme namlich, dass jede Gerade bei Be
wegung wieder in eine Gerade iibergefiihrt werde, macht v. Helmholtz impli
cite ebenfalls, indem er die gerade Linie als die "kiirzeste Linie" definirt 
(Populare Vortrage, Bd. 2, p. 15) und andererseits ala Entfernung die der An
nahme nach bei den Bewegungen ungeandert bleibende Function bezeichnet. 
Seine Untersucbungen miissen daher mit den unsrigen in den Resultaten iiber
einstimmen. Das von Lie (a. a. 0., vgl. oben p. 462) dagegen erhobene Be
denken, dass es nicht ohne Weiteres erlaubt sei, die unendlich kleinen Bewe
gungen durch lineare Functionen darzustellen, faUt fort, wenn man mit uns 
davon ausgeht, dass eine gerade Linie wieder in eine solcbe iibergefiihrt werden 
solI. Lie baIt es iiberdies fiir wabrscbeinlich, dass die Forderung in Betreff 
der geschlossenen Kreisfigur sich als Folge der iibrigen von v. Helmho ltz auf
gestellten Postulate ergebe. Nach den Untersuchungen des Textes wiirde dies 
nur bei der elliptischen und hyperbolischen Geometrie, nicht aber bei der para
bolischen richtig sein. Misslich bleibt bei den Untersuchungen von Riemann 
und v. Helmholtz (wenigstens wenn man dieselben nicht bIos auf eine ab
stracte Zahlenmannigfaltigkeit, sondern auf den Raum beziehen will), dass die 
angewandten Coordinaten in keiner Weise geometrisch definirt sind (vgl. oben 
die dritte Note zu p. 539). 



Projectivische und metrische Geometrie. 047 

eine fur die zu ziehenden -Folgerungen gleich bequeme positive Form 
zu finden. 

I. 'Ht1?r/(f.ftOO &%0 %cW'I:Os (j1'/P,~t01J 

i%l %iXv (f1j!L~iov EiJ.ftEitXV YQap,
p'TJv ayaY13iv. 

II. K a 1 %13%13 (Jail p,{v1'/ v EiJ.ft I! iav 

Postulata. 

Postuletur, ut a quouis puncto ad 
quoduis punctum recta linea du
catur. 

Et ut recta linea terminata in di-
XtX't'a '1:0 t1VVE'1,~S in;' EiJfl'Etas rectum educatur in continuum. 
lK-fJalEiv. 

III. Kal ncwr;l 'X{V'I:(l1}J xa~ IYtlX67:'1j- Et ut quouis centro radioque Clr-
pan XVKAOV r(l«g;E6.f}at. culus describatur. 

Das erste Postulat kann aufgesteUt werden, nachdem die ein
deutige Bestimmtheit einer Geraden durch zwei Punkte bereits er
kannt ist; dieselbe fanden wir in der vierten Definition implicite 
ausgesprochen. Das zweite Postulat kan~ mit Hulfe des dritten auf 
das erste zuriickgefiihrt werden *), erscheint also als uberftiissig. In 
der That kann man mit Hulfe des Zirkels, ausgehend von einem 
Punkte einer gegebenen Strecke, Ieicht einen in ihrer Verliingerung 
liegenden Punkt construiren (z. B. nach dem Satze, dass der Radius 
sich im Halbkreise dreimal abtragen liisst); die Verbindungslinie des 
letzteren Punktes mit dem ersteren kann sodann nach dem erBten 
Postulate gezogen werden und gibt die verlangte Verliingerung. Zu 
bemerken ist aber andererseits, dass nach Euclid's Auffassung bei 
Definition der Geraden zunachst nur an endliche Streckell zu denken 
ist, denn nach def. XIV ist jede Figur innerhalb endlicher Grenzen 
enthalten. Die Moglichkeit, eine Strecke iiber ihre urspriinglichen 
Grenzen hinaus zu verli.i.ngern, muss deshalb besonders postulirt 
werden. So aufgefasst, ist demnach Euclid's zweites Postulat nicht 
zu vermeiden. 

IV. Kat n;tX(fCli; 1;'1XS o(l&as yrovtas \ Et omnes rectos angulos inter se 
lotXS &U~i..CltS Elvat. aequales esse. 

Dieses Postulat entspricht genau unserer Forderung, dass in 
jedem Strahlbiischel eine ausgezeichnete Involution von Strahlen
paaren angegeben werden konne, welche bei allen Drehungen un
geandert bIeibt, und dass die so ausgezeichneten Involutionen in 
verschiedenen Strahlbuscheln bei allen Bewegungen in einander 
iibergehen (p. 535). Die Forderung der Gleichheit aHer rechten 

*) Hierauf hat Kempe in der auf p. 429 citirten Schritt (p. 47 f.) anf
merkaam gemacht. 

35* 
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Winkel sagt eben aus, dass jeder rechte Winkel bei einer Bewegung 
wieder in einen rechten Winkel iibergehen soll. Es ist dies nach 
unseren Entwicklungen ein nicht weiter beweisbarer Satz, der zu
sammen mit dem anderen, dass der Kreis eine geschlossene Curve 
sei (p. 537 und 545), die als "Bewegungen" zu bezeichnenden Orts
veranderungen vor anderen Operationen der Art (z. B. Projectionen) 
auszeichnet. Diese Eigenschaften der Bewegungen miissen hervor
gehoben werden, da die ganze Lehre von del' Congruenz und Gleich
heit der Figuren auf dem Begriffe der Bewegung beruht, wie wir 
sogleich noch naher ausfiihren werden (vgl. un ten p. 556 £) 

Gleichwohl findet man oft die Gleichheit der rechten Winkel 
dadurch bewiesen *), dass man den rechten Winkel als die Halfte des 
gestreckten Winkels definirt, dass aHe gestreckten Winkel einander 
gleich seien, da jede Gerade mit jeder anderen zur Deckung gebracht 
werden kann, dass folglich auch die Half ten der gestreckten Winkel 
einander gleich sein mussen. Hierbei ist aber implicite vorausgesetzt, 
dass die zu einer Geraden senkrechten Linien bei Ueberfiihrung dieser 
Geraden in eine neue Lage eben in die zu der neuen Geraden recht
winkligen Linien iibergehen. Andererseits hat man das vierte Postu
lat durch die Forderung zu ersetzen gesucht, dass gleiche Con
structionen an verschiedenen Orten des Raumes und nach verschie
denen Richtungen ausgefiihrt, einander congruente Figuren ergeben **), 
oder dass der Raum eine "in sich congruente" (dreifach ausgedebnte) 
Mannigfaltigkeit sei ***). Eine solche allgemeine Festsetzung hat 
natiirlich auch den speciellen Satz von del' Gleichheit alIer rechten 
Winkel zur Folge; aber man begeht durch Aufstellung diesel' Fol'
derung denselben Fehler, als wenn man etwa ein gleichschenkliges 
Dreieck als ein solches del1niren wollte, in dem zwei gleiche Seiten 
und zwei gleiche Winkel vorkommen, wahl'end doch der eine Theil 

*) So auch bei Baltzer, Mehler a. a. 0., Killing a. a. 0., p. 1. Auf 
den Begriif des gestreckten (Jlachen) Winkels kommen wir sofort noch zuriick. 

**) Vgl. Grassmann: Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844 (p. 35 if. 
in dem zweiten Abdrucke von 1878), und Hoiiel: Essai critique sur les prin
cipes fondamentaux- de la geometrie elementaire, Paris 1867 (vgl. Erdmann, 
a. a. O. p. 64). 

***) Vgl. v. Hel mholtz a. a. 0.; Erdmann a. a. 0.; Wund t a. a. O. p. 522; 
Thiele, a. a. O. p. 126. Das vierte Postulat kann ala vollkommen gleichwerthig 
mit dem Riemann'schen Satze angesehen werden, dass dem Raume ein con
stantes Kriimmungsmaass zukommt; das fiinfte Postulat gibt dann dies em Kriim
mungsmaasse den Werth Null; und die Annahme, dass der Kreis eine geschlossene 
Figur sei, scheidet die Bewegungen von den (allein beim Kriimmungsmaasse 
Null moglichen) Aehnlichkeitstransformationen. 



Projectivische und metrische Geometrie. 549 

dieser Aussage eine Folge des anderen ist. Ebenso folgt aus der 
Euclidischen Forderung iiber die GIeichheit alIer rechten Winkel, 
dass iiberhaupt jeder Winkel bei jeder Bewegung ungeandert bleibt, 
wie unsere Erorterungen liber die Grundlagen der parabolischen 
Geometrie hinreichend klar gelegt haben werden. Aus dem vieden 
Postulate und der fiinfzehnten Definition geht also die Gleichheit 
alIer in gleicher Weise an verschiedenen Orten des Raumes con
struirten Figuren als nothwendige Folge hervor; und es ist iiber
Biissig, sie noch besonders zu statuiren, es ist unlogisch, die ein
facheren Grnndsatze Euclid's durch umfassendere Folgesatze zu 
ersetzen. 

Die letzten Bemerkungen beziehen sich nur auf die parabolische 
Geometrie. In gle:icher Weise hiitten wir aber auch in der hyperbo
lischen und elliptischen Geometrie von Euclid's viertem Postulate aus
gehen konnen, d. h. von der Annahme, dass in allen Strahlbiischeln 
gewisse ausgezeichnete Involutionen vorkommen, die durch Bewe
gungen nicht geandert werden. Wir wiirden dann gefunden haben, 
dass die (imaginaren) Doppelstrahlen dieser Involutionen eine Curve 
fJweiter Klasse umhullen miissen; und je nachdem wir die Punkte der
selben als reell oder imaginiir vorausgesetzt hiitten, wiirden wir fJU der 
einen oder anderen Geometrie gefuhrt sein; und zwar hlitte sich der 
Begriff der Entfernung und der Bewegnng ohne Einfiihrung neuer 
Festsetzungen entwickeln lassen, wie wir fruher umgekehrt von der 
Elltfernullg ausgingen und dann von selbst zu einem Maasse fUr den 
Winkel gelangten (p. 474 und 518). Das Zerfallen der Curve zweiter 
Klasse fiihrt (wie oben p. 530 £) zur parabolischen Geometrie zuriick. 

Y. Kext Etf.V cls O'vo Ev,f}-dex~ EV
,f}-Eia Ep.ninr:ovoa 't"(l~ EV1:0~ "exl 
btt 1:£t avttt ftsQ7J 'J'wvtex~ O'vo 
oQ,f}-mv EA.cXoOOVas no~fl, i%~exA
AOll-8vex~ 1:as O'vo Ev,f}-Eta~ En' 
anHQov oVftntn'tEw, ig/ ex ft8Q7J 
El6lv aC 'twv O'vo oQ,f}-wv iAao
oovc~*). 

Et, si in duas lineas rectas recta 
incidens angulos interiores et 
ad eandem partem duobus rectis 
minores efi'ecerit, rectas illas in 
infinitum productas concurrere 
ad eandem partem, in qua sint 
anguli duobus rectis minores. 

*) Dicses und das vorhergebende Postulat sind in del" ersten griechischen 
Ausgabe von Euclid's Elementen (Basel, 1533, bei Hervagius) unter die sogleich 
im Texte zu besprechenden Axiome gestelltj dieser Irl"thum ist in fast alle spa
teren Uebersetzungen und Ausgaben iibergegaugeu (auch in die vou Gregory 
besorgte Gesammtausgabe der Werke Euclid's, Oxford 1703), bis Peyrard in 
seinen 1814-18 herausgegebenen Oeuvres d'Euclide die richtige Ordnung aus 
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Dieses Postulat ist vollstandig iiquivalent mit der Annahme, 
dass die zuletzt erwiihnte Curve zweiter Classe in ein Punktepaar 
ausarte, dass somit jeder Geraden nur ein unendlich ferner Punkt 
zukomme, oder dass die unendlich fernen Punkte eine gerade Linie 
bilden. Es ist aber nothwendig, den Inhalt des Satzes noch im 
Einzelnen zu betrachten. Dass namlich zwei Gerade, welche mit 
einer dritten zwei innere Winkel bilden, deren Summe kleiner als 
zwei Rechte ist, sich stets schneiden, gilt nicht nur in der parabo
lischen, sondern auch in der elliptischen Geometrie; nur in der hyper
bolischen Geometrie kann es auch vorkommen, dass sie sich nicht 
trefl'en. Letztere ist also durch vorliegendes Postulat ausgeschlossen; 
aber auch die eUiptische Geometrie ist mit dem Wort1aute desselben 
nicht vertraglich; denn wir haben gesehen, dass in ihr die Ebene 
durch eine Gerade nicht in zwei getrennte Felder zerlegt wird (p. 527). 
In den Worten iq/ Ct P,{(J'YJ EMv ist aber eine solche Zerlegung vor
ausgesetzt. Es bleibt sonach nur die parabolische Geometrie mog
lich. Allerdings konnte man auch annehmen, dass die elliptiscbe 
Geometrie bereits durch die dreiundzwanzigste Definition (d. i. durch 
Zulassung sich nicht schneidender Geraden) ausgeschlossen sei. l!-'asst 
man die Definition der Parallellinien so auf, dass sie die Existenz 
solcher Linien voraussetzt, so ware der letzte Relativsatz des funften 
Postulates (icp' Ct ••• iUf1f10VES) uberHussig. 

Selbstverstiindlich kann das funfte Postulat in mannigfacher 
Weise durch andere iiquivalente Forderungen ersetzt werden, z. B. 
durch die Annahme, dass eine Gerade nur einen unendlich fernen 
Punkt habe, d. h. dass sich zu einer gegebenen Geraden nur eine 
Parallele durch einen gegebenen Punkt ziehen lasse*), oder dass die 

den Handschriften wiederherstellte. So kommt es, dass das fiinfte Postulat 
meistens als das elfte Axiom citirt wird. Die Handschriften beruhen meistens 
auf einer von Theon (ca. 360 n. Chr.) veranstalteten Ausgabe; nur eine (von 
Peyrard zuerst benutzte) vaticanische aandschrift geht auf die Zeit vor 
Theon zuriick (do. sie die Zusatze des letzteren nicht enthalt) und ist deshalb 
besonders wichtig. Vgl. Hankel (Zur Geschichte der Mathematik, Leipzig 1874, 
p. 388) und He i be r g (p. 174 If. in der oben p. 164 citirten Schrift). 

*) Vgl. Baltzer und Mehler, a. a. O. p. 13, bez. p.6. In beiden Werken 
wird ohne Bezugnahme auf dieses Postulat der Satz be wiesen, daBs zwei Gerade, 
welche mit einer dritten Geraden Gegenwinkel bilden, die einander gleich sind, 
sich nicht schneiden. Der gegebene Beweis macht aber stillschweigend von der 
Annahme Gebrauch, dass die Ebene durch die dritte Gerade in zwei getrennte 
Felder zerlegt werde, was bei der elliptischen Geometrie nicht stattfindet (vgl. 
oben p. 527); es musste also irgend ein Postulat vorhergehen, durch welches 
die Moglichkeiten dieser Geometrie ausgeschlossen werden. - Es sei hier be-
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Summe der Winkel eines Dreiecks gleich zwei Reehten sei*) , oder 
dass in der Ebene ahnliche Figuren moglich seien **). Dock kann es 
i" keiner Weise vermieden werden, irgend eine aquivalente Festsetsung 
ausdriiiklich eu machen. Wir miissen dies um so mehr hervorheben, 
als man lange geglaubt hat, den Inhalt dieses Postulates aus den 
iibrigen Definitionen, Postulaten und Axiomen ableiten zu konnen, 
und als eine unzahlige Reihe von Versuchen gemaeht worden ist***), 

merkt, dass auch dem Begriffe des fia.chen Winkels das Postulat von der Thei
lung der Ebene in zwei getrennte Gebiete vorausgehen sonte j denn als Winkel 
wird der zwischen zwei Schenkeln liegende Theil der Ebene bezeichnet. In der 
elliptischen Geometrie aber theilen die Schenkel des fiachen Winkels eben kein 
Gebiet der Ebene abo Damit wird auch der iibliche Beweis fiir die Gleichheit 
alIer rechten Winkel hinfallig (vgl. p. 04,7 f.). Der (dem Euclid unbekannre) Be
griff des fiachen Winkels wird am besten ganz vermieden; er iet nur ein Grenz
begriff, nnd man kann nicht a priori wissen, ob ·beim Grenziibergange die Eigen
schaften des Winkels erhalten bleiben. 

*) Und zwar gilt dies filr jedes Dreieck, wenn es fiir irgend ein bestimmtes 
Dreieck als giiltig angenommen wird; vgl. Legendre, Memoires de l'academie 
des sciences, 1833, und Gauss, a. a. O. 

**) Vgl. Clifford in des sen Lectures and Essays. Es braucht auch hier 
die Existenz einer zu einer gegebenen Fignr ahnlichen Figur nur in einem ganz 
bestimmten Falle vorausgesetzt werden j fiir alIe anderen Falle ergibt sie sich 
dann von selbst. - Bei der Nichtexistenz ahnlicher Figuren wird es in der 
nicht-Euclidischen Geometrie· unmoglich, Constructionen in der Ebene aus
zwiihren, deren Gestalt von der Langeneinheit unabhiingig ware; gleichwohl 
bleibt die Auwendung der Arithmetik auf die Geometrie giiltigj vgl. oben die 
Note zu p. 448. - Will man in der nicht-Euclidischen Geometrie eine ge
gebene Figur verkleinern, so hat man eine eollineare Umformung anzuwenden, 
die den unendlieh fernen Kllgelschnitt der einen Ebene in einen gewissen eigent
lichen Kegelschnitt der anderen Ebene iiberfiihrt. 

***) Schon Proklus (t 485-n. Chr.) Melt daa funfte Postulat nur fiir eine 
Umkehrnng des 17. Satzes im eraten Buche (vgl. p. 191 f. in der Ausgabe von 
Friedlein, Leipzig 1873); auf demselben Standpunkte steht M. Cantor in 
seiner Gescbichte der Mathematik, Bd. 1, p. 238, Leipzig 18Sb. Es ist hier nicbt 
der Ort, eine Uebersicht iiber die grosse Reihe unricbtiger Beweise zu geben, 
sO lebrreich eine Kritik derselben im Einzelnen fiir die ricbtige Auffassung der 
Grundlagen der Geometrie aucb sein mag. Noch heute stehen die meisten 
elementaren Lehrbiicher der Geometrie bei Erorterung der Grundlage dieser 
Wisaenschaft an Klarheit und Pracision hinter Euclid ZUIi~ckj mit geringer 
Einschrankung gelten daher noch heute die Worte V9n Gauss aus dem Jahre 
1816 (Gottinger gelehrte Anzeigen), nach denen wir nicht sagen konnen, dass 
wir im 'Yesentlichen irgend weiter gekommen waren, als Euelides VOl' zwei
tauaend Jabren. Nur gelang es Legendre a. a. O. zu zeigen, dass die Summe 
der Winkel im Dreiecke nicht grosser sein kann alB zwei Rechte, wenn sieh die 
geraden Linien ins Unendliche verlangern lassenj dann aber brachte die nicht
Euclidische Geometrie neue Einsicht in die atreitigen Fragen. 
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dasselbe durch Erbringung eines strengen Beweises aus der Reihe 
der Postulate auszuscheiden und unter die Lehrsatze einzureihen. 
Da aHe diese Versuche fehlschlugen, so lag es nahe, einen anderen 
Weg einzuschlagen und auf Grund einer dem funften Postulate wider
sprechenden, mit den iibrigen Voraussetzungen aber vertraglichen 
Annahme ein geometrisches Lehrgebande aufzubauen; fiihrten die 
dann gemachten Schliisse zu Resultatell, welche unter sich oder mit 
den gemachten Voraussetzungen nicht ill Uebereinstimmung sind, so 
war indirect ein Beweis dafUr erbracht, dass das fiinfte Postulat 
Euclid's eine nothwendige Folge seiner ubrigen Dennitionen, Postu
late und Axiome sei. In derartiger Gedankenverbindung ist wohl 
der Ursprung der sogenannten nicht-Euclidischen Geometrie bei 
Lobatcheffsky, Bolyai und Gauss zu suchen. Dieser neue Weg 
nun leitete zu einer iiberraschenden und lange nicht hinreichend 
gewurdigten Entdeckung; man fand nicht nur keinen Widerspruch, 
sondern es erst and ein in sich consequentes Lehrgebaude, das zwar 
mit den meisten uns gelaufigen geometrischen VorsteHungen nicht 
zu vereinigen war, das aber doch mittelst unbestreitbar rich tiger 
Schliisse aus den gemachten V oraussetzungen emporwuchs. Hiernach 
schien die Frage, ob das funfle Postulat eine mathematische Folge der 
iibrigen bei Euclid anfgefuhrten Definitionen, Postulate und Axiome sei, 
entschieden verneint werden zu mussen. Aber es blieb immer noch 
der Einwand ubrig, ob bei weiter fortgesetztem Ausbaue der nicht
Euclidischen Geometrie sich nicht doch irgendwo ein Widerspruch 
ergeben konne. Dass man auf einen solchen nicht gestossen war, 
konnte nicht als Beweis dafur geIten (wie wohl oft ausgesprochen 
ist), dass derselbe nicht existirte. Doch auch dieser Einwand liess 
sich beseitigen, nachdem man mit Riemann und Beltrami die 
neue Geometrie in Beziehung zu den Flachen constanten Kriimmungs
maasses gebracht hatte, wie sie sich in der gewohnlichen (parabo
lischen) Geometrie darbieten, oder zu der projectivischen Geometrie, 
wie sie sich nach Klein mittelst rein linearer Constructionen ohne 
Benutzung des Parallelenaxioms entwickeln lasst. Jedem Satze der 
nicht-Euclidischen Geometrie entspricht eindeutig ein Satz uber 
Flachen constanten Kriimmungsmaasses in der parabolischen Geometrie, 
und andererseits ein rein projectivischer Satz tiber Beziehungen einer 
Figur zu einem Kegelschnitte, der auch in der Euclidischen Geo
metrie seine Giiltigkeit behalt. Sollte nun irgend ein Satz der 
elliptischen oder hyperbolischen Geometrie jemals zu einer logischen 
Unmoglichkeit fahren, so miissten auch die entsprechenden Satze 
der Euclidischen Geometrie (fiir Oberfliichen constanten Kriimmungs-
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maasses oder fiir die projectivische Geometrie) denselben Widerspruch 
in sich tragenj es ware daher auch das Euclidische fiinfte Po stu
l80t mit seinen iibrigen Annahmen unvereinbar, und es wiirde iiber
haupt jede geometrische Forschung unmoglich werden. Ware also 
das fiinfte Postulat eine nothwendige logische Folge der iibrigen An
nahmen und Grundsatze, so wiirde es zu unrichtigen Folgerungen 
Veraulassung geben, musste also selbst falsch sein; es miissten also 
auch die iibrigen Euclidischen Voraussetzungen mit einander un
vertraglich sein. Sicher ist hiernach das funfte Po8tulat keine mathe
matische (logische) Folge der ubrigen Definitionen, Postulate und 
.Axiome. 

Das so gewonnene Resultat ist von eminenter Wichtigkeit, nieht 
nur weil es die definitive Antwort auf eine seit Jahrhunderlen auf
geworfene Frage gibt, sondern besonders weil diese Frage sich auf 
die Grundlagen aIler geometrischen Forschung bezieht. Die Geometrie 
ist dadurch der reinen Mathematik so nahe verwandt, dass sie (im 
Gegensatze zu allen anderen Wissenschaften) im Stande ist, ihr 
ganzes Lehrgebaude aus einer kleinen, bestimmt und unzweideutig 
angebbaren Anzahl unbewiesener Voraussetzungen durch rein 10-
gische Operationen abzuleiten *). Aber die zu machenden V oraus
setzungen sollen nicht nur hinreichend, sondern auch nothwendig 
sein; und' dariiber wird man sich in Betreff des fanften Postulates 
auf keinem anderen Wege als durch das Studium der nicht-Eucli
dischen Geometrie Rechenschaft geben konnen**). Ganz abgesehen 
von dem hohen Interesse, welches die Moglichkeit einer solchen 
Geometrie stets erweckt hat und erwecken wird, muss Jeder den 
unschatzbaren Dienst anerkennen, den uns der Ausbau jener Geo
metrie fur die Erkenntniss des inneren Zusammenhanges der Eucli
discben Axiome geboten bat. Nur wer sich nicht die Miihe nimmt, 
in die nicht-Euclidische Geometrie tiefer einzudringen, kann sich 

*) Der hohe Werth ansehaulicher Hiilfsmittel fiir Forsehung und Unter
rieht soIl hiermit natiirlieh nieht in Frage gestellt werden. 

**) Man konnte versuehen, auch die anderen Postulate Euclid's in gleicher 
Weise, wie das fiinfte zu eliminiren. Bei Aufgabe des vierten Axiomes indessen, 
das mit der Annahme eines constanten Krummungsmaasses aquivalent iet, wiirde 
die freie Beweglichkeit der Figuren ohne Formverandernng aufgehoben werden; 
es wiirde also ein wesentliches Hiilfsmittel geometrischer Forschung hinfallig 
werden, wenn auch die Giiltigkeit der (unabhangig von den Bewegnngen be
stehenden) projectivischen Geometrie dadurch noch nicht beeinfiusst werden 
konnte. Das erste Postulat, nach dem die gerade Linie durch irgend swei ihrer 
Punkte eindeutig bestimmt sein muss, kann dagegen aufgehoben werden, wie 
das Beispiel der sphltrischen Geometrie Iehrt; vgl. oben die dritte Note zu p. 539. 
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dazu versteigen, sie als mussiges Gedankenspiel oder als mystische 
Bizarrerie zu bespotteln *). 

Ueherdies ist es oft fur geometrische Untersuchungen, insbeson
dere fur solchi:), hei denen ein Kegelschnitt oder eine Flache zweiter 
Ordnung in sich transformirt oder sonst ausgezeichnet wird, f~rder

lich, diese Curve oder Flache zur Begriindung einer "allgemeinen 
projectivischen Maassbestimmung" zu benutzen. Wir haben uns 
davon schon bei Bestimmung gewisser Curven auf den Fliichen 
zweiter Ordnung iiberzeugt (p. 291 fr.), und wir werden Gelegenheit 
hahen, andere FaIle der Art kennen zu lernen. 

Wenn wir uns in den letzten Erorterungen auf Verhaltnisse der 
ehenen Geometrie beschrallkt hahen, so geschah dies zur Abkiirzung 
der Darstellung; fiir den Raum gelten selbstverstandlich ganz ana
loge Betrachtungen **). 

KOlvOiL Ev.-VOlCH***). 
['A ~ l ro p,0I't0l.] 

1. Ta T91 0I1J't1j3 [6a xat tUA~AOlS 
iOT(V l'601. 

II. KOIl, iav [60lS ['6a nl!00TE{}y, 
Ta OAOI i6'dv t601. 

III. KOit iav &no l'6GJV ['(j0i (X£PCU
(lEfty, -ra xaWAclnop,cvrX iOTW 
[,(j0i. 

IV. KoJ -reX icpaQp,6~ov-ra in' aU~AOI 
['ooe aU'ljAolS i6dv. 

V. KoJ TO OAOV -rov P,8()OVS !-'C£bOV 
8oTW. 

Communes anlIDI 
conceptiones. 

Quae eidem aequalia sunt, etiam 
inter se aequalia sunt. 

Et, si aequalihus aequalia addun
tur, tot a aequalia sunt. 

Et, si ab aequalibus aeqpalia sub
trahuntur, reliqua sunt aequalia. 

Et quae inter se congruunt, aequa
lia sunt. 

Et to tum parte maius est. 

Diese Axiome werden (mit Ausnahme des vierten) in der Regel 

*) Besondel's Lotze und Diihring haben sich in so abspl'echender Weise 
ausgesprochen; vgl. dariiber Erdmann, a. a. O. p. 85 und p. 89 if.; Loria: Die 
hauptsachlichsten Theorien der Geometrie, deutsch von Schutte, Leipzig 1888, 
p. 106. 

**) Als sechstes Poatulat findet sieh in einigell Handschriften (auch in del' 
auf p. 550 erwabllten, von Peyrard benutzten) das folgende: Kat ~vo Evo6'Elas 
X(J)Q{o~ (Io~ 1EEQIEXEL'IJ; in anderen Handschriften wird es als letztes Axiom auf
gefiihrt, so auch in den alteren Ausgaben der ELemente. Schon Pro k 1 u s 
(a. a. O. p. 184 und 196) verwirft dasselbe als nicht von Euclid herriihrend; 
auch Martianus -Capella (ca. 470 n. Chr.) kennt es weder aLa Postulat noch 
ala Axiom. Vgl. daruber Heiberg, a. a. O. p. 207 f. 

***) Das Wort 'A~lC,)(.IoIXy;a wird nur von Proklus gebraucht; es findet sich 
nicht in den Handscbriften. 
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als reine Grossenaxiome aufgefasst*), die aus der Arithmetik in die 
Geometrie hiniibergenommen sind. In gewissem Sinne ist das auch 
richtig. Gleichwohl ist ihre Stellung fUr die Auffassung des Alter
thums doch eine ganz andere, weit allgemeinere. Nichts wiirde ver
kehrter sein, als beim Ausspruche derselben zuniichst an Zahlen und 
an Addition und Subtraction von Zahlen zu denken; sie sind viel
mehr rein geometrischer Natur, sie sollen auf aIle in der Geometrie 
vorkommenden Figuren (vgl. def. XIV), insbesondere auch auf Streck en 
und Winkel, angewandt werden, ohne dass dabei an das Messen 
dieser Figuren durch irgend weJche Zahlen gedacht ware. Diese 
Axiome sollen sowohl fur commensurable als fiir incommensurable 
Grossen Geltung haben, werden also fiir ein viel weiteres Gebiet in 
Anspruch genommen, als jenes, fiir das in der antiken Mathematik 
die Grundsatze der Arithmetik anwendbar waren. Dem Alterthume 
war der Begriff des Irrationalen ausschliesslich in seiner geometri
schen Fassung geIaufig; an das Operiren mit abstracten irrationalen 
Zahlen **) dachte man nicht. Fur das Alterthum war daher die 
Aufstellung der Grossenaxiome am Eingange der Geometrie von· ausser
ordentlich viel grosserer Bedeutung als fur uns, da wir gewohnt sind, 
jede geometrische Operation in Gedanken mit der entsprechenden 
arithmetischen zu verbinden. 

Das dritte Axiom konnte man versucht sein, als eine Folge des 
zweiten anzusehen; die Ableitung des einen aus dem anderen gelingt 
aber nur mit Hiilfe der Annahme, dass "Gleiches zu Ungleichem 
hinzugefiigt Ungleiches ergibt". Diese letztere Aussage ist daher dem 
Axiome III aquivalentO!<**). 

*) Vgl. Erdmann, a. a. O. p. 12, p. 112 Anmerk., p. 162 if.; Killing, 
a. a. O. p. 1; Wundt, a. a. 0., p. 448. 

**) Vgl. Lib. X, propos. 7 in Euclid's Elementen. - Auch in den elemen
taren Lehrbiichern der Geometrie soUten daher die Grossenaxiome nicht aUB 
der Arithmetik entlebnt, sondern selbststandig aufgestellt werden; denn der Ge
brauch incommensurabler Grossen geht in der Regel dem der irrational en 
Zahlen voraus. 

***) In allen Handschriften linden sich noch folgende drei Axiome: KIX~ sa'll 
&''11(00£[; tolX nQo(j'/:Mry, 't'0: ZllX sod'll &'II((JIX. KlXt 't'0: 't'ov lX'lhov &anada£1X &'II(0()(. 

&H~lo£{; lad'll. Kal 't'a 't'ov IXV1:0V illda1/ talX &ahilot{; lad'll. Dieselben werden 
abel' schon von Proklus verworfen. Das erate von ihnen ist identisch mit dem 
1m Texte zuletzt alB aquivalent zu III erw!i.bnten. - Grassmann will aIle 
Axiome durch das eine ersetzen, dass gleiche Operationen, mit gleichen Grossen 
vorgenommen, gleiche Resultate ergeben. Da aber aHe anderen Operationen sieh 
auf die Addition und deren U mkehrung zuriickfiihren lassen, so ist dies nich t 
empfehlenswertb (vgl. p. 548 If.). 
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Aber noch in ganz anderer Richtung ist den Axiomen eine Be
deutung, und zwar in rein geometrischem Sinne beizulegen. Wir 
hatten oben vermisst (p. 543 f.), dass hei Definition des Winkels nicht 
die Bedingung fiir die Gleichheit zweier Winkel hinzugefiigt war; 
die fruher gelassene Liicke wird hier ausgefiillt, die Definition der 
Gleichheit aher fiir beliebige Figuren, also nicht nur fur Winkel 
und Strecken, sondern auch fur den FIacheninhalt gegeben. Wir 
konnen die drei ersten Axiome kurz in folgender Weise ubersetzen: 
"Zwei Figuren sollen einander gJeich heissen, 

I) wenn von heiden bekannt ist, dass sie einer dritten Figur 
gleich sind, 

II) wenn man zu heiden einander gleiche Stucke derartig hinzu
setzen kann, dass die so erweiterten Figuren einander gleich 
sind, 

III) wenn man durch Hinwegnahme gleicher Stucke erreichen 
kann, dass die restirenden Figuren einander gleich sind". 

Wie aber hat man zu entscheiden, ob zwei Stucke einander 
gleich sind? Dariiher gibt uns das vierte Axiom Aufschluss, indem 
es aussagt: 

IV) Zwei Figuren nennen wir einander gleich, wenn die eine mit 
der anderen zur Deckung gebracht werden kann. 

Hiermit ist deutlich ausgesprochen, dass der Begriff der Bewegung 
unerliisslich ist fur die Vergleichung verschiedener Figuren hinsichtlich 
ihrer Grosse, worauf wir im Vorstehenden schon wiederholt Bezug 
nahmen; welche Ortsveranderungen dahei als Bewegungen zu be
trachten sind, wurde uns durch die Definition XV*) und das Postu
lat IV naher hezeichnet. 

Um die Bedingungen zur Vergleichung zweier Figuren zu ver
vollstandigen, bleibt noch ubrig zu entscheiden, welche im FaIle del' 
Ungleichheit als die grossere zu bezeichnen ist. Deshalb wird iill 
letzten Axiome bestimmt: 

V. Von zwei Figuren solI diejenige die grossere heissen, von 
der die andere ein Theil ist, oder (wie wir nach den vorher-

*) Durch propositio II, lib. I fiihrt Euclid in der That aHe Bewegungen 
der Ebene in sich auf Kreisbewegungen (Drehungen urn feste Punkte) zuriick. 
Wahrend Legendre und Bolyai den Begriff der Bewegung in den Elementen 
der Geometrie zu vermeiden suchten, weist v. Helmholtz (a. a. 0.) nach
driicklich auf die Unentbehrlichkeit dieses Begriffes hin und stellt sich so auf 
gleichen Boden mit Euclid. Dass wir des letzteren Axiom IV in der That 
richtig interpretirten, beweist besonders die Construction von hr:t mit dem 
Accusativ (in' a.1.hl.1.as). 
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gehenden Axiomen sagen konnen) von der man noch Stiicke 
hinwegnehmen muss, urn die iibrig bleibende Figur mit der 
anderen Figur (eventuell Stiick fur Stuck nach passender Zer
schneidung beider) zur Deckung bringen zu konnen. 

Es ist hiermit nicht nur die fruher empfundene Liicke (wo bei den 
Winkeln die W orte "grosser" und "kleiner" in def. XI und XII schon 
angewandt waren) ausgefiillt, sondern auch fur Strecken und Flachen
inhalte alles Nothige gesagt. Letzteres ist besonders wichtig; denn 
die genannten Axiome enthalten implicite geradezu die sonst bei 
E u c Ii d fehlende Definition des Flacheninhaltes, die wir so aussprechen: 

1) einer (allseitig umgrenzten) Figur kommt ein bestimmter 
Fliicheninhalt zu; 

2) zwei Figuren haben gleichen Flacheninhalt, wenn sie (eveD
tuell Stiick fiir Stuck) zur Deckung gebracht werden konnen; 

3) die eine Figur nennen wir grosser als die andere, wenn die 
letztere in der ersteren enthalten ist (eventuell nach Zer
schneidung beider Figuren und Vergleichung der einzelnen 
Stucke). 

Nur wenn man den Inhalt der Axiome so auffasst, kommen die Satze 
iiber "Flachengleichheit" (propos. 25 if. lib. I) zu vollstandiger 
Klarheit*). 

Fur unsere obige Behandlung der metrischen Satze war es nicht 
nothig, die Grossenaxiome in Erinnerung zu bringen, da wir von 
vorneherein durch Einfiihrung der Coordinaten aIle vorkommenden 
Beziehungen auf solche der Arithmetik zuriickfiihren konnten. 

Abgesehen von den Definitionen, die wir nicht ausdriicklich 
erwiihnt hatten, und den Grossenaxiomen, die fiir uns entbehrlich 
waren, haben wir nachgewiesen, dass sick der Inkalt aZZer Voraus
setzungen Euclid's auCh in den von Un8 gemackten Annahmen wieder
tindet, wenn auck oft in ganz anderer Fassung. Dies gilt auck um-

*) Ohne unsere Auffassung der Axiome wiirden diese Satze in der That 
ebenso in der Luft schweben, wie bei Baltzer (a. a. O. p. 61) und Mehler (a. a. O. 
p. 20) der Satz von der Gleichheit des FlacheninhalteB zweier Dreiecke, wenn 
daB Wort "Flacheninhalt" zuvor nicht definirt ist. - Rier und im Vorhergehenden 
sind diese beiden elementaren Lehrbiicher wiederholt zur Vergleichung heran
gezogen, da sie sehr weit verbreitet sind, und da es nicht moglich iet, hier 
auf die iiberaus zahlreichen anderen Werke einzugehen. In beiden Biichern 
kommen die Grossenaxiome nicht vor (bei Baltzer nur in der Arithmetik). -
Erdmann bezeichnet nnser letztes Axiom ausdriicklich ala eine spate Folge der 
drei ersten, ebenso Killing. 
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gekehrt. Namlich nur die eine Annahme, dass die Drehung der 
Ebene in sich um einen Punkt noch von einem Parameter abhangt 
(p. 534), haben wir bei Euclid nicht ausdriicklich erwahnt gefunden; 
sie kommt aber doch darin zum Ausdrucke, dass bei dieser Drehung 
jeder Punkt der Ebene eine Curve ( einen Kreis) beschreiben soIl. 
Wir stehen daher im Wesentlichen noch heute auf demselben Stand
punkte wie Euclid; und wir miissen immer von Neuem den Scharf
sinn bewundern, mit dem es schon im Alterthume moglich war, aus 
der Fiille der geometrischen Anschauungsformen diejenigen ein
fachsten Gesetze zu abstrahieren, welche nothwendig und hinreiehend 
waren, um aus ihnen alIe Eigenschaften geometrischer Figuren rein 
logisch zu construiren; wir mussen dies um so mehr, alB erst die 
neueren analytischen Untersuchungsmethoden zu der im Alterthume 
bereits erreichten Klarheit iiber die Beziehungen zwischen den Postu
laten und Axiomen zuriickgefiihrt haben. 

IX. Die endlichen Gruppen von Bewegungen in der elliptischen 
Geometrie. 

Als charakteristisch fur die elliptische Geometrie der Ebene 
sei noch die Existenz solcher Gruppen von Bewegungen hervor
gehoben, vermoge deren ein beliebiger Punkt der Ebene, wenn er 
nicht fest bleibt, nur in eine endliche Anzahl verschiedener Lagen 
iibergefiihrt werden kann. Das Studium dieser Gruppen wird uns 
gleichzeitig .ain Beispiel dafiir geben, wie die Vorstellungen der 
nicht-Euclidischen Geometrie (d. i. die Benutzung einer allgemeinen 
projectivischen Maassbestimmung) fiir manche Untersuchungen von 
Vortheil sind (vgl. p. 554). 

Die einfachste derartige Gruppe liefern die Drehungen der Ebene 
urn einen festen Punkt, wenn die Grosse der Drehungen rationale 
Bruchtheile einer ganzen Umdrehung betragen. Hierbei kehrt jeder 
Punkt in seine urspriingliche Lage zuriick, nachdem dieselbe Drehung 
eine gewisse endliche Zahl von Wiederholungen erfahren hat. Da 
nun jede Bewegung der Ebene in sich mit einer Rotation um einen 
gewissen Punkt identisch ist, so kommt die Frage nach Aufsuchung 
aller solcher endlichen "Grupp en" von Bewegungen (pag. 372) darauf 
hinaus, ein endliches System von Punkten in der Ebene derartig zu 
bestimmen, dass ein beliebiger Punkt der Ebene durch Ausfiihrung 
gewisser Drehungen um die Punkte dieses Systemes stets nur mit 
einer endlichen Anzahl von anderen Punkten zur Deckung kommt, 
wie oft man auch die betreffenden Drehungen wiederholen moge. 
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Die Grosse jeder Drehung muss natiirlich wieder ein rationaler Bruch

thei! einer ganzen Umdrehung, d. h. gleich 8kn. sein, wo E eine ratio

nale Zahl ist, und die Con stante k' die friihere Bedeutung hat. 
Ferner diirfen sich sammtliche Punkte des erwahnten Systemes bei 
den fraglichen Rotationen nur unter einander vertauschenj die zur 
Gruppe gehOrigen Rotationen urn aHe Punkte, mit welchen ein Punkt 
des Systemes zur Deckung kommt, miissen daher einander gleich sein. 
Unsere Aufgabe reducirt sich also darauf, Systeme von Punkten zu 
bestimmen, welChe dwrch gewisse Rotationen gle:icher Grosse, die man um 
diese Punkte in beliebiger Reikenfolge attsfiikrt, in sick ubergehen. Die 
Gruppe selbst kann sich auf verschiedene Punktsysteme dieser Art 
beziehen, wobei dann allen Punkten desselben Systemes gleiche Rota
tionen urn sie zugehoren, die Gruppe selbst aber nicht nothwendig 
nur einander (der Grosse nach) gleiche Bewegungen enthii.lt. 

Die Losung der Aufgabe gestaltet sich sehr einfach, wenn wir 
die Punkte der Ebene in inehrfach bemerkter Weise durch die 
Strahl en eines Biindeis ersetzen, so dass den Punkten unseres ima
ginaren Fundamentalkegelschnittes die vom Mittelpunkte des Biindels 
nach dem imaginaren Kugelkreise laufenden Strahlen entsprechen. 
Die Drehungen urn feste Punkte der elliptischen Ebene ergeben dann 
gewohnlicha Rotationen urn feste Axen des Biindels. Von den letzte
ren gehen wir iiber zur Betrachtung ihrer Schnittpunkte mit einer 
beliebigen concentrischen Kugel. Auf dieser haben WIT also solche 
Systeme von Punktepaaren zu such en, welche durch Drehungen von 
gleicher Grosse urn die Verbindungslinie zusammengehOriger Punkte 
in sich fibergehen. Es ist sofort klar, dass die Punkte eines solchen 
Systemes die Ecken eines regularen Korpers bilden miissen; und in 
der That kann jeder regulare Karper durch gewisse Rotationen um 
die Verbindungslinien gegeniiberliegender Ecken mit sich selbst zur 
Deckung gebracht werden. Die Ansahl am moglichen endlichen Groppen 
von Bewegungen eines ebenen Punktsystemes in der eUiptischen Geometrie 
ist kiernach durch die Ansahl der regttUiren Korper bestimmt*). Hinzu 
treten nur die bereits erwiihnten Drehungen um eine feste Axe, die 
von einer beliebig withlbaren rationalen Zahl E abhangen. Die Be
nutzung der Kugel bei dieser Ueberlegung sollte nur die Zuriick
ffihrung der Aufgabe auf ein bekanntes Problem schnell iibersehen 
lassen; sie ist an sich nicht wesentlich, denn es kommt uns nicht 

*) Vgl. Klein: Sitzungsberichte der Erlanger pbysikalisch-medicinischen 
GeseUBcbaft, 1874 und Math. Annalen Bd.9. 
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auf die Ecken und Flachen, sondem nur auf die Axen der regularen 
Karper an. 

Die Aufstellung der diesen Gruppen von Bewegungen ent
sprechenden linearen Transformationen des Fundamentalkegelschnittes 
in sich gestaltet sich besonders einfach, wenn wir uns die Coordi
naten der Punkte des Kegelschnittes als ganze Functionen zweiten 
Grades eines Parameters gegeben denken. Einer beliebigen !inearen 
Transformation dieses Parameters entspricht dann offenbar eine 
lineare Transformation der Ebene, welche den Kegelschnitt un
geandert lasst. Da ferner eine Transformation der letzteren Art 
(p. 383 f.) in der Form q'!J. = "iXi, wobei "1"2 = "S2, angenommen 
werden darf (denn Bewegungen auf Grenzcurven kommen fiir die 
elliptische Geometrie nicht in Betracht), und da die Parameter
darstellung des Kegelschnittes in die Form 
(1) ('Jx1 == itl!, tJx2 = it22, ('Jxs = - itl~ 

gebracht werden kann, so fiihrt die angegebene Hneare Transfor

mation der Xi auf die Hneare Transformation ft = «s it des Para-
«1 

meters it = ~2. Die Gruppen unserer Bewegungen stehen daher in Be-
l 

siihung su gewissen Gruppen von linearen Transformationen einer 
einsigen Variabeln. Die letzteren lassen. sich durch folgende Ueber
legung naher kennzeichnen. 

Betrachten wir zuerst die Drehungen der Kugel um einen ein
zelnen Durchmesser, also in der elliptischen Geometrie Drehungen 
der Ebene um einen Punkt P. Der Einfachheit halber setzen wir 
die willkiirliche Constante 2k' gleich 1; der die Drehung messende 

Winkel ist dann gleich 2" zusetzen, wenn n eine ganze Zahl be-n 
zeichnet; denn der Fall, wo n eine gebrochene Zahl darstellt, kann 
immer auf (Hesen einfacheren zuriickgefuhrt werden. Zur Veran
schaulichung der Bewegungsgruppe brauchen wir durch P nur n 
Strahlen zu ziehen, von denen je zwei auf einanaer folgende den 

Winkel 2" einschliessen. Hierbei ist jeder Strahl von P aus nur n 
in einer Richtung gezogen zu denken, soIl also nicht iiber P hinaus 
nach der anderen Richtung fortgesetzt werden. Die n Strahlen ver
tauschen sich unter einander bei den Bewegungen der Grnppe und 
zwar in cyclischer Reihenfolge. Gleichzeitig vertauschen sich also 
auch unter einander ihre Schnittpunkte mit dem imaginaren Funda
mentalkegelschnitte; dieselben reprasentiren uns auf dem Kegelschnitte 
eine binare Form 2nter Ordnung, welchedurch unsere Transforma-
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tionen in sich iibergefiihrt wird. Auf jedem Strahle Hegen zwei 
einander conjugirte, imaginare Grundpunkte der binaren Form; da
durch, dass ihrer Verbindungslinie ein bestimmter "Sinn" beigelegt 
wurde, sind sie von einander getrennt (vgl. p. 109 f.). Die erwii.hnte 
binare Form zerfallt also in zwei einander conjugirte, imaginare 
Formen nter Ordnung, deren jede durch gewisse lineare Transforma:
tionen der binaren Variabeln nicht geandert wird. Die Verschwin
dungspunkte jeder Form bilden offenbar ein cyclisch-projectivisches Punkt
system*). 

Die Punkte cines solchen konnen bei Benutzung der binaren 
homogenen Variabeln Xl1 Xli durch die Gleichung "t" + "z" = 0 dar
gestellt werden; sie gehen dann in sich iiber durch die Transfor
mationen 

(2) (r = 0, 1, 2, ... , n - 1). 

Betrachten wir {= "in + "2n = axn als Grundform, SO wird 

H = (a b)2 an- 2 bn- 2 = 2 "n-2 xn- 2 **) 
"" 1 2 , 

T = (f H) = "n-3"n-3("n _ "n) , 1 1 2 1 2' 

(3) 

Mit f gehen also auch H und T in sich iiber; ebenso jede Covariante 
zweiten Grades in den Coefficienten von {, denn es ist 

(4) 

Liegt die Form f gegeben vor, so sind hiernach die Nullpunkte von 
H durch Losung einer quadratischen Gleichung leicht zu bestimmen, 
und durch Einfiihrung derselben als Coordinatengrundpunkte wird 
die Gleichung f = ° in eine Kreistheilungsgleichung transformirt. 

Die Substitutionen (2) bilden fiir sich eine Gruppe, erschOpfen 
aber nicht aIle Transformationen, bei denen f ungeandert bleibt. 
Man darf vielmehr auch "1 mit "2 vertauschen. Es ergeben sich so 
die weiteren Gleichungen 

(5) (r=O, 1, ... , n - 1). 

Die von den Gleichungen (2) und (5) zusammen gebildete Gruppe 

*) V gl. Ed. I, p. 20l. 
**) Die Darstellbarkeit von H iu dieser Form ist nach Wedekiud (Stu

dien im binal'en Werthgebiete, Karlsruhe 1876) bei ungeradem n fUr die Kreis
theilungsgleichung chal'akteristisch, wahrend bei geradem n die Grundform auch 
Potenz einer quadratischen Form sein kann. Fur die Faile n = 5 und n = 6 
vgl. Clebsch's Theorie der binaren Formen p. 878 f. und p. 445f. 

Clebsoh, Vorlesungen. II, 1. 36 
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von 2n Substitution en bezeichnet man (veranlasst durch die spater 
flU besprechende Darstellung auf der Kugel) als DiRilergruppe, die 
Gruppe (2) aUein als cgcliscke GnqJpe. Die sugekOrigen ternaren 
Substitutionen sind nack (1) bes. 

2rni -2rni 

(6) 
(lYl =e 

2rni -llrtri 
f/1/s=Xs, 

r = 0, 1, 2, ... n - 1 
--

(lYl=e " flir, f/1/2=e .. x17 f/1/s=xs' 

Dei den Transformationen der zweiten Art bleiben auf der Linie 
Xs = 0 die beiden Punkte mit den Coordinaten 

J,.nl 

let = + e-"-
a; -

ungeandertj bei der zugehOrigen binaren Substitution bleibt ein 
Punkt von fund der zugehOrige von T fest. Jeder Punkt des bi
naren Gebietes geht in 2n Punkte iiber, die nur dann theilweise zu
sammenfallen, wenn es sich um die Grundpunkte von (, H, T han
delt. Hieraus geht hervor, wie bei Bespreehung analoger FaIle spater 
gezeigt werden wird, dass sich jede Covariante von (als ganze 
Function von (, H, T darstellen lasst. Je 2n so susammengehOrige 
Punkte lassen sick als Wurseln einer Gleichung 
(7) (Xl" + 'K.2,,)2 + ~("1"l!)" = 0 
auffassen; fiir ,." = - 4 finden wir insbesondere je doppelt zahlend 
die Punkte von T = 0, fiir welche H nieht gleichzeitig versehwindet. 

Fiir n = 3 erhaIten wir den einfaehsten in Betracht kommenden 
Fall. Als Grund(orm f ergibt sick die allgemeine cubische Form, 
deren Covariantensystem in der That mit H und T geschlossen ist. 
Bemerkenswerth sind noeh die Formeln, die sich bei Verlegung der 
drei Nullpunkte von ( in die Stellen 0, 1, 00 ergeben. Es wird 
dann 

f= 3"12X2 - 3Xl~l!, H = - 2(X12 + ~2 - "l~)' 

T = - (2"1 - 'K.ll)(2x2 - XJCXl + ~). 
An Stelle von (7) erhalten wir ein System von Formen sechster 
Ordnung (2 + ~Hs oder wegen der zwischen (, H und T bestehenden 
Identitat: r + v TI. Die Nullpunkte einer jeden solchen Form 
werden durch eine cubische Gleichung bestimmtj die Form zerflillt 

so fort in die beiden Factoren f + Y; T und f - Y; T, also in zwei 
zusammengehorige cubisehe Formen des bekannten Systems kf+lT*). 

*) Vgl. Bd. I, p. 224 fr. - Die Covariante T wurde bei den cubischen 
Formen friiber mit Q bezeichnet. 
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Wegen der erwiihnten Identitat kann dasselbe System von Formen 
sechster Ordnung in der Gestalt T2 + (Ins angenommen werden; 
und setzen wir 

so geht die Gleichung (7) fur n = 3 fiber in: 

(8) i3(1 + a)2(2 - a)2(1 - 2a)2 - 24j2(1 - a + (2)3 = 0, 

also in die bekannte Gleichung, welche die sechs Werthe des zu 
einer biquadratischen Form mit den Invarianten i und j gehorigen 
Doppelverhaltnisses bestimmt *). Die harmonische Lage ist durch 
die Punkte von T = 0, die aquianharmonische durch diejenigen von 
H = ° dargestellt, wahrend fur f = Odie Discriminante der betref
fenden biquadratischen Form verschwindet. Da die sechs IZusammen
gehOrigen Werthe des DoppeZverhiiltnisses a in bekannter Weise aus 
einem derselben hervorgehen, so konnen wir auch die Gruppe der linea
ren Transformationen, durch welche alle Gleichungen (8) in sich iiber
gefiihrt werden, sofort angeben**): Die Gruppe (2) wird dargestellt 
durch die Formeln: 

a' =a, 

a' = 1-a' wobei 15 und 15-1 fest bleiben, wahrend sich 0, 1, 00 

und ~, 2, - 1 cyclisch vertauschen j 
, a-1 

a = -a-' wobei dieselben Punkte fest bleiben, wahrend nun 0, 

00, 1 und 2, ~, - 1 sich cyclisch vertauschen. 

Hierbei sind mit Il und 15- 1 die Nullpunkte von H bezeichnet. Die 
mit (2) zusammen die Diedergruppe bildenden Gleichungen (5) werden 
hier 

a' = ~ j es bleiben fest 1 und - 1 j es vertauschen sich 2 mit 

1 O't 't -1. 2' ml 00, 15 ml 15 , 

a' = 1-aj es bleiben fest ~ und 00; es vertauschen sich - 1 

mit 2, Omit 1, 15 mit elj 

*) V gl. Ed. I, p. 239. 
**) Vgl. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder, p.44 und Math. Anna

len Bd. 14, p. 161. Dieselbe Gruppe gibt bekanntlich in der Theorie der linearen 
Transformation eines elliptiscben Integrals erster Gattung die sechs zusammen
geh1lrigen Werthe des Leg end r e' schen Moduls k 2• 

36* 
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a' = ('l ::"'1; es bleiben fest ° und 2, es verlauschen sich 1 mit 

1 ·t 1 't-1 00, 2" mI - ,E mI E • 

Wahrend die Losung der Gleichung (8) in der Theorie der biqua

dratischen Formen mittelst der Substitution : = (: + !Y auf die

jenige einer cubischen Gleichung zuriickgefiihrt wird, deren Wurzeln 

sich durch diejenigen der cubischen Resolvente mS - ~ m - ~ = 0 

rational ausdrficken, kann jetzt umgekehrt die Gleichung (8) direct 
gelolit werden und somit als Resolvente der betreH'enden biquadra
tischen Gleichung dienen. Die Discriminante R von f ergiht sich 
hier gleich 6; somit ist nach der Theorie der cubischen Formen 

H.S=-2T2 - 6{'j 

folglich geht (8) fiber in 
(is - 6j2)TI - 18j2[1 = 0, 

zerrlillt also direct in zwei cubische Gleichungen *). 
1m FaIle n = 4 gibt uns (7) eiue Schaar von Formen achter 

Ordnung, deren jede in zwei biquadratische Factoren zerialltj und 
aIle diese Formen vierter Ordnung gehoren derselben linearen Schaar 
mit gemeinsamer Covariante T von der sechsten Ordnung an. Wir 
baben 
(9) f = "1' + "2', H = 2"12"21, T = "1 "t ("1 2 - "22)(,,/ + "22). 

1m Allgemeinen gehBren je acht Punkte der Ebcne zusammen. Die 
EbeDe wird durch vier von einem Punkte P ausgehende Strahlen in 
vier Felder getheilt; jedes Feld wieder durch die Polare von P in 
Bezug auf den FundamentalkegelschniU in zwei Theile. So entstehen 
acht Felder, in deren jedem sich einer der acht Punkte befindet. 
Diese Theilung in Felder gesehieht dureh reelle Gerade, wenn man 
den KegelschniU (etwa den Kugelkreis in der unendlich fernen Ebene j 
imaginar voraussetzt; bringt man ihn in die Form 

Xl 2 + X22 + XS2 = 0, 
so elltstehen aus (6) reelle Transformationsformeln fiir die elliptische 

*) Die Frage, durch welche Inval'ianteneigenschaft eine in die Gestalt (8) 
transformirbal'e Gleichung sechsten Grades a: = 0 charakterisirt ist, beantwortet 

sich nach Clebsch (Theorie der biniiren algebraischen Formen p.443) dahin, 
dass die biquadrati~cbe Covariantei: = Cab)' a~ 6~ zu dem Quadrate der Co
variante 1 = (a ')' a~ proportional sein muss. Durch Einfiibtong der linearen 

Factoren von 1 wird dann die Form sechster Ordnung eine qaadratische Function 
zweier Cuhen; diese linearen Factoren sind eben die Varia.blen "II "I des Textes. 
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Ebene. Die Punkte von T = ° befinden sieh auf den Seiten des 
von den Linien Xl + Xi = 0, Xl - x2 = 0, xa = ° gebildeten Polar
dreiecks, d. h. auf den Linien Xl = 0, X2 = 0, Xa = 0 des neuen 
Coordinatensystemes. Die Punkte von f = ° liegen auf den Linien 
Xl + X2 = 0 und Xl - X 2 = 0, welche zu Xl = 0 und X2 = 0 
harmonisch liegen und auch in Bezug auf den Kegelschnitt einander 
eonjugirt sind, d. h. welehe den von Xl = ° und X 2 = ° gebildeten 
Winkel halbiren. Die erste Transformation (6) besteht 1U eIller 
Drehung um den Punkt Xl = 0, X2 = 0 von der Grosse 

n 
0, 2' 'It odeI' 

3n 
2 

In den Variabeln Xi erhalten wir die entspreehendell Umformungen, 
indem wir Xl. X2 • Xa bez. ersetzell durch 

(10) 
- XI' - X2 , X 3 , 

X 2 , -- XI' X~ . 

Wahrend bei den wirkliehen Bewegungell jede der beiden vom Punkte 
Xl = 0, X2 = 0 an den Fundamentalkegelscllllitt gelegten Tangentell 
fest bleibt, vertauschen sieh bei der zweiten Klasse von Tl'ansforrlla
tionen (6) diese rrangenten unter einandet·. Die entsprechenden, dut'clt 
das Schema 

XI' - Xi' X 3 • 

Xn XII X 3 , 

--- Xl' X2 , Xs , 

-X~, XII Xa 

dargestellte:n terniire:n Umformungen gebe:n daher keine Bewegunge:n; wir 
habell es hier vielmehr mit uneigentlichen Transformationen des 
Fundamentalkegelsehnittes in sieh zu thun, welehe den symmetrisehen 
Spiegelungen der gewohnlichen parabolischen Geometrie zu vergleiehen 
sind (vgl. p.385 und 371), und welche fur sieh keine Gruppe bilden. 
Eine iihnliche Bemerkung ist {itl' aUe Transtormationen der DiiJdet'· 
gTttppe anwendbar, wahrend uns die im Folgenden noeh zu unter
suehenden Gruppen wirkliehe Bewegullgcn der ebenen elliptisehcn 
Geometrie darstellell. 

Bei den allgemeinen Gruppen hatten wir 1Il del' Ebene gewisse 
Systeme von Punkten, welehe sich bei den urn sie auszufiihrenden 
Rotationen unter einallder vertauschen. Dann bleibt aber auch die Ge-
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sammtheit ihrer Verbindungslinien ungeandert; und die Gesammtheit 
ihrer Schnittpunkte mit dem Fundamentalkegelschnitte liefert wieder 
eine binare Form, welche durch die betreft'enden Substitutionen in 
sich iibergefiihrt wird; das Gleiche gilt von den Polaren der Punkte 
in Bezug auf den Fundamentalkegelschnitt, und von ihren Schnitt
punkten mit letzterem. Zu der einfachsten Figur in der elliptischell 
Ebene gibt das regulare Octaeder Veranlassung; den drei zu einander 
rechtwinkligen Axen desselben entsprechen in der Ebene drei Punkte, 
die ein Polardreieck in Bezug auf den FundamentalkegeIschnitt bilden, 
wie wir dies soeben schon bei der DarsteIIung der Covariante sechster 
Ordnung einer binaren biquadratischen Form kennen gelernt hahen. 
Durch ihre drei Verbindungslinien wird also die elliptische Ebene 

in vier Dreiecke zerlegt, in deren jedem jeder Winkel gleich ; ist 

(im Sinne der elliptischen Geometrie). Bei einer Viertelumdrehung 
um irgend einen dieser Puukte vertauschen sich dieselben unter 
einander. Ihre Verbindungslinien schneiden auf dem Kegelschnitte 
sechs Punkte aus und liefern uns so eine bin are Form sechster 
Ordnung, welche bei den entsprechenden linearen binaren Snbstitu
tionen ungeandert bleibt. Und zwar ist die Anzahl der auszufiihren
den Drehungen (wenn man die identische Substitution mitrechnet) 
fiir jede Ecke des Dreiecks gleich vier; es kommen also zunachst 
zehn Drehungen in Betracht. 

Um die entsprechenden algebraischen Transformationen aufzu
stellen, behandeln wir allgemein die Aufgabe, die durek die Glei
ekungen (26), p. 382 dargestellte lineare Transformation eines Kegel
schnittes in sick so zu bestimmen, dass sie eine Drehung von gegebener 
Grosse darstellt. Es seien 

(11) 

die Gleichungen des Fundamentalkegelschnittes in Punkt- und Linien
Coordinaten; dann lauten jene Gleichungen 

1 
Xi = 2" "U"tXi + l(uw);, 

(12) 1 ;i = 2" "t~"tXi - l(uw);, 

worin mit w die bei der Drehung festbleiben sollende Linie bezeich
net ist, d. h. die Polare des Drehpunktes in Bezug auf den Funda
mentalkegelschnitt. Zur Bestimmung der Entfernung r zwischen den 
einander zugeordneten Punkten X und ; machen wir die folgenden 
Hillfsrechnungen. Es ist 



Projectivische und metrische Geometrie. 567 

1 
aza~ = 4" "ia/JIafJ 14/J1UfJ - ll(auw)l' , 

1 az2 = 4" ,,2aaafJu/JIufJ + d(auw)afJufJ + ,1,2(auw)2, 
und hierin: 

aaafJt4aU~ = (abc) (ubc) (a de) (ude) 

= ~. (abc) (ttde) [(a de) (ub c) - (bde)(ttac) - (cde) (uba)] 

1 
= "3 (abc)2(ude)2 = 4A . F, 

wenn wieder 
1 1 

.A ="6 (abc)2, F= 2" (a.bu)1I 

gesetzt wird. .Ferner ist 

afJu(J(auw) = (abc) (ubc) (auw) 
1 

= "3 (abc) [(abc) (uaw)-(uac) (buw)-(uba)(cuw)] =0. 

Da sonach das Glied mit ",1, herausf'allt, wird ax i = a~2 und 
r ax a~ 11' A· F - l'(auw)! 

cos-= = . 
2k ya,..' . b~t lilA· F + l2(auw)1 

Liegt insbesondere x auf der festen Geraden w, und nehmen wir 
der Einfachheit halber 2k = 2k' = 1, so misst r gleichzeitig den 
Drehungswinkelj sollen demnach die Gleichungen (12) e£ne Drehttng 
Wit den Winkel 1/ darstellen, so muss das Verhiiltniss von " flU 1 
durch die Gleic}mng 
(13) 

bestimmt werden, worin u eine beliebige dttrch den festen Drehpunkt 
gehende Gerade befleichnet. Letzteres f'olgt aus der Bedingung w'" = 0, 
denn aus derselben ergibt sich nach (12), ds. " im Allgemeinen nicht 
verschwinden kann, UaWa = OJ und hierin ist die fiber die Lage von 
U gestellte Bedingung ausgesprochen. Welche Linie U des betreffenden 
Strahlbiischels aber gew1i.hlt wird, ist gleichgiltigj in der That 
haben wir 

(auw)2(bcv)2 - (avw)2(bcu)2 
= [(auw)(bcv) + (avw) (bcu)] [(vuw) (bca) + (attw)(bcv)], 

und man sieht leicht, dass die rechte Seite vermoge der Bedingungen 
UaWa = 0 und VaWa = 0 identisch verschwindet. 

Fur unseren Fall haben wir nun fur W successive die drai Seiten 
eines Polardreiecks in Bezug auf den Kegelschnitt zu wahlen und 

jedesmal 1/ = ; , 'It, 3t oder 2'1t zu nehmen. Machen wir noch das 
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Polardreieck zum Coordinatendreiecke und hetrachten die Drehung 

von der Grosse ; urn die Ecke Xl = 0, X 2 = 0, so wird 

ax 2 = X I 2 + X 22 + xs2, A = 1, F = u t 2 + U22, (auw)2 = u t 2 + U22, 
also ,,2 = ).2 , und aus den Gleichungen (2) erhalten WIr 

(14) ~l = +X2 , ~2 = + Xl' ~3 = XS' 

Sol1 das obere Vorzeichen einer Drehung 'It' 
urn + 2 entsprechen, so 

giht das untere eine 111 
oder +3;. Durch die solche urn - 2 urn 

vier Rotationen urn die betrachtete Ecke geht daher der Punkt x 
fiber in 

Xu X2 , Xs hei einer Drehung urn 2:n: , 
3:n: 

(14a) 
-X2 , Xl' Xs " " " " 2' 
- Xl' -X2' Xs " " " " 'It, 

1t 
X27 - Xl' Xs " " " " 2 

Dieselben Substitution en hatten wir schon iu (10) gefunden. Den 
Drehungen urn die beiden anderen Ecken 1, 0, ° und 0, 1, 0 ent
sprechen bez. in gleicher Weise die Schemata 

Xl' X 2 , XS , Xl, X2 , xs , 

(14b) 
Xl1 xs , - X2 , - xs , X2 , Xli 

Xl' - X 2 ' -Xs, - Xl' X2 , -Xs, 

Xl, -Xs, X2 ; X S1 X2 , -Xl· 

Wahrend im Allgemeinen sonach ein Punkt X zehn verschiedene 
Lagen annehmen kann, giht es offenbar ausgezeichnete Punkte, fur 
welche die Anzahl der verschiedenen Lagen eine geringere istj es 
sind dies diejenigen, deren Coordinaten einander absolut gleich sind, 
oder fur welche eine der drei Coordinaten verschwindet, wahrend die 
anderen beiden dem absoluten Werthe nach iibereinstimmen. 

Erstenshaben wir also die VIer Punkte 

1, 1, 1, 

(15) 
-1, + 1, + 1, 

+ 1, -1, + 1, 

+ 1, + 1, -1 

zu betrachten. Dieselben sind die Ecken eines vollstandigen Vier
ecks, dessen Nebenecken unser Polardreieck bilden (vgl. Bd. I, p. 56). 
Sie werden aber nicht nur durch die bisher betrachteten Bewegungen, 
sondern aueh durch gewisse Drehungen urn' irgend einen von ihnen 
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selbst onter einander vedauscht. In jedem schneiden sich drei der 

sechs Verbindungslinien; die Grosse der Drehung wird daher 2;, 
43'11: oder 63n = 2n betragen mussen. 1m ersten FaIle wird cotg2 ~ = ~ ; 
und, wahlen wir den Punkt 1, 1, 1 als fest bleibend, so haben wir 
fur unsere hnonische Form WI = W 2 = Wg = 1 zu nehmen, u3 = 0, 
tt2 = - ttu also F = 2, (awu)2 = 6 und hieraus nach (13): ,,2 = l2. 
Die zugehOrige Transformation ist folglich 

(16) 

sie besteht also einfach in einer gewissen Vertauschung der Coordi
naten. In entsprechender Weise berechnen sich die Rotationen urn 
die drei anderen Punkte; man findet: 

~1=-X2' ;2 = xs, ;g = - Xl' 

(17) ;1=-X2 , ;2 = -xs, ;s = Xl' 

;1 = X 2 , ;2=-XS ' ;s = - Xl' 

Die Drehungen von der Grosse 43'11: dagegen ergeben: 

;\ = X2 , ;2 = X3 , ;a = Xl' 

(17 a) ;1 = - Xa, ;2 = - Xl, ;s = X 2 , 

;1 = xs , ;2 = - Xl, ;3 = X2 , 

;1= X!ll ;2 = Xu ;s=-X2 • 

Sowohl die Ecken des Polardreiecks als die Punkte (15) werden 
durch Drehungen von der Grosse 
n urn jeden der sechs Punkte 

1, 1, 0· I 
1, -1, 0· I 

(18) 
1, 0, l' , 
1, 0, -1; 
0, 1, 1 . , 
0, 1, -1 

In sieh iibergefiihrt; es sind 
dieses diejenigen Sehnittpunkte 
des Polardreiecks mit den Seiten 
des vollstandigen Vierecks, wel
che nicht in die Ecken des 

~ 

./ 
./ 

/~1 
..... /j:,{ ~ .... . 

~~ 

Fig.2!l. 

.. I 
",,\ I / 
~ \ I / 

\ I / 
\j( 
II' 

I I. \ 

/ 

/ 
/ 

/ 

Dreiecks fallen (vg1. Fig. 29, in welcher die drei Punkte, 1, --1, 0; 
1,0, -1; 0,1, -1 auf der unendlich fern en Geraden Xl +x~ +X3=0 
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Iiegen). Hier wird nach (13) ,,= 0, und wir finden z. B. fiir eine 
Drehung um den Punkt Xl = Xli = 1, xl} = 0 

(19) ~l = XII £1 = Xu ~3 = - Xs' 

Ebenso berechnen sich die zugehOrigen Transformationen. Statt aber 
in jedem einzelnen FaIle die ersten drei Gleichungen (12) nach den 
Ui aufzulosen und die gefundenen Werthe in die letzten Gleichungen 
(12) einzusetzen, empfiehlt as sich, die Elimination der u. zuvor a11-
gernein auszufiihrenj zu dem Zwecke haben wir die Gleichungen (11), 
p.358 zu benutzen, nachdem in ihnen die vierreihige Determinante A 
durch die entsprechende dreireihige ersetzt ist, deren Werth in Glei
chung (28), p. 383 angegeben ist. Wir linden so z. B. 

A~l = 2" [(~llAll + All/All! + ~1SA1S)Xl 
+ (~2IAll + A22A12 + Al/sAlS)X2 

und hierin ist 
+ (~sIAll + AS2Al2 + ~SSAlS)XS] - Ax!, 

~11 = ,,2(A22A3s - Aia) + ,t2W12 = ,,2 Aau + ,til WIll , 

~12 = ,,2Aa12 + ",t(AISWl + A2S Wl/ + Asawa) + ,tllWtWll , 

~21 = "lI Aa1l1 - ",t(AlSWl + AlISwll + Assws) + ,tllWt WIl , 

u. s. f. Das Einsetzen dieser Werthe ergibt 

A£l = 2"sAxl - ~ ~,2}.(apx)WafJI + ",tllw",waa1 - AXl1 

und unter Beriicksichtigung des Werthes von A, wenn wieder 
1 1 1 

F(u) = "2 (abu)1I == 2" ua ll = 2" ul 
gesetzt wird: 

("lI All + ! ,tllWa2) tt~ = ,,2 A 2 u .. - ~ d(a~x)WaU~ 

+ All (WaUaW .. - ! Wallu .. ). 

Hierin ist 
«(XPX)WaU~ == (afJb .. - bfJa .. )(abw)ufJ == 2(abw) apb .. u~ 

2 = "3 (a cd) b .. [(abw) (ued) - (cbw)(uait) - (dbw) (uca)] 

2 
= 3" (acd)ll(ubw)brIJ = 4A(ubw)b ... 

Die aZlgemeinste eigentliche tern(ire lineare Transformation, welcke der 
Bedingung a",2 = at genugt, Zautet daher: 

(20) 
(,,2 All + ~ ,tIlWalihi = (,,2 A2 - ! ,tllw,.s)Xi 

- 2"lA(bui).b" + ,tllWa(XiW ... 
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Gehen wii' auf die schon in (14) benutzte kanonische Form zurilck, 
so haben wir zur Aufstellung der zuletzt besprochenen Bewegungen 
fur die Wi nur die in (18) angegebenen Werthe zu wahlen und find en 
so folgendes System von Transformationen, unter denen (19) wieder 
einbegriffen ist: 

;1 = X2, ~ = Xl' ;3 == -Xs fiir eine Drehung um 1, 1, 0, 

;1= Xs, ~2=-X2' ~3= Xl a" " ,,1,0,1, 

(21) ~l = -Xli ~2 = xs, ~s = X2 "" " ,,0, 1, 1, 
;1=-X2, ;2=-Xll ~s=-Xs"" " ,,1, -1, 0, 
;1=-X3, ;2=-XlI, ~S=-Xl"" " ,,1,0, -1, 

~1 = - Xli ~2 = - Xs, ~3 = -X2" II " ,,0, 1, - 1 . 

N ach den obigen Erorlerungen (p. 565 f.) stellen die sechs Schnitt
punkte unseres Polardreiecks mit dem Kegelschnitte eine biniire FO'1'm 
sechster Ordnung dar, welche durch eine Gruppe von biniiren linearen 
Transformationen in sick ubergefuhrt wird; und zwar ist die Ordnung 
der Gruppe gleich der Anzahl der von uns in (14a), (14b), (16), 
(17), (17 a) und (21) aufgestellten Transformationen, d. h. gleich 24. 
Gleichzeitig geht aber auch diejenige Form achter Ordnung in sich 
uber, welche durch die Beruhrungspunkte der von den Punk ten (15) 
an den Fundamentalkegelschnitt zu legenden Tangenten reprii.sentirt 
wird, endlich auch eine Form zwolfter Ordnung, dargestellt durch 
die Punkte, in weIchen der FundamentaIkegeIschnitt die Polaren der 
Punkte (18) schneidet. Betrachten wir nun die zuerst erwii.hnte 
Form sechster Ordnung aIs Grundform f, so muss auch jede Co
variante von f durch dieseIben 24 Transformationen in sich uber
gefiihrt werden; die Formen achter und zwolfter Ordnung sind daher 
Covarianten von fj ihr Bildungsgesetz werden wir sofort naher 
kennen lernen. Um binare Variable einzufuhren, haben wir Xl' X 21 

X3 gleich solchen quadratischeD; Functionen von "11 ~ zu setzen,dass 
die Summe ihrer Quadrate identisch Null ist, also z. B. 

(22) Xl = ~2 + "l, x2 = i("l! - "z2), X3 = 2i"1"z' 

Die Schnittpunkte unseres Coordinatendreiecks mit dem Kegelschnitte 

(23) x1l1 + X22 + XSB = ° 
geben gleichzeitig die Form (, also haben wir in Uebereinstimmung 
mit dem Ausdrucke fUr T in (9) 
(24) f = a,,6 = 6"1 "z("14 - "24) 

zu setzen. Dieselbe verschwindet fur die Werthe 

0, 00, 1, - 1, i, - i 
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des Verhaltnisses "1:X2. Durch eine Schlussweise, die wir im Fol
genden (beirn Ikosaeder) nochrnals anwenden und dann genauer erortern 
werden, ergibt sich weiter, dass die Hesse'sche Oovariante H von f 
in den acht Punkten verschwindet, weleke auf (23) durek die Linien mit 
den Ooordinaten (15) ausgeschnitten werden, ttnd dass die Functional
determinante T von fund H die in gleicker Weise durek (18) be
stimmten Punkte Ztt Nullpunkten hat. Wir bestatigen dies direct 
durch Berechnung von H und T; es wird: 

H = (ab)'2a,,4 b,,' = - 2(x18 + "28 + 14x/,,/) 

(25) =-2("14+2Y 3"/"22+,,/) 
X (Xl' - 2Y - 3 "l "22 + "24) , 

worin weiter 

" 4, + 2 y_ 3 x 2" 2 + X 4, 1 _ 1 2 2 

=,,4(lIl _ 1+~3) (lI1 + 1+~1) ("1 _ l±v.a) (lI1 + -~+v:a). 
2 lI2 1-~ ;\2 1-~ "2 1+$ ;\2 1+~' 

und zwar entsprechen den Punkten (15) in der dortigen Reihenfolge 
die folgenden 

i-va 
~, 

Werthepaare von Xl : "2 : 

1+V3 1-va 1+V3 i+V3 i-va 
i-1 ; - i+1' - ~i+-l; T~' i+ 1-; 

1-y's l+VS 
-i=T' i-I 

Fur die Functionaldeterminante (erste Ueberschiebung) von H und ( 
finden wir 

T= (ab)2(ca)a"sb,.4c,,5=-2(x/2 - 33"18X24 - 33x14"28 + "212) 

(26) = _ 2iC"14 + "24) (X14 + "24 + 6 "12 "22)("14 + "24 - 6"12 "22) • 

Die Nullpunkte von T sind demnach durch folgende Parameterwerthe 
bestimmt, lllld zwar so, wie die zugehorigen ternaren Coordinaten III 

(18) paarweise unter einander stehen: 

+ (1 + i), - i(l + Y2) , 
± (1 - i), i(l + Y2) , 

- (1 +"V2), 
(1 +"V2). 

Zwischen f, H, T besteht, wie man leicht bestatigt, die Identitii.t: 

(27) 6T2 + 3H3 + 2[4 = O. 

Auf der linken Seite ist jedes Glied von der 24. Ordnung in "11 "2; 
aber scheinbar ist das letzte Glied von niedrigerem Grade in den 
Coefficienten von f~ als die heiden anderen. Es erklii.rt sich dies 
daraus, dass bei unserer kauonischen Form nllr Zahlenfactoren vor
kommen; hieraus geht andererseits hervor, dass f keine absolute 1n-
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variante, also nur eine Invariante besitzt. Dieselbe muss vom zweiten 
Grade sein, damit (27) in den Coefficienten homogen wird. Da 
nun A. = (ab)6 = 12 wird, so lautet die Identitat allgemeiner: 

(28) 36T2 + 18H3 + A[4 = 0 *). 

Mittelst der Substitution (22) und der entsprechenden 

;1 = AI2 + A22, ;2 = i(A12 - A22) , ;3 = 2iA.I A2 

fiuden wir aus den ubrigen ternaren Collineationen (Grupp en von 
Bewegungen) leicht diejenigen biniiren linearen Trans{ormationen, durch 
welche die Formen (, H und T gleichzeitig in sich ubergefiihrt werden. 
Gemass den Formeln (16) und (17) ist namlieh der Quotient A = Al : A2 
bez. zu ersetzen durch 

.1'-1 1'+i 1'-i 1'+i 
(29) - t l' + 1 ' -" - i' l' + i' ,,- i' 

wo x = "I: "2' und gemass den Formeln (17 a) bez. durch 

(30) l' - i . l' - 1 . " + 1 . l' + 1 
-1'+i' t 1' + 1 , t,,_l' -t 1' _ 1 ; 

und zwar in der friiheren Reihenfolge. Ebenso geben die Transfor
mationen (21) zu binaren Su bstitutionen Veranlassung, die entstehen, 
indem }. bez. ersetzt wird durch 

(31) - lX, 
. 1' - i 

-l,,+i' 
l' -1 

- l' + l' ix, 
~+1 . 
K-1 

Die in (14a) und (14b) aufgesteIIten Collineationen ergeben endlich 
filr }. foIgende Werthe (wobei die identische Substitution nur einmal 
berilcksichtigt ist): 

(32) 
x, 

." - i t---
l' + i' 

i " -1 ,,+ 1; 

*) Allgemeiner lautet diese Identitat: 

2TZ = - -.!- .£1.[4+ ~ p[8 + ~ iHf2 - H3 
18 3 2 ' 

wo i = i~ = (ab)4a~b~, p = (ai)2a~ ii; vgl. Clebsch, Theorie der binliren 

algebraischen Formen, p. 450. Die Gleichung (28) entsteht, wenn die Coval'iante i 
identisch verschwindet; und hierdurch 1st auch eine Form f der 1m Texte unter
Buchten Art (d. i. die Oovariante sechster Ordnung von unendlich vielen bi
quadratischen Formen, wie sogleich gezeigt werden wird) vollkommen charakte
risirt. Diese Formen seehster Ordnung wurden von Clebsch und Gordan 
eingehend studirt (Annali di matematica, Serie II, t. 1, 1867); vgl. auch Clebsch 
a. a. O. und Orelle's Journal Ed. 67, sowie Klein a. a. O. 
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Man sieht, dass aIle diese 24 Transformationen in dem Schema *) 

(33) i"" i" i" x + 1 i" " - 1 i" x + i ~ x - i , x' x-l' ,,+1' x-i' Ii+i 

zusammengefasst werden konnen, wenn k jedesmal die Werthe 0, 1, 
2, 3 durchliuft. 

Durch die hiermit festgelegten besonderen Beziehungen der 
Wurzeln unserer drei GIeichungen zu einander ist naturlich die Auf
losung der letzteren sehr vereinfacht. Wenn eine binitre Form f vor
liegt, von der wir wissen, dass sie durch die aufgestellten Substitu
tionen in sich iibergeht, so besteht zwischen ihr, ihrer Invariante .A
und ihren Covarianten H und T die Relation (28), und ihre W urzeln 
zerfallen nach (24) in drei Paare, entsprechend den drei Seiten un
seres Polardreiecks. Da nun nach (25) und (26) (, H und T keinen 
Factor gemein haben, so mussen wegen (28) die beiden Ausdrucke 

1,,--; 1 J'2 ,/-
T+S(2y-A, T-Sf v-A 

vollstii.ndige Cuben biquadratischer Formen u, 1.1 sein; die letzteren 
denken wir uns so bestimmt, dass 

T + ~ f2 Y A = 2us, T - ~ f2 Y A = 2'1.13, H = - 2uv 

wird. Dann folgt 

! fS Y A = US - vS = (u - v) (u - 6'1.1) (u - 6SV) , 

wenn 62 + 6 + 1 = 0 ist. Die Formen u - v, u- 6V, U - 6sV 

sind daher die Quadrate von den drei quadratischen Factoren von f; 
die Form f serfiillt also (abgesehen von einem constanten Factor) in 
die drei gy.adratischen Factoren, welche man aus dem Ausdrucke 

y'VT+ ~ rV - A- E VT- ~ (iV-A 

bilden kann, indem man fur 6 die drei dritten Wureeln der E~nkeit 

setet. Aus den W urzeln von (= 0 ergebell sich dann leicht die
jenigen von H = 0 und T = O. 

Aus Vorstehendem geht bereits der enge Zusammenhang hervor, 

*) Vgl. Klein, Vorlesungen iiber daB Ikosaeder, p. 48. - Diese Trans
forma.tionen sind nach Abel (Crelle's Journal Bd.3, 1828, Oeuvres completes, 
nouvelle edition, t. 2. p. 469) fiir die lineare Transforma.tion des elliptischen In
tegrals erster Gattung von Wichtigkeit; vgl. z. B. den Schwa von Tho mae's 
Abriss einer Theorie der complexen Functionen (Ha.lle 1873), oder Briot et 
Bouq net, theorie des fonctions elliptiques (Paris 1876), p. 611 if. 
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in welchem die Theorie unserer besonderen Form sechster Ordnung 
f mit der Theorie der allgemeinen Formen vierter Ordnung steht; 
in der That kann f nack (24) als Oovanante T", einer biquadratischen 
Form tP uncl somit unendlich vieler Formen ktP + lH.p angesehen 
werclen*). Die Losung von f = 0 kann demnach auch dadurch ge
schehen, dass man die cubische Resolvente einer dieser Formen vierter 
Ordnung bildet. und durch deren Losung f in seine drei quadratischen 
Factoren zerspaltet. Die Formen vierter Ordnung selbst findet man 
durch folgendes Verfahren. Sei 

'I/J = 'I/J,/' = '1/1,," = '1/1",'" 
und 

H", = (1/n/l')2'1/1/'I/J,e'll = k/', t,,6 = ('I/I'I/J')ll(,,," tP)tP,,'I/I,,'2'1/1,,"3, 

so ist identisch: 

wie man mit Hiilfe bekannter Identitaten oder an der kanonischen 
Form leicht nachweist. Bier steht, wenn ~ : All als Parameter auf
gefasst wird, links die allgemeinste lineare Combination von tP und 
H",; auf der rechten Seite konnen wir f statt T", einsetzen, und 
dieselbe wird .dadurch gleich 4m(d) a"sa).s, wenn m einen constanten 
Factor bezeichnet. Nun ist die Covariante T der Form vierter Ord
nung 

gleich**) 
cS· T",. QCki, - tP).4.) = - 203 T", . [t).6]2, 

also gleich T.p, wenn 
- 2c3 [t).6]2 = - 2c3[f(il)]2 = 1 

gesetzt wird. Die St' f gehorige allgemeinste biquadratische Form ist 
also: 

(34) ( ) 4(,,1) . a~ ax 
tP" =~-....:.....~ V- 2f(1) , 

wobei At : ils einen willkiirlichen Parameter bezeichnet. 
In der bei (24) zu Grunde gelegten kanonischen Form haben 

wir bekanntlich 
tP = KC"l' + "/) + 6L"tll"22, 

wo K, L COltstante bedeuten. Diese Form geht vermoge der Sub
stitutionen 

il=", l=-", 

") Vgl. Bd. I, p. 247. 

1 
l=-

" ' 
1 

A.=--" ' 

"") V gl. Bd. I, p. 242, Formel (80) und p. 282, Formel (17). 
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welche in unserer Gruppe vou 24 Collineationen enthalten sind, und 
welche selbst eiue der oben besprochenen Diedergruppell (p. 561 f.) 
hilden, in sich fiber. Die anderen 20 Tl'ansformationen ffihren da
gegen 1{J in andere FOl'men vierter Ordnung 1{Ju 1{J2' 1{Js, 1/'4' ""6 fiber, 
die natiirlich aIle zu f in derselben Beziehung stehen, und denen 
derselbe Zahlenwerth ihrer absoluten Invariante zukommt, da sie 
durch lineare Umformungen aus einander entstehen. In del' 'l'hat 
giht es in dem Systeme immer sechs Formen mit derselben abso-

K i 
luten Invariante*). Ersetzen wir ,,= J durch + iA oder +., , 

K~ - .. 

so geht 1{J fiber in 
""1 = K(l/ + l/) - 6LlI 2A/; 

. J.-1 J.+1 
wud dagegen " durch + J. + 1 oder + J. _ 1 ersetzt, so kommt: 

1{JjI = 2(K + 3L) (114 + A/) + 12(K - L)112A22 , 
ebenso erhalten wir 

1{Js = 2(K - 3L)(114 + A1I4) + 12(K + L)AI21.l, 
1{J4 = 2(K + 3L)(lJ4 + A24) - 12(K - L)A12122 , 

1{J5 = 2(K - 3L)(AI 4 + A/') - 12(K + L)A/A22 , 

bez. bei den Substitutionen 

.)I-i d + .x+i· 
+~-+. 0 er ~--.' - )I l - X-$ 

Die seeks Formen 1{J zusammen geben sanach ein System von 24 Punkten, 
die sick bei den Substitutionen unserer Gruppen unter einander ver
tausehen. Wie leicht einzusehen, muss daher eine Gleichung der 
Form 
(35) 

bestehen. FUr K = 0, K + 3L = 0 oder K - 3L = 0 ergibt sich 
die Form [4; in jedem der drei FaIle werden zwei der sechs Formen 
1{J zu vollstandigen Quadraten. Fur L = 0, L = + K oder L = - K 
werden jedesmal zwei der Formen 1{J einander gleich und stellen ein 
harmonisches Punktequadrupel dar; die linke Seite von (35) wird ein 
vollstandiges Quadrat, und zwar proportional zu T2, wodurch die 
Ucbereinstimmung mit (27) hergestellt wird. Die £wolf Punlcte von 
T = 0 zerfallen also in drei Quadrttpel mit harmonischem Doppelver
hiiUnisse und mit gemeinsamer Covariante sechsier Ordnung f. 

*) V gl. Bd. I, p. 246. 
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Zweimal drei Formen 1/1 werden mit einander identisch fur 

K = + L Y 3. Dann ist die linke Seite von (35) ein vollstii.n
diger Cubus, d. h. K = O. Die acht Punkte von H = 0 eerfallen also 
in swei Quadrupel mit iiquianharmonischem Doppelverhiiltnisse und mit 
gemeinsamer (}Qvariante sechster Ordnung f. Letzteres geht auch direct 
aus (25) hervor. 

Die harmonische Form "14 + ~' hat die Eigenschaft, nicht nur 
bei den Substitutionen + A., + l-l, sondern auch bei den Substitu
tionen + il, + il- 1 in sich uberzugehenj auch letztere bilden fur sich 
eine Gruppe, welche indessen mit der Diedergruppe fur n = 4 iden
tisch ist, uns also nichts Neues bietet. Anders ist es mit den beiden 
aquianharmonischen Formen; eine derselben, z. B. 

"14 + "24 + 2Y 3"12"22 

geht sowohl durch die Substitution + x, + ,,-1, 
stitutionen 

+ x - 1 + x +.1 d +. x - i 
-x+1' --x-1 un -'x+i' 

als durch die Sub-

+ .x+i 
~--. - x-. 

In sich iiber. Diese 12 Substitutionen bilden ebenfalls fiir sich eine 
Gruppe und zwar keine der bisher betrachteten. Fiir jede biniire 
biquadratische Form mit aquianharmonischem Doppelverhiiltnisse (d. h. 
mit verschwindender Invariante i) existirt daher eine. fiir sie charakte
ristische Gruppe von 12 lineanYit Substitutionen, durch welche sie in sich 
iibergefiihrt wird. Gleichzeitig wird natiirlich ihre Hesse'sche Co
variante in sich transformirt; l~tztere hat somit ebenfalls ein aqui
anharmonisches Doppelverhaltniss; sie erganzt die gegebene Form 
vierter Ordnung zu einer solchen Form achter Ordnung H, wie sle 
uns als Covariante von f begegnete. 

Gehen wir zu der Darstellung auf der Kugelflache (bez. im 
Ebenenbundel) zuriick, so entspricht der Zerlegung von H in zwei 
aquianharmonische Quadrupel von Punkten die Vertheilung der acht 
Ecken des Wiirfels auf die Ecken von zwei regularen Tetraedern, 
welche auch nur auf zwei Weisen geschehen kann. Um dieselbe 
auszufiihren, ziehe man von einer Ecke des Wiirfels aus in jeder der 
drei in ihr zusammenstossenden Seitenfliichen die Diagonale; die End
punkte dieser Diagonalen erganzen die erste Ecke zu einem regu
laren Tetraeder, die anderen vier Ecken bilden das zweite Tetraeder 
So ist auch dem bisher nicht benuteten einfachsten reguliiren Korper eine 
biniire Form und eine Gr-uppe von Transformationen sttgeordnet. Die 
letztere finden wir durch das Schema 

ClebBch, Vorlesungen. II, 1. 37 
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(36) + + 1 +" -1 + Ie + 1 +. " - i + i ~+ ~ 
- X, _ x- , _" + l' _" _ l' _ t " + i' - ,,- t 

dargestellt. Die zugehOrige ternare Gruppe, welche also auch eine 
neue Gruppe von Bewegungen in der illiptischen Ebene darstellt, ist nach 
dem Obigen leicht zusammenzustellen; in ihr sind die neuen Varia
beln ;i bez. gleich folgenden Ausdrucken zu setzen (dabei ~ind die 
beiden sich in (36) nur durch das V orzeichen unterscheidenden Trans
formationen neben einander gestellt): 

-Xv Xli' - xa; Xli -Xli' 

(37) 
Xl' -X8' Xli; 

-Xl! -X8' -X2; 

-Xli X8 , 

Xl! X 3 , 

:ts, -Xli' 

-Xa, 

Xli' 

-X21 

Xo 

vgl. (14a) u. (14b), 

" (14b), 
" (14b) u. (21), 

" (21) ,,(14b), 

" (14b) " (21), 
" (14b) " (21). 

Bei unseren Betrachtungen in der Ebene kam diese Gruppe 
nicht unmittelbar zur Geltung, weil durch die vier Punkte (15), an 
die wir anknupften, uns gleichzeitig die beiden biquadratischen Facto
ren von H dargestellt werden. Um sie von einander zu trennen, 
musseD wir in jedem der vier Punkte die beiden von ihm ausgehenden 
imaginaren Tangenten des Fundamentalkegelschnittes dadurch unter
scheiden, dass wir den durch ihn gehenden Strahlen einen bestimmten 
Sinn beilegen. Wird demgemass in den vier Punkten (15) bez. durch 
die drei Strahlen 

xl! - Xs = 0, X3 - Xl = 0, Xl - Xl! = 0 III 1, 1, 1 , 
xl! - Xs = 0, Xs + Xl = 0, Xl +- X 2 = 0 ,,- 1, 1, 1 , 

xl! + Xs = 0, X3 - Xl = 0, Xl + x2 = 0" 1, - 1, 1 , 
X2 + Xs = 0, X3 + Xl = 0, Xl - X 2 = 0 " 1, 1, - 1 

der Sinn fur die entsprechenden Strahlbiischel festgelegt, so ist damit 
die eine biquadratische Form dargestellt; in der That uberzeugt man 
sich leicht, dass dieser Sinn durch die Substitutionen (37) nicht 
afficirt wird. 

x. Fortsetzung. - Die Ikosaedergruppe und das zehnfach 
Brianchon'sche Sechseck. 

Es bleiben jetzt nur noch diejenigen reguHiren Punkt-Anordnungen 
in der elliptischen Ebene zu untersuchen, denen auf der Kugel die 
Ecken des Ikosaeders und des Pentagon-Dodekaeders entsprechen. 
Dass es keine anderen regularen Punktsysteme in der Ebene gibt, 
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kann direct durch eine Betrachtung bewiesen werden, welche der in der 
Elementargeometrie bei den regularen Korpern iiblichen genau ana
log ist, und auf die wir deshalb nicht naher eingehen. Dass es ausser 
den bereits behandelten Figuren, welche dem Octaeder entsprachen, 
nur noch die dem Ikosaeder entsprechende Configuration gibt, bei 
der die elliptische Ebene in lauter congruente Dreiecke getheilt wird, 
zeigt iiberdies der folgende Ansatz. 

Einem der Punkte des regularen Systemes geben wir die Coor
dinaten 0, 0, 1 j einen zweiten wahlen wir auf der Axe Xl = ° in 
der Entfernung ./} vom ersten, so dass ihm die Coordinaten 0, sin.o-, 
cos./} zukommen (vg1. p. 519). Eine wiederholte Drehung von der 
Grosse e urn den Punkt 0, 0, 1 ffihrt diesen zweiten Punkt nach 

den Gleichungen (20), in denen wt = w2 = 0, Ws = 1, ,,= cos ; , 

A = sin ; zu nehmen ist, und die sich wieder auf die kanonische 

Form (23) beziehen mogen, successive fiber in die Punkte 

- sin.o- sine, sin./} cos e, cos.o- , 

- sin.o- sin2 E , sin./} COS2E, cos.o- , 

- sin.o- sin3E, sin./} cos 3 E , cos.o- , 

und s. f. Soll sich nur eine endliche Anzahl von Punkten ergeben, 

so muss e = 2n sein, wo n eine ganze Zahl bezeichnet. Wir haben n 
dann die n Punkte mit den Coordinaten 

(1) - sin./} sin v E J sin.o- cos Ve, cos./} ffir v = 0, 1, 2, .. . n - 1. 

Eine Rotation von der Grosse 'f} urn den Punkt w11 W2 , wa fiihrt 
nach (13) und (20) bei unserer Wahl des Coordinatensystemes zu 
den Formeln 
(2) F(W)~i = x;F(w) cos 'Yj - (xw);sin"1YF(w) + (1 -COS"1)WiWx, 
wo 

F(w) = wt 2 + W 22 + was. 

Machen wir hierin 'Yj = Ii, so geht der Punkt (1), in Folge einer 
Drehung um unseren zweiten Punkt, liber in den Punkt mit den 
Coordinaten 

;1 = - sin./} ( - sin Ii cos v E - cos./} sin v E + cos Ii cos./} sin v E) , 

;2 = sin./}(sine sinvE - cos,o. COSVe + COSE COS.O- COSVe), 

;s = cos./}. 

SoIl dieser Punkt mit dem durch die Zahl v - 1 oder v + 1 
charakterisirten Punkte (1) zusammenfallen, so ergibt sich die Be
dingungsgleichung 

37* 
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. (3) cos .{)o cos e - cos E - cos .{)o = 0, 

welehe niehts Anderes aussagt, als dass der Punkt 0, 0, 1 mit irgend 
zwei aufeinander folgenden Punkten der Reihe (1) ein gleichseitiges 
Dreieck bildet, wie man mittelst der oben abgeleiteten trigonome
trisehen Formeln leicht bestatigt (p. 519). Es wird dann in der That 

~1 = - sin.{)o sin (v - 1)8, ~2 = sin -3' cos (v - 1) 8, ;3 = cos.ft. 

Machen wir aber in (2) '1J = 2E, so werden die Coordinaten des 
neuen Punktes unter Berucksichtigung von (3) gleich 

sin 28 sin .{)o, - 2 (1 + cos 8) cos E cos .{)o, - (1 + 4 cose + 4 cos .ft) • 

Soll derselbe mit einem der n + 1 Punkte (1) zusammenfallen, so 
sind die folgenden drei Gleichungen zu befriedigen: 

(4) 
+ sin ft8 = sin 28 
+ COSft8 = - 2(1 + COSE)COS8, 

+ cos,a. = - 1 - 4 cos,a. - 4 cos E. 

Die doppelten V orzeichen der linken Seiten sind deshalb zu wahlen, 
weil bei unseren homogenen Coordinaten immer ein Factor willkiir
lich bleibt, dieser Factor aber sich wegen der Relation 

X I 2 + X 22 + :ca2 = ;12 + ;22 + ~a2 
von der Einheit hochstens dureh das Vorzeichen unterscheiden kann. 
Wahlen wir zunachst in allen drei Gleichungen das untere Zeichen, 

so folgt aus der dritten cos2 Ii = !. Die Annahme cos E = ~ wiirde 

wegen der zweiten Gleichung (4) nicht auf einen reellen Werth von 

E fiihren; es muss also cos 8 = - ~ oder E = 231C gesetzt werden. 

In Uebereinstimmung mit der zweiten Gleichung (4), wo ft gleich 2 

zu nehmen ist, wird dann cos21i = - ~ und die erste Gleichung (4) 

ist ebenfaUs befriedigt. Wir sind auf das System derselben vier 
Punkte gefiihrt, denen bei unserer friiheren Betraehtung die unter 
(15) angegebenen Coordinaten zukamen. 

Das obere Zeichen in der dritten Gleichung (4) fiihrt dagegen 
vermoge (3) zu der Relation 

4COS2 E + 2 COSE -1 = 0, also i6-1 
COS8=-4-' 

oder 8 = 25'1t· Aus (3) finden wir weiter cos.{)o = - ~j die beiden 

ersten Gleichungen (4) sind dann von selbst befriedigt, wenn p, =-1 
gewahlt wird. Wir haben ein System von seeks Punkten vor uns, die 
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sich bei einer Gruppe von 6 . 4 + 1 = 25 Drehungen nur unter einander 
°vertauscken. Die 15 Verbindungslinien dieser sachs Punkte schneiden 
sich in 105 Punkten, von denen 60 zu je 10 in die sechs Punkte 
selbst hineinfallen. Von den iibrigen 45 Iasst sich zeigen, dass 
sie sich in zwei Gruppen zu 10 und zu 15 Punkten vertheilen, von 
denen erstere je emfach, letztere je dreifach als Schnittpunkte der 
fiinfzehn Verbindungslinien zahlen. Als Gleichung der Verbindungs
linie zweier durch die Zahlen 1-', 11 charakterisirten Punkte des Systemes 
(1) finden wir 

Xl cos.f)o(COSI-'E - cos 118) + x2cos'&(sinI-'8 - Sin1l8) 

- xssin.& sin (I-' - 11) 8 = 0, 
oder 

(5) xlcos,o.sin"'t" E - X2 COS.f)ocos"'t" E + xssin.f)ocos";" E=O. 

Eine analoge Gleichung stent die Verbindungslinie der Punkte 1-" 
und 11' dar; und als Coordinaten des Schnittpunktes beider Linien 
erhalten wir, wenn 1-" = I-' + s, 11' = V + s gesetzt wird, 

(6) 

Xl = - sin.&cos (1--" 8 sin f£+ ,,+8 8 
22' 

sin .& cos '" -" 8 cos f£ + " + 8 8 
2 2' 

xs= cos.&cos ~. 
2 

Dieser Punkt liegt offenbar auf der Geraden 

(7) X cosf£+"+SE+X sin(l-+,,+8 e =0 
1 2 2 2 ' 

d. h. auf der Verbindungsliilie des Punktes 0, 0, 1 mit dem Punkte 

f£ + ; + 8 des Systemes (1), wenn E£ + v + s gleich einer geraden 

Zahl ist. Wahlen wir erstens s = 1, so ergeben sich folgende funf 
Tripel von Verbindungslinien, welche sich in dem Punkte (6), wo die 
betreffenden Werthe von I-' und 11 einzusetzen sind, schneiden: 

, , f£+,,+1 
E£ 11 II- 11 2 

0 3 1 4 2 
(8) 1 4 2 5(0) 3 

2 5(0) 3 6(1) 4 

3 6(1) 4 7(2) 5(0) 

4 7(2) 5(0) 8(3) 6(1) 
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Die Zahlen der letzten Horizontalreihe der Tabelle sagen z. B. aus, 
dass die Verbindungslinie der Punkte 4 und 2 von der Verbindungs
linie der Punkte 0 und 3 in eiuem Punkte getroffen wird, durch den 
auch die Verbindungslinie des Punktes 0, 0, 1 mit dem Punkte 1 
hindurchgeht. Machen wir zweitens s = 2, so kommen wir zu der 
folgenden analogen Tabelle: 

, , p.+,,+2 
II' v P. v 2 

0 4 2 6(1) 3 
(9) 1 5(0) 3 7(2) 4 

2 6(1) 4 8(3) 5(0) 

3 7 (2) 5(0) 9 (4) 6(1) 

4 8(3) 6(1) 10(0) 7 (2) 

Grossere Werthe von 8 fiihren nicht zu neuen Linientripeln. Hierin 
ist eine besondere Eigenschaft des von unseren sechs Punkten (1) 
gebildeten Sechsecks ausgesprochen, denn die Diagonalen eines be
liebigen Sechsecks schneiden sich nicht in der angegebenen Weise 
zu dreien in einem Punktej wohl abet kommt diese Eigenschaft 
nach dem Brianchon'schen Satze (Bd. I, p.50) jedem Sechsseite 
zu, dessen Seiten einen und denselben Kegelschnitt beriihren. Von 
unseren fiinfzehn Verbindungslinien wel'den daher zehn Kegelschnitte 
beriihrt (und jeder von sechs Linien); man kann das Sechseck daher 
auch als ein zehnfach Brianchon'sches bezeichnen*). Je drei neben 
einander stehende Linien der Tabelle (8) schneiden sich in einem 
Punkte mit den Coordinaten 

(10) - sin.f} sin 36 sin lIE, sin,o. sin 36 cos VE, cos,o. sin 6, 

WO 11 bez. gleich 2, 3, 4, 0, 1 zu nehmen ist. Fiir die Tabelle (9) 
ergeben sich ebenso die funf Schnittpunkte 

(11) - sin,o. sin 4ESin V6, sin,o. sin 46 cos v 6, 2 cos,o. sin ; sin 26. 

In (10) und (11) haben wir die Coordinaten der erwiihnten zehn 
Brianchon'schen Punkte. 

*) Auf diese Sechsecke wurde Clebsch bei seinen Untersuchungen iiber 
die Gleichung fiinften Grades gefiihrt, Math. Annalen Bd. 4, p. 3S6 (1871); 
vgl. auch Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder, p. 216. - Wie man aus dem 
Texte ersieht, erhi!.lt man ein solches besonderes Secbseck aus dem Ikosaeder, 
indem man letzteres von seinem Mittelpunkte aus auf die une.ndlich ferne Ebene 
projicirt; vgl. Klein, Math. Annalen, Bd. 12, p. 530. 
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Von den Doch fehlenden fiinfzehn Schnittpunkten ergeben sich 
zehn, indem wir die Geraden (5) mit den Linien (7) zum Schnitte 
bringen; ihre Coordinaten sind daher, wenn 2.a = 1£ + '" + s ge~ 
setzt wild: 

Xl = --- sin.& sinlE cos", 2 '11 Ii, 

(12) XII = sin.o- cos AE cos", 2 '11 Ii, 

Xs = cos 3- cos (I-' t '11 - .a) Ii ~ 
Sollen diese Punkte nicht mit den Punkten (6) identisch sein, so muss 

.a = ", + '11 oder = I-' + fI + I) 
2 2 

genommen werden, je nachdem 1£ + '" gerade oder ungerade ist. 
Wir erhalten so fiir p" v, .a die aus folgender Tabelle zu ent
nehmenden Wertlte: 

(13) 

I II III IV V VI VII VIII IX X 

1£ 0 0 0 

'" 1 2 3 
3 1 4 

o 1 1 1 

4 234 
2 4 2 0 

Z 
3 
o 

2 3 

4 4 
3 1 

Es ist nun sehr bemerkenswerth, dass die Werthe (12) proportional 
sind zu den Coordinaten einer gewissen Linie (5), d. h. zu den 
Grossen 
(14) cos 3- sin 1-" t ",' 8, - cos 3-cos p.' t ",' Ii, sin 3- cos p.' -; ",' Ii. 

U m dies zu erkennen, hat man die Relationen 
2 8 3s 1 2 sin .0- = - 2 cos 3- = ---=, cos - cos - = - - = cos E cos Ii Vo 2 2 4 

zu benutzen und findet die Zahlen 1£', ",' aus den Gleichungen: 
p.' + v' = 2l, 
p.' - v' = 2, wenn p. - v = + 4 

= 3, " 1£ - v = + 1 
= 4, " 1£ - v = + 2 
=1, " p-v=:+-3. 

Schliesslich kommt -man so fur 1£', v' zu der Tabelle: 

(15) p,' 
v' 

I' II' III' IV' V' VI' VII' VIII' IX' X' 

2 3 
4 5 
3 1 

2 
1 
4 

3 
1 

2 

3 4 
o 0 
4 2 

3 
2 

o 

4 
1 

o 

o 0 
1 2 
3 1 
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Wir sehen, dass die Beziehung eine wechselseitige ist: dem Punkte I 
entspricht die Linie limit den Coordinaten (12), welcher dieselben 
Zahlen zukommen, wie dem Punkte IX; und umgekehrt, der Punkt I 
ist durch dieselben Zahlen charakterisirt, wie die Linie IX'. 

Die letzten fiinf" einfachen Schnittpunkte werden auf einer Linie 
(5) durch die Gerade mit den Coordinaten (14) ausgeschnitten, wenn 
zwischen tt, v und 1", v' diesel ben Beziehungen geIten, wie sie in 
obigen Tabellen zum Ausdrucke kommen; und die Coordinaten dieser 
Punkte ergeben sich proportional zu cos lE, sin AE, 0, wobei die 
Zahl A aus der Tabelle (13) zu entnehmen ist. Die hervorgehobene 
Wechselbeziehung bedingt es, dass so nur fiinf, nicht zehn Punkte 
gefunden werden. Sind die Coordinaten eines Punktes identisch mit 
denen einer Geraden, so isb jener der Pol dieser in Bezug auf den 
Fundamentalkegelschnittj somit ergibt sich der Satz: Die fii,nfzehn Ver
bindungslinien unserer seehs Punkte sind ihren funfzehn einfaehen Schnitt
punkten so zngeordnet, dass jeder Schnittpunkt Pol einer gewissen Ver
bindungslinie ist. Hieraus folgt dann weiter, dass die fiinfzehn ein
fachen Schnittpunkte zu je fiinf auf sechs geraden Linien liegen, 
den Polaren unserer urspriinglichen sechs Punkte; ferner dass die
selben fiinfzehn Schnittpunkte zu dreien auf zehn geraden Linien 
liegen, den Polaren der oben bestimmten zehn dreifachen Schnitt
punkte (8) und (9); jene sechs Polaren bilden ein zehnfach Pas
cal'sches Sechseck, u. s. w. Wir smen, dass die vollstiindige Figur 
unseres zehnfaeh Brianchon'schen Sechsecks sick selbst in Bel3ug auf 
den Fundamentalkegelschnitt polar-conjugirt ist. 

Durch eine leichte Rechnung iiberzeugt man sich, dass in jedem 
der fiinfzehn einfachen Schnittpunkte die beiden durch ihn hindurch
gehenden Verbindnngslinien sich rechtwinklig schneiden, und dass 
je zwei der drei durch einen der zehn dreifachen Schnittpunkte 

gehenden Verbindungslinien sich unter einem Winkel von 23n be

gegnen. Hieraus Iasst sich vermuthen, dass unsere ganze Figur auch 

durch gewisse Drehungen von der Grosse ~ und 23'" in sich iiber

gefiihrt werde. Es 11isst sich dies in der That durch Aufstellung 
der entsprechenden Transformationen mittelst der allgemeinen GIei
chungen (2) bestatigenj doch unterlassen wir es, jetzt darauf ein
zugehen, da wir im Folgenden neue Coordinaten einzufiihren haben, 
mit deren Hiilfe sich die betreffenden Rechnungen iibersichtlicher ge
stalten, wie es ja meistens einfacher ist, mit der Exponentialfunction 
statt mit den trigonometrischen Functionen zu operiren. 
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Mittelst der Substitution 

(16) x = X2 + ixu Y = X2 - ixu z = - Xu 

fuhren wir neue Veranderliche x, y, zein; die G leichung des Fun
damentalkegelschnittes wird dann 

(17) xy + Z2=0. 

Die neuen Coordinaten der Punkte (1) finden wir nach Unterdriickung 
eines gemeinschaftlichen Factors gleich 

2 Iti 

(18) 
1 -5-
2,w08=e, 

und wo ." = 0, 1, 2, 3, 4 zu nehmen istj unser erster Punkt behalt 
die Coordinaten 0, 0, 1. Fur die zusammengehorigen zehn Punkte 
(6) hat man die Relation 

<l~~+~ = _ 64 +62 +1 = -1- _1_ = _ 1 + 2COS6= )15-3 
(}'4+1 <l4+1 2cos2E 2 

zu benutzen, wenn p, - v entsprechend der Tabelle (8) gleich + 3 
istj dagegen die Relation 

(}'2 + 6 1 E 3 + V5 
83 +-1 = - 1 + 3 = - 1 - 2 cos 2 = - -2-' 

2 COB 2 E 

wo p, - v = + 4 entsprechend der Tabelle (9). So ergeben slch 
die Coordinaten 

(19) 0-" ~ _ 3±V5 
" 4' 

wo das obere Zeichen fur die Punkte der zweiten, das untere fur 
diejenigen der ersten Tabelle Giiltigkeit hat. 

Mittelst derselben Hiilfsgleichungen finden wir die neuen Coor
dinaten der zehn Punkte (12) gleich 

(20) 

Hierin sind fur l dieselben Zahlen einzusetzen wie III der Tabelle 
(13), und das obere Vorzeichen gilt fur die Punkte I, IV, V, VIII, 
X, das untere fur die Punkte II, III, VI, VII, IX. Diese zehn 
Punkte bilden zusammen mit den fUnf Punkten 

(21) 

die fiinfzehn einfachen Schnittpunkte der fiinfzehn Verbindungslinien 
unserer sechs A usgangspunkte. Letztere Linien sind die Polaren 
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jener Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt (17); 
der fiinfzehn Verbindungslinien werden daher*): 

(22) 
oJ. x + ~-J.'!I + (1 + yo) s = 0, 

die Gleichungen 

wobei die Zuordnungen zwischen Pol und Polare in obiger Weise 
durch die Tabellen (13) und (15) vermittelt werden. 

Unseren Gruppen von 6, 10 und 15 Punkten entsprechen nach 
Obigem (p. 565 f.) bin are Formen der Ordnungen 12, 20 und 30, welche 
durch die aufgestellten Transformationen in sich iibergefiihrt werden; 
sie werden auf dem Kegelschnitte (17) aUBgeBchnitten durch die 
Polaren der betreffenden Punkte. Insbesondere wird die Form 
zwolfter Ordnung, die mit f bezeichnet sein moge, ausgeschnitten 
durch die Polaren der Punkte (18) und durch die Linie iJ = O. 
Fiihren wir daher mittelst der Gleichungen 

(23) x = ~ll1, Y = - ~22, S = ~1~2 

binare V ariable ~11 ~2 ein, so liefert die Gleichung s = ° zunachst 
die !inearen Factoren ~1 und ~2 von f. U m ·die iibrigen Factoren 
zu finden, haben wir die Substitution (23) in den Gleichungen 

(24) ola; + o-J.y + f4 = 0 

zu machen, und finden dadurch die iibrigen Wurzeln ~ von f = ° 
gleich (0 + 04)0\ (02 + 03)hl , wo 

0+ 04 = - 1 + Y5 02 + OS = ~--=. 
2' 1- y6 

W ir Mnnen daher setzen 

(25) 

Gleichzeitig mit f' muss auch jede Covariante von f in sich trans
formirt werden. Sei nun f = ar' = b~12, so wird die He sse' sche 
Determinante H = (ab)2a; l Oblo, und die Functionaldeterminante von 
H und fist: 

Die Ausrechnung ergibt 
122 H = - (~120 + ~220) + 228(g115~25 - ~15~/5) - 494g110~210, 

(26) 12 T=(~iso+~230)+522(~125~25_g15;225)-1005(~120~/O+ ;110~220), 
wobei die Relation 

*) Hier und im Folgenden hat man x, y, s bez. durch AI, A2 , Ao zu er
setzen, um die von Klein mitgetheilten Formeln zu erhalten (vgl. Math. Anna
len Bd. 12, p. 529 ff.). 
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(27) 

identisch erfiillt ist. Wir behaupten nun, dass die Nullpunkte von H 
auf dem Kegelschnitte (17) durch die Polaren Oer zehn Punkte (19), 
una die Nullpunkte von T aurch die Polaren der zusammengehOrigen 
fiinfsehn Punkte (20) una (21) ausgeschnitlen werden. Die 20 bez. 
30 Verschwindungspunkte der Covarianten H und T bleiben jeden
falls in ihrer Gesammtheit bei unseren 60 Substitutionen ungeiindert. 
Bei den letzteren ordnen sich aIle Punkte der Ebene im Allgemeinen 
zu je 60 zusammen, indem jedes der 60 Dreiecke, in welche die 
Ebene durch die filnfzehn Verbindungslinien unserer sechs Ausgangs
punkte getheilt wird, einen solchen Punkt enthalt*). Die Zahl der 
zusammengehOrigen 60 Punkte sinkt dann und nur dann herab (und 
zwar bez. auf 12, 20, 30), wenn wir es mit den Eckpunkten jener 
Dreiecke zu thun haben. Ein Aggregat von Punkten, welches bei den 
60 Drehungen ungeandert bleibt, muss eine Zusammenfassung solcher 
einzelnen Punktgruppen sein. Die Anzahl der Punkte, die es um
fasst, lii.sst sich also in der Form- 60" + 12 {J + 20r + 30d' ansetzen, 
wo a, {J, r, d' ganze Zahlen sind. SolI diese Anzahl nUD, wie im 
FaIle H = 0, gleich 20, oder, wie im FaIle T = 0, gleich 30 sein, so 
ergibt sich nur eine Moglichkeit fiir die Bestimmung von a, {J, r, h, 
namlich im ersten FaIle a = (J = d' = 0, r = 1, und im zweiten 
FaIle a = fJ = r = 0, d' = 1. Damit ist unsere Behauptung be
wiesen. 

Dasselbe hatten wir direct nachweis en konnen durch Berechnung 
der Parameter ~l' ~2' welche naeh (23) zu den Schnittpunkten der 
Polaren der Punkte. (19), (20), (21) gehOren. Die benutzte Schluss
weise fiihrt indessen schneller zum Ziele und ist iiberhaupt filr Pro
bleme unserer Art charakteristisch. Sie liisst iiberdies erkennen, dass 
jede Covariante von f eine ganze Function von f, H und T sein 
mnss, ferner, dass jede Covanante von niedrigerer als der zwolften 
Ordnnng identiseh versehwinden muss**). Um nun in den Coordi-

*) Ein zehnfach Brianohon 'sches Sechseck wil'd z. B. von den tilnf Ecken 
eines gewilhnlichen regularen Fiinfecks zusammen mit dem Mittelpunkte des
seIbeR gebildet. Die entsprechende Figur ist ganz besonders geeignet, alle von 
uns dargelegten Gruppirungen zu· veranschanlichen. Um die 60 Dreiecke zu 
erhalten, muss man die durch die unendlich ferne Gerade getheilten Stucke der 
Ebene als zusammengehorige betrachten. Die unendlich ferne Gerade selbst ist 
Pola.re des Mittelpunktes und enthalt fiinf von den fiinfzehn einfachen Schnitt
punkten der fiinfzehn Verbindungslinien. 

**) Auf bin are Formen dieser Eigenschaft (Primformen) wurde Fuchs bei 
seinen Untersuchungen Gber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
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naten x, y, z unsere 60 fundamentaleu Transformationen wirklich 
aufzustellen, gehen wir von den allgemeinen :E'ormeln (13), p. 567 
und (20), p. 570, aus. Die Drehungen von der Periode 5 um den 
Punkt 0,0, 1 ergeben sieh, wenn wir W1 = W 2 = 0, Wa = 1, Us = 0, 

1J = (LE = 2:,,; setzen; dann wird A = - ~, 

F(u) = - u1 U 2 - ~ ua2 , 

und die :E'ormeln (20) geben 

(28) 

,,2 P.E (hf.l + 1)2 - = - 4 cotg2 - = 4 --
l2 2 h" -1 ' 

wenn mit x', y', z' die neuen Ooordinaten bezeiehnet werden. Com
plieirter gestalten sich die Reehnungen fur die Rotationen um die 
anderen fiinf Punkte. SoIl der Punkt mit den Coordinaten (10) fest 
bleiben, so haben wir zu setzen 

wl =~', w2 = ~1J, Ws = 1, 'lh = - ~fl, tt2 = ~f.l, Us = 0, 

und erhalten aus (13), p. 5671 

,,2 (hf.l+ 1)2 
a2 = 4 . 5· hf.l- 1 . 

Ferner wird 
1 (bw)xb", = 2x-~-·z, 

5 
Wall = --. 

2 

algebraischen Integralen gefiihrt (Crelle's Journal, Bd. 81 und 85, 1876 und 78). 
Gordan hat gezeigt, dass die fragliche Eigenschaft zur Charakterisirung der 
binaren Formen, welche in obiger Weise zum Tetraeder, Octaeder und Ikosaeder 
gehOren, gerade ausreicht (Math. Annalen, Bd. 12, 1876). Durch andere Be
trachtungen war Schwarz zu diesen binaren Formen, insbesondere ihren kano
nischen Darstellungen und zu den zugehorigen Gruppen von Transformationen 
gefiihrt (Crelle's Journal Bd. 75, 1873). 1m Zusammenhange mit der Invarianten
theorie hat Klein die von uns betrachteten Formen und Bewegungen eingehend 
unterBucht (Math. Annalen Bd. 9 und 12, 1875 und 77); derselbe zeigt insbe
sondere, dass jede Form zw1ilfter Ordnung, deren Covariante i = (ab)'ag bg ver

schwindet, wahrend die Discriminante nicht Null ist, auf die Form (25) trans
formirt werden kann. Wedekind erweiterte diesen Satz dahin, dass eB ausser 
unseren Formen vierter, sechster, zw1ilfter Ordnung iiberhaupt keine anderen 
binaren Formen gibt, deren vierte Ueberschiebung iiber sich selbst verBchwindet, 
es sei denn, daBS eine mehrfache Wurzel auftritt (Studien im binl!.ren Werth
gebiet, Habilitationsschrift, Karlsruhe 1876). Ueber andere Arbeiten von Brio s chi, 
Cayley, Halphen, Bowie fiir die auf p. 587 benutzte Scblu8sweise, vgl. Klei n's 
mehrfach erwahntes Werk. 
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Fiihrt man noch V5 mittelst der Relationen 

1 - Vr; = - 2 (8 + (4), 1 + V5 = - 2 (d'2 + d'1I) 

auf die Grosse d' zuriick, so ergeben sich schliesslich folgende For
meln fur die Drehung von der Grosse iLl! um den Punkt (18) 

5d',ux' = L/12 X - 8- 2"(d',u - 1)2y + 2d'-" £11 (d',u - 1)z, 

(29) 5d',uy' = - d'2" (8ft- - 1)2X + L/22y + 28"£12 (8ft- - 1)z, 

58f',z' = d''' Ll1 (81'-1)x + 8-" L/2(d',u - 1) Y + (2d'2,u + d'il + 2)z; 

hierin ist zur Abkiirzung 

£11 = d'2f' (d'2 + (3) - 8 - 84, L/2 = 8ft (8 + (4) - d'2 - d's 

gesetzt. Um zu erkennen, wie die Schnittpunkte der Linie z = 0 
mit dem Kegelschnitte successive mit den Polaren der Punkte (10) 
zur Deckung kommen, bedient man sich passend der in Folge der 
Relation d'4 + d's + 82 + 8 + 1 = 0 bestehenden Identitiit 

(30) 282 1' + 8ft + 2 = d'2,u(d',u - 1)2 (8'" + 1), 

welche nur fiir iL F= 0 nicht anwendbar ist. 1m FaIle /.I. = 0 fiihren 
die Gleichungen (29) zur identischen Substitution zuriick. 

Versuchen wir jetzt, auch eine Drehung von der Grosse 11: um 
den Punkt (21) formal darzustellen! Aus (13), p. 567, erhalten WIr 
x = 0, und somit geben die Gleichungen (20), p. 570: 

(31) x'=-8- 2"y, y'=-d'2"x, z'=-z. 

Die Transformation entsteht also einfach aus (28), indem man x 
mit y vertauscht. Nun kann durch eine Substitution (29) jeder 
Punkt (21) mit irgend einem anderen der fiinfzehn zusammengeho
rigen Punkte zur Deckung gebracht werden; wir erhalten daher die 
zehn noch fehlenden Drehungen von der Grosse :n:, oder wenigstens 
einige von ihnen, indem wir in den Gleichungen (29) x' mit y' ver
tauschen. Dadurch entstehen aber zwanzig neue Transformationen, 
und wir wissen zunachst nicht, welche von ihnen die von uns ge
suchten sind; die iibrigen gehoren dann jedenfalls zu den zwanzig 
Drehungen von der Periode 3. Es fehlen dann immer noch zehn 
von den 60 Transformationen des zehnfach Brianehon'schen Seehs
eeks in sich. Die Beantwortung der noeh offen en Fragen ergibt 
sieh sehr leicht nach vorheriger Umformung der Gleichungen (29). 

Fiir /.I. = 1, 2, 3, 4 namlich nimmt die obige Grosse Ll1 bez. 
folgende Werthe an 

d'(82 - 1), 1 - 8, 1 - d'\ 82 (1 - ( 2), 

wiihrend der Grosse £12 bez. die Werthe 

1 - 88, 8(1 - 8), d'3(d' - 1), 1 - 02 
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zukommen. Benutzt man ferner noch die Relation (30) und ffihrt 
die Rechnung ffir die Werlhe 1, 2, 3, 4 von I-' einzeln durch, so Hi-sst 
sich das Resultat in folgenden Relationen zusammenfassen; es ist 

(lX' J" = (/J'2 + /J(3)/J'lX + (J + /J(4) /J'-J. y + 2$, 

(32) (lY' J-" = (/J' + J4)/J'J.x + (J2 + J3) /J'-ly + 2z, 

(l~' = /J'J. x + /J'-J. y + z, 

wenn die Zahlen x,l durch folgende Bedingungen bestimmt werden: 

1_." + I'(mod. 5) fiir I-' = 2 oder 3, 
(33) 

X-V-I', 

x=v+I', 1 =." -I'(mod. 5) fiir I-' = 1 oder 4; 
wenn ferner: 

- 5d' ~. 2 3 58 fii' 1 4 
~ == (8 - 1)2 (8 + 1) ~"r I-' -= , ; (! = (iJ _ 1)' (8 + 1) r 1'= , . 

Die Gleickungen (32) sind mit (29) vollkomrnen iiquivaZent, so lange p. 
nicht durck 5 theilbar ist. 1st aber p. = 0 (mod. 5), so stell en die 
Gleichungen (29) die identische Transformation, die Gleichungen (32) 
dagegen eine neue Transformation dar, welche ebenfaHs, wie man 
leicht erkennt, unsere 6 Ausgangspunkte nur untereinander vertauscht; 
es wird dies dadurch erklarlich, dass fUr I' _ 0 (mod. 5) die benutzte 
Gleichung (30) nicht mehr anwendbar ist. In den Gleichungen (32) 
konnen daher fiir x, 1 aHe Werthe 0, 1, 2, 3, 4 eingesetzt werden; 
wir haben dann 25 Gleichungen gewonnen, aus denen wir 25 andere 
durch Vertauschung von x' mit '11', d. h. durch Oombination einer 
Substitution (32) mit einer Drehung von der Grosse 1F: erhaIten. 
Die so gewonnenen neuen 25 Transformationen Iauten *): 

(lX' J" = (J + J4)/J'lX + (d'2 + JS)/J'-J.y + 2z, 

(34) (!y' J-X = (/J'1I + b3)bJ.x + (d' + J4)J-ly + 2s, 
(!S' = d'lx + J-ly + s. 

Die 50 Gleickungen (32) und (34) geben tens zusammen mit den 5 Glai
chungen (28) und den 5 Gleichungen (31) die ganse Groppe der 60 Be
wegungen, welake das Brianchon'sche Sechseck in sick Uberfuhrt. Es 
bleibt uns nur noch zu erortern, durch welche von ihnen die Dre
hungen von der Periode 2, durch welche diejenigen von der Periode 3 
dargestellt werden. 

Nun iiberzeugt man sich leicht, dass jedes Mal, wenn x gleich .t 
gewahlt wird, je zwei der zehn zusammengehorigen Punkte (20) fest
bleiben, und zwar die Punkte 

*) Die Formeln (32) und (34) werden von Klein a.. a. O. (ohne Hinzu
fiigung einer genaueren Discussion) mitgetheilt. 
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cJ-" cJ" 1 ± y5 
, , 2' 

wenn in (32) und (34) 1. durch " ersetzt wird. In der That bleibt 
ja bei einer Drehung von der Grosse % nicht nur der Drehpunkt 
fest, sondern auch jeder Punkt seiner Pol are in Bezug auf den Funda
mentalkegelschnitt; man hat es mit einer perspectivischen Collineation 
zu thun. Die Drehungen von der Grosse % sind daher, abgesehen von 
den funf Gleichungen. (31), durch funf Gleichungen (32) und durch 
funf Gleichungen (34) fur" = l dargestellt; die ubrigen Gleichungen (34) 
liefern folglich die noch fehlenden 20 Drehungen von der Periode 3 um 
die ~ehn Punkte (19). 

Die vorstehenden Betrachtungen zeigen gleichzeitig, dass jede 
Drehung von der Periode 5, combinirt mit einer gewissen Drehung 
von der Periode 2 (z. B. Vertauschung von x und yoder von x' 
und y') mit einer Drehung von der Periode 3 aquivalent ist, und 
umgekehrt, dass dagegen jede Rotation von der Grosse % zusammen 
mit gewissen anderen Rotationen derselben Grosse wiederum eine 
Drehung von der Periode 2 liefert*). 

Welche Punkte bei den einzelnen Substitutionen fest bleiben, 
bestimmt sich am einfachsten dadurch, dass man zu den entsprechenden 
linearen Transformationen der durch (23) eingefuhrten Verander
lichen ~1' ~2 iibergeht und mittelst derselben die festbleibenden Punkte
paare auf dem Fundamentalkegelschnitte bestimmt; der dritte un
verandert bleibende Punkt ist als Pol der Verbindungslinie dieser 
beiden leicht zu :linden. Da die Gleichungen x' = 0 und y' = 0 
Tangenten des Kegelschnittes darstelIen, so muss en die rechten Seiten 
der ersten beiden Gleichungen (32) vermoge der Substitution (23) zu 
vollstandigen Quadraten werden, und da z' = 0 die zugehOrige Be
ruhrungssehne liefert, indem die Gleichung x' y' + Z'2 = 0 erfiillt 
wird, enthalt die rechte Seite der dritten Gleichung (32) die beiden 
linearen Factoren, deren Quadrate in x', y' vorkommen; dadurch 

wird es bedingt, dass :: und ~: line are Functionen von ~1I ~2 werden. 

In der That haben wir 

(cJ2+ cJ3)cJA ~12_( 8+ 84) cJ-.< ~22+ 2 £1 ~2=( 82 + d'3) cJl [£1-( d' + 84)d'-'<£2J2, 
(cJ + h4J d'~£12_(d'2+ 83)d'-A£22+2~1 ~2= (8 + d'4) d'f [£1 _(82+ 83)~2J2, 
cJ'<~/ - d'-A ~22 + ~1 ~2 = cJ'<[£1 - (d' + 0'4)8-'<£2] [~1 - (d'2 + 83) ~2]; 

*) Man verfolgt die Angaben des Textes leicht genauer an einem Modelle 
des Ikosaeders, wie wir weiterhin noch erwabnen werden (vgl. unten Abschnitt XII). 
Naheres iiber die Zusammensetzung verschiedener Substitutioneu findet man bei 
Schwarz a. a. O. und Klein (Vorlesungen fiber das Ikosaeder p. 24ft'.). 
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und hieraus erhalten wir die den Gleichungen (32) entsprechenden 
biniiren Transformationen: 

~/ _~" W + 63) ~1 + lrl 62 • 
(35) ~2' - 61 _°(62 + i),a) rl ~lI 
In analoger Weise ergeben sich die den Gleichungen (34) iiquivalenten 
biniiren Substitutionen: 

(36) ~/ _ ~" (8 + 84) ~1 + rl6l1 . 
~2' - 61 - (8 + (4 ) 8- l 62 

Hierzu haben wir noch die aus (28) und (31) fliessenden Gleichungen 

(37) 6/ = ~/l ~ 6/ __ £t-2~ ~ 
62' 62 ' 6,/ - 61 

hinzuzufiigen, um in (35), (36) und (37) alle 60 biniiren linearen SUb· 
stitutionen zu erhalten, welche die in (25) und (26) aufgesteUten 
binaren Formen f, H, T in sich iiberfiihren *). 

Wir haben uns bei den endlichen Gruppen von Bewegungen 
langer aufgehalten, nicht nur, weil sie an sich hohes Interesse bieten, 
sondern auch besonders, weil sie mit mannigfachen anderen Unter
suchungen in Beziehung stehen, niimlich nach Vorstehendem 

1) mit der Theorie der gewohnlichen regularen Karper und der 
Frage nach den endlichen Gruppen von Rotationen urn einen 
Punkt in der gewahnlichen Euclidischen Geometrie des 
Raumes; 

2) mit der Theorie derjenigen biniiren algebraischen Form en, 
welche durch eine endliche Gruppe von linearen Substitutionen 
in sich iibergehen, und mit der Frage nach diesen endlichen 
Gruppen selbst; 

ausserdem aber aueh, wie wir jetzt sehen werden, 
3) mit der Frage nach den endliehen Gruppen von Bewegungen" 

im gewohnliehen Sinne; 
4) mit der Auflosung der algebraisehen Gleichungen fiinften 

Grades durch elliptische Modulfunctionen. 
In der That ist das Studium der Gruppen von Bewegungen 

identisch mit dem Studium derjenigen linearen Transformationen des 

*) Ohne Benutzung der von Klein zu Hiilfe genommenen geometrischen 
Betrachtungen hat Gordan alle endHchen Gruppen von binaren linearen Trans
formationen rein algebraisch bestimmt (Math. Annalen Bd. 12, p. 23 if., 1877); 
vgl. auch Halphen, Crelle's Journal, Bd. 84 (1878) und Atti della -Reale Acca
demia di Napoli, 1880, Bowie Fuchs a. a. 0.; ferner far weitere Litteratur
angaben Klein, a. a O. p. 136. 
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Raumes, welche den imaginaren Kugelkreis ungeandert lassen; in 
der unendlich fernen Ebene hat man es daher wieder mit den von 
uns eingehend studirten Gruppen von Transformationen eines imagi
ginaren Kegelschnittes in sich zu thun*). 

Was nun die enillichen Gruppen von Bewegungen im elliptischen 
Raume angeht, so sind dieselben durch die Aufstellung alIer end
lichen Gruppen linearer Transformationen im binaren Gebiete mit
bestimmt**). Wir haben namlich gesehen (vgl. p. 371), dass sich 
aIle Bewegungen in der nicht-Euclidischen Geometrie aus solchen 
linearen Transformationen der Fundamentalflache in sich zusammen
setzen lassen, bei denen das eine oder das andere System von Er
zeugenden vollig ungeandert bleibt. Da sich die Erzeugenden jedes 
Systems rational durch einen Parameter darstellen lassen, sind die 
Transformationen dieser Art, welche sich auf dasselbe System von 
Erzeugenden beziehen, geradezu durch die linearen Transformationen 
des binaren Gebietes dargestellt; weil ferner bei jeder Transformation 
das andere System nicht afficirt wird, sind die beiderlei Transfor
mationen mit einander vertauschbar. Man wird sonach aIle end
lichen Gruppen von Bewegungen erhalten, indem man jede endliche 
Gruppe, welche aus den Transformationen der einen Art zu bilden 
ist, combinirt mit allen, aus den Transformationen der anderen Art 
zusammensetzbaren, endlichen Gruppen. 

XI. Das zehnfach Brianchon'sche Sechseck und die Auflosung 
der Gleichungen fiinften Grades. 

In Riicksicht auf das allgemeine Interesse, welches die von 
Hermite und Kronecker zuerst bewerkstelligte Auflosung der 
Gleichungen fiinften Grades erregt, sei es gestattet, auf den Zu
sammenhang derselben mit unseren obigen Betrachtungen noch naher 
hinzuweisen. 

*) Vgl. die Note zu p.372. Die Gruppen von Bewegungen im gewohn
lichen Raume etehen in engem Zusammenhange mit den reguIaren Gebiets
theilungen des Raumes und dadurch mit der Theorie der Krystallsysteme; vgl. 
Sohnck e: Entwickelung einer Theorie der Krystallstructur, Leipzig 1879, ferner 
Minnigerode: Untersuchungen uber die Symmetrieverh1iJtnisse der Krystalle, 
Nachrichten der K. Ges. d. Wissenschaften zu Gottingen 1884, 1885 und 1887; 
endlich SchOnflies ebd. 1888. 

**) Vgl. Klein, Math. Annalen, Bd.9, p. 188. 
Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 38 
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Unter den ffinfzehn Verbindungslinien un serer sechs Ausgangs
punkte kann man sechs so auswahlen, dass sie, in gewisser Weise 
zu Paaren geordnet, die Ecken des Sechsecks durch ihre Schnitt
punkte gerade definiren; und die Gleichungen solcher sechs Linien 
lassen sich durch Combination von nur drei linearen Ausdriicken 
aufstellen. Bezeichnen wir namlich kurz mit v den durch (18) defi
nirten Punkt, so erhalten wir z. B. die Gleichungen der drei durch 

den Punkt ~s, ~'A, - 3 ~ y5 gehenden Linien 0- 3, 1 - 4, und der 

Verbindungslinie von 0, 0, 1 mit 2 bez. durch Nullsetzen der drei 
Ausdrucke 

P' = x + y - 2z(IY + IY4), Q' = ~x + IYy - 2.e(~ + ~4), 
(38) A' = 82 x _ 8-2Yi 

hierbei ist P' - Q' = (IY - 1)82 A'. Ebenso sind die Linien 1 - 3, ° -2 und die Verbindungslinie von 4 mit dem Punkte 0, 0, 1 durch 
die Gleichungen R' = 0, S' = 0, B' = ° dargestellt, wenn 

R' = ~2X + ~Sy - 2z(IY +~), S' = IYx+ IY'y- 2.e(~ + d"'), 
(39) B' = ~x _ J-4 y . 

Diese drei Linien schneiden sich ebenfalls in einem der 10 Punkte 
(19); und die Gleichung der Verbindungslinie des lctzteren mit dem 
gemeinschaftlichen Punkte der Geraden P' = 0, Q' = 0, A' = ° 
ergibt sich, wenn man in der Gleichung R' -lS' = ° den Para
meter 1 so bestimmt, dass sie erfiillt wird fiir 

X=IY3 y=~2 z=_8+v5. 
" 4 

Nach einigen Umformungen erhalt man die Gleichung dieser Ver
bindungslinie in der Form M = 0, wenn 

M = x (8 - 2113 + 1) + y (8'" - 2112 + 1) 
_ 2z(1l + ~4 _ ~2 - IP)(l -8- ~). 

(40) 

Nach Einfiihrung von M werden die Gleichungen von R' = ° und 
S' = ° bez. 

M + (~_1)<Y2(2 - ~2 - ~S)B' = 0, 

M + (~_1)<Y2Y5B' = 0, 

wobei Y5 = ~ + d'" - (}2 - ~s. Setzen wir also 

B = (~ - 1)<y2(2 - ~2 _ ~S) B', m = 1 +2Y6 , 

so erscheinen die Gleichungen der Linien (39) in der Form 

(41) B+M=O, B+mM=O, B=O. 
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In analoger Weise ergeben sich die Gleichungen der Linien (38), 
namlich: 
(42) A+M=O, A+mM=O, A=O, 
wenn 

A = (0 - 1)02 (2 - 02 - 03)A', 

wahrend M und 111 ebenso wie vorhin definirt sind. So erhalten wir*) 

den PunktO, 0,1 durch den Schnittd.Linien A=O u.B=O, 

" " ° " " " " " A+ M=O "B+m]Jf=O, 
,I " 1 " " " " " A+mM=O" B+M=O, 
" " 2 " " " " "A=O "B+mM=O, 
" " 3 " " " " " A+M=O "B+M=O, 
" " 4 " " " " " A + mM = 0" B = 0. 

Sind die Ecken unseres Sechsecks nicht einzeln, sondern nur in 
ihrer Gesammtheit gegeben, so kommt es darauf an, sie von einander 
zu trennen; und dies geschieht durch Losung derjenigen Gleichung 
sechsten Grades, welche die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes 
der Ebene mit den sechs Ec7cen bestimmt. Dieser Gleichung kommen, 
wie wir zeigen wollen, jene besonderen Eigenschaften zu, die unser 
Interesse in Anspruch nehruen; sic hat namlich eine Resolvente (unften 
Grades und ist durch elliptische Modulfunctionen los bar , wodtwch dann 
umgekehrt die Au(losung der Gleic7wngen fiin(ten Grades vermittelt wird. 
Andererseits wird hierdurch auch die Bestimmung der Wurzeln einer 
jeden Gleichung zwi:ilften Grades gegeben, welche durch eine Gruppe 
von Jjnearen Transformationen in sich iibergefiihrt wird, denn diese 
Wurzeln werden auf dem Fundamentalkegelschnitte durch seine Schnitt
punkte mit den Polaren obiger sechs Ecken dargestellt. 

Eliminirt man aus einem der sechs Paare von GIeichungen, die 
wir mittelst der linearen Ausdriicke (41) und (42) bildeten, und aus 
der Gleichung ux + vy + w z + 1 = ° die Veranderlichen x, y, z, 
so erhiilt man die GJeichung einer der sechs Ecken. Die so ent
stehenden GIeichungen haben die Form 

U=O, U+mV+ W=O, U+ V+mW=O, 
U+mV=O, U+ V+ W=O, U+ mW=O. 

*) Diese Darstellung ist eine einfache Folge der besonderen, im zehnfach 
Brian ch on 'schen Sechsecke vorliegenden Configuration von Punkten; man kann 
zu ihr gclangen (und so geschieht es bei Clebsch, a. a. 0.), ohne die Coordi
naten der sechs Ecken und die Gleichungen ihrer Verbindungslinien explicite 
aufzustellen. 

38* 
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Setzt man hierin endlich 

u = Uo + AU!, V = Vo + AVl I W = Wo + AWl' 

so entstehen Gleichungen fiir die sechs Parameter A derjenigen 
Strahl en , welche den Schnittpunkt der Geraden UOI Vo und Uu VI 

mit den Ecken des Sechsecks verbinden. Bezeichnen wir sie der 
Reihe nach mit Av A2 , AS, A4.' .A5' A6 und mit Ui, Vi, "Wi das, was 
aus U, V, W entsteht, wenn man u, v bez. durch u;, Vi ersetzt, so 
haben wir die Gleichungen: 

(Uo + Al Ul ) = 0, 
CUo + A2 Ul ) + m(Vo + All 17;) + CWo + A2 ~) = 0, 
(Uo + As 0;.) + (Vo + Ail 17;.) + m(Wo +.ts ~) = 0, 
(Uo + A4. Ul ) + m(Vo + A4 V1) = 0, 

(Uo + A" Ut ) + (Vo + A" Vl) + (Wo + A5 Wl) = 0, 
(Uo + A6 U1) + mCWo +).s~) = o. 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen die sechs Grossen Uo, Yo, 
Wo, Uu Vu ~, so erhiilt man eine Beziehung zwischen den )., 
deren Giiltigkeit unabhangig davon ist, von welchem Punkte der 
Ebene aus man die sechs Strahl en gezogen hat. Diese Beziehung wird 

1 ).1 0 0 0 0 
1 ).2 m m.tll 1 A2 
1 ).S 1 As m mAs 

=0. 
1 A4. m mA4 0 0 
1 ).5 1 .to 1 .to 
1 ).6 0 0 m m.ts 

Da m2 - m - 1 = 0 ist, so findet man leicht, dass die letzte Glei
chung sich in folgende umsetzen lasst: 

(43) 

A,4.A,SA,2 + A4,A6AS + A,4A,5 A2 + A,SA5 AS + A4,A5A,1 

+ A,sA5A,1 + A4A3 Al + A,SA,2A,1 + A2 A3 Al + A5 A2A,s 

- A4,A,6 A5 - A4ASAI - A4,A,5 AS - ASA5 A2 - A4,A2 AS 

- AsA,lI AS - A,4 A2Al - AS AS Al - A5 A2Al - A5ASAI = o. 
Der Ausdruck links ist die einfachste Combination der Wurzeln A, 

welche die Eigenschaft hat, durch Vertauschung derselben nur sechs 
Paare von gleichen und entgegengesetzten Werthen anzunehmen. 
Von ihr hat J 0 u be r t *) gezeigt, dass das Product der sechs Werthe, 

*) V gl. Comptes rendu8, 1867. 



Projectivische und metrische Geometrie. 597 

welche der Ausdruck fur positive Permutationen der Wurzeln an
nimmt, sich durch eine Invariante der Form sechster Ordnung 

F = ("1 - ).1 "2)("1 - ).2"2) ("1 - 13"2) ("1 - ).4"2) (Xl - ).5"2)("1 - ).6"2) 

ausdri1ckt, was hier ohne Beweis mitgetheilt werden mage. Setzen 
wir namlich symbolisch 

F = ax 6 = b.6 = ... 

und bilden die Covarianten und Invarianten 

A = (ab)6, i = (ab)4 ax2 b,.2 = i,/', 

8 = (ii')\ r = (ii')2(i' i")2(i" i)2, 

so wird das Verschwinden eines der Ausdrucke, welche aus (43) 
mittelst der erwahnten Permutationen zu bilden sind, durch das Ver
schwinden der Invariante 

(44) 125r - 75AB - 6N 

angezeigt. Demnach haben wir folgenden, fur unser Sechseck 
charakteristischen Satz: 

A.lle Systerne von secks Strahlen, welcke von Punkten del' Ebene 
nack den Eclcen eines zeknfach Brianchon'schen Sechsecks gezogen 
werden kiinnen, haben die Eigenschaft, dass fur die durch sie repriisen
tirten Formen sechster Ordnung die Invariante (44) verschwindet. 

Die den sechs Strahlen entsprechende GIeichung sechsten Grades 
besitzt im vorliegenden FaIle eine Resolvente sechsten Grades, welche 
infolge der Gleichung (43) eine Wurzel Null hat und sich delllnach 
auf eine Gleichung funften Grades reducirt. Umgekehrt ist die Losung 
der letzteren auf die Bestimmung der seeks Grossen 1 zUrUckgefukrt; 
und diese wieder geschieht mittelst der elliptischen Functionen; denn es 
lassen sich durch Losung quadratischer und cubischer Hulfsgleichungen 
unendlich viele Punkte der Ebene bestimmen (wie wir sogleich sehen 
werden), fur welche die von ihnen ausgehenden sechs Strahl en eine 
bin are Form F mit verschwindender Invariante A, also auch, wegen 
(44), mit verschwindendem r reprasentiren, und andererseits hat 
Gordan*) gezeigt, dass jede Gleichung sechsten Grades, deren In
varianten A und r Null sind, durch eine lineare Transformation, zu 
deren Auffindung die Lasung einer Gleichung vierten Grades nathig 
wird, in die Modulargleichung der Transformation funfter Ordnung 

*) Vgl. Annali di matematica, serie II, t. 2, Bowie Clebsch, Theorie der 
binaren algebraischen Formen, p. 458. 
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del' elliptischen Functionen iibergefiihrt werden kann, d. h. in eine 
Gleichung, deren Losung als bekannt angenommen werden darf*). 

Wir gehen jetzt dazu iiber, die besprochenen Verhaltnisse an 
unserem Coordinatensysteme naher zu erortern. Die Gleichung der 
sechs Fundamentalpunkte ist 

v=4 

W (u + v + + w) II ( u~-V + vav + ~ w) = 0, 
v=1 

oder, wie man durch Ausfiihrung der Multiplicationen leicht be
stittigt, 
(45) Qo3 - Q1 = 0, 
wo 

Qo = uv + -~ w2 , 

(46) 
Q = U 3 V 3 - ~ U2V2W 2 + ~ uvw4 - ~ (u5 + v5) W 

1 2 2 2 • 

Aus der linken Seite von (45) erhalten wir die obige binare Form 
F mittelst der Substitution 

(46a) u = "IUO + "jU1 , V = "IVO + "2 VI , W = "lWO + "2Wl' 

Um nun den Ort der Punkte zu finden, fiir welche die Invariante A 
verschwindet, berechnen wir diesel be nicht direct aus den Coeffi
cienten von F, sondern schlag en einen indirecten Weg ein, bei dem 
wir zugleich eine Resolvente fiinften Grades von F = 0 kennen lernen 
werden. Es jst namlich besonders bemerkenswerth, dass d£e Ex£stenz 
einer solcken Resolvente aus unserer F£gur des zehnfach Brianchon
schen Sechsecks gaM von selbst hervorgeM; und hierin liegt der wesent
liche Vortheil unserer geometrischen Betrachtung. Gehen wir von 
irgend einem der fiinfzehn einfachen Schnittpunkte (20) und (21) aus, 
so werden die beiden sich in ihm unter rechtem Winkel begegnenden 
Geraden von der Polare des Punktes zu einem Dreiecke erganzt, 
welches Polardreieck in Bezug auf den Fundamentalkegelschnitt (17) 
ist, und auf dessen Seiten sich je zwei unserer sechs Ausgangspunkte 
befinden. Aus den fun(zehn Verbindungslinien kann man funf s()lcher 
Dreiecke bilden, und der Aufsuchung iJe1'selben entspricht die Losung der 
erwiihnten Resolvente funften Grades**). 

*) In vorstehender Weise 'bat Clebsch (Math. Annalen, Bd. 4, 1871) die 
A uflo~ung der Gleichungen fiinften Grades mit der Figur des zehnfach B ria n
chon'schen Scchsecks in Verbindung gebracht. 

**) In dieser Weise hat C Ie b s c h die Existenz der Resolvente fituften 
Grades zuerst geometrisch gedeutet Ca. a. 0.); nur bildet er diese Dreiecke nicht 
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Die Gleichungen dieser fiinf Dreiecke findet man mit Hiilfe der obi
gen Tabellen (13) und (14) und der Gleichungen (22) leicht in fol
gender Gestalt: 

(~.lx-<l-ly)[(l + Y5)e+ c)lx+ ~-'y][(l- y5)Z+~lX+~-.ly] = 0 

fur .t = 0, 1, 2, 3, 4; und nach Auflosung der Klammern erscheinen 
sie in der Form Yv = 0, wenn 

(47) Yv = c)v PI + ~2v P2 + d3v Pa + ~4v P4, 

gesetzt wird (ffir v = 0, 1, 2, 3, 4), und wenn weiter: 

PI = - X(4Z2 - xy), P2 = 2ZX2 - y3, 
Ps = - 2Z1l + xU, P4, = y(4z2 - xy). 

Die Gleichungen Yv = 0 stell en funf Curven dritter Ordnung dar, 
auf welchen die Ecken unseres Sechsecks sich befindenj da abel' 
durch sachs Punkte nur eine dreifach unendliche line are Schaar 
solcher Curven hindurchgeht, so muss zwischen den Ausdriicken (47) 
eine lineare Relation bestehenj und in der That findet man leicht 

(48) YI + '!h + Y3 + Y4 + Yf> = O. 

Ferner muss zwischen je vier dieser Ausdriicke, da dieselben ganze 
homogene Functionen dritten Grades in x, y, z sind, eine Identitllt 
dritten Grades bestehenj in der That ist identisch 

(49) YI S + Y2S + Y3 S + Y43 + Y5 3 = O. 

Die Relationen (48) und (49) lehren uns bereits zwei symmetrische 
Functionen der Yv kennen, wodurch die Aufstellung einer von den 
Grossen (47) befriedigten Gleichung funften Grades erleichtert wird. 
Die Berechnung der fehlenden symmetrischen Functionen fUhrt zu 
dem Resultate 

(50) y5 + lOX1yS + 5 (9X12 - XOX2)y - D = 0, 
worin*): 

unmittelbar an unserer ebenen Figur, sondern auf einer gewissen FUiche dritter 
Ordnung, deren eindeutige Abbildung durch das von nns studirte besondere 
Sechseck weseutlich vermittelt wird. Uebertragt man unsere Figur dualistisch 
auf ein Ehenenbiindel, so treten beim Ikosaeder funf Tripel von ausgezeichneteu 
Ebenen auf, deren Existenz Klein seinerseits bemerkte, und zur Interpretation 
der Resolvente fiinften Grades benutzte. - Geht man von dem reguHiren Fiinf
ecke aus (vgl. oben die Note zu p. 587), so geht eine Seite eines jeden der fUnt' 
Dreiecke durch den MitteJpunkt des Fiinfecks; die anderen heiden stehen zu 
ihr sen krech t. 

*) Diese Ausdrlicke wurden von Brioschi berecbnet, Annali di matema
tica, Serie 1, 1858. 
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Xo = Z2 + xy, 
Xl = 8s4xy - 2S2a;2y2 + XSyS - Z(X' + y5), 
X 2 = 320Z6 X 2y2 - 160z4x 3 yS + 20Z2X4y4 + 6X5 y5 

(51) - 4Z(X5 + y5) (32s4 - 20zi xy + 5X2y2) + x lO + ylO I 

D = (x5 - y5)(X5y5 - lOOx4 y4z2 + 1200x3y3z4 

- 3840x2y2 Z6 + 3840xyz8 - 1024z10) 

+ Z(X10 _ y10) (10x2y2 -160xyz2+ 352z') + (X15 _ y15). 

Man bemerkt, dass die Ausdriicke Xo, Xl aus 20 , 21 entstehen, wenn 
man unter x, y I Z den Pol der Linie u, v, w in Bezug auf den 
Fundamentalkegelschnitt versteht. Die Gesammtheit der fiinf Drei
ecke, d. h. unserer filnfzehn Verbindungslinien, ist durch die Gleichung 
D = 0 dargestellt. Eine Wurzel der Gleichung (50), gleich Null ge
setzt, gibt die GZeichung eines der runt Dreiecke. 

Diese Dreiecke stehen zu den Ecken unseres Sechsecks in einer 
durch lineare Transformationen unzerstorbaren Beziehung. Die sym
metrischen Functionen der !Jy sind daher nothwendig Covarianten 
der linken Seite von (45) und gehen bei den sechzig Transforma
tionen unserer Gruppe in sich ilber. Jede solche Covariante muss 
den Kegelschnitt Xo = 0 in Punkten schneiden, welche auf dem 
Kegelschnitte bin are Covarianten unserer Form zwolfter Ordnung 
f darstellen. Die letztere hat nun keine von { verschiedene Co
variante zwolfter Ordnungj jede filr uns in Betracht kommende ter
nare Covariante sechster Ordnung unterscheidet sich daher von 

(52) lOX1 = - f (!l12 + Ya 2 -f yss + yl + y/) 

nur um Glieder, welche den Factor Xo enthalten. Fragen wir anderer
seits nach solchen Punkten, deren Verbindungslinien mit den Ecken 
des Sechsecks binare Formen F mit verschwindender lnvariante A 
darstellen, d. h. nach Punkten, von welchen an die Curve (45) sechs 
Tangenten mit verschwindender Invariante A gelegt werden konnen, 
so liisst sich der Ort dieser Punkte nach dem bekannten U ebertra
gungsprincipe*) leicht darstellen. Sei namlich symbolisch 

Q s Q -u6-US 0-1- a -{1, 
so ist unmittelbar 

(53) (a{jx)6 = 0 

die GIeichung der gesuchten Curve in homogenen Coordinaten Xli 

X" XS. Diese Curve ist also von der sechsten Ordnung, und die 

*) Vgl. Bd. I, p. 275ff. 
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linke Seite ihrer Gleichung demnach von Xl hochstens um Glieder 
verschieden, die den Factor Xo enthalten, und zwar muss man haben 
(54) (afJx)6 = kXl + lX03 , 
wenn unter k, Z Constante verstanden werden. Nun lasst sich die 
linke Seite von (53) auch als simultane Invariante der linearen For
men u., I tlAI UB, ••• darstellen, wenn UA = 0, t'B = 0, ... die Glei
chungen der sechs Ecken ~ind. Folglich ist (afJx)6 gleich einer 
Summe von Producten aus je sechs Factoren vom Typus (ABx) und 
aus anderen Factoren, welche x nicht enthalten. Diese Summe ent
halt nothwendig jede der Reihen A, B, ... zur zweiten Dimension; 
irgend eine der Reihen kommt also in jedem Producte zweimal mit 
den Xi in einer Determinante vereinigt vor. Setzen wir also die Xi 

z. B. gleich den Ai, so verschwindet (a~x)6 von der zweiten Ordnung. 
Die Curve (53) hat daher in jeder unserer sechs Ecken einen DoppeZ
punkt; dieselbe Eigenschaft kommt der Curve Xl = 0 zu, und folg
Hch ist in (54) l = 0 zu nehmen, d. h. der Ausdruck Xl ist bis auf 
einen Zahlenfactor gleieh der Invarianre A derjenigen biniiren Form F, 
welche aus (45) durch die Substitution (46 a) hervorgeht. 

U m nun Punkte der Curve Xl == 0 zu finden, haben wir Werth
systeme '!I. zu suchen, welche den GIeichungen (48), (49) genugen und 
gleichzeitig den Ausdruck (52), d. h. E'!I,,2, zum Verschwinden bringen. 
Eliminiren wir mittelst (48) etwa '!I5' so haben wir einen Punkt der
jenigen Raumcurve zu suchen, in welcher sich die Flachen zweiter, 
bez. dritter Ordnung ~Y'll2 = 0 und ~Y'II3 = 0 schneiden. Vermoge 
einer quadratischen Gleichung werden unendlich viele Erzeugende 
der Fl1i.che zweiter Ordnung gegeben, und auf jeder findet man dann 
drei Punkte jener Raumcurve durch Losung einer cubischen Gleichung. 
Jedem Punkte y unserer Flache dritter Ordnung entspricht*) ver
moge (47) ein Punkt x, y, ~; denn ein solcher Punkt wird durch 
drei line are Gleichungen zwischen den Yv dargesteUt, und diese geben 
in unserer Ebene drei Curven dritter Ordnung, welchen ausser den 
sechs Ausgangspunkten noch ein Punkt gemeinsam ist. Die Be
stimmung des letzteren geschieht also durch rationale Operation en. 
Hiermit haben wir geseigt, dass es in der That moglich is~ durch Auf
lOsung von nur quadratischen und cubischen Gleicht,ngen unendlich viele 
Punkte der Ourve A = 0 oder Xl = 0 su finden. Diese Betrachtung 
besteM unabhiingig £lavon, dass bei ihr die Wurseln unserer Hillfs
gleichung (50) benutzt wurden. Sind namlich die sechs Ausgangs-

*) Das genauere Stndinm der besonderen Fliiche dritter Ordnnng, deren 
-eindeutige Abbildnng auf die Ebene bier vorkommt, wird uns in einem spll.teren 
.Theile des vorliegenden Werkes beschltftigen (vgl. Cle bsch, a. a. 0.). 
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punkte nur in ihrer Gesammtheit durch eine Gleichung ua6 = 0 ge
geben, so lege man durch sie vier beliebige Curven dritter Ordnung 
1/1 = 0, 1]2 = 0, 1]3 = 0, 1/4 = 0 hindurch; es kann dies durch ratio
nale Operation en geschehen, weil dabei nur symmetrische Functionen 
der Coordinaten der sechs Punkte benutzt werden. Die 1]. sind dann 
line are homogene Functionen der yv; zwischen ihnen besteht also eine 
Identitiit zweiten und eine solche dritten Grades, d. h. wir haben 
wieder die Schnittcurve einer Flii.che zweiter, und einer Flache dritter 
Ordnung vor uns; und diese Curve wird durch die Functionen 1Jo 
eindeutig auf unsere Ebene abgebildet. 

Auch die .Aufstellung der Gleichttng funften Grades (50) erweist 
sick bei niiherer Betrachtung als unabhiingig von der benut$ten kanoni
schen Form. Der Ausdruck Xl ist nach (54) bereits bis auf einen 
constanten Factor bekanntj ebenso D, denn die Curve D = 0 stellt 
unsere 15 Verbindungslinien dar, ergibt sich also als Ort der Punkte, 
von welchen man zwei zusammenfallende Tangenten an die Curve 
u,.6 = ° legen kannj man hat zu dem Zwecke die Discriminante der 
obigen binii.ren Form F zu bilden und die symbolischen Factoren 
vom Typus (ab) nach dem bekannten Uebertragungsprincipe in solche 
yom Typus (apx) zu verwandeln. X 2 endlieh bestimmt sich aus D, 
Xo, Xl vermoge der Identitiit 

(55) 
D2 = - 1728Xl 5 + 720XOXl 8X2 - 80X09X1 X22 

+ 64X08(5X12 - X O X 2 ) + X28, 

deren Richtigkeit man mittelst der Gleichungen (51) nachweist. Die 
Bestimmung der constanten Factoren ergiht sieh in folgender Weise. 
Man bringe zuerst die gegebene Gleichung ua6 = ° auf die Form (45), 
wodurch Qo und Q I gefunden werden; man setze hierin u, v, w gleich 
den Coordinaten der Polare des Punktes x, y, z in Bezug auf 
Xo = 0, dann geht Qo in Xo, Q1' in Xl liber. Setzen wir ferner 
x, y, z gleich solchen quadratischen Functionen von "11 "2' dass die 
Gleichung Xo = 0 identiseh erfiillt wird, so geht Xl in unsere biniire 
Form zwolfter Ordnung -{Uber, gleichzeitig X2 in deren Hesse'sche 
Determinante - 144H und D in die Covariante 12 T. Da nun die 
BiIdungsgesetze von H, Taus f allgemein bekannt sind, so unter
liegt auch die vollstandige Berechnung von X2 und D keinen Schwie
rigkeiten. Die angegebene Identitii.t (55) liefert dann natiirlich die 
in (27) gefundene Relation zwischen {, H, T. Die Berechnung von 
X2 kann in einfacherer Weise geschehen, indem man die Gleichung 
der zwolf Tangenten aufstellt, di.e von den Punkten ua 6 = 0 an den 
Kegelschnitt z.u legen sind. Wir kommen darauf sogleich noch zuriick. 
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Die Zusammenfassung u1'Iserer letzten Bctrachlungen ergibt Fol
gendes: Die Auflosung der Gleichung sechsten Grades, welche aus 
(45) durch die Substitution (46a) hervorgeht, kann dadurch ge
schehen, dass man den Schnittpunkt der Linien uo, vo' Wo und u17 

v17 Wi auf die Curve Xl = 0 legt (wozu nur algebraisch losbare 
Gleichungen nothig sind) und dann gemiiss der Theorie der ellipti
schen Functionen veriahrt. Damit ist auch gleichzeitig die Glei
chung fiinften Grades (50) gelost. Umgekehrt kann also die Los'ltng 
jeder Gleichung funften Grades, in welcher die vierte und zweite Potenz 
der Unbekannten nicht vorkommt, durck elliptische Fltnctionen bewerk
stelligt werden. Die allgemeine G1eichung funften Grades ist zuvor 
in diese specielle Form uberzufiihren, und dies kann durch eine nicht 
lineare Transformation geschehen, bei der auch nur algebraisch los
bare Gleichungen zur Anwendung kommen *). 

Es bleibt uns nur noch ubrig, unsere aus (45) zu bildende Glei
chung sechsten Grades mit anderen Resolventen desselben Grades in 
Verbindung zu bringen, die bei den Gleichungen fiinften Grades auf
gestellt zu werden pflegen. Eine Wurzel unserer Gleichung war 

"I 'UI X + VI Y + Wt .II 

,,= "I = - uox + VoY + w;;Z' 

wenn x, '!I, z die Coordinaten einer Ecke unseres Sechsecks bedeuten. 
Zunachst kann man eine wesentliche Vereinfachung dadurch erreichen, 
dass man die beiden Linien uo' vo, Wo zu Tangenten des Kegel
schnittes Qo = 0 macht, was die Losung einer Hiiifsgleichung zweiten 
Grades erfordert. Zu einer anderen Resolvente sechsten Grades ge
langen wir durch Verbindung des Schnittpunktes beider Strahl en mit 
den Beriihrungspunkten x', y', z' und x", y", $" der beiden von der 
Ecke x, y, z ausgehenden Tangenten. Sind A', A" die Parameter 
dieser Verbindungslinien, so ist 

,t' __ til x' + vIY' + wlz' ,t" __ ulx" + vtY" + w~z" 
- tloX' + voY' + tt'oZ" - u.x" + voY" + woz"· 

Das Product ,t = ,t' A" geniigt natiirlich wiederum einer Gleichung 

*) Es geschieht dieses in bekannterWeise dmch eine sogenannte Tschirn
hansen'eche Transformation. - Man kann die Frage aufwerfen, ob nicht in 
ahnlicher Weise auch hlihere Gleicbungen dUTCh transscendente Functionen llis
bar seien. Nach den Untersuchungen des Herausgebers (Glittinger Nachrichten 
1884) ist eine solche Llisung in der That mittelst hyperelliptischer Functionen 
mliglich, wobei die Periodicitatsmoduln als Integrale linearer Differential
gleichnngen mit rationalen Coefficienten nnd mit bekannten singnlli.ren Pnnkten 
nach den Methoden von Riemann und Fuchs anfzufinden sind. 
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sechsten Grades, die man allgemein aufstellen kann. Die Gleichung 
Qo = 0 lasst sich auf die Form 

(ux' + vy' + wz') (ux" + vy" + Wf;") + (ux +vtl + wz)2 = 0 
transformiren. Verstehen wir also insbesondere unter uo' vo' Wo 
und ttl' VI' wl wieder Tangenten von Qo = 0, so wird 

(56) J. = (U1 X + V1 Y + W1 Z)2 = ,,2. 
UoX + VoY + WoZ 

Es ist nun sehr bemerkenswerth, dass sich fUr den Zahler und 
Nenner von A einzeln eine Gleichung sechsten Grades aufstellen lasst, 
deren Coefficienten in ubersichtlicher Weise zu bilden sind, und zwar 
fur ganz beIiebige Werthe von u, v, w. Die Wurzeln dieser Glei
chung sollen also durch die Ausdrucke 

~'" = :2, /L. = (o-vu + ~vv + ~ wy 
Cwo v = 0, 1, 2, 3, 4) gegeben werden. Fiihren wir noch, um mit 
den gebrauchlichen Formeln in Uebereinstimmung zu bleiben, statt 
der Linie 'U, v, W ihren Pol x, y, zein, d. h. ersetzen wir 'tt, v, 

+w bez. durch tI, x, z, so haben wir fur die sechs Grossen 

(57) Aoo = 5z2, 1\. = (~vx + ~-Vy + Z)2 

durch Bildung der symmetrischen Functionen eine Gleichung sechsten 
Grades aufzustellenj und die Ausfiihrung der Rechnung fuhrt zu dem 
Resultate 
(58) (1\ - XO)6 - 4Xo(1\ - xoy'i + 10 Xl (1\ - XO)8 - X; CA - Xo) 

+ 5Xl 2 - XOX2 = 0, 
in welch em wiederum die in (51) definirten Ausdriicke Xo, Xl' X2 

vorkommen. Fur A = 0 geht die linke Seite uber in (XOB - XlY = 0, 
stent also nach (45) die Gesammtheit der je doppelt gezahlten Po-
1aren unserer sechs Ecken dar; in der That ist auch durch eine Glei-

chung 'V 1\. = ° eine von diesen sechs Polaren gegeben. Gleichungen 
sechsten Grades, daren Wurzeln sich gem ass (57) durch drei will
kiirliche Grossen x, tI, fJ ausdriicken lassen, werden als J aco·b i' sche 
Gleichungen bezeichnet, weil J aco bi auf dieselben in der Multipli
catortheorie der elliptischen Functionen gefuhrt wurde. Dass jede 
Gleichung (58) durch elliptische Functionen 10sbar ist, geht bereits 
aus unseren vorhergehenden Untersuchungen hervor, denn die Be
stimmung der sechs erwahnten Polaren hangt auch nur von unserer 
friiheren, aus (45) abzuleitenden Gleichung sechsten Grades ab*). 

*) Nach Brioschi fiihrt die Annahme Xl = 0 iIll wesentlichen direct auf 
die Multiplicatorgleichung, die Annahme Xo = 0 dagegen auf die Modular-



Projectivische und metrische Geometrie. 605 

Die genaue Aufstellung der den Zusammenhang vermittelnden For
meln konnen wir hier unterlassen. Es sei nur darauf hingewiesen, 
dass die Gleichung (50) natiirlich auch fUr (58) ala Resolvente zu 
betrachten ist; handelt es sich nun um Auflosung einer gegebenen Glei
chung fiinften Grades von der Form (50), so gewiihrt die BenutfJung 
von (58) den grossen Vortheil, dass die Coefficienten der letzteren in be
sonders einfacher Weise von denjenigen der ersteren abhiingen. 

Die durch die Annahme Xo = 0 zu erreichende Vereinfachung 
entspricht dem Umstande, dass man die Linie u, v, w in un serer 
friiheren Betrachtung zur Tangente des Kegelschnittes Qo = 0 macht. 

Wir benutzen endlich die Gleichung (58), urn eine vom Ooor
dinatensysteme ttnabhiingige Regel fJur Berechnung des AtlSdruckes X 2 an
fJugeben. Die Verschwindungspunkte der binaren "Form f liegen nach 
Obigem in den 12 Schnittpunkten der Curve (afjx)6 = 0 Coder Xl =0) 
mit dem Kegelschnitte a",2 = ° (oder Xo = 0); die Gesammtheit der 
Tangenten des letzteren in ihnen ergibt sich also durch Elimination 
der Xi aus den drei Gleichungen 

(af3x)6=0, ax 2 =0, a",ay=O. 

Das Resultat der Elimination kann in der Form L = 0 als bekannt 
betrachtet werden *). Andererseits ist xy = 0 die Gleichung eines 
Paares zusammengehoriger Tangenten, oder, wenn wir die W urzeln 
von (58) benutzen: 1\", - 5Xo = O. Daher erhalt man fur unser 
specielles Coordinatensystem die Gleichung L = 0, indem man in 
(58) 1\ = 5Xo eintragt. Auf diese Weise kommt**) 

(59) X1 2 - XOX2 + 128Xo3 Xl = 0. 

Der durch die angegebene Elimination gefundene Ausdruck List 

gleichung der elliptischen FunctioneD; derselbe hat seine frliheren Unter
suchungen iiber Gleichungen fiinften Grades in Bd. 13 der Math. Annalen zu
sammenfassend dargestellt. Auf den Fall Xo = 0 beziehen sich die urspriing
lichen Untersuchungen von Kronecker (Brief an Hermite, Comptes rendus, 
1858 und Monatsberichte der Berliner Akademie, 1861). In beideu Fallen erhalt 
man aus (50) besondere Gleichungen fiinften Grades, deren Auflosnng auf (58) 
zuriickgefiihrt ist. Hermite war von der noch einfacheren Gleichung 

t 5 - t -:- a = 0 

(der sog. Jerrard'schen oder Bring'schen Form) ausgegangen, welche stets 
durch eine Tf1chirnhausen'sche Transformation mit Hiilfe von auflosbaren 
Gleichungen erreichbar ist; vgl. Comptes rendus, 1858. Nl1here Literaturangaben 
findet man bei Klein a. a. O. 

*) Clebsch hat eine allgemeine Methode zur Ausfiihrung solcher Elimi
nationen gegeben: Crelle's Journal, Bd.58, 1860. 

**) Vgl. Klein, Math. Annalen, Bd. 12, p. 535. 
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also bis auf einen Factor mit der linken 8eite von (59) identisch. 
Da nun Xo und Xl bereits bekannt waren, kann hieraus X! linear 
berechnet werden. 

XII. Die Darstellung der binii.ren Formen auf der Kngelfiii.ohe. 

Bei unseren Betrachtungen liber die endlichen Gruppen von Be
wegungen in der elliptischen Geometrie haben wir wiederholt von 
der Darstellung binarer algebraischer Formen durch die Punkte eines 
Kegelschnittes Gebrauch gemacht. Fiel der letztere mit dem imagi
naren Kugelkreise der Euclidisclien Geometrie zusammen, so war 
es vortheilhaft, statt des Kegelschuittes den Kegel zu benutzen, 
dessen Spitze in einem beliebigen Punkte M liegt, uud des sen Seiten 
den imaginaren Kugelkreis treffen. J eder Punkt P der unendlich 
fern en Ebene wird dann ersetzt durch seine Verbindungslinie L mit JJl. 
Durch P wurden uns zwei Punkte des binaren Werthgebietes (also 
eine binal'e quadratische Form) dargestellt: die Schnittpunkte der 
Polare von P in Bezug auf den imaginaren Kugelkreis mit letzterem *). 
Ebenso stellt uns jeder Strahl L des Blindels mit dem Mittelpunkte M 
eine binare quadratische Form dar. Nichts liegt naher, als die heideu 
Nullpunkte dieser Form dadurch von einander zu trennen, dass man 
den Strahl L mit einer um das Centrum M beschriebenen Kugel 
zum Durchschnitte bringt und dem eineu N ullpunkte jener Form den 
einen Schnittpunkt, dem anderen Nullpunkte den anderen Schnitt
puukt von L mit der Kugel zuordnet. Jedem reellen oder imaginiiren 
Punkte des biniiren Werthgebietes entsprickt so ein bestimmter, reeller 
Punkt der Kugel. J eder linearen Transformation der binaren Varia
beln, welche durch eine reelle Collineation in der unendlich fernen 
Ebene dargestellt wird, entsprach eine Rotation um eine bestimmte 
Linie L des Biindelsj die Schnittpunkte der Rotationsaxe L geben 
daun die beiden sich selbst zugeordneten Punkte des binaren Ge
bietes. Je zwei solche Punkte reprasentiren zwei einander conjugirt 
imaginare Punkte des imaginaren Kugelkreises, deshalb aber nicht 
zwei einander conjugirt imaginare Werthe der binaren Variabelnj 
denn gebraucht man fiir den Kugelkreis X2 + y2 + a2 = 0 z. B. die 
schon in (22), p. 571 benutzte Parameterdarstellung 

(1) II + 2 .( II 2) 2 . (}X = "1 "2' qy = 't "1 - "2 , "lIS = 't"l"~' 

*) Dieses Verfa.hren entspricht genau dualistisch demjenigen, welches man 
nach Sturm und Klein (vgl. oben p. 107) anwendet, um die imaginll.ren Tan
genten dnes Kege\schnittes durch reeIle Punkte der doppelt iiberdeckten Ebene 
dar~ustellen. 



Projectivische nnd metrische Geometrie. 607 

so werden die Parameter von je zwei einander diametral gegeniiber
liegenden Kugelpunkten durch eine Gleichung der Form 
(2) W1("t2 + ~2) + i1.02("12 - "22) + 2i1.Os"1~ = 0 
vermittelt, in der Wi' 1.02 , 1.03 reeIle Constante bedeuten. 

Zwei Punktepaare, welche durch zwei einander in Bezug auf den 
imaginaren Kugelkreisconjugirte (kurz "absoltd conjugirte") Gerade 
in der unendlich fern en Ebene bestimmt werden, geben vier Puukte 
mit harmonischem Doppelverhaltnisse. Die entsprechenden Kugel
durchmesser gehen also durch zwei "absolut conjugirte" unendlich 
ferne Pole, stehen somit zu einander senkrecht (p. 183). Jedes durch 
einen Durchmesser auf der Kugel bestimmte Punktepaar liegt harmonisch 
su allen in gleicher Weise ilefinirten Punktepaaren, deren Durchmesser 
("Axen") zu ersterem senkrecht stehen. Gehen wir insbesondere von 
der Parameterdarstellung (1) aus, so geben die Werthepaare 1, i 
und 1, - i von "t, ~ zwei Punkte auf einem Durchmesser der Kugel; 
zu diesem stehen aIle Durchmesser senkrecht, fiir welche WI -== 0 ist; 
die zugehorigen Punktepaare sind also nach (2): 

"1 = _ Ws + Yw2 2 + Wall. 

"I WI - WI 

Denselben kommen reelle Parameterwerthe zu. Den reeIlen Werthen 
von "1: "2 entsprechen daher Punkte eines grossten Kreises; ebenso 
erkennt man, dass den rein imaginaren Werthen die Punkte eines 
zu diesem rechtwinkligen grossten Kreises zugeordnet sind. Schon 
dieses erinnert an die bei der stereographischen Projection der Kugel 
eintretenden Verhaltnisse, wenn man ·die Punkte der Bildebene in 
der bekannten Weise zur Darstellung der complexen Variabeln "1: "2 
benutzt. Dass die Beziehung unserer Kugelpunkte zu den Werth en 
von "1 : "2 in der That keine andere ist, als wie sie durch die stereo
graphische Projection vermittelt wird, lehrt die folgende Betrachtung. 

Es werde "1: ~ = ~ + in gesetzt, wo ~ und n reelle Werthe 
bezeichnen sollen, und es sei x', '/I', z' der zu x, 'Y, z conjugirt ima
ginare Punkt der unendlich fernen Ebene; dann geben die Glei
chungen (1): 

tJx = (~ + in)2 + 1, 
tJ'/I = ire; + in)'" - 1], 
tJe = 2i(; + in) , 

tJx' = (~ - in)2 + 1, 
tJ'/I' = - i[(; - i'YJ)2 - 1], 
tlZ' = - 2i(~ - ifJ). 

Die Coordinaten W der Verbindungslinie sind reell und werden: 

P,1.01 = 4in(;2 + 'YJ2 + 1), 
P,1.02 = 4i~(;2 + 'YJ2 + 1), 
P, 1.03 = 2·i [(~2 + 'YJ2)2 - 1]. 
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Die Linie W schneidet den imagini.i.ren Kugelkreis in zwei Punktenj 
und letztere werden auf der Kugel durch denjenigen Durchmesser 
ausgeschnitten, dessen unendlich ferner Punkt mit dem absoluten Pole 
von w zusammenrallt. Auf der Kugel 

(3) Xi + y2 + Z2 = r2 

entsprechen daher clem Wertke g + i'1 von ~: ~ die beiden Punkte: 
) 2r~ 2r7J ~' + 7J' - 1 

(4 + X = ~s + 7J1 + l' + Y = ~s + 7J1 + l' + Z = ~I + 7J!-=t--i r. 

Durck unsere Beziekung der Kugel auf die unendlick ferne Ebene ist 
dieselbe also gleickseitig stereograpkisck auf diejenige Ebene abgebildet, 
welcke nack Argand und Gauss sur Darstellung der complexen Varia
beln g + i'1 = "t : X2 dient. In der That sind die Gleichungen (4) 
mit den fruher fur jene Projection aufgestellten Gleichungen (6), 
p. 428 im Wesentlichen identisch. Fur irgend einen Punkt ~, 1J 
kann man das in (4) nicht bestimmte Vorzeichen willkurlich an

nehmen; dann ist es lur aIle anderen vollkommen bestimmt. 
Wir haben mehrfach gesehen, dass den linearen Transformationen 

der V ariabeln ~ + i'1, soweit sie durch reelle Collineationen der un
endlich fernen Ebene und des Kugelkreises in ihr zur Darstel1ung 
kommen, Drehungen der Kugel um ihre Durchmesser, also raum
liche lineare Transformationen der Kugel in sich entsprechen. 
Wiihrend wir schon wiederholt den Uebergang von der terni.i.ren zur 
biniiren Substitution an Beispielen gemacht haben (vgI. p. 573, 
577 f., 591), solI derseIbe j~tzt im Anschlusse an die Parameter
darstellung (2) aIIgemein angegeben werden. BIeibt in der unend
lich femen Ebene die Gerade w und ihr absoluter Pol fest, so lautet 
die betreffende Transformation zwischen den Variabeln ~11 ~2' ~3 und 
Xli X2, xa (vgl. p. 570): 
(5) D~i = Llx; - 2xA,(xw); + 2A,2W;W." 
wo 
D = x" + A,2(W12 + Wll2 + Wall), L1 = ,,2 - A,2(W12 + w,l' + Wa"). 

Sei nun in (1) x, '!I, z durch Xli Xli' xa ersetzt und ebenso filr die ~;: 

()'gl = A,12 + 1/·, ()'~2 = i(ll11 - 11l2), ()'~3 = 2i.tl AU 

so ergibt sich aus der ersten Gleichung (5): 

wenn: 

P.(A12 + A,22) = "t2[(x - iA.ws)ll + A,2(Wl + iWIl)2] 

+ ~2[(X + iA,WS)ll + A,2(Wl - iw2)'] 

+ 4i"1~A.(XW2 + A,'WSw1) 

= (- iax1 + fJ~) (if"l + ~~), 
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tt = " + .t(iWl - W 2 - iws) , "=,, + l( - iWl + W2 - iws) , 
fJ = " + .t (iW1 + W 2 + iws) , 8 = " + l (- iW1 - W2 + iws) . 

Ebenso findet man aus der zweiten und dritten Gleichung (5): 

1'(.1.1 + i.t2)2 = (a"l + iP"2)2 = - (- ia"l + P"2)2, 
somit 

und durch Auflosung: 

(6) ~ = i i(a + 1)"1 + (0 - P)x2 = (x - iaWS)"l - l(Wl - iW2)"2 • 
a2 i(a - Y)"l - (0 + P)xt l(Wl + iWi )"l + (x + ilWS)"2 

W endet man fUr die Punkte des imaginiiren Kugelkreises die Para
meterdarstelZung (2) an, so entspricht einer Rotation urn die Axe WI' 

w2 , Ws die durch (6) dargestellte Ii'neare Transformation des Parameters 
"1 : "2 *). Die Grosse der Rotation ist dabei durch das VerhaItniss 
" : l gem ass Gleichung (13), p. 567 bestimmt. 

Auch den imaginiiren Coilineationen der unendlich fernen Ebene, 
welche den Kugelkreis in sich iiberfiihren, entsprechen lineare Trans
formationen des Parameters "t:~. Bei ihnen ist die fest bleibende 
unendlich ferne Gerade W imaginar; die soeben durchgefiihrte Rech
nung bleibt giiltig, also auch die Formel (6), wenn man in ihr nur 
fiir WI' Wi' Ws complexe Zahlen eillsetzt. Ein reeller Punkt der un
endlich fernen Ebene wird jetzt in einen imaginiiren Punkt iibergefilhrt; 
die beiden zusammengehorigen, auf der Kugel einander diametral 
gegeniiberliegenden Punkte werden also in zwei nicht mehr auf dem
selben Durchmesser befindliche Punkte der Kugel transformirt. Um 
den analytischen Charakter der entsprechenden riiumlichen Trans
formation zu erkennen, benutzen wir die in (4) aufgestellte stereo
graphische Projection. Die Eigenschaften einer beliebigen linearen 

Umformung der complexen Variabeln ~ = ; + i'T} = 111 sind aus der 
112 

Functionentheorie hinreichen~ bekannt**) und sollen hier nur kurz 
erwiihnt werden. Vermoge der Substitution 

foIl _ ~ - ~o 
b -C~_~l' 

in welcher to, ~1 beliebige complexe Zahlen, c eine reeIle Constante 
bedeutet, geht das System der concentrischen Kreise um den Anfangs-

*) Die Gleichung (6) ist im Wesentlichen identisch mit einer von Cayley 
(Math. Annalen, Bd. 15) aufgestellten Relation; vgl. Klein, Vorlesungen fiber 
das Ikosaeder, p. 34. 

**) Vgl. unten Abschnitt xnr, Bowie die Literaturangabeu auf p. 429. 
Cle b Boh, Vorlesungen. II, 1. 39 
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punkt ~" = ° fiber in eine lineare Schaar von Kreisen mit gemein
~amer Chordale*), welche zwei Kreise (Grenzcurven) vom Radius 
Null mit den Mittelpunkten ~ und ~l enthiilt. Der Punkt ~ ent
spricht dem Anfangspunkte r = 0, der Punkt ~l dem Punkte r' = 00. 

Bei einer durch die Gleichung 

f = (!pi f' 
dargestellten Drehung gehen die erwii.hnten concentrischen Kreise lD 

sich liber; die entsprechende Transformation 

(7) r = c • eCPi t - to 
t - tl 

fiihrt also aIle Kreise der linearen Schaar mit gemeinsamer Chordale 
je in sich uber. Alle diese Kreise werden von den durch die festen 
Punkte ~ und tl gehenden Kreisen orthogonal geschnitten, und 
letztere werden bei der Transformation unter einander vertauscht. 
Diesem zweiten KreisbUschel entspricht aber nach (4) auf der Kugel 
eine Schaar von Kreisen, welche durch die festen, zu ~ und tl ge
horigen Kugelpunkte Po und PI hindurchgehenj und da die Winkel 
bei der stereographischen Projection erhalten bleiben, so entsprechen 
jener ersten ebenen Kreisschaar mit gemeinsamer Chordale auf der 
Kugel ebenfalls Kreise, welche die durch Po und PI hindurchgel16nden 
Kreise orthogonal schneiden und sich um diese Punkte in ahnlicher 
Weise herumlegen, wie jene ebenen Kreise urn ~o und tl' 1hre 
Ebenen gehBren einem und demselben Buschel an, und die Axe des 
letzteren faUt mit der conjugirten Pol are von Po - PI in Bezug auf 
die Kugel zusam men. Bei iter 'ges'ltchten riiumlicken CoUineation (welche 
die Kugel ungeiindert liisst) geht. also jede Eberle dieses Buschels in sich 
iiblff, und die Ebenen des conjugirten Bilschels drehen sich urn die 
Axe des letzteren. W if erkennen hieraus, dass es sich urn diejenige 
uns bekannte Collineation der Kugel in sich handeln muss, bei 
welcher der betreffE'nde lineare Complex in einen speciellen aus
geartet ist (vgl. Nr. 3, p.363). Bei einer solchen bleiben in der 
That vier Punkte der Kugel fest, nii.mlich un sere Punkte Po und PI 
und die Schnittpunkte der conjugirten Pol are von Po - PI mit der 
Kugel. Letztere sind imaginar und kommen deshalb fur uns nicht 
weiter in Betracht. 

DIff allgemeinen linearen Transformation der complexen Variabeln 
; + if} (des Parameters, durch welchen die Punkte des imaginiiren Kugel
kreises dargestellt werden) entspricht hiernach auf der Kugel eine sokhe 

*) V gl. Bd. I, p. 151. 
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Besieh1mg zwischen ihren Punkten, wie sie durch eine lineare Trans
fO'f'mation der Kugel in sich vermiitelt wird; und zwar kommen hierbei 
nur solehe riiumliche Collineationen in Betracht, bei denen der sllgehOrige 
lineare Oomplex in einen speciellen ausartet*). 

1st die Transformation von "1: ~ = ~ + in wieder durch (6) 
gegeben, wo jetzt onter Wu w2 , Ws complexe Zahlen zu verstehen 
sind, so haben wir zur Bestimmung der entsprechenden raumlichen 
Collineation die beiden Punkte des imaginaren Kugelkreises zu suchen, 
welche sich selbst entsprechen, d. h. diejenige quadratische Gleichung 
zu lesen, welche aus (6) fUr "1: "2 = Al : A2 hervorgeht. Aus (4) 
erhalten wir dann die beiden festbleibendeu K ugelpunktej ihre Ver
bindungslinie ist die Axe des fur die ColIineation charakteristischen 
speciellen Complexes. Die gesuchte Collineation des Raumes ist somit 
bis auf eine leicht Ztl bestimmende Con stante ex: A. in unserer fruheren 
Bezeichnungsweise) vollstandig bekannt (vgl. p. 363). 

Die gewollnenen Resultate und die daran zu kniipfenden weite
ren Untersuchungen lassen sich kiirzer und Ubersichtlicher aus
sprechen, wenn man die Kugelflache als "Fundamentalflache" fUr 
eine allgemeine (nicht-Euclidische) Maassbestimmung einfiihrt. Die 
Transformation der Kugel in sich stellt dann "im verallgemeinerten 
Sinne" eine Bewegung des Raumes dar. Wir konnen also sagen, 
dass jeder linearen Umformung der Variabeln ~ + in eine Bewegung 
des Raltmes entspreche, und zwar eine Rotation um eine gewisse Axe. 
Ist letztere insbesondere ein Durchmesser der Kugel, so mIlt die ver
allgemeinerte Bewegung mit einer wirklichen Rotation zusammen. 
Durch eine solche Bewegung konnen belieJ>ige drei Kugelpunkte ill 
beliebige drei andere Punkte der Kugel iibergeflihrt werden. 

Insbesondere kann jedes Punktepaar mit jedem anderen Punkte
paare zur Deckung gebracht werden. Dadurch sind wir in den Stand 

*) Dass der linearen Transformation complexer Variabeln eine lineare 
Transformation der Kugel in sich zur Seite steht, ist von Riemann in seiner 
1867 von Hattendorf herausgegebenen Abhandlung iiber die Flache vom 
kleinsten Iohalte bei gegebener Begrenzung (Gesammelte Werke, p. 291 f.) be
merkt wordeD; vgl. anch Klein, Math. Annalen, Bd. 5, p.265, sowie: Vor
lesungen iiber das Ikosaeder, p. 32 fr. j hier wird des Zusammenhanges mit der 
Quaternionentheorie gedacht (vgl. Stephan os, Math. Annalen, Bd. 22). - Die 
Darstellung der complexen Variabeln ~ + iTJ auf der KugelfHiche fur Zwecke 
del' Functionentheorie i8t von R i e man n in seinen Vorlesungen einge
fiihrt worden (vgl. das Vorwort zu C. N eum an n' s Vorlesungen iiber Ri e
m an n' s Theorie der A bel' schen Integrale, Leipzig 1865). Derselbe Gedanke 
findet sich gelegentlich bei M 0 bi us in seiner Theorie der Kreisverwandtschaft 
(vgl. oben p. 429). 

39* 
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gesetzt, allgemein alIe Punktepaare Po - P l zu construiren, die zu 
einem gegebenen Paare harmonisch liegen. Wenn namlich die Linie 
Po - P l zunachst mit einem Durchmesser der Kugel zusammeniaIIt, so 
liegen die Endpunkte aller zu ihm rechtwinkligen Durchmesser har
monisch zu Po - Pl' Bei einer linearen Transformation, welche Po 
und Pl fest lasst, dreht sibh die zu Po - P l senkrechte Diametral
ebene um die conjugirte Pol are von Po - P l in Bezug auf die Kugel
Hache. Da nun Doppelverhaltnisse bei solchen Transformationen un
geandert bleiben, so liegt auch jedes Punktepaar zu po. und PI har
monisch, dessen Axe die Linie Po - PI und die conjugirte Polare 
dieser Linie in Bezug auf die Kugelflache gleichzeitig trilft, d. h. in 
verallgemeinertem Sinne zu Po -~ senkrecht steht (p. 291 u. 508). 
Mittelst einer neuen linearen Substitution bringen wir Po und PI in 
eine beliebige Lage auf del' Kugelflache und gelangen so zu dem 
Resultate, dass die Axe» alTer zu Po ttnd PI harmonischen Punkte
paare in verallgemeinertem Sinne zu Po - P l senkrecht stehen. U mge
kehrt findet man demnach die DoppeleZemente einer durch zwei Punkte
paare definirten Involution, indem ma.n (in verallgemeinertem Sinne) 
die gemeinsarne N orrnale der Axen beider Punktepaare construirt und 
mit der Kugel zurn Schnitte hringt. Allerdings gibt es zwei solche 
gemeinsame Normalen (p. 507); aber von dies en schneidet nur eine 
die Kugel in reeHen Punkten, nur diese eine ist daher fiir uns zu 
beriicksichtigen. 

Wenn wir so die Punkte "1: "2 = 0 und "1: "2 = 00 (d. h. 
"1 =0 und ~ = 0), welche bei un serer frUheren Betrachtung einander 
diametral gegenuber lagen, durch Iineare Transformation an beliehige 
Stell en der Kugel (hez. des imaginaren Kugelkreises) verlegen, so 
ersehen wir, dass der Ort der reellen Parameterwerthe stets ein 
durch die Punkte 0 und 00 hindurchgehender Kreis ist, und dass die 
Punkte mit rein irnaginaren Parameterwerthen stets einen dazu 
senkrechten Kreis erfiillen. Die zweite Ebene geht hiernach durch 
den Pol der erst en in Bezug auf die Kugel; sie muss auch die Punkte 
o und 00 enthalten, und iet dadurch bestimmt. Es folgt unmittel
bar, dass je vier Punkte der Kugel, deren Parameter "1: ~ = ; + if} 
ein reelles Doppelverhiiltniss bilden, auf einem Kreise liegen, und urn
gekehrt, dass vier Punkre desselben ebenen Schnittes stets ein reelles 
Doppelverhaltniss bestimmen. 

In der unendlich fernen Ebene heissen je zwei Gerade zu ein
ander senkrecht, wenn sie einander in Bezug auf den imaginaren 
Kugelkreis polar conjugirt sind; sie schneiden den letzteren in zwei 
zu einander harrnonischen Punktepaaren. Bei unserer Darstellung 
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der Punkte des imaginaren Kugelkreises durch die reellen Punkte 
einer Kugel gehen daher je ewei zu einander senkrechte Gerade der un
enalich fernen Ebene iiber in eu einander (in verallgemeinertem Sinne) 
senkrechte und sich schneidende Gerade des Raumes. Drei sich in dem
selben Punkte schneidende Gerade der Ebene bestimmen drei Punkte
paare einer Involution; drei demselben Biischel sugehOrige Gerade der 
unenalich fernen Ebene gehen folglich iiber in drei gerade Linien des 
Raumes mit gemeinsamer Normalen. Eine bemerkenswerthe Anwen
dung hiervon erlaubt uns der Pascal'sche Satz zu machen. Nach 
demselben liegen die Schnittpunkte der Gegenseiten eines in den 
Kegelschnitt eingeschriebenen Sechsecks auf einer Geraden (Pascal
schen Linie); die Polaren dieser Schnittpunkte gehen also durch einen 
Punkt; die Polaren sind in der unendlich fernen Ebene (im Sinne 
der elliptischen Geometrie) die gemeinsamen Perpendikel Cvgl. p.508) 
der Gegenseiten. Die Uebertragung auf den Raum fiihrt also zu 
folgendem Satze: 

Die drei gemeinsamen Normalen der drei Paare von Gegenseiten 
eines in die Kugel eingeschriebenen Secl~ecks werden von einer und der
selben vierten Linie senkrecht geschnitten *). 

Eine andere Anwendung des von uns erorterten Uebertragungs
principes lisst sich in folgender Weise machen. Wie in der para
bolischen, so gilt auch in der elliptischen und hyperbolischen Geo
metrie der Satz, dass die drei Hohenlothe eines Dreiecks sich in einem 
Punkte schneiden. 1st namlich u .. 2 = Odie G leichung des Funda
mentalkegelschnittes in Liniencoordinaten, und seien Ui, Vi, Wi bez. 
die Coordinaten der drei Seiten des Dreiecks, so sind, wie man leicht 
nachweist, die Gleichungen der drei Hohenlothe: 

v",W .. U .. - wzv .. u .. = 0, w",U .. V .. - uzw .. v .. = 0, 
U",v .. w .. - v",U .. W .. == 0, 

und aus ihrer Form erhellt die Richtigkeit des Satzes sofort. Die 

*) Dieser Satz, sowie der im Texte mitgetheilte Beweis desselben sind von 
Klein gegeben; vgl. oben p. 147. - Der Satz bleibt giiltig, wenn die Kugel 
durch irgend eine andere Flache zweiter Ordnung ersetzt wird. 1st letztere 

geradlinig, so tritt eine gewisse Unbestimmtheit ein, da zwei Gerade zwei ge
meinsame Normalen zulassen; nur durch Beschrll.nkung auf das lnnere der nicht 
geradlinig vorausgesetzten reellen Flache wird die Construction zu einer ein
deutigen gemacht. Nach Wedekind (Beitrll.ge zur geometrischen Interpretation 
binarer Formen, Inauguraldissertation, Erlangen 1876) benutzt man den Klein
schen Satz zur Construction der sich selbst entsprechenden Elemente, wenn auf 
der Kugel durch drei Paare einander entsprechender Elemente eine lineare Trans
formation von 6 + if} bestimmt ist. 
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Uebertragung auf die Kugel ruhrt hier zu folgendem Resultate: 
Wird die Kugel von drei Geraden u, v, w getroffen, und sind Po"" 
Pwu , Puo (in verallgemeinertem Sinne) die gemeinsamen Lothe von je 
zweien von ihnen, und ist h~~ die gemeinsame Normale von u und Pow, 

hend h(o) d" , nd P hew) d" , nd P entsprec wu WJen1ge von v U rou, uo te;entge von W u UD, 

so haben die drei Gerade» h~u~, h~t, h~wj eine gemeinsame Normale. 

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf die Darstellung 
der Beziehungen zwischen mehreren quadratischen binaren Formen. 
Aber auch fiir hohere Formen ist die BenutzuDg der von uns ent
wickelten Hiil£~mittel vortheilhaft, insbesondere fiir Formen mit linea
ren Transformationen in sich, wie sie uns durch die Ecken der regu
Hiren Korper auf der Kugel reprasentirt wurden. Da uns die 
wichtigsten Eigenschaften dieser Formen bereits bekannt sind (vgl. 
p. 561-587), so genligt hier eine kurze Zusammenstellung. 

1) Cubische Formen*). Die drei Nullpunkte der cubischen Form 
f kann man sich durch drei aquidistante Punkte eines grossten 
Kreises darstellen. Fasst man letzteren ala Aequator auf, 80 liegen 
die beiden N ullpunkte der He sse' schen Covariante A in den beiden 
Polen, Die Transformationen der cyclischen Gruppe, welche f in 
sich iiberfiihren, bestehen in den Drehungen der Kugel um ihre Axe 
(Verbindungslinie der Pole), wobei jede Drehung von der Grosse 
2n 4n d 2 . . D' C . t Q 'd d h d" , 3""' 3" 0 er 7t sem muss. Ie ovaru.m e Wlr urc leJemgen 

drei Punkte reprasentirt, welche den Grundpunkten von f diametral 
gegenuberliegen. Gleichzeitig geht jede Form Q' + ).f2 in sich liberj 
haben die Punkte f = 0 die geographische Lange 0°, 120°, 2400 , so 
sind die geographische Breite " und die Lange ~ der sechs Punkte 
Q2 + ).[2 in folgendem Schema enthalten: 

; \ f3 + "1200 \ ~ + ~400 \ =; \ 120° ~ ~ \ 2400~' f3 , 
wobei a und {J beliebige Winkel bedeuten. Fur a = 0 und {J = 0 
erhalten wir f selbstj fiir a = 0, {J = 180° ergeben sich (je doppelt 

.) V gl. den Schluss von Kl e in' 8 Schrift: Vergleicbende Betrachtungen 
liber neuere geometrische Forschungen, Erlangen 1872. - In der complexen 
Ebene batte schon B eItrami die Theorie der quadratiscben und cubischen 
Formen naher studirt: Accademia di Bologna., 1870, - Den im Folgenden be
tonten Zllsammenba.ng der Tbeorie der Gruppen und gewisser binarer Formeu 
mit den reguHl.ren K6rpern bemerkte Klein; vgl. dessen mehrfach erwiLhnte 
Arbeiten. 



Projectivische und metrische Geometrie. 615 

zahlend) die Nullpunkte von Q. Fiihren wir eine Drehung von 
1800 um einen Durchmesser der Kugel aus, der durch einen Null
punkt von f geht, so hleiht anch der diametral gegeniiberliegende 
Punkt von Q = 0 fest; die beiden Punkte t:. = 0 vertauschen sich 
unter einander, ehenso die heiden anderen N ullpunkte von fund die 
heiden anderen NuUpunkte von Q. Diese Drehungen von der Grosse n: 
gehen zusammen mit jenen Rotationen um die Axe die Diedergruppe 
fiir den Fall n = 3 (p. 562 f.). 

Vermoge einer linearen Transformation der hiniiren Verander
lichen kann man die drei Punkte von f = 0 an drei beliebige Stellen 
der Kugel verlegen. Da dassel be durch eine Collineation der Kugel 
in sich erreicht wird, so ist leicht zu sehen, wie man dann die 
Punkte ll. = 0 findet. Man suche diejenige terniire Collineation, 
welche die Schnittlinie der Kugel mit der Ehene der drei Punkte 
f = 0 in sich iiberfiihrt, und bei der sich diese drei Punkte 
unter einander vertauschen. Es bleibt dann im Innern des in sich 
transformirten ebenen Schnittes ein Punkt M fest; in ihm errichte 
man auf der Ebene (im verallgemeinerten Sinne) die Senkrechte, 
d. h. man verbinde M mit dem Pole der Ebene in Bezug auf die 
Kugel; diese Verbindungslinie trifft die Kugel in den beiden Null
punkten von ll.. Die Punkte Q = 0 sind diejenigen, in denen die 
Kugel von den Verhindungslinien des Punktes M mit den Punkten 
f = 0 zum zweiten Male getroffen wird. 

2) Die biquadratischen Formen mit harmonischem Doppelverhalt
nisse. Die. Nullpunkte kann man durch vier aquidistante Punkte des 
Aequators darstellen. In der That gehen sie dann durch vier 

Drehungen der Kugel um ihre Axe (bez. von der Grosse l' n, 32n, 2 n) 
in sich iiber. Dasselbe wird erreicht durch Drehungen von der 
Grosse n um diejenigen beiden Durchmesser des Aequators, welche 
zu den Seiten des von den vier Punkten f = 0 gebildeten Quadrates 
senkrecht stehen. Diese letzteren Durchmesser schneiden die Kugel 
in zwei Punktepaaren, welche zusammen mit den beiden Polen die 
Covariante T darstellen; in den beiden Polen liegen nach (9), p. 564 
gleichzeitig die Nullpunkte der Hesse'schen Covariante H. Die 
Drehungen um die Pole geben uns die cyklische Gruppe, die 
Drehungen um die anderen Axen von T = 0 erganzen diese Gruppe 
zur Diedergruppe fiir n = 4. 

Die Tangente des Aequators in einem der vier Punkte f = 0 
und seine Verbindungslinien mit den anderen drei Punkten bilden 
ofl'enbar ein Linienq uadrupel mit harmonischem Doppelverhaltnisse. 
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Um daher die Darstellung unserer Form f unabhangig vom Coor
dinatensysteme zu machen, braucht man nur auf irgend einem ebenen 
Schnitte der Kugel vier Punkte so zu wahlen, dass sie ein harmo
nisches Doppelverhiiltniss bestimmen. Die Punkte von T = 0 werden 
dann auf der Kugel durch drei Axen ausgeschnitten, die in verall
gemeinertem Sinne auf einander senkrecht stehen, und durch den
selben (als einzige im Innem der Kugel gelegene Nebenecke des von 
den vier Punkten f = 0 bestimmten vollstandigen Vierecks leicht zu 
bestimmenden) Punkt in der gewahlten Ebene hindurchgehen. 

3) Die allgemeine Diederform nter Ordnung (p. 561). Sie wird 
durch n aquidistante Punkte des Aequators dargestellt. Als Neben
axen bezeichnen wir die vom Mittelpunkte auf die Seiten des ge
gebenen n-Ecks geia.llten Lothe. lst n ungerade, so entbalt jedes 
Loth einen Punkt von f = 0 und einen solchen von T = 0; ist n 
gerade, so liegen auf jeder Nebenaxe zwei Punkte von T = O. Die 
cyklische Gruppe enthii.lt die n Drehungen um die beiden Pole 
(Punkte H = O)j treten die Drehungen (Umklappungen) um die 
N ebenaxen hinzu, so haben wir die Diedergruppe. 

4) Die biquadratische Form mit iiquianharmonischem Doppelverkiilt
nisse (Tetraederform). Die Covariante sechster Ordnung werde wieder 
durch die drei AxeD. eines rechtwinkligen Axenkreuzes bestimmt, 
dessen Scheitel im Mittelpunkte der Kugel liegt. Die drei Ebenen, 
in deren jeder zwei der Axen liegen, theilen die Kugel in acht 
Octanten. Man wahle vier Octanten so 8US, dass je zwei derselben 
nur in einem Punkte zusammenstossen, was auf zwei Weisen ge
schehen hnn. Die vier Mittelpunkte dieser vier Octanten bilden dann 
ein reguliires Tetraeder; sic stellen eine biquadratische Form mit iiqui
anharmonischem Doppelverhiiltnisse dar, weil das Tetraeder durch zwolf 
Drehungen in sich iibergeht. In der Tbat bleibt jeder Eekpunkt 
bei drei Drehungen ungeandert, namlieh bei der identischen Drehung 
und bei zwei Drebungen von derPeriode 3 (vgl. p. 577 f.). Die Mittel
punkte der vier anderen Octanten bilden die conjugirt imaginare bi
quadratische Form und gleichzeitig die Hesse'sche Covariante der 
Grundform. 

5) Die Octaederform. Sie ist Covariante von unendlich vielen 
Formen vierter Ordnung, also wieder durch das erwahnte rechtwink
lige Axenkreuz bestimmt. Die Mittelpunkte der acht Kugeloctanten 
bilden einen Wilrfel und zerfaUen in zwei regulare Tetraeder. Die 
auf die Kanten des Octaeders geiallten Lothe treft'en die Kugel in 
zwolf Punktenj von diesen liegen vier in jeder der drei "Haupt
ebenen" und bilden ein Quadrat, stell en also eine biquadratisehe Form 
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mit harmonischem Doppelverhaltnisse dar. Die Drehungen der Gruppe 
bestehen erstens aus den zwolf Drehungen der Tetraiidergruppe, dann 

aus sechs Drehungen von der Grosse +; urn die drei Octaeder

diagonalen, endlich aus sechs Drehungen von der Grosse :n: urn die 
sechs Diagonalen der erwahnten drei Quadrate. Die zugehOrigen 
24 raumlichen Collineationen sind direct in den Formeln (14 a), 
(14b), (16), (17), (17a), (21), p. 568 ff. enthalten, wenn wir Xu x 2, 

Xs als rechtwinklige Coordinaten auffassen, und wenn 

X 12 + X 22 + xl = const. 

die Gleichung der Kngel ist. Die 24 Punkte, in welche ein Punkt 
der Kugel durch sie ubergefiihrl wird, zerfallen in sechs Quadrupel 
von gleichem Doppelverhaltnisse; jedes dieser Quadrupel hat die 
sechs Ecken des Octaeders zur Covariante (vgl. p. 576). Gehen wir 
vom Punkte x, 1/, fJ aus, so bildet er mit den Punkten 

x, -'!I, - fJ, 

-x, '!I, -14, 

-x, -'!I, fJ 

zusammen ein solches Quadrupel. 
Man bemerkt, dass die Verbindungslinie je zweier Punkte. des 

Quadrupels eine Axe des Octaiiders rechtwinklig schneidet, und dass 
die Verbindungslinie der beiden anderen Punkte dieselbe Axe schneidet. 
Die beiden anderen Axen schneiden diese selbe dritte Axe in der 
Mitts zwischen jenen beiden Schnittpunkten und sind die Winkel
halbirenden fur die Projectionen jener beiden Verbindungslinien auf 
ihre Ebene. Sind also irgend vier nicht in einer Ebene liegende Punkte 
der Kttgel als Repriisentanten einer biquadratischen Form gegeben, so 
findet man die zugehOrige Covariante T in folgender Weise*). Man 
verbinde die vier Punkte paarweise und construire (in verallgemeiner
tem Sinne) das gemeinsame Perpendikel der beiden Verbindungs
linien; dies kann auf drei Weisen geschehen, da sich vier Punkte 
auf drei Weisen in Paare theilen lassen; die drei so erhaltenen 
Perpendikel gehen dann durch einen Punkt; auf jedem ist dieser 
Punkt der eine Doppelpunkt derjenigen Involution, welche durch 
die Schnittpunkte des Perpendikels mit der Kugel und mit den 
beiden zu ihm senkrecht stehenden Verbindungslinien bestimmt 

*) Statt der Kugel kann man eine beliebige geschlossene Flache zweiter 
Ordnung' benutzen; fUr die Theorie des Doppelverbii.ltnisses und der biquadra
tischen Form auf einer solchen Flache vgl. Wedekind, Math. Annalen, Bd. 17. 
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wird. Sind ~wei quadratische Formen statt einer biquadratischen 
gegeben, so ist eine Theilung der vier Punkte in Paare ausgezeich
net, also auch das eine Perpendikel von den beiden anderen zu trennen; 
dasselbe liefert die Doppelelemente der durch die heiden Punktepaare 
bestimmten Involution (vgl. p.612). Die beiden anderen Perpendikel 
geben die Doppelelemente derjenigen beiden Involutionen, welche 
durch kreuzweises Verbinden der Punkte beider Paare erhalten 
werden; sie sollen, um im Folgenden die Ausdrucksweise abzukurzen, 
als Axe" der heiden Nebeninvolutionen beseicknet werden. 

Unter Benutzung dieses Begriffes erlaubt der Satz, nach welchem 
die Winkelhalbirenden eines Dreiecks sich in einem Punkte schneiden, 
eine ahnliche Uebertragung auf den Raum, wie sie mit dem Satze 
vom gemeinschaftlichen Schnittpunkte der Hohenlothe moglich war 
(vgl. p. 613 f.). Zunachst bemerken wir, dass dieser Sats in der nicht
Euclidischen Geometrie ebenso gilt, wie in I.er Euclidischen Geo
metrie. Das Dreieck werde zum Coordinatendreiecke gewahltj die 
Gleichung des Fundamentalkegelschnittes in Liniencoordinaten Uj sei 

~ ~ AikUjUk = O. 

Die beiden Geraden, welche die von den Seiten Xl = 0 und XI = 0 
gebildeten Winkel halbiren, liegen (ganz wie in der parabolischen 
Geometrie, vgl. p. 532 f.) gleichzeitig harmonisch zu diesen Seiten und 
zu den durch die Ecke gehenden Tangenten des Fundamentalkegel
schnittes. Die Gleichungen der letzteren sind Xl + ,t' XI = 0 und 
Xl + 4" Xli = 0, wenn mit ,t' und ,t" die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (vgl. p. 196) 

.An + 2A12A. + AssA.2 = 0 

bezeichnet werden. Wir erhalten daher die Gleichung der fraglichen 
Winkelhalbirenden, indem wir die Functionaldeterminante der beiden 
binaren Formen 

2X1X2 und .A2jlX1S - 2 Alii Xl X, + A11 x22 

gleich Null setzen *). Diese Functionaldeterminante ergibt sich bis 
auf einen Zahlenfactor gleich A22 Xl ll - AllX22; sie kann sofort in 
zwei lineare Factoren, die linken Seiten der gesuchten Gleichungen, 
gespalten werden. Die Gleickungen der seeks Winkelhalbirenden des 
Dreiecks sind daher: 

"') Vgl. Bd. I, p. 216. 
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Xl ~ - X 2 Y All = 0, Xl V ...122 + X 2 Y AU = 0, 

x2 -v:Aa; - Xs Y ...122 = 0 , X2 -V ...1:)3 + Xs Y ...122 = 0, 

X3 V All - Xl Y AS3 = 0, X3 V All +'{Xl Y ...133 = 0 . 
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Es gehen also in der That erstens die drei links stehenden Linien 
durch einen Punkt, dann aber auch jede links stehende und die zwei 
nicht neben ihr rechts stehenden Geraden. Da nun bei unserer 
Uebertragungsmethode rechtwinklige Linien iibergehen in rechtwink
lige sich schneidende Linien des Raumes (p. 613), so ergibt sich fo1-
gender Satz der Raumgeometrie: 

Sind auf der Kugel drei PunkfRpaare gegeben und construirt man 
zu je zweien derselben die (zu einander recktwinkligen und sick sowie die 
Axe der Hauptinvolution schneidenden) Axen der beiden, soeben definirten 
Nebeninvolutionen, so ergeben sick seeks Gerade; aus diesen kann man 
viermal drei so auswiihlen, dass sie ein gemeinsames Perpendikel be
sitzen. 

6) Die Ikosaeder- und Dodekaederformen (vgl. p. 578 ff.). Den 
sechs Diagonalen des Ikosaeders entsprechen die sechs Ecken des 
zehnfach Brianchon'schen Sechsecks in der ullendlich fernen 'Ebelle. 
Die Drehungen der Kugel urn diese Diagollalen, bei denen die Ecken 
des Ikosaeders sich unter einander vertauschen, geben die Bewegungen 
von der Periode 5 in der elIiptischen Ebene. Die 15 Lothe, welche 
man yom Mittelpunkte der Kugel auf die Kanten des Ikosaeders 
fallen kann, treffen die unendlich ferne Ebene in den 15 einfachen 
Schnittpunkten der Diagonalen des erwiihnten Sechsecks; zu ihnen 
gehoren die Drehungen von der Periode 2. Die Verbindungslilliell 
des Kugelmittelpunktes mit den Mittelpunkten der 20 Seitenflachen 
endlich geben die zehn dreifachen Schnittpunkte der Diagonalen des 
ebenen Sechsecks; um diese Verbindungslinien sind die Rotationen 
von der Priode 3 auszufiihren. Dieselben Linien treffen die Kugel 
in 20 Punkten, welche als Ecken eines regularen Pentagon -Dode
kaeders aufzufassen sind, und welche gleichzeitig die He sse' sche 
Covariante H der durch die Ecken des Ikosaeders gegebenen Grund
form zw5lfter Ordnung f repriisentiren *). Die Covariimte T wird 
durch die 30 Punkte dargestellt, in denen die Kugel von den 

*) Es sei noch hervorgehoben, dass auch M 0 bi us die von den regularen 
Korpern auf der Kugel bestimmten regelmassigen Punktsysteme analytisch 
studirt uud durch Construction der mittelst stereographischer Projection er
haltenen Figuren erlautert hat. Vgl. den von Reinhardt bearbeitetell Nach
lass: Gesammelte Werke, Bd. 2, Leipzig 1886, p. 653 ff. 
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in angegebener Weise auf die 30 Kanten gefallten Lothen getroffen 
wird. Es ist leicht, die Vertheilung dieser 30 Punkte T = 0 auf 
die Ecken von fiinf reguUiren Octaedern an einem Modelle des Iko
saeders genauer zu verfolgen. Die Auffindung der fiinf Octaeder ge· 
schieht mittelst unserer obigen Resolvente fiinften Grades (p. 599). 

Die endlichen Gruppen von Bewegungen in der elliptischen 
Ebene zeigten sich uns abhangig von gewissen Gruppen binarer 
Substitutionen. Da wir aber nur reeIle Bewegungen im Auge hatten, 
bleibt es zweifelhaft, ob nicht noch andere endliche Gruppen exi
stiren. Die von uns besprochenen Gruppen waren dadurch ausge
zeichnet, dass ihnen bei der Darstellung der binaren Formen auf der 
Kugelftache Drelmngen der Kugel (im verallgemeinerten Sinne) um 
einen und denselben festen Punkt entsprachen. Nahmen wir den 
letzteren im Mittelpunkte der Kugel an, so haUen wir es mit ge
wohnlichen Rotationen um diesen Punkt zu thun, auf welche wir 
durch Uebertragung der in der unendlich fernen Ebene giiHigen 
elliptischen Geometrie auf den Strahlenbiindel direct gefiihrt wurden 
(p. 609). Es bleibt demnach nur die Frage zu erortern, ob nt'cht eine 
Gruppe auck aus (in verallgemeinm·tem Sinne zu verstehenden) Drekungen 
der Kugel um gewisse Axen gebildet werden kann, die sick im Raume 
nicht sckneiden. Dass es solche Gruppen nicht gibt, beweist man 
durch folgende Ueberlegungen*). 

Bei einer Rotation bleibt jeder Punkt der Axe fest. SolI also 
die Combination zweier Rotationen wieder eine Rotation ergeben, 
so mussen Punkte existiren, welche ans der Deuen Lage, in die sie 
durch die erste Transformation versetzt werden, vermoge der zweiten 
Drehung in ihre urspriingliche Lage zuruekgefiihrt werden. Da sieh 
aber jeder Punkt bei einer Rotation auf einem Kreise bewegt, auf 
des sen Ebene die Axe (in verallgemeinertem Sinne) im Mittelpunlde 
senkrecht steht, so sind die Axen der beiden fraglichen Rotationen 
zwei Perpendikel, welche in den Mittelpunkten zweier sich in zwei 
Punkten schneidenden Kreise senkreeht zu ihren Ebenen errichtet 
werden. Zwei solcke Axen aber miissen sick schneiden. Man beweist 
dies hier, wo es sich um verallgemeinerte Maassbestimmung handelt, 
in ganz ahnlieher Weise dureh Symmetriegriinde, wie man es bei 
gewohnlicher Maassbestimmung thun wurde. Der Schnittpunkt kann 
nun entweder innerhalb oder ausserhalb der Kugel liegen. Ware 

*) Vgl. Klein (Math. Annalen, Ed. 9, p, 186 f.), dessen Beweis im Texte mit 
einigen vereinfachenden Aenderungen wiedergegeben ist., Bowie die Note zu p. 592. 
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letzteres der Fall, so wurde der yom Schnittpunkte urn die Kugel 
zu legende Tangentenkegel (sowie dessen Beruhrnngscurve) fest 
bleiben mussen. Dieser Kegel aber ist ein Rotationskegel in ge
wohnlichem Sinnej jede lineare Transformation, welche ihn und die 
Kugel (folglich auch den imaginaren Kugelkreis) gleichzeitig in sich 
uberfiihrt, ist identiscb mit einer gewohnlicben Rotation urn die Axe 
des Rotationskegels. AlIe Rotationen der Gruppe wiirden also aus 
Drehungen um dieselbe Axe besteben j sie wurden dann eine Gruppe 
bilden, wenn sie aIle durcb Wiederholung einer und derselben 
Drehung erzeugt werden konnen j und solche Gruppen haben wir in 
der That friiher betrachtet (p. 560 f.). 

Sollen jetzt rnehrere Rotationen durch Combination zu einer 
endlichen Gruppe Anlass. geben, so werden ihre Axen, da sie sich 
gegenseitig im Iunem der Kugel schneid en mussen, entweder einen 
und denselben im Innern gelegenen Punkt gemein haben, oder aIle 
in einer Ebene Hegen. In letzterem FaIle mussten die gleichzeitigen 
Rotationen um die (in Bezug auf die Kugel) conjugirten Polaren 
dieser Axen ebenfalls eine Gruppe bildenj diese conjugirten Polaren 
aber schneiden sich aIle ausserhalb der Kugel in dem Pole der den 
Axen gemeinsamen Ebenej aus den Drehungen urn sie eine Gruppe 
zu bilden, ist nach den soeben gemachten Erorterungen nicht mog
lich, es sei denn, dass aIle Axen zusammenfallen. Gruppen von (ver
allgemeinerten) Bewegungen der Kugel in sich entstehen also nur, 
wenn aIle Axen sich in einem und demselben Punkte im Innel'll 
der Kugel (den man dann zum Mittelpunkte roachen kann) schneid en. 
Hieraus geht hervor, dass es ausser den von uns bereits studirten keine 
anderen Grttppen von linearen Transformationen d&r biniiren Verander
lichen geben kann, 

XIII. Die Darstellung der Werthe einer complexen Variabeln 
durch die Punkte der Ebene. 

Bei verschiedenen Gelegenheiten haben wir von der Reprasen
tation der Werthe einer complexen Veranderlichen x + iy durch die 
Punkte einer Ebene, wie sie nach Argand und Gauss allgemein 
ublich ist, Gebrauch gemacht (vgl. p. 105, 429, 608). Diese Dar
stellung beruht wesentlich auf der Benutzung rechtwinkliger Carte
sischer Coordinaten, d. h. auf metrischen Begritfen der gewohn
lichen Geometriej sie liegt deshalb zunachst ausserhalb des Rahmens 
der von uns stets in den Vordergrnnd gestel1ten Betrachtungsweise, 
und wir fiillen eine wesentliche Lucke aus, wenn wir im Folgenden 
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zeigen, dass jene Darstellung durch Vermittlung der imaginaren Kreis
punkte mit der von Staudt'schen Repriisentation des lmaginiiren in 
vollige Uebereinstimmung gebracht werden kann. 

Betrachten wir sammtliche Strahlen eines Buschels mit imagi
narem Scheitel! Jeder Strahl wird nach von Staudt durch einen 
reelIen Punkt reprasentirt (seinen reellen Trager) und eine in dies em 
Punkte gegebene Involution mit zugehorigem "Sinne". Diese Invo
lution und dieser Sinn sind· ffir aIle Punkte der Ebene dadurch be
stimmt, dass zur Definition des imaginaren Biischelscheitels eine ge
rade Linie als sein reeller Trager und auf ihr eine gewisse Involution 
mit gewissem Sinne gegeben sein mussen (vgl. p. 109 ff.). Jedem 
Punkte der Ebene entspricht hiernach eine gewisse complexe Zahl: 
der Parameter des imaginaren Strahles unseres Biischels, welcher 
durch den Punkt hindurchgeht .. Die Parameter der Strahlen sind in 
Folge der bekannten Oonstructionen (p. 447) vollkommen bestimmt, 
wenn man dreien beliebigen Strahl en (d. i. reeHen Punkten der Ebene) 
die Parameterwerthe 0, 1, 00 willkiirlich beigelegt hat. Auch das 
Doppelverhaltniss von vier Strahlen des imaginaren Buschels hat 
einen vollig bestimmten Werth (p. 454); wir wollen dem ent
sprechend kurz von einem Doppelverhaltnisse der vier reellen Trager 
sprechenj in diesem Sinne ist je vier Punkten der Ebene eine bestimmte 
Zahl als ihr Doppelverhiiltniss beizulegen. 

Wir fragen zuerst nach, dem Orte eines Punktes A4 , der mit 
drei gegebenen Punkten AI' Ail1 As ein reelles Doppelverhiiltniss bil
den soll. Das imaginare Oentrum unseres Strahlbiischels werde mit 
P bezeichnet, der conjugirt imaginare Punkt mit P'. 1st das Doppel
verhii.ltniss P(Al' A~l1 As, A4) reell, so anden es sich nicht, wenn P 
mit P' vertauscht wirdj wir haben also 

P(Al1 A2 , AS, A4) 7\ P' (Au A2, As, A4), 

d. h. A4 liegt aUf demjenigen reellen Kegelschnitte, welcher durch die Punkte 
All A2, As, P, P' hindurchgeht. Derselbe reducirt sich insbesondere 
auf eine gerade Linie, wenn -die Punkte All A2, AS auf einer geraden 
Linie liegen. Das reelle Doppelverhaltniss ist offen bar identisch mit 
demjenigen, welches durch die vier Verbindungslinien eines beliebigen 
fiinften Punktes des Kegelschnittes mit All As, AS, A4 bestimmt wird. 
Wiihlt man nun die Strahlen 0, 1, 00 so aus, dass ihre reenen Trager 
in einer Geraden liegen, so folgt, dass alle Punkte mit reellem Para
meter eine gerade Linie erfiillen. Insbesondere erreicht man dieses, 
indem man dem reellen Trager von P den Parameterwerth 00 bei-

legtj dann Jiegen aucll die Punkte 0, i (= F1), 00 und folglich 
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aIle Punkte mit rein imaginarem Parameter in gerader Linie. Wir 
specialisiren die Betrachtung nur scheinbar, indem wir jenen reellen 
Trager von P und P' zur unendlich fernen Geraden der Ebene 
machen, die Punkte P und p' ferner in die irnaginaren Kreispunkte 
gelegt denken, denn es ist hinlanglich bekannt, wie aUe Siitze iiber 
Kreise auf Kegelschnitte mit zwei gemeinsamen imaginaren Schnitt
punkten iibertragen werden konnen; wir haben dadurch den Vortheil, 
dass sieh die folgenden Betrachtungen wesentlich kiirzer und praciser 
fassen lassen. Unsere bisherigen Resultate lauten dann: 

Sind die Punkte 0 und 1 in der Ebene beliebig gewiihlt, so ent
spricht jedem Punkte der Ebene eine bestimmte complexe Zahl als Para
meter eines durch den einen imaginiiren Kreispunkt gehenden Strahles. 
Dieser Strahl selbst wird durch die Involution der rechten Winkel, 
deren Scheitel in seinem reellen Punkte liegt, und einen beigegebenen 
Sinn definirt. Der gewahlte Sinn muss natiirlich bei allen derartigen 
Involutionen derselbe sein *). 

Vier Punkte (d. h. die vier imaginiiren Strahlen, deren reelle Trager 
sie sind) bilden ein reelles Doppelverhiiltniss, sobald sie auf einem Kreise 
oder in einer Geraden liegen, und umgekehrt. 

Schon diese Satze sind mit den entsprechenden der gewohn
lichen Darstellung von x + iy in der "complexen Ebene" identisch. 
Urn die vollige Uebereinstimmung zu erkennen, mussen wir noch die 

Lage des Punktes i (= V 1) naher feststellen. Da jeder Para
meter im Strahlbiischel clurch ein Doppelverhaltniss definirt ist, s'o 
fiihrt uns dazu direct eine fruher fUr reene Strahlbiischel geloste Auf
gabe, die in Gleichung (7), p. 118 zum Ausdrucke kam, wenn wir 
nur die entsprechenden Constructionen nach der von Staudt'schen 
Methode auf imaginare Strahlen iibertragen. Die erwiihnte Gleichung 
lautete 

Setzen wir hierin Al = 0, A2 = 00, Its = 1, folglich % = - 1, so 
geht sie uber in: p,2 = - 1. Der fruher construirte Punkt p, ent
spricht also in der That dern jetzt gesuchten Strahle i un seres ima
ginaren Biischels. Wir iibertragen, wie in Fig. 16, zunachst die 
Punkte 0, 1, 00, - 1 auf einen Kegelschnitt, und als 80lche11 wahlen 
Wlr den um den Punkt 0 mit dem Radius 1 beschriebenen Kreis. 

*) Auch Bonst macht sich bei Construction en in der complexen Ebene die 
N othwendigkeit fiihlbar, dieser Ebene einen bestimmten Sinn beizulegen, vgl. 
Wedekind, a. a. O. p. 13 und Math. Annalen, Bd. 9, p. 209. 
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Auf ihn proJlclren wir die erwahnten ~ier Punkte vom imaginaren 
Kreispunkte P aus. Die Linie 0 - P ist dann Asymptote des Kreises; 
dem Strahle 0 unseres Biischels entspricht also auf dem Kreise der 
Punkt P; dem Strahle 1 entspricht auf dem Kreise der Punkt 1, 
dem Strahle - 1 der Punkt - 1, dem Strahle 00 der Punkt P'. 
Wir hlrben jetzt die Linien Ai - All und A3 - 1t zu ziehen, wenn unter 
All A2, As, " die entsprechenden Punkte des Kreises verstanden werden, 
und vQn ihrem Schnittpunkte M Tangenten an den Kreis zu legen. 
Die erstere Linie ist durch die Gerade P' - 00 gegeben, fallt also 
mit der unendlich fernen Geraden zusa~men, die andere ist der Ort 
aller Punkte mit reeIlem Parameter. Durch den unendlich fernen 
;E'unkt der letzteren, d. h. zu ihr parallel, haben wir an den Kreis 
Ta~genten zu ziehen; die Beriihrungspunkte, verbunden mit P, geben 
die Strahlen i und - i unseres BUschele, sind also selbst die ge· 
Buchten reellen Punkte dieser Strahl en. Die Ptmkte i una - i liegen 
hiernaCh in der Entfernung 1 ",om .AnfangspunJr,te auf einer sur "reellen 
Axe" senkrechten Geraden. Dieselbe ist gleichzeitig der Ort aIler 
Punkte mit rein imaginarem Parameter. Hiermit iet die Ueberein
stimmung unserer Darstellung von a; + iy mit der in der Functionen· 
theorie ublichen fur die beiden "Axen" nachgewiesen, denn z. B. der 
reelle Werth x ist das DoppelverhiiltnisEi der Strahlen 0, 1, :1:, 00, 
also auch der zu ihnen perspectivisch liegenden Punkte 0, 1, x, 00; 
folglich ist X die Entfernung*) des Punktes x vom "Anfangspunkte" O. 

Auch fur die ubrigen Punkte der Ebene wird die Uebereinstim
mung sofort deutlich, wenn wir die Aufgabe behandeln, die Summe t1 

Neier beliebigen Punkte I" una v in der Ebene BU. construinm. Diese 
Aufgabe ist bekanntlieh (p. 458) als besonderer Fall in einer fruher 
behandelten enthalten. In der That geht die Gleichung (5), p. 116 
durch die Substitution Al = 0, All = 00, As = 1 iiber in 

6=",+V. 

Es hildet daher f1 zueammen mit A1 ein Paar der dur-eh das Paar 
p., 'II und das Doppelelement All bestimmten Involution; d. h. f1 ist 
der vierte harmonische Punkt von A1 in Bezug auf A,,: und 00, wenn 
mit All' das zweite D'bppelelement der Involution hezeichnet wird. 
Dabei ist As' als vierter harmonischer Punkt von 00 in Bezug auf 
p. und 'II leicht zu constrniren. Da namlich die vier durch P gehenden 
Strahlen p" v, A2', 00 ein reelles Doppelverhii.ltniss (= - 1) bilden 
sollen, liegen nach Obigem ihre reellen Punkte in gerader Linie; 
das Doppelverhii.ltniss dieser Punkte auf der Geraden ist ehenfalls 

*) V gl. Bd. I, p. 1&0. 
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gleich - 1, und da einer von ihnen der unendlich fernen Geraden 
angehOrt, halbirt der zugehorige ().2') die Verbindungslinie des Paares 
/-" v. Mittelst derselben SchlUsse ergibt sich, dass 15 auf der Ge
raden Al - ).2' liegen muss (wohei ).1 = 0), und zwar so, dass ').2' sich 
in der Mitte zwischen Al und 15 befindet. Wir haben also die Strecke 
l'" - v zu halbiren, den Halhirungspunkt ').2' mit 0 zu verbinden und 
diese Strecke iiber ').2' hinaus um sich selhst zu verlangern; der so 
a:efundene Punkt ist der gesnchte d. 
~ Fig. 30, 

Dasselbe wird auch dnrch die bekannte 
Parallelogramm·Construction der Func- Y 

tionentheorie erreicht {vgl. Fig. 30), 
womit der Beweis fiir die hehauptete 
Uebereinstimmung erbracht ist. Das 
gewonnene Resultat darf um so mehr 
Interesse beanspruchen, als bei der / 

/ 
von uns durchgefiihrten Darstellung / __ y .--- ..... -
der Werthe x + iy durch die Punkte L/~ 
der Bhene jener Widerspruch fort- o""----------~x 

faUt, der sich sonst zwiscl1en der Behandlung unendlich ferner Punkte 
in der Geometrie und in der Functionentheorie geltend macht (vgl. 
p. 504 f.). Wenn man in der letzteren der Bhene nur einen unend· 
lich fernen Punkt beilegt, llO find en wir dafiir jetzt eine Erklarung 
in dem Umstande, dass jeder Geraden unseres imaginaren Strahl
biischels, also auch der einzigen reellen (d. i. der unendlich fernen) 
Geraden nur ein Parameterwerth zukommt. 

Die harmonische Lage von vier Punkten, von der wir soeben 
Gebrauch machten, insbesondere die durch sie bedingte Involution 
beanspruchen zunachst unsere Aufmerksamkeit. Nach unseren bis
herigen Bemerkungen liegen je vier harmonische Punkte der Ebene auf' 
einem Kreise, und die Verbindungslinien der Paare sind einander in 
Bezug attf den Kreis conjugirte Polaren. Sind daher die DoppeleZemente 
einer Involtdion beliebig gegeben, so kann man aUe Punktepaare der
selben in folgender Weise construiren. Durch die Doppelelemente Q 
und Q' lege man einen beliebigen Kreis und construire den Pol R 
der Sehne Q - Q' (Schn'ittpunkt der Tangenten des Kreises in den 
Endpunkten der Sehne); jede Gerade durch R, welche den Kreis 
trifft, schneidet auf ihm ein Punktepaar der gesuchten Involution 
aus; indem man durch Q, Q' alIe moglichen Kreise legt, findet man 
so aIle Punktepaare der Involution. 

U mgekehrt bietet sich UIlS die Aufgabe, die Doppelelemente einer 
durch zwei Paare 1, l' und 2, 2' bestimmten Involution Zl~ construiren. 

C 1 e b s ch, Vorlesungen. n, 1. 40 
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Wir behaupten zunachst, dass auch die Ecken 3, 3' des von den 
beiden gegebenen Paaren bestimmten vollstandigen Vierseits der 
durch diese Paare bestimmten Involution angehOren *). Zum Be
weise betrachten wir aIle Kegelschnitte, welche die Seiten des Vier
seits beriihren.; die Tangentenpaare, welche an sie von einem be
liebigen Punkte aus gelegt werden konnen, bilden eine Involution, 
insbesondere also auch die von dem imaginaren Kreispunkte P aus
gehenden Paare. Unter dies en sind aber die Verbindungslinien von 
P mit den Punkten 1, l' und 2, 2' enthalten, sowie auch diejenigen 
mit 3, 3'; diese drei Paare von Verbindungsiinien gehoren also der
selben Involution an, folglich auch ihre reellen Punkte, w. z. b. w. 
Dasselbe gilt von den reenen Punk ten irgend zweier zusammen
gehorigen Strahl en der benutzten Involution; diese reellen Punkte 
sind als Schnittpunkte mit den conjugirt imaginaren Tangenten keine 
anderen als die Brennpunkte der betreffenden Kegelschnitte **). In 
der eomplexen Ebene geMren daher die Paare von Brennpunkten aZZer 
Kegelseknitte mit vier gemeinsamen reellen Tangenten zu derselben In
volution, welehe durek irgend zwei tier drei vorkommenden Punktepaare 
bestimmt wird. 

Auf diese Weise erhii.lt man aber nicbt aIle Paare der Involution; 
denn in der Schaar gibt es nur einfach unendlich viele reelIe Brenn
punkte, die eine Ourve erfiillen. Die letztere ist leicht zu bestimmen. 
Seien F = 0 und <I> = 0 die Gleichungen der beiden Punktepaare 
1, l' und 2, 2' in Liniencoordinaten u, v, 80 sind aIle Kegelschnitte 
unserer linearen Schaar in der Form F + l<l> = 0 darstellbar; ihre 
Brennpunkte sind also die il* dem Gewebe 

'1) F + l<t>+ tt(u2 + VB) = 0 

vorkommenden unendliek vielen Punktepaare. Von allen diesen Puukte
paaren aber wissen wir, dass sie eine Curve dritter Ordnung erfullen: 
die Hermite'sche Curve des Gewebes, und dass die Punkte jedes 
Paares auf dieser Ourve ein "Polepaari ' bilden ***), da die Ourve gleich
zeitig die Jacobi'sche Curve des dem Gewebe conjugirten Netzes 
ist. Die Axen der Kegelschnitte umhiillen die J aco bi'sche Ourve 
des Gewebes und die Hermite'sche Curve des conjugirten Netzes. 
Aus dem Gewebe kann man unendlich viele lineare Kegelschnitt
schaaren herausgreifen; sie fiihren aUe z'u derselben Ourve dritter 
Ordnung als dem Ode ihrer Brennpunkte. Da von der Ourve drei 

*) Vgl. Mobius, Gesammelte Werke, Bd. 2, p.227 (1863). 
**) Vgl. Bd.I, p.161. 

***) V gl. Bd. I, p. 520 f. und 527 if. 
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Polepaare, namlich 1 - 1', 2 - 2' und P - P' gegeben sind, so kann 
die Construction beliebig vieler Punkte der Curve nach der Schro
ter'schen Methode erfolgen *). 

In jeder dem Gewehe (1) angehOrigen linearen Schaar befindet 
sich eine Curve, von der die unendlich ferne Gerade beriihrt wird, 
also eine Parabel. Der eine Brennpunkt derselhen liegt unendlich 
weit, der andere (im Endlichen gelegene) werde mit C bezeichnet. 
In der Strahleninvolution mit dem Centrum P giht es nur einen 
Strahl, welcher die unendlich ferne Gerade zu einem Paare der In
volution erganzt. Es ist daher C der reelle Punkt dieses Strahles 
und gemeinsamer Brennpunkt alter in dem Gewebe (1) vorkommenden 
Parabeln. Da der Punkt C auch nur durch einen anderen Punkt zu 
einem Punktepaare des Gewebes (1) erganzt werden kann, so folgt, 
dass die erwahnten Parabeln eine gemeinsame Axe haben, dasssie 
also ein "confocales System" bilden **). 

Zur Construction von C gelangen wir durch folgende Ueber
legungen. Durch die Involution wird jed em Punkte der Ebene ver-

Fig.3L 

moge einer lineareJ~ hinaren Transformation ein anderer Punkt der
selhen Ebene zugeordnet. Das Doppelverhaltniss von vier Punkten 

*) V gl. Bd. I, p. 529, 541, 902. Der Ort der Brennpunkte einer Kegel
schnittschaar ward von Salmon bestimmt: Analytische Geometrie der Kegel
schnitte, Aufgabe 7 und 8 in art. 310 der zweiten Auflage von Fiedler's 
Bearbeit~ngj dieser Ort ist von Schroter undo Durege in Bd. 5 der Math. 
Annalen eingehend studirt. 

**) Wie bei dem Systeme confocaler Ellipsen und Hyperbeln gehen durch 
jeden Punkt der Ebene zwei Curven des Systems, die sich rechtwinklig durch
schneiden. Man erbll.lt die Gleichung eines solchen Systems leicht durch dua
listische Uebertragung aus Bd, I, p. 136, wenn man bedenkt, dass von den vier 
gemeinsamen Tangenten aller confocalen Parabeln zwei in die unendlich ferne 

40* 
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wird also bei dieser Zuordnung nicht gelindert. 1st das Doppel
verhaltniss von vier Punkten ree11, so ist auch das Doppelverhaltniss 
der entspreehenden Punkte ree11, d. h. Punkte, welche auf einer Geraden 
oder auf einem Kreise liegen, gehen in ebenso1che Punkte uber. In 
unserem durch die Paare 1 - l' und 2 - 2' bestimmten vollstandigen 
Vierseite Hegen die Punkte 1', 2, 3', 00 in gerader Linie, folglieh 
die zugeordneten Punkte 1, 2', 3, C auf einem Kreise (vgl. Fig. 31), 
cia 1, 2'; 3 nicht Punkte derselben Geraden sind; ebenso ergibt sieh, 
dass die Punkte 1, 2, 3', 0, ferner 1', 2, 3, G und 1', 2', 3' C je 
auf einem Kreise liegen. Wir erhalten so beiHiufig den Satz: Die 
vier Kreise, welche sich urn die vier von den Eeiten eines Vierseits ge
bildeten Dreieeke besehreiben lassen, schneiden sich in einem gemeinschaft
lichen Punkte. Dieser gemeinsehaftliehe Eunkt ist der Brennpunkt C 
unserer Parabeln; der Brennpunkt also wird dureh Vermittelung 
jener Kreise gefunden. Die durch F gehende Axe / des eonfocalen 
Parabelsystems (in Fig. 31 mit r bezeichnet) enthalt den unendlich 
femen Mittelpullkt (Pol der unendlich fernen Geraden) aUer unserer 
Parabeln, sie ist also parallel zu derjenigen Geraden, welche als 
Ort der Mittelpunkte alIer Kegelschnitte, die das Vierseit beriihren, 
die Strecken 1 - 1', 2 - 2' und 3 - 3' gleichzeitig halbirt. 

Bisher betrachteten wir nur eine gewisse einfach unendliche 
Reihe von Punktepaaren unserer Involution, welche sich auf einer be
stimmten Curve dritter Ordnung zu Polepaaren anordneten. Um alle 
Punktepaare der Involution ~u erhalten, mussen wir uns einfach un
endlich viele derartige Curven eonstruirt denken. Zu allen diesen 
Curven muss der Punkt G in derselben Beziehung stehen. Sei nun 
4 - 4' ein nicht auf der bisher untersuchten Hermite'schen Curve 
gelegenes Paar der Involutio;n, so muss man von 1 - l' und 4 - 4' 
aus zu demselben Punkte C durch die entsprechenden Constructionen 
gelangen; die Linie r aber wird jetzt eine andere Lage annehmen. 
Umgekehrt konnen wir durch C eine beliebige Gerade ziehen und 
sie als Axe eines Systems confocaler Parabeln benutzen. Der unend
lich ferne Punkt dieser Axe liefert uns zusammen mit C ein Polepaar 
auf einer Ourve dritter Ordnung, die durch ein weiteres 'Polepaar 
(etwa 1 - 1') vollkommen bestimmt ist (da ausserdem die Kreis
punkte P und P' ein Polepaar bilden mussen). .4.118 anderen Pole-

Gerade zusammengefallen sind, wahrend die beiden anderen den Brennpunkt 
mit den imaginaren Kreispunkten verbinden. Die Gleichung einer solchen Schaar 
ergibt sich auch fUr '!I = 0 ans (44), p. 304 in Variabeln x und z. MobiuB 
bezeichnet C als den Centralpunkt der Involution. 
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paare desselben Systems auf dieser Ourve gehiYren dann offenbar eben
falls Ztt den Punktepaaren unserer Involution. In dem imaginaren 
Strahlbiischel, das von P ausgeht, ist nur ein Strahl, der mit dem 
durch 0 gehenden ein Paar bildet; dieser Strahl aber ist reell, wird 
also d urch jeden seiner (unendlich femen) Punkte dargestellt; und 
desbalb kann 0 mit jedem Punkte der unendlich femen Geraden zu
sammen ein Polepaar der erwiibnten Art bilden. Sei nun F = 0 
die Gleicbung des Paares 1 - 1', und U = 0 die Gleichung des 
Punktes 0, so ist die Gleichung des Polepaares, des sen einer Punkt 
mit C zusammenfallt, von der Form U(u + vv) = O. AlIe mit 
diesen beiden Paaren auf derselben Ourve dritter Ordnung liegenden 
Polepaare sind die in dem Gewebe*) 
(2) F + l U (u + vv) + p.(u2 + v2) = 0, 
dessen Gleichung analog zu (1) gebildet ist, vorkommenden, in 
Punktepaare zerfallenden Kegelscbnitte. Die doppelt unendliehen 
vielen Punktepaare der Involution werden daher von denjenigen Paaren 
gebildet, welche als Curven zweiter Klasse in dem dreifach unendlichen 
linearen Systeme von Kegelsehnitten enthalten sind, das dureh die 
Gleiehung 
(3) kF+ lUu + mUv + n(u2 + v2) = 0 
dargestellt wird, wenn k, 1, m, n variable Parameter bedetden. Die 
Punktepaare der Involution sind gleichzeitig die reellen Brennpunkte
paare aner Kegelschnitte der viergliedrigen Schaar (3). 

Die Involution enthalt zwei reelle Doppelelemente; an zwei 
Stellen der Ebene muss es also vorkommen, dass die Brennpunkte 
eines Paares zusammenfallen, d. h. dass die entsprechenden Kegel
schnitte in Kreise iibergehen. Urn diese Stell en zu bestimmen, be
trachten wir den Buschel von Curven zweiter Ordnung, dessen Curven 
sammtlich zu allen Kegelschnitten des Systems (3) conjugirt (mit 
ihnen in vereinigter Lage) sind **). J eder der vier Basispunkte dieses 
Buschels stellt, doppelt gezahlt, eine Ourve zweiter Klasse dar, die 
zu allen Kegelschnitten des Biischels conjugirt ist; denn ein Doppel
punkt muss auf der Curve zweiter Ordnung liegen, urn die Forderung 
der "vereinigten Lage" zu erfiillen***). In dem Kegelschnittsysteme (3) 

*) Man iiberzeugt sich leicht, dass das allgemeinste Gewebe, in dem die 
imaginaren Kreispunkte vorkommen, durch eine Gleichl1ng der Form (2) dar
gestellt wird. 

**) V gI. Bd. I, p. 385, wo n = 2, r = 3 zu nehmen ist. 
***) VgI. Bd. I, p. 525. - Es sei hier bemerkt, dass man (nach dem Vor

gange von Reye) zwei zu einander conjugirte (oder in einer vereinigten Lage 
befindliche) Kegelschnitte al1ch als zu einander apolar bezeichnet. 
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kommen daher vier doppelt zahlende Punkte vor: die gemeinsamen 
Schnittpunkte der Kegelschnitte des conjugirten Biischels. Hiernach 
miissten auch vier Brennpunktepaare, d. i. Paare unaerer Involution, 
in Doppelpunkte auaarten; da die Involution aber nur zwei Doppel
elemente besitzt, so sind von diesen vier Punkten stets zwei ima
ginar. Der su (3) conjugirte Biisehel hat daher zwe:i imaginiire und 
zwe:i reelle Basispun1de; die letzteren steZten in der oomplexen Ebene die 
DoppeleZemente der durch 1 . 1 'und 2 - 2' gegooenen Involution dar. 

Es muss jetzt nur noch angegeben werden, wie man diese 
Doppelelemente constructiv bestimmt. Fiir aIle Kegelschnitte des 
erwahnten Biischels bildet der Punkt 0 mit jedem Punkte der un~ 

endlich fernen Geraden ein Paar eonjugirter Pole; die unendlich 
ferne Gerade ist daher die Polare·. des ,Punktes C I d. h. C ist der 
gemeinsame Mittelpunkt aller Kegelschnitte des Buschels*). Da 
femer auch die imaginli.reJ;!. Kreispuukte ein conjugirtes Polepaar 
bilden sollen, so besteken alle Kegelschnitte des Biischels aus coneen
trischen gZeichseitigen Hyperbeln (d. i. Hyperbeln mit zu einander recht
winkligen Asymptoten). Naher definirl werden sie dadurch, dass sie 
aIle ein in der Ebene beliebig gegebenes Punktepaar 1 - l' zu con
jugirten Polen haben sollen. Dieses Punktepaar stellt also die 
Doppelelemente derjenigen Involution dar, welche von den Hyperbeln 
des Buschels auf der Verbindungslinie von 1 mit l' ausgeschnitten 
wird. Letztere Verbindungslinie wird daher in den Punkten 1, l' 
von je einer Hyperbel des Biischels beriihrt**), die leicht zu con
strairen ist. Die in 1 beriihrende HyperbeI z. B. muss aueh, da sie. 
ihren Mittelpunkt in 0 hat, dureh den auf der Linie 1 - 0 gelegenen 
Punkt I gehen, der von 0 in entgegengesetzter Richtung ebenso weit 
entfernt ist, wie der Punkt 1. Da die beiden Tangenten in den End
punkten eines Durchmessers einander parallel sein mussen, so ist 
auch die Tangente der Hyperbel in I bekannt, ferner der zu heiden 
parallele- conjugirte Durchmesser. Die heiden Winkelhalhirenden der 
conjugirten Durchmesser liefern dann sofort die Asymptoten der Hy
perbel ***). Wir kennen also vier Tangenten und deren Beriihrungs
ptmkte fUr die gesuchte HyperbeZ, 80 dass wir jetzt beliebig viele 
Punkte derselben linear constuiren konnen. Ebenso wird die zweite 
Hyperbel, von der die Gerade 1 - l' in l' beriihrt wird, naher be-

*) Gleichzeitig ist 0 der "Mittelpunkt" aner in Betracht kommenden Cur
ven dritter Ordnung. Ueber solche Curven mit Mittelpunkt vgL Kupper, 
Schiomilch's Zeitschrift, Bd. 10 und 14. 

**) V gl. Bd. I, p. 184 f. 
***) V gL Bd. 1, p. 81£. nnd 92 if. 
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stimmt; von den vier Schnittpunkten beider sind zwei reell und liefern 
in der complexen Ebene die Doppelelemente der gegebenen Involution. 

Die Auffindung der letzteren hangt von einer quadratischen 
Gleichung ab; die biquadratische Gleichung, welche die vier Basis
punkte des Biischels von Hyperbeln bestimmt, muss sich daher auf 
zwei quadratische reduciren. In der That ist auch das eine in dem 
Buschel enthaltene reelle Linienpaar bekannt; somit ist nur die eine 
der beiden Hyperbeln mit den Linien dieses Paares zum Durchschnitte 
zu bringen; die Construction der zweiten Hyperbel ist nicht noth
wendig. In der That muss ja jenes Linienpaar gleichzeitig zu den 
beiden Verbindungslinien von C mit den imaginaren Kreispunkten 
und zu denjenigen mit 1 und l' harmonisch liegen; es ist also durch 
die beiden Winkelhalbirenden dieser letzteren Linien gegeben. Von 
der gegenseitigen Lage der gleichseitigen Hyperbeln macht man sich 
leicht ein Bild, wenn man bedenkt, dass die Gleichung des Biischels 
in del' Form 

x2 - 1 - y2 + 2lxy = 0 

geschrieben werden kann. Dabei haben die vier gemeinsamen Punkte 
die Coordinaten 

x = + 1, y = 0 und x = 0, y = + i. 
Das reelle Linienpaar ist xy = 0*). 

Die nunmehr bekannten Doppelelemente der Involution mogen 
mit Q und Q' bezeichnet werden. Jedes Punktepaar auf ihrer Ver
bindungslinie, das zu beiden harmonisch liegt, gehorl dann eben falls 
der Involution an. Schlagen wir ferner um die Strecke Q - Q' als 
Durchmesser einen Kreis, so schneidet jede auf Q - Q' senkrechte 
Linie diesen Kreis in einem Paare der Involution. Dieser Kreis 
bildet mit der Linie Q - Q' zusammen eine der unendlich vielen Curven 
dritter Ordnttng, deren Polepaare unsere Involution darsteUen. In der 
That wird man durch die bekannte Vierseitsconstruction (p. 627) von 
zwei der erwii.hnten Punktepaaren, die nicht beide auf Q • Q' liegen, 
stets zu einem dritten Paare gefuhrt (vgl. Fig. 32). Je vier Linien 
eines solchen Vierseits werden von zwei Kreisen beruhrt, deren Mittel
punkte in Q und Q' liegen. Die Brennpunktepaare aller Kegel
schnitte, welche dieselben vier Geraden beriihren, liegen auf der er-

*) Demselben Hyperbeln - Systeme begegnet man bei der durch die Trans

formation ~ = Z + Z-l vermittelten conformen Abbildung; vgl. z. B. Tafel XIV 
in Holzmiiller's Einfiihrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften, 
Leipzig 1882. 
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withnten zerfallenden Ourve dritter Ordnung*). Zu jedem solchen 
Paare gehoren unendlich viele, einander confocale Kegelschnitte des 
Systems (3); insbesondere erhalt man so alle reellen Kreise, welche 

Fig. 32. 

in dem dreifach unendlichen Systeme (3) von CurveJ~ zweiter Klasse 
vorkommen: die Systeme concentrischer Kreise um die Punkte Q und Q'. 

Dass in der That nur eine einzige Gleichung zweiten Grades 
zur Bestimmung der Doppelelemente einer Involution nothig ist, 
wird aueh geometrisch vollkommen deutlich, wenn man nach von 
Staudt's Theorie des Imaginaren diese Construction in der eom
plexen Ebene ausfiihrt. Es seien die beiMn Paare "" ~ v und Al - A2 
in der Ebene gegeben. Durch die funf Punkte 1', v, A17 A2 und den 
imaginaren Kreispunkt P denken wir uns einen (imaginaren) Kegel
schnitt gelegt. An ihn haben wir von dem Schnittpunkte N der 
Linien p, - v und A1 - A2 die beiden Tangenten zu legen; ihre Be
riibrungspunkte liegen auf der reellen Polare von N in Bezug auf 
den Kegelschnitt. Die reellen Punkte der Verbindungslinien von P 
mit diesen Beriihrullgspunkten sind die gesuchten Doppelelemente der 
Involution. Die vollkommene Durchfuhrung der verlangten Oon· 
structionen mit Hiilfe der fruher entwickelten Methoden (p. 110 ff.) 
bietet keinerlei Scbwierigkeiten und diirfte auch nicht umstand· 
licher sein, also die Bestimmung der Doppelelemente durch die vorhin 
benutzten gleichseitigen Hyperbeln. 

*) Diese ausgeartete Curve wird von Durege a. a. O. als Ort der Brenn
punkte einer Kegelschnittschaar betrachtet. 
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In dieser Weise liisst sich jede der friiher im reeUen oder imagi
naren Strahlbiischel ausgefiihrten Oonstructionen auf die complexe Ebene 
iibertragen, wenn auch durch solche Uebertragung nicht immer die 
einfachsten Construction en gewonnen werden. Eine grosse Erleich
terung fiir die complexe Ebene wird dadurch erreicht, dass man die 
Punkte 0, 1, 00 zunachst bei der Construction auszeichnet und erst 
nachtraglich durch beliebige Punkte der Ebene ersetzt. Es moge 
dies im Folgenden an einigen Beispielen erlautert werden. 

1) Aufgabe 5, p. 116. Es soll ein Punkt 11 gefunden werden, 
welcher eusammen mit einem gegebenen Punkte Al ein Paar einer Invo
lution bildet, die bestimmt ist dt!rch ein anderes Paar /1, v und einen 
ihrer reellen Doppelpunkte Aj!. 

Fiir 11 = 0, Aj! = 00, AS = 1 wurde 6 = /1 + v; und durch 
Uebertragung der von Staudt'schen Construction fanden wir oben 
die gebrauchliche Construction der Summe zweier complexen Zahlen 
(vg1. Fig. 30, p. 625). Legen wir jetzt A1 , All, As an beliebige Stallen 
der Ebene, so haben wir einfach folgende Regel zur Auffindung von 6: 

Man lege einen Kreis Kl durch 1-', v und All' einen Kreis Kj! durch 
Al und /1, so dass er den Kreis Kl in p- rechtwinklig schneidet, 
ebenso durch 11 und v einen Kreis Ks, welcher mit ~ in v einen 
rechten Winkel bildet. Der zweite Schnittpunkt von KlI und Ka ist 
der gesuchte Punkt 6. In der That liegen auch in Fig. 30 die Punkte 
0, p-, tJ und 0, v, 6 je auf einem Kreise, welcher von der Geraden 
p- - v orthogonal geschnitten wird. Diese Gerade aber geht bei Ver
legung des Punktes 00 (durch lineare Transformation) in einen 
Kreis iiber. 

Man kann auch zuerst das zweite Doppelelement Aj!' aufsuchen. 
Zu dem Zwecke zieht man in ~ die Tangente von KlI bringt die
selbe in M mit der Linie I-' - v zum Schnitte und legt von M aus 
die zweite Tangente an K 1 ; ihr Beriihrungspunkt ist ~'. Man 
braucht nur noch den Kreis KlI mit einem durch All All und Aj!' ge
legten Kreise ~ zum Schnitte zu bringen, urn tJ zu :linden. 

2) Aufgabe 6, p. 117. Es soll ein Punkt n gefunden werden, 
welcher einen gegebenen Punkt ls eu einem Paare einer Involution er
ganzt, die durch zwei gegebene Paare 1-', v und AI' 12 definirt ist. 

Fiir As = 00 wurde die Aufgabe im V orstehenden von uns be
handelt; wir haben jetzt nur in Fig. 31 das Paar 1-1' durch t-' - v, 
das Paar 2 - 2' durch Al - ~ zu ersetzen. Der Punkt 0 ist dann 
identisch mit dem von uns gesuchten Punkte 11:. Legen wir nun As 
an eine beliebige Stelle der Ebene, so gehen die Geraden der Fig. 31 
in Kreise fiber, und wir erhalten folgende Construction: Man lege 
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durch (J-, AO J ll1 

" 
" v, All All I 

" (J-, A2, lil' 

" v, A2 und den zweiten Schnittpunkt (AD 
von Ks mit K" 

" (J-, All und den zweiten Schnittpunkt (AJ 
von KI mit Kll j 

die beiden Kreise Kr, tend Kr, treffen sick in dem gesfwhten Ptmkte nj 

und durch denselben Punkt gehen die beiden Kreise hindurch, auf 
denen bez. die Punkte (J-, All A4.' und v, Al , A4 gelegen sind. 

Lassen wir jetzt insbesondere itl = 0, A2 = 00, As = 1 werden, 
so geht die oben erwiihnte (p. 623), fur unsere Aufgabe charakte
ristische Gleichung uber in: 

p,·v=n. 
Unsere Construction lOst also in diesem Palle die Aftfgabe, das Product 

Fig. 33. 

K, 

zweier complexen Zaklen con
struetiv zu bestimmen *). Man hat 
zu dem Zwecke einen Kreis KI 
durch p" 0 und 1 zu legen (vgl. 
Fig. 33), den Punkt v mit 1 
durch eine Gerade ~ zu ver
binden, welche ~ in l, trifft, 
sod ann den Kreis Ks durch v, 
o und 1 zu legen und mit der 
Verbindungslinie K, der Punkte 
p, und 1 in l{ zum Schnitte zu 
bringen, endlich den gesuchten 
Schnittpunkt ']f; der Geraden 
v - A'; und p, - A4 zu bestim
men. Der Punkt ']f; liegt dann 
sowohl mit den Punkten p" itl 

(= 0), l';, als mit den Punkten v, All it, auf je einem (in Fig. 33 

*) Diese Aufgabe wird sonst durch Vermittlung gewisser ahnlicher Dreiecke 
gelost; vgl. z. B. Holzmiiller, a. a. O. p. 11. Das Dreieck 0 -1- "" wird durch 
eine Aehnlich keitstransformation in die neue Lage 0 - 11 - n iibergefiihrt. Wird 
"" = 11, so erhalt man Buccessive aHe Punkte tit, ",,3, .... Dass aHe diese Punkte 
auf einer logarithmischen Spirale liegen, ist eine Consequenz des Satzes, dass 
sich bei einer Aehnlichkeitstransformation aHe Punkte auf logarithmischen Spi
ralen bewegen (vgl oben die Note zu p. 645). 
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punktirten) Kreise. 1st I'" reell, so geht ~ in eine gerade Linie 
fiber; sind /-' und v reell, so hat man die frfihere von Staudt'sche 
Construction anzuwenden. 

Ffir /-' = v wird die Construction unbrauchbar. Die dann ent
stehende Aufgabe, das Quadrat /-,2 = 'It einer gegebenen Zahl zu con
struiren, wird offenbar in der folgenden Weise gelOst. Man ver
langere die Strecke 0 - I'" fiber 0 hinaus um sich selbst; dadurch 
findet man den Punkt 1"", der mit I-' zusammen die Doppelelemente 
der Involution bildet. Durch 1-', /-,' und 1 lege man einen Kreis 
und construire dessen Tangenten in I-' und 1""; dieselben mogen sich 
in M schneiden; die Gerade M - 1 schneidet dann auf dem Kreise 
den gesuchten Punkt 1"'2 aus. 

Die umgekehrte Aufgabe, aus einer gegebenen Zahl 'It zu der 

Zahl + yn dutch Construction zu gelangen, ffihrt zu der schon be
handelten (p. 630) zurfick, die Doppelelemente einer durch zwei 
Paare (0 - 00 und '1t - As) bestimmten Involution aufzusuchen. 

3) Es soll ein Punkt v gemiiss der Gleichung (8), p. 119 con
struirt werden. Die Aufgabe ist in der U mkehrung der vorhergehenden 
enthalten. Fur den Fall Ai = 0, A2 = 00, As = 1 gibt sie die oben 
besprochene Construction des Punktes i (p. 623 f.) Die Verallgemei
nerung der letzteren durch Verlegung des unendlich fernen Punktes 
fuhrt also zur Construction der Doppelelemente einer Involution, welche 
durch zwei Punktepam'e eines und desselben Kreises definirt wird, falls 
diese Paare zu einander harmonisch lie gen. Auf dem Kreise K mogen 
At und As harmonisch zu A3 und A4, liegen; dann lege man durch A3 
und A4, einen Kreis ~, welcher K in beiden Punkten rechtwinklig 
schneidet, ebenso einen zweiten Kreis Ks durch A1 und A2 , der eben
falls K unter rechtem Winkel begegnet. Die beiden Schnittpunkte 
von ~ und Ka sind die gesuchten Doppelelemente. 

Nachst der harmonischen Lage von vier Punkten ist die iiqui
anharmonische Lage in Betracht zu ziehen. Da dieselbe in bekannter 
Weise bei den binaren cubischen Formen zur Anwendung kommt, 
so konnen wir auf die Theorie der letzteren vel'weisen*), welche 
auf der Kugel schon hinreichend besprochen wurde (p,614). Nimmt 
man insbesondere die drei Grundpunkte auf dem durch sie zu legenden 
Kreise aquidistant an, so wird die Covariante Q durch die drei dia
metral gegenuberliegenden Punkte dargestellt, und die Hes se' sche 
Covariante durch den unendlich fernen Punkt und den Mittelpunkt 

*) Vgl. Beltrami und Wedekind a. a. O. 
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des Kreises. Bringt man dann den unendlich fernen Punkt durch 
Hneare Transformation in eine beliebige Lage, so bildet er zusammen 
mit dem anderen Punkte der Hesse'schen Covariante die beiden 
"Grenzpunkte" eines Systems von Kreisen, die sich in zwei imagi
naren Punkten sehneiden (vgl. p. 610), und auf deren jedem unend
lich viele Formen dritter Ordnung liegen, welche aIle dieselbe 
Hesse'sche Covariante besitzen. 

Bei der geometrischen Definition des allgemeinen complexen 
Doppelverhii.ltnisses a + ifJ von vier Punkten legten wir fruher Ge
wicht darauf, dass man stets vier reelIe Punkte construiren kann, 
deren Doppelverhii.ltniss gleich einem Vielfachen von IX, und vier 
andere, deren Doppelverhiiltniss gleich einem Vielfaehen von f1 ist 
(p. 123 if.). In der complexen Ebene dagegen, woo das Doppelver
hiiltniss von vier auf einem Kreise befindliehen Punkten stets direct 
durch dasjenige von vier reeIlen Strahl en dargestellt wird (p. 623), 
konnen wir uns darauf beschranken, einen vierten Pttnkt anzugeben, 
der mit dreien der gegebenen Punkte auf einem Kreise liegt 'ttnd mit 
ihnen das Doppelverhiiltniss 2a, sowie einen andern, der mit ihnen in 
gleicher Weise das DoppeZverhiiltniss 2 fJ bestimmt. Seien AI' All' As, A4 
die gegebenen Punkte, so denken wir uns durch Hneare Transforma
tion All All' As bez. an die Stellen 0, 1, 00 gebrachtj dann geht A4 in 
IX + ifJ uber. Mit Hulfe des Punktes IX - ifJ construiren wir nach 1) 
die Summe (IX + ifJ) + (a - ifJ), d. h. den Punkt 2a. Sodann pro
jiciren wir von einem Punkte M des durch A,lI ~, A,s gelegten 
Kreises die Punkte 0, 1, 2a, 00 auf dies en Kreisj dann liisst siclt 
durch M in bekannter Weise ein Strahl M -,." so construiren, dass 
die Relation 

M(O, 00, 1, 2ct) 7\ M(Al! lSI ls, ,.,,) 
bestehtj deJr Schnittpunkt ,." dieses Swahles mit dem Kreise ist der ge
suchta Pttnkt, welcher mit III All' As fJusammen das Doppelverhiiltniss 
2a bestimmt; ebenso ergibt sich durch Benut~ung der Subtraction 
ein Punkt, der mit All ~, AS ein Quadrupel vom Doppelverhaltnisse 
2P bildet*). Wenig complicirter ware es, Punkte zu construiren, die 
mit dreien der gegebenen zusammen die Doppelverhaltnisse IX bez. f1 
ergeben. 

Wenn es unser Zweck war, in den letzten Untersuchungen zu 

*) Wedekind definirt a. a. O. ein complexes Doppelverhiiltniss mit Hiilfe 
der Winkel, unter welchen die durch je drei der vier Punkte zu legenden Kreiss 
sich gegenseitig schneiden. 
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zeigen, wie die Vorstellungen der allgerneinen projectivischen (Cay
ley'schen) Maassbestimmung, also auch der nicht-Euclidischen 
Geometrie fur mannigfache Probleme von V ortheil sind, ganz un
abhangig davon, welchen Dienst diese Vorstellungen bei Priifung 
der Grundlagen der Geometrie bieten, so muss hervorgehoben werden, 
dass un sere Betrachtung iiber die Darstellung der complexen Werthe 
x + iy in der Ebene nicht mehr zu diesen Problemen zu zahlen ist. 
Wir glaubten nur, auf dieselbe eingehen zu sollen, da wir ihrer 
wiederholt bedurften, und da es nothwendig schien, den Zusammen
hang mit der vo n Sta ud t' schen Theorie, welche sonst der projecti
vischen Denkweise naher liegt, klar zu legen und an Beispielen naher 
zu verfolgen. In der Mathematik ist es an sich erlaubt, sich eines 
jeden Hiilfsrnittels zu bedienen, das zurn vorgesteckten Ziele fiihrt. 
Dem methodischen Gedankengange zu Liebe verschmaht man oft das 
eine, bevorzugt das andere, auch wenn letzteres fiir den Augenblick 
weniger handlich erscheint.Wenn man sich aber entschliesst, die 
verschiedenen Methoden und Hulfsmittel, wie sie sich gerade dar
bieten, zu benutzen, so ist es stets ausserordentlich lehrreich, sich 
bei jedem Schritte doch des Zusammenhanges dieser Methoden unter 
einander bewusst zu bleiben; und aus diesem Grunde durften wir noch
mals Hinger bei der Theorie imaginarer Elemente verweilen. 
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all = Complex l wn Grades; an = Curve nter Ordnnng; 

F" = Flii.che nwr Ordnung. 

Abbildungen, ebene eindeutige einer 
F2t 414 if., 423; - eines Kegels 431. 

Abel 44, 574; -'sche Integrale, 611. 
Abschnitte einer E. auf den Cccrdinaten-

axen, 13 f., 18. 
AbstandsverhlUtnisB 30. 
Abwickelbare Flache, s. Flache. 
Addition, constructive, 116, 118, 457, 

624. 
Aehnlichkeitstransformation 374. 
d'Alembert 189, 374. 
Ampere 287. 
Anfangspunkt der Coordinaten 2. 
Apollonius 189, 429. 
Archimedes 174. 
Archytas 206. 
Argand 105, 621. 
Aronhold 210. 
Asymptotenkegel 194. 
Axe, Coordinaten - 2 ; eines !inea-

ren Ol. 55, 60, 103, 348, 354; - der 
Congruenz 1. Ord. und Kl. 348. 

Axiome 554 if. 

Bachmann 382. 
Ball 62 f., 377. 
Baltzer 16, 105, 154, 206, 384, 543 if., 

657. 
Battaglini 44, 85. 
Bauer 168. 
Beez 625. 
Beltrami 238, 468,524, 526, 628, 614, 635. 
Beriihrung zweier F2 in einzelnen 

Punkten 216 ff., 259 if.; - in einem 
Kegelschnitte 135 f., 231, 266; -
langs gerader Linien 230, \132. 

Beriihrungsebene s. Tangentenebene. 
Bewegungen 373 if., 464, 4G9, 473, 

496ff., 518 if., 540, 547 f., 555, 611; 
endliche Gruppen von - 558, s. 
Gruppen. 

Bezout 126. 
Bild 415. 
Bildebene 414. 
Binare Form, s. Form. 
Binet 44, 165, 269, 283, 288. 
Bobillier 27, 147. 
Boklen 304. 
Bogenelement 471,475, 478, 017, 524. 
du Bois-Reymond, P. 448, 462. 
Bolyai 467f., 474 f., 483 f., 494, 504, 

556, 650. 
Borchardt 104, 168. 
Bouquet 574. 
v. Braumiihl 297, 299. 
Brennflii.che einer Congruenz 392, 405 ff. 
Brennlinien, s. Focallinien. 
Brennpunkte bei Rotationsfl. 204. 
Brianchon 137; - 'sches Sechseck 582, 

587, 593 ff., 598. 
Brill 190. 
Bring 605. 
Brioschi 588, 599, 604. 
Briot 574. 
Buschel von F2 207 i s. Ebenen - und 

Strahl-Biischel. 

Cantor, M. 206, 551. 
Capella, Martianus 654. 
Cauchy 168, 210, 270. 
Cayley 44, 62, 81), 21)0, 360, 368, 384, 

403, 420, 468, 474, 532, 588, 609; 
- 'sche Formeln 384. 

Chaslee 1, 3, 20, 23, 35, 44, 52, 104, 
126, 137,147, 164 f., 195, 231,234, 
238, 250, 269, 278, 283, 288, 297 f., 
337, 362, 376, 403, 420, 427 f., 431. 

Christoffel 403, 521). 
Clairaut 3, 312 f. 
Clebsch 44, 134, 168, 234, 238, 273, 

289, 392, 561, 564, 573, 582, 595, 
597 r., 601, 605. 
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Clifford 371, 384, 512, 521, 55!. 
Complex, allgemeiner 244 f., 404 f.; Ii

nearer 51 if., 102, 354 f., 398; -
bei Os 242, 246; - - Benutznng 
zur Transformation einer F2 in sich 
357,395; desgl. zur Bestimmung alIer 
Bewegungen 375 if.; - Beziehung zu 
einer F» 343 if.; - Transformation 
in sich 389 ff.; - desgl. mittelst 
Correlationen 403 if.; - specieller 
linearer 51, 356, 363 f.; - tetrae
draler 288, 393; -e besondere zwei
ten Grades 404 ff. 

-curve 245. 
-kege1245. 
Confocale F2 269 ff., 290 ff.; - Kegel 

276; - Paraboloide 303. 
Congruenz zweier line .. Ol. 59, 248 f., 

354; - 2ter Ordg. u. Klasse 392 ff. 
Constructionen,harmonische, 116 if., 453, 

633 if. 
Contingenzwinkel, 477, 479, 624 if. 
CoordinateD, rechtwinklige 2, 80, 480, 

532; - Bchiefwinklige 94; - homo
gene od. tetraedrale 80 ff., 448, 459; 
- orthogonale 272; - elliptische 
272; - -veralIgemeinerte 291ff.; -
bei Kegeln 324 if.; - bei Cylindern 
334; - parabolische 304 f. 

- einer Ebene 18 f., 25, 83, 461. 
- einer Geraden 43, 85. 
- Transformation, orthogonale 70 ff.; 

homogene 92 if., 441. 
Correlation 402; s. Verwandtschaft. 
Cosinussatz 483. 
Cremona 36, 238, 416; - 'sche Trans

formation 426, 429. 
Curtze 36. 
Curve, ebene 22; - im Raume 5 f., 

25 f., 206; - auf F2 417 ff., 424; 
- 3. Ordg. 221 f., 237 if.; - - auf 
F2 420; - - Glchg. in Ebenen
coordinaten 243, Liniencoordinaten 
244; - - Parameterdarstellung 241, 
249; - - Eintheilung 250 if.; -
4. Ordg., 1. Species 207, 272, 421; 
- - mit Doppelpunkt 216, mit-Riick
kehrpunkt 219, Ausartungen 221 ff.; 
- - 2. Species 421. 

-n mit linearen Transformationen in 
sich 317 f., 320, 396, 520, 537. 

Cyclisch-projectivisehes System 561,616. 
Cylinder 155, 180, 133; s. Rotations-; 

- eUiptischer und hyperbolischer 
156, 162, 180, 190; - parabolischer 
156, 162, 181, 337. 

Cylindroid 62, 354. 

Darboux 297, 455. 
Dedekind 525. 
Definitionen 542. 

Demonferrand 283. 
Descartes 2 f. 
Determinante einer F2 136; Verschwin-

den derselben 147 if. 
Developpable, s. Flache, abwickelbare. 
Diametralebene bei F t , 165. 
Diilder-Form und -Gruppe, 562 f., 616. 
Diiferentiale, homogene 95. 
Directricen einer Congruenz 59. 
Dodekaeder-Form u. -Gruppe 619, 578. 
Doppelebene 154, 157, 163. 
Doppelpunkt 200. 
Doppelverhli.ltniss 31 if., 96, 98, 452, 

459, 563; - imaginarer Elemente 
115 if., 130, 636. 

v. Drach 238, 250. 
Drehung 377, 473,498,521, 535, 609 if. 

620. 
-saxe, momentane, 377. 
Dreieck 494, 519, 613, 618; s. Trigo

nometrie. 
Dualitat 18 if., 25 f., 196 if.; s. Ver-

wandtschaft. 
Diihring 554. 
Dupin 263, 269, 273, 283, 291. 
Durchmesser, eines line. Ol.55, 60, 103; 

- einer F! 160; - - conjugirte 
164, 167. 

Durege 627, 632. 

Ebene, Definition 434; Gleichung 6, 13, 
15, 19, 96, 460; - unendlich ferne 
88; - - Beziehungen zu 011 103, 
zu F2 154 if., zu Os 250 If. 

-nbiindel 25, 28, 99, 501, 521. 
-ncoordinaten, s. Coordinaten. 
-nbiischel 25, 97 f. 
-npaar 151 if., 156, 162, 180, 201; 

imaginares 157, 162. 
Eigentliche Transformation, s. Trans-

formation. 
Einheitspunkt 441, 455, 461. 
Elementartheiler 233: 
Ellipse 203 f.; - cubische 250. 
Ellipsoid 156, 162, 188, 268; s. Fl. 

2. Ordg.; - imaginares 161. 
Elliptische Coordinaten, s. Coordinaten. 
- Geometrie, s. Geometrie. 
Encontre, 137. 
Entfernung zweier Punkte 3 i., 465, 517, 

532, 538; - kiirzeste zweier Geraden 
8 if., 505 ff.; - eines Punktes von 
einer Ebene 12; - eines Punktes 
von einer Geraden 7, 510. 

Erdmann, B. 528, 548, 554 f., 557. 
Erzeugende einer F. 36 if., 69, 132, 

144ff., 158, 195, 371,416, 419, 423, 
510; - eines Regels 22, 26. 

Erzeugung, projectivische einer F., s. 
Erzellgende; - - einer Os 237 f. 
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Euclid 164 438, 448, 462, 640, 543, 
545 547' 549, 555 f.; -ische Geo
metrie, ;. paraboIische Geometrie. 

Euler 2, 24, 164,.374, 384, 428. 

Fiedler, W.l, 63,195,377,455,460,474. 
Flache, Gleichung u. Parameterdar

stellung 5. 
- abwickelbare 24; - einer as 246 ff., 

- - gemeinsame zweierFJ' 202,259, 
262. . 

- 2. Ordnnng 3.6, 131, 197; - Besti'!l
mung durch Punkte 131; - SchUltt 
mit einer Geraden 133, 147; - -
mit einer Ebene 132, 157, 197, 419, 
428" - Gleichg. in Ebenencoordina
ten '138, 151, 196; - - in Linien
coordinaten .142 r., 197; - Polaren
theorill 131 if., 197; - imaginare 156, 
161' - Beziehung zur unendl. fernen 
Ebe~e 154 :If.; - Eintheilung 156, 
161 f., 200; - Transformation auf 
Hauptaxen 166 :If., 184 if., 264 if.;. -
invariante Bildungen 211 f.; Schnltt
curve zweier - 206 ff.; _ - beson
dere Falle 210 ff., ZUB&Dlmenstelluug 
236· - confocale 267ff., 2891f., 303 f., 
814! - Beziehung zu 04 843 :If.; -
line~re u. dualistische Transfo~atio
nen in sich 356 bez. 418; - Bezlehnng 
zu Correlationen 402 :If.; s. auch Ab
bildung, Focalcurven, Erzeug~nde, 
Fnndamental1l.il.che, Kemfl.., Smgu
laritatenfl.., 'fang,mtenebene n. Tan-
gentelJ.kegel. . 

- 2. Klp.sse 86, 196 ff.; - Eintheilung 
202; zwei -n 2. Kl. 252 if.; 289 ff.; 
- - lcsondere FlUle 259 if.; s. -
2.0rdg. 

- geradlinige 3. Ordg. 61, 854; --
4. Ordg. 849. 

-ninbalt des Dreiecks 494, 519; -
Definition 057. 

Flye st. Marie 468, 472, 483, 538. 
Focalcurven bei F J 268 If., 281, 288! 

286; - beim Kegel 27~, 281;. - bel 
Paraboloiden 304; - belRotatlOns-Fz 
263 f., 274. 

Form binare Darstellung auf der Kugel 
606' If., fij~ quadratische -:en 60Y, 
612' -en mit Transformationen lD 
sich 661; - - cubische 662, 614; 
- - harmonische 4. Ordg.664, 616; 
- - il.quianbarmonische 4. Ordg. 
677, 616; - - 6. Ordg. 671, 616; 
- - 12. Ordg. 586, 619. 

Frahm 345, 859 f., 383 f., 391,4.01, 404. 
Friedlein 551. 
Frischauf 468, 483, 604. 
Frobenius 360, 362, 390. 

Fuchs 587, 592, 603. 
Fundamentalllll,che bei Maassbestim

mungen 291, 518, 519, 529, 532, 611. 
Fundamental-Gerade u. -punkte 415. 

Galois 372. 
Gattung von Raum-O" 419. 
Gauss 105, 140,428, 467, 476, 478, 494, 

514, 630, 551. 
Gehring 296. . . .. 
Geodil.tische Limen auf F s , gewohn

Hche u. verallgemeinerte 298 if.,. 328, 
513; - besondere Falle 305 ft.; -
auf Cylindern 333 ff.; - auf Kegeln 
326 1f.; - auf Kugeln 822; - Ro
tatioDsB. 312, 882; - auf Parabo
loiden 806, 649. 

Geometrie, analytische 1, 448, 540; 
projectivische 433; - metrische 461 :If. ; 
- elliptische 468, 515 ff., 541, 049, 
068if.; - Euclidische s. parabolische; 
- hyperbolische 468, 494 If., 541, 549; 
- - auf Grenzllil.chen 500, 539; -
nicht-Ellclidische 468 if., 652; - pa
rabolische 468, 501, 529 ff., 641, 549, 
552. . . 

Gerade (gerade Linie), DefiDlbon 434, 
1)42' - Gleichungen 4, 21, 25, 41 if., 
49 '101; - imaginil.re 110; -:- -
er:ter Art 126; - - zweitcr Art 128. 

Gergonne 20, 137. 
Geyser 168. 
Giorgini 52. 
Gleichung, lineare 11, s. Ebene; -

2. Gr. s. Fl. 2. Ordg.; Aufl1>snng der 
- en 5. Grades 595 fI'.; desgl. fiir be
sondere - en 6. Grades 574, 595. 

Gordan 573, 588, 592, 597. 
Grassmann, H. 48 f., 376, 514, 539, 548, 

556. 
Graves 278. 
Gregory 549. 
Grenz-Curve 472, 499. 
- -Flil.che 322, 499 If., 639. 
Grossenaxiome 555. 
Grundbeg,riife der Geometrie 433 if.; s. 

Geometrie. 
Gruppen von Drehungen 620; - von 

Bewegungen 558; - - .in der ellip
tischen ebenen Geometne 665, 569, 
578 588if.· - - im Raume 593. 

- vo~ Tran~formationen, einer FI in 
sich 372; - - binil.rer Variabeln 
560 :If., 573, 578, 592, 620. 

Gundelfinger 164, 234. 

Hachette 69, 168, 189, 234, 427. 
Halley 428. 
Halphen 201, 426, 588, 592. 
Hamilton 44, 59, 296, 392, 539. 
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Hankel 105, 440, 448, 550. 
Harmonische Lage 435 if., 625; s. Con

structionen. 
Hattendorf 61l. 
Hauptaxen der F2 169, 184, 2M; -

des lin. Oll s. Axe. 
Heath 384. 
Heiberg 164, 541, 550, 554. 
Heine 272, 334. 
v. Helmholtz 468, 528, 538, 545 f., 548, 

556. 
Henrici 190. 
Hermes 59. 
Hermite 145, 360, 382, 593, 605. 
Hesse 11,27, 30, 81, 111, 164, 168, 234, 

269, 278, 342. 
Hipparch 428. 
Hohenlothe im Dreieck 488, 618. 
Holzmiiller 105, 631. 
Homofocale F I , s. confocale Fl' 
Hooke 428. 
Houel 548. 
Hultsch 429. 
Hurwitz 249, 647. 
Hyperbel 203 f.; - gleichseitige 206; 

- cubische 251. 
Hyperboloid, 1. Art (einschaliges) 166, 

162, 189; - - orthogonales 195; -
2. Art (zweischaliges) 156, 162, 188. 

Hyperbolische Geometrie, s. Geometrie. 

Jacobi 140, 145, 164, 168, 210, 273, 
283, 296f. 

Ideale Punkte u. Elemente 471, 496. 
Jerrard 605. 
Ikosaeder 578; -Form 619. 
Imaginare Elemente in d. Ebene nach 

v. Staudt 104 if., 622; - im Raume 
126 if.; - in der complexen Ebene 
621 if.; - auf der Kugel 607 if. 

Inhalt, s. FIll.cheninhalt; - des Te· 
traeders 15. 

Invariante einer FI 211; - einer F, 
u. eines ~ 343, 400; - n bei bi
naren Formen, s. Form. 

Involution, zur Darstellung imaginll.rer 
Elemente 106 if.; beim FJ·Biischel 
215; - bei FI-Schaar 266; - aus
gezeichnete auf einer Geraden 516; 
- - im Strahlbiischel 535, 545; -
in der complexen Ebene 626 if. 

Involutorische Lage zweier Oll 67 f., 
404 if. 

Joachimsthal 194, 289, 296. 647. 
de Jonquieres 376 :If. 
Jordan, C. 372, 403, 525, 650. 

Kanonische Form, s. Transformation. 
Kegel 22, 26; - 2. Ordg. 41, 148 ff., 

156, 162; -Hauptaxen 174; - im 
Olebach, Vorleaungen. II, 1. 

F2 - Biischel 208, 216 if.; - zweien 
FI umschrieben 262; Biischel von 
-n 236; - imaginiirer 156,162,188; 
- Abbildung 421; 8. auch Rotations-
u. Tangenten-. 

Kegelschnitte 149 f., 198 f., 202 if.; -
auf -FI 157; - Schnitt zweier FI 
224 if.; - in einer Schaar von Fl. 
2. Kl. 252 if.; - Transformationen 
in sich 373 if.; - cubische (03 ) 250; 
- spharische (04) 278. 

Kehlellipse 173. 
Kempe 429, 547. 
KemHlI.che bei Correlationen 403. 
Killing 234, 236, 446, 478, 481, 485, 

506, 524 f., 533, 539, 548, 555, 557. 
Klein, B. 126. 
Klein, F. 44, 68, 85,107, 110, 14.7, 318, 

371 f., 377, 383, 396, 431, 434, 439, 
446, 455, 467, 472, 474, 495, 527, 
533, 559, 563, 574, 586, 590, 599, 
605 if., 620, 650. 

Kliigel 428. 
Kotter 126. 
Kreis 27, 206, 419, 431, 472, 475, 517, 

538; - Definition 545. 
Kreispunkte einer F2 189, 285. 
- imaginare in der Ebene 036. 
Kreisschnitte eiller F, 187 ff., 285. 
Kronecker 154, 164, 168, 236, 403, 525, 

593, 605. 
Kriimmung 477. 
- scurven der F" gewohnliche u. ver

allgemeinerte 291 if.; - - auf Para
boloiden 300; - auf Kegeln 324 ff.; 
- auf Kugeln 322; - auf Rotations
kegeln 332; - auf Cylindern 333 if. 

-smaass 525, 533. 
Krystallsysteme 593. 
Kupper 630. 
Kiirzeste Linien 480; - auf F2 s. geo

dll.tische Linien. 
Kurzeste Entfernung, s. Entfernung. 
Kugel, Glchg. 4, 27, 171; - verallge

meinerte 322, 496, 523; - Parameter
darstellung 4 f., 26, 275; - Polaren
theorie 138, 182 if.; - Abbildung 427, 
606 if. 

Kugelkreis, imaginarer 182 f., 606; -
Transformationen in sich 375 ff., 608; 
s. auch Bewegungen, Focallillien, 
Hauptaxen, Kreisschnitte, Rotations
Bach en, Winkel. 

Lagrange 105, 168, 428. 
de La Gournerie 1. 
Laguerre 192. 
Lame 269, 272. 
Lambert 428. 
Lange 250. 

41 
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Laplace 168. 
Legendre 051, 556, 563. 
Lie 298, 318, 372, 396, 462, 546, 650. 
Linienbiindel 21, 502, 521. 
Liniencoordinaten, s. Coordinaten und 

Gerade. 
-feld 21. 
Liouville 429. 
Lipschitz 360, 384, 448, 525, 647. 
Livet 137, 166. 
Lobatscheffsky 467, 474i., 494. 
Lotze 554. 
Loria 404, 654. 
Liiroth,108, 110, 115, 125.f., 128, 234, 

293, 446, 455. 

Mac-Cullagh 269. 
Maclaurin 238. 
Magnus 19 f., 52, 195, 278, 403, 647. 
Malfatti 420. 
Mannheim 1, 377, 646. 
Mehler 543 ff., 557. 
Metrik 461 ff., 494 ff. 
Meyer, Fr. 249. 
Minding 526. 
Minnigerode 693. 
Mittelpunkt, der Kugel 4; - einerF2 

160; -sfHi.chen 165 ff., 254, 291ft'., 312. 
Mobius 20, 44, 61 i., 70, 81, 241, 362, 

376 f., 429, 439 f., 448, 514, 527, 611, 
619, 626, 628. 

Moivre 428. 
Moment zweier Geraden 47, 507. 
Monge 1, 23 f., 69, 104, 137, 168, 189, 

291. 
Morlon 283. 
Muller, H. 288. 
Multiplication, constructive 117 If., 458, 

634. 

Nabelpunkte, s. Kreispunkte. 
Neumann, C. 611. 
Newcomb 012, 527. 
Nicht-Euclidische Geometrie 468; e. 

Geometrie. 
Normalen der F'I, im confocalen Systeme 

286 If.; - verallgemeinerte 291, 513, 
613. 

Normalform der Glchg. einer Ebene 11; 
- der Glchg. einer F~.s. Fl. 2.0rdg. 

Nullsystem 62, 343; s. linearer 01. 

Octaiider 577; - form 616. 
Ordnung einer F2 36; - einer Curve 207. 
Orthogonale Transformation 257, 384. 
- Coordinaten s. Coordinaten. 
d'Ovidio 248, 612. 

Painvin 208. 
de Paolis 455. 
Pappus 337, 429. 
Parabel 204; - cubische 251; - hy

perbolische cubieche 251. 
Paraboloid, Transformation auf Normal

form 175, 260; - elliptisches 156, 
162, 178, 190; - hyperbolisches 156, 
158, 162, 179, 190; s. auch Rota
tions-. 

Parallele Ebenen 16, 157, 162, 181. 
-naxiom 433, 467, 549 ff. 
- Gerade 7, 502; - - zu einer Ebene 

13; - Definition 546. 
Parameter, s. Coordinaten, Ebenenbiin

del, EbenenbiiBchel, Flachenbiischel, 
Punktreihe, Strahlbiischel; - des Ot, 
398, 401; - der Oongruenz 1. Ordg. 
u. Kl. 60. 

- darstellung einer Curve 5 f.; - einer 
Ebene 99; - eines Ebeuenbiindels 99; 
einer Flitche 0; - der Kugel 4 f.; 
s. elliptische Coordinaten, Polarcoor
dinaten u. Abbildung. 

Parent 3, 63, 164. 
Pascal'scher Satz 111, 147, 613. 
Pasch 348. 
Peaucellier 429. 
Perspectivische Lage 34 f. 
del Pezzo 410. 
Peyrard 549 f., 554. 
Pitot 3. 
Plucker 19, 27, 43 f., 52, 56, 81, 147, 

164 f., 168, 194, 201, 204, 231, 257, 
269f., 278,283,304,396,399,404,420. 

Poincare 462, 478, 495, 624, 528. 
Poinsot 44, 51, 377. 
Poisson 168. 
Pol, bei F2 137; - bei Kegeln u. O2 

149;" - bei Abbildung der Fs s. Pro· 
jectionspunkt. 

Polarcoordinaten 279. 
Polare, reciproke od. coujugirte bei ell 

53; - conjngirte bei F2 137, 147; 
- - bei Kegeln u. O2 150. 

Polarebene bei F2 135; bei Kegeln u. 
O2 149. 

Polartetraeder 139; - gemeinsames 
zweier F2 209 If., 253 ff.; - - Aus
artungen 215 If. 

Poncelet 104, 137,155, 184 f., 189,210, 
231, 234, 360, 431. 

Postulate 547 if. 
Product, s. Multiplication. 
Projection, stereographische 420, 427, 

539, 608; - smethoden 1; - spunkt 
415, 421, 429. 

Projectivische Beziehung 98; B. Geo
metria; - Erzengung, s. Erzeugende. 

Projectivitat 27 If. 
ProkluB 551, 594 f. 
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ptolemans 428. 
Punkt, Glchg. 18, 96; - imaginarer 

109; -coordinaten, B. Coordinaten; 
-epaar 200; -feld 20; -reihe 25, 
28, 97 f., 441. 

Quadratische Formen, s. Form. 
Quadratsumme, bei einer F s , B. Polar

tetraiider u. Hauptaxen; - bei zwei 
F.210. 

Quetelet 234, 283. 

Baumcnrve, B. Curve. 
Reciprocitlit, 8. Verwandtschaft. 
Reciproke Radienvectoren 429. 
Re~uIlhe Kllrper 559 If. 
ReInhardt 619. 
Reye 36, 288, 393, 629. 
Richtungswinkel einer Geraden 3; -

der Schnittlinie zweier Ebenen 16. 
Riemann 107, 468, 474, 478, 494, 041, 

519, 524 if., 539 f., 546, 603, 611. 
Roberts 269, 298. 
Rodrigues 384. 
Rosanes 360. 
Rosenhain 297. 
Rotation s. Drehung. 
Rotations·Cylinder 180, 336; -Ellipsoid, 

abgeplattetes 173, - verlltngertes173; 
- FUiche ,2. Ordg. 186, 263, 312; 
- - confocale 273 if.; - Hyperbo-
loide 174; -Ke~el 174, 332; - ~ 
einer F'J umschneben 285; -Para
boloid 178, 265, 314. 

Sac cheri 468. 
Salmon 194, 278, 283, 298, 392, 474, 627. 
Schell 374. 
Schellbach 420. 
Schering 525, 650. 
Schlomilch 174. 
Schmie~ung8ebene bei Os 240. 
SchonfliesB 195, 372, 593. 
Schraubenbewegung 375, 497, 520. 
Schraubenlinie 337, 376, 397, 520. 
Schroter 36, 106, 195,238, 249, 403, 627. 
Schubert 201. 
Schiitte 564. 
Schumacher 467. 
Schur 525. 
Schwarz 588, 591. 
Sechseck, s. Brianchon. 
Segre 404., 
Sehnen einer as 239. 
Selling 382. 
Serret, J. A. 304. 
Serret, P. 27. 
Servois 137. 

Seydewitz 238, 250. 
Simson 429. 
Singruare Ebenen u. Punkte bei Ol 404; 
-r Punkt bei F'J B. Spitze. 

Singnlaritatenflache 404:if. 
Sinn einer Elementenreihe 108 if. 
SinuBsatz 483. 
Sohncke 593. 
Sonrander 168. 
Species, s. Gattung. 
Sphlhoid, s. abgeplattetes Rotations-

ellipsoid. 
Sph§.rische Geometrie 522; s. Kugel. 
Spiegelung 381. 
Spitze des Kegels 148. 
Stahl 401, 489. 
de Stainville 137. 
Staude 269, 297 f. 
v. Staudt 36, 52, 107, 115, 118, 125 f., 

128 f., 238, 434, 439, -454 f. 
Steiner 35, 44, 70, 106, 122, 147, 195, 

283. 
Stephanos 611. 
Stereographische Projection, s. Pro-

jection. 
Stolz 110, 128. 
Strahlbiischel 26, 65. 
Strahlenbiindel 26, 501, 521, 527 f. 
Strahlenfeld 26. 
Strahlensystem, s. Congruenz. 
Sturm 107, 360, 389, 606. 
Substitution, s. Transformation. 
Summe, s. Addition. 
Sylvester 52, 145, 164, 168, 233 f. 

Tait 374. 
Tangente einer Curve 26, - einer 

Flii.che 26; - einer Os 242; - s. Fl. 
2. Ordg. u. Kegel. 

Tangentenebene 26; - der Fs 187, 
- 282; - der Os 247. 
Tangentenkegel d. F. 135, 194; - -

beim confocalen Systeme 280, 285. 
Tetraeder, bei homogenen Coordinaten 

80, 460; - Form und Gruppe 577, 
616; -Inhalt 15. 

Tetraiidral-Complex, s. Complex. 
Theon 550. 
Thiele 543, 5'48. 
Thomae 448, 490, 574. 
Thomson, W. 270, 374, 429. 
Tragheitsgesetz der quadratischen For-

men 145. 
Transformation, directe oder eigentliche 

der Coordinaten 74; - homogene 
92 if.; - symmetrische oder un
eigentliche 74; - orthogonale 384; 
- einer F. auf kanonische od. Nor
malform s. Polartetraiider u. Haupt
axen; - auf kanonische Form zweier 

41* 
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F, 209 ff., 253 it; - - einer F2 u. 
eines Cl1 345 ff.; eines Cll 55, 353 f.; 
- in sich, eigentliche einer C2 373 ff., 
382 ff., 586; - - uneigentliche einer 
O2 380 ff., 385; - - eines Cll 389 ff., 
unendlich kleine 395; - - einer F2 
356 ff., 365 fr., eigtl. u. uneigtl. 368, 
371; - - binarer Formen 561 ff.; 
- - der Kugel 610 f.; s. Verwandt
schaft. 

Translation, s. Verschiebnng. 
Transon 44. 
Treffgerade 26, 42; - einer Curve 245; 

-n gemeinsame dreier Geraden 69; 
- - von vier Geraden 70. 

Trigonometrie 480 fr., 519. 
Tschirnhaus 603, 605. 

Unebene Curve, s. Raumcurve. 
Uneigentliche Transformation, s. Trans

formation. 
Unendlich ferne Ebene, s. Ebene. 
Unendlich ferne Pnnkte 463, 469, 496, 

517, 639; s. Fundamentalfiache. 

Verallgemeinerung metrischer Begrifre 
291, 513. 

Verschiebung 379, 498, 516. 
Verwandtschaft, dualistische oder reci-

proke 52; - - bei F2 135, 409; 
- - allgemeine 401 fr.; - - eines 
011 in sich ebd.; - - einer FI in 
sich 413. 

Vierseit, vollstandiges 403. 
Vierseitsconstructionen, s. harmoniache 

Constrnctionen. 
Vogt 194. 
Vosa, A. 257, 360, 368, 383, 389, 404,413. 

Wedekind 561, 588, 613, 617, 623, 635 f. 
Weierstrass 164, 168, 233 f., 297, 403, 

462, 476, 481. 
Weiler 318. 
Wiener, Ch. 1; -, H. 126. 
Winkel, Dellnition543; -zweierEbenen 

16, 191 f., 497; - zweier Geraden 7, 
474, 507, 623, 536; - einer Geraden 
gegen eine Ebene 13, 191; - ge
streckter 648, 561; - rechter 183 f., 

. 508, 547; - - Definition 544. 
Wren 62 f., 164. 
Wiirfel, s. Octaeder. 
Wundt 543, 548, 556. 

Zahlen in der Geometrie 655; -
ganze 436; - - rationale 441, 458; 
- irrationale 446, 534. 

Zeuthen 201, 446, 455, 647. 



Verbesserungen und Zusatze. 

Seite 3, Zeile 1 der Note. Lies Appendix statt V. 
" 8" " ""Recherches sur les" statt "Traite des"; we-

nigstens tragt ein in der Konigsberger Bibliothek vorhandenes 
Werk diesen Titel, wahrend Chasles a. a. O. "Traite des" citirt. 

Seite 9, Zeile 9-7 v. u. In diesen drei Gleichungen sind die Buchstaben S, 'I), ~ 

bez. zu ersetzen durch x, y, z; ebenso in den heiden folgenden 
Gleichungen. 

" 17, " 9 v. u. Lies A, 11-, " statt ", p, y. 
" 6 v. u. "in der ersten Gleichung (46) (y - 'Yo) cos a statt 

(z - zo) cos a. 
1 v. u. Lies bez. iL, " statt A, 11-. 

" 31, " 8 v. o. ""die" statt "der". 

" 37, 
" 38, 

" 
44, 

" 
45, 

" 
48, 

" 
49, 

" 
51, 

q' q 
" 13 v. u. " q statt g' . 

" 
" 
" 

" 
" 
" 

" 
" . , 

9 v. o. 
10 v. o. 

" II- " t 
" zweiten statt ersten. 

13 v. o. "ersten " zweiten; ebenso S. 38, Zeile 1 v. u. 
und S. 39, Zeile 4 v. o. auf der rechten Halbseite. 
3 v. u. In der Determinante lies X 2 , Y2' Z2 statt ZII Z2' Z3' 

5 v. o. Lies linear unabhangige statt unahhangige. 
7 v. o. " (3) statt (4). 
7, 9, 10 v. o. und Zeile 13 und 11 v. u. ist der Nenner m zu 

ersetzen durch m. 

"" 12 v. o. Lies ¥-Z-Ebene statt X- Y-Ebene. 
16 und 16 v. o. sind mit einander zu vertauschen. 
15-24 ist a durch c zu ersetzen . 
6 v. u. Lies ihre statt die ihrer. 
5 v. u. "xq " zq. 
1 v. o. " (11) " (9). 

" 4 v. o. "cr "c6/. 
7, 13, 15 v. o. Lies (14a) statt (16). 

" 53, " 5 v. u. Lies solcher Betrachtungen statt der Gleichungen (16). 
" 64, " 1 v. o. Die Worte "des Complexes" sind zu streichen. 
" 54 und 55. Ueberall sind die Vorzeichen der Grossen a, b, c zu andern. 

yx' yx' 
" 57, Zeile 10 v. o. Lies - - statt - . c c 
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In Fig. 10 steht der Buchstabe cp falschlich am Punkte B statt am 
Punkte A j rp soIl den Winkel IJ A G bezeichnen. 

Seite 57, Zeile 4 v. u. Lies - ~ statt D. 

" 
" 

" 

" 

" 

" 
" 

" 
" 
" 
" 

" 

" 
" 

" 

59, 

60, 

61, 

" 1 v. u. "DAG" DBC. 

" 
" 
" 
" 
" 

10 v. o. 

11 v. o. 

,,1£-1 "fl'. 
.fto ./1' 

" - tang 2" statt - cotg 2' . 
2 v. o. und 12 und 11 v. u. Das Vorzeichen von 1 ist zu andern. 
6 und 5 v. u. 00 und 0 sind zu vertauBchen. 
9 v. u. Es ist zu bemerken, dass hier und im Folgenden (wie 

in der Anmerkung) der Einfachheit halber . ./1' = : angenommen 

worden ist. 
In der Note sind x + '!I und x - 'Y zu vertauschen. 

62, " " " Zelle 7 v. u. Lies Octanten statt Quadranten. Fur die 
Theorie des Cylindroids vgl. ferner Mannheim, Comptes rendus, 
Marz 1888. 

67, Zeile 3 v. o. Lies art' statt ao:. 
" 9 v. u. Unter den beiden Quadratwurzelzeichen ist das Vor

zeichen zu and ern. 
76, " 2 v. u. und S. 77, ZeiIe 2 und 4 v. o. Die Zeichen + sind zu 

streichen. 
77, " 8 v. o. Lies (6) und (6)* statt (4) und (4)*. 
79. In d,en Gleichungen (17) und (17)* sind die Vorzeichen der Grl)ssen 

a, b, C iiberall zu andern. 
81, Zeile 10 v. u. Lies ai' bi' ci • di statt ai' bi' 0i' 

82, " 3 v. o. ,,(23) statt (22). 
83, " 2 v. o. ,,~l/ diui statt II;' dixi • 

84, " 6 v. o. Der Factor fJ, ist ltu streichen. 

88, 

89, 
90, 

91, 

" 7 v. o. und S. 81i, Zeile 8 v. u. Der Ausdruck unter dem Wurzel
zeichen muss lauten: 

" 
" 
" 
" 

" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 

(bick - cibkY + (ciak - aick)'J + (aibk - b,ak)'J· 

11 v. o. Lies (23)* statt (23). 
5 v. u. ,,(23) " (23) *. 
18 v. u. "d statt p. 
1 v. o. "ud + coso: statt ud. 

2 v. o. 
4 v. o. 

" vd + cos~ " vd. 
" wd + COS" " wd. 
" 1 statt - 1. 

5 v. o. ""folgt aus (19) fiir d = 00" statt "folgt aus (19)". 
7 u. 8 v. o. Die Worte "eine Proportion ... bleibt" sind zu streichen. 
15 v. o. Lies "Xi == 0 mit xk = 0" statt "Xi = 0". 

1 v. u. ,,1JPik statt rPik' 
1 v. o. Die hier eingefiihrten, vl)llig willkiirlichen Grossen C:k 

hangen mit dem 0ik nicht in derselben Weise zusammen, wie 

die auf S. 84 mit GIk bezeichneten Constanten. 
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Seite 91, Zeile 14 v. o. Lies (23)* statt (24). 

" 
,. 

" 

" 

" 

" 
" ,. 

,. 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

93, " 10, 11, 12, 14, 15. Die oberen Indices i, k der Grossen :A sind 
durch Z, m zu ersetzen. 

94. In den Gleichnngen (51) und (52) sind die Bnchstaben p und 'If mit 
einander zu vertanachen. In (52) sind ausserdem die Indices 
i, k bez. zu ersetzen durch Z, m. 

94, Zeile 13 v. u. Lies "der Ebene" statt ,,xl = 0", und 'I Btatt Ill. 
" 12 v. u. " "der Ebene" ,. "XI = 0", " a " ~. 
" 11 v. u. " "der Ebene" " "xs = 0", " ~ " 'I. 

95, " 14 v. o. Die Zahl 3 ist aus jedem der drei Nenner in den 

96, 
" 
" 100, 
" 103, 
" 114, 
" 

Zahler zu stellen. 
9 v. u. Lies 196 statt 117. 
8 v. u. " 80 " 83. 
18 v. o. " des " der. 
4 v. o. " !la' " !In. 
9 bis 11. Die W orte "welche von M ... liefert, die" sind zu 
ersetzen durch: "deren Punktepaare ihre Verbindungslinien 
durch einen festen Punkt M' senden. Der Beriihrungspunkt 
einer der beiden von M' ausgehenden imaginaren Tangenten 
des Kegelschnittes ist der geauchte zweite Schnittpunkt von a. 
Auf der Polare von M' liefern also die Paare conjugirter Pole 
diejenige Involution, welche" ... 

123, " 9 v. o. Der Pnnkt 'If bestimmt den absoluten Betrag des 
DoppelverhlUtnisses; statt dessen benutzt man besser (um Ein
deutigkeit herzustellen) die auch leicht zu construirenden Diife
renzen der einander conjugirt imaginaren Doppelverhii.ltnisse. 

oa oa 
136. In den Gleichungen (12) lies .. t " :1)3; = a",a;" statt lIt " "'''' a:1Ja/, 

uXi uXi 
fiir i = 1, 2, 3, 4. 

142, Zeile 7 v. u. Lies t (a:1Jby - ayb:1J)' sta.tt 1 (a b IX! y)2. Gemass den 

Formeln f.£Pi/, = !l m = uevm - Vet~m ist derselbe Ausdruk weiter 

gleich 2 ~s (abuv)2. 

164. Naheres uber die Kenntnisse der antiken Geometer in der analy
tischen Geometrie findet man in dem Werke von Z e u the n: 
Die Lehre von den Kegelschnitten im Alterthume, ubersetzt 
von Fischer-Benzon; Kopenhagen 1886. 

168. Die fiir das Hauptaxenproblem gemachten Literaturangaben m<5gen 
durch den Hinweis auf eine Arbeit von Lipschitz vervoll
standigt werden: Abhandlungen der Berliner Akademie, 1873. 

194, Zeile 3 v. u. Die Asymptotenkegel dind dann "gleichseitige"; vgl. 
Joachimsthal, Crelle's Journal, Bd. 56, 1859. 

196. Es sei noch auf Bd. 2, p.249 der Aufgabensammlung von Magnus 
verwiesen. 

238. FUr die Theorie der Curven dritter Ordnung mogen bier noch zwei 
Aufsatze von Hurwitz in Bd. 20 und 30 der Math. Annalen 
erwithnt werden. 

253, Zeile 9 v. u. Lies Polartetraeder statt Polardreieck. 
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Seite 336. Vor Nr. 15 ist noch der Fall zu erwahnen, dass die Bedingungen 
von Nr. 13 und Nr. 14 gleichzeitig erfiillt sind, dass also die Spitze 
des Kegels aUf dem imaginiiren Kugelkreise liegt, und zugleich die 
eine unendlich ferne Erzeugende den Kugelkreis in der Spitze beruhrt. 
Bier werden die den fraheren entsprechenden Gleichungen: 

(14) 0= 2xl x S + X.2 + lxl '; 

(15) x, = 0, 2xl x. + x3 ' = O. 

Xg + llXl 0 Xl X. 0 xa + llXI Xl 0 

dXg + II dx! 0 dXl dx. Xl X. Xa X. 
=0. 

Xj Xl Xs 0 dXl dx, dxs dx. 
dx. dXI dxs 0 d'xI d·x. d'x3 d" x. 

Xl'· [lldxl ' + 2dxl dxs + dx.'] = a [<2 Xl x, + xs') (2dxI dX2 + dxs') 
- (Xl dx. + X. dXl + Xs dxs)'] . 

Da ane Erzeugende den Kugelkreis treifen, ist die Einfiihrung ortho
gonaler krummliniger Coordinaten nicht moglich (vgl. Nr. 14 und 
Nr. 18). Wir setzen 

a:l',' = 1, a(x8' + 2xl .T.) = "., a(x.' + 2xl xa) = -"1' ax.' = l3' 

Dann wird: 

", dx,' + dx.' + 2 dXl dxs = -ix,' ella)" 
a 

da (xs 2 + 2xl x.) + 2(xsdxs + Xl dx. + x.dx,) = x/dl. , 
a 

(daa),(Xa' + 2x,x.)+4 daa (xsdxa + xldx. + x2 dxl) + 4(dx,dx. + dxg ') 

II ( dA3 ). 
= 4xs A + A • 

I 3 

Die vorletzte Gleichung quadrirt und von der (mit Xs 2 + 2 Xl X. 
multiplicirten) letzten abgezogen, ergibt: 

(x3' + 2xl x.)(dxs• + 2dxl dx.) - (xs dXa + Xl dx. + x2dxl )2 

= 4xa'(x3 ' + 2xl x.) (! ~a: )2 - x t 4 d12 2 = Xl' (!2dla' - d12'). 
1 • a 

Die aufgesteUte erste Integralgleichung wird daher: 

(25) ~la2 _ -iC[l dA 2 _ dl'] la- 2S •• 

(26) 

Fiir 0 = 00 findet man unendlich viele algebraische Curven. In der 
zuletzt aufgestellten Gleichung sind die Variabeln nicht getrennt. 
Zur Integration kann eine schon friiher (NT. 11, p. 319) benutzte 
Methode dienen; dieselbe~ ist anwendbar, da es moglich ist, den 
gegebenen Kegel (in dessen Gleichung (14) kurz l = 0 gewahlt 
werden darf) und den imaginaren Kugelkreis gleichzeitig linear in 
sich zu transformireu; es geschieht dies durch die Collineation: 

xl=a1Yl' 

wobei 
x2 = a2 Y2 + ~,!J. , 

xa = aaYa, 
x4 = a4 y., 
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Durch ilieselbe Collineation miissen die geodatischen Linien in sich 
iibergefiihrt werden. Durch das Bchon auf p. 820 angewandte Ver
fahren :linden wir daher die ParameteraarstelZwng dieser Ourven in 
der Form 

Yl = 81 a1", 

Y! = (82 + 84~~) /'i2", 

Ya = 8aaa", 

Y4 = li4a4", 

wobei die Bedingung 81 8s + li4' = 0 erfiillt sein muss, damit die 
Curve auf dem Kegel 2 Xl Xs + xl liegt. Zwischen den a j bestehen 
die angegebenen Relationen, und es ist 

II' ~ d II' log as - log a4 I"=-oer ... = , a, a2 - a4 

je nachdem all = a4 oder ctt yon a4 verschieden ist; n bezeichnet 
den Parameter. Hiermit ist umgekehrt die zwischen a2 und 1s auf
gestellte Differentialgleichung (26) integrirt. 

Seite 838. Die soeben (in dem vorhergehenden "Zusatze") angewandte Schluss
weise iet auch fiir Nr. 17 brauchbar. Der imaginll.re Kugelkreis 
2Xl Xli + Xa 2 = 0 in der Ebene x. = 0 und der parabolische Cylinder 
2Xt x4 + xi! 2 = 0 gehen durch die Substitution 

(28) 

29) 

X 1 =lr1 Y11 

x, = IrBY!, 

X8 = lraYs + {tY4, 
X 4 = Cl4 Y4 

gleichzeitig in sich iiber, wenn Cis 2 = a1 a" aJ 2 = ctl ct4 • 

meterdarstellung der geodatischen Linien ist daher: 

Yl = iiI a l ", 'Us = (8s + li4 (t~) as ", 

wenn 1i!1I + 281 84 = o. 

Die Para-

Die Substitution (28) ist auch fUr Nr. 18 anwendbar, wenn die 
Gleichungen des Kugelkreises in der Form X 4 = 0, x J I + 2Xl Xs = 0, 
und die Gleichung des Kegels in der Form XI' + 2X1 X4 = 0 an
genommen werden; es mussen jetzt die Relationen , 

erfiillt sein. Fiir die geodil.tischen Linien :lindet man wieder (29), 
worin jetzt 82 2 + 281 li4 = 0 sein muss. 

Seite 840. Gleiches gilt fiir Nr. 19. Es seien x4 = 0, X 12 + 2xlI xs = 0 die 
Gleichungen des Kugelkreises und 2X1 X 4 + X 2 2 = 0 die Gleichung 
des Kegels, so geIten die Formeln (28) und (29), falls jetzt 

" 
" 

a1 2 = a2 as, a2 2 = ct1 ct4 , li22 + 261 64 = O. 

847, Zeile 1 v. u. Lies aik statt a;k' 
848, " 1 v. o. Bei der Bildung von <Paa aus <Ppp sind im letzteren 

Ausdrucke die Coilfficienten der Producte PklP;k genau in der 
auf p. 847 angegebenen Form zu belassen; man dad' den Aus
druck <P nicht vorher durch Hinzufiigen des mit einer beliepp 

bigen Constanten multiplicirten, identisch verachwindenden Aus-
druckes P umgeformt haben. 

C 1 e b s c h, Vorlesungen. II, 1. 41 ** 
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Seite 372. In Betreff der Untersuchungen Lie's iiber Dilferentialgleichungen 
sei auf sein ausfiihrliches Werk verwiesen: Theorie der Transfor
mationsgruppen, herausgegeben von Engel, Leipzig 1888 und 90. 

" 379. Die in Nr. 6 erwahnte Transformation ist dieselbe, welche oben in 
den Zusiitzen zu p. 338 und 340 benutzt wurde. Man hat, um dies 
zu erkennen, die absoluten Werthe der a; so zu wahlen, dass der 
Factor, um welchen sich die linke Seite der GleichuDg des Kugel
kreises bei der Substitution (28) andert, jetzt gleich der Einheit wird. 

" 384. Weiter durchgefiihrt ist die in der Anmerkung erwahnte Verall
gemeineruDg dynamischer Probleme von Killing, Cre1le's Journal, 
Bd. 98, 1885. 

" 391, Anmerkung. Lies 17. August statt 7. August. 
" 404, Zeile 1 der Anmerkung. Lies gegenseitige statt gegenwartige. 
" 439. Die in der Anmerkung erwahnte raumliche Construction wird des

halb besser vermieden, weil dieselbe voraussetzt, dass ein dabei zu 
benutzender Schnittpunkt von drei Ebenen immer wirklich (in end
licher Entfernung) existiert. - 1m Uebrigen ist die im Texte ge
gebene Beziehung der Strahlen eines Biischels und weiterhin der 
Punkte einer Ebene auf gewisse Zahlen (Coordinaten) nicht we sent
lich verschieden (wie ich nachtraglich erfahre) von derjenigen, 
welche Klein neuerdings in einer demnachst erscheinenden Abhand
lung dargestellt hat. 

" 439, Zeile 2-16. Die Worte "zu demselben .... C_P" sind zu streichen; 
denn der hier gemachte Schluss ist nicht correct, und von der be
haupteten Wechselseitigkeit wird fUr das Folgende kein Gebrauch 
gemacht. Daas der Punkt 2 auch durch die in Zeile 18 angegebene 
Construction gefunden wird, ist schon eine einfache Fo1ge der That
sache, dass zwischen den PUDkten B (= 1), D(= 2), 3 dieselbe Be
ziehuDg besteht wie zwischen den Punkten .A, B, D, dass folglich 
in Betreff der Punkte S, P, PI dasselbe geIten muss, wie fiir die 
Punkte P, PI' P2 • In der Construction (12), p.449 sind daDn die Punkte 
B, D, Qu Q bez. zu ersetzen durch D, B, P, Pl' 

" 446, Zeile 15 v. u. Lies 00 statt 1. 

" 

" 

" 

" 

" 
" 

" 14" "2-",, 2-'~\ und 0 statt 1. 

" 13" ,,2-,'-1 statt 2-'1' " letzterer statt dieser. 
467. Nahere Angaben iiber die Beziehungen von Bolyai zu Gauss 

findet man in SChering's Festrede zur hundertjahrigen Gedachtniss
feier von Gauss' Geburtstage, Gottinger Abhandlungen, 1877. 

507, Zeile 12 v. o. Lies "besagt, wie -wir sogleich sehen werden" statt 
"sagt also nach dem Obigen aus". 

521, Anmerkung. Mit solchen Geraden-Systemen hat sich Klein naher 
beschaftigt; vgl. die im Zusatze zu p. 439 soeben erwahnte Arbeit. 

539. Ueber das in der dritten Anmerkung beriihrte, von Killing be
handelte Problem gibt die in den vorhergehenden Zusatzen erwahnte 
Arbeit von Klein naheren Aufschluss. 

555, Zeile 2 der dritten Anmerkung. Lies faa statt Ii'll/aa. 
592, Anmerkung. Lies "Memoires presentes par divers savants, t. 28 

(1880-83), femer C.J ordan, Crelle's Journal" statt "Crelle's Journal". 



Graefe, Dr. Friedrich (Professor an del' techno Hochschule zu Darm
stadt), Aufgaben und Lehrsatze aus del' analytischen Geo
metrie des Punktes, del' geraden Linie, des Kreises und 
del' Kegelschnitte. Fur Studierende an Universitaten und tech
nischen Hochschulen bearbeitet. [IV u. 136 S.] gr. 8. 1885. 
geh. n. Jt. 2.40. 

--- Auflosungen und Beweise del' "Aufgaben und L ehr
satze aus del' analytischen Geometrie des Punktes, del' 
geraden Linie, des Kreises und del' Kegelschnitte". Fur 
Studierende an Universitaten und technisahen Hochsclmlen. [IV u. 
259 S.] gr. 8. 1886. geh. n. Jt. 4.80. 

Vorlesungen uber die Theorie del' Quaternionen 
mit Anwendung auf die allgemeine Theorie del' Flachen und del' 
Linien doppelter Krttmmung. [IV u. 164 S. mit Figureil im Text.] 
gr. 8. 1883. geh. n. Jt. 3.60. 

Aufgaben und Lehrsatze aus del' analytischen 
Geometrie des Raumes, insbesondere del' FHtchen zweiten Grades. 
Fur Studirende an Universitaten und tcchnischen Hochschulen. [XIV 
u. 127 S.] gr. 8. 1888. geh. n. Jt. 3.-

--- Auflosungen und Beweise "del' Aufgaben und Lehr
satze aus del' analytischen Geometrie des Raumes". gr. 8. 
1890. geh. 

Hesse, Dr. Otto, weil. Professor am konigl. Polytechnikum zu ~Iiinchen, 
sieben Vorlesungen aus del' analytischen Geometrie del' 
Kegelschnitte. Fortsetzung del' Vorlesungen aus del' analytischen 
Geometrie del' geraden LOOe, des Punktes und des Kreises. [Separat
ausgabe aus del' Zeitschrift fur :Mathematik und Physik.] [52 S.] 
gr. 8. 1874. geh. n. Jt. 1.60. 

[Vergriffen.] 

---- Vorlesungen aus del' analytischen Geometrie del' ge
raden Linie, des Punktes und des Kreises in del' Ebene. Dritte 
Auflage, revidiert von Dr. S. Gundelfinger, Professor am GroIs
herzoglichen Polytechnikum zu Darmstadt. [VIII u. 230 S.] gr. 8. 
1881. geh. n. Jt. 5.20. 

--- VOrlesungen libel' analytische Geometrie des Raumes, 
insbesondere libel' Oberflachen zweiter Ordnung. Revidirt und 
mit Zusatzen versehen von Dr. S. Gundelfinger. Dritte Auflage. 
[XVI u. 546 S.] gr. 8. 1876. geh. n. Jt. 13.-

----vier Vorlesungenaus del' analytischenGeometrie. Sepa
ratabdruck aus del' Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. [57 S.] 
gr. 8. 1866. geh. n. Jt. 1.60. 

[Vergriffen.] 

Hochheim, Dr. Adolf, Professor, Aufgaben aus del' analytischen 
Geometrie del' Ebene. Heft 1. Die gerade Linie, del' Punkt, 
del' Kreis. gr. 8. 1882. geh. in 2 Abtej,lungen: A. Aufgaben. 
[79 S.] n. Jt. 1.50. B. Auflosungen. [102 S.] n. Jt. 1.50. 

Joachimsthal, F., Anwendung del' Differential- und Integral
rechnung auf die allgemeine Theorie del' Flltchen und del' Linien 
doppelter Kriimmung. Dritte vermehrte Auflage, bearbeitet von 
L. N a tan i. Mit zahlreichen Figmen im Text. EX u. 308 S.] 
gr. 8. 1890. geh. n. Jt. 6.-



Verbesserungen und Zusatze. 

Seite 3, Zeile 1 der Note. Lies Appendix statt V. 
" 8" " ""Recherches sur les" statt "Traite des"; we-

nigstens tragt ein in der Konigsberger Bibliothek vorhandenes 
Werk diesen Titel, wahrend Chasles a. a. O. "Traite des" citirt. 

Seite 9, Zeile 9-7 v. u. In diesen drei Gleichungen sind die Buchstaben S, 'I), ~ 

bez. zu ersetzen durch x, y, z; ebenso in den heiden folgenden 
Gleichungen. 

" 17, " 9 v. u. Lies A, 11-, " statt ", p, y. 
" 6 v. u. "in der ersten Gleichung (46) (y - 'Yo) cos a statt 

(z - zo) cos a. 
1 v. u. Lies bez. iL, " statt A, 11-. 

" 31, " 8 v. o. ""die" statt "der". 

" 37, 
" 38, 

" 
44, 

" 
45, 

" 
48, 

" 
49, 

" 
51, 

q' q 
" 13 v. u. " q statt g' . 

" 
" 
" 

" 
" 
" 

" 
" . , 

9 v. o. 
10 v. o. 

" II- " t 
" zweiten statt ersten. 

13 v. o. "ersten " zweiten; ebenso S. 38, Zeile 1 v. u. 
und S. 39, Zeile 4 v. o. auf der rechten Halbseite. 
3 v. u. In der Determinante lies X 2 , Y2' Z2 statt ZII Z2' Z3' 

5 v. o. Lies linear unabhangige statt unahhangige. 
7 v. o. " (3) statt (4). 
7, 9, 10 v. o. und Zeile 13 und 11 v. u. ist der Nenner m zu 

ersetzen durch m. 

"" 12 v. o. Lies ¥-Z-Ebene statt X- Y-Ebene. 
16 und 16 v. o. sind mit einander zu vertauschen. 
15-24 ist a durch c zu ersetzen . 
6 v. u. Lies ihre statt die ihrer. 
5 v. u. "xq " zq. 
1 v. o. " (11) " (9). 

" 4 v. o. "cr "c6/. 
7, 13, 15 v. o. Lies (14a) statt (16). 

" 53, " 5 v. u. Lies solcher Betrachtungen statt der Gleichungen (16). 
" 64, " 1 v. o. Die Worte "des Complexes" sind zu streichen. 
" 54 und 55. Ueberall sind die Vorzeichen der Grossen a, b, c zu andern. 

yx' yx' 
" 57, Zeile 10 v. o. Lies - - statt - . c c 
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In Fig. 10 steht der Buchstabe cp falschlich am Punkte B statt am 
Punkte A j rp soIl den Winkel IJ A G bezeichnen. 

Seite 57, Zeile 4 v. u. Lies - ~ statt D. 

" 
" 

" 

" 

" 

" 
" 

" 
" 
" 
" 

" 

" 
" 

" 

59, 

60, 

61, 

" 1 v. u. "DAG" DBC. 

" 
" 
" 
" 
" 

10 v. o. 

11 v. o. 

,,1£-1 "fl'. 
.fto ./1' 

" - tang 2" statt - cotg 2' . 
2 v. o. und 12 und 11 v. u. Das Vorzeichen von 1 ist zu andern. 
6 und 5 v. u. 00 und 0 sind zu vertauBchen. 
9 v. u. Es ist zu bemerken, dass hier und im Folgenden (wie 

in der Anmerkung) der Einfachheit halber . ./1' = : angenommen 

worden ist. 
In der Note sind x + '!I und x - 'Y zu vertauschen. 

62, " " " Zelle 7 v. u. Lies Octanten statt Quadranten. Fur die 
Theorie des Cylindroids vgl. ferner Mannheim, Comptes rendus, 
Marz 1888. 

67, Zeile 3 v. o. Lies art' statt ao:. 
" 9 v. u. Unter den beiden Quadratwurzelzeichen ist das Vor

zeichen zu and ern. 
76, " 2 v. u. und S. 77, ZeiIe 2 und 4 v. o. Die Zeichen + sind zu 

streichen. 
77, " 8 v. o. Lies (6) und (6)* statt (4) und (4)*. 
79. In d,en Gleichungen (17) und (17)* sind die Vorzeichen der Grl)ssen 

a, b, C iiberall zu andern. 
81, Zeile 10 v. u. Lies ai' bi' ci • di statt ai' bi' 0i' 

82, " 3 v. o. ,,(23) statt (22). 
83, " 2 v. o. ,,~l/ diui statt II;' dixi • 

84, " 6 v. o. Der Factor fJ, ist ltu streichen. 

88, 

89, 
90, 

91, 

" 7 v. o. und S. 81i, Zeile 8 v. u. Der Ausdruck unter dem Wurzel
zeichen muss lauten: 

" 
" 
" 
" 

" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 

(bick - cibkY + (ciak - aick)'J + (aibk - b,ak)'J· 

11 v. o. Lies (23)* statt (23). 
5 v. u. ,,(23) " (23) *. 
18 v. u. "d statt p. 
1 v. o. "ud + coso: statt ud. 

2 v. o. 
4 v. o. 

" vd + cos~ " vd. 
" wd + COS" " wd. 
" 1 statt - 1. 

5 v. o. ""folgt aus (19) fiir d = 00" statt "folgt aus (19)". 
7 u. 8 v. o. Die Worte "eine Proportion ... bleibt" sind zu streichen. 
15 v. o. Lies "Xi == 0 mit xk = 0" statt "Xi = 0". 

1 v. u. ,,1JPik statt rPik' 
1 v. o. Die hier eingefiihrten, vl)llig willkiirlichen Grossen C:k 

hangen mit dem 0ik nicht in derselben Weise zusammen, wie 

die auf S. 84 mit GIk bezeichneten Constanten. 
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Seite 91, Zeile 14 v. o. Lies (23)* statt (24). 

" 
,. 

" 

" 

" 

" 
" ,. 

,. 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

93, " 10, 11, 12, 14, 15. Die oberen Indices i, k der Grossen :A sind 
durch Z, m zu ersetzen. 

94. In den Gleichnngen (51) und (52) sind die Bnchstaben p und 'If mit 
einander zu vertanachen. In (52) sind ausserdem die Indices 
i, k bez. zu ersetzen durch Z, m. 

94, Zeile 13 v. u. Lies "der Ebene" statt ,,xl = 0", und 'I Btatt Ill. 
" 12 v. u. " "der Ebene" ,. "XI = 0", " a " ~. 
" 11 v. u. " "der Ebene" " "xs = 0", " ~ " 'I. 

95, " 14 v. o. Die Zahl 3 ist aus jedem der drei Nenner in den 

96, 
" 
" 100, 
" 103, 
" 114, 
" 

Zahler zu stellen. 
9 v. u. Lies 196 statt 117. 
8 v. u. " 80 " 83. 
18 v. o. " des " der. 
4 v. o. " !la' " !In. 
9 bis 11. Die W orte "welche von M ... liefert, die" sind zu 
ersetzen durch: "deren Punktepaare ihre Verbindungslinien 
durch einen festen Punkt M' senden. Der Beriihrungspunkt 
einer der beiden von M' ausgehenden imaginaren Tangenten 
des Kegelschnittes ist der geauchte zweite Schnittpunkt von a. 
Auf der Polare von M' liefern also die Paare conjugirter Pole 
diejenige Involution, welche" ... 

123, " 9 v. o. Der Pnnkt 'If bestimmt den absoluten Betrag des 
DoppelverhlUtnisses; statt dessen benutzt man besser (um Ein
deutigkeit herzustellen) die auch leicht zu construirenden Diife
renzen der einander conjugirt imaginaren Doppelverhii.ltnisse. 

oa oa 
136. In den Gleichungen (12) lies .. t " :1)3; = a",a;" statt lIt " "'''' a:1Ja/, 

uXi uXi 
fiir i = 1, 2, 3, 4. 

142, Zeile 7 v. u. Lies t (a:1Jby - ayb:1J)' sta.tt 1 (a b IX! y)2. Gemass den 

Formeln f.£Pi/, = !l m = uevm - Vet~m ist derselbe Ausdruk weiter 

gleich 2 ~s (abuv)2. 

164. Naheres uber die Kenntnisse der antiken Geometer in der analy
tischen Geometrie findet man in dem Werke von Z e u the n: 
Die Lehre von den Kegelschnitten im Alterthume, ubersetzt 
von Fischer-Benzon; Kopenhagen 1886. 

168. Die fiir das Hauptaxenproblem gemachten Literaturangaben m<5gen 
durch den Hinweis auf eine Arbeit von Lipschitz vervoll
standigt werden: Abhandlungen der Berliner Akademie, 1873. 

194, Zeile 3 v. u. Die Asymptotenkegel dind dann "gleichseitige"; vgl. 
Joachimsthal, Crelle's Journal, Bd. 56, 1859. 

196. Es sei noch auf Bd. 2, p.249 der Aufgabensammlung von Magnus 
verwiesen. 

238. FUr die Theorie der Curven dritter Ordnung mogen bier noch zwei 
Aufsatze von Hurwitz in Bd. 20 und 30 der Math. Annalen 
erwithnt werden. 

253, Zeile 9 v. u. Lies Polartetraeder statt Polardreieck. 
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Seite 336. Vor Nr. 15 ist noch der Fall zu erwahnen, dass die Bedingungen 
von Nr. 13 und Nr. 14 gleichzeitig erfiillt sind, dass also die Spitze 
des Kegels aUf dem imaginiiren Kugelkreise liegt, und zugleich die 
eine unendlich ferne Erzeugende den Kugelkreis in der Spitze beruhrt. 
Bier werden die den fraheren entsprechenden Gleichungen: 

(14) 0= 2xl x S + X.2 + lxl '; 

(15) x, = 0, 2xl x. + x3 ' = O. 

Xg + llXl 0 Xl X. 0 xa + llXI Xl 0 

dXg + II dx! 0 dXl dx. Xl X. Xa X. 
=0. 

Xj Xl Xs 0 dXl dx, dxs dx. 
dx. dXI dxs 0 d'xI d·x. d'x3 d" x. 

Xl'· [lldxl ' + 2dxl dxs + dx.'] = a [<2 Xl x, + xs') (2dxI dX2 + dxs') 
- (Xl dx. + X. dXl + Xs dxs)'] . 

Da ane Erzeugende den Kugelkreis treifen, ist die Einfiihrung ortho
gonaler krummliniger Coordinaten nicht moglich (vgl. Nr. 14 und 
Nr. 18). Wir setzen 

a:l',' = 1, a(x8' + 2xl .T.) = "., a(x.' + 2xl xa) = -"1' ax.' = l3' 

Dann wird: 

", dx,' + dx.' + 2 dXl dxs = -ix,' ella)" 
a 

da (xs 2 + 2xl x.) + 2(xsdxs + Xl dx. + x.dx,) = x/dl. , 
a 

(daa),(Xa' + 2x,x.)+4 daa (xsdxa + xldx. + x2 dxl) + 4(dx,dx. + dxg ') 

II ( dA3 ). 
= 4xs A + A • 

I 3 

Die vorletzte Gleichung quadrirt und von der (mit Xs 2 + 2 Xl X. 
multiplicirten) letzten abgezogen, ergibt: 

(x3' + 2xl x.)(dxs• + 2dxl dx.) - (xs dXa + Xl dx. + x2dxl )2 

= 4xa'(x3 ' + 2xl x.) (! ~a: )2 - x t 4 d12 2 = Xl' (!2dla' - d12'). 
1 • a 

Die aufgesteUte erste Integralgleichung wird daher: 

(25) ~la2 _ -iC[l dA 2 _ dl'] la- 2S •• 

(26) 

Fiir 0 = 00 findet man unendlich viele algebraische Curven. In der 
zuletzt aufgestellten Gleichung sind die Variabeln nicht getrennt. 
Zur Integration kann eine schon friiher (NT. 11, p. 319) benutzte 
Methode dienen; dieselbe~ ist anwendbar, da es moglich ist, den 
gegebenen Kegel (in dessen Gleichung (14) kurz l = 0 gewahlt 
werden darf) und den imaginaren Kugelkreis gleichzeitig linear in 
sich zu transformireu; es geschieht dies durch die Collineation: 

xl=a1Yl' 

wobei 
x2 = a2 Y2 + ~,!J. , 

xa = aaYa, 
x4 = a4 y., 



(27) 
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Durch ilieselbe Collineation miissen die geodatischen Linien in sich 
iibergefiihrt werden. Durch das Bchon auf p. 820 angewandte Ver
fahren :linden wir daher die ParameteraarstelZwng dieser Ourven in 
der Form 

Yl = 81 a1", 

Y! = (82 + 84~~) /'i2", 

Ya = 8aaa", 

Y4 = li4a4", 

wobei die Bedingung 81 8s + li4' = 0 erfiillt sein muss, damit die 
Curve auf dem Kegel 2 Xl Xs + xl liegt. Zwischen den a j bestehen 
die angegebenen Relationen, und es ist 

II' ~ d II' log as - log a4 I"=-oer ... = , a, a2 - a4 

je nachdem all = a4 oder ctt yon a4 verschieden ist; n bezeichnet 
den Parameter. Hiermit ist umgekehrt die zwischen a2 und 1s auf
gestellte Differentialgleichung (26) integrirt. 

Seite 838. Die soeben (in dem vorhergehenden "Zusatze") angewandte Schluss
weise iet auch fiir Nr. 17 brauchbar. Der imaginll.re Kugelkreis 
2Xl Xli + Xa 2 = 0 in der Ebene x. = 0 und der parabolische Cylinder 
2Xt x4 + xi! 2 = 0 gehen durch die Substitution 

(28) 

29) 

X 1 =lr1 Y11 

x, = IrBY!, 

X8 = lraYs + {tY4, 
X 4 = Cl4 Y4 

gleichzeitig in sich iiber, wenn Cis 2 = a1 a" aJ 2 = ctl ct4 • 

meterdarstellung der geodatischen Linien ist daher: 

Yl = iiI a l ", 'Us = (8s + li4 (t~) as ", 

wenn 1i!1I + 281 84 = o. 

Die Para-

Die Substitution (28) ist auch fUr Nr. 18 anwendbar, wenn die 
Gleichungen des Kugelkreises in der Form X 4 = 0, x J I + 2Xl Xs = 0, 
und die Gleichung des Kegels in der Form XI' + 2X1 X4 = 0 an
genommen werden; es mussen jetzt die Relationen , 

erfiillt sein. Fiir die geodil.tischen Linien :lindet man wieder (29), 
worin jetzt 82 2 + 281 li4 = 0 sein muss. 

Seite 840. Gleiches gilt fiir Nr. 19. Es seien x4 = 0, X 12 + 2xlI xs = 0 die 
Gleichungen des Kugelkreises und 2X1 X 4 + X 2 2 = 0 die Gleichung 
des Kegels, so geIten die Formeln (28) und (29), falls jetzt 

" 
" 

a1 2 = a2 as, a2 2 = ct1 ct4 , li22 + 261 64 = O. 

847, Zeile 1 v. u. Lies aik statt a;k' 
848, " 1 v. o. Bei der Bildung von <Paa aus <Ppp sind im letzteren 

Ausdrucke die Coilfficienten der Producte PklP;k genau in der 
auf p. 847 angegebenen Form zu belassen; man dad' den Aus
druck <P nicht vorher durch Hinzufiigen des mit einer beliepp 

bigen Constanten multiplicirten, identisch verachwindenden Aus-
druckes P umgeformt haben. 

C 1 e b s c h, Vorlesungen. II, 1. 41 ** 
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Seite 372. In Betreff der Untersuchungen Lie's iiber Dilferentialgleichungen 
sei auf sein ausfiihrliches Werk verwiesen: Theorie der Transfor
mationsgruppen, herausgegeben von Engel, Leipzig 1888 und 90. 

" 379. Die in Nr. 6 erwahnte Transformation ist dieselbe, welche oben in 
den Zusiitzen zu p. 338 und 340 benutzt wurde. Man hat, um dies 
zu erkennen, die absoluten Werthe der a; so zu wahlen, dass der 
Factor, um welchen sich die linke Seite der GleichuDg des Kugel
kreises bei der Substitution (28) andert, jetzt gleich der Einheit wird. 

" 384. Weiter durchgefiihrt ist die in der Anmerkung erwahnte Verall
gemeineruDg dynamischer Probleme von Killing, Cre1le's Journal, 
Bd. 98, 1885. 

" 391, Anmerkung. Lies 17. August statt 7. August. 
" 404, Zeile 1 der Anmerkung. Lies gegenseitige statt gegenwartige. 
" 439. Die in der Anmerkung erwahnte raumliche Construction wird des

halb besser vermieden, weil dieselbe voraussetzt, dass ein dabei zu 
benutzender Schnittpunkt von drei Ebenen immer wirklich (in end
licher Entfernung) existiert. - 1m Uebrigen ist die im Texte ge
gebene Beziehung der Strahlen eines Biischels und weiterhin der 
Punkte einer Ebene auf gewisse Zahlen (Coordinaten) nicht we sent
lich verschieden (wie ich nachtraglich erfahre) von derjenigen, 
welche Klein neuerdings in einer demnachst erscheinenden Abhand
lung dargestellt hat. 

" 439, Zeile 2-16. Die Worte "zu demselben .... C_P" sind zu streichen; 
denn der hier gemachte Schluss ist nicht correct, und von der be
haupteten Wechselseitigkeit wird fUr das Folgende kein Gebrauch 
gemacht. Daas der Punkt 2 auch durch die in Zeile 18 angegebene 
Construction gefunden wird, ist schon eine einfache Fo1ge der That
sache, dass zwischen den PUDkten B (= 1), D(= 2), 3 dieselbe Be
ziehuDg besteht wie zwischen den Punkten .A, B, D, dass folglich 
in Betreff der Punkte S, P, PI dasselbe geIten muss, wie fiir die 
Punkte P, PI' P2 • In der Construction (12), p.449 sind daDn die Punkte 
B, D, Qu Q bez. zu ersetzen durch D, B, P, Pl' 

" 446, Zeile 15 v. u. Lies 00 statt 1. 

" 

" 

" 

" 

" 
" 

" 14" "2-",, 2-'~\ und 0 statt 1. 

" 13" ,,2-,'-1 statt 2-'1' " letzterer statt dieser. 
467. Nahere Angaben iiber die Beziehungen von Bolyai zu Gauss 

findet man in SChering's Festrede zur hundertjahrigen Gedachtniss
feier von Gauss' Geburtstage, Gottinger Abhandlungen, 1877. 

507, Zeile 12 v. o. Lies "besagt, wie -wir sogleich sehen werden" statt 
"sagt also nach dem Obigen aus". 

521, Anmerkung. Mit solchen Geraden-Systemen hat sich Klein naher 
beschaftigt; vgl. die im Zusatze zu p. 439 soeben erwahnte Arbeit. 

539. Ueber das in der dritten Anmerkung beriihrte, von Killing be
handelte Problem gibt die in den vorhergehenden Zusatzen erwahnte 
Arbeit von Klein naheren Aufschluss. 

555, Zeile 2 der dritten Anmerkung. Lies faa statt Ii'll/aa. 
592, Anmerkung. Lies "Memoires presentes par divers savants, t. 28 

(1880-83), femer C.J ordan, Crelle's Journal" statt "Crelle's Journal". 




