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Vorwort.

Lénger als urspriinglich beabsichtigt war, hat sich die Fort-
setzung des Werkes verzogert, - von dessen zweitem Bande nunmehr
ein erster Theil der Oeffentlichkeit tibergeben wird. Mannigfache
eigene Untersuchungen und eine umfangreiche amtliche Thitigkeit
nahmen mich lange Zeit zu sehr in Anspruch. Ueberdies war mir
die Freude an der Arbeit wesentlich beeintrichtigt, theils durch
mehrfach ungiinstige Urtheile iiber die Art und Weise, wie ich im
ersten Bande iiber den urspriinglichen Inhalt von Clebseh’s Vor-
lesungen durch Bearbeitung neuerer Untersuchungen hinausgegangen
war, theils durch das Bewusstsein, in der That nicht immer das vor-
gesteckte Ziel erreicht zu haben. Gleichwohl konnte kein Zweifel
dariiber entstehen, dass eine Fortsetzung des Werkes nur unter den-
selben Gesichtspunkten geschehen konne, welche fiir die Geometrie
der Ebene (in Uebereinstimmung mit mehreren Freunden Clebsch’s)
massgebend gewesen waren; doch glaubte ich dem thats#chlichen Ver-
hiltnisse mehr als beim ersten Bande im Titel des Werkes Rechnung
tragen zu sollen. Bei der Fiille des Stoffes waren allerdings fiir den
Raum die zu iiberwindenden Schwierigkeiten ausserordentlich viel
grossere; hoffentlich ist es mir gelungen, ein ziemlich vollstindiges
Bild von den Eigenschaften (besonders den projectivischen) der
Flichen zweiter Ordnung und des linearen Complexes zu geben.
Manche Einzelheiten in den algebraischen Aufgaben werden sich erst
in einer spateren Abtheilung (iiber quaternire Formen) vollstindig
behandeln lassen; wenn schon im vorliegenden Werke gelegentlich
von den symbolischen Methoden Gebrauch gemacht wird, so ge-
schieht dies (p. 142) in voller Uebereinstimmung mit dem Inhalte
von Clebséh’s Vorlesung vom Winter 1871/72. Fiir letztere standen
mir meine eigenen Aufzeichnungen zu Gebote, ausserdem ein nur
fiinf Folioseiten umfassendes Manuseript von Clebsch, welches sich
augenscheinlich auf die genannte oder eine #hnliche frithere Vor-
lesung bezieht, und zwar auf die vorbereitenden Aufgaben und auf



v Vorwort.

die projectivische Erzeugungsweise der Flichen zweiter Ordnung und
Klasse. Ein zweites umfangreicheres Manuscript von Clebsch ent-
hilt Notizen zur allgemeinen Theorie der algebraischen Raumcurven
und zur Abbildung der Flichen, welche wahrscheinlich fiir eine im
Winter 1868/69 gehaltene Vorlesung niedergeschrieben sind; dasselbe
kommt erst fiir die weitere Fortsetzung des vorliegenden Werkes in
Betracht und konnte fiir den gegenwirtigen Band nur bei Behand-
lung der Abbildung einer Fliche zweiter Ordnung (inshesondere der-
jenigen eines Kegels, vgl. p. 431) benutzt werden.

Was den Inhalt im Einzelnen angeht, so sind die ersten 103
Seiten genau im Anschlusse an die Vorlesung vom Winter 1871/72
ausgearbeitet. Von mir hinzugefiigt sind: Aufgabe 4, p. 7, Aufgabe 8,
p- 12 und Aufgabe-12, p. 16. Die besondere Stellung der Kegel
und abwickelbaren Flédchen wurde in jener Vorlesung viel kiirzer
behandelt, als es hier geschieht (p. 21 —26). Hinzugefiigt ist ferner
die Erorterung auf p. 40f In der Theorie der linearen Complexe
habe ich die Besprechung der von den Axen einer linearen Schaar
gebildeten Fliche eingeschaltet, sowie die Behandlung der involu-
torischen Lage (p. 66 f.), ferner die Parameterdarstellung der Ebene
(p- 99) und die Beziehungen der unendlich fernen Ebene zum linearen
Complexe (p.103). Die Theorie der imaginéiren Elemente (p. 104—130)
hat Clebsch in seinen Vorlesungen nicht erwihnt; nur gelegentlich
hob er hervor, dass man die Congruenz mit zwei conjugirt imagi-
néren Leitlinien zur Definition imaginidrer Geraden im Raume be-
nutzen kénne. Zur Bearbeitung der Theorie an dieser Stelle war
fir mich (abgesehen von ihrer grossen principiellen Wichtigkeit)
hauptséchlich folgender Umstand massgebend. Unter den von Clebsch
hinterlassenen Manuscripten befindet sich ein Folioblatt mit den
Anfingen einer Disposition fiir ein Lehrbuch der analytischen Geo-
metrie, dessen Plan ihn in der letzten Zeit seines Lebens vielfach
beschiftigte*). An den Rand des Blattes sind die Worte ,Imaginire
Elemente!“, in grossen Buchstaben geschrieben, nachtriiglich hinzu-
gefigt. Die Darstellung der v. Staudt’schen Theorie liegt demnach
offenbar in Clebsch’s Sinne.

In der Theorie der Flichen zweiter Ordnung sind hinzugefiigt:
die Erbrterungen auf p. 131f,, die auf p. 145 f. gegebene Bestimmung
der durch einen Punkt der Fliche gehenden Erzeugenden, p. 158—163

*) Bemerkenswerth ist, dass in dem Lehrbuche die Geometrie der Ebene
von derjenigen des Raumes nicht gesondert behandelt werden sollte; auch waren
»Andeutungen fiir » Dimensionen* beabsichtigt. Die Eintheilung des Stoffes ist
dieselbe wie in den ersten Abschnitten der Vorlesungen.
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die analytischen, vom Coordinatensysteme unabhiingigen Merkmale
fiir die verschiedenen Klassen von Flichen zweiter Ordnung, p. 176 ff.
die genauere Durchfithrung der Transformation der Paraboloide und
Cylinder auf die Normalform, p. 184—187 die zweite Behandlung
des Hauptaxenproblems, p. 188 f. die analytischen Formeln fiir die
Bestimmung der Kreisschnitte (deren Existenz Clebsch nur kurz
mit Hiilfe des Kugelkreises nachwies), p. 191— 196 die allgemeine
Definition des Winkels durch ein Doppelverhiltniss (Clebsch zeigte
nur die Identitit zwischen harmonischer Lage und Rechtwinkligkeit)
und die metrischen Siitze iliber gewisse Hyperboloide; p. 199— 206
die genauere (von Clebsch sehr kurz gehaltene) Besprechung der
Flichen zweiter Klasse. Ausserdem ging bei Clebsch die Classifi-
cirung der Flichen nach ihren Beziehungen zur unendlich fernen
Ebene (p. 154—157) der (hier ausfihrlicher behandelten) Theorie
der Flichen mit verschwindender Determinante (p. 147 f£) voran;
dann folgte die Bestimmung des Mittelpunktes (p. 160), die Theorie
der conjugirten Durchmesser (p. 164 f) und die Transformation auf
die Axen. Die besonderen Lagen zweier Flichen zweiter Ordnung
charakterisirte Clebsch (nach eingehender Erledigung des allgemeinen
Transformationsproblems) kurz geometrisch, aber ohne auf die hier
beigefiigte analytische Behandlung (abgesehen von Nr.2) niher ein-
zugehen. Bei den Curven dritter Ordnung habe ich die Beziechungen
zur unendlich fernen Ebene angefiigt (p. 250—252). Der Abschnitt
tiber die Beziehungen zwischen zwei Flichen zweiter Klasse (p. 252
—260) ist ganz hinzugefiigt; Clebsch gab daraus nur soviel, wie
zur Behandlung der confocalen Flichen (p. 267 —289) unbedingt
ndthig ist. Die auf letztere folgenden, im Inhaltsverzeichnisse niher
bezeichneten Theorien (p. 289—414) sind von mir selbststindig aus-
gearbeitet worden®). Die Behandlung der ebenen Abbildung einer
Fliche zweiter Ordnung schliesst sich dagegen wieder genau an
Clebsch’s Vorlesung an; nur die analytischen Formeln fiir die ste-
reographische Projection der Kugel habe ich beigefiigt.

*) Fir die Theorie der Transformation eines linearen Complexzes in sich
konnte ich dabei ein Manuscript von Frahm benutzen (vgl. p. 391). [Derselbe
(damals Privatdocent in Tibingen) kam im Frihjahre 1875 nach lingerem Auf-
enthalte in Ifalien nach Miinchen; schon vorher vielfach leidend, ward er im
August vom Typhus befallen; durch einen im Fieberdelirium ausgefiihrten Sprung
aus’ dem Fenster des Krankenhauses ward sein Ende beschleunigt.] Das er-
wihnte Manuscript sollte den ersten (rein geometrischen) Theil einer Arbeit
bilden, dessen zweiter Theil die zugehérigen algebraischen Entwickelungen ent-
halten sollten. Ueber diesen beabsichtigten zweiten Theil habe ich keine wei-
teren Notizen in Frahm’s Nachlasse gefunden,
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Die in der dritten Abtheilung (p. 433 ff.) gegebene Darstellung
der nicht-Euclidischen Geometrie sollte urspriinglich nur einen
kurzen Anhang zur Theorie der Flichen zweiter Ordnung bilden;
die Ausdehnung der Abbildung auf mehrdimensionale quadratische
Mannigfaltigkeiten und die damit zusammenh#ngende Transformation
von Pliicker’s Linien- in Lie’s Kugel-Geometrie sollte den Schluss
bilden. Bei der Ausarbeitung ergab sich indessen die Nothwendig-
keit, fiir die nicht-Euclidische Geometrie, welcher eine so grosse
principielle Bedeutung zukommt, einen grosseren Raum in Anspruch
zu nehmen; die Behandlung der Kugelgeometrie musste fiir einen
spiteren Theil des Werkes vorbehalten bleiben. Ich habe mich die-
ser Nothwendigkeit um so lieber gefiigt, als ich aus Unterhaltungen
mit Clebsch in der letzten Zeit seines Lebens weiss, dass er den
neueren, in dieser Richtung liegenden Untersuchungen (besonders
denen von Klein) lebhaftes Interesse schenkte, und als sich in der
Theorie der Transformationsgruppen Gelegenheit bot, auf Clebsch’s
schone Untersuchungen iiber Gleichungen fiinften Grades nidher ein-
zugehen, was in der Geometrie der Ebene nicht moglich gewesen
war; in der That wird diese Theorie wegen ihrer engen Beziehungen
zu gewissen Punktsystemen auf der Kugel besser in der Raum-
geometrie behandelt werden miissen. Durch die genauere Besprechung
der Grundlagen von Euclid’s Elementen hoffe ich, zum Studium
dieses in seiner Art einzig dastehenden Werkes erneute Anregung
zu bieten.

Die umfangreichere Gestaltung der dritten Abtheilung hat das
Erscheinen des Werkes um ein Jahr verzogert. Fiir das mir trotz-
dem durch die Verlagshandlung von B. G. Teubner stets bewiesene
Entgegenkommen fiihle ich mich derselben zu lebhaftem Danke ver-
pflichtet.

In den Anmerkungen habe ich mich bemiiht, genauere Litteratur-
nachweise und historische Notizen beizufiigen. Dabei sind mir die
Werke von Baltzer (Theorie der Determinanten und Analytische
Geometrie), Fiedler (Bearbeitung von Salmon’s Raumgeometrie
und Lehrbuch der darstellenden Geometrie) und d’Ovidio (Le pro-
prietd fondamentali delle superficie di second’ ordine) vielfach von
Nutzen gewesen.

Berchtesgaden, den 8. October 1890.
F. Lindemann.
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Erste Abtheilung.
Punkt, Ebene und Gerade.

I. Vorbereitende Aufgaben.

Das Studium der Geometrie des Raumes erscheint gegeniiber
demjenigen der ebenen Geometrie dadurch erschwert, dass es nicht
moglich ist, die betrachteten Figuren durch Zeichnung unmittelbar zu
veranschaulichen. Will man riumliche Gegenstiinde in einer ebenen
Fliche bildlich darstellen, so muss man sich einer bestimmten Pro-
jectionsmethode bedienen. Die in der Geometrie angewandte Methode
ist wesentlich verschieden von der Darstellungsart, welche der Malerei
zu Grunde liegt. Bei letzterer niimlich wird der Gegenstand auf
eine Ebene projicirt, welche zwischen ihm selbst und dem Auge des
Beobachters liegt; in der Geometrie dagegen denkt man sich das
Auge des Beobachters unendlich entfernt. Die Folge hiervon ist,
dass parallele Linien im Raume auch in der Zeichnung durch parallele
Linien dargestellt werden, wihrend der Maler ein System von Linien,
welche im Raume parallel verlaufen, im Bilde durch einen Biindel
von Linien ersetzt, d. h. durch ein System von Linien, die sich
simmtlich in einem gewissen Punkte schneiden. Diese Bemerkungen
werden genfigen, um die im Folgenden vorkommenden Zeichnungen
verstindlich zu machen. Die in der Kunst und Technik angewandten
Projectionsmethoden werden in der sogenannten ,darstellenden Geo-
metrie“*) eingehend behandelt; die wissenschaftliche Grundlage fiir
letztere wird von der sogenannten ,neueren synthetischen Geo-

metrie“ geliefert, auf welche einzugehen auch wir Gelegenheit finden
werden.

#) Diese Disciplin der Geometriec ist von Monge begriindet in seinem
Traité de géométrie descriptive; vergl. Chasles, Apergu historique sur I'origine
et le développement des méthodes en géométrie, Paris 1837, Chap. V und
Note XXIII. Von neueren Werken mogen erwihnt werden: de La Gournerie,
Traité de géométrie descriptive, Paris 1880—85; Mannheim, Cours de géo-
métrie descriptive, Paris 1886; Fiedler, Die darstellende Geometrie, 2. Aufl.
Leipzig 1883—88; Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, ib. 1584—87.

Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 1



2 Erste Abtheilung.

In der analytischen Geometrie wird ein Punkt des Raumes be-
stimmt durch drei Grossen, seine Coordinaten; es sind dies die Abstéinde
des Punktes von drei zu einander rechtwinkligen Ebenen, den Coordi-
naten-Ebenen. Letztere theilen den ganzen Raum in 8 Octanten (vergl.
Fig. 1); sind also die 3 Abstinde nur ihrer absoluten Linge mnach
gegeben, so gibt es 8 Punkte, welche ihnen zugehbren; der Punkt
ist indessen eindeutig durch seine Coordi-
naten bestimmt, wenn man bei Messung
27 i jedes Abstandes eine positive und eine
negative Richtung unterscheidet. Com-
binirt man die drei modglichen Vor-
T zeichen der Abstinde auf alle Weisen,
= i so erhilt man die erwihnten 8 Punkte,
von denen in jedem Octanten einer
; liegt.

Fig. 1.

Die Coordinaten eines beweglichen
Punktes werden gewdhnlich mit z, g, 2
bezeichnet. Die drei Coordinaten-Ebenen
sind bez. dargestellt durch die Bedingungen =0, y= 0 und 2z = 0.
Man bezeichnet die Ebene

=0 als die Y-Z-Ebene,
y=0 , , ZX-Ebene,
2=0, , X-Y-Ebene.
Die drei zu einander rechtwinkligen geraden Linien, in welchen sich
die Coordinaten-Ebenen zu je zweien schneiden, heissen die Coordinaten-
Axen. Fiir jede derselben miissen gleichzeitig die Gleichungen der
beiden Coordinaten-Ebenen erfiillt sein, welche sich in ihr schneiden.
Die Gleichungen
y = 0 und 2= 0 geben die X-Axe (0-X),
2=0 , 2=0 , , Y-Axe(0-Y),
z=y , y=0 w Z-Axe (0-2).
Die drei Axen schneiden sich in dem Schnittpunkte der drei Ebenen,
dem Anfangspunkte der Coordinaten; fiir ihn bestehen gleichzeitig die
drei Gleichungen '

z2=0,y=0, 2 =0.
Die im Folgenden behandelten Aufgaben werden geeignet sein,

den Gebrauch der so definirten rdumlichen Coordinaten niher zu
beleuchten®).

*¥) Die Ausdehnung und vollstindige Durcharbeitung der analytischen
Methode von Descartes fiir den Raum verdankt man im Wesentlichen Euler:



Punkt, Ebene und Gerade. 3

1. Es soll die Entfernung eines Punkies mit den Coordinaten z, y, z
vom Anfangspunkte bestimmt werden.

Durch die drei Coordinaten des Punktes. (Lothe auf die Coordi-
naten-Ebenen) gehen drei zu einander recht-
winklige Ebenen, welche zusammen mit den
Coordinaten-Ebenen ein rechtwinkliges Pa-
rallelopipedon begrenzen (vergl. Fig. 2). Die
Kanten desselben sind gleich den Grossen
z, 4, 2; die dem gegebenen Punkte gegen-
iiberliegende Ecke ist der Anfangspunkt. Die
Entfernung r beider Ecken findet man folg-
lich, als Diagonale des Parallelopipedons,
gegeben durch
(1) P—af g

Es ist von Interesse die Winkel zu bestimmen, welche diese
Diagonale mit den Coordinaten-Axen bildet. Es sel a ihre Neigung
gegen die X-Axe, f§ und y mogen die entsprechende Bedeutung fiir
die Y- und Z-Axe haben. Man erhilt unmittelbar aus der Figur

Z =rcos a,
2 y = rcos B,
2 =1 CoS §;

Fig. 2.

Y.

und hieraus durch Quadriren und Addiren wegen (1):
(3) cos? @ 4 cos? f 4 cos® p = 1.

Von den drei Winkeln ist hiernach einer durch die beiden anderen
bestimmt. Dieselbe Relation (3) besteht zwischen den ,,Richtungswinkeln
einer beliebigen Geraden.

Als Richtungswinkel einer geraden Linie bezeichnet man néimlich
die drei Winkel «, f, y, welche sie bez. mit den drei Coordinaten-
Axen bildet. Diese Winkel sind eben diejenigen, welche die Coordi-
naten-Axen mit einer Geraden bilden, die der gegebenen parallel ist
und durch den Anfangspunkt geht; fiir eine solche Linie aber ist die
Gleichung (3) bereits als giiltig erkannt. Diese Relation zwischen

Introductio in analysin infinitorum, V, 1748. Nach Chasles’ Angabe (Apergu
historique, p. 138) findet sich allerdings die Behandlung der Curven doppelter
Krimmung schon von Descartes angedeutet, wurde eine Oberfliche zuerst von
Parent (Essais et recherches de mathématiques et de physique, 2itme édition,
1713) durch eine Gleichung zwischen drei Variabeln dargestellt, und wurde die
Lehre der Coordinaten auf Flichen und Curven doppelter Krlimmung (diese Be-
zeichnung ist von Pitot 1724 eingefiihrt) zuerst methodisch angewandt von
Clairaut in seinem Traité des courbes & double courbure, 1731.
1%
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den Richtungswinkeln ist von grosser Wichtigkeit und wird im Folgen-
den sehr hiufig benutzt werden.

2. Es soll die Entfernung r eines beliebigen Punktes x,, Y,, 2, von
einem andern beliebigen Punkte x,, y,, 2, berechnet werden.

Die gesuchte Strecke ist wieder als Diagonale eines Parallelo-
pipedons gegeben; dasselbe entsteht aus dem vorhin benutzten, wenn
man den Punkt z, y, # durch z,, v,, #, und den Anfangspunkt durch
%y, Yo: &, ersetzt, seine Kanten sind den Coordinaten-Axen parallel und
bez. von der Linge z, — z,, ¥, — Yo, & — #,; es ist also:

4) == (z — )* + (4 — Yo)* + (& — %)%

Es mogen «, 8, y die Richtungswinkel der Verbindungslinie von z,,
Yo, 4, mit z;, ¥;, #; sein, dann hat man unmittelbar, analog zu (2):
Z, — X, =¥ cos a,

®) Yo — Yo =7 cos B,

8 — 8, == 1T COS .

Sind umgekehrt die Richtungswinkel «, B, p einer beliebigen
Geraden und die Coordinaten z,, ¥,, 2, eines ihrer Punkte gegeben,
so geniigt jeder andere Punkt z, ¢, # der Geraden den Bedingungen

G T—%% Y —Y __ 4,
(6) cos « cos f3 cos y

Dies sind die ,,Gleichungen einer geraden Linic“, welche durch einen
threr Punkte und ihre Richtung bestimmi ist.
Die aus (b) abzuleitenden Gleichungen

x=1x, 4+ rcos «a,
(™) Y =y + 7 cos B,

4 =g, -+ rcosy
geben dagegen eine Parameter-Darstellung dersclben Linie, wenn a, B, p
als constant, # als veréinderlich aufgefasst wird, indem die Coordinaten
eines beliebigen Punktes der Geraden gegeben sind als Functionen
eines Parameters » (und zwar seiner Entfernung von einem festen
Punkte derselben Geraden).

Eliminirt man aus (7) die Grossen cos a«, cos 8, cosy durch
Anwendung von (3), so wird man wieder auf die Gleichung (4) ge-
fithrt, welcher alle Punkte z, y, # geniigen, deren Entfernung von
Zo, Yy %, gleich r ist.  Es ist (4) die Gleichung eimer Kugelfldiche
mit dem Radius v und dem Mittelpunkte x,, v,, 2,.

Fasst man also r als constant, dagegen e, §, y als veréinderlich
auf, so liefern die Gleichungen (7) die Parameter-Darstellung einer
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Kugelfliche, falls die Bedingung (3) erfiillt ist. Die Coordinaten eines
Punktes der Kugel sind als Functionen von swei Parametern ge-
geben®) (denn yp ist durch « und g bestimmt), die Punkte einer
Geraden hingen dagegen nur von einem Parameter ab; dies ist dem
entsprechend, dass wir es mit einer Fliche (einer zweifach unend-
lichen Mannigfaltigkeit von Punkten), nicht mit einer Curve (einer
einfach unendlichen Mannigfaltigkeit von Punkten) zu thun haben.

So sind im Raume allgemein zwei Arten von geometrischen
Gebilden zu unterscheiden: Flichen wnd Curven. FEine Fliche st
durch eine Bedingung zwischen x, vy, & gegeben, eine Curve durch zwei
solche Bedingungen. In der That, vermoge einer Gleichung f(z, y, 2) = 0
kann man fir jeden Punkt der X-Y-Ebene, d. h. fiir jedes Werthe-
paar z, y eine (im Allgemeinen) endliche Zahl von Werthen 2 be-
stimmen und so die dargestellte Fliche iiber der X-Y-Ebene construi-
ren. Sind dagegen zwei Gleichungen f(x, y, 2) = 0 und F (z, y, 2) = 0
gegeben, so kann man im Allgemeinen nur eine der drei Coordinaten,
etwa x, willkiirlich wihlen; dadurch sind die beiden anderen be-
stimmt. Berechnet man zu jedem z zunichst y, so erhilt man in
der X-Y-Ebene eine Curve. Errichtet man in jedem Punkte der-
selben ein Loth von der Liinge der zugehorigen z- Coordinate, so findet
man als Ort der Endpunkte aller dieser Lothe diejenige Curve, welche
durch die beiden gegebenen Gleichungen dargestellt wird; die zuerst in
der X-Y-Ebene construirte Curve ist ihre Projection auf diese
Ebene; alle Projectionsstrahlen laufen parallel der Z-Axe.

In anderer Weise kann man Flichen und Curven analytisch be-
handeln, indem man von der Parameter-Darstellung ausgeht. Die
Gleichungen

v=09x,4), y=1v(1), &=y, 2)
stellen im Allgemeinen eine Fliche dar, indem die Coordinaten eines
Punktes derselben durch zwei Parameter %, A ausgedriickt sind. Eli-
minirt man letstere aus den drei Gleichungen, so ergibt sich eine
Relation zwischen #, y, z: die Gleichung der Fliche.
Dagegen gehen drei Gleichungen von der Form

r=0p@l), y=19v@l), z=1y(4)

die Parameter-Darstellung einer Curve. Eliminirt man 4 aus je zweien

*) In den Anwendungen benutzt man meist eine andere Parameter-
Darstellung der Kugel, indem ein Punkt derselben durch zwei Winkel bestimmt
wird, wie ein Punkt der Erdkugel durch geographische Linge und Breite. Die
Einfiihrung dieser Winkel wird uns bei Betrachtung der Ansartungen der so-
genannten elliptischen Coordinaten beschiftigen.
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der drei Gleichungen, so erhiilt man die Gleichungen von drei Flichen
der Form
O(y,2) =0, ¥(z,2)=0, X(z,y) = 0.

Jede von ihnen enthilt die dargestellte Curve; je zwei dieser Flichen
kionnen sich aber ausserdem noch in einer andern Curve schneiden.
Nur wenn letzteres nicht eintritt, ist die dargestellte Curve um-
gekehrt als Schnittcurve irgend zweier der drei Flichen definirt. In
der Gleichung ®(y, #) = 0 kommen nur die Veriinderlichen y und z
vor; hat man also einen Punkt der Fliche in der Y-Z-Ebene
gefunden, so liegt auch jeder Punkt des in ihm auf dieser Ebene
errichteten Lothes auf der Fliche & == 0; d. h. letztere ist eine
Cylinderfliche, deren Seitenlinien der X-Axe parallel sind, und deren
Basis in der Y-Z-Ebene durch die Curve ®(y, z) = 0 bestimmt
wird. Analoges gilt fiir die Flichen ¥ = 0 und X = O bez. in Be-
zug auf die Z-X- und X-Y-Ebene.

3. Es soll der Winkel zweier beliebig im Raume gegebenen geraden
Linien berechnet werden.

Als Winkel zweier sich nicht schneidenden Geraden definirt man
den Winkel zweier Linien, welche, ihnen parallel, durch einen be-
liebigen Punkt des Raumes gezogen werden.

Die eine der gegebenen Geraden moge durch den Punkt z,, v,, 2,
gehen und durch die Richtungswinkel o, 8, ¥, bestimmt sein; fiir
die andere mdgen die Grossen z,, y,, 2, @,, f8;, 7, entsprechende Be-
deutungen haben. Alsdann ist nach (5) ein Punkt 2, y, z der einen
Geraden gegeben durch:

(8) z=um, +rycosey,, y=y,+r cosfy,, z2=2 -+ 7, cosyp,
und ein Punkt der andern Geraden durch:
(9) w=ua +rcose, y=y, +rcosp, z=12 - r cosyp,

Fig. 5. wo 7, und 7, zwei Parameter sind,
il Zu beiden Geraden ziehen wir Parallele
durch den Anfangspunkt; dieselben
haben ebenfalls die Richtungswinkel

WA wyy By, ¥o bez. ay, By, p,. Bestimmt
7 man auf jeder einen Punkt in der
lv 7 Entfernung -+ 1 vom Anfangspunkte

(vgl. Fig. 38), so sind die Coordinaten
dieser beiden Punkte:

€08 «,, cos f3,, cos p,
Y und cos a;, cos 3, cos p,.
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Thre gegenseitige Entfernung ¢ ist also gegeben durch:

0% = (cos @) — cos &, )* -+ (cos B, — cos B,)* 4 (cos y, — cos p, )
Wegen der Identitéiten
(10) cos® wy 4 cos® B, + cos? p, = cos? e, + cos? B, + cos?y, =1
ist auch

0% = 2 — 2 (cos &, cos a, - cos B, cos B, -+ cos p, cos p,).

Bezeichnet man mit v den gesuchten Winkel der beiden durch
den Anfangspunkt gelegten Geraden, so ist @ auch bestimmt als
Seite eines Dreiecks, in dem der gegeniiberliegende Winkel gleich v
und jede der beiden anliegenden Seiten gleich 1 ist; so dass:

f=1+4+1—2cosv=2(1 — cos ).

Die beiden fiir ¢* gefundenen Werthe miissen tibereiustimmen; also:

Der Winkel v zweier Geraden, deren Richtungen bez. durch die
Winkel «,, 8, v, und o, B,, y, gegeben sind, ist bestimmt durch:

(11) €OS ¥ == ¢08 &, cos &; — cos fi, cos B, | cos p, cos p,.
Sind die Linien parallel, so ist cos v = 1, also wegen (10):
(cos &y — cos ))? + (cos B, — cos B,)? 4 (cos p, — cos ,)? =0,
und folglich ¢, = «;, B, = f;, ¥, = p;; in der That miissen ja die
Richtungswinkel paralleler Linien ibereinstimmen.

Sollen die Linien einen rechten Winkel einschliessen, so muss cos v =10
sein, oder:

(12) 0 = cos a, cos &; - cos B, cos B, + cos y, cos p;.

4. Es soll der Abstand d eines Punktes &, n, & von einer gegebenen
Geraden bestimmt werden.

Letztere sei wieder durch einen Punkt x,, y,, #, und durch ihre
Richtungswinkel «, 8, » definirt; so dass einer ihrer Punkte z, y, 2
mittelst eines Parameters » gegeben ist durch:

Z=2a,+rcosa, y=4y,+rcospP, 2=2z - rcosy.
Analog hat man fiir einen Punkt des von &, %, ¢ auf die Gerade
gefillten Lothes, wenn A, u, » die Richtungswinkel desselben sind:

z=§+7r" cosd, y=mn--rcosyu, z2=2F¢-+r cosw.
Hier bedeutet »* die Entfernung des Punktes z, y, # von &, 7, ¢
und es ist nach (12):

13) cos « cos 4 ~}- cos B cos u + cos p cos v = 0.

Ist nun z, y, # der Fusspunkt dieses Lothes, so wird ' =d,

und es sind 7, d, 4, g, v so zu bestimmen, dass:
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Zy+ reosa==E% - dcos i,
(14) Y + 7 cos f=n + dcosg,
Zy + reosy =7¢ - decos v,
cos? 4 + cos? u 4+ cos® v = 1,
cos?a 4 cos® B - cos? p = 1.
Multiplicirt man die drei Gleichungen (14) bez. mit cos e, cos f,
cos 9, so folgt wegen (13):
r=(§ — x) cos & + (1 — y,) cos B+ ({ — ) cos y.

Bildet man andererseits die Quadrate von & — z,, 1 — ¥,, & — %,
so ergibt sich:

@ = — x)* + (1 —9)° + (€ — 2)" —*
— E— ) sin® @+ (n — o) sin? B+ (E— 2" sin? 7
— 2(k — ) (n — y)) cos cos f — 2(y — g, (£ — 2) cos f cos 7
— 2(§ — 2,) (E — =,) cos p cos «.
Hierdurch sind » und d bestimmt. Durch Einsetzen dieser Werthe
in (14) ergeben sich 4, g, ».

5. Es soll die Bedingung dafiir aufgestellt werden, dass sich zwei
Gerade @m Rawme schneiden.

Die beiden geraden Linien seien wieder durch (8) und (9) ge-
geben. Soll beiden ein Punkt z, y, # gemeinsam sein, so folgt:
Zy —+ 7y €08 oy = 2z, -+ 7, cos ¢,
Yo + 74 c08 By =y, - 7, cos B,
By 19 €08 yy =2, + 7, cos ¥y,
und hieraus durch Elimination von 7, und 7,:
Lo —®, cOSe@, COS @
(15) Yo —Y cosP, cosp |=0.
| 20 —& cosy, cosp,
Dies ist die gesuchte Bedingung.

6. Es soll der Fkiirzeste Abstand K zweier sich wicht schneidenden
Geraden berechnet werden.

Die beiden Geraden seien durch (8) und (9) gegeben. Es gibt
bekanntlich eine Gerade, welche gleichzeitig auf beiden senkrecht
steht; ihre beiden Fusspunkte mogen hbez. die Coordinaten £, 7,, §
und &, 7;, & haben. Dann lassen sich zwei Werthe #,/ und »,” so
bestimmen (vgl. Fig. 4), dass:

(16) Ey =, + 7, cos ), 5, = Yo + 7o cos By, & =2 - 7, cos Yo»
Ei=wu +r cosa, n = Yy + 7 cos B, § =2 - r  cos Y1
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Sind ferner 1, u, v die Richtungswinkel des gemeinsamen Lothes,
dessen Linge mit K bezeichnet war, so hat man:
Kcosd =E —E, Fig. 4.
(17) (K cos g =5, — my,
Kecosv=§—¢,
ferner nach (12):

cos &, cos 4 -- cos B, cos u
08 ¥, cos v =)
(18) + y() b

cos &; cos 4 - cos B3, cos u
—+ cosy, cosv=0.

Durch Auflgsung der beiden
letzten Gleichungen ergibt sich: @y,P0, 70 "")
m cos & = cos f3, cos y, — cos p, cos f,
(19) 1 COS 1 == €08 Y, COS &; — COS 0, COS ¥,
m 08 ¥ = cos &, cos B; — cos f, cos «,.

Der Proportionalitits-Factor m ist bestimmt durch die Bedingung
cos® A - cos®p - cos?v» = 1. Man findet:

m? = (cos® ay - cos® B, + cos? p;) (cos® @, -+ cos? B, -+ cos? y,)
— (cos e, cos &; + cos B, cos B; - cos 7, cos 7,)?,
oder, nach (11), wenn v der Winkel der beiden Geraden ist:
(20) m? =1 — cos? v = sin® v.
Es sind somit 4, g, v bekannt. Um K zu finden, benutzen wir die
Gleichungen (16) und (17); so haben wir:
K cos 4 — ry cos oy + r, cos ¢, = &, — &,
Kcosp — 7 cos By - 7, cos B, = ny — ny,
K cos v — 7y cos y, + , cos y, = & — §&,.
Diese Gleichungen multipliciren wir bez. mit cos 4, cos w, cos v und
addiren; dadurch erhilt man wegen (18):

K= (& — &) cos 4 4 (g, — 3,) cos u + (& — &) cosv.

In Riicksicht auf (19) und (20) wird also der Fiirzeste Abstand K
gegeben durch:

b & — & coso, cose
Mo — 7y cos B, cos f
% T & cosy, 08 ¥

(21) + K=

sin v
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Nach (15) wird K = 0, wenn sich die beiden gegebenen Geraden
schneiden, es sei denn, dass gleichzeitig sinv = 0 ist; in letzterem
Falle sind die Geraden parallel, ihr Schnittpunkt liegt unendlich ent-

fernt, und K wird unbestimmt (nﬁmlich von der Form g)

6. Es soll die Gleichung einer FEbene aufgestellt werden, wenn die
Liinge p des vom Anfangspunkte auf sie gefillten Lothes und dic
Richtungswinkel o, B, y dieses Lothes gegeben sind.

Das Loth moge die Ebene im Punkte & #, { treffen; dann ist
(vgl. Fig. 5):

(22) E=pcosa, n=pecosf, {=ypcosy.
Die Ebene entsteht dadurch, dass man auf der gegebenen Linie in
g, 1, ¢ ein Loth errichtet und den so gebildeten rechten Winkel um
den einen Schenkel p rotiren lisst. Hat das in &, %, & errichtete
Loth die Richtungswinkel e, f,, 7,, so ist
(23) cos &, cos « - cos B, cos 3 |- cos y, cosy = O,

Fig. 5. und ein Punkt %, ¢, # dieses
Lothes (d. i. ein Punkt der
darzustellenden Ebene) ist
gegeben durch:

z

x==£§- rcos e,

y—n+rcos b,
z2=2¢ - 7rcosyp.
Hiermit ist ein Punkt der
Ebene dargestellt durch
zwei Parameter, nimlich 7
und einen der Winkel «,

By, 7:; die beiden anderen
Winkel bestimmen sich dann durch (23) und durch die Gleichung

cos? a; -+ cos? B, -} cos? y, = 1.
Multiplicirt man die letzten drei Gleichungen bez. mit cos e,
cos f3, cos y, so folgt wegen (23):
(24) (z—Ecosa+(y—m)cosf 4 (z2— ¢ cosy=0.
Dies ist die Gleichung der Ebene; sie erscheint gegeben durch die

Richtungswinkel des vom Anfangspunkte auf sie geféillten Lothes
und durch den Fusspunkt &, 5, § dieses Lothes. Nun ist wegen (22)

p==Etcosa -+ ncosf 4 &cosy.
In Folge dessen kann man (24) auch in folgender Form schreiben:

(25) zcose+tycosP 4 zcosy —p=0.
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Diese Gleichungsform bezeichnen wir im Folgenden (nach Hesse)
als die Normalform der Gleichung einer Ebene®). Letztere ist hier be-
stimmt durch hre Neigungswinkel, d. h. durch die Neigungswinkel
des vom Anfangspunkte auf sie gefillten Lothes und durch die
Linge des Lothes. Mittelst der Gleichung (25) ist also die gestellte
Aufgabe gelost.

Die Liinge p wird immer als positiv betrachtet; die Winkel «, B, y
variiren von O bis 360°%. Die Neigungswinkel zweier Ebenen, welche
einander parallel und vom Anfangspunkte gleich weit entfernt sind,
unterscheiden sich von einander um je 180°

Der Umstand, dass die Veriinderlichen #, y, # in den Gleichungen
(24) und (25) nar linear vorkommen, ist fiir die Ebenen-Gleichung
charakteristisch. Es gilt nimlich auch umgekehrt der Sata:

Jede Gleichung, welche die Verinderlichen nwr linear enthiilt, stellt
eine Ebene dar.

In der That gehen wir von der allgemeinsten linearen Gleichung

(26) Az + By +C:+ D=0

aus. Wir wissen, jede Ebene kann in der Form (25) dargestellt
werden; soll also (26) die Gleichung einer Ebene sein, so muss sich
(26) durch Multiplication mit einem constanten Factor m auf die
Normalform bringen lassen, indem:

mA =cosa, mB=cosf, mC=cosy, mD= —p,
cos® ¢ 4 cos® B + cos?y = 1.
Aus der letzten Gleichung ergibt sich
1

e o S m—

VA B O
folglich sind «, $, 7, p bestimmt durch:
A
R T Cy i,
B
[0 ] == "‘l— S tt——
(27) f VA LB 0
c
cos y = - Vﬁ?z—_l_—a )
p _ $ ___D—‘_
VA6

Das Vorzeichen der rechten Seiten muss so gewihlt werden, dass p

*) Vgl hier und fiir die niichst folgenden Aufgaben: Hesse, Vorlesungen
tiber analytische Geometrie des Raumes, Leipzig 1861 (inzwischen sind mehrere
neue Auflagen erschienen).
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positiv. wird. Die rechten Seiten der ersten drei Gleichungen sind
kleiner wie 1; die Bestimmung der Grossen «, 8, , p ist also immer
moglich. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Die Gleichungen (27) lehren, wie die Coéfficienten der Normal-
form gefunden werden, wenn die Gleichung einer Ebene in der all-
gemeinen Form (26) gegeben ist.

1. Es soll die Enifernung P eines Punktes x,, y,, 2, von einer
gegebenen Ebene berechnet werden. Dabei soll P in Richtung des vom
Anfangspunkte auf die Ebene gefillten Lothes positiv und vom Fuss-
punkte dieses Lothes ab gerechnet werden; es ist also P negativ,
wenn der Anfangspunkt und der Punkt z,, y,, 2, auf derselben Seite
der Ebene liegen, positiv im entgegengesetaten Falle.

Es sei zuniichst die Gleichung der Ebene in der Normalform (25)
gegeben. Dann ist

zceose4-ycosf 4 scosy —p— P=0
die Gleichung einer Ebene, deren Entfernung vom Anfangspunkte
gleich p + P ist. Dieselbe geht durch den Punkt ,, y,, 2,, wenn P
Im angegebenen Sinne die Entfernung des letztern von (25) bedeutet;
man muss also haben:
Zycos @ 4 yycos -+ zyco0sy —p—P=0.
Hieraus berechnet sich die gesuchte Grosse P:

(28) P = z,co8 ¢+ y, cos § 4 z,cosy — p.
Die linke Seite der Normalform einer Ebenen-Gleichung ist also gleich
der Entfernung des Punktes x, y, z von der Ebene.

Ist die Gleichung der Ebene in der allgemeinen Form (26) ge-
geben, so wird wegen (27)

___ Az, + By, + Cz, 4 D
(29) P=4 ey

8. Man soll die Neigung w einer Geraden gegen cine Ebene be-
rechnen.

Es seien «, 8, y die Richtungswinkel der Ebene (d. h. ihres
Lothes) und o', ', " dicjenigen der Geraden. Letstere moge mit
dem vom Anfangspunkte auf die Ebene gefillten Lothe den Winkel v
bilden, dann ist nach (11)

cos v == cos & cos &’ 4 ¢os § cos B - cos y cos p’;
und der gesuchte Winkel uist bestimmt durch die Gleichung u - v=90°,

so dass sin u = cos ». Ist also die Ebene durch die allgemeine
Gleichung (26) gegeben, so wird nach (27)

. | Acose’ 4 Bceos B’ 4 Ccosy’
(30) sin 4 = 4- VELTB 1o .




Punkt, Ebene und Gerade. 13

Ist die Gerade nicht durch ihre Richtungswinkel, sondern durch die
zwei Punkte #,, 4,, % und @,, 4;, # bestimmt, so hat man nach (4)
und (5)

(81) sinwu = A, — &) + Bly, — 40) + O — %)

VA‘ + B* 4 C* V(w, — )" + (v, — ?/0)2 + (Zl - zo)
Die Gerade steht also senkrecht zu der Ebene, wenn:
[A(z, — @) + By, — %) + Cle, — 2)I
=L B+ O — @) + (1 — %)+ (e — 2)]

oder:
[B(2y — 2,) — C(y, — 90))* + [C(2, — z,) — A2y — 2)I°

+ (A — ) — B@ — %)l =0,
d. h. wenn gleichzeitig:

§=?/1‘“?/o

c 2, — 2, A oz —
[ Z — %’ 4 x —x’ B Yo — Y%

(32)
Die Gerade ist der Ebene parallel, wenn:

(33) Az, — ) + By, — 9,)+ Cle, — 7)) = 0.

9. Es soll die Gleichung einer Ebene aufgestellt werden, dercn
Schnittpunkte mit der X-, Y- und Z-Aze vom Anfangspunkte wm die
Grossen a, b, ¢ entfernt sind.

Haben p, a, B, y wieder die fritheren Bedeutungen, so ist

(34) p=acosa==2> cosff = ccosy.

Formt man mit Hiillfe dieser Relationen die Gleichung (25) um, so
ergibt sich als Gleichung der gesuchien Ebene:

(35) s TEe=1

Wird eine der Grossen @, b, ¢ unendlich gross, so wird die Ebene
der betreffenden Coordinaten-Axe parallel. Es ist also

die Ebene g—}— < == 1 parallel zur Z-Axe,
hoow et i=1 , , Y-Asxe,

” » % + *i‘ =1 » ) X-Axe.
In der That ist in diesen Fillen auch die Gleichung (33) erfiillt;
z. B. fiir eine Ebene, parallel zur Z-Axe, muss man setzen:
z, =0, =0, 2,=0, y=0, C=0.

Werden gleichzeitig zwei der Abschnitte a, b, ¢ unendlich gross,
o wird die Ebene einer Coordinaten-Ebene parallel. Es ist so
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die Ebene z = ¢ parallel zur X-Y-Ebene,
” y Yy=0b ,» Z-X-Ebene,
79 ” r=a ) ) Y-Z-Ebene.

Ist einer der drei Abschnitte gleich Null, so geht die Kbene
durch den Anfangspunkt; es miissen also auch die beiden andern
Abschnitte Null sein. Es stimmt dies mit den Gleichungen (34) {iber-
ein, wo p = O zu setzen ist. Die aus (34) folgende Proportion
aibie— i 1 . L
cos o cos f3cosy
bleibt aber bestehen. Setzt man nun in (25) p =10, so wird die
Gleichung einer Ebene durch den Anfangspunkt, welcher die Rich-

tungswinkel «, 8, ¢ zukommen:

zeosa -+ ycos 4 2cosy=0.
Es ist also

(36) +¥4+2-0

die Gleichung derjenigen Ebene, welche zw (35) parallel ist und durch
den Anfangspunkt geht.

Bezeichnet man mit m einen veréinderlichen Parameter, so erhilt
man alle Ebenen, welche zu (35) parallel sind, aus der Gleichung

(37) e

indem man fiir » alle moglichen Werthe einsetzt. Denn die Ebenen (37)
geben auf den Coordinaten-Axen die Abschnitte ma, mb, me, und
diese sind proportional zu den Abschnitten der Ebene (35). Fiirm =0
erhiilt man insbesondere wieder die Ebene (36), welche den Anfangs-
punkt enth#lt.

10. Es soll die Gleichung einer Ebene aufgestellt werden, welche
durch drei gegebene, wicht in gerader Linie liegende Punkte geht.

Die Coordinaten der drei Punkte seien bez. z,, y,, 2,5 %, ¥, &;
X3, Yo, 8. Die Gleichung der gesuchten Ebene muss von der Form sein:

Az + By 4+ Cz + D = 0.
Die Coéfficienten bestimmen sich durch die Bedingungen:
Ay + By, + Cz + D =0,
Az, + By, + Cz + D=0,
Az, + By, + Cz, -+ D = 0.

Dies sind drei. homogene lineare Gleichungen fiir die Verhiltnisse
A:B:C: Dj statt letzstere zu berechnen und in die erste Gleichung
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einzusetzen, kann man aus allen vier Gleichungen die Unbekannten

A, B, C, D eliminiren. Dies gibt als Gleichung der gesuchien Ebene:
z Y z 1

(38) xO .7/0 ZO 1 =O,
z Yy oz 1

Ty Yy H 1

oder nach 2z, y, # geordnet:

Yo 2 1 xy 7 1 Ty Yo 1 Zo Yo 4
zly, 2 1l|l—ylz, 2 1| +z2lz, 4y 1|— |2, ¥ &|=0.
Yo 7 1 zy 8 1 Ty Yy 1 Zo Y2 &

Hieraus kann man nachtriiglich die Werthe von 4, B, C, D ent-
nehmen; es ist

A:B:C:D

Yo 2 1 2 % 1 zy Yo 1 Lo Yo %
=\y, & 1li:|\z, o 1|:lz, 9y 1j:— |2 ¥y 2.

Yo %4 1 7 % 1 Ty ¥y 1 T2 Y2 %

Wegen der Gleichung (5) sind diese vier Determinanten einzeln Null,
wenn die drei Punkte auf einer Geraden liegen; dann ist die Losung
unbestimmt.

Die Determinante (38) selbst bedeutet den sechsfachen Inhalt des
durch die vier Punkte

Zy Yy &5 Loy Yo, P05 Zuy Y1y B3 Ty Yz P
als Fcken bestimmten Tetracders.
Bezeichnet nimlich ' den Inhalt des durch die Punkte (z,, ,, ),
(®1, Yy, 21), (3, Y5, 2,) gebildeten Dreiecks, und bedeutet % die Ent-
fernung des Punktes z, ¥, 2 von der Ebene dieses Dreiecks, so ist
der Inhalt J des Tetraéders gegeben durch die Formel:

(39) J=141F-h.

Setzt man die Determinante der linken Seite von (88) gleich IT,
so ist I == O die Gleichung der Ebene des Dreiecks F', und folg-
lich nach (29):

40 ho— @I
(40) + VAT LB’

wo zur Abkiirzung:
Yo % 1 2 @, 1 Zo Y 1

A= |y, & 1|, B=]g « 1 Me=|a vy, 1

?

Yo 4 1] Zy %y 1 Ty Yy 1
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Sind ferner F,, F,, F, bez die Flichen der Dreiecke, welche durch
Projection von F' auf die Y-Z-, Z-X- und X-Y-Ebene entstehen, so
ist nach einer bekannten Formel der ebenen Geometrie (Bd. I, p. 25):
A=42F, B=+42F, [ =-42F,.
Andererseits hat man, wenn o, 8,  die Richtungswinkel des Lothes A
bedeuten:
F, = Fcosa, Fy=TFcosf, I;= Fcosy,
folglich:
F2=F12+F22+F327
oder: .
A? 4 B 4 % =4 F~
Die Gleichungen (39) und (40) ergeben also in der That*):
II=-+6J, q. e d
11. Man soll den von zwei Ebenen gebildeten Winkel w berechnen.
Der Winkel zweier Ebenen ist gleich dem Winkel zweier auf
ihnen errichteten Lothe. Seien also «, 8, p die Richtungswinkel der
einen, und «’, B’, »” die der andern Ebene, so ist
(41a)  cos u == cos @ cos @ - cos 8 cos B’ -+ cos y cos
oder, wenn die Ebenen durch die Gleichungen
Az + By 4+ Cz 4+ D =0,
Az+ By 4+ Cz+4 D' =0
gegeben sind, nach (27):
(41b) cos u = +- A4 + BB +0C
VAP B0 YA+ B 4 0
Die Ebenen sind also auf einander senkrecht, wenn:
(42) AA"+ BB + CC =0.
Sie sind einander parallel, wenn:
(A + B2+ C?) (4" 4 B2 + (") = (44’ + BB’ 4 CC')?
oder:

(AB" — BA'} 4+ (BC' — OB’ 4+ (CA"— AC')? = 0,
d. h. wenn gleichzeitig:
(43) AB" — BA'=0, BC'— OB’ =0, 04" — AC' = 0.
12. Es sollen die Richtungswinkel der Schwmittlinie zweier Fbenen

berechnet werden.

*) In Betreff der Litteratur iiber diese wichtige Formel vgl. Baltzer,
Theorie der Determinanten § 15 und Crelle’s Journal Bd. 73.
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Es seien 4, u, v die gesuchten Winkel und &, B, p bez. o, g/, y’
die Richtungswinkel der beiden Ebenen. Die Schnittlinie der letzteren
steht senkrecht auf jeder Linie, die zu einer der beiden Ebenen senk-
recht ist; folglich hat man:

cos A cose - cospeosf - cosveosy =0,
cos A cos " -} cos p cos f 4 cos v cos p” = 0.
Hieraus ergibt sich, wie bei Auflosung der Gleichungen (18):
m cos 4 = cos 8 cos y" — cos y cos 8,
m cos == cos p cos &’ — ¢os & cos P,

m cos v == cos « cos f’ — cos f cos a’,
wo:
m? =1 — (cos & cos &’ + cos f cos f 4 cos p cos p')%

Es ist also m? = 1, wenn die beiden gegebenen Kbenen auf ein-
ander rechtwinklig stehen. Sind ihre Gleichungen in der allgemeinen
Form \

Az 4+ By+C:+ D=0, A2+ By+C2z-+ D =0
gegeben, so findet man wegen (41a) und (41b):

it AB'—BAY 4 (BC'—CB)* 4 (CA'—AC),
(4* 4 B* - %) (4" + B 4 C7)
Es wird also nach (27)

cos 4 = - £ BC — CB)
T VMAB = BA): 4 (BC —CB)  (CA" = AC)
CA" — AC’
(44) cospu= - - =+ ( - A?) e,
VAB — BA )+ (BC — OB’ - (CA" — AC)?
+ (AB" — B4
Ccos v = = =

Nach (43) werden «, B, » unbestimmt, wenn die beiden Ebenen
einander parallel verlaufen.
Sind die Gleichungen der beiden Ebenen insbesondere in der Form

(45) (& — @) cos B = (2—2,) cos &, (& — x,) cos p = (2 — 2,) cos «

vorgelegt, wo cos? @ + cos? # -}- cos? y = 1, so hat man:

A=cosf3, B=—cosa, C=0, D=y,cosa—x,cosf,
A —=cosy, B =0, O = —cose, D = z,cosa — xco8 .
Folglich wird
~+ cos?
cos A = - = = == == |- cos a;

V cos? & cos® y + cos® « + cos® a cos® B

ebenso: cos A = - cos f3, cos u = - cosy. In der That stimmen
Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 2
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die Gleichungen (45) mit den Gleichungen (6) im Wesentlichen iiber-
ein, denn sie ergeben durch Elimination von z — x, die dritte Gleichung:

(46) (¥ — %) cos y = (¢ — ) cos f.
Auch in (6) ist aber die Gerade gegeben als Schnittlinie der beiden
Ebenen (45); durch letztere geht die Ebene (46) ebenfalls hindurch.

II. Das Princip der Dualitit.

In der Geometrie der Ebene wurde eine gerade Linie dargestellt
durch eine lineare Gleichung in den Coordinaten z, y. Indem wir
den letzteren feste Werthe beilegten, die Coéfficienten der linearen
Gleichung aber als veréinderlich betrachteten, gelangten wir zu der Auf-
fassung des Punktes als Mittelpunkt eines Strahlbiischels und gleich-
zeitig zu dem Begriffe der Liniencoordinaten. Punkt und gerade Linie
wurden durch REinfiihrung der letzteren sich dualistisch gegeniiber
gestellt: das Princip der Dualitit war damit begriindet.

Im Raume stellt eine in z, y, 2z lineare Gleichung eine Ebene
vor. Eine der fritheren analoge Ueberlegung wird deshalb dazu fiibren,
dem Punkte die Ebene als dualistisch entsprechend gegewiiber zu stellen,
indem die Coéfficienten der linearen Gleichung als Verinderliche (als
Ebenen-Coordinaten) gedacht werden.

In der That, es sei die Ebene durch ihre Abschnitte a, b, ¢ auf
den Coordinaten-Axen gegeben; ihre Gleichung sei also nach (35):

x y z _
atipte—1=0

Die negativen reciproken Werthe der Abschwitte a, b, ¢, d. h. dic

drei Grossen
1 1

U=—_, v=—13, w=—-%

nennen wir die Coordinaten der Ebene; sie sind die Coéfficienten von
x, y, # in ihrer Gleichung, wenn das constante Glied gleich - 1
gemacht ist. Die Gleichung einer Kibene mit den Coordinaten w, v, w
ist also

(1) ux + vy + wz 41 =0.

Diese Gleichung sagt aus, dass der Punkt z, y, 2z in der Ebene ,
v, w liegt, oder dass die Ebene u, v, w den Punkt z, y, # enthilt.
Sind also u, v, w gegebene Grossen, so wird die Gleichung befriedigt
von allen Punkten x, y, # der Ebene mit den Coordinaten w, v, w;
sind umgekehrt die Coordinaten =, y, # gegeben und fasst man «,
v, w als verinderliche Grossen auf, so wird die Gleichung befriedigt
von den Coordinaten aller Ebenen, welche durch den Punkt z, v, #
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gelegt werden konnen: es ist dann (1) die Gleichung des Punkies x,
y, & in Ebenen-Coordinaten®).

Die Gleichung (1), die Bedingung der vereinigten Lage von Punkt
und Ebene, ist vollig symmetrisch in Bezug auf die beiden Arten von
Coordinaten; darauf beruht das Princip der Dualitit im Raume, ver-
moge dessen aus jedem Satze iiber Lagenverhiltnisse von Punkten ein
anderer iiber Lagenverhéltnisse von Ebenen unmittelbar abgeleitet
werden kann*¥), Die Erorterung dieses Principes in seinen wichtigsten
Ziigen soll uns zunichst beschiiftigen; das Verstdndniss wird dadurch
erleichtert werden, dass ein ganz analoges Dualitéits - Verhdltniss
zwischen den Punkten und geraden Linien einer Ebene besteht und
als bekannt angenommen werden kann (vgl. Bd. I, p. 28); Beispiele
fiir die Anwendung des Principes finden sich zahlreich in allen folgen-
den Untersuchungen.

Wir beginnen mit den einfachsten Aufgaben iiber Punkte und
Ebenen und stellen die einander entsprechenden sogleich neben ein-
ander.

Die Gleichung der Kbene u,,
Voy W, ist:
(2) uyz + voy + wyz +1=0.
Die Gleichung
3)Ax+By+Cz+D=0

Die Gleichung des Punktes z,,
Yor % 1st:

usy 4+ vy, + wzy, + 1 =0.

Die Gleichung

Au+ Bv 4+ Cw + D=

stellt eine Ebene dar mit den Coor-
dinaten:

____A
u———j7
@1{o="2,
0.

W=7

stellt einen Punkt dar mit den
Coordinaten:

4
w——ﬁz

B

@* Y= =
¢
=5

#) Fiir eine Gleichung der Form wa -+ vb + we = 0 ist die Betrachtung
des Textes nicht unmittelbar anwendbar, da sie keinen eigentlichen Punkt dar-
stellt; sie entsteht aus (1), indem man x =rcos e, y =7 cos B, 2=1cosy
setat (wobei @ : b :¢c = cos @ : cos $:cos y) und ¢ unendlich gross werden lisst.
Sie wird also befriedigt von den Coordinaten aller Ebenen, die einer geraden Linie
mit den Richtungswinkeln «, §, y parallel sind, und stellt (wie wir spiter kurz
sagen werden) einen unendlich fernen Punkt dar.

##) Durch Einfiihrung der Ebenen-Coordinaten wurde das Princip begriindet
von Plicker, Crelle’s Journal Bd. 5 (1830); niher ausgefiihrt in dessen System
der Geometrie des Raumes, Diisseldorf 1846 (besonders Nr.258); vgl. auch Magnus,

2*
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Die anderen Gleichungsformen der Ebene haben fiir die dua-
listische Betrachtung keine einfache Bedeutung; iiberhaupt konnen
Relationen, in denen Winkel und Strecken vorkommen, mnicht ohne
Weiteres auf Ebenen-Coordinaten iibertragen werden; es gelingt dies
unmittelbar nur bei denjenigen S#tzen und Aufgaben, welche auf
Anwendungen der fundamentalen Gleichung (1) beruhen. Hierfir
noch einige Beispiele:

Die Gleichung der Ebene u,
v, w, welche durch die drei Punkte
Toy Yoy 05 1y Yy 415 Loy Yoy %
geht, ergiebt sich durch Elimina-
tion von u, v, w aus den vier
Gleichungen

wx +vy +we +1=0,
uy + vy, + wz, +1 =0,
uz, + vy, + we +1=0,
uzy + vy; + we, +1=0
und ist daher (vgl. p. 15)

l z y =z 1
Zy Yo & 1 —0.
z Y & 1
Ty Yo 4 1 |

Die Coordinaten der Ebene sind
die Coéfficienten von z, y, # in
dieser Determinante, jeder dividirt
durch die Determinante (vgl. p. 15)

Zy Yo %
— | % Y 4
Lo Yz %

Die Gleichung des Punktes, in
welchem sich die drei Ebenen

Ugy Vgy Wo5 Upy Vyy We5 Uy, Vg, Wy

schneiden, ergiebt sich durch El-
mination von z, , # aus den vier
Gleichungen

ux 4oy +wz 4 1=0,

U 4 vy + woz + 1 =0,

wz vy +we+1=0,

U v,y + wyz + 1 =0
und ist daher:

w v w 1

Up Yy Wy 1| 0
w, v, w, 1 )
Uy Uy wy 1

Die Coordinaten des Punktes
sind die Coéfficienten von w, v, w
in dieser Determinante, jeder divi-
dirt durch die Determinante

Uy YUy W,
— U v w
Uy Uy Wy

Sammlung von Aufgaben und Lehrsiitzen aus der Geometrie des Raumes, erste
Abtheilung, Berlin 1887, § 25, sowie Chasles, Mémoire de géométrie sur denx
principes généraux de la science: la dualité et I'homographie, als Anhang zu
dem Apergu historique, Bruxelles 1837. Das Princip der Dualitiit selbst war
freilich schon 1827 von Mobius auch fiir den Raum ausgesprochen, wenngleich
anders begriindet; vgl. den Schluss von dessen ,barycentrischem Calcul* (Ge-
sammelte Werke, Bd. 1, p. 387). Vgl. ferner die Note in Bd. I, p. 28. Ger-
gonne’s Darstellung (1818) liess das Princip mehr als geheimnissvolles Axiom,
denn als fest begriindetes Gesetz erscheinen.
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Man erkennt so, dass dem Schnittpunkte dreicr FEbenen die durch drei
Punkte bestimmte Ebene dualistisch entspricht, also wieder dem Punkte

die Ebene.
Die beiden Gleichungen
Punktcoordinaten

1o 4 voy + wyz + 1 =0,
w4+ vy +we+1=0
werden befriedigt von allen Punkten,
welche gleichzeitig in den Kbenen
Uy, Yoy W, und u,, v, w; liegen,
d. h. von allen Punkten auf der

Schnittlinie beider Ebenen.

in

Die beiden Gleichungen in
Ebenencoordinaten

uxy, 4+ vy, + wz, + 1 =0,
we, + vy, + wz;, +1=0

werden befriedigt von allen Ebenen,
welche gleichzeitig die Punkte z,,
Yo, 4y und &, ¥, 2, enthalten, d. h.
von allen Fbenen durch die Ver-
bindungslinie beider Punkte.

Der Verbindungslinie zweier Punkte entspricht daher die Schnitt-
linie zweier Ebenen: die gerade Linie ist zu sich selbst dualistisch;
sie kann entweder durch zwei lineare Gleichungen in Punktcoordi-
naten oder durch zwei lineare Gleichungen in Ebenencoordinaten
dargestellt werden. Die gerade Linie nimmt somit eine ausgezeichnete
Stellung in der Geometrie des Raumes ein; neben Punkt und Ebene
kann sie als durchaus selbstéindiges Klementargebilde aufgefasst werden;
in diesem Sinne werden wir sie spiter ausfiihrlich behandeln.

Eine Gerade liegt in einer Ebene, wenn zwei ihrer Punkte in
der Ebene liegen; sie geht durch einen Punkt, wenn zwei der durch
siec zu legenden Ebenen den Punkt enthalten. Bei diesen elemen-
taren Sitzen kommt es nur auf vereinigte Lage von Punkten und
Ebenen an; man hitte daher auch den einen aus dem andern durch
das Princip der Dualitéit ableiten konnen. Weiter folgt aber: Den
n ciner Ebene gelegenen geraden Linien (einem Linienfelde) entsprechen
die durch einen Punkt gehenden Geraden (ein Linienbiindel). Da nun
den Punkten einer Ebene die durch einen Punkt gehenden Ebenen
entsprechen, so kann man, mittelst des Principes der Dualitiit, aus jedem
Satze iber Punkte und gerade Linien in einer Ebene (also aus jedem
Satze der ebenen Geomelrie) einen andern iber Ebenen und gerade Linien
durch einen Punkt ableiten. Den Tangenten einer ebenen Curve C
entsprechen dabei die Erzeugenden (d. h. Seitenlinien) eines gewissen
Kegels K; denn eine einfach unendliche (d. h. von einem Parameter
abhingende) Reihe von Geraden durch einen Punkt bildet eben einen
Kegelmantel. Den Punkten der Curve C entsprechen dualistisch die
Tangentenebenen des Kegels K. Ein Punkt der Curve C nimlich
ist definirt als Schnittpunkt zweier benachbarten Tangenten; ihm ent-
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spricht daher die Ebene, welche durch zwei benachbarte*) Erzeugende
des Kegels K gelegt werden kann, also in der That eine beriihrende
Ebene von K. Die Theorie der Kegel kann sonach in gewissem
Sinne abgeleitet werden aus der Theorie der ebenen Curven.

Durch eine Gleichung zwischen Punktcoordinaten war eine Fléche
dargestellt; es soll jetzt untersucht werden, welches geometrische Ge-
bilde durch eine Gleichung zwischen Ebenencoordinaten gewonnen
wird. Die zu dem Zwecke nothwendigen Ueberlegungen fiihren wir

gleichzeitig in beiderlei Coordinaten neben einander durch.

Durch einen beliebigen Punkt
P der Fliche f (2, ¥, 2) = 0 kann
man unendlich viele Ebenen legen;
jede derselben schneidet die Fliche
in einer ebenen Curve. Jede dieser
Curven hat im Punkte P im All-
gemeinen eine bestimmte Tangente.
Alle so in P construirten Tangenten
liegen in emmer Ebene E, bilden
also einen ebenen Strahlbiischel.
Andernfalls n#mlich wiirden sie
einen Kegel bilden. In jeder durch
P gehenden Ebene wiirden also
mehr als eine der betrachteten
Tangenten liegen, was im Allge-
meinen nicht moglich ist*¥), Die
in P construirten Tangenten sind
die Verbindungslinien von P mit
den zu P unendlich benachbarten
Punkten der Fliche f= 0.

Denken wir uns in gleicher
Weise die Tangentenebene E’
eines zu P unendlich benachbarten

Durch einen beliebigen Punkt
einer Ebene F, welche einer Glei-
chung F (u, v, w) = O geniigt,
gehen unendlich viele Ebenen,
welche derselben Gleichung ge-
ntigen und als einfach unendliche
Schaar einen Kegel umhiillen. FEine
Erzeugende eines jeden solchen
Kegels liegt inshesondere in der
Ebene E. Alle so in E constru-
wrten Erzeugenden gehen durch einen
Punkt P, bilden also einen ebenen
Strahlbiischel. Andernfalls nim-
lich wiirden sie eine ebene Curve
umhiillen. Durch jeden in E liegen-
den Punkt wiirden also mehr als
eine der betrachteten Erzeugenden
gehen, was im Allgemeinen nicht
moglich ist**). Die in F konstru-
irten Erzeugenden sind die Schnitt-

linien von F mit den zu £ unend-

lich benachbarten Ebenen, welche
der Gleichung F'= 0 geniigen.
Denken wir uns einen Punkt
P’ construirt, welcher in gleicher
Weise einer zu F benachbarten

*) Die hier zun#chst folgenden allgemeinen Erorterungen stiitzen sich auf
die Grundbegriffe der Differentialrechnung; letztere wird fiir die Theorie der
Flichen zweiten Grades sonst nicht vorausgesetzt werden.

#¥) Dies wiirde nur in ,singuliiren Punkten der Fliche (bez. in ,,singu-
liren Ebenen®) eintreten, wie in der allgemeinen Theorie der Flichen niiher

gezeigh wird.
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Punktes P’ construirt; die Ebenen
E und E’ schneiden sich dann in
derjenigen Tangente von P, welche
P mit P’ verbindet. Die Tangenten
der Fliche f (z, y, 2) =0 sind
also nicht nur Verbindungslinien
benachbarter Punkte, sondern auch
Schnittlinien der zugehdrigen be-
nachbarten Ebenen, welche die von
dem Punkte gebildete Fliche f=0
umbhiillen.
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Ebene E’ zugeordnet ist; die
Schnittlinie beider Ebenen ist dann
gleichzeitig die Verbindungslinie
voo P mit P’. Die Geraden,
welche so in den einer Gleichung
F (u,v, w)=="0 geniigenden Ebenen
construirt wurden, sind also gleich-
zeitig Schnittlinien benachbarter
Ebenen, und Verbindungslinien der
zugehorigen benachbarten Punkte,
welche eine von den Ebenen F'=0

umhiillte Fliiche bilden.

Man erkennt hieraus Folgendes: Jeder Ebene, welche einer Glei-
chung F' (u, v, w) =0 geniigt, ist ein in ihr liegender Punkt zu-
geordnet; die Beziehung zwischen ihm und der Ebene ist genau die-
selbe, wie die Beziehung zwischen einem Punkte der Fliche f(z, y, 2)
= 0 und seiner Tangentenebene. Fine I'liche kann also im Allge-
meinen entweder durch eine Gleichung in Punktcoordinaten oder durch
eine Gleichung in Ebenencoordinaten dargestellt werden; im ersten Falle
erscheint sie gegeben als Ort ibrer Punkte, im andern Falle als um-
hiillt von ihren Tangentenebenen®).

Dieser Satz erleidet indessen Ausnahmen. Es gibt Fléchen, die
nicht durch eine Gleichung in Ebenencoordinaten darstellbar sind.
Ein Beispiel ist uns bereits in den Kegeln bekannt; ein solcher wird
von zweifach unendlich vielen Punkten gebildet, besitzt aber nur ein-
fach unendlich viele Tangentenebenen, indem allen Punkten einer Er-
zeugenden dieselbe Tangentenebene zukommt; durch eine Gleichung
in Ebenencoordinaten, welche ja immer durch zweifach unendlich viele
Ebenen befriedigt wird, kann daher ein Kegel nicht dargestellt werden.
Das Entsprechende tritt ein bei einer ebenen Curve; dieselbe besteht
aus einfach unendlich vielen Punkten, besitzt aber zweifach unendlich
viele Tangentenebenen; denn den Punkten einer Erzeugenden eines
Kegels entsprechen dualistisch die Ebenen, welche durch eine Tangente
einer ebenen Curve hindurchgehen, da sich Tangente der Curve (als
Verbindungslinie unendlich benachbarter Punkte) und Erzeugende des
Kegels (als Schnittlinie unendlich benachbarter Tangentenebenen)

#) Andererseits steht einer Fliche f (x, y, #) = 0 eine andere, im Allge-
meinen von ihr verschiedene Fliche f (u, v, w) =0 dualistisch gegeniiber.
Diese Art des Entsprechens zweier Flichen wurde schon 1808 von Monge be-
merkt, vgl. Chasles, Apergu historique, Note XXX.
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dualistisch gegeniiberstehen. Eine ebene Curve kann daher nicht
durch e¢ine Gleichung in Punktcoordinaten, wohl aber durch eine
Gleichung in Ebenencoordinaten dargestellt werden.

In #hnlicher Weise kommen iiberhaupt die Ausnahmeffille bei
einer Fliche dadurch.zu Stande, dass je unendlich viele Punkte der
Fliche eine gemeinsame Tangentenebene haben, so dass es im Ganzen
nur einfach unendlich viele Tangentenebenen der Fliche gibt. Alle
Punkte von dieser Beschaffenheit miissen dann eine in der Tangenten-
ebene liegende ebene Curve bilden, und zwar eine gerade Linie, denn
diese Curve muss gleichzeitig in der unendlich benachbarten Tan-
gentenebene liegen. Die Flichen, um welche es sich handelt, ent-
halten also einfach unend-
lich viele gerade Linien,
sie bilden eine gewisse
Klassevon, Linienfliichen®;
die sogenannten abwickel-
baren I'lichen™). Dieselben
sind vor anderen soge-
nannten windschiefen Li-
nienflichen dadurch aus-
gezeichnet, dass je zwei
unendlich benachbarte Li-
nien derselben (als in der-
selben Tangentenebene lie-
gend) sich schneiden (was
z. B. bei den geradlinigen
Flichen zweiten Grades
nicht der Fall ist). Jeder
Tangentenebene einer ab-
wickelbaren Fliche ist
hierdurch ein in ihr liegen-
der Punkt zugeordnet, nimlich der Schnittpunkt der beiden in ihr
liegenden (einander unendlich benachbarten) Erzeugenden der Fliche
(vgl Fig. 6). Alle diese einfach unendlich vielen Punkte bilden eine

¥ig. 6.

*) Der Name riihrt daher, dass diese Flichen ohne Dehnung auf eine Ebene
abgewickelt werden kénnen; ihre Existenz wurde von Euler entdeckt (Nova
Commentaria Petropolitana, t. 16, 1771; sie konnen nach Monge durch eine
partielle Differentialgleichung charakterisirt werden (Mémoires présentés 1780,
t. 9 und 10). Durch Ausschneiden eines nicht geschlossenen ebenen Polygons
und Einkniffen des Papiers lings der Verlingerungen der Seiten verschafft man
sich leicht eine Anschauung von der Gestalt der Fliche.
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Curve, und die Erzeugenden der abwickelbaren Fliche sind (als Ver-
bindungslinien unendlich benachbarter Punkte) die Tangenten der Curve.

Eine nicht cbene Curve ist zugleich dasjenige geometrische Gebilde,
welches einer abwickelbaren Fliche dualistisch gegeniibersteht., In der That
entspricht einer einfach unendlichen Reihe von Ebenen eine einfach unend-
liche Reihe von Punkten, also eine Curve. Den Schnittlinien consecu-
tiver Ebenen (Erzeugenden der abwickelbaren Fliche) entsprechen die
Verbindungslinien consecutiver Punkte, also die Tangenten der Curve.
Den Punkten der abwickelbaren Fliche (d. i. den Punkten ihrer Er-
zeugenden) entsprechen die Ebenen, welche durch die Tangenten der
Curve gelegt werden konnen. Alle diese zweifach unendlich vielen
Ebenen geniigen einer Gleichung F(u, v, w) = 0. FEine nicht ebene
Curve kann daher durch eine Gleichung zwischen Ebenencoordinaten
dargestellt werden. Die so einer Curve dualistisch zugeordnete ab-
wickelbare Fliche ist indessen im Allgemeinen nicht dieselbe, welche
von den Tangenten der Curve gebildet wird; dies wird nur bei be-
sonderen Curven moglich, wie spitere allgemeine Untersuchungen
zeigen werden.

Aus der abwickelbaren Fliche entsteht insbesondere ein Kegel,
wenn alle Erzeugende durch einen Punkt gehen; aus der Curve ent-
steht insbesondere eine ebene Curve, wenn alle Tangenten in einer
Ebene liegen.

Diese allgemeinen Bemerkungen werden geniigen, um das Princip
der Dualitit und seine Anwendung im Wesentlichen zu veranschau-
lichen. Die folgenden Untersuchungen werden von selbst zum voll-
stiindigeren Verstéindnisse des Vorstehenden beitragen. Ehe wir zu
specielleren Fragen weiter gehen, geben wir eine Uebersicht iiber
die gegenseitige Zuordnung, welche nach dem Principe der Dualitit
zwischen den geometrischen Gebilden des Raumes als bestehend er-
kannt wurde; dabei fithren wir gleichzeitig einige Bezeichnungen ein.
Es entsprechen sich:

Punkt. Ebene.
Gerade Linde. Gerade Liwie.
Punktreihe (d. i. alle Punkte Ebenenbiischel (d. 1. alle Ebenen
auf einer Geraden). durch eine Gerade).

Strahl (d. i. die Gerade als Aze (d. i. die Gerade als um-
gebildet von Punkten, als Trdger hillll von Ebenen, als Aze des
der Punltreihe). Libenenbiischels).

Punktfeld (d. i. alle Punkte Ebenenbiindel (d. 1. alle Ebenen
einer Ebene). durch einen Punkt).
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Strahlenbiischel (d. 1. alle Ge-
raden in einer Ebene und durch
einen Punkt).

Strahlenbiindel (d. i, alle Ge-
raden durch einen Punkt).

Kegel.
Erzeugende eines Kegels.
Tangentenebene eines Kegels.
Punkt eines Kegels.

Fliche als Ort von Punkten.
Tangente der Fliche.
Tangentenebene der Fliche.

Raumcurve (d. i. nicht ebene
Curve).

Tangentenebene einer Raum-
curve (d. i. Ebene durch eine Tan-
gente derselben).

Tangente einer Raumcurve.
Punkt einer Raumcurve.

Treffgerade einer Curve, d. i.
Gerade durch einen Punkt der-
selben.

Erste Abtheilung.

Strahlenbiischel (d. i. alle Ge-
raden durch einen Punkt und in
einer Ebene).

Strahlenfeld (d. i. alle Geeraden
in einer Ebene).

Ebene Curve.
Tangente einer ebenen Curve.
Punkt einer ebenen Curve.

Tangentenebene einer ebenen
Curve (d. i. Ebene durch eine
Tangente der Curve).

Flichealsumhiillt von Ebenen.

Tangente der Fliche.

Punkt der Fliche.
Abwickelbare F'liche.

Punkt einer abwickelbaren
Fliche (d. i. Punkt auf einer Er-
zeugenden derselben).

Erzeugende einer abwickel-
baren Fliche.

Tangentenebene
wickelbaren Fliche.

einer  ab-

Tangente einer abwickelbaren
Fliche, d.i. Gerade in einer Kbene
derselben.

Die einzige krumme Fliche, deren Gleichung wir bereits kennen

gelernt haben, ist die Kugel.

Sind @, b, ¢ die Coordinaten ihres Mittel-

punktes und ist # ihr Radius, so war ihre Gleichung (vgl. p. 4):
(z—af+@G—0b+ (& —cf=r.

BEs ist leicht, die Gleichung der Kugel in Ebenencoordinaten

aufzustellen.

Alle Tangentenebenen derselben sind vom Mittelpunkte

um die Strecke » entfernt; die Coordinaten w, v, w einer solchen
Ebene geniigen also nach Gleichung (29), p. 12, wenn man die Rela-
tionen (4) benutzt, der Bedingung:

~__ua—{—vb—i—wc—_i—_}.
T Ve et
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Die Gleichung der Kugel in Ebenencoordinaten ist daher (vgl.
Bd. I, p. 30£):

7 (u? 4+ v? 4+ w?) = (ua 4 vb + we + 1)%.

Die Kugel ist also eine Fliche zweiter Ordnung und zweiter
Klasse. Man versteht nimlich unter Ordnung einer Fliche den Grad
ihrer Gleichung in Punktcoordinaten, unter Klasse derselben den Grad
ihrer Gleichung in Ebenencoordinaten.

Liegt insbesondere der Mittelpunkt im Anfangspunkte, so hat
man @ =b =¢ =0, also:

uz—{-v2+w2=;2-
Alle Ebenen, welche die Kugel beriihren und der Z-Axe parallel sind,
geniigen ausserdem der Gleichung w=0. Es werden somit die
Gleichungen

1
u%—i—v2=}—2 ud w=0

befriedigt von allen Ebenen, welche die Kugel in ihrer Schnittcurve
mit der X-Y-Ebene beriihren und der Z-Axe parallel sind. Lisst
man w beliebig, so ist folglich

u2+v2=;1;

die Gleichung eines Kreises in Ebenencoordinaten, welcher in der X-Y-
Ebene liegt, dessen Mittelpunkt mit dem Anfangspunkte zusammen-
fallt und dessen Radius gleich # ist.

ITI. Projectivische Gebilde und deren Erzeugnisse.

Wie in der Ebene Punktreihe und Strahlbiischel, so stehen
sich im Raume Punktreihe und Ebenenbiischel gegeniiber. Fiir die
Theorie der Punktreihen ist es gleichgiiltig, ob man dieselben in
einer bestimmten Ebene denkt oder beliebig im Raume. Die analy-
tische Behandlung derselben mit Hillfe der Ebenencoordinaten er-
fordert indessen eine kurze Auseinandersetzung. Auch die Behandlung
der Ebenenbiischel im Raume ist derjenigen der ebenen Strahlbiischel
durchaus analog; wir konnen uns deshalb auf das Wichtigste be-

schrinken *).

*) Die zuniichst folgenden Entwicklungen beruhen auf der Methode der
sogenannten , abgekiirzten Bezeichnung®, wie sie von Bobillier und
Pliicker eingefihrt (vgl. Bd. I, p. 35) und besonders von P. Serret (Géo-
métrie de direction, Paris 1869) und Hesse (Vorlesungen tiber analytische Geo-
metrie des Raumes, Leipzig 1861, 3. Auflage 1876) mit Erfolg ausgebildet wurde,
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Es seien mit £ und E’ zwei
lineare Ausdriicke in z, y, 2 be-
zeichnet, etwa

E =Adx + By +Cs 4+ D,

E=A4x-4 B'y+Cz+ D,
so dass F=0 und E'=0 die
Gleichungen zweier Ebenen sind.
Durch die Schnittlinie beider
Ebenen geht auch jede Ebene,
deren Gleichung von der Form
@) E+ AE =0
ist, wo i einen Parameter be-
deutet; denn fiir einen auf der
Schnittlinie gelegenen Punkt ist
gleichzeitis Z=0 und E" = 0.

Dic Gleichung (1) stellt aber
auch alle Ebenen des durch die
Schwittlinie von E==0 und E' = 0
bestimmier, Biischels dar.

In der That, eine Ebene des
Biischels ist bestimmt, wenn sie
durch einen gegebenen Punkt gehen
soll, welcher nicht auf der Axe
des Biischels liegt. Ist z,, y,, 2,
ein solcher Punkt, und ist
B, = Az, + By, + Cz, + D,
By = A'z,+ B'y, + C'5+ D',
so geht die Ebene (1) durch diesen
Punkt, wenn 4 aus der Gleichung
(2) E,+1E =0
berechnet wird. Durch jeden Punkt
des Raumes geht also eine Ebene
der Schaar (1); und damit sind
alle mpglichen Ebenen des Biischels
erschopft.

Fillen wir von dem Punkte
Zyy Yoy % Lothe auf die Ebenen
E =0, ' = 0 und nennen ihre

Erste Abtheilung.

Es seien mit P und P’ zwei
lineare Ausdriicke in %, v, @ be-
zeichnet, etwa

P = Au + Bv + Cw -+ D,
P=Au+Bv4 Cw—+ D,
so dass P=0 und P = 0O die
Gleichungen zweier Punkte sind.
Auf der Verbindungslinie beider
Punkte liegt auch jeder Punkt,
dessen Gleichung von der Form
(1)* P+iP =0

ist, wo A einen Parameter bedeutet;
denn fiir eine durch die Verbin-
dungslinie gelegte Ebene ist gleich-
zeitig P =0 und P" = 0.

Die Gleichung (1)* stellt aber
auch alle Punkte der durch die
Punkte P=0 wund P =0 be-
stimmien Reihe day.

In der That, ein Punkt der
Reihe ist bestimmt, wenn er in
einer gegebenen Ebene liegen soll,
welche nicht durch den Triager der
Reihe geht. Ist u,, v,, w, eine
solche KEbene, und ist

P, = Au + By, + Cw, D,
P, = A'uy+ B'vy+ C'wy+ D',
so liegt der Punkt (1)* in dieser
Ebene, wenn 4 aus der Gleichung
(2)* P+ iF =0
berechnet wird. In jeder Ebene
des Raumes giebt es also einen
Punkt, welcher durch (1)* dar-
gestellt wird; und damit sind alle
moglichen Punkte der Reihe er-
schopft.

Fiillen wir von den Punkten
P =0, P’ =0 Lothe auf die Ebene
Uy, ¥y, W, und nennen ihre Lingen
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Léngen bez. p und p’; dann ist nach
Gleichung (29) p. 12 bei passender
Wahl des Vorzeichens der Wurzel:

_Am By + 04 + D

p VAT’F*BT"F—CZ ’
r_ A'w, 4 By, + C'z + D’
P ey ot
also nach (2):
E,
A= — 35
EO

_p VEFBFO

oder, wenn m eine von x,, ¥y, %,
unabhiéngige Constante bedeutet:

©) A=mE.
vy

Es ist also der in (1) auf
tretende Parameter 1 gleich dem

Producte einer Constanten in den
Fig. 7.
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bez. p und p”; dann ist nach Glei-
chung (29) p. 12 bei passender
Wahl des Vorzeichens der Wurzel:

_Auo+B”0+C7£70+D
= Dyt
, A'uy -+ B'v, + Cw, + D’
V= e
D'Vu* + 0,* + w,
also nach (2)*:

oder, wenn m eine von wu,, v,, w0,
unabhiingige Constante bedeutet:

@ D

Esist also der in (1)* auftretende
Parameter 4 gleich dem Producte

einer Constanten in den Quotienten
Yig. 7a.

A=m

Quotienten der Abstinde eines
Punktes in der durch (1) darge-
stellten Ebene von den beiden
Ebenen E =0, E =0 (den
Grundebenen des Biischels). Dieser
Quotient ist unabhingig davon,
wo der Punkt z,, ¥, % in der
Ebene (1) gewihlt wird, wie man
geometrisch leicht bestitigt (Fig. 7);

der Abstéinde einer durch den Punkt
(1)*gehenden Ebene von den beiden
Punkten P=0, P =0 (den
Grundpunkten der Reihe). Dieser
Quotient ist unabhingig davon,
wie die Ebene u,, v,, w, durch
den Punkt (1)* gelegt wird, wo-
von ein Blick auf die Figur iiber-

zeugt (Fig. Ta); er soll deshalb als
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er soll deshalb als Abstandsverhilt-
niss der Ebene (1) wvon den beiden
Grundebenen bezeichnet werden.

Jedem Werthe des Abstands-
verhiltnisses oder des Parameters
A entspricht eine Kbene des
Biischels. Insbesondere gibt p=0
oder 2 =0 die Ebene E = 0, und
p =0 oder A = oo die Ebene
I =0. Wiichst 4 von 0 bis -+ oo,
so iiberstreicht die Ebene den einen
Winkelraum zwischen den beiden
Grundebenen; variirt 1 zwischen
— oo und 0, so iiberstreicht sie
den andern Winkelraum.

Die Coordinaten der durch (1)
dargestellten Ebene sind mnach (4)
p- 19:

y A4
DI D
B4 1B’

"=pI1ap7

we 10
DD

Sind also #,, v,, w, die Coor-
dinaten von E = O und u,, v,, w,
diejenigen von E’ = 0, sosind die
Coordinaten der beweglichen Ebene

(1):

u=“1+!“//2,
1+up

. v, + wpo,
(4) v == 11+__;_2,
_ Wy + pw,
eI

# Vgl Bd. I, p. 38.

Erste Abtheilung.

Abstandsverhiltniss des Punltes (1)*
von den beiden Grundpunkten be-
zeichnet werden.

Jedem Werthe des Abstands-
verhiltnisses oder des Parameters
A entspricht ein Punkt der Reihe.
Insbesonderegiebt p=0, oder A =0
den Punkt P==0, und p" = O oder
4 == oo den Punkt P’ = 0. Setzt
man fest, dass die Abstéinde p und
p’ fiir einen zwischen P und P’
gelegenen Punkt beide positiv ge-
nommen werden sollen*), so liegt
der Punkt (1)* zwischen den beiden
Grundpunkten, wenn 4 positiy,
ausserhalb derselben, wenn 4 ne-
gativ ist.

Die Coordinaten des durch (1)*
dargestellten Punktes sind nach (4)*
p. 19:

A4+ 24
T=D¥iD”
B+iB’
Y=optip"
g S0
D4+ 1D’

Sind also 2, y,, 2, die Coor-
dinaten von P =0 und z,, y,, 2,
diejenigen von P’ =0, so sind
die Coordinaten des beweglichen
Punktes (1)*:

_ %t

= 1+u2’

@y |y =B,
Z=Z1+P_zg
14 ?

Im Ebenenbiischel ist eine solche Festsetzung nicht

ndthig, wenn man die Vorzeichen von p und p” durch die friiheren Festsetzungen
(p. 12) bestimmt sein l#sst, wobei dann allerdings die Lage des Anfangspunktes
der Coordinaten in Betracht kommt; vgl., Naheres hieriiber bei Hesse a. a. O.
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D .
Wo =4 -5 einen neuen Para-

meter bedeutet; es ist wieder, wie

in (3):
©®)

wenn m” eine Constante bezeichnet.

Die Gleichungen (4) geben eine
Parameterdarstellung “des Ebenen-
biischels, d. . der Coordinaten einer
beliebigen Ebene des Biischels aus-
gedriickt durch einen Parameter
(und durch die Coordinaten zweier
festen Ebenen).

Der Parameter u ist gleich

4u=m’-1%,
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D .
WO = 1- 35 einen neuen Para-

meter bedeutet; es ist wieder, wie
in (3)*:
)

w == m’ - %07?

wenn 7  eine Constante bezeichnet.
Die Gleichungen (4)* geben eine

Parameterdarstellung der Punktreihe.

Dieselbe ist hier durch zwei ihrer

Punkte bestimmt, wihrend sie in

den Gleichungen (7) p. 4 durch

einen Punkt und ihre Richtung

gegeben war.

einer rein geometrisch definirten

Grosse (einem Abstandsverhiltnisse), multiplicirt in einen Factor
analytischen Charakters. Wir erhalten eine rein geometrische Grosse,
wenn wir zu den drei Elementen

R=0, §=0, E+uS=0,

seien es nun Punkte oder Ebenen, ein viertes Element R -} »S =0
hinzufiigen und den Quotienten y :wv bilden, wo

v=m'2;
wenn s’ die in (5) oder (5)* vorkommende Constante bedeutet, und

wenn ¢, q' entsprechende Bedeutung haben wie p, p’. Der Quotient
] p g

ist dann rein geometrisch durch Abstandsverhiltnisse definirt; wir
nennen ihn das Doppelverhdiltniss der vier Elemente (Ebenen oder Punkite)

R=0, 8=0, R+ uS=0, R4+ »S=0.

Bei der hier gegebenen Bildung des Doppelverhiltnisses sind
die Grundelemente B = 0, S = 0 ausgezeichnet; als Quotient zweier
Abstandsverhilinisse kann dasselbe aber auch fiir beliebige vier Ele-
mente der Reihe B -+ 18 = 0 gebildet werden. Wir betrachten die
vier Elemente

111=R+”1S=07 T3=R—|—5L3S=O,

T, =R+ p,S =0, T,=R+ uS=0.
Aus den ersten beiden Gleichungen lassen sich R und S durch 7,
und 7, berechnen; es wird:
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R=!~”2T1“!‘1T2 S__:Tz‘“j_l,
e — gy’ e —
und dann ergibt sich:

pe — ) Ty — (uy — p) T
T3=( us) Ty 1 sl

Uy — Uy
7, =W e) Ty = (1 = e Ty
Wy — My

Die vier Elemente, um welche es sich handelt, sind jetzt dargestellt
durch die Gleichungen:

I, =0, T,=0,
T, —-%Y="br o g1, —BZThp o,
Mo — Uy 7 o — fby

Es sind hiermit 7} = 0 und T, = O an Stelle von R = 0 und S =0
als neue Grundelemente eingefiihrt; in Bezug auf sie kommen den
Elementen 7, = 0, 7T, =0 die Parameter
o g und — —
o fo — thy
zu.  Das Doppelverhiiliniss der vier Elemente wird also:
(6) P . Bl o B - Bl .79
fo — W3 by - by

Der Werth desselben ist seiner Definition nach nicht eindeutig be-
stimmt, sondern kann ein anderer werden, wenn man bei seiner Bil-
dung die vier Elemente in anderer Anordnung benutzt. Im Ganzen
kann man nur sechs verschiedene Werthe erhalten, wie in der Geo-
metrie der Ebene gezeigt ist (Bd. I, p. 38); dieselben sind, wenn «
durch (6) definirt ist:
O @ 1, 1—a, —: ¢, el

Die Einfiihrung des Doppelverhiltnisses fithrt fiir den Raum tiber-
haupt zu Betrachtungen, welche denen der ebenen Geometrie tiber
einander projectivische Gebilde ganz analog sind, und welche mit
den Grundlagen der neueren synthetischen Geometrie in Zusammen-
hang stehen.

Wir nennen zwei lineare Gebilde

R+28=0 uwnd R 4+ 18 =0

(Punktreihen oder Ebenenbiischel) einander projectivisch, wenn sie
Element fiir Element einander so zugeordnet sind, dass je zwei Ele-
mente mit gleichem Parameter 4 als entsprechende betrachtet werden.
Hieraus folgt unmittelbar:

Entsprechende Elemente projectivischer Gebilde haben dasselbe Doppel-
verhdiltniss.

1l—a’ o—1" o
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Sind zwei Gebilde einem dritten projectivisch, so sind alle drei
unter emmander projectivisch.

Die gegebene Definition ist zuniéichst analytischer Natur. Hs
fragt sich, wie man geometrisch eine Zuordnung der verlangten Art
beschaffen kann. Dies geschieht in folgender Weise.

Um zunichst die Zuordnung herzustellen, kann man die drei
Elemente

RBR=0, S=0, R4+£kS=0,
welche der Reihe R 4- 1S = O angehoren, bez. den drei Elementen
R =0, =0, R+18=0
der andern Reihe zuordnen; dann ist die projectivische Beziehung
beider Reihen festgelegt. Ein beliebiges Element der letzteren Reihe
ist nimlich durch die Gleichung R’ 4 m18" = O dargestellt, wenn
m eine willkiirliche Constante bedeutet. Nun soll das Element
R +4 kS =0 dem Elemente R’ -+ 18" = 0 entsprechen; es muss da-
her m k =1 sein. Setzt man also

S =mS =18,
so sind die Gleichungen der beiden Reihen
R4 48=0 und R -+ 48" =0

in der obigen Weise gewonnen.

Zwei Elementenreihen sind also projectivisch auf esnander bezogen,
sobald man dreien Elementen der einen Reihe drei beliebige Flemente der
andern zugeordnet hat ™).

Insbesondere konnen die beiden Elementenreihen auf demselben
Triger liegen (vereinigt liegen); dann folgt der Satz:

Vereinigt gelegene projectivische Gebilde sind identisch, sobald dret
einander entsprechende I lemente zusammenfallen.

*) Zeichnet man nicht die beiden Grundelemente der beiden Reihen da-
durch aus, dass man sie einander zumordnet, so ist die projectivische Beziehung
der Elementenreihen R -+ 1S = 0 und R’ + pS’ = 0 in allgemeinster Weise
durch eine lineare Gleichung der Form

alp + b2 4 cup+d=0
vermittelt. Dieselbe entsteht z. B. direct durch die Forderung, dass die Doppel-
verhiiltnisse cntsprechender Elemente (1, 1,, 2,, 1, und w, g,, ., #;) einander
gleich seien, d. h. dass

A—d b A e =
h—i =1 b — s @ — YUy

Vgl. Bd. I, p. 198. In Uebereinstimmung mit dem Satze des Textes sind dic

Verhiiltnisse der Grossen @, b, ¢, d durch drei Bedingungen zu bestimmen.

Clebsch, Vorlesungen. IT, 1. 3




34 Erste Abtheilung.

Dies Resultat werden wir bei den folgenden geometrischen Unter-
suchungen wiederholt benutzen miissen. Es soll durch dieselben
gezeigt werden, dass projectivische Gebilde immer dadurch erzeugt
werden kopnen, dass man sie aus der sogenannten perspectivischen
Lage durch Verschiebung entstehen liisst.

Tnsbesondere heissen cine Punktreihe und ein Ebenenbiischel per-
spectivisch, wenn jeder Punkt der Reihe mit der ihm entsprechenden
Ebene des Biischels vereinigt liegt. Die dadurch hergestellte Be-
ziehung zwischen Punkten und Ebenen ist eine projectivische. In
der That, es sei E -4 AE =0 die Gleichung des Ebenenbiischels,
und es sei eine beliebige Gerade als Schnitt der Ebenen A = O und
B =0 gegeben. Von ibhr wird die Ebene E + AE" = 0 in einem
Punkte getroffen, dessen Gleichung sich durch Elimination von z, v, 2
aus den vier Gleichungen

F+4+AE =0, A=0, B=0, uz+vy+wz+1=20

ergiebt. Man findet dadurch eine Gleichung von der Form P 4 1 P’ =),
wenn P und P’ lineare (von A unabhiingige) ganze Functionen von
u, v, w sind. Die projectivische Beziehung der beiden Elementen-
reihen auf einander ist nunmehr aus der Form ihrer Gleichungen
einleuchtend. BEs gilt daher auch der Satz:

Vier Punkte einer Reihe haben dasselbe Doppelverhiiltniss, wie wvier
bez. durch sie gehende Ebenen eines Ebenenbiischels.

Ist eine beliebige Punktreihe auf einen beliebigen Ebenenbiischel
projectivisch bezogen, so kann man beide Gebilde im Raume so ver-
schieben, dass sie sich in perspectivischer Lage befinden. Die Ebenen
des Biischels bestimmen nimlich durch ihren Schnitt mit einer be-
liebigen nicht zu ihnen gehdrigen Ebene einen ebenen Strahlbiischel,
welcher durch Vermittlung des Ebenenbiischels projectivisch auf die
gegebene Punktreihe bezogen ist; denn so gut man Punktreihen und
Ebenenbiischel projectivisch auf einander bezieht, wird man dies
auch mit Strahlbiischel und Ebenenbiischel thun konnen, indem
der ebene Strahlbiischel nach den Regeln der ebenen Geometrie zu-
néchst anf eine Punktreihe bezogen wird. Die gegebene Punktreihe
verlegen wir nun zunichst in die Ebene des Strahlbiischels und bringen
sie sodann mit ihm in perspectivische Lage, was nach den Sitzen der
ebenen Geometrie moglich ist (Bd. I, p. 45). Damit liegt die Punkt-
reihe von selbst auch zu dem Kbenenbiischel perspectivisch, was
erreicht werden sollte.

Dass man zwei projectivische Punktreihen immer in perspecti-
vische Lage bringen kann, ist aus der ebenen Geometrie bekannt,
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soll deshalb nicht mehr erbrtert werden. Dasselbe gilt auch fiir
Ebenenbiischel, wenn die perspectivische Lage solcher Biischel dahin
definirt wird, dass ihre Axen sich schneiden, und dass die durch
beide Axen gelegte Ebene sich selbst entspricht. Es mogen die
Ebenen 1, 2, 3, 4 ... des einen bez. den Ebenen I, II, IIL, IV ... des
andern Biichels entsprechen. Wir verschieben den zweiten Biischel
so, dass die Ebene I mit 1 zusammenfillt, ohne dass die Axen beider
Biischel zusammenfallen. Diese Axen schneiden sich dann in einem
Punkte; durch letzteren geht auch die Schnittlinie der Ebenen 2
und II, sowie iiberhaupt die Schnittlinie je zweier entsprechender
Ebenen. Alle diese Schnittlinien liegen in einer Ebene. In der
That, durch die Linien 2-II und 3-III ist eine Ebene E be-
stimmt; in dieser erhalten wir durch ihren Schnitt mit den Ebenen
der beiden Biischel zwei projectivische Strahlbiischel mit gemein-
samem Mittelpunkte; bezeichnen wir nun den Schnitt der Ebene E
mit der Ebene 1 (die ja mit I identisch) durch 1-I, so entspricht
in den vereinigt gelegenen Strahlbiischeln jeder der Strahlen 1-I,
2-1I, 8-1I1 sich selbst; die beiden Strahlbiischel fallen demnach
vollstindig zusammen; d. b. die Schnittlinien entsprechender Ebenen
der beiden DBiischel liegen in einer Ebene. Die Biischel sind also in
perspectivische Lage gebracht. Die Ebene E heisst ihr perspectivischer
Durchschnitt. — Allgemeiner konnen wir nun den Satz aussprechen:

Projectivische Gebilde lassen sich immer durch congruente Orts-
verdinderung in perspectivische Lage bringen.

Umgekehrt folgt hieraus:

Je zwei projectivische Gebilde erster Stufe (d. h. deven Elemente
von einem Parameter abhingen) kann man sich aus der perspectivischen
Lage entstanden denken.

Ks liegt nahe, zu untersuchen, welche Gebilde durch projectivische
Reihen und Biischel, die nicht perspectivisch liegen, erzeugt werden.
In Betreff derselben gelten folgende Sitze:

Die Schwittlinien entspfeckenderl Die  Verbindungslinien entspre-
FEbenen  projectivischer (wicht  per- | chender Punkte projectivischer (wicht
spectivischer) Biischel®) sind die ,, Fir- , perspectivischer) Punktreihen sind die

*) Steiner mnennt projectivische Ebenenbiischel, welche nicht perspec-
tivisch sind, schief liegend. Die hier besprochene Erzeugungsweise der Flichen
zweiter Ordnung und zweiter Klasse ist von Steiner entdeckt und zur Grundlage
ihrer synthetischen Behandlung (vgl. Bd. 1, p. 46) gemacht (Systematische Entwick-
lung der Abhiingigkeit geometrischer Gestalten, Berlin 1832, §. 51; Gesammelte
Abhandlungen, Bd. I). Vgl auch Chasles, Apergu historique, Note IX. Fiir die

3*
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zeugenden® einer F'liche zweiter Ord-
nung; d. h. die Punkte dieser
Schuittlinien bilden in ihrer Ge-
sammtheit eine Flache, deren Glei-
chung in Punktcoordinaten vom
zweiten Grade ist (vgl. Fig. 8).

Es ergiebt sich dies durch Eli-
mination von 4 aus den Gleichungen
der projectivischen Biischel:

i Erzeugenden® einer Fliche zeweiter
Klasse; d. h. jede Ebene, welche
durch eine solche ,Erzeugende®
hindurchgeht, beriihrt eine gewisse
Fliche, deren Gleichung in Ebenen-
coordinaten von der zweiten
Klasse ist.

Es ergiebt sich dies durch Eli-
mination von 4 aus den Gleichungen
{der projectivischen Reihen:

Fig. 8.

E+ AE =0,
411" =0,

indem eine Gleichung zweiten Gra-
des

9) EF — FE =0
resultirt.

Dieselbe Fliche (9) wird auch
erzeugt durch die Schnitte ent-
sprechender Ebenen aus den bei-
den Biischeln

®)

(8)* P+ i1P =0,
@+ 1 Q = 0,

indem eine Gleichung zweiten Gra-
des
@* PQ —QP —0
resultirt.

Dieselbe Fliche (9)* wird auch
erzeugt durch Verbindung ent-

sprechender Punkte aus den beiden
Reihen

rein geometrische Behandlung dieser Flichen vgl. von Staudt, Beitrige zur
Geometrie der Lage, Niirnberg 1856; Reye, Die Geometrie der Lage, 2% Ab-
theilung, Hannover 1868; Cremona, Grundziige einer allgemeinen Theorie der
Oberfliichen, deutsch von Curtze, Berlin 1870; Schroter, Theorie der Ober-
fiiichen zweiter Ordnung und der Raumecurven dritter Ordnung, Leipzig 1880.
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(10) E: +uF =0,

E 4+ uF = 0.
Auf jener Fliche gibt es daher
zwei von einander verschiedene
Schaaren von Erzeugenden (geraden
Linien). Man sieht, dass die Axen
der Biischel (8) unter den Erzeugen-
den der Schaar (10) enthalten
sind (n#mlich fiir A = O und 2 = o0),
und dass umgekehrt die Axen der
Biischel (10) unter den Erzeugen-
den (8) vorkommen. Allgemein
gilt der Satz:

Jede Erzeugende der einen Schaar
wird von jeder Erzeugenden der
andern  Schaar geschnitten. Ziwei
Erzeugende derselben Schaar aber
schneiden sich niemals.

Zum Beweise zeigen wir zu-
niichst, dass je zwei beliebige Er-
zeugende der einen Schaar als
Biischelaxen benutzt werden diirfen,
um die Fliche als Ort der Er-
zeugenden der andern Schaar zu
construiren.

Bedeuten g, und g, Constante,
und ist ¢ ein variabler Parameter,
so stellen die Gleichungen

B+ wF)+o(E + p, ") =0,
(B4 wF)+o(B' + up, F') =0
zwel projectivische Ebenenbiischel
dar, deren Axen der zweiten
Schaar von Erzeugenden angehoren.
Schreibt man dieselben in der Form
E+4 ol 4+ w(F+ oF) =0,
E+ oE + u,(F+oF) =0,
so erkennt man, dass fiir die Schnitt-
linien beider Ebenen auch die Glei-
chungen
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P+ w Q= 01

P+ u@ =0.

Auf jener Fliche gibt es daher
zwei von einander verschiedene
Schaaren von Erzeugenden (geraden
Linien). Man sieht, dass die Triger
der Reihen (8)* unter den Erzeugen-
den der Schaar (10)* enthalten sind
(ndmlich fiir A==0 und 4=o0), und
dass umgekehrt die Triger der
Reihen (10)* unter den Erzeugen-
den (8)* vorkommen. Allgemein
gilt der Satz:

Jede Erzeugende der einen Schaar
wird von jeder Erzeugenden der
andern  Schaar geschnitien. Zwei
Erzeugende derselben Schaar aber
schneiden sich niemals.

Zum Beweise zeigen wir zu-
nichst, dass je zwei beliebige Er-
zeugende der einen Schaar als
Triger von Punktreihen benutzt
werden diirfen, um die Fliche als
Ort der Erzeugenden der andern
Schaar zu construiren.

Bedeuten g, und u, Constante,
und ist ¢ ein variabler Parameter,
so stellen die Gleichungen

P+ w @)+ o(P 4+ uQ)=0,
(P+ {*‘2Q)+ Q(P, + HgQ’)=O

zwel projectivische Punktreihen dar,
derenTriiger der zweiten Schaarvon
Erzeugenden angehoren. Schreibt
man dieselben in der Form

P+ oP + wm(@+0)=0,
Pt ol + uy(Q + 0@) =0,

so erkennt man, dass fiir die Ver-
bindungslinie beider Punkte auch

(10)*

| die Gleichungen
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LA ol = 0,

I+ oF =0
erfiillt sein miissen, da ja g, von
u, verschieden ist. Die Elimina-
tion von ¢ aus den letzteren
Gleichungen fiihrt auf dieselbe
Fliiche (9), die sich aus (8) ergab,
wie behauptet wurde®).

Da hiernach jede Krzeugende
der ersten Schaar als Axe fiir er-
zeugende Ebenenbiischel benutzt
werden kann, so muss auch jede
mit jeder Erzeugenden der zweiten
Schaar in einer, Ebene liegen, w,
z. b. w.

Dass zwei Erzeugende derselben
Art sich nicht schneiden, folgt dar-
aus, dass die Gleichungen
E+LIE =0, F+4+AF =0,
L+VE =0, F4+1VF=0
nur zusammen bestehen konnen,
wenn gleichzeitig
E=0,L=0, F=0, FF=0;
dann aber miissten sich schon die
Axen der urspriinglichen Ebenen-
biischel schneiden.

Wie aus Vorstehendem erhellt,
schneiden irgend zwei zur Erzeu-
gung der Fliche benutzte Ebenen-
biischel, deren Axen KErzeugende
der ersten Art sind, auf irgend
einer Erzeugenden der ersten Art
ein und dieselbe Punktreihe aus;

P+ ol = 0,

Q+oe@Q =0
erfiillt sein miissen, da ja w, von
@, verschieden ist. Die Klimina-
tion von g aus den letzteren Glei-
chungen fiihrt auf dieselbe Fliche
(9)*, die sich aus (8)* ergab, wie be-
hauptet wurde.

Da hiernach jede Erzeugende
der ersten Schaar als Triiger fiir
erzeugende Punktreihen benutzt
werden kann, so muss auch jede
von jeder Erzeugenden der zweiten
Art geschnitten werden, w. z. b. w.

Dass zwei Erzeugende derselben
Art sich nicht schneiden, folgt dar-
aus, dass die Gleichungen

P+ 2P =0, Q4 2@ =0,

P4+ AVP =0, Q4+1Q =0
nur zusammen bestehen konnen,
wenn gleichzeitig

P=0, P'=0,0=0, ¢ =0,
dann aber miissten schon die Triiger
der urspriinglichen Punktreihen in
einer Ebene liegen.

Betrachten wir irgend zwei zur
Erzeugung der Fliche benutzte
Punktreihen, deren Triger zu den
Erzeugenden erster Art gehoren.
Legt man durch einen Punkt der
einen Reihe und eine beliebige Er-
zeugende der zweiten Art eine

*) Eliminirt man ¢ direct aus den Gleichungen
E+4 wl + ol 4+ wF)=0
E+ p,F+ o(B + u, ') =0,

und
s0 ergiebt sich:
EA4wF

B+l
oder:

B+ u ¥
B+ p, F

== 0

(4, — ;) (BF — E'F) = 0.
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denn in jedem Punkte der Reihe
schneiden sich zwei Ebenen der
benutzten Biischel, und durch ihn
geht also eine Efzeugende zweiter
Art. In gleicher Weise schneiden
beide Biischel auf einer zweiten
beliebigen Erzeugenden erster Art
mittelst derselben Reihe von Er-
zeugenden zweiter Art eine Punkt-
rethe aus. Diese Erzeugenden
zweiter Art erscheinen also als
Verbindungslinien entsprechender
Punkte zweier projectivischer
Reiben. Somit folgt:

Die Erzeugenden der einen Art
werden von den Erzeugenden der
andern Art in projectivischen Punkt-
reihen  geschmitten; durch jeden
Punkt der Fliche geht eine Er-
zeugende jeder Art.

Und hieraus:

Die Fliche (9) kann auch er-
seugt werden als Ort der Verbin-
dungslinien entsprechender Punkte in
zwei projectivischen Punktreihen.

Dievonunsbetrachteten Flichen
zweiter Ordnung sind also auch
von der zweiten Klasse.

Daraus geht ferner hervor,
dass jede Ebene, welche durch
irgend eine Erzeugende gelegt wird,
eine Tangentenebene der Fliche
ist. Ihr Berithrungspunkt ist leicht
anzugeben. Die Ebene muss nim-
lich die Fliche in einer ebenen
Curve zweiter Ordnung schneiden,
da sie aus den beiden Ebenen-
biischeln zwei einander projecti-
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Ebene, so geht dieselbe nach dem
Vorstehenden von selbst durch den
entsprechenden Punkt der andern
Reihe. Jede Erzeugende derzweiten
Art kann man also als Axe eines
Ebenenbiischels benutzen, welcher
auf jede der beiden betrachteten
Punktreihen projectivisch bezogen
ist. Somit folgt:

Die Ebenenbiischel, welche ge-
bildet werden von allen Ebenen, die
wgend eine Erzeugende der einen
Art und alle Erzeugenden der andern
Art enthalten, sind wnter einander
projectivisch; in jeder Tangenten-
ebene der Fliche liegt eine Er-
zeugende jeder Art.

Und hieraus:

Die Fliche (9)* kann auch er-
zeugt werden als Ort der Schnitt-
linien entsprechender Ebenen aus
zwet projectivischen E benenbiischeln.

Dievonuns betrachteten Flichen
zweiter Klasse sind also auch von
der zweiten Ordnung.

Man erkennt hieraus, dass jeder
Punkt, welcher auf irgend einer
Erzeugenden gewdhlt wird, ein
Punkt der Fliche ist. Die zu-
gehorige  Tangetenebene findet
man in folgender Weise. Alle
Tangentenebenen der Fliche, welche
durch den Punkt gehen, miissen in
zwei Ebenenbtischel zerfallen, deren
Axen sich schneiden; denn dies ent-

vische Strahlbiischel ausschneidet;)spricht dualistisch dem Zerfallen
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diese Curve besteht hier aus zwei
sich schneidenden Geraden; die
eine ist die gegebene Erzeugende;
die andere muss also eine BEr-
zeugende der andern Art sein. Thr
Schunittpunkt ist der Beriihrungs-
punkt; denn seine Tangentenebene
ist ja durch irgend zwei von ihm
ausgehende Linienelemente, die auf
der Fliche liegen, bestimmt (p. 22),

Krste Abtheilung.

eines Kegelschnittes in zwei Gerade.
Die eine Axe ist die gegebene Er-
zeugende; die andere muss also
eine Erzeugende der andern Art
sein. Die durch beide Axen be-
stimmte Ebene ist die Tangenten-
ebene; denn ihr Beriihrungspunkt
ist ja definirt als Schnittpunkt
irgend zweler Kanten der von
ihren Punkten ausgehenden Tan-

insbesondere also auch durch die
beiden Erzeugenden,

gentenkegeln; und als solche Kan-
ten muss man die beiden Erzeugen-
den auffassen.

Der dualistische Charakter der durch projectivische Punktreihen
bez. Ebenenbiischel erzeugten Flichen zweiter Ordnung und Klasse
lisst sich analytisch auf folgende Art nachweisen.

Aus (8) und (10) erhilt man:

E:F:E:F =34u:—24:—u:l
Diese Proportion reprisentirt drei lineare Gleichungen in x, ¥, 2
aus ihnen kann man also die Coordinaten eines Punktes der Ilédche
als quadratische Functionen zweier Parameter berechnen. Die Glei-
chung des beweglichen Punktes der Fldche ergibt sich, wenn man
aus den Gleichungen

6E=Aiu, oF=—1, 6E = —y,

ux + vy +wz4+1=0
die Grossen 6, x, y, # eliminirt; die so entstehende Gleichung hat
die Form
(11) P4 1P+ pQ + 2u@Q =0,
wo P, @, P’, @ ganze lineare Functionen in u, v, w bedeuten.
Daher sind

oF =1,

P+iP =0, @+ 2Q =0
P+up@=0, P+u@ =0
Reihenpaare auf der Fliche, nimlich projectivische Punktreihen,
deren Triiger Erzeugende derselben Schaar sind. Die Fliche ent-
steht also auch als Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte
dieser Reihenpaare, wie oben auf anderem Wege bereits erkannt
wurde.
Die Tangentenebene des beweglichen Punktes, der durch die
Parameter 4, g bestimmt wird, geht sowohl durch die Schnittlinie

oder
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der Ebenen (8) als durch die Schnittlinie der Ebenen (10); ihre
Gleichung ist daher:

E4+AE +uy(F+AF)=E+upl + (B 4 uF)=0

oder:
(11)* E4 AF ++ uF -+ uF = 0.

Die Analogie dieser Gleichung mit (11) zeigt wiederum den
dualen Charakter der Fliche; letztere wird offenbar ebenso erhalten,
wenn man davon ausgeht, dass ihre Tangentenebenen diejenigen
Biischel bilden, deren Axen als Verbindungslinien entsprechender
Punkte der Reihen (8)* oder (10)* gegeben sind.

Es liegt nahe zu fragen, ob die allgemeinste Fliche zweiter
Ordnung bez. Klasse durch die hier behandelten Krzeugungsweisen
erhalten werden kann. Diese Frage wird im Laufe der weiterhin
folgenden eingehenden Untersuchungen iiber jene Flichen beant-
wortet werden, und zwar im bejahenden Sinne.

Was den Ausnahmefall angeht, wo die Triger resp. Axzen der
benutzten Gebilde sich schneiden, so ist aus der ebenen Geometrie
zu entnehmen, dass in derselben Ebene liegende Punktreihen eine
ebene Curve zweiter Klasse erzeugen. Hieraus folgt nach dem Prin-
cipe der Dualitiit, dass zwei projectivische Ebenenbiischel, deren Axen
sich schmeiden, einen Kegel zweiter Ordnung erzeugen, dessen Spitze im
Schnittpunlite der Axen liegt. Dieser Kegel artet weiter bei perspecti-
vischer Lage in ein Ebenenpaar aus, gerade wie sich die ebene Curve
zweiter Klasse im entsprechenden Falle in ein Punktepaar auflost.

IV. Die gerade Linie und der lineare Complex.

Wie schon mehrfach hervorgehoben, nimmt die gerade Linie im
Raume gegeniiber Punkt und Ebene eine ausgezeichnete Stellung ein,
indem sie zu sich selbst dualistisch ist, und indem sie sich neben
Punkt und Ebene stellt als gleichberechtigtes erzeugendes Element
fiir geometrische Gestalten. In der That kann man z B. eine
Fliche auch auffassen als Umhiillungsgebilde ihrer simmtlichen Tan-
genten; und dies gilt fir alle Flichen, seien sie allgemeiner Natur,
oder abwickelbar oder endlich Kegel. Eine allgemeine Fliche hat
immer dreifach unendlich viele Tangenten, da in jeder Tangenten-
ebene einfach unendlich viele liegen (einen ebenen Strahlbiischel
bildend), und da es zweifach unendlich viele Tangentenebenen gibt.
Kine abwickelbare Fliche oder ein Kegel hat allerdings nur ein-
fach unendlich viele Tangentenebenen; aber jede beriihrt lings einer
geraden Linie, also in einfach unendlich vielen Punkten; in jedem
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Punkte gibt es einfach unendlich viele Tangenten, so dass iIn jeder
Tangentenebene zweifach unendlich viele Tangenten liegen; das er-
gibt wieder im Ganzen dreifach unendlich viele Flichentangenten.

Hieraus folgt, nach dem Principe der Dualitit, dass auch eine
Curve (sei sie eben oder nicht) durch dreifach unendlich viele Gerade
gebildet werden kann. Eine Tangente einer abwickelbaren Fliche
ist definirt als Verbindungslinie zweier unendlich benachbarten Punkte,
welche nicht auf derselben Erzeugenden liegen; die entsprechende
Gerade fiir eine Curve ist also die Schnittlinie zweier unendlich be-
nachbarter Tangentenebenen der Curve, welche nicht durch dieselbe
Tangente der Curve hindurchgehen, d. b. als Schnittlinie irgend zweier
Tangentenebenen zweier benachbarten Curvenpunkte. Diese Schnitt-
linie aber ist irgend eine Gerade, welche durch den betrachteten
Curvenpunkt hindurchgeht. Durch jeden Punkt gehen doppelt unend-
lich viele Gerade, die Curve hat einfach unendlich viele Punkte: die
Curve hat also dreifach unendlich viele ,Treffgerade”. Diese ent-
sprechen den Tangenten einer abwickelbaren Fliche und konnen als
erzeugende Elemente der Curve angesehen werden.

Im Raume gibt es iiberhaupt vierfach unendlich viele Gerade,
denn man erhilt genau simmtliche gerade Linien, wenn man jeden
der zweifach unendlich vielen Punkte einer Ebene mit jedem der
ebenfalls in doppelt unendlicher Zahl vorhandenen Punkte der andern
Ebene verbindet. Um eine gerade Linie festzulegen hat man also
vier Bestimmungsstiicke nothig, die als Coordinaten der Geraden an-
gesehen werden konnen. Fine Bedingung zwischen denselben wird
noch von dreifach unendlich vielen Geraden befriedigt; sowohl eine
allgemeine Fliche, als eine abwickelbare Fliche oder eine Raumecurve
kann deshalb durch eine Gleichung in Liniencoordinaten dargestellt
werden. Aber nicht gibt jede solche Gleichung eines dieser drei bis-
her betrachteten Gebilde, sondern wir werden noch andere Systeme
von dreifach unendlich vielen Geraden zu untersuchen haben, die so-
genannten Complexe; Flichen und Curven werden als specielle Fille
derselben erscheinen, Wie man in der Raumgeometrie neben den
Flichen die Curve, als Gesammtheit der gemeinsamen Punkte zweier
Flichen, untersucht, so hat man auch neben dem Complexe die Gesammt-
heit der zweien Complexen gemeinsamen geraden Linien gesondert zu
betrachten. Man sagt von solchen doppelt unendlich vielen Linien:
sie bilden eine Congruens. Drei Complexe haben im Allgemeinen nur
noch eine einfach unendliche Schaar von Geraden gemeinsam, die
sich in stetiger Folge an einander reihen, und so eine Oberfléiche,
eine sogenannte Lintenfliche, erzeugen (die Schaar der Erzeugenden
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einer Fliche zweiter Ordnung gibt ein Beispiel). Vier Complexe
endlich bestimmen, als ihnen allen gemeinsam, im Allgemeinen eine
endliche Anzahl discreter Linien. Wir gehen jetzt nicht weiter auf
diese allgemeinen Vorstellungen ein, indem wir uns vorbehalten, sie
an Beispielen zu ertrtern, sobald sich Gelegenheit bietet.

Die vier zur Bestimmung einer geraden Linie nothigen Grossen
kann man verschieden wihlen. So ist die Linie z. B. eindeutig ge-
geben, wenn die Coordinaten ihrer Schnittpunkte mit zweien der
Coordinatenebenen bekannt sind. Bezeichnen wir mit z,, %, #, und
Zy, Ys, % die Coordinaten zweier gegebenen Punkte einer Geraden,
so sind die Coordinaten eines beliebigen Punktes derselben:
x4 Az, ?=y‘+ly2 Z=Zl+122_

111 1430 T2
Fir £ = 0 und y =0, d. h. fir

Xr ==

Y
Y2

ergeben sich bez. die Coordinaten der Schnittpunkte unserer Geraden
mit der Y-Z- und der Z-X-Ebene, ndmlich:

l=—-% und A= —

0 , LYy — X1 Yy , To2y — ‘:0.1'32 ,
2y — X x, — @,

Yoy — Y1 Xy 0 Y221 — Y%
Yo — 4y’ ’ Y2 — U

Der Symmetrie wegen wollen wir nicht diese vier Grossen als Linien-
coordinaten einfiihren, sondern die Coordinaten des Schuittpunktes
mit der X-Y-Ebene hinzufiigen; sie sind:

Zo Xy — 21 %y LY —&5Y, 0
2, — 2 z, —& ’

Wir haben so sechs in gleicher Weise gebildete Grissen, von denen
je zwei durch die tibrigen bestimmt sind. Sie sind nichts anderes
als die Verhiltnisse der sechs Differenzen, genommen mit passen-
dem Vorzeichen:

UPp =Ty — Xy, YT =Y % — Y%,
(1) fq =Yy — Y1, Br ==2Ty — Z¥,
pr ==z — 2, @O =2Yy — Y12y,
wo w Proportionalititsfactor ist. Diese sechs Grossen p, q, r, m, », o,

auf deven Verhilinisse es allein ankommt, fiihren wir als Coordinaten
der durch die Punlite x,, Yy, 2, wnd Xy, Yy, &, bestimmien Geraden ein™).

~

#) Die Begriindung der Liniengeometrie ist im Wesentlichen Plicker’s
Werk, wenn auch die Liniencoordinaten sich vorher gelegentlich in Grassmann’s
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Letatere trifft die Coordinatenebenen z =0, y= 0, 2 =0 bez in
Punkten mit den Coordinaten

0 N x

’ p’ p

Q T

(2) 37 07 _—?
n 14

oy 7 0

Zwischen den scchs Liniencoordinaten besteht die Identitiit

3) pm+ gx 4+ re =0.
In der That ist wegen (1) die linke Seite von (3) gleich der De
terminante

d. h. identisch Null. Unsere sechs Liniencoordinaten stellen also nur
vier von einander unabhiingige absolute Grossen dar, wie es sein muss.

»Ausdehnungslehret (1844, § 116 f£) finden, wenn auch der Gedanke, eine Curve
durch eine einzige Gleichung in Liniencoordinaten darzustellen, schon von Cayley
verwirklicht war (1857, Quarterly Journal of ma,thematlcs vol. 8). Pliicker's
erste Mittheilungen finden sich (nach einer vorliufigen Andeutung in Nr. 258
seines Systems der Geometrie des Raumes, 1846) in den Philosophical Trans-
actions von 1865 und 1866; zusammenfassend wurden seine neuen Gedanken dar-
gestellt in seiner ,Neuen Geometrie des Raumes gegriindet auf die Betrachtung
der geraden Linie als Raumelement®, Leipzig 1868 (die zweite Abtheilung, be-
arbeitet von Klein, erschien nach Pliicker’s Tode 1869). Der von Pliicker au-
gestellte Begriff des »Complexes* war ein vollstdndig neuer, wenn auch manche
specielle Beispiele gelegentlich schon friiher untersucht waren, 80 in Arbeiten
von Mé&bius, Chasles, Cayley, Sylvester, Binet, Hamilton, Abel
Transon, Poinsot, auf welche wir spiter theilweise aufmerksam machen.
Vgl daruber Clebsch Zum Gedéchtniss an Julius Plicker, Abhandlungen der
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 1872. Die von Pliicker
urspriinglich gebrauchten finf Coordinaten einer Geraden (r, s, @, 6, ) sind
weniger symmetrisch gewihlt, als die des Textes; sie ergeben sich aus letzteren
mittelst der Formeln:

P _ 4

’I':Ir—, ==, Q = — , 6 = , = — H

S|
=iy
= |

-~

zwischen ihnen besteht also die Identitit 76 — gs = #. Die folgenden Be-
trachtungen itiber gerade Linien und lineare Complexe findet man der Haupt
sache nach in dem angefihrten Werke Pliicker’s; vgl. auch Battaglini,
Inborno ai sistemi di rette di primo ordine, Rendiconto della R. Accademia delle
scienze fisiche e matematiche di Napoli, Giugno 1866 (auch Giornale di mate-
matiche, 1868).
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Umgekehrt: Wenn drgend sechs Grissen p, q, r, m, %, @ der
Gleichung (8) geniigen, so kinnen sie ols Liniencoordinaten aufgefasst
werden. Alsdann nimlich kann man sieben Grossen u, z,, ,, 41, Vs,
2, & s0 bestimmen, dass die sechs Gleichungen (1) bestehen, aus
welchen sich durch Elimination von g fiinf von einander unabhiingige
Gleichungen ergeben; von letzteren ist eine die Folge der ibrigen
wegen (4); man hat also vier Gleichungen fiir sechs Unbekannte, so
dass von letzteren noch zwei willkiirlich angenommen werden konnen.
Dies stimmt damit iiberein, dass die Punkte z,, y,, #, und 2,, y,, #,
durch die Linie p, ¢, 7, =, %, ¢ nicht bestimmt sind, vielmehr auf
ihr beliebig liegen kénnen.

In der That ist es leicht zu sehen, dass die Verh#ltnisse der
sechs Liniencoordinaten nicht gedindert werden, wenn man die Punkte
Ty, Yy, & und %y, ¥y, 4, durch irgend zwei andere Punkte ihrer Ver-
bindungslinie ersetzt, etwa durch &, n,, § und &,, %,, &, wo:

z, + ox, T+ T,
=" 1% £ =

1+4+4¢ 7 o141

_ Y%t 9y 0 w2

M 1—'—6 b N2 1+’l’ b

§=51+Gz2 €=21+122.
1 1+6 ? 2 147

Sel nun
vp =8 — &, wva' =t —né,
vy =, — 1, v =§& —§E,
vr'=1§ — &, v =&n—E&y,

so findet sich
" (@, + t2y) (I - 0) — (z + 61,) (1 4 7)

vp AFol+0
= ) (f—ou
= UFe0+n  d+aatol
Yt oY Yt Ty \1 e |9
pp = AT A dra | |1 ] a4 |
A+ o+ TFod+o

_  GE=9p
Q+al+41

Aehnliche Formeln bestehen fiir ¢°, #', »’, o', so dass

.

4 prgiriminio=p :q v 1w :x 10,
wie behauptet wurde.

Die von uns eingefiihrten Coordinaten sind auch deshalb praktisch
gewihlt, weil sie aus den Coordinaten zweier die Gerade enthalten-
den Ebenen in ganz analoger Weise berechnet werden konnen, wie
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aus den Coordinaten zweier auf ihr liegenden Punkte, was ja mnach
dem Principe der Dualitit verlangt werden muss.

Es seien u,, v, w, und u,, vy, w, zwel Ebenen, welche durch
die Gerade hindurchgehen, so dass:

way, + vy + we +1=0,

UsZy + Vayy + wyz + 1 =0,

Uy + 0y + wi s + 1 =0,

Uyy + 0 Yy + Wy + 1 =04
also auch:

u, (X — 2) + 0, (Y — y) + wi (5, —2) =0,
Uy (g — @) + 03 (Y — 1) 4 w3 (2, — 2,) = 0.
Aus den letzten beiden Gleichungen ergibt sich:
wo (2 — 2) = (0,5 — vw,) =v-p,
©) e Yy — y) = (W uy — wou;) =v-q,
we (2 — o)) = (uyvy — wvy) =v 7.
Aus obigen vier Gleichungen erhilt man ferner:
(10,05 — 1y 0,) Yy + (wprty — wyug)z, + (u; — u,) =0,
(upv — wy0y) 2, + (wev, — wv5) 7, + (v, — vy) =0,
(ugw, — wwy) 2, + (v, — v,w5)Y, + (wy; — wy) =0,
oder wegen (5):
w(z ~2)y — w(¥s — ¥)a + (u, —u) =0,
—u(n —2)2, + w(wy — )z + (v, —v,) =0,
ey —y)®, — w(@, — 2y, + (w0, —10,) = 0.
Hieraus endlich durch Auflosung der Klammern:
we (o — Yp2) =ty — u, =v-m,
(6) p (2% — 88) =0, — 0, =4,
wo (@Y — TY)) = wy — w; = v - g.

DBeim Uebergange von Punktcoordinaten zu Ebenencoordinaten bleiben
also die Grissen p, q, ¥, m, %, 0 als Liniencoordinaten erhalten; es
erscheinen nur p, g, » bez. mit =, %, ¢ vertauscht.

Fiir die Verhiltnisse der sechs Coordinaten lisst sich eine geo-
metrische Bedeutung leicht angeben. Ist eine Gerade durch einen
Punkt z,, y,, #, und die Richtungswinkel «, §, y bestimmt, eine

andere durch einen Punkt z,, %, 2" und die Richtungswinkel «’, 8, ¢/,
so hatten wir den Ausdruck
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z, —x cose cos a
M= |y, —vy~ cosf cos f§
2, — 2  cosy cos y
als das Moment der beiden Geraden bezeichnet. Dasselbe soll jetzt
durch die Coordinaten der letzteren ausgedriickt werden.

Ist z,, y,, 2, ein Punkt der ersten Geraden, m dessen Entfernung
von %, ¥, #, und haben z,, y,’, 2, , m’ entsprechende Bedeutungen
fiir die andere Gerade, so ist:

Yo — 4 4 — 4
m 7
z, — Yy — Y 4 o — &

7 r
Cos = e Ccos = Ty cos ==
08 « m , cos f8 m ’ v

€, — &
cos @ =*—_—', cos fi =

O]

Es sind ferner die Coordinaten der beiden Geraden:

r ! ’ 4
up = 2, — 2y, Wp =% — &,
’r 7 r ’
wqg=19Y — Y wqg =Y —Y»
r_r7 4 r’
ur =2, — &, wr =2z —2&,

U=y, 2 — Ys2, WA =y 5 — v 8,
wr =2z, — 2%, @ =2zn—2zz,
wo =z, — Y, ©o =z —='y
Man findet also
r—x X — % zy — x|
M= _ly—v w—un %—u

’

m1n 14 ’ 14
B — & B — & B — &
@ wy X — @ | my—x,
1 ’ ’ ’ 7
=y Yo Yy — 0 — — Yy, 1
mm Y Y Y ./2’ Jl, ?/1’ Y2 Y ./2’
2, 8, & — & 2 2y — B #
o y'l", ’ ’ ’ ’ ’ I3
= (@ rt g%+ re+pa’ +qn + 7o)
Nun ist

m = V@ —a) + @ — )+ (e — ) = H’VPZ +92+"k7
' = V@ =+ O =)+ &= F = VIt
also schliesslich

9) M=

) {

pPr+gn+r'e+pr 4 gn + 10’
12 i e 4 e o A
In ihnlicher Weise lisst sich auch die Neigung v der Geraden
gegen einander durch ihre Coordinaten berechnen. Man hat (p. 7):

cos v == cos & cos & - cos f cos B -+ cos p cos p’,
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also wegen (7) und (8):
(10) COS U = pp a9’ o

Insbesondere sind die Coordinaten der X-Axe:

Wy = —a,
Das Moment M, der Linie p, ¢, 7,
wird also nach (9):

T, %, Q

) 7 . —
Vor F ¢ Lt yp?
ebenso: ,
My— 1
Ve Ve
M, e

RV T

g =0, » =0, n"=0, » =0,

o = 0.
in Bezng anf die X-Axe

w
n’

=

%
m’
L
m

Berechnen wir ferner das Moment M,. der gegebenen Geraden
in Bezug auf die unendlich ferne Gerade (Bd. I, p. 67) der X-Y-Ebene.
Die Coordinaten der Schnittpunkte der letztern mit der Y-Axe und
der Z-Axe sind bez.

0, 0, a
0, b, O
wenn lim ¢ = oo und lim b = co genommen wird. Wir machen (was
allerdings eine willkiirliche Festsetzung involvirt) ¢ = b; dann wird:

’

)

2

wp'= 0, un' =—d,
weg = a wix= 0
wr'=—a, wpo = 0,
und:
— a? —ap
My — TP =
TV AR ved mye
ebenso:
M, — — =T
“ m]/2’ = mV‘Z’
also:

My, M: Myy==p:q:r.

Hiermit sind die Verhiltnisse der Coordinaten geometrisch definirt:

Die Coordinatern p, q, r einer Geraden wverhalten sich (wenn man
den nothwendigen Grenziibergang passend ausfiihrt) wie die wrer Mo-
mente in Beaug auf die drec unendlich fernen Geraden der Coordinaten-
cbenen, die Coordinaten =, x, ¢ wiec thre Momente in Bezug auf die
drei Coordinatenazen.

Die Gerade ist auch bestimmt, wenn die absoluten Werthe der
fiinf Grossen:
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My: MZ.Z‘
M’ M

zy Ty

M., M,, M.,

gegeben sind, zwischen denen die Relation
M. My + M Yo + M, =0
* I, v, :
bestehen muss.

Nach (9) ist die Bedingung dafiir, dass die Geraden p, ¢, 7,

n, %, ¢ und p’, ¢, v, &', %", ¢" sich schneiden (oder einander
parallel sind), gegeben durch die Gleichung
(11) Pt qx+1"e+pr’ 4 gx + 7o’ =0.
Sind p’, ¢, ', #’, «’, @' Coordinaten einer gegebenen Geraden und
p, q, r, ®, %, @ veriinderlich (aber so, dass sie immer der Bedingung
(3) geniigen), so ist dies die Gleichung der gegebenen Geraden in Linien-
coordinaten, d. i. die Bedingung, welcher alle Treffgeraden derselben
geniigen miissen (vgl. p. 42). Insbesondere ist # = 0 die Gleichung
der X-Axe, p =0 die Gleichung der unendlich fernen Geraden der
Y- Z-Ebene.

Aus (11) ergeben sich leicht die Bedingungen dafiir, dass ein
Punkt auf einer Geraden, oder dass eine Gerade in einer Ebene liegt.
Es sei

pig i im i =0 —xiy —y:2 —:

rye' —y'zien’ — 2wy —a'y,
wo z, y, # die Coordinaten des Schnittpunktes beider Geraden sind,
indem (11) erfiillt ist. Wir haben also:

(12) @ —x)a4+ @ —ye-+(—2)o
+ @ —y)p+ (2" —da) g+ (xy — 2y r =0
und diese Gleichung muss fiir alle Werthe von %', y’, 2” erfiillt sein,
denn die Verbindungslinie von =, y, z mit jedem Punkte ', ¢, 2’
schneidet die Linie p, ¢, », x, %, ¢ (niimlich eben in z, y, z). Es
miissen daher die Coéfficienten von z’, y’, 2" in (12) einzeln Null

sein, d. h. man hat

w429 —yr=20,

(13) %+ xr —sp=0,

0 +yp—29=0,

wx + 2y + 02 =20.
Durch einen Punkt gehen zweifach unendlich viele Gerade; die ge-
fundenen vier Gleichungen miissen also mit zweien fiquivalent sein.

In der That folgt die letzte aus den drei ersten, wenn letztere hez.
Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 4
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mit z, y, # multiplicirt und dann addirt werden; die dritte ergibt
sich aus den beiden ersten vermoge der fundamentalen Identitit (3).
Also:

Die Gleichungen (13), von denen je zwei aus den beiden anderen
folgen™), sind die Bedingungen dafiir, dass die Linie p, q, v, m, %, ©
durch den Punkt z, y, z hindurchgeht.

Ganz analog erledigt sich die dualistisch entsprechende Aufgabe.
Es seien u, v, w die Coordinaten der Ebene, welche den beiden sich
schneidenden Geraden gemeinsam ist, und «’, »', w’ die Coordinaten
einer anderen Ebene, so dass nach (5)

’ ’ ’ r r ’ ’ r r ’ ’ ’
piqg i iww i =ow —vwiwn —wuiur —u'v:
' —uiv —viw —w.

’

Dann folgt aus (11) fiir alle Werthe von w', v', w’:

12)* (vw" — v w) mw 4+ (wu' — w'w) % 4 (wv” — u'v) @
@ —wp+ @ —0) g+ (@ —w)r=0.
Also miissen die Gleichungen bestehen:
p»+wx —ve =0,
g+ ug —wm =0,
r+omw —ux =0,
pu 4 quv +rw = 0.

Diese Gleichungen, von denen im Allgemeinen je zwei aus den beiden
anderen folgen, sind die Bedingungen dafiiv, dass die Linie p, q, »,
7w, %, @ in der Ebene u, v, w liegt.”

Die vorstehenden Ueberlegungen lassen ferner erkennen:

Esist (12) die Gleichung einer Bs ist (12)* die Gleichung
Ebene in Verinderlichen z, y, 2, |des Punktes in Verinderlichen
welche durch den Punkt 2z', y', #"|u, v, w, in welchem die Gerade
und durch die Gerade p, q, 7, 7,\p, ¢, 7, %, %, ¢ von der Ebene
%, o gelegt wird. u', v", w' geschnitten wird.

(18)*

*) Wenn trotzdem alle vier Gleichungen beibehalten und nicht zwei von
ihnen ausgewihlt werden, so geschieht dies theils aus Griinden der Symmetrie, haupt-
siichlich aber deshalb, weil in besonderen Fillen die Auswahl nicht gleichgiiltig ist.
Fir £ =0, y = 0, 2z = 0 sind z. B. die ersten beiden Gleichungen und die letzte
erfiillt, sobald nur = = 0 und » = 0; die Identitit ergiebt, dass dann 7 - ¢ = 0
sein muss; aber erst aus der dritten Gleichung wiirde man erkennen, dass die
Losung ¢ = 0 zu wihlen ist. Vgl. iiber solche iiberzihlige Gleichungen Bd. I,
p- 280, 389 und 691.
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Es war (9) die Gleichung einer geraden Linie in Liniencoor-
dinaten. Wir konnen also schliessen:
Fine lineare homogene Gleichung in Liniencoordinaten:

(14) ap +bq 4 co - an+ fx + yo =0
ist die Gleichung einer geraden Liwie, wenn die Coéfficienten der Be-
dingung
(15) ao + b+ cy=0
geniigen. In der That kann man dann ja die Coéfficienten als Coor-
dinaten einer gegebenen Geraden p’, ¢’, »', =m’, ", o  betrachten,
indem
a:b:cia:fB:y=m":%":90":p :q :7.

Welches Gebilde aber wird durch die aligemeine®) lineare Gleichung
(14) dargestellt, wenn die Bedingung (15) nicht erfiillt ist? Jeden-
falls erhalten wir ein System von dreifach unendlich vielen Linien;
einen allgemeinen linearen Complex, wihrend, wenn (15) erfiillt ist,
alle Treffgeraden der dargestellten Linie einen sogenannten ,speciellen®
linearen Complex bilden; die Linie selbst heisst die Axe des speciellen
Complexes. Die Gruppirung der Linien eines Complexes im Raume
beurtheilen wir hauptséichlich nach den Gebilden, welche erzeugt
"werden von allen Geraden des Complexes, die in einer Ebene liegen
oder durch einen Punkt gehen. Fiir den speciellen linearen Complex
gelten offenbar die Sitze:

Alle Linien, welche durch einen | Alle Linien, welche in einer
Punkt z', y', 2 gehen, liegen in| Ebeneu’, v’, w’ liegen, gehen durch
einer Ebene; letztere ist dargestellt|einen Punkt; leteterer ist dargestellt
durch Gleichung (12). durch Gleichung (12)*.

Diese Sitze bleiben aber auch fiir den allgemeinen linearen
Complex bestehen; denn alle Punkte z, y, #, deren Verbindungs-
linien mit einem festen Punkte z’, y', #' dem Complexe angehiren,
geniigen nach (14) der Gleichung:

(15) a@ —2)+ by —y9) +e(@ — 2+ a(yz'—y'2)

+ B’ —2'w) + 7 (ay —a'y) = O.
Dieselbe ist linear in z, ¥, 2, stellt also in der That eine Ebene
dar; diese geht natiirlich durch den Punkt z”, 3, 2’ selbst hindurch.

*) Ks ist dies die allgemeinste lineare Gleichung zwischen Liniencoordi-
naten; denn letztere sind nur Verhiltnisszahlen, alle Gleichungen zwischen ihnen
miissen also homogen sein; nicht homogene Gleichungen haben fiir die Geometrie
keine Bedeutung (wohl aber fiir die Statik nach den Arbeiten von Mobius

und Poinsot).
4%
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Der specielle Complex ist dadurch ausgezeichnet, dass alle Ebenen,
welche den Punkten des Raumes so zugehoren, einen Biischel bilden,
indem jede Ebene des Biischels allen in ihr liegenden Punkten zu-
geordnet ist. Vermoge der allgemeinen linearen Gleichung (15) ist
dagegen jedem Punkte eine besondere Ebene zugeordnet und umge-
kehrt. Die Coordinaten «’, v’, w’ der Ebene (15) ergeben sich, in-
dem man die linke Seite der Gleichung auf die Form w'z -+ v’y
+ w'z - 1 bringt; es ist daher:

’

ou = * +7’?/'—ﬁ"/—a;

(16) v = —ypzx + * Faz — 0,
ow = + Bz’ — ay’ + *x —e,

6 = ax' +by ¢z + *.

Die hierdurch festgelegte Beziehung zwischen den Punkten und
Ebenen des Raumes ist ein besonderer Fall der sogenannten duwali-
stischen oder reciproken Verwandtschaft. Die allgemeine Verwandtschaft*)
dieser Art ist gegeben durch die allgemeinste lineare Beziehung zwischen

Punkten und Ebenen, also durch vier Gleichungen der Form (vgl
Bd. I, p. 264):

!

Ou = a, & + ay + a;32 + ayy,
6V = Uy T + Ayt + ayy2 -+ a,,,
010 = ay & + gy + 332 + @y,

0= ay + apY + a2 + ay.

Fir den Fall, wo az = a1, ist dies die Beziehung zwischen Dol
und Polarebene in Bezug auf eine Fliche zweiter Ordnung, welche
wir spiter studiren werden. Stellt man die Forderung, dass jeder
Punkt in der zugehbrigen Ebene liegt, dass also

*) Ausgehend von diesem Begriffe der Verwandtschaft sind die geometri-
schen Beziehungen, welche sich nach Plicker aus Betrachtung des linearen
Complexes ergeben, schon frilher im Anschlusse an die Gleichungen (16) studirt
worden, so von Giorgini (Memoire della Societa italiana della science, Bd. 20,
1827), Mobius (Crelle’s Journal, Bd. 10, p. 317, 1833 und Lehrbuch der Statik,
crster Theil, §. 84 ff, Leipzig 1837; Gesammelte Werke Bd. 1, p. 491 und Bd. 3,
p- 118), Chasles (vgl. das auf p. 20 citirte Mémoire de géométrie, §. XXIV),
Magnus (Aufgabensammlung, 2. Theil, 1837). Rein geometrisch wurde der
lineare Complex definirt von Chasles (Liouville's Journal, t. 4, 1839), unter
dem Namen , Nullsystem von von Staudt (Beitriige zur Geometrie der Lage,
Niirnberg 1856, p. 58), von Sylvester (Comptes rendus t. 52, 1861).
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(e dvy+ wz 4 1) 6 = a4, 2° + any* + ayd® + ay
+ (ae + ay) 2y + (a3 + a5) 22 + (0, + ay) =
+ (s + @) y2 + (o 4 )y + (a5, + ag) 2
so folgt: @ =@y =gy =a, =0, a,=— a5, a3=—ay,
Ay == — Uy 3 == ——= gy, Oy == — Gy, Gy == — Q.

Die durch den linearen Complex begriindete reciproke Verwandtschaft
ist also die allgemeinste, ber welcher jede Ebene den thr entsprechenden
Punkt enthdlt.

Fiir jede lineare reciproke Verwandtschaft gilt der Satz: Einer
Punltreihe entspricht ein ihr projectivischer Ebenenbiischel. Tn der That,
den Punkten der Reihe
_ X e I - 2+ Az
R R I W 1414
entsprechen die Ebenen
_Al +1A2 ) _‘Bl+le

== == W =

—D,+ip,’ "7 D FiD,

X

G +16
D, F¥1D,’

2]

wo:
Ay =y &+ apy + age + ay, By=ay 2 + ay Y, + a8, + ayy,
Ay = a2, + aYy + 32 + @y, By= 052, + 555 + 532 + ayy,
U = @ + ¥y + G52 + Ay, Dy =y 2 + Yy + a2 + ay,
G = a3, %y + Qg Yy + G332 + 30, Dy =042, + Y, + 0432, + ay.

In unserem Falle tritt die Besonderheit ein, dass Punkireihe und
zugehoriger Ebenenbiischel perspectivisch liegen. Es ist so jeder Geraden
eine andere zugeordnet, und diese Zuordnung ist ,involutorisch® (d. h.
wechselseitig, was fiir die allgemeine reciproke Verwandtschaft nicht
gilt, wohl aber fiir die Polarverwandtschaft bei Flichen zweiten
Grades). Die eine der beiden Geraden heisst die conjugirte Polare
der andern in Bezug awf den linearen Complex. Dieser involutorische
Charakter der Beziehung hort sofort auf, wenn die Determinante
der linearen Gleichungen (16) verschwindet, d. h. wenn (aea 4
bB + cy)? =0, also fir den speciellen Complex; in dem Falle
ist jeder beliebigen Geraden die Axe des Complexes als conjugirte
Polare zugeordnet. Im Folgenden soll das Verschwinden dieser Deter-
minante ausgeschlossen sein. — Mittelst der Gleichungen (16) be-
weist man noch leicht folgende Sitze:

Bewegt sich eine gerade Linic in eimer Ebene, so drekt sich ihre
conjugirte Polare wm den der Ebene zugchirigen Punkt.

Jede Linie des Complexes ist ihre cigene reciproke Polare.
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Jede Linie des Complexes, welche zwei einander conjugirte Polaren
schueidet, gehort dem Complexe an.

Ebenso wie die Fibenen eines Biischels verhalten sich*) alle Ebenen,
die einer festen Ebene parallel sind: die ihnen entsprechenden Punkte
bilden eine gerade Linie. Bedeutet niimlich A einen Parameter, so
sind bekanntlich alle Ebenen des Systems
(11 wx + vy +wz 4+ 1=0
unter einander parallel, und zwar parallel zu der Ebene wz 4 vy
+ wz 4+ 1=0. Die Gleichungen (16) ergeben daher fiir die Coor-
dinaten der den Ebenen (17) zugeordneten Punkte:

o —cv+ dw-— i«
T dut ot gwt x
__teu+ * — aw-—1p
(18) V= e B g
—butav+ x —1y
cu+ v+ ywt x
Diese Gleichungen konnen in der Form

L =

x=x,+dcosa’, y=y,+dcosp’, z2=2z 4 dcosy’

geschrieben werden, wenn d einen neuen, zu 4 proportionalen Para-
meter bedeutet, ndmlich:

G VT
au 4 fv Fyw’

und wenn:
T = bw — cv i U — aw B o b
" T wtpe e’ T akftye’ 0T it pof e’
co ’ - o ﬁ’ - 6
S« =15 Ccos = s
(19) Ved B 7 (TS
’ -7
P —— S
P vty

Die hier eingefiihrten Gréssen x,, y,, 2,, cos «’, cos ', cos " haben
immer endliche angebbare und bestimmte Werthe, es sei denn, dass
die Ebene u, v, w parallel der durch (19) bestimmten Richtung ist.
Sollte niimlich der Nenner «® 4 2 4 »? verschwinden, so miissten
«, B, p einzeln Null sein; es wiirde also auch ae + bff + cy = 0,
d. h. wir hitten einen speciellen Complex, was wir ausgeschlossen
haben (p. 53). Der Nenner au + fv -+ pw wiirde Null werden,
wenn die Ebene u, v, w der Geraden mit den Richtungswinkeln «,

*) Vgl, die erste Note zu p. 19, Man kann solche Ebenen auffassen als
ecinen Biischel mit unendlich ferner Axe bildend.
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g’, v parallel wire; dies ist also durch passende Wahl der Grossen
u, v, w immer zu vermeiden. Jede Linie, welche in der angegebenen
Weise einem Systeme von Parallelebenen entspricht, heisst ein Durch-
messer des linearen Complexes. Aus (19) folgt:

Alle Durchmesser eines linearen Complexes sind unter einander
parallel.

Unter ihnen ist einer dadurch ausgezeichnet, dass er senkrecht
steht auf den Ebenen, welchen seine Punkte zugehoren. Dieser Durch-
messer heisst die Axe des Complexes; fiir die entsprechenden Ebenen
muss man haben:

’ ’ ’
u:v:w=cosea :cosf :cosy,
also wegen (19):
wiviw=o:f:y.

Nach (1R) sind demnach die Coordinaten eines Punktes der Axe:

o T by~ Ve

T ey

. =+ca——ay-—l’@,
(20) Y=
p o —batap —1y

o o ST

wo A" einen Parameter bezeichnet; bei einem allgemeinen linearen
Complexe sind dies immer endliche bestimmte Grossen.

Die Gleichung des Complexes wird besonders einfach, wenn wir
die soeben bestimmte Axe als Z-Axe des Coordinatensystems ein-
fihren. Es muss dann fiir alle Werthe von 4" =0 und y ==0
sein, also:

a=0, =0, by —cf=0, ca—ay=0,
folglich, da p nicht Null sein kann:
a=0 und b=0.

Die Gleichung des Complexes, bezogen auf ein Coordinatensystem,
dessen Z-Axe mit der Axe des Complexes zusammenfillt, ist somit

(21) yo + cr = 0.
Die Coordinaten eines Punktes seiner Axe sind
v
z=0, y=0, z= -5

Die Gleichungsform (21) kann auf unendlich viele Weisen hergestellt
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werden®), da nur die Z-Axe festgelegt ist, wihrend X- und Y-Axe
nebst dem Anfangspunkte noch unbestimmt bleiben.

Die Bedingung dafiir, dass die Verbindungslinie zweier Punkte
x, Y, 2z und z’, y’, z* dem Complexe angehirt, wird jetzt
(22) y(@y —a'y) ¢z — 2)=0.

Diese Gleichung bleibt ungeéindert, wenn man gleichzeitig z durch
z -+ 1 und 2" durch 2" 4 1 ersetzt. Also: Gelort eine Linie L dem Com-
plexe an, so gilt dies auch von jeder Linie, welche aus il durch Verscliebung
i Richtung der Z-Aze entsteht, d. h. durch eine Bewegung, bei welcher

jeder Punkt von L auf einer

Parallelen zur Z-Axe fort-

riickt, wihrend L immer

zu sich selbst parallel

bleibt (so sind in Fig. 9

die Linien L', L” aus L

entstanden).

Der Ausdruck zy’

— &'y ist gleich dem
y doppelten Inhalte des Drei-

ecks, welches vom Anfangs-

punkte und den Projec-

tionen der Punkte z, ¥, 2

und z’, ', 2’ auf die X-

Y-Ebene gebildet wird.
(Bd. I, p. 12). Dieses Dreieck kann nicht geindert werden, wenn
man beide Punkte sich auf Kreisen um die Z-Axe bewegen lisst,
ohne ihre gegenseitige Entfernung und ihre Z- Coordinaten zu #ndern.
Alle Linien, welche dadurch aus L erhalten werden, genligen also
auch der Gleichung (22): Eine Linie des Complexes geht wieder in eine
solche iiber, wenn man sic um die Z-Axe rotiren lisst.

Um sich eine Vorstellung von der Anordnung der Complex-
linien im Raume zu machen, geniigt es hiernach, alle Linien des
Complexes zu untersuchen, welche eine Gerade treffen, die zur Axe
des Complexes senkrecht steht und dieselbe schneidet. Diese Gerade
braucht man dann nur um die Z-Axe rotiren zu lassen und lings
derselben zu verschieben, um alle Linien des Complexes zu erhalten **),

YFig. 9.

Y

*) Auf die vollstindige algebraische Krledigung dieser Transformation
kommen wir in der Folge bei Untersuchung der Beziehungen zwischen einem
linearen Complexe und einer Fliche (bex. Curve) zweiter Ordnung zuriick.

**) Pliicker construirt a. a. Q. alle Complexlinien als Tangenten gewisser
Schraubenlinicn; auch hierauf gehen wir spiiter ein.
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Als solche Gerade wihlen wir insbesondere die X-Axe. Einem Punkte
x', 0, 0 derselben ist nach (22) die Ebene

7'y + cr =
zugeordnet, also eine Ebene, welche selbst durch die X-Axe hin-
dnrehgeht; folglich: Jede Linie, welche zur Aze senkrecht steht und die-
selbe schneidet, gehort dem Complexe an®).

Bewegt sich der Punkt z’, 0, 0 auf der X-Axe, so dreht sich
die zugehdrige Ebene um diese Axe. Thre jedesmalige Neigung ¢
gegen die X-Y-Ebene ist bestimmt durch die Gleichung:

z yx'
tang ¢ = 7=
Fig. 10.

Dem Anfangspunkte (z” = 0) entspricht also die Ebene z = 0, wie es
nach der Definition der Complexaxe sein muss; ¢ wiichst mit wachsen-
dem z’; dem unendlich fernen Punkte der X-Axe entspricht die
X-Z-Ebene. Ist das Verhiiltniss p:c¢ gegeben, etwa gleich 9, so
kann man die zu 2" gehorige Ebenc leicht construiren (vgl. Fig. 10).
Es sei 04=2" und OB = d; man zieche BC || 04 und CD = 04
=z’ senkrecht zur X-Y-Ebene; dann ist der Winkel DBC gleich

#) Es ergibt sich dies auch daraus, dass alle die erwihnten Linien auch
die unendlich entfernte conjugirte Polare der Axe treffen; denn die zur Axe senk-
rechten, einander parallelen Ebenen verhalten sich analytisch wie ein Ebenen-
biischel mit unendlich ferner Axe; vgl. dic Note zu p. 54 und unten p. 88f.
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@, die gesuchte Ebene also durch die Linie A.D und die X-Axe be-
stimmt. Alle Complexlinien, welche durch 4 gehen, liegen in der
so counstruirten Ebene.

Fiihrt man diese Construction fiir alle Punkte der X-Axe aus,
so erhilt man unendlich viele Linien A D, welche eine Fliche bilden.
Diese Fliiche ist von der zweiten Ordnung. In der That, die Punkte
A der X-Axe sind perspectivisech durch einen Biischel von Parallelen
auf die Punkte der Linie BC bezogen, die letzteren aber sind wieder
perspectivisch zu den Punkten der Linie BDj; also die Punktreihe
04 ist projectivisch zu der Reihe BD; somit bilden die Verbindungs-
linien entsprechender Punkte eine Fliche zweiter Ordnung und Klasse*).

Diese Fliche muss man sich fiir jede zur Z- Axe senkrechte Treff-
gerade derselben construirt denken; dann kennt man alle Complex-
linien.

V. Systeme von zwei und drei linearen Complexen.

Das einfachste Beispiel einer Congruenz (p. 42) liefern die Ge-
raden, welche gleichzeitig zwei linearen Complexen C==0 und ¢’ =0 oder

C=ap +bg +cr +am +fx +po =0,

(1) C=ap+bgt+cr+amtpuxt+ypo=0
angehoren. Sind beide Complexe specielle (p. 51), so hat man ein-
fach die Gesammtheit der Geraden, welche zwei gegebene Gerade
schneiden; aus einem solchen Systeme von zweifach unendlich vielen
Geraden besteht aber auch die allgemeinste Congruenz, welche durch
zwei lineare Complexe bestimmt werden kann.

Betrachten wir die von einem Parameter 1 linear abhingende
Schaar von Complexen

@) C+iC =0,

denen allen die durch die Complexe (1) bestimmte Congruenz ge-
meinsam ist. Jeder Complex der Schaar ist durch einen Parameter
4 bestimmt, dessen geometrische Deutung uns spiter beschiftigen
wird. In dieser Schaar sind im Allgemeinen zwei specielle Complexe
enthalten; die Parameter derselben sind die Wurzeln der quadratischen
Gleichung

(a 410" (a4 2a") + (b4+20) (B + 1) + (c+4¢) (r +4y") =0

oder nach Potenzen von A geordnet:

*) Und zwar hier ein sogenanntes hyperbolisches Paraboloid, wie man auf
Grund der spiter zu gebenden Definition einer solchen Fliche leicht nachweist.
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(aa-l—bﬁ—l—cy)—{—l(au + b8 ey +adat+bB+cy)
4B (@a VB 4 y) =0
Die Wurzeln dieser Gleichung werden im Allgemeinen von einander
verschieden sein; sie seien A" und 1", so dass
r=C+412C=0uwud I"'=C+1"C' =0

die Gleichungen der beiden speciellen Complexe darstellen. Nun ge-
hort die den Complexen (2) gemeinsame Congruenz auch den Com-
plexen I'=0 und I" = 0 an, und umgekehrt, denn die Gleichung
(2) kann auch in der Form

) M4 pl =0, wo p="2"7"

b

dargestellt werden. Die Congruenz besteht also aus allen gemeinsamen
Treffgeraden der beiden Geraden, welche die in der Schaar (2) enthal-
tenen speciellen Complexe darstellen®). Diese Geraden heissen Leitlinien
oder Directricen der Congruenz; dieselben werden sich im Allgemeinen
nicht schneiden (vgl. unten). Offenbar gilt der Satz:

In jeder Ebene liegt eine und durch jeden Punkt geht ecine Linie
der Congruenz.

Erstere Gerade ist der Ort derjenigen Punkte, welche vermoge
(2) der betrachteten Ebene zugeordnet sind; letztere ist gemeinsame
Schnittlinie derjenigen Ebenen, welche mittels (2) dem Punkte ent-
sprechen. Hieraus erhilt man ferner den Satz:

Die beiden Directricen sind einander conjugirte Polaren in DBesug
auf jeden Complex der Schaar (2).

Ausgenommen sind hier die Punkte der Leitlinien selbst; durch
einen solchen Punkt gehen unendlich viele Gerade, sie bilden die
durch ihn und die andere Leitlinie gelegte Ebene. Ebenso liegen in
jeder durch eine Leitlinie gehenden Ebene unendlich viele Gerade
der Congruenz; dieselben schneiden sich in einem Punkte der andern
Leitlinie.

Untersuchen wir noch die Lagenverhdltnisse der Durchmesser
und Axen unserer Complexe (2). Zuniichst fiilhren wir ein ausge-
zeichnetes Coordinatensystem ein. Als Z-Axe wihlen wir diejenige
Gerade, welche auf beiden Directricen senkrecht steht; Anfangspunkt
soll der Mittelpunkt des kiirzesten Abstandes beider Linien sein;

*) Das Studium . der Strahlensysteme (Systeme von zweifach unendlich
vielen Geraden) wurde schon vor Pliicker von Hamilton und Kummer (Crelle’s
Journal Bd. 57, 1859) in Angriff genommen. Das im Texte zu hbehandelnde
Strahlensystem erster Ordnung und erster Klasse insbesondere ist schon von
0. Hermes (Crelle's Journal Bd. 67) untersucht.
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dieser Abstand mag mit 27 bezeichnet werden; die X- und Y-Axe
sollen so liegen, dass sie die Winkel halbieren, welche von den Pro-
jectionen der beiden Directricen auf die X-Y-Ebene eingeschlossen
werden. Ist I'= 0 die Gleichung der Directrix, deren Projection die
Winkel zwischen den positiven Richtungen der Coordinatenaxen hal-
birt, so geniigen die Coordinaten irgend zweier ihrer Punkte den Be-
dingungen:

%

5 =2 =1, ,

— Y &
——x2 tang2;

wenn & die gegenseitige Neigung der beiden Directricen bezeichnet.
Thre Coordinaten sind also nach Gleichung (1), p. 43:

Z—=cotg%; r=20, g= — cotgg; =0, m=—1y, x==Ip,

und folglich wird ihre Gleichung:
FEl(qcotg—g -p)-l—u—{—m:cotgg——-—o.

Aendert man die Vorzeichen von ! und &, so ergiebt sich die Glei-
chung der zweiten Directrix:

F:l(gcotg +p)+x—zcotg§

Die Congruenz erscheint jetzt nur noch von der einen Constanten
! abhingig, dem Parameler der Congruenz; er ist gleich der halben
kiirzesten Entfernung beider Leitlinien.

Die Richtungscosinus der Axe des Complexes I' 4 u'T" =0
werden jetzt nach (19) p. 54:

(y—l)cosg
cos o’ =
Y1 =2 pucos & | u*’
— (4 1) sin 3
cos B’ = — , cosyp =0.

V1 —2pucos &+ p?

Also: Die Axen aller Complexe der linearen Schaar (2) sind einer festen
Ebene parallel; dieselbe steht senkrecht auf der kiirzesten Entfernung
beider Leitlinien. Da nun in jedem Complexe alle Durchmesser der
Axe parallel sind (p. 55), so folgt auch: Die Durchmesser aller Com-
plexe einer linearen Schaar sind einer festen Ebene parallel.

Einen Punkt der Axe des Complexes I' -+ uI” = O erhilt man
nach (20) p. 55 mittelst der Gleichungen:
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, . , ., B
. 1 (y.——l)smgcosﬁ — 1 (p + 1) sin® —
(5) _ 2 2 2

1—2pcsdFor’ YT 1 2pcosd Fp*’
I —1)

z RS,

=1——2pcosﬂ+pf“’.

Da z von 1’ unabhingig ist, so folgt wieder, dass alle Axen der
Ebene z=0 parallel sind. Die Gleichung der von den einfach
unendlich vielen Axen gebildeten Fliche ergibt sich durch Elimi-
nation von 4° und g aus den drei Gleichungen fiir z, y, 2. Man
findet:

(6) 2 (@ + y®) sin & — 2lzy = 0.

Die Axen der Complexe einer linearen Schaar bilden eine F'liche
dritter Ordnung.

Auf dieser Fliche liegt auch die Z-Axe; sie wird von allen
Axen der Schaar getroffen, denn nach (5) wird gleichzeitig z = 0
und y = O fiir A" = 0. Unter den Linien der Fliche sind auch die
Directricen der Congruenz enthalten, deren Punkte sich aus (5) fiir
g =0 und p = oo ergeben, nimlich:
2= —212"sin®, y=—21"sin?1 9, 2=-—1,
und:

z2=-44$A"sm&, y=—21"sin®1 9, z2=-+1,
wo A" =1"u. Aus der Gleichung fiir # geht ferner hervor, dass #
fir keinen Punkt der Fliche unendlich werden kann. Alle anderen
Linien der Fliche liegen zwischen diesen beiden Leitlinien, so dass
sich die Fliche nicht iiber letztere hinaus von der X-Y-Ebene ent-
fernt; es nimmt nimlich z den grossten Werth - 7 fiir g = oo und
den kleinsten Werth — ! fiir g = 0 an. In jeder Parallelebene zur
X-Y-Ebene liegen zwei Linien der Fliche, denn aus der Gleichung
z = Const. ergeben sich zwei Werthe von g, welche, in die Gleichung
(1 + w) z=( — p) y eingesetzt, zu den Gleichungen jener beiden Ge-
raden fiihren; Fig. 11 (p. 62) giebt ein Bild von der Gestalt der Fliiche*).

#) Zur Erklirang von Fig. 11 sei noch Folgendes bemerkt. Dieselbe be-
zieht sich nicht eigentlich auf Gleichung (6), sondern auf die Gleichung, welche
entsteht, wenn sich das Coordinatensystem um die Grdsse -+ ! nach unten verschiebt

x4y
und um 45° dreht, d. h. wemn man z durch z — I ersetzt; 2 durch + ‘/, y

Ve

durch a_:)_/—:gi. Man erhiilt dann (wenn noch & = —;-: genommen wird):
2

z (2 + y?) — 21x? =0.
Von der Ebene z = 0 wird die Fliche lings der Y- Axe beriihrt (indem 22= 0,
ausscrdem in der unendlich fernen Geraden geschnitten); von der Ebene z— 21 wird
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Insbesondere kann es eintreten, dass die eine Leitlinie unendlich
weit liegt, wo dann alle Linien der Congruenz eine feste Gerade
schneiden (die im Endlichen gelegene zweite Directrix) und einer

Fig. 11.
A

s
I 00

N

festen Ebene parallel sind. Dieser Fall der sogenannten parabolischen
Congruenz erledigt sich einfach mittelst der spiiter einzufiihrenden
homogenen Coordinaten.

sie ebenso in einer Parallelen zur X-Axe beriihrt. Zwischen beiden Ebenen liegen
alle geraden Linien der Fliche, nur die Z-Axe selbst erstreckt sich nach beiden
Seiten dariiber hinaus; durch jeden Punkt derselben (zwischen z=0 und z = 21)
gehen zwei Linien der Fliche. Die Ebene 2z = x schneidet die Fliche in der
Y-Axe und ausserdem in einem Kegelschnitte, welcher auf dem geraden Cylinder
2* 4+ y* — 2lx — 0 liegt. Die kreisformige Basis des letztern ist in Fig. 11
in die X-Y-Ebene eingezeichnet, und dariiber ist der Cylinder durch sieben ver-
ticale Seitenlinien angedeutet, welche so weit ausgezogen sind, als sie nicht
durch die Flache 8. Ordnung verdeckt erscheinen und als sie vor der X-Y-Ebene
liegen. Auf dem Cylinder ist der erwihnte Kegelschnitt construirt. Von den
Punkten des Kegelschnittes sind dann Lothe auf die Z-Axe gefillt, und damit
die Erzeugenden der Fliche gefunden. Die in dem Quadranten — X, 4 %,
+ Z liegenden Linien treffen den Kegelschnitt der Ebene 2z = x hinterhalb der
X-Z-Ebene (auf dem punktirten Theile), sind aber nicht so weit verlingert.
Die Fliche wird auf Cayley’s Vorschlag als Cylindroid bezeichnet (vgl. Ball,
Transactions of the R. Irish Academy, -vol. XXV, p. 157). Dabei ist aber zu
beachten, dass dasselbe Wort in mannigfach verschiedenem Sinne gebraucht
wurde. Wren nannte so das einschalige Rotationshyberboloid (Philosophical
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Eine besondere Besprechung verlangt noch der Fall, wo die
Wurzeln der quadratischen Gleichung (3) imaginér sind, denn dann
verlieren die vorstehenden Betrachtungen ihren geometrischen Inhalt.
Wir werden darauf erst eingehen, wenn wir die imaginiren Geraden
allgemein untersuchen.

Es bleiben uns jetzt noch die Ausnahmefille zu betrachten:

1. Die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung fallen zu-
sammen, indem:

™ 4 (ax+bp +cp) (@ + VB +y)

— (ae’ + b + oy’ +a'a+ B+ cp),
wihrend die einzelnen Coéfficienten in (3) nicht Null sind. In diesem
Falle sind die Directricen einander unendlich benachbart; die Con-
gruenz hat nur eine bestimmie Directriz, die Axe des einen speciellen

Complexes unserer Schaar.
Diese Axe fithren wir wieder als Z-Axe ein, so dass

IF=so=uay —2'y=0

die Gleichung dieses speciellen Complexes wird. Nimmt man zunichst
I" in der allgemeinen Form

ap+bgtcrtaztpxtye

und bildet dann die quadratische Gleichung (3) fiir 4, so ergibt sich
A+ 2@ + 0B +¢'y)=0.

Da beide Wurzeln dieser Gleichung den speciellen Complex ergeben

sollen, hier also beide gleich Null sein miissen, so hat man auch
¢ =20, so dass

(8) I'+al'=a(@p+bg+tean+p'x+70)+e.

Ist Au =14 9’4, so ist also die lineare Schaar in unserm Falle
durch die Gleichung

Transactions 1669, p.961), ebenso Parent (in dem p. 3 citirten Werke, t. II,
p. 645 und t. III, p. 470). Auch eine aus zwei nicht parallelen Schnitten eines
Cylinders, die gegen einander verdreht sind, durch Verbindung entsprechender
Punkte entstehende Linienfliche wird Cylindroid genannt (vgl. Fiedler, Dar-
stellende Geometrie, Bd. 2, p. 410, 8. Auflage). Eine sehr anschauliche Abbil-
dung unserer Fliche findet man in Ball's Werke: The theory of screws, Dublin
1876. — In (6) haben wir nach der soeben angegebenen Constructionsmethode
offenbar einen speciellen Fall einer allgemeineren Linienfliche, welche entsteht,
wenn man einen Kegelschnitt und eine ihn treffende Gerade eindeutig (projec-
tivisch) auf einander bezieht und dann entsprechende Punkte verbindet. Ein
Gypsmodell einer solchen Fliche findet man in Serie VII, Nr. 21 der von
L. Brill in Darmstadt herausgegebenen ,,Mathematischen Modelle*.
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C)) ap+bgtanpxtpe=0
darstellbar. Nun sind die Coordinaten der Z-Axe:

p=0, ¢g=0, =0, x=0, ¢=0, wihrend 720;
durch dieselben ist (9) befriedigt unabhingig von dem Parameter
@, also:

Fallen in einer Congruenz die beiden Divectricen in eine gerade
Linie zusammen, so st diese Linie selbst eine gemeinschaftliche Linie
aller Complexe der linearen Schaar, d. h. eine Linie der Congruenz.

Hiernach erhilt man eine Congruenz der hier betrachteten Art,
indem man alle Geraden nimmt, welche einem gegebenen linearen
Complexe angehiéren und eine Linie desselben Complexes treffen.
Die Geraden der Congruenz ordnen sich folglich in unendlich viele
ebene Strahlbiischel an; die Mittelpunkte derselben liegen auf der
Directrix, die zugehérigen Ebenen gehen durch dieselbe und bilden
einen Ebenenbiischel, welcher der von den Mittelpunkten gebildeten
Punktreihe projectivisch ist. Wir haben also eine Punktreihe und
einen ihr projectivischen Ebenenbiischel der Art, dass der Triger
der Reihe zugleich Axe des Biischels ist: wihrend der Punkt auf der
Leitlinie fortriickt, dreht sich die zugehdrige Ebene um die Leitlinie.
Eine solche Congruenz haben wir schon frither in dem besonderen
Falle construirt, wo die Leitlinie derselben die Axe eines linearen
Complexes, dem sie und alle anderen Linien der Congruenz ange-
horen, trifft und zu ihr senkrecht steht (vgl. p. 57, besonders Fig. 10).

Dasselbe erkennt man durch Aufstellung der Gleichung derjenigen
Ebene, welche einem Punkte ', y’, 2’ der Z-Axe in den Complexen
der Schaar (9) zugehort. Fiir einen solchen Punkt ist 2z’ = 0,
y =0, und (9) geht iiber in ‘

adz+by—z& (¢ y—p'z)=0;
in der That die Gleichung einer Ebene, welche durch die Z-Axe
geht, und deren Coordinaten linear von z’, dem Parameter der Punkt-
reihe, abhingen, dagegen von g unabhingig sind.

2. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung (3) sind unbestimmd,

indem gleichzeitig:
b =0,
(10) Loy o
ae b p +cy =0,
(11) ae’ +bp +cy +aatbB+cy=0.

Die Gleichungen (10) sagen aus, dass die beiden urspriinglichen
Complexe €' =0 und ¢’ = 0 specielle sind; wegen (11) schneiden
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sich die Axen derselben; dann ist aber jeder Complex der Schaar
C 4 20" = 0 ein specieller, denn die Relation

(a4ia") (e+2a")+ D+ 4b") (B+218") +(c+4c) (y+1y)=0
ist fiir alle Werthe von 1 identisch erfiillt.

Die Axen aller dieser speciellen Complexe bilden einen ebenen Strahl-
biischel, gehen also durch den Schnittpunkt der Geraden C =0,
(" =0 und liegen in der Ebene derselben. Seien nimlich &, %, ¢
die Coordinaten des Schnittpunktes, so bestehen nach (13) p. 49 die
Gleichungen:

a+t8 —ny=0, o4 —ny =0,

b+ &y — e =0, b &y — e’ =0,

¢ct+na—E=0, o +na’—E =0,

af 4+ bn +cf =0, g’ 4y +c'§=0.

Dann bestehen aber auch identisch die Gleichungen:

@+ ia)+E@+A) —nlr+1y)=0,

G+ A)+E@+1y)—E (et ie)=0,

(¢ + 4¢) 4+ e+ Ae) —E (B + 4) =0,

@@+ ia’) +n(0+40) +§(c + Ac) =0,
d. h. die Axen der Complexe C 4 1C’ = 0 gehen simmtlich durch
den Punkt & 75, & Ebenso ergibt sich mittelst der Gleichungen (13)*
p. 50, dass diese Axen mit denen der Complexe =0 und ' =0
in einer Ebene liegen; w. z. b. w. Beildufig folgt hieraus der Sata:

Sind p, q, r, =, %, 0 und p’, q¢', v, n’, %', o' die Coordinaten
zweier sich schneidenden Geraden, so bilden die Geraden mit den Coor-
dinaten

pH+Ap, a+Ag, v+, m4dx’, x4 ix, o+ dg
den durch jene beiden bestimmten ebenen Strahlbiischel.

Eine Gerade nun, die gleichzeitig den beiden Complexen C = 0,
C’ = 0 angehort, muss gleichzeitig die Axen beider treffen. Das
ist aber nur moglich, wenn sie durch ihren Schnittpunkt geht, oder
wenn sie mit beiden Axen in einer Ebene liegt.

Die Congruenz besteht daher in unserm Falle aus allen Linien,
die durch den Schnittpunkt der Azen von C = 0 und C' = O gehen und
aus allen, die in threr Ebene liegen.

Um die Gleichung der Complex-Schaar zu vereinfachen, liegt es
nahe, hier den Mittelpunkt des ausgezeichneten Strahlbiischels zum
Anfangspunkte zu wiihlen und seine Ebene zur X-Y-Ebene. Irgend
eine Gerade, die durch den Anfangspunkt geht und durch einen Punkt
a, b, 0 der X-Y-Ebene, hat dann die Coordinaten:

Clebsch, Vorlesungen. IL L. 5
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wp=a, pmw=0,
wg=>0, px=0,
ur =¢, po =0.
Sie ist also dargestellt durch die Gleichung

(12) ax 4+ bx = 0.
Ebenso ist ,
(13) d'x+b0x=0

die Gleichung eines zweiten speciellen Complexes, dessen Axe durch
den Anfangspunkt und einen Punkt a’, b’, O geht.

Soll eine Gerade gleichzeitig den beiden Gleichungen (12) und
(13) gentigen, so muss « = O und % = O sein, denn ad’ — ba’ wiirde
nur Null sein, wenn die beiden Geraden zusammenfielen. Dann folgt
vermdge der fundamentalen Identitit pm + g» -} ¢ = 0, dass auch
roo=20, d. h

r =0 oder == 0.

Die Congruenz zerfiallt also in zwei getrennte Systeme von je doppelt
unendlich vielen Geraden; namlich ihr gehdren alle Linien mit den
Coordinaten = = 0, ¥ = 0, r == 0 an, d. h. alle Linien, welche die
X- und Y-Axe und die unendlich ferne Gerade der X-Y-Ebene treffen
(vgl. p. 49), welche also in letzterer Ebene liegen; und andererseits
gehdren ihr auch alle Geraden mit den Coordinaten # = 0, % =0,
¢ = 0 an, d. h. alle Linien, welche die X-, Y- und Z-Axe treffen,
welche also durch den Anfangspunkt gehen: dasselbe Resultat, welches
bereits die obigen Ueberlegungen ergaben.

3. Besonders hervorzuheben ist auch der Fall, wo die beiden Com-
plexe zwar der Gleichung (11), nicht aber den Gleichungen (10) ge-
niigen. Allerdings wird die Congruenz dadurch nicht beeinflusst,
denn in einer linearen Schaar wird man zu jedem Complexe C + Yo
=0 einen andern C 4 4”C” = 0 so bestimmen konnen, dass beide
durch die Bedingung (11) aneinander gebunden sind, d. h. dass:

(@ + Va) (@ + 27y + 0+ 4B) (B4 275
) @A)+ (a4 27 ()
FOHDYBHAP) e+ A7) (1Y) =0.
Gleichwohl soll auch dieser Fall hier erwithnt werden, da er in
spiteren Anwendungen hiufig vorkommt.

Die Bedeutung desselben ergibt sich leicht, wenn wir zuvor die
geometrische Bedeutung des Parameters 4 in der Gleichung C+ 40" =0
festgestellt haben. Durch diese Gleichung ist nach (16) p. 52 einem
Punkte z, y, 2z cine Ebene u, v, w so zugecordnet, dass:
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4+ y —B+1802 — (a -+t 1e)
(@+ia)a+ @ + A1)y + (c+rc):’
N (y-{-@y)m—*—(a-,—lgf)ii——(b—}-lb)“
(@+ia)e+ @ +10)y+ (c+ ic)s’
B+1p)x — (x4 1e) y — (c+ ic)

w = i

@+2a)z+® + Ay + (c+ic)z
Diese Relationen kann man in der Form

Uy + B2y o+ B _ W+ ew,
ifa @ T 1+u W= T T

schreiben, wenn ,, v,, w, und u,, v,, w, bez. die dem Punkte z,

y, £ vermoge C = 0 und C’ = O zugehorigen Ebenen bedeuten, und

wenn ax+bytez
=y F e

Es ist daher p das Abstandsverhiltniss (p. 30) der Ebene, welche einem

Punkte x, y, 2 vermdge C 4 4C’ = 0 zugeordnet ist, von den Ebenen,

welche demselben Punkte vermdge C=0 und C’ = 0 zugehoren; und 1

ist diesem Abstandsverhéltnisse proportional. Folglich ist

n 2

U == -

" =

w T
das Doppelverhiiltniss der vier Ebenen, welche dem Punkte z, y, z
in den vier Complexen

C=0, =0, C+10 =0, C+1C =0

zugeordnet sind. Es ergiebt sich hierbei: Dies Doppelverhiiliniss st
unabhingig von der Lage des Punktes z, y, z; und ebenso dualistisch
entsprechend: Das Doppelverhiltniss der vier Punkie, welche einer De-
licbigen Ebene in vier Complexen einer linearen Schaar zugehoren, ist
unabhiingig von der Lage der Lbene.

Sind nun 47, 1" insbesondere die Wurzeln der quadratischen
Gleichung (3), so sind C+ A'C’ =0 und C + 1"C" =0 die Glei-
chungen der beiden speciellen Complexe der linearen Schaar. Wenn
(11) erfiillt ist, hat man einfach

,1’=_—V ae + bp + ey I _V w4 0B ey
o FVF T ey

also A": 4" = — 1. Hieraus folgt:

Wenn zwei lineare Complexe der Bedingung (11) geniigen, so
ordnen sie einer beliebigen Ebene zwei Punkte zu, welche harmonisch
liegen zu den Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie mit den Direc-
tricen der durch die Complexe bestimmten Congruenz; und einem
beliebigen Punkte ordnen sie zwei Ebenen zu, welche harmonisch
liegen zu den Ebenen, die durch ihre Schnittlinie und jene beiden
Leitlinien gelegt werden kionnen.

5%
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Man sagt in diesem Falle: Die beiden Complexe befinden sich in
mvolutorischer Lage¥).

Wir gchen jetst zur Untersuchung der Linienfliche iiber (vgl.
p. 42), deren Erzeugende gleichzeitig drei gegebenen linearen Com-
plexen € =0, " =0, C" = 0 angehoren. Unter der Schaar

(14) C+ AC + uC" =0,

wo 4 und g Parameter sind, werden im Allgemeinen einfach unend-
lich viele specielle Complexe vorkommen, denn dazu ist die Erfiillung
ciner Bedingung zwischen 4 und w erforderlich. Unter denselben
wird man drei Complexe I' =0, I' =0, I'" = 0 auswihlen kounnen,
welche von einander linear unabhiingig sind (d. h. zwischen denen
keine Identitit der Form «I' 4 I” 4+ yI"" =0 besteht), so dass
die Schaar (14) auch durch die Gleichung

(1) r4+ 20 +4'I"=0

dargestellt wird, und dass alle gemeinsamen Linien der Complexe (14)
auch den Complexen (1D), insbesondere den speciellen Complexen I'=0,
[ = 0, I’ =0 angehoren, und umgekehrt. Die zu untersuchende
Linientliiche wird also gebildet von allen Linien, welche die Axen
der drei speciellen Complexe I'=0, I' =0, I'" =0 treffen. Da
nun die letzteren durch irgend drei andere aus der einfach unend-
lichen Schaar von speciellen Complexen des Systems (14) ersetzt
werden konnen, so milssen die gemeinsamen Treffgeraden der Linien
=0, =0, I'" =0 auch die Axen aller jener speciellen Com-
plexe treffen. Dieselbe Linienfliche wird also gebildet werden eim.er-
seits von den gemeinsamen Geraden der Complexe (14), andererseﬂ_&s
von den Axen simmtlicher speciellen Complexe dieser Schaar. Wir
haben so auf der Fliche zwei sich kreuzende Systeme von Erzeugen-
den, wie bei den Flichen zweiter Ordoung und Klasse. .

Um die Natur der erzeugten Fliche zu erkennen, wahlen wir
aut T'= 0 einen Punkt A und legen durch ihn die Gerade L, we.lche
[ =0 und " =0 (bez in den Punkten A’ und A”) schneidet;
von diesen beiden letzteren Linien wird zuniichst angenommen, da}ss
<ie sich nicht schneiden. Durchliuft 4 die Gerade I'= 0, so beschreibt
I die betreflende Fliche. Es sei 4, ein zweiter Punkt"von I‘=.O
und L, die zugehorige Gerade, welche I' =0 and I = 0 trifft.

Die beiden Ebenenbiischel, deren Axen L und L, sind, beziehen wir

Do oo : . dieienjgen Ebenen derselben
projectivisch aut cinander, indem wir diejemige

“ Vgl Klein, Math. Anpalen, Bd. 2, p. 20L



Punkt, Ebene und Gerade. 69

einander zuordnen, welche sich bez. in den Linien I'=0, I' =0,
I = 0 schneiden (vgl. p. 33.) Die Schnittlinien je zweier zusammen-
gehorigen Ebenen dieser Biischel bilden eine Fliche zweiter Ordnung
und Klasse (p. 36ff.); unter den zur Construction benutzten Erzeugen-
den sind insbesondere die Linien I'= 0, I" = 0, I'" = 0 enthalten;
letztere werden also geschnitten von allen Erzeugenden der andern
Schaar, die es auf der Fliche gibt, und zu der insbesondere die
Linien L und L, gehbren. Die Erzeugenden der letzteren Schaar
sind daher diejenigen Linien, welche drei gegebene Complexe gemein
haben. Also:

Alle Linien, welche drei gegebene, sich gegenseitig wicht schneidende
Linien treffen, d. h. alle Linien, welche gleichzeitig drei linearen Com-
plexen angehiren, bilden die eine Schaar von Erzeugenden einer Fliche
2weiter Ordnung und Klasse™). Die andere Erzeugenden-Schaar der Fliiche
wird gebildet von den Axen aller speciellen Complexe, welche in der
durch die drei Complexe bestimmten zweifach unendlichen, lincaren Schaar
von Complexen vorkommen.

Es bietet sich hier die Aufgabe, aus den Gleichungen der drei
Complexe C =0, ¢’ =0, C” =0 die Gleichung der zugehdrigen
Fliche zweiter Ordnung abzuleiten. Diese Aufgabe soll erst spiiter
gelost werden. Die Besprechung der moglichen Ausnahmefille erx-
ledigt sich sehr einfach. Schneiden sich z. B. die Geraden I = 0
und I"" = 0, ohne von I'=0 getroffen zu werden, so zerfillt die
Fliche zweiter Ordnung in zwei ebene Strahlbiischel. Der eine hat
seinen Mittelpunkt im Schnittpunkte von I" =0 und I"" =0 und
seine Ebene enthilt die dritte Linie; der andere liegt in der von den
ersteren beiden bestimmten Ebene und hat zum Scheitel den Punkt,
in welchem diese Ebene von I'=0 getroffen wird.

Vier lineare Complexe bestimmen im Allgemeinen noch eine end-
liche Anzahl von Geraden als ihnen allen gemeinsam. Die sechs
homogenen Coordinaten derselben berechnen sich aus den Gleichungen
der Complexe C =0, ' =0, C” = 0, " = 0 und aus der Identi-
tit pm -+ qx -+ ro = 0, also aus vier linearen und einer quadra-
tischen Gleichung. Es gibt daher zwei Gerade, welche gleichzeitig vier
linearen Complexen angehdren. Da man die Complexe auch durch
irgend vier andere der Schaar

C+ 40 4+ uC” +vC" =0

# Diesen Satz und damit umgekehrt die Existenz der geradlinigen Erzeugen-
den fanden Monge's Schiiler; vgl. Journal de 'école polytechnique, cah. 1, p. 5,
1795, und Hachette, Trait¢ des surfaces du second degré, Paris 1810, préface.
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ersetzen kann, insbesondere also (und zwar auf zweifuch unendlich
viele Weisen) durch vier specielle Complexe, so kaun man dies
Resultat auch in dem Satze aussprechen:

Lis gibt em Allgemeinen zwei gerade Linien, welche vier geyebene
schneiden.

Dieselben erhélt man geometrisch auf folgende Weise*). Drei der
vier gegebenen Linien bestimmen nach Vorstehendem ecine Fliche
zweiter Ordnung mittelst der einen Schaar ihrer Erzeugenden; durch
jeden Punkt der Fliche geht daher eine Linie, welche jene drei trifft.
Die Fliche wird von der vierten gegebenen Geraden in zwei Punkten
geschnitten; die hiernach durch letztere gehenden heiden Erzeugenden
der Fliche aus der bevorzugten Schaar sind offenbar die beiden
gemeinsamen Treffgeraden der vier gegebenen Linien.

Auch hier sind Ausnahmefiille mbglich. So gibt es z. B. unend-
lich viele Linien, die vier gegebene treften, wenn letztere Erzeugende
ein und derselben Schaar einer Fliche zweiter Ordnung sind, nimlich
alle Erzeugenden der andern Schaar. Alle anderen Ausnahmen lassen
sich ebenfalls ohne Schwierigkeit iibersehen.

VI. Das Coordinatensystem.

Im Folgenden wird uns héufig die Aufgabe begegnen, von
einem Coordinatensysteme auf ein anderes iiberzugehen, d. L. ein
System von Gleichungen, die ein geometrisches Gebilde in seiner
Lage zu einem Coordinatensysteme darstellen, so umzuformen, dass
die neuen Gleichungen dasselbe geometrische Gebilde in seiner Lage
zu einem andern Coordinatensysteme definiren. Die verschiedenen
hierbei zu unterscheidenden Fille sollen im Folgenden zunichst be-
handelt werden.

Der einfachste Fall ist derjenige, wo das Coordinatensystem
parallel zu sich selbst verschoben wird, d. h. wo die Axen 0'X’,
0'Y, O'Z" des neuen Coordinatensystems denen des alten (0X,
0Y, OZ) parallel und mit ihnen gleich gerichtet sind. Sind a, b, c
die Coordinaten des Punktes O’ in Bezug auf das alte System, so
hat man offenbar die Formeln

1) z=x +a, y=y +b, z=2: +ec

Hieraus ergeben sich leicht die Formeln fiir Transformation
der Linien- und Ebenencoordinaten. Bs seien p, ¢, 7, 7, %, ¢ die
Coordinaten der Verbindungslinie zweier Punkte z, y, 2 und § 7, &

*) Vgl. Mobius, Barye. Caleul, §. 245 und Steincr, Crelle’s Journal
Bd. 2 (Ges. Werke, Bd. 1, p. 147).
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und p’, ¢', ¥, n’, x’, " seien die Coordinaten derselben Verbindungs-
linie in Bezug auf das neue Axensystem. Dann ist nach (1), indem
auch E=¢ 4+ «, n=9n"+0, {=¢ + ¢

up=%t—zxz=1%§ —a,

wg=mn—y=n —y,

wr=¢—z=1°¢ — 2.

um=yb— =y — 2 4 cly’ —n)+ b — &),

un =25 —xf =28t —a't +alz — )+ c(t — 2,

wo=un—yb=2ua'n"—y & + ble’" — &)+ aln’ —y).
Man erhilt also die Formeln:

vp=p, ve==x +x — cq + b7,
2) vg=yq, vre=ux 4cp +* — ar,
vi=7r", vo=9 —bp + aq + *
Die Bedingung fiir die vereinigte Lage von Punkt und Ebene
wx + vy wz41=0
geht vermoge (1) iiber in:
wz' 4 vy 4wz’ 4 (au 4 bv -+ cw 4 1) = 0.

Die linke Seite dieser Gleichung muss bis auf einen Factor mit
waz' 4+ v'y 4 w2z’ -+ 1 iibereinstimmen, wenn u’, v', w’ die Coordi-
naten der Ebene w, v, w im neuen Systeme sind; man hat folglich:

, u
u T au 4 bv F cw F 1
v

aw -+ bv 4+ cw + 1

(3 v =
r__ w .
W = aw ¥ boF cw 1
Umgekehrt ergibt die Auflésung der Gleichungen (1):
(1" ©=x—a, y=y—10 L=z—c
Die Auflosung der Gleichungen (2) und (3) erhilt man also einfach
durch Umkehrung der Vorzeichen von a, b, ¢ unter gleichzeitiger
Vertauschung der alten und neuen Coordinaten; also:
v'p =p, va =wm+4x 4 cq—br,
(2)* vy =y¢q, v =x—cp+* +ar,

v =r, v =9040bp—aqg+x;
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und aus (3):

’

[T — ’U’
U= e Few —10 VT aw b0 Few —17?
. —w’
(3)* w =

Ein zweiter einfacher Fall ist derjenige, wo das neue Coordinaten-
system mit dem alten den Anfangspunkt gemein hat und nur um diesen
gedreht erscheint. Mit den alten Coordinatenaxen 0X, 0Y, 0Z
moge

die X’-Axe bez. die Winkel «, 8, y bilden,

” Y- ” vooon ” &y ﬂl) Yto»
ZI
Hs bestehen dann folgende Gleichungen:
cos®> « - cos® B 4 costy =1,
4) cos® @, + cos® B, + cos’ p, =1,
cos? «, -+ cos? B, -+ cos? p, =1,

ferner, da die neuen Axen auf einander rechtwinklig stehen, nach

(12) p. T:

» » » b » ‘x2’ ﬁ2} 7}2 »”

COS ¢, cos @&, - cos B, cos B, - cos p, cos p, = 0,
() cos oy cos ¢ - cos B, cos f - cos p, cos y = 0,
cos ¢ cos o, + cos B cos B, 4 cosy cosyp, = 0.

Zwischen den neun Richtungswinkeln bestehen also sechs Gleichungen,
50 dass nur drei von einander unabhingig sind. In der That kann
man eine Axe willkiirlich durch den Anfangspunkt O legen, wodurch
iber zwei von einander unabhingige Richtungswinkel verfiigt ist;
dadurch ist auch die Ebene der beiden anderen festgelegt; in ihr
kann noch die eine willkiirlich durch den Anfangspunkt gehend an-
genommen werden; die dritte ist dann bestimmt. Aus den Glei-
chungen (4) und (5) miissen sich deshalb durch irgend drei Richtungs-
cosinus die iibrigen berechnen lassen®).

Die Gleichungen der Ebenen 2’ =0, y =0, 2" =0, welche
durch den Anfangspunkt gehen, und fiir deren Normalen wir die
Richtungswinkel keunnen, sind bez. in der Normalform:

*) Allgemeiner kann man verlangen, alle neun Cosinus in ihrer Abhingig-
keit von drei willkiirlichen Parametern darzustellen. Die Losung dieser Auf-
gabe wird sich uns spiter bei Untersuchung der linearen Transformationen einer
Fliche oder Curve zweiter Ordnung in sich von selbst ergeben. Auch die um-
fangreiche Litteratur iiber orthogonale Substitutionen soll dann besprochen
werden.
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xcosa + ycosfP 4 zecosy =0,

x cos &, -+ y cos B, -+ 2 cosp, =0,

x cos a, + y cos B, + 2 cos y, = 0.
Es bedeuten z’, y’, z° die Entfernungen des Punktes z, y, z von
diesen Ebenen; man hat daher (p. 12):

' =zxcosa +ycosf + zcosy,
) Y = x cos a; + y cos B, -+ # cos yy,

2" = x cos ay + y cos B, + 2 cos p,.

Um diese Gleichungen aufzuldsen, stellen wir zunéchst ein Formel-
system auf, das den Gleichungen (4) und (5) analog gebildet und
aus ihnen ableitbar ist. Die erste der Gleichungen (4) und die beiden
letzten der Gleichungen (5), némlich:

cos @ cos o+ cos B cosf 4 cosy cosy =1,
cos &, cos & -+ cos B, cos § 4 cos p, cos y = O,
cos o, cos &« -+ cos B, cos f -+ cos p, cos y =0
geben drei lineare Gleichungen zur Berechnung von cos @, cos f,
cos . Bezeichnet o ihre Determinante:
cos « cos B cosy |
== |cose, cosP, cosy, |,
cosa, cosfl, cosy,

so wird:
od
A - cos ¢ = Toosw — CO08 B, cos y, — cos f3, cos y,,
7 4 04
) 1cosﬁ—m—wcosylcosa2—~cosyzcosal,
4. cos y = Toosy — ©08 & €08 B, — cos a, cos f,.

In entsprechender Weise kann man zwei andere Systeme von je drei
Gleichungen ableiten, indem man cos e;, cos ff;, cosp, und cos o,
cos 3,, cos y, bez. durch die iibrigen Richtungscosinus berechnet.
Diese Systeme vereinfachen sich dadurch, dass 4* =1 ist. Bildet
man nimlich die Quadrate der Gleichungen (7) und beriicksichtigt
die erste der Gleichungen (4), so ergibt sich mittelst einer frither
mehrfach angewandten Umformung (vgl. p. 7):

4% = (cos® a; + cos? B, + cos? ;) (cos® &, - cos? B, + cos? p,)
— (cos e cos &, -+ cos B, cos B, + cos p, cos p)’ =1,
also 4 = 4 1.
Je nach dem Vorzeichen der Substitutionsdeterminante zerfallen dic
Jetzt betrachteten Transformationen in zwei wesentlich verschiedene Klassen.
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Die Existenz zweier verschiedener Arten von Transformationen ist
auch geometrisch evident. Unter allen Umstinden nimlich kann
man das neue Coordinatensystem um den Anfangspunkt so drehen,
dass die Z'-Axe in Lage und Richtung mit der Z-Axe zusammenfillt.
Die beiden anderen Axen des neuen Systems liegen dann in der
X-Y-Ebene; und zwar entweder so, dass sie sich durch Drehung um
den Anfangspunkt in Lage und Richtung mit den alten Axen zur
Deckeng bringen lassen, oder so, dass dies durch Drehung allein
nicht erreicht werden kann, dass vielmehr, wenn z. B. die positive
Richtung der X’'-Axe mit der positiven Richtung der X-Axe zu-
sammenfillt, die positive Richtung der Y’-Axe dieselbe ist wie die
negative Richtung der Y-Axe. FEine Transformation der erstern Art
nennt man eine directe (oder eigentliche), eine Transformation der andern
Art eine inverse (oder symmetrische oder uneigentliche).

Nach dieser Definition ist klar, dass alle directen Transfor-
mationen aus einander durch Drehung des Coordinatensystems um
den Anfangspunkt erzeugt werden konnen, ebenso alle inversen;
aber nie kann eine inverse Transformation durch Drehung aus einer
directen hervorgehen. Einer Drehung des Coordinatensystems ent-
spricht eine stetige Aenderung der Richtungswinkel &, 8, , «,, B, 7,
@y P, V53 und von letzteren hiingt die Determinante 4 in stetiger
Weise ab. In Folge solcher Aenderungen kann also der Werth
von A niemals von -+ 1 zu — 1 springen. Nun ist die einfachste
directe Transformation die identische, bei der:

:c'=x, y'=y, § =2,
so dass auch:

1 0 0
4d=10 1 0|=-+1.
0 0 1

Also muss 4 fiir alle directen Transformationen gleich 4 1 sein,
Die einfachste inverse Transformation ist diejenige, wo zwel Axen
ungeéindert bleiben, die dritte aber in umgekehrter Richtung ge-
nommen wird; etwa:

z =z, ?/'=—?/; ¢ =z,
so dass:
1 0 0
Ad=10 —1 0|=—1.
0 0 1

Denselben Werth muss die Determinante nach Obigem bei allen in-
versen Transformationen haben. Folglich:
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Die directen Transformationen sind dadurch gekennzeichnet, dass
dic Transformations-Determinante gleich - 1 ist, die inversen dadurch,
dass sie den Werth — 1 hat.

Setzen wir jetzt 4 = - 1, so gehen die Gleichungen (7) tiber in:

cos & = - (cos B, cos p, — cos B, cos p,),
(8) cos B = —+ (cos y, €os @, — €os P, COS @),

cos y = -+ (cos a, cos B, — cos a, cos fB,);
und in analoger Weise erhédlt man:

cos ot; = — (cos f, cos y — cos f cos 7,),
Q)] cos f3; == - (cos p, cos @ — cos p cos @),
cos p, = -+ (cos a, cos p — cos « cos f,);

cos «, = -} (cos B cos y, — cos Py cos y),
(10) cos B, = - (cos y cos «, — cos p, cos ),
cos p, = — (cos « cos #; — cos & cos f).

Aus den aufgestellten neun Relationen ergibt sich leicht das
erwihnte System von sechs Gleichungen, welches dem Systeme (4)
und (5) analog gebildet ist. Multiplicirt man je die erste Gleichung
der drei Systeme (8), (9), (10) mit cos «, cos «,, cos «,, addirt und
verfiihrt analog mit den zweiten und dritten Gleichungen jener
Systeme, welche bez. mit cos 8, cos #,, cos f, und cos p, cos py, cos p,
zu multipliciren sind, so folgt wegen A4 = —+ 1:

cos? & + cos? ¢, + cos® @, = 1,
#H)* cos? B -+ cos? B, + cos? B, =1,

cos? y - cos? y; - cos?y, = 1.
Multiplicirt man dagegen die ersten drei Gleichungen jener drei
Systeme beiderseits bez. mit cos 8, cos 8, cos f8,, die zweiten Glei-

chungen bez. mit cos y, cos y,, cosyp,, endlich die dritten bez. mit
cos «, cos a;, cos e, und addirt jedes Mal, so kommt:

cos « cos B -+ cos &, cos B, 4 cos a, cos B, = 0,
(5)* cos B cos y + cos B, cos p; -+ cos B, cos p, = O,
cos p cos & -} cos y, cos e, -+ cos p, cos &, = 0.

Die Existenz dieser sechs Relationen war vorauszusehen. Es
bedeuten nimlich «, «,, @, die Winkel, welche die alte X-Axe mit
den neuen Axen OX’, OY', OZ' bildet, ebenso 8, f,, B, die Winkel
der alten Y-Axe und p, 7;, 7, die der alten Z-Axe gegen die neuen
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betreffenden Coordinatenaxen. Geht man also umgekehrt vom neuen
Systeme zum alten iiber, so hat man in Obigem

die Winkel « , 8, ¢ durch e, «, o,

” »” a, By i » By B Be
” ” gy Bay V2w Vs Y1y P2

zu ersetzen. Die Gleichungen (4)* sind also keine anderen als die
Identitiiten, welche immer zwischen den Richtungscosinus dreier
Geraden bestehen; und die Gleichungen (5)* sagen aus, dass die
alten Coordinatenaxen auf einander rechtwinklig stehen. Durch Auf-
losung des Systems (6) muss man daher erhalten:

z =2 cos « + y' cos &, 4 2’ cos a,
(6)* y =’ cos B+ 1y’ cos f, + # cos By,

=’ cos y + y’ cos p, + 2’ cos p,.

Es ist leicht, dies mittelst der Relationen (4)* und (5)* rechnend zu
bestitigen.

In den Gleichungen (4) und (5) erscheint das eine, in den
Gleichungen (4)* und (5)* das andere Coordinatensystem bevorzugt,
wihrend beide Systeme von je sechs Gleichungen dieselben geo-
metrischen Beziehungen zum Ausdrucke bringen. Fs empfiehlt sich
daher, statt derselben die meun Gleichungen (8), (9), (10) zu Grunde
2w legen, welche symmetrisch in Bezug auf beide Coordinatensysteme
sind, und gleichzeitig durch die Wahl des Vorzeichens zu erkennen
geben, ob man es mit einer directen oder inversen Transformation
zu thun hat. In der That sind diese neun Relationen jedem jener
beiden Systeme von sechs Gleichungen vollig dquivalent; denn ebenso
wie die Gleichungen (4)* und (5)* soeben aus ihnen hergeleitet
werden, kann man auch umgekehrt die Gleichungen (4) und (5)
leicht aus (8), (9), (10) erhalten. Die Gleichungen (5) ergeben sich
direct durch passende Multiplicationen und Additionen; aus (8) erhilt
man dann nach einer mehrfach benutzten Umformung:

cos® o - cos? B+ cos® y
= (cos® @, + cos? B, + cos? ;) (cos® &, + cos® B, 4 cos? 3,)
— (cos & cos a; -+ cos B cos B, + cos y cos ¢,)?

oder wegen (5):
cos? & + cos® f -+ cos?y

= -} (cos? o, + cos? B, + cos? y,) (cos? &, + cos® B, -+ cos® p,),

und analog:
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cos® ; + cos? B, + cos? p,
= + (cos® @, 4 cos® B, + cos? p,) (cos? & + cos® B + cos? p),
cos® oty + cos? B, 4 cos? y,
= = (cos® « 4 cos® B 4 cos? y) (cos® &, -+ cos? B, + cos? p,).
Hieraus folgt zunichst, dass die Quadrate der linken Seiten
von (4) gleich 4 1 sind; da aber die Summe dreier Quadrate nur
positiv sein kann, so ergeben sich die Relationen (4) selbst.
Aus (4) oder (4)* haben wir noch die Transformationsformeln
fir Linien- und Ebenencoordinaten abzuleiten. Sind wieder p, ¢, 7,
7, x, 0 die Coordinaten der Verbindungslinie des Punktes z, y, #
mit &, 5, §, so findet man fiir die neuen Liniencoordinaten:

Wo' =§ — 2 = (E—2)cosa+ (7 —y)cos p 4 (§ — 2) cos y

= u (p cos & + g cos B 4 7 cos p),
u. s. f., also:

v'p'=pcosa Fgcospf + rcosy,
(11) v'q = p cos a, + ¢ cos B, + 7 cos y,,

v'r" = p cos &y + ¢ cos B, + 7 cos p,.
Ferner:

{L’n, J— ylé, —— Z,n’
= (cos a, cos 8, — cos &, cos f,) (xn — y§&)
+ (cos B, cos p, — cos B, cos p,) (¥ & — 2)
~+ (cos p, cos ay — cos p, cos «,) (2E — zf),
u. s. f, oder wegen (8), (9) und (10):

v'n' =4 (mecosa +xcosf + gcosy),
(12) v'x = -+ (7 cos &, + % cos B, + ¢ cos p,),
v'@" = -} (m cos &, + % cos B, + o cos p,),

wo wieder das obere Vorzeichen fiir eine directe, das untere fiir eine
inverse Transformation zu wihlen ist,

Durch Auflésung von (11) und (12) oder direct aus (6)* erhilt
man die umgekehrten Formeln:

vp = p  cos & + ¢’ cos &, + 7’ cos a,,
(11)* vg=  p cosf 4 q cosf, 4 7’ cos B,

vr= p cosy+q cosy, + r cosp;

v = -+ (&' cos @ + %’ cos «; + ¢’ cos ay),
(12)* vx = —+ (' cos B 4 " cos B, + o' cos f,),

vo = + (7' cos y 4 «" cos y; + o' cos p,).
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Die Transformation der Ebenencoordinaten ergibt sich, wie vor-
hin, aus der durch (G) erhaltenen Relation:

ux 4 vy +wz 4 1= u(z" cos @ 4y cos o, + 2’ cos a,)
+ v(z" cos By cos B, + 2’ cos B,)
+ w(x’ cos y 4y  cos p, + 2" cos p,) + 1
=u'z' + o'y w4 1.
W =uwucosae +vcosp 4 wecosy,
(13) v’ = w cos &, + v cos B, + w cos y,,

w' = ucos @, + v cos f, + w cos p,;
und umgekehrt:

Also:

w=u"cos &« + v cosa, + w’ cos ey,
(13)* v=1ucos f 4 v cos B, + w’ cos f,,
w=1cosy -+ v cosy, + w cos yp,.

Dic Gleichungen (6), (11), (12), (13) und deren Auflosungen (6)%,
(L1)*, (12)*%, (13)* dienen zur Transformation, wenn beide Coordinaten-
systeme den Anfangspunkt gemein haben.

Aus den beiden behandelten Specialfillen kann man jede Trans-
formation zusammensetzen, indem man Parallelverschiebung und
Drehung (resp. symmetrische Spiegelung) nach einander anwendet.
Wir geben nur die Schlussformeln an, wobei zur Abkiirzung 4 = cos «,
B = cos B, C = cosy, 4 = cos ¢y, B, = cos B, C, = cos p,,
A, = cos &y, B, = cosf,, C,=cosy, gesetzt werden mag. Man
findet fiir Punktcoordinaten aus (1) und (6), resp. (1)* und (6)*:

x=Aa" + Ay + A,2 +a, 2" =4z + By +Cz — D,
(14) y=DBx' + By’ + B,z + b, y' =4+ By -+ Cz— D,,
f=Ca' + Cy + Gz +c¢, & =4dya+ By~ Cz— D,

wo:
D =aA +0B + ¢C,

(15) D, =ad, + 0B, + ¢C,,
D, = ady, + 0D, + ¢Gy;

fir Ebenencoordinaten aus (3) und (13) resp. (3)* und (13)*:

— (Au 4 A"+ A0 0o Au 4 Bv + Cuw
Duw' -+ Djv' + Dy’ —1° T au b Few 417
— (Bw + B, v 4+ B,w) o A+ Bot G
Duw + Do’ -+ Dy’ — 17 T anwFbvFcw417
H == — (Cll«' + CIU, + ()3’“") “)’ — Mﬁici/u.
T Du 4 Dyp’ + Dyw’ — 17 T auwbvFcwi 17

endlich fiir Liniencoordinaten aus (2), (11), (12), (2)* (11)% (12)*:

N =

(16) v =
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vp=  Ap + 4,9+ Ay,
vg= Bp'+ B,q" + By,
vr=  Cp 4+ C,q" + C,7,
17) va=—(bC — ¢B)p' — (bC,— ¢B))q — (bCy — cBy)+’
+ (dn + Ax + Ayo'),
v = — (cA — aC)p" — (¢c4; — aC,)q" — (¢4, — aC,)»’
+ (Ba' + Bx' + Byo'),
veg= — (@B —bA)p —(aB, — bA,))q — (aB,— bA,)r'

+ (Cn" 4 Cx" 4 Co');

oder aufgelost:

v'p'= Ap + Bg + Cr,
v'g'=  Ap+ Bg+ Cp,
v’ = Ap + Byq+ Gy,

Q¥ v’ =+ (b4, —cA)p + (bBy — cB)g + (b0, — cC))r
+ (dn 4 Bx + Co),

va =+ (cd —ady)p~+ (¢cB —ab,)q+ (cC —aCy)r
+ (4,7 + Byx + Co),

v =+ (ad, —0A)p + (aB,—bB)q + (aC, —0C)r
+ (4y7 4+ Byx + C,).

Die Gleichungen (14), (16), (17), (17)* diencn dazu, wm wvon
cinem rechtwinkligen Coordinatensysteme mit den Azen O0X, 0Y, 0Z
zu einem andern mit den Azen O'X’, O'Y', O'Z’ iiberaugchen, und wm-
gekehrt, wenn die Coordinaten von O” in DBezug auf ersteres gleich a, b, ¢
sind und wenn

A, B, C die Richtungscosinus von O'X’" gegen 0X, 0Y, 0Z,

Al; -BU 01 ” ”» ” OIY, » OX) OY’ 0Z1

A27 BZ’ 02 ” ” ” 0z ” 0X7 Olf; 07
bedeuten.  Von den doppelten Vorzeichen bezieht sich das obere auf eine
directe, das untere auf eine inverse Transformation.

Vergleicht man die Gleichungen (1) mit (3) oder (14) mit (16),
so erscheint das Princip der Dualitit verletzt, indem bei Ebenen-
coordinaten in den Transformationsformeln ein gemeinsamer Nenner
auftritt, sobald der Anfangspunkt des Coordinatensystems durch die
Transformation verlegt wird, wihrend bel den Punktcoordinaten ein
solcher Nenner nicht vorkommt. Diesem scheinbaren Uebelstande
kann durch Einfiihrung eines allgemeineren Coordinatensystems ab-
geholfen werden, niimlich, analog wie in der ebenen Geometrie (Bd. I,
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p. 62ff.), durch Benutzung der sogenannten homogenen oder Tetraéder-
Coordinaten. Wir definiren dieselben in folgender Weise.

Die Coordinaten z,, x,, x;, z, cines Punkies x im Raume sind
vier Zahlen, welche sich zu einander verhalten, wie die Abstinde des
DPunlktes von den vier Seitenfliichen cines Tetraiéders (,,Coordinatentetraiders®),
bez. multiplicirt mit vier beliebig gewcdihlten Constanten.

Bedeuten also s,, s,, s;, s, die vier Abstéinde, und %, k,, %5, %,
die beliebigen Constanten, so ist
(18) Ty Xyt Ly iy = kS, EySy Kysy i ByS,,

WO Sy, Sg, S3, S, von der Lage des Punktes abhiingen, k,, %,, k;, £, da-
gegen fiir alle Punkte dieselben Werthe haben.

Die Coordinaten w,, uy, us, 4, einer Ebene u sind vier Zahlen,
welche sich zu einander verhalten, wie die Abstinde der Ebene von den
vier Ecken des Coordinatentetraéders, bez. multiplicirt mit gewissen Comn-
stanten.

Man hat also, wenn s, s,, s;, s, die vier Abstinde der Ebene u
von den Ecken und I, L, I;, I, Constante bedeuten:

(19) Wy tg gy =18 s, sy 1 s,
Die Constanten I, Iy, I, I, hingen von %, k,, k,, &, ab; man be-

stimmt sie nimlich so, dass die Bedingung der vereinigten Lage der
Ebene « und des Punktes z in der Form

(20) Uy Xy + Uy + U %y + wgzy =0
erscheint.

Die Coordinaten pis, Pis; Dray Pass Psay Pz €imer Geraden p sind
sechs Zuahlen, welche sich verhalten wie die Momente der Geraden in
Bezug auf die sechs Kanten des Coordinatentetraéders, bez. mmltiplicirt
mit gewissen Constanten, die so gewdhlt werden sollen, dass die zwischen
den sechs Momenien bestehende Identitit in moglichst einfacher Form
erscheint.

Sehen wir, wie diese neuen Coordinaten algebraisch mit den
rechtwinkligen x, y, # zusammenhéingen. Die Gleichungen der vier
Seitenflichen des Tetrasders seien

oz + by +e¢z+4d =0,
A% + byy + 2 - dy =0,
asx + byy + ¢52 + dy =0,
0% + byy + ¢4z 4 dy = 0;
dieselben sollen in der einen Gleichung

(21) ax + by + cio + d; =0,
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welche fiir =1, 2, 3, 4 besteht, zusammengefasst werden. Wir
setzen voraus, dass die vier Ebenen ein wirkliches Tetraéder ein-
schliessen, also nicht durch einen Punkt gehen*), d. h. dass die
Determinante

a b ¢
(22) A —_ az bg CZ (l2
a; by ¢ d

ja, b ¢ d,
von Null verschieden sei.
Die Entfernung eines Punktes z, y, # von der ¢*" Tetraéder-
fliche, d. h. die Grosse s;, ist dann (p. 12)
a,x+by+eczHd,
$; = .
Vai2 + bi2 + ciz
Es wird also, wenn g einen unbestimmt bleibenden Proportionalitiits-
factor bedeutet, nach (18):

azx + by +cz -+ d,
'l/a':ﬂ + biZ + (37-2 :

Hier ist %; willkiirlich; man kann daher

ki =k Valé ?biz 4+ C,_Z

setzen, wo k' eine neue willkiirliche Constante bedeutet. Durch (21)
sind aber die Coéfficienten a;, b;, ¢; nur bis auf einen gemeinsamen
Factor bestimmt; man darf deshalb unbeschadet der Allgemeinheit
ki =1 setzen oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Werthe
Ela;, kb, ki, &/ d; wieder mit a;, b;, ¢;, d; bezeichnen. So wird schliesslich:
(23) pr;=ax + by +cz-t+d, firi=1,2 3 4

d. h. die tetraédrischen Punktcoordinaten verhalten sich wie vier ganee
lineare Functionen der rechtwinkligen Coordinaten, deren Coifficienten
etne von Null verschiedene Determinante bilden**).

Bezeichnen A4;, B;, C;, D; die Unterdeterminanten der Determi-
nante (22), indém:

yﬁi == k,’

*) Das Tetratder kann aber unendlich gross werden, indem z B. drei
seiner sechs Kanten einander parallel verlaufen, ohne dass die Giiltigkeit des
Folgenden wesentlich beeinflusst wiirde.

##) Die Benutzung homogener Coordinaten ist hiernach nichts anderes als
eine consequentere Durchfiihrung der Methode der abgekiirzten Bezeichnung.
Die Einfiihrung der homogenen Coordinaten verdankt man M&bius und Plicker
(vgl. Bd. I, p. 67); fir die allgemeine Anwendung derselben waren Hesse's
erfolgreiche Arbeiten entscheidend.

Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 6
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(24) d=adi+bB;+ c:C;+ d:D;, firi=1,2 3,4,
und setzt man 4 = u -, so erhilt man durch Auflosung des
Systems (22):

v = Az + A7, + Asz5 + Ayzy,

vy = Bz, + Byx, + Byx; + By,

vz = (G2 + Gz, + Gz + Cyz,,

v =Dz, + Dy, + Dyzs + Dz,

oder in abgekiirzter Schreibweise:
2 A, 2 B x; ZCx,

[ 20 2
= 3Dz YT 3IDa’ ‘T 3D

(23)* z
wo die Summen {iiber den Index 7 von 7 =1 his ¢ = 4 auszu-

dehnen sind.

Die Gleichungen der vier Ecken des Tetraéders, d. i. der Schnitt-
punkte der Ebenen (21) zu je dreien, in rechtwinkligen Ebenen-
coordinaten sind, wenn A;, B;, C;, D; obige Bedeutungen haben:
(25) Aiu+ B+ Cw+ D; =0, firi=1, 2, 3, 4;
und zwar ist hier die Gleichung derjenigen Ecke aunsgeschrieben,
durch welche die 7% Ebene (21) nicht hindurchgeht.

Der Abstand einer Ebene u, v, w von der Ecke (25) ist nun (p. 12):

, A4+ B4 Cw -+ D;
T T DVe fe e
Die Quadratwurzel des Nenners ist unabhingig vom Index ¢, kann
also in der Proportion (19) fortgelassen werden, so dass, wenn p’
ein unbestimmter Factor ist:

u'u; = %(A,—u 4+ Biv 4+ Cw 4 D)),
und durch Auflosung, wenn D; = [;l;":
viu=1"au, + 1l au, 4 I asu; + 1 agu,
v'v = 1"byw + Uy byuy + I byuy + 1 by,
viw=1"cu, + b cauy, + 1 cuy 4+ 1 cyuy,
v =1du, + 1, dyu, + 1 dyug + 1,/ d,u,.
Die Coéfficienten ; (bez. ') sollten so bestimmt werden, dass
die Bedingung fiir die vereinigte Lage von Punkt und Ebene durch

Gleichung (20) gegeben wird. Diese Bedingung war in rechtwink-
ligen Coordinaten:

wx + vy + wz 4+ 1=0;

sie wird also jetat:
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Zl,v'am,-Z'Aix,- + ZJl,-'b,-u,—Z?B,-xi + Zlirciuizoixi
+ Zl,-'d,-x,-ZD.-x,- = 0.

Zwischen den Grbssen a;, bi, ¢, d;, A;, B;, C;, D; bestehen nach
bekannten Determinantensitzen neben (24) die Relationen:

aiAk + stlc + C,'Ok + di.Dk = (O fiir ’l% k

Durch Ausmultipliciren geht daher die linke Seite unserer Bedingung
liber in:

4wz, + Luyzy + 4wy + 1, uyz,) = 0.
Soll also obige Forderung erfiillt werden, so muss /;/ =1, d. h. ;= D;
genommen werden. Der Uebergang von rechtwinkligen zu homogenen
Ebenencoordinaten wird daher vermittelt durch die Gleichungen:

(26) uw'u; = Au + B+ Cw + D,

und deren Auflosungen:

(26)* U = e v = Zhi; w = kil
Zdu,;’ Zdw, ’

Zdt.u,i ’

Um die tetraédrischen Liniencoordinaten darzustellen, gehen wir
aus von den Coordinaten der vier durch (21) gegebenen Tetraéder-
ebenen, niamlich

S ; Y otiri=1, 2,3, 4.
T 12

1

Die Coordinaten der Tetraéderkante, in welcher sich die 4% und it
Ebene schneiden, sind also nach (5) und (6), p. 46:

be, — bye; d; ), — dpa;
w Py = T dd, ully = - A,
c,a, — € a; d.b, — d.b;
(27) H‘Qik = didkg‘i’ M’Kik - dzdkﬁy
ab, —a.b; d;c, — d,c,
MRik = W, !"Pik == ‘""a’;'d*k

und das Moment einer beliebigen Geraden in Bezug auf die be-
trachtete Kante wird nach (9), p. 46:

?E@L_}_ qu’?:*- TPy 4w Py 2@y + o Ry
Vo't &+ YR+ 7+ B
Bezeichnet man andererseits mit Py, D5, Pisy Pasy Par, Pue die
einzufithrenden homogenen Liniencoordinaten, so sollten wir haben

(28) My —

YPir = Ci - M’k,

wo die Cy passend zu wihlende Constante bedeuten. Man erkennt
6*
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bereits, dass nach (28) die p; lineare homogene ganze Functionen

der p, ¢q, v, m, #, o werden. Zunichst ist wegen (27):

(29) TPix = C,'k’ [(b,’C}c —_— C,'b/c)ﬂ,' + (c;ak —_ aick)x -,— (a,-bk _— b,-a,,.)p
(d,'ak —_ a,-dk)p + (dibk —_— b,dk)q + (d,ck — cidk)rj,

wo:
v =vuVp + ¢ + 7
Cin = Ci V(diaw — a;dr)? 4 (diby — bidi)? + (diey — e;dy)”.
Der gefundene Werth von p; kann, wenn wir statt p, ¢, », =, %, ¢

die Coordinaten zweier Punkte z, y, # und §, %, { einfiihren, in
folgender Form geschrieben werden:

oo = [(02 + biy + e + @) (& + bin + b + &)
—(@atby+as+d) (@ E4bin+ e+ d) |,
oder nach (23), wenn t’ = ou:
(30) 6pix = (Ziyr — yitr) Ci,
vorausgesetzt, dass 2, «,, %3, z, und y,, ¥,, ¥, ¥y, die homogenen
Coordinaten derjenigen Punkte sind, deren rechtwinklige Coordinaten

bez. mit z, %, 2z und § 7, § bezeichnet waren. Nun besteht zwischen
den sechs Differenzen z;y, — y;x; die identische Gleichung:

&y Zq Zg Ly Ty g Ty Xy xl Xy Ty Xy
Yo Y2l | Ys Yy Yo Ysi [Ys Yo Y1 Ysi Y2 Y

denn das Doppelte der linken Seite ist gleich der identisch ver-
schwindenden Determinante (vgl. p. 44)

= 0,

Ty Ty Ty Xy
Yo Y2 Y5 Ys |,
i T, Ty Ty X
\ Yo Y Ys Ys
Also die Grossen p; geniigen der Identitit

Pra | Pss Pis | DPag Py D3 =0
012, 034’ 013 042 014 023, )
Um die linke Seite moglichst einfach zu gestalten, setzen wir

fest, dass
(31) Cp -Gy =Cyy -G = C,) - Gy
sein soll; sind also drei der Grossen Cy beliebig angenommen,
so sind alle sechs bis auf einen gemeinsamen Factor bestimmt.
Im Folgenden soll einfach

012, = 034’ = 013, = 042, = 014, == 023' =1
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gesetzt werden. Es hat das, wie sich spiter ergeben wird, zur Folge,
dass auch die Bedingungen fiir die vereinigte Lage eines Punktes
und einer Geraden (p. 49f.) in besonders einfacher und symmetrischer
Gestalt erscheinen.

Nach (30) werden also die tetraidrischen Coordinaten der Verbin-
dungslinie zweter Punkte x wund y:
0Py = Ty Yy — Y1 %py 0Py == LY, — Yy,
(32) 0Py = 21Y5 — Y1 %5, OPyp = Tyl — Yy,
Py =T1Yy — Y &yy,  OPoy = LY — Y33

und zwischen ihnen bestcht die Identitit™®):

(33) ProPsy + PisPae + PraPys = 0,
und sie geniigen den Relationen: pip = — py. IDie Gleichungen (29),
welche den Zusammenhang mit den rechtwinkligen Coordinaten vermitteln,
werden:
(54) TPixk = (bC),’kﬂ: + (ca),-kn + (ab)l'];@

+ ([da)ap + (@0)aqg + (de)ar,
wo (be)ix = biex — bre; ete. und wo die Grossen «;, b;, ¢;, d; die in
(23) vorkommenden Substitutionscoéfficienten bedeuten. Ist ferner,
wie oben, M; das Moment der Geraden p in Bezug auf die Schnitt-
linie der ¢t» und At® Tetraéderfliche, so wird:

(35) vpu = V(d@)a® F @) F @) - M.

Um die Gleichungen (34) aufzuldsen, beachten wir, dass 4 =

a, a, a; a,
(36) (ab)ys (cd)gy + (ad)3 (cd)gg + (ad),4 (cd)ss _ b, b, by b,

+ (ab)y, (cd),z + (ab)y, (cd)is + (ab)ys (cd)yy € G ¢ ¢’
d, dy dy d,

dass folglich die linke Seite gleich Null wird, wenn man irgend
einen der Buchstaben @, b, ¢, d durch einen andern unter ihnen er-
setzt. Man wird also z. B. = durch die p; berechnen, indem man
tpy mit (da)m multiplicirt, wo ! und m von ¢ und k verschieden
sind; und analog fiir %, @, p, ¢, . Man findet, wenn 7.7’ = — 4:

#) Fir die Einfiihrung homogener Liniencoordinaten vgl. Cayley, on the
six coordinates of a line, Transactions of the Cambridge philosophical Society,
vol. 11, 2, 1867; Battaglini, Atti delle R. Accademia di Napoli, vol. 3, 1866.
Klein: Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades,
ete. Inauguraldissertation, Bonn 1868 und Math. Annalen, Bd. 23.
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T'w = (da)y, Pys + (da)sy 5 + (da)y pyy

+ (da)is p3y + (d0)15 Pyy + (da)yy Pos,
also, wenn die rechte Seite zur Abkiirzung mit J(da)upi, bezeichnet

wird:
t,ﬂ: = E(da)ikplm’ ‘E’Z = 2 (db>ikplm’ tl@ = 2 (dc)ikplm?
Tp = 2<bc>ikplm7 Tq=2X (ca)ikplm’ Tr=2 (ab)ikplm'

Nun ist bekanntlich (4B)y = 4.(¢d),, wenn die grossen Buch-
staben wieder die Unterdeterminanten von 4 bedeuten; die Glei-
chungen (34)* lassen sich also, wenn z’.4 = ", auch so schreiben:
v'n = Z(BO),p;, v p=2(DA),p,,
(34)™ "% = XZ(CA),p,, t°9=2(DB),p,,
"9 =XZ(4DB),p,, t'r=2(DC),p,-
Diesc Auflosungen entstehen also aus (23)* in analoger Weise, wie
die Gleichungen (34) selbst aus (23).

Es bleibt uns iibrig zu zeigen, wie die eigenthiimliche Stellung der
Geraden gegeniiber dem Principe der Dualitit bei Anwendung tetraé-
drischer Coordinaten zur Geltung kommt. Analog zu (32) muss man
die gerade Linie auch durch zwei Ebenen u, v und sechs Coordinaten
gix bestimmen kdnnen, wenn

(34)*

37 6 Qi = WU — VUz.
Diese sechs Grissen werden sich, wie bei den rechtwinkligen Coor-
dinaten, auf die p; zuriickfilhren lassen. Um dies direct nachzu-
weisen, gehen wir von den Bedingungen aus, welche aussagen, dass
die, Punkte # und y auf der Schnittlinie der Ebenen » und v liegen,
néamlich:
Uy &y~ Ug@y + UsZy + uywy =0,
uy Yy + usYs + usys + w,y, =0,
032y + 085 + V525 + 0,4, =0,
U Yyt Yyt 05y + vy, =0.
Multiplicirt man die erste Gleichung mit y,, die zweite mit — x,
und addirt, so folgt:
Uy Pry + UsPyy + 5Py =0,
ebenso aus der dritten und vierten Gleichung:
V1P F VaPoy + 03Py =0,
also:
WPyy = U0y — Vylly = 0’ (5,
WPy = Ugy — Vylhy == 6'qy,

’
UPsy == Uy ¥y — U Uy == 6§



Punkt, Ebene und Gerade. 87

In analoger Weise bildet man die Gleichungen:

UgPgy + Uspyy + uypy =0,
VyPo1 + V3Ps + 0Py =0
und erhilt aus ihnen, da p, = — p,,:

WPy = UpVy — Vytly = G qyy,
WPy = 1,0y — DUy = 6,
UPgy = Usvy — Uyl == 6 qy,.
Aus einem dritten Paare von Gleichungen endlich wiirde hervorgehen:
WPy == UV — V2, = 6 .
Zuwischen den durch (37) definirten Grissen g, und den durch (32)
definirten Griossen p, bestchen daher die Relationen
6Py =05, 6 'Pis=0qp, 0 Pu= s,
6 Py =z, 6 Py =135, 6 Pos= s,
oder , wenn
6" P = (PisPsy + PrsPas + DraPss) 6*

= QioQss t+ Q13902 T €490 = €
gesetzt wird:

" 0@
(38) O Pk =gt Gx =

wo 6" em unbestimmter Proportionalititsfactor ist.

Der Vollstindigkeit halber moge noch darauf hingewiesen werden,
dass die linke Seite der Identitit (33), d. i. der Ausdruck P (bez.
Q), vermbge der Substitution (34) oder (34)** bis auf einen Factor
in den Ausdruck pm -} g% - r¢ iibergeht. Man bestitigt dies leicht
mit Hiilfe von (34) unter Anwendung von (36); es ergibt sich so
durch Ausrechnung:

(39) 7 (Probss + PisPie + P1abes) = — 4 (p7 + g% + 7o).

Man erkennt aus den vorstehenden Formeln, dass zwischen recht-
winkligen und tetraédrischen Liniencoordinaten kein wesentlicher Unter-
schied besteht; in der That waren ja auch erstere als Verhiltniss-
zahlen definirt. Auch die Formeln, welche fiir Liniencoordinaten den
Uebergang von einem rechtwinkligen zu einem andern rechtwinkligen
Coordinatensysteme vermitteln, sind nicht wesentlich verschieden von
den Formeln, die von einem rechtwinkligen zu einem tetraédrischen
Systeme fiihren. Anders ist es fiir Punkt- und Ebenencoordinaten.
Es wurde schon hervorgehoben, dass die Gleichungen (14) und (16)
nicht einander analog gebildet sind, wie es das Princip der Dualitiit
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erfordern wiirde; die Gleichungen (23)* und (26)* dagegen, welche
von rechtwinkligen zu homogenen Coordinaten fiihren, sind diesem
Principe gemiiss gebildet, in beiden tritt rechts ein gemeinsamer
Nenner auf. Verschwindet der Nemmer in (26)*, so werden die
Grossen u, v, w unendlich; es stellt daher die Gleichung

dyug + dyuy + dyug + doy =0
den Anfangspunkt des rechtwinkligen Systems dar (vgl. p. 18),
wihrend
Zan; =0, Zbu, =0, Zeu; =0

bez. die Gleichungen der unendlich fernen Puvkte der X-, Y- und
Z-Axe in homogenen Ebenencoordinaten sind. Ebenso folgt aus (23),
dass die Gleichungen der Y-Z-, der Z-X- und der X-Y-Ebene, be-
zogen auf das tetraédrische System, bez. durch

ZA,»xl-=0, ZBle =0, ZCix,-=O
gegeben werden. Wenn dagegen der Nenner verschwindet, wenn also
(40) Dz, + Dywy + Dyzy + Dyzy =0

ist, so werden z, ¥, & gleichzeitig uunendlich gross. Umgekehrt, lisst
man einen Punkt z, y, # sich in bestimmter Richtung in’s Unend-
liche entfernen, wo dann die Verhiltnisse 2 :y:2 endliche Werthe
behalten, so ergeben sich aus (23) auch endliche Werthe fiir die Ver-
haltnisse x, : @, : @5 : 2,; es werden also x, y, 2 auch nur unendlich,
wenn die Gleichung (40) befriedigt ist.

Da nun eine lineare homogene Gleichung im Allgemeinen eine
Ebene darstellt, so wverhalten sich die wnendlich fernen Punkie des
Rawmes wie die Punkte einer Ebene; d. h., wenn man untersuchen
will, wie sich irgend ein Gebilde (Fliche oder Curve) in’s Unendliche
erstreckt, so hat man algebraisch dasselbe Problem zu losen, als
wenn man den Schnitt des Gebildes mit einer Ebene untersuchen
will; man braucht nicht Grenziibergiinge zu machen, indem man alle
Gleichungen in solche zwischen den endlich bleibenden Verhiltnissen
% :Yy:z verwandelt, sondern man braucht nur homogene Coordinaten
einzufithren, und dann den Schnitt der Fliche mit der Ebene (40)
zu untersuchen. Letzteres geschieht am Einfachsten, indem man
statt der allgemeinen Substitution (28) die besonders einfache
(41) oc———;%; y=m‘4—; /=z—z
anwendet, bei welcher z, = 0 die Gleichung derjenigen Ebene ist,
welche man an Stelle der unendlich fernen Punkte betrachten darf.
Man spricht daher von einer unendlich fernen Ebene des Rawmes und
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operirt mit ihr wie mit jeder andern Ebene. Beispiele dafiir werden
sich bei Untersuchung der Flichen zweiter Ordnung und Klasse in
grosser Zahl darbieten. Wir erinnern hier nur daran, dass alle unend-
lich fernen Punkte einer Ebene behandelt werden diirfen wie Punkte
einer Geraden (Bd. I, p. 67); dieser Satz erscheint jetzt als Folge
des allgemeineren, dass sich zwei Ebenen in einer Geraden schneiden;
man braucht nur als eine Ebene die unendlich ferne zu wihlen.
Ebenso folgt das bekannte Resultat, dass einer geraden Linie nur
ein unendlich ferner Punkt zugeschrieben werden darf, aus dem Satze,
dass eine Ebene von einer Geraden, die nicht in ihr liegt, in nur
einem Punkte getroffen werden kann.

Benutzt man die Substitution (41), so fallen drei Coordinaten-
ebenen des tetraédrischen Systems mit den dreien des rechtwinkligen
zusammen, und die vierte Ebene des ersteren ist die unendlich ferne.
In der That kann man die gewodhnlichen rechtwinkligen Coordinaten
aus den tetraédrischen durch einen Grenziibergang ableiten, indem
man eine Ebene des Tetraéders sich in’s Unendliche entfernen lasst.

Nehmen wir zuniichst drei Ebenen des Coordinatentetraéders auf
einander rechtwinklig an und bezeichnen mit z, y, # die Entfernung
eines Punktes 2 von ihnen. Dann ist in (18) s, =z, s, =y, s, =2;
also kann man setzen:

Uz, =€, Ury=1Y, Ur;=2=2,

M%:xcosa-{—ycos_ﬁd—{—zwsy d,
wenn «, f, y die Richtungswinkel der vierten Tetraéderebene gegen
die drei andern bedeuten und p deren Entfernung von der gegen-
tiberliegenden Ecke ist; man hat dabei by =k, =k, =1, k,-d= —1
gesetzt. Lassen wir jetzt d unendlich gross werden, so wird puz, =1,
und wir haben, wenn etwa z, = 1 gew#hlt wird, ein rechtwinkliges
Coordinatensystem. Bet lefzterem wird also das Coordinatentetraider
durch die drei Ebenen x =0, y=0, 2 =0 und durch die unendlich
ferne Ebene gebildet.

Bei diesem Grenziibergange gehen gleichzeitig die homogenen
Ebenencoordinaten u,, u,, u;, 4, in die rechtwinkligen u, v, w iber.
Die drei Tetraéderecken, welche sich in der Ebene z, = O befinden,
haben bez. die rechtwinkligen Coordinaten

d
’
cos &

Es wird also in (19) nach (29) p. 12:

d » 0 0, 0,

? cos f )

0,0; O

cos y°
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, wd , vd
5 ==, g = e
1 cos & Yu® f v®  w?  ? cos § Vu® F v° + w?’
, wd , 1

Sy == S L ke —————
3 cos y Yui + vF f w2’ Tt Vu+ v F w?’
und in obigen Formeln ist

D =% D,=2F DY p=_1

zu nehmen. Da nun }; = D; gefunden wurde (p. 83), so folgt aus (19):

U tUg iUyt u, =uzv:w:l,
eine Proportion, in welcher sich d fortgehoben hat, welche also auch
fiir d = oo bestehen bleibt. Dasselbe ergibt sich aus den Gleichungen
(26) oder (26)*.

Fiir Liniencoordinaten endlich muss man folgende Ueberlegungen
anstellen. Die rechtwinkligen Coordinaten einer Geraden p in Bezug
auf die drei zu einander rechtwinkligen Kanten des Tetradders seien
p, q, 7, T, %, . Dann sind die Momente von p in Bezug auf diese
drei Kanten (vgl. p. 48), wenn allgemein mit M; ihr Moment in
Bezug auf die Schnittlinie von #; = O bezeichnet wird:

Q T %®
Me=yryore M =yirore T oa e
Die Schnittlinie der Ebene z, = 0 mit der Ebene z, = 0 hat als
Verbindungslinie der Punkte

0, -2 ,0 und 0,0, %
cos 3 cos y
die Coordinaten:
_ O R a*
up =Y, P = — cos B cos y
d
Mq:cosﬁ’ wre =0,
a
wr=— 55 we=2~0
Es wird daher (p. 47):
M — Ppd 4 % cosy — g cos

T Yp 4 g+ Veos'B + cos?y
und ebenso:
— qd + o cos @ — 7 cos y

LT Y F @ F 1 Veos'y + coste’
M —rd -} meos f —ncose
MUV 4t VeosTa +cos §

M,

Setzt man wieder
rpix = Cy - Mk;
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und Cy = Cy' - Yp* + ¢° + r?, so miissen die Grossen Cy den Glei-
chungen (31) geniigen. Man darf sie aber nicht simmtlich gleich
der Einheit annehmen; dies ist nur fiir C,y, Gy, C;, erlaubt, dagegen
muss man

014’ = 024' = 034’ = (%
setzen, damit die Producte Cj, - M auch fiir d = oo endliche Werthe
behalten. Riickt die Ebene x, = 0 ins Unendliche, so wird also
(42) piqirimix:o = — P — Posi— PssiPss Pt D2,
so dass pm + gx + 79 zu — (P12Psq + PisPiz + PraPys) Proportional
ist, was mit (39) iibereinstimmt. Durch den Grenziibergang werden
P, q, r die Momente in Bezug auf die unendlich fernen Geraden der
drei Coordinatenebenen, wie es nach Fritherem sein soll (p. 48). Die
Proportion (42) folgt auch direct aus (34).

Nach (23) und (24) geschieht der Uebergang von einem belie-
bigen rechtwinkligen zu einem beliebigen homogenen Coordinaten-
systeme mittelst der allgemeinsten linearen Gleichungen, welche man
zwischen vier homogenen und drei absoluten Verinderlichen auf-
stellen kann. Der Uebergang von einem Tetraédersysteme (z,, z,,
%, %,) zu einem andern (&, &, &, &) kann dadurch bewerkstelligt
werden, dass man beide zuniichst auf ein rechtwinkliges System be-
zieht. Man hat dann nach (23) und (23)*:

6x; = a;x + by + ¢z +d;,

0t =a'x+by+cz+d,
ZAzx, ZAE, 2Bz, ZB/E,

= 3D, EDE YT IDE T BDE
20z 07§,

~ 2Dz, =D’

i=1,2,3,4;

X

&

also auch:
A/, =B/, =C/E,
ou =& g7 + bz, T oznE TG

oder, wenn ¢ - XD/t = u gesetzt wird:

uz; = ajEAi'E; —I— ij'B,-'g,- —I— c,-Z'O;'E,i —I— d,-ZD,-’Ei
fir j—1, 2, 3, 4,

oder wenn

(43) a; A7 + bB; + ¢,C + 4D/ = a;
gesetzt wird:

(44) wz; = a; & + aipby + apks + @,

Vermoge (43) sind die 16 Coéfficienten a; durch die 16 willkiirlichen
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Grossen @;, b;, ¢;, d; und die 16 ebenfalls willkiirlichen Grossen a,,
b, ¢, di ausgedriickt; jedenfalls sind also die a; im Allgemeinen
von einander unabhingig: Der Uebergang von cinem Tetraédersysteme
au eimem andern geschieht fiir Punkt- (und also auch fiir Lbenen-) Coor-
dinaten mattelst der allgemeinen linearen Gleichungen von der Form (44),
deren Determinante nicht verschwindet. Man hat also, wenn Ay den
Coéfficienten von az in der Determinante X 4 a, ay,a,,a,, bedeutet:

uy=a, & +abyt-a, 5,8y, vE=d, 244y Ay 25+ A4,,74,
(45) uy=0y &, + byt assbstay by, vE=d - Apr,+Aszs+ A2y,
wxy=ay & by +ayEas,8y, vE=A7 A Apsxy+ Ay A 2y,
wr=ay b +aubtapttaub, vE=A4, @+ @+ Azt Ay 2,
Die entsprechenden Formeln fiir Ebenencoordinaten (u; und ;) cr-

geben sich, wenn man beachtet, dass die Gleichung der Ibene
Sugxr = 0, oder wegen (45)

Z'Zauukgi = O,
I

von der Form Xea;€ = 0 sein muss; also analog zu (26) und (26)*:

wy = A0, + 4,0, + 450, + A, 0.,
Wiy, = Ay 0, + Aypo, + Ay 0y + 4,0,
Wy = Ay 0, + Ay 0, + Ao, + 45,0,
wug= A0 + Ao, + dyo; 4 4,03
Ve, = ay ity + agtty + agy - aguy,
Vo, = apiy - apity + apiy + apy,
Vg = ity aytty + aguy - agu,,

v, = agu + ayuy, + aguy - oagu.

(46)

Fiir Liniencoordinaten folgt aus (45), weun p die Verbindungs-
linie der Punkte x und y ist:

O Pir = XiYp — Yilx,
= (ailgl + Qi2ks "|- a3 s —l— A4 54) ((lkl N + a N2 —l— ar3 N3 + Qry 714)
- ((lum + A2 N2 + 313 + diﬂh) (flu Et + (2 &2 + as gs -+ aun §4)
= (anam — akla'i2) (51772 — 7’11&2) + (auaA-?, — auais) (gl"]S - ﬂ1§3)
+ (ailak4 — ak1af4> (gﬂh - 171§4> + (a;2GA-3 - akEaiE}) (§2ﬂ3 — N2 §3)
+ (aizaM — dm“m) (§2ﬂ4 — 71254) -+ (aisak4 — al-3ai4) (§3ﬂ4 — N3 §4) y

oder wenu m; die Coordinaten der Linie p im andern Systeme be-
deuten:
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(12) (13) (14)
TPir = A,'k Ty A,,'L- Ty + A,‘/; T4
34) 24) (23)
~+ Aik Ty + A,-k Ty 1+ Aik Ty3
wo zur Abkiirzung:

A (Ine)
(48) A.,-k = Qi Qkn, — i Qi
so dass:

(47)

@m)y __ . Gnl) _ Um) ___ p(mi)
Aik - Aik “ Aki - Alsi :

Ebenso kann man die Auflosungen von (47) aus den in (45) rechts

stehenden Gleichungen ableiten, man hat nur die a; durch die 4y
zu ersetzen. Nun ist nach bekannten Determinantensiitzen:

Ay Ao — Az A = A (300 — agias) = 4 - A;’f’
Ay g — Az Ay = 4 (a4ia2k - a2ia4k) =d. A;i;)
A Ay — AuAy = A (a2ia3k - a3ia'2k) =4- A(‘ik)

o5 5 W s, 1.

wo 4 =2+ a,,a5,0;50,,; also wird:
’ (ik) (k) (ik)
47y vwa = Ay P+ Ay Pis + A2'3 Py
)*F . ) .
(k) (ik) (ik)
+ A]z 1)34 + A;g p42 + A114 pz3 .

Die geometrische Bedeutung der in (45) auftretenden Substitu-
tionscoéfficienten ist leicht zu erkennen. FEs sind ndamlich dic Coor-
dinaten der Tetraéder-Flichen

des x-Systems in Bezug auf das des E-Systems in Bezug auf das
Tetraéder des E-Systems bez.: Tetraéder des x-Systems bez.:
i1y Gzy Quz;, Qg Ay, Aoy s, Ay,
Qy1y Aoy Oz, Qgy, Ay, Ay, Ay, Ay,
(49) A31y Qgey g3, Oz, Ay, Ay, Ay, Ay,
Oy y Qgo, Qug, G443 Ay, Ay, Ay Ay

und es sind die Coordinaten der Tetraider-Ecken

des xz- Systems in Bezug auf das | des &-Systems in Bezug auf das

Tetraéder des &-Systems Tetraéder des x-Systems

Ay, Ay, Ay, Ay, Ay Ggyy  Q3py, Gy,

50 Ay, Ay, Ag, Ay, Oz, Qg5 Qg9y Oy,
(50) Ay, Ay, Ay, Ay, i3y Q93, Qg3, O3,
Ay, Ag, A, Ay l Ay, Gogy Qgqy Gy .

Endlich sind wegen (47) dic Coordinaten der Tetraéderkante des
x-Systems in Begug auf das Tetraéder des &-Systems, und zwar der
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Schnittlinie von #; = 0 mit z; = 0 (oder der Verbindungslinie von
w, =0 mit u, = 0):

TP12 = Qg — Giulr3, TP34 == A2 — A;2011,
(51) TP13 = QuaQre — iz Aray TPa2 == (1013 — Q3051
TP == Qjalrz — QAislyz, TP = (1 Qrs — @igAr1;
und wegen (47)* die Coordinaten der Tetraiderkanten des E-Systems in

Bezug auf das Tetraider des x-Systems, und zwar der Schnittlinie von
£, =0 mit & = 0:

’ ’

T W12 == Qi dor — A1 Q2 , T 34 == Q3;Qar — W34
’ ’

(52) T T3 == Q1 A3 ~— AQ1pA3i, T Mg = Ay Azp — Agrdy;,
’ 4

T 14 == 1,04 — G124, T T3 == (g;U3; — U2ra3; -

Die Transformation von einem Tetraéder auf ein anderes um-
fasst als speciellen Fall die orthogonalen Substitutionen, von denen
wir ausgingen. Man erhilt sie, indem man z, zu &, proportional
setzt, unter z, = O die unendlich ferne Ebene versteht und die anderen
drei Tetraéderebenen auf einander rechtwinklig wihlt. L#sst man
letztere Bedingung fallen, so erhilt man das sogenannte schicfwinklige
Coordinatensystem. In ihm sind die Coordinaten eines Punktes defi-
nirt als Kanten eines schiefwinkligen Parallelopipedons, dessen Seiten-
flichen einerseits durch die drei zu einander beliebig geneigten festen
»Coordinatenebenen, andererseits durch drei hierzu parallele Ebenen
gegeben sind, welche durch den betrachteten Punkt gehen. Kin solches
System wendet man gelegentlich an; es moge daher noch kurz aus
dem allgemeinen abgeleitet werden.

Wir gehen von einem Tetraéder aus, in welchem die Kante z;, =0,
Zy=0 mit x;, =0, 2, = 0 den Winkel ¢, die Kante z,=0, z,=0
mit 7, =0, z, = 0 den Winkel 8, die Kante z; =0, 2, = 0 mit
%3 =0, £, = 0 den Winkel y bildet. Wir nennen z, y, z die Liingen
der drei Linien, welche man durch den Punkt z parallel zu den ge-
nannten drei Tetraéderkanten ziehen kann, gemessen von dem Punkte
x aus bis zu ihren Schnittpunkten mit den drei Flichen. Sind dann
wieder s;, s,, s; die Abstinde des Punktes 2 von den Ebenen z, =0,
Zy =0, x; == 0, so ist offenbar:

$,=2xsine, S=ysinf, s;=4zsiny.

Die Entfernung s, des Punktes z von der vierten Ebene z, = 0 liisst
sich durch s, s,, s, ausdriicken. Bezeichnet man nimlich mit 4,
den Inhalt des ebenen Dreiecks, welches auf der Ebene x; = O durch
die drei anderen Ebenen ausgeschnitten wird, so ist s, 4; gleich dem
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Inhalte des Tetraéders, welches durch die Fcken des genannten Drei-
ecks und durch den Punkt z gebildet wird; also offenbar:

(53) 4,8, + dy5, + dysy + Ays, =34,

wenn 4 dem Inhalte des ganzen Coordinatentetraéders gleich ist.
Setzt man nun

A S U
‘1 sme’ 27 snf’ "7 sing’ M7 34’
so wird nach (18):
0T, ==X, 0% =Y, 0¥ =2,

34 — 4,8, — d,8, — 4,8,

34
Jetzt lassen wir die Ebene z, = 0 sich in’s Unendliche entfernen;
dann werden die Grossen A, 4,, 4,, 4, unendlich gross, aber so, dass

oz, = ks, =

- . 4 .4
lim = =0, lim 2 =0, lm = =0,

denn es ist:
4, 1 4, 1 4, 1

4 3k’

4~ 3h, 4 3h’
wenn hy, hy, I, die drei Hohen des Tetraéders bezeichnen, und letztere
werden gleichzeitig mit < unendlich gross. Man erhilt also die
Proportion:
Ty Xp i Xyt =x:y:2:1,

welche mit (41) identisch ist. Lefstere gilt also fiir den Uebergang
von Tetraider-Coordinaten sowohl zu rechtwinkligen als zu schicfwinkligen
Coordinaten.

Die Gleichung (53) zeigt, dass zwischen den Coordinaten z,, z,,
%y, %, eine lineare Identitit von der Form
(54) kx, + kyxy + kyzy 4 ko, =1
besteht, sobald man ihnen absolute Werthe beilegt (d. h. dem will-
kiirlichen Proportionalititsfactor einen bestimmten Werth gibt, ihn
z. B. gleich 1 setzt). Letateres zu thun empfiehlt sich besonders,
wenn man bei Benutzung der homogenen Coordinaten sich gleich-
zeitig der Principien der Differentialrechnung bedient, wie es weiter-
hin in der Theorie der Flichen wiederholt geschehen soll; dann hat
man zu beachten, dass die Differentiale da; nicht von einander unab-
hiingig sind, sondern der aus (54) hervorgehenden Relation

(55) k,dz, + kydxy 4 kydxg + kyde, =0

zu geniigen haben. In der That gibt es von einem Punkte aus nur
doppelt unendlich viele Fortschreitungsrichtungen, so dass die Ver-
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héltnisse von drei Differentialen (z. B. % und %) eine solche Rich-
3 3

tung schon vollstindig bestimmen.

VII. Punkt, Ebene und Gerade in homogenen Coordinaten.

Die neu eingefiihrten homogenen oder tetraédrischen Coordinaten
benutzen wir zuniichst, um Punkt, Ebene und Gerade mit Hiilfe der-
selben zu behandeln und so eine kurze Uebersicht iiber die friiher
mittelst rechtwinkliger Coordinaten erhaltenen Resultate zu geben.
Wir beschrinken uns dabei auf solche Fragen und Sitze, welche
darauf beruhen, dass Punkte in Fbenen oder Geraden liegen, Ibenen
durch Punkte oder Gerade gehen, Gerade sich schneiden oder in Fbenen
liegen oder durch Punkte gehen sollen, also bei welehen metrische
Relationen nicht vorkommen. Allerdings wiirde man auch Aufgaben
metrischen Charakters mittelst der neuen Coordinaten behandeln
konnen, wenn man ihnen absolute Werthe beilegt und beriicksichtigt,
dass dann zwischen ihnen eine Identitit der Form (54) besteht.
Aber es bietet dies keine wesentlichen Vortheile, da bei metrischen
Relationen, wie wir sehen werden, die unendlich ferne Ebene immer
besonders ausgezeichnet ist, was dann eben den Gebrauch rechtwink-
liger Coordinaten naturgemiss erscheinen lidsst. Nach unseren bis-
herigen Untersuchungen konnte man geneigt sein, auch alle Doppel-
verhéltniss-Relationen zu den metrischen zu rechnen; dies ist aber
nicht richtig, wie schon in der ebenen Geometrie gezeigt wurde. Das
Doppelverhéltniss wurde zwar als Quotient von Abstandsverhiltnissen,
also metrisch, definirt; gleichwohl sind alle Aufgaben und Sitze, die
sich auf dasselbe beziehen, besonders zur Behandlung mittelst homo-
gener Coordinaten geeignet, wie sich aus der Unverinderlichkeit des
Doppelverhéltnisses bei beliebigen collinearen Umformungen ergab
(Bd. I, p. 117).

Nach Obigem (p. 83) ist die vereinigte Lage einer Ebene wu
mit einem Punkte z durch die Gleichung

1) w X, F Uy + ugzy + w,m, =0
(oder Zu;x; = 0) angezeigt. Hieraus folgt:

Die Gleichung einer Ebene, Die Gleichung eines Punktes,
welche durch drei nicht in einer | welcher in drei Ebenen v, w, »
Geraden gelegene Punkte y, 2, ¢|liegt, die nicht einem Biischel
bestimmt wird, ist: angehoren, ist:
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x T, T x ’J

(2> Yo Y2 Ys Yy ; — 0,
4 7, 73 2
ottt E

Dieselbe ergibt sich durch Elimi-
nation der u; aus (1) und aus den
Gleichungen Zu,y; =0, Zuiz,-=0,§
Zut; =0.

Die Coordinaten der durch
drei Punkte y, 2z, ¢ bestimmten
Ebene u sind also die aus der

»Matrix®
v Y2 Y5 9
4 & & z4l
ty ty f ty |
zu bildenden dreigliedrigen Deter-
minanten, und zwar:
Y2 Ys Yu|
QU = e Fy 8,
t2 t3 t4
lyy v Yl
QUy = —1%4 & &,
ot
@)*
Y Y2 U
QU = & & A,
ot
o ¥ Ys
ou, = — |2, 2, 2
EUEAEN

Sind £ =0 und E' =0 die
Gleichungen zweier Ebenen v und w,
indem etwa F=2v;z;, E'=Zw;zx;,
so sind alle Ebenen des durch sie
bestimmten Biischels in der Glei-
chung
3) E+4 AL =0

Clebsch, Vorlesungen. II, 1.

|
|
|
|

97
Uy Uy Uy Uy
vy vy V3 O
1 2 3 4 __0-
. — 0,
Wy Wy Wy W,
[T e T3 Ty
Dieselbe ergibt sich durch Eli-
mination der z; aus (1) und

aus den Gleichungen Xz, = 0,
Zwix; =0, Zrix; = 0.

Die Coordinaten des durch
die Ebenen v, w, 7 bestimmten
Punktes 2 sind also die aus der
,Matrix¥

I
Yy Uy Vs 7J41\

w, w, Wy W, |
P Ty Ty 1y
zu bildenden dreigliedrigen Deter-
minanten, und zwar:
b
Vg U3 Uy
0%, == Wy Wy Wy |,
ry Ty 7
vy V3 U
0x, = — | w, wy 1w, |,
Ty Ty 7y
v, Uy U,
0Ty = Wy Wy Wy |,
o Ty Ty
v, Uy U
QFy = — | W, Wy Wy
| 1y 7y

Sind P=0 und P' =0 die
Gleichungen zweier Punkte y und 2,
indem etwa P=Xuw;y;, P'=Zu,z,
so sind alle Punkte der durch sie
bestimmten Reihe in der Gleichung

PLiP —0
1
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dargestellt, wenn 4 ein Parameter
ist. Die Coordinaten einer beweg-
lichen Ebene u des Biischels (3)
sind daher

ouy = vy + Awy,

QU = v, + Auwy,

ouy = vy + Awy,

ouy = v, -+ Aw,.

(4)

Erste Abtheilung.

dargestellt, wenn 4 einen Parameter
bedeutet. Die Coordinaten eines
beweglichen Punktes der Reihe (3)
sind daher

6wy =y, + 4z,

68, =1y, + A2,

63 = y; + 42,

0xy =1y, + Az,

Der Parameter 4 hat hier dieselbe geometrische Bedeutung wie
bei den rechtwinkligen Coordinaten; mittelst (26)* p. 83 bez. (23)*
p. 82 erhilt man ndmlich aus (4),
wenn die Ebenen u, v, w bez. die
rechtwinkligen Coordinaten

wenn die Punkte z, y, z bez. die
rechtwinkligen Coordinaten

w: w, v, w, x: =z, Y, &,
v Uy Uy, Wy, Y: T Y %,
Wi Uy, Vg, Wy &1 Ty, Yo, %
haben: haben:
Zav, + 13a;w, ZAy, +12A.z
U= Zap, Fizdw, Y= 3Dy, ¥12D3,’
Zbv, + A2b;w; ZBy; +12B;z,
¥ —

= Zap, + 124w, Y= EDy,+ 12Dz
Zew, 4 AZc;w;

2Cy, + 120z,
W= S, F iZd,

P = 3Dy F¥i12Dz,’

)

oder wenn man oder wenn man

, S, =Dz,
o= Zd;v; = 2D,y;
setzt: setzt:
u + puy v 1 pv, z + pa, %+ vy,

Y = = —_ =2 €r == —— Y == Y=
14w’ 1+w ] it YT

w— T T 8 e ol 2

1+ g 1+op

Es ist also g, und folglich auch 4 bis auf einen constanten
Factor gleich dem Abstandsverhiltnisse des beweglichen Elementes
von den heiden festen Elementen. Hieraus geht hervor, dass alle Séitze
iiber Doppelverhiltnisse und also anch iber projectivische Beziehungen beim
Gebrauche tetraidrischer Coordinaten sich in genaw analoger Weise erledigen
lassen, wie bei Benutzung rechtwinkliger Coordinaten. Die Formeln haben
aber den Vorzug grosserer Symmetrie, indem kein gemeinsamer Nenner
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mehr auftritt, d. h. indem die unendlich fernen Elemente (welche
durch Verschwinden desselben dargestellt werden) nicht mehr vor

den iibrigen ausgezeichnet sind.

Insbesondere erhilt man auch
hier eine Fliche zweiter Ordnung
EFF — E'F=0
als Ort der Schnittlinien entspre-
chender Ebenen der beiden pro-

jectivischen Biischel

L4 AFE =0, F4+AF =0
oder der beiden Biischel
E+4uF=0, E +ul"=0.

Aus dem Bestehen von (2)\
folgt noch, dass man drei Grossen
%y, %y, %5, auf deren Verhiltnisse
es allein ankommt, so bestimmen
kann, dass

(0) oz =y + %92 + #3t;,
fir i=1,2,3,4.

Diese vier Gleichungen stellen
die Coordinaten z; der Punkte einer
durch drei Punkte y, 2, t gegebenen
Ebene in ihrer Abhdngigkeit von
zwei Parametern (den Verhdilinissen
%, %y und %, : #,) dar.

Um die geometrische Bedeut
nehmen wir
einen vierten Punkt s zu Hiilfe
und betrachten die Gleichungen:
(B)* omi ==Y+ a2+ #5t: +,5;.
Nach (50) p. 93 sind hier %, ,,
x5, %, die homogenen Coordinaten
des Punktes z, bezogen auf das
von den Punkten y, 2, ¢, s gebil-
dete Tetraéder. Man erhilt insbe-
sondere einen Punkt der durch y,
z, t gehenden C(‘oordinatenebene,

Insbesondere erhilt man auch
hier eine Fldche zweiter Klasse
PQ —P Q=0
als Ort der Verbindungslinien ent-
sprechender Punkte der beiden pro-

jectivischen Reihen

P4+1P =0, Q+1Q =0,
oder der beiden Reihen
P4+u@=0, P +4upQ =0.

Aus dem Bestehen von (2)
folgt noch, dass man drei Grossen
Ay, Ay, Ay, auf deren Verhiltnisse
es allein ankommt, so bestimmen
kann, dass

du; = A v; + Aw; + A7,

fir 1=1,2,3,4.

Diese vier Gleichungen stellen
die Coordinaten u; der Ebenen eines
durch den Schnittpunkt dreier Ebenen
v, w, r bestimmien Fbenenbiindels
i threr Abhingigkeit von zwei Para~
metern (A, : ks und 4y: ;) dar.
ung der Parameter zu erkenuen,

eine vierte Ebene ¢ zu Hiilfe und
betrachten die Gleichungen

ou; = A v; + Ayw; + A7 + .4 .
Nach (49) sind hier 4,, 4,, 45, 4,
die homogenen Coordinaten der
Ebene u, bezogen auf das von den
Ebenen v, w, r, ¢ gebildete Te-
traéder. Man erhilt insbesondere
eine Ebene, welche durch den
Schnittpunkt der Ebenen v, w, 7

also einen Punkt der Ebene (2)

hindurchgeht, also eine Ebene des
7
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oder (5), wemn %, =0. In (5)

sind somit #,, #,, %, die ebenen
Dreieckscoordinaten™) des Punktes
z in Bezug auf das von den Punkten
Y, 2, t gebildete Dreieck. Kennt
man umgekehrt die ebenen Dreiecks-
coordinaten eines Punktes, so kann
man mittelst (D) seine rdumlichen
Coordinaten durch diejenigen der
Dreiecksecken ausdriicken.

Setzt man » =2z, 2,=1y,
%y =12, %, =1, so erhidlt man
aus (D) die Parameterdarstellung
des durch die Punkte z’, 4, 2’;
” " 44 nr 444 rrr
", y”, 275 &7, Yy, &7 be-
stimmten Punktfeldes:
w &'+ w4 ou
LI R
%y + 0y 4wy
%y %y + %
A ond gt
n oy %

(6) y

b ==
Die

oben.

Fir die

geometrische Bedeutung der Parameter ist dieselbe

Erste Abtheilung.

Biindels (5), wenn 4, =0. In
(5) sind somit 4,, 45, 4, das dua-
listische Gegenbild fiir die ebenen
Dreieckscoordinaten der Schnitt-
linie von # mit der Ebene ¢ in
Bezug auf das von den Ebenen
v, w, r in g ausgeschnittene Dreieck.
Kennt man wmgekehrt die Coordi-
naten einer FKbene innerhalb eines
Biindels, dem sie angehort, so kann
man mittelst (5) ihre raumlichen
Coordinaten durch diejenigen der im
Biindel benutzten Fundamentalebenen
ausdriicken.

Setzt man w, =wu, u, =0,
ug =, u, =1, so erhilt man
aus (5) die Parameterdarstellung

der durch die Ebenen «’, v", w’;
w’, 07, w”y w07, w” be-
stimmten Ebenenbiindels:
_h u’ —|— Lu’ + A, u”
A R
0 — 7. v’ -l— + ,
+ .+ 4
w4 W
A

wie

homogenen Liniencoordinaten bietet sich die Auf-

gabe, die Bedingung fiir das Schneiden zweier Geraden p und p' auf-

zustellen.
(32), p. 85:

0P = ZilYr —
Nun ist identisch:

YiZr,

Es sei x ihr Schnittpunkt; dann kann man setzen nach

Q’I)ikl == Xi&g — &Lk .

*) Zuniichst sind sie gleich den Abstiinden des Punktes x von den drei
Ebenen, multiplicirt mit Constanten; die Abstinde von den Ebenen unterscheiden

sich aber nur um constante Factoren von den Lothen,

die man von x auf die

Schnittlinien der drei Ebenen mit der vierten fillen kann.
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T, Xy Xy X

Yo Y Ys Y
X, Z, Z T

| 8L % F By
oder, wenn man nach den zweireihigen Unterdeterminanten entwickelt:

() PuePsd + PrsPas’ =+ Prabos’ + Puubiy’ + Popis’ + Pospi = 0.
Dies ist die gesuchte Bedingung. Man kann sie auch in der Form:
2;71; pi’ =0 oder zg-g% g =0
schreiben, wenn P und @ die friihere Bedeutung haben. Dieselbe

Bedingung erscheint wegen (38), p. 87 auch in den Formen:

(8) Zpiink’ =0 oder Epik,q@'k =0,

In letzterer tritt der dualistische Charakter der Aufgabe hervor, d. h.
der Umstand, dass zwei Gerade, die einen Punkt gemein haben, auch
immer in einer und derselben Ebene liegen.

Die Gleichung (7) ist in ihrer &#usseren Gestalt von der ent-
sprechenden in rechtwinkligen Coordinaten (p. 49) nicht wesentlich
verschieden; das Gleiche gilt von den Bedingungen dafiir, dass eine
Linie p durch einen Punkt z gehen oder in einer Ebene u liegen soll,

Im ersteren Falle muss die zweite der Gleichungen (8) unab-
hiingig von z bestehen, wenn man darin @ py = @iz — 2%, setut

(vgl. p. 49); dies gibt, da gz = — qu;, die vier Relationen:
0= * + u% + ¢13%5 + G1u®s,
(9) 0=gu2 + * —+ g+ Gau?s,

0= ¢ + @32%2 + * Q3424
0= qu® + Q% + Qs% + * .

Von diesen sind nur zwei von einander unabhingig, Zuniichst
nimlich verschwindet die Determinante der Coéfficienten, denn es ist:

|0 @ s Y
g1 O s Qs
I @2 0 s
9y T s O
Aber auch die dritte Gleichung folgt schon aus den beiden ersten,

sobald g,, von Null verschieden ist. Multiplicirt man némlich die
erste mit gy, die zweite mit g;; und subtrahirt, so kommt:

= (Qyoss + Dis%ss + 014%3)* = 0.

Q91 913%1 — Q12923 %2 + (413904 — 14%s) %, = 0.



102 Erste Abtheilung.

Wegen @ = O ist die linke Seite gleich

B2 (85121 + 2% + €54%)-
Nur wenn also g, z 0, so folgt in der That die dritte Gleichung. In
den Fillen, wo eine der Coordinaten ¢;; verschwindet, darf man da-
her nicht zwei beliebige der Gleichungen (9) auswihlen, um alle vier
zu ersetzen. Es empfiehlt sich deshalb, iiberhaupt alle vier Glei-
chungen beizubehalten (vgl. p. 50).
Die dualistisch entsprechende Aufgabe fiihrt zu den vier Re-
lationen:
0=+ pity + pgus + pyuy,
(9)* O=paty + * A Doty + Pagtty,
0 = pguy + Pty +  *  + Pyytty,
0 =Py + Potts + Pysus +  *
Dieselben sagen aus, dass die Gerade p in der Ebene u liegt. Je
zwei von ihnen sind im Allgemeinen eine Folge der beiden anderen.
Hat man eine lineare Gleichung in Liniencoordinaten:

(10) @ pis + Wz Pis + WaPs + BuPss + Uz Pio + Qo3 P33 =0,

so stellt sie einen linearen Complex dar. Ist insbesondere

(11) Uya sy + Qs Oy + Gy tte3 =0,

so hat man einen speciellen Complex; der Axe p’ desselben kommen
die Coordinaten zu:

UPsy = Gy, WPy = g5, WPy = ayy,
WPy = Ay,  WUPys = Gy, WPy, = .
Ist (11) nicht erfiillt, so begriindet die Gleichung (10) die oben be-

handelte lineare reciproke Verwandtschaft. Sie ist jetzt analytisch
durch die Formeln

ouyp = * + ap% + ayz; 4 a7,
(12) QUy = agy % + ¥+ g5+ any,

0Uy == 0y &) + @y +  *  + a5y,

QUy = Oy &y + Uyl + ay@y + *
dargestellt, vorausgesetzt, dass a; = — a;; gesetzt ist. Hieraus leitet
man leicht alle fritheren Sitze ab (p. 51 ), soweit sie sich nicht auf
metrische Relationen beziehen. Den Khbenen eines Biischels ent-
sprechen die Punkte einer Reihe, die zum Biischel perspectivisch
liegt. Jeder Geraden entspricht so eine andere: ihre conjugirte Polare;
und diese Beziehung ist eine wechselseitige. Sie lisst sich analytisch
darstellen, wenn man mittelst der Gleichungen (12) und

6v; = QY1 + Gi2Ye - AisYs -+ GuYs
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(wo a; = 0, ag = — ay;) die Coordinaten ¢;’ = w;v; — v;u; der Schnitt-
linie von % und v durch die Coordinaten py = x;yx — y:zx der Ver-
bindungslinie von z und y berechnet. Man findet

L = a5y, ps + Qi3 Py3 T+ QaPis + Go3 Pos + Ay D)
+ (@305, — a,,05)p5, . s. £

Die Gleichung des Complexes wird besonders einfach, wenn man
das Coordinatentetraéder so wihlt, dass zwei einander gegeniiber-
liegende Kanten conjugirte Polaren sind. Es moge dies z. B. mit
den Kanten 2, = 0, #, = 0 und 2; = 0, z, = 0 der Fall sein. Jede
Gerade, welche beide Kanten trifft, fiir die also p,, = 0 und p,, =0
ist, gehort jetzt dem Complexe an. Die Gleichung des letztern er-
scheint also in der Form:

(13) Ay Pre + A3y P50 = 0.

Dieselbe kann auf sechsfach unendlich viele Weisen erhalten werden,
denn eine Kante und zwei durch sie gehende Ebenen des Tetraéders
sind willkiirlich wihlbar.

Werfen wir noch einen kurzen Blick auf die Beziehungen des
linearen Complexes zur unendlich fernen Ebene. Auch ihr ist
vermige (12) ein bestimmter in ihr liegender Punkt zugeordnet.
Nun wissen wir, dass fiir alle Geraden einer Ebene die conjugirten
Polaren durch den ihr entsprechenden Pol gehen (p. 53). Be-
trachten wir also die unendlich fernen Geraden als Axen von Ebenen-
biischeln (die dann Systeme von Parallelebenen sind), so gehen die
zugehorigen Punktreihen alle durch denselben unendlich fernen Punkt,
d. h. sie sind zu einander parallel. Dies sind die Durchmesser des
linearen Complexes.

Die Axe des Complexes war derjenige Durchmesser, welcher auf
der zugehdrigen Schaar von Parallelebenen senkrecht steht. Nimmt
man also als Kante z; = 0, x, = 0 die unendlich ferne Schnittlinie
dieser Parallelebenen (so dass z, = O die unendlich ferne Ebene ist)
und als Kante 2, =0, x, = 0 die Axe, so wird z,:2,:2%5:2, = 2:y:2:1,
wo z, y, # rechtwinklige Coordinaten sind, ferner p,, = @, pg, = — 7;
die Gleichung (13) geht also in (21) p. 55 iiber. Letztere Gleichungs-
form bleibt auch bestehen, wenn man ein schiefwinkliges Coordinaten-
system (p. 94) benutzt, dessen Z-Axe ein Durchmesser des Complexes
ist, und als dessen X-Y-Ebene irgend eine Ebene der zugehorigen
Schaar von Parallelebenen gewshlt wird.
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VIII. Imaginire Elemente.

In unseren analytisch-geometrischen Untersuchungen haben wir
schon frithe Veranlassung gefunden (vgl. Bd. I, p. 41), neben den
urspriinglich allein als gegeben gedachten reellen Punkten, geraden
Linien, Ebenen auch solche imaginire Elemente einzufiihren; die
Losung gestellter Aufgaben (z. B. die Bestimmung der Schnittpunkte
einer Geraden mit einem Kegelschnitte, ebd. p. 75) fiihrt eben oft
bei analytischer Behandlung auf Gleichungen mit imaginiren Wurzeln,
und um die betreffenden Sitze (insbesondere iiber die Anzahl der
moglichen Losungen) dann allgemein aussprechen zu konnen, d. h.
ohne jedes Mal eine grosse Anzahl von Ausnahmefiillen hinzuzufiigen,
entschlossen wir uns, diese imaginiren Elemente durchgehends als
den reellen gleichberechtigt zu beriicksichtigen; in jedem einzelnen
Falle blieb es dann der niheren Untersuchung iiberlassen, zu ent-
scheiden, wie viele der betreffenden Elemente reell, wie viele imaginér
sein konnen. Begriindet war dies Verfahren aber durchaus nur durch
den Gang der Rechnung und durch die gleichmissige Anwendbarkeit
der analytischen Operationen auf reelle und complexe Zahlen. Ver-
anlasst durch spiter gewonnene Gesichtspunkte, konnen wir hinzu-
fligen, dass es stets unser Bestreben war, in erster Linie solche
Eigenschaften der Figuren zu betrachten, welche gegeniiber beliebigen
Collineationen invarianten Charakter zeigen (Bd. I, p. 168 u. 173), dass
durch Collineationen mit imaginiren Coéfficienten reelle Elemente in
imagindre tbergefiihrt werden konnen, dass also fiir den Stand-
punkt der Invariantentheorie (d. i. fiir die projectivische Geometrie)
die Realitit der Elemente keine wesentliche Eigenschaft derselben
ist; gleichzeitig miissen wir bemerken, dass solche imaginire Colli-
neationen auch nur algebraisch definirt sind, dass durch diese Be-
trachtung also ein wesentlicher Einblick in den geometrischen Sinn
des Imaginéiren nicht gewonnen werden kann*). Einen solchen Ein-
blick aber nach Moglichkeit zu geben, soll unsere nichste Auf-
gabe sein; wir stellen dieselbe erst jetzt, weil der Begriff einer Con-
gruenz mit ihren Leitlinien dabei zu benutzen ist.

Handelt es sich nur um eine einzige Variable, d. h. um einen
Parameter in der Punktreihe, im Strahlen- oder Ebenen-Biischel

*) Die unbedenkliche Zulassung imaginirer Elemente ist auf Monge
zurickzufiihren; vgl. Chasles’ Aper¢u historique, p. 1981ff. und Note XXVI;
Chasles sieht eine strenge Begriindung des Verfahrens ausschliesslich in der
Algebra; die reine Geometrie konne die Einfihrung des Imagindren vorliufig
als ein Princip (wie das sogenannte principe de continuité von Poncelet) zu-
lassen, dessen niihere Begriindung von der Zukunft zu erwarten sei.
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(kurz im bindren Gebiete), also fiir uns hauptsichlich um die Ver-
anschaulichung complexer Wurzeln algebraischer Gleichungen, so
leistet die bekannte Gauss’sche Darstellung der complexen Zahlen
in der Ebene*) alles nur wiinschenswerthe. Ein imaginirer Punkt
der Ebene ist aber durch zwei complexe, d. h. durch vier reelle Zahlen
bestimmt; man konnte etwa die eine complexe Coordinate in einer
Ebene darstellen, die andere in einer anderen Kbene und die Ver-
bindungslinie der beiden Punkte als reelles Substrat eines imaginiren
Punktes der ebenen Geometrie betrachten. Aber durch eine derartige
Interpretation wiirde man sich gerade des Hauptvortheils berauben,
welchen die Einfilhrung imaginirer Elemente dem Geometer ge-
wihren soll, der Moglichkeit, allen Resultaten ausnahmlose Giiltig-
keit zuzuerkennen; man wiirde zwar jedem Satze iiber imaginire
Elemente der Ebene einen anderen iiber reelle Constructionen im
Raume an die Seite stellen; aber der Inhalt des letztern wiirde
formal keinerlei Aehnlichkeit haben mit dem Inhalte des urspriing-
lich vorliegenden Theorems. Noch grissere Schwierigkeiten wiirde die
Interpretation imaginirer Raumelemente bieten. Da es unser Ziel
ist, Ausnahmen zu beseitigen, verschiedene Sitze unter gemeinsamem
Gesichtspunkte zusammenzufassen, so ist die Permanenz der formalen
Operationsgesetze das erste von der geometrischen Theorie des Imagi-
niren zu verlangende Erforderniss, ganz wie diese Forderung in der
reinen Arithmetik bei der successiven Einfilhrung der negativen, der
gebrochenen, der irrationalen, der imaginiren und complexen Zahlen
massgebend ist: Feir die Combination von imagindren Elementen (Punkten,
Ebenen, geraden Linien) unter sich oder mit reellen Elementen miissen
dieselben Gesetze gelten wie fiir dic Combinationen der reellen Flemente
unter sich; z. B. miissen drei Ebenen einen Punkt bestimmen, drei Punkte
eine Ebene u. s. w. Es ist v. Staudt’s grosses Verdienst, eine dem
entsprechende Interpretation des Imagindren gefunden und so einer-
seits die reine Geometrie wesentlich erweitert, andererseits aber auch
fiir alle algebraischen, Operationen in der analytischen Geometrie
ein stets giiltiges geometrisches Substrat geschaffen zu haben. In
letzterem Sinne die v. Staudt’sche Theorie zu behandeln, kann fiir
uns natiirlich allein in Frage kommen.

#) Vgl. Bd. I, p. 173. Es ist zu bemerken, dass diese Darstellung schon
vor Gauss (1831) von Lagrange beim Probleme der conformen Abbildung
(Kartenprojection) benutzt (1779), auch von Argand 1806 entwickelt wurde;
vgl. Hankel’s Theorie der complexen Zahlensysteme, Leipzig 1867, p. 71 und 81,
Holzmiiller's Einfithrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften, p. 3
und 100, Leipzig 1882 und Baltzer, Crelle’s Journal Bd. 94.
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Auf welchem Wege vorzugehen ist, konnen uns frithere Bei-
spiele lehren. Schon bei der sogenannten ,imaginiren Ellipse“ hoben
wir hervor (Bd. I, p. 91), dass die durch sie begriindete DPolarver-
wandtschaft vollkommen reell ist, dass also fiir sie alle Sitze
der Polarentheorie giiltig bleiben; es heisst nur um einen Schritt
weiter gehen, wenn wir geradesu diese Polarverwandtschaft als geo-
melrisches Substrat der imagindren Ellipse betrachten. Allerdings
miissten wir dann auch beim reellen Kegelschnitte alle Sitze nicht
aus seiner Gleichung in Punkt- oder Linien-Coordinaten, sondern
aus der Polarentheorie ableiten*®), ihn also z. B. nicht geometrisch
durch fiinf seiner Punkte bestimmt denken, sondern durch fiinf Paare
conjugirter Pole (also auch durch fiinf lineare Gleichungen fiir die
Coéfficienten). Aber es bleibt immer die Frage: was entspricht dann
den Schnittpunkten einer Geraden mit dem Kegelschnitte? was den
Punkten der Ebene, die mit ihren Polaren vereinigt liegen? Die
Bestimmung der Schnittpunkte geschieht durech eine quadratische
Gleichung (Bd. I, p. 73) fiir einen Parameter oder fiir zwei homogene
Variable; eine solche Gleichung aber bedingt auf den geraden Linien
ebenfalls eine Polarverwandtschaft (ebd. 213f.): jedem Punkte derselben
ist ein anderer zugeordnet, niimlich sein vierter harmonischer in
Bezug auf die beiden Grundpunkte der betreffenden bindren quadra-
tischen Form (die Wurzeln der quadratischen Gleichung darstellend);
alle diese Punktepaare bilden eine Involution, deren Doppelelemente
eben die erwihnten Grundpunkte sind. Diese Polarverwandtschaft
und die zugehorige Involution haben reelle Bedeutung unabhingig
von der Realitéit der beiden Doppelemente; wir werden daher zwer zu
esnander conjugirt tmagindre Punkte einer Geraden reell reprisentiren
durch diejenige Involution, deren Doppelelemente sie sind; in gleicher
Weise kann man offenbar auch jedes reelle Punktepaar durch eine
Involution ersetzen. Statt daher die Schunittpunkte einer Geraden mit
einem Kegelschnitte zu suchen, haben wir nunmehr ouf der Geraden
eme Imvolution zu construiven, deren (reelle oder imagindre) Doppel-
clemente die gesuchien Schnittpunkte sind. Beliebig viele Punktepaare
der Involution findet man dadurch, dass man den Punkten (Polen)
der Geraden die Schnittpunkte der letztern mit den zugehdrigen
Polaren zuordnet, wobei bekanntlich durch zwei solche Punktepaare
alle iibrigen bestimmt sind. Die Gesammitheit der Involutionen, welche
so auf den zweifach unendlich vielen Geraden der Ebene definirt werden,

*) Vgl. Steiner’s Vorlesungen iiber synthetische Geometrie, bearbeitet
von Schroter (p. 411 der 2. Auflage, Leipzig 1876).
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reprasentiren uns die Gesammtheit der Punkte eines (reellen oder imagi-
néiren) Kegelschnittes. Dualistisch entsprechend ist die Gesammtheit
der Tangenten dargestellt durch die Involutionen, welche in analoger
Weise in den siimmtlichen Strahlbiischeln der Ebene bestimmt werden*).
Dass hierbei kein imagindrer Punkt des Kegelschnittes iibergangen
wird, folgt daraus, dass in der Ebene jeder imaginéire Punkt auf
einer reellen Geraden liegt (seiner Verbindungslinie mit dem conjugirt
imaginidren Punkte) und ebenso jeder imaginire Strahl einen reellen
Punkt enthilt (seinen Schnittpunkt mit dem conjugirt imaginiren
Strahle). Es ist dies eine einfache Folge davon, dass alle Punkte
mit den Coordinaten z; 4 Ay, auf der Verbindungslinie der Punkte 2

und y liegen, insbesondere also auch die Punkte 4 == ¢=7]— 1 und
A= — i Weiter fragt sich, wie die Thatsache zum Ausdrucke
kommt, dass jeder Punkt der Curve mit seiner Tangente vereinigt
liegt. Zwei conjugirt imaginire Punkte des Kegelschnittes liegen bez.
vereinigt mit den beiden durch den Pol ihres gemeinsamen Trigers
gehenden Tangenten. Jedes Paar der auf dem Triger durch die
Curve definirten Punktinvolution bestimmt durch seine Verbindungs-
linien mit dem Pole ein Strahlenpaar der in diesem Pole definirten
Strahleninvolution. Die fragliche vereinigte Lage findet also darin ihr
reelles Substrat, dass jene Punktinvolution mit dieser Strahleninvolution
vereinigt liegt.

Wenn es so gelingt, Paare conjugirt imagindrer Punkte und
Strahlen in einer Ebene durch reelle Gebilde zu ersetzen, und dem-
gemiiss auch die Theorie der Kegelschnitte, wie unser Beispiel zeigt,
weiter aber auch die Theorie aller hoheren Curven, soweit ihre
Gleichungen von nur reellen Coéfficienten abhingen (wo dann immer
conjugirte Elemente auch gleichzeitig auftreten), geometrisch voll-
stindig auf reeller, anschaulicher Grundlage auszubauen, so muss doch
auch verlangt werden, jedes der beiden einander conjugirten, imagi-
néren Klemente geometrisch zu isoliren, es muss z. B. die Aufgabe
losbar sein, durch einen reellen Punkt eine gerade Linie zu ziehen,
welche ausserdem einen bestimmten von zwei conjugirt imaginiren
Punkten enthilt. Mit dieser Forderung macht sich erst jene Schwierig-
keit der geometrischen Imaginirtheorie geltend, welche von-v. Staudt

*) Es mag hier daran erinnert werden, dass man nach Klein sich von
den imaginiren Tangenten (indem man ihnen ihre reellen unkte zuordnet) in
anderer Weise ein Bild durch Construction einer Art Riemann’scher Fliche
machen kann; vgl. Bd. I, p. 611; die Construction einer solchen Fliche hiingt
mit der v. Staudt’schen Theorie enge zusammen, vgl. Klein, Math. Annalen
Bd. 9, p. 479f. und Sturm, ebd. p. 341 £



108 Erste Abtheilung.

so gliicklich tiberwunden wurde*), und deren Darlegung wir im
Auge hatten.

Da wir der Geraden nur einen unendlich fernen Punkt beilegen
(p. 89), sie also behandeln wie eine im Unendlichen geschlossene
Curve, so kann man auf zwei Wegen von einem Punkte P, derselben
zu einem anderen P, gelangen, ndmlich entweder direct oder durch
Vermittlung des unendlich fernen Punktes P, also entweder in
dem Sinne P, P; P oder in dem Sinne P, Poo P;. Statt des Punktes
Poo benutzen wir irgend einen andern Punkt P, zur Unterscheidung
beider Wege; die unmittelbare Aufeinanderfolge von drei Punkten P,
P,, P; bestimmt also eine und nur eine Richtung oder einen ,,Sinn“
auf der Geraden. Der Sinn P, P, P, stimmt mit dem Sinne P, P, P,
oder P, P, P, iiberein, ist aber dem Sinne P, P;P, oder P, P, P,
oder P, P, P, entgegengesetzt. Seien die drei Punkte auf der
Geraden durch die Parameterwerthe 4,, 1,, 4, festgelegt (p. 98);
bei jeder Permutation der Punkte, welche den durch letztere bestimmten
,Sinn“ ungeéindert ldsst, d. i. bei jeder cyklischen Permutation, bleibt
dann auch der Ausdruck (4, — 4;) (4; — ;) (4, — 4,) ungeiindert,
und umgekehrt. Sind also drei andere Punkte @, @,, €, durch die
Parameter w,, y,, g, charakterisirt, so stimmit der Sinn P, P, P; mit
dem Sinne Q,Q,Q, iiberein oder wicht, je nachdem den denselben ent-
sprechenden Producten
(D) @A —25) A3 — 4y) (4 — &), (2 — 15) (s — 1) (g — p23)
gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen zukommt.

Machen wir nun eine projectivische Umformung auf Grand der
Relation
@ aly 4 bA + cp+ d=0,
vermdge welcher die Punkte P; bez. in ¢; ibergefilhrt werden,
so folgt:

3 _ (@d —be)®(y, — 1s) (s — 1) (44 — W)
() (8 = A5) (s — A1) (b = &) == by an, + b g+ 57

Ob der Sinn der Punktgruppe P,, P,, P, durch eine lineare Trans-
formation gefindert wird oder nicht, hingt also von dem Vorzeichen
der Determinante der Transformation ab. Beziehen sich beide Para-

*) Beitriige zur Geometrie der Lage, Nilrnberg 1856—60. Insbesondere
findet man p. 182 ff. die Theorie der gemeinsamen Punkte und Tangenten von
zwei Kegelschnitten und ihres gemeinsamen Polardreiecks im Sinne der Imaginir-
theorie auseinandergesetzt (auch fiir die verschiedenen besonderen Lagen zweier
Kegelschnitte gegen einander). Neu dargestellt und erweitert ist v. Staudt’s
Theorie von Liiroth (Math. Annalen Bd. 8, 1875 und Bd. 11, 1877), fiir die
analytische Geometric von Stolz (ecbd. Bd. 4, 1871); an letztere Arbeit lehnen
sich die Ueberlegungen, welche zundichst im Texte folgen, an.
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meter 4, u auf dieselben Grundpunkte, so sind durch (2) zwei ver-
einigt gelegene projectivische Punktreihen definirt, deren Doppel-
elemente durch die Gleichung

(4) ar* +b4+c)d+d=0
definirt werden. Die Doppelelemente sind also reell, wenn
b+ ¢ —4ad>0,

conjugirt imaginér, wenn (b 4 ¢)® — 4ad < 0; in letzterem Falle ist
auch 4(ad — bc) > (b — ¢)?; bei imaginiren Doppelelementen wird also
der Sinn mniemals geindert. Unsere friither benutzten Invarianten %
und [/ sind hier bez. b — ¢ und (b + ¢)* — 4ad (vgl. Bd. I, p. 200);
iiber die Aenderung des Sinnes entscheidet daher allgemein das Vor-
zeichen der Invariante & — I Ist dieselbe positiv, so ist auch das
Doppelverhiiltniss zweier entsprechenden Punkte und der beiden
E—Vi
S+ VI
geiindert; ist B — [ < 0, so ist auch dieses Doppelverhiltniss negativ,
und der Sinn wird geiindert.

Bei der Involution ist insbesondere & = 0, das Doppelverhiltniss
gleich — 1, und wir haben den Satz:

In zweir involutorisch auf einander bezogenen Punktreihen haben
entsprechende Punktgruppen gleichen Sinn, wenn die Doppelelemente
wmagindr sind, entgegengesetzten Sinn bei reellen Doppelelementen.

Hiernach hann man eimer Involution mit imagindren Doppel-
elementen einen bestimmten Sinn willkiirlich beilegen, indem man sich
die reellen Punktepaare durchlaufen denkt, denn der durch irgend
drei Punkte bestimmte Sinn ist ja derselbe, wie der durch die
entsprechenden Punkte definirte Sinn. Dasselbe ist allerdings bei
irgend welchen vereinigt gelegenen projectivischen Punktreihen mog-
lich, deren sich selbst entsprechende Elemente imaginir sind; bei
der Involution aber hat dies auch nur dann eine Bedeutung, wenn
letztere Elemente durch eine Gleichung mit imaginiren Wurzeln
gefunden werden, fiir andere Verwandtschaften auch unter Umstéinden
bei reellen Doppelementen. Der beigelegte Sinn kann ein zweifacher
sein; den einen Sinn ordnen wir dem einen imaginfiren Doppel-
elemente willkiirlich zu, den anderen Sinn dem conjugirt imaginiiren
Doppelelemente; als Reprisentanten eines imagindren Punlites erhalten
wir so eine Punktinvolution auf dem reellen Trager” des Punktes ver-
bunden mit einem beigelegten Sinne. Ist der Sinn durch die Punkte
A, Ay, 2, festgelegt und ist 4, > 4, > 4, so kann man, um die Ideen
zu fixiren, etwa diesem Sinne den Punkt 2 4- ué, dem entgegen-

Doppelelemente, namlich positiv, und der Sinn wird nicht
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gesetzten den Punkt 4 — wi zuordnen, wemn g > O, und wenn
A* 4+ p? = 0 die Doppelelemente bestimmt*). Wie in der That
durch Wahl des Sinnes eine Scheidung der beiden conjugirt imagi-
niiren Punkte veranlasst wird, tritt bei der Aufgabe hervor, einen
Punkt % zu suchen, welcher mit 4,, 4,, 1; ein Hquianharmonisches
Doppelverhéltniss bestimmt, also der Gleichung

b —hd w—1  14V—38
L—21, w—12 2

gentigh. Vertauscht man hier zwei Werthe ;, so geht bekanntlich
die rechte Seite in den conjugirt imaginiren Werth iiber, und folg-
lich % gleichzeitig in den conjugirten Punkt. Diese beiden Punkte
sind aber gerade die Doppelelemente derjenigen Involution, welche
durch die drei Paare 4;, w; gebildet wird, wobei z. B. g, zu 4, in
Bezug auf 4, und 1, harmonisch liegt, u. s. f. (vgl. die Theorie der
bindiren cubischen Formen, Bd. I, p. 225); durch Vertauschung etwa
von 4, mit 4, wird also gleichzeitig der Sinn der Involution gefindert
and der eine Doppelpunkt in den anderen iibergefithrt*¥). Ganz
analog definiren wir eine imagindre gerade Linie durch eine Strahlen-
involution, deren Mittelpunkt ihr veeller Punkt ist (d. h. ihr Schnitt-
punkt mit der conjugirt imagindren Linie, ihr ,Triiger”) und einen der
Involution beigelegten Sinn; analytisch wird dann die so definirte
Gerade als der eine Doppelstrahl der Involution gefunden. Um die
Art zu kennzeichnen, wie man mit diesen Definitionen arbeitet, 16sen
wir einige einfache geometrische Aufgaben.

1. FEs soll die Verbindungslinie eines gegebenen veellen Punkites
mit einem gegebenen imagindren Punkte construirt werden. Letzterer
ist auf seinem Triger durch drei Paare einer Involution und den zu-
gehorigen Sinn gegeben; durch Verbindung der Punkte dieser drei
Paare mit dem gegebenen reellen Punkte P erhilt man offenbar im
letzteren eine Strahleninvolution, welche die gesuchte imaginére Linie
definirt, wenn ihr der entsprechende (durch die Construction von selbst
gegebene) Sinn beigelegt wird.

2. Es soll die Verbindungslinie zweier imagindiren Punkie con-

*) Sind die Parameter gleich den Entfernungen der Punkte von einem
festen Punkte, so wiirde also dem Punkte 1 4 w¢ der Sinm — u, 0, 4+ u bei-
zulegen sein; vgl. Stolz a. a. O.

*#*) Die Doppelelemente der Involution sind hier zugleich Doppelemente
eines cyklisch-projectivischen Systems (Bd. I, p. 201). Man kann so jedem
cyklisch-projectivischen Systeme einen Sinn beilegen und dasselbe dann als
Repriisentanten eines imaginiren Punktes betrachten; vgl. Klein, Gottinger
Nachrichten 1872 (od. Math. Annalen Bd. 22, p. 242) u. Liiroth ebd. Bd. 11 u. 13.
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struirt werden, die durch zwei verschiedene Involutionen und denselben
bez. beigelegte Sinne dargestellt sind (die also emander wicht conjugirt
sind). Es handelt sich um die Aufsuchung des Centrums einer
Strahleninvolution, welche zu den beiden gegebenen Punktinvolutionen
nach Lage und Sinn perspectivisch ist.

Vorausgeschickt werde die Bemerkung, dass man die beiden
Punktepaare, welche eine Involution definiren, stets zu einander har-
monisch voraussetzen darf; zu jedem Paare der Involution nimlich
kann man ein anderes derselben Involution angehériges Paar finden,
welches zu jenem .harmonisch liegt; dasselbe muss auch zu den
(imagindren) Doppelelementen harmonisch liegen und ist dadurch in
bekannter Weise definirt®*). Sind P, P, und @, @, zwei solche zu
einander harmonische Paare der Involution, so sind die zugehorigen
imagindren Elemente durch die in verschiedenem Sinue genommenen
Anordnungen PQ P, Q, und PQ, P,Q dargestellt. Dieser ,harmonischen
Darstellung” der Involution, resp. ihrer imaginiren Doppelelemente
bedienen wir uns im Folgenden. Uebertrigt man die Punkte der
Geraden auf einen Kegelschnitt, indem man die Punkte des letzteren
von einem seiner Punkte aus (dessen Wahl fiir das Resultat ganz
gleichgiiltig ist) auf die Gerade projicirt**), so geben die Paare einer
Involution auf dem Kegelschnitte Punktepaare, deren Verbindungs-
linien einen Strahlbiischel bilden, wie man mittels der fundamentalen
Sitze iiber Erzeugung von Kegelschnitten sehr leicht beweist; ins-
besondere liefern die beiden im Strahlbiischel vorkommenden Tan-
genten durch ihre Beriihrungspunkte die Doppelelemente der In-
volution. Mit Hiilfe dieser Uebertragung auf einen Kegelschnitt
(z. B. einen Kreis) construirt man am Einfachsten das zu PP, har-
monische Paar Q@Q, der Involution; man braucht némlich nur, wenn
RRE, ein weiteres gegebenes Paar der Involution ist, in dem durch

*) Vgl. Bd. I, p. 215 ff. Wir konnen hier die friiheren analytischen Resul-
tate ohne weiteres benutzen, da es uns nur darauf ankommt, die imaginiren
Elemente geometrisch zu interpretiren; willi man, wie es v. Staudt thut,
die imaginiren Elemente rein geometrisch einfiihren, so muss man den Satz
des Textes, in dem ein imaginires Punktepaar benutzt ist, erst neu beweisen.

##) Vgl. die Anmerkung zu Bd. I, p. 248. — Da frijher die Schnittpunkte
einer Geraden g mit dem Kegelschnitte K gefunden wurden als Doppelpunkte
der beiden projectivischen Punktreihen, welche die beiden zur Erzeugung von K
benutzten Strahlbiischel auf g ausschneiden (Bd. I, p. 51), so lebrt der Text, dass
die Construction dieser Doppelemente immer auf die Construction der Doppel-
elemente einer gewissen Involution zuriickkommt. Wie letztere direct aus den
beiden projectivischen Punktreihen abzuleiten ist, zeigte Hesse durch Inter-
pretation des Pascal’schen Satzes, Crelle’s Journal, Bd. 63 und 66.
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RR, und PP, bestimmten Strahlbiischel die vierte harmonische Linie
zu PP, in Bezug auf die beiden Tangenten aufzusuchen (d. h. die-
jenige conjugirte Polare zu PP, welche durch den Mittelpunkt des
Strahlbiischels geht); dieselbe schneidet auf dem Kegelschnitte, wenn
die Tangenten imaginir sind, stets zwei reelle Punkte @, @, aus.

Es sei nun P der Schnittpunkt der Triger der beiden gegebenen
Involutionen (imaginiren Punkte); in der einen Involution sei ihm P,
in der anderen P," zugeordnet. Es seien p, p, die nach P bez. P,
gehenden Strahlen des zu suchen-
den Biischels; dann muss p; auch
durch P, gehen (Fig. 12). Ist ferner
QPQ, P, eine ,harmonische Dar-
stellung® des einen gegebenen imagi-
néren Punktes A, so ist, wenn ¢, q,
die nach @, @, gehenden Strahlen
des gesuchten Biischels bezeichnen,
qpqy.p, eine harmonische Darstellung
der Geraden, welche durch A geht.
Weil aber letztere auch den anderen
imaginiiren Punkt A" enthalten soll, miissen die Punkte @, @', in welchen
q, q, bez. die zweite Involution schneiden, in letzterer ein Paar bilden;
ferner muss der Sinn pgp, oder PQ P’ mit dem Sinne der zweiten
Involution {ibereinstimmen, endlich PQ P, @, A (d. h. projectivisch zu)
PQ'P'Q, sein, weil beide Involutionen zu pgp,q, perspectivisch
liegen. Es kommt also darauf an, das Paar @'Q," so zu wilhlen,
dass die Bedingung PQP,Q, A PQ P/Q,/ erfillt wird; da nun
@, €, zu P, P, harmonisch war, so ist dieser Forderung geniigt,
wenn die Folge PQ’ P,/ @, auch eine ,harmonische Darstellung® der
zweiten Involution liefert; das mag also jetzt angenommen werden.
Dann haben die projectivischen Reihen PQP,Q, und PQ'P,/Q,” den
Punkt P entsprechend gemein, sie liegen also perspectivisch und
folglich schneiden sich die Verbindungslinien von @, P, @, resp.
mit Q°, P/, @, in einem Punkte, dem gesuchten Centrum der Strahlen-
involution pqp,q;. Letztere ist in der That perspectivisch zu beiden
gegebenen Involutionen, und der Sinn pgp, ist identisch mit dem
Sinne PQP, und mit dem Sinne P@Q’P,. Die Involution pgp,q,
ist also eine harmonische Darstellung der Verbindungslinie der beiden
imaginiiren Punkte A und A'.

3. Es sollen die Schnittpunkte einer imagindven Geraden o mit
einem reellen Kegelschwitte construwirt werden. Wir schicken zwei Hiilfs-
betrachtungen voraus.

Fig. 12.
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Erstens: Wenn die Strahlen eines Biischels gleichzeitig durch
zwei Involutionen zu Paaren geordnet sind, so kann man immer ein
Strahlenpaar finden, das gleichzeitig beiden Involutionen angehort;
dieses Paar ist reell, wenn mindestens eine der beiden Involutionen
imaginire Doppelelemente besitzt. Zum Beweise lege man einen
beliebigen Kegelschnitt durch das Centrum des Biischels; auf dem-
selben werden zwei Involutionen ausgeschnitten; die Verbindungs-
linien der Paare einer jeden bilden nach Obigem einen Strahlbiischel;
von dem Centrum eines dieser Biischel gehen imagindre Tangenten
an den Kegelschnitt, wenn die Doppelelemente der entsprechenden
Involution imaginiir sein sollen. Die Verbindungslinie beider Centren
schneidet den Kegelschnitt dann sicher in zwei reellen Punkten, welche
gleichzeitig in beiden Involutionen ein Paar bilden, deren Verbindungs-
linien mit dem Centrum des gegebenen Biischels also das verlangte
Paar liefern.

Zweitens: Es seien a, b zwei reelle Gerade, welche einander in
Bezug auf einen vorgelegten Kegelschnitt nicht conjugirt sein mdgen;
jedem Punkte P von a ist dann ein Punkt @ von b zugeordnet da-
durch, dass b in @ von der Polare des Punktes P geschnitten wird;
diese Zuordnung ist eine wechselseitige: P und ¢ sind einander
conjugirte Pole in Bezug auf den Kegelschnitt. Die Polaren aller
Punkte P gehen durch den Pol von a, bilden also einen Strahl-
biischel, welcher projectivisch zu der Punktreihe auf @, perspectivisch
zu derjenigen auf b ist. Die Verbindungslinien P-¢ umhiillen folglich
einen Kegelschnitt, der auch die beiden Geraden a@, b beriihrt, und
zwar in den Punkten, in welchen sie von der Polare ihres Schnitt-
punktes getroffen werder.

Kehren wir jetzt zu der gestellten Aufgabe zuriick. Der Mittel-
punkt M des zur Darstellung der imaginiren Linie &« dienenden
Strahlbiischels moge nicht auf dem Kegelschnitte liegen. Es kommt
dann darauf an, eine reelle Gerade g zu finden, auf welcher « eine
Involution bestimmt, in der die Punkte eines jeden Paares zugleich
conjugirte Pole in Bezug auf den Kegelschnitt sind; in der That
reprisentirt diese Involution dann die beiden imaginiren Schnitt-
punkte von g mit dem Kegelschnitte, von denen der eine mit «, der
andere mit der zu « conjugirt imagindren Geraden vereinigt liegt.
Ist pgp,q, eine Darstellung von &, so miissen demnach die Schnitt-
punkte von g mit p, p, und g, ¢, conjugirte Pole sein. Man kann
nun nach dem ersten Hiilfssatze annehmen, dass p und p, conjugirte
Polaren sind. Dann schneidet jede Linie, welche entweder durch

den auf p, gelegenen Pol P von p oder durch den auf p gelegenen
Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 8
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Pol P, von p, hindurchgeht, die Strahlen p, p, in conjugirten
Polen. Die Linie g geht also durch einen der beiden Punkte P, P,,
in welchen die Polare m von M bez. durch die Strahlen p,, p ge-
schnitten wird. Wenn nun ¢ und ¢, nicht auch conjugirte Polaren
sind, so muss g nach dem zweiten Hiilfssatze gleichzeitig Tangente
eines Kegelschnittes sein, welcher ¢ und ¢; bez. in den Punkten S
und S; beriihrt, in denen sie von m getroffen werden. Die Punkte
P,, P werden durch die Punkte S, S; getrennt; man kann also von
einem der Punkte P, P (und auch nur von einem) zwei reelle
Tangenten an den zuletzt erwihnten Kegelschnitt legen; dies sind
die beiden gesuchten Linien (g9 und g'); auf jeder von ihnen bestimmt
die Linie « nach Lage und Sinn eine Involution, welche einen Schnitt-
punkt von ¢ mit dem gegebenen Kegelschnitte darstellt (vgl. unten
Fig. 13).

Wenn aber die Geraden ¢, ¢, ebenfalls conjugirte Polaren sind,
so sind alle Paare der o darstellenden Involution aus conjugirten
Polaren gebildet; die Linie ¢ muss dann sowohl durch einen der
Punkte P,, P als darch einen der Punkte S, S, gehen, d. h. sie muss

Fig. 13. mit # und mibt g¢° zusammen-
fallen. s st also o eine
imagindre Tangente des Kegel-
schwittes, und die auf m aus-
geschnittene Involution liefert
den imagindren Beriihrungs-
punkt.

Liegt endlich 3 auf dem
Kegelschnitte, so schneidet
die zur Definition von « die-
nende Strahleninvolution auf
dem Kegelschnitte eine Punkt-
involution aus, welche von M
aus auf a projicirt diejenige
Involution liefert, die bei entsprechender Wahl des Sinnes den ge-
suchten Schnittpunkt darstellt.

4. Von den Schunittpunkien einer imagindren Geraden o« mit dem
Kegelschnitte ist einer durch seinen reellen Trdger g und die zugehirige In-
volution gegeben, der andere soll gefunden werden. Die Losung ist in
der vorhergehenden enthalten. Die Polare m von M muss die Linie g in
demjenigen Punkte P treffen, dessen Verbindungslinie p, mit M in
der o definirenden Involution zu einem Paare erginzt wird von
ihrer in Bezug auf den Kegelschnitt conjugirten Polare p (vgl.
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Fig. 13). Durch denselben Punkt P muss die gesuchte Gerade g’
gehen; sie muss ferner einen Hiilfskegelschnitt K bertihren, welcher
die zusammengehorigen Involutionsstrahlen ¢, ¢, bez. in S und §;
beriihrt und auch die Gerade g zur Tangente hat. Auch fiir K ist
m die Polare (Beriihrungssehne) von M; P liegt auf m, also die
Polare von P in Bezug auf K geht durch M, d. h. P und M sind
conjugirte Pole in Bezug auf K, folglich #w und p, conjugirte Polaren
in Bezug auf KX und somit harmonisch zu den beiden von ihrem
Schnittpunkte P ausgehenden Tangenten g und g'. Die Linie g' wird
hiernach einfach als vierte harmonische von g in Bezug auf m und p,
gefunden®).  Die auf g von den Strahlenpaaren p, p; und ¢, g, aus-
geschnittene Involution ist in demselben Sinne zu nehmen, wie die
gegebene Strahleninvolution, um den gesuchten zweiten Schnittpunkt
der Linie « mit dem Kegelschnitte darzustellen.

Die behandelten Aufgaben lassen vollstindig iibersehen, wie
alle imaginiren Constructionen, bei denen nur das Verbinden von
Punkten und das Schneiden von Geraden verlangt wird, sich in
reell ausfiihrbare Operationen umsetzen lassen. Noch nicht ist dieses
mit den projectivischen Beziehungen zwischen Punktreihen und Strahl-
biischeln moglich, jenen Beziehungen, welche in der Ebene auf die
Kegelschnitte, im Raume auf die Flichen zweiter Ordnung fiihrten
(p. 35ff). Solche Bezichungen wurden hergestellt, indem drei Elemente
dreien anderen entsprechend gesetzt wurden und dann ein viertes
Element je mit diesen dreien dasselbe Doppelverhiltniss liefern sollte.
Was ist aber unter dem Doppelverhiltnisse von wvier theilweise imagi-
niiren Punkien zu verstehen? Diese fundamentale Frage werden wir be-
antworten, indem wir ein solches complexes Doppelverhiltniss defi-
niren durch reelle Doppelverhiltnisse, die bestimmt sind durch je
vier reelle Punkte, wobei letztere aus den gegebenen imaginiren
Punkten in eindeutiger Weise abzuleiten sind. Zu dem Zwecke er-
ledigen wir einige weitere Aufgaben; in denselben denken wir uns
die Punkte einer Geraden durch einen Parameter in bekannter Weise

*) Man kann dies Resultat auch so aussprechen: Jede imaginire Gerade,
deren reeller Triger nicht auf dem Kegelschnitte liegt, schneidet letzteren in
zwei imaginiiren Punkten, deren reelle Triger durch den reellen Punkt (J) der
gegebenen Geraden (o) und dessen Polare (m) harmonisch getrennt werden;
vgl. v. Staudt, a. a. O. Nr. 165. Ebenda wird eine grosse Reihe von Sitzen
fiir Kegelschnitte und fiir das System zweier Kegelschnitte unter Beriicksichtigung
der imaginiren Elemente gegeben. Die Aufgaben 2 und 3 im Texte sind nach
Liiroth behandelt (Math. Ann. Bd. 8, p. 181 f),

8%
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ausgedriickt und bezeichnen sie kurz durch die zugehérigen Para-
meterwerthe.

5. Es soll eimn Punkt o gefunden werden, welcher susammen mit
cinem gegebenen Punkte 1, ein Paar einer Involution bildet, die bestimmt
ist durch ein anderes Paar w, v und einen ihrer reellen Doppelpunkte (1,).
Um die Aufgabe zuerst analytisch zu behandeln, stellen wir uns die
beiden Paare der Involution, von denen eines den unbekannten Punkt
¢ enthilt, durch zwel quadratische Gleichungen dar:

#* —(w+v)rtur=0, 2°— (4 +o)x+ 4o=0;
die Doppelelemente werden dann bekanntlich (Bd. I, p. 216) als Null-
punkte der zugehoren Functionaldeterminante gefunden; d. h. 4, ge-
niigt der Gleichung

'_'12(114"6)"!‘2'116 212—(11'{"6) =0

— A(p +v)+ 2uv 24, — (0 +v)
welche sich nach einigen einfachen Umformungen in der folgenden
Grestalt schreiben lisst:

®) I T e R e A P A A

’

3 — 4 6'7:72—_13_11.!‘“‘712 13:71"’—‘172.

Hiermit ist einerseits ¢ bestimmt, andererseits lehrt das gefundene
Resultat, dass der durch die gestellte Aufgabe definivte Punkt ¢ mit den
beiden gegebenen Punkien Ay, 4, und mit einem willkiivlich hwnsugefiigten
Punkte 45 (bei bestimmter Anordnung der wvier Pumkte) eim Doppel-
verhdliniss bildet, welches gleich ist der Summe der beiden von den ge-
gebenen Punlten w, v mit denselben drev Punkten ,, 25, Ay in gleicher
Weise gebildeten Doppelverhilinissen. In dieser Interpretation der
Aufgabe liegt fiir unsere Zwecke das grosse und principielle Inter-
esse derselben; sie lehrt uns, in dem angegebenen Sinne die Sumume
zweier gegebenen Doppelverhiltnisse zu construiren. Die constructive
Ausfiihrung derselben bietet durchaus keine Schwierigkeiten; sie ge-
schieht am Einfachsten durch Uebertragung der Punktreihe in obiger
Weise auf einen Kegelschnitt; man ziehe (Fig. 14) die Tangente
desselben in 4,, suche deren Schnittpunkt M mit der Linie w-wv,
verbinde M mit A,; diese Linie schneidet den Kegelschnitt noch ein-
mal im gesuchten Punkte 6. Die Umkehrung der angegebenen Con-
struction liefert sofort diejenige der Differens zweier Doppelverhilinisse.

Auf die Fille, wo die gegebenen Punkte simmtlich oder theil-
weise imaginir sind, lisst sich die Construction auf Grund der
fritheren Erorterungen ausdehnen, ohne dass sich principielle Schwie-
rigkeiten bioten. — Ist eines der gegebenen Doppelverhiiltnisse gleich
Null, also z. B. g ==1,, so wird natiirlich ¢ = ».



Punkt, Ebene und Gerade. 117

Ohne Zuhiilfenahme eines Kegelschnittes geschieht die Con-
struction, wie leicht zu bestitigen, in folgender Weise (Fig. 15):
Man verbinde 4,, 4,, u, v mit einem beliebigen Punkte M, ziehe

durch » eine beliebige Gerade, welche M-1, in N, M-u in P
schneidet; die Verbindungslinie von w mit N schneide M-»v in ¢
die Linie P-@Q treffe M-4, in R; dann schneidet E-N auf der ge-
gebenen Punktreihe den Punkt ¢ aus.

6. Es soll ein Punkt m gefunden werden, welcher einen gegebenen
Punkt 2, zu einem Paare einer Involution erginzt, die durch zwei
gegebene Paarc w, v und A, i, definirt ist. Letztere seien dargestellt
durch die Gleichungen:

e — (w+v)x 4 puv=0, 22— 4 + A)r+ 41, =0.
Soll das durch die Gleichung
22— (A +m)x 4 Ayn =0

gegebene dritte Paar der durch die ersten beiden bestimmten In-
volution angehbren, so ist (Bd. I, p. 520)

1 wdv uv

Lo +4 42, =0,

1 A4 +=n A=n

oder nach bekannten Determinantensitzen:

l,—l, w—12 L—1, v—1, Ay —21, w—1
(6) L,—1, y,—12><13—7.1 v — Ay Ay — A m— Ay

3

Wie die vorhergehende Aufgabe zur Addition fiihrte, so gibt uns
demnach die vorliegende Aufgabe eine Regel, nach der man das
Product zweier Doppelverhiiltnisse durch ein neues Doppelverhiiltniss aus-
driicken kann, wobei sich alle drei Doppelverhiltnisse auf dieselben
drei ,Grundpunkte“ beziehen und in derselben Weise gebildet sind.
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Die geometrische Construction ist evident: man iibertrage die Punkte
Ay, A3y 43, w, v auf einen Kegelschnitt (Fig. 16), bringe die Linie
g-v in P zum Schnitte mit 4,-14,; die
Linie P-1, schneidet dann auf dem Kegel-
schnitte den gesuchten Punkt = aus. Fir
v =13 wird ein Factor gleich Eins und
p=m Ist u=w, so wird die Linie p-v
zur Tangente, und man findet das Quadrat
eines Doppelverhiltnisses. Mittelst obiger
Principien ldsst sich die Construction auf
imaginire Punkte iibertragen.

Die Umkehrung der Aufgabe fiihrt zur
Operation der Division und des Quadrat-
wurzelauszichens.  Soll z. B. ein Punkt w so bestimmt werden, dass

Ay — A, y,—ll>2_ =ty mw— 1
©) (13—11',7~1; =—l=i= .-

Fig. 16.

wird, wobei A, 1,, 4;, = gegebene reclle Punkte darstellen, so sind
die Linien 7z-4, und A,-1, zwei zu einander conjugirte Polaren
in Bezug auf den benutzten Kegelschnitt, welche sich in P schneiden;
der Punkt w ist dann einer der Beriihrungspunkte der beiden von P
ausgehenden Tangenten. Sind die gegebenen Punkte reell, so sind
diese Bertihrungspunkte nothwendig imaginéir. Ihr gemeinschaftlicher
reeller Triiger ist die Polare von P, und sie sind auf dieser durch
die Involution der Polepaare dargestellt®),

1. Entsprechend der Gleichung (5) soll 6 construirt werden, wenn
w und v einander conjugirt imaginir sind. Die Construction ist genau
dieselbe, wie in Fig. 14; nur wird der Kegelschnitt von der auch
hier reellen Linie w-» in imaginiren Punkten getroffen. Sind 4, 1,
reell, so ist auch ¢ reell.

8. Im Sinne der Gleichung (6) soll die Multiplication eines ge-
gebenen  Doppelverhiiltnisses mit der wmagindren Einheit durch Con-
struction ausgefiihrt werden. Gegeben sind wieder Ay, Ay, A5 als reelle

¥) Vorstehende Aufgaben geben Beispiele fir v. Staudt’s Rechnen mit
»Wiirfen® (a. a. O. Nr. 256 f£). Ein Wuwrf ist eben im Wesentlichen ein Doppel-
verhiltniss; der Unterschied zwischen beiden Begriffen ist der, dass der Wurf nicht
als Quotient zweier Abstandsverhiltnisse, tiberhaupt nicht als Zahl definirt wird;
trotzdem lassen sich dann mit den Wiirfen Operationen ansfihren, die dem
Rechnen mit Zahlen genau analog sind, und darin liegt die principielle Wichtig-
keit der im Texte behandelten Beispiele fiir solche Operationen (d. i. Con-
structionen). Wir kommen darauf bei einer spiateren Untersuchung ,,liber die
Grundlagen der projectivischen Geometrie® zuriick.
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Punkte eines Kegelschnittes; u sei ein complexer Punkt desselben;
v ist so zu bestimmen, dass der zweite Factor der linken Seite

von (6) gleich Y — 1 ==¢ wird, d. h. dass:

Ay — A, 1«'———11)2_ A= =4
(8) (13 — 11 v — 12 o 1 —_ ia — 2'1 ;.—' 12.

Der hierdurch definirte Punkt v ist nach Aufgabe (6) so gelegen,
dass die Tangente von v, die Linien 4,-4, und 4;-7 sich in einem
Punkte @ schneiden. Da ferner letztere beiden Linien einander in
Bezug auf den Kegelschnitt conjugirt sein miissen, damit die rechte
Seite von (8) gleich — 1 werde, und da » ein Beriihrangspunkt der
von @ ausgehenden Tangente sein sollte, so stellt der zweite Beriih-
rungspunkt den conjugirt imaginiren Punkt »” dar, und »-»" ist

Fig. 17.

die Polare von @ (¢ in Fig. 17). Umgekehrt wird » gefunden, in-
dem man i, mit dem Pole R von 4,-4, verbindet, dadurch @ erhilt
und dann die Polare ¢ von @ construirt; letztere schneidet den Kegel-
schnitt in den beiden Punkten », »’, welche der Bedingung von (8)
geniigen. Man hat der betreffenden Involution denjenigen Sinn bei-
zulegen, welcher das fragliche Doppelverhiltniss gleich 4~ ¢ macht
(p. 1091).

Dieser Sinn sei in Fig. 17 durch 1212 gegeben; und zwar soll
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die Involution durch die Paare 1,1’ und 2, 2" harmonisch*) dargestellt
werden (p.111). Um =z zu finden, haben wir die Involution 121’2
(d. h. den imaginiren Punkt ») mit w zu verbinden; dadurch be-
stimmt sich auf 1,-4, eine Involution P, P, P, P,; letztere ist mit
1, zu verbinden, und die so entstehende Strahleninvolution definirt
eine imagindre Gerade, deren zweiter (imaginirer) Schnittpunkt mit
dem Kegelschnitte eben der gesuchte Punkt m ist. Ist auch g ima-
gindr, so wird die imaginire Linie w-v nach Aufgabe 2 construirt
(wozu dann eine harmonische Darstellung von v gebraucht wird) und
bestimmt ebenfalls auf 1,-1, eine Involution P, P,/P/’P,. Soll der
Punkt m reell sein, welcher Fall uns vorwiegend interessirt, so muss
die Linie 4,- 4, von w-v in einem reellen Punkte getroffen werden,
d. h. die Punkte P,, P,, P/, P, miissen in einen Punkt P (das
Centrum der p mit » verbindenden Strahleninvolution) zusammen-
fallen. Die Linie Ay-P schneidet dann auf dem Kegelschnitte den
reellen Punkt = aus (auf diesen Fall bezieht sich Fig. 17).

Hiermit ist auch die Frage beantwortet, wie der reelle Triager
von w liegen muss, damit = reell, d. h. damit das ém ersten Factor
der linken Seite von (6) auftretende Doppelverhiltniss rein imagindr
werde. Nehmen wir nimlich umgekehrt P auf 1,-1, beliebig an
(und zwar im Innern des Kegelschnittes), so miissen die Strahlen
P-1, P-1" und P-2, P-2" je zwei Polepaare auf dem Triger (k)
von u ausschneiden; nach dem zweiten Hiilfssatze von Aufgabe 3 ist
also & Tangente an einen Kegelschnitt, welcher P-2 und P-2’ in
ihren Schnittpunkten S;, S mit der Polare p beriihrt, und 2 geht
durch den Pol R von 4,-2,; die andere Tangente durch R ist die
Linie »-2". Nach Aufgabe 4 wird also 7 gefunden als vierte har-
monische Gerade von ¢ in Bezug auf p und die Linie R-P. Die-
jenigen imagindren Punkte des Kegelschnittes, welche mit A,, 1, und
cinem beliebigen dritien Punkte A, bei obiger Anordnung ein rein ima-
gindres Doppelverhiltniss bestimmen, schicken hiernach ihre reellen Trager
durch den Pol der Geraden 1,-24,.

Wird p durch den conjugirt imaginiren Punkt p’ ersetzt, so ist
2" zu verbinden mit dem Schnittpunkte II von P-2 und %, 2 zu ver-
binden mit dem Schnittpunkte II” von P-2" und k. Beide Linien
schneiden sich dann auf 1-1 (d. h. 4,-2;) in P’. Die Punkte

*) Die Punkte der Geraden ¢ sind in Fig. 17 durch Projection von 1, aus
auf den Kegelschnitt iibertragen; 1 ist in den Schnittpunkt der Tangente von
1, mit g verlegt; die Polare von 1 geht dann durch @ und bestimmt 1° (= R);
die Polare von 1’ ist mit 4,- 1, identisch; letztere beiden Punkte geben daher,
von 1, aus auf ¢ projicirt, das gesuchte Paar 2,2’.
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R, P, P bilden ein Polardreieck. In der That steht P’ dann zu g
und % in derselben Beziehung wie P; es ist nur gleichzeitig p durch
p’, die Polare von P’, zu ersetzen. Ebenso wiirde P durch I, =
durch %’ zu ersetzen sein, wenn » mit v’ vertauscht wiirde.
9. Es soll die Differens zweier Doppelverhiiltnisse durch Construc-
tion eines Punktes 0 dargestellt werden, welcher der Gleichung
(g) ;'_3‘"12.!"'_11_13“12.“""‘}:1_:13—;72.6—11
s —h o p— A —h w4 by — 4 d—14
geniigt, wobei w und u’' conjugirt imagindre, A, A, und iy reelle Zahlen
bedeuten. Die Losung folgt sofort durch Umkehrung der in Aufgabe 5
angegebenen Construction; letztere ist nur auf theilweise imaginiire
Punkte auszudehnen. Nach Uebertragung der Punkte der Geraden
auf einen Kegelschnitt (Fig. 18) ziehen wir an 1, die Tangente des

Fig. 18.
P

letzteren; auf der reellen Linie w-p’ werde vom Kegelschnitte eine
Involution bestimmt, welche durch 1,1” und 2,2" in harmonischer
Darstellung gegeben sei. Um den Schnittpunkt M der Linie w-4,
mit jener Tangente zu finden, iibertragen wir diese Involution durch
einen perspectivischen Strahlbiischel mit dem Centrum 1, auf die
Tangente von A, nach I,1" und I[,II". Gehort w zu dem Sinne
121’27, so gehort M zu dem Sinne TTIT'II'. Die Verbindungslinie
von M mit u’ schneidet dann den Kegelschnitt im gesuchten Punkte
9. Diese Linie u'-M wird reprisentirt durch einen Strahlbiischel,
welcher von den Linien 2'-II und 2-1I" bestimmt wird, durch
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deren Schnittpunkt P dann von selbst auch I-1 geht; und zwar ist
diesem Strahlbiischel der Sinn 12°1'2 beizulegen. Die imaginire
Linie P-u’ schneidet den Kegelschnitt in dem bekannten Punkte
¢’ und in dem gesuchten J; der letztere ist durch seinen reellen
Tréger zu definiren, und dieser wiederum wird nach Aufgabe 4 con-
struirt als vierter harmonischer Strahl (2 in Fig. 18) von w-u” in
Bezug auf die Polare p von P und die Linie Q- P, wobei @ den
Schnittpunkt von w-p’ mit p bezeichnet. Da das Doppelverhiltniss
auf der rechten Seite von (9) rein imaginir ist, so geht diese Linie
h nach den bei Gelegenheit der vorhergehenden Aufgabe angestellten
Ueberlegungen durch den Pol R der Linie ;- 4,.

Den Factor von i = }/— 1 auf der rechten Seite von (9) erhiilt
man durch Multiplication mit — 4, also durch Bestimmung eines
Punktes 7 gemiss der Bedingung:

ES
S

s — hy -4

By — 4 O — Ay

Ay —1y n— 1 —_
10) N
Die Construction von = kann nach Aufgabe 8 ausgefiihrt werden;
es ist dort nur g durch 0 zu ersetzen, also in Fig. 17 der reelle
Tréger & von p durch den reellen Triger von 0, der in Fig. 18 eben-
falls mit % bezeichnet wurde. Um = zu finden, hitte man dann auf
h die durch den Kegelschnitt definirte Involution in bekannter Weise
harmonisch darzustellen (wie es in Fig. 17 durch die Paare I, 1" und
II, II" geschieht), ebenso die entsprechende Involution auf der aus
Ay, Ay, 45 zu construirenden Linie v-»" (1,1 und 2,2 in Fig. 17
auf ¢); die Linien 2-1II und 2'-II" schneiden dann auf 1, -1, die
Punkte P, P’ aus, von denen einer durch seine Verbindung mit 1,
den gesuchten Punkt = liefert *).

Nunmehr haben wir alle Hiilfsmittel gewonnen, um ein com-
plexes Doppelverhiltniss zu definiren, indem dessen reeller und ima-
ginirer Theil einzeln durch reelle Doppelverhiltnisse dargestellt sind,
zunichst unter der Annahme, dass es sich um drei reelle Punkte und
einen imaginéiren Punkt handelt. Wir sagen von vier Elementen i,

*) Es sei bemerkt, dass die Paare 1, I und P, P’ in Fig. 17 von R aus,
der Construction zufolge, durch vier harmonische Strahlen ausgeschnitten werden;
da nun P, P’ auch zu 1,, i, harmonisch liegen, so sind P, P’ die Doppel-
elemente der durch 1,, 3, und 1, 1 bestimmten Involution und wiren sonach
direct (ohne Hilfe der Punkte 2, 2’, II, II') zu finden, vgl. Bd. I, p. 51.
Umgekehrt kann die Steiner’sche Construction der Doppelelemente durch die
des Textes ersetzt werden; man hat dabei durch ein Paar (1, -1,) einen will-
kiirlichen Kegelschnitt zu legen.
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Ay, Ag, w =1 - (A einer Reihe, dass ihmen dasselbe Doppelverhiiltniss
zukommt, wie den wvier Elementen A, NA,, A5, M=K 4 i\ ener
anderen Reihe (oder kurz, dass sie diesen letzteren Elementen projectivisch
sind), wenn erstens die beiderseits mittelst der reellen Punkte &, bez. X
zu bildenden reellen Doppelverhiiltnisse

I—1, e—1 _ A—1, (Lfﬁ

1L, —1, ¢—1, 1, — 2, \u—1,

AL—A ZT—A Ay — A, (M—1 f—1 ’ .
= t= 22 Z(Mwal_*_m’—ll')’MM:K_lA’

f—2 ; .
—}—”;——,_—l:-); wo u' =x— ii,

und

A,—A T T—A T A A
einander gleich sind, und wenn zweitens auch die reellen und in obiger
Weise nach (9) und (10) mattelst der construirbaren Punkte m, bez. TI
erhaltenen Doppelverhiltnisse tibereinstimmen.

Soll auch einer der anderen Punkte, etwa 4;, imaginir werden
diirfen, so kann man dafiir durch Fortsetzung des eingeschlagenen
Verfahrens eine geometrische Deutung gewinnen. Wir setzen zur

Abkiirzung :
Ay gy Ay, Ay) = (A4, 4) = b — Ay =1

und es seien 4, 4, die zu 4;, 4, conjugirt imaginiren Werthe.
Dann seien die Punkte 6 und z zunichst wie oben aus den Relationen
(11) (A3, '14) +f(l37 l»L,) = f<l3’ 9),

f(Asy &) — [ (A3, &) = — if (43, m)
gefunden. Aus der ersten Gleichung hebt sich, wie in (5), 4; beider-
seits heraus; es ist also 6 reell. Folglich auch:

f(1'3,7 x'4) + f(l3,7 }”4,) = f(13,7 6)7

s — A A — Ry

und hieraus:

[y 2+ 1 (5, 4) + (&5 &)+ [ (A, &) = [ (A5, 0) 4 [ (&, 0)
(12) = f((“’; 6) ’
wo der reelle Punkt u nach Aufgabe 7 zu construiren ist. KEbenso
muss 7 reell sein, da auch in der zweiten Gleichung (11) 45 beider-
seits herausfillt; also hat man analog zu (12):
Ay 40) 41 (R, 40) — [ (A, 1)) — (A5, ) = — i [f (A3, @) — [ (&), ™))
(13> = f('”; 75)7
wo v ebenfalls reell und leicht construirbar ist. Aus (12) und (13)
ergibt sich
(14) 2[f (Asy &) + (&, 4)) = [ (w,0) + 1 (v, 7);
d. h. der wvierfache reelle Theil des complexen Doppelverhiiltnisses
(A, Ay, Ay, 4,) dst als Summe von zwei Doppelverhiiltnissen aus je vier
reellen Punkten dargestellt. Ebenso findet man
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f(/la; 14) - f<}'3,7 }'4,> + f(l?,; 1'4,) - /{'('13,3 l4> == f(l;%; 6) - f(;'3,7 6)
=if (v,0),

f (lsv ’14) — f(la,: '14/) - f(lzn 14,) + f(}'sl’ l4> = Z./{('l?» 7’) —if(l:i””)
= —if (y’) “) ’

folglich durch Addition:

(15) — 26 [ (A3, 4) — [ (A5, 4)] = (v, 0) — f(w, m);

d. h. der vierfache imaginiire Theil (Factor von -~V — 1) des Doppel-

verhiiltnisses (Ay, Xy, A, 4,) ist als Differenz von zwei Doppelverhdilt-

nissen aus je vier reellen Punkten dargestellt. Vier Punkte einer Reihe

mit den Parametern A,, 4,, 4;, 4, heissen hiernach zu vier Punkten

A, Ay, A;, A, einer anderen Reihe projectivisch, wenn fiir die aus

ersteren construirten Punkte w, v, ¢, m die aus Doppelverhiltnissen

zusammengesetzten Ausdriicke (14) und (15) dieselben Werthe be-

sitzen, wie fiir die aus letzteren ebenso construirten Punkte M, N,

%, TT; vorausgesetzt, dass die Parameter mit den Indices 3, 4 complex,

die beiden anderen reell seien. Zu beachten ist dabei, dass die Hiilfs-

punkte w, v nicht von 4,, und @, = nicht von 1; abhingen.

Auf den zuletzt betrachteten Fall lisst sich der allgemeinere,
wo auch 4, oder 1, oder 4, und A, complex sind, zuriickfihren. Die
allgemeinste projectivische Zuordnung wird durch eine Gleichung der
Form
(16) AN+ (@t ia)A+(B+i)rA+@+)=0
vermittelt. Im Allgemeinen entspricht einem reellen Punkte 4 ein
imaginérer Punkt A, und umgekehrt. Sollen aber zwei reelle Punkte
einander zugeordnet sein, so haben wir gleichzeitig

i AN+ aeN+Bi+4y=0, AN+ pA4+9 =0,
oder:
(¢ —a )2+ (af’ — B’ +y — )2+ (@'y—B7)=0.

Diese Gleichung hat zwei reelle Wurzeln, wenn der Ausdruck
(1) («p’'—Be +7—y) —4(e — ) (B'y — B7)

(@ —ap Fy—y )~ 46 ) @y —ar)
positiv ist, also z. B. immer fir ¢ = 0,a" =0 oder =0, ' =0
oder y =0, =0 oder $'=0, 9'=0 oder «'=0, y'=0. Ist diese
Bedingung erfiillt, so kann man eine entsprechende projectivische Ver-
wandtschaft zweier reellen Geraden dadurch herstellen, dass man zwei
reelle Punkte 4,, 4, den reellen Punkten A, A, zuordnet, ausserdem
einen imaginiren A, einem imaginiiren A,. Die Bedingung der Projectivitiit
(18) (A, Ao, Ay, 1'4) = (Al» Az; As, A4)
st dann nach Vorstehendem geometrisch gedeutet.
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Ist der Ausdruck (17) negativ, so kann man durch Einschiebung
einer Hilfstransformation diesen Fall auf den vorhergehenden redu-
ciren. Es sei nimlich A = L¢, so entsteht aus (16):

AL+ (a + ia’) L4 (' —if) A+ (7 — i) — 05

es ist also 8 mit 8’, y mit p" vertauscht; dann aber #ndert der
negative Term im ersten Ausdrucke (17) sein Zeichen; der Ausdruck
selbst wird also positiv. Die Punktreihe 4 ist auf die Punktreihe L
hiernach so bezogen, dass gewissen zwei reellen Punkten 4 auch
zwei reelle Punkte L entsprechen, so dass die obige Definition der
Relation (18) anwendbar bleibt; die Punktreihe L ist ebenso auf A
bezogen, denn den reellen Punkten L = 0, L = oo sind bez. die
reellen Punkte A = 0, A = oo entsprechend. Duwrch Vermittlung der
eingeschobenen Punktreihe ist auch hier die projectivische Beziehung ge-
deutet*). Dasselbe Verfahren bleibt anwendbar, wenn die Diserimi-
nante (17) gleich Null sein sollte.

Immer vorausgesetzt wurde hierbei, dass es sich iiberhaupt um
eine reelle Gerade handelt; ist die Gerade selbst imaginir, so kann
von den reellen Hiilfspunkten nicht gesprochen werden. Alsdann
bezichen wir die Punkte der imaginiren Geraden perspectivisch auf
die Strahlen eines reellen Strahlbiischels und durch diese auf die
Punkte einer reellen Geraden. Als Doppelverhdltniss von vier Punkten
emer imagindren Geraden sei das Doppelverhiltniss von vier entsprechenden
Punkten einer zu ihr perspectivischen reellen Geraden definirt; damit ge-
winnt die projectivische Relation (18) wieder in jedem Falle eine
reale Bedeutung*¥).

Dass vorstehende Betrachtungen auf Strahlbiischel sich ebenso
anwenden lassen, wie auf Punktreihen, bedarf kaum der Erwihnung.
Wir haben damit dann die nothigen Hiilfsmittel im Principe entwickelt,
deren man bedarf, um alle Resultate der ebenen analytischen Geo-
metrie, in denen imaginire Elemente vorkommen, geometrisch reell
zu deuten, falls diese Resultate projectivischen Charakters sind; ins-
besondere gilt dies fiir alle diejenigen Eigenschaften der Kegelschnitte

*) Ganz analog wurde auch die reelle Projectivitit geometrisch durch die
perspectivische Lage und eine eingeschobene congruente Verwandtschaft (d. i.
eine Bewegung) definirt (Bd. I, p. 45).

*) Bei v. Staudt (und Liroth a. a. 0.) wird die Projectivitit zweier
Punktreihen derartig abstract definirt (Beitriige Nr. 215), dass sofort jeder Wurf
gleich jedem zu ihm projectivischen Wurfe ist (Nr. 256). In Folge dessen ge-
niigt es, immer drei der vier Punkte als reell vorauszusetzen, und die vorstehen-
den Betrachtungen des Textes brauchen nicht durchgefiihrt zu werden.
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und der hoheren ebenen Curven, denen wir vorwiegend (in Bd. I)
unser Interesse zuwandten®).

Auf den Raum lassen sich unsere Betrachtungen ohne Weiteres
iibertragen, insofern es sich um Punktreihen handelt, die in reellen
Ebenen liegen, oder um Ebenenbiischel, deren Axen einen reellen Punkt
enthalten; denn im Raume ist der Ebenenbiischel, nicht der Strahl-
biischel als das dualistische Gegenbild der Punktreihe zu betrachten.
Aber nicht jeder imaginiren geraden Linie des Raumes kommt die
Eigenschaft zu, durch einen reellen Punkt zu gehen oder in einer reellen
Ebene zu liegen; hat sie aber diese Higenschaft, so ist der reelle
Punkt (als unabhingig vom Vorzeichen der imaginiren Einheit) noth-
wendig ihr Schnittpunkt mit der conjugirt imaginiren Geraden, ihre
reelle Ebene gleichzeitig die durch beide einander conjugirte Geraden
zu legende Ebene; eine solche gerade Linie wird nach v. Staudt als
imagindre Gerade erster Art beseichnet, zum Unterschiede von der itma-
gindren Geraden zweiter Art, welche keinen reellen Punkt enthilt und in
keiner recllen Ebene liegt.

Die Existenz der Geraden zweiter Art ergibt sich daraus, dass
wir bisher nur Figuren in einer reellen Ebene betrachteten, wihrend
im Raume auch imaginére Ebenen Beruckswhtlo'ung erfordern Bringen
wir zwei solche Ebenen # -} ¢v und u” - 4" zum Schnitte, so sind
die Coordinaten der Schnittlinie

0qrs = (U + 1v,) (uy + i) — (us + iv) (.’ + 0,)

(19)= wptty — wgu, — v, 4 00 4 i (wv] — uw,” 4+ vu) — o)
(11) (22) . (12) (21)

=q.) =47 +i (0 +0))
== Ups + iﬁrs-

*) Hervorgehoben sei, dass Liroth (Math. Annalen, Bd. 8) einen rein geo-
metrischen Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra und fiir das Bézout’sche
Theorem auf Grund des Rechnens mit v. Staudt’s Wiirfen gibt, wodurch dann
auch das Chasles’sche Correspondenzprincip (Bd. I, p. 210 und p. 425) eine rein
geometrische Begriindung erhiilt. — In besonderen Fragen kann es niitzlich sein,
hohere Involutionen (Bd. I, p. 207) zur gleichzeitigen Definition mehrerer ima-
giniiren Punkte einzufiihren; so geschah es bei der oben erwithniten Benutzung
cyklischer Punktsysteme (zweite Note zu p. 110), allgemeiner von B. Klein (Theorie
der trilinear-symmetrischen Elementargebilde, Marburg 1881), H. Wiener (Rein
geometrische Theorie der Darstellung biniirer Formen durch Punktgruppen auf
der Geraden, Darmstadt 1885) und E. Kotter (Abhandlungen der Berliner
Akademie vom Jahre 1887). Letaterer gibt weitere Anwendungen der betreffen-
den Principien fiir die allgemeine Theorie der algebraischen Curven; man findet
bei ihm auch nihere Litteraturangaben.
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Auch hier ist die Bedingung X'q, q, = 0 erfiillt; setzen wir also A =

oA
Oy gy - g @ty + 0y @, B == B3B3 4 BisBiz + BiaBesy T = Zgoaﬁ,-s
¢B
— Zgg @, 50 folgt A—B 4 il =0, also
(20) A—B=0, T=0.

Die Coordinaten der conjugirt imaginiren Geraden sind

0'q, = e, —if,.
Die Bedingung dafiir, dass beide sich treffen, wird:
(1) 00’ Zq,9, =2 (A+B)=0;
sie ist in der That im Allgemeinen nicht erfiillt; sie ist es nur,
wenn sowohl A = 0 als B=0, d. h. wenn die beiden Complexe
(22) p=2e . q =0 ud yp=2p 49 =0
gleichzeitig in specielle ausarten; dann aber schneiden sich die
Axen der beiden Complexe wegen =0, der Biischel 9+ py=0
besteht aus lauter speciellen Complexen (p. 65), deren Axen einen
ebenen Strablbiischel mit reellem Scheitel bilden, und letzterem
Biischel gehoren insbesondere die Axen ¢ und g’ an. Eine imagindre
Gerade zweiter Art wird also von ihrer conjugirt imagindren wicht ge-
schwitten. Ist die Bedingung (21) nicht erfiillt, so konnen die reellen
Complexe (22) zur Definition der Geraden g und ¢’ dienen; letztere
sind die Leitlinien der jenen beiden Complexen gemeinsamen Con-
gruenz und werden von allen Linien der Congruenz getroffen. Um-
gekehrt gibt die Gesammtheit der Congruenzlinien das geometrische
Substrat fir den Begriff zweier conjugirt imaginéren Linien zweiter
Art, wie die Involution das geometrische Substrat fiir zwei conjugirt
imaginiire Punkte lieferte. Es handelt sich weiter darum, die beiden
Geeraden von einander zu trennen. Dies geschieht, indem wir der
Involution, welche durch die beiden zu einander (wegen I' = 0) in-
volutorischen Complexe (22) auf einer beliebigen Geraden g der Con-
gruenz gegeben wird (p. 67), einen bestimmten ,Sinn“ beilegen.
Die Doppelpunkte dieser Involution nimlich sind die Schnittpunkte
von g mit den Linien ¢ und ¢’; eine Trennung der beiden Doppel-
punkte durch Festsetzung des Sinnes der Involution bewirkt also
auch eine Trennung der beiden Geraden. Welche Gerade g der Con-
gruenz gewiihlt wird, ist gleichgiiltig, denn auf jeder muss die In-
volution in gleichem Sinne genommen werden, um eine und dieselbe
Gerade q zu definiren; in der That konnte sich der Sinn bei stetiger
Veréinderung von ¢ nur fndern, wenn dabei einmal zwei der vier
zur Westlegung der Involution nothigen Punkte zusammenfielen;
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dies konnte aber nur beim Durchgange durch die Doppelpunkte statt-
finden, ist also ausgeschlossen, da diese Doppelpunkte als imaginér
vorausgesetzt verden. Ebenso wie vom Sinne einer Involution kann
man daher auch vom Sinne einer Congruenz mit imagindren Leitlinien
sprechen. Statt der Punkte von ¢ hitten wir auch die Ebenen des
durch g gehenden Biischels betrachten konnen. Jeder Strahl einer
Congruenz erster Ordnung und erster Klasse ist Triger einer Invo-
lution mit gewissem Sinne und Axe einer Ebeneninvolution mit ge-
wissem Sinne; alle diese involutorischen Punktreihen sind zu allen
diesen involutorischen Ebenenbiischeln perspectivisch; oder jeder Strahl
der Congruenz ist Triiger eines imagindren Punktes und ,Axe®
einer imaginiren Ebene; jeder dieser imaginiren Punkte liegt in
jeder dieser imaginiren Ebenen, und dieses ganze Gebilde heisst eine
Gerade zweiter Art¥®).

Da nun eine solche als Schnitt zweier imaginiren Ebenen oder
als Verbindungslinie zweier imaginiren Punkte bestimmt werden kann,
muss auch die reelle Congruenz erster Ordnung und Klasse voll-
kommen bestimmt sein durch zwei ihrer Geraden (¢ und ¢") und
durch zwei auf letzteren nach Lage und Sinn gegebene Involutionen.
So entsteht die Aufgabe, die iibrigen Linien der Congruenz zu con-
struiren. Es seien 1,1 und 2, 2" zwei Paare der Involution auf g,
ebenso I, I” und II, II" zwei solche Paare auf ¢’; erstere seien im
Sinne 121”2, letztere im Sinne III1"1I" genommen (beide am Ein-
fachsten sogleich in harmonischer Darstellung vorausgesetzt). Wir
beziehen dann die Geraden g und ¢’ projectivisch auf einander, in-
dem wir den Punkten 1, 1’, 2 bez.' die Punkte I, I’, II zuordnen;
als vierte harmonische Punkte entsprechen sich dann auch 2’ und
II'.  Die Verbindungslinien entsprechender Punkte bestimmen eine
Flache zweiter Ordnung und Klasse (p. 3bff.), und zwar als deren
Erzeugende ,erster Art“; dieselben sind durch dje Punkte, die sie auf
g und g’ ausschneiden, ebenfalls involutorisch gepaart (so dass z. B.
die Linien 1-I, 1'-1" ein Paar bilden), und unter ihnen sind ins-
besondere die beiden imaginiren Geraden zweiter Art enthalten,
welche durch die auf g und ¢’ gegebenen Involutionen bestimmt
werden. Die derselben Fliche angehorigen Erzeugenden zweiter Art,
zu denen inshesondere g und ¢’ gehdren, sind folglich Linien der
gesuchten Congruenz. Nun war auf g’ der Punkt I, welcher zu 1
homolog sein sollte, noch willkiirlich wihlbar; es konnen also
im Ganzen einfach unendlich viele verschiedene Flichen zweiter

*) Vgl. Liiroth, a. a. 0. p. 160, v. Staudt a. a. O. Nr. 117 und fiir die
analytische Behandlung Stolz a. a. O.
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Klasse in der eben besprochenen Weise construirt werden; jede ent-
hilt einfach unendlich viele Erzeugende zweiter Art, und so findet
man die zweifach unendlich vielen Geraden der gesuchten Congruenz.

Umgekehrt kann man natiirlich auch die Gerade zweiter Art
dadurch definiren, dass man auf einer Fliche zweiter Ordnung die
reellen Erzeugenden der einen Art involutorisch zu Paaren orduet
und ihnen (d. h. der von ihnen auf irgend einer Erzeugenden der
andern Art ausgeschnittenen Punktinvolution) einen bestimmten Sinn
beilegt *). Die imaginire Gerade zweiter Art gehort dann jenem zu-
erst benutzten Erzeugenden-Systeme an. Da die Bestimmung einer
Involution von zwei reellen Parametern abhingt, so sieht man gleich-
zeitig, dass jede geradlinige, micht kegelfirmige Fliche zweiter Ordnung
aweifach unendlich viele imagindre Gerade zweiter Art zu Erzeugenden
hat (und zwar je doppelt unendlich viele in jedem Systeme von Er-
zeugenden). Dagegen enthilt sie keine imaginire Gerade erster Art;
denn sonst miisste sie auch deren reellen Punkt enthalten, und durch
diesen gehen bekanntlich nur zwei, eben die betreffenden beiden
reellen Erzeugenden. Kine reelle Fliche dagegen, auf der es keine
geraden Linien gibt, enthilt zwei Systeme von je einfach unendlich
vielen imagindren Geraden erster Art.

Es wird jetzt leicht sein, die elementaren, analytisch bereits ge-
losten Aufgaben iiber Punkte, Ebenen und gerade Linien fiir die Ge-
raden zweiter Art geometrisch zu deuten; hier mbdgen nur einige
Beispiele erwihnt werden. Soll ein imaginidrer Punkt auf einer Ge-
raden zweiter Art liegen, so heisst dies, dass sein reeller Triger
der betreffenden Congruenz angehort, und der zugehtrige Sinn mit
dem Sinne der Congruenz iibereinstimmt. — Wenn man sagt, dass
die Gerade zweiter Art mit einem imaginéren, nicht auf ihr liegen-
den Punkte eine Ebene bestimmt, so soll damit Folgendes gemeint
sein: Zu dem Punkte gehort ein reeller Triger und auf ihm eine
Punktinvolution nebst gegebenem Sinne, zu der Ebene eine reelle
Axe nebst mit einem Sinne begabter Ebeneninvolution; beide Invo-
lutionen sollen nach Lage und Sinn perspectivisch sein; die Axe
der Ebeneninvolution soll ausserdem einer gegebenen Congruenz mit
imaginiren Leitstrahlen angehoreu, und ihr Sinn soll mit dem Sinne
dieser Congruenz iibereinstimmen. — Schneiden sich zwel imaginire
Linien zweiter Art in einem Punkte, so schneiden sich natiirlich die
conjugirt imaginiren Linien in dem conjugirt imaginiren Punkte;
der gemeinsame Triger g beider ist reell. Nun sind mit jeder der

*) 80 thut es urspriinglich v. Staudt a. a. O.
Clebsgch, Vorlesungen. II, 1. 9
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beiden Geraden zweiter Art zwei Complexe (22) gegeben; den vier
Complexen sind im Allgemeinen zwei gerade Linien gemeinsam
(p. 691f.); diese sind also im vorliegenden Falle reell, und eine von
ihnen ist eben g. Der analytische Satz, dass zwei sich schneidende
Linien in einer Ebene liegen, gilt auch fiir Gerade zweiter Art; die
zweite den vier genannten Complexen gemeinsame Gerade g’ ist
daher die reelle Schnittlinie der beiden conjugirt imaginiren Ebenen,
in denen die betrachteten Geraden und deren conjugirte sich befinden.
Diese vier Geraden zweiter Art bilden also ein windschiefes Vierseit,
welches durch die reellen Linien g und ¢’ zu einem Tetraéder er-
ginzt wird. Das Schneiden zweier imaginirer Linien zweiter Art
kommt hiernach dadurch zum Ausdrucke, dass die beiden Geraden
g und g’ reell sind, und dass auf ihnen durch beide Congruenzen
dieselben Involutionen je mit demselben Sinne bestimmt werden.

Um schliesslich das Doppelverhiliniss von vier Punkten einer Ge-
raden zweiter Art zu definiren, legen wir durch eine beliebige reelle
Gerade und jeden der vier Punkte eine (imaginiire) Xbene; das Doppel-
verhiltniss dieser vier Ebenen, welches nach den Hrgebnissen der
Analysis von der Wahl ihrer gemeinsamen Axe nicht abhingt, ist
gleich dem Doppelverhiltnisse von vier zu ihnen perspectivischen
Punkten einer beliebigen reellen Geraden; die projectivische Beziehung
der Punkte einer imaginiren Geraden zweiter Art zu irgend einer
anderen Geraden kann also nach Obigem (p. 124) ausgefiihrt werden;
und dadurch wird es moglich, auch alle fritheren Untersuchungen
tiber Punktreihen und Strahlbiischel, tiber die Erzeugung von Flichen
zweiter Ordnung aus ihnen u. s. w. auf den Fall von Geraden zweiter
Art auszudehnen. Besonders ausgezeichnet ist der Fall, wo die reellen
Triger der vier Punkte einer solchen Geraden ein und derselben
Fliche zweiter Ordnung und Klasse angehoren; dann ndmlich ist das
Doppelverhiiltniss der vier Punkte reell und zwar gleich dem Doppel-
verhiltnisse derjenigen vier reellen Punkte, in welchen die vier reellen
Triiger von irgend einer Erzeugenden der andern Art geschnitten werden.

Im Folgenden werden wir uns in der Regel damit begniigen,
von imaginéren Punkten, Ebenen und Geraden zu sprechen, wie sie
gerade in der analytischen Behandlung sich darbieten; wir unter-
lassen es, in jedem Falle auf die betreffende oft complicirte reale
Bedeutung zuriickzugehen, wie sie sich nach v. Staudt ergeben wiirde.
Es ist aber ein grosser Gewinn, die principielle Moglichkeit einer
solchen realen Deutung (gemiiss vorstehenden Entwicklungen) erkannt
zu haben,
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Die Flichen zweiter Ordnung und zweiter Klasse.

I. Polarentheorie.

Die allgemeinste Gleichung zweiten Grades in homogenen Punkt-
coordinaten ist die folgende:
(D) aua® + ap®® + a2’ + ay,x® + 20,25, + 20,32,2,

+ 2a,,2, %, + 205,252, + 205,27, + 2a552,05 = 0,
oder, wie wir zur Abkiirzung schreiben wollen:
ZZazxxr =0,

wobei ay; = a; angenommen wird. Sie enthilt zehn Coéfficienten,
welche homogen vorkommen, auf deren Verhiltnisse es also allein
ankommt. Man kann sie, und damit die Fliche, bestimmen, indem
man ihnen neun lineare Bedingungen auferlegt, z. B. die neun Be-
dingungen, dass die dargestellte Fliche durch neun gegebene Punkte
eV, 2 ... 2® gehen solle. In dem Falle hat man die neun Glei-
chungen:

Zzaikxﬁl)xg) =0, ZZ‘aikm?)xf) =0, EEa;kxﬁg)xﬁf) = 0.

Eine Fliche zweiter Ordnung ist dahér m Allgemeinen durch
newn Punkte bestimmd.

Ks konnen aber Ausnahmen eintreten. Z. B. ist die Fliche
unbestimmt, wenn sechs der neun Punkte auf einer ebenen Curve
zweiter Ordnung liegen; denn die Fliche enthilt diese Curve ganz,
sobald sie fiinf Punkte derselben enthilt, da sie von einer Ebene
immer in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten wird, wie sogleich
gezeigt werden soll; die sechste Bedingung ist also in diesem Falle
eine Folge der fiinf ersten, so dass nur acht von einander unab-
hiingige Bedingungen iibrig bleiben, was zur Bestimmung der neun
Constanten nicht geniigt. Solche Ausnahmefille sollen in der all-
gemeinen Theorie der Flichen niéher besprochen werden.

Wir untersuchen zuerst den Schnitt der Fliche (1) mit einer
Ebene. Die letztere soll durch drei ihrer Punkte y, 2, ¢ (die nicht

9%
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in gerader Linie liegen) gegeben sein. KEin beliebiger Punkt z der
Ebene ist dann durch die Parameter x,, x,, %, festgelegt (p. 99 ff.),
wenn

@) 0% = n,Y; + #,2; + 5%, fiir =1, 2, 3, 4.

Mit Hiilfe dieser Substitution geht (1) iiber in:

(B) #Payy + %5’ s + w5’ an + 2%, 45050 + 20,2430y + 2%,%30. = O,
wo:

. 1/%a oa ca
Ay = ZZanlYilfy, Oy = Uy = §(ﬁ 2, -+ a—;f’ 25 - --Bj;}’ 23), u. s f

Hier ist (3) die Gleichung der Schnittcurve von (1) mit unserer
Ebene in ebenen trimetrischen Punktcoordinaten; denn x,, x,, x, sind
ja die Coordinaten des Punktes #, bezogen auf das von y, 2, ¢ ge-
bildete Dreieck. Die Schunittcurve ist also in der That von der zweiten
Ordnung.

Besonders ausgezeichnet sind diejenigen Ebenen, fiir welche die
Determinante der Gleichung (3) verschwindet, d. h. fir welche

4) oy G x| = 0.
aty (17P Ay

Gentigen y, 2, t dieser Bedingung, so schneidet ihre Ebene u die
Fliche (1) in einem Paare von geraden Linien; es gibt also auf einer
allgemeinen Fliche solche Systeme wvon geraden Linien, wie wir sie
frither studirten. Die Ebene selbst ist dann Tangentenebene der
Fliche (p. 39); der Doppelpunkt des Linienpaares ist der Be-
rithrungspunkt. Die Gleichung (4) muss also auch aus der Gleichung
der Fliche in Ebenencoordinaten entstehen, wenn man in dieser w;
mittelst der Gleichungen (2)* p. 97 durch y;, 2, ¢ ausdriickt. Diese
Verhiltnisse lassen sich einfacher behandeln, wenn man von der Auf-
gabe ausgeht, die Schnittpunkte einer Geraden mit der Fliche zu
bestimmen.

Irgend ein Punkt z der Verbindungslinie von y mit # hat die
Coordinaten

(5) 0x: = 1Y; + Az,

Um also die Schnittpunkte der Linie y-z mit der Fliche zu finden,
haben wir in (1) die Substitution (5) zu machen. Dies ergibt fiir 4
die quadratische Gleichung

(6) P+24Q 4+ 2¥*RE=0,

wo zur Abkiirzung:
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P= ayy == Z?Z(l;ky;yk,
R = a,, = 22(1,}2’,’2}-,

(7) Q = Ay == gy == 22”{15'?]‘- == ZZa,-K.y,-zA
°cr
(81/ & + %+ ey, )
3R
="( 1+ 2"*‘833?/3)

=Y (“1151 + a2 + ayzs + a,2,)

+ Y2z 2, + a2, + agz + ay,2))

+ ¥s(as18 + a2, + a5z + as,2,)

+ yi(ay 2, + a2 + a2 + ay2,).
Wir heben hervor, dass das Bildungsgesetz der Ausdriicke P, @, R,
insbesondere die Symmetrie von @ in Bezug auf y und z sich am
Einfachsten durch Benutzung einer symbolischen Bezeichnung iiber-
sehen lisst. Man schreibt nimlich das Product a;a; an Stelle von
@i mit der Festsetzung, dass nach Ausfiihrung der vorkommenden
Multiplicationen schliesslich wieder a; = az; fiir a;a; = aia; eingesetzt
werden soll. Dann ergibt sich, wie die Ausrechnung zeigt:

P = (a9, + ax%e + a5y5 + a,9)",
= (a2, + a2, + a3 25 + a,2,)",
Q = (a,y, + ayy, + agys + a,yy) (@2 + ay2, + ay2; + 3,2,),
oder wenn noch zur Abkiirzung
a2 + a7y + ;75 + 0,2, = a,
gesetzt wird:
()* P=aqa}, R=o2a’, @=a,0a,.
Dieser symbolischen Bezeichnungsweise werden wir uns im Folgen-
den noch mehrfach bedienen.
Die Gleichung (6) ist vom zweiten Grade. [Einé Fliche sweiter
Ordnung wird also von einer Geraden in zwei Punkten geschnitien.
Die Wurzeln 4, g von (6) sind:

| _—Q+VE—PR - Q-VF PR,
= B y W= R

)

also hat man nach (5) fiir die Coordinaten der Schnittpunkte:
®) i = Ry: — (Q F V& — PR)a,

wo o R=¢ gesetzt ist. Diese Gleichungen sind nur scheinbar un-

symmetrisch; multiplicirt man nimlich beide Seiten mit @ +1/¢*— PR
und setzt das Product dieses Factors in ¢ gleich =&, so kommt:
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&)* = (@ V@ — PR)y: — Rai.¥)

Die Schnittpunkte sind hiernach
reell, wenn @ — PR > 0,
imaginér, » @ — PR < 0,%)

zusammenfallend, , @*— PR =0,

Die letztere Gleichung gibt die Bedingung dafiir, dass die Linie y-z
Tangente der Flidche (1) sei; sie muss sich also so umformen lassen,
dass statt der Coordinaten y;, #; nur die Coordinaten py =y,2 — 2:Yx
vorkommen, und sie ist dann die Gleichung der Fliche in Linien-
coordinaten. Ist P = 0 und B = 0, so liegen die Punkte y, 2
selbst auf der Fliche; die Wurzeln von (6) sind ' =0, 1" = oc.
Bestehen aber die drei Gleichungen P =0, =0, B =0, so sind
die Wurzeln von (6) unbestimmt; jeder Punkt der Geraden y, z liegt
auf der Fliche. Es ergibt sich also wieder, dass auf einer Fliche
zweiter Ordnung sich im Allgemeinen gerade Linien befinden (p. 132).

Weiter kann man verlangen, dass die beiden Schnittpunkte der
Linie y-z mit der Fliche und die Punkte y, # selbst ein Punkt-
quadrupel von gegebenem Doppelverhiltnisse o bilden sollen. In
unserem Falle hat man

2
o=2" oder a = .
w i

Nun ist:
A b l+ﬂ_12+p2_4Q2—2PR.
[P e L T PR
Es bestimmt sich also « aus der quadratischen Gleichung:
.  4Q*—2PR

o — ——pp— «+1=0,

oder:
9 PR(a+ 1) — 4Q%a = 0.

Ist y ein beweglicher und 2 ein fester, nicht auf der Fliche gelegener
Pankt, so ist dies die Gleichung einer Fliche zweiter Ordnung; auf
thr liegen alle Punkte y, deren Verbindungslinie mit & die Fliche (1)
in zwei Punkten trifft, welche mit y und z ein Quadrupel vom Doppel-
verhiiltnisse o bilden. Dasselbe gilt wenn 2z beweglich und y fest
gewihlt wird, denn (9) ist symmetrisch in Bezug auf beide Punkte.

Sollen die beiden Schnittpunkte y -+ 12z und y 4 w# zusammen-
fallen, so muss « =1 werden (Bd. 1, p. 40). Die Bedingung dafiir,

*) Man vermeidet diese Unsymmetrie von vornherein, wenn man die Auf-
lésung der quadratischen Gleichung in ihrer allgemeinsten Form zu Grunde
legt; vgl. Clebsch: Theorie der bindren algebraischen Formen, p. 112.

##) Ueber die Bedeutung imaginirer Losungen vgl. oben p. 104 ff,



Die Flichen zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 135

dass ein Punkt y auf einer von z aus an die Fliche (1) gezogenen
Tangente liegt, ist daher:

(10) PR — @* = 0;

es stimmt dies mit dem obigen Resultate (p. 134). Geniigt der
Gleichung (10) ein Punkt y, so geniigt ihr auch jeder Punkt seiner
Verbindungslinie mit z; diese Gleichung stellt daher einen Kegel dar,
dessen Spitze in #z liegt: Es ist (10) die Gleichung des , Tangenten-
kegels von 2%, d. 1. des Ortes aller Tangenten, welche man von z aus
an die Fliche (1) legen kann; dieser Kegel ist von der zweiten Ordnung.

Andere besondere Werthe sind ¢ =0, =0 und e = — 1. In
den ersten beiden Fillen vereinigen sich auch zwei der vier Punkte,
aber nicht die beiden Schnittpunkte, sondern ein Schnittpunkt mit
dem Punkte y, denn es wird 4 = 0 oder w = 0. In der That folgt
aus (9) fir « =0 oder « = 00: PR=0; und da 2z nicht auf der
Fliche liegen soll, kann nur P =0 sein. Die Punkte y, welche zu
einem Doppelverhiltnisse & = O oder & = oo Veranlassung geben, bilden
daher die gegebene Fliche zweiter Ordnung selbst.

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall ¢ = — 1, wo die be-
treffenden vier Punkte zu einander harmonisch liegen, und zwar der
Art, dass die beiden Schnittpunkte zu y und z conjugirt sind. Die
Gleichung (9) wird in diesem Falle ¢* =0, d. h. die betreffende
Fliche zweiter Ordnung artet in die doppelt zéhlende Ebene @ = 0
aus. Die vierten harmonischen Punkte zu z und den Schnittpunkten
der durch z gehenden Strablen mit der Fliche zweiter Ordnung
bilden daher eine Ebene, ,diec Polarebene des Punkiles 2“. Ihre Glei-
chung in Verinderlichen y ist nach (7) oder (7)*

oR P

(11) QanaIEZa—z—;yiEZaini=O.
Die Coordinaten w; der Polarebene des Punktes z sind daher:
1 0a,,

Quy = Ay, &, + Ay, Tp + A% + @y, T, = 3 5z, ¥y

1 0a,,

(12) QUy == Uy T; ~ Aga Ty + U %5 1 Ay Xy = 2 o, Az 0y,
1 06,

QUs = Ay, Ty | ByaTp - gy - A34%4 = 5 FrN D
1 0a,,

QUy = 0y Ty + A%y + ATy + G ®y =3 bz, Tata

Die Ebene @ = O steht zu allen Flichen des Systems (9) in
ausgezeichneter Beziehung. Zunichst ist klar, dass sie alle durch
die Schnittcurve der Flichen P = 0 und @ = O hindurchgehen; diber-



136 Zweite Abtheilung.

dies aber haben sie lings dieser gemeinsamen ebenen Schnittcurve einen
gemeinsamen Tangentenkegel, gegeben durch Gleichung (10). Bestimmen
wir nidmlich die Schnittpunkte eines Strahles y-z mit irgend einer
Fliche dieser Schaar, setzen wir also y 4 4z in (10) an Stelle von y;
es ist dann P zu ersetzen durch

P+ 2iQ + A*R,

Q durch @ + AR; R bleibt unveréindert; fiir 1 resultirt also die
quadratische Gleichung:

R (e — 1)24* + 2QR(a — 1)?4 4+ PR(a + 1)? — 4a@? = 0.
Dieselbe hat zwei zusammenfallende Wurzeln, wenn

R*(e* — 1*(PR — @*) = 0.

Da die ersten beiden Factoren der linken Seite im Allgemeinen von
Null verschieden sind, so ist unsere Behauptung in Betreff des
Tangentenkegels PR — @ = 0 bewiesen. Kine Ausnahme tritt schein-
bar ein fiir « = - 1, d. h. fiir den Tangentenkegel selbst und fiir
die Doppelebene @ = 0; beide werden in der That von jeder durch
z gehenden Geraden in zwei zusammenfallenden Punkten getroffen,
so dass die behandelte Aufgabe unbestimmt wird*).

Vermége (12) ist jedem Punkte z eine bestimmte Ebene « als

Polarebene zugeordnet; das Umgekehrte gilt aber nur, wenn die
Determinante A der Fliche, d. i. der Ausdruck:

von Null verschieden ist. Letzteres soll im Folgenden szundichst vor-
ausgesetzt werden. Die Beziehung zwischen Pol und Polarebene
ist also ein Specialfall der allgemeinen linearen Verwandtschaft
zwischen Punkten und Ebenen**), von welcher wir beim Studium
des linearen Complexes einen anderen besonderen Fall kennen lernten
(p. 54 und 102). Damals lag jeder Punkt in der ihm zugeordneten
Ebene; das ist hier im Allgemeinen nicht der Fall. Multiplicirt man
nimlich die Gleichungen (12) bez. mit xz,, #,, z,, #, und addirt, so
ergibt sich

(13) 01ty = @ DU = XX ATy == Uy = A%

*) Auf solche Flichensysteme, die sich lings einer ebenen Curve beriihren,
kommen wir bei Untersuchung des Systems von zwei Flichen zuriick.

**) Diese allgemeinen Verwandtschaften werden wir in einem spiteren Ab-
schnitte des vorliegenden Bandes studiren.
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Also: Die Pole, welche mit thren Polarebenen vereinigt liegen, bilden
die gegebene Fliche zweiter Ordnung; und jeder Punkt dieser Fliche
ist ein solcher Pol.

Mit jener friiheren Verwandtschaft hat die in (12) gegebene die
Eigenschaft volliger Symmetrie gemein*). Da @ sich durch Ver-
tauschung von y mit 2 nicht indert (a,a, = a.a,), so gilt der Satz:

Liegt y auf der Polarebene von z, so liegt z auf der Polarebene
von 1.

Auch nachstehende Sitze sind einfache Folgen der Symmetrie:

Durchliuft der Pol eine Punktreihe, so bilden die entsprechenden
Ebenen einen dazu projectivischen Ebenenbiischel (der beim Nullsysteme
perspectivisch war).

Jeder Geraden ist so eine andere zugeordnet, und diese Zuordnung
ist vertauschbar; die eine heisst die conjugirte Polare der andern.

Da A4 von Null verschieden vorausgesetzt wurde, lassen sich die
Gleichungen (12) auflosen; ist 6 ¢ = A, und sind A die Unter-
determinanten der Determinante 4, so findet man:

oy = Ayu; + Apuy + Ajguy + Ay,
(12)* 0y = Ay 1ty + Apory + Agyug + Agguy,

0Ty == Ag 1, + Agotty + Agus + Ay,

6z, = Ay + Apu, + Agyus + Ay vy
Wie aus (12) vermbge u, = 0 in (13) die Gleichung der Fliche
gefunden wurde, d. i. als Bedingung dafiir, dass ein Punkt auf seiner
Polarebene liege, so ergibt sich aus (12)* die Gleichung

(13)* ZJ’ZA,-kuiuk f— MA2 =0

als Bedingung dafiir, dass eine Ebene w durch ihren Pol & gehe,
eine Gleichung, die also befriedigt wird durch die Polarebenen aller
Punkte der gegebenen Fliche. Wir behaupten: eine solche Polar-
ebene ist Tangentenebene der Fliche, der zugehirige Pol ihr Beriilirungs-
punkt. In der That, die Tangentenebene des Punktes z wird ge-
bildet von allen Tangenten, die durch x gehen; dieselben erzeugen
im Allgemeinen einen Kegel PR — @ = 0, wie wir eben gesehen
haben; fiir einen Punkt # der Fliche aber ist P = 0, der Tangenten-
kegel also artet aus in die Doppelebene @* = 0, d. i. in die Polar-
ebene von z, w. z. b, w.

*) Einzelne Sitze der Polarentheorie sind von Monge, Livet und
Brianchon gegeben, die allgemeinen Begriffe ausgebildet von Encontre,
de Stainville, Servois, Gergonne, Poncelet; vgl. Chasles’ Apercu histo-
rique, p. 232ff. und Note XXVIL
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Die Gleichung (13)* stellt daher dieselbe F'liche in Ebenencoordi-
naten dar, welche durch (13) in Punkicoordinaten gegeben war. In
Uebereinstimmung mit Fritherem (p. 39ff) sind beide Gleichungen
vom zweiten Grade.

Die Gleichung (13)* erhdlt man in einer andern bemerkens-
werthen Form, wenn man aus (12) und aus u, =0 die Grossen
Q, L,, Ty, T3, %, eliminirt; so ergibt sich:

Ay Oy Gy5 Uy
(13)** = 0.%)

Ay Gy Gyg Ay U
| 3y Qs3 Q33 G3q U

|
Oy Oyg Og3 Qg Uy

u, Uy uy  uy O

Man iiberzeugt sich mittelst Ausrechnung, dass diese Determinante
sich nur darch das Vorzeichen von der linken Seite der Gleichung

(13)* unterscheidet.
Betrachten wir noch das Beispiel der Kugel. Ihre Gleichung

ist (p. 4)

@—af +@y—0+(—o=r,
wenn a, b, ¢ die Coordinaten ihres Mittelpunktes sind, und » die Linge
ihres Radius angibt. Zu einem Pole z, y, # findet man nach (12)
die Polarebene u, v, w mittelst der Gleichungen

ou=2zx —a, pv=9y —b, ow=2—c,
o=—ax—by —cz+a+ 04—

1 0 0 —a
4 0 1 0 —b
=l 0 0 1 —e¢ ="
—a —b —¢ a2+ 4 F—?
Die Determinante ist also jedenfalls von Null verschieden. Die Auf-
losung der linearen Gleichungen liefert:
r=ou-ta, y=ev+b z=ow-yq,
o(1 + au 4 bv 4 cw) = — 7*,
al—1ru bU — r?v eU—r’w
x='~—T—" y=*"*‘U ) Z—_———lfa’

ferner:

oder:

#¥) Diese Determinante muss mit der in (4) auftretenden bis auf einen
Factor identisch sein, wenn man die Coordinaten der Ebene ersetzt durch die
Coordinaten dreier in ihr liegenden Punkte y, 7, ¢. Mit Hiilfe der symbolischen
Methoden lisst sich die betreffende Rechnung sehr einfach durchfihren.
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wenn U=au+bv++cw-+1=0
die Gleichung des Mittelpunktes der Kugel ist. Die Gleichung der
Kugel in Ebenencoordinaten wird durch Bildung der Bedingung
uz + vy 4 wz + 1 = O erhalten, sie ist daher:

U2 — r(u? 4 v 4 w?) = 0.
Dies Resultat stimmt mit Fritherem tiberein (p. 26f.).

Wie das Polardreieck fiir die Kegelschnitte, so ist das so-
genannte Polartetraéder fiir die Flichen zweiter Ordnung von be-
sonderer Wichtigkeit. Ein solches wird gebildet von vier Punkten,
welche die Eigenschaft haben, dass jeder von ihnen Pol der gegen-
iiberliegenden (d. i. durch die drei anderen Punkte zu legenden) Ebene
ist. Um ein Polartetraéder zu construiren, kann man eine Kcke,
nennen wir sie A, willkiirlich wihlen; dadurch ist die gegeniiber-
liegende Ebene A als Polarebene von A bestimmt; es darf aber 4
nicht auf der Fliche zweiter Ordnung liegen, denn sonst ginge A
durch A hindurch, und es wiire kein eigentliches Tetragéder moglich.
In A konnen wir eine zweite Ecke B willkiirlich annehmen (aber
ebenfalls nicht auf der Fliche); deren Polarebene B geht dann durch 4.
Letztere wird von A in einer Geraden geschnitten; auf ihr nehmen
wir die dritte Ecke C beliebig an (aber nicht auf der Fliche); die
Polarebene I derselben geht dann sowohl durch A4 als durch B und
bestimmt durch ihren Schnittpunkt mit den beiden Ebenen A, B eine
vierte Ecke D, von der leicht ersichtlich ist, dass ihre Polarebene A
durch 4, B und C gehen muss. Da die drei Coordinaten von 4 ganz
willkiirlich waren, B noch von zwei Parametern (als in einer ge-
gebenen Ebene liegend), C noch von einem abhiingt (als auf einer
gegebenen Geraden liegend), so enthilt das Tetraéder im Ganzen
3 4+ 2 4+ 1 = 6 Parameter: Es gibt in Beaug auf eine gegebene Fliche
zweiter Ordnung sechsfach unendlich viele Polartetraéder. Wie die Ecken
und Seiten eines solchen sich mittelst der Verwandtschaft (12) ent-
sprechen, so auch paarweise die sechs Kanten: Jede Kante eines
Polartetraéders ist die conjugirte Polare der ihr gegeniiberliegenden Kante
(d. i. derjenigen, von welcher sie nicht getroffen wird).

Es empfiehlt sich nun, ein solches Polartetraéder als Coordinaten-
tetraéder einzufiihren, denn dadurch wird die Gleichung der Fliche
besonders vereinfacht. Nach Obigem ist allgemein a,a, = 0, wenn y
die Coordinaten von 4, z die von B sind; werden diese Punkte als
Ecken des Coordinatentetraéders gewahlt, so kann man setzen:

n=1 1.=0, =0, y, =0,
7=0, =1, =0, 2 =0
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es folgt also @, = 0. Durch Benutzung von C und D weist man
ebenso nach, dass a3, =0, a, =0, a3 =0, a,, =0, a5, =0
sein muss.

Die Gleichung der Fliche, bezogen auf ein Polartetraéder als Coordi-
natentetraéder, ist demmach von der Form:

(14) a2+ emy? + exy’ + ez, = 0.5)

Umgekehrt stellt jede solche Gleichung eine Fliche zweiter Ordnung
vor, in Bezug auf welche das Coordinatentetraéder ein Polartetragder
ist. Durch Variation der Constanten o, o, o5, e, erhdlt man also
alle Flichen zweiter Ordnung, die in dieser Weise zu einem gegebenen
Tetraéder gehiren; es sind dreifach unendlich viele.

Zu beachten ist, dass keine der Grossen « fir eine allgemeine
Fldche gleich Null werden kann, denn andernfalls wiirde die De-
terminante 4 (= «, a,0;¢,) verschwinden. Die Gleichungen (12) werden
fir die ,kanonische Form“ (14) der Flichengleichung:

QU = 1%y, QU == UOy%y, QU == U3dX3, QUL = 0t,Ty.

Die Bedingung u, = O lisst daher die Ebenencoordinatengleichung der
Fliche (14) in der Form erscheinen:

u,? Uy ? Uy ® w,?
(14)* ;:+;,;+Z+;:~—O-
Sie enthilt ebenfalls nur die Quadrate der Variabeln, wie es
der sich selbst duale Charakter des Polartetraéders erwarten liess.

II. Tangenten und Erzeugende der Fliche.

Wir haben schon hervorgehoben, in welcher Weise die geraden
Linien des Raumes durch die Polarentheorie auf einander bezogen
sind: bewegt sich der Pol auf einer von zwei conjugirten Polaren,
so dreht sich seine Polarebene um die andere. Diese Beziehungen
sind nun weiter zu verfolgen und mit Hiilfe der Liniencoordinaten
darzustellen.

Um die betreffenden Rechnungen iibersichtlicher zu gestalten,
ist es praktisch, sich der schon gelegentlich eingefiihrten symbolischen
Bezeichungsweise zu bedienen. Setzt man, wie in (13),

f(2) = ZZapziar = (0,2, + 0,2, + ay2; + a.2,)! = a,
so gehen die Gleichungen (12) offenbar iiber in
1) ou; = @i, fir i=1,2, 3 4.

*) Die Transformation einer guadratischen Form in eine Summe von Qua-
draten ist von Gauss angegeben (Disquisitiones arithmeticae, art. 271, Leipzig
1801, Werke Bd. 1), niiher durchgefiihrt von Jacobi, Crelle’s Journal Bd. 53.
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In gleicher Weise ist einem Punkte y eine Ebene v zugeordnet
mittelst der Beziehungen
(1)* 6v; = a;a, fir 1= 1, 2, 3, 4.
Es seien nun

UPy =2 Y — Y¥: %
die Coordinaten der Linie z-y und

vq, = uv, — v,
diejenigen der conjugirten Polaren (Schnittlinie der Ebenen » und v).
Dann ist

vy, = a0, a0 —aa, - a,a,.
In dieser Form haben die rechten Seiten aber keinen Sinn. Sucht
man nimlich den Coéfficienten von 2,y,, so wird derselbe

a8, 4G — G, - A5

man kann hier das Product a,a,¢,a, entweder durch a,a, ersetzen

oder durch a,a, oder durch a@,a,; es ist also nicht moglich, den-
jenigen wirklichen Ausdruck ohne Weiteres anzugeben, welcher durch
den symbolischen dargestellt werden soll. Gleichwohl wissen wir
aus der Art der Entstehung, dass

@y Wy = Ay Ay

der einzig richtige Werth ist; es miissen nimlich diejenigen Symbole
zusammengelassen werden, welche in einem der vier Factoren

a0, G0, G4, 00

urspriinglich zusammen vorkommen. In diesem Falle und in allen
analogen vermeidet man derartige Unbestimmtheiten, indem man die
Symbole, welche nicht vereinigt werden diirfen, durch verschiedene
Buchstaben unterscheidet, indem man also auf der rechten Seite von
g, den Ausdruck b.b, an Stelle von @, und b,b, an Stelle von
a, @, schreibt, mit der Festsetzung, dass auch

XZa,xx, = (bw 4 bz, + byay + b2,)* = b,°
sein soll*). So entsteht die Relation:

’
VG, = a.iazbkby — a‘.a.ybkbw

2
@) = aibk(azby —_— bway),

oder, wenn man die Producte ausrechnet und wieder zusammenzieht,

*) Vgl. Bd. I p. 188ff.
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(“1; o g 27)1’12"' (“nask a4y 3z)p13+(“u“4k 27 4;)1’14
2)* +(a'3ia4]c g 4z)p34+( 4%~ Oy 21)p42+( or 3:)1’23
=§ (“m‘“nc N h)pld 2 Am P

Diese Gleichungen entstehen aus (12) wie bei der Coordinatentrans-
formation (p. 92f.) die Gleichungen (47) aus (45); sie sind auch
leicht in analoger Weise abzuleiten.

Aus den Gleichungen (2) oder (2)* ergibt sich die Gleichung
unserer Fliche zweiter Ordnung in Liniencoordinaten p,, d. h. die
Bedingung dafiir, dass die Fliche von der Linie p beriihrt werde
(p. 41), in #hnlicher Weise wie ihre Gleichung in Ebenencoordinaten
aus (12) abgeleitet wurde. Zu dem Zwecke brauchen wir nur die
Bedingung dafiir aufzustellen, dass eine gerade Linie von ihrer con-
jugirten geschnitten wird. Dies tritt in der That immer und nur ein, wenn
die Gerade eine Tangente der Fliche ist. Die Polarebene des gemein-
samen Punktes nimlich muss dann durch beide conjugirte Polaren,
also durch den Pol hindurchgehen; sie ist somit im Pole Tangenten-
ebene der Fliche. Die Umkehrung ist ebenso leicht zu beweisen.

Die Bedingung dafiir, dass eine Linie p von ihrer conjugirten
geschnitten werde, oder die Gleichung unserer F'liche zweiter Ordnung
in Liniencoordinaten ist daher:

) vEXq Py =& Z"( % " A h)pthm 0.

ik Iyl

In symbolischer Form findet man zuniichst aus (2):
22(zy, — Y1) (%by ba)ab =0.
Da aber die Symbole a;a;, b;bx nur verschiedene Bezeichnungen der
wirklichen Zahlen a; sind, so ist die linke Seite auch gleich

Zz(xzylc - ytx/c) (bzay x y) i k’

also auch gleich der halben Summe beider Ausdriicke:
1 1

3)* 3 (azby e bx%) ZZ(xiyk — yﬂ%) (aibk — bi%) =3 (abxy)“’.

Eine dritte Form der Liniencoordinatengleichung ergibt sich, wenn
man die Coordinaten der Tangente durch zwei Ebenen (u und v)
bestimmt, deren Schnittlinie die Tangente ist. In dem Biischel
(xu 4 Av) giebt es dann nimlich eine Ebene, welche Tangenten-
ebene der Fliche ist, deren Coordinaten also, wenn x den Berithrungs-
punkt bezeichnet, den Bedingungen geniigen:



Die Flichen zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 143

a;1 ¥y + Qoo + a;3xs + Ay Ty = HU; + 3.’0,- fiir ¢ = 1, 2, 3, 4,
U@y + Ty + uszy + w2, =0,
0%+ 0,2 vy + vz, =0.
Durch Elimination der w; ergibt sich die Bedingung dafiir, dass sich
zwei Ebenen w, v in einer Tangente der Fliche schneiden, in der Form :
Ay Gy Gy Gy % Y
gy yg Qgg Gy Uy Uy
(3, Qg3 Qg3 Gz Uz Vg
4) 0.
Oy A A3 Gy Uy Uy

w, wu; u; u, 0 O

v, v, v, v, 0 O
Setzt man p, = uwy, — vu, (vgl p. 87), so ist die links
stehende Determinante genau identisch mit der linken Seite von (3).
Auch die Liniencoordinatengleichung enthdlt nur die Quadrate der
Variabeln, wenn man ein Polartetraéder zu Grunde legt. In der That
ist dann
o, 7, + 2% + a2 + a2’ =0
die urspriingliche Gleichung der Fliche; die Beziehungen zwischen
Pol und Polarebene werden durch
QU; == o,;X;
gegeben. Die Gleichungen (2)* werden daher hier:
%) Ve, = e0p, ’
und die aus ihnen wie oben abgeleitete Flichengleichung wird:

(6)  otyotapro®+ ooty Py 0ty00y 1050, Py, - 0,005 P4+ a0ty oy =0

In welcher Form man auch die Liniencoordinatengleichung be-
nutzen moge, niemals ist sie formal vollkommen bestimmt; vielmehr
kann man stets die linke Seite der Identitiit, d. h. den Ausdruck

P = pispss + P1sPss + D1aPas,
multiplicirt in eine willkiirlich bleibende Constante, additiv hinzu-
figen, ohne die Bedeutung der Gleichung zu #ndern: eine Bemerkung,
welche man ebenso bei allen Complexen zweiten Grades wiederholen
kann.

Die Gleichungen (5) ordnen einer jeden Geraden p ihre conju-
girte Polare ¢' zu. Diese Zuordnung wurde als eine wechselseitige
erkannt und ergibt sich als solche direct durch Auflosung der
genannten Gleichungen. Macht man ndmlich » = e 0050, -6, so
kommt:
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00,0, g, = Dy
oder da p, zu g, , g, zu p,  proportional ist,
®)* By = 0,0 Dy
Unter Benutzung eines solchen speciellen Coordinatensystems
ist es auch leicht, die Erzeugenden der Fliche analytisch zu bestimmen.
Eine Erzeugende hat die Eigenschaft, vermige der Gleichungen (5)
sich selbst zugeordnet zu sein, denn in jeder Tangentenehene bestimmten
sich die beiden Erzeugenden als Doppelstrahlen der Involution, welche
durch je zwei einander conjugirte Tangenten gebildet wird (p. 142).
Dass es in der That sich selbst entsprechende Gerade gibt, liegt

an der besondern Natur der Gleichungen (5); die letzteren lauten,
wenn die Linien p und p’ zusammenfallen:

O3y == G103 P12y QP19 == G3&u Py,
OPge == Gy €3 P13, QP13 == €405 Pyo
OPgs == €1 € Pry;  QP1y == Ul Pgs.
Aus je zwei neben einander stehenden Gleichungen ergibt sich
0" = ey ez,
Nach Elimination von ¢ bleiben daher nur drei von einander unab-
héngige Gleichungen, etwa die folgenden:

U3 P34 P13 == %a P12 Pag
0y P3aPrg = U3 P13 Pas )
0y P1gPrg === O3 Pa3 Pga
sie stellen drei besondere Complexe zweiten Grades dar, denen die Er-
zeugenden der Fliche angehoren, und deren interessante Eigenschaften
wir spiter niher studiren werden®).
Setzt man den gefundenen Werth ¢ = + Ve, @, 050, ein, so er-
geben sich sechs lineare Complexe:

D3y V“—ss—“; = +pp Ve,

(M Do Voo =+ piy Veyay,
Doy Vegoy = + P Veya,.

Je zwei Complexe, deren Gleichungen sich nur durch das Vor-
zeichen unterscheiden, enthalten zusammen alle Erzeugenden der
Fliache. Der Wahl des Vorseichens von ¢ entspricht also die Zerféillung
der Erzeugenden in die beiden Schaaren, deren Vorhandensein uns

*) Vgl. unten den Abschnitt Gber allgemeine reciproke Verwandtschaften.
Die dort niher definirte Singulavititenfliche zerfillt z. B. fiir den ersten Com-
plex in die vier durch z, 2, (ey2,® + oy ,2) = 0 dargestellten Ebenen.
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bereits bekannt ist. Man muss natiirlich in allen drei Gleichungen
gleichzeitig entweder das obere oder das untere Zeichen wihlen; in
jedem Falle erhdlt man drei lineare Complexe, deren gemeinsame
Linien eben die Erzeugenden der einen oder der anderen Art sind.
Dass in der That eine Fliche zweiten Grades durch drei lineare
Complexe bestimmt wird, haben wir friilher gesehen (p. 68).

In Folge der Gleichungen (7) hingt die Realitit der Erzeugenden
scheinbar von den Vorzeichen der Producte der reellen Zahlen «,,
o, @, o, zu je zweien ab; in Wirklichkeit kommt es aber nur auf
die Realitit von ¢ an. Auszuscheiden ist allein der Fall, wo alle «;
dasselbe Vorzeichen haben, denn dann ist zwar ¢ reell, die Fliche
Za;x? = 0 besitzt aber iiberhaupt keinen reellen Punkt.

Die reellen Flichen zweiter Ordnung mit wicht verschwindender
Determinante zerfallen daher in zwei Klassen:

1) Flichen mit unendlich vielen reellen Erzeugenden; zwei der

Grossen «; sind positiv, die beiden anderen sind negativ.

2) Flichen mit imagindren Erzeugenden; drei der Grossen a; haben
unter sich gleiches Zeichen, die vierte hat das entgegengesetzte
Vorzeichen.

Die Realitit der Erzeugenden muss unabhingig sein von der
Wahl des zur Coordinatenbestimmung dienenden Polartetragders; es
ergibt sich hieraus das sogenannte , Trdgheilsgesetz der quadratischen
Formen“, welches dahin lautet, dass die Anzahl der Zeichenwechsel
in der Reihe der Coéfficienten «; immer dieselbe ist, wie man auch
die Transformation auf ein reelles Polartetraéder ausfiihren mag™).

Es soll noch die Aufgabe behandelt werden: die beiden Erzeugen-
den zu finden, welche durch einen gegebenen Punkt y der Fliche gehen;
und zwar mogen zwei verschiedene Ansitze zur Losung betrachtet
werden.

Es bezeichne z einen beliebigen Punkt der Fliche zweiter Ord-
nung, welcher nicht in der Tangentenebene von y liegt; dann sind
die Gleichungen der Tangentenebenen von y und z:

ny =ZZapyxy = 0, Qo = Zapz:2: = 0,
und die unendlich vielen Flichen

(8) f(x) + AQW; Qoz = 0
schneiden sich simmtlich in den vier Erzeugenden, welche paarweise
durch die Punkte y und 2 hindurchgehen. Es ist auch leicht zu

*) Vgl. Sylvester: Philosophical Magazine 1852 und 1853, ferner Jacobi
und Hermite, Crelle’s Journal Bd. 53.
Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 10
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sehen, dass alle moglichen Flichen zweiter Ordnung, welche die ge-
nannten vier Geraden enthalten, durch die Gleichung (8) dargestellt
werden, und dass durch jeden Punkt des Raumes nur eine Fliche
des Systems hindurchgeht. Fiir einen besondern Werth von 1 stellt
daher (8) das Ebenenpaar dar, dessen Axe mit der Linie y-2z zu-
sammenfillt, und dessen einzelne Ebenen je zwei der vier Erzeugen-
den enthalten. Dass in der That ein solches Ebenenpaar existirt,
ist klar, da durch jeden Punkt eine Erzeugende jeder Art geht, und
somit die Erzeugende der einen Art, welche durch y geht, noth-
wendig die Erzeugende der andern Art trifft, welche durch z geht.
Die vier Erzeugenden kinnen daher aufgefasst werden als Seiten eines
windschiefen Vierecks oder als die vier Kanfen eines Tetraéders, dessen
beide fehlenden Kanten durch die Linie y-& und durch deren comjugirte
Polare geliefert werden.

Um dies Ebenenpaar zu finden, hat man 4 so zu bestimmen, dass
die Fliche (8) durch einen beliebigen Punkt ¢ der Linie y-2z hindurch-
geht (wobei also # == py; + v2); die Gleichung des Ebenenpaares

ist daher
Qthztf(x> — Qe Qs f(t> =0.

Den links stehenden Ausdruck hat man noch in seine beiden linearen
Factoren v, und w, zu zerfillen nach einer Methode, die im nichsten
Abschnitte erortert werden wird; die gesuchten beiden Erzeugenden
ergeben sich schliesslich als Schnittlinien der Ebene ¢, =0 mit
den heiden Ebenen v, = 0 und w, = 0.

Auf ein Problem der ebenen Geometrie wird die gestellte Auf-
gabe direct zuriickgefiihrt, wenn man in folgender Weise verfihrt.
Es seien 2z, ¢ zwei Punkte in der Ebene @,, = 0, und man setze

@ = ny; + Ae; + wt;;

dann ist ein Punkt z dieser Ebene bestimmt durch seine ebenen
homogenen Punktcoordinaten x, 4, w (vgl p. 99f); die Gleichung
f(z) = 0 geht iiber in

ny”2 + Q.4 + Qtt”2 + 2@%“1 + 2QuAp 2Qly!“‘ =0,
d. h. in eine homogene Gleichung zweiten Grades in %, i, u, welche
in der Ebene @,, = 0 die beiden gesuchten Erzeugenden darstellt.
Es eriibrigt nur noch, die linke Seite der Gleichung in ihre beiden
linearen Factoren zu zerfillen, was in bekannter Weise geschehen
kann (Bd. I, p. 104).

Durch die Gleichung (8) war uns ein System von Flichen dar-
gestellt, deren gemeinsame Schnittcurve aus vier Kanten eines Te-
traéders bestand. Legt man dieses Tetraéder einer Coordinaten-
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bestimmung zu Grunde, so ist leicht zu sehen, dass sich alle Flichen
(8) in die Form bringen lassen

©) A8 + pbE, =0,

von welcher wir noch wiederholt Gebrauch machen werden. Die
gemeinsamen Erzeugenden sind bestimmt durch die Paare von Glei-
chungen:

£ =0, §,=0; £ =0, §&E=0; £=0, §=0; §=0, 53_=0;
wihrend die Kanten § =0, §, =0 und £ =0, § =0 ein Paar
von conjugirten Polaren liefern™®). Man erkennt hieraus sofort die
Richtigkeit der folgenden Sitze:

Wenn man die Schnittpunkte zweier conjugivten Polaren mit einer
Fliche zweiter Ordnung unter einander verbindet, so entstehen vier Er-
zeugende der F'ldche, welche auf ihr ein windschiefes Vierseit bilden.

Schneidet eine Gerade die IFliche in den Punkten A, B und wird
die Fliche von der comjugirten Geraden in C, D getroffen, so st
ACD die Tangeniencbene von A, BCD die von B, ABC die von C
und ABD diejenige von D.

Auf einer Fliche mit reellen Erzeugenden ist hiernach die Con-
struction der Geraden, welche zu einer gegebenen Geraden conjugirt
ist, sehr leicht mit Hiilfe der Erzeugenden auszufiihren.

III. Die Flichen zweiter Ordnung mit verschwindender Determinante.

In unserer allgemeinen Polarentheorie mussten wir die mit 4
bezeichnete Determinante der Fldche als von Null verschieden vor-
aussetzen (p. 136). Wir nehmen nunmehr an, dass die Bedingung

l
I

1) A

*) Die Gleichungsform (9) lisst sofort wieder die Erzeugung der Fliche als
Ort der Schnittlinien entsprechender Ebenen in projectivischen Biischeln (p. 851F.)
erkennen; sie ist auch zur Ableitung mancher anderen Sitze besonders brauchbar.
Pliicker gibt dafiir zahlreiche Beispiele in seinem System der Geometrie des
Raumes, p. 99 ff. (Diisseldorf 1846), insbesondere auch zur Ableitung einer Aus-
dehnung des Pascal’schen Satzes auf den Raum. Andere derartige Analoga
zum Pascal’schen Satze sind von Steiner (Gergonne’s Annales de mathéma-
tiques, tome 19, Ges. Werke, Bd. 1), Bobillier und Chasles gefunden (vgl.
des letztern Apergu historique, Note XXXII) und neuerdings von F. Klein
(1873), vgl. Math. Annalen Bd. 22.

10%*
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erfiillt sei, dass aber die ersten Unterdeterminanten von A wicht simmi-
lich gleich Null seien. Die entsprechende Bedingung fiir die Kegel-
schnitte geniigte, um die betreffende Curve in zwei gerade Linien
zu zerspalten. Etwas Aehnliches wird im Raume noch nicht sofort
moglich; die Fliche zweiter Ordnung ist jetzt nur mit einem singu-
liren Punkte behaftet. In Folge der gemachten Voraussetzung gibt
es vier Grossen £, welche den vier Gleichungen

(2)"  anbi+ ank + ask + aubi =0 (fir i=1, 2, 3, 4)
geniigen. Man findet so einen singuliren Punkt E, dessen Polarebene
vollkommen unbestimmt ist, und dessen Coordinaten den ersten Unter-
determinanten von A proportional sind. Dieser Punkt liegt auf der
Polarebene eines jeden beliebigen Punktes x, denn es ist nach (2)
identisch:

3) Qi = Z (an ks + ks + asks + aubs) 2, =03

er liegt auch auf der Fliche, denn die Multiplication von (2) mit &
und die Summation iiber 7 ergeben f(§) == 0. Ist 5 ein beliebiger
anderer Punkt der Fliche, so wird hiernach auch

FE+ A=)+ 24Q: + 4*/(n) =0
fir jeden Werth von 4; d. h. verbindet man £ mit einem beliebigen
Punkte der Fliche, so liegt diese ganze Verbindungslinie in der Fliche,
oder:

Unsere Fliche sweiter Ordnung ist ein Kegel und der singulire
Punkt & ist die Spitze desselben.

Umgekehrt muss fiir jeden Kegel zweiter Ordnung mit der Spitze
¢ die Gleichung (3) identisch erfiillt sein, da die Tangentenebene der
Spitze vollstindig unbestimmt ist; es bestehen also die Gleichungen
(2), und folglich verschwindet auch fiir jeden Kegel zweiter Ordnung die
Determinante (1).

Die allgemeine Polarentheorie erleidet hier dadurch Modificationen,
dass nach (3) nur solche Ebenen als Polarebenen eines Raumpunktes
aufgefasst werden konnen, welche durch den Punkt £ gehen. Den
dreifach unendlich vielen Polen entsprechen daher nur die zweifach
unendlich vielen Polarebenen eines Biindels; jeder solchen Ebene
sind umgekehrt unendlich viele Pole zugeordnet, und diese befinden
sich auf einer durch die Spitze gehenden Geraden, ,der zur Ebenc
conjugirten Polaren, denn die Gleichung ¢,, = 0 wird nach (3) nicht
geindert, wenn man y durch y 4 A& ersetzt.

Einer beliebigen geraden Linie entspricht hiernach als conjugirte
Polare ein Strahl durch die Spitze. Den vierfach unendlich vielen
Geraden entsprechen also nur zweifach unendlich viele Strahlen eines
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Biindels; jedem Strahle des letzteren sind umgekehrt doppeit unend-
lich viele Polaren zugeordnet; diese bilden offenbar dasjenige Strahlen-
feld, dessen Ebene die Spitze enthilt, und zu welcher der betrachtete
Strahl nach der soeben eingefiihrten Bezeichnung conjugirte Polare ist.

Nach den allgemeinen Gesetzen der Dualitit stehen sich Kegel
und Kegelschnitt dualistisch gegeniiber (vgl. p. 21 u. 25); es ist daher
nicht nothig, die Eigenschaften des Kegels selbststindig zu entwickeln,
man kann sie vielmehr aus der Kegelschnitttheorie entnehmen, wenn
man nur den Kegelschnitt nicht nur in seiner Ebene, sondern auch
in seiner Beziehung zum umgebenden Raume ins Auge fasst. Es
wird geniigen, hier einige solche Sitze einander gegeniiberzustellen.

Sucht man in der Ebene auf
jedem durch einen Punkt y gehen-
den Strahle den vierten harmoni-
schen Punkt 2z zu 9 und zu seinen
beiden Schnittpunkten mit dem
Kegelschnitte, so bilden alle Punkte
2 eine gerade Punktreihe: die Polare
des Poles y.

Bewegt sich ein Punkt in der
Ebene des Kegelschnittes auf einer
Geraden, so dreht sich seine Polare
um den Pol dieser Geraden.

Die Polare eines Punktes des
Kegelschnittes ist seine Tangente.

Es gibt in der Ebene des
Kegelschnittes dreifach unendlich
viele Polardreiecke, d. h. solche
Dreiecke, bei denen jede Ecke der
Pol der gegeniiber liegenden Seite
18t.

Die Gleichung des in der
Ebene z, = 0 gelegenen Kegel-
schnittes, bezogen auf ein Tetraéder,
von dem drei Kanten ein solches
Polardreieck bilden, ist in Punkt-
coordinaten durch die beiden Glei-
chungen

Sucht man fiir jeden Strahl,
welcher durch die Spitze des Kegels
geht und in einer gegebenen Ebene
v liegt, die vierte harmonische
Ebene w zu v und den beiden
Tangentenebenen des Kegels,
welche den Strahl enthalten, so
schneiden sich alle Ebenen w in
einer Geraden: der Polaren von v.

Dreht sich eine Ebene um
einen durch die Spitze gehenden
Strahl, so beschreibt ihre Polare
einen Strahlbiischel, dessen Ebene
zu dem ersten Strahle conjugirt ist.

Die Polare einer Tangenten-
ebene des Kegels ist die in ihr
liegende Erzeugende.

Durch die Spitze des Kegels
gehen dreifach unendlich viele
Tripel von Strahlen (je eine drei-
seitige Hcke bildend), von denen
jeder die Polare der durch die beiden
anderen bestimmten Ebene ist.

Die Gleichung eines Kegels,
bezogen auf ein Tetraéder, von
dem die drei durch die Spitze u, =0

gehenden Kanten ein solches Tripel
bilden, ist in Ebenencoordinaten
durch die beiden Gleichungen
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o %, + a0y % + e 7y” =0,
gegeben, in Kbenencoordinaten
(p. 27) durch die eine Gleichung:

. 2 2 2 __
eyt 4 ogetty” + ayepus® =0,

in ridumlichen Liniencoordinaten
durch (p. 42 u. 143):

2 2 2___
o 0y Py F 0,7 - gy ot =0.

z,=0

Zweite Abtheilung.

By w,? 4 Baug® + Byus® =0,
gegeben, in Punktcoordinaten durch
die e¢ine Gleichung:

B2 Bsx,® + B3 Bi%.° + B Boxs® =0,
in ridumlichen Liniencoordinaten
durch:

By Bap1s” - BaBspes® + By Bips,” = 0.

u,==0

Soll der hier vorkommende Kegel auf dem in der Ebene z, =0
angenommenen Kegelschnitte stehen, so hat man 8, =, 05, f, = 3«,,

B; = a,a, zu setzen.

Jedem Punkte
schnittebene  entsprechen
Ebenen eines Biischels als Polar-
ebenen; die Axe des Biischels ist
die Polare des Punktes in Bezug
auf den Kegelschnitt. Die Polar-
ebene irgend eines andern Punktes
ist mit der Kegelschnittebene
identisch.

Jeder Linie in der Ebene des
Kegelschnittes entsprechen als con-
jugirte Polaren alle Strahlen eines
Biindels, dessen Scheitel in dem
Pole der gegebenen Linie liegt.
Die conjygirte Polare irgend einer
andern Geraden ist identisch mit
der Polare des Punktes, in welchem
sie die Kegelschnittebene durch-
stosst.

Schon aus den Bemerkungen,

der Kegel- |

Jeder Ebene durch die Kegel-

alle | spitze entsprechen alle Punkte einer

geraden Linie als Pole; diese Ge-
rade ist die Polare der Ebene in
Bezug auf den Kegel. Der Pol
irgend einer andern Ebene ist mit
der Kegelspitze identisch.

Jeder Linie durch die Spitze
des Kegels entsprechen als conju-
girte Polaren alle Strahlen einer
Ebene, nimlich der Polarebene der
gegebenen Linie. Die conjugirte
Polare irgend einer andern Ge-
raden findet man als Polare der-
jenigen Ebene, welche durch sie
und die Kegelspitze hindurchgeht.

die soeben an ein specielles Coor-

dinatensystem gekniipft wurden, ist ersichtlich, dass die Liniencoor-
dinatengleichung beim Kegel ihre volle Bedeutung behdilt, dass dies aber

nicht bei der Ebenencoordinatengleichung der Fall ist. In der That
haben wir bereits gesehen (p. 148), dass
B bbby =4, 4, 4,0 4y
= Ay Ay Ays s Ay,
= Ayt Ayt Ayy: Ay
= Ay Ap: Ayt Ay

Man kann also setzen:
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(4) 0&:& = Aa,
und somit wird die mit Ebenencoordinaten gerdnderte Determinante, ,die
adjungirte quadratische Form*, gleich einem vollstindigen Quadrate:

(5) X Apwiwy = @ (u,E, 4 €y + usks + w,8,)°.

In der That wird der Kegel auch von jeder Ebene beriihrt (d. h.
in einem Linienpaare geschnitten), welche die Spitze £ enthilt; Be-
riihrung im eigentlichen Sinne tritt freilich nur bei einfach unend-
lich vielen dieser Ebenen ein, und dann sogleich in allen Punkten
einer Krzeugenden.

Wir nehmen zweitens an, dass wicht nur die Determinante A ver-
schwinde, sondern dass auch ihre ersten Uniterdeterminanten (wicht aber
die zweiten) simmilich gleich Null seien.

In diesem Falle werden die Gleichungen (2) von unendlich vielen
Punkten £ befriedigt; dieselben bilden eine Gerade, denn geniigen &’
und £” jenen Gleichungen, so gibt £ 4 1" wiederum eine Losung
derselben Gleichungen. Ist y irgend ein anderer Punkt der Fliche,
so liegt (wie im vorher untersuchten Falle) auch jeder Punkt der
Verbindungslinie y-£ auf der Fliche; die von den Punkten y, &', £”
bestimmte Ebene bildet also einen Theil der vorgelegten Fliche
zweiter Ordnung; letztere muss ausserdem eine andere Ebene ent-
halten, welche ebenfalls durch die Linie & -£&"” geht. Unsere Fliche
zerfallt also i zwei Ebenen.

Um die beiden einzelnen Ebenen zu bestimmen, wird man die
Fliche mit einer beliebigen Geraden in bekannter Weise (p. 133)
zum Schnitte bringen; jeder Schnittpunkt gibt dann zusammen mit
zwei Punkten ', £, welche aus (2) direct gefunden werden, eine
der beiden Ebenen.

Die sechs Coordinaten der Linie £-§” ergeben sich auch leicht
direet, wenn man beachtet, dass die linke Seite der Liniencoordinaten-
gleichung jetat das wvollstindige Quadrat eines linearen Ausdrucks ist,
welch’ letaterer, gleich Null gesetzt, eben die Gleichung der Linie & -£”
wm Liniencoordinaten gibt. Sind nimlich w;, v; bez. die Coordinaten
der beiden Ebenen, so bestehen die Gleichungen:

(6)
und folglich:
Gpi Ay, — App Qi == (uivk - %k?ii) (utvh — u’hvl)

Qi == U;V; ,

20 = wvp +- UrV; ,

— ’ 4
=y Iy »
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wenn man mit ¢y in bekannter Weise (p. 87) die Coordinaten der
Schnittlinie der Ebenen u, v bezeichnet. Es wird somit
(1) ﬁ %‘l(a}zialk — @) PPy = — (i,Z‘kgik'pik)g, q. e d.

In der That kann jetzt unsere Fliche nur dann von einer Ge-
raden p in zwei zusammenfallenden Punkten geschnitten werden,
wenn letztere zu den Treffgeraden der Linie ¢” gehort; und dieses wird
durch das Verschwinden der rechten Seite ausgesagt (p. 101).

In einem Linienpaare wird das Ebenenpaar jetzt von jeder Ebene
geschnitten; dem entsprechend verschwinden der Annahme nach alle
Coéfficienten der Ebenencoordinatengleichung.

Wie sich die Polarentheorie fiir das Ebenenpaar specialisirt, ist
leicht zu iibersehen; wir stellen daher die betreffenden Sitze hier
nur kurz zusammen.

Die Polarebene jedes beliebigen Punktes geht durch die Schnitt-
linie der beiden Ebenen des Paares, ,die Doppellinie der Flache®,
hindurch; sie ist die vierte harmonische zu den beiden Ebenen des
Paares und der Ebene, welche durch den Pol und die Doppellinie
bestimmt wird. Liegt der Pol in der Fliche, so fillt seine Polar-
ebene mit der betreffenden Ebene des Paares zusammen; ein Punkt
der Doppellinie kann als Pol jeder beliebigen Ebene aufgefasst
werden.

Eine beliebige Ebene hat einfach unendlich viele Pole, nimlich
alle Punkte der Doppellinie; eine Ebene aber, welche durch letztere
gelegt ist, hat doppelt unendlich viele Punkte zu Polen, nimlich alle
Punkte der zu ihr und dem Ebenenpaare vierten harmonischen Ebene.

Die conjugirte Polare einer beliebigen Geraden fillt mit der
Doppellinie zusammen; einer Linie jedoch, welche von der Doppel-
linie getroffen wird, entsprechen ausserdem einfach unendlich viele
conjugirte Polaren, nimlich alle Strahlen eines Biischels, dessen
Centrum auf der betrachteten Geraden liegt und dessen Ebene die
vierte harmonische ist zu dem KEbenenpaare und derjenigen Ebene,
in welcher sich Gerade und Doppellinie befinden. Liegt die Gerade
ganz in einer Ebene des Paares, so kommen ihr zweifach unendlich
viele conjugirte Polaren zu, nimlich alle Linien, welche sich in der-
selben Ebene befinden.

Aus diesen Bemerkungen ergibt sich sofort, dass die Gleichung
des Lbenenpaares immer auf die Form

o £ + a8 =0
gebracht werden karn, wo dann die Ebenen § =0, § = 0 sich in
der Doppellinie schneiden und zu dem Paare harmonisch liegen.
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Die Zerspaltung der Fliche in die beiden einzelnen Ebenen kann
auch auf folgende Weise geschehen:

Die von uns aufzulésenden Gleichungen (6) werden identisch
erfiilll, wenn man setzt

Ui Vi == s,
(8) UiV = Qg ~— Qiky
UrV; = A, —I— Qir == Op; — Qki,
wobel also gy = — ggz; die Zahl der Gleichungen ist dadurch um

sechs vermehrt, und es sind ebenso viele neue Unbekannte ¢; ein-
gefiihrt worden. Aus (8) folgt, indem man das Product w,vzuzv; auf
doppelte Weise bildet:

Ui V; U Vk = Qi Qg = ag? — 9ik2 ’
(9) Qir = Vaik2 — Qi = V— Aik, iky

wobel AM =a,.a, — a, a. eine zwéite Unterdeterminante von A
, ik hi kL hk Tl

bedeutet; nach (7) sind also die gy proportional zu den Coordinaten
der Doppellinie; und es tritt so die Analogie dieser Zerlegungs-
methode mit der entsprechenden beim ebenen Linienpaare hervor
(Bd. I, p. 104).

Die Berechnung der gj erfordert nur das Ausziehen einer einzigen
Quadratwurzel; denn ist z. B. ¢, bekannt, so findet man alle anderen

nach (7) mittelst der Relationen
— OuQu = Xy — Gy
ou="Va,’ —a,a,
Die hier einzufiihrende Irrationalitit ist dieselbe, welche bei der
zuerst angegebenen (p. 151) Zerlegungsart auftritt. Zur Bestimmung

der Schnittpunkte einer Linie mit der Fliche dient nimlich nach
p. 133 die Quadratwurzel aus dem Ausdrucke

Q2 — PR = Qy22 - ny an
dessen Verschwinden aussagt, dass die Linie y-2z Tangente der Fliche
sei, welcher also identisch ist (bis auf einen Factor) mit der linken
Seite der Flichengleichung in Liniencoordinaten p, = y.,2, — 2,y,.
In der That ist identisch

2 —
Q> — Q9. = sz hZZAik,mpikphz'
& by

Die rechte Seite ist nach (7) ein vollstindiges Quadrat, und somit
wieder nur eine Wurzel auszuziehen, etwa VA, q. e. d.
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Verschwinden auch sdimmtliche zweiten Unlerdeterminanten von A,
so wird nach (8) und (9) w; = v;, d. h. die Fliche zweiter Ordnung
besteht aus einer Doppelebene. Durch passende Wahl einer Coordi-
natenebene kann man ihre Gleichung offenbar in die Form £2% =10
bringen.

Damit die Grossen (9) gleich Null werden, geniigt es zwar, dass
die sechs Determinanten A4, , verschwinden, bei denen ¢ =7, k =s
ist; schon dann ist eine Doppelebene vorhanden; bei einer solchen
aber ist die Doppellinie unbestimmt, es muss also der Ausdruck (7)
tdentisch verschwinden, d. h. es sind auch alle iibrigen zweireihigen
Unterdeterminanten Null. Solcher gibt es im Ganzen fiinfzehn, und
man kann im Allgemeinen sechs von ihnen beliebig auswihlen, deren
Verschwinden alsdann auch das Nullwerden der iibrigen neun be-
dingt*), wie dies die Determinantentheorie lehrt. In besonderen
Fillen kann es eintreten, dass sechs solche Gleichungen ein Werth-
system a; gestatten, welches  den iibrigen nicht geniigt, und deshalb
empfiehlt es sich, das Nullwerden simmtlicher finfzehn Unterdetermi-
nanten als Bedingung fiir eine Doppelebene zu fordern. Diese Forderung
st immer nur sechs von eimander unabhingigen Bedingungen dquivalent.
In der That hingt eine allgemeine Fliche zweiter Ordnung von neun,
eine Doppelebene nur von drei willkiirlichen Constanten ab.

Ebenso ist das Verschwinden aller zehn ersten Unlerdeterminanten
nur mit drei von einander unabhingigen Bedingungen dguivalent; denn
ein Ebenenpaar enthilt sechs willkiirliche Bestimmungsstiicke. Aus
denselben Griinden wie bei der Doppelebene verlangt man die Er-
filllung von mehr Gleichungen, als im Allgemeinen nothwendig sind.

Es bliebe endlich der Fall zu erwihnen, in welchem alle dritten
Unterdeterminanten der Determinante A, d. h. alle Coéfficienten ay. selbst,
verschwinden. Alsdann ist keine Fliche dargestellt; jeder Punkt des
Raumes geniigt der Gleichung XXa;x;2: = 0.

IV, Beziehungen zur unendlich fernen Ebene. — Conjugirte Durchmesser,

In der ebenen Geometrie dient die Lage der Kegelschnitte zur
unendlich fernen Geraden dazu, sie nach ihrer Gestalt zu unter-
scheiden und in Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln einzutheilen. Wenn da-
bei das unendlich ferne Punktepaar des Kegelschnittes bestimmend
auftrat, so leistet Entsprechendes der unendlich ferne Kegelschnitt

*) Vgl. die Kronecker’schen Sitze in Baltzer’s Determinantentheorie
p. 42 der dritten Auflage; vgl. auch Bd. I, p. 389, 691, 695, 703.
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(d. h. Schnitt der Fliche mit der unendlich fernen Ebene, vgl. p. 88)
fir die Flichen zweiter Ordnung. Nur ist dieser Kegelschnitt nicht
allein fir die Gestalt entscheidend; denn wir sahen, dass die reellen
Flichen zweiter Ordnung sich eintheilen in solche mit reellen und
solche mit imaginéren Erzeugenden. Ein imaginirer unendlich ferner
Kegelschnitt zeigt entweder eine ganz imaginire Fliche an oder
eine reelle, ganz im Endlichen gelegene Fliche ohne reelle Gerade
(entsprechend dem Vorkommnisse in der Ebene); ein reeller unend-
lich ferner Kegelschnitt lisst auf die Ausdehnung der Fliche ins
Unendliche schliessen, entscheidet aber noch nicht dariiber, ob diese
Fliche geradlinig ist oder nicht.

Neben der Realitiit des Schnittes mit der unendlich fernen Ebene
ist zu beriicksichtigen, ob dieser Schnitt ein wirklicher oder ein zer-
fallender Kegelschnitt ist. In letzterem Falle wird die Fliche von
der unendlich fernen Ebene in einem reellen Punkte beriihrt, und
man hat zu untersuchen, ob das nun auftretende Linienpaar reell
oder imaginir ist. Ersteres bedingt eine Fliche mit lauter reellen,
letzteres eine solche mit lauter imaginéiren Erzeugenden®).

Die Flichen mit verschwindender Determinante gestatten eine
analoge Betrachtung. Sie konnen reell oder imaginir sein (je nach
dem Vorzeichen der Coéfficienten in der Gleichung e« z,® 4 oy2,®
+ oy2,2 = 0); die Spitze ist immer reell. Ein reeller Kegel enthilt
reelle Erzeugende, sein unendlich ferner Kegelschnitt ist also reell
und umgekehrt; derselbe zerfillt nur dann in ein Linienpaar, wenn die
Spitze selbst in der unendlich fernen Ebene liegt. Kinen Kegel mit
unendlich weiter Spitze nennt man einen Cylinder. Der Schnitt eines
solchen mit der unendlich fernen Ebene kann ein reelles oder ein
imaginires Linienpaar sein, oder endlich eine Doppellinie; denn
eine durch die Kegelspitze gelegte Ebene kann den Kegel entweder
in zwei reellen oder in zwei imaginiren Erzeugenden schneiden, oder
sie berithrt den Kegel lings einer Erzeugenden.

Bei einem reellen Ebenenpaare endlich besteht der Schnitt mit
der unendlich fernen Ebene aus einem. reellen Linienpaare; insbe-
sondere kann letzteres in eine Doppellinie ausarten, in welchem Falle
die beiden Ebenen des Paares einander parallel sind. Auch kann
die unendlich ferne Ebene (f=0) selbst dem Paare angehoren; die
Gleichung der Fliche in rechtwinkligen Coordinaten ist dann von
der Form

*) Die Eintheilung der Flichen 2. Grades nach ihren Beziehungen zur unend-

lich fernen Ebene gab Poncelet (1822, Traité des propriétés projectives,
Nr. 591 ff.).
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t(ax + by + cz 4 dt) =0,
sie ist also, da in der Regel ¢ =1 genommen wird, linear; dieser
Fall soll deshalb im Folgenden nicht weiter beriicksichtigt werden.
Die Resultate unserer Ueberlegung stellen wir in folgender
Tabelle zusammen, und belegen die einzelnen reellen Flichen sogleich
mit den iiblichen, sich meist von selbst erklirenden Namen.

I. Flachen mit nicht zerfallendem unendlich fernen
Kegelschnitte.

A. Flichen mit imagindrem unendlich fernen Kegelschnitte.

1) Imaginire Fliche (ohne irgend einen reellen Punkt).
2) Ellipsoid, reelle, ganz im Endlichen gelegene Fliche.
3) Imagindrer Kegel mit reeller, im Endlichen gelegener Spitze.

B. Fléchen mit reellem unendlich fernen Kegelschnitte.

4) Hyperboloid erster Art (einschaliges Hyperboloid), reell und
geradlinig.

5) Hyperboloid zweiter Art (zweischaliges Hyperboloid), reell
und nicht geradlinig.

6) Reeller Kegel mit im Endlichen gelegener Spitze.

II. Flichen mit zerfallendem unendlich fernen Kegel-
schnitte.

A. Flichen mit imagindirem unendlich fernen Linienpaare.

1) Elliptisches Paraboloid, nicht geradlinig, von der unendlich
fernen Ebene in einem reellen Punkte beriihrt.

8) Elliptischer Cylinder (insbesondere gerader Kreiscylinder).

9) Imagindres Ebenenpaar mit reeller, im Endlichen gelegener
Doppellinie.

B. Fldchen mit reellem unendlich fernen Linienpaare.

10) Hyperbolisches Parabaloid, geradlinig, von der unendlich
fernen Ebene beriihrt.

11) Hyperbolischer Cylinder (gebildet von allen einer bestimmten
Richtung parallelen Geraden, welche eine gegebene ebene
Hyperbel treffen).

12) Reelles Ebenenpaar, dessen Axe (Doppellinie) im Endlichen liegt.

C. Fliachen mit unendlich ferner Doppellinie.

13) Parabolischer Cylinder (gebildet von allen einer Richtung
parallelen Strahlen, welche eine ebene Parabel treffen).
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14) Zwei reelle, einander parallele Ebenen.

15) Zwer conjugirt imagindre Ebenen, deren reelle Schnittlinie

unendlich weit liegt.

16) Eine Doppelebene.

Die den Flichen beigelegten Namen erinnern an die charak-
teristischen ebenen Schnitte, welche auf ihnen moglich sind. Jeder
reelle ebene Schnitt des Ellipsoids ist eine Ellipse, da dasselbe keinen
unendlich fernen Punkt besitzt; die Ellipse zieht sich auf einen Punkt
zusammen (artet in ein Paar conjugirt imaginirer Geraden aus), falls
die schneidende Ebene zu den Tangentenebenen gehort.

Bei den Hyperboloiden kiénnen alle drei Kegelschnitte vorkommen.
Trifft die unendlich ferne Gerade der schneidenden Ebene den unend-
lich fernen Kegelschnitt der Fldche in zwei reellen Punkten, so ist
die Schuittcurve eine Hyperbel; trifft jene unendlich ferne Gerade die
Fliche in zwei imaginiren Punkten, so entsteht als Schnittcurve eine
Ellipse; beriihrt sie endlich den unendlich fernen Kegelschnitt der
Fliche, so haben wir eine Parabel. Beim Hyperboloide erster Art
endlich kann der ebene Schnitt auch in ein Linienpaar ausarten;
dasselbe besteht insbesondere aus zwei parallelen Linien, wenn die
Ebene durch eine Tangente des unendlich fernen Kegelschnittes der
Fliche hindurchgeht; beim Hyperboloide zweiter Art gibt es solche
Linienpaare nicht.

Ebenso treten bei dem unter 6) genannten Kegel die drei Arten
von ebenen Schnitten auf, wie aus den Elementen bekannt ist, auch
das Linienpaar, falls die Ebene durch die Spitze geht; letateres artet
in eine Doppellinie aus fiir eine Tangentenebene des Kegels.

Aus dem elliptischen Paraboloide kann man nur Ellipsen und
Parabeln ausschneiden; letztere entstehen, wenn die Ebene durch den
einen reellen unendlich fernen Punkt des Paraboloids gelegt wird;
alle anderen ebenen Schnitte sind Ellipsen (bez. imagindre Linien-
paare).

Auch auf dem elliptischen Cylinder erhilt man nur dann nicht
eine Ellipse, wenn die Ebene den unendlich fernen Punkt des Cylin-
ders enthilt (d. h. einer Erzeugenden desselben parallel ist); in diesem
Falle besteht der Schnitt aus zwei reellen oder imaginiren parallelen
Geraden oder aus einer doppelt zihlenden Erzeugenden.

Auf dem hyperbolischen Paraboloide dagegen ldsst sich keine
Ellipse ziehen, denn jede Ebene trifft das unendlich ferne Linienpaar
in zwei reellen Punkten. Im Allgemeinen ist also jeder ebene Schnitt
eine Hyperbel; diese wird zur Parabel, wenn die Ebene den Scheitel
des Linienpaares enthilt. Alle Linien der einen Erzeugungsart treffen
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diejenige unendlich ferne Gerade, welche zu den Erzeugenden der
anderen Art gehort, sind also ein und derselben Ebene parallel. So-
mit entsteht der Satz*):

Eine Gerade, welche sich so bewegt, dass sie stets zwei feste Gerade
trifft und einer festen Ebene parallel bleibt, erzeugt ein hyperbolisches
Paraboloid.

Beim hyperbolischen Cylinder arten die ebenen Schnitte, welche
durch die unendlich ferne Spitze gelegt werden, in Paare paralleler
Linien aus; alle anderen geben wiederum Hyperbeln.

Jeder ebene Schnitt des parabolischen Cylinders endlich beriihrt
die unendlich ferne Ebene in einem Punkte der Doppellinie, ist also
eine Parabel. Eine durch die Doppellinie gelegte variable (d. h. sich
selbst parallel bleibende) Ebene schneidet die Erzeugenden des Cy-
linders aus.

Es wird unsere nichste Aufgabe sein, unterscheidende analytische
Merkmale fiir die verschiedenen Grestalten der I'lichen zweiter Ordnung
aufzustellen, d. h. diejenigen Bedingungen zwischen den Coéfficienten
der Gleichung aufzusuchen, durch welche die soeben aufgezihlten
Flichen analytisch definirt werden. Die Gleichung der Fliche in
rechtwinkligen Punktcoordinaten sei

(1) [, 9, 2) = a2 + any® + 538" + 20,8y + 2a,y2
+ 2a522 + 20,2 + 20,y + 23,2 + ayy = 03

dann ist die Gleichung der nimlichen Fliche in rechtwinkligen
Ebenencoordinaten:

A u? 4 Ay, A Aggw® - 2400 + 2 450w + 24, wu
@) + 24,0 + 24,0+ 24w+ A, =0.

Die Gleichung des unendlich fernen Kegelschnittes der Fliche
in homogenen Coordinaten z, y, #z (oder diejenige des auf diesem
Kegelschnitte stehenden, vom Anfangspunkte ausgehenden Kegels in

rechtwinkligen Coordinaten, eines Kegels, welcher dem vom Mittel-
punkte ausgehenden Asymptotenkegel parallel liuft) wird gegeben durch:

3) 9(z,y,2)=a, 2" 4 ayy® +a338" + 20,2y 420,y 2+ 205 22=0.
Um zu entscheiden, ob diese Curve reell oder imagindr ist,
withle man in der unendlich fernen Ebene drei Punkte z, y,, z;

*) Aus demselben geht insbesondere hervor, dass eine friiher in der Theorie
des linearen Complexes benutzte Fliche (p. 57) als ein hyberbolisches Paraboloid
zu bezeichnen ist; vgl. aunch Fig. 8, p. 36.
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Zyy Yay %95 T3, Y3, 23 80, dass sie die Kcken eines Polardreiecks bilden,
d. h. dass sie den drei Gleichungen

op(x;, Y,y 2; o9, ¥; 2; O@(x;y Yy
(@ 2T gy 7 pYo 5D g TR 0, iz,
geniigen. Es ist dies immer moglich, sobald die Determinante des
Kegelschnittes (3), d. i. 4,,, nicht verschwindet, was vorliufig ange-
nommen werden mag. Ist der Kegelschnitt reell, so werden zwei
Seiten des Polardreiecks von ihm geschnitten, d. h. einer der drei
Ausdriicke @ (#;, y;, 2)) hat ein anderes Vorzeichen, als die beiden
anderen; wihrend fiir eine imaginire Curve (3) alle drei Ausdriicke
gleiches Zeichen haben (da sie nicht durch Null gehen konnen).

Ist 4,, = 0, so zerfillt (3) in ein Linienpaar, d. h. wir haben
ein Paraboloid oder einen Cylinder vor uns; in der That wird als-
dann die Gleichung (2) durch die Werthe v =0, v =0, w=0,
d. h. durch die Coordinaten der unendlich fernen Ebene, befriedigt.
Ob das Linienpaar reell oder imaginir ist, entscheidet sich in der-
selben Weise wie vorhin; nur liegt jetzt eine Ecke des betreffenden
Polardreiecks im Scheitel des Linienpaares, welcher sich in bekannter
Weise bestimmt; und es kommt nur noch darauf an, ob die Function
@ in den beiden anderen Punkten dasselbe Vorzeichen oder verschie-
dene Vorzeichen besitzt.

Verschwinden auch alle zweireihigen Unterdeterminanten von
4,, so fallen die beiden Linien des Paares in eine Doppellinie zu-
sammen, welche immer reell ist; von einem Polardreiecke kann nicht
mehr die Rede sein. Zusammenfassend finden wir das Resultat:

Kommt in der Reihe der drei Ausdriicke @ (2, yy, 2,), ¢ (%s, Yy, 2),
@ (23, Y5, 2,) kein Zeichenwechsel vor, so ist durch (1) eine der unter
1), 2), 3), 1), 8), 9) genannten Flichen dargestellt; im andern Falle
eme der Fldchen 4), 5), 6), 10), 11), 12).

In analoger Weise entscheidet man, ob die vorgelegte Gleichung
iberhaupt eine reelle Fliche darstellt, und, wenn dieses der Fall ist,
ob die Fliche reelle gerade Linien enthilt. Man bezeichne mit &,
7i, & die Coordinaten der vier Ecken (¢ = 1, 2, 3, 4) eines beliebigen
Polartetraéders; dieselben geniigen also den sechs Gleichungen:

1 &)y g OFE T o &) 3f<5,,: d £) 3f(§”m, &)
6 Py net LG
wobei fiir den Augenbhck t als vierte homogene Variable in f ein-
zufiihren ist. Eine imaginire Fliche nun wird von keiner Kante des
Polartetraéders reell durchsetzt; fiir sie haben also die vier Ausdriicke
f(&, ni, &) gleiches Yorzeichen.

=0,
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Ist die Fliche reell und geradlinig, so wird sie von jeder Ebene
in einem reellen Kegelschnitte geschnitten. In jeder Ebene des Polar-
tetraéders bilden die drei Kanten ein Polardreieck in Bezug auf die
in ihr liegende reelle Schnittcurve; von je drei solchen Kanten miissen
daher zwei die Flidche in reellen Punkten treffen. Fasst man alle
sechs Tetraéderkanten ins Auge, so sieht man leicht, dass dies nur
moglich ist, indem zwei gegeniiberliegende Kanten die Fliche in
imaginéren, die vier iibrigen hingegen (welche ein windschiefes Viereck
bilden) in reellen Punkten schneiden. Von den vier Functionen
&, mi, &) sind daher zwei positiv, die beiden anderen negativ.

Haben dagegen drei dieser vier Ausdriicke unter einander gleiches
Vorzeichen, wihrend dem vierten das entgegengesetzte zukommt, so
haben wir es mit einem Ellipsoide oder einem Hyperboloide zweiter
Art zu thun. Die Entscheidung hiertiber wird durch Untersuchung
des unendlich fernen Kegelschnittes in besprochener Weise getroffen.

Die Untersuchung des letztern kann man mit der Betrachtung
des soeben benutzten Polartetraéders enger verbinden, indem man
eine der Tetraéder-Ebenen mit der unendlich fernen Ebene zusammen-
fallen ldsst. Jeder Strahl, welcher durch die gegeniiberliegende Ecke
geht, wird dann von der Fliche einerseits, von der Ecke und seinem
unendlich fernen Punkte andererseits, harmonisch getheilt, d. h. jede
durch den Pol der unendlich fernen FEbene gelegte Sehme der Fléiche
wird von diesem Pole halbirf. Der Pol der unendlich fernen -Ebene
heisst deshalb der Mittelpunkt der Fliche; eine durch ihn gelegte Sehne
heisst ein Durchmesser der Fliche. Es ist leicht, seine Coordinaten an-
zugeben. Die Beziehung zwischen Pol und Polarebene wird fiir die
Fliche (1) durch folgende Gleichungen vermittelt:

ou = ay & + apy + a2+ ay,, 6x=A u+ dyv+ A w4,
OV = G5, & + Gyl + g5z + Gy, 6y = Apu + Apv+ Ayw -+ A,,,
QW= a5y & ~ Ggyy + 32 + gy, 02 = Apu + Ao 4 Agyw 4 A,
Q@ =0y& + apy tagz+ay,, ¢ = Ayu—+ dyw+ A w4,
Die unendlich ferne Ebene hat die Coordinaten 4 =0, v=0, w=0;
die Coordinaten des Mittelpunktes sind daher:

(6) §=Z, "4, tTa,

Der Mittelpunkt existirt natiirlich nur bei den Ellipsoiden, Hyper-
boloiden und Kegeln; er liegt unendlich weit bei den Paraboloiden
und Cylindern; er ist unbestimmt beim Ebenenpaare und bei der
Doppelebene.
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In diesen Mittelpunkt legen wir also eine Ecke des Polartetraéders;
die drei anderen liegen dann in der unendlich fernen Ebene und bilden
daselbst ein Polardreieck in Bezug auf den unendlich fernen Kegelschnitt
der Fliche. Will man die Coordinaten derselben in (1) einsetzen,
so braucht man, da sie unendlich gross sind, nur die Glieder zweiter
Dimension zu beriicksichtigen, um das Vorzeichen der entstehenden
Aggregate zu beurtheilen. Statt der vier Ausdriicke f (&, n:, &) hat
man also nur den einen [ (&, n, £) ou berechnen und ausserdem dieselben
drei Ausdriicke @ (x;, y:, #;) 2u benutzen, deren wir bereits bei Unter-
suchung des unendlich fernen Kegelschnittes der Fliche bedurfien.

Nun wird

A€, 8) = E(an 4y + apdy, + a3 43, + ay,4,,)
+ (s Ay + a5 4y + a3 A5 + a3 4,)
+ 8(ag A1y + ago sy + agy Ay + a3, 4,)
+ (@l apdy + a Ay, + ay 4,)
= A.
Das Vorzeichen von f (£, 5, §) ist daher dasselbe, wie dasjenige des
Productes 4 - 4,,.

Die Resultate dieser analytischen Untersuchungen fassen wir in der
folgenden Tabelle zusammen, indem wir wieder obige sechszehn Flichen
aufzihlen, sie aber jetzt nach einem etwas anderen Principe eintheilen.
In dieser Tabelle bedeutet A die Determinante der Fliche, Ay die zum
Elemente az gehorige Unterdeterminante; x;, y:, 2; sind (fir ¢ =1,2,3)
die Coordinaten dreier unendlich fernen Punkte, deven Verhiliwisse den
Gleichungen (4) gewiigen®); @ (%, i, #;) = @; st durch (3) definirt.

I. Flichen mit nicht verschwindender Determinante:

A 2.0.
A) A,, 20, Flichen mit Mittelpunks.
1) Die vier Ausdriicke 4 - A,,, ®;, ®;, @; haben gleiches Zeichen:
Imagindres Ellipsoid **).

*) Nach der sogleich zu erlauternden Bezeichnungsweise sind dies die Co-
ordinaten der unendlich fernen Punkte von drei einander conjugirten Durch-
messern.

*#) Da sich 4 bei linearer Transformation der Coordinaten nur um das
Quadrat der Substitutionsdeterminante #indert und bei Beziehung auf ein Polar-
tetraéder gleich dem Producte der vier Coéfficienten wird, so folgt, dass die
Determinante 4 in diesem Falle und im Falle 3) stets positiv ist. In der Ebene
kann das Vorzeichen der Determinante eines Kegelschnittes nicht in analoger
Weise bestimmenden Einfluss haben, da diese Determinante ihr Zeichen indert,
sobald die Zeichen aller Coéfficienten geindert werden.

Clebsch, Vorlesungen. 1I. L. 11
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2) Die Ausdriicke ¢,, ¢,, @, haben unter sich gleiches Vor-
zeichen, das Product 4-.4,, hat das entgegengesetate Zeichen:
Reelles Ellipsoid.

3) Von den vier Ausdriicken 4-4,, ¢, ¢,, ¢, sind zwei
positiv, die beiden anderen negativ: Finschaliges Hyperboloid
(geradlinig).

4) Zwei der Ausdriicke ¢; haben dasselbe Vorzeichen wie das
Product 4 - 4,,, aber ein anderes wie der dritte Ausdruck
@: Zweischaliges Hyperboloid.

B) A4, =0, Paraboloide.

Einer der Punkte a;, v;, #; (sagen wir x,, y;, 2;) fillt in den
unendlich weiten Mittelpunkt; und es kommt nur noch auf die beiden
anderen an.

5) ¢, und @, haben gleiches Vorzeichen: Elliptisches Paraboloid.
6) ¢, und @, haben verschiedenes Vorzeichen: Hyperbolisches
Paraboloid (geradlinig).

II. Flachen mit verschwindender Determinante: 4 = 0,
wihrend nicht alle ersten Unterdeterminanten Null sind.

A) A4420, etgentliche Kegel.
1) @, @5, @5 haben gleiches Vorzeichen: Imagindrer Kegel.
8) @, ¢;, @; haben nicht gleiches Vorzeichen: Reeller Kegel.
B) A, =0, Cylinder.
Der Punkt x;, y;, #; féllt in die unendlich ferne Spitze des
Cylinders.
9) ¢, und ¢, haben gleiches Vorzeichen: FElliptischer Cylinder.
10) @, und @, haben entgegengesetzte Vorzeichen: Hyperbolischer
Cylinder.

11) ¢, =0 und @, =0, d. h. es verschwinden alle Unterdeter-
minanten von A,,: Parabolischer Cylinder.

III. Flichen, bei denen alle Unterdeterminanten
ersten Grades, nicht aber diejenigen zweiten Grades ver-
schwinden: A; = 0.

12) @, und ¢, haben gleiches Vorzeichen: Imagindres Ebenenpaar.

13) ¢, und ¢, haben entgegengesetzte Vorzeichen: Reelles Iibenen-
paar.

14) ¢, =0, @, =0 (alle Unterdeterminanten von 4,, sind Null):
Zwei parallele Fbenen.
Dieselben sind reell, falls f, und f, verschiedene Vorzeichen
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haben, wobei f; = f(2:;, v:, 2;) gesetzt, und der Punkt
Ty, Yy, 7 20 Xy, Yy, 2 conjugirt ist.
15) Dieselben sind conjugirt imagindr, falls f, und f; gleiche Vor-
zeichen aufweisen.

IV. Fléachen, bei denen alle Unterdeterminanten zweiten
Grades verschwinden.

16) Eine Doppelebene.

Die Berechnung der charakteristischen Ausdriicke ¢,, @,, @,
kann man sich dadurch vereinfachen, dass man die Ecken des
benutzten Polardreiecks zu dem Coordinatendreiecke in besondere
Beziehung setzt. Sei z. B. 2, =0, 2, =0, so sind noch folgende
aus (4) hervorgehende Gleichungen zu befriedigen:

(01125 + 15Ys + 1325) Ty + (1 T5 + A2Y5 + A525) Y =0,

(a1 %5 + @19Y5 + B1s2)%; + (@21 @5 + A5 + Gs25)y; =0,

(@u @ + a2Y) 2 + (@2, + 059y, = 0,
und dieselben werden identisch erfiillt, wenn man setzt:

0% = Gy, 0%, =0, 7&3= 45, = 0305 — Gy 03,

OYp = — a5, 6Yy =1, vYy= Ay, = 005 — 0,0,
2

Q4 = 0, 62, =0, 78 = Ag3,4y = ;099 — Qg -

Man kann daher die Ausdriicke @, @,, @5 bez. ersetzen durch

2 A 2
Qpo (“11“22 - a12) ;  Ogg, 14\ Y1 Qg2 — Q) ,

oder auch durch
2 2
@y (au Qg9 — “12) y Oy, Ay (au Qg2 — “12) .

Diese und andere analoge Verbindungen der Coéfficienten ent-
scheiden gleichzeitig dariiber, ob eine gegebene Fliche (abgesehen
von ihrer Beziehung zur unendlich fernen Ebene) geradlinig ist oder
nicht, wie aus der Tabelle hervorgeht, nimlich: FEine Fliche hat
reelle Geraden, wenn von den vier Ausdriicken A- Ay, (a,a5 — afz) A,
(aua22 — afz) Qgg, g 2wel Positiv und zwei megativ sind, oder wenn
(falls A, =0 ist) am und a,a — aiz entgegengesetzte Vorzeichen
haben. Verschwindet zufillig einer der beiden letzteren Ausdriicke,
so sind die drei Hiilfspunkte z;, y;, #; anders zu wihlen.

Hiermit ist eine frither nur in Bezug auf ein besonderes Coor-
dinaten-Tetraéder heantwortete Frage (vgl. p. 145) allgemein erledigt.
Allerdings muss hervorgehoben werden, dass unsere obige Ueber-

legung auf das Engste mit der auf ein Polartetraéder bezogenen
11%
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kanonischen Form zusammenhingt, denn es kamen eben die Werthe
der Function f (z, y, #) in den Ecken eines solchen Tetraéders in
Betracht. Man konnte dies noch weiter durch wirkliche Durchfiihrung
der Transformation verfolgen*); doch unterlassen wir es, darauf ein-
zugehen.

Im Vorstehenden benutzten wir ein Polartetraéder, dessen eine
Ebene mit der unendlich fernen Ebene zusammenfillt, dessen eine
Ecke also im Mittelpunkte der Fliche liegt. Die drei Kanten eines
solchen Tetraéders, welche im Mittelpunkte zusammentreffen, nennt
man einander conjugirte Durchmesser; vorausgesetzt wird natiir-
lich, dass man es mit einer Mittelpunktsfliche zu thun hat. Ein
solches Tripel conjugirter Durchmesser hat demmach dic Figenschaft,
dass die conjugirte Polare eines jeden die unendlich fernen Punkte der

beiden anderen wverbindet.

Man sagt auch, dass der eine dieser drei Durchmesser conjugirt

*) Man findet die Classification der Flidchen zweiten Grades im Anschlusse
an dieses Transformationsproblem eingehend behandelt in Pliicker’s System der
Geometrie des Raumes (1846), p. 54 ff. und 81. Die wirklich berechneten Co&f-
ficienten der transformirten Form entscheiden durch ihre Vorzeichen tiber die
Natur der Fliche. Die Berechnung dieser Coéfficienten gestaltet sich nach den
von Jacobi (1856, Crelle’s Journal Bd. 53), Weierstrass und Kronecker ge-
gebenen Methoden eleganter und einfacher; vgl. Gundelfinger’s Darstellung
in den beiden ersten Supplementen zur dritten Auflage von Hesse’s Vorlesungen
iber analytische Geometrie des Raumes. Jacobi’s Untersuchung (die nach
Borchardt’s Zusatze, ib. p. 283, aus dem Jahre 1847 stammt) bezieht sich
auf den allgemeineren Fall bilinearer Formen, stimmt aber fir quadratische
Formen von vier homogenen Variabeln im Resultate mit Pliicker’s friiherer
Untersuchung (fiir beliebig viele Variable a. a. O. p. 69fF) iiberein. Letztere
enthilt implicite das Sylvester’sche Triigheitsgesetz (vgl. oben p. 145). —
Die verschiedenen Typen von allgemeinen Flichen zweiten Grades sind zuerst
von Euler aufgestellt, Introductio in analysin infinitorum vol. II, appendix, cap. V,
1748; er bezeichnet die Fliche 2) unserer letzten Tabelle als Ellipsoid, 3) als
elliptisch-hyperbolische, 4) als hyperbolisch-hyperbolische, 5) als elliptisch-para-
bolische, 6) als parabolisch-hyperbolische Fliche; die heute gebriuchlichen
Namen sind von Monge’s Schiilern in der Ecole polytechnique eingefiihrt. —
Die Rotationsflichen (sicher die Kegel und Cylinder) waren vielleicht schon von
Euclid in dessen verloren gegangenen Schriften behandelt (vgl. Chasles’ Apergu
historique, Note II und Heiberg, Litterargeschichtliche Studien iber Euclid,
Leipzig 1882, p. 79). — Die geraden Linien auf dem Rotationshyperboloide
(damals hyperbolisches Cylindroid genannt) wurden von Wren (Philosophical
Transactions 1669, p. 961) und Parent (1698, in der oben p. 8 citirten Schrift,
t. II, p. 645 und t. IIT, p. 470) entdeckt, auf den allgemeinen geradlinigen
Flichen von Monge’s Schiilern, besonders Chasles (vgl. a. a. O. p. 241 und
oben die Note zu p. 69).
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sei zu der Ebene der beiden anderen. Der Pol einer Diametralebene
ist also der unendlich ferne Punkt des ihr conjugirten Durchmessers.
Aus den Eigenschaften der harmonischen Theilung folgen sofort die
Satze:

Alle Sehnen der Fliche, welche zu demselben Durchmesser
parallel laufen, werden von der zu diesem Durchmesser conjugirten
Diametralebene halbirt.

Alle Sehnen, welche einer Diametralebene parallel sind und den
ibr conjugirten Durchmesser treffen, werden durch letzteren halbirt.

Die unendlich ferne Gerade einer Diametralebene ist die conju-
girte Polare des der Ebene conjugirten Durchmessers.

Die Tangentenebenen der Fliche in ihren Schnittpunkten mit
einer Diametralebene umhiillen einen Cylinder, dessen Kanten zum
conjugirten Durchmesser parallel laufen.

Benutzt man die conjugirten Durchmesser eines Tripels als
Axen eines schiefwinkligen Coordinatensystems (p. 94), so konnen
nach den Sitzen iiber Polartetraéder nur die Quadrate der Variabeln
vorkommen; die Gleichung der Fliche*) wird also von der Form

al+ byt d=0.

Es ist nun sehr wichtig, dass man immer ein Tripel conjugirter
Durchmesser bestimmen kann, welche auf einander senkrecht stehen,
welche also ein naturgemiss ausgezeichnetes rechtwinkliges Coordi-
natensystem an die Hand geben. Die Existenz dieses Systems nach-
zuweisen, und die Transformation auf dasselbe durchzufithren, soll
unsere nichste Aufgabe sein.

Hat die vorgelegte Fliche keinen Mittelpunkt, so ist die eben
erwihnte Transformation nicht méglich; man wird dann andere aus-
gezeichnete rechtwinklige Axensysteme aufsuchen, um eine besondere
Gleichungsform fiir die Fliche herzustellen.

V. Transformation der Mittelpunktsflichen auf die Hauptaxen.

Im Folgenden wird das Nichtverschwinden von A4,, d. b. die
Existenz eines Mittelpunktes, vorausgesetzt. Fithren wir zuniichst

* Aus dieser Form lassen sich zahlreiche metrische Siitze tiber die Lingen
(p, q, 7) der conjugirten Durchmesser ableiten; vgl. Livet (Journal de I'école
polytechnique, cah. 13, 1806), Binet (ib. cah. 16, 1813), Chasles (Correspon-
dance sur ’école polytechnique 3, 1814—16, und Mémoire de géométrie, Anhang
zum Apercu historique, p. 823 ff); Pliicker (System der Geometrie des Raumes,
p. 160 f£)); vgl. Bd. I, p. 92ff
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den letztern als Coordinaten- Anfangspunkt ein. Die urspriingliche
Gleichung der Flache sei

(1) 04,87+ ayy® + ays?” + 20,2y + ... 4 208"+ ... +a, = 0.

Wir setzen
x,=x+g7
Y =y+n,
i=u + ¢,

wobei &, 5, ¢ durch die Gleichungen (6), p. 160 als Coordinaten des
Mittelpunktes definirt -sind. Wir haben also:

ay &+ apn + a4 ay =0,
a3, 8 + Qe -+ @38 + a3, =0,
a5 & -+ M + @338 + a3y =0,

A
an €+ apn 4 apt 4 ay = E?

und hieraus:
a, & F auy’ + 032" 4 a0y = ayx + apy + ays,
U’ - Yy - 08" ay = 0y T + 0y + av32,
A58 - gy -+ 32" A 4y = a5 % + Ay + g2,
% A Gy A+ aus A ay = ay® + apy + aue 4 ;& .
Multiplicirt man die linken Seiten dieser Gleichungen bez. mit
z',y’, ¢, 1 und die rechten Seiten bez. mit z4-§, y+ 4, 24-¢, 1,

so entsteht nach Addition aller vier Gleichungen links der Ausdruck
(1); die Gleichung der Fliche wird daher:

A
(2) a2+ agy® + a5 + 20,0y + 20,592 + 205, 20+ 4, =0.

Die in #, y, # linearen Glieder sind also herausgefallen, was wir
nach den Kigenschaften des Mittelpunktes hitten voraussehen konnen.
Die Formel (2) gilt fiir die beiden Hyperboloide, das Ellipsoid, die
imagindre Fliche und den (reellen oder imaginiren) Kegel; denn
durch das Verschwinden von 4 wird unsere Ableitung nicht gestort.

Die vermbge (2) zu einem Punkte z, y, # gehorige Polarebene
%, v, w ist gegeben durch

oU = a; % + Y + 0432, 4
0V = ay & + Gy + 057, 0=
QW= 0% + A5y + 0332,

die Gleichung der Polarebene von z, y, # ist daher

(3) Xu—l—Yv-}-Zw-}-ﬁ:O.
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Wir stellen nun die Aufgabe, die zu cinem gegebenen Durchmesser
sconjugirte Ebene' zu finden (vgl. p. 1641.). Es seien 4, u, v die Rich-
tungswinkel des Durchmessers; B bedeute die Entfernung des Punktes
%, ¥, # vom Mittelpunkte, so dass

£=Rcosd, y=Rcosy, z==Rcosw.

Diese Werthe setzen wir in (3) ein, dividiren mit R und lassen B
ins Unendliche wachsen; denn die conjugirte Ebene ist ja die Polar-
ebene des unendlich fernen Punktes der Linie 4, g, ». Die Gleichung
der gesuchten Ebene wird daher:

X(a,, cos 2 4 a,; cos g -+ a,; cos )
+ Y(ay cos 2 4 ayy cos p - ayg cos v)
4 Z(a,, cos 2 + a4y cos p 4 agy cos v) = 0.

Die Richtungswinkel a, 8, y ihrer Normalen findet man demnach
durch die Gleichungen

0 COS & = @y, cos A -+ ay, cos w - a,3 cos v,
(4) @ Cos B == ay cos A - ay cos u - Ay, cos v,
@ COS p = dy c0s A |- ag, cos u - agg cos v,
worin @ sich durch die Forderung cos® @ 4 cos® f 4 cos® p = 1
bestimmt.
Insbesondere kann es eintreten, dass die Winkel «, 8, y bez.
mit den Winkeln 4, w, v zusammenfallen. Fin Durchmesser, welcher
so zu seiner comjugirten IEbene senkrecht steht, heisst eine Hauptaze

der Fliche. Um eine solche zu finden, lassen wir in (4) die er-
wihnten Winkel zusammenfallen und erhalten

(a;; — o) cos & a,, cos 8+ a5 cosy =0,
) ag, cos @ 4 (ay, — @) cos f + @y cos p = 0,
Gy co8 & |- agq €08 8 + (ag; — @) cosy =0,
und hieraus eine cubische Gleichung fiir :
@y — @ Qg Oy3
(6) d(0)=| ax Agg — @ Gy =0
3 32 O3 — @

=A4,—0 [(a'u g — Oy5”) - (Ag5ag5 — @55%) + (@g3@y — “132)]
+ 0% (ay + G5y + a55) — 0%
Es seien nun g, " zwei von einander verschiedene Wurzeln

dieser Gleichung; zu @ gehoren vermdge (5) die Winkel o, §, , ebenso
zu ¢’ die Winkel «’, B°, »’ vermoge der entsprechenden Gleichungen
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o cosa’ =ay, cosa’ 4 a,, cos B’ -+ a5 cos p’,
(ba) o cos B = a,, cos @’ + a,, cos B’ + @y, cos p’,
@ cos p’ = a, cos a’ } ay, cos B’ a,; cos .
Die letzteren Gleichungen multipliciren wir mit cos @, cos 8, cos ¥
und addiren; dann entsteht rechts dieselbe Summe, welche man
mittelst der analogen, aus (5) zu entnehmenden Gleichungen durch
Multiplication mit cos &, cos ', cos " und Addition auf der rechten
Seite erh#lt. Ks folgt somit
(7)) (e —0’) (cos e cos e’ + cos B cos B’ 4+ cos p cos ") = O.
Dieses Resultat lisst uns zunichst erkennen, dass die drei Wurzeln
von (6) stets reell sind. Wire ndmlich
cosae=p- ip’, cosf=q-+1i9, cosy=r- ir
so miisste es eine zweite Wurzel @' geben, fir welche
cosa =p-—1ip’, cosB =q—1iq, cosy =r—ir
wiirde; dann aber wiirde aus (7) folgen:
P+ +¢+q7+r»+ =0

Die Wurzeln der Gleichung (6) sind also immer reell™).

*) Die Existenz der drei zu einander rechtwinkligen conjugirten Durch-
messer wurde von Monge und Hachette gefunden (1803, Journal de 1’Ecole
polytechnique, cah. 11, p. 1563ff). Auf Gleichung (6) wurde das Problem von
Hachette und Poisson zuriickgefiihrt und gleichzeitig die Realitit der
Losungen gezeigt (ib. p. 170). Dieselbe Gleichung tritt auch in der Theorie
der sicularen Stoérungen der Planeten auf (Laplace, Mémoires de 1'académie
de Paris, 1772, t. 2, p. 293 und 862), die Realitit ihrer Wurzeln wurde von
Lagrange zuerst bewiesen (Mémoires de l'académie de Berlin, 1773, p. 108),
fiir entsprechende Determinanten mit » Reihen von Cauchy, Exercises de
mathématiques, 1829, t. 4, p. 140, Jacobi (1812, Crelle’s Journal Bd. 12) und
Sylvester (1852, Philosophical Magazine vol. 2). Hiermit steht im Zusammen-
hange, dass sich die Discriminante der fraglichen Gleichungen als Summe von
Quadraten darstellen lisst, wie Kummer (Crelle’s Journal Bd. 26), Jacobi
(ib. Bd. 30), Borchardt (Liouville’s Journal, t. 12, und Crelle’s Journal Bd. 30,
1846), Hesse (ib. Bd. 57 und ,Vorlesungen*), Bauer (ib. Bd. 71), Geyser
(ib. Bd. 82) und Sourander (Liouville’s Journal 1879) gezeigt haben. — Der
Satz iber die Realitiit der Wurzeln bleibt bestehen, wenn man allgemeiner eine
aus den n? Elementen aj 4 ec; zn bildende Determinante (wo Gy = a;,

¢y = ¢;) gleich Null setzt, unter der Voraussetzung, dass die quadratische
Form XXe,x;x, eine definite sei, d. h. fiir alle reellen Werthe der » Variabeln

nur positive Werthe annehme; vgl. besonders fiir mehrfache Wurzeln Weier-
strass und Kronecker, Berliner Monatsberichte 1858 und 1868. Nach
Clebsch (1862, Crelle’s Journal Bd. 62) wird auch zugelassen, dass a; zu a
conjugirt complex sei. — Die Bestimmung der Hauptaxen bei Annahme schief-
winkliger Coordinaten (p. 94) ist von Plicker (a. a. O. p. 212 ff.) behandelt.
Fir das Hauptaxenproblem vgl. auch unten p. 184 f. und 255 ff.



Die Flichen zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 169

Sind sie iiberdies von einander verschieden, so gibt es drei Haupt-
axen fir eine Mittelpunktsfliche; und in Folge von (7) steht jede Haupt-
axe auf den beiden anderen semkrecht.

Hat man eine Wurzel ¢ von (6) berechnet, so findet man aus (5),
wenn A; die Unterdeterminanten von 4(¢) bedeuten,

cosa:cosPBicosy=d,,:d,,: 4, =cos?a 1cos ¢z cos ff:cos acosy,
= Ay : dyy: dyg==cos fcos a:cos®p :cos ffcos p,
= Ay : dsq: Az5 = c0s p cos a : cos p cos f: cos?p,
also:
m cos® @ = A,;, mcos P cosy= Ay,
(8 m cos? B = d,,, mecosycosa=d,,

mcos? p = Ay, mcos acos = d,,
wobei m bestimmt ist durch die Gleichung

) m=du+4’22+43=—a—9-

Fiir eine Doppelwurzel o wverschwinden sdmmitliche Unterdetermi-
nanten von A(g), denn wegen (9) ist dann m =0, und folglich
wegen (8) auch A3 = 0. In diesem Falle gibt die einfache
Wurzel der Gleichung noch eine vollig bestimmte Hauptaxe. Ist
aber ¢ die Doppelwurzel, und setzt man in (5) ¢ = 6, so sind zwei
der drei Gleichungen eine Folge der dritten; zu der Wurzel ¢ gehort
daher kein bestimmtes System von Richtungswinkeln «, §, y; viel-
mehr ist jetzt, wie wir sehen werden, jeder Durchmesser als Haupt-
axe anzusehen, welcher zu dem zuerst gefundenen senkrecht steht.
In der That miissen wegen A;(¢) =0 die Coéfficienten der Glei-
chungen (5) einander proportional sein, und man kann setzen:

(yy — G == [Ly%;, Qg3 = ¥z == [l3¥,
Ogg — O == lo¥y, Ay == Uy¥% = %3,
(hgg — @ == {3¥3, Oyp == W%y == W¥,;
die Zahlen g; verhalten sich also wie die x;; lisst man noch einen

hinzutretenden Proportionalititsfactor in die Definition der Zahlen x;
eingehen, so wird auch:

Q=6+ %7 Ay = x3%,,
(10) Uyy =0 + %%, @y = n3%,,

Gy =0 + %%, Gy = Ay %y,
Aus diesen Gleichungen hat man die Grossen x; zu bestimmen; die
Einfilhrung der letzteren in die Gleichung der Fliche ergibt sodann

(1) o+ o* + 29 + (o + my + %) + 1 =0,
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Die hier ausgezeichnete Ebene % 2 -}- %,y 4 #,2 = 0 steht senkrecht
zu der einen noch vollig bestimmten Hauptaxe; denn aus (5) und
(10) folgt
Q— 6 I S
%, COS ¢ %, COS B+ u; cosy  cose  cosf cos y

Von dieser Ebene wird unsere Fldche in einem Kreise geschnitten,
demselben, welchen auf ihr die Kugel ¢A4,,(z* 4 y* + 2°) = A4 aus-
schneidet; ebenso ist die Schnittcurve unserer Fliche mit irgend
einer parallelen Ebene (fir die also »,2 4 #y 4 #,2 = Const.)
ein Kreis.

Hat also die GQleichung A(9) = 0 eine Doppelwurzel, so ist die
vorgelegte Fliche eine Rotationsfléiche, deren Axe durch die noch wvor-
handene einfache Wurzel o mittelst (5) bestimmt wird.

Vermoge einer orthogonalen Substitution, deren erste Gleichung
lautet:

(11a) Vol + % + n? X = nw + wy + %2,
wihrend die beiden anderen nicht vollkommen bestimmt sein konnen,
fiithrt man leicht neue Variable X, Y, Z ein, und da
By bt = X T 2

findet man

o(X* 4 V' 29+ X2 (1 +0° + )+ 1 =0,
Nun ist aber nach (6) und (10)

0+ 20 =ay + ay + a5,

#° + 1 + % + 6 =ay + A + a3 — 26 = ¢;

die Gleichung der Rotationsfliche wird daher:

XQ YZ + Z2
(12) 4 4+ i 1=0.
Ay, 64,

Die angewandte Transformation wird unbrauchbar, falls ¢ = g,
d. h. falls unsere Gleichung 4 =0 drei zusammenfallende Wurzeln
ergibt. Dann folgt aus den soeben benutzten Gleichungen
# ' - u? =0,

”1=0r ”2=07 “3=07

folglich auch nach (10):

also

Uy == Ogy =Gy =10, Gy =0, a5 =0, a;=0;
und (11) geht tiber in:
(13) @+ 9+ 2% + ZA; = 0.
44
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Sind die drei Wurzeln der Gleichung (@) = 0 einander gleich,
so hat man es also mit einer Kugel zu thun. Letztere ist reell oder
imaginir, je nachdem den Ausdriicken 6.4, und A entgegengesetztes
oder gleiches Vorzeichen zukommt.

In dem allgemeinen Falle, wo die drei Wurzeln von J(p) =0
von einander verschieden sind, haben wir jetzt noch die orthogonale
Substitution durchzufiihren, vermdge deren die drei Hauptaxen als
Coordinatenaxen eingefiithrt werden.

Die drei Wurzeln seien mit g, @', ¢” bezeichnet; zu jeder ge-
horen vermbge (5) drei Winkel «, §, » bez. o', g, 9" oder «”, ", »”.
Die anzuwendende Coordinatentransformation lautet dann:

X=uxcosa +ycosf +zcosy , x=Xcosa+ Ycosa 4+ Zcosc”,
Y=ucosa +ycosp —+zcosy’, y=Xcosf 4 Ycosp 4 ZcosfB”,
Z =zxcosa’ 4 ycosB” 4 zcosy”, 2 =Xcosy 4 Yecosy + Zcosy”.
Aus dem rechts stehenden Systeme folgt vermoge (5):
a4+ apy + a3z = Xp cos e - Yo' cosa’ 4 Zo” cos a”,
Ay % + Gyy - ay32 = Xo cos f -+ Yo' cos f’ + Zo” cos 7,
A5, & + a5y -+ 332 = Xo cosy -+ Yo' cos y” 4 Zg” cos p”.
Multiplicirt man diese drei Gleichungen bez. mit z, y, # und addirt,

so entsteht links die linke Seite von (1), welche mit f(2”, ', 2") be-
zeichnet werde; die neue Gleichung der Fliche wird daher:

’ 2 7 , Py A
(14) f(x,y,z)EgX“’-{—@y‘Z_{_p Z2+Z;=O

Um die Gleichung der Fliche, bezogen auf ihre Hauptazen, anzu-
geben, braucht man also nur die Gleichung A4(0) = 0 zu losen; man
braucht nicht die Coéfficienten der orthogonalen Substitution selbst erst
zu berechnen.

Ist zunichst A von Null verschieden, so ergeben sich aus (14)
die vier uns bekannten Mittelpunktsflichen, wenn man die Vorzeichen
der reellen Wurzeln g, ¢, ¢ in Betracht zieht. Zu dem Zwecke
schreiben wir die Gleichung (14) in der Form:

Xz y? VA
(15) T 4 + 4 1=0,
od,, 0’4y, "4,

aus welcher fiir o' = @ — 6 wieder (13) hervorgeht. Im Folgen-
den sollen unter a, b, ¢ reelle Zahlen verstanden werden der Art, dass
bei richtiger Wahl des Vorzeichens
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A

A
i 0’4’

A

2 ! 2 2 .
ac == - _ b E—3 C° = ——I— 7

edy,’ e 4,

auch konnen wir, ohne zu specialisiren, a® > b? > ¢* annehmen; dann
sind folgende Fille zu unterscheiden:
1. Imagindre Fliche:

X2 y? A
(16) et wtEt1=0.
II. Ellipsoid:
x¢ Y2 zZ*
(17) et et m—1—=0

1I1. Einschaliges Hyperboloid:
X2 Y2 Z2

(18) ET—'_—b?——?—l:O’
IV. Zweischaliges Hyperboloid:
X Y? VA
(19) ?_'l’?—"c’z"—'l=0.

Die hier gebrauchten Benennungen der Flichen sind mit den friiler
eingefiihréen vollkommen identisch (vgl. p. 166). In der That ist bei
(16) und (17) die Schnittcurve mit der unendlich fernen HEbene
dargestellt durch die Gleichung

X2 YZ Z2

at + e -+ = 0,
also imaginir. Dass die Fliche (16) keinen reellen Punkt enthiilt,
ist evident. Die Fliche (17) ist reell; sie wird von den Ebenen

X =0, Y=0, Z =0 bez. in den reellen Ellipsen (den sogenannten
drei Hauptschnitten des Ellipsoids)

Y2¢® 4 2% — bPc* =0,

Z%a* 4 X% — c*a? =0,

X2+ Y2a® — a?b* =0
geschnitten. Die Zahlen 2a, 2b, 2¢ geben die Lingen der drei , Haupt-
axen des Ellipsoids“.

In (18) und (19) haben wir unsere fritheren Hyperboloide wieder-
gefunden; denn ihre Schnittcurven mit der unendlich fernen Ebene:

_X‘) Y2 Z 2

@t w=0
und

D.& Y Z

7T e Y

sind reell. Die Fliche (18) enthilt nach unserem allgemeinen Satze
gerade Linien (vgl. p. 145 und p. 163), stellt also das eimschalige
Hyberboloid dar; auf (19) dagegen gibt es keine reellen Geraden.
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Bei (18) sind alle drei ,Hauptschnitte® reell (vgl. p. 160); der eine
ist eine Ellipse (die sogenannte , Kehlellipse*)

Z =0, X2%*- Y?a®— a®b? =0,

die beiden anderen sind Hyperbeln, deren reelle Axen bez. mit der
X- und Y-Axe zusammenfallen. Bei (19) ist der Hauptschnitt X = 0
imaginir; die beiden anderen sind reelle Hyperbeln.

Es ist leicht die geraden Linien des einschaligen Hyperboloids
wirklich anzugeben, indem man die Fliche als aus zwei projecti-
vischen Ebenenbiischeln erzeugt auffasst (vgl. p. 36 ). Es wird
nimlich durch die beiden Biischel

E+D)-ilad)=0 (=)~ 4)=o

die eine Schaar von Erzeugenden gegeben; denn durch Elimination
von 4 folgt wieder (18); und die andere Schaar ist bestimmt durch:

G+ D el -D=0 (4 -ulE -5

Um sich eine deutliche Vorstellung von der rdumlichen Gestalt
unserer drei reellen Flichen zu machen, empfiehlt es sich, zunfichst den
Fall der Rotationsflichen in's Auge zu fassen, deren Gleichung in
(12) bereits zusammenfassend angegeben war. Die Gestalt einer
solchen Fliche ist bekannt, sobald man die Meridiancurve gezeichnet
hat. Geringe Aenderungen in den Symmetrieverhiltnissen geben so-
dann eine hinreichend getreue Anschauung der betreffenden all-
gemeinen Fliche; man braucht nur die Schaar der Parallelkreise
durch eine Schaar paralleler Ellipsen ersetzt und die Schaar der
Meridiancurven in entsprechender Weise verzerrt zu denken.

Das Ellipsoid gibt Veranlassung zu zwei verschiedenen Rotations-
flichen, je nachdem (wenn a>b>¢) a=~5 oder b=c wird, némlich:

1) Das abgeplattete Rotationsellipsoid oder Sphdroid. Es entsteht,
indem @ = b wird, hat also die Gleichungsform:

Xﬁ+ YSE Z2

(17a) — Tt x=1
2) Das verlingerte Rotationsellipsoid mit der Gleichung:
y? + A
(17b) uz REER A A

Die erste Fliche wird erzeugt, indem eine Ellipse mit den halben
Axen a und ¢ um ihre kleinere, die andere Fliche, indem sie um ihre
grossere Axe rotirt.
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Aus (18) kann nur eine Rotationsfliche hervorgehen, niimlich

fiir @ = b das einschalige Rotationshyperboloid:
(18a) X* ;£~Z_2=1_

CZ

Fig. 10. Bs wird erzeugt, indem eine Hyperbel
_ um die von ihr nicht geschnittene Axe
~ rotirt; Fig. 19 zeigt die auf der Fliche
liegenden Geraden.
Rotirt dieselbe Hyperhel um die reelle
Axe, so entsteht das sweischalige Rotations-

Iyperboloid:
Xz Y? zZ:
19a) T ET
dasselbe besteht aus zwel getrennten
Schalen®).

Verschwindet die Determinante A unserer Fliiche, so werden die
vorstehenden Betrachtungen nicht wesentlich gestort. Man hat wieder-
um die Gleichung (6) zu l6sen, um dann aus (5) die Richtungen der
drec Hauptaxen des Kegels zu bestimmen. Nach der Transformation
erscheint die Gleichung des Kegels in der Form:

0X* + ' Y+ "2 = 05
er ist imagindr, wenn alle Wurzeln ¢ gleiches Vorzeichen haben,
reell, wenn dieses nicht der Fall ist.

Fine Rotfationsfliche entsteht, wenn zwei Wurzeln zusammen-
fallen; dieselbe ist identisch mit dem geraden Kreiskegel der Elementar-

geometrie.

VI. Die Flichen mit zerfallendem unendlich fernen Kegelschnitte.

Ist A, =0, so wird die Fliche f == 0 von der unendlich fernen
Ebene beriihrt, und wir haben ein Paraboloid, einen Cylinder oder
ein Kbenenpaar vor uns. Letzteres wiirde nur vorkommen, wenn gleich-
zeitig alle ersten Unterdeterminanten von A verschwinden, was wir

*) Diese Fliche, sowie die beiden Rotationsellipsoide wurden schon von
Archimedes betrachtet (auch das Rotationsparaboloid); vgl. oben die Note zu
p. 164. — Klarer als durch Zeichnung kann man sich durch Modelle die Gestalt
der verschiedenen Fliichen zweiter Ordnung vergegenwirtigen. Solche in Gyps
oder (fir die geradlinigen Fiiichen) in Seidenfiden ausgefiihrte Modelle sind
von Ch. Delagrave (Librairie, Paris) zu bezichen oder von der Verlagshandlung
von L. Brill in Darmstadt. — Fiir die Figuren 19 und 20 des Textes vgl. Schl6-
mileh’s Lehrbuch der analytischen Geometrie des Raumes (Leipzig 1863).
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zunichst ausschliessen wollen. Ein Cylinder ergibt sich, wenn mit
A,, zugleich 4 gleich Null ist.

Man kann beim Paraboloide nicht mehr von einem Mittelpunkte,
also auch nicht von Durchmessern und Hauptaxen sprechen; doch
behilt die Gleichung A(9) = O ihre Bedeutung fiir die daran ge-
kniipfte orthogonale Substitution, und letztere bleibt ganz ebenso
ausfithrbar. In Folge des Verschwindens von A, sondert sich der
Factor ¢ von 4(¢) ab (d. h. die eine Wurzel ¢ wird gleich Null),
und o, " sind bestimmt durch die quadratische Gleichung:

(1) 0* — oy + ay + a55) + (@110 — 01,°) + (2055 — a25°)
~+ (a0, — ay”) = 0,

deren  Wurzeln zundichst von einander wverschieden sein migen. Die
Richtungen der neuen Coordinatenaxen bestimmen sich durch (5)
fir @ = 0, bez. durch (Ha) fiir ¢ = ¢’ und durch ein analoges
System von Gleichungen fiir ¢ = ¢”. Die neuen Coordinatenaxen
werden jetzt eingefithrt, ohne dass vorher eine Parallelverschiebung
des Systems stattgefunden hitte, d. h. durch die Gleichungen:

#'=Xcosa ~+ Y cosp +Z cosy ,
(2) y =X cosa" 4+ Y cosp 4+ Z cosyp’,

7 =X"cosa” 4 Y cosp” 4 Z" cos p”.
Auf dieselbe Weise, wie oben (14), ergibt sich jetzt (indem ¢ = 0):
f(@,y,2) =0 Y4 "2 + 2b, X' 20, Y + 242" 4 ayy =0,
wenn zur Abkiirzung gesetzt wird:

by=a,,cos ¢ -} agcosf -+ a;cosy ,

by = a,, cos &’ -+ a,, cos B’ + a,, cos p”,

b, = a,, cos a” -} a,, cos B 4 ay, cos p”'.
Zwei der linearen Glieder und das constante Glied kann man durch
eine Parallelverschicbung des Coordinatensystems zu Null machen;
zu dem Zwecke setzen wir
3) X:=X+E7 Y =Y+, =Z+¢
und bestimmen £, y, { durch die Bedingungen

n+b,=0, ¢ t+8,=0,
'+ 078+ 28 + by + b8 + a =0,

oder (wobei b; nicht gleich Null sein mag):

b by b%0" + b,%0" — a0 0"
@) n——g, f=—gr, §=atdhe ool
Die Gleichung des Paraboloids wird sodann:
(5) f@,y,e)=0 XY+ 0"Z* 4 25 X = 0.
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Dasselbe ist ein elliptisches, wenn o' und o gleiches Zeichen haben
(d. h. wenn das constante Glied in (1) positiv ist), es ist ein hyper-
bolisches im entgegengesetzten Falle.

Ist b, = 0, so kann wegen (4) die Transformation (3) nicht aus-
gefiihrt werden. In diesem Falle artet die Fliche in einen Cylinder
aus. In der That hatten wir

@y, cos & 4 a,, cos f§ -+ azcosy =0,
(6) Ay, COS @ + ay, cos B+ ay; cosy = 0,

@5, c08 & - ag, cos B - ags cos p = 0.
Bezeichnen also Bj die Unterdeterminanten der dreireihigen De-
terminante A4,,, so ist (vgl. Bd. I, p. 102)

% cos® e = By, % cosfcosy=D,,
(7N % cos® = B,,, xcosycosa=DB,,

% cos’y = B, xcosacosff=DB,,

x = B,; 4 By, + Bss.

Nun folgt aus 4, = 0:

A =a, Ay, 4 a5 Ay + a3 A3y = a,,(a14 By, + @y By + as By;)
+ @9y (@14 By + @yy Byy + a3y Byy)
+ azy (@, By, + ay By, + ay, Byy),
und andererseits wegen (7):
ub,? = a,* By, + a,* By + a3,° By,
+ 2aya5, By + 2a5,0,, By + 20, 0, By,
also auch
(8) A = (By + By + By)b%
d. h. wenn b, =0, so ist auch 4 =0, und unsere Fliche bildet
einen Kegel. Aus 4 =0 folgt umgekehrt nar dann b, = 0, wenn

Bll + B22 + B331

d. i. das constante Glied in (1), von Null verschieden ist; verschwindet
dasselbe, so fallen zwei Wurzeln der cubischen Gleichung 4(¢) = 0
zusammen (¢ = @ == 0), und unsere orthogonale Transformation
kann nicht ausgefiihrt werden; auch dann ist die Fliche f= 0 ein
Cylinder, wie wir weiterhin sehen werden (p. 180).

Fragen wir jetzt nach der Bedeutung der von uns ausgefiihrten
Coordinaten - Transformationen. Der Scheitel des unendlich fernen
Linienpaares besitze in der unendlich fernen Ebene die homogenen
Coordinaten &), 7,, ; dann ist (vgl. Bd. I, p. 102):
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wg? =By, wno& = By,
f*""]o2 = B,,, Mgogo = By,
w6’ = By, wény= By,-

Nach (7) sind also e, B, y die Richtungswinkel ciner nach dem Scheitel
des unendlich fernen Linienpaares gehenden Geraden. Einer solchen
Geraden ist die neue X’'-Axe parallel, und die Ebenen Y' =0, Z' =0
halbiren den von den beiden Linien des unendlich fernen Paares ein-
geschlossenen Winkel, wodurch die Richtungen der beiden anderen
Coordinatenaxen festgelegt sind.

Vermége (3) ist sodann das Coordinatensystem so verschoben,
dags der neue Anfangspunkt auf die Fliche fillt, und dass die Tan-
gentenebene desselben senkrecht zur X-Axe steht; in der That ist
die Gleichung dieser Ebene mit X = O identisch. Der durch (4) be-
stimmte Punkt hat also die Eigenschaft, dass seine Tangentenebene senk-
recht steht zur ,Axe des Paraboloids“; er heisst der ,Scheitel des
Paraboloids“.

Da der Scheitel eindeutig bestimmt ist, miissen sich seine Coor-
dinaten £’, %°, ¢ im urspriinglichen Systeme rational durch die
Cosfficienten der Fliche darstellen lassen. Man kann dies auf folgen-
dem Wege erreichen. Die Gleichung einer zur Axe des Paraboloids
senkrechten Ebene ist

2 cosa -y cosf 42 cosy—p=0.

Soll sie das Paraboloid beriihren, so muss die Gleichung in Ebenen-
coordinaten erfiillt sein; daraus ergibt sich:

A, cos? e + Ay, cos® f 4 Ay cos®y 424, cosecosf ...
2(4,, cos e -} 4,, cos f§ | Ay, cos y) ’

1’):

oder nach (7): 4
ZZAy By

P = 3B, ¥ By + Byy) (Ay, 008 a + 4, c08 f 1 4, cos y)
Der Punkt &', %', ¢" kann als Beriihrungspunkt unserer Tangential-
ebene definirt werden; man hat daher:
wE' = A, cos e + A;, cos f -+ A5 08y — Ayp,
wy' = Ay cos & - Ay cos f 4 Ay cos y — Ay p,
pf = Ay cos a + Ay cos p+ Ay cos y — Ay p,
p = Ay cosa- Ay,cos 4 Ay cosy— Ayp.

Setzt man hierin den Werth von p ein und wendet die Sitze iiber
Unterdeterminanten adjungirter Systeme an, sowie auch wieder die

Gleichungen (7), so findet sich das einfache Resultat:
Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 12
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VE’ = AZZAM,ikAM,ik,

’l”’]’ = AZZAM‘,ikAu,ik;
<9) Vg' = AEEAM,;% A34,ik;

v =222A4iA4JCA44,,7¢,
wobei A, # den Coéfficienten von az in A, bedeutet, so dass z. B.
Ass i = Bi.

Wir untersachen weiter die rdumliche Gestalt unserer beiden
Paraboloide.

1) Das elliptische Paraboloid; ¢’ und ¢” haben gleiches Zeichen;
das unendlich ferne Linienpaar o' Y% ¢”Z2=0 ist imaginir.
Hier kann insbesondere ¢" = ¢” werden, und von diesem besonderen
Falle schliesst man leicht auf die Gestalt der allgemeinen Fliche.
Ist aber ¢ = 90", so wird unsere Transformation (2) unméglich,
und wir miissen das Frithere etwas modificiren.

Es werde ¢’ = ¢” = 6 gesetzt; dann gelten wieder die Glei-
chungen (10) p. 169; mittelst der dort benutzten orthogonalen Trans-
formation erhilt man also als Gleichung der transformirten Fliche:

(X + Y?+ 27) + X7 (%" + %" + %)
+26/X 26/ Y + 202" + a, =0,
oder, da hier g == x* 4 %,® + %,> + ¢ = 0 zu nehmen ist:
(10) (Y24 Z2'%) 4 20/ X" 4 2b,/Y + 2b 2" + ay, = O;
durch passende Einfiilhrung eines neuen Anfangspunktes entsteht
hieraus (vgl. p. 175):
(10a) o(Y* 4+ 7%+ 2h'X =0,
also dasselbe Resultat, welches sich direct aus (D) ergeben haben
wiirde; nur ist hier b, noch von einem willkiirlichen Parameter ab-
hingig, da das neue Coordinatensystem nicht vollkommen bestimmt
war. Die Fliche (10a) entsteht durch Rotation der Parabel ¢Y*
+ 2b/X =0 um die X-Axze; aus ihr erhilt man das allgemeine
elliptische Paraboloid durch Variation der Constanten.
2) Das hyperbolische Paraboloid; ¢’ und ¢” haben verschiedenes

Zeichen; das unendlich ferne Linienpaar ist reell. Die Gleichung der
Fliache ldsst sich so schreiben (wenn etwa @' > 0):

1) (Vo Y—V=¢" 2 e Y +V—¢"2) + 25X =0,
d. h. jede Ebene der beiden Schaaren
Vo Y+ V — o” Z = Const.

schneidet die Fliche in einer Erzeugenden; es folgt hicraus wieder,
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dass die Erzeugenden jeder Schaar einer gewissen Ebene parallel
laufen (vgl. p. 158).

Sollte ¢" = @” werden, so hiitte 4 (¢) =0 drei zusammen-
fallende Wurzeln, was wir vorldufig ausschliessen; es gibt hier also
keine Rotationsfliche. Man erhilt am einfachsten eine Vorstellung
von der Gestalt der Fliche, wenn man sie als Grenzfall eines ein-
schaligen Hyperboloids auffasst. Die Gleichung eines solchen ist

Xz Y: VA

@ U T e T
Durch die Substitution X = X' 4 a legen wir den Anfangspunkt
auf die Fliche, deren Gleichung dann wird:

X'e ,
42X 4 LY - 522 —0.

Wir lassen nun a, b, ¢ ins Unendliche wachsen, aber so, dass a:0?
und a:¢® endlich bleiben, etwa gleich
endlichen Zahlen «, § werden; dann
entsteht
2X 4+ aY:— BZ2°=0,

in der That die Gleichung unseres
hyperbolischen Paraboloids; dasselbe |
wird sonach eine sattelformige Gestalt |
haben (vgl. Fig. 20).

Die letztere kann durch die ebenen
Schnitte noch niher bestimmt werden.
Die Ebene X = O beriihrt die Fliche
im Anfangspunkte; sie schneidet in den beiden Geraden

(12) YeY—V=¢"Z=0, Vo T+ V= Z=0.

Die Ebene X = C schneidet in einer Hyperbel, deren Projection auf
die Y-Z-Ebene, nimlich

o' Y* 4 " 20 + 28,0 —0,

diese beiden Geraden zu Asymptoten hat. Ist C positiv, so erfiillen
die Hyperbeln den einen Winkelraum, ist C' negativ, den anderen.
Jeder ebene Schnitt, welcher durch die in Fig. 20 vertical stehende
X-Axe (Axe des Paraboloids) gelegt wird, schneidet auf der Fliche
eine Parabel aus, deren Scheitel im Anfangspunkte liegt. Es gibt
zwei Lagen der Ebene, fiir welche die Parabel in je eine der Geraden
(12) ausartet. Die Oeffnung der Parabel ist nach oben gekehrt fiir
die Ebenen in dem einen hierdurch bestimmten Winkelraume; die

Oeffoung liegt nach unten in dem anderen Winkelraume.
12%

Fig. 20.
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Wenn in Gleichung (2) b, verschwindet, so riickt nach (4) der
Scheitel des Paraboloids ins Unendliche, und die Substitution (3)
kann nicht mehr angewandt werden. Die Gleichung der Fliche

(13) o Y 40" 2%+ 20, Y + 202" 4 a, =0
ist von X’ ganz unabhiingig; sie stellt also einen Cylinder dar, dessen
Seitenlinien der X'- Aze parallel sind (vgl. oben p. 176).

Die Substitution ¥’ = ¥ — g, 7 = z—% fihrt zu der ein-
facheren Gleichungsform
(13a) o' T2 " 24 C =0,
wo: . ,

C=a, — by % _
Hiermit ist der Mittelpunkt des in der Y-Z-Ebene gelegenen ebenen
Schnittes zum Anfangspunkte der Coordinaten gemacht.

Der Cylinder ist imagindr, falls ¢’, ¢” und C dasselbe Zeichen
haben; er ist elliptisch, falls ¢’ und @” dasselbe, C aber entgegen-
gesetztes Vorzeichen haben; er ist hyperbolisch, wenn die Vorzeichen
von ¢  und @” einander entgegengesetzt sind.

Ist ¢"=90", so hat man insbesondere einen Rotationscylinder
(geraden Kreiscylinder der Elementargeometrie); die einfachste Glei-
chungsform desselben wird aus (10) gewonnen.

Wenn C verschwindet, wird ein Ebenenpaar durch die Fléchen-
gleichung dargestellt; dasselbe ist reell, falls ¢” und ¢” verschiedenes
Vorzeichen haben, imaginir im anderen Falle; die Axe des Paares
fillt in die X-Axe und ist stets reell. Die Bedingungen fiir das
Ebenenpaar erscheinen also hier in der Form

Ay=0, b,=0, C=0.
Dass aus den beiden ersten Gleichungen das Verschwinden der Deter-
minante 4 folgt, ist schon durch (8) gezeigt worden. Nun ist die
Determinante des in (13) gegebenen Kegelschnittes gleich

0’0" ay — 0"l — @'b’ = 0’0"
ihr Verschwinden sagt aus, dass unser Kegel, dessen Spitze unend-
lich weit liegt, von der Ebene X = O (die also nicht durch die Spitze
geht) beriihrt wird; und dies eben wird durch das Zerfallen des
Kegels ermoglicht.

Nur wenn o' oder ¢ gleich Null ist, kann die besagte Deter-
minante verschwinden, ohne dass C==0 ist. In diesem Falle aber
wird die orthogonale Substitution (2) iiberhaupt unmdglich, wie schon
bei Gelegenheit der Relation.(8) hervorgehoben wurde. Nehmen wir
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an, es sei ¢ = @’ = ¢ = 0 eine Doppelwurzel von 4 (¢) = 0; dann
haben wir die auf p. 178 besprochene (und nicht vollig fest be-
stimmte) orthogonale Substitution auf die wrsprimgliche Gleichung
anzuwenden und gewinnen das Resultat

(14) &',y 2") = (ay + s + ag) X? 4 20/ X" 20, Y
+2b2" + ay, =0,
denn die iibrig bleibende einfache Wurzel der cubischen Gleichung
wird nun gleich @, 4 a,, + a;;, = ¢”. Wir setzen
X—x-5,
WY 462 g —b Y b7
d. h. wir verschieben den Anfangspunkt auf der X-Axe und drehen
das Coordinatensystem gleichzeitig um diese Axe; das gibt zuniichst:
O"X* + 2VBTF B Y + o + 2 — 0.
Die weitere Substitution

Y — Y — e"a, + b12
2V, + b,
fiihrt endlich zu der einfachen Gleichung:

(15) o' X 4 25T F 0P Y —0,
der Gleichung eines parabolischen Cylinders: jeder ebene Schnitt parallel
zur Y-X-Ebene ist eine Parabel (p. 158).

Die zuletzt benutzte Transformation wird unbrauchbar, wenn
b, und by gleichzeitig gleich Null sind; dann stellt (14) swei zur
Ebene X' = 0 parallele Ebenen dar. Letztere fallen insbesondere in
eine einzige zusammen, wenn auch b, =0 ist.

Hiermit sind alle die friiher aufgezihlien Flichen zweiter Ordnung
(vgl. p. 156) durch Discussion ihrer einfachsten Gleichungsformen wieder-
gefunden.

Es kann auffallen, dass bei der Annahme A4,, =0 der Fall
nicht besprochen ist, wo 4 (¢) = 0 drei zusammenfallende Wurzeln
hat, welcher friiher auf die Kugel fiihrte (vgl. p. 170f), In der That
kann wegen A, = O diese dreifache Wurzel nur gleich Null sein;
wir hiitten also oben 6 = 0 zu nehmen, so dass:

a, =0, a,=0, ay =0, a,=0, ay3=0, a;=0;
d. h. die vorgelegte Gleichung miisste lauten
2a,8" + 2a5,y" + 2052 + a,, = 0.
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Sie stellt eine Ebene dar, welche durch die unendlich ferne Ebene
selbst zu einer Fliche zweiten Grades ergiéinzt wird (vgl. p. 155 1).

VII. Kugel und Rotationsfiichen. — Die Kreisschnitte der
allgemeinen Flédchen.

Es ist auns der ebenen Geometrie bekannt, wie man den Kreis,
also den in metrischer Beziechung so hervorragend ausgezeichneten
Kegelschnitt, definiren kann als eine Curve zweiter Ordnung, welche
durch gewisse zwei feste imaginire Punkte hindurchgeht, die sich
auf der unendlich fermen Geraden befinden, und wie man im An-
schlusse hieran auch Sitze iiber Winkelbeziehungen aus solchen iiber
Doppelverhiltnissrelationen herleitet, wie demnach der Begriff des
Doppelverhiltnisses erneute Wichtigkeit erlangt, da derselbe den fiir
alle metrischen Relationen fundamentalen Begriff des Winkels formal
umfasst*).  Analoges gelingt fiir den Raum, wenn man den Schnitt
einer Kugel, d. h. einer Fliche

(1) 24yt 242+ 2By + 2024+ D=0
mit der unendlich fernen Ebene betrachtet. Die Gleichung des vom

Anfangspunkte nach dieser Schnittcurve gehenden (imaginéiren) Kegels
ist in rechtwinkligen Coordinaten:

@) @ty + =0

d. h. dieses ist in der unendlich fernen Ebene die Gleichung jener
Schnittcurve in homogenen Punktcoordinaten z, ¥, 2.

Wir sehen, dass die Curve (2) vdllig unabhiingig ist von der
Lage der Kugel (1) im Raume, d. h. von der Lage ihres Mittel-
punktes und der Linge ihres Radius. Alle Kugeln schneiden also die
unendlich ferne Ebene in einem und demselben festen imaginiren Kegel-
schnitte. Man nennt daher letzteren den (unendlich fernen) imaginiren
Kugelkreis.  Offenbar gilt auch umgekehrt der Satz: Jede Fliche
zweiter Ordnung, deren Determinante wicht verschwindet, und welche
durch den unendlich fernen imagindiren Kugelkreis hindurchgeht, ist eine
Kugel. Jeder ebene Schuitt der Kugel ist bekanntlich ein Kreis (dessen
Radius fiir eine Tangentialebene unendlich klein wird); andererseits trifft
jeder Kreis die unendlich ferne Gerade seiner Ebene in den beiden
pimaginiren Kreispunkten®; die sogenamnten Kreispunkte einer Ebene
sind daher ihre Schwittpunkte mit dem imagindren Kugelkreise.

Sammtliche Tangentialebenen des Kugelkreises (Iibenen durch
eine Tangente desselben, vgl. p. 23ff) sind imaginir; also nur fiir

# Vgl. Bd. 1, p. 145 f.
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imaginidre Ebenen konnen die beiden imaginiren Kreispunkte zu-
sammenfallen. Die Coordinaten der Tangentialebenen gentigen einer
Gleichung zweiten Grades, denn ein Kegelschnitt ist als Fliche
zweiter Klasse aufzufassen. Sind nun u,, u,, #;, u, die homogenen
Coordinaten einer Ebene, so sind u,, u,, u; die ebenen Linien-
coordinaten ihrer Schnittlinie mit der Ebene z, = 0 (vgl. p. 99f.).
Die Liniencoordinatengleichung des Kugelkreises in der unendlich
fernen Ebene ist nach Sitzen der ebenen Geometrie

(3) u? 4~ o® L w? = 0.

Dies ist also auch die Gleichung des imagindren Kugelkreises in rdum-
lichen Ebenencoordinaten™). Dieselbe Curve kann endlich durch eine
Gleichung in Pliicker’schen Liniencoordinaten dargestellt werden,
und zwar findet man (vgl. p. 150) als Gleichung des imagindren Kugel-
kreises in rdaumlichen Liniencoordinaten

(3a) P+ ¢+ =0.

Durch Vermittlung dieser imaginéren Curve wird nun der Be-
griff des Winkels auf projectivische Vorstellungen in folgender Weise
zuriickgefithrt.

Zwei gerade Linien sind rechtwinklig zu einander (Bd.I, p. 147 f.),
wenn sie harmonisch liegen zu den beiden Geraden, die in ihrer
Ebene von ihrem Schnittpunkte aus nach den unendlich fernen
imaginiiren Kreispunkten der Ebene (Schnittpunkten der letzteren mit
dem imaginiren Kugelkreise) gezogen werden konnen. Alle Geraden,
welche durch denselben Punkt der unendlich fernen Ebene gehen
(zu einander parallel sind) schliessen der Definition nach mit einer
beliebigen festen Geraden denselben Winkel ein; bei Betrachtung der
Winkel zweier Geraden im Raume kommt es also nur auf die unend-
lich fernen Punkte der beiden Geraden an. Da nun zwei sich
schneidende Gerade auf einander senkrecht waren, wenn sie die
unendlich ferne Ebene in zwei Punkten treffen, die zu den Schnitt-
punkten ihrer Verbindungslinie mit dem Kugelkreise harmonisch
liegen (d. h. die conjugirte Pole in Bezug auf den Kugelkreis sind),
so gilt allgemein der Satz:

Zwei gerade Linien sind auf einander senkrecht, wenn ihre unend-
lich fernen Punkte ein Paar conjugirter Pole in Bezug auf den imagi-
néiren Kugelkreis bilden.

#) Dagselbe Resultat ergibt sich, wenn man mittelst Gleichung (4), p. 143
die Gleichung der Schnittlinie einer Ebene v mit der Fliche darstellt und die
Fliche durch eine beliebige Kugel, die Ebene v durch die unendlich ferne

Ebene crretat.
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Eine gerade Linie steht auf einer Ebene senkrecht, wenn sie
mit jeder Linie der Ebene, die durch ihren Fusspunkt gelegt wird,
einen Winkel von 90° einschliesst, und umgekehrt; also folgt:

Line gerade Linie bildet mit einer Kbene einen rechten Winkel,
wenn die unendlich ferne Gerade der letzteren in Bezug auf den imagi-
ndren Kugelkreis die Polare des unendlich fernen Punkies der ersteren ist.

Schliessen die Normalen zweier Ebenen einen rechten Winkel
ein, so thun die Ebenen selbst dasselbe; also:

Zwei Ebenen sind zu einander senkrecht, wenn ihre unendlich
fernen Geraden ein Paar conjugirter Polaren in Bezug auf den imagi-
ndren Kugelkreis bilden.

Hieraus ist sofort klar, dass bei der Kugel jeder Durchmesser
auf der conjugirten Diametralebene senkrecht steht; denn Ebene und
Durchmesser hiessen conjugirt, wenn die unendlich ferne Gerade der
einen Polare des unendlich fernen Punktes der anderen ist in Bezug
auf den unendlich fernen Kegelschnitt der betrachteten Fliche zweiter
Ordnung; und letzterer fillt ja bei der Kugel mit dem imaginiiren
Kugelkreise zusammen. Aber auch das wichtige Problem der Haupt-
axen erscheint nunmehr in neuem Lichte. Dasselbe bestand darin, ein
Tripel von conjugirten Durchmessern zu suchen, welche zu einander
rechtwinklig sind, deren unendlich ferne Punkte demnach ein Polar-
dreieck in Bezug auf den imaginiren Kugelkreis bilden; nun hiessen
aber drei Durchmesser einander conjugirt, wenn ihre unendlich fernen
Punkte ein Polardreieck in Bezug auf den unendlich fernen Kegel-
schnitt der vorgelegten Fliche zweiter Ordnung bilden. Das Problem
der Hauptaxen einer Fliche zweiter Ordnung ist also zuriickgefiihrt
auf das in der ebenen Geometric behandelte Problem*), das gemein-
same Polardreieck sweier Kegelschnitte zu finden.

Die cubische Gleichung, von welcher letztere Aufgabe abhingt,
erscheint hier nur in einfacherer Gestalt, weil der Kugelkreis bei
Benutzung rechtwinkliger Coordinaten schon auf ein Polardreieck
bezogen vorliegt. Sei ndmlich

(4) [=ay@® + 6y’ + 057" + 20,2y + 2a,y2 + 20,22 =0
die Gleichung des unendlich fernen Kegelschnittes unserer Fliche, und
werde @ = 2* 4 y* | 2* gesetzt, so hat man die cubische Gleichung

ay — & ay 5
) A(4) = ay Uy — 4 Gy =0
s, Q39 As3 — 4

*) Vgl Bd. I, p. 123 ff.; sowie unten Abschnitt XI. — Diese Auffassung des
Hauptaxenproblems hebt Poncelet hervor (Traité des propriétés projectives,
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aufzulosen, um die drei Linienpaare des Biischels f— A¢ und damit
die Ecken des gemeinsamen Polardreiecks zu bestimmen: in der
That genau dieselbe Gleichung, welche oben fiir das Hauptaxen-
problem fundamental war. Fiithrt man ferner durch Drehung des
Coordinatensystems um den Mittelpunkt die drei Hauptazen als
Coordinatenaxen ein, so macht man damit in der unendlich fernen
Ebene eine lineare Transformation

r=p'X+8"Y+ B Z,
(6) y=8'X+8"Y+ B2,

2=p'X+ 8" Y+ B, Z,
vermoge deren das gemeinsame Polardreieck als neues Coordinaten-
dreieck zu Grunde gelegt wird. Die Coéfficienten in (6) bestimmen
sich also durch die Formeln (18) auf Seite 133, Bd. I; es ist hier
nur B=1 zu setzen, da B die Determinante von ¢ bezeichnete.
Somit wird

Ay (1(h))
(7 pIBY = o

wobei
y/(l) = l"’, J— (l” — }.,) (l"’ . l'),
“(2) J— Mf” —_— (A’”-— }h") (A’ o lu),
M(S) —— ”n/= (l’ _ l’”) (l" . l’”).
Die Gleichungen (7) unterscheiden sich in der That nicht von
den Gleichungen (8), p. 169, welche frither die Cosinus der Richtungs-
winkel der Hauptaxen lieferten; denn man hat z B.:

W — 1) (A" — 1) = (aa —1)@ _a-zm a— z"'))/l:l, _ ( @gfl(z) )lzl

=, (A) + dp@’) + d55(4).

Die Ausfihrung dieser Transformation ist vollig unabhingig von
der Lage des Anfangspunktes im Raume, denn sie ist ausschliess-
lich in der unendlich fernen Ebene durchgefiihrt; sie hat also ihre
Bedeutung nicht nur fiir die Mittelpunktsfiiichen, sondern auch fiir
die Paraboloide und Cylinder, was mit Obigem iibereinstimmt (p. 175
und p. 180); nur wird bei letzteren Flichen eine Wurzel der Glei-
chung (5) gleich Null

Die Bestimmung des gemeinsamen Polardreiecks wurde nur
unmdglich oder unbestimmt, wenn zwei Wurzeln der cubischen Glei-

Nr. 624 £); ihm verdankt man iiberhaupt die Binfihrung des imaginiren Kugel-
kreises (ib. Nr, 6191F).
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chung zusammenfallen, d. h. wenn sich die beiden Kegelschnitte be-
riihren. Da der unendlich ferne Kugelkreis imaginir ist, so kann
eine solche Beriihrung hier auch nur in einem imaginiren Punkte
stattfinden; da ferner der unendlich ferne Kegelschnitt unserer Fliche
entweder reell ist oder doch durch eine Gleichung mit reellen Coéf-
ficienten dargestellt wird, so muss in dem conjugirt imaginiren
Punkte gleichzeitig Beriihrung eintreten. Der Fall einer Berithrung
zweiter Ordnung an einer Stelle ist aus demselben Grunde auszu-
schliessen, wie derjenige einer einzelnen Beriihrung. Hs bleibt also
nur die Moglichkeit einer Beriihrung an zwei getrennten Stellen;
dieser einzige Ausnahmefall muss die Rotationsflichen liefern; und in
der That ist fiur ihn das gemeinsame Polardreieck nicht unmbglich
sondern umbestimmt geworden: Eine Ecke, der Pol der Beriihrungs-
sehne, ist fest, die zweite Ecke kann auf dieser Sehne willkiirlich
gewihlt werden, wodurch dann die dritte bestimmt ist. Die erste
Ecke gibt den unendlich fernen Punkt der Rotationsaxe; die Un-
bestimmtheit der zweiten Ecke entspricht der willkiirlichen Lage
der zweiten Hauptaxe bei den Rotationsflichen. Jede Ebene, deren
unendlich ferne Gerade mit der Beriihrungssehne zusammenfallt,
steht senkrecht zur Rotationsaxe (nach der eben gegebenen De-
finition, p. 184) und schneidet die Fliiche in einem Kegelschnitte,
welcher durch die beiden auf dem Kugelkreise gelegenen Beriihrungs-
punkte hindurchgeht, d. h. in einem Kreise. Nur beim einschaligen
(geradlinigen) Hyperboloid ist dieser Kreis stets reell; bei den anderen
Rotationsflichen kann er imaginir sein, kann auch (wenn die Fliche
von der Ebene berithrt wird) in ein imaginires Linienpaar ausarten,
dessen reeller Scheitel dann einen unendlich kleinen Parallelkreis
reprisentirt. Fine Rotationsfliche zweiter Ordnung ist hiernach da-
durch charakterisirt, dass ihr unendlich ferner Kegelschnitt den imagi-
naren Kugelkreis in zwei Punliten beriihrt.

Man ersieht aus vorstehender Erbrterung, dass man die Zahl
der verschiedenen Klassen von Flichen zweiter Ordnung noch um
zwei vermehren miisste, wenn man auch Flichengleichungen mit
imaginiiren Coéfficienten zulassen wollte; doch pflegt man dies zu-
néichst nicht zu thun, da solche Gleichungen nicht direct geometrisch
verwendbar sind.

Wendet man bei den Rotationsflichen wieder die Gleichungen (6)
zur Transformation an, und soll die X-Axe zur Rotationsaxe werden,
so sind B/, B,, B, die Coordinaten der unendlich fernen Geraden
der Y-Z-Ebene, d. h. die Coordinaten der Beriihrungssehne, und man
kann dieselben aus den auf Seite 139 des ersten Bandes gegebenen
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Gleichungen entnehmen. Ist 4” die einfache, 1" die Doppelwurzel,

so wird
’ dll, rpt dl2 2’ 1t Am (N
®) b =iy, B — gt BB — g

Diese Werthe stimmen mit den in (11a), p. 170 auftretenden Coéf-

ficienten iiberein, indem
%",

e

In der That war 4;(4”) = 0; also kann man setzen:

Ay (2) = (ag, — 4) (@33 — 1) — ay® = By, — A(ay + a3;) + 4

=@A—1)@ —p),

Ay5(A) = y3031 — Ay, (33 — &) = By, + Aay, = a, (4 — 17),

4y3(2) = Bz + 2ayg = a3(A —17),
worin By die Unterdeterminanten der Determinante A4,, bezeichnen.
Es 1st ferner

V420 =ay taytoay, w2 =ay + ay,
4,A)=@ — 1)@ —py =4 — 1" (a, — 17),
und somit:
’ a — i a ro’ a
B2 = 11'1—__;7; BB, = ;7_;21"1 BBy =7

iibereinstimmend mit den friiheren Resultaten, da 47 = ¢, 1" = ¢ zu
setzen ist.

also

Schon das Beispiel der Rotationsflichen lésst in der eben be-
sprochenen Weise erkennen, dass auf unserer Fliche zweiten Grades
eine jede Ebene einen Kreis ausschneidet, welche den unendlich
fernen Kegelschnitt der Kliche und den imaginiren Kugelkreis in
denselben beiden Punkten trifft, d. h. welche durch eine gemein-
schaftliche Sehne beider Kegelschnitte hindurchgeht. Beriihren sich
letztere mnicht, so gibt es sechs solche Sehnen, die sich in drei Paare
anordnen (vgl. Bd. I, p. 122 ff). Es g¢ibt also sechs Schaaren von
Parallelebenen, welche eine Fliche zwetten Grades, die wicht Rotations-
fliiche ist, in Kreisen treffen. Insbesondere kann eines dieser Sehnen-
paare mit dem Kegelschnitte /=0 identisch sein; dann schneiden
die zugehorigen Ebenen die Fliche in je einer Schaar von Erzeugen-
den; auf den Paraboloiden gibt es daher nur noch vier Schaaren von
Kreisschnitten.

Die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte /= 0 und ¢ = 0 sind
einander paarweise conjugirt imaginiir, da ¢ == O selbst eine imaginire
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Curve darstellt. Nur eines der drei Sehnenpaare ist daher reell;
und auf dem Ellipsoide, den beiden Hyperboloiden und dem Kegel
gibt es nur zwei Schaaren reeller Kreisschnitte, deren jede durch ein
System von parallelen Ebenen bestimmi wird. Die beiden Sehnen jedes
Paares treffen sich in einer KEcke des gemeinsamen Polardreiecks;
also durch jede Hauptaxe gehen zwei Kreisschnitte hindurch; aber mur
fiir eime Axe sind dieselben reell; beim Kegel sind diese durch den
Mittelpunkt gehenden Kreisschnitte natiirlich in imaginére Linien-
paare ausgeartet. Dadurch ist eine Axe vor den beiden iibrigen aus-
gezeichnet; wir haben dieselbe bei den einzelnen Flichen zu be-
stimmen.
Es seien
f=VXE4A"YP 4+ 472 =0,
=X+ Y4 Z2*=0

die Gleichungen der beiden unendlich fernen Kegelschnitte; dann
handelt es sich um die drei Sehnenpaare:

A=Y 4+ A"~ ANZE =0,
"=+ M —1)X=0,
@ —AX4+ A — Y= 0.
In allen Fillen sei @ > b > ¢; dann ist beim Ellipsoide
AM=a2 1 =02 A" =c?

also das mittlere Paar reell. Fiir das einschalige Hyperboloid hat man

M=a?, 2 =02 A= — 2,
und das erste Paar ist reell. Beim zweischaligen Hyperboloide sei
Ve=a? V=02 1 =—c7

das mittlere Linienpaar ist reell.

Beim Ellipsoide kann man also zwei reelle Kreisschnittebenen durch
dic mittlere Hauptaxe legen, beim einschaligen Hyperboloide durch die
grosse Axe der Kehlellipse (vgl. p. 173), beim zweischaligen Hyperboloide
durch diejenige Axe, welche senkrecht steht zw der flacheren der beiden
Hyperbeln, die von zweien der Hauptschwitte bestimmt werden.

Es ist noch hervorzuheben, dass bei letzterer Fliche die beiden
Kreisschnittebenen zwar reell sind, nicht aber die betreffenden Kreise.
Die dem Mittelpunkte zunichst liegenden Ebenen der beiden Parallel-
schaaren treffen das Hyperboloid némlich nicht; je zwei Ebenen in
jeder Schaar beriihren sodann die Fliche, und erst die weiteren
Ebenen schneiden wirklich reelle Kreise aus. In der That, legt man
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die Gleichung (19) p. 172 zu Grunde, so lassen sich die Gleichungen
der beiden reellen Kreisschnittschaaren in der einen Gleichung

(9) Vet B x W=y p—0

zusammenfassen, wo p einen variabeln Parameter bedeutet. Die Pole
dieser Ebenen bilden die zur gemeinsamen unendlich fernen Sehne
conjugirte Polare; ihre Coordinaten sind

— V@8, 0, £ VP —¢
die conjugirte Polare durchsetzt die Fliche in den beiden Punkten,
in welchen ein Kreis sich auf einen Punkt zusammenzieht (d. h. Be-
rithrung einer Ebene stattfindet); man findet fiir diese Schnittpunkte,

die sogenannten , Kreispunkte” oder ,Nabelpunkic”“ des einschaligen
Hyperboloids, die Coordinaten:
b — ¢

TR oy _
(10) X=iaVa—2—_—!_—?; Y———O, Z——ic Zt—gﬂz.

Eine ganz #hnliche Ueberlegung gilt fiir das reelle Ellipsoid; die
Schaaren reeller Kreisschnitte sind:

(11) R e S )
und die Coordinaten der Nabelpunkte des Ellipsoids:
prp— p—

(1) X—da)/52% ¥=0, Z—+c) 55
Hier liefern die dem Mittelpunkte zunichst liegenden Ebenen des
Biischels (11) reelle Kreise, die iiber die Nabelpunkte hinaus ent-
fernten dagegen treffen das Ellipsoid nicht.

Auf dem einschaligen Hyperboloide (18), p. 172 werden die Kreis-
schnitte durch die Ebenen

(13) Ve —Vy f Vete 74 p=—0

ausgeschnitten. Das einschalige Hyperboloid besitst keine reellen Kreis-
punkte; alle Ebenen (13) treffen die Fliche in reellen Kreisen*).

#) Die Kreisschnitte auf dem Ellipsoide wurden von d’Alembert gefunden
(Opuscules mathématiques, t. VII, Paris 1780, p. 163), auf den anderen Flichen
von Monge und Hachette (1802, Journal de 1'école polytechnique, cah. 11,
p. 161 ff.), mit Hiilfe des imaginiren Kugelkreises von Poncelet (Traité des
propriétés projectives, Nr. 621). Die anf dem allgemeinen Kegel gelegenen
Kreise fand schon Apollonius von Pergae (Conica I, 5). — Die beiden Schaaren
von Kreisschnitten kann man sehr gut zur Anschauung bringen, indem man
eine Anzahl von Kreisen jeder Schaar aus Carton ausschneidet und dann in ge-
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Dass beim reellen Kegel (schiefen Kreiskegel) ebenfalls zwei
reelle Kreisschnittschaaren existiren, ist unmittelbar deutlich; die
Nabelpunkte fallen in die Spitze zusammen.

Etwas anders gestalten sich diese Ueberlegungen bei den Para-
boloiden. Ist das unendlich ferne Linienpaar imaginir, so erlauben
seine Schnittpunkte mit dem imaginiren Kugelkreise noch zwei reelle
Verbindungslinien. Das elliptische Paraboloid besitzt daher zwei reelle
Kreisschnittschaaren; gleiches gilt fiir den elliptischen Cylinder. Geht
man von der Gleichung (5), p. 175 aus, so sind die Gleichungen der
drei Linienpaare, um die es sich handelt,

91 Y2 + @/lzg —_— O,
- "X (0" — @) ¥ =0,
0 X? 4+ (o) —0M)Z*=0.

Eines dieser Paare ist reell beim elliptischen Paraboloide; die be-
treffenden Kreisschaaren werden gegeben durch

(14) Vo' X+ Ve —e¢ Z+p=0,

wenn etwa @” > @”; es ergeben sich zwei Nabelpunkte mit den Coor-
dinaten:

ke —e _ —p Vel —¢
(15) X=—3 P Y=0, Z——blw-

Ist das unendlich ferne Linienpaar der Fliche reell, so ist es
mit dem ersten der drei angegebenen Paare identisch: auf dem hyper-
bolischen Paraboloide und dem hyberbolischen Cylinder gibt es daher keine
reellen Kreisschnitte und Nabelpunkte.

Wird schliesslich die unendlich ferne Ebene von der Fliche lings
einer geraden Linie berithrt, so fallen zwei Sehnenpaare in diese
eine Doppellinie zusammen, das dritte wird zu einem Paare imaginirer
Tangenten des Kugelkreises; die durch sie bestimmten Ebenen liefern
nicht Kreise, sondern imaginire Parabeln; auf dem parabolischen
Cylinder gibt es folglich weder reelle moch imaginiire Kreisschwitte.

wisser Weise mittels gemachter Einschnitte in einander steckt; man stellt sich
so ein Modell der Fliche direct aus ihren Kreisschnitten her; durch Ansgiessen
mit Gyps kanu man dann weiter zu festen Gypsmodellen gelangen; beim hyper-
bolischen Paraboloide treten gerade Linien an Stelle der Kreise, man kann daher
auch die zugehorigen Schaaren von parallelen Ebenen in analoger Weise be-
nutzen; bei Rotationsflichen ist das Verfahrem nicht anwendbar. Dasselbe ist
angegeben von O. Henrici, on the construction of cardboard models of surfaces
of the second order, professorial Dissertations for 1871—1872, University College,
Loudon. In dieser Weise (nach Angaben von A. Brill) hergestellte Cartonmodelln
sind von der Verlagshandlung von L. Brill in Darmstadt zu beziehen.
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Gapz dasselbe Zusammenfallen von zwei Sehnenpaaren tritt auch
bei den Rotationsflichen ein, wie nach dem Obigen sofort klar ist;
auf denselben gibt es also ausser den Parallelkreisen weder reelle noch
imagindre Kreisschnitte.

Die hier gegebene Behandlung metrischer Relationen mit Hiilfe
des imaginidren Kugelkreises wird die Brauchbarkeit der Methode,
insbesondere der Interpretation des rechten Winkels durch harmo-
nische Theilung, hinreichend klar gelegt haben. Man kann aber
weiter gehen und &hnliche Betrachtungen fiir beliebige Winkelrela-
tionen anstellen.

Es war nimlich der Winkel zweier Ebenen u, », w und ', »’, w’

@ == arccos L L L = arccosi
Vud 4 o 4 w? Vu'? + 02 + w'? VGL
(16) — llog -V — GL,
2 H4yH—GL

wo i =}/ — 1 und
H=uwuuw~4v0"+ww', G=ult+1v'4+w?, L=u?+4v?fw?.

Nun ist frither (p. 134) das Doppelverhiltniss zweier beliebigen Punkte
z, y und der beiden Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie mit einer
Fliche zweiter Ordnung berechnet. Nach dem Principe der Dualitit
bleibt dieselbe Formel giiltig fiir das Doppelverhéltniss zweier Ebenen
v, w und der beiden Ebenen ihres Biischels, welche eine gegebene
Fliche zweiter Klasse

beriihren; dasselbe ist also (vgl. unten p. 196):
(18) o H—VE—GL

H4VE —GL
wenn
G = ZZ.Aik’Uﬂik, I = Z?ZA,-kw,-wk,
H= 22 Apv;wy.

Die frithere Formel fiir das Doppelverhiltniss wird nicht gestort,
wenn die Fliche insbesondere ein Kegel ist; so bleibt auch (18)
giiltig, wenn die Fliche zweiter Klasse (17) in einen Kegelschnitt
ausartet (vgl. p. 23ff.). Geht man nun von homogenen Coordinaten
zu rechtwinkligen iiber, und nimmt die Gleichung des Kegelschnittes

in der Form (2) an, so wird ¢ = %log a.

Der Winkel zweier Ebenen ist also gleich g mal dem natiirlichen
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Logarithmus des Doppelverhilinisses, welches durch sie und durch die-
jewigen zwei Tangentenecbenen des imagindiren Kugelkreises bestimmi wird,
die durch die Schnittlinie der gegebenen Ebenen hindurchgehen™).

Dieses Doppelverhiltniss ist dasselbe, welches in der unendlich
fernen Ebene bestimmt wird durch die beiden unendlich fernen Ge-
raden unserer Kbene und die beiden Tangenten, welche der imaginire
Kugelkreis durch den Schnittpunkt beider Geraden hindurchschickt;
man kann also in der That jede Ebene parallel zu sich verschieben,
ohne den Winkel zu #indern. Dasselbe Doppelverhiltniss wird auch
durch die Schnittpunkte gedachter vier Geraden mit der Beriihrungs-
sehne der beiden Tangenten (Polare des unendlich fernen Punktes
der Axe beider Ebenen) bestimmt, also auch durch die Verbindungs-
linien dieser vier Punkte (von denen ja zwei auf dem Kugelkreise
liegen) mit einem beliebigen Punkte des Raumes, z. B. mit einem
Punkte der Axe; die Ebene der letzteren vier Linien steht aber senk-
recht zur Axe der Ebenen und zwei von ihnen liegen in diesen Ebenen;
also ist der Winkel zweier Ebenen auch gleich dem Winkel ihrer beiden
Schwittlinien mit einer zu beiden senkrechten Ebene, wie aus den Kle-
menten bekannt ist.

Der Sinus des Winkels ¢ eimer Ebene und eimer Geraden ist
gleich dem Cosinus des Winkels der Ebene gegen eine zur Geraden
senkrechte Ebene; letzterer wird in genannter Weise gemessen durch
das Doppelverhiltniss der unendlich fernen Geraden der gegebenen
Ebene, der Polaren des unendlich fernen Punktes der gegebenen Ge-
raden und der beiden von ihrem Schnittpunkte ausgehenden Tangenten
an den Kugelkreis; und dies Doppelverhiltniss ist dasselbe wie das der
Pole beider unendlich fernen Geraden in Bezug auf den Kugelkreis
und der Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie mit diesem Kreise.
Sind nun «,, y,, %, und z,, ¥, £ zwei Punkte der gegebenen Linie,
so hat ein beliebiger Punkt derselben die Coordinaten

e ) Y -+ Ay, Z + Az,
1427 17 i
die Coordinaten des unendlich fernen Punktes (A = — 1) verhalten sich
also wie &, — Xy 2 Yy — Yo : #,— 2y, d. h. wie die Pliicker’schen Linien-
coordinaten p, ¢, v der Geraden (p. 43). Somit ist in Ueberein-
stimmung mit (31), p. 13:

)

(19) T—v=3lo

wo

gl Ve = PE,
CQ+Ve - PR

*) Nach Laguerre, vgl. Bd. I, p. 148.
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Q=up+vg+wr, P=w 40 +u?, Re—p’+¢ +1r;
denn der Pol der unendlich fernen Geraden der Ebene u, v, w in
Bezug auf den Kugelkreis hat eben wieder die Coordinaten u, v, w.

Der Winkel zweier Geraden ist derselbe, wie der zweler zu ihnen
bez. parallel gezogenen und sich schneidenden Linien (p. 7), hingt also
nur von den unendlich fernen Punkten der Geraden ab; er ist zu
messen durch das Doppelverhiltniss, welches durch sie und die
Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie mit dem Kugelkreise bestimmt
wird, also gleich

7 Q —V@*— PR
(20) 3 log PERY, 5 4
wenn p, q, ¥, %, %, @ und p’, ¢’, »’, n’, »’, ¢’ die Pliicker’schen
Liniencoordinaten der beiden Geraden sind, und wenn:

Q=pp +q¢+7rr, R=p+¢+7 P=p?4fq?+s-.

Im Vorstehenden haben wir diejenigen Fille eingehend besprochen,
in denen der Kegelschnitt (4) eine solche specielle Lage gegen den
imagindren Kugelkreis (3) einnimmt, dass dadurch die Transformation
auf die Hauptaxen unbestimmt wird. Im Sinne der Invariantentheorie
ist aber ebensowohl jeder Fall in Betracht zu ziehen, in dem zwischen
den simultanen Invarianten der beiden unendlich fernen Kegelschnitte
eine besondere Relation stattfindet. Diese simultanen Invarianten
sind die Coéfficienten der Potenzen von 4 in dem durch (5) gegebenen
Ausdrucke A4(1); sei also:

(21) A(A) = B, 4 344, + 3224, 4 2*4,,
so ist¥):
By=Ay, — 3D = a0, — a® + a5 — a° + agza, — a5,
By=—1, 3hy=ay, + a5+ ay.
Aus ihnen bildet man zwei absolute Invarianten:
A2 A,z
(22) A1=—A—0~—A—2; A2=A1A3.

Durch diese absoluten Invarianten sind dann dic Lingen der Haupt-
azen bis auf einen gemeinsamen Factor bestimmt; nach den invarianten-
theoretischen Entwicklungen kann man sich dies etwa in folgender
Weise vermittelt denken (Bd. I, p. 302). Es seien ¢, p”, p"” die
Wurzeln der Gleichung

*) Vgl. hier und im Folgenden Bd. I, p. 291 ff. Die Invarianten A,, A,
A,, A, miissen mit 6 multiplicirt werden, um die dort benutzten Invarianten
Ay, A,y Ay, Ay, zu geben,
Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 13
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¥+ 8 (14 3AA) » + S — 3A1A2(1 —9A, — 9A,) | »
~ %

dann findet man aus den Gleichungen
y = (Y = (SN = (Y

o — 1 ! A |

(1 — 9A,A) = 0;

o' — 1
die drei Doppelverhiltnisse o', a”, «’” der drei Punktquadrupel,
welche von den beiden Kegelschnitten auf den drei Seiten des ge-
meinsamen Polardreiecks ausgeschnitten werden. Durch diese Doppel-
verh#ltnisse werden aber die Winkel der drei Linienpaare gemessen,
in denen der Asymptotenkegel unserer Fliche (dessen Spitze im
Mittelpunkte liegt und der auf dem unendlich fernen Kegelschnitte
der Fliche steht) die drei Hauptdiametralschnitte derselben durch-
setzt. Diese drei Winkel sind also

’ i 4 44 i I’ 17y i rrs
¢ =glogy, 9" =glogy’, ¢ =;logy”.
So werden diese Winkel einmal durch die absoluten Invarianten be-
stimmt, das andere Mal durch die Wurzeln von 4(4) =0, d. h.
durch die Lingen der Hauptaxen; denn es war auch:

A o 0 TR e o 9 S ol S 0
=g’ Y a7’ 411"

Verschwindet insbesondere die Invariante A,, so kann man dem
Kegelschnitte (4) unendlich viele Dreiecke einschreiben, welche Polar-
dreiecke in Bezug auf den imaginiiren Kugelkreis sind. Es ist daher
A, = 0 die Bedingung dafiir, dass man auf dem Asymptotenkegel un-
endlich viele Tripel von einander rechbwinkliy schneidenden Geraden
bestimmen kann; gleichzeitig gibt es dann in jedem Systeme von
Erzeugenden der Fliche unendlich viele Tripel von zu einander
rechtwinkligen Geraden.

Verschwindet die Invariante A;, so kann man der Curve (4)
unendlich viele Dreiecke umschreiben, welche Polardreiecke in Bezug
auf (3) sind. A, =0 ist folglich die Bedingung dafiir, dass man an
die gegebene Fliche unendlich wiele Tripel von zu einander senkrechien
Asymptotenebenen legen kamn*). Das Hyperboloid heisst in diesem
Falle gleichseitig.

Die Bedingungen A; =0, A, = 0 konnen bei Gleichungen mit

*) Vgl. Pliicker, System der Geometrie des Raumes p. 156 (Diisseldorf
1846), sowie fiir diesen und den vorhergehenden Satz: Salmon, Geometry of
three dimensions, art. 201 (Dublin 1865); art. 211 in Bd. 1 der deutschen Be-
arbeitung von Fiedler (Leipzig 1874); vgl auch H. Vogt, Crelle’s Journal, Bd. 86.
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reellen Coéfficienten nie gleichzeitig erfiillt sein, da sonst 1’ 4 1”
4+ 4"=0und 22 4 272 4+ 1""? = 0 folgen wiirde.

Eine andere bemerkenswerthe Besonderheit entsteht, wenn der
Pol einer der gemeinsamen Sehnen in Bezug auf den imagindren
Kugelkreis selbst dem unendlich fernen Kegelschnitte (4) unserer
Fliche angehort. Die Gleichung einer solchen Sehne ist

Vi —2" X+ V2" =47 Z=0,

die homogenen Coordinaten ihres Poles in Bezug auf (3) sind

Vi’ — 47, 0, VA7 —24"; soll der Pol auf f= 0 liegen, so folgt
l/ (ll _ l’l) + }'I// (l’/ _ ll/') _:_(ll - l”,) (l/ _ ll’ _I— l”,) —_— O.
Soll diese Bedingung rational in den Coéfficienten ausgedriickt werden,
so muss man das Product aller analogen Ausdriicke gleich Null setzen,

um eine symmetrische Function zu erhalten; also:

(lf . l’l + },l,l) (l’ — l" _ l”’) (l' + Z'” S l,,l) - (A’/ + l" + l’ll>3
. 4(1’ + l” + l’ll) (A, lll + A"I ll/l + l'/! l’) + 811 ll,lll',
oder:

(23) BBAS — 20 BTA AN, + 20 AAZ = 0.

Wenn aber der Pol auf f=0 liegt, so stehen die durch unsere
Sehne zu legenden Kreisschnitte (vgl. p. 187) auf allen Linien senk-
recht, die ibren unendlich fernen Punkt in dem Pole haben; folglich:

Wenn die Bedingung (23) erfillt ist, so gibt es auf der Fliche
zwei Frzeugende, die zu einer der sechs Kreisschwittschaaren semkrecht
stehen.

Bei dem geradlinigen Hyperboloide kann dies fiir eine reelle
Erzeugende und ein reelles Kreisschnittsystem vorkommen, némlich,

wenn in (18), p. 172:

1 1 1
s pta=0

a?

Das einschalige Hyperboloid heisst dann orthogonal®). Etwas fhn-

*)Nach Schréter: Crelle’s Journal Bd. 85, 1878. Dasselbe Hyperboloid wird
erzeugt von einem Punkte, dessen Abstinde von zwei festen sich nicht schnei-
denden Geraden in constantem Verhiltnisse stehen, wie Chasles gezeigt hat,
Liouville’s Journal, t. 1, 1836. Das orthogonale Hyperboloid wird auch erzeugt
von einer Geraden, welche sich so bewegt, dass man durch sie immer zwei zu
einander rechtwinklige Ebenen legen kann, die bez. durch zwei feste Gerade
hindurchgehen; vgl. Steiner, Crelle’s Journal Bd. 2, p. 292 (1827; gesammelte
Werke, Bd. 1, p. 162). Synthetisch ist die Fliche von Schonfliess (Schls-
mileh’s Zeitschrift, Bd. 23 und 24) behandelt, von Schroter a. a. O. und von
Fiedler (Darstellende Geometrie Bd. 2, p. 287 f.). Das ,,gleichseitige* hyper-
bolische Paraboloid betrachtet Steiner in den ,Systematischen Entwicklungen«
(Ges. Werke, Bd. 1, p. 380 ff.).

18%
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liches kann natiirlich beim hyperbolischen Paraboloide reell eintreten;
wenn nimlich der Pol der einen unendlich fernen Geraden desselben
in Bezug auf den Kugelkreis auf der anderen liegt; dann sind beide
Gerade conjugirte Polaren, die durch sie gehenden Ebenen daher
senkrecht auf einander: jede Erceugende der einen Art steht senkrecht
zu jeder Erzeugenden der anderen Art.

VIII. Dualistisches.

Gemiiss dem Principe der Dualitéit hiitten wir ebensowohl von
einer Gleichung zweiter Klasse
(1) X Agusu = 0 oder symbolisch (X A;u;)*=0
ausgehen konnen, wie von einer solchen zweiter Ordnung; denn wir
wissen, dass eine Fliche zweiter Ordnung (Kegel und Ebenenpaar
ausgenommen) auch von der zweiten Klasse ist (p. 39f. und 137f).
Die Discussion dieser Gleichung hitte uns ebenfalls alle Eigenschaften
der Flichen zweiten Grades liefern miissen, nur in anderer Reihen-
folge und Gruppirung.

Statt die Schnittpunkte einer geraden Linie mit der Fliche zu
suchen (vgl. p. 133), wiirden wir als erste Aufgabe die Bestimmung
der beiden durch eine gegebene Gerade zu legenden Tangentialebenen zu
behandeln haben.

Es sei die gegebene Gerade durch die Ebenen v und w bestimmt;
wir setzen

G = ZZAﬂC’Ui’Uk == (ZAZ"U,'>2,
L = 32X Agwiwy, = (Z4;w,)?,
H= XX Agv;wy, = ZA0;X A 0

die Coordinaten der beiden gesuchten Ebenen sind daher

(2) QU; == v; + uw;,
wenn g durch die Gleichung
3) WL+ 2uH 4 G =0

bestimmt wird. Wie muss nun die Ebene w liegen, damit sie mit
einer gegebenen Ebene v eincrseits und den beiden Ebenen (2) anderer-
seits ein bestimmies Doppelverhiltniss o bilde?

Es ergibt sich, ganz wie friiher, die Gleichung (vgl. p. 134)

(4) (¢ +12GL — 4eH* =0,
eine Fliche zweiter Klasse, die von den betreffenden Ebenen w um-

hiillt wird. Dieselbe artet in einen doppelt ziihlenden Punkt, H?==0,
den Pol der Ebene v, aus, wenn « == — 1, d. h. wenn das Doppel-
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verhiiltniss harmonisch ist. Die Coordinaten des Poles von v sind
die Coéfficienten der Gleichung H = 0, d. h.
B) 6y, = Anv + Aive + Aisvs + Auvs.

Fir o = 4 1 ergibt sich die Gesammtheit der Ebenen w, deren
Schnittlinien mit ¥ Tangenten der Fliche sind (p. 143), d. i. die Gleichung
der Schwittcurve unserer Fliche (1) mit der Ebene v in Ebenencoor-
dinaten w, ndmlich:

GL — H*=0;
diese Curve entspricht dualistisch dem in Gleichung (10), p. 135 auf-
gestellten Tangentenkegel. Man erkennt auch hier leicht, dass sich
alle Flichen des Systems (1) in dieser ebenen Curve zweiter Ord-
nung beriihren. Das System ist also mit dem friiher betrachteten

(¢ 4+ 1*PR — 4a@* =0

vollkommen identisch, eine Identitit, welche man in derselben Weise
eingehender nachweisen kann, wie dies bei der analogen Aufgabe
der ebenen Geometrie geschah (Bd. I, p. 116 ff).

An die Gleichung H = O lidsst sich wiederum die Polarentheorie
ankniipfen, fiilhrt aber nicht zu neuen Resultaten. Hervorgehoben sei
nur die aus (D) abzuleitende Gleichung der Fliche (1) in Punkicoordi-
naten y, als Bedingung der vereinigten Lage von Ebene v und
Pol y, némlich:

(6) EZA,]fyLyk = O,
wenn A; die ersten Unterdeterminanten der aus den A; zu bilden-
den Determinante A bedeuten. Dieselbe Gleichung kann in der Form

A4y A Ay Ay oy

|
‘ Ay Ay Ay Ay Y,

(6a) Ay Ay Ay Ay y; | =0
Ay Ay Ay Ay Y,

‘ B Y% Y w0
geschrieben werden. Auch die Gleichung unserer Fliche i Linien-
coordinaten lasst sich leicht aufstellen. Sind x, y zwei Punkte einer
Tangente der Fliche, so hat man:

A4, Ay 43 4, x vy |
Ay Ay Ay Ay 2, Y,

(7 Ay Ase Ay Ay x5 Yy =0,
Ay Ay Ay Ay oz Yy

x, Xy x5 oz 00
I Y Y W 0 0
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worin nach der Ausrechnung z;y; — 21y, = par zu setzen ist. Die-
selbe Gleichung lisst sich auch in der Form

(7a) (A An — Awdi)Quqn =0

ik Tl

schreiben, oder symbolisch:

(7b) (4Bay) — 0,

wenn u,* == u,* = XX A, wu,  analog zu (3) bez. (3)* auf p. 142.
Von besonderem Interesse ist es, anzunehmen, dass die Coéffi-

cienten A; in (1) bereits als Unterdeterminanten aus anderen a;

gegeben seien, so dass (1) als die Ebenencoordinaten-Gleichung einer

Fliche zweiter Ordnung XXa;y:yx = O betrachtet wird. Alsdann

nidmlich kehrt man mittelst (6) oder (6a) zu dieser urspriinglichen

Punktcoordinaten-Gleichung zuriick; denn nach den Sitzen iiber ad-

jungirte Determinanten hat man

(8) Ay = A - ay.

Die Gleichung (7a) ferner ist dann von der Gleichung (3) p. 142

nicht wesentlich verschieden, denn es ist:

(9) Ap Ay — A du = A - (ahialk - al;k“li) )

und ¢, ist proportional zu pg.

FEtwas wesentlich Neues tritt uns entgegen bei der Annahme,
dass die Determinante A der A4; gleich Null sei; denn dann artet
unsere Fliche zweiter Klasse in einen ebenen Kegelschnitt aus, wie
er dem Kegel dualistisch entspricht (p. 23ff); und ein solcher kann
nicht in Punktcoordinaten dargestellt werden, repriisentirt also eine
Klasse von Flichen, die durch unsere bisherige Betrachtungsweise
ginzlich ausgeschlossen war. Wir stellen die Eigenschaften der so
gegebenen ebenen Curve kurz denen des Kegels gegeniiber; fiir die
geometrischen Beziehungen der Polarentheorie geschah dies schon
frither (p. 149); wir beschrinken uns daher auf die algebraische Be-
handlung,

Die Gleichung in Punktcoordinaten stellt die doppelt genommene
Ebene o des Kegelschnittes dar, indem:

(10) QW; 0 = Aik, 9(200,_%)2 == ZZAlky,yk.

Die Gleichung (7a) behilt ihre volle Bedeutung; sie wird von
allen geraden Linien befriedigt, welche den ebenen Kegelschnitt treffen
(vgl. das Beispiel auf p. 183). Aus dieser Liniencoordinatengleichung

findet man insbesondere die Gleichung des von einem Punkte z aus-
gehenden Kegels, welcher auf unserem Kegelschnitte steht: man
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braucht nur gy gleich z;2 — 22, zu setzen. Die Gleichung eines
solchen Kegels ist also:

(11) 22(‘4111'/4119 -— -Ahk-Ali) (.’l'iﬁk — x]cﬁl) (Z’;Lﬁz _— .Z‘;Z]l) = O,

oder:

(11a) (ABzz)? = 0.

Man kann sich die Aufgabe stellen, die Schnittpunkte dieses
Kegels mit einem durch zwei Ebenen v, w bestimmten Strahle zu
finden. Die Gleichung der Schnittpunkte des Strahles mit einer be-
liebigen Fliche a,> = O in Ebenencoordinaten « ist offenbar

(avwu)® = 0.
In (11a) sind also nur die z; durch die dreireihigen Unterdetermi-
nanten der Grossen u;, v;, w; zu ersetzen. Dies gibt nach bekannten
Determinantenstitzen

oder
(wv,w, + ww v, + w0, —u,vw, — wo,w ~ wogw,) =0.
Um von den symbolischen zu den wirklichen Ausdriicken zuriickzu-
kehren, hat man das Quadrat auszufiihren und zu beachten, dass
ul=ul=XZA4 wu, uv, =uv, =24 uv,.

Wir setzen noch zur Abkiirzung

Qu“ = ZZA{kM;Mk, Qm, = ZZA,’/CZQU/_-,
und finden die Gleichung der Schwittpunkte des Kegels (11) mit dem
Strahle v-w in der Form
(12) Quu Qoo s + Qe Quno ¥ + Qo Quoot + 2Q,, Q0 Ws

+ 2Q,, Quwit,w, + 2R, Quott.v, = 0,

indem sich alle anderen Glieder bei der Ausrechnung herausheben.
Diese Gleichung stellt einen in ein Punktepaar zerfallenden Kegel-
schnitt dar; die einzelnen Punkte des Paares sind nach der sogleich
zu erwihnenden Methode zu bestimmen.

Besonders bemerkenswerth ist der Fall, wo die Ebene w mit der
Ebene unseres Kegelschnittes (d. h. mit o) zusammenfillt, wo es sich
also um die Schnittpunkte eines in dieser Ebene gelegenen Strahles
mit der Curve handelt. Dann lisst sich von der linken Seite der
Gleichung (12) ein Factor w.® absondern, und die Gleichung reducirt
sich auf

(13) Quu Qo — Que? = 0.
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Die betreffende Rechnung lisst sich am besten symbolisch machen;
wir iibergehen dieselbe hier, und begniigen uns daran zu erinnern,
dass ja G L — H? =0 in Veriinderlicher v die Gleichung des Kegel-
schnittes war, in dem eine Fliche zweiter Klasse von der Ebene w
geschnitten wird (p. 197), und dass in (13) ebendieselbe Gleichung
in anderer Bezeichnungsweise vorliegt, dass endlich dieser Kegel-
schuitt im Falle A =0 sich in das von uns betrachtete Punktepaar
zerspaltet. ESs ist also in der That (13), falls A =0, die Gleichung
der beiden Punkte, in denen der dargestellte Kegelschnitt eine Fbene v
durchstisst.

Die letzte Aufgabe hat uns schon zu derjenigen weiteren Aus-
artung einer Fliche zweiter Klasse gefiihrt, welche auftritt, wenn
nicht nor die Determinante A gleich Null ist, sondern schon alle
ersten Unterdeterminanten Ay derselben wverschwinden. Wie ein Kegel
in ein Ebenenpaar zerfillt, wird sich unser Kegelschnitt in ein
Punktepaar auflésen. Die Punktcoordinaten-Gleichung ist jetzt identisch
befriedigt; die linke Seite der Liniencoordinaten-Gleichung wird ein
vollstindiges Quadrat und stellt die doppelt zihlende Verbindungs-
linie beider Punkte dar.

Verschwinden dagegen schon alle zweireihigen Unterdeterminanten
von A, so hat man es mit einem doppelt zu denkenden Punkte zu
thun; auch die Liniencoordinatengleichung ist hier identisch erfiillt.

Sehen wir also von den Beziehungen zur unendlich fernen Ebene
ab, so konnen wir schliesslich folgende Uebersicht iiber die ver-
schiedenen Flichen aufstellen.

I. Flichen zweiter Ordnung und zweiter Klasse:
1) 420, A 205 9 Constante.

II. Flichen zweiter Ordnung; III. Flichen zweiter Klasse;
2) Kegel, 4 =0, 2) Kegelschnitt, A = 0,
8 Constante. 8 Constante.
3) Ebenenpaar, 4; = 0, 3) Punktepaar, Ay = 0,
6 Constante. 6 Constante.
4) Doppelebene, Ay, 1, = 0, 4) Doppelpunkt, Az, 1, = 0,
3 Constante. 3 Constante.

Wir haben in dieser Tabelle jeder Fliche die Anzahl der fiir
sie willkiirlich wihlbaren Constanten beigefiigt; es ist auffillig, dass
Flichen mit sieben, fiinf oder vier Constanten nicht vorkommen,
wihrend doch alle Flichen aus einander durch stetige Variation der
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Constanten entstehen miissen. Dies wird dadurch verstindlich, dass
in einem vorliegenden Systeme von Flichen, in welchem unsere Aus-
artungen auftreten, geometrisch jede Fliche sowohl als Punkt- wie
als Ebenengebilde vorzustellen ist. Wenn nun eine Fliche ausartet,
so werden ihre Tangentialebenen in der Grenze gleichzeitig eine
gewisse ausgeartete Gruppirung zeigen, die allerdings der Betrachfung
verloren gehen muss, wenn man nur eine Art von Coordinaten ins
Auge fasst, wihrend geometrisch die ausgeartete Fliche vollstindig
nur durch einheitliche Zusammenfassung der Grenzgebilde fiir Punkte
und Ebenen angeschaut wird. Demgemiiss konnen wir unserer Tabelle
geometrisch noch folgende weitere Flichenausartungen anreihen®):

5) Ebenenpaar mit einem auf seiner Axe liegenden Punktepaare,
ein zu sich selbst dualistisches Gebilde; 8 Constante.

6) Ebenenpaar mit einem auf seiner Axe liegenden Doppel-
punkte™), bez. Punktepaar mit einer durch seinen Triger
gehenden Doppelebene; 7 Constante,

7) Doppelebene mit einem in ihr liegenden Doppelpunkte und
einer durch diesen gehenden, ebenfalls der Ebene angehoren-
den Doppellinie; zu sich selbst dualistisch; 6 Constante.

8) Doppelebene und Doppelpunkt in vereinigter Lage; b Constante.

9) Doppelebene (bez. Doppelpunkt) und Doppellinie in vereinigter
Lage; 5 Constante.

10) Doppelebene und in ihr liegender Doppelpunkt, dessen Lage
nicht vollig bestimmt ist, welcher vielmehr in jedem Punkte
einer bestimmten Geraden gedacht werden kann (bez. Doppel-
punkt mit nicht vollig bestimmter, durch ihn gehender
Doppelebene); 4 Constante,

Die oben erwihnte doppelte analytische Darstellung ein und

desselben Systems von zwei Flichen zweiten Grades in den Glei-
chungen

(¢ +1PPR — 4a@®*=0 und (¢ + 1°GL — 4a H? =

#) Vgl. Schubert, Kalkiil der abzihlenden Geometrie, Leipzig 1879, p. 102,
sowie besonders verschiedene Arbeiten von Zeuthen und Halphen iiber ent-
sprechende Verhiltnisse in der Ebene; vgl. Bd. I, p. 390 ff. — Betrachtungen
anderer Art iber das Zihlen der Constanten bei Flichen zweiten Grades findet
man in der Note zu p. 332 von Pliicker’s System der Geometrie des Raumes.

*¥) Bei dieser Ausartung sind auch die beiden Schaaren von Erzeugenden
der Fliche einzeln erhalten geblieben; als solche sind die beiden ebenen Strahl-
biischel anzusehen, welche in dem Doppelpunkte ihren gemeinsamen Scheitel
baben, und von denen einer in jeder Ebene des Paares liegt.
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kann hier zeigen®*), wie gewisse Ausartungen bei einseitiger Auf-
fassung nicht zur Geltung kommen, wenn auch dieses System noch
keinen der zuletzt erwihnten Fille umfasst.
Brauchbarer ist hier das schon friiher betrachtete System (Glei-

chung (8), p. 147)

Ay xy 4 pa,xy = 0;
die Ebenencoordinatengleichung desselben lautet:

pi u, 4 Auyey =0,
Die Flidche g = 0 zerfillt als Punktgebilde in die Ebenen 2, = 0,
x, == 0; dieselbe Fliche aber als Ebenensystem in die Punkte u, = 0,
ug = 0, welche auf der Axe jenes Ebenenpaares liegen; wir haben
hier also die unter 5) erwihnte Ausartung.

Die Kintheilung der Flichen zweiter Klasse nach der Realitit
ihrer Erzeugenden und nach ihren Beziehungen zur unendlich fernen
Ebene kann nicht zu etwas Neuem fithren, in so weit sie mit den
Flichen zweiter Ordnung identisch sind; wir werden iiberdies auf
die entsprechenden Transformationen spiiter in anderem Zusammen-
hange eingehen miissen®*). Hier bleibt uns also wiederum nur der
Fall A =0 zu behandeln, und es kommt darauf an, zu entscheiden,
ob unser Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel sei, d. h.
ob der durch (1) gegebene Kegelschnitt die unendlich ferne Ebene
in zwei imaginiren, reellen oder zusammenfallenden Punkten schneide.
Wir bedienen uns naturgemiiss wieder rechtwinkliger Coordinaten
u, v, w, so dass (1) zu ersetzen ist durch

(1a) Ay u? 4 A + Aggw® + Ay + 24,00 + 2 4,,0w
+ 245w 4 24,,u + 24,0 4 24,0 = 0.
Die unendlich fernen Punkte, um welche es sich handelt, sind dann

durch (13) dargestellt, wenn man fiir die v; die Coordinaten O, 0, 0, 1
der unendlich fernen Ebene einfiihrt, also durch

QA4y, — (Ayu + Ao + Agw + 4, =0,
wo Q die linke Seite von (la) bezeichnet, oder ausgerechnet:
(14) (g Ay — A7) + 0* (A Ay — 4yY) + 0 (Ay 4y — As4%)
+ 2uv(dy 4, — 4,4 4,)
+ 20w(dyydsy — Ayy45)
+ 2wu(dyAs; — 4y, 4,,) = 0.

*) Vgl Bd. I, p. 120, sowie den Schluss des unten folgenden Abschnittes XX
tiber reciproke Verwandtschaften.
*¥) Vgl. unten Abschnitt XII.
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Ueber die Realitit dieses Punktepaares wird in derselben Weise
entschieden, wie frither iiber die Realitit eines Linienpaares (p. 159).
Man nimmt in der unendlich fernen Kbene zwei einander in Bezug
auf (14) conjugirte Polaren und setzt ihre Coordinaten in (14) ein;
haben beide so entstehenden Ausdriicke gleiches Vorzeichen, so
ist das Punktepaar imagindr, im anderen Falle ist es reell. Wir
nehmen etwa

=0, v,=0, w =1;
dann haben u,, v,, w, der Bedingung
Uy(Ayy Ay — Agy Ayy) + vy (Ayy Aoy — Ay Ayy) +- 0, (Ayy Ayy — A;7) = 0
zu geniigen, welche befriedigt ist durch:

Uy =0, v, =— (Ayuds — 4y,"), wy= Ay dyy — A4, 4y,

Die linke Seite von (14) wird fiir diese beiden Geraden bez.

@y = Ay Ay — Ay,

Py =(Ay Ayy—A3,") { (Ayy Agy— A5 ) (A gy Agy—A3,") — (A Ays— A A,5)*}
Das Product @, p, hat dasselbe Vorzeichen, wie der zweite Factor
von @,; letsterer ist also allein entscheidend. Ist derselbe positiv,
so haben wir eine Ellipse; ist er negativ, so haben wir eine Hyperbel.
Im Falle der Ellipse hat man weiter zu untersuchen, ob dieselbe
reell oder imaginiéir ist; es geschieht dies, indem man in der Ebene
der Ellipse eine conjugirte Polare zur unendlich fernen Geraden auf-
sucht und deren Schnittpunkte mit der Curve in Bezug auf ihre
Realitdt untersucht; man kann statt dessen auch einfach die fritheren
Kriterien fiir die Realitit eines Kegels in’s Dualistische iibertragen,
indem man ¢,, @,, @, einfiihrt und z. B. setzt (vgl. p. 163):

Py = An(AnAzz — A7),
@, = Ay,
Ps = A44(A11 Ay — Ayp°).

Bei dieser Ableitung sind wir unsymmetrisch verfahren. Statt
der erwihnten Klammern hiitte man irgend einen der drei Ausdriicke
Yy = (A44A22 - A242) (A44A33 - A342) - (A44A23 - A42A43)2r
Wy = (Ayy Agy — As®) (A Ay — Ay°) — (Ay Ay — A Ay),
wl? = (A44All - A142) (’A'44A22 - A242) - (A44A12 - ‘A4l A42>2
benutzen konnen; die letzteren haben also auch immer dasselbe Vor-
zeichen. Gestort wird die Betrachtung, wenn zufillig ¢, = 0, also

auch @, = O ist; dann muss man von einer anderen Seite des Coordi-
natendreiecks ausgehen; das Resultat wird aber nicht alterirt,
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Liegt der Kegelschnitt insbesondere in einer Coordinatenebene,
z. B. der Y-Z-Ebene, so ist (1a) durch die einfachere Gleichung

(Ab)  Ay0® 4 Agw® + 24,000 + 24,0 + 24w+ A, =0
zu ersetzen; die Gleichung derselben Curve in ebenen Punktcoordi-
naten wird

Ay + G338 + 2a,y2 + 2ayy + 2032 + a, = 0,

gy = Agg Ay — Ays®, g = — Ay Ay + Ap Ay, ete.
Nach den Regeln der ebenen Geometrie (Bd. I, p. 91} ist dieser
Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem aya,; — a,,’
positiv oder negativ ist. Dies stimmt mit Obigem {iberein; denn in
diesem Falle wird

Yoy == Uogllgy — Gys®, Py =0, P = 0.

Jeder der drei Ausdriicke ¢ enthilt den Factor A4,,; verschwindet
also diese Grosse, so hat man eine Parabel. In der That ist ja
Ay =0 die Bedingung dafiir, dass die unendlich ferne Ebene die
Curve (1a) beriihre.

Artet ferner unser Kegelschnitt in ein Punktepaar aus, so kann
es vorkommen, dass ein Punkt auf der unendlich fernen Geraden
liegt, so dass nur ein Punkt im Endlichen bleibt: es verschwinden
alle Unterdeterminanten A; und ausserdem A,,; die Gleichung muss

linear werden, da nur ein Punkt im Endlichen zu beriicksichtigen
ist; d. h. man hat
Ay =0, 4,=0, 4;=0, Ay =0, 4y33=0, 433=0.
Lassen wir solche Fille, wo die Gleichung nicht mehr quadratisch
in den rechtwmkhgen Ebenencoordinaten bleibt, bei Seite, und
stellen uns die Aufgabe, alle Fliichen zweiter Klasse zusammenzu-
stellen, so haben wir in der obigen Tabelle (p. 162) nur die unter
IL und III. aufgefithrten Flichen mit verschwindender Determinante
durch die folgenden zu ersetzen®):
II. Flichen mit verschwindender Determinante A =0,
wihrend nicht alle ersten Unterdeterminanten Null sind.
A) AM%O, Eigentlicher Kegelschnitt mit Mittelpunkt.
1) 9, ¢,, @, haben gleiches Zeichen: Imaginirer Kegelschnitt.
8) @,, @5, @; haben nicht-gleiches Zeichen: Reeller Kegelschnitt.
a) Py, Py, ¥y, sind positiv: Ellipse.
b) %y, W, ¥, sind negativ: Hyperbel.

wenn

*) Auch Plicker gibt a. a. O. p. 195 unterscheidende analytische Merk-
male fiir die verschiedenen ausgearteten Flichen zweiter Klasse.
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B) 4,,=0, Parabel.

III. Flichen, bei denen alle Unterdeterminanten ersten
Grades, nicht aber diejenigen zweiten Grades verschwinden.

9) ¢, und ¢, haben gleiches Zeichen: Imagindres Punkiepaar.

10) ¢, und ¢, haben nicht gleiches Zeichen: Reelles Punktepaar.

IV. Flichen, bei denen alle Unterdeterminanten zweiten
Grades verschwinden.

11) Ein Doppelpunkt.

Endlich konnen wir noch besondere Lagen zum imaginiren
Kugelkreise (p. 182) in Betracht ziehen. Derselbe bestimmt in der
Ebene unserer Curve die imaginiren Kreispunkte; die Hyperbel ist
gleichseitig, wenn ihre unendlich fernen Punkte durch diese Kreis-
punkte harmonisch getrennt werden; die Ellipse ist ein Kreis, wenn
sie diese Kreispunkte enthilt. Die Gleichung der letzteren ergibt
sich, wenn man in (13)

Quu = u* + v + w?

macht und die Ebene v durch die Ebene unseres Kegelschnittes er-
setzt, deren Coordinaten u’, v’ w’ bestimmt sind durch:

/2 . All -,2 . A22 ’2 o Aﬁ ’ ’ — éﬁ r ’ — 623
"= =, V"=, =Ax Z”"'A7 vw =i,
A Ay 44 14 Ay
’ A A A, A
w'n ==——'—§, u'=Jé, 1)':—2—‘7 w':x“‘l“
Ay Ay 14 44

Die Kreispunkte dieser Ebene werden also gegeben durch:

(15)  w*(Ayy + Agg) + ©*(Ags -+ Ay) + P (A + Ag) — 2uvA,,
— 2uwhA,; — 2wuh, = 0.

Dieses Paar soll mit (14) harmonisch liegen. Um die Bedingung
dafiir zu finden, stellen wir die Gleichung zweier Strahlen auf, die
von einem Punkte der unendlich fernen Ebene (etwa 2" =0, y" = 0,
#" = 1) nach dem Paare (15) hingehen, d. h. wir setzen in (15)

w=ys' —py =y, v=202 —22"=—2z, w=0
und finden:

(16) (A + Asg)¥* + (Ay + Ag)a® — 2A,0y = 0.

Dieses Linienpaar ist zu dem aus (14) in analoger Weise ableitbaren
Linienpaare und und folglich zum Punktepaare (14) harmonisch,
wenn die lineo-lineare simultane Invariante beider Linienpaare ver-
schwindet*), d. h. wenn

*) Vgl. Bd. I, p. 295 und 521.
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(17> (\A11A44 - A142> (An + A33) + (A22A44 - A242) (Agz + Ass)
— 2(d4yy 4y, — A4y ) A =0
ist. Dieses ist die hinsutretende Bedingung fiir eine gleichseitige Hyperbel.

Die analoge Bedingung fiir einen Kreis ist durch die Forderung
gegeben, dass die beiden Gleichungen (14) und (15) ein und dasselbe
Punktepaar darstellen. Im Allgemeinen wird dieses eintreten, wenn
die Coéfficienten von (16) zu denjenigen der in entsprechender Weise
aus (14) abgeleiteten Gleichung proportional sind, d. h. wenn

pdydy — A7) = Ay + Ay, p(Aypdy — 4,7 = Ay + Ay,
w(dydy, — A3 ds,) = Ay
Fir den Kreis u® 4- ¢ — ¢ = 0 sind diese Bedingungen in der
That erfiillt.

Sollte der Punkt 2" = 0, y’" =0, 2’ =1 gerade auf der gemein-
samen Axe der Paare (14) und (15) sich befinden, so wird die linke
Seite von (16) ein vollstindiges Quadrat und die Bedingung (17)
unbrauchbar; alsdann hat man eine andere Ecke des unendlich fernen
Coordinatendreiecks zu benutzen; ebenso eventuell beim Kreise.

IX. Beziehungen zwischen zwei Flichen zweiter Ordnung.

Zwei algebraische Flichen haben mit einander einfach unendlich
viele (reelle oder imaginéire) Punkte gemein, welche in ihrer Ge-
sammtheit die Durchdringungs- oder Durchschnittscurve beider Flichen
bilden. Eine so erzeugte algebraische Curve wird im Allgemeinen
nicht in einer Ebene liegen, sondern ein specifisches riumliches Ge-
bilde darstellen®), von dem uns ja schon einige allgemeine Eigen-
schaften von fritheren Ueberlegungen her bekannt sind (p. 241).
Die betreffende Curve definirt man meist am Einfachsten durch zwei
Flichen, die sich in ihr schneiden; doch ist keineswegs umgekehrt
jede algebraisch durch einen Parameter darstellbare einfach unend-
liche Reihe von Punkten (algebraische Curve) durch den Schnitt zweier
Oberflichen zu erhalten; ein solcher Schnitt kann vielmehr in ge-
trennte algebraische Gebilde zerfallen, welche einzeln fiir sich nicht
immer als die gemeinsamen Punkte zweier algebraischen Flichen
betrachtet werden kbnnen (vgl. p. 5£). Fiir dieses interessante Vor-
kommen wird sjch ein ausfiihrlicher zu betrachtendes Beispiel bald

*) Die erste Curve doppelter Kriimmung (Schnitt eines geraden Kreiscylin-
ders mit einer Fliche vierter Ordnung) ist durch Archytas von Tarent (ca.
300 v. Chr.) benutzt worden, vgl. Cantor, Vorlesungen iliber Geschichte der
Mathematik, Leipzig 1880, p. 196, oder Baltzer, Analytische Geometrie, ib.
1882, p. 131.



Die Flichen zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 207

darbieten. Als Ordnung einer algebraischen Curve bezeichnet man die
Anzahl der (reellen oder imagindren) Punkte, welche sie mit einer
beliebigen Ebene gemein hat.

Sind insbesondere zwei Flichen zweiter Ordnung
(1) fE 22X g2 = O, Q —= Z:'Zbikxixk =0
gegeben, so st ihre Schmittcurve von der wierten Ordnumg. In der
That, nimmt man die Gleichung einer Ebene E = 0O (also eine lineare
Gleichung in 2, #,, %;, ,) hinzu, so liegen in dieser Ebene zwei Kegel-
schnitte, ihre beiden Schnittcurven mit der Fliche; den Kegelschnitten
sind im Allgemeinen vier Punkte gemeinsam, und diese gehoren gleich-
zeitig der Schnittcurve unserer Flichen an, und es sind die einzigen
gemeinsamen Punkte der letzteren, welche sich in F =0 befinden
konnen: durch ihre Anzahl ist die Ordnung in der obigen Weise be-
stimmb*).

Die beiden Flichen (1) sind umgekehrt durch ihre Schnittcurve
nicht vollig bestimmt; offenbar geht vielmehr jede Fliche des ,Biischels
@) f+2ip=0
durch alle gemeinsamen Punkte von f=0 und ¢ =0 hindurch.
Dieser Flichenbiischel ist dem in der ebenen Geometrie betrachteten
Kegelschnittbiischel genau analog; wie dort drei Linienpaare (d. i
Curven mit verschwindender Determinante) auftraten, so sind hier
vier Kegel (d. i. Flichen mit verschwindender Determinante) ausge-
zeichnet. Die ihnen zukommenden Werthe von 4 bestimmen sich
durch die Gleichung

3) ay + Aby  ay, - Aby a4 Aby ay -+ Aby, |
A() = Gy + Aby gy + Abyy gy A Abyy @y - Ay —0
T gy ALy ag o+ Abyy agy o+ Abyy ayy + Aby ’

My + Aby  ay + by ag + Aby  ay + 4Dy,
welche in der That vom vierten Grade in 4 ist.
Wir nehmen zuniichst an, dass die vier Wurzeln der Gleichung
A (1) == 0 von einander verschieden seien; sowie, dass sowohl die Deter-
minante von [ als diejenige von @ nicht gleich Null sei*®¥).

*) Die vorliegende Curve wird speciell als Curve vierter Ordnung erster
Species bezeichnet; denn es gibt auch riumliche Curven derselben Ordnung,
welche micht als Durchschnittscurven zweier Flichen zweiter Ordnung erhalten
werden konnen; diesen Curven zweiter Species begegnen wir spiter bei der
ebenen Abbildung der Flichen zweiter Ordnung.

#¥) Fine wesentliche Stérung wiirde allerdings nicht eintreten; es wiirden
nur eine oder zwei Wurzeln der Gleichung gleich 0 oder co werden. Unbedingt
ausschliessen muss man hier jedoch den Fall, wo beide Flichen selbst Kegel sind,
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Die vier Wurzeln seien mit 4,, 4,, 4;, 1, bezeichnet und der
Wurzel 4; moge der Kegel /4 2, = 0 in dem Biischel (1) zuge-
horen, dessen Spitze wir die Coordinaten xf), xf;), ;):g), :cf:) beilegen,

Diese Kegelspitze gentigt dann den vier Gleichungen (vgl. p. 148)
(ak1+1ibk1) x(li) (aer + libm) x(zi) + (%3 + libw) xfj’ +
) (@ + 2:bi) e =0 fur k—1, 2,3, 4.
Dieselben konnen eben in Folge von (3) zugleich bestehen, und aus
ihmen findet man die Coordinaten der Kegelspitzen.
Auf dieselben Gleichungen (4) fithrt die Forderung, dass die
Polarebenen eines Punktes #® in Bezug auf die beiden Flichen (1)
und folglich in Bezug auf alle Flichen des Biischels f- A¢p =0

in eine Ebene zusammenfallen sollen; dann nimlich muss der Aus-
druck

akle) -+ akgxf;) -+ akg,xg) -+ amxf)
zu dem Ausdrucke
b’ + braal 4 brgal 4 braal’
proportional sein; nennt man den Proportionalititsfactor — 4,, so

hat man wieder die Gleichungen (4) und fiir 4; die Gleichung (3).
Eine weitere Bigenschaft der Polarebene von z( ergibt sich,

wenn man die Gleichungen (4) mit %

multiplicirt und addirt, wobei

J einen von ¢ verschiedenen Index der Reihe 1, 2, 3, 4 bezeichne.
Es entsteht die Gleichung

@+ 4@ =0,

— () (6 r sy D, O
Q——%’Zl?ak,xk z, , € —-f%bklxk x, .

wenn

Bildet man zuerst die Gleichungen (4) fiir den Index j, so entsteht
in entsprechender Weise:

Q-+ 3Q = OJ
also, da 4; von A; der Annahme nach verschieden ist,
=0 und @ =0;

d. h. 2® und 2 sind einander conjugirte Pole in Bezug auf beide
Flichen, also auch in Bezug auf alle Flichen des Biischels, und jede

und die Spitze des einen Kegels auf dem andern liegt. — Ueber die Realitiit
der Wurzeln von 4 (1) = 0 vgl. die Note zu p. 168, ferner iiber die Realitiit
der zugehorigen Kegel und der Schnittcurve Painvin, Nouvelles Annales de
Mathématiques, 1868, p. 481.
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unserer vier Kegelspitzen liegt in der Polarebene jeder anderen solchen
Spitze.

Die Spitzen x® der vier in unserem Fldchenbiischel (2) enthaltenen
Kegel bilden also die Ecken eines Tetraéders, in welchem jede Seiten-
ebene Polarebene der gegendiberlicgenden Ecke ist in Bezug auf alle
Fliichen des Biischels, in welchem folglich je zwei gegeniiber liegende
Kanten in Bezug auf alle diese Fliichen conjugirte Polaren sind, welches
also e allen Flichen des Biischels gemeinsames Polartetraéder
darstellt.

Die Gleichung einer Fliche, bezogen auf ein solches Tetraéder,
enthilt bekanntlich nur die Quadrate der Variabeln. Es bietet sich
demgemiss hier die Aufgabe, durch eine lincare Substitution neue
Variable X, X,, X;, X, der Art eineufiihren, dass man hat

(5) fE ZXagx;x = 062(12 + u'Xf + a”’ X32 + (xwX42,
¢ = ZZbaziar = BX;* + ' X* + B X + B X1

Diese Aufgabe ist offenbar gelost, sobald man die Coordinaten der
Spitzen der Kegel aus (4) berechnet hat; denn nach p. 92f. lautet
alsdann die gesuchte Transformation:

vz, = 2P X 29X, 29X 2P X
1 1 1 1 2 1 3 1 4
vz, =2 X, + 22X, + 2V X, + s X
2 2 1 2 2 2 3 2 49
1 (2) (3) (4)
vay = o X, + 2] X, + &) X, + 40X,
3 4
va, =20 X, + 29X, + 20 X, + 29 X,.

(6)

Sie ist demnach nicht vollig bestimmt, denn die Coordinaten jeder
Spitze sind nur Verhiltnisszahlen; die Coéfficienten jeder Vertical-
reihe konnen also um einen gemeinsamen Factor geindert werden,
ohne das Wesen der Sache zu afficiren. Mit einer solchen Aenderung
gleichwerthig ist eine Aenderung der X; um willkiirliche Factoren.
Wir machen daher die Aufgabe erst zu einer bestimmien, wenn wir etwa
fiir die Grissen B in (5) willkiirliche Werthe annehmen. Auch dann
werden allerdings die Substitutionscoéfficienten in (6) nicht eindeutig
bestimmt sein; in (5) ndmlich kommen nur die Quadrate der X; vor,
man kann also die Coéfficienten einer Verticalreihe noch um ein
Vorzeichen indern, was einer Vorzeicheninderung einer Grosse X
dquivalent ist, ohne das verlangte Resultat zu beeinflussen; diese Vor-
zeichen bleiben daher nothwendig unbestimmi.

Der Einfachheit halber setzen wir alle 8 gleich Eins, und ver-

langen also die Gleichungen
Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 14



210 Zweite Abtheilung.

[=aX®+ o' X" + " X + “”’X42;
(52) p= X+ X+ X+ X7
2u befriedigen mittelst einer Transformation

(6a) == BuXs + B Xy + BisXs + Xy,
oder in Fbenencoordinaten:
(6b) Uy = Buws + Borttz + PBartts -+ Putia *).
Die links sonst beigefiigten Proportionalitiitsfactoren sind der Einfach-
heit halber gleich Eins gesetzt, so dass
w8y - Uy g + us @y + iz, = U Xy + U X, + U X5 + U, X,
In Folge von (Ha) wird offenbar:
Ftipg=(c+ X2+ (&"+ X2+ (" + X324 (¢ + 1) X7
die in dem Biischel enthaltenen vier Kegel ergeben sich also fiir
= — @, — a’,—a”, — ', wihrend ihnen nach Obigem die Para-
meterwerthe 1,, 4,, 4;, 4, zukommen. Folglich kdnnen wir setzen

rer

(7> Yy = —ue, 12=_“,1 }'3=_"X”; A= —«
Wie bei allen @hnlichen Transformationsaufgaben, ist das Resultat
der Substitution bekannt, ohne dass man nothig hitte, diese selbst
auszufithren. Letzteres aber verlangen wir fiir eine vollstindige Er-
ledigung des gestellten Problems.

In Folge von (7) wird

(8) AdM) =B —24) A — 1) (A — 1)@~ 1),
wo by b by by |
B— by by by by )
by by by by J
| by b by by \

Die rechte Seite von (8) ist, abgesehen von dem Factor B, nichts
anderes, als die Determinante von f - A¢, gebildet fiir das neue
Coordinatensystem, namlich:

— 4 +2 0 0 0 !

Ay (3) = 0 — Ay -+ 2 0 0 '

0 0 0 — Ay A 0 |

k 0 0 0 —hfi
#) Cauchy (Exercices de math. 4, p. 140) und Jacobi (1834, Crelle’s
Journal Bd. 12) behandelten diese Transformation zuerst. — Die im Folgenden

angewandte Methode ist von Aronhold (zunichst fiir die Ebene) angegeben;
vgl. Bd. I, p. 180. — Die Existenz der vier Kegel und des gemeinsamen Polar-
tetraéders erkannte zuerst Poncelet (Traité des propriétés projectives, Nr. 614 ff,
1822).
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Die wrspriingliche Determinante 4 (1) unterscheidet sich also von der
Determinante der transformirten Fliche nur wm einen Factor B.
Dieses sehr wichtige Resultat hitten wir direct erkennen kdnnen
mit Hiilfe einer Schlussweise, die darauf beruht, dass die Bedingung
A4(4) =0 unabhingig sein muss von der Lage des Coordinaten-
systems, und die in ganz derselben Weise bei der entsprechenden
Aufgabe der ebenen Geometrie vorkam (vgl. Bd. I, p. 130). Man
wiirde so erhalten
(9) A,(3) = B2 A(3),

unter R die Substitutionsdeterminante verstanden:

ﬁll ﬁl2 ﬂl3 614 ]

ﬁ21 522 523 ﬁ24

ﬁ&l ﬁﬁ? 533 ﬂ34 )
Bu Bu B Bu

Der Vergleich mit (8) ergibt dann weiter
1

(10) R =2

so dass das Quadrat der Substitutionsdeterminante von vornherein be-
kannt 1st.

Auch die Bedingung, dass die Fliche /4 49 =0 von einer
Ebene « berithrt werde, muss unabhingig von der Lage des Coor-
dinatentetraéders erfiillt sein oder nicht erfiillt sein; auch auf sie ist
daher obige Schlussweise anwendbar und fithrt zu dem Resultate
(11) @,(1) — B a(2),
wenn @ die linke Seite der Ebenencoordinaten-Gleichung in der
alten Form, @, die entsprechende Bildung in der neuen Form be-
zeichnet, so dass:
unter A;(4) die ersten Unterdeterminanten von A4(1) verstanden, und
D, = (}' - 12) (A — 13) (}‘ - 14) ng + (/1 - '13) ('l““ 14) (l - '11) U22

+ (l - '14) (}“ - 11) ('1 - 12) U32 + ('1 - }‘1) (l _‘}‘2) ('1“’“ '13) U42

gesetzt. Eine ganz analoge Formel liesse sich endlich fiir die Flichen-
gleichung in Pliicker’schen Liniencoordinaten aufstellen.

Die Wichtigkeit der angegebenen Formeln rechtfertigt es wohl,
wenn wir einen auf directer Rechnung beruhenden Beweis und damit
eine nachtrigliche algebraische Verification einschalten; dieselbe be-
rubt auf wiederholter Anwendung des Determinanten-Multiplications-
satzes; es geniigt, die Formel (11) so zu verificiren. Wir bilden zu-
niichst das Product:

_R=

(13)

14*
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ﬁll 612 ﬂxs ﬂl4
ﬁ21 ﬂ22 ﬁZS ‘324
> ﬁ31 ﬂ32 ﬂ33 ﬂ34

Bu B Bis Bu
o 0 o 0 1

indem wir die erste Verticalreihe der ersten Determinante successive
mit den Verticalreihen der zweiten Determinante B multipliciren und
so die erste Verticalreihe der resultirenden Determinante erhalten.
Unter Benutzung von (6b) wird letztere gleich

Ay Gz Q3 Gy Yy

Agp  Ggp Qg

S
N
-

S
5

|

D-R= a5 agp a5 a5 U

S O OO

§

Ay Ay Ay gy Uy
Uy Uy Uy Uy Of

€1 G2 Gs Oy
Ca1 Cgg Co3 Cgy
C31 C32 G35 Csa
Cu G2 C3 Cyu
!’“1 Uy Uy U,

SESIRESES

wo zur Abkiirzung:
Crs == alsﬂn -} a2sﬁ2r "I- a3sﬁsr + a4sﬂ4r-
Die neue Determinante multipliciren wir wieder mit
ﬂll ﬁ?l ﬁf}l ﬂ41 0
Bio Boe Bsz B O
R=|8; Bes  Bss Bus 0

ﬂl4 ﬂ24 ﬂ34 ﬁ44 O
'o 0o 0 o0 1

und bilden die erste Verticalreihe des Resultats, in dem wir succes-
sive die verschiedenen Horizontalreihen derselben mit der ersten
Horizontalreihe von R multipliciren, Setzen wir noch
oy == Cafi + Cofor + CosPa + €,
so ergibt sich:
oy oy oy ey U
Gy Ogy Opg Oy Uy

D-R?

!

Uy gy gy 0y Us |

ty Oy 0y Uy

U, U, U, U, O

Dies ist im Wesentlichen die zu beweisende Formel (11); es sind
nur die Coéfficienten ay -+ Aby einfach durch a; ersetzt, so dass
hier @ = ®(0); die Coéfficienten e auf der rechten Seite aber sind

nichts anderes, als die Coéfficienten von f in der neuen (durch Ein-
fihrung der X; mittelst (6a) gewonnenen) Gestalt, denn es wird:
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SZapximy = XX X; Xz
Um dies nachzuweisen, rechnet man in folgender Weise; es ist
Eragxixy = Xa;(Dagar) = ZZec, X2,
= 22, X,(Zp X)) = TZa, X, X;. —
Mit Hilfe der Gleichungen (11) und (13) ist unsere Aufgabe

schnell erledigt; wir haben nur successive A ==1,, 1,, 4,, 4, zu
setzen; es entstehen so die Relationen

ZEAp(A)usu = (4 — 4y) (4 — 4;) (4, — 4)U*B,
2E Ay (Ao)wiwy = (Ay — 45) (4, — 4,) (4, — 4,) U;* B,
XAy () wawe = (A — 4,) (& — &) (4 — 4,) Us" B,
ZEAg(A)uiwe = (Ay — 4)) (&4 — 4;) (4, — A) U} B,
oder vermdge (6b) durch Vergleichung der einzelnen Coéfficienten
von u;u; beiderseits:
By — As) (A1 — As) (A1 — 4o) i Prn = diu(dy),
(1 4) B (}vz — 13) (3-2 — 14) (112 — l1> BizPre = Aik(lz) ’
B(As — Ag) (As — A1) (s — A2) PisPrs = Au(2s),
B(dy — A1) (Ae — A3) (A — As) BuaPra = dax(As).
Diese Gleichungen sind natiirlich nicht von einander unab-

hdngig, denn ihre Anzahl ist grosser, wie die der Unbekannten.
Zum Zwecke der Rechnung geht man etwa von der Formel

15 — 4y, ()

( ) ﬂu o i V'B(ll - 12) (11 - 13) (11 - 14)
aus und findet dann weiter fir k=2, 3, 4:

: A4 @y) 41 40)
(153) ﬂk1= 1 + 3

B, —2,)@, — 13) A — 14) 611 _Vdu (*y)-B- (11"'7'2)(1'1—13) (3‘1——1:)
Damit sind die Coéfficienten der ersten Verticalreihe bis auf das
unbestimmt bleibende Vorzeichen (p. 209) gefunden. Die Formeln
(15a) werden unbrauchbar:

1) wenn A, (4,) =0 ist,

2) wenn B = 0 ist.

Im ersten Falle liegt die Spitze des Kegels f -+ 4,9 = 0 in der
Ebene z, = 0; nach (4), p. 151 verschwinden folglich auch alle vier
Unterdeterminanten 1;:(4,) und die Grossen fj, erscheinen in unbe-
stimmter Form; man entnimmt dann etwa f,, aus der Gleichung

B, — Ag) (4 — Ay) (A — &g) Bur® = Ay (A));
sollte auch B, = O gefunden werden, so wird f;; aus der ent-
sprechenden Gleichung fiir S5, berechnet; sollte endlich auch Ay4(2,)
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verschwinden, so geht man von ,(,) aus, um f, zu berechnen.
Diese Grosse kann nicht auch gleich Null sein, denn es kinnen nicht
alle vier Ebenen eines Tetraéders von einem und demselben Kegel
beriihrt werden, es sei denn, dass dieser in ein Ebenenpaar ausartet,
in welchem Falle alle Unterdeterminanten ,;(4,) verschwinden miissten
(vgl. p. 151); dann aber wiirde 4, eine Doppelwurzel der Gleichung
A(4) =0 sein, da ja
8.4(1)

(16) —a—l“ = EZb]cid]n' (/1).

Das Auftreten einer solchen Doppelwurzel haben wir indessen vor-
laufig ausgeschlossen.

Verschwindet die Determinante B, so werden die Formeln (14)
nur formal ungiiltig; denn man braucht nur f mit ¢ zu vertauschen,
um die Rechnung ganz entsprechend durchzufihren; man hat dann
@ - »f statt 4+ 29 zu untersuchen. Nun ist
(17) Ad(A) = A4 44,2+ 603’ + 4B,A* + Ba%;
fir B = 0 wird also eine Wurzel 1 unendlich gross, d. h. eine der
Wurzeln % wird gleich Null. Dies Verfahren kann aber nur einge-
schlagen werden, wenn nicht gleichzeitiz 4 = 0 ist; deshalb wurde
oben das Verschwinden beider Determinanten ausgeschlossen (p. 207).
Tritt dieser Fall ein, so ist es weder erlaubt, alle Grossen f in (5)
gleich Hins zu nehmen, noch mit den « so zu verfahren, wie wir es
thaten, denn die Kegelgleichungen f= 0, ¢ = O konnen nur drei
Quadrate enthalten. Statt (5a) und (17) hat man also

= o X7 o X4 X2,
p=X"+ X+ X5?,
29 =21X7"+ (e + HXS+ (" + HXP 4 o X2,
A1) =4(44, 4+ 604 + 4B, 2*) = 4B A(d — 1) (A — &),
wenn oben 4, die verschwindende, A, die unendlich gross werdende
Wourzel bedeutet. Es folgt wieder
a'=*12, a”:._ls,
ferner aus (9):
REAN) = Ay(A) = A(e’ + 4) (¢ + A)a™,
also statt (10):
R*B, = a"".

rrr

Dieser Parameter a” bleibt willkiirlich, denn in Folge von ¢ — X?
-+ X, + X.,? haben wir nur iiber drei Parameter verfiigt, wihrend
unsere Aufgabe vier Parameter (willkiirliche Factoren der X;) zur
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Verfiigung stellt. Die weitere Berechnung der Coéfficienten i ge-
schieht mittelst der Formel (11) ebenso wie oben.

Der von uns bei dem vorgelegten Probleme eingeschlagene Weg
ist wesentlich dadurch charakterisirt, dass die zu sachenden Coéffi-
cienten einer linearen Transformation durch Vergleichung invarianter
Bildungen gefunden wurden. Diese Methode hat uns schon in der
ebenen Geometrie oft zum Ziele gefithrt und wird auch bei allen
analogen Aufgaben im Auge zu behalten sein.

Fiir den Schnitt des Biischels mit einer Ebene oder einer Ge-
raden heben wir noch einige, spiter wichtige Sitze hervor. Auf
einer beliebigen Ebene schneiden die Flichen f+4 1¢ = 0 einen
Kegelschnittbiischel aus, dessen vier Basispunkte die Schnittpunkte
der Ebene mit der Curve vierter Ordnung sind; diesem Kegelschnitt-
biischel kommt ein gemeinsames Polardreieck zu, dessen drei Ecken
die Scheitel der drei im Kegelschnittbiischel enthaltenen Linienpaare
liefern; in diesen drei Ecken wird also die Ebene von Flichen des
Biischels beriihrt; damit ist Anzahl und Lage solcher beriihrenden
Flichen bestimmt; in der That ist ja auch die Ebenencoordinaten-
Gleichung vom dritten Grade in A.

Um die Flichen zu finden, welche eine gegebene Gerade beriihren,
legen wir durch diese Gerade eine beliebige Ebene und brauchen
dann nur diejenigen Flidchen zu suchen, deren ebene Schnitte mit
der Hiilfsebene unsere gerade Linie zur Tangente haben, Ein be-
kanntes Resultat der ebenen Geometrie (Bd. I, p. 135) liefert sofort
den Satz:

Die Flichen eines Biischels schneiden eine beliebige Gerade in Punlte-
paaren einer Involution; in den Doppelpunkten derselben wird die Gerade
von je einer Fliche des DBiischels beriihrt,

X, Besondere Lagen zweier Fléchen zweiter Ordnung gegen einander.

Wenn wir jetzt auf diejenigen Fille niher eingehen, in denen die
fragliche Transformation auf das gemeinsame Polartetraéder nicht
mehr moglich ist, so wissen wir, dass dieselben nur durch das Zu-
sammenfallen mehrerer Wurzeln der Gleichung 4(4) =0 bedingt
sein konnen und haben dabei (wie sich bei fortschreitender Unter-
suchung zeigen wird) auf zwei Momente besonders zu achten:

erstens, wievielfach eine Wurzel der Gleichung ist, und

zweitens, ob fiir eine vielfache Wurzel etwa ausser 4(1) auch
die ersten oder zweiten Unterdeterminanten von 4(4) verschwinden,
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d. h. ob der entsprechende mehrfach zihlende Kegel etwa in ein
Ebenenpaar oder in eine Doppelebene ausartet.

Setzen wir wieder voraus, dass die Determinanten 4 und B der
Flichen f= 0 und @ = O nicht verschwinden, so haben wir drei-
zehn wesentlich verschiedene Fille der Reihe nach durchzusprechen;
wir bezeichnen sie mit vorgesetzten Nummern und geben zum Schlusse
eine tabellarische Uebersicht. Vorausgeschickt mag noch die Be-
merkung werden, dass in Folge der Gleichung (16) das Verschwinden
sammilicher ersten Unterdeterminanten stels eine Doppelwurzel, und ebenso
das Verschwinden simmitlicher zweiten Unterdeterminanten stets eine drei-
fache Wurzel bedingt.

Als Nr. 1 zihlen wir den bereits erledigten allgemeinen Fall.

Nr. 2. Es fallen zwei Wurzeln zusammen, ohne dass alle zu-
gehirigen ersten Unterdeterminanten wverschwinden. Die Doppelwurzel
sel mit 4, bezeichnet, die einfachen Wurzeln seien 1, und 4,; 2@ sei
wieder die Spitze des zu 4; gebdrigen Kegels, dann ist nach Glei-
chung (4) p. 151

05210 = A, (45),
also
03 (2) = ZZby Ay (d5) = A'(d5) = 0,

ferner f -+ A3 = 0, folglich auch f= 0; d. h. die Spitee des doppelt
z0hlenden Kegels ist allen I'lichen des Biischels gemeinsam; sie ist ein
Punkt der Schnittcurve vierter Ordnung. Ihre Polarebene ist die-
selbe fiir alle Flachen /4 2¢p = O (p. 208), d. h. sie ist gemeinsame
Tangentenebene derselben: die F'lichen des Biischels beriihren sich in
dem Punkte 2®. In der unmittelbaren Nihe des letzteren kann jede
Fliche durch diese Tangentialebene ersetzt werden; letztere enthilt
also die Tangente unserer Curve vierter Ordnung in z®; andererseits
liegt die Curve ganz auf dem Kegel /- 4;90 = O und ihre Tangente
in 2 ist eine Krzeugende des Kegels; solcher Erzeugenden, Schnitt-
linien des Kegels und der Tangentialebene, gibt es aber zwei, d. h.
die Curve vierter Ordnung hat in 2® eimen Doppelpunkt. Die beiden
Zweige des Doppelpunktes bestimmen sich in folgender Weise.

Wir machen 2® zur Ecke X, = 0, X, = 0, X; = O eines neuen
Coordinatensystems und X; = O zur Tangentialebene, dann wird
offenbar

(18) f=2“X3X4+f2(X17 Xz)X3)r

9 =28XX, + 9, (X;, X;, Xy),
wo f, und ¢, homogene Functionen zweiten Grades ihrer Argumente
bedeuten, deren Coéfficienten wir az bez. Bz nennen. Die Gleichung
des doppelt zihlenden Kegels ist dann offenbar
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Bf — ep =pf; — ap, = 0;
und die von der Ebene X; = 0 auf ihm ausgeschnittenen Erzeugen-
den sind:

(19) (Beyy — &fyy) X,® + 2(Boyy — fhiy) Xy X + (B — 0fp) Xs* = 0.
Diese quadratische Gleichung bestimmt die Richtung der beiden Tangenten
der Schnittcurve in ihrem Doppelpunkte. Die Gleichung kann nur
dann gleiche Wurzeln haben, wenn 4; eine dreifache Wuizel von
A(4) =0 wird. In der That, die Discriminante von (19) ist

(Bagy — afys) (Beryy — aefyy) — (Bery — @)’
Bedeutet ferner R die Determinante derjenigen Substitution, welche
von den z; zu den X; hinfihrt, so hat man nach (9) und (18):
Lo APy ot AR g+ By 0
o i o i A 0
(20) R A(d) — o T ABy 0ty AByy ey - Ay
g 4 ABgyy gy AByy ey + APy a4 A

0 0 o iAp 0
= — (a + AB)" [(ayy + AB1) (g + A f3) — (@35 + 2 5,5)%).
Man sieht, dass 4 = — g hier die Doppelwurzel vorstellt, und

dass dieselbe nur dann den zweiten Factor rechts zum Verschwinden
bringen wiirde, wenn obige Discriminante gleich Null wiire.

Da zwei Ecken unseres Polartetraéders sich in dem Beriihrungs-
punkte der Flichen vereinigt haben, kann von einem eigentlichen
gemeinsamen Polartetraéder nicht mehr die Rede sein. Um aber
hier die Gleichungen /= 0, ¢ = 0 auf eine mdglichst einfache Form
zu bringen, kann man zunichst die Ebene X, = 0 so legen, dass
ihr Schnitt mit X; = O eine Seite des gemeinsamen Polardreiecks
der beiden von X, = O ausgeschnittenen Kegelschnitte wird (was die
Erfiillung von zwei Bedingungen erfordert); filhrt man sodann dieses
Polardreieck in der Ebene X, = 0 als Coordinatendreieck ein, so
werden dadurch die beiden Ausdriicke ¢y, f, gleichzeitig in die Summe
von je drei Quadraten nach den Regeln der ebenen Geometrie trans-
formirt und es entsteht die Gleichungsform:

f=2aX; X, + o, X" + 0, X" + 0, X7,
g =2BX; X, + B, X" + B, X7 -+ B: X57.

Setzt man noch X, 4+ u X, an Stelle von X, und macht 2u 4 g, = 0%),
so wird einfacher

*) Dies ist immer moglich, da ¢ = 0 ein Kegel sein miisste, wenn f ver-
schwinden sollte.
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¢ =28"X,X, + B X;* + B, X%

d. h. X, = O ist zur Tangentenebene der Fliche @ = 0 gemacht
worden. Damit f4 4,90 = 0 unsere drei Kegel liefert, muss man
haben & + ;8" =0, «, 4 4,8, = 0, &, 4 4,8, =0. Vier Constante
endlich, etwa a3, B, B,, B, kann man gleich Eins wihlen; und
somit wird:

(21) [=—4X7— 0,X"— 24, X, X, + X7,

¢ = X+ X422 XX,

Diese Normalform st in unserem Falle immer hersustellen; wund
die betreffende lineare Transformation bestimmt sich durch folgende
Rechmungen.

Die Gleichung (20) wird
(22) RP4(A) = R*[A+ 44,4 4+ 6CA* + 4B,4* + Ba'|

A—4 O 0 0
— — (A— AN (1 — —A) =
=— G- G-mG-=| o C R0
0 0 4—-2; O
und (11) gibt:
(23) REXZAp(A)uam = — (A—2A3)2 [(A—4) U2 + (A — 1,) U,?]
+ (A—4y) (l_’}?) [U42*2('1_"13) U Ul]'

Aus (22) erhilt man R? nimlich:

(24) R-B=—1,

und aus (23) die Substitutionscoéfficienten fiir 1 = 4,, 4,, 4,4, oo:
RZZZ’A,L(,{I)M,W = — (ll - /13)2 (ll —_ }»2) Ul27

(25) R Z2Z Az () wsup = — (A, — 45)* (2, — 2) Uy?,
R E2Z Aq(dg)usie= (A — &) (4 — A)UJ,
R222Bikuiuk = — U12 —_ U22 —_— 2U3U4,

wobel Bj; die von Null verschiedenen Unterdeterminanten von B be-
zeichnen. Die Losung der Gleichungen (25) wird nur unméglich,
wenn fiir eine der Wurzeln 4; alle 4; verschwinden, was unseren
Annahmen widerspricht.

Ks ist leicht, in den urspriinglichen Coéfficienten a; und b; die
Bedingung fiir die einfache Beriihrung der Flichen f= 0 und ¢ = 0
anzugeben; man hat nur die Forderung zu stellen, dass 4(1) =0

zwei gleiche Wurzeln habe, dass also gleichzeitig (1) = 0 und

A4 (3) = Q_gé@ = 0 sei, oder:
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A, + 3C2 4+ 3B,2* 4+ B 2* =0,
A + 34,4+ 3C2* + B2 = 0.
Die Elimination von 4 geschieht nach dem Verfahren von Bézout
(Bd. I, p. 180) und ergibt die Bedingung:
A 34, 3C B, 0 0
0 A4 34, 3¢ B, O
0 O 4 34, 3C B, |
4, 3C 3B, B 0 0
0 4, 3C 3B, B 0
0 0 4, 3¢ 3B, B
Die Theorie der bindren biquadratischen Formen (Bd. I, p. 239)
lehrt, dass dieselbe Gleichung auch in der Form
(AB—44,B,4+30*)®»—27(ACB+24,CB,—C*—AB*—A2B)*=0

geschrieben werden kann. Die Bedingung der Beriihrung zweier Flichen
zweiter Ordnung ist also vom zwilften Grade in den Coéfficienten jeder
Fliiche.

Nr. 3. Es dst eine dreifache Wurzel Ay und eine einfache A, vor-
handen, ohne dass alle ersten Unterdeterminanten Ay (1y) verschwinden.

Aus (20) erkennt man, indem 1, = i; wird, dass hier die beiden
durch (19) bestimmten Tangenten zusammenfallen. Die Schuittcurve
vierter Ordnung erhdlt also einen , Riickkehrpunkt®, eine Spitee®); man
sagt: die Flichen berithren sich stationdr.

Als gemeinsame Tangentialebene nehmen wir X, = 0 (nicht
X; =0, im Gegensatze zu Nr. 2, aus Griinden, die spiter hervor-
treten werden). Die Spitze des dreifach zéihlenden Kegels liege in
der Ecke X, =0, X, =0, X;=0; er berithre die Ebene X, = 0
in ihrem Schnitte mit X, = 0; die Ebenen X; =0, X, =0 kann
man dann so legen, dass

[+ 4o =0aX?+2eX,X,.
Die Spitze des zweiten Kegels befindet sich auch in X, =0, und
die Linie X, = 0, X; = 0 moge doppelt ziblend diesem Kegel an-
gehoren, dessen Spitze in X, =0, X; =0, X, = 0 liege; dann wird
F+ o = 2X, X, 4 b,X2 + 0, X + 20, X,X,.

Da B nothwendig von Null verschieden ist, kann man X, durch
X, + uX, ersetzen und fu - b, gleich Null machen, so dass

f+49=28XX, + bX + 25, X, Xy3

*) Vgl Bd. I, p. 322.
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also:
(Ay—2y) [=ad X?— b2, X;* + 2(ad; — bA) X, Xy — 284, X, Xy,
(A —4y) @ = —aX*+ b X, + 200, — ) X, X + 26X, X,
a(i,—2) 0 0 0
RA() = 0 0 by(A—hy)—e(A—2;) B(A—2.)
0 by(A—hy) —o(A—1,) by (A—4y) 0
o B—1y) 0 0 |

Durch Aenderung der X; um passende constante Factoren konnen
wir erreichen, dass:

—a=0b;=qal — bl = =121 — A;
ferner ersetzen wir X, durch X, 4+ vX, und bestimmen » durch
die Bedingung

pr+b,—a=0,

welche immer losbar ist. So kommt endlich die kanonische Form:
[=—1X— 12(X32 +2X,X,) + 2X, X,
g— X'+ XP+2X.X.
Die zur Herstellung der Transformation dienenden Formeln sind
kurz folgende:

(21a)

A—i, 0O 0 0 |

0 0 1 a—4,| ‘
) l = (l "}le'l— 12)3;

(222) I2A(R) =

—
~

l
NN
)

0 -2 0 0 |
R = — %;
(23a) R*ZXA5(M)wur = — (A — 4,2 U2 — (A — 4) (A — 2,2 Uy?

- (}“ —A) U42 — 2(}* “" 11) 4 — ;'2)2 U, U,
— 24 —4) (4 — 1)U, Uy

REEZ Ay (At = — (A, — A, U2,

(252) REEZ Ay (A)uwue = (A4 — A) U,
REEZ Ay ()i = — U2 — 2(4, — 4) U, Uy,
REEZ A5 (Auwwy, = — 2(Ay — 4,) (U2 4 2U,U,) — 4U, Uy,

wobei die Differentialquotienten von 4 nach 4 durch obere Striche
bezeichnet sind. Die Losung wird wieder nur unmdglich, wenn alle
A3(4)) oder A;(A,) verschwinden, oder wenn 4, = 4,, welche Mog-
lichkeiten ausgeschlossen wurden. Die Grossen 4z (4;) konnen nicht
simmtlich Null sein, weil sonst auch 4”(4;) verschwinden miisste,
4, also eine dreifache Wurzel wire. Es ist niamlich:
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A'(A) = XX Az(A)ba,
A" (2) = X 43 (A)bi.

Aehnliche Ueberlegungen in Betreff der eventuellen Unmoglich-
keit der Transformation gelten fiir jeden der folgenden Fille.

Nr. 4. Es sind zwei Doppelwurzeln, i, und 1y, vorhanden, und
fiir keine von ihnen verschwinden alle ersten Unterdeterminanten von A ().

Von den vier Kegeln sind noch zwei getrennte, je doppelt
zihlende iibrig geblieben; was fiir einen solchen Kegel und dessen
Spitze in Nr. 3 nachgewiesen wurde, gilt hier fiir jeden von beiden.
Alle Flichen f + 4¢ == O berithren sich also zweimal, und zwar in
den beiden Spitzen der Kegel; die Curve vierter Ordnung hat in
jeder derselben einen Doppelpunkt. Da nun jede Spitze auf allen
Flichen des Biischels liegt, geht auch jeder der beiden Kegel durch
die Spitze des anderen hindurch; d. h. beide Kegel schneiden sich in
der Verbindungslinie ihrer Spitzen. Die Schnittcurve vierter Ordnung
zerfullt also hier in eine gerade Linie (eben jene Verbindungslinie),
und in eine Raumcurve dritter Ordnung.

Die Spitze des Kegels [+ 4, ¢ = 0 liege in der Ecke X, = 0,
X; =0, X, =0, und X, = O sei in ihr die gemeinsame Tangenten-
ebene der Flichen des Biischels. Die andere Spitze liege in der
Ecke X, =0, X,=0, X; =0, und X; =0 sei ihre Tangential-
ebene, so dass X, = 0, X; == 0 die Gleichungen der allen Flichen
gemeinsamen Erzeugenden sind. Dann ist

4o =0X?+ a; X’ + 20 X, X; + 20, X, X, + 205, X5 X5
ferner kann man sicher ¢ = 2X X, 4+ 2 X, X, machen, so dass
=X+ a; X" + 203X, X5 + 20, X, X,
+ 2(es — ) X, X, — 24, X, X,
4+ 4o =aX?®+ e, X + 20, X, X; + 20, X, X,
+ 2(ag + A — )X X, 4 2(4, — )X, X,
In letzterem Ausdrucke darf X, nicht vorkommen; es muss also
e =0, ay=124—1

sein. Ohne die Form von ¢ zu #ndern, konnen wir noch X, 4 u X,
statt X, und X, — uX; statt X; setzen; machen wir endlich

Y3 + (}'1 - }‘2)y'= 0, o == 0y = 1,
was immer moglich ist, so erhalten wir die kanonische Form:
(21b) f—— 20X, X, — 2L, %, X, + X + X,
p=2 X, X, + 2X,X,.
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Die Losung des zugehorigen Transformationsproblems wird durch
folgende Formeln geliefert:

1 i—4, 0 0

i—i, 0 0 0

(22b) R*4(4) = =@ —24) (2 — &),

0 0 1 A—12,
| 0 0 i—1, 0 |
R*B = 1;
(23b) REXZdzp(Mwup = — (g — 22U — (4, — 2)°U,2
— 20, — 2 (h — DT,
— 202y — A) (4 — 4)*U, Uy
REEZ A (A wiw, = — (A — 4,2 U2,
R EZAx(d)wm = — 2(y — A)Uy* + 2(4, — 4,)*U, U,,
(26b) REEZ Ag(Ag)wme = — (A, — A U2,
R2EZ Ag(Ag)uswy = — 2(Ay — AU 4 2(4, — 2,)°U,U,.

Man sieht, dass die U; in der Ebenencoordinaten-Gleichung in
gleicher Weise vorkommen, wie die X; in der Punktcoordinaten-
Gleichung; es sind nur die Indices 2, 4 bez. mit 1, 3 vertauscht.

Nr. 5. Es ist 4, cine vierfache Wurzel von 4(A) =0, und die
Az(Ay) sind wicht simmtlich gleich Null.

Dieser Fall entsteht aus dem vorigen, indem die beiden Kegel
unendlich nahe an einander riicken, d. h. indem die Schnittpunkte
der von der Curve vierter Ordnung abgesonderten Geraden (die
Spitzen der beiden Kegel) auf der iibrighleibenden Curve dritter
Ordnung zusammenfallen: die Schnittcurve der Flichen = 0 wund
@ =0 besteht aus einer geraden Linie und einer dieselbe beriihrenden
Rawmeurve dritter Ordnung. Der Bertihrungspunkt tritt an Stelle des
in Nr. 3 auoftretenden Riickkehrpunktes der Curve vierter Ordnung,
denn auch aus Nr. 3 kann der jetzt vorliegende Fall offenbar durch
Grenziibergang abgeleitet werden.

Die gemeinsame Erzeugende der Flichen sei durch X, == 0,
X, = 0 gegeben, und X; = O sei die gemeinsame Tangentialebene
im Punkte X, =0, X, =0, X; =0, d. i in der Spitze des einen
noch vorhandenen Kegels. Dann kann man es so einrichten, dass

=20, X, X, + o XP + 0 X" + 20, X, Xy + 20, X, Xy

+ 205 X, X,
p=2XX, +2X X,

wobei «;, von Null verschieden ist. Es wird
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&y &1o %3 @y + 4
R A(D) = o1 g9 s+ 4 0 ;
%3 tgy + 4 0 0
lay+2 0 0 0 |

also muss «,, = &y, sein. Hierbei ist die Linie X; =0, X, =0
eine noch unbestimmte Erzeugende von ¢ = 0, welche unsere Curve
dritter Ordnung in zwei Punkten trifft, die sich aus der Gleichung
oy Xi? + 0, Xp? + 20, X, Xy = 0
berechnen lassen; unter den unendlich vielen Erzeugenden dieser Art
wird man eine so auswihlen kionnen, dass beide Schnittpunkte zu-
sammenfallen, dass sie also Tangente der Curve wird; d. h. wir
konnen voraussetzen, es sel oy, ey — 0,2 = 0. Ersetzen wir sodann
X, durch X; 4 pX, und X, durch X, — uX;, wobei ¢ ungeéindert
bleibt, so wird
f=20, XX, + o X" 4 03, X" + 209 X, X + 205’ X, X
+ 2055 X, Xy,
o = oy + 2peyy - play,
g ==y + gy, @5 =@y — oy, + Py = oy,
In Folge unserer Bestimmung iiber die Linie X; =0, X, = 0
kann man «;," und e, gleichzeitig zu Null machen durch passende

Wahl von g; und es bleibt, da o, = ay; = — 1, war:
(210) f=—24(X X, 4+ XX+ X?+2X X,
Q= 2X, X, 42X, X,.

Zur Ausfithrung der Transformation dienen folgende Formeln:
0 ) 1 a4,

0 L a—3, 0 | .
(22¢) R*4() = L a1 o o | TG A
1
|a—4, © 0 0 |
R*B = 1;
(23¢) REZAz(W)wpy = — U2 — (A — 42U + 24 — 4,0°U, U,

+ 2(1 - lx>3 U, U,
+2@—4)0:.U, +2(0—4,)U,U;

RQZZ’AM(}»I)H{M}C = -— U42,
(25¢) B 224y (4w = 2UU,,
REEAY () wwe — — 20,2 + 4T, U,

R4, )= 12(U,U,+ U, U;) = R*6 2 Byuus,



224 Zweite Abtheilung.

wihrend XX 4y (,)u;w gleich Null wird. Die beiden ersten Glei-
chungen geben U, =0, die Spitze des Kegels, und U, = 0, also
als Verbindungslinie beider Punkte die gemeinsame Erzeugende X, =0,
X, = 0; die dritte liefert die Ecke U, = 0, und aus der letzten
findet man den Punkt U, = 0. Zur Bestimmung der Ebenen X; =0,
X, = 0 kann man sich auch der folgenden Relationen bedienen:

f+ Lo — X22 = 2X1X3;
p—2X,X; =2X, X,.

Nr. 6. Die Wurzeln von A(1) = O vertheilen sich wie in Nr. 2;
es verschwinden aber alle dz(2;), wihrend die zweiten Unterdetermi-
nanten nicht simmitlich gleich Null sind.

Der Kegel f4- 4,90 = 0 zerspaltet sich in zwei Ebenen; die
Schwittcurve zerfallt folglich in zwei ebene Kegelschnitte, welche sich auf
der Axe des Ebenenpaares in zwei Punkten begegnen (da diese Axe von
den Flichen zweiter Ordnung nur in zwei Punkten getroffen werden
kann). Durch die Axe gehen dann die Polarebenen der Spitzen der
Kegel f+ 4,9 =0 und f- 1,90 = 0 hindurch, welche dieselben
sind fiir alle Flichen des Biischels, also auch fiir /- 4,0 = 0. Die
erwihnten Spitzen sollen als Ecken U, = 0, U, = O des neuen Te-
traéders benutzt werden, und ihre Polarebenen migen bez. X, = 0,
X, =0 sein. Auf der Schnittlinie der letzteren wihlen wir die
Ecken U; =0, U, =0 so, dass sie harmonisch liegen zu den beiden
Durchstossungspunkten der Linie mit den Flichen f 4 A¢ = 0; wie
man dieser Forderung auch geniigen mag, die so gewihlten vier
Ecken bilden immer ein Polartetraéder in Bezug auf alle Flichen
[+ Ap = 0; das gemeinsame Polartetraéder wird also hier nicht un-
mdglich, sondern unbestimmt. In den neuen Gleichungen kénnen wieder
nur die Quadrate vorkommen, d. h. wir haben

f= - 11X12 - ]‘2X22 — A (X32 + X42);
¢ = X2+ X4+ X+ XS5
und die Transformationsformeln werden:
A—i, O 0 0
0 4—2, O 0
0 A—4i
| 0 0 0 1—4,
R*B =1;
(28d) REXA5M)uiur = (A — L[4 — A) U2 4 (2 — 4,) U]
+ @ —24)(4 — 1) — )0 + UA;

(21d)

(22d) R2A(2) = =(A—4;) (A—25)(A—2,)?,
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REEEAu(A) wane = (Ay — Ap) (4, — 45)2T,2,
(25d) RPEZAy(dg) ity = (A — ;) (Ay — 4,)2 0,2
REZ Ay (Ag) o = (Ag — ) (A3 — 4,) [U2 4 U2

Diese drei Gleichungen geniigen, da man die eine der Ecken U, =0,
U; = 0 auf der Schnittlinie der Polarebenen von U; =0 und U, =0
beliebig annehmen kann. Die Gleichungen der beiden Kegel sind:

4+ do=(~4 — 1) X" + (}‘1 — A) (X" + X)) =0,

f+ 1297 = (}‘2 - '11>X12 + (]'2 - 13) (X32 + X42) = O;
und diejenige des Ebenenpaares:

o=~ — 4)X?+ (4 — 1) X;? = 0.

Der vorliegende Fall tritt immer ein, wenn man zwei Kugeln zum
Schnitte bringt; denn alle Kugeln gehen durch den imaginiren Kugel-
kreis hindurch (p. 182); dieser unendlich ferne Theil der Schnittcurve
wird durch einen im Endlichen gelegenen Kreis zu der Curve vierter
Ordnung erginzt.

Die Flichen f=0, @ == 0 beriihren sich hier in den beiden
Schnittpunkten mit der Linie X; = 0, X, = 0; denn ihre Schnitt-
curve hat daselbst Doppelpunkte; zwei Kugeln beriihren sich also
immer in zwei Punkten, die allerdings imaginér sind.

Nr. 7. Die Gleichung 4(1) = O hat eine einfache Wurzel A, und
eine dreifache Wurzel Xy; fiir letztere verschwinden alle ersten Unter-
determinanten A;(1,).

Dieser Fall entsteht aus Nr. 3, wenn der dort vorkommende
dreifach zihlende Kegel in ein Ebenenpaar ausartet. Die Schnitt-
curve besteht also wieder aus zwei ebenen Kegelschnitten; die letzteren
miissen sich beriihren, damit die Beriihrung der Flichen stationir werde,
wie i Nr.3. Auch aus dem vorhergehenden kann der jetzt vor-
liegende Fall durch Zusammenfallen der Schnittpunkte der beiden
Kegelschnitte erzeugt werden.

Die gemeinsame Tangente der beiden ebenen Kegelschnitte in
ihrem Beriihrungspunkte (gleichzeitig Axe des Ebenenpaares f+4-1,0=0)
sei durch X, == 0, X; = 0 gegeben; sie beriihrt offenbar auch den
Kegel f4- 4, = 0. Der letatere wird also lings der Verbindungslinie
seiner Spitze mit jenem Beriithrungspunkte von einer Ebene beriihrt,
die durch besagte Tangente hindurchgeht; diese Ebene sei X; = 0;
sie mdge in der genannten Verbindungslinie von der Ebene X, = 0
geschnitten werden; X, = O sei als die conjugirte Polarebene von
X, ==0 in Bezug auf das Ebenenpaar /- A, =0 definirt. Dann ist

Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 15
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[+ 4o =aX;+ X},
[+ 49 =Xy + 3 Xi? + 2053 X, X + 200, X3 X,
also
(A —2)f = ad; X T — ayyd; Xp? + (b — 05545) X% — 20054, X, X
— 05,2, X3 X,
(= 2) 9 = aX®+ (b — a35) X3® — 009y X" — 20003 X Xy — 200, X, X,
Wir setzen X, + uX, + vX; an Stelle von X, und bestimmen
u, v durch die Bedingungen o5 4 peag, =0, a3 — b 4 2v ey, = O;
dies ist immer moglich, denn die Bedingung ez, = O wiirde das Zer-
fallen des Kegels f+ 4, = O erfordern, was unseren Voraussetzungen
widerspricht; dann entsteht bei passender Wahl der verfiigbaren
Constanten:

@10) f=—4LX?— 24X+ 2XX,) + X7

@ = X4+ X4 2XX,.

Es ist zu bemerken, dass diese Ausdriicke im Wesentlichen un-
geiindert bleiben, falls man X, =0 durch X, 4 mX; = 0, gleich-
zeitig X, = 0 durch X, 4+ pX; + ¢X; = O ersetzt und m, p, g ent-
sprechend bestimmt. Die Ebene X, == 0 bleibt dann immer Tangenten-
ebene von ¢ = 0 im Punkte U; = 0; man kann also die Kcke
U,=0 auf X, =0, X; =0 willkiirlich wihlen, legt sodann von
ihr aus die eine (ausser X, ==0 noch mogliche) Tangentialebene
an @ = 0, wodurch X, = 0 bestimmt ist; der Bertihrungspunkt der
letzteren liefert die Ecke U, == 0; durch sie und die schon fest-
gelegte Kante X, = 0, X; = 0 gebt die vierte noch fehlende Ebene
des Coordinatentetraéders X, = 0. Wie im wvorigen Falle kann also
auch hier die einfachste kanonische Form (2le) auf wunendlich wviele
Weisen hergestellt werden. Zur Durchfiihrung der Transformation
dienen folgende Formeln:

A—1, O 0 0

(22¢) R2A(2) = O Ak 0 ’ =—(A—21)(A—2),
0 0 1 A—4
l 0 0 Ai—2i, O 1
R’B = — 1;
(28e) IPEZAx(Mway = — (A — AP U2 — (A—4)(A— 4,2 U,?

+ (’1"“11) (}"‘12) U42
- 2(1‘"}"1) ('1 - 12)2 U, U4§
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R2EZA,']C (ll)u,-uk = — (;’1 — 12)3 U;2 )
(25e) REZAL ()wswz — — (4 — ) U,
REZA: (Ag)usr = — 2(4y — A) [UE 420, U,].

Die Ecke U, = 0 kann man in obiger Weise willkiirlich wihlen;
dann sind die anderen Ecken hierdurch vollkommen bestimmt, so
lange die Grossen Ai(4,), di' (1), da”(Ay) nicht simmtlich gleich
Null sind.

Nr. 8. Fs sind zwei Doppelwurzeln, i, und iy, vorhanden; und
fiir A, verschwinden auch alle ersten Unterdeterminanten A (1), micht
aber sdammitliche zweiten.

Von den zwei Kegeln, welche in Nr. 4 auftraten, ist einer in
ein Ebenenpaar ausgeartet; die Schnittcurve zerfillt also in zwei ebene
Kegelschnitte; von diesen aber degenerirt einer in ein Linienpaar; denn
nach Nr. 4 muss sich jedenfalls eine gerade Linie absondern lassen,
folglich auch, da wir es mit Kegelschnitten zu thun haben, eine
zweite; die letztere kann sich nicht von dem zweiten Kegelschnitte
absondern, denn dann wiirde die Schnittcurve aus vier Geraden be-
stehen, es wiirden also beide Kegel in Ebenenpaare ausarten, was
erst fiir den nichsten Fall charakteristisch ist. Der vorliegende Fall
kann auch aus Nr. 6 durch Grenziibergang abgeleitet werden.

Das Linienpaar steht auf dem Kegelschnitte, d. h. jede Linie
desselben trifft ihn in einem Punkte; die Linien sind selbst Erzeu-
gende desjenigen Kegels, dessen Spitze im Scheitel des Paares liegt,
und welcher auf dem Kegelschnitte steht.

Es sei X; =0, X, = 0 die Axe des Ebenenpaares, X; = 0 die-
jenige Ebene, welche das Linienpaar enthilt. Durch den Scheitel
des letzteren legen wir die Ebenen X, = 0, X, = O so, dass sie zu-
sammen mit X; =0 in Bezug auf den Kegel f -+ A;0 = 0 ein Tripel
conjugirter Ebenen bilden (p. 164); dann wird

[+ e = X? + e, X)* + 0 X7,

[+ 4o = XX, + 26,X,),
(A — &) f= 24, &, X* + 40, X + (hyay — A465) X* — 24,8, X, X,
A —A)p=—eX?— X+ (05— By) X+ 28,XX,.
Hierin kann man noch das Glied mit X,? dadurch zum Verschwinden
bringen, dass man X, = O zur Tangentenebene von ¢ = 0 macht,
d. h. X, durch X, 4+ uX; ersetzt und a3 — f; 4+ 2up, = 0 werden
lisst. So entsteht:
(21f) f=— 4+ X)) — 24, X, X, + X7,

¢ = X+ X +2X,X,, .
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und ferner:

(22f) BB A4 (4) = =—(A—2,)%(A—25)%,

RB =—1;
P, REEZ AWy = — (A — 4) (& — &) [(A — 4,) (U2 - 152
20— ) U]+ (b — 4 U
REEZ Ay (Ag)usty = (A3 — 42 U2,
©@5) REEZAL()uuy = — 2(h — AU, U, 4 2(hy — A) U2,

R EZ AL (A wwe = — (4, — A2 (U2 + U2).

Dem entsprechend, dass man zur Bestimmung des obigen Tripels
conjugirter Ebenen die Ecke U, ==0 auf der Kante X;=0, X, =0
noch willkiirlich wihlen darf, sind diese drei Gleichungen ausreichend;
U, = 0 gibt den Scheitel des Linienpaares, U; == 0 den Beriihrungs-
punkt der Ebene X, = 0 mit der Fliche ¢ = 0.

Nr. 9. Es sind zwei Doppelwurzeln, A, und iy, vorhanden, und
fiir jede von ihnen verschwinden alle ersten Unterdeterminanten von A(2).

Der im vorigen Falle noch vorhandene eigentliche Kegel, welcher
auf dem dort vorkommenden Kegelschnitte stand, zerfillt in ein
Ebenenpaar; auch jeder Kegelschnitt 16st sich folglich in zwei ein-
zelne Gerade auf. Die Durchdringungscurve der Flichen f -+ Agp =0
besteht aus wvier geraden Linien, die ein windschiefes Viereck bilden.
Jede Fliche des Biischels kann in der Form af &, + b£,E, — O dar-
gestellt werden (vgl. p. 35ff. und 145); setzt man also & + ¢, = X,
g, — it =2X,, &+, =X, & — 1§, = X, so wird

f= - '11 (X12 + X22) - '13 (X32 + X42) ’
@ = X4+ X+ X4 X2

Die Linie X;=0, X, =0 ist die conjugirte Polare zu X, =0,
X; = 0 in Bezug auf alle Flichen des Biischels; in den vier Schwiti-
punkten dieser Linien mit emmer der Flichen beriihren sie sich alle.
Auf jeder der beiden Geraden kann man ein Paar conjugirter Pole
in Bezug auf alle Flichen aussuchen (wobei ein Punkt jedes Paares
willkiirlich bleibt); vier solche Punkie bilden immer ein allen Flichen
gemeinsames Polartetraéder. Das letztere wird durch folgende Glei-
chungen eingefiihrt:

(21g)
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Ai—i, 0 0 0
0 a—1 0 0
0 0 i—1 O
0 0 0 i—4,
R*B = 1;
B EEA, Ry — (4 — 1) (1 — &) [(4 — &) (U + U)

+ A — 4) (U + UM
(258') BEx A4y (ll)ui“k’= (ll _ j'3)2 (lfl2 + U22);
B2 Ay (Ag)uswe = (A — 4,)* (U3 + UY);
hierbei sind U, = 0 und Uy = 0 in obigem Sinne willkiirlich.

Nr. 10. Alle vier Wurzeln sind in A, zusammengefallen, und alle
A (%) sind gleich Null fiir & = A, wihrend die 4 (A,) und die zweiten
Unterdeterminanten nicht simmitlich verschwinden.

Die Schnittcurve besteht aus zwei ebenen Kegelschnitten; von
denselben lidsst sich nach Nr. 8 einer in zwei gerade Linien zer-
fallen; nach Nr. 7 miissen sich beide Kegelschnitte bertihren; eine
Beriihrung kann hier aber nur in uneigentlichem Sinne zu Stande
kommen, indem der Scheitel des Linienpaares auf der Axe des Ebenen-
paares (und also gleichzeitig auf dem anderen nicht zerfallenden Kegel-
schnitte) liegt. Der in Nr. 8 auftretende Kegel fillt also derartig
mit dem Ebenenpaare zusammen, dass sein Scheitel in die Axe des
letzteren hineinriickt, wihrend das auf ihm liegende ausgezeichnete
Linienpaar seine Bedeutung als Theil der Durchdringungscurve be-
hilt. Die letatere Curve besteht aus einem Kegelschnitte und zwei sich
auf ihm treffenden geraden Linien.

Es sei X,=0 die Gleichung der Ebene des Linienpaares, X, =0
die Gleichung derjenigen des Kegelschnittes, U, = O die Gleichung
des Scheitels; dann ist

[+ 4p=2X,X;,
p=pX"+ 20X X;+ X" + 28, X, X,
+ 2ﬂ23X2X3 + 2524X2X4'
Das Glied mit 8, bringen wir zum Verschwinden, indem wir als
Kante X, =0, X, =0 die vierte harmonische Gerade der Axe
X, =0, X; = O in Bezug auf unser Linienpaar wihlen; durch diese
Gerade legen wir die Ebene X, = O beliebig; sie schneidet den
Kegelschnitt in einem weiteren Punkte, dessen Tangente wir zur

Kante X; = 0, X, = O machen, welcher also selbst durch U, =0
dargestellt wird; in Folge dessen wird auch f; = 0; durch diese

(22g) RA(3) = ! — (= 1) (A~ A,

(23g)
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Tangente legen wir die Ebene X, = 0 so hindurch, dass sie die

Fliche @ = 0 in demselben Punkte U, = 0 beriihrt. Somit konnen

wir setzen

(21h) [=— 11(X12+ X32+ 2X2X4) + 2X2X37
¢ = X4+ X2+ 2XX,.

Diese Formen sind wieder auf unendlich viele Weisen herstellbar,

da auf der Axe X, =0, X; = 0 der Punkt U, = 0 noch willkiir-

lich blieb, wie sich dies auch in folgenden Formeln ausspricht:
A—i, 0 0 0
0 0 1 1—4

(22h) BA@) = | | 1 a1 0 =—(A—4),
0 4A—2, O 0
R,B = —1;
(231) R 2 Ap(Mump = — (A — 2 (U2 4 U2+ 20,0,
— 2 —4) U, U, — (A — 1)U
R2EXZA5 A)uu = — U2,
(2bh) REEZAG (A)ww = — 4 U, Uy,
RBPEZ A" (A)ww = — 6(U2+ U2+ 20, U,).

Nr. 11. Fiir die vierfache Wurzel i, verschwinden nicht nur alle
ersten. Unterdeterminanten, sondern ouch die Differentialquotienten der-
selben Ay (4,), wihrend die zweiten Unterdeterminanten wicht séimmitlich
gleich Null werden.

Die soeben fiir U? aufgestellte Gleichung zeigt uns, dass beim
Zusammenriicken des Kegels und Ebenenpaares der Beriihrungspunkt
der beiden ebenen Kegelschnitte unbestimmt wird. Da ferner dieser
Fall aus dem in Nr. 9 behandelten hervorgeht, indem 4, = 1, wird,
so besteht die Curve vierter Ordnung aus zwei Linienpaaren; damit
sich dieselben beriihren, muss also eine Gerade des einen Paares mit
einer des zweiten Paares zusammenfallen. Die Flichen des Biischels
beriihren sich also lings einer geraden Linmie und schneiden sich ausser-
dem noch in zwet Geraden; letztere treffen die Beriihrungslinie in
zwei Punkten, den Scheiteln der beiden theilweise getrennten Paare;
sie gehoren folglich selbst auf jeder der Flichen derjenigen Art von
Erzeugenden an, unter denen die Beriihrungslinie sich nicht befindet,
d. h. sie schneiden sich gegenseitig wicht.

Es seien X, =0, X; = 0 irgend zwei Ebenen, die sich in der
Bertihrungslinie schneiden und zu den Ebenen des Paares [+ 1,9 =0
harmonisch liegen; die Linie X,= 0, X,=0 sei irgend eine Er-
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zeugende von @ = 0, welche die Beriihrungslinie nicht schneidet; es
mogen ferner die Ebenen X, =0 bez. X,=0 und andererseits X,=0
bez. X, =0 sich in Erzeugenden von ¢ =0 durchsetzen. Dann wird
I o =2aX, X, + 20X, X,, [+ ho=0aX?+ XS],
also:
(21i) f=— 211(X1X2+ XsXa) + X12 + X327
9= 2X, X, + 2X,X,;
1 42—4 0 0
A—4, O 0 0
0 0 1 A—4
! 0 0 2—4, O
R*B=1;
REZ A5 wiue = — (A, — AP[2U, U, + 20U, U,
— (A4 — APL0 + Ul
RXEZA4;" (A)ww= — 2(U2+ UB),
REZAy" () wuy = 12(U, Uy, + U, U,).

Die Gleichung U,? + U,2 =0 stellt die Scheitel der beiden Linien-
paare dar, welche auf der Beriihrungslinie harmonisch liegen zu den
Ecken U,= 0, U, == 0; von letzteren kann eine, etwa U, =0, will-
kiirlich gew#hlt werden; auf der durch sie hindurchgehenden Er-
zeugenden X, = 0, X, =0 kann man ferner U;= 0 beliebig an-
nehmen; dann sind die beiden anderen Ecken durch unsere Relationen
festgelegt.

Nr. 12. Neben einer einfachen Wurzel A, kommt eine dreifache
Wurzel A, wvor, fiir welche alle zweiten Unterdeterminanten verschwinden.

An Stelle des Ebenenpaares von Nr. 7 erscheint eine Doppel-
ebene; die beiden ebenen Kegelschnitte riicken also unendlich nahe
an einander: Die Flichen des Biischels beriihren sich lings eines Kegel-
schnittes®). Die Ebene des letzteren werde durch X, = 0 dargestellt;
ihr gemeinsamer Pol in Bezug auf die Flichen f - Agp = O liefere
die Ecke U, = 0; irgend drei Punkte in X, = 0, welche ein Polar-
dreieck in Bezug auf den Kegelschnitt bilden, kbnnen als Ecken
U,=0, Uy=0, U;=0 benutzt werden, um zu ergeben:

(22i) R4(h)=| =4 — 4"

(231)

(259)

*) Fin solches System von Flichen begegnete uns schon bei Beginn unserer
Untersuchung (p. 185 £.). — Auf dasselbe wird man ferner durch Verallgemeine-
rung gewisser Sitze iber Kugeln gefilhrt; vgl. Poncelet, Traité des proprié-
tés etc. Nr. 601 ff.; Chasles, Apergn historique, Note XXVIII; Pliicker,
System etc., p. 327 f.
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[=—4X>— '12<X22 + X'+ X42>7

(21k) 2 2 2 2
@ = X7+ X'+ X'+ X7
A—2 0 0 0 f
0 1—12 0 0
22k) R* A (1) = 2 —(A—2)(A—4,)?
( ) ( ) 0 0 l . 12 O ( 1)( 2) >
0 0 0 1—4
R’B =1;
@3 FEEAa@un = (G — L) U
4+ (A — ) @A — AU+ Us* + Ul
(25K) REEX Ay (A)wawy, = (4 — 4,)°U?,

R2EZ AL (A wiup = 2(4, — A) (U2 + U+ UpP).

Nr. 13. Die Gleichung 4(X) = O hat eine vierfache Wurzel, und
fiir dieselbe verschwinden alle zweiten Unterdeterminanten.

Das Ebenenpaar in Nr. 10 artet in eine Doppelebene aus; das
Linienpaar riickt an den Kegelschnitt unendlich nahe heran, auch
letzterer bricht folglich in zwei Linien auseinander. Auch aus Nr. 11
entsteht der jetzige Fall, indem die beiden dort durch U+ U,22==0
dargestellten Punkte sich einander unendlich nihern, und aus Nr. 12,
in dem die Ebene X, = O zur gemeinsamen Tangentialebene wird.
Die Flichen des Biischels beriihren sich langs zweier geraden Linien.

Es soll X;?=0 die Gleichung der Doppelebene sein; in ihr
zieht man zwei zu den Linien des Paares harmonische Gerade, die
durch X, =0 und X,=0 ausgeschnitten werden mégen. Die Schnitt-
linie der letzteren sonst beliebig gelassenen Ebenen trifft ¢ == 0 in
einem weiteren Punkte, dessen Beriihrungsebene die Gleichung X, =0
haben soll; dann wird £+ 4, ¢ = X,? und:

f=~— }*1(X12+ X22+ 2X:X,) + X327
9 = X2+ X+ 2X X,
A—4, O 0 0
0 i1—2, O 0
0 0. 1 21—
0 0O 4—1, O
R*B=—1;
(23]) B 22 A (Wuime=—A—2)%(U 4 U*+2U U+ (A—2,)* U
REEX2 A" (A)wwuy = 2 U2,
R2XE 4" (A uww, = — 6(U2+ U+ 20U, U,).

(211)

(221) R2d(d) = =—(4—4),

(251)
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Mit den dreizehn hier behandelten Fillen ist die Zahl aller Mog-
lichkeiten erschopft, wenn man an der Bedingung festhilt, dass die
Determinanten A und B nicht gleich Null seien. Um dies vollstindig
einzusehen, miissen wir noch genauer nachweisen, dass jedes Mal,
wenn die verlangte Transformation in einem Falle unbestimmt wird,
dies durch einen Grenzprocess geschieht, welcher auf einen der
anderen hier besprochenen Fille fithrt. Insofern es hierbei auf das
Zusammenfallen der Wurzeln ankommt, bedarf es keiner weiteren Be-
merkung, da in dieser Beziehung alle Combinationen Erwihnung ge-
funden haben; es kommt also nur noch auf das Verschwinden der
Ay, Ay Ay, 45" an.

Die zu Nr. 1 gehorige Transformation wurde nur unmdglich,
wenn Nr. 2 oder einer der folgenden Fille eintrat. Nr. 2 ward nur
unmbglich, wenn mindestens Nr. 6 Anwendung fand. Nr. 6 erleidet
Ausnahmen, wenn mindestens Nr. 7 brauchbar ist, aber auch, wenn
simmtliche Differentialquotienten 4’ (1;) oder 4;”(4,) verschwinden;
und diese letztere Moglichkeit bedarf noch der Erorterung.

Es ist sofort ersichtlich, dass das Verschwinden simmtlicher
A/ (4;) nur fir eine dreifache, das Verschwinden aller 4;”(4,) nur
fiir eine vierfache Wurzel A, eintreten kann (vgl. oben den Schluss
von Nr. 3). Ersteres bedeutet, dass in unserem Flichenbiischel zwei
unendlich benachbarte Ebenenpaare vorkommen; in Nr. 7, wo zuerst
eine dreifache Wurzel mit verschwindenden Unterdeterminanten vor-
kommt, vertritt aber das Ebenenpaar f- 1,9 = 0 drei unendlich
benachbarte Kegel; das Verschwinden der . kann also nicht ein-
treten. Zwei unendlich benachbarte Ebenenpaare konnen iiberhaupt
nur bei den Ausartungen von Nr. 9 in Betracht kommen, da hier
allein zwei getrennte Ebenenpaare vorhanden sind; nihern sich aber
diese Ebenenpaare einander, so erscheint sofort eine vierfache Wurzel;
und man wird auf Nr. 11 gefiihrt, wihrend Nr. 10 aus Nr. 7 und
8, nicht aber aus Nr. 9 durch Grenziibergang erzeugt wird. Alle
A" konnen auch bei einer vierfachen Wurzel niemals gleichzeitig
mit den A; und 4y verschwinden, denn dies wiirde drei unendlich
benachbarte Ebenenpaare bedingen; da nun jedes Ebenenpaar zwei
Kegel vertritt, so wiirde dies auf sechs Kegel fiihren, wihrend in
einem Biischel doch hochstens nur vier Kegel vorkommen konnen®).

*) Neben diesen Ueberlegungen wird man einen genaueren algebraischen
Nachweis fiir die Vollstindigkeit unserer Untersuchungen verlangen; auf einen
solchen gehen wir hier nicht ein, verweisen vielmehr auaf die von Sylvester
und Weierstrass begriindete Methode der sogenannten Elementartheiler.
Ersterer gab eine vollstindige Aufzihlung der 13 verschiedenen Fille, die im
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Es ist ferner wiinschenswerth, einen Weg anzugeben, wie man
sich die gefundenen kanonischen Formen in den dreizehn Fillen jeder-
zeit aus dem Geddichinisse wieder herstellen kann. Zu einem solchen
fiihrt sehr einfach die Bemerkung, dass es zur Charakterisirung eines
jeden Falles geniigt, die zugehorige Determinante in der transfor-
mirten Form zu kennen. Die letztere aber gewinnt man in den
ersten fiinf Féllen (wo keine Unterdeterminanten verschwinden) leicht
nach folgender Regel: Sind ¢ Wurzeln von einander verschieden, so
bilde man aus den Elementen der Diagonalreihe und den diesen
benachbarten Reihen innerhalb des gewdhnlichen Coéfficientenschemas
¢ verschiedene kleinere Determinanten, welche in (1) so eingesetzt
werden, dass ihre Diagonalglieder bez. mit den Diagonalgliedern von
A(4) identisch sind. Jede dieser ¢ Determinanten ist einer der ¢
Wurzeln zugeordnet, und sie besteht aus j Reihen, wenn die be-
treffende Wurzel (4z) eine j-fache Wurzel von 4(1) =0 ist. 1In
dieser kleinen j-reihigen Determinante fiillle man die j Glieder der
von rechts oben nach links unten laufenden Diagonalreihe mit den
Differenzen 4 — 1; aus; die j — 1 Stellen links neben diesen Diffe-
renzen besetze man mit Einheiten; alle anderen Elemente aber nehme
man gleich Null. So entstehen fiir die in Nr. 1 bis Nr. 5 besprochenen
Fille die dort angegebenen Werthe von (1), welche hier noch ein-
mal zusammengestellt werden mogen:

Texte besprochen wurden (Philosophical Magazine, 4. Series, vol. 1, 1851, p. 119);
letzterer verallgemeinerte die Theorie fiir beliebig viele Variable (fir welche
Sylvester’s Angaben nicht erschépfend waren), vervollstindigte die Beweise
und gab ausser den kanonischen Formen auch Methoden zur Aufstellung der
betreffenden Transformationen (Monatsberichte der Berliner Academie 1858 und
1868); seine Untersuchungen beziehen sich auf den allgemeineren Fall, dass zwei
bilineare Formen gleichzeitig in kanonische Formen iibergefiihrt werden sollen;
auch die im Folgenden angegebenen Determinantenschemata findet man daselbst.
Die Weierstrass’sche Methode ist von Killing zur Discussion der Schnitt-
curve zweier Flichen zweiter Ordnung verwandt (Der Flichenbiischel zweiter
Ordnung, Inaugural-Dissertation, Berlin 1872); vgl. auch Gundelfinger’s Dar-
stellung derselben in der dritten Auflage von Hesse's Vorlesungen iiber analy-
tische Geometrie des Raumes, 1872. — Liiroth’s Behandlung des Problems
(Schlémileh’s Zeitschrift, Bd. 13, 1868) war nicht ganz vollstindig. — Einzelne
Fille (z. B. diejenigen, in denen die Schnittcurve sich aus zwei ebenen
Curven zusammensetzt oder metrische Specialisirungen des allgemeinen Falles
(insbesondere auf der Kugel) waren schon friilher von Hachette, Poncelet
(a. a. 0.), Quetelet betrachtet (vgl. Chasles’ Apergu historique, p. 248). —
Die im Texte befolgte Methode zur Aufstellung der kanonischen Formen und
der zugehorigen Transformationen ist dieselbe, welche in Bd. I, p. 186 f. (im
Anschlusse an ein Manuscript von Clebsch) beim Kegelschnittbiischel angewandt
wurde.
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a—1, 0 0 0 [x—al o 0 0
0 1—1 0 0 0 A— 12 0 0
1) 2 , 2)‘ 2 ,
0 0 A—i O 0 0 1 A—a,
0O 0 0 A—a 0 0 4i—2 O
A—2, 0 0 0 1 i—4, 0 0
0 0 1 12— A— 2 0 0 0
3) 0 1 ' 2) 4) ' ’
A2, 0 0 0 1 A—4
0 A—4, 0 0 J 0 0 i—i, O I

A—21, 0 0 0

Bei Festlegung der Ebenen X;==0 waren oben die Indices 1, 2, 3, 4
schon so gewihlt, dass in diesen Determinanten das eben ausgesprochene
einfache Gesetz deutlich hervortritt.
Fiir die tibrigen sieben Fille leitet man nun das Coéfficientenschema
aus den angegebenen fiinf Fillen durch Gleichsetzen verschiedener A; ab.
Gleichzeitig ist zu bemerken, dass das neue Coordinatentetraéder
in Nr. 1 bis 5 eindeutig bestimmt war, wihrend es bei den spiteren
Ausartungen auf unendlich viele Weisen gewihlt werden konnte.
Man erhilt fir Nr. 6 bis 13 in der That die zugehdrigen und oben
gefundenen Determinantenschemata, nimlich
Nr. 6 aus 1) fir 4, = 4,,
Nr. 7, 2) n Ay =1,
Nr. 8 , 2) n Ay =1,
Nr. 9 » 1) w by =14y, Ay= 1,
Nr. 10 ,, 3) n Ay =14,
Nr. 11 ,, 4) , 4, =124,
Nr. 12, 1), Lh=24=1,
Nr. 13 ,, 2) ,, A =124,=4,.

Um ganz vollstindig zu sein, miissen wir noch einige Worte
iiber die Fille hinzufiigen, in denen die Determinanten A wund B
verschwinden. Wie bei der Besprechung von Nr. 1, iiberzeugt man
sich sofort, dass wesentliche Ausnahmen nur dann bedingt werden,
wenn gleichzeitig alle fiinf Coéfficienten von (1) gleich Null werden,
d. h. wenn alle Flichen des Diischels [ - Ap = 0 Kegel sind.
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Gehen wir nun von zwei Kegeln aus, so konnen sich dieselben
entweder in einer Curve vierter Ordnung schneiden, wie in Nr. 1, 2
und 3, oder in einer Curve dritter Ordnung und einer Geraden
(Nr. 4 und 5), oder in zwei ebenen Kegelschnitten {Nr. 6). Sollen
sich mehr als eine Gerade von der Schnittcurve absondern, so miissen
die Kegel offenbar eine gemeinsame Spitze haben, es sei denn, dass
sie sich lings einer geraden Linie beriihren™); dieser Fall allein ¢ibt
uns etwas wesentlich Neues, denn Kegel mit gemeinsamer Spitze sind
nur das dualistische Gegenstiick zu Kegelschnitten in einer und der-
selben Ebene, lassen sich also nach den Sitzen der ebenen Geometrie
behandeln.

Wir machen X, =0 zur gemeinsamen Tangentenebene beider
Kegel, und X, =0 sei diejenige Ebene, welche den restirenden Theil
der Sehnittcurve (d. i. einen ebenen Kegelschnitt) enthilt; dann wird
etwa

[=— ll(X12 + 2X2X3) + 2X2X4;
¢ = X+ 2X,X;,
so dass f 4,9 =0 das in dem Biischel enthaltene Ebenenpaar
X, X, = 0 darstellt. Hier ist in der That jede Fliche des Biischels
f+ Ap =0 ein Kegel, denn man hat
A—4, O 0 0
0 0 12—4 1 ‘
0 A—4, O 0
0 1 0 0 ‘

und in dem Biischel ist nur das eine Ebenenpaar f + 4, = 0 vor-

handen, da

BEZA5Q)wwy = — (A —A) U2 — A— 1, U2L—2(4 — 4,2 U, U,
=— A —=4)U,+ A— AW)UL.

Die Spitzen aller Kegel liegen also auf der gemeinsamen Beriihrungs-

linie X, =0, X, =0.

Hiermit wire ein vierzehnter Fall der Lage zweier Flichen zweiter
Ordnung gegeben; alle weiteren Lagen von Kegeln, Ebenenpaaren
und Doppelebenen zu einander sind, wie gesagt, nach den Regeln
der ebenen Geometrie zu behandeln, nachdem man mittelst einer
Hiilfstransformation eine der vier homogenen Variabeln herausge-
schafft hat,.

R 4)= = 0;

¥) Vgl. Kronecker, Berliner Monatsberichte 1868 und Killing a. a. O.
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XI. Die Raumcurven dritter Ordnung.

Bei Untersuchung der gegenseitigen Durchdringung zweier
Flichen zweiter Ordnung sind uns zwei ganz neue geometrische Gebilde
entgegengetreten: die Raumcurven dritter und vierter Ordnung. Die
letzteren fiithren auf eine Parameterdarstellung mittelst elliptischer
Functionen, stehen also mit den ebenen Curven dritter Ordnung in
engster Beziehung; sie konnen erst spiiter eingehender betrachtet
werden. Die Raumcurven dritter Ordnung gestatten dagegen eine
elementare Behandlung.

Eine solche Curve konnte nicht allein, sondern erst in Ver-
bindung mit einer ihrer Sehnen oder Tangenten den vollstindigen
Durchschnitt zweier Flachen zweiter Ordnung abgeben; es ist unsere
niichste Aufgabe, die Curve fiir sich isolirt algebraisch darzustellen.

Wie in Nr. 4 (p. 221) seien X, =0, X; =0 die Gleichungen
der gemeinschaftlichen rzeugenden, dann lassen sich die Gleichungen
der beiden Flichen in der Form

A'X, 4+ B'X;,=0, CX +DX,=0
schreiben; dies stimmt mit dem Fritheren iiberein, wenn man setzt:
A'=X - 24, X,, B'=X;—24X,, (0=2X,, D =2X,.

Transformirt man auf ein anderes Coordinatentetraéder und bezeichnet
mit 4, B, C, D, E, F allgemeine lineare Ausdriicke, so werden die
Gleichungen der beiden Flichen von der Form

¢Y) AF — BE=0, CF—DE=0,

wobei nun die Ebenen E =0 und F =0 sich in der ausgezeich-
neten Sehne schneiden. Fiir einen Punkt der Curve dritter Ordnung
kann man also setzen
E c
7

A

wenn — A den gemeinsamen Werth der drei Quotienten bezeichnet,
oder

2 A+ iB=0, C+1D=0, E+ AF=0.

Diese Gleichungen werden gleichzeitig ausschliesslich von den
Punkten der Curve dritter Ordnung, nicht von denen der Geraden
E =0, F=0 erfiillt; durch sie ist unser Zweck also bereits er-
reicht, und sie geben uns den Sata:

Der Ort des Schnittpunktes dreier entsprechenden FEbenen aus drei

’
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eiander  projectivischen Ebenenbiischeln ist eine Rauwmcurve dritter
Ordnung™).

Die Schnittpunkte der bisher ausgezeichneten Sehne E =0,
F =0 findet man aus den Gleichungen (2) als ihre Schnittpunkte
mit der Fliche zweiter Ordnung 4D — BC = 0. Die Frage, ob diese
Sehne mit ihren Schnittpunkten in der That eine fiir die Curve
ausgezeichnete Rolle spielt, wird schon dadurch verneint, dass die
Sehnen 4 =0, B=0 und (=0, D =0 in ganz gleicher Weise
benutzt werden konnen; und im Folgenden wird klar werden, dass
diese drei Sehnen durch irgend welche andere Sehnen der Curve er-
setzt werden diirfen.

Je zwei unserer drei Ebenenbiischel erzeugen eine Fliche zweiter
Ordnung (p. 36), auf welcher sich alle Punkte unserer Curve be-
finden miissen. Die Raumcurve dritter Ordnung liegt also gleichzeitig
auf den drev Flichen:

CF —DE<=0, EB—FA=0, AD— BC = 0;
folglich gehen auch alle Flichen der zweifach unendlichen Schaar
a(CF — DE)+ (EB— FA) + y(4D — BC) =0

durch dieselbe hindurch, einer Schaar, deren Gleichung auch in der
sogleich zu verwerthenden Form

IABoz
3 C D B|=0
'EFY

geschrieben werden kann, Zwei beliebige Flichen der Schaar miissen
sich ausserdem noch in einer geraden Linie schneiden. Sei eine
zweite, von (3) verschiedene Fliche durch die Gleichung

*) Diese Erzeugungsweise gab Seydewitz (1847, Grunert's Archiv Bd. 10);
eine Reihe allgemeiner Sitze tiber die Curven fand Chasles (Apergu historique,
Note XXXIII und Liouville’s Journal, 2. Serie, Bd. 2) insbesondere eine Ueber-
tragung der Maclaurin’schen Erzeugung von Kegelschnitten (Bd. I, p. 537)
auf den Raum. Eine zusammenhiingende rein geometrische Behandlung gab
Schroter (Crelle’s Journal, Bd. 56) und v. Staudt (Beitrige zur Geometrie
der Lage, 3. Heft, 1860), eine analytische Darstellung Cremona (Crelle’s
Journal Bd. 58, 60, 63; Annali di matematica, 1. Serie, t. 1, 2, 5, Rendiconti
dell’ Istituto Lombardo, t. 2). An letztere schliesst sich die Schrift von Drach’s
an: Einleitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte, Leipzig 1867 (auch
in Schlomilch’s Zeitschrift). — In letztgenannter Arbeit findet man die folgen-
den Entwicklungen des Textes, abgesehen von den Anwendungen der Linien-
coordinaten.
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A B &
4 C D g |=0
E F
gegeben, so behaupten wir, die Gleichungen dieser Geraden seien:
A a o B « o
(5) ¢ B B'|=0, |D B p|=0.
E vy v F oy v

In der That, diese Gleichungen sagen aus, dass man
=ga-+to'e, B=oda-+od'a,
C =09+ Q,ﬂ,7 D=dp +6,.3,)
E=er+ey, F=oy+dy
setzen kann; macht man aber diese Substitution in (3) oder (4), so
ist jede der letzteren Gleichungen identisch erfiillt.
Wenn zur Abkiirzung
p=py — v, ¢g=ve —ay, r=af’ —pa
gesetzt wird, so sind die Gleichungen (5):
(6) Adp+ Cq+ Er=0, Bp+ Dqg-+ Fr=0.
Man kann vermdge derselben p, g, » immer so bestimmen, dass die
Ebenen (5) durch zwei beliebige Punkte unserer Raumcurve gehen;
die Flichen (3) und (4) konnen folglich so gewihlt werden, dass die
zugehorige Gerade mit einer beliebigen Sehne (in der Grenze auch
Tangente) der Raumcurve zusammenfillt; d. h. die Raumcurve dritter
Ordnung bildet mit jeder threr Sehmen zusammen die vollstindige Durch-
dringungscurve zweier F'lichen sweiter Ordnunyg.
Unter den Sehnen waren inshesondere die Axen der drei pro-
Jectivischen Biischel (2) enthalten. Umgekehrt kimmen drei beliebige
Sehnen der Curve als Axen solcher Biischel zur Erzeugung der Curve
benutat werden, vorausgesetet, dass dieselben wicht Erzeugende gleicher
Art einer Fliche zweiter Ordnung aus dem Systeme (3) sind. Wihlen
wir z. B. die durch (6) dargestellte Sehne zur Axe, so kbonnen wir
etwa den Biischel A 4 AB = 0 ersetzen durch
(p4d+9C+rE) + 2(pB + gD +rF) =0,

und ebenso die anderen beiden Biischel bez. durch
PA+q¢CH+rE)+A@p'B+q¢' D+ r'F)=0,
(p"A+4q 0+ r"E)+ A(p"B+ q"D +1+"F)=0.

Diese drei Gleichungen aber sind immer eine Folge von (2), sie er-

zeugen also dieselbe Curve, w. z. b. w. Eine Ausnahme wiirde nur

eintreten, wenn die Determinante X —+ p¢’r” gleich Null sein sollte;
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dann wire die dritte Gleichung eine identische Folge der beiden
ersten; die drei Gleichungen erzeugen also nicht eine Curve, sondern
eine Fliche zweiter Ordnung; die Axe des dritten Biischels gehort der-
selben Schaar von Erzeugenden an, wie die Axen der beiden ersten.
Noch weniger diirfen die drei Sehnen in einer und derselben Ebene
liegen.

Durch passende Auswahl dreier Sehnen konnen wir eine be-
sonders einfache Darstellungsweise fiir die Curve erreichen. Wir
wihlen zwei Punkte, P und @, auf derselben beliebig; die drei Axen
der Biischel seien sodann: die Tangente von P, die Tangente von
und die Verbindungslinie P¢. Diese drei Linien konnen sich nie
in einer Ebene befinden, denn sonst wiirde letztere (weil sie zwei Tan-
genten enthielte) die Curve in vier Punkten (nimlich zwei Paaren
unendlich naher Punkte) schneiden, miisste also alle Curvenpunkte
enthalten, und wir hitten es mit einer ebenen Curve dritter Ordnung
zu thun; eine solche tritt in der That (aber dann immer mit einem
Doppel- oder Riickkehrpunkte versehen) als Grenzfall auf, wie wir
spiter bemerken werden.

Es sei ferner 4 =0 die Gleichung der Schmiegungsebene des
Punktes P, d. h. die Gleichung derjenigen durch die Tangente ge-
legten Ebene, fiir welche sich alle drei Schnittpunkte mit der Curve
in einen einzigen vereinigen, welche also zwei einander unendlich
benachbarte Tangenten der Curve enthilt (und somit eine Tangenten-
ebene der zugehorigen abwickelbaren Fliche ist, vgl. p. 24); ebenso
sei ) =0 die Schmiegungsebene von . Der Ebene 4 =0 ent-
spricht in dem Biischel mit der Axe P die durch die Tangente
von P hindurchgehende Ebene B == 0, denn beide treffen sich auf
der Curve in einem zu P unendlich benachbarten Punkte. Ebenso
entspricht der Ebene D = 0 in dem Biischel mit der Axe PQ die
Ebene C =0, welche die Tangente von @ in sich enthilt. Der
Ebene B = 0, als Ebene dieses letzten Biischels, ist von den Ebenen,
welche sich in der Tangente des Punktes @ schneiden, diejenige zu-
geordnet, welche durch P hindurchgeht, und dies ist wieder die Ebene
C = 0; der letzteren, betrachtet als Ebene des durch P und @ be-
stimmten Biischels, entspricht ebenso im ersten Biischel wiederum
die Ebene B = 0. Somit wird unsere Curve dritter Ordnung durch
die drei projectivischen F benenbiischel

(M A+4B=0, B4+i0=0, C+iD~

erzeugt; eine Darstellungsweise, die dadurch ausgezeichnet ist, dass
nur vier Ebenen (darunter zwei Schmiegungsebenen) benutzt sind.
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Nichts liegt ndher, als diese vier Ebenen zu Seiten eines neuen
Coordinatentetraéders zu machen. Die Gleichungen (7) lauten dann

8 % —Axy =0, z,— Az;,=0, z; — iz, =0.

Man ersieht hieraus, dass sich durch Coordinatentransformation, wie
beim ebenen Kegelschnitte und bei der Fliche zweiter Ordnung, alle
Constanten aus den Gleichungen einer Raumcurve dritter Ordnung
herausschaffen lassen, wihrend dies bei hoheren Gebilden, z. B. den
ebenen Curven dritter Ordnung, nicht méglich ist. Bei der in (8) zu
Grunde gelegten Coordinatenbestimmung sind nunmehr z, = 0 und
z, = 0 Schmiegungsebenen der Curve bez. in den Punkten u, =0
und %, == 0; die Ebenen 2z, =0 und z; = O gehen bez. durch die
Tangenten dieser Punkte und beide durch deren Verbindungslinie
hindureh. Die Gleichung der doppelt unendlichen Schaar von Flichen,
denen die Cure gemeinsam ist, wird:

lz, z a
©) @ 35 Bl|=a(myr, — 2°) + @z — 2,5,) + (8,7, — 2,°) =0.

T3 %y ¥y

Aus den Gleichungen (8) lassen sich die Verhiltnisse der a;
berechnen; man gewinnt dadurch eine Parameterdarstellung fiir die
Coordinaten der Pumkle der Raumcurve dritter Ordnung, nidmlich:

(10) ox, =13, oz =#, omy=1, gz, =1%)

Die Schnittpunkte der Curve mit einer Ebene u bestimmen sich
folglich aus der cubischen Gleichung:
(11 1, A% 4 w42 + uyd 4 u, = 0.
Dieselbe hat zwei gleiche Wurzeln, wenn die Curve von der Ebene
beriihrt wird; alle drei Wurzeln fallen zusammen, wenn «; die Coordi-
naten einer Schmiegungsebene sind. Hiernach ist es leicht, die
Gleichung der Curve in Ebenencoordinaten aufzustellen, d. h. die Be-
dingung dafiir zu suchen, dass eine Ebene u die Curve in zwei
zusammenfallenden Punkten treffe (vgl. p. 25); man hat zu dem
Zwecke nur die Bedingung fiir das Zusammenfallen zweier Wurzeln
von (11) zu suchen, d. h. 2 aus den Gleichungen

(12) Bu A* 4+ 2u,d +uy, =0,
u,A% + 2u,4 4 3u, =0

zu eliminiren, wovon die zweite vermoge (11) eine Folge der ersten ist.

*) Diese Parameterdarstellung findet sich schon bei M&bius (1827 barye.
Caleul § 182), und von ihm wurde wohl zuerst die Curve dritter Ordnung als
theilweiser Schnitt von zwei Flichen zweiter Ordnung erkannt.

Clebsch, Vorlesungen. IT, 1. 16
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Beschéftigen wir uns aber zunéichst mit diesen beiden Gleichungen
selbst. Die Ebene w geht durch eine Tangente der Curve, wenn sie
den Gleichungen (12) geniigt; die Coéfficienten der letzteren sind also
die Coordinaten zweier auf der Tangente gelegenen Punkte; somst
werden die Coordinaten der Tangente des durch den Parameter A fest-
gelegten Punktes @ pix = iy — Yoy, gegeben durch:

0P = A, opy = 1,
(13) 0Py =22 op,=— 21,
0Py =32, 0py = A2

Die zwischen den Pliicker’schen Liniencoordinaten stets bestehende
Identitét ist durch diese Werthe in der That von selbst befriedigt:

DiePss + PrsPis + Pratas = 0.
Eis besteht aber auch eine lineare Gleichung zwischen diesen Tangenten-
coordinaten:

(14) Py — 3Py = 0.
Die Tangenten eimer Rauwmcurve dritter Ordnung gehiren also einem
linearen Complexe am. Die durch letzteren vermittelte dualistische
lineare Verwandtschaft wird hier:
(15> puy = Ty WU = 3y,
piy = — 35, puy = — L

auf ibre Bedeutung fiir die Curve kommen wir sogleich zuriick.

Selbstverstindlich kann man aus (13) auch hohere Gleichungen

ableiten, welche von den Coordinaten aller Tangenten befriedigt
werden; wir heben nur eine Gleichung zweiten Grades

(16) 4P D34 + P13 P2 =0
hervor, da wir uns mit dem durch sie dargestellten Complexe noch
wiederholt werden beschiftigen miissen (vgl. p. 144 u. 288). Auch
die Gleichung

4P1uPss + Bpis Py =0
folgt aus (13);.sie sagt aber nichts anderes wie (16) aus, denn sie
kann mittelst der Identitit p P, = — P10y — PPy auf letztere
Gleichung zuriickgefiihrt werden.

Bewerkstelligen wir nun die Elimination von 4 aus den Glei-

chungen (12), so ergibt sich

6+ A? = Buyu, — 2u,?,

G-A = uguy — Yu oy,

61 = 6uu; — 2u,?,
und hieraus die Gleichung der Curve in Fbenencoordinaten:
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(1) 4(Buyu, — u®) (Buyuy — u,%) — (g — Yuyuy)® = 0%).

Sie ist vom vierten Grade in den w;; die Curve dritter Ordnung ist
also aufzufassen als eine Fliche vierter Klasse, d. h. sie schickt durch
eine beliebige Gerade vier Tangentenebenen hindurch. Man findet
die letzteren, indem man v; + xw; an Stelle von u; setzt und die
entstehende Gleichung vierten Grades nach % auflost.

Gemiss unseren fritheren allgemeinen Erorterungen kann endlich
die Curve auch durch eine Gleichung in Liniencoordinaten dargestellt
werden. Simmtliche Treffgeraden einer Curve bilden einen Complex
gewissen Grades von sehr speciellem Charakter, wie schon alle Treff-
geraden einer geraden Linie einen speciellen linearen Complex bildeten
(p. 51). Um zur Gleichung des Complexes fiir unsere Curve zu
gelangen, gehen wir von den Gleichungen

* A ey + Q1% + 9%, =0,
9%+ * A+ Qs + g =0,
0%+ 8%+ * + @2 =0,
9% + Q% + 92+ * =0
aus, welche aussagen, dass ein Punkt z auf einer Linie ¢ liegt, und
von denen wir wissen, dass zwei derselben mittelst der zwischen den
¢+ bestehenden Identitit (p. 85 u. 87) eine Folge der beiden anderen
sind. Bezeichnet nun z einen Punkt der Curve, so haben wir durch
Benutzung von (10) den Parameter 4 einzufiihren:

* 4 4+ gt + 4 =0,
A’ + * F gl + qu=0,
g5 A’ 4 @A + * 4+ ¢ =0,
9u A+ @ud’ + ¢ud + x =0.

Zur Elimination von i benutzen wir die erste und letzte Gleichung
und finden

62 = g;3943 — Q1442
64 = q,q9n — %2>

6-1 =qyqs — %s9us
also

(G5 %ss — T1ase) Qi2ae — 91390) — (Gl — %2dss)” = O.

In Folge davon, dass wir bei der Elimination nicht alle vier
Gleichungen gleichmissig benutzten, darf es uns nicht auffillig er-
scheinen, wenn die linke Seite dieser Gleichung noch einen {iber-

*) Die linke Seite ist die Discriminante der cubischen Form (11); vgl.
Bd. 1, p. 219f,
16%
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fliissigen Factor enthilt, dessen Verschwinden nicht allen vier Glei-
churgen geniigt, und der sich eben dadurch als unbrauchbar erweist.
In der That ergibt sich durch Ausrechnen:

T19%13949 95 — Z1201Tse” — Q1 QusTis” — Q390 lis” — G2’ Tsd® —

+ 26,9295, = 0.
Addirt man hierzu die Identitit

T1205 (D12 %51+ Qa2 + Quales) = 0,
wodurch nichts wesentliches geiéindert wird, so lidsst sich von der
Summe der Factor ¢,, als iiberfliissig absondern, und es bleibt unsere
Curve dritter Ordnung in Liniencoordinaten dargestellt durch den Com-
plex dritten Grades:

(18)  @190e305 — 1200 — Tsahis® — G13%a2us — G’ + 2012914950 = 0.
Selbstverstindlich ist der hier auftretende Complex dritten Grades
von sehr specieller Natur. Wie wir am Beispiele des linearen Com-
plexes gesehen haben, stellt eine Gleichung in Liniencoordinaten im
Allgemeinen weder eine Fliche noch eine Curve dar, sondern eine
gewisse  Verwandtschaft. Bezeichnet f(pa) eine ganze homogene
Function der sechs Grossen py == Ziyfi — Y:i%, SO ist
(19) f(pa) = (@Y — yiwr) = 0
die allgemeine Gleichungsform der Complexe, wobei links noch der
verschwindende Ausdruck pj,ps, + P13 Pss + PraPes, multiplicirt mit
einem willkiirlichen Factor, hinzugefiigt werden kann. Durch (19)
wird jedem Punkte y eine Fliche zugeordnet, deren Ordnung gleich
dem Grade der ganzen Function f ist; geniigt ihr ein Punkt z, so
geniigt derselben Gleichung auch jeder Punkt xz 4 Ay seiner Ver-
bindungslinie mit y, d. h. die Flache ist ein Kegel: Die Gleraden des
Complexes n'* Grades f == 0, welche durch einen gegebenen Punkt gehen,
bilden einen Kegel w* Ordnung. Yir n» = 1 findet man so die durch
den Punkt y gehende Ebene der reciproken Verwandtschaft wieder.
Statt der p; kann man aber auch die ¢, gebrauchen (vgl. p. 87),
so dass die Gleichung

(20) f(@im) = fu0 — v0) = 0
denselben Complex n*" Grades darstellt. Daraus folgt dualistisch
entsprechend: Die Geraden eines Complexes n'» Grades, welche in einer
gegebenen Ebene liegen, umbhiillen eine ebene Curve n's Klasse. In der
That gingen beim linearen Complexe alle Geraden einer Ebene durch
einen gewissen Punkt derselben hindurch.

Es ist aber durchaus nicht gesagt, dass alle diese ebenen Curven
als Schnitte einer Fliche oder alle diese Kegel als Tangentenkegel

4
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einer Fliche aufgefasst werden Lkonnen. Dies wird vielmehr nur in
ganz speciellen Fiillen eintreten, welche niher zu charakterisiren
unsere Aufgabe in der allgemeinen Theorie der Complexe sein soll.
So gibt auch fiir » = 2 die Gleichung einer allgemeinen Fliche
zweiter Ordnung und Klasse in Liniencoordinaten (p. 142f) nur ein
sehr specielles Beispiel fiir einen Complex zweiten Grades; noch
mehr specialisirt wird dieses Beispiel, wenn die Fliche in einen
Kegel oder in einen ebenen Kegelschnitt ausartet. Hat man es all-
gemein mit einem derartig speciellen Complexe, wie beim Kegelschnitte
oder bei der Gleichung (18), zu thun, d. h. betrachtet man ins-
besondere die Complexe, welche von den siimmtlichen Treffgeraden
einer riumlichen Curve gebildet werden, so ist es leicht, sich iiber
die von den Geraden erzeugten Kegel (Complexkegel) und die von
ihnen umhiillten ebenen Curven (Complexcurven) Rechenschaft zu
geben. Die Complexkegel entstehen einfach, wenn man einen be-
liebigen Punkt des Raumes mit allen Punkten der Curve verbunden
denkt; die Complexcurven bestehen aus allen Strahlen, welche in
einer beliebigen Ebene durch die Schnittpunkte der Ebene mit der
Curve hindurchgehen; die letzteren zerfallen also in » ebene Strahl-
biischel, wenn » die Ordnung der Curve bezeichnet, und hieraus
folgt allgemein der Satz:

Alle Treffgeraden einer Raumcurve bilden einen Complex, dessen
Grad gleich der Ordnung der Rawmcurve ist; und dieselbe Zahl gibt
auch die Ordnung der aus den Treffgeraden 2u bildenden Kegel an.

Insbesondere findet man also die Gleichung der Schnittpunkte
einer Ebene v mit der durch (10) dargestellten Curve, indem man,
analog zu (20), in (18) gia = v — v;uz einsetzt, und die Gleichung
des von einem Punkte y ausgehenden und auf der Curve stehenden
Kegels, analog zu (19), durch die Substitution g = Ziyn — Yi%n-

Auf diese allgemeinen Erorterungen sind wir um so lieber ein-
gegangen, als die hier am Beispiele der Raumcurven dritter Ordnung
behandelten Aufgaben: ibre Parameterdarstellung in (10), die Bildung
ihrer Gleichung in Ebenen- und Liniencoordinaten in (17) und (18),
sich bei allen Curven in analoger Weise wiederholen; diese Auf-
gaben sind typisch fiir die allgemeine Theorie algebraischer Curven
im Raume; sie geben gleichzeitig ein erstes complicirteres Beispiel
fiir unsere allgemeinen geometrischen Ueberlegungen iiber Curven
und abwickelbare Flichen (p. 24f.), wie sich im Folgenden bei An-
wendung des Dualitiitsprincipes sofort noch mehr herausstellen wird.
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Nichst den Tangenten nehmen die Schmiegungsebenen der Curve
unsere Aufmerksamkeit in Anspruch. Fiir eine solche Ebene » miissen
alle drei Wurzeln von (11) zusammenfallen, d. h. es miissen auch die
Differentialquotienten der Ausdriicke (12) verschwinden, und dies gibt
zusammen mit (11) die drei Bedingungen:

(21) Bud + uy =0, ud 4w, =0, wuzd + 3u, = 0%).

Hieraus erhilt man

(22) ou, =1, ou,=— 34, ouy, =312 ou, = — 1%

Die Schmiegungsebenen sind also ganz analog durch einen Para-
meter dargestellt, wie die Punkte der Curve; sie umbhiillen bekannt-
lich die von den Tangenten gebildete abwickelbare Fliche: dse
Gleichungen (22) liefern die Parameterdarstellung fiir die Beriihrungs-
ebenen der abwickelbaren Fliche.

Wir wissen, dass den Punkten der Curve nach dem Principe der
Dualitit die Schmiegungsebenen einer anderen Curve entsprechen
(p- 25). Wenn hier -in (22) das Princip der Dualitit so vollkommen
gewahrt bleibt, wie es der Vergleich mit (10) lehrt, so ist dies eine
Besonderheit der Curven dritter Ordnung, die sich bei hoheren Curven
im Allgemeinen nicht wiederholt; eine Besonderheit, wie sie gleicher
Weise in der ebenen Geometrie bei dem niedrigsten dort auftreten-
den krummen Gebilde, dem allgemeinen Kegelschnitte, uns begegnete.
Wie ferner dort die dualistische Beziehung zwischen Punkten und
Tangenten durch die zugehorige Polarverwandtschaft ihren analytischen
Ausdruck fand, so wird hier die reciproke Beziehung zwischen Punkten
und Schmiegungsebenen durch das Nullsystem des obigen linearen
Complexes (14) algebraisch vermittelt. In der That gehen die
Gleichungen (15) vermdge (10) sofort in (22) tber: Die Tangenten
der Curve bestimmen einen linearen Complex, vermige dessen den Curven-
punkten shre Schmiegungsebenen zugeordnet werden.

Von den Gleichungen (21) und (22) kann man ausgehen, um
alle diejenigen KEigenschaften der abwickelbaren Fliche abzuleiten,
welche den Higenschaften der Curve dritter Ordnung zur Seite stehen.
Zunichst haben wir in (21) drei einander projectivische Punktreihen;
legt man durch je drei entsprechende Pumkte cine Ebene, so wmhiillt
diese Ebene eine abwickelbare F'liche dritter Klasse, und zwar die von
den Tangenten unserer Curve gebildete. Sie ist von der dritten
Klasse, weil durch einen beliebigen Punkt # des Raumes drei ihrer
umhiillenden Ebenen hindurchgehen, bestimmt durch die Gleichung:

(23) %, — 3Axy 4 3422, — A3z, = 0.
% Vgl. Bd. I, p. 225.
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Fallen zwei Wurzeln dieser Gleichung zusammen, so liegt z auf der
Schnittlinie zweier unendlich benachbarten Schmiegungsebenen, d. h.
auf einer Erzeugenden der abwickelbaren Fliche; die Gleichung der
letzteren ergibt sich also, wenn man die Discriminante von (23) gleich
Null setzt, oder durch Elimination aus den analog zu (12) gebildeten
Gleichungen:
(24) xy, — 24z, + A*x, =0,

2, — 2Azy + A%z, = 0.

Die Gleichung der abwickelbaren Fliche der Tangenten st also von der
vierten Ordnung, dem Umstande entsprechend, dass die Curve dritter
Ordnung von der vierten Klasse war; thre Gleichung in Punkicoordi-
naten ist, analog zu (17):

(25) (g — %) (B 205 — a,7) — (2, %, — x3%,)° = 0.

In Ebenencoordinaten ist eine abwickelbare Fliche bekanntlich nicht
durch eine Gleichung darstellbar; sie kann nur definirt werden als
die gemeinsame Enveloppe der doppelt unendlichen Schaar von
Flichen zweiter Klasse

3u, u, k
(26) | uy g 1| =K(Buguy—ug®)FUugtty — Yuy0,) Fm(Bu uy—u,?)==0,
g 3, m!

welche der Schaar (9) dualistisch gegeniibersteht, mit ihr aber nicht
identisch ist.

In (24) haben wir hier die Gleichungen zweier Ebenen, welche
sich in einer Erzeugenden der abwickelbaren Fliche schneiden; be-
rechnet man aus ihren Coordinaten diejenigen ihrer Schnittlinie, so
ergeben sich genau wieder die Gleichungen (13), denn es ist gz = P,
zu nehmen.

Den Treffgeraden der Raumcurve entsprechen die Tangenten der
abwickelbaren Fliche (p. 26), denn als solche sind hier alle in den
Schmiegungsebenen gelegenen Geraden aufzufassen. Die Bedingungen
dafiir, dass die Linie pz in der Ebene w; liege, werden vermige (22):

* — 3Ap,y + 34p; — Ap,, =0,
Pu+  * +38py — Ppy =0,
Psy — 3Py +  * — ¥p, =0,
Py — 3Ape + 3%p + x =0.
Durch Elimination von 4 aus der ersten und letzten Gleichung er-
gibt sich zunichst:
B PrsPsy — PraPrs) (BP12Pos — PrsPrs) — (9P pss — p1°) = 0.
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Mit Hiillfe der zwischen den Liniencoordinaten bestehenden Identitiit
sondert man einen Factor p,, ab und erhilt die zu (18) dualistische
Gleichung dritten Grades

(27) p® — 18Py PisPss — 81 Pyo Pag Do + 2T 015% sy + 27 pys Pas®
— 9Py P13 Poy =0

als Gleichung der abwickelbaren Fliche in Liniencoordinaten. Wie bei
(18) die Complexcurven sich in drei ebene Strahlbiischel derselben
Ebene auflosten, so zerfallen die durch (27) einem Punkte zuge-
ordneten Complexkegel in drei ebene Strahlbiischel mit gemein-
samem Mittelpunkte; sie liefern die durch den Punkt gehenden drei
Schmiegungsebenen unserer Raumecurve,

Sollen endlich alle drei Wurzeln von (23) zusammenfallen, so
miissen, analog zu (21), die drei Gleichungen bestehen:

2 — Az, =0, x,—Adz;=0, 2, — Az, =0,

und damit sind wir zu unserer urspriinglichen Parameterdarstellung (10),
also von den Schmiegungsebenen zu den Punkten der Curve, zuriick-
gekehrt.

Die vollkommene Dualitit, welche hiernach bei den Curven
dritter Ordoung zu Tage tritt, wurde schon oben als ihnen gegen-
iiber hoheren Curven eigenthiimlich hervorgehoben. In der That
spielen unsere Curven fiir den Raum in mancher Beziehung dieselbe
Rolle, wie die Kegelschnitte fiir diec Ebene: Es gibt keine niedrigere
(nicht zerfallende) Curve im Raume, die nicht in einer Ebene liegt, wie
es in der Ebene keine niedrigere Curve als den Kegelschunitt gibt, die
nicht in einer Geraden liegt (mit einer solchen zusammenfillt), denn
jede Ebene, welche einen Kegelschnitt in drei Punkten trifft, muss
denselben ganz enthalten, da eine Gleichung zweiten Grades ent-
weder nur zwei oder unendlich viele Wurzeln haben kann (letzteres,
wenn alle Coéfficienten einzeln Null sind); die Analogie trat ferner
hervor bei der projectivischen Krzeugung und der Parameterdarstellung
(10), welche den Formeln fiir einen Kegelschnitt

ou, =4, oz =1, oz =1
genau entspricht; sie wiirde sich noch klarer entwickeln lassen, wenn

wir in die Beziehungen der Punktgruppen auf einer Curve dritter
Ordnung zu der bindren Invariantentheorie niher eingehen wollten®);

*) Vgl. @’Ovidio, Memorie della R. Accademia di Torino, Serie II, t. 32,
1879, sowie einen Aufsatz des Herausgebers in Bd. 28 der Math. Annalen, wo
man auch andere verwandte Arbeiten erwihnt findet. — Geht man zu Systemen
von mehr als vier homogenen Variabeln iiber, d. i. zur Geometrie in Mannigfaltig-
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doch verschieben wir dies, bis wir i Zusammenhange die Invarianten-
theorie fir den Raum besprechen. Wir erwihnen hier nur noch

folgenden Satz, dem wir sein dualistisches Gegenbild sofort an die
Seite stellen:

Eine bewegliche Tangente einer Eine bewegliche Tangente einer
Raumcurve dritter Ordnung wird | Raumcurve dritter Ordnung schickt
von vier festen Schmiegungsebenen | durch vier feste Punkte derselben
derselben in Punkten von constan- | vier Ebenen mit comstantem Doppel-
tem Doppelverhiltnisse getroffen. | verhiltnisse.

Zum Beweise bezeichnen wir jeden Punkt der Curve durch den
ihm nach (10) zugeordneten Parameter 4. Die Coordinaten eines
beliebigen Punktes # der Tangente des Punktes 4 lassen sich mittelst
eines Parameters p aus den Punkten (12) ableiten; sie sind also:

ox, =34% @®, =24 + uk, ox;=1+ 2pl, oz, = 3pu.
Setzt man nun fir p die vier Parameter u,, w,, p;, p, von vier
Schmiegungsebenen nach (22) ein, so ist das Doppelverhiltniss ihrer
Schnittpunkte mit der Tangente von 4 gleich

by — Wy My — Uy
e T TR e
also unabhingig von 4, w. z. b, w.

Oben wurde hervorgehoben (p. 240), dass die ebene Curve dritter
Ordnung mit Doppelpunkt als Ausartung unserer Raumcurve auf-
treten kann. Diese Bemerkung kann sich natiirlich nicht auf unseren
Ausgangspunkt, nicht auf die Entstehung unserer Curve als theil-
weisen Schnittes zweier Flichen zweiter Ordnung beziehen. Auf diesen
Grenzfall wird man dagegen durch die Parameterdarstellung (10)
gefiihrt. Gibt man die specielle Lage des Coordinatentetraéders auf,
welche friiher benutzt war, so treten an Stelle von 4%, 4%, 1, 1 be-
liebige lineare Functionen dieser Grossen; d. h. die z; werden pro-
portional zu beliebigen ganzen Functionen dritten Grades von A:

(28) 0%; = Gy + Gk + a;sd® 4 aud® = f;().

Insbesondere kann man nun die Coéfficienten so variiren lassen, dass

keiten von mehr als drei Dimensionen (vgl. einen unten folgenden Abschnitt),
so kommt bei » Dimensionen der allgemeinen rationalen Curve nter Ordnung
eine analoge Rolle zu, wie den Kegelschnitten in der Ebene, den unebenen
Curven dritter Ordnung im Raume; vgl. Fr. Meyer: Apolaritit und rationale
Curven, Tibingen 1883. — Diese Analogie dehnt sich auch auf gewisse metrische
Eigenschaften aus (insbesondere bei der weiter unten definirten cubischen
Parabel); vgl. Hurwitz und Schroter, Math. Aunnalen Bd. 25.
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fiir besondere Werthe derselben zwischen den f; eine lineare Identi-
tit Zx;f;(1) = O besteht; dann ist auch fiir alle Punkte der Curve
Zu;x; gleich Null, d. h. dieselbe liegt in der Ebene mit den Coordi-
naten x;. Gleichzeitig sind die Coordinaten ihrer Punkte rationale
Functionen eines Parameters, dieselbe ist also eine ebene Curve dritter
Ordnung mit Doppel- oder Riickkehrpunkt*).

Unberiicksichtigt liessen wir bisher die Gestalt der Curven dritter
Ordnung oder ,cubischen Kegelschnitte”, wie man sie wegen der
Verwandtschaft mit den Curven zweiter Ordnung auch nennt. Nach
dem bei den letzteren und bei den Fléchen zweiter Ordnung be-
folgten Principe ist es am Rinfachsten, ihre Beziehungen zu der
unendlich fernen Ebene der gestaltlichen Discussion zu Grunde zu
legen. Von den drei unendlich fernen Punkten muss natiirlich einer
immer reell sein; die beiden anderen konnen auch conjugirt imagi-
nire Coordinaten haben; von den reellen Punkten ferner konnen
zwei oder alle drei zusammenfallen. Jedem reellen unendlich fernen
Punkte entspricht auch eine reelle Asymptote als dessen Tangente;
dieselbe liegt natiirlich auf dem Kegel (hier also Cylinder), dessen
Erzeugende den betreffenden unendlich fernen Punkt mit den iibrigen
Curvenpunkten verbinden. Auf diesem Cylinder befinden sich dann
auch die Verbindungslinien seiner Spitze mit den anderen unendlich
fernen Punkten; man wird also je nach deren Lage und Realitit in
jedem Falle leicht erkennen, ob der Cylinder ein elliptischer, hyper-
bolischer oder parabolischer (p. 162) ist. In zweiter Linie ist auch
die Lage der drei Punkte im Unendlichen zum imaginiren Kugel-
kreise in Betracht zu ziehen. Wir haben demnach folgende Fille
zu unterscheiden*¥):

1) Cubische Ellipse. Dieselbe hat nur einen reellen unendlich fernen
Punkt, also nur eine Asymptote; durch sie kann nur ein Cylinder,
und zwar ein elliptischer, hindurchgelegt werden. Die Verbindungs-
linie der beiden imaginiren unendlich fernen Punkte gibt die eine

*) Vgl. Bd. I, p. 899. — Eine ebensolche Curve wird (wie man mit Hiilfe
der Gleichungen (28) leicht nachweist) erhalten, wenn man die Raumcurve
dritter Ordnung von einem beliebigen, nicht auf ihr liegenden Punkte aus in
eine beliebige Ebene projicirt; vgl. Chasles, Aper¢u historique, p. 2561. Dies
Resultat ist eine einfache Folge derjenigen Gesetze, welche Cayley als Ver-
allgemeinerung der Plticker’schen Formeln fiir Raumcurven entwickelt hat.

**) Die Namen der verschiedenen Curvenarten sind von Seydewitz a. a. O.
eingefithrt. — Zeichnungen derselben findet man bei von Drach a. a. O.; Gyps-
modelle der zugehorigen Cylinder mit aufgezeichneten Curven (construirt von
Lange) liefert die Verlagshandlung von L. Brill in Darmstadt.
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reelle unendlich ferne Sehne. Es gibt demnach eime Schaar von
Parallelebenen, deren jede von der Curve in einem (reellen) Punkte
getroffen wird. Diese Schaar steht insbesondere senkrecht zur Asymptote,
wenn die Sehne dem reellen unendlich fernen Punkte der Curve in
Bezug auf den Kugelkreis polar conjugirt ist. Liegen die beiden
unendlich fernen imaginiren Curvenpunkte auf dem Kugelkreise, so
hat man statt des elliptischen einen geraden Kreiscylinder.

2) Cubische Hyperbel. Dieselbe hat drei unendlich ferne reelle Punkte,
also auch drei unendlich ferne reelle Sehnen und drei reelle Asymp-
toten. Sie liegt gleichzeitig auf drei hyperbolischen Cylindern. Sind
zwel der unendlich fernen Punkte conjugirte Pole in Bezug auf den
Kugelkreis, so stehen die Axen der zugehorigen Cylinder (sowie die
bez. Asymptoten) auf einander senkrecht. Ist die Verbindungslinie
zweier Punkte die Polare des dritten in Bezng auf den Kugelkreis,
so gibt es eine Schaar von Parallelebenen, welche zum dritten
Cylinder senkrecht stehen, und deren jede die Curve nur noch in
einem Punkte trifft. Sollen dann diese Parallelebenen auf dem dritten
Cylinder nur gleichseitige Hyperbeln ausschueiden, so -miissen seine
beiden unendlich fernen Erzeugenden conjugirte Polaren, folglich die
zugehorigen unendlich fernen Punkte der Curve conjugirte Pole in
Bezug auf den Kugelkreis sein; d. b. die drei unendlich fernen Punkte
bilden ein Polardreieck; jeder Cylinder ist senkrecht zu den beiden
anderen, und die zur Axe senkrechten Schnitte eines jeden sind
gleichseitige Hyperbeln.

3) Cubische Parabel. Die drei Punkte im Unendlichen sind zu-
sammengefallen; die unendlich ferne Ebene ist also Schmiegungs-
ebene der Curve; von ijhrem Beriihrungspunkte geht ein Kegel aus,
der von ihr in zwei zusammenfallenden Geraden geschnitten wird:
die Curve liegt nur auf einem Cylinder, und zwar einem parabolischen.
Es gibt keine Asymptoten; eine Tangente der Curve liegt unendlich
weit und bestimmt eine Schaar paralleler Ebenen, welche die Curve
nur in einem Punkte treffen und sie im Unendlichen alle beriihren.

4) Cubische hyperbolische Parabel. Von den drei unendlich fernen
Punkten sind zwei zusammengefallen, wihrend der dritte getrennt
davon liegt. Die Curve ist der Schnitt zweier Cylinder, denen ausser-
dem die Verbindungslinie der beiden unendlich fernen Punkte gemein-
sam ist. Der eine Cylinder ist parabolisch, der andere hyperbolisch.
Auf ersterem liegt die eine noch vorhandene Asymptote. Die Er-
zeugenden der Cylinder sind zu einander rechtwinklig, wenn beide
Punkte ein conjugirtes Polepaar in Bezug auf den Kugelkreis bilden.
Alle zur Axe des hyperbolischen Cylinders rechtwinkligen Schnitte
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sind gleichseitige Hyperbeln, wenn die beiden unendlich fernen Er-
zeugenden des Cylinders (d. 1. die Tangente der Curve in ihrem Be-
rithrungspunkte mit der unendlich fernen Ebene und die Verbindungs-
linie des Beriihrungspunktes mit dem einfachen unendlich fernen
Punkte) durch ein Paar conjugirter Polaren in Bezug auf den Kugel-
kreis gebildet werden.

XII, Beziehungen zwischen zwei Flichen zweiter Klasse.

Unseren Betrachtungen iiber zwei Flichen zweiter Ordnung
stellen wir kurz die entsprechenden iiber Flichen zweiter Klasse
gegeniiber. Da zwei solche Flichen im Allgemeinen auch von der
zweiten Ordnung sind, so konnen ihre gegenseitigen Lagenbeziehungen
uns hier nichts Neues lehren. Der Unterschied ist nur der, dass
statt ihrer Durchdringungscurve jetzt die von ihren gemeinsamen
Tangentialebenen gebildete abwickelbare Fliche besonders ins Auge
zu fassen ist, dass ferner die aus zwei Flichen zweiter Klasse

(l) = ZZA,']C’M/,'M]C == 0, b= ZZB[}C’M,'M]C =0
zu bildende lineare ,Schaar®
@) F+ud=0

von dem Biischel im Allgemeinen wesentlich verschieden ist, indem
die Schaar (2) jetzt nicht eine unendliche Reihe von Flichen mit
denselben gemeinsamen Punkten, sondern eine solche mit denselben
gemeinsamen -Tangentialebenen darstellt: Alle Flichen der Schaar sind
einer und derselben developpabeln Ildche vierter Klasse eingeschrieben.
Unter diesen Flédchen wird es einige geben, welche in eine ebene
Curve ausarten, deren Determinante also verschwindet. Sie be-
stimmen sich durch die Gleichung

Ay+uwBy As+uwB, A;+wuB; A,+uBg,
(3) D(u) = A+ 1By A+ By AytuBy Ayt By, —0.
Ay +ubBy Ag+uBy, Ay +wuBy; Ay + By,
| Ay +uBy Ap+upBy Ap+uBs Ay+uBy
Je nachdem sich die Wurzeln dieser Gleichung verhalten, werden wir
wieder dreizehn Fille zu unterscheiden haben, die wir hier kurz
zusammenstellen; nur bei den spiter besonders wichtig werdenden
verweilen wir linger. Die ohne Beweis ausgesprochenen Sitze sind
nach dem Principe der Dualitit selbstversténdlich.
Nr. 1. Die Wurzeln von D(w) = 0 sind von einander verschieden.
Es gibt ein den Flichen der Schaar (2) gemeinsames Polartetraéder;
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die vier Kegelschnitte F - u;® = 0 des Systems liegen in den
Ebenen des Tetragders. Letzteres ist natiirlich identisch mit dem
beim Biischel (p. 209) auftretenden Polartetraéder; folglich muss sich
auch die Losung der Gleichung (3) auf die der Gleichung 4(1) =0
reduciren lassen. Setzt man

4) D(p) = A + 4pA, + 64°T + 4p°B, + u'B
und betrachtet die Az, B als Unterdeterminanten der Coéfficienten

aix, by unserer fritheren Gleichungen = 0, ¢ = 0, so wird in
der That:

A= 43, 4A, = ZZByhAp = A XX Bpay = 44°B,,
6 = XXX XAz, 1mBpy,rs = ABEZEZ A, 1nBpy,rs = 6 ABC,
4B, =4B%4,, B =B,
wobei 4, B, C, A,, B, dieselben Bedeutungen haben, wie friiher

in (22) p. 218. Hieraus folgt fiir die symmetrischen Functionen der
Wurzeln:

44
Zuy = — Bl = Xy 445,
6AC A
Z‘uhua= T=§lel2
4A*B A
S oty = — P =y,
43 s
blbolbsty = —p5— = (A Ag452,)%

Die Wurzeln von D(u) =0 driicken sich also durch diejenigen von
A(A) = 0 aus mittelst der Formeln
B) = Ahy, wy = Aslhy, py =M A Ay, = Ao
Dieses Resultat war vorauszusehen; denn, wenn 21, X;* = 0 die Glei-
chung von f = O wird, so muss (bis auf einen constanten Factor)
Zu; U? = 0 diejenige von F = 0 werden.

Die Transformation auf das Polardreieck geschieht genau wie
oben; sie sei gegeben durch die Gleichungen
(6) Xi = a2y + Oox X2 + 3 X3 + C4x T (b = 17 27 3; 4)7

in denen die ¢; zu bestimmen sind. Dann wird das Quadrat der
Substitutionsdeterminante:

1
(7) P2=-B—='1%7

und wenn Dy (u) die Unterdeterminanten von D(u) bedeuten:

(®) P EZDa(,)w:ixe = (1w — s) (0 — 1) (, — p) X*B
= '122'132142(11_'}“2)(}'1_3'9(}‘1“'14))(12337
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analog fiir w,, w;, u,, und hieraus nach (6):

) B(e, — ) (e — w3) (0 — pog) s = Di(y), u. s. £

Sind die oz aus diesen leteten Gleichungen berechnet, so hat man n
Folge von (6)

F= XX Aquny = — p, U* — p, U} — py Us* — p, U?
A(UE | U? , U2, Uz
(10) =+ T+ )
b = XX Buu = U2+ U2+ U2+ UZ

Unsere friihere Transformation dagegen, die durch die Glei-

chungen (p. 210)
(11) Ly = ﬁlel + ﬂk2X2 -+ ﬁk3X3 + ﬂk4X4

gegeben war, transformirte dieselben Ausdriicke F' und & gemiss
den Relationen:
FR'= — 2y, U, oR*=XUA

Man hat also in den fritheren Formeln U; zu ersetzen durch RU;,
um auf die jetzigen zu kommen, oder man hat, was auf dasselbe
herauskommt, in den aus (6) folgenden Relationen

= o Uy + oo U. + o Us + o U,

ay; zu ersetzen durch B ey, wenn die Gleichungen (6) mit den Auf-
losungen von (11) iibereinstimmen sollen. Die letzteren lauten, wenn
R, die Unterdeterminanten von I bezeichnen,

RX; = Ry, + Royxs + Rgras Rucm,

und somit ist in (6) z2u nehmen
ain = Ry
und folglich:
P =2 o apane, = 2+ R, RyRy R, = R?,

was mit dem Fritheren tibereinstimmt.

Wir haben diese Formeln nochmals zusammengestellt, um da-
von eine Anwendung fiir die Transformation der Flichen zweiter Ord-
nung mit Mittelpunkt auf ihre Hauptazen zu machen.

Man kommt auf dieses Problem, wenn man insbhesondere eine
Fliche, etwa ® = 0, in einen Kegelschnitt zerfallen ldsst (also B=10
voraussetzt) und annimmt, dass dieser Kegelschnitt mit dem imagi-
niiren Kugelkreise zusammenfalle. In der That wird dann eine Ebene
des gemeinsamen Polartetraéders durch die unendlich ferne KEbene
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gebildet; die drei anderen gehen durch den Pol derselben, d. h. durch
den Mittelpunkt der Fliche und sind zu einander rechtwinklig, da sie
einander in Bezug auf den Kugelkreis conjugirt sind. Die Be-
stimmung der Hauptaxen einer Mittelpunktsfliche wnd die Finfiihrung
derselben als Coordinatenaxen kommt also darauf hinaus, das gemeinsame
Polartetraéder der Fliche und des imagindiren ~Kugelkreises als neues
Coordinatentetraéder einzufiihren.

Die Annahme B = 0O lisst wegen (7) die Anwendung der obigen
Formeln nicht unmittelbar zu; man muss vielmehr nach einer friitheren
Bemerkung (p. 214) zuvor F und ® mit einander vertauschen. Statt

. 1 . e
dessen kann man auch einen Parameter v = o einfithren, und so-

dann die Rechnungen wiederholen; wir betrachten also die Schaar
vF 4 & =0 statt '+ p® = 0, wobei

O = u,® + u,? 4 w?, F = ZZApu;u.

Wir haben die Aufgabe, eine solche Transformation (6) zu finden,
dass gleichzeitig:

¢ = U12 + U + U327
(10&) Ulz ng Us2
P T 0

wobei dem letzten Gliede rechts statt der Einheit auch ein willkiir-
licher Coéfficient beigesetzt werden konnte, da durch die Form von ¢
jetzt nur drei von den vier willkiirlich bleibenden Factoren fest-

gelegt sind (vgl. p. 209). Die den obigen entsprechenden Formeln
lauten dann:

vd,, +1 vA4, vd; vd,,

(3a) D(v)= v Ay vdy, + 1 vd, v A4y, = 0;
v Ay v g, vAu 41 v4,,
vAy, v A vA vA,, |

(da) D(v) = v{v*A4 (A, + A+ Ass)
+ V[Au (An + Azz + A33) - A142 - ‘A242 - A342]
+ A44};
— P*D(») = w(} —1) (} —1) (: —1);
"’1—”2::’.3 = 'IP;;*)’

(Ta) P2A —

*) Es muss also 4,, von Null verschieden sein, wodurch die Paraboloide
ansgeschlossen sind; dieselben werden sogleich in Nr. 2 erledigt werden.
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P25 X Diy(v) iy = v (:2 —1) (~ —1)X2 4w (- —1)(Z - 1)X,?
Frlz )z -

S [N P
P Dy ()i = v, (2 — 1) (2 — 1) X2,

Vg

P2X X Da(vy) 221 = g (AZ 1) (Lﬂ — )ng;

v, v,

P2 X2 Dy (vs)x:izr = vy (« — 1) (—f — > X2,

P2 XX Du(0)x;iz, = PPz = X2

Hierin ist z B.
Dy, (v) = Ayv® + [(Am + Agg) Ay — Ay — Asf] vt 4 Ay,
Dyp(v) = Ap?® 4 (A Ay — Ay Ay )0"

Mit Hiilfe von (7a) ergibt sich aus (8a):

(8a)

AV12(111 - ’112) (’I!l — 1/3)0£i10£k1 = -— Dik("ﬁ),
(%a) Avy® (vy — 5) (v — vy)eieare = — Daa(vy),
Avg?(vy — v,) (Vg — vg) sty = — Di (v3),

auope = 0, wenn ¢ und % nicht gleich 4 sind, aber
(9a)* Ayt =1.
Dass die Coéfficienten «,, ay,, o3, gleich Null werden, war voraus-
zusehen, da die unendlich ferne Ebene als Seitenfliche des gemein-

samen Polartetraéders nicht durch eine andere Kbene ersetzt zu
werden braucht. Fihrt man nun durch die Substitutionen

Xl.__ X2_._. X3__ . .LJL-—_. 2 = 8 =
=X 5 =Y, =% =0, =V, 34 =W

4

rechtwinklige Coordinaten ein, so lauten die Transformationsformeln:
oy X =0, & + gy + 052 + &y,
(12) Oy Y = 05 + a5y + 057 + @5,
Oy Z = oy3% + Gy + g2 - &y,
oder in Kbenencoordinaten:
Nu=a, U+ eV + a3 W,
(13) No =y U 09V + a3 W,
Nw= 03 U+ a, V+ gy W,
N =a U+ apV+ oW+ ay.
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Will man weiter die Gleichungen (10a) in rechtwinklige Coordinaten
umsetzen, so hat man zu bedenken, dass dieselben vollkommen
fest definirt sind, sobald das Axenkreuz gegeben ist, dass man also
in ihre Definition willkiirliche constante Factoren nicht mehr eingehen
lassen darf. Allerdings bleibt die Gleichung des Kugelkreises immer
in der Form U2 4 V24 W2 =0 erhalten; die vierte oben gleich
Eins angenommene Constante ist aber jetzt als zu bestimmende Un-
bekannte % einzufithren. Dem entsprechend sind die Gleichungen (10a)
zu ersetzen durch:

N2 (u? + v + wf) = U2+ 7 4+ w2
<1Ob) U: & W2,
NgF Z_T—T"— ” —f'-]».

Gleichzeitig erleiden auch die Gleichungen (7a) und (8a) leichte Modi-
ficationen; sie werden bez., wenn man fiir den Augenblick § = z,
ks =1y, & =2, £ = 1 macht und die drei ersten Gleichungen (8a)
durch die letzte dividirt:

(Tb) P?= 0" (2 + ay opp05)" = — ;\;TLE = I]:;;
Ay EEDp(vy) ke = — v} (v, — v,) (v, — v3) kA X?,

(8b) Ay ZEDa(vy)bils = — v’ (vy — v3) (v — v)EAY?,
AuEZ Dy (v Eibs = — v2(vy; — v)) (v — vo)KAZ%.

An Stelle von (9a)* ergibt sich direct aus (10b)

(9b)* Ay’ =F,

und somit folgen aus (8b) und (12) wieder genau die Gleichungen (9a).
Die Transformation auf die Hauptazen ist nach dieser Bestimmung der
an jetzt mit einem Schlage gelost™), wihrend das frithere Verfahren
erst die Transformation auf den Mittelpunkt und dann die Drehung
des Coordinatensystems um den Mittelpunkt verlangte. Wenn man
Werth darauf legt, auch ein urspriinglich metrisches Problem wie
das der Hauptaxentransformation, unter allgemeinere Gesichtspunkte
einzuordnen, so verdient der jetzt eingeschlagene Weg den Vorzug
vor dem frither befolgten.

Die Transformation (12) charakterisirt sich dadurch als eine
orthogonale, dass zwischen den Coéfficienten die bekannten sechs Re-
lationen erfiillt sind (p. 72ff). In der That findet man z. B. aus der

*) Auch Plicker leitet die Gleichung zur Bestimmung der Hauptazen
direct aus der Gleichung in Ebenencoordinaten ab (a. a. 0. p. 201), behandelt
aber nicht das Transformationsproblem. — Drittens konnte man auch von der
Gleichung in Liniencoordinaten ausgehen; vgl. Voss, Math. Annalen Bd. 10.

Clebsch, Vorlesungen. II, 1. 17
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(o5° + ® + ey Avy* (v — w3) (v, — )
= [D11<”2) + Dyy(vy) + Dy (”2)] = — (A -+ Ass + Ag)vs®
- 2 [A44(A11 + A22 + A33) - AI42 - A?d:z - A342 1}22 - 3A44 Vs

Fihrt man in die rechte Seite, gemiiss (4a), die symmetrischen
Functionen der »; ein, so wird dieselbe genau gleich

2 (vy — v3) (v, — v)A;

a0’ g’ = 1.
Dass auch die Gleichung

Oy gy - Olgy oy + 051059 = 0
erfiilllt ist, ergibt sich daraus, dass sich z. B. die Grossen oy, ¢y, @5,
verhalten wie die Coordinaten der unendlich fernen Geraden der
Ebene Y = 0 und «,,, @,, «;; wie die der unendlich fernen Geraden

von X = 0, und dass beide Gerade in Bezug auf den Kugelkreis
einander conjugirte Polaren sind. Aus diesen Relationen folgt, dass

(2 4 oy apag) =1
ist; die Theorie der orthogonalen Substitution verlangt aber, dass
(2 4 o ag)® = a,,°

sei, damit die Determinante der Substitution (12) gleich Eins werde.
Wir haben also zu setzen

also folgt:

ay=~+1,
wo das obere oder untere Zeichen zu wihlen ist, je nachdem
2+ a0y =41 oder = — 1
wird. Aus (9b)* erhidlt man ferner
(14) = Ay,

womit auch die Notlwendigkeit, die Unbelannte k oben einzufiihren,
nochmals erhellt und gleichzeitig ihre Bestimmung gegeben wird.
Um die vorstehenden Formeln mit den fritheren in Ueberein-
stimmung zu bringen, miissen wir annehmen, es sei der Mittelpunkt
bereits als neuer Anfangspunkt eingefiihrt, so dass (p. 166):
f=aya” -+ any® + a3,2° + 2a,0y + 2ayy2 + 20522 + %’
dann wird

4 oy g
F =4, [(“22“33 — ay? )t + (a0, — a,")0" + (@05 — @) 0
- 2( 4y — ygyy) v + 2 (4555 — oyt )20

2 (A Apy — Gza)uw | + Ay,
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und folglich nach einigen leichten Umformungen:
D(”>=V{V’3 + 0¥ (ay + g+ ag)

+u [(“11“22’—“122)‘]'(“22“33_“232)“}'(“33“11_”“132>]+ A44} ’
wobel u = v A gesetzt ist, ein Ausdruck, welcher mit dem fritheren
A () in (6) p. 167 bis auf einen Factor iibereinstimmt, sobald noch
— o statt u geschrieben wird. Nach (10b) und (9b)* geht somit
N?F iiber in

U2 & w2 U: & w2 A,
T T A=A e e+ )

Hierin ist, wie oben, ¢ = — v, 4, ¢ = — 1,4, " = — v;4. Die
Gleichung der Fliche F'== 0 in Punktcoordinaten wird folglich von
der Form

’ " A
X% + Y% + Z% +21=0,

womit wir genaw die fritheren Resultate wieder gefunden haben (p. 171).
Die Berechnung der Coéfficienten .z aus (9a) liefert ebenfalls die-
selben Werthe, die wir frither fiir cos a, cos f, cos p, ete. aufgestellt
hatten (p. 169).

Endlich ist daran zu erinnern, dass sich das behandelte Problem
auch als ein solches der ebenen Geometrie auffassen lisst. Es kommt
nimlich nur daranf an, die beiden ganzen Functionen 22 4 4% 4 2 und

f— ji“ = 0, 8" 4 Y + 655" + 20,38y + 2a55y2 4 20y 22
gleichzeitig so zu transformiren, dass die erste ungeindert bleibt und
die zweite auch nur die Quadrate der Variabeln enthilt; wie schon
frither niher ausgefiihrt wurde (p. 184f).

Nr. 2. Zwei Wurzeln von D(v) = O fallen zusammen, ohne dass
fiir diese Doppelwurzel alle Unterdeterminanten verschwinden. Die ab-
wickelbare Fliche hat eine Doppeltangentialebene, von welcher sie lings
zweler ihrer Erzeugenden beriihrt wird; diese Ebene ist gemein-
same Tangentenebene aller Flichen der Schaar, der Schnittpunkt
der beiden Erzeugenden gleichzeitig gemeinsamer Punkt; alle Flichen
der Schaar F -+ u® =0 beriihren sich also in einem Punkte, sind
aber deshalb natiirlich nicht mit den fritheren Flichen f -4 ip =0
identisch. In der Schaar gibt es einen doppelt zihlenden Kegel-
schnitt und zwei einfach zihlende. Jeder der letzteren hat zu einer
beliebigen Fliche der Schaar keine besondere Beziehung; der doppelt
zahlende Kegelschnitt dagegen liegt in der gemeinsamen Tangential-
ebene. Lisst man ihn daher mit dem imaginiren Kugelkreise zu-
sammenfallen, so fiihrt das zu vorliegendem Falle gehirige Trams-

17%

4
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jormationsproblem auf die frither behandelte Transformation der Para-
boloide in dic ihmen zukommenden Normalformen. Es wird nicht
tiberfliissig sein, hierauf noch einmal einzugehen, da es wiederum
nothig ist, die Bezeichnungen etwas zu #ndern.

Es sei 7 = 0 in rechtwinkligen Ebenencoordinaten die Gleichung
eines Paraboloids, d. h. 4,, = 0, und ® =0 die Gleichung des Kugel-
kreises, also:

F = A, u* 4 Ap0" + Agy00® + 2 4,,uv -+ 240w+ 245, wu
+ 24,,u 4+ 24,0 + 245w,
= u? 4 v wt.
Wir betrachten wieder die Schaar v I" 4 ® = 0, deren Kegelschnitte
sich aus der Gleichung ergeben:

(15)

| v4y +1 vd, v Ay Ay
(16)  D(v) = v Ay, vAy +1 vdy Aoy
v Ay v Ay vAgy 4+ 1 A,

Ay Ay Ay 0 |

= [7’2A+"’<An +Ap+As) —(A142+A242+A342)] =0.
s soll nun eine Transformation der Form (12) bez. (13) gefunden
werden, vermdge deren man gemiss (21), p. 218 erhilt

N2o = U? + V* 4 W3

17 U 2
1D NF=—0" T ek,
wobei die Constante £ aus demselben Grunde, wie in Nr. 1, hinzu-
gefiigt ist. Die zur Transformation dienenden Gleichungen werden:
!

1—2 0 0 01
v

1

v v
(18) PDo)=| O 1= - 00— (X —1)(2 ~1);
0 0 1 kv
0 0 kv 0

PZ(AM2 + A242 -+ A342) = I?,
P IS Da() bk = k2 (2 — 1) X,

(29) P?E XDy (vy) bk = 120, (:—’2 — 1) DiCH
P2 Dy (0)E 8 = P! =1,
P2 EDi(0VEE — — 2k Z — ’is;l‘,';;’ie;

also durch Einsetzen in (12), da nach (18) und (19) &* = — »,v,A:
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Av (v, — vy)anon = — ay’ Da(v,),
Avy’(vy — ) tnoge = — ay® D (vy),
(20) 760(53 = 054414[4 fiir 7 = 1, 2, 3,
. v, + 7
2kay = — oy (“,,1 . P Ay + A+ A33>
3020 P I o)

A 4 A
Hieraus folgt durch leichte Rechnung:

ay® 1 et eyt =,

ap® )’ o+ @)’ = e,

at oy gyt = eyt
Diese Gleichungen befriedigen identisch die fiir eine orthogonale
Substitution zu stellenden Forderungen; die Bedingungen

iy @it 4 apas =0

sind aus denselben Griinden, wie in Nr. 1, befriedigt. Es wird also
einerseits (2 oy ey 055)* = 0,5,
andererseits war P? = a;,* (X 4 e gy 05)° = 1
gefunden; also folgt
(21) a,=1.

Durch die Gleichungen (20) und (21) sind hier die unbekannien
Coéfficienten vollstiindiger und symmetrischer berechnet, als es friiher
durch Anwendung der zweimaligen Tramsformation geschah; wieder ein
Vorzug unserer jetzigen Methode.

Um die Uebereinstimmung herzustellen, haben wir anzunehmen
F = 0 sei die Ebenencoordinatengleichung eines in Punktcoordinaten
gegebenen Paraboloids /= 0. Die Gleichung (16) wird dann mit (1)
p. 175 identisch, wenn man nur ¢ = — v 4 setzt, wie es #hnlich
schon in Nr. 1 vorkam. Die linke Seite der transformirten Punkt-
coordinatengleichung (d. i. der Factor von 3 in DX Dy)Ei&) lautet
dann in der That:

o XP — kY 2= (o' X2 " Y 4 24 2).

Der Factor von 2Z rechts ist derselbe, welcher friiher (vgl. p. 176)
mit b, bezeichnet wurde, wie man aus folgender Identitiit erkennt:
= A" + Ay + 4y = A(By + By, + By,).
Nr. 3. Das System F - uw® =0 enthdlt einen dreifach zihlenden

Kegelschnitt.
Die abwickelbare Fliche vierter Klasse enthilt eine Doppel-
tangentialebene, von der sie lings zweier unendlich benachbarter
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Erzeugenden beriihrt wird. HEs liegt nahe, wieder den imaginiren
Kugelkreis als dreifach zéihlenden Kegelschnitt zu benutzen. Dann
wiirde die Gleichung (16) eine dritte Wurzel » = O zulassen miissen,
d. h. es miisste
AP+ A+ 4,2 =0

sein. Fiir Gleichungen mit reellen Co&fficienten kann dies nur dann
eintreten, wenn die drei Quadrate einzeln Null sind; und dann stellt
F =0 einen Kegelschnitt der unendlich fernen Ebene dar. Die Ein-
filhrung des Kugelkreises ist daher hier ohne Bedeutung.

Nr. 4. Im Systeme F - u® = O kommen awei je doppelt zihlende
Kegelschnitte vor.

Die gemeinsame Developpable zerfiillt in einen Ebenenbiischel,
dessen Axe mit der Schnittlinie der Ebenen jener beiden Kegel-
schnitte zusammenfiillt, und in eine abwickelbare Fliche dritter Klasse,
die wir bereits niher studirt haben (p. 246 ff.). Die Axe des Ebenen-
biischels wird von den beiden Kegelschnitten beriihrt, aber in ver-
schiedenen Punkten; sie gehort zu denjenigen Linien, durch welche
zwel Ebenen der abwickelbaren Fliche hindurchgehen, und sie ist
allen Fldichen der Schaar gemeinsam; dieselben beriihren sich in
den genannten beiden Punkten, ihre gemeinsamen Tangentialebenen
in ihnen sind die Ebenen der beiden Kegelschnitte. Die Beriihrungs-
punkte sind entweder beide reell oder einander conjugirt imaginir;
ist also der unendlich ferne Kugelkreis einer der Kegelschnitte, so
sind sie imagindr: die Flichen der Schaar bestehen aus Paraboloiden
mit lauter imagindren unendlich fernen Punkten, was nicht moglich
ist.  Fiir reelle Flichen hat daher dieser Fall keine Bedeutung in Be-
ziehung zu unseren fritheren Transformationsaufgaben.

Nr. 5. In der Schaar gibt es einen vierfach zihlenden Kegelschnitt.
Die Axe des abgesonderten Kbenenbiischels wird zur Erzeugenden
der abwickelbaren Fliche dritter Klasse, welche mit ihm zusammen
die gemeinsame Developpable bildet. Da dieser Fall aus den beiden
vorhergehenden durch Grenziibergang entsteht, kann die Einfiihrung
des Kugelkreises nicht zu Resultaten von realer Bedeutung fiihren.
Wir haben diese Einfithrung im Folgenden daher nur zu erwihnen,
wenn es sich um Grenzfille von Nr. 1 und Nr. 2 handelt.

Nr. 6. In'der Flichenschaar kommt ausser zwei einfach zdhlenden
Kegelschwitten ein doppelt zihlender, in ein Pumktepaar zerfallender
Kegelschnitt wvor. Die Developpable zerfillt in zwei Kegel, deren
Spitzen auf der Verbindungslinie des Punktepaares liegen; durch
letztere kann man zwei Ebenen legen, welche gleichzeitig beide
Kegel berithren; wie der frithere Ausdruck ZXAz(A)wiw (p. 224)
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erkennen ldsst, zerfillt gleichzeitig die Schnittcurve in zwei ebene
Kegelschnitte. Man kann sich die Verhiltnisse an zwei sich nicht
beriihrenden Kugeln klar machen (p. 225); denn dieselben schneiden
sich immer in zwei Kegelschnitten, Die Spitzen der Kegel liefern
gleichzeitig das doppelt zihlende Punktepaar; ihre Schnittcurve zer-
fallt in die beiden Kegelschnitte der Schaar. In dem Biischel
f -+ A9 = 0 berithrten sich alle Flichen in zwei<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>