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Vorwort.

Das vorliegende Buch iiber die Theorie der Wechselstrommaschinen ist aus
einer Reihe Vorlesungen entstanden, welche Prof. Dr.-Ing. e. h. O. S. Bragstad
an der hiesigen Technischen Hochschule in den letzten Jahren vor seinem Tode
(1 11. Mérz 1927) abgehalten hat. Bragstad hatte haufig die Absicht geduBert,
die Theorie der Wechselstrommaschinen in einer seinen Erfahrungen und
seiner Einsicht entsprechenden Form zur Darstellung zu bringen. Doch ist
es ihm leider nicht vergénnt worden, diese Idee zu verwirklichen. Einer der
wesentlichen Griinde hierfiir war unzweifelhaft der, daB3 seine Zeit und Arbeits-
kraft durch die Grundlegung und den weiteren Ausbau des Elektrotechnischen
Instituts der hiesigen Technischen Hochschule und durch seine Wirksamkeit
als Lehrer zu stark beansprucht wurde. Das Manuskript seiner Vorlesungen
1liBt jedoch vermuten, daBl diese von ihm schon im Hinblick daraufhin aus-
gearbeitet wurden, einmal einem solchen Werke als Grundlage zu dienen.

Nach dem unerwarteten Ableben Prof. Bragstads fiel mir die Aufgabe zu,
seine Vorlesungen fiir die Drucklegung vorzubereiten, eine Aufgabe, die ich in
Erinnerung an meinen verehrten Lehrer und Kollegen gern tibernahm. Wéhrend
der Ausarbeitung des Werkes zeigte es sich, dal an vielen Stellen Erginzungen
und Bearbeitung des iiberlieferten Stoffes notwendig wurden. Da der Umfang des
Werkes in gewissen Grenzen bleiben muBite, muBten nach Herstellung des
Manuskriptes an vielen Stellen Kiirzungen vorgenommen werden. Es wurde
bewuBt auf viele Erginzungen verzichtet, die an und fiir sich winschenswert
gewesen wiren. Die wihrend der Arbeit gewonnene Erfahrung ergab auflerdem,
daB die Bearbeitung eines nachgelassenen Manuskriptes oft nicht viel weniger
Miihe verursacht als die Niederschrift eines vollig neuen Buches. Deshalb wurde
die Fertigstellung des Werkes weit iiber den von mir festgesetzten Termin hinaus
verzdgert. Ich mochte an dieser Stelle dem Verleger, der bei allen Gelegenheiten
verstindnisvolles Entgegenkommen zeigte, meinen besten Dank aussprechen.

Der Charakter des Buches ist der eines Lehrbuches. Es wendet sich in erster
Linie an die Studierenden der Technischen Hochschulen und an diejenigen, die
durch Selbststudium in das Gebiet eindringen wollen.

Um das Studium zu erleichtern, wurde ein erster Teil: ,,Einleitung in die
Theorie der stationiren Wechselstrome‘* vorausgeschickt, zu dessen Verstéindnis
nur die gewohnlichen Grundlagen der Elektrotechnik notwendig sind.

Aber auch die in der Praxis stehenden Ingenieure werden gewil in diesem
Werke manches von Interesse finden; ich erwihne nur als Beispiel die fiir die
Bragstadsche Darstellungsweise charakteristische und klare Form der Theorie
des stationdren und des allgemeinen Transformators (die asynchronen Wechsel-
strommaschinen).



Iv Vorwort.

Besondere Sorgfalt ist auf konsequente Schreibweise der Gleichungen ge-
legt. Die Bezeichnungen der FormelgréBen entsprechen den A.E.F.-Vor-
schriften mit der Ausnahme, dal sowohl fiir die Klemmenspannung wie fiir die
induzierte EMK das Symbol £ benutzt wurde.

An vielen Stellen sind zur Erliuterung der Theorie zahlenmiBig durch-
gerechnete Beispiele eingefiigt, aber aus Riicksicht auf den Umfang konnte dies
nur in beschrinktem MaBe stattfinden.

Bei der Ausarbeitung des Manuskriptes und bei der Fertigstellung des Buches
wurde Herr Dipl.-Ing. Alf O. Hals, der lingere Zeit Professor Bragstads
Privatassistent war, weitgehend mit herangezogen. An der Bearbeitung des
ersten bzw. zweiten Teils des Buches haben Dipl.-Ing. Are Hagemann und
Dipl.-Ing. Jacob B. Barth teilgenommen. Beide Herren waren Assistenten am
Elektrotechnischen Institut.

Ich mochte nicht verfehlen, auch an dieser Stelle den Genannten, die durch
ibre wertvolle Mitarbeit das Erscheinen dieses Werkes gefordert haben, meinen
verbindlichsten Dank auszusprechen.

Drontheim, im November 1931. R. Skancke.



Inhaltsverzeichnis.

Erster Teil: Einleifung in die Theorie der stationiren Wechselsfrome.

Erstes Kapitel: Sinusférmige Wechselstréme . . . . . . . . . . e e e e

1.
2.
3.

Einfache Sinusstréme und ihre Darstellung . . . . . . . . . . . . . . ..
Ausgleichsvorgdnge . . . . . . . . . . e e e e
Mittelwert und Formfaktor . . . . . . . . . . . . .. . .. ..

Zweites Kapitel: Wechselstréme von beliebiger Kurvenform . .

© 00 A3 O

10.

. Reihenentwicklung nach Fourier . . . . . . . . e e e

. Einige analys1erte Wechselstromkurven . . . . . . . e

. Analyse einer experimentell bestimmten Wechselstromkurve ........
. Experimentelle Bestimmung von Strom- und Spannungskurven .

. Wechselstrome von zusammengesetzter Kurvenform . . . . . . . . . . . .
. Effektivwert, Leistung und Leistungsfaktor eines Wechselstromes von zu-

sammengesetzter Kurvenform . . . . . . . . . . . .. .. e e
EinfluB} der Kurvenform auf Messungen . . . . . . . . . . . . . . . ..

Drittes Kapitel: Analytische und graphische Methoden.

11. Das Rechnen mit komplexen Zahlen . . . . . . . . . . .
12. Darstellung der Wechselstromgroien durch komplexe Zahlen ,,Symbohsche
Darstellungss . . . . . . . . . . . ... . '
13. Strom- und Spa,nnunﬂsdla,gra,mme, Transformatlon der Koordinaten . . . . .
14. Inversion . . . . . . . . . . .. Lo e e e e e e e ..
15. Graphische Darstellung des Verlustes in einer vorgeschalteten Impedanz . . .
16. Graphische Darstellung der Nutzleistung bei vorgeschalteter Impedanz
17. Geometrischer Hilfssatz. Graphische Darstellung von Wirkungsgraden . . . .
18. Belastung mit konstanter Phasenverschiebung bei vorgeschalteter Impedanz .
19. Stromkreis mit mehreren Verlusten . . . . . . . . . . ... ... ..
20. Verluste und Wirkungsgrad einer Arbeitsiibertragung mit Spannungsregulierung
21. Kompoundierung einer Arbeitsitbertragung . . . . . . . . . . . . . . ..
22. Allgemeiner Vierpol . . . . . . . . . . .. ... ... e e e e e e e
Viertes Kapitel: Verhalten des FEisens bei stationirer Wechselstrom-
magnetisierung . . . . . . ... ... o L.
23. Die Verluste durch Hysterese im Bisen. . . . . . .. .00 0L

. Die induzierte elektromotorische Kraft . . . . . . e e e e e e
. Die Form der Stromkurve bei sinusférmiger EMK . . . . . .

. Die Verluste durch Wirbelstréme . . . . . . . . . . . . .. e
. Die Messung der Verluste durch Hysterese und Wirbelstréme im Eisen . . .
28.

Die Eisenverluste bei drehender Magnetisierung . . . . . . . . . . . . ..

Fiinftes Kapitel: Mehrphasenstréme. . . . . . .

29.
30.
31.
32.
33.

Mehrphasensysteme . . . . . . . . . . . ... e e e e e e e e
Die symmetrischen Mehrphasensysteme . . . . . e e e e e e e e
Balancierte Mehrphasensysteme . . . . . . . . . . . . . . . ...

Analytische Stromberechnung eines Sternsystems . . . . . . . . . . . . .
Transfigurierung einer Dreieckschaltung in eine Sternschaltung . . . . . . .

61
64
65

69
79
81

82
82

87
88



VI Inhaltsverzeighnis.

34. Graphische Stromberechnung eines Sternsystems . . . . . . . . . . . ..
35. Hohere Harmonische in Dreiphasensystemen . . . . . . . . . . . . . ..
36. Messung der Leistung eines Dreiphasensystems . . . . . . . . . . . . ..
37. Unsymmetrische Dreiphasensysteme . . . . . . . . . . . . . .. .. ..

Zweiter Teil: Die Transformatoren.

Erstes Kapitel: Theorie des Einphasentransformators bei stationdrem
Wechselstrom. . . . . . . e e
1. Einleitung . . . . . . . . . . ... oL oo e e e e e e e
2. Arbeltsglelchungen und Ersatzstromkreis fiir zwei induktiv gekuppelte Strom-

kreise . . . . . . . .. ..o oL
3. Die Superpositionsgleichungen des Transformators. . . . . . . . . . . ..
4. Ersatzstromkreis des Transformators bei reduzierten Werten von sekundirem
Strom und sekundérer Spannung . . . . . . . . . . . ..
5. Der Transformator bei Leerlauf und KurzschluB
A. Leerlauf . . . . . . ... .. e e e e e e e e e e e e e
B.KurzschluB . . . . . . . ... ..o 0oL
6. Diagramme des Transformators bei Belastung. . . . . . . . . . .. ...
A. Ohmsche oder induktionsfreie Belastung . . . . . . . . . . . . . . ..

B. Induktive Belastung . . . . . . . . . . . . . ..

Zweites Kapitel: Die Leistungsverluste im Transformator . . . . . . .

7. Berechnung der Verluste an Wirkleistung. . . . . . . . . . . . . ..
A. Die Eisenverluste . . . . . . . . . . . ... ...
B. Die Kupferverluste . . . . . . . . . . . . .. ... ... ..
C. Giinstigste Verteilung der Verluste auf Kupfer und Eisen in einem gegebenen

Transformator. . . . . . . . . . . .. ...

8. Berechnung der Verluste -an Blindleistung . . . . . . . . . . . . . . ..
A. Verluste an Blindleistung durch das Hauptfeld. Der Magnetisierungsstrom .
B. Verluste an Blindleistung durch die Streufelder. Die Streureaktanz

Drittes Kapitel: Untersuchung eines Transformators durch Leerlauf-
und KurzschluBversuch. Anwendungen der Superpositionsgleichungen
9. Allgemeines . . . . . . . . . L. .o o0 Ll e e e e e e .
10. Die Spannungserhohung zwischen Leerlauf und Belastung . . . . . . . . .
11. Die Stromerhéhung zwischen Kurzschluf8 und Belastung . . . . . . .
12. Bestimmung der Leistungsverluste und des Wirkungsgrades aus Leerlauf— und
Kurzschlufmessungen. . . . . . . e e e e e e e e e
A. Angenahertes Verfahren . . . . . . . . . . ... . ... ..
B. Exaktes Verfahren. . . . . e e e

Viertes Kapitel: Transformierung der Mehrphasenstréme . . . . . . .
13. Dreiphasentransformatoren. . . . . e e e e e e e
14. Der Scottsche Transformator . . . . . . . . . . . . . . .. .
15. Parallelschaltung von Transformatoren . . . . . . . . . . . . . .. R
16. Nullpunktsspannungen bei sterngeschalteten Transformatoren. . . . .

Fiinftes Kapitel: Transformatoren fiir besondere Zwecke . . . . . . . . .
17. Transformatoren mit nur einer Wicklung (Spar- oder Autotransformatoren)
18. MeBtransformatoren. . . . . . . . . . . . . ... ... . ..

19. Transformator fiir Spannungsregulierung . . . . . . . . . . . . . ..

Dritter Teil: Die synchronen Wechselstrommaschinen.
Erstes Kapitel: Ubersicht iiber die magnetischen Verhaltnisse. .
Einleitung . . . . . . . . . . . .. 0000 e e e e e e
Allgemeines iiber die Arbeitsweise einer Synchronmaschine . . . . . Ce
Der magnetische Kreis . . . . . . . . . .. .. . . ... .. ... ..
Bestimmung der Kurvenform und des Verteilungsfaktors des Polfeldes . . .
Berechnung der Feldamperewindungen bei Leerlanf . . . . . . . . . . ..

Gk o=

104
104

104
106

110
112
112
115
116
117
118

118
118
119
120

121
123
123
124

129
129
129
131

132
132
134

142
142
147
149
152

153
153

157



Inhaltsverzeichnis.

Zweites Kapitel: Die in der Ankerwicklung bei Leerlauf induzierte EMK
6. Berechnung der induzierten EMK einer Phase . . . . . . . . . . . . ..
7. Wicklungsfaktoren in bezug auf die Oberwellen des Feldes. . . . . . . . .
8. Potentialdiagramme fiir Dreiphasensysteme . . . . . . . . . . . . .. ..
9. Die Wicklungsfaktoren der gewohnlichen Wechselstromwicklungen. . . . . .
10. EinfluB der Nuten auf die Kurvenform der EMK. . . . . . . . . . . ..

Drittes Kapitel: Die Ankerriickwirkung . . . . . . . . . . ... ... ..
11. Berechnung der magnetomotorischen Kraft der Ankerstrome ........
12. Die lings- und quermagnetisierenden Amperewindungen des Ankers. . . .
13. Berechnung der Streureaktanz des Ankers . . . . . . . . e e .
14. Die Ankerriickwirkung einer Maschine mit Vollpolen. . . . . . . . . . . .
15. Der Wirkwiderstand der Ankerwicklung e

Viertes Kapitel: Das Spannungsdiagramm und die charakteristischen
Kurven . . . .. e e e e e e e e
16. Das Spannungsdlagramm Ce
17. Bestimmung des Spannungsdlagrammes und der Spannungsanderung eines

Generators. . . . . . . . . .. e e e e e e

18. KurzschluBicharakteristik und Kurzschlqumgramm ..... e
19. Belastungscharakteristiken. . . . . . . . . . . . . .. e e e
20. Regulierungskurven. . . . . . . . . .
21. Spannungsdiagramm und Spannungsanderung eines Generators mlt Vollpolen .

Fiinftes Kapitel: Verluste und experimentelle Untersuchung .
22. Ubersicht iber die Leistungsverluste . . . . . . . . . . . .
23. Experimentelle Untersuchung eines Generators . . . . . . . . . . . . ..
24. Die Lagerstréme . . . . . . . . . . e e e e e e e

Sechstes Kapitel: Die Synchronmotoren . . . . . . . . . . . . . . . ...
25. Allgemeines iiber die Arbeitsweise der Synchronmaschme als Motor .....
26. Arbeitsdiagramm des Synchronmotors . . . . . . . . e e
27. Die synchronisierende Kraft . . . . . . . . . . . . . . ... ... ...
28. Die Arbeitsweise der Synchronmaschine bei konstanter Belastung und variabler

Erregung . . . . . . . ... 000 0o e e e

Vierter Teil: Die asynchronen Induktionsmaschinen.

Erstes Kapitel: Das Drehfeld und die dadurch induzierte EMK. . . . .
1. Einleitung . . . . . . . . . . . ... ... .
2. Die Erzeugung des Drehfeldes einer Induktlonsmaschme
3. Berechnung des Magnetisierungsstromes. . . . . . . . . . e e e e
4. Die von einem Drehfelde induzierte EMK . . . . . . e e e e
5. Zeitdiagramm und Raumdiagramm. . . . . . . . . . . . .. ... ...

Zweites Kapitel: Die Wirkungsweise des Rotors. . . . . . e e
6. Schlupf und Ubersetzungsverhaltnisse . . . . . . . . . . . . ... ...
7. Die Wirkungsweise im Stillstand und im Lauf . . . . . Coa
8. Das Drehmoment. . . . . . . . . e e e
9. Die Stromwarmeverluste im Rotor. . . . . . . . . . . . . . . .. ...

Drittes Kapitel: Das Arbeitsdiagramm der mehrphasigen Induktions-
maschine . . . . . .. . .. ... e e e e e
10. Der Ersatzstromkreis . . . . . . . . . . . ..

11. Bestimmung des Stromdla,grammes durch Leerlauf- und Kurzschlquersuch
12. Bestimmung der Konstanten ¢; und ¢, . . . . . e e e
13. Die Leistungen und der Wirkungsgrad im Dlagram.m e e e e e
14. Das Drehmoment im Diagramm . . . . . . . . . . ..

15. Der Schlupf im Diagramm . . . . . . . . . .. ... e .
16. Die maximale Leistung und das Kippmoment des Motors . . . . . . . . .

VII

Seite
171
171
174
175
176
179

183
183
188
193
199
200

203
203

205
207
208
210
211

211
211
213
220

222
222
224
228

229

232
232
232
234
235
236

238
238
241

245

246
246

252
253

256
258



VIII Inhaltsverzeichnis.

17. Der asynchrone Induktionsgenerator . . . . . . . . . . . . . . . . ...
18. Beriicksichtigung der mechanischen Verluste im Diagramm. . . . . . . . .
19. Das Hysterese- und Wirbelstrommoment der Asynchronmaschine
20. Beispiel eines Arbeitsdiagramms . . . . . . . . . .. L. L L L.
21. Die Arbazitsweise des Induktionsmotors bei Spannungen iiber und unter dem

Nennwert

Viertes Kapitel: Der einphasige Induktionsmotor. Der Mehrphasenmotor
bei unsymmetrlscher Klemmenspannung e e e e e e
22. Allgemeines iiber die Arbeitsweise der einphasigen Induktlonsmaschme
23. Ersatzschaltung und Arbeitsdiagramm des einphasigen Induktionsmotors .
24. Der mcehrphasige Induktionsmotor bei unsymmetrischer Klemmenspannung .

Fiinftes Kapitel: Experimentelle Bestimmung der einzelnen Verluste und
des Wirkungsgrades e e e e e e e e e
25. Die experimentelle Bestlmmung der emzelnen Verluste eines Mehrphasen.motors
26. Die Bestimmung des Wirkungsgrades aus den Einzelverlusten

Sechstes Kapitel: Anlassen und Drehzahlregelung der Induktionsmotoren
27. Anlassen von Mehrphasenmotoren mit gewickeltem Rotor . . . .
28. Anlassen von Mehrphasenmotoren mit KurzschluBrotor
29. Anlassen von Einphasenmotoren . RN
30. Drehzahlregelung der Induktlonsmotoren -
31. EinfluB der Oberfelder auf den Anlauf .

Fiinfter Teil: Die Umformer.

Erstes Kapitel: Die Einankerumformer. . . .
1. Allgemeines iiber Einankerumformer . . . . . .

. Spannungsverhiltnis des Einankerumformers . .

. Stromverhiltnis des Einankerumformers

. Die Stromwirmeverluste im Umformeranker . . . . . . . . .

. Der Ohmsche Spannungsverlust im Umformeranker . . . . . . . . . . . .

. Die Reaktanzspannung, die Ankerriickwirkung und der Spannungsabfall des
Einankerumformers. . . . . . . . . . . . . ..o

. Die charakteristischen Kurven des Elnankerumformers ...........

. Die Spannungsregulierung des Einankerumformers durch vorgeschaltete Re-
aktanz und HauptschluBwicklung . . . . . . . . . . . . .. . . ...

9. Andere Verfahren zur Spannungsregulierung . . . . . . . . . . . . .

10. Umformung von Gleichstrom in Wechselstrom

11. Die Stromwendung des Einankerumformers. .

12. Das Anlassen von Einankerumformern . .

S UL Wi

Q =3

Zweites Kapitel: Die Kaskadenumformer. . . . .
13. Einleitung . . . . . . . . . . .. . e e e e e e
14. Die Arbeitsweise des Kaskadenumformers . . . . . . . . . .

15. Spannungs- und Stromverhiltnisse des Kaskadenumformers
16. Die Stromwirmeverluste im Anker. . . . . . . . . . . . . . ... ..
17. Das Anlassen . . . . . . . . . . .. ...
18. Regulierung und Betrieb

Sechster Teil: Die Wechselstrom-Kommutatormaschinen.

1. Einleitung . . . . . . . . . . ... .00 e e
Erstes Kapitel: Der direkt gespeiste HauptschluBmotor fiir Einphasen-
strom . . .. L L L L L L e e e e e e e e e e e e e e e e
. Allgemeines itber die Arbeltswelse ....................
. Das Spannungsdiagramm des Einphasen-HauptschluBmotors . . . . . . . .

Die Leistung und das Drehmoment des Einphasen-HauptschluBmotors
Das Stromdiagramm des Einphasen-HauptschluBmotors

O W N

........

Seite
258
259
261
262

266

267
267
269
273

275
275
280

283
283
286
289
290
291

293

204
297
298
304

310
315

318
320
322
323
325

328
328
329
331
333
334
335

338

339
339

345
345



Inhaltsverzeichnis. IX

Seite

6. Die in den kurzgeschlossenen Ankerspulen induzierten EMKe. . . . . . . . 347

7. Die Riickwirkung der Kurzschlufstrome auf das Hauptfeld . . . . . . . . 349

8. Mittel zur Verbesserung der Kommutierung. . . . . . . . . . . . . . .. 354

9. Bemerkungen iiber die Feldpulsationen héherer Ordnung. . . . . . . . . . 358

10. Der Einphasen-Reihenschluimotor als Generator . . . . . . . . . . . .. 359
Zweites Kapitel: Der indirekt gespeiste HauptschluBmotor fir Ein-

phasenstrom. . . . . . . . .. L0000 o000 - 1 5

11. Wirkungsweise des emfachen Repulsionsmotors . . . . . . e . .. ... 363

12. Die Arbeitsdiagramme des Repulsionsmotors . . . 367

13. Der Repulsionsmotor mit Geschwindigkeitsregelung durch Burstenverschlebung 369

14. Der kompensierte Repulsionsmotor. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 370

Drittes Kapitel: Die mehrphasigen Kommutatormaschinen . . . . . . . . 370

15. Der Kommutatoranker fiir Mehrphasenstrom . . . . . . . . . . . .. .. 370

16. Der mehrphasige HauptschluBmotor . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 372

17. Der mehrphasige NebenschluBmotor . . . . . . . . . . . . .. ... . 3713

Sachverzeichnis. . . . . . . . . . .. .. s ¥ v

Berichtigungen wiihrend des Druckes.

S. 83. In GI. (376) muBl steheanT statt } 1.

S. 89. In Zeile 4 von oben muB stehen E,;D - Yz statt 11_7% Yz, -
S. 343. In Zeile 19 von oben ,,Feldwicklung‘ statt ,,Feldwirkung¢.



Bedeutung der verwendeten KFormelzeichen.

In der folgenden Zusammenstellung sind nur diejenigen Formelzeichen aufgenommen,
die sich mehrfach wiederholen.

48 = Ampere-Stabzahl je 1 cm Umfang des Ankers 195.
AW 4 = Amplitude fir die Grundwelle der MMK  des Ankerfeldes 187.
AW 4, = Amplitude der MMK des Ankerfeldes fiir alle 2 p Pole gerechnet 199.
AW, , = Amperewindungen fiir den Ankerkern 164.
W, = direkt- oder lingsmagnetisierende Anker-Amperewindungen 189.
AW, , = der Lingsmagnetisierung entsprechenden Amperewindungszahl auf alle 2p Pole
190.
AW, = Amperewindungen fiir das Joch 164.
AW ., = Amperewindungen fiir den ganzen magnetischen Kreis bei Leerlauf 170.
W, = Amperewindungen fiir die beiden Luftspalten 164.
AW, = Amperewindungen fiir den Magnetkern 164.
AW, = totale Feldamperewindungen bei Belastung 200, 203.
AW, = quermagnetisierende Anker-Amperewindungen 189.
AW, = dexl'g(zzuermagnetismrung entsprechende Amperewindungszahl auf alle 2p Pole
AW, = Amperewindungen fir die Zihne 164.
a == halbe Anzahl Ankerstromzweige 294.
a, = Amplitude der Grundwelle einer Kurve 18, 168.
o == Phasenverschiebungswinkel zwischen Magnetisierungsstrom und Feld 69, 237.
o = elektrischer Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nuten 173, 236.

2, = b,/r = Fiillfaktor der Feldkurve 169.

B = magnetische Induktion, Hochstwert bei Wechselfeld 62, 235.

B, = Induktion im Luftspalt 164.

B, = Augenblickswert der Induktion 64, 235.

B, = Induktion in den Zéhnen 165.

b —= Suszeptanz oder Blindleitwert 10.

b, == Blindkomponente von y, 113, 247.

b; = ideeller Polbogen 168, 297.

C = Kapazitat 6.

cy =1+ z;¥, = ¢;e~’” komplexes Ubersetzungsverhiltnis der Spannungen bei
reduzierten Sekundargrofien 109, 114, 249.

Cq =1+ 2y, = cye77 komplexes Ubersetzungsverhiltnis der Strome bei redu-
zierten SekundirgréBen 109, 116, 249.

D = Drehmoment 244, 345.

D, = Ankerdurchmesser 195, 244.

A4E = Biirsteniibergangsspannung 352.

AEy = Stromwende-EMK in den kurzgeschlossenen Ankerspulen 347.

AdAE, = EMK der Transformation in den kurzgeschlossenen Ankerspulen 348.

AE, = EMK der Rotation in den kurzgeschlossenen Ankerspulen 348.

0 = Lange des Luftspaltes zwischen Stator und Rotor 164, 234.

E = Effektivwert von Spannung oder EMK, bei Synchronmaschinen vom Polfeld

induziert 5, 161, 294.
E, = induzierte EMK auf der Primirseite 113, 236.



Bedeutung der verwendeten Formelzeichen. X1

2 = induzierte EMK einer Rotorphase 239, 243.
E,, = E}, auf Stator reduziert 240.
E] = induzierte EMK des Rotors bei Stillstand 246.
E, = durch das Lingsfeld @, induzierte EMK 189, 203.
E, = induzierte Gleich-EMK eines Umformers 294.
E,, E;, = Klemmenspannung beim priméarseitigen KurzschluBiversuch 116, 134, 263.
. = durch das Querfeld @, induzierte EMK 189, 203.
E, = durch Pulsation induzierte EMK in der Feldwicklung einer Kommutator-
maschine 343.
E, = durch Rotation induzierte EMK eines Kommutatorankers 342.
E, = Klemmenspannung (auf der Priméarseite) 51, 110, 204, 247.
Ey, E, = Klemmenspannung bei Leerlauf 130, 134, 206.
2 = sekundire Klemmenspannung auf die Primérseite reduziert 111, 249.
e = Augenblickswert von Spannung oder EMK 1, 235.
n = Wirkungsgrad 50, 133, 216, 224.
F = Amplitude einer MMK-Kurve 184, 233.
f = Augenblickswert einer Ordinate einer MMK-Kurve 184, 232.
f = Frequenz in Perioden pro Sekunde 1, 160.
1, = Rotationsfrequenz 342.
/] == Hochstwert eines Kraftflusses 1; KraftfluB pro Pol, der in den Anker eintritt
161, 235.
D, = KraftfluB in den Feldmagneten 164.
Dy = KraftfluB des Ankerstreufeldes pro Nut 323, 347.
D, = Augenblickswert eines Kraftflusses 1, 340.
Py == Phasenverschiebungswinkel des KurzschluBstromes 52, 135, 251.
P2 = desgleichen beim sekundirseitigen KurzschluBversuch 250.
Do = Phasenverschiebungswinkel des Leerlaufstromes 135, 251.
g = Konduktanz oder Wirkleitwert 10.
9. = Wirkkomponente von y, 113, 247.
Y1 = Argument der Konstante ¢, 114, 249.
Ve = Argument der Konstante ¢, 116, 249.
J = Effektivwert von Wechselstrom 5.
J, = Magnetisierungsstrom bei Wechselstromerregung 113, 235.
Jy Jy,; = Blindkomponente von J 10.
, = Gleichstrombelastung eines Umformers 297.
Jy J1, = primérseitiger KurzschluBstrom 107, 116, 135, 249.
Jo>Jye = primirseitiger Leerlaufstrom 107, 113, 135, 249.
Jy = Primérstrom 53, 105, 240.
Jy = Sekundéirstrom auf die Primirseite reduziert 111, 240.
Joy = KurzschluBstrom in der Rotorwicklung bei primirseitiger Stromzufuhr, auf
Stator reduziert 250.
p = Magnetisierungsstrom bei Gleichstromerregung 170.
j = } — 1 = imaginiire Einheit 35.
K = Lamellenzahl 347.
kp = Feldverteilungsfaktor 168.
k, = Formfaktor 18, 161.
k, = Liangsmagnetisierungsfaktor 191.
k, = Quermagnetisierungsfaktor 192.
k, = Wicklungsfaktor 173, 184.
k, = Verhaltnis zwischen Wirkwiderstand zu Gleichstromwiderstand 202.
L = Selbstind uktionskoeffizient 5.

= Summe der Breite von den Blechpaketen des Ankers 164.
= ideelle Ankerlinge 164.

o~ o~



XII Bedeutung der verwendeten Formelzeichen.

m(m,, my) = Phasenzahl 83, 187, 240.
m(m,, m,, m,) = MaBstabfaktor 3, 37, 41, 266.

u = Permeabilitat 34.
N = Anzahl wirksamer Ankerstéibe je Phase 161, des ganzen Kommutatorankers 294,
342.

% (ny, ny, n,) = Drehzahl in der Minute 160, 239, 241.

® = Winkelgeschwindigkeit 1, 172, 179, 185.

P = Mittelwert der Leistung 5.

P, = elektromagnetische Leistung 223, 243.

P, = Eisenverluste 80, 214, 235.

P, = KurzschluBleistung 135, 263.

P, = Hystereseverluste 68.

P, = Wirbelstromverluste 70.

P, = Stromwirmeverluste 46, 202.

P, = primir zugefithrte Leistung 47, 135, 223, 253.

P, = sekundar abgegebene Leistung 47, 135, 225, 253.

P, = Reibungsverluste 214, 276.

P, = Leer- oder Leerlaufverluste 135, 225, 263.

¥ (Yys W1, Wy,) = innerer Phasenverschiebungswinkel 189, 204, 207, 242.
Q = Zahl der Nuten pro Pol bei Trommelwicklung oder Zahl der Spulen pro Pol bei

Ringwicklung 173.

q = Zahl der Nuten pro Pol und Phase bei Trommelwicklung oder Zahl der Spulen
in Serie pro Pol bei Ringwicklung 173.

r = Ohmscher Widerstand 4.

7y = Belastungswiderstand auf Primérseite reduziert 117, 247.

r, = Gleichstromwiderstand 201.

7, = KurzschluBwiderstand zwischen den Primé#rklemmen 116, 256.

Tro = KurzschluBwiderstand zwischen den Sekundirklemmen auf priméar reduziert
255, 256.

ry = Ohmscher Widerstand einer Priméarsphase 112, 223.

Ty = Ohmscher Widerstand einer Sekundirphase auf primar reduziert 112, 241.

s = Schlupf der Asynchronmaschine 239.

o = Streuungskoeffizient 164.

T = Periodendauer 1.

t = Zeitvariabel 1.

t = Nutenteilung am Ankerumfang 164.

T = Polteilung 161.

w(u, w;) = Ubersetzungsverhéltnis (der EKEe bzw. der Strome) 110, 239, 240, 295, 298.

v(vy) = Umfangsgeschwindigkeit (des Drehfeldes) 179, 243.

w(wy, wy) = Zahl der Windungen in Serie pro Phase 112, 161, 239.

z = Reaktanz oder Blindwiderstand 6, 12.

zy = Reaktanz einer Primirphase 111, 223, 247.

g = Reaktanz einer Sekundarphase auf primér reduziert 112, 246.

z, = KurzschluBreaktanz zwischen den Primiarklemmen 116, 256.

z,(x,;) = Streureaktanz des Ankers 193, 310.

y = Admittanz oder Scheinleitwert 10, 12.

y = Weite einer Ankerwindung 171, 177.

Y = Magnetisierungsleitwert 111, 247.

Yo(Y10) = primérseitige Leerlaufadmittanz 107, 115, 249.

z = Impedanz oder Scheinwiderstand 8.

2, = Belastungsimpedanz auf primar reduziert 117, 248.

2(21,) = primirseitige KurzschluBimpedanz 116, 249.

2 = Impedanz der Primarwicklung pro Phase 111, 223.

EA = Impedanz einer Sekundirphase auf primar reduziert 112, 246.



Erster Teil.

Einleitung in die Theorie der stationiren
‘Wechselstrome.

Erstes Kapitel.
Sinusformige Wechselstrome.

1. Einfache Sinusstrome und ihre Darstellung,.

1. Als Wechselstrom bezeichnet man einen Strom, der periodisch GroSie und
Richtung dndert. Bei den allermeisten in der Praxis verwendeten Generatoren
wird die induzierte Wicklung (die Ankerwicklung) von einem Wechselstrom
durchflossen. Die einfachste Art eines Wechselstromes liegt dann vor, wenn das
Gesetz, nach dem die Stromstirke variiert, das folgende ist

it = Jmaxsin(wt + @). (1)
Einen solchen Strom nennt man kurz Sinusstrom. Jpa,x bezeichnet man als
Amplitude und ist der gréite Wert, den die Stromstirke annimmt;
w ist die zyklische Frequenz oder Kreisfrequenz,
¢ die Phasenverschiebung.
Die Werte der Stromstarke wiederholen sich je nach Verlauf einer Zeit

T= gg Sek., welche die Zeit einer Periode heilit.

In 1 s macht der Strom é,— = f volle Schwingungen; f heiit die Perioden-

zahl. Die Kreisfrequenz ist somit gleich der Anzahl voller
Schwingungen in 2 7 sek.

Eine sinusférmige EMK wird in einer Windung
induziert, die sich mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit @ in einem konstanten, homogenen Magnetfelde um
eine zum Felde senkrecht stehende Achse dreht.

Nehmen wir an, daB die Windung im Augenblicke
¢t = 0 mit ihrer Fliche senkrecht zur Feldrichtung steht
(Abb. 1), dann umschlingt sie eine Kraftlinienzahl

Abb. 1. Erzeugung eines
¢®=F-H, (2) Sinusstromes.

wo H die magnetische Feldstirke in GauB8 und F die Windungsfliche in cm?2
bedeutet. Nach einer Zeit ¢ hat sich die Windung um den Winkel w ¢ gedreht und
sie umschlingt jetzt die Kraftlinienzahl

D, =Dcoswi. 3)

Bragsfad, Wechselstrommaschinen. 1



2 Sinusférmige Wechselstréme.

In diesem Augenblick wird in der Windung eine EMK induziert, welche in C.G.S-
Einheiten gleich ist

——ddq:‘=w-¢-sinwt 4)
und in Volt
e=0-P-10"8.sinwt = Epax-sinwitV, (5)
wobei zur Abkiirzung
Enax =0 -®9-10-8V (6)

gesetzt wurde.

Steht die Windungsfliche zur Zeit ¢ = 0 nicht senkrecht zum Felde, sondern
ist sie um einen Winkel ¢ in positiver Richtung an dieser Stellung vorbeigedreht,
dann umschlieft die Windung im Augenblicke ¢ die Kraftlinienzahl

D, =Dcos(wi+ )
und die EMK ist
=w-P-10-8sin(wt+ ¢) V. (7)

In Abb. 2 sind e und ¢’ als Funktion der Zeit aufgetragen. Man sieht, daB
die EMK ¢’ um die Zeit g;—t - T der EMK ¢ vorauseilt.

Fir die Momentanwerte der Strome bzw. der EMKe werden im folgenden

immer kleine Buchstaben benutzt.
Sind die folgenden zwei EMKe
gegeben:

e, = E maxsin(owt + ¢,), } ®)
s = Eymaxsin (@t + @)

Abb. 2. Phasenverschobene Sinusspannungen.

und ist ¢, > @,, so erreicht e;

ihren Hoéchstwert um eine Zeit <P12—;t P2 .7 frither als es.

Man sagt dann, daB ¢, voreilend gegeniiber ¢, oder daB ¢, nacheilend gegen-
iiber e, ist. ¢, — @, nennt man die Phasenverschiebung der beiden EMKe.

Ist die Phasenverschiebung Null, so sind die beiden EMKe miteinander in
Phase oder wie man sagt: phasengleich.

Der eben dargestellte ideale Fall, wo sich eine Windung in einem konstanten
Felde dreht, entspricht schematisch den Verhiltnissen in einem zweipoligen
Wechselstromgenerator. Man bezeichnet deshalb diese Darstellung als ein zwei-
poliges Schema, und wir erhalten die folgende Regel:

In einem zweipoligen Schema ist der Winkel zwischen zwei Windungen gleich
dem Phasenverschiebungswinkel zwischen den in den Windungen induzierten
EMXKen.

Werden zwei Windungen, in welchen zwei EMKe nach Gl. (8) wirken, in
Reihe geschaltet, so ist der Momentanwert der Gesamt-EMK

e=¢e 1 e. (9)
Diese resultierende EMK kann wieder in der einfachen Form
e = Emax-sin(wt + ¢) (10)

geschrieben werden, ist also wieder eine sinusformige EMK der gleichen Frequenz.



Einfache Sinusstrome und ihre Darstellung. 3

Fiihren wir die Addition analytisch aus, so ergibt sich

e, + €&, = Eymaxsin (0t + @) + Eymaxsin(w ¢ + ¢,)
= (E1maxC08@,; + Eymaxcos@,)sin wt 4 (B maxsing; + Eymaxsing,)coswt.

Setzen wir
Eimaxcos @; + Eymaxcos @ = Emax cos @, } a1

Elmaxsin (Pl + Ezmaxsin ¢2 = Emax . Sin (P N
so wird

e, + €3 = Emaxsin (wt + ¢).
Quadrieren und Addieren der beiden GI. (11) ergibt

Enax = VE%max + B3 pax + 2 Eymax - Eymaxcos (p; — ®2) . (12)
Division der beiden Gl. (11) ergibt
_ B, max sin P11+ Eymax - 8in P2
tgp = Bimaxcos@; + Eymax cosg,”

Wie man leicht einsieht, ergibt sich auf dieselbe Weise die Summe von beliebig
vielen Sinusfunktionen. Der Momentanwert eines Wechselstromes

(13)

t = Jmax-sin(wt + @)
148t sich graphisch auf folgende Weise darstellen. In einem rechtwinkligen Achsen-
kreuz (Abb. 3) tragen wir die Strecke

04 =To= (14)

m

unter dem Winkel ¢ mit der Ordinatenachse auf. m ist dann
der StrommaBstab, so dafi 1 cm m Amp. entspricht.

Der Winkel ¢ soll in dem entgegengesetzten
Drehsinne des Uhrzeigers positiv gerechnet wer-  Abb.3. Darstellung des
den. Die Gerade OB rotiert mit der Winkelgeschwindig- %f%‘&i‘é‘éﬁ&‘é’i’&‘iitexf‘ﬁ‘éi
keit @ um den Punkt O im Sinne des Uhrzeigers, Zeitlinie.
und zur Zeit ¢ bildet dieselbe den Winkel w?¢ mit der Abszissenachse.

Zeichnen wir nun A C senkrecht zu O B, so wird

O0C =0A4-sin(wt+ @)

und somit
t=m-04-sin(wt+ ¢).

Die Projektion des Vektors O A auf die rotierende Gerade O B, auch Zeitlinie
genannt, stellt somit den Momentanwert des Stromes in dem-
selben MaBstabe dar, in welchem der Vektor 04 die Amplitude
des Wechselstromes darstellt. Eine andere Darstellungsweise ist
die folgende:

Der Vektor 04 (Abb. 4) dreht sich mit der Winkelgeschwin-
digkeit w in entgegengesetztem Sinne des Uhrzeigers. Der Augen-
blickswert des Stromes ergibt sich dann als die Projektion des Abb.4.Darstellung

. . des Momentanwer-

Vektors O A auf die Abszissenachse. tes eines Sinusstro-

Es ist mes mittels eines

S 18 rotierenden Vek-
t=mO0C=m-04-sin(wt + ¢). tors.

Wenn man den Vektor 04, firr ¢ = 0 zeichnet, was im allgemeinen geschieht,
1*



4 Sinusformige Wechselstrome.

erhilt man dasselbe Diagramm in den beiden Fillen, denn der Vektor O A4 in
Abb. 3 fallt mit dem Vektor O A4, in Abb. 4 zusammen.

Die durch GI. (8) gegebenen EMKe kénnen wir durch die Vektoren OA4,
und 04, in Abb. 5 darstellen. Die Momentanwerte sind dann

e, =00,
e, =00C,.

Aus den frither abgeleiteten GI. (10), (12) und (13) geht dann hervor, daf8 die
Summe der beiden Momentanwerte

e, + e, =00, + 0C, = 0C

dargestellt ist durch die Projektion der Diagonale OA des Parallelogramms
OA,AA,.

Abb. 5. Vektorielle Addition von Sinuse- Abb. 6. Zerlegung einer Wechselstrom-
spannungen. groBe in drei Komponenten.

Die vektorielle Summe der beiden Amplituden E; max und E,max ergibt
die Amplitude Epax der Summengrofe.

In dieser Weise lassen sich beliebig viele WechselstromgroBen addieren.

Die Abb.6 zeigt z.B. die Addition der drei Wechselstromgréfien 04,,
0O A, und O 4; zu einem resultierenden O 4. Umgekehrt 146t sich die resultierende
OA in die drei Komponenten O 4,, O4, und O 4, zerlegen. Die vektorielle Zu-
sammensetzung von WechselstromgréBlen ist aber nur méglich, wenn diese
gleichperiodig sind.

2. Lafit man durch einen Leiter, der nur Ohmschen Widerstand r enthilt,
einen sinusformigen Strom

1= Jmaxsin (wt + (p)
flieBen, so ist in jedem Augenblick die Klemmenspannung
e=1-r =71 -Jmax-sin (0t + @). (15)

Die Spannungskurve ist also eine Sinuskurve von derselben Phase wie die Strom-
kurve. Die Arbeit, welche fiir diesen Stromkreis wihrend des Zeitelementes d¢
in Wirme umgesetzt wird, ist

dA =r-idt. (16)
Der Augenblickswert p der Leistung ist somit
p= id;i =r.-2=r-J2, sin®(w¢+ ¢)

=3r-Jiy—ir-Ji cos2wt+ 2¢). (17)



Einfache Sinusstréome und ihre Darstellung. 5

Die Kurve fiir p als Funktion der Zeit ist also auch eine Sinuskurve; sie hat aber
die doppelte Periodenzahl und schwankt nicht um die Abszissenachse, sondern
um eine Parallele im Abstand 1 rJ2%,  von dieser.

Der Mittelwert der Leistung fiir eine ganze Anzahl Halbperioden ist demnach

1 B

1 1
Pzgr‘ﬁax:?Emax'Jmax:‘g ’ (18)
Setzen wir nun
%Jﬁm =J2 oder J= "y’%
und (19)
1 E2 E2 d Emax
5 Bpax = oder E = V2
so wird
EZ
P=r-J!=EF-J="—. (20)

r

Wir finden somit fiir die Leistung dieselben Ausdriicke wie fiir einen Gleich-
strom der Stédrke J und der Spannung .

Die Werte J und £ werden die Effektivwerte des Stromes bzw. der Span-
nung genannt. Der Effektivwert eines Wechselstromes 148t sich unabhingig
davon ermitteln, ob sich der Wechselstrom nach einem Sinusgesetze oder nach
einer beliebigen periodischen Funktion #ndert. Der Mittelwert der Leistung fir
eine Periode ist ndmlich

T
P:%Iizdtzr-ﬂ
0
oder

p=1.
r

N[ =

T
fezdtziE2.
r
h

Hieraus folgen die allgemeinen Ausdriicke fiir die Effektivwerte

J = ] / lfizdt und E = l/ Ifezdt 21)
T - T :
0 0

Wenn nichts anderes gesagt wird, verstehen wir im folgenden unter Strom und
Spannung immer die Effektivwerte.
3. FlieBt ein Sinusstrom

4= Jmaxsinwt = ]/E-J-sinwt
durch eine verlustlose Selbstinduktionsspule mit dem Selbstinduktionskoeffi-
zienten L Henry, so wird in der Spule eine EMK
e’s=~L——=—wL-Jmax-coswt=wL-Jmaxsin(wt——%) (22)
induziert.
Der Effektivwert dieser EMK ist somit
s=wlL-J
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und sie eilt dem Strome um den Winkel 12!— nach. Um den Strom durch die Spule

zu treiben, muB an diese eine Klemmenspannung e, gelegt werden, welche die
gleiche Groe wie ¢, besitzt und dieser entgegengesetzt gerichtet ist.

e, = — €, = @ L+ Jpaxsin (wt—]—%) = Emaxsin (wt—l—%). (23)

Die Klemmenspannung der Spule eilt also dem Strome um den
Winkel % voraus.

Die GrofSe
x,2=0wlL = %— (24)
wird die Reaktanz oder der Blindwiderstand der Spule genannt und wird
in Ohm gemessen. Der Augenblicks-
wert der Leistung wird

po=¢€-i=FE,-J-sin2w¢. (25)

¢+ Die Leistung schwankt somit um
den Mittelwert Null und hat den
Hochstwert

Psmaszs'J = %Esmax‘Jmax- (26)

A \iung einor vortastioson. Selbstindustonsspute, | L1 Abb.7 sind ¢, 7 und p, als Funk-
tion der Zeit aufgetragen. Von t =0
bis ¢ = } T steigt der Strom von Null bis Jpmax . Die zugefiihrte Leistung ist dann
positiv und wird zur Erzeugung des magnetischen Feldes der Spule verwendet.
Die hierbei geleistete Arbeit ist
ir ir

4 :fes-i-dt=ES-J-fsin2wt-dt= LB =L =g LT 2D)
0 0

Von ¢ =1 T bis t = § T ist die zugefiihrte Leistung negativ, d.h. die Energie
des Magnetfeldes wird an die Stromquelle zuriickgegeben.
4. Wir werden nun eine Kapazitit in einem Wechselstromkreise betrachten.
Die Ladung g eines Kondensators, dessen Kapazitit gleich C ist, und welcher
die Spannung e, hat, ist bekanntlich

q::o.ec,

wobei ¢ in Coulomb, C in Farad und ¢, in Volt gemessen werden.
Der Strom, welcher durch den Kondensator flieBt, wird somit

. dq . dec
= =Ca- (28)
Fiir eine Sinusspannung
e;= V2B, sin (wt — 5 ) (29)

erhalten wir

i=00 V2E,cos(wt—3) = 0C- {2 Esinwt. (30)
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Die Klemmenspannung des Kondensators ist also gegeniiber dem Strome des-

selben um den Winkel % phasenverzogert.

Setzen wir

1
me=wC'Ecmu=z'Ecmax’

so wird z, die Kapazitanz oder der Blindwiderstand des Kondensators genannt.
Es ist also

1
X, = WQ. (31)
Der Augenblickswert der Leistung
Po=-¢-1=—sE.max*Jmaxsin2wt= — E,-J-sin2wt

andert sich wie im Falle der Selbstinduktion nach einer Sinuskurve mit der
zweifachen Periodenzahl des Stromes. Der Mittelwert der Leistung iiber eine
Periode des Stromes ist also Null.

Von ¢t =1 T bis ¢ =3 T wichst die Kondensatorspannung von Null bis
E,max und die zugefiithrte Leistung

LT Lo
1
Azfec-i-dt - —E,,-stin2wt-dt =;Ec-J=O-E§=%O-E§mx (32)
ir 1T

ist positiv und wird aufgespeichert in dem elektrischen Felde des Kondensators.
Von t =3 T bis ¢ = £ T nimmt die Spannung ab von E,max bis Null, und die
zugefiihrte Leistung ist negativ, d. h. der Kondensator gibt dann die Energie des
Feldes an die Stromquelle zuriick.
In Abb.8 sind ¢,, 7 und p,als
Funktionen der Zeit aufgetragen.

Abb. 8. Zeitlicher Verlauf von Spannung, Strom und Leistung Abb. 9. Stromkreis mit Widerstand, Selbst-
eines verlustlosen Kondensators. induktion und Kapazitdt in Reihe.

5. Abb. 9 zeigt einen Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und
Kapazitit in Reihenschaltung.
FlieBt in dem Stromkreis ein Sinusstrom

1= ]/EJ ‘sinwt,
so ist die Klemmenspannung des Ohmschen Widerstandes nach Gl. (15)
ey=V2-r-J-sinwt. (33)
Nach Gl. (23) ist die Klemmenspannung der Selbstinduktion
e,=712-wL-J-sin(wt+ 90% = J2-x,-J-sin (o + 90°) (34)
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und nach Gl. (29) und (30) ist die Klemmenspannung der Kapazitit

¢o= V2 - Josin (@t — 90%) = 2z, J -sin (wf — 909). (35)
Die Effektivwerte dieser drei Spannungen sind also
E.=r-J; E,=x,-J; E,=x,-J (36)

und sind als Vektoren in dem Diagramme Abb. 10 eingetragen. Es ist

OA = E, und mit J in Phase,
OB = E; und 90° voreilend gegeniiber J,
OD = E, und 90° nacheilend gegeniiber J.

Die Klemmenspannung iiber Widerstand und Selbst-
induktion zusammen ist gleich der Resultante OC der

5 @ o 2 Vektoren OB und 0 4.
Abb. 10. Spannungsdiagramm Die Gesamtspannung F ist somit gleich der Resul-
des Stromkreises in Abb. 9. tante OF von OC und OD.
Der Momentanwert dieser Spannung ist
e:e,—i—es—i—ec:ﬁEsin(mt—i—tp), (37)

wo @ der Winkel zwischen OF und 0 A4 ist.
Aus dem Diagramm folgt nun

OF = Y042 4+ (OB — 0D)?

oder
E=VE+ (B, —B)=J-Vr + (z,— 2, (38)
und
@ = arctg OB—O_AO—D = arctg g . (39)
Die Grofle
z=Vr + (x, — z,)? (40)

wird die Impedanz oder der Scheinwiderstand des Stromkreises genannt und
wird wie r und z in Ohm gemessen.
Wir haben somit fiir den Stromkreis die einfache Formel
E==zJ (41)

gefunden, welche das erweiterte Ohmsche Gesetz fiir Weehselstrom genannt wird.
Aus dem Diagramme Abb. 10 findet man weiter

_ 04
CSP=0oF =2 "
. oq z, — (42)
SIMP =5F =~ 2 -

Die wihrend des Zeitelementes dt geleistete Arbeit ist
d4d=c¢-i-dt=2-E-J-sin(wt+ ¢)-sinwt-dt

und die entsprechende Leistung wird

p=%=e-i=E-J-cos<p—E-J-cos(2wt+tp). 43)
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Der Momentanwert der Leistung schwankt also um den Mittelwert £ J -cos ¢
nach einer Sinuskurve mit der doppelten Periodenzahl des Stromes hin und her.

Der Mittelwert der Leistung eines Sinusstromes wihrend einer Periode, d. h.
die mittlere oder effektive Leistung, ist also

7
P=%J‘e-i-dt=E-J-cos<p. (44)
0

Das Produkt E -J nennt man die scheinbare Leistung des Stromes, die in
Voltampere (VA) angegeben wird. cos ¢ nennt man den Leistungsfaktor
des Stromes.

In Abb. 10 ist OF’ gleich J - cos ¢ und ist diejenige Komponente des Stromes,
welche mit der Spannung in Phase ist. Diese nennt man die Wirkkomponente
des Stromes oder kurz den Wirkstrom.

Die andere hierzu senkrechte Komponente J sin ¢ nennt man die Blind-
komponente des Stromes oder kurz den Blindstrom und die Leistung
E.J -sin ¢ heit die Blindleistung.

Mit Beriicksichtigung der Gl. (41) und (42) erhalten wir

P:E‘Jcosq):J-zwI%:r-ﬂ. (43)

Bei gegebener Stromstiirke hingt also der Mittelwert der Leistung nur von dem

Ohmschen Widerstande ab. Wir koénnen aber auch schreiben
re- B2

o LA

P=-B= (46)
und sehen hieraus, daB die zugefithrte Leistung bei gegebener Klemmenspannung
auch von der Selbstinduktion und der Kapazitit abhéngt.

Fiir den speziellen Fall, daB z, — x, = 0 ist, d. h.

wzzﬂfzﬁ_fo, (47)

wird @ gleich Null und E gleich E, gleich r-J.

Der Stromkreis verhilt sich also dann, als ob keine Selbstinduktion und
Kapazitit vorhanden wire. Die der Selbstinduktion zugefiihrte Leistung ist in

jedem Augenblicke gleich der von der Kapazitit abgegebenen ; dennesist e, = — e,
und folglich 1e, = — te,.
Nach den GL. (27) und (32) miissen wir haben
% CEtzzma.x = %Llennx ’ (48)

woraus sich die GroBe der pendelnden Energie ergibt. Ist der Widerstand r klein,
konnen sehr hohe Spannungen iiber die Selbstinduktion bzw. die Kapazitit auf-
treten, denn es ist

E,=— B, —EB%E, (49)

und diese Spannung nihert sich mit abnehmendem Widerstand dem Wert Un-

endlich.
Man nennt deshalb diesen Zustand des Stromkreises Spannungsresonanz.
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6. Das Schema Abb. 11 zeigt eine Parallelschaltung von zwei induktiven
Impedanzen. Die zugefiihrte Spannung sei

£ e=YV2E-sinwt. (50)
o b Dann sind die beiden Zweigstrome
I c . E
7 o 7 zlzﬁzsm(wt—tpl);
€ i i, l&fs (51)
7 4 . ~ E .
L, L, & 8 i =712 _—sin(wt— g@,).
2
0 A" B8 (7 Dabei ist
Abb.11. Parallelschaltun- Abb. 12. Stromdiagramm d = 2; 2a=Vr2 2
gen von z%%‘i induktiven Stromkreisos n Abp gL 1 YR+ (L) 2= Vri+ (L),
mpedanzen.

L
@, =arctg 3’# ; pa=arctg ? .
1 2

Abb. 12 zeigt das zugehérige Diagramm.
Es ist

0o4=J,=2, op=J,=%
2y z

2

Die Wirkkomponenten dieser Stréme sind

’ E
Jiw=0A4"= J,cos ¢, :Z% =g,-B,
E r (52)
szT—OB' = chostpz :z—z'“z:=g2'E.
Die Blindkomponenten der Strome sind
Jin = 04" = Jysin gy = 1+ 2 = b |
- . E = (53)
J2bl :U.B, == stm(p2 = 72 .Z = bz'E.[
Die neu eingefiihrten GroSen
=1 und g=72 (54)
1 2
werden Konduktanzen oder Wirkleitwerte genannt.
Die zwei anderen
by=22 und b= (55)

22 23
werden Suszeptanzen oder Blindleitwerte genannt. Demnach erhalten wir

E
J1=0A=VJ%,,,—I—J%,,,:E}/g%—{—bf:E.gl:z_,

1
s (56)
J,=0B = Vng‘i‘J%bl:EVg%‘f‘b%:E'yz:Tz’

wobei die GroBen

1 1
n=o, = Veitb wnd oy = =Yg+ (57)

die Admittanzen oder die Scheinleitwerte der betreffenden Stromzweige
heilen.
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Fiir die Phasenwinkel erhalten wir

_ﬂ_Jlbz_b_1
t‘g¢1_r1—_J1m —gl,

_n_Yw _ o
8P = =T T (58)
und [
% Jin by
Si1n lpl = Z = Jl = ” .

Fiir den Winkel ¢, gelten entsprechende Ausdriicke. Die Konduktanzen, Suszep-
tanzen und Admittanzen werden in Mho oder Siemens gemessen.
Fiir den resultierenden Strom

i=14+i,=12-J-sin(wt— @)
ergibt sich

Jo=0C =J-cosog=1J,p, +Jop =E(g1+g)=E-g, (59)
Iy =00"=J-sing =Jyy+ Jyy =Eb, +b)=E-b.
Hieraus folgt
J=0C0=VJE+J4=EY@+b2=E-y, (60)
wo Yy = —i— = 1/g2 + b2 die resultierende Admittanz des Stromkreises ist.
i £
r i 4 Vil c
€ Zs = 7 Is
L
” <7 Z G 5
Abb. 13. Parallelschaltung einer induk- Abb. 14. Stromdiagramm des Strom-
tiven Impedanz und einer Kapazitit. kreises in Abb. 13.

7. In der Abb. 13 ist eine Parallelschaltung einer induktiven Impedanz und
einer Kapazitét dargestellt. Das zugehorige Diagramm zeigt die Abb. 14.
Der Kondensatorstrom ist

J,=0D=wC-E=b,-E. (61)

b, ist die Suszeptanz des Kondensators.
J, ist ein reiner Blindstrom und eilt der Spannung £ um 90° voraus.
Fiir den Strom in der induktiven Impedanz erhalten wir

1 B
p— C——_.E——-._——————f= -E, 62
Js=0 2, Y2+ (o L)? Ys (62)

Die Wirk- bzw. Blindkomponente desselben ist

sz:0A='sz ‘E=g,-E,

I (63)
w

Jsbl:0B= 22 'Ezbs'E.

(]
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Den Gesamtstrom berechnen wir nun auf folgende Weise:

Jp=04=J,,=g,-F,
Iy =0G=Jy —J,=(b,—b,)-E,

also
J=0F=YVJ:+JiZ=y-E. (64)
Dabei ist
y="Vg+ (b, —b,)". (65)
Betrachten wir den besonderen Fall, daB b; — b, gleich Null ist, so wird
r C
J:Jw:gs'E:ﬁm'Eer'E' (66)

Der Gesamtstrom sinkt also bei abnehmendem Widerstand, wihrend der Kapa-
zitétsstrom konstant bleibt und in jedem Augenblick dem Blindstrom der Selbst-
induktion gleich ist. Diesen Zustand des Stromkreises nennt man Stromreso-
nanz. Die Resonanzbedingung ist
ol
AT (@ Dy

1 r\2
©= VTC‘ - <f> ' (67)
Die Resonanzfrequenz hiingt also auch von dem Widerstand ab, was bei der
Spannungsresonanz [s. Gl. (47)] nicht der Fall war.
8. Wir kénnen nun den Gesamtstrom fiir eine beliebige Anzahl parallelgeschal-

teter Stromkreise berechnen, indem wir die Konduktanzen bzw. die Suszep-
tanzen der einzelnen Zweige addieren:

g=nh+gp+- g, b=0b+by+---b,

und berechnen daraus die Gesamtadmittanz

y=7yg+ 0. (68)

Ist die Spannung gegeben, folgt dann

=wl

oder

J=y-E. (69)
Fiir den resultierenden Widerstand der Parallelschaltung erhalten wir
r=- (70)
und fiir die resultierende Reaktanz
b
. "I z=. (1)
T Z{5n 3l Die resultierende Impedanz wird
& b¢
i L %3 zzyrz—i—xz:—gl-/—. (72)
Abb. 15. Stromkreis fiir das Beispiel 1. Beispiele.

1. Fiir den in der Abb. 15 dargesteliten Stromkreis
sind die folgenden Konstanten gegeben:

=100, rg= 59, 7, =10 Q, L,=02H, C =150 uF.
Die Klemmenspannung ist E, — 250 V und die Periodenzahl ist f = 50 Hz.
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Es sind die Stromstérken J, J, und J; und die Spannungen E,, E, und E; am Wider-
stand 7, bzw. am Kondensator C und am Widerstand 75 zu berechnen. Das zugehdrige Strom-
und Spannungsdiagramm ist aufzuzeichnen.

Es ist

@y =2nf Ly=27-50-0,2 = 62,8 2,

29 = }7% + af = J5% + 62,8 = }3960 = 63 2,
und somit ist

_Cg__5__ .10-3
gs = 2 = 3069 — 1,26.10-30,
_ 628 -3
by = 2 _3969_15,83 1030,

1
g3='r—3'=0,16,
by = 0.

Fiir die parallelgeschalteten Zweige ergibt sich
s = ga+ g5 = 101,26.10-3 7,
by =0, +b;= 15,83.10-30,
yi=gi+bi= 10,56 .10-302.
Fiir den resultierenden Widerstand bzw. fiir die resultierende Reaktanz findet man:
,o— 91 _ 101,26 . 10-3
4= 27 10,5-10-°
gy ba _ 15831072
1T 47 10,5.10-3
Fiir den ganzen Stromkreis ergibt sich somit
r=r, - ry =10 + 9,65 = 19,65 2,
1 108
%= gf 0 = 314- 150
z =z, — xy = 21,2 — 1,61 = 19,69 2 (kapazitiv),

2z = + 2% = }19,65% + 19,692 = 27,8 Q.

=9,65Q,

= 1,51 Q.

=2120,

Es wird also
_ Bx 260
=7 T =4

@ = arctg —'; = arctg 1 = 459,

E,=J-r,=90YV,
E,=J -2, =198V,
E,=J.Yr} + ] =88V,
Die Abb. 16 zeigt das Diagramm. Es ist
O4A=Ex=250V,
BA=J.-r=9YV,
CB=Jz,=1908YV, Abb, 16.kr];§%%raklgg1‘ {i;'s Strom-
0C =E,=88YV.

2. Gegeben ist die Klemmenspannung E eines Stromkreises, bestehend aus Wider-
stand, Selbstinduktion und Kapazitit in Reihenschaltung

E=120V, r=15%, L=02H, C =30 uF.
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Es sind die Stromstirke J, der Phasenverschiebungswinkel ¢, die Reaktanz z,, die Kapa-
zitanz x,, die Impedanz z sowie die Spannungen E, und E, am Kondensator bzw. an der
Selbstinduktion als Funktion der Periodenzahl zu berechnen und graphisch aufzutragen.

ird
Be wird 9af.L—1256.7,

" 2mf.C f
@ = arctg i :f‘,

Z=V7'2 +A(xl:—'zc)2’
J=-—-§, Ep=J 2= —x;—' EC=J.xc— Ze

» = —

Abb. 17. Spannungsresonanz in einem Wechselstromkreise.

Resonanz tritt ein bei

= 1 = 1 = 65 Hz-
27 JL-C 6,2870,2-30.10-%
Die Stromstirke ist dann
120
J, = —]3 = 8 A.

Bei Resonanz soll die pulsierende Energie der Selbstinduktion gleich derjenigen der
Kapazitit sein. In der Tat ist:

We=3LJimax=L-J2=12,8J
und
Wo=%OEgrmax=O'Egr=0'J§'Z2=L-Jg= 12,8J.

In der Abb.17 sind die GréBen x,, ., 2, ¢, By, E, und J als Funktion der Frequenz f
aufgetragen.
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2. Ausgleichsvorgiinge.

Wir haben in allen bisher betrachteten Fillen vorausgesetzt, daB unsere
Stromkreise von reinen Sinusstrémen durchflossen werden. Unter dieser Vor-
aussetzung sind wir mit Hilfe der bisher abgeleiteten Formeln imstande, die
Augenblickswerte der Stréme und Spannungen an den Widerstinden, Selbst-
induktionen und Kapazititen der Stromkreise zu bestimmen.

'Wir haben auch gezeigt, daB die Annahme eines Sinusstromes eine ganz
bestimmte Energieverteilung im Stromkreise bedingt. Es seien z.B. L,, L,, ..., L,
die Selbstinduktionen mit den Strémen ¢,, i,, ..., 1, und es seien C,,C,, ...,C,
die Kapazititen, an denen in einem bestimmten Augenblick die Spannungen
€ €y, - - ., &, herrschen mogen; dann ist die gesamte elektromagnetische Energie
des Stromkreises zu diesem Zeitpunkt gegeben durch

W= L(Li}+ Ly + -+ - L)
4+ 2(Cr1€2 4 Cyek + - - - Créd). (73)

Denken wir uns nun einen Stromkreis, in welchem eine Sinusspannung von ge-
gebener Grofe plotzlich eingeschaltet wird, und welcher im Einschaltmoment
strom- und spannungslos ist, dann wiirde die Annahme des plotzlichen Auf-
tretens eines Sinusstromes eine unendlich groBe Leistung bedingen, denn die
Energie miiite dann von Null auf den endlichen Wert W in unendlich kleiner
Zeit steigen.

Alle Leistungen miissen aber endlich bleiben, was bedeutet, daB die elektro-
magnetische Energie des Stromkreises sich stetig &ndern muf3. Daraus folgt nun
weiter, daf die Strome in den Selbstinduktionen sowie die Spannungen der Kon-
densatoren sich auch immer stetig éndern miissen. Der Strom steigt also all-
méhlich von Null an und erreicht erst nach Ablauf einiger Zeit einen Zustand,
in welchem er periodisch verdnderlich ist, und zwar mit der Periode der EMK.

Diesen Zustand wollen wir den stationdren Zustand oder den Beharrungs-
zustand nennen. Wir haben mit anderen Worten im vorhergehenden nur die
Stromkreise in dem stationdren Zustand betrachtet, und die abgeleiteten Formeln
gelten nur fiir diesen Fall.

Den Zustand des Stromkreises vom Einschaltmoment bis zum Zeitpunkt, wo
der stationiire Zustand eingetreten ist, bezeichnet man als dennichtstationéren
Zustand oder den Einschwingungsvorgang. Wir wollen fiir den in der
Abb. 9 dargestellten Stromkreis als Beispiel den Einschwingungsvorgang be-
rechnen, indem wir die Differentialgleichung des Stromkreises aufstellen. Die
Summe der Klemmenspannungen iiber Widerstand, Selbstinduktion und Kapa-
zitit muB in jedem Augenblick der aufgedriickten EMK gleich sein. Wir haben
also

. di q
e—-z-r—l—Lﬁ—l—U, (74)
wobei
g = Ladung des Kondensators = f 1 dt
oder

&l&n
R
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Die zu lésende Differentialgleichung hat also die Form

de
H_O+ dt +Ldt2 (742)
Die einzuschaltende EMK ¢ soll eine Sinusspannung sein von der Form
e = E sin (wt 4 ¢) (75)

und den Einschaltmoment wollen wir zu ¢{ = 0 annehmen.

Man kann nun den Zustand nach der Einschaltung dadurch beschreiben, da
man sich den stationdren Zustand sofort eingetreten denkt, ihm jedoch einen
Ausgleichvorgang uberlagert, der so beschaffen ist, daB er den stetigen An-
schluB des Anfangs- und Endzustandes vermittelt.

Wir machen also den Ansatz

i = Ty + s, (76)
wo i, den stationdren und i, den sogenannten voriibergehenden Strom
bedeutet.

Nach Abschnitt 1 konnen wir dann sofort den Wert fiir ¢, angeben.

Es ist z

iy = sin (0t + ¢ —p), (77)
wo
Y= arctg% ,
z=7Vr*+2a* und x=wL-—$.
Die Gl (76) in die Differentialgleichung (74a,) eingesetzt, ergibt

de s dzs di\ Oy d1i, d?1,
E?“(C ' +Ldt2>_ +r dt+Ldt2' (78)

Setzt man hier den Wert fiir i, [nach GI. (77)] ein, so verschwindet die linke Seite.
Dies ist auch unmittelbar einleuchtend, da ja die Differentialgleichung (74a)
auch fiir den Beharrungszustand giiltig ist. Hieraus ergibt sich der folgende Satz:

Den voriibergehenden Strom (Ausgleichstrom) ¢, findet man als
Loésung der Differentialgleichung, wenn man in dieser die EMK
gleich Null setzt.

Der Ausgleichstrom ist somit in seinem Ablauf vollstindig unabhingig von
der Art und GroBe der eingeschalteten EMK.

Wenn -
r<?2 ]/g (79)

ist, so verlauft 4, oszillatorisch und hat bekanntlich die Form

i, = e~%'(Asin w,t + Bcos w,t), (80)

r 1T [ r\e
0=5p und “’1=Vm—(z—f:)-
Man nennt f, = o die Eigenschwingungszahl oder natiirliche Perioden-
1=5, g gung

zahl, weil jede Stérung im Stromkreis oszillatorisch mit dieser Periodenzahl
ausstirbt.

wobei
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Die beiden Konstanten 4 und B miissen aus den Grenzbedingungen, hier
den Anfangsbedingungen, bestimmt werden.

Im Einschaltmoment ¢ = 0 ist sowohl der Strom als auch die Kondensator-
ladung gleich Null.

Als erste Bedingung haben wir sonach

g = Bs, + 90y = 0.
Der Index Null bedeutet, daB es sich um die Werte der betreffenden GroSen zu
dem Zeitpunkt ¢ = 0 handelt. Nun ist aber fiir t =0

. E .
igy = —-8in (p —v)
und
19y = B.
Also ist z
Bz—?sin(q)—y)). (81)

Als zweite Bedingung haben wir nach der Differentialgleichung (74) zum Zeit-
punkt ¢ = 0: .
(di
€g =— LKE)O
Diese Gleichung besagt, dafl im Einschaltmoment nur die Selbstinduktion der
aufgedriickten Spannung das Gleichgewicht hélt. Die volle Einschaltspannung

fallt also auf die Klemmen der Selbstinduktion.
Nun ist aber

L(5), = 2(%), + 1(35),= 25 Teos (9 —9) —OLB+ o, L4

dt dt dt /o 2
und
ep = Esing.
Hieraus ergibt sich
Er =z . o .
A=?[;1—Lsm¢p——wﬂlcos(tp~1p)—w—lsm(tp—w)]. (82)

Gewohnlich ist die Eigenschwingungszahl viel groBer als die stationire Perioden-
zahl (w; > w).

In einem beliebigen Zeitpunkt nach der Einschaltung ist also die Strom-
stirke gegeben durch

T =1, + 1,= %sin (ot + ¢ —p) + e"'”(A sin w,¢ 4 B cos w;t), (83)
wo A und B die angegebenen Werte haben.

3. Mittelwert und Formfaktor.

Der Mittelwert eines Sinusstromes fiir eine ganze Anzahl Perioden wird natiir-
lich gleich Null. Wenn man aber von dem Mittelwerte eines Wechselstromes spricht,
80 versteht man darunter den Mittelwert fiir eine positive Halbperiode.

Dieser ist T2 T2

2 (. 2 .
sz'u = —T‘["Ildt = ?Jmaxfslnwt‘dt
0 0
Bragstad, Wechselstrommaschinen 2
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oder

ol

2 2%
Jmm = ;Jmax=

-J. (84)

d

Das Verhiltnis zwischen dem Effektivwert und dem Mittelwert
wird Formfaktor (k;) genannt.
Fiir einen Sinusstrom erhilt man
J 7 =
k,—jm‘—u—m—l,ll. (85)
Die effektive EMK, welche in einer Wicklung induziert wird, die w in Reihe
geschaltete gleiche Windungen enthilt und sich mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit w = 27f in einem konstanten und homogenen Magnetfelde um eine in
der Ebene der Wicklung liegende und senkrecht zum Felde stehende Achse dreht,
148t sich beispielsweise folgendermaBen mit Hilfe des Formfaktors berechnen.
Wenn die Wicklung senkrecht zum Felde steht, so umschlieft jede Windung
den Kraftflul

&=F-H [sGL@2)]

Nachdem sich die Wicklung um 90° gedreht hat, so daB sie parallel zum Felde
steht, umschlieBt jede Windung keine Kraftlinien. Bei jeder ganzen Umdrehung
der Wicklung erhilt man somit 4 - w-@ Kraftlinienschnitte, und weil die Wick-
lung { Umdrehungen in der Sekunde ausfiihrt, ist der Mittelwert der induzierten
EMK

Epy =4-f-w-®-108V;
der Effektivwert wird also

E=Fk B y=4Fkifow-®-108V. (86a)
In diesem Falle erhalten wir eine sinusférmige EMK, und daher wird
E=444-f-w-D-102 V. (86b)

Zweites Kapitel.
Wechselstrome von beliebiger Kurvenform.

4. Reihenentwicklung nach Fourier.

Man hat oft in der Technik mit Stromen zu tun, deren Augenblickswerte als
Funktion der Zeit nicht nach einer Sinusfunktion, sondern nach anderen perio-
dischen Funktionen variieren. In diesen Fillen 1ift sich die Rechnung auch
auf die Sinusfunktionen zuriickfiihren.

Nach Fourier kann man namlich eine beliebige, eindeutige, periodische
Funktion ohne Unendlichkeitspunkte durch eine Reihe Sinusfunktionen dar-
stellen. Die Anzahl der Glieder der Reihe kann endlich oder unendlich sein.

Es sei f(x) eine solche Funktion, deren Periode wir der Einfachheit halber
gleich 2z voraussetzen. Dann hat man

f(x)= a;sinz + aysin2z + - - - + a,sinnx
+ b,cosx + byco82% + - - -+ b,cosnxr + ¢ (87)
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oder

f(x) = Aysin (@ + 1) + 4p8in (22 + ) + -+ + - + 4, sin(n2 + y,) + ¢, (88)
wobei
A, sin (nz + y,) = A, cosy, sinnx + A,siny, cosnx = a, sinnx + b, cosnz.
Es ist also

A, = Y2+ 02 und tgy, = :_ (89)

Die Sinusfunktion mit der kleinsten Periodenzahl nennt man die Grundwelle
oder die Grundschwingung (Grundharmonische). Die anderen Sinusfunk-
tionen, deren Periodenzahl ein Vielfaches von jener der Grundwelle ist, werden
die Oberwellen oder die Oberschwingungen (héhere Harmonische) genannt.

Die Konstante ¢ ist der Mittelwert der Funktion und hat folglich den Wert

2z
:%ff(x)-dx. (90)
1]

Die konstanten Koeffizienten a,, a,, ..., a, bestimmt man folgendermafen:
Es sei m eine ganze positive Zahl. Wir multiplizieren die Gl. (87) beiderseits

mit sin mx - dx und integrieren von 0 bis 2;z. Wir erhalten dann rechts Integrale

von der Form

0 firm=mn

2
fsmnx -sinmzx-dx =7 fir m=n>0 (91)
0 firm=n=0
oder
27
fcosnx-sinmx-dx=0. (92)
0
Hieraus ergibt sich
2n 27

ff(x)-sin nredxr = a,,fsinznx-dx =a, 7
0 0

oder

a, = %ff () sinnzdz . (93)
0

Die Koeffizienten b,, b,, ...,b, findet man, indem man die Gl.(87) beiderseits
mit cos mz dx multipliziert und von 0 bis 27 integriert. Wir erhalten dann ent-
weder Integrale von der Form (92) oder von der Form

- 0 firm=mn
fcos nxcosmxdx = m fir m=mn>0 (94)
27 fir m=n=0.

Man erhalt somit

b, = %ff (x)cosnz-dx . (95)
0

2%
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Fiir » = 0 ergibt sich
27
by = %ff(x)dx —2¢
0

in Ubereinstimmung mit -der Gl. (90).

Wenn bei einer Stromkurve der Mittelwert ¢ gleich Null ist, so flieBt in zwei
aufeinanderfolgenden Halbperioden eine ebenso groBe Elektrizititsmenge in

77N\

der einen wie in der anderen Richtung, und

7\ wir haben dann einen reinen Wechsel-

) Vi j?x) \ strom. Wir wollen im folgenden nur reine

e — ! \\ Wechselstréome studieren und wollen auBer-

2 3 7~ dem fiir diese eine weitere Einschrinkung
i machen.

Wie ndmlich aus der Maschinentheorie

hervorgehen wird, besitzen die gewchnlichen

symmetrische Kurve. Wechselstromkurven die Eigenschaft, da(

beim Verschieben eines Teiles der Kurve

um eine halbe Periode (s. Abb. 18) die beiden Teile symmetrisch in bezug auf die

Abb. 18. Eine in bezug auf die Abszissenachse

Abszissenachse werden.
Man hat somit
f(x) = —f(x + n).

Nach Gl. (93) haben wir dann

rT=x =2

na, = ff(x) sinnx-dx + ff(x) sinnx-dx.

=0 T=mxn

Setzen wir nun
x=m-+1t oder {=2x—um,

Hay =fl@ + 1) =—[@)

dx = dt

und fiihren dies in das letzte Integral ein, so ergibt sich
a) wenn n eine gerade Zahl ist,

und

t=mxn

=
n-an=ff(x)si_nnx-dx—ff(t) sinnt-dt =0,
z=0 t=0

b) wenn 7 eine ungerade Zahl ist,

z=m t=mn
n-g,,:ff(x) sinnz-dx + ff(t) sinnt-d¢
z=0 ¢=0

oder

T
@, = —i—ff(x)sinnx-dw. n=13,5,...
0

In dhnlicher Weise erhalten wir

b,,=-727ff(x)cosnx-dx. n=13,5...
. 0

(96)

(97)

(98)
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Wenn also die Beziehung (96) erfiillt ist, besitzen die Wechselstromkurven nur
Oberwellen, deren Ordnungszahl eine ungerade Zahl ist, und es geniigt die Kennt-
nis einer Halbperiode der Kurve.

Fine Wechselstromkurve analysieren, heit: ihre Oberwellen zu bestimmen.

5. Einige analysierte Wechselstromkurven.

1. Die rechteckige Stromkurve (Abb.19), die durch Kommutierung eines
Gleichstromes entsteht, befriedigt die Beziehung (96); also ist

T

2 .
a, = ~-stmnx-dx =
T
0

1
3-J~~[— cosnxT
11 n 0

und
Tt

2 r .
f osnx-dr = —-J-i‘_mnnx]n:O.
7T n 0

0

a]w

bp =

Die Fouriersche Reihe dieser Stromkurve ist demnach
=~ J[smx—{— sm3x—]—-sln5x+ } (99)

Die drei ersten Glieder sind in Abb. 19 links eingetragen, und ihre Summe ist
in derselben Abbildung rechts gezeichnet.

¢ .
Tlsinx T

%Is/}r&r I mx
N A4 .
0 \U/ F7 MT 0'%!_,.: ! /ﬁ_ 73
ﬁl’z‘-Is/hﬁ‘z -

Iisinx + 315/'/73z 7
+}5in5z) l
L\ _
A\
Abb. 19. Rechteckige Stromkurve. Abb. 20. Dreieckige Stromkurve.

2. Die dreieckige Stromkurve (Abb. 20) befriedigt sowohl die Beziehung (96)
als auch die folgende

also ist He) = f(m — 2);
=2 [j‘f ) sinnx-da -};/!f ) sinnz- d.c}

Substituieren wir in dem letzten Integral

x=m—t (d.h.t=a—=x)
und
f@)=fm—t)y=f@F), dz=di,

sinnx =sinn(r —t) =sinnt fir »=13,5,...,
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so ergibt sich
z =2 t=0
a, = 2 [ff(x) sinnz-dx —ff(t) sinnt-dl}

TT
z=0 t=mn/2
oder

/2

a,,z%ff(x)sinnx-dx. n=13,5,...
0

Fiir b,, erhilt man nach einer analogen Rechnung
b, =0.
Nach Abb. 20 ist
2
f (1') = . Jex »

wenn z zwischen 0 und % liegt.

Also ist

/2

8 .
a,=—-J|x-sinnzx-dr
n 7'!2

0
oder
. 24
a, =W‘-J-smn?.
n=13,35,...

Die Fouriersche Reihe fiir
die dreieckige Stromkurve
Abb. 21. EinfluB der dritten Harmonischen auf die Kurvenform. ist somit
8
2

-J(sinx—%sin:%x—{—%sin5x...>. (100)

1 =

8. Weitere Beispiele.

In Abb. 21 ist die Summe
einer Grundwelle und der drit-
ten Oberwelle dargestellt. Man
sieht, wie sich die Form der
Summenkurve mit der Phase
der Oberwelle andert. Die posi-
tive Halbperiode ist jedoch stets
der negativen #hnlich. In der
Abb. 22 dagegen ist die Grund-
welle und eine zweite Ober-
welle samt ihrer Summenkurve

Abb. 22. EinfluB der zweiten Harmonischen auf die Kurvenform. gezeichnet, um zu zeigen, daB
die Gegenwart einer Oberwelle
gerader Ordnungszahl die beiden Halbperioden ungleich macht.
Fiir die in der Abb. 23 dargestellte trapezférmige Kurve ist

4J
T

i =f(z) = <sinocsinx+—ésin3asin3x+§15—sin5ocsin5x+ . > (101)
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und fiir die rechteckige Kurve (Abb. 24) ist

1 1
i=f(x)= (cosusmx+—cos3usm3x+—cosSocsm5z+ . (102)
/
1 I
| |
/;T:.\ 2n X
T t +
> 5.2 <> <>
e \___/ S
Abb. 23. Erlduterung zu Gl. (101). Abb. 24. Erlduterung zu GI. (102).

6. Analyse einer experimentell bestimmten
Wechselstromkurve.

Das Gesetz, nach welchem sich der Wechselstrom dndert, ist in der Technik
gewohnlich nur graphisch bekannt. Das oben erwihnte exakte Verfahren zur
Kurvenanalyse 148t sich deswegen nicht stets verwenden, sondern man mu8 sich
angeniherter Methoden bedienen. Nun ist bei den meisten Wechselstromkurven
die Gl. (96) erfiillt. Man braucht dann nur die eine Halbperiode zu kennen. Wir
teilen dann diese in m gleiche Teile und entnehmen die Stromwerte 1, ,, . . .,
i 1,, der Kurve.

L2 ]

Dann lassen sich die Koeffizienten a,, a,, a5, . . . und b,, by, b, . . . angenédhert
auf folgende Weise berechnen?:
Wir setzen
Ax ="
m

und erhalten fiir einen beliebigen Teilpunkt »
z=v»" und f(z) =f<v%> =
Nach Gl. (97) haben wir dann

i m
2 . 2 ..
a, = ;J‘f(x) sinnx-dr = Lim — Zz smnv* ;"— = Lim EZusmnv%.
& m—» ,,_ m-»© y=1
Also ist angenihert
m
2 . T
anNE-Z:z,-smnvm. (103)
v
Analog ergibt sich
2 . 7
by~ - 2{@,-cosnv7n-. (104)
o
Fiir m = 12 findet man z. B
1 ..
Uy~ ¢ 2@,,-s1nnv15°
v=1
und
12
b, ~—(1;— . 2@',,-005%11150.
r=1

1 Methode von Runge: ETZ 1905, 247.
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Beispiel. Es sei in Ampere

L 1

o

{ |
7 H° &' 07

Abb. 25. Zur Analyse einer experimentell bestimmten

_L_"__I._I?m
o w0t

6= 04, iy = 1,2, iy =16, i, = 20,
iy = 2,6, iy = 4,0, i, =68, i, =106,
iy =13,0, iy =108, i =60, 4= 1,8,

dann erhilt man nach den obigen Gleichungen

7=

7,00sin wt 4 2,708in3 w ¢
— 0,44sinbwt 4 - - -

—4,83coswt+ 2,31 cos3 wt
4+ 0,79cos 5wt + - - - A.

Die Zahlenrechnung geht aus den Tabellen 1
und 2 hervor. Dabei sind folgende Beziehungen
benutzt:

sinn (12 — »)- 150 =sinn v - 159
und

cosn (12 — ). 15 = — cos n v - 15°

Wechselstromkurve. fir n=13,5,...
In der Abb. 25 sind die Werte %,, iy, . - ., 1;, und die Summe der 1., 3. und 5. Schwingung
aufgetragen.
Tabelle 1.
Grundschwingung 3. Oberschwingung 5. Oberschwingung
19| gt g | o | Ut ) | amooe | ot B
i3+t = 6,4 0,259 1,66 0,707 4,52 0,966 6,18
g+ 110=12,0 0,500 6,00 1,000 12,00 0,500 6,00
iy + 1y =14,6 0,707 10,32 0,707 10,32 —0,707 | —10,32
ta 15 =12,6 0,866 10,91 0 0 —0,866 | — 10,91
i5ti, = 94 0,966 9,08 — 0,707 — 6,64 0,259 2,43
tg = 4,0 1,000 4,00 — 1,000 —4,00 1,000 4,00
6a, = 41,97 6a; = 16,20 6a; = — 2,62
a, = 17,00 a, = 2,70 a;= — 0,44
Tabelle 2.
Grundschwingung 3. Oberschwingung 5. Oberschwingung
cos v 15° (20—;311250") cos v 45° (i’c'(; :1250”) cos ¥ 750 (iz 0;317250" )
iy— i =— 5,6 0,966 — 5,41 0,707 — 3,96 0,259 — 1,45
tg— tio=— 9,6 0,866 — 8,31 0 0 — 0,866 8,31
tg— 1y =— 11,4 0,707 — 8,06 — 0,707 8,06 — 0,707 8,06
t,— iy =— 8,6 0,500 — 4,30 — 1,000 8,60 0,500 — 4,30
tg— by =— 4,2 0,259 — 1,09 — 0,707 2,97 0,966 — 4,06
135=1,8 — 1,000 — 1,80 — 1,000 — 1,80 — 1,000 —1,80
6b, = — 28,97 6b, = 13,87 6b, =4,76
by=— 4,83 b= 2,31 b;=0,79
Setzen wir

my = % (8 + )
my = § (i3 + 41),
my =} (33 + %),
my = % (45 + 1),
my =} (5 + i7),
Mg = 15,

n =3} (i5 — 4;),
ng = } (3 — 15),
ng = ’2‘(‘3 - ’.3):
ny = % (i3 — 1),
ng =} (4 — i1),
ng = — i3,
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so folgt aus Gl. (103) und (104)

a; = 0,0863 m, 4 0,1667 my + 0,2358 my + 0,2887 m, + 0,3220 my + 0,1667 m,,
a; = 0,2358 m, + 0,3333 m, + 0,2358 m, — 0,2357 ms — 0,1667 m,,
a5 = 0,3220 m; + 0,1667 m, — 0,2357 my — 0,2886 m, + 0,0863 ms + 0,1667 mq,
ay = 0,3220 m; — 0,1667 m, — 0,2357 mg + 0,2886 m, + 0,0863 m; — 0,1667 m,,
a2y = 0,2358 my — 0,3333 m, + 0,2357 my — 0,2358 mj; 4 0,1667 my,
ay; = 0,0863 m; — 0,1667 my + 0,2358 m, — 0,2887 m, + 0,3220 m; — 0,1667 m,.

Setzt man in diese Formeln an Stelle der m die entsprechenden 7, so erhilt man

by, —bg,

— by, by und —by-

7. Experimentelle Bestimmung von Strom- und
Spannungskurven.

Um die Augenblickswerte einer Wechselspannung oder eines Wechselstromes
zu messen, muBl man dafiir sorgen, daB nur ein und derselbe Augenblickswert

auf das MeBinstrument zur Ein-
wirkung gelangt, was mittels der
,,Joubertschen Scheibe‘ erreicht
wird. Diese (Abb.26) besteht aus
zwei voneinander isolierten Me-
tallscheiben mit zwei Schleifbiir-
sten b, und b,. Die Scheibe ro-
tiert synchron mit dem Gene-
rator des Netzes, und mittels der
Zunge Z werden die Biirsten ein-
mal bei jeder Umdrehung mit-
einander leitend verbunden. Diese
KontaktschlieBung erfolgt daher
bei jeder Umdrehung fiir den-

i Generalor

mra @ ée’ée%

N

Us 4
I 20 s E—J
A

J3olation

Abb. 26. Experimentelle Bestimmung von Strom- und
Spannungskurven mittels Joubertscher Scheibe.

Belastung

selben Augenblickswert des Wechselstromes. Die Biirsten sind um die Achse
der Scheibe drehbar angeordnet, so daBl man verschiedene Augenblickswerte

messen kann.

Die Messung 148t sich auf verschiedene Weise ausfithren. Am genauesten sind
die Null- oder Kompensationsmethoden. Als Beispiel einer solchen Methode
wollen wir die Schaltung nach Abb. 26 niheér betrachten.

Durch den Umschalter U, 148t sich die richtige Stromrichtung gegeniiber der
Kompensationsspannung der Batterie B einstellen, und durch den Umschalter
U, kann man entweder die Spannungs- oder die Stromkurve des Hauptstrom-
kreises messen. In dem Stromkreis U,—G—p—k—b,—b;— U, erhilt man einen
StromstoB bei jeder Umdrehung der Joubertschen Scheibe, und das Galvano-
meter G macht einen Ausschlag. Verschiebt man nun den Gleitkontakt % so lange,
bis das Galvanometer stromlos wird, so ist die Spannung e, gleich dem zu
messenden Augenblickswert der Spannung iber r, bzw. R, welcher der Stellung

der Biirste b, entspricht.

Fir U, in der Stellung (e} hat man

e =

T2

—e
r, B
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und fir U, in der Stellung (z) ist

€p

7

Ein Differentialgalvanometer mit zwei festen und einer beweglichen
Spule 148t sich auch bei der Kompensationsmethode verwenden. Die Schaltung
geht aus Abb. 27 hervor. Die eine feste Spule (FS 1)
fiihrt den Wechselstrom 7,,, dessen Kurvenform er-
mittelt werden soll, wihrend die andere feste Spule
(FS 2) einen Gleichstrom 7, fitlhrt. Die bewegliche
Spule (BS) erhilt Stromstofe von der Batterie B
iiber die Joubertsche Scheibe. Man reguliert den
Gleichstrom 4,, bis die bewegliche Spule in Ruhe
bleibt. Dann ist s, gleich dem Augenblickswert des
Abb, 27. Aufnahme von Wechsel- Wechselstromes, welcher der Stellung der Biirsten
stromkurven mittels Differential-  der Joubertschen Scheibe entspricht.

galvanometer.

Wenn eine groBe Genauigkeit nicht gefordert
wird, 1aBt sich die Schaltung nach Abb.28 verwenden. Die Scheibe besteht
hier aus Isolierstoff, worin ein kleines Metallstiickchen eingelegt ist.

Das Galvanometer @& erhilt bei jeder Umdrehung der Scheibe einen Strom-
stoB in dem Augenblick, wo beide Biirsten das Metallstiickchen berithren. Ein
stark gedimpftes Galvanometer (&) von grofer Schwingungsdauer macht dann
einen konstanten Ausschlag, der ein Maf8 des entsprechenden Augenblickswertes
der Generatorspannung ist. Der Ausschlag ist aber nicht dem Augenblickswert

1 Generafor
Generator 1
C
Lu'_‘1 G
suU0
d
Abb. 28. Aufnahme von Wechselstrom- Abb. 29. Aufnahme von Wechselstrom-
kurven mittels Galvanometer. kurven nach der Methode von Blondel.

proportional, so daB das Galvanometer mittels Gleichspannung geeicht werden
muB. Der Kontaktgeber muB3 sauber arbeiten; denn sonst treten leicht kleine
Fiinkchen auf, die das MeBresultat erheblich filschen kénnen.

In der Abb. 29 ist eine Anordnung nach Blondel angedeutet. Die zu messende
Spannung ladet einen Kondensator auf, und dieser wird unmittelbar nachher
durch das Galvanometer entladen.

Diese Methoden zur punktweisen Aufnahme von Wechselstromkurven sind
immer mehr von den Oszillographen verdringt worden, welche die voll-
standige Aufzeichnung der Kurven gestatten. Bei den heutigen groflen Anforde-
rungen an die Kurvenreinheit der Wechselstromgeneratoren ist jedoch die Unter-
suchung mittels Oszillographen nicht immer ausreichend. In der letzten Zeit
verwendet man daher Methoden, welche gestatten, eine direkte experimentelle
Fouriersche Analyse der Kurvenform auszufithren. Eine solche Anordnung nennt
man einen harmonischen Analysator.
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Es soll hier ein harmonischer Analysator nach M. Walker! angegeben
werden (Abb. 30).

Die Methode beruht auf dem Prinzip, daB ein gewohnliches Dynamometer
fiir Leistungsmessung nur dann einen konstanten Ausschlag zeigen kann, wenn
in dem festen und in dem be-
weglichen Spulensystem Strome
von derselben Periodenzahl flie-
Ben.

Die zu analysierende Span-
nung  wird an die Klemmen 4
und B geschaltet. In Reihe mit
der beweglichen Spule (b) des
astatischen Dynamometers (D)
ist ein Kondensator C, einge-
schaltet. Enthilt nun die Span-
nung E eine n-te Oberschwin-
gung mit dem Effektivwert &, so wird der Strom J,, welcher durch die beweg-
liche Spule flieft, auch eine n-te Oberschwingung enthalten, die gegeben ist
durch die Beziehung

E, o - 1 2
Jn:Z’ WO Zn:]/T%-{*(Qﬂnf'Ll*z—ﬂm‘;/,

Abb. 30. Harmonischer Analysator.

wenn f die Grundperiodenzahl bedeutet [siche GI. (112)]. Den Analysierstrom J,
erhdlt man mit Hilfe eines Synchronmotors, an dessen Welle eine Kontakt-
scheibe § angebracht ist. Auf der Vorderseite dieser Scheibe sind mehrere kon-
zentrische Ringe mit abwechselnden Isolier- und Metallsegmenten angeordnet,
und zwar ein Ring fiir jede Harmonische.

Die verschiebbare Biirste (K) wird auf den der n-ten Oberschwingung ent-
sprechenden Ring eingestellt; das Gitter des Vakuumrohres erhilt somit n Span-
nungsstéBe in der Sekunde. Der im Anodenstromkreis flieBende Strom besteht
dann aus einem Gleichstrom und einem iiberlagerten, stark verzerrten Wechsel-
strom von der Grundperiodenzahl n-f. Mittels eines auf Resonanz mit dieser
Periodenzahl eingestellten Schwingungskreises wird ein nahezu rein sinusférmiger
Strom (J,) erhalten. Dieser Strom flieBt nun durch die feste Spule des Dynamo-
meters, dessen Ausschlag gleich

o==Fk-J,-J,-cos ¢
wird.

@ ist der Phasenverschiebungswinkel zwischen den Strémen J, und J, und
kann bei Drehung der Biirste K zum Verschwinden gebracht werden. Das Dynamo-
meter macht dann einen maximalen Ausschlag

(Zmaxzk'Ja'Jn.

Der Analysierstrom J, wird mittels eines Hitzdrahtamperemeters gemessen.
Wenn die Konstante (k) des Dynamometers bekannt ist, findet man hieraus

Amax
J, =

k-Jg

! An Electric Harmonic Analyser. J. Inst. El. Engs. 63, 69.
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und somit
E Amax

n = e d, ‘-
Mit dieser Methode lieSen sich in einem bestimmten Fall Oberschwingungen bis

zu der 35. und bis zu der GroBenordnung ein Zehntausendstel der Grund-
schwingung herab bestimmen.

8. Wechselstrome von zusammengesetzter Kurvenform.

Alle Oberwellen eines Stromkreises lassen sich als Zeitvektoren darstellen.
Wenn beispielsweise der Vektor OA in der Abb. 31 den Hochstwert der n-ten
Oberwelle der Stromkurve eines Stromkreises darstellt, wobei
4 nach Gl. (89)
") _ -
g » 04= Jnmax = Va"rzb + bvzz

und

b
tgy, = @,

[

Abb. 81. Die n-te Ober-
welle als Zeitvektor

dargestellt. in =00 =J, p.8in (not + W) - (105)
Hierin ist OC die Projektion des Vektors 04 auf die Zeitlinie O B, die mit der
Winkelgeschwindigkeit n-w um den Punkt O rotiert.

Der Wert

ist, so erhdlt man fir den Augenblickswert

1
Jo = ﬁ * Jn max (106)
wird der Effektivwert der n-ten Oberwelle der Stromkurve genannt.
FlieBt ein beliebiger Wechselstrom

+ = ) ax SIN (W8 + 1) + Sy max sin (B8 4 p5) + - - -

= V2 (Jysin (@t + y;) + Jssin Bt + ) + - - ) (107)
durch den Widerstand », die Selbstinduktion L und die Kapazitit C, die in
Reihe geschaltet sind, so wird jede Oberwelle der Stromkurve eine entsprechende
Gegen-EMK erzeugen, und die Klemmenspannung ¢ mufl eine entgegengesetzt
gerichtete Oberwelle besitzen. Fiir die n-te Oberwelle ergibt sich somit

en=12-E,-sin(not+ v, + ¢.), (108)
wobei RV
B, —J, Vr2 + (noL — ) (109)
und 1
nwlL el
g, = ————. (110)

Umgekehrt wird jede Oberwelle der Spannungskurve eine entsprechende Ober-
welle der Stromkurve erzeugen.

Die GroBe 1

ist die Reaktanz des Stromkreises gegeniiber der n-ten Oberwelle.
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Das Verhiltnis

%=%=V’2+("“’L—;&5)2=zn (112)

wird die Impedanz des Stromkreises gegeniiber der n-ten Oberwelle genannt.
Spannungsresonanz fiir die n-te Oberwelle tritt ein, wenn

|-

nwl = 1 oder nw = (113)
n

oC 2

Q

Dann wird z
7:': =r und ¢,=0.

In diesem Fall treten haufig Uberspannungen auf, die z. B. zu Uberschligen in
den Wicklungen der Maschinen und Transformatoren oder im Dielektrikum von
Kabeln usw. fithren konnen.

Da die Impedanz gegeniiber den ungleichen Oberwellen verschieden ist, so
erhilt die Stromkurve nur dann dieselbe Form wie die Spannungskurve, wenn
der Stromkreis ausschlieBlich Ohmschen Widerstand besitzt. Wenn der Strom-
kreis nur Ohmschen Widerstand und Selbstinduktion besitzt, so nimmt die
Impedanz mit der Ordnungszahl der Oberwellen zu, und die Oberwellen der
Stromkurve sind in diesem Falle kleiner als diejenigen der Spannungskurve.
Die Selbstinduktion bewirkt also, daBl die Stromkurve sich der Sinusform nihert.

Das Umgekehrte ist der Fall, wenn der Stromkreis Widerstand und Kapazitat
enthélt. Die Oberwellen treten dann deutlicher in der Stromkurve als in der
Spannungskurve hervor, und die Stromkurve kann unter Umstédnden ganz defor-

miert werden.

9. Effektivwert, Leistung und Leistungsfaktor eines
Wechselstromes von zusammengesetzter Kurvenform.
Nach GI. (21) ist der Effektivwert eines Wechselstromes

—
1.
J = ?J‘%zdt.
0

Berechnet man diesen Wert fiir einen Wechselstrom zusammengesetzter Kurven-
form
1= asinwit+ agsin3wt+--- -+ a,sinnwt+---
+ bycoswt 4 bgcos3wit 4 - - -+ b,cosnwt+ - - -,

so erhalten wir eine Reihe bestimmter Integrale, welche alle, bis auf diejenige
der Formen
T

1 . 1
Taﬁfsmznwt-dt =5 a,
g
und
1

T
1
7b,2,fcos2nwt-dt= —2—bﬁ,
0

gleich Null werden.
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Wir erhalten somit
=@ tai+ -+ + -
oder nach Gl. (89) und (106)

JZV%VJ%max_*'ngu’*’J%mu_}' e

=Y+ R+, (114)
In derselben Weise ergibt sich fiir den Effektivwert der Spannung
E=VE:+E:+E;+---. (115)

Eine graphische Ermittlung des Effektivwertes aus den Effektivwerten der
einzelnen Oberwellen geht aus der Abb. 32 hervor.
Die Leistung eines Wechselstromes ist

/4

1 .
P = ?fe'ldt.
0

Setzen wir nun

Abb. 32. Graphische s 9/ s :

Ermittlung desEffek- I = V 2. Jm sin (m Wi+ Y — ‘Pm)

tivwertes aus den d

Effektivwerten der un
Oberwellen.

ey = VE-Ensin(nwt—{- V) s

so erhélt man fiir die Leistung der n-ten Oberwelle eine Reihe bestimmter Inte-
grale von der Form

3o

7
7 En-Jmfsin (rwt 4+ p,)sin(mwt 4y, —@,,)dt, m=1,2,3...
0

welche alle, bis auf diejenige der Form

7
%En -Jnfsin (nwt+ y,)sin(nwt + 9, —@,)dt=E,-J,-cosg,
0

gleich Null werden.
Wir erhalten somit
P =E, -Jy-cos@, + E;-Js-cosp; + Eg-Js-cosgps + - - - . (116)
DieGesamtleistung eines Wechselstromes ist also gleich der Summe
der Leistungen der einzelnen Oberwellen.

Eine Oberwelle des Stromes erzeugt also keine Leistung mit einer Spannungs-
oberwelle von einer anderen Periodenzahl. (Vgl. Abschn. 7, harmonischer
Analysator.)

Wechselstrome ungleicher Periodenzahlen lassen sich daher iiber eine und
dieselbe Leitung iibertragen, ohne daB sie einander beeinflussen. Alle Aufgaben,
welche Wechselstréme zusammengesetzter Kurvenform betreffen, lassen sich in
der Weise 16sen, daB man jede einzelne Oberwelle fiir sich berechnet.

Es geht aus der Gl. (110) hervor, daB die einzelnen Oberwellen bei Wechsel-
strémen ungleiche Phasenverschiebungswinkel gegeniiber den entsprechenden
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Spannungen besitzen. Der Phasenverschiebungswinkel eines Stromes von zu-
sammengesetzter Kurvenform ist daher nicht unmittelbar gegeben. In solchen
Fillen setzt man

P=E-J-cos¢
oder

cosp = s, (117)

wobei P die Leistung, E und J die Effektivwerte der Spannung bzw. des Stromes
sind.

Der Winkel ¢ wird der ideelle Phasenverschiebungswinkel genannt,
und cos ¢ nennt man gewchnlich den Leistungsfaktor des Stromes.

10. Einfluf der Kurvenform auf Messungen.

Die Skalen der gewohnlichen, technischen Strom- und Spannungsmesser sind
fiur Effektivwerte eingeteilt. Fiir die meisten Zwecke der Technik geniigt dies;
aber es ist nicht immer hinreichend, was wir im folgenden sehen werden.

1. Messung von Selbstinduktionskoeffizienten durch Strom- und Spannungs-
messung. Hat man eine Selbstinduktionsspule mit verschwindend kleinem
Ohmschen Widerstand, so lifit sich der Selbstinduktionskoeffizient L dadurch
messen, dafl man einen Wechselstrom von bekannter Periodenzahl durch die
Spule schickt und den Strom J und die Spannung £ mift. Sind nun Oberwellen
vorhanden, so entsteht bei der Bestimmung von L ein Fehler, wenn wir von
den Effektivwerten ausgehen. Fiir die einzelnen Wellen haben wir nidmlich
B, J. = B, By

h=0r $=3,1 S5T501

und fiir den Gesamtstrom

J = 1/—_———

-az VE2 2+(%E5>2+"'

Die Gesamtspannung ist
E=VEi+ B+ E2+-

E und J sind also die gemessenen Werte. Bestimmen wir nun L aus der Gleichung

B
’
==, (118)

so erhalten wir einen zu groBen Wert, denn der wirkliche Wert ist

, JAE
_E 145 (F s o
T od T E\?
() + ()
Aus dieser Formel sehen wir, dal die Oberwellen Ej;, E; usw. verhiltnismaBig
groB sein miissen, wenn die Wurzel erheblich von der Einheit verschieden sein

soll. Es geniigt daher in den meisten Fillen, L aus der einfachen Formel (118)
zZu berechnen.

(119)
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Beispiel. Es sei

B _ 1
E,~— 3"
Der Wurzelwert ist dann
T+3-3_
W_0,955.

Der Fehler, den man bei Anwendung der Formel (118) begeht, ist also nur 4/, %.

2. Messung von Kapazititen durch Strom- und Spannungsmessungen. Eine
Kapazitat kann auch durch Messung der Effektivwerte von Strom und Spannung
bestimmt werden. Treten Oberwellen auf, so hat man

J=wC-E,, J;=3wC-E;, Jy=5wC-E;
und

J=wCVE:+ 9K+ 2552 + - - -,
E=YVEi+ B+ B+ .

E und J sind dann wieder die gemessenen Werte; wiirden wir aber zur Be-
stimmung von C die Formel

=2 (120)
verwenden, so wiirde hierbei ein grofer Fehler entstehen; denn der wirkliche
Wert ist

B\ [Eg\? T

1+(_§> +(_§> +..

_J B, B,
O——w—E— 1+9<%)2+25<&>2+":': - (121)
E, By
Beispiel. Es sei wieder
% _ 1
B3

Dann ist der Wurzelwert

und die Formel (120) wiirde also einen um etwa 25% zu groBen Wert ergeben.

3. Messung und Berechnung des Ohmschen Widerstandes eines Wechsel-
stromkreises. Da die Gesamtleistung P, welche in einem Stromkreise verbraucht
wird, immer der Summe der Leistungen der einzelnen Oberwellen gleich ist, so
1aBt sich

P=Jir + J3rs + Jirs + - -
setzen. - :

Wenn diese Leistung nur in dem Stromleiter selbst verbraucht wird, so stellen
7173, T5, . . . die Ohmschen Widerstiinde des Leiters gegeniiber den 1., 3., 5. Ober-
wellen dar.

Wenn der Querschnitt des Leiters klein ist, so verteilt sich der Strom nahezu
gleichmaBig iber den Querschnitt. Unter dieser Voraussetzung hat man

r1=rs=r5= CECREI—— Y o
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und
P=J34J2+JE+ - )r=J%r,

wobei J der Effektivwert des Stromes ist. Der Widerstand » lat sich dann
durch einen Leistungsmesser und einen Strommesser messen, der den Effektiv-
wert des Stromes angibt, und derselbe stimmt mit dem mit Gleichstrom ge-
messenen Wert itberein.

Im allgemeinen sind jedoch die Verhiltnisse viel komplizierter als wir oben
vorausgesetzt haben.

Befinden sich z. B. andere Leiter in der Nihe des Wechselstromkreises, so
entstehen infolge der gegenseitigen Induktion zwischen diesen und dem Strom-
kreis induzierte, sogenannte sekundire Stréme, auch Wirbelstrome oder
Foucaultsche Strome genannt. Diese Wirbelstrome erzeugen ihrerseits auch
Joulesche Wirmeverluste, und diese miissen von dem priméren Stromkreise ge-
deckt werden. Der Leistungsmesser wiirde also nicht nur den Jouleschen Wérme-
verlust in dem Widerstand des Stromkreises selbst anzeigen, sondern auch die
Verluste durch Wirbelstrome in benachbarten Leitern. Der Widerstand des
Stromkreises wird also scheinbar vergroBert. Es entstehen auch Strome
in benachbarten Leitern infolge der elektrostatischen Induktion. Der
Stromkreis selbst wirkt dann wie die eine Belegung, die benachbarten Leiter
wie die zweite Belegung eines Kondensators. Auch die hierdurch entstehen-
den Verluste miissen von dem primiren Stromkreis gedeckt werden. In be-
nachbarten Eisenmassen entstehen Verluste infolge der magnetischen Hy-
steresis, und in den Isolierstoffen treten Verluste durch dielektrische Hy-
steresis auf.

Aber auch in dem Innern der Leiter des primaren Stromkreises selbst treten
Wirbelstréme auf. Denn wenn sich das magnetische Feld im Innern eines Leiters
dndert, so werden in dem Leiter EMKe induziert, die eine Strémung hervor-
rufen. Sie wirken nach dem Lenzschen Gesetz entmagnetisierend, suchen also
das innere magnetische Feld zu vernichten.

Die Folge davon ist, da8 die Strémung im Innern des Leiters geschwicht wird.
Die Stromdichte nimmt somit vom Innern bis zur Oberfliche zu. Dieser soge-
nannte Haut- oder Skineffekt (Stromverdringung) ist um so groer, je groBer
der Leiterquerschnitt und je héher die Periodenzahl ist. Die Stromverdringung
ist daher gréBer fiir die Oberwellen als fiir die Grundwelle des Stromes. Auch
die inneren Wirbelstréme erzeugen Joulesche Wirmeverluste. Der Widerstand,
eines Stromleiters fiir Wechselstrom (Wirkwiderstand) ist daher immer gréSer
als fiir Gleichstrom. Der Widerstand fiir die Oberwellen ist groBer als fiir die
Grundwelle.

7y < 73 < g

Es ist von groBer Wichtigkeit, bei der Berechnung von elektrischen Maschinen
und Transformatoren diese zusitzlichen Verluste berechnen zu kénnen. Es sollen
deshalb einige der wichtigsten Formeln hierfiir angegeben werden.

a) Wirbelstrome in einem geraden Draht. Die Feldverteilung und die Strom-
dichte als Funktion des Abstandes von der Achse eines kreiszylindrischen Drahtes soll spater
bebandelt werden. Es sollen hier nur die Formeln zur Berechnung des effektiven Wider-
standes in diesem Fall angegeben werden.

Bragstad, Wechselstrommaschinen. 3
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Ist
a = Radius des Drahtes in cm,
= spezifischer Widerstand in absoluten elektromagnetischen C.G.S.-Einheiten (Wider-
stand eines Wiirfels von 1 ecm Seite),

| = Periodenzahl,
4 = Permeabilitat, L
T=mn-a- VT‘M a-Yf- nV— (122)

und ist 7, der Gleichstromwiderstand, r der Wirkwiderstand, dann ist fiir

r x4 4 .
r 1 3
z>1 To=x+z+64_x, (123)
z=1 =126
To
Es ist fiir
Kupfer’ 7 V% = 0,075,
Aluminium % V% = 0,053,

Eisen pe V% —0,3 bis 1,5.

Fir f = 50 Hz ist z. B. fiir Kupfer z = 0,53-a.
b) Wirbelstréme in Ankerstiben bei sinusférmigem

[s—b—> Wechselstrom. Die Wirbelstrome in Staben, die im Eisen ein-
b ! gebettet sind, verlaufen im allgemeinen so, daB eine Zusammen-
SONE i KN\~ dringung der Stromlinien an der oberen (duBeren) Kante des

LV Stabquerschnittes stattfindet.
~

-
I:% Man nennt diese Erscheinung einseitige Hautwirkung.
/) A Die darauf beruhenden Stromwirmeverluste sind von A. B. Field,
— R. Richter und W. Rogowski u. a. berechnet worden.
AN Mit den Bezeichnungen in der Abb. 33 ist der Joulesche Warme-
effekt in einem Stab vom Gleichstromwiderstand r,

Abb. 33.Gr }Brlla“),;rf)erung zZu
- (128). Pr=ry[J3p(a) + J1 (T, + Jo) 9 (@)]. (124)

Jg = Strom in dem betreffenden Stab,
J, = Gesamtstrom aller darunter liegenden Stibe.

mama I saypalfE Y

z2=2nd- T‘b_zd Vi-= o Iz (125)
Wie unter a) angegeben, ist fiir Kupfer = V 0 = 0,075. Fiir f = 50 ist also z nahezu gleich d,
wo d die Stabdicke in cm bedeutet. Die Funktionen ¢ und v sind gegeben durch

(@) = Sin2x 4 sin2x
P2 =2 o —cos 2z’

Sinz —sinz
Cosz + cosz *

(126)
w(z) =22

Der Warmeeffekt P, tritt in dem vom Nutenstreufeld durchsetzten Teil des Stabes ein.
Wenn jeder Stab denselben Strom Jj fiihrt, dann ist fiir den p-ten Stab (p vom Nuten-
grund aus gezahlt)
Ji={(p—1)Jo,
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und wir erhalten fiir den Warmeeffekt des p-ten Stabes

P,=J%ry-[p(z) + p(p—1)- ()] (127)
Wenn z die Zahl der iibereinanderliegenden Stabe ist, und jeder Stab denselben Gesamt-
strom J, fithrt, dann wird der Stromwirmeverlust simtlicher Stabe der Nut

21

P —J3.2.7, [(p(x)—{— 23 w(z)]. (128)
Enthalt der Strom hohere Harmonische, so werden die Wirbelstromverluste groBer als bei
sinusférmigem Strom. Bei der Berechnung der Stromwéarmeverluste der Oberwellen miissen
zunichst die entsprechenden Werte von z bestimmt werden; im iibrigen gelten &hnliche
Ausdriicke wie oben.

Drittes Kapitel.
Analytische und graphische Methoden.

11. Das Rechnen mit komplexen Zahlen.

Bekanntlich 148t sich jede komplexe Zahl durch einen Punkt der Ebene dar-
stellen.

Wir werden im folgenden die komplexen Zahlen durch iiberstrichene Buch-
staben kennzeichnen. Die imaginire Achse wihlen wir horizontal und die reelle
senkrecht dazu wie aus der Abb. 34 hervorgeht. Wir werden weiter die Drehung
im entgegengesetzten Sinn des Uhrzeigers positiv wihlen (mathematischer Dreh-
sinn). Eine komplexe Zahl

Fr=a-+4jb, j=7—1 (129)

ist also dargestellt durch den Punkt (¢b) in der GauB- el S
schen Zahlenebene. § ist die imagindre Einheit. “%
Nach der Eulerschen Formel ist ; §

. r=r-e? =r (cos 4 + jsin (p), . (130) S imag Actse |0 reg. mag. Ackee
wobei e = 2,718 ... die Basis der natiirlichen Loga- %
rithmen bedeutet. N
Es ist also §
a=rcosp, und b=rsing. (131) g

Hieraus ergibt sich Abb, 34, Darstellung komplexer

r = Ja?+ b2 und ¢ = arctg %, (132) ahlen-)

r wird der Modulus oder der absolute Betrag und ¢ das Argument der komplexen
Zahl r genannt. Die komplexe Zahl r 1aBt sich somit auch als der Vektor O (ab)
deuten und umgekehrt.

Die groBe Bedeutung dieser Darstellung in der Elektrotechnik liegt vor allem
darin, daB es mit ihrer Hilfe méglich wird, in bequemer Weise die Vektordia-
gramme in die Sprache der Algebra zu iibersetzen.

Sind zwei komplexe Zahlen gegeben:

ry =20+ jb, =1, - &7,

) 133
Ty = @y + jby = 7y €792, (133)
8o ist ihre
Summe oder Differenz
F=7 4 75=0, % a+ j(by & by). (134)

3*
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Die graphische Addition und Subtraktion geht aus der Abb. 35 hervor.
Thr Produkt ist
rT="rTy =08, — by by + j(ay by + a3 b,) = 7, -7ry- i1+ P2, (135)

t b 0
Abb. 35. Graphische Addition und Abb. 36. Graphische Multiplikation und
Subtraktion komplexer Zahlen. Division komplexer Zahlen.

Die graphische Multiplikation zeigt die Abb. 36. Es ist 04 =1 und die zwei
Dreiecke sind dhnlich.
Thr Quotient ist
Fmpon + ;Z: = Lt iz, (136)
Vertauscht man 7 und 7, in der Abb. 36, wird die graphische Division ohne weiteres
ersichtlich.

Ist L = T3,
s0 heiB}t dies
a, =a, und b, =b,, (137)
oder

rn=r; und @, = @,.
Eine komplexe Gleichung ist daher stets zwei reellen Gleichungen #quivalent.

Zwei komplexe Zahlen
r=a-4 jb=rev,
—% 7 , (138)
r =a—jb=re’?
nennt man konjugierte komplexe Zahlen. Ihr Produkt ist reell und dem Quadrate
des absoluten Betrages gleich.

Z. B. ist
a3+ by _ a2+ jby o — b _ @183+ biby + j(a1 by —agby) (139)
a1 +3b e +5by a—jby af + b3 '

In dieser Weise kann man immer den Nenner eines komplexen Bruches reell machen.
Der Vektor ¢/? hat die Lange 1 und bildet mit der reellen Achse den Winkel ¢.

Ist dieser Winkel 2 z oder 2 k-7 (k = eine ganze Zahl), so fillt der Vektor in die

Richtung der reellen Achse. Es muB also sein

ei2kw — 1 (140)

und
ﬁ = ei%—- cos”—n + 'sin2—l—cﬁ

- n ) n

Ebenso sieht man, daB

(141)

AT ey (142}

.

ist.
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12. Darstellung der Wechselstromgriofien durch komplexe
Zahlen. ,Symbolische Darstellung.«

In Abschn. 1 haben wir gesehen, wie sich ein Sinusstrom
i=Y2-J-sin (0t + @) (143)

durch einen ebenen Vektor — ,,Zeitvektor — OA in Abb. 3 darstellen 1iBt.
Dieser Vektor 1aft sich also auch durch die komplexe Zahl

J = Jei?=J cos @; +7J-sin @; (144)
ausdriicken.
In der Abb. 3 ist sonach

Jcosqy,-:%-@:ml-ﬁ)
und (145)
Jsin g; = %-000 = m,-0C,.

Diese Darstellung nennt man ,,symbolisch* und ihre ausgedehnte Verwendung
in der Elektrotechnik verdankt sie in erster Reihe C. P. Steinmetz.

FlieBt der Strom ¢ durch die Reihenschaltung des Ohmschen Widerstandes r
und der Reaktanz z, so ist die Klemmenspannung

e =12 J+zsin (0wt + ¢; + @),
z = ]/F—m und @ = a,rctg—;i;
also ist der symbolische Ausdruck fiir diese Klemmenspannung

E=J.zd@to J-ejq"-ze7¢,
oder

E=J-2¢°. (146)
Setzen wir

2=z-e’°"=z(cos¢p+jsin<p)=z(£+j;)=r+jx, (147)

so wird Z der symbolische Ausdruck der Impedanz des Stromkreises, und diese
laBt sich somit auch als ein Vektor darstellen.
Wir erhalten demnach

E=z-J. (148)

Dies ist das Ohmsche Gesetz fiir Wechselstrom in symbolischer Darstellung.
E, % und J sind hierbei Vektoren, die in der Ebene fest liegen.

Wir kénnen aber auch rotierende Vektoren symbolisch ausdriicken. Dies
geschieht einfach dadurch, da8 wir den betreffenden Vektor mit dem Faktor ¢/ ©*
multiplizieren. Denn dieser Faktor stellt einen Vektor dar, der den Betrag 1 hat
und sich mit der Winkelgeschwindigkeit @ um den Nullpunkt dreht.

Da nun der Momentanwert des Stromes oder der Spannung der Projektion
des rotierenden Vektors auf der horizontalen oder imaginiren Achse gleich ist,
so folgt hieraus

i = Y2 Jsin (0t + @;) = Jm (Y2 J-eiot), (149)
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wobei der letzte Ausdruck den imaginiren Teil der in der Klammer enthaltenen
komplexen GréBe bedeutet.

Als symbolische Darstellung des Momentanwertes eines sinusférmigen Wechsel-
stromes wollen wir daher den Ausdruck

i=72.J-eiwt (150)
benutzen, indem wir darunter den imaginédren Teil desselben verstehen.

FlieBt der Strom ¢ durch eine Selbstinduktion L mit vernachlissigbarem
Widerstand, so ist ihre Klemmenspannung nach Gl. (148)

E, = joL- J.
Denselben Ausdruck erhalten wir aber, wenn wir die Gl. (150) nach ¢ differen-
zieren und mit L multiplizieren. Es ist

di ~ - = =
L =V2joL-Jevt= 2 -E,-0% =, (151)

Hiermit ist bewiesen, daf man den symbolischen Ausdruck fiir den Momentan-
wert einer WechselstromgrsoBe nach der Zeit differenzieren und integrieren darf.

Dieses, auf die komplexe Rechnung gegriindete Rechnungsverfahren ist ebenso
wie das Vektordiagramm nur auf bereits stationir gewordene Wechselstrom-
vorginge anwendbar.

So erhalt man z. B. die stationére Losung der Differentialgleichung (74),
wenn man in diese fiir ¢ den symbolischen Ausdruck einsetzt.

Die Differentialgleichung lautet:

e—irt 8 Lidt
Es wird
L — Y] vt = joi,
fiar=12T ot = 1, (152)
jo jw
¢ = V2E oo,
so daB sich ergibt:
— . . 1 —
Ee’w‘=<r+7wL+m)-J-e"‘" (153)
oder
- - . 1
E=%-J; z=’r+wa+7.—w—C
in Ubereinstimmung mit der GIl. (148).
Aus Gl. (148) folgt weiter
j:?:@.j} (154)
wobei
— 1 1 . .
y=§=~?e_?‘7’=y-e_7"’ (155)
oder

—jb. (156)

I
I
<
+
S
!
*b?
+
al@
1
_|..
%
<Q
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Wenn man, von dem Spannungsvektor ausgehend, den Stromvektor fiir einen
induktiven Stromkreis bestimmen will, so muBl man den Gln. (154) und (155) ge-
méfB den Spannungsvektor um einen negativen Winkel ¢ drehen und mit dem
absoluten Betrag der Admittanz multiplizieren.

Betrachten wir die Augenblickswerte der Stréme eines Knotenpunktes oder der
Spannungen eines geschlossenen Vielecks, so ist nach den Kirchhoffschen Gesetzen

n n
i, =0 bzw. e, =0.
1 1
Substituieren wir hier die symbolischen Ausdriicke nach Gl. (150), so ergibt sich
n n __
2Jdy=0 bzw. S E,=0. (157)
1 1

Die Leistung 148t sich folgendermafien durch komplexe Zahlen ausdriicken:
Es ist die Wirkleistung:

Py=E-J-cos(p, — @,) (158)
und die Blindleistung:
P,=E:J-sin(p, — ¢;). (159)
Es folgt daraus, daB die Scheinleistung
P,=E-J (160)

als eine komplexe Zahl aufgefaft werden kann, deren reeller Teil die Wirkleistung
und deren imagindrer Teil die Blindleistung ist. Es ist also

Py= Py +jPy=E-J(cos (. — @) + jsin (. — @) (161)
ﬁs =FE-J.ef@e—p) — P..ej((m—?’i)'

Diesen Vektor erhilt man durch Multiplikation des Spannungsvektors mit dem
konjugierten Stromvektor; denn wir haben

]38_—_E.:]*:E.eiw.,].e—iw=E.J.ei(¢o—w)_ (162)

oder

13. Strom- und Spannungsdiagramme. Transformation der
Koordinaten.

In der Praxis hat man im allgemeinen mit Strémen zu tun, deren Effektiv-
werte und Phasenwinkel sich dndern. Die End-
punkte eines solchen Stromvektors J bilden dann
eine Kurve, welche die Stromkurve oder das
Stromdiagramm genannt wird (K; in der
Abb. 37).

Die entsprechende Spannung E #ndert sich
gewohnlich auch und die Endpunkte des Span-
nungsvektors bilden eine sogenannte Span-
nungskurve oderein Spannungsdiagramm
(K, in der Abb. 37). Ist die Impedanz z des
Stromkreises eine Konstante, so sind K; und  app. 37. Strom- und Spannungsdiagramm
K2 einander #hnlich. eines Stromkreises.

Man findet die Spannungskurve, indem man die Stromkurve um den Winkel ¢
dreht — wobei ¢ das Argument der Impedanz ist — und alle Stromvektoren mit
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dem absoluten Betrage der Impedanz multipliziert, d. h. die Spannungskurve er-
gibt sich durch Multiplikation der Werte der Stromkurve mit der komplexen
Zahl z. Umgekehrt erhélt man die Stromkurve durch Multiplikation der Werte der
Spannungskurve mit der komplexen Zahl 7, wobei y die Admittanz bedeutet.

Die eben erwihnte Drehung der Kurven la8t sich durch eine gleiche Drehung
der Koordinatenachsen im entgegengesetzten Sinne, und die Multiplikation der
Vektoren mit der Impedanz (bzw. Admittanz) 148t sich durch eine entsprechende
Anderung des MaBstabes ersetzen. Durch diese Transformation der Koordinaten
kann dieselbe Kurve sowohl die Anderung des Stromes wie die der Spannung
darstellen. Dieses Verfahren ist sehr bequem bei graphischer Darstellung der
WechselstromgréBen. Zur Erlauterung dieser Methode wollen wir die nachstehen-
den Beispiele studieren.

1.Beispiel. Spannungsregulierung einer Arbeitsiibertragung. In der Praxis

wird oft eine konstante Spannung an der Sekundérstation verlangt. Dies kann dadurch
geschehen, daB man die Priméirspannung entsprechend reguliert. Ist beispielsweise eine

Abb. 38. Spannungsregulierung einer Arbeitsiibertragung.

Sekundérstation mit Strom J bei konstanter Spannung E, = 1000 V iiber eine Leitung
von der Impedanz

T=z27=r4+jr=34740 (163)
zu versorgen, so ist die Spannung in der Priméarstation
B=EB-+7J % (164)
wobei E, reell gewihlt ist.
Setzen wir hier _ _
Ei=7z(J.+J), (165)
worin E 1000
o= =% = = - =200.¢ 7%
Jk-.z.—3+j4A_120 7160 A = 200.¢~ 77 A (166)

den KurzschluBstrom der Leitung bei der Spannung Z, bezeichnet, so 148t sich die primére
Spannungsinderung fiir eine beliebige Belastung folgendermaBen graphisch ermitteln. In
der Abb. 38 ist F, lings der Ordinatenachse abgetragen. Die Kurve K des Belastungsstromes
sei in dem Mafistabe m; = 20 A/em gegeben.



Strom- und ‘Spannungsdiagramme. Transformation der Koordinaten. 41

Machen wir 160 120
gf?=—§6=80m und BC’=%=60m,
so stellt der Vektor CO den KurzschluBstrom in demselben MaBstabe dar:
Jy=m;-CO. (167)
Fiir einen Belastungsstrom
J=m;.04 (168)
ist
Fot T=m;-CA. (169)
Aus der Gl (163) haben wir
B
= a.rctg% = arctg - %5 (170)
und aus Gl (165) folgt
3 E,=z-m,.CA. (171)
Bei Leerlauf (J = 0) wird
E,=E,=2-m;-C0; (172)
bei Belastung ist also die vektorielle Spannungssteigerung
B—7.J—%-m-04. (173)
Das Dreieck CAO stellt somit die drei Spannungen E,, B, und E, im MaBstabe
m, =2z-my (174)

dar.

Fithren wir nun ein neues Koordinatensystem mit der reellen Achse lings CO ein, so er-
halten wir die drei Spannungen in diesem System in ihrer richtigen Phase.

Die algebraische Spannungssteigerung wird ,

AE =m,(CA — CO) (175)
oder in Prozent:
AE% =0_AC:02100%.

Die primire Spannung E, eilt der sekundiren Spannung um den Winkel 4¢ vor.

Mithin wird der Phasenwinkel zwischen E; und J
5 ¢1=¢s+dp=<(0F,04), (176)
wobei F der Schnittpunkt zwischen dem Kreise K’
8 und dem Vektor C A ist.

Diese Konstruktion ist, wie man sieht, fiir eine
beliebige Stromkurve K giiltig.

2, Beispiel. Im vorigen Beispiel setzten wir die
Stromkurve als bekannt voraus. Wir kénnen aber
eine ahnliche Betrachtung fiir den Fall anstellen,
daB die Spannungskurve gegeben ist und die Strom-
kurve gesucht wird.

In der Abb. 39 sei K die Kurve der Spannung E.
Fiir den Stromkreis Abb. 40
wollen wir das Diagramm des Z z
Stromes J, ermitteln, wenn
der Strom J, konstant ist.
J,= J, = reell und konstant.

Wir erhalten
Abb, 39. Ermittlung der Stromkurve bei Y2 =Y1—Jo=J1—F-Jo  Abb.40. Stromkreis fiir das
gegebenfil;m igg::ﬁgsl]r{uggfdiggggk Trans- ode{ _ _ Diagramm Abb. 39.

' Jy= !_/o(Eo—E)’ (177)

Lg% %

wobei B J
Eo=y—1=("o+7"”o)'J1 (178)

0 —
die Spannung ist, welche den Strom J; bei Leerlauf (J, = 0) durch die Admittanz y, treibt.
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Es sei m, der Mafstab der Spannung, dann ist
B, — m,-0C,

E = m,-O_A,

E,—E —m,-4C.
Mithin ist B

Jo = ?o'E =yp-m,-04,
jlzgo-ﬁozg_/o-m,-OC, (179)
jz=?7o'(ﬁo—ﬁ)=3_/o‘ma‘xﬁ-

Das Dreieck OC A stellt also die Strome in dem MaBstabe

m; = m, - Yo (180)

dar. Fithren wir zugleich ein neues Koordinatensystem mit der reellen Achse lings OC ein,
8o erscheinen die Strome in diesem in ihren richtigen Phasenlagen.

Der Phasenwinkel zwischen % und j,, wird
p=¢1+ 4o, (181)

und der relative Stromverlust in y, ist
oC — AC

oo (182)

14. Inversion.

Betrachten wir die zwei Kurven K und K, in der Abb. 41, und gilt fiir einen
beliebigen Strahl durch den festen Punkt O die Beziehung

04-04, =1, (183) ’e
wobei I eine Konstante ist, so heien K und K, inverse &
Kurven, 4 und A4, inverse oder korrespondierende ol 4

Punkte. O heilt Inversionszen- ‘

R trum und I Inversionspotenz. ‘

0 1. Satz. Die inverse Kurve einer 8
A\ /A7 Geraden ist ein Kreis durch das Inver-
sionszentrum. Der Durchmesser des
Kreises durch das Inversionszentrum
steht senkrecht zu der Geraden (Abb.42).
Beweis: Die beiden Dreiecke O 4, B, und OB A sind #hnlich; also ist

04,:0B, = 0B:04

Abb. 41. Inverse Kurven. Abb. 42. Inversion

einer Geraden.

oder
04,-04A=0B,-0B=1.

Umgekehrt ist die inverse Kurve eines Kreises,
der durch das Inversionszentrum geht, eine
Gerade.
Abb. 43. Inverse Kurve eines Kreises. 2. Satz. Die inverse Kurve eines Kreises,
der nicht durch das Inversionszentrum geht,
ist ein Kreis, und das Inversionszentrum ist ein Ahnlichkeitspunkt fiir die beiden
Kreise (Abb. 43).
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Beweis:
0D1 . OA. - OA]_ :O.D
oder
04-04,=0D-0D, =0B-0OB, =1.
Fallen beide Kreise zusammen, so ist der Kreis seine eigene inverse Kurve, und

die Inversionspotenz ist
1=08B. (184)

Der Satz gilt auch, wenn das Inversionszentrum O innerhalb des Kreises liegt
(die Rolle der Polaren und Tangenten wird vertauscht).

Schneiden oder berithren sich zwei Kurven in dem Punkte 4, so schneiden
bzw. berithren sich die inversen Kurven in dem zu A4 korrespondierenden
Punkt 4,.

Schneiden die zwei Kurven sich in 4 unter einem gewissen Winkel, so werden
die inversen Kurven sich in A4, unter demselben Winkel schneiden.

Der Inversion konnen wir die folgende ganz allgemeine Fassung geben.

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem (z, y) sei eine Kurve y = f(x)
gegeben. Der Radiusvektor vom Koordinatenanfang nach einem beliebigen Punkt
der Kurve ist dann

r= sz + 42
Der Winkel ¢, den r mit der y-Achse bildet, ist
x
= tg —.
@ = arctg Y

Wir suchen dann in einem anderen rechtwinkligen Koordinatensystem (u, v)
eine Kurve » = F(v), welche die Eigenschaft hat, daB der Radiusvektor

T

und
tg L =
arctg =@
ist.
Es ist dann
R S 185
u? + v =Z iy (185)
und
u _ x
vy

Um die Transformation der Kurve y = f(z) von der (z, y)-Ebene in die (u, v)-
Ebene vorzunehmen, haben wir also die Substitutionen
I-u I.v
in die Gleichung y = f(x) einzufiihren.
Es sei z. B. der Kreis
22+ + A+ By+C =0
gegeben.
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Die Mittelpunktskoordinaten sind also

A
b= —3; v

»o| &y

I
|

und der Kreisradius
R=yp2+»—0C.
Fithren wir die Substitution aus, so erhaiten wir in der (u, v)-Ebene die Kurve
u2+z72+1-—gu+l-gv—l—12-%=0.

Diese Gleichung stellt einen Kreis dar.
Die Mittelpunktskoordinaten dieses Kreises sind

N S S 1
m=1 i (187)
»
yy=I———
. . ! #2 + 112 - R2 ’
und der Radius ist
R
BRi=1-—>—=.
1 y2+v2—-R2 (188)
A
71y
L1t
A Al Vs ’
?\/\ £ A
é’ 7
4,
x 0 [/ J
Abb. 44. Ermittlung der Admittanz durch Abb. 45. Ermittlung der Stromkurve durch In-
Inversion des Spiegelbildes der Impedanz. version des Spiegelbildes der Spannungskurve,

In der Abb. 44 ist OA eine Impedanz

z=1z-€e"7; (189)

die entsprechende Admittanz
— 1 1 _.
y=§=?e""’” (190)
ist durch den Vektor OC dargestellt.
Ist der MaBstab fiir die Impedanz gleich » und fiir die Admittanz gleich m,

so ist

2 y=n-04-m-0C =1. (191)
Tst A’ das Spiegelbild des Punktes 4 in der reellen Achse, so ist
00.04 =2 =7. (192)
n-m

Hieraus ersieht man, daB sich eine Impedanzkurve in die entsprechende Ad-
mittanzkurve durch Inversion des Spiegelbildes der Impedanzkurve in der
reellen Achse transformieren la8t.

In der Abb. 45 sei z. B. K das Spannungsdiagramm eines Stromkreises bei
konstantem Strom J, bekannt. Ist die Impedanz z des Stromkreises von dem
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Strom und der Spannung unabhingig, so ist fiir eine beliebige Belastung
E=mn,04=Jd,-2, (193)

wobei n, der SpannungsmaBstab ist.
Das Spannungsdiagramm ist also dem Impedanzdiagramm proportional.
Ebenso besteht Proportionalitdt zwischen dem Admittanz- und dem Strom-
diagramme, wenn die Spannung als konstant angenommen wird ; denn wir haben

J=m;-04; = By-y. (194)

Da nun z und y inverse Gré8en sind, findet man die Stromkurve durch Inversion
des Spiegelbildes K’ der Spannungskurve K.
Dabei ist m; der MaBstab des Stromdiagrammes. Es sei K, die zu K’ inverse

Kurve, dann sind 4, und 4’ korrespondierende Punkte. Wir haben jetzt

E-J=n,-04-m0A,=n,-mO0A4 -04, = E,-J,
oder X
04 .04, = -’% —1. (195) °© , r

In dem Stromkreise Abb. 46 sei z.B. x eine Konstante, Abb, 46, Stromkreis mit
wihrend r verinderlich ist. Wir wollen das Stromdiagramm  verénderlichem Wider-
unterVoraussetzungeinerkonstanten Spannung £ bestimmen.

Wir zeichnen dann zuerst das Impedanzdiagramm (K in der Abb. 47).

Es ist

£
OB = % (196) k g K
und 4 A’
B4A=_,
A,
wo A ein laufender Punkt auf der vertikalen 4 \k’
Geraden K ist. Das Spiegelbild der Impe- =% 3 7 5 Bf
danzkurve K in bezug auf die reelle Achse ‘\ /
ist K'. .
Die Admittanzkurve K, ist dann die zu

K’ inverse Kurve in bezug auf 0’ also ein Abb. 47. Ermittlung des Stromdiagrammes der
Kreis, dessen Durchmesser Schaltung Abb. 46 durch Inversion.
b

-1 _ 1
" n-m-OB  m-.z

0B, (197)

ist.
Wihlen wir den StrommaBstab

m; =FE-m, (198)

so stellt K, gleichzeitig die Stromkurve dar. Bei KurzschluB (r =0) ist der
Stromvektor gleich O B,. Wird immer mehr Widerstand eingeschaltet, so bewegt
sich der Endpunkt des Stromvektors lings des Kreises von B, iiber 4, bis O.

Der Blindstrom C A4, nimmt stéindig ab, wihrend der Wirkstrom zuerst von
Null an zunimmt, ein Maximum erreicht, um wieder bis Null abzunehmen. Der
Halbmesser des Kreises gibt den Hochstwert des Wirkstromes an.
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Der Phasenverschiebungswinkel zwischen Strom und Spannung ist
¢ = I COA,.

Der untere Teil des Kreises entspricht einem ,,negativen Widerstand, also
einer generatorischen Wirkung.

15. Graphische Darstellung des Verlustes in einer
vorgeschalteten Impedanz.

Soll ein Strom J iiber eine Impedanz z = r + jx iibertragen werden, so wird
die Leistung
P,=Jtr (199)

in der Impedanz verbraucht. Es soll jetzt gezeigt werden, wie sich diese als Strom-
wirmeverlust bezeichnete Leistung fiir den Fall, daB das Stromdiagramm ein
Kreis ist, graphisch darstellen liBt. In der Abb. 48 sind y und » die Mittelpunkts-

koordinaten des Kreises K mit dem Radius R, »

L‘< v und » die Koordinaten eines Kreispunktes. Die Glei-
2 chung des Kreises ist
2. Afu,p)
‘ (w— )+ (o — )t = B2
X #/ v oder

Q)

w‘/“)y) K e —2uu—2vv=R:—pu?—1t=—g% (200)

Setzen wir den Strommafstab gleich 1 voraus, so
ergibt sich

JW/{,[;\ % P,=J2r=r(u2+v2)=2r(;¢u+vv—-92—ﬂ>.(201)

Abb, 48, Darstellung des Verlustes  Schreiben wir zur Abkiirzung
in einer vorgeschalteten Impedanz 2

mittels der Halbpolare. Lo=pu-+vo— %., (202)

so stellt die lineare Gleichung L, = 0 mit den laufenden Koordinaten » und v
eine Gerade dar. Die Polare des Kreises in bezug auf den Anfangspunkt O hat die
Gleichung

pu—+rv—p>=0. (203)

Die Gerade L, = 0 verlauft also parallel zur Polare und halbiert den Abstand

zwischen der Polare und dem Anfangspunkt. Diese Gerade wird daher im folgen-

den die Halbpolare des Kreises in bezug auf den Anfangspunkt O genannt.
Die Konstruktion derselben geht aus der Abb. 48 hervor:

OB,=B,B und 00C,=0C.

Bringen wir die Gl. (202) auf die Normalform, so erhalten wir den Abstand A N
des Punktes A (u, v) von der Halbpolare

e
AN_,uu+1w 2 I
T Yers | OM

Hieraus ergibt sich der Stromwéirmeverlust

P,=2r L, =2r-OM-AN. (205)

(204)
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Es ist also der Stromwirmeverlust proportional dem Abstande des Belastungs-
punktes 4 von der Halbpolare des Kreises in bezug auf den Anfangspunkt des
Stromvektors.

Ist der StrommaBstab des Diagrammes gleich m, so hat man

P,=2r-m*OM-AN. (206)
Die Halbpolare wird auch als Verlustlinie be-
zeichnet.

Die Konstruktion der Verlustlinie, wenn der An-
fangspunkt O innerhalb des Kreises liegt, geht aus
der Abb. 49 hervor.

Wenn das Diagramm der Spannung E zwischen
zwei Punkten eines Stromkreises durch einen Kreis
dargestellt ist, und der Verlust in einer zwischen
diesen Punkten geschalteten Admittanz y =g — jb
bestimmt werden soll, so erhalten wir dieselbe Kon-
struktion wie oben; denn der Verlust in der Ad- Abb. 49, Konstruktion der
mittanz ist Verlustlinie.

P,=Ez2.q, (207)
wobei E? sich ebenso wie vorhin J2 durch die Entfernung der Kreispunkte von
einer Verlustlinie L, = 0 darstellen 1iBt.

16. Graphische Darstellung der Nutzleistung bei
vorgeschalteter Impedanz.

Ist das Stromdiagramm eines Stromkreises gegeben derart, daB die zugefiithrte
Spannung lings der Ordinatenachse aufgetragen ist, so ist die Leistung P;, welche
dem Stromkreis zugefiithrt wird,

P, = E X Wirkstrom = E - v, (208)
wobei v die Ordinate der Stromkurve bedeutet. Der Unterschied zwischen dieser
zugefithrten Leistung und dem Stromwirmeverlust in einer vorgeschalteten
Impedanz wollen wir in dieser Verbindung als Nutzleistung P, des Strom-
kreises bezeichnen; sie 1aBt sich auch graphisch darstellen, wenn die Stromkurve
kreisférmig ist. Wir haben nimlich

P2=P1—P,=E-v——Jz-r=2r<—f7-v—L,), (209)
wobei 2
L,=yu+vv—%

ist.
Setzen wir in ahnlicher Weise

Ll=£-v und P, =2r-L,,

so ist L, = 0 die Gleichung der Abszissenachse des Koordinatensystems. Dann ist

Py,=2r(L;,— L)=2r-L,, (210)
wobei
E

92
L2=L1—L,=—,u-u—(v———27)v+—2'. (211)
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Bei konstanter Spannung E ist L, = 0 die Gleichung einer Geraden durch den

Schnittpunkt der Verlustlinie mit der Abszissenachse, und fiir irgendeinen Punkt

A (u, v) der Ebene besitzt der Ausdruck L, einen

Wert, der dem Abstand des betrachteten Punktes

von der Geraden L, =0 proportional ist. Bezeich-

% nen wir diesen Abstand mit 4 N, (Abb. 50), so ist

) A nach der Normalform der linearen Gleichung (211)
. a__4 T B

A N L=+ (v— o) AN, (212)

(¥

Die Nutzleistung eines Stromkreises mit reihen-

M
L L LW 1,-9  geschalteter Impedanz, kreisformigem Stromdia-
/ /\ w %z gramm und konstanter Spannung lit sich somit
graphisch durch den Abstand des betreffenden
Abb. 50. Darstellung der Nutzleistung ~ Punktes der Stromkurve von der Geraden L, =0

bel vorgeschalteter Tmpedanz. darstellen. Man erhilt die Gleichung L, =0, wenn
man die Kreisgleichung (K,, Abb. 50)

u? -+ 0% — g cv=0
von der Gleichung der Stromkurve
w4+ 0P —2uu — 2vv + 2= 0

subtrahiert. Die Linie der Nutzleistung geht daher durch die Schnittpunkte
dieser beiden Kreise und 148t sich hierdurch konstruieren.
Ist M M, der Abstand der Kreismittelpunkte; so ist

L= l/m +(v—5-) - AN, = MM, AN, (213)
Fiir den Strommafstab m erhalten wir somit fiir die Nutzleistung
P,=2r-m?L,=2r-m?- MM,- AN, =m,- AN, (214)
und fir die Verluste
P,=2r-m?L,=2r-m?.OM-AN,=m,- AN,. (215)
Die Gesamtleistung ist
P,=2r-m:Ly=E-m-AN,=m,-AN,. (216)

Hierin bedeuten m,;, m, und m, die MaBstibe der Leistungen. Diese sind also
gewohnlich voneinander verschieden. Man kann eine Leistung lings einer be-
liebigen Richtung messen, wenn der betreffende MaBstab mit dem Kosinus des
Winkels zwischen der urspriinglichen und der gewihlten Richtung multipliziert
wird.

Der MafBstab z. B. fiir die Nutzleistung 148t sich auch dadurch berechnen,
daB man fiir einen beliebigen Punkt der Verlustlinie die zugefithrte Leistung be-
rechnet und den Abstand des Punktes von der Linie der Nutzleistung mifit.

Der gesuchte MaBstab ergibt sich nun als das Verhiltnis zwischen der zu-
gefiihrten Leistung und dem gemessenen Abstand. Ahnlich erhilt man den MaB-
stab der Verluste durch einen Punkt auf der Linie der Nutzleistung.
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Die Konstruktion der Geraden L, = 0 mit Hilfe des Kreises K, 148t sich fol-
gendermaBen erkliren:

Zeichnet man das Stromdiagramm der Schaltung Abb. 51 bei konstanter
Spannung E, so erhidlt man den Kreis K, (Abb. 50). Bei dieser Schaltung ver-
schwindet die Nutzleistung und der Kreis K, wird somit der geo-
metrische Ort der Belastungspunkte, deren Nutzleistung gleich
Null ist. E

Eine Gerade ist durch zwei ihrer Punkte eindeutig bestimmt.
Wenn daher zwei Punkte der Stromkurve bekannt sind, fiir welche apb. 51. Zur Er
die Nutzleistung verschwindet, so 1aBt sich die Linie L, = 0 un- Dittmg des Krel-
mittelbar konstruieren. Der eine dieser Punkte entspricht in der
Regel dem sogenannten KurzschluBpunkt 4, fir welchen der Stromkreis hinter
der vorgeschalteten Impedanz z kurzgeschlossen ist, und der andere 4, entspricht
meistens dem sogenannten Leerlaufpunkt, fiir welchen der Belastungsstrom-
kreis unterbrochen ist.

r =z
Zy

17. Geometrischer Hilfssatz. Graphische Darstellung von
Wirkungsgraden.

Das in Abb. 52 gezeichnete Strahlenbiischel 0 4, OB, OC und OD wird von
einer beliebigen Geraden 4 D, welche nicht durch den Punkt O geht, in den vier
Punkten A, B, C, D geschnitten. Die Gerade AD
heiBt eine Transversallinie des Strahlenbiischels. N

Setzen wir nun

AC _AD

E—O—.—BTD—=’V, (217)

so wird » das Doppelverhéaltnis der vier Punkte 777 1/3 Z'\\\ JAN
(4, B, C, D) genannt. Es gilt dann der Satz: N
Das Doppelverhaltnis der Schnittpunkte Abb. 62, Zur Definition des Doppel-
zwischen dem Strahlenbiischel und einer bischels.
Transversallinie ist unabhéngig von der Lage der Transversallinie
in der Ebene.
Beweis: Es ist
1AC-h _104-0C-sin(400)
1BC-h~ 10B-0C-sm(BOC)

und
34D-h _ $0A.0D.sin(40D)

$BD-h  1OB-OD-sin(BOD)"

Somit wird
AC AD  sin(40C) sin{(40D)
BC “BD ~ sin(BOC) sin(BOD) ~ "

unabhingig von der Lage der Transversallinie. Fiir den Fall, daB

AD
Bp =1
ist, wird

_A'C
=Fo-
Bragstad, Wechselstrommaschinen. 4

14

(218)
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Dies tritt ein, wenn die Transversallinie parallel zu der Geraden OD ver-
lauft.

Es sei nun z. B. K (Abb. 53) ein Stromdiagramm mit den Leistungslinien
Ly =0, L,=0 und L, =0.
Fiir eine beliebige Belastung ist also

P,.=m,-AC
A /3 e (219)
9;0/ und Py, =m,-BC,

4 B’ wobeim, und m, die MaBstéibe in der Richtung 4 D
firr die Verluste bzw. die Nutzleistung sind. Fiir
L=0 den Punkt D ist die zugefiihrte Leistung gleich

7 Null. Wir haben somit

= my+ AD = my-BD. (220)

‘2’;,, 7 . Hieraus folgt nun
Abb. 53. Graphische Darstellung des P, AC my AC AD 991
Wirkungsgrades. 172 = B0" E =B0'BD" ( )

Das Verhiltnis der Leistungen 148t sich somit durch ein Doppelverhéltnis dar-
stellen. Zeichnet man 4D parallel zu L, = 0, so wird

P, 4AC
Es gilt daher der folgende Satz:

Wenn die Verluste und die Nutzleistung parallel zu der Linie
der zugefithrten Leistung gemessen werden, so erhdlt man den-
selben MafBstab fiir die beiden Leistungen.

Entsprechende Regeln ergeben sich, wenn die Nutzleistung und die zu-
gefithrte Leistung parallel zu der Verlustlinie, oder die Verluste und die zu-
gefithrte Leistung parallel zu der Linie der Nutzleistung gemessen werden.

Der Wirkungsgrad der Schaltung wird

P P B'C BC
=P 1P~ P~ AC+BC— XF" (223)
Es ist vorteilhaft, eine spezielle Skala (4" B'') fiir die Ablesung des Wirkungs-
grades zu verwenden.

Wenn die wirkende Spannung an den Klemmen des Stromkreises geéndert
wird, ohne daB die Konstanten des Stromkreises sich dndern, so wird der Strom
der Spannung proportional, und das Verhiltnis zwischen den in den verschiedenen
Teilen des Stromkreises auftretenden Leistungen bleibt ungeéndert. Hieraus er-
gibt sich, daB das abgeleitete Verfahren zur Bestimmung des Verhiltnisses zweier
Leistungen fiir ein kreisférmiges Stromdiagramm giiltig ist, selbst wenn die
Spannung dem Betrage nach verdnderlich ist. Ebenso ist das analoge Verfahren

fiir ein kreisférmiges Spannungsdiagramm verwendbar, selbst wenn sich der Strom
andert.

18. Belastung mit konstanter Phasenverschiebung bei

vorgeschalteter Impedanz.
Wir betrachten nun eine Arbeitsiibertragung iiber eine Leitung mit Wider-
stand und Selbstinduktion, bei der die Stromempfénger unabhingig von der Be-
lastung mit konstantem Leistungsfaktor cos @, arbeiten. Das Stromdiagramm
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dieser Schaltung fiir eine konstante Primérspannung E, 188t sich durch Inversion
ermitteln, und zwar auf folgende Weise.

In der Abb. 54 sind zuerst die Strecken OB = x; und BC = r; abgetragen.
Es ist also

0C=z=r+jx
die Impedanz der Leitung.

Die Gerade K, welche den Winkel @, mit der reellen Achse bildet, gibt uns
dann das Impedanzdiagramm des gesamten Stromkreises. In der Abbildung ist
eine induktive Belastungsimpedanz
vorausgesetzt. Das Admittanzdia-
gramm K, ergibt sich durch In-
version des Spiegelbildes K’ der
Geraden K. Dies ist ein Kreis, wel-
cher durch den Anfangspunkt geht
und dessen Mittelpunkt M auf der
Senkrechten zu K’ durch O liegt.

Am einfachsten bestimmt man
diesen Kreis, indem man den Kurz-
schluBpunkt 4, als den zu C’ kor-
respondierenden Punkt einzeich-
net. Multipliziert man nun den
MaBstab der Admittanzkurve mit
derkonstanten Primarspannung#,, ]
so stellt das Admittanzdiagramm AP 54 Brmittiung des Stromdisgrammes oiner Arbelte-
zugleich das Stromdiagramm dar,
wenn B, lings der reellen Achse abgetragen wird. Fiir eine beliebige Belastungs-
impedanz

z2=rZ+jx2=5_5=ﬁ+j»F—’5
erhalt man den Strom

J=0A.
Der KurzschluBistrom ist

Es ist ersichtlich, dal man den Stromkreis konstruieren kann, wenn der Kurz-
schlufistrom und der Phasenwinkel der Belastung bekannt sind.

Durch Transformation der Koordinaten 148t sich das Stromdiagramm in ein
Spannungsdiagramm umwandeln. Denn wenn E, die Spannung der Belastung
und E, den Spannungsabfall in der Leitung bedeuten, so ist

El =E, = —7:1'jk= 51’—074%
By=E,—J % =% (Jr—J)=7% A4, (225)
und B ~ L
E,=z,-J=2,-04.
Die Spannungen ergeben sich somit durch Multiplikation der Vektoren 04y,
AA; und 04 mit dem komplexen Faktor Z,.
4*
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Wihlen wir daher ein neues Koordinatensystem fiir die Spannungen so, da
O A, liings der reellen Achse fallt und gleich E; wird, so stellen O A die Spannung
E, und A4, die Spannung E, unmittelbar dar.

Das neue Koordinatensystem der Spannungen erhélt man also durch Drehung
des Koordinatensystems der Strome um den negativen Phasenwinkel des Kurz-
schluBstromes

— = — arctg?. (226)
1
Der prozentuale (algebraische) Spannungsabfall ist
o .El-—Ez_ OA,— A4, 04,
AE % = 100 ~5 —100-——-—0Ak —IOOOAk.

In der Abb. 55 sind die Leistungslinien und die Linie des Wirkungsgrades ein-
gezeichnet. Der Hochstwert der zugefiihrten Leistung tritt fiir den Belastungs-
punkt A, auf, fir welchen der Wirkstrom seinen Hochstwert erreicht. Kon-
struiert man die Senkrechte von M auf die Leistungslinie L, = 0, so erhélt man
den Belastungspunkt 4,, fiir welchen die Nutzleistung am groften ist.

Fir diesen Fall ist

0 A2 = A2 Ak
und somit
Jezg =2
oder
2, =12. (227)
Der Strom ist dann
J=1% cos (@r — ¢1)
_1E 1
2 4 co8 (P______k ; P2
oder
_5 1
Abb. 55. Leistungslinien fiir das Diagramm Abb. 54. 1 ]/2 (1 + cos (g — ®a))
(228)
Die zugefithrte Leistung ist
. Py = J2(ry + 1) = J?- 2, (cos ¢y, + cos @)
oder
py= L. 80 L0080 (229)

17 2% 1+ cos (g — @)

Aus dem Diagramme ersicht man, da die Gerade 4, M den geometrischen Ort
der Kreismittelpunkte fiir verschiedene, aber konstante Phasenverschiebungs-
winkel der Belastung darstellt, und daB der Hoéchstwert der Nutzleistung bei
kapazitiver Belastung groBer als bei induktiver Belastung ist. Die Nutzleistung ist
positiv fiir alle Belastungspunkte oberhalb der Geraden L, =0, d. h. sie wird
verbraucht. Unterhalb derselben wird sie negativ, d. h. die Belastung hat eine
generatorische Wirkung.
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19. Stromkreis mit mehreren Verlusten.

Wir haben bisher nur solche Verluste betrachtet, welche der zweiten Potenz
des Stromes proportional sind. Im allgemeinen kommen nun auch solche Verluste
hinzu, welche der zweiten Potenz der Spannung
proportional sind. So z. B. sind die dielektrischen Ay P

™
Verluste der Apparate und Leitungen sowie die Ver- £ EIE® 542

. o 7 2| B8 ol
luste durch mangelhafte Isolation und mit einer ge- s \z
wissen Annéherung auch die Eisenverluste der elek- s -

trischen Maschinen der zweiten Potenz der Span- Abb.56. Stromkreis mit mehreren
nung proportional. Bei den kreisférmigen Diagram- Verlusten.

men lassen sich diese Verluste in #hnlicher Weise wie die Stromwérmeverluste
darstellen. Dies soll fiir den in der Abb. 56 dargestellten Stromkreis gezeigt werden.

Die in der Konduktanz g, verbrauchte Leistung soll als die Nutzleistung be-
trachtet werden, wihrend die in der Admittanz y, verbrauchte Leistung die Ver-
luste der Belastungsapparate darstellen soll.

Es ist also die Nutzleistung gleich J%-7, = E3-g,, und die Verluste sind gleich
Ji-m+ Ef-94).

Wir ermitteln zuerst das Stromdiagramm der Schaltung unter der Voraus-
setzung einer konstanten Primérspan-
nung E;.

In der Abb. 57 ist
A, B" =b, und B"A}=g,. (230)

Die Gerade K, stellt somit das Ad-
mittanzdiagramm der Parallelschal-
tung dar.

Inversiert man diese Gerade in
bezug auf A}, als Inversionszentrum,
so erhalten wir den Kreis K, welcher
das Spiegelbild der Impedanzkurve in
der reellen Achse darstellt. Der Durch-
messer dieses Kreises ist

A;c—.B_' — %_ . (23 1) Abb. 57. Stromdiagramm des Stromkreises Abb. 56.

Bei KurzschluB (g, = 00) wird die Impedanz der Parallelschaltung gleich Null
und dieser Zustand entspricht dem Punkte A4}.

Bei Leerlauf (g, = 0) erhalten wir den zu Aj korrespondierenden Punkt Aj
des Impedanzdiagrammes. Wenn also die Belastungskonduktanz g, von Null bis
Unendlich wéchst, durchléuft der Endpunkt des Impedanzvektors

1
9o+ g2 — j b.
alle Punkte des Kreises von A4 iiber 4 bis 4;. Gehen wir von dem Punkte A}
um A; D = x, nach links und um DO = r; nach unten, so kommen wir zum
Punkte O. Parallel verschieben wir nun das Koordinatensystem von A} bis O, so
stellt der Kreis das Spiegelbild des Diagrammes der Gesamtimpedanz

_ . 1
z2=1r 4+ j2; +

Ja + g2 — 7 ba (232)
in bezug auf die reelle Achse dar.
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Das Admittanzdiagramm ergibt sich dann durch Inversion des Kreises mit
O als Inversionszentrum. Wir wihlen den MaBstab bei der Inversion so, da8 der
Kreis in sich selbst iibergeht. Wir erhalten so den Kurzschlupunkt 4, und den
Leerlaufpunkt 4,. Durch Anderung des MaBstabes stellt nun der Kreis auch das
Stromdiagramm bei konstanter Spannung dar. Der Endpunkt des Stromvektors
Jy = OA bewegt sich von A, lings des oberen Teiles des Kreises bis A,.
Der KurzschluBstrom wird

= — E
1k = o r = E_ll (233)
und der Leerlaufstrom
Jio= 04y = _Ll (234)
“1 + Ja — 7 b

Wiére nun g, = 0, so wiirden wir statt 4  den Punkt B als Leerlaufpunkt erhalten,
und der entsprechende Leerlaufstrom wiirde sein
E,
Zit+gb
Der Stromkreis 1a8t sich nun ohne Inversion in der folgenden Weise bestimmen.

Nach den Gln. (233) und (235) lassen sich die Vektoren 04, und O B leicht
berechnen, und wir tragen diese in das Koordinatensystem ein. Da nun
¥ (4x BB’) = 90°
ist, errichten wir im Punkte B eine Senkrechte zu O B und erhalten dadurch den
Punkt A} auf dem Vektor O A;. Dieser Punkt liegt auf dem Kreise und hat die-
selbe Ordinate wie der Kreismittelpunkt M. Dadurch wird der Kreis eindeutig

festgelegt.
Das Stromdreieck (04 .4,;) stellt in dem transformierten Koordinatensystem,

Jio=0B = (235)

welches durch Drehung des urspriinglichen Systems um den Winkel (— arctg - %‘)

hervorgeht, die Spannungen im Stromkreise dar.
Denn es ist

E,=E,—E,,
wobei
By =2-Jy=2-04;,
E_zzgl-j1=51'0_f1 (236)
und

Ez = E1’(j7c —‘J_1) =z, A 4,.
Die Leerlaufspannung der Belastung ist

Byo=%(Ju— J10) =% Ay Ay (237)
Die relative Spannungséinderung derselben wird somit
Ag A, — AA,
A4, (238)
und der relative Spannungsabfall der Ubertragung
04y — A4, (239)
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Die Strome J o und J.  der Belastung kénnen ebenfalls dem Diagramm entnommen
werden; denn wir haben

Jo=Ey-§a =21 YalJs — J) = 71T+ 44, (240)
Den Faktor (Z,- y/,) bestimmen wir am leichtesten, indem wir fiir den Leerlauf
setzen

jao='710 oder O_A«J:El'ga'mk-
Daraus ergibt sich
- 04, —
Jg=——-AA4;. 241
« = T, x (241)

Der Belastungsstrom J, wird somit

'72 = 31 - ja = .71 —;1'ga(jk - j1)-
Bei Leerlauf hat man

0= '—jm - jaoz jlo— El'??a'(Jk— Jm)-
Subtrahiert man die letzte Gleichung von der vorhergehenden, so erhélt man

To=(1+% 50 (Jy— J10) = (1 +2-7a) - A 4. (242)
Bei KurzschluB hat man
j2k='71k oder ﬁk=(1+51'?7a)'mk

und demnach wird

- 04,
T, = Ao A. 243
2 Io lk ( )

Es geht daraus hervor, daB diejenigen Strecken im Diagramme, welche den se-
kundéren Strémen proportional sind, nicht denselben MaBstab wie der Primir-
strom haben. Jede Strecke hat ihren eigenen MaBstab. Wir wollen nun zeigen, dal
alle Leistungslinien in dem Diagramme Geraden sind. Die Koordinaten des Be-
lastungspunktes A seien wieder mit (u, v) bezeichnet.
1. Die zugefiihrte Leistung ist dann
P1=E1"v=x1'L1, (244)
und die Gleichung L, —_—%-v = 0 stellt die Abszissenachse dar.
1
2. Der Leistungsverlust in der Impedanz 2, ist
P,=J%-r, =%.-L,. (245)
Weil 7, eine Konstante ist, stellt L, = 0 (siehe Abschn. 15) die_ Halbpolare des
Kreises in bezug auf den Anfangspunkt O des Stromvektors J, dar.
3. Die Gesamtleistung in der Belastung y, und g, ist
PG=P1—Pr=x1L1'—“rLr=%a‘Lu. (246)

L, =0 und L, = 0 sind lineare Gleichungen in % und v, und daher muB} die
Gleichung L, =0 auch linear sein. Sie stellt somit eine Gerade dar, welche durch
den Schnittpunkt der beiden Leistungslinien L, und L, geht.

4. Die Verluste in der Belastung sind

P, =E3-go="%,-L,. (247)
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Da g, konstant ist, stellt die Gleichung L, = 0 die Halbpolare des Kreises in
bezug auf den Anfangspunkt 4, des sekundéren Spannungsvektors E,=4,4
dar. Da nun 4, auf dem Kreise liegt, fallt die Halbpolare mit der Tangente des
Kreises im Punkte 4, zusammen.
5. Die Nutzleistung ist
Py =E3-g,.
Hierin sind sowohl E, wie g, verinderlich. Wir wollen daher, um diese Leistungs-
linie zu bestimmen, einen anderen Ausdruck fiir P, benutzen. Schreiben wir
P2=P1_Pr_Pg=Paf_"Pg=”aLa_xg'Ly=xz'L2’ (248)
so folgt hieraus, dal L, = 0 eine Gerade darstellt, und daB diese durch den
Schnittpunkt der beiden Lei-
stungslinien L, und L, geht.
In der Abb. 58 sind diese Lei-
stungslinien fiir das Diagramm
(Abb. 57) eingezeichnet.
Die Leistungslinien L, =0,
L, =0 und L, =0 lassen sich
unmittelbar konstruieren. Fiir die
Leistungslinie L, — 0 haben wir
nur den Schnittpunkt S, fest-
gelegt. Einen weiteren Punkt fin.
den wir, wenn wir beachten, daB
die Gesamtleistung in der Bela-
stung bei KurzschluB gleich Null
sein muBl. Die Gerade L, geht
daher auch durch den Punkt 4,
und ist somit vollstindig be-
stimmt. Man sieht leicht ein, daB
L, auch durch den Punkt B
Abb. 58. Leistungslinien des Stromdiagrammes Abb. 57. gehen muf.
Zum Schlu§ wollen wir noch
die Leistungslinie fiir die Gesamtverluste suchen. Wir haben
Pru=P'r+Pa=xr'Lr+xa'Lv=”raLra- (249)
L,, =0 ist also eine Gerade, welche den geometrischen Ort derjenigen Punkte
darstellt, fiir welche samtliche Verluste gleich Null sind. Diese Gerade geht durch
den Schnittpunkt der beiden Geraden L, und L,.
Wir konnen aber auch schreiben
P,,=Py—Py=u Ly —#3Ly, =%,,L,,. (250)
Die Gerade geht also auch durch den Schnittpunkt von L, und L, und ist damit
vollstindig bestimmt. Wir konnen jetzt die entsprechenden Verluste durch die
Abstiinde. des Kreispunktes 4 von diesen Leistungslinien messen.

P, =m-4AN,, P, =m, -AN,,
s = Mg AN,, P,,=my, - AN,,. (251)
P,=m,-AN,,
Der ‘Gesamtwirkungsgrad 148t sich, wie in Abschn. 17 angegeben, bestimmen.
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Am einfachsten findet man in einem gegebenen Falle die Mafstabfaktoren in
Gl. (251), indem man bei Leerlauf (r, = o0) und bei KurzschluB (r, = 0) die be-
treffende Leistung berechnet und den zugehérigen Abstand im Diagramm ausmiBt.

20. Verluste und Wirkungsgrad einer Arbeitsiibertragung
mit Spannungsregulierung.

In Abschn. 13, erstes Beispiel, ist die Spannungsregulierung einer Arbeits-
iibertragung mit beliebiger Stromkurve behandelt worden. Wir werden nun die
Annahme machen, daf die Strom-
kurve der Stromverbraucher bei
der konstanten Sekundérspan-
nung E, durch den Kreis K in
der Abb. 59 dargestellt sei. Die
Belastung besteht z. B. aus In-
duktionsmotoren. Wir wollen fir
diesen Fall den Verlust, die zu-
gefiibrte Leistung und den Wir-
kungsgrad der Ubertragung gra-
phisch bestimmen. Der Leitungs-
verlust ist

P.=J*r=mu,.L,
und wird wie gewoéhnlich durch
die Verlustlinie L, = 0 darge-
stellt, welche die Halbpolare des
Kreises in bezug auf den An-
fangspunkt O ist.

Die sekundir abgegebene Lei-
. geg © Abb. 59. Ermittlung der Leistungslinien und des Wirkungsgrades,
stung ist wenn die Stromkurve der Belastung ein Kreis ist.

Py=E;-J-cospy=E, - v=%,-L,,
wobei v die Ordinate des Punktes 4 auf dem Kreise bedeutet. Die Gerade L, = 0
ist also hier die Abszissenachse.
Die priméar zugefithrte Leistung ist
Py =P, + P, =Ey-v+ (v + v¥)r.
Schreiben wir die Gleichung des Kreises K in der Form
‘ 2
u2+02=2(,uu+vv-—g2—),
so erhalten wir
E 2
Plzul[,uu—l—(2—:,+v>v—%]=%1°111, (252)
wobei L, = 0 abgekiirzt die Gleichung der Leistungslinie bedeutet.
Man sieht nun, daB die Gerade L; = 0 durch die Schnittpunkte des Strom-
kreises K mit dem Kreise K, geht, deren Gleichung
E,\2  (E,\2
o B = () =
ist.
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Der Wirkungsgrad der Leitung n = %"1 fiir irgendeinen Punkt 4 der Strom-

kurve wird nun in der iiblichen Weise bestimmt, indem man eine Strecke parallel
zur Leistungslinie L, = 0 zwischen der Geraden L, = 0 und L, = 0 zeichnet.

21. Kompoundierung einer Arbeitsiibertragung.

Aus der Abb. 38 geht hervor, dal die Spannungserhéhung E; — E, nur durch
die GréBe und Richtung des Stromes der Leitung bestimmt wird, und da8 E,
und somit auch E; — E, konstant werden, sobald sich der Endpunkt A4 des
Stromvektors auf einem Kreis um den Mittelpunkt C bewegt. Die Stromkurve K
der Belastung der Anlage wird zwar selten eine solche Kreisform annehmen. Man

kann sich aber dadurch helfen, daf

man parallel zu der Belastung, also

zwischen die Klemmen der Sekun-

darstation, einen Stromverbraucher

bzw. Stromerzeuger schaltet, dessen

Strom J , so einreguliert wird, daB der

Vektor des Leitungsstromes J; einen

Kreis um den Mittelpunkt C be-

schreibt. Eine Arbeitsiibertragung, bei

welcher dies erreicht ist, nennt man

kompoundiert. Der Strom J, kann

ein reiner Blindstrom sein. Eine solche

zwischen die Sekundérklemmen ge-

schaltete Maschine, die den Blind-

Abb. 60. Kompoundierung einer Arbeitsiibertragung. strom J,, zu fithren hat, wird ein Pha-

senregler genannt. Als Phasenregler

148t sich beispielsweise ein iiber- bzw. untermagnetisierter Synchronmotor ver-
wenden.

In der Abb. 60 stelle die Kurve K, die Stromkurve der Belastung fiir konstante
Sekundirspannung E, dar. Der Strom ist

Ty = Jy(cos g, — jsin @y) = By(g, — 1 by).
FaBt man den Phasenregler als einen Stromverbraucher auf, so ergibt sich
j g = :f 1 j 0-
C ist der KurzschluBpunkt der Leitung mit der Impedanz
0B = E2% =E,-b,,

B0=E2% =E2‘91-

Ist K, ein Kreis um C mit der gewihlten konstanten Primarspannung , als Halb-
messer, 8o muB der Leitungsstrom J; = 04, und der von dem Phasenregler auf-

genommene voreilende Blindstrom J, o = Ay+ A, sein. Der Strom J, 1 hat gegeniiber
der Sekundéirspannung E, dieselbe Wirkkomponente J,cos ¢, = OH wie der



Allgemeiner Vierpol. 59

Strom J,. Seine nacheilende Blindkomponente ist gleich J, sin g, — J, = H 4,.
Der Strom J, 148t sich folgendermaBen berechnen:

(CB + OH)® + (BO + HA,?* = C 42

oder
1
Eg(gl + 92)% + (By(by + by) — Jp)2 = E%E = E} 3.

Hieraus ergibt sich

Jo = By(by + by) — V B3y} — B39 + 92)°- (254
Dividieren wir iiberall mit E, und setzen wir
g—z =« und ‘—;J.—: = by,
worin b, die Suszeptanz des Phasenreglers bedeutet, so erhalten wir
B —
bo = by by — |/ (L)' — (g1 + g2 (255)

Der Phasenregler verhilt sich, solange b, positiv ist, wie eine Kapazitit.
Der Blindstrom desselben ist immer durch die horizontale Entfernung der
beiden Kurven K; und K, gegeben. Schneiden sie sich, so wird in diesem Punkte
(8) Jy = 0. Wenn sie sich iiberschneiden, wird J, negativ, d. h. der vom Phasen-
regler aufgenommene Strom wird nacheilend, und der Phasenregler wirkt als eine
Induktanz. Der primire Phasenwinkel @, 16t sich durch den Kreis K’ mit dem
Mittelpunkte D darstellen (vgl. Abb. 38). Der Durchmesser dieses Kreises ergibt
sich wie folgt:

oC OFE
OB~ 0C
oder
op =90 _(EBp 1 _k
OB n/ p % z,

Schneiden sich die beiden Kreise K’ und K, so wird ¢, gleich Null fiir die Schnitt-
punkte. Dies tritt ein fir

5 _E
2y z
oder
B, % .
E—,l—d>z—1—Slntpk,

worin ¢, den KurzschluBwinkel der Leitung bezeichnet. Ist « = sin ¢, dann
berithren sich die beiden Kreise, und ¢, wird gleich Null fiir eine einzige Be-
lastung.

22. Allgemeiner Vierpol.

Ein Leitungsnetz von ganz beliebiger Zusammensetzung und mit den Primér-
klemmen P P und den Sekundirklemmen 8§ nennt man einen allgemeinen Vier-
pol. Wenn alle in dem Leitungsnetze vorkommenden Impedanzen von den
Werten der Stréme und Spannungen unabhingig sind, stehen letztere in
linearer Beziehung.
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Das Leitungsnetz kann dann immer durch das dquivalente Schema in der
Abb. 61 ersetzt werden, wobei z,, Z, und 2z, konstante Impedanzen bedeuten.

Mit Benutzung der Bezeichnungen in der Abb. 61 findet man durch einfache
Rechnung die Gleichungen

B=E(1+2)+h(E+a+22),
S o ay =1 ) (256)
Jl = Jz(l + E—a) + Ezz—a.

Befindet sich nun zwischen den Sekundirklemmen S8 eine verinderliche Tm-
pedanz Z,,, und wird die primire Klemmenspannung E, konstant angenommen,
dann beschreibt der Endpunkt des Stromvektors J, eine Kurve, die wir die Strom-
kurve genannt haben. In den vorhergehenden
Abschnitten ist gezeigt worden, wie man diese
Stromkurve mittels Inversion bestimmen kann.
Aus der Theorie der Inversion folgt unmittel-
bar, daB die Stromkurve nur dann ein Kreis ist,
wenn das Impedanzdiagramm 2z,, = 75, + j2,,
eine gerade Linie oder ein Kreis ist.

Von grofer praktischer Bedeutung ist der Fall, daB der Phasenverschiebungs-
winkel der Belastung konstant ist (s. S.248)

Abb, 61. Aligemeiner Vierpol.

té,7) % reette werte
43

tg oy = 2> = k. (257)

T2
Das Impedanzdiagramm der Belastung ist dann
eine gerade Linie, und wir wollen fiir diesen Fall

f_ 7 den Mittelpunkt und den Radius des kreisfor-
7 s migen Stromdiagramms rechnerisch bestimmen.
Setzen wir

Abb. 62. Erlﬁutzru(l;ﬁzgu den GI. (260) _ _
un . = .
Ey = Jy+ 29y = 135 (1 + jk) (258)

in den Gln. (256) ein, so ergibt sich
Zop[J1 (21 + 20) — By) = (Za + Za) By — J1(Z1%a + Zaza + 237 %4) - (259)
Fithren wir nun die rechtwinkligen Koordinaten (&, 5) ein (Abb. 62), so ist
Jy =0+ j&. (260)
Dies in Gl. (259) eingesetzt, ergibt nach Trennung der reellen und imaginiren

Teile zwei Gleichungen zwischen &, n und 7,,. Aus diesen 1Bt sich r,, eliminieren,
und wir erhalten dann die Kreisgleichung

A&+ + BE+ Cn+ D=0. (261)
Hierin ist
A= {Z [, + 7, + k(rs + 72)] + Z[21 + 2 + k(ry + 1]
+ 2(n7s + 7,7,) (2 + k"z)} s
B = 2 By {12, + 2,2, + 3%, + 572 + k(2173 + 2170 + 2,72)},
C=—2E,{rnz, + 1z, + 1,2 + k(ri7y + ri7s + 1374 + 3 23)},
D= E’lz{xz + 24 + k(ry -+ 7'a)}'

(262a)




Einleitung.
Die Koordinaten des Kreismittelpunktes sind somit

—_B. - _C
b=—3545 Y= "34

]/ D
e=yw+r——.

Die Tangente von O an den Kreis ist

0N=t=V£.

und der Kreisradius ist

Ay
¥
52 102 N,
nx Ranaf s Z
£=5000V
7* IR ) < V3 1414
i tE = 0 \/

Abb. 63. Zur rechnerischen Ermittlung eines kreisformigen Stromdiagrammes.
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(262b)

(262¢)

(262d)

Beispiel. Fiir den in der Abb. 63 dargestellten Fall (vgl. Abschn.19, Abb.56 und das

Schema eines asynchronen Drehstrommotors. IV. Teil, Abb. 279) haben wir
k=0; r,=580; r,=1721Q2; 1r,=0;
E, =5000V; x=102; z,=43120; 2y =0.

Somit 22 =1} 4+ 22 =1250Q,
22 =12 4 22 = 2156 Q.
_ Ti%, + 42 431 41078
p=—E s T a2 37560 + 5390 — — 2%0-
- "M% _gopp. 2 4BL
v= B e, — 5090 51560 + 5300 — 20
Bz

2 2 2 __ 1% _ —

e?=pu2+v iz, T s, 1600 + 78400 — 40000 = 40000
oder o = 200.
Wahlen wir z. B. den MafBistab 1 cm = 155 A, so wird

p=—18cm; » = 0,26 cm; o =13cm.

Viertes Kapitel.

Verhalten des Eisens bei stationérer
Wechselstrommagnetisierung.

Einleitung.

'Die magnetische Feldstirke H an irgendeiner Stelle erzeugt die magnetische

Induktion B. Wirkt H auf einen magnetischen Kérper, so tritt in diesem eine

magnetische Polarisation auf, so daB im Innern des Magneten
B=H+4nJ.
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Im allgemeinen haben die Vektoren H und 4nJ verschiedene Richtung. Ist

der Korper in magnetischer Beziehung ein homogener Korper, so gilt
B=uH, (263)

worin g die magnetische Permeabilitit heiBt. J heiBt die Magnetisierungs-
stdrke und ist gleich dem magnetischen Moment pro Volumeneinheit

= M
J=7.
Die magnetische Umlaufspannung ist definiert durch
§H-ds=04miw, (264)

wobei H, die Komponente der magnetischen Feldstirke H in der Richtung des
Wegelementes ds bedeutet und (¢w) die Amperewindungszahl ist, welche mit
dem geschlossenen Integrationswege s verkettet ist.

Schreiben wir Gl. (264) in der Form

1 .
émﬂs’ds—@w,

1
04n

so ist

aw = H,~08H, (265a)
die Amperewindungszahl pro cm Weglinge des Integrationsweges.
Wihlt man eine Kraftlinie als Integrationsweg, so wird

aw~ 0,8H (265b)
und

B=04n -p-aw~125-u-aw. (265¢)

Man hat schon lange gewuBt, da der Paramagnetismus im wesentlichen von
dem molekularen Aufbau des Stoffes abhiingig ist. Untersucht man z. B. Kristalle
aus ,,Pyrrhotit (Fe,-S;), so findet man drei aufeinander senkrechtstehende
Symmetrieebenen derart, da8 der Kristall in einer Richtung senkrecht zu diesen
Ebenen leichter magnetisierbar ist als in irgendeiner anderen Richtung. Die
magnetischen Eigenschaften in einer solchen Richtung sind sehr einfach®. Ist
der Kristall zu Anfang unmagnetisch, so bleibt er unmagnetisch, bis die magneti-
sierende Feldstirke H einen kritischen Wert H, erreicht. Beim Uberschreiten
dieses Wertes steigt die Stirke der Magnetisierung (J) fast plétzlich auf den
Sittigungswert (J,) und behilt diese Stirke bei, bis die magnetisierende Feld-
stirke den Wert — H, erreicht. Dann schligt die Stirke der Magnetisierung fast
plotzlich in den Wert — J, um. Ein solcher Kristall hat also eine nahezu recht-
eckige Hystereseschleife vom Flicheninhalt 4 H,-J,. Nach Warburg stellt dies
die in Wirme verwandelte Arbeitsmenge fiir 1 cm? des Stoffes dar. Der Vorgang
ist also nicht umkehrbar. Der Magnetisierungsvorgang in einer anderen Richtung,
welche nicht mit einer der drei Hauptachsen zusammenfillt, ist stetig?.

1 WeiB, P.: J. Phys. 1905 und 1907.
2 Beziiglich der neueren Theorien des Magnetismus sei auf ,,Theorien des Magnetismus.
Aus dem Amerikanischen iibersetzt von J. Wiirschmidt¢: Fr. Vieweg & Sohn, verwiesen.
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Man hat hieraus geschlossen, daB die magnetische Polarisation des Eisens
eine Eigenschaft von Molekiilgruppen ist. Bei hohen Temperaturen werden die
Molekiilgruppen zerstort, und das Eisen zeigt sich dann nur schwach magneti-
sierbar. Wenn ein Stiick Eisen von Hellglut sich abkiihlt, wird das Gliihen wegen
des Wirmeverlustes immer schwicher, bis die Temperatur auf etwa 7500 C ge-
sunken ist; dann leuchtet es wieder auf. Bei dieser Temperatur findet also eine
Umwandlung innerer Energie in Wirme statt. J. Hopkinson! zeigte, daB die
Temperatur, bei der dies stattfindet, genau dieselbe ist, bei welcher die magneti-
schen Eigenschaften sich #ndern und das Eisen aufhért, ferromagnetisch zu sein.

Es gibt auch eine andere aber weniger ausgeprigte kritische Temperatur
(12800 C), bei welcher die Permeabilitit sich plotzlich &ndert. Solche Eigenschaften
besitzen iibrigens alle anderen ferromagnetischen Stoffe.

Die magnetischen Eigenschaften des Eisens sind in hohem MaBe von der Art
und Menge fremder Stoffe abhiéngig, welche im Eisen vorhanden sind oder zu-
gesetzt werden. Von groBem EinfluB} sind z. B. Kohlenstoff, Silizium, Aluminium,
Mangan und Nickel.

Bei den metallurgischen Prozessen nimmt das Eisen auch Gase auf, welche
einen nicht unwesentlichen EinfluB auf die magnetischen Eigenschaften haben.

Eisen-Kohlenstofflegierungen. Das FEisen kommt bei verschiedenen
Temperaturen in drei verschiedenen Modifikationen «-, §- und y-Eisen vor. Von
diesen ist nur das «-Eisen oder ,,Ferrit* stark magnetisch und kommt bei gew6hn-
licher Temperatur vor. Bei Temperaturen iiber etwa 750°C kommt sowohl
das - wie das y-Eisen vor, ersteres, welches keinen Kohlenstoff enthilt, zwar
nur in einem kleinen Temperaturintervall bis 900° C. Das y-Eisen enthilt bei
750° C etwa 0,9% und bei 1150° C etwa 1,7% XKohlenstoff in fester Lésung.
Wenn Eisen mit weniger als 0,9% Kohlenstoff sich langsam abkiihlt, scheidet
sich der geloste Kohlenstoff aus, und zwar in Form von diinnen Lamellen aus
Eisenkarbid (Fe;C), welche durch Lamellen aus o-Eisen voneinander getrennt
sind. Unter dem Mikroskop betrachtet, hat dieses Eisen einen perlmutterdhnlichen
Glanz, und man nennt es aus diesem Grunde ,,Perlit‘. Bei 0,9% Kohlenstoff
(eutektische Legierung) verteilt sich das Eisenkarbid gleichmé&8ig iiber die ganze
Eisenmasse. Bei noch héherem Kohlengehalt scheidet sich Kohle als Eisenkarbid
schon bei hoherer Temperatur als 750° C aus und bildet Korner oder massive
Platten von groBer Hirte, sogenanntes ,,Zementit*. Das iibrigbleibende Eisen
wird daher drmer an Kohle und enthilt bei 750° C wieder 0,9 % Kohlenstoff
und geht dann in Perlit iiber. Bei gewShnlicher Temperatur besteht also ein
solches Eisen aus einer Mischung von Perlit und freiem Zementit. Bei plotzlicher
Abkithlung kénnen die eben genannten Ausfdllungen teilweise unterdriickt
werden, und man erhélt dann aus der festen Losung das sogenannte ,,Martensit‘,
einen charakteristischen Bestandteil des gehérteten Stahls.

Eisen-Nickel-Legierung mit 30% Nickel ist bei gewshnlicher Tempera-
tur nahezu unmagnetisch, wird aber bei Abkiihlung unter 0° C wieder magneti-
sierbar. Die von Arnold und Elmen (1923) hergestellte Legierung mit 78,5%
Nickel, die unter dem Namen ,,Permalloy‘ bekannt ist, ist nach geeigneter
thermischer Behandlung magnetisch auBerordentlich weich. Die Anfangsperme-
abilitidt p, ist etwa 6000 und die maximale Permeabilitit pmax ist etwa 100000.

1 Phil. Trans. A. 180, 443 (1890).
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Die Koerzitivkraft H,, ist kleiner als 0,05 GauB und die Stirke der Magnetisierung
bei Sattigung J,, & 700.

Eisen-Silizium-Legierungen (bis 5% Si) werden fiir Dynamobleche
benutzt, und ihre Eigenschaften werden spiter niher erortert.

23. Die Verluste durch Hysterese im Eisen.

Wird ein Stiick Eisen durch Wechselstrom magnetisiert, so wird, wie eben
erwihnt, die magnetische Induktion B, im Eisen nicht eine einwertige Funktion
der Stiarke des magnetischen Feldes H, sein.

Magnetisiert man den Eisenring in der Abb. 64 zyklisch, 8
indem man die magnetische Feldstirke H
gleichmiBig zwischen den Werten + Hyax W/@&
und — Hpax éndert, so dndert sich B, nach w1

einer schleifendhnlichen Kurve, der sogenann- J // 1g%2m)
ten Hystereseschleife (Abb. 65). Der Fli-

cheninhalt dieser Schleife gibt ein unmittel-

bares MaB der Arbeit, welche pro cm?® des
.&2&34.]513{':%; Eisens verbraucht wird, wenn die Magneti- Abb. €5, iy otarcse-

sierung eine Periode durchliuft (Warburg).
Diese Arbeit 4, heillt die Hysteresearbeit und ist somit gleich

1 Er,
iz 56 H,-dB, _Et. (266)
Die FlichengréBe der Hystereschleife ist
Fy=4¢H,-dB,; (267)
also ist
1 Er
4= -Fg 5. (268)

Bezeichnet man mit aw; den Augenblickswert der magnetisierenden Ampere-
windungen fiir 1 ecm Kraftlinienweg, so ist

H,=04n-aw,
und folglich
1 E
4, = Tﬁfﬁ aw,-dB, _=. (269)

Wenn der Hochstwert der magnetischen Induktion im Eisen wichst, so
nimmt die FlichengréBe der Hystereseschleife und damit die Hysteresearbeit
zu. Man findet, da8 A4, schneller als die Maximalinduktion B zunimmt.

Ch. P. Steinmetz hat die Beziehung zwischen 4, und B fiir eine Reihe ver-
schiedener Eisensorten experimentell untersucht und hat die folgende empirische
Gleichung aufgestellt:

Ay =7n-B4 FErg, (270)
fiir 1 cm?® und 1 Periode des Wechselstromes. Die GréB8e 7 wird die Hysterese-

konstante genannt. Fiir weiches, ausgegliihtes Dynamoblech findet man fiir 5
Werte zwischen 0,001 und 0,003. Ist die Periodenzahl der Ummagnetisierungen
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in der Sekunde gleich f, so wird der Verlust durch Hysterese

Erg .
P, =mn-f-B4 ot 0 der Sekunde,
w
= 7]-f-B1‘6- 10—7‘0;15:
w
dm3’

—n-f-B*-10-4 (271)

Wenn wir diese Formel durch 1000%¢ = 63100 dividieren und damit multipli-
zieren, so bekommen wir die fiir die Rechnung bequemere Formel
B f\( B\ W
P, = 6317 (555) (000) e (272)
Setzen wir
g, = 6317, (273)

so wird ¢, = 0,63 bis 1,9 fiir die oben angegebenen Werte fiir #.

Wie aus den Versuchen von Steinmetz hervorgeht, ist der Wert fiir 5 je-
doch keineswegs konstant fiir eine gegebene Eisensorte, sondern wichst fiir
Induktionen oberhalb des Knies der Magnetisierungskurve. So ist z. B. der
prozentuale Zuwachs von # fir Dynamoblech

A4n Y B 2
21100 ~ 0,3- (m — 5) , (274)

wenn B > 5000 und % = 0,00137 fiir B = 5000. Rud. Richter hat fiir den
Hystereseverlust die Formel

Pp=aB +b- B (275)

aufgestellt. Diese Formel ergibt bessere Naherungswerte als die Steinmetzsche,
verlangt aber die Ermittelung der beiden Konstanten a und b fiir zwei verschieden
hohe Induktionen.

24. Die induzierte elektromotorische Kraft.
Ist die Klemmenspannung der Wicklung eines Eisenringes (s. Abb. 64)
€, = — ]/EEk-sinwt, (276)

50 flieBt in der Wicklung ein Strom, der sogenannte Magnetisierungsstrom, der
in dem Eisenring einen magnetischen KraftfluB @ erregt und in der Wicklung
eine EMK

eg=— 229 10y (277)
induziert.
Ist » der Ohmsche Widerstand der Wicklung, so ist
e+ e, =1r. (278)

‘Wenn (i7) klein ist, so kénnen wir angenihert setzen:

en = —eg =X D 1675 = /2. Bysin oot (279)

Bragstad, Wechselstrommaschinen. 5
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Hieraus folgt
w® 108 = }2 .- K, fsinwt-dt= - VE%-coswt,

@ = V2% - sin (wi — 7 )- 108, (280)

Wir sehen hieraus, daB, wenn die aufgedriickte Spannung sich nach einer Sinus-
funktion andert, der InduktionsfluB @ sich auch nach demselben Gesetz indert.
@ ist aber um 90° gegeniiber der Klemmenspannung phasenverzogert, eilt also
gegen die induzierte Spannung um 90° vor.

Der Hochstwert des Induktionsflusses ist

Y2 E _ EB,-108
@max - én—f ¢ 7 . 108—— m (281)
Setzen wir vorlaufig E, = E,, so wird die induzierte Spannung
E, =444 -f-w- Dy, -10-8V. (282)

Wir wollen nun die Annahme, dafl die aufgedriickte Spannung Sinusform haben
soll, fallen lassen und dafiir eine beliebige periodische Funktion der Zeit voraus-
setzen. Nur sollen immer solche Momentanwerte, die um eine halbe Periode aus-
einanderliegen, numerisch gleich sein und entgegengesetztes Vorzeichen haben.

(ex)y = — (%)H%- (283)

Die Spannungskurve hat dann nur ungerade Harmonische.
Weil ganz allgemein
dd

ek:—ea:w.m-

CGS-Einheiten , (284)
so ist

L dt Xk 5

@:Efek- t - konst . (285)

Die Kurve fiir den Induktionsflufl @ als Funktion der Zeit ist also, von der
Integrationskonstanten abgesehen, die Inte-

& gralkurve der Spannungskurve iiber der Zeit
e ¢ (Abb. 66). Legt man die Grenzen bei der In-
h . tegration so, daf3 das Integral ein Maximum
v\ " wird, so bezeichnet man
Ly mi P L
t=0 - T
5 N\ s
Abb. 66. Der Induktionsflus als Integralkurve Tf e At = By mige (286)
der Spannungskurve dargestellt. P)

als den Mittelwert der periodischen Spannung; dieselbe durchliuft eine positive
Halbwelle wahrend der Zeit von ¢ bis ¢ -} ?T und eine negative Halbwelle

wihrend der Zeit von ¢ —21—1 bis t 4 7.

" Nun folgt aus GI. (285), daB die Kurve des Induktionsflusses ebenso wie die
Spannungskurve nur ungerade Harmonische enthalten kann. Es muf8 daher
moglich sein, die Integrationskonstante so zu wihlen, daB

¢,+k=—(¢t+%+k>=—¢m, (287)
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oder
Dy =— Doy — k,
@Hgl =@, — k.
2
Dann ist
1+
1
Efek-dt = ¢t+§ — @D, =20+
t
also ist .
Ek mittel — ? W ¢max = 4f -w Qmax CGS-Einheiten ’
B it = 4f - w+ Dppy - 1078V, (288)
Ist k; der Formfaktor der Spannungskurve, so ist
Ey=4Fkf-w: Dy, 1078V, (289)

25. Die Form der Stromkurve bei sinusformiger EMK.

Wir wollen jetzt die Form der Stromkurve untersuchen, wenn wir einen
Eisenring von der in der Abb. 64 dargestellten Art mit Wechselstrom magneti-
sieren, und die zugefiihrte Spannung sinusférmig ist. Den Spannungsverlust in
der Wicklung nehmen wir so klein an, daB ohne merklichen Fehler die induzierte
EMK in jedem Moment der zugefiihrten Spannung gleich und entgegengesetzt
gerichtet angenommen werden kann.

Dann muB, wie gezeigt, der Induktionsflu @ in dem Eisenring sich auch
nach einem Sinusgesetz @ndern. Der Magnetisierungsstrom dagegen wird einem

Abb. 67. Konstruktion der Kurve des Magnetisierungsstromes aus der Hystereseschleife bei sinusférmiger
Spannung.

anderen Gesetze folgen, weil die Permeabilitit nicht eine Konstante ist. Die
Stromkurve kénnen wir auf graphischem Wege bestimmen.

In der Abb. 67 ist links die Hystereseschleife gezeichnet und rechts die sinus-
férmige Kurve des Induktionsflusses @,. Die Konstruktion der Stromkurve i,
geht aus der Abbildung hervor. Man sieht, daB die Stromkurve deformiert wird,
und auflerdem wird sie gegeniiber dem Induktionsflusse in voreilender Richtung
phasenverschoben. Die Kurve des Magnetisierungsstromes i, kann in eine Grund-
harmonische ¢, und in eine Kurve ¢;, welche die hcheren Harmonischen ent-
halt, zerlegt werden. Der Strom i, eilt dem Induktionsflusse um den Winkel

<% - (pl) vor, gegeniiber der induzierten Spannung somit um den Winkel ¢, nach.
b*
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Wir haben demnach

g = 1y + ig. (290)
Setzen wir fiir die induzierte Spannung
e =12 E, -sinwt, (291)
so wird
iy =72+ J;-sin(wt — @y). (292)
Der Strom J; hat die Wirkkomponente
Jiw=Jy-cO8¢,, (293)

und da der Strom i;, welcher nur hohere Harmonische enthélt, sich gegeniiber
der aufgedriickten Sinusspannung wie ein Blindstrom verhélt, so stellt J;,, den
ganzen Wirkstrom dar. Wenn wir von dem Einfluf der Wirbelstrome absehen,
so ist der Hystereseverlust

Po=E, Jyy=Ey Jou. (294)

Die Wirkkomponente J,,, des Magnetisierungsstromes findet man daher un-
mittelbar, indem man die zugefithrte Leistung P, und die Spannung E, miBt.
Die Blindkomponente des Magnetisierungsstromes setzt sich zusammen aus der
Blindkomponente der ersten Harmonischen J;; und dem Effektivwerte der
hoheren Harmonischen J;. Diese Komponente kann daher ersetzt werden durch
einen #quivalenten Sinusstrom von dem Effektivwerte

Jon = V3 + J3. (295)

Der ganze Magnetisierungsstrom kann nun ersetzt werden durch einen équiva-
lenten Sinusstrom von dem Effektivwerte

Jo= Vot J2u=VTiy+ Jtu+ Ji = VI + Ji. (296)
In symbolischer Darstellung wird
Jo="Jow—jJaun- (297)
Graphisch kann der Magnetisierungsstrom wie in der Abb. 68 dargestellt werden.
Hierin ist
O0A=Jyp="Juu,
OB = Jyu,
BC=J,,
0C = J,, =00,
0D=J,,
oD =J,.

Abb. 68. Diagramm de . . . . . .
Magnetisierungsstromes. Mit man die zugefithrte Leistung P,, die effektive Span-

nung E, und den effektiven Magnetisierungsstrom J,, so
kann man den Vektor des dquivalenten Sinusstromes gleich bestimmen; denn
es ist

P,=E, J,-cos¢,=E, - J,-sina=E; - J,, (298)
und folglich
sina = pts Jew= 0% Jun= VI T (299)
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Den Winkel a, um den der dquivalente Sinusstrom des Magnetisierungsstromes
dem Induktionsflusse vorauseilt, heiBt nach Steinmetz der Hysteresewinkel.

Das Verhaltnis
Js
Yo = E (300)
ist die effektive Admittanz (Scheinleitwert; der magnetisierenden Wicklung.
Ebenso setzt man

Jow=dJ,-sina=E,-g,
w o Sina ) (301)
und Jabl:Ja‘COS“:Ea‘ba,
wobei g, die effektive Konduktanz (Wirkleitwert) und b, die effektive
Suszeptanz (Blindleitwert) bedeuten.

Berechnet man zu g, und b, den entsprechenden effektiven Widerstand und
die entsprechende effektive Reaktanz, so wird

a b(t
ra:Z—z; xa=ﬁ. (302)

Dabei stellt r, den zusitzlichen Ohmschen Widerstand dar, den man sich in
der magnetisierenden Wicklung denken miiite, wenn der Hystereseverlust P,
von dem Magnetisierungsstrome in diesem Widerstand geleistet wiirde, d. h.
es ist

P,,—-Jgra
P
oder rﬂ:Tg’
_1_ & (303)
za—E—J—a’
(E . 2 __ p2
X, = zg__,rgzﬂa‘]a) h,

Ja
Man nennt:

x, die effektive Reaktanz (Blindwiderstand),

r, den effektiven Widerstand (Wirkwiderstand) und

z, die effektive Impedanz (Scheinwiderstand)
der Magnetisierungswicklung, und diese GrofSen lassen sich aus den gemessenen
Werten fiir P,, E, und J, genau so berechnen, als ob man mit einem Sinusstrome
zu tun hatte.

26. Die Verluste durch Wirbelstrome.

Bei der Magnetisierung des Eisens mittels Wechselstrom treten im Eisen
immer Wirbel- oder Foucaultstréme auf. Sie wirken nach dem Lenzschen Gesetz
entmagnetisierend und bewirken eine Erwiarmung des Eisens unter entsprechen-
der Energieaufnahme. Bei den rotierenden Maschinen wird der Verlust teils
durch die mechanischen Krifte, welche die Bewegung bewirken, teils elektrisch
geleistet.

Zur Verminderung der Wirbelstromverluste baut man Eisenteile, die einen
veranderlichen Induktionsflu fithren sollen, aus diinnen, isolierten Blechen oder
Drahten auf. Die Teilfugen miissen parallel zu den Induktionslinien verlaufen,
weil die Wirbelstréme immer in Flichen, welche senkrecht zu den magnetischen
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Induktionslinien stehen, sich zu schlieBen suchen. Gewdhnlich besteht die Isola-
tion aus Papier oder Lack.

Den Verlauf der Wirbelstrome in Drihten oder Blechen zeigt die Abb. 69.
Vorausgesetzt ist dabei, daB die Induktionslinien senkrecht zu
der Zeichenebene verlaufen.

Im folgenden sollen nun die Wirbelstromverluste fiir einige

besondere Fille berechnet werden
@ LI::q und zuerst unter der Annahme,
daf die Induktion sich gleich-
P . Abb. 70. Erlduterung
Abb. 69._Verlauf der Wirbelstrome in ~ m#Big {iber den ganzen Quer- yden Gl (305) und
Drihten bzw. Blechen. schnitt verteilt. (310).

a) Das Eisen sei aus Drihten zusammengesetzt (Abb. 70). Der Induktions-
fluB sei iiber den Drahtquerschnitt gleichméBig verteilt und der zeitliche Maximal-
wert der Induktion sei B.

In einem Ring vom Radius x wird induziert

E,=4.k-f-na® B-108V, (304)
Fiir eine Drahtlinge von 1 cm ist der Widerstand des Ringes von der Stirke dx

2nx
PP

wobei ¢ den Widerstand in Ohm fiir 1 cm?® des Eisens ist. Der Stromwirme-
verlust in dem betrachteten Ring ist dann

1 4 1
Eﬁ-?-éﬂ—xx:8nk,2-f2-—g~-B2-x3-dx-10-16W. (305)
Hieraus findet man den Stromwérmeverlust fiir 1 cm Drahtlinge gleich
a2
B 2l ep.pe -16 W
J.mdx—gg kP-f2.B2.d*-10-16 W. (306)

2
Dividieren wir diesen Ausdruck durch das Volumen lz— -1 em3 und messen wir

d in mm und das Volumen in dm3, so ergibt sich

11 w
pwz??.kf.fz.BZ.dz.10—155111_1_3 (307)
oder
. f k] . B 2 W
Py =04 [d 105" 1500 | am- (308)
wobei zur Abkiirzung
1
Gy = 2—9— .10-5
gesetzt wurde.
Fir Schmiedeeisen ist ¢ = 5-10~5 bis 10-5 _2 ;. Hieraus folgt ¢, = 0,1
cm - cm

bis 0,5.

b) Wir wollen jetzt die Annahme fallen lassen, da8 der InduktionsfluB iiber den Draht-
querschnitt gleichmaBig verteilt sein soll. In der Wirklichkeit werden die Wirbelstrome, die
ja dem InduktionsfluB entgegenwirken, eine ungleichmiBige Verteilung des Induktionsflusses
wverursachen, und zwar so, daB die Induktion B in der Mitte des Drahtes am kleinsten wird
und gegen die Oberfliche des Drahtes hin zunimmt.
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Bezeichnen wir mit e, die induzierte EMK fiir 1 cm Linge des Kreises mit dem Radius «,
so wird in dem Kreise mit dem Radius (z 4 dz) eine EMK (e, + de,) fiir jeden cm Lange
induziert. Es ist also e, die elektrische Feldstarke im Abstande x vom Mittelpunkt des Drah-
tes. Der Zuwachs de, der EMK riihrt her von dem Zuwachs des Induktionsflusses, wenn man
von dem Kreise mit dem Radius z auf den mit dem Radius (z + dx) tibergeht. Dieser Zu-
wachs des Induktionsflusses ist

d®,=B,-2ax-dx. (309)

Nach dem Faraday-Maxwellschen Induktionsgesetz muf also

d¢”=—2nx-dz-de

33-27105—(em—[—de,,)27z(x—l—-dac)=——d?~ 7t

(310)

sein, oder
e, de, dB,
= T T @ (311)

Um hieraus die Induktion B, zu bestimmen, miissen wir eine zweite Beziehung zwischen e,
und B, suchen. Diese ergibt sich aus dem elektromagnetischen Grundgesetz, welches sagt,
daB sich die Induktion B, vom Radius z bis zum Radius « + d um den Betrag vergrolert,
der der MMK des im Kreisringe induzierten Stromes entspricht. Da der Widerstand des
Ringes von der Stirke dz und fiir eine Drahtlinge 1 cm den Wert

2ax
dx

[4
hat, und die induzierte EMK
e,-2mx

ist, entsteht in dem Kreisringe ein Strom von der Stirke

di, — ”_Ed_” (312)

Beriicksichtigen wir, daB dieser Strom dem induzierenden Magnetfeld entgegenwirkt, so
erhalten wir die Zunahme der magnetischen Feldstiarke

e, -dx

dH,= —4dndi,= —4n (313)

Unter der Annahme, daB die Permeabilitit u als konstant betrachtet werden kann, erhalten
wir die Zunahme der Induktion

dB,=—4n%-ex-d:v. (314)

Gehen wir jetzt zu den symbolischen Werten iiber, indem wir setzen

e,=7§~ﬁ-ejwt; ix=]/§-j-e7"’"; B,=}/—2_-§-ejw”; I

des _5dE o dB, s o = g (315)
PPl b FRLA g —V2ie-B-em l
dann erhalten wir aus den Gln. (311) und (314)
E dE . +
zTaz=1® B, ]
iB (316)
22 _ 4t .E [
dx 0
Durch Einfithrung von E aus der zweiten Gleichung in die erste erhalten wir
B 1dB now
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Diese Differentialgleichung fiihrt auf Zylinderfunktionen, auch Besselsche Funktionen ge-
nannt!. Weil die Induktion innerhalb des Drahtes nicht unendlich werden kann, kommen
hier nur die Besselschen Funktionen erster Art in Frage.

Wir setzen zur Abkiirzung

zz=,-4n’i99, z.=1_;;27. 47:“%::(1-]—_1')2%,/2'“”—0)9 (318)

und erhalten dann als Lésung der Differentialgleichung (317)

B=4.J,(kx), (319)
worin J, (I;x) die Besselsche Funktion nullter Ordnung bedeutet.
12)2 12)8 12)8
SACES PR /AN L <) (320)

Die Konstante 4 kénnen wir z. B. dadurch bestimmen, daB wir die Induktion an der Ober-
fliche des Drahtes als bekannt annehmen und setzen

B = Bpax fir z=r.
Dann wird

ol

5 Jo(

B = Brax x) .

Jolkr)

|

(321)

5

Aus der Gl. (318) geht hervor, daB % ein Vektor ist, welcher mit der reellen Achse den Winkel
459 bildet, und dessen Modul

k= V4 n “Tw (322)
ist. )
Schreiben wir daher
Jo(kx) = Jo(z < 45° = p < ¢°, (323)
wobei -
z:k-x:Véln'uTw-x, (324)

dann kénnen wir den Wert von J, (z < 45°) in Polarkoordinaten (» < @) (d. h. den vek-
toriellen Wert dieser GroBe) aus der nachfolgenden Tabelle entnehmen.

In der ersten Kolonne sind die Werte von z aufgefiihrt. In der zweiten Kolonne sind die
zugehdrigen Werte des Moduls p der Besselschen Funktion und in der dritten Kolonne be-
finden sich die zugehdrigen Phasenwinkel ¢ gegeniiber der reellen Achse.

Aus der Tabelle geht hervor, da8 der Phasenwinkel @ = 1800 ist fiir z = 5,05.

Wenn daher der Radius des Drahtes so gro8 ist, daB

k-r, = 5,05

wird, so hat die Induktion B, in der Mitte des Drahtes die entgegengesetzte Richtung v n
der Induktion B, an der Oberfliche.

Setzen wir z.B. u = 2000, ¢ = 10000 CGS, f — 501%, s0 wird

= 5_5083 = 0,18 em.

somit

1 Siehe Jahnke u. Emde: Funktionentafeln.
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Tabelle 3. Die Besselsche Funktion nullter und erster Ordnung mit
halbimagindrem Argument.
[Beispiel: J, (2,5 <C 45°) = 1,5111-¢ ™% ; J, (5,6 <€ 45°) = 8,437.¢ 117473 ]
Jo (= < 459) Iy (2 < 45 o (z < 45%) Ty (2 < 459
2 4

Do ®o° P ?,° Do ®o° D @.°
0,1 | 1,0000 0,15 0,0500 |—44,931] 5,1| 6,6203| 183,002 6,1793 97,5633
0,2 ] 1,0001 0,567 | 0,1000 |—44,714] 5,2| 17,0339 | 187,071 6,5745 | 101,518
0,3 | 1,0002 1,283 | 0,1500 |—44,350] 5,31 7,4752{ 191,140 6,9960 | 105,504
0,4 | 1,0003 2,283 | 0,2000 |—43,854] 5,4| 17,9455 195,209 7,4456 | 109,492
0,5 | 1,0010 3,617 | 0,2500 |—43,213] 5,5| 8,4473 | 199,279 7,9253 | 113,482
0,6 | 1,0020 5,150 | 0,3001 |—42,422] 5,6| 8,9821| 203,348 8,4370 | 117,473
0,7 1 1,0037 7,000 | 0,3502 |—41,489] 5,7} 9,5524 | 207,417 8,9830 | 121,465
0,8 | 1,0063 9,150 | 0,4010 |— 40,358] 5,8 10,160 | 211,487 9,5657 | 125,459
0,9 | 1,0102 11,550 | 0,4508 |— 39,207 5,9] 10,809 | 215,556 | 10,187 129,454
1,0 | 1,0155 14,217 | 0,6014 |— 37,837] 6,0| 11,501 | 219,625 | 10,850 133,452
1,1 ] 1,0226 17,167 | 0,56508 |— 36,3433 6,1 12,239 | 223,694 | 11,558 137,450
1,21 1,0319 20,333 | 0,6032 |—34,706] 6,2]| 13,027 | 227,762 | 12,313 141,452
1,3 | 1,0436 23,750 | 0,6549 |— 32,928) 6,3] 13,865 | 231,830 | 13,119 145,454
1,4 ] 1,0584 27,367 | 0,7070 |—31,011] 6,4} 14,761 | 235,987 | 13,978 149,458
1,5} 1,0768 31,183 | 0,7599 |—28,952] 6,5] 15,717 | 239,964 | 14,896 153,462
1,6 | 1,0983 35,167 | 0,8136 |—26,768] 6,6] 16,737 | 244,031 15,876 157,469
1,71 1,1243 39,300 | 0,8683 |—24,451] 6,7] 17,825 | 248,098 | 16,921 161,477
1,8 | 1,1545 43,550 | 0,9233 |—22,000] 6,8 18,986 | 252,164 | 18,038 165,486
1,9 | 1,1890 47,883 | 0,9819 |—19,428] 6,9] 20,225 | 256,228 | 19,228 169,498
2,0 | 1,2286 52,283 | 1,0411 |— 16,732 7,0] 21,548 | 260,294 | 20,500 173,510
2,11 1,2743 56,750 | 1,1022 |—13,923] 7,1] 22,959 | 264,358 | 21,858 177,523
2,2 | 1,3250 61,233 | 1,1659 |—11,000§ 7,2} 24,465 | 268,422 | 23,308 181,536
2,3 | 1,3810 65,717 | 1,2325 |— 7,970f 7,3] 26,074 | 272,486 | 24,856 185,554
2,4 | 1,4421 70,183 | 1,3019 |— 4,838§ 7,4| 27,790 | 276,540 | 26,509 189,571
2,5 1,5111 74,650 | 1,3740 |— 1,613] 7,5| 29,622 | 280,612 | 28,274 193,589
2,6 | 1,5830 79,114 | 1,4505 1,701Q 7,6| 31,578 | 284,674 | 30,158 197,608
2,71 1,6665 83,499 | 1,5300 5,099] 7,71 33,667 | 288,736 | 32,172 201,627
2,8 | 1,7541 87,873 | 1,6148 8,570] 7,8] 35,896 | 292,798 | 34,321 205,646
2,9 | 1,8486 92,215 | 1,7045 12,111) 7,9] 38,276 | 296,859 | 36,617 209,670
3,0 | 1,9502 96,518 | 1,7998 15,714 8,0| 40,817 | 300,920 | 39,070 213,692
3,11 2,0592 | 100,789 | 1,9012 19,372} 8,11 43,532 | 304,981 | 41,691 217,716
3,2 | 2,1761 | 105,032 | 2,0088 23,081 8,2| 46,429 | 309,042 | 44,487 221,739
3,3 | 2,3000 | 109,252 | 2,1236 26,833 ] 8,3| 49,524 | 313,102 | 47,476 225,764
34| 24342 | 113,433 | 2,2459 30,6221 8,41 52,829 | 317,162 | 50,670 229,790
3,5 2,5759 | 117,605 | 2,3766 34,445] 8,5| 56,359 | 321,222 | 54,081 233,815
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