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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 
Феликс Клейн (1849-1925) принадлежит к числу математи · 

ков-классиков, обогати вших н ауку н овыми идеями и в зиачитель· 
н ой степен и  о пределивших ее современное лицо, В о бласти гео· 
метрии XIX век ознаменовался , прежде всего , значи тельным рас
ширением н аших взглядов н а  простран ство и предмет геометрrш. 
Если раньше господствовало представление о том, что н аучные 
факты, теоремы, законы в точности описывают свойства един
ственного мыслимого , волею творца создан н ого пространства *-), 
то XIX век н е  только поколебал, но и полностью опрокин ул эти 
идеалистические взгляды. И н ачало э то му было положен о рабо
тами нашего выдающегося соотечественника Н. И. ЛоGачевского. 

Лобаче вский ,  открывший но вую геометрию, отличную от ев· 
клидоnой, неи збежн о пришел к вопросу о том, какова же гео 
метрия реального простр ан ства, п од ошел к пониманию того, что 
евклидова геометрия может лишь приближенно описывать свой · 
ства реального простр анства, которое в действительно сти я вляет· 
ся значительно более сложным. И е го эксперименты по вычисле·  
1шю суммы углов огромного космического треугольника - яркое 
свидетельство этого . Работы Лобачевского открыли перед мате· 
матиками целый н овый мир, позволи.�и искать н овые и н овые 
геометр ии ,  и это вскоре о зн аменовалось появлением р имановой 
геометрии, введением н ор мированных ,  топо логи ческих и многих 
други х про страиств. 

В месте с тем был о дин пр обел в математическом н аследи и  
Лобачевско го , существенно сть которого он сам отлично пони мал. 
Речь идет о доказательстве непротиворечивости его «воо бр ажае· 
мой геометрии». В место построения нео бходимой для этого мо • 
дели Лобачевскому удалос·ь п остроить другую модель: оказалось, 
что на предельной сфере пространства Лобаческого реализуется 
планиметрия  Евклида. Какая гор ькая ир ония  судьбы! Для того 
чтобы «узакони ть» свою гео метр и ю, Лобачевскому н ужна была 
«обратная » модель, реали зующая все соотношен ия е го геометр ии 

�) Эти х взглядов при держиnалея и великий Ньютон .  Приве· 
дем неrколько цитат и з  кни ги :  К л а й н М. Математи ка - утрата 
определенности . - М.: Мир , 1984.- С. 72-73: «Как и все мате
матики и естествоиспыгагели того вр емен и, Ньютон верил в то , 
что бог сотвори л мир в соответстви и с математическими прин 
щтами ... изящнейшее соединение Солнца, п ланет и комет н е  
могло прои зой ти ин аче, как п о  н амерен ию и власти могушествен· 
нейшего и премудрого существа ... господь бог- искусн ый мате· 
мати к и физик ... Задача науки состоит в том, чтобы р аскр ыть 
бли стательные замыслы творца», 
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н nостроенная из евклидова «материала». Но этого ему не суж· 
дено было сделать. Это выпало на долю нескольких геометров, 
работавших во второй половине XIX столетия, и Феликс Клейн -
один из них. Один из тех, кто построением изящной модели за· 
вершил более чем двухтысячелетнюю «борьбу» математиков с пя· 
тым постулатом Евклида (постулатом о параллельных ) и под· 
тверднл правомерность идей Лобачевского о возможности суше· 
ствования разных геометрий . 

Если бы математические заслуги Клейна этим только и orpa· 
ничивались, одно это полностью оправдывало бы интерес к его 
научному наследию. Однако Клейн сдел ал гораздо больше. 
В 1876 году, при вступлении на должность профеrсор:l по ка· 
федре геометрии университета в городе Эрлангене, Клейн прочи· 
тал блестящую лекuию, в которой наметил далеко идущую науч
ную программу переосмысления различных геометр11й с единой 
групповой точки зрения . Мысль Клейна можно пояснить следую
щим образом . 

Равенство {точнее, конгруэнтность) геометрических фигур
напр имер на плоскости- является отношением эквивален.тности, 
т. е. оно рефлеRсивно, симметрично и транзитивно. Инаqе говоря, 
для любых фигур F, G, Н справедливы следующие утверждения 
(в которых символом � обозначается конгруэнтность геометриче

ских фигур) : 
F � F (рефлексивность); 

если F � G, то G � F (симметричность)· 
если F � G и G �Н, то F � Н (транзитивность). 

Сnраведливость этих утверждений вытекает из определения кон· 
rруэнтности и свойств движений. Напомним, что фигура F назы• 
вается конгруэнтной фигуре G, если существует движение g, пе· 
револяшее F в G, т. е. g(F) = G (заметьте, здесь равенство, т. е. 
со впадение, а не конгруэнтность!). Чтобы доказать рефлекс ив· 
ность, нужно н�йти rакое движенче, которое переводит фигурv F 
в себя. Таким движением является тождественное отображение е, 
т. е. реф.лексивность отнсшения конгруэнтности вытекает из вклю· 
чсшт е е D, где D- группа всех движений плоскости. 

Несложно доказывается и симметричность. Пусть F � G, т. е. 
существует такое дв ижение g. что g(F) = G. Тогда обратное 
лреобразование g-t (которое также является движением) перево· 
дит фигуру G обратно в Р, т. е., g-1(G) = F. Это и означает, что 
G � F, т. е. отношение конгруэнтности симметрично. 

Наконец, пусть F � G и G � Н, т. е. существуют таrше дви· 
жения f, g, что f(F) = G и g(G) =Н. Тогда композиuия g о f 
(т. е. результат последовательного выполнения движеннй f и g), 
которая в свою очередь является движением, сразу переводит F 
в Н, т. е. g о f(F) = Н . Это означает, что Р �Н, т е. отношение 
конгруэнтности транзитивно. 

Итак, рефлексивтюсть, симметричность и транзитивность от· 
ношения конгруэнтности вытекают из того, что множество D всех 
движений является группой преобразований плоскости, т. е. это 
множество не пусто и обладает следующими двумя свойствами: 
если f Е D, то {-1 Е D, и, кроме того, если f Е D и g Е D, то 
g о f Е D. 

Но группн всех движений - не единственная известная нам 
груnпа лреобразований. Аффинные лреобразования (плоскости 



ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 1 

или пространства) также состав.11яют группу, Образуют группу 
все проективные преобразования (проективной плоскости или пrо-
екrивного пространства), все преобраэования подобия, все парал· 
лельные переносы , все движения плоскости Лобачевского и т. д. 
По мысли Клейна каждая группа преобразований (некоторого 
множества) задает «свою:. геометрию. Именно, пусть Г- векото
рая груnпа nреобразований множества М; тогда две фигуры Р, 
и а (т. е. два подмножества множества М) называются Г-"оn· 
груэнтпьши, если существует такое nреобразование g е Г, кото· 
рое переводит Р в а И подобно тому как евклидова геометрия 
пзучает те свойства фигур, которые одинаковы у конгруэнтных 
фигур, т. е. те свойства фигур, которЫе сохраняются (остаются 
инвариаптньм1и) при движениях, так н геометрия группы преобра• 
зований Г изучает те свойства фигур (т е подмножеств мно· 
жества 1\f), которые одинаковы у Г-конгруэнтных фигур, т. е. те 
свойства фигур, которые остаются инвариантными при всех пре• 

образованиях, принадлежащих групnе Г. 
Эта идея Клейна позволила ему объединить, охватить еди· 

ным nодходом многие различные геометрии: евклидову, аффин· 
ную, nроективную, гиперболическую геометрию Лобачевского, эл• 
лиnтичеrкую геометрию Римана и ряд других. 

Прошли десятилетия. Групnовой nодход Клейна к осмысле· 
нию геометрии приобрел новые звучания и новые области nрило· 
жения. Теперь значение идей эрлангенской nрограммы Клейна не 
ограничивается рамками геометрии. Груnповая точка зрения на 
геометрические свойства фигур широко используется в физике, 
Знаменитый русский кристаллограф и геометр Е. С. Федоров, ис· 
пользуя идеи Клейна, открыл кристаллографические групnы, но· 
сящие теперь его имя. Они стали в наши дн и  научной основой 
кристаллографии. Групповой подход находит важные применении 
в ядерной физике, квантовой теория, физике элементарных ча· 
стиц; nринцилы симметр ии и четности - яркое пРоявление груn• 
повой точки зрения. Еще один впечатляющий пример - сnециаль· 
ная теория относительности . Ее основой является групnа преоб· 
разований Лоренца, которая задает своеобразную геометрию че· 
тырехмерного nространства - времени и служит nодлинной осно· 
вой современного физического понимания взаимоотношения вре· 
мени и пространства (локально, в небольшой области). 

Разумеется, nомимо физики и других естественных наук, 
принцилы эрлангенской программы nрименяются и в самой мате· 
матике . Развитие этих идей воплощено сейчас в понятии одно· 
родных пространств (нередко называемых пространствами Клей· 
на), которые находят различные nриложении в ряде разделов 
математики. 

А в проблемах, связанных с преподаванием геометрии, идеи 
эрлангенской nрограммы вn лоть до сегодняшнего дня имеют 
огромное значение и находятся на переднем крае «методического 
фронта». С вли янием этих идЕ'й школьный преподаватель матема· 
тики встrечается буквально во всех разделах курса геометрии, 
и за nрошедшие сто лет со дня провозглашения Клейном эрлан• 
rенской программы влияние этих идей не только не ослабло, но, 
скорее, возросло. 

Сейчас хорошо известно, что традиционно «школьные» гео· 
метричес1ше задачи на доказательство могут решаться не только 
идущим из седой древности (от Евклида или даже ранее) мета� 
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дом цепочек равных треугольников, связанным с применением 
трех признаков равенства их, но также применением геометриче
ских преобразований и в первую очередь движений. Именно та
кие решения, связанные с движениями и использующие, в част
ности, соображения симметрии, наиболее важны для развития 
«геометрического вИдения:.. Применеине движений сближает ма
тематику с идеями физики, химии, биологии, техники, соот
ветствует прогрессивным чертам математического осмысления 
мира. 

Влияние группового подхода Клейна можно проследить во 
всех темах школьной геометрии. Каждая фигура F определяет 
некоторую группу движений; эта группа содержит все те движе
ния, которые переводят фигуру F в себя, и называется группой 
еа.мосов.мещений (или группой симметрий) фигуры F. Знание 
группы самосовмещений фигуры F во многом определяет геомет
рические свойства этой фигуры. Все свойства параллелограмма 
вытекают из того, что его группа самосовмещений содержит 
(кроме тождественного преобразования) центральную симметрию. 
Группа самосовмещений ромба (или прямоугольника) богаче: она 
содержит еще две осевые симметрии, и это полностью опреде
ляет те дополнительные свойства, которые имеет эта фигура по 
сравнению с параллелограммом общего вида. Свойства равнобед
генного треугольника - проявление его симметричности. Все свой
ства правильных многоугольников вытекают из рассмотрения их 
Г!)упп симметрий. Свойства правильных многогранников (или 
}Jругих многогранников, обладающих той или иной симметрич
ностью), свойства сферы, цилиндра, конуса удобнее всего выво
.'ЩТ с помощью рассмотрения групп самосовмещений этих фигур. 
И для каждой конкретной геометрической фигуры богатство ее 
свойств определяегся прежде всего ее группой самосовмещений. 
Все эго - своеобразное преломление клейновских идей в школь
ном преподаванИи. 

Мы остановилпсь на двух ярких геометрических достижениях 
Клейна. Но его многостороннее научное наследие содержит и 
много других идей и результатов. Клейн вместе с великим фран
пузским математиком Пуанкаре заложил основы теории авто· 
J.tорфных фующий; он внес существенный вклад в развитие тео· 
рии римановых поверхностей многозначных аналитических функ
ций; так называемые клейновы группы являются классическим 
объектом рассмотрения в теории функций комплексной перемен
ной; всем хорошо известна бутылка Клейна, явившаяся одним 
И'! первых примеров односторонних поверхностей, и т. д. 

Несомненно, личность такого математика, как Клейн, привле
кает внимание, и его взгляды на развитие математики, ·ее теоре
тическую и прикладную значимость, взаимосвязь различных раз
делов математики, его методические взгляды и понимание цен
ности науки -все это пробуждает интерес многих читателей. По
добно тому· как вызывает взволнованное внимание визит в ма
стерскую известного художника, посещение творческого вечера 
композитора или чтение мемуаров выдающегося писателя, так 
каждая возможность заглянуть в творческую мастерскую круп
ного математика вызывает живой интерес. К сожалению, мате
матики скупо делятся секретами творчества со своими будущими 
почитателями, и в этом плане книги Пуанкаре, Пойа, Адамара 
nредставляют собой приятные исключения. И книга Клейна, в ка-
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кой-то степени воссоздающая твор чес�ий стиль его мышления, 
взгляды и замыс лы, несомненно,  о чен ь пр ивлекательн а. 

Автор «Элементар ной математики с точки зрен ия высшей»
не только крупный ученый-тео рети к, но также и большой популя
ризато р н ауки . Пер у Клейн а прин ад лежат такие замечательные 
произведения, как «В ысшая геометр ия», «Лекции об икосаэдре» , 
«Четыре знаменитые задачи древн ости » и многие  другие, в кото
рых с уди вительн ым мастерством, в интересн ой и дос тупной 
форме он рассказывает о тонких и глубо ки х математических фак
тах, теориях, методах. И в этой кинге, предлагаемой внИмани ю  
читателя, Клейн выступает как мастер-популяризатор. Читатель 
н айдет эдесь красивый этюд о пи фагор овых числах и великой 
теореме Ферма, и зящное изложение теории делени я  окружности, 
рассказ о кватернион ах, nрозр ачио изло женную rауссову и дею 
дОJ<азательства основной тео ремы алгебры, до казательство транс
ценден тности чисел е и :n, много крайне ин тересных nодробностей 
из истории математики и р яд др уги х вопросов. 

И все же, несмотря на многоп лановость пред лагаемой вни ма
нию читателей книги и наличие в ней р азличных математических 
идей, nодходов, nоnуляри заторски х н аходок, не и зложение взгля
дов Клейн а н а  разви тие математи ки и не его стремление внести 
вклад в научно-поп улярную литер атур у со ставляет осн овн ой за
мысел книги. Написан ие это й  книги с вязано еще с одной сторо
ной жизни и деятельности Феликса Клейн а, н апр авленной на 
ос уществление прогрессивн ых тенденций в деле шко льного мате
матического образовани я. Остановимся несколько подробнее н а  
истор ии этого вопроса. 

Старая германская гимн азия (школа филологического типа) 
давала своим воспитанн икам о чен ь скудные сведени я  по матем а
тике и естествозн анию. В про тивовес гимназически м п ро гр аммам 
под р уководство м  В .  Гумбольдта (имя которого н ын е  н осит  Бер
лин�кий университет) были разработаны н овые программы, в ко
торых много места отводилось математике и предметам есте
ственнонаучного цикла. Через некоторое время были учрежден ы 
«реальные гимн ази и» с несколько р ас ширенными прогр аммами по  
математи ке. Одн ако все правовые преи мущества, в то м числе до 
ступ в высшие школы, были сохранен ы только за классическими 
гимназиями. 

Признать образование, основанное н а  естество зн ании и мате
матике, р авнопр авным с классическим - таково было первое тре
бование группы н оваторов, возглавляемой Клейн ом. 

Рефор ма математического обр азования, за проведение кото
рой боролись  Клейн и его един омышленн ики, была н апр авлен а н а  
то, чтобы обно вить застывший курс математики реальных учи
лищ, сделать его более современным, включающим новые идеи и 
достижен ия науки . В згляды Клейн а н а  преподавание математики 
в средней школе были весьма прогресси вн ы. И хо тя многие и з  
его требований сейчас воплощены в школьном п реподаван и и, 
педагогические идеи Клейн а остаются актуальн ыми и сегодн я. 
Эти идеи можн о и зложить с ледующим образом. 

Математи ка XIX с толетия принес ла с собой ряд замечатель
ных идей, котор ые н аложили глубоки й отпечаток н а  все отрасли 
знания и техники. Совер шенно недопусти мо поэтому, чтобы обще
образовательная школа была чужда тому, что составляет подли н 
ное содержание современной математики . Основную, руководя-
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щую роль в курсе математики средней школы должно играть 
понятие функции. Оно должно быть усвоено учащимиен очень 
рано и должно проникать все преnодавание алгебры и геометрии . 
Развить в юноше способность к функциональному мышлению со· 
ставляет основную задачу реформы. 

Далее, изучение функций, их возрастания и убывания необхо
димо и естественно пр шодит к nонятию nроизводной. Это вызы
вает следующее требование реформаторов: в программу средней 
школы должны быть введены начала математического анализа. 
Основные nонятия дифференциального и интегрального исчисле· 
ний игр ают важную роль во всех отраслях и приложенних мате
матики, и обойтись без них невозможно . В механике при оnреде
ленин nонятий скорости и ускорения, а также в ряде разделов 
физики, которые изучаются в средней школе, мы фактически опе
рируем производными. Клейн высказывает убеждение, что искус
ственные приемы, к которым прибегают в каждом частном слу
чае, чтобы избежать nонятия о пронэподной и об интеграле, толь
ко сбивают учащихся, создают путаницу и отнимают много вре
мени. 

Наконец, по мнению Клейна, на первых ступенях преподава
ния надо отказатьс·я от строго логических тенденций; нужно воз· 
можно больше наглядных представлений, возможно большее чис
ло примеров из попседневной жизни. Но при этом Клейн считает 
необходимым, чтобы в течение последних лет обучения лоrиче· 
екая сторона дела достаточно выяснялась. 

Итак, отказ от господства филологической школы в nользу 
изучения естествознания и математики, углубление связи между 
теоретической и прикладной математикой, введение в преподава
ние математики функционального мышления и начал матемаtиче· 
ского анализа, а также наглядное обучение и прежде всего 
широкое применение графических методов - вот те принципы, ко
торые Клейн и его последователи считали необходимым поло
жить в основу реформы преподавания математики в школе. 
Не nравда ли, эти принциnы не только nрогрессивны, но удиви· 
тельно актуальны и современны?! Достаточно сказать, что в со· 
ветекой шiюле эти принцппы осуществлены более или менее nолно 
лишь за nоследни е  два-три десятилетия. 

Но вернемся к истории создания книги. В свя�и с борьбой 
за nроведен ие в жизнь своих взглядов Клейн прочел ряд курсов 
для преподавателей и будущих учителей средних учебных заве
дснпй. Один из этих курсов ( nрочитапный в Гёттингенском уни· 
верситете в 1907/08 учебном году ) и составляет основу книги. 
В своих лекциях Клейн имел в виду дать учителю или студенту 
старшего курса tодержание и обоснование вопросов, составляю
щих элементарную математику. Он стремился nодойти к этим во
просам, как он сам писал в предисловии к литографированным 
лекциям, вышедшим в 1903 году, «с точки зрения современной 
науки в возможно nростой и живой форме». Лекци и Клейна 
представляют собой редкий вклад в учебную математическую ли
тературу. Некоторые вопросы ни в каком другом сочинении в 
подобной обработке нельзя найти: многое заимствовано неnосред
ственно из научных мемуаров, из обширных исторических сочине
ний, малодостуnных или даже вовсе недостуnных тому читателю, 
для которого предназначены лекции Клейна Мало того, книга 
интересна не только учителю, а местами, nожалуй, и вовсе не 
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yчитeJIIIO. Она интересна выnус-книку универ<"итета, пе:динститута, 
техниче�юrо вуза, а�пиранту- она дает ему обзор руководящих 
идей, ПJ'Ююtкающнй многие отделы современной математшш. 

Понятие об «Элементарной математике> является очень растя
жимым. Клейн признает элементарным все то, что доступно 
юноше школького возраста. Но с этой точки зрения многие части 
сочинения Клейна вовсе не могут быть признаны элементарными. 
Учение о кватернионах, уравнения и груnnы многогранников и 
их �язь с рамановыми nоверхностями, учение о ма.'! ых колеба
НIIЯХ, о рядах ФурБе, об пнтерnоиащии никак не могут быть при
знаны элементарными. В некоторых своих частях книга требует 
значительной •ttаучной подготовки- что, конечно, вовсе не умень
шает ее достоинства для тех, кому эти воnросы деступиы. Вме· 
сте с тем книга имеет характер сборника этюдоо по вопросам 
элементарной математики и их осмыслению с точки зрения мате
матики современной. Как. пис<11111 Кнейн в предисловии к упомяну
тым выше литогра1фнрованиым .чекциям, «.,.я не имел в виду дать 
систематическое изложение, как это делают, например, Вебер и 
Нельштейп *); я хотел при:о.ать з1им лекциям характер эскизов 
в той самой форме, в какую они выливались, когда я их читал». 

Школьный преподавател·ь математики хорошо разбирается в 
воnросах метоАИКИ rrrеподаз'Зния своего nредмета, но, как nрави
ло, ayдur об этих вопросах на уровне школькой программы и 
наличия межпредметных связей. с другими, но именно школьными, 
предметами. Помочь ему подняться над этим уровнем, взглянуть 
на школьную матемаи1ку с высоты научных и прикладных иtr• 

тересов - пекреннее желание автора. При общении со школьни· 
ками преnодаввтель часто сNлкивается с тем, что учащий:ся ие
доу.мевает, для чего автору учебника покадобился тот или ииоl!: 
сложный аппарат, те или иные громоздкие рассуждеrшя и как 

можно бьrло до 9Того додуматься. Вот эти именно воnросы Клейн 
и старается осветить, он старается раскрыть идею в свете ее 
исторического развития, nояснить проблему в сопосr:шлении по· 
пыток ее решения. Клейн всюду стремится соединить геомеrриче• 

скую наглядность r. точноr.тью аналитических формул, поясшпь 
в историческом плане особенности различных сnособпв изложе· 
н11я, которые в школьном nреподава нии кередко уживаются ря· 
дом. И высшую награду своему труду автор вндел в том. 
« .•• чтобы книга побуждаJiа учителя среднеii школы I< самостоя• 
тельному размышлению о новом, более цеJiесообразно�! изложе· 
нии того учебного материа;ла, коrорый он преподает. Исключи· 
тельно с такой точки зрения надо смотреть на мою книгу, а не 
считать ее готовым учебным планом; разработку после.з.него я 
всеuело nредставляю тем, кто работает в школе:.. 

Остановимся кратко на содержании первого тома. Первая 
его часть представляет собой обзор современной rсоретическоlt 
арифметики. Кроме раздела 3 главы IV («Умножение кватернио• 
нов и nреобразование поворотного растяжения в nространстве»), 
зассь все очень доступно и можеr в такой же мере служить 
введением в теоретическую ари.фметику, как и дополнением к ней, 

*) Книга имеется в русском nереводе, хотя и яв.'lяется биб· 
лмографической редкостью: Вебер Г., В е ль ш т ей н И. Энци• 
клопедня элементарной математики/Под ред. В. Ф. Кагана.-. 
Одесса: Матезис, 1912. 
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Читатепъ д олжен только п омнить, что д оказательства нигде н е 
доводятся до конца, автор лишь выясняет их ведущие идеи. 

Перейдем, далее, ко втор ой части пер вого тома, к «Алгебре» . 
Из оби лия тем, которые предоставляе т  алгебра для беседы с бу· 
дущими учите"�я ми , Клейн выбрал вопросы, связанн ые с реше
н ием уравнен 1й. ЗДесь, прежде всего, изложены интересные гр а
фические прнемы нахождения действительных корн ей уравнений 
с п ар аметр ами. Матери ал этот близок к ш кольному препо:�ава· 
н и ю, представляет интере с для учителя и может быть использо
ван в кр ужковой р аботе со ш кольниками. В полной мере к осве 
щени ю  пр облем элементарной математики с точки зрения мате
матшш современн ой отн осится обсуждение вопр осов, связljнных с 
комплексными числами , основной теоремой алгебр ы, двучденRыми 
ур авнениями, неразрешимостью задачи трисекции угла в общем 
виде. Вместе с тем заключительные р азде лы «Алгебры» излагают 
вопр осы, составля вшие главным образом предметы собственн ых 
р абот Клейна. Эт и идеи н ах одят  замечательное осуществление 
в воп росах о т ом, как слить различные отделы \lатематики в 
одн о  целое и как геометр и ческие предст авления п омогают уяснить 
анали ти ческие теор ии . Но хотя в р яде мест Клей н  возвращается 
к школьным пр облемам и д ает крупицы ярки х  и интересн ых мыс
.лей о препод авании (н апример ,  в связй с решением кубических 
ур авнений), в целом эти идеи стоят д алеко от ш колы, и изучение 
их вряд ли может принести существенную п ользу будущему пре
п одавателю. Одн ако для студен тов и магематиков, которые ин те
ресуются алге бр ой , эги главы п редставляют глубоt•айш ий интерес. 
Впрочем, сама идея эт их исследований Клейна очень близка к во· 
п росам элементарной математики . В общих чер тах она сводится  
к следующему С давн их времен были указаны методы вы•шсле
н ия корней д вучленн ых ур авнен ий вида xn = а. Пожалуй , именн о 
в связи с эти м извлечен ие кор н я  было отнесено к числу опера
ций , которые д олжны считаться х ор ош о  известн ыми и изучен
н ыми. Классическая п остановка задачи об алгебраическом реше· 
н ии уравнен ий в том именно и заключалась, чтобы свести реш е
н ие всякого уравнения к решению «основных» ,  т. е .  двучленных 
ур авнений .  Как известно, это удалось д ля ур авнений второй, 
третьей и четвертой степеней. Отн осительн о  же уравнений более 
высоких степен ей было обнаружено, что их решение,  вообще го· 
вор я ,  не может быть сведен о к извлечению корней,  т. е. решению 
двучленных ур авнений. Под обн о  тому как были изучены двучлен· 
н ые ур авнения, можн о искать н овые типы «основных» ур авнен ий ,  
изучить, определяемую этими уравнения ми функциональную зави
симость и поп ытаться свести дальнейшие группы уравнений к 
этим н овым основным типам. К такому н ап равлению относится 
известн ое исследование Клейн а об икосаэдре, общие результаты 
которого и пр иведены в главе 1 1  «Алге бры». Руководящей н итью 
здесь служило изображение фун кциональной зависи мости, опре 
деляемой «основным» уравнеJ.Jием, н а  ри мановой поверхности. Эта 
зависимость в случае двучленных уравнений пр иводит к уравне
нию дuэдра. Дальнейшее р азви тие идеи ,  которое •штатель н ай дет 
в тексте, приводит к уравнения м  многогранников. Клейн указы
вает категор ию уравнений,  которые при водятся к этим типам. 
И х отя эти исследования ,  глубокие по идее и талантливые по ис
по.пнению, н осят все же специальный х арактер, но замысел их 
(изложенный в виде р езюме н а  последн их двух страницах «Ал-
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гебры») очень интересен и дает повод к раздумьям и более глу· 
бокому осмыслению математики. 

Третья часть первого тома, посвященная анализу, написана 
(за небольшими исключениями) в высшей стеnени доступно. Так 
же как первую часть и начало второй части, ее можно рекомен
довать всем изучающим м атематику. Более того, именно эта 
часть дает преподавателю богатый иллюстративный, м етодический 
и исторический материал как в отношении функционального мыш
ления, так и по вопросу о началах анализа в школе (не только 
средней). Как и книга в целом, эта часть написана не равномерно. 
Наряду с очень интересными идеями, связанными с изучением 
элементарных трансцендентных функций, с основными идеями 
матем&тического анализа и их историей, здесь есть и более спе
циальные вопросы (сферическая тригонометрия, ряды Фурье и 
другие «нешкольные» темы). Много идей как бы брошено 
вскользь и не развито подробно. Поэтому в этой книге, предна
значенной по замыслу Клейна для учителя, мы в предлагаемом 
издании добавили, с целью разъяснения, ряд сносок (иногда 
учитывающих сегодняшний уровень науки). Некоторые методоло
гические положения Клейна покажутся советскому читателю, 
грамотному в идеологическом отношении, несколько наивными. 
Однако это не снижает большого интереса и значения труда 
Клейна. Книга математически и методически значительна, в выс
шей степени привлекательна, полезна. Она написана большим уче
ным, выдающимся популяризатором, педагогом, мастером слова. 

Обратимся теперь к содержанию второго тома, посвященного 
геометрии. Эта книга необычно интересна и оригинальна - и не 
только потому, что в ней автор эрлангенской программы и груп
пового подхода к ПО<'Троению и осмыслению геометрии излагает 
свои мысли и взгляды на этот предмет. Изложение второго тома 
особенно интересно еще и тем, что Клейн здесь с самого начала 
становится на путь аналитического осмысления идей и понятий 
геометрии. Теория инвариантов -тот геометрический компас, ко
торый хочет дать Клейн в руки читателя. И именно с помощью 
этого компаса он осуществляет ориентировку в том объеме гео
метрических сведений, который необходим учителю для глубокого 
понимания предмета: измерение геометрических величин, векторы, 
иреобразование координат, движения и другие геометрические 
преобразования (в частности, проективные), эрлангенская про
грамма, основания геометрии. 

Клейну принадлежит принципиальная оценка того вклада в 
геометрию, который содержится в работе замечательного геомет
ра Грассмана, появившейся в середине прошлого столетия, но 
далеко не сразу замеченной м атематиками. Именно от Грассм ана 
идет идея многомерного пространства и идея векторного осмыс· 
ления геометрии, завершившаяся (уже после выхода книги Клей
на) появлением вейлевекой аксиоматизации геометрии И первую 
часть своих геометрических лекций, озаглавленную «Простейшие 
геометрические образы», Клейн изящно излагает, выводя все пер· 
воначаJJьные геометрические идеи из грассманова принцила onpe· 
делителей, который Клейн считает «целесообразным путеводите
лем среди множества основных геометрических образов» и источ
ником «большого круга идей, который охватывает вс.о геометри
ческую систематику». Клейн как бы подчеркивает этим, что в зна· 
чительной степени из идей Грассмана он исходил в предложенной 
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им систематике геометрии, т. е. в эр.лангенской 
грамме. 

про· 

Вторая часть геометрического тома посвящена геометриче· 
ским преобразованиям. Клейн с удивительным мастерством уче• 
ного и nоиуляризатора охватывает евклидову, аффинную, проек
тивную геометрии и касается таких вопросов, казалось бы, дале
ких от осноnной темы, как меркаторекая карта мира, теория зуб
чатых колес и т. n. 

Третья часть геометрического тома посвящена систематике 
геометрии, т. е. эрлангеиской nрограмме. Изложение Клейна, как 
и во всей книге в целом, nодчеркнуто аналитическое. Это не зна
чит, что Клейн настаивает на исключительно аналитическом изло
жении геомеtрии в шкоЛе. Клейн nодчеркивает, что речь идет 
о создании у уttите-ля целостного nонимания геометрии, тогда 
как школьное преподавание должно быть генетическим, нагляд· 
ным и - до определенного места - синтетическим. Заканчивается 
третья часть интересным обзором, посвященным основаниям гео
метрии. Здесь читатель найдет оригинальный критический разбор 
«Начал» Евклида, построение системы аксиом геометрии с по
мощью движеиий, идеи неевклидовой геометрии. 

Последняя часть книги связана с вопросами преподавания 
геометрии. Хо:rя Клейн освещает состояние преподавания геомет
рии & разных странах в начале нашего столетия, но на этом фоне 
он излагает сво1L мысли о преnедавании, имеющие большой ин
терес и сохраняющие- значение сегодня. 

В заключение отметим, что, сохранив в целом содержание 
книги Клейна, мы. все же произвели некоторые куnюры в тексте 
сочинения. Исключены дополнения «Развитие реформы препода· 
вания математики в Германии», «дополнительные свед-ения о ма
тематической и дидактической литературе», а также дополнения 
ко второму тому (все они на·писаны не самим Клейном, а его 
сотрудником Ф. Зейфартом) . 

Далее, в разделе «Арифметика» выпущен тек� «Описание 
счетной машины Brunsviga», в котором автор описывает ариф· 
мометр с вращающейся ручкой и перемещающейся кареткой. 
В условиях широкого внедрения информатики и быстрой компью
теризации рассказ о «современной вычислительной tехнике:. в 
виде арифмометра малоинтересен. 

В предлагаемом издании книги значительно сокращены ссылки 
на статьи и учебники (на немецком языке), выпущенные в конце 
прошлого и начале нынешнего столетий. В некоторых случаях 
добавлены ссылки на совремеаную математическую и методиче
скую литературу на русском языке. 

В остальном текст книги Клейна сохранен без измепенпir 
(если не считать некотороrо редактирования nеревода, который 
в предыдущем издании книги местами оставлял желать лучшего). 
Отметим, Ч1'О правильным перевадом заглавия книги было бы 
«Элементарная математика с высшей точки зрения»; однако мы 
сохрани.�и прежнее заглавие, поскольку именно nод этим назва· 
нием книга Клейна приоб{rеЛа столь заслуженный интерес и 
11р!!Знание, 

В. Г. Болтянекий 



ВВЕДЕНИЕ 
В последние годы в среде университетских препо· 

давателей математики и естествознания стал обнару· 
жиnаться интерес к вопросу о целесообразной, соот· 
ветствующей всем потребностям ,  подготовке кандида· 
тов на учительские должности . Это явление замеча·  
ется сравнительно недавно. До того в течение  долгого 
периода в университетах культивировалась исключи·  
тельно высокая наука без внимания к тому, что, соб· 
ственно, нужно школе ;  об  установлении связи между 
университетским преподаванием и школьной м атем а· 
тикой никто не  заботился . Но к каким последствиям  
привела такая практика ? Вступая в высшую школу,  
молодой студент оказывается лицом к лицу с такими 
задачами,  которые совершенно не  н апоминают ему 
того, чем он до сих пор занимался ; естественно,  что 
все это он быстро и основательно забывает. Когда 
же он заканчивает университетское образование и 
становится преподавателем,  он вынужден в качестве 
учителя преподавать традиционную математику ;  н е  
будучи в состоянии _самостоятельно связать эту за ·  
дачу с тем, что он  слышал в высшей школе, он  быстро 
усваивает старую традицию; университетское же об
разование остается у него только в виде приятного 
воспоминания ,  не оказывающего никакого влияния 
на его преподавание.  

В настоящее время возникло стремление уничто
жить этот двойной разрыв, который, несомненно, б ыл 
одинаково вреден как для средней, так и для высшей 
школы.  Именно, мы стар аемся, с одной стороны,  про
вести через весь м атериал школьного обучения те 
идеи, которые отвечают современному р азвитию нау
ки и общей культуры ( к  этому мы  еще неоднократно 
будем возвращаться ) ;  с другой стороны, мы стараемел 
в университетском преподавании принять во внимание 
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нужды учителей. В этом именно деле очень по
Jtезным средством представляются мне научные об
зоры,  к одному из которых мы нынче приступаем. 
Я имею,  сл едов ательно, перед собой не начинающих ;  
напротив , я считаю, что всем вам общий материал важ
н ейших м атематических дисциплин хорошо знаком.  
Мне придется неоднократно говорить о зада чах ал ге
бры, теории  чисел , теории функций,  не входя в де
тали .  Вы должны быть со всем и этими веща м и  до не
которой степени знакомы.  Моя задача будет постоянпо 
заключаться в ·том , чтобы выдвигать взаимную связь 
между вопросами отдельных дисциплин ( которая ч а с
то скрадывается в специальных курсах) , чтобы у к а 
зывать их отношение к вопросам школьной матем а 
тики. Я полагаю, что этим путем мне удастся облег· 
чить вам достижение  цели ,  которую вы должны иметь 
в виду при изучении матем атики в высшей школ е : 
позже, в вашем собственном преподавани��:, сохранить 
живую связь с той наукой, tсоторая вам здесь препод
носител в изобилии. 

Позвольте прежде всего упомянуть о том интере
се, который вызывает в последнее время в широких 
кругах вопрос о подготовке учителей. В частности, 
эти вопросы очень занимали последний съезд есте
ствоиспытателей в Дрездене, состоявшийся в сентябре 
1 907 г . ,  на  котором мы,  согласно представлению педа
гогической комиссии,  приняли «предложения относи
тельно научной подготовки преподавателей матем а
тики и естествознания» .  

В качестве введения в настоящий курс я хочу об
ратить ваше вним ание на то, что три года назад я чи
тал лекции,  преследовавшие такую же цель, как и 
настоящий курс.  Мой тогдашний ассистент Р.  Шим
мак обр аботал эти лекции,  и первая  часть их недавно 
rюявилась в печати.  В них идет речь о различного 
рода школах, включая и высшие, об общем ходе пре
подавания и о взаимной связи между этими школами .  
Здесь, как бы в виде продолжения того же изложе
ния,  я буду останавливаться на том,  что относится 
собственно к матем атике и что имеет то или иное 
отношение к преподаванию. Часто касаясь препода 
вательской практики,  я основываюсь при этом не на 
одних только расплывчатых соображениях о том,  как 
это дело могло бы обстоять, или же на  собственных 
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старых школьных воспоминаниях;  напротив, я нахо
жусь в постоянном общении с Шим маком,  кото р ы й  
11 настоящее время преподает здесь в одной rимназ и н  
и постоянно осведомл яет м ен я  о н а стоящем: положе
нии преподавания ,  н есомненно ушедшем далеко впе 
ред по сравн ен ию с прошлы м . В настоящем сем естр е 
я намерен изложить «три велики� А»:  арифJ.tетшсу, 
алгебру и анализ ; продолжение же этого кур са в еле· 
дующем семестре будет посвящено геом етрии .  Замечу 
кстати, что в высших учебных з а в еден и я х  эти тр и 
отдел а нер ед ко и м енуются общим назв а н и ем ариф
метики ; да и вообще мы не р аз в стр ети мся с от; ;ло
нен ием тер м инологи и ,  прпнятой в ш коле, от той ,  rю
торая царит в высшем: учебном заведении .  Тол ько 
живое общение, ка к вы видите н а этом незначитель
ном простом примере, может привести к взаимному 
ноним анию. 

Обращу ваше внимание на  обширное сочинение, 
которое, в общем, пресл едует те же цели, ка кие имею 
и я в виду; это - «Энциклопедия элементар ной м ате
матики» Вебера  и Вельштейна .  Укажу сейчас же на  
некоторое различие между эти м сочинением и пл аном 
настоящего курса. У Вебера и Бельштейна элементар
ная математика систематически и логически разви
вается на зрелом матем атическом языке, доступном 
студенту, далеко Подвинувшемуся в своих занятиях. 
О том ,  в каком собственно виде этот материал дол
жен фигурировать в школе, здесь вовсе нет речи. 
Между тем изложение в школе, выражаясь образно, 
должно быть психологическим, а не систематическим. 
Учитель должен быть, та к сказать, дипломатом ; он 
должен учитывать душевные движения юноши, дол
жен уметь возбудить его интерес, а это будет ему 
удаваться только в том случае, если он будет изла 
гать вещи в наглядной, доступной фор ме . Лишь в 
старших классах возможно также и более абстр акт
ное изложение. 

Приведем п р и м е р .  Ребенок никогда не  поймет из
л агаемый материал,  если мы будем вводить числ а  
г.ксиоматически, к а к  объекты, н е  имеющие никакого 
р еального содержания,  над которыми мы оперируем 
по формальным правилам ,  установленным  припятыми 
н а ми  соглашениями .  Н апротив,  он соединяет с чис
лами реальное представление; они являются для него 
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не чем иным,  как количествами  орехов, яблок п тому 
nодобных хороших вещей ; только в такой форме эти 
вещи м ожно передавать в начальном обучеиии,  только 
в этой форм е  их и будут в дейст-вительности переда 
вать детям .  Но и вообще, во всем ходе обучения 
математике, даже в высшей школе, необходим о  веег
да указывать на связь между этой наукой и тем:п 
интересами ,  которые  занимают учащегося в повсе
дневной жизни * ) .  Это именно имеют в виду новые 
тенденции, стремящиеся поднять прикладыую м атема
тику в университете. Впрочем, в школе этим требо
ванием никогда не  пренебрегали в такой мере, как 
в университете. Эти психологические моменты я и 
намерен подчеркнуть в своих лекциях. 

Другое р азличие между книгой Вебера и Бель· 
штейна и моей точкой зрения заключается в разгра
ничении  м атериала школьной м атем атики. В этом от
н ошении  Вебер и Б ельштейн настроены «консерва
тивно», я же «прогрессивно». Мы, которых называют 
теперь реформаторами, стремимся положить в основу 
преподавания пон,ятие фующии, ибо это есть то поня
тие. которое в течение  последних 200 лет заняло цен
тральное м ес-rо всюду, где только мы встречаем м а· 
тематическую м ысль. Это понятие м ы  желаем выра
ботать при преподавании столь рано ,  как это только 
возможно, постоянно применяя графический метод 
изображения каждого закона в системе координат 
(х, у ) , которая теперь употребляется при  всяком прак
тическом применении м атем атики . Чтобы сделать 
возможным это нововведение, мы готовы отказаться 
от многих частей м атериала ,  входящего в состав дей
ствующих програм м ;  эти воnросы, несомненно, инте· 
ресны сами  по себе, но по общему своему значению 
и по связи со всей современной культурой они пред
ставляются менее существенными .  Развитие простран,
ствен,н,ых представлен,ий должно при этом играть пер· 

*)  С ме1 одологической точки зрения особенно важно подчер·  
кивать эту связь для формирования диалектико-материалистиче• 
ского мировоззрения школьников и студен rов. Существенно так
же акцентиров ать внимание на том, что понятия математики 
возникли в р езультате практической деятельности людей как 
отражение действительных отношений между реальными объекта· 
ни и как необJ<одимый язык и аппарат для развития техники и 
естествознания. 
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венствующую роль .  Обучение в школе должно про
никнуть вверх ,  в область начал исчисления бесконеч
но малых в такой мере, чтобы  молодой человек в ы
ходил уже из средней школы во всеоружии того 
м атем атического м атериала ,  без которого будущий ес
тествоиспытатель или страховой деятель совершенно 
не в состоянии обойтись. В противоположность этим 
сравнительно современным идеям , Вебер и Б ельштейн 
ло существу держатся старого разграничения м ате
риала .  В настоящих лекциях я имею, конечно, целью 
nропагандировать те идеи, которых я придержива
юсь * ) . 

*) В следующем абзаце, который мы не приводим, автор вы
сказывает замечания по поводу книги М. Симона, выпущенной 
в 1 908 г. в Мюнхене. 



А Р И Ф М Е Т И К А 

1. Д Е Я СТ ВИЯ НАД НАТУРАЛ ЬН ЫМИ ЧИСЛАМИ 

Естественно, что мы начнем прежде всего с основ
ного вопроса всей арифметики, т. е . с действий над 
целыми положительными числами .  Здесь, как и во 
всем своем изложении ,  я намерен прежде всего по
ставить вопрос о том , как этот предмет трактуется 
в школе, а з атем уже займусь исследованием того, 
что он, собственно,  в себе содержит с более глубокой 
точки зрения .  

1 .  Введение чисеJI в ш коле 

Я ограничусь здесь краткими  указаниями ,  так  как 
в ы ,  несомненно, еще помните, как вы сами учил ись 
этим вещам в ш коле. Я, конечно, отнюдь не имею 
u виду действительно ввести вас в практику школь
ного обучения,  ка к это делается на  семинарских за
нятиях в средних учебных заведениях. Я только при
веду материал,  который поможет нам ориентировать
ся в наших критических рассуждениях. 

Ознакомить детей с учением о целых числах, при
способляясь к их пониманию, научить их действиям 
над ними та к, чтобы они этим предметом вполне овла 
дели ,  в высшей степени трудно и требует многолет
них усилий ,  начиная с первого года обучения вплоть 
до третьего класса гимназии .  Тот способ изложения, 
который в настоящее время господствует почти во 
всех наших школах,  можно лучше всего характери
зовать словами  «наглядно» и «генетически». Это зна
чит, что весь м атериал р азвивается постепенно н а  
почве хорошо известных, наглядных представлений.  
В этом з аключается коренное отличие от логического 
и систематического метода обучения, который прак
тикуется в высшей школе. Весь материал расчленя
ется приблизительно следующим образом .(в точности, 
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конечно, этого указать невозможно) .  В есь первый год 
сбучения посвящается счету в пределах  первых двух 
десятков , а примерно первое полугодие - даже счету 
в пределах одного десятка.  Числа вводятся как ч ис
ловые образы, составленные из точек, или как коли
чества всевозможных доступных детям предметов. 
Сложение и умножение объясняются детям и усва и 
ваются ими на наглядных представлениях. На второй 
ступени разрабать)вается числовая обл асть от еди 
ницы до ста ; в этот период обучения,  а зачастую еще 
и раньше вводятся ара бские цифры ,  выясняется з н а 
чение места , занимаемого цифрой в числе,  и вообще 
вводится десятичная система .  Хочу здесь попутно уЕа 
зать, что установившееся название  «арабские цпф
ры», как и многое в обычной терминологии, истори
чески неправильно. Эта система счисления в действи
тельности ведет начало от индусов, а не от арабов 1 ) .  

Следующая важная задача ,  относящаяся к этой 
ступенh обучения,  есть разучиванпе таблицы умноже
ния. Сколько составит 5 Х 3 или 3 Х 8, нужно всегда 
помнить наизусть, а поэтому и заставляют детей вы
учить табличку наизусть, пояснив им  ее предвари
тельно на наглядных примерах.  Для этого служит 
главным образом «счетная м ашина»,  обычно назы
ваемая счетами. Она состоит из десяти параллельна 
укрепленных проволок, по  которым свободно передви
гаются по десяти шариков н а  каждой .  Передвигая 
надлежащим образом шарики ,  мы можем прочесть 
ва счетах результат умножения,  н аписанный уже в 
десятичной форме .  

Третий год обучения посвящается действиям над 
многозначными числами по  известным простым пра 
вилам, спр аведливость которых детям обыкновенно 
ясна ,  или, по крайней мере, должна была бы быть 
ясна .  Правда , этой ясности еще обыкновенно недо
статочно для того, чтобы ученик вполне усвоил пра
вило,  и учитель передко прибегает к очень действен
ному средству : «если ты этого не  будешь знать, то 
'l'ебе придется плохо ! » . 

Я хочу здесь подчеркнуть еще одну сторону всего 
этого обучения, ибо этой стороной дела обыкновенно 
пренебрегают в высшей школе ;  именно, с самого на 
чала уделяется особенное внимание приложеtшям 
счета к потребностям практической жизни. Числа с 
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са мого Frачала вводятся на конкретных пример.аж 
практической жизни;  ученик очень скоро начинает
{'читать монетами, мерами, весами,  и вопросом «Сколь
ко стоит?:., столь важным в повседневной жизни, на
чинается обыкновенно . немалая часть наших школъ
ных задач. Отсюда преподаватель постепенно восхо
дит к та ким задачам ( к  так называемым «скрытым»  
аадачам ) ,  в которых ход вычисления предполагает 
уже некогорое самостоятельнее рассуждение;  это 
приводит к задачам на пропорциональное деленuе, 
смешение. К словам  «наглядно» и «генетически:., ко
торыми м ы  старзлись охарактеризовать ш кольное 
обучение, в качестве третьей характеристики м ы мог
ли бы присоединить «практические приложения». 

Если бы мы, наконец, еще хотели охарактеризо· 
вать в немногих словах и цель обучения арифметике, 
то мы должны были бы сказать следующее: она за
ключается в том, чтобы приучить детей уверенно 
владеть арифметическими действиями, польэуясь при 
этом различными параллельна развивающимися пси
хологически.м.и соображениями, к которым приходится 
апеллировать, не- настаивая глубоко на логичной кон
цепции, связывающей этот материал. 

Упомяну здесь кстати о пекоторой вражде, играю· 
щей для школы передко фатальную роль, - именно, 
о вражде между преподавателями,  получившими об
разование в учительских семинариях, и преподавате· 
л ям и ,  вышедшим и из высших учебных заведений 2 ) .  
Начиная с третьего кл.а сса , н а  м есто преподавателя, 
получившего образование  в семинарии, вступа ет лицо 
с высшим образованием .  Вследствие этого в ходе 
обучения часто происходит разрыв, достойный вся• 
ксго сожаления .  Бедные дети часто бывают вынуж
дf'ны внезапно оперировать совершенно другими 
в ыражениями,  нежелп те ,  к котор ым они до того при
выкли и над которыми теперь даже издеваются. Не
большим примерам является, скажем, р азличие в зна
ках умножения :  I<рест, который предпочитает учитель 
начальных классов , и точка , которой охотнее поль
зуются математики.  Это враждебное отношение мож
но сгл адИть только в том случае, если преподаватели, 
приходящие из высшей школы,  отнесутся с большим 
.РI-Шманием к своим коллегам из семинарии и будут 
стараться сойтись с ним и. Это вам  легко удастся вы-
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полнить, если вы всегда будете помнить, с ка ким ув а� 
женнем вы должны относиться к народному учителю. 
Подум а йте только , ка кую нужно выр а ботать в себе 
методическую в ыдержку, чтобы nостоянно оgучать 
арифм ети ке сотни ·тысяч неразумных м альчишек, не 
n риносящих в школу никакой п р едв а р и тельной подго
тов.ки. Попытайтесь это сделать,  и в ы  убедитесь , что 
вся ва ша аl{адемическая подготовка принесет в а м  
здесь мало rюльзы . 

Однако после  этого краткого отступления возвр а
тимся к школьному преподаванию. В третьем и,  в 
особенности , в четвертом 3) классе обучение счету по
степенно пр иним ает уже бла городное облачение ма
тематики , ч т о  хара ктеризуется прежде всеrо перехо
дом к буквенному исчислению. Букв ами а, Ь , с или х, 
у, z обозначают какие-нибудь числ а ,  хотя nервон а
чально все же целые положительные; над этим и  чис· 
Jювыми зна чениями , изобр ажаемы ми букв ами , nро
изводя'! действия,  исходя из кон кретного , наглядного 
содержания , которое присваивается числ а м .  Это пред· 
.ставляет уже существенный шаг вперед в nереходе 
от кон кретного к абстр актному ; .математика, соб� 
ственно, и м,ачинается с действий над буквами. Ко· 
н ечно, этот переход не  должен совершаться в школ е 
внезапно;  напротив , нужно приучить юношу к а б� 
стр акци и постепенно.  

Но уже здесь в деле обучения становится совер .. 
шенно необходимым,  чтобы сам преподаватель был 
хорошо знаком с логическими законами и основам и 
счета и 2·еарии целых чисел, хотя бы ему, естествен
но, и не  приходилось непосредственно сообщать и х  
у ченикам . Займемся поэтому теперь несколько по· 
дробнее основными законами счета .  

2. Основные законы арифметических действий 
В ходе исторического развития, конечно, долго 

складывали и умножали,  не отдавая  себе отчета в 
тех за 1юнах, которым подчиняются эти опер ации. 
Лишь в 20-х и 30-х годах предыдущего столетия гл ав·  
ным образом фр анцузские и английские матем атики 
выяснили основные свойства этих операций. Кто хо
'lет ознакомиться с историей этого вопроса подробнее,  
;rому я могу р екомендовать здесь, как буду это делать 
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неоднократно ниже, большую «Энциклопедию мате
м атических наук» 4 ) . 

Возвращаясь к н ашей теме, я имею в виду теперь 
действительно перечислйть те пять основных законов, 
к которы м  приводится с л о ж е н и е :  

1 )  а +  Ь всегда представляет собою число, иначе 
говоря,  действие сложения всегда без всяких исклю
чений выполнимо (в противоположность вычитанию, 
которое в области положительных чисел выполнимо 
не всегда ) ;  

2 ) сумма а +  Ь всегда определена однозначно ; 
3) имеет .место сочетательный, или ассоциативный 

закон : ( а + Ь ) + с =  а +  (Ь + с) ,  так что скобки мож
но и вовсе опустить ; 

4 )  имеет .место пере.местительный, или коммута
тивный закон : а +  Ь = Ь + а ; 

5)  имеет .место закон .монотонности: если Ь > с, 
то а + Ь > а + с. 

Эти свойств а понятны без дальнейших пояснений, 
если мы имеем перед гл азами наглядное представле
ние о числе как о количестве .  Но они должны быть 
выражены строго фор мально, чтобы на них можно 
было опираться при дальнейшем строго логическом 
развитии теории .  

Что касается умножения, то здесь действует, преж
де  всего, пять законов , аналогичных только что пе
речисленным : 

1 )  а ·  Ь всегда есть число; 
2) произведение а ·  Ь однозначно ; 
3 )  закон сочетательности : 

а ·  (Ь · с) = (а · Ь) · с = а · Ь · с; 

4 )  закон переместительности: а ·  Ь = Ь · а ; 
5)  закон монотонности : если Ь > с, то а · Ь > а · с. 
Наконец, связь сложения с умножением устанав-

ливается шестым законом : 
6)  закон распределительности, или дистрибутив-

н.ости: 
а · (Ь + с) ::;:::::: а · Ь + а  · с . 

Легко уяснить, что все вычисления опираются ис
ключительно н а  эти 1 1  законов. Я ограничусь про
стым примером, скажем, умножением числ а  7 на 1 2 ; 
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согласно закону распределительности 

7 · 1 2 = 7 · ( 1 0 + 2) = 70 + 1 4; 

далее, если мы разобьем. 14  на  1 0  + 4 ( чтобы выве· 
сти «перенесение десятков» ) , то, опираясь на закон 
сочетательный , имеем 

70 + ( 1 0  + 4) = (70 + 1 0) + 4 = 80 + 4 = 84. 

В этом коротком рассуждении вы,  конечно, узнае· 
те отдельные шаги, которые мы производим при вы
числениях в десятичной системе 5 ) . Предоставляю 
вам самим разобрать примеры  посложнее. Мы здесь 
выскажем только сводный результат:  наши цифровые 
вычисления заключаются в повторном применении 
перечисленных выше одиннадцати основных положе
Н"ИЙ, а также в применении заученных наизусть 6 )  
результатов действий над  однозначными числам и  
(таблица сложения и таблица умножения ) . 

Однако, где же находят себе применение законы 
мопотонпости? В обыкновенных, формальных вычисле
ниях мы на них действительно не опир аемся, но они 
оказываются необходимыми в задачах несколько 
vного рода . Напомню вам  здесь о способе, который 
в десятичном счете называют оцепкой величины про· 
изведения и частного. Это прйем величайшей прак
тической ва.жности, который ,  к сожалению,  в школе 
н среди студентов известен далеко еще не достаточ
но, хотя при случае о нем говорят уже во  втором кл ас
се;  я здесь ограничусь только примером .  Допустим,  
liaм  нужно умножить 567 на  1 34, причем в этих чис
лах цифры единиц установлены, - скажем , посред· 
ством физических измерений - лишь весьма  неточно. 
В таком случае было бы совершенно бесполезно вы·  
числять произведение с полною точностью, так как 
такое вычисление все р авно не гарантирует нам точ
ного значения интересующего нас числа .  Но что н а м  
действительно важно - это знать порядок величипы 
произведения ,  т .  е .  определить, в пределах какого 
чясла десятков или сотен число заключается . Но эту 
оценку закон монотонности действительно дает в а м  
непосредственно, ибо и з  него вытекает, что искомое 
число содержится между 560 · 1 30 и 570 · 140.  Даль
нейшее развитие этих соображений я опять-таки пре
доставляю вам самим.  Во  всяком случае,  вы видите. 
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что при «оценочных вычислениях» приходится пос то
янно пользоваться законами монотонности. 

Что касается действительного применения всех 
этих вещей в ш кольном преподавании, то о система
тиче-ском из;ложении всех этих основных законов сло
жения и умножения не может быть .и речи. Учитель 
может остановиться только на законах сочетатель
ном, переместительном и распределительном, и то 
только при переходе к буквенным вычислени я м ,  эври
стически выводя их из простЪiх и ясных численных 
примеров. 

3. Л огические основы теории цепых ч исеп 

Если в деле школьного преподавания мы, естествен
но, не можем дойти до постановки тонких и трудных 
.вопросов , то в современном .математическом исследо
вании серьезные вопросы здесь , собственно, и возни
кают: как, обосновать э ти законы ,  каtе обосновать 
понятие числа? Здесь я намерен ориентировать вас 
в этом вопросе, оставаясь верным цепи настоящего 
сочинения - осветить м а1'ериал школьного препода
вания с в ысшей точки зрения, и я делаю это тем 
охотнее, что эти современные идеи и помимо того 
проникают к вам со всех сторон в течение ваших ака 
демических занятий ,  между тем как психологическая 
иорона этого дела обычно не оговаривается в той 
мере, в какой это необходимо.  

Что касается,  11режде всего, самого понятия числа,  
то корни его в высшей степени трудно вскрыть. Легче 
всего дышится, быть может, тогда , когда решаешься 
вовсе оставить в стороне эти трудные вещи.  За более 
подробными указаниями относительно этих вопро
сов , очень усердно обсуждаемых философами, вы 
вновь должны обратиться к соответствующей статье 
«Энциклопедии математических наук» 7 ) ;  здесь же я 
ограничусь немногими зам ечаниями .  Очень распро
странена точка зрения, что понятие числа тесно свя
зано с понятием последовательности во времени. Из 
представителей этого воззрения назову из философов 
l(анта , из м атематиков Гамильтона .  Другие, напро
тив, пол агают, что понятие числа  стоИт ближе к про
странствеиным представлениям,  они сводят понятие 
числа к одновременному созерцанию р азличных пред-
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метов , находящихся в про�транст-ве·  друг подле друw 
r a .  На конец, третье н апр авлени е усм атр ив а ет в пред·· 
ста влеiши о числе ·  выражение особой способности на· 
шего дух·а , независимо стоя щей РЯАОМ с на ши ми 
11 р едставл ениям и о простр а нстве и вр емени , а 1  может 

быть, и выше их. Я пол а гаю,  что эта точ ка зр ен ия .  
хорошо выр ажа ется цитатой и з  «Фауста » * ) ,  которую 
Г. �инковский приводит относительно чисел в сооб
щен и и  о новом его сочинении «Диофантовы прибл и· 
жения». 

Есл и в этой задаче м ы  имеем дело более с вопро
сами теории поз н а н ия и психологии, то в пробл еме 
об обосновании наш их одиннадцати з а конов м ы  стоИ м  
существ енно перед вопросом логики.  

Мы здесь будем различать четыре точки зрения . 
1 .  Первая точка зрения , предста вителем которой 

я могу назвать Канта,  смотрит н а  правила действий 
как на непосредственный результат созерцания (An· 
f:ch a u ung) , причем это с-лово в наибол ее  широ ком его 
энаtrении нужно поним ать как «внутр енн ее созерца
ние» или . интуицию. Впрочем, этот взгляд отн юдь не 
сводится к тому, что вся математика оп и- • • • 
р а ется н а  экспериментально контрол ируе-
мые ф а кты грубого внешнего оп ыта. П р и- • • • 
ведем простой пример.  З а кон перемести· Рис. 1 
тельны й доказыва ется ссылкой н а  п р и в еден -
в ую здесь фигуру (рис. 1 ) ,  в которой соединсны две 
.стреки по три точки в каждой, при чем мы в иди м ,  что 
совокупность их распадается та кже на тр и  столбца 
по дв е точки в каждой : 2 · 3  = 3 · 2. Если н а  это, од· 
нако, воз р а ж а ют, что п р и  сколько-ни будь а н а ч итель .. 
ных числ а х это непоср едствен ное созерца н и е  уже не 
приводит к созна нию справедливости высказанной 
истин ы ,  то приходится прибегнуть к закону совершен, .. 
R.ой индуrщии: если некоторое предложение справед-. 
ливо для небольших чисел и если сверх того она 
. остается справедливым для числа п + 1 всякий раз. 
как оно справедливо для числа n, то оно справедливо 
вообще для всякого числа. Э т о  nредложен ие, имею .. 
щее, по моему мнен ию , интуитивное происхождение, 
действительно всегда помога ет н а м  выйти за те 

*)  «Там царят в уединении богини, не ведающие ни про• 
странства, ни времени», 
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преДелы,  в которые нас необходимо ставит конкретное 
созерцание.  На этой приблизительно точке зрения 
стоит также и Пуанкаре в своих известных философ
ских сочинениях. 

Если мы хотим уяснить себе значение этого воп
роса об обосновании одиннадцати основных за конов 
счета , то мы должны принять в соображение, что со
в местно с арифметикой на них в конечном счете по
коится и вся м атем атика . Мы не впадем поэтому в 
вреувеличение, если скажем, что, согласно выяснен 
ной сейчас точке зрения, достоверность всего здания 
lltатематики в конечном счете опирается на созерца
ние (интуицию) в самом обычном смысле этого слова .  

2 .  Во вторую очередь мы приведем некоторую lltо
диdJикацию первой точки зрения. Она заключается 
в том, что пытаются расчленить эти основные законы 
на  значительно более мелкие ступени, так что на не
посредственном созерцании приходится основывать 
лишь немногие простейшие случаи,  из которых мож
У.О вывести остальные уже чисто логичес:ки, не при
бегая вновь к созерцанию. В то время как обычно 
чисто логические операции применяются лишь после 
установления названных одиннадцати законов , здесь 
r- казывается возможным воспользоваться ими рань
ше, именно после введения упомянутых более про
стых предложений.  Граница, отделяющая созерцание 
от логики, отодвигается, и притом в пользу послед
ней. Эту точку зрения впервые провел Герман Граес
м аи в своем «Учебнике арифметики»,  выпущенном 
в 1 86 1  г .  В качестве примера я укажу, что закон пе
реместительности с помощью совершенной индукции 
может быть выведен из закона сочетательности . 

После книги Грассмана следует указать сочине
ние итальянского ученого Пеано «Начала арифмети
ки, изложенные новым методом»,  Турин, 1 889. Она 
н апосана на собственном символическом языке ав
т ора ,  который имеет целью выделить каждый шаг 
логического доказательства .  Пеано имеет в виду та
ким образом достигнуть гарантий, что он действи
тельно опирается исключительно на те положенин ,  
которые он предварительно принял,  и не  пользуетсн 
никаким другим интуитивным м атериалом . Он хочет 
избежать опасности, которую необходимо вносит 
обыкновенный язык своими бесконтрольными ассо-
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ппациями идей и воспоминаниями о наглядных обра ·  
зах .  Должен сказать вам  к тому же, что Пеано 
является главой цеJ1ОЙ школы,  очень обширной 
в Италии,  котор ая таким же обr>азом расчJiеняет 
n р едпосылки каждой отдельной математической дис
циплины и старается посредством идеографии (пи
сания понятиями )  исследовать ее логические концеп
ции 8) . 

3. Мы переходим теперь к современному развитию 
этих идей, которое, впрочем , оказало уже свое влия·  
н ие и на Пеано.  Я имею в виду ту трактовку учения 
о числе, которая кладет в основу понятие совокупно
сп!,  или множества. Вы составите себе представле
ние о широком объеме этого понятия, если я скажу 
nам ,  что совокупность всех целых чисел , с одной сто
роны, и совокупность всех точек отрезка ,  с другой 
стороны, представляют собой частные примеры мно
жеств . Общую идею о множестве впервые сделал 
предметом систем атического м атематического иссле
дования Георг Кантор (G .  Kantor ) , профессор в Гал 
ле;  созданное им учение о совокупностях, или мгю
жествах, в настоящее время весьма з аинтересовало 
молодое поколение м атем атиков . Позже я еще попы
таюсь дать вам возможность заглянуть в эту теорию;  
здесь же я ограничусь следующей краткой характе
ристикой этой новой системы арифметики:  эта систе
жа старается свести свойства целых чисел и относя
щихся к ним операций к общим свойствам множеств 
и связанных с ними абсРраt�тных соотношений ;  этим 
имеется в виду достигнуть возможно более глубокого 
и общего обоснования теории целых чисел . В качестве 
пионера этого напр авления я должен указать еще 
Р . Дедекинда (R.. Dedekind) ,  который в своей не
большой, но весьма содержательной книжке «Что та
кое числа и каково их значение?» 9 ) впервые дал та
кое обоснование учения о целых числах. К этой точке 
зрения по существу примыкает и Г. Вебер в первой 
главе первого тома «Энциклопедии элементарной м а
те'матики». Однако оказывается, что развитие теории 
становится при этом настолько отвлеченным и маJю 
доступным, что в приложении к третьему тому того 
же сочинения автор был вынужден дать более эле
ментарное изложение того же предмета,  оперирую
щее исключительно с конечными множествами .  
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4. Наконец, в з юшючение, я хочу привести чисто 
формальную теорию числа ,  которая восходит еще 
к Лейбницу и которая в nоt:леднее время особенно 
выдвинута Гильбертом .  К арифметю(е относится в 
этом смысле его доклад на  1 1 1  Международном м а 
тематическом конгрессе в Гейдельберге « О б  основах 
логики и арифметики» 1 0 ) .  Исходная точка здесь за 
ключается в следующем.  Если мы уже располагаем 
одиннадцатью законами счета , то мы  можем вести 
счет в буквах а, Ь, с, выражающих любые числа,  
совершенно не считаясь с тем значением, которое та
ковые имеют как числа .  Или яснее : пусть а ,  Ь , с, . . . 
будут вещи без всякого значения, вернее, вещи, о зна
чении которых нам ничего не известно. Положим 
также, что нам все же известно, что над ними мож
но производить операции согласно перечисленным 
одиннадцати основным положениям,  хотя бы эти опе
р ации не имели какого-либо известного нам содер
жания ; тогда м ы  можем оперировать с этими объек
тами совершенно так же, _как и с обыкновенным и 
числ ами ,  но при этом возникает только вопрос, не 
.могут ли  эти операции когда-либо привести к проти
воречию. Если обыкновенно говорят, что опыт обна
ружива ет существование чисел ,  для которых пере
численные правила имеют место, и что в этих пра
вилах,  следовательно, нет противоречия, то теперь, 
когда мы отказываемся от реального значения этих 
символов, такого рода ссылка на наглядное представ
.пение уже недопустима .  Вместе с тем возникает со
вершешю нов·ая задача - доказать чисто логически, 
что при любых операциях над нашими символами,  
tогл аспо перечисленным одиннадцати основным за
конам ,  м ы  никогда не придем к противоречию, т. е. 
упомянутые одиннадцать законов логически совмест
ны.  Если  мы  вначале, при изложении первой точки 
зрения, сказали, что достоверность м атем атики поко
ится на сущестnовании наглядных объектов , для ко
торых имеют м есто ее законы, то представитель 
настоящей формальной точки зрения усматривает 
достоверность м атематики в том ,  что основные ее 
законы с чисто формальной точки зрения, незави
симо от их наглядного содержания, представляют 
логически цельную систему, не содержащую проти
воречия. 
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Для выяснения и оценки этой новой точки зрения 
я должен сделать еще несколько замечаний .  

а )  Гильберт формулпровал эти идеи по отноше· 
нию к арифметике и начал их р азрабатывать, но  он 
отнюдь не дал полного развития их. После упом яну· 
того доклада он еще раз возвратился к этому пред· 
мету в одной лекции,  но больше этими волросами 
не занимался. Мы можем, следовательно, сказать. 
что здесь мы имеем перед собой только программу. 

Ь )  Попытка совершенно изгнать созерцание и 
удержать только логическое исследование лредстав· 
.т;яется мне в лолной мере неосуществимой. Н екото .. 
рый остаток, некоторый .минимум интуиции всегда 
должен сохраниться, и эти остаточные интуитивные 
nредставления мы необходимо должны соединять 
с символами,  с которыми оперируем, даже уже по· 
тому, что мы должны эти символы постоянно вновь 
узнавать, хотя бы этот остаток и сводился только 
к внешнему виду наших символов.  

с)  Но лримем даже, что поставленная задача дей· 
ствительно безупречно разрешена ,  что обнаружено 
чисто логически отсутствие противоречия в наших 
одиннадцати основных положениях. Но тогда все еще 
остается место возражению, которому я прида ю паи·  
сольшее зна чение. Нужно себе уяснить, что эти сооб· 
ражения, собственно, обоснования ариф.�rtетики еще 
отнюдь не дают и что в это.м порядке идей его и нель
зя провести. Именно, совершенно невозможно чисто 
о�1огическим путем показать, что законы, в которых 
мы обнаружили отсутствие логического лротиворе•  
чия,  действительно имеют силу по отношени ю  к чис· 
.. 1 а м,  столь хорошо нам  известным  эмпирически, что 
Нfопределенные объекты, о которых здесь идет речь, 
:м огут быть отождествлены с р еальными числ ами ,  а 
выкладки, которые мы над ними производим , - с ре·  
альными эмпирическими лроцессами .  Что здесь дей· 
ствительно достигается - это только расчленение об"' 
ишрной задачи обоснования ариф.Аtетики, .мало до"' 
ступной по своей сложности, на две части; перва я  
ч а сть представляет соб0й чисто логическую лробле· 
му установления независимых друг от друга основ· 
ных положений, или а ксиом ,  и доказательства их не· 
зависимости и отсутствия противоречия. Вторая часть 
задачи относится, скорее, к теории познания и в 
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известной мере  выражает применение названных ло
гичесiшх исследований к реальным соотношениям ;  ни
каких попыток приступить к разра ботке этой второй  
задачи,  строго говоря, еще не было, хотя для дей
ствительного обоснования арифметики и она необхо
димо должна быть исчерпана. Эта втор ая  часть 
вопроса представляет кр айне глубокую задачу, труд
ность которой коренится в общих проблемах теории 
познания .  Быть может, я выражу на иболее ясно по
становку этого -вопроса,  если выскажу несколько п а 
р адоксальное утверждение, что всякий, кто признает 
чистой м атематикой только чпсто логическое иссле
дование,  необходимо вынужден будет отнести вторую 
часть проблемы обоснования арифметики, а вместе 
с этим,  стало быть, и саму арифметику, к прикладной 
математике. 

Я считаю необходимым отчетливо все это здесь 
указать, так как в этом именно пункте наиболее ча 
сто возникают недоразумения вследствие того, что 
многие просто не за мечают существования этой вто
рой задачи. Гильберт сам отнюдь не стоит на этой 
точке зрения,  и мы не можем высказать ни одобре
ний,  ни возражений его теории,  которые исходят из 
такого именно допущения .  Томе, профессор в Вене, 
сстроумно назвал людей, стоящих на почве  этих чис-
1'0 абстрактно-логических исследований о вещах, ни
чего не  обозначающих, и о предложениях, ничего не 
Еыражающих, которые, таким образом,  не  только за
бывают эту вторую проблему, но и всю остальную 
математику, -- мыслителями без мысли 1 1 ) ;  конечно, 
это ироническое замечание не может относиться к ли
цам, заним ающимся этого рода исследованиями по
путно, рядом с многочисленными другими  вопросами.  

В связи с этими  рассуждениями об oCJioвax ариф
метики, обзор которых я вам изложил , я хочу пред
ставить вашему вниманию еще некоторые соображе
ния общего характера .  Многократно высказывалось 
мнение, что обучение математике можно и даже не
обходимо вести строго дедуктивно, полагая в основу 
целый ряд аксиом и развивая из него все остальное 
строго логически. Этот прием, который так охотно 
поддерживают историческим авторитетом Евклида, 
однако, отнюдь не соответствует историческому ходу 
р азвития м атематики. Напротив, в действительности 
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матем атика р азвивалась подобно дереву, которое н� 
разрастается путем тончайших разветвлений ,  идущи \ 
от корней, а разбрасывает свои ветви и л истья вширь 
и вверх, распространяя и х  зачастую вниз ,  к корням .  
Совершенно так же и м атематика , оставляя образнт� 
выражение, начала свое развитие с опреде.1енноrо 
nункта ,  соответствующего, скажем , здравому челове·  
ческому смыслу, и по мере того как мы  восходили 
к новым и новым научным достижениям ,  м ы  одно
временно опускались также и вниз к исследованию 
оснований науки. Так ,  например ,  м ы  стоим теперь от
носительно оснований на совершенно другой точке 
зрения, чем та, которой придерживаJшсь исследова 
тели несколько десятков лет  тому назад;  точно так  же 
то, что мы выдаем за последние принципы,  через ко
роткое время сделается пережитком ,  так как посл ед
ние истины будут все глубже и детальнее расчле
няться и приводиться к более общим nоложенинм.  
В основных исследованиях в области математики н е  
�tюжет быть окончательного завершения, а вместе 
с тем и окончательно установленного первого на,tа
л а, которое могло бьt служить абсолютной исходной 
точкой для преподавания. 

Я хотел бы сделать еще одно замечание, касаю
щееся отношения между логической и интуитивной 
математикой , между чистой и прикл адной математи
кой .  Я имел уже случай упомянуть, что в школе при
ложение с самого начала сопровождает обучение  
арифметике, что ученик не  только должен понимать  
nравила ,  но должен также учиться делать из них т о  
ил и иное употребление .  Так оно норм а.1ьно должно 
было оставаться и всюду, где идут занятия м атем а 
тикой. Чисто логические концепции должны соста
вить, так сказать, жесткий скелет организма Аtатема
тики,  сообщающий ей устойчивость и достоверность. 
Но сама жизнь математики,  важнейшие ее линии 
развития и продуктивность относятся преимуществен
но к ее приложениям, т.' е. к взаимным отношениям 
ее  абстрактных объектов со всеми  другими  области 
ми .  Изгнать приложение из м атематики - это то же, 
что искать живое существо с одной только костной 
основой без мускулов , нервов и сосудов .  

В деле научного исследования будет, конечно, 
-всегда оставаться р азделение между чистой и 

2 Ф . l(лeilн, т. 1 
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прикладной н аукой, но,  если только мы хотим сохра· 
нить р азумное положение вещей, мы должны забо
тиtься о непрерывной связи между этими сторонами 
дел а ;  здесь же я хотел бы особенно подчеркнуть то ,  что 
в школе такого рода разделение, такого рода специа-
1/изация отдельного учителя совершенно невозможны. 
Вообразите себе, например , - я несколько утрирую, 
чтобы ярче это выразить, - в какой-либо школе учИ
теля,  который трактует числа  ка к символы,  лишенные 
значения ;  другого, который умеет из этих ничего не 
означающих символов получить наглядные числ а ;  
наконец, третьего, четвертого, пятого, которые вла
деют приложениями этих символов в геометрии, ме
ханике, физике. Представьте себе, что в распоряже
ние всех этих различных учителей будут предостав
.'lены ученики.  Бы понимаете, что таким образом деJю 
обучения не может быть организовано;  этим путем 
предмет не может быть усвоен учениками,  а р азлич
ные учителя  не  смогут понимать друг друга. По
требности школьного преподавания,  таким образом, 
пр едполагают известную р азносторонность каждого 
учителя,  уменье довольно широко ориентироваться 
в области чистой и прикладной математики в самом 
широком смысле  этого слова ;  этим путем учитель 
должен всегда создавать коррекцию слишком мел
кому расщеплению н ауки. 

Я возвращусь здесь еще раз к упомянутым уже 
выше дрезденским предложениям,  чтобы дать прак
тическое направление всем последним замечаниям. 
В этих предложениях мы  настаиваем на том,  чтобы 
прикл адпая  математика, которая с 1 898 г. введена в 
испытание на  звание учителя как особая специаль
ность, была признана необходимой составной частью 
каждого нормального м атематического обр азования, 
чтобы, таким образом, удостоверение в праве препо
давания чистой и прикладной м атематики выдава
лось всегда совместно .  Наконец, упомянем та кже, ка
кие цели обучения м атематике в выпускном клас.се 
предусматривает педагогическая комиссия в так на 
зываемой меранекой программе :  

1 )  научный обзор систематического построения 
м атематики ; 

2 )  уменье грамотно справляться с численным и 
графическим решением отдельных задач ;  
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3)  некоторое знакомство со значением м атемати· 
ческой мысли в естествознании и современной куль· 
туре 1 2 ) .  

Ко всем этим резо.11юциям я присоединяюсь с глу· 
бочайшим убеждением в их правильности. 

4. Пр актика счета с цел ым и  числ а м и  

После отвлеченных рассуждений, которыми я пре· 
имущественно занимался до сих пор,  я обращусь 
к конкретным вещам,  именно - исключительно к опе
р ациям, производимым над числами .  Из литературы, 
дающей возможность ориентироваться в этом вопросе, 
я прежде всего отмечу опять-таки статью Р. Мемке 
по этому предмету в энциклопедии .  Я лучше всего 
дам вам обзор относящихся сюда вопросов , если сна· 
чала изложу план этой статьи. Она распадается на 
две части, именно : А.  Учение о точных вычислениях; 
В .  Учение о приближенных вычислениях. К отделу А 
принадлежат все методы, облегчающие точные дей1 
ствия над большими числами,  как, например ,  удоб·  
ное расположение тех или иных схем в вычислении, 
таблицы произведений и квадр атов , в особенности же 
счетные машины 1 3 ) .  В отделе В, напротив , вы най
дете разработку всех тех приемов, которые имеют 
в виду определить только порядок величины резуль
тата, т. е. установить первые значащие его цифры.  
Сюда относятся таблицы логарифмов и аналогичные 
средства вычисления, как, например, счетная линей
ка 1 4 ) . 

Остановимся еще на  минутку на  общем значении 
того факта, что действительно существуют счетные 
машины, которые освобождают м атематика от чисто 
механических вычислений и которые выполняют их 
rораздо быстрее и более безошибочно, так как ма 
шина  свободна от случайных ошибок, с которыми все
гда может быть сопряжено беглое вычисление. Само 
существование такого рода м ашины может служить 
дл я нас подтверждением того, что для  производства 
вычислений существенным является не значение це
лых чисел, а форм альные правил а ,  по которым они 
совершаются, ибо машина может следовать только 
этим правилам - так она устроена , - но наглядногu 
nредставления о· значении чисел она иметь не  может. 

2* 
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В ряд ли можно считать случайным то, что такой 
человек, как Jlейбниц,  который был в такой же мере 
а бстрактным мыслителем первого ранга , как и чело
веком выдающихся практических дарований,  является 
сдновременно как отцом чисто формальной матема
тики, так и изобретателем первой счетной ма шины. 
Его м ашин а еще по настоящее время представляет 
одно из наиболее ценных достояний музея Кестнера 
11 Ганновере. Хотя это исторически и не удостоверено, 
но я склонен допустить, что Лейбниц имел в виду 
:t�зобретением счетной машины не только достигнуть 
nра ктических целей,  но и ярко осветить строго фор
мальный характер математических вычислений .  

Само собою разумеется, однако, что Лейбниц от-
1 пюдь не был склонен изобретением счетной ма шин ы 

умалить значение матем атической мысли ,  а между 
тем такого рода выводы иногда приходится слышать. 
« Если, - говорят, - научная деятельность может осу
ществляться также машиной, то на эту науку, ко
н ечно, немного можно поставить, и роль ее неизбеж
во должна быть совершенно второстепенной». Однако 
11 а  такого рода аргументацию достаточно возразить, 
ч то математик, когда он сам оперирует с числами п 
формулами ,  отнюдь не представляет собой только 
жалкой копии непогрешимой машины , что он ни в 
коем случае не является «мыслителем без мысли»  
no выражению Томе. Напротив, он сам себе ставит 
з адачи ,  им еющие определенную и полезную цель, и 
разрешает их всякий раз новыми,  своеобразными 
nриемами .  Он изобрел счетную машину только для 
'! ого, чтобы освободить себя от некоторых операци й ,  
nостоянно повторяюtцихся в однообр азной последова 
тельности,  и что нужно менее всего забывать, мате
матик ее изобрел и математик постоянно ставит ей 
н а  р азрешение задачи 1 5 ) . 

Позвольте мне за кончить пожеланием , чтобы со 
счетной машиной ввиду большого значения, которое 
о п а  приобрета ет, познакомил ись более широкие кру
г и ;  в настоящее время ее, к сожалению, знают еще 
весьма немногие. Прежде всего же с нею должен , ко
нечто, познакомиться учитель ; я не могу не выска · 
эать пожелания,  чтобы каждый ученик в стар шем 
:кл а ссе срt>дней школы имел возможность хоть раз 
посмотреть эту машину 1 6 ) . 
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11. П ЕРВО Е РА С Ш И Р Е Н И Е  П О Н Я Т И Я  Ч Н СЛ А  

Мы намерены теперь оставить целые чис.ы п в н а
стоящей главе переii1 и к р асширению понятия чис.1 а .  
В школе этот процесс разделяют обыкновенно н а  
<..ледующие ступени :  

1 .  Введение дробей и действия над ними .  
2 .  Изложение теории отрицательных чисел в свя

зи с началом буквенного исчисления.  
3. Более или менее подробное развитие понятия 

иррационального числ а  на  примерах из р азличных 
областей ; вместе с этим постепенно формируется 
представление о совокупности всех действительных 
чисел .  

Совершенно безразлично, начинать ли  с пункта 
первого или со второго. Мы предпочитаем послед
нее 1 7 ) . 

1 .  Отрицательные числ а  

Начнем с одного замечания,  относящегося к тер
минологии .  В школе положительные и отрицательные 
числа обыкновенно называют «относительными»  чис
лами в противоположность «абсолютным» (положи
тельным) ; между тем в университете эта м анера вы
ражения не принята . В школе те же относительные 
числа называют та кже «алгебраическими»  числа 
ми 1 8 ) - термин,  который в университете мы употреб
.тrяем в совершенно ином смысле. 

Что касается происхождения и введения отрица
тельных чисел , то относительно фактического м ате
риала я могу быть краток :  этими  вещами  вы владее
те свободно и,  во всяком случае, по моим сведениям 
вы легко в них ориентируетесь 1 0 ) . 

Ближайшим поводом для введения отрицательных 
чисел является,  как известно, требование  сделать вы
читание операцией, выполнимой во всех случаях. 
Если а < Ь , то в области н атуральных чисел раз�  
ность а - Ь не имеет смысла .  Существует, одн ако, 
число с = Ь - а; мы полагаем 

а - Ь = - с, 
и называем -с отрипательным числом.  С этим  св я
зывают обыкновенно с самого начала интерпрета ци ю 
целых чисел при помощи шкалы равноотстоящих 
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l'fочек н а  прямой, простирающейся безгранично в обе 
стороны ,  или «числовой оси» (рис. 2 ) . Этот образ 
можно считать в настоящее время достоянием всех 
обр азованных людей, и нужно полагать, что своим 
распространением он обязан гл авным образом из
вестной всем термометрической шкале. Наглядный 
и хорошо известный  образ отрицательных чисел пред· 
ставляет расчет прибылей и убытков . 

-tr -з -2. -1 
Рис. 2 

Но мы здесь, прежде всего, точно выразим,  в чем 
заключается , собственно, принципиальный и чрезвы· 
чайно трудный шаг, который связан с введением от
рицательных чисел в школе.  

Есл и  ученик привык постоянно связывать с чис· 
лами  и з атем с буквами ,  с которыми  он оперирует, 
К')Нкретные количества и при  сложении их, а также 
при  других действиях всегда имел перед глазами со· 
ответствующие опер ации ,  которые можно реально 
н ад этими количествами производить, то теперь дело 
совершенно меняется. Ему приходится иметь дело 
с чем-то новым, с «отрицательными числами»,  кото
рые уже не  имеют ничего общего с наглядным  обра·  
зом о количестве предметов ; ему приходится произ· 
водить над ними действия как н ад количествами ,  а 
между тем именно эти действи я  совсем уже не имеют 
для него прежнего ясного, наглядного значения 20 ) . 
Здесь приходится в первый раз делать переход от 
!реальной математики к формальной, для полного 
:уяснения которой · нужно значительное р азвитие спо
собности к а бстра кции .  

Присмотримся,  однако,  подробнее, что происходит 
с арифметическими  действиями после введения от· 
1·шцательных чисел . Прежде всего, ясно, что сложе
'f!ие и вычитание по существу сливаются воедино. 
Прибавление положительного числ а  есть вычитаеие 
nротивоположного отрицательного числа .  М. Симон 
�ела ет по этому поводу остроумное замечание, что 
ll!менно вследствие  введения отрицательных чисел, 'бл агодаря  которому вычитание становится действием, 
1t e  и меющим исключения, оно перестает существовать 
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как самостоятельная операция. Для этого обобщен
ного сложения, охватывающего также и вычитание,  
в области положительных и отрицательных чисел не· 
изменно остаются в силе те же основные пять фор
мальных законом : 1 )  постоянная выполнимость, 2 ) од
нозначность, 3 )  сочетательность, 4)  переместитеJiь· 
ность и 5 )  монотонность. Относительно свойства 5 )  
нужно заметить, что а < Ь теперь означает, выра·  
жаясь кратко, что при геометрическом изображении 
число а лежит влево от Ь , так что, например,  
-2 < - 1 .  -3 < +2 и т. д. 

При умножении важнейшим моментом является 
так называемое правило знаков, согласно которому 
а · (-с) = (-с) · а = - (а · с ) и (-с) · (-с') = + сс'; в 
особенности последнее ( минус на  минус дает плюс)  
часто представляет собой камень преткновения. 
1( внутренней сущности этого правила  нам  придется 
еще вскоре возвратиться. Мы выразим его предвари
тельно одним предложением, относящимся к произ
ведению какого угодно количества положительных 
и отрицательных чисел : модуль произведения р авен 
произведению модулей сомножителей, а по  знаку про
изведение будет положительным или отрицательным 
в зависимости от того, входит ли в его состав четное 
или нечетное число отрицательных сомножител ей. 
При таком определении умножения в области поло· 
жительных и отрицательных чисел оно опять обл а
дает следующими свойствами : 1 )  постоянная выпал ·  
нимость, 2 )  однозначность, 3 )  сочетательность. 
4) переместительность и 5)  р аспределительность от
носительно сложения. Только в законе монотонности 
здесь оказывается отклонение. Его место теперь за 
нимает следующий закон : если а > Ь , то  ас > Ьс, 
а с = Ьс или ас < Ьс в зависимости от того, будет ли  
с > О ,  с = О или с < О .  

Спросим себя теперь, не  заключают ли эти зако
ны по чисто формальному своему содержанию логи· 
ческого противоречия. Мы должны в первую очередь 
сказать, что доказательство отсутствия противоречия,  
основанное на  чисто логических соображениях, по 
настоящее время здесь удалось провести еще менее, 
чем для целых положительных чисел . Но вопрос уда 
лось свести к тому, что названные законы з аведомо 
не имеют противоречия, если они не  содержат такового 
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в применении к целым положительным числам .  
До тех  пор ,  следовательно, пока этот вопрос не бу
дет доведен до конца * ) ,  т .  е .  пока не будет дано ло
гическое доказательство отсутствия противоречия в 
области тех же операций над целыми положительны
м и  числами ,  мы можем основывать уверенность в от
сутствии противоречия в названных з аконах лишь на 
том , что существуют наглядные объекты и наглядные 
операции над ними ,  которые удовлетворяют этим за
конам.  В качестве таких наглядных объектов мы ука
з али уже выше ряд р авноуда.тrенных одна от другой 
точек на числовой оси ; нам  остается только прибавить, 
что означают в применении к этим образам арифмети
ческие действия.  Сложение х' = х + а при постоян
ном а относит каждой точке х некоторую точку х

' та
ким обр азом , что неогр аниченная прямая просто пере
двигается по себе на отрезок а и притом вправо или 
влево в зависимости от того, имеет ли а положитель
ное или отрицательное значение. Далее, умножение 
х' = ах представляет собой отображение подобия 
11рямой в себя ( гомотетию)  и притом при а > О 
растяжение, при а < О - растяжение, сопровождае
мое симметрией относительно нулевой точки . 

Я хочу теперь остановиться на  том ,  ка к, собствен
но ,  все эти вещи исторически возникли .  Не нужно 
думать,  что отрицательные числа представляют со
бой открытие какого-либо одного умного человека , 
который вместе с тем , быть может, даже обнаружил 
на основании геометрического их толкования отсут
ствие в них противоречия.  Напротив, в процессе мед
ленной эволюции употребление отрицательных чисел 
как бы само собой напрашивалось, и лишь позже, 
когда ими уже давно оперировали, именно в XIX в.  
возник вопрос об отсутствии  противоречия. 

Переходя к истории отрицательных чисел , по
звольте мне обратить ваше внимание на то, что древ
ние греки, несомненно, не владели отрицательными 
числами ,  так что здесь мы имеем пункт, в котором 
грекам не  приходится отводить первого места ,  как это 
некоторые всегда склонны делать. Напротив, честь 
открытия отрицательных чисел должна быть припи
сана индусам ,  которые ввели та кже нуль и нашу си-

*) См.  примечание 9. 
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стему цифр .  В Европе отри ца тел ьные числ а  п ост�
пенно вошли в употrебл ение в эпоху Возрождени и  
в тот именно пер иод , когда стал и  опе р и ров ать над 
буква м и . Не могу не упомянуть при этом , что бо.'lее 
или менее сов ершенное буквенное исчисление в п е р 
в ые ввел В и ет 2 1 )  в 1 59 1 г.  На этой почве,  естествен 
но ,  пришли к пр авил а м расi<рытия СI<обок п ри дей
ствиях с положител ьн ы м и  чи сла м и , которые, конечно,  
содержатся в переч исл енных нами выше основ н ы х  
фор мулах , если м ы только п р и соеди н и м  соответствую
щие законы вычитания .  Одна ко я хочу останов иться 
несколько подробнее по кра йней мере на  двух п р и 
мерах , чтобы,  п режде всего, показать, что дл я ни х  
можно дать кр айне п ростые и н а гл ядные доказ а тел ь 
ств а , - пр авда ,  та кие дока з ател ьств а ,  котор ые , соб
ственно говоря , исчер п ываются фигурой и словечком 
«см отри » , как м ы  это ч а сто встречаем у др евних ин 
дийцев 2 2 ) . 

1 )  Пусть а > Ь и с > а. В та ком случае  а - Ь 
есть положительное число,  меньшее, нежели с. По
этому разность с -
- (а - Ь ) будет п оло- -7J..------rь7-L--У---'!17�-+-
жительным числом � 
( р ис. 3) . Есл и м ы  на- Рнс. 3 
несем эти числа н а  •rис-
ловую ось и за мети м , что отрезок между точками Ь и а 
и меет дл ину а - Ь,  то достаточно взглян уть на рису 
нок , чтобы убедиться в следующем :  если м ы  отн име м  
от отрезка с (т .  е .  отрезка между точками О и с )  
отрезок а - Ь ,  то п ол у ч и м  то ж е  с а мое,  что п о.l у 
чил и б ы ,  есл и  бы отняли сначала  в е с ь  отрезок а ,  
а затем п р и б авили отрезок Ь ,  т. е.  

с - (а - Ь) = с - а + Ь. ( 1 ) 
2) Пусть а >  Ь и с >  d; тогда разности а - Ь п 

с - d представляют собой цел ые поJюжител ь н ы е  чис
ла. Рассмотри м произведение (а - Ь) · (с - d) . С этой 
цел ью мы п острои м п р я м оугол ь н и к  со сторон а м и 
а - Ь и с - d (р ис .  4 ) ; он составит часть пря м оугол ь
ника ,  имеющего стороны а и с. Чтобы из посл еднего 
по.1учить первы й ,  м:ы отни мем сн а ч а л а  верхн и й ,  го
ризонтально за штр и хов анн ы й прямоугольник a · d, 
а потом р аспол оженный спр а в а и за штр ихов анны й  
вертикально п р я моугол ь н и к  Ь · с. Однако небольшой 
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nрямоугольник Ь · d, заштрихованный накрест, мы  от
няли лишний раз ;  м ы  должны его поэтому снова 
�1рибавить. Этим путем м ы  приходим к известной 
формул е  

(а - Ь) ( с  - d) = ас - ad - Ьс + bd. (2) 

В дальнейшем развитии этих идей сказывается об
щая особенность человеческой натуры, заключающая

ся в том, что мы не
вольно постоянно стре
м имся распространять 
правила,  выведенные 
для частных случаев ,  
н а  другие более общие 
случаи.  Ганкель в 
своем сочинении «Тео
рия комплексных чис
ловых систем» 23 ) на 
зывает это принципом 
перманентности фор-

Рис. 4 м альных законов и 

придает ему значение 
руководящего основного положения.  Этот общий прин
цИn в применении к интересующему нас случаю озна
чал бы, что мы желаем освободить формулы ( 1 )  и (2): 
от условий ( наложенных на  числа а ,  Ь ,  с, d) , при ко
торых они выведены, и сделать их применимыми так· 
же к другим случаям .  Например, если мы  применим 
формулу (2 ) к случаю а = с =  О (для какового слу
чая мы эту формулу отнюдь не доказали) , то мы по
.rуучим ( -Ь) · ( -d) ==+bd, т. е. получим nравило зна
ков при умножении отрицательных чисел.  Таким же 
образом м ы  можем без труда прийти и к другим слу
Ч а 5'1 М  правил а  знаков, благодаря чему, пожалуй, 
с:к,лонны будем даже признать их за совершенно не
обходимые допущения. В действительности же они 
будут необходимы лишь постольку, поскольку мы хо· 
тйм сохранить для этих новых объектов прежние пра· 
ьила действий.  Математики прежних времен,  конечно, 
не  с легким сердцем решались на образование этих 
новых понятий, и тяжелое чувство, с которым они 
:на это шли, сказывалось в тех названиях, которые 
они часто давали отрицательным числ а м :  «придуман
ные числа», «ложные числа»  и т. д. Однако, несмот· 
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ря на все эти сомнения, в XVI и XVI I вв .  отрицатель
ные числа  постепенно приобретают всеобщее призна
ние;  этому, без сомнения, в значительной степени спо· 
собствовало развитие аналитической геометрии.  Ко· 
нечно, сомнения еще оставались и должны были 
оставаться до тех пор,  пока все еще старались интер
претировать отрицательное число как количество 
предметов и не уяснили себе возможности априорного 
установления формальных законов ; в связи с этим 
возникали постоянные попытки доказать правило 
знаков . Простое разъяснение, которое принес только 
XIX Б . ,  заключается в том ,  что о логической необхо
димости этого положения ,  о его доказуемости не  мо
жет быть речи. Напротив , речь может идти только 
о том , чтобы признать его логическую допустимость ; 
в остальном же оно является произвольным и регу
лируется лишь соображениями целесообразности и 
nриведеиным выше принцилом пер м анентности. 

В связи с этим нельзя не  высказать мысли ,  кото
рая  и помимо того часто напрашивается, что вещи 
вередко представляются р азумнее, нежели  люди. Вы  
видите, что один из  в ажнейших шагов в математи
ке, - именно, введение отрицательных чисел и д ей·  
ствий над ними - был сделан не вследствие созна ·  
тельного логического суждения одного человека , а 
стал органически необходимым бл агодаря  интенсив·  
ным занятиям этими вещами :  может даже показаться. 
что человек научился этим правил а м  от букв . Созна
тельное убеждение, что м ы  при этом поступаем пра ·  
вильно, не  впадая в коллизию со  строгой логикой, 
явилось лишь гораздо позже. Вообще, чистая логика 
при образовании таких новых понятий может иметь 
лишь регулирующее значение, руководящей же рол и  
о н а  играть не может, и б о  единственное требование ,  
J(оторое она ставит, заключается в том, чтобы не 
было внутреннего противоречия, а этому, конечно. 
могут удовлетворить и многие другие абстрактные 
системы. 

Если в ас интересует литература по теории отри
цательных чисел, то я могу вам  указать еще н а  книгу 
Тропфке «История элементарной м атематики» 24 ) . 

Обращаясь к критическому обзору того, как  отри
цательные числа излагаются в школе, нужно прежде 
всего сказать, что преподаватели часто здесь делают 
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ту же ошибку, в которую впадали математики преж
них времен;  именно,  они  пытаются доказать правило 
знаков как нечто логически необходимое. Особенно 
часто выдают за  доказательство приведенный выше 
эвристический вывод правила ( -Ь ) · ( -d) = + bd из 
формул ы  для ( а - Ь )  · ( с - d) , фактически совершен 
но забывая ,  что эта формула  при ее  первоначальном 
выводе (см. с .  4 1 -42) неразрывно связана с пер авен
етвами а >  Ь , c > d. Таким образом,  получается л шш, 
видимость (симуляция)  доказ ательства ;  психологиче
ский момент, который в силу принципа перманентно
сти приводит к этому правилу, смешивается с логиче
ским доказательством.  Ученик,  которому это в та ком 
в иде в первый раз преподносится , естественно, не мо
жет этого понять, но поверить этому он в кон;це кон
цов вынужден ; если же при повторении на  высшей 
ступени обучения ,  как это часто бывает, ученик не 
получает более точных разъяснений, то у многих мо
жет установиться убеждение, что эта теория содер
жит нечто мистическое, непонятное. 

По поводу этих приемов я должен категорически 
�аявить, что никогда не с.l!едует пытаться симулиро· 
вать невозможные доказательства 25 ) . Следовало бы,  
напротив, на  простых примерах,  сообр азно фактиче
скому положению дела ,  убедить ученика,  а если воз 
можно, то заставить его самого прийти к тому, что 
им енно эти положения, основанные на принципе пер 
манентности,  способны дать единообразный и удоб
ный  алгоритм , тогда как при выборе других правил 
всегда придется различать отдельные случаи.  Конеч
но, при  этом не  нужно проявлять л ишней поспешно
с.ти, нужно дать ученику время освоиться с тем внут
ренним переворотом, который в нем совершается в 
результате этого а кта познания. И в то время ка к 
ученику легко понять, что другие положения нецеле
сообразны, необходимо настойчиво подводить его 
к пониманию того, что чудесная сторона дела в том 
именно и заключается, что действительно существует 
общее и целесообразное положение;  он должен ясно 
понять, что существования такой систем ы отнюдь 
нельзя было с уверенностью ожидать заранее. 

Этим я заканчиваю теорию отрицательных . чисел 
и перехожу к учению о дробях. 
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2. Дроби 
Обр а ща ясь теперь к такому ж е  изложению уче· 

ния о дробях,  мы н а чнем с того, ка к тр а ктуется этот 

вопрос в школе. Здесь дробь : с самого н а ч а.1 а  

и м еет совер шен но кон кретное з н а чение. Только по 

с р а внен и ю  с н агл ядн ы м и  обр аз а м и ,  котор ы м и  интер

nр етируются цел ые чисJJ а ,  здесь су бстр а т мен яется , 
именно, от кол ичеств а п редметов м ы  переходи�t к нз
мерению, от п редм етов , подл е ж а щих счету, м ы  п е 
реход и м  к предм ета м ,  лодJi е ж а щ и м  и з м е р е н и ю .  П р и ·  
мера м и  вe.'I I I ЧИ n ,  допускающих изм ерен ия , могут слу· 
жить м асса и дл и н а .  Н а  эти х  п р и м е р а х  каждому 
учени ку и поясняется з н а ч ен и е  дробей,  ибо каждо м у  

1 человеку очень л егко пон я т ь ,  что та кое 3 метр а ил и 
1 

-
2 килогр а м м а .  Из конкретны х  же сообр ажен и й  л егко 
уста н а вл и в а ется з н ачен и е  соотношений = . >, < 
дл я дробей , а т а кже уст а навл и в а ются п р а вил а ело· 
жени я  и вычитан и я  дробей.  У м н ожение обы чно вво·  
дится nутем незначительной м од и ф и к а ц и и  nервои а 
чал ьного определения этого действ и я . Jl множить чис-

ь ло на дробь - значит умножить его на t{елое число а а 
(согласно старому определен ию) и затем разделить 
на Ь.  Ил и, иначе,  произведение составляется из мно-

жимого совер шенно так же, как множитель : со
ставляется из единицы. Вслед за  эти м  деление н а  
дрuОь оп редел яется I{a K  опер ация,  обр а т н а я  умноже· 

? 
н и ю :  разделить а на 3 зна ч и т  найти такое ч исло, 

2 которое, будучи умножено на 3 , даст число а. Эти 
о н р едел ен и я  в теор и и  дробей мы комбинируем далее 
с введением отр ица тел ьных чисел и таким обр азом 
получ а е м  окон ч а тельно совок у п н ость всех р ациональ
н ых ч исел . Мы н е  и м еем возм ожност и  входить в де· 
та.'lи  всего этого построени я, п роведение которого в 
Ш !<.О.!J е ,  естестве н н о ,  требует м ного в р е м ен и ;  M td JIYЧ·  
ше с р а в н и м  это изложен ие с сов ременной р а з р а бот
кой этого воп роса в м атем а т и ке 2 6 ) . 

У Вебера и Бел ьште й н а  выступ з ет на перв ый пл а н 

формаJi ьная сторона дел а, св о.u.н щd яся к выбору из 
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р азличных возможных интерпретаций той, которая 
позволяет удобно описать общие свойства дробей. 

Здесь дробь : просто является символом ( число

вой 27 )  парой) , над которым нужно совершать дей
ствия согласно определенным правилам. 

Эти правил а  ( которые, как мы упомянули выше, 
естественно, в ытекают из реального значения дробей ) 
имеют здесь хар актер совершенно произвольных со
глашений. Так,  например, то, что представляет для 
ученика наглядное понимание равенства двух дробей, 
приобретает здесь форму определения равенства : две 

а с 
дроби Ь и ([ называются равными 28 ) , если аd=Ьс. 

Аналогичным образом определяется понятие «боль

ше» или «меньше»; сумма двух дробей : и � про-

д � + h  3 сто опре еляется как дробь bd , и т.  д. атем 

уже доказывается, что определенные таким образом 
действия в получающейся при этом более обширной 
числовой области строго подчиняются прежним фор· 
м альным законам ,  т. е .  одиннадцати основным зако
нам ,  которые мы уже неоднократно приводили.  

Не  столь формально, как в системе Вебера 
Бельштейна ( изложенной здесь, конечно, только в са
мых общих чертах ) , трактует этот вопрос Буркгардт. 

На дробь : он смотрит как на последовательность 

двух операций в области целых чисел, - именно, ум
ножение на число а и деление на число Ь; объектом, 
над которым эти операции должны быть выполнены, 
является совершенно произвольпае целое число. Если  
м ы  последовательно произведем две такие пары опе-

раций : и � , то это р ассматривается как умноже

ние дробей. Легко видеть, что осуществляемая таким 
обр азом операция представляет собой не что иное, 
как умножение на  а с  и деление на  Ьd. Таким обра
зом, правило умножения дробей 

вытекает здесь из того смысла ,  который придается 
понятию дроби, а не представляется произвольным 
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соглашением . Совершенно аналогично можно, конеч
но, определить деление дробей ; однако сложение и 
вычитание не поддаются интерпретации в этом по
рядке идей. Формула  

� + .Е_ = a d  + Ь с  

ь d bd 

остается, таким образом, и у Бурi<гардта соглаше
IJием , в пользу которого он приводит только наводя
щие указания. 

Сравним теперь школьную постановку вопроса 
с указанным современным изложением,  в котором как 
в одной, так и в другой интерпретации мы остаемся 
всецело на почве целых чисел. Известными предпола 
гаются только совокупность целых чисел и действия 
над ними;  новые же числа  являются объектами,  ко
торые определяются как числовые пары или как  
операции над  целыми числами .  Школьнов же  изложе
ние существенно опирается на новое наглядное пред .. 
ставленив об измерении величин, приводящее к непо
средственному интуитивному представлению о дробях. 
Мы уясним себе это р азличие лучше всего, если пред
ставим себе существо, владеющее только идеей о цe
JJ OM числе и вовсе не знающее измерений. Для такого 
существа школьное изложение казалось бы совершен
но непонятным,  между тем как постановка вопроса 
у Вебера и Бельштейна была бы ему вполне до
ступна.  

1\акая же из двух точек зрения лучше и что дает 
каждая из них? Ответ на  этот вопрос созвучен тому 
ответу, который мы  привели  выше, когда м ы  р азби
рали аналогичный вопрос относительно целых чисел.  
Новая точка зрения, несомненно, чище, но в то же 
время и беднее. Она,  собственно говоря,  дает только 
nоловину того, что в целом виде содержит в себе 
школьное изложение:  абстрактное, арифметическое, 
логически точное введение дробей и действий над 
ними. 

И когда эта новая точка зрения, основывающаясSI 
лишь на понятии целого числа ,  полностью проведена , 
остается еще другой,  независимый и не  менее важный 
вопрос: можно ли  применить построенную таким об
разом теоретическую доктрину к наг"1ядным,  под
дающимся измерению величинам, с которыми нам  
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nриходится иметь дело? И здесь, конечно, м о ж н о  
было бы смотреть на  этот воnрос I<а к  н а  отпосящпйся 
к «прикладной м атем атике» и допускающий строго са 
мостоятельную обработку. Представляется ,  одн а ко,  lU
мнительным,  можно .п и  такое разделение считать це
лесообр азны м  с nедагогической точки зрения.  У Ве
бера и Бельштейна это разделение задачи на  две 
цасти находит себе, впрочем, своеобразное выраже
J:{ие :  вводя а бстрактно действия с дробями, авторы 
затем nосвящают отдельную гл аву под загл авием 
«отношения» вопросу о том ,  как р ациональные дро
би могут быть применсны к внешнему миру.  При этом 
нздожение носит у них бодее абстрактный ,  чем на 
глядный,  хара ктер . 

Я закончу н а стоящее рассуждение о дробях общим 
замечанием,  относящимся к совокупности всех цедых 
чисед ; nри этом для нагл ядности я буду подьзоваться 
изображением чисед на  прямой динии .  Мы nредста 
вим  себе, что на  nрямой (рис.  5 )  отмечены все точ ки 

Рис. 5 

с рационадьными координатами,  которые мы будем 
I<ороче называть просто «рациональными точками».  
Говорят,  что совокупность всех этих рационадьных 
точек образует на чисдовой оси «всюду nдотное мно
жество» .  Этим хотят сказать ,  что в каждом интер· 
вале, как бы мал он ни был , имеется все же бесчис· 
ленное множество рациональных точек. Точнее, не 
вводя чуждых понятий, можно иначе выразить то же 
самое едедующим образом : между любыми двумя ра· 
циональными точками имеется еще по крайней мере 
одна рациональная точка. Сдедствием этого явдяется 
то, что из совокуnности всех рационадыiых чисед 
r.сегда можно выдедить часть, не содержащую ни 
наибольшего, ни  наименьшего эдемента . Примерам 
может едужить совокуnность всех рационадьных дро· 
бей,  содержащихся между нулем и единицей, есди 
�ами  эти два чисд а не  в ключать. В самом деде, ка 
кова бы ни быда nравильная дробь, всегда суще
ствует еще меньшая дробь, содержащаяся между нею 
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п нулем,  п большая, содержаща яся м ежду пею и едп 
ницей . Эти понятия в с и стем а т и ч есiюм раз rштип  от
I-юсятся уже к канторавой теории м ножеств * ) .  Ниже 
н а �  действительно придется воспользов аться р а цио
нальными числами  с указанными их свойств а м и  как 
важным примерам множества . 

3. И р р ационал ьные ч исл а 

Переходим теперь к дальнейшему р а з в и т и ю  поня
тия числа ,- имtнно,  к иррационJJiьны м  числ ц м .  Здесь 
мы не будем останавливаться на том ,  как этот вопрос 
излагается в школе, так как относительно иррацио
нальных чисел в школе ограничиваются обыкновенно 
несколькими примерами.  Мы лучше перейдем к исто
рическому развитию вопроса . 

Исторически возникновение понятия иррациональ
ного числа имеет своим источником геом етрическу1о 
интуицию и потребности геометрии.  Представим себе 
числовую ось с нанесенным на ней всю
ду плотным множеством рациональных 
точек. На этой оси имеются тогда еще 
и другие числ а ;  по-видимому, это впер
вые показал Пифагор и сделал он это, 
примерно, следующим образом.  Есл и  
мы имеем прямоугольный треугольник, 
в котором два катета равны единице 

Рис.  6 

длины, то его гипотенуза имеет длину -У2 ( р ис.  6) . 
Это число заведомо не  является рациональным .  В са-

. г а 
мом деле, если м ы  положим -v 2 = ь ,  где а и Ь -
взаимно простые числа ,  то мы легко придем к проти
РОречию с известными законами делимости целых 
чисел .  Таким образом, мы геометрически построили. 
такой отрезок, от л ожив который на числовой оси от 
нулевой тоцки, мы придем к точке нерациональной. 
т .  е. к такой точке, которая в прежнем множестве 
рациональных точек не содержится. Вообще в боль
шинстве случаев 29 ) гипотенуза ,У m2 + п2 прямоуголь
Fого треугольника, в котором катеты выражаются 
целыми числ аNtи т и п,  будет выражена иррацио
нальным числом . Школа Пифагора очень усердно 
заним алась разысканием та ких пар чисел т и п ,  ко-

*l См. придожение II (с. 355) . 
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торым соответствует рациональная гипотенуза ;  это 
та к  называемые пифагоровы числа ,  простейшим при
мерам которых являются 3, 4, 5 ;  мы к ним еще воз
вратимся ниже. Во  всяком случае было известно, что 
при  этом построении, вообще говоря, получаются ир
рациональные отрезки ;  это открытие стоило жертвы 
в сто быков, по поводу которой так  часто приходится 
слы шать дурные остроты. 

Последующие греческие математики изучали бо· 
л ее сложные иррациональности ; так, например ,  у Ев-

клида мы н аходим иррациональности вида ,У ,Уа + ,Уь 
и т. п. Вообще же можно сказать, что все иррацио
нальные числа, о которых имели представление гре· 
ческие математики, сводятся к таким иррациональ
ностям, которые можно получить повторным извлече
нием квадратного корня и которые в силу этого 
.«ожно строить циркулем и линейкой. Общей же 
идеей об иррациональном числе греки еще не  владели. 

Я должен, однако, несколько точнее сформулиро
вать это замечание, чтобы избежать недоразумений. 
Мы имели в виду сказать только то, что греки не  вла 
лели таким приемом, при помощи которого можно 
было бы дать общее арифметическое определение 
иррационального числа ,  как мы это сделаем ниже. 
При всем том понятием общего действительного числа, 
которое может и не быть р ациональным,  греки вла· 
д ели , - пр авда , с иной точки зрения, чем у н ас;  все 
это носит у них другой характер ,  так как они не  поль
завались буквами для общего обозначения числа .  
Именно, они  р ассматривали, как это излагает систе
матически Евклид, отношение двух произвольных от
резков и опериров али с этими отношениями точно 
так же, как мы теперь оперируем с произвольными 
действительными числами .  У Евклида встречаются 
даже такие определения, которые совсем напоминают 
современную теорию иррациональных чисел .  Ирра
циональные числ а  уже названием своим существенно 
отличаются от р ациональных чисел ; последнее назы
ь ается «cxpt8f1o<J», между тем как отношение отрез
ков , т. е. любое действительное число, н азывается 
«Ло-уосr».  

К этому присоединим еще замечание относительно 
с:амого слова «иррациональный».  Оно ведет свое на-
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чало, вероятно, о т  неправильного перевода греческого 
слова «аЛ.оvоа» на л атинский язык. Это греческое 
с.тюво, по-видимому, означало «невыговариваемое 
число».  Этим жел али сказать, что эти новые числ а ,  
т .  е .  отношения отрезков, н е  могут быть выражены 
отношением двух целых чисел ; л ишь непоним анием 
переводчика объясняется то ,  что эти числа  оказались 
«нелогичными»,  как это, по-видимому, выражается 
словом «иррациональные числ а ». Общее понятие ир
рационального числа появилось ,  по-видимому, только 
в конце XVI столетия посл е  введения десятичных дро
бей, употребл ение которых получило право граждан
ства в связи с возникновением логарифмических таб
лиц. Когда мы обращаем р ациональную дробь в де
сятичную, мы  можем, кроме кон ечных дробей, полу
чать еще бесконечные десятичные дроби, которые, 
однако, всегда должны быть периодическим и * ) . Про
стейшим примерам будет 

1 -
з = О,ЗЗЗЗ . . .  ; 

мы имеем здесь десятичную дробь, период которой, 
состоящий из одной цифры 3, начинается непосред
ственно после запятой. Но тогда нет препятствий 
к тому, чтобы представить себе непериодическую де
сятичную дробь, цифры которой следуют друг за дру
гом по какому-либо другому определ енному зако
ну 30 } ;  каждый, конечно, признает такую дробь опре
деленным и в то же время нерациональным числом. 
Но в этом, собственно, уже содержится понятие ирра
nионального числа ,  к которому, таким образом,  н ас 
непосредственно приводит десятичная дробь. Истори· 
чески дело и здесь происходило совершенно так, как 
м ы  это выяснили выше относительно отрицательных 
чисел : вычисления с необходимостью приводили к вве
дению новых чисел ,  и с ними оперировали,  не  р аз·  
мышляя много об их сущности и об их обосновании, 
тем более, что они часто сказывались чрезвычайно 
полезными.  

Лишь в 60-х годах XIX в .  был а  призвана потреб· 
ность в точной арифметической обработке учения об 
иррациональных числах ,  что и было выполнено В ей· 

*) Об этом nодробнее см, ниже, с, 62 и след. 
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t-рштра ссом в его лекциях, относящихся к указанному 
периоду . Общую теорию ирр ациональных чисел дал 
в 1 879 г.  Г. Кантор в Галле, основатель учения о мно
жества х, и н ез а в и с и м о  от него Р. Дедекинд в Бр а ун 
швейге Точку зрения Дедекинда я намерен пояснить 
эдесь в немногих словах.  Допусти м ,  что мы владеем 
совокупностью в сех рациональных чисел , и игнори
руем все простр анствеин ые представления,  навязы
ь ающие нам интуитивно непрерывность числового 
ряда . Чтобы, исходя отсюда, прийти к чисто арифме
тическому определению ирр ационального числа ,  Де
декинд * )  строит понятие сеч ения в обл а сти рацио
нальных ч и сел . Именно, есл и r есть рациональное 
число, то оно дел ит всю совокупность р а циональн ых 
чисел на два класса А и В та к и м  образом , что каж
iюе число класса А меt-tьше, н.ежели  любое число 
класса В ,  причем каждое рацион.альн.ое число принад
лежит тому или ин.ому классу. KJiacc А содержит все 
ч исла ,  котор ы е м еньше числа r, а В - все числа ,  ко
торые больше, нежел и r ;  само же число r можно 
отнести как к одном у, так и к другому классу. Кроме 
этих «собственных» сечений ,  бывают еще сечения 
" несобственн ые» :  под эти м мы разумеем такие раз
fиения м ножеств а всех рациональных чисел н а два 
класса, котор ые  обладают перечисленными выше 
свойствами ,  н о  не производятся рациональными чпс
лами ; иными слова ми ,  это - сечения,  в которых  
класс А не  имеет на ибольшего, а класс В не  имеет 
н аименьшего ч и сл а .  Пр имер та кого рода несобетвен-
ного сечения да ет нам ,  скажем , .V2= 1 ,4 1 4 . . .  ил и 
вообще всякая  непериодическая бесконечная дробt,, 
Относите.'IЬНО каждого рационального числа .d Ы мо
жем тотчас  решить, больше ли оно или м еньше, чем 
эта бесконечн ая десятичная дробь 3 1 ) ,  и сообразно 
этому отнести каждое рациональное число либо 
к классу А ,  л и бо к классу В. В та ком случае ясно, 
что каждое •шсло Iшасса А меньше Iшждого чисJJ а 
класс а  В ,  с другой  стороны, в классе А не может 
быть н а и бо. ш,шего, а в классе В не может быть на н 
меньшего ч и сл а ,  ибо между к а ждым" рациональн ым 

*) Д е д е к и н д Р .  Непрерывность и иррациональные ч исда/ 
Пер : с н е м .  п р i ! В<1 т-доцента С. Шатунавекого - Изд. 2-е. - Одес
са : Матезис, 1 909. Были и позднейшие издания. 
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числом и н а шей бесконечной дробью всегда найдется 
еще бесчисленное множество других р а циональных 

'll!Ceл . 

Ввиду этих сообр ажений  Дедекинд устана влива ет 
('Ледующее определение, которое с точки зрен и я  
строго логической должно, конечно, р ассматриваться 
как чисто условное согл ашение.  Каждое сечение в 
области рациональных чисел мы будем называть ра
циональным или иррациональным числом в зависи
мости от того, будет ли это сечение собственным или 
несобственным. 

К этому непосредственно примыкает определение 
равенства :  два числа называются равными, если о1ш 
призводят одно и то же 32 ) сечение в области рацио
kальных чисел. Исходя из этого определения,  можно. 

например, доказать, что � равняется бесконечно й  

десятичной дроби 0,333 . . .  Тот, кто станет н а  н а ш у  
1 очку зрения, действительно должен требовать дока
зательства ,  основанного на  данном определении, хотя 
человеку, наивно подходящему к этому делу, это мо
жет показаться совершенно ненужным.  Получить же 
это доказательство нетрудно, если м ы  сообразим ,  что 

1 
каждое рациональное число, которое меньше з •  при 
обращении в десятичную дробь рано  или поздно даст 
меньший десятичный знак, чем в нашей бесконечной 
дроби ;  всякое же рациональное число, которое боль-

! 
б 

u u 
ше 3 ,  рано или поздно даст ольшин десятичныи 

знак.  
В лекциях Вейерштрасса соответствующее опреде

ление гласит: два числа называются равными, если 
они отличаются друг от друга меньше, чем на любое 
данное положительное рациональное число. Связь 
между этим определением и предыдущим легко усмот
реть. Особенно наглядным представляется последнее 
определение, если мы сообр азим,  почему дробь 0,999 . . . 
равна 1 :  эти числ а отличаются, очевидно, м еньше,  
чем 0, 1 ,  чем 0,0 1 ,  и т .  д. ; следовательно, на  основа 
нии определения они равны.  

Теперь спрашивается : благодаря чему м ы  имеем 
возможность добавить к множеству всех рацпональ 

.ti Ы Х  чисел еще и иррациональные числа и нрuизво-
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дить действия над тем и  и другими числами,  совер
шенно их не  различая? Причина кроется в том , что 
сохраняет силу закон монотонности элементарных 
операций. Принцип этот заключается в следующем : 
если два иррациональных числа нужно сложить , пе
ремножить и т. п . ,  то мы их заключаем во все более 
и более тесные пределы и над этими пределами со
ответственно производим те же действия, которые 
нал� нужно произвести над самими иррациональными 
числами; вследствие закона монотонности и резуль
тат последовательно замыкается во все более и более 
тесные границы 33 ) . 

Мне нет надобности изл агать здесь эти вещи, так 
как в ы  можете подробно ознакомиться с ними по мно
гим учебникам , в которых вы найдете большие по
дробности относительно определения иррациональ
ного числа ,  которое я здесь изложил только в общих 
чертах 34) . 

Здесь я предпочел бы  остановиться еще на  том , 
чего в ы  в книгах обыкновенно не найдете : именно,  
на  том , как можно перейти от изложенной здесь 
арифметической теории иррациональных чисел к их 
применению в других областях. В особенности я 
имею в виду здесь аналитическую геометрию, кото
рую иногда по наивной интуиции принимают за ис
точник иррациональных чисел и которая психологи
чески действительно является этим источником . 

Если  мы возьмем числовую ось, н а  которой,  как 
выше, нанесены начало  и все рациональные точки ,  
то основное положение, на  котором покоится это при
менение, гласит: каждому рациональному или ирра
циональному числу отвечает точка, имеющая это 
число своей координатой;  каждой точке на прямой 
отвечает в качестве координаты рациональнс;г или 
иррациональное число 35 ) .  

Такого рода исходное положение, которое стоит 
во гл аве дисциплины,  из которого все дальнейшее в ы
текает чисто логически ,  тогда как само оно не  может 
быть логически доказано, мы называем а к с и о м о й. 
Отдельные м атем атики в зависимости .от сложивших
ся у них взглядов смотрят на  аксиому как  н а  интуи
тивно ясную истину или как  на более или менее про
нзвольное соглашение. Настоящая аксиома о взаимно 
однозначном соответствии  между всеми действитель� 
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ными числами ,  с одной стороны, и точкам и  прямой,  
с другой стороны, обыкновенно называется аксиомой 
Кантора, который первый  точно ее сформул ировал 
(в 1 872 г . ) . 

Здесь будет уместно сказать несколько слов 
о природе наших пространствеиных представлений .  

Это выражение, строго говоря ,  можно понимать 
двояко : с одной стороны, можно иметь в виду непо
средственное чувственное, эмпирическое представле
ние о пространстве, которое мы контролируем при  
помощи измер ения ;  с другой стороны, - отвлеченное, 
внутреннее представление о пространстве, можно 
было бы сказать,  присущую н а м  идею о простран .. 
стве, которая возвышается над неточиостью чувствен• 
пых восприятий. Такого рода р азличие вообще имеет 
место при каждом интуитивном представлении, как 
я уже имел случай указать по поводу развития по·  
нятия числ а ;  лучше всего оно поясняется, быть мо· 
жет, следующим примером. Что озн ачает небольшое 
число 2, 5 или 7, нам непосредственно ясно, но 
о больших числ ах, например о числе 2503, мы уже 
не имеем такого непосредственного, наглядного пред
ставления.  Здесь, напротив, находит себе применение 
внутреннее представление о расположенном числовом 
ряде, которое мы себе составляем,  исходя из началь
ных чисел, при помощи совершенной индукции. Что 
касается представления о пространстве, то дело об
стоит так: если мы рассматриваем расстояние м ежду 
двумя точками,  то мы можем оценить и измерить его 
лишь с ограниченным приближением,  так как наш 
глаз неспособен р азличать отрезки, имеющие длину 
ниже пекоторой гр аницы ; это есть так н азываемый 
п о р о г ощущения - поияти е, играющее чрезвычайно 
важную роль во всей психологии. Но по существу 
де�о не изменяется и в том случае,  если мы усили· 
ваем наш глаз самыми тонкими инструментами,  так 
как и они имеют известные границы точности. Таким 
же образом и при всяких других физических н аблю
дениях и измерениях мы н аталкиваемся на такого 
рода пороги ощущения, которые устанавливают пре
дел возможной точности. Указания,  nопадающие за 
эти пределы,  никакого значения уже не  имеют и 
свидетельствуют с невежестве или даже о недобросо
вестности. 
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В противоположность этому свойству эмпириче
ского представления о пространстве, необходимо огра 
ниченного известны м  приближением ,  абстрактное или 
идеальное представление о пространстве обладает не
огр аниченной точностью и в силу канторавой аксио
мы обнаруживает полный параллелизм с арифмети· 
ческим пониманием числа 36 ) .  

В соответствии с этим целесообразно и са му ма 
тематику разделить на две  части : на  м атем атику 
точную и м атематику приближенную. Выясним это 
р азличие на примере уравнения f (х) = О. В прибли
женной м атем атике, ка к и в случае  на ших действи
тельных эмпирических представлений, речь идет не 
о том ,  чтобы f (х} точно обратилось в нуль, а только 
о том ,  чтобы значение функцпи l f (x) 1 оказалось 
ниже достижимого порога точности ; таким образом , 
равенство f (х) = О должно служить только сокращен
llы м  выражением неравснства 

1 f (х) 1 < в, 1 
r I<аторым фа ктически и приходится иметь дело 37} . 
Выпол нение же строгого требования равенства 
f (х) = О  <;оставляет уже задачу точной математики .  
Та к ка к в Приложениях играет роль только прибли
женная матем атика,  то можно, выражаясь грубо, 
сказать, что мы имеем потребность, сuбственно, в этой 
nоследней дисциплине,  между тем как точная мате
м атика существует только для удовольствия тех, ко
торые  ею занимаются , а в остальном составляет л ишь 
опору для м атем атики прибл иженной. 

Возвращаясь опять к нашей теме, я должен ска· 
зать ,  что логическое определение иррационального 
числа, несомненно, относится к точной математике. 
В самом деле, утверждение,  что две точки отстоят 
друг от друга на  р асстояние ,  выражающееся и р р а 
циональным числом миллиметров, фактически не 
имеет никакого смысл а ,  так как десятичные знаки 
дальше ш естого не  имеют реального значения 38 ) .  
В практике м ы  можем, таким образом, свободно за· 
.ченять иррациональные числа рациональными. На 
n ервый взгляд это находится в противоречии с з а ко
н о м  р ациональных указателей в кристаллографии 
ИJI И ,  например ,  с тем , что  в астрономии приходится 
р азличать случ а и ,  существенпо разные,  когда времена 
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оборотов двух планет имеют рациональное и.пи ир 
рациональное отношение. В действительности же 
здесь опять проявляется только многозн ачность на
шего языка , так как здесь понятие «рациональное» 
и «иррациональное» нужно понимать в совершенпо 
другом смысле, - именно,  в см ысле,  свойственном 
приближенной мате.матике. Когда здесь говорят, ч то 
величины имеют рациональное отношение,  то под 
этим разумеют, что их отношение выражается парой 3 
небольтих чисел, - например 7. Такое же отноше· 

201 2  
ние ,  как  7053 , здесь, несомненно, отнесли бы  уже 

к иррациональным.  Насколько, собственно, вел и ки 
могут быть числитель и знаменатель ,  это меняется 
от случая к случаю в зависимости от условий воп
роса . 

В двух словах я хотел бы еще указать, в з акл ю
чение, как я себе представляю желательное изложе
ние этих вещей в школе. Точное изложение теории 
иррациональных чисел здесь вряд ли  ум��тно ,  та к 
как она не может быть интересна для большинства 
учеников . Юноша, несомненно, всегда удовлетворится  
указанием огр аниченного приближения ;  точность же 
0,00 1 мм уже вызовет удивление,  а потребности в пол
ной точности у него, несомненно ,  не будет. Вслед
ствие этого будет вполне достаточно ,  если в Ш I<але 
110яснить понятие иррационального числа только н а  
примерах, как это большею частью и делают. Ко
нечно, немногие юноши,  обладающие ясно выражен
ным математическим дарованием,  этим не  удовлет
ворятся и захотят вникнуть глубже в сущность воп
роса .  Достойной задачей учителя будет удовлетво
рить эту потребность , не нарушая интересов большин
ства учеников 39 ) . 

111. О СО Б Ы Е  С ВО й СТ ВА ЦЕЛЫХ Ч И СЕЛ 

1 .  Роль теории ч исел в ш кольном и университетском 
преподавании 

Мы начнем теперь новую гл аву, которую посвя
тим собственно учению о целых числах ,  теори и  ч и 
сел ,  или арифметю<е в более узком смысле  этого 
c.JJoв a .  
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Я прежде всего дам сводку отдельных вопросов, 
в которых эта дисциплина соприкасается со школь
ным преподаванием.  

1 .  Первой задачей теории чисел является вопрос 
о делимости : делится ли одно число на другое? 

2 . Можно указать простые правила ,  которые дают 
возможность легко р аспоанать, делится ли произволь
ное число на небольшие числа :  2, 3, 4,  5, 9, 1 1  и т. д. 

3 .  Имеется бесчисленное множество простых чисел , 
т . е. таких, которые не имеют собственных делителей ,  
иными словами, которые делятся только на себя и 
на  единицу: 2, 3, 5, 7, 1 1 , 1 3, 1 7, . . .  

4.  Мы владеем всеми соотношениями, касающи
мися делимости любых чисел, если мы знаем их раз
ложение на  простые множители. 

5. Теория чисел играет роль в вопросе об обра
щении рациональных дробей в десятичные: она по
ясняет, почему десятичная дробь должна стать пе
риодической и как велик период. 

Эти вопросы появляются уже в младших классах; 
позже вопросы теории чисел появляются лишь из
редка . Отметим следующие факты. 

6. Если и не  во всех школах, то во всяком случае 
во  многих излагаются непрерывные дроби. 

7. Иногда излагаются диофантовы уравнения, т. е. 
ур авнения с многими неизвестными,  при решении 
которых мы  ограничиваемся целыми значениями не
известных. В виде примера я приведу пифагоровы 
числа , о которых мы уже имели случай говорить. 
J(ак известно, здесь речь идет о целых решениях 
уравнения 

а2 + Ь2 = с2, 
8. В тесной связи с теорией чисел находится воп

рос о делении окружности на  равные части, хотя этот 
вопрос вряд ли когда-либо разбир ается в школе. 
Если нам  нужно р азделить окружность на n равных 
частей, - р азумеется, пользуясь всегда только цирку
лем и линейкой, - то это легко удается при n = 
= 2, 3, 4 ,  5, 6. Но при n = 7 это уже не  удается, и 
учитель обыкновенно почтительно останавливается 
на этом пункте, не в ысказывая даже категорически 
того, что это выполнить вовсе невозможно. Причина 
этого обстоятельства коренится в глубоких сообра-
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жениях теории чисел . Чтобы избежать недоразуме
ний, с которыми, к сожалению, в этом вопросе при
ходится довольно часто встречаться ,  я еще раз под
Черкну, что здесь мы вновь имеем дело с вопросом 
точной математики, не  имеющим для практических 
применений никакого значения . Для практических 
целей вряд ли кто-либо станет пользоваться точным 
построением даже в тех случаях, когда это возмож
но. Напротив, будет гор аздо целесообразнее, остава
ясь на почве приближенной м атематики, простыми 
и умело подобранными испытаниями разделить 
окружность на  любое число равных частей ; при этом 
можно легко достигнуть всякой практически доступ
ной точности. Так, несомненно,  поступает каждый м е
ханик, которому нужно строить инструменты с окруж
ностями,  разделенными на некоторое число частей. 

9 . Еще в одном месте в школе приходится столк
нуться с высшей теорией чисел , - именно, в вопросе 
о квадратуре круга и связанном с ней вычислении 
числа  л. При изложении этого вопроса тем или иным 
путем вычисляют первые десятичные знаки числа л, 
а затем , несомненно, упоминают о современном до
казательстве трансцендентности числ а  л:, решающем 
в отрицательном смысле древнюю задачу о квадра
туре  круга при помощи циркуля и линейки. В конце 
своего курса я возвращусь к этому доказательству, 
здесь же я огр аничусь точной формулировкой этого 
утверждения ; дело сводится к тому, что число л н е  
может удовлетворять никакому алгебраическому 
уравнению с целым и  коэффициентами  вида 

ал;т + ьлт- 1 + сл;т-2 + о • • + kл: + l = о, а -=1= о. 
То обстоятельство, что коэффициенты должны быть 
целыми числами ,  играет здесь особую роль : именно 
оно и относит этот вопрос к теории чисел . 

Са мо собой разумеется ,  что и здесь м ы  имеем дело 
с вопросом точной математики, ибо для нее только 
и имеет значение числовой характер л. Для м атем а
тика ,  огр аничивающегося приближением,  достаточно 
определить первые десятичные знаки,  которые дают 
ему возможность произвести квадратуру круга с лю
f,ой доступной нам точностью. 

Этим исчерпывается роль теории чисел в школе. 
Спросим еще, какое место она занимает в универси-
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тетеком преподавании и в научном исследовании .  
Я склонен р азделить матем атиков, заним ающихся са
мостоятельными исследованиями,  по их отношению 
к теории  чисел на  двt:: категории :  одних я назову эн 
тузи астами ,  других индифферентными .  Для первых 
не существует никакой науки,  которая была бы так 
прекр асна и так важна ,  как  теория чисел ,  никакой 
науки, которая давала бы столь ясные и точные до
казательства и теоремы такой безу кQризненной стро
гости . «Если матем атика есть царица наук, то теория 
чисел есть царица математики », - говорит Гаусс. 
Индиффер ентные же стоят далеко от теории чисел, 
очень м ало за ботятся о ее р азвитии и стараются 
вовсе ее избегать. Большинство изучающих матем а 
тику по своим симпатиям относится к последней ка 
тегорJ-IИ. 

Причина этого замечательного разделения,  по мое
му мнению, коренится в следующем : с одной сторо
ны, теория чисел, несомненно, имеет основное значе
ние для всякого глубокого м атематическою исследо
в ания .  Необычайно часто мы наталкиваемся, исход>� 
из совершенно р азличных областей , на  сравнительно 
простые арифметические факты. Но с другой сторо
ны, чистая  теория чисел является кр айне абстрактной 
дисциплиной ; способностью же воспринимать с удо
вольствием весьма абстрактные вещи обладают не
многие. Уже это обстоятельство само по себе мог
ло бы содействовать безучастности, которую прояв
ляют многие к теории  чисел .  Но это еще усиливается 
тем, что в современных сочинениях по теории чисел 
предмет излагается обыкновенно чрезвычайно абст
рактно . Я пол агаю, что теория чисел сделалась бы 
гораздо более доступной и встретила бы гораздо 
больше интереса к себе, если бы ее излагали гораздо 
но и н а  подходящих фигурах.  Ее nредложения, ко
нечно, не зависят от этих всnомогательных средств , 
но nрименение этих средств могло бы во многом со
действовать nониманию.  Эту цель имеет в виду Мин
II.Овский в своей книге «0 диофантовых nриближе
ниях»,  вышедшей в 1907 г. в Лейпциге. 

Что касается учебников по теории чисел, то вы 
можете, собственно, вполне ограничиться тем мате
риалом ,  который находите в учебниках алгебры 40) . 
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2. Простые числ а и р азложение на множители 
Разъяснения , специально относящиеся к теории 

чисел , я хотел бы связать с упом я нутыми выше воп
росами и постараюсь изложить их возможно более н а 
гл ядно. Само собой разумеется , что я по-прежнему 
имею в в иду тот м атер иал , который,  по моему мне· 
нию, до.1 жен зн ать учител ь, и отн юдь не дум аю, что
бы весь этот материал можно было непосредственно 
в той же фор ме сообщить ученику . Я должен указать 
на  опыт , в ы н есен н ы й  мною из уч ительских экзаме
нов. Мне п р и шл ось убедиться , что в большинстве 
случаев кандидаты на учител ьс кое звание  огр аничи
ва ются лишь ходя ч и м и  выражениями ,  н е  и м ея скол ь· 
ко -нибудь серьез н ы х  сведен и й  в этой обл асти. Что 
:л: есть тр а нсцендентное число,  это говор ит , конечно, 
кажды й ,  но что это, собств енно , оз н а ч а ет, знают уж� 
немногие. Раз я получил даже и та i<ой ответ, что :л: 
не есть н и  р а цион ал ьное,  н и  и р р ацион альное числ о .  
Точно так  же довол ьно часто п р иходится встреча1 t, 
э кз а м енующи хся,  котор ы е  знают, правда , что имеется 
бесчисленное множество простых чисел , но н е  имею г 
ни мал ейшего п р едставления о доказательстве этого 
предложени я. 

С этого последн его дока з а тельства я и начну;  п р и  
это м т е  простые вещи,  которые содер жатся в пп.  1 и 2 
п р едыдущего перечисл е н и я ,  я буду считать известны 
м и  4 1 ) .  У п о м я ну еще, что истори чески доказ ател ьств о 
этого предл ожен и я  пр ин адл ежи т Ев клиду , « Н ачал а »  
( по гречески �'t"O LXI>LC.t) котор ого содержат не только 

систем у  гео м етр и и ,  но  та кже алгеб р аич еские и ариф
метические факты,  ч а сто облечен н ы е в гео метрически е 
фор мы . 

Евкл идов п р и е м  доказательства указанного пред
ложени я  з а кл ю ч а ется в следующе м .  Положим , что ряд 
простых чисел ограни чен и исчер п ыв а ется числами  
2, 3, 5, . . .  , р ;  в та ком слу ч а е  числ о  N = (2 · 3 · 5 · . .  . 
. . . · р)  + 1 , очевидно , не делится ни на  2, ни на 3, . . .  , 
н и  н а  р, т ак  как  при делени и  на  каждое из этих 
чисел мы п олуч а е м  в остатке еди н и цу.  Поэтому дол ж
но и м еть м есто одно из двух : л ибо это есть простое 
число,  л и бо существуют п р остые ч и сл а ,  отличные от 
2, 3, . . .  , р.  Но то и другое противоречит н а шему 
предположсн шо, и теорем а , та1ш м  обр азом , доказ а н а .  
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Что касается п .  4 раздела 1 - разложения чисел 
н а  простые м ножители 42) , - то я хочу показать вам 
одну из старейших таблиц р азложения, принадлежа
щую Чермаку и изданную в 1 8 1 1  г. под названием 
«арифметическое решето».  Это название происходит 
от переданного нам  еще из древности термина «ре
шето Эр атосфена» .  Основанием для этого термина 
послужило представление, что мы из всего натураль
ного ряда чисел последов ательно просеиваем те, кото
рые делятся на 2, 3, 5, . . .  , так что в конце концов 
остаются только простые числа .  

3. Обр ащение простых дробей в десятичные 

Обращаюсь теперь к п .  5 раздела 1 , - именно, 
к обращению рациональных дробей в десятичные. 
Подробную теорию вы найдете в книге Вебера и Бель
штейна ;  я же хочу выяснить здесь только принципы 
этой теории на  простейшем типичном примере.  Рас-

смотрим дробь ..!. , где р - простое число, отличное р 
l от 2 и 5; мы покажем,  что дробь - представляется р 

в виде бесконечной периодической десятичной дроби, 
приче.м число цифр периода - обозначим его через 
б - есть наименьшее натуральное число, при котором 
1 011 дает при делении на р в остатке 1 ,  или, выра
жаясь языком теории чисел , б есть наименьший пока
затель, при котором имеет место сравнение 

1 011 == 1 (mod p). 

Доказательство прежде всего предполагает изве
стным,  что такое сравнение всегда возможно; это 
устанавливается так называемой малой теоремой 
Ферма, заключающейся в том ,  что при всяком про
стом р, не делящем числ а  10, 

1 ОР- 1 = 1 (mod p) . 

На доказательстве этого основного предложения, слу
жащего постоянным орудием исследования всякого 
м атематика, я здесь не буду останавливаться .  Далее, 
из теории чисел мы должны заимствовать еще пред
ложение, утверждающее, что наименьший показатель 
б, о котором шла выше речь ,  либо равен числу р - 1 ,  



ОСОБЫЕ СВОйСТВА ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ 63 
:либо есть делитель этого числа. Это мы можем при· 
менить к нашему числу р и получим, таким образом,  
что 

t oc'l - t  
р 

есть целое число N, так что 

� = _!_ + N. р р 
1 10" 

Если мы поэтому представим себе дроби - и -р р 
обращенными в десятичные, то у них все десятичные 
знаки после запятой будут соответственно совпадать, 
так как разность между этими дробями  есть целое 

ш� число. Так как, с другой стороны, дробь - полу· р 
чается из дроби � переносом запятой вправо н а  б 
десятичных знаков,  то отсюда следует, что от такого 

u б 
1 переноса запятои десятичные знаки дро и Р не из· 

меняются, иными словами,  что десятичные знаки 
дроби � представляют собой последовательное по
вторение периода,, состоящего из б цифр. Теперь по
кажем , что не может быть меньшего периода, состоя· 
щего из б' < б цифр. Для этого нам достаточно обна· 
ружить, что число цифр б' каждого периода удовле· 
творяет сравнению !Об ' =  1 ,  ибо нам известно,  что б 
есть наименьшее решение этого сравнения. Это дока
зательство представляет собой простое обращение 
прежнего рассуждения. В самом деле, из условия 

1 t oc'l' 
следует, что дроби - и - имеют одни и те же де-Р р 
сятичные знаки;  следовательно, разность этих дробей 
1011' 

1 
-- - - есть целое число N, а потому 1 011' - 1 де· р р 
лится на  р; таким образом, действительно 1 0 11' == 
= 1 (mod р) ; этим вполне исчерпывается доказа
тельство . 

.Я приведу некоторые возможно более простые и 
поучительные примеры, из которых вы увидите, что б 
в различных случаях действительно может приним ать 
значения, как меньшие р - 1 ,  так и р авные р - 1 . 
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1 З з метим прежде всего, tiТo для дроби 3 = 0, 333 . . .  

число десятичных знаков в периоде, т .  е .  б ,  равно l ,  
и это соответствует тому, что уже 1 0 1  == l (шоd 3 ) . 

1 
Далее для дроби 11 = 0,090909 . . •  имеем б = 2 п со-
отuетственно 

1 01 == 1 0, 1 02 == 1 (mod 1 1 ) .  

Наивысшее значение б = р - 1 
разложении дроби 

; = о, 1 42857 1 42857 

мы встречаем п р и 

. . .  , 
здесь б = 6. И действительно, nетрудно видеть, что 
по модулю 7 

1 0 1 == 3, 1 02 = 2,  1 03 == 6, 1 04 = 4 ,  1 05 == 5 
1 1 ,  наконец, 

4. Н епреры вн ые дроби 

5:1 хочу также несколько остановиться на  вопросе, 
содержащемся в п. 6 раздел а 1, именно, на н е п р  е 
р ы в н ы х  д р о б я х. При этом я не  буду здесь, од
нако,  приводить обыкновенное чисто арифметичесr..nе 
изложение, которое вы найдете во многих других со
чинениях, например,  у Вебера и Бельштейна 4 3 ) . Н а· 
против , я воспользуюсь случаем, чтобы вам показать,  
какую ясную и поnятную форму приобретают вопросы 
теории чисел при наглядном геометрическом их изло
жении .  К тому же, прибегая' к этим геометрическим 
приемам  в области теории чисел,  мы возвр ащаемся к 
тем путям ,  по которым шли Гаусс и Дирихле. Лишь 
новейшие м атематики начиная  примерно с 1 860 г . •  
изгн а л и  эти методы из теории чисел 44) . Само  собой 
р азумеется , что здесь я имею возможность кратко 
привести только ход рассуждений и важнейшие тео
ремы без доказательств ; я естественно предполагаю 
также, что начала элементарной теории непрерывных 
,11 робей вам  известны .  

Вы знаете, к а к  представляется данное положи
тел ьное число ro в виде непрерывной дроби :  мы вы· 
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деляем наибольшее целое число n0, содержащееся 
в u) , и пол агаем 

где 

1 
да лее с дробью - мы поступаем так же, как с ч нс� 

Го 
лом ro :  

где 

1 - = n1 + r1 ,  ro 

и этот процесс проводим дальше :  

1 - = n2 + '2• О �  '2 < 1 ,  '• 
1 - = пз + rз, О � rз <  1 ,  

Г2 

Если ro есть р а ц и о н  а л ь  н о е число, то этот про
цесс обрывается после конечного числа  ступеней ; если 
же ro есть иррациональное число, то процесс продол
жается бесконечно 45) . В любом случае мы будем пи
сать кратко «разложение числа ro в непрерывную 
дробь»: 

1 ro = no + -- 1 па + ----:-1 -
nz + -- + . . .  nз 

В виде пример а приведу р азложение в непрерыв
ную дробь числ а л:: 

:t = 3, 1 4 1 59265 . . .  = 3 + -1 - 1 
7 + --1 5 + -1-

t + -1-292 + . . .  
Если мы оборвем непрерывную дрGбь II a  первом, 

втором, третьем , частном, то мы получи м 
3 Ф. Клеllн, t. 1 
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рациональные,  так называемые «nодходящие дроби»: 

Эти дроби представляют собой чрезвычайно хорошие 
приближения к числу ro; выражаясь точнее, каждая 
из них дает самое лучшее приближение, какого только 
воз.люжно достигнуть, не увеличивая зна.11tенателя 
приближенной дроби. 

Бл агодаря этому свойству подходящих дробей тео
рия непрерывных дробей приобретает практически 
важное значение во всех тех случаях, где нужно вы
р азить иррациональные числа  или даже р ациональ
ные дроби с большими знаменателями (например, де
сятичные дроби со многими знаками )  в виде дробей 
с возможно меньшими знаменателями .  Насколько хо
рошее прибл ижение мы получаем,  можно видеть из 
следующей табл ички, содержащей з апись первых 
подходящих дробей числ а  n в виде десятичных дро
бей:  

n = 3, 1 4 1 59 265 • . .  ; 
1!д.. = 3, .1!!. = 272 = 3, 1 4285 • . • , .!!.!. = 31 0633 =3, 1 4 1 509 • • • •  Q o  Q 1  Q2 

Рэ 355 q; = ТIЗ = 3, 1 4 1 59292 • • .  

Кстати , вы  замечаете на этих примерах, что под
ходящие дроби попеременно то больше n, то меньше 
этого числ а ; это есть, как известно, общее свойство 
подходящих дробей : представляя число ro в виде не
прерывной дроби, мы заключаем его при помощи под
ходящих дробей в пределы, постоянно суживающиеся 
сверху и снизу 46 ) . Оживим теперь все эти вещи при 
помощи геометрического образа .  С этой целью пред
ставим себе в положительном квадранте плоскости 
Оху (предпол агая,  что мы ограничиваемся положи
тельными числами )  все точки. которые имеют коор
динатаJrtи целые числа :  они образуют «целочисленную 
решетку точек». Будем р ассм атривать эту решетку 
я мог бы даже сказ ать «это звездное небо» - из на 
чала координат О (рис. 7) : луч, идущий от начала 
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к точке х = а , у = Ь , имеет уравнение 
х а 

и = ь ·  

67 

х 
и обр атно, на  каждом луче - = Л , где Л есть рацио· у 
нальное число : , лежит бесчисленное множество це

лочисленных точек (та , тЬ ) ; здесь т - произволыrое 
целое число. Таким образом, 
из точки О во всех возмож- U 
ных рациональных направ
лениях и только в этих на
правлениях мы видим точки 
нашей решетки;  поле зре
ния всюду плотно запол 
нено «звездами»,  но не сво
бодно · от пробелов ; оно не 
заполнено ими непрерывно 
и как бы напоминает «млеч
ный путь» .  На иррацио-

х нальном луче У = ro, где ;: 
ro - иррациональное число, 
не лежит, следовательно, ни 
одна целочисленная точ
ка - факт, замечательный 
уже и сам по себе. Но, 

• • • 

• • • 

• 
• 
• 
• 
• 

• 

Рис. 7 

очевидно, такого рода прямая ,  выражаясь терми
ном,  напоминающим дедекиндово определение ирра
циональных чисел , производит сечение в области всех 
целочисленных точек; именно, она разбивает их на  
две  группы точек, расположенных справа и слева от 
nрямой. Если мы спросим себя теперь,  где же у на
шего луча отделяются друг от друга эти группы,  то 
мы придем к чрезвычайно интересному свойству раз
ложения числа ro в непрерывную дробь. Именно, если  
м ы отметим точки х = Pr, у = qr, соответствующие 
каждой подходящей дроби !!!:.... в разложении числ а ro qr 
(Pr и qr - взаимно простые числ а ) , то лучи, идущие 
к этим точкам, должны все ближе и ближе подходить 

х u к лучу У =  ro и притом попеременно то с однон , то с 
другой стороны ;  это приближение должно происходить 
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с та кой же быстротой,  с какой дробь 1!.!. прибли-q, 
жается I< иррациональному числу (1). Развитие 
этой идеи приводит к следующей теореме, которую 
нетрудно доказать, пользуясь известными в теории 
чисел свойстJЗами  чисел р, и q,. 

Представим себе, что во все целочисленные точки 
воткнуты штифтики или булавки,  как на китайском 
биллиарде.  Каждую из двух групп бу.1авок, р асполо-

женных справа и слева от .'lуча .!... = (1), обведем 
у 

нитью; есл и  теперь мы натянем каждую нить так, 
чтобы она охватывал а соответствующую группу бу
лавок и прилегал а вплотную к ближайшим, то она 
примет форму выпуклой ломаной линии ; вершинами 
этой ломаной и будут служить точки , координатами 
р,, q, которых служат соответственные числители и 
знаменатели подходящих дробей ; при этом слева бу
дут лежать точки, отвечающие четным подходящим 
дробям ,  а справа - нечетным .  

Этим путем мы приходим к новому и ,  нужно ска
зать, чрезвычайно наглядному геометрическому опре
делению р азложения числ а  в непрерывную дробь. 
Приведенный выше рис. 7 относится к случаю 

-vб - 1 (\) = 2 
1 

= 
1 + _!_ 

1 + -1 -
1 + . . .  

'1' . е. к иррациональному числу, выражающему отно
шение стороны правильного десятиугольника к ра
диусу описанной вокруг него окружности. Здесь пер
выми вершинами двух ломаных линий будут 

слева : р0 = 0, q0 =  1 ; р2 = 1 , q2 = 2 ; 
Р4 = 3, q4 = S, • • •  t 

справа : р1 = 1 ,  q1 = 1 ; Рз = 2, qз = З; 
Ps = 5, Q5 = 8, · · • 

Для числ а  л значения р,, q, возрастают гораздо 
быстрее, так что нанести соответствующую фигуру на 
чертеж было бы довольно трудно. 
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5. Пифагоровы числ а. Вели кая теорем а  Ферм а 

Я перехожу теперь к п .  7 р аздела 1 ,  к ученюо 
о так называемых пифагоровых числах; здесь м ы  
опять воспользуемся н аглядными представлениями,  
но в несколько иной форме.  З адача о пифагоровых 
числах заключается , как известно, в том, чтобы найти 
целые числа ,  удовлетворяющие уравнению 

а2 + Ь2 = с2. ( 1 )  
Положив 

а 
с- = 6. 

ь 
с = 11 .  (2) 

мы р ассмотрим вместо ур авнения ( 1 )  уравнение 
62 + 112 = 1 ,  (3) 

к которому оно приводится при помощи преобразова
ния (2) ; нам нужно, следовательно, разыскать все 
рациональные дроби, удовлетворяющие этому урав
нению. Имея это в виду, мы  р ассмотрим совокупность 
всех р ациональных точек на плоскости (т.  е .  всех то
чек,  которые имеют рациональные координаты 6. 11 ) ; 
точки эти образуют в плоскости 71 
всюду плотное множество * ) . 

Уравнение (3 )  выражает 
окружность на плоскости , опи
санную из начала координат ра- -'s==-JL--t.,..---1 
диусом, равным единице; наша 
задача сводится к тому, чтобы 
определить, как проходит наша 
окружность в этом плотном мно-
жестве рациональных точек, ка- Рис. 8 
кие из них она содержит. Неко-
'fорые из рациональных точек, принадлежащих окруж· 
ности, мы хорошо знаем наперед :  сюда относятся, на 
пример, точки ее пересечения с четырьмя осями .  Но 
мы остановимся предпочтительно на  точке S (6=- 1 .  
11 = О ) (рис. 8 ) . Представим себе все лучи, п р  о х  о 
д я щ и  е через точку S ;  они выражаются уравнением 

11 
= А.(6 + 1 ) . (4 ) 

Каждый из этих лучей мы будем называть рациональ· 
ным или иррациональным в зависимости от того, 

•) См. с. 48, 
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имеет ли  параметр Л р ациональное или иррациональ
ное значение.  

Теперь нетрудно доказать следующее предложе
ние :  каждая рациональная точка окружности проек
тируется из точки S рациональным лучом и, обратно, 
каждый рациональный луч ( 4)  пересекает окружность 
в рациональной точке. 

Первая половина непосредственно ясна 47) .  Вторую 
мы докажем прямым вычислением . Именно, подстав
ляя выражение (4 ) для '11 в уравнение (3) , мы полу
чим для абсциссы точки пересечения уравнение 

�2 + Л2 (6 + 1 )2 = 1 , 

или 
( 1 + л2) s2 + 2Л2s + л2 - 1 = о. 

Но один корень (s  = - 1 ) ,  соответствующий точке S, 
нам известен; для другого корня мы простым вычис
лением получаем выражение 

1 - Л2 i = 1 + д2 , (ба) 

а тогда уравнение (4 )  дает для ординаты выражение 
2Л 

11 = l + Л2 ; (5Ь) 

при рациональном Л мы, таким образом, действи
тельно получаем рациональную точку пересечения.  

Доказанное предложение можно выразить так: все 
рациональные точки нашей окружности выражаются 
формулами ( 5) , где Л обозначает любое рациональное 
число. Этим наша задача собственно решена ;  нам 
остается только сделать переход к целым числам. 

Для этого м ы  полагаем 
n 

Л = - , т 

где п и т суть целые числ а ;  тогда выражения (5)  
принимают вид 

2mn 
'11 = т2 + п2 . 

Это будет общий вид всех рациональных решений 48) 
уравнения (3 ) . Совокупность всех целых решений 
первона 'tального уравt-tения ( 1 ) ,  т. е. всех пифагоро-
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вых 'tисел, содержится, стало быть, в формулах 
а = m2 - п2

, Ь = 2тп, с = т2 + п2; 

мы получаем отсюда все решения, не имеющие об· 
щих делителей, если числа т и п пробегают все пары 
чисел , взаимно простых между собой 49 ) .  

Мы пришли,  таким образом, к чрезвычайно н а ·  
глядиому решению этого вопроса ,  которое обыкно· 
венно получается при помощи весьма абстр актных 
соображений .  

Здесь я хочу кстати остановиться на  так  называе
мой «великой теореме Ферма». Я поступлю совершен· 
но в духе древних геометров, если перенесу вопрос 
о пифагоровых числ ах - в обыкновенной его постй 
новке на плоскости - в пространство более сложной 
структуры, и именно следующим образом 50 ) : воз
можно ли,  чтобы сумма  кубов двух 5 1 ) целых чисел 
представляла собой полный куб? Или возможно л и, 
чтобы сумма  четвертых степеней представлял а собой 
полную четвертую степень? Вообще, может ли ур ав
нение 

xn + y
n = z

n 

при целом 52 ) п быть р азрешено в целых числ ах? 
Ферма дал отрицательный ответ на этот вопрос, ко
торый заключается в следующей теореме, носящей 
имя ее автора :  уравнение 

xn + y
n = Zn 

не имеет целых решений ни при каком п,  боль шем 2. 
Позвольте мне начать с некоторых исторических 

сведений. Ферма  жил с 1 608 до 1 665 г .  и был в Ту
лузе советником парл амента , - стало быть, юристом.  
Но он много занимался м атем атическими вопросами 
и притом настолько плодотворно, что его следует 
отнести к числу величайших м атем атиков .  Ферма мо
жет быть вполне заслуженно отнесен к числу основ а
телей аналитической геометрии ,  исчисления бесконеч
но малых и теории вероятностей, но особенно в аж· 
ное значение имеют его труды в области теории чисеJI . 
Однако все результаты , полученные им в этой обл а
сти , оставлены им в виде пометок на  полях экзем п
ляра  Диофанта, знаменитого эллинского м атематика, 
написавшего книгу по теории чисел около 300 г. н .  э. ,  
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т. е. приблизительно через 600 лет после Евклида.  Эти 
заметки Ферма  были опубликованы его сыном лишь 
через 5 лет после его смерти ; он сам при жизни их не 
печатал. Среди этих заметок имеется так?i{е и «вели
кая теорема» ,  о которой теперь идет речь, с припиской : 
«Я нашел воистину удивительное доказательство, но 
з а  недостатком места не могу его здесь привести». Од
нако по настоящее время не удалось найти доказа
тельства этого предложения.  

Чтобы несколько ближе ориентироваться в содер· 
жании этой теоремы Ферма ,  мы, как и в случае n = 2, 
попытаемся сначала найти рациональные решения 
уравнения 

т .  е .  постараемен представить себе положение задан
ной этим уравнением кривой относительно рациональ
ных точек плоскости .  Рис. 9 и 10 приблизительно изо
бражают кривые 53 ) , соответствующие значениям n = 3 

Рис. 9 Рис. 1 0 

и n = 4. Они,  во всяком случае, содержат точки � = 0, 
ч = 1 и � = 1 ,  '11 = О и при n = 4 соответственно 
точки � = О, '11 = ± 1 и � = + 1, '11 = О. Утверждение 
Ферма  сводится, таким образом, к тому, что эти кри
вые в противоположность рассмотренной выше окруж
ности извиваются во в сюду плотном множестве ра
циональных точек, не  проходя ни через одну его 
точку, кроме упомянутых выше. 

Интерес этого предложения заключается прежде 
всего в том, что полного его доказательств а до сих 
пор никому не удалось найти, несмотря на все упо
требленные к этому усилия . Что касается попыток 
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доказательства этого предложения,  то здесь на  пер
вом месте приходится назвать Куммера ,  существенно 
подвинувшего вопрос вперед 54 ) . Куммер привел этот 
нопрос в связь с теорией алгебраических чисел ,  в част· 
ности с числами,  к которым приводит з адача о деле· 
нии окружности на  р авные части. Пользуясь корнем 
п-й степени из единицы 

211/{n 2:rt + . . 2:rt 
8 = е = COS n t S lП n ,  

можно разложить р азность zn - yn на линейные МНО• 
жители ;  уравнение Фер м а  принимает тогда вид 

xn = (z - у) (z - еу) (z - s2y) • • • (z - sn- Iy); 

иными словами,  п-я степень числа должна р азла· 
гаться на  множители,  которые указанным выше спо· 
собом составляются из чисел у, z и из числа 8 .  Для 
такого рода чисел Куммер построил теории, совер• 
шенно аналогичные тем , которые издавна известны 
для целых чисел : он построил понятие о делимости 
этих чисел, о р азложении числ а  на  простые множи· 
тели и т. д. Сообразно этому мы говорим теперь о це· 
лых алгебраических числах  и ,  в частности, о целых 
числах, к которым приводит задача о делении окруж
ности на р авные части. С точки зрения К:уммера ,  
предложение Ферма  является теоремой о р азложении 
на множители в области чисел 8 55 ) . Исходя из этих 
соображений ,  он и пытается доказать теорему. Это 
ему действительно удалось для большого количества 
значений показателя n; в частности, н апример,  пред
ложение им доказано для всех показателей,  которые 
меньше 1 00 .  Но между большими числ ами  оказы
ваются исключения,  освободиться от которых не 
удалось ни ему, ни крупнейшим м атем атикам ,  следо
в авшим его пути. Я вынужден здесь естественно огра 
ничиться этими указаниями ;  подробности о состоянии 
этой задачи вы найдете в «Матем атической энцикло
педии», в конце реферата Гильберта «0 теории ал 
гебраических чисел» .  Гильберт сам принадлежит 
к числу тех м атематиков, которые продолжали и р аз
вили исследования Куммера 66 ) . 

Вряд ли можно сомневаться, что «удивительное» 
доказательство Ферма  не попадало в эту область 
идей. Трудно думать, чтобы он в.падел операциями 



74 АРИФ.\\ЕТИI(А 

над алгебраическим и  числами  в ту пору, когда отно
сительно мнимых чисел м атематики еще не были до
статочно ориентированы,  когда была еще в зачаточ
ном состоянии сама теория чисел , которая именно 
благодаря  глубоким исследованиям Ферма  получил а 
импульс к дальнейшему развитию. С другой стороны, 
очень м ало вероятно, чтобы такой математик, как 
Ферма ,  в своем доказательстве допустил ошибку, хотя 
такого рода случаи и бывали у величайших матем а
тиков.  Нужно дум ать поэтому, что он нашел доказа· 
тельство благодаря какой-либо особенно удачной, про· 
стой идее 57 ) . Но так как мы не имеем никаких ука
з аний,  которые позволили  бы уловить эту идею, то 
полное доказательство теоремы Ферма можно, по-ви
димому, ожидать получить только путем системати· 
ческого р азвития р абот l(уммера .  

Эти вопросы в настоящее время особенно привле· 
кают внимание потому, что Гёттингенское ученое 
общество р асполагает премией в 1 00 000 марок за ре· 
шение з адачи Ферм а .  Это есть завещание скончав· 
шегося около года тому назад математика Вольф· 
скеля из Дармштадта,  который, вероятно, всю жизнь 
з анимался этим вопросом и оставил часть своего гро
м адного состояния счастливцу, которому удастся либо 
доказать это предложение во всей его общности, либо 
опровергнуть его одним противоречащим примерам 58 ) . 
Однако р азыскать такой пример,  конечно, нелегко, 
так как для показателей, не превышающих ста, тео
рема  уже доказана ,  и здесь приходится, таким обр а·  
зом, оперировать с чрезвычайно большими числами .  
Что должен думать о трудности получить эту премию 
м атематик, знакомый с усилиями Куммера и его по· 
следователей ,  это ясно из изложенного мною выше, 
но широкая публика другого мнения об этом. В конце 
лета этого года известие о премии было р аспростра 
нено газетами ( которые, впрочем , не были к тому 
уполномочены) ;  с этого времени у нас накопился уже 
целый склаД доказ ательств . Люди всех профессий 
инженеры,  народные учителя,  священники, банкиры ,  
да мы и т .  д. - являются авторами этих работ. Общее 
во всех этих р аботах лишь то, что их авторы не 
имеют ни м алейшего представления о серьезном ма·  
тем атическом значении проблемы ;  они  не делают 
даже ни  м алейшей попытки осведомиться в литера· 
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туре по этому вопросу, всегда стар аются справиться 
с задачей посредством какой-либо необычайной идеи 
и ,  конечно, неизменно попадают впросак. О тех несо
образностях , которые появляются в этого рода произ
ведениях, можно прочесть в критических отзывах 
о подобных доюJ.зательств ах , которые помещены в 
большом количестве в журнале «Archiv fiir Mathe
matik uпd Physik», том а XIV, XV, XVI ,  XVI I  и XVI I I  
( 190 1- 19 1 1 гг. ) . Н е  могу отказать себе в том , чтобы 
привести особенно разительный пример из этого во
роха нелепостей. Человек, не поним ающий смысл а  
знака > , вместо 

(п > 2) 
читает 

и, конечно, уже при n = 1 находит решение урав
нения : 

х + у = z · З . 

Это открытие он шлет Гёттингенскому ученому обще
ству и считает м атематиков такими глупцами ,  кото
рые способны за  это дать такую премню. Но н серьез 
ная математическая мысль получила благодаря всему 
этому новый толчок к тому, чтобы заняться теоремой 
Ферма ;  действительно, здесь можно уже отметить не
которые успехи, хотя само решение проблемы все еще 
остается очень далеким.  

6. Задач а о делении окружности на р авные части 

Теперь обратимся к восьмому из перечисленных 
в разделе 1 пунктов , - именно, к задаче о делении 
окружности па равные части. Я буду при этом счи
тать, что действия над комплексными числами  вида 
х + yi и изображение их на  так называемой «ком
плексной плоскости» всем вам  уже известны 59) . Итак, 
з адача заключается в том,  чтобы разделить окруж
ность па n равных частей или построить правильпьиl 
п-угольпик. Мы возьмем окружность р адиуса 1 с цент
ром в нулевой точке комплексной плоскости и примем 
точку х + yi = 1 эа первую из n точек деления ;  тогда 
комплексные числа , соответствующие остальным 
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вершинам ,  имеют вид (рис .  1 1 ) 
1!!.!!.. 1 

+ 
. 2krG • • 2krG tt 

Z = X yt = COS - + t  S Ш  - = е  
n n 

(k = О ,  1 ,  . . . , n - 1 ) .  

Они удовлетворяют поэтому уравнению 

Zn = 1 ,  

и задача  о делении окружности н а  равные части сво
дится к решению этого простейшего алгебраического 

п.лоикость z !1 

1 

Рис. 1 1  

уравнения. Так ка к это урав· 
пение имеет рациональный ко
рень z = 1 '  то двучлен zn - 1 
делится на  z - 1 ,  и потому мы 
для остальных корней полу· 

� чаем уравнение 
zn- 1  + zn-2 + zn-з + . . . + 

+ z2 + z + 1 = 0. 

Это есть уравнение (n - 1 )  -й 
степени, в котором все коэф· 
фициенты р авняются единице. 

Уже в глубокой древности вызывал большой ин· 
терес вопрос о том , какие правильные многоугольники 
можно построить циркулем и линейкой. В древности 
же было уже известно, что при n = 2h, 3 ,  5 ( где h 
Произвольное целое число ) ,  а также для составных 
значений n = 2h · 3, n = 2h · 5, n = 2h · 3 · 5  эта з адача 
решается ; на  этом месте вопрос остановился вплоть 
до конца XVI I I  столетия ,  когда им занялся молодой 
Гаусс. Он н ашел ,  что для всех простых п, имеющих 
вид 

(6) 

возJюжно деление окружности на равные части цир· 
кулем и линейкой;  при других же простых значениях 
n оно невозможно 60) . И действительно, первые значе· 
ния 1.1. = О, 1 ,  2,  3, 4 дают в этой формуле простые 
числа 3, 5,  1 7, 257, 65 537. Из них первые два случая 
были уже хорошо известны раньше, а остальные 
являются новыми.  Особенно знаменит правильный 
семнадцатиугольник, возможность построения кото· 
рого посредством цирку�я и линейки была в этом со· 
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чинении в первый раз обнаружена .  Впрочем, общий 
вопрос о том , при каких значениях показателя f..t пре
дыдущая формула  дает именно простые числ а ,  
остается и п о  сей день перешеиным 6 1. ) . Я и здесь н е  
буду останавливаться на  деталях, а предпочту изло
жить в общих чертах ход и значение этого открытия;  
подробности же относительно правильного семнадца· 
тиугольника вы найдете в книге Вебера и Вельштейна . 

По этому поводу я считаю необходимым особенно 
обратить ваше внимание на  «дневник» Гаусса ,  опуб
л икованный в томе 57 журнал а  «Mathem atische Ann a
l en» ( 1 903 ) и в томе Х, 1 полного собрания сочинений 
Гаусса ( 1 9 1 7 ) . Это небольшая,  невзрачная тетрадка . 
которую Гаусс начал вести с 1 796 г . ,  незадолго перед 
тем , как ему исполнилось 1 9  лет. l(ак раз  первая  
запись относится к вопросу о возможности построения 
правильного семнадцатиугольника .  Сделав так рано 
это важное открытие, Гаусс принял окончательное ре
шение посвятить себя м атем атике. Всякому матем а 
тику будет очень интересно просмотреть этот дневник, 
так как здесь можно проследить и за  дальнейшими 
выдающимися работами Гаусса ,  относящимися к тео· 
рии чисел , к теории эллиптических функций и т .  д .  

В первый раз это первое крупное открытие Гаусса 
было опубликовано 1 июня 1 796 г . Это было сдел ано 
по почину учителя и покровителя Гаусса ,  Цим мер
мана из Брауншвейга , который поместил также и 
от себя короткую заметку об этой статье. Доказател ь
ство Гаусс дал в своем основном сочинении по теории  
чисел : «Disquisitiones ar ithmet icae » , опубликов анном 
в 1 80 1  г. 

Здесь мы находим также и вторую, отрицательную 
часть предложения, которой в упомянутой заметке н е  
было, - именно, что для других простых чисел , кото
рые не могут быть приведены к виду ( 6 ) , деление 
окружности на равные части не может быть произве
dено циркулем и линейкой . .Я хочу рассмотреть здесь 
один частный случай �того важного доказательства 
невозможности, тем более,  что ширОI<ая математиче
ская публика имеет очень м ало  представления о до
I<.азательствах невозможности вообще. · Современной 
матем атике удалось при помощи такого рода доказа 
тельств невозможности исчерпать целый ряд знаме 
нитых проблем,  над которыми с древних времен 
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тщетно трудились многие выдающиеся математики. 
Достаточно указать на задачи о построении правиль
ного семиугольника,  о трисекции угла и о кв адратуре 
круга .  При всем том имеется много людей, которые 
и по сей день заним аются этими задачами, не только 
не имея никакого представления о высшей м атема
тике ,  но и не зная даже постановки вопроса о доказа
тельстве невозможности ; сообразно своим познаниям,  
ограничивающимся большей частью элементарной 
геометрией, они обыкновенно пытаются преодолеть за 
труднения вспомогательными прямыми и окружностя
ми и в конце концов нагромождают их в таком коли
честве ,  что никто не в состоянии р азобраться в полу
чающейся путанице и непосредственно указать автору 
на его ошибку. Вы напрасно будете ссыл аться на су
ществующее доказательство невозможности, так как 
на этих людей в лучшем случае можно повлиять толь
ко прямым указанием допущенной ими ошибки. Каж
дый сколько-нибудь известный математик каждый 
год получает целую уйму такого рода посл аний, и вы 
будете получать такие доказательства в большом ко
личестве,  когда будете стоять у дела .  Очень хорошо, 
чтобы вы впредь были готовы к этим переживаниям 
и знали, как себя в этом отношении держать. Я по
л агаю поэтому, что вам будет полезно ознакомиться 
с одним из таких доказательств невозможности в про
стейшей форме. 

7. Доказательство невозможности построения 
пр авильного сем иугол ьника циркулем и линейкой 

Вот я и хочу изложить вам теперь подробное до
казательство того, что правильный семиугольник не 
может быть построен циркулем и линейкой. Известно, 
что каждое построение, производимое циркулем и ли
нейкой, при переходе к вычислению эквивалентно 
целому ряду последовательных извлечений квадрат
ного корня 62 ) и что, обратно, каждое такое выраже
ние, содержащее квадратные корни,  может быть по
строено геометрически пересечением прямых и окруж
Iюстей . Это вы и сами себе легко уясните. Поэтому 
наше утверждение мы можем аналитически формули· 
ровать так: уравнение шестой степени 

z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = О, 
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характерное для правильного семиугольника ,  не мо
жет быть решено при помощи конечного числа опера
ций извлечения квадратного корня. Но это так назы
ваемое возвратное уравнение, которое одновременно 

1 с каждым корнем z имеет еще корень - . Это и буz 
дет тотчас  видно, если мы напишем уравнение в та
ком виде: 

1 1 1 z3 + z2 + Z + 1 + -.z + zт + za = 0. ( 1 ) 
Степень такого уравнения может быть сразу пони

жена вдвое, если положить z + z-1 = х и принять х 
за новое неизвестное. Простое 
вычисление дает для х кубиче
ское уравнение 

� + � - Ь - 1 = � 00 • 

и мы видим неnосредственно, 
что уравнения ( 1 )  и ( 2 )  одно
временно либо решаются в 
квадратных радю<ал ах, либо 
не решаются. Впрочем, вели
чину х можно привести в не-

Рис. 1 2 

1 1 

посредственную геометрическую связь с построением 
правильного семиугольника.  Из рис.  1 2 , изображаю
щего в комплексной плоскости окружность радиуса ,  
равного единице, легко усмотреть следующее: если 

2:n: 
мы обозначим через ер = Т центральный угол 

правильного семиугольника и nримем во внима
ние ,  что z = cos  ер +  i s in ер и z-1 = cos  ер - i s in  ер 
две вершины , смежные с вершиной z = 1 ,  то окажет
ся, что х = 2 cos 1р; поэтому по данному значению х 
легко построить семиугольник. 

Нам остается обнаружить, что кубическое уравне
ние (2 )  не решается в квадратных радикалах. Это до
казательство распадается на  арифметическую и ал� 
гебраическую части ; мы начнем с первой части, кото• 
рая, естественно, примыкает к тем вопросам теории 
чисел ,  которыми мы здесь занимаемся.  Мы обнару
жим сначал а,  что кубическое уравнение ( 2 )  неприво· 
димо, т.  е .  что его левая часть не  может быть разбита 
на два множителя с рациональными  коэффициентами.  
Заметим прежде всего, что если многочлен третьей 
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степени р азлагается на  множители,  то один из мно
жителей имеет первую степень, и потому разложение 
ДОЛЖНО ИМеТЬ ВИД 

хЭ + х2 - 2х - 1 = (х2 + �х + v) (х + а) ; (3) 

нам нужно поэтому доказать, что такое разложение 
не может иметь места . 

Если бы такое разложение имело место, то урав
нение (2 ) необходимо имело бы рациональный ко-

рень -а. Положим - а = !!.. , где р и q - целые q 
взаимно простые числа .  Если  бы это число удовлетво
ряло уравнению ( 2 ) , то имело бы место равенство 

р3 + p2q - 2pq2 - q3 = о. 

Но в таком случае число р3 делилось бы на q, 
а так как р и q - числа  взаимно простые, то и само 
число р делилось бы н а  q. Но совершенно так же 
можно показать, что q3 , а следовательно и q, делится 
на р. Итак, р и q должны были бы быть целыми 
взаимно простыми числами,  которые, однако, делятся 
друг н а  друга .  Я:сно, что это возможно только в том 
случае,  когда р = ±q = ± 1. Иными словами,  урав
нение (2 ) должно было бы при этих условиях иметь 
корень, р авный + 1. Но непосредственное вычисление 
обнаружив ает, что это места не имеет. Сделанное 
допущение, таким обр азом , непр авильно, т. е. р азло
жение (3 )  не имеет места .  

Вторая часть доказательства должна теперь за
к.'!ючаться в том , чтобы обнаружить, что неприводи
мое кубическое уравнение с рациональными коэффи
циентами не может быть решено при помощи квад
ратных радикалов. Эта часть доказательства имеет 
существенно алгебраический характер ; однако для 
цельности изложения мы приведем его здесь. Мы да
дим нашему предложению несколько иное и именно 
положительное выражение. Если уравнение третьей 
степени с рациональными коэффициентами 

f (x) ==  хЭ + Ах2 + Вх + с ..,. о (4) 
решается в квадратных радикалах, то оно необходимо 
имеет рациональный корень, а потому будет приво
димым; в самом деле. существование рационального 
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корня а равносильно тому, что функция f (х) имеет 
рациональный множитель х - а. 

Этому доказательству необходимо предпосл ать 
классификацию всех выражений, составленных из 
квадратных радикалов, - вернее сказать, всех выра
жений, составленных из конечного числ а квадратных 
корней и рациональных чисел при помощи рациональ
ных операций, например 

...; а + ...;ь + ...jё а = ' .У d + ...j е + ,..;; 
где а ,  Ь, . . . , f - рациональные числа .  Мы здесь, есте· 
ственно, имеем в виду только такие радикалы,  в ко
торых нельзя произвести точного извлечения корня. 
Эта классификация состаsляет в ажнейший пункт 
всего рассуждения. 

l(аждое выражение такого рода представляет со· 
бой рациональную функцию пекотарого числ а  квад· 
ратных радикалов, в нашем пример е  трех. Мы обра
тимся прежде всего к одному из этих радикалов, ко
торый может иметь, впрочем, сколь угодно сложное 
строение. Под порядком такого радикала мы будеJ'.t 
понимать число входящих в его состав и стоящих один 
внутри другого радикалов. Таким образом, в преды
дущем выражении знаменателем служит радикал 
3-го порядка, в числителе же первый радикал имеет 
порядок 2, второй - порядок 1 . 

В произвольмом «квадратно-радикальном выра
жении» (т. е. выражении,  составленном из квадрат
ных радикалов ) мы по этому правилу устанавливаем 
чисJiа ,  выражающие порядки отдельных «простых 
квадратно-радикальных выражений», из которых уже 
составляется рационально все наше выражение и ко
торые не сводятся к радикалам низшего порядка;  
наибольшее из этих чисел J.t принимается з а  поря· 
док всего выражения.  В на шем примере  J.t = 3. 
Однако в состав нашего выр ажения может входить 
несколько «простых квадратно-радикальных выраже
ний» порядка J.t; число их - так называемое «число 
членов» квадратно-радикального выражения - мы 
обозначим через п и примем за  второе характерное 
число нашего выражения. При этом предполагается, 
что ни одно из этих п простых кв адр атно-радикальных 
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выражений �-го порядка не  выражается через осталь
ные с помощью выражений низшего порядка 63) . Так, 
например, в выражении первого порядка 

число р адикальных членов есть 2 , а не 3,  потому 
что ,Уб = .у'2 · .у'З. В приведеином выше выр аже
нии а (3 -го порядка ) число членов равно 1 .  

Таким образом, каждому квадратно-радикалы-юму 
выражению мы отнесли два числа � и n, которые мы 
в виде символа ( �. п) будем называть характеристи
кой или рангом выражения. Из двух квадратно-ра
дикальных выражений различного порядка мы при
пишем низший ранг тому, которое имеет низший 
порядок; из двух же выражений одинакового порядка 
м ы  припишем низший ранг тому, которое имеет мень
ше членов. Таким образом , выр ажениями самого низ
шего р анга являются те, которым соответствует поря
док О, т. е. р ациональные числа .  

Предположим теперь ,  что корень х1 кубического 
уравнения (4 )  может быть выражен через квадрат
ные р адикалы ,  именно, может быть представлен вы
ражением ранга ( �. n) . Выделяя один из n членов 
11-го порядка -JR., мы можем написать этот корень 
в виде 

Х - а + �  .y'R' 1 - v + б --/R ' 
где каждое из выражений а, � .  у, {j содежит уже не 
более n - 1 членов �-го порядка, а R - выражение 
( � - 1 ) -го порядка. С другой стороны, выражение 
v - б .y'R., во всяком случае, отлично от нуля, иначе 
радикал ,YR. был бы равен у/б, т. е. выражался бы 
рационально через остальные n - 1 членов �-го по-

с рядка, фигурирующих в выражении Xt ,  а потому был 
бы лишним р адикалом,  от него можно было бы осво
бодиться. Мы можем поэто�у умножить числитель 
и знаменатель дроби х, н а  v - б -JR и тогда полу
чим 
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где Р и Q - рациональные функции от а ,  �. у, б и R, 
а поэтому содержат не более n - 1 членов J.t-Гo по
рядка или же содержат только члены более низкого 
порядка ; эти выражения имеют поэтому р анг не 
выше (J.t ,  n - 1 ) .  Если мы подставим это выражение 
в уравнение ( 4 ) , то получим 

f (xl) == (Р + Q ,.,f"R.)З + А (Р + Q ,.,fR)2 + 

+ B (P + Q ,.,fR) + С = О. 
Выполнив все возведения в степень, мы привед�м это 
соотношение к виду 

f (x1) = M  + N ,.,fR = O, 

где М, N - полиномы, зависящие от Р, Q, R, т. е. 
рациональные фующии от а, � .  у, б, R. Если бы 
N было отлично от нуля,  то мы получили бы 

1- м "\ R = - N , т. е. этот радикал выражался бы р ацио· 

нально через а, � .  у ,  б и R, т. е. максимум через 
n - l членов J.t-гo порядка и через члены ( J.t - l )  -го 
порядка, но это, как мы уже указали выше, места 
иметь не может. Отсюда следует, что необходи мо 
N = О, а потому и М = О. Отсюда мы  заключаем, да
лее, что и 

есть корень нашего кубического уравнения; в самом 
деле, совершенно ясно,  что 

f (х2) = М - N ,.,JR. = О. 
Но теперь доказательство быстро и очень любо

пытно заканчивается. Если  х3 - третий корень урав
нения,  то ,  как известно, 

х1 + Х2 + Хз = - А, 
Хз = - А - (х1 + х2) = - А - 2Р. 

Это выраженИ� имеет тот же р анг, что и Р, т. е .  низ
ший, чем х1 .  Если хз уже есть рациональное число,  то 
наша теорема доказана .  В противном случае мы мо
жем сделать этот корень точкой отправления того же 
рода рассуждений; тогда окажется, что более высо
кий ранг двух первых корней мог представлять собой 
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ТОЛЬКО ИЛЛЮЗИЮ, так КаК один, из н,их, во всяком. 
случае, должен, и.м.еть еще более пизкий рапг, пежели 
х3• Продолжая это рассуждение, мы переходим от 
одного корня к другому и всякий раз убеждаемся , 
что корень должен быть ступенью ниже. Вследствие 
этого мы в конце концов необходимо должны прийти 
к корню порядка JL = О, т. е .  мы приходим к заклю
чению, что наше уравнение третьей степени действи
тельно имеет р ациональный корень. Тогда мы  уже 
не имеем возможности вести то же рассуждение 
дальше ; .цва других корня в этом случае либо также 
должны быть рациональными, либо должны иметь 
вид Р + Q ,.jR, где Р, Q и R - р ациональные цисла .  
Но этим доказано, что функция f (x) разлагается на  
множители ,  из которых один первой, а другой - вто
рой степени ;  это функция приводи.м.ая. Итак, пикакое 
пеприводи.м.ое уравпепие третьей степепи, - в частпо
сти, паше уравпепие правильпого се.м.иугольпика - ne 
решается в квадратпых радикалах. Этим доказано 
вместе с тем , что правильпый семиугольпик ne .может 
быть построен, циркулем. и липейкой. 

Вы видите, как просто и наглядно проводится это 
доказательство, и как мало познаний оно, собственно,  
предполагает. Некоторые части доказательства, осо
бенно рассуждения относительно классификации 
квадратно-радикальных выражений, требуют доволь
но серьезной м атематической абстракции.  Я: не бе
русь поэтому судить, можно ли  это доказательство 
считать доказательством достаточно простым ,  чтобы 
убедить профанов, о которых шла речь выше, в тщет
ности их попыток найти элементарное решение за
дачи.  Все же мне кажется , следует всякий раз делать 
попытку медленно и подробно р азъяснить им доказа
тельство. 

В заключение я хочу еще привести некоторую ли
тературу, относящуюся частью к вопросу о правиль
ных многоугольниках, частью же к вопросу о выпол
нимости геометрических построений вообще. В первую 
очередь приходится уi{азать опять на «Энциклопедию 
элементарной матем атики» Вебер а и Вельштейна , 
т. 1 ( гл .  XVI I I  и ХХ) , затем могу указать недавно 
выпущенный в Болонье Энрикесом сборник под об
щим заглавием «Вопросы элементарной геомет
рии» 64 ) , который  ориентирует в ас в этих вопросах. 
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Этим я заканчиваю обзор вопросов, относящихся 
к теории чисел, оставляя последний из них - доказа· 
тельство трансцендентности чисел - к концу л екций . 

Мне остается рассмотреть последн юю ступень в 
деле расширения понятия числ а .  

IV.  КОМ П Л ЕКСН Ы Е  ЧИСЛА 

l .  Обыкновенн ые ком плексные числ а 

Позвольте мне предпослать несколько историче
ских указаний о развитии этих чисел .  Впервые мни
мые числа  появляются в 1 545 г .  у l(ардано ( Cardano) , 
но и то случайно, при решении кубического уравнения. 
Относительно их дальнейшего развития можно повто
рить замечание, сделанное нами по поводу отрица
тельных чисел : помимо и даже против воли того или 
другого математика мнимые числа снова и снова по
являются при вычислениях, и лишь постепенно, по 
J..tepe того как обнаруживается польза от их употреб
ления, они получают все более и более широкое рас
пространение. 

К.онечно, математики делали это не с легким серд
цем ; мнимые числа долго сохр аняли несколько мисти
ческую окраску, какую они и теперь еще имеют в 
глазах  ученика,  который впервые слышит об этом уди
вительном i = -.J- 1 .  Для подтверждения я хочу при
вести вам одну крайне характерную фр азу Лейб
ница,  относящуюся к 1 702 г. ; вот она : , «Мнимые 
числа - это прекрасное и чудесное убежище боже
ственного духа ,  почти что сочетание бытия с небы 
тием». В XVI I I  в .  логическая сторона вопроса еще 
нисколыю не выясняется, но благодаря Эйлеру уста
навливается фундаментальное значение мнимых чи· 
сел в теории функций: в 1 748 г .  Эйлер нашел удиви
тельное соотношение 

elx = cos х + i sin х, 
вскрывающее _внутреннюю связь тех видов функцио· 
пальной з ависимости, которые встречаются в элемен
тарном анализе. Лишь XIX в .  принес с собой логиче· 
ски ясное понимание сущности комплексных чисел. 
Здесь прежде всего надо указать на геометрическую 
интерпретацию, к которой почти одновременно пришли 
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многие исследователи  на  рубеже двух столетий. 
Достаточно будет указать на того, кто, несомненно, 
наиболее глубоко проник в сущность вопроса и додь· 
ше всех оказывал влияние на  ученый мир,  на  нашего 
соотечественника Гаусса ;  уже в 1 797 г., как видно из 
упомянутого выше его дневника ,  он вполне владед 
этой интерпретацией, но он опубликовал ее лишь 
гораздо позже. Вторым завоеванием XIX в .  является 
создание чисто формального обоснования комплекс
ных чисел ,  которое сводит это учение к теории дей· 
ствительных чисел ; им мы обязаны английским мате
матикам 30-х годов. 

Остановимся подробнее на этих двух способах обо
снования теории комплексных чисел ; эти способы 
господствуют до настоящего времени. Станем сперв а 
на  чисто формальную точку зрения, согласно которой 
правильиость образования новых понятий обусловли
вается не  значением самих объектов, а отсутствием 
внутреннего противоречия в правилах действий. 
С этой точки зрения введение комплексных чисел 
представляется в следующем виде, свободном от вся
ких следов чего-либо таинственного : 

1 .  Комплексное число х + iy есть соединение двух 
действительных чисел х, у в одну числовую пару, от
носительно которой примим аются следующие поло· 
жения : 

2. Два комплексных числа х + iy, х
' + iy' считают· 

ся равными в том и только в том случае, когда х = х'
, 

у = у'. 
3. Сложение и вычитание определяются так: 

(х + iy) ± (х' + iy') = (х ± х') + i (у ± у') . 

Легко видеть, что при этих условиях остаются в 
силе все правила сложения, кроме закона монотон· 
ности, который  не может быть сохранен в старой 
формулировке, так как комплексные числа по самой 
своей природе не  допускают того расположения в ряд 
по их величине,  которое свойственно натуральны м 
и вообще действительным числам .  Р�и краткости 
я не вхожу в рассмотрение той измененной формы,  
которую приходится поэтому дать закону монотон
ности . 

4 .  Что касается умножения, то мы устанавливаем ,  
что вычисдения производятся так же, как с обыкно-
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венными буквами,  но только при этом мы всегда при
нимаем i2 = - 1 , так что, например,  

(х + iy) (х' + ly') = (хх' - уу') + i (ху' + х' у) . 

В результате имеют место все законы умножения, 
кроме закона монотонности. 

5. Деление определяется как действие, обратное 
умножению; в частности, 

1 х - iy 
х + iy = х2 + у2 ' 

в чем легко убедиться перемножением. 
Это действие выполнимо всегда , кроме случая 

х = у = О ,  т .  е. сохраняется певозможпость деления 
па пуль 65 ) . 

Из всего этого следует, что вычисления с ком
плексными числами не могут привести к противоре
чиям, так. как мы свели эти вычисления целик.ом 
к действительным числам и к известным действиям 
над ними, а эти последние мы  здесь будем считать 
свободными от противоречий 66 ) . 

После этих чисто форм альных рассуждений, есте
ственно, возникает вопрос: возможно ли так.ое гео
метрическ.ое или какое-нибудь другое наглядное истол
кование- комплексных чисел и 
операций над ними, которое да
вало бы в то же время нагляд
ное обоснование отсутствия в них 
внутренних противоречий. 

Всем вам известно - к тому 
же мне уже приходилось упоми
нать об этом, - каким образом 
совокупность точек. плоскости 
в системе координат х, у рас
сматривают как изображение со
вокупности комплексных чисел 
х + iy. Сумма двух чисел z + а · 
получается тогда посредством из
вестного построения параллело-

Рис. 13 

грамма по соответствующим этим числ ам точкам 67)' 
и по началу координат О (рис. 1 3 ) , между тем как 
произведение z · а получается при помощи точки-едr-�:
ницы 1 (х = 1 , у = О)  посредством построения тре
угольника, подобного треугольнику аО 1 ,  Другими 
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словами,  сложение z' = z + а изображается парал
дельным переносом плоскости, а умножение z' = 
= z . а - подобным преобразованием, т. г. поворот
ным растяжением , при не подвижном начале О 68) , 
Этих указаний вполне достаточно, чтобы напомнить 
вам  постановку вопроса .  

Я хочу воспользоваться здесь случаем, чтобы ука
зать вам на то место у Гаусса,  где это обоснование 
комплексных чисел посредством геометрической ин
терпретации их высказано вполне отчетливо, благо
даря чему оно впервые получило всеобщее признание. 
В одной работе 183 1 г . Гаусс з анимается теорией 
целых комплексных чисел а +  ib, где а и Ь - целые 
действительные числа ,  и распростр аняет на  них тео
ремы обыкновенной теории чисел относительно про
стых множителей, квадратичных и биквадратячных 
вычетов и т. д. О подобных обобщениях теории чисел 
мы уже упоминали по поводу великой теоремы Ферма. 

В собственном сообщении об этой работе Гаусс 
r оворит о том ,  что он называет «истинной метафизи
кой мнимых чисел » .  Здесь он основывает оправдание 
действий с комплексными числ ами исключительно на 
том обстоятельстве, что этим числам и действиям над 
ними можно дать указанное выше наглядное геомет
рическое толкование;  таким образом, Гаусс нисколько 
не  становится на  формальную точку зрения. Вообще 
же эти довольно длинные, весьм а краеива написанные 
рассуждения Гаусса в высшей степени интересны и 
заслуживают того, чтобы вы их прочитали. Упомяну 
еще только о том ,  что в этой статье Гаусс предлагает 
вместо слова «мнимый» ( imagiпar)  более ясное слово 
« Iшмплексный», которое действительно вошло в упо
требление. 

2. Высш ие ком плексные ч исла, в особенности 
кватернионы 

У всякого основательно занимавшегося комплекс
ными числами возникает вопрос :  нельзя ли построить 
другие высшие комплексные числ а  с ббльшим числом 
новых единиц, а не с одной только i, и целесообразно 
определить действия над ними? К положительным 
результата м в этой области впервые пришли около 
1 840 г. независимо друг от друга Г. Грассман в 
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Штеттине * ) и Гамильтон в Дублине. С изобретением 
Гамильтона,  так называемым исчислением кватернио
нов, я хочу познакомить вас несколько ближе. Но 
сперва я скажу несколько слов об общей постановке 
проблемы. 

Обыкновенные комплексные  числ а х + iy можно 
рассм атривать как линейные комбинации вида 

х . 1 + у .  i , 
построенные из двух р азличных единиц 1 и i с по
мощью параметров х, у. Аналогично этому станем 
рассматривать сколько угодно - скажем n - различ
ных между собой единиц е 1 , е2, • • •  , en и назовем си
стемой высших комплексных чисел, построенной из 
этих единиц, совокупность комбинаций вида 

х = х1е1 + х2е2 + . . . + Xnen , 
составленных с помощью п произвольных действитель
ных чисел XJ , Х2, . . . , Xn. 

Само собою разумеется, что два таких комплекс
ных числа ,  например х и у = у 1 е 1 + у2е2 + . . . + Упеп , 
мы будем считать равными тогда и только тогда , 
когда коэффициенты при отдельных единицах, так  
называемые составляющие комплексного числа ,  по
парно равны между собой : 

xl = Yl • х2 = У2• • • • ' Xn = Уп· 

Столь же естественно и определение сло?f<ения 
и вычитания, которое попросту сводит эти операции 
к сложению и вычитанию составляющих : 

Х ± У = (xl ± YJ) el + (х2 ± У2) е2 + · · . + (Хп ± Уп) еп . 

Труднее и интереснее обстоит дело с умножение.м. 
Здесь мы,  конечно, н ачинаем с того, что поступаем 

по общим правилам буквенного исчисления, умножа я 
каждый i-й член выражения х на  каждый k-й ч.ТJен 
выражения у ( i, k = 1 ,  2, • . .  , n) : 

n 
х • У =  L XtYketek . t. k - 1  

Но чтобы этот результат умножения также пред
ставлял собой некоторое число нашей системы,  необ-

*) Ныне г. Щецин в Польской Народной Республике. 
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ходимо обладать правилам,  которое изображало бы 
произведения ei · ek в виде комплексного числа систе
мы, т. е .  в виде линейной комбинации единиц; необ 
ходимо иметь, следовательно, п2 р авенств такого вида : 

ele/1. = с ше1 + Ctk2e2 + · · · + Ctяnen = 
n 

= L сщеz (i, k = 1 , 2, . . .  , п) . l - 1 
Тогда, действительно, произведение 

Х · у =  t ( t XtY!I.cikl) ez 
l = l  l, k = l  

представит собой некоторое число нашей системы. 
В установлении этого пр авила умножения, т. е.  схемы 
коэффициентов cikl,  заключается характеристика каж
дой конкретной системы комплексных чисел . 

Если определить деление как действие, обратное 
умножению, то оказывается, что деление не всегда 
выполнимо даже и в том случае, когда делитель не 
обращается в нуль.  В самом деле,  определение у из 
уравнения х · у = z получается посредством решения 
п линейных уравнений 

L XtYkClkl = Zt , L XtYkClk2 = Z2, • • . , L XtYkClkn = Zn 
( i, k = 1 ,  2, 3, . . . , п в каждом суммировании) с неиз-
вестными  Yt , у2, . . . , уп , но эти уравнения в том слу-
чае, когда их определитель обращается в нуль, л�бо 
вовсе не имеют решений, либо имеют их бесчислен
ное множество ;  в этом случае все zz могут равняться 
нулю, хотя и не все Yk = О, т. е .  произведение двух 
чисел может обращаться в нуль ,  хотя ни один сомно
житель не равен нулю (такие числ а называются де
лителями нуля) . Только с помощью специального ис
кусного подбор а коэффициентов cikl можно достичь 
здесь сохранения свойства обыкновенных чисел, з а
ключающегося в отсутствии делителей нуля ;  правда, 
более подробное изучение вопроса показывает, что 
при п > 2 сохранение того свойства всегда поку
пается ценою отказа от одного из других правил дей
ствий 69) ;  поэтому стар аются распорядиться так, что
бы этим невыполняющимся свойством оказалось та
кое, которое наименее в ажно для соотношений, со· 
ставляющих цель исследования. 
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Все  эти общие рассуждения м ы  теперь проследим 

на кватернионах, которые ввиду их применений в фи
зике и механике представляют, несомненно, самую 
важную систему высших комплексных чисел . Как 
видно из их названия, это - четырехчленные числ а  
(n  = 4 ) . В частном случае они вырождаются в трех
членные векторы ;  последние стали теперь общеизве
стными, и о них, вероятно, при случае упоминают и 
в школе. 

За  первую из четырех единиц, из которых состав
.тiяются кватернионы , как и в случае обыкновенных 
комплексных чисел, принимают обыкновенную едини
цу 1 . Три другие единицы обыкновенно обозначают по 
Гамильтону через i, j, k, так что общий вид кватернио
на получается такой : 

q = d + ia + jb + kc, 

где а , Ь ,  с, d - действительные параметры ( состав
ляющие или коэффициенты кв атерниона ) . Первую со
ставляющую d, на которую умножается 1 и которая 
аналогична действительной части обыкновенного ком
плексного числа ,  называют скалярной составной 
частью кватерниона, совокупность же трех остальных 
членов ai  + Ь j + ck называют его векторной частью. 

Относительно сложения вряд ли можно что-либо 
прибавить к предыдущим общим соображениям ; по
этому я дам вам сразу же есте
ственное геометрическое исто.11 -
кование его, основанное на из
вестной вам интерпретации век
торов. А именно, представим себе 
отрезок, соответствующий век-
торной части кватерниона q и Рис. 1 4  
имеющий проекции а ,  Ь , с на  оси 
координат; этому вектору припишем вес ,  равный ска
лярной части d. После этого сложение векторов q и 
q' = d' + ia' + jb' + kc' сводится к следующему: мы 
строим р авнодействующую обоих отрезков по извест
ному правилу параллелограмма  для сложения векто
ров (рис. 14) и приписываем ей в качестве веса сумму 
весов обоих сл агаемых; этим путем мы  действительно 
по.r1учаем вектор,  представляющий собой кватернион:  

q + q' = (d + d') + i (а + а') +  j (Ь + Ь') + k (с + с'). 
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Со специальными свойствами кв атернионов мы  
встречаемся впервые,  когда переходим к умножению; 
именно, они з аключаются, как мы видели это в общей 
теории,  в том ,  как устанавливаются значения произве
дений единиц. Я покажу вам прежде всего, каким 
кватернионам Гамильтон приравнивает 1 6  произведе
ний основных единиц. Первое условие состоит в том , 
чтобы с первой единицей 1 ,  как это показывает само 
ее обозначение, производить вычисления, как с дей
ствительным числом 1 ;  следовательно, 

1 2 = 1 ,  i · l = l • i ::::� i , j · l = l · j = j, 
k · 1  = 1 ·  k = k. 

Но существенно новыми являются условия относи
тельно квадратов трех других единиц: 

i2 = j2 = k2 = - l 

и относительно их произведений ; полагаем 

j . k = + i, k . i = + j, i .  j = + k, 

между тем как при обратном порядке сомножителей 
полагаем 

k • j = - l, l • k = - j, j • i -= - k. 

При этом сразу бросается в глаза ,  что переместитель .. 
н.ый закон. умножения, вообще говоря, н.е имеет места; 
с этим неудобетвам приходится примириться, чтобы 
�пасти однозначность деления и ту теорему, по кото
рой произведение двух чисел только в том случае мо
жет обратиться в нуль,  когда один из сомножителей 
становится р авным нулю.  Мы сейчас увидим,  что 
этот и все другие законы сложения и умножения, за  
единственным указанным исключением,  действительно 
остаются в силе и что, следовательно, сделанные выше 
простые условия являются в высшей степени целесо
образными.  

Н ачнем с того, что составим произведение двух 
кватернионов в общем виде : 

q' = р · q = (d + ia + jb + kc) • (w + ix + jy + kz) , 

принимая во внимание данную последовательность 
сомножителей. Перемножая почленно, з аменяя произ
ведения единиц их значениями из н ашей таблицы 
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умножения и соединяя затем члены с одинаковыми 
единицами в один,  находим 

q' = pq = w' + ix' + jy' + kz' = (dw -- ах - Ьу - cz) 
+ i (aw + dx + bz - су) 

+ j (bw + dy + сх - az) 

+ k (cw + dz + ау - Ьх) . 

Таким образом ,  составляющи� кватерниона -произ 
ведения представляют собой определенные простые 
билинейные 70 )  комбинации составляющих обоих со
множителей. При перемене порядка сомножителей 
шесть подчеркнутых членов меняют свои знаки ,  так 
что q · p, вообще говоря,  существенно отлично от p · q 
и притом не только по знаку, как это имеет место для 
произведений отдельных единиц. 

В то время как переместительность, как мы видим, 
не имеет места , законы распределительности и соче
тательности остаются в силе . Действительно, есл и  
вычислить, с одной стороны, произведение p (q + qJ ) ,  
а с другой, выражение pq + pq1 , формально перемно
жая члены, и не заменять произведений единиц их 
значениями, то должны получиться тождественные 
выражения;  но это тождество не нарушится, если за
тем к тому и другому выражению применить таб· 
лицу умножения единиц. Далее, петрудно видеть, что 
и закон сочетательности должен остаться всегда в 
силе, если только он действителен для умножения еди
ниц. А этот последний факт можно установить непо
средственно, на  основании таблицы умножения, как 
я покажу на  таком примере:  

(ij) k = i (jk). 
В самом деле, 

(ij) k = k · k = - l , 
и 

i (jk) = i .  i = - 1 . 

Перейдем к делению. Достаточно показать, что 
всякому кватерниону р = d + i · а  + j · Ь + k · с  отве
чает вполне определенный другой кватернион q, удов
летворяющий условию 

р . q = 1 ; 
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nредставляется целесообразным обозначить это q че
рез 7 1 ) 1 /,о. Деление в общем случае легко сводится 
к этому частному случаю.  Чтобы определить это q, 
полагаем nредыдущее выражение для p · q  равным 1 ,  
т .  е .  1 = 1 + O · i + О ·  j + O · k ; nриравнивая составляю
щие, nолучаем следующие четыре уравнения  щ1я че
тырех неизвестных составляющих х, у, z, w кватер
ниона q : 

dw - ax - by - cz =  1 ,  

aw + dx - су + bz = О, 
bw + cx + dy - az = O, 
cw - Ьх + ау + dz = О. 

Разрешимость nодобной системы уравнений зави
сит, как известно, от ее определителя ;  в данном же 
случае мы имеем так называемый кососимметриче
ский определитель, т. е .  такой, в котором элементы, 
лежащие симметрично по отношению к главной диа
гонал и  (идущей от верхнего элемента слева к ниж
нему элементу справ а ) , отличаются друг от друга 
только знаками, между тем как все элементы главной 
диагонали равны между собой. Теория определите
лей дает очень простую формулу для вычисления та
кого рода определителя ,  а именно, в данном случае 
оказывается 

d - a - b - c 
а d - с  Ь 

= (а2 + ь2 + с2 + d2)2; 
Ь с d - а 
с - Ь а d 

в справедливости этого равенства можно легко убе
диться и непосредственным вычислением . В том об
стоятельстве, что этот определитель оказывается рав
ным как раз пекоторой степени суммы квадратов 
четырех составляющих, и заключается собственно 
тонкий и глубокий смысл условиИ Гамильтона ;  именно, 
из этого обстоятельства вытекает, что определитель 
всегда отличен. от н.уля, кроме того случая, когда 
одновременно а = Ь = с = d = О; поэтому, за исклю
чением одного только этого случая (р = О ) , ур авнения 
однозначно разрешаются , и обратный 1шатернион q 
оказывается, таким образом, однозначно опреде· 
ленным. 
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Если положить 
т = ,..; а2 + ь2 + с2 + d2 

95 

( эту величину, игр ающую большую роль в теории  
кватернионов , называют модуле.w кватерниона 72 ) ) ,  то 
легко убедиться непосредственной подстановкой, что 
это однозначное решение выражается так:  

а ·ь с d 
X = - '"fZ • y = - yr • Z = - � , W = � , 

так что окончательный  результат получается такой : 

_!_ = 
1 _ d - ia - jb - kc 

р d + ia + jb + kc - а2 + Ь2 + с2 + d2 • 
Вводя аналогично теории обыкновенных комплексных 
чисел кватернион 

fJ = d - ia - jb - kc 
под названием с о п  р я ж  е н н о г о с р, можно послед
нюю формулу написать еще и в таком виде: 

или 

1 р 
-,;

= р · 

р • fJ = Т2 = а2 + Ь2 + с2 + d2; 

эти формулы являются непосредственными обобще· 
ниями известных свойств обыкновенных комплексных 
чисел . А так как и ,  обратно, р является сопряженным 
с fJ числом, то  также 

fJ .  р = Т2, 
так что в этом частном случае имеет место перемес· 
тительнесть сомножит-елей.  

Теперь мы в состоянии сразу nолучить решение 
задачи деления в общем виде. 

Если  положим 
pq = q' 

и обе части этого равенства умножим слева на  
1 1 1 ,  1 ,  р ,  р '  то полу чи м -,; · рq = -,; · q 

или 
q = -,; q = 'fi q , 

так как 
� . pq = ( � о р) q = q . 
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Ур авнение же qp = q', отличающееся от первого 
только тем, что неизвестный сомножитель q занимает 
первое место, имеет, вообще говоря,  другое решение : 

' 1 ' р q = q • р = q . Т2 • 

Возникает вопрос, нельзя ли  найти такую геомет
рическую интерпретацию, при которой эти действия 
и их законы являются чем-то естественным.  

Чтобы прийти к такой интерпретации, начнем 
с частного случая, когда оба сомножителя сводятся 
к простым векторам,  т. е. когда скалярные части 
d = w = О. Тогда наша общая формула  для произ
ведения (с .  93) принимает такой вид :  

q' = р · q = (ia + jb + kc) • (ix + jy + kz) = 
= - (ах + Ьу + cz) + i (bz - су) + 

+ j (сх - az) + k (ау - Ьх); 
мы видим ,  что произведение двух кватернионов, сво
дящихся к одним только векторам, состоит из двух 
ttастей - скалярной и векторной. Эти составные части 
ветрудно привести в связь с общепринятыми теперь 
видами произведений векторов . Эти понятия, гораздо 
более р аспространенные в Германии, чем кватернио
ны, ведут начало от Грассмана,  хотя само слово «век� 
тор» английского происхождения. Те два вида произ
ведений векторов, с которыми обыкновенно опери
руют, носят теперь большей частью названия внут
реннего или скалярного произведения ах + Ьу + cz, 

(bz -су, cx-az 1 ау-Ьх) 

·tli:a,b, c�) 
'-'-:' l 
"' 

о t '  (JJ1y,z) 
Рис. 1 5  

которое, таким образом, только 
знаком отличается от скалярной 
части написанного выше произве
дения кватернионов, и внешнего 
или векторного произведения 
i ( bz - су) + j ( cx - az) +  k (ay 
- Ьх) , которое равно векторной 
части произведения кватернионов. 

Построим оба вектора ( а , Ь , с) и (x, y, z) в виде 
напр авленных отрезков, исходящих из начала ко
ординат О (рис. 1 5 ) ; их концы будут находиться 
в точках (а, Ь, с) и (х, у, z) ; длины их равны 
l = --/ а2 + Ь2 + с2 и l' = -J х2 + у2 + z2• Если через q> 
обозначить угол между обоими отрезками, то, согласно 
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известным теорема м  аналитической геометрии, 
в подробности я не вхожу - внутреннее произведение 
равно 

ах + Ьу + cz = l · l' • cos ср. 
Внешнее произведение само представляет собой век
тор , который, как нетрудно видеть , направлен перпен
дикулярно плоскости векторов /, !'; его длина оказы
вается равной l · l' · sin ер. 

Существенным является вопрос о направлении век
тора-nроизведения еще в том смысле, в какую сторону 
плоскости, определяемой векторами l и /', надо его 
откл адывать. Это направление меняется в зависимо
сти от принятой системы координат. А именно, суще
ствуют, как в ам известно, две различные, не могущие, 
быть совмещенными системы прямоугольных коорди
нат;  при соответственно одинаковом направлении двух 
пар осей у них (например, осей у и z)  третьи оси 
оси х - имеют прямо противоположные направления. 
Такие две зеркально симметричные системы нахо
дятся одна к другой в таком же отношении, как пра
вая рука к левой ; действительно, их можно различать. 
пользуясь следующим простым мнемоническим пра
вилам : оси х, у, z одной системы располо'жены, ка к 
расставленные пальцы - большой, указательный и 
средний - правой руки, оси х, у, z другой системы -
как те же пальцы левой руки (рис. 16 ) . В литературе 

-� 
.т 

Рис. 16 

постоянно встречается то одна ,  то другая система; 
в различных странах, в р азличных дисциплинах и ,  н а
конец, у различных авторов господствуют различные 
системы. 

В простейшем случае, когда р = i, q = j, т .  е . 
когда р и q равны единичным векторам ,  направлен
ным вдоль осей х и у, их внешнее произведение в силу 

4 Ф . Клейн, т. 1 
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условия i · j = k оказывается равным единичному век
тору, лежащему на  оси z (рис. 1 7 ) . Но i и j можно, 
непрерывно изменяя, превратить в любые векторы 
р и q 73 ) ; при этом k перейдет непрерывны м образом 
в в�кторную составную часть произведения p · q, ни 
разу не обращаясь в течение этого процесса в нуль;  

A Z  поэтому первый и второй сомножители 
и само векторное произведение всегда 
должны быть расположены друг отно
сительно друга так, как оси х, у, z систе
мы координат, т .  е. должны

u
представлять 

«пр авую» или «левую» троику в з ависи-
Рис. 1 7  мости о т  того, какая систем а  припята 

для координатных осей. 
�не хочется прибавить несколько слов по поводу 

прискорбного вопроса о системе обозначений в век
торном анализе. Дело в том , что для каждого дей
ствия с векторами употребляется большое количество 
р азличных знаков, и, к сожалению, до сих пор еще 
не удалось создать одну-единственную общеобяза 
тельную систему обозначений.  Четыре года назад на  
съезде естествоиспытателей в Касселе ( 1 903) с этой 
целью была даже избрана особая комиссия,  но члены 
ее не могли  вполне столковаться, а так как каждый 
из них все же имел доброе желание сдел ать шаг от 
своей первоначальной точки зрения навстречу другим 
взглядам,  то единственным результатом явилось воз
никновение трех новых обозначений! После этого и 
других аналогичных случаев я пришел к тому заклю
чению, что действительное объединение всех заинтере
сованных в таких вещах кругов на почве одних и тех 
же словесных и письменных обозначений возможно 
только в тех случаях, когда к этому побуждают 
в высшей степени важные материальные интересы. 
Только под таким давлением могло произойти в 188 1 г. 
в электротехнике всеобщее признание единообразной 
системы мер вольт - ампер - ом и последующее за
крепление ее государственным законодательством, так 
как промышленность настойчиво требовала подобного 
единства мер как основы всех операций. За вектор
ным исчислением еще не стоят такие могущественные 
материальные стимулы,  и поэтому приходится пока 
что - плохо ли, хорошо ли - мириться с тем, что 
каждый отдельный математик остается при привыч-
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ном для него способе обозначений, который он счи
тает наиболее удобным или даже - если он несколько 
склонен к догматизму - единственно прав ильным.  

3о Умножение кватернионов и преобраэов ание 
поворотного р астяжения в простр анстве 

Теперь перейдем к геометрической интерпретации 
умяожения кватернионов в общем виде, предпослав 
ей следующее замечание. 

Если в произведении q' = pq заменить р и q их 
сопряженными значениями  р, ij, т .  е .  если изменить 
знаки при а, Ь, с, х, у, z на обр атные, то в формул е  
произведения скалярная часть останется без измене
ния, а в векторной части только неподчеркнутые * )  
множители при i, j, k изменят свои знаки н а  обрат
ные. Если  же одновременно изменить и порядок мно
жителей р, ij, то и подчеркнутые множители изменят 
знаки,  так что ij · р представляет собой как раз со
пряженное значение ij': если q' = p · q, то ij' = ij · p. 

Перемножая оба равенства ,  н аходим 

q' • ii' = р о q • ii о р. 
При этом порядок множителей играет существенную 
роль, но мы вправе применять сочетательный закон 
и написать 

q' о ii' = Р о (q • ii) . Ро 

Но, как мы видели выше, q · ij  = х2 + у2 + z2 + w2, 
так что окончательно получаем 

� + � + � + � = р � + � + � + � � 

Здесь второй множитель в правой части есть ска
ляр, а при умножении скаляра М на кватернион 
имеет силу переместительный закон,  так как 

М о p =- Md + i (Ma) + j (Mb) + k (Mc) = pMo 
Поэтому в данном случае 

w'" + х'' + у" + z'' = р . р о (w + .х2 + у2 + z2); 
а так как р • р  есть квадрат модуля кватерниона р, то 

w'" + х" + у" + z'' = 
= (d2 + а2 + Ь2 + c2) (w2 + х2 + у2 + z�); 

•) См. с. 93о 
4* 
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другими словами :  .модуль произведения двух кватер
нионов равен произведению .модулей обоих сомножи
телей. Конечно, эту формулу можно получить и непо
средственным вычисл ением, если  подставить вместо 
w', х', у', z' их выражения из формулы умножения 
на с. 93. 

Теперь будем интерпретировать кватернион q ка к 
направленный отрезок в пространстве четырех изме
рений, идущий от начала координат к точке х, у, z, w , 
вполне аналогично интерпретации вектора в трехмер
ном пространстве. В настоящее время не приходится, 
конечно, извиняться, когда призыввешь на  помощь 
четырехмерное пространство, как то было необходимо 
в то время, когда я был студентом . Все вы знаете, что 
здесь не скрывается никакой метафизической идеи, 
а многомерное пространство попросту есть удобное 
аналогичное нашему действительному представлению 
о пространстве средство м атематического способа вы
ражения 74 ) .  

Если сохранять постоянным множитель р, т. е. ве
личины d, а, Ь , с, то уравнение в кватернионах q' = 
= р · q описывает некоторое л инейное иреобразование 
точек х, у, z, w четырехмерного пространства в точки 
х', у', z', w', относя каждому четырехмерному вектору 
некоторый другой вектор ; в явном виде уравнения 
иреобразования получаются путем сравнения коэффи
циентов в формуле произведения на с. 93. Но из 
только что полученного соотношения для модулей 
видно, что при этом расстояние -.j х2 + у2 + z2 + u;2 
всякой точки от начал а  умножается на один и тот же 

постоянный множитель Т = -.j а2 + Ь2 + с2 + d2; кроме 
того, как мы  видели ,  определитель линейного иреоб
разования всегда имеет положительное значение. 
С другой стороны, из аналитической геометрии в трех
мерном простр анстве известно, что л инейное иреоб
р азование х, у, z, которое иреобразует сумму х2 + 
+ у2 + z2 в себя (так называемое «ортогональное» 
лреобразование)  и которое, кроме того, имеет поло
жительный определитель, изображает поворот про
�траиства вокруг начала координат и что всякий по
ворот может быть так представлен. Если же л инейное 
преобразование умножает х2 + у2 + z2 н а  некоторый 
множитель Т2 и определитель по-прежнему имеет по-
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ложительное значение, то получается поворот в соеди· 
нении с р астяжением всего пространства до Т-кратныХi 
р азмеров при неподвижном н ачале координат.  Такого 
рода преобразование мы будем называть поворотным 
растяжением. Сказанное справедливо не только дш1 
трехмерного простр анства ,  но и для четырехмерного. 
Мы будем говорить, что наше линейное преобразова·  
ние  в точно таком же смысле выражает поворот. и 
растяжение четырехмерного пространства. 

Однако петрудно видеть, что это еще не самый 
общий случай возможных преобразований поворот· 
ного растяжения. Действительно, н аше преобразова ·  
ние  содержит только четыре произвольных параметра 
а ,  Ь , с, d, тогда как мы сейчас увидим,  что самое 
общее преобразование поворотного р астяжения че· 
тырехмерного пространства R4 содержит семь таки:хt 
параметров . А именно, чтобы общее линейное преоб· 
разование изображало поворотное растяжение, необ· 
ходимо должно иметь место следующее тождество �  

х'2 + у'2 
+ z'2 + w'2 = Т2 • (х2 + у2 + z2 + w2) ;  

это дает нам при сравнении коэффициентов 1 0  уело· 
вий, так как левая ч асть после  замены х', . . .  , w' их 
выражениями через х, . . .  , w переходит в -квадратич· 
ную форму четырех переменных и поэтому содержит 
4 · 5 т -2- = 1 0  членов. Но так как остается произволь· 
ным, то всего имеем 1 0 - 1 = 9 условий для 16 коэф· 
фициентов линейного преобразования,  так что дей
ствительно остается еще 1 6 - 9 = 7 произволы1:ых 
параметров. 

Но оказывается возможным - и это наиболее уди• 
вительна - получить с помощью перемножения ква· 
тернионов наиболее общий вид преобразования пово
ротного р астяжения .  А именно, если л; = б + ia. +� 
�+ j� + kv - некоторый постоянный кватернион, то 
можно показать подобно тому, как это было сделано 
выше, что и q' = q · n  ( что отличается от предыдущей 
формулы только изменением порядка сомножителей)  
представляет преобр азование поворотного растяжения 
четырехмерного пространства R4, а вследствие этьго 
и последовательное выполнение обоих преобразов а
ний:  
q' = р · q · л; = (d + ia + jb + kc) · q · (6 + ia + j� + ky} 
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дает такое же преобр азование .  Но это иреобразование 
содержит как раз семь произвольных параметров, так 
как оно остается неизменным, если а ,  Ь , с, d умножить 
на одно и то же действительное число и в то же время 
разделить а, � . у ,  б н а  это же число ;  поэтому пред
ставляется вероятным,  что это - общий вид преоб
разований поворотного растяжения в пространстве 
четырех измерений ;  эта красивая теорема действи
тельно была доказана Кэли.  Я ограничусь здесь этими 
историческими указаниями,  чтобы не затеряться в де
талях этой интерпретации. Указанная формула  нахо
дится в работе Кэли 1 854 г. 

Другое большое преимущества формулы Кэли за
ключается в том, что она дает в есьм а наглядное пред
ставление о результате последовательного выполнения 
двух поворотных растяжений. Действительно, если 
еще одно такое иреобразование дано уравнением 

q" = w" + ix" + jy" + kz" == р
' • q' • n', 

где р', n' - некоторые заданные кватернионы,  то, под
·ставляя указанное выше значение q', получаем 

q" = р' • (р · q • n) · n'; 

н а  основании сочетательного закона умножения на
ходим 

q" = (р' · р) • q · (n · n') = r • q • и, 
где 

r = р' • р, и = n · n' . 
Получается снова выражение поворотного растяже
ния,  переводящего q в q", как раз в прежнем виде, 
а именно, левым и правым множителями при q слу
жат произведения обоих левых и соответственно 
правых м ножителей в выр ажениях последовательно 
производимых поворотных растяжений  (причем по
рядок играет существенную роль ) . 

Но вы,  может быть, недовольны этой четырехмер
ной интерпретацией и хотите что-либо более нагляд
ное, основанное на обычном трехмерном представле
нии о пространстве. В таком случае посредством про
стой специализации я постараюсь получить из преды
дущих формул формулы  для аналогичных операций 
в трехмерном пространстве ;  в этих именно формул ах 
и заключается громадное значение умножения ква-
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тернионов для обыкновенной физики и мех а п и к щ  
я говорю нарочно - для обыкновенной, чтобы пе пред
решать дальнейшего развития этих дисциплин,  бл аго� 
даря которому могут получить непосредственное при� 
ложение и предыдущие интерпретации .  И это время,  
может быть, ближе, чем вы думаете� новейшие иссле
дования в теории электронов в том виде, в каком они 
находят себе выр ажение в так называемом принциле 
относительности ,  представляют собой, в сущности ,  не 
что иное, как последовательное применение поворот� 
ных р астяжений простр анства четырех измерений; 
в этом именно порядке идей эти исследования и были 
недавно изложены проф. Минковским .  

Во всяком случае понятие о вращении с р астяже· 
нием в четырехмерном пространстве R4 находится 
в самой тесной связи с основаниями «принципа отно
сительности» в электродинамике, который вот уже 
несколько лет самым живым образом заним ает фи
зиков. А именно - как я вкратце покажу - те «пре· 
образования Лоренца», н а  изучении которых основаны 
исследования, относящиеся к «принципу относитель
ности», представляют не  что иное, как поворот пеко
торого пространства  R4, и могут быть даже представ
лены самым удобным образом с помощью формул 
исчисления кватернионов . 

Как известно , под преобразованием Лоренца по
нимают такую линейную однородную подстановку (с 
действительными коэффициентами) трех координат в 
пространстве х, у, z и времени t :  

х' = а1 1х + а12у + a13z + a14t, 
( 1 )  

t' = а41х + а42У + а4зZ + ацt, 
которая преобразует квадратичную форму х2 + у2 +' 
+ z2 - c2t2 (где с есть скорость света)  в себя, так что 

х2 + у2 + z2 - c2t2 = х'
2 + у'2 + z'z - c2t'2, (2) 

и у которой последний коэффициент 
dt' lit = а44 > О. (3) 

При этом ради краткости не принято во внимание 
могущее иметь место смещение начальной точки х = 
= y = z = t = O. 
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Оказывается, что в исчислении кватернионов легко 
можно указать такую подстановку, которая удовле
творяет условию (2 ) , если  только на  первое время 
оставить без внимания требование действительности 
коэффициентов и неравенство ( 3 ) . Для этого нужно 
р ассматривать т акие кватернионы, компонентами ко
торых являются не действительные, а обыкновенные 
комплексные числа ,  образованные с помощью обык-
новенной м нимой единицы 1/- 1 ( которую следует. 
конечно, отличать от специальных единиц исчисления 
кватернионов i, j, k) .  Заметим прежде всего, что ква
тернионы 

q = ,У- 1 · с · t + ix + jy + kz, 
q' = 1/- 1 • с • t' + ix' + jy' + kz' 

( l a) 

имеют своими модулями квадратные корни из квад
ратичных форм ( 2 ) . Поэтому можно точно так же, ка к 
выше (с . 1 0 1 - 102) , доказать, что формул а  

' p • Q • 'lt  
q = -м- ( lb) 

описывает линейную подста новку, удовлетворяющую 
условию (2 ) , если р и n - произвольные кватернионы 
с комплексными коэффициентами,  а М - квадратный 
корень из произведения их модулей. 

Чтобы получить действительные коэффициенты и 
удовлетворить условию (3 ) , надо в качестве р и n 
взять специально подобранные сопряженные кватер
нионы, получаемые следующим образом. 

Пусть А, А ', . . .  , D, D' - восемь действительных 
величин, связанных равенством 

АА' + ВВ' + СС' + DD' = О  (Па) 

и неравенством 
А2 + В2 + С2 + D2 > А'' + В'' + С'' + D''. ( I I Ь) 

Тогда мы положим 

р = (D + .у::::1 D') + i (А +  1/- 1 А') + 
+ j (B + 1/- 1  В') + k (С + 1/- 1  С'); 

n = (D - ,Y::::t D') - i (А - 1/=-1 А') - (Не) 
- i (в - .V- 1 в') - k (с - 1/- 1 С'); 

М = (А2+ В2 + С2 + D2) - (А'2 + В'2 + С'2 + D'2). 
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Формулы '( 1 )  совместно с условиями ( 1 1 )  дают з а п нсь 
всех преобразований Лоренцн. 

Сам Минковский, впрочем , пользуется в своих ра 
ботах вместо исчисления кватернионов символикой 
м атриц Кэли,  которая позволяет наряду с преобразо
ваниями Лоренца получить инварианты группы Ло
ренца . 

Но вернемся к трем измерениям .  При поворотном 
растяжении точка х, у, z переходит в такую точку 
х', у', z', что 

х'' + у'' + z'' = М2 (х2 + у2 + z2) , 

где М обозначает линейное растяжение длин. Ввиду 
того, что наиболее общее линейное преобразование 
переменных х, у, z в х', у', z' содержит 3 · 3  = 9 коэф• 
фициентов, а левая  часть после  подстановки этих вы
р ажений переходит в квадратичную форму от х ,  у, z 

3 · 4  с -2- = 6 членами ,  наше тождество при произволь-

нам М представляет 6 - 1 = 5 условий, и все линей
ные подстановки , удовлетворяющие ему, содержат 
еще 9 - 5  = 4 произвольных параметра ( ер .  анало
гичные рассуждения на  с .  1 0  1 ) . Если пекотор ая из 
этих подстановак имеет положительный определи
тель, то она изображает, как уже было упомянуто, 
поворот пространства около начала ,  соединенный 
с растяжением ; если же определитель имеет отрица
тельное значение, то подстановка соответствует та
кому же поворотному растяжению, сопровождаемому 
центральной симметрией пространства ,  определяемой 
равенствами х' = -х, у' = -у, z' = -z. С другой 
стороны, можно показать, что этот определитель мо
жет приним ать только значения ± М3• 

Чтобы описать эти факты с помощью кватернио
нов, мы прежде всего будем считать, что у переменных 
кватернионов q, q' отсутствует скалярная часть, т .  е .  
они сводятся лишь к векторной части : q' = ix' + jy' +. 
+ kz', q = ix + jy + kz; это - векторы ,  соединяющие 
начало координат с точкой и ее образом, полученным 
после преобразования .  И вот я утверждаю, что наи
более общее - преобразование трехмерного простран
ства, представляющее собой поворотное растяжение. 
получится, если  взять в предыдущих формулах для р 
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и :n: сопряженяые значения, т. е.  если положить 
q' = р . q . р, ( 1 ) 

или ,  выписывая подробно, 

ix' + j у' + kz' = 
= (d + ia + jb + kc) (ix + jy + kz) · (d - ia - jb - kc). 

( 1 ') 
Чтобы это доказать,  н адо прежде всего убедиться 
в том ,  что скалярная часть произведения, стоящего 
спр ава ,  обращается в нуль и что, следовательно, q' 
действительно есть вектор . Для этого 75 ) перемножим 
сперв а р · q по правил а м  умножения кватернионов : 

q' = {- ах - Ьу - cz + i (dx + bz - су) + 
+ j (dy + сх - az) + k (dz + ау - Ьх)} • 

· {d - ia - jb - kc} 

после вторичного перемножения кватернионов дей
ствительно получается для скалярной части q' значе
ние О, а для его трех векторных составляющих полу
чаются выражения 
х' = (d2 + а2 - Ь2 - с2) х + 2 (аЬ - cd) y + 2 (ас + bd) z, 

(2) 
у' = 2 (аЬ + cd) х + (d2 + Ь2 + с2 - а2) у + 2 (Ьс - ad) z, 
z' = 2 (ас - bd) х + 2 (Ьс + ad) у + (d2 + с2 - а2 - Ь2) z. 

Остается показать, что эти формулы действительно 
выражают требуемое преобразование. Это сразу по
лучается, если в р авенстве ( 1 )  перейти к модулям 
(см. с .  1 00) : 

х" + у" + z" = 
= (d2 + а2 + Ь2 + с:.!) (х2 + у2 + z2) (d2 + а2 + Ь2 + с2), 

или 
х" + у" + z" = Т4 (х2 + у2 + z2), 

где Т- модуль I<Ватерниона р. Далее, мы сразу в и· 
дим, что наша формул а  действительно содержит че· 
тыре проиэвольных пара.метра, которые, согласно 
предыдущим вычислениям,  входят в состав наиболее 
общего иреобразования этого вида. Чтобы решить 
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также и вопрос о знаке определителя, достаточно 
взять один какой-нибудь пример ; действительно, так 
как Т всегда имеет положительное значение и н и
когда не обращается в нуль,  то при изменении зна·  
чений а ,  Ь , с, d определитель как непрерывная функ
ция никогда не может принять значения - Т6, если 
он хоть раз  принимает значение + Т6, а между тем 
только эти два значения, как выше было замечено. 
и будут рассм атриваться . Если же, н апример,  поло
жить а = Ь = с = О, то определитель подстановки (2)  
равняется , 

d2 о о 
о 

dz 
о 

= dв == + Тб; 
о о d2 

следовательно, он и.меет всегда положительное внаJ 
чение, и поэтому наше преобразование,  выражаемое 
соотношением ( 1 ) , в самом деле изображает всегда 
поворотное растяжение. После этого столь же просто 
изобразится поворотное растяжение, соединенное еще 
с отражением ; для этого надо лишь написать q' = 
= p · q · p, ибо это и есть соединение предыдущего 
преобразования с центральной симметрией 

х' =  - х, у' = - у, z' = - z76) . 

Теперь посмотрим,  как р асположена  ось того пово· 
рота, который определяется р авенствами (2) , и каков 
угол поворота. Пусть �. ТJ, � - направляющие коси
нусы оси поворота , так что 

�2 + 112 + � - 1 ,  (3) 

а угол поворота обозначим через (1). Оказывается, что 
имеют меото следующие соотношения : 

d = T · !cos � ,  (4) 

а = Т · t · siп Т• Ь = Т · fJ • sin � , с = Т · � · s in � ; 
из них легко определить nри известных а ,  Ь , с, d че· 
тыре величины �. ТJ ,  t, (i) и притом так, что выпол
няется соотношение (3 ) ; в самом деле, из соотно· 
шения 

d2 + а2 + Ь2 + с2 = Т2 { cos2 � + sin2 � (62 + Т)2 + �2)} • 
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получаемого из (4)  возведением в квадрат и сложе
нием , вытекает соотношение (3 ) , так как Т - модуль 
кватерниона р. Поэтому для определения s, 'I'J, t до
статочны получающиеся из системы (4 ) уравнения 

а : Ь : с = 6 : 11 : 6, ( 4') 
которые говорят, что точка ( а , Ь , с) лежит на оси 
рассматриваемого поворота 77) . 

Переходя к доказа�ельству этих утверждений, 
начнем с проверки последнего свойства ; для этого 
положим в уравнениях (2 )  х = а , у = Ь , z = с ; тогда 
получим 

х' = (d2 + а2 + Ь2 + с2) а = Т2  • а ,  

у' = ( d2  + а2 + Ь2 + с2) Ь = Т2 • Ь ,  
z' = ( d2 + а2 + Ь2 + с2) с = Т2 • с ; 

из этих р авенств видно, что точка (х', у', z' ) лежит на 
прямой , проходящей через начало координат и через 
точку ( а , Ь , с ) , а это именно и характеризует точку 
( а , Ь , с ) как точку оси вр ащения. Остается только до
казать, что число ffi, определяемое из соотношений 
( 4 ) , действительно представляет собой угол вращения. 
Но это требует сложных р ассуждений,  вместо которых 
я укажу на  то, что наши формул ы  иреобразования 
(2 )  при Т = 1 в силу соотношения (4) переходят как 
р аз в те формулы,  которые Эйлер установил для по· 
ворота системы координат вокруг оси s. 'I'J, t на  
угол (!) .  

Я хочу еще показать в ам сжатое и удобное выра
жение, которое дает исчисление кватернионов для 
поворота вокруг оси s, 'I'J ,  t на  угол ffi, соединенного 
с р астяжением в Т2 раз ;  это выражение получается, 
если подставить формулы (4 ) в уравнения ( 1 ) : 

ix' + jy' + kz' = Т2 { cos � + 

+ siп � (is + jТ} + kь)} . {ix + jy + kz} .  

· {cos � - sin � (is + jТJ + kt)} : (5) 
Здесь все эйлеровы формулы поворота совмещены 

в одну, которая  легко запоминается : в ней вектор 
ix + jy + kz слев а  и справа умножается на сопря· 
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женвые кватернионы с модулем 1 (так называемые 
версоры, или «вращатели»)  и к этому произведению 
nрисоединяется в качестве скалярного множителя 
величина растяжения.  

Теперь я намерен показать вам,  что в сЛучае  двух 
измерений эти формулы дают как раз  известное вы4  
ражение поворота и р астяжения плоскости ху по4  
средством умножения двух комплексных чисел. Для  
этого стоит только принять за ось вращения в урав
нениях ( 5 )  ось z ( 6 = 1'} = О, t = 1 ) ; тогда при z == 
= z' == О получаем 

ix' + jy' = 

= Т2 ( cos ; + k sin ; ) (ix + jy) ( cos ; - k sin � ) ;  
nроизведя умножение на основании nравил умноже
ния единиц, находим 78) 
ix' + jy' == Т2 {cos ; (ix + Jy) + 

+ sin � (jx - iy)} {cosf - 11 sin � } -= 

>= T2 {cos2 � (ix + jy) + 2 sin ; cos ; (jx - iy) 

- sin2 ; (ix + jy)} = Т2 {<ix + jy) cos ю + 

+ (jx - iy) s in ю} = Т2 (cos ю + k sin ю) (ix + jy). 
Если обе части полученного равенства умножить 
сnрава на (-i) , то nолучим 

х' + ky' ..... Т2 (cos ю + k sin ю) (х + ky), 

а это и есть известная формула  умножения двух 
обыкновенных комплексных чисел с его геометриче
ским истолкованием как поворота на  угол ro и рас
тяжения в Т2 раз с той только разницей, что вместо 
мнимой единицы -vf- 1 , обычно обозначаемой через i, 
здесь стоит k. 

Возвращаясь снов а  к трехмерному nространству, 
ностараемся так видоизменить формулу ( 1 ) ,  чтобы 
она изображал а собой один только nоворот без  рас
тяжения.  Для этого за меним х', у', z' через х' · Т2, 
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у' . Т2 , z' . Т2 и , сл едов ательно, q' 
через q' · Т2 ; вспоми

ная же, что р - 1 = � = J2 , находим следующую фор 

мулу : 

ix' + jy' + kz' = р (ix + jy + kz) р-1 • (6) 
Мы не нарушим общности, если будем приним ать в 
этой формуле р з а  кватернион с модулем 1 :  р = 

= COS � + S iП ; (is + jТ) + k�), Где s2 + Т)2 + �2 = 1 ; 
поэтому формула  (6 )  может быть получена из урав
нен ий ( 5 ) , если принять Т р авным единице. В этом 
в иде формул а  впервые была  дана I(эли в 1845 г. 

Последов ательное проведение двух поворотов в 
трехм ерном пространстве столь же просто, как и в 
случае четырехмерного пространства (с. 1 02) . Если 
дан второй поворот 

ix" + jy" + kz" = р' (ix' + jy' + kz') р'- 1 , 
где 

р' = cos � + s iп � (is' + jч' + k�') 

( 6' , r(, �' - оси, rо' - угол ) , то снова находим в каче
стве записи получающегося поворота 

ix" + jy" + kz" = р' · р · (lx + jy + kz) . р- 1 . р'- 1 , 

так что оси s". ч". t" и угол ro" поворота получаются 
из р авенства 

ro" ro" 
р" = cos 2 + siп 2 (is" + jТ)" + k�") = р' . р. 

-
Таким образом , мы снова nолучаем для композиции 
двух поворотов простое и сжатое выражение формул ,  
довольно сложных в их обычном виде .  Но ,  с другой 
стороны, - ввиду того, что всякий кватернион, не 
считая некоторого действительного множителя (его 
модуля) , можно в то же время рассматривать как 
версор некотороrо поворота - мы имеем в компози
ции поворотов простой геометрический эквивалент 
умножения кватернионов ;  некоммутативность произ
ведения кватернионов соответствует при этом тому 
известному обстоятельству, что вообще нельзя менять 
порядка двух поворотов вокруг одной точки без из
менения окончательного результата. 
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В заключение я приведу несКОJlЬКО общих сообра·  

жений о значении и р аспространении кватернионов. 
При этом следует, конечно, отличать собственно умно· 
жение кватернионов от общего исчисления кватернио· 
нов. Первое представляет собой нечто в высшей сте• 
лени полезное, как достаточно видно из предыдущего. 
Напротив , общее исчисление,  как его поним ал Га· 
м ильтон, рассм атривает сложения, умножения ,  деле·· 
ния кватернионов в любом порядке, - другим и  сло• 
в ами ,  оно составляет алгебру кватернионов ; соединяя 
инфинитезимальные процессы, можно дойти даже до 
теории функций в области кватернионов. Конечно, 
ввиду того, что переместительный закон здесь не 
имеет места ,  все обстоит здесь совершенно иначе, чем 
в теории обыкновенных комплексных переменных. Но 
есть полное основание утверждать, что эти общие, 
широко задуманные идеи Гамильтона не  опр авдали 
себя, т. е .  они не вошли в соприкосновение и в живой 
обмен идей с другими областями  м атем атики и ее  
приложений и потому не вызвали общего интереса 79 ) . 

Но в математике приходится набл юдать то же, что 
и в человеческой жизни :  наряду со спокойными ,  объ· 
ективными взглядами большинства выступают стра ·  
стные индивидуальные убеждения.  Т а к  и кватернионы 
имеют своих приверженцев-энтузиастов и своих стра
стных противников. Первые, особенно многочисленные 
в Англии и в Америке, прибегл и - вот уже 1 2  лет 
к современному средству:  они основали «Всемйрный 
союз для р азвития учения о кватернионах» : прези
дентом его состоял сэр Роберт Балл , а основано оно 
в качестве вполне интернационального учреждения 
японцем Кимурой, получившим высшее обр азование 
в Америке. От интенсивного изучения кватернионов их 
сторонники ожидают совершенно особенного преуспе
вания матем атики. В противоположность этому про
тивники кватернионов не хотят о них и слышать и 
вследствие этого отказываются даже от столь полез
ного умножения : они исходят из того взгляда, что все 
вычисления с кватернионами сводятся в конечном 
счете к вычислению с четырьмя составляющими и что . 
единицы и таблица их произведений представляют 
излишнюю роскошь. Я дум аю, что оба  н аправления  
одинаково далеко отклонились от  пр авильного сред· 
него пути. 
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4. Ком плексные ч исл а  в преподавании 

Покидая теорию кватернионов, я хочу закончить 
эту главу несколькими замечаниями относительно той 
роли,  какую эти понятия играют в школьном препо
давании. Конечно, никому не приходит в голову обу
чать в школе кватернионам , но з ато постоянно захо
дит речь об обыкновенных комплексных числах х + iy. 
Быть может, не будет лишено интереса, если я вместо 
данных р ассуждений о том,  как это обыкновенно из
л агают и как следовало бы излагать * ) , покажу вам 
на  примере трех книг из различных эпох, как разви
в алось исторически преподавание этих вещей. 

Я предлагаю в ашему внима нию прежде всего кни
гу Кестнера ,  который во вторую половину XVI I I  в .  за 
нимал в Гёттингене руководящее положение. В то 
время его обучали в университете тем вещам из эле
ментарной м атематики , которые впоследствии,  около 
30-х годов XIX в . ,  перешли в школу; поэтому и Кест
нер читал тогда популярные м атематические лекции, 
которые посещались в большом числе  и нематем ати
ками.  Его учебник, лежащий в основе этих лекций, 
носит название «Начальные основания м атематики». 
Изложение мнимых величин начинается там прибли
зительно следующими словами :  «Тот, кто требует 
извлечь корень с четным показателем Из «отрицае
мой» величины ( «verneint - так тогда говорили вме
сто «отрицательной», «negativ») , требует невозмож· 
ного, ибо нет ни  одной отрицаемой величины, которая 
была бы  такою степенью». Все это совершенно спра
ведливо,  но затем читаем : «Такие корни называются 
невозможными или мнимыми».  Вслед за этим замеча
нием автор оперирует с ними совершенно спокойно,  
как с обыкновенными числ ами,  не заботясь особенно 
об оправдании такого обращения с ними, хотя он 
только что отрицал их существование, - как будто бы 
благодаря  присвоению определенного имени неразум 
ное внезапно стало годным к употреблению. Вы узнае
те здесь отражение точки зрения Лейбница, согл асно 
которой мнимые числа представляют собой в сущ
ности нечто совершенно нелепое, но, тем не менее, · 
они непонятным образом ведут к правильным ре
зультатам.  

*) Эта точка зрения изложена в примечании 59. 
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Вообще Кестнер писал весьма забавно;  он даже 

получил известность в литературе своими эпиграм
мами.  Так, во введении к упомянутой книге он р ас· 
пространяется относительно происхождения слова «ал
гебра»,  которое принадлежит, конечно, арабам ,  как 
nоказывает начало «a l »  80 ) . 

Под алгебраистом надо, по мнению Кестнера ,  по
нимать человека , который «делает целыми» дроби, 
другими словами,  занимается рациональными функ
циями, nриводит их к общему знаменателю и т. д. 
Первоначально это якобы относилось также к дея
тельности врача-хирурга,  который лечит при переломе 
костей .  Кестнер приводит при  этом в виде примера 
Дон-Кихота, который отnравляется к алгебраисту 
с тем , чтобы последний расправил ему полом анные 
ребра .  Остается открытым вопрос о том, держался ли 
здесь Сервантес принятого словоупотребления или же 
здесь надо видеть сатиру. 

Вторая книга вышла в свет на много лет позже 
(в  1828 г. ) и принадлежит берлинскому nрофессору 
Ому: «Оnыт вполне nоследовательной системы м ате
м атики»; эта книга имеет то же назначение, что и 
книга Кестнера ,  и одно время была очень распростра
нена .  Но Ом стоит гор аздо ближе к современной 
точке зрения, так как он ясно высказывает принцип 
расширения числовой области. «Подобно отрицатель
ным числам, - говорит он, - дблжно и символ ,.,j- 1 
присоединить к вещественным ·числам  к а к  новую 
вещь». Геометрическое толкование, конечно, не было 
ему еще известно:  это было накануне появления упо
мянутой выше работы Гаусса ( 183 1 ) .  

Наконец, я хочу познакомить вас с одним из мно
гоЧисленных современных учебников, которым  очень 
часто пользуются : это «Сборник з адач» Бардея 
(Лейпциг, 1 907) . Здесь на nервый пла11 выступает 
принцип расширения понятия числа ,  а впоследствИи 
дается и геометрическое истолкование. В этом дей
ствительно заключается теперь общепринятая точка 
зрения школьного преnодавания, хотя в отдельных 
местах развитие и задержалось на  предыдущей 
стуnени. На мой взгляд, такое изложение вопроса 
является наиболее nодходящим для школы :  не  утом·  
ляя ученика систематическим изложением и не  вда• 
ваясь, конечно, в абстрактные логические рассуждеi 
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ния, следует истолковывать комплексные числа как 
р асширение уже известного понятия числа ,  избегая 
при этом,  р азумеется, всякой мистической окраски, но 
nрежде всего нужно приучить ученика к наглядному 
геометрическому истолков анию их в комплексной пло
скости ! 

Мы , nришли к концу первой главной части наших 
лекций,  посвященной арифметике. Прежде чем перейти 
к таким же пояснениям,  относящимся к алгебре н 
анализу, я хотел бы сделать довольно продолжитель
ное отступление исторического характера ,  которое 
бросает новый свет на  общую постановку современ
ного преподав ания, а также на  то, что мы р ешили бы 
в нем улучшить. 

V. С О В Р ЕМ ЕННО Е РАЗ В И Т И Е  
И СТРОЕНИЕ МАТЕМАТ И К И  ВООБЩЕ 

1.  Дв а  р азличных ряда sвол юций, по которым 
параллельно развивал ея м атем атический анализ 

Позвольте мне начать с замечания,  что в истории 
р азвития м атематики до самого последнего времени 
очень ясно выступают две различные линии развития, 
которые то сменяют друг друга ,  то выступают одно
временно и независимо, то, наконец, взаимно nерепле
таются . Различие, которое я имею в виду, вы пой
м ете лучше всего на конкретном примере, а именно, 
есл и  я покажу вам ,  как в действительности nришлось 
б ы  nостроить самые элементарные гл�вы анализа в 
духе той и другой линии эволюции. 

• 
Если следовать одной из них - мы будем называть 

ее линией эволюции А , - то nолучается следующая 
система ,  которая nреимущественно господствует те
nерь в школ ах и в элементарных руководствах:  

1 .  Главное место занимает форм альное учение об 
уравнениях, следовательно, действия с целыми р а
циональными функциями и изучение тех случаев, в ко
торых алгебраические ур авнения разрешимы в р а
дикалах. 

2. При систематическом р азвитии понятия степени 
и ее обращения возникают логарифмы, которые ока
зываются весьма полезными при оперировании с чис� 
л ами. / 
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3. Между тем как до сих пор геометрия  оставал ась 
совершенно изолированной · от арифметики и анализа,  
у нее теперь производят заем,  который дает опреде· 
ления трансцендентных функций другого рода , 
именно, тригонометрических функций ; дальнейшая 
теория этих функций строится затем в в иде отдельной 
дисциплины. 4 . З а  этим следует алгебр аический анализ,  кото· 
рый учит разлагать простейшие функции в бесконеч• 
ные ряды ; здесь р ассм атриваются бином Ньютона 
в общем виде, логарифм и его обращение - показа· 
тельная функция - и тригонометрические функции. 
Сюда же относится общая теория бесконечных рядов 
и действий с ними. При этом обнаруживаются пор а
зительвые соотношения между названными элемен
тарными трансцендентными функциями , в особенности 
знаменитая формула Эйлера 

е1"' = COS X + i sin Х .  

Эти соотношения представляются тем более уди 
вительными, что они устанавлив ают связь между 
функциями, определения которых были взяты из со
вершенно р азличных областей . 

5. За пределами школьной м атем атики к этому 
построению примыкает в качестве естественного про
должения разр аботанная Вейерштр ассам теория 
функций комплексной переменной . 

Теперь я представляю в общих чертах схему вто
рой линии эволюции, которую назовем линией В ; 
здесь в общем господствует дух аналитическо й гео
метрии,  а именно, идея сл ияния представлениИ числ а  
и пространства. Соответственно этому; 

l .  Начинают с графического изобр ажения простей
ших функций - многочленов и рациональных функ
ций одной переменной . Точки пересечения получаемых 
при этом кривых с осью абсцисс определяют корни 
многочленов . Сюда же, естественно, примыкает уче· 
ние о приближенном решении численных уравнений. 

2. Геометрический образ кривой является есте· 
ственным и н аглядны м источником для понятий про
изводной и интегр ала;  к первому приводит подъем 
или спуск кривой, ко второму - площадь, заключен· 
пая между кривой и осью абсцисс. 
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3. В тех случаях, когда процесс интегрирования 
(или  нахождение квадратур в узком смысле слов а )  
н е  может быть выполнен в явном виде с помощью 
рациональных функций,  он дает повод к возникнове
нию новых функций,  которые таким образом вводятся 
вполне естественно и единообразно. Так, квадратура 
гиперболы дает определение логарифма :  

х 
r dx 
j x- = ln x, 
1 

между тем как квадратура круга легко сводится к ин
тегралу 

х 

� .У1 � xJ 
о 

arcsin х, 

другими словами ,  к обращениям тригонометрических 
функций.  Как  вам известно, этот же самый ход мыс
лей nриводит далее к новым высшим классам функ
ций, в частности к эллиптическим функциям. 

4 .  Р азложение всех полученных таким путем функ
ций в бесконечные степеннЫе ряды производится 
опять-таки по единообр азному принцилу - на осно
вании теоремы Тейлора .  5 .  Высшим применением этого приема является 
разработанная Коши и Риманом анали·гическая тео
рия функций комплексной переменной, основанная на  
дифференциальных уравнениях Коши - Римава или 
на  теореме об интеграле Коши.  

Если м ы  пожелаем четко выразить в немногих сло
вах результат этого обзора ,  то можно сказать, что 
в основе линии А лежит тенденция к дроблению, т. е.  
такое понимание н ауки, которое всю ее область раз
бивает на  ряд частей, вполне отграниченных одна от 
другой, и в каждой из них стремится обойтись мини
мумом вспомогательных средств , по возможности из
бегая заимствований у соседних областей; идеалом 
здесь является изящно выкристаллизованное, логиче
ски замкнутое в себе построение каждой отдельной 
области. В противоположность этому приверженец 
направления В придает главное значение как раз 
органической связи между отдельными областями  
и многочисленным случаям их взаимного содействия ;  
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соответственно этому он предпочитает те методы, ко
торые дают ему одновременное понимание м ногих 
обл астей с одной и той �е точки зрения ; его идеал 
состоит в том , чтобы обнять все м атематические 
науки как одно целое. 

Не может быть сомнения относительно того, ка
кое из двух направлений более жизненно, какое из 
них способно в балыпей степени заинтересовать уче
ника, если только он не имеет специального предрас
положения к абстрактным м атематическим р ассу�де
ниям . Возьмем для примера ,  чтобы лучше себе это 
уяснить, функции ех и sin х, относительно которых 
нам придется именно по этому же поводу еще много 
говорить. В системе А , - к сожалению, почти исклю
чительно к ней в данном случае примыкает школ а 
они представляются совершенно разнородными :  
функция ех и соответственно логарифм появляются 
в качестве удобного вспомогательного средства при 
оперировании с числами,  а sin х возникает в геомет
рии треугольника . Как же после  этого понять то, что 
эти функции находятся в столь простой з ависимости 
между собой, и особенно то, что в самых р азнообраз
ных областях, не имеющих ничего общего ни с тех
никой вычислений, ни с геометрией, они постоянно 
п неожиданно появляются как естественное выра�е
ние царящих там законов? Названия «функция слож
ных процентов» или «закон органического роста»,  ко
торые давали функции ех, и, с другой стороны, то, что s iп х играет центральную роль · всюду, где идет речь 
о колебаниях, показывают, как далеко з аходит воз
можность их применения. В системе же В все это 
представляется вполне попятным и соответствующим 
значению функций, отмеченному с самого н ачала .  
Ведь здесь функции ех  и s iп х возникают из одногQ 
источника, из квадратуры простых кривых, а это при
водит, как мы увидим ниже,  к дифференциальным 

u ( dex d2 sin х 
уравнениям простеишеrо типа dx = ех,  dx2 = 
= - sin х) , которые составляют естественную основу 

всех упомянутых при.н:ожений. 
Но для полного понимания р азвития м атематики 

необходимо еще вспомнить о третьей линии эволюции 
С, которая очень часто играет в ажную роль то 
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отдельно, то вместе с линиями эволюции А и В. Речь 
идет о том ,  что обозначают словом «алгоритм », воз
никшим из искаженного имени одного известного 
арабского м атематика 8 1 ) .  Алгоритмом является, в 
сущности,  всякое строго установленное формальное 
исчисление - в частности буквенное исчисление . Мы 
неоднократно отмечали,  какую огромную роль в раз
витии науки играл алгоритмический процесс, являясь 
как бы самостоятельной движущей силой, присущей 
самим формулам  и оказывающей свое действие неза 
висимо от намерения и предвидения того или другого 
м атем атика и часто даже вопреки его желанию. Та к  
и в н ачале развития исчисления бесконечно м алых 
алгоритм , как мы  еще при случае увидим,  часто по
буждал к созданию новых понятий и действий даже 
прежде, чем м атематики могли отдать себе отчет 
в их допустимости . Даже на высших ступенях разви
тия эти алгоритмические моменты могут приносить 
пользу и действительно приносили ее, так что их 
м ожно назвать подпочвой развития матем атики. По
этому оставлять в стороне эти моменты как игр ающие 
в развитии математики исключительно формальную 
роль - а это теперь в моде - значит не считаться 
с историческим ходом развития науки. 

2. Кр аткий обзор истории м атемати ки 

Я хотел бы проследить теперь подробнее контраст 
между этими различными направлениями в работе 
матем атиков на протяжении всей истории матема
тики ;  при этом я ,  р азумеется, буду иметь возможность 
упомянуть лишь самые важные моменты развития. 
Тем не менее различие между направлениями А и В, 
проходящее через всю область м атематики, обнару
жится эдесь еще яснее, чем в приведеином выше со
поставлении, при котором мы ограничивались об
ластью анализа.  

Если  н ачнем с древних греков, то мы найдем рез
кое разграничение чистой и прикладной математики , 
которое восходит к Платону и Аристотелю . К чистой 
м атематике относится прежде всего известное евкли· 
дово построение геометрии, к прикладной принадле
жат, в частности , числовые операции, так называем ая 
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логистика (А.оуо� - всеобщее число) .  При этом к по· 
следней относились довольно презрительно - пред· 
рассудок, который во многих случаях сохранился до 
сих пор, но во всяком случае, большей частью только 
у людей, которые сами  не  умеют вычислять. Этому 
nоложению логистики могло содействовать отчасти 
то, что она развивалась в тесной связи с тригономет
рией и с потребностями практического землемерия,  
которое с древних времен казалось людям недоста _; 
точно благородным занятием.  Конечно, она снов а 
б ыл а  несколько реабилитирована тем, что без нее н е  
могла обойтись другая н аука , котор ая хотя и род· 
ственна геодезии, но в nротивоположность ей всегда· 
считалась одной из самых благородных, - астроно· 
мия. Эта греческая м а нера научной р аботы с ее стро· 
rим размежев анием отдельных обл астей, каждая из 
которых излагалась з атем в виде как бы застывшего 
логического построения, nринадлежит, конечно, ли 
нии эволюции А. Тем не менее грекам не были чужды 
и рассуждения в духе В ;  они,  по-видимому, служил и 
им для эвристических целей и для первого сообщения 
их открытий ; однако для окончательного изложениq  
форма А казалась им незаменимой.  Это видно из  не
давно открытого манускрипта Архимеда , в котором он 
сообщает вычисления объемов тел во в полне совре
менной живой форме. 

Наряду с греками в истории математики в древ
ности особое значение имеют индийцы как творцы со
временной си�темы счисления и позднее арабы, пе· 
редавшие ее нам;  у последних встречаются также 
начатки буквенного исчисления. Ясно, что эти 
успехи принадлежат алгоритмической линии эволю
ции с. 

Переходя к новому времени,  мы можем прежде 
всего отметить (около 1 500 г. ) начало возрождения 
математического творчест�а. которое принесло с со
бой целый ряд замечательных открытий . Для при� 
мера я назову формальное решение кубического урав
нения ,(формула Кардана ) ,  которое находится в тру· 
де «Ars magna:. Кардано, появившемся в Нюренберге 
в 1545 г. ; это в высшей степени ценное произведение 
содержит вообще зародыши современной алгебры, 
�ыходящие за пределы схемы античной м атематики. 
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Конечно, это не составляет собственной зас.пуги Кар
дано, так как он , по-видимому, не  сам открыл свою 
знаменитую формулу, но заимствовал ее, как и мно
гое другое, у иностранных авторов . 

Н ачиная с 1 550 г. , на  первый план  выступают три
гонометричесfiие вычисления ; появляются первые 
большие тригонометрические таблицы, вызванные по
требностями астрономии, относительно которой я 

· ограничусь одним только именем Коперника. Прибли
зительно с 1600 г .  непосредственно к этому примы
кает р азвитие логарифмов ; первые логарифмические 
та блицы, составленные шотландцем Непером в 
1 6 14 г . ,  содержат только логарифмы тригонометриче
ских функций.  Таким образом, мы видим,  что в эти 
100 лет развитие м атематики в точности следовало 
схеме А .  

Теперь мы приходим к новейшему времени 
к дальнейшему течению XVI I в .  Здесь на первый план 
выступает исключительно направление В. В 1637 r. 
появляется аналитическая геометрия Декарта , кото
рая  устанавливает связь между числом и простран
ством, играющую основную роль во всем последую
щем р азвитии м атематики. В связи с этим тотчас 
выступают две великие проблемы XVI I  в . :  проблема 
касательных и проблема квадратуры, т. е. проблемы 
дифференцирования и интегрирования. Для развития 
дифференциального и интегрального исчисления в 
собственном смысле недостает еще только одного: 
еще не знают, что обе проблемы находятся в очень 
тесной связи, что одна представляет собой обращение 
другой ;  в уяснении этого заключалось, по-видимому, 
ядро того громадного прогресса ,  который осуществил
ся в конце столетия .  

Но еще р аньше, в том же столетии,  возникает 
учение о бесконечных рядах, в частноети о степеннЬ1х 
рядах, и притом не как самостоятельная дисциплина 
в смысле  современного алгебраического анализа,  но 
в теснейшей связи с квадратурными проблемами.  Мер· 
катор (латинская переделка немецкого имени «Кре
мер» :  Kramer - торговец) , в особенности известный 
как творец меркаторской проекции, первый проложил 
здесь путь; ему принадлежит смелая идея - для раз
ложения Iп ( 1 + х) в ряд представить · в виде ряда 
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дробь 1 + х и проинтегрировать почленно :  

х х 

ln ( 1 + х) = � 1 � х = � ( 1  - х + х2 - х3 + . . .  ) dx = 
u u 

Это в точности соответствует ходу его мыслей, хотя 
он,  конечно, пользуется не нашими простыми зна-

ками � , dx и т .  д. ,  но бС\лее тяжелым языком.  После 

1 660 г. этим приемом стал пользоваться Н ьютон,  ко
торый построил ряд для выражения бинома с любым 
показателем. Конечно, им руководили при этом 
только заключения по аналогии с известными ему 
простейшими случаями; он не владел строгим дока
зательством и не знал границ приложимости этого 
разложения - в этом снова обнаруживается алгорит
мическая линия С. Применяя этот прием к выраже-

нию 
1 = ( 1 - х2)- 112, он получает по  способу ...;т::::-i2 

х 

м � dx • С еркатора ряд для _ гг----::о = arcsш х . помощью 'V 1 - х2 о 
очень искусного обращения этого ряда, а также ряда 
для функции ln х он далее получает ряды для sin х 
и ех. В заключение этой цепи открытий следует на
звать, наконец, Тейлора,  нашедшего в 17 14  г. свой 
общий принцип для разложения функций в степен
ньхе ряды. 

Возникновением исчисления бесконечно малых в 
собственном смысле в конце XVI I в. мы обязаны, как 
известно, Лейбницу и Ньютону. У Ньютона основной 
идеей является представление о течении; обе пере
менвые х, у рассматриваются как функции <р ( t ) ,  'Ф ( t ) 
времени t; течет время - «текут» непрерывно и эти 
функции. Соответственно этому переменпая называет
ся у Ньютона флюентой (f luens) , а то, что мы назы
ваем производной, он обозначает как «флюксuю» 
i,  у. Мы видим,  как тут все сплошь основано на на
глядном представлении. 

То же относится и к изложению Лейбница, первая 
работа которого появилась в 1 684 г. Он с а м  
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называет своим главнейшим открытием nринцип не· 
прерывности во всяком процессе природы, т. е. поло
жение «Natura nоп facit  s a ltum» * ) .  На этом пред
ставлении процессов природы он основывает свои 
м атем атические построения - опять-таки черта, ти
nична я  для линии В.  С другой стороны, у Лейбница 
большую роль игр ает влияние алгоритма (линия С) ; 
от него ведут начало такие ценные с точки зрения 

алгоритм а  обозначения,  как dx и � f (х) dx. 

В целом результат этого обзор а заключается в 
том , что велиtсие открытия XVI I в. по существу цели
ком принадлежат эволюционной линии В. 

В XVI I I  в. этот период открытий продолжается 
сперва в том же направлении ;  в качестве наиболее 
блестящих и мен следует назвать Эйлер а и Л агр анжа .  
В эту эпоху развивается, говоря кратко ,  учение о диф
ференциальных уравнениях в самом общем смысле, 
включая вариационное исчисление, а также здание 
аналитической геометрии и аналитической  .механики; 
всюду здесь мы видим живое движение вперед. Это 
напоминает эпоху в истории географии после откры
тия Америки, когда новые страны исследовали и объ
езжали вдоль и поперек. Но совершенно подобно 
тому, как т а м  еще долго не было и речи о точных 
измерениях, т а к  что в первое время имели место со
вершенно ложные представления даже об общем 
пол ожении новой ч асти света ( ведь дум ал же вна
чале Колумб , что открыл восточный берег Азии ) , 
так и здесь, во вновь з авоев а нных странах новой 
м атематической части света ,  анализа бесконечно м а
лых, в первое врем я представления были довольно 
далеки от н адежной логической постановки. Даже 
в отношении старых , хорошо известных обл астей м а 
тем атики впадали подчас в з а блуждения, счита я  ис
числение бесконечно м алых чем -то мистическим, не 
допускающим точного логического анализа . До чего 
шатко было основ ание , на котором первоначальио 
стояли творцы нового анализ а ,  стало в полне ясны м 
лишь тогда,  когда лон адобилось изложить новые от
расл и матем атики в доступном виде в руководствах; 
тогда сразу обнаружилось, что на правление В, до сих 

"')  Природа не делает скачков (лат. ) . 
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пор единственно господствовавшее, здесь уже бес
сильно , и Эйлер первый оставил его. Хотя у него са
мого исчисление бесконечно малых и не вызывало ни
каких сомнений, но для начинающих оно, по мнению 
Эйлера , представляло слишком много трудностей и 
сомнений . Исходя из этих дидактических соображе· 
ний, он счел нужным предпослать ему в виде отдель· 
наго курса под названием «Введение в анализ бес• 
конечно м алых» ( I ntroduct io in  ana lysin infin itorum», 
1 748) ту дисциплину , которую мы теперь называем 
алгебраическим анализом . К этому курсу Эйлер отно
сит, в частности, учение о бесконечных рядах и других 
бесконечных процессах , которое служит ему потом 
фундаментом при построении исчисления бесконечно 
малых. 

Гораздо более р адикальный путь прокл адывает 
почти 50 лет спустя (в  1 797 г. ) Лагр анж в своей 
«Теории аналитических функций» .  

Свои сомнения относительно современного ему об
основания исчисления бесконечно малых он находи1 
возможным устранить лишь тем , что он отказывается 
от него как от общей дисциплины, понимая под ним 
просто собрание формальных правил, относящихся 
к известным специальным функциям ; а именно, он 
рассматрив ает исключительно такие функции, кото
рые даны в виде степенньrх рядов : 

f (х) = ао + а1х + а2х2 + а3х3 + . . .  , 

и tакие им енно функции он и называет аналитиче· 
скими, т. е. такими, которые встречаются в анализе 
и с которыми последний действительно может что-либо 
предпринять . Производная такой функции f (x )  опре
деляется вполне формально с помощью второго та
кого же степенного ряда , как мы это еще увидим впо
следствии, а взаимная связь между такими рядами 
и составляет предмет дифференциального и инте
грального исчислений. Такое ограничение чисто фор
мальными  построениями , конечно, устраняло для того 
времени целый ряд затруднений. 

Вы видите , что эта деятельность Эйлера и Лагран
жа цели1ео.м принадлежит направлению А, поскольку 
они заменяют наглядно-генетическое р азвитие строго 
замкнутым в себе кругом мыслей. О ба эти сочинения 
имели огромное влияние на  школьное преподав ание; ; 
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если в настоящее время в средней школе изучают 
бесконечные ряды или решают уравнения разложе
нием по степеням по так называемому способу не· 
определенных коэффициентов, но отказываются вклю
чить в ее программу дифференциальное и интеграль
ное исчисления в собственном смысле слова,  то это 
значит, что наша школа вполне еще находится под 
влиянием Эйлер а и Лагранжа.  

Наиболее существенным для начала XIX в . ,  к кото
рому мы теперь переходим,  является строгое обосно
вание высшего анализа посредством признаков схо .. 
димости, о которых раньше не заботились. В XVI I I  в. 
в Э'!'ОМ отношении царит еще райское состояние, в ко
тором не р азличают добра и зла ,  сходящегося и рас· 
ходящегося ряда ; даже в « lntroductio» Эйлера мирно 
уживаются рядом сходящиеся и расходящиеся ряды. 
Но в начале нового столетия Гаусс и Абель публи
куют первые  точные исследования о сходимости, а в 
20-х годах Коши развивает в своих лекциях и сочи
нениях первое точное обоснование исчисления беско
нечно малых в современном духе. Он не только дает 
точное определение производной и интегр ала I<ак 
пределов конечных отношений и сумм,  как это уже 
делали иногда и до него, но впервые строит на нем 
последовательную систему преподавания анализа, вы·  
двигая на  первый план теорему о среднем значении. 
Впоследствии мы еще остановимся на этом подробнее. 
Эти теории принадлежат, конечно, направлению А,  
так как они  систематично, логически разрабатывают 
известную область изолированно от других областей. 
Между тем эти теории не оказали никакого влияния 
на нашу школу, хотя они были вполне способны раз· 
рушить старые предрассудки против дифференциаль· 
ного и интегрального исчислений. 

Из дальнейшего развития м атематики в XIX в.  
я отмечу лишь очень немногое. Прежде всего я назову 
некоторые успехи, принадлежащие направлению В :  
возникают нов ая геометрия, м атематичесi<ая физика 
и теория функций комплексной переменной по Коши 
и Риману. Вождями при возникновении этих трех 
обширных обл астей были сперва фр анцузы.  Здесь 
уместно будет сказать несколько слов о стиле мате
матического изложения.  У Евклида вы все найдете 
р асчлененным по схеме · «предположение, утверж�е-
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ние, доказательство», к которой он еще присоединяет 
«определение» (ограничение обл асти, внутри которой 
действительны рассуждения) ; в широких кругах в ы  
можете встретить мнение,  что вся математика всегда 
движется по такой схеме в четыре такта. А между; 
тем, как раз в тот период, о котором м ы  сейчас гово· 
рим, у французов стала вырабатываться новая ,  худо· 
жественная форма матем атического изложения,  кото
рую можно называть искусно р асчлененной дедук
цией .  Сочинения Монжа или, чтобы назвать более 
новую книгу, «Курс анализа» Пикара читаются как 
хорошо написанный увлекательный роман.  Это стиль, 
свойственный манере В, тогда как евклидово изложе· 
ние вполне родственно м анере А .  

Из немцев, сделавших великое завоевание в на 
званных областях, я назову еще Якоби и Римана и 
присоединю сюда же из новейшего времени Клебша 
и норвежца Ли.  Все они существенно принадлежа1 
направлению В,  но только по временам у них заме
чается алгоритмическая тенденция.  

С Вейерштрассам снова сильнее выступает на  пер· 
вый план метод мышления А .  Особенно это относится 
к периоду с 1860 г., когда он стал читать свои лекции 
в Берлине. Теорию функций Вейерштрасса я уже при
водил под буквой А.  В равной степени принадлежат 
типу А новейшие исследования об аксиомах геомет
рии;  здесь мы имеем исследования совсем в духе Ев
клида , которые и по изложению приближаются 
к указанному типу. 

Этим мы закончим наш краткий исторический об
зор ; в качестве итога мы можем указать, что за целые 
столетия истории м атематики оба наши гл авнейшие 
направления развития nоявлялись равномерно и каж
дое из них ( а часто как р аз их смена) приводило к 
великим успехам науки. Таким образом, м атем атика 
только тогда сможет равномерно развиваться по всем 
направлениям , когда ни один из методов исследова
ния не будет оставлен в пренебрежении.  Пусть ка ж
дый математик работает в том направлении, к кото
рому лежит его сердце. 

Но школьное преподавание, к сожалению, нахо· 
дится с давних пор (я  это уже отмечал ) под одно
сторонним влиянием направления А. Всякое движе
ние в пользу реформы математического обр азования . 
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должно поэтому ратовать з а  более сильное выделение 
направления В . При этом я считаю необходимым 
прежде всего провести в преподавании генетический 
метод, более н астойчиво подчеркивать наглядные 
простр анствеиные представления и, в особенности, 
выдвинуть на первый пл ан понятие функции, сливая 
при этом представление о пространстве и числе. Этой 
же цели  должны служить и настоящие лекции, тем 
более, что в тех книгах по элементарной матем атике, 
к которым мы обр ащаемся з а  советом (книги Вебера  
и Вельштейна ,  Тропфке, Симона ) , почти исключи
тельно представлено направление А ; на этот контраст 
я уже указывал во введении к этому курсу. 

На этом мы заканчив аем историческое отступле
ние и обратимся к следующему большому разделу 
курса . 



А Л Г Е Б Р А  

В ВЕДЕ Н ИЕ 

Обр ащаясь к нашей теме, я должен предупредить 
вас, что по самому характеру этих лекций я , конечно, 
не могу дать здесь систем атического изложения ал· 
гебры ;  я могу лишь дать отдельные выдержки, так что 
будет наиболее целесообразным,  если я выделю такие 
вещи, которые несправедливо опускаются другими ав·  
торами и которые в то  же время способны представить 
в особенном освещении школьное обучение. Все мое 
изложение будет группироваться вокруг одного пунк· 
та ,  а именно, вокруг применения графических и во· 
обще геометрических наглядных методов к решению 
уравнений .  Это - весьма обширная и богатая различ· 
ными результатами тем а,  из которой я могу выхватить 
только ряд наиболее важных и интересных вещей ; 
мы будем при этом вступать в органическую связь 
с различнейшими обл астями,  заним аясь, таким обра· 
зом, математикой в смысле нашей эволюционной ли· 
нии в. 

1. УРАВ Н Е НИЯ С Д Е И СТ ВИТЕЛ Ь Н ЬI МИ Н ЕИЗ В ЕСТН Ы М И  

�ы ограничимся сначала уравнениями с действи· 
тельными коэффициентами 82 ) и действительными зна · 
чениями неизвестных. Комплексными величинами мы  
займемся позже. Начнем с очень простого частного 
случая ,  который поддается геометрической обра·  
6отке. 

1 .  Ур авнения, содержащие один п ар аметр 

Это ур авнения такого тип а :  

f (х, Л) = О. 

�ы получим наиболее простое геометрическое ис· 
толкование их, если заменим Л второй переменной у 
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и станем р ассматривать 

f (x, у) = О 

как  уравнение кривой в плоскости ху (рис.  18 ) . Точки 
пересечения этой кривой с параллелью у = А к -оси 

абсцисс дают· действитель
ные корни уравнения 

-:"+<f--t-------:!o��8 .. J., f (x, А) =0. Если приближен
но начертить эту кривую,-

Рис. 1 8  

что п р и  не слишком слож� 
ных функциях f нетрудно,
то, перемещая параллель, 
легко можно видеть, как 
при изменении А изменя
ется число действительных 

корней. Особенно пригоден этот прием, когда f есть 
линейная функция от А, т. е. для исследования урав� 
нений вида q> (х) - А • 'Ф (х) = О; 

действительно, в этом случае ур авнение у =  : �=� дает 

рациональную кривую, и ее поэтому легко построить. 

у 

2 
2 3 

2 
1 
о 

Рис. 1 9 Ри�. 20 

В этих случаях указанный метод может быть с поль
зой применен и для вычисления корней. 

Рассмотрим  в качестве примера квадратное урав
нение 

х2 + ах - А = 0. 

Кривая у = х2 + ах представляет собой параболу 
(рис.  1 9 ) , так что сразу видно, для каких значений "
число действительных корней ур авнения р авно 2, 1 ,  О 
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соответственно горизонталям ,  пересекающим парабо
лу в 2 ,  1 ,  О точках. Выполнение таких простых и на
глядных построений кажется мне весьма  полезным и 
для старших кл ассов школ ы .  В качестве второго при
мера возьмем кубическое уравненhе х 3  + ах2 + Ьх 
- Л. = О, которое дает кубическую пара болу у =  
= х3 + ах2 + Ьх. В зависимости от зна чения  коэффи
циентов а ,  Ь эта _ пар абол а имеет р азличный вид. На , 
рис. 20 принято, что уравнение х2 + ах + Ь = О и меет 
действительные * )  корни ;  тогда видно, как  параллели  
р азделяются на такие, которые пересекают кубиче
скую параболу в одной точке,  и на  такие,  которые пе
ресекают ее в трех точках, тогда как в двух предель
ных положениях имеем по одному двойному  корню. 

2. Уравнения с двумя параметрами 

Здесь графическая постановка проблемы требует 
боJiьше искусства ,  но зато и результаты оказываются 
более значительными и более интересными .  Ограни 
чимся тем случаем,  когда оба  параметр а Л, 1-1. входят 
линейно; неизвестное обозначим через t ;  тогда ур авне
ние, действительные корни которого требуется опре· 
делить, будет иметь вид 

rp (t) + Л · x (t) + J.t · '\> (t) = O , .  ( l )  
где rp ,  х. 'iJ - некоторые многочлены от t. 

Если через х, у обозначены обыкновенные прямо
угольные координаты точки на плоскости ,  то вс�кая  
прямая  в этой плоскости ** ) изо
бразится уравнением 

у + их + v = о , (2) 

и мы можем назвать и, v коорди
натами этой прямой:  (-и) есть 
тангенс угл а ,  образуемого пря
мой с осью х, ( -v) выр ажает 
отрезок, отсекаемый прямой на 
оси у (рис. 2 1 ) . Если  считать точ

Рис.  2 1  

ку и прямую (и  соответственно координаты точки и 

прямой) р авноправными понятиями,  то мЫ придем 
J{  точке зрения, которая окажется особенно в а жной 

*)  И притом различные между собой и отличные от нуля, 
**) Не параллельная оси ординат. 

5 Ф. Клеiiк, т. 1 
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8 дальнейшем . Мы можем сказать, что уравнение 

у + их + v = О 

означает соединенное положение * )  прямой (u , v ) и 
точки (х, у) ,  т. е. что точка лежит на  прямой, а пря
м ая проходит через точку. 

Чтобы истолковать геометрически наше уравнение 
( 1 ) ,  приведем его к виду (2) , чего можно достигнуть 
двумя существенно различными способами. 

А. Полагаем 

q> (t) у = 'Ф (t) ' 
U = Л., 

х (t) х = 'Ф (t) ' 
V = !J.. 

(За) 

(ЗЬ)  
Уравнения (За)  изображают при переменной t вполне 
определенную рациональную кривую в плоскости ху, 
так называемую «определяющую кривую» уравнения 
( 1 ) ; всякая ее точка соответствует определенному 
значению t, так что на  ней можно нанести шкалу зна
чений переменной t. На основании соотношений (За ) 
можно непосредственно вычислить сколько угодно то
чек кривой и построить таким образом достаточно 
точно определяющую кривую со шкалой на ней .  Для 
каждой определенной пары п ар аметров 'А, 1-f. уравне
ния (ЗЬ) изображают некоторую прямую в плоскости ; 
тогда,  согласно сказанному, ур авнение ( 1 )  выражает , 
что точка t определяющей кривой лежит н а этой пря
мой.  Рассматривая все действительные пересечения 
определяющей кривой с этой прямой и отсчитывая 
значения параметра t в них по шкале, имеющейся на 
кривой , можно получить все действительные корни 
уравнения ( 1 ) . 

д.'Iя  лучшего уяснения послужит нам квадратное 
уравнение 

определяющая кривая представляет собой в этом слу
ч ае параболу 

или 
у = х2, 

*) Инцидентность. 
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изображенную на  рис. 22  с намеченной шкалой 83) , п о  
которой сразу можно найти действительные корни на 
шего уравнения как  пересечения параболы с прямой 
у +  Лх + J1 = О. Так, рис. 22 показывает, ч'l'о корни 
уравнения 84 ) t2 - t - 1 = О  лежат между 3/2 и 2 п 
между - 1/2 и - 1 . Существенное отличие от преды· 
дущего метода заключается в том, что здесь мы р ас
сматриваем все прямые плоскости, тогда как р аньше 

Рис. 22 Рис . .23 

мы брали только горизонтали. З ато теперь мы  м ожем,  
пользуясь одной и той же раз  н ачерченной параболой, 
приближенно решить все возможные квадратные урав
нения. Последний метод оказывается пригодным для 
практических целей, если только не требуется зна
чительной точности. 

Аналогично можно трактовать все кубические урав
нения, которые, как известно, посредством линейного 
преобразования приводятся к так называемой «приве
денной форме» 

fЗ +  М + J.L = O; 

определяющей кривой здесь служит кубическая пара 
бола ,(рис. 23) ,  

x = t, 
или 

у
=

хз. 

И этот метод представляется мне вполне уместным 
в школе;  ученики �аходят, несом ненно, громадное удо
вольствие в самостоятельном вычерчивании подобных 
кривых. 

5* 
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В .  Второй метод истолкования уравнения ( 1 ) по
лучается из первого, если применить принцип двой
ственности, т.  е .  если поменять местами координаты 
точки и координаты прямой. Для этого перепишем 
уравнение (2) в обратном порядке: 

v + хи + у = О 

п приведем уравнение ( 1 )  

q> (t) v = '1> (t) , 
х = Л., 

к этому виду, полагая 

% (t ) 
U = '\J (t ) , 
Y = f.l. . 

(4а) 

(4Ь) 

Уравнения (4а ) при переменной t представляют се
м ейство прямых, огибающих некоторую определенную 
нривую, «определяющую кривую» уравнения ( 1 )  в 
этом новом его истолковании ; это - рациональная 
кривая  определенного класса,  так как она выража
t·тся в координатах прямой посредством рациональ
ных функций одного параметра .  Каждая касательная 
и вместе с нею ее точка касания получаются прн 
с,пределенном значении t, так что мы снова получаем 
li екоторую шкалу на  определяющей кривой. Нанося 
на чертеж достаточно много касательных на  основа 
нии уравнений (4а ) , �ожно получить кривую и шкалу 
с любой степенью точности . При определенных зна 
чениях Л, f.t уравнение ( 1 )  говорит, что касательная t 
к определяющей кривой ( 4а ) проходит через точку 
(Л , J.t) , выражаемую уравнениями (4Ь ) ; таким обра 
зом можно получить все действительные корни ура в
пения ( 1 ) ,  ес.'!и  определить те значения параметра t ,  
которые принадлежат всем касательным к опреде
л яющей кривой , проходящим через точку х=Л y=fl· 

Для лучшего уяснения рассмотрим снова те же 
примеры.  Для квадратного уравнения 

t2 + л.t + J.t = 0 

определяющей кривой является огибающая прямых 

V = /2, U = t ; 

это - парабол а с вершиной в начале координат  
( рис. 24 ) .  Чертеж дает сразу действительные кор п н .  
соответствующие данной паре зна чений Л., f.t в виде 
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параметров ( t )  касательных - к параболе из точ ки 
( Л., �t ) .  

Для кубического уравнения 
P + M + �-L = O  

определ яющая кривая v """" tз, и = t есть кривая:  
третьего класса , имеющая точку заострения в н а ч ал е  
координат (рис. 25) . 

Рис. 24 Рис. 25 

Этот метод можно представить ещв в нескол ь ко 
иком в иде. Если р ассматривать только так называе
мое трехчленное уравнение 

im + 'Atn + 1-L :о::: О, 

то система касательных определяющей кривой будет 
представлена уравнением, содержащим один пара 
метр t :  

f (t) = tm + xtn + у """" о. 

Чтобы получить ур авнение определ яющей кр ивоr'i 
в точечных координатах, надо, как известно,  искл ю
чить параметр t из этого ур авнения и из уравнения, 
получаемого из него дифференцированием по t :  

f'  (t) = mtm-1 + nxtn - 1 = О; 

дейетвительи:о, опредеJrяющая кривая есть огибающая: 
семейства прямых, содержащая точки пересечения 
1\&Ждых двух «бесконечно близких» прямых ( t  и 
t + dt) . Вместо того чтобы исключать t, выразим из 
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обоих уравнений х, у через t : 
т - п  т y = -- i 1 

n 

это - параметрическое уравнение определяющей кри
вой в координатах точки. 

Для определяющих кривых квадратного и кубиче
ского уравнений в рассмотренных выше примерах по
лучаем по этому способу 

X = -2t, 
X = -3t2, 

эти уравнения в самом деле выражают кривые на  
рис .  24  и 25. 

Замечу, что этот прием проводится на практике 
профессором Рунге в его лекциях и упражнениях и 
оказывается целесообразным для решения уравнений. 
И в школе можно рекомендовать использовать при 
случае тот или другой из этих чертежей. 

Кл ассифи кация ур авнений по ч ислу действитель
ных корней. Если сравнить между собой оба рас
смотренных нами способа,  то ои:ажется ,  что по отно
шению к одной определенной, но весьма важной цели 
второй способ имеет существенное преимущества, 
а именно, в тех случаях, когда хотят получить на
глядное представление о совокупности всех тех урав
нений определенного типа ,  которые  имеют данноо 
число действительных корней. 

Такие совОI{упности уравнений изобр ажаются при 
первом способе систем ами прямых, а при втором 
областями точек; последние формы совокупностей в 
силу векоторой особенности наших геометрических 
представлений или же в силу привычки нам суще
ственно легче наглядно себе представить, чем первые. 

Теперь я хочу показать на примере  квадратного 
уравнения, чего можно достигнуть в этом направле
нии; в этом случае через точки, лежащие внутри па
раболы (рис .  26) , не  проходит ни одной касательной 
к ней, а через каждую точку, взятую вне параболы, 
проходит по две действительных касательных; таким 
сбразом, эт.и области изображают совокупности всех 
уравнений, имеющих О или 2 (действительных) кор
ня.  Через каждую точку на  самой параболе проходит 
только по одной касательной, которая приним ается 
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за двойную; таким образом, как здесь, так и вообще 
сама определяющая кривая является геометрическим 
местом точек, для которых два корня уравнения со• 
нпадают; вследствие этого ее можно назвать дискри
.мин.ан.тн.ой кривой. 

В случае кубического ур авнения через каждую 
точку внутри клина определяющей кривой проходит 
по три касательных к ней (рис. 27) ; действительно, 
для точек, р асположенных на срединной линии, это 

Рис. 27 

следует из симметричности фигуры;  с другой же сто
роны, число касательных не может изменяться, если  
переходить к другим точкам, не  пересекая при этом 
кривой. Когда точка (х, у) попадает на кривую, два 
корня из трех совпадают; когда же эта точка пере
ходит в область, лежащую вне кривой, эти два корня  
становятся мнимыми, и остается 1;олько один действи· 
тельный корень. Наконец, в острие кривой имеем 
только одну тройную касательную, так что соответ
ствующее уравнение ( t3 = О) имеет только один трой· 
ной корень. Чертеж позволяет охватить эту группи
ровку ОДН И М  ВЗГЛЯДО М .  

Фигуры получаются еще интереснее и дают суще
ственно больше, если ввести - как это часто прихо
дится делать в алгебре - еще некоторые огр аничения 
для корней : например,  если задаться целью н.айти все 
действительные �орн.и, лежащие в дан.ном промежут
ке t1 � t � t2• Общий ответ н а  этот вопрос дает, как 
известно, теорема Штурма .  Нетрудно так дополнить 
наши фигуры, чтобы они давали удовлетворительное 
наглядное решение и этого общего вопроса. Построим 
для этого попросту касательные к определяющей 
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кривой , соответствующие значениям параметра  t 1 ,  t2, 
и рассмотрим получающееся разделение плоскости н а 
об:1 асти .  ЕсJш применить этот прием прежде всего 
оппть к квадратному уравнению, то вопрос сводится 
к--определению числа касательных, которые проходят 
через данную точку и касаются параболы в точках 
С<.; дуги между t 1 и t2 ( рис. 28) . Через каждую точку 
тр еугольника , образуемого этой дугой параболы 1 1  
о б �  нми  «основными»  касательными ,  проведенными че
рез концы t 1 , t2 р ассматриваемой дуги ,  проходят по 
д в е  касательные;  при переходе через каждую из 
основных касательных теряется одна из касательных, 
нбо она касается параболы вне взятой дуги ; чере з 
то ч ки серповидных обл астей,  ограниченных пapaбo
.'JC) ii и одной  из основных касательных, не  проходит 
н н  одной прямой,  касающейся параболы в точках 
дуги ( t 1 ,  t2 ) ; через внутренние точки параболы вовсе 
не проходят действительные касательные.  Таким об
разом ,  обе дуги t � t1 и t � t2 для получающегося 
н р и  этом разделения плоскости не имеют существен 
ного значения ; остаются только сштошные линии 
рис .  28, благодаря  которым м ы  получаем возмож-

Рис. � "  

!" ость,  пользуясь проставленными числами ,  ясно обо
зреть совокупность тех квадратных уравнений ,  кото
рые имеют по 2, 1 , О действительных корней между 
t) и t2. 

Точно так же поступаем и с кубическим уравне
нием . Пусть t1 > О, t2 < О. Снова проводим основные 
I<асательные с этим и  значениямп параметр а ( рис. 29 ) ; 
надо рассмотреть только то разделение  на  обл асти ,  
которое производят эти касательные и заключенная 
между ними дуга определяющей кривой.  В четырех-
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угольной области у острия действительно через каж
дую точку проходит по три касательных,  касающих
ся кривой в точках дуги м ежду t 1 и t2 •  Если принять 
во внпм ание, что при переходе через каждую и з 
основных касательных теряется одна., а при  переходе 
через кривую - две касательные этого рода , что не
посредственно видно из чертежа ,  то получается ука 
занное распределение областей, соответствующих 
уравнениям с 3, 2 ,  1 ,  О действительными корня мн  
м ежду t 1  и t2• Чтобы составить себе представление 
об огромной пользе графического метода ,  попробуйте 
только описать а бстрактно это подразделение кубиче
ских уравнений ,  не  апеллируя ни  к каким простран 
ственным образ а м ;  это потребует у вас  несравненно 
больше времени . Доказательство ,  которое здесь по 
стигается при одном взгляде н а  чертеж, тоже ока 
жется тогда далеко не простым .  

Что касается отношения этого геометрического м е 
тода к известным  алгебраическим критериям Шт)"' 
ма ,  Декарта,  Будана - Фурье, то я замечу толы.;, ) ,  
что геометрический м етод охватывает все эти кр ин·
рии.  Более подробный р азбор этих интересных соот
ношений вы найдете в моей р аботе «Приложешю 
геометрии к подсчету корней алгебра ических урав
нений» * ) . 

3. Ур авнения с трем я парам етр ам и 

Обратимся теперь к рассмотрению четырехчлен
ного уравнения следующего вида : 

tP + м т + JA.fn + V = О ;  ( l )  
применим м етод, совершенно аналогичный прежнему, 
с той только разницей , что теперь м ы  используем н е  
плоскость, а трехмерное пространство. Вместе с тем 
н апишем теперь н аряду с заданным уравнением то 
условие геометрии в пространстве,  которое выражает, 
что точка (х, у, z) и плоскость с плоскостными коор
дината ми ( и,  v ,  w) находятся в «соединенном поло
жении» ( инцидентны, т .  е .  плоскость содержит точку ) : 

или 
z + и \С + vy + w -=  О, (2) 

w +  xu + yv + z = 0 85) . 
*) См. том I I  м атематических сочинений Клейна, с. 1 98-208, 
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Это уравнение, написанное в той или другой по
следовательности его членов , мы будем отождеств
лять с исходным уравнением ( 1 )  и придем тогда, как 
и раньше, к двум интерпретациям, находящимся 
между собой в отношении, определяемом принцилом 
двойственности .  

Полагаем еперва  

(2а) 

этими уравнениями определяется пекоторая кривая 
в пространстве, «определяющая кривая» четырех
членного уравнения со шкалой значений параметра t. 
Далее, полагаем 

U = Л., V = J.L, w = v; (2Ь) 

тогда уравнение ( 1 )  показывает, что действительные 
корни  данного уравнения тождественны со значения
м и  параметра для точек nересечения определяющей 
кривой (2а ) с nлоскостью (2Ь ) 86 ) .  

Гlользуясь принципом двойственности, полагаем 
далее (За) 
эти уравнения определяют однократно бесконечное 
множество 87) плоскостей, которые можно рассматри
в ать как соnрикасающиеся плоскости пекоторой 
определенной кривой в простр анстве, также отнесен
ной таким образом к параметру t; ввиду такого опре
деления этой кривой в nлоскостных координатах ее 
можно представить как определяющую кривую опре
деленного класса.  Рассматривая теперь наряду с нею 
точку 

х = Л., Y = J.L, z = v, (ЗЬ) 
н аходим,  что действительные корни ( 1 )  тождествен
ны со значениями параметра t для тех соприкасаю
щихся плоскостей кривой (За ) ,  которые nроходят че
рез точку (ЗЬ ) .  

Остается на конкретных примерах глубже вник
нуть в смысл обеих интерпретаций;  для той и дл я 
другой мы  имеем в нашей коллекции модели, кото
рые я теперь вам  покажу. 

Первой интерпретацией воспользовался nроф. Мем 
ке в Штутгарте nри построении прибора для чис-
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ленного решения уравнений.  В этом приборе (рис. 30) ,, 
сделанном из л атуни, вы видите три вертикальных 
столбика со шкалами ;  в прибор помещают вырезан· 
ную в виде шаблона определяющую кривую ч етырех· 
членного уравнения третьей, четвертой или пятой сте
ПЕ?НИ,  но, в отличие от нашего изложения, принята не 
обыкновенная прямоугольная система координат, а 
такая, что координаты 
плоскости,  т. е. коэффи
циенты и, v , w уравнения 
плоскости, представлен
ного в виде (2) , изобра· 
жаются теми отрезками, 
которые соответствующая 
плоскость отсекает на  
шкалах трех вертикаль· 
ных столбиков и которые 
можно отсчитать по ним.  
Чтобы иметь возможность 
фиксировать определен· 
ную плоскость в простран
стве : и =  Л, v = f.-t, w =v, 
к переднему w-столбику 
приделан визир, который 
можно установить на лю- Рис. 30 
бом делении шкалы v;  
деления же Л и f.-t н а  шкалах столбов и и v соединяют 
натянутой нитью. Лучи зрения, идущие от визира 
к точкам этой нити,  образуют н ашу плоскость ; ее пе· 
ресечения с определяющей кривой можно наблюдать 
непосредственно как кажущиеся (проектирующиеся ) 
пересечения нити с шаблоном, если смотреть через 
отверстие в визире; соответствующие значения пара ·  
метра ,  которые являются искомыми корнями ур авне· 
ния, отсчитываем на н анесенной на шаблон шкале 
значений t для определяющей кривой. Степень пр ак
rической пригодности описанного прибора зависит, 
конечно, существенным образом от тщательности его 
механического изготовления. 

Дискр иминантпая кр ив ая пр иведеиного ур ав не .. 
ния четвертой степен и. Для иллюстрации второго ме· 
тода у нас имеется модель, построенная Гартенштей· 
lfOM в качестве работы для государственного экзаме·  
на .  Она построена для так называемого приведеиного 
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ур авнения четвертой степени 

t4 + J",t2 + J.tl + v = О; (4) 

lJ этом виде, как известно, можно представить всякое 
уравнение четвертой степени.  Но сн_ачала я изложу 
\;торой м етод в несколько измененном виде, ка к я это 
уже продмал выше для уравнения с двумя парамет
р ами (с .  1 33 ) . 

Рассмотрим однократно бесконечную систему пло
скостей, плоскостные координаты которых выражены 
уравнениями (За ) , тогда как их уравнения в точеч
н ых координатах в данном случае напишутся так: 

f (t) = t4 + xt2 + yt + z = О. 

Огибающей этих плоскостей является совокуп
ность прямых, по которым каждая из плоскостей 
f ( t )  = О  пересекается с близкой к ней плоскостью 
f ( t + dt) = О ; иначе говоря,  это есть развертываю
щаяся поверхность, уравнение которой получается ис: 
ключением t из уравнений f ( t) = О и f' ( t) = О. Чтобы 
получить определяющую кривую, надо р ассмотреть 
кривую соприкасания семейства плоскостей , т. е .  гео
метрическое место точек, в которых пересекаются три 
бесконечно близкие плоскости ; это есть, как извест
но, р ебро возврата развертывающейся поверхности, 
координ аты которого в функции t получаются из трех 
уравнений f ( t) = О, f' ( t) = О, f" ( t) = О. В данном слу
ч а �  эти три уравнения напишутся так:  

из них находим 

t4 + xt2 + yt + z = О, 
413 + х . 2t + у =  о, 

1 2t2 + x · 2 = 0; 

х = -6t2, у = 8t3, z = -Зt\ (5) 

Э rо - уравнение в точечных координатах определяю
щей кривой уравнения (4 ) ; в плоскостных координа 
тах  эта же кривая

_ 
выражается уравнением ( см .  (За ) ) 

w = /4, и =  t2, v = t . 
. 

(6) 

Оба уравнения четвертой степени относительно t; сле
довательно, определяющая кривая принадлежит как 
к четвертому классу, так и к четвертому порядку. 
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Чтобы ближе познакомиться с этой кривой ,  рас
смотрим несколько простых поверхностей, которые 
содержат ее. ПреЖде всего выражения (5)  тожде
ственно (относительно t) удовлетворяют уравнению 

х2 
z + 12 = o, 

т. е. наша I<ривая лежит на  изображаемом этим урав
нением параболическом цилиндре второго порядка, 
образующие которого параллельны оси у. Но, с дру
гой стороны, имеет место также соотношение 

у2 хз 
в- + 27 = 0, 

так что и этот обыкновенный кубический цилиндр 
с образующими, параллельными оси z, проходит че
рез нашу кривую; она представляет собой пересече
ние обоих цилиндров. На  основании  этого можно лег
ко составить себе прибли
зптельное представление 
о ходе определяющей кр и
вой : она представл яет со
бой кривую двоякой кри-

!J 
визны, расположенную сим- :с 
метрично по отношению ....,____,'1@18�==--.....о.о..---!-

к плоскости xz и имеющую 
острие в начале координат 
(рис. 3 1 ) .  

Далее, через нашу опре
деляющую кривую прохо

v z  

Рис. 3 1  

дит еще и следующая поверхность второго пор ядка : 

т а к  как и это соотношение удовлетворяется выраже· 
ниями ( 5 )  тождественно относительно t. ' Из ур авне
ний этой поверхности и кубического цилиндра соста
вим еще следующую линейную комбинацию, кото
рая представляет новую поверхность третьего поряд· 
ка , проходящую через определяющую кривую : 

xz ц2 хз 

т - 16 - 2 1 в = 0• 

Рассмотрим теперь развертывающуюся поверх
ность , для которой определяющая кривая представ-
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ляет ребро возврата и которую мы можем определить 
поэтому как совокупность всех касательных к опреде
ляющей кривой. 

Есл и  пекотор ая кривая  в пространстве задана 
уравнениями вида 

х = <р (t) ,  у = '11 (t) ,  z = х (t) , 
то касательная к ней в точке t выразится уравне-
1IИЯМИ 

х = <р (t) + р<р' (t) , у =  '\1 (t) + Р'�' (t) , 

z = х (t) + рх' (t) ,  
где р - параметр ; действительно, н аправляющие ко
синусы касательной, как известно, пропорциональны 
производным координат кривой по t. Если рассмат
ривать и t как переменную, то последние ур авнения 
с двумя параметрами t и р изобр ажают р азверты
в ающуюся поверхность, состоящую из касательных ; 
все это - хорошо известные сообр ажения из геомет
рии  в пространстве.  Для нашей кривой (5 ) это изо
бражение развертывающейся поверхности имеет сле
дующий вид, если ее координаты, в отличие от коор
динат и:ривой, обозначить через Х, У, Z: 
х = -6 (t2 + 2pt) ,  у = 8 (t3 + 3pt2) ,  

Z = -3 (t4 + 4pt3). (7) 
Это и есть та поверхность, котор ая воспроизведена 
н а  упомянутой модели Гартенштейна , - а именно, ее 
прямые изображены здесь н атянутыми нитями.  Это 
изображение поверхности в параметрах дает само по 
себе наилучший способ для исследования и действи
тельного построения ее;  м ы  следуем, собственно го
uоря,  только старой привычке, когда все же спраши
в аем, каково ур авнение поверхности. Это уравнение 
получится, если исключить t и р из системы ( 7 ) . 
Я покажу вам  самый простой прием для достижения 
этой цели, хотя я и не  могу здесь входить в nодроб
ное объяснение того, что приводит к такому приему. 
Из формул (7) составляют такие комбинации:  

Х2 Х • Z У 2  Х3 
z + 12 = 1 2p2f2, -6- - 16 - 2 1 6 = 8p3t3. 

которые на  самой кривой ( р  = О) обращаются в нуль, 
а будучи прираниены нулю, изображают две из рас-
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смотренных уже выше специальных поверхностей, 
проходяrцих через кривую. Из этих двух уравнений 
легко можно исключить произведение  р • t, что дает 
уравнение развертываюrцейся поверхности 

(z + �)з - 27 ( xz - .!::.: - �)2 = О· 
1 2  6 16  2 1 6  ' 

следовательно, это поверхность шестого порядка * )' .  
Относительно значения этой формулы  я сделаю 

для тех, кто ближе знаком с предметом,  следуюrцие 
замечания : выр ажения, стояrцие в скобках, представ· 
ляют собой не что иное, как инварианты уравнения 
четвертой степени в приведеином виде : 

t4 + xt2 + yt + z = О; (8) 
они играют большую роль в теории  эллиптических 
функций,  где их обыкновенно обозначают через g2 
и g3• Левая часть уравнения нашей поверхности 
6. = g� - 27 g� является, как известно,  дискриминан
том уравнения четвертой степени ,  которое имеет двой· 
ной корень, когда дискриминант обраrцается в нул ь. 
Таким образом, н аша развертываюrцаяся поверхность 
представляет собой не что иное, как дискриминант
ную поверхность уравнения четвертой ст,епени ,  т. е. 
совокупность всех точек, в которых последнее имеет 
двойной корень. 

После этих теоретических разъяснений построение 
нитяной модели нашей поверхности не  представляет 
никаких принципиальных затруднений :  нужно только 
на основании параметрического изобр ажения опре
делить те точки, в которых касательные, подлежаrцие 
nостроению, пересекают известные неподвижные пло· 
скости, и затем натянуть нити между этими  плоско
стями,  реализованными  посредством деревянной ил и 
I<артонной коробки. Но чтобы такая модель действи
'I ельно была кр асива и пригодна , чтобы она давала 
ясное представление об интересующем нас  располо
жении поверхности и ее ребра возвр ата ,  необходимы 
продолжительные опыты и очень большое искусство. 
Рис.  32 изображает поверхность с ее прямыми ;  А ОВ 
есть ребро возврата (ер. рис.  3 1 ) .  

" ) В действительности это поверхность пятого порядка, так 
как члены шестой степени выпадают. - При.меч. пер. 
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В ы  замечаете на  этой модели двойную кривую ( СО ) , вдоль которой встречаются обе полы поверх

Iюсти ;  это следующая парабола  в плоскости у: 

Но только 
пменно та , 

У = О, z - �2 = О. 

одна половина (СО)  этой параболы,  а 
для которой Х < О, представляет собой 

пересечение действитель
ных частей поверхности, 
тогда как другая (отме
[Iенная на чертеже пунк-

8 тиром ) расположена в 
пространстве изолирован
но. Это явление не пока 
жется удивительным то
му, кто привык теорию 
алгебр аических поверх
ностей сопровождать гео
метрическими представ
лениями ;  там нередко 
случается , что действи
тельные ветви двойных 
линий то являются · пере
сечением действительных 
частей поверхности, то 

Рис. 32 оказываются изолирован-
ными в пространстве, и 

тогда их можно р ассматривать как действительные 
пересечения .мнимых частей поверхности. Соответ
ствующее явление на  плоскости заключается в том , 
что наряду с обыкновенными двойными точка 
ми  алгебраических кривых, представляющими собой 
пер есечения действительных ветвей кривой, встреча 
ются двойные точки, лежащие изолированно и пред
ставляющие собой пересечения мнимых частей кри 
вой ;  это явление известно всякому 88 ) . 

Рассмотрим подробнее, что может дать нам nол у 
ч енная таким образом nоверхность с ее ребром воз
врата ,  т.  е .  определяющей кривой. Представим себе. 
что на  определяющей кривой нанесена ее шкала ,  ил н ,  
еще лучше, отнесем каждой построенной касательноif 
соответствующее ей значение пара метра t, которое 
гринадлежит и ее точке касания.  ЕсJш задано ура ::: -
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пение четвертой степени (8 ) с коэффициентами х, у, z, 
то стоит лишь через соответствующую точку про
странства (х, у, z) провести соприкасающиеся пло
скости к определяющей кривой или - что то же са
мое - касательные плоскости к дискриминантной по
верхности, и мы получим действительные корни в 
виде параметров точек касания с кривой или самих 
касательных в этих точках. Так как соприкасающая
ся плоскость, касаясь кривой, пересекает ее, то при 
р ассматривании из точки (х, у, z) каждая точка ка
сания соприкасающейся плоскости проектируется 
в виде кажущейся точки перегиба кривой, и наобо
рот. Таким образом, действительные корни уравнения 
четвертой степени являются параметрами кажущихся 
1·очек перегиба определяющей кривой, когда мы смот
рим на нее из точки (х, у, z) . 

Правда для тех, кто не имеет достаточного на 
выка , довольно трудно уверенно распознать на  мо
дели соприкасающиеся плоскости или кажущиеся 
точки перегиба .  Но с непосредственной очевидностью 
модель разъясняет следующий, наиболее важный 
пункт : разделение всех уравнений четвертой степени 
по числу их действительных корней. Посмотрим ,  ка 
кие случаи представляются возможными на основа ·  
нии  теоретического исследования уравнения.  Если а ,  
� . у, б - четыре корня действительного уравнения 
четвертой степени ( 4 ) , то ввиду отсутствия члена , 
содержащего t3, необходимо а + � + '\' +  б = О. Что 
же касается корней, то возможны,  очевидно, следую
щие три главных случая :  

1 .  Четыре действительных * )  корпя. 
1 1 .  Два действительных * ) ,  два мнимых сопряжен

ных корня. 
I I I .  Ни одного действителыюго корня, две * ) па

ры мпиАtЫХ сопряженных корней. 
Если даны два уравнения типа I с корн я м и  а ,  �. 

'\' .  б и а',  �' ,  у' ,  б', то всегда можно а ,  В ,  '\' .  б обр атить 
ь а', �', у' ,  б',  переходя непрерывно через различные 
сFстемы из четырех действительных чисел ,  сумм а  ко
'Горых остается вес время равной нулю ;  при этом п ер
вое уравнение  обратится во второе, переходя непре-

*) Различных. 
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р ывным образом через ур авнения того же типа ,  т. е. 
все уравнения 1 тппа образуют сплошной контину
ум * ) ; то же справедливо и для двух других типов. 

На нашей модели это оqстоятельство должно вы
разиться тем, что пространство распадается на три 
сплошные части такого рода ,  что точки одной и 
той же части соответствуют уравнениям одного и 
того же типа .  Р ассмотрим теперь переходвые случаи 
между этими  тремя типами :  1 тип переходит во 
1 1  тип через уравнения,  которые имеют два различ
ных действительных корня и один двойной, но отлич
ный от двух других, действительный корень. Это мы 
обозначим символически через 2 + (2 ) ; точно так  же 
между 11 и 1 1 1  типами  имеем переходный случай од
ного действительного двойного корня и двух мнимых 
корней ; это будем обозначать через ( 2 ) . Обоим пере
ходным типам должны отвечать в н ашем простран
ствеином обр азе части самой дискриминантной по
верхности, так как она вообще изображает все урав
нения с кратными  корнями ;  при этом,  рассуждая ана
логично предыдущему, н айдем, что каждому типу 
должна отвечать сплошная часть поверхности 89 ) .  Обе 
эти группы уравнений :  2 + (2 ) и (2 ) в свою очередь 
переходят одна в другую через уравнения с двумя 
действительным и  90 ) двойными корнями, символиче
ски (2 ) + (2 ) ; таки м  образом, точки, соответствующие 
уравнениям типа (2 )  + (2) , должны принадлежать 
обоим полам  дискри минантной поверхности;  следова
тельно, они лежат на  неизолированной ветви ее двой
ной линии.  Таким образом , дискриминантная поверх
ность р аспадается на две части, разделяемые одной 
ветвью двойной линии ; из них одна 2 + (2 ) отделяет 
J область пространства от 11 области, а другая (2 )  
разделяет 1 1  и 1 1 1  области . Чтобы усмотреть, как  р ас
положена определяющая кривая,  заметим, что она 
представляет собой ребро возврата,  и потому в е� 
точках совпадают по три касательные плоскости, об
разуя соприкасающуюся плоскость ; поэтому мы 
имеем здесь случай одного тройного и одного про
стого действительного корня: 1 + (3 )' ;  этот случай 

*) Имеется в виду, что множество всех этих ра1ш1чных 
уравнений является св язным и открытым в пространстnе пара
метров. 
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может получиться только из случая 2 + (2 ) , а именно, 
таким образом, что один из простых корней стано
вится равным двойному корню ;  следовательно, ребро 
возврата должно целиком лежать на первой части 
2 + (2 ) поверхности. Только в острие ребра возврата 
(х = у = z = О ) мы  имеем четырехкратный корень,  
который может получиться и от совпадения обоих 
двойных корней (2)  + (2 ) . Действительно, острие О 
ребра возвр ата лежит одновременно и н а  двойной ли 
l! ИИ.  Что же касается изолированной ветви двойной 
линии, то она целиком проходит в области I I I  и ха
рактеризуется тем, что для ее точек четыре мнимых 
корня по два совпадают между собой, образуя два 
двойных сопряженных мнимых корня .  

Все перечисленные возможные случаи в точности 
реализованы на нашей модели .  Н а  чертеже (рис .  32)  
часть пространства ,  заключенная внутри поверхности 
справа от двойной линии, образует обл асть 1, а слева 
от той же линии лежит область 1 1 1 ;  пространство же, 
лежащее вне поверхности, образует область 11 9 1 ) .  По
этому, имея в руках следующую схему, вы легко смо
жете вполне ориентироваться относительно числа дей
ствительных корней� 

Диокрининантная no9epx/11Нlm& 
OnpeUeilllюЩall кр11Ва11 
ДOdti.нaa .ЛI1Нilf1 

Острие 

1 · 1  л 1 ш 
'lllmыpe !let1cm6u.- Д6а ileucm#a - Ни orJнoeo ileucm!Ja-
mеi!ЬНЫК корня тельных корш1 тельного корн11 

'-----v-----' � 
2+ (2) ( 2 )  
1 + (3) 

'-----v-----' (2) + (2) !,2 ннинык iJ, о:1нык норнп) 
'----v------' 

т 

11. УРА В Н Е НИЯ В О БЛАСТИ I(ОМ П Л ЕКС Н ЬIХ ЧИСЕЛ 

Мы теперь откажемся от того, чтобы огр аничи
ваться только действительными  величинами,  и будем 
оперировать с !fОМплексными числами .  

Здесь мы снова поставим себе целью выделить та 
кие  вещи, которые допускают геометрическую иллю
страцию в большей степени, чем это обыкновенно 
делают, Я: начну с наиболее важной теоремы алгебр ы, 
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А. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА А Л Г ЕБРЫ 
Основная теорема алгебры,  к ш< известно, з а клю

чается в том ,  что всякое алгебраическое уравнение 
п-й степени имеет, вообще говоря, п корней, или , точ
нее,  всякии полином. f (х) п-й степени может быть раз
ложен па n линейных множителей. 

В сущности , все доказательства этой теоремы 
пользуются геометрической интерпретацией комплекс
ных величин на плоскости ху. Я познакомлю вас с хо
дом мыслей в первом доказательстве Гаусса ( 1 799 ) , 
которое можно представить в наглядной форме; из
ложение его у са мого Гаусса имеет, конечно, совер
шенно другой вид. 

Если дан многочлен 

f (z) = zn + a.zn- l + . . .  + ап , 

то можно написать 

f (х + iy) = и (х, у) + i · v (х, у) ,  

где и, v - некоторые действительные многочлены от 
обеих действительных переменных х, у. Основная 
.мысль гауссова доказательства заключается в сле
дующеАt : если исследовать кривые и (х, у) = О и 
v (х, у) = О, лежащие в плоскости ху, и показать, что 
они должны иметь общую точку, то для этой точкu 
(х, у) будет f (х + iy) = О ; этим и будет доказано су
ществование по крайней �tepe одного корпя уравнения 
f=O. Оказывается, что для этой цели достаточно иссле
довать ход обеих кривых в бесконечности , т. е .  в сколь 
угодно большом удалении от начала координат. 

Если абсолютн ая величина r переменной z стано
вится весьм а большой , то можно в функции f (z) пре
небречь низшими степенями z по сравнению с z" ; 
это означает, что функция f (z) асимптотически при 
ближается к 

zn = rn (cos пер + i s iп пер) ,  

где с помощью формул ы Муавра введены полярные 
координ'аты r, ер на плоскости ху. Из этого результа т:1 
можно закл ючить, что и и v асимптотически прибл и 
жаются к функциям гn cos п ер  и гn s i n  hep; поэтому ход 
кривых и = О, v = О в бесконечности в первом прн
ближении йзобразится так:  

соs пер = О, sin пep = O. 
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Но кривая sin mp = О состоит из n nрямых, которые 
проходят через начало и образуют с осью х углы 
O, njn, 2njn, . . .  , (n - l ) njn, а кривая cos mp = O  со
стоит из n биссектрис углов между первыми прямы
ми (см.  рис .  33, соответствующий случаю n=3 ) .  В ко
нечной части плоскости кривые и =  О, v = О  могут, 
конечно, существенно отклоняться от этих прямых, 
но чем дальше от начала , тем больше должны первые 
приближаться к последним ; поэтому ход настоящих 
кривых можно схематически изобразить тем, что за 
пределами пекоторой достаточно большой окружно
сти (с  центром в начале) мы сохраним наши прямые, 

Рис. 33 Рис. 34 

а внутри нее соедИНl!М  их между собой пронзвольНЬJМ 
образом ( рис. 34 ) .  Но каков бы ни был ход кривых 
внутри круга , уходящие в бесконечность ветви и, . v 
должны непременно переходить одна в другую 92) ,  
отсюда наглядно видно, что эти кривые внутри круiа 
должны хоть раз пересечься. Действительно, этот ре
зультат можно - и в этом заключается содержание 
гауссова доказательства - точно вывести из непрерыв
ности кривых. Но по существу ход идей изложен 
выше. 

Когда получен таким образом о д и н корень,  тогда 
можно * )  отщепить от функции f (z) один JI ИНейный 
сомножитель п повторить доказательство для остав
шегася многочлена (n - 1 ) -й степени .  Продолжая по
ступать таким образом,  мы  в конце концов действи·  

* )  Применяя теорему Везу, 
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телыю получим разложение на n линейных сомножи· 
телей,  чем доказывается существование n корней. 

Идея доказательства станет вам яснее, если вы 
продела ете несколько примеров со всеми построения
ми.  Одним из простейших примеров является сле
дующий : 

Здесь, очевидно, 

f (z) = z3 - 1 = О. 

и = r3 cos З<р - 1 ,  

v = r3 sin Зq>, 

так  что кривая v = О  состоит просто из трех прямых, 
тогда как кривая и =  О имеет три гиперболавидных 

ветви. На чертеже (рис. 35) '  
вы,  в самом деле, видите 
три точки пересечения обеих 
кривых; эти точки дают три 
корня нашего уравнения. 

V=O Я весьма рекомендую ра·  
ш зобрать более сложные при· 

меры. 
Этими  краткими указа·  

ниями по поводу основной 
теоремы я могу здесь огра 
ничиться, так как я не чи-

Рис. 35 т а ю  сейчас курса алгебры. 
Замечу еще только, что 

значение введения комплексных чисел в ашебру в том 
и заключается , что они дают возможность устано
вить основную теорему алгебры в общей форме, не 
допускающей никаких исiшючений ; ограничиваясь же 
действительными величинами,  можно утверждать 
только то, что уравнение п-й степени имеет либо 
n корней,  либо меньше, либо ни  одного 93 ) . 

Время,  которое остается у нас для алгебры, мы 
употребим н а  то ,  чтобы исследовать в наглядной фор
ме полные системы решений комплексных уравнений 
подобно тому, как мы это уже сделали выше для 
действительных решений действительных уравнений. 
Но при этом м ы  ограничимся только уравнениями 
с одним комплексным параметром, входящим в урав
нение линейно. 
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В. УРАВНЕНИЕ С ОДНИМ КОМПЛЕКСНЫМ ПАРАМЕТРОМ 

В тех узких условиях, какими мы ограничили за 
дачу, изучение простого конформного отображения 
даст нам все ,  что нам нужно .  

Обозначим через z = х + iy неизвестное, через 
w = и +  iv параметр ; тогда р ассматриваемые урав
нения будут иметь такой вид:  

ер {z) - w · 'Ф (z) = О, ( 1 } 
где ер, 'Ф - многочлены относительно z; пусть n - по
казатель высшей степени z в ер или ф. По основной 
теореме алгебры это уравнение для каждого значе
ния w имеет n (вообще говоря ,  различных) корней z. 
Из уравнения ( 1 ) следует, что 

'Р (z) ) w = 'Ф (z) ,  (2 

т. е . что w есть однозначная рациональная функция 
от z, а именно, как говорят, рациональная фующия 
степени n. Если бы мы з ахотели  воспользоваться в ка
честве геометрического эквивалента уравнения ( 1 )  
тем конформным отображением комплексных плоско
стей z и w ,  которое устанавливается функциональной 
зависимостью (2 ) , то наглядность н арушалась бы 
многозначностью z как функции w . Ввиду этого по
ступим так, как это всегда делается в теори и  функ
ций : плоскость w мы представляем себе в виде n на
ложенных друг на друга экземпляров (листов ) ,  ко
торые мы подходящим образом соединяем м ежду со
бой в так называемых «точках ветвления»  в одну 
п-листную рим анову поверхность ; этот прием знаком 
всем вам из элементов учения об алгебраических 
функциях 94) . Тогда наша функция {2) осуществляет 
взаимно однозначное и,  вообще говоря ,  конформное 
соответствие между точками  римановой поверхности 
над п:юскостью w ,  с одной стороны, и точками обыч
ной плоскости z, с другой стороны. 

Прежде чем перейти к подробному изучению этого 
соответствия будет целесообразно принять некоторые 
м еры к тому, чтобы устр анить' ту исключительную, но 
не лежащую в существе вещей роль, которую играют 
бесконечно большие зн ачения w и z, и тем сдел ать 
возможной такую формулировку теорем,  чтобы они 
не допускали исключений.  Ввиду того, что эти уело-
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вия , к сожалению, указывают далеко не всегда , когда 
это было бы необходимо сдеJi ать, мы остановимся 
па них нескоJJько подробнее. А именно , мы считаем 
недостаточным говорить только символ ически о бес
конечно удаленной точке комплексной плоскости , а 
с·л едует уяснить себе, что именно нужно считать ана
логичным определенному свойству конечной точки в 
том случае, когда точка становится бесконечно vда
J' енной. Но мы будем иметь все, что нам нужно, если 
раз  навсегда заменим гауссову плоскость комшiекс
ных чисел римановой сферой. С этой целью предста 
�им себе сферу диаметра 1 ,  касающуюся плоскости 

N 

Рис. 36 

Гаусса в. начале коорди -
нат, и станем проектиро
вать ее на плоскость из ее 
северного полюса N, диа
метрально противопо
ложного точке касания, 
или южному полюсу s 
(так называемая стерео
графическая проекция, 
рис. 36 ) . При этом вся
кой точке Q на плоскости 
однозначно соответствует 
точка Р на сфере -

rзторая точка пересечения лу•Iа NQ со сферой, и, об
ратно, всякой точке Р сферы,  кроме точки N, одно
Э 1 I ачно сопоставляется некоторая  точка Q на плоско
с ти с определ енными координ атами х, у ;  поэтому 
r . .  южно р ассм атривать точку Р как представителя 
" HC.'J a х + iy . Когда же точка Р приближается по ка 
!'.ому-либо пути к северному пол юсу N, точка Q ухо 
д ит в бесконечность, и наоборот . Поэтому представ
.п яется естественным рассматривать точку N, которой 
t : e  сопоставлено никакое конечное комплексное чис
Jю, как единственного представптсля всех бесконечно 
больших чисел х + iy, т .  е .  как конкретный образ  
бесконечно удаленной точки числовой плоскости . 
Этим достигается в геометрической интерпретацюi 
полная  р а внопр авность как всех конеЧilых, так и бес
l<онечно удаленной точки . 

Теперь, чтобы вернуться к геометрическому истол
кованию на шего алгебраического соотношения ( 1 ) , 
заменим та кже плоскость w сферой w. Тогда наша 
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функция представит отображение сферы z н а  сферу 
·uu ; это отображение конформно та к  же, как и соот
ветствие обеих плоскостей, по  той причине,  что по  
известной теореме стереографическая проекция кон
формно отображает плоскость на  сферу и обратно.  
При этом одной точке на  сфере w отвечают, вообще 
говоря , n разл ичных точек на  сфере z. Чтобы пол у
чить взаи.м.н.о одн.озн.а ttн.ое соответствие , представим 
себе n экземпляров сферы w ,  наложенных одпн н а  
другой ,  и скрепим их в точках в етвления в одну 
п-листную риманову поверхность над сферой w .  Со
ставить себе такое представление не труднее, чем 
уяснить понятие о римановой поверхности на плоско 
сти . Этим достигается в конце концов геометрическое 
1 1 столкование алгебраического уравнения ( 1 )  как 
пзаимно однозначного, вообще говоря, конформного · 
соответствия между точками р и мановой поверхности 
н ад сферой w ,  с одной стороны, и сферы z, с другой 
стороны ; в эту интерпретацию в ключены, очевидiЮа 
11- бесконечные значения z и w, которые соответствуют 
или друг другу или конечным зн а ч ениям этих пере
м енных. 

Чтобы получить возможность вполне  использовать 
"!ТИ новые геометрические средства ,  необходимо и в 
алгебре сделать соответствующий шаг, направл енный 
F тому, чтобы устранить в формул ах искл ючитель
,, ый характер бесконечно большого ; этот шаг заклю
ч ается во введен.ии одн.ородн.ых пере.м.ен.н.ых, а имен-

Z t  l! O,  мы пол а га ем z = - и рассматриваем z1 и z2 
z2 

нак две независимые комплексные переменные,  но  та
кого рода , что z1/z2 и c · z1fc · z2 при  любом с изобра
жают одну и ту же точку 95 ) . Пусть z1 , z2 приним а ют 
нее возможные пары конечных значений,  но только 
не обращаются одновременно в нуль ;  тогда , сог.п асно 
t дела нному условию, для каждого конечного значе
н и я  z м ы получим одну определенную точку, но кро
не того, существует еще одна точка (z1 произвоJIЫЮ, 
z2 = О ) , соответствующая бесконечному значению z. 
Таким образом,  получаем арифм етический эквива
.'J ент бес1юнечно удаленной точки .  Точно так ж е ,  p a-

W t зvмеется ,  пол а гаем w = w;- и пишем следующее « ОД· 

народное» ур авнение между «однородными»  персмен-



! 54 АЛ ПШРА 

ными z1 ,  z2 и w 1 , w2, соответствующее уравнению ( 2 ) : 

w1 z� · rp (zJz2) rp (z1 ,  z2) 

w2 
= 

z� · 'Ф (z1(z2) 
= 

'Ф (zl' z2) • (3) 

Здесь ер (z1 , z2) , 'ljJ (z1 , z2 )  означают целые рациональ
ные функции от z1 и Z2, так как ер ( z) и 1jJ ( z) содер-

жат z = � .  самое большее, в п-й степени ; кроме Zz 
того, это однородные многочлены (формы ) измере
ния n, ибо каждый член zi, входящий в qJ (z) или 
'ljJ (z) , при умножении числ ителя и знаменателя дроби 
1Р (z) на z2n обращается в 'Ф (z) 

zn . (�)l = zn-lzl 
2 z2 2 1'  

т.  е.  в член п-го измерения. 
Теперь нам предстоит, последовательно применяя 

оба введенных вспомогательных средства - изобра
жение на комплексной сфере и однородные коорди
наты, - изучить во всех подробностях ту функцио
нальную зависимость между z и w ,  которую устанав
ливает уравнение ( 1 ) .  Эта задача будет решена,  если 
мы сумеем составить себе полное представление 
о конформном соо rветствии между сферой z и рима
новой поверхностью над сферой w .  

Но здесь прежде всего возникает вопрос о харак
тер е  и положении точек ветвления на поверхности 
Римана . Я напомню, что �t·кр атной точкой ветвления 
называется такая точка , в которой сходится /! + 1 
лист 96 ) . Так как w является однозначной функцией 
переменной z, то положение  точек ветвления будет 
на м  известно, если мы будем знать соответствующие 
им точки н а  сфере z; я обыкновенно называю их про
сто замечательными .точкам и  сферы z. Им тоже соот
в етствует известная кратность , р авная кратности со
ответствующих им точек в етвления. Я приведу без 
подробного доказательства теоремы, решающие эту 
задачу. При этом я предполагаю, что эти, собственно 
говоря,  довольно простые факты из области теории 
функций в общем вам знакомы, хотя, быть может, и 
не  в той однородной трактовке, которой я здесь от
даю предпочтение. Абстрактные вещи, о которых я 
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се�час буду говорить, получат позже в ряде примеров 
конкретную наглядную форму.  

Начнем с небольшого вычисления, которое даст 
в ам аналог производной �: в однородных коорди· 

натах. Продифференцируем ур авнения (3 ) : 

Но 

где 
д1р (z 1 , Zz) д�р (z, , Zz) 

Cl't = дz1 ' ср2 = дz2 ' 

'Ф _ дф (z1 , z2) •1, _ д'Ф (z , , z2) 
1 - дzl ' '1'2 - дz2 • 

(3') 

С другой стороны, по теореме Эйлера об однородных 
функциях степени n имеем 

<JJ 1 • Zt + <JJ2 • z2 = n<p, 'Фt • Zt + 'Ф2 • z2 = n-ф. 
Поэтому числитель в правой части равенства (3')' 
можно преобразовать следующим обр азом : 

'Ф d<p - <р d-ф = 

= / dtp d'Ф j = 4 / IJ!r dz, + IJ!2 dzz Фt dz1 + 'Ф2 dz2 1 ,  
1р ф n <p,z, + <pzZz 'ФrZt + 'Ф2Z2 

что по теореме умножения определителей равняется 

_!2_ , <р,  lpz J · J  dz1 dzz l ·  
n 'Фr '$2 Zt Zz 

Поэтому соотношение  (3') принимает такой вищ 
W 2 dw 1 - w , dw 2 _ Zz dz, - z, dzz , ( •h _ • 1, ) 

� 
- n2 , 'Фz <JJ1 '1'2 <JJ2 't' l  • 

2 

Это - основная формул а  в однородной теории на• 
шеrо уравнения ;  определяющим выражением дл я 
всего последующего является функциональный опре
делитель <р1 'Ф 2 - IP2 'Ф 1 форм <р и 'Ф . Кроме этого м но• 
жителя, справа входит дифференциал от z = �: , 
а слева дифференциал от w = � ,  а т а к  как для W z 
конечных значений переменных z и w замечательные 
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точки получаются, как известно * ) , из уравнения 
d w  О u 
rz = ' то становится яснои следующая теорема ,  

с.трогого доказательства которой я не  могу здесь из
лагать : каждый �t·кратный корень функционального _  
определител·я является замечательной точкой �t·й крат
ности ;  другими словами, ей соответствует Jt·Kpaтнa fl 
точка ветвления римановой поверхности над сфе
рой w .  Главцае преимущества этого правил а  по 
сравнению с прежними  заключается в том ,  что оно 
в общей формулировке охватывает конечные и бее
конечные значения z и w .  Оно же дает точное указа 
ние относительно числа замечательных точек. Дей
ствительно, четыре производные, входящие в фун к
циональный определитель, представляют собой фор 
мы (n - 1)  - го  измерения,  по�тому сам определитеJ! Ь 
есть форма  (2n - 2 )  -го измерения. А такой многочлен 
всегда имеет как раз 2n - 2 корня ,  если принимать 
во внимание кратности последних. Если поэтому 
а 1 , а2,  . . .  , av - замечательные точки сферы z (т. е. 
если q>t1\'2 - 'ФtiJ>2 = 0  д.11я Zt : Z2 = at ,  . . .  , av) , а 
Jtt, 112 • . . .  , Jtv - их кратности, то сумма  последних 

11 ! + 112 + • • ·  + J.tv = 2n - 2. 
В силу конформного отображения этим точкам отве
чают v точек ветвления а 1 , а2, . . . , av римановой по
верхности над сферой w ; они р асположены на поверх
I-юсти изолированно, и в них в круговом порядке схо
дятся соответственно 111 + 1 ,  112 + l ,  . . . , J.l.v + 1 лис
тов . Но следует заметить, что несколько различных 
точек ветвления могут лежать над одной и той же 

точкой сферы w , 1ак как из соотношения w = : ��� 
для z = а 1 , • • •  , av может получиться несколько раз 
одно и то же значение w . Над такой точкой окажется 
тогда несколько р азличных (друг от друга изолиро
ванных) групп л истов, причем листы каждой группы 
в этой точке склеены между собой. Такие точки на 
t:фере w м ы  будем (в  отличие от точек ветвления 
рИмановой поверхности, соответствующих замечатель 
ным точкам сферы z )  называть местами ветвления 
и будем обозначать их через А, В, С, . . .  ; число та-

*) См. примечание 96. 
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ких различных мест ветвления может, таким образом ,  
быть меньше v .  

Теперь мы построим поверхность Римана ,  о кото
гой по имеющимся пока у нас  данным мы можем 
иметь лишь весьма расплывчатые представлени я ,  
п ричем сделаем это таким образом, чтобы она полу
ч ила более наглядный вид. С этой целью проведем 
на сфере w через места ветвления А ,  В ,  С, . . . за 
мкнутую линию � без  кратн ых  
точек возможно более простого 
вида ; заштрихуем одну из огра 
ниченных ею частей сфер ы в от
личие от другой (рис .  37 ) .  Во 
всех примерах, разбираемых на
ми ниже, все  точки А , В, С, . . .  
действительны;  в этом случае 
естественно взять з а  линию � Рис. 37 
меридиан 97 ) действительных чи-
сел ,  та к что наша сфера распадается на две пол у
сферы.  

Возвращаясь к общему случаю, заметим,  что каж
дый лист римановой поверхности склеивается с дру
rим листом вдоль линии разреза,  или,  как м ы  будеl\f 
rоворить, линии ветвления, соединяющей две точ1ш 
ветвления. Как известно, риманов а поверхность, п о  
существу, остается неизменной, когда м ы  такую Л I I 
II ИЮ как-либо по ней перемещаем, если при этом кон 
цы ее остаются неподвижными,  другим и  словам и , 
если те же листы скреплять между собой вдоль ИНЫ.Х 
.'!иний, соединяющих те же точки. В этой неизменя е
мости заключается большая общность, но в то ж е  
время и существенная трудность идеи поверхностt•й 
Римана .  Чтобы придать нашей поверхности опред�
Ji енный вид ,  легко допускающий конкретное предста в 
ление, сдвинем все  линии ветвления таким образо ,1 ,  
чтобы все они лежали над построенной выше л н 
нией �. проходящей через все места ветвлени и ;  
при этом над одними  частями линии � может, но
нечно, лежать по нескальку линий ветвления ,  а 
над Другими частями  линии � может их  вовсе r 1 c  
быть. 

Теперь разрежем все листы вдоль линий ,  лежа щпх 
над  �. Ввиду того, что мы уже раньше пом естш1 и 
все линии ветвления над линией � и теперь nронз-
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водим вдоль всех них р азрезы, наша риманова  по
верхность распадается на  две группы по n «полулис
тов»,  совершенно свободных от ветвлений и располо
женных над каждой из двух частей сферы, ограни
ченных линией �. Соответственно тому, как мы уело
вились выше различать обе части сферы,  мы будем 
говорить о n заштрихованных и о n незаштрuхован
ных полулистах. Теперь мы можем так описать строе
ние римановой поверхности : каждый заштрихован
ный полулист на пей окружен. исключителыю неза· 
штрихаванными полулистами, с которыми он. встре
чается вдоль линий, расположенных над частями 
АВ, ВС, . . .  линии �� аналогично этому, каждый не
заштрихованный полулист окружен вдоль таких от
резков кривой одними лишь заштрихован.ными полу
листами. Н о более чем. два полулиста встречается 
только в точках ветвления, а именно, в р.-кратной 
точке ветвления сходятся попереА-t.енно JJ. + 1 заштри
хованн.ых и JJ. + 1 пезаштрихованных полулистов. 

Ввиду того, что посредством нашей функции w (z) ' 
сфера z взаимно однозначно отображена на р и м анову 

поверхность над сферой w,  можно сразу перенести на 
сферу z найденные соотношен и я  склеивания. Именно, 
в силу непрерывности 2п полулистам поверхности со
отв етствуют 2n односвязных обл астей на сфере z, 

которые мы назовем соответственно заштрихованны
J'ЛU и незаштрихованны.ми полуобластя.ми; они отде
ляются одна от другой кривыми на сфере z, в кото
рые п-зн.ачная фующия * )  z (w) отображает каждую 
из частей АВ. ВС, . . .  линии 0':. Каждая заштрихован
ная полуобласть соприкасается вдоль таких кривых 
исключительно с незаtuтрихованны.ми полуобластями, 
и наоборот; только в IJ.·Кратной замечательной точке 
сходятся больше чем две пqлуобласти, а именно, 
JJ. + 1 заштрихованных и столько же незаштрихо
ванных. 

Это разбиение сферы z на области послужит нам 
для того. чтобы проследить во всех деталях ход функ
ции z ( w)  для некоторых простых и характерных при
меров.  Начнем с самого простого примера. 

*) То есть функция z = g (w) , обратная функции (2) ; этой 
функции и соответствует рассматриваемая риманова nоверхность. 
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1 .  Двучленное уравнение zn = w 

Как известно, формальное решение этого уравне
ния nолучают, .вводя знак  корня или р адикал а :  

n 
z = ,..jii;, но от этого м ы  не  много выигрываем в смы
сле з н а ния функцион альной за в иси м ости , связываю
щей z и w .  Поэтому станем поступать согласно н а 
шему общему п риему : вводим однородные п ере 
менные 

и составляем функционал ьный опр едел итель числ и 
теля и знаменателя правой части : 

l nzo?- 1 о J = п2�-1zn- 1 , 
nz�- 1 1 2 

Для этого оп р едел ител я Zt = О и z2 = О - или,  в не· 
однородной фор м е , z = О  и z = оо - представляют 
собой корни (п - 1 )  -й кратности ;  следовательно, и з 
вестны все замечательные точки с общей суммой 
кр атностей 2n - 2. Но (согл асно нашей обЩей тео 
реме ) н ад соотв етствующим и в силу зависимости 
w = zn м еста м и  в етвления w = О  и w = оо находятся 
две точки ветвления поверхности cq;epa w 
Р и м а н а  н ад сферой w, и притом оо _ _  
кратность той и другой р авна  n - 1 ,  с ... ,, 
так что в ка ждой из них сходятся \ 
циклически все n. листов . Обозначим +1 t-1 
через G: действительную прямую н а  / 
сфере w и разрежем: все листы ри- ,../ 
м ановой поверхности вдоль линий, о-
расположенных над этой прямой, Рис. 38 
сдви нув п редва р ительно линии вет-
вления соответствующим образом. Из 2n полусфер,  
на  котор ые распадается при этом поверхность, пред
ставим себе за штр ихов анными те, которые соответ· 
ствуют значениям w с положительной мнимой частью . 
На действительной прямой различаем полуn р я мую 
(луч ) положите.чьных действительных чисел ( сплош
ная линия н а  рис. 38 ), и луч отрицательных чисел 

(пунктир ) .  
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Теперь исследуем изображения этой прямой <r на 
сфер е  z, производящие хара ктеристическое дел е н и е  
последней на  полуобл асти. Вдоль положительного 
луча имеем w = ,., где r пробегает з н а чен ия от О 
до оо .  Поэтому на основании известной формулы из 
теории комплексных чисел находим 

n - 1 n - 1  ( 2kл 2kл ) 
z = -v' w = -v' r . cos n + i s in --п ' 

ll = O, 1 ,  . . .  , n - l . 
Эти значения z з аполняют для р азличuых k те полу
прямые ( м еридианы)  сферы z, которые составл яют 
с лучом положител ьных чисел углы 

О, � . � • . . .  , 2 (n - l ) л . n n п 

Та ким образом , эти линии соответствуют той дуге, 
котора я  изображена сnлошной линией.  Аналогично, 
на  отрицательной полупрямой сферы w надо поло
жить w = - r = r · ein, где снова О � r � оо ;  это дает 

.nc j .i- 1 ( (2k + I ) л + . .  (2k + l ) л ) 
z = 'V w = 'V r · cos n t sш n , 

где k = О , 1 ,  . . .  , n - 1 .  Эти значения заполняют 
n меридианов сферы z с «географическими долго
т а м и »  

Зл (2n - 1 )  л 

которые, таким образом,  делят nопола м  углы между 
предыдущими меридианами .  Таким образом, сфера z 
распадается н а  2n равных двусторонников с верши · 
нами  в северном и южном полюсе - подобно тому, 
как надрезают а пельсин.  Это разбиение в точности 
соответствует общей теории ;  в частности, только в 
замечательных точках - в обоих полюсах - пересе
каются более чем две полуобласти, а именно 2n, что 
соответствует кратности n - 1 .  Что же касается рас
пределения з аштрихованных и незаштрихованных 
полуобласrей, то необходимо определить относитель
но о д н о й  какой-нибудь полуобласти, следует ли ее 
заштриховать или нет; тогда остальные полуобласти 
придется заштриховать через одну. Если смотреть на 
заштрихованную половину сферы w ,  то мы увидим, 
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что сплошна я  часть ее периферии лежит влево от нас ,  
а пуюпирная впр аво 98 ) . А так как м ы  имеем дело 
с конформным отображением без перевор а чиванин 
углов (или «прямым» конформным отображением ) .  
то и каждая заштрихованная полуобласть на  сфере � 
должна быть так  расположена ,  что сплошная част,, 
ограничивающей ее линии лежит слева ,  а пунктирна ,{ 
часть справа  9 9 ) . Это дает нам полное знание р аспр<.:'
деления полуобластей на сфере z. Следует обрати1 ь 
внимание на  характерное р азличие в р аспределени ; t  
областей на обеих половинах сферы z в зависимост а 
ст того, четно n или нечетно,  как это видно н а  
р и с .  ЭСJ и 40  дл я случаев n = 3 и n = 4 .  

t:tpepa z 
00 

о 
n=J 

Рис. 39 Рис. 40 

Хочу обратить ваше аниманне и н а  то, насколько 
действительно необходимо перейти к комплексной 
сфере для полного поним ания положения вещей ; в 
случае комплексной плоскости м ы  получили бы р аз 
биение н а  углы с общей вершиной в начале коорди 
ьат * ) ,  и представлялось бы далеко не  таким нагляд
ным то,  что z = оо как замечательная точка и w = оо  

как место ветвления имеют то ж е  значение, что н 
точки z = о и w = о. 

Теперь мы имеем основу для полного выяснения  
функциональной связи между z и w ;  остается только 
нзучить конфор мное отображение каждого из 2n сфе
рических двусторонников на  ту или другую полусф�
ру  w .  Но я не стану здесь входить в рассмотрени е 
этого вопроса ;  всякому, кому приходилось иметь деJю 

*) См. рис. 1 29 (с. 405) . 
6 Ф. Клей11, т. 1 
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с конформным отображением,  этот случай  знаком как 
один из простейших и в высшей степени наглядных 
примеров.  К способам численного определения z нам 
еще придется вернуться ниже. 

Теперь же займемся важным вопросом о взаимо
отношении между отдельными  однородными полуоб 
л астями на сфере z. Точнее говоря :  w = zn прини
м ает одно и то же зн ачение в соответственных точках 
ьсех n заштрихов анных областей ; не выражаются ли 
отвечающие этим точкам значения z простым обра
зом друг через друга? Действительно, м ы  сразу ви
дим, что для z' = z · e , где е - какой-нибудь из кор
ней п-й степеQ:и из единицы, всегда z'n = zn, т. е. 
w = zn принимает одно и то же значение во всех 
n точках 2'11i1t 
z' = е" • Z = e

-
n- . Z (v = O, 1 ,  2, . • .  , n - 1 ). (2) 

Поэтому эти n точек распределены как раз между 
всеми n заштрихованными областями и пробегают 
по каждой из них, когда z движется по одной какой
нибудь; то же имеет место и для незаштрихованных 
областей . Но каждая подстановка вида (2)  геомет
рически означает поворот сферы z около вертихаль-

2п ной оси (0, оо ) на угол v · - ,  так как в комплексной 
n 2'11in 

плоскости, как известно, умножение на е n изо-
2vп 

бражает поворот около начала на угол -- . Таким 
n 

образом, соответственные точки наших сферических 
областей, как и сами области, переходят друг в дру
га при n таких поворотах около вертикальной оси. 

Поэтому, если бы мы заранее могли определить 
хоть одну заштрихованную область сферы,  то это за
мечание дало бы нам и остальные области. При этом 
применяется только то свойство подстановак (2) , что 
они иреобразуют уравнение ( 1 )  само в себя (т. е. 
превращают уравнение zn = w в z'n = w ) и что чис
ло их совпадает со степенью уравнения. В дальней
ших примерах м ы  всегда будем иметь возможность 
заранее указать такие линейные подстановки и по
стоянно будем пользоваться тем существенным упро
щением , которое благодаря этому вносится в реше
ние вопроса о р азбиении на области. 



УРАВНЕНЩI В ОБЛАСТ Н 1(011\ПЛЕКС!IЫХ ЧИСЕЛ 1 63 

Теперь м ы  воспользуемся н а ш и м  примерам для 
вы яснения одного в ажного понятия в есьм а общего 
характера ,  а и м енно,  пон ятия неприводu,wости в при
ложении I< у р а вненпя м ,  кото р ы е  р а ционально содер · 
жат один п а р а м етр w .  О н е п р и в одим ости уравн ений 
'- р а циональны м и  ч исл ов ы м и  коэффициен т а м и  м ы  
J ж е  гов орили п о  поводу построения  правильного се
м иугол ьника . �/р авнение f ( z, w) = О ( например,  наше 
уравнение zn - w =- О) ,  в котором f (z, w )  - много
член, целый относительно z, и коэффициенты кота· 
рога являются р ациональными функциями от w ,  на ·  
эывается приводимым по отношению к параметру w,  
если f разлагается в произведении двух м ногочленов 
того же рода : 

f (z, w) = fr (z, w) · f2 (z, w) ; 

в противном случае уравнение называется неприво
димым относительно w .  Все обобщение по сравнению 
с прежним понятием сводится к тому,  что под «об
ластью рациональности»,  в которой м ы  оперируем а 
к которой должны принадлежать все коэффициенты 
рассматриваемых многочленов , вместо совокупности 
всех рациональных чисел теперь мы понимаем сово
купность всех рациональных функций одного пара 
метра w ; мы переходим ,  таким образом, от  точки 
зрения чистой теории чисел к точке зрения теории 
функций. 

Изображая наглядно всякое уравнение f (z, w) =0 
посредством его римановой поверхности, можно уста
нонить простой критерий приводимости в этом новом 
с м ысле. В самом деле, если уравнение приводимо, то 
всякая пара значений ( z, w ) , удовл етворяющая ему, 
должна обр ащать в нуль либо f1 (z. w) либо f2 (z, w) . 
Но решения уравнений fr = О, {2 = О изображаются 
их римановыми поверхностями,  которые не имеют 
._. ежду сообой ничего общего и,  в частности, нигде 
не скреплены. Следовательно, ри�tанова поверхность , 
принадлежащая приводимому уравнению f (z, w) = О, 

должна распадаться по крайней .мере на две раздель· 
ные части. 

Поэтому мы можем теперь сразу же утверждать, 
что уравнение zn - w = О неприводи.мо в поним ании 
теории функций. В самом деле, в каждой точке р аз
ветвления ее римановой поверхности, которая нам в 

6* 
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точ ности и з в естн а ,  ц и кл и ч ески с в я з а н ы  между собой 
все n л истов , и ,  кроме того, вся поверхность отобра 
жается н а  св язную сферу z ;  поэтому ра спадения н а  
части нет . 

Н евоз м ожность деления угл а  на три равные ча
сти . В в иде приложения мы можем теперь заняться 
р ешением одной уже раньше затронутой популярной 
м а темати ческой проблемы , - а именно, задачи о де
лении любого угла <р на n равных частей, в частно
сти для n = 3, - задачи о трисекции угла. Задача  
состоит в том , чтобы найти точное построение с по
мощью циркуля и л инейки, которое давало бы деле
ние любого угла <р на три р авные части. Для целого 
ряда специальных значений угла <р * )  легко можно 
найти такие построения. Я хочу познакомить вас 
с ходом мыслей в доказательстве невозможности три
секции угл а  в указанном смысле; при этом я nрошу 
вас вспомнить доказательство невозможности по
строения правильного семиугольника с помощью цир
:куля и линейки. Как и в том доказательстве, м ы  
сведем задачу к неприводимому кубическому уравне
н и ю  и затем покажем,  что его невозможно решить 
посредством одних только извлечений квадратного 
корня . Но только теперь в уравнение будет входить 

пара метр - угол <р, - тог-да как 
раньше коэффициенты были це
лыми числами;  в соответствии с 
этим теперь вместо числовой 
должна ока заться функциональ
ная неприводимость. 

Чтобы получить уравнение, 
дающее запись нашей проблемы,  

Рис. 4 1 представим себе, что на nоложи -
тельной nолуоси действительных 

чисел построен угол <р ( рис. 4 1  ) ; тогда его вторая сто
рона пересечет окружность радиуса 1 в точке 

w · е1<Р = cos <р + i sin <р. 

Наша задача сводится к тому , чтобы найти такое 
независимое от величины угла <р построение, состоя
щее из конечного числа опер аций с цир кулем 11 ли
нейкой, которое всякий раз давало бы точку пересе-
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• • (jJ чения этои окружности со сторонои угла 3 ,  т. с. точку 

z = e i'<'f3 = cos � + i s in  � . 
Это значение z удовлетворяет уравнению 

z3 = cos <р + i s in  <р, {3) 
и аналитический эквивадент нашей геометрической за
дачи состоит в том , чтобы решить это уравнение по
средством конечного числа извдечений квадратных 
корней из рационадьных функций от cos tp и sin <р, ибо 
это суть координаты точки w, из которых мы должны 
исходить при нашем построении.  

Прежде всего надо убедиться в том , что уравнение 
(3 )  веприводимо с точки зрения теории функций.  
Правда, это уравнение не вподне подходит под тот тип 
уравнений, который мы имеди в виду в предыдущих 
общих рассуждениях : вместо рационадьно входящего 
комплексного параметра w здесь рационально входят 
две функции - косинус и синус - действитедьного п а 
раметра <р. М ы  назовем здесь м ногочден z3 -
- ( cos <р + i sin <р)  приводимым при условии, что он 
р аспадается на  многочлены относитедьно z, коэффи
циенты которых тоже явдяются рационадьными функ
циями от cos <р и sin <р.  Можно дать критерий поним ае
мой в этом смысде  приводимостп, вподне подобны й 
прежнему. А именно, есди  <р в р авенстве ( 3 )  пробегает 
все действитедьные значения, то w = ещ = cos <р + 
+i  si n  <р пробегает в то же время окружность радиу
са 1 в плоскости w,  которой в сиду стереографической 
проекции соответствует экватор на сфере w. Линия, 
лежащая над этой окружностью н а  римановой поверх
ности уравнения z3 = w и одновременно пробегающан 
все три листа , при помощи (3) взаимно однозначно 
отображается на  окружность радиуса 1 сферы z и по
этому может быть до некоторой степени названа его 
«одномерным рим ановым изображением».  Ясно, что 
подобным образом можно для всякого уравнения вида 
f (z, cos <р,  sin <р) = О построить такое риманово изо
бражение; ддя этого нужно взять стодько экземпля
ров окружностей с радиусом 1 и с ддиной дуги ер , 
скодько корней имеет уравнение, и скрепить их со
ответственно связности корней. Далее закдючаем 
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совершенно подобно прежнему, что уравнение (3 J 
только тогда могло бы быть приводимым,  если бы его 
одномерное риманово изображение распадалось на от
дельные части ,  но в данном случае это не имеет места ,  
и потому веприводимость нашего уравнения ( 3 ) дока
зана .  

Прежнее доказательство того, что всякое кубиче
ское уравнение с рациональными численными коэф
фициентами ,  р азрешимое посредством ряда извлече
ний квадр атного корня,  является приводимым,  может 
быть дословно перенесено на настоящий случай не
приводимого в функциональном смысле  ур авнения 
(3)  *) ; стоит только вместо слов «рациональные чис
ла»  говорить каждый раз  «рациональные функции от 
cos ер и sin ер».  После этого является вполне доказан
ным наше утверждение о том ,  что невозможно выпол
нить посредством конечного числа операций (с цирку
лем и линейкой ) деление на три части произвольного 
угла ер; таким образом , все старания людей,  занимаю
щихся трисекцией угла ,  обречены на вечную бесплод
ность! 

Теперь перейдем к рассмотрению несколько бол�� 
сложного примера .  

2.  Ур авнение диздр а  

Так называют следующее уравнение: 

w = � (zn + :п ) :  ( l )  
основание ж е  для такого названия будет выяснено 
ниже. Умножая н а  zn, находим ,  что степень этого 
уравнения равна 2n. Вводя однородные переменные, 
получаем 

w z2n + z2n 
_1 _  1 2 . - n n ' w2 2z 1 · z2 

здесь действительно числитель  и знаменатель пред
ставляют собой фор м ы степени 2n. Их функциональ
ный определитель равен 

1 2 = 4n2zn- 1zn- i  (z2n - z�n). 
1 2n • �n- 1  2n • z2n- l 1 
2n • z�- 1z; 2n • z�z;- 1 1 2 l 2 

*) См, nервую часть этой книги (Арифметика} ,  
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Прежде всего, он имеет корни z1 = О и z2 = О кратно
сти n - 1 каждый;  остальные 2n корней получаются 
из ур авнения 

или 

z2n - z2n = о  1 2 ' 

(.!.!..)n 
= + 1 

Zz 
- • 

Если ввести наряду с корнем n·й степени из еди� 
НИЦЫ 

8 = e2intn, 

которым мы пользавались уже выше, еще и следую
щий корень п-й степени из - 1 � 

е' = eiл/n, 

то остальные 2n корней таковы :  

� = ev Z2 
и 

� = е' • е" (�· О 1 n 1 )  у = • ' о о о ,  - ' Zz 
так как соответствующие значения z = � имеют каж-zz 
дое модуль 1 и поэтому расположены на  экваторе :г 
,( соответствующем окружности р адиуса 1 на  плоско-

сти z) на одинаковых угловых р асстояниях � одно n 
от другого. Итак, мы н аходим следующие замечатель
ные точки на сфере z: южный полюс z = О и северный 
полюс z = оо каждый кратности n - 1 ; 2n точек на 
экв аторе z = ev, z = е' o ev каждая кратности 1 .  

Сумма всех кратностей равна 2 ·  ( n - 1 ) + 2n · 1 = 
= 4n - 2, как того требует о бщая теорема (с. 1 56) 
при степени 2n. В силу ( 1) з амечательным точкам 
z = О, z = оо на  сфере w отвечает точка w = оо, всем 
точкам z = ev - точка w = + 1 и, наконец, всем точ
кам z = е' о еv - точка w = - 1 . Поэтому на сфере w 
имеются только три места ветвления: оо ,  + 1 , - 1 . При 
этом 

над w = оо р асположены 2 точки ветвления крат· 
ности п - 1 ,  

над w = + 1 расположены n точек ветвления крат
ности 1 ,  
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над w = - 1  расположены n точек ветвления крат
ности 1 .  
. Таким образом , и з  2n листов поверхности Римана 

в точке w = оо циклически сходятся обе группы по n 
л истов,  а в каждой из точек w = + 1 и w = - 1 схо
дятся n раз  по два листа . Детали ра сположения этнх 
.,·шстов представятся нагляднее, если мы изучим соот
ветствующее разбиение сферы z на полуобласти. 

Для  этого полезно знать, как замечено выше, те 
л инейные подстановки, которые преобр азуiот уравне
ние ( 1 )  в себя. 'Прежде всего, оно остается неизмен
ным,  подобно двучленному уравнению, при n подста
новках 

z' = e"z (v = O, 1 ,  2, . . .  , п - 1 ) , (2а) 

где е =  e2infn, так как при них z' n = zn. Точно так же 
оно переходит в себя при следующих n подстановках :  

\' 1 8 Z = 
Z (v = O, 1 , . . .  , n - 1 ), (2Ь) 

1 та к как они только меняют местами zn и zп . В ито-

ге мы имеем 2n линейных иреобразований уравнения  
( l )  в себя, т .  е. как раз число ,  равное степени урав 
нения .  Поэтому, зная  при  пекотором значении w оди н 
корень z0 уравн�ния, можно сразу получить все 2n 

е" · корней : e"zo и - (v = О , 1, . . .  , n - 1 ) ,  если только 
Zo 

известен корень п - й  степени из единицы. 
Теперь перейдем к исследованию того разбиения 

сферы z, которое соответствует разрезанию римановой 
поверхности над сферой w вдоль действительной пря
мой ; при этом мы будем р азличать lia  этой прямоii , 
как и в предыдущем примере, отрезки,  определяемые 
тремя местами ветвления,  а именно : от + 1 до оо 
( сплошная линия ) , от оо до - 1  (пунктир) , от - 1  до 
+ 1 (штриховая л иния)  ( рис .  42 ) .  Каждому из этих 
трех отрезков отвечают на  сфере z по 2n различных 
дуг, которые все получаются из одной из них с по
мощью 2n л инейных подстановак ( 2 ) ; nоэтому доста
точно определить I<аждый раз положение одной из 
них. С другой стороны, все эти дуги должны соеди
нять замечател ьные точки z = О, оо ,  е",  е' · е", которые 
м ы  прежде всего отмечаем на сфере z. Аналогично 



УРАВНЕНИЯ В ОБЛАСТИ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ 1 69 

n редыдущему случаю, изображение этих отрезков не
сколько различается в зависимости от того, яв.1яется: 
.а и n четным или нечетным числом . Для нас  достато ': 
н о  будет наглядно представить себе один какой-Н I ' 
будь определенный случай ,  например n = 6. Рис.  4 2  
изображает в прямоугольной проекции переднюю сто 

рону сферы z; на ней видны из точек en, л ежащих н а  
экваторе на  расстоянии 60° друг о т  друга ,  н ачина я: 
слева , точки е3 = - 1 ,  е4 , е5, е6 = 1 ,  а из точек е' · Е " ,  
расположенных посередине между первыми ,  видны 
точки е' · е3, е' · е4 = -i, е' · е5• • 

Ctpepa w 

.... .. 

. . . ':"'\ 

.. 

.. ] !.... +1 
1 1 \ 1 \ 1 ' " ' " 

' .... ."," - - - - -

C'I(Jepa z 00 

+1  

Я утверждаю, что луч ( + 1 , оо ) действителыюй 
прямой на сфере z соответствует части + 1 < w < + оо 
на сфере w. Действительно, если положить z = r и 
нридавать r действительные значения от 1 до оо ,  то 
w = � ( zn + :n ) = � (rn + r� ) будет принимать так

же возрастающие * )  действительные значения от l 
до оо . Из этой дуги получаются n других связных ду r  
н а  сфере z с помощью n л инейных подстановак ( 2а ) , 
которые, как мы знаем из первого примера ,  изобра
жают повороты сферы около вертикальной оси (0, оо )  

2:п; 4:rt 2 ( n - 1 )  :п; на углы - ,  -, . . .  , ; таким образом , м ы  n n n 
лолучаем n полумеридианов, соединяющих северны й 
по.аюс оо с точками ev экватора. Еще одну связную 
дугу мы получим, применяя,  например,  подстановку 

1 1 z = z ,  которая переводит отрезок положительного 

•) Поскольку :, (rn + ,1n ) = nrn- l  ( 1 - ,�n ) > о nри r> l .  
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луча от + 1 до оо в нижнин отрезок меридиана,  соеди
няющий· точки + 1 и О. Если подвергнуть и эту кривую 
всем поворотам (2а ) - соединение этих поворотов с 

1 
преобразованием z' = 2 дает все подстановки (2Ь ) , -

то получим еще n полумеридианов, соединяющих юж
ный полюс с точкам и  экв атора е", так что мы действи
тельно получаем 2n искомых связных дуг, соответ
ствующих полумеридиану сферы w. При n = 6 эти 
дуги составляют три больших окружности, которые 
получаются из одной (действительной ) поворотами на 
углы о, 60, 120°. 

Теперь  м ы  можем убедиться в том,  что совокуп
ность значений z = е' · r, где r снова пробегает дей
ствительные значения от + 1 до оо ,  соответствует ча
сти действительного меридиана w, изображенной 
пунктиром;  в самом деле, уравнение ( 1 )  при этих зна
чениях дает 

следовательно, w постоянно убывает от - 1  до - оо . 
Но z = е' · r представляет полумеридиан от оо до точ
ки е' н а  экваторе;  применяя к нему снова подстановки 
(2а )  и (2Ь ) , н аходим аналогично предыдущему, что 
ч асти действительного меридиана  w, отмеченной пунк
тиром,  соответствуют все полумеридианы, соединяю
щие полюсы с точками экватора е' · е, так что эти ме
ридианы делят пополам углы между меридианами,  ко· 
торые м ы  использов али в ыше. 

Остается н айти 2n криволинейных отрезков,  соот· 
ветствующих дуге + 1 < w < + 1, отмеченной штри
ховой линией ; я докажу, что это как р аз отрезки, 
определяемые на экваторе сферы z т о ч к а м и е" и 
f-' · е". В самом деле, экв атор изображает точки с моду· 
лем 1 и поэтому может быть представлен посредством 
функции z = ei«P, где ер принимает действительные зна·  
чения от О до 2л:. Поэтому соответствующее w равно 

1 ( 1 ) 1 w = 2  zn + zn = 2 (enfcp + e-nfcp) = cos ncp; 

оно, действительно, остается всегда действительным и 
по модулю меньшим единицы, а именно, принимает по 



УРАВНЕ НИЯ В ОБЛАСТИ КОМПЛЕ КСНЫХ ЧИСЕЛ 1 7 1  

р азу все значения между + 1 и - 1 , когда ер пробегает 

дугу длиною � , т. е .  w пробегает один  из тех отр ез· n 
ков , о которых идет речь. 

Определенные таким образом дуги делят сферу z 
на 2 · 2n треугольных (при n > 1 )  полуобластей ; ка
ждая из них ограничена тремя дугами ,  по  одной ка
ждого рода , и соответствует одному из полулистов по
верхности Римана.  В замечательных точках сходятся 
вместе по нескольку областей, а именно,  как это и 
должно быть по таблице кр атностей (с .  1 67, 1 68) , в се
верном и южном полюсах по 2 · n, а в каждой из точек 
ev и е' · ev по 2 · 2. Чтобы определить, какие из этпх 
областей следует заштриховать, обратим внимание на 
то, что граница заштрихованной полусферы ( соответ· 
ствующей значениям w с положительной мнимой 
частью) , пробегаемая в положйтельном направлении, 
состоит из сплошной, штриховой и пунктирной дуг;  
ввиду конформпасти отображения следует заштрихо
вать все те полуобласти, у которых три части пери· 
ферии следуют одна за другой в таком же порядке, 
все же остальные оставить без штриховки. 

Таким образом, мы получили полное геометриче· 
ское изображение зависимости между z и w,  выра 
жаемой нашим уравнением ; это изображение можно 
проследить еще дальше, подробнее разбирая конформ
ное отображение отдельной треугольной области на  
полусферу w, но мы не станем здесь этим заним аться . 
Я хочу только описать эти результаты в применении к 
случаю n = 6, на котором мы останавливались выше. 
В этом случае  сфера р аспадается н а  12  заштрихован
ных и 12 незаштрихованных треугольников , из кото· 
рых на нашем рисунке видно по 6 тех и других. В ка
ждом полюсе сходятся по 6 треугольников того и дру .. 
гого рода , а в 1 2 р авноотстоящих точках экватора по 2. 
Каждая область конформно отображается на  такой 
же полулист поверхности Римана ;  последние соответ· 
ственно группировке полуобл астей соединяются по 6 
полулисте з каждого рода над местом ветвления оо и 
по 2 каждого рода над местами ветвления ± 1 . 

Особенно удобное и - ввиду аналогии с последую
щим - особенно ценное изображение деления сферы 
получается так: соединяют отрезком каждые две со
седние точки деления экватора2 отстоящие одна от 
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2л: 
другой на (например,  все вv ) ,  и затем каждую из n 
них с обоими полюсам и  ( рис. 43) . Таким образом по
лучают вписанную в сферу двойную пирамиду с n ( на  
н ашем рисунке 6)  боковыми гранями у каждой и з  
простых пирамид. Если спроектировать сферу с ее об·  
л астями  из центра н а  эту пирамиду, то каждая тре
угольная грань разделится своей высотой на  две по
ловины , одна  из которых заштрихована .  Если принять 

J:>ис. 43 Рис. 44 

эту двойную пирамиду за изображение деления сферы 
и ,  следовательно, как наглядное представление о н а 
шей функции, то  она окажет нам  те  же услуги, какие 
представят правильные многогранники в нижеследую
щих примерах.  Мы достигаем полной аналогии с по
следними ,  если представим себе, что наша двойная  
пирамида сплюснута в плоскость оснований,  и станем 
р ассматривать получающийся при этом дважды п о 
крытый правильный п-угольник ( шестиугольник) , обе 
стороны которого * )  разделены прямыми, соединяю
щими центр его с вершинами и с серединами сторон ,  
на  2n треугольников каждая (рис. 44) . Я всегда был 
склонен причислять эту фигуру, называя ее диэдрол·t , 
к пяти правильным многогранникам ,  которые извест
ны со времен Платона 100 ) . Действительно, она удов
летворяет всем условиям,  которым и  обыкновенно 
определяют правильный многогранник: все ее ребра 
р авны между собой ( стороны правильного п-угольнн
ка ) ,  и углы ее также р авны между собой (углы 
п-угольника ) ; единственное р азличие заключается в 
том ,  что она не  представляет собой тела в буквальном 
смысле, так как заключает в себе объем , равный нулю. 
Таким образом,  теорем а Платона о том , что суще-

*) Верхн_яя и нижняя. 
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ствует только п ять прав�ильных многогр анников , сп :1 .1 -
ведл и в а  лишь в том CJiyчae, если включить в опреде

:I ение требование - всегда, конечно,  м олчаливо под
р азумеваемое, - что многогранник является телом в 
собственном смысле  слова .  

Исходя пз диэдра ,  можно, очевидно, получить наше 
де.11ение сфер ы, проектируя на сферу не только его 
вершины, но также середины его сторон и боковы е  
грани ; поэтому его тоже можно рассм атривать ка к 
представителя изображаемой нашим уравнением 
функциональной зависимости между w и z, так что это 
уравнение можно, как уже было указано, назвать 
уравнением диэдра .  

Теперь мы nереходим к упомянутым уже приме
рам,  которые имеют непосредственное отношение к 
правильным телам Платона.  

3.  Уравнения тетраэдра, октаэдр а и икосаэдр а 

Мы увидим ,  что два nоследних уравнения мы мnг
ли бы с таким же nравом назвать уравнениями куG а 
и додекаэдра,  так что действительно nеребраны в с е  
пять правильных тел . Здесь мы пойдем по обратному 
пути по сравнению с предыдущим примером :  снача.л а  
мы выведем , исходя и з  правильного тел а ,  деление 
сферы на области и затем составим соответствующее 
алгебраическое уравнение, которое находит в этой фи
гуре свое геометрическое наглядное изображение. Но 
мне придется при этом часто ограничиваться намеi<а 
м и ,  и поэтому я с самого начал а  указываю вам н а  
мою книгу «Лекции об икосаэдре и о решении урав
нений п ятой степени» * ) , в которой вы найдете систе
матическое изложение всей этой обширной теории со 
всеми ее приложениями.  

Я буду разбир ать все три случая параллельна и 
начну с деления  сферы на области для тетраэдра.  

1 .  Тетр аэдр. Разде.'lим  каждый из 4 равносторон
них треуго:J ЫШ IЮВ тетраэдра тремя высотами на 6 тре
угольннчков,  J<атор ы е  по три nолучаются друг из друга 
nоворотам и ,  в тn время как соседние треугольнич
ки зеркально симметричны между собой ( рис. 45 ).  

*)  К 1 е i n F .  Vorlesungen ilber das  Ik�saeder und die Auf· 
!Osu n g  der G lcic\JшJgcn vom fi.iнften Grade - Leipzig, 1 884. 
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В результате получается разбиение всей поверхности 
тетраэдра на 24 треугольничка ; одну из этих групп 
треугольничков отметим штриховкой (рис. 46 ) . Что же 
касается вершин этих треугольников, то можно р азли
чать три рода их,  так что каждый треугольник имеет 
по одной вершине каждого рода : 

а )  4 вершины первоначального тетраэдра, в кото
рых сходятся по 3 заштрихованных и по 3 незаштри
хованных треугольника ;  

а 

(/. 

Рис. 45 Рис. 46 

Ь) 4 центра граней, которые в свою очередь обра
зуют nравильный тетраэдр ,(гомотетичный nервона-

чальному с коэффициентом - � ) ; в них сходятся по 

3 треугольника каждого рода ;  
с )  6 середин ребер, образующие правильный окта

эдр ; в них сходятся по 2 треугольника каждого рода. 
Если спроектировать это дел ение н а  треугольники 

из центра н а описанную сферу, то последняя р азде
л ится на 2 · 12 треугольников , ограничеf:IНЫХ дугами 
больших кругов;  они попеременно получаются друг из 
друга поворотами и зеркальными симметриями. Около 
каждой вершины рода а ,  Ь ,  с расположены соответ
ственно по 6,  6 ,  4 р авных углов,  и так как сумма углов 
на  поверхности шара  вокруг точки всегда равна 2п, 
то каждый из наших сферических треугольников имеет 

� � в вершинах а и Ь углы З , а в вершине с - угол2 . 

Характерное свойство этого р азбиения сферы за
ключается в том, что оно,  как и сам тетраэдр, при 
некоторых поворотах около центра переходит в себя. 
JВы легко можете nредставить себе это во всех дета
fliЯХ на модели тетраэдра,  но здесь я ограничусь тем, 
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что перечислю все возможные повороты, причЕ:м к ни м 
всегда будет причисляться «движение»,  оставляющее 
фигуру в покое, в качестве «тождественного поворота». 
Выберем какую-нибудь определенную вершину перво· 
начального тетраэдра ;  поворотом мы можем совме
стить ее с любой другой вершиной тетраэдра ( ил и  с 
нею же самой } , что дает четыре возможных случая .  
Оставляя же ее неподвижной в одном из этих поло· 
жений, можно тремя р азличными поворотами совме
стить тетр аэдр с самим собой, а именно,  поворачивая 
его на углы О, 1 20 или 240° вокруг прямой, проходя· 
щей через эту неподвижную вершину и через центр. 
Это дает в общем 4 • 3 = 1 2  поворотов , которые пере· 
водят тетраэдр или соответствующее деление описан· 
ной сферы на  треугольники в себя. Посредством таких 
поворотов можно любой заштрихованный (или  неза· 
штрихованный)  треугольник перевести в любой дру· 
гой заштрихованный (соответственно незаштрихован .. 
ный ) треугольник; любой поворот вполне определен. 
если дан и этот второй треугольник. Эти 12  поворотов 
образуют, очевидно, то, что называют группой G12, 
т. е. если произвести два таких поворота один после 
другого, то результат будет также одним из этих 
12 поворотов 10 1 ) . 

Если рассматривать нашу сферу как сферу z, то 
каждый из этих 12 поворотов может быть представлен 
посредством линейного иреобразования переменной z; 
получаемые таким образом 12 линейных преобразо· 
ваний не изменяют уравнения, принадлежащего тет
р аэдру. Для сравнения я замечу, что, как вы сами 
можете убедиться, 2n линейных подстановак уравне· 
ния диэдра можно интерпретировать как совокупность 
поворотов диэдра в себя. 

2. Приложим аналогичные р ассуждения к о�ета· 
эдру, но теперь мы можем выражаться более сжато. 
Разделим,  как и раньше, каждую из 8 боковых тре· 
угольных граней на 6 треугольничков ; получается р аз· 
биение всей поверхности октаэдра на  24 заштрихован
ных треугольничка,  получающихся друг из друга 
поворотами, и н а  24 незаштрихованных '(зеркально 
симметричных по отношению к первым)  треугольнич
ка (рис. 47) . И на этот р аз можно р азличать верши .. 
ны трех родов : 
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а) 6 вершин октаэдра, в которых сходятся по 4 тре
угольника каждого рода ; 

Ь )  8 центров гране й,  образующих вершины куба ;  
n них  сходятся по 3 треугольника каждого рода ;  

с )  1 2  середин ребер, в которых встречаются по 
� треугодьника каждого рода .  

Переходя с помощью центральной проекции к опи
санной сфере, подучаем ее разбиение на 2 · 2 4  тре

Рис. 47 

угольников, половина из которых 
заштрихована (они получаются 
друг из друга поворота ми ,  а не
заштрихованные зеркально сим
метричны им ) .  Каждый из тре
угодьников имеет в вершине а 

n n 
угол 4 , в вершине Ь - угол 3 

n 
и в вершине с - угол 2 .  Прини-

мая во внимание то, что вер
шины Ь образуют куб ,  дегко можно убедиться в том ,  
что точно такое же  подразделение получается, если 
исходить от куба и проектировать его вершины и се
редины граней и ребер на сферу ; таким образом, 

Рис.  4 8  

действитедьно, не прихо
дится рассматривать куб 
отдельно. 

Совершенно так же, 
как и в первом случае, 
можно убедиться в том , 
что как октаэдр, так и это 
разбиение сферы на обла
сти переходят в себя при 
24 поворотах, образую
щих группу G24; каждый 
отдельный поворот харак-
теризуется тем ,  что он 

переводит один заданный треугольник в определен
ный другой треугольник. 

3. Теперь мы подошли к икосаэдру (двадцатигран
нику) . И здесь в основу кладем дедение каждой из 
20 треугольных гр аней н а  6 составляющих треуголь
t!Ичков и в общем получаем 60 заштрихованных и 
. 60 незаштрихованных таких треугольничков (рис. 48) . 
Три типа вершин в этом едучае  будут : 
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а) 12 вершип икосаэдра, в которых сходится по 
5 треугольников каждого рода ; 

Ь ) 20 цептров грапей ;  они образуют вершины пра 
вильного додекаэдра (двенадцатигр анника с пяти
угольными граням и ) ; в них сходятся по 3 треугоJI Ь· 
ника каждого рода ; 

с )  30 середин, ребер ; в них сходятся по 2 треугол ь· 
ника того и другого рода.  

Поэтому при перенесении н а  сферу каждый тре-

угольник получает при вершинах а , Ь ,  с углы � , ,) 
n n 

И 
u Ь 3 • 2 . з своиств а углов можно опять закл ючить, 

что такая же фигура получилась бы из правильного 
додекаэдра .  Наконец, можно видеть, что икосаэдр 
и соответствующее подразделение сферы переходят 
в себя посредством группы G60 из 60 поворотов сферы 
около центра .  Эти повороты, как и повороты окта
эдр а, вы можете уяснИть себе н а  модели .  

Я еще раз  хочу 'Сопоставить те углы сферических 
треугольников , которые получались в трех р ассмот· 
репных случаях, присоединяя сюда же и диэдр : 

n n n 
Диэдр : n '  2 •  2 ;  

n n n 
Тетраэдр : 3 .  3 ·  2 ;  

n n n 
Октаэдр: Т ·  З ·  2 :  

n n n 
Икосаэдр : 5 ,  3 ,  2 .  

Н атуралист, вероятно, немедленно заклЮчил б ы  из 
этого, что возможны и дальнейшие аналогичные под-

:rс n n n n n 
р азделения сферы с углами 6 .  3 , 2 ;  7 .  3 •  2 ;  · · · 
Но математик не должен, разумеется , применять та ·  
ких заключений по а н алогии, и его осторожность 
оказывается в данном случае  оправданной,  так как 
действительно ряд возможных р азбиений сферы опи
санного рода обрывается на  перечисл енных выше. Ко
нечно, этот факт стопт в связи с тем , что нет других 
пр авильных многогранных тел , кроме 5 пл атановых 
тел . Еще одно основание  этого можно усмотреть в не
котором свойстве цел ых чисел , которое не  может быть 
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сведено к более простым соображениям . А: именнn, 
можно показать,  что углы каждого из н аших треуголь
ников должны быть такими целыми частями n, cкa-

:rt :rt :rt 
жем, т '  n t r t чтобы было удовлетворено неравен-
с т во 

1 1 1 - + - + - > 1 · 
т n r ' 

оказывается, что этому неравенству удовлетворяют 
только перечисленные выше решения. Смысл этого 
неравенства легко понять, так как оно говорит, 
что сумм а  углов сферического треугольника всегда 
больше n. 

Я хотел бы эдесь еще упомянуть о том ,  что, как 
многим из в ас, конечно, известно, р азумное обобщение 
этой теории выходит за эти как будто слишком узкие 
рамки :  теория авто.морфных функций 102 )  р ассматри
в ает деление сферы * )  на  бесчисленное множество 
треугольников с суммой углов, м еньшей n или соот
ветственно р авной n. 

4. Продолжение; вывод уравнений 

Теперь м ы  переходим ко второй части нашей за
дачи,  а именно,  к установлению тех уравнений вида 

или 
cp (z) - w · ,Р  (z) = О, 

q> (z) w = 'Ф (z) ' ( 1 ) 

которые принадлежат каждому из наших разбиений 
сферы,  т . е .  тех уравнений, в силу котdрых обе полу
сферы w отображаются на  2 · 1 2, или соответственно 
на  2 · 24, или,  наконец, на 2 · 60 треугольничков сфе
ры z. Таким образом, каждому значению w должно 
в общем соответствовать по 12 ,  24 , 60 значений z 
каждое в треугольнике соответствующего рода, - так 
что искомые уравнения должны иметь степень 1 2, 
24, 60, которую м ы  будем обозначать вообще через N. 
Но каждый треугольничек опирается на  три замеча
тельные точки, так что во всяком случае н а  сфере w 
должны быть три места ветвления, которые мы по
местим ,  как это было принято. в точках w = О, 1 , оо ;  

* )  Или ее части. 
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в качестве линии р азреза <§:, проходящей через эти 
три точки, три  отрезка которой должны соответство
в ать линиям,  ограничивающим треугольники на сфере 
z, мы снова возьмем действительную прямую (рис. 49 ) .  

Далее, м ы  примем,  что в каждом из трех случаев 
точке w = О  соответствуют центры граней (углы Ь 
в прежнем обозначении) ,  точке w = 1 соответствуют 
середины ребер (углы с)  и точке w = оо соответ
ствуют вершины многогранника (углы а ) (рис. 50} . 

со 

/" 
1 ---\ :. / 

' \ . 
''-4•· "' · · ·· о 

Рис. 49 

w = oa 

Рис. 50 

Указанные на  чертеже обозначения сторон треуголь
ников (сплошная  линия, пунктир, штриховая линия)  
соответствуют трем отрезка м  действительной прямой 
на  сфере w , (рис. 49) , и при этом заштрихованные 
треугольники соответствуют полусфере, н а  которой 
изображаются значения w с положительной мнимой 
частью, а незаштрихованные - другой полусфере. 
При этом уравнение ( 1 )  в соответствии с этими со
глашениям и  должно взаимно однозначно отображать 
сферу z на N-листную риманову поверхность, покры
в ающую сфер<у w и имеющую ветвления в точках 
о, 1 ,  00 ,  

Можно было бы легко вывести а priori существо· 
в ание этого уравнения из общих теорем теории функ
ций, но я не хочу здесь предполагать необходимых 
для этого знаний и предпочитаю более эмпирическое 
построение отдельных ур авнений, которое, быть мо
жет, даст нам  и более живое и наглядное представ
ление об отдельных моментах. 

Представим себе уравнение ( 1 ) написанным в од· 
нородных переменных: 

ФN (zt '  z2) 
qr N (z l' z2) ' 
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где Ф,v, Ч1 N обозн а ч а ют однородные многочлены пз
м ер ения N от Z1 , Z2 (N = 1 2, 24 ил и 60) . При таком 
способе записи уравнения исключительную роль и г
ра ют точ1ш W t  = О и w2 = О на сфере w, но та к каi< 
н.аряду с ними для нас всегда представляет равный 
интерес и третье место ветвления w = 1 ( w 1 - w2 = О 
u однородных переменных ) ,  то представляется целе
�.:ообразным иметь в виду и следующую форму урав 
нения :  

w 1 - w 2 _ XN (z l '  z2) 
w2 - 1Jf N (z l '  22) ' 

где XN = ФN - '1' N тоже представляет собой форму 
N-го измерения.  Оба вида я предпочитаю соединить 
н одну непрерывную пропорцию: 

W1 : (wl - w2) : W2 = ФN (z1 ,  z2) : XN (z1 , z2) : Ч' N (z1 , z2) ;  (2) 

это представляет собой однородную форму уравне
ния ( 1) и в ней одинаково приняты во внимание все 
три точки ветвления .  

Теперь наша задача заключается в том , чтобы со
ставить формы ФN , XN, '1' н;  для этой цели мы сразу 
же поставим их в связь с нашим делением сферы z. 
Из уравнения (2 ) мы находим, что при w 1 = О  ока 
?Ываетс� ФN (z 1 ,  z2) = О, т. е. значению w = О соот
ветствуют (на  сфере z) N корней формы ФN. С дру
гой же стороны, согл асно нашим условиям месту 
ветвления w = О должны соответствовать центры гра
ней многогранников (вершины Ь в нашей классифи-

N 
кации ) ,  число их в каждом случае рrвно 3 ,  но в 

каждой из этих точек встречаются по три заштрихо
ванных и по три незаштрихованных треугольника ,  
однократно отображенных на отдельные полусферы,  
так  что каждую из них следует считать тройным: кор
нем н ашего уравнения .  Таким образом, эти точки ,  
если принять во внимание их кратность, дают все 
1 очки, соответствующие w = О , и,  следовательно, все 
корни функции Фн; иначе говоря, функция Фн имеет 
исключительно тройные корни и представляет собой 
поэтому третью степень векоторой формы qJ (ZJ , z2 ) 

N 
степени 3 :  
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Таким же образом находим, что значению w = 1 ,  т.  е .  
w 1  - w2 = О,  соответствуют корни уравнения XN = О, 

N 
и что они тождественны с 2 середин а ми  ребер мнv  · 
гогр анника, считая по два р аза  каждую (вершины с 
в нашей классификации) ; поэтому XN должно бьт, 

N nолным квадр атом формы степени 2 : 
XN = (X.N/2 (Z I , Z2))2• 

Н а конец, значению w = со соответствуют корни фую:· 
ции Ч' N, и поэтому они должны быть тождественю,r 
t вершинами первоначального многогранника (вер 
шины а) ; в них  сходятся в соответственных случан х  
п о  3, 4 или 5 треугольников , так  что получаем 

Ч' N = ('ФN!v (Z I ,  Z2))", 
r де v = 3, 4 или 5 . Та ким образом, н аше  уравнение  
непременно должно иметь вид 

W1 : (wl - w2} : W2 = <p.(zl , z2)3 : Х (z l ,  z2)2 : 'Ф (z 1 , z2}"; (3 ) 

при этом измерения и показател и  форм <р , х. 'Ф. а та к
же значения степени уравнения N ука з а н ы  в следую
щей табличке : 

тетраэдр : <р�, х;�. 'Ф�; N = 1 2 ; 

октаэдр : <р�, xi2, 'Ф�; N = 24 ;  

икосаэдр : <р�, х�. 'Ф�2 ; N = 60. 

Теперь я . хочу еще показать, что и разобранно� 
раньше уравнение диэдра можно включить в эту схе
му (3) . Мы должны только вспомнить, что там м ы  
помещали места ветвления н а  сфере w в точках - 1 ,  
+ 1 , со ,  а н е  в точках О, + 1 . со ,  как теперь, так что 
мы достигнем действительной аналогии с уравнения 
м и  (3 )  лишь в том случае , если потребуем предста· 
вить уравнение диэдра в таком виде : 

(wl + w2) :  (w1 :- w2) : w2 = Ф :  Х :  Ч'.  

Из формы уравнения диэдра 

w1 z'fЛ + z�n - = ----
w2 2z\z� 
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которой мы пользавались в свое время (с .  1 6 1 )', с по
мощью простого преобр азования получаем 

(wl + w2) : (wl - w2) : W2 = 
= ( zin + z�n + 2ziz�) : ( zin + z�n - 2ziz�) : 2ziz� = 

= (zi + z�)2 : (zi - z�)2 : 2 (z 1z2)n . 
Таким образом ,  м ы  действительно можем присоеди
н ить к предыдущей табличке следующую строчку: 

диэдр : ер�, х�. 'Ф�; N = 2n. 

З а м ечательные точки непосредственно определяются 
по этой форме уравнения,  а их кратности совпадают 
с установленными р аньше (с. 167, 168) . 

Теперь н ашей задачей является действительно по
tтроить формы ер, х. 'Ф в трех новых случаях. При 
этом я остановлюсь подробнее только на  октаэдре, для 
которого обстоятельства складываются наиболее про
сто. Но и здесь, желая оставаться в рамках краткого 

Сфера z СС> 

· 
обзора, я многое буду толь
ко намечать и сообщать в 
виде результатов;  всякий 
же, кто пожелает познако
миться с этим ближе, может 
найти подробное изложе-

F'!::=���=�:;J+1 ние в моей книге об икоса

и 
Рис. 5 1  

эдре. 
Ради простоты предста

вим себе, что октаэдр так 
вписан в сферу z, что 6 его 
вершин совпадают с точка
ми  z = O, оо , '+ I .  +i, - 1 ,  
- i  (рис. 5 1 ) .  При та-

ком положении октаэдра те 24 линейных подстанов
ки z, которые изображают его повqроты, т. е. пере
мещают названные 6 точек, можно представить n 
очень простом виде; начнем с четырех поворотов, при 
которых вершины О и оо остаются неподвижными: 

z' = ik · z  (k = O, 1 ,  2, 3). (4а) 

Далее можно, например,  посредством подстановки 

z' = ..!.... [т.  е .  поворота около горизонтальной осн z 
.(+ ls  - 1 ).  на 180°) переместить точку О в оо; приме· 
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н я я  затем еще (4а ) , получим 4 новых подстановки 
' ik 

z = z- (k = 0 , 1 , 2 , 3) .  (4Ь) 
Точно так же переместим с помощью подстановак 

' z + 1 z = z - 1 ' 
, z +  i 

Z = -
z - i ' 

, z - 1 
z = z + 1 ' 

, z - i  Z = -
z + i  

поочередно каждую из 4 точек z = 1 , +i, - 1 , -i в оо ; 
применяя каждый р аз 4 поворота (4а ) , получим еще 
4 · 4 = 16 подстановак *) октаэдра 

, ·k z + 1 z = t . ? - 1 ' 
, ·k z + i  z = t • z - i ' 

' ·k z - 1 
Z = t • z + 1 ' 

, ·k z - i  
z = t • z + i 

(k = О, 1 , 2, 3) . (4с) 

Теперь м ы  нашли все 24 искомые подстановки ; непо
средственными вычислениями можно убедиться в том, 
что они действительно переводят 6 вершин октаэдра 
в себя и что они образуют группу, - другими слова
м и , что последоватеJТьное выполнение любых двух 
из этих подстановак снова дает некоторую подста
новку (4) . 

Теперь я хочу прежде всего образовать форму 'Ф 6 r  
которая имеет простыми корнями 6 вершин октаэдра :  
точка z = О  дает множитель z1 , точка z = оо дает 
множитель z2 ; 4 точки ± 1 и +i представляют собой 
простые корни формы zf - z:, так что окончательно 
получаем 

(5.1) 

Труднее сос�авить формы ера и х,12,  для которых цент· 
ры граней и соответственно середины ребер служат 
простыми корнями;  я приведу их здесь без вывода : 

ср8 = z� + 1 4zfz: + z�, 
., - zl2 - 33zBz4 - 33z4zB + z12 ""12 - 1 1 2 1 2 2 • 

(5Ь) 

Конечно, во все эти три форм ы  входит еще неопре· 
деленный постоянный множитель. Поэтому, если под 
срз, -ф6, х,12 понимать фор м ы  в том в иде, как они  ВЫ• 

*) То есть самосовмещений октаэдра - движений сферы z, 
при которых изображенный на ней октаэдр вместе с указанием 
заштрихованных и незаштрихованных областей переходит в себя. 
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ражены равенствами  (5 ) , то в ур авнение ОI{таэдр а 
( 3 )  сл едует еще ВJЗести неопредеJiенные постоянные  
с 1 , с2 и написать его в таком виде : 

wl :  (wl - w2) :  w2 = ер� : С 1ХТ2 : с2'Фl-
Кроме того, надо так определить постоянные с1 , с2, 
чтобы эта пропорция действительно представлял а 
только одно уравнение между z и w, а это им еет ме
сто в том и только в том случае, когда 

ер� - с2'Фl = С 1ХТ2 
тождественно по z1 , z2• Последнее соотношение дей
ствительно можно осуществить при помощи соответ
('ТВующего выбора постоянных с1 , с2, а именно, имеет 
место - в чем можно убедиться простым преобразо
.еанием - тождество 

ер� - 1 08-ф: = ХТ2• 

так что уравнение октаэдра (3 )  принимает следую
щий вид: 

w1 : (w1 - w2) :  w2 = ер� : xr2 : 1 08-ф:. (6) 

Это уравнение действительно отображает точки w = 
= О, 1 ,  оо соответственно в центры граней, середины 
ребер и вершины октаэдра с надлежащей кратностью, 
так как формы <р, х. 'Ф составлены соответствующим 
образом . Кроме того, 24 подстановки октаэдра (4 )  
переводят это уравнение в себя, так как  они преоб
разуют корни каждой формы ер, х,, 'Ф в себя и,  следо
вательно, вводят в с ами  формы только л ишь по мно
жителю, а вычисление показывает, что при образо
вании частных эти множители выпадают. 

Остается еще показать, что это уравнение кон
формно отображает каждый заштрихованный или не
�аштрихованный треугольник сферы z на соответ
ствующую полусферу w. Нам уже известно, что трем 
вершинам каждого треугольника соответствуют точ
ки О, 1 ,  оо действительной прямой на сфере w и что 
внутри каждого треугольника w принимает не более 
чем по разу одно и то же значение, ибо уравнение 
при этом w имеет только 24 корня, которые должны 
распределиться по 24 треугольника м .  Если бы нам 
удалось еще показать, что w остается действитель-
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н ы м  вдо:J ь трех сторон треугольника ,  то отсюда н е 
трудно было бы заключить, что  каждая сторона 
r.занмно однозначно отображается на  дугу большР,{ 
окружности , изображающей действительную пр ЯМ)' ы 
н а  сфере w ,  и что внутренность треугольника отобра 
жается конформно и взаимно однозначно н а  пол у
сферу. Вы легко сумеете сами довести до конца эту 
цепь выводов , в которой гл авное значение имеет то, 
что отображение проi�зводится непрерывной и анал и
тической функцией w (z) .  Я же хочу подробнее ост г 
новиться только н а  одном моменте доказательств .. , 
а именно на доказательстве того, что на  сторон ах 
треугольника w принимает действительные  значени я.  

Оказывается более удобным доказывать это ут
верждение в такой форме, что w имеет действитель
ные значения на  всех больших окружностях, которые 
образуют разбиение октаэдра .  Это прежде всего те 3 
взаимно перпендикулярные окружности, которые про
ходят  через каждые 4 и 6 вершин октаэдра и соот
ветствуют ребрам октаэдра (они изображены н а  
рис. 5 1  сплошными линиям и ) , и ,  далее, 6 окружно
стей, соответствующих высотам граней октаэдра ;  о н п  
делят пополам углы между р анее указанными тре�х я 
большими окружностями ( штриховые линии н а  
рис. 5 1 ) .  С помощью подстановак октаэдра можно 
л юбую «сплошную» большую окружность превратить 
в любую другую и точно так же каждую «штриховую'» 
скружность превратить в любую другую. Поэто м у  
достаточно показать, ЧТQ w сохраняет действитель
ное значение вдоль одной какой-нибудь «сплошноii»  
и одной «штриховой» окружности, ибо  на  других оно 
дОJIЖНО принимать те же самые значения.  

Но среди «сплошных» окружностей имеется дсii
ствительная прямая на сфере z, и на  ней, конечно, 
w имеет действительное значение, получаемое и з  
у р а внения ( 6 ) : 

(7) 

так как qJ и 'Ф представляют собой действительные 
многочлены от  Z1 и z2 . 

Из «штриховых» окружностей, проходящих черРз 
точки О и оо ,  мы выбираем ту, которая составляе1 
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с действительной прямой угол 45° и вдоль которой ,  
СJi едовательно, z принимает значения z = ein/4 · r, где 
r проходит действительные значения от -оо до + со ;  
вдоль нее в о  всяком случае z4 = ein · r4 = -r4 имеет 
действительное значение, а так как в силу уравне
ний (5) в функцию ср8 и в четвертую степень функ
ции 'Ф 6 входят только четвертые степени перемен
ных z1 и z2, то w ввиду формул ы  (7) опять-таки имеет 
действительное значение. 

Теперь мы подошли к концу нашего доказатель
ств а :  уравнение (6) , в самом деле, отображает кон
формным образом каждый треугольник (из того под
разделения сфер ы  z на треугольники, которое соот
ветствует октаэдру) на соответствующую полусферу 
римановой сферы или покрывающей ее римановой 
поверхности. Таким образом, зависимость между z 
и w, устанавливаемая этим уравнением, определяет 
взаимно однозначное конформное отображение сфе
ры z на риманону поверхность. 

С тетраэдром и икосаэдром поступают совершенно 
таким же образом ; я дам здесь лишь результаты, 
которые и в этих случаях получаются при возможно 
более простом выборе разбиения сферы z на тре
угольники. Для тетраэдра получается такое уран 
пение: 

· < ) ' { 4 2 . ,-3 2 2 + 4}3 ·  
Wt • W! - W2 • W2 = Zt - 'V - ZtZ2 Z2 • 

: - 1 2 -v -3 {z1z2 (zf - z�)}3 : {zf + 2 -v -3 z�z� + z�}3 , 

а для икосаэдр а - уравнение 

w! : (wl - w2) : w2 = {- (z'f + z�) + 228 (zl5z� - zrz�5) -
- 494zloz�0}3 : - {(z�o + z�) + 522 (z�5z� - z�z�5) -

- 1 0005 (z'fz�0 + z\oz�)}2 : 1728 {z1z2(zto + 1 1z!lz� - z�0)}5; 

другими словами ,  эти уравнения отображают полу
сферы сферы w на з аштрихованные и незаштрихован
ные треугольники того р азбиения сферы z, которое 
соответствует тетраэдру и икосаэдру. 

5. О решении норм ал ьных уравнений 

Теперь м ы  займемся общими свойствами тех урав
нений, которые мы до сих пор р ассматривали как 
примеры общей теории, развитой выше, и которым 
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мы дадим название нормальных уравнений . Конечно, 
я и здесь могу представить вам  положение вещей 
лишь в самых простых случаях, отсылая интересую
щихся подробностями  к моей книге об  икосаэдре .  

Начну с того замечания,  что крайне простаn при
рода всех наших нормальных уравнений происходит 
от того, что они допускают столько же линейных 
подстан.овок, сколько единиц в показателе их степени, 
так что все корни представляют собой линейные- функ
nни одного из них; замечу также , что в разбиениях 
сферы мы имеем наглядный геометрический обр аз 
всех р ассм атриваемых здесь соотношений. Я хочу по
казать на примере одного вопроса , относящегося 
к уравнению икосаэдра,  те существенные упрощен ия, 
которые возникают благода ря указан - сtрера ш 
ным обстоятельствам в вопросах, ко
торые вообще оказываются крайне 
сложными, когда имеешь дело с урав
нениями столь высокой степени. 

Пусть дано зна чение Wo, напри
мер,  на отрезке ( 1 ,  оо ) действитель
ной прямой сферы w; требуется опре
делить 60 корней z уравнения икоса
эдра при w = Wo , (рис. 52) . Наша 
теория показывает, что каждый и з  

_3'�w� 
// \ f ; 1 
\ : 
\ ' . ..... __ · · · · ·  

iJ 
Рис. 52 

них должен лежать на одной из 60 соответствую
щих (на р ис . 50 сплошных ) сторон треугольни
ков разбиения сферы z. Таким обр азом , выполнено 
то, что в теории ур авнений называют отделением 
корней , являющимся большей частью крайне утом и
тельной работой, которая должна предшествовать 
численному нахождению корней : так н азывается за
дача определения таких отдельных про.межутков, в 
которых заведомо заключается только по одному 
корню. В н ашем случае можно сразу определить, 
сколько среди этих 60 корней действительных. При 
вышеприведенной форме уравнения икосаэдра пред
полагается, что он вложен в сферу z таким обр азом , 
что действительная прямая проходит через 4 угла 
каждого рода а ,  Ь, с. Из этого вытекает .(ер. рис. 50 
и 48 ) , что жак раз 4 сплошных стороны треугольни
ков расположены вдоль действительной прямой, так 
что имеется ровно 4 действительных корня. То же 
самое имеет место, если w 0  лежит в одном из двух 
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других отрезков действительной прямой w,  так что 
вообще при всяком действительном w уравнение 
икосаэдра имеет 4 действительных и 56 комплексных; 
корней.  

Теперь я хочу сказать несколько слов о числен
ном определении корней наших норм альных уравне
ний. Прежде всего, здесь снова является для нас бл а 
гоприятным то ,  что  вычислять приходится каждый раз 
только один корень уравнения, так как остальные 
корни получаются посредством линейных подстано
вок.  Впрочем,  я должен заметить, что численное опре
деление корня составляет, собственно говоря, задачу 
анал иза ,  а не алгебры,  так как оно с необходимостыо 
требует применения бесконечных процессов, чтобы 
представить с любым приближением значения кор 
ней  (как правило, ирр ациональные) . 

Более подробно я остановлюсь только на  самом 
простом примере - на двучленном уравнении w = zn, 
причем я снова прихожу в непосредственное соприкос
новение со школьной м атем атикой, так как и в ней 

n 
р азбирается эта задача - вычисление --./w, - по край
ней мере для первых значений n и для положитель
ных действительных значений w = r. Метод вычисле
ния квадратных и кубических корней, известный всем 
вам со школьной скамьи, состоит в сущности в сле
дующем : исследуют, какое место занимает подкорен
ное число w = r в ряду квадратов или кубов целых 
чисел 1 , 2, 3,  4 ,  . . . ; затем , основываясь на десятич
ной системе  счисления, повторяют то же испытание 
с десятыми долями  н айденного промежутка ,  затем с 
сотыми  долями и т. д . ,  получая при этом,  разумеетсн,  
л юбую степень точности. 

Здесь мы применим более рациональный метод, 
iшторый годится не только при любых целых n, но 
и при любых комплексных значениях w .  Так как нам 
достаточно найти лишь одно какое-нибудь решение 
vассматриваемого уравнения, то станем искать то 

п _ � 
значение z = --./  W• которое лежит внутри угла п . 
ностроеннаго при действительной оси (рис. 53) . Стро
r о придерживаясь обобщения упомянутого выше эле
\ I ентарного метода , начнем с того, что разделим 
(лучами, проходящими через вершину) этот угол н а  
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v р а в н ы х  ч а стей ( п а  чертеже v = 5) и пересечем э т н  
.1учп окружностям и ,  описанными около начала р а 
диусами r = l ,  2 ,  3 ,  . . .  Таким обр азом , внутри  угл а 
мы получим при выбранном v все точки 

2 1 11  k 
z = r · е n 'V · ' k = О, 1 ,  2 ,  . . .  , v ; r = 1 ,  2 , 3 ,  . . •  

Соответствующие им значения в пл оскости w м ы  м о
жем указать сразу:  

k 
n n 2 111 -w = z = r · е v .  

Они образуют там вершины сети , покрывающей всю 
плоскость w и состоящей из окружностей , имеющи х  

Плvс �ость z 

о 
Рис. 54 

радиусы t n, 2п, зп, . . .  , и лучей, составляющих с дей-
u 2л: 4л: (v - 1 )  211: 

ствительнои осью углы О, - ,  - , • • • , 'V " 'V 
( рис. 54). Данное значение w должно находиться в к а -
I<Ой-нибудь из этих клеток; пусть wo - вершина,  бли-

п 
жайшая к значению w. Одно из значений z0 = -..J w0 
нзвестно : это - одна из вершин исходной сети в пло
скости z. Теперь для искомого значения корня имеем 

n n 
z = -..J w = ...;-wo-+..,.--,-(w---w-o..,...) = 

n 

= :Vwo ...Jt + w :owo = zo ( l + w :owo ) l/n • 
Правую часть развернем по формуле бинома Нью
тона,  которую сnокойно можно считап известной,  ибо 
мы и без того ведь, в сущности, находимся в области 
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анализ а :  

Z = Z o  ( l  + _n1 . w - w o  + 1 - n • ( w - w 0 ) 2  + ) 
Wo 2n2 w 0 ' •  • • 

Вопрос о сходимости этого ряда мы можем решить 
сразу, рассматривая его ка к  р азложение анаJштиче-

n 
ской функции .У w в ряд Тейлор а и применяя теорему 
о том , что ряд Тейлора сходится внутри окружности , 
описанной около wo и проходящей через ближайшую 
особую точку. Так как для .У w особыми точками 
являются только О и оо ,  то написанный выше ряд 
будет сходиться , когда w будет лежать внутри окруж
ности, описанной около w0 и проходящей через начало, 
чего м ы  всегда можем достигнуть, исходя в случае 
надобности из аналогичной сети в плоскости z, но 
с более мелким и  клетками.  А чтобы наш ряд схо
дился хорошо, т. е .  годился для численного определе-

w - w о 
ния, необходимо,  сверх того, чтобы дробь 

Wo 
была достаточно м ала ,  чего также всегда можно до-
стигнуть дальнейшим измельчением сети. Этот прием 
оказывается пригодным для фактического выполне
ния численного нахождения корней.  

Замечательно, что численное решение дальнейших 
норм альных уравнений правильных тел оказывается 
в сущности нисколько не труднее; конечно, здесь я 
должен ограничиться указанием на  это как на факт. 
Есл и  применить только что изложенный метод к на-
шим нормальным уравнениям и исходить из отобра 
жения двух соседних треугольников на  сферу w, то 
в место биномиального ряда появляются другие ряды, 
которые, однако,  в анализе не менее известны и поль
зоваться которыми достаточно легко ;  это - гипергео
м етрические ряды. Я дал в 1877 г.  численное выраже
ние рядов, о которых идет речь * ) , 

6. Униформизация нор м ал ьных ур авнений 
посредством трансцендентных функций 

Теперь я перейду к рассмотрению другого метода 
решения наших нормальных уравнений, который ха-

* )  :К 1 е i n F. Weitere Untersuchungen iiber die  Theor!e des 
Ikosaeders//Math. Ann. - 1 877. - Bd. 12 . - S. 5 1 5. 
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рактеризуется систем атическим привлечением транс· 
цендентных функций . Вместо того чтобы в каждом 
отдельном случае обращаться к р азложению в ряд 
в окрестности известного решения, при применении 
этого метода стара1отся представить р аз навсегда все 
удовлетворяющие уравнению пары значений w ,  z как 
однозначные аналитические функции одной вспомога 
тельной переменной или ,  как говорят, униформизиро· 
вать уравнение . Если  при этом удается применить 
такие функции ,  для которых легко можно составить 
таблицы значений или уже существуют числовые 
таблицы, то можно найти численное решение уравне
ния без новой вычислительной работы. Я тем охотнее 
говорю об этом применении трансцендентных функ
ций, что в некоторых случаях оно имеет место и в 
школьном преподавании, причем там оно ч асто имеет 
неясный, почти мистический характер ; причина за ·  
ключается в том ,  что в школе держатся старых, несо• 
вершеиных воззрений даже там ,  где современная тео• 
рия функций комплексной переменной давно уже все 
выяснила .  

Я подробно разовью эти замечания общего харак• 
тера прежде всего на  примере двучленного ура-внения. 
Вам известно, что уже в школе постоянно вычисляют 
с помощью логарифмов положительное решение урав· 
нения zn = r при положительном действительном r,  
а именно, пишут уравнение в виде z = eOn r)fn, пони
мая под ln r положительное главное значение логариф
мической функции; сначала по таблице логарифмов 
находят это значение, затем вычисляют ln  r и ,  нако
нец по таблицам значений показательной функции 
(или по «обратно  читаемым» таблицам логарифмов ) 
н аходят z; впрочем, обыкновенно пользуются вместо 
е основанием 10 1 03 ) . Этот прием можно перенести и 
на  Iюмплексные значения:  чтобы удовлетворить урав
нению 

полагают х = ln  w ,  понимая под этим общее значе
ние комплексного логарифма ,  так что оказывается 

w = ex, 

При этом ввиду м ногозначности функции х = ln w 
,(позднее мы еще будем подробно говорить об этой 
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функции )  для одного и того же w получается к а к  
р аз n зна чений z. Это х называют униформизирую
щей перемен,ной. Но наши таблицы содержат только 
действительные логарифмы положительных чисел , 
так  что применить указанный прием непосредственно 
к численному решению уравнения невозможно. Но 
можно,  пользуясь некоторыми простыми свойствами 
.'югарифмов,  свести вычисление к употреблению всем 
доступных тригонометричес1шх таблиц. В самом деле, 
положим 

w = и +  iv = -У и2 + v2 • ( и 
+ i v ) • ...,lиz + u2 ...,!и2 + uz ' 

первый м ножитель как положительное действительное 
число имеет действительный логарифм , а второй мно
житель,  модуль которого равен 1 ,  имеет, как известно, 
чисто мнимый логарифм i · ер , причем ер получается из 
уравнений 

и 
...,!и2 + u2 = cos q.>, 

Таким образом , находим 

tl 
.....,=== = sin q.> • ...,luz + uz 

;" =  l n w =  ln  .Уи2 + v2 + iq.>, 

так что искомый корень уравнения равен 

� ....!.. ln  -./u'+v' ....!.. iq> 
z = e n = e n 

· e n 

1 _ ,--- ln -v и ' + v' ( q> • • q> ) = е tl • COS n + t S IП n . 

Ввиду того, что в величину q.> входит слагаемым 
произвольвое целочисленное кратное число 2:n:, наша 
формул а  дает все n значений корня.  С помощью обык
новенных логарифмических и тригонометрических 
таблиц можно определить сначал а  ер по его синусу 
и косинусу, а затем по последней формуле и z. Мы 
получили здесь это тригонометрическое решение впол 
не -естественным образом, исходя из  логарифмов 
комплексных чисел ; если же стоять на  той точке зре
ния, что таких логарифмов не существует, и все же 
стараться получить это тригонометрическое реше
.:ие - в школе сJiедуют такому именно пути, - то 
оно должно казаться чем-то совершенно стр анным 
' I  непонятным .  
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Тр игонометр ичес кое решение куб ического ур авне
н и я .  Но в одном месте, близком. школьному препода
ванию, оказывается необходимым извлекать корни из 
комплексных чисел , а именно при так называемом 
решении уравнения третьей степени по способу Кар
дано; я хочу сдел ать здесь по этому поводу несколько 
замечаний . 

Если кубическое уравнение дано в приведеином 
виде 

x3 + px - q = 0, ( 1 )  
то, как известно, формул а  Кардано гл асит, что три 
его корня Х1 , Х2, xs содержатся в следующем выра·  
женин:  

• sf-q -. J-;=q2�p:::::;;:=з • чj q • / qz рз х = \/ т + \/ 4  + 27 + \1 2 - \/ 4 + 27 . (2) 
Так как каждый кубический корень имеет три з н а че
ния, то само по себе это выражение имеет 9 ,  вообще 
говоря, различных значений ;  среди них х1 , х2, х3 опре
деляются тем условием, что произведение обоих вхо
дящих в них кубических корней должно быть равно 

- � . Заменяя коэффициенты уравнения р, q их обыч

ными выражениями 1 04 )  в виде симметрических функ
ций от Х1 , х2, Хз и имея в виду, что коэффициент при 
х2 равен х1 + х2 + Хз = О ,  находим 

д:._ + Е_ = _ (х, - х2)2  • (х2 - Хз) 2  • (хз - х 1 )2 
4 27 1 08 

• 
т. е. выражение, стоящее под знаком квадр атного 
корня,  равно - если не считать постоянного отрица
тельного множителя - дискримина нту уравнения. От
сюда следует, что подкоренное выр ажение отрица
тельно, если уравнение имеет три различных действи
тельных корня;  положительным же подкоренное 
выражение будет в случае, если один корень действи
тельный, а два других комплексно сопряженные.  Та
ким образом,  как раз в случае, кажущемся наиболее 
rrростым,  когда кубическое уравнение имеет только 
.действительные корни,  формул а  Кардано требует из
влечения квадр атного корня из отрицательного числ а , 
а затем .кубического корня из комплексного числа .  

Это прохождение через комплексную ве.1 ичину 
должно было, конечно, представляться старым а;н·сб· 

7 Ф . Клейн, т. 1 
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рапста м (в  эпоху, когда они был и  еще та к далеки от 
теории  ком плексных чисел , - за 250 лет до того, как 
Гаусс показал их интерпретацию на числовой пло
скости ) чем -то совершенно невозможным . Тогда го
ворили  о неприводимом случа е  ( casus irreducibl l is ) 
кубического уравнения и думали ,  что в этом случае 
фор мул а Кардано не дает р азумного, пригодного 
решения. Впоследствии, однако, нашли,  что как р аз 
в этом случае кубическое уравнение находится в тес
ной связи с трисекцией угла ,  и таким образом полу
чили «тригонометрическое решение», целиком выпол
няемое в обл асти действительных чисел в качестве за 
м енителя  отказывающейся служить формулы Кар
дано ,  но при этом пол агали, что открыли нечто совер
шенно новое, не  стоящее ни в каком отношении к ста
рой формуле. И на  этой-то точке зрения до сих пор 
еще стоит, к сожалению, элементарное преподавание. 

В противоположность этому я хотел бы подчерк
нуть, что это тригонометрическое решение является не 
чем иным , как применением изложенного выше об
щего метода в ычисления корней из комплексных чи
сел . Оно получается самым естественным образом,  
если сдел ать формулу Кардано - в  случае комплекс
ного выражения под знаком кубического корня 
удобной для вычисления.  

Это получается следующим образом . Мы предпол а
гаем,  следовательно, 

q2 рЗ 
т + w < о. 

так что непременно должно быть р < О. Переписывая 
затем первый кубический корень выражения (2)  в та
ком виде 105 ) : 

л:;Q  лJ .q2  рЗ - + i - - - -2 4 27 ' 
замечаем,  что его модуль (т.  е. положительный куби

ческий корень из модуля лJ- �; комплексного чис

ла, стоящего под знаком кубического корня) р авен 

�- � :но так как произведение первого кубического 

корня на второй должно как р аз равняться - � , то 
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этот второй корень должен иметь комплексное значе
ние, сопряженное с первым корнем .  Следовательно, 
сумма обоих кубических р адикалов - решение куби
ческого уравнения - должна р авняться их удвоенной 
действительной части : 

( . з1 q • • 1 q2 рз ) х1 , х2, хз = 2 Rе 'V 2 + t 'V - -т  - w  · 

Теперь можно применить общий прием , описанный на 
с. 192. З апишем подкоренное выражение кубическоrо 
корня, выделив его модуль множителем :  

---,;г 2 

[ 

q 
"./-w . "./-fr + i 

и определяем qJ из уравнений 

q 
2 COS <p = � , 

рЗ 

. 1 _ д:_ - _е:_ 'V 4 27 sin qJ = ----=�-===-
. l_ .!t_ -w 'V 27 

Так как положительный корень третьей степени из 
лj- ;; равен лj- � , то для кубического корня 
находим следующее значение:  

лJ- � · ( cos � + i sin � ) ; 
принимая же во внимание,  что в выражение (j) входит 
слагаемым целочисленное кратное числ а  2л:, находим 

. f-p- 1Р + 2k:n: Xk+ l = 2 · '\f - З • COS 3 (k = O, 1 ,  2) .  

Это и есть обычный вид тригонометрического р е
шения. 

Позвольте сделать по этому поводу еще одно за 
мечание относительно выр ажения «casus irreducib l l i s ». 
Здесь слово «irreducib l l i s»  ( неприводимый)  употреб
лено в совершенно другом смысле сравнительно с его 
нынешним употреблением и с тем пониманием,  в ко
тором я часто уже пользовался им в настоящих л ек
циях; здесь оно означает, что решение кубического 

7* 
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�'р авнения не может быть сведено к извлечению ку
С!ических корней из действительных чисел , - а это не 
нмеет ничего общего с современным значением этого 
('ЛОва .  Вы видите , как в этой обл асти неудачное обо
значение и всеобщая боязнь комплексных чисел соз
дали возможность для множества недоразумений. 
Я бы хотел , чтобы мои слова мог ли  способствовать 
устранению этих недоразумений по крайней мере в 
вашей среде . 

Попытаемен теперь в кратце ориентироваться в том ,  
как  достигается униформизация посредством транс
цендентных функций в случае других нормальных 
уравнений.  Начнем с уравнения диэдра 

zn + :n = 2w. 

Здесь достаточно попросту положить 

W = COS (j), 
и уравнение, как это видно сразу на основании фор
мулы Муавра ,  будет удовлетворяться при 

z = cos .! + i sin ..! . 
n n 

Так как все значения Ч' + 2kл и 2kл - Ч' дают для 
w Qдно и то же значение, то эта формул а  в самом 
деле при каждом w дает 2n корней z, которые можно 
написать в таком виде: 

q> + 2kл: • • q> + 2kл: Z = COS ± t S lП (k = O, 1 ,  2 , . . . , n - 1 ) . n n 

В случае ур авнений октаэдра,  тетраэдр а и икоса
эдра этих «элементарных» трансцендентных функций 
оказывается уже недостаточно, но зато можно полу
ч ить совершенно аналогичное решение с помощью 
эллиптических модулярных функций.  Хотя этого и 
нельзя отнести к элементарной математике, но я все 
же хочу указать, по крайней мере,  формулы,  относя
щиеся к икосаэдру * ) .  Эти формулы находятся в са 
мой тесной связи  с решением общего уравнения пятой 
степени посредством эллиптических функций, о кото
ром всегда упом инается в учебниках;  о нем я тоже 

* )  К 1 е i n F. - - Ges ammel te matl1ematische Abh andluщ;en. -
Bd. II I . - 1 923.- S. 1 3. 
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хочу сказать несколько пояснительных слов.  Ур авне
ние икосаэдра имело такой вид ,(с. 1 79- 1 8 1 )_ :  

CIJ�o (z) 
w = -5-

- . 
'Ф12 (z) 

Отождествим w с абсолютным инвариантом 1 из тео
рии эллипти'lеских функций и станем рассматривать 
последний как функцию отношения периодов оо = � ro. iK' ) (в обозначениях Якоби К , т. е. поло жим 

w = 1 (оо) = g� (ro l , ro2) ' 

А (ro1, ro2) 
где g2 и tJ. озна'lают известные трансцендентные фор
мы (-4) -й и (- 12) -й стеnени относительно (1}1 и oo l ,  
играющие большую роль. Если введем еще обычно 
уnотребляемое сокращенное обозна11ение Я коби 

К' -:n:-
q = ei:Jt6J = e к ,  

то корни z уравнения икосаэдра представятся в в и�е 
такого частного двух е-функций : 

3 5 el (2nc.>, q5) Z = - q 6 (nro, q5 ) • 
Принимая во внимание бесконечную м ногоз н а ч ност ь 
функции oo (w ) , определяемой из nервого уравненп н ,  
можно показать, 'ITO эта фОJ)Мула  действительно д а е т  
60 корней уравнения икосаэдра при каждом w.  

7 .  Разреши мость в р ади кал ах 

Одного вопроса в теор ии нормальных уравнений  
я еще н е  затрагивал . ПредставляЮт ли н а ш и  нор 
м ал ьные уравнения вообще 'lто-либо алгебраи'lесыi 
существенно новое и нельзя л и их свести одно к дру
гом у и, в qастности, к дву'lл енным уравнениям? Др/
гими словами :  можно ли  решение z этих уравнен и ii 
в ыр азить nосредством коне'lного числа посл едов а 
тельных извле'lений корня? 

Что касается , прежде всего,  ур авнений диэдр а ,  
.тетр аэдр а и октаэдр а , то  с помощью алгебр аической 
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теории  легко убедиться в том ,  что их возможно свести 
к двучленным уравнениям .  Покажем это н а  примере 
ур авнения диэдра 

zn + � = 2w. z 
Если  положить 

то уравнение приним ает вид 

�2 - 2w� + 1 = О; 

отсюда непосредственно следует, что 

а поэтому 
n 

Z = �w + '\}w2 - 1 , 
что и представляет искомое решение в р адикалах. 

Между тем для уравнения икосаэдра подобное ре
шение в радикалах невозможно, так что это уравнение 
определяет некоторую существенно новую алгебраи
ческую функцию. Я покажу вам одно особенно на
глядное доказательство этого утверждения, которое я 
недавно опубликов ал * ) ; оно основано на известном 
в теории функций построении функции икосаэдра 
z ( w) . Я пользуюсь при  этом следующей леммой Абе
ля ,  доказательство которой вы можете найти в любом 
учебнике алгебры :  если алгебраическое уравнение 
разрешимо с помощью ряда радикалов, то каждый 
входящий в это выражение радикал может быть 
представлен в виде рациональной функции всех кор
ней первоначального уравнения. 

Применим все это к уравнению икосаэдра.  Итак, 
если допустить, что его корень z выражается с по 
мощью ряда извлечений корня из коэффициентов 
уравнения,  т. е. из рациональных функций от w ( а  мы  
по кажем,  что это допущение ведет к противоречию) , 
то каждый входящий в выражения корней радикал 

* )  К 1 е i n F. Beweis fi.ir die Nlchtauflosbarkeit der Ikosaeder
gleichung durch Wurzelzeichen//Math. Ann. - 1 905. - Bd.  6 \ . 
S. 369-37 1 .  См. также: К 1 е i n F. Ges amme l te mathematische 
Abhandlungen . - Bd. 1 1 . - 1 923. - S. 385. 
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выражает некоторую рациональную функцию 60 кор
ней уравнения 

Но так как все корни уравнения икосаэдр а полу
чаются из какого-нибудь одного из них z с помощью 
линейных подстановок, то можно вместо посл еднего 
выражения написать просто рациональную функцию 
R (z) одного только z. Представим себе это R (z) 
ка к функцию w, которая получится, если вместо z 
подставить 60-значную функцию икосаэдр а z ( w ) . 
Ввиду того, что каждый обход в плоскости w,  который:  
возвращает z к его начальному значению, необходи
мым образом приводит и функцию R (z) к ее перво
начальному значению, то R может иметь ветвления 
только . в точках w = О, 1 ,  оо ,  в которых разветв
ляется и z ( w ) ;  вместе с тем число листов поверхности 
Римана для R. которые циклически сходятся в каж· 
дом таком месте, должно быть делителем соответ· 
ствующего числ а  для z (w ) , которые,  как мы знаем, 
р авны соответственно 3,  2 и 5. Всякая рациональная 
функция R (z) одного из корней уравнения икосаэдр а 
и ,  следов ательно, всякий радикал, входящий в пред· 
полагаемое решение, может в качестве функции w 
иметь ветвления (если  только она их вообще имеет )  
лишь в точках w = О , w = 1 ,  w = оо ,  а именно. 
в данном случае в точке О должно сходиться по 3 л и
ста ее римановой поверхности, в точке 1 по 2 листа 
и в точке оо по 5 листов , так как числа 2, 3 , 5 не 
имеют других делителей, кроме 1 .  

Теперь мы  постараемся показать, что м ы  необхо
димо должны прийти к противоречию с этим резул ь
татом : с этой целью р ассмотрим самый внутренни!r 
радикал , какой входит в доПущенное нами выражение 
для z ( w) .  Он должен представлить собой корень из 
р ациональной функции P (w ) , и мы можем считать 
его показатель простым числом р,  так как всякшui 
другой радикал можно составить из ряда корней 
с простым и показателями .  Кроме того, Р ( w )  не мо
жет быть р-й степенью р ациональной: функции s (w )  
о т  w ,  ибо иначе н а ш  радикал был бы вообще изли ·  
шен, и мы могли  бы отнести наши рассуждения к бл и· 
жайшему действительно необходимому знаку корня . 
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Посмотрим ,  какие ветвления может иметь этот ра
Р 

ди кал ...j Р (w) ;  для этого наиболее удобно написать 
подкоренное выражение в однородном виде: 

р (w) = g ( w 1 , w2) 
h (w 1 , w2) ' 

где g, h - формы одной и той же степени в однород· 

ных переменных w1 , w2 ( w = ;21 ) . Согл асно основ

пой теореме алгебры функции g и h можно разложить 
на  линейные м ножител и :  

[а , mr. · nV • . .  р (w) = l 'a' . 'r> ' . 'v' • т n . . .  

где в в иду ра венства степеней числителя и знамена 
теля 

а + � + у + . . . = а' + �, + у' + . . .  

Ясно, что все показател и  а. ,  � • . . .  , а.', �' • . . . не могут 
делиться на р, ибо иначе Р представляло бы собой 
полную р-ю степень; с другой стороны, составленное 
из всех показателей выражение а. + � + . . . -а.' 
- �' - . . . р авно нулю,  а потому делится на р ;  вслед
ствие этого не может быть, чтобы только одно из 
этих чисел не делилось на р ,  т. е .  таких чисел ( не де
лящихся на р)  должно быть по кр айней мере два . 
Поэтому корни соответствующих линейных множите
дей до.11жны заведомо быть такими местами ветвления 

р 
щ1я ...j р (w) ,  в которых циклически сходится по 

р дистов . Но это находится в противоречии с уста
новленным выше положением , которое должно, ко-

Р 

вечно, иметь место и для ...j Р (w). В самом деле, мы 
там перебрали все возможные веtвления и среди них 
мы не нашл и  двух с р авным числом сходящихся ли
стов. Таким образом , наше допущение оказывается 
Jюжпым, и уравнение икосаэдра не разрешимо в ра

дикалах. 
Это доказательство существенным образом. осно

вано на том, что характерные для икосаэдра числа 3, 
2, 5 не имеют попарно общих делителей .  Когда же, 

н аоборот, общий делитель имеется , как, например,  

в случае  чисел 3, 2, 4 для октаэдра ,  то возможны 
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такие рацион альные функции R(z (w) ) �  которые в 
двух местах имеют одинаковые ветвления , например, 
функция , у которой сходится по два листа в точках 
1 и оо; такие функции в самом деле можно предста 
вить в виде корней из  рациональной функции P(w) .  
Таким именно обр азом обнаруживается разреши
мость в радикалах уравнений октаэдра и тетраэдра 
(с числами 3, 2, 3), а также диэдра (2, 2, п). 

Я хотел бы указать здесь, как сильно отстала от 
успехов современной науки та  терминология , которая 
царит в широких м атем атических кругах.  Слово «КО
рень» теперь употребляют почти всегда в двояком 
смысле: во-первых, для обозначения решения всякого 
алгебраического ур авнения и,  во-вторых, для обозна 
чения решения именно двучленного уравнения. Это 
словоупотребление ведет свое начало,  конечно, с тех 
времен,  когда занимал ись исключительно двучлен
ными уравнениями. В настоящее время оно является, 
если и не прямо-таки вредным , то во всяком случае  
довольно неудобным .  Но в гораздо большей степени 
дает повод к недоразумениям другое выр ажение, со
хр анившееся из истоков алгебры ,  согл асно которому
алгебраическое уравнение, которое неразр�шимо в 
радикалах,  т. е. которое не сводится к двучленным 
уравнениям,  назыв ают алгебраически неразрешимым. 
Это находится в самом резком противоречии с совре
менным значением слова « алгебр аи ческий» .  В на 
стоящее время  алгебраически разрешимым называют 
такое уравнение, которое оказывается возможным 
свести к цепи таких возможно более простых урав
нений,  для которых з ависимость решений от пара
метров,  взаимная связь различных значений корней 
и т. д. известны с такою же полнотой , как это имело 
место с давних пор для двучленного уравнения ,  но 
это отнюдь не должны- быть непременно двучленные 
уравнения. В этом смысле  м ы  можем отнести ура вне
ние икосаэдра к числу тех , которые вполне разре
шаются алгебра ически, ибо все наши рассуждения 
показали, что мы  можем построить их теорию, удов
летворяя всем указанным требованиям .  То, что оно 
перазрешимо в радикал ах,  скорее делает его особенно 
интересным, так как вследствие этого оно является 
nодходящим норм альным уравнением, к которому 
можно попытаться свести другие уравнения, тоже 



202 АЛГЕБРА 

неразрешимые алгебраически в старинном смысле слова, чтобы вполне овладеть и их решением . 
Это замечание приводит нас к последнему разделу 

настоящей главы. 

8. Сведение общих уравнений к нормальным 

Можно сказать, что самое общее уравнение: 
третьей степени сводится к уравнению диэдра при 

n=З, 
четвертой степени сводится к уравнению тетраэдра 

или октаэдра, 
пятой степени сводится к уравнению икосаэдра. 
Этот результат представляет собой самый послед· 

ний триумф правильных тел, которым с самого начала 
истории м атематики все время приходилось играть 
в ажную роль. 

Чтобы сделать для вас  попятнее смысл моего об
щего утверждения, я приведу его несколько подроб· 
нее для простейшего случая- для уравнения третьей 
степени ,- впрочем, без полного доказательства фор· 
мул. Представим себе кубическое уравнение снова 
в приведеиной форме: 

х3 + рх - q =О. (1) 
Пусть х1, х2, х3- его корни ;  станем искать такую ра
циональную функцию z этих корней, которая при 
6 перестановках этих трех величин описывает как р аз 6 линейных подстановак диэдра для n = 3, т. е. при· 
нимает значения 

2 1 в в2 
Z, SZ, 8 Z, z, z, z 

Легко в идеть, что функция 

(где s = e2inf3). 

х1 + ех2 -;f- s2хз Z = х1 + s2x2 + ех3 (2) 
удовлетворяет этим условиям.  Принадлежащая ди

эдру функция z3 + :э этой величины должна,  таким 
образом,  оставаться неизменной при всех переста
новках Xk, так как она остается без изменений при 
6 линейных подстановках z; следовательно, на осно
вании известной теоремы алгебры ее можно пред· 
ставить в виде рациональной функции коэффициентов 
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уравнения ( 1 )- а именно, вычисление дает 

z3+ -1 = -27 q2 -2. (3) zэ Рз 
Есл и же, наоборот, известно решение этого уравнения 
диэдра и г- один из его корней, то можно по выра· 
жению (2) с помощью известных соотношений 

х1 + х2 + х3 = О, 
х1х2 + х2х3 + х8х1 = р, 

XIX2Xз=Q 
выразить рационально три значения х1, х2, хз через 
z, р, q, а именно, оказывается, что 

Зq z (1 + z) х,=- р · 1 +za ' 

Зq гz (1 + гz) Х2=- р ·  1 + zэ • 
Зq г2z (1 + г2z) Хз=- - · р 1 +z3 

(4) 

Таким образом, если решено уравнение диэдра (3), 
то эти формулы непосредственно дают решение ку· 
бического уравнения ( 1) .  

Совершенно аналогично получается сведение  наи· 
более общего уравнения четвертой и пятой степени. 
Уравнения оказываются, конечно, несколько дл иннее, 
но в сущности не более трудными; новым является 
то, что параметр w нормального уравнения, который 
прежде выражался рационально через коэффициенты 

уравнения ( 2w =- 27 ;: - 2) , теперь содержит еще 

и квадратные корни. Вы можете найти очень nодроб· 
иое изложение этой теории  для уравнения nятой сте· 
nени и соответственно для икосаэдра во второй части 
моих лекций об икосаэдре и притом в таком виде, что 
не только приводится вывод формул, но, кроме  того. 
всегда указываются внутренние основания, nриводя· 
щие к этим уравнениям .  

Позвольте мне  сказать еще несколько слов о том 
положении, которое эти построения занимают по от· 
ношению к обыкновенно излагаемой теории уравне· 
ний третьей, четвертой и nятой стеnени. Прежде всего. 
обычные решения уравнений третьей и четвертой сте· 
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лени можно, конечно, получить из наших формул 
с помощью соответствующих в ычислений, пользуясь 
решением уравнений диэдр а ,  октаэдра и тетраэдра 
в радикал ах. 

Что же касается ур авнений пятой степени, то, к со
жалению, в учебниках обыкновенно огр аничиваются 
констатиров анием того отрицательного результата, что 
такое уравнение невозможно решить с помощью ряда 
р адикалов,  присоединяя к этому еще тум анное ука
зание на  то, что решение становится возможным по
средством эллиптических функций - точнее следовало 
бы сказать «эллиптич�ских модуль-функций».  Я отно
шусь отрицательно к такому изложению, так как 
оно дает совершенно неправильное противопоставле
ние и служит скорее помехой правильному пониманию 
положения вещей, чем способствует ему. В действи
тельности , отделяя  алгебраическую часть от анали
тической, можно резюмировать все, к чему мы  при
шли,  следующим обр азом .  

1. Хотя и невозможно свести уравнение пятой сте
пени , данное в общем виде, к двучленным уравне
ниям ,  но зато удается - и в этом именно и заклю
чается собственно задача алгебраического решения 
свести его к уравнению икосаэдр а как к простейшему 
норм альному уравнению. 2. Уравнение икосаэдр а в свою очередь можно ре
шить посредством эллиптических . модуль-функций; 
это пригодно для численного нахождения корней и яв
ляется полны м аналогом решения двучленных уравне
ний посредством логарифмов . 

Это составляет полное решение проблемы ур авне
ния пятой степени. В са мом деле, когда что-либо не 
удается на обычном пути, не следует сразу отказы
ваться от дальнейших попыток и удовлетворяться 
констатированием невозможности, но надо стараться 
подойти к вопросу с такой стороны, чтобы можно 
было его р азрабатывать дальше. Математическая 
мыс.ТJь как таков ая никогда не имеет конца, и если 
вам кто-нибудь скажет, что в некотором месте прекра 
щается м атематическое понимание, то  будьте увереdЫ, 
что там как раз  должна найтись наиболее интересная 
постановка вопроса.  

В заключение я хочу указать на  то,  что эти тео
рии отнюдь не заканчив аются на уравнениях пятой 
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степени; н апротив, можно и для уравнений шестой 
и высших степеней развить впою1е аналогичные тео
рии, прибегая к помощи прав11льных тел в простран
стве многих измерений. Если вы желаете ближе озна

комиться с эт11ми теориями, то обратитесь к моей 
статье «О решении общего уравнения пятой и шестой степени» *). 

Решение уравнений шестой степени соответственно 
приведеиным в теi<сте принцилам сведения уравнений 
пятой степени I< теории икосаэдра было в связи с упо
мянутой моей работой 1905 г. успешно исследовано 
Горданом в двух работах **). Упрощенную и nродолженную дальше разработку этой прблемы содержит 
работа А. Кобля ***). 

*) К 1 е i n F. Ueber die Auflosung der allgemeiner Glei
ctшnR' 5 und 6 Grades//J reine anR'eW. Math - 1905. - Bd. 1 29.
S. 151: Math. Ann.- 1905 - Bd. 861.- S 50. 

**) G о r d а n Р.- Math Ann.- 1905. - Bd. 6 1 . - S. 50; 
1\\ath Ann.- 1910 - Bd. 68 - S 1. •••) С о Ы е А. В - Math. Апn.- 1911.- Bd. 70.- S. 337. 



АНАЛИЗ 

1. ЛОГАРИФМ И ПОКАЗАТ ЕЛ ЬНАЯ ФУ Н КЦИЯ 

Теперь, во  второй половине семестра, мы займемся 
тем , что подвергнем отдельные, наиболее важные, 
с нашей точки зрения, главы анализа такому же об· 
суждению, какому раньше мы подвергли арифметику 
и алгебру. Речь пойдет гл авным образом об элемен
тарных тр ансцендентных функциях, которые действи
тельно играют большую роль в школьном преподав а
нии : это - показательная функция (соответственно 
логарифм ) и тригонометрические функции. 

Прежде всего я хочу напомнить известный всем 
вам ход изложения этого вопроса в школе и его про
должение, примыкающее к так называемой система
тике алгебраического анализа .  

1. Систематика алгебраического анализа 

Исходят из степени а = ьс и з атем последова
тельно переходят от целых положительных показате· 
лей с к дробным значениям с; тем самым понятие 
корня включается в обобщенное понятие степени. Не 
входя в подробности свойств степеней, отмечу только 
правило умножения :  

которое сводит умножение двух степеней к сложению 
их показ ателей.  Возможность такого сведения, кото
рое, ка к  известно, лежит в основании вычислений с по
мощью логарифмов, формально обусловливается тем, 
что основные законы умножения и сложения во мно
гом совпадают; в частности ,  оба действця коммута
тивны и ассоциативны '06 ) .  

Обращение действия возведения в степень приво
дит к логарифму: с назыв ают логарифмом ttucлa а по 
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основанию Ь: 
с= logьa. 

Но уже здесь появляется ряд затруднений существен
ного характера, мимо которых в большинстве случаев 
проходят молча, не разъясняя их как следует, и ко
торые мы именно поэтому постар аемся вполне себе 
выяснить . При этом оказыв ается удобнее ввести вме
сто а и с,  взаимную зависимость которых мы  наме
рены изучать, обычные обозначения переменных х, у, 
так что наши основные равенства принимают такой 
вид:  

x=bv, у= logьx. 

Начнем: с того, что основание Ь всегда предпол агается 
положительным; при отрицательном Ь переменпая х 
принимала бы для целых значений у то положитель
ные, то отрицательные значения, а при рациональных у она принимала бы много раз даже комплексные 
значения, и совокупность этих пар значений х, у не 
могла бы образовать непрерывной кривой. Но  и при 
Ь > О невозможно обойтись без соглашений, которые, 
на первый взгляд, кажутся произвольными.  В самом 
деле, при рациональном у = .!!!. ( где т, n- взаимно n 
простые числ а ) ,  как известно, значение х = ьтtп = n 
=-v'Ьm определено, но этот корень имеет n значений, 
и если даже ограничиться действительными

. числ ами, 
то все же при четном n !J он имеет два значения. 
Первое соглашение и со
стоит в том, что мы под х 
всегда будем разуметь 
поло�ительное значение 
корня или так называемое 
главное ( «арифметиче- Рис. 55 
ское» ) значение. Значе-
ние этого условия мы исследуем с помощью общеизвестного изображения логарифмической кривой у = = Iogь х, которым я хочу воспользоваться уже здесь 
ради большей ясности (рис. 55). 

Если у пробегает множество рациональных чисел 
'(всюду плотное на действительной прямой), то положительным главным значениям абсциссы х = ЬУ 
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отвечает на нашей кривой всюду плотное множество точек. Если бы мы стали отмечать при четном зна
менателе n (у показателя у) каждый раз и соответ
ствующие отрицательные значения х, то получилось 
бы,  м ожно сказать, «вдвое менее плотное», но все же
всюду плотное множество точек на зеркальном образе 
на шей кривой по отношению к оси у, т. е. на кривой 
у= logь(-x) . Представляется далеко не ясным ,  по
чему в случае, если давать у всевозможные действи· 
тельные, в том числе и иррациональные значения, сле
дует именно главные значения справа соединять 
в одну непрерывную плавно идущую кривую, и не сле
дует ли - и почему именно не следует - дополнить 
таким же образом и значt::ния слева. Мы увидим, что вполне понять все это мы сможем 
лишь с помощью более глубоких средств теории функ· 
ций, какими не может располагать школа.  Вследствие 
этого в школе отказываются от более глубокого по
нимания положения вещей и большей частью доволь
ствуются тем, - конечно, весьм а убедительным для 
ученика - авторитетным утверждением, что нужно 
брать Ь > О и положительные, главные значения кор
ней и что все иное неправильно. На этом основано то 
утверждение, что логарифм есть однозначная функ· ция, определенная только для положительных значе· 
ний аргумента . 

Когда теория логарифма доведена до этого места, 
ученик получает в руки таблицы логарифмов и дол· 
жен научиться пользоваться ими для практических 
вычислений. При этом возможны, конечно, и такие школы- в мои школьные годы это было общим яв
ленпем ,- в которых не особенно распространяются 
о том, как именно составлены такие таблицы. Само 
собой р азумеется,  что мы должны самым резким об· 
р азом осудить такой грубый утилитар·изм ,  игнорирую
щий высшие принципы обучения.  Но теперь большей 
частью уже говорят о вычислении логарифмов и во  
м ногих школ ах вводят с этой целью также учение 
о натуральных логарифмах и о разложении их в ряды. 

Что касается первого вопроса, то, как известно, 
основанием натур альной системы логарифмов служит число ( 1 )lL e=lim 1+п =2,7182818 ... 

n=oo 
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Это определение е и его употребление в качестве 
основания системы логарифмов большей ч астью по
мещают непосредственно в самом начале ,  в особенно
сти - в подражание французам - в больших учебни
ках анализа ,  причем, конечно, отсутствует собственно 
наиболее ценный элемент, способствующий понима
нию:  объяснение того, почему принимают за  основа
ние как раз этот замечательный предел и почему по
лучаемые при этом логарифмы называ ют натураль
ными.  Точно так же и р азложение в ряд появляется 
часто совершенно неожиданно; пол агают попросту 
форм ально 

lп (1 + х) = а0 + а1х + а2х2 + . . .  , 

вычисляют коэффициенты а0, а1, • • •  н а  основании  
известных свойств логарифма и доказывают,  сверх 
того, еще сходимость ряда при 1 х 1 < 1 .  Но при  этом 
опять-таки оставляют в стороне вопрос о том ,  как 
вообще приходят хотя бы к тому, что подозревают 
возможность разложения в ряд функции и притом еще 
столь произвольно составленной, какой является ло
гарифм по школьному определению. 

2. Историческое развитие учения о логарифме 

Если мы хотим н айти все те внутренние причины, 
о которых шла речь, и узнать более глубокие осно
вания того, почему такие, по-видимому, произвольные 
допущения все же приводят к разумным результа
там,- короче говоря ,  если мы  хотим действительно 
достичь полного понимания теории логарифма , - то 
будет лучше всего проследить в общих чертах ход 
исторического развития этой теории.  Вы увидите, что 
он нисколько не соответствовал изложенной выше 
школьной практике, но что последняя стоит к нему 
как бы в положении проекции, построенной из очень 
неблагаприятной точки.  

Прежде всего приходится н азв ать одного немец
кого м атем атика XVI в . - шваба Михаэля Штифеля ,  
который выпустил в Нюрнберге свою «Arithmetica 
integra» ;  это было в 1 544 г . ,  т. е. в самом начале  р аз
вития современной алгебры,  за  один год перед тем, 
как появилось, тоже в Нюрнберге, уже упомянутое 
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выше сочинение Кардано. В этой книге Штифеля вы 
впервые встречаете действия над степенями с любыми 
рациональными показателями,  причем особенно под
черкивается правило умножения. Штифель дает даже, 
видимо, первую из существов авших таблиц логариф
мов, но, конечно, весьм а рудиментарную : она содер
жит всего лишь целые числ а  от -3 до 6 в качестве 
показателей и рядом с ними соответствующие степени -

1 числ а 2, т. е. 8, . . . , 64. По-видимому, Штифель имел 

представление о значении дальнейшего развития этих 
идей, так как он замечает, что об этих замечательных 
числовых соотношениях можно было бы написать це
лую книгу. 

Для того чтобы иметь возможность сделать лога
рифмы пригодными для практических вычислений, 
Штифелю недоставало еще одного в ажного вспомога
тельного средства ,  а именно десятичных дробей , так 
что лишь со времени изобретения последних - после 
1 600 г . - стало возможным построение настоящих 
логарифмических таблиц. Первые таблицы принад
л ежат шотландцу Джону Неперу, жившему с 1550 г. 
до 1 6 1 7  г . ,  истинному изобретателю логарифмов, при
дум авшему само их название ;  эти таблицы появились 
в 1 6 14 г. в Эдинбурге под загл авием «Описание чу
десного канона логарифмов» ( «Mirifici Iogarithmorum 
сапопis descriptio» ) . О воодушевлении, вызванном эти
м и  замечательными таблицами ,  вы можете судить по 
тем забавным стихам ,  которые  напечатаны в начале 
таблиц и в которых р азличные авторы воспевают от
менные качества логарифмов.  Впрочем,  сам способ 
Непера для вычисления логарифмов был опубликован 
лишь после его смерти , в 1620 г. 

В сущности , н атуральные логарифмы появились 
еще до Непера по поводу одного весьма важного 
успеха в картографии :  открытие «меркаторской про
екции» Герхардом Меркатором (около 1 550 г. ) можно 
считать первым графическим открытием логарифмов. 
Достаточно сосл аться н а  главу 111 части 2 тома 11 
этих лекций, где выяснена С':JЯЗЬ мерк81торской проек
ции с логарифмической функцией. Если  хотят, не 
зная этой связи ,  вывести меркаторскую проекцию при 
помощи подходящего предельного перехода,  то неявно 
появляется {натур альный) логарифм с совершенно 
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такой же точки зрения, как у Непера из логарифмов 
Бюрги. 

Что же касается р абот Непера и Бюрги, то здесь 
указаны только их руководящие основные идеи;  для 
полного вычисления своих таблиц они пользовались, 
конечно, наряду с определением последовательных 

1 степеней числ а 1 + 104 и соответственно числ а  

1 1 u - Ш на основании разностных уравнении,  также 
интерполяционными методами.  :Кроме того, Непер вла
дел уже идеей предельного перехода к натуральным 
логарифмам в собственном смысле, т. е . ,  выражаясь 
современным языком, перехода к дифференциальному 
уравнению 

именно, он рассматривает движение,  скорость кото
рого растет пропорционально р асстоянию от исход· 
ной точки; этим представленнем он даже пользовался 
при построении своих таблиц. 

Независимо от Непера швейцарец Бюрги ( 1 552-
1 632) построил таблицы, которые он опубликовал, 
впрочем, лишь в 1 620 г. в Праге под з агл авием 
«Progresstabuln ». Для нас,  гёттингенцев , Бюрги пред· 
ставляет особый интерес, как земляк, так как он 
долгое время жил в К:асселе * ) . Вообще К:ассель и 
в особенности его старая обсерватория играли весьма 
важную роль в истории развития арифметики, астро
номии, оптики перед изобретением исчисления беско
нечно м алых - подобно тому  как впоследствии имел 
значение Ганнавер как местожительство Лейбница. 
Таким образом:, вблизи от нас находится почва ,  пред
ставлявшая историческое зн ачение для нашей н ауки 
еще задолго до того, как был основан  наш универ
ситет. 

Непер и Бюрrи: уравнение в конечных разностях. 
Представляется весьма поучительным присмотреться 
ближе к ходу идей у Непера и Бюрги.  Оба  исходят из 
значений х = foY для целых у и хотят устроить так, 
чтобы числа х лежали по возможности гуще, чтобы 
подойти, таким обр азом , возможно ближе к конечной 

*) Ближайший к Гёттипrену большой город (в 50 км). 



Z\2 АНАЛИЗ 

це.пи- найти для каждого числа  его .погарифм .  Те
верь в школе достигают этого с помощью перехода 
к дробному показател ю  у, о которем шла речь выше. 
Но Непер и Бюрги избегают всех тех затруднений,  
которые встречаются на  этом пути,  бл агодаря тому, 
что с помощью гениальной интуиции подходят к во
просу сразу же с верной стороны,  а и менно, им прихо
дит в голову простая, но счастливая мыс.пь взять за 
основание Ь число, очень близкое к единице, ибо при 
этом , действительно, последов ательные це.пые степени 
числ а Ь лежат очень близко друг к другу. Бюрги 
приним ает 

ь = l , 0001, 

между тем I<ак  Непер пользуется числом , меньшим 
единицы: 

ь = 1- 0,0000001 = 0,9999999, 

подходя, таким образом,  еще ближе к единице. При
чина этого отклонения Непера от ·теперешнего обычая 
зак.пючается в том ,  что он наперед имел в виду при
м енение к тригонометрическим вычисления м ;  действи· 
тельно, там ведь прежде всего имеют дело с лога
рифмами правильных дробей (синуса и косинуса) , 
которые при Ь > l отрицательны, а при  Ь < l поло
жительны. Но для обоих исс.педователей является 
общим тот главный факт, что они пользуются только 
целыми степенями этого числа Ь и благодаря этому 
совершенно избавляются от многозначности,  которая 
стеснял а нас в ыше. Вычислим по системе Бюрги 
значения степеней для двух соседних показателей у 
и и+ 1: 

Вы'штание дает 
1 !!х = 1,0001 у (1,0001- 1 )  = х. w· 

или ,  если в место показателей,  имеющих разность 1, 
рассмотреть вообще показатели с разностью !:!.у : 

11у 104 rx=x-· (1а) 
Получается,  таким образом , уравнение в конечных 
разностях для логарифмов Бюрги, которое сам Бюр· 
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ги непосредственно применяет при в ычисленпи своrп 
таблиц; определив ,  какое значение х соответствует 
пекоторому у, Бюрги находит следующее значение, 
соответствующее у + 1, посредством прибавленин 

х 
W .. Точно так же оказывается, что логарпфм Непер а  
удовлетворяет р азностному уравнению 

!:!у 1 07 тх=----х (1Ь) 

Чтобы убедиться в бл изком родстве обеих систем, . у нужно только рассматривать вместо у то числа w • 
то числа -

1
�7 , другими словами ,  переставить де

сятичную запятую в логарифмах;  обозначая опять 
новые числа просто через у, получаем каждый р аз 
числовой ряд, удовлетворяющий одному и тому же 
разностному  уравнению 

�� =х-· (2) 

в котором у изменяется скачками ,  в одном случае рав
ными  0,000 1 , а в другом случае равными -0,0000001. 

Если мы позволим себе р ади ,удобства воспользо
ваться изображением непрерывной показательной 
кривой,- собственно говоря,  к этой у 
кривой мы должны были б ы  прий
ти в результате наших р ассужде
ний, - то мы сможем дать в не
скольких словах на глядное описа
ние расположения точек (х, у), со
ответствующих числовому ряду Не-

------

пера или Бюрги:  это- вершины Рпс. 56 
лестницы с постоянной высотой сту-

J: 

пени fj.y = 0,0001 и соответственно fj.y = 0,0000001, 
вписанной в показательную кривую 

Х= 1,000110000у 
и соответственно 

х =О, gggggggfO 0�0 ooou, (3) 
как схематически изображено на  рис . 56. 

Другое геометрическое истолкование, r.:оторое не 
предпол агает знания показательной кривой и тем не 
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менее лучше покажет нам естественный путь к ее 
построению, получается, если замен и ть разностное 
ур авнение (2) следующим суммированием !как бы 
«проинтегрировать» его): 

JC 

у-" Д. - � 6. 
1 

(4) 

суммирование здесь надо понимать в том смысле, 
что 6 изменяется от 1 до х скачками такой величи-
ны, что соответствующее A'l] = �6 постоянно р авно 

10-4 или соответственно -10-7, что дает А6 =  1�4 или 

соответственно А6 =- 1�1 • Этот процесс петрудно 
описать геометрически: надо начертить в плоскости 6Т1 

1 
гиперболу '11 =Т и отметить на оси 6. начиная от тоttки 
s= 1' все те точки, которые получаются, если последо
вательно прибавлять А6 = 1�4 (для логарифмов Бюр-
ги) 107). Над каждым таким отрезком (между двумя 
соседними точками)  построим прямоугольник с высо-1 
той "f. одной из вершин которого служит точка гипер-

болы, имеющая абсциссу 6; все такие nрямоугольники 1 1 
имеют одну и ту же площадь As • Т = w (рис. 57). 

В таТ<:ом случае равенство 
(4) показывает, что лога

рифм Бюрги равен как раз 
сумме всех этих вписанны� 
в гиперболу прямоугольни
ков, лежащих между 1 и "· 
То же имеет место и для логарифмов Непера .  

XVII столетие: площадь Рис. 57 
ги перболы. Последнее ис� 

толкование приводит нас непосредственно к натураль� 
ным логарифмам,, если вместо суммы прямоугольни
ков рассматривать площадь, ограниченную самой ги• 
перболой ;.tежду ординатами 6 = 1 ,  6 = х (заштри· 
:хованную на чертеже) ; это выражается, как известно, 
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следующей формулой : 
х 

lnx = � d
6

6. 
1 

Та ков же был и действительный исторический путы 
а именно, решительный шаг был сделан около 1650 г .• 
когда аналитическая геометрия составляла уже общее 
достояние м атематиков и нарождающееся исчисление 
бесконечно м алых приводило к квадратурам извест· 
ных кривых. 

Если мы принимаем это определение натурального 
логарифма, то мы должны, конечно, прежде всего 
убедиться в том ,  что он действительно обладает те.м 
основным свойством, что умножение чисел заменяется 
сложением логарифмов, или, выражаясь современным 
языком, мы  должны показать, что определяемая пло
щадью гиперболы функция 

х 

f (х) = � d
6

6 
1 

удовлетворяет простой теореме сложения: 
f (хд + f (х2) = f (х1Х2). 

В самом деле, при  в ариации переменных х1, х2 обе 
части получают по самому определению интеграл а  

dx1 dx2 d (х1х2) прир ащения - + -- и соответственно , ко-х. х2 Х1Х2 
торые, таким образо м, равны между собой ; поэтому 
f(x1) + f (х2) и f (х1х2) могут отличаться только н а  по· 
стоявную С; но последняя оказывается р авной нулю. 
так как при х1 = 1 имеем 108) f ( 1 )  + f (х2) =;: f (х2), ибо 
f( l)=O. 

Чтобы найти «основание» полученных таким обр а · 
зом логарифмов, обратим наше внимание н а  то, что 
переход от ряда прямоугольников к площади, ограни
ченной гиперболой,  можно получить, есл и  двигаться 
по оси абсц�сс каждый р аз на �s = 1. вместо n 
L\s = 1�4 и давать n неограниченно возрастающие 
значения .  Но это означает, что мы заменяс� последо
вательность значений Бюр ги х = 1,000110 000У последова• 
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тельностью х = ( 1 + � уи, где n п робегает ряд нату

ральных чисел. Согласно общему опр едел ению степе 
ни это можно в ы разить так: х есть у-я степень числа 

( 1 + � У, а это делает в есьма вероятным, что по 

выполнениипредельного перехода �i�� ( 1 + �У станет 

ос нованием; это д ей ствительно как раз тот предел, 
кото р ый об ыкновенно помещают в самом начале как 
определен ие числа е. Любопытно, что основание Бюр
ги 1,0001 10 000 = 2,718146 ... совпадает с е с точностью 
до третьего десятичного знака 109 ) . 

Посм отр и м  теперь,  как развивалась исторически 
теория логарифма после Непера и Бюрги. Здесь 
прежде всего я доджен указать следующее : 

1. УпомннутыИ уже выше Мер катор одн и м  из пер
вых ста.1J пользоваться определением натуральпого 
логариф.м.а посредством площади гиперболы ; в своей 
книге «Logarithnюtechnica», а также в некоторых 
статьях, помеще н ных в «Phi\osophical Transaction» 
Лондонской академ и и  за 1667 и 1668 гг., он показы
вает, исходя, собственно говоря, из тех же сообр аже 
н ий, которые я только что излож ил на современном 

х 

язы ке, что f (х) = \ dss отличается от обыкновенного 
1 

логариф.Аtа по основанию 10- этим основанием уже 
тогда п ользавались п р и  в ы ч исJiениях- лишь постоян
ным множителем, тю' называем ы м  J..tодулем перехода. 
}(ром е  того, он же ввел название натуральный лога
рифлt или также гиперболический логарифJ.t. Но 
сам ой I{руп ной заслугой Меркатора является то, что 
он нашел степенной ряд для логарифма, который он 
nолучает - по существу,- вьтолняя в его подынтег
ральном выражении деление и интегрируя затем по
'IЛенно *) . Я уже отметил это выше как шаг, про.1о
живший в м атем атике новый п уть. 

2. Там же я сообщ ал, что Ньютон воспользовался 
этими иде я м и  Меркатора и обогатил их двумя но
вы м и  весьма ценн ы ми открытин м и: обобщенпой тео
ремой бинома и методом обращения рядов. Эти от-

*) См. с. 120-121. 



ЛОГАРИФМ И ПОКАЗЛТЕЛЬНАЯ Ф�'НКЦИ.Я 217 

крытия находятся уже в одной юношеской работе 
Ньютона: «De analysi per aequationes numero termi
norum infinitas», которая была напечатана м ного 
позднее*), но уже с 1669 г. б ыл а  распространена 
в рукоп иси. В этой р аботе Ньютон выводит впервые 
из ряда Мер катор а для у = ln х посредством его об
ращения ряд дл я по каз ательной фун кци и: 

у у2 уз х = 1 +Тt+Тt + зг+ · · · 
Таким образом , число, натуральный лога р иф м  кото
рого JJ�H!('H единице, получается отсюда в таком виде: 

1 1 1 
e = I  +u+21 + 31+ ... , 

и с помощью фун кционал ьного урав не н и я  дл я лог а
р ифма 1 1°) петрудно впол не строго п р ийти к выводу , 
что для каждого рационального у, в с мысле обык но
вен ного о пределени я  степен и ,  х равен одному из з наче
н ий еУ, а и м енно положительному, как м ы  еще унидим 
ниже. Таким образом, функц и я  у = lnx действительно nредставл яет то, что, согла сно обычно м у  опре
делен ию, сл�довало б ы назвать «лога рифм х по осно
ванию е», пр и чем е здесь определ ено посредством 
ряда, а не как lim ( 1 + ..!.. )". , 

n-=oo n 
3. Более удобный спосо б  получени я по казател ьного 

ряда имел возможность дать Брук Тейло р ,  установ ив 
в своем «Методе п р и ращен ий» * *) общ ий п р инцип раз
ложения в р яд , назван н ый его и менем; об этом р яде 
нам еще п р идется м ного говорить в последующем. 
Ему надо был о  только из соотношен и я , содержаще
гося в определении лога р иф м а  с помощью интеграла: 

dln х 1 
-;гх = -х· 

вывсспi для обратной функци и  равенство 

deY- У. 

dy -е , 

после этого он и мел возможность сразу написать ряд 
дл я показательной фун кции как частный сл учай его 
общего р я да ( т. е. так называемого р яда Тейло ра) . 

�) В \71 1 r. **) Metlюdus Iпcreшeнtorшn.- Loнdiщ 1715. 
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Эйлер и Лагранж: алгебраический анализ. Мы уже 
видели выше,  что за этой продуктивной эпохой по
следовал а эпоха критики, которую можно назвать· 
чуть л и  не  периодом морального угнетения; в течение 
этого периода м атем атики стремились гл авным об
разом к тому, чтобы надежно обосновать вновь при
обретенные р езультаты и отделить то, что могло ока
з аться неверным.  Мы должны теперь ближе присмот
р еться к тому, как относились к ·показательной функ
ции и к логарифму главные представите.тrи этого н а
правления - Эйлер и Лагранж. 

Начнем с «Введения в анализ бесконечно малых» 
Эйлера * ) . Позвольте мне прежде всего отметить не
обычайный,  поразительный анализ Эйлера, проявляе
мый им во всех его р ассуждениях, хотя я должен 
заметить, что у Эйлера нет и следа той строгости, 
какая теперь обыкновенно требуется . 

Эйлер начинает свои р ассуждения с теоремы 
о биноме: 

( 1 + k)l = 1 + _!_ k + l ( l  - 1)  k2 + l ( l  - 1) ( l  - 2) kз + ... 
. 1 1·2 1·2·3 

для целого показателя l; При нецелом показателе 
Эйлер вообще не р ассматривает бинома во «Введе
нии».  Это р азложение Эйлер применяет к выражению 

( 1 + � ) n
y' 

где n и у- целы е  числ а ;  з аставляя n при сохранении 
этого условия возрастать до бесконечности и выпол
няя справа этот же процесс в каждом члене ряда 
отдельно, Эйлер получает показательный ряд 

у2 уз 
еУ = 1 +У+ 21+31+ ... , 

где е определено как lim ( 1 + !.)n. Могут ли  быть 
n

+oo n 
строго оправданы в современном значении этого 
слова отдельные шаги этого приема,- например , дей
ствительно ли сум м а  пределов членов ряда р авна  пре
делу сумм ы  р яда, - обо всем этом Эйлер нисколько 

*) Introductio in analisin infiпitorum.- Lausannac, 1748. [Рус. 
ский перевод: Э й л ер Л. Введение в анализ бесконечно малых.
М.: Физматrиз, 196 1 .] 



ЛОГЛРИФМ И ПО!(АЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 219 

не заботится. Идея этого вывода ряда для nоказатель
ной функции является, как вам  известно, образцом 
для весьма многих курсов анализа,  nричем ,  во всяком 
случае, чем дальше, тем больше р азрабатываются от
дельные шаги сами по себе и особенное значение 
nридается доказательству их правильности. О том ,  
какое определяющее значение имела  книга Эйлера 
для всего дальнейшего р азвития этих вещей ,  вы мо
жете судить уже по одному тому, что от Эйлер а ве
дет начало уnотребление буквы е для обозначения: 
этого замечательного числа: «Ponamu s autem brevi· 
tati s grati a pro numero hoc 2,71 828 ... constanter litte
ram е .. . » * ) . 

Быть может, будет уместно здесь же уnомянуть, 
что Эйлер дает неnосредственно всл ед за этим совер· 
шенно аналогичный вывод рядов для синуса и коси
нуса. При этом он исходит из р азложения в ряд sin <р 
по стеnеням sin � и заставляет n возрастать до оо . n 
Если nостроить это р азложение на  основании «фор
мулы Муавра»  

cos <р + i sin <р = ( cos : + i sin : У = 

= ( cos : у . ( 1 + i tg : у. 
то петрудно nонять, что nрименяемый Эйлером про· 
цесс nредставляет собой nредельный переход для би· 
нома .  В этом же месте** ) Эйлер вnервые уnотребляет 
букву л для обозначения того числа ,  для которого 
она с тех пор всегда уnотребляется . 

Обратимся теперь к замечательному сочинению 
Лагранжа-к �Теории аналитических функций»*** ). 
И в этом случае nриходится nрежде всего отметить, 
что воnросами о сходимости Л агранж, если и зани
мается, то  совершенно случайно и мимоходом.  Мы 
уже знаем, что Л агранж р ассм атривает лишь такие 
функции,  которые даны в виде стеnеннЫх рядов, и 
определяет их производвые вполне формально посред· 

*) «Примем ради краткости для этого числа 2,71828 ... no• 

стояиное обозначение- букву е», см. с. 105 в русском издании. 
**) С. 109 русского издания. 

***) L а g r а n g е J.·L. Тheorie des fonctions analytiques.
Paris, 1797. 
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ством почленного дифференцирования степенньiх ря
дов ,  т .  е. призводная получается из исходного ряда 
с помощью совершенно определенных правил. Поэто
му ряд Тейлора 

h2 
f (х + h) = f (х) + hf' (х) + 2r f" (х) + ... 

представляет для него только лишь результат фор
мальной перегруппировки членов ряда для f(x + h), 
р асположенного первоначально по степеням х + h. 
Если он желает применить этот ряд к какой -нибудь 
определенной функции, то, конечно, сначала он дол
жен, строго говоря ,  показать, что взятая функция 
nрин адлежит к числу «аналитических», т. е. что она 
нnnбще может быть разложена в степенной ряд. 

Лагранж начинает с рассмотрения функции 
f(x) = xn при рациональном n и определяет f'(x) как 
коэффициент 111) nри h в разложении (х + h)n, пред
ставляя себе, что действительно вычислены первые 
два члена этого разложения; по тому же самому за
кону он сразу получает и f"(x), f"'(x) , а биномиаль
ное р азложение (х + h)n получается как частный 
случа й ряда Тейлора для f(x + h). При этом я осо
бенно подчеркиваю, что Л агранж не р азбирает от
дельно случая  иррациональных показателей n, но 
считает очевидным,  что этот случай исчерпан,  если 
приняты во внимание все рациональные значения n; 
это представляется интересным отметить ввиду того, 
что в настоящее время придают очень большое значе
ние точной р азработке подобных переходов. 

Этп результаты Лагранж применяет к изучению 
функции f (х) = ( 1 + Ь) х; а именно, преобразуя бино· 
миальный ряд для ( 1 + Ь) x+h, он находит f' (х) ка к 
коэффициент при h, з атем определяет по тому же за
кону f"(x), f"'(x), . . . и, наконец, пишет ряд Тейлора 
для f(x + h)=(1 + b)x+h; пола гая  затем х=О, он 
по.Тiучает искомый ряд для показательной функции. 

XIX столетие: функц и и  комплексной переменной. 
Этот исторический обзор, в котором я ,  разумеется, 
мог назвать и мена только первоклассных математи
ков, я хотел бы закончить тем ,  что в кратце отмечу те 
существенно новые течения,  которые возникли в 
XIX в .  Здесь я должен прежде всего указать на еле· 
дующее: 
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1. В ВJ�Iработке точных понятий сходимости бес
конечных рядов и других бесконечных процессов пер
вое место заним ает Гаусс с его статьей 1 8 1 2  г. о ги
нергеометрических рядах; затем следует р абота Абеля 
1824 г. о биномиальном ряде, между тем как Коши 
в двадцатых годах впервые публикует о своем «Курсе 
анализа» * )  исследования общего хара ктера о сходи
мости рядов.  Результат всех этих работ по отношению 
к рассматриваемым здесь рядам состоит в том, что 
все прежние разложения - поскольку они относились 
к обл асти сходимости - были правиJIЬНЫ, причем точ
ные доказательства оказыв аются, конечно, очень 
сложными. Относительно подробностей этих доказа
те.'lьств в их современном виде я снова отсыл а ю  ин 
тересующихся к «Алгебраическому анализу» Бурк
гардта или к книге Вебера и Вельштейна. 2. Здесь же я должен упомянуть о точном обосно
вании анализа бесконечно м алых в р аботах Коши, 
хотя подробно говорить об этом нам придется позже .  
Это обоснование сообщило тому изложению теормн 
логарифмов, которое выра боталось в XVII в . ,  полную 
матем атическую точность. 

3. Наконец, я должен упомянуть о той теории ,  ко
торая ощtа только могла привести к полному пони
манию логарифма и показательной функции, - о тео
рии функций комплексной переменной,  кратко н азы
ваемой теперь «теорией функций» .  Первым ,  кто ·ясно 
представлял себе основные черты этой теории ,  был 
опять-таки Гаусс, хотя он опубл иковал об этом очень 
мало или даже почти ничего. Для нас интересно 
прежде всего письмо Гаусса к Бесселю от 18 декабря 
1 81 1  г., которое было опубликовано, конечно, .'lишr� 
намного позднее. В этом письме с поразительной яс-

х 

ностью определено значение интеграла � � в ком -
1 

n.'lексной плоскости и объяснено, почему он представ
ляет бесконечнозначную функцию. Впрочем, слава  
са,мостоятельного создания и первого опубликования 
теории комплексных функций и в этом отношении 
принадлежит Коши .  

*) С а u с h у A.-L. Cours d'analy!>e.- Т. 1: Analyse algebri
que.- Paris, 1821. 
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Результат этих исследований начала XIX в .  в при
ложении к нашему специальному вопросу можно вы
разить приблизительно так: определение натураль
ного логарифма на основании квадратуры гиперболы 
обладает такою же строгостью, как и всЯ!сое другое 
определение, и даже более того: оно, как �zы видели , 
превосходит другие определения простотой и нагляд
ностью. 

3. Некоторые замечания о школьном преподавании 

Несомненно - хотя и удивительно, - что это со
временное р азвитие идей , по существу, прошло совер
шенно бесследно для характера школьного препода
вания ,  на  что я уже неоднократно указывал. Там
в школе - и по сей день обходятся с помощью алгеб
раического анализа,  несмотря на все трудности и не
совершенства последнего, избегая всякого примене
ния исчисления бесконечно малых, хотя страх XVIII в.  
перед последними давно уже потерял всякий смысл .  
Причину указанного явления приходится искать в том,  
что с самого начал а  XIX в .  преподавание математики 
в школе и идущее вперед н аучное исследование поте
ряло всякое соприкосновение между собой, и это 
представляется тем более удивительным,  что как раз 
в первые десятилетия этого же столетия вообще 
впервые начинается специальная подготовка канди
датов в преподаватели математики . Я указывал уже 
во «Введении» на этот разрыв, который дьлгое время 
имел здесь место и препятствов ал какой-либо реформе 
школьной традиции. Средняя школа всегда очень 
мало заботил ась о том, каи: высшая школа будет 
строить свое здание н а  основах, даваемых ей средней 
ш колой, и ч асто довольствовал ась такими определе
ниями ,  которые,  быть может, и были достаточны для 
ее целей, но оказывались песостоятельными перед 
л ицом более серьезных требований. С другой же сто
роны, и высшая школа часто совершенно не дает себе 
труда точно примыкать к тому, что дано в средней 
школе; вместо этого она строит совою собственную 
систему, л ишь изредка сокр ащая свой труд не всегда 
даже подходящим указанием : «это вы уже имели  
в школе», 
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В противоположность этому интересн9 заметить, 

что те п р епод а в а тел и высшей школ ы ,  которым пр ихо
дится читать л екции дл я более ш и р о ких I<ругов - дл я 
естеств енников и дл я техников, - сами собой пришли 
в своей практике к способу введения логарифмов ,  со· 
вершенно подобному тому, которы й  я здесь река · 
м ендую. 

Так, Жюль Таннери в своих «Элементах м атема· 
тики» определяет с самого начал а  логарифм посред· 
ством площади гиперболы.  Такой способ изложения 
представляет собой точное и последовательное про
ведение точки зрения «высшей» м атем атики. В кл юче· 
ние в преподавание определения Непер а - Бюрги при 
постоянной иллюстрации на конкретных примерах 
рекомендует, например, Коппе в своей упомянутой 
выше программе 1893 г. 

Я хочу теперь еще раз в нескольких словах резю· 
мировать, как м не представдяется введение догариф· 
м а  в школе по этому простому и естественному спо· 
собу . Основным принципом должно быть признание 
квадратуры уже известных кривых правильным источ· 
нитсо.м для введени-я новых функций. Это, как я пока· 
зал,  соответствует, с одной 
стороны, историческому по· 
ложению вещей, а с другой ,  
методу, применяемому в 
высших частях м атемати
ки (сравните, например,  эл 
липтические функции ) . Сде
дуя этому общему прин
ципу, надо ИСХОДИТЬ ИЗ Г

И
· 

l 
пербалы 11 = "'f и назвать 

дога рифмом х ч исло,  изме
ряющее площадь , которая 

�i 1 

Рис. 58 

содержится м ежду кривой и осью а б сцисс,  а с боков 
ограничена ординатами 6 = 1 и 6 = х (рис. 58 ) .  Пе· 
редвигая вторую ординату, можно дегко на основании 
геометрической и нтуиции составить себе качественное 
nредставление об изменении этой площади при изме· 
нении х и ,  следов ательно, приблизительно построить 
кривую у = ln х. Чтобы в озможно более просто nо
лучить функциональное уравнение логарифма, можно, 
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пaпr r r м e r ,  ИСХОДJТТЬ 1 ! 3  r а веНСТВа 
Х СХ 

r ds = r ds J s J s ' 
1 с 

которое получается при -преобразовании с� = �' пере
мсн н ы х  интегрирования ;  это равенство говорит, что 
пл ощадь,  заключенная между ординатами 1 и х, 
равна площади, заключенной между ординатами с 
и сх, в с р а з  более удаленными от начала .  Этот факт 
легко сдел ать весьма наглядным геометрически, если· 
обр атпть внимание на то, что величина площади 
должна оставаться неизменной, если передвигать ее 
под гипербодой и в то же время растягивать в такой 
же мере, в -какой уменьшается высота. Но из этой 
теоремы вытекает непосредственно теорема сложению 

Мне бы очень хотелось, чтобы возможно скорее по· 
пробавали применить этот путь в школьной практикеt 
решение вопроса о том, как должны бытJ> построенЫ 
детали этого изложения ,  следует, конечно, предоста
вить опытному преподавателю. Впрочем, в мераноко� 
программе  мы  еще не решались предложить этот путь 
в в иде нормы .  

Наконец, м ы  доджны еще получить ориентировку 
в вопросе о том, как скл адывается наша теория, есл й 
м ы  ст а н о в и м ся на точку зрения теории  функций ;  это 
даст нам  также  полное освещение всех трудностей , 
затронутых ранее . 

4. Точка зрения современной теории функций: 

В дальнейшем издожении мы заменим у и х комп
Ji ексными переменными w = и +  iv и z = х + iy. 

1. Логарифм опредедяется посредством интеграла 

z 

W _ f .!3_  
- J � • 

1 
(1) 
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nричем nутем интегрирования может служить любая 
кривая в комплексной плоскости �. идущая от точки t = l к точке � = z ( рис. 59) . 

2 . В зависимости от того, обходит л и  путь интегри 
рования вокруг точки � = О один раз ,  два р аза ,  . . .  или 
же не обходит вовсе, интеграл принимает бесконечно 
много различных значений, так что ln z представляет 
собой бесконечнозначную 
функцию.  Определенное Плоскость 'l � 
значение - так называе · / -

мое главное значени е f ., . 
.... / '  [ ln z] - получится, еслп  , .... , ... , / 1 ' 

разрезать nлоскость, на - ---f-� --:::+-+-�-- __ _ .-
пример, вдоль полупря- ',,�_0 / li 
мой отрицательных дей-
ствительных чисел и уста
новить, что путь интегри
рования не должен пере-

Рис.  59 

ходить через этот разрез 1 1 2 ) . Произвольным остается 
при этом только то, жел аем ли  мы получать логариф
мы отрицательных Д{'Йствительных значений,  подходя 
к линии разреза сверху или снизу; соответственно 
этому логарифм получает чисто мнимую часть + iл. 
или - in. Из главного значения общее значение лога· 
рифма получается прибавлением произвольнога цело· 
чиаленного r<ратного числа 2in :  

ln z = [ ln  х] + 2kin (k = о , ± 1 , ±2, . . .  ) .  (2) 
3. Из определения  логарифма с помощью инте

грала следует, что обратная  ему функция z = f (w )  
удовлетворяет дифференциальному уравнению 

df 
dw = f, 

на основании которого можно сразу ·составить разло
жеtше функции f в степенной ряд: 

w w 2 w 3 z = f (w) = l + ii + 21  + зг +  . . .  
Т а к  как этет ряд сходится для всякого конечного зна
чения w, 1' 0  о1'сюда можно заключить, что обратная 
функций однозначна ,  имеет только одну особую точку 
w = о6 и ,  т·аt<им образом, представляет собой целую 
трансцендентную функцию. 

8 Ф . Клеi!н, т. 1 
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4 .  Совершенно так же, как и в случае действн· 
тельной переменной, из определения при помощи ин
теграла  можно вывести теорему сложения для лога
рифма ,  из которой для обратной функции вытекает 
функциональное уравнение 

f (wl) • f (w2) = f (wt + w2). (3) 
Точно так  же из соотношения (2 )  получаем 

f (w +  2kin) = f (w) (k = O, ± 1 , ±2 , . . .  ) ; 
другими  словами ,  f (w ) представляет собой простую 
периодическую функцию с периодом 2ni. 

5. Положим f ( l ) =  е. Тогда из соотношения (3 ) 
следует, что для каждого рационального значения 
w = !!!:. число f(w ) равно одному * )  из п значений n 

определенных обычным образом :  
n f ( : ) ' ,yem = emtn . 

Принято - и мы тоже присоединимся к этому обы
чаю - обозначать через ew = em/n всегда именно это 
значение f (w ) , так что ew обозначает вполне опреде
ленную однозначную функцию, а именно ту, которая 
определена в п. 3. 

6. Какую же функцию н адо понимать в наиболее 
о бщем смысле  под степенью ьw при произвольнам 
основании Ь? Определения должны быть даны таким 
образом, чтобы сохранились формальные правил а  
возведения в степень. Если ,  таким образом, чтобы 
свести ьw к только что определенной функции ew, мы 
положим Ь равным e1n ь, где In Ь имеет бесконечно 
много значений:  

ln Ь = [In Ь) + 2kni (k = O, ± 1 ,  ±2, . . .  ) , 
то с необходимостью получаем 

bw = (eln Ь)w = ew ln Ь = ew [In ЬJe2kinw 

(k = O, ± 1 ,  ±2, . . .  ) , 
а это дает при р азличных значениях k бесконечно 
м ного функций,  среди которых нет равных. Таким 
образом, мы приходим к тому замечательному р езуль· 

*) А именно, действительному и положительному. 
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тату, что значения показательного выражения общего 
вида ьw, получаемые посредством процессов возведе
ния в степень и извлечения корпя, принадлежат от
нюдь не одной и той же функции, а бесконечно мно
гим различным функциям от w ,  каждая из которых 
однозначна. 

Значения этих функций находятся ,  конечно, в раз·  
личных отношениях между собой . В частности , все 
они равны между собой, если w есть целое число ;  

т если же w есть р ациональная дробь в ида - ,  где n 
т, п - взаимно простые числа ,  то среди них суще
ствует только конечное число, а именно, п р азличных • � [ln bl 2kin � 
значении;  это - значения е n е n для k = 
= О, 1 ,  . . . , п - 1; таким образом, как оно и должно 

n 
было быть, это все п значений корня ...;ьт. 

7. Лишь теперь мы можем вполне  понять, до ка
кой степени нецелесообразна обычная система школь
н ого изложения, которая хочет, исходя из возведения 
в степень и извлечения корней, подойти к однознач
ной показательной функции ;  этим она попадает в ла 
биринт, из  которого не  может найти выхода с по
мощью одних своих так называемых «элементарных» 
средств , обязывая себя к том у  же не  в ыходить з а  пре
делы области действительных чисел 1 1 3 ) . В а м  станет 
это вполне ясно, если вы теперь на  основании приоб
ретенного общего взгляда сообразите, как обстоит 
дело при отрицательном Ь .  Я должен еще указать 
здесь на  то, что теперь мы действительно можем по
нять целесообразность того определения главных зна
чений, которое раньше казалось нам  произвольны м  
(Ь > О и bmfn > О; с м .  с .  207) : оно дает исключитель

но значения одной из наших бесчисленных функций ,  , 
а именно, значения функции 

[bw] = ew ( ln Ьl. 

В противоположность этому отрицательные действи
тельные значения величины ьт/п при четном п, кото
рые тоже образуют всюду плотное множество, при• 
надлежат совершенно разным из наших бесчислен
ных функций, и поэтому взятые вместе они не  могут 
составить одну непрерывную аналитическую кривую. 

8* 
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Теперь я хочу добавить еще несколько более глу
боки� замечаний относительно природы логарифма 
с точки зрения теории  функций.  Так как функция 
w = ln z при каждом обходе около точки z = О испы
тывает приращение 2ni, то соответствующая ей рима
нова поверхность с бесконечным числом листов долж
на иметь в этом месте точку ветвления бесконечного 
порядка , а именно,  такую точку ветвления, что при  
каждом обходе около нее  происходит переход от  од
ного листа к следующему; заменяя плоскость сфе
рой, петрудно убедиться в том , что точка z = со 
представляет собой вторую точку ветвления поверх
ности (такого же рода ) ,  а других точек ветвления 
нет. Теперь мы можем наглядно представить себе то, 
что называют униформизующей силой логарифма,  
о которой мы уже упоминали по поводу решения ал
гебраических уравнений (с .  1 9 1 - 1 92) .  Если имеется 
р ациональная  степень zmln, то в силу тождества 

т ..!!!... 1n z 
Z n = e n 

она является однозначной функцией w = ln z, или, 
как  говорят, она униформизуется логарифмом. Чтобы 
понять это, представим себе на плоскости, кроме ри
м а новой поверхности логарифм а ,  еще и рим анову по
верхность функции zmln : это п-листная nоверхность ,  
точка ми ветвления которой также являются z = О и 
2 = со , nричем в каждой из них сходятся циклически 

все n листов. Если представить себе 
в плоскости z такой замкнутый 
путь, что на нем логарифм возвра
щается к своему первоначальному 
значению, - так что этот путь яв
ляется замкнутым и на  бесконечно 
многолистной поверхности логариф
ма  J \ 4  ) , - то легко видеть, что он 

Рис. 60 должен оставаться замкнутым и в 
том случае,  есл и перенести его на  

п -листную поверхность zmln ( рис. 60 ) .  Из этих геоме
трических соображений мы заключаем, что zrn!n воз
враща ется к своему начальному значению всякий раз,  
как возвращается к своему значению функция l n  z, и 
ч т о  поэтому zm/ll действительно униформизуется ло
га рифмом . Я тем охотнее делаю эти кр аткие указания,  
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что здесь мы имеем простейший случай п роблеы ы 
униформизации, и грающей столь большую роль в со• 
временной теории функций .  

Теперь постараемен лучше представить себе при·  
роду функциональной зависимости w = l n  z при  по·  
мощи рассмотрения конформного отображения плоско· 
сти z (или соответственно римановой поверхности ) 
на плоскость w .  Чтобы не слишком удаляться в сто
рону, мы  откажемся от рассмотрения соответствую· 
щих сфер, что само по себе являлось бы, конечно, бо· 
Jt ee предпочтительным,  а будем вести рассмотрения 
в плоскости. Разделим,  как мы  это делали выше, 
лJюскость z осью действительных чисел на  заштри
хованную (верхнюю) и незаштрихованную полупл о
скости ; каждая из них должна дать в плоскости w 
бесконечное множество областей, так как lп z имеет 
fесконечное число значений, и все эти области долж· 
ны, примыкая друг к другу, з аполнить плоскость w, 
ибо обратная функция 
z = ew однозначна 1 1 5 ) . 
Здесь получается разбие
ние плоскости w на парал
лельные полосы шириною 
n, образуем ые прямыми, 
параллельными оси дей
ствительных чисел ; эти 
полосы следует попере
менно заштриховать и 
оставить чистыми ( первая 
полоса сверху от действи
тельной оси w заштрихо
вана ) ;  соответственно это
му они представляют со
бой попеременно конформ 
ные образы верхней и ниж-

/lдоскость w 
4i:тt 
3i:тt 

�� 
z=J- 2fff -z =GO 
<:=0-l=<><> 

о -i:n: 
--2i7t 

ней полуплоскостей, в то Рис. 6 1  

время как пограничные 
параллели соответствуют частям действительной оси z (рис. 6 1 ) . Ч1 о же касается подробностей этого соот
ветствия, то за мечу здесь только, что z всегда пр !i
ближается к нулю, когда w удаляется в бесконеч
ность влево, оставаясь внутри одной и той же поло· 
сы; между тем z удаляется в бесконечность, если w 
уходит в бесконечность вправо ; w = оо представляет 
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с_uбой существенно особую точку обратной функ
ции  ew . 

Я бы хотел указать еще на связь этого с теоремой 
Пикара - одной из самых интересных в новейшей 
теории  функций .  Пусть z (w )  означает целую транс
цендентную функцию , т. е. такую функцию, которая  
нмеет только одну существенно особую точку, а имен
но в точке w = оо (н апример ew ) .  Вопрос заклю ча 
ется в том , имеются ли  и в ка ком именно числе такие 
значения z,  которых z ( w )  не принимает ни  при од
ном конечном (т. е .  расположенном на конечном рас
стоянии ) зн ачен и и  w ,  но к которым z ( w )  толь ко при
ближается, если w надлежа щим образом удаляется 
в бесконечность. Теорема П икара и состоит в том , 
что для каждой функции может быть самое большее 
два таких различных значения, которых она не при
нимает в окрестности существенно особой точки, и 
что, следовательно, целая трансцендентная функция, 
кроме значения z = оо, которого она не достигает, 
не принимает еще самое большее одного значения. 
Так, ew дает пример функции,  которая действительно, 
кроме оо ,  не принимает еще одного зна чения ,  а имен
н о  z = О , ибо хотя ew в каждой из параллельных пo
Jr oc н а шего деления и приближается при указанных 
предельных переходах к обоим этим зна чениям О 
и оо ,  но ни  в одной конечной точке не становится 
равной им .  Пример функции ,  которая не  принимает 
только одного значения (z = оо ) , представл яет s i n  w. 

В заключение я хочу с помощью этих геометриче
ских средств выяснить еще один вопрос, которого я 
уже несколько раз касался, это - предельный пере· 
ход от степени к показательной функции, который 
задается формулой 

ew = lim ( 1  + .!..)nw 
n-+oo n 

или, полагая п · w  = v, 
ew = lim ( 1 + �)v . v�oo 'У 

Рассмотрим с этой целью функцию в том виде, в ка
ком она представляется до предельного перехода :  

fv (w) = ( l + � )v ; 
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свойства ее нам  хорошо известны .  Для нее «замеча
тельными точками» служат w = -v и w = оо ,  в ко
торых основание становится равным нул ю  и соответ
ственно оо. Эта функция отображает конформным 
образом полуплоскости переменной f н а  секторы плос
кости w, имеющие общую вершину в точке w = -·v 
и угловой р аствор л/v ( рис. 62) ; если v не  р авно це· 
лому числу, то последова- ,, . ... � ., . , 
тельность этих секторов мо- Плос,с .. . . .  ь w 4, , ,  
жет покрывать плоскость w /�ll:i,;...� 
конечное ИJIИ бесконечное � 
число раз в соответствии с �WТiJ//!r& 
той многозначностью, кото- -:�� -�··,< о 
рою обладает в этом случае  -
fv. Если v становится бес- � � 
конечно большим ,  то общая �--
вершина секторов отодви· Рис. 62 
гается влево в бесконеч-
ность, и вполне понятно, что секторы, расположенные 
справа от -v, переходят при этом в параллельные 
полосы плоскости w,  соответствующие предельной  
функции е"' ;  это дает геометрическое р азъяснение ука
занного определения функции ew посредством пре
дела ;  с помощью несложного вычисления можно убе
диться и в том, что ширина секторов у точки w = О 
переходит при  этом в ширину полос. 

Но тут сейчас же появляется сомнение следующего 
рода : если позволить v возрастать до бесконечности, 
соо тветствуют многолистные поверхности ; как же 
рациональные и иррациональные значения, для ко
торых функция fv становится многозначной и которым 
соответствуют многочисленные поверхности ;  как же 
могут последние перейти в простую плоскость, при ·  
н адлежащую однозначной функции ew ? Если ,  напри 
м ер ,  v переходит в. бесконечность, принимая одни 
только дробные значения со знаменателем n, то каж
дая функция fv ( w) имеет риманов у поверхность 
с n листами .  Чтобы проследить з а  этим процессом , 
о братимся на  одну минуту к сфере w ;  для каждой 
функции fv(w) она покрыта n листами, которые 
встречаются в точках ветвления -v и оо ;  п редполо• 
жим,  что сечение ветвления проходит вдоль меньшей 
дуги прямой, соединяющей эти точки ( р и с .  63 ) .  
К.оrда v уходит в бесконечность, точки ветвления 
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сближаются и сечение ветвления исчезает: этим унич
тожается тот мост, вдоль которого n листов переходи
ли друг в друга,  и получаются n отдельных листов и 
соответственно им n различных однозначных функ
ций ;  наша функция ew представляет только одну из 
них. Если  же предоставить v пробегать все действи
тельные значения,  то  получаются вообще поверхности 

Cфepaclf с бесконечным числом листов, связь 
которых прекращается в предельном 
положении ;  на одном из листов каж
дой такой поверхности значения стре
мятся в пределе к совпадению со зна
чениями однозначной функции ew , ко
торая  расположена на простой сфере, 
между тем как последовательности 

о значений на других листах, вообще 
Рис. 63 говоря, не стремятся ни к каки м пре-

дельным значениям .  Этим вполне 
выясняется довольно сложный и замечательный пре
дельный переход от многозначной степени к однознач
ной лаказательной функции .  

Общую мораль  всех этих р ассуждений можно, по
жалуй, видеть в том , что полное понимание сущности 
n одобных проблем возможно только при переходе в 
комплексную область. Не является ли  это достаточ
ным основанием для того, чтобы и в школе изучать 
теорию комш1ексных функций? Макс Симон, напри
мер,  действительно выставляет подобные требования.  
Но я не дум аю, чтобы возможно было дойти до этого 
со средними учениками даже в последнем классе, 
и уже по одному этому я полагаю, что следует от
казаться в преподавании от появляющейся здесь ме
тодики алгебраического анализа в пользу развитого 
выше простого и естественного пути 1 1 6 ) . Конечно, мне 
представляе'l'ся тем более жел ательным,  чтобы учи
тель вполне вл адел всеми играющими здесь роль све
д ениями из теории функций, ибо он должен стоять 
достаточно высоко н ад тем м атериалом, который ему 
приходится изл агать, и должен в точности знать все 
те подводные скалы и мели ,  среди которых он прово
дит своих учеников . 

После этих р ассуждений мы сможем быть гораздо 
более краткими при  изложении учения о тригономет
рических функциях. 
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1 1 .  О ТРИГО Н ОМ ЕТР И Ч ЕСКИХ ФУ Н КЦИЯХ 

Заметим прежде всего, что м ы  предпочитаем на
звание «гониометрические функции»  наименованию 
«тригонометрические функции»  по той причине, что 
учение о треугольниках представляет собой только 
цастное при.менение этих функций, играющих в выс
шей степени важную роль во всех отраслях .мате.ма
тmш * ) . Обратные им функции , вполне соответ
ствующие логарифму ( между тем как са ми  гониоме
трические функции представляют собой а налоги ю 
с пеказательной функцией ) ,  мы называем цикло.метри
чески.ми функциями *"' ) . 

I .  Теория тригонометр ических функций 
в связи с учением о логарифм е 

Рассмотрение этой теории мы поставим  в связь с вопросом о том , какой способ изложения ее в школе 
nредставляется наиболее естественным .  Я полагаю, 
что и в этом случае будет лучше всего применить н а ш  
о б щ и  й п р  и н ц и п ,  согласно которому н а д о и с 
х о д и т ь и з к в а д р а т у р ы п л о с к и х к р и в ы х. 

Обычный способ изложения, который начинается с 
н з  м е р е н и я д у г, кажется мне  не в такой степени 
н епосредственно наглядным ; прежде всего, он не  дает 
возможности одинаково просто и с одной и той же 
точки зрения охватить ка к высшие, та к и низш и е  
области . Позвольте м н е  снова воспользоваться анал и-
1ической геометрией. 

1 . За исходный пункт я беру круг радиуса 1 :  
х2 + у2 =  1 

(рис. 64 ) и рассматриваю сектор,  образуемый р адиус
векторами  точек A ( l , O ) и Р (х, у ) . Обозначим пло-
щадь этого сектора через : (ибо тогда дуга АР=ср) . 

* )  В оригинале весь этот раздел озаглавлен «0 гониометри
ческ и х  функция х», и всюду п римен яется именно это назва J J ие. 
Мы с полным уважением отнеслнсь к точке зрения Клейна ,  изло
женной в этом абзаце, но в заглавии и всюду далее вернулиС'ь к 
термину «тригонометрические функции», поскольку терминология 
Клейна не прижилась, а постоянное повторение в тексте этого не
прижившеrося термина ничего, кроме неудобства ,  не представляет. 

* * )  В дальнейшем мы будем пользоваться более употреби
тельным у нас  тер м и ном «обратные т р и гонометрические функции». 
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2 .  Под тригонометрическими функциями «косинус» 
и «синус» аргумента .мы будем понимать координаты 

х и у концевой точки Р сектора площадью : : 

Х = COS q:>, у = sin q:>. 

Происхождение этого обозначения остается неяс
ным ; по всей вероятности, слово «sinus» возникло 

у вследствие какого-нибудь 

А 

Рис. 64 

недоразумения при перево
де арабского слова на ла
тинский язык. 

о� 
Рис. 65 

3. Прочие тригонометрические функции :  

t s in  <р 
g q:> = cos <р . ct = 

cos <p 
g q:> sin <р ' 

а в старой тригонометрии  еще sec <р и cosec q:>, опре
деляем как простые сочетания обеих основных функ
ций.  Их вводят исключительно ради сокращения форl.JУЛ,  которые  приходится применять на nрактике; тео
ретического значения они для нас  не имеют. 

4 .  Если м ы  станем следить за  изменением коорди
нат точки Р при возрастании <р, то легко сможем со
ставить себе качественное представление о виде гра 
фиков синуса и косинуса в прямоугольной системе 
координат. Получаем известные волнообразные ли
нии, и меющие период 2n (рис .  65) ; при  этом число n 
определяем как площадь полного круга радиуса 1 
,( а не как длину полуокружности ) .  

Сравним теперь подробно с этими  определениями 
изложенный выше способ определения логарифма и 
показательной функции. 

1 .  Там мы исходили из равносторонней гиперболы, 
отнесенной к ее асимптотам : 

� .  ч = 1 ; 
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полуось ОА этой гиперболы р авна ,У2 (рис. 66 ) .  
1 огда как здесь р адиус круга равнялся 1 .  Мы р а с� 
сматривали далее площадь полосы между н.еподвиж .. 
ной ординатой АА' ( 6  = 1 )  и подвижной РР'; обо� 
значая эту площадь через Ф, мы пол агали Ф = ln  6. 
так что координаты Р оказывались р авными 

s = еФ, Т) = е-Ф, 

Вы замечаете известную аналогию с предыдущим, 
которая,  впрочем ,  здесь нарушается в двух отноше· 
ниях: во-первых, Ф не выражает площадь сеtстора, 

р 

Рис. 66 Рис. 67 

как выше, в случае круга ; во-вторых, здесь обе коор· 
.цинаты выражаются р ационально через одну фун к· 
цию еФ, между тем как в случае круга мы дол жны 
были ввести две функции cos q> и s in q>. Но м ы  сей час  
увидим,  что оба отклонения можно легко устран ить. 

2. Прежде всего заметим ,  что площадь треугол ь� 
инка ОР'Р не зависит от положения точки Р на кри� 

1 
вой, а именно, она всегда равна 2 ОР' • Р' Р == 

1 1 =2 6 • '1'} = 2 .  В частности, она равна площади тре� 
угольника ОА' А ,  так  что, присоединяя этот треуголь· 
ник к площади Ф криволинейной трапеции А 'АРР' 
и отнимая равный треугольник ОР'Р, находим,  что Ф 
можно определить tcatc площадь гиперболичесtсого 
сеtстора ОАР, заtслюченного .между радиус-веtсторами 
вершины А и подвижной точtси гиперболы, - вполне 
аналогично случаю круга (рис. 67) . Имеется одна ко 
различие в напр авлении отсчета : для наб.пюдатеJIЯ, 
находящегося в О, дуга АР в случае окружности был а  
направлена влево, а для гиперболы вправо. Это 
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различие мы устраним ее зеркальным отражением от
носительно радиус-вектора ОА , - другими словами ,  

поменяем ролями переменные s и ч ;  тогда коорди
наты точки Р будут 

s = е-Ф, 1} = еФ. 

3. Наконец, примем за  оси координат вместо 

асимптот главные оси гиперболы, повернув для этого 

весь чертеж на 45° ( рис. 68) . Если  обозначить новые 

у 

Рис. 68 

координаты через Х, У, то 
уравнения преобразования 
будут иметь такой вид: 

х - 6 + 11  У - - 6 + 11 . - --/2 ' - ..[2 ' 

поэтому уравнение гипербо
лы переходит в 

)(2 - У2 = 2, 

и сектор Ф принимает такое 
же положение, какое он 

р аньше занимал в круге. Новые координаты точки Р 
представляют собой следующие функции аргумен
та Ф: 

4 .  Остается только уменьшить весь чертеж в от
l:lошении 1 : ,У2, чтобы полуось гиперболы стала рав
н а  1 вместо 1/2, подобно тому как раньше радиус 
круга равtiялся единице. Теперь площадь сектора ,  1 о котором идет речь, станет равна 2 Ф; обозначая 

новые координа ты снова через х, у, находим ,  что они 
р авны следующим функциям аргумента Ф:  

которые удовлетворяют такому соотношению (урав· 
нению гиперболы) : 

х2 - у� = l . 
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Этим функциям дано название  гиперболичес1�ого ко
Lинуса и синуса ; их обозначают через 

еФ + е-Ф х = сh Ф = , . 2 
еФ - е-Ф 

y = sh Ф = 2 

Результат, к которому мы пришли ,  сводится к сле
.п ующему. Если поступать с кругом радиуса 1 и с рав
носторонней гиперболой, полуось которой равна 1 ,  
совершенно одинаково, то в первом случае мы придем 
к обыкновенным тригонометрическим функциям, а во 
втором - к гиперболическим функциям, которые впол
не соответствуют друг другу. 

Как известно, применение функции ch и sh часто 
бывает полезно. Но тем не менее в данном случае 
в применении к исследованию гиперболы мы ,  в сущ
ности, сдеJi али шаг назад: если ра ньше мы могли 
рационально представить координаты �. '11 с помощью 
одной только функции еФ, то теперь нам необходим ы  
д л я  этого две функции ,  связанные между собой алге
браическим соотношением (уравнением гиперболы) . 
Это подсказывает, что естественно и в случае  круга 
с овершить обратный переход : развить учение  о три
гонометрических функциях совершенно аналогичн о  
тому, к а к  мы р аньше определили логарифм,  исходя 
из гиперболы.  Сделать это очень легко, если только 
не бояться перехода к комплексны-м величинам ;  тогда 
удастся ввести только одну основную функцию, по
средством которой cos <р и s in <р выражаются рацио
нальным образом , подобно тому как ch Ф и sh Ф вы
р ажаются через еФ; она призвана поэтому играть в 
теории тригонометрических функций центр альную 
роль . 

l .  Для этого мы прежде всего вводим в уравнение 
круга х2 + у2 = 1 ( где х = cos <р, у = s in <р ) новые  ко
ординаты 

x - iy = 6, 
Л(Jсле  чего уравнение принимает вид 

6 . '1') =  1 .  

2 .  Искомой центральной функцией является - п о  .. 
добно тому к а к  , было в случае гипербол ы - вторая 



238 АНАЛИЗ 

координата 1 1 7)'; обозначая ее через f {rp ) ,  находим на 
основании уравнений преобразования 

'1') = f (rp) = cos rp + i sin rp, 
!': 1 . . ь = f 

(rp) 
= COS q> - t S IП q>. 

3. Из последних р авенств находим ,  что 

COS m = !; + Т) = f (rp) + f (rp)- l 
т 2 2 

f (rp) - f (Ч>Г 1 
2i 

чем достигается полная аналогия с прежними соот
ношениями между ch Ф, sh Ф, еФ. Если ,  таким обра
зом,  заранее вскрыть аналогию между тригонометри
ческими и гиперболическим и  функциями,  то великое 
открытие Эйлера ,  выражаемое формулой f(rp) = e t<P, 
теряет характер поразительной неожиданности. 

Не является л и  возможным подобное сведение 
функций cos rp и s in  <р к одной основной функции и 
n том случае, если оставаться в действительной обл а
сти? К этому, действительно, можно прийти, если 
взглянуть н а  наши фигуры с точки зрения проектив
ной геометрии .  А именно, можно в случае гипербоJJы 
ту координату '1'),  которая дала нам основную функ
цию, определить как параметр в пучке параллелей 
'1') = const, который, р ассматр иваемый с проективной 
точки зрения в его отношении к гиперболе, представ
ляет собой не что иное, как пучок лучей 1 18) с верши
ной в одной из точек гиперболы (здесь в одной из 
бесконечно удаленных точек) . Р ассматривая в случае 
круга или гиперболы параметр какого-нибудь такого 
пучка как функцию площади, мы придем к другой 
основной функции ,  тоже остав аясь в действительной 
обл асти. 

Рассмотрим в случае круга пучок прямых, прохо
дящих через точку S (- 1, 0) : 

у =  Л (х + 1 ) ,  
где Л - параметр (рис. 69 ) ;  выше мы уже вычислили 
доординаты точки пересечения Р луча,  имеющего па-
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раметр Л, с окружностью, а именно,  мы нашли, что 
1 - f..2 

так что 

х = cos <р = 1 + f..2 • • 21.. у = sш <р = 1 + f..2 • 

Л = Л (<р) = х � 1  
представляет собой нужную 
основную функцию. А так 

нам  дР.йствительную 
как ,  с другой сто-

1 
роны , L PS0 = 2 L P0A и 

L РОА = <р, то отсюда непо
средственно вытекает, что 

Л = tg � ; этим однознач

ным выражением функций 
. 

t q> cos <р и sш <р через g 2 
очень часто пользуются 
nри тригонометрических вы-
числениях. Соотношение 

у 

функции Л с прежней: Рис. 69 
основной: функцией: f ( <р) 
получается из последней: формулы в таком виде: 

Л = -у - = 1_ ·  f - Г � 
х + 1 l f + ,- l + 2 -

или,  наоборот, 

f . 1 - f..2 + 2it.. 1 + it.. (<Р) = х + ty =  1 + f..2 = 1 - il.. • 
Таким образом, введение величины Л свол·пся в ко
нечном счете попросту к пекоторой дробио-линейной 
функции от f (<p) ,  которая имеет действительное зна
чение вдоль окружности круга ; хотя благодаря этому 
формулы становятся действительными,  но они не 
столь просты, как при непосре.z:(ственном nрименении 
функции f ( <р ) .  

Стоит ли покупать преимущества оперирования 
с действительными числ ами  ценой такого недостатка1 
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зависит, конечно, от того, насколько то или иное лицо 
умеет обращаться с комплексными величинами. По 
этому поводу я замечу только, что физики давно уже 
перешли. к употреблению мнимых величин, в особен
ности же в оптике, когда приходится иметь дело 
с уравнениями колебательных движений.  С другой 
стороны, техники - и прежде всего электротехники 
с их вектор-диаграммами - тоже начинают в послед
нее время с успехом пользоваться комплексными ве
личинами .  Таким образом, можно утверждать, что 
применение комплексных вел ичин начинает, наконец, 
завоевывать права гражданства в более широких кру
гах, хотя, конечно, в настоящее время значительное 
большинство еще крепюо придерживается действи
тельной обл асти . 

Имея в виду обрисовать в общих чертах дальней
шее развитие теории тригонометрических функций, 
м ы  должны прежде всего упомянуть о теореме сло
жения.  

1 .  Теорема сложения выражается формулой 

s in («р + 'Ф) = sin «р cos 'Ф + cos «р sin 'Ф 
н аналогичной формулой для cos ( «р + 'Ф) .  Причина 
1 ого, что эти формулы выглядят сложнее, чем в слу
чае  показательной функции ,  заключается, конечно, в 
том,  что здесь мы  имеем дело не с основной элемен
тарной функцией ; для этой последней функции f («p) = 
= cos <:р + i s in  <:р получается совершенно такая же 
кр айне простая формула ,  как и для ех: 

f («р + 'Ф) = f («р) .  f ('Ф) .  
2. От формулы сложения мы приходим к выраже

ниям функций для кратных углов и для частей угла ,  
из  числа которых я отмечу только две следующие 
формулы, игравшие большую роль при вычислении 
первых тригонометрических таблиц: • q> • / 1 - cos r.p 

SШ 2 = 'V 2 ' 
r.p . / l + cos r.p COS 2 =  'V 2 

Изящное выр ажение всех соотношений,  имеющих 
здесь место, дает так называемая «формула  Муавра» :  

f (n · «р) = [ f  («p)] n ,  где f («р) = cos «р + i s in  q>.  
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Муавр был француз, но жил в Лондоне в кругу Нью
тона ;  свою формулу он опубликовал в 1730 г. 

3. Исходя из нашего первоначального определения 
у = sin <р, можно, разумеется, л егко получить выр аже
ние обратной функции * ) ер = 
= arcsin у в виде интеграла . 

Сектор : (т. е. А ОР )  круга 

радиуса 1 вместе с горизон

у 

тально заштрихованным тре- -+----''-1"-'�'-'-'-""-'-'-'-'-+-А,__ 
угольником О Р' Р ограничен 
параллелями у = О и у к оси 
абсцисс и кривой х = -..j 1 - у2 
и имеет поэтому площадь, рав-

У 

ную � -..j l - y2 dy (рис. 70) , Рис. 70 

о 
а так как упомянутый треугольник имеет площадь 

� ОР' · РР' = � у ,Y l - yz , 
то 

у � ,Yl - у2 dy = ; у ,Y l - у2 + � <р. 
о 

Отсюда находим посредством простого преобразова
н ия 1 1 9 ) 

у 

<р = arcs in у = \ dy J --./! - у2  о 

Поступая теперь совершенно так же, как в случае 
JIОГарифма, а именно, разлагая подынтегральное вы
р ажение в ряд по теореме бинома и применяя затем 
по идее Меркатора  почленное интегрирование, можно 
найти разложение arcsin у в степенной ряд, а из него 
нывести, пользуясь методом обращения рядов, ряд 
для самого синуса ;  так именно - я уже говорил об 
этом выше - поступил сам Ньютон . 

*) Клейн использует для обратных тригонометрических функ
ций обозначения sin- 1 ,  cos-1 ,  принятые в зарубежной математи
ческой литературе. В этом издании использованы более привыч
ные нам обозначения arcs iп, arccos. 
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4. Я больше склонен воспольЗоваться здесь более 
кратким путем,  который стал возможен благодар я  
великому открытию, сделанному Тейлором.  Для этого 
из упомянутого интегрального выражения выводим 
сначала величину производной для самого синуса : 

d sin q> = !!:JL = -..j 1 - у2 = cos lp; 
dq> dq> 

совершенно аналогично находим 
d cos q> • 

dq> = - SlП lp. 
Отсюда 120) на основании теоремы Тейлора получаем 
разложения 

Нетрудно видеть, что эти ряды сходятся для всякого 
�онечного, даже комплексного, значения х, так что 
s in  х и cos х определяются ими как однозначные це
JIЫе трансцендентные функции во всей комплексной 
плоскости . 

5. Сравнивая эти ряды с рядом для e�J>, находим 
для основной функции f ( lp)  : 

f (�р) = cos 1р + i sin 1р = ei�J>, 

Такой вывод без оговорки становится возможным 
только после того, как мы убедились, что cos  <р и 
s in  <р, так же как и ei�J>, представляют собой однознач-
ные целые функции .  , 

6. Остается описать ход изменения комплексных 
функций sin w , cos w .  С этой целью я прежде всего 
замечу, что каждая из обратных функций w = 
= arcs in z и w = arccos z дает поверхность Римава 
с бесконечным числом листов и с местами ветвления - 1, + 1 , оо, а именно, над точками z =  + 1  лежит 
л о  бесконечному числу точек ветвления первого по
рядка , а над точкой z = оо находятся две точки ветв
л ения бесконечно высокого порядка . Чтобы лучше 
ныяснить расположение листов, рассмотрим снова 
р азбиение плоскости w на  области, соответствующие 
верхней (заштрихованной ) и нижней (незаштрихо
ванной) полуплоскости z .(рис. 7 1 ) .  Для z = cos ш 
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это разбиение получается с помощью действительноr� 
оси н параллелей к мнимой оси, проходящих через 
точки w = О, +:n;, ±2:n;, . . .  ; при этом,  как видно из 
чертежа , получаются треугольные области 12 1 ) ,  кото
рые все простираются до бесконечности ; их прихо
дится попеременно заштриховывать и оставлять чис
тыми. В точках w = О, +2:n;, +4:n;, . . . , соответствую
щих у =  + 1 ,  и в точках 
w = +:n;, ±З:n;, . . .  , соответ
ствующих у =  - 1 ,  встреча 
ется по четыре треугольни
ка , и это соответствует че
тырем полулистам поверх
ности Римана, которые схо
дятся в каждой из точек 
ветвления, лежащих над 
точками z = ± 1. Функция 
cos w приближается к зна
чению z = оо , когда мы уда· 
ляемся внутри одного ка
кого-нибудь треугольника 

Рис. 7 1  

вверх или вниз до бесконечности. Это соответствует 
!fому, что на римановой поверхности в точке оо схо-

- д�тся две отдельные системы из бесконечного числа  
листов каждая.  В случае z = s in  w дело обстоит со
вершенно аналогично с той только р азницей, что чер
т еж в плоскости w следует представить себе пере-

"' двинутым на  2 вправо.  На этих чертежах находят 

подтверждение сделанные нами выше (по поводу 
теоремы Пикара)  указания относительно природы 
с ущественно особой точки w = оо .  

2 .  Тригонометрические таблицы 

На этом я закончу краткий обзор теории тригоно
метрических функций и перейду к рассмотрению того, 
что наиболее важно на  практике, а именно, тригоно
метрических таблиц. Одновременно с этим я буду го
ворить о таблицах логарифмов,  рассмотрение кото
рых я до сих пор откладывал ввиду того, что состав
ление этих последних с самого начала и до наших 
дней идет рука об  руку с составлением тригономе
трических табдиц. Вопрос о том ,  каким образом 
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табл и цы логарифмов получили свой теперешний вид, 
nредставляется , конечно, весьма важным и интерес
llЫМ и для школьного преподавателя математики . 
Разумеется, я не могут здесь подробно изложить всю 
кр айне продолжительную историю развития табл иц;  
n хочу только отметить некоторые  наиболее зам е ча 
тельные  моменты , чтобы дать вам прибл изительное 
nонятие об этом развитии .  

А. Ч исто тр игонометр ические таблицы. Под этим 
ltазванием мы понимаем таблицы, которые были по
строены до изобретения  логарифмов. Такие таблицы 
существовали уже в древности, а именно - первой до
шедшей до нас  является таблица Птолемея. 

1 .  Это так называемая таблица хорд Птолемея, 
крторую последний составил для астрономических 
целей около 1 50 г .  нашей эры .  Она помещена в его 
сочинении «Megale  Syntaxis», в котором Птолемей 
р азвивает н азванную его именем систему мира .  

Это сочинение дошло до  нас  окольным путем че
рез руки арабов под часто употребляемым названием 
«Almagest», которое, быrь может, получилось из со
единения арабского артикля «a l »  с извращенным гре
ческим названием.  Эта таблица Птолемея дает для 
углов с интервалами 30' не сам синус угла а, а соот· 
.Бетствующую этому углу хорду (т. е .  2 • sin ; ) . 
Значения хорд даны здесь в виде трехзна чных шести
десятеричных дробей, другими словами,  в виде 

а Ь с 00 + 3600 + 2 1 6 000 • где а ,  Ь , с - целые числа от 

нуля  до 59. Для нас самым трудным li!ВЛяется то, что 
эти числа а, Ь, с написаны,  разумеется, греческими  
числовыми знаками ,  т. е .  посредством сочетания гре
ческих букв . Далее мы находим здесь еще значения 
разностей ,  которые позволяют производить интерпо
ляцию ДО МИНУТЫ . 

Что же касается вычисления этой табл ицы, :ro 
Птолемей,  во всяком случае ,  пользовался произведен-
ной выше фор мулой для sin ; (следовательно, оп 

nрименял извлечение корня)  и интерполяцией. 
2 .  Перенесемся теперь на  тысячу лет далее 

к тому времени,  когда тригонометрические таблицы 
были вычисJiены впервые на Западе. Здесь прежде 
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всего следует назвать Региомонтана ( 1 436- 1476) , 
настоящее имя которого было Иоганн Мюллер * ) .  Он 
вычислил р азличные тригонометрические таблицы, в 
которых ясно виден переход от остатков шестидеся 
теричной системы к чистой десятичной системе.  В т о  
время тригонометрических л иний не  изображали,  ка к  
теперь, в виде дробей, принимая радиус з а  1 , н о  вы
числяли их  для окружностей очень большого радиуса , 
так что можно было - с не меньшей точностью 
ограничиться выражением и х  в виде целых чисел .  
Эти большие числа уже тогда писали в десятичной 
системе, но в выборе радиуса еще долгое время слы 
шал ись отзвуки шестидесятеричной системы .  Так, в 
одной таблице Региомонтана  р адиус считается рав 
ным 6 000 000, но в другой таблице впервые радиус 
равен чистому десятичному числу 10 000 000, благо
даря чему все вычисление  оказалось возможн ы м  про
вести полностью в десятичной системе.  Достаточно 
вставить запятую, чтобы число этой таблицы превра 
тилось в нашу десятичную дробь. Эти  таблицы Ре 
гиомонтана был и  напечатаны лишь много лет спустя 
n осле его смерти в сочинении его учителя Пейрбаха 
«Трактат о предложениях Птолемея относительно си 
нусов и хорд» * * ) . Обратите внимание на  то, что и 
это сочи-нение, как и многие другие капитальные ма 
тематичсскйе издания - из них нам уже известны 
произведения  Карда но и Штифеля, а дальше мы nо
знакомимся и с другими , - были отпеч атаны в 40· х 
годах XVI в .  в Нюрнберге .  Сам Региомонтан провел 
большую часть жизни в Нюрнберге .  3. Теперь Jif предложу вашему вн и м а н и ю  Iшигу, 
имевшую огромное значение вообще, а и м ен н о ,  соч и 
нение Николая Коперника «De revolut i onibus orb luш 
coelestium», в котором развита «коперникова систем а 
м ир а» .  Коперник жил с 1473 до 1 543 г. в Торуне, в о  
упомянутое сочинение появляется снова в Нюрнберr е 
в сего лишь через д в а  года после появления табл и ц  
Региомонтана ,  с котор ыми  Коп е р н и к  тогда еше 
не был знаком ;  поэтому для осуществления своей 

* )  Псевдоним «Региомонтан» представляет собой перевод н а  
латинскиii я з ы к  н а з в а н и я  «Кени гсберг» ( ныне г .  Кали н инград ) ,  

роди н ы И .  Мюллеоа .  '"*)  Р е  и r Ь а с h G. Tractatus super proposi tioncs Ptoleшaei da 
sinubus et chordis. - Norimbergae, ар. Jo. Petreium, 1 54 1 ,  
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теории он должен был сам вычислить небольшую таб
.тшцу синусов . 

4 .  Но эти табл ицы ни в коем случае не могли 
удовлетворить потребности астрономов, и вот мы ви
дим, что один ученик и друг Коперника вскоре при· 
ступает к осуществлению гораздо шире задуманного 
дела .  Это - Ретикус ;  его имя представляет искусно 
латинизированное указание его родной страны ( Vor
arlberg) * ) . Он жил с 1 5 14  по 1 596 г. и был профес� 
сором н Виттенберге. Во всем этом обзоре вы всегда 
должны принимать во внимание историческую обста
новку; этот период относится к эпохе реформации,  
в о  время которой, как известно, В иттенберг, а также 
свободный имперский город Нюрнберг стали глав
ными центрами  интеллектуальной жизни. Но посте
nенно в ходе рел игиозных войн центр тяжести поли
тической и духовной жизни передвигается от городов 
к княжеским дворам ,  и вот, в то время как ранее все 
nечаталось в Нюрнберге, обширные таблицы Рети
куса появляются на свет в Гейдельберге при денеж
ной поддержке пфальцекого курфюрста ( 1 596) . Они 
nоявились лишь после смерти Ретикуса.  Эти таблицы 
гораздо полнее nредыдущих; в них содержатся зна
чения тригонометрических функций для каждых 1 0''
в десятизначных дробях; правда, в них встречается 
еще довольно много ошибок. 

5. В весьма усовершенствованном виде nереиздал 
ети таблицы Питискус в Силезии ( 1 56 1- 1 6 1 3 }, ка· 
nеллан пфальцекого курфюрста . Снова отпечатанные 
н а  средства курфюрста ( 1 6 13 ) , эти таблицы содержат 
значения тригонометрических функций для интерва
лов в 1 0" с 1 5  десятичными знаками.  Они в гораздо 
большей стеnени свободны от ошибок и изданы луч
ше, чем таблицы Ретикуса .  

Мы должны иметь в виду, что все эти таблицы 
в ычисл ены с nомощью одной только формулы для 
nоловины дуги и интерnоляции, так как тогда еще 
не были известны бесконечные ряды для синуса и 
косинуса.  Только принимая это во внимание, мы смо
жем в надлежащей мере оценить то невероятвое усер
ди_е и ту работу, которые вложены в эти почтенные 
nроизведения. 

*} Ныне земля в составе Австрии. 
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1( этим таблицам уже непосредственно примыкают 

новые таблицы, соединяющие тригонометрические 
данные с логарифмическими .  

В. Логарифмо-тригонометрические таблицы. Здесь 
мы наблюдаем как бы иронию истории :  всего лишь 
год спустя после того, как в руках Питискуса таблицы 
тригонометрических функций достигли  известного 
совершенства ,  впервые появляются таблицы JIO• 
rарифмов, делающие тригонометрические таблицы, 
собственно говоря ,  излишними,  так как теперь 
�же нужны не сами синусы и косинусы, а их лога· 
рифмы. 

1 .  Прежде всего приходится назвать уже упомя
нутые мною первые табл ицы логарифмов Непера 
( 1 6 14) . При этом Непер до такой степени имел в видУ. 
прежде всего облегчение тригонометрических вычис
лений, что сначала дал даже не логарифмы нату
ральных чисел , а семизначные логарифмы тригоно· 
метрических функций для каждой м инуты.  

2. Впервые придал таблицам логарифмов их обыч
ную теперь форму англичанин Генри Бригг ( 1 556-
J 630 ) , находившийся в личных отношениях с Неле
ром .  Он понял, какое громадное преимущества для 
nрактических вычислений имеют логарифмы по осно
ванию 10, более родственные нашей десятичной з апи
си чисел , и ввел поэтому это основание в место непе
рова .  Таким образом, получились «искусственные ло
гарифмы», называемые также «бригговыми». !(роме 
того, Бригг дает и логарифмы н атуральных чисел 
( а не  только логарифмы тригонометрических функ
ций) . Эти новqвведения находятся в его «Arithmetica 
logarithmica». (Лондон, 1 624 ) . Правда, Бригг не 
успел закончить все вычисления и дает только лога
р ифмы целых чисел от 1 до 20 000 и от 90 000 до 
1 00 000, но зато с 1 4 знаками .  Замечательно, что 
именно в наиболее старых таблицах содержится н а и
большее число десятичных знаков, м ежду тем как 
в новое время в большинстве случаев довольствуются 
sесьма м алым числом знаков ; к этому я еще вернусь. 

3 . .  Пропуск в таблицах Бригга впервые заполнил 
голландец Адриан Влакк,  живший в Гуде близ Лей
дена , - м атематик, типограф и книгопродавец. Он 
отпечатал второе издание таблиц Бригга, содержав
шее на этот раз логарифмы всех целых чисел от 1 
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до 100 000, но только с 1 0  десятичными знаками .  Это 
издание является основой всех наших теперешних 
таблиц.  

Что же касается дальнейшего развития таблиц, 
го я могу дать только самые общие указания относи
тельно того, в чем заключалось дальнейшее развитие 
их n o  сравнению с указанными. первыми  шагами.  

а)  Прежде всего существенное значение имел про
гресс теории , а именно, логарифмические 'ряды дали 
новое, крайне практичное, средство для вычисления 
логарифмов.  Об  этом вычиСJ!ИТели первых таблиц не 
знали ничего. Непер, ка к мы видели ,  вычислял свои 
логарифмы с помощью разностного уравнения, - дРУ· 
гими словами ,  посредством последовательного при-
б l!x б u авления х ,  пользуясь при этом в ольшеи степе-
н и  интерполяцией.  У Бригга самую важную роль иг
р ало извлечение  квадратных корней ; он пользуется 
тем , что, зная  lg а и l g Ь , можно н айти lg ,у;;-:ь по 
фор муле 

Этим же самым приемом пользовался и Влакк. 
Ь)  Значительные успехи были достигнуты путем 

более целесообразного расположения таблиц, которое 
дало возможность поместить больше материала на 
меньшем пространстве и в форме,  более доступной 
обозрению. 

с) Но, что важнее всего, значительно возросл а 
правильиость таблиц благодаря тому. что ошибки, 
которые еще часто попадались в старинных таблицах, 
о собенно в последних десятичных знаках,  были устра 
нены при помощи внимательной проверки.  

Из большого числ а  возникших таким образом 
таблиц я назову только самые известные. 

4. «Полное собрание больших логарифмо-тригоно
метрических табл иц», изданное австрийским артилле
рийским офицером Вега в 1 794 г .  в Лейпциге. Ориги
нальное издание стало библ иографической редкостью, 
но в 1 896 г .  во Флоренции появилась фототиппая пе
репечатка . Эти таблицы содержат десятизначные ло
гарифм ы  н атуральных чисел и тригонометрических 
функций, р асположенные по способу, ставшему с тех 
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пор типичным ;  так ,  вы видите, например,  здесь уже 
м аленькие таблички разностей ,  предназначенные для 
облегчения интерполирования.  

Переходя к XIX в . ,  мы  замечаем широкое распро
странение логарифмов, стоящее в связи ,  во-первых, 
с тем , что в 20-х годах логарифмы был и  введены в 
школу, а во-вторых, с тем , что логарифмы находят 
все больше и больше применениИ в практике физи
ков и техников. При этом пришлось , конечно, согла
ситься на значительное сокращение числа знаков, 
так как и школа и практика муждались в таблицах, 
не слишком объемистых ; к тому же три или четыре 
десятичных знаi<а представляют точность, вполне до
иаточную в большинстве случаев .  Правда , в мое 
школьное время мы пользавались еще семизначными 
таблица ми ;  в то время в защиту употребления такого 
числа знаков приводили то соображение, что ученики 
должны благодаря этому проникнуться «вел ичием 
чисел» .  Теперь все настроены утилитарно и всюду 
пользуются трехзначными,  четырехзначными или ,  са
мое большее, пятизначными таблицами.  

Счетная линейка ,  как известно, представляет со
бой не что иное, как трехзначную таблицу лога риф
мов в самой удобной форме механического счетного 
аnпарата ; вам всем, конечно, известен этот инстру
мент, который теперь всякий инженер всегда имеет  
при себе для своих расчетов. 

Но мы еще не дошли ,  конечно, в этом напр авле
нии до конца и можем довольно ясно представить 
себе, в чем будет состоять дальнейшее р азвитие, 
а именно, в последнее время все больше и больше 
р аспространяются счетные машины, которые делают 
и злишними таблицы логарифмов,  так как они позво
ляют производить непосредственное умножение го
раздо быстрее и увереннее 1 22 ) . 

3. Применепия тригонометрических функциА 

Здесь н ас интересуют : 
Тригонометрия, которая  вообще послужила пово

дом к изобретению тригонометрических функций .  
Механика, в которой учение о м алых колебаниях 

представляет собой особенно обширную область их 
применения .  
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Изображение периодических функций посредством. 
тригонометрических рядов, которое, как известно, иг· 
рает весьма в ажную роль в самых разнообразных 
вопросах. 

А. Тригонометрия, в особенности сферическая три
гонометрия. Тригонометрия  является весьма древней 
наукой ; уже в Египте она достигла высокой степени 
р азвития под влиянием з апросов двух важных наук: 
геодезии ,  нуждавшейся в учении о плоских треуголь
никах, и а строномии, нуждавшейся в учении о сфери
ческих треугольниках. 

Характер настоящих л екций не  позволяет, конеч
но, дать систематическое изложение всей тригономет
рии ;  это должно составить предмет специального кур
с а ;  к тому же ведь здесь, в Гёттингене, практической 
тригонометрии уделяется вполне достаточно внимания 
на  обычных лекциях по геодезии  и сферической астро
номии.  Я же хотел бы поговорить с вами об одной очень 
интересной главе теоретической тригонометрии , кото
р ая, несмотря на  свою весьма глубокую древность, 
все еще не может считаться вполне законченной, так 
как она до сих пор еще содержит много невыяснеи
ных вопросов и nроблем сравнительно элементарного 
хар а ктера ,  обработка котор._ых не кажется мне небла 
годарным трудом ; я имею в виду сферическую три
гонометрию. Этот отдел как раз разработан весьма 
обстоятельно в книге Вебера и Бельштейна * ) ; там 
приняты в о  внимание те идеи, которые развил Штуди 
в своем фундаментальном сочинении «Сферическая 
тригонометрия,  ортогональные подстановки и эллип
тические функции» .  Я попытаюсь представить в а м  
обзор всех относящихся сюда теорий и в особенности 
указать н а  вопросы, остающиеся пока открытыми.  

О с н о в н ы е  п о н я т и я  с ф е р и ч е с к о й т р и 
г о н о м е т р и и и ф о р м у л ы п е р  в о й  с т у п  е н и .  
Элементарное понятие сферического треугольника 
вряд л и  нуждается в подробных разъяснениях : три 
точки на  сфере вполне определяют ( если только ни
какие две из них не  л ежат н а  концах одного диамет
ра )  треугольник  1 23 ) ; каждый из трех углов и каждая 
сторона этого треугольника заключаются между О и 
л; ( рис. 72 ) . 

"') Русский перевод в книге: Энциклопедия элемента рной м а
тематики, т, 1 1 ,  кн. П. 
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Но при дальнейших исследованиях оказывается 
11.елесообразным считать стороны и углы неогран.и.
ttенными переменяыми величинами, которые могут 
становиться даже большими · n или 2n или кратны м и  
2n; тогда приходится говорить о сторона х, нал ага ю
щихся на самих себя,  и об угл ах, дел ающих по не
скольку оборотов около вершины. При этом прихо
дится условиться относительно знака этих велич и н, 
т. е. относительно того направления ,  в котором и х  
надо отсчитывать. 

Заслуга последовательного проведения  принци л а  
знаков как в геометрии , так и ,  в частности, в сфери� 
ческой тригонометрии принадлежит великому лейп
цигскому геометру Мёбиусу 1 24) . Бл агодаря этому 
принципу был впервые проложен путь для исследова 
ний  на иболее общего характера о величинах , неогра
ничен но изменяюшихся . 

с 

с 
Рие. 72 Рис. 73 

Эти условия относительно знака н а ч и н а ются 
с того, что устанавливают определенное направление 
вращения, при котором углы около всякой точки А 
н а  сфере считаются положительными ;  если это на 
правление указано для одной какой -нибудь точки 
сферы, то это же самое направление переносят по 
принципу непрерывного изменения на всякую другую 
точку сферы (рис .  73) .  Можно , например ,  ка к обык
новенно делают, считать за положительное направ�  
ление вращения то,  которое при наблюдении с внеш
ней стороны представляется обратным движению ча
совой стрелки. Далее, необходимо установить дл я 
всякой большой окружности на сфере определенное 
направление обхода, но эдесь невозможно огр а н и 
читься установлением определенного направления для 
одной какой -нибудь окружности и затем непрерывно 
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nереходить ко всем другим окружностям ,  так как 
каждую окружность можно привести двумя суще
ственно р азличными способами к совмещению со 
всякой другой окружностью. Поэтому каждой окруж
ности , с которой нам придется иметь дело, мы будем 
в отдельности приписывать определенное направле
н ие обхода и будем рассматривать одну и ту же 
окружность как два различных геометрических объ
екта в зависимости от того, какое направление для 
нее мы примем за  положительное. Установив такие 
определения,  мы можем каждой большой окружно
сти а однозначно отнести определенный полюс Р, 
а именно тот из ее двух полюсов в обычном смысле 
слова,  из которого ее направление представляется 
положительным ; обратно, каждому полюсу соответ

ствует однозначно определен
ная «полярная окружность» с 
определенным направлением 
обхода.  Этим вполне однознач
но устанавливается столь 
важный в тригонометрии «про
цесс полярного преобразова
ния» 125 ) . 

Если даны три какие-нн
будь точки А , В , С на сфере 

Рис. 74 ( рис. 74 ) , то для однознач-
ного определения сфериче

ского треугольника,  имеющего вершины в этих точ 
ках, недостает еще некоторых данных; nрежде всего 
необходимо присвоить каждой из трех больших 
окружностей ,  nроходящих через точки А, В, С, 
определеняое направление, а также нужно указать, 
сколько раз следует каждую из них обойти в указан
ном для нее направлении, прежде чем прийти от В 
R С от С к А ,  от А к В. Определенные таким обра
зом длины а , Ь ,  с, которые могут иметь любые дей
ствительные значения, называются сторонами сфери
ческого треугольника ; мы ,  конечно, примем, что они 
отнесены к сфере с р адиусом 1 .  Далее,  углы получают 
такое определение:  угол а при вершине А получается 
при таком повороте в положительном направлении, 
При котором положительное направление дуги СА, 
кончающейся в А ,  переходит в положительное на
правление дуги АВ,  начинающейся в А; к этому углу 
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еще можно добавить в виде сл агаемого л юбое крат
н ое 2л; аналогично определяются и прочие углы .  Рас
смотри м обыкновенный элементарный треугольню<, как 
указано на рис.  74 ,  и установим направления сторон 
так, чтобы длины сторон а, Ь ,  с были меньше л ;  тогда 
углы а, �. у оказываются согласно н ашему новому 
определению, как это легко видеть, внешними углам и 
треугольника ,  а не его внутренн и м и  углами, как при  
обычном элементарном определении .  

Давно известно,  что  при та кой замене  обычно при 
нимаемых углов их  дополнениями  до  л формул ы  сфе
рической тригонометрии получают более симметрич
ный и более наглядный вид.  Более глубокую причину 
этого можно видеть в следующем : указанный выше 
процесс полярного преобразования относит каждому 
треугольнику, определенному согласно правилам  Мё
биуса ,  описанным выше, вполне однозначно другой 
треугольник, «полярный» по отношению к первом у  126 ) , и петрудно видеть, что посл едний при наших 
новых определениях имеет углами  стороны первона 
чального треугольника, а сторонам и - его углы.  По
этому всякая формула ,  написанная в этих обозначе
ниях,  должна иметь место и в том случае, если м ы  
в ней поменяем местам и  а , Ь ,  с с а, �.  у, так что 
всегда должна иметь место симметрия между сторо
нами и углами .  При обычном элементарном измере
нии углов й сторон эта симметрия не  имеет места ,  
та к ка к соотношения между данным треугольником и 
е го полярным треугольником зависят от того, что счи
тают в каждом отдельном случае за углы и стороны, 
l l  от выбора того или другого из двух полюсов окруж
tl ости, заданной без определенного направления об
хода . 

Ясно поэтому, что из шести определенных таким 
образом элементов сферического треугольника только 
три можно изменять непрерывным образом незави
симо друг от друга , например,  две  стороны и за кл ю
ченный между ними  угол . Фор мулы сферической три
гонометрии представляют собой известное число со
отношений между эт1-1ми 6 элементам и  ил и, вернее, 
алгебра ических соотношений между их 12 косину
с �:�ми и синуса ми ;  эти соотношения позволяют произ
вольни изменять только 3 из этих 12 величин,  тогда 
как другие 9 находятся в алгебраической зависимости 
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от первых трех. При переходе к косинусу и синусу 
мы перестаем,  разумеется, обращать внимание на то, 
какое именно кратное 2n служит дополнительным 
слагаемым. Представляя себе тригонометрию как со
брание всевозможных алгебраических соотношений 
такого рода , мы можем определить ее задачу в соот
ветствии с современными взглядами следующим об
разом : станем р ассматривать величины 

х1 = cos a, 
х4 = cos a, 
y1 = siп a, 
у4 = sin a, 

x2 = cos b,  
Xs = COS � '  
у2 =  siп Ь, 

Ys = sin � .  

Х3 = cos c, 
х6 = cos у, 
y3 = sin c, 
у6 = sin v 

как координаты точки в пространстве 12  измерений 
R 12 ; совокупность всех тех точек этого пространства ,  
которые соответствуют действительно возможным 
сферическим треугольникам а , . . .  , у, составляет 
трехмерное алгебраическое многообразие М3 этого 
пространства R12, и вот это именно многообразие М3 
в R 12 и подлежит изучению. Этим сферическая три
гонометрия включается в общую аналитическую гео
метрию многомерных пространств . 

Это многообразие М3 должно обладать различ
ными симметриями.  Так, процесс полярного иреобра
зования показывает, что замена величин а, Ь , с вели
чинами сх., � .  у и обратно всегда дает новый сфериче
ский треугольник; по отношению к нашим новым 
обозначениям это значит, что из всякой точки в Мз 
м ожно получить другую точку, принадлежащую тоже 
М3, есл и  заменить х1 ,  Х2, Хз, У 1 , У2. Уз вел ичинами Х4, 
Xs, Хв , у4, Ys, Ув и н аоборот. Далее, всякому треуголь
нику соответствуют семь смежных треугольников со
ответственно делению всего пространства на 8 октан
тов плоскостями  трех больших окружностей ; элемен
ты этих треугольников получаются из элементов 
первоначального тrеугольника посредством изменения 
и прибавления n 12 ) ; это дает для каждой точки мно
жества М3 семь новых точек, координаты которых 
х1 , • • •  , у6 получаются посредством перемены знака 
у координат исходной точки. Совокупность этих сим
метрий приводит в конце концов к пекоторой группе 
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nерестановак и перемен знака у координат точек R 12• 
которая  преобр азует многообразие М3 в себя * ) .  

Наиболее важным является вопрос о тех алгебр аи
ч еских уравнениях, которым удовлетворяют коорди
наты точек многообразия Мз и которые образуют со
вокупность тригонометрических формул .  Так как 
всегда cos2 а +  sin2 а =  1 ,  то это дает нам прежде 
всего шесть квадратичных соотношений 

xj + у� = 1 (i = 1 , 2 , . . .  , 6) ,  ( 1 )  

которые, выражаясь геометрически, изображают 
ш есть цилиндрических поверхностей второго поряд
ка,  соДержащих многообразие Мз. 

Другие шесть формул дает теорема косинусов 
сферической тригонометрии ,  которая в наших обозна
чениях выражается так :  

cos а = cos Ь • cos с - s in Ь • s in с · cos а ,  

что при полярном преобразовании дает 
cos а = cos � cos у - s in � s iп у cos а.  

Эти формулы вместе с теми четJ?Iрьмя, которые полу
чаются при циклических перестановках символов а , 
Ь , с и а, � . у, определяют шесть поверхностей третьего 
n орядка , содержащих многообразие М3: 

Х2 = ХзХ1 - YзYtXs; 
Хз = Х1Х2 - У1У2Х6; (2) 

Xs = Х�4 - Уб!J4Х2; 
хб = X4Xs - У4УsХз . (3) 

Наконец, можно еще использов ать теорему сину
сов, которая получается, если приравнять нулю м и
Il оры следующей матрицы : 1 s�n а s�n Ь s�n с 1 = \ У1 Ys Уз , . 

stn а stn � stn у У4 Ys Ув 
*) Если пекоторая такая симметрия (т. е. перестановка неко

торых координат и перемен знаков) преобразует точку 6 много
образия Мз в точку 11 того же многообразия, а другая переводит 
точку 11 в точку ь. го последовательное выполнение этих двух 
СИММеТрИЙ переВОДИТ ТОЧКУ 6 В ТОЧКУ ь; ЭТО ЗНаЧИТ, ЧТО КОМПО• 
зиция двух таких симметрий представляет собой также одну из 
них; преобразование, обратное симметрии, тоже представляет со
бой одну из симметрий. Это означает, что все рассм атриваемые 
симметрии образуют группу. 
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Иначе говоря, эта теорем а выражается равенствами 

Это дает три поверхности второго порядка, из ко
торых, однако, только две линейно независимы. 

Таким образом, в общем мы получили 15 уравн�
ний для точек нашего многообразия М3 в простран· 
стве R 12·  

Для выделения из R12 трехмерного множества 
оказывается, вообще говоря, недостаточным иметь 
1 2 - 3 = 9 уравнений . В самом деле, 'уже в обыкно
венной геометрии пространства Rз, как известно, от
нюдь не всякая кривая в пространстве может быть 
пред�тавлена как полное пересечение двух алгебраи
ческих поверхностей ; простейшим примерам служит 
пространствеиная кривая третьего порядка, для опре
деления которой необходимы по меньшей мере 
3 уравнения . Так и в нашем случае  легко видеть, что 
9 уравнений ( 1 )  и (2 )  еще не  определяют М3; как 
11 звестно, из теоремы косинусов можно вывести тео
р ему синусов, не  считая одного знака ,  вопрос о кото
ром решают затем при помощи геометрических сооб
р ажений .  Представляется желательным знать, какие 
именно уравнения и в каком числе вполне опреде
ляют наше .многообразие Мз. Вообще, я желал бы 
формулировать здесь четыре определенных вопроса, 
на  которые, по-видимому, в литературе до сих пор 
е:ще нет точного ответа ;  они заслуживают, я думаю, 
подробного изучения, которое к тому же и не должно 
представить особенного труда,  если только приобре- . 
тена известная  сноровка в обращении с формулами 
сферической тригонометрии . 

Вот эти вопросы : 
1 .  Что надо понимать под «nорядком» .многообраз ия М3? 
2. Каковы уравнения самой низкой степени, по

среiJство.м которых .можно J1редставить многообразие 
М3 в чистом виде? 

3.  Какова полная' система независи.мых уравне
т :и й, содержащих Мз, т. е . таких уравнений f1 = 
= О, . . . , fп = О, из которых всякое другое ур авне
ние, изображающее поверхность, проходящую через 
.IИз, может быть составлено линейным образом по-
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средством целых р ациональных множителей * )  m 1 , . . • 
. . . , тп в виде m1{I -1- . . . + тпf п= О? Для этого мо
жет попадобиться больше уравнений, чем указывает 
ответ на вопрос 2. 

4. Какие алгебраические тождества [так называе
мые сизигии ( Syzygieeп ) ]  имеют место между этими 
n формами { I ,  . . .  , f n? 

Во всех этих вещах можно ориентироваться с по
мощью уже произведенных исследований,  которы е  
преследуют ту же самую цель,  хотя исходят из н�
сколько иной постановки вопроса .  Эти исследования  
содержатся в гёттингенской диссертации, котG>рую 
написала Чизхольм ( позднее Юнг) в 1 894 г .  Это -
11ервая диссертация в Пруссии ,  написанная женщи
ной . Среди различных приемов, применяемых Чиз
хольм, наиболее замечательный состоит в том , что 
за независимые координаты она приним ает котанген
сы половин углов и дуг ; действительно, ввиду того, 
что основной функцией является tg � , а следова-

а тельно, и ctg 2 и что через нее однозначно выража-
ются cos а и s in а, оказывается возможным записать 
всякое тригонометрическое р авенство в виде алге-
браического соотношения между ctg � , . . .  , ctg � . 
Поэтому сферические треугольники представляют те
nерь трехмерное алгебраическое м ногообразие i\!fз 
в шестимерном пространстве R6, которое имеет коор-

а Ь с а � " динатами ctg 2, ctg 2, ctg 2 ,  ctg 2, ctg 2• ctg -;t . 
Чизхольм показала ,  что это многообразие М3 имеет 
nоряДок, р авный 8, и что оно может быть представ 
лено как полное пересечение трех поверхностей вто
рого порядка в пространстве R6• 

Ф о р м у л ы в т о р о й  с т у п е н и ,  с о б с т в е н н ы е 
и н е с о б с т в е н н ы е т р е  у г о л ь н и к  и . Формулы 
сферической тригонометрии,  о которых я до сих поr 
говорил и которые связывают синусы и косинусы 
сторон и углов, я называю формуJi ами  первой сту
nt>ни ; им противопоставляют группу существенно дру
гих формул под именем формул второй ступени .  Эти 
формулы представляют собой алгебраические урав-

* )  От переменных X t ,  • • • , yu. 

9 Ф. l(лellн. т. 1 
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нения,  которым подчинены тригонометрические функ
ции половин углов и сторон; поэтому при изучении 
последних представляется н аиболее удобным рас
сматривать 1 2 величин 

а . а а . а cos 2 '  sш 2 ' . . . • cos 2 .  sш 2 .  . . . 
к а к  координаты нового двенадцатимерного простран
ства R�2• в котором сферические треугольники снова 
образуют трехмерное алгебраическое многообразие 
м; . На первом месте здесь стоят прежде всего те 
изящные формул ы, которые б ыли опубликованы в 
начал е  прошлого столетия почти одновременно и не
зависимо друг от друга Деламбром ( 1 807) , Моль
Fейде ( 1 808 ) и ,  н аконец, Гауссом ( 1 809 ) . Это 12  фор
мул ,  получаемых посредством круговой перестановки 
из формул 

sin � + V Ь - с  sln � - V Ь - с  2 
= +  

cos -2- 2 = =F 
sin -2-

а а а а sin 2 cos 2 sin 2 sin 2 

cos � + v Ь + с cos � - v  . Ь + с 
2 = + 

cos -2- 2 = + sш -2-
а а а а cos 2 cos 2 cos 2 sin 2 

Нечто существенное и новое по ср авнению с фор
мул а м и  первой ступени представляет здесь двойной 
знак, который надо понимать следующим образом:  
для одного и того же треугольника имеют место одно
временно все верхние или все нижние знаки во всех 
1 2  формул ах ;  при  этом оказывается, что существуют 
тр еугольники как того, так  и другого рода . Таким об
р а'зом, множество М� сферических треугольников в 
определенном выше пространстве R1; определяется 
двумя совершенно р азличными системами,  состоя
щими из 1 2  кубических уравнений каждая, и распа
дается поэтому н а  два отдельных алгебраических 
многообр�зия :  М3, для которого имеет место один 
знак, и М3, для которого надо брать другой знак. 
Благодаря  этому з амечательному обстоятельству 
упомянутые формулы приобретают особенно важное 
значение в теории  сферических треугольников ; они 
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представляют собой нечто гораздо большее, чем про
стое преобразование прежних уравнений, годное 
самое большее - для облегчения тригонометрических 
вычислений, н:ак полагали Деламбр и Мольвейде. 
Гаусс nервый взглянул на дело глубже; действитель
но,  он указывает на  возможность перемены знака ,  
t-сли  придать идее сферического треугольника ее наи 
большую общность. Поэтому мне кажется вполне 
справедливым называть эти формул ы  формулами Га
усса ,  хотя и не ему принадлежит приоритет их опуб
JIИкования. 

Но впервые понял все значение этого обстоятель
ства Штуди и разъяснил его в 1 894 г. Его главный 
результат удобно выразить, если исходить из про
странства шести измерений R6, для которого коорди
натами служат сами значения а ,  Ь, с, а, р, у, рас
сматриваемые как неограниченно изменяющиеся пе
ременные; м ы  будем называть их тра1iСЦе1iде1iтными 
определяющими эле.ме1iтами треугольника в отличие 
от алгебраичесtщх определяющих элемеftтов cos а, . . .  

или cos ; , . . .  , так как первые представляют собой 
'Трансцендентные, а вторые - алгебраические функ
ции обыкновенных пространствеиных координат вер
шин треугольника. В этом пространстве R6 совокуп
ность всех сферических треугольников составляет 
трансцендентное многообразие M3(t > ,  образом кото
р ого в пространстве R;2 служит определенное выше 

' 
алгебраическое многообразие Мз· Но так как  по-
сл еднее распадается на два многообразия,  а отобра-
жающие функции cos ; , . . . представляют собой 
однозначные и непрерывные функции трансцендент
Н ЪIХ координат, то и трансцендентное многообразие 
M3( t )  должно распадаться на  две отдельные части 
(составляющие) .  Сама теорема Штуди заключается 
в следующем : трансцендентное многообразие Мз<О  
всех величин а ,  Ь ,  с ,  а ,  /3 ,  у ,  какие только могут быть 
элементами сферического треугольника самого об
щего вида,  расп адается, соответственно двойному 
знаку в формул ах Гаусса ,  на две отдельные связные 
части. Наиболее важным является здесь невозмож· 
ность дальнейшего р аспадения ;  это значит, что даль
нейший анализ тригонометрических формул не  может 

9* 
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r;ривести I< подобным и столь же глубоким разделе
Ыiям множества всех сферических треугольников. 
Треугольники первой группы,  соответствующей верх
нему знаку в формулах Гаусса ,  называют собствен
ными треугольниками, а треугольники второй груп
п ы - несобственными, так что теорему Штуди можно 
выразить так : совокупность всех сферических тре
угольников распадается на континуум собственных 1.! 
на континуум несобетвенных треугольников. Относя
щиеся сюда подробности и доказательство теоремы 
Штуди вы найдете у Вебера и Бельштейна (т .  I I ,  � 47 ) . Я же сообщаю здесь только результаты в воз
можно кратком обзоре. 

Теперь я остановлюсь nодробнее на различении 
обоих родов треугольников : если имеется ка кой -ни
будь сферический треугольник, т. е .  «доnустимая си
стема значений»  величин а , Ь ,  с, а, � .  у,  косинусы 
и синусы которых удовлетворяют формул а м  первой 
стуnени и которые nоэтому nредставляют некоторую 
точку в многообразии M3<t> ,  то каким образом мо
жем мы решить вопрос о том , является л и  этот тре
угольник собственным или несобственным? С этой 
целью образуем nрежде всего наименьшие положи
тельные вычеты а о ,  Ьо, со ,  ао, �о .  '\'о данных чисел по 
модулю 2:rt:  

О � аи < 2:rt, . . .  , О � а0 < 2:rt , • . .  ; 
а0 == а (mod 2:rt) , • . . , а0 == а (mod 2:rt) , 

Косинусы и синусы этих вычетов равны тем же три 
r онометрическим функциям для а , . . .  , а, . . .  , та к 
что они в свою очередь образуют сферический тре
угольник, который мы назовем приведеиным или мё
биусовы м  треугольником ,  соответствующим первому 
треугольнику, так как сам Мёбиус не рассматривал 
треугольников с элементами ,  превосходящими 2:rt. 
Решим nрежде всего с nомощью небольшой таблицы 
Ronpoc о том, в каких случаях треугольник Мёбиуса 
}Шляется собственным и когда он nринадлежит к чис
лу несобственных. Такую табличку вы можете найти 
у Вебера и Вельштейна ,  но только в не столь нагляд
ной форме;  там также nомещены рисунки р азличных 
тиnов собственных и несобетвенных треугольников. 
Мы находим по  четыре типа треугольников rшждого 
r,·ода . 
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1. Собственные треугольники Мёбиуса : 
1 )  О сторон > n, но  < 2л:; о углов > л:, 

но < 2л:; 

2) 1 сторона > n, но < 2n; 2 п р илежа щих угла > n, 
но  < 2:rt; 

3) 2 стороны > n, но < 2n; 1 з а ключе н н ы й  угол > л:, 
но < 2л:; 

4) 3 стороны > n, но < 2л:; 3 у г л а  > л: ,  

но < 2л:. 

II .  Несобетвенные треугольники Мёбиуса: 

1 )  О сторон > n, но  < 2л:; 3 угл а > n, 
по < 2Jt ;  

2) 1 сторона > n, но  < 2n; 1 противолежащий угол > л ,  
но  < 2л:; 

3) 2 стороны > л:, но <2:n:; 2 противолежащих угла > :n: ,  
по  < 2л;  

4) 3 стороны > n,  но <  2n; О углов > л, 
но < 2л. 

Других случаев , кроме здесь перечисл енных , не 
существует, так что с помощью этой таблички вполн е  

решается вопрос о том, к которому и з  двух видоа 
nринадлежит данный треугольник Мёбиуса .  

Согласно сказанному выше переход к тр еугольнику 
общего вида а ,  . . .  , �. . . . от соответствующего тре· 
угольника Мёбиуса производится п оср едств ом еле· 
дующего рода формул : 

а = llo + n1 • 2n, 

а =  ао + v, . 2п,  
Ь = Ь0 + n2 • 2:n:, 

� = �о + "2 ' 2л:, 
с = с0·+ flз • 2n:, 
у = Vo + "з • 2n, 

причем имеет место теорема :  тр еугол ьн и к  общего 

вида о казывается одноименным с п р и в едеи н ы м  тре· 
угольником (т .  е. одновременно с н и м собственным 
или несобственным ) ,  если сумма ш е с т и  ц ел ы х  ч и с еJI 

n, + n2 + nз + " ' + 'V2 + vз есть четное ч и с л о ,  и раз·  
н оименны_м ,  если это число нечетное. Таким образом, 
характер каждого треугольника оказывается вполне 
определенным. 
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П л о щ а д ь с ф е р  и ч е с  к о г о т р е у г о л ь н и к а . 
д о п о л н и т е л ь н ы е  с о о т н о ш е н и я  с ф е р и ч е · 
с к о й т р и г о н о м е т р и и .  Я закончу этот раздел 
несколькими замечаниями о площади сферических 
треугольников. Об этом совершенно не упом инают 
ни Штуди в своих исследованиях, ни  Вебер и Бель• 
ШТЕ'ЙН, но это играет большую роль в моих прежних 
исследованиях по теории  функций о треуголыiИI{аХ, 
составленных из дуг окружностей .  В то время как до 
сих пор треугольник представлял собою в наших 
глазах не  что иное, как соединение трех углов и трех 
сторон, удовлетворяющих теоремам косинусов и СИ· 
нусов,  теперь речь пойдет об определенной части по· 
верхности, ограниченной этими  сторонами и представ· 
Jiяюшей собой как бы мембрану (пленку) , натянутую 

' Рис. 75 

между тремя сторонами и со· 
ответствующими углами.  

Конечно, здесь не имеет 
смысла рассматривать «впеш· 
ние» углы ct,  �. у треугольни
ка ,  как мы делали раньше р а· 
ди симметрии ;  теперь речь бу
дет идти' о тех углах, которые 
сама мембрана образует у 
вершин; для краткости м ы  бу
дем называть их «внутренни· 
ми» углами треугольника. Я 
привык обозначать · их через 

Лп, /Ш, vn (рис. 75) . Эти углы можно р ассматри· 
вать как неограниченно изменяющиеся исключитель· 
но положительные величины, так как мы не хотим 
и скл юч ать и того случая ,  когда вершины мембраны 
служат точками  свивания (наслаивания ) поверхно
сти. Аналогично этому, обозначим абсолютные длины 
сторон через ln, mn, nn; это тоже неограниченно из
меняющиеся положительные величины. Но теперь 
уже углы и стороны не могут, как раньше, покрывать 
с а м и  себя неограниченное число раз независимо друР 
от друга , - иными словами, получать в виде сл агае· 
м ых произвольвые кратные 2n; тот факт, что должна 
существовать одна сплошная мембрана с этими vг• 
лами  и сторонами ,  н аходит свое выражение в извест
ных соотношениях м ежду этими множителями при 
2n; в работе «0 нулевых точках гипергеометриче· 
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ского ряда» я назвал эти соотношения * )  дополни
тельными соотношениями сферической тригономет
рии.  Они имеют следующий вид, если через Е (х )  
обозначить целую часть числа х,  т .  е.  наибольшее це
лое число, не превосходящсе х: 

Е ( ; ) = Е ( '- - 11 ; " + 1 ) . 

E ( ; ) = E ( - '- + 112- \I + t ) . 

в ( � ) = Е (  - л - 112+ " +  1 ) . 
и так как, наnример,  Е ( ; )  обозначает число ела· 

гаемых, равных 2n каждое, содержашихся в стороне 
ln, то эти соотношения как раз выра жают искомые 
J<ратные 2n, содержащиеся в сторонах ln, mn, nn, 
если известны углы Л.п, J!1t, vn с содержащимися в 
н их кратными 2n. В частности, петрудно видеть, что 
при  положительных Л., J!, v положительным может 
быть, самое большее, одно из трех чисел 'Л - J! - v, 
� Л. + J! - v, - 'Л - J! + v, так что только один из 
трех аргументов в nравых частях равенств может 
быть больше единицы, а так как при х < 1 всегда 
Е (х) = О, то только одно из трех упомянутых крат
ных **)  2n может быть отлично от нуля. Итак, у тре4 
угольной мембраны только одна сторона может пре· 
восходить 2n, а именно, сторона наибольшего угла. 

Что же касается доказательства этих дополнитель
ных соотношений, то я хочу только в нескольких сло
вах охарактеризовать ход мыслей в этом доказатель
стве. Исходят из элементарного треугольника, н а  ко
торый, конечно, всегда можно натянуть мембрану, 
и из нее получают последовательно мембраны самого 
общего вида , присоединяя по нескальку раз  надле
жащим образом мембраны, имеющие форму круга,  
с точками ветвления в вершинах. Рис. 76 показывает 
в виде примера - в стереографической проекции 
треугольник АВС, полученный из элементарного тре
)'rольника присоединением полусферы,  ограниченной 

* )  К 1 е i n F. 'Ober die Nullstellen der hypergeometrischen 
Reihe//Math. Ann. - 1 888. - Bd 37. 

**) Выражаемых левыми частями написаН/iЫХ выше ра• 
венств. 
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большим кругом АВ,  вследствие  чего как сторона А В ,  
так и угол С по  одному разу  покрывают сами себн .  
Легко видеть, что при этом процессе дополнительные 
<.:оотношения остаются в силе ;  оказывается, что это 
имеет место и для треугольных мембран самого об

Рис. 76 

щего вида , какие только можно 
построить посредством подобных 
процессов.  

Теперь м ы  должны уточнить, 
какое место занимают эти тре
угольники с дополнительными со
отношениями в описанной выше 
общей теории .  Очевидно, они 
представляют собой только част
ные случа и ,  причем - ввиду того , 
что вообще числа ,  показывающиР, 

сколько раз  стороны и углы покрывают сами себя, 
вполне произвольны, - такие частные случаи ,  кото
рые характеризуются возможностью обтянуть тре
угольник  мембраной.  Конечно, на первый взгляд это 
вызывает недоумение : в самом деле, как мы видели 
Быше, все собственные  треугольники, даже и те, ко
'J орые вовсе не удовлетворяют дополнительным соот
ношениям,  образуют один континуум , так что каж
дый из них может быть получен посредством непре
}JЫВНого изменения из элементарного треугольника ; 
лоэтому казалось бы,  что мембрана ,  натянутая н а  
элементарный треугольник, не может п р и  этом про
цессе исчезнуть. Объяснение этого затрудненин мы 
JТолучим, если применим принцип Мёбиуса определе
ния знака и к площадям : рлощадь надо считать по
ложительной или отрицательной в зависимости от 
того, обходят ли ее в положительном (против дви
жения часовой стрелки )  или в отрицательном н аправ
лении.  Если кривая ,  перссекая себя, ограничивает не
сколько частей поверхности , то вся ограничиваемая 
ею площадь р авна алгебраической сумме площадей 
отдельных частей . На рис. 77 н адо брать р азность, 
а на рис. 78 сумму площадей обеих частей. Конечно, 
эти определения представляют собой лишь геометри
ческое в ыражение того, что само собой вытекает из  
аналитического определения площади. 

Применяя эти результаты, в частности, к сфери
ческим треугольникам, найдем, что, действительно, 
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каждому собственному треугольнику можно отнести 
определенную площадь на  сфере, но только при этом 
при однократном обходе периферии треугольника 
одни ча сти этой площади приходится обходить в по
.тюжительном , другие же - в отрицательном направ
лении, и поэтому · пpl-f подсчете им следует приписы
вать различные знаки. Те 
треугольники, для которых 
имеет место дополнительное 
соотношение,  отличаются 

Рис. 77 Рис. 78 

толыш тем, что они состоят из одной только мем
браны, обегаемой в положительном направлении ;  
этим свойством и объясняется их большое значение  
для целей теории функций,  р ади которых я их  и при 
водил раньше. 

Теперь я хотел бы пояснить эти вещи на  одном 
примере. Рассмотрим треугольник А В С, изображен 
ный на рис. 79 в стереографической: 
проекции,  причем А есть более уда
ленная от дуги ВС точка пеDесече
ния больших окружностей: ВА и СА ; 
вторая точка пересечения обозначе
на буквой А '. Внутренние углы тре
угольника /lЛ:, vл: измеряют поворот 
стороны АВ до совпадения 1 28)' с В С  
и стороны ВС д о  совпадения с СА; 
оба они положительны. Наобо· 
рот, угол Л.тг., на который надо повер
нуть сторону СА , чтобы привести 

Рпс. 79 

ef' в совпадение со стороной АВ, надо, согласно п р ::J 
вилу Мёбиус.а ,  считать отрицательны м ;  положи м 
Л = -'А'. Треугольник А 'В С представляет собой, оче
видно, элементарный треугольник с углами "л'л:, /lЛ:, 
vл:, которые все положительны . При обходе треуголь 

ника  АВС в указанном направлении приходится 
треугольник А ;В С  оl)ходить в пnложительном, а 
сферический днусторонник АА '  в отрицательном 
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направлении,  так что за площадь треугольника АВС 
надо принять согласно условиям Мёбиуса р азность 
этих двух ч а стей сфер ы .  Это разделение треугольной 
мембраны на  положительную и отрицательную части 
можно сообразно направлению обхода периферии 
nредставить себе наглядно, принимая ,  что мембра н а  
перекручена в точке А ', так  что нижний двусторон
ник оказывается обращенным своей изнаночной , отри· 
цательной стороной вверх. Нетрудно составить и бо• 
.лее сложные примеры в том же роде. 

В заключение я хочу показать на этом же при
мере, что при  этом обобщенном определении площади 
Сlстается в силе элементарная формула  площадей 
сферической тригонометрии. Как известно, площадь 
сферического треугольника с углами  Лn, �-tn, vn н а  
сфере радиуса 1 р авна так называемому «сфериче
скому избытку» (Л + �-t + v - l ) n, поскольку Л, 1-t· 
'' > О. Убедимся теперь , что эта формула справед
лива и для нашего треугольника А В С. Действитель· 
но, площадь элем ентар ного треугольника А'  В С  рав
на (Л' + 1-t + v - 1 )  n; из нее надо вычесть площадь 
сферического двусторонника А А '  с угловым раство
ром Л'n, р авную 2Л'n ( ибо площадь двусторонника 
пропорциональна его углу, и при угле в 2n она равна 
площади поверхности всей сферы, т. е. 4n) . Получа
ется следующая  величина площади треугольника АВС: 
<'-' + 1-t + v - 1 )  n - 2Л' n = (- Л' + 1-t + v - 1 )  n == 

= (Л+ �-t + v - 1 ) n. 
Аналогично этому, если попробовать натянуть мем
брану из нескольких кусков на  собственный треуголь 
ник с произвольными углами и сторонами и затем 
определить на основании правил а  знаков площадь 
как алгебраическую сумму отдельных частей , то 
пр едставляется вероятным ,  что формула .(Л + 1-t + 
+ v - 1 )  n окажется справедливой, причем , разуме
ется , Лn, . . .  надо р ассматривать как подлинные углы 
мем бр аны,  а не как ее внешние углы. 

Относящиеся сюда исследования еще, правда, не 
цыполнены, но,  в идимо, не  представляют очень боль
ших трудностей, и я считал бы весьма желательным , 
чтобы этим вопросом занялч:сь. Особенно важно 
было бы выяснить роль несобетвенных треугольников. 
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На этом я оставлю область тригонометрии и об
ращаюсь ко второму важному приложению теории 
тр игонометрических функций ,  также относящемуся 
к области школьного преподавания.  

В. Учение о м алых колебаниях, в частности , о ко
лебаниях маятника. Прежде всего я напомню вам  
вкратце тот вывод закона колеба- 0 
ний маятника , который мы  обыкно-
венно излагаем в университете, поль
зуясь исчислением бесконечно ма
лых. Предположим, что маятник 
висит на нити, длина которой равна 
l; обозначим через <р угол , который 
маятник составляет с положением 
равновесия ( рис. 80 ). Так как на  
маятник действует сила тяжести 129 ) 

Рис. 80 

g, направленная вертикально вниз, то, согласно основ 
ным уравнениям механики, движение маятника опре· 
деляется следующим уравнением 1 30 ) : 

d2ip g • ([l2 = - 7  SШ <р. ( 1 ) 

В случае небольших <р можно с достаточной точностыо 
заменить s iп  <р на <р, что дает для так наз ыв аемых 
м алых колебаний маятника такое уравнение :  

d2q> g dt2 = - т . <р. (2) 
Общий интеграл этого уравнения выражается, как из· 
вестно, посредством тригоt�ометрических функций, ко
торые, таким образом, играют здесь важную рt)Ль 
благодаря их дифференциальным свойств ам ( нал и 
чие тригонометрической величины s in  <р в уравнении 
( 1 )  не играет здесь роли  13 1 ) ) ; именно, общий инте
гр ал имеет вид 

<р = А s in ,Jl{ t + В cos ,У� t, 
где А и В обозна чают произвольвые постоянные, или , 
иначе, 

<р = С · cos � � (t - 10) , (3) 

где постоянная С называется а мплитудой, а to - на 
чальной фазой колебанияi отсюда получаем для 
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времени полного I<Олебания величину 

T = 2n -J� . 
Ш к о л ь н о е  и з л о ж е н и е ( с к р ы т ы й  а н а 

л и з б е .с к о н е ч н о  м а л ы х) . Но совершенно ина
че - по сравнению с этими  простым и и ясными р ас
суждениями ,  которые, конечно, становятся еще на
гляднее при более обстоятельном изучении воnроса , 
скл адывается так  называемое «элементарное» изло
жение закона колебаний м аятника,  припятое в школе.  
При этом изложении хотят совершенно избежать вся
кого посл едовательного применения исчисления бес
конечно м ал ых,  между тем как именно здесь физика 
в силу внутренней природы ее проблем повелительно 
требует применения методов бесконечно м алых; в ре
зультате оказывается , что прибегают к помощи спе
циального приема ,  изобретенного ad hoc * )  и содер
жащего идеи анализа  бесконечно малых, но только 
не называют их собственным именем.  Разумеется,  при 
этом получается крайне сложное построение , если 
только от него требуется действительная точность ; по
этому на деле этот прием излагают большей частью 
с такими пропусками ,  что, н а  самом деле, вряд ли  
можно говорить о доказательстве закона колебаний 
маятника . Таким образом , получается такое курьез
ное явление:  учитель на одном уроке - м атематики 
наиболее требовательно относится к логической стро
гости доказательств , которой, по его мнению, унасле
дованному от традиций XVIII века, не удовлетворяет 
исчисление бесконечно м алых, а на следующем ypo
I<e - физики - прибегает к крайне сомнительным з а
ключениям и к самому смелому применению беско
н ечно мал ых. Вообще, подробное исследование м ате
м атических м етодов , по традиции сохраняющихся 
в преподавании физики, снова и снова обнаруживает, 
что всякое рассуждение здесь з атрудняет; удовлетво
рительное изложение становится часто совершенно 
невозможным благодаря искусственному исключению 
исчисления бесконечно м алых из элементарного пре
подавания .  

*) Для данного случая (лат. ) 
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Разрешите мне, со своей стороны, для лучшего 
уяснения изложить в нескольких словах ход м ысл ей 
в элементарном выводе з а кона кол ебаний м аятника ,  
который применяется в учебниках и в школе. В этом 
доказательстве исходят из конического м аятника;  т а к  
называют пространственный м а ятник, который с рав
номерной скоростью v описывает окружность вокруг 
вертикальной оси, так что нить м а ятника описывает 
при этом поверхность 
прямого кругового кону
са (рис. 81 ) . Такое дви
жение в механике назы
вают правильной прецес
сией. Возможность такого 
движения в школе счита
ют, конечно, установлен
ной опытом и задаются 
лишь вопросом о том, ка
кие . соотношения имеют 
место между скоростью Рис. 81  
v и постоянным откло-
нением маятника от вертикал и <р = а  (т. е .  углом 
между обр азующей конуса,  описываемого нитью, и 

, вертикалью) . Начинают с того, что н аходят для р а 
диуса круга, описыв аемого м аятником,  в еличину r = 
= l · s in a, где вместо siп a можно взять а, есл и  пред
положить, что угол а достаточно м ал . З атем гов ор и т  
о центробежной силе 132) · и  выводят формулу, согл а с
но которой наша точка, описывающаи окружность со 
скоростью v,  р азвивает центробежную силу, равную 

va v2 
-;- = т:а ·  

Чтобы движение не н арушилось, ее должна ура в
новешивать равная по вел ичине сила ,  напр авленн а я  
к центру окружности, - т а к  на�ываемая центростре
.мительная сила. Но последней является горизонтал ь
ная составляющая 133 ) силы тяжести, равная по вел и 
чине g · tg а ,  что п р и  достаточно малом а можно 
положить равным g · a. Таким образом, получаем ис
комое соотношение в следующем виде: 
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илп 
v = a -Y[iТ. 

Отсюда н аходим, что время одного кол�бания маят
ника Т, т. е .  то время, в течение которого м аятник 
описывает полную окружность 2лr = 2nla, равно 

т =  2:nla. 
= 2л; • 1 l ; 

v 'V g 
другими  слов ами ,  конический м аятник совершает 
в случае  достаточно м алых отклонений а правильную 
прецессию с определенным периодом,  вел ичина кото
рого не з ависит от сх,, 

Есл и  мы хотим подвергнуть критике уже эту часть 
вывода, то, прежде всего, замену siп сх, и tg сх, на сх, мы 
можем признать допустимой ; такую замену мы сами 
совершали в нашем точном выводе (с .  267) ; действ и ·  
тельно, благодар я  ей получается переход от «конеч
ных» колебаний к «бесконечно м алым» колеба
ниям 1 34 ) . В противоположность этому, формул а  цен
тробежной силы может быть получена «элементарным 
путем»  только ценой различных неточностей,  которые 
н аходят свое истинное обоснов ание л ишь в дифферен· 
циальном исчислении.  А именно, уже определение 
центробежной силы нуждается, в сущности, даже 
в понятии второй производной, так что при элемен
тарном выводе приходится исказить и последнее .  
В следствие этого возникают - ввиду невозможности 
ясно выразить то,  о чем идет речь, - огромные за
труднения для понимания,  которые при применении 
дифференциального исчисления совершенно не имел и  
б ы  места.  Мне не  приходится входить здесь в детали .  

Но н а  этом еще далеко не кончается вывод закона 
колебаний м а ятника.  Мы показали только возмож
ность равномерного движения по кругу, которое на 
языке анал итической механики изображается сле
дующим и  уравнениями ,  если возьмем оси х и у в пло
скости этого круга (т .  е. при наших упрощениях 
в плоскости ,  касательной к сфере ) (рис. 82) : 

х = la cos v� (t - fo) .  
у = la sin V � (t - t0) .  

(4) 
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Но мы желаем получить плоские колебания м аятника, 
другими словами ,  тяжел ая точка м аятника должна 
двигаться по нашей плоскости ху вдоль одной пря· 

., б 
х 

мои - оси х, а что ы при  отклонении <р = Т получи• 

лось верное ур авнение (3) ,  его ур авнение движения 
должно иметь такой вид: 

х = lC cos ,У� (t - /0), 
(5) 

у = О. 

Итак, нам надо от уравнений 
( 4 )' прийти к уравнениям (5  )',  
причем мы не  должны поль
зоваться дифференциальными 
уравнениями динамики. Этого 

!J 

достигают, вводя принцип Рис. 82 

наложения небольших trолеба-
ний, согласно которому, если возможны два движе .. 
ния х, у и х,, у, то возможно и движение х + х1,  
у +  у , .  А именно, мы можем комбинировать левовра
щательное движение маятника, выр ажаемое уравне
ниями (4 ) ,  с правовращательным движением,  опреде
ляемым такими уравнениями :  

х 1  = la cos �f (t - t0), 

у1 = - la sin � f (t - to). 

с В результате, если взять а =  2 ,  то движен ие х + х , ,  

у + у1 в действительности представляет собой то ко
лебательное движение  м аятника, выражаемое урав· 
нениями (5) , которое м ы  хотели вывести. 

При критике этих р ассуждений прежде всего воз
никает, конечно, вопрос о том, каким образом можно 
обосновать или, по крайней мере, сделать правдопо
добным ,  не пользуясь дифференциальным исчисле
нием , принцип наложения колебаний.  Но главным об· 7 

р азом при всех таких элементарных приемах изложе
ния всегда возникает вопрос о том ,  не могут л и  такие 
последов ательно допускаемые неточиости привести в 
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результате к заметной ошибке, хотя бы в отдельности 
эти неточиости и были допустимы .  Подробнее оста
навливаться н а  этом мне не приходится , так как эти 
вопросы столь элементарны,  что всякий из вас может 
самостоятельно продум ать их до конца, раз ваше вни
м ание на  них обращено. Я же хотел бы еще раз отме
тить, что здесь речь идет о следующем ц е н т р а л ь 
н о м пункте проблемы преподав ания : с одной стороны, 
здесь ясно выступает потребность принимать во вни
м ание исчисление бесконечно м алых, а с другой сто
роны,  обнаруживается необходимость введения три
гонометрических функций в общем виде, независимо 
от их  специального примененпя к геометрии тре
угол ьника .  

Теперь я перейду к последнему из тех применений 
тригонометрических функций, о которых я имел в виду 
говорить. 

С. Изобр ажен ие пер иодических функций посред
ством рядов из тригонометрических функций (тр иго
нометрические ряды ) .  К.ак известно, в астрономии и 
в м атем атической физике во многих случаях прихо
дится р ассматривать и вычисJrять периодические 
функции ,  и вот здесь-то упомянутое в загл авии изо
бр ажение и представляет собой самое гл авное и по
стоянно применяемое средство исследования . 

П р и б л и ж е н и я ,  в ы р а ж е н н ы е к о н е ч н ы м 
ч и с л о  м ч л е н  о в р я д  а .  Представим себе дл я 
большего удобства единицу длины выбранной так, 
что nериод данной периодической фупкцпп у = f (x) 

Рис. 8::; 

р авен 2л ( рис.  83) . Вопрос заключается в том ,  нельзя 
л и  такую функцию f (x) приближенно изобразить 
посредством линейной комбинации косинусов и сину· 
сов целочисленных кратных 2л вплоть до первой, вто· 
рой, . . .  , вообще п-й кратности с подходяще выбран· 
ными постоянными коэффициентами ;  другими сло· 
вами ,  нельзя ли заменить f (x) с достаточно м алой 
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ошибкой выр аженнем такого вида : 

Sn (х) = i + а1 cos х + а2 cos 2х -f: . .  : + an cos nx + 

+ Ь1 s in  х + Ь2 s in  2х + . . .  + bn s i n  nx. ( l }  

В свободный член вводят здесь м ножител ь 1 /2 и з  со
ображений, которые выяснятся ниже ( а  именно, для 
того, чтобы выражение коэффициентов было одина 
ковым для всех n) . 

Прежде всего я должен снова пожалов аться на 
изложение, припятое в учебниках.  А именно, вместо 
того чтобы поставить на первый пл ан только что ука
занную элементарную проблему,  авторьi учебников 
считают единственным заслужива ющим внимания 
примыкающий сюда теоретический вопрос о том , 
нельзя ли изобразить f (х ) точно посредство.и. беско
нечного ряда. 

Такая постановка вопроса для п рактических целей 
совершенно лишена интереса ,  ибо на  практике можно 
суммироватЬ только конечное и то не слишком боль
шое число членов ; решение указанного теоретического 
вопроса совершенно не позволяет судить о практиче
ской пригодности ряда : из сходимости ряда никоим 
образом нельзя заключать, что его первые члены вы 
ражают сум му ряда хотя б ы  с сам ым грубым прибли
жением ; точно так же,  как и ,  обратно, несколько пеr
вых членов расходящегося ряда могут быть весьм а 
пригодными для nрактического выра ж2ппя  функции.  
Я нахожу нужным особенно подчеркнуть это, так как  
тот, кто знаком только с таким обычным изложением, 
и хочет Затем ,  выполняя физический практикум (об
щий курс измерительных опытов по физике) , на  деле 
применить конечные тригонометрические ряды, обы к
новенно вводит сам себя в заблуждение такими лож
ными заключениями .  

Еще поразительнее покажется это пренебрежение 
конечными тригонометрическими рядами ,  если вспом
ним,  что их уже с давних пор подвергали самостоя
тельному изучению. Основы этого изучения дал 
астроном Бессель еще в 1 8 1 5  г. Впрочем,  те фор
мулы,  о которых здесь идет речь, в сущности сов
падают с теми, которые вчречаются пр и обычных 
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доказательствах сходимости,  но только те идеи, кото
рые мы с ними соединяем, приобретают здесь иную 
окраску и облегЧ?ЮТ практическое пользование этими 
вещами.  

В е л и ч и н а п о  г р  е ш н о с т и .  Теперь я перейду 
к ближайшему рассмотрению нашей темы и начну 
с вопроса о наиболее целесообразном определении ко
эффициентов а, Ь при данном числе членов n. Для 
этой цели уже Бессель выработал одну идею, примы
кающую к методу наименьших квадратов. Погреш
ность, которую мы совершаем, заменяя значение 
функции f (x) в точке х суммой 2n + 1 тригонометри· 
ческих функций - обозначим ее через S (х) , - р авна  
f (x) - S (x) ; мерой пригодности изображения функции 
f (x )  на всем отрезке О � х � 2:n:, составляющем один 
период, может служить сумма квадратов всех оШибок, 
т. е. интеграл 1 35 )  

2п 
1 = � (f (х) - Sn (х))2 dx. 

о 

Наиболее целесообр азное прибл ижение значений 
функции f (x) даст, следовательно, та сумма  S (x) , 
для которой этот и нтеграл 1 получает наименьшее 
значение ; на основ ании этого требов ания Бессель 
определил значение всех 2n + 1 коэффициентов ао, 
а ! ,  . . . ' an, b l , ь2 • . . .  ' bn. в самом деле, необходи
мые условия минимума интеграла 1 как функции 
наших 2n + 1 величин выражаются такими уравне
ниями:  

д !  д !  д !  
r =- O, r = o, . . . ' а- = 0, а о а а ап. 

д! д! дЬ а = О , . . .  ' дЬп. = О. 
(2) 

Так как 1 представляет собой квадратичную, суще
ственно положительную функцию переменных а0, • • •  
. . . , bn, то петрудно видеть, что те значения этих пе
ременных, которые получаются из уравнений (2) , в 
самом деле дают для 1 м инимум. 
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Если  выполнить дифференцирование под знаком 
интегр ал а  136 ) , то уравнения (2 )  примут такой вид:  

2:П: � (f (х) - Sn (х)) dx = О, 
о 
2:П: � (f (х) - Sn (х)) cos х dx = О, 
о 

. . . . . . . . . . . . . . 
2П � (f (х) - Sn (х)) cos nx dx = О, 
о 
!!:П: � (f (х) - Sn (х)) sin х dx = О, 
о 

2Я � (f (х) - Sn (х)) sin nx dx = О. 
о 

(2') 

Но интегралы от произведений функции Sn (x) · на 
косинус или синус можно значительно упростить. Дей 
ствительно, при  v = О, 1 ,  • . .  , n находим 
2П 2:П: � Sn (x) cos vx dx = �о � cos vx dx + 
о о 

2:П: 2:n: 
+ а1 � cos x cos vx dx + . . . + ап � cos nx cos vx dx + 

о о 
2Я 2:П: 

+ Ь1 � sin х cos vx dx + . . .  + bn � sin nx cos vx dx. 
о о 

Согласно известным свойствам интегралов от тригоно
метрических функций все члены справа равны нулю, 
кроме члена с индексом v, содержащего косинус, ко
торый имеет, как известно, значение n ;  таким обра
зом 137 ) . 

� Sn (х) cos '\IX dx = avn 
(1 

(v = O , 1 ,  • • .  , n). 
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Эта формула  спр аведлива и при  v = О благодаря 
1 тому, что мы присоединили множитель 2 к коэффи-

циенту а0• Таким же образом находим далее, что 
211 � Sn (х) s in  vx dx = bvn 
о 

(v = 1 ,  2, . . . , n). 

Эти простые соотношения показывают, что каждое из 
уравнений (2') содержит только одно из 2n + 1 неиз
вестных;  поэтому  мы можем сразу написать значения 
этих неизвестных: 

2Л 
av = � � f (х) cos vx dx 

о 
2Л 

bv = � � f (x) sin vx dx 
о 

(v = О, 1 ,  . . .  , n) , 

(3) 
(v = 1 ,  . . . , n). 

Во всем да.'!ьнейшем мы будем считать, что коэффи
циенты Sn (х )  имеют эти именно значения ;  тогда I 
действ ител ьно получит свое наименьшее значение, ко
торое р авно 1 38 ) 

2Л n n 

� t <x>2 dx - n  I а� - 1(.  I ь�. о v - o  v- 1  
Весьма важно отметить то ,  что полученные таки.лt 

образом значения коэффициентов совершенно не зави
сят от общего числа n членов ряда; даже, более того, коэффициент при cos vx или s in  vx сохраняет одно 
и то же значение независимо о.т того, применяют ли 
для приближенного вычисления функции f (x ) по тому 
же самому принципу один только этот член или же 
в соединении с любыми другими членами.  Если бы,  
например ,  м ы  захотели возможно ближе подойти 
к значениям функции f (x) с помощью одного только 
члена с косинусом : av cos vx, так что должно было бы 
быть 

2Л � (f (х) - av cos vxf dx == min, 
о 



О ТРИ Г О I ! ОМ2ТРИЧ ЕСЮIХ ФY! i K Ц I ! /I X  '2.77 

то и в таком случае мы получили бы для av ка к р аз 
написанное выше значение. Благодаря  этому указ ан
вый метод приближения оказывается особенно удоб· 
ным н а  практике. Uсл и  бы мы пожел али,  например,  
приближенно изобразить функцию,  ход изменения 
которой похож на ход изменения синуса,  с помощью 
одной только функции sin х и затем увидели ,  что это 
приближение недостаточно точно, то мы могли бы 
присоединить еще сколько угодно членов в в иде ел а· 
гаемых - на основании того же принци л а  наимень
шей суммы квадратов ошибоi<, - не изменяя вели
чины уже найденного первого ЧJ"'ена .  

С х о д  и м о с т ь б е с к о н е ч н ы х р я д о в . Теперь 
мне предстоит показать вам ,  насколько суммы Sn (X) , 
определенные указанным образом , приближаются в 
от дельных случаях к данной функции f ( х )  . Но мне 
представляется весьма  целесообразным предпосл ать 
такому исследованию естественнонаучный ЭI<сперимен
тальный метод, а именно, построить для нескольких 
конкретных случаев графическое изобр ажение при
ближенных кривых Sn (x) . Это дает живое представ 
.пение о сути дела и в ызывает даже у людей, не  имею
щих специальной склонности к м атем атике ,  интерес 
и потребность в м атематическом образовании .  

1 . Наиболее простые функции ,  для которых имеют 
смысл наши интегралы,  служащие для определения 
коэффициентов , м ы  получим ,  составляя графики из 
прямолинейных отрезков. Пусть, .н апример ,  график 
функции f (x) идет от О до � по прямой под углом 45° 

вверх, за-тем под таким же углом опускается в низ до 
точки с абсциссой х = 32:л: и ,  наконец, снова под 
углом в 45° поднимается вверх до точки х = 2:n:; далее 
функция повторяет этот период (0 ,  2л:) ( рис. 84 ) .  Если 
будем вычислять соответствующие коэффициенты, то 
увидим ,  что все av = О, так как f (x ) - нечетпая  функ
ция, и всл едствие этого остаются только члены с си
нусами ;  получается такой ряд: 

S ( ) _ _! ( sin х _ sin Зх + sin 5х _ 
) х - :л: ! 2 ----зг- 1)2 • • • • 

На рис. 84 предста влен ход к р а в ы х ,  изобра
жающих - сумму одного и двух первых членов . Они 
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примыкают все ближе и ближе к данной кривой у =  
= f (x) , причем число точек пересечения их с этой кри .. 
вой постоя.нно возраста ет. Особенно замечательно то, 
как эти приближенные кривые все больше и больше 
вдвигаются в углы, образуемые гр афиком функции 

f ( \' n Зп 
х J. в точках с абсциссами 2 ,  2• . . . , хотя сами 

они как аналитические функции не могут образовы
вать углов. 

Рис. 84 

2. Пусть линия f (x)  от О до :п: подним ается вверх 
под углом в 45° по прямой линии, затем дел ает вне
запный скачок вниз до значения -:п: и потом снов а 
nоднимается вверх под углом в 45° до х = 2:п:; таки м 
обр азом,  гр афик состоит из ряда пар аллельных пря
молинейных отрезков, проходящих через точки х = о. 
2:п:, 4:п:, • • •  оси х (рис. 85) .  Вставляя в местах р азрыва 
по вертикальному отрезку, соединяющему оба конца 
н а клонных отрезков, м ы  изобразим н ашу разрывную 
функцию посредством непрерывной линии, напом и
н ающей те штрихи, которые все в ы  делали в начале 
обучения письму. Это - опять нечетпая функция, так 
что все члены с косинусами выnадают, и р азложение 
в ряд и меет такой вид: 

S ( ) _ 2 ( sin х sin 2х + sin Зх sin 4х + ) х - -�- - 2 _3 _ _ _ 4_ • • • • 
Н а  рис. 85 изображены суммы первых ... двух, трех, че
тырех членов ; и в данном случае особенно замеча
тельно то,  что они как бы стремятся подр ажать раз
рывам функции f (x) ,  проходя, например, через нуле· 
вое значение при х = :п: все более крутым падением. 
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3. В качестве последнего пример а возьмем кри .. 
� � � � � �  � вую, котор ая для О ::::::: х ::::::: 2 р авна 2 ,  для 2 ::::::: х �  

� � � � 2  равна нулю и для т � х � 2л равна - 2 •  
а дальше периодически принимает такие же значе· 
ния. Вставляя, как и р аньше, вертикальные отрезки 
в местах разрыва, мы получим крючкаобразную ли-

--- t:)z 
- - - --- Sз 
.. . . . . . . . . . . . . . . .  s,. 

Рис. 85 

нию. И в данном случае только члены с синусами 
отличны от нуля,  ибо функция нечетная, а именно, 

S (x) = sin х + 2 s ln22x + sin3зx + 0 + sin55x + 
+ 2 sin 6x + sln 7x + О + � + • • •  6 7 9 

Здесь закон для коэффициентов не столь прост, как 
в предыдущих случаях , и соответственно этому пере 
ход от одной приближенной кривой к другой ( на  
рис. 86  изображены кривые для сумм из  3, 5 и 6 чле
нов ) не так ясен, как в прежних пример ах. 

Перейдем теперь к вопросу о том ,  как велика во
обще та ошибка при определенном значении х, кото
рую мы совершаем, заменяя f (x )  суммой Sn (x) ;  до 
сих пор мы интересавались только интегралом от этой 
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ошибки, взятым по всему интервалу. Теперь для от
личия от абсциссы х, которую мы считаем постоянной, 
будем обозначать переменную интегрирования в вы
ражен иях (3 ) для коэффициентов av .  bv через 6,. Тогда 

о 

--- SJ - - - - - s'.J 
. . . . . . . . . . . . . .  1.')6 

Рис. 86 

наша конечная сумма  ( 1 )  примет такой вид : 
?n 

Sп (х) = _!_ f ds • f (s) · {..!.. + - n J 2 
о 

+ cos х cos 6 + cos 2х cos 26 + . . ·. + cos nx cos ns + 

+ sin х s iн s + s in 2х s in 26 + . . .  + sin nx sin ns} . 
или же, соединяя каждые два слагаемых, стоящие 
одно под другим , в один член : 

2:!t 

Sп (х) = � � ds · f (s) · { � + cos (x - S> +  
о 

+ cos 2 (x - s) +  . . .  + cos n (x - s>} · 

Ряд, стоящий в скобках, петрудно суммировать; удобнее всего, пожалуй, сделать это, переходя к ком
плексной показательной функции .  

В результате - в детали я не могу здесь входить 
получается следующее выражение, если воспользо· 
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ваться тем , что в силу периодичности подынтеграль
ной функции за  пределы интегрирования можно п р и ·  
нять - n  и +п: 

+n 2n + l 
1 r sln -2- (� - х) 

Sn (х) = 2n J d6 • f (6) · . 1 • 
- п  s ш  2 (� - х) 

Чтобы получить представление о величине этого 
интеграл а ,  построим сперва кривые 

1 1 Ь = ± 2n ---,��--sin 2 (� - х) 
для отрезка х - n � 6 � х + n оси 6; они ,  очев идно, 
похожи на ветви гиперболы.  Между этими  ветвями со
вершает колебания кривая 

. 2п + 1 
1 sш -2- (s - х) 2 + 1 

fl = 2n • = ь · s in � (6 - x), 
sin _!_ (6  - х) 2 

причем тем чаще, чем больше n. При s = х она при·  
ним ает значение, возрастающее одновременно с n 

2n +  1 и равное 1) = � . Есл и  положить дл я простоты 
+n 

f ( s )  = 1 , то Sn (х) = � 1) d6 пр едст а в ит площадь1 огра-
- п  

ниченную кривой 1) и осью 6 (на рис.  87 за штрихова н
ная  часть ) . Но обл адая хотя бы в некоторой степени 
чувством непрерывности , легко убедиться в том , что 
при достаточно большом значении n к а 1.; справа ,  так 
и слева площади, соответствующие отдельным коле
баниям, которые попеременно положительны и отр и 
цательны, должны друг друга компенсировать, т а к  
что остается только площадь очень высокого и уз кого 
среднего куска ; последний же, как нетрудно видеть, 
nри возрастании n переходит как раз  в значение 
f (x) = 1 . Совершенно так же в общем обстоит дело, 
К>1Гда f (х ) представляет ' собой любую не слишком 
разрывную функцию,  но непременно непрерывную 
при x = s. 

Такие же точно сообр ажения , в ы р а ж е н н ы е  в более 
строгой форме, лежат в основании доказ ательства 
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сходимости бесконечных тригонометрических рядов ,  
которое Дирихле впервые опубликовал в 1829 г .  В н а 
стоящее время это доказательство приводится в боль
шинстве учебников , так что мне не приходится здесь 
на  н е м  останавливаться. Я должен лишь назвать те 
условия,  которым должна удовлетворять функция 

f (х) ,  чтобы ее можно было представить в виде беско
нечного тригонометрического ряда . Предположим сно
в а, что функция f (x) задана на отрезке О :::::;;; х :;;:;;; 2л: 

Рис. 87 

и затем продолжается периодически. Дирихле делает 
следующие допущения, называемые теперь просто 
условиями Дирихле: 

а ) функция f (х) непрерывна целыми отрезками, 
т. е. в интервале  (0, 2л:) функция имеет только конеч
ное число разрывов ; 

Ь) функция f (x) монотонна целыми отрезками, т. е. 
весь интервал (О, 2л:) можно р азбить на  конечное 
число таких более мелких интервалов, что в каждом 
из них f (x) либо не возрастает, либо не убывает, 
другими словами,  f (x)  обладает лишь конечным чис
лом максимумов и минимумов. Поэтому приходится 

ф 
. 1 

исключить такие, например , ункции, как sш х , для 

которой в окрестности точки х = О скопляется беско
нечное число экстремумов. 

При соблюдении этих условий, как показывает 
Дирихле, бесконечный тригонометрический ряд точно 
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nредставляет значение функции f (x) во всех точках х, 
в которых nоследняя  неnрерывна :  

l im  Sn (х) = f (х). 
n + oo  

Но далее Дирихле показывает, что и в точках разрыва 
этот ряд сходится, а именно, сумма его при этих зна
чениях х равна среднему арифметическому тех значе
ний, которые принимает f (х) ,  если приближаться 
справа и слева к точке разрыва, или, как прпнято 
nисать, 

1 •  S ( ) _ f (х + О) + f (х - О) 1m  n х - 2 • n -+ oo  

На рис. 88 отмечены такие точки разрыва и те зна· 
чения, о которых идет речь. 

Упомянутые условия Дирихле, накладываемые на 
функцию f (х) , только достаточны, но н и  в коем слу
чае не являются необхо-
димыми для того, чтобы f'{x-o; 
f (x ) была представлена  lUm !>'п (.zY!�If(2�-Q) 
тригонометрическим р я- ..---' � 
дом S (х ) . Но, с другой I(+O) -f(.:c+O) f'(2�+0) 
стороны, недостаточно 
предполагать только не- --i0---.:c-'::-----,2!::111,.----;..,..:c 
прерывность функции 
f (x ) ;  можно построить 
непрерывные функции,  у 

Рис. 88 

которых бесчисленное множество колебаний столь 
сильно сгущено, что ряд S (х ) расходится .  

Я в л е н и е Г и б б с а .  После этих - скорее теоре· 
тических - замечаний я хочу сказать несколыю слов 
о практической стороне тригонометрических рядов. 

Построены
/ 

специальные механические аппараты 
для вычисления коэффициентов тригонометрических 
рядов, так называемые гармонические анализаторы. 
Это название объясняется тем значением , которое, ка к  
известно, имеет разложение данной функции у = f (x )  
в тригонометрический ряд в акустике; оно  в точности 
соответствует разложению любого тона у = f (x) (где 
х означает время, а у - амплитуду колебаний, соот
ветствующую данному тону) �а «чистые тона», т. е. 
на чистые косинусоидальные и синусоидальные коле
бания. Майкельсон в Чикаго и Стреттон построили 
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аппар ат, позволяющий вычислить даже 1 60 коэффи
циентов (v = 1, 2 ,  . . .  , 80 ) . Этот аппарат позволяет, 
и обратно, суммировать данный тригонометричесiшй  
ряд из 1 60 членов , ·- другими слов ами ,  по данным 
коэффициентам восстановить функцию f (х ) ; конечно, 
эта з адача тоже имеет громадное пра ктическое зна
чение .  

Аппар ат Майкел ьеона - Стреттона впервые обра 
тил внимание на одно интересное явление, собственно 
говоря, совершенно элем ентарного характер а ;  прихо
дится удивляться тому, что до тех пор оно оставалось 
неза меченны м .  Впервые заговорил о нем Гиббс в 
1 899 г . ,  и поэтому его и н азывают явлением Гиббса .  
Позвол ьте мне сказать о нем  несколько слов. По  тео
реме Дирихле зна чение бесконечного тригонометри
ческого ряда при опредеJiенном значении х равно 
f (х + О) t f (х - О) ; так,  во втором из наших приме
ров - чтобы иметь в виду конкретный случай - сум-

А 
м � ряда в этом смысле слова 

:: 
представляет функцию, изо-
браженную на рис.  89 с изо.т 0 1 n'  -�___"- лираванными точками для 

1 х = л:, Зл:, . • .  
: Но раньше м ы  смотрели 

Рис. 89 
на тригонометрическое п р и 
ближение иначе, чем Дирихле, 
который оставляет величину х 

постоянной и заставляет n возрастать до бесконеч
ности . Мы, напротив, оставляли значение n постоян
н ы м  и рассматривади Sn (х } при переменнам х и та
ким образом строили последовательные прибли
женные кривые St (x) S2 ( x) , S3 (x ) ,  . . .  Вопрос за
ключается в следующем : что станет с этими кри
выми, если n будет возрастать до бесконечности? Или, 
выражаясь арифметически . вокруг каких значений 
сгущаются 1 39) значения Sn (х) , когда n при перемен
нам х стремится к бесконечности? Ясно, что теперь 
предельная функция не содержит более изолирован
ных точек, как прежде, т. е .  у Дирихле ;  напротив, мы 
должны получить сплошную линию. Н а  первый взгляд 
представляется вероятным,  что эта кривая будет со

стоять как раз  из непрерывных ветвей кривой у = 
= f (х) и из вертикальных отрезков, соединяющих 



О ТРИ ГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИ ЯХ 285 

значения f (x + O) и f (x - 0) в м естах р азрыва ;  в уПо
мянутом примере это была бы линия ,  напоминающая 
готическую букву «111» ( рис. 85 ) . На самом же деле 
оказывается , что вертикальный отрезок предельной 
кривой всегда несколько в ыходит вверх и вниз за  пре
делы значений f (x + О)  и f (x - О) на  конечную длину, 
так что эта кривая имеет замеча
тельный вид,  представленный на 
рис. 90 .  Эти добавочные хвости-
ки впервые были замечены у 
кривых, построенных аппаратом - о  
Майкельсона,  так что они обна
ружены именно эксперименталь
ным путем .  Вначале их, конечно, 
приписывали несовершенству Рис. 90 
аппарата ,  пока Гиббс не выяснил 
необходимость их появления.  Если через D обозна 
чить величину скачка ( 1 f (х + О )- f (х - О ) 1 )', то ,  как 
наказал Гиббс, удлинение должно р авняться 00 

D � sin 6 1 - - -- dt � - О 28D � О 09D 
10 6 \о � ' ' • 

� 

Что касается /обоснования такого утверждения , то до
статочно дать его для одной какой-нибудь р азрывной 
функции, - скажем,  для функции,  которой м ы  в о с
пользовались в качестве примера , - так как все дру
гие функции с таким же скачком должны получиться 
из нее посредством прибавления соответственных не
прерывных функций .  А для этого случая доказатель
ство не особенно 'Fрудно; оно получается из р ассмот
рения интегральной формулы для Sn (x) (с .  28 1 ) . 
С другой стороны, можно вполне отчетливо просле
дить по наброску приближенных кривых (рис. 85) , 
каким образом возникает острие Гиббса.  

Я зашел бы слишком далеко, если бы стал входить 
здесь в дальнейшие, хотя крайне интересные подроб
ности хода приближенных кривых. 

На этом я закончу специальные замечания отно
сительно тригонометрических рядов , чтобы присоеди
нить к ним отступление, посвященное общему  поня
тию функции,  которое и по сущ!:'ству дел а ,  и истори
чески очень тесно сюда примыкает. 
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D. Общее понятие функции. Мы должны заняться 
в н а шем курсе этим вопросом ,  тем более,  что ведь 
наша школьная реформа по самому существу своему 
стоит под девизом выделения на  первый пл ан в 
школьном обучении этого столь важного понятия . 

Сначал а мы проследим историю развития этого 
понятия. Прежде всего заметим , что у более старых 
авторов,  каковы Лейбниц и Бернулли, понятие функ· 
ции встречается в сегда лишь в применении к отдель· 
ным примерам ,  к степеням ,  к тригонометрическим 
функциям и т. п .  Общие формулировки встречаются 
впервые только в XVIII в .  

1 .  У Эйлера около 1 750 г .  мы находим два различ
ных определения слова «функция»:  

а)  В своем « lntroduct ion» он называет функцией 
всякое аналитическое выражение, содержащее х, т. е .  
в сякое выражение, составленное из степеней, лога 
р ифмов , тригонометрических функций и т. д. Впрочем , 
он уже дела ет обычное подразделение функций на 

' 0  алгебраические и на  трансцен
дентные. 

Ь )  Наряду с этим мы встре
чаем у него случаи,  когда функ
ция у (х ) определяется тем, что ilJ 
в плоскости координат ху начер-

Рис. 9 1  чена кривая просто о т  руки «l i 
bera maпu ducta» (рис.  9 1 ) . 

2. Лагр анж в своей «Theorie des fonctions analyti
ques» (около 1 800 г. )  сильно ограничивает понятие 
функции, сводя его к так называемым аналитически,"' 
функциям, определяемым посредством степенного 
ряда относительно х. Мы сохранили до сих пор этот 
термин  «аналитическая функция»,  хотя, конечно, хо
рошо знаем,  что здесь идет речь только об одном 
специальном классе функций из числа тех, которьте 
действительно появляются в анализе. Степенньrм ря
дом 

у = 8 Цх) = ао + а1х + а2х2 • • •  
функция определяется только в нутри области сходи
мости , т. е. в пекоторой окрестности значения х = О. 
Но вскоре был найден способ р асширения области, 
в которой функция определена,  за пределы первона
чального круга сходимости : если, например, значение 
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х1 лежит внутри (рис. 92) области сходимости ряда т 
и если преобрааов ать этот ряд в другой степенной 
ряд, р асположенный по степеням х - х1 : 

y = !nt (X - Xt), 

то может случиться ,  что область сходимости послед
него ряда выйдет за пределы обл асти сходимости пер· 
вого ряда, так что у окажется определенным в более 
обширной области; повторяя тот 
же прием, можно иногда эту об· и 
ласть р асширить еще дальше. 
Этот процесс аналитического про
должения хорошо известен вся
кому, кто хоть немного зани- .....J,.---'---Б; 
мался теорией комплексных о Xt 
функций. 

Обратите внимание в особен
ности на  то обстоятельство,  

Рис. 9 2  

что все коэффициенты степенного ряда tR (x) ', а сле
довательно, и сама функция у будут вполне опре• 
делены, если будут известны значения функции у 
вдоль какого-нибудь отрезка оси х сколь угодно м а
лой длины, например в окрестности точки х = О ; д<"Й· 
ствительно, тогда будут известны значения всех про
изводных функции у при х = О и коэффициепты мож .. 
но определить с помощью формул 

у (О) = ао,  у' (О) = а1 , у" (0) = 2� . . . . 

Таким образом, самый м аленький отрезок функции. 
аналитической в смысле  определения Лагранжа, 
вполне ее определяет на  всем ее протяжении.  Это 
свойство находится в полном противоречии со свой
ствами функции в смысле  второго определения Эй
лера :  всякий отрезок такой фун�ции можно продол
жить произвольным образом. 

3 .  Имея в виду дальнейшее развитие пенятия функ
ции, я должен назвать теперь Фурье - одного из 
многочисленных выдающихся м атем атиков, живших 
в Париже в начале XIX в .  Его главный труд - «Ан а· 
литическая теория теплоты» (Theorie analytique de 
!а chaleur ) - появился в 1 822 г. ; первое сообщение 
о содержащихся в нем теориях Фурье сделал Париж .. 
ской Академии уже в 1 807 г. Это произведение яв
ляется источником всех тех методов соврем енной 
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м атематической физики, которые можно охарактери
зовать сведением проблем к интегрированию диффе
ренциальных уравнений с частными производными 
при заданных значениях на  границах. Сам  Фурье за 
нимается специально вопросом о теплопроводности, 
который в простейшем случае  состоит в следующем : 

Рис. 93 

край плоской круглой пластинки 
поддерживается при определенной 
температуре, например,  одна часть 
края при температуре таяния льда , 
друга я - при температуре  кипения 
воды (рис.  93 ) ; спрашивается, ка 
кое установится стационарное рас
пределение температур вследствие 
распространения теплоты в пластин
ке? Таким образом , здесь играют 
роль значения на границах, кото-
р ые можно по краю пластинки за 

давать совершенно произвольно, причем в одной части 
совершенно независимо от другой ;  поэтому здесь на 
первый план выступает второе определение функции 
Эйлера , а не определение Лагранжа . 

4. Это же самое эйлерово оi!ределение принимает, 
в сущности,  и Дирихл е  в упомянутых выше работах, 
но только он его переводит на язык анализа или, как  
говорят теперь, арифметизует его. И это действи
тельно представляется необходимым,  ибо никакая 
кривая ,  как бы тонко она ни был а вычерчена ,  никогда 
не даст точного определения соответствия  значений х 
и у по той причине,  что толщин а  черты не позволяет 
произвести арифметически точное измерение нужных 
значений . 

Дирихле формулирует арифметическое содержание 
эйлерова определения следующим образом : «Если 
в пекотором промежутке каждому отдельному значе
нию х отнесено одно определенное значение у, то пе
релtенная у называется функцией от х» .  Вл адея, та 
ким образом , этим наиболее общим понятием функ
ции,  Дирихле все же всякий раз  имеет в виду, следуя 
всеми принятому обычаю, прежде всего непрерывные 
или не слишком р азрывные функции.  Если  в ту пору 
и считали в полне возможным сложные сгущения точек 
р азрыва ,  то едва ли предпол агали ,  что такие случаи 
могут представить интерес для изучения.  Эта точка 
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зрения находит свое отр ажение и в том ,  что Дирихла 
всегда говорит о разложении в ряд «вполне произ� 
вольных функций», а между тем он очень точно фо р� 
мулирует свои «условия Дирихле»,  которы м  эти функ4 
ции должны удовлетворять .  

5. Теперь мы должны принять во щшмание, что 
около 1 830 г. начинается более общая р азработка тсо� 
рии функций комплексной переменной, которая стано<ri 
вится постепенно, приблизительно в течение после"'! 
дующих трех десятилетий ,  общим достоянием м ате· 
матиков. Это развитие связано, прежде всего, с 
и менами Коши , Римана и Вейерштрасса : первые два 
исходят, как известно, из дифференциальных уравнений 
в частных производных, названных их именами  (этим: 
уравнениям удовлетворяют действительн а я  и мнимая  
части и,  v комплексной функции f (х + iy) = и + iv ) .  
между тем как Вейерштрасс определяет функцию сте
пеннЫм рядом и совокупностью его аналитических 
продолжений , примыкая этим в известной степени 
к Лагр анжу. 

И вот оказывается , что этот переход в об.11асть 
комплексных величин привел к сопоставлению и объ· 
единению обеих рассмотренных вы· n.лм:кость z 
ше точек зрения на  функцию ;  !J я остановлюсь на этом несколько 
подробнее. 

Положим z = х + iy и будем 
рассматривать степенной ряд 

предположим, что этот ряд схо- Рис. 94 
дится при небольших значениях z, 
определяя собой, по терминологии Вейерштрасса , 
элемент аналитической функции .  Рассмотри м  его зна
чения на небольшой окружности р адиуса r с центром 
в точке z = О ( рис. 94 ), лежащей целиком внутри об
ласти сходимости ; другим и  словами ,  nодставим вме
сто z в степенной ряд величину х + iy = ,.  ( cos q> + 
+ i sin 1р ) : 

f (z) = с0 + c 1r (cos 1р + i s in �р) + 
+ c2r2 (cos 2<р + i s in  2�р) + . . .  

10  Ф. Клейн, т . .1 
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Если разложим коэффициенты на  их действительные 
и мнимые части : 

ао - i�o  
Со = 2 ' 

то для действительной части функции f найдем такое 
выр ажение :  

u(rp)  = �о + a1r cos <р + �r2 cos 2rp + . . .  

. . . + � 1r s in <р + �2r2 siп 2<p + . . .  
Мы преднамеренно взяли чисто мнимые части коэф
фициентов с; со знаком минус с тем , чтобы в послед
нем выражении все знаки были положительными. 
Таким образом, степенной ряд для f (z)  дает выраже
ние действительной части и на нашей окружности 
как функции угл а rp посредством тригонометрического 
р яда такого рода , как мы рассматривали выше, с ко
эффициентами  а0 , r'av , r'��� v ·  Обр атно, этот тригоно
м етрический ряд вполне определяет собой все вели
чины схо, сх 1 ,  • • •  , � � .  �2 ,  • • • , а сл едов ательно, и сте· 
nенной р яд, не считая постоянного сл агаемого - i�o 

• 

Есл и  з адано какое-либо р аспределение значений и (<р) 
по окружности,  лишь бы его удалось представить 
в виде тригонометрического ряда, - если, другими 
словами,  з адана функция в смысле Дирихле, удовле· 
творяющая условиям Дирихле, - то ей можно указан
ны м  образом отнести определенный степенной ряд, 
сходящийся в нутри взятой окружности радиуса r, т. е. 
определенную аналитическую функцию, действитель
ная часть которой приним ает на этой окружности за
данные значения и (<р ) .  Мы видим ,  что в этом порядке 
идей понятие функции в смысле Фурье - Дирихле 
вполне совпадает с определением Лагранжа ; только 
т а  произвольность, котор ая имеет место по отношению 
к ходу изменения тригонометрического ряда и (<р) 
вдоль окружности, степенньiм рядом вполне концен
трируется в ближайшей окрестности центра окруж
ности . 

6. Но современная н аука не остановил ась, конечно, 
на образовании этих понятий, ибо наука как таковая 

никогда не  знает отдыха, и только тот или другой 
исследователь может прийти в изнеможение. А имен-
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но, в противоположность той точке зрения, которую 
я охарактеризовал выше как точку зрения Дирихле,  
в последние три десятилетия при изучении  действи
тельных функций стали интересоваться р азличным и 
функциями,  которые существенно выходят з а  предел ы 
условий Дирихле .  При этом были найдены весьм а 
з амечательные типы функций, содержащие «отвратп
тельные скопления» самых неприятных особенностей.  
Здесь, прежде всего, возникает вопрос о том ,  чтобы 
исследовать, в какой мере остаются в силе при  н али·  
чии таких «уродств» те теоремы, которые имеют м есто 
для «приличных» функций. 

7. Наконец, сюда же примыкает совершенно новое 
обобщение понятия функции,  идущее еще дальше. До 
сих пор функцию всегда считали определенной в каж
дой точке континуума в сех действительных или всех 
комплексных значений х или же, по кра йней м ере,  во 
всех точках некоторого интервал а  или области. Но 
с тех пор , как все более и более стало выступать н а  
первый пл ан созданное Г.  Кантором понятие множе
ства ,  согласно которому континуум всех х представ
ляет лишь пример «множества» , - с этих пор стал и 
рассм атривать и такие функции ,  которые  определены 
только для значений х из какого-либо м ножеств а ,  
и стали вообще называть у функцией аргумента х, 
если всякому элементу одного множества объектов 
(чисел или точек) х соответствует опреДеленный эле
мент другого множества у . 

.Я хочу здесь же отметить одно отличие этих новых 
представлений от прежних: понятия, выясненные в 
пп.  1-5, возникли  и р азвились, главным образом ,  
ввиду их приложений к изучению природы : доста
точно вспомнить заглавие сочинения Фурье! Наобо
рот, новейшие исследования,  упомянутые в пп .  6 и 7, 
представляют собой продукты чисто м атематической 
потребности исследования, которая не имеет вовсе 
в виду нужд естествознания ; действительно, до сих 
пор эти исследования не нашли еще прямого прим е
нения.  Конечно, оптимист должен полагать, что еще 
придет, несомненно, время для таких приложений .  

Но поставим снова свой обычный вопрос о т о м ,  
что из всего этого должна воспринять школа ,  что 
должен знать о них учитель и что должны зRать 
ученики, 

to• 
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Прежде всего, если школ а несколько, ска жем , на 
три десятилетия ,  отстает от новейших успехов нашей 
н ауки, если обнаруживается, так сказать, известный 
гистерезис, то это вполне  естественно и отнюдь не 
нуждается в оправдании.  Но в действительности 
имеет место гораздо более продолжительный гисте
р езис, обнимающий более столетия :  ведь школа боль
шей частью игнорирует все развитие науки, имевшее 
место после Эйлер а ;  таким образом,  для работы ре
форм аторов остается еще весьма обширное поле. То, 
чего мы требуем от реформы,  представляется весьм а  
скромным ,  если сравнить наши требования с совре· 
м енным состоянием науки:  мы хотим, чтобы общее 
понятие функции в смысле того и другого определения 
Эйлера проникло как фермент во все преподавание 
.иатематики в средней школе ; но его надо вводить не 
в форме абстрактного определения ,  а на конкретных 
п римерах, которые в большом числе имеются уже 
у Эйлера , чтобы сдел ать это понятие живым достои 

н ием ученика.  Что же касается преподавателей мате
м атики, то, конечно, желательно, ч:тобы они, помимо 
того, были знакомы с элементами теории комплексны х  
функций . Хотя и нельзя требовать .того ж е  п о  отно
ш ению к новейшим концепциям учения о множествах, 
но все же желательно, чтобы среди многочисленных 
у чителей нашлось хотя бы небольшое число само· 
стоятельна работающих людей , которые занялись бы 
и этими вещами .  

И с т о р и ч е с к о е  з н а ч е н и е  т р и г о н а м е т 
р и ч е с к и х р я д о в Ф у р ь е.  К сказанному я хотел 
бы добавить несколько слов о том , какую важную 
роль сыграло учение о тригонометрических рядах во 

всей этой эволюции понятий.  
Первым пришел к изображению произвольных 

функций посредством тригонометрических рядов Да
ниил Бернулли, сын Иоганна Бернулли .  Изучая 
(около 1750 г. ) а кустическую проблему о колебаниях 
струны, он заметил, что можно получить самый 
общи й вид колебаний струны посредством нало
жения синусоидальных колебаний,  соответствующих 

основному тону и чистым обертонам ,  а из этого 
вытекает возможность разложить функцию, изо
бражающую форму струны, в тригонометрический 
р яд. 
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Хотя в деле ознакомления с этими рядами  вскоре 
были сделаны значительные успехи , однако никто н е  
хотел верить, что с помощью та ких рядов можно пред· 
ставить любые функции ,  заданные гр афически. Это 
можно объяснить неяснастью представления о такогu  
рода соображениях, какие теперь в учении о множе· 
ствах стали совершенно тривиальными.  По-видимо· му, принимали  а pr ior i , - не умея, конечно, выразить 
это точно, - что множество всех произвольных н е ·  
прерывных функций обширнее множества всех во· 1 ·  
можных систем числовых значений а0, а 1 ,  а2 ,  • • •  , Ь 1 ,  Ь2 ,  . . .  * ) , которые соответствуют совокупности всех 
тригонометрических рядов .  

Но точные логические построения современной теn· 
рии множеств пролил и свет на  эти вопросы и обюi
ружили ложность указанного предрассудка .  Позволь·  
те мне подробнее остановиться на этом важном 
вопросе. Легко в идеть, что непрерывная функция , 
определенпая произвольпым образом в пекотором ин
тервале, например (0,  2n) , будет задана па всем e:J 
протяжении, если будут заданы ее значения во все:с 
рациональных точках этого интервала. Действите.тт ьно ,  
ввиду того что эти значения 
во всяком промежутке обра 
зуют всюду плотное мно
жество, то ко всякому ирра 
циональному значению х 
можно подойти сколь угод
но близко с помощью 
(рис. 95 ) рациональных 
значений, и в силу непре
рывности функции значение 

!1 

о 
Рис. 95 

ее f (x)  должно равняться пределу значений в этих 
бесконечно близких рациональных точках. Далее, ка к 
известно, множество всех рациональных чисел «счет· 
ное», другими словами ,  его можно р асположить в та · 
кой ряд, что в нем за  определенным первым элемен· 
том следует определенный второй, з а  ним третий 
и т. д. А из этого следует, что задать произвольную 
непрерывную функцию значит задать счетное множе· 

.. ) Каждая комбинация а0, а 1 ,  а2, • • •  , Ь1 ,  Ь2, • • • оnределяет 

тригонометрический ряд, если рассм атривать эти числа как его 
коэффициенты. 
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ство констант - значений функции в р асположенных 
таким образом р ациональных точках. Точно таки м же 
обр азом посредством счетного множества постоянных 
ао, а 1 ,  Ь 1 , az, bz, • . .  может быть задан определенный 
тригонометрический ряд. Та ким образом мнение, буд
то множество всех непрерывных функций по самой 
своей природе существенно обширнее лtножества ря
дов, оказывается лишенным всякого основания. Ниже 
мы снова займемся этим вопросом более обстоя
тельно. 

Фурье первый отрешился от такого предвзятого 
мнения,  и в этом заключается его гром адное значение 
в истории тригонометрических рядов. Хотя он и не 
дал приведеиного выше объяснения в духе учения 
о множествах, но он первый имел мужество уверо
вать в способность тригонометрических рядов изобра
жать произвольвые функции ;  руководствуясь этой 
верой, он действительно вычислил несколько харак
терных примеров р азрывных функций (подобных тем, 
которые мы рассмотрели выше) и тем поставил вне 
сомнений правильиость своего убеждения. Общие до
казательства сходимости дал впервые, как я уже го
ворил ,  Дирихле, ученик Фурье. Выступление Фурье 
было н астоящей революцией ; чтобы посредством ря
дов из аналитических функций можно было изобра
зить произвольвые функции ,  подчиненные в различных 
частях р ассматриваемого промежутка различным ана
дитическим законам ,  представдядось тогдашним ма
тематикам чем-то совершенно новым и неожиданным. 
В бл агодарность за открытие этой истины тригоно
метрические ряды назвали именем Фурье, которое, 
действительно, подьзуется широким р аспростране
нием. Конечно, всякое такое присвоение собственных 
имен к н аучной терминологии всегда представляет 
значительную односторонность, есди не  прямую не
спр аведливость. 

В закдючение я доджен,  хотя бы вкратце, упомя
нуть о второй заслуге Фурье .  Он рассматривал также 
и предельный случай тригонометрических рядов,  кото
рый  возникает, если период изображаемой функции 
возр астает до бесконечности, а так как функция 
с бесконечно бодьшим периодом представляет попро
сту непериодическую функцию, производьно заданную 
вдоль всей оси х, то это дает средство изобр ажать 
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и непериодические функции. Чтобы выполнить этот 
переход, сначала находят посредством линейного пре· 
образования аргумента ряда изображение функци й' 
с любым периодом l вместо фиксированного периода 
2л, а затем заставляют l возрастать до бесконечности. 
При этом ряд переходит в так называемый интеграл 
Фурье : 

00 

f (x) = � (<p (v) cOS '\'X + 'Ф (v) sin vx) dv, 
о 

где <p (v) , ·ф (v )'  выража ются определенным образом 
через интегралы от функции f (х) , взятые от -оо 
до + оо. Таким образом, различие заключается в 
том, что теперь индекс v изменяется непрерывно от 
О до оо ,  тогда как раньше он принимал только значе· 
ния О, l , 2, 3, . . .  , и что вместо коэффициентов av, bv 
стоят теперь <p (v) dv и -ф (v) dv. 

На этом мы можем р асстаться с элементарными 
трансцендентными функциями,  которыми м ы  до сих 
пор занимались в разделе, посвященном анализу. и перейти к рассмотрению исчисления бесконечно 
малых в собственном смысле слова. 

1 1 1. И С Ч И СЛ Е Н И Е  БЕСКО Н ЕЧ НО МАЛ ЫХ 

В СОБСТ В Е Н НОМ СМЫСЛ Е СЛО ВА 

Конечно, я предполагаю, что все вы умеете диф
ференциров ать и интегрировать и не  р аз применяли 
это умение. Эту гл аву мы посвятим только вопросам 
общего характера ,  как например, вопросам о логиче· 
ском и психологическом обосновании, вопросам о пре· 
подавании и т. д. 

1. Общие замечания относительно исчисления 
бесконечно малых 

Я хотел бы предпослать замечание общего харак· 
тера относительно предмета м атематики. В ы  можете 
часто услышать от нематематиков, в особенности  от 
философов, что математика з анимается исключитель
но выводами логических следствий из ясно з аданных 
посылок, причем совершенно безразлично, что именно 
означают эти посылки, истинны ли  они или ложны -



296 АНАЛИЗ 

Jшшь бы только они не  противоречили друг другу. 
Совершенно иначе  смотрит на дело всякий, кто с а м  
продуктивно з аним ается м атем атикой. В действитеJI Ь· 
ности люди, мнение которых было приведено вы ше, 
судят исключительно по той выкристаллизованной 
форме, в какой принято изл агать готовые математи
ческие теории, но исследователь р аботает в матема
тике, как и во всякой другой науке , совершенно иначе:  
он существенно пользуется своей фантазией и про·  
двигается вперед индуктивно, опираясь на  эвристиче
ские вспомогател ьные средства .  Можно привести не
мало примеров того, как великие м атематики нахо
дили самые пажные теоремы, не будучи в состоянии 
строго их доказать. Неужели допустимо не ценить 
такое в едикое творчество,  неужели надо в угоду при
в едениому выше определению м атематики сказать, что 
все это не  математика и что только те позднейшие 
м атем атики, которые нашли, наконец, вылощенные 
доказательств а теорем , - только они одни двигали 
математику? Конечно, присnоить ли слову то или 
иное значение - вещь условная,  но при оценке заслуг 
научных работников приходится сказать, что индук
тивная  р абота того, кто впервые нашел какое-нибудь 
предложение, имеет, конечно, такую же ценность, ка к 
и дедуктивна я  работа того, кто его впервые дока
зал, ибо то и другое одинаково необходимо. 

Как раз при изобретении и первоначальной разра
ботке исчисления бесконечно м алых это индуктивное 
творчество, не основанное на  связных логических вы
водах, сыграло большую роль ;  при этом весьма часто 
самым действительным эвристическим средством яв
лялось чувственное восприятие - я имею в виду непо
средственное чувственное восприятие со всеми его 
неточностями ,  например,  восприятие, nри котором 
кривая представляется действительной чертой опреде
л енной толщины, а не тем абстрактным воззрением , 
которое nостулирует как нечто заранее выполненное 
предельный переход к совершенно тонкой одномерной 
линии. Я хочу в подтверждение этого изложить в 
кратких чертах, как исторически возню<али идеи ис
числения бесконеч но м алых. 

Обращаясь прежде всего к понятию интеграл а,  
приходится заметить, что оно исторически возникло 
в связи с nроблемой измерения плоrцадей и объемов 
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(квадратура  и кубатура) .  Как известно, абстра i<Т iюе 
ь 

логическое определение интеграл а � f (х) dx, т. е. пло-
а 

щади 140) фигуры, ограниченной кривой у = f (x ) , 
осью х и ординатами х = а и х = Ь ,  заключается 
в том , что это есть предел суммы площадей узких 
прямоугольников , вписанных в эту фигуру, когда чис
л о  их беспредельно возрастает, а ширина одновре
менно неограниченно убывает ( рис.  96) . Но с точки 
зрения чувственного восприятия представляется есте
ственным определить рассматриваемую площадь не 
как точный предел, а просто как сумму очень боль
шого числа  довольно узких прямоугольников, ибо и 
без того дальнейшему уменьшению прямоугольников 
всегда положит конец неизбежная неточиость чертежа . 

� 
��� ' 

�f! 

" ' • G . 
. 

х=а 

Рис. 96 Рис. 97 Рис. 98 

С такими наивными Представлениями мы, действи· 
тельно, встречаемся у самых выдающихся матем ати 
ков в период возникновения исчисления бесконечно 
малых. Прежде всего я назову Кеплера,  который  за
нимался вопросом об измерении объемов в своей к н и 
ге * ) . Главный интерес для Кеплера представл яет 
измерение объемов бочек и их наиболее целесообраз 
ная форма . При этом он становится целиком н а  
только что отмеченную наивную точку зрения : он 
п редставляет себе бочку состоящей из боJiьшого ч и сл а 
тонких листов , например из бум аги, и считает обы' м:  
бочки р авным сумме объемов этих листов (рис. 97 ) ,  
каждый из которых представляет собой цилиндр. По
добным же образом поступает он и !JРИ вычислен и и  
объемов простых геометрических тел, например шар а .  
Последний Кеплер рассматривает как образованн ы й  

* )  К е J> 1 е r 1. Nova stereometria doliorum vin ariorum. - Lin 
c l i ,  1 6 1 5. [Русский перевод: К е п л е р  И. Новая стереометрия 
винных бочек. - М.; Л. :  ОНТИ, 1 935.) 
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из очень большого числа  (рис. 98) небольтих nира· 
мидок с вершиной в центре шара ;  nоэтому весь объем 
шар а  р авен по известной формуле  для nирамид про· 

изведению � на  сумму всех оснований nирамидок. 

Пол агая nоследнюю сумму равной nлощади nоверх· 
ности шара ,  т. е .  4л:r2, Кеnлер nолучает для объем а 

4:n;r3 
nравильную формулу -3- • Вnрочем,  Кеnлер nодчер· 

кивает nрактическое, эвристическое значение таких 
рассуждений, а относительно строгих математических 
доказательств отсылает к сложным р ассуждениям Ар· 
химеда (ме1:од исчерnания ) .  

Подобные же р ассуждения встречаются в книге 
иезуита Бонавентуры Кавальери «Геометрия недели· 
мых» * ) ,  в которой он устанавливает nринциn, нося· 
щий теnерь его имя :  объе.м.ы двух тел равны, если 
равны площади сечений, проведенных в обоих телах 
на одинаковой высоте. Об этом nринциле Кавальери 
очень много, как известно, говорят у нас в ш,коле, ду
м ая с его nомощью избегнуть интегрального исчисле
ния, тогда как в действительности этот метод вnолне 
принадлежит интегральному исчислению. Обоснова -

ние, которое дает Кавальери ,  сводится 1 ' к тому, что он представляет себе оба ,, -

тела nостроенными из тонких листков, 
наложенных друг на друга и ,  по nред
положению, поnарно конгруэнтных 
между собой.  Другими словами,  одно 
тело может быть nолучено из другого 

Рис. 99 nосредством сдвига отдельных лист· 
ков (рис. 99 ) ;  при этом, конечно, 

объем тела не может измениться, так как он со
стоит из одних и тех же слагаемых и до, и nосле этого 
процесса.  

Подобным же образом наивное воззрение приводит 
к понятию производной функции,  т. е .  к nонятию ка· 
сательной к кривой. Для этого заменяем - так дей· 
ствительно и поступали - кривую линию ломаной, 
вершинами которой служит достаточно большое число 

*) С а v а l i е r i В. Geometria lndivis ibll ibus cont!nuorum . ..._ 
Bologna, 1 653. Подробнее см. на с. 305. [Русский перевод : К а • 
а f1 л ь е р и Б. Геометрия . - Т. 1 . Основы учения о неделимых. М.; Л,: Гостехиздат, 1940.] 
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точек, густо расположенных на кривой. В силу прп
роды нашего чувственного восприятия н а  большом 
расстоянии едва ли возможно ОТJl ичить кривую о г  
такой вереницы точек и тем более от самой лом аной. 
Но в таком случае касательную к кривой приходится 
определить просто как прямую, соединяющую две 
точки, непосредственно следующие одна  з а другой 
(рис. 100 ) , т. е.  как продол-
жение одного из звеньев ло- ............_ 

маной. С абстрактно-логиче- - .:::-:......_ 1 1 _............ 
ской точки зрения такая пря
мая, конечно, всегда - как бы 
близко ни лежали соседние 

Рис. 1 00 

точки - остается только секущей по отношению к 
кривой, а касательная является тем предельным 
положением ,  к которому эта секущая неограни
ченно приближается при уменьшении р асстояния 
между точками.  Аналогично этому, под кругом кри
визны с этой наивной точки зрения надо понимать 
круг, проходящий через три последовательные вер
шины ломаной, между тем как, выражаясь точно, надо 
сказать, что круг кривизны есть предельное положе
ние такого круга при неогр аниченном сближении  трех 
точек. 

Убедительность такого рода наивных рассуЖдений  
представляется, конечно, р азличным л ицам весьм а 
различной. Многие - к ним принадлежу и я сам -
чувствуют себя в высшей степени ими удовлетворен
ными. Другие же, будучи односторонне расположены 
к чисто логической стороне, находят, что такие сооб
р ажения ничего не говорят, и не могут согласиться 
с тем, чтобы на них можно было вообще смотреть как 
на основание для матем атических рассуждений .  

С другой стороны,  такие наивные приемы мышле
ния и в настоящее время очень часто применяются 
всякий раз,  когда хотят - в математической физике ,  
в механике, в дифференциальной геометрии - пр им е
нить какое-нибудь математическое положение; .там  
эти приемы, как  все  вы знаете, весьма целесообразны. 
Конечно, чистые м атематики часто смеются над таким 
н аивным изложением ; во время моего студенчества 
говорили, что для физика дифференциал - это кусок 
латуни,  с которым он обращается, как со своими ап
паратами. 
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По этому поводу я хочу отметить достоинства 
обозначений Лейбница,  которые теперь господствуют 
повсюду.  Действительно, наряду с целесообразным 
указ анием на  наивное воззрение они соединяют так
же известный намек на  тот абстр актный предельный 
процесс, который действительно в этих понятиях со· 

держится. Так, символ Лейбница �; для обозначе· 

ния производной указывает на то, что последняя воз
никает из частного, но при этом знак d, в отличие от 
знака конечной разности А, поg:азывает, что тут вне· 
сено и нечто новое, а именно, предельный переход 141 ) . 

Точно так Же символ � у dx для обозначения иите· 

грала указывает, что последний возникает из суммы 
малых вел ичин,  но при этом обычный знак  суммы :Е 
заменяется стилизованным S (приходится удивляться 

тому, что не все знают о таком значении знака � ) , 
и это указывает н а  то, что здесь к суммированию 
присоединяется новый  процесс. 

Логическое обоснование исчисления бесконечно 
м алых ( Ньютон и ero последовател и;  Кош и ) .  Теперь 
мы должны, наконец, ближе подойти к вопросу о ло· 
rическом обосновании дифференциального и инте
грального исчисления ; мы непосредственно приступим к рассмотреiiИЮ этого вопроса в его историческом 
развитии. 

1 .  Основная идея заключается - как теперь изла
гают во всех высших школах, так что мне приходится 
только в двух словах вам это напомнить, - в том,  что 
исчисление бесконечно малых представляет собой по
просту приложение общего понятия предела ;  произ· 
водную определяют как предел частного сОО'!'РСтствен· 
ных конечных приращений переменной и функции:  

.!YL. = l im � .  
dx Ax -t- 0  l1x 

предполагая, что этот предел существует; это ни в 
коем случае не есть частное, в котором dy и dx имеют 
самостоятельное значение. Точно так  же интеграл 
определяют как предел суммы : 

ь � у dx ....:... l im L у, · Ах, ,  
а Ах1-.о (iJ 
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где !J.xi обозначает конечные дол и промежутка а � 
.� х � Ь, а Yi - л юбые значения функции в них ; все 
l!.xi должны одновременно стремиться к нулю;  но н и  
в каком случае не следует приписывать реальное зна
чение символу у · dx, например,  как слагаемому какой
то суммы. Это обозна чение сохр анено лишь из выше
указанных соображений целесообр азности. 

2 .  Такое понимание можно найти уже у Ньютон а 
в очень точной форме.  Я приведу одно место в его 
главном произведении «Princip ia  mathematica phi lo
sophiae natura l is» ,  вышедшем в 1 687 г. * ) : «Uit ima e 
rat iones i l lae ,  quibuscum qua ntitates evanescunt, rever a  
поn sunt rationes quantitatum u l t imarum, sed l imites,  
ad quos qu antitatum sine l imite decrescentium rationC's 
semper a pproprinquant,  et quos propius assequi possun r , 
quam pro data qu avis d i fferenti a ,  non qu am vero trans
gredi neque prius att ingere quam qu antitates d imi
nuuntur in inf in itшn» ( «Эти последние отношения. 
с достижением которых количества исчезают, в дей
ствительности не суть отношения последних коли
честв , а представляют собою пределы, к которым стре
мятся отношения постоянно убывающих количеств и 
к которым они могут подойти ближе чем на  любую 
наперед заданную разность ; перейти их или достичь 
раньше, чем количества бесконечно уменьшатся, он и 
не могут») .  Впрочем , Ньютон совершенно избегает 
в этом сочинении применении исчисления бесконечно 
малых, хотя он, несомненно, пользовался им при пер 
воначальном выводе своих результатов. Действп
тельно, основное произведение, в котором он разви
вает свой метод бесконечно малых, Ньютон написал 
уже в 1 67 1  г., хотя появилось оно впервые лишь в 
1 736 г. под названием «Метод флюксий и бесконечных 
рядов» ( «Methodus f luxiorum et serierum infinitarum») .  

В этом произведении Ньютон развивает, не вда
ваясь в р азъяснения принципиального характера , но
вое исчисление на многочисленных примерах. При 
этом он примыкает к одному представлению из  повсе
дневной жизни, которое делает весьм а понятным пре-

* )  Русский перевод акад. А. Н. Крылова: Н ь ю т  о н И.  Ма
тем атические начала натуральной философии .- Петроград, 19 15-
1 9 1 6. - С .  64-65, а также в книге: Н ь ю т о н И. М атем атп•1с� 
ские работы. - М. ;  Л . :  ОНТИ, 1 937. 
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дельный переход, а именно, если р ассматрив ать дви
жение х = f ( t) вдоль оси х в момент t, то всякий 
имеет определенное представление о том, что назы
вается скоростыо такого движения ; если присмотреть
ся ближе, то увидим, что это, в сущности, и есть пре-u 6.х Э 
дел отношения конечных приращении Тt . ту ско-
рость, с которой переменпая х изменяется во времени, 
Ньютон и принимает за основание своих рассуждений 
как флюксию fc переменной х. Он представляет себе, 
что все переменные х, у з ависят от этой первичной 
переменной, т. е .  времени t, так что производпая яв-

ляется частным двух флюксий � , что мы записали 

бы теперь подробнее так: 
( dy • dx ) 

dt ' dt  . 
3. К: этим идеям Ньютона примыкает целый ряд 

м атематиков XVII I  в., которые с большей или мень
шей строгостью строили исчисление бесконечно малых 
на понятии предела .  Я н азову лишь несколько имен:  
Маклорен, написавший «Трактат о флюксиях» * ) , 
который в качестве учебника имел обширный круг 
влияния; з атем Дал амбер,  участвовавший в большой 
французской «Методической энциклопедии» (Encyklo
pedie methodique) ; ,цалее, К:естнер, живший в Гёттин
гене, проводил те же идеи в своих лекциях и кни
гах * * ) . Н аконец, и сам Эйлер принадлежит главным 
образ-ом к этому же направлению, хотя у него, пожа
луй, проглядывают уже и другие тенденции. 

4.  Но во всех этих построениях анализа оставался 
еще один существенный пробел ,  без заполнения кото
рого не могло быть и речи о последовательной си
стеме исчисления бесконечно малых; тогда хотя и 
знали определение производной как предела ,  но не 
хватало еще средства для того, чтобы ,  обратно, по 
данному значению производной определить величину 
приращения функции в конечном. пром.ежутке. Таким 
средством является теорема о среднем значении, 
и великой заслугой Коши является то, что он вполне 

*) М а с 1 а и r i n С. Treatlse of fluxions. - Ed!nburgh, 1 ·742. 
**) I< а s t n е r G. Anfangsgrunde der Analysis des Unendli�en.- Gottingen, 1 760. 
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оценил центр альное значение этой теоремы и соответ• 
ственно этому поставил ее во главе дифференциал Ъ· 
ного исчисления. Поэтому не будет преувеличением , 
если мы назовем его основателем точного анализа 
бесконечно малых в современном смысле  1 42) . Основ
ное значение имеет в данном отношении его «Resume 
des le�ons sur le  calcul infinites imal» ,  составленное н а 
основании его лекций в Париже и изданное сначала 
в 1 823 г. ,  а з атем в 1 829 г. (только первая  ч асть) под 
заглавием «Le�ons sur le calcul  differentiel ». 

Теорема о среднем значении заключается в еле· 
дующем : если f (х) - непрерывная функция, обла· 
дающая во всех точках рассматриваемого интервала  
производной f' (х) , то  между х и х + h всегда найдется 
такое значение х + fJh, что 

f (x + h) = f (х) + h · f' (х + fJh) (0 � 8 � 1 ). 

В это выражение входит характерная для теорем 
о средних значениях величина е, которая начинаю
щему часто на первых порах представляется та1юй 
удивительной. В геометриче
ской форме эта теорема пред
ставляется весьма наглядной:  
она утверждает лишь, что 
на кривой между точками 
х и х + h всегда найдется 
такая точка х + fJh, в кото- ...L.---::r:-'-+"""Q:-:-h--x-'-+""""'h�ro рой касательная к кривой па- а:: 
р аллельна хорде ( рис. 1 0 1 ) , Рис. 1 0 1  
соединяющей точки х и х + h .  

5. Как же доказать строго арифметически теорему 
о среднем значении, не прибегая к геометрическим 
представлениям? Такое доказательство должно, ко
нечно, состоять только в том , что доказываемую тео
рему сводят к абстрактно установленным раньше 
в самой точной форме арифметическим определениям: 
переменных, функций, непрерывности и тому подоб
ных понятий. В этом смысле  вполне строгое доказа
тельство впервые нашли Вейерштрасс и его последо
в атели,  которым мы вообще обязаны современным , 
арифметическим представленнем о числовом конти-

. нууме. Я хотел бы отметить здесь лишь характерные 
моменты этих р ассуждений. 
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Прежде всего нетрудно свести р ассм атриваемую 
теорему к тому случаю, коr да секущая, ограничиваю
щая дугу, горизонтальна ,  т. е. когда f (x )  = f (x + h )  
( рис .  1 02 ) ; в этом случае требуется показать, что су
ществует точка,  в которой касательная горизонтальна .  
А для этого служит знаменитая теорем а Вейер-

rгt 
:г .r + 8h :J: + h  

Рис. 1 02 

штрасса ,  согласно �оторой 
всякая непрер ывная в неко
тором промежутке 143 ) функ
ция принимает в нем по 
крайней мере один раз свое 
наибольшее и наименьшее 
значение. Хотя бы одно 
из этих наибольших и наи

меньших значений должно лежать внутри интер 
в ал а (х, х + h) , если исключить тривиальный случай , 
когда функция равна постоянной величине.  Предпо
ложим,  что это - максимум и что он находится в 
точке х + 6h, тогда справа и слева от этой точки f (x )  
пмеет меньшие 1 44) значения;  поэтому отношение ко
нечных приращений справа  отрицателы(о, а слева 
положительно. Следовательно, производную, которая, 
по  предположению, должна существовать в каждой 
точке, можно представить в точке х + 6h как предел 
либо только положительных, либо только отрицатель
ных значений  в зависимости от того, будем ли мы 
рассм атривать ее как предел отношенцй конечных 
разностей слева или как предел таких же отношений 
справа от рассматриваемой точки. Поэтому производ
н ая может равняться только нулю;  таким образом , 
доказаны существование горизонтальной касатель
ной, а тем самым и теорема о среднем значении. 

Введение дифференциал а ( Лейбниц и его после
довател и ) .  Параллельна с этим направлением, с ко
торым мы теперь познакомились и в духе которого 
построена современная научная математика,  в тече
ние столетий существовало и распространялось другое 
существенно отличное понимание исчисления беско
нечно малых. 

1 .  Оно исходило из старых метафизических спеку
лятивных соображений о построении числового конти
нуума из неделимых,  т. е. неразложимых далее «бес
конечно м алых» составных частей . Уже в древности 
имеются намеки на такого рода представления ; у схо· 
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ластиков и затем у философов-иезуитов они встретил и 
большое сочувствие .  Как на хар актерный пример я 
укажу на заглавие уже упомянутой книги Кавальери :  
« Геометрия сплошных величин ,  состоящих из недели 
м ых», которое указывает на  его истинное основное 
воззрение. Действительно, точка зрения приближен 
ного нахождения величины играет у Кавальери лишь 
второстепенную роль ;  он фактически считает про
странство состоящим из неделимых,  «последних»,  т.  е .  
неразложимых далее составных частей. Вообще, дл я 
полного уяснения этого рода концепции очень важно 
и интересно быть знакомым с теми изменениями ,  ко
торые испытало представление о континууме в тече
ние ряда столетий ( и  даже тысячелетий ) . 

2. К такого же рода воззрениям прим ыкает и Лейб
ниц,  который разделяет с Ньютоном славу изобрете
ния исчисления бесконечно малых. Для него первич
ным элементом исчисления бесконечно м ал ых являет
ся не производная как предел , а дифференциал dx 
переменной х, который  имеет реальное существование 
как составная часть оси абсцисс - величина ,  которая 
меньше всякой конечной вел ичины и все же не равна 
нулю ( актуально бесконечно малая вел ичина ) .  Ана
логично этому дифференциалы высших порядков d2 х, 
d8x, . . .  определяются как- бесконечно малые вели
чины второго, третьего, . . . порядков, каждая из ко
торых бесконечно мала по сравнению с предыдущей ; 
таким образом , мы получаем ряд качественно р аз 
личных систем величин. 

Впрочем, у Лейбница это воззрение отнюдь не 
является единотвенным;  во многих случаях у него 
выступает на первый план точка зрения прибл ижен 
ного определения величины, согласно которой диф
ференциал dx представляет собой конечный,  но стол ь 
малый отрезок, что вдоль него отклонение кривой о r 
касательной совершенно незаметно, неуловимо. Эти 
метафизические спекуляции представляют собой, р а 
зумеется, лишь идеализацию простых психологических 
фактов , имеющих здесь место. 

Совершенно отдельно стоит у Лейбница третий 
взгляд, который, пожалуй, наиболее для него харак
терен ; это - формальное, аппаратное выр ажение. 
Я уже не раз имел случай отметить, что в лице Лейб
ница мы должны видеть основателя формальной 
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математики. Идея, о которой идет речь, заключается 
в следующем :  совершенно безразлично, какое именно 
значение имеют дифференциалы и даже имеют ли  они 
таковое вообще, лишь бы были соответственным обра
зом определены правил а  действий с ними; 13 таком 
случае,  если поступать с дифференциалами согласно 
правилам ,  то должно, во всяком случае, получиться 
н ечто разумное, пр авильное. При этом Лейбниц по
стоянно указывает на  аналогию с комплексными чис
л ами,  о которых у него были представления, вполне 
соответствующие этому взгляду. Говоря о правилах 
действий  с дифференциал ами,  мы имеем в виду преж
де всего формулу 

f (x + dx) - f (x) = f' (x) dx; 

теорема о среднем значении показывает, что эта фор
мул а  будет верна только в том случае, если  написать 
в ней f' (х + 8dx) вместо f' (х) , но содержащаяся здесь 
ошибка есть бесконечно м алая величина высшего 
( второго ) порядка ,  а на такие величины - и в этом 
заключается главное форм альное правило - не сле
дует обращать внимания при вычислениях с диффе
ренциалами .  

Самые в ажные работы Лейбница опубликованы 
в 1 684, 1 695 и 1 7 1 2  гг. Первая из этих статей «Nova 
methodus pro maximis et miпimis�> представляет собой 
первое вообще печатное произведение, посвященное 
дифференциальному исчислению; Лейбниц излагает в 
ней попросту пр авил а  дифференцирования. Поздней
шие работы дают также р азъяснения ПRИНципиального 
характера ,  в которых особенно заметно выступает 
формальная точка зрения. 

В особенности хар а ктерна  в этом отношении не
большая работа, напечатанная в 1 7 1 2  г. ,  т. е. в по
следние годы жизни Лейбница ; в ней Лейбниц гово
рит о теоремах и определениях : «Rigorem quidem nоп 
sustineпt, habent tamen usum magnum in  calcu lando 
et a d  artem inveniendi  u niversa lesque conceptus va lent» 
(«они не в ыдерживают строгой критики, но тем н е  
менее находят большое применение в вычислениях 
и годятся как эвристическое средство и для уяснения 
общих понятий» ) . Это Лейбниц относит как к ком
плексным числам ,  так  и к бесконечности ; например, 
когда мы говорим о бесконечно м алом, то «commodi-
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ta l i  expressionis seu brevi loquio menta l i s  inservimus,  
sed поn nis i  toleranter vera loquimur, quae expl icatione 
ri gidantur» («пользуемся ими дл я удобства вы раже· 
ния и для сокращения речи, но высказываем лишь 
относительные истины, которые укрепляются объяс
нением») . 

3. Начиная с Лейбница, новое исчисление быстро 
распространяется по континенту, причем каждая из 
трех его установок находит своих представителей .  
Прежде всего я должен назвать первое руководство 
по дифференциальному исчислению, какое только 
было вообще опубликовано;  это «Analyse des inf i n i 
ment petits pour l ' intel l igence des couгbes» (Париж, 
1692) де Лопиталя,  одного из учеников Иоганна Бер
нулли, который, со своей стороны, поразительна бы
стро перепял новые идеи от Лейбница и выпустил 
в свет первое руководство по интегральному исчисле
нию. В этой книге проводится точка зрения прибли· 
женнаго определения ; так, например,  кривую де Ло
питаль рассматривает как ломаную с очень малым и 
сторонами,  касательную - как продолжение такой 
стороны . Распростр анению дифференциального исчис
ления Лейбница в Герм ании особенно содействовал 
Христиан Вольф, опубликовавший в Галле в 1 7 1 0  г. 
свои лекции.  Вольф в. самом начале  дифференциаль
ного исчисления вводит дифференциалы Лейбница, но 
при этом особенно подчеркивает, что они не имеют 
никакого реального эквивалента. А относительно всего 
того, что для нашего восприятия является бесконечно 
м алым,  он снова проводит исключительно точку зре
ния приближенного определения.  Так, в виде пример а 
Вольф говорит: что высота горы не испытает изме
нения, заметного для практического измерения, если 
снять с нее или прибанить пылинку. 

4. Нередко встречается также метафизическое 
представление, приписывающее дифференциалам ре
альное существовани� · Особенно оно распространено 
среди философов, но и среди представителей м ате
м атической физики оно находит немало привержен· 
цев . К: числу последних принадлежал, между прочим, 
Пуассон, который в предисловии к своему знамени
тому трактату по механике в очень категорической 
форме высказывается в том смысле, что бесконеч. 
но малые величины не только представляют собой 
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орудие исследования , но даже вполне реально суще
ствуют. 

5. Вероятно, вследствие философской традиции это 
представление перешло в популярную учебную лите
ратуру и играет в ней большую роль  и по сию пору. 
Для примера я назову учебник Любсена «Введение 
в исчисление бесконечно малых» * ) ,  впервые по явив·  
шийся в 1 855 г. и имевший необычайное влияние на 
широкие круги публики ; в мое время, несомненно, вся ·  
кий - в ученические годы или  позже - брал в руки 
эту книгу,  и многие из нее впервые почерпнули по
буждение к дальнейшему изучению матем атики. Люб
сея сперва  определяет производную при помощи поня
тия предел а ,  но наряду с этим,  начиная со второго 
издания ,  помещает то, что он считает истинным ис
числением бесконечно м алых, - мистические операции 
над бесконечно малыми величинами.  Соответствую
щие главы помечены звездочкой в знак того, что они 
не содержат нового м атериала .  Здесь дифференциалы 
вводятся как последние доли ,  которые возникают, на
пример, при последовательном делении конечной ве
Jiичины попол ам бесконечное, не поддающееся опре
делению число раз ; каждая из таких долей, «хотя 
'И отлична  от абсолютного нуля,  но не поддается уста
новлению ;  она  представляет собой бесконечно малую, 
дуновение, мгновение». 

Причину живучести подобных воззрений наряду 
с м атематически точным методом пределов надо ис
кать в весьма распространенной потребности загля
нуть, минуя абстрактно-логические рассуждения спо
соба пределов, поглубже в саму прирор;у непрерывных 
величин ; желают составить себе о ней более конкрет
ные представления , чем те, которые возникают, когда 
мы подчеркиваем только психологические моменты,  
определяющие понятие предела .  В этом отношении 
характерен один афоризм, который, насколько я знаю, 
принадлежит философу Гегелю и в прежнее время 
часто повторялся в книгах и лекциях ; он утверждает, 
что функция у = f (x) изобр ажает бытие вещей , а про-· 
изводпая - их становление. Конечно, в этом утверж
дении есть нечто привлекательное, но_ только надо 

* ) L ii Ь s е n. Einleitung in die Inf initesimal reclшung. -
8 Л u f l _ - Leipz ig, 1 899 
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ясно сознав ать, что подобные фразы н и с кол ь ко не  
содействуют дальнейшему развитию м атем атики, ибо  
последняя нуждается в более точных понятиях.  

В новейшей математике «актуально» бесконечно 
м а л ы е  величины снова попали в честь,  но теперь 
в совершенно ином порядке идей ;  и менно, мы встре
чаем их в геометрических исследованиях Веронезе, 
а также в «Основаниях геометрии»  Гильберта. Идея, 
которую я имею в виду, в самых кратких словах сво
дится к следующему 1 45 ) . Рассматривают геометрию, 
в которой задание х = а ( а - обыкновенное действи 
тельное число) определяет собой не одну только 
точку оси х, а бесконечное множество точек 1 46 ) , абс
циссы которых отличаются между собой на конечные 
кратные бесконечно малых величин различных поряд
ков fl ,  � • . • •  ; таким образом , точка будет определена,  
если дано 

х = а + bf) + с� + . . . , 

где а , Ь , с, . . .  означают обыкновенные действитель· 
н ые числа ; fl, � • . . .  суть актуально бесконечно м алые 
возрастающих порядков. У Гильберта воnрос постав
лен так :  он устанавливает относительно введенных 
таким образом величин особые положения в качестве 
аксиом и при их помощи обнаруживает, что с ними 
можно оперировать без риска впасть во внутреннее 
противоречие. Самый важный момент представляет 
при этом надлежащий выбор критериев сравнения 
числа х п другого числ а  Х1 = а 1 + Ь 1'11 + с 1�  + . . .  
Прежде всего, конечно, устанавливают, что х больше 
или меньше х1 ,  если а больше или меньше а 1 , если 
же а = а1 , то вопрос о сравнении величин решают 
вторые коэrрфициенты в том смысле, что х � х1 , если 
Ь � Ь 1 ;  если же и Ь = Ь 1 . то коэффициенты с дают 
решение вопроса и т. д. Вы поймете это лучше всего, 
есл и не будете пытаться связывать с написанными 
буквами никаких особенных представлений. 

Оказывается, что с такими объектами  можно опе
рировать по этим и еще другим указываемым далее 
правилам совершенно аналогично тому, как опери
руют с конечными числами ;  при этом отпадает только 
одна существен но важная теорема ,  имеющая место 
в системе обыкновенных действительных чисел ,  а 

именно , теорема,  гл асящая, что для всяких двух по· 



3 1 0  АНАЛИЗ 

ложительных чисел е и а , как бы м ало ни было пер
вое из них и как бы велико ни было второе, можно 
подыскать такое целое число n, чтобы было 147) ne> а .  
В данном случае и з  приведеиных определений непо
средственно вытекает, что любое конечное кратное 
n · 'l')  величины '11 всегда будет меньше всякого конеч
ного положительного числа а ; именно это свойство 
и характеризует '1') как бесконечно малую величину. 
Точно так же всегда n · �  < '1') ,  т. е. � есть бесконечно 
м ал ая величина высшего nорядка, чем '11 · Такую си
стему чисел называют неархимедовой, так как уnомя
нутую теорему о конечных числ ах называют аксио
мой Архимеда ; Архимед формулирует ее как недока
зуемое, - вернее, как не допускающее дальнейшего 
доказательства - основное допущение относительно 
конечных чисел . То, что эта аксиом а перестает иметь 
место, является характерным для появления актуаль
но бесконечно м алых величин.  Впрочем, nрисвоение  
этой аксиоме имени Архимеда , как и большинство 
других именных обозначений, является исторически 
неточным :  уже за сто лет до Архимеда ее высказал 
Евклид, который, по-видимому, тоже не сам ее нашел, 
а заимствовал, как и очень многие другие из своих 
теорем , у Евдокса Книдского. 

Изучение неархимедовых величин * ) , применяе
м ых, в частности, в качестве координат для построе
ния «неархимедовой геометрии» 1 48) , имеет целью более 
г лубакое проникновение в сущность тех nоложений,  
которыми устанавливается непрерывность, и nри� 
надлежит к обширной группе исследований о логи
ческой зависимости р азличных а ксиом обыкновенной 
геометрии и арифметики;  с этой цель!& обыкновенно 
строят такую искусственную числовую систему, в ко
торой имеет место только часть всех аксиом, и из 
этого з аключают о логической независимости nрочих 
а ксиом от nервых. 

Естественно возникает вопрос о том, нельзя ли 
р асnространить на  такие числовые системы анализ 
бесконечно м алых в строгой современной его nоста
новке; другими словами ,  нельзя ли nостроить своего 

*) Неархимедовыми величинами являются, например, так на
зываемые рогаобразные углы, которые хорошо знал уже Евклид. 
См., например, в томе 11 настоящего сочинения статью, посвя· 
щенную критике «Начал Евклида:.. 
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рода неархимедов анализ. Первая и самая гл авная 
задача заключалась бы в доказательстве н а  основа
нии припятых аксиом теоремы о среднем значению 
·f (x + h) - f (x) = h · f' (x + Oh) .  Я не хочу утверждать, 
что в этом направлении успех невозможен, но, во вся
ком случае, до сих пор никому из тех ( а  их немало ! ) , 
кто занимается актуально бесконечно м алыми вели
чинами,  не  удалось добиться каких-либо положи
:!fельных результатов в этом направлении 1 49) . 

Чтобы помочь вам лучше ориентироваться, я за 
мечу еще, что со  времен Коши термин «бесконечно 
малый» стали употреблять в современных учебниках 
в другом смысле. А именно, теперь никогда не гово· 
рят, что величина бесконечно м ала ,  но говорят лишь, 
что она становится бесконечно м алой, и видят в этом 
лишь удобное сокращенное обозначение того, что р ас
сматриваемая величина неограниченно убывает, стре
мясь к нулю 1 50 ) . 

Реакция против предельных переходов и беско
нечно малых; исчисление провзводных Л агр анжа. Те
перь я должен упомянуть еще о той реакции ,  которую 
в ызвало такое обоснование анализа на понятии бес
конечно малых величин. В этих Представлениях очень 
скоро почувствовали что-то мистическое, недоказуе
мое; в результате передко возникало даже предубеж
дение, будто дифференциальное исчисление является 
особой философской системой, которую нельзя обос
новать, но в которую можно только верить, или даже 
nрямо-таки, выражаясь грубо, подвохом,  плутовством.  
:Наиболее резким критиком в этом смысле является 
философ Беркли,  который в небольшой книжке под 
заглавием «А»алист» в забавной форме в ышучивает 
неясности, царившие в то время в м атем атике. При 
этом Беркли исходит из той м ысли, чтq по отношению 
к принципам и методам м атематики критика должна 
nредоставить себе такую же свободу, какую матема
·.rики применяют в свою очередь к тайнам религии, 
и затем самым ожесточенным образом нападает на 
все методы нового анализа - как на  исчисление 
флюксий, так и на оперирование с дифференциалами ; 
в результате он приходит к тому выводу, что все по· 
строение анализа неясно и совершенно непонятно. 

Подобные воззрения сохранились среди философов 
Jl до настоящего времени; они все еще знают лишь 
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операцйи с дифференциалами  и совершенно не усвои· 
ли себе способа пределов,  разработанного в новейшее 
ьремя до полной строгости . Для примера позвольте 
мне процитировать одно только место из книги Бау
м ана «Пространство, время и математика» * ) ,  напе
чатанной в 60-х годах :  «Таким образом мы отвергаем 
то логическое и м етафизическое обоснование, которое 
дал исчислению Лейбниц, но самого исчисления мы 
не  касаемся .  Мы считаем его гениальным изобрете
нием ,  оправдавшим себя на практике, скорее искус
ством,  чем наукой ; построить его чисто логически не
возможно, из элементов обыкновенной математики 
оно не получается . . .  » 

Этой же реакцией против дифференциалов следует 
объяснить и не раз  уже упомянутую нами nопытку 
Лагранжа,  которая представляется нам теnерь опять 
в новом освещении .  Лагранж хочет совершенно уда
.n ить из теории  не только бесконечно малые величи
ны,  но и вообще все предельные переходы; он огра 
ничивается рассмотрением таких функций, которые 
можно определить посредством степенньrх рядов 

f (x) = ао + а1х + а2х2 + азх3 + . . .  , 

а их  «производные функции f' (х) » (Лагранж не при
знает производной как отношения дифференциалов 

и не  уnотребляет символа  :� )  определяет чисто фор

мальным образом,  а именно, посредством нового сте
пенного р яда 

f' (х) = а1 + 2а2х + За3х2 + . . .  
В соответствии  с этим он говорит не о дифференци
альном исчислении, а об «исчислении производных». 
Но, конечно, такое изложение не могло долго удов
летворять м атематиков. Действительно ,  с одной сто
роны, определение функции,  принимаемое Лагран 
жем ,  слишком узко, как  мы это выше nодробно выяс
няли,  а с другой стороны, - и это наиболее важно 
'J а кие исключительно формальные определения де
Ji ают невозможным более глубокое понимание сущ
ности понятия производной или интеграла ;  они совер -

•) В а u т а n n. Raum, Zeit u n d  Mathematik, t. I J . - Berl in ,  
/ 869. - s.  55.  
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шенно не принимают во внимание того, что мы назы·  
ваем психологическим моментом ;  вопрос о том ,  по 
чему занимаются именно такими своеобразным ri 
«производными» рядами ,  остается без ответа . Нако
нец, без изучения пределов можно обойтись только 
в том случае, если оставить совершенно без внимания 
вопрос о сходимости этих степеннЫх рядов , но лишь 
только мы захотим заняться этим вопросом , · - а э г о  
является,  конечно, необходимым для действительного 
применения рядов , - как увидим себя вынужденным и 
прибегнуть к тому же самому понятию предел а ,  р ади 
устранения которого и придумана вся систе м а .  

Этим я закончу краткий историческю"1 о ч е р к  раз
вития анализа бесконечно малых;  я по необходи мост ! I  
ограничился тем , что отметил значение наиболее в ы 
дающихся людей, игравших руководящую poJIЬ .  Ко
нrчно, такой очерк следовало бы дополнить бол ее 
подробным изучением л итературы этого периода . 

О преподавани и  исчнспени я бесконечно м а.л ых 
в шкопе. Если в заключение мы окиri�.:м быстрым 
взглядом отношение школьного преподавания  к ис
числению бес1юнечно малых,  то увидим ,  что на  пер
вом отразился весь ход развития последнего. Всюду, 
где в прежнее врем я занимались в школе  анал изом 
бесконечно малых,  мы видим - судя , по крайней 
м ере, по учебникам ,  а иначе и нельзя судить о де.п е 
nреподавания - полное отсутствие ясного представ
ления о точном научном построении анализа беско
н ечно малых при помощи метода пределов ;  этот м е
тод выступал лишь в более ил и  м енее расш1 ывчато м  
виде ; н а  первом плане стояли операции с бесконе•шо 
IVl алыми величинами , а подчас и исчисление произ
водных, как его понимает Лагранж.  Разумеется, та кое 
преподавание было лишено не только строгости , но п 
доступности,  и нет ничего удивительного в том , ч т о  
nостепенно стало распространяться весьма резкое от
рицательное отношение к преподаванию анализа R 
школе . В 70-х и 80-х гг. (XIX в . ) дОШ{! И даже до 
прямоrо запрещения преподавать анализ, не исклю
чая и реальных школ . 

Но это, конечно, не помешало, как я уже раньше 
имел случай отметить , применению способа пределов 
в школе в тех случаях, когда в нем оказывал а сь не
обходимость, но только при  этом избегали самого н а -
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звания или даже иной раз ,  пожалуй, думали, что 
занимаются чем-то другим .  Я приведу только приме
ры,  которые большинству из вас знакомы из вашего 
школьного времени. 

а) Общеизвестное вычисление длины окружности 
и площади круга по способу приближения к кругу 
посредством вписанных и описанных правильных мно
гоугольников представляет собой, конечно, точное ин
тегрирование.  Как известно ,  этот способ весьма древ
него происхождения, а именно, принадлежит Архи
меду; этому своему возрасту, восходящему до антич
ной эпохи, он и обязан тем , что сохранился в школе. 

Ь ) Преподавание физики, в особенности ее меха 
нического отдела ,  нуждается безусловно в понятиях 
скорости и ускорения и в их применении к законам 
n адения тел . Но их вывод представляет собой не  что 
иное, как  интегрирование дифференциального урав-

1 
пения z" = g, приводящее к функции z = 2 gt2 + 
+ a t  + Ь, где а и Ь суть постоянные интегрирования. 
Этот в ывод школа вынуждена дать ввиду требований, 
предъявляемых физикой, и те методы, какие школа 
применяет, представляют собой, конечно, более или 
менее точные методы интегрирования, но только в за 
м аскированном в иде. 

Позвольте мне в связи с этим охарактеризовать 
отношение к этому вопросу наших реформаторских 
стремлений, которые в настоящее время встречают 
в Германии ,  как и в других странах, в особенности 
во Фр анции, все больше и больше сочувствия и, надо 
надеяться, будут играть руководящую роль в препо
давании м атем атики в ближайшие десятилетия. Мы 
хотим, чтобы понятия, обознаttаемые символами 
у =  f (x), �; , � у dx, стали знакомы ученику tr.t ) вме

сте с эти.ми обозначениями, но не в виде новой аб
страктной дисциплины, а в органической связи со 
всем. преподаванием.; при этом нужно продвигаться 
вперед постепенно,  начиная с самых простых приме
ров.  Так, в 4-м и 5-м классах надо начинать с подроб
ного изучения функции у = ах +  Ь при определенных 
численных значениях коэффициентов а, Ь и функции 
у =  х2, пользуясь клетчатой ., бумагой ; при этом нуж
но стараться постепенно пояснить учащимся понятие 
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подъема  или падения кривой и площади. В последн t'М  
KJi acce можно будет сделать общий обзор приоб;н� 
тенных таким образом знаний, причем само coCoii 
обнаружится, что ученики вполне  владеют основа м и  
нл и начатками анализа бесконечно малых. Гл авн ая 
цель при этом должна заключаться в том ,  чтобы во· 
яснить ученику, что здесь нет ничего мистическо го, 
что все это - простые вещи, которые всякий мож�::т 
понять. 

Неоспоримая необходимость таких реформ я в ·  
ствует из того, что они имеют в виду выяснение т е х  
и атематических понятий, которые и теперь господ· 
ствуют во всех без исключения приложениях м ате· 
матики во всевозможных областях и без которых cu· 
першенно теряет почву вся кое обучение  в высшей 
школе, н ачиная с простейших занятий по опытной 
физике. Я ограничусь здесь этими краткими  замеча·  
ПИЯМИ.  

Чтобы показать приложение  этих общих р ассуж· 
дений к конкретным вещам ,  я разберу подробнее 
один из вопросов исчисления бесконечно м алых, а 
именно теорему Тейлора . 

2. Теорема Тейлора 

Обращаясь к этому вопросу, я отклонюсь от изло· 
жения, обычно принятого в учебниках, в том же н а 
правлении, как и выше в главе о тригонометрически х 
рядах; а именно, на первый план я поставлю конеч· 
ный ряд, важный в практическом отношении, и на·  
глядное выяснение всего м атериала при помощи чер · 
тежей. Благодаря этому все приобретает вполне эл е· 
ментарный хара ктер и становится весьма понятным .  

Параболы, соприкасающиеся с данной кривой. 
Я исхожу из такого вопроса : нельзя л и приближенно 
изобразить ход любой кривой у =  f (х) на  некотором 
ее протяжении при помощи других возможно более 
nростых кривых. Проще всего было бы заменить кри· 
вую в окрестности точки х = а  касательной к н ей 
в этой точке _(рис. 103) 

у = А + Вх; 
1 

так именно и поступают в физике и других приложе-
ниях всякий раз,  когда при разложении функций 
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в ряд сохраняют только первые степени независимоИ 
неременной, а остальные отбрасывают. Можно полу
ч ить подобным же образом еще лучшие приближе
ния, если воспользоваться параболами  второго, тре
тьего, . . . порядка 

у = А +  Вх + Сх2, у = А +  Bx + Cx2 + Dx3, • • • 

или,  выражаясь аналитически , м ногочленами высших 
степеней ; применевне их особенно целесообразно по 

той причине,  что их удобнее 
всего вычислять . Мы будем так 
проводить эти кривые,  чтобы 
они примыкали как можно 
теснее к данной кривой в точ
ке х = а , т. е .  будем брать со
прикасающиеся параболы.  Так, 

-0�-:с-'=-а----�:с например , парабола второго 
порядка будет иметь с кри
вой у = f ( х) не только общую Рис. 1 03 

ординату, но и одинаковые 
первую и вторую производвые (т. е .  будет «соприка
саться» с нею ) ; у кубической параболы также и 
третья производная будет совпадать с третьей произ
водной функцией у =  f (х) . Простое вычисление дает 
для соприкасающейся параболы п-го порядка такое 
аналитическое выражение: 

у =  f (a) + f' �а) (х - а) +  r; !;> (х - af + . . .  

f(n) (а) n · · · + 1 · 2 ·  . . . • n (x -
a) (n = 1 , 2, . . • ), 

а это как раз  первые n членов ряда Тейлора .  
Исследование вопроса о том ,  представляют ли эти 

многочлены годные к употреблению приближенные 
кривые,  и если представляют, то в какой именно фор
м е, - это исследование мы  начнем с рассуждений ско
рее опытного характера ,  ка к и в случае тригономет
рических рядов (с. 272-285) . Я могу показать вам 
несколько чертежей соприкасающихся парабол пер
вых порядков для некоторы х  простых кривых, кото
ры� изготовил Шиммак. Это, прежде всего, следую
щие четыре функции вместе с их соприкасающимися 
пар а болами  в точке О ;  все они имеют при х = - 1 
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особую точку (рис .  1 04- 1 07 ) : 
х2 хз x l 

1 .  In ( l  + х) = х - т + з - т + . . .  ; 

2 ( 1 + )1/2 1 + 1 1 2 + 
1 3 

. х = т х - -в х -ть х  - . . . ; 

3. ( l + x)- 1 = 1 - x + x2 - x3 +  . . .  ; 
4. ( 1  + х)-2 = 1 - 2х + Зх2 - 4х3 + . . .  

3 1 7  

Чем выше nорядок соприкасающихся парабол, 
тем больше они приближаются I< оригинальной кри 
�:sой в интервале (- 1 ,  + 1 ) ,  н о  замечательно, что спр а 
в а  от  х = + 1 они  отклоняются от  кривой вверх и л и  
н н из тем сильнее, чем выше их порядок. 

Рис. 1 04 

_{ll 
.. :/! 

1 <· ��__.. 
1 
1 
1 
1 .· ·- - - - -· . -

] ". . ...- с' о , +, /:с 
л�/ 1 : 

Jll 1 1 
1 1 1 1 
1 1 

!/"' (1 -1-.1)) t/z 
Рис. 1 05 

В особой точке х = - 1 , в которой функции 1 ,  3, 4 
становятся бесконечно большими, ординаты последо
вательных соприкасающихся парабол принимают все 
б6льшие и большие значения. Во втором же случае, 
в котором кривая, изображаемая оригинальной функ
цией, имеет в точке х = - 1  вертикальную касатель
ную и не имеет продолжения влево от этой точки, 
последовательные параболы,  хотя и продолжаются 
влево от точки х = - 1 ,  но все более и более прибли
жаются в ней к оригинальной кривой, все круче и 
круче опускаясь вниз .  В симметрично расположенной 
точке х = + 1 в первых двух случаях параболы при
мыкают все ближе и ближе к оригинальным кривым ; 
в третьем случае их ординаты попеременно равн ы 
еди н ице и нулю, а ордината оригинальной кривой 
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1 равна 2 :  в четвертом случае параболы получают по-
переменно положительные и отрицательные значения, 
возрастающие до бесконечности. 

т 

-1 1 
1 
1 1 
1 
i 

у 

!J=(f+:c) -1 
Рис. 1 06 

ll 
1 1 

·-1 , 1 1 ( 1 1 
1 

!J=(t+.:cГ2 
Рис. 1 07 

1 

Кроме того, у м еня здесь имеются чертежи сопри
касающихся парабол для двух целых трансцендент

ll \ \ 
\ 

\ 
' 

' 

.l 

!! 

,.., _ _ _  .,.,. 

!/=ll:: 
Рис. 108 

ных функций (рис. 1 08 и 
1 09 ) :  

5 х х х2 
. е = 1 + u + 2! + 

хз 
+ 3! + . . . ; 

В ы  видите, что протяже
ние, на  котором соприка
сающиеся параболы пред-
ставляют годные приближе

ния к оригинальной кривой, становится тем боЛьше, 
чем выше их порядок. В случае функции sin х осо
бенно ясно видно, как параболы стараются все боль

ше и больше подражать колебаниям синусоиды. 
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З амечу, это вычерчивание подобных кривых дл я 
наиболее простых случаев представляет, пожалуй. 
подходящий материал и для школы .  

Оценка поrрешности. Собр ав таким образом опыт-о 
ный материал, мы должны теперь перейти к рассмот
рению вопроса с м атематической точки зрения.  Здесь 
прежде всего возникает крайне важный в практиче
ском отношении вопрос о той точности, с какой во-

1 !J = SLn .:u 
Рис. 1 09 

обще соприкасающаяся парабола п-го порядка изо
бражает оригинальную кривую, - так называем ая  
оценка погрешности или остатка; сюда же примыкает, 
конечно, вопрос о переходе к бесконечно большому щ 
нельзя ли при помощи бесконечного степенного ряда 
точно изобразить данную кривую? 

Я могу здесь ограничиться тем, что приведу на ti
более известную теорему о величине остатка 

R��. (x) = f (х) -

{ х - а , (х - a)n- l (n- 1 )  } - f (a) + -1 1 - f (а) + . . .  + (n - 1 ) 1 f (а) ; 

вывод ее вы найдете во всяком учебнике; кроме того, 
я вернусь еще позже к этому, исходя из  более общей 
точки зрения. Теорема гласит: между а и х суще
ствует такое промежуточное значение �. что Rn. (х 1 
.можно представить в таком виде:  

Rn (х) = (х :/)n fn (6). 

Вопрос о переходе к бесконечному ряду сводится 
теперь непосредственно I{ вопросу о том ,  стремится пи 
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этот остаток Rп (х) при беспредельном возр астании n 
к пределу нуль или нет. 

В применении к нашим примерам отсюда выво
дят - и это вы тоже найдете во всяком учебнике, 
что прежде всего в примерах 5 и 6 бесконечный ряд 
сходится для всех значений х. Что же  касается пер
вых четырех примеров, то оказывается , что бесконеч
ный ряд сходится для всех значений х, заключенных 
между + 1 и - 1 ,  причем сумм а  его равна первона
чально заданной функции ,  но вне этого промежутка 
ряд р асходится. При х = - 1  во втором примере ряд 
сходится, имея суммой величину функции в этой точ
ке, а в примерах 1 ,  3 и 4 сумм а  ряда стремится 
!( бесконечности так же, как и значение самой функ
ции, так что и в этом случае можно было бы, соб
ственно, говорить о сходимости, но по традиции этого 
термина не употребляют в случае рядов с явно бес
конечным пределом.  Наконец, при х = + 1 мы имеем 
дело со сходимостью в обоих примерах 1 и 2 .  Все это 
прекрасно согласуется с результатами изучения на
ших чертежей . Но можно задать себе, как и в случае 
тригонометрических рядов , такой вопрос : к каким пре
дельным положениям стремятся соприкасающиеся 
параболы,  когда мы смотрим на них чисто геометри
чески - как на кривые? Ведь они не могут внезапно 
оборваться при х = ± 1 . Для ln  ( 1 + х) эти предель
ные кривые изображены приближенно на  рис. 1 1 0, 
а именно, оказывается, что четные и нечетные пара
болы стремятся к двум различным предельным по
.южениям,  состоящим из части логарифмической кри
вой, заключенной между -1 и + 1 ,  и из примыкаю
щей к ней в точке х = + 1 нижней и соответственно 
верхней половины вертикали х = + 1. Аналогично об
стоит дело и в остальных трех случаях. 

Теоретическое исследование ряда Тейлора находит 
свое завершение лишь при переходе к комплексным 
переменным ,  ибо только тогда становится попятным 
внезапное прекращение сходимости степеннЫх рядов 
в совершенно определенных точках функции. Конечно, 
в наших четырех примерах можно считать, что это 
явление в точке х = + 1 ·  объясняется в достаточной 
степени тем , что ряд не  может сходиться справа 
д альше, чем он сходится слев а ;  слева  же сходимость 
должна прекращаться в точке х = - 1 , ибо это -
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особая точка для рассматриваемых функций. Но уже 
в нижеследующем примере это рассуждение оказы• 
вается неприменимым.  Ряд Тейлора для ветви фун к
nни arctg х, котораSf остается п равильной при всех 
действительных значениях х, 

хз хь arctg х = х - 3 + 5 - . . .  
t'Ходится только в интервале (- 1 ,  + 1 ) ,  а соприка•  
са ющиеся параболы поочередно стремятся к предел ь .. 
вым кривым, изображенным штриховой и пункти рной 

.У 

Рис. 1 1 0 Рис. 1 1 1  

линиями (рис. 1 1 1 ) .  Внезапное прекрашение сходw
м ости во вполне определенных точках х = ± 1 COB 6fJ ·  
шенно не поддается пониманию, если остав аться в 
области действительных переменных. 

Объяснение заключается в замечательной тeope ill e 
о круге сходимости, которая представляет собой с а 
мсе прекрасное открытие, сделанное Коши в теор н 11  
функций ;  эта теорема гласит: если отметить в IWA-zn
Aeкcнoй плоскости х все особые точки аналитическ ой 
функции f (x) , то ряд Тейлора для этой функции, от• 
носящийся к точке х = а, сходится внутри той окру ж;
ности с центром в точке а, которая проходит через 
ближайшую особую точку; этот ряд не сходится н.и 
для одной точки, лежащей вне этой окружности 
(рис. 1 1 2 ) . 

Для функции arctg х, как известно, зна чения  х == 
== ±i предстаБлюет собой особые точки ; nоэтому 
KJ:- yroм сходимости для разложения по степен ям � 
является круг радиуса 1 с nентром в точке х = О. 

1 1  Ф. КлеАн, т. 1 
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Вследствие этого сходимость д�лжна прекращаться 
в точках х = + 1, в которых деиствительная ось вы· 
ходит за пределы круга сходимости (рис. 1 1 3) .  

Что же касается сходимости ряда на самой окруж
ности радиуса 1 ,  то по этому вопросу я должен огра• 
ничиться следующим указанием, примыкающим к 

+[, 

о 

о , _.  -1 + 1  

о 
о 

Рис. 1 12 Рис, 1 1 3 

nодчеркнутой выше связи между степеннЫми и триго· 
нометрическими рядами:  упомянутая сходимость за· 
висит от того, можно ли действительную и мнимую 
части функции на  окружности круга сходимости вме
сте с теми особенностями,  какими они там необходи• 
м о  обладают, разложить в сходящиеся тригонометри· 
ческие ряды. 

Проблемы интерпо.лирования и разностного исчис· 
ления. Я хочу еще оживить теорему Тейлора тем, что 
покажу, в каком отношении она стоит к проблемам 
интерпол ирования и разностного исчисления. И в этих 
дисциплинах занимаются вопросом о том ,  чтобы при· 

�� 

ближенпо изобразить задан• 

7Г 
ную кривую при помощи па· 

n�J раболы;  но здесь вопрос 

ь ставится иначе; здесь пара-
« 31 бола не должна примыкать 

Рис. 1 1 4 к данной кривой в одной 
определенной точке, а на

против, требуется, чтобы она пересекала заданную 
кривую в нескольких заранее указанных точках; во
прос снова заключается в том, в какой мере такая 
«интерполяционная парабола» представляет собой 
nригодное приближение. В простейшем случае раз· 
ница сводится к тому, что кривую заменяют не ее 
касательной, а ее секущей (рис. 1 1 4 } ;  аналогично ис
следуют квадратичную параболу, проходящую через 



ИСЧИСЛЕНИЕ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ 323 

три точки данной кривой, кубическую параболу, про
ходящую через четыре точки,  и т. д. 

Такая постановка  вопроса в теории интерполиро
вания является вполне естественной и применяется 
необычайно часто, например при употреблении чис
JJ енных логарифмических та блиц. Действительно, в 
этом случае как раз допускают, что логарифмическая  
кривая проходит между двумя значениями,  данными 
в таблице, по прямой линии, и поэтому интерполи
руют линейно по обычному способу, пользуясь «таб
дичками разностей». Если же это не дает достаточно 
точных результатов , то применяют и квадратичную 
интерполяцию. 

По отношению к этой общей задаче определение 
соприкасающихся п арабол по теореме Тейлора пред
ставляет собой частный случай,  а именно здесь все 
точки пересечения кривой с интерполяционными па 
раболами сливаются в одну точку. Конечно, при та 
кой замене кривой соприкасающимися параболам и  
слово «интерполирование», собственно говоря, н е  под
ходит; но, с другой стороны, в задачу иптерполирова
ния всегда включают также и экстраполирование;  
так, например, секущую сравнивают с кривой не 
только между ее точками пересечения, но и вне от
р езка с концами  в этих точках. Поэтому для обозна 
чения всего способа в целом более целесообразны м  
представляется , пожалуй, общее выражение «nрибл и
жение». 

Теперь я намерен указать наиболее в ажные интер
поляционные формулы.  Поставим себе прежде всего 
целью определить параболу (n - 1 ) -го порядка , ко
торая пересекала  бы данную кривую в n произвольно 
выбранных точках а 1 ,  а2, . . .  , a n, т. е .  чтобы ее орди
наты в этих точках были р авны f ( a 1 ) , f ( a2 ) , . . .  , f (a  .. , .) ;  
(рис. 1 1 5) . Эту задачу решает интерполяционна я 
формула Лагранжа 

= (х - а2) (х - аз) . . .  (х - ап) f (а! ) + У (а1 - а2) (а. - аз) . . .  (а .  - ап) 
+ (х - а.) (х - аз) . . . (х - an) f (  ) + (а2 - а. )  (а2 - аз) • • •  (а2 - an) � ' ' ' ( 1 )  

В этой формуле содержится n членов с множителям и 
f ( a i ) , f ( a2) , . . .  , f ( ап) ; в числители этих членов не 
внесены последовательно множители х-а 1 , х-а2, , . .  

1 1 * 
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. . .  , х - а ,.. Справедливость этой формулы можно 
сразу проверить: с одной стороны,  все слагаемые· вы
ражения у, а следовательно, и само у представляют 
собой многочлены (n - 1 )-й степени относительно Xi 
с другой стороны, все дроби, кроме первой, обраща 
ются при х = а 1 в нуль, а первая  обращается пр и 
этом в единицу, та к что у оказыва ется равным f (a t ) ; 
точно так  же у =  f ( a2 ) при х = а2 и т. д. 

Рис. 1 1 5 Рис. 1 1 6 

Из этой формулы можно получить ка к частный 
случай формулу Ньютона ,  которая исторически , ко
нечно, гораздо старше формулы Лагранжа.  Формула  
Ньютона относится к тому случаю, когда даны рав
�:�оотстоящие абсциссы а 1 , а2, . . .  , а,.  (рис. 1 1 6) . 
В этом случае имеют большое преимущества обозна·  
чения,  припятые в разностном исчислении, и поэтому 
м ы  сначала познакомимся с ними.  

Пусть �х - приращение переменной х, а М (х) 
соответствующее приращение функции f (x) , так что 

f (х + �х) = f (x) + Af (x). 

Но �� (х) в свою очередь представляет собой неко
торую функцию от х, · которая при замене перемен
ной х на х + �х имеет определенную разность - так 
называемую «вторую р азность» �2f (х) :  

М (х + l\x) = М (х) + �2/ (х); 

аналогично полагаем далее 

�2! (х + �х) = �2f (х) + �3! (х) 
11  т. д. 

Эти обозначения вполне аналогичны обознаLJениям 
дифференциального исчисления с той только разн.lf
цею, что здесь мы  имеем дело с определенными ко· 
нечными величинами  и ни о каких предельных пере
ходах нет ре ч и . 
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Из написанных выше равенств, выражаюших опре
деления разностей, непосредственно вытекают такие 
выражения для значений функции f в последователь
ных р авноотстоящих точках: 

f (x + �х) = f (x) + М (х), 
f (x +  2 �x) = f (x + �) + Af (x + �х) =  

= f (x) + 2 М (х) + �2f (x), 
f (x +  3 .!\x) = f (x + 2 �) +  М <х + 2 �х) =  (2) 

= f (х) + 3 М (х) + 31.2/ (х) + A3f (х), 
f (x + 4 �х) = f (x) + 4 М (х) + 6�2/ (х) + 

+ 4�3/ (х) + L\"f (х). 

Таким же простым образом выражаются значения  
функции f и в дальнейших равноотстоящих точка JC 
через последовательные разности функции f в перво й 
точке х, причем в качестве множителей входят бино
миальные коэффициенты. 

Формула Ньютона выражает интерпол ирующую 
n араболу (п - 1 )  -го порядка для n равноотстоящнх 
точек 

а1 = а, а2 = а + �х • . • . , an = a + (n - I ) L\x, 

т. е. такую параболу, которая при этих абсцисса >с 
имеет ординаты, равные соответствуюшим зна чения м 
функции f (x) ; эта формула имеет вид _ f ( ) + � Af (а) + (х - а) (х - а - Ах) 6.2f (а) + У - а 1 1 Ах 21 Ах2 • • • 
• •

• + (х - а) (х - а - Ах) . . •  (x -a- (n-2) Ах) An- t f  (а) • (З) 
(n - 1 ) 1 Axn- 1  

В самом деле, это, во-первых, многочлен (n - 1 }- й 
tтепени относительно х, во-вторых, при х = а значе
ние у приводится к f ( а ) ; далее, при х = а + L\x вс е 
члены после второго исчезают и остается у = f (a )  + + L\f ( a ) , что, согл асно равенствам (2) , как  раз р авно f (a + L\a ) ,  и т. д. Вообще, таблица (2)  показывает, 
что этот многочлен во всех n точках принимает нуж
ные значения. 

Если мы хотим в действительности применить 
r успехом одну из этих формул интерполирования, то 
нам надо еще знать что-нибудь относ�тельно той 



326 'АНАЛИЗ 

точности, с которой они выражают функцию f (x } ;  дру� 
гими  словами ,  мы должны уметь оценить погреш
ность. Эту оценку указал Коши в 1 840 г. ,  и я охотно 
nриведу здесь ее вывод. Будем исходить из общей 
формулы Лагранжа , пусть х - какое-нибудь значе
ние, заключенное на отрезке, содержащем а 1 ,  а2, • • • • . . , an, или вне его (интерполирование или экстрапо
лирование) . Через Р (х)  обозначим значение интер• 
полирующей параболы (п - 1 ) -го порядка , изобра· 
жаемой формулой Лагранжа ,  а через R (х) остаток, 
так что 

f (x) =- Р (х) + R (х). (4) 

Согласно определению функции Р (х) остаток 
R (х) заведомо обращается в нуль при х = 
= а , , а2, . . . , ап; поэтому мы полагаем 

R (х) ..,.  (х - а . ) (х -::> . . .  (х - ап) '\> (х). 
Выделение множителя nt представляется удобным по 
той причине, что тогда множитель 'Ф (х)  оказывается 
р авным значению п-й производной от f (x) для пеко
торой промежуточной точки � - промежуточной в том 
смысле, что она заключена внутри промежутка, за
нимаемого n + 1 точками а , ,  а2, • . .  , an, х .  То, что 
отклонение функции f (x) от многочлена (п - 1 ) -й 
степени зависит от общего хода изменения производ· 
ной п-го порядка f<n> (х ) , становится вполне естествен· 
ным,  если принять во внимание, что функция f (x) 
становится равной этому многочлену, когда производ· 
ная f<n> (х) обращается тождественно в нуль. 

Что же касается доказательства этой формулы 
остатка, то его удается провести nри nомощи такого 
приема :  составляем функцию от новой переменной z1 

F (z) = f (z) - р (z) - (z - a. ) (z - ��) . . . (z - ап) '\> (х), 
где аргумент х функции \j> (x) рассматриваем как na .. 
раметр . Так как no оnределению 

f (a,) == Р (а,) (r -= 1 ,  . • .  , n), 
то 
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nалее, находим, что и F (х) = О, так как при z = х 
nоследнее слагаемое переходит в R (x) и вся правая 
11асть в силу равенства (4)  обращается в нуль. Таким 
образом, мы знаем п + 1 корней: z = а1,  а2, • • •  , an, х 
функции F (z) . Теперь применим теорему о среднем 
значении в обобщенном виде, которая получается по� 
средством повторного применения этой теоремы в ее 
обычной форме:  если некоторая непрерывная функ4 
ция, имеющая п непрерывных производных, обраща4 
ется в нуль в п + 1 точках, то ее п-я производная 
обращается в нуль по крайней мере в одной точке 
промежутка, содержащего все эти п + 1 корней. По� 
!>тому, если только функция f (z) , а вместе с нею 
F (z) обладает п непрерывными производными, то су� 
ществует такая точка s. заключенная между кр ай� 
ними из значений а1, а2, • • •  , ап. х, что 

p<rz> (s) = O. 
Но 

р<п> (z) = f<n> (z) - 'Ф (х}, 

rraк как п-я провзводная многочлена (п - 1 ) -й сте· 
пени Р равна нулю, а в последнем слагаемом только 

высший член ,h- zn 'Ф (х) дает п-ю производную, от� 

личную от нуля.  Таким образом, в результате на� 
ходим 

т. е. 
р<п> (s) = t<n> (S) - 'Ф (х) = О, 

'Ф (х) = t<n> (s), 

а это и требовалось доказать. ' 

Я выпишу подробно, в частности, интерполяцион· 
н ую формулу Ньютона с ее остаточным членом: 

f (x) = f (a) + х � а l!!��a) + 
+ (х - а) (х - а - l!!x) 112f (а) + 

21 /1х2 • • 
• 

• • •  + (х - а) . . . (x :1a - (n - 1 ) /1x) f<n> (s), (б) 
где s - некоторое значение, заключенное в проме
жутке, содержащем п + 1 точек а , а + !J.x, . . . , а + 
+ (п - l ) !J.x, х. Эта формула действительно незаме· 
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н и м а  в прим енениях.  Я уже указывал на линейное 
интерполирование при пользовании таблицами лога 
рифм ов ; дл я f (x) = l g (x ) и n = 2 формула (5) дает 

l 
l + х - а Л lg а (х - а) (х - а - Лх) М 

g x = g a -�-, - --к;- - 21 v ·  
ибо 

d2 J g  х = - � м dxa х2 • где - модуль перехода для 

систем ы  деся тичных логар ифмов ; это да ет выра жен ие 
для ошибки,  которую мы совершаем при линейном 
и нтерполирова н и и  между двум я логарифма м и  чисел 
а и а + !!.х, вз ятым и из та блицы . Между прочим,  из 
этой форм улы видно, что эта ошибка получает р а з 
:t ичны й з н а к  в зависимости от того, лежит ли  число х 
м ежду числ а м и  а и а + !!.х или вне их. Я не буду бол ь ш е  оста навливаться на приложе· 
li ия х ,  а перейду к замеча тел ьной а налогии между ин
терпол я ционной фор мулой Н ьютон а  и формулой Тей· 
JYopa . В основ е этой а н а л огии лежит следующее об
стоятел ьств о :  из фор мул ы Ньютона можно очень 
л егко и притом совершенно строго вывести фор мулу 
Тt-йлор а с остаточным членом ; этот вывод вполне со· 
стветствует переходу от интерпол яции к прибл ижен· 
11 ым па р а бол а м . В са мом деле, если при постоя нных 
х,  а и n прир а щение !!.х стремится к нулю , то каждое 
пз n - 1 отношений между конечным и разностя м и , 
встреч а ющихся в равенстве (5) , переходит в соответ
ствующую пронаводную ( по предположению, ведь су
ществуют первые n пронаводных функций f (x} ) :  

1 •  /}.f (x) _ f' ( )  1 • Л2f l x) _ f" ( )  1m  Лх - х , 1m Ах2 - х 

и т. д.  
Отсюда следует, что множитель f< n> ( s)' в послед· 

нем члене пр а вой части тоже стремится к определен· 
но м у nределу, а вследствие непрерывности функции 
f<n> (х) этим пределом оп ять я вл я ется некоторое сред·  
нее значен и е  f<n> (6) . Итак, мы получаем совершен но 
строгое равенство 

f (x) = f (а) +  х � а f' (а) + (х -;, а)2 f" (а) + 

. . .  + (х :, a)n f<nl (s) (a � t � x). 
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Таким  образом , мы вполне доказали теорему Тейлора 
и в то же время показали,  с каким изяществом ее  
можно привести в связь с общим учением об интер
поляции. 

Благодаря этой тесной связи с очень простым и  
вопросами и благодаря  тому, что предельный переход 
здесь так легок, я считаю этот в ывод формул ы  Тей 
Jюра лучшим из всех возможных выводов .  Одна ко 
н е  все математики, даже хорошо знакомые с эти м и 
вещами, - нужно, впрочем , з аметить, что, как это 
ни странно, их часто не знают даже составители учеб
н иков , - придерживаются этого мнения ;  они обыкно
венно принимают очень серьезный вид, приступа н 
к предельному переходу, и предпочитают дать непо
<.р едственное доказательство теоремы Тейлор а, чем 
вывод ее при помощи исчисления конечных разностей. 

Но я могу здесь же отметить, что исторически ис
точником открытия ряда Тейлора было именно раз 
ностное исчисление.  Как я уже упоминал,  в первый 
р аз этот ряд построил Тейлор в 1 7 1 5  г. * ) ; он в ыводит 
сначала формулу Ньютона , - конечно, без остаточ
ного член а - и потом полагает в ней одновременно 
Ах = О и n = оо ; он вполне правильно получает из  
первых членов этой формулы первые члены нового 
ряда : 

f ( ) _ f ( ) + � . df (а) + (х - а)2 d2f (а) + Х - а 1 1  dx 21 dx2 · ' • 

и считает очевидным,  что этот ряд можно продолжа-rь 
до бесконечности, - ни об остаточном члене, ни  о схо
димости у него нет и речи. Это - несл ыханный по 
своей смелости предельный переход. Первые члены,  
в которых встречается х - а - Ах, х - а - 2Ах, . . . , 
.ие представляют трудностей, так как при l im Ах = О 
исчезает также Ах, повторенное конечное число раз .  
Но при дальнейшем возрастании n появляются в по
стоянно возрастающем числе члены,  содержащие мно
жители х - а - k Ах с постоянно возрастающими зна
чениями k, и мы ,  конечно, не имеем права обращаться 
с ними так, как с первыми членами ,  и предпол агать, 
что мы получаем сходящийся ряд. 

*) Т а у 1 о r В. Methodus i ncremcntorum. - Londini i ,  1 7 1 5. 
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В сущности, Тейлор здесь оперирует с бесконечно 
м алыми величинами (дифференциалами) гораздо, 
если можно так выразиться, легкомысленнее, чем это 
когда -либо делали последователи Лейбница : интерес
но отметить, что ему было тогда 29 лет, и он на гла
з ах Ньютона так уклонился от метода пределов, ко
тор ым пользовался последний. Как бы там ни было, 
ему удалось таким образом сделать свое очень важ
ное открытие. 

Я хотел бы еще сказать несколько слов по поводу 
делаемого обыкновенно различия между рядом Тей
лора и рядом Маклорена .  Как известно, во всех учеб
никах под названием ряда Маклорена отдельно рас
сматривают частный случай ряда Тейлора при а = О� 

f (x) = f (O) + :r /' (О) + �: /" (О) + • • •  , 

и легко может прийти в голову, что очень важно 
строго отличать один ряд от другого. Каждому зна
комому с делом ясно, что с математической точки 
зрения это различие совсем несущественно ; менее из
вестно то обстоятельство, что оно исторически также 
является бессмыслицей. Во-первых, Тейлору принад
лежит несомненный приоритет в отношении общей 
теоремы, к которой он пришел , как указано выше. Но, 
кроме того, он дальше в своей работе специально 
останавливается на той форме, которую его ряд при
нимает при а = О, и замечает, что в этом случае ряд 
можно получить также непосредственно при помощи 
так называемого способа неопределенных коэффици 
ентов. Этим способом воспользовался в 1 7 42 г .  Макло
р ен в своей книге «Трактат о флюксиях», причем он 
совершенно ясно ссылается на  Тейлора и не заявляет 
претензии дать что-нибудь новое. Но на  эту ссылку 
nпоследствии не обратили внимания и стали считать 
автора учебника вместе с тем автором теоремы; та 
ким образом ведь часто происходят ошибки. Только 
позже опять вспомнили про Тейлора и назвали его 
именем общую теорему. Очень трудно, - а может 
быть, даже невозможно - бороться с такими укоре
нившимиен нелепостями ;  можно только выяснить ис
тинное по.ложение дел в маленьком круге тех мате
м атиков, которые интересуются историей своей науки. 
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3. Замечания исторического и педагогического 
характера 

33 1 

Мне хотелось бы прибавить к этому еще некото� 
рые замечания исторического и педагогического ха• 
рактер а .  

Я отмечу раньше всего, что связь, которую Тейлор 
установил между разностным и дифференциальным 
нсчислениями, сохр анялась в течение продолжитель� 
ного времени :  еще у Эйлера в работах его, посвящен� 
ных анализу, эти две дисциплины тесно связаны одна 
с другой , и формулы дифференциального исчисления 
рассматриваются как nредельные случаи совершенно 
элементарных соотношений, имеющих место в раз" 
ноетнам исчислении. Это вnолне естественное соеди•' 
нение двух наук nродолжалось до тех пор, пока Р е  
появилось исчисление nронаводных Лагранжа с его 
не раз уже уnомянутыми  выше формальными оnреде� 
лениями. Я должен здесь указать на одно комnиля .. 
тивное сочинение конца XVI I I  в . , в котором его ав  .. 
тор, Лакруа, становясь на nочву учения Лагранжь . 
излагает все известные в то время факты исчисления: 
бесконечно малых. Как характерный nример из этой 
работы я nриведу определение nроизводной. Пусть 
пекоторая функция f (х) оnределена стеnеннЫм ря� 
дом; nользуясь разложением бинома Ньютона и со
единяя члены с одинаковыми степенями буквы h, мы 
nолучим 

f (x + h) = f (x) + hf' (х) + � h2f" (х) + . . .  

Лакруа nросто обозначает член, линейный относи
тельно h, через df (x) и, так как вместо h можно nи
сать dx, nолучает для производной, или, как он это 
называет, для дифференциального коэффициента ,  со� 
отношение 

df (х) f' ( } dx = х • 
Это равенство nолучает, таким образом, совершенно 
формальный характер, хотя против nравильиости его 
нельзя возражать. 

Понятно, что nри таком характере изложения Лак
руа не может исходить из р азностного исчисления; он 
считает, однако, последнее настолько в ажным для 
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практики, что не  решается вовсе его опустить, а дает 
его в виде самостоятельной дисциплины - и притом 
в очень подробной обработке - в последнем томе. 

Истори ческое значение этой книги, которую назы
вают «большой Лакруа », состоит главным образом 
u том , что она является источником, из которого чер
пали материал многие учебники исчисления беско
нечно малых, появившиеся в XIX в . ;  раньше всего 
здесь нужно назвать учебник, составленный самим 
Лакруа, - «маленький Л акру а». 

Впрочем , начиная с 20-х годов этого столетия на
ряду с влиянием Лакруа в учебниках сказывается 
также влияние способа пределов, которому Коши 
возвратил его прежнее значение ;  я имею в виду глаu
F.ым образом французские учебники, выходившие под 
названием « Cours d 'ana lyse de l 'ecole polytechnique» 
и предназначенные для высших учебных заведений. 
Немецкие учебники,  за  единственным исключением 
Шлем ильха , не  носят самостоятельного характера , 
а зависят прямо или косвенно от французских. И з  
этой м ассы книг я выделю только книгу Серре, кото
ра я  в первый р аз вышл а  в Париже в 1 884 г. ;  Гарна к 
веревел ее на  немецкий язык, и она стала также в 
Германии одним из са мых распространенных учеб
ников . 

Мне еще хотелось бы упом януть об одной, совсем 
новой французской книге : это двухтомный «Cou r s  
d'analyse mathematique» Гурса * ) ; он по многим вопро
са м  содержит гораздо больше м атериала ,  чем Серр е, 
н в него входит целый ряд новейших исследований ; 
кроме того , он очень доступно написан.  

Во всех этих новых учебниках производная и ин
теграл определяются при помощи предельного пере
)IОда - о разностном исчислении в них нет и речи .  
При та ком изложении многое может стать более от
ц етливым , но при этом , как в микроскопе, суживается  
поле зрения .  Разностное исчисление теперь предоста в 
.,1ено тем ,  кто занимается практическими вычисленюi 
м и ,  главным образом астрономам ; математики ж е  
совсем не  изучают его . 

*) Есть русский перевод, сделанный с последнего француз
rкого трехтомного нздавия :  Г у р с  а Э. Курс математического 
щализа, тт. l ,  2. - Изд. 3. - М. ;  Л. :  ОНТИ, 1 936. 
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На этом я за iюн чу свое изложение исчислен и я  
бесконечно малых и только в заключение опять ука ... 

жу н а особенности , от.rшчающие его от того изложе· 
ния ,  которое обыкновенно дается в учебниках. 1 .  Я иллюстрирую а бстр а ктные рассуждения  п p ii 
nомощи на глядных , кон кр етн ых чертежей.  ( П рибд и· 
женные кр ивые дл я рядов Фурье и Тейлор а . )  

2 .  Я подчер киваю связь с соседними  областям и , 
н апр имер с р азностн ым и интерпол яционным исчис
.'l ен и я м и  и даже с философскими исследованиям и . 

3 .  Я указыва ю на историю развития  предм ета . 
4 .  Я п ривожу п р и м е р ы  изложения из популярной 

литературы с целью выяснить разницу между осно· 
ванными на ней воззрениями публики и воззрения м а  
специал истов-математи ков.  Я счита ю зна комство с этими  вещами  особен н о  
в а жным ддя будущих учителей . Ка к только вы вету
л а ете в п р а кти ческую жизнь,  в а м  приходится стол к 
нуться с ходячими воззрениями ,  и если вы в них- н е  
р а эобрались раньше, если вы не знакомы с элемен
т о м  н аглядности в м атематике и не сознаете ее живой 
связи с соседни

·м и областями ,  если вы,  что важн ее 
всего, не знаете исторического развития ва шей науки. 
то вы тер яете вся кую почву под ногам и ; вы станов и 
тесЪ н а  почву самой ортодоксальной м атематики -
11 вас тогда не понимают ученики, или же в ы  пр и 
знаете себя побежден ными, отказываетееЪ о т  все го. 
чему вы научились в университете, и пр идержи ва е
тесь в преподавании традиционной рутины.  Как ра �  
здесь, в области исчисления бесконечно м алых, р аз· 
рыв м ежду средней и высшей школой особенно ве
лик; я надеюсь, что мое изложение будет содейство· 
в ать его устр анеНИЮ И ЧТО Я дал в а м ДЛ Я вашей Пе · 
даrогической деятельности полезное орудие . 

Теперь я оставляю тр адиционный анал из и хоч v  
посвятить приложение изложению нескольких теор ий  
новей шей математики, о которых мне уже приход и 
Jюсь уном ин а ть раньше и с которы м и .  к а  к м не ка .. 

жется , учитеJIЬ должен быть нем ного зн а ком .  



П Р И Л О Ж Е П И Я 

1. ТРА Н СЦ Е НДЕНТНОСТЬ Ч И СЕЛ е И n 

1 .  Исторические замечания 

Интерес к числу :тt возник - в геометрической фор
ме - еЩе в древности, и тогда уже вполне сознавали  
разницу между задачей приближенного вычисления 
его и задачей точного теоретического построения и 
даже обладали некоторыми предпосылками для ре
шения обеих задач. Решение первой задачи значи
тельно подвинулось вперед благодаря Архимеду и 
его способу прибл ижения к кругу при помощи вписан
ных и описанных многоугольников ; второй задаче 
скоро дали более точную формулировку: можно ли 
построить число :тt при помощи циркуля и линейки? 
и стали пробовать найти это построение всевозмож
ными способами ,  не догадываясь, что причиной по
стоянных неудач является неразрешимость задачи. 
Но и теперь «квадратура круга» является одной из 
самых популярных задач, и множество людей - ка к 
я уже говорил раньше - хотят попытать на ней 
счастье, не  зная или не веря, чtо современная наука 
давно с ней по кончила * ) . 

Между тем эти старые задачи теперь действи
тельно вполне решены.  Принципы, на которых осно
nано современное решение этих задач, были найдены 
в промежуток времени от Ньютона до Эйлера .  Для 
приближенногif вычисления :тt было найдено прекрас
ное средство в виде бесконечных рядов, которые дают 
возможность достигнуть точности, удовлетворяющей 

* )  По ловоду истории о задаче о квадратуре круга см.:  
О квадратуре круга/С nриложеннем истории вопроса, состав
ленной Ф. Рудио. - 3-е изд. - М.; Л . :  ОНТИ, 1 936. См, также: I< ы м n а  н Ф. История числа :t. - М . :  На ука, 1 97 1 . 



ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТЬ ЧИСЕЛ е И n 333 

самым строгим требованиям.  Дальше всех в этом 
наnравлении nошел англичанин Шарn,  который на�  
шел 600 десятичных знаков числ а n; это  вычисл ение 
имеет только, так сказать, спортивный интерес, каК! 
рекорд, nотому что в nриложениях никогда не nотре
буется знать n с такою точностью * ) .  Что же касается 
теоретической стороны воnроса, то в этот nериод 
в исследованиях вnервые nоявляется число е, осно
вание натуральных логарифмов. В это время было 
открыто удивительное соотношение ein = - 1 и пол
готовлево в виде интегрального исчисления важное 
орудие для окончательного решения воnроса. 

Решительный шаг в этом наnравлении сделал,  как 
известно, Эрмит, который в 1 874 г. доказал трансцен� 
дентность числа е. Однако доказательства трансцен· 
дентности числа я он не нашел ;  это удалось вnервые 
Линдемаву в 1882 г. 

Здесь мы имеем существенное обобщение класси· 
ческой nостановки воnроса ; там речь шла только 
о том, чтобы nостроить я nри nомощи циркуля и ли 
Fейки, а это, как мы знаем, аналитически сводится 
к тому, чтобы nредставить n как результат несколь
ких nоследовательных извлечений корня квадратного 
из рациональных чисел .  Теnерь же доказывается не 
только то, что это невозможно, но нечто гораздо боль
шее; именно, nоказано, что как n, так и е суть числа 
трансцендентные, т. е. что их вообще нельзя связать 
с целыми числами  никаким алгебраическим соотно
шением . Другими словами ,  ни  е, ни n не могут быть 
.ь.орнями алгебраического уравнения 

а0 + а1х + а2Х
2 + . . .  + anxn = О, а0 + О, 

каковы бы ни были целые коэффициенты ао, • . .  , an 
и nоказатель n. Самое существенное здесь - это це
лые !52 ) коэффициенты; достаточно было бы, собствен
н о, сказать «рациональные» коэффициенты, nотому 
что, nриводя к общему знаменателю и отбр асывая его, 
мы всегда можем свести уравнени� с р ациональным и 
коэффициентами  к уравнению с целыми коэффициен· 
там и.  

*)  В настоящее время  с помощью электронных вычислитель• 
ных машин найдено более 2000 десятичных знаков числа n. 



836 ПРИЛОЖЕНИ Я 

Я теперь приведу доказательство трансцендентно· 
< ти числа е, причем буду пользоваться теми суще
ственными упрощениями,  которые сделал в нем Гиль
берт в 1 893 г. 

2. Доказател ьство трансцендентности числа е 

Нам предстоит доказать, что предположение су
ществования равенства 

а0 + а1е + а2е2 + . . . . + anen = О, ( 1 ) 

где ао :;&: О и коэффициенты ао, . . .  , an - целые числа ,  
ведет к противоречию ,  это противоречие обнаружится 
на самых простых свойствах целых чисел . Нам при
дется ссылаться из теории чисел только на самые 
элементарные теоремы о делимости, в частности на 
то, что каждое целое положительное число можно 
разложить на простые множители только одним спо
собом , и на то, что существует бесчисленное множе
ство простых чисел .  

План доказательства заключается в следующем : 
м ы  покажем, как можно находить очень хорошие ра
циональные приближенные значения для числа е и 
E:ro степеней , имеющие следующий вид: 

М , + е,  е = м , n Мп + 8n (2) . . .  , е = м , 

где М, М 1 , М2, • • • , Мп - целые числа ,  а � . � ,  
• • • , ::; - чрезвычайно малые дроби .  Умножая затем 

о бе ч а сти равенства ( 1 )  на М, мы придадим ему 
та кой вид :  

(а0М + а1М 1 + а2М2 + . . . + апМп) + 
+ (а 1 е 1 + а�е2 + . . . + апвп) = О. ( 3) 

Первое CJi araeмoe в левой части является целым 
числом,  и мы докажем, что оно не  равно нулю; второе слагаемое нам  удастся, выбирая достаточно ма·  
лые  значения для чисел е 1 ,  • • • , e n .  сдел ать правиль· 
ной дробью. Мы придем,  таким образом, к противо· 
речию, заключающемуся в том, что сумма  целого от
JI ИЧного от нуля числа аоМ + а 1М1 + . . . + апМп и 
правильной отличной от единицы дроби а1е 1  + . .  , 
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+ a 11en равна нулю; отсюда и будет вытекать не

возможность равенства ( 1 ) .  
При этом большую услугу нам окажет следующее 

п редложение:  целое число, которое не делится на не
киторое определенное число, непременно отл ично от 
нуля (потому что нуль делится на всякое число) ;  
1� 1\1 енно, мы покажем, что числа  М 1 ,  . . .  , Мп делятся 
на некоторое простое число р, а число а0М на него 
&аведомо не делится ; таким образом, сумма а0М + 
+ а 1М 1 + . . . + апМп не делится на р и ,  зна чит, от
лична от нуля .  

Главным орудием для осуществления доказатель
С'�'ва ,  идея которого только что намечена ,  является 
uдин определенный интеграл ; его впервые в таких 
р ассуждениях стал употреблять Эрмит,  и поэтому мы 
можем назвать его интегралом Эрмита ; построить его 
значило найти ключ ко всему доказательству. Мы 
увiАдим, что значение этого интеграла есть целое чи
СJю , и он определит нужное нам число М : 

00 
м _  f zP- 1 {(z - 1 )  (z - 2) , , , (z - n)}P e - z  d , 

- .) (р - 1 ) 1 z, 
u 

(4 ) 

здесь n есть степень предполагаемого уравнения ( 1 ) ,  
а р - некоторое простое число, которое м ы  определим 
,ll альше. При помощи этого интеграла мы найдем также вышеупомянутые приближенные значения ( 2 )  для 
степеней ev (v = 1 ,  2, . . .  , п ) ; для этого мы разобьем 
интервал О < z < оо на два интервал а при  помощи 
(lИСЛа 'V И ПОJЮЖИМ 

"" 

м _ V r zP- 1 {(z - 1 )  , , , (z - n)}P e - z d 
v - е .) (р - 1) 1  z ,  

'У 
'У 

'У r zP- 1 {(z - 1 )  . . .  (z - n)}P e - z  d ev = e .) (р - 1 ) 1  z .  
о 

Перейдем теперь к самому доказательству. 

(4а) 

(4Ь) 

1 .  Исходным пунктом является формула ,  хорошо 
известная из ЭJiементарной теории функции Г: 

00 � zP- Ie-z dz = Г  (р). 
о 
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Нам придется применять эту формулу только в 
предположении, что р есть число целое; в этом слу
чае  Г (р) = (р - 1 ) 1 , и я сейчас это докажу. При по
мощи интегрирования по частям найдем 
� � � zP- Ie-z dz = [- zP- 1e-z];' + � (р - 1)  zP-2e-z dz = 

о о 
� 

== (р - 1 ) � zP-2e-z dz. 
о 

Второй множитель в правой части представляет 
собой интеграл того же вида , но только в нем пока
эатель при z на единицу меньше; применяя это пре
абразование несколько раз ,  мы дойдем при р целом 

� 

до z1 , а так как � e-z dz = 1 ,  то мы получим оконча
о 

тельно 
00 � zP- Ie-z dz == (р - 1 ) (р-2) • • • •  • 3 • 2 • 1 = (р- 1} 1 .  (5) 
о 

При целом р этот интеграл есть, таким образом, це
лое число, которое очень быстро возрастает с возра
станием р. 

9� · �  о 1 2 3 1f {j  10 

Рис. 1 1 7  
Чтобы сделать этот результат геометрически на

I"Лядным ,  изобразим графически ход изменения функ
ции zP-le-z для различных значений р (рис. 1 1 7) ; 
значение интеграла будет равно площади фигуры ,  за
ключенной между кривой и осью z и простирающейся 
до бесконечности.  Чем больше р, тем теснее кривая 
примыкает к оси абсцисс вблизи точки z = О, но зато 
тем круче она идет вверх, начиная от точки z = 1 ;  
затем она достигает, каково б ы  ни  было р, макси· 
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мума при z = р - 1 ,  причем с возрастанием р этот 
:м аксимум увеличивается и перемещается вправо ;  на4  
чиная от этой точки, получает преобладающее зна· 
чение множитель e-z, кривая начинает п адать и ,  на 
конец, опять очень близко подходит к оси  абсцисс. 
Теперь понятно, что площадь - н а ш  интегр ал - все
гда остается конечной, но с возрастанием р сильно 
возрастает. 

2. Пользуясь доказанной формулой,  мы теперь 
легко найдем значение интеграла Эрмита (4 ) . Если 
м ы  в числителе раскроем скобки и р асположим по
дынтегральную функцию по убывающим степеням z: 
{(z - l ) (z - 2) . • •  (z - n)}P == {zn - • . .  + (- l )n ni}P = 

= znP _ • • • + ( - l )n (n! )P 153) 

(я выписываю здесь только члены с высшей и низ
шей, т. е.  нулевой, степенью z) ,  то этот интеграл при
мет вид 

� �� � М = (- l )n (n !)P r zP- l
e-z dz + 

� .....Е.Р._ r zP- Ie-z dz• 
(р - 1 ) 1  .) i..J (р - 1 ) 1 .) ' 

о p=p+l о 

здесь С11 - постоянные и притом целые числа,  кото4 
рые получаются при указанном выше раскрытии ско
бок в многочлене. Применяя формулу (5) к каждому 
из полученных интегралов, м ы  получим 

p+np 
М =  (- l )n (n!f  + � С (р - 1 ) 1  • i..J р (р - 1 ) 1  

P - P+l 
Все зна чеяия индекса суммирования р больше р, 

и, значит, отношения :; : :�: - целые числа ,  содер

жащие, кроме того, множитель р ;  если его вынести 
за скобку, то мы получим 
М = (- l )n (n!)P + 

\ 

+ Р {Cp+ t  + Ср+2 (Р + 1 ) + Ср+З (р + l ) (p + 2) + . . . } .  

Отсюда мы видим, что М делится или не делится 
на р в зависимости от того, делится или не делится 
на р первое слагаемое (- l ) n (пi ) P. Но так как р есть 
число простое, то это слагаемое заведомо не будет 
делиться на р, если р не входит в состав ни одного 
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из его сомножителей 1 , 2, . . .  , n, а это заведомо бу
дет иметь место, если р > n. Этому условию удовлет
воряет бесч и сл енное множество п р остых чисел ; вы
бр ав любое из них, м ы достигнем того, что (-1) " (n ! ) P, 
а значит ,  и М ,  заведомо не будет делиться на р .  

Так как ,  по предположени ю ,  а о  =F О, то нам легко 
сдел ать так, чтоб ы и а0 не дел ил ось на р ; дл я этого 
доста точно только выбрать р большим ,  чем ао, ч то, 
ка к следует из сказанного выше, конечно, возможно. 
Но тогда произведение а0М также не делится на р. 
и мы достигли ,  таким образом ,  н ашей первой цел и .  

3 . Исследуем теперь числа Mv (v = 1 ,  2, . . .  , n ) ,  
определен н ые равенствами  (4а)  (с. 337) . В н есем мно
житель е" п од знак  интеграла и введем н о вую п ерсменную � = z - v ,  принимающую значен и я  от О до оо, 
когда z и з м е н я ется от v до оо ; тогда м ы  получи м 

М = ( (�+v)P- I {(�+v-l )"(�+v-2) . • •  � • . • (�+v-n)}P е - �  (r 154) 
"У )  (р - 1 ) 1  ( ':> . 

о 

Это интеграл того же вида, что и рассмотренн ы й ра
нее и нтеграJI М ,  и м ы можем здесь примен и ть а нало
гичные преобразования .  Раскрыв скобки в ч и сл ител е 
подынтегральной функц и и ,  м ы  получ и м  су м м у  сте
пеней перемен ной � с целыми коэффициента ми ,  при
•Iем низшая  из  этих степеней есть �Р. Интеграл выра
жения ,  стоящего в числителе, представится теперь 
в виде сум мы интегралов 

. . .  ' 

00 � b<n+ l l  P-Ie-� d6 
(} 

с цел ы м и коэффициента ми ,  а так как эти последние 
интегралы и м еют, согл асно ра венствам (5) , соответ
<:твенно нна чения р ! ,  ( р + 1 )  1 ,  . . , то эту сумму мож
но представить в виде числа p l ,  умноженного н а  не
которое цел ое ч и сл о  A v, та i<ИМ образом ,  для I<аждого 
1'13 р а с с м атр и в а е м ы х  и н тегралов м ы  имеем 

м р!А" - • А ( 1 2 ) v = \р _ 1 )  - Р v v = , , . . .  , n , 

т е. все они являются цел ыми числа.ми, кратными р. 

Есл и  м ы  солоста в им это с доказанным в п. 2, то 
м ы увиди м ,  что м ож но применить указанное выше 
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(с. 337) предложение и сказать: целое число а0М + 
+ a 1Mt  + . . .  + апМп заведомо не делится на р и, 
следовательно, от лично от нуля. 

4. Вторая часть доказательства относится к сум 
ме а 1е 1  + . . .  + апеп, где, согласно --равенству (4Ь ) 
(с. 337) , 

'V _ f zP- 1 {(z - 1 )  (z - 2) • • • (z - n)}P e-z+v d 8v - J (р - 1 ) 1 Z, 
о 

и нам нужно доказать, что, придавая числу р надле
жащие значения, можно сделать эти ev сколь угодно 
малыми ;  при этом мы воспользуемся тем, что мы мо
жем считать р сколь угодно большим ,  так  как те 
условия, которым мы пока подчинили простое число р 
(р > n, р > ао) , могут быть удовлетворены произ· 
вольно большими простыми числами. 

Изобразим, прежде всего, геометрически ход из
менения подынтегральной функции (рис .  1 1 8) . При 

Рис. 1 1 8 

:!. = О кривая касается оси z, при z = 1 , 2, . . . , n она 
в.асается оси z и в то же время пересекает ее (так 
как р - число нечетное) . Мы сейчас увидим, что под 
влиянием знаменателя (р - 1 ) 1  кривая во всем про
межутке (0, n) не поднимается высоко над осью z� 
если только взять р достаточно большим 1 55 ) ;  таким 
образом, очевидно, что интеграл ev будет очень мал, 
Заметим, что вне этого промежутка (при  z > n) 
подынтегральная функция быстро возрастает и затем 
асимптотически приближается к оси z, как и рассмот
ренная выше функция zP-1e-z [для  р = (п + l ) p] ;  это 
объясняет, как получа ются эти быстро возрастающие 
с возрастанием р значения интеграла М, взятого по 
всему промежутку от О до оо , 
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Для того чтобы действительно оценить величины 
интегралов ev,  оказывается достаточным применять 
следующий грубый прием.  Обозначим через G и gv 
наибольшие значения модуля функции z (z - 1 )  . . .  
. . .  (z - n) и функции "(z - 1 )  (z - 2) • . .  (z - n) e-z+v 
в !fРОМежутке (0, п ) , так что 

l z (z - 1 ) . . .  (z - n) / � G. } 1 ( 1 ) ( 2) ( ) -z+v l .- при O � z � n. z - z - . . .  z - n е � g" 

Так как модуль интеграла не превышает интеграла 
от модуля подынтегральной функции, · то для каждого 
v м ы  имеем 

(6) 

Числа G, gv, v не зависят от р, а стоящий в эна� 
менателе факториал (р - 1 ) 1  возрастает, как извест� 
но, быстрее, чем степень QP-1 , или, точнее, при доста� аР-1 
точно большом р дробь (р _ 1 ) 1 делается меньше 

какого угодно наперед заданного числа,  как бы мало 
оно ни  было. Равенство (6) показывает, таким обра
зом, что, принимая за  р достаточно большое число. 
М;Ы можем сделать сколь угодно малым каждое из 
чисел ev. 

Отсюда непосредственно следует, что мы можем 
сделать сколь угодно малой сумму а 1е1  + . . . + апеп. 
состоящую из n членов ; в самом деле, 

1 a1s1 + �� + . . . + anen 1 � 
� 1 а1 1 ·  l et 1 + 1 а2 / ·  / е2 /  + + 1 an / ·  l sn /; 

согласно равенству (6) это выражение не превосходит 
аР-1 

( 1  at l • lgt + 1 а2 / • 2g2 + . . · + 1 an 1 ·  ngп) • (р _ 1 ) 1  ; 
а так как множитель, заключенный в скобки, имеет 
постоянное не зависящее от р значение, то благодаря QP- 1 
множителю (р _ 1 ) 1  мы можем всю правую часть. 

а следовательно, и левую, т. е. 1 а 1е1  + а2е2 + . . . . . .  + anen \ ,  сделать как угодно малой - в частности 
меньше единицы. 
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Но это приводит нас к тому противоречию с равен

ством (3) : 

(а0М + а1М1 + . . .  + апМп) + (а1 е1 + . . . + апеп) = 0, 

которое мы выше имели в виду ( с. 336) ; оно состоит 
в том,  что целое число, отличное от нуля,  после при
бавления к нему правильной дроби должно обра ·  
титься в нуль. Поэтому последнее равенство не  .может 
иметь .места, и таким образом доказана трансцендент
ность числа е. 

Теперь мы перейдем к доказательству трансцен
дентности числа п. 

3. Доказательство трансцендентности числ а  я 

Это доказательство хотя и сложнее предыдущего, 
но, в сущности, очень просто. Надо только - и в этом 
заключается искусство м атематического творчества 
лодойти к вопросу с н адлежащей стороны. 

Линдемаи поставил вопрос следующим образом . 
До сих пор было установлено, что равенство 

n 

L avev = О не может иметь места ,  если av и v - це
'11-1  
лые числа i  спрашивается, нельзя ли доказать, что 
это равенство не может иметь места и при алгебраи 
ческих значениях коэффициентов av и показателей v. 
Линдемаву действительно удалось это показать, а 

именно общая теорема Линдемава о показательной 
n 

функции формулируется так:  равенство :Е aveьv = О  
v- 1 

не .может иметь .места, если коэффициенты av - лю
бые * ) , а Ь., - различные .между собой алгебраические 
•t исла. Трансцендентность числа  п является тогда не
лосредственным следствием этой теоремы ; действи 
тельно, как известно, имеет место тождество 1 + 
+ ein = О, поэтому, если бы n было алгебраическим 
числом, то  iп было бы таким же числом 1 56 )  и послед· 
нее тождество противоречило бы упомянутой теорем е 
Линдема на.  

Я хочу подробно изложить доказательство только 
одного частного случая теоремы Линдемана,, который 

•) Не все равные нулю. 
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у же заключает в себе и доказательство трансцендент
tюсти числа  :n:. При этом я буду следовать снова, по 
tуществу дела ,  доказательству Гильберта , которое 
существенно проще, чем доказательство Линдемана , 
и представJi яет собой точное обобщение предыдущих 
рассуждений о числе  е. 

Исходным пунктом служит соотношение 

1 + е111 = О . ( 1 )  

Если :n: удовлетворяет какому-нибудь алгебраическому 
:уравнению с целыми коэффициентами,  то i:n: тоже 
удовлетворяет подобному же уравнению; обозначим 
через а. 1 , а.2, • • • , an все корни этого последнего урав 
Itения ,  считая в том числе и корень i:n:. Тождество ( 1 )  
rюказывает, что должно иметь место соотношение 

( 1  + еа • ) ( 1  + еа2) . . • ( 1 + ean) = О . 

Выполняя умножение, получаем 

l + (eu.•  + (/2 + . . .  + ean) + (еа,+а2 + еа,+аз + 
. . .  + ean _ , + an) + . . . + (еа,+а2+ . . .  +an) = о. (2) 

Может случиться, что некоторые из входящих сюда 
Еоказателей равны нулю, но во всяком случае, ecJI И 
.u.аже это и имеет место, левая часть будет содер 
жать 1 57 ) положительное слагаемое 1 ,  которое вместе 
с о  сл агаемыми  вида е0 дает одно целое положитель
ное число а 0, заведомо отличное от нуля. Остальные 
nоказатели ,  не  равные нулю, обозначим через 
р 1 , �2 • • • • , �N. так что равенство (2 )  можно написать 
li таком в иде: 

а0 + ef\ 1  + ef\2 + . . . + /'N = О (а0 =1= 0). (3) 

С другой стороны, показатели � � • . . .  , �N служат 
1<орнями векоторого уравнения с целыми коэффициен
-r ами .  В самом деле, из уравнения с целыми коэффи
циентами ,  которому удовлетворяют числа а.1 ,  • • •  , а.", 
можно, как известно 1 58 ) , вывести та кое же уравнение, 
корнями которого являются все двучленные суммы 
а1 + а2, а.1 + аз, . . . ; точно так же можно вывести 
11одобные уравнения для трехчленных сумм а.1 + а.2 + 
+ а3, а.1 + а.2 + а4, . . . ; наконец, сум ма а.1 + а2 + . . . . . . + а11 равна рациональному числу и ,  следователь
но, удовлетворяет линейному уравнению с целыми 
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�оэффициентами. Перемножая все эти уравнения,  м ы  
nолучим снова уравнение с целыми коэффициента м и ,  
некоторые корни которого могут равняться нулю * ) ,  
а прочие равны � � .  �2, • • •  , �N· Деля уравнение на не
известное в степени, р авной числу нулевых корней, 
получим для N величин � уравнен ие с целыми  коэф
фициентами как раз N-й степени и с постоянным чле
ном, ОТЛИЧdЫМ ОТ нул я :  

b0 + b1z + b�2 + . . .  + ЬNzN = O, (4)  

где Ьо =t= О и ЬN =t= О. 
То, что мы имеем в виду доказать ( и  что, ка к мы 

говорили выше, заключает в себе, в частности ,  11  
трансцендентность числа  n) , составляет следующий 
частный случай теоремы Линдем ана : равенство вида 
(3) с целы.м и отличным от нуля коэффициентом а 0  

н е  .может и.меть .места, если числа � 1 , �2 • • • • , fl N  удов
летворяют уравнению N-й степени (4 ) с целыми ко
эффициентами. 

Доказательство этой теоремы можно расчленить 
на такие же части ,  как и предыдущее доказательство 
трансцендентностli числа е.  Подобно тому ка к та м 
нам удалось дать особенно хорошие прибл ижения це
лых степеней е1 , е2, • • •  , en при помощи рациональных 
чисел,  так и здесь надо будет исследовать вопрос 
о возможно лучшем приближенном выражении сте
nеней числа е, входящих в равенство (3) . М ы  поло
жим, сохраняя прежние обозначtния, 

ер • = Mt + st ef32 - М2 + в2 ef3N = мN: вN ·, 5 )  
м - м • . • . , 

здесь знаменатель М тоже равен векоторому целом у  
ч ислу, а е 1 ,  • • • , 8N - очень малые дроби,  тогда к а  J< 
М 1 , • • •  , Мн представляют собой теперь уже не цел ые  
рациональные, а целые алгебра ические числ а ;  в эт�>м 
именно заключается усложнение по сра внени ю 
о прежним доказательством . Но сум ма всех чисел 
М 1 , • • •  , MN и в данном случае равна целому рацио
нtльному числу, а именно, можно распорядиться та к, 

* ) Нулевых корней будет, очевидно столько, сколько имеется 
двучленных, трехчленных и т. д. сумм,  обращающи'ltся в н v л ь, 
т. е. столько, сколько имеется нулевых nоказателеА стеnени в рас
сматривавшеАся выше формуле (2) . 
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что первое слагаемое равенства 

{аоМ + Mt + м2 + . . . + MN} + 
+ {е1 + е2 + . . . + eN} = О, (6) 

в которое в силу соотношений (5)  переходит равен· 
ство (3 )  после умножения его на М, будет представ
лять собой целое рациональное число, отличное от 
нуля, тогда как абсолютная величина второго слагае
мого будет во всяком случае меньше единицы . Но это 
и есть как раз  то противоречие, которым мы восполь
зовались выше; таким образом будет обнаружена не
возможность выполнения равенств (6) и {3) , и наше 
доказательство будет осуществлено. При реализации 
этого замысла мы снова покажем, что сумма М1 + 
+ М2 + . . . + MN делится на  некоторое простое чис
ло р,  а произведение а0 · М  на него не делится, из чего, 
аналогично прежнему, будет вытекать, что первое 
с.nагаемое в равенстве (6) отлично от нуля. При этом 
число р можно брать сколь угодно большим, что по
зволит сдел ать второе слагаемое в равенстве (6)  
сколь угодно м алым.  

1 . Прежде всего, задача заключается в том, чтобы 
выразить М посредством подходящего обобщения ин
теграла Эрмита. Это обобщение основано на том за · 
мечании, что корнями множителя (z - 1 )  . . .  (z - n ) 
в интеграле Эрмита являются как раз показатели 
степеней числа е в предполагаемом алгебраическом 
уравнении. Поэтому мы теперь заменим его произве
дением, составленным с помощью показателей, уча
ствующих в равенстве (3 ) ,  т. е. с помощью корней 
уравнения ( 4)  : 

(z - � 1 ) (z - �2) • • • (z - �N) = 
1 = -ь- {Ьо + b 1z + . . .  + bNzN}. (7) 
N 

Но здесь для нас существенно присоединить еще над
л ежащую степень числа bN в качестве множителя,  
что р аньше было излишне, так как произведение 
�(z - 1 ) . . .  '(z - n) и без того имело целые коэффи
циенты . Итак, в конце концов мы полагаем 
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2. Если,  как и выше, р азвернуть в М подынте

гральное выражение по возрастающим степеням z, 
то наннизший член, содержащий zP-l ,  даст 

со 
е Z Z bpb(N- l) p-l _ bpb(N- l ) p- 1  � - z  p- l d 

(р _ 1 ) 1 О N - О N , 
о 

где интеграл выражен по формуле  функции Г, кото< 
рую мы постоянно применяли выше. Все же дальней
шие слагаемые содержат под знаком интеграла zP 
или еще большие степени z; поэтому в них входит 

множителем (р � 1 ) 1  , умноженное на  те или иные 

целые числа ;  следовательно, все они делятся на  р. 
Поэтому само М представляет собою целое число, не 
делящееся на р, если первое слагаемое ьсьw-1 )  p- l 
не делится на р, т. е. если простое число р не явля· 
ется делителем ни Ь0, ни  Ьн. Так как Ьо + О, Ьн + О, 
то р в соответствии с этим условием можно опреде· 
пить проще всего, если принять, что 

Р > 1 Ьо 1, Р > 1 Ьн 1. 
Так как а0 + О, то можно сразу же достигнуть и того. 
чтобы а0М не делилось на р;  для этого достаточно 
подчинить р еще одному условию 

р > ао. 
Всем этим условиям можно удовлетворить бесконеч
ным числом способов, так как простых чисел беско
нечно много. 

3. Теперь мы должны перейти к вопросу о построе· 
нии чисел Mv и ev . Здесь дело обстоит несколько ина· 
че, чем раньше, так как м есто целых чисел v зани·  
мают числа  �v. которые могут быть комплексными. 
н одно из них должно даже непременно р авняться iл. 
Поэтому, если мы хотим осуществить р азложение ин
теграла М, аналогичное прежнему, то надо сначала 
установить путь интегрирования в комплексной пло· 
скости. К счастью, выражение, стоящее под знаком 
кашего интеграла, представляет собой всюду в ко
нечной части плоскости однозначную правильную ана·  
литическую функцию переменной интегрирования z, 
для которой только z = оо является особой (и  при·  
том существенно особой} точкой. Вместо того чтобы 
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интегрировать от О до оо вдоль действительной поло
жительной полуоси ,  мы можем воспользоваться ка
ким-нибудь другим путем интегрирования,  идущим 
от О до оо, если только он в конце концов уходит 
в бесконечность, приближаясь по крайней мере асимп
тотически к какой-нибудь параллели к упомянутой 

flЛOC/IOCmь Z "/� ...... ,, ,,' ' ........ 

полуоси ; это необходимо 
для того, чтобы интеграл во
обще имел смысл 159 ) .  

'4 ,.-
.... _ �00 /' - - 'fls Отметим мысленно N 

рассматривавшихся ранее 
точек � 1 , �2, • • • , �N в комп· 

1 
\ ' o,6r 
-'".._-----о----00 лекеной nлоскости и заме-

fdz 

Рис. 1 1 9 

ТИМ, ЧТО М Ы ПОЛУЧИМ ЧИСЛО 
М, если будем интегриро
вать сначала по прямой от 
НУЛЯ ДО ОДНОЙ ИЗ 9ТИХ ТО
ЧеК �v, а затем от �v вдоль 
параллели к действитель

ной оси до оо (рис 1 1 9 ) . Соответственно этому пути 
Интегрирования можно разложить М на две характе
ристические части :  прямолинейный путь от О до f}v 
дает слагаемое ev, становящееся бесконечно малым 
при возрастании р, а параллель от f}v до оо дает * ) 
целое алгебр аическое число Mv: 

�v 
� ( e-ZzP- l dz ( 

+ ЬNzN)P ь'NN- 1 ) p- \. 
Bv = е v ) 

(р _ 1 ) 1 
Ьо + Ь 1z + . . . 

о (8а) 

Эти выражения действительно удовлетворяют равен
ствам ( 5 ) . То, что мы пользуемся при этом именно 
прямолинейными путями,  объясняется исключительно 
соображениями удобства ;  любой криволинейный путь 
от О до �" дал бы,  конечно, то же самое значение для 
ev, но прямолинейный путь дает возможность проще 

*) После умножения на еР. 
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сделать оценку этой величины. Точно та к же м ы  
могли б ы  вместо горизонтали от �v д о  оо воспользо
ваться любой кривой, котора я асимптотически при
fшижается к какой-нибудь горизонтали,  но это лишь 
создало бы ненужные трудности .  

4. Я начну с оценки величины ev. которая не пред
ставляет ничего нового по сравнению с предыдущим ;  
нужно только воспользоваться тем, что м одул ь комп 
Jtексного интеграла не иревосходит произведения наи
большего значения модуля подынтегрального выра
Ж f' Н И Я  на длину пути интегрирования,  которая в дан
ном случае равна l �v l ·  Таким обра зом,  мы nол уч а е м  

а р - ,  
для верхней границы величин ev выражение 

(р - 1 ) 1 

( где G означает м а ксимум выражения / z (Ь0 + 
+b1z+ . • •  +bNzN) bff- 1 / в векоторой области, содержа 
щей все точки �v ) ,  умноженное на  множители ,  н е  
зависящие от  р. Из этого м ы  заключаем ,  подобно пре· 
дыдущему, что, увеличивая р, можно сделать абсо
лютную величину каждого ev, а следовательно, и сум
мы е1 + е2 + . . . + ен сколь угодно малой, в частно
С'I'И меньше единицы . 

5. Существенно новые соображения оказываются 
необходимыми  лишь при исследовании величин Mv; 
впрочем, это будут прямые обобщения прежних рас
('уждений, причем придется лишь принять ва внима 
ние то, что место р ациональных чисел займут теперь 
алгебраические числа .  Рассмотрим всю сумму 

N со 
� 11 ( e-zzp- 1 dz { = f..J е v J (р _ 1 )1 

Ьо + btz + 
v- 1  llv 

+ ь N}P b1N- 1) p- l  
• • • NZ N ' 

Если мы здесь в каждом слагаемом в силу равен
ства (7) (с. 346)  заменим многочлен, содержащий z, 
на произведение ( z - �1 )  . . .  (z - �н ) и введем но
вую переменную интегрирования t = z'- �v. котора я  
в соответствии с принятым для z путем интегрир ова 
н и я  nробегает все действительные значения от О до оо ,  
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то для суммы получится такое выражение: 

N N 00 

"" м "" r e-t d� ( )р-
1 
( 

р 
L..J v = L..J J (р _ 1 ) 1  � + �v � + �v - � 1 ) • • • 
v- 1 v-1 о 

где 

00 

,_р (
"' + А А 

)
р bN

P
- 1  ( e-t d� р ( " · "' " ·  "" t' v - t'N н · = J (р - 1 ) 1  � Ф �}, 

о 
N 

Ф (�) = L ьzр- !  (� + �v)p-
1 

(� + �v - � �У . . .  
v- 1  

• ' '  (� + �v - �v- 1 )P ( �  + �v - �V+ l )P • • • ( �  + �v - �N)P • 

Эта сумм а  Ф (� ) , как и каждое из ее N слагаемых, 
представляет собою многочлен относительно �. при
чем в каждом из слагаемых, очевидно, одна из N ве
личин f} 1 ,  . . .  , �N играет исключительную роль. Но во 
всей сумме Ф (� ) , а вместе с тем и во всех ее коэф
фициентах при � все эти N величин играют одинако
вую роль; другими словами,  каждый из этих коэффи
циентов представляет собой симметрическую функ
цию величин  � � • . . .  , �N· Выполняя возведение в сте
пень в отдельных множителях по обобщенной теореме 
бинома ,  можно убедиться в том, что эти коэффициен
ты являются симметрическими  многочленами от р1 ,  • . .  , �N с целыми р ациональными  коэффициентами. 
Но по известной теореме алгебры симметрические 
м ногочлены с рациональными коэффициентами от всех 
корней уравнения,  имеющего рациональные коэффи
циенты, представляют собой р ациональные числ а ; 
а так как � 1 ,  . . . , f}N - вce корни уравнения (4 ) ,  то 
коэффициенты нашего многочлена Ф (� )  действительно 
р ациональны. Но  нам нужно иметь целые рациональ
ные числ а ; их мы получим с помощью степени числа 

bN, входящей множителем в подынтегральное выраже
ние. Мы м ожем распределить ее по всем входящим 
в это выр ажение линейным м ножителям и написать 
сумму в таком виде: 

N 
Ф (�) = L (Ьн� + ЬнРv)р- 1  • (Ьн� + bNPv - ЬнР t )Р • • • 

V = l  

• • •  (Ьн� + Ьн�v - bнPv- t )P · (Ьн� + Ьн Рv - ЬнРн ,)Р · · • • • • (Ьн� + ЬнР v - Ьнf}н)Р. (9) 



ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТЬ ЧИСЕЛ е И n 351 

Как и раньше, коэффициенты многочлена относитель· 
но � .  изображаемого этой суммой, представляют со· 
бой симметрические многочлены с целыми р ациональ .. 
ными коэффициентами от произведений Ьн� 1 , Ьн\:}2, . • • • . . , Ьн�N· Но эти N произведений являются корнями 
того уравнения, которое можно получить из р авенства 

z 
,(4 ) , если заменить в нем z на г =  

N 
Ьо + ь, ь: + . . . + bN- t ( ь: )N-l + ьN ( ь: )N = О; 

умножая это равенство на ьz-l '  получим 

ьаьZ- ' + ь,ьz-2z + . . . + bн-2ьNzN-2+bN- lzN- l +zн= O, 
т. е. уравнение с целыми коэффициентами и коэффи· 
диентом 1 при высшем члене. 

Алгебраические числа ,  которые удовлетворяют 
целочисленному уравнению с коэффициентом 1 n р и  
старшем члене, называют целыми алгебраическими 
числами; теперь мы можем следующим образом уточ· 
нить предыдущую теорему : симметрические много· 
члены с целыми коэффициентами от всех корней це· 
лочисленного уравнения со старшим коэффициенто . ." 1 
(другими словами, от целых алгебраических чисел ) 
представляют собой целые рациональные числа. Эту 
теорему вы тоже найдете в учебниках алгебры ;  еели 
она, может быть, не везде окажется выраженной 
точно в такой форме, то все  же вы легко убедитесь 
в ее спр аведливости, если проследите за доказа·  
тельством. 

Коэффициенты многочлена (9) , стоящего в поды н
тегральном выражении, удовлетворяют условиям этой 
теоремы; поэтому они являются целыми рационал ь
ными числами;  мы обозначим их через Ао, А 1 ,  , • •  • . . • ANp-1 :  

N оо 
" f e-t�P d� ( Np- 1) L Mv = j (p - l ) l  Ao + At� + • • •  + ANp-l� · 
v- 1 о 

Теперь мы,  в сущности, подошли к нашей цели. 
В самом деле, если выполнить интегрирование по 
нашей Г-формуле, то получатся множители pl, 
(р + 1 }1 , (р + 2 ) 1, . . .  , так как каждый член содержит 
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множитель � в степени ,  большей чем р; вследствие 
этого после деления на (р - 1 ) 1  во всех членах за
ведомо останется еще множитель р, а другие мно· 
жители представляют собой целые  числа (а именно, 

N 

числа Ао, A t .  А2, • • •  ) . Поэтому L Mv есть целое 
v - J  

ч и сло, которое заведомо делится на  р. Но с другой 
стороны, м ы показали, что аоМ не делится на  р; по

N 
этому сумма аоМ + L м'\,1 непременно представляет 

v- 1 
ообой целое число, не делящееся на р и, следователь
w, во всяком случае не равное нулю. Ввиду этого 
равенство (6) : { аоМ + Е Mv } + { t 8v } = О 

v - 1  v - 1 

не может иметь места,  ибо отличное от нуля целое 
N 

число  при сложении его с числом L В у ,  которое по 
v- 1 

абсолютной вели чине заведомо меньше единицы, не 
может дать нуль. Этим доказана теорема Линдем а н а  

в е е  упомянутом выше частном случае, а вместе с в е й  
и предложение о трансцендентности числа  л, которое 
в ней содержится . 

4. Трансцендентные и алгебраические числа 

Я хочу отметить еще один интересный частны й  

случ а й  общей теоремы Линдем ана,  который я буду 
называть теоремой о показател ьной функции ;  она со

с:гоит в том ,  что в ур авнении еР = Ь числ а  Ь и f} н е  
могут быть одновременно алгебраическими ,  если н е  
считать  тривиального исключительного случая ,  когда 
f} = О, Ь = 1 . Другими словам и ,  показательная функ· 
ция от алгебраического аргумента � и натуральный 
логарифм алгебраического числа Ь всегда, кроме упо
мянутого единственного исключения, представляют 
собой трансцендентные числа. Из этого при  � = 1 
вытекает трансцендентность числа е, а при Ь = - 1  
тра нсцендентность числ а n (так как е111 = - 1 ) .  До· 
казательство этой теоремы о показательной функnни 
получается точным обобщением предыдущих рассуж· 
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дений,  но только исходить надо не из 1 + еа., а и з  
Ь - е!} ; п р и  этом следует принять в о  вним ание наряду 
со всеми корнями алгебраического уравнения для � 
также все корни уравнения для Ь ,  чтобы прийти к р а 
венству, подобному р авенству (3 ) , вследствие чего 
nриходится употреблять большее число обозначений ,  
так что доказательство становится более громоздким .  
Но в существенно новых идеях надобности не  пред
ставляется . Вполне аналогично м ожно провести дока 
зательство и общей теоремы Линдемана .  

Я не стану входить в рассмотрение этих доказа
тельств , но я хотел бы сделать для в ас возможно 
более наглядным значение теоремы о показательной 
функции. Представьте себе, что на  оси абсцисс отме 
чены все  точки с алгебраическим и  абсциссами х 
,(рис . 1 20) , l(ак м ы  знаем,  уже одни рацИональные 

о 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t 1 1 1 1 1 t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Рис. 1 20 

( а потому подавно и все алгебраиче�кие) числ а  обра 
зуют на  оси абсцисс всюду плотное м ножество, и н а  
первый взгляд может показаться , что алгебраические 
числа уже исчерпыв ают все действительные точки х. 
И вот тут-то наша  теорем а говорит, что это не  так :  
на оси х между алгебраическими числами помещает
ся еще бесконечно много других, трансцендентных 
чисел ;  бесконечное число примеров таких чисел дают 
числа  ех и l n  х, где х - алгебраи ческое число ,  а так
же всякая алгебраическая функция этих трансцен
дентных чисел . 

Все это станет ,  может быть, еще более ясн ы м ,  ес.1 и  
м ы  напишем наше уравнение в таком виде: 

у = ех 

и изобр азим его в плоскости ху в в иде кривой 
(рис .  1 2 1 ) .  Есл и отметить на оси х и на оси у все 
алгебра ические числа,  а з атем р ассматр ивать все точки (х, у ) , у которых обе координаты - а лгебраи
qеские числа ,  то  вся  шюскость ху окажется покрытой 
всюду плотным м ножеством этпх « адгсбр а и ческпх» 
точек.  Но несмотря на такое сгущеннос расположение 

1 2  Ф Клей н ,  т. 1 
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алгебраических ,точек, пеказательная кривая у = ех 
не  содержит ни одной алгебр аической точки, кроме 
точки х = О, у = 1 , так как во всех других случаях, 
согл асно н ашей теореме,  в р авенстве у =  ех по край
ней мере одна из вел ичин х, у имеет трансцендентное 
значение. Это свойство пеказательной кривой пред-

ставляет, конечно, в высшей степени 
g=e� удивительное явление! 

Эти теоремы,  обнаруживающие су
ществование огромного количества 
чисел, которые не только не являются 
р а циональными ,  но и вообще не мо
гут б ыть составлены из  целых чисел 
при  помощи алгебраических действий, 

Рис. 1 2 1  

:с имеют для наших представлений о 
числовом коптинууме громадное зна
чение .  Можно себе представить, как 

отПраздновал б ы  Пифагор такое открытие, если от
крытие иррациональных чисел казалось ему достой
ным целой гекатомбы!  

Удивительно только то ,  как м ало внимания и по
ним ания встречают эти вопросы о трансцендентности, 
хотя они оказываются столь простыми ,  если  их хоть 
р аз хорошенько продумать. На экзаменах постоянно 
приходится наблюдать, что кандидат не в состоянии 
даже объяснить термин  «трансцендентность», боль
шинство просто говорит, что трансцендентное число  
не  удовлетворяет никакому алгебраическому уравне
нию,  а между тем ведь это совсем неверно, как пока
зывает пример х - е = О . З а_бывают о самом гл ав
ном - о том ,  что коэффициенты уравнения должны 
быть р ациональными числами .  

Если вы  еще раз  продумаете наши доказатель
ства трансцендентности , то эти простые элементар
ные  умозакл ючения должны будут представиться вам 
как нечто целое в удобопонятном виде и будут вами 
усвоены надолго. З апомнить надо только интеграл 
Эрмита ; тогда все остальное вытекает само собой 
вполне естественным образом. 

Я хотел бы еще подчеркнуть то,  что в этих дока
зательствах мы спокойно пользовались, согласно 
всем нашим основным идеям , понятием интеграл а, 
говоря геометрически, понятием площади, - как по
нятием, совершенно в сущности элементарным, и я 
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пол агаю, что это существенным образом способство
в ало наглядности доказательства . Сравните, напри
мер,  изложение в первом томе книги Вебера и Бель
штейна или же в моем собственном небольтом сочи 
нени и * ) , где в духе старых учебни ков избегают упо
требления знака интеграла и вместо него прибегают 
к вычислению рядов, и вы согл аситесь с тем , что там 
ход доказательства  далеко не столь н агляден и не 
столь легок для понимания . 

Последние р ассуждения о р аспределени и  алгеб
р аических чисел среди действительных чисел приво
дит нас естественным обр азом ко второй соврем енной 
дисциплине, н а  которую я уже не раз указывал в те
чение этих лекций и которую я хочу теперь изложить 
более подробно . .Я имею в в иду учение  о множеств ах. 

1 1. УЧЕ Н И Е О М Н ОЖЕСТВАХ 

Работы основателя этой теории,  Георга Кантора 
из Галле, исходят как р аз от исследова ний вопроса 
о существовании трансцендентных чисел и дают этому 
факту совершенно иное освещение.  

Если тот краткий обзор учения о м ножествах , ко
торый я намерен вам  предложить, имеет какую-л ибо 
особенность, то посл едняя заключается в том, что на 
первый план  выступает изучение конкретных прим е· 
ров вместо отвлеченных р ассуждений совершенно об
щего характера , вследствие которых учение о м ноже
ств ах часто приним ает весьма трудную для поним а
ния форму, отпугивающую читателя.  

1 .  Мощность множества 

В соответствии со сказ анным я прежде всего на · 
помню в ам, что в течение этих лекций м ы  не раз 
имели дело с различными характерными собр аниями 
чисел ,  которые мы теперь будем назыв ать числовыми 
совокупностями или множествами. В области дей· 
ствительных чисел мы имели дело с такими множе· 
ствами : 

*) l( 1 е i n F. Vortrlige iiber ausgewahlte Fragen der Elemen
targeometrie/Ausgearbeitet von Tii gert. - Le!pzig, 1 895. [Русскнit 
nеревод: К л е й  н Ф. Лекции no избранным вопросам элементар· 
ной геометрии. - Казань: Каэанск. фиэ.-мат. о-во, 1 898.] 
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1 )  целые положительные чис.zа,  
2) рациональные числа, 
3 )  алгебраические числа, 
4)  все действительные числа. 
Каждое из этих множеств содержит бесконечно 

много чисел .  И вот прежде всего возникает такой во-
\ ... . 

npoc : нельзя ли ,  несмотря на  это, в векотором опре-. 
деленном смысле  сравнить между собой эти множе
ства по величине или объему: другим и  словами,  нель- .  
s я  ли «бесконечность» одного множества считать 
большей, равной или .меньшей, чем «бесконечность» 
другого Аmожества? Великой заслугой Кантора яв
.11яется то, что он установил точные понятия и с их 
nомощью р азъяснил и разрешил этот на первыil 
взгляд совершенно неопределенный вопрос. А именно, 
здесь н а  первом плане стоит понятие мощности ил и 
кардиналыюга числа : два множества имеют оди
наковую мощность (эквивалентны) , если между нх 
элементами можно установить взаимно однозначное 
соответствие,  т. е .  если одно множество можно так 
отобразить на другое, что каждому элементу первого 
взаимно однозначно соответствует некоторый элемент 
второго. Если же подобное отобр ажение невозможно, 
то м ножества имеют различную мощность ; при этом 
оказывается ,  что в последнем случае, каким бы об· 
разом мы ни пытаJ шсь привести в соответствие эле
:\fенты обоих множеств, всегда останутся лишние эле
менты и притом всегда от одного и того же м ноже
ства ,  которое имеет поэтому «большую мощность». 

Все это мы поясним теперь на четырех упомянутых 
выше примерах.  Может быть, на первый взгляд ка
жется естественным считать,  что мощность множества 
ll атуральных чисел меньше мощности множества всех 
рациональных чисел , а эта последняя в свою очередь 
меньше мощности всех алгебраических чисел и что, 
llаконец, посл едняя м еньше мощности всех действи
тельных чисел , ибо каждое из этих м ножеств возни
кает из предшествующего путем п рисоединения новых 
элементов . Но в действительности такое заключение 
.1ишено всякого основания :  хотя всякое конечное мно
жество всегда имеет большую мощность, чем любая 
его  собственная часть, но это предложение ни в ка 
ком случае нельзя переносить на  бесконечные мншi<е
и ва .  В конце концов такие уклонения не так уж 
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удивительны,  если иметь в в иду, что здесь мы пере· 
хоДим в совершенно новую обл асть. 

Убедимся сперв а на совсем просто м п р имере 
в том ,  что собственl!ая  часть бесконечного м ножества 
действительно может им еть р авную с н н м  м о щн о с т ь ;  
для этого мы сравним множество в с е х  н атур ал ьных 
чисел с множеством всех четных чисел : 

0 1 2 3 4 5 6 
t t t t t  t t 
{. {. {. .} {.  {. t 
о 2 4 6 8 1 0  1 2  

Сопоставление, указываемое двойными стрел�а м н, 
очевидно, обл адает описанными выше свойств а м и .  
а именно, всякому элементу одного м ножества coo r·  
ветствует один и только один элемент другого м н о· 
жества .  Следовательно, согласно определению Кан� 
тора, множество натуральных чисел имеет такую же 
.нощность , как и его собственная часть , состоящая из 
четных чисел. 

Итак, исследование мощностей наших  четырех 
множеств не так уж просто. Тем поразите.пьнее тот 
простой результат, который  составляет содержание 
замечательного открытия Кантора ,  сдела нного им  
в 1 873 г. : три множества - всех натуральных, всех 
рациональных и всех алгебраических чисел - имеют 
одинаковую мощность, а множество всех действитель
ных чисел имеет отличную от них, а именно, большую 
мощность. Множество, которое допускает взаим но 
однозначное сопоставление его элементов с н атураль
н ым рядом чисел (которое, следовательно, имеет с по
следни м  одинаковую мощность ) , называют счетным.  
Теперь мы можем так выразить упомянутую теорему:  
все рациональные, а также все алгебраические числа 
образуют счетное .множество, а множество всех дей
ствительных чисел представляет собой несчетное мно
жество. 

Счеткость множества р ациональных и алгебраиче
ских чисел . Начнем с доказательства этой теоремы 
для случая  рациональных чисел, которое , несом
ненно, известно многим из вас .  Всякое рациональное 
число - положительное или отрицательное - можно 
представить однозначным образом в в иде дроби !!.. 

q 
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где р и q - взаимно прос 1 ые цел ые числ а  и q поло
жительно (тогда как р может быть н отрицатель-
ным )  * ) . Чтобы р асположить все эти дроби J!. в один q ряд, прежде всего отметим мысл енно в плоскости pq 
все точки с целочисленными координатами р, q и 

1 
1 1 1 1 1 

1 : 1 1 1 1 
Рис. 

расположим их в счетный  
ряд, как показывает спи
р алеобразный путь на  р п с .  
1 22. В соответствии с этим 
мы можем перенумеровать 

все наши числовые пары : 
так, что каждой паре бу
дет отвечать тол ько одно 
целое число и в то же время 
будут исчерпаны все целые 
числа . Теперь удалим из 
этого ряда все те числовые 
пары ,  которые не удовле

творят в ысказанным выше условиям (отсутствие об
щих делителей и q > О ) ,  и перенумеруем только 
оставшиеся пары  (отмеченные на рисунке точками ) ,  
Получаются следующие две строки : 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  1 1 . . .  , 
1 о - 1  2 1 /2 - 1 /2 -2 3 3/2 2/3 1 /3 • . . • 

которые позволяют каждому р ациональному числу 
nоставить в соответствие ровно одно натур альное 
чпсло и каждому н атуральному чисJIУ - ровно одно 
р а циональное; это доказывает счетность множеств а 
рациональных чисел . Заметим , что при указанном рас
nоложении р ациональных чисел в счетный ряд ко
ренным образом нарушается их естественное упоря
iдочение по вел ичине;  это видно на  рис. 1 23, где под 
рациональным и  точкам и  оси абсцисс подписаны их 
nорядковые номера в проведеином выше искусствен
ном расположении.  

Теперь перейдем к алгебр аическим числам : здесь 
я также хочу ограничиться действительными числ ами.  
хотя рассмотрение комплексных чисел, собственно, 

о *) Число О заnисывается в виде дроби q ,  где q > О. Это 
тривиальное замечание, однако его нужно иметь в виду, чтобы 
не забыть причислить О к раuиональным числам. 
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также не представляет существенных затруднении .  
Всякое действительное алгебраическое число ffi удов·  
летворяет некоторому действительному целочислен· 
ному уравнению 

a0ron + a1ron- l + . . . + an_ 1ro + an = О, 

которое м ы  можем считать неприводимы м ;  другим и  
словами, м ы  считаем, что в ыделены все, какие только 

1/исло p/q -2 -3/2 -1 -1/2 О 1/2 1 J/2 2 J 
f/имер 7 1'1· 3 13 6 fZ 2 11 J 10 1 9 � 8 

Рис. 1 23 

можно, р ациональные м ножители левой части * ) , 
а также все общие делители целых чисел а0,  а 1 , • • • • . . ' an. 

Предположим также, что ао есть число положи
тельное. При таких условиях всякое алгебраическое 
число ro, как известно, удовлетворяет только одному 
веприводимому уравнению указанного вида с целыми 
коэффициентами ;  обратно , всякому такому уравнению 
принадлежит в виде корней,  самое большее, n дей· 
ствительных алгебраических чисел , но их может быть 
и меньше чем n, или их может даже вовсе не  быть. 
Если бы мы сумели р асположить в один счетный ряд 
все такие алгебраические уравнения,  то этим самым.  
очевидно, были  бы перечислены и все их корни,  
а следовательно, и все действительные алгебраические 
числ а * * ) . 

Кантору удалось достигнуть этого следующим об: 

р азом : он относит каждому уравнению определенное 
положительное число, так называемую высоту ур ав· 
нения 

N = n - 1 + ао + / а1 / + . . .  + l an- 1 1 + / an / , 

*) Можно сказать и иначе :  взято уравнение наименьшей 

степен и  с целым и  коэффициентами,  которому удовлетворяет взя
тое алгебраическое число ю, причем коэффициент ао положителен 
и коэффициенты ао, а 1 ,  . • .  , an не имеют общих натуральных делителей, кроме единицы. Этими условиями, как ниже отмечает I<лейн , уравнение определено однозначно. 

** ) Заметим, что дословно этот же прием позволяет дока· 
зать и то, что множество всех алгебраических чисел (де!!стви· 
тельных или комплексных) счетно. 
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н распредеЛяет ур авнения в счетный ряд кл ассов, со· 
о гветствующих значениям N = 1 , 2 ,  3, . . .  В каждом 
т а ко м  кл ассе, согласно определению числ а  N, пока
::s а тел ь степени n и модуль  каждого из коэффициентов 
дол ж н ы  не превосходить заданного конечного ч исла 
Л' , так  что каждому кл ассу может принадлежать 
Ji и ш ь  конечное число уравнений и ,  в частности, лишь 
конечное число веприводимых уравнений. Коэффи
циенты л егко можно определить путем испытания всех 
возможных ·комбинаций для данного значения  N, 
а первые члены ряда уравнений для низших значе
ний N можно написать сразу. 

Определим для каждой определенной высоты N 
действительные корни всех принадлежащих к этой 
высоте неприводимых уравнений, число которых ко
н ечно;  число этих корней также конечно, и мы можем 
расположить их по величине .  Теперь возьмем распо
.11оженные таким образом числ а с высотой 1 , з атем 
числ а  с высотой 2 и т. д. и перенумеруем их в этом 
порядке. Этим будет перенумеровано множество всех 
действительных алгебраических чисел, так как, с од
ной стороны, мы таким образом приходим к каждому 
алгебраическому числу, а с другой - всякое целое 
число служит номером для пекотарого алгебр аиче
ского ч исл а .  В самом деле,  есл и иметь достаточно 
терпения , то можно определить, например, 7563-е чис
ло  указанной последовательности или же найти дJI Я 
данного сколь угодно сложного алгебраического числ а  
соответствующий ему номер.  

В этом случае р асположение в счетный ряд тоже 
коренным образом нарушает естественную последо
вательность алгебраических чисел по их ве.11ичине, 
хотя она и сохраняется в каждой группе чисел одина
ковой высоты. Так, например,  два таких бл изких 

2 200 1 
числа ,  как 5 и 5000 • имеют далеко отстоящие вы-
соты 7 и 700 1 , между тем I<ак ,У5. как корень урав
пения z2 - 5 = О, имеет ту же высоту 7, что и : . 

П режде чем перейти к последнему примеру , я хочу 
сообщить в а м  небольшую вспомогательную теорему, 
которая  даст нам возможность получать дальнейшие 
счетные м ножества и одновременно познакомит нас с 
("! I J r t M  п р и ем о м  доказательства ,  которы м  мы еще вое-
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п ол ьзуем с я  в п осл едств и и .  Есл и  даны два счетных 
· т ожеств а а ] ,  а 2 ,  а з ,  . . .  и ь \ ,  Ь2 ,  Ьз, . . .  , то множество, 
I : OJiyчaeм oe объединением обоих этих множеств в 
одно ,  тоже будет счетным .  Действительно ,  его можно 
записать в т а к о м  п о р ядке : 

а 1 ,  Ьр а2, Ь2, �.  Ь3 ,  • • • 

и тем сразу же установить вза имно однозначное со
ответствие с натуральны м  рядом чисел . Аналогично 
этому, 3, 4 ,  . . . и вообще конечное число счетных мно
жеств , в з я т ы е  вместе, образуют снова счетное м ноже
пво. Но не столь очевидным представляется следую
щий факт, составляющий <.одержание нашей вспомо
гательной теоремы :  объединение даже бесконечного , 
но счетного ряда сtСетных .множеств образует тоже 
счетное .множество. 

В самом деле, обозначим через а 1 , а2, �3, • • • эле
менты первого множества ,  через Ь 1 , Ь2, Ь3 ,  • • • - эле
менты второго ,  через с1 ,  с2, сз, . . . - элементы третье
го и т. д. и представим себе, что эти множества напи 
саны одно под другим ; тогда достаточно лишь рас
положить все элементы в том порядке, которы й  у к а 

зывают последовательные диа гонали в следующей 
схеме : 

Получаемое при этом р асположение элементов 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  1 1  . . .  

а .  а2 Ь 1  аз Ь2 с 1 а. Ьз с2 d . as • • •  
ОТНОСИТ ВСЯКОМУ ЧИСЛУ а ;, bj, Ck, • • •  ОДИН И ТОЛЬКО ОДИН 
номер, чем и доказывае тся наше утверждение .  Этот 
прием можно было бы назвать, и мея в виду приве
деиную схему, «нумерацией по диагоналям».  

Несчетность континуум а. Огромное количество 
р азнообразных счетных множеств , получаемых этим 
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путем , могло бы навести на мысль, что вообще все 
бесконечные множества счетны. Но вопреки этому мы 
докажем теперь вторую часть теоремы Кантора,  со
гласно которой континуум всех действительных чисел 
представляет собой несчетное множество;  это множе
ство мы будем обозначать @1 ; позднее нам придется 
еще говорить о континуум ах многих измерений. 

Множество @1 можно, конечно, определить как со
вокупность всех действительных значений х, причем 
х м ы  можем представлять себе,  например, как абс
циссу на  пекоторой оси. Покажем,  прежде всего, что 
множество всех внутренних точек отрезка длиною 1 

о 

Рис. 1 24 

(О <  х < 1 )' имеет точно та� 
:с кую же мощность , как @31 . В са

мом деле, изобразим первое 
множество точками оси х, вто
рое - внутренними точками 
единичного отрезка оси у, пер
пендикулярной оси х ( рис. 

:с 1 24 ) ; теперь можно установить 
между обоими множествами 
взаимно однозначное соответ-
ствие при  помощи любой 

монотонно возр астающей функции указанного на 
рис.  1 24 вида, которая имеет асимптотами слева пря
мую у =  О, а справа прямую у =  1 , например, при 
помощи функции у = - � arcctg х *). Таким образом, 

мы вправе заменить @1 множеством всех чисел , со
держащихся между О и 1 , что мы и сделаем в даль
нейшем. 

Теперь я изложу то доказательство несчетности 
множества @1 , которое Кантор сообщил на съезде 
естествоиспытателей в Галле в 1 89 1 г . ;  оно проще 
и более пригодно для обобщения,  чем доказательство, 
опубликованное им впервые в 1 873 г. Центральный 
пункт этого доказательства составляет один в высшей 
степени простой прием , так называемый «диагональ
ный метод», который при всяком счетном расположе
нии всех действительных чисел, какое мы могли бы 

*) СоответствИе устанавливается так, что каждому значе
нию х соответствует точка на кривой, имеющая это значение 
абсциссой, а этой точке соответствует определенное значение на 
оси у - ее ордината. 
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только допустить, дает действительное число, которое 
заведомо не содержится в этом расположении ;  это со
ставляет противоречие, и поэтому множество & 1  не 
может быть счетным .  

Напишем все наши числа О < х < 1 в виде де ся
тичных дробей ; предположим ,  что все они располо
жены в счетный ряд: 

где а ;,  bf, ck, . . . - любые из цифр О, 1 ,  . . . , 9, взятые 
в любом порядке. Прежде чем идти дальше, замет !m, 
что десятичное н аписание дробей не  впол не одс:о
значно, так как, например, 0,999 . . . = 1 ,000 . . . , и no· 
обще всякую конечную десятичную дробь можно 
также записать в виде бесконечной с периодом 9; 
это составляет одно из основных положений исчисле
ния десятичных дробей. Чтобы установить однозна ч· 
ные обозначения, условимся раз навсегда употребл ять 
только бесконечные десятичные дроби, т .  е .  в место 
конечных дробей всегда писать дроби,  кончающиеся 
периодом 9. Предположим ,  что в предыдущей схеме 
все дроби уже приведены к такому в иду. 

Чтобы образовать десятичную дробь х', отличную 
от всех чисел нашей схемы ,  выделим цифры а 1 ,  Ь2, 
с3 , • • • , стоящие в отмеченной н а  схеме диагонали 
(отсюда и название этого метода ) ,  и поставим на 
первом десятичном месте числ а х' какую-нибудь 
цифру а;, заведомо отличную от а 1 , на втором ме
сте - какую-нибудь цифру Ь�, отличную от Ь2, на 
третьем месте -цифру с�, отличную от с3, и т. д.  

' О 'Ь' ' х = ,а1 2с3 • • • 

Эти условия относительно выбора цифр а�, Ь�, с� 
оставляют нам , очевидно, еще некоторый произвол ; 
мы  можем поэтому распорядиться так, чтобы х' было 
равно правильной десятичной дроби, а не 0,999 . . . = 1 ,  
а также чтобы она не прекращалась после векоторого 
конечного числа знаков. Но в таком случае х' заве-
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домо отлично от  числа х1 ,  так как у них первые цифры 
неодинаковы ,  а между тем две бесконечные дроби 
могут быть р авны между собой только в том слу•1 ае, 
есл и у них одинаковы все соответствующие цифры.  
Точно так же х' ::F х2  вследствие различия вторых цифр,  х' ::F Хз из-за . третьих цифр, и , таким образом ,  
вообще число х', будучи вполне определенной деся·  
тичной .цробью, оказывается отличным от всех чисе.1 
х1 , х2 , хз, . . . счетной схемы.  Следовательно, мы при
шли к противоречию, и это доказывает что конти
нуум <S 1 представляет собой несчетное множество. 

Эта теорем а а priori обнаруживает существование 
тр ансцен_дентных чисел ,  ибо множество алгебраиче
ских чисел счетно и потому не может исчерпать не
счетный континуум всех действительных чисел .  И в то 
время как все прежние рассмотрения знакомили н ас 
с бесконечными ,  но счетными  множествами трансцен
дентных чисел , теперь мы можем утверждать, что их 
мощность действительно превосходит мощность счет
ных м ножеств, та к что только теперь мы поJ]учаем 
правильное общее представление об их м ногообразии .  

1�L о 1 х 

Рис. 1 25 

Приведеиные выше частные пример ы 
в свою очередь ожидляют 3ТУ несколь
ко абстрактную картину * ) . 

Мощность континуумо в  высших из
мерений. Покончив, таким образом ,  
с вопросом о континууме одного 
измерения, я считаю последователь
ны м  обратиться « континууму двух 
измерений.  Прежде всякий конечно, 
думал, что плоскость содержит боль
ш е  точек, чем прямая ;  поэтому вес 
были крайне  удидлены,  когда Кан

тор показал,  что мощность двумерного континуума 
@2 в точности равна мощности континуума одного 
измерения <S 1 . Если вместо @32 возьмем квадрат 
со стороной 1 , а вместо <S1 - отрезок длиной едп 
ница ,  то  следует доказать возможность установить 
между точками обоих м ножеств вз а и м но одноз н :J. чное 
соответствие ( рис.  125 ) .  Причпна того, что это 
утверждение представляется та ким п а р адоксал ьны м ,  

* )  Существование трансцендентны х  •ш сел псрвьщ дОI\азал 
Лнувнль в 185 1 r. 
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з r_ I\л ю ч а етс я ,  вероятно, в трудности освободиться от 
нрсдстанления об известной непрерывности соответ
с!'в н я ,  а между тем n действительности то соответ 
ствие,  которое м ы  имеем в виду установить, оказы
в а ется в высшей мере р а з рывны м или ,  есл и хотите, 
неоргапическим . Образно говоря,  оно в такой мере 
разрушает, кроме «мощности», все, что является ха
р актерны м для плоского и для линейного образов ка к 
т а ковых,  ка к ес.rш бы все точки квадрата на сыпали 
в м ешок и з атем са мы м основатеJiьным образом перемЕ:'шали их 160 ) . 

Множество точек квадрата совпадает с множе-
ством всех пар десятичных дробей вида ' 

х = О,а1а� • • •  ; у = О,Ь 1Ь2Ь3 • • •  , 
которые мы,  как и раньше, nредполагаем наппсан
пыми в бесконечном виде . Следовательно, мы псi\Лю
чаем те пограничные точки, дл я которых одна из 
координат х, у обращается в ну.'IЬ; иными словами ,  
нскJiючаем обе стороны квадрата,  примыкающие 
к началу координат О,  м ежду тем как обе другие 
стороны сохраняем . Но петрудно убедиться в том ,  что 
это не изменяет мощности множества точек. И вот 
основная идея доказательства Кантора з аключ аетс я  
в том ,  чтобы слить обе эти десятичные дроби в одну 
новую десятичную дробь z, по которой в свою оче
редь можно было бы однозначно определить х,  у 
11 которая принимал а  бы ровно по одному разу все 
значения О <  z :;::;;; 1 ,  когда точка (х, у)  один раз 
n робегает по веему квадрату. Если р ассм атривать z 
I< a i< абсциссу, то получим тем самым требуемое 
взаимно однозначное соответствие  квадрата @2 и еди
шiчного отрезка &1 ; при этом в соответствии с согл а
шениями относительно квадрата у этого отрезка при
ппмаем во вним ание только одну конечную точку 
Z = 1 .  

Такое сл пя н н е  двух координат х ,  у в одну мы 
попытаемен сна чала  получить те м ,  что положим 

z = O,a 1b 1a2b.fl3b3 • • •  ; 
дсiiствитеJJьно, из этой дроби можно, отделяя четные 
и нечетв ы е  десяти ч н ы е  знаки , восстановить однознач
пым обр а зом х и у. Но тут ввиду двоякого способ а  
написания десятичных дробей возникает следующее 
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возр ажение: такое z не пробегает всего ряда значе· 
ний @1 , когда (х, у)  пробегает все пары бесконечных 
десятичных дробей,  т. е.  все множество точек @2; дей· 
ствительно, хотя при этом для z всегда получается 
бесконечная  дробь, но существуют такие бесконечные 
дроби,  как, например, 

z = О,с 1с20с40с60с8 • • •  , 

которые получаются только из конечной дроби х или 
у, в н а шем примере из 

х = О, с 1000 • • •  , у = О, с2с4с6с8 • • •  

Обойти это з атруднение легче всего при помощи 
следующего в идоизм енения метода Кантора ,  пред
ложенного Кёнигом из Будапешта. А именно, Кёниг 
поним ает под а , Ь , с не отдельные цифры, а известные 
компл ексы цифр ,  я бы сказал , «молекулы» десятич
ной дроби, соединяя в одно целое всякую значащую 
цифру, отличную от нуля, со всеми непосредственно 
ей предшествующими нулями ;  благодаря этому выде
ляется роль нулей.  Тогда всякая десятичная беско
нечная дробь должна иметь бесконечно м ного моле
кул , так  как в ней появляются все снова и снова от
личные от нуля цифры, и наоборот. Например, в 
дроби 

х = 0 ,3208007000302405 . . • 

за  такие «молекулы» следует принять 
а1 = [3] , а2 

= [2] , а3 = [08] , а4 = [007] , 

а5 = [0003] , а6 = [02] , а7 = [4] , . . •  

Пусть теnерь в вышеприведенном nравиле соnо
ставления (х, у) и z символы ai, Ь1, Ck, • • • обозначают 
такие молекулы. Тогда всякой паре (х, у) будет снова 
однозначно соответствовать бесконечная дробь z ,  ко
торая в свою очередь определит х и у. Но теnерь 
всякая дробь z однозначно р аспадается н а  две дроби 
х и у с бесконечным числом «молекул» каждая, и nри 
этом дробь z м ожет возникнуть только однажды , 
когда мы в качестве (х, у) будем брать всевозможные 
пары бесконеч11ых десятичных дробей. И это дейСТВ li 
тельно дает взаимно однозначное отображение от
резка на квадрат ;  следовательно, они имеют одина
ковую мощность. 
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Конечно, совершенно аналогичным образом можно 
показать, что континуумы трех, четырех, . . .  изжерений 
имеют такую же мощность, как и одноJrtерный кон� 
тинуум. Но замечательно то, что и КОftтинуум ®оо бес· 
конечно Аmогих измерений, - точнее говоря, счетнога 
множества изJrtepimий - имеет та�сую же МОЩI-tасть ; 
о таком пространстве бесконечно большого числ а  из· 
мерений теперь особенно м ного говорят в Гёттингене. 
Его определяют ка� совокупность всех тех числовых 
систем,  какие только может принимать счетно беско
нечное множество переменных 

если J<аждая из них пробегает весь ряд действитель
ных значений. Это представляет собой, собственно 
говоря,  только новый способ выражения понятпй, 
давно уже применяемых в м атем атике. В самом 
деле, ведь всегда р ассматривали совокупность всех 
степеннь1х ил и  тригонометрических рядов ;  счетное 
бесконечное множество коэффициентов этих рядов 
представляет собой, в сущности, не  что иное, как та
кую же совокупность бесконечного числ а  независимых 
переменных, которые, впрочем,  всегда подчинены еще 
известным условиям сходимости ряда. 

Здесь мы снова ограничимся р ассмотрением «еди
ничного куба»  континуума ®оо, другим и  словами, мно
жества  всех точек, удовлетворяющих условиям О < 
< Xn � 1 , и покажем , что эти точки можно привести 
во взаимно однозначное соответствие  с точкам и  еди
ничного отрезка О <  х � 1 континуум а ®1 .  При этом 
снова для удобства отбрасываем все те пограничные 
точки, для которых одна из координат Xn р авна нулю, 
и соответственно точку х = О, все же остальные по
граничные точки сохраняем. Исходим ,  как и р аньше, 
из изображения координат точек континуума ®оо при 
помощи десятичных дробей, 

/ . �  / / / �1 "" О t ;/',/a�as_"";/ 
�2.= о , ь)'ь�/'�· • 

:С3 = 0 )  Cf Cz L � .  • • • .'/.r . • 
причем все эти дроби должны быr�:J написаны в бес
конечном виде, а символы а1, ь,, Ck, • • •  должны обо�, 
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з н а чать «молекул ы  десятичных дробей » в уста новлен
ном выше смысле, т. е. такие комплексы цифр,  которые 
состоят из одной значащей цифры с непосредственно 
предшествующими  ей нулями .  Теперь все это беско
нечное количество десятичных дробей мы должны со
единить в одну такую новую дробь, которая в свою 
очередь позволяла бы восстановить ее составные 
части,  или,  сохраняя химическое уподобление, скажем 
так: мы  должны образовать такое нестойкое соед·ше
ние всех этих молекулярных агрегатов , чтобы его 
легко можно было разложить на  составные части. 
Этого удается достичь сразу же при помощи «диаго
н ального м етода»,  который м ы  уже применяли выше 
(с. 36 1 ) .  Н апишем наши «молекулы» в том порядке, 
какой указывают последовательные косые линш1 в 
предыдущей схеме :  

х = O,a1a2b 1a3b2c 1a4b3c2d 1a5 • • •  ; 
таким образом,  со всякой точкой в @"" однозначно 
сопоставляется некоторая точка континуума ®1 •  Об
р атно, таким образом можно получить всякую точку 
континуум а @1 ; в самом деле, зная ее изображение 
в виде бесконечной десятичной дроби, можно, поль
зуясь указанной схемой,  однозначно определить бес
конечное число бесконечных десятичных дробей х 1 ,  
Х2, Хз, • . .  , и.з которых данная  дробь получается по
средством указанного прием а .  Таким образом , нам 
действительно удалось установить вз�имно однознач
ное отобр ажение единичного куба  пространства @"" 
на единичный отрезок континуум а @1 •  

Множества более высоких мощностей. В резуль
тате всего сказанного до сих пор мы убеждаемся 
в том , что существуют, во всяком случае, две р азлич
ные между собой мощности : 1 )  .мощность счетных 
лtножеств, 2) .мощность всех континуумов ( непрерыв
ных П j: отяженностей ) ®, ,  ®2 ,  @3 ,  . . .  , вплоть до ®оо. 

Теп ерь естественно возникает вопрос о том ,  суще
ствуют л и еще большие мощности ;  оказывается , что 
действительно возможно указать еще большую мош· 
ность и притом не  только при п о м ощи абстр актны '{  
р а ссуждений,  н о  даже оста в а ясь I ! С КJi юч ител ьно в 
предел ах тех понятий,  кото р ы е  п без того в сегда 
п р и м еня ются в м а тем атике;  а и м енно , такоii еще 
большей мощностыо обладает:  3)  шюжество всевсJ · 
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можNых действительNых фующий f (x )  действительной 
перелtенной х.  

Здесь достаточно ограничиться изменением пере·  
менной в промежутке О < х < 1 . Прежде всего прихо· 
дит в голову, что речь идет о множестве непрерывн ых  
функций f (х) . Одна ко здесь имеет место сл едующая 
замечательная теорем а :  множество всех непрерывных 
функций обладает мощностью континуу.il'lа и ,  слеJо• 
вательно, приNадлежит к группе 2 ) . Новую б6льш;. to 
мощность мы получим только в том случае,  есл и  пр f1 · 
мем _ во внимание та кже разрывные функции самого 
общего вида , какие только можно себе представить ;  
иными словами ,  если со всякой точкой х будем сопо
ставлять совершенно Произвольное значение функции,  
не обращая никакого внимания на соседние значе· 
ния ее .  

Сначал а я докажу упомянутую теорему относи
тельно множества непрерывных функций ;  мне  п р и· 
дется для этого повторить те соображении , которые 
служпли нам выше (с .  272 и ел . ) , для того чтобы вы
яснить ВОЗМОЖНОСТЬ раЗЛОЖеНИЯ «ПрОИЗВОЛЬНЫ Х »  
функций в тригонометрические ряды ; впрочем , я дол· 
жен буду местами придать 
этим рассуждениям более 
тонкий характер. Там уже 
были установлены следую
щие утверждения. 

а )  Непрерывная функ-
ция f (х ) вполне определяет
ся ее значениями f ( r )  во 
всех рационаЛьных точках 
r ( рис .  1 26 ) . 

Ь )  С другой сторон ы, 
Рис. 1 26 

нам известно, что все рациональные значения ,. можно 
р асположить в один счетный ряд r1 , r2, rз, . . .  

с ) Поэтому функция f (x) оказывается вполне  опре
деленной , если известно счетно бесконечное м ноже
ство ее значений f ( r1 ) , f (r2 ) , f (rз ) , . . .  Конечно, эти 
значенпя нельзя выбир ать совершенно произвол ьнu, 
есл и мы жел аем получить непрерывную функцию. Но 
м ножество всех возможных систем значений f ( r i ) , f ( r2 ) , • • •  содержит, во всяком случае ,  I\а к  ч а сть т а  ко� 
м ножество, которое имеет одинаковую м о щностr, 
с множеством всех непрерывных функций.  
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d) Величины f1 = f (r1 ) ,  f2 = f (r2 ) ,  . . .  можно рас
см атривать как координаты в пространстве ®оо, так 
как они ведь представляют собой счетное бесконеч
ное м ножество действительных чисел . Следовательно, 
согласно доказанной р аньше теореме множество все
возможных систем значений непрерывных функций 
содержится в множестве ®оо, которое имеет мощность 
континуум а ;  

е )  Являясь частью этого множеств а ,  допускаю
щего взаимно однозн ачное соответствие с одномерным 
континуумом , само м ножество всех непрерывных 
функций может быть взаимно однозначно сопостав
лено с некоторы м  множеством,  составляющим часть 
континуум а. 

f ) Далее,  мы без труда можем убедиться в том ,  
что и ,  наоборот, весь континуум можно взаимно одно
значно отобразить в f!екоторую ч асть множества не
прерывных функЦий .  Для этого стоит только рассмот
реть функции f (x)  = k = const, определяемые усло
виями f1 = f2 = . . .  = k,  где k - действительный 
параметр . Когда k пробегает континуум ®1 , функция 
f (x )  = k действительно пробегает часть множества 
всех непрерывных функций ,  отобр аженную взаимно 
однозначно н а  ®1 . 

g)  Теперь мы должны воспользоваться так назы
в аемой теоремой об эквивалентности, которую дока
зал Ф . Бернштейн * ) : если каждое из двух множеств 
эквивалентно некоторой части другого множества, то 
эти два множества эквивалентны между собой. Эта 
теорем а  представляется в достаточной степени очевид
ной ; ее подробное доказательство завело  бы нас 
слишком  далеко. 

h )  Континуум ®1 и множество всех непрерывных 
функций находятся м ежду собой согласно е )  и f )  как 
раз в том отношении ,  которое предпол агает теорема 
об эквивалентности;  следовательно, они обладают 
одинаковой мощностью, и,  таким образом, наша тео
рема доказана .  

Теnерь перейдем к интересному доказательству на
шего второго утверждения, что множество всевозмож
ных вполне произвольных функций обладает большей 

*)  Она впервые опуб.пикована в книге: В о r е 1 Е. Le�ons 
sur Ia theorie des fonctions. - Paris, 1898. 
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мощностью, че.м континуу;;t ; это доказательство пр ед· 
ставляет собой непосредственное применение д и а го:  
н ального метода Кантора .  

а )  Допустим,  что наше утверждение ложно, т .  е. 
что множество всех функций м ожно взаимно одно·  
значным образом отобразить н а  континуум ®1 •  Пред· 
положим ,  что при этом отображении всякой точке 
х = v в @ 1 соответствует векотор ая функция f (х, v ) 
аргумента х, так что когда v пробегает весь конти· 
нуум,  f (x, v ) пробегает вс_е возможные функции аргу· 
мента х. Мы приведем это допущение к противоречию, 
построив функцию F (x) , отл ичную от в сех функций 
f (x, v ) . 

Ь )  Для этого образуем «диагональную функцию» 
схемы функций f (x, v ) , другими словами ,  такую функ·  
цию,  которая во  всякой точке х = х 0  принимает такое 
же значение, какое в этой же точке х = х0 приним ает 
функция f (x, хо) ,  соответствующая значению пар а
метра v = Хо, т. е. значение f (хо, Хо ) . Мы получа�м 
таким образом функцию f (х, х) от х. 

с )  Теперь построим такую функцию F (x ) ,  котора я  
отличается во всякой точке х о т  значения функции 
f (x, х) : F (x) =F f (x, х) для всякого конкретного значе
ния х. Достигнуть этого можно самыми р азнообраз·  
ными способами ,  так как м ы  ведь допускаем совер · 
шенно разрывные функции ,  з начение котор ых в 
каждой точке может быть опред�лено произвольным 
образом. Пр и м  ером может служить функция F (х) = 
= f (x, x) + l .  

d )  Эта фуакция F (x)  действительно отлична от 
каждой из фующий f (х, v ) . В самом деле, если бы  
было F (x) = f (x, v 0 )  для какого-нибудь определенного 
значения параметра v = Vo, то это равенство значе· 
ний  функций должно было бы и меть место, в частно· 
сти, и в точке х = v0, и, следовательно, было бы 
F ( tlo) = f ( vo, vo ) . Но это противоречит допущен ию с) 
относительно функции F (x) . 

Этим опровергается предположение а ) , будто функ
циями f (x, v )  можно исчер пать все множество функ
ций ;  следов ательно, наше утверждение доказано. 

Интересно сравнить это доказ ательство  с в nолне 
аналогичным доказател ьством несчетности континуу· 
ма .  Подобно тому как там мы допускали возможность 
расположения всех десятичных дро�ей в одну счетную 
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здесь этому соответствует построение диагональной функции f (x, х) ; то и другое находит затем одинако
вое применение в обр азов ании новой, не содер:жащей
ся в схем е  десятичной дроби и соответственно новой 
фуРКЦИИ .  В ы  легко можете себе представить, что при по
мощи подобных рассуждений можно восходить к бес
конеч'ным множества м  все большей и большей мощ
ности , большей, чем те три мощности,  с которыми м ы  
нозн акомились до  сих пор .  Но  самым замечательным 
из всех этих результатов представляется то, что между 
разл ичными бесконечными множествами вообще су
ществуют такие р азличия и градацИи ;  мы разрушал и 
все особенности , как, н апример ,  их упорядоченность, 
и сохр аняли только их отдельные элементы , своего 
рода их атомы,  как вещи ,  существующие совершенно 
независимо друг от друга и допускающие произволь
ную перетасовку между собой .  Важно еще и то, что 
три из этих градаций мы смогли установить, остп
в а и с ь  в р амках обычных в математике вещей - целых 
ч ис еJr , континуумов (непрерывных протяженностей ) 
11 функций .  

Эти м я закончу первую часть моего изложения 
теор ии  множеств , посвященную понятию мощности. 
В та кой же конкретной форме,  но только еще более 
:кратко я хочу сообщить вам  теперь кое-что из второй 
части учения о множествах.  

2.  Порядок элементов множества 

Здесь на  первый пл ан выступает как р аз то, что 
мы до сих пор принципиально оставляли в стороне, 
а именно,  вопрос о том , как имеющиеся в множествах 
одинаковой мощности отношения порядка различа ют 
эти множества .  Ведь те взаимно однозначные отобра 
жения самого общего вида,  которые мы  до сих пор 
допускали ,  нарушали все эти отношения 1 6 1 ) - вспом
I-ште хотя бы толыю об отобр ажении квадрата па 
отрезок! Я бы хотел особенно подчеркнуть значение 
именно этого второго р аздел а учения о множествах;  
ведь не может же это учение  иметь своей целью устра 
нить посредством введения ноnых,  более общих поня-
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тий те различия ,  которые с давних пор вошл н в об н 
ход математики ; скорее,  наоборот, это ученпе М О Ж ('Т 
и должно служить тому, чтобы с помощью общих п u
нятий познать эти различия в их самой г.irубокой сущ
ности .  

П орядковые типы счетных м ножеств .  Теперь 
наша цель заключается в том ,  чтобы проилл юстриро
в ать на определенных,  общеизвестных примерах  п о 
нятие различных возможных расположений элементов 
множества в определенном порядке. Если начинать со 
счетных множеств, то мы уже знаем три совершен н о  
разные  примера распоJюжения элементов в таких мно
жествах, столь р азличные между собой , что равенство 
их мощностей составляло, как мы видели ,  особую и н и  
в каком случае н е  самоочевидную теорему ;  это сJiе
дующие множества :  

1 )  множество натуральных чисел ; 
2)  множество всех (отрицательных и положител ь

ныхГ целых чисел ; 
3 )  множество всех рационалы-tых чисел .и Аtноже

ство всех алгебраических чисел. 
Расположение элементов во всех этих трех мно

жествах имеет одно общее свойство, в силу которого 
оно н-азывается линейным порядком * )  в множестве. 
Это свойство состоит в следующем : из каждых двух 
элементов какой-нибудь один всегда предшествует 
другому, т.  е., выражаясь алгебраически, всегда изве
стно, какой элемент меньше и какой больше, и, далее, 
если из трех элементов а , Ь , с элемент а предшествует 
элементу Ь , а элемент Ь - элементу с, то всегда а 
предшествует элементу с ( если а < Ь и Ь < с, то 
а <._с) . 

Но, с другой стороны ,  в р ассмотренных примерах 
имеют место такие характерные  различия :  в первом 
множестве существует первый элемент ( нуль ) , кото
рый предшествует всем остальны м ,  но нет последнего 
элемента, который следов ал бы за всеми другим и ;  во 
втором множестве нет ни первого, ни последнего эле
мента. Но в обоих этих множеств ах есть то общее, что 

* )  Термин  «простое располож�пие», п р именнемьrй  автором, 
м ы  заменим современ н ы м  термином линейный порядок. ( ведь 
ознакомление с богатством идей ,  пред.1аrаемых к.�ейном,  во все 
не дол жно <' О П n rJ rJ а ж д а т ь с н  п р и в ыкапием чнтателн к терм юю,lо
rии ,  ставшей уже архапчноii ! ) . 



374 ПРИЛОЖЕНЩl 

за всяким элементом непосредственно следует опре· 
деленный ближайший элемент, и всякому элементу 
непосредственно предшествует определенный другой 
ЭЛ е М е Н Т .  В П р ОТИВОПО.'I ОЖНОСТЬ ЭТОМ У у третьеГО МНО· 
жества  между каждыми двумя элементами всегда 
есть, как мы уже в иде.'Iи выше, бесконечно много дру· 
гих э.'Iементов ;  такое свойство  множества мы обозна· 
ча.'Iи термином «всюду плотное множество», так что, 
в частности, среди всех р ациона.'Iьных или а.'Iгебраи·. 
ческих чисел , лежащих между а и Ь ,  ес.ли не считать 
самих этих чисел , нет ни наименьшего, ни наиболь
шего числ а .  Таким обр азом , способы расположения 
э.'Iементов в этих трех м ножествах, т. е .  их порядко
вые типы, р азличны между собой, хотя сами множе· 
ства имеют одинаковые мощности. С этим можно свя
з ать - и это действите.'Iьно де.'! а ют представители 
теории  множеств - вопрос о всех вообще возможных 
порядковых типах счетных множеств. 

Н епрер ывность континуума. Перейдем теперь 
к р ассмотрению множеств мощности континуума ;  
здесь н а м  известно одно м ножество с имеющимся 
в нем линейным порядком,  а именно, континуум &1 
всех действите.'Iьных чисел . Но наряду с ним в дву· 
м ерном и м ногомерных случаях м ы  имеем примеры 
м ножеств &2, &3, • • • с р аспо.'Iожением элементов , от· 
личным от того, который мы назвали «линейным». 
Так, в С.'Iучае м ножества &2, для того чтобы опреде· 
л ить взаимное р асположение двух точек, небходимы 
уже не одно, а два соотношения типа  неравенств . 

Здесь н аиболее в ажно проанализировать понятие 
непрерывности одномерного континуум а ; открытие 
того, что это понятие действительно основано только 
лишь на простых свойствах порядка, свойственного 
м ножеству &1 , является первой замечательной за· 
слугой учения о м ножествах  в де.'Iе выяснения основ· 
ных м атематических понятий,  а именно, оказывается, 
что в се свойства непрерывности континуума происте· 
кают из того, что последний представляет собой ли· 
нейно упорядоченное множество со следующими двумя 
свойствами :  

1 .  Если разделить множество на какие-либо две 
части А, В, но таким образом, чтобы всякий элемент 
принадлежал какой-либо одной из этих частей и что
бьt все элементы, входящие в часть AJ предшествоваАи 
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всем элементам части В, то в тако!Уt случае либо А 
имеет последний элемент, либо В и,неет первый эле
.мент. Вспоминая дедекиндово определение иррацио
н альных чисел (с. 52-53) , мы  можем выразить это 
свойство еще так:  всякое «сечение» в нашем множе· 
стве производится одним из его элементов . 

2. Между любыми двумя элементами множества 
имеется бесконечно много других элементов. 

Этим вторым свойством обл адают не только кон· 
тинуум &t , но и счетное множество всех р ациональных 
чисел ; первое же свойство указывает на существенное 
различие между этими упорядоченным и  множеств ами.  
Всякое линейно упорядоченное множество, обладаю
щее обоими этими  свойствами ,  в учении о множествах 
называют непрерывным по той причине,  что для него 
действительно можно доказать все теоремы,  которые 
имеют место для континуума в силу его непрерыв· 
н ости . 

Я: хочу указать еще н а  то, что эти свойства непре
рывности можно формулировать также несколько 
иначе, а именно, исходя из так н азываемых «основ
ных» рядов Кантора .  Основным рядом называют та
кую счетную последовательность а 1 , а2, а 3 , • • •  эле
ментов данного множества ,  что в самом множестве 
.ТJибо at .< а2 < аз < . . .  , либо а 1 > а2 > а3 . . . Не· 
который элемент а множества н азывают предельным 
элементом основного ряда, есл и - в первом случае 
в основном ряду всегда найдутся элементы, большие 
всякого элемента, лежащего в данном множестве до 
а , но вовсе нет элементов,  больших хотя бы  одного 
элемента, р асnоложенного · после  а; аналогично оп ре· 
деляют предельный элемент во втором случае. Есл и  
множество обл адает тем свойством,  что всякому вхо
дящему в его состав основному ряду соответствует 
в нем предельный элемент, то множество называют 
замкнутым; есл и  же, наоборот, всякий элемент мно
жеств а является предельным элементом некоторого 
основного ряда, выделенного из него, то множество 
назыв ают плотным. Непрерывность множеств , имею, 
щих мощность континуума ,  состоит, существенным об· 
разом, в соединении обоих этих свойств . 

Попутно я хочу здесь напомнить, что при беседе 
о дифференциальном и интегральном исчислениях мы 
говорили еще и о другом · континууме - о континуу�е 
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Веронезе,  который возни кает и з  о б ы к н ов е н н ого кон
тнпуум а носредством п р исоеди н е н и я  а ктуально G е с 
J,оне чно м ал ы х  вел и чин .  Хотя та ким путем получается 
т оже линейно упор ядоченное м н ожество, но тем не 
менее этот континуум облада ет, ко нечно,  совершенно 
I tным ти по м р а сположен и я ,  чем обычный континуум 
®1 ; теор е м а о том , '!ТО асякий основной ряД имеет 
лредсл ьный элемент, здесь уже места не имеет. 

И н вариантность числа измере н и й  при непреры в
ном отображении.  Теперь мы приходи м  к ва жно му 
вопр осу о том,  при  каких отображениях сохраняется 
различие  между континуума ми различного числ а из
Jч ерений  ® 1 .  ®2, . . .  Дел о в том , что взаимно однозн а 'I ·  
'ное отображение самого общего вида , к а к  нам уже 
известно,  уничтожает между ними всякое р азличие. 
Ответ дает следующая важная теорема :  число изме
рений континуум а и нв а р и а нтно по отношению ко всем 
взаимно однозначным и взаимно непрерывным ото
бражениям ;  друГими словами ,  при т =1= n невозможно 
отобр азить взаимно однозначно и взаимно непрерывно 
континуум ®т на ®n. Быть может, вы склонны при
н ять эту теорему без дальнейших обсуждений как 
самоочевидную;  но вы не  должны забывать того, что 
наивное представление,  по-видимому, исключало так
же возможность взаимно однозначного соответствия 
м ежду ®1 и ®2 вообще, и это побуждает нас быть 
осмотрител ьными по отношению к том у, что нам пред
став.'I яется очевидным .  

Я хочу здесь подробнее р азобр ать только 'простей
ший случай,  в котором речь идет о сопоставлении 
одномерного Iюнтинуум а с двумерным, а затем укажу 
лишь вкратце, какие трудности стоят на пути р аспро
странения·  этого доказательства на общий случай * ) . 
Итак, мы хотим доказать, что взаимно однозначное 
и вза имно непрерывное отображение континуума ®1 
на &2 невозможно. Здесь каждое слово имеет суще
ственное значение:  мы уже знаем,  что ;здесь нельзя 
опустить требования  непрерывности;  с другой сто
роны,  пример известной ,  конечно, многим из вас 

*) К:ак уже отмечалось, сейчас дл я рассмотрения эти х  вопро
{'ОВ используются топологические пон ятия и методы (см. Iпшгу: 
С т и н р о д  Н., Ч и н н У. Первые пон я т и я  топологии. - М.:  Мир, 
1 966, а также «Наглядную топологию», приведеиную в примеча
нии 1 24) . 
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«кривой Пеапо» показывает, ч1 о и взаим ная одн о
з н а ч ность не может быть опущена .  

Прежде всего установим следующую Ji емму :  
Пусть одномерный континуум Q)� непрерывно ото

бражен в другой одномерный континуум ®1 и npитo,Jt 
так, что всякому элементу из &1 соответствует, са.мое 
большее, один элемент из �;; тогда, если а и Ь - дв а  

1 
элемента из ®1 ,  которым соответствуют в ® 1  два эле-
мента а'  и Ь',  то всякому элементу с из &1 , который 
лежит .между а и Ь, соответствует в &;  некоторый 
эле.мент с', лежащий .между а' и Ь' (рис .  1 27) . Эта 
лемма  аналогична известной теореме,  согласно котu
рой непрерывная функция f (� ) , которая приним ает 
в точках х = а',  Ь' значения а и Ь ,  приним ает также 
всякое значение с, лежащее 
между а и Ь, в пекоторой 
точке с' ,  заключенной меж-
д у а'  и Ь'. Действительно, 

1 1 t о;, а () 
1 1 t> о;� а' С' 

Рис. 1 27 

а с 

·�·· б'; в с' 

Рис. 1 2 1i  

ь ltt 

нашу лемму можно доказать как точное обобщение  
этой теоремы исключительно на основании понятия 
непрерывности, если только саму непрерывность ото
бражения непрерывных упорядоченных множеств 
определить вполне аналогично известному определе
нию непрерывности функции ;  это удается сделать на 
основании одного только понятия линейного по
рядка . Но здесь не  место подробнее развивать эти 
указания .  

Теперь перейдем к нашему доказательству. Пред
положим ,  что одномерный отрезок &1 отображен н а  
квадрат &2  взаимно однозначно и непрерывно 
( рис. 1 28 ) . Пусть при этом двум точкам а ,  Ь отрез ка 
&1 отвечают точки А, В квадрата &2• Эти точки А,  В 
м ы  ' можем соединить внутри м ножества &2 двумя раз
л ичными путями,  например указанными н а  рисун ке 
ломаными ��. ��· При этом нам не нужно предпол а 
гать никаких особых свойств м ножества &2 вроде за 
д а п н я  его с помпщью координ а т  н т .  п . ;  м ы  ло.'! ЖН Ы  
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лишь воспользоваться представленнем о двумериости 
, _, 

м ножества &2• Но тогда,  конечно, как ®1 , так и ®1 
представляют собой одномерные линейно упорядочен
ные континуумы, аналогичные &1 ; в силу же пред
положенного взаимно однозн ачного и непрерывного 
соответствия м ножеств @1 и @2 всякому элементу из 
&1 должен отвечать самое большее один элемент на 
®� или н а  ®�· Таким образом,  как раз выполнены 
предположения нашей леммы;  следовательно, всякой 
точке с на  &1 , лежащей между а и Ь ,  должна отве-

, _ ,  _ ,  
чать как точка С' на ®1 , так и точка С на �1 ' но 
это противоречит предположенной взаимной однознач
ности соответствия,  имеющего место между &1 и &2. 
Таким образом , мы в идим ,  что такое отображение 
невозможно, и этим доказательство завершено. 

Чтобы р аспростр анить это доказательство на  дв а 
любых континуума &т, &n , н адо предварительно знать, 
каковы могут быть р азличные континуумы 1 ,  2,  3, . . . 
. . . , т - 1 измерений самого общего в ида,  содержа
щиеся в &т; если т и n � 2, то оказывается , что 
одного только понятия «между», как только что в 
простейшем случае,  недостаточно для того, чтобы 
провести доказательство.  Эти случаи приводят к край 
не  сложным исследов аниям,  которые уже с самого 
н ачала охватывают очень трудные вопросы, лишь 
в последнее время несколько выясненные и имеющие 
основное значение в геометрии, а именно вопросы 
о наиболее общих непрерывных одномерных совокуп 
ностях точек в плоскости, в особенности вопрос о том, 
когда именно такую совокупность можно назвать кри
вой линией.  

3.  Заключ ительные замечания о значении учения 
о множеt.твах и о преподЩ�ании в школе 

Этим я закончу изложение учения о множествах 
и прибавлю еще лишь несколько замечаний общего ха 
р актера .  Прежде в сего несколько слов о тех общих 
идеях, которые выработал l(антор по вопросу о поло
жении, занимаемом учением о м ножествах по отно
шению к геометрии и анализу; эти идеи выставляют 
в особом свете значение учения о м ножествах. Через 
всю историю м атематики, так же как и через все 
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философские рассуждения о ее природе, проходит, 
ка к известно, красной н итью различие между дис
кретной арифметической величиной и непрерывной 
геометрической величиной.  В новейшее время осо
бенно стали выдвигать на первый план дискретную 
вел ичину как наиболее легкую для поним ания ;  на це
лые натуральные числа стали смотреть как на данные 
простейшие понятия, выводя из них по известному 
способу рациональные и иррациональные числ а ;  та 
ким образом в конце концов был получен весь аппа
р ат, необходимый для господства анализа в геомет
рии ,  т. е .  аналитическая геометрия .  Эту тенденцию 
современного р азвития м атематики можно назвать 
арифметизацией геометри и :  геометрическая идея не
прерывности оказывается сведенной к идее целых чи
сел . Этого же направления м ы  придерживал ись в ос
новном и в настоящих л екциях. 

И вот в противовес этом у  одностороннему пред· 
почтению целых чисел Кантор желает - как он сам 
мне говорил на  съезде естествоиспытателей в Кассе
де - ДОСТИГНУТЬ «ИСТИННОГО С.тiИЯНИЯ арифМеТИКИ И 
геометрии» в учении о м ножествах,  другими  словами ,  
он желает представить учение о целых числах, с од
ной стороны , и теорию различных образов, непре· 
рывно составленных из точек, с другой стороны, 
а также еще многое другое как р авноправные и объ
единенные главы общего учения о м ножествах или 
совокупностях. 

Я хотел бы еще присоединить сюда же кое - какие  
общие замечания об отношении  учения о множествах 
к геометрии .  В учении о множествах м ы  р ассматри
вал и :  

1 )  мощность множеств как нечто такое, что со
храняется при всех взаимно однозначных отобр а -
жениях ; . · 

2)  порядковые типы множеств, соответствующие 
р азличным комбинациям элементов в отношении их 
порядка .  Здесь мы имели  возможность охарактеризо
вать понятие непрерывности, различные многомерные 
расположения, или континуумы различного числа из
мерений и т. п . ;  таким образом, в конечном счете 
сюда принадлежат вообще инварианты непрерывных 
отображений.  При перенесении в геометрию это об
р азует дисциплину, обозначенную со времени Римана 
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т ермином «Analys is  s i tus» ( анал из положения ) * ) ;  
это - наиболее абстрактная гл ава геометрии ;  она ис
следует только те свойства геометрических обр азов , 
которые сохраняются при самых общих непрерывных 
взаимно однозначных отображениях. Впрочем уже 
Риман  употреблял слово «многообразие» в весьма 
общем смысле .  Этим же словом пользовался внача.riе 
и Кантор, и лишь позднее он заменил его более крат
ким и потому более удобным термином «множество», 
который к тому же имеет одинаковый с первым сло
весный  корень. 

В настоящее время употребление слова «множе
ство» настолько укоренилось, что считается совер
шенно отсталы м  всякий, кто еще говорит «многооб
р азие» .  

3 )  Переходя к конкретной геометрии,  м ы  встре
ч аемся с р азличием между м етрической и проектив
ной геометрией.  Здесь м ало знать, что, например,  пря
м ая имеет одно измерение,  а плоскость - два изме
рения; здесь нужно строить или  сравнивать фигуры, 
причем жел ательно иметь в своем распоряжении по
стоянный масштаб или  по кр айней мере уметь прово
дить прямые в плоскости и плоскости в простран
стве .  Конечно, для каждой из этих конкретных обл а 
стей необходимо  к общим свойствам расположения 
присоединить специальную аксиоматику. Это означает, 
следовательно, дальнейшее развитие учения о непре
рывных м ножеств ах в л инейном, двумерном и вообще 
м ногомерном р асположении.  

В мою задачу не  может теперь входить более по
дробное р ассмотрение этих вещей, о которых мне 
к том у  же придется подробно говорить в своих лек
циях по геометрии в ближайшем семестре .  

В заключение этих замечаний о теории м ноЖеств 
мы должны снова поставить тот же самый вопрос, 
которы й  сопровождал все наши лекции :  чем из всего 
этого можно воспользоваться в школе?  Здесь этот 
вопрос можно, пожалуй, счесть за совершенно излпш
ний, так как ведь всякий должен согл аситься с тем, 
что к ученику нельзя подходить с такими абстракт
ными и трудными  вещами 1 62 ) . 

*) Современный тер мин - топология. 
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Я хотел бы точнее выразить мое отношение 
} ,  лuы у  вопросу,  а именно, сосл аться н а  тот б иогене
т а  ч<::скии основной з а кон,  по которому индивид в 
поем раз в ити и пробегает в сокр ащенном виде вс� 
стадии развития вида ; эти идеи стали в настоящее 
время общи м достоянием обр азованного человека . 
Этому основному за кону, я пол агаю,  должно было бы  
следовать - по крайней мере  в общих чертах - и пре
подавание м атем атики,  как и вообще всякое препода 
в а ние .  Мы должны приспособляться к природным 
склонностям юношей, медленно вести их к в ысшш r  
вопросам и л и ш ь  в з а кл ючение ознакомить их с а (J 
стра ктными идеями;  преподавание  должно идти п о  
тому же  самому пути , по которому все человечестве- ,  
н ачиная со  своего наивного первобытного состояни я ,  
дошло до вершин современного знания !  Необходимо 
всегда повторять это требование,  так как всегда н а 
ходятся л юди , которые по примеру средневековых 
схоластов начинают свое преподавание с самых об
щих идей и защищают этот метод как якобы еди н 
ственно научный.  А между тем это основание непр а 
вильно : научно обучать значит учить человека научно 
думать, а не оглушать его с самого начала холодной ,  
н аучно наряженной систематикой .  Существенное п р е 
шrтствие к распространению такого естественного и 
поистине научного метода обучения представляет со
бой , несомненно, недостаток в знакомстве с историей 
м атематики.  Чтобы с этим бороться, я особенно охот
но вплетал в мое изложение многочисленные истори
ческие моменты . Пусть это покажет вам ,  как медленно 
возникали  все матем атические идеи,  как они почти 
всегда всплывали сперва скорее в виде догадки н 
.'! ИШь после долгого р азвития приобретали  неподви·ж
ную выкристиллизованную форму систем атического 
изложения. Пусть это знание - этим пожеланием я 
хотел бы закончить мои л е кции - окажет продолжи
тельное влияние н а  характер ва шего собствеtiноrо пре
подавания в ш1юле !  



П Р И М Е Ч А Н И Я 

АРИ ФМЕТИКА 

1 .  Исторические сведения, связанные с возникновением и раз· 
витием м атематических понятий, подробно изложены в источн и
ках , упоминаемых в примечаниях 7 и 24. 

2. Клейн имеет в виду семинарии для подготовки учителей 
начальных классов ; это не относится к семинарским занятиям 
при средних учебных заведениях, о которых он упоминал выше. 
В условиях современной советской школы имеется аналогичный 
переход от обучени я  под руководством преподавателя начальных 
классов к обучению, осуществляемому , н а ч и н а я  с 4-го класса , ма
тематиком-предметником. 

3. В наших условиях - в четвертом и пятом классах . 
4. Автор ссылается на монографию, изданную в Лейпциге 

в 1 898 г. Советскому читателю будет удобнее воспользоваться 
книго й :  ЭнциКJ!ОПедия элементарной м атематики. - Книга пер
в а я :  Арифметика. - М. : Гостехпздат, 1 95 1 . - I<нига вторая :  Ал
гебра. - М.:  Гостехиздат, 1 95 1 . - Книга третья: Функции и пре
делы (основы анализа ) . - М. : Гостехиздат, 1 952. - Книга четвер
тая : Геометрия . - М.:  Физматгиз , 1 963. - Книга пятая: Геомет· 
рия. - М. : Наука. 1 966. Имеется и более позднее издание : 
Математическая энциклопедия. - Т. 1 :  А - Г. - М. : Советская 
энциклопедия,  1 977. - Т. 2 :  Д - Коо. - М.:  Советская энцикло
педия,  1979. -· Т. 3: Коо - Од. - М.: Советская энциклопедия, 
1 982. - Т. 4: Ок - Сло. - М . :  Советская энциклопедия, 1984. 
Т. 5: Слу - Я. - М. : Советская энциклопедия, 1985. 

5.  Эти идеи сейчас органически вошли в методику обучения 
м атематики в начальных классах советской школы и х:>рошо 
из вестны каждом у преподавателю начальной школы. Однако еле· 
дует обратить внимание на ту изысканную научность и эконом
ность изложения, которая присуша Клейну. Если в школьных 
учебниках начальных классов имеется большое число правил сло
жения и в ычитания (прибавление числа к сумме, прибавление 
суммы к числу, прибавление суммы к сумме, то же с разностью 
и т. д.) , которые становятся ненужными в старших классах и 
забываются , то Клейн предлагает миним альную систему правил 
( аксиом ) .  Эти аксиомы не только очень просты, легко запоми
наются и в то же время служат подлинной основой всех дей
ствий с числами, но также - и в этом их научность - соответ
ствуют важнейшим в современной м атем атике понятиям поля и 
упорядоченяого поля (т. е. входят в число аксиом, определяющих 
эти понятия , - см. примечание 39 ) , 

6. В этой вскользь брошенной фразе заключается глубокий 
смысл. В нашей начальной школе слишкq.м большое значение 
nр идается применению свойств действий при построении таблицы 
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сложения однозначных чисел. Например, сложение с «переходом 
через десяток» осуществляется с применением закона ассоциатив
ности так: 

7 + 9 = 7 + (3 + 6) = (7 + 3) + 6 = 10 + 6 = 1 6. 

Несомнеюю, понимание роли закона ассоциативности в этих слу
чаях (и умение показать его применение н а  нескольких примерах) 
важно. Но построение всей таблицы сложения  на этой основе -
леоправданная роскошь в смысле дорогого учебного времен и. 
К тому же растянутость (во времени) изучения таблицы сложе
ния однозначных чисел снижает интерес у детей. Взрослый чело· 
век не применяет каждый раз законы действий, а знает наизусть 
таблицу сложения. К этому надо стремиться и в методике обуче
ния в начальных классах: пояснив на многих примерах смысл 
действия сложения ( объединение двух кучек предметов и т. п . ) , 
надо форсированно заставить детей выучить таблицу сложения. 

7. Помимо изданий, упоминавшихся на с. 17 и 26,  можно р е
комендовать читателю книгу : Р ы б  и и к о в К. А. История мате
матики. - М.:  Изд-во МГУ, 1 974, а также Энциклопедически й  
словарь юного математика. - М. :  Педагогика,  1 985. 

8. На иболее яркое выражение это направление получило в 
обширном сочинении Уайтхеда и Рассела «Principia Mathematica» 
в трех томах, первое издание которого было закончено в 1 9 1 3  г .  
Все сочинение написано в идеографии и охватывает м атематиче
скую логику, арифметику, алгебру и геометрию. Изучение этого 
сочинения и примыкающей к нему литературы представляет боль
шие затруднения. Но помимQ этого путь, по которому nошли эти 
авторы, не .может nривести к преодолению тех сложных логиче
ских затруднений, в которые уперлись наиболее глубокие попыт
ки обоснования самых исходных начал арифметики и ее метода 
(в  частности, и закона совершенной индукции) . Это с полной 
достоверностью вытекает из установленной позднее теоремы Гё
деля о полноте классического исследования предикатов. См. Н о . 
в и к о в П. С. Элементы математической логики. - М.:  Наука, 
1 974. 

9. Изданной в Брауншвейrе в 1 888 г. Следует отметить, что 
nосле обнаружения парадоксов теории множеств, а особенно по
сле установленной Гёделем неполноты формальной ар ифметики 
надежды Дедекинда и Гильберта о решении проблемы непротиво
речивости арифметики натуральных чисел не оnравдались: не
nротиворечивость формальной системы, включающей формальную 
арифметику, может быть установлена лишь более сильными  сред
ствами, чем re, которые формализованы в данной системе. 

1 0. Конгресс nроходил с 8 no 1 3  августа 1 904 г. 
1 1 .  Остроум ие, разумеется , не заменяет содержательного об

суждения. Современная метаматематика, связанная с изучением 
формальных теорий ( исчислений ) , является важной составной 
частью математической логики и nредставляет собой аnпарат, 
используемый nри исследовании непротиворечивости содержатель
ных математических теорий. В метаматематике формализуетсs 
логико-математический язык, nозволяющий заnисать в виде фор
мул все интересующие нас nредложения содержательной теории, 
а также логические средства (аксиомы и nравила вывода) .  
Особую важность имеют метаматематики, отражающие финитные 
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)' становки в рам к а х интуиционизма или конструктивной м атс м з 
т и к и .  

1 2. Само собою разумеется, что сюда включается 'и озitаком
лспие с простейшими и важнейшими приложениям и м атем а т и ю1 
в технике - настолько, насколько это возможно без с пециально го 
технического образования. В своих м ногочисленных выступлениях Клейн всегда указывает, что техника составляет основную базу 
сов ременной культуры. 

13. Как отмечалось в предисловии,  помещенный в конце .поrо 
раздела текст об арифмометрах в настоящем издании исключен. 

14. Как и арифмометр,  счетная линейка отжила свой век. 
Современным ручным средством вычислений (как точных, т а к  и 
nриближенных) является микрокалькулятор. 

15. Можно nривести более простое образное сравнение : п а 
ровоз «бегает» несравненно лучше человека, но последний, в от
л ичие от nаровоза, знает, куда он бежит и зачем. Технические 
средства не «замена» человека, а его помощники. Современные 
электронные вычислительные машины позволяют даже говорнть 
об «искусственном интеллекте», под которым имеется в виду спо
собность компьютера помогать человеку в деятельности, которая 
ранее считала<;ь доступной лишь разуму человека . 1 6. Эти пожелания Феликса Клейна  ныне полностью вопло
щены в советской школе введением курса информатики и в ычис
лительной техники в старших классах и использованием микро
калькуляторов в средних классах школы. 

1 7. Это педагогическое замечание Клейна,  брошенное скоро
говоркой и не поясненное более подробно, играет важную роль 
и з аслуживает серьезного внимания. Отрицательные целые числа 
(на примере шкалы термометра)  очень легко усваиваются детьми, 

а возможность неограниченного выполнения вычитания очень 
удобна при решении примеров и текстовых задач. Все это соз 
дает благоприятные возможности для развития у детей чувства 
числа и логического мышления. Остается лишь пожалеть, что 
всерьез обсуждавшие;.;я у нас методические идеи о ВВ<!дении от
рицательных целых чисел раньше рациональных не воплощены в 
действующих учебниках м атематики 2-5 классов.  

1 8 .  Термин «относительные числа», ранее употреблявшпйся в 
наших школьных учебюшах {на пр имер , в учебнике алгебры 
А. П. Киселева ) , сейчас полностью вышел из употреблен ия . Тер
мин «абсолютное ч исло», о котором упомин ает Ф. Клейн,  ост а в ил 
свой след в том , что .модуль ч н сда нередко наJывают «абсолют
ной величиной» этого числа.  Наконец, тер мин «алгебраические 
числа» в том неудачпом понимании,  о которо м  пишет Ф.  Клеiiн,  
также оставил свой след в ранее употрсблявшихся терм инах 
«алгебраическая су мма» и др .  Сейчас термины эти в ы шл и  нз 
употребления в советской педагогическшi и учебной литературе . 
Впрочем , следует иметь в в иду , что в современных компьютер а х  
встроенные фующии , предназначенные для нахождения модуля 
числа , имеют обозначения ,  идущие от термина « а бсолютная вел и 
чина» ; например, в язю<е бэйсик такая функция обозначается 
чере.:.� AB S {Х) . 1 9. Подробнь:� св�:ден ия об от рицательн ых ч и с л а х  и их и с т о 
рии можно найти в томе I «ЭнцИК-!JОПедии элементарной мате'll а 
тики», в «Энциклопедическо\-I словаре юпо rо м атем ат и к а » , в 1 0· 
ме V «Математической энциклопедии» {см .  при мс 'Iан ия 4, 7) . 
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20. В наших учебниках математики (5-й класс) проводится 
и еше одна содержательная интерпретация положительных и от
рицательных чисел, полностью подготовленная решением тексто
вых задач в младших классах. Именно, речь идет об и з м е н е -
н п и некоторого (достаточно большого) наличного количества 
(скажем, денег) : положительное число +2 означает увеличение 
на две единицы, отрицательное число -3 означает уменьшение 
наличного количества на три единицы и т. д. 

Теперь сложение целых чисел (безразлично, положительных 
или отрицательных)  интерпретируется как композиция, т. е. по
следовательное выполнение соответствующих изменений. Такое 
понимание целого числа, во-первых, важно при решении тексто
вых задач и, во-вторых, позволяет дать ясное, наглядное пред
С1 авление о сложении и вычитании целых чисел. В сопоставлении 
с принципом перманентности, о котором пишет ниже Клейн, это 
составляет хорошую основу для введения действий. 

2 1 .  Окончательный вид символике Виета придал в начале 
XVI I  в.  фра,нцузский философ и математик _ Рене Декарт. 

22. Иначе говоря, речь идет не о доказательствах в строго 
логическом смысле, а о наглядных иллюстрациях. ·Ведь доказа
тельство непротиворечивости геометрии опирается на  теорию 
действительных чисел, так что геометрическое пояснение зако
нов действий над действительными числами не может рассмат
риваться как их доказательство. Клейн об этом пишет чуть 
н и ж е .  

23. Книга издана в Лейпциге в 1 867 г. Имеется русский пере
вод: Г а н к е л ь Г. Теория комплексных числовых систем/Пер. с 
нем. под ред. И . .И. Парфентьева. - Казань, 1 9 1 2. 

24. Книга, на которую ссылается Ф. Клейн, была выпущена 
в Лейпциге в 1 902- 1 903 гг. Советскому читателю можно реко
мендовать книгу К. А. Рыбникова, приведеиную в примечании 
7, «Энциклопедию элементарной математики», а также кни 
ги :  Ц е й  т е н И. Г. История математики в древности и в средние 
века. - М.;  Л.: ГОНТИ, 1 938; Ю ш к е в и ч  А. П. История м ате· 
матики в средние века, - М. :  Физматгиз, 1 96 1 .  

25. Эта точка зрения педагогической честности, проводимая  
Клейном и далее, представляется очень важной. В школьных 
учебниках передко можно встретить пестрогне или неполные р ас
суждения, которые авторами выдаются за  «доказательства». Ду
мается, что четкие и честные указания - какие из рас<.:уждений  
являются строгими и полными доказательствами, какие из них 
содержат пробелы ( и  что при этом пропущено, н чем трудности 
заполнения этих пробелов) , а какие являются лишь наглядными 
пояснениями - фактически не требуют дополнительных затрат 
учебного времени, но весьма способствуют повышению логической 
культуры и требовательности учащихся (не говоря уже о повы
шении уважения к учебнику и учителю) . 

26. Как мы видим, Клейн здесь совсем не говорит о месте 
десятичных дробей в общей теории дробей (лишь иногда, когда 
это ему далее нужно, он использует десятичные дроби ) . Между 
тем с точки зрения преподавания в школе вопрос о десятичных 
дробях и о их месте в школьном курсе очень важен. Десятичные 
дроби очень близки к целым числам (десятичные дроби, скажем, 
с двумя знаками после запятой - это те же целые числа ,  но 
отнесенные к другим единицам :  метры - сантиметры, рубли -

13 Ф. I<лellн, т. 1 
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копейки) . Особенно важны десятичные дроби в связи с введе
нием калькуляторов и электронных вычислительных машин, т. е. 
цифровой вычислительной техники. Существует (к сожалению, не 
принятая)  педагогическая доктрина более раннего введения деся
тичных дробей, чем простых. Интересные мысли в этом плзне 
содержит очень содержательная (математически и IJедагогически) 
книга : Л е б е г А. Измерение величин. - М.: Учпедгиз, 1 960. 

27. То есть рассматриваются всевозможные пары (а, Ь) , где 
а, Ь - произвольные целые числа, nодчиненные единственному 
условию ь =1= о. 

28. Понятие равенства дробей связано с nроблемой разбие
ния на  классы с помощью пекотарого отношения эквивалентности.  
Ведь «равенство» двух дробей 1 /3 и 5/ 1 5  вовсе не означает сов
падения этих записей, т. е. совпадения пар ( 1 ,3)  и (5, 1 5) (по
скольку совпадение, которое и выражается словом «равенство», 
означает двукратное рассмотрение одного и того же объекта ) . 
Строго говоря, дроби а/Ь и cfd считаются эквивалентными, если ad = Ьс. Неnосредственно проверяется, что . это отношение реф
лексивно, симметрично и транзитивно, и потому множество всех 
дробей распадается на неnересекающиеся классы эквивалентности. 
Эти классы эквивалентности и являются рациональным и числ а м и. 
Две дроби, принадлежащие одному и тому же классу (т. е. за
дающие одно и то же рациональное �Jисло) , принято называть не 
эквивалентными, а «равными» . Аналогичное замечание относится, 
например ,  к различению понятий равенства (совпадения) и кон
груэнтности геометрических фигур .  

29 .  Это «В  большинстве случаев» может быть уточнено сле
дующим образом : если для пекоторога k мы · обозначим через 
P (k) множество тех пар (т, n) натуральных чисел, для которых 

т < k, n < k и число ,У т2 + n2 рационально, а через Q (k) -
р (k ) 

число пар, для которых оно иррационально, то kl�oo Q (k) = О
. 

30. Например, можно рассмотреть дробь 
0, 1 1 0 1 000 1 0000000 1 00 . . . , в которой единицы стоят на  1 -м, 2-м, 4-м, 
8-м, . . . , 2п-м местах. 

. 31. Для ,У2 класс А состоит из отрицательных чисел, нуля 
и тех положительных чисел, квадрат которых меньше 2, а 
класс В состоит из положительных чисел, квадрат которых 
больше 2. 

32. В целях однозначности можно, например, условиться 
считать, что рассматриваются только такие сечения, в которых 
класс А не содержит наибольшего элемента (иначе говоря, есл и сечение производится рациональным числом r, то оно непремен
но nричисляется к классу В) . 

33. За исключением оnределения того, чему равно 0 · 0. Ведь 
если сх < О <  f3 и 'У <  О <  б, то число 0 · 0  не заключено между 
cxv и f3б. Однако это - единственное ( и  притом тривиальное) 
исключение из сформулированного принципа. 

34 Дедекиидоны сечения - не единственный способ построе
ния множества R всех действительных чисел. Другой способ, nред
ложенный Кантором, состоит в использовании фундаментальных 
последовательностей рациональных чисел. Напомним, что nосле
довательность Xt , х2, . . .  , Xn, • • • рациональных чисел называется 
фундаментальной, если для JJЮбого натурального q можно найти 
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такое натуральное N, что для любых т > N и n > N справед-
1 

ливо неравенство 1 Xm - Xn 1 < -. Далее, две фундаментальные q 
последовательности х, ,  Xz, . • . , Xn, . . • и у,,  Yz, , . • , Уп, . . . н азы
ваются жвивалентными, если, перемешав их (т. е. взяв последо
вательность х, ,  у, ,  Xz, Yz, . . •  , Xn, Уп, • . .  ) , мы снова получаем 
фундаА;ентальную последовательность. Это отношение эквива
лентности, к а к  легко проверить, рефлексивно, симметрично и тран
З J п и вно, и потому множество всех фундаментальных последова
тrлuностей (составленных из рациональных чисел) распадается 
н а  классы эквивалентности .  Каждый класс эквивалентности и 
есть действительное число. Заметим, что если r - рациональное 
число, то последовательность r, r, . . . , r, . . . фундаментальна. 
Определяемое ею действительное число отождествляется с r. Та
к и м  образом, рациональные числа содержатся в R. Если CG и /3 -
действительные числа, а х, ,  Xz, . . .  , Xn, • . •  и у1 ,  Yz, . • . , Уп • . . .  -
Фундаментальные последовательности, определяющие эти числа ,  
то последовательность х ,  + у,, Xz  + Yz, . . .  , Xn  + Уп, . • • также 
Фундаментальна ;  определяемое ею действительное число называ
ется суммой взятых чисел CG и /3 и обозначается через CG + 13. 
Это определение корректно, т. е .  сумма CG + /3 не зависит от того, 
какие фундаментальные последовательности,  определяющие CG и /3, были взяты. Иначе говоря,  сумма CG + /3 определена однозначно 
и является действительным числом, т. е .  выполнены свойства 1 )  
и 2) , приведеиные Клейном н а  с. 24. Несложно проверяются так· 
же свойства 3)  и 4) . Далее, числа CG и /3 считаются связанныf• И  
неравенством CG � /3 ,  если существуют такие фундаментальные 
последовательности х,, Xz, • • .  , Xn, • • .  и у,, Yz, . . . , Уп, . . . , опре
деляющие эти числа, что Xn � Уп для всех n. Если CG � f3 и при  
этом числа CG я /3 различны, то  пишут CG < (3. Теперь можно 
проверить и свойство 5)  на с. 24. Аналогично определяется ум
ножение и проверяются свойства 1) - 6) на с. 24. Остаетоr 
добавить, что в R опре>делены и нrограниченно выполнимы опера
ции вычитания и деления, за исключением де,,ения на нуль (т. е. 
уравнения х + f3 = CG и y{j = у однозначно разрешимы для лю
бых действительных чисел CG, {3, у, б, где {j #= О) , и построение 
множества действительных чисел по Ка!Jтору завершается. Заме
тим, что если p,a1aza3 • • •  - произвольная бесконечная десятична я  
дробь, где р - ее целая часть, то числа х0 = р; х 1  = р ,а , ; 
Xz = p,a,az; • • •  ; Xn = p,a1az . . . ап ; • • . образуют, очвидно, фун
даментальную последовательность, т. е .  определяют некоторое 
действительное число; об этом действительном числе говорят, что 
оно изображается бесконечной десятичной дробью p,a1aza3 . . .  
Предложение, сформулированное Вейерштрасом, справедливо и в 
этой модели действительных чисел : два числа CG и f3 равны в том 
и только в том случае, если они отличаются менее чем на любое 
данное рациональное положительное число. Иначе говоря, если 

1 1 а - Р 1 < - для любого натурального n, то CG = (3. 
n 

35. Заметим в связи с этим, что в работах Робинсон'l и его 
последователей, заложивших основы нестандартного анализа, вво· 
дятся гипердействительные числа, которых больше, чем действи· 
тельных, и которые удовлетворяют тем же одиннадцати свой· 

13* 
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ствам действий .  Разница состоит в том, что, например, отрезки 

[ О, � ] . n = 1 ,  2, • • •  , имеющие лишь единственное общее дей

ствительное число О. содержат бесконечно много общих гипер
действительных чисел (которые все называются бесконечно ма
лыми ) ; подробнее см.  в примечании 1 46. Теория гипердействитель
пых чисел логически столь же безупречна, как и теория действи
тельных чисел, но в ней отсутствует аксиома Архимеда, а именно, 
!\ ней существует такое положительное гипердействительное чис ·  
.10 c:t ( произвольное бесконечно малое положите qьное число) , что 
для любого натурального n справедливо неравенство nc:t < 1 .  
В связи с этим говорят, что поле всех rипердействительных чисе,q 
является неархимедовым (подробнее см. примечанис 39) . Вопрос 
о том, находятся ли точки прямой во взаимно однозначном 
соответствии  с полем действительных или гипердействительных 
чисел, является праздным :  ответ зависит от того, что мы xoтu,�l 
тюнимать под прямой. 

36. И если в аi<сиоме Кантора заменить действительные числа 
гипердействительными, то это никак не скажется на нашем эмпи
рическом представлении  о пространстве, подобно тому как пред
ставление о снеделимых:. бесконечно малых отрезках у Бонавен
туры l(авальери позволило ему предвосхитить идеи интегрального 
исчиспения,  не мешая эмпирическим представлениям о конечных 

( не бесконечно малых) отрезках пространства.  
37.  Все это имеет самое непосредственное отношение к про

блемам преподавания элементарной математики в школе. До сих 
пор в школьном курсе рассматривались лишь такие уравнения 
( алгебраические, иррациональные, тригонометричесkие, логариф
мические и др. ) , которые могут быть «вручную:. сведены к про
стейшим уравнениям, допускающим непосредственное реuiение (с 
применением, если нужно, таблиц или калькулятора) . 

Разумеется, определенную методическую ценность такие при
меры имеют - они приучают к проведению тождественных пре
образований, усвоению свойств тригонометрических функций, пра
в ил действий со степенями и т. д. Вместе с тем собственно реше
нию уравнений, представляющему собой важный способ решения 
прикладных производственных, жизненных задач, эти специально 
подобранные примеры (махровым цветом расцветшие на письмен
ных приемных экзаменах некоторых вузов) фактически не учат. 
Умение Жонглировать преобразованиями для подведения левой 
части уравнения к одному из проторенных путей вряд ли свиде
тельствует о хорошей математической подготовке и является со
вершенно ненужным для учебы в вузе и дальнейшей: производ
ственной деятельности. Более того, достаточно чуть-чуть изменить 
числовые значения коэффициентов или показателей, и «ручное» 
сведение уравнений: к простейшим типам становится неосуществн
мым.  Между тем числовые значения в инженерных расчетах, 
производственных задачах, статистических вычислениях обычно 
получаются с помощью экспериментальных замеров, табличных 
данных, технических характеристик и допускают «шевеления», 
исключающие «ручное» решение уравнений. Более того, если слу
чайно окажется, что уравнение допускает «ручное» решение, пн 
женер этого не заметит, поскольку он привык к тому, что, I<ак 
правило, уравнения могут быть решены лишь приближенно, а не 
точно. 
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В с в я з �t  со сказанным скупая фраза «понятие о приближен· 
I lOM решении уравнений» в новой школьной программе по мате
матике приобретает важное значение, поскольку она знаменует 
собой переход от решения специально подобранных уравнений к 
ознакомлению с вычислительными приемами, которые не отгора· 
живаются от методологии применекия математики в современном 
производстве, а полностью ей соответствуют. 

38. Заметим, что в современных алгоритмических языках, на
пример в языке фортран, константой действительного типа на
зывают двухбайтовую конечную десятичную дробь ( 1 6  десятич
ных знаков) . 

39. В условиях нашей школы это замечание относится глав· 
н ым образом к школам и классам с углубленным изучением ма
тематики. Заметим, что сей•Iас в таких школах продпочитают 
вводить действительные, - в частности, иррациональные - числа 
не под Дедекинду (с. 52) или Кантору (см. примечакие 34) , 
а аксио.матически. Именно, множество, в котором имеется не ме
нее двух элементов и выполнены свойства,  указанные Клейном 
на с. 24, за исключением свойств монотонности и в ко
тором без ограничений выполнимы вычитание и деление (за  
исключением деления на нуль) , называется поле .м. Далее, если 
в поле введено отношение линейного порядка > (т. е. неравен
ства) и выполнены свойства монотонности, укаsываемые Клей
ном, то поле называется упорядоченным (заметим, что свойство 
монотонности для умножения достаточно сформулировать в бо
лее простом виде: если а > О, Ь > О , то аЬ > О - остальные 
случаи отсюда вытекают) . По.11е R действительных чисел вовсе 
не является единственным упорядоченным полем. Множество Q 
рациональных чисел также является упорядоченным полем ; с 
другой стороны, и поле R" гипердействительных чисел является 
упорядоченным. При этом Q с: R с: R•, т. е. поле действительных 
чисел занимает какое-то промежуточное положение среди различ
ных упорядоченных полей. Чем же в таком случае поле R заме
чательно, как его отличить, например, от Q и R""? Для этой пели 
сЛужат еще две аксиомы. Первая из них, позволяющая отличить 
поле R от Q, состоит в том, что если дана бесконечная последо
вательность вложенных отрезков lt ::> /2 ::> • . • ::> In ::> • • . , то 
имеется точка,  общая для всех этих отрезков. Иначе говоря , 
если а. < bn для любого п и а1 � а2 � . . .  � an, . . .  ; bt ;;;;:: 
;;;;:: Ь2 ;;;;:: • • •  ;;;;:: bn ;;;;:: . . .  , то найдется хотя бы одна точка Хо 
в рассматриваемом поле, которая принадлежит всем отрезкам 
ra., ь.] ' т. е. а. � Хо � ь. ДЛЯ любого п. Поле Q рациональных 
чисел этой аксиоме не удовлетворяет (достаточно в качестве а. 
1 1  bn взять приближения числа ,.,j2 с п десятичными знаками с 
недостатком и избытком) . Однако поля R и R* оба удовлетво
ряют этой аксиоме, и для их различения нужна еще одна ак-

спома. Ею как раз и является аксиома Архимеда: если 1 т '  x j  < - 
n 

для любого натурального п, то х = О. Поле R этой аксиоме удо
влетворяет, а поле R* нет. 

Итак, к одиннадцати аксиомам, указанным Клейном, надо до· 
бавить еще две. Оказывается, что всеми этими  аксиомам и поле 
действительных чисел определяется в пекотором смысле однознач
но. Точнее, если R' и R"-две .модели, удовлетворяющие аксиомам 
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nоля действительных чисел (наnример, R' - модель, nостроен
ная Дедекиндом ,  а R" - модель Кантора ) , то эти модели изо
Аtарфньt: существует взаимно однозначное отображение модели R' 
н а  N.", при котором сумма переходит в сумму, произведение 
в произведение, а также сохраняются неравенства. 

Студент университета или педвуза, окончив первый семестр, 
в дальнейшем постоянно имеет дело с действительными числамн, 
но о дедекиндовых сеченипх забывает. Почему' Ответ ясен: он 
nользуется лишь свойствалtи  действительных чисел, т. с. аксиомами 
упорядоченного поля плюс двумя отмеченными а r<сиом а ми , а 
также теоремами, ко горые из всех этих аксиом вытеr<ают. Кон 
кретная же модель действительного числа ( в виде дедекиидева 
сечения или класса эквивалентности фундаментальных  последо
в ательностей) оказывается просто ненужной. Можно сказать, что 
дедскиндовы сечения  нужны в первом семестре лишь для топ, 
чтобы убедить в существовании какой-нибудь модели рассмотрен
ной аксиоматики и тем самым установить непротиворечивость 
этой аксиоматики. 

40. Из имеющихся на русском языке к�иг по теории чис�л 
следует указать следуюшие : Б о р е в и ч 3. И., Ш а ф а р е 
в и ч И.  Р. Теория чисел. - М.:  Наука , 1 985 ; В и н о г р  а 
д о в И.  М. Основы теории чисел. - М.:  Наука, 1 98 1 ;  К а с 
с е л с Дж. В .  С. Введение в теорию диофаптовых приближений.
М.: ИЛ., 1 96 1 ;  Б а ш м а к о в а И. Г. Днофант и диофантовы 
уравнения . - М.:  Наука, 1 972. 

4 1 .  Вопрос о том, делится ли одно число на другое, имеет 
и еще один аспект: деление с остатко.лt. Вопрос этот имеет nря 
мое отношение к школьной программе и усваивается младшими 
школьниками с трудом. Если n и k - два заданных натуральных 
числа, то существует единственное представление числа n в виде 
n = qk + r, где q, r - неотрицательные целые числа и О � r < k. 
Число q называется неполным частным, а число r - остатком 
nр и  делении числа n на k. Нахождение чисел q и r как раз и 
н азывается делением с остатком. Если r = О, то это означает, 
что число n делится на k. Клейн предполагает все это «извест
ным» и не рассматривает относящиеся сюда педагогические про
блемы (в частности, вопрос о месте сравнений в школе) . В связи 
с этим см. текст на с. 62-64. 

Заметим, ч1о наличие калькулятора позволяет быстро и легко 
осуществлять деление с остатком. Пусть, например, n = 1 000, 
k = 73. Производя деление 1 000 + 73 на калькуляторе, получаем 
13 ,69863; отсюда видно, что неполное частное q = 1 3. Теперь (учитывая, что r = n - qk) производим действие 1 000 - 13 · 73 
и находим ответ 1 000 = 1 3 · 73+5 1 .  Аналогично осуществляется 
деление с остатком и для больших чисел. 

42 В школе вопрос о разложении  на множители рассматри
вается без теоретического обоснования:  целое число пытаются 
р азложить на множители, затем множители снова разложить, 
nока возможно, а единственность разложения преподносится к а к  
нечто само собой разумеющееся. Между тем вопрос о единствен
ности совсем не  является тривиальным. Прежде всего заметим, 
что в кольце целых чисел имеются делители единицы, а именно +l и - 1 .  Разложение числа 6 на  множители можно записать 
в виде 6 = 2 · 3, 6 = 3 · 2, 6 = (-2) · (-3) , 6 = (-3) · (-2) . От
сюда видно, что единственность разложения н а  простые множи-
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тели понимают с точностью до порядка следования множителей 
и с точностыо л.о делИ1 еJiей единицы (впрочем, делители еди�шцы 
можно в данном случае не принимать во внимание, если рассма
тривать только разложение на положительные простые множи
тели) . 

Вопрос о разложЕ>нии  на простые множители можно р ассма·  
тривать в произвольной области целостности G, т. е .  в коммута
тивном кольце с единицей и без делителей нуля. Примерам и  об
ластей целостности могуг служить кольцо целых чисел, кольuо 
чисел вида т + п -./5 с целыми коэффициентами т, п, кольцо 
целых комплексных чисел, кольцо всех многочленов с действи
тельными коэффициентами и др. Элемент р области целостно
сти G, не являющийся делителем единицы, называется простым, 
если произведение аЬ элементов а, Ь Е G только в том случае 
делится на р, когда хотя бы один из элементов а, Ь делится на р., 
Если элемент р является простым, то он неприводим, т. е. во 
всяком разложении р = kl один из элементов k, l является де
лителем единицы. Чтобы подчеркнуть нетривиальность теоремы 
о единственности разложения  на неприводимые множители, заме-
тим, что кольцо всех чисел вида т +  n -./5 (т, n целые) является 
областью целостности, но единствЕ'нности р азложения на простые 

множители в нем нет ,  например, 4 = 2 • 2,  4 = (-./5 - 1 ) (-./5 + 1 ) .  
Более подробно эти вопросы рассматриваются в алгебраической 
теории чисел (см. П о  с т н и к о в М. М. Введение в теорию алге
браических чисел. - М . :  Наука, 1 982, а также литературу по тео• 
рии чисел, указанную в примечании 40) . 

43. Изложение теории непрерывных (цепных) дробей можно 
найти в учебниках по теории чисел, а также в небольшой, nре
красно написанной книге: Х и н ч и н А. Я. Цепные дроби. - М.�  
Наука, 1 978. 

44. Со времени написания книги Клейна геометрические ме• 
тоды в теории чисел приобрели весьма существенное значение. 
Сейчас раздел теории . чисел, в котором для решения числовых 
проблем применяются геометрические методы, носит название 
геометрии чисел. Фундаментальный вклад в развитие этого на 
правления внес Г. Минконский (монография которого, впрочем, 
вышла во времена Клейна - в 1 896 г . ) . В качестве примера при
ведем неравенство Минковского. Пусть Л - множество всех точек 
п-мерного пространства Rn с целыми координатами (целочислен 
ная решетка) , и пусть М - такое выпуклое тело в Rn, которое 
симметрично относительно одной точки этой решетки, но не со
держит внутри себя других точек решетки ; тогда объем (n-мер
ный) тела М не превосходит 2п. Тела, для которых в этой тео
реме достигается равенство, называются параллелоэдра.ии. Трех 
мерные параллелоэдры играют важную роль в кристаллографии. 
Важным разделом геометрии чисел является геометрическая тео
рия квадратичных форм, в развитие которой ( и  ее приложении 
к теории упаковок) важный вклад внесли русские и советские 
математики - Г. Ф. Вороной, А. Н. Коркин, Е. И. Золотарев, 
Б. Н. Делоне и др. 

45. Теорема Эйлера - Лагранжа утверждает, что nоследова
тельность чисел по, п1 , n2,  . . . (называемых неполными частными 
разложения ч11сла ю в непрерывную дробь) в том и только в 
том случае будет, начиная с векоторого места, nериодически 
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повторяющейся, когда ro является иррациональным корнем не
которого квадра гиого уравнения с целыми коэффициентами. 46. Еще одним интересным примерам применения наилучших 
приближений, получаемых с помощью непрерывных дробей, слу
жит математическое объснение того, почему со времен Баха в 
музыке используется равномерно темперированная шкала, содер
жащая 1 2  полутонов в каждой октаве. Наряду с основным то
ном музыкального инструмента (вызываемого, например, копеба
нием струны) звуковое колебание содержит ряд обертонов, соз
дающих тембровую окраску звука. Если, например, длина стру
ны l такова, что (при заданном натяжении) она издает звук до 
первой октавы, соответствующий ro = 5 1 2  колебаниям в секун-

2 
ду, то струна длиной 3 l (на струнных инструментах эта длина 
получается нажатием пальца в соответствующем месте) издает 

3 
звук, имеющий частоту 2 ro (натуральная квинта) ,  а с rруна 

длиной ; l издает звук, имеющий частоту 2ro (октава ) .  Эти 

обертоны, прежде всего, присутствуют в основном тоне. Наше ухо 
улавливает при сравнении высоты двух звуков не отношение их 
частот, а логарифм этого отношения. Если принять интервал в 
одну октаву (переход от звука до первой октавы к звуку до 
второй октавы) за единицу, то основание логарифмов надо вы-

2rо 
брать так, чтобы было log4 - = 1 ,  т. е. 1oga 2 = 1 . Отсюда (J) 
видно, что а = 2. Натуральная же квинта воспринимается слухом 
как интервал, меньший октавы, - а именно, к� к ее часть, равная 

Iog2 ( � ro : ro) = 1og2 3 - 1 .  . 

В своем классическом произведении «Хорошо темперированный 
клавир:» Иоганн Себастиан Бах написал 24 фуги для клавира, 
у которого произведена равномерная темперация, т. е. деJJение 
октавы на 12 равных (по слуху) интервалов (полутонов ) . По
чему исторически возникло деление октавы именно на 12 интер
валов? Ответ дает теория непрерывных дробей. Наш слух есте
ственно воспринимает именно натуральную квинту, и делить 
октаву надо на столько частей, чтобы число log2 3-1 хорошо при
ближалось дробью с выбранным знаменателем (иначе слух будет 
отмечать диссонанс звуков) . Разложив это число в непрерывную 
дробь, находим (это легко сделать с помощью калькулятора) · 

1 
1og2 3 - 1 7 0,5849625 = --

1 
1 + --

Подходящими дробям и  будут 

1 ·  
1 3 

' 2 ; 5 ;  

1 + -
�
--

2 + -
1 -l 
2 +

3 +  
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Приближения 1 и 1 /2 слишком грубые (первое из них означает, 
что мы «nриравниваем» натуральную квинту к октаве ! ) .  Прибли
жение 3/5 соответствует пептатонике, существовавшей у народов 
Востока, а приближение 7/ 1 2  самое удачное. Оно соответствует 
делению октавы на 1 2  частей (полутонов) , и 7 гаких полутонов 
соответствуют квинте. Сравнение числа logz 3- 1 с числом 

7 ]2 = i,5833 • . • показывает качество приближения: разница вы-

сот натуральной квинты и темперированной квинты (7 полутонов) 
не улавливается даже профессиональными музыкантами .  Заме
тим, что, кроме звука соль (7 полутонов от звука до) , важную 
роль играют следующие звуки, входящие в основные трезвучья : 

3 4 фа; длина струны 4 t, частота З ro; 

1о�2 ( : ro : ro) = 2 - l ogz 3 � 152 ; 

4 5 
.ми: длина струны 5 t, частота 4 ro; 

1ogz ( � ro : ro) = 1ogz 5 - 2 � ;; ; 
5 6 

.ми бе.моль: длина струны 6 t, час�ота S ro; 

1og2 ( � ro : ro) = 1 + 1ogz 3 - 1ogz 5 � 1
3
2 • 

Отметим, что приближение для натурального звука ми ( 4 интер
вала от основного тона)  является не таким хорошим, как для 
натуральной квинты, и скрипачи различают звуки ми диез и фа. 

47. В самом деле, если прямая (4) проходит через рацио- .  

нальную точку (so ,  Т)о ) , отличную ОТ  S, ТО  i.. = s�� 1 • т. е. л 
имеет рациональное значение. 

48. Задача о нахождении пифагоровых чисел, т. е. прямо
угольных треугольников с целым и  длинами сторон, имеет раз
личные обобщения. Приведем некоторые из них, имеющие отно
шение к школьному преподаванию (и дающие возможность по
лучать геометрические задачи с целыми данными) .  Назове �1 
прямоугольный параллелепипед «nифагоровым», если все его реб
ра,  а также диагональ имеют целые длины. Подход К:лейна поз 
воляет доказать, что  параллелепипед с измерениями х 1 ,  х2, х 3  и 
диагональю у в том и только в том случае является пифагоро
вым, когда 

Хз - = 
у 

1 - si - s� 
1 + si + s� · 

где st ,  sz рациональны (освобождение от знаменателя дает це.1ые 
2 9 

решения ) . Вообще, рациональные решения уравнения х1 + х2 + 
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+ , . .  + х� = z2 имеют вид 

Х1 = k • 2� 1 • • • . , Xn- 1  = k • 2�n-1 •  
Xn = k ( 1 - �I - . . .  - S�-1), z = k ( 1 + sт + . . . + s;- 1) 
(аналогично могут быть описаны все рациональные решения урав-2 + + 2 _ 2 + + 2 ) ' 
нения х 1  . . .  хр - У1 . . .  Yq · 

Далее, назовем тетраэдр ОАВ С  с прямыми плоскими углами 
при вершине О «nифагоровым», если длины всех его ребер изо
бражаются целыми числами. Такие тетраэдры существуют (хотя 
общие формулы для нахождения их всех неизвестны) .  Вот нес
колько таких тетраэдров с наименьшими длинами ребер, найден
ные с помощью компьютера (указаны длины ребер, исходящих 
из вершины прямых углов) : 44, 1 1 7, 240; 240, 252, 275; 85, 1 32, 
720; 1 87, 1 020, 1 584; 429, 880, 2430; 1 008, 1 1 00, 1 1 55 ;  1 60, 23 1 ,  
792 ; 1 40, 480, 693 ; 1 008, 1 1 00, 1 2  075; 528, 5796, 6325; 2925, 
3536, 1 1  220. См. Б о л т я н с к и й В .  Г. Пифагоровы тетра
эдры//Квант. - 1 986. - N2 8. - С. 29-3 1 .  

49. Последнее утверждение неточно: если т ,  n - нечетные 
взаимно nростые числа, то все три числа а, Ь,  с, полученные по 
указанным формулам,  имеют общий множитель 2.  Уточненная 
формулировка состоит в том, что т, n nробегают пары взаимно 
простых чисел, одно из которых четно. 

50. Обозначим. через R�J двумерное пространство Минков
ского, в котором р асстояние между точками (6t , ТJ t ) и (6z, ТJz} 
имеет вид 

(см.  К о л м о г о р о в  А. Н., Ф о м и н  С. В. Элементы теории 
функций и функционального анализа. - М. : Наука, 1 98 1 .  - С. 52) .  
Если б ы  при целом n > 2 уравнение Ферма xn + yn = zn имело 
решение ·  в натуральных числах, то это означало бы, что в рас
сматриваемом пространстве Милковского точка с рациональными 

х у 
координатами s = - , ТJ = - отстоит от начала (0, О) на pac-z z 
стояние 1 .  Таким образом, великая теорема Ферма означает, что 
при целом n > 2 в этом пространстве Минковского «единичная 
окружность» (состоящая из точек, удаленных от начала на рас
стояние 1 ) не содержит других рациональных точек, кроме четы
рех точек ее пересечения с осями координат. 

5 1 . Можно также ставить вопрос о том (поскольку для n = 3 
уравнение  Ферма хз + у3 = z3 не имеет натуральных решений) , 
существуют ли н атуральные решения уравнения х3 + уз + zз = tз, 
Ответ утвердителен : например, 33 + 43 + 53 =  63 •  Из этого реше
н ' !Я можно получить бесконечно много друг11х при помощи сле
дующего приема.  Рассмотрим еще одно решение, например х = т, 
у = -т, z = n, t = n. Линейная комбинация этих решений, т. е. 
х = 3 + kт, у = 4 - kт, z = 5 + kn, t = 6 + kn, также будет 
решением при надлежащем выборе k (в данном случае 

7т + 1 1 п ) 
k = 7 2 2 • Это дает бесконечную серию решенийJ 

т - п  
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(28m2 + l l mn - 3n2) B + (2 1 m2 - l l mn - 4n2) 8 + (35m2 + 7mn + 
+ 6п2) З = (42m2 + 7mn + 5n2) 3• Подобным же приемом можно 
подучить еще ряд других бесконечных серий. 

52. Здесь и далее термин «целое» число понимается в зна· 
чении натуральное число. 

53. На рис 9 штриховая (замкнутая) линия изображает еди• 
ничную окруж11ость 11 пространстве Минковского R�21, а сплош· 
ная - кривую Ферма (в первом квадранте они совпадают, но  ок· 
ружность Мишшвекого имеет не одну, а четыре оси симметрии) . 

54. Для n = 3 первое доказательство великой теоремы Фер· 
ма дал в 1 770 r.  Эйлер , для n = 5 - Дирихле, для n = 7 -
Ламе. 

55. Область целых чисел 8 есть совокупность всех чисел вида 

ао + а 1 8 + а282 + . . . + an- 1 8n-l ,  
где 8 - указанный выше корень п-й стеnени из единицы. 

56. Сводное изложение эJiементарных исследований, относя· 
щихся к теореме Ферм а, можно найти в книгах: Х и н ч и н  А. Я. 
Великая теорема Ферма. - М.;  Л . :  ГТТИ, 1 934; Х и н ч и н А. Я.  
Три жемчужины теории чисел. - М. :  Наука, 1 979; П о с т н и . 
к о в М. М. Введение в теорию алгебраических чисел. - М. : Нау· 
ка, 1 982. 

Заметим, что в самое последнее время получен крупный сдвиг в направлении решения проблемы Ферма :  при каждом целом 
n > 2 на кривой Ферма имеется лишь к о п е ч н о е  число р ацио· 
нальных точек (это следует из работ Фалтингса, давшего доказа
тельство так называемой гипотезы Морделла в алгебраической 
геометрии) . Популярное изложение этих вопросов можно найти в 
статье: В а й н т р о б А. Б. ,  С о с и н с к и й А. Б. Доказательство 
гипотезы Морделла./ГКвант. - 1 984. - N2 3. 

57. Вnрочем, многие математики думают, что доказательства  
(корректного) великой теоремы Ферма никогда не существовало. 58. Свою валютную ценность nремия давно утратила и была 
аннулирована в конце первой м ировой войны. 

59. Современный преподаватель старших классов, разумеется, 
знаком с элементами теории комплексных  чисел и не только из 
педвузовского курса математики, но и в связи с тем, что в те
чение ряда лет в прошлом комплексные числа были разделом 
школьной программы по математике. Однако сейчас комnлексные 
числа в программу не входят. Это связано, во-первых, с тем, что 
в условиях всеобщего среднего образования был произведен очень 
тщательный отбор материала школьной программы (к тому же 
имеются более важные вопросы, чем такая изысканная тема, как 
комnлексные числа, - наnример, первоначальные сведения о ве· 
роятностях) , а во-вторых, с тем, что в связи с введением исклю· 
ч ителино важного в современных условиях курса основ инфор·  
матики и вычислительной техники программа по м атематике под• 
верглась уплотнению. Тем не менее современный школьный курс 
математики очень удобен для увязки с комплексными числами и, 
возможно, в будущем эта тема вновь обретет свое место. Однако 
речь должна идти не о м аленьком «довеске» к курсу алгебры, 
а о серьезной увязке с несколькими темами школьной программы, 
без чего введение этой темы бессмысленно. Прежде всего следует 
отметить, что ВВЕ'дение векторов в восьмом классе делает очень 
удобным введение комnлексных чисел в алгебраической форме. 
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Достаточно обозн!lчнть единичные векторы осей координат через 
1 и i, и координатная запись сложения векторов сразу же даст 
определение сложен ия комплексных чисел. Умножение геометри
чески С_!3язывается с поворотом и гомотетией, т. е. с материалом,  
которыи в этом же классе как раз изучается. Далее, введение 
косинуса и синуса как координат единичного вектора, поверну
того на соответствующий угол, сразу же дает тригонометриче
скую з апись комплексных чисел (это - один из многих убеди
тельных доводов в пользу того, что тригонометрические функции 
должны вводиться именно как координаты вектора, а ие как от
ношения сторон пр!!моугольного треугольника с последующим 
нудным распространением их определения на более общие углы) . 
Далее, формулы сложения аргументов под знаком тригонометри 
ческих функций непосредственно связываются с умножением ком
плексных чисел в тригонометрической форме и формулой Муавра , 
причем надо идти именно от умножения комплексных чисел к
получению тригонометрических формул, а не наоборот. Наконец, 
очень существенно дать приложении комплексных чисел к раз 
личным вопросам - без этого они  так и останутся в представм
ниИ школьников досужей выдумкой с мистической, переальной 
окраской. Таких приложений можно отметить два. Во-первых, 
речь идет о курсе физики, где удобно дать комплексную ампли
туду перемениого тока или напряжения (что очень удобно для 
учета фазовых сдвигов) , а также интерпретацию гармонических 
ко.'lебаний в виде действительной части равномерно вращающе� 
гося комплексного вектора. Во-вторых, важны приложении ком 
плексных чисел к курсу алгебры. Здесь нужно показать удобство 
записи корней квадратного уравнения при любом знаке дискри
минанта и разложение квадратного трехчлена на два линейных 
множителя (действительных или комплексных) и, далее, форму
лировку основной теоремы алгебры (без малейшего намека, одна
ко, даже вскользь, на идею доказательства) и разложение много
членов на линейные множители. Все это, разумеется, требует 
отведения определенного времени в тематическом план� занятий, 
но только такое - увязанное с многими разделами курса - изло
жение является осмысленным. 

60. Во избежание недоразумений уточним эту формулировку: 
если число вида (6) является простым, то деление окружности 
на n равных частей возможно; если же n имеет вид (6) , но это 
число не является простым, то деление окружности на n равных 
частей невозможно. В общем случае, как доказал Га усс, деJiение 
окружности на k равных частей возможно в том и только в том 
случае, когда k имеет вид k = 2q • nt · nz · . . .  · nz, где nt ,  n2, . . . 
. . . , n1 - различные между собой простые числа, каждое из кото
рых имеет вид (6) . 

6 1 .  Ферма предполагал, что все эти числа простые. Однако 
Эйлер изящным вычислением показал, что уже при n = 5 полу-
чается чисJlо 2 25 + 1 == 232 + 1 ,  не являющееся простым (оно 
делится на 64 1 ) :  225 + 1 = 232 + 1 = 4 294 967 297 = 64 1 ·  
· 6 700 4 1 7. До сих по,р неизвестно, бесконечно , ли мнржество 
простых чисел вида 2 2  + 1 .  

62. Если задан отрезок длины 1 (например, радиус окружно
сти, в которую мы хотим вписать правильный многоугольник) , то 
выnолнение nостроений с nомощью циркуля и линейки сводится 
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к многократному выполнен ию следующих действий (начиная с 
д вух точек, являющихся концами заданного отрезка ) :  1 )  прове
дение окружности с )!Же имеющимся центром через одну из 
и�1еющихся точек; 2) проведение прямой через две уже имеющие 
сп точки;  3) поичисление к множеству уже имеющихся точек тех 
точек, в которых пересекаются проведеиные линии.  Несложные 
вычисления (с  применением теоремы Пифагора )  показывают, что 
расстояние между любыми двумя полученными таким образом 
тnчками получается из числа J многократным применением четы
рех арифметических действий и извлечений квадратного корня . 

63. То есть не выражается через остальные радикалы j.t-гo 
порядка с коэффициентами низшего порядка. 

64. Есть русский nеревод, вышедший в издательстве «Физиi<а» 
в 1 9 1 3  г. Из более современной литературы следует указать ( nо
мимо четвертой книги «Энциклоnедии элементарной м атематики:.) 
также книги: А д л е р А. Теория геометрических nостроений. -
М. : Учnедгиз, 1 940 и А л е к с а н д р  о в И. И. Сборник геометrи
ческих задач на nостроение. - М. : Учnедrиз, 1 950. 

65. Сказанное означает, что комnлексные числа обр азуют 
поле Как отмечал выше Клейн, nоле это не является упорядоЧен
ным (см . nримечание 39) . 

66. Этот nрием доказательства неnротиворечивости весьма 
расnространен в современной М2'rем атике. Его можно nояснить 
так. Пусть имеются две теории А и В,  nервая из которых нам 
лорошо известна и которую м ы  nринимаем неnротиворечивой 
(свободной от протl!воречий, как говорит Клейн ) .  Если удается 
из «материала:. теории А nостроить модель теории В, то этим 
считается установленной и неnротиворечивость теории В.  Чаще 
всего теория В задается аксuоJШтuчески, и тогда для доказа
тельства ее неnротиворечивости нужно nроверить лишь, что в по
строенной модели выnолняются все аксиомы, nоложенные в ос
нову теории В. 

67. Это не очень точное оnисание Клейн применяет лишь в 
целях наглядности . .  точнее, речь идет о сложении дву.х векторов, 
изображаемых наnравленными отрезками, идущими  из нулевой 
rочки к точкам а и z ( если эти векторы коллинеарны, то «nа
раллелограмм :. , о котором nишет Клейн, вырождается) .  Вообще 
Клейн nозволяет себе ради выяснения и выnуклой nодачи основ
ной идеи иногда nренебрегать менее существенным и деталями  и 
«тривиальными» частными случаями . 

68. Пусть а - комnлексное число , r = / а ! - его модуль (т .  е. 
длина изображающего отрезка)  и <р - аргумент ( угол, на кото
рый надо nовернуть вектор 1 ,  чтобы он превратился в вектор, 
санаnравленный с вектором а) . Обозначим через Та nараллеЛJ':НЫЙ 
перенос на вектор а,  через Г, - гомотетию («растяжение:.) с цен
тром О и коэффициентом r, а через Rq> - поворот вокруг точки О 
на угол <р. Тогда комnозиция Р = Rq> о Г, nредставляет собой то 
nодобное nреобразование ( nоворотное растяжение) о котором го
ворит Клейн. Теnерь равенство z' = z + а равносильно соотно
шению z' = Та (z) , т. е. прибавление фю<сированного числа а к 
произвольному z свод ится к выполнению nараллельного nерено
са Та. Аналогично , равенство z" = z . a  равносильно соотношению 
z" = Р (г) , т. е. умножение nроизвольнога числа z на  фиксиr>о
ванное число а сводится к выnолнению nоворотного растяЖе
ния Р, 
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69. В современной математике вместо архаичного термина 
«высшая комплексная система:. ( или гиперкомплексная система ) 
принят другой термин:  «конечномерная алгебра над полем дей· 
ствительн.ых чисел». Если уравнения ха = Ь, ау = Ь разрешимы 
в рассматриваемой алгебре для любых а :Р О в Ь, то она назы
вается алгеброй с делением. Классическая теорема Г.  Фробениуса 
(доказанная им в 1 877 г.) утверждает, что существуют только 
две конечномерные алгебры над полем действительных чисел, 
в которых умножение коммутативно, ассоциативно и нет делите
лей нуля, - это само поле действительных чисел и поле ком
плексных чисел. Далее, вторая часть теоремы Фробениуса утвер
ждает, что если отказаться от коммутативности, но все же пред
полагать )(Множение ассоциативным, то существует еще одна 
единственная конечномерная алгебра над полем действительных 
чисел - это кватернионы, к описанию которых переходит Клейн. 
Наконец, отказ от ассоциативности дает еще одну алгебру с во
семью единицами (одна действительная и семь мнимых) , которая 
была открыта английским математиком Кэли. Алгебра Кэли яв
ляется альтерн.ативной, т. е. подалгебра, порожденная любьнr и 
двумя ее элементами, является ассоциативной. В настоящее вре
м я  известно, что, кроме указанных четырех алгебр, других аль
тернативных аJiгебр над полем действительных чисел не суще
ствует. Замечательно, что все они являются алгебрами с деле· 
н.ием, т. е .  отсутствие делителей нуля приводит (в предположении 
альтернативности) к однозначной выполнимости деления. Об этом 
вскользь и упоминает Клейн, говоря о том, что при n > 2 при
ходится отказываться от одного из правил действий (коммута
тивности, ассоциативности) .  

70. То есть выражения, соста�ленные из двух систем величин 
а, Ь,  с, d и х, у, z, w так, что в каждый член входит линейно 
один м ножитель из первой системы и один - из второй. Заметим 
еще, что написанную формулу произведения двух кватернионов 
можно осмыслить следующим образом. Обозначим векторные ча
сти кватернионов-сомножителей через и, v: 

p = d + � + � + � = d + � q = w + � + � + b = w + �  

Тогда формулу произведения можно записать так: 

q' == pq = (d + и) (w + v) == dw + dv + wи - (иv) + [uv]. 

Здесь (иv) = ах + Ьу + cz - скалярное произведение векторов и, 
v, а [иv] - их векторное произведение, т. е. вектор, компонентами 
которого являются подчеркнутые у Клейна слагаемые. Векторное 
произведение можно записать в виде определителя третьего по
рядка : 

l l  . k 1 [иv] = а � с • 
х у z 

О скалярном и векторном произведениях Клейн подробно п и шет 
ниже. 

7 1 .  Кватернион q, удовлетворяющий условию pq = 1 (пра• 
вый обратный для р) , является также левым обратным, т. е. удо
влетворяет условию qp = 1 .  Именно поэтому его можно обозна
чить через 1 /р, не отмечая, о каком (левом или правом) обрат· 
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ном элементе идет речь. Для er o нахождения можно по аналогии 

с комплексными числами прnытаться умножить кватернион р = 
= d + ia + jb + kc = d + и на сопряженный кватернион р = 
= d - u. Используя формулу умножения, указанную в предыду
щем примечании, и замечая, что [ии] = О, находим 

рр = (d + и) (d - и) = d + (ии) = d2 + а2 + Ь2 + с2 = т2, 

где Т = ,У а2 + Ь2 + с2 + d2 - положительное (при р =F О) число, 
называемое модулем кватерниона р, Из этого ясно, что кватер-

1 -
нион q = 'f2 р удовлетворяет условиям  pq = 1 ,  qp = 1 ,  т. е. 

является обратным к р. Этот обратный: кватернион определен 
однозначно; в самом деле, если q, удовлетворяет условию pq, = 1 ,  
то в силу ассоциативности имеем q, = l · q, = (qp) q1 = q (pq1) = 
.= q · l = q, т. е. q1 совпадает с q. Это .и дает ту формулу обрат
ного элемента, которую Клейн выводит из других соображений:, 

72. У автора Т названо «тензором кватерниона р»; при пере
воде этот термин заменен более употребляемым сегодня термином 
модуль кватерниона. 

73. Этим наглядным рассуждением Клейн хочет пояснить со
ображения, связанные с ориентацией. Строго говоря, векторное 
произведение r = [pq] полностью задано формулой: 

r = l (bz - су) + j (сх - az) + k (ау - Ьх), 

о которой: шла речь на с. 96, причем для неколлинеарных век
торов 

р = ia + jb + kc, q = ix + iy + kz 

векторы р, q, r образуют базис пространства, т. е. линейно неза
висимы; кроме того, координаты векторного произведения непре
рывно зависят от координат векторов-сомножителей. Отсюда 
следует, что при непрерывном изменении векторов р, q (остаю
щихся в каждый: момент неколлинеарными)  базис р, q, r непре
рывно меняется, и потому его ориентация (правая, левая)  сохра
няется. Иначе говоря, тройка р, q, r ориентирована так же, как 
тройка i, j, k. Наглядные пояснения, связанные с «правыми», «ле
выми» тройками и «одинаковостью:. ориентации, уточняются с 
помощью определителей: третьего порядка. 

74. Подробнее об идеях, свяЗанных с многомерными про· 
странствами, и об их историческом развитии говорится во вто
ром томе. 

75. Чисто вычислительное доказательство Клейна можно за
менить (как и во многих других рассуждениях этого р аздел� 
более простым и соображениями. Используя соотношение иv = fi · й, 
справедливое для любых кватернионов и, v (об этом Клейн пи
шет на с. 99) , мы имеем при обозначениях, припятых в приве
деиных выше формулах ( l ) ,  ( 1 ' ) , 

р • q • р = р • q • р = р • q • р, 
а так как q = -q, то p · q · p  = -p · q · p, т. е. кватернион p · q · iJ  
имеет нулевую СI{алярную часть. Далее, при d = 1 ,  а = Ь = с = 
= О рассматриваемое преобразование является тождественным, 
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т. е. имеет определитРль + I ,  а потому из соображений непрерыв
ности определитель подожителеfl для JJЮбых а, Ь , с, d. 

76. Эта иентральна я  симметрия является композиuией (т е. 
результатом последоватеJiьного вьшоJшения )  трех зерка.11ьных 
симметрий 

х ' = - х, 

х" = х', 
х ''' = х", 

у' = у, 

у" = - у', 
у " ' = у", 

z' = z; 

z" = z' :  

z' ' '  = - z" 

(относительно плuскосте1"1 yz, xz, ху соответственно) . Но компо
з иция двух первых из этих зеркальных симметрий представляет 
собой поворот на 90° вокруг оси z. Таким образом, преобразо
вание  ij' - р · q · р есть композиция поворота, подобного растя
жения ( гомот�тии)  н одной зеркальной симметрии. Более подроб
но геометрические преобразования рассматриваются во втором 
томе. Полную классификацию движений трехмерного простран  • 
ства читатель также может найти в книге : Б о л т я н с к и й  В. Г. 
Элементарная геометрия. - М. : Просвещение, 1985. 

77. В этом также можно убедиться из общих соображений 
без вычислений на  основе формул (2) . В самом деле, если в 
формулах ( ! ) ,  ( 1 ' ) положить х = а, у = Ь, z = с, т. е. р = 
= d + q, р = d - q, то из ( 1 )  сразу получаем 

q' = р • q .  fJ = d2q _ qэ  = (d2 + qq)  q = 1 p2 j • q = r2 . q, 

откуда и следует, что при Т =  I P I = 1 точка q = ia + jb + kc 
неподвижна, 1 .  е. лежит на оси поворота (сопровождаемого при 
I P I .;6 1 еще подобным растяжением ) . 

78. Здесь удобнее всего переставить в предыдущей формуле 
множитель ix + jy на последнее место, воспоJiьзовавшись тем, 
что (согласно таблице умножения единиц) 

(lx + JY ) (а +  bk) = (а - bk)  ( ix + jy). 
Получаем сразу требуем ый результат: · 
ix' + jy' = Т2 ( cos � + k sin � У (ix + jy) = 

= Т2 (cos ro + k sin ro) (ix + jy). 

79. Сейчас эта точка зрения представляется наивной. Напри
мер, векторные пространства и алгебры над телом кватернионов 
рас<:матриваются в многих разделах алгебры, топологии, гео
метрии .  · 80.  Выдающийся узбекский ученый ал-Хоре3ми (полное имя : 
ал-Хорезми Абу Абдулла Мухаммед ибн Муса ал-Маджуси) 
родился в конце IX века в г. Хиве, входившем в Хорезмекое 
х анство ;  имя «ал-Хорезми» значит «из Хорезма», т. е. уроженен 
Хорезма. Он написал много книг по математике и астрономии. 
Латинизированное имя этого математика (Aigorithmus) является 
истоком современного м атематического термина алгорит.лt. В од
ной из своих книг, озаглавленной «Хисаб ал-джебр ва ал-мука
бала» («исчисление восполнения и противопоставления») , он вво
дит фактически правила переноса слагаемых из одной части урав-
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пения в другую с изменением знака и рассматривает (в  словес
ной форме) линейные и квадратные уравнения .  Книга ал-Хорезми 
стала известной в латинском переводе, а сам термин ал-джебр 
был причиной появления слова алгебра - так стали называть 
науку об уравнениях. 

8 1 .  См. примечанис 80. Заметим, кстати, что слово алгоритм в трактовке Клейна является несколько расплывчатым и 
скорее означает аппаратное средство или вычислительный форма
лизм, чем то понимание алгоритма, которое принято сегодня  в 
математической логике и информатике. Алгоритм - это точное 
пошаrовое предписание о проведении вычислительного процесса, 
ведуЩего от исходных данных к окончательному результату. Су
щественна однозначная определенность следующего шага вычис
лений при получении каждого промежуточного результата. Пони
мание этого слова у Клейна менее определенно. Например, он 
говорит, что буквенное исчисление - это алгоритм. Однако, на
пример, раскрыть скобки в выражении (а - Ь) 2  (а + Ь) 2 можно разными путями (в зависимости от того, в начале или в конце 
применять формулу квадрата двучлена) , т .  е. несмотря даже на  
однозначность результата (конечного) , буквенное исчисление не  
дает пашагавой однозначности выполняемых действий, и потому 
правила буквенного исчисления не алгоритмичны. Это аппарат, 
исчисление, математический формализм, не доведенный однако до 
сформированного алгоритма. То же относится и к исчислению 
бесконечно малых:  Клейн говорит, что алгоритм (в смысле: ап
парат, математический формализм) побуждал к созданию новых 
понятий. 

Мы так подробно остановились на отличии давнего (в  том 
числе клейновского) понимания алгоритма от современного, по
скольку это имеет прямое отношение к школе, где сегодня ( не
смотря на введение курса информатики с его четким истолкова
нием понятия алгоритма) встречаются вольные толкования, ме
шающие логическому воспитанию учащихся. Например, можно 
встретить выражения «алгоритм сложения дробей» (хотя даже 
общий знаменатель не определен однозначно: можно взять про
изведение знаменателей складываемых дробей, а можно взять 
наименьшее общее кратное) , «алгоритм приведения подобных сла
гаемых» (хотя порядок выполнения промежуточных действий 
здесь совсем не однозначен) и т. п .  

То, о чем говорит здесь и далее Клейн, это не алгоритмы 
в современном попимании. 

АЛГЕБРА 

82. Клейн имеет в виду уравнения, в левой части которых 
стоит мноzочлен (от соответствующих переменных) с действи
тельными коэффициентами. 

83. Поскольку в рассматриваемом случае х = t, нанесение 
шкалы на параболе особенно просто - значение параметра t в 
точке параболы равно абсциссе этой точки. То же относится и к 
кубической параболе на р ис. 23. Иначе говоря, для уравнения  
вида q> (t)  + t.t + J.l. = О  описываемый Клейном метод не отли
чается от обычного «школьного» метода графического решения, 
при котором ищутся абсциссы точек пересечения  линий y = q> (x) , 
у +  t.x + 1.1. = О. Если же в уравнении  ( 1 ) функция t.{t) от-

14 Ф.  I(лсйн, т. 1 



402 ПРИМЕЧАНИ Я: 

лична от t (и nо-nрежнему 1jJ (t) - 1 ) ,  то рассматриваемый мето.n 
не сводится к «школьному:.. 

84. При Л = - 1 ,  !" = - 1 .  Согласно (2) эти корни получа
ются при пересечении параболы (со шкалой на ней) с nрямой 
у - х - 1 = О . 

85. Каждой системой коэффициентов и, v, w оnределяется в 
декартовых координатах одна nлоскость (2) (или (3) ) ;  эти коэф
фициенты и называются координатами плоскости. Если х, у, z 
декартовы координаты векоторой точки, а и, v, w - коорд.tmаты 
пекоторой nлоскости, то уравнение (2) выражает, что точка Jiе
жит на nлоскости, или что nлоскость проходит через точку. Если 
коэффициенты и, v , w nостоянны, а х, у, z являются nеремен
ными, то оно выразит в декартовых координатах nлоскость (и, v, 
w) , т. е. ему удовлетворяют координаты всех тех точек, которые 
лежат на  этой nJiоскости . Обратно, ecJiи nостоянны коэффициенты 
х, у, z, то уравнению (2) удовлетворяют координаты и, v ,  w тех 
n.1оскостей,  которые проходят через точку (х, у, z) ; это есть 

уравнение точки в nлоскостных координатах. 
86. Если точка х, у, z лежит на плоскости (2Ь) , то коорди

наты ее удовлетворяют уравнению (2) , которое теnерь nринимает 
вид z + i..x + !А У  + v = О. 

Если та же точка nринадJiежит кривой (2а) , то nocJieднee 
уравнение переходит в уравнение ( 1 ) .  

87. Под п-кратно бесконечным множеством или oo n  nонимают 
такое множество, элементы которого однозначно оnределяются значениями n действительных nараметров ft , tz, . . •  , tn. 

88. Наnример , уравнение (х2 + у2) (у - х - 1 )  = О задает в 
координатах линию М, nредст;�вляющую собой объединение п р я 
мой у = х + 1 и еще одной изолированной точки О (начала ко
ординат) . Точка О является nересечением двух мнимых п р я м ых 
у = ±ix, являющихся частями линии М. 

89. Точнее, имеются четыре связных открытых куска дискри
минантной nоверхности, три из которых соответствуют тиnу 
2 + (2) (двойной корень может лежать между двумя другими, 
слева от них или сnрава) , а четвертая - тиnу (2) . 

90. Это относится к тем уравнениям тиnа 2 + (2) , у которых 
двойной корень не расположен .между двумя другими. Уравнения 
же тиnа 2 + (2) , у которых двойной корень расположен между 
двумя другими, переходят в другие типы ура внений 2 + (2) че
рез уравнения типа 1 + (3) (о которых Клейн пишет ниже) , а 
в уравнения типа (2) - через уравнения (4) ,  имеющее 4 совпа
дающих корня. При nроективном же рассмотрении (соответ
ствующем введению еще одного коэффициента при t') все типы 

уравнений 2 + (2)  составляют один связный кусок. 
9 1 .  Двойная кривая (СО) соответствует уравнениям типа 

(2) + (2) ; далее, две части (АО) и (ВО) ребра возврата, соот
ветствующие уравнениям 1 + (3) , разбивают правую часть дис
криминантной nоверхности на три связных открытых множества, 
соответствующих тем видам уравнений типа 2 + (2) , о которых 
говорилось в двух nредыдущих примечаниях; часть дискрими
нантной nоверхности .между линиями ( АО) и (ВО) соответствует 
тем уравнениям этого тиnа, у которых двойной корень лежит 
Аtежду двумя другими. Впрочем, соединяя эти три куска no ли-
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ниям (АО) и (ВО) , мы получаем один связный открытый кусок 
дискриминантной поверхности, почему Клейн и говорит не о че• 
тырех, а о двух «сnлошных частях» ее. 

92. Это можно пояснить так. Поскольку и (х, у) - некоторый 
многочлен, то линия, определяемая уравнениями и (х, у) = О, не 
может иметь «точек прекращения:., к которым линия подходит, 
но никуда более не продолжается. Вообще, к каждой тоЧI{е ли
нии и (х, у) = О подходит четное число ветвей э rой линии.  По· 
этому, прослеживая ветвь кривой и (х, у) = О , идушую из беско
нечности, мы замечаем, что эта ветвь не может нигде остано• 
виться, а должна в конце концов соединиться с другоii ветвью. 

Эти соображения, связанные с непрерывным течением кривых 
и с тем, что, nереходя с одной стороны линии v (х, у) = О на 
другую, связная линия u (x, у) = О непременно должна ее пере
сечь, относятся к области топологии - раздела математики, изу• 
чающего близость точек, предельные соотношения, непрерывность. 
Использование топологических соображений карактеоно для дока
зательства основной теоремы алгебры. В настоящее врем я из
вестны десятки различных ее доказательств, но  любое из них 
включает топологические соображения (и без них доказательство 
невозможно, т е .  «чисто алгебраического» доказательства этой: 
теоремы не существует) . Иначе говоря, основная теорема алгебры 
является неалгебраической теоремой. 

93. В примечании 59 уже говорилось кратко о роли ком· 
плексных чисел и основной теоремы алгебры в применении  к 
школьному курсу алгебры. Об этом здесь упоминает и Клейн, 
Остановимся на этом чуть подробнее. С основной теоремой алгеб· 
ры (утверждающей , что уравнение п-й степеi}И заведомо имеет 
хотя бы один комплексный корень) тесно связана «типично 
школьная» (но также давно исключенная из  программы) теорем.а 
Везу. Доказательство ее вовсе не обязательно связывать с алго• 
ритмом деления одного многочлена на  другой «В столбик», кото• 
рый с трудом усваивается учащимися. Гораздо практичнее, во• 
первых, показать, что xn - an делится на  х - а (эта формула 
вообще очень полезна и связана с геометрической прогрессией) .  
и, во-вторых, с помощью этого доказать, что каков б ы  н и  быJI 
многочлен f (x) , разность f (x) - f (a) делится на х - а, что соб· 
ственно и есть теорема Везу. Как следствие отсюда получается, 
что если f (a) = О , т. е. а -исорень многочлена f (x) , то этот мно· 
гочлен делится на х - а. 

Теперь, комбинируя основную теорему алгебры и теорему 
Везу, можно сформулировать теорему о разложении многочлена 
на  множители и о числе его корней (учитывая кратные корни) . 
Именно, любой многочлен f (z) = zn + a1zn-l + . . . + an (где 
n > О) представляется в виде произведения f (z) =; 
= (z - с1 )  (z - с2) . . .  (z - Сп) , причем это разложение един• 
ственно с точностью до порядка следования сомножителей. Для 
доказательства применяется несложная м атематическая индукция 
(случай n = 1 тривиален) . Если теорема уже установлена для 
многочленов .меньшей степени,  чем некоторое n, то, взяв много
член f (z) степени n, мы, во-первых, по основной теореме алгебры 
находим какой-либо один его корень с 1  и,  во-вторых, по теореме 
Везу записываем его в виде f (z) = (Z - C!) g (z) ,  где g (z) - мно
гочлен уже степени n - 1 (тоже со старшим коэффициентом 1 ) . 
Теперь, по предположению индукции, g (x) представляется в виде 



404 ЛРИМЕЧАНИЯ 

произведения (z - с2) • • • (z - сп) , что и дает искомое разложе
ние f (z) = (z - с1 )  (z - с2) • • , (z - Сп) . Этим доказано существо
вание разложения.  Несложно провернется и единственность. 

Значение этой теоремы состоит в том, что определяется крат
ность корней (если в разложении встречается k одинаковых мно
жителей, равных z - с1,  то с1 называется корнем кратности k) . 
Теперь получается, что если учитывать кратности корней (т. е. 
каждый корень считать сто.�ько раз какова его кратность) , то 
любое алгебраическое уравнение п-й степени имеет ровно п кор
ней. Это значительно уточняет основную теорему алгебры. 

Сказанное имеет значение уже при рассмотрении  квадратных 
уравнений: если дискриминант равен нулю, то существует только 
о д н о действительное число, являющееся корнем уравнения,  и 
понять, почему его в этом случае надо считать за два совпадаю
щих корня, может помочь именно эта теорема .  Вообще квадрат
ные уравнения - очень благоприятная почва для иллюстрации 
всех отмеченных теорем (включюr основную теорему алгебры) . 

94. Теория римановых поверхностей излагается в курсах тео
рии  функций комплексной переменной. Из учебников, припятых 
в университетах и педагогических институтах, можно рекомендо
вать следующие: Л а в р е н т ь е в М. А., Ш а б а т Б. В. Методы 
теории функций комплексного переменного. - М. : Наука, 1 973 ;  
П р и в а л о в И.  И. Введение в теорию функций комплексного 
переменного. - М. : Н аука, 1 977; М а р  к у ш  е в и ч А. И. Теория 
аналитических функций, т.  1 . - М. : Наука, 1 967; Е в г р  а 
ф о в М. А. Аналитические функции. - М.: Наука, 1 968; Г о л у 
з и н Г. М. Геометрическая теория фующий комплексного пере
менного. - М.:  Наука, 1 966. 

95. Иначе говоря, риманова сфера рассматривается как одно
мерное комплексное проективное пространство. 

96. Поясним терминологию Клейна. Точку z = zo однознач
ной аналитической функции w = f (z) он называет �-t·кратной за
мечательной точкой, если,  взяв однократный обход вокруг точ
к и  zo в окрестности этой точки, мы получаем в качестве его об
раза (на сфере комплексной переменной w) (J-t + 1 )  -кратный об
ход вокруг соответствующей точки Wo = f (zo) .  Необходимым и 
достаточным для этого является выполнение равенств f' (zo) = 
= f" (zo) = . . .  = f (�) (zo) = О, f (�+ l )(zo) * О. Соответствующая 
риманова поверхность обратной (многозначной) функции z = 
= g (w) , расположенная над плоскостью w, имеет над точкой Wo 
соединенный вместе J-t + 1 лист. Клейн называет - в пекотором 
расхождении с современной терминологией - образ w0 = f (z0) на 
сфере w местом ветвления,  а точкой ветвления кратности 11 он 
считает ту точку римановой поверхности, которая расположена 
над Wo и соответствует точке zo. 

97. Лучше говорить не о меридиане (поскольку географиче
ский меридиан представляет собой полуокружность) , а о дей
ствительной прямой; заметим, что на  сфере Римана действитель
ная прямая замкнута (поскольку она содержит точку оо) и пред
ставляет собой большую окружность этой сферы. 

98. Этот способ выражения неточен: все зависит от того, 
откуда смотреть (даже если условиться смотреть и з  в н е на  ри
манову сферу, то «слева» и «справа» зависит от того, где мы 
стоим и где у нас «верх», где «НИЗ») . Автор говорит о рис. 38 
(вид римановой сферы) , причем подразумеяается вид «сзади», 
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с заштрихованной стороны. Поэтому условимся о более точно\!: 
описании :  при  движении вдоль положительного луча от точки О 
заштрихованная полусфера находится справа от нас (это соот
ветствует стереографической проекции, если на риманову сферу 
м ы  смотрим извне, со стороны заштрихованной полусферы) . 

99. При движении вдоль каждого прообраза положительного 
луча от точки О заштрихованная область находится справа 
(рис.  1 29) . 

1 00. Мо�но рассматривать группу самосовмещений ( или  груп· 
пу симметрии) этого диэдра (рис. 44) с имеinщимся на нем раз·  
биением на заштрихованные и неза
штриховаиные треугольники. Именно, не
которое движение пространства будем 
причислять к этой группе самосовмеще
ний, если оно переводит этот диэдр в 
себя н притом заштрихованные треуголь
нички снова в заштрихованные. Эта груп
па содержит 12 движений (6 поворотов 
вокруг оси, перпендикулярной плоско
сти диэдра,  и 6 поворотов на 1 80° во
круг прямых, проходящих через центр 
диэдра) . �ля случая произвольного n 
( не обязательно n = 6) эта группа со

Рис. 1 29 

держит 2n поворотов. Эта группа изоморфна группе тех преобра• 
зований, которые сохраняют уравнение ( 1 ) .  

1 0 1 .  Иначе говоря, группа самосовмещений рассматриваемого 
тетраэдра с имеющимся на его поверхности разбиением на  за
штрихованные и незаштрнхованные треугольнички состоит н з  
1 2  элементов (поворотов) . Эта группа изоморфна группе подста·  
новок уравнения, принадлежащего тетраэдру, которое Клейн вы· 
водит н иже. Заметим, что эта группа некоммутативна (и потому 
не является циклической ) .  

1 02. Автоморфной называется аналитическая функция, не 
имеющая других особенностей, кроме полюсов, и инвариантная 
относительно пекоторой дискретной группы Г аналитических пре
образований комплексной сферы ( или  ее односвязной области) . 
Основы теории автоморфных функций были заложены Клейном 
и Пуанкаре. См. К л е й  н Ф. Лекции о развитии м атематики в 
X I X  столетии. - М. ;  Л . :  ГОНТИ, 1 937;  А д а м а р  Ж. Неевкли· 
дова геометрия в теории  автоморфных функций. - М. :  Гостехпз
дат, 1 952. 

1 03. На это «впрочем», сказанное вскользь и носящее оттенок 
пренебрежительности, следует обратить внимание. Клейн явно 
отдает предпочтение натуральным логарифмам, а когда заходит 
Г'"IJЬ о поюнательных функциях - экспоненте (с основанием е) � 
В следующей главе он потратит немало места, чтобы показать 
неиужиость и неестественность рассмотрения показательной функ· 
ции ах при  а =F е. Основными аргументами Клейна являются рас• 
смотрения с точки зрения теории аналитических функций. В ка• 
честве дополнительных аргументов приведем соображения, св я· 
ванные с дифференциальными уравнениями.  Современная научная 
и пнженерная литература использует лишь экспоненты - функции 
вида x ( t) = e o.t. Это объясняется прежде всего тем, что такие 
функции естественно появляются при  решении линейных диффе
ренциальных уравнений с постоянными коэффициентами,  которые 



406 ЛРИМЕЧАНИЯ 

имеют огромное значение в науке и в технике. В качестве , nри• 
меров можно nривести дифференциальные уравнения, описываю• 
щие радиоактивный расnад, изменение тока в RL-цenи, nадение 
давления с высотой, падение тела в сопротивляющейся среде, 
охлаждение нагретого тела ,  малые колебания самых разнообраз· 
ных систем вблизи положения равновесия, затухающие колеба ния  
и м ногие другие пDоцессы. Тем самым как  бы неявно подним ается 
nonpoc, не пора ли и в ШI<Ольных учебниках и задачниках отка
заться от рассмотрения ставших уже ненужными и архаич ным и 
функций у = а", сосредоточив все внимание на изучении функuий 
в ида у =  еах. 

Правда (это именно и отмечает Клейн) , в вычислительной 
nрактике еще достаточно широко исnользуются десятичные лога
р ифмы, связанные с ра ссмотрением функции у == 10 .. , что наu1ло 
свое отражение и в конструкции современных калькуляторов, где 
имеются отдельные клавиши для десятичного логарифма и nока
зательной функции с основанием 1 0. Однако в связи с отмира· 
нием роли логарифм ических таблиц и логарифмической линейки, 
которые всюду вытесняются калькуляторами, роль nоказательной 
функции с основанием 1 0  nостепенно утрачивается. В современ
ных алгоритмических языках этот nроцесс быстро форсируется.  
Например, в трансляторах языка бэйсик имеются встроенные 
функции ЕХР (Х) и LOG (Х) для вычисления значений nоказатель
ной функции и логарифма с основанием е и отсутствуют функ• 
ции с основанием 10. Все зто nриводит к выводу о целесообраз· 
ности видоизменения школьных nрограмм в разделе, связанном 
с изучением показательной функции. 

Сказанное вовсе не противоречит тому, что основой вычис· 
лений и даже самой записи чисел служит десятичная система 
счисления:  ведь при записи чисел в норм альном виде ( или в 
форме Е в современных комnьютерах) исnользуются лишь степени 
числа 10 с целыми nоказателями. Иначе говоря, nри десятичной 
записи чисел нужны лишь целые степени числа 1 0, а когда речь 
идет о показ ательной функции с действительными ( или комnлекс
ными)  показателям и, основанием должно быть число е. Эту тен· 
денцию, все более укрепляющуюся в научной и инженерной лите· 
ратуре, следует учитывать и в элементарной математике. 

1 04. Эти выражения имеют в данном случае вид 

0'1 = Х 1 + Х2 + х3 = О, O'z = Х а Х2 + Х 1Хз + Х2Хз = р, 

О'з = Х 1Х2Хз = q, 
Так как дискриминант /!;. = (х1 - x2) 2 (xz - хз) Z (хз - Xt) 1 явля· 
ется симметрическим многочленом от Xt, Х2, Хз, то он выражается 
в виде м ногочлена от 0'2, О'з : 

/!;. = Аа� + Ва� 
tв пра вой части не выnисаны другие возможные члены измере· 
ния 6, так как они содержат множитель а1и  nотому обращаются в нуль) . Здесь А и В легко н аходятся методом неопределенных 
коэфф ициентов (например, можно положить сначала Xt = 1 ,  
Х2 = - 1 , Ха = О, а затем X t  = Х2 = 1 ,  Ха = -2) : А =  -4, 
В = -27. Это и дает р авенство, приведеиное в тексте. 
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1 05. В nоследующих вычислениях квадратные корни извлека· 
ются только из положительных чисел и рассматриваются как 
арифметические (т. е. V М есть положительное число, квадрат ко· 
торого равен М) .  Напротив, кубические корни извлекаются из Ji/-комплексных чисел , и символ 'V а +  ib понимается как имеющий: 
сразу все три комплексных значенпя. 

АНАЛИЗ 

1 06. Клейн старается говорить на языке конкретных nриме• 
ров , понятий, функций, избегая таких абстрактных терм инов , к а к:  
группа, nоле, изоморфизм (хотя, скажем, nонятие римановой п о •  
верхиости вряд ли являетtя меньшей абстракцией) ,  Если исполь· 
зовать понятие изоморфизма ,  то аналогию между сложением и 
умножением , о которой говорит Клейн, можно выразить следую· 
щим образом. Обозначим через R аддитивную группу действи· 
тельных чисел, т. е. все множество действительных чисел, р ассм а 
триваемое только с одной операцией - сложением. Далее, через М 
обозначим .мультипликативную группу положительных чисел , т. е. 
множество всех положительных чисел с единственной операцией -
умножением. Точный смысл слов Клейна об аналогии между ум·  
ноженнем и сложением заключается в том , что эти группы изо• 
.морфн.ы, т. е. существует такое взаимно однозначное отображе• 
ние множества R на М, при котором сохраняется операция, т. е. 
сложение переходит в умножение. Э·гот изоморфизм устанавJiи• 
вается показате.1ьной функцией . 

1 07. То, что таким путем получается исходная зависиllfость 
между х и у, в идно из следующих соображений. Примем соглас-!J,.х 1 
во (2) !J..y = -х = w ·  т. е. будем двигаться равномерными 
шагами, но только не по оси абсцисс, а по оси ординат. Тогда 

1 
мы получим на оси ординат точку yk = k • 1Q4 •  где k =O, 1 , . . •  
Отсюда легко заклю•шть по индукции, что соответствующие зна• 

!J..xk чения Xk, удовлетворяющие разностному уравнению !J..y k = -- , 
xk 

находятся по формуле xk = 1 ,0001 10 000Yk (что и было отправ•  
ным П} нктом рассуждений ) .  В самом деле, если эта формула уже 
доказана при пекотором k (при k = О она выражает начальное 

1 условие) , то имеем !J..xk = xk .  !J..yk = xk . w· и потому xk+l  = 
1 10 OOOyk = xk + !J..xk = xk + xk · w = 1 ,000 1 · xk = 1 ,0001 · 1 ,0001 == 

_ l ООО 1 10 000 (Yk + 0,000 1 ) _ 1 ООО 1 10 000Yk+ l  
ф - , - , • т. е. ормула спра· 

ведлива и для значения k + 1 .  Если теперь вместо исходной завнеимости между х и у м ы  
возьмем новую, в которой ординату будем обозначать для OTJI И· 

чия через У, - а именно, У = ...!.. , и на графике этой завис имости х 

!гиперболе) возьмем !точки с теми же абсциссами (т. е . У k = ��). 
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1 1 то nолучим у k . Ах k = х; . Ах k = w· и потому площадь СО• 

1 ответствующего прямоугольника (рис. 57) равна W • т. е. равна 
Луk. Это и означает, что зависимость (4) выражается геометри
чески так, как указывает l(лейн, т. е. логарифм Бюрги равен 
сумме площадей прямоугольников от абсциссы 1 до х. 

108. Иначе говоря, если f (xi)  + f (xz) = f (x,xz) + С, то при 
х, = xz = 1 имеем / ( 1 ) + f ( 1 )  = f ( 1 )  + С, откуда С = f ( 1 ) = О. 
Заметим еще, что доказываемое соотношение можно установить 
и иначе: производя в интеграле замену переменной Т] = as, на
ходим 

а х а ах 

f (а) + f (х) = � dss 
+ � di = � di + � �ТJ = 

1 1 1 а 
а ах ах 

= � dss 
+ � dss = � dss = f (ax) . 

1 а 1 

Аналогичный вщюд l(лейн приводит ниже (с. 224) . 
1 09. Сегодня это легко может проверить любой школьнш<. 

В ооружившись калькулятором, легко находим 1 ,000 J !Oooo = 
= 2,7 1 8 1 459 . . .  (тогда как е = 2,7 1 828 1 8 . . .  ) . 

1 10. То есть соотношения 1п х + ln у = lп (ху) (для положи
тельных х, у) .  В самом деле, индукцией получаем ln х1 + + ln Ха + • • • + ln Xn = 1n (х 1х2 • • • Хп),  откуда n ln х = ln (xn) 

n 
дл я любого натурального n. При х = "t/ё получаем отсюда 

п _  n 1 (n -)m -
n ln  ,У е =  1n е =  1 ,  т. е. ln ..jё = -. Далее, 1n emfn = ln ,У е 

-

. n 
n 1 т = т 1n ..jё = т  • - = - ,  т. е. для положительных рациональных 

n n -

у справедливо соотношение 1n еУ = у. Отсюда непосредственно 
вытекает справедливость его и для отрицательных рациональных 
у. Иначе говоря, если х = еУ , где у рационально, то l n  х = у, 
о чем и пишет l(лейн. 

1 1 1 . Согласно формуле Тейлора 

f (х + h) = f (х) + hf' (х) + �2 f" (х) + . . . , 

что и дает основание определять f' (х) как коэффициент при h 
в разложении f (x + h) по степеням h. 

1 1 2 .  Разрезанная таким образом комплексная  плоскость 
представляет собой односвязную область (т. е. в ней любой за
мкнутый путь может быть стянут в точi<у) , причем во всех точ-

1 ках этой односвязной области подынтегральная функцИя 1' опре-
делена и является р�гулярной и аналитической. Из этого в силу 
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интегральной теоремы Коши вытекает, что � d�� по любому за· 
мкнутому контуру, лежащему в этой разрезанной плоскости, pa

z r d� • • б вен нулю, и потому J Т ,  взятыи в этои о ласти, не зависит от 
1 

выбора пути. Этот интеграл (значение которого, таким образом, 
всецело определяется указанием точки z) и есть главное значение 
логарифма, обозначаемое Клейном через [ln  z] . 

1 1 3. Следует еще отметить, что, помимо условий Ь > О, Ьm!n > О, о необоснованности которых пишет Клейн, изложение 
в школьных учебниках применяет (для распространения этих со
глашений на иррациональные показатели ) окончательное опреде
ление значений функции у = ьх и установление ее свойств с по
мощью предельного перехода (или, что то же самое, соображений 
непрерывности) .  Сложность этого пути приводит к тому, что во 
всех без исключения школьных учебниках в этом месте имеются 
существенные пробелы, а все изложение становится совершенно 
недоступным школьнику (если, конечно, требовать понимания,  а 
не заучивания) . 

1 1 4. Это означает, что рассматриваемый замкнутый nуть не 
совершает обхода вокруг точки О. Иначе говоря, если qJ = arg z -
такое число, что z = 1 z 1 · е 1 'Р  (это число qJ оnределено с точ
ностью до целочисленного кратного 2л) , и если вдоль рассматр и
ваемого пути рассматривать непрерывное изменение величины (р, 
то при обходе по этому пути величина qJ возвращается к своему 
начальному значению. Ясно, что при обходе no такому пути не 
только логарифм, но и функция zm/n возвращается к своему 
первоначальному значению. 

1 1 5 .  Соответствие между z и w удобнее nроследить, рассма
тривая функцию z = ew. Возьмем в плоскости w отрезок ( верти
кальный на рис. 6 1 ) , соединяющий точку а =  Jn r, лежащую н а  
действительной оси, с точкой а + л (здесь r - положительное 
число, так что при О < r � 1 число а = Jn r неположительно, 
а при r > 1 положительно) . Когда w пробегает этот отрезок, т. е. 
w = а +  iqJ, где О �  qJ � л, число z = е'-'1 = ea+ iq> = re1q> пробе
гает полуокружность радиуса r (в  верхней полуплоскости z) . Да
лее, перемещая этот отрезок влево, мы уменьшаем r, а пере
мещан вправо, увеличиваем. Это и показывает, что полоса ширины 
л, примыкающая сверху к действительной оси w, отображе
нием z = ew переводится на всю верхнюю (т. е .  заштрихован
ную) полуплоскость плоскости z. Аналогично прослеживается по
ведение отображения z = ew и на  других полосах, показанных 
на рис. 6 1 .  

Отсюда следует, что риманова поверхность функции W = 1n z, 
расположенная над плоскостью z, сшивается из бесконечного чис
ла заштрихованных и незаштрихованных полуплоскостей, причем 
в точках О и оо имеются ветвления бесконечного порядка. Это 
видно из того, что когда точка w пробегает снизу вверх верти
кальную прямую, расположенную далеко влево (ее можно пред
ставить на рис. 6 1 ) ,  соответствующая точка z = ew совершает 
бесконечное число обходов вокруг точки О (против часовой 
стрелки) . 
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1 1 6. Таким образом, Клейн после проведеиного им анализа 
приходит к выводу, что наиболее целесообразноt' издожение -
введение логарифма с помощью оnределенного интеграла и onpe· 
деление nоказательной функции как обратной к логарифмической. 
Практика советской школы показывает, что и этот путь (особен· 
но в условиях массового среднего образования) имеет существеii• 
ные трудности, связанные прежде всего с тем, что изучение важ· 
ных конкретных функций (логарифма и эксnоненты) nриходится 
откладывать до введения и изучения понятия определенного ин· 
теграла, представляющего существенные трудности, Во всяком 
CJiyчae, в последовательном виде провести этот nуть в общеобра· 
зовательной массовой средней школе никто не решился. Сущест• 
вует однако и третий nуть изложения, более соответствующий 
порядку ИЗJIОЖения, принятому в нашей школе (nроизводная из· 
лагается раньше интеграла) . Этот путь заключается в том, что 
сначала на физических nримерах (радиоактивный распад и др.); 
вводится дифференциальное уравнение органического роста у'= ау, 

для которого затем поясняется (построением поля направлений и 
соответствующих «линий тока:.) теорема существования и един.· 

ствен.ности, которая затем формулируется точно. Таким образом, 
в этом способе изложечия имеется также пробел (не доказывает· 
ся теорема существования и единственности) , который однако 
математически оправдан, поскольку содержит важную общую 
идею (развиваемую в высшей школе) и с наглядной точки зрения 
очень прост. Дальнейшее изложение является строгим и простым. 
Решение уравнения y' =g с начальным условием у (О) = 1 обозна
чается через ехр х и назывзется экспонен.той. Из единственности 
решения вытекает, что график функции у = ехр х не может пе· 
ресечь ось абсцисс и потому остается в верхней полуплоскости, 
т. е. ехр х > О для всех х. Далее, из уравнения у' = у вытекает, 

d 
что dx (ехр х) = ехр х. Из э·rого, учитывая соотношение 

ехр х > О, находим, что экспон�нта - возристающая функция. 
1 

Наконец, дифференцируя функцию у = -- ехр (х + а), нахо· 
ехр а 

дим сразу, что она удовлетворяет уравнению у' = у и началь· 
н ому условию у (О) = 1 .  Отсюда на основании теоремы существо· 
вания и единственност11 вытекает, что эrа функция совпадает с 
ехр  х, т. е. справедливо соотношение ехр (х + а) = ехр Х · ехр а, 
Остается заметить (с помощью ломаных Эйлера) , что , разделив 
отрезок ro. 1 ]  на n частей и намечая черточками nримерное паве· 
дение функции .  ехр х на этом отрезке, мы сразу приходим к пре. 
делу ( 1 )n е х р  1 = lim 1 + - . 

n � oo  n 

Далее вводится обозначение е для этого предела и показывается, 
что для це.ТIЫХ х имеем ехр х = ех, что поясняет обычно приме
няемое обозначение ек для этой функции , используемое для лю
бых зна чений аргумента (просто по соглашен.ию - как условная 
запись) . 

Заметим, что такое изложение раздела о показательной функ
ции полностью согласуется с точкой зрения теории функций ком· 
плексной nеременной, Логарифм вводится как обратная функция, 
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1 1 7. Имеется в виду соотношение 11 = еФ. 1 1 8. Рис.  1 30 показывает эту ситуацию : nучок nареллельных 
nрямых 11 = const имеет с nроективной точки зрения общую 
точку, а именно, бесконечно удаленную точку оси 6. Эта точка 
(s = оо, 11 = О) nринадлежит ги перболе sТJ = const. 

у 1/ 

1 19. у .../ 1 - у2 = � d (y �) = � � dy + 
о u 

/1 у iJ 
+ r ;о - у2) - 1 dy = 2 r .../ 1 - у 2 - r dy • J .../ 1 - у2 J j �  о о о 

1 20. Для nрименении формулы Тейлора 

F (<р) = F (О) +  ir F' (О) +  �; F" (О) + �: F"' (О) + . . .  

к функциям sin <р и cos <р нужно, таким образ ом , з н ать nос.�едо� 
вательные nроизводные функций sin <р и cos <р nри <р = О, что 
в самом деле легко nолучается из формул 

d ( sln ер) _ d (cos ер) 
dep - cos ер, drp = - sin rp. 

1 2 1 . Одна вершина лежит в бесконечности (т. е. на сфере 
Римана эти области будут в самом деле треугольными ) . 

1 22. Как видим,  уже в начале века Клейн стоял на nравиль· 
ных nозициях и nредвидел, что развивающаяся вычислительная 
техника nолностью вытеснит таблицы 
логарфимов. Сегодня не только ло· 
гарифмические, но и тригонометриче-
ские таблицы nолностью утратили 
свое значение: маленький карманный 
калькулятор овеществляет семизнач
ные таблицы логарфимов, значений 
функции еХ, тригонометрических и 
обратных тригонометрических функ
ций, не говоря уже о больших вы· 
числительных возможностях. В обо
зримом будущем nоявятся микро· 
компьютеры, nомещающиеся в кар
мане (или во всяком случае, в nорт· 
феле) и nозволяющие выnолнять 

о 
Рис. 1 30 

большой объем вычислительной работы без «ручного:. вмешатель• 
ства на промежуточных стадиях. Тем более странным представ• 
ляется уnорство некоторых nедагогов, nродолжающих отстаивать 
изучение отживших t:вой век таблиц и логарифмической линейки. 

1 23. Образованный дугамй больших окружностей, меньшими 

полуокружности. 
124. Исследования по сферической тригонометрии являются 

далеко не самым важным в м атематическом наследии Мёбиуса, 
Осуществленная Мёбиусом и Листингом классификация замкну• 
тых поверхностей (в том числе односторонних nов":рхностей, от• 
крытых Мёбиусом, - вспомните «лист Мёбиуса») является сейчас 
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классическим рt>зультатом, nроложившим nуть к развитию топо
логии (см .  Б о л т я н с к и й  В. Г. и Е ф р е м  о в и ч В. А. Нагляд
ная тоnология . - М.: Наука,  1 983) . Мёбиусу nринадлежит также 
введение и изучение барицентрических координат (nоложенных 
им в основу «барицентрического исчисления:.) , а также ряд дру
гих результатов. 

1 25. Как отмечает Клейн, каждой ориентированной большой 
окружности, т. е. большой окружности с заданным на ней на
nравлением обхода, можно соnоставить из двух ее nолюсов (т. е. 
концов диаметра,  nерnендикулярного nлоскости этой окужности) 
тот nолюс, из которого взятое наnравление обхода наблюдается 
как nроисходящее nротив часовой стрелки - для наблюдателя, 
находящегося вне сферы над этим nолюсом. Два противоnолож
ных nолюса задают на их «экваторе:. nротивоnоложные наnравле
ния обхода. Отсюда видно, что ориентированные большие окруж
ности находятся во взаимно однозначном соответствии с точками 
сферы. Если же мы будем рассматривать неориентированные 
большие окружности, то оба nолюса каждой из них окажутся 
равноnравными, т .  е. надо отождествить (склеить) каждые две 
диаметрально nротивоnоложные точки сферы, и тогда каждой 
неориентированной большой окружности будет соответствовать 
одна такая склеенная  точка. Иначе говоря, неориентированные 
большие окружности находятся во взаимно однозначном соответ· 
ствии с точкамИ проективной nлоскости (см. «Наглядную тоnоло
гию», nриведеиную в nримечании 1 24) . Проективная nлоскость 
является неориентируемой nоверхностью; с этим и связано то, что 
уста rю гшть на всех больших о •< ружностях единую ориентацию, не-. прерывно nереходя от одной 

большой окружности к другой, 
невозможно. 

1 26. То есть вершинами 
nолярного треугольника явля
ются nолюсы сторон исход1юго 
треугольника. Эти nолюсы оn
ределены о д н о з н а ч н о,  nо
скольку стороны исходного тре
угольника являются ориентиро
ванными. 

Рис. 1 3 1  1 27. У некоторых и з  ни х .  
Наnример , на рис.  1 3 1  мы 

имеем для  треугольников А В С  и АВ'С ( при  указанных наnравле
ниях сторон) 

а' = n - а, 

а' = а - n, Ь' = Ь, 
�' = - � . 

с' = n - с, 

v' = v - n. 

Поэтому, обозначая штрихом те координаты X t ,  • • •  , Ув, которые 
относятся к смежному треугольнику АВ'С, находим 

1 1 ' ' 
xl = - xl ,  х2 = х2, Хз = - Хз, х4 = - х4, 

1 1 1 1 
У1 = У1• У2 = У2• Уз = Уз• У4 = - У4• 

1 1 
Ys = - Ys· Уб = - Уб· 



ПРИМЕЧАНИ Я 4 1 3  

1 28. Точнее, внешние углы (как  К:лейн отмечал выше) из
меряют величину этих поворотов, а внутренние углы дополняют 
их до n (например, vn надо рассматривать кзк величину nоворо• 
та стороны СА до СВ) . 

1 29. К:лейн считает, что масса маятника (сосредоточенная в 
одной точке М) равна единце: т =  1 , и nотому (численно) ве
личина силы тяжести тg = g. 

1 30. При выводе этого уравнения учащимвся и студентами 
(и даже в некоторых учебниках) можно встретить такую аргу• 
ментацию: если разложить силу тяжести на нормальную (направ• 
ленную по оси ОМ) и тангенциальную (наnравленную по ка• 
сательной) составляющие, то нормальная составляющая «урав· 
навешивается» реакцией нити (nоскольку она nредnолагается 
нерастяжимой) ;  остается тангенциальная составляющая, равная 
-тg sin <р (если nоложительное наnравление по касательной со
ответствует возрастанию угла <р) ;  так как nеремещение маятника 
равно l<p, то его ускорение равно lip, откуда по второму закону, 
Ньютона nолучаем т • lф = - тg sin <р, что и дает уравнение ( 1 ) .  
Эта аргументация имеет неточности :  во-nервых, в силу криволи
нейности движения ускорение не наnравлено по касательной, т .  е . ,  
кроме тангенциальной составляющей, имеет еще и нормальную 
составляющую; во-вторых, как следствие этого, нормальная со
ставляющая силы тяжести и реакция нити не уравновешивают, 
друг друга, т. е. равнодействующая этих двух сил не равна нулю. 
Однако если ограничиться рассмотрением только тангенциальных 
составляющих (и силы тяжести, и ускорения ; рекацию нити 
можно не учитывать, так как ее тангенциальная составляющая 
равна нулю) , то мы  можем nрименять nриведеиные выше сообра· 
жени я. 

1 3 1 .  Это, строго говоря, не очевидно. Здесь К:лейн (как, впро. 
чем, и большинство авторов учебников математического анализа)' 
молчаливо считает «nопятным», что если в правой части уравне· 
ния ( 1 )  заменить sin <р на <р, то при «малых» <р решение урав· 
пения ( 1 )  будет «мало» отличаться от решений уравнения (2) . 
Иначе говоря, замена нелинейнога уравнения ( 1 ) его линейным 
nриближением (2) мало изменяет характер решений вблизи по· 
ложения равновесия <р = О. Обоснование этого утверждения nо
лучается на основе второй теоремы Ляпунова, которая как раз и 
говорит о возможности замены нелинейнога уравнения его линей· 
ным nриближением в окрестности невырожденного nоложения 
равновесия. 

Однако таким сnособом мы сможем обосновать лишь то, что 
и для уравнения ( 1 )  nоложение равновесия <р = О является 
устойчивым (по Ляпунову) : решения нелинейнаго уравнения ( 1 )  
остаются (nри всех t > О )  в окрестности этого положения равно· 
вссия, т. е. маятник не удаляется от него. Тот факт, что решения

' 

уравнения ( 1 )  будут периодически.ми (с nериодом, близким к 
nериоду решений линейного уравнения) ,  требует отдельного об· 
основания. Его можно nолучить с nомощью методов фазовой пло· 
скости и математического эквивалента энер?етических соображе� 
ний (см. nримечание 1 34) . 

1 32.  Сейчас в курсе физики не говорят о центробежной 
«силе», а рассматривают ускорение точки, равномерно движу· 
щейся по окружности со скоростью v ;  это ускорение -
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вектор, наnравленный к центру окружности и имеющий вели-
v2 , 

чину 7 .  
1 33. Сила тяжест и р азлагается на две составляющие, одна 

из которых наnравлена по образующей конуса, а другая (гори
зонтальная) - к центру окружности . 

1 34. Как отмечалось в примечании 13 1 ,  допустимость заме· 
ны sin а; на а: не так уж очевидна . Вводя nеременные х, = <р, 
х2 = ф, мы сможем заnисать уравнение ( 1 )  в виде системы 

х1 = Xz, Х:2 = -+ sin х 1 ,  из которой nолучаем непосредственно 

:t ( 1 - cos х1 + -/:- · х�) = О. Следовател ьно, вдоль каждого 
g l 

решения величина 1 = ( 1 - cos х 1) + 2g • xj nринимает постоян-

ное значение, т. е. 1 - первый ин.теграл рассматриваемой системы 
(так называемый интеграл энергии) . Если в момент t = О имеем 

х1 � О, х2 � О (маятник находится вблизи положения равнове
сия и имеет небодьшую скорость) , то 1 принимает (и сохраняет 
вдоль траектории) небольшое положительное значение 1 = /о: 

Ясно, что 1 - cos х , < !о, т. е. 1 х ,  1 < arccos ( 1  - /о) � ...j2I0• 
Теперь легко nонять, что линия, опредедяемая уравнением ( * ) ,  

Рис. 1 32 

замкнута, симметрична относительно осей 
координат и пересекает ось абсцисс в 
точках ±arccos ( 1  - /0 ) ,  а ось ординат-• /2g/o в точках ± � -1 - ·  Эта линия (рис. 1 32 )  

nредставляет собой «фазовый nортрет» 
движения маятника, т. е. проекцию 
тр аектории х, {t) , Xz {t) в nространстве 
переменных х, ,  Xz,t на nлоскость х1 ,  х2• 
Отсюда вытекает периодичн.ость реше

ний нелинейного уравнения ( 1 ) . Точное значение периода коде
бакия получается из соотношения Х:1 = xz, из которого находим 

где интеграл берется в течение одного обхода рассматриваемой 
замкнутой траектории.  Теперь можно оценить расхождение между 
решениями уравнений ( 1 )  и (2) и убедиться, что, в самом деле, 

х, � С cos � � (t - t0) , х2 � - С "\} � sinлj � (t - t0) .  

1 35. Этот интеграл nолучает простое и наглядное геометри
ческое истолкование с nомощью соображений, связанных с рас
смотрением гильбертона пространства Lz. Для двух функций f (х) 
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и g (x} , заданных на отрезке (0, 2:тt]  и рассматриваемых как век:� 
торы этого пространства, их скалярное произведение считается 

211 

равным интегралу � f (х) g (х) dx; это - естественное бесконеч· 
о 

номерное обобщение формулы fg = ftgt + f2g2 + . . .  + fпgn для 
скалярного произведения двух векторов f = (1 1 ,  f2, • • •  , fп ) , g =1 
:= (gt , g2, • • .  , gп) евклидова п-мерного пространства. Если теперь 
мы рассмотрим всевозможные тригонометрические суммы Sп (х) : 
получаемые nри различных значениях коэффициентов а0, а 1 ,  • •  OJ' 
. . . , ап, Ь t , . . .  , Ьп, то они, вместе взятые, образуют плоскость,< 
натянутую на  2п + 1 векторов, изображаемых функциями 
1 ,  cos х, . . .  , cos  nx, sin х, . . .  , s in nx. Интеграл, о котором пишет, 
в тексте Клейн, т. е. скалярный квадрат вектора f (x) - Sп (х) ,: 
представляет собой квадрат расстояния от точки f (x) до некото�: 
рой точки Sn (x) , принадлежащей этой плоскости. Минимум ж� 
этого интеграла соответствует нахождению ближайшей к f (x).j 
точки рассматриваемой nлоскости, т. е. нахождению ортогональ� 
ной проекции точки f (х) на эту плоскость. Эта геометрическая 
интерпретация & точности описывает те вычисления, которые 
Клейн далее проводит из аналитических соображений. Вообще, не 
только постановка задачи, но и весь вывод, идущий далее, может 
быть (как видно из дальнейших примечаний) полностью геомет� 
ризован. 

1 36. Вместо дифференцирования под знаком интеграла мож· 
но nрименить прозрачные геометрические соображения. В самом 
деле, пусть Sn (х) - ортогональная проекция вектора f (х) на пло• 
скость, о которой шла речь в примечании 1 35. Тогда вектор 
f (x) - Sп (х) ортагонален этой плоскости, а потому имеет нулевые 
скалярные произведения со всеми векторами 1 ,  cos х, . • .  , cos nx, 
sin х, . . .  , si n  nx, лежащими в рассматриваемой плоскости. Имен
но эту ортогональность и выражают равенства (2') . 

1 37. В геометрической интерпретации сказанное означает, что 
векторы 

1, cos х, cos 2х, • . .  , cos nx, sin х, . . .  , sin nx 

образуют ортогональную систему, т. е. скалярное произведени6 
любых двух (раэлччных) из них равно нулю. Это и есть те «из
вестные свойства:. интегралов от тригонометрических функций, 
о которых пишет Клейн. Далее, скалярный квадрат каждого из 
этих векторов, кроме первого, равен :тt, тогда как скалярный 
квадрат первого из них (т. е. функции, тождественно р авной еди
н ице) равен 2:тt .  Все эти  соотношения легко проверяются;  напри• 
мер, при v :/= n имеем 

211 211 � cos nx cos vx dx = � � (cos (п + v) х + cos (n - v) х) dx = 

о о = 21 [-+1 sin (n + v) х + -1- sin (n - v) х]211 
= 0. 

n v n - v  о 
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Из этих соотношений ортогональности и получаются равенства 
2:11 � Sn (х) cos 'УХ dx = аvл:, 
о 
2:11 
r � Sn (х) sln 'УХ dx = Ьvл:• 

о 

1 38. Это также легко пояснить геометрически. М ы имеем 
2:11 

1 = � (f (х) - Sn (х) )2 dx = 
о 

2:11 2:11 2:11 = � f (х)2 dx - 2 � (f (х) - Sn (х)) Sn (х) dx - � Sn (х)2 dx. 

о о о 
Второе слагаемое в' правой части равно нулю, так как вектор f (х) - Sn (х) ортагонален рассматриваемой плоскости, а третий 
интеграл в правой части, т. е. скалярный квадрат вектора Sn (x) , 
равен сумме квадратов его координат, умноженных на скалярные 
квадраты базисных векторов 1, cos х, . . .  , cos пх, siп х, . . . , sin пх. 

1 39. Этим не очень четким способом выражения Клейн хочет 
описать то, что сейчас называют топологическим пределом. 

Рассмотрим графики функций S. (x) для всех п = 1 , 2, . . . 
Точка (хо ,  Уо)  считается принадлежащей (верхнему) топологиче· 
скому пределу этих графиков, если любая ее окрестность, ка r< бы 
м ала  она ни была, пересекается с бесконечным числом графиков 
S" (х) . В рассматриваемом случае (поскольку все графики Sп (х) 
являются связными) их верхний топологический предел также 
является связным множеством, т. е. состоит из «одного кусi<а:.. 
Об этом пределе графиков функций Sn (X) и идет речь в явлении 
Гиббса.  

1 40. Понятие площади является более общим, чем понятие 
оnределенного интеграла в этой трактовке. Площадь обычно сна
чала определяется для многоугольников (этот путь принят и в 
школе) . Именно, площадь s (М) есть действительная функция, 
определенная на  множестве всех многоугольников и обладающая 
следующими четырьмя свойствами (которые можно считать аtс
сиомами площади) : 

1 )  s (M) � О. 
2) Если м. и М2 конгруэнтны, то s (Mt) = s (M2) .  
3) Если М =  Mt U М2, причем Mt и М2 не имеют общих вну

тренних точек, то s (M) = s (Mt ) + s (M2) .  
4 )  Если Q - квадрат с длиной стороны 1 ,  то s (Q )  = 1 .  
Доказывается теорема существования и единственности, утвер

ждающая, что такая фу.нкция s (M) (площадь) существует и при
том только одна. Затем понятие площади обобщается, причем 
наиболее близкое к элементарной геометрии обобщение принадле
жит Жордану. Именно, фигура Ф называется квадрируемой по 
Жордану, если для любого s > О можно найти такие мноrоуголь-
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ники М1 и М2, что М1 с Ф с М2 и s (M2) - s (M1)  < е. Оказы
вается, что теорема существования и единственности имеет место 
и на классе всех фигур, квадрируемых по Жордану. 

При этом s (Ф) = l im s (М1 )  = l im s (М2), где М1  и М2 из-
е � о  е � О  

меняются, как указано выше (т. е .  М1 с Ф с: М2 и s (М2) - s (MI)  < е) . Из этого следует, что если Р1 с: Р2 с: . . .  - пос
ледовательность вложенных многоугольников, исчерпы вающая 
фигуру Ф, квадрируемую по Жордану (т. е. любая внутренняя 
точка этой фигуры, начиная с пекотарого k, принадлежит мно
гоугольнику Р k), то s (Ф) = l im s (Pk) .  Это - так называе мый 

k � oo  
.метод исчерпывания, идущий еще о т  Архимеда. 

В частности, для любой непрерывной положительной функ
ции, заданной на отрезке [а, Ь l ,  соответствующая криволинейная 
трапеция, о которой и говорит Клейн, является квадрируемой по 
Жордану, так что можно говорить о ее площади, Ступенчатая 
фигура Mt, представляющая собой объединение прямоугольников, 
вписанных в эту фигуру, исчерпывает ее при надлежащем «утон
чении» прямоугольников, откуда и вытекает, что площадь криво
линейной трапеции равна пределу суммы площадей вписаннLIХ 
прямоугольников. 

Подробное изложение теории площадей имеется в книге: 
Б о л т я н с к и й  В.  Г. Третья проблема Гильберта. - М. : Наука, 
1 977, а также в заключительной главе книги : Б о л т я н с к и й  В. Г. 
Элементарная геометрия. - М.: Просвещение, 1 985. 

1 4 1 .  Клейн говорит об этом, несомненно, как об исторически 
интересной первоначальной идее, которая . была впоследствии  
преодолена, поскольку она  не оправдывала себя и не поддава 
лась точному математическому описанию. Клейн отрицает эту 
идею (и это было совершенно оправдано в период обоснования 
понятий анализа на основе теории пределов) . Сейчас настушшо 
отрицание отрицания, мы прошли «виток спирали» и как бы вер
нулись в исходную точку, но со значительно обогащенным содер
жанием . Это выражается в том, чтn теперь - в рамках современ
ного нестандартного анализа, развитого в работах Робинсона и 
его последователей, - мы можем определять провзводную через 
настоящее, имеющее точный математический смысл, отношение 
двух бесконечно малых чисел (дифференциалов) . Подробнее об 
этом сказано в nримечаниях 1 45, 1 46, 1 49) . 

1 42 Клейн всюду далее за основное строгое изложение начал 
анализа безоговорочно принимает изложение, основанnае на тео
рии пределов. При всей корректности и четкости такого изложения 
оно, как показывает многолетняя ирактика нашей школы, очень 
трудно для массовой школы. Дело, конечно, не в самом понятии 
предела (которое представляет собой определенный элемент куль
туры и знакомство с которым школьник получить должен) , а в 
развитии теории пределов с ее доказательствами, основанными на  
е-б-технике. Проникиовеине в существо этих доказательств пред
ставляет непреодолимые трудности для средне успевающего 
школьника, и потому строить понятие производной на основе не
понятых и формально заученных теорем теории пределов озна
чает сделать исключительно наглядное и простое по своей сущ
ности понятие производной таким же непонятым. Практика это 
полностью подтверждает. 
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Существует, однако, и иной путь введения понятия nроизвод• 
ной, всецело базирующийся на теореме о среднем значении и 
являющийся коротким и доступным. Для того чтобы пояснить 
этот путь, будем сначала исходить из того, что основные понятия 
уже построены и проведем некоторое их исследование, а затем 
на основе этого исследования укажем возможный путь изложения 
в школе. Пусть функция f (x) имеет на отрезке [а, Ьl непрерыв
ную производную. Тогда для любых точек х0 и х1 = х0 + Ы 
справедливо неравенство I Af (x) 1 � K l �x l ,  где за К можно при
нять наибольшее значение 1 f' (х) 1 ua рассматриваемом отрезке 
(это непосредственно вытекает из теоремы о среднем) . Иначе 
говоря, f (x) удовлетворяет условию Липшица с константой к. 
Таким образом, если ограничиваться лишь функциями с непре
рывной производной (что для школы и втуза совершенно доста
точно) , то можно заранее ограничиваться рассмотрением липши
цевых функций, определение и свойства которых существенно 
проще, чем для произвольных непрерывных функций. 

Изложение (после 2-3 уроков, посвященных пояснению по� 
нятия липшицевой функции) может быть построено на  базе тео
ремы о среднем (которая теперь становится определением про
изводной) следующим образом. Пусть tlcp - средняя скорость 
прямолинейного движения тела за промежуток времени t:..t = = t1 - to, а u (t) - его мгновенная скорость в момент t. Прой
денный путь равен �s = Ucp · �t. Ясно, что в течение всего проме
жутка М неравенство и (t) > tlcp не могло быть выполнено (тогда 
бы мы прошли больше чем Vcp · M) .  Не могло быть все время 
выполнено и перавеяство v (t) < Vcp. Значит, были моменты, ког
да v (t) < Vcp, и моменты, когда v (t) > Vcp. Следовательно, по 
непрерывности (которая для липшицевых функций поясняется су
щественно проще, чем в общем случае) найдется такой момент е 
(to < 6 < ft ) , что Vcp = v (6) , т. е. �s = v (O) M (точное равен
ство ! ) . Понятие производной обобщает это свойство скорости. 
Именно, пусть f (x) и <р (х) - две лнпшицевы функции, заданные 
на отрезке [а, Ь] ;  функция <р называется производной от f, если 
для любых Хо и Xt == Хо + Ы (на этом отрезке) найдется такая 
промежуточная точка 6 между хо и Xt, что М =  <р (О) �х. 

Устанавливается (на  основании липшицевости функции <р)', 
что если функция f дифференцируема (т. е. имеет производную) ,  
т о  эта производпая определена однозначно. Несложно доказы
вается следующий: критерий: для того чтобы липшицева функция 
<р (х) была производной функции f (x) на отрезке [а, Ь] , необхо
димо и достаточно существование такой константы М, что для 
любых Хо и Xt = Хо + �х (на этом отрезке) было выполнено не
равенство / Af (x) - <p (Xo) �x l  � М  (t:..x) 2• Из этих двух теорем 
без труда вытекают обычные общие свойства производной (тео
рема Ферма  об экстремумах, промежутки возрастания и убыва
ния, производные суммы и произведения, единственность перво
образной с точностью до постоянного слагаемого) , а также фор
мулы для производных многочленов, тригонометрических функций 
и т. д. 

1 43. Во избежание недоразумений: отметим, что речь идет об 
отрезке, т .  е .  замкнутом промежутке. К: сожалению, четкие и крат
кие термины отрезок и интервал до сих пор заменяют иногда 
расплывчатым и  выражениям и  «промежуток:., «замкнутый проме
жуток», «открытый промежуток», «замкнутый интервал» и т. п. 
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1 44. Клейн говорит о случае, когда h > О и рассматриваемое 
наибоJtЬшее значение единсrвеtшое на .интервале от х до х + h; 
если это наибольшее значение не единственно, рассуждения су• 
щественно не меняются. 

1 45. Далее Клейн дает некоторое (не доведенное до деталей) 
представление о неархимедовой прямой и неархимедовой геомет• 
рии. Приведем несколько более nодробное изложение. Пусть Л -
некоторый символ. Будем рассматривать всевозможные формаль• 
ные бесконечные ряды вида 

( 2 3 ) '-Р а0 + а1"- + а2А. + азА. + • • .  , 

'(слово «формальный» означает, что мы ,.олько записываем зто11 
ряд, произвольно задавая ero коэффициенты, и не ставим никаких 
вопросов о том, «сходится» ли этот ряд и что понимать под его 
суммой) .  Под р будем понимать произвольное целое число - по· 
ложительное, отрицательное или нуJiь. Каждый ряд вида ( * )' 
условимся называть «числом», а множество всех «чисел» обозна·  
чим через «R». Если р = О, а ,  = az = аз = . . .  = О, то «число» (•) условимся отождествлять с действительным числом а0• Кроме 
того, к «R» присоединим число О ( его нужно брать отдельно в 
силу условия ао -=#- О в записи ( * ) ) .  Таким образом, множество 
действительных чисел R содержится в «R». 

В множестве «R» можно очевидным образом определить сло· 
жение. Именно, если 

Р' ( ' 1 1 2  ' З  ) i. а0 + а1'- + а2Л + а3А. + • • . , 

- другое «число», то при р = р' сумму определим почленным 
сложением коэффициентов, т. е .  сумма равна 

j.,P ((а0 + а�) + (а1 + а�) i. + (а2 + а�) i.2 + . . .  
)
. 

Если же р '4= р' (скажем, р' < р) , то мы сможем записать «чис· 
по» (• ) в виде 

• Р' ( • Р-Р' + • P-P'+ I + ) "' ао"' al"' • • •  ' 
а затем произвести почленное сложение коэффициентов этого 
ряда (не имеющего в скобках свободного члена )  и ряда (• • ) . 
Естественно определяется и умножение «чисел». Несложный под· 
счет (с помощью метода неопределенных коэффициентов)  пока
зывает, что в «R» неограниченно выполнимы вычитание '11 деление 
и что в «R» выполнены все аксиомы поля. 

Далее, определим ' в «R» неравенства.  Обозначим «число» (•) через р, а «число» (••) - через р'. Е сли р < р', то будем 
' , , 

считать, что р > р • Далее, если р = р , то при а0 > а0 будем , , , , 
считать р > р ; если же а0 = а0, то при а1 > а1 считаем р > р ; , , ' 
в случае а0 = а0 и а1 = а1 сравниваем коэффициенты а2 и а2 
и т. д. Несложно проверяется, что «R» - упорядоченное поле. 

Поле «R» удовлетворяет и аксиоме вложенных отрезков ( см. 
лримечание 39) . Однако аксиоме Архимеда оно не удовлетворяет. 
В самом деле, рассмотрим число, которое получается, если в за· 
писи (• ) положить р = l , ао = 1 ,  а, =  az = . . .  = О; это число 
можно обозначить просто через А., Согласно определению нера· 
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1 
венств мы имеем О < Л < - для любого натурального n, т. е. n 
Л - от личное от нуля бесконечно .малое число. Мы получили, та
ким образом, модель неархимедова поля, построенную из «мате
риала» действительного поля. Поэтому, считая, что аксиоматика 
действительных чисел непротиворечива, мы должны заключить, 
что и рассмотрение неархимедова поля «R» свободно от противо
речий. 

1 46. На примере неархимедова поля «R», рассмотренного в 
примечании 1 45, это можно пояснить следующим образом. «Чис
ло» а поля «R» называтся конечным, если существует такое 
натуральное n, что l a l  < n (т. е. -n < а < n) . Прочие «числа» 
называются бесконе•tны.ми (например, если у - отличное от нуля 

1 
бесконечно малое «число», то - - бесконечное «число») . Далее, 

у 
два конечных «числа» а и а' будем называть эквивалентными, 
если разность а - а' есть бесконечно малое «число». Это отно
шение эквивалентности, как легко видеть, рефлексивно, симмет
рично и транзитивно; поэтому все конечные числа разбиваются на  
классы эквивалентности, каждый нз которых называется ореолом. 
Л юбой ореол содержит ровно одно действительное число ( напом
ним, что R с: «R») . Таким образом, если а Е «R» - действитель
ное число, то все «числа», входящие в ореол числа а, отличаются 
от а на бесконечно малое «число». Иными словами, если р Е «R»
конечное число, то р = а + а, где а-действительное, а а-беско
нечно м алое. Это действительное число а однозначно определяет
ся «числом»  а и называется стандартной частью «числа» р. Обо· 
значать стандартную часть «числа» р условимся через ст (р) , т. е. 
для любого конечного «числа» р имеем р = ст (р) + а, где 
ст (р) Е R, а а - бесконечно малое «число». 

Неархимедовость поля «R» означает, что существуют конеч
ные «числа», не совпадающие со своей стандартной частью, т. е. 
я вляющиеся нестандартны.ми. В связи с этим анализ, основанный 
на рассмотрении неархимедова поля (вместо поля R действитель
ных чисел) , называют нестандартным анализом. Методы нестан
дартного анализа позволяют многие доказательства классических 
теорем анализа сделать более простыми и наглядными (см. ,  на
пример, примечание 1 49) . 

1 47. В самом деле, если е = Л и а = 1 (оба эти числа поло-
1 

жительны) , ro, как мы  говорили в примечю-�.ии 145, Л < - для n 
любого натурального n, т. е. пЛ < 1 ,  ne < а. Это означает, что 
неравенство ne > а не имеет места ни для какого n. 

1 48. Множество R2 всевозможных пар действительных чисел (х, у) образует, как известно, арифметическую модель евклидо
вой плоскости.  Пряман в этой модели есть просто уравнение 
Ах + Ву + С = О, которое рассматривается с точностью до про
порциональности элементов и в котором хотя бы одно из чисел 
А, В отлично от нуля. Расстояние между точками (х1 ,  Y l )  и 
(х2, у2 )  равно 

Понятным образом определяются отреЗ!ш, окружности, полупло
скости,  углы и т. д. 
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Если теперь выесто поля действительных чисел R взять неко

торое нсархиыедово поле, то, рассматривая пары (х, у) чисел 
этого поля, можно аналогичным образом строить неархимедову 
геометрию. При этом поле «R», рассмотренное в примечании 1 45, 
неприемлемо, так как в нем, вообще говоря, не извлекаются 
квадратные корни из положительных «чисел», что не позволяет 
определять расстояния (по указанной выше формуле) . Но если 
взять такое расширение поля «R», в котором изв 11екаются корни 
из положительных чисел (такое поле получится, например, если 
вместо (•) в примечании 145 взять формальные ряды вида 
а 1Л. 0' + а2Л.Р2 + . . .  , где коэффициенты и показатели действительны, 
n ричем nоследовательность P t , р2, • • . неограниченно возрастаю
щая) , то построение неархимедовой геометрии проходит. Наибо
л е е  удобным является неархимедово поле гипердействительных 
чисел, упоминаемое в примечании 35, которое в некотором 
смысле обладает максимальностью. 

О применениях неархимедовьiх геометрий можно прочитать, 
например, в книгах: Г и л ь б е р т  Д. Основания геометрии. - М . : 
Гостехиздат, 1 948;  Б о л т я н с к и й  В. Г. Третья проблема Гиль
берта. - М. : Наука, 1 977. 

1 49. Со времен написания книги К:лейна ситуация измени
лась: в работах Робинсона и его последователей с о з д а н не
стандартный анализ. Наиболее последовательный его вариант ос
новывается на рассмотрении поля гипердействительных чисел, 
представляющего собой весьма «массивное» неархимедово расши
рение поля действительных чисел. Отсылая интересующегося дета
лями читателя к книге: У с п  е н с к и й  В.  А. Что такое нестандарт
ный анализ?-М . : Наука, 1 987, укажем совсем кратко идею исполь
зования бесконечно м алых чисел при построении нестандартного 
анализа.  Для простоты рассмотрим функцию f (х) , представляю
щую собой .многочлен с действительным и коэффициентами:  

Так как  числа со, с , ,  . . .  , Сп принадлежат полю R, содержаще
муся в поле R* гипердействительных чисел, и так как в R* опре
делены сложение и умножение, то вместо х можно в ( * ) подстав
лить любое гипеrдействительное число, т.  е. мы получаем расши
рение функции (х) (заданной первоначально только на R) на  
все поле R*. Значение поля R* гипердействительных чисел со
стоит в том , что не только многочлены, но и любые конкретно 
заданные функции (не только непрерывные, но даже такие «па
тологические» функци и, как функция Дирихле, равная единице в 
р ациональных точках и нулю в иррациональных) допускают ана
л о г и ч н о е  расширение на все поле R*. Но вернемся к нашему 
многоч .�ену ( * ) . Если а - действительное число , а dx - бесконеч
но м а л о е  отличное от нуля число, то определено бесконечно ма-

лое число dy  = f (а + dx) - f (а) и частное d
d 

у этих двух бес ко-. х 
нечно малых чисел Легко видеть (например, с помощью бинома  
Ньютона ) ,  что стандартная часть этого частного представ,lяет 
собой действительное число, не зависящее от dx: 

ст ( :� ) = с 1 + 2с2а + . . . + пспап- l . 
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dy 
Вообще, если частное -;г;: находится в одном и том же ореоле 

,11.ля всех бесконечно малых dx, то f (х) называется дифференци
руемой в точке а, а стандартная часть этого ореола называется 
nроязводной f' (а) ; в этом случае 

dy = f (а + dx) - f (а) =  (f' (а) + а) dx, (• •) 
где при любом бесконечно малом dx число а также бесконечно 
м алое. 

Теперь идея доказательства теоремы Ферма об экстремуме, 
а вместе с ней и теоремы о среднем (с. 303-304) будет выгля· 
деть так. Пусть f (x) достигает наибольшего значения во внутрен
ней точке а своего отрезка определения. Это сохраняется и для 
«расширенной» функции (обозначим ее тоже через f (х) ) , а пр еде· 
ленной на отрезке в R". Если бы было f' (а) > О, то в соотноше· 
нии (• •) мы имели бы f' (a) + а >  О (nоскольку а - бесконечно 
малая) . Следовательно, при dx > О имеем dy>O, т .  е. f (a+dx) > 
> f (а) , что невозможно. Аналогична приводит к противоре
чию nредположение f' (a) < О. Таким образом, f' (a) = О. 

1 50. Иначе говоря, термин «бесконечно малая величина:., в 

котором не уточнено, в каком смысле понимается несколько не
определенное слово «величина», может означать либо бесконечно 
.малое число (т. е. число, модуль которого меньше любого поло
жительного рационального числа) , либо бесконечно малую функ.
цию, т. е. функцию f (х) ,  которая удовлетворяет условию 
l im f (х) = О (при этом надо уточнять, при каком условии на 

х -+ а  
х - в данном случае при х - а  - эта  функция является беско
нечно малой ) . Именно о последнем понимании бесконечно малой 
и говорит Клейн в этом абзаце, применяя выражение «величина 
становится бесконечно малой». Что же касается бесконечно ма
лых чисел, то в поле действительных чисел таким является лишь 
число О, но в аеархимедовых nолях (см. примеqание 35) суще
ствуют отличные от нуля бесконечно малые числа, и это - одно 
из отличий нестандартного анализа от «обычного:. . 

1 5 1 .  Клейн здесь не уточняет, что он имеет в виду под � у dx - первообразную или определенный интеграл, который он 

для простоты пишет без указания пределов. Между тем матема
тическое различие этих поняти й особенно сильно сказывается на  
школьном преподавании. Напомним прежде всего, что аккуратное 
введение определенного интеграла довольно сложно и, вне вся
кого сомнения, является слишком трудным для школы. Оно тре
бует рассмотрения верхних и нижннх интегральных сумм и оцеп· 
ки разностей между ними (с использованнем понятия равномер
ной непрерывности) , причем «nредел:. интегральных сумм понима· 
ется не в обычном смысле (скажем при х - а или X-io-oo ) ,  а по до· 
вольно сложному частично упорядоченному множеству всевоз· 
можных конечных разбиений отрезка [а, Ь] , по которому произ
водится интегрирование. Достаточно вспомнить, насколько длин
ным и сложным оказывается полное рассмотрение этого вопроса 
в университетских или пединститутских курсах анализа, чтобы 
стало ясно, что при попытке введения этого поняти я в школу 
nридется отказываться от логической строгости и даже точной 
формулировки того, что такое определенный интеграл. 
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Другой путь состоит в том, чтобы ограничиться введением: 
понятия первообразной - для многочленов, тригонометрических и 
показательных функций. Первообразные находятся без труда. Из 
теоремы о среднем непосредственно следует, что для функци11 
f (x) , заданной на отрезке (или интервале) , первообразная опре� 
деляется однозначно с точностью до постоянного слагаемого. 

Если теперь F.(x) - площадь криволинейной трапеции под 
графиком функции f (x} между ординатами, проведеиными в точ� 
в:ах а и .х, то сотщепление:. справа полоски между ординатами х и 
х + l!!x (площадь этой полоски примерно равна площади прямо� 
угольника , т. е. f (х) l!!x) сразу показывает, что F' (х) = f (х) ,  т. е. 
F (x) - первообразная для функции f (x) . Слt>доватально, если 
Ф (х) - какая-нибудь первообразная для функции f (х) , то F (х) = · 
!= Ф (х) + С, откуда С =  -Ф (а} (поскольку F (a) = 0) ,  т. е. 
F(x) = Ф (х) - Ф (а) , Это и есть формула Ньютона - Лейбница 
(можно считать, что определенным интегралом называется раз· 
ность значений первообразной в концах интервала, т. е. площадь 
криволинейной трапеции равна соответствующему определенному 
интегралу) . Аналогичное рассуждение применимо к вычислению 
работы, пути и других величин, изображаемых определенными 
интегралами. 

Интегральная сумма при таком изложении появляется как 
способ приближенного вычисления определенного интеграла, если 
выражение для первообразной найти не удается ( мотивировка 
очевидна:  площадь криволинейной трапеции примерно равна пло· 
щади ступенчатой фигуры, составленной из вписанных прямо• 
угольников) . 

Такое изложение (сторонником которого является академик 
А. Н. Колмогоров) может быть сделано строгим, легким JI.ЛЯ по
ниманl!я и нисколыю не менее бедным в идейном плане, чем 
обычное вузовское изложение с его сложной теорией верхних и 
нижних интегральных сумм. Для школы оно наиболее приемлемо. 

1 52. Здесь и далее целые числа понимаются в обычном смыс
ле (т. е. целыми являются чигла ±n, где n - Произвольное нату. 
ральное число, и число О) . В алгебре их называют целыми ра� 
11иональны.ми числами (в отличие от целых комплексных чисел 
или целых алгебраических чисел, которые в излагаемых дока
зательствах трансцендентности чисел е и n не рассматрива· 
ются) . 

1 53. Автор пишет (- t ) n вместо (- 1 ) nP, так как р > 2 � 
число простое и, следовательно, нечетное. 

1 54. Обратите внимание на множитель � между двумя много· 
точиими в числителе. 

1 55. Точнее «Не ОТХОДИТ» далеко ОТ ОСИ Z, Т. е, МОдуль 
подынтегральной функции можно сделать 11.ак угодно малым 
(равномерно на всем отрезке О � z � n) при достаточно боль· 
шом р. 

1 56. Допус.тим, что n - алгебраическое число, т. е. суще
ствует уравнение ао + а1х + а2х2 + а3ХЗ + . . . + апх" = О с це. 
лыми коэффициентами (ао =/= 0) , которому удовлетворяет число n, 
Тогда 

ао - ia. (in) - а2 (in)2 + la3 (in)3 + . . .  + (- i)n an (in)n = О, 

т. е. число in является корнем уравнения вида Р (х) + iQ (х) = О, 
где Р.(х) ,  Q (xl - многочлены с целыми .(действительными} 
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коэффициентами. Так как 

(Р (х))2 + (Q (х))2 = (Р (х) + iQ (х)) (Р (х) - iQ (х)), 

то число iл являеrся также корнем уравнения (P (x) ) 2+ (Q (x) ) 2 =  
= О, имеющего целые (действительные) коэффициенты. Это 
означает, что iл также является алгебраическим чиСJiом (вnро· 
чем, это вытекает также из более общих соображений, содержа
щихся в nримечании 1 58) . 

1 57. ECJiи раскрыть скобки и nроизвести приведение только 

тех слагаемых, у которых показатель стеnени равен н у л ю;  на
пример, eCJiи встретится слагаемое е 2ni ,  оно оставляется в этом 
виде и рассматривается как стеnень с не равны.м нулю nоказа
телем. 

1 58. Пусть /( (z) = (z - а1 )  (z - а2) • • •  (z - an) = zn 
- a1z

n- l + a2zn-2 - . . . + (- 1 )n- lan- l  z + ( - 1 )n an - много• 
член степени n, корнями которого являются числа O: t ,  a:z, • • •  , a:n. 
По предnоложению, этот многочлен имеет рациональные коэффи
циенты ( их можно сделать целыми, умножая на общий знамена
тель) . Тогда 

а. = а. + а2 + • • . + an, а2 = а1а2 + а 1аз + . . . + an- tan, . . • · • · •  an = а1а2 · · · an 
- элементарные симметрические многочлены от а:1 , а:2, • . .  , а: • • 
Теnерь уравнение, корнями которого являются всевозможные дву· 
членные суммы O:t + a:z, O:t + а:з, . • .  , O:n- 1  + а:., имеет вид 

(z - (а. + а2)) (z - (а . +  аз)) • • • .  • (z - (ап- •  + an) )  = О. (•) 
Его коэффициенты являются, очевидно, какими-то симметрически
ми многочленами от a:t, . . . , а:. (с целыми коэффициентами) и 
nотому они выражаются через а1, az, . , . , а., откуда вытекает, 
что левая часть уравнения ( *) nредставляет собой многочлен от z 
с рациональными коэффициентами. При этом степень уравнения 
(*) равна количеству всевозможных двучленных сумм O: t  + a:z, n (n - 1 )  а:1  + а:з, • . • .  , т .  е .  равна 

2 
• Аналогично nолучается урав-

Рис. 1 33 

нение, корнями которого 
являются все трехчленные 
суммы а:1 + а:2 + а:з, . . . , 
nричем коэффициенты это
го уравнения рациональны, 
а степень уравнения р а в -
н а количеству всевозмож
ных трехчленных сумм, т. е. 

n (n - 1 )  (n - 2) 
равна 

6 , и 
т. д. 

1 59. Контур интегрирования можно разложить на два 
'(рис. 1 33) . Интеграл по левому контуру равен нулю, так как 
подынтегральное выражение не имеет nолюсов в конечной части 
nлоскости, а интеграл по nравому контуру стремится к нулю nри 
nеремещении вертикального отрезка вnраво. Это и означает воз
можность замены nути интегрирования. 
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1 60. Непрерывное отображение отрезка на квадрат осуще
ствляется кривой Пеано (см. с. 377, а также книгу «Нагляд· 
ная топология:., указанную на с. 4 1 2) .  Это отображение хотя 
и не является взаимно однозначным, но пока;�ывает, что м ощ· 
ность отрезка не меньше мощности квадрата, а потому из тео• 
ремы Кантора - Бернштейна (с. 370) вытекает равенство этих 
мощностей. Непрерывного и взаимно однозначного отображения 
отрезка на квадра r не существует - об этом Клейн пишет ниже. 

1 6 1 .  Клейн посвящает этот раздел обсуждению различия ме
жду континуумами разного числа измерений, причем показывает 
это различие, пользуясь попятнем линейно упорядоченного множе
ства (и  с привлечением соображений непрерывности) .  При всей: 
важности понятий, связанных с рассмотрением упорядоченных 
множеств, следует отметить, что сегодня различие кубов песовпа
дающих размерностей проводится методами топологии - и, в 
частности, с помощью топологического понятия раэмЕ:рности, вве
денного работами А. Лебега и П. С. Урысона .  

1 62. Очень существенно правильно понять смысл этого ВЫ• 
сказывания КJiейна.  Речь идет здесь о теоремах теории м ножеств, 
о счетности и несчетности и т. п. Что же касается терминологии, 

заимствованной из учения о множествах (элемент, множество, 
принадлежность, отображение и т. п . ) , то Клейн, как это в идно 
из введения (с. 1 8) ,  напротив, видит важное прогрессивное зна
чение слияния геометрии и теории функций на основе понятия 
отображения и относящихся сюда слов, связанных с множе
ствами. Таким образом, Клейна никак нельзя считать сторонни
Iюм тех анекдотических устремлений запрета слов, связанных с 
множествами, которые некоторое время назад проявлялись. Надо 
сказать, что после вклада в школьную педагогику, осуществлен
ного академиком А. Н. Колмогоровым, большинство учителей с 
удовлетворением восприняли введение теоретико-множественной 
терм инологии в школе. 
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