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VORWORT.

Bei der Herausgabe des vorliegenden Bandes von Felix Kleins ge-
sammelten mathematischen Abhandlungen sind dieselben Prinzipien befolgt
worden, die in dem Vorwort des ersten Bandes als maBgebend aufgestellt
wurden. Die Anordnung der einzelnen Abhandlungen ist wieder nach sach-
lichen Gesichtspunkten und in den einzelnen so entstehenden Abschnitten
chronologisch erfolgt. So umfaBt der zweite Band drei ziemlich lose
nebeneinanderstehende Hauptabschnitte. Der erste bringt die Abhandlungen
Kleins zur Gestaltenlehre algebraischer Gebilde und Analysis Situs, sowie
einige Aufsitze erkenntnistheoretischen Inhaltes, welche die Bedeutung der
Anschauung fiir die mathematische Forschung beleuchten. Im zweiten
Abschnitt sind die Arbeiten iiber endliche Gruppen linearer Substitutionen
und ihre Anwendung auf die Lehre von der Auflosung algebraischer Glei-
chungen vereinigt, insbesondere die auf die Lehre von den reguliren Kérpern
beziiglichen; dagegen sollen die Arbeiten iiber unendliche Gruppen linearer
Substitutionen sowie diejenigen iiber endliche Gruppen, in denen diese
mittels der Methoden der Funktionentheorie (speziell der Lehre von den
elliptischen Funktionen und Modulfunktionen) aufgestellt werden, erst
im dritten Bande folgen. Der dritte Abschnitt enthélt Beitrige zur mathe-
matischen Physik, nédmlich einerseits Arbeiten iiber lineare Differential-
gleichungen, speziell Liamésche Funktionen, hypergeometrische Funktionen
und die sie betreffenden Oszillationsfragen und andrerseits Aufsitze iiber
verschiedene Gegenstinde der allgemeinen Mechanik. Jedoch mufB} gesagt
werden, daB bei den Arbeiten iiber lineare Differentialgleichungen die Ab-
grenzung gegen Band 3 sich nur kiinstlich bewerkstelligen lieB, indem hier
wesentlich die Realitdtsuntersuchungen gebracht wurden, wihrend die all-
gemeinen Fragen der Funktionentheorie noch nach Méglichkeit zuriick-
geschoben wurden, wodurch dann Band 3 einheitlicher wird.

Zur Vorbereitung fiir den Wiederabdruck der im vorliegenden Bande
vereinigten Abhandlungen hat Klein wieder vor einem kleinen Kreise von
Zuhorern Vortrage iiber die in Betracht kommenden Gebiete seiner Pro-
duktion, sowie iiber die Beziehung seiner Arbeiten zu denen von Freunden
und Schiilern gehalten. Aus diesen Vortrigen sind dann wesentlich die
Vorbemerkungen zu den genannten Abschnitten, sowle die Zusédtze und
Bemerkungen zu den einzelnen Arbeiten entstanden. In einigen dieser
Zusitze ist es Klein gelungen, etwelche der in seinen Abhandlungen noch
ungeklart gebliebenen Fragen weiter zu fordern.



v Vorwort.

An die Stelle von Ostrowski, der als wissenschaftlicher Hilfsarbeiter
an die Universitit Hamburg ging, trat Vermeil als Herausgeber ein. In
zahlreichen Besprechungen mit Klein hat Vermeil die Drucklegung der
einzelnen Abhandlungen vorbereitet. Das gesamte Figurenmaverial wurde
von ihm nachgepriift, zahlreiche Zeichnungen neu gezeichnet und eine
groflere Anzahl von Figuren iiberhaupt erst dieser Gesamtausgabe eingefiigt.
Einige erginzende Bemerkungen, besonders eine groflere zur Gestaltenlehre
der Flichen dritter Ordnung, stammen von ihm.

Wir haben wieder mehreren Fachgenossen fiir die freundliche Hilfe, die
sie uns bei der Herausgabe zuteil werden lieBen, zu danken. Frl. E. Noether
hat uns bei der Durchsicht der Arbeiten iiber lineare Gruppen und alge-
braische Gleichungen, sowie bei denen iiber lineare Differentialgleichungen
mit threm Rat wesentlich unterstiitzt. Herr E. Bessel-Hagen hat an der
Vorbereitung zum Abdruck der Arbeit iiber die Gruppe mit 168 Substitutionen
Anteil genommen. Vor allen Dingen aber hat Herr A. Bokowski simtliche
Korrekturen und Revisionen des Textes mit groBer Sorgfalt gelesen. —
Herr K. Hensel war so freundlich, uns den Einblick in einzelne noch un-
verbffentlichte Teile des wissenschaftlichen Nachlasses von L. Kronecker zu
erlauben. Die Firma Charles Scribners Sons in New-York gestattete uns
freundlichst den Wiederabdruck der bei ihr erschienenen von H. B. Fine
ausgearbeiteten Vortrige: The mathematical Theory of the Top. Besonders
haben wir wieder der Firma B. G. Teubner dafiir zu danken, dalB sie
einige altere Binde der Mathematischen Annalen der Druckerei als Vor-
lage zur Verfiigung gestellt hat.

Die Verlagsfirma Julius Springer hat trotz der immer schwieriger
werdenden wirtschaftlichen Lage nicht nur diesen zweiten Band hergestellt,
sondern auch die Herausgabe des dritten (letzten) Bandes dieser Gesamt-
ausgabe iibernommen, welcher die eigentlich funktionentheoretischen Arbeiten
bringen soll. Die Fertigstellung der Gesamtausgabe ist vollig sichergestellt,
da infolge Entgegenkommens der Verlagsbuchhandlung bereits der grofBte
Teil des dritten Bandes gesetzt ist. — Dall der vorliegende zweite Band
nicht minder wiirdig ausgestattet ist als der erste, wird jeder Benutzer
sofort sehen. Die Verlagsfirma hat in der Tat allen unsern Wiinschen
und Anregungen in entgegenkommendster Weise entsprochen. Die Firma
Julius Springer hat so durch Herausgabe dieses zweiten Bandes aufs
neue bewiesen, dafl sie trotz aller sich hdufenden Hemmungen bemiiht ist,
das Ansehen und die Geltung der deutschen Wissenschaft zu erhalten und
zu fordern. Sie kann des Dankes aller Mathematiker gewil sein.

Braunschweig und Gottingen, im Juni 1922.

Die Herausgeber.
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Anschauliche Geometrie.



Vorbemerkungen zu den Arbeiten zur
anschaulichen Geometrie.

Untersuchungen iiber die gestaltlichen Verhiltnisse der Kurven und Flachen,
tiberhaupt die im Raume gedeuteten Gebilde der Analysis, haben mich von je besonders
interessiert. Den ersten Anstof} zu einschlégigen Arbeiten hat mir noch wihrend meiner
Bonner Studienzeit meine Assistententitigkeit bei Pliicker gegeben. Hieran kniipft
das weiterhin an erster Stelle abgedruckte Stiick XXXIV unmittelbar an. Pliicker
selbst hatte seine Modelle von Komplexflichen nach geeigneter Annahme der in der
Gleichung vorkommenden Konstanten nur erst empirisch aus den Gleichungen der
horizontalen Schnitte, bez. der durch die z-Achse hindurchgehenden ,Meridianschnitte“
konstruieren lassen. Hierbei hatte ich ihm als Assistent zur Hand zu gehen und habe
danach in dem zweiten, von mir 1869 herausgegebenen Teil von Pliickers ,Neuer
Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raum-
element“ eine Ubersicht iiber die zundchst in Betracht kommenden Fléchenarten ge-
geben. Im Gegensatz dazu sind die hier unter XXXIV besprochenen, 1871 von mir
herausgegebenen Zinkmodelle geometrisch konstruiert worden, indem ich die Ebenen
benutzte, welche die Flichen nach Erstreckung ganzer Kegelschnitte beriihren. Hierbei
ist mir, wie schon S. 60 des ersten Bandes der vorliegenden Gesamtausgabe erwihnt,
in hervorragender Weise mein Freund Wenker behilflich gewesen. Wir haben dabei
insbesondere auf das Modell der allgemeinen Komplexfliche eine ganz auBerordent-
liche Miihe verwandt, indem wir uns einen Fall aussuchten, welcher keinerlei besondere,
den Uberblick und gleichzeitig die Konstruktion erleichternde Symmetrien besaB.
Bei den anderen Modellen ist dieses Prinzip, welches sich weiterhin als nicht zweck-
mifig erwies, bereits verlassen. Im {ibrigen ist auch ihre Anfertigung nur erst
Pionijerarbeit gewesen, d. h. ein erstes Eindringen in ein noch recht unbekanntes Ge-
biet. Die allgemeine Erfassung der fiir dieses mafigebenden gestaltlichen Verhiltnisse
hat sich, wie aus XXXIV hervorgeht, nur erst allméihlich durchgesetzt, wobei mein
alter Schiiler Rohn das Beste getan hat.

Einen wesentlichen Impuls hatten meine hier in Betracht kommenden Bestrebungen
auch dadurch erhalten, daf ich Pfingsten 1868, gelegentlich der damaligen Zusammen-
kunft von Mathematikern auf der Bergstralle, das spiter vielbesprochene (auch noch
ganz unsymmetrische, durch empirische Konstruktion hergestellte) Modell Christian
Wieners einer Fliche dritter Ordnung mit 27 reellen Graden hatte kennen lernen.

Erst spéter habe ich dann — 1870 in Paris durch Besichtigung der Sammlungen des
Conservatoire des Arts et Métiers und bald hernach durch Besuch der technischen
Hochschulen in Darmstadt und Karlsruhe, — den ganzen- Umfang der Vorarbeiten

erfat, welche die darstellenden Geometer zwecks anschaulicher Erfassung hoherer
Raumgebilde schon damals geleistet hatten.

Jedenfalls stand bei mir, als ich mich 1871 in Gottingen habilitierte, bereits fest,
daB ich auf diesem Gebiete werde weiter arbeiten miissen. Diese Absicht wurde in
lebhafter Weise von Clebsch unterstiitzt, der im Sommer 1872 selbst in gleicher
Richtung einsetzte, indem er durch den von Ziirich heriibergekommenen Ad. Weiler,
der die Tradition von Fiedler mitbrachte, die zu einem reellen Pentaeder gehorige

1%



4 Anschauliche Geometrie.

Diagonalfliche dritter Ordnung konstruieren lieB, welche 27 reelle Gerade in iiber-
sichtlicher Gruppierung aufweist. Clebsch hat damals auch Rodenberg zu seinen
von der Pentaedergleichung ausgehenden allgemeinen Untersuchungen iiber die Ge-
stalten der F, angeregt; Rodenbergs Gottinger Dissertation ist freilich erst 1874
erschienen und seine abschlieBende Arbeit in Bd. 14 der Math. Annalen (1878), die 1882
zur Verdffentlichung einer vollen Serie von Modellen der Fy im Verlage von L. Brill in
Darmstadt?!) fithrte, bereits durch meine eigenen Untersuchungen von 1872—73 (siehe
unten Abh. XXXV) beeinfluBt. Mein Ausgangspunkt war, dafl ich zunichst die F; mit
vier reellen Doppelpunkten konstruierte und aus ihr allgemeinereFlachen durch kontinuier-
liche Anderungen herstellte. Uber die Tragweite dieses Verfahrens (s. u.) konnte ich
mich noch in derselben Sitzung der Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften dufiern
(August 1872), in der Clebsch das fertige Modell seiner Diagonalfliche vorlegte
(Gottinger Nachrichten 1872, S. 403).

Uber die weitere Entwicklung und innere Verkniipfung meiner hierher. gehorigen
Spezialuntersuchungen (vgl. Abh. XXXV u. f.) wird weiter unten noch einiges Néhere
gesagt. Hier werde beildufig der damit parallellaufenden organisatorischen Bestrebungen
gedacht, die damals von vielen Seiten mit Eifer aufgenommen wurden. Ich selbst
habe mich gleich in meiner Erlanger Antrittsrede (Dez. 1872) fiir die Einrichtung
einer mathematischen Modellsammlung und zugshériger Zeichensile (N.B. auch an
der Universitdt) nachdriicklich eingesetzt. Bald darauf, Ostern 1873, konnte mit der
damals in Gottingen abgehaltenen Mathematikerversammlung bereits eine erste Aus-
stellung mathematischer Modelle verbunden werden. Eine systematische Ausgestaltung
nahmen die Dinge insonderheit, als ich von 1875—80 an der Miinchener technischen
Hochschule mit A. Brill, der aus Darmstadt kam, zusammenwirken durfte. Nun wurde
ein eigenes mathematisches Laboratorium eingerichtet, dessen Leitung A. Brill iiber-
nahm und aus dem eine groBe Zahl der im Verlage seines Bruders L. Brill bald er-
scheinenden Modelle hervorgegangen ist. Als ich Herbst 1880 an die Universitét
Leipzig iibergesiedelt war, habe ich dort diese Bestrebungen fortgesetzt, wobei W. Dyck,
der schon in Miinchen mein Assistent gewesen war, meine beste Hilfe warde. Nach-
dem Dyck 1884 als Nachfolger von Brill an die Miinchener Technische Hochschule
berufen war, hat dort die Entwicklung gesteigerten Fortgang genommen. Einen Héhe-
punkt derselben bezeichnete die wesentlich durch ihn namens der Deutschen Mathe-
matiker Vereinigung zusammengebrachte Miinchener Ausstellung von 1893, iiber
deren reichen Inhalt ein umfangreicher, von ihm zusammengestellter Katalog Aus-
kunft gibt, dessen Vertrieb spiter B. G. Teubner iibernahm. Parallel damit hat
auf der Weltausstellung zu Chicago eine ebenfalls von Dyck vorbereitete Aus-
stellung deutscher mathematischer Modelle stattgefunden, die ich als Kommissar des
preuBischen Unterrichtsministeriums zu erlautern hatte. Gegenwirtig entbebrt wohl
keine deutsche Hochschule mehr einer bez. Sammlung. Auch bot die von A. Gutzmer
und M. Disteli gelegentlich des ersten in Deutschland abgehaltenen Internationalen
Mathematischen Kongresses 1905 in Heidelberg veranstaltete Ausstellung vieles Neue.
Immerhin muB man sagen, daB die ganze hiermit gemeinte Bewegung unter dem Ein-
flu} der in den Vordergrund getretenen mehr abstrakten mathematischen Tendenzen in
den letzten 20 Jahren etwas abgeflaut hat. Um so mehr sollte ihrer hier gedacht
werden®). Wenn man an den folgerichtigen Fortschritt der Wissenschaft glaubt, so
ist sicher, daB sie als wesentlicher Bestandteil in neue Entwicklungsphasen eingehen

1) Spiter M. Schilling, Leipzig.

?) Wie sich dieselbe in die allgemeine Entwicklung unseres neuzeitlichen Hoch-
schulwesens einordnet, schildert in iibersichtlicher Weise W. Lorey in seiner Abhand-
lung iiber das Studium der Mathematik an den deutschen Universititen (Bd. III 1,
IT der von mir im Auftrage der Internationalen Mathematischen Unterrichtskommission
herausgegebenen Abhandlungen iiber den mathematischen Unterricht in Deutschland;
siche insbesondere S. 323—827 daselbst).
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wird, die sich jetzt schon vorzubereiten scheinen. Indem ich mich so ausdriicke, denke
ich sowohl an den Aufschwung der angewandten Mathematik, den die Neuzeit ge-
bracht hat, als auch an die hochtheoretischen Untersuchungen, die auf eine Verbin-
dung der geometrischen Gestaltenlehre mit der Mengenlehre hinzielen.

Die soweit skizzierte Entwicklung steht, jedenfalls was meine ersten hier ahb-
zudruckenden Arbeiten angeht, im ganzen im Zeichen der projektiven Geometrie. Am
meisten Anregung habe ich in dieser Hinsicht, wie noch durch Einzelheiten zu be-
legen sein wird, durch meinen dénischen Freund H. G. Zeuthen erhalten. Aber ge-
mif dem allgemeinen Arbeitsplane, den ich verfolgte, trat schon in meiner Erlanger
Zeit ein neuer, weittragender Impuls hinzu, indem ich begann, mich mit dem Riemann-
schen Ideenkreis auseinanderzusetzen. Mich konnte der nur mehr #uBerliche Zusammen-
hang der von beiden Seiten her erreichten Resultate, wie ihn Clebsch gegeben hatte, nicht
befriedigen. Die Zahl p ist bei Riemann zunichst ein Charakteristikum fiir den ,,Zu-
sammenhang® einer geschlossenen Fliche. Es war fiir mich ein geradezu quilendes
Problem, was diese Auffassung mit der Gestalt der zugehorigen algebraischen Kurve
zu tun haben mochte, und ich war gliicklich, als es mir gelang (vgl. Abb. XXXVIII
und XL) hierauf durch Konstruktion der ,neuen“ Riemannschen Flichen eine iiber-
aus einfache Antwort zu finden. Ich habe diesen Gegenstand soweit verfolgt, daB ich
nicht nur den Verlauf des elliptischen Integrales erster Gattung bei den Kurven dritten
Grades (siehe Abh. XXXVIII) sondern auch der zu p = 3 gehdrigen iiberall endlichen
Integrale bei den Kurven vierten Grades anschaulich verstehen und die gesamten
hinsichtlich der Realitit der auftretenden Beriihrungskurven in Betracht kommenden
Verhéltnisse aus der Figur ablesen konnte (siehe Abh. XXXIX und XLI). Fiir Kurven
n-ten Grades aber habe ich wenigstens die Grundlage fiir weitergehende Untersuchungen
gewonnen.

Und doch war der so gewonnene Kontakt mit dem Riemannschen Ideenkreise
nur erst ein vorldufiger. Als Definition der algebraischen Kurve galt noch immer ihre
Gleichung, bez. die gesetzmiBige Erzeugung, nicht die Riemannsche Fliche als solche.
Ich habe den Ubergang zu dem, was ich den ,echten“ Riemann zu nennen pflege,
also die Benutzung des Riemannschen Existenztheorems unmittelbar von der Kliche
aus, erst von 1877 an vollzogen, als sich meine Arbeiten der Theorie der elliptischen
Modulfunktionen zuzuwenden begannen. Hisrvon, und von der maBgebenden Rolle,
welche dabei fiir mich nach wie vor konkrete geometrische Figuren spielen, wird
erst im folgenden (letzten) Bande der Gesammelten Abhandlungen im Zusammenhang
die Rede sein. Nur einiges wenige wird im gegenwiirtigen Bande (in Abh. XLII), weil es
den Resultaten nach mit den vorangehenden Abhandlungen unmittelbar zusammen-
hingt, vorweg genommen. Hierdurch ensteht eine gewisse Diskontinuitit der Dar-
stellung, die ich zu entschuldigen bitte. Im iibrigen aber méchte ich folgendes aus-
fithren:

Unabhingig von dem Wechsel der logischen Grundlagen ist hier, wie schlieBlich
in allen meinen Untersuchungen, die Arbeit mit der riumlichen Vorstellung als solcher,
d. h. die geometrische Phantasie das Hauptinstrument geblieben, dessen ich mich zur
Erfassung der tatsichlichen Beziehungen, wie zur Aufsuchung neuer Resultate bediente.
Die hierdurch gegebene Denkweise habe ich dann auch 1893 in den Vortriigen, die
ich im Anschlusse an die Chicagoer Weltausstellung an der Northwestern University
in Evanston iiber die damals besonders interessierenden Fragen der mathematischen
Wissenschaft hielt?), vorangestellt. (Vgl. auch Abh, XLVI.) Sie bildet zugleich das
einigende Band fiir die kleineren Verdffentlichungen, die ich weiterhin unter den
Nummern XLIII—XLIV reproduziere.

%) Lectures on Mathematics, reported by Alexander Ziwet. (The Evanston Col-
loquium.) New York und London, 1894 [Macmillan]. Neuer Abdruck, besorgt von
der American Mathematical Society, New York 1911. Franzosische Ubersetzung von
M. L. Laugel, Paris 1898,
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Die hiermit ausgesprochene Wertschiitzung der geometrischen Anschauung schlieft
nicht aus, daB ich die Mingel, die ibr als Beweismittel anhaften, immer lebhaft
empfunden habe. Nach dem Widerstand zu schlieen, den ich damals in meiner néchsten
Umgebung fand, bin ich wahrscheinlich einer der Ersten gewesen, welcher die Ungenauig-
keit der Anschauung sowohl fiir das sehr Kleine wie fiir das sehr GroBe zur Sprache
brachte. Man vergleiche den unten folgenden Aufsatz XLV vom Jahre 1873. Die
Existenz stetiger Kurven ohne Differentialquotienten, die Berechtigung der nicht-
euklidischen Auffassungen andererseits, waren die Probleme, die uns damals besonders
bewegten. Ich versuchte, nicht nur die logische Zuldssigkeit der beziiglichen Theorien,
sondern ganz besonders auch ihre Vertriglichkeit mit der richtig verstandenen An-
schauung klar zu stellen. In meiner zusammenfassenden Vorlesung von 1901, von der
in den Bemerkungen auf S.212 die Rede ist, habe ich in Fortsetzung der damaligen
Uberlegungen den heute vielgenannten Gegensatz von Prizisionsmathematik und Ap-
proximationsmathematik an die Spitze gestellt. Die Kritik, der die Genauigkeit unserer
Raumanschauung unterliegt, hat ja die reinen Mathematiker in der Neuzeit vielfach
dazu gefiihrt, sie aus den mathematischen Betrachtungen iiberhaupt auszuschalten.
Dem gegeniiber habe ich immer daran festgehalten, dafl die Anschauung gerade auch
in der Mathematik als eine unserer wichtigsten Fahigkeiten angesehen und gepflegt
werden mufB, indem wir sie durch bewufBte Erziehung vervollkommnen. Erst hier-
durch treten fiir mich die Bereiche der reinen und angewandten Mathematik in ein
klares gegenseitiges Verhéltnis. K.



XXXIV. Vier Modelle zur Theorie der Linienkomplexe
zweiten Grades.

[Aus dem Katalog mathematischer Modelle, Apparate und Instrumente. Herausgegeben
im Auftrage der Deutschen Mathematiker-Vereinigung von W. Dyck (1892).]

Bekanntlich hat Pliicker in den letzten Jahren seines Lebens bei
seinem Studium der Linienkomplexe zweiten Grades zahlreiche auf deren
Theorie beziigliche Modelle anfertigen lassen. Das allgemeine Interesse
an den wirklichen Gestalten auch komplizierterer Fliachen war ihm aus
seiner physikalischen Beschéftigung erwachsen?); die nahere Gliederung
seiner Ansdtze habe ich hernach, so gut das unter Benutzung des Nach-
lasses gelingen wollte, in der 1869 erschienenen zweiten Abteilung der
wNeuen Geometrie des Raumes“ zur Darstellung gebracht. Die so auf
Pliicker selbst zuriickgehenden Modelle bildeten indes keine vollstandige
Serie, waren auch im einzelnen ungleichwertig, und es lag gewil nicht im
Sinne ihres Urhebers, wenn dieselben spiter trotzdem verschiedentlich als
zusammengehorige Kollektion verbreitet worden sind, Ich habe deshalb
im Herbst 1871, um das Wesentliche der Sache herauszuheben, von mir
aus vier neue Modelle der hauptséichlichen in Betracht kommenden Flachen-
typen verdffentlicht?), wobei ich die Verhdltnisse so wihlte, daf die je-
weils auftretenden singuliren Punkte und Ebenen simtlich reell ausfielen.
Von diesen Modellen reprisentierte:

Nr. 1 die allgemeine Kummersche Fliche (die Singularitédtenfliche der
Komplexe zweiten Grades) mit 16 Doppelpunkten und 16 Doppel-
ebenen,

Nr. 2 die allgemeine Komplexfliche, d. h. die Kummersche Fliche
mit Doppelgerade und noch acht Doppelpunkten und acht Doppel-
ebenen,

1) Pliicker selbst erzihlte mir einmal, daB er namentlich durch den Verkehr
mit Faraday dazu angeregt worden sei; dieser selbst habe die Modellkonstruktion
als Mittel benutzt, um sich als Nichtfachmann die ihm jeweils notwendigen mathemati-
schen Formeln verstdndlich zu machen.

?) [Diese Modelle sind von der Firma Joh. Eigel Sohn, mechanische Werk-
stitten in Koéln a. Rh., zusammen mit einer Beschreibuug von mir, herausgegeben. K.
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Nr. 3 die besondere Komplexfliche, deren Leitlinie eine Komplex-
gerade ist (mit Riickkehrgerade und noch vier Doppelpunkten
bzw. Doppelebenen),

Nr. 4 diejenige Komplexfidche, deren Leitlinie eine singulire Linie
des Komplexes ist (mit Selbstberiihrungsgerade und noch zwet
Doppelpunkten bzw. Doppelebenen).

Diese Modelle kénnen noch heute beim Studium der Liniengeometrie
wie iiberhaupt als Beispiele von Flédchen hoherer Ordnung interessieren,
wenn sie leider auch von dem Mechaniker nicht so sorgfiltig ausgefiihrt
worden sind, als dies wiinschenswert gewesen wére. Aber man muf} zu-
fiigen, dal man inzwischen gelernt hat, die bei diesen Fléchen vorkommenden
Gestalten sehr viel vollkommener zu beherrschen, als dies durch einzelne
nach irgend welchem Prinzip herausgegriffene Beispiele geschieht. Ich habe
1877 in einem Vortrage vor der Miinchener Naturforscherversammlung?)
darauf hingewiesen, dal sich die simtlichen hier in Betracht kommenden
Fléachenformen auseinander durch Kontinuitit ableiten lassen®).

[Man iiberlege zu dem Zwecke, daB die Komplexfliche nicht nur, wie es bei
Pliicker geschieht, als Umhiillungsgebilde derjenigen einem bestimmten Komplex
zweiten Grades angehorigen Geraden angesehen werden kann, welche eine feste Gerade
schneiden, sondern gleich der allgemeinen K umm erschen Fliche als Singularititenfliche
je einer Schar von Komplexen zweiten Grades, die durch ein bestimmtes System
von Elementarteilern definiert ist. [Siehe die Ausfilhrungen bei Ad. Weiler in Bd. 6
der Math. Annalen (1873).] Alle diese Scharen bilden aber, gemifi der Andeutung,
die in Bd. 1 dieser Ges. Abhandl., S. 4 gegeben ist, ein Kontinuum.

Ich mache hier gern noch einige Angaben iiber die einschligigen topologischen
Verhiltnisse, die freilich mit voller Lebendigkeit nur an den Modellen selbst erfaBt
werden konnen. Vor allem muB man sich daran gewdhnen, daB zwei Stiicke einer
Figur, die nach entgegengesetzten Richtungen ins Unendliche laufen, gema8 projektiver
Auffassung im Unendlichen zusammenhiingen und insofern als ein Stiick anzusehen
sind. Ich gebe nun zunichst eine schematische Darstellung der Doppelgeraden von
Modell 2, bez. ihrer nichsten Umgebung:

Fig. 1.

%) [Amtlicher Bericht S. 95.]
%) [Der im Original hier noch folgende Passus wurde als ungenau beim Wieder-
abdruck weggelassen. An seine Stelle tritt der folgende ausfiihrliche Zusatz.]



XXXIV. Modelle zur Theorie der Linienkomplexe. 9

Gemif der gerade getroffenen Verabredung wird man die hiermit gemeinten Verhilt-
nisse so schildern: Die Doppelgerade zerfillt in vier Segmente, von denen die beiden mit
R bezeichneten Durchschnitte reeller Schalen der Fliche sind, wihrend die mit ¢ be-
zeichneten isoliert verlaufen. Diese ganze Anordnung entsteht nun als Grenzlage einer
Aufeinanderfolge von sechs Stiicken einer Kummerschen Fliche vom Typus 1, wie sie
durch folgende Figur gekennzeichnet sein soll:

Fig. 2.

(Ich habe der Deutlichkeit halber noch die Buchstaben a und b zugesetzt, um die
im Unendlichen zusammenhidngenden Teile zu kennzeichnen.) Man sieht: jedes Stiick
R der Doppelgeiaden von Modell 2 entsteht dadurch, daB sich zwei Stiicke der all-
gemeinen Fliche lings der Doppelgeraden verschmelzen, jedes Stiick 7 aber dadurch,
daB ein Stiick der allgemeinen Fliche zu einem geradlinigen Segmente zusammen-
schrumpft. — Hat man dies klar erfaft, so modge man
das Modell 3 aus 2, schlieBlich 4 aus 3 durch einen weiteren
Grenziibergang ableiten. —
Dabei handelt es sich nur erst um die ersten Bei-
spiele der Grenzprozesse, welche die Gesamtheit der bei
den Komplexflichen, bez. Kummerschen Flachen auf-
tretenden G estalten miteinander verkniipfen. Eine Aus-
fiihrung ins einzelne wiirde schlieflich in eine ermiidende
Aufzihlung auslaufen. Daher sei hier nur darauf auf
merksam gemacht, da Rohn in den Math. Annalen,
Bd. 18 (1881) eine sehr iibersichtliche Methode gegeben
hat, um zunichst einmal die simtlichen Gestalten Kum-
merscher Flichen, die keine mehrfachen Geraden ent-
halten, zu iiberblicken. Man gewinnt diese Flidchen simt-
lich (ihren allgemeinen topologischen Verhéltnissen nach)
aus doppeltzihlenden Flichen zweiten Grades. Will man
den Typus des Modelles 1 bekommen, 50 hat man die F,
geradlinig zu wihlen und durch vier reelle Erzeugende
der ersten und vier ebensolche Erzeugende der zweiten
Art in 16 Vierecke zu zerlegen, die man abwechselnd
doppelt iberdeckt denkt, bez. freiliBlt, wie dies neben- Fig. 3.
stehende Figur®) erldutert. (Jeder schraffierte Flichen-
teil bedeutet ein flachgedriicktes Stiick der allgemeinen K ummerschen Fliche. Man
hat im ganzen acht solcher ,tetraederférmiger* Stiicke, die alles in allem in 16 Doppel-

%) Ich entnehme diese der S. 29 meines Evanston Colloquium (dessen 4. Vortrag
sich allgemein mit der reellen Gestalt algebraischer Kurven und Flichen beschaftigte).
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punkten zusammenstoBen.) Die sonstigen Typen der Kummerschen Fliche olne
Doppellinien erhdlt man, wenn man die in der Figur benutzten Erzeugenden nach
Belieben imagindr nimmt, ev. auch die Fliche zweiten Grades als nicht geradlinig
voraussetzt.

Die Grundlage dieser schonen Veranschaulichung ist die Theorie der sechs bei einer
Kummerschen Fliche auftretenden linearen Fundamentalkomplexe, bez. der zehn durch
sie bestimmten Fundamentalflichen zweiten Grades (Bd. 1 dieser Ges. Abhandl.,
S. 58—68). Von den Fundamentalkomplexen konnen 0, 2, 4, 6 paarweise konjugiert
imagindr sein, immer werden sich unter den Fundamentalflichen reelle befinden. Nun
ist, nach Vorgabe der sechs Fundamentalkomplexe, die Kummersche Fliche voll-
kommen bestimmt, wenn man irgend einen Raumpunkt als einen ihrer Doppelpunkte
nimmt. Man hat diesen Punkt nur wandern zu lassen, bis er auf eine der reellen Fun-
damentalflichen zweiten Grades riickt, um die Kummersche Fliche kontinuierlich in
die doppeltzihlende F, iiberzufithren, wobei sich im einzelnen die durch die vor-
stehende Figur erlduterten Verhéltnisse einstellen. Alles Nihere wolle man in der
Abhandlung von Rohn vergleichen.

Im iibrigen fiige ich gern zu, dafl man sich nun auch die Gesamtverteilung der
geraden Linien der zu einem solchen Grenzfall der Kummerschen Flidche gehorigen
einfach unendlich vielen Komplexe zweiten Grades anschaulich klar machen kann.
Man hat zu dem Zwecke nur auf die Entwicklungen von Segre in Bd. 23 der Math.
Annalen (1883) (Note sur les complexes quadratiques dont la surface singuliére est
une surface du 2° degré double) zuriickzugehen. Um einen der Komplexe zu kon-
struieren, greifen wir — sagen wir bei der vorstehenden Figur — die vier Geraden
der einen Erzeugung, die wir jetzt, mit Segre, r,, 7, 75, , nennen wollen, heraus.
Wir zeichnen ferner in einer beliebigen Ebene, welche die 7., 7,, 73, 7, in den Punkten
Q15 05, 03, 0, treffen moge, als eine erste dem gesuchten Komplex angehorige Kurve
irgendeinen durch g,, 0,, 9;, o, hindurchgehenden Kegelschnitt. Die vier Tangenten,
welche dieser Kegelschnitt in den Punkten p,; 0,, 05, 0, besitzt, sind ,singuldre Linien®
des zu konstruierenden Komplexes. Sie migen die Ausgangsfliche zweiten Grades zum
zweiten Male bez. in o/, of, of, o/ schneiden. Durch diese Punkte laufen auf der
Ausgangsfliche vier Erzeugende, welche mit r,, 7,, 75, 7, zu derselben Art gehéren,
sie mogen (wieder in Ubereinstimmung mit Segre) mit »/, »{, rJ, v/ bezeichnet sein.
Nun ist die Sache die, daf fiir den zu konstruierenden Komplex, der in einer beliebigen
Ebene gelegene Komplexkegelschnitt sofort angegeben werden kann. Es ist einfach der-
Jenige Kegelschnitt der vorzugebenden Ebene, welcher die Erzeugenden ry, vy, vy, v, trifft,
und ibrigens in diesen vier Punkten Tangenten hat, die bez. v{, v, r}, r{ schneiden.

Der Komplex wird gestaltlich erfaBt, indem man die Gesamtheit seiner in den
verschiedenen Ebenen gelegenen Komplexkurven konstruiert denkt. Es scheint nicht
unmoglich, die damit gewonnene Vorstellung fiir den Fall, daB sich aus der Funda-
mentalfliche zweiten Grades eine zunichst ganz nahe dazu gelegene eigentliche Kum-
m ersche Fliche entwickelt, wenigstens einigermafBen festzuhalten. Eine beliebige Ebene
des Raumes wird diese Kummersche Fliche (entsprechend den schraffierten Teilen
der Fundamentalfliche zweiten Grades, welche sie durchsetzt) in vier zunéchst sehr
flachgedriickten Ovalen schneiden. Nun ist als Komplexkegelschnitt in dieser Ebene
ein Kegelschnitt zu suchen, der diese vier Ovale (jedes einmal) berithrt und iibrigens
dem Kegelschnitt des soeben besprochenen besonderen Falles nahe liegt. K.]



XXXYV. Uber Flichen dritter Ordnung').

[Math. Annalen, Bd. 6 (1873).]

Wenn eine Kurve mit Doppelpunkten gezeichnet vorliegt, so kann
man aus ihr Kurven derselben Ordnung ohne Doppelpunkt oder mit weniger
Doppelpunkten schematisch ableiten, indem man die in den Doppelpunkten
oder einigen derselben zusammenstoBenden Kurveniste durch dhnlich ver-
laufende, sich nicht treffende ersetzt. Nach diesem ebenso einfachen als
fruchtbaren Prinzip®) erhdlt man z B. ohne weiteres die heiden Grund-
formen der ebenen Kurven dritter Ordnung, wenn man von der Kurve
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte ausgeht und letzteren in dem
einen oder anderen Sinne auflost; man erhdlt Beispiele von Kurven be-
liebiger Ordnung, wenn man als besondere Kurve eine solche zeichnet,
die in lauter gerade Linien zerfallen ist, und auf deren Doppelpunkte den
bewuliten Prozel anwendet.

Ein ahnliches Verfahren ist im Raume anwendbar, wenn es sich darum
handelt, von den Flichen héherer Ordnung eine Anschauung zu gewinnen.
Man konstruiert eine besondere Fliche derselben Ordnung, die mit einzelnen
Knotenpunkten oder auch mit Doppelkurven behaftet sein mag, und leitet
aus ihr eine allgemeinere dadurch ab, daB man die an die singuldren Stellen
hinantretenden Flichenteile durch #hnlich verlaufende ersetzt®).

1) Vgl. eine vorliufige Mitteilung in den Berichten der physikalisch-medizinischen
Sozietdt zu Erlangen. Sitzung vom 5. Mai 1873. [Siehe auBerdem eine zweite Mitteilung,
ebenda vom 23. Juni 1873.]

2) Wer dieses Prinzip zuerst verwertet hat, 148t sich bei dessen groBer Selbst-
verstindlichkeit wohl kaum feststellen. Dem Verf. ist dasselbe, sowie namentlich das
Beispiel der Erzeugung einer Kurve n-ter Ordnung aus n geraden Linien, von Pliicker
her bekannt: vgl. z. B. dessen Theorie der algebraischen Kurven (1839), in welcher
fortwihrend dhnliche Uberlegungen angewandt werden.

% Fast noch interessanter sind die Anwendungen, die man von demselben Prinzipe
in dualistischem Sinne auf Kurven oder Flichen gegebener Ilasse machen kann, .da
man von den bei diesen Kurven und Flichen auftretenden Gestalten seither nur erst
eine sehr unvollkommene Kenntnis hat. Man hat sich an der Erkenntnis, dal bei diesen
Gebilden alles in dualistischem Sinne gerade so ist, wie bei den Gebilden der betreffenden
Ordnung, seither wohl zu sehr genagen lassen und ist nur zu wenig zu einem kon-
kreten Erfassen der damit bezeichneten wirklichen Verhdltnisse durchgedrungen.



12 Anschauliche Geometrie.

Indem ich auf diese Art versuchte, mir eine gréflere Zahl von Flachen
dritter Ordnung zu konstruieren, bemerkte ich, daBl die Methode bei ihnen,
wie bei den Kurven dritter Ordnung, fast ohne weiteres iberhaupt alle
Gestalten ergibt. Ich gehe dabei von der Flache dritter Ordnung mit vier
reellen Knotenpunkten als speziellem Falle aus. Eine solche Fliche ist
leicht herzustellen, da sie vollstindig bestimmt ist, wenn man das durch
die Knotenpunkte gebildete Tetraeder und die Ebene der drei auf der
Fliche verlaufenden einfachen Geraden beliebig annimmt (vgl. die Be-
schreibung eines Modells, das Herr Neesen [fiir mich]| angefertigt hatte.
Gott. Nachrichten, Aug. 1872, sowie § 1 des Folgenden). Uberdies hat
die Flache fiir den hier vorliegenden Zweck den Vorzug, dall sie nur in
einer Art existiert, indem jede solche Fliche in jede andere durch reelle
Kollineation iibergefiihrt werden kann, daB ferner ihre Knotenpunkte unter-
einander gleichwertig sind, weil die Fliche Kollineationen in sich selbst
besitzt, vermoge deren sich die Knotenpunkte beliebig vertauschen lassen.

Einen Knotenpunkt mit reellem Tangentenkegel kann man in zwei
wesentlich unterschiedenen Weisen auflosen. Entweder man wertindet die
in demselben zusammenstofBenden Flichenteile, so daB in der neuen Fliche
an Stelle des Knotenpunktes ein diinner Ast mit hyperbolischer Kriimmung
sich findet, oder man #fremnt dieselben voneinander, so dafl in der neuen
Fliche zwel verschiedene Flichenteile mit elliptischer Kiiimmung einander
gegeniiber stehen. Am deutlichsten sind die beiden Prozesse vorzustellen,
wenn man den reellen Kegel zweiter Ordnung als Ubergangsfall zwischen
einem einschaligen und einem zweischaligen Hyperboloide auffaft.

Diese beiden Prozesse kann man nun an jedem der vier Knotenpunkte
der zugrunde gelegten Flidche beliebig anwenden. Man erhilt dadurch
eine Reihe von Flidchen mit weniger als vier Knotenpunkten, insbesondere
von Flichen ohne Knotenpunkt. Und es soll nun im folgenden gezeigt
werden, daf8 durch die so erzeugten Fldchen die Fldchen mit reellen
Knotenpunkten, insbesondere diejenigen ohne Knotenpunkt in gewissem
Sinne vollstindig reprdsentiert sind*). Wenn wir bei diesen Erérterungen
uns auf solche Fléchen beschridnken, welche getrennte konische Knoten-
punkte oder gelegentlich einfache biplanare Punkte besitzen, und auch bei
diesen nur solche Fille berticksichtigen, in denen die singuldren Punkte
reell sind, so geschieht es der Ubersichtlichkeit wegen: die Flichen mit
hoheren biplanaren Punkten oder uniplanaren Punkten, sowie die Fldchen
mit imaginéren Singularitdten lassen sich aus den im folgenden allein be-
trachteten ebenfalls durch kontinuierliche Anderung der Gestalt in durch-
aus anschaulicher Weise gewinnen.

%) [So habe ich es schon an der zitierten Stelle in den Géttinger Nachrichten von
1872 ausgesprochen. K.]
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Die Einteilung der Fldchen dritter Ordnung nach ihrer Gestalt, wie
sie sich aus diesen Betrachtungen ergibt, fallt fiir die Flichen ohne Knoten
genau mit derjenigen zusammen, welche Schl&dfli nach der Realitdt der
geraden Linien getroffen hat®), wihrend sie sich fiir die Flichen mit Knoten-
punkten in dieselbe zum mindesten einordnet. Der Grand fiir diese Uber-
einstimmung liegt, ganz allgemein gesagt, darin, da8 bei den Flachen dritter
Ordnung das Zusammenfallen von Geraden und das Auftreten von Knoten-
punkten gegenseitig aneinander gekniipft sind. Aus demselben Grunde
stimmen die Flachen der von uns unterschiedenen Arten auch noch mit Be-
zug auf andere Eigenschaften iiberein. Es geniigt dann immer, diese Eigen-
schaften an einer einzelnen moglichst bequem gewahlten Flache zu verfolgen.

In diesem Sinne sollen in den §§ 10—14 die Flichen mit 27 reellen
Greraden einer naheren Untersuchung unterworfen werden. Unter der grofien
Reihe gemeinsamer Eigenschaften gerade dieser Flichen sei vor allem hervor-
gehoben, dall dieselben immer ein reelles Pentaeder besitzen, dessen Seiten-
flichen sich nidherungsweise angeben lassen, wenn die 27 Geraden als be-
kannt vorausgesetzt werden. Es sind hierdurch die Gleichung fiinften Grades,
von der die Pentaederebenen abhingen, und die Gleichung 27. Grades,
welche die Linien bestimmt, in eine sehr merkwiirdige Beziehung gesetzt.

Die Bestimmung der Gestalten aller Flachen dritten Grades mag als
Beitrag zu einer allgemeinen Theorie aufgefafit werden, welche von den
Gestalten algebraischer Fldchen iiberhaupt handelt. Es sind mit Bezug
auf letztere in § 15 einige sich leicht darbietende Satze aufgestellt worden.
Sodann erdrtere ich in den letzten Paragraphen gewisse Beziehungen, welche
diese Untersuchungen zu der sog. Analysis situs besitzen.

In einer neueren Arbeit®) hat ndmlich Herr Schléfli, ausgehend von
der Fliche dritten Grades ohne Kuoten, die in zwei getrennte Teile zer-
fallen ist (nach seiner, wie nach der im folgenden eingehaltenen Aufzéhlung,
die fiinfte Art), die iibrigen Flachen ohne Knoten nach ihrem Zusammen-
hange im Riemannschen Sinne untersucht.

Eine Anwendung der Riemannschen Vorstellungen auf Gebilde der
projektivischen Geometrie scheint mir wegen der verschiedenartigen Auf-
fassung des Unendlich-Weiten, die man in den gewdhnlichen Untersuchungen
der Analysis situs einerseits, in der projektivischen Geometrie andererseits
zugrunde legt, nicht ohne vorherige Erdrterung einer Reihe fundamentaler
Punkte gestattet, die ich bei dieser Gelegenheit wenigstens habe bezeichnen
wollen, wenn ich auch [noch] nicht imstande war, dieselben zu erledigen.

% On the Distribution of Surfaces of the Third Order into Species ete. Philo-
sophical Transactions, Bd. 153 (1863), S. 193 ff.

% Quand’ ¢ che dalla superficie generale di terz’ ordine si stacca una parte che non
sia realmente segata da ogni piano rea'e? Annali di Mat., Sor. IT, t. 5 (1872/73), p. 289.
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§ 1.

Uber ein Modell einer Fliche dritter Ordnung mit vier reellen
Knotenpunkten.

Die Eigenschaften der Flichen dritter Ordnung mit vier Knotenpunkten
sind in neuerer Zeit wiederholt untersucht worden, so dafl sie als wesent-
lich bekannt vorausgesetzt werden diirfen. Es sei daher nur an die Lage
der 27 Geraden der Fliche erinnert. Von denselben fallen 24 in die als
Gerade der Fliche vierfach zdhlenden Kanten des Knotenpunkttetraeders.
Die drei iibrigen liegen in einer beliebig anzunehmenden Ebene und bilden
die Diagonalen des Vierseits, in welchem dieselbe von den Tetraeder-
flichen geschnitten wird.

Es mogen jetzt die vier Knotenpunkte inshesondere reell vorausgesetzt
sein. Dann besteht die Fliche, von der durch das Unendlich-Ferne er-
folgenden Trennung abgesehen, aus zwei zusammenhéngenden Teilen, welche
nur in den vier Knotenpunkten zusammenstoBen. Von denselben ist der
eine nirgends hyperbolisch, der andere nirgends elliptisch gekriimmt. Denn
die parabolische Kurve der Flache besteht doppeltzdhlend aus den sechs
Tetraederkanten, und es wird also ein Ubergang von elliptischer zu hyper-
bolischer Kriimmung nur beim Durchsetzen eines Knotenpunktes, nicht
beim Uberschreiten der parabolischen Kurve stattfinden.

Um eine konkrete Anschauung von der Gestalt, welche eine solche
Flache besitzt, zu vermitteln, sei hier die Beschreibung eines Gipsmodells
derselben gegeben, das Herr Weiler auf meinen Wunsch anfertigte, und
auf welches sich die ebenfalls von Herrn Weiler entworfene Zeichnung
in Fig. 1 bezieht. Die vier Knotenpunkte bilden in demselben ein gleich-
seitiges Tetraeder, dessen eine Seitenfliche horizontal gestellt und nach
oben gekehrt ist. Der elliptische Teil der Flache fallt nahe mit dem von
den vier Knoten begrenzten endlichen Tetraeder zusammen und weicht
nur dadurch von demselben ab, daf statt der ebenen Begrenzungen konvexe
Partien auftreten. Der hyperbolische Teil setzt sich nach aullen an die
vier Knotenpunkte an und breitet sich von diesen ab wesentlich horizontal
aus, so dall er die unendlich {ferne Ebene in einem symmetrischen Kurven-
zuge schneidet, der drei auf einer Horizontalen gelegene Wendungen besitzt.
Durch diese Symmetrieverhéltnisse ist ersichtlich der untere Knotenpunkt,
wiewohl nicht in projektivischem Sinne, ausgezeichnet. Weiter unterhalb
desselben, um die Hoéhe des Knotenpunkttetraeders von ihm entfernt, be-
findet sich in horizontaler Lage die Ebene der einfach zahlenden Geraden;
die geraden Linien in ihr bilden ein gleichseitiges Dreieck.

Es wurde bereits hervorgehoben, daf die Fliche dritter Ordnung mit
vier reellen Knotenpunkten fiir die projektivische Auffassung nur eine Art
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darstellt, und in diesem Sinne reprisentiert das geschilderte Modell also
alle derartigen Flichen. Die raumliche Anschauung 16st sich aber nur schwer

Fig. 1.

von der gewohnlichen Weise ab, fiir welche das Unendlich-Weite seine be-
sondere Geltung beansprucht. Insofern ist es nicht gleichgiiltig, dafl in dem
Modelle gerade ein Fall dargestellt ist, in welchem die unendlich ferne
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Ebene nur den hyperbolischen Teil der Fliche, und zwar nach einer Kurve
ohne Oval schneidet. Es werden dadurch gewisse charakteristische Uber-
ginge, deren Betrachtung im folgenden notwendig wird, besonders anschau-
lich, indem sie ihren Einfluf nur auf ganz im Endlichen gelegene Partien
der Fliche erstrecken. Das in der Einleitung erwéhnte [von Herrn Neesen
angefertigte] Modell hatte einen anderen Fall zur Anschauung gebracht
(das Unendlich-Weite ist bel ihm eine auch ganz auf dem hyperbolischen
Teile gelegene Kurve, aber mit Oval); bei ihm sind die beziiglichen Ver-
hiltnisse nicht so leicht zu verfolgen.

§ 2.

Ableitung neuer Flichen aus der Fliche mit vier reellen Knoten.

An jedem der vier Knotenpunkte des Modells mag man nun den
ProzeB des Verbindens oder des Trennens, wie er in der Einleitung ge-
schildert wurde, anbringen. Da die vier Knotenpunkte projektivisch unter-
einander gleichberechtigt sind, auch keine ihrer Gruppierungen zu zwei,
drel ausgezeichnet ist, so wird es nur auf die Zahl der Knotenpunkte an-
kommen, die von dem einen oder anderen Prozesse betroffen werden, und
wir konnen die bez. Knotenpunkte in jedem Falle den Symmetrieverhalt-
nissen der Flache mdoglichst entsprechend wéhlen.

Soll insbesondere (und dieser Fall allein wird im folgenden spezieller
erortert, um an ihm das Verhalten der Flichen beim Auftreten biplanarer
Punkte allgemein zu charakterisieren) nur ein Knotenpunkt aufgelést werden,
so wiahlen wir den unteren. Die beiden so hervorgehenden Fldchen mit
drei Knoten mogen mit I und II bezeichne sein, je nachdem ler Prozel3
des Verbindens oder des Trennens angewandt wurde. Oder, wenn die beiden
Prozesse allgemein durch - und — bezeichnet werden, so wird man das
Schema haben:

I+
I —.

Von Flachen mit zwei Knoten erhalten wir drei Arten, die beziiglich
durch:

T4
I+ —
I — —

bezeichnet sein sollen.
Flachen mit einem Knoten gibt es vier:

I 44+
I 4+ —
Il — —
v — — —

3
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endlich von Flichen ohne Knoten fiinf:

I+ +
I - 4+ —
I 4+
W+ —— —
Vo — .

Es ist ersichtlich, daB die letzterzeugten fiinf Flachen mit Ausnahme
der fiinften aus einem iiberall zusammenhingenden Teile bestehen; die
Flache V enthilt zwei getrennte Teile.

Aus diesen Fliachen sollen nun noch weitere abgeleitet werden, indem
man sich einen oder einige der vorhandenen Knotenpunkte durch die beplanare
Form hindurch &ndern 148t, sofern dies méglich ist. Hierzu wird aber die
Betrachtung eines biplanaren Knotens an sich und des Ubergangs einer
Flache mit gewdhnlichem Knoten in eine solche mit biplanarem Knoten
iiberhaupt erforderlich.

§ 3.
Uber Flichen mit biplanarem Knoten®).

Der Kegel zweiter Ordnung, der von den Tangenten in einem biplanaren
Knoten einer Fliche gebildet wird, ist in ein Ebenenpaar ausgeartet. Dieses
Ebenenpaar kann reell oder imagindr sein. Jedenfalls ist der Durchschnitt
der beiden Ebenen, die Achse des biplanaren Punktes, wie er genannt sein
mag, reell. Wéhrend eine durch den biplanaren Punkt beliebig durchgelegte
Ebene die Fliche in einer Kurve mit Doppelpunkt trifft, ist die Durch-
schnittskurve der Fldche mit einer durch die Achse gehenden Ebene eine
Kurve mit Spitze, deren Tangente eben die Achse ist.

Sind nun die beiden ausgezeichneten Ebenen imaginidr, so ist diese
Spitze fir alle derartigen Ebenen gleich gerichtet. Die Fliche hat in der
Nihe des biplanaren Punktes eine Gestalt, wie wenn sie durch Rotation
einer Kurve mit Spitze um deren Tangente entstanden wére.

Bei dem biplanaren Punkte hingegen, der reelle Ebenen besitzt, ist
die Spitze der ausgeschnittenen Kurve verschieden gerichtet, je nachdem
die gewidhlté Ebene dem einen oder anderen Winkelraume angehort, der
durch die beiden ausgezeichneten Ebenen begrenzt wird. Der Ubergang
von der einen zur anderen Lage findet in den ausgezeichneten Ebenen
statt, welche ihrerseits die Fliche nach einer Kurve mit dreifachem Punkte
schneiden. KEs sind hierbei wiederum zwei Fille zu unterscheiden, die

%) Vgl. hierzu die Erorterung, die Schldfli gibt: Philosophical Transactions.
1863. 8. 207.

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. IL 2
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freilich den Zusammenhang der Fliche in der Nahe des singuldren Punktes
nicht wesentlich beeinflussen. Der dreifache Punkt der Schnittkurve hat
namlich entweder nur einen reellen Ast oder er hat drei reelle Aste. Die

Fig. 2a. Fig. 2b.

beiden Fille (eigentlich sind drei Fille biplanarer Punkte mit reellen Ebenen
zu unterscheiden, da die einzelne Ebene unabhingig von der anderen beide

Y
) C

BING
A

Fig. 3a. Fig. 3b.

Arten des Ubergangs zeigen kann) sind in Fig. 2 und 8 zur Anschauung ge-
bracht. In dem ersten Falle (Fig. 2a und 2b) wird die Spitze der Durchschnitts-
kurve, welche eine durch die Achse gelegte Ebene mit der Fliche gemein
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hat, immer flacher, sowie man die Ebene der ausgezeichneten Lage nihert,
d. h. die in der Spitze zusammenstofenden Aste der Kurve biegen sich
immer rascher voneinander weg. An der Grenze sind die beiden Aste der
eine in die Verlingerung des anderen iibergegangen, die Spitze selbst ist
verschwunden. Bewegt man die schneidende Ebene iiber die Grenzlage
hinaus, so erscheint die Spitze wieder, aber nun nach der anderen Seite ge-
richtet. In dem zweiten Falle (Fig. 3a und 3b) ist der Ubergang ganz anders.
Wenn sich die schneidende Ebene der Grenzlage ndhert, so treten an die
Spitze zwei weitere Aste der Durchschnittskurve hinan. An der Grenze
entsteht aus der Verschmelzung derselben mit der Spitze der dreifache
Punkt in der Weise, daBl die Spitze die Hilften zweier Aste des drei-
fachen Punktes geliefert hat. Hernach 16st sich der dreifache Punkt in
entsprechender Weise, aber in umgekehrtem Sinne wieder auf®).

Unabhéngig von diesem Unterschiede hat der biplanare Punkt mit
reellen Ebenen ersichtlich die Eigenschaft, da8 man auf der Fliche von
jedem Punkt in der Ndihe des biplanaren zu jedem anderen benachbarten
gelangen kann, ohne den biplanaren Punkt zu durchsefzen; wir werden
sogleich auf diesen Unterschied zuriickkommen.

§ 4.
Ableitung des biplanaren Knoten aus dem konischen.

Betrachten wir jetzt, wie eine Fliche mit biplanarem Knoten aus
einer mit gewohnlichem Knoten hervorgehen kann.
Beim biplanaren Punkte mit imagindren Ebenen ist das leicht er-

Fig. 4a bis c.

sichtlich. Eine ebene Kurve mit Spitze ist der Ubergang zwischen einem
isolierten Knoten, an den sich ein Kurvenzug mit zwei Wendungen heran-
zieht, und einem nicht isolierten Knoten, der eine kleine geschlossene
Schleife besitzt (Fig. 4a bis ¢). Die mit dem biplanaren Punkte versehene
Fliche bildet den Ubergang zwischen einer Fliche mit isoliertem und einer

8) [Wegen des dritten hier nicht erlauterten Falles sowie wegen weiterer Einzel-
heiten vgl. den unten folgenden Zusatz I.]

2%
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Flache mit nicht isoliertem Knoten, wie sie aus den bez. Kurven durch Ro-
tation um die Symmetrieachse hervorgehen.

Beim biplanaren Punkte mit reellen Ebenen ist der Ubergang der
folgende. Die Fldche mit Knoten muf3 hier die eben hervorgehobene Eigen-
schaft des Zusammenhangs um den singuldren Punkt herum ebenfalls
besitzen. Sie ist daher folgendermafien gestaltet (Fig. 5). Durch die
Achse des spiteren biplanaren Punktes lege man schneidende Ebenen. Die-
selben schneiden zum Teil in einer Kurve mit isoliertem Punkte, zum anderen
Teil in einer Kurve mit nicht isoliertem Knotenpunkte, aber kleiner Schleife.
Stellt man die Fliche so, wie in der Zeichnung geschehen ist, dal sich die
Kurven der ersten Art wesentlich nach unten erstrecken, so erstrecken sich

Fig. 5.

die Kurven der zweiten Art (abgesehen von der kleinen Schleife) wesentlich
nach oben. Unterhalb des Knotens befindet sich daher, wie in der beige-
gebenen Figur zu sehen, eine Art kleiner Offnung der Fliche. Zieht sich die-
selbe vollends zusammen, so hat man den biplanaren Punkt. Andert sich
die Fliche weiter, so tritt diese Offnung wieder auf, aber nun oberhalb des
Punktes und um einen rechten Winkel gedreht. Beim Durchgange durch
den biplanaren Punkt reproduzieren sich also die an die singuldre Stelle
angrenzenden Flichenteile nur tn anderer Anordnung; sie scheinen [wie
man auch sagen kann, 180° um die Schnittlinien der Tangentialebenen
mit der gegen die Achse senkrechien Ebene gedreht ].

Auf die Knotenpunkte der beiden Flachen, welche sonach den Flichen,
die einen biplanaren Punkt mit reellen Ebenen besitzen, benachbart er-
scheinen, wende man jetzt die zur Verfiigung stehenden Anderungsprozesse
des Verbindens oder Trennens an. Man erhdlt dann ersichtlich bei beiden
Flachen die nidmlichen Resultate, wie sie in Fig. 6 und 7 dargestellt sind.

Etwas ganz Ahnliches findet in dem Falle statt, da man es mit
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einem biplanaren Punkte mit imaginéren Ebenen zu tun hat. Wendet man
auf die Fliche mit nicht isoliertem Knoten, die der Fliche mit biplanarem
Knoten benachbart ist, die Prozesse des Verbindens oder Trennens an, so
erhilt man dasselbe Resultat, als wenn man bei der Fliche mit isoliertem

Fig. 6.

Knoten diesen Knoten die Anderungen eingehen 1aft, deren er fihig ist,
d. h. wenn man ihn entweder ganz verschwinden oder in eine kleine Kugel
itbergehen 148t.

Fig. 7.

Als Resultat dieser Uberlegungen mégen wir also folgendes hinstellen:

Eine Fliche mit biplanarem Knoten bildet den Ubergang zwischen
zwet Flichen mit gewohnlichem Knoten [die moglicherweise verschiedenen
Arten angehoren]; wendet man aber auf diese Knoten die beiden n
jedem Falle zuldssigen Auflosungsprozesse an, so sind die Resultate bes
beiden Fldchen dieselben.
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§ 5.
Ableitung weiterer Flichen dritter Ordnung.

Aus den in § 2 aufgestellten Flichen sollen jetzt weitere abgeleitet
werden, indem man die einzelnen Knotenpunkte, sofern es moglich ist,
sich durch die biplanare Form hindurch &ndern 14Bt. Betrachten wir zu
dem Zwecke die einzelnen Flachen genauer.

Ein Durchgang durch einen biplanaren Knoten mit imaginéiren Ebenen
kann ersichtlich so lange nicht stattfinden, als noch ein anderer Knoten
vorhanden ist. Denn die Verbindungslinie beider Knoten wiirde der Fliche
ganz angehoren, wahrend doch durch einen biplanaren Punkt mit imaginéren
Ebenen niemals eine reelle Gerade hindurchgehen kann. Aber unter den
Flichen mit einem Knoten hat nur IV eine solche Gestalt, wie sie behufs
des gedachten Uberganges notwendig ist. Diese Fliche IV kann wirklich
einen biplanaren Knotenpunkt der gemeinten Art erhalten; &ndert sie sich
durch diesen hindurch, so gibt es eine Fliche IV’ mit isoliertem Knoten, die
als neue Fliche den vier mit einem reellen Knoten hinzugefiigt werden mag.

Ein Durchgang durch einen biplanaren Knoten |mit reellen Ebenen
setzt ebenfalls, nach § 4, eine gewisse Art des Zusammenhangs bei der
urspriinglichen Flache voraus. Betrachten wir, statt aller anderen, die
beiden Flichen I und I mit drei Knoten. Bei II ist ein solcher Uber-
gang ersichtlich nicht moglich, weil die in einem Knoten zusammen-
stoBenden Flidchenteile weiter keinen Zusammenhang zeigen. Anders bei 1.
Hier konnen sich sdmtliche drei Knoten durch die biplanare Form hindurch
dndern und das [kann], je nachdem es bei 1, 2, 3 Knoten geschieht, drei
neue Arten mit drei Knoten [geben]:

]’, III, _ll”'

Bei den Flichen mit zwei Knoten stellen sich die Verhdltnisse so:
Im Falle 711 ist keinerlei Ubergang durch eine biplanare Form méglich.
Bei 17 und I finden Uberginge statt [die zu neuen Arten Anla geben
konnen]. Ebenso [konnen] die Félle I, II, III der Flichen mit einem
Knoten eine Reihe neuer Formen [ergeben]; der Fall IV, der eben schon
die Fliche mit isoliertem Punkte ergeben hat, liefert hier keinen Beitrag®).

Wenn man an den Knotenpunkten der so erhaltenen neuen Flidchen
nunmehr die beiden gestatteten Anderungsprozesse anbringt, so erhalt man
nach dem SchluBsatze des § 4 nichts Neues. Auf die Flichen ohne Knoten-
punkt insbesondere ist also die Anderung der vorangehenden Flichen durch
die Formen mit biplanaren Knoten hindurch ohne EinfluB.

9 [Hinsichtlich aller hier aufgezihlten Moglichkeiten sei auf den unten folgen-
den Zusatz I verwiesen. ]
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§ 6.

Die abgeleiteten Flichen erschopfen alle Flichen dritten Grades mit
reellen konischen Knotenpunkten.

Ich behaupte nun, daB die abgeleiteten Flichen alle Flichen mit drei,
zwei, einem reellen konischen Knoten bez. ohne Knoten reprisentieren.
Der Sinn dieser Behauptung mufl durch nédhere Umgrenzung des Artbegriffs
zundchst prazisiert werden. Ich rechne zu derselben Art solche Flichen,
welche durch allméhliche Anderung ihrer Konstanten so ineinander iiber-
geleitet werden konnen, daB wihrend des ganzen Anderungsprozesses kein
neuer oder kein h¢herer singuldrer Punkt auftritt. [Alle reellen Kolli-
neationen mit positiver Determinante haben die Eigenschaft, durch Wieder-
holung unendlich kleiner reeller Kollineationen ableitbar zu sein. Es ge-
horen demnach auch solche Fldachen dritter Ordnung zu derselben Art,
welche durch solche reelle Kollineationen, die den Sinn eines beliebigen
Tetraeders nicht &ndern, ineinander iibergehen.

Es konnte nun scheinen, daB zwei Flidchen, welche spiegelbildlich von-
einander verschieden sind, nicht zu derselben Art gehoren. Dem ist aber
im allgemeinen nicht so. Die Fliche mit vier reellen Knoten, mit der
wir unsere Entwicklung begannen, geht ndmlich durch eine Anzahl Spiege-
lungen in sich selbst iiber. Entsprechend gibt es unter den aus ihr von
uns abgeleiteten Flichen der meisten Arten, die wir betrachteten, solche,
die sich selbst spiegelbildlich gleich sind. Sie bilden den natiirlichen Uber-
gang jedesmal zwischen solchen Flichen, die spiegelbildlich unterschieden
sind. Wir haben daher den Satz: Gehort zu einer Art eine Fldiche, die
zu sich selbst spiegelbildlich ist, so gehort mit jeder Fliche dieser Art
auch thre spiegelbildlich verschiedene dazu.

Im einzelnen verhilt sich nun die Sache so: Bei Flichen ohne Singu-
laritdten enthélt jede Art eine zu sich spiegelbildliche Fliche; dasselbe
gilt fiir alle Flichen mit einem oder zwei oder drei reellen konischen
Knoten?).]1)

Die folgende Anschauungsweise scheint geeignet, diesen Artbegriff noch
deutlicher zu machen. Eine Fliche dritter Ordnung héngt von 19 Kon-
stanten ab. Die Gesamtheit aller Flichen dritter Ordnung (wobei nur an
Flachen mit reellen Koeffizienten gedacht sein soll) bilden also eine Mannig-

10) 'Dagegen sei schon hier erwiahnt, daB, soweit konische und gewdhnliche
biplanare Knotenpunkte in Frage kommen, nur folgende drei Typen in spiegelbildlich
verschiedene Arten zerfallen: Die Fldchen mit einem biplanaren Punkt, dessen Tangential-
ebenen nicht gleichberechtigt sind und die beiden Typen von Flichen mit einem
biplanaren und einem konischen Punkt. Vgl. Zusatz 1.]

11) [Die im Original an dieser Stelle stehenden Ausfiihrungen sind, weil sie nicht
bindend waren, beim Wiederabdruck durch vorstehenden Beweis ersetzt worden. K.]
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faltigkeit von 19 Dimensionen. In dieser Mannigfaltigkeit fiillen die Flichen
mit Knotenpunkt einen Raum von nur 18 Dimensionen aus, welcher die
ganze Mannigfaltigkeit in eine Reihe getrennter Gebiete zerlegt, so daf man
aus einem Gebiete in ein anderes nur dadurch treten kann, daB man diesen
Raum von 18 Dimensionen durchsetzt. Jedes dieser Gebiete reprdsentiert
nun eine Art von Fldchen ohne Kmnotenpunkt.

Entsprechend, wie wir jetzt bei den Flichen ohne Knoten Arten
unterschieden haben, ist bei den Flichen mit Knoten zu verfahren. Die
Mannigfaltigkeit von 18 Dimensionen z. B., wie sie durch die Flachen mit
einem Knoten vorgestellt wird, ist durch Mannigfaltigkeiten von 17 Aus-
dehnungen, die sich auf die Flichen mit zwei Knoten oder mit biplanarem
Knoten beziehen, in Gebiete zerlegt usf. Der Sinn unserer Behauptung
ist nun der, daf die von wuns abgeleiteten Flichen die iberhaupt vor-
handenen Gebiete, sofern sich dieselben nicht auf Fldchen mit hoheren
oder mit imagindren singuldren Punkien beziehen, vollstindig und jedes
nur einmal reprdsentieren?).

§ 7.
Beweis des aufgestellten Satzes.

Der Beweis des aufgestellten Satzes ergibt sich nun fast unmittelbar.
Man hat sich nur zu iiberzeugen, daB die niederen Mannigfaltigkeiten,
welche in jedem einzelnen Falle die Trennung der gerade betrachteten
Mannigfaltigkeit in Gebiete bewirken, keine anderen sein konnen, als die
ohnehin schon in Betracht gezogenen. Der Beweis dafiir rubt darin, daB
alle anderen Mannigfaltigkeiten, an die man wiirde denken kénnen, nicht
die Zahl von Dimensionen haben, die ausreicht, um eine Trennung in Ge-
biete zu begriinden. So wird z. B. die Mannigfaltigkeit von 19 Dimensionen,
die durch die Fldchen ohne Knoten représentiert ist, nur durch die Mannig-
faltigkeit der Flachen mit einem Knoten in Gebiete zerlegt werden kénnen,
nicht aber z. B. durch die der Fldchen mit zwei imagindren Knotenpunkten,
da letztere nur von 17 Konstanten abhingen. Der eigentliche tiefere Grund,
warum die Derivation aller Gestalten bei den Flachen dritter Ordnung so
einfach gelingt, wiahrend sie z. B. bei den Flidchen vierter Ordnung viel
komplizierter sein diirfte, liegt eben darin, dafl bei den Flichen hoherer
Ordnung auch Fille mit Doppelkurven usw. vorhanden sind, die von hin-
langlich vielen Konstanten abhingen, um Unterabteilungen zu begriinden.
Die Fliche dritter Ordnung mit dem Maximum der Doppelpunkte, 4, hingt

%) Die ganze Vorstellungsweise von der durch die Flachen repridsentierten Mannig-
faltigkeit, sowie der Satz iiber spiegelbildliche Flichen haben nicht nur bei Flichen
dritten Grades, sondern iiberhaupt bei Flichen hoheren Grades ihre Geltung.
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noch von 15 Konstanten ab, wihrend die Fliche mit Doppelgerade nur 12,
die Flache, welche in eine Ebene und eine Fliche zweiten Grades zerfallen
ist, auch nur 12 Konstanten hat. Bei Flichen vierter Ordnung hat die
Fliche mit dem Maximum der Knotenpunkte (die Kummersche Fliche
mit 16 Knoten) 18 Konstante; eine Fliche dagegen, die in eine F, und
eine Ebene zerfallen ist. 221%).

Noch in der folgenden, mehr anschaulichen Weise, mag man sich von
der Vollstindigkeit iiberzeugen, mit der die von uns abgeleiteten Flichen
die Fldchen dritten Grades reprisentieren.

Betrachten wir zunéchst Flachen dritten Grades mit drei reellen Knoten-
punkten. Es sei f=0 eine irgendwie gegebene Fliche der Art, so kon-
struiere man eine Fliche f’ mit vier Knoten, welche drei Knoten mit f
gemein hat, und betrachte das Biindel f 4- A’ = 0. In demselben werden
(moglicherweise) eine grofere Zahl von Flichen mit vier Knoten auftreten;
diejenige unter ihnen, welche dem kleinsten positiven oder negativen Werte
von A entspricht, heifle ¢. Awus der Fldche ¢ geht f dann hervor, indem
der vierte Knotenpunkt etnem der bewuplen beiden Prozesse unterworfen
wird, indem ferner eine beliebige Zahl der drei bleibenden Knotenpunkte
durch die biplanare Form hindurch sich dndert. Aber andere Unstetig-
keiten konnen nicht eintreten, weil dazu besondere Bedingungen zu erfiillen
wiren, die man immer als nicht erfiillt ansehen kann; die Flichen mit
drei Knoten sind also durch die von uns aufgestellten Arten erschopft.
Jetzt zeigt man dasselbe fir Flichen mit zwei Knoten, dann fiir die
Fliachen mit einem Knoten und endlich fiir die Flichen ohne Knoten, womst
dann der allgemeine Beweis erbracht ist.

§ 8.

Uber den Verlauf der geraden Linien auf den erzeugten Flichen.
Zusammenhang der gewonnenen Einteilung mit der von Sehlafli.

Den Ausgangspunkt fiir die Erzeugung aller anderen Flichen bildete die
Flache mit vier Knoten. Die Lage der geraden Linien auf ihr ist bekannt
(vgl. § 1). Wie die geraden Linien auf den abgeleiteten Flichen verteilt sind,
ergibt sich durch eine einfache Uberlegung, die nun entwickelt werden soll.

Denken wir die abgeleiteten Flidchen von der urspriinglichen Fliche
mit vier Knoten zunichst wenig verschieden. Dann werden sich die drei
einfach zahlenden Geraden der urspriinglichen Flidche auf der abgeleiteten
wiederfinden. Denn keine von ihnen kann sich mit einer anderen Geraden

%) [Beim Wiederabdruck ist der hier im Original folgende Absatz fortgelassen,
da Behauptung und Beweisfilhrung ungenau waren und sein Inhalt durch die Aus-
fiihrungen des § 5 und des Zusatzes I voll ersetzt wird.]
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vereinigt haben und dann imagindr geworden sein, weil sie von vornherein
zu keiner Geraden benachbart war. Es fragt sich also nur nach dem Ver-
halten der 24 bei der urspriinglichen Fliche in den sechs Tetraederkanten
vereinigten Geraden.

Hier gilt nun offenbar: Werden die in einem Knotenpunkte anein-
ander stoflenden Fldchenteile voneinander getrennt, so werden die bez.
Geraden imagindr; und man wird vermuten: Werden die Teile hingegen
vereinigt, so trennen sich die bez. Geraden in die doppelte Zahl reeller. Eine
gerade Linie z. B., welche durch zwei Knotenpunkte hindurchging, die beide
von dem Prozesse des Verbindens betroffen wurden, wird sich in vier reelle
Gerade gespalten haben.

Um dies sicherer einzusehen, als es bei der geringen Ubung, welche
unsere riumliche Anschauung in solchen Dingen besitzt, gelingen will, bilde
ich die Fliche dritten Grades von einem ihrer Punkte durch Projektion
auf eine Doppelebene ab. Den Projektionspunkt wiahle ich auf dem ellip-
tischen Teile der urspriinglichen Fliche, etwa, in dem in Fig. 1 dar-
gestellten Falle, in dem hochstgelegenen Punkte des elliptischen Teils.
Dabei wird, nach bekannten Eigenschaften der Fliche dritter Ordnung mit
vier Knoten, eine aus einem Kegelschnittpaare bestehende Ubergangskurve
auftreten, deren vier Doppelpunkte den Knoten der Fliche entsprechen.
Nun aber befindet sich der elliptische Teil ganz innerhalb der in den Knoten
berithrenden Tangentenkegel. Bei der besonderen Wahl des Projektions-
punktes, die wir getroffen haben, wird daher das Kegelschnittpaar imaginir
sein, die Ubergangskurve sich auf vier isolierte Punkte reduzieren. Die
sechs Verbindungsgeraden dieser vier Punkte sind die Bilder der sechs auf
der Fliche liegenden Tetraederkanten. Der EinfluB einer Deformation der
Fliche auf die Geraden derselben 1Bt sich jetzt in der Abbildung studieren.
Denn die Bilder der geraden Linien sind, wie Geiser entwickelt hat (Math.
Annalen, Bd. 1 (1868/69)), die Doppeltangenten der bei der Abbildung
auftretenden Ubergangskurve vierter Ordnung, welche letztere in dem spe-
ziellen bis jetzt betrachteten Falle in ein Kegelschnittpaar ausgeartet war').

Die Anderung, welche die Ubergangskurve bei der Deformation der
Fliche erfahrt, ist aber diese: ZerreiBt man die an einen Knoten hinan-
tretenden Flichenteile, so verschwindet der bez. isolierte Punkt der Uber-
gangskurve vollends; im umgekehrten Falle wird er ein kleines Oval. Wendet
man z. B. den ProzeB des Verbindens auf alle Knoten an, was die von

14) [Die im Text angedeuteten Uberlegungen sind weiterhin von H. G. Zeuthen
eingehend verfolgt und mit seinen eigenen Untersuchungen iiber die Gestalt der ebenen
Kurven vierter Ordnung in Verbindung gebracht worden (Etudes des propriétés de
situation des surfaces cubiques. Math. Annalen, Bd. 8 (1874)). Ebenda findet sich eine

Reihe Bestitigungen fiir die Angaben, die ich weiter unten in den §§ 10—13 mache, mit
weiteren Entwicklungen, zu denen in Zusatz II Stellung genommen wird. K.]
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uns mit I bezeichnete Art ohne Knoten ergibt, so geht die Ubergangs-
kurve in vier Ovale iiber. Dieselben haben untereinander 24 reelle Doppel-
tangenten (auBerdem sind vier Doppeltangenten, wie schon im Falle des
Kegelschnittpaares, isoliert). Mit den drei einfach zihlenden Geraden, die
die Fliche ohnehin besitzt, ergibt dies fiir die Fliche 27 Gerade; die mat I
bezeichnete Fliche ohne Knoten hat also lauter reelle Gerade.

Die entsprechende Abzdhlung ergibt bei den vier anderen Flichen

ohne Knotenpunkt bez.
15, 7, 3, 3

reelle Gerade. Die drei ersten Arten entsprechen also einzeln den won
Schldfli unterschiedenen Arten, insofern dieselben durch die Zahl der
reellen Geraden vollig charakterisiert sind; die beiden letzien Arten eni-
sprechen zusammen der vierten und finften Art Schldflis, und es bleibt
zu untersuchen, ob auch ein Entsprechen im Einzelnen statifindet.

Diese Untersuchung ist durch Schlaflis bereits genannte Arbeit
(Annali di Matematica, ser. I, t. 5) erledigt, wo er zeigt, daB die zwei-
teilige Flache (unsere fiinfte Art) mit seiner fiinften Art zusammenfillt. Die
vierte und fiinfte Art bei Schléfli sind durch die Zahl der reellen Dreiecks-
ebenen unterschieden, sie betrigt bez. sieben und dreizehn. In der Tat ist
nun leicht zu sehen (Schléflis Betrachtungen in den Annali benutzt ganz
dhnliche Momente), daB auch unsere fiinfte Art sechs reelle Dreiecksebenen
mehr besitzt als die vierte. Denn die drei Ebenen, welche man durch die
drei einfach zédhlenden Geraden der Fliche und den Knotenpunkt legen kann,
dessen Flichenteile im Falle IV verbunden, im Falle V getrennt werden,
gehen eben deshalb im Falle V in sechs reelle, im Falle IV in imaginire
Tangentenebenen iiber, und diese Tangentenebenen sind Dreiecksebenen,
da sie, durch eine Gerade der Fliche hindurchgelegt, in einem nicht der
Geraden angehérigen Punkte beriihren. Also auch die Arten IV und V
entsprechen der vierten und finften Art Schldflzs.

Durch das nédmliche Raisonnement beweist man einen Satz, den mir
Herr Sturm mitgeteilt hat. Eine Tetraederkante liefert imaginire Gerade,
sowohl wenn beide auf ihr befindlichen Knotenpunkte zerrissen werden,
als auch, wenn dies nur bei einem der Fall ist. Man findet nun nach
Herrn Sturm, daf die Gerade vollig imagindr wird, wenn das letztere
eintrat, daf3 sie dagegen im ersteren Falle punktiert imagindr wird.
Doch gehe ich hier nicht naher auf die Betrachtung der einzelnen Fille
ein, als deren Summe eben die Sturmsche Regel resultiert?).

15) [Indem man die reellen Tangentialebenen betrachtet, welche man im einzelnen
Falle durch die einfach zéhlenden Geraden an die Fliche legen kann, erfihrt man
zugleich, wo die reellen Punkte liegen, in denen sich gegebenenfalls zwei konjugiert
imaginire Gerade der Fliche schneiden. K.]
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Aber auch die Fliachen mit Knoten, wie wir sie abgeleitet haben,
entsprechen den von Schldfli unterschiedenen Arten. Man findet durch
blofles Abzdhlen der geraden Linien, da sich entsprechen:

Flichen mit drei reellen Knoten:

I  Schlatfli VIIL, 1
I »  VIII, 2.

Fliachen mit zwel reellen Knoten:

I Schlafli 1IV,1
11 . IV, 2
11 . IV, 3.

Flachen mit einem reellen Knoten:
I Schlafli II,1

11 ” 11, 2
111 ” II, 3
IV ) 11, 4.

Hiermit sind Schlaflis Arten bis auf die mit einem isolierten
Knoten (II, 5) erschopft; eine solche aber wurde schon oben (§ 4) abgeleitet
und unter den mit einem Knoten versehenen Flichen durch IV’ bezeichnet,
so daB also alle in Betracht kommenden Arten unter den unseren nach-
gewiesen sind.

§9.
Weiterer Vergleich mit Schléflis Einteilung.

Die Beziehung zur Schlaflischen Einteilung wurde erst dargelegt fiir
diejenigen Flichen, die von der urspriinglichen Fliche mit vier Knoten
wenig abwichen. Es bleibt nachzuweisen, daf8 unsere Arten threm ganzen
Umfange nach mit den Schldflischen koinzidieren, es bleibt zu begriinden,
warum die von uns in § 4 aufgestellten neuen Arten fiir Schldflis Ein-
teslungsprinzip, bis auf die eine Art IV’ der Flichen mit einem Knoten-
punkte, keine neuen Arten begriinden.

Um nicht zu sehr durch Betrachtung der einzelnen Félle gehindert
zu werden, soll der erstere Nachweis hier nur fiir die Flichen ohne Knoten
explizite gegeben werden. Ist er bei ihnen gefiihrt, so ist die Richtigkeit
der Behauptung bei den Fldchen mit Knoten ebenfalls erwiesen, da man
ja nun diese aus den Flichen ohne Knoten entstehen lassen kann.

Bei den Flichen ohne Knoten ist aber die Richtigkeit darin begriindet,
daf diberhaupt Flichen ohne Knoten keine zusammenfallenden Geraden
haben konnen. Denn daraus folgt, dall die Fldchen jeder der von uns
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umgrenzten Arten in der Zahl ihrer reellen Geraden und Dreiecksebenen
iibereinstimmen.

Dieser Hilfssatz ist folgendermaBen einzusehen. Wenn zwei Gerade
auf einer Fliche konsekutiv werden, so sind zwei Fille zu unterscheiden.
Entweder die Geraden schnitten sich vorher, oder es war dies nicht der
Fall. In dem ersten Falle hat die Fliache ldngs der Geraden eine kon-
stante Tangentialebene, in dem zweiten sind Tangentenebene und Be-
rithrungspunkt projektivisch aufeinander bezogen. Legt man also durch
die Gerade eine beliebige Ebene, welche dann noch einen Kegelschnitt aus
der Fldche ausschneidet, so miissen im ersten Falle beide Schnittpunkte
des Kegelschnittes mit der Geraden, im letzteren Falle der eime Schnitt-
punkt fest sein. Im ersteren Falle liegen zwei, im letzteren ein Knoten-
punkt der Fldche auf der Geraden; die Fliche hat einen Knotenpunkt w. z. b. w.

Der Grund nun, um dessen willen Schlafli die groBlere Zahl der
Fille, die wir in § 4 aufstellten, nicht zu unterscheiden hat, liegt darin,
dafs der Durchgang eines Knotens durch die biplanare Form die Zahl
der reellen Geraden nicht dndert. Es ist das algebraisch evident. Die
(teraden, welche durch den einfachen Knoten gehen, zéhlen zweimal; wird
der Knoten ein biplanarer, so zdhlen sie dreimal; es hat sich also jede
Gerade noch mit einer hinzugetretenen einfach zéhlenden vereinigt. Her-
nach, wenn der Knoten wieder ein konischer wird, 16st sich diese Gerade
ab, ohne aufzuhtren, reell zu sein; es ist kein Grund, daBl Gerade imaginir
werden, weil sich ungleichwertige Elemente vereinigt hatten.

Geometrisch geht dieses Zusammenfallen folgendermafien vor sich.
Es seil etwa ein Knoten mit sechs reellen Linien gegeben, und er gehe in
die biplanare Form iiber. Dann vereinigen sich mit seinen Geraden sechs
solche, welche bis dahin durch die Offnung verliefen, welche (nach § 3)
die Fliche in der Néhe eines Knotens zeigt, der die biplanare Form an-
nehmen will; hernach erstrecken sich diese Geraden durch die entsprechende
Offnung, welche auf der anderen Seite des Knotens entstanden ist.

§ 10.
Yon der Diagonalfiiiche.

Unsere weiteren Betrachtungen sollen sich auf die Flichen mit
27 reellen Geraden allein beziehen; die Prinzipien, welche uns dabei leiten,
sind in gleicher Weise bei den iibrigen Fillen anwendbar, liefern aber
nicht immer die gleichen einfachen Resultate.

Wir gehen von der Betrachtung einer einzelnen Fliche mit 27 reellen
Geraden aus. Es ist dies die von Clebsch sogenannte Diagonalfliche
(vgl. Math. Annalen, Bd. 4 (1872/73), S.131) mit reell vorausgesetztem
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Pentaeder. Diese Fliche ist durch die einfache Beziehung zu dem ihr
zugeordneten Pentaeder ausgezeichnet. Sind némlich die Ebenen des
Pentaeders durch

p=0, ¢g=0, r=0, s=0, t=0

dargestellt, und wahlt man die absolute Bedeutung dieser Buchstaben so,

daB
pratrtsti=o0,
so ist die Gleichung der Flache
PP+t st +i8=0.

Die Diagonalfliche ist eine Kovariante des zugrunde gelegten Penta-
eders (vgl. Abh. L dieser Ausgabe, S. 269). Jede Diagonalfléche ist infolge-
dessen mit jeder anderen und insbesondere mit sich selbst auf 120 Weisen
kollinear, wobei die Kollineationen reell sind, wenn zwei Flichen mit
reellem Pentaeder ineinander iibergefithrt werden sollen. Infolgedessen ge-
stattet ein Modell der Fliche mit reellem Pentaeder fiir alle solchen
Flachen allgemeine Schliisse zu ziehen; die Kenntnis der Kollineationen
der Fliche in sich selbst kontrolliert die Abzihlung gleichwertiger Vor-
kommnisse. Ein solches Modell wurde von Herrn Weiler nach Angaben
von Clebsch ausgefiihrt (vgl. Gottinger Nachrichten, Aug. 1872) und ich
habe wesentlich an diesem Modelle die im folgenden entwickelten Verhalt-
nisse kennengelernt.

Die 27 Geraden der Diagonalfliche spalten sich in zwei Gruppen von
bez. 15 und 12. Die 15 ersten Linien liegen in den Pentaederebenen und
bilden in jeder die Diagonalen desjenigen Vierseits, in welchem die Ebene
von den vier iibrigen geschnitten wird. Diese Linien schneiden sich also
zu drei in den zehn Pentaedereckpunkten. Die iibrigen zwolf bilden eine
Doppelsechs. Dieselben sollen in bekannter Weise durch:

1, 2, 8, 4, 5, 6
11, 21’ 31, 41’ 5;’ 61
bezeichnet sein, die 15 Geraden sind dann durch die Zahlen 12, 13 usw.

gegeben. Diese Indizes konnen dabei so gewihlt werden, da die Geraden,
welche in den fiinf Pentaederebenen liegen, die folgenden sind:

12, 34, 56
13, 25, 46
14, 26, 35 ¢ (4)
15, 24, 36
16, 23, 45

wahrend die Geraden, wie sie sich bez. zu drei in einem Punkte schneiden,
durch das Schema gegeben sind:
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12, 85, 46
12, 36, 45
13, 24, 56
13, 26, 45
14, 25, 36
14, 23, 56| (B
15, 26, 34
15, 23, 46
16, 24, 35
16, 25, 84

Die 15 Geraden der ersten Art haben reelle Asymptotenpunkte'®); die-
selben liegen eben in den zwei Pentaedereckpunkten, welche jede solche
Gerade enthdlt, Die zwolf Geraden der zweiten Art hingegen haben
imagindre Asymptotenpunkte. Die zehn Pentaederecken, in welche die
30 Asymptotenpunkte der Geraden erster Art zusammenfallen, sind isolierte
Punkte der parabolischen Kurve'?) der Fliche, Sie konnen isolierte Punkte
vorstellen, da die Hessesche Fliche, welche die parabolische Kurve aus-
schneidet, in ihnen Knotenpunkte hat.

Andere reelle Punkte von parabolischer Kriimmung gibt es nicht:
die Diagonalfiiche ist, abgesehen von den zehn auf thr liegenden Penta-
edereckpunkten, tiberall hyperbolisch gekriimmd.

Die Geraden der Fliche bilden auf derselben eine Reihe von Vier-

16) [Legt man durch eine Gerade der Fliche dritter Ordnung beliebige Ebenen,
so schneidet jede derselben die Fliche noch in einem Kegelschnitt. Lauft die Ge-
rade durch keinen Knotenpunkt, so bestimmen die reellen Schnittpunkte dieser Kegel-
schnitte auf der Geraden eine Punktinvolution, die entweder zwei getrennte reelle
oder zwei konjugiert imaginire Doppelpunkte hat (hyperbolische bzw. elliptische In-
volution). Diese Doppelpunkte hat Steiner mit dem merkwiirdigen Namen Asym-
ptotenpunkte bezeichnet. Im Falle zweier reeller Asymptotenpunkte beriihren in diesen
zwei Kegelschnitte die Gerade. Diese Kegelschnitte trennen die Kegelschnitte mit
reellen Schnittpunkten von denen mit imaginiren Schnittpunkten. Man erkennt leicht,
daf die reellen Asymptotenpunkte Punkte der parabolischen Kurve der Fliche
sind, in denen die Gerade die Kurve beriihrt. — Liuft die Gorade durch einen Knoten-
punkt, so geht auch jeder der genannten Kegelschnitte durch diesen Punkt; wir
haben eine parabolische Involution mit zusammenfallenden Doppelpunkten. Léauft
die Gerade durch 2wet Knotenpunkte, so geht jeder Kegelschnitt durch diese beiden
hindurch, Nur in der festen Tangentialebene der Fliche lings der Geraden gibt es
keine bestimmten Schnittpunkte mit dem Kegelschnitt, da dieser in ein Geradenpaar
ausgeartet ist, dessen eine Gerade mit der Verbindungslinie der Knoten identisch
ist. Die Involution ist singulédr geworden.]

17) In einem solchen isolierten Punkte einer parabolischen Kurve beriihrt jede
Tangente dreipunktig, jeder durch denselben durchgelegte ebene Schnitt der Fléche
hat dort eine Wendung. Drei unter den Tangenten sind vierpunktig beriihrend; im
Falle der Fldchen dritten Grades miissen sich also in einem solchen Punkte, wie es
bei der Diagonalfliche in der Tat geschieht, drei Gerade der Fliche kreuzen.
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ecken. Jedes solche Viereck hat zu aufeinander folgenden Kanten zwei
Gerade der ersten und weiterhin zwei Gerade der zweiten Art. In jedem
der zehn Pentaedereckpunkte stofen sechs solcher Vierecke zusammen; die
2-6 Kanten zweiter Art, welche sie besitzen, gehdren nur sechs Linien
der zweiten Art an, so daB8 der Eckpunkt von einem (windschiefen) Sechs-
seit von Geraden zweiter Art umgeben ist. Auler den 6-10 = 60 an die
Eckpunkte hinanreichenden Vierecken finde ich noch 60 andere, so daB
die Zahl der iiberhaupt vorhandenen vierseitigen Felder, in welche die
Flidche durch die 27 Geraden zerlegt wird, 120 betragt®®).

§ 11.
Ubertragung auf die allgemeine Fliche mit 27 reellen Geraden.

Die bei der Diagonalfliche erkannten Eigenschaften kdnnen nun un-
mittelbar fiir die Fldchen dritten Grades mit 27 reellen Geraden iiberhaupt
verwertet werden, indem man {iberlegt, wie sich dieselben #ndern werden,
wenn man die Diagonalfliche beliebigen Deformationen unterwirft, ohne
daf} ein Zusammenfallen von geraden Linien stattfindet oder (was dasselbe
ist) ein Knotenpunkt entsteht.

Zuvorderst ist ersichtlich: die Verteilung der reellen Asymptotenpunkte
auf die Geraden der Fliche ist bet den Fldachen mit 27 Geraden wberhaupt
so wie bei der Diagonalfliche. Denn jede Flache mit 27 Geraden laBt
sich aus jeder anderen und also auch aus der Diagonalfliche ableiten, ohne
daB eine Fliche mit Knotenpunkt dazwischen tritt. Sollten nun bei dieser
Ableitung Asymptotenpunkte, die vorher reell waren, imaginir werden oder
umgekehrt, so miilten sie vorher zusammenfallen. Wenn aber auf einer
Geraden die Asymptotenpunkte zusammenfallen, so hat die Fliche dort
notwendig einen Knotenpunkt. Denn die Asymptotenpunkte sind harmo-
nisch zu jedem Punktepaar, in welchem die bez. Gerade von einem Kegel-
schnitte der Fliche getroffen wird, der in einer beliebig durch die Gerade
hindurchgelegten Ebene liegt usw.

Auf jeder Fldache mit 27 Geraden gibt es also eine Doppelsechs von
Geraden mit imagindren Asymptotenpunkten, die 15 ibrigen Geraden
haben reelle Asymptotenpunkte. Bezeichnet man die ersteren, wie bei der
Diagonalfléiche, mit 1,2 .- bez. 1’,2"- -, so geben die Schemata 4, B des
vorigen Paragraphen die von den Geraden der anderen Art gebildeten
Dreiecksebenen.

Betrachten wir jetzt die Verteilung der Geraden und den Verlauf der
parabolischen Kurve auf der allgemeinen Fliche. Zu diesem Zwecke sel

18) [Vgl. die unten in Zusatz II gegebenen Ausfiihrungen.]
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angenommen, daB die Fliche zundchst wenig von einer Diagonalfliche
abweiche. Dann ist der einzige Unterschied in der Verteilung der Geraden
der, daB die drei Geraden, welche sich bis dahin in den Pentaederecken
schnitten, nunmehr ein Dreieck, aber (zunéchst) ein kleines Dreieck zwischen
sich einschlieBen. Von den sechs Vierecken der Fliche, die in dem gemein-
samen Schnittpunkte zusammenstieBen, sind drei zu Fiinfecken geworden;
die Fliche wird also durch die geraden Linien in zehn Dreiecke, 90 Vier-
ecke, 30 Fiinfecke zerlegt. Die drei Asymptotenpunkte der drei sich in
einem Punkte schneidenden Geraden, die bis dahin vereinigt waren, sind
in drei Punkte auf den Seiten des kleinen Dreiecks auseinandergeriickt.
Der isolierte Punkt der parabolischen Kurve hat sich zu einem kleinen
in das Dreieck eingeschriebenen Ovale erweitert (denn imaginir kann er
nicht geworden sein, da die Asymptotenpunkte, in denen ein Zweig der
parabolischen Kurve beriihren soll, reell geblieben sind). Die parabolische
Kurve besteht also aus zehn Ovalen, welche beziiglich in die durch das
Schema B bezeichneten Dreiecke eingeschlossen sind,; das Schema A be-
zeichnet finf Dretecksebenen, welche je sechs dieser Ovale beriihren. Auch
die Lage, welche das Pentaeder der neuen Fliche angenommen hat, 148t
sich naherungsweise angeben. Die Hessesche Fliche, welche in den
Pentaedereckpunkten Knotenpunkte hat, schneidet die Flidche dritten Grades
nach zehn getrennten Ovalen. Die Fliche dritten Grades ist durch leichte
Deformation aus der Diagonalfliche entstanden, bei der an Stelle dieser
Ovale isolierte Punkte auftraten, die eben selbst die Knotenpunkte der
Hesseschen Fliche vorstellten. Infolgedessen sind die zehn Ovale der
neuen Fliche die Durchschnitte derselben bez. mit den zehn von den
Knotenpunkten der Hesseschen Fliche sich erhebenden kegelartigen
Stiicken derselben (welche niherungsweise durch die Tangentenkegel in den
bez. Knotenpunkten dargestellt werden). Aber auf diesen Stiicken ver-
laufen jedesmal drei Kanten des durch die Knotenpunkte bestimmten
Pentaeders, denn diese Kanten gehéren der Hesseschen Fliche ganz an.
Das Pentaeder unserer Fliche liegt also in der Ndahe der durch das
Schema A bezeichneten finf Dreiecksebenen, derart, daf3 seine Kanten zu
drei jedes der zehn Ovale der parabolischen Kurve treffen.

Die hiermit bezeichneten Verhiltnisse iibertragen sich nun ohne weiteres
auf die allgemeine Fldche mit 27 Geraden. In der Tat konnen sie sich
nicht &ndern, wenn man eine beliebige Deformation der Flache, bei der
die 27 Geraden getrennt bleiben, eintreten 1aBt. Die Verteilung der Ge-
raden auf der Fldche kann keine andere werden, es kénnen hdchstens drei
Gerade erster Art, die sich bei der Diagonalfliche in einem Punkte schnitten,
wieder in einen Punkt zusammenriicken (was unwesentlich sein wiirde).

Denn es kénnen nie drei Gerade verschiedener Art sich in einem Punkte
Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. II. 3
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schneiden, weil sonst dieser Punkt ein gemeinsamer Asymptotenpunkt wire
und also gerade Linien, welche vorher imaginire Asymptotenpunkte be-
salen, nunmehr reelle hitten usw. Die Zahl der Ovale der parabolischen
Kurve ist immer zehn; es kann sich hochstens ein oder das andere Oval
in einen isolierten Punkt zusammenziehen, was nicht in Betracht kommt.
Denn kein Oval kann verschwinden — es bleiben ja die Asymptotenpunkte,
in denen es beriihrt, reell —, es konnen sich nie zwei Ovale vereinigen —
denn jedes Oval ist von einem Sechsseit von geraden Linien umgeben,
welche keine reellen Asymptotenpunkte besitzen, und das also von dem
Ovale nie iiberschritten werden kann, — es darf endlich auch nie ein Oval
neu entstehen, denn dasselbe miiite aus einem neuen isolierten Punkte
hervorgehen und ein solcher wiirde (wie oben in einer Note bemerkt) einen
neuen Kreuzungspunkt von drei Geraden der Fliche bedeuten, der doch
nicht auftreten soll. Die Bezichung des Pentaeders zur Fliche ist die-
selbe geblieben. Denn waren einmal die zehn Ovale den zehn Knotenpunkten
einzeln zugeordnet, so kann dies Verhiltnis, solange die zehn Ovale einzeln
erhalten bleiben, keine Anderung erleiden.

Es begriinden diese Beziehungen insbesondere noch den Satz, der die
Wichtigkeit der Diagonalfliche gerade fiir Untersuchungen der vorliegenden
Art kennzeichnet: Eine Fldche dritten Grades mit 27 reellen Geraden kann
nur auf eine kontinuterliche Weise in eine Diagonalfliiche ibergefiihrt
werden [abgesehen von den 120 Kollineationen der Diagonalfliche in sich].
Das Pentaeder derselben entsteht aus den fiinf Dreiecksebenen A4, welche
bez. je sechs der zehn parabolischen Ovale beriihren.

§ 12.

Die Entstehung der Fliche mit 2V Geraden aus der Fliche mit
vier Knoten.

Wenn wir nach § 2 eine Fliche mit 27 Geraden aus einer mit vier
Knoten ableiten, so werden die zehn elliptisch gekriimmten Teile der Fliche
in folgender Weise erzeugt. Vier derselben werden durch die vier Seiten-
felder des urspriinglich elliptischen Flachenteils (der tetraederdhnlich ge-
staltet war) hervorgebracht. Die sechs anderen entstehen an denjenigen
Stellen des urspriinglich hyperbolischen Teiles, in denen die drei einfach
zdhlenden Geraden der Fliche von-den sechs Tetraederkanten geschnitten
werden.

Die Ebene der einfach zihlenden Geraden gibt also eine der fiinf
Dreiecksebenen A4 ab, die den fiinf Pentaederebenen benachbart sind, wie
das mit dem Umstande stimmt, daf fiir die Fliche mit vier Knoten jene
Ebene geradezu eine Pentaederebene ist.
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Will man daher untersuchen, wie oft eine Flidche mit 27 reellen Ge-
raden aus der Fliche mit vier Knoten abgeleitet werden kann, so hat man
von vornherein fiinf Klassen solcher Ableitungen zu unterscheiden, je nach
der Dreiecksebene A4, welche man aus der Ebene der einfach zéhlenden
Geraden hervorgehen lassen will. Aber man iiberzeugt sich, dal jede solche
Klassenureine Art enthilt, daf eine Fldache mit 27 reellen Geraden iiberhaupt
nur wn finf Weisen aus einer Fldche mit vier Knoten gewonnen werden
kann. Als solche fiinf Flichen mag man dann geradezu diejenigen nehmen,
deren Pentaeder!®) mit den fiinf Dreiecksebenen A4 zusammenfallt.

Um dies zu begriinden, betrachte ich die Gruppe der 24 Geraden,
die bei der Auflésung der Knoten einer Fliche mit vier Doppelpunkten
aus den Tetraederkanten entstehen. Eine solche Gruppierung laft sich
aus den 24 Geraden, die von den 27 bleiben, wenn man die dret in einer
Ebene A gelegenen fortnimmt, nur esnmal bilden, und darin liegt der Bewets.

Diese Gruppierung ist namlich folgende. Die drei Kanten, welche
durch einen Knoten hindurchgingen, ergeben bei der Auflésung eine Doppel-
sechs. Je drei Linien aus jeder Sechs derselben haben reelle, die drei
anderen imaginire Asymptotenpunkte. Die vier Doppelsechsen, welche den
vier Knotenpunkten entsprechen, haben je vier Gerade gemein, darunter
zwei und nur zwei mit reellen Asymptotenpunkten. Die Linien einer
Doppelsechs, welche reelle Asymptotenpunkte haben, beriihren unter den
sechs Ovalen der parabolischen Kurve, welche in der Néhe der Ebene der
einfach zihlenden Geraden entstehen, solche drei, welche nicht (auch nicht
annihernd) [von einer geraden Linie getroffen werden].

Sondern wir aber aus den 27 Geraden drei in einer Ebene A4 ge-
legene, etwa

12, 34, 56,

aus, so lassen sich die tibrigen 24 nur in einer Weise in vier Doppelsechsen
gruppieren, welche diesen Forderungen geniigen. Bei der Bezeichnung der
Geraden, die ich an dem Weilerschen Modelle der Diagonalfliche ange-
bracht habe, sind dies die folgenden:

1 8 5 46 62 24

35 51 13 2 4" ¢

1 4 6 35 52 23

46 61 14 2° 3 5

1%) Fine Fliche mit vier Knoten ist, wie leicht zu sehen, vollsténdig bestimmt,
wenn ihr Pentaeder bekannt und eine Entscheidung dariiber getroffen ist, welche
Pentaederebene die einfach ziblenden Geraden enthalten soll. Zu einem Pentaeder
gehoren also fiinf Flichen mit vier Knoten. [Vgl. Rodenberg, Math. Annalen,

3
Bd. 14 (1878/79). Ihre Gleichung ist z. B. z} -} +x§+xf+%= 0.]

3*
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2 3 6 45 51 14
36 62 23 1° 4 5
2 4 b5 36 61 13
45 52 24 1 8 ¢

Die Doppelsechsen, welche in dieser Weise bei den fiinf Wiederher-
leitungen einer Fldache mit 27 Geraden auftreten, sind iibrigens nicht in
der Zahl 20, sondern nur in der Zahl 10 vorhanden, indem jede Doppel-
sechs zweimal benutzt wird, Bezeichnet man die eben genannten (in ver-
standlicher Weise) durch:

135, 146, 245, 236,

so gibt es auBlerdem die folgenden sechs:

123, 124, 156
256, 345, 346

und dieselben verteilen sich auf die fiinf Ebenen 4 in der folgenden Weise:

Ebene Doppelsechs
12, 34, 56 | 185, 146, 245, 236
13, 25, 46 | 124, 156, 236, 345
14, 26, 35 | 123, 156, 245, 346
15, 24, 36 | 123, 146, 256, 345
16, 28, 45 | 124, 135, 256, 346

§13.
Von den ebenen Schnitten der Fliche mit 27 reellen Geraden.

Auf Grund der bisherigen Erérterungen wird es méglich, die Gesamt-
heit der ebenen Schnitte, welche eine Fliche mit 27 Geraden zeigt, zu
klassifizieren. Ich muf mich freilich darauf beschrinken, hier die Resul-
tate einfach anzugeben, da eine genaue Herleitung derselben ohne die
durch ein Modell ermdglichte konkrete Anschauung zum mindesten sehr
weitldufig erscheint.

Der ebene Schnitt einer Fliche dritter Ordnung zeigt als Kurve
dritter Ordnung entweder nur einen zusammenhingenden Kurvenzug (mit
drei Wendungen ) oder er besitzt auBerdem ein Oval. Die Ebenen, welche
die Fliche nur nach einem Zuge schneiden, bilden nun, wie sich zeigt,
eine zusammenhdngende Mannigfaltigheit von drei Dimensionen. Von ihr
werden ebenfalls dreifach unendliche Mannigfaltigkeiten solcher Ebenen,
die in Kurven mit Oval schneiden, eingeschlossen.

Diese Ebenen selbst zerfallen zunichst in drei Gruppen, deren jede
wieder in eine groBere Zahl getrennter Mannigfaltigkeiten geteilt ist. Das
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Oval wird ndmlich entweder von keiner Geraden der Fliche oder von zwolf
oder von sechzehn getroffen.

DaB hiermit in der Tat alle Moglichkeiten erschopft sind, welche ein-
treten konnen, wenn man Durchschnittskurven mit Doppelpunkt usw. nicht
beachtet, ergibt sich durch folgende Betrachtung aus der eindeutigen Ab-
bildung der Fliche auf eine Ebene. Der ebene Schnitt bildet sich be-
kanntlich ab als Kurve dritter Ordnung, die durch sechs Fundamental-
punkte hindurchgeht. Er wird iiberdies, je nachdem er aus einem Zuge
oder aus zwei Teilen besteht, eine ebenso beschaffene Bildkurve liefern.
Beschrinken wir uns also auf Bildkurven, die aus zwei Teilen, aus einem
Ovale und einem Zuge mit drei Wendungen bestehen. Es liegen dann noch
eine Reihe von Moglichkeiten beziiglich der Verteilung der Fundamental-
punkte auf die beiden Kurventeile vor: das Oval kann 0,1, 2. . -6 Funda-
mentalpunkte enthalten. Man beweist nun zunichst: Das Oval des ebenen
Bildes entspricht dem Ovale der rdumlichen Kurve oder dem anderen
Teile derselben, je nachdem es eine gerade oder ungerade Zahl wvon
Fundamentalpunkten enthdlt. Enthalt ndmlich das Oval eine ungerade
Zahl, so wird es, nach Grundsétzen der Analysis situs, von jeder Kurve,
die durch die sechs Fundamentalpunkte geht, noch in einem Punkte oder
in einer ungeraden Zahl von Punkten geschnitten; der entsprechende rium-
liche Kurvenzug wird also von jeder Ebene einmal oder eine ungerade
Anzahl von Malen getroffen, d. h. er ist ein Kurvenzug mit drei Wendungen,
kein Oval. Umgekehrt beweist man, daB das Oval des ebenen Bildes und
das Oval des rdumlichen Schnittes einander entsprechen, wenn ersteres eine
gerade Zahl von Fundamentalpunkten enthdlt. — Indem man sich dieser
Regel bedient, ersieht man sofort, daf die rdumlichen Schnitte mit Oval
eben in die drei Arten zerfallen, die dadurch charakterisiert sind, daB das
Oval bez. von keiner Geraden, oder von zwélf (die eine Doppelsechs bilden),
oder von sechzehn Geraden geschnitten wird.

Ebenen, welche nach Kurven mit Oval schneiden, so daB das Oval
keiner Geraden begegnet, erhdlt man z. B., wenn man das Oval ganz auf
eine der zehn elliptisch gekriimmten Partien der Flidche verlegt. Man
iiberzeugt sich dann ferner, dafl dies die einzigen Ebenen dieser Art sind,
die bez. Ebenen konstituieren also zehn getrennte Mannigfaltigkesten.

Ebenen, deren Oval einer Doppelsechs begegnet, erhdlt man beispiels-
weise, wenn man die Fliche zurichst in eine solche mit einem Knoten-
punkt iiberleitet und dann einen ebenen Schnitt legt, fiir den dieser Knoten-
punkt ein isolierter Punkt ist. Geht man sodann zur urspriinglichen Fliche
zuriick, so hat man einen Schnitt, dessen Oval von den Linien derjenigen
Doppelsechs getroffen wird, welche aus den sechs durch den Knotenpunkt
verlaufenden Geraden entstanden ist. Jede der zehn im vorigen Paragraphen



38 Anschauliche Geometrie.

aufgezahlten Doppelsechsen gibt zu solchen ebenen Schnitten??) Veranlassung.
Man kann wiederum beweisen, daf diese die einzigen ihrer Art sind, daf also
auch die Ebenen dieser Art zehn getrennte Mannigfaltigkesten konstituteren.
Es gibt ferner finfzehn Mannigfaltigkeiten von Ebenen, deren Oval von
sechszehn Geraden getroffen wird. Man iiberzeugt sich hiervon einmal, indem
man zu den Flichen mit vier Knoten zuriickgeht. Jede der fiinf Flichen
mit vier Knoten, aus denen die allgemeine Fliche entstehen kann, hat
dreierlei Schnitte, die beim Ubergange Durchschnittskurven der gewiinschten
Art geben: diejenigen Schnitte, welche den elliptischen Teil der Fliche mit
vier Knoten so treffen, dall die Knoten in zwei Gruppen von zwei zerlegt
werden. Andererseits erhdlt man Schnitte der gewiinschten Art, wenn man,
was ersichtlich moglich ist, durch jede der 15 Geraden mit reellen Asymptoten-
punkten Ebenen hindurchlegt, welche Kegelschnitte enthalten, die der bez.
Geraden nicht begegnen, — und wenn man weiterhin diese Ebene etwas
verschiebt, so dall sie eine eigentliche Kurve dritter Ordnung enthilt.
Diese Unterscheidung der ebenen Schnitte liefert die Emteilung der
Flachen mit 27 Geraden nach dem Unendlichweiten. Sieht man von Flachen
mit parabolischen Asten ab (welche die unendlich ferne Ebene beriihren),
so hat man bei den Flichen mit 27 reellen Geraden vier Arten zu unter-
scheiden. Das Wienersche Modell gehort zu der Art, welche die unend-
lich ferne Ebene in einem zusammenhingenden Kurvenzuge trifit. Eben-
dahin gehort die Flache, die man aus der Fliche mit vier Knoten ableiten
wird, wie sie in Fig. 1 dargestellt ist. Das von Herrn Neesen angefertigte
Modell einer Fliche mit vier Knoten, dessen oben Erwihnung geschah,
wiirde eine Fliche mit 27 Geraden angeben, die das Unendlichferne in einer
Kurve mit Oval trifft, so, daBl das Oval von zwolf Linien geschnitten wird. —

§ 14.
VYon den Haupttangentenkurven der Fliche mit 27 reellen Geraden.

Die Aufgabe, auf einem Modelle einer Fliche mit 27 reellen Geraden die
Haupttangentenkurven zu zeichnen, ist praktisch nicht zu schwer auszufiihren,
da die 27 Geraden selbst Haupttangentenkurven vorstellen. In der Tat ist der
Verlauf der bez. Kurven innerhalb der Vierecke, welche von den Geraden der

20) Ein Modell einer Fliche mit 27 Geraden zeigt eine Reihe von ,Durchgingen®
oder ,Offnungen“. Auf den Partien der Fliache, welche an diese Durchginge an-
grenzen, verlaufen eben die Geraden einer der zehn Doppelsechsen. Jede solche
Doppelsechs gibt zu einem ,Durchgange“ Veranlassung; ob derselbe aber in dem
Modelle ohne weiteres ersichtlich ist, hingt einmal von der Beziehung zum Unendlich-
weiten ab, die man bei der Konstruktion des Modells zugrunde gelegt hat, dann aber
auch davon, welche Seite der im Endlichen gelegenen Partie der Fliche man als duBere,
welche als innere betrachten will. [Vgl. die Abhandlung von Zeuthen in den Math.
Annalen, Bd. 8 (1874) und den unten folgenden Zusatz II. |
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Fléache eingeschlossen werden, durch diese Bemerkung durchaus bestimmt, d. h.
schematisch bestimmt. Nur bez. der Dreiecke und Fiinfecke, welche an die
parabolische Kurve angrenzen, wird eine anderweitige Uberlegung notig. Das
Resultat derselben, das durch Fig. 8 veranschaulicht ist, mag hier um so lieber
mitgeteilt werden, als dasselbe einen Beitrag zur Theorie der Haupttangenten-
kurven iiberhaupt, noch allgemeiner, zur Theorie der singuldren Losungen
von Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei Variabeln abgibt.

AR

=
N
]

Fig. 8.

In Fig. 8 bezeichnet die punktierte Kurve eins der zehn Ovale der
parabolischen Kurve; die drei geradlinigen Tangenten stellen drei Gerade
der Fliche vor, die sechs umschlieBenden Geraden reprisentieren das wind-
schiefe Sechsseit, in welches das Oval eingeschlossen ist. Die ausgezogenen
Kurven, zusammen mit diesen Geraden, sind Haupttangentenkurven. Die-
selben haben auf der parabolischen Kurve (wie das schon sonst bekannt
war, vgl. Abh, VI in Bd. 1 dieser Gesamtausgabe, 8. 92) Spitzen; in den
Asymptotenpunkten der drei Geraden sind aber diese Spitzen in Selbst-
beriihrungspunkte iibergegangen. Solcher Selbstberiihrungspunkte treten
auf der parabolischen Kurve einer Fliche n-ter Ordnung im allgemeinen
eine endliche Zahl auf. Es sind die Punkte, in denen sich die parabolische
Kurve und die Kurve vierpunktiger Beriihrung begegnen.
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§ 15.

Einige allgemeine Sitze iiber die Gestalten algebraischer Kurven und
Fliichen.

Die geschlossenen Kurven der Ebene hat man in projektivischem
Sinne in zwel Klassen zu teilen, in paare und unpaare Kurven®'). Zu
den unpaaren Kurven gehért z. B. die gerade Linie, sowie der Zug mit
drei Wendungen, der bei den Kurven dritter Ordnung auftritt. Als ein
Beispiel fiir eine paare Kurve mag man jede im Endlichen verlaufende
geschlossene Kurve betrachten. Man hat fiir diese Kurven und ihre gegen-
seitigen Beziehungen eine Reihe allgemeiner Sitze (vgl. v. Staudts Geo-
metrie), von denen hier nur der eine angefiihrt sein soll:

Zwet Kurven schneiden sich notwendig, wenn beide unpaar sind,
und zwar in einer unpaaren Anzahl von Punkten. Ist eine von zwes
Kurven eine paare, so brauchen sich die Kurven nicht zu treffen; tun
sie es, so geschieht es in einer paaren Anzahl von Punkten.

Man kann hieran einen Schluf iiber die Gestalten der ebenen al-
gebraischen Kurven ohne vielfachen Punkt oder, wenn man will, der all-
gemeinen durch eine Gleichung zwischen Punktkoordinaten gegebenen
Kurven kniipfen. Da eben kein vielfacher Punkt vorhanden sein soll, da
ferner die Kurve, je nachdem ihre Ordnung gerade oder ungerade ist, von
einer geraden Linie in einer paaren oder unpaaren Zahl von Schnittpunkten
getroffen werden mul, so kommt:

Kurven gerader Ordnung enthalten keinen, Kurven ungerader Ordnung
einen und nur eimen unpaaren Zug, die Zahl der etwa vorhandenen
paaren Ziige ist [noch erst durch weitere Betrachtungen zu beschrdinken]?®).

Entsprechende Uberlegungen kann man mit Bezug auf geschlossene
Fldchen anstellen. Bei ihnen, wie bei den Kurven im Raume, hat man,
nach v. Staudt, ebenfalls paare und unpaare zu unterscheiden. Eine unpaare
Fldche und eine unpaare Kurve schneiden sich notwendig. Eben dieser
Umstand begriindet aber noch eine weitere Teilung der paaren Flédchen:
in solche nédmlich, welche unpaare Kurven enthalten, und solche, bei denen
das nicht der Fall ist. Fiir die so gewonnenen drei Flichenarten: die un-

1) Es ist wohl v. Staudts Verdienst, auf diesen Unterschied zuerst aufmerksam
gemacht zu haben (Geometrie der Lage, §§ 1, 2, 12 (1847)). Andererseits geht Mobius
vori demselben aus bei seiner Untersuchung iiber die Grundformen der Linien dritter
Ordnung (Abhandl. der Sichs. Akademie, 1852, [= Werke Bd. II, S.89—176]).

22) [Bekanntlich hat A. Harnack spéter gefunden, dafl die Gesamtzahl der Ziige
einer ebenen Kurve n-ter Ordnung bis zu 1‘;12";% + 1 aufsteigen, aber nicht groBSer
werden kann. Siehe seine Abhandlung: ,,Uber die Vielteiligkeit der ebenen Kurven“
in Bd. 10 der Math. Annalen (1876), 8. 189 ff. Hierauf wird in meinen unter XXXVII
bis XLII folgenden Arbeiten wiederholt Bezug genommen. K.]
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paaren, die paaren mit unpaaren Kurven und die paaren ohne unpaare
Kurven, sind etwa Beispiele: die Ebene, das einschalige Hyperboloid, das
Ellipsoid (oder das zweischalige Hyperboloid). Man findet sofort:
Unpaare Flichen oder auch eine unpaare Fliche und eine paare
der ersten Art schneiden sich notwendig.
Und hierauf gestiitzt leitet man den Satz ab:

Fldchen n-ter Ordnung ohne vielfache Punkte und Kurven enthalten,
wenn n gerade ist, keinen, wenn n ungerade ist, einen und nur einen
unpaaren Teil. Paare Teile der ersten Art treten nur ber den Fldchen
etner geraden Ordnung auf; paare Teile der zweiten Art kénnen, unab-
hdngig davon, ob die Ordnung der Fldche gerade oder ungerade ist, vor-
handen sein. [Die Zahl paarer Teile beider Arten bleibt dann noch
durch weitere Untersuchungen zu beschrdanken.]

Die Flichen dritter Ordnung ohne Knotenpunkt, wie wir sie oben
kennen gelernt haben, bestehen nur in einem Falle (V) aus zwei Teilen.
Der eine Teil ist, wie er sein muB, ein paarer von der zweiten Art, der
andere ein unpaarer. Die iiberall zusammenhéngenden Flachen der vier
ersten Arten geben Beispiele unpaarer Flichenteile. Sie haben — &hnlich
wie die unpaaren Kurvenziige der Ebene, die sich nicht selbst durchsetzen —
die Eigenschaft, den Raum unzerteilt zu lassen, ihn nur zu begrenzen.

§ 16.
Beziehungen zur Analysis situs.

Die entwickelten Unterscheidungen bei geschlossenen Kurven und
Flichen beziehen sich auf Eigenschaften derselben, welche ebensowohl bei
beliebigen reellen Kollineationen als bei stetigen Deformationen ungeéndert
bleiben. Es entsteht durch diese Bemerkung iiberhaupt die Frage nach
solchen Eigenschaften. Die Fragestellung ist dhnlich, aber nicht dieselbe,
wie in der gewéhnlichen Analysis situs, und es mag hier ausdriicklich auf
das Gemeinsame wie auf das Unterscheidende aufmerksam gemacht werden?®).

Die Analysis situs beschéftigt sich zundchst nur mit Gebilden, die
durchaus im Endlichen verlaufen, indem sie bei ihnen allen als gleichartig
betrachtet, was durch stetige Deformation ineinander iibergefiihrt werden
kann. Besondere Festsetzungen sind zu treffen, wenn auch von Teilen die
Rede sein soll, die sich ins Unendliche erstrecken, und diese mit im End-
lichen verlaufenden Teilen verglichen werden sollen.

Man wird ganz allgemein eine solche Festsetzung in der Weise treffen
konnen, daB man mit den im Endlichen stattfindenden Deformationen

28) [Vgl. Abh. XXVII in Bd. 1 dieser Gesamtausgabe, S. 482.]
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irgendwelche Transformationen verbunden denkt, welche das Unendliche
ins Endliche iiberfithren, und dann Gebilde als dquivalent betrachtet, welche
durch Verkniipfung dieser Transformationen mit den Deformationen im
Endlichen ineinander ubergefiihrt werden konnen.

Man hat nun seither bei derartigen Untersuchungen, und zwar (so viel
mir bekannt) ohne die darin liegende Willkiirlichkeit hervorzaheben, das
Unendliche so betrachtet, wie es bei einer Raumtransformation durch
reziproke Radii vectores erscheint, d. h. als einen einzelnen Punkt. Es
entspricht das der Art, nach welcher bei der geometrischen Interpretation
von 2+ ¢y in der Ebene das Unendliche beurteilt werden muB, damit
sich die geometrische Auffassung an die Vorstellung einer komplexen Ver-
anderlichen anschmiegt. Man hat es bei dieser Anschauung als eine Zu-
falligkeit zu erachten, die sich immer durch geeignete Transformation ver-
moge reziproker Radien vermeiden 1a8t, wenn sich eine Kurve oder Fliche
einfach oder mehrfach ins Unendliche erstreckt. Die Unterscheidung der
geschlossenen Kurven in zwes, der geschlossenen Fldchen in drev Arten,
wie sie fir die projektivische Anschauung statifand, kommi in Wegfall.

Die Ergebnisse dieser Art von Analysis situs sind daher nicht ohne
weiteres fiir die projektivische Auffassung zu verwerten. Letzterer ent-
spricht eine Analysis situs, die das Unendlichferne durch reelle Kollsnea-
ttonen mit dem Endlichen vergleichbar macht, wobei es als Ebene, allge-
meiner ausgedriickt, als in eine Ebene ausbreitbare unpaare Fliche er-
scheint. Fiir sie sind die Theoreme der anderen ein erster Beitrag, der
unbedingt fiir alle im Endlichen verlaufenden Gebilde giiltig ist; es treten
aber weitere Unterscheidungen ganz neuer Art ein, wie eben die Einteilung
der Kurven und Flidchen in paare und unpaare.

Ein Theorem, das auf diesem Standpunkte eben nur als ein Anfang
zur Losung eines allgemeinen Problems erscheint, ist das Riemanmnsche
vom Zusammenhang der Flichen. Nach Riemann konnen zwei ge-
schlossene Flachen (und nur von solchen mag die Rede sein) dann inein-
ander durch stetige Deformation iibergefilhrt werden, wenn die Zahl der
geschlossenen Kurven, die man auf den Flachen ziehen kann, ohne daB
dieselben in Stiicke zerfallen, beiderseits dieselbe ist; das Doppelte der
Zahl dieser Kurven heifit der (auBerordentliche) Zusammenhang. Fir die
von uns geforderte Analysis situs ist das Ubereinstimmen in der Zahl
ebenso eine notwendige aber nicht mehr eine ausreichende Bedingung.
Flichen verschiedener Klassen kénnen niemals ineinander dibergefiihrt
werden, auch wenn diese Zahl stimmi.

Die unbegrenzte Ebene z. B. wird nach dieser Definition des Zusammen-
hanges bei projektivischer Anschauung den Zusammenhang 2 bekommen.
Denn man kann eine und nur eine geschlossene Kurve in der Ebene ziehen,
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ohne daB dieselbe zerfillt, z. B. eine gerade Linie oder jede unpaare Kurve,
welche sich nicht selbst durchsetzt; zwei Kurven aber trennen die Ebene
notwendig. Und doch wird man die Ebene nicht iiberfiihren kénnen in
eine im Endlichen gelegene Ringfliche, die auch den Zusammenhang 2
besitzt.

Der Unterschied der beiden Fléchen ist auch nicht darin allein be-
griindet, daf das eine Mal eine unpaare, das andere Mal eine paare Kurve
auf der Flache gezogen wird.

Denn ein einschaliges Hyperboloid hat wie die Ringfliche die Eigen-
schaft, dal man auf der Flache eine und nur eine geschlossene Kurve
ziehen kann, ohne daf sie zerfillt, und daB man fiir diese Kurve eine
paare Kurve wahlen kann. Und doch sind die beiden Flichen verschieden:
das Hyperboloid gehort zur ersten, die Ringfliche zur zweiten Klasse der
paaren Flichen.

Das Resultat dieser Uberlegungen ist also folgendes: Der Zusammen-
hang der Flichen ist auch fiir die projektivische Anschauung etn bleibendes
Element; es gibt aber nicht mehr das ausreichende Kriterium fir die
Transformierbarkeit zweier Fldchen ineinander ab.

§17.
Der Zusammenhang der Flichen dritten Grades.

Herr Schlafli hat in dem wiederholt genannten Aufsatze (Annali di
Mat., ser. I, t. 5) den Zusammenhang der Flidchen ohne Knoten I, IL, ITI, IV,
V bez. zu 6, 4, 2, 0, — 2 bestimmt. Diese Bestimmung griindet sich aber
nicht auf die projektivische Auffassung vom Unendlichweiten, sondern auf
die andere, die das Unendlichferne als Punkt betrachtet. Denn Herr
Schlafli setzt den Zusammenhang der unbegrenzten Ebene gleich Null,
wihrend er projektivisch gleich 2 zu setzen ist, wie eben bemerkt wurde.
Er gewinnt sodann seine Zahl dadurch, dal er die vierte Fliche aus der
fiinften, die dritte aus der vierten usw. ableitet, indem er zwei bis dahin
getrennte Partien der Fliche in einem Knotenpunkte zusammenwachsen
1a8t. Diese Operationen erhohen den Zusammenhang immer um zwei
und so entsteht die Reihe der jedesmal um zwei unterschiedenen Zahlen
—2,0, 2, 4, 6.

Fiir die im vorigen Paragraphen entwickelte projektivische Auffassung
behilt die Operation, welche in dem Entstehenlassen eines Knotenpunktes
und der weiteren Verwertung desselben besteht, ihren EinfluB auf den Zu-
sammenhang. Es sind nur die Zahlen — 2, 0, 2, 4, 6 alle um zwei zu
erhéhen. Denn z. B. die Art IV, die sich in eine unbegrenzte Ebene aus-
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breiten 1aBt, erhdlt fiir uns den Zusammenhang 2, und daraus folgt (in
derselben Weise, wie Schlafli seine Zahlen ableitet):

I 8
II 6
II1 4
Iv 2
\ 0.

In der Tat kann man auf diesen Flachen 4, 3, 2, 1, 0 geschlossene
Kurven ziehen, ohne daB sie in Stiicke zerfallen, wenn man sich der Ent-
stehong aus der Fliche mit vier Knoten erinnert. Bei I, II, ITI, IV haben
sich bez. die Flichenteile, die in 4, 3, 2, 1 Knoten aneinander stieBen,
miteinander vereinigt. Um 3, 2, 1, 0 der so entstandenen diinnen Stelle
der Fliche lege man geschlossene Ovale. Man ziehe ferner auf dem ur-
spriinglichen hyperbolischen Teile der Fliache mit vier Knoten einen ge-
schlossenen unpaaren Kurvenzug, als welchen man z. B. eine der einfach
zdhlenden Geraden wihlen kann. Dann hat man auf den Flichen I, II,
III, IV, V bez. 4, 3, 2, 1, 0 geschlossene Kurven gezogen, ohne daB ein
Zerfallen der Fliche eingetreten ware. Jede weitere geschlossene Kurve
fiihrt aber ein Zerfallen herbei. Der Zusammenhang ist also bez. 8, 6, 4, 2, 0.

Erlangen, den 6. Juni 1873.

[Zusatz 1. Uber Flichen dritter Ordnung mit konischen und biplanaren
Punkten.]

[Zu dem § 5 der vorstehenden Abhandlung mdgen hier noch einige Ergéinzungen
gegeben werden, welche auBer den beim Wiederabdruck im Texte durch eckige
Klammern angezeigten Anderungen notwendig erscheinen. Es handelt sich um die
Frage, bei welchen der in § 2 des Textes genannten Flichen (welche aus der Fliche
mit vier reellen konischen Knoten durch die Prozesse + oder — abgeleitet sind) der
Durchgang eines oder mehrerer der konischen Knoten durch die biplanare Form
wirklich eine neue Flichenart liefert. Die Reduktion der im Texte als moglich be-
zeichneten Arten haben Rodenberg und Herting?) begonnen. Sie sind dabei
aber nicht weit genug gegangen.

Die Sache ist die, daB esTauBer der Fliche IV’ mit einem isolierten konischen
Knoten, von welcher der erste Teil des § 5 handelt, nur noch eine, von den un-
mittelbar gewonnenen Arten wesentlich verschiedene, Art gibt. Bei den Flichen mit
drei konischen Knoten der Art I erhélt man eine neue Art I', wenn man drei oder einen
der Knoten sich durch die biplanare Form #ndern 148t; gehen jedoch zwei Knoten
durch die biplanare Form hindurch, so erhilt man wieder eine Fliche der Art I.

) Rodenberg, Math. Annalen, Bd. 14, S. 55—58 und Herting in seiner
Miinchener Dissertation ,Uber die gestaltlichen Verhiltnisse der Flichen dritter
Ordnung und ihrer parabolischen Kurven“ (1884, gedruckt Augsburg 1887) S. 24,
28, 36—38.
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(Die Arten I und I” einerseits und I’ und I"” andrerseits des Textes sind also identisch.)
— Rodenberg und Herting haben bereits gezeigt, da bei den Flidchen mit zwei
konischen Knoten nur die Art IT eine neue Art liefern kann, wenn etner der Knoten
sich durch die biplanare Form &ndert, daBl aber keine neue Art entsteht, wenn dies

Fig. 9.

beide Knoten tun. Beide haben ferner gezeigt, daB bei den Flichen mit einem nicht
isolierten konischen Knoten nur bei der Art III der Durchgang durch die biplanare
Form AnlaB zu einer neuen Art geben kann. Ihre Angabe aber, daB diese beiden
Moglichkeiten wirklich neue Flichenarten liefern, ist irrig. Ebenso diirfte ihr Beweis
fir den Fortfall der andern Mdglichkeiten im Falle von zwei und einem Knoten
nicht stichhaltig sein. Deshalb soll der Durchgang eines Knotens durch die bipla-
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nare Form fiir Flichen mit einem oder zwei Knoten im folgenden auch genauer
untersucht werden.

Es mégen zunichst einige spezielle Flichen mit nur einem biplanaren Knoten
genauer betrachtet werden. Wir stellen zuniichst folgende drei Flichen nebeneinander:

(1) vy =2z(x*+y?),
2) 2y =22 (% +y? 1%,
(3) 2y=2z(x?+y?— 1222).

Die Gleichung (1) stellt, ebenso wie die weiter unten zu betrachtende Glei-
chung (4) eine Linienfliche dritter Ordnung dar, deren Erzeugende parallel zur zy-
Ebene verlaufen. Beide Flidchen gehdren zu den zuerst von Pliicker?) betrachteten
Linienflichen, welche von den Achsen der Komplexe einer linearen Kongruenz er-
zeugt werden, und sind spéter von Ball in seiner Schraubentheorie (1873) unter dem
Namen Zylindroid betrachtet worden. Die Gleichung (1) stellt dasjenige Zylindroid
dar, dessen Doppelgerade (die z-Achse) zwei reelle ,pinch-points® triigt und oberhalb
z=+1 und unterhalb z=—1 isoliert verliuft. Dies Zylindroid teilt zusammen
mit der Ebene z=0 und der unendlich fernen Ebene den Raum in sechs Kammern,
von denen vier als flache Kammern, die andern zwei als hohe Kammern bezeichnet
werden mogen. — Die Fliche (2) entsteht aus (1), indem die Doppelgerade ver-
schwindet. Sie verliuft in den vier flachen Kammern und nahert sich, je weiter
man horizontal ins Unendliche geht, dem Zylindroid. Durch den biplanaren Punkt O
der Fliche laufen zwei reelle je dreifach zihlende Gerade; auBerdem liegt die un-
endlich ferne Gerade der zy-Ebene auf ihr. Die Fliche gehért zur Art III. Sie wird
durch die Fig. 2 auf S.18 geniigend dargestellt. — Die Fliche (3) entsteht aus (1), in-
dem die isolierten Teile der Doppelgeraden sich aufbldhen, so daB sie gleich Rotations-
kegeln zweiter Ordnung ins Unendliche gehen. Sie verliduft in den zwei hohen
Kammern und ndhert sich wieder, je weiter man horizontal ins Unendliche geht, dem
Zylindroid. Die kegelférmigen Teile gehen in der Umgebung von O in eigentiimlicher
Weise in den zylindroidférmigen Teil iiber. Durch den biplanaren Punkt O der Fliche
laufen sechs reelle je dreifach zihlende Gerade. Ein solcher Punkt ist in Fig. 3
dargestellt?6), die allerdings nur die nichste Umgebung wiedergibt. Die Fliche ent-
hilt auBer der unendlich fernen Geraden der xzy-Ebene noch acht weitere Gerade und
gehort zur Art I. Um ihren Gesamtverlauf, der auch durch das entsprechende
(iibrigens nicht voll symmetrische) Modell der Rodenbergschen Sammlung nicht
ausreichend dargestellt ist, besser iiberblicken zu kénnen, ist als Fig. 9 eine per-
spektive Zeichnung wiedergegeben. Man muB sich in die Einzelheiten der Figur, die
sich nur schwer in Worten ausdriicken lassen, hineindenken??). Am besten ist es, daB
sich der Leser selbst ein Modell, etwa aus Plastilin, herstellt, oder zum mindesten
eine kotierte Projektion der Fliche auf die Ebene z =0 zeichnet. Dies ist bei den
Flichen (2) und (3) sehr leicht, denn ihre Horizontalschnitte z = Const. sind Kegel-
schnitte, deren Hauptachsen in den winkelhalbierenden Ebenen zu dem Paar der
Hauptebenen =0 und y = 0 des biplanaren Punktes liegen.

25) Neue Geometrie des Raumes, Teil I (1867), S. 62—112, besonders S. 97.

26) Diese Figur entspricht dem Falle einer sehr weitgehenden Abweichung vom
Zylindroid, die Rotationskegel wiirden einen sehr groBen Offnungswinkel besitzen.

27) Zum Verstindnis der Fig. 9 sei noch folgendes hinzugefiigh. (Das meiste
hier Gesagte gilt auch fir die Fig. 10.) Die Fliache ist durch einen Rotations-
zylinder um die z-Achse einerseits und durch zwei Ebenen z =+ Const. andrerseits
abgeschnitten. Gezeichnet sind die Schnittgeraden mit der Ebene z = 0 und die Schnitt-
kurven mit den winkelhalbierenden Ebenen z+y =0. Von der UmriBkurve sind so-
wohl der sichtbare als auch der unsichtbare Teil bestimmt. In Fig. 9 sind die vier
auf den kegelformigen Teilen verlaufenden Geraden durch den biplanaren Punkt fort-
gelassen, um die Figur und besonders die Umgebung dieses Punktes nicht zu iiberlasten.
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Wir betrachten ferner folgende zwei Flichen:
(4) vy =2z(x*—y*),
(5) xy=2z(2x2—y>4A%2%).

Die Gleichung (4) stellt ein ,tordiertes® Zylindroid dar, dessen Doppelgerade
(die 2z- Achse) zwei imaginire ,pinch-points“ trigt und daher nirgends isoliert verlduft.
Ihre Horizontalschnitte bestehen aus einem rechtwinkeligen Geradenpaar, das sich in
positivem Sinne um 90° dreht, wenn man die z-Achse von unten nach oben durch-

Fig. 10a.

léuft. Die Fliche (4) allein zerteilt den Raum nicht, zusammen aber mit der Ebene
2=0 und der unendlich fernen Ebene zerlegt sie ihn in acht Kammern. In vieren
derselben, welche nicht benachbart sind, verliuft die Fliche (5). Sie entsteht dadurch
aus der Fliache (4), daB deren Doppelgerade imaginir wird und die Flichenméntel
sich oberhalb und unterhalb der Ebene z=0 von der z-Achse ablésen. Sie hat in O
einen biplanaren Knoten, durch den vier reelle je dreifach zihlende Gerade laufen,
von denen eine in der Hauptebene y =0 und drei in der Hauptebene z =0 liegen.
(Um diesen Typus des biplanaren Punktes, der in § 3 des Textes nur nebenher er-
wiéhnt wurde, zu veranschaulichen, sind in Fig. 10b eine Reihe schematischer Zeich-
nungen von Schnittkurven beigefiigt, welche von einer sich im positiven Sinne
um die Achse des biplanaren Punktes drehenden Ebene ausgeschnitten werden.) Die
Fliche enthilt auBer der unendlich fernen Geraden der xy-Ebene noch zwei einfach
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zdhlende Geraden. Sie gehért zur Art II. Eine perspektive Zeichnung der Fldche
ist in Fig. 10a zu sehen. Die Horizontalschnitte der Fliche sind gleichseitige Hy-
perbeln, deren Asymptoten durch die Horizontalschnitte der Fliche (4) gegeben sind.

Hat man sich nun so den Verlauf der Flichen (2), (3) und (5) klargemacht,
so ist die Behauptung evident, daBl es zu Flichen mit einem Knotenpunkt, dessen
Kegel reell ist, keine neuen Flichen gibt (und zwar fiir alle drei Arten I, I, III
gleichermaflen). Denn jede solche Fliche gehort mit einer derartigen Fliche, wie sie
aus (2), (3) und (5) durch Auflésung des biplanaren Punktes in einen konischen
Knoten nach § 4 des Textes entsteht, zur gleichen Art. Weil aber jede der Flichen
(2), (3) und (5) mit sich selbst zur Deckung kommt, wenn man sie um die z- Achse
oder y-Achse durch 180° dreht, so kann die Auflssung des biplanaren Punktes in
einen konischen Kneten keine verschiedenen Flichenarten liefern, nach welcher der
beiden verschiedenen Seiten hin sie auch erfolgen mag.

,YZ_\/J
)

Y /( o
AV

Fig. 10b.

Wir betrachten ferner als Beispiel die Flichenschar mit dem Parameter o:

614+6+262£

zY =— 3 2x?—2z2y?4+ 22223~ (6 —=1) (6 + 1) 2%
(6) 2
3 10
l -i—u(a-—l)(a-i—l)g—_l—#—xf’.

Lassen wir o von +1 nach —1 laufen, so erhalten wir von der Fliche (3) aus-
gehend®®) fiir 6 >0 Flichen von derselben Art wie (3), wiahrend fiir o <0 Flichen
von der Art der Fliche (5) entstehen, mit welcher unsere Reihe endet. Nur die fiir
o =0 entstehende Fliche

(7) ry=%—22y?+ 21223+ 1222

enthdlt auBer dem biplanaren Punkt in O noch einen konischen Knoten (im unendlich
fernen Punkt der z-Achse). Den gestaltlichen Verlauf dieser Fliche wollen wir uns
jetzt klarmachen. Ihre Horizontalschnitte z = const. sind Hyperbeln, deren Mittelpunkte

auf der kubischen Raumkurve y = 12?, 2 =—4zy=—412° liegen und deren Asym-
ptoten parallel sind zu den in der gleichen Ebene liegenden Erzeugenden der Linienfliiche
(8) zy=—2zy°

Diese zerfillt in die Ebene y =0 und das geradlinige Paraboloid = — 2zy, dessen
Scheitel in O liegt, und dessen Scheitelgeraden die - und 2-Achse sind. Das fiir uns

%) Genauer gesagt beginnen wir mit der durch eine Drehung von 90° um die
z-Achse aus (3) entstehenden Fliche xy = — 2za%— 2zy%+ 21222,



XXXV. Fliachen dritter Ordnung. Zusatz I. 49

in Betracht kommende Erzeugendensystem dreht sich um die z-Achse in positivem
Sinne um 1809 wenn man z von — 00 bis + 00 wachsen léBt, so da8 also das Para-
boloid zusammen mit den Ebenen y =0, 2=0 und der unendlich fernen Ebene den
Raum in acht Kammern teilt, von denen vier nach oben bzw. nach unten immer
enger werden, wihrend die anderen vier immer weiter werden. Das Analoge gilt fiir
die von den Asymptoten selbst gebildete Linienfliche. Und nun ist die Sache die,
dafl die Fldche (7) fiir Werte | 2| <1 in den vier weiter werdenden, fiir Werte |z | > 1
jedoch in den vier enger werdenden Kammern verlduft, wihrend sie fiir jz|=1 die
letztgenannten Linienfliche in einem Geradenpaar durchsetzt. Es bleibt noch einiges
iiber die reellen Geraden der Fliche (7) zu bemerken. Die x-Achse zdhlt als Verbin-
dungslinie des biplanaren und konischen Knotens sechsfach. Durch ersteren liuft in
der Ebene y =0 noch eine dreifach zéhlende Gerade und laufen in der Ebene y =0
noch drei je dreifach zdhlende Gerade. Durch den konischen Knoten gehen noch drei
je zweifach zihlende Gerade (unter ihnen die unendlich ferne Gerade der Ebene
z=0)2). Aullerdem enthalt die Fliche drei einfach zéhlende Gerade. Sie gehort also
zur Art I.
Wir betrachten schlieBlich die Fliachenschar

14 +06 +-202—03

2y =2za%—0 " -— 3 —2yi+24%%%— (6 —1) (0 + 1) iz%y
) o(o—1) (o1 62+8c ! 10
\ o=+ 1) — 57— v"

Liuft ¢ von + 1 nach — 1, so ergeben sich, von der Flache (5) beginnend, fiir ¢ >0
Flachen von derselben Art wie (5), fiir 6 <0 aber Flichen von der Art der Fliche
(2), mit welcher die Reihe schlieBt. Wir betrachten wieder besonders die Ubergangs-
fliche mit o = 0:

(10) ry=2zax—% - 24i%2%4 i2%y,

welche auBler dem biplanaren Punkt O noch einen konischen Knoten (im unendlich
fernen Punkt der y-Achse) besitzt. Die Horizontalschnitte von (10) sind Hyperbeln,
deren Mittelpunkte auf der kubischen Kurve x = Az% y = 422 = 4123 liegen, und deren
Asymptotenrichtungen durch die Linienfldche

(11) vy =2zx*

bestimmt sind. Diese Linienfliche geht durch eine positive Drehung von 270° um die
z-Achse aus (8) hervor. Analoges gilt von der neuen und alten kubischen Raumkurve.
Also ist die Raumeinteilung durch die von den Asymptoten selbst gebildete Linien-
fliche, durch die Ebene z =0 und die unendlich ferne Ebene ganz die entsprechende.
Die Fliche (11) verlduft jedoch diesmal durchweg in den vier enger werdenden
Kammern. Die Fliche enthélt die y-Achse als sechsfach zéhlende Gerade. Durch den
biplanaren Punkt geht noch eine weitere dreifach zahlende Gerade in der Ebene z = 0

29) Uber die durch den biplanaren Punkt O der Flichen der Schar (6) laufenden
Geraden lifit sich folgendes aussagen. In der Ebene x = 0 sind unveréindert die drei
Geraden z =0, 1z + x =0 enthalten, wihrend die in der Ebene y = 0 gelegenen Ge-
raden gegeben sind durch:

el . le(e+1) [5=30
2+ —— ¢ — 2= — 7+ —— — .
Az ” z=0, 2 | ) _\/o 3 :lx

Man sieht, daB dies fiir 6 > 0 drei reelle Gerade sind, von denen zwei fiir 6 =0 zu

sammenfallen, wihrend fiir 6 < 0 eine reelle und zwei imaginire Gerade auftreten. —

Ebenso vereinigen sich zwei dreifach zihlende und sechs einfache Gerade der

Flachen o >0 bei Entstehen des Doppelpunktes (o6 =0) zu den oben angegebenen

Geraden durch diesen und werden beim Auflésen desselben (o < 0) simtlich imaginér.
Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. II.
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und eine dreifach zdhlende Gerade in der Ebene y = 0. Durch den konischen Knoten
lauft noch als zweifach zihlende Gerade die unendlich ferne Gerade der Ebene z = 030
AuBerdem enthidlt die Fldche noch eine einfach zdhlende Gerade. Sie gehdrt also
zur Art II.

Nun besteht der Beweis fiir die EinfluBlosigkeit des Durchganges eines konischen
Knotens durch die biplanare Form auf die Art einer Fliche, bei Flichen mit zwei
konischen Knoten wieder darin, daB wir konstatieren, daBl die Fliche (7) bzw. (10)
durch eine Drehung von 180° um die y-Achse bzw. die z-Achse in sich {ibergeht,
und daB demnach die Auflésung des biplanaren Knotens in einen konischen Knoten
gemiB des § 4 des Textes keine verschiedenen Flichenarten liefern kann, nach welcher
der beiden Seiten hin die Auflésung auch erfolgen mag.

Es bleibt noch die Frage zu erledigen, bei welcher der hier genannten Flichen
mit biplanarem Punkt zwei einander spiegelbildlich zugeordnete Flichen zu derselben
Art gehéren. Auf diese Frage sind Rodenberg und Herting nicht eingegangen.
Die Antwort lautet: Die Flichen, welche mit den Flichen (2) und (3) zu derselben Art
gehéren, zerfallen nicht in spiegelbildlich verschiedene Arten, eben wegen der Existenz
der zu sich selbst symmetrischen Flachen (2) und (3). Da.gegen sind die Flichen
(5), ( (10) wesentlich rechts orientiert, und man kann sie nicht in die entsprechen-
den lmks orientierten Flichen iiberfiihren, ohne daB eine neue oder héhere Singularitit
dabei auftritt, weil die beiden Ebenen des biplanaren Punktes hinsichtlich der in ihnen
liegenden Geraden ginzlich verschieden sind. Also bestimmen die Fldichen (5), (7), (10)
und die aus ilmen durch Spiegelung hervorgehenden sechs Arten.

Man kann nun noch die Frage aufwerfen, warum die durch Auflésung dieser bi-
planaren Punkte in konische Knoten entstehenden Flichen nicht mehr spiegelbildlich ver-
schiedene Arten bilden, wie bereits auf S. 23 des Textes angegeben wurde. Die Antwort
lautet: Die Bedingung, dall drei Gerade des biplanaren Punktes in einer Ebene liegen,
bzw. daB eine Gerade in der festen Tangentialebene der Flache lings der Verbindungs-
geraden des biplanaren und des konischen Knotens liege, stellt eine Einschrénkung
fiir die Beweglichkeit dieser Geraden vor, die bei der Auflésung des biplanaren Knotens
in einen konischen fortfdllt. V.]

Die vorstehenden Ausfiihrungen iiber die verschiedenen Arten von Flichen mit
konischen und gewdhnlichen biplanaren Knoten erfahren eine hiibsche Bestéitigung, wenn
man die Fliche durch elementare Projektion von einem ihrer Knotenpunkte aus auf die
Ebene abbildet. Diese Abbildung ist im wesentlichen eindeutig. Nur das Projektions-
zentrum oder vielmehr die von diesem auslaufenden Linienelemente der Flache bilden
sich dabei als einteiliger oder nullteiliger Kegelschnitt oder als reelles Geradenpaar
oder als konjugiert imagindres Geradenpaar mit reellem Schnittpunkt ab, je nachdem
man von einem nicht isolierten oder isolierten konischen Knoten oder von einem
biplanaren Knoten mit reellen oder konjugiert imaginéren Ebenen projiziert. —
Andererseits bilden sich die sechs durch das Projektionszentrum gehenden Geraden
der Fliche als Fundamentalpunkte ab, die auf diesem eigentlichen oder uneigentlichien
l\egelschmtte liegen. Sind die Geraden reell, so sind die entsprechenden Fundamental-

3%) Die Geraden des biplanaren Punktes O der Flichen der Schar (9) sind in
der Ebene y =0 unverdndert die reelle Gerade z = 0, wéhrend die in der Ebene z =0
verlaufenden Geraden gegeben sind durch

1 e
2 L d
Dies sind fiir ¢ >0 drei reelle Gerade, von denen fiir o -- 0 zwei zusammenfallen, um
fir o <0 imaginir zu werden. — Ebenso vereinigen sich zwei dreifach zihlende und

zwei einfache Gerade beim Auftreten eines Doppelpunktes zu den durch diesen
laufenden Geraden und werden beim Verschwinden desselben simtlich imaginir.
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punkte in den folgenden Figuren durch kleine Kreise bezeichnet. Werden im Falle
eines konischen Knotens zwei der durch ihn gehenden Geraden imagindr, so haben
sie eine reelle Ebene gemeinsam, die die Fliche in einer dritten nicht durch den
Knoten gehenden Geraden schneidet. Die Projektion dieser Geraden ist in den Fi-
guren gezeichnet, auf ihr liegen zwei konjugiert imaginire Fundamentalpunkte. (Sie
darf alfo den Fundamentalkegelschnitt nicht in reellen Punkten schneiden.) Ent-
sprechendes gilt fiir einen biplanaren Punkt mit konjugiert imagindren Ebenen.
Wenn aber im Falle eines biplanaren Punktes mit reellen Ebenen zwei der durch
ihn gehenden Geraden konjugiert imaginir werden, so fillt ihre reelle Verbindungs-
ebene mit einer Ebene des biplanaren Punktes zusammen. Diese Ebene schneidet
dann aus der Fliche noch eine dritte durch den biplanaren Punkt gehende reelle
Gerade aus, deren Bild als reeller Fundamentalpunkt schon gezeichnet vorliegt.

Die (in den folgenden Fig. 11 bis 17 nicht gezeichneten) Bilder der iibrigen
reellen Geraden erhilt man, wenn man im Falle eines einteiligen Fundamentalkegel-
schnittes die Verbindungsgeraden aller reellen Fundamentalpunkte und die Tangenten
in etwa zusammengeriickten Fundamentalpunkten zeichnet, im Falle eines reellen
Fundamentalgeradenpaares aber die Verbindungslinien derjenigen reellen Fundamental-
punkte zieht, welche auf verschiedenen Geraden des Geradenpaares liegen. (Diese
letzteren sind keine Bilder von Geraden der Fliche.) — Die Geraden dieses Geraden-
paares sind in den folgenden Figuren durch stdrkeres Ausziehen kenntlich gemacht.

Die Abbildungen der Flichen lassen sich durch solche stetige Uménderungen,
welche weder die oben beschriebene Art des Fundamentalkegelschnittes, noch die
Vielfachheit von Fundamentalpunkten éndern, noch einen Fundamentalpunkt mit dem
Bildpunkt der Achse des biplanaren Punktes zusammenfallen lassen, in die folgenden
schematischen Fig. 11 bis 17 verwandeln.

Im einzelnen erhalten wir dabei fiir die Flichen mit einem konischen Knoten
die folgenden Bilder®):

’

I II IIT v v
Fig. 11.
und fiir die mit einem biplanaren Knoten diese:
I II III v
Fig. 12

Man sieht, die Flichen mit derselben Anzahl reeller Geraden (wobei deren Vielfachheit
zu beriicksichtigen ist) bilden je nur eine Art. KEine Ausnahme machen nur die
durch die Fig. 11, IV und 11, IV’ charakterisierten Flichen mit drei reellen Geraden,

1) Die rémischen Nummern dieser Figuren stimmen mit den entsprechenden Be-
zeichnungen des Textes und des ersten Teiles dieses Zusatzes iiberein.
4%
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welche einen nichtisolierten bzw. isolierten Knoten besitzen. Wie die Fliche der
Fig. 12, IV mit biplanarem Knoten mit imaginiren Ebenen den Ubergang zwischen
beiden vermittelt, ist deutlich zu sehen.

Es folgen jetzt die Bilder der Flédchen mit zwei, drei und vier konischen Knoten.
Bei der Abbildung von jedem der auftretenden Knoten aus ergibt sich die gleiche
schematische Figur:

I I III

Fig. 13.

I i I
Fig. 14. Fig. 15.

Bei den Flichen mit drei Knoten und der Hochstzahl der reellen Geraden gibt es
offenbar zwei Arten, die durch die Figuren 14, T und 14, T dargestellt sind. Sie
sind durch die verschiedene Anordnung der von dem Knoten auslaufenden zweifach
und vierfach zihlenden Geraden unterschieden. — Sonst sind die verschiedenen Arten
schon durch die Anzahl der reellen Geraden gekennzeichnet.

SchlieBlich lasse ich noch die Abbildung der Flichen mit einem konischen und
biplanaren Punkte, bzw. mit zwei konischen und einem biplanaren Punkte folgen,

und zwar jeweils sowohl die Projektion vom konischen als auch vom biplanaren
Punkte aus.

Ia Ib IIa I1b

Fig. 16.

Fig. 17.

/Man sicht deutlich, wie Fig. 16, Ia den Ubergang zwischen den Fig. 14, T und
14, I" bildet.
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Um aus der Abbildung wieder die Flidche dritter Ordnung zu erhalten, hat man
folgende Regel: Man wiihle auBlerhalb der Bildebene das Projektionszentrum beliebig.
Dann nehme man dieses als den Eckpunkt #, = z, = x, = 0 eines Tetraederkoordinaten-
systems und die Bildebene als die Ebene x, = 0 desselben. Die durch das Tetraeder-
koordinatensystem in der Bildebene bestimmten Dreieckskoordinaten mogen §&,, &;, &;
heiBen. Man kann diese noch so wihlen, daB die sechs Fundamentalpunkte zu je
zwei auf den Geraden &, =0, £ =0, £ =0 liegen. Wihlt man nun noch den Ein-
heitspunkt des Tetraederkoordinatensystems und damit auch des Dreieckskoordinaten-
systems geeignet, so lauten die Gleichungen der Fliche in Parameterform

C‘x1=“;:1'Q
0%y = &5 R
(12) 0w, =£,-Q

Qx4=0{51525:;+(El’+‘52+5:3>§2}-

Dabei bedeutet Q (§,,&,,&) =0 die Gleichung des Fundamentalkegelschnittes. Die
Konstante o der letzten Gleichung wird durch die Forderung bestimmt, daB ein ge-
gebener nicht in der Bildebene und auf keiner der Fundamentalgeraden liegender
Punkt der Fliche angehdren soll.

Unsere elementare Projektionsmethode erméglicht aber auch die Entscheidung
der Frage, ob eine Fliche und ihre gespiegelte zu derselben Art gehdren oder nicht,
obwohl die Projektion einer Fliche und ihrer an der Bildebene gespiegelten identisch
sind. Die Untersuchung stiitzt sich dabei auf folgende Sitze:

1. Durchliuft ein Punkt eine Gerade der Fliche, die durch keinen Knotenpunkt geht,
so dreht sich natiirlich seine Tangentialebene. Enthilt die Gerade imaginére Asymptoten-
punkte, so erfolgt die Drehung bestindig im gleichen Sinne, entweder rechtsherum
oder linksherum, im ganzen um den Winkel 2; eine solche Gerade werde mit 27 bzw. 27
bezeichnet. Enthilt aber die Gerade zwei reelle Asymptotenpunkte, so erfolgt die
Drehung in dem einen der durch die beiden Asymptotenpunkte gebildeten Abschnitte
rechtsherum, im andern linksherum, je um denselben Winkel « < z; die betreffenden
Abschpitte mogen mit (») oder (I) bezeichnet werden. — Geht die Gerade durch
einen Knotenpunkt, so drehen sich ihre Tangentialebenen bestindig im gleichen Sinn
um den Winkel z; eine solche Gerade heiBe r oder I, je nachdem die Drehung rechts-
herum oder linksherum erfolgt. Geht eine Gerade durch zwe: Knotenpunkte, so sind
die Tangentialebenen aller ihrer Punkte identisch; die Gerade werde mit 0 bezeichnet.

2. Schneiden sich zwei gewundene Gerade der Fliche in einem Punkt, der weder
Knotenpunkt noch Asymptotenpunkt ist, so ist dort die eine rechts und die andere
links gewunden. Dies folgt aus der Betrachtung des oskulierenden Hyperboloids. —
Ist der Schnittpunkt zweier gewundener Geraden fiir die eine Asymptotenpunkt, so
ist er es auch fiir die andere; und es geht noch eine dritte Gerade durch diesen
Punkt, fiir welche dasselbe gilt. Umkreist man den Asymptotenpunkt in der Ebene
dieser drei Geraden, so trifft man abwechselnd auf rechts oder links gewundene Ab-
schnitte. — Schneidet eine Verbindungslinie zweier Knotenpunkte eine zweite durch
keinen Knotenpunkt laufende Gerade, so ist dieser Schnittpunkt fiir die zweite ein
Asymptotenpunkt, denn in ihm wird die Tangentialebene stationir.

3. Bei unserer stereographischen Projektion bildet sich eine Gerade mit zwei
imagindren Asymptotenpunkten als solche Verbindungslinie zweier reeller einfacher
Fundamentalpunkte ab, welche die iibrigen reellen Fundamentalpunkte unter Beriick-
sichtigung, ihrer Vielfachheit im Falle eines einteiligen Fundamentalkegelschnittes
schlechthin, im Falle eines reellen Fundamentalgeradenpaares aber noch zusammen
mit dessen Schnittpunkt in zwei ungerade Gruppen teilt. Die iibrigen Verbindungs-
geraden einfacher Fundamentalpunkte, besonders die konjugiert imagindrer Funda-
mentalpunkte besitzen reelle Asymptotenpunkte. — Zum Beweis iiberlege man, dafl
ein Ebenenbiischel durch eine (keinen Knotenpunkt enthaltende) Gerade der Flidche
aus dieser solche Kegelschnitte ausschneidet, welche sich bei unserer Projektion als
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ein Kegelschnittbiischel abbilden, das diejenigen vier Fundamentalpunkte als Grund-
punkte besitzt, welche nicht auf dem Bild der zu untersuchenden Geraden liegen. Die
Frage ist nun, ob die von den Kegelschnitten des Biischels auf der Geraden ausge-
schnittene Involution elliptisch oder hyperbolisch ist, d. h. ob die Schnittpunkte zweier
beliebiger Kegelschnitte sich (harmonisch) trennen oder dies nicht tun. (Vgl. FuB-
note ) auf S. 81.) Da es sich um projektive Eigenschaften handelt, konnen wir fiir
Verbindungslinien reeller Fundamentalpunkte unsere Untersuchung auf den Fall be-
schrinken, da das Fundamentalgebilde eine Ellipse ist oder ein Geradenpaar, dessen
Schnittpunkt die auf jeder der beiden Geraden liegenden Fundamentalpunkte im End-
lichen nicht trennt. Sind nun die vier Grundpunkte des Kegelschnittbiischels sémtlich
reell, so geniigt es zum Beweise die drei im Biischel enthaltenen zerfallenden Kegel-
schnitte, also die Paare gegeniiberliegender Seiten des von den Grundpunkten gebil-
deten volistindigen Viereckes zu betrachten. Sind aber zwei oder vier Grundpunkte
paarweise konjugiert imaginir, so projiziere man die Figur so, da8 die reelle Verbin-
dungsgerade zweier imaginirer Punkte in die unendlich ferne Gerade und diese selbst
in die Kreispunkte iibergehen. Dann wird aus dem Kegelschnittbiischel ein Kreis-
biischel, welches die andern zwei Grundpunkte als reelle bzw. imaginire Grundpunkte
besitzt (d. h. dessen Kreise samtlich durch die zwei reellen Grundpunkte hindurch-
gehen bzw. die Verbindungslinie der zwei imagindren Grundpunkte als gemeinsame
Chordale haben). Die Betrachtung dieser Kreisbiischel lehrt die Richtigkeit. unserer
Behauptung. — Ganz analog wird die Behauptung fiir die Verbindungslinien imagi-
nirer Fundamentalpunkte bewiesen. — Riicken im1 Falle von vier reellen Grundpunkten
etliche zusammen, so bleiben immer zwei gegeniiberliegende Seiten des vollstindigen
Vierecks bestimmt; aulerdem beachte man, daB das Fundamentalgebilde selbst ja
stets zum Biischel gehort. Riicken im Falle von zwei reellen Grundpunkten diese zu-
sammen, so erhdlt man ein Kreisbiischel, dessen Kreise sich simtlich in demselben
Punkt beriihren. Im Ubrigen verliuft der Beweis ebenso.

4. Die Lage der reellen Asymptotenpunkte ergibt sich aus der Bemerkung, dafl
sie bekanntlich die beiden Schnittpunkte eines beliebigen zu ihrer Geraden gehorigen
Kegelschnittes harmonsich trennen. Dies wenden wir auf den Fall an, daB dieser
Kegelschnitt in ein reelles Geradenpaar zerfillt, das sich in unserer Abbildung ent-
weder als Geradenpaar oder als zwei Fundamentalpunkte darstellt. Die Asymptoten-
punkte sind in den folgenden Figuren durch kurze Querstriche angegeben.

Fig. 18. Fig. 19.

Diese Angaben geniigen, um die vorstehend gezeichneten Figuren mit den Buch-
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staben 7 und I beschriften zu kénnen: Man fange bei einer Geraden oder ihrem Ab-
schnitte nach Belieben mit » oder ! an; dann ergibt sich die Beschriftung aller
anderen Stellen zwangldufig. — Ich habe zwei Beispiele in Fig. 18 und 19 ausgefiihrt.

Nun hat man fiir die Herstellung der Abbildung der durch Spiegelung an der
Bildebene aus einer Fliche entstehenden symmetrischen einfach die Regel: Man ver-
tausche iiberall v mit |. Weiter ergibt sich: Eine Fliche und ihre gespiegelte gehoren
dann und nur dann zu derselben Art, wenn thre beschrifteten Projektionen in der oben
angegebenen Weise stetig ineinander iberfihrbar sind. Doch muB man bei Flichen
mit drei nicht gleichartigen Knoten eine solche Projektion wihlen, bei der die zwei
gleichartigen Knoten unter ihnen gleichartige Bilder liefern, also z. B. bei der Fig. 17
die Projektion b.

Bei der oben besprochenen Herstellung der Fliche dritter Ordnung aus der un-
beschrifteten Projektion war es gleichgiiltig gewesen, auf welcher der beiden durch
Projektionszentrum und Bildebene gebildeten Abschnitte eines Projektionsstrahles man
den willkiirlich wihlbaren Punkt der Fliche -annahm. Geht man aber von der be-
schrifteten Projektion aus, so mufl man den Abschnitt des Projektionsstrahles richtig
wihlen. Von dieser Wahl hiingt ersichtlich das Vorzeichen von ¢ in Formel (12) ab.
Denn eine Vorzeichenéinderung von ¢ bedeutet eine ,projektive Spiegelung“ der Fliche
an der Bildebene x,=0. Mit einer solchen aber dndert sich der Windungssinn aller
Flichengeraden.

Ich finde unter den oben gezeichneten Figuren 11 bis 17 folgende drei, die sich
nicht kontinuierlich in ihre Spiegelbilder {iberfiihren lassen. (Zwei der drei Fille
sind in zwei Projektionen gezeichnet.)

Fig. 20. Fig. 21 a. Fig. 21b.

Fig. 22 a. Fig. 22D.

DaB bei Auflésung des biplanaren Knotens in einen konischen die Unterscheidung in
spiegelbildlich getrennte Arten fortfillt, sieht man, indem man bei Projektionen vom
konischen Punkt aus den dreifachen Fundamentalpunkt in einen zweifachen und ein-
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fachen auflist, bei Projektionen vom biplanaren Knoten aus das Geradenpaar in eine
benachbarte Hyperbel iibergehen 14Bt. Das letztere ist in den Fig. 23, 24 und 25
ausgefiihrt.

Fig. 23. Fig 24.

Fig. 25.

Dafi die vorher getrennten Arten jetzt in eine {ibergehen, wird hierdurch be-
sonders verstindlich. K.

[Zusatz T1: Uber die durch die 27 reellen Geraden vermittelte
Zerlegung der Clebschschen Diagonalfiiche?).]

[ Bekanntlich lassen sich nach Clebsch und Cremona die singularititenfreien
F, in der Weise im allgemeinen eineindeutig auf die Ebene abbilden, da8 in letzterer

32) [Ich gebe hier noch einige Ausfiihrungen, weil mir die klare Durcharbeitung
der Einzelheiten des besonderen Falles fiir die Erfassung der allgemeinen Uberlegungen
sowohl der vorliegenden als namentlich auch der folgenden Abhandlung XXXVT niitzlich
scheint. K.]
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sechs Fundamentalpunkte auftreten, denen auf der F, die Geraden einer beliebig
herauszugreifenden halben Doppelsechs entsprechen. Die andern sechs Geraden dieser
Doppelsechs werden dann bez. durch die sechs Kegelschnitte vorgestellt, welche durch
je fiinf der sechs Fundamentalpunkte hindurchgehen, die 15 dann noch fehlenden Ge-
raden durch die Verbindungsgeraden von je zwei Fundamentalpunkten. Wir mégen
uns hier auf den Fall beschrinken, wo alle 27 Geraden reell sind und infolgedessen
die Abbildung, wie die sechs Fundamentalpunkte einzeln reell ausfallen.

Zwecks konkreter Erfassung der hierbei auftretenden gestaltlichen Verhéltnisse
ist es noch zweckmiBig, zwei Mafliregeln zu treffen, die allgemein in Abhandlung XXXVI
dieser Ausgabe zur Geltung kommen sollen, nimlich 1. sich die F}, wie die Abbildungs-
ebene doppelt iiberdeckt zu denken, wodurch gemdB der in Abhandlung XXXVI zu
entwickelnden projektiven Auffassung zwei geschlossene Doppelfiichen entstehen, 2. die
Doppelfliche der F lings der sechs bei der Abbildung benutzten Geraden aufzuschneiden
und die Doppelebene in den sechs Fundamentalpunkten mit unendlich kleinen Offnungen
zu versehen, deren Randpunkte den Fortschreitungsrichtungen vom Fundamentalpunkte
aus eindeutig zugeordnet sind. Léngs jeder Schnittgeraden héingt dann die eine Halfte
der vorderen Uberdeckung der F, immer noch durch das Unendliche hindurch mit
der anderen Hilfte der hinteren Uberdeckung zusammen, sodaB jede der sechs Ge-
raden zweimal als Rand der zerschnittenen Doppelfiiche erscheint und diese im ganzen
12 Randkurven hat. Nicht minder trigt die doppeltiiberdeckte Bildebene 12 Ofinungen,
némlich jedem Fundamentalpunkte entsprechend eine auf der oberen Seite, eine auf
der unteren. Die beiden so mit 12 Réndern versehenen Flichen sind nun in der Weise
ausnahmslos eineindeutig aufeinander bezogen, daB dies auch fiir die einzelnen Rand-
kurven gilt.

Man kann also die Zerlegung in Einzelgebiete, welche die F, durch ihre 27 Ge-
raden erféhrt, in der ebenen Abbildung ablesen. Dabei ist nur zu beachten, daB,
wenn man auf der F, iiber eine der sechs ausgezeichneten Geraden stetig hiniiber-
geht, dies in der Ebene bedeutet, da8 man unter Durchschreitung des zugehorigen
Fundamentalpunktes von der einen Uberdeckung der Ebene in die andere gelangt.
So hat man fiir die noch fehlenden 21 Geraden Abbilder, die wir in der Ebene fol-
gendermaBen unterscheiden: 1. Jede der 15 Verbindungsgeraden zweier Fundamental-
punkte wird durch diese in zwei Segmente zerlegt, und es steht uns frei, ob man das
eine Segment zundchst dem oberen, das folgende Segment dem unteren Blatte iiber-
weisen will, oder umgekehrt. Da aber auch der Durchgang durchs Unendliche vom
oberen in das untere Blatt fithrt, schlieBt sich die Gerade auf der Doppelfliche erst
nach doppelter Durchlaufung. 2. Entsprechend hat man mit den Segmenten zu ver-
fahren, in welche der einzelne der sechs je durch fiinf Fundamentalpunkte hindurch-
gehenden Kegelschnitt durch diese zerlegt wird. Auch der Kegelschnitt schlieBt sich
erst nach doppelter Durchlaufung, mag er nun in der Zeichnung als Ellipse oder als
Hyperbel erscheinen. Sodann beachte man noch, daB jede Gerade der F; von zehn
anderen Geraden geschnitten und dementsprechend in zehn Segmente zerlegt wird.
Dies gilt natiirlich insbesondere von den sechs bei der Abbildung bevorzugten Geraden.
Dementsprechend laufen durch jeden unserer Fundamentalpunkte im oberen, wie im
unteren Blatte zehn Fortschreitungsrichtungen hindurch, oder, wenn man lieber will,
es laufen von ihm 20 Fortschreitungsrichtungen aus, durch welche das umgebende
Oval (im oberen wie im unteren Blatte) in 20 Segmente zerlegt wird, (die den 20 Ufer-
stiicken einzeln entsprechen, welche die zehn Segmente der dem Oval auf der F) ent-
sprechenden Geraden fiir jedes der beiden von ihr begrenzten Ufer darbieten).

Die ganze so entwickelte Vorstellungsweise (welche man gerne durch eine aus-
gefithrte Zeichnung illustrieren kann) mége nun insbesondere fiir die Diagonalfliiche
durchgefiihrt werden. Wir wihlen als ausgezeichnete Gerade auf ihr die in § 10 mit den
Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichneten (oder auch diejenigen, die dort 1, 2’, 3/, 4/, 5/, 6’
heiBen). Man erhilt dann in der Bildebene, wie schon Clebsch in seiner grund-
legenden Arbeit, Math. Annalen, Bd. 4 (1872), hervorhob, ein merkwiirdiges Sechseck
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von Fundamentalpunkten, niamlich ein solches, welches zehnfach Brianchonsch ist.
In meinen spiteren Untersuchungen iiber das ,Ikosaeder“33) habe ich hervorgehoben,
daBl ein solches Sechseck in einfachster Weise mit einer in der Elementargeometrie
wohlbekannten Konfiguration zusammenhangt, ndmlich mit dem Schuitt, den irgendeine
FEbene mit den sechs Durchmessern hat, welche die gegeniiberliegenden Ecken eines regu-
liren ITkosaeders verbinden. Die zehn Brianchonschen Punkte entsprechen dabei
den zehn Durchmessern, welche je durch zwei gegeniiberstehende Mittelpunkte der
20 Seitenflichen des Ikosaeders hindurchlaufen ).

Nun ist die Sache die, da man zwecks anschauungsméiBiger Erfassung der Ver-
héltnisse die doppeltiiberdeckte Bildebene geradezu durch die eine Seite der Oberfliche
(also etwa die nach auBlen gerichtete Seite) des requliiren Ikosaeders ersetzen kann.
Auf ihr verlaufen den doppeltdurchlaufenen Verbindungslinien zweier Fundamental-
punkte entsprechend die 15 Schnittlinien mit den Symmetrieebenen des Tkosaeders
(d. h. den Ebenen, welche je zwei der sechs Durchmesser enthalten). Ferner als
Bilder der sechs Kegelschnitte, die je durch fiinf Fundamentalpunkte hindurchgehen, die
Schuitte mit sechs Rotationskegeln, von denen jeder durch fiinf der sechs Durchmesser
hindurchgelegt ist. Jeder dieser Schnitte be-
steht zundchst aus zwei getrennten Kurven-
ziigen, aber diese zwei fiigen sich doch ver-
moge der Verabredung, die wir nun iiber die
Ecken des Ikosaeders treffen miissen, zu
einem einheitlichem Kontinuum zusammen.

Diese Verabredung geht davon aus, daB
wir soeben um die sechs Fundamentalpunkte
der Ebene herum sechs ovale Offnungen an-
brachten. Wir werden dementsprechend das
Ikosaeder jetzt, wie die Kristallographen sagen,
entecken, etwa, um bestimmte Vorstellungen
zu haben, die zwolf Ecken und ibre nichste
Umgebung durch sechs unendlich diinne Zy-
linder von ovalem Querschnitt, die wir um

Fig. 26. die Durchmesser des Ikosaeders herumlegen,

wegschneiden, so dafl in der Oberflichc des

Tkosaeders zwolf Offnungen entstehen. Das Nihere mag Fig. 26 erliutern, welche
eine der 20 Seitenflichen der ,priparierten” Ikosaederfliche darstellen soll.

Man sieht, wie quer iiber die Seitenfliche drei Stiicke der 15 Symmetrielinien
hinlaufen, die sich im Mittelpunkte schneiden, wihrend drei andere die Begrenzung
der Seitenfliche abgeben; ferner erkennt man drei (in der Figur punktierte) Stiicke
der Schnitte mit den sechs soeben genannten Rotationskegeln. Die Randlinien der
Offnungen aber, die wir an Stelle der Ikosaederecken angebracht haben, werden,
soweit sie in der Figur hervortreten, durch die genannten Kurven in vier Segmente
geteilt. Da von jeder Ecke des Ikosaeders fiinf Seitenflichen auslaufen, ist die einzelne
von 20 Segmenten umgeben, wie es sein sollte.

Die volle Verabredung, auf die es ankommt, entsteht erst, indem wir angeben,
wie wir die Konturen, welche die gegeniiberliegenden Eckpunkte des Ikosaeders um-
geben, aneinander geheftet denken miissen, damit wir das Abbild der geschlossenen,
doppeltiiberdeckten Diagonalfliche erhalten. Ich sage, daB dies folgendermaBen zu
geschehen hat: man denke sich zwei gegeniiberstehende Eckpunkte durch den sie
enthaltenden Durchmesser verbunden. Von den beiden zugehérigen Konturen gehoren

%) Fir das Folgende vergleiche man die unten abgedruckte Abh. LIV ,Weitere
Untersuchungen iiber das Ikosaeder“, besonders den § 10 des Abschnittes II.

™) Der Leser ist gebeten, sich ein Modell eines reguliren Ikosaeders zu verschaffen
und auf ihm die einschligigen Verhiltnisse in concreto zu studieren.
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dann immer solche zwei Punkte zusammen, die eine zu dem Durchmesser parallele
Verbindungslinie haben. Kommt man an die eine Kontur heran, so hat man von dem
entsprechenden Punkte der anderen Kontur aus weiter zu gehen, wobei fiir den Be-
schauer, da man doch auf der durchlocherten Ikosaederfliche bleiben muf}, eine Um-
kehr der Bewegungsrichtung eintritt. Der Beweis fiir diese Behauptungen folgt im
wesentlichen daraus, daB die doppeltiiberdeckte Ebene mit ihren sechs Offnungen
durch das vom Mittelpunkt des Ikosaeders auslaufende Strahlenbiindel eindeutig auf
das ,préparierte® Ikosaeder bezogen ist, und dafl alle Bewegungen im Strahlenbiindel
kontinuierlich zu erfolgen haben. Es scheint jedoch unmdoglich, die so gemachten
Angaben bei der an gegenwértiger Stelle gebotenen Kiirze noch genauer zu begriinden.
Ich will aber doch die analytischen Formeln hersetzen, welche die Abbildung der
Diagonalfliche auf unsere Ikosaederfigur vermitteln. Dabei kann ich mich auf meine
1884 bei B. G. Teubner, Leipzig, erschienenen , Vorlesungen iiber das Ikosaeder usw.“
S. 222, 225 (oder auch die auf S. 58 FuBnote 3%) zitierte Abh. LIV, Abschnitt I, § 13)
beziehen. Man findet dort in zundchst ganz anderer Ideenverbindung die Formeln:
0, (445 Ay— A AY) &P (—2A AT AD) 5 P (24 47 — A7)

et (44T A AT A
= (s‘“A1 —e" A, (A + V) 4, ety A" AN - \V'5) 4, ;'thvAl 6" 4,)
(r=0,1,2,3,4),
277
wo ¢~ e und ﬁbrigens:Zér =0, 25‘? =0 ist. Wir werden hier 4, 4,, A, als

Koordinaten eines Punktes der Ikosaederfliche gelten lassen, indem wir, unter Ein-
filhrung eines gewohnlichen rechtwinkligen Koordinatensystems

Ay=2z, A ~xidiy, 4, -x—1iy

setzen. Dann bezeichnen die 8, (wegen der beiden zwischen ihnen bestehenden Re-
lationen) die homogenen Koordinaten des zugehdrigen Punktes der Diagonalfliche
(vgl. Tkosaederbuch S. 226, 227 oder Abh. LIV, Abschnitt II, § 10). Jeder dieser
Punkte tritt dabei zweimal auf (man erhilt also die Diagonalfliche als Doppelfidche),
insofern die 6, wenn man die Vorzeichen 4,, 4,, 4, gleichzeitig #ndert, nur einen
gemelnsamen Vorzeichenwechsel erleiden. Umgekehrt lassen sich aus den ¢, auch nur
die Verhéltnisse der A4,, 4,, A, berechnen, ihr absoluter Betrag, bez. ihr Vorzeichen
wird von der Stelle der Ikosaederfigur abhingen, die man gerade betrachtet. Man
setze abkiirzend:

5p;2]p“a,,, (2x=1,2,8,4)
also: v
P — 4404, - A7 A, p, 24,47 — 4],
Py —24, 45 + A7, py=4 A4y A, — A A,
Zur Berechnung der 4,:4,: A, kann man dann eine beliebige der drei stetigen Pro-
portionen benutzen
Ag: A Ay = (pypo b pi) i 2Pyt — 2,y py
= (PPt P — 2P+ 20y 1y
= (PaPy—P1P):2(P Py +P8): 2(PyPy 13-

Im iibrigen mége noch kurz auf die geometrisch anschauliche Seite der ge-
wonnenen Beziehung eingegangen werden. Ich sage, daf man in der durch die vor-
stehende Skizze erliuterten Ikosaederfigur die Zerlegung, welche die als Doppelfidche
gedachte Diagonalfliche durch die 27 Geraden erfihrt, in concreto vor sich hat. In
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dieser Hinsicht mogen nur folgende Einzelheiten hervorgehoben werden: Man hat in
jeder der 20 Seitenflichen des Ikosaeders zundchst sechs Vierecke, welche im Mittel-
punkte zusammenstoBen, und damit auf der Diagonalfiiche 120 von geradlinigen
Stiicken begrenzte Vierecke, die wir Vierecke der ersten Art nennen mégen. Man hat
dann entlang jeder der 30 Kanten des Ikosaeders vier Vierecke und damit auf der
Diagonalfliche eine Reihe von 120 weiteren geradlinig begrenzten Vierecken, die man
Vierecke der zweiten Art nennen wird. — Diese Zahlen sind doppelt so groB, wie die
in § 10 der vorstehenden Abhandlung angegebenen, weil jetzt die Diagonalfliche als
eine Doppelfliche angesehen wird; im iibrigen stimmen alle Einzelheiten.

Hat man die Zerlegung der Diagonalfliche durch ihre geraden Linien villig er-
faflt, so wird man leicht zu den Verhiltnissen aufsteigen, die auf einer allgemeinen
Fliche dritter Ordnung mit 27 Geraden herrschen. Die ganze Abdnderung (im Sinne
der Analysis situs) ist nur, daB die drei Querlinien, die sich bei der vorstehenden
Skizze im Mittelpunkt der Figur schneiden, dies nicht mehr tun. Von den jedesmal
sechs zusammengehorigen Vierecken erster Art der Diagonalfiiche gehen bei dieser
Anderung drei in Finfecke wber, und die sechs Polygone zusammen schlieBen zwischen
sich ein Dreieck ein. Dies gibt im ganzen 20 Dreiecke, — oder, wenn wir die Vor-
stellung der Doppelfliche jetzt wieder fallen lassen wollen, auf der einfach gedachten
F; zehn Dreiecke. Innerhalb dieser zehn Dreiecke liegen die im Texte der Abhandlung
ndher bezeichneten zehn Ovale der parabolischen Kurve, welche die elliptisch ge-
kriimmten Teile der Fliche umschliefen.

Zeuthen hat in seiner schon oben genannten Abhandlung (Math. Annalen,
Bd. 8 (1874)) insbesondere die Wandungen der in § 12 des Textes genannten zehn
~Offnungen* der Fliche studiert. Uber eine solche Wandung liuft, wie dort be-
merkt wurde, eine Doppelsechs von geraden Linien der Fliche, wie etwa in dem ersten
der dortigen Beispiele die Doppelsechs:

1 3 5 46 62 24
35 51 13 2 4" ¢’

Zeuthen schlieBt nun die Wandung durch die beiden Dreiecksebenen 4 ab, welcher
diescr Doppelsechs zugehdren, also im Beispiel nach der in § 12 gegebenen Tabelle

durch die Ebenen
12, 34, 56 und 16, 23, 45.

Er erhélt so eine von zwei dreieckigen Figuren begrenzte ringférmige Zone der Fliche,
die man, in roher Weise, einem ringférmigen Ausschnitt eines einschaligen Hyper-
boloids vergleichen kann, iiber welches die zweimal sechs Geraden der Doppelsechs
als Linien der zweierlei Erzeugungen hinlaufen. Er bemerkt ferner, daf die Fliche
dritter Ordnung von den zehn so definierten Zonen im ganzen genau dreifach iiber-
deckt wird.

Nun wird es interessant sein, diese Zonen im Falle der Diagonalfliche (auf den
ich mich der Einfachheit halber beschrinke) in der ikosaedrischen Abbildung nach-
zuweisen. Ks ist dabei bequem, die Ikosaederfigur durch Zentralprojektion auf eine
umgeschriebene Kugel zu beziehen, bei der dann eine ,ikosaedrische Einteilung® zu
studieren ist. Die Ebenen A4 sind im Falle der Diagonalfiiche nichts anderes als
die Pentaederebenen, und drei in der einzelnen dieser Ebenen enthaltene Geraden,
z. B. 12, 34, 56 bilden sich auf der Ikosaederkugel als drei Symmetriekreise ab,
die aufeinander senkrecht stehen. Nun wollen zwei weitere Umstéinde in Betracht
gezogen sein.

1. Die Geraden 1, 3, 5 (um beim Beispiel zu bleiben) zerlegen die Zone in
drei Stiicke, deren einzelnes sich an zwei dieser Geraden (etwa 3 und 5) von entgegen-
gesetzten Seiten heranzieht. Aber die Geraden 1, 3, 5 liefern bei der ikosaedrischen
Abbildung je zwei diametrale Fundamentalpunkte, die in verstindlicher Weise mit

1,1;3,3; 5,5 bezeichnet sein sollen. Wir schlieBen, da das Abbild der Zone auf
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der Tkosaederkugel aus drei Flichenstiicken bestehen muB, die sich etwa von 1 nach
g, von 3 nach 5, von 5 nach 1 erstrecken werden; nach den Regeln fiir den konti-
nuierlichen Durchgang durch die Fundamentalpunkte, die wir oben gaben, bilden
diese drei Stiicke ein zusammenhingendes ringformiges Ganzes.

2. Aber dieses Abbild gibt nur erst die eine Flichenseite der Zone wieder, die
andere Flichenseite wird sich auf drei entsprechende, je diametral zu den genannten

Fig. 27.

Stiicken gelegene Flichenstiicke abbilden, die sich als solche von 1 nach 3, von 3
nach 5, von 5 nach 1 ziehen werden.

Das Nihere ist aus der beigegebenen Fig. 27 zu ersehen, welche eine stereo-
graphische Projektion der Ikosaederkugel vorstellt, die derart gewahlt ist, daB die
Symmetrie, welche die sechs schraffierten Abbilder der beiden Flichenseiten der Zone
darbieten, unmittelbar hervortritt. Ich gebe hier auBerdem in Fig. 28 noch eine
besondere Zeichnung eines dieser sechs Abbilder, in welche auBer Teilen der um die
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Eckpunkte des Ikosaeders beschriebenen Ovale auch noch solche der Schnittkurven
mit den Rotationskegeln durch je fiinf Durchmesser des Ikosaeders eingezeichnet sind,
um die Einteilung unseres Abbildes in sechs Vierecke erster Art und sechs Vierecke
zweiter Art zu erldutern.

Fig. 28.

Nun ist es sehr schon, zu sehen, wie alle Sitze, die Zeuthen iiber die von ihm
unterschiedenen Zonen in seiner Arbeit ableitet, an diesen Figuren, oder besser noch
an einem Modell der Ikosaederkugel selbst, sinnfillig hervortreten. Zunichst ja nur
fiir die Diagonalfliche. Aber man hat nur die kleine vorhin bezeichnete Anderung
anzubringen, um auch die Verhdltnisse bei der allgemeinen Fliche mit 27 reellen
Geraden der Art nach ohne weiterés zu iiberblicken. K.]



XXXVI. Bemerkungen iiber den Zusammenhang der
Flachen?).
[Math. Annalen, Bd. 7 (1874) und Bd. 9 (1875/76).]

Die auf den Zusammenhang der Flidchen beziiglichen Definitionen
werden bei Riemann zundchst ohne besondere Festsetzungen hinsichtlich
des Unendlichweiten hingestellt. Aber entsprechend der von ihm beab-
sichtigten Verwertung dieses geometrischen Begriffes fiir funktionentheo-
retische Untersuchungen wird bei ihm eine solche Festsetzung implizite
eingefilhrt, indem némlich die unbegrenzte Ebene einer Kugelfliche dqui-
valent gesetzt wird, auf die sie durch stereographische Projektion bezogen
ist. In ahnlicher Weise kann man jede sich ins Unendliche erstreckende
Fliche auf eine durchaus im Endlichen gelegene reduzieren: man braucht
sie nur einer Transformation durch reziproke Radien zu unterwerfen, deren
Inversionszentrum nicht selbst der Flédche angehdrt. Man kann dann alle
Betrachtungen iiber den Zusammenhang der Flichen, wie sie gewdhnlich
unter der stillschweigenden Voraussetzung durchaus im Endlichen gelegener
Flachen angestellt werden, auf beliebig sich ins Unendliche erstreckende
ibertragen.

Aber die so eingefiihrte Festsetzung, vermoge deren das Unendlich-
weite als ein einzelner Punkt erscheint?®), ist an und fiir sich willkiirlich;
sie widerspricht iiberdies dem Wesen der Sache, wenn man, wie in der
projektivischen Geometrie, das Unendlichferne als eine zweifach ausgedehnte
Mannigfaltigkeit von Punkten, als eine Ebene, betrachten muB. Auch bei

1) [Vorbemerkung: Nachstehender Aufsatz ist aus zwei Mitteilungen, die sich in
den Math. Annalen, Bd. 7 und Bd. 9 finden, zusammengeschoben, indem eine unrichtige
Ausfithrung von Bd. 7 und ihre in Bd. 9 gegebene Berichtigung weggelassen wurden.
Die verschiedenen Stiicke sind durch Horizontalstriche getrennt.]

) Dieselbe ist auch in anderen auf die Analysis situs beziiglichen Fragen ge-
legentlich gebraucht worden; vgl. z. B. Listing: Der Census der riaumlichen Com-
plexe. Gottinger Abhandlungen 1861. — Daf man und wie man dieselbe verwerten
kann, um auf sie ein ganzes System der Geometrie zu begriinden, welches als eine
Art von Seitenstiick zur projektivischen Geometrie betrachtet werden darf, vgl. meine
Schrift: Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen. Erlangen
1872 [s. Abh. XXVII in Bd. 1 dieser Ausgabe].
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dieser projektivischen Anschauungsweise kann man fiir Flichen, die sich
beliebig ins Unendliche erstrecken, dieselben Probleme aufstellen, auf welche
sich, bei durchaus im Endlichen gelegenen Flichen, die Riemannschen
Betrachtungen beziehen. Es fragt sich, ob dann spezifisch neue Uber-
legungen notwendig werden, oder ob es gelingt, die betr. Probleme durch
bloBe Benutzung der Riemannschen Betrachtungen zu erledigen. So un-
gefahr stellte sich diese Frage in einem neuerdings in den Math. Annalen
erschienenen Aufsatze (Uber Flachen dritter Ordnung, Bd. 6 [Abh. XXXV
dieser Ausgabe]), ohne aber eine Beantwortung derselben in definitiver Form
zu versuchen?®). Vielmehr machte ich nur auf eine Reihe von Schwierigkeiten
aufmerksam, die sich einer unmittelbaren Verwertung der Riemannschen
Betrachtungen entgegenstellen. Ich betonte besonders, da8 der ,,ungewdhn-
liche* Zusammenhang der unbegrenzten Ebene in Anlehnung an die pro-
jektivische Anschauung nicht, wie in der Riemannschen Theorie, gleich
Null, sondern gleich Zwei zu setzen ist, falls man ohne nahere Festsetzung
die dibliche Definition dieses Zusammenhangs®) beibehalten will. Denn
die Ebene wird entsprechend der projektivischen Anschauung durch eine
in 1ihr verlaufende Gerade, die doch auch eine geschlossene Kurve ist, noch
nicht in zwei Stiicke geteilt. Dementsprechend glaubte ich die Zahlen,
welche Hr. Schlafli in einem kurz zuvor verdffentlichten Aufsatze (Annali di
Matematica, ser. I, t. 5 (1872) Quand’é che dalla superficie generale di terz’-
ordine si stacca una parte ete.) fiir die fiinf verschiedenen Arten der allge-
meinen Flidche dritter Ordnung aufgesteilt hatte, alle um zwei Einheiten
erhohen zu sollen.

Ich bin nun von Hrn. Schldfli brieflich darauf aufmerksam gemacht
worden, daBl man, unbeschadet der Richtigkeit dieser meiner Betrachtungen
und Einwinde, doch auch bei projektivischer Anschauung fiir die unbe-
grenzte Ebene den Zusammenhang Null ansetzen kann, wenn man dieselbe
namlich als Doppelfliche betrachten will, also etwa als Grenze eines
zweischaligen Hyperboloids. In der Tat, man denke sich, um eine be-

?) DaB sich die Problemstellung der Analysis situs je nach der Beurteilung des
Unendlichweiten modifiziert, hatte ich bereits in der oben zitierten Schrift: ,Ver-
gleichende Betrachtungen usw.“ angegeben (8. 30 derselben) [S. 482 in Bd. 1 dieser
Ausgabe].

%) Wenn man auf einer geschlossenen Fliche im Maximum ¢ geschlossene Kurven
ziehen kann, ohne die Fliche zu zerstiicken, so setzt Riemann den Zusammenhang
derselben =2 ¢+ 1. Aber es ist bereits in den Neumannschen ,Vorlesungen iiber
Riemanns Theorie usw.“ (1865) angedeutet und neuerdings von Hrn. Sch14fli hervor-
gehoben worden (vgl. z. B. Crelles Journal, Bd. 76 (1873), S. 152, Note), daB es kon-
sequenter ist, in einem solchen Falle nur von einem 2 g-fachen Zusammenhange zu
sprechen. Indem ich mich im Texte dieser Bezeichnung anschlieBe, fiige ich, nach
dem Vorgange Schlaflis, wo eine Undeutlichkeit entstehen konnte, dem Worte ,Zu-
sammenhang“ das Attribut ,ungewdhnlich“ hinzu.
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stimmte Vorstellung zu haben, eine Ebene horizontal und ziehe in ihr eine
Linie Siid-Nord. Dann wird die als Doppelfliche betrachtete Ebene in zwei
Teile zerfallen, deren einer die ostliche Hilfte des oberen Blattes und die
westliche des unteren, deren anderer die beiden iibrigen Hilften enthilt.
Dabei wird die gerade Linie selbst doppelt gedacht, ndmlich sowohl im
oberen als im unteren Blatte verlaufend.

Eine solche Einfilhrung von Doppelfidchen erscheint um so mehr zu-
lassig, als sie schon in den Untersuchungen der Analysis situs, welche sich
nur auf im Endlichen gelegene Flichen beziehen, notwendig wird®). Ein
bekanntes Beispiel dafiir bietet die (mit einer Randkurve versehene) Fliche,
welche man aus einem Papierstreifen bilden kann, indem man die beiden
Enden des Streifens so aneinander heftet, daB die eine Seite desselben in
die andere iibergeht. Ein anderes Beispiel fiir eine solche Fliche, und zwar
eine geschlossene Fldche, gibt, wie weiter unten gezeigt werden soll, die
Steinersche Fliche, die man ja bekanntlich als véllig im Endlichen ge-
legen voraussetzen darf). (Von den isolierten Stiicken, welche ihre Doppel-
geraden besitzen, wird dabei abgesehen.)

Ich habe nun gefunden, da man die Theorie des Flichenzusammen-
hangs, wie sie gew6hnlich entwickelt wird, in der Tat auf die projektivischen
Vorstellungen unveréndert itbertragen kann, wenn man sich iiberhaupt ent-
schlieBt, die unpaaren Flichen der projektivischen Geometrie als Doppel-
fldchen zu betrachten, und eine unpaare Kurve [auf thnen] erst dann als
geschlossen anzusehen, wenn man sie zweimal durchlaufen hat?).

Ob man sich dieser Anschauung anschliefen will, oder nicht, wird
zunéchst dem freien Entschlusse des einzelnen iiberlassen sein. Es mag
sogar hervorgehoben werden, daB es von vornherein sehr unnatiirlich
scheint, in der projektivischen Geometrie die Ebene als Grenzfall der nicht-
geradlinigen Flachen zweiter Ordnung betrachten zu sollen. Aber die An-
schauung empfiehlt sich durch ihren Erfolg. Denn man kann im Anschilusse
an sie auch fir die projektivische Auffassung des Unendlichweiten den
Satz aussprechen, der den Zusammenhangsbegriff fiir die funktionentheo-
retischen Untersuchungen so wertvoll macht: daf némlich zwes geschlossene

%) Freilich verlangt dann die Konsequenz, daB man, wenn von einer Fliche,
deren entgegengesetzte Seiten [ beim Durchlaufen ] nicht ineinander iibergehen, schlecht-
hin die Rede ist, unter dem Zusammenhange der Fliche die Grundzahl versteht, die
man dem von den beiden Seiten gebildeten Systeme beizulegen hat (vgl. Neumanns
Vorlesungen, 1865). Der Zusammenhang der Kugel wire dann = — 2; der Zusammen-
hang der einzelnen Kugelseite gleich Null.

%) [Vgl. auch den am SchluB dieser Abhandlung hinzugefiigten Zusatz iiber die
Steinersche Fliche.]

?) [Dies ist eine an sich willkiirliche Auffassung, die aber fiir das Folgende ver-
pflichtend wird. Die zunéchst nur verabredete Benennung ,Doppelfliche* wird weiter-
hin als feststehend beibehalten. K.]

Klein, Gesammelte math, Abhandlungen. II, 5



66 Anschauliche Geometrie.

Flichen dann und nur dann aufeinander Punkt fir Punkt bezogen
werden konnen, so daf konsekutiven Punkien der einen konsekutive
Punkte der anderen entsprechen, wenn der Zusammenhang der beiden
Flichen der gleiche ist. (Fiir ungeschlossene Flichen kommt nur die
weitere Bedingung hinzu, daB auch die Anzahl der Randkurven bei beiden
iibereinstimmen muf ®)).

Dem widerspricht nicht, wie vorab bemerkt sei, wenn ich in meiner
schon genannten Arbeit hervorhob, das einschalige Hyperboloid und die
Ringfliche seien nicht ineinander iiberfiihrbar, obgleich ihr Zusammenhang
nach Schléflis wie nach meiner Zahlung iibereinstimmend gleich Zwei zu
setzen ist. Denn unter Uberfithrbarkeit wurde damals etwas anderes ver-
standen, als hier fiir die Transformierbarkeit zweier Flichen ineinander
verlangt wird. Kine Fliche wurde damals (vgl. § 16 meiner Arbeit) in
eine andere iiberfiihrbar genannt, wenn es gelang, durch Verbindung von
Kollineationen, die das Unendliche ins Endliche bringen, mit stetigen, un-
endlichen kleinen Transformationen, die nur das Endliche betreffen, die
eine Flache aus der anderen abzuleiten. Durch solche Mittel ist das ein-
schalige Hyperboloid allerdings nicht in eine Ringfliche zu verwandeln.

Dagegen kann eine eindeutige, stetige Beziehung zwischen beiden durch
den folgenden unstetigen Prozef ohne weiteres hergestellt werden: Man
zerschneide das Hyperboloid lings der unendlich fernen Ebene, bringe die
so entstandene zweifach berandete Fliche durch Verzerrung ganz ins End-
liche und hefte die beiden Rédnder dann wieder in der Weise aneinander,
daB8 jeder Punkt des einen Randes mit demjenigen des anderen vereinigt
wird, von dem er vorher durch den Schnitt getrennt worden war. (Damit
dies geschieht, mu8 man den einen Rand des Hyperboloids gegen den
anderen Rand um 180 Grad drehen, ehe man die Rinder durch Zusammen-
biegen vereinigt.) — Ahnliche unstetige Prozesse -zur Herstellung der ein-
deutigen Beziehung werden iibrigens schon notwendig, wenn man nur von
Flachen handelt, die ganz im Endlichen liegen Man kann z B. eine ein-
fach berandete, mit einein Verzweigungspunkte versehene Riemannsche
Flache nur dadurch mit einem einfach zusammenhingenden Stiicke einer
Ebene zur Deckung bringen, daB man sie durch einen vom Verzweigungs-
punkte zum Rande gehenden Schnitt zerschneidet und hinterher die durch
den Schnitt getrennten Partien wieder aneinander heftet. Ich finde, daB
die Darstellungen dieser Theorie, welche mir gerade zur Hand sind, hjer-
itber keine volle Klarheit geben: es wird von der Méglichkeit eines solchen
Zerschneidens und Wiederverbindens gesprochen, aber dasselbe wird nur

% Dafl diese Bedingungen fiir die Transformierbarkeit zweier Flichen in der
Tat hinreichend sind, findet sich kurz und iibersichtlich bei C. Jordan bewiesen in
Liouvilles Journal, Bd. 11 (1866).
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als niitzlich, nicht als fiir viele Fille notwendig dargestellt. — Es ist
wohl kaum nétig, hervorzuheben, daB der Unterschied, den ich zwischen
Hyperboloid und Ringfléiche und iiberhaupt zwischen paaren und unpaaren
Flachen in meiner fritheren Arbeit hervorhob, durch diese Bemerkungen
nicht bedeutungslos wird; er kommt nur bei der Frage nach der Moglich-
keit der eindeutigen Beziehung zweier Flichen aufeinander, wie sie hier
gestellt wird, nicht in Betracht. —

[ Ich setze nun fest, daf die eben bei der Besttmmung des Zusammen-
hanges des einschaligen Hyperboloids eingeschlagene Methode auch in
allen komplizierteren Fdllen angewandt werden soll. Daraus folgt dann
leicht der Beweis fiir den oben angefiihrten Satz betr. die Transformier-
barkeit zweier Flichen ineinander. ]

Diese Festsetzung, die denn auch fiir die Beurteilung des Zusammen-
hangs meiner neuen Riemannschen Flichen®) maBgebend sein wird, ordnet
sich in eine allgemeine Auffassung vom Wesen des Zusammenhangbegriffes
ein, die so, wie in der Folge geschehen soll, wohl noch nicht ausgesprochen
wurde, so daB ihre Formulierung als Mitzweck der vorliegenden Mitteilung
gelten darf.

Die Eigenschaften, die einem geometrischen Gebilde oder iiberhaupt
einer Mannigfaltigkeit bei beliebigen Verzerrungen erhalten bleiben, kann
man in gbsolute und relative sondern.

Absolut nenne ich diejenigen Eigenschaften, welche der betr. Mannig-
faltigkeit unabhéngig von dem umfassenden Raume zukommen, in welchem
gelegen man sie voraussetzen mag.

Relative Eigenschaften hingen von dem umgebenden Raume ab; sie
sind invariant bei Verzerrungen der Mannigfaltigkeit, die innerhalb des
betr. Raumes stattfinden, nicht aber bei beliebigen Verzerrungen.

Eine absolute Eigenschaft einer Kurve ist z. B. durch ihre Veriste-
lung gegeben. Dagegen wird eine relative Eigenschaft einer geschlossenen
Kurve, — wenn sie in der Ebene liegend vorausgesetzt wird, — durch
die Gesamtkrimmung der Kurve vorgestellt, — wenn sie dem dreifach
ausgedehnten Raume angehoren soll, durch die Zahl der Windungen der
Kurve um sich selbst (Knotenzahl)'®). Fiir eine geschlossene Fliche, die
dem dreifach ausgedehnten Punktraume angehort, besteht ein relatives

9 [Vgl. Abh. XXXVIIT und XL dieser Ausgabe.]
10) [Hierin soll liegen, daB es fiir geschlossene Kurven im Raum von mehr als
drei Dimensionen keine Knoten mehr gibt. Zitate iiber daran sich anschlieBende
Literatur siehe in dem Artikel von Dehn und Heegaard iiber ,Analysis Situs“ in
Bd. III, 1 der math. Enzyklopddie, auf den auch sonst verwiesen sein mag. Vgl. FuB-
note auf S. 168 daselbst. K.]

H*
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Charakteristikum ebenfalls in der Gesamtkrimmung; derartige Attribute
sind es, von denen [oben auf S. 66] beildufig gesprochen wird.

Die gemeinte Auffassung des Zusammenhangbegriffes zielt nun darauf
ab, den Zusammenhang der Fldchen so zu definteren, dafi er als ein ,,ab-
solutes* Charakteristikum zweifach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten gelten
kann't). Der grofte Teil der bei der gewohnlichen Definition des Zu-
sammenhangs benutzten, der Geometrie entlehnten Ausdriicke: Randkurve,
Querschnitt usw. hat von vornherein absolute Bedeutung. Es ist das nur
bei einer Hilfsvorstellung nicht der Fall, die ausdriicklich den die M, um-
gebenden Punktraum voraussetzt. Man hat, wie ich es [oben auf S. 64, 65]
zur Sprache brachte, bei der Definition des Zusammenhangs einen Unter-
schied zu machen zwischen einfachen Flichen und Doppelflichen?). Der
Unterschied ergibt sich durch Betrachtung der Fldchennormale. Errichtet
man gegen ein Element der Fliche in bestimmtem Sinne eine Normale
und 148t die Normale mit ihrem FuBpunkte iiber die Fliche hinwandern,
so heiBt die Fliche eine Doppelfliche, sobald es méglich ist [durch Fort-
schreiten iiber die Flache hin], zum Ausgangspunkte mit umgekehrtem
Sinne der Normalenrichtung zurtickzukehren.

Diese Festsetzung laBt sich nun aber durch leichte Umstellung so
verwandeln, daB eine absolute Bedeutung resultiert. Statt gegen das Fliachen-
element eine Normale in dem einen oder anderen Sinne zu errichten, zeichne
man in dem Flichenelemente eine in sich zuriicklaufende Kurve (Indi-
katrix) und belege ste mit dem einen oder andern Sinne'®). — Eine Fldche
heifle dann und nur dann eine Doppelfidche (eine M, eine Doppel-
mannigfaltigkeit), wenn es moglich ist, diese Indikatriz so diber die Fliche
hin bis zu ihrer urspriinglichen Stelle zuriick zu verschieben, daf der
Sinn der Indikatriz umgekehrt scheint.

Nach dieser Regel ist die unbegrenzte projektive Ebene und iiber-
haupt jede unpaare Fléiche eine Doppelfliche, das einschalige Hyperboloid
aber eine einfache. Querschnitte, die man auf diesen Flichen ziehen mag,
sind entsprechend zu beurteilen. Es ist nur ein Mittel der Bequemlichkeit,
wenn man, wie auf [S. 66], nicht das Hyperboloid selbst der direkten Unter-
suchung unterwirft, sondern dasselbe vorab durch einen umkehrbar eindeu-
tigen und deshalb immer gestatteten Prozel in eine Ringfliche verwandelt,

1) Es ist dann zusammen mit der Zahl der Randkurven zugleich das ausreichende
Charakteristikum,

1%) [Die neueren Autoren nennen die einfachen Flichen ,zweiseitig und die
Doppelflichen ,,einseitig”. K.]

13) [Ersetzt man die gekriimmte Fldche durch ein ebenflichiges Polyeder, so
kommt die Einfithrung der zu jedem Punkte gehorigen, in bestimmtem Sinne durch-
laufenen Indikatrix dem Wesen nach auf Mébius’ sogenanntes Kantengesetz heraus.
Vgl. Dehn und Heegaard. a. a. 0. S.158. K.]
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Die eben vorgetragene Indikatrixmethode driingt sich bei den neuen
Riemannschen Flichen [vgl. die unten abgedruckte Abhandlung XXXVIII]
von selbst auf, sofern man die Entstehung dieser Flichen mit v. Staudts
Reprisentation der Imaginéren zusammenbringt. Die Punkte, welche unsere
Riemannsche Flache bilden, reprisentieren je eine imaginire Linie, und
sind also bei v. Staudt die Trdger einer, mit bestimmiem Sinne zu
nelmenden Strahleninvolution. Indem wir um den Punkt einen kleinen
Kegelschnitt als Indikatrix herumlegen und diesem einen Sinn erteilen,
geben wir der v. Staudtschen Vorstellung in leicht verstindlicher Weise
Ausdruck’). Wir kénnen uns dementsprechend die bez. Riemannschen
Fliachen mit Indikatrizen iiberdeckt denken, deren Simn nicht nur, sondern
deren Gestalt auch den v. Staudtschen Forderungen entspricht. Eine be-
sondere Beriicksichtigung etwaiger Doppelflichen erweist sich dabei freilich
als iiberfliissig, sofern wir diejenigen Partien unserer Fliche, die mit
fibrigens kongruenten, nur in verschiedenem Sinne zu nehmenden Indi-
katrizen iiberdeckt sind, schon von vornherein durch die Definition unserer
Flachen als verschiedene Blatter unterschieden haben?!?).

Es mogen hier noch einige Bemerkungen Platz finden, die sich auf
gewisse Beziehungen erstrecken, welche zwischen dem Zusammenhange
algebraischer Fliachen und ihrem Verhalten bei algebraisch eindeutigen
Transformationen stattfinden.

Wenn zwei Flichen algebraisch eindeutig ineinander iibergefiihrt werden
konnen, wenn dabei jedem reellen Punkte der einen ein reeller Punkt der
anderen entspricht®), wenn endlich auf keiner von beiden dabei reelle
Fundamentalpunkte auftreten, so haben die Fldchen ersichtlich denselben
Zusammenhang. Man kann von dieser Bemerkung Gebrauch machen, um den
Zusammenhang gewisser algebraischer Flachen ohne weiteres zu bestimmen.
Die vierte der von Schlafli aufgezéhlten Arten von Flichen dritter Ordnung
z. B. (welche nur drei reelle Gerade und sieben reelle Dreiecksebenen besitzt)
a8t sich auf die Ebene ohne Zwischentreten reeller Fundamentalpunkte
reell abbilden, denn die sechs bei ihrer reellen Abbildung im algebraischen

14y Der Kegelschnitt soll so gewihlt sein, daB fiir ihn die in der Involution zu-
sammengehorigen Strahlen konjugierte Linien sind, insbesondere also, wenn man will,
bei Zentren, die im Endlichen liegen, konjugierte Durchmesser.

%) [Bei den gewdhnlichen Riemannschen Flichen hat man es im Gegensatz
zu den Erorterungen des Textes durchaus mit einfachen Flichen zu tun. K.]

18) Dies ist nicht immer der Fall. Z. B. kann die Fliche dritter Ordnung ohne
Knoten, mit drei reellen Geraden und 13 reellen Dreiecksebenen (die fiinfte Art der
allgemeinen Fliche nach Schliflis Einteilung) nur durch Funktionen mit komplexen
Koeffizienten eindeutig auf die Ebene abgebildet werden, [weil sie im Reellen aus
zwei Stiicken besteht].
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Sinne vorhandenen Fundamentalpunkte sind paarweise konjugiert imaginir.
Der Zusammenhang der Flache ist daher Null; iiberdies ist sie eine Doppel-
fliche, weil jedem Punkte der Ebene, unabhingig davon, ob man ihn der
einen oder anderen Seite der Ebene zurechnet, ein und derselbe Punkt der
Fliche entspricht. Aus demselben Grunde ist, wie bereits oben angegeben
wurde, die Steinersche Fliche eine Doppelfliche vom Zusammenhange
Null; denn es ist bekannt, daB} sie ohne Auftreten von Fundamental-
punkten durch reelle Funktionen zweiten Grades auf die Ebene abgebildet
werden kann').

Es dréngt sich nun von selbst die Frage auf, welche Beziehungen fiir
den Zusammenhang zweier Fldchen gelten, die zwar auf reelle Weise
algebraisch eindeutig aufeinander bezogen werden konnen, bei deren Ab-
bildung aber reelle Fundamentalpunkte auftreten. Dabei miissen natiirlich
solche Flachen von der Bedeutung ausgeschlossen sein, die nicht-isolierte,
vielfache Punkte besitzen, [von denen getrennte Mantel auslaufen]. Denn
es wird bei den Definitionen des Zusammenhangs, wie sie gewGhnlich ge-
geben werden, iiberhaupt von solchen Flichen abgesehen. L&aBt man sie
beiseite, so kann man folgenden Satz aussprechen: Finden sich auf der
einen Fliche u, auf der andern v (reelle) Fundamentalpunkte, so ist der
Zusammenhang der ersten, vermehrt um u, gleich dem Zusammenhang
der zweiten, vermehrt um ».

Einige Beispiele mogen das zunichst erlautern.

1. Zwei Ebenen sollen algebraisch eindeutig (durch eine Cremona-
transformation) aufeinander bezogen sein. Dann ist bekannt, daB die Zahl
der beiderseits iiberhaupt auftretenden (reellen und imaginiren) Funda-
mentalpunkte die gleiche ist; gem#B unserer Behauptung muB auch die
Zahl der reellen Fundamentalpunkte allein beiderseits iibereinstimmen,

2. Eine Kugel werde stereographisch auf die Ebene (die Doppelebene)
bezogen. Dann entspricht die Ebene eindeutig dem Aggregate der beiden
Kugelflichen, welche durch die innere und &uBere Seite der Kugel vorge-
stellt werden, und die zusammen nach einer bereits oben gemachten Be-
merkung den Zusammenhang — 2 reprisentieren. In der Tat treten auf
der Kugel bei der Abbildung zwei Fundamentalpunkte auf, nidmlich sowohl
auf der duBeren als der inneren Seite je einer.

3. Ein einschaliges Hyperboloid werde durch stereographische Pro-
jektion auf eine Ebene bezogen. Dann ist wiederum die eine Seite der

17) Es sei hier daran erinnert, daB Clebsch gelegentlich seiner Untersuchung der
Linienflichen vom Geschlechte Null (Math. Annalen, Bd. 5, 1872/73) alle Fldchen,
die ohne Auftreten von (reellen und imagindren) Fundamentalpunkten algebraisch
eindeutig aufeinander bezogen werden konnen, als Flichen eines Typus zusammen-
faBt (a. a. 0. § 8 u. 9).
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Fliche der einen Seite der Ebene, die andere der zweiten Seite der Ebene
entsprechend gesetzt, und man hat nicht sowohl ein einzelnes Hyperboloid,
als ein System von zwei Hyperboloiden mit der [doppelt gedachten]
Ebene zu vergleichen. Jedes der beiden Hyperboloide tragt einen Fun-
damentalpunkt: den Projektionspunkt. Aber die Ebene trigt vier Fun-
damentalpunkte; denn man muf die beiden Fundamentalpunkte, von denen
man bei der Abbildung eines Hyperboloids gewdhnlich spricht, hier doppelt
zahlen, weil sie sowohl der einen als der anderen Seite der Ebene ange-
horen. Der Zusammenhang des Hyperboloidsystems wird daher gleich + 2,
wie es in Ubereinstimmung mit der iiblichen Zihlung sein muf}; denn
jedes dér beiden Hyperboloide ist zweifach zusammenhéngend, und ihre
Trennung zdhlt fiir — 2.

4. Wenn man die drei ersten Schlaflischen Arten der allgemeinen
Fliche dritter Ordnung (die bez. 27, 15, 7 reelle Gerade enthalten) auf
die Ebene abbildet, so erscheinen in der Ebene bez. sechs, vier, zwei reelle
Fundamentalpunkte, die man wiederum doppelt zu zéhlen hat. Auf der
Flache selbst treten keine Fundamentalpunkte auf. Dementsprechend wird
der Zusammenhang bez. gleich zwdlf, acht, vier. Schlifli gab die Zahlen 6,
4, 2. Aber er betrachtete [damals] bei seiner Abzéhlung die Flichen als ein-
fache, nicht als Doppelflichen. Tut man das letztere, so hat man die Prozesse,
vermoge deren Schlifli diese Flichen aus der mit dem Zusammenhange
Null vorausgesetzten, unbegrenzten Ebene herstellt, in der Tat doppelt zu
zahlen, da sie sich auf beide Seiten der Fliche beziehen. Schlaflis Zéhlung
war von dem hier entwickelten Standpunkte aus inkonsequent, weil die
Annahme, daB die Ebene nullfach zusammenhéingend sei, bereits dariiber
entscheidet, da8 man die Ebene als Doppelebene betrachten muB, Will
man die Ebene und dementsprechend diese Flachen als einfache betrachten,
so ergeben sich fiir die Flichen [rein schematisch] die Zusammenhangs-
zahlen 8, 6, 4, wie ich in meiner friitheren Arbeit ausfithrte. —

Um den Beweis der nunmehr an einzelnen Beispielen erlauterten Regel
zu fithren, ist es nétig, fiir reelle Elemente insbesondere einige Uber-
legungen zu entwickeln, welche sonst nur fiir beliebig komplexe Elemente
in der Theorie des algebraisch eindeutigen Entsprechens bewiesen werden?®).

Es seien zwei geschlossene Flachen aufeinander reell eindeutig bezogen.
Jedem Fundamentalpunkte der einen Fliche entspricht auf der anderen
eine Fundamentalkurve. Eg ist leicht zu sehen, daB diese Kurve nur aus
einem Zuge bestehen kann. Denn man muB sich die Vorstellung bilden,
daB dem Biischel von Fortschreitungsrichtungen, welche durch den Funda-

18) [Zum Verstindnis der hier folgenden Uberlegungen ist es niitzlich, auf die
in Zusatz II zu Abh. XXXV bereits vorweggenommenen Erlduterungen iiber die Ab-
bildung der Diagonalfliche auf die Ebene bez. das Ikosaeder zuriickzugreifen, K.]
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mentalpunkt hindurchgehen, eindeutig die Punkte dieser Kurve entsprechen:
sowie jenes Biischel ohne Unterbrechung ist, so miissen die Punkte der
Kurve eine einzige, zusammenhingende Reihenfolge bilden. Die den ver-
schiedenen Fundamentalpunkten der einen Flache entsprechenden Funda-
mentalkurven werden sich, wie leicht zu sehen, nur in den Fundamental-
punkten der zweiten Flache schneiden kénnen. Sie werden durch sie in
eine Anzahl, §, von Segmenten zerlegt, die gleich ist der Anzahl von Malen,
dal sie iiberhaupt durch die Fundamentalpunkte durchgehen??).

Man iiberzeugt sich nun von folgendem Satze: Die Anzahl S der
Segmente, in welche die Fundamentalkurven zerlegt werden, ist auf beiden
Flichen dieselbe. Geht namlich die Fundamentalkurve, weiche dem 4-ten
Fundamentalpunkte der ersten Fliche entspricht, @;, mal durch den k-Fun-
damentalpunkt der zweiten, so wird auch die Kurve, welche letzterem auf
der ersten Fliche entspricht, a,, mal durch den ¢-ten Fundamentalpunkt
der ersten Fliche gehen miissen. Denn durch beide Behauptungen wird
nur gleichméBig ausgesprochen, daB a,, Fortschreitungslinien in dem einen
und dem anderen Fundamentalpunkte existieren, welche einander ent-
sprechen. Die Zahl S ist aber die Summe aller a,,; sie fillt also beider-
seits gleich aus. — Durch die a@,, Fortschreitungslinien, welche den ver-
schiedenen Fundamentalpunkten % der zweiten Flidche entsprechen, wird
das Biischel der durch den -ten Fundamentalpunkt der ersten Fliche hin-

durchgehenden Richtungen 2 a;, Teile, oder, wenn man will, in 2 2 @
I k

Halbbiischel zerlegt. In ebenso viele Segmente wird die dem ¢-ten Funda-
mentalpunkte auf der zweiten Fliche entsprechende Kurve durch die Fun-
damentalpunkte der zweiten Fliche geteilt; der Unterscheidung der Halb-
biischel entspricht die Unterscheidung der beiden Seiten der verschiedenen
Segmente.

Nunmehr wandele man jede der beiden Flichen in folgender Weise
um. Man hebe die x Fundamentalpunkte der ersten Fliche und die
» Fundamentalpunkte der zweiten heraus (d. h. man schneide aus den
Flichen kleine [ovale] Stiicke aus, welche diese Punkte umgeben). Dadurch
wichst der Zusammenhang der ersten Fliche um u, der der zweiten um .
Sodann zerschneide man die Flichen langs der auf ihnen liegenden Funda-
mentalkurven: eine Operation, welche nun, nachdem durch das Herausheben
der Fundamentalpunkte Begrenzungen entstanden sind, in dem Ziehen von

1) [ Bs sei ausdriicklich hervorgehoben, daB eine Fundamentalkurve, welche durch
keinen Fundamentalpunkt hindurchliuft, zur Zahl S der Segmente den Beitrag 0
liefert. Bei der Zerschneidung lings der Fundamentalkurven, von der weiter unten
die Rede ist, gibt eine solche Fundamentalkurve zu einem Riickkehrschnitt AnlaB;
das Auftreten eines solchen #ndert die Zusammenhangszahl nicht. K.]
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8 Querschnitten [bzw. in dem Ziehen von Riickkehrschnitten] besteht.
So ist die eine Fliche um u — §, die andere um » — § im Zusammen-
hange vermehrt; die so werdnderten Flichen sind aber nmunmehr ohne
Zwischentreten von Fundamentalpunkten eindeutig aufeinander bezogen.
Der Rand jeder der beiden so erhaltenen Flichen besteht, wie der groBeren
Bestimmtheit wegen hervorgehoben sei, abwechselnd aus Segmenten von
Fundamentalkurven und Stiicken der um Fundamentalpunkte herumgelegten
kleinen Ovale, wie sie auf diesen Ovalen durch die von den Fundamental-
punkten ausgehenden Halbbiischel bestimmt werden. Die beiden Rénder
der beiden Flichen sind dann so eindeutig aufeinander bezogen, daB jedem
Stiicke des einen, welches aus einem Segmente einer Fundamentalkurve
besteht, ein Stiick des anderen zugeordnet ist, welches einem der kleinen
Ovale angehort, und umgekehrt. Zu jedem von einem Halbbiischel aus-
geschnittenen Stiick eines Ovals gehért ein zweites, welches durch das
komplementédre Halbbiischel bestimmt wird. Dem entspricht, daB auch
jedes Segment einer Fundamentalkurve zweimal in der Begrenzung auf-
tritt. — Aber der Zusammenhang der beiden so erhaltenen Flichen ist
um u — 8 und bez. » —§ groBer, als der Zusammenhang der beiden
urspriinglichen Flichen; addiert man also zum Zusammenhange der einen
wurspringlichen Fliche n, zu dem der anderen v, so erhdlt man gleiche
Zahlen, wie behauptet wurde.

Um die Bedeutung der Indikatrixtheorie und der absoluten Auffassung
des Zusammenhangbegriffes vollends hervortreten zu lassen, mag hier noch
der Zusammenhang zweier zweifach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten, die
keine Flachen sind, bestimmt werden, ndmlich der Linienkongruenzen
erster Ordnung und Klasse mit zwei reellen oder zwet imagindren Leit-
linien. (Fallen die Leitlinien zusammen, so hat die Kongruenz einen
singuldren Strahl, und es kann von Abzahlung des Zusammenhanges ohne
vorherige neue Festsetzungen keine Rede sein.)

Es bietet sich zu dieser Bestimmung zunéchst eine analytische Methode.
Fiihrt man statt der Linienkoordinaten p,, sechs reelle lineare Funktionen z;
ein, 80 kann man bekanntlich erreichen, daB die zwischen den p,, be-
stehende Identitédt in folgende iibergeht°):

v ) ) —wl —w — g =0.

Eine lineare Kongruenz mit imagindren Leitlinien ist dann, beispiels-

weise, durch ) 0
T, = x, =
1 ’ 2 )

20) Math, Annalen, Bd. 2, S. 204 [s. Abh. IT in Bd. 1 dieser Ausgabe, S. 58].
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eine solche mit reellen Leitlinien durch
z, =0, z,=0

dargestellt. Anders ausgedriickt: Die Kongruenz mit imagindren Leitlinien
ist eindeutig (und ohne Auftreten von Fundamentalelementen) abgebildet
auf diejenige M,, welche aus dem projektiven R,:
Ty 1, Xy Xy
durch die Gleichung
2, —xl—xl —x; =0

ausgeschieden wird; die Kongruenz mit reellen Leitlinien entsprechend auf
diejenige M, des R,:

A Y Y A
die durch

)+ x] —a] —xg=0

reprasentiert wird. Aber dieselben Gleichungen bedeuten, bei anderer Inter-
pretation der VerhaltnisgroBen x, reelle Flachen zweiten Grades, die bez.
nichtgeradlinig und geradlinig sind, d.h. also z. B. eine Kugel und ein
einschaliges Hyperboloid.

Somit kommt:

Beide Lintenkongruenzen sind ,einfache’ Mannigfaltighkeiten. Die
Kongruenz mit imagindren Leitlinien hat den Zusammenhang Null, die
Kongruenz mit reellen Lettlinien hat den Zusammenhang Zwes.

Versuchen wir jetzt, uns unmittelbar geometrisch zunichst von dem
ersten Teile der vorstehenden Behauptung Rechenschaft zu geben.

Fiir eine Linie der Kongruenz die Indikatrix konstruieren heilt, unter
den unmittelbar benachbarten Linien einfach unendlich viele zu einer in
sich zuriicklaufenden (geschlossenen) Linienfliche zusammenfassen. Die Er-
zeugenden dieser Fléche sind dann, damit die Indikatrix ihren Sinn erhalte,
in bestimmter Reihenfolge zu nehmen.

Diese Forderung 148t sich nun fiir die beiden zu betrachtenden Félle
in geldufigere Vorstellungen umsetzen, die dann in beiden Féllen leicht
itbersehen lassen, daB man es in der Tat mit einfachen Mannigfaltigkeiten
zu tun hat®?).

Nehmen wir zunidchst die Kongruenz mit imagindren Leitlinien. Um
die Ideen zu fixieren, denken wir uns in einer Ebene senkrecht gegen den
zu betrachtenden Strahl um diesen Strahl einen kleinen Kreis gezogen und
wahlen als Indikatrix die Linienfliche, die von den Kongruenzstrahlen er-
zeugt wird, welche von den Punkten des Kreises ausgehen. Dieselben bilden

21) Ein liniengeometrisches Beispiel fiir eine Doppelmannigfaltigkeit vom Zu-
sammenhange Null gibt etwa das Sekantensystem einer Raumkurve dritter Ordnung,
wie man am raschesten auch wieder analytisch erschlieft.
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ein enges, um den Strah! herumgelegtes einschaliges Hyperboloid, oder
wenigstens eine #hnlich gestaltete Fliche. Statt nun diese Kongruenzlinien
in bestimmter Reihenfolge zu durchlaufen, erteilen wir dem Hyperboloide
in dem einen oder anderen Sinne eine Drehung um seine Achse. Denkt
man sich dann die Erzeugenden als Tangenten von Schraubenlinien, die
sich um die Achse herumwinden, so ist mit der Drehung eine Verschiebung
der Achse in sich verbunden. Statt also unserer Indikatrix einen Sinn zu
erteilen, konnen wir einfach auch dem als Punktreshe betrachteten Kon-
gruenzstrahle einen Sinn beilegen.

Genau dasselbe Mittel [ der Unterscheidung des Sinnes ] benutzt v. Staudt,
um die beiden von allen Linien der Kongruenz geschnittenen imaginiren
Leitlinien zu unterscheiden. v. Staudts Entwicklungen zugegeben, ist also
deutlich, daB ein Kongruenzstrahl, mit einem bestimmten Verschiebungs-
sinne behaftet, dann beliebig durch die Kongruenz hin bewegt, zu seiner
Anfangslage nur wieder mit seinem urspriinglichen Sinne zuriickkehren
kann: die Kongruenz erster Ordnung und Klasse mit imagindren Lest-
linien st also eine einfache Mannigfaltighest.

Entsprechende Uberlegungen, bei der Kongruenz mit reellen Leitlinien
angestellt, ergeben dieses Resultat:

Jeder Strahl wird durch die beiden Direktrizen D, und D, in zwei
Segmente zerlegt, und der wechselnde Sinn, welcher der Linienindikatrix
beigelegt werden kann, kommt darauf hinaus, auf jedem dieser Segmente
iibereinstimmend einen Sinn von D, zu D, oder von D, zu D, anzunehmen.
DaB dieser Sinn, einmal festgestellt, sich bei stetiger Verschiebung der
Geraden innerhalb der Kongruenz nicht &ndern kann, ist deutlich, und also
haben wir wiederum eine einfache Mannigfaltigkeit vor uns.

Die wirkliche Bestimmung des Zusammenhangs der beiderlei Kon-
gruenzen ergibt sich nach dieser Voruntersuchung am anschaulichsten durch
den Vergleich mit der unbegrenzten Ebene. Sind die Leitlinien der Kon-
gruenz imagindr, so entspricht jedem Punkte der Ebene ausnahmslos ein
(hindurchgehender) Strahl und auch umgekehrt jedem Strahle ein Punkt,
bis auf den einen Strahl, der ganz in der Ebene enthalten ist. Sind die
Leitlinien reell, so modifizieren sich diese Verhiltnisse insofern, als dann
auch noch zwei Punkte der Ebene auftreten (die Schnittpunkte der Ebene
mit den beiden Leitlinien), denen unendlich viele Linien der Kongruenz
entsprechen. Aus diesem Verhalten bestimmt sich die Zusammenhangszahl
der beiderlei Kongruenzen bez. zu Null und Zwei, genau so, wie [oben auf
S. 70, 71] aus dem entsprechenden Verhalten der Kugel und des einschaligen
Hyperboloids bei ihrer Abbildung auf die Ebene der Zusammenhang dieser
beiden Flichen bestimmt wurde. Zugleich gibt die Abbildung auf die
Ebene ein geometrisches Mittel, um die umkehrbar eindeutige Beziehung
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zwischen der Kongruenz mit imaginiren Leitlinien und der Kugel, resp.
zwischen der Kongruenz mit imagindren Leitlinien und dem einschaligen
Hyperboloide herzustellen, eine Beziehung, die oben auf analytischem Wege
gewonnen wurde.

[ Zusatz, betr. die Zusammenhangsverhiltnisse der Steinersehen Fliche. ]

[Ich mochte der Deutlichkeit halber noch die auf S. 65 gestreiften Zusammen-
hangsverhiltnisse der Steinerschen Fliche etwas niher erldutern.

Die Steinersche Fliche wird entweder drei reelle Doppelgerade haben oder auch
nur eine. Ersterer Fall ist in dem bekannten schonen Modell realisiert, welches Kummer
s. Z. angefertigt und spdter im Verlage Brill-Schilling hat erscheinen lassen. Im
Gegensatz dazu will ich hier an den Fall nur einer reellen Doppelgeraden ankniipfen,
der sich gestaltlich leichter erfassen und auch dementsprechend durch eine einfache
Figur wiedergeben laBt, die hier nebenstehend skizziert ist. In der Tat lassen sich

an diese Figur bereits alle Erlduterungen ankniipfen, die
ich hier zu geben habe.

Die Doppelgerade ist in der Figur vertikal gestellt.
Man erkennt, daB sie nur in dem Intervall von p bis p’
Durchdringungskurve zweier reellen Méntel der Fliache ist:
oberhalb p und unterhalb p’ verlduft sie isoliert; speziell
ist der Punkt o, wo sie die Fldche quer durchsetzt, ihr
Durchschnitt mit den beiden imagindren Doppelgeraden
der Fliache und insofern ein dreifacher Punkt der letzteren.
Die Punkte p und p’ sind, was Cayley pinch-points zu
nennen pflegte (wofiir man den deutschen Namen ,Zwick-
punkte® vorgeschlagen hat)??). Ubrigens stimmt die ganze
Figur mit derjenigen speziell iiberein, welche Dyck in
Bd. 32 der Math. Annalen (1888) als einfachstes Beispiel
einer geschlossenen einseitigen Fliche gegeben hat.

Die Sache ist nun die, daB entsprechend den Uberlegungen des Textes die Zu-
sammenhangsverhiltnisse unserer Fliche so beurteilt werden wollen, wie sie in der
Abbildung auf die reelle Ebene erscheinen. Hierbei fallen vor allen Dingen die iso-
lierten Stiicke der Doppelgeraden ganz weg, denn jeder ihrer Punkte bekommt in der
Ebene zwei (konjugiert) imaginire Bildpunkte. Andererseits bildet sich das nicht

isolierte Stiick (p,p’) zweimal ab, nimlich auf die beiden Segmente, in welche die
Verbindungsgerade zweier Punkte =, 7’ der Ebene gem#df der projektivischen An-
schauung durch diese Punkte zerlegt ist. = und @’ sind die Bilder beziehungsweise
von p und p’; jeder auf der Doppelgeraden zwischen p und p’ gelegene Punkt hat,
den beiden Minteln der Steinerschen Fliche entsprechend, die sich in ihm durch-
setzen, zwei Bildpunkte, die auf der Geraden m, s’ harmonisch zu # und =’ liegen.

Insbesondere sind auch die Aussagen des Textes, die sich auf die einen Fldchen-
punkt umgebende Indikatrix beziehen, so zu verstehen, wie sie sich in der Bildebene
aus der dort jeweils zu konstruierenden Indikatrix ergeben. Ich will hier die Auf-
merksamkeit insbesondere auf die Indikatrizen der beiden pinch-points p,p’ lenken.
Ubertrigt man die Indikatrizen der Punkte m, =’ der Bildebene, welche kleine Ovale
sind, auf die Steinersche Fliche, so entstehen dort als Indikatrizen der beiden
pinch-points p, p’ Kurven, wie sie durch kleine, um diese Punkte gelegte, ovale
Flichen aus der Steinerschen Fliche ausgeschnitten werden. Von oben gesehen

2%) Es sei darauf hingewiesen, daB die Doppelgerade in Fig. 1 des Zusatzes zu
Abh. XXXIV vier solcher Zwickpunkte trigt. Desgleichen traten Zwickpunkte auch bei
den Erliuterungen iiber die Gestalten des Zylinderoids in Zusatz I zu Abh. XXXV auf.



XXXVI. Uber den Zusammenhang der Flichen. 77

werden sich beide Indikatrizen wie Schleifen (wie eine 8) darstellen. Von vorne
projiziert flacht sich die Indikatrix von p zu einem doppelt iiberdeckten Kurvenbogen
ab, wihrend die von p’ ein doppelt durchlaufenes Oval wird, das p’ im Innern ent-
hilt. Die Verhiltnisse in p’ stellen sich dabei genau so dar, wie die Umlaufung eines
einfachen Verzweigungspunktes einer gewohnlichen mehrblittrigen Riemannschen
Flache®®). Projiziert man endlich von der Seite, so bildet sich die Indikatrix von p’
als doppelt iiberdeckter Kurvenbogen ab, wihrend die von p ein doppelt durchlaufenes
Oval gibt, das allerdings p nicht im Innern enthilt.

In diesem Auftreten der pinch-points liegt fiir die Betrachtung des Zusammen-
hanges eine gewisse Unvollkommenheit der von Dyck vorgeschlagenen Normalform
bez. unserer Steinerschen Fliche. Ich erwihne darum gern, daB Hilbert spiter
durch Herrn Boy ganz im Endlichen gelegene einseitige Flichen hat konstruieren
lassen, deren Doppelkurven nach ihrer ganzen Erstreckung auf reellen Minteln der
Fliche liegen. (Math. Annalen, Bd. 57 (1903)). K.]

%) In der Tat erscheinen die Verzweigungspunkte, wenn man die Riemannschen
Flichen algebraisch definiert, als richtige pinch-points; die in sie einmiindenden Ver-
zweigungsschnitte sind dabei als Doppelkurven anzusehen, welche jenseits des Ver-
zweigungspunktes isoliert weiterlaufen. Man definiere etwa, um ein einfachstes Bei-

spiel zu geben, als Riemannsche Fliche der Funktion v/ w+i7j die folgende:
VT iy E iy
s VT
2
(unter ¢ eine beliebig kleine Konstante verstanden). Die hierbei hervortretenden Einzel-
heiten sind so einfach, da8 sie hier nicht durchgefiihrt zu werden brauchen.

rme R (VT Lig) =




XXXVII Eine neue Relation zwischen den Singularititen
einer algebraischen Kurve?).

[Math. Annalen, Bd. 10 (1876).]

In seiner Untersuchung der Kurven vierter Ordnung (Math. Annalen,
Bd. 7 (1874), 8. 410, Comptes Rendus, Juli 1873) hat Zeuthen eine
Reihe schoner Sitze bewiesen, die sich auf die Realititsverhiltnisse der
28 Doppeltangenten dieser Kurven, wie ihrer 24 Wendetangenten beziehen.
Wir greifen unter ihnen folgende heraus:

1. Zeuthen unterscheidet bei den reellen Doppeltangenten solche
von der ersten und solche von der zweiten Art. Die letzteren beriihren
je zwei verschiedene Ziige der Kurve, wihrend die ersteren entweder den-
selben Zug zweimal beriihren oder iiberhaupt keinen Zug, d.h. isolierte
Doppeltangenten sind. Die Zahl der Doppeltangenten erster Art ist nun
smmer gleich Vier, solange die Kurve keinen vielfachen Punkt besitzt.

2. Andererseits bemerkt Zeuthen, daB, bei den Kurven vierter Ord-
nung ohne Doppelpunkt, jede Doppeltangente erster Art, welche reelle Be-
rithrungspunkte hat, eine ,Einbuchtung“ des von ihr berithrten Kurven-
zuges abschlieBt, d. h. einen Teil der Kurve, welcher zwei Wendungen
enthilt. Und auch umgekehrt, so oft bei einer Kurve vierter Ordnung
(die keinen vielfachen Punkt besitzt) eine reelle Wendung auftritt, wird
sie mit einer zweiten Wendung zusammen einer Einbuchtung angehéren
und so zu einer Doppeltangente erster Art mit reellen Beriihrungspunkten
Anlal geben. Es ist also die doppelte Zahl derjenigen Doppeltangenten
erster Art, welche reelle Beriihrungspunkte haben, gleich der Zahl der
reellen Wendungen. (Insbesondere folgt hieraus als Maximalzahl der reellen
Wendungen bei Kurven vierter Ordnung Acht, wie Salmon vermutet hatte.
[ Higher Plane Curves, 2. Aufl. (1881), S.248]).

Indem man diese beiden Sitze kombiniert, kann man sagen:

Bei einer Kurve vierter Ordnung ohne vielfachen Punkt ist die Zahl

1) [Vgl. die unter dem Titel ,Uber eine Relation zwischen den Singularititen
einer algebraischen Kurve“ in den Erlanger Sitzungsberichten vom 13. Dezember 1875
erschienene Note.]
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der reellen Wendungen, vermehrt wm die doppelte Zahl der isolierten
Doppeltangenten, gleich Acht.

Es ist nun sehr merkwiirdig, daB der so ausgesprochene Satz einer
unmittelbaren Verallgemeinerung auf Kurven n-ter Ordnung fihig ist, zu
deren Ableitung eben die einfachen Methoden ausreichen, deren sich Zeuthen
in seinem Aufsatze bedient?). Sei bei einer Kurve n-ter Ordnung ohne
vielfachen Punkt w’ die Zahl der reellen Wendungen, t” die Zahl der
reellen, 4solierten Doppeltangenten.

Dann hat man das Theorem:

w' + 28" =n(n—2).

Auch ist die Modifikation, welche dieser Satz beim Auftreten singulérer
Punkte erheischt, iibersichtlich anzugeben. Es soll die Kurve, wie im
folgenden der Einfachheit wegen durchgehends angenommen wird, nur mit
einfachen Pliickerschen Singularitédten behaftet sein, und es bezeichne &
ihre Klasse, r’ die Zahl ihrer reellen Spitzen, d” die Zahl ihrer reellen,
isolterten Doppelpunkte.

Dann besteht die Relation:

nt+w -2t =k-+ " +2d".

Diese Formel kommt auf die vorige zuriick, sobald man der Kurve
keine anderen vielfachen Punkte, als isolierte reelle Doppelpunkte beilegt.
Denn dann ist 7'=0, k=n(n —1) — 2d”. Andererseits umfaBt unsere
Formel z. B. die bekannten Realitétsverhaltnisse der Wendepunkte bei den
Kurven dritter Ordnung, sofern fiir » = 3 Doppeltangenten noch nicht auf-
treten konnen und also #” = 0 zu setzen ist.

Wir beweisen zunéichst die Formel:

w' 4 2t" =n(n —2)

in ihrer Giiltigkeit fiir Kurven ohne vielfachen Punkt. Wir zeigen vor
allem, daB, bei diesen Kurven, w’ -~ 2¢" einen konstanten Zahlenwert be-
sitzen muB; hinterher bestimmen wir den letzteren an einem Beispiele.
Die Kurvengleichungen sind dabei immer mit reellen Koeffizienten gedacht,
wie im Gegensatze zu einer spiteren Betrachtung, bei der ausdriicklich
das Gegenteil vorausgesetzt wird, bemerkt sei.

Es mogen also ¢ = 0, v = 0 zwei Kurven n-ter Ordnung ohne singulére
Punkte vorstellen: es sollen die Werte, welche bez. bei ihnen die Zahl

%) [Zeuthen selbst war, wie er mir damals schrieb, an dieser Verallgemeinerung
vorbeigefithrt worden, weil er sich zu starr auf den von ihm eingefiihrten Allgemein-
begriff der ,Doppeltangenten erster Art“ festgelegt hatte. Die Resultate, die ich
spiter, mit freilich ganz anderen Methoden, fiir die Berithrungs-¢ der algebraischen
Kurven beliebigen Geschlechtes abgeleitet habe (siehe unten Abh. XLII) entsprechen
insofern gewissermaBen mehr der urspriinglichen Zeuthenschen Zielsetzung. K.]



80 Anschauliche Geometrie.

w’ -+ 2¢” annimmt, verglichen werden. Zu dem Zwecke denke man sich
durch allméhliche reelle Anderung der Konstanten ¢ in vy iibergefiihrt.
Dies kann noch in sehr mannigfacher Weise geschehen, und man kann es
daher immer vermeiden, daB dabei Kurven iiberschritten werden, deren
Koeffizienten gleichzeitig zwei vorgegebenen algebraischen Bedingungen ge-
niigen. Kurven dagegen, deren Koeffizienten eine einzelne, beliebig ge-
gebene algebraische Bedingung erfiillen, werden, allgemein zu reden, beim
Ubergange eine endliche Anzahl von Malen auftreten; — im besonderen
Falle kann diese Anzahl Null sein. Kurven z. B., die nur einen Doppel-
punkt besitzen (der dann selbstverstandlich reell ist), miissen in Betracht
gezogen werden; iiberfliissig ist es, in der Kurvenreihe Kurven mit Spitze,
oder mit zweli Doppelpunkten oder mit einer vierfachen Tangente®) usw.
vorauszusetzen.

Eine Anderung der Zahl (w’+ 2¢”) kann bei einem solchen Uber-
gange nach algebraischen Prinzipien nur in folgenden Féllen méglicher-
weise eintreten:

1. wenn zwei Wendungen,

2. wenn zwei Doppeltangenten koinzidieren,

3. wenn eine isolierte Doppeltangente ¢” aufhort, als solche zu zéhlen
(resp. umgekehrt, wenn eine nicht isolierte Doppeltangente isoliert
wird ).

Diese Moglichkeiten konnen aber leicht noch weiter eingeschriankt

werden; andererseits erweisen sie sich zum Teil voneinander abhingig.

Wir werden den Fall, daB die Ubergangskurve einen vielfachen Punkt

hat (der dann nach dem Obigen nur als reeller Doppelpunkt vorausgesetzt
zu werden braucht), erst sogleich diskutieren; indem wir ihn ausschlieBen,
bleiben nur folgende Falle eventuell zu beriicksichtigen:
ad 1. der Fall, daf3 zwei reelle Wendungen eines Kurvenzuges konse-
kutiv werden. Dann ist die betr. Tangente eine vierpunktige. Sie ist als
solche eine Doppeltangente, welche den Ubergang bildet zwischen einer
Doppeltangente mit reellen Berithrangspunkten und einer isolierten Doppel-
tangente. Es tritt dann also gleichzeitig die unter 8 vorgesehene Mog-
lichkeit ein; sn dieser Gleichzeitigkeit liegt weiterhin der Kern des ganzen
Beweises.

ad 2. Von den Fillen, in welchen zwei oder mehr Doppeltangenten
koinzidieren, sind offenbar nur diejenigen zu beriicksichtigen, in denen eine
isolierte Doppeltangente beteiligt ist. Aber unter ihnen werden schlieBlich
nur solche mdéglicherweise von Einflul} sein konnen, bei denen zwes isolierte

%) Vierfach heiBt im folgenden eine Tangente, welche an vier Stellen beriihrt;
eine Tangente, die vier konsekutive Punkte enthilt, ist ,vierpunktig“ genannt.
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Doppeltangenten koinzidieren. Freilich kann sich eine isolierte Doppel-
tangente mit zwei konjugiert imaginédren zu einer reellen dreifachen Tangente
vereinigen (die letztere besitzt dann nur einen reellen Berithrungspunkt).
Uberschreitet man aber eine solche Kurve, so wird aus der dreifachen Tan-
gente nar wieder eine isolierte Doppeltangente hervorgehen, indem sich von
neuem zwei imaginire Doppeltangenten ablosen. Denn die isolierte Doppel-
tangente hat sich mst thr nichi gleichwertigen Doppeltangenten vereinigt,
und das kann auf die Zahl ¢” keinen EinfluB haben.

Sonach bleibt nur das Zusammenfallen zweier isolierter Doppeltan-
genten ad 2 zu untersuchen; wir werden weiterhin zeigen, daf ein solches
Zusammenfallen zwe: Bedingungen &quivalent ist, und also iiberhaupt nicht
in Betracht kommt.

ad 3. Der einzige Ubergang, der zwischen isolierten und nicht isolierten
Doppeltangenten besteht, wird durch die vierpunktige Tangente gebildet.
Sonach leitet 3 zu der unter 1 aufgefiihrten Moglichkeit zuriick.

Erértern wir jetzt vorab den EinfluB, den das Auftreten eines reellen
Doppelpunktes auf w’ und ¢” besitzt. Dieser Doppelpunkt kann isoliert
oder nicht isoliert sein. In jedem Falle absorbiert er nach den Pliicker-
schen Formeln sechs Wendungen. Auch macht Pliicker schon darauf
aufmerksam*), daf beim isolierten Doppelpunkte diese sechs Wendungen
simtlich imagindr sind, wihrend beim nicht isolierten Doppelpunkte zwei
und nur zwei reell sind. Die Zahl w’ wird daher im letzteren Falle und
nur in diesem um zwei Einheiten vermindert. Aber diese zwei Wen-
dungen w’ erscheinen von neuem wieder, wenn man die Kurve mit Doppel-
punkt iiberschreitet. Denn der Doppelpunkt absorbiert eben immer zwei
reelle Wendungen, von welcher Seite man ihn auch entstehen lassen mag.
Deshalb erleidet also die Zahl w’ keine Anderung, wenn man eine Kurve
mit Doppelpunkt iiberschreitet.

Dasselbe ergibt sich fiir #”. Hat eine Kurve einen Doppelpunkt, so
fallen eine Anzahl Doppeltangenten je paarweise in die Tangenten zu-
sammen, die man vom Doppelpunkte an die Kurve legen kann. Von den
Beriihrungspunkten der Doppeltangente riickt dabei der eine in den Doppel-
punkt hinein, wihrend der andere abgetrennt liegt, da immer angenommen
werden kann, da keiner der im Doppelpunkte sich kreuzenden Kurveniste
im Doppelpunkte eine Wendung besitzt. Deshalb kann keine reelle Doppel-
tangente mit imagindren Berithrungspunkten beteiligt sein. Also auch die

Y) Vgl ,Theorie der algebraischen Kurven“ (1839) Nr. 64. Auf das von Pliicker
gebrauchte Beweisprinzip kommen wir noch im Texte zu sprechen. Einen Beweis nur
aus Betrachtung der Lagenverhiltnisse gibt fir die O; Mdbius: ,Uber die Grund-
formen der Linien dritter Ordnung“. Abhandl. der Sdchs. Akademie 1852 (vorgelegt
bereits 1848) [= Werke, Bd. 2, 8. 86—176].

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. II. 6
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Zahl t" blesbt ungedndert, wenn eine Kurve mit Doppelpunkt diber-
schritten wird.

Hiernach ist das Auftreten vielfacher Punkte fiir den hier gestellten
Zweck nicht weiter zu untersuchen. Erortern wir jetzt den Fall ad 1.
Zwet reelle Wendungen werden konsekutiv, man hat eine vierpunkiige
Tangente. Bei Uberschreitung einer solchen Kurve wird gleichzeitig w’
um zwel Einheiten, ¢” um eine Einheit geindert. Die geometrische An-
schauung zeigt, dall eine isolierte Doppeltangente aus der vierpunktigen
entsteht, wenn die beiden Wendungen ®' imaginir werden; 2" wdchst
daher um eine Einheit, wenn w’ wm zwe: Einheiten abnimmdt, resp. um-
gekehrt, und daher bletht w’ + 2t” beim Uberschreiten der betr. Kurve
konstant.

Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen, dal das Zusammenfallen zweier
isolierter Doppeltangenten zwei Bedingungen dquivalent ist.

Untersuchen wir zu dem Zwecke, wie iiberhaupt bei einer Kurve, die
keine vielfachen Punkte besitzt, ein Zusammenfallen von Doppeltangenten
eintreten kann, und welche von den bez. Moglichkeiten durch nur eine
Bedingung zwischen den Koeffizienten dargestellt werden. Man findet, daB
eine Doppeltangente nur dann mehrfach zéhlt, wenn sie entweder mehr
als zwel Berithrungspunkte hat und also vielfache Tangente ist, oder wenn
sie zum mindesten in einem ihrer Berithrungspunkte einen hheren Kontaks
besitzt. Durch eine Bedingung sind charakterisiert der Fall der dreifachen
Tangente und der Fall, daf die Doppeltangente in einem ihrer Beriihrungs-
punkte oskuliert und also zugleich Wendetangente ist. Der Beweis dieser
Behauptung, die sich auf allgemein algebraische Verhaltnisse und nicht
insbesondere auf Bedingungen der Realitit bezieht, soll hier nicht aus-
gefithrt werden; er wird mit bekannten Mitteln geleistet.

Aber keiner der beiden durch nur eine Bedingung dargestellten Fille
kann durch das Zusammenfallen zweier ¢solierter Doppeltangenten herbei-
gefilhrt werden. Denn jede derselben hat ein Paar konjugiert imaginirer
Beriihrungspunkte, und indem dieselben auf eime gerade Linie riicken,
kénnen nicht drev gleichwertige oder zwei ungleschwertige Beriihrungspunkte
entstehen. Man wiirde entweder eine vierfache (nach wie vor isolierte)
Tangente erhalten, oder eine solche, die an zwei konjugiert imaginidren
Stellen oskuliert.

Die Zahl w' - 21" ist also fir alle Kurven ohne vielfache Punkte
dieselbe, wie behauptet wurde.

Um sie jetzt an einem Beispiele abzuzdhlen, nehme man vorab eine
Kurve der m-ten Ordnung, die in lauter niedere Kurven zerfallen ist und
bei der man daher die Lage der Singularitdten und die Realitét derselben
deutlich iibersieht. Sodann lése man die dabei vorhandenen vielfachen
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Punkte in bekannter Weise auf, und man erhilt eine Kurve ohne solche
Punkte, bei der sich ein Abzahlen von w’ und ¢” ohne weiteres ermog-
licht. Der EinfluB, den ein reeller Doppelpunkt auf die Zahl w’ ausiibt,
wurde oben fiir den allgemeinen Fall angegeben; er wird ein anderer®),
wenn einer der Aste des Doppelpunktes im Doppelpunkte eine Wendung
besitzt. Um derartige Untersuchungen nicht noch zu benétigen, wihlen
wir die zerfallene C, so, daB unter ihren Bestandteilen sich keine gerade
Linie befindet.

Sei zundchst » eine gerade Zahl, » = 2. Dann zeichne man etwa u
kongruente konzentrische Ellipsen, deren Hauptachsen unter bez. gleichen

Winkeln <1> gegeneinander geneigt sind. Jede Ellipse schneidet die andere

u
in vier reellen Punkten, so daf im ganzen gle 2_1): n(n2_2) reelle,

nicht isolierte Doppelpunkte bei der C, vorhanden sind, und sonst offenbar
iiberhaupt keine Doppelpunkte. Auch die Lage der in(n — 2)(n?—9)
eigentlichen oder uneigentlichen Doppeltangenten dieser C, ist ersichtlich.
Sie sind reprisentiert:

1. Durch die ;n(n — 2) reellen Tangenten, welche irgend zwei der
w Ellipsen gemeinsam beriihren.

2. Durch die jn(n — 2)(n —4) Tangenten, welche man von den
Durchschnittspunkten zweier Ellipsen an eine dritte ziehen kann. Diese
Tangenten sind teils reell, teils paarweise konjugiert imaginir. Keine von
ihnen hat zusammenfallende Beriihrungspunkte. Sie zihlen als Doppel-
tangenten doppelt.

3. Durch die als Doppeltangenten vierfach zahlenden

in(n—2)(n*—2n —2)
Verbindungslinien der genannten Durchschnittspunkte untereinander. Sie
sind alle reell; als ihre Beriihrungspunkte sind bez. die beiden Durch-
schnittspunkte aufzufassen, welche sie verbinden.

Geht man von der so beschriebenen €, zu einer benachbarten Kurve
ohne vielfachen Punkt iiber, so liefert, nach dem wiederholt benutzten
Satze, jeder der mn (n — 2) Doppelpunkte zwei reelle Wendungen; man
bekommt also:

w =n(n— 2),
da vor Auflésung der Doppelpunkte iiberhaupt keine reellen Wendungen
vorhanden waren.

Ferner ergibt sich:

t"=0.

%) Vgl. Zeuthen: Almindelige Egenskaber ved Systemer af plane Kurver.
Abhandlungen der Dinischen Akademie 1878,
6*
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Denn man kann einzeln verfolgen, was aus den Doppeltangenten der zer-
fallenen Kurve wird. Die Doppeltangenten 1 bleiben reell mit reellen
Beriihrungspunkten. Von den Doppeltangenten 2 spaltet sich jede, je
nach der Auflosungsart des Knotenpunktes, in zwei reelle und dann nicht
isolierte Doppeltangenten oder in zwei konjugiert imaginére. Ebenso iiber-
sieht man, daB jede der Doppeltangenten 3 vier reelle und nicht isolierte
oder vier paarweise imaginire Doppeltangenten ergibt. Es entsteht also
bei der Auflosung der Doppelpunkte keine isolierte reelle Doppeltangente;
vor der Auflssung war keine vorhanden, und also hat man im Beispiele
(n =0 (mod2)):
w +2t" =n(n—2).

Zugleich ist gezergt, daf fir ein gerades n Kurven mit der Maxtmal-
zahl reeller Wendungen, n(n — 2), wirklich existieren.

Fiir ungerades n ergibt sich ein geeignetes Beispiel folgendermafen.
Sei n =2u 1 3. So zeichne man p Ellipsen, wie im vorigen Falle, und
erginze dieselben zu einer C, durch eine Kurve dritter Ordnung, welche
jede der Ellipsen in sechs reellen Punkten schneidet. Dies ist moglich,
wenn man z. B. der Kurve dritter Ordnung folgende Gestalt gibt:

c
A M
, > 8
0

wo AB einen Abstand bedeutet, der grofler ist als die grofle Achse der
benutzten Ellipsen, CD einen Abstand, der kleiner ist als die kleine Achse
der Ellipsen. Diese Kurve lege man in der Art, dal M in den gemein-
samen Mittelpunkt der Ellipsen fillt; so wird sie jede der Ellipsen in sechs
reellen Punkten treffen.

Man mache nun ganz dhnliche Abzdhlungen, wie soeben. Hs ist bei
ihnen nur darauf zu achten, daB die C; bereits an sich drei Wendungen
enthdlt. Auch sei als Moment beim Beweise hervorgehoben, daB keine
der zwolf Tangenten, welche die U, mit der einzelnen Ellipse gemein hat
(und die teils reell, teils imagindr sein werden), eine isolierte Doppel-
tangente der C, liefern kann; denn isolierte reelle Tangenten gibt es bei
der reellen C,, oder gar der reellen Ellipse nicht. Auf diese Weise
findet man:

Auch bei ungeradem n ist

w' 4+ 2t" =n(n—2),
und Kurven mit der Maximalzahl reeller Wendungen, n(n — 2), exisiteren.

Andererseits ist evident, daB, bei ungeradem n, eine Minimalzahl fiir
die reellen Wendungen existiert. Denn jede solche C, (ohne vielfachen
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Punkt) hat bekanntermaBen einen unpaaren Zug, der als solcher mindestens
drei Wendungen besitzt. —
Die allgemeinere Formel:

n+t+w +2t"=k-+r 2d”
ergibt sich aus der jetzt bewiesenen folgendermafBen:
Man denke sich die Kurve mit vielfachen Punkten aus einer benach-
barten ohne vielfachen Punkt entstanden. Dann hat man fiir letztere:

w' + 28" =n(n—2)

und es sind nun die Modifikationen zu untersuchen, welche die vielfachen
Punkte an den Zahlen w’, ¢’ anbringen. In dieser Hinsicht stelle ich
folgende Sitze voran, von denen die beiden ersten zum Teil schon benutzt
wurden:

1. Jeder reelle, nicht isolierte Doppelpunkt, sowie jeder reelle Riick-
kehrpunkt, absorbiert zwei reelle Wendungen w’.

2. Der isolierte reelle Doppelpunkt hat auf die Zahl w’ keinen EinfluB.
3. Die reelle Verbindungsgerade zweier konjugiert imaginirer Doppel-
punkte absorbiert zwei, und die reelle Verbindungsgerade zweier konjugiert

imaginiirer Riickkehrpunkte absorbiert drei reelle isolierte Doppeltan-
genten ¢,

4. Andere Reduktionen in den Zahlen w’ und #’ finden nicht statt.

Die Sitze 1, 2 werden von Pliicker gegeben. Er beweist sie fiir
Kurven dritter Ordnung und erschlieft daraus ohne weiteres ihre allge-
meine Giiltigkeit. Es heiBt das, algebraisch zu reden, daB man die bei
der beliebigen Kurve in der singuliren Stelle stattfindende Reihenentwick-
lung bei einem bestimmten Gliede abbricht. In demselben Sinne wird man
dhnliche Sitze beweisen, indem man sich an dem Beispiele einer Kurve
von hinlénglich hoher Ordnung von ihrer Richtigkeit iiberzeugt.

Fir den Satz 3 geben geeignet gewihlte Kurven vierter Ordnung
brauchbare Beispiele; z. B. die vieluntersuchten C,, welche die Kreispunkte
zu Doppelpunkten haben, und die Kartesischen Ovale, bei denen die Kreis-
punkte Spitzen sind. Bei ihnen findet man nur noch zwei, bez. eine Doppel-
tangente erster Art (im Sinne Zeuthens), und daher sind zwei, bez. drei
dieser Doppeltangenten, die jedenfalls isolierte Doppeltangenten waren,
durch die vielfachen Punkte, resp. deren Verbindungslinie, absorbiert.

Die allgemeine Formel ergibt sich jetzt sehr einfach. Es sei fiir eine
gegebene Kurve der n-ten Ordnung und der k-ten Klasse:

d’ die Zahl der reellen, nicht isolierten,
d” die Zahl der reellen, isolierten,
d" die Zahl der imaginéren Doppelpunkte.
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Sei ferner:
7’ die Zahl der reellen,
r” die Zahl der imagindren Spitzen.
Dann hat man nach den vorausgeschickten Sitzen:
w + 28" =n(n—2)—2d — 2+ —2d" — 3r”.
Aber andererseits ist nach den Pliickerschen Formeln:
E=n(n—1)—2(d +d" +d")—3(r'+r").
Also folgt: ”
ntw L2t =k+4r'42d,
was zu beweisen war.
In dem Umstande, daB die Formel sich selbst dualistisch ist, wird
man eine Kontrolle der in ihr auftretenden Zahlenkoeffizienten erblicken.
Es mag hier zuvorderst eine Anwendung dieser Formel angeschlossen
werden. Es sel eine komplexe Kurve von der Ordnung n und der Klasse &
gegeben, d. h. eine Kurve, deren Gleichung komplexe Koeffizienten besitzt.
Dieselbe wird eine Anzahl reeller isolierter Punkte () und reeller isolierter
Tangenten (7) enthalten, welche aber, allgemein zu reden, nicht weiter
mit besonderen Singularitéten behaftet sind, sondern einfache Elemente
der Kurve vorstellen. Zwischen diesen beiden Zahlen finden wir eine
Relation. Man vereinige ndmlich die Kurve mit der ihr komplex konju-
gierten. So hat man eine Kurve von der Ordnung 2#%, von der Klasse 2%,
welche auBler d isolierten Doppelpunkten und 7 isolierten Doppeltangenten
iiberhaupt keine reellen Elemente enthélt. Sie enthilt keinerlei héhere
Singularitdten; daher ist unsere Formel anwendbar. Man findet also:

n+t==Fk-494.
Bei einem komplexen Kegelschnitte z. B. konnen 0, 2, 4 Punkte reell sein;
dann sind auch 0, 2, 4 Tangenten reell®). Eine komplexe Kurve dritter
Ordnung sei in Linienkoordinaten durch

iy =0
dargestellt; dann haben die Kurven sechster Klasse
@Y = 0, Y = 0

sicher vier und héchstens zwolf reelle, gemeinsame Tangenten usw.
Sodann sei noch einer Verallgemeinerung gedacht, welche man unserer

%) Es ergibt sich: Sind zwei und nur zwei Punkte reell, so liegen dieselben
innerhalb desselben von den beiden dann vorhandenen reellen Tangenten gebildeten
Winkelraumes. Nimmt man zwei reelle Punkte in anderer Lage gegen zwei reelle
Tangenten an, so werden gleich vier Punkte und vier Tangenten reell; die vier Punkte
liegen bez. innerhalb der vier von den vier Tangenten gebildeten Dreiecke.
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Formel zuteil werden lassen kann und die sich darauf bezieht, daBl man
statt der geraden Linien der Ebene ein reelles Netz von Kurven beliebiger

Ordnung:
& }‘1(}’1_}_253‘792—["}“3(’)3:0

betrachtet. Man kann dieses Netz in bekannter Weise dazu benutzen, um
eine beliebig gegebene Kurve ;

eindeutig zu transformieren; den Schnittpunktsystemen von f mit den
Kurven des Netzes entsprechen dann die Schnittpunktsysteme der trans-
formierten Kurve mit den Geraden der Ebene. Den bekannten Erorte-
rungen iiber diesen Gegenstand hat man nur einige wenige Betrachtungen
iiber die Realitdtsverhiltnisse bei einer derartigen Transformation hinzu-
zufiigen, um fiir die transformierte Kurve unser Theorem anwenden zu
kénnen und damit fir die Kurve f die gemeinte Verallgemeinerung zu
finden. Es sei in dieser Richtung folgendes hervorgehoben. Auf der
Kurve f gibt es Paare von Punkten, durch welche noch Biischel von
Kurven ¢ hindurchgehen. Dieselben vereinigen sich bei der eindeutigen
Transformation zu Doppelpunkten der transformierten Kurve. Diese Doppel-
punkte sind, sobald die betr. zwei Punkte auf f reell sind, reell und nicht
isoliert; sind aber die Punkte auf f komjugiert imagindr, so enthdilt die
transformierte Kurve einen reellen, tsolierten Doppelpunkt. Auf solche
Weise findet man folgenden Satz:

Es sei

N die Zahl der beweglichen Schnittpunkte der ¢ mit f,

K die Zahl derjenigen ¢, welche, durch einen beliebig gewihlten
Punkt hindurchgehend, f beriihren,

W' die Zahl derjenigen reellen ¢, welche ' oskulieren,

T" die Zahl solcher reeller ¢, die f in zwei imagindren Punkten
‘beriihren,

R’ die Zahl der reellen Spitzen von f, mit Ausnahme derjenigen,
die etwa Grundpunkte des Netzes sind,

D" eine Zahl, die aus zwei Bestandteilen zusammengesetzt ist. Sie
umfaBt zundchst die Zahl derjenigen isolierten Doppelpunkte
von f, welche nicht Grundpunkte des Netzes sind. Sie umfaf3t
sodann die Zahl der eben genannten Vorkommnisse: dafl auf
f Paare konjugiert. imagindrer Punkte gefunden werden konnen,
durch welche noch ein Biischel von Kurven ¢ hindurchgeht.

Dann hat man immer:
N+W 4+27"=—K-+R +2D".

Man nehme z. B. als Netz die Kreise, welche durch einen festen Punkt
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gehen (wo dann die betr. eindeutige Transformation einfach eine Um-
formung durch reziproke Radien wird), als Kurve f eine Ellipse oder eine
Hyperbel.

Dann hat man beide Mal:

N=4, K=6, R =0.

Aber D" ist das eine Mal gleich 1, das andere Mal gleich Null. Die
unendlich ferne Gerade namlich bildet mit allen durch den angenommenen
Punkt hindurchgehenden geraden Linien ein Biischel von Kreisen, welche f
in zwei festen Punkten schneiden, und diese beiden Punkte (die unendlich
fernen Punkte) sind bei der Ellipse konjugiert imaginér, bei der Hyperbel
reell. Man hat also:

bei der Ellipse: W'1+27" =4,
bei der Hyperbel: W' 4-27" =2.

In Worten: Bei einer gegebenen Ellipse oder Hyperbel konstruiere
man alle Kriimmungskreise, sowte alle Kreise, welche in zwet konjugiert
imagindren Punkten beriihren. Wenn man dann die letzieren doppelt
zdhlt, so erweist sich die ganze Ebene bei der Ellipse vierfach, bes der
Hyperbel doppelt mit Kreisen diberdecks.

Miinchen, im Januar 1876.

[Wie hohere Singularititen in die von mir aufgestellte Relation einzufiigen sind,
hat bald hernach A. Brill entwickelt (Math. Annalen, Bd. 16, 1879); jede solche Singu-
laritit bekommt einen Realitdtsindex r' —w'+2(d" —¢"), wo die r/, w’, d”, t"” bzw.
die Anzahlen der reellen Riickkehr- und Wendepunkte, isolierten Doppelpunkte und
isolierten Doppeltangenten bedeuten, welche bei beliebiger ,Auflosung® der Singu-
laritdt entstehen. Die einfachste Formulierung, welche alle Fille, auch die der kom-
plexen Kurven, umfafit, hat dann spdter Fr. Schuh gegeben (Amsterdamer Verslag,

Deel XII, 1904). Er schreibt
vt So-k+ 3o,

wo Zu die Summe der Ordnungen aller Singularititen mit reellem Punkt, 2@ die

Summe der Klassen aller Singularititen mit reeller Tangente bedeutet. K.]



XXXVIIL Uber eine neue Art der Riemannschen
Flichen?).
(Erste Mitteilung.)
[Math. Annalen, Bd. 7 (1874).]

Bei der Untersuchung der algebraischen Funktionen y einer Verénder-
lichen x pflegt man sich zweier verschiedener anschauungsméBiger Hilfs-
mittel zu bedienen. Man reprasentiert ndmlich entweder y und x gleich-
maBig als Koordinaten eines Punktes der Ebene, wo dann die reellen Werte
derselben allein in Evidenz treten und das Bild der algebraischen Funktion
die algebraische Kurve wird — oder man breitet die komplexen Werte
der einen Variabeln z iiber eine Ebene aus und bezeichnet das Funktions-
verhaltnis zwischen y und x durch die iiber der Ebene konstruierte Rie-
mannsche Fliche. Es muof in vielen Beziehungen wiinschenswert sein,
zwischen den beiden Anschauungsbildern einen Ubergang zu besitzen. Ich
darf mit Bezug hierauf nur das Eine hervorheben, daB namlich ein solcher
Ubergang vom rein geometrischen Standpunkte aus geradezu gefordert
werden muB, wenn die Sitze, welche sich auf die Zahl und Periodizitét
der lings einer algebraischen Kurve erstreckten Integrale beziehen, zu
einem unmittelbaren Verstindnisse gebracht werden sollen.

Ein solcher Ubergang ist nun in einfachster Weise herzustellen. Er
schlieBt sich an die Auffassung einer Kurve als des Umhiillungsgebildes
ihrer Tangenten?) an; er setzt ferner in einem gewissen MaBe diejenigen
Erorterungen iiber den Zusammenhang der Flichen voraus, welche in [der
oben abgedruckten Abhandlung XXXVI] entwickelt wurden.

Man gehe von der Bemerkung aus, daB man jeder Tangente einer
algebraischen Kurve, mag die Tangente reell oder imaginér sein, im all-
gemeinen einen reellen Punkt zuordnen kann. Ist ndmlich die Tangente

1) [Vgl. eine unter dem gleichen Titel erschienene vorlaufige Mitteilung in den
Erlanger Sitzungsberichten vom 2. Februar 1874.]

%) Wollte man die dualistisch entgegenstehenden Uberlegungen anstellen, so
wiirde die Anschaulichkeit des Resultats, auf die ich eben Gewicht legen mochte,
verloren gehen.
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reell, so wihle man als entsprechenden Punkt ihren Beriithrungspunkt; ist
die Tangente imaginér, so wihle man den einen reellen Punkt, den sie
iiberhaupt besitzt. Diese beiden Festsetzungen, deren eigentlicher Sinn
iibrigens aus den weiter unten angefiihrten Beispielen véllig deutlich werden
soll, stimmen insofern miteinander, als die auf reelle Tangenten beziigliche
aus der anderen durch Grenziibergang hervorgeht. Denn der reelle Punkt
einer imagindren Tangente ist ihr Durchschnittspunkt mit der konjugierten
Tangente, und, wenn diese beiden Linien in eine reelle zusammenfallen,
so wird aus ihrem Durchschnittspunkte eben der Beriihrungspunkt.

Diese Festsetzungen werden bei etwaigen mehrfach beriihrenden reellen
Tangenten ungeniigend. Wir wollen nur den Fall reeller Doppel- oder
Wendetangenten ins Auge fassen. Hat die Doppeltangente reelle Be-
rithrungspunkte, so werden wir ihr eben diese beiden Punkte zuordnen;
ist sie aber isoliert, so mag ihr die Gesamtheit der ihr angehorigen reellen
Punkte entsprechend gesetzt sein. Ebenso sollen einer Wendetangente alle
auf ihr gelegenen reellen Punkte zugeordnet werden. Es wird noch aus
den weiteren Ausfilhrungen hervorgehen, daf diese Festsetzungen mit den
voraufgeschickten nicht nur vertréglich sind, sondern sich aus ihnen in
naturgeméfBer Weise ergeben.

Die zweifach unendlich vielen reellen Punkte, welche man, diesen Fest-
setzungen zufolge, der Gesamtheit der reellen und imaginiren Tangenten
der Kurve zuordnet, werden eine geschlossene Fliche bilden, welche die
verschiedenen Teile der Ebene mit einer Anzahl von Blittern iiberdeckt,
die jedesmal gleich ist der Anzahl der imaginiren Tangenten, welche man
von einem Punkte des betreffenden Teiles der Ebene an die Kurve legen
kann (und die also immer gerade ist). Die Fldche ist dann ein wvoll-
stindiges Bild der durch die Kurve definierten algebraischen Funktion.
Sie ist auf die gewdhnliche Riemannsche Fliche, wie man sie fiir diese
Funktion konstruieren kénnte, im allgemeinen ein-eindeutig bezogen. Eine
Ausnahme tritt nur fiir diejenigen Wertsysteme ein, welche den reellen,
isolierten Doppeltangenten und den reellen Wendetangenten der Kurve ent-
sprechen. Denn wihrend dieselben auf der gewshnlichen Riemannschen
Fliche durch je zwei Punkte vorgestellt werden (welche im Falle der
Wendetangenten konsekutiv sind), entsprechen ihnen bei unserer Fliche
ganze gerade Linien, die der Fliche, wie man findet, [nach ihrer ganzen
Erstreckung | angehoren: die beiden Fléchen sind also in der Art aufeinander
bezogen, dal auf der einen eine Reihe von Fundamentalpunkten auftritt.
Um also von dem Zusammenhange unserer Fliche auf den Zusammenhang
der entsprechenden gewohnlichen Riemannschen Fliche schlieBen zu
kénnen, wird man den Satz benétigen, der [in der Abhandlung XXXVI
auf S. 70—73] aufgestellt und bewiesen wurde.
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Doch betrachten wir eine Reihe von Beispielen. Sei zunéchst ein
Kegelschnitt gegeben, der als Ellipse vorausgesetzt sein mag. Die reellen
Punkte, welche den imagindren Tangenten der Ellipse entsprechen, erfiillen
das Innere der Ellipse doppelt, unsere Fliche hat also in diesem Falle
die Gestalt eines elliptischen Doppelblattes, oder, wenn man will, eines
flachen Ellipsoids. Ein Ellipsoid ist aber eine nullfach zusammenhéngende
Flache®); deshalb gibt es beim Kegelschnitte kein lings der Kurve er-
strecktes iiberall endliches Integral.

Nehmen wir ferner eine Kurve dritter Klasse. Auch sie kann, was
fiir die Anschauung bequem ist, [im Beispiel] als vollig im Endlichen ge-
legen vorausgesetzt werden, und besteht dann entweder aus zwei ge-
schlossenen Zweigen oder nur aus einem, wie dies in den beistehenden,
tibrigens nur schematischen Zeichnungen dargestellt ist.

Fig. 1. Fig. 2.

Betrachten wir zunichst den ersten Fall. Sowohl von jedem Punkte
auBerhalb des Ovals als von jedem Punkte innerhalb des mit drei Spitzen
versehenen Kurvenzugs kann man drei reelle Tangenten an die Kurve
legen; die reellen Punkte, welche imaginiren Tangenten der Kurve ent-
sprechen, erfiillen daher den Raum zwischen den beiden Kurvenziigen
doppelt, unsere Fldche ist eine Art Ringfliche. Sie ist also in der Tat zwei-
fach zusammenhéngend, wie es fiir eine Kurve mit dem Geschlechte 1 sein
mul}, oder umgekehrt, es liegé darin der Beweis, daf die Kurve dem Ge-
schlechte 1 angehort. FEs ist leicht, die Werte, welche das eine auf die
Kurve beziigliche iiberall endliche Integral fiir die einzelnen Punkte der
Fliche annimmt, ihrer allgemeinen Verteilung nach anzugeben. Zu dem
Zwecke sei es gestattet, von Meridianen der Ringfliche und von Breiten-
kurven derselben zu sprechen; die beiden Ziige, aus denen die Kurve dritter

3) Wegen dieser Art der Zéhlung vgl. [Abh. XXXVI, 8§, 64].
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Klasse besteht, werden selbst zu den Breitenkurven gehéren. Die beiden
Perioden, welche das auf die Kurve beziigliche iiberall endliche Integral
besitzt, entstehen dadurch, daB man dem zwischen bestimmten Grenzen
gefiihrten Integrationswege beliebig Meridiankurven und Breitenkurven zu-
fiigen kann. (Diese und die folgenden Behauptungen, welche sich aus den
bekannten Sitzen iiber die Integrale auf Riemannschen Flichen ohne
weiteres ergeben, sollen hier ohne Beweis angefiihrt sein.) Die erstere
dieser Perioden sei imaginir genommen, gleich sw’, die zweite reell, gleich w.
Als untere Grenze werde dasjenige Wertsystem gewiahlt, welches durch die
in der Zeichnung vertikal gestellte reelle Riickkehrtangente bezeichnet ist,
und dem auf unserer Fliche der obere von den drei reellen [Riickkehr-
punkten entspricht. Das bis zu irgendeinem anderen Punkte hingeleitete
Integral werde, unter Trennung des reellen und imagindren Teiles, u -+ ¢v
genannt, wo also % nur bis auf Multipla von w, v bis auf Multipla von
o’ bestimmt ist. Dann hat man als Bedingung dafiir, daB drei Tangenten
der Kurve dritter Klasse, welche den Integralwerten

Uy 10y, Uy T0,, Uy 1Y,
entsprechen, sich in einem Punkte schneiden, die Relationen?):
wy, + U, + 4, =0 (mod. w )
v, 4 v, + v, = 0 (mod. ).

Infolgedessen ergibt sich eine Verteilung der Werte von u -+ 4o iiber
unsere Fliche, wie sie auf der beigesetzten Zeichnung veranschaulicht ist.

, ’
0+52

W, W’
z*t7

Fig. 3.
9 Vgl. Clebsch in Crelles Journal, Bd. 63 (1864), S. 105. Es sind dort nur

nicht, wie im Texte, der reelle und imaginire Teil getrennt, iiberdies ist die untere
Grenze des Integrals beliebig gelassen.
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Lings des Zuges mit drei Spitzen sind die reellen Zahlen von 0 bis w
in der Weise verteilt, daB die drei Spitzen die Argumente 0, tw, 2w be-
kommen, Die Punkte einer Meridiankurve, welche durch eine Tangente
dieses Kurvenzuges auf der Flache bezeichnet ist, besitzen alle dasselbe u,
lings der Kurve #ndert sich nur das » von 0O anfangend bis w’. Fiir die

Punkte des umschlieBenden Ovals hat v gleichméfBig den Wert %’ An den

drei Stellen etwa, die durch kleine Kreise bezeichnet sind, befinden sich
diejenigen Punkte, welche die sechs paarweise konjugiert imaginiren Riick-
kehrtangenten der Kurve reprasentieren; ihre Argumente sind beziiglich

o o | i0 2w i’

O i T, ? i ?, **3"‘ i_ —3"".

Fiir die Kurven dritter Klasse ohne Oval gestalten sich diese Ver-
hiltnisse im allgemeinen &hnlich. Der ganze Raum auBerhalb des mit drei
Spitzen versehenen Kurvenzuges wird bei ihnen doppelt von den Punkten
iiberdeckt, die imagindren Tangenten entsprechen. Die zugehorige Fldche
erstreckt sich also dhnlich ins Unendliche, wie ein einschaliges Hyper-
boloid®). Der Zusammenhang der Fliche ist nach wie vor gleich 2 [vgl.
Abhandlung XXXVI] die Kurve hat das Geschlecht 1.

Es ist nun besonders interessant, zu sehen, wie sich die zugehdorige
Fliche modifiziert, wie im Zusammenhange damit das Geschlecht der alge-
braischen Funktion auf Null herabsinkt, wenn man der Kurve eine Doppel-
tangente oder Wendetangente erteilt. Die Doppeltangente kann isoliert
oder mit reellen Berithrungspunkten vorausgesetzt werden. Beidemal bildet
die zugehorige Kurve einen Ubergang zwischen den beiden vorstehend
unterschiedenen Arten ohne Doppeltangente. Die Kurve mit Wendetangente
endlich stellt sich wieder als Ubergangsform zwischen die beiden Kurven
mit Doppeltangente.

Um némlich zunéchst eine Kurve mit isolierter Doppeltangente zu
erhalten, kann man das Oval der ersten Figur nach allen Richtungen gleich-
mifig unbegrenzt wachsen lassen. Dann geht es schlieBlich, indem es zur
isolierten Doppeltangente wird, in die doppelt zéhlende unendlich ferne
Gerade iiber; setzt man den Anderungsprozef noch weiter fort, so wird
es imagindr und man hat die allgemeine Kurve ohne Oval. Doch besser
lassen sich diese Verhiltnisse iibersehen, wenn man die betrefienden Figuren
so durch eine Kollineation umgestaltet, daB die fragliche Doppeltangente
ins Endliche fallt. Die Kurven haben dann die in den Fig. 4 bis 6 dar-
gestellte Gestalt; die von der zugehorigen Fliche iiberdeckten Partien der
Ebene sind schraffiert.

%) [Wie in Abh. XXXVI, S. 65 bereits gesagt ist, gelangt man beim Durchgang
durchs Unendliche von dem oberen Blatt in das entsprechende untere Blatt der
Flache. K.
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Im Falle der Fig. 5 [enthdlt die Fliche die in Betracht kommende
Doppeltangente nach ihrer ganzen Erstreckung], sie ist nach wie vor zwei-
fach zusammenhingend. Aber die zugehorige gewéGhnliche Riemannsche
Fliche ist nur noch nullfach zusammenhingend. Denn sie triagt zwei Fun-
damentalpunkte, denen diese Doppelgerade entspricht, und also ist ihr Zu-

Fig. 4. Fig. 5. Fig. 6.

sammenhang, nach den Auseinandersetzungen [der Abhandlung XXXVI],
um Zwei kleiner als der Zusammenhang der von uns konstruierten Fliche.

Doch nehmen wir die Doppeltangente nicht isoliert. Dann kann sich
der Ubergang in der folgenden Weise gestalten, die aus den Fig. 7 bis 9
wohl verstindlich ist:

Fig. 7. Fig. 8. Fig. 9.

Dabei ist es nun vollig deutlich, daB die in Fig. 7 und 9 zweifach
zusammenhéngende Fliche im Falle der Fig. 8 nullfach zusammenhéngend
geworden ist.

Den Fall der Kurve dritter Klasse mit Wendetangente endlich mag
man in der Art als Zwischenfall zwischen den zweierlei Kurven mit Doppel-
tangente betrachten, wie die Fig. 10 bis 12 veranschaulichen. [Offenbar
bildet die Wendetangente, gleich dem reellen Zug der Kurve, eine Rand-
kurve unserer Fliche (lings deren das obere und untere Blatt der Fliche
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zusammenhsngen)]. Denn sie entsteht in Fig. 11 aus den beiden sich
mit der isolierten Doppeltangente vereinigenden Stiicken der Kurve von
Fig. 10. Es wiirde in gewissem Sinne konsequenter sein, die Doppeltan-
gente in Fig. 12 als isolierte Kurve unserer Fldche beizubehalten, statt
sie durch ihre beiden Beriihrungspunkte zu ersetzen; man miiBite dann

Fig. 10. Fig. 11. Fig. 12.

nur die Festsetzung hinzufiigen, daf eine solche isolierte Kurve fiir den
Zusammenhang der Riemannschen Fliche nicht in Betracht kommt, wo-
durch das Resultat dasselbe bleibt.

Von Kurven wvierter Klasse will ich nur einige Beispiele in Fig. 13 bis 16
angeben, welche sich der Anschauung besonders leicht darbieten. Eine solche
Kurve werde zunéchst als in zwei Kegelschnitte zerfallen vorausgesetzt; man
nehme fiir diese Kegelschnitte zwei Ellipsen mit vier gemeinsamen Punkten.
Die auf sie beziigliche Fléche besteht dann aus zwei Ellipsoiden, welche
sich zum Teil iiberlagern, aber keinen Punkt miteinander gemein haben,
womit eben dem Umstande, daB man es mit einer reduzibeln Kurve vierter
Klasse zu tun hat, Ausdruck gegeben wird und geradezu diese Reduzibilitat
bewiesen ist. Man konstruiere nun die vier gemeinsamen Tangenten der
beiden Ellipsen und wende auf dieselben (auf eine oder mehrere) den
soeben bei den Kurven dritter Klasse bereits gebrauchten Auflésungsprozel3
an. Ich will hier nur diejenigen Zeichnungen hinsetzen, welche man er-

Fig. 13. Fig. 14.
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Fig. 15. Fig. 16.

halt, wenn man die im Endlichen gelegenen Teile der bez. gemeinsamen
Tangenten in reelle Kurvenzweige spaltet. Die beigesetzten Zahlen be-
ziehen sich auf die Zahl der Blitter, mit der die Fliche die verschiedenen
Teile der Ebene iiberdeckt; die nicht bezeichneten Teile der Ebene sind
nullfach iiberdeckt, insbesondere also die kleinen, mit zwei Spitzen ver-
sehenen Dreiecke im Innern der bez. Zeichnungen.

Die so hergestellten Flichen sind in der Tat bez. 0-, 2-, 4-, 6-fach zu-
sammenhéngend, wie sie es sein miissen, da sie sich auf Kurven vierter Klasse
mit 3, 2, 1, 0 Doppeltangenten beziehen, die also p = 0, 1, 2, 3 ergeben.

AT

Fig. 17.

Die bisher betrachteten Flichen zeichnen sich durch ihre groBe Uber-
sichtlichkeit, darch das Fehlen jeder Verzweigung aus. Eine solche wird
aber im allgemeinen vorhanden sein, und ich darf mit Bezug hierauf als
ein Beispiel die Fig. 17 anfilhren. Es sei eine Kurve dritter Ordnung
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mit isoliertem Doppelpunkte gegeben; als Klassenkurve aufgefalt ist sie
vom vierten Grade und dadurch singulér, daB sie drei reelle Wendetan-
genten besitzt. Eine solche Kurve werde in der Art gezeichnet, daB ihre
Wendetangenten zugleich ihre Asymptoten sind, wo dann der isolierte
Punkt in dem Innern des von den drei Asymptoten gebildeten Dreiecks
liegen wird.

Es sind der Figur bereits die Zahlen zugesetzt, welche angeben, wie
viele imagindre Tangenten von den Punkten der verschiedenen Teile der
Ebene an die Kurve gehen. Das Innere des Asymptotendreiecks wird,
wie man sieht, viermal von der Fliache iiberdeckt, wihrend es die an-
grenzenden Partien der Ebene nur zweimal oder nullmal sind. Dies wird
moglich, indem man der Fliche eine von dem isolierten Doppelpunkte
ausgehende Verzweigung erteilt, wie sie etwa, in symmetrischer Weise,
durch die beigesetzte Zeichnung veranschaulicht ist.

Fig. 18.

Erlangen, im Februar 1874.

[Ich mochte noch darauf aufmerksam machen, daf3 die in Fig. 9 dargestellte
Kurve von jeder reellen Geraden in reellen Punkten geschnitten wird, da man
insbesondere die Gerade so wihlen kann, dal sechs reelle Schnittpunkte entstehen.
Projiziert man eine Schnittgerade der letzteren Art ins Unendliche, so bekommt
man eine Figur der folgenden Art (bei welcher der Deutlichkeit halber die sechs
Asymptoten mit eingezeichnet sind). Ich erinnere mich deutlich, daB mir einst

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. II. 7
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Pliicker diesen hiibschen Kurventyp zeigte, den er mir damals als génzlich unbe-
kannt bezeichnete; eben darum habe ich ibn in Fig. 19 wiedergegeben. Hinsichtlich der
zugehorigen neuen Riemannschen Fliche ist nichts Besonderes zu vermerken; ihr
Verlauf ist unmittelbar ersichtlich.

Fig. 19.

Im iibrigen verweise ich gern darauf, daB Axel Harnack in seiner Erlanger
Dissertation (Math. Annalen, Bd. 9 (1875)) den Verlauf der Breitenkurven auf den
zu beliebigen Kurven dritter Klasse gehérigen Flichen analytisch studiert hat. Sie
erweisen sich als reelle Ziige bestimmter zur Kurve dritter Klasse kovarianter alge-
braischer Kurven. Leider sind Harnacks bez. Rechnungen komplizierter, als notig
ist, weil er sich nicht der (damals noch wenig verbreiteten) WeierstraBschen Theorie
der elliptischen Funktionen bediente, die von vornherein an das Studium der ebenen
Kurven dritten Grades angepalt ist, sondern der traditionellen Jacobischen Theorie.
— Man vergleiche ferner, wie Harnack in Schlémilchs Zeitschrift, Bd. 22 (1877),
die Lage auch der imaginiren Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung im Reellen
im AnschluB an meine in Bd. 1 dieser Ausgabe abgedruckte Abh. XXIII ,Zur Inter-
pretation der komplexen Elemente in der Geometrie” erldutert. K.]



XXXIX. Uber den Verlauf der Abelschen Integrale bei
den Kurven vierten Grades.
(Erster Aufsatz.)
[Math. Annalen, Bd. 10 (1876).]

Die nachfolgenden Untersuchungen beschéftigen sich mit der Aufgabe,
bei den allgemeinen Kurven vierten Grades den Verlauf der Abelschen
Integrale an den Kurven selbst zur unmittelbaren Anschauung zu bringen.
Inzwischen diirfen sie nur als ein erster Versuch in dieser Richtung be-
trachtet werden; denn sie sind weder methodisch durchgebildet noch um-
fassend genug, um als abschlieBende Behandlung des Gegenstandes zu
erscheinen. Immerhin hoffe ich, einen brauchbaren Anfang zu machen,
dhnlich, wie ich dies frither [Math. Annalen, Bd. 7 (1874) — vgl. die
vorstehende Abh. XXXVIII] hinsichtlich des elliptischen Integrals bei
den Kurven dritten Grades versuchte — ein Versuch, auf welchem dann
Axel Harnack weiter gearbeitet hat [ Math. Annalen, Bd. 9 (1875), S.1f.
und S.218ff]. Hier wie dort bildet das hauptsichliche Hilfsmittel die
neue Art Rieman nscher Flichen, welche ich damals einfiihrte (obgleich man
dieselben Dinge minder bequem auch bei der gewdhnlichen Riemannschen
Fléache wiirde iiberlegen kénnen). Ich verwende sodann, bei dieser ersten
Darstellung, in ausgiebiger Weise das Prinzip, komplizierte Verhdltnisse
aus einfachen durch Grenzibergang entstehen zu lassen und so der Dis-
kussion zugdnglich zu machen. Indem ich von einem Ellipsenpaare als
spezieller Kurve vierten Grades ausgehe, erhélt der Stoff eine Gruppierung
und Begrenzung, die man vielfach als zufillig erkennen wird; auch wird
man finden, daf die Darstellung an manchen Orten nur skizzenhaft ist.
Was mir wertvoll scheint, ist die T'endenz der Betrachtungen und die Art
der Resultate; ich gebe der Hoffnung Raum, spéter dieselben Dinge syste-
matischer und vollstindiger, vielleicht unter Ausdehnung auf Kurven
n-ten Grades, noch einmal vortragen zu kénnen.

§ 1.
Graphische Reprisentation algebraischer Integrale.

Den Verlauf einer Funktion von z -- iy

[@+iy)=P+iQ
7*
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kann man in der Art passend zur Anschauung bringen, daf man in der
x -+ 2y -Ebene die Kurvensysteme

P=¢C, Q=C

zeichnet. Ist f insbesondere das Integral einer algebraischen Funktion,
und substituiert man fiir die & + sy-Ebene die zugehorige (gewéhnliche)
Riemannsche Fliche, so wird dieselbe, allgemein zu reden, von jedem
der beiden Kurvensysteme einfach iiberdeckt sein, und in jedem Punkte
wird sich die hindurchgehende Kurve P mit der hindurchgehenden Kurve ¢
rechtwinklig kreuzen. Eine Ausnahme machen nur die Verschwindungs-
punkte des Differentials und die Unendlichkeitspunkte. Durch einen Ver-
schwindungspunkt (den wir in der Folge immer als einfach voraussetzen
wollen) gehen zwei zueinander rechtwinklige Kurven P und ebenso zwei
zueinander rechtwinklige Kurven @; wechselseitig schlieBen diese Kurven
Winkel von 45° ein. — Von Unendlichkeitspunkten mégen auch nur die
einfachsten in Betracht gezogen werden, in denen das Integral unendlich
wird wie ¢-logz fiir z==0. Noch fiigen wir die Beschrinkung hinzu, daB
¢ eine reelle Konstante sein soll. Dann wird der betr. Punkt von den
Kurven P in immer enger werdenden Kreisen umgeben, wéhrend in allen
Richtungen Kurven @ durch ihn hindurchgehen.

Neben diesen Satzen, die als bekannt gelten konnen, und einigen
anderen, die sich weiterhin an den einzelnen Figuren von selbst ergeben,
werde ich noch den folgenden gebrauchen:

Ist eine Kurve P oder Q geschlossen, so sind es die ndchstfolgen-
den auch.

Um ihn zu beweisen, scheint es am einfachsten, das Bild einer sird-
menden Flissigkeit zu verwerten, und deshalb stelle ich ihn hier voran,
da diese andersartige Vorstellung spiter den allgemeinen Gedankengang
zu sehr unterbrechen wiirde. Es sei die Riemannsche Fliche mit einer
iitberall gleich hohen Schicht einer homogenen Fliissigkeit iiberdeckt und
diese bewege sich in der Art, daBl P das Geschwindigkeitspotential ist.
Dann sind bekanntlich die Kurven @ =’ die Strémungskurven und die
Strémung ist, geometrisch zu reden, stationdr. In jedem Punkte wird
ebensoviel Fliissigkeit abgegeben als aufgenommen, nur die Unendlichkeits-
punkte reprisentieren Quellen von einer gewissen, positiven oder negativen,
Ergiebigkeit. (Vertauscht man die Buchstaben P und @, so reprisentieren
die Unendlichkeitspunkte, fiir die dann gedachte Fliissigkeitshewegung,
nicht mehr Quellen, sondern Wirbelpunkte.) Auf Grund dieser Vorstellung
ergibt sich unser Satz sofort. Man betrachte die Fliissigkeit, welche in
dem Kanale stromt, der von zwei Kurven @ = ¢’ und @ = C' +~dC’ ein-
geschlossen wird. Die Geschwindigkeit der Fliissigkeit und also die Breite
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des Kanals ist eine eindeutige Funktion der Stelle in der Riemannschen
Fliche; lduft also das eine Ufer des Kanals in sich zuriick, so das andere
auch, w.z.b. w. Bei diesem Beweise ist vorausgesetzt, dafl der Kanal keinen
Unendlichkeitspunkt und keinen Verschwindungspunkt des Differentials
einschlieft; in den Féllen wire auch der Satz nicht ohne weiteres richtig.

Statt der gewohnlichen Riemannschen Fliche wollen wir jetzt eine
von der ,,neuen Art“ voraussetzen. Fiir sie werden die iiber die Kurven-
systeme P, @ aufgestellten Sitze im wesentlichen auch gelten, d. h. soweit
sie bloBe Lagenverhiltnisse betreffen. Unsere Flachen sind an sich Aggregate
ebener Blidtter und miissen also an den Randkurven, in welchen zwei
verschiedene Blitter zusammenhéngen, mit unendlich grofer Kriimmung
gedacht werden. Inzwischen ist es vorteilhaft, sich die betr. Flichen als
stetig gekriimmte, im Raume gelegene Flichen vorzustellen, von welchen
die betr. ebene Figur nur eine orthogonale Projektion gibt, bei der
sich an den Randkurven Verkiirzungen einstellen. Diese rdumlichen
Flachen werden von den Kurven P,Q in der Art je einfach iiberdeckt,
daB sich die beiden Kurvenscharen iiberall, freilich nicht rechtwinklig, aber
unter endlichem Winkel durchschneiden (vgl. die Bemerkungen von mir bei
Harnack, a. a. O., S. 31 FuBnote). In den Verschwindungspunkten des
Differentials werden sich zwei Kurven P und zwei Kurven @ kreuzen; die
Kurven P werden die Kurven @ voneinander trennen. In den Unendlich-
keitspunkten werden die Kurven @ nach wie vor von allen Seiten zu-
sammenlaufen; und die Kurven P werden diese Punkte mit immer enger
werdenden Ovalen umgeben. DaB auf geschlossene Kurven P, @ zunichst
weitere geschlossene folgen, bleibt richtig, usf.!).

1y [Entsprechend kann man natiirlich alle Entwicklungen der Funktionentheorie

auf unsere neuen Flichen iibertragen. Ich will zur Klarstellung des Sachverhaltes
hier doch hinzufiigen, was aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
wird. Sei f (4, s, u;)=0 die Gleichung der vorgegebenen Kurve n-ter Klasse
in Linienkoordinaten. Um die Differentialgleichungen der von einem Punkte = an
dis Kurve laufenden Tangenten zu haben, wird man hier die % durch die entsprechenden
Ty Ty, X
da, da, dag
zihlige Koordinaten zu vermeiden und iibrigens den #uBeren AnschluB an die in der
Funktionentheorie iibliche Bezeichnung zu haben, x3=1, dx; =0 nehmen und fiir
%,, «, bez. p, ¢ schreiben. Wir erhalten so eine Gleichung f (p, g, dp, dq)=0, die
in den dp, dg homogen vom n-ten Grade ist. Die linke Seite dieser Gleichung wird
sich dann, nach dem Fundamentalsatz der Algebra, fiir jedes Wertsystem p, ¢ in
homogene, reelle Faktoren ersten und zweiten Grades in dp und dg zerlegen lassen. Zu
jedem Paare zusammengeordneter Blitter unserer Riemannschen Flache wird ein
solcher quadratischer Faktor gehoren, der Edp®+2Fdpdg-+Gdg® geschrieben
werden mag (wobei die E, F, @ nur bis auf einen beliebig anzunehmenden gemein-
samen Faktor bestimmt sein werden); entlang der beiden Blitter ist er im Reellen
unzerlegbar, verliert aber seinen definiten Charakter, wenn wir an die Randkurve,
welche die beiden Blitter verbinden mag, hinangehen oder gar sie iiberschreiten.

Unterdeterminanten der Matrix

ersetzen. Man moge ferner, um iiber-
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§2.
Das Logarithmus-Integral beim Kegelschnitt.

Es seien u,, u,, u, die homogenen Koordinaten der geraden Linie,
f(u) = 0 sei die Gleichung eines als Klassenkurve aufgefaften Kegelschnitts.
Dann sind die einfachsten Integrale, welche lings desselben erstreckt
werden konnen, in der Form enthalten:

c, U, du,y
Co Uy AUty
g u3du3

|cudu|

Uar 26 f;
(a1u1+0¢9u2+“3u3) (61 +62ﬂf—+6385> ‘ f

Wird der Punkt %, = 0 als nicht dem Kegelschnitte angehérig voraus-
gesetzt, so besitzt das Integral zwei einfache Unendlichkeitsstellen, entspre-
chend den beiden Tangenten, die man von dem Punkte an den Kegelschnitt
legen kann; dagegen gibt es keine Verschwindungspunkte des Differentials.

Es soll nun =0 als Ellipse gezeichnet sein, %, = 0 sei ein reeller
Punkt auBerhalb derselben. Dann mag eine solche Koordinatenbestim-
mung U,, U,, U, eingefiihrt werden, daB

U, = 0} die Beriihrungspunkte der beiden von u,— 0 ausgehenden

U,= 0} Tangenten,

U, =0 den Punkt wu,==0 selbst vorstellt.
So wird bei geeigneter Bestimmung der Faktoren der Kegelschnitt die
Gleichung erhalten: .
F=U,U,—-U, =0,

wihrend das Integral die Form:
f |cUdU|
U, 3C; F,
angenommen hat. Setzt man C, =0, ¢, =0, so bekommt man:

U,dU,—-U0,dU, (U, dU,— U, dU, U,
f —2U,; o —-20,0, —élogE+K,

wo die Integrationskonstante K weiterhin gleich Null gesetzt werden soll.

Wie immer sich dies im einzelnen gestalten mag, als Funktion u -+ ¢v auf unserer
Fliche wird zu betrachten sein, was innerhalb der einzelnen Blitter den zugehérigen
Differentialgleichungen geniigt:
ov v Jv v
du _ 0q op ou "~ oq op
op  JEG—F: 9  JEG-F:

Wegen der genaueren Ausfiihrungen verweise ich hier kurzweg auf den Bd. 3 dieser
Gesamtausgabe. K.}
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Die Werte, welche das auf diese Weise gewonnene Integral
U, .
1 log o= P +13Q

bei seiner Ausbreitung diber die zur Ellipse gehorige, das Inmere der-
selben doppelt iberdeckende Riemanmnsche Fliche annimmt, insbesondere
die Kurvensysteme P = O, @ = C’, sollen jetzt uniersucht werden.
Zu dem Zwecke setze ich die Koordinaten U,, U, einer komplexen

Tangente des Kegelschnittes gleich:

U,=1,

Uy = ¢ (cos ¢ + 4 sin ¢);
dann wird, vermoge der Kegelschnittgleichung:

U, =% (cos2¢ +¢sin 2¢).

Der reelle Punkt, welcher dieser komplexen Tangente angehért und der
sie, als Punkt der Riemannschen Fliche gedacht, reprisentiert, wird den
beiden Gleichungen geniigen:

e*cos 2¢-x, +x, +@-cos p-x; = 0,

e*sin2¢-x, + - + p-sin -z, =0.

Hieraus ergibt sich:

Xy iy g =1:0%:— 20 cos
und
\/;'2_ 1 Z3
=2 oS = — 2. —3 .
vz, 2 \/%\/Z

Andererseits aber ist unser Integral:

U, . )
Log(PH) =P i@ =log o + ig,
so dal} also: i
P =log o, Q=op.

Die Kurven P =(, @ =C’ geniigen daher auch Gleichungen der
Form ¢ = C, ¢ = C’ oder %:0, ;753‘2_:0’_

2 122

Die Kurven P = C werden also vorgestellt durch Stiicke von geraden
Linien, die, verlingert gedacht, durch den Punkt U, hindurchgehen. Die
Kurven @ = C’ bilden Bestandteile von Kegelschnitten, welche die gegebene
Ellipse in den Punkten U,, U, beriihren.

Diese Verhaltnisse sind auf der umstehenden Fig. 1 erlautert.

Man hat die geraden Linien P = C aufzufassen als Kurven, die so-
wohl auf der Vorderseite als auf der Riickseite des elliptischen Doppel-
blattes verlaufen. Denkt wan sich das letztere rdumlich, als Ellipsoid,



104 Anschauliche Geometrie.

so umgeben diese Kurven die beiden Unendlichkeitsstellen U, =0, U, = 0
mit immer enger werdenden Ovalen. Ich nenne diese Kurven, sowie auch
spater #hnlich gelegene Kurven bei komplizierteren Flichen, Meridian-
kurven. — Die Kurven @ = O’ liegen entweder ganz auf der Vorderseite
oder ganz auf der Riickseite der Fldche und ziehen sich von einer Un-
endlichkeitsstelle zur anderen hin. Zu ihnen gehéren namentlich auch die
beiden Segmente, in welche die gegebene Ellipse durch die beiden Un-
endlichkeitspunkte zerlegt wird, sowie die geradlinige Strecke, welche diese
Punkte verbindet. Léngs des einen Segmentes finden sich die- reellen
Werte des Integrals, oder allge-
mein diejenigen, deren imaginirer
Bestandteil ein ganzzahliges Multi-
plum von + 2¢x betrdgt. Die
Punkte des anderen Segmentes er-
halten Argumente mit dem imagi-
niren Bestandteile ¢z, resp. unter
Fig. 1. k eine ganze Zahl verstanden

ta(+2k-41). Endlich, lings

der geradlinigen Strecke sind solche Werte verteilt, welche modulo 247,

den imaginéiren Bestandteil 5~ oder —— aufweisen. Die ersteren mégen

der betr. Strecke beigelegt werden, sofern sie auf der Vorderseite der
Riemannschen Fliche gedacht wird, dann finden die anderen ihre Re-
prasentation an den entsprechenden Stellen der Riickseite. Durchliuft
man eine Meridiankurve, am Segmente der reellen Argumente beginnend,
itber die Vorderseite der Fliche hin und dann iiber die Riickseite zum
Ausgangspunkte zuriick, so wichst nach dieser Festsetzung das Integral
um | 24n. Die Periode tritt also positiv zu, wenn man den negativen
Unendlichkeitspunkt in einem Sinne umkreist, der fiir einen auBenstehenden
Beobachter mit dem Sinne des Zeigers einer Uhr iibereinstimmt. Diese,
iibrigens willkiirlich aufgestellte, Regel soll weiterhin immer festgehalten
werden. — Noch mag hervorgehoben werden, dall die Kurven @ = (',
abgesehen von der cben besprochenen geradlinigen Strecke, die gegebene
Ellipse in den Unendlichkeitsstellen alle beriihren. Dies hat in der Tat
zur Folge, wie es nach § 1 sein soll, daB, bei der rdumlich gedachten
Fliche, die Kurven @ = C’ durch die Unendlichkeitspunkte von allen Seiten
hindurchlaufen.

Die hiermit vorgetragenen, auf den einzelnen Kegelschnitt beziiglichen
Entwicklungen, die wir als Einleitung zum folgenden hier vorangestellt
haben, sind, von allgemeinerem Gesichtspunkte aus, bereits von Herrn Har-
nack [Math. Annalen, Bd. 9 (1875), S.407] gegeben worden. Sie er-
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schemnen ber ihm als ein besonderer Fall umfassenderer Sitze, die sich auf
das iiberall endliche elliptische Integral bei Kurven dritten Grades be-
ziehen. Die Art und Weise, vermdge deren er von der allgemeinen Kurve
dritter Klasse hinabsteigt zu der besonderen Kurve, die aus einem Kegel-
schnitte und einem Punkte besteht, ist [die Umkehr] der weiterhin von
uns eingehaltenen Methode, von einem Kegelschnittpaare zur allgemeinen
Kurve vierter Klasse aufzusteigen. Es wiirde zu weit fithren, diese Ana-
logie weiterhin fortwéhrend hervortreten zu lassen; ich beschrinke mich
also auf das hier gegebene Zitat.

§3.
Integrale beim Kegelschnittpaare.

Es mogen jetzt zwei Ellipsen gegeben sein, die kongruent, konzentrisch
und unter 90 Grad gegeneinander gekreuzt sind. Ihre Gleichungen seien,
in rechtwinkligen Linienkoordinaten:

w=20, =0,

wo y=a*u?+b*v? — w?,

7 =>5b%u?+4a’v?— w?.
So soll die Vereinigung beider:

=0 (p=vy-1)

als Kurve vierter Klasse betrachtet werden, und bei ihr mégen wir einige
derjenigen Integrale studieren, die bei der allgemeinen Kurve vierter
Klasse (die keine Doppeltangente hat) als Integrale erster Gattung be-
zeichnet werden. Dieselben haben die Gestalt:

leudu | uq
2e; ’

(statt w,, u,, u, ist natiirlich bez. u, v, w zu schreiben). Sie enthalten drei
wesentliche Konstante, die Koeffizienten « des Zahlers; der Punkt «, =0
soll der ,,Nullpunkt des Integrals‘“ genannt werden.

Diese Integrale haben, ausgedehnt iiber die Riemannsche Fliche der
Kurve ¢ =y = 0 (die Fliche besteht aus den beiden elliptischen Doppel-
bléttern v und y), im allgemeinen acht (einfache) Unendlichkeitsstellen,
die acht Beriihrungspunkte der vier, v und y gemeinsamen Tangenten;
ihr Differential ferner hat, im allgemeinen, vier einfache Verschwindungs-
punkte, diejenigen, welche die vier Tangenten représentieren, die man von
dem ,,Nullpunkte® « an das Ellipsenpaar legen kann. Man kann diese Ver-
schwindungspunkte dazu benutzen, um vier der Unendlichkeitsstellen zu
zerstoren; man hat zu dem Zwecke den ,,Nullpunkt“ ¢ nur in einen der
sechs Kreuzungspunkte der vier gemeinsamen Tangenten von v und y zu
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legen. Das Integral hat dann nur noch vier und also auf dem einzelnen
elliptischen Doppelblatte nur noch zwei Unendlichkeitspunkte, reduziert
sich also, nach bekannten Sitzen, fiir jede der beiden Ellipsen auf einen
Logarithmus, der bereits betrachteten Art.

Von den genannten sechs Kreuzungspunkten der vier gemeinsamen
Tangenten wollen wir die vier im Endlichen gelegenen als ,,Nullpunkte von
Integralen benutzen. Die Gleichungen dieser Punkte sind:

+ Va2 b utw=0 ETVa®lbrv-lw=0.
Dementsprechend sei gesetzt:

Jl}_flcudul-(i—ya"-{-b*u—{—w)

Je e pi ’
J:;1_ficudu[-(i\/a2+b'3~v+w)
J4 )‘ - . e )

Zugleich werde folgende Bezeichnung eingefiihrt. Die beiden Ellipsen
werden durch die Beriihrungspunkte der gemeinsamen Tangenten je in vier Seg-

Fig. 2.

mente zerlegt. Wir bezeichnen dieselben als §,, S,, S;, 8, in der Art, daB
das Segment 8, dem ,,Nullpunkte des Integrals J  abgewandt liegt (Fig. 2).

Die gemeinsamen Tangenten selbst sollen ¢, ¢,,, ¢,5, f,, genannt
werden: #,,, wenn sie in einem Punkte beriihren, der das Segment §; von
dem Segmente S, trennt.
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Die schon genannte Reduktion der (an der einzelnen Ellipse hin-
erstreckten) Integrale J auf Logarithmen mag jetzt an dem Beispiele des
Integrals J, und der Ellipse y durchgefiihrt werden.

Vermoge y = 0 ist ¢, = x-vy,; andererseits:
2 2] 2 9 ] b —(!» o 2] ]
1="0%u*+a*v? —w?=—;—{(a®+b%)u® — w?}.

Daher nimmt das Integral J,, indem sich die lineare Funktion des Zihlers
gegen den Nenner forthebt, folgende Gestalt an:

c u du

¢’ v dv
J — — b2 ¢ w dw
1—a2_b2

(‘,’a2+b2-u~w) (c ‘A_*_C __+ cu%>

Um dasselbe weiter zu vereinfachen, fiihre man ein neues Koordinaten-
system ein, dessen Ecken sind: die beiden Beriihrungspunkte der beiden
nicht durch den,,Nullpunkt vonJ,* gehenden gemeinsamen Tangenten mit v
und der Kreuzungspunkt dieser Tangenten, der ,Nullpunkt von J,“. Dem-
entsprechend setze man:

U= a%u +b%v — Va® +b%w,

V = au —b2v—Va*+ b2 w,
=Va®+b*u— - — w
(Substitutionsdeterminante = — 25*). Durch dieselbe Substitution, ver-

moge deren hier U, V, W aus u, v, w entstehen, moégen aus den Kon-
stanten ¢, ¢/, ¢” neue Konstanten C, C’, C"’ hervorgehen. So ist:

C U adaU c u du
C'"'V dV | =—2b* ¢ v dv
" waw ¢"w dw

Andererseits findet man:
UV —a*W' =¥=— b (a’u+b%v? —w?)= —b%y
und also:
0¥ no¥ 9 61/1 ,mp y Oy
aU+08V+0 W _b( te g, te )

Daher wird:
- [CUdU |
2(a®=0%) ) W-3C; T,

J, =

oder, indem wir C =0, ¢’ = 0 setzen:
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SEEICEET DN R

B UdV VdU
— _b>

::r— logk >+K

welches die gewiinschte Reduktion ist. Die Integrationskonstante K wer-
den wir weiterhin, wie frither, gleich Null setzen.

Es wird fiir das Folgende vorteilhaft sein, Integrale zu haben, die
mit dem im vorigen Paragraphen betrachteten anch im Zahlenfaktor iiber-
einstimmen. Wir werden also als Normalintegral definieren:

L:—zwhwﬂazgzmhwwfiﬂﬂ%%gﬂﬁﬂ.

Léangs der Ellipse v erstreckt, ist dasselbe, wie wir der grofleren An-
schaulichkeit wegen noch einmal hersetzen:

_ 11log @ tutbi— Vet btw |
b2 gia'—’ufb?v~—\/a7+b)2-wj.

Liangs der Ellipse y = 0 erstreckt, hat es den Wert, der sich durch
Vertauschung der Buchstaben @, b und Zeichenwechsel ergibt:

1 bu+av—\/ﬁ’
= — Llog!

lb w—a?v— Va? Fb2-w

Entsprechend definieren wir drei weitere Normalintegrale:

92 B2 leudu|( —va® + b’ +b2 U+ w)
L =—2(a b)f o ’
[3}= —2(b* — a?) MLWM
1, 2cip;

Daber hat man:

dl, +dl,+dI,+dI, =0,
und also, unter x eine beliebige obere Grenze verstanden:
IV 15+ IS - I = Const.

[wo Const. von der Verabredung iiber die untere Grenze abhingt].

§ 4.
Verteilung der Parameterwerte.

Die Werte, welche das einzelne Integral 7, bei Hinerstreckung iiber die
Riemannschen Flichen der Ellipsen v, y annimmt, ergeben sich nunmehr
einfach nach Anleitung des § 2. Die untere Grenze des Integrals ist dabei,
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dem Umstande entsprechend, dal die Integrationskonstante K unterdriickt
wurde, sowohl auf y als auf y in den Mittelpunkt desjenigen Segmentes S,
zu verlegen, welcher mit 7, den Index gemein hat. So ergibt sich z. B.
beistehende Figur fiir I,, in der nur an-
gegeben ist, wie grofl der imaginére Be-
standteil von I, (modulo 2¢n) fiir die
verschiedenen Segmente § ist, und in
welchen Punkten I, positiv, in welchen
es negativ unendlich wird (Fig. 3).

In der folgenden Tabelle ist das Ver-
halten der vier Integrale in dieser Be-
ziehung zusammengestellt. Die mit S,
tiberschriebenen Kolonnen geben den ima-
giniren Bestandteil der betr. Integral-
werte, modulo 2 ¢7z. In den Kolonnen ¢;,
finden sich diejenigen Vorzeichen ange-
geben, welche die Integrale, fiir welche Fig. 3.
die Beriihrungspunkte von ¢;, Unendlich-
keitspunkte sind, in diesen Unendlichkeitspunkten annehmen. Das obere
Vorzeichen bezieht sich auf den Berithrungspunkt mit v, das untere, not-
wendig entgegengesetzte, auf den Beriihrungspunkt mit y.

Sl 8a | Sy | S, |ty |ty | ot | tay
1, 0 tn | | sm | X | F
I, | in | 0 | 2 | in F | £
I, | in | inm 0 | F +
I, | i | im 0 . + . F

(Man findet fiir die oben unbestimmt gelassene Konstante:
IV +15 + I3 + I = ¢ (mod 2 ¢7).)

Betrachten wir jetzt die verschiedenen Meridiankurven, welche man
auf dem elliptischen Doppelblatte vy oder auch auf y ziehen kann. Die-
selben ordnen sich, sofern man die vier Berithrungspunkte der Tangenten
t.. als uniiberschreitbar betrachtet, in sechs Klassen ein, je nach den beiden
Segmenten der umgrenzenden Ellipse, welchen sie begegnen. Heilen
die letzteren §; und S, so soll die Meridiankurve b, genannt werden.
Diesen b;, legen wir, vermége einer willkiirlichen Festsetzung, je einen
positiven Sinn bei, wie dies in der folgenden Fig. 4 (in der die Pfeile
sich auf die Vorderseite beziehen sollen) fiir die Ellipse 1 .geschehen ist.



110 Anschauliche Geometrie.

Die betr. Festsetzung fiir das Doppelblatt y werde &hnlich, aber [hin-

sichtlich der Richtung] gerade umgekehrt getroffen.
Fiihrt man dann an den verschiedenen b,,
- die Integrale I in positiver Richtung entlang, so
& lb"” ~ ergeben sich Periodizititsmoduln 0 oder + 247,
S~ wie sie in der folgenden Tabelle vereinigt sind.
= Diese Tabelle gilt gleichméaBig fiir v und 4, inso-
Fig. 4. fern zusammengehorige Unendlichkeitspunkte bei
w und g entgegengesetzte Vorzeichen der bez. un-

endlich werdenden Integrale aufweisen:

bag b, by, b,, b, b,,
I, 0 —2in | —24n| + 24n 0 0
I, |—2:ixn 0 +2ix 0 + 2¢x 0
I, |+2¢n |4 2in 0 0 0 +24n
I, 0 0 0 — 247 | —2¢n |— 24n

Diese Tabelle bestitigt die folgenden, auch unmittelbar aus der Figur
ersichtlichen Relationen zwischen den b,,:
big = byg — by = — by + by,

b34 - b13 =+ bl4 = b‘.’s + b‘u-

§ 5.

Ableitung von Kurven vierter Ordnung aus dem Ellipsenpaare.
Einteilung der Kurven vierter Ordnung.

Bei den nun folgenden Erérterungen mag zunichst von Ordnungs-
Kurven die Rede sein; man faBt die bei ihnen auftretenden Vorkommnisse
leichter auf und kann sie prignanter bezeichnen. Dem Studium der
Integrale legen wir indef immer die Klassenkurven zugrunde; wir haben
daher spiter die jetzt abzuleitenden Resultate von den Ordnungskurven
auf sie zu iibertragen.

Es sei also jetzt ein Ellipsenpaar in Punktkoordinaten gegeben:

’lp’ = O’ ZI — O’
':a2x2—}—b292— 1,
2 =02 a’y? —1.
So wird man aus ihm durch den bekannten ProzeB der Auflosung der

Doppelpunkte im ganzen sechs verschiedene Kurven vierter Ordnung der
Art nach erzeugen. Fiinf derselben, deren Betrachtung weiterhin ausreicht,

wo
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sind in den folgenden Fig. 5 bis 9 schematisch dargestellt. Ich bezeichne
Fig. 5,7, 9, 8 bez. als vier-, drei-, zwei-, einteilige Kurve, Fig. 6 als Glirtel-
kurve (vgl. Zeuthen: Sur les formes différentes des courbes du quatriéme
ordre, Math. Annalen, Bd. 7 (1874)). Dall diese Kurventypen existieren
und in der Tat aus dem Ellipsenpaare abgeleitet werden konnen, geht aus
den sonst bekannten Untersuchungen hervor. Indes will ich hier ausdriicklich
beziigliche Gleichungen zusammenstellen, damit zu einer am Beispiele zu
leistenden, rechnerischen Durchfithrung der weiterhin anzustellenden Be-
trachtungen alle Elemente gegeben seien.
Es sei ¢ eine sehr kleine Konstante. Dann wird die Gleichung

'=y'y —e=0,
da die betr. Kurve mit dem Ellipsenpaare keinen reellen Punkt gemein

haben kann, je nachdem & negativ oder positiv ist, eine vierteilige Kurve
oder eine Giirtelkurve darstellen (Fig. 5 und 6).

Um ferner eine dreiteilige Kurve oder eine einteilige zu gewinnen,
schlage man um den auszuzeichnenden Durchschnittspunkt von v/, 5/

/a\
>

Fig. 7. Fig. 8.

einen kleinen Kreis, der, unter ¢ eine kleine GroBe verstanden, die Glei-
chung haben wird:

' 1 2 1 2
Ve — —_ = V=0
(x va® +6° ) +<y \/a2+b‘2> ¢
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und betrachte die Kurven:
(p' B g)'x' —_ 61, — 0

Fiir negatives ¢ kommt die dreiteilige, fiir positives die einteilige
Kurve (Fig. 7 und 8).

Eine zweiteilige Kurve endlich ist, unabhingig von dem Vorzeichen,
welches man ¢ erteilen mag, durch

_ ¢ =y’ —ey==0

vorgestellt (Fig. 9).
Die so erzeugten Kurven vierter Ordnung représentieren fiinf von den
sechs Arten, in welche man die Kurven vierter Ordnung ohne Doppel-
punkt nach der Zahl und Lage der bei ihnen vor-
A handenen Ziige einteilen kann. Die sechste Art,
/A\ die wir hier nicht erhielten und die deshalb auch
weiterhin ausgeschlossen bleiben mag, ist die
imagindre Kurve, d. h. diejenige, die keine reellen
Ziige enthalt. (Auch ihre Gleichung denke ich

mir weiterhin, wenn gelegentlich von derselben

w die Rede ist [wie der Deutlichkeit wegen aus-
driicklich bemerkt sei], mit reellen Koeffizienten.)

Fig. 9. Eine wesentliche Eigenschaft dieser Eintei-

lung der Kurven vierter Ordnung in sechs Arten
ist in dem folgenden Satze ausgesprochen, der weiterhin eine fundamentale
Bedeutung fiir die Tragweite unserer Untersuchungen gewinnt:

Von jeder allgemeinen®) Kurve vierter Ordnung kann man zu jeder
anderen, die derselben Art angehort, durch allmdhliche reelle Anderung
der Konstanten dibergehen, ohne dafi bei dem Ubergangsprozesse Kurven
mit Doppelpunkt oder gar allgemeine Kurven, die einer anderem Art
angehoren, iberschritten zu werden brauchten.

Ein direkter Beweis dieses Satzes hat keine Schwierigkeit, aber er
ist weitlaufig. Es soll hier von einem solchen Beweise um so mehr Ab-
stand genommen werden, als die bei ihm nétig werdenden Betrachtungen
mit denjenigen, die im gegenwértigen Aufsatze zu entwickeln sind, wenig
Beziehungspunkte haben. Dagegen sei angedeutet, da man ihn vermdige
kurzer Zwischenbetrachtungen fiihren kann, wenn man auf frithere Unter-
suchungen von Zeuthen und mir zuriickgreift. Ich habe [in Abh. XXXV,
S. 24, 25] gezeigt, dafl ein dhnlicher Satz gilt fiir die fiinf Arten, welche
man nach Schlafli bei den allgemeinen Flachen dritter Ordnung zu unter-

2) Als ,allgemein“ sind hier die Ordnungskurven ohne Doppelpunkt, spiter die
Klassenkurven ohne Doppeltangente der Kiirze wegen bezeichnet.
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scheiden hat. Es hat dann Zeuthen bewiesen (Math. Annalen, Bd. 7 (1874),
S. 428), daB die Arten der Kurven vierter Ordnung den fiinf Flichenarten
in sehr einfacher Weise entsprechen. Projiziert man die F, von einem
ihrer Punkte aus stereographisch auf eine Ebene, so tritt als scheinbare
Umbiillung bei den Arten I, II, III, IV von Schlidfli eine vierteilige,
drei-, zwei-, einteilige Kurve vierter Ordnung auf. Die Art V ergibt, bei
analoger Konstruktion, je nachdem man den Projektionspunkt auf ihrem
unpaaren oder paaren Teile annimmt, die Giirtelkurve und die imaginire
Kurve. Umgekehrt kann auch jede Kurve vierter Ordnung aus der ent-
sprechenden Flidchenart in der angegebenen Weise gewonnen werden. Hierin
liegt der von uns gewiinschte Beweis. Um ihn vollig zu fithren, hat man
nur noch die Modifikationen zu untersuchen, welche die scheinbare Um-
hiillungskurve erfahrt, wenn der Projektionspunkt auf der fest gedachten
Flache beliebig verschoben wird. Aber auch dieses hat Zeuthen aus-
gefiihrt [ Etudes des propriétés de situation des surfaces cubiques; Math.
Annalen, Bd. 8 (1874/75)].

Als irrelevant wird bei der hier festgehaltenen Einteilung der C,
eine Anderung der Kurve betrachtet, die Zeuthen in seiner Diskussion
der gestaltlichen Verhaltnisse der Kurven vierter Ordnung (a.a.0.) ausfiihrlich
untersuchte und deren Analogon bei Kurven n-ter Ordnung ich zum
Gegenstande einer neuerlichen Mitteilung machte [vgl. Abh. XXXVII,
S. 78fL.]. Es kann eintreten, dal zwei Wendungen der Kurve, die reell
waren, zusammenriicken und imagindr werden, oder umgekehrt, daf} zwei
neue reelle Wendungen entstehen, indem zwei imagindre sich vorab in
einen reellen Punkt vereinigen. Gleichzeitig wechselt dann eine der vier
reellen Doppeltangenten erster Art, welche die Kurve besitzt, ihre Be-
deutung fiir die Knrve. Hatte die Doppeltangente reelle Beriihrungs-
punkte, so wird sie isoliert; war sie isoliert, so erhilt sie reelle Beriih-
rungspunkte.

Indem wir jetzt die nunmehr fiir Ordnungskurven gewonnenen Resultate
auf Klassenkurven iibertragen, beginnen wir mit einer Erliuterung des

letzterwahnten Vorkommnisses und seiner Bedeutung fiir die betr. Rie-
mannsche Fliche.

$ 6.
Ubertragung auf Klassenkurven.

Der Anderungsproze der Klassenkurve, welcher hier zunichst in Be-
tracht kommt, ist bekanntlich der folgende: Eine Kurve, welche zwei
reelle Spitzen und in deren Néhe einen Selbstiiberkreuzungspunkt besitzt,

verliert die Spitzen dadurch, daB sie zusammenriicken und imaginir wer-
Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. II, 8
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den; der Selbstiiberkreuzungspunkt geht dabei in einen isolierten Doppel-
punkt iiber:

Fig. 10.

Man denke sich jetzt die zugehorige Riemannsche Fliche konstruiert,
unter der Voraussetzung, daB man es mit einer Kurve vierter Klasse zu
tun hat. So werden, im ersten Falle, die verschiedenen angrenzenden
Teile der Ebene mit einer Anzahl von Blittern iiberdeckt sein, die in der
Fig. 11 angegeben ist. Denn die Zahl der Blatter wichst jedesmal um

zwel Einheiten, sobald man von der kon-

2 vexen Seite eines Kurvenzuges auf die kon-

kave hiniibertritt; sie kann ferner nie negativ

2 2 und in unserem Falle nie groBer als 4 werden.

Diese Anzahlen konnen sich nun bei dem

% in Rede stehenden Ubergange fiir Stellen,

die nicht in unmittelbarer Ndhe der modi-

Fig. 11. fizierten Singularitét liegen, nicht dndern. Es

muB auch jeder Weg auf der Riemann-

schen Flidche, der nicht an die singuldre Stelle hinantritt, nach der Um-

dnderung seinen Charakter behalten haben. Dies wird dadurch méglich,

daf der betr. Doppelpunkt in dem Augenblicke, in welchem er isoliert

wird, zu etnem Doppelverzweigungspunkte der Riemamnmnschen Fldche
sich umgestaltet.

Unter einem Doppelverzweigungspunkte verstehe ich dabei einen
solchen Punkt der Ebene, in welchem sich gleichzeitig zwei Paare von
Blattern der Riemannschen Fliche verzweigen. Andere Verzweigungs-
punkte konnen bei einer Kurve, deren Gleichung nur reelle Koeffizienten
besitzt, nicht auftreten. Denn die Blitter der betr. Riemannschen
Flache gehdren paarweise zusammen (immer diejenigen beiden, welche
konjugiert imaginire Tangenten représentieren), und ein Vorkommnis,
welches sich in dem einen Blatte einstellt, muf auch in dem zugehérigen
Blatte entsprechend stattfinden [wegen aller dieser Verhéltnisse vgl. die
nachfolgende Abhandlung XL: Uber eine neue Art der Riemannschen
Flichen,I1.]. Zu einer solchen Verzweigung in einem isolierten Doppelpunkte
ist aber deshalb die Moglichkeit gegeben, weil die vier imaginiren Tangenten,
die man von unmittelbar benachbarten Punkten der Ebene an die Kurve
legen kann, fiir ihn paarweise zusammenfallen und also in ihm zweimal
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zwei Blatter der Riemannschen Fliche einen Punkt gemein haben. Daf}
aber in ihm eine Verzweigung entstehen muf, erweisen die folgenden
Zeichnungen (Fig. 12 und 13).

In der ersten der beiden Figuren ist die Flache angedeutet, welche
zu der Kurve mit reellen Spitzen gehort; ihren Blattern ist, aus Symmetrie-
griinden, eine solche Anordnung gegeben, daf sie sich in einer vom Selbstiiber-
kreuzungspunkte ausgehenden Kurve durchdringen, [die wir in den Fig. 12
und 13 als vertikal nach unten verlaufende Gerade gewahlt haben]. AuBer-
dem ist auf der Fliche eine Kurve gezogen, welche die singuldren Punkte mit
weiter Schleife umgibt. Wiirde nun der isolierte Doppelpunkt zu keiner Ver-
zweigung Anlafl geben und also bei der modifizierten Fliche keine Durch-
dringung der Blétter stattfinden, so wiirde eben dieser Weg seinen Cha-
rakter andern, was nach dem obigen unméglich ist. Man hat sich also

Fig. 12. Fig. 13.

die Vorstellung zu bilden, welche durch die zweite der vorstehenden Fi-
guren zur Anschauung gebracht werden soll. Von dem isolierten Doppel-
punkte gehen zwei gleichlaufende Verzweigungsschnitte aus, von denen der
eine die beiden oberen, der andere (in der Figur nicht sichtbare) die
beiden unteren Blitter verbindet. Zugleich ist deutlich, wie die zweite
Figur aus der ersten durch kontinuierliche Anderung entsteht.

Die hiermit erlduterte Umgestaltung der Riemannschen Fliche (die
natiirlich in dem hier geschilderten Sinne sowohl als im umgekehrten vor
sich gehen kann) ist nun, wie leicht zu zeigen, die einzige, die iiberhaupt
auftritt, wenn man die Konstanten der allgemeinen Kurve vierter Klasse
iibrigens beliebig, doch nur soweit, &ndert, dall keine Kurve mit Doppel-
tangente erreicht wird.

Anders ausgedriickt: Betrachtet man die betr. Umgestaltung der Rie-
mannschen Fliche als irrelevant, so haben alle allgemeinen Kurven vierter
Klasse, die zu derselben Art gehoren, identische Riemannsche Flichen.

Dieser Satz gestattet, dieselben Schnitte, welche wir weiterhin an den
Riemannschen Flichen besonders ausgewahlter Klassenkurven ausfiihren

werden, an den Riemannschen Flichen aller Klassenkurven derselben
8*
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Art anzubringen und dadurch die Schliisse, welche wir fiir die speziellen
Kurven ableiten, auf alle Kurven derselben Art zu iibertragen. So sind
denn auch die Sdtze der §§ 14, 15, obgleich zunichst nur fiir die beson-
deren Kurven bewiesen, sofort fiir alle vierteiligen, dreiteiligen usw. Kurven
ausgesprochen. Aber es mag geniigen, diese Tragweite der genannten
Satze hier behauptet und das Prinzip des Beweises genannt zu haben;
die unmittelbare Anschaulichkeit der weiteren Betrachtungen, die ich gern
festhalten mochte, schien mir eine Beschrankung auf konkrete Kurven-
formen durchaus zu verlangen.

§7.

Klassenkurven, die sich an das Ellipsenpaar anschliefen.

Diese besonderen Kurven, auf welche sich weiterhin die Untersuchung
beschrinken soll, sind diejenigen, welche sich unmittelbar aus dem Ellipsen-
paare vy, y ableiten lassen, und den Kurven vierter Ordnung, welche wir
in § 5 gewonnen haben, dualistisch entgegenstehen. [Sie sind durch die
Fig. 14 bis 18 dargestellt®).] Die zugehérigen Gleichungen erhdlt man un-

mittelbar aus der in § 5 angegebenen, indem man z und y durchg und %,

w’ und yx’ durch die fritheren y und y ersetzt.

Fig. 14. Fig. 15.

%) [Bei den Fig. 14, 16, 17, 18 sind auBerdem die Asymptoten gezeichnet, um
den Zusammenhang im Unendlichen klarzustellen.]
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Was die Gestalt dieser Kurven angeht, so kann man sie etwa in
folgender Weise festhalten. Bei jeder Kurve finden sich Stiicke, die aus
den Segmenten §,, S,, S;, 8, der Ellipse v, und solche, die aus den

Fig. 16. Fig. 17.

Fig. 18.

Segmenten der Ellipse y entstanden sind. Diese sind untereinander ver-
bunden durch Kurvenziige, welche bez. aus den gemeinsamen Tangenten
der beiden Ellipsen ¢,;, t,,, t,3, ¢,, hervorgehen, indem man, bei der ein-
zelnen Tangente, entweder das durch das Unendliche hindurch sich er-
streckende Segment in zwei Ziige spaltet oder das im Endlichen befindliche



118 Anschauliche Geometrie.

(wihrend man das andere Segment verschwinden 14Bt). Die Benennungens,, ¢;,
sollen dementsprechend weiterhin zur Bezeichnung der verschiedenen Stiicke,
die man bei der einzelnen Klassenkurve unterscheiden kann, gebraucht werden.

Um von den zugehdorigen Riemannschen Flichen eine moglichst an-
schauliche Vorstellung zu geben, habe ich in Fig. 19 eine ausgefiihrte
Zeichnung beigegeben (deren Anfertigung ich Herrn Schleiermacher

Fig. 19.

verdanke). Dieselbe stellt eine vierteilige Kurve vor, welche so gewihlt
ist, daB ihre 28 Doppelpunkte alle ins Endliche fallen. Die Figur ist
folgendermaBen entworfen worden. Wir haben zuerst, unter Benutzung
gew. rechtwinkliger Koordinaten, eine Zeichnung der Kurve
(9u?+ 40> —w?) (4490 —w?)+ Lw'=0

ausgefithrt, indem die Koordinaten der hauptsichlichen Punkte berechnet
wurden. Sodann ergab sich die Zeichnung der Fig. 19 durch geeignete
Zentralprojektion.
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Auf jeder einzelnen der Riemannschen Flichen, welche zu den
Kurven der Fig. 14 bis 18 gehoren, wird man jetzt Meridiankurven kon-
struieren konnen, die den b,, entsprechen, welche
sich auf dem Doppelblatte i befanden, oder auch
den b,,, die sich auf y bezogen. Die b;, von y
libertragen sich z. B. folgendermaBen auf die Rie-
mannsche Fliche der Giirtelkurve (Fig. 20).

Die linearen Relationen zwischen den b,,, wie
sie oben angegeben wurden, bleiben dabei erhalten.

Nun behaupte ich:

Die Meridiankurven b;,, welche von der El- Fig. 20.
lipse y herstammen, sind mit den bez. gleichbe-
nannten Meridiankurven b;,, die von der Ellipse y heriibergenommen
werden konnen, auf der neuen Riemannschen Fliche dquivalent.

In der Tat, die Meridiankurven
b139 b]_u b-23> b‘.’.4’

welche von y, und die gleichbenannten, welche von yx herstammen, gehen,
auch dem Sinne nach, ineinander iiber, wenn man sie einfach lings der-
jenigen ,,Binder der Riemannschen Fliche verschiebt, die durch Spaltung
der Tangenten

t13’ t14’ t23’ t‘.’A
entstanden sind. Die Aquivalenz der zweierlei

bl‘.’. 4 b34

ergibt sich dann daraus, daB sich dieselben durch die anderen b,, vermoge
derselben Gleichungen linear ausdriicken.

Es wird daher gestattet sein, im folgenden schlechthin von Meridian-
karven b,, zu reden, die auf unseren Riemannschen Flichen verlaufen;
auch der Sinn, der bei ihnen als positiv gelten soll, ist durch die friihere
Verabredung gegeben.

§ 8.
Konstruktion der Normalintegrale.

Die Art und Weise, vermdge deren Clebsch und Gordan die
Riemannschen Normalintegrale erster Gattung gewinnen, mag fiir unseren
Fall folgendermafBlen ausgesprochen werden:

Man ziehe auf der Fldche drei (p) Riickkehrschnitte, deren gleich-
zeitiges Bestehen mnoch kein Zerfallen der Fldche herbeifiihrt. Dann be-
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stimme man drei Iniegrale so, daf sie, an diesen Riickkehrschnitten in
bestimmtem Sinne entlang geleitet, die Perioden ergeben:

2ix 0 0
0 2z 0
0 0 2.

Sie konnen als Normalintegrale genommen werden.

Nun aber zeigt sich, daB man auf vier verschiedene Weisen unter
den sechs Meridiankurven b,, drei solche heraussuchen kann, die als un-
abhingige Riickkehrschnitte benutzt werden kénnen. Es sind das jedesmal
diejenigen b,,, welche einen Index gemein haben. In der Tat, man zer-
schneide die zu einer beliebigen unserer Kurven gehorige Flédche langs
solcher b,,, b,,, b;,, die von der Ellipse y herstammen. So zerfillt die
Fliche noch nicht. Das elliptische Doppelblatt ¢, an sich genommen,
wiare freilich in vier Stiicke zerfallen, aber jedes dieser Stiicke ist jetzt,
vermoge der ,Binder ¢, an das unzerschaittene Doppelblatt y befestigt.

Wir werden, dementsprechend, jetzt drei Normalintegrale aufsuchen:
Sys Sas Iy, welche, an b,,, b,,, b,, in positivem Sinne entlanggeleitet, die
Perioden ergeben:

by, b, b,
S | 2 0 0
3 0 +2in 0
RA 0 0 + 2in

Dabei dringt sich von selbst der Satz auf: Wenn man aus der Klassen-
kurve rickwdrts wieder das Ellipsenpaar vy, y entstehen lift, so gehen
die jetzt gesuchten Normalintegrale eben in die friiher von uns betrachiteten
(auch schon als Normalintegrale bezeichneten) I, I,; I, dber. Denn
letztere verhielten sich an b,,, b,,, b,,, genau so wie wir es jetzt von
Sis ey Iy fordern.

Wenn wir also setzen:

Sk:f L (@, % =+ b, v+ ¢, w),

e i
(wo ¢ die linke Seite der Gleichung der Kurve vierter Klasse bedeutet),
so folgt: Solange @ nmicht sehr von -y verschieden ist, konnen die unter
den Integralzeichen stehenden Ausdriicke
a,u-+b.v+cw (k=1,2,3)

in erster Anndiherung gleich gesetzt werden den bei I, I, I,, vorkommen-
den linearen Funktionen, d.h. bez.



XXXIX. Abelsche Integrale bei Kurven vierten Grades. (Erster Aufsatz.) 121

—2(a*—0b)(+Var+ b u+w),
—2(a®—b*)(—Va*+b*u-+w),
—2(0*—a?) (+Va®+b* v+ w).
Bezeichnen wir wieder den Punkt, dessen Gleichung ist
a,u-+bv+cw=0
als ,,Nullpunkt des betr. Integrals®, so konnen wir auch sagen: Die , Null-
punkte der gesuchten Normalintegrale® liegen bez. in der Ndhe der ,,Null-
punkte der frither betrachieten Normalintegrale®.

Ehe wir diese Beziehung weiter verfolgen, werden wir, der Symmetrie
wegen, neben §, J,, J; noch ein dem I, entsprechendes S, einfiithren.
Die im Zihler des zugehorigen Differentials auftretende lineare Funktion
wird nahezu gleich gesetzt werden konnen:

—2(8% —a?) (— Va®+b* v+ w),

man wird die Relation haben:

A3 +dJ:+d3J; +dJ, =0
und das Verhalten der J, an den verschiedenen Meridiankurven b, wird
durch die frither fiir die I, entworfene Tabelle gegeben sein:

bas bis by by by, b,
3 0 — 24 | — 24x | +24m 0 0
S | —2in 0 +2¢x 0 + 24n 0
S, |4 2in|+2in| 0 0 0 | +2in
3y 0 0 0 —2¢n | —24n | — 2in
§9.

Die Normalintegrale sind reell. Umkehrprobleme mit reellen Lisungen.

Wir zeigen jetzt zunichst: die Normalintegrale § sind reell, d. h.
ihre Differentiale enthalten nur reelle Koeffizienten und weichen also von
den Differentialen der I nur um reelle Korrektionsglieder ab. In der Tat,
man kann sich die § folgendermaBen bestimmt denken. Es seien j,, 7,, 75
irgend drei unabhéngige, reelle Integrale erster Gattung. Leitet man ein
solches Integral ldngs einer Meridiankurve b, entlang, so erhdlt man
immer eine rein imagindre Periode. Die Meridiankurve iiberdeckt nim-
lich zweimal denselben Weg, einmal auf der Vorderseite, das andere Mal
mit umgekehrtem Sinne auf der Riickseite der Fliche verlaufend. Wird
nun das eine Mal beim Hinintegrieren der Betrag « - f¢ gewonnen, so
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liefert der Riickgang, weil er die konjugiert imagindren Werte aber im
umgekehrten Sinne iiberschreitet, — « + 7, und der Wert der ganzen
Periode ist 2 87, w. z. b. w. Dementsprechend mogen die Perioden, welche
die j, bei Hinleitung léngs b,,, b,,, b,, erhalten, ¢8,,, ¢8,,, ., genannt
sein. Sei jetzt z. B. das gesuchte J,

=t ], s+ 0 5.

So wird man, aus den Periodenwerten, die J, an b,,, b,,, b,, aufweisen
soll, folgende Gleichungen zur Bestimmung der « erhalten:

& Pyy + 0y Boy + g By =27,
 Pro g Pog T g fya= 0,
€y Pyg + o Pog T 0 fyg = 0 .

Dies aber sind reelle Gleichungen; sie geben reelle Werte der « und also
ein reelles Normalintegral .

Ein reelles Integral, an einem reellen Kurvenzuge vorbeigeleitet,
ergibt offenbar einen reellen Betrag. Wir konnen daher folgenden Satz
aussprechen:

Betrachtet man als untere Grenze der Normalintegrale 5, reelle Punkte
der Kurve vierter Klasse, so erhalten alle reellen Punkte derselben Inte-
gralwerte, die, modulo 2i=, den imagindren Bestandteil 0 oder in besitzen.

Jeder reelle Punkt ist ndmlich von dem dann vorhandenen Anfangs-
punkte der Integration zu erreichen, indem man Stiicke von reellen Kurven-
ziigen und ev. Stiicke von Meridiankurven b,, durchlauft. Die letzteren
sind aber insoweit ihrer Erstreckung nach bestimmt, als sie immer von einem
reellen Kurvenzuge bis zu einem zweiten reellen Zuge hinleiten; sie sind
sozusagen halbe Meridiankurven. Da aber das Durchlaufen der ganzen
Meridiankurve fiir das Normalintegral die Periode 0 oder -+ 24z liefert,
so ergibt, wie aus dem analogen eben ausgefiihrten Beweise erhellt, die
halbe Meridiankurve einen Betrag, dessen imagindrer Teil 0 oder 4-in
betrigt. Hierin liegt der Beweis des neuen Satzes.

An ihn konnen wir sofort eine sehr einfache Untersuchung kniipfen
sber die Realititsverhdlinisse des Jakobischen Umbkehrproblems, eine
Untersuchung, die fiir die weiterhin abzuleitenden Resultate (§ 14) von
wesentlicher Bedeutung ist. Die unteren Grenzen der Integrale seien
wieder in reelle Punkte der Kurve gelegt. Dann sollen drei Punkte x, y, z
der Riemannschen Fliche gesueht werden, so dafl

S{”+811/+3122 Vs,
3;+82”+Sﬂz= V2,
35’;6"{‘ Sgl_i“ 8‘;: V3,
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wo die v gegebene GroBen sind. Es werde auBlerdem angenommen, was fiir
das Folgende ausreicht, daB dies Problem nicht zu den unbestimmten
gehort. So behaupte ich: das Punktetripel x,y,z wird dann und nur
dann reell sein, wenn die imagindren Bestandieile der v, modulo 2in,
Null oder in betragen. Als reell ist dabei ein Tripel bezeichnet, wenn
entweder alle Elemente desselben reell sind, oder nur eines, aber die
beiden anderen konjugiert imaginar.

Der Beweis ist einfach dieser. Es sei v, = «, - 18,. So betrachten wir
ein zweites Umkehrproblem, fiir welches die gegebenen GroBen vy =« — 18,
sind. Die Losung desselben wird durch ein Tripel vorgestellt sein, welcher
zu dem urspriinglichen gesuchten Tripel konjugiert imaginér ist. Sind nun
die B, Null oder # (modulo 27), so stimmen die v, und v{ (modulo 2¢x)
iiberein. Die beiden konjugierten Tripel miissen daher wegen der voraus-
gesetzten Eindeutigkeit des Umkehrproblems, identisch sein, d. h. das
gesuchte Tripel ist reell.

Allgemeiner, es werde eine Gruppe von n Punkten gesucht, so daf

S+t S =1,
man soll diese Punkte unter ev. Zuhilfenahme fester Punkte durch ein
Kurvensystem aus der Kurve vierten Grades ausschneiden. Dieses Kurven-
system wird dann und nur dann reell sein, d. h. eine Gleichung besitzen,
in der, abgeschen wvon den unbestimmi blesbenden Parametern, nur reelle
Koeffizienten vorkommen, wenn die imagindren Bestandteile der v,
(modulo 2ix) Null oder in sind.

§ 10.
Der Verlauf der Normalintegrale.

Wir wollen uns jetzt die Aufgabe stellen, im Sinne der in § 1 aus-
einandergesetzten Methode den Verlauf der Normalintegrale y, auf den
zugehorigen Riemannschen Flichen durch schematische Zeichnung zur
vollen Anschauung zu bringen und riickwirts aus der Zeichnung die cha-
rakteristischen Periodizitatseigenschaften dieser Integrale wieder abzuleiten.
Inzwischen soll das nur fiir die vierteilige Kurve und fiir die Giirtelkurve
hier durchgefiihrt werden. Bei der symmetrischen Gestalt, welche diese
beiden Kurven besitzen, haben J,, ., s, S, alle dieselbe Beziehung zur
Kurve; es geniigt, eines derselben zu reprisentieren, und wir wollen
zu diesem Zwecke auswiahlen.

Betrachten wir vorab das Ellipsenpaar w-y und das zugehdrige
Integral I,. Indem wir dasselbe gleich P + @ setzen und nun, auf jedem
der beiden elliptischen Doppelblitter, die Kurven P =C, @ =C’ nach
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Anleitung des § 2 zeichnen, erhalten wir folgende Figuren 21, bei denen wir,
der groBeren Ubersichtlichkeit wegen, die Ellipsen y und 4 nebeneinander
gezeichnet haben.

Diese Zeichnungen geben einen ersten Anhalt zur Konstruktion der
entsprechenden Kurvensysteme bei den allgemeinen Kurven. Diejenigen
Partien der gezeichneten Kurvensysteme, welche nicht unmittelbar an die
Beriihrungspunkte der Doppeltangenten £, hinanreichen, werden sich wesent-
lich unveréndert auf den allgemeinen Flichen wieder finden.

X.

X I
P=C . - g@=c

Man hat ferner folgende Anhaltspunkte. Bei den allgemeinen Kurven
ist das Integral , ein iiberall endliches geworden, Unendlichkeitspunkte
treten also in den bez. Kurvensystemen P = (', Q = C’ nicht auf. Da-
gegen weist jetzt das Differential d3, vier Verschwindungspunkte auf,
entsprechend den vier Tangenten, die man vom »Nullpunkte des Integrals®
an die Kurve legen kann. (Dieser ,,Nullpunkt“ ist, wie oben angegeben,
nahezu durch

Fig. 21.

Va® - b%v4w=0

vorgestellt). — Ferner ist deutlich, daf die reellen Ziige der Kurve selbst
zu den Kurven @ — O’ gehéren. Andererseits miissen die Kurven P = C,
wenn sie iiberhaupt zweimal einen reellen Kurvenzug treffen, Meridian-
kurven sein. Denn denselben Verlauf, den sie, etwa auf der oberen Seite
der Fliche, zwischen den genannten Schnittpunkten nehmen, werden sie
riickwérts, auf der anderen Seite der Fliche, ebenfalls einschlagen miissen.
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Es folgt hieraus schon, daBl diese Kurven P = C geschlossene Kurven sein
miissen; daB iiberhaupt die Kurven P =C und @ — C’ in den von uns
zu betrachtenden Fillen geschlossen sind, ergibt daraufhin der in § 1 ent-
wickelte bez. Satz und eine néhere Betrachtung der bei den einzelnen Figuren
hervortretenden Lagenbeziehungen.

§ 11.
Besondere Betrachtung der vierteiligen Kurve und der Giirtelkurve.

Bei der wvierteiligen Kurve liegt der ,,Nullpunkt*
Va?+b2v+w=0
an einer Stelle, an der sich zwei ,,Bénder*, ¢,, und ¢,,, iiberkreuzen. Die
vier Tangenten, welche von ihm ausgehen, sind imagindr und also vor-
gestellt durch die vier an dieser Stelle iiber einander befindlichen Punkte
der Riemannschen Flache. Sie sind die Verschwindungspunkte des Diffe-
rentials und also Verdstelungspunkte der Kurvensysteme P und @.

Der Verlauf dieser Kurvensysteme ist durch die voraufgeschickten
Bemerkungen schematisch durchaus bestimmt; man erhélt die folgenden
Zeichnungen, in der die eigentlich einander iiberkreuzenden beiden Haupt-
teile der betr. Fliche wieder nebeneinander gezeichnet sind.

Fig. 22a und b.

DaB die Kurven @ = O’ geschlossen sind, ergibt sich aus dem betr.
Satze des § 1, weil jede von ihnen mit einem der vier reellen Ziige der
eigentlichen Kurve einen Kanal einschlieBt, in welchem sich kein Ver-
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schwindungspunkt des Differentials befindet. Die Kurven P — € sind alle
Meridiankurven und als solche geschlossen.

Aus diesen Zeichnungen bestétigt man das Verhalten des Integrals $,
an den b,. Man kann by, b,,, by, b,, eine solche Lage geben, dal sie
geradezu mit Kurven P = C zusammenfallen. Zu dem Zwecke muB man b,
und b,, bez. durch die beiden [auf den Bindern #, und t,, liegenden Ver-
schwindungspunkte] hindurchgehen lassen. Hierdurch ist deutlich, weshalb
sie eine Periode Null ergeben, wihrend b,, und b,, eine nicht verschwindende
Periode liefern: die Beitrige, welche die beiden Halften, in die b,, oder b,,

Fig. 23a und b.

durch die betr. beiden Verschwindungspunkte zerlegt werden, fiir den
Integralwert ergeben, kompensieren sich gegenseitig. Dagegen ergeben [
und b,,, insofern sie Kurven P — C sind, eine rein imagindre, und, da
sie gegen die Figur symmetrisch liegen, eine gleich groBe Periode. DaB
dieselbe gleich 24 ist, kann die Figur nicht zeigen; denn die Kurven P, Q
blieben ungeindert, wenn man c-$; statt J; setate (wo ¢ eine beliebige,
reelle Konstante). Aus den zwischen den b;, bestehenden Relationen:

bya =015 — by

byy = by5 4 b1y =bys + b,y
folgt endlich, daB ein Hinfithren des Integrals lings b,, Null und lings b,,
denselben Periodenwert, wie bei b,,, b,, ergeben muB.

Die entsprechenden Verhiltnisse gestalten sich bei der Quirtelkurve
etwas anders, insofern bei ihr die vier Tangenten, die man vom ,,Null-
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punkte des Integrals aus an die Kurve legen kann, reell ausfallen und die
sie reprisentierenden Punkte daher den reellen Kurvenziigen angehéren.
Infolgedessen erscheinen die Verdstelungen, welche die Kurven P, @ in
diesen Punkten, wie immer in den Verschwindungspunkten des Differentials,
aufweisen, in der Zeichnung perspektivisch verkiirzt. Man erhdlt die fol-
genden Figuren, die inzwischen hier nicht eingehender erldutert werden sollen:

Fig. 24 a. Fig. 24 b.

§ 12.
Vervollstindigung des Querschnittsystems.

Die drei bei Einfilhrung der Normalintegrale §,, J,, J§; benutzten
Meridianschnitte b, , , b, , b,, sollen jetzt durch drei weitere Schnitte 4,,4,, 4,
zu einem ,,kanonischen* Querschnittsysteme vervollstindigt werden. A; wird
so gezogen, daB es von einem Punkte von b,, auslaufend zu demselben
Punkte von der anderen Seite kommend zuriickkehrt, ohne dabei die
anderen b,, oder etwa schon konstruierte andere A zu iiberschreiten.
Indem wir dann an den A, die Integrale $, hinleiten, erhalten wir
Perioden a;, (es wird bekanntlich a,, = a,,), die mit den auf die b,, beziig-
lichen Perioden zusammen ein kanonisches Periodensystem bilden. Unsere
Aufmerksamkeit soll besonders auf den imagindren Teil der a,, gerichtet
werden ; wir werden finden, das derselbe, modulo 2¢xz, gleich 0 oder ¢z
ausfallt, je nach der Arf der zugrunde gelegten Kurve.

In den weiterhin mitzuteilenden Tabellen nehmen wir neben J,, J,, Js
aus Symmetriegrinden auch §, auf; analog filhren wir neben 4,, 4,, 4,
noch eine Kurve A, ein, deren Definition sich naturgemif ergibt. Man
hat, fiir die so erweiterte Tabelle, auch noch a,, = a,; und iiberdies wegen

der zwischen den § bestehenden Relation: Zaih =0 (1=1,2,3,4).
k

Fir die Konstruktion der Kurven 4,, 4,,4,, 4, stelle ich nun fol-
gende Regeln auf. Die Ellipsen v, 7 waren je in vier Segmente §,,8,,8,, S,
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zerfallt worden; wir wollen, um etwa A, zu erhalten, die beiden Seg-
mente S, zusammen mit den beiden Tangenten £, t,,, welche sie be-

grenzen, ins Auge fassen:

Fig. 25.

Man hat dann, hinsichtlich der Art, in welcher ¢, #,, beim Ubergange
zur allgemeinen Klassenkurve benutzt sind, drei Falle zu unterscheiden:

1. Bei beiden Tangenten sollen die durch das Unendliche hindurch-
gehenden Segmente in reelle Kurvenziige gespalten sein. Dann hat man

also die Figur:

Fig. 26.

In diesem Falle bilden die beiden Segmente S, zusammen mit den
unmittelbar angrenzenden Kurvenstiicken, die aus ?,,, ¢,, entstanden sind,
einen geschlossenen Zug (der dann ein reeller Zug der Kurve ist). Dieser
Zug soll als A, genommen werden. Leitet man ein reelles Integral an
thm entlang, so erhdlt man eine reelle Periode.
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2. Von den beiden begrenzenden Tangenten wird die eine, wie tm
Falle 1, die andere im wmgekehrten Sinne benutzt, so daf3 also bei thr
das im Endlichen gelegene Segment in reelle Kurvenziige gespalten wird:

b3

’

Fig. 27.

Dann bekommt man einen zusammenhingenden Zug, wenn man die
beiden Segmente S, mit den angrenzenden Kurvenstiicken zusammenfiigt,
welche von den Tangenten ¢, #,, herrithren, und dann die auf der Vorder-
oder Riickseite verlaufende Hilfte einer Meridiankurve b,, hinzunimmt.
Dies set jetzt der Querschnitié A,. Er besteht aus Stiicken der reellen
Kurvenziige und aus einer halben Meridiankurve. Leitet man an thm ein
reelles Integral entlang, so gibt es, allgemein zu reden, eine komplexe

Periode, deren imagindrer Teil gleich z% ist, wenn 1f,, die Periode

ust, welche das Integral bei Durchlaufung der ganzen Meridiankurve b,,
gewinnt.

3. Bei beiden begrenzenden Tan-
genten wird das im Endlichen befind-
liche Segment benutzt. (Fig. 28.)

S By

Dann mufl man zwei halbe Meri- %3 \ 7
. b 2 Ly — —5 2
diankurven, ,’;, und ?‘, zu Hilfe neh-

men, um mit den beiden S, und den Fig. 28.
aus ¢, t,, entstandenen Kurvenstiicken
zusammen einen geschlossenen Zug zu bilden, der dann als 4; gelten soll.
Die Periode, welche ein reelles Integral erhdlt, wenn man dasselbe an
Bt b

2 J°

1 \
h \
v

\
{
'
i
1
i
1

!

thm entlang leitet, hat den imagindren Bestandteil ¢ (

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. IL 9
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§ 13.

Die Perioden a;;..

Wenn wir in dieser Weise an den in Fig. 14 bis 18 gezeichneten
Kurven resp. den zugehdrigen Flichen die Querschnitte 4, 4,, 4,, A4,
ausfithren und an ihnen J,, s, 3§, J, entlang leiten, erhalten wir Werte

der a,

ik

deren imaginire Bestandteile in den folgenden Tabellen zusammen-

gestellt sind auf Grund der Tabelle des § 8, die das Verhalten der & an
den b;, angab.
L. Vierteilige Kurve. Alle a;, sind reell.
IL. Dreiteilige Kurve. Die imaginiren Bestandteile der a,, sind:

4, | 4, mit — 22| 4, | 4, mic + %
3, | 0 0 0 0
S| 0 — iz 0 +ia
3, | 0 0 0 0
R 0 + 0 —n
IIL. Zweiteilige Kurve.
A, mit — 2| 4 mic 2| 4, | A4, mip 4 Dt
3, —in 0 0 +ia
3, 0 —in 0 +in
3, 0 0 0 0
3, +ix Lix 0 — 24
IV. Einteilige Kurve.
A, mit — 2okl | g i Do) g mig 4 Pa P | g iy
RA 0 0 —in +in
RN 0 +in —in 0
R —in — + 2in 0
g, +ix 0 0 —m
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V. Glirtelkurve.

A,mit — o) g omip P el g mig g et Pa) g g g B e
S 0 0 — i + i
Ja 0 0 — +im
R e —n + 2 0
R7 +tx -t 0 — 2a7
§14.
Beriihrungskurven.

Die aufgestellten Tabellen gestatten, in sehr einfacher Weise zu dis-
kutieren, wie viele unter gewissen Berihrungskurven der Kurve vierten
Grades reell sind, und mit der Darlegung dieser Verhdltnisse mag die
gegenwirtige Arbeit abschlieBen. Ich betrachte die einfacheren derjenigen
Probleme, welche bei Clebsch (Crelles Journal, Bd. 63 (1864): Uber die
Anwendung der Abelschen Funktionen in der Geometrie) behandelt sind,
némlich nur diejenigen, bei denen nicht, wie beim Probleme der Doppel-
tangenten, eine Unterscheidung gerader und ungerader Charakteristiken
notwendig ist. Clebsch findet, resp. bestitigt die (sonst bekannten) Re-
sultate, daBl es bei Kurven vierten Grades gibt:

a) 63 Systeme viermal beriihrender Kegelschnitte,

b) 64 Systeme sechsmal beriihrender Kurven dritter Ordnung,
¢) 728 Systeme viermal oskulierender C,,

d) 4096 dreimal hyperoskulierende C,.

Ich werde angeben, wie viele dieser Systeme resp. einzelner Kurven
je nach der Kurvenart reell sind.

Dabei sei es gestattet, des kiirzeren Ausdrucks halber wieder von
Ordnungskurven statt von Klassenkurven zu reden. Von den vier Inte-
gralen G, benutzen wir nur die drei J;, J,, Jz- lhre unteren Grenzen
verlegen wir in drei iibrigens beliebige, reelle Punkte der Kurve vierter
Ordnung. Sind dann die Schnittpunkte der Kurve vierter Ordnung mit
einer Kurve m-ter Ordnung =z, #,, ..
Abelschen Theoreme:

IPESE S e m-C, (k=1,2,3)
wo die Konstanten C, von der Wahl der unteren Grenzen abhingen, und

das Kongruenzzeichen andeuten soll, daB die Gleichung nur modulo der
Perioden stattzufinden hat.

., &, .., s0 hat man nach dem

9*
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i

So behaupte ich zunichst: Die Konstanten C, konnen bei der von
uns getroffenen Verabredung reell genommen werden. Wenn némlich die
schneidende Kurve m-ter Ordnung reell ist, so werden von den 4m Schnitt-
punkten die imagindren paarweise konjugiert auftreten und von den reellen
auf jedem Zuge der Kurve vierter Ordnung eine gerade Anzahl sich vor-
finden. Denn diese Ziige haben sog. paaren Charakter. Die Integralsummen
aber, die, von reeller unterer Grenze beginnend, zu konjugiert imaginiren
oberen Grenzen hingeleitet werden, sind modulo der Perioden reell. Ebenso
die Integralsummen, die von reeller unterer Grenze beginnend, zu einer
paaren Anzahl reeller Punkte desselben Kurvenzuges hingeleitet werden.
Denn das einzelne solche Integral ist entweder an sich reell oder hat den
imagindren Bestandteil ¢7; eine paare Anzahl derselben gibt also eine
Summe, die modulo 277 kongruent mit einer reellen Zahl ist. Hierin liegt
der Beweis.

Die Beriihrungsprobleme, die oben genannt wurden, verlangen nun
alle, solche Beriihrungspunkte zu bestimmen, welche, abgesehen von reellen
Multiplis der C,, als Integralsummen r-te Teile von Perioden ergeben:
7 ist dabel in den beiden ersten Féllen gleich 2, im dritten gleich 3, im
vierten gleich 4 zu setzen. Nach dem allgemeinen Satze, der in § 8 hin-
sichtlich der Realitit der Losung des Jacobischen Umkehrproblems auf-
gestellt wurde, ergibt sich daher:

Diejenigen Liosungen der Beriihrungsprobleme sind reell und nur
diejenigen, deren zugehdriger r-ter Periodenteil, modulo 2ix, den tma-
gindren Bestandteil 0 oder i aufweist.

§ 15.
Anzahl der reellen Beriihrungskurven.

Die Perioden, welche die J, bei Integration lings der Querschnitte
by, by, by, erhalten, sollen einen Augenblick f,,, f,;, f,, genannt werden.
Dann ist das allgemeinste Periodensystem, unter m,, m,, m,, ¢,, ¢,, ¢
ganze Zahlen verstanden, vorgestellt durch:

My g Moy~ My By + €0y + oty 504,
Die werschiedenartigen 7-ten Periodenteile erhilt man alle, wenn man
die m, ¢ auf die Zahlenwerte 0, 1 ... (r — 1) einschrankt und dann durch r
dividiert.
Der imaginire Bestandteil, den die allgemeine Periode enthédlt, nimmt
nun auf Grund der fritheren Tabellen bei den einzelnen Kurvenarten
folgenden Wert an:
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I. Vierteilige Kurve.

3y | 2myen
3. | 2myia
Sy | 2myen
IL. Dreiteilige Kurve.
o | 2myen
S | (2my —qy)im
Se | 2myim
III. Zweiteilige Kurve
S| (2my —qy)ia
S | (2my, —q,)in
S | 2myen

IV. Einteilige Kurve.

i

2"‘nl - Q3> v

&2

‘(
| (2my + g, — q3) 7

2

V. Giirtelkurve.

(2""’:; —¢— ¢+ 2%) L

(Zml - Q:;)i”

¢ lew

w

(zmg__ q:)')iﬂ

)

—q, — 94, + ZQ:;>7:77'

Jetzt lasse man die m, ¢ alle Werte von 0 bis (r — 1) annehmen, und
sehe nach, fiir wieviel Wertsysteme von den 7% iiberhaupt vorhandenen

die imaginiren Bestandteile ganzzahlige Multipla von riz werden.

findet man folgende Tabelle:

So

I II 11 Iv \% r'
r=2 64 32 16 8 16 64
r=3 27 27 27 27 27 729
r=+4 512 256 128 64 128 | 4096

Die Zahlen der Tabelle geben dann zugleich an, wie viele der verschieden-
artigen 7r-ten Periodenteile zu Umkehrproblemen mit reellen Lésungen

AnlaB geben.

Aber unter ihnen ist im Falle a und im Falle ¢ noch
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eine uneigentliche Lésung auszuscheiden. Denn setzt man alle m und ¢
gleich Null, so erhdlt man in den genannten Fillen statt eines Systems
viermal beriihrender Kegelschnitte bez. viermal oskulierender Kurven
dritter Ordnung die doppelt bez. dreimal gezéhlten geraden Linien der
Ebene. Dementsprechend gewinnt man folgende Sitze:

Von den 63 Systemen viermal beriihrender Kegelschnitte sind in den
Fdllen 1,11, II1, IV, V bez. reell:

63, 31, 15, 7, 15.

Fir die 64 Systeme sechsmal beriihrender Kurven dritter Ordnung
werden diese Zahlen :
64, 32, 16, 8, 16.
Unter den 728 Systemen viermal oskulierender Kurven dritter Ordnung

sind immer und nur
26
reell.

Endlich finden sich unter den 4096 dreimal hyperoskulierenden

Kurven dritter Ordnung in den verschiedenen Fillen:
512, 256, 128, 64, 128
reelle.

Von diesen Resultaten kann man das erste, nach einer Bemerkung,
die Herr Zeuthen gemacht hat?), indirekt bestatigen. Es wurde bereits
oben des Zusammenhangs gedacht, der zwischen der Theorie der Kurven
vierter Ordnung und der Theorie der Flichen dritter Ordnung besteht.
Von den Doppeltangenten der ', wird dabei eine ausgezeichnet; sie ent-
spricht dem auf der F, angenommenen Projektionspunkte. Die anderen
Doppeltangenten sind die Bilder der 27 auf der F', verlaufenden geraden Linien.
Nun hat Herr Zeuthen bemerkt (Tidsskrift for Mathematik, Bd. 3 (1873),
S.191), daf die aus den 27 Linien zu bildenden 36 Doppelsechsen sich pro-
jizieren als die Aggregate der Linienpaare, welche in denjenigen 36 Systemen
viermal beriihrender Kegelschnitte vorkommen, die die ausgezeichnete
Doppeltangente nicht als Teilkurve enthalten. Andererseits findet sich in
Cremonas ,Preliminari di una teoria delle superficie (Deutsche Aus-
gabe, Berlin 1870, S. 221) angegeben, wie viele der 36 Doppelsechs bei
den von Schlafli unterschiedenen Arten der F, reell sind; es sind bez.:

36, 16, 8, 4, 12.

Aus ihnen ergibt sich nun z. B. die von uns fiir die Giirtelkurve V an-
gegebene Zahl 15 folgendermaBen. Die 12 reellen Doppelsechse der ent-

4) Vgl. auch eine Arbeit von Herrn Crone in der Tidsskrift for Mathematik,
Nov. 1875 {und auBlerdem die Zusammenfassung seiner Resultate in den Math. Annalen,
Bd. 12 (1877)].
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sprechenden Fliche enthalten, wie Cremona angibt, keine reelle gerade
Linie; ihnen entsprechen also 12 reelle Kegelschnittsysteme bei der C,,
weiche keine der reellen Doppeltangenten als Teilkurve enthalten. Aber
es gibt bei dieser C, vier reelle Doppeltangenten; ihre Beriihrungspunkte
liegen auf einem Kegelschnitte (vgl. Zeuthen, Math. Annalen, Bd. 7 (1874),
8. 412). Indem man eine beliebige derselben mit einer zweiten zusammen
als Beriihrungskegelschnitt auffaBt, erhilt man in bekannter Weise ein
neues, reelles System von Beriihrungskegelschnitten, welches dann aber
die beiden zunichst nicht benutzten reellen Doppeltangenten ebenfalls als
ein Linienpaar enthalten wird. Die Zahl der zu den 12 Systemen zu-
tretenden ist also noch 3, in Ubereinstimmung mit dem oben angegebenen
Resultate.

Noch mochte ich bei dieser Gelegenheit eine Bemerkung zufiigen iiber
eine Arbeit von J. Grassmann (Zur Theorie der Wendepunkte, besonders
der Kurven vierter Ordnung, Berlin 1875, Inauguraldissertation). Der
Verf. untersucht, zumal fiir die Kurven vierter Ordnung, die Frage, ob
sich zwischen den Wendepunkten analoge Beziehungen entdecken lassen,
wie sie z. B. fiir die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten der (', oder
tir die Wendepunkte der C, gelten. Aber sein Hauptresultat, welches,
fiir die C, ausgesprochen, behauptet, daB jeder Kegelschnitt, der durch
tiinf Wendepunkte geht, deren noch drei weitere enthélt, ist im allgemeinen
nicht richtig. Ich iiberzeugte mich davon zunachst, indem ich die Zeichnungen
von Kurven vierter Ordnung durchsah, die Beer in seinen Tabulae cur-
varum quarti ordints usw. (Bonn 1852) zusammengestellt hat. Bei diesen
Kurven liegen immer vier Wendepunkte im Unendlichen, und es kommen
Beispiele vor (z. B. Tafel VII, 1), bei denen vier im Endlichen liegende
reelle Wendepunkte auftreten, die (auch wenn man der Ungenauigkeit
der Zeichnung Rechnung tragen will) unmdglich auf einer zweiten Geraden
liegen konnen, wie es J. Grassmanns Satz in diesem Falle verlangen
wiirde. Es ist die immer so mifliche Anwendung komplizierter Schnittpunkt-
systeme gewesen, die den Verf. zu dem Fehlschlusse verfithrte; wie er mir
mitteilt, ist das System der 45 Punkte (S. 11 der Arbeit), aus welchem
der Schlufl auf die Lage der weiteren Wendepunkte gemacht wird, von
der besonderen Art, die iiberhaupt keinen bestimmten Schluff auf weitere
Punkte zuldBt. [Die drei Restpunkte, welche die 45 Punkte zu einem vollen
Schnittpunktsystem auf der C, erginzen, liegen auf gerader Linie; diese
Gerade kann dann in einem Biischel, dessen Mittelpunkt selbst der C,
angehort, beliebig angenommen werden.]

Miinchen, im April 1876.



XL. Uber eine neue Art von Riemannschen Flichen?).
(Zweite Mitteilung.)
[Math. Annalen, Bd. 10 (1876).]

Der nachstehende Aufsatz gibt eine Fortsetzung der unter gleichem
Titel in Bd. 7 der Math. Annalen (1874) erschienenen Arbeit. [Vgl. die
auf 8. 89 ff. abgedruckte Abh. XXXVIII.] Nachdem ich damals die betr.
Flachen iiberhaupt definiert und an einfachen Beispielen erlautert habe,
diskutiere ich jetzt allgemein, fiir Kurven beliebigen Grades mit einfachen
Singularititen, die Verzweigung und den Zusammenhang dieser Flichen.
Der Fortschritt, den meine jetzige Darstellung aufweist, beruht wesentlich
auf dem Satze, den ich neuerdings in der Note: ,,Uber eine neue Relation
zwischen den Singularititen einer algebraischen Kurve mitteilte [vgl.
die auf S. 78 ff. abgedruckte Abh. XXXVII]. Aber nicht nur auf diesen Satz,
sondern auch die dort im einzelnen befolgte Entwicklung werde ich mich
wiederholt beziehen; ich werde daher diese Note weiterhin einfach mit den
Worten ,,Uber Singularititen® zitieren oder auch nur eine bez. Seitenzahl?)
angeben. Andererseits werde ich verschiedentlich Bezug nehmen auf zwei
andere, dem gleichen Ideenkreise angehorige Arbeiten, in die ich bereits
einige hier notig werdende Beweise eingeflochten habe, um bei der jetzigen
Darstellung mich kiirzer fassen zu kénnen. Es ist dies zunichst der un-
mittelbar vorstehende Aufsatz: Uber den Verlauf der Abelschen Integrale
bei den Kurven vierten Grades [Abh. XXXIX]; er mag namentlich auch
die Richtung bezeichnen, in welcher ich die hier vorzutragenden Unter-
suchungen weiter zu filhren denke. HEs ist andererseits [die oben als
Abh. XXXVI abgedruckte ] Notiz: Uber den Zusammenhang der Fldchen.
Die Auffassung — der zufolge man bei Zusammenhangsbetrachtungen nicht
von der Flache schlechthin, sondern von der Flachenseite zu sprechen hat
— wird in der genannten Notiz konsequent durchgebildet [siehe besonders

1) [Vgl. hierzu eine Note ,Weitere Mitteilung iiber eine neue Art von Rie-
mannschen Flichen® in den Erlanger Sitzungsberichten vom 11. Mai 1874.]

?) [Die in eckigen Klammern stehenden Seitenzahlen beziehen sich auf den vor-
liegenden Wiederabdruck. ]
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S.65]. Dies veranlaBt mich, weiterhin einige derjenigen Festsetzungen,
die ich in meinem ersten Aufsatze iiber die neue Art der Riemannschen
Flachen traf, schirfer zu fassen?®).

§ 1.
Anordnung der Blitter. Bedeutung der reellen Wendetangenten und
der isolierten Doppeltangenten.

In der zuletzt genannten Notiz ,,Uber den Zusammenhang der Flachen*
habe ich auf [S. 69] auf die enge Beziehung aufmerksam gemacht, welche
zwischen der neuen Riemannschen Fliche und der v. Staudtschen Ima-
gindrtheorie besteht, und habe entwickelt, daf man dementsprechend die
Blitter der Fliche mit Indikatrizen iberdecken konne, die einen be-
stimmten Sinn besitzen. Durch ihn sollte dort in derselben Weise eine
Unterscheidung zwischen den beiden Seiten einer Fldche erméglicht werden,
wie dies gewdhnlich durch Angabe des Sinnes der Flichennormale ge-
schieht. Hier, wo die prinzipiellen Fragen, die ich damals behandelte, zu-
riicktreten, will ich mich der gewdhnlich gebrauchten bequemeren An-
schauung bedienen. Man errichte etwa die Normale immer nach derjenigen
Seite, von der aus die betr. Indikatrix in der Richtung des Zeigers einer
Uhr darchlaufen erscheint, und bezeichne dann diejenigen Blitter der
Flache, deren Normale auf den Beschauer zugerichtet ist, als obere, die
anderen als untere.

Es wird im folgenden, wenn nicht ausdriicklich (§ 6) das Gegenteil
bemerkt wird, die Gleichung der zu untersuchenden Kurve mit reellen
Koeffizienten gedacht. Dann ordnen sich die Blatter der Riemannschen
Fldache in der Weise zu zwel zusammen, daf die Punkte des einen Blattes
die konjugiert imaginiren Werte derjenigen reprasentieren, welche im
anderen Blatte ihre Darstellung finden. Da der Sinn der oben genannten
Indikatrizen zwischen den konjugiert imaginiren Vorkommnissen scheidet,
so ist also von zwei zusammengehorigen Bldtiern das eine ein oberes,
das andere ein uniteres. An jeder Stelle ist die Ebene von einer paaren
Anzahl (die auch Null sein kann) von Blédttern iiberdeckt; die halbe Zahl
dieser Blatter gehort zu den oberen, die andere Hilfte zu den unteren,
und jedes obere Blatt entspricht einem bestimmten unteren.

Um von einem oberen Blatte in ein unteres zu gelangen, gibt es zwei

3) [ Beim Wiederabdruck der ersten Mitteilung iiber neue Riemannsche Flichen
(Abh. XXXVIII) sind einige dieser, die reellen Wendetangenten und isolierten Doppel-
tangenten betreffenden Festsetzungen bereits dementsprechend formuliert, so daB sich
ihre nochmalige Korrektur in § 1 der vorliegenden Mitteilung etiibrigt. Deshalb
konnte letzterer an einigen Stellen gekurzt werden. ]
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Moglichkeiten. Entweder man geht (sofern es Blitter gibt, die sich durch
das Unendliche erstrecken) durch das Unendliche hindurch, wobei sich der
Sinn der Flichennormale von selbst umkehrt — oder man iiberschreitet
einen reellen Zug der Kurve, resp. eine reelle Wendetangente oder [in
gleich noch ndher zu erliuternder Weise] eine isolierte Doppeltangente
derselben, wobel man vom oberen Blatte ausgehend in das unmittelbar
unter ihm befindliche, zugehdrige untere Blatt gelangt.

Auf [8. 94,95] des ersten Aufsatzes wurde eine Kurve dritter Klasse mit
isolierter Doppeltangente betrachtet (Fig. 5 ebenda). Dieselbe erscheint
2ls eine Ubergangsform zwischen der allgemeinen, einteiligen und der all-
gemeinen, zweiteiligen Kurve (Fig. 6, 4); die Doppeltangente geht doppelt-
zihlend aus einem Zuge der letztgenannten Kurve hervor, der die Gestalt
einer sehr steilen Hyperbel hat; beim Ubergang zu Fig. 6 kommt die
Doppeltangente einfach in Wegfall. Die Modifikation, welche die bez.
Riemannsche Fliche bei diesem Ubergange erleidet, kann man folgender-
maBen beschreiben: Von der Fliche der Fig. 5 ausgehend erhdlt man die
Fliche der Fig. 6 der einteiligen Kurve, indem man die beiden an die
Doppeltangente hinanreichenden oberen Halbblidtter miteinander vereinigt,
und ebenso die beiden (zugehorigen) unteren Halbblatter; dagegen erhilt
man die Fliche der Fig. 4 der zweiteiligen Kurve, indem man jedes der
beiden an die Doppeltangente sich hinanziehenden oberen Halbblitter an
das zugehérige untere Halbblatt anheftet. — Dieser doppelten Moglichkeit
gibt man [am besten Ausdruck, wenn man sagt]: man stellt sich die Fldche
lings der Doppeltangente zerschnitten vor, wo man dann die beiden Rinder
je nach Bediirfnis vereinigen kann. Unter einem Rande der betr. Fliche
wird dabei verstanden die Berandung eines oberen Halbblattes zusammen
mit der Berandung des gegeniiberliegenden unteren; denn sie hingen im
Unendlichen zusammen. Wenn spiter (§ 4) davon die Rede ist, daB, bei
der gewdhnlichen Riemannschen Fliche, der hier in Rede stehenden
Doppeltangente ein Paar von Fundamentalpunkten entspricht, so hat man
sich das so vorzustellen: daB der Umgebung des einen Fundamentalpunktes
der eine der hier definierten Rinder, der Umgebung des anderen Funda-
mentalpunktes der andere Rand zugeordnet ist [ vgl. Abh. XXXVI, 8. 71—73].
— Diese Erliuterung, die sich zundchst auf den Fall der Kurven dritter
Klasse bezog, soll selbstverstindlich allgemeine Bedeutung haben, ebenso
wie die Bemerkung, [die ich in dem ersten Aufsatz betr. die reellen Wende-
tangenten machte, daB sie in ihrer Beziehung zur Fliche einfach in der-
selben Weise vorgestellt werden sollen, wie die reellen Ziige der Kurve].

Da bei einer Kurve mit reellen Koeffizienten die imaginéren Vor-
kommnisse immer paarweise als konjugiert imaginire auftreten, so werden
sich bei unseren Flichen alle Besonderheiten, die sich in einem oberen
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Blatte einstellen, an derselben Stelle des zugehorigen unteren Blattes
wiederholen. Insbesondere, wenn zwel obere Blidtter sich in einem Punkte
verzweigen, wo dann, irgendwie gestaltet, von diesem Punkte ein Ver-
zweigungsschnitt ausliuft, so verzweigen sich die zugehdrigen unteren
Blatter an derselben Stelle und man kann dem betr. Verzweigungsschnitte
eben die Gestalt des anderen geben. Eine solche Stelle werde ich weiterhin
einen Doppelverzweigungspunkt nennen [vgl. Abh. XXXIX, 8. 114,115].
Andere Verzweigungspunkte als diese gibt es nicht. Denn sollte ein oberes
und ein unteres Blatt durch einen Verzweigungspunkt verbunden sein, so
wiirde von ithm aus eine doppeltzéhlende, sich selbst konjugierte, d. h.
reelle Tangente an die Kurve gehen. Das geschieht aber nur bei den-
jenigen Punkten, welche den reellen Kurvenziigen oder den reellen Wende-
tangenten oder den isolierten Doppeltangenten angehdren; und deren Be-
deutung fiir die Riemannsche Flidche ist bereits untersucht. — Es wird
also auch nie ein oberes und ein unteres Blatt durch einen Verzweigungs-
schnitt verbunden sein, und, zerschneidet man die Flache langs der reellen
Kurvenziige, der reellen Wendetangenten und (wenn es noch nicht ge-
schehen) lédngs der isolierten Doppeltangenten, so hingen die oberen Blitter
der Fléche entweder iiberhaupt nicht mehr mit den unteren Blittern zu-
sammen oder nur noch moglicherweise im Unendlichen.

§ 2.
Verzweigungspunkte.

Nach der eben gegebenen Erlduterung kann unsere Fliche nur an
solchen Stellen Verzweigungspunkte aufweisen, an welchen zwel obere
Blitter und zugleich zwei untere Blatter je einen Punkt gemein haben. Das
letztere geschieht, wenn sich von dem betr. (reellen) Punkte der Ebene
zwei konjugiert imaginire doppeltzihlende Tangenten an die gegebene
Kurve legen lassen. Wir werden hier diese Vorkommnisse aufzihlen unter
der auch spiter immer festgehaltenen (und dann nicht ausdriicklich her-
vorgehobenen) Voraussetzung, dafl die geg. Kurve nur einfache Singulari-
tdten besitze. Zur Bezeichnung der letzteren verwende ich hier und iiber-
haupt im folgenden dieselben Buchstaben, die ich in der Note ,,Uber
Singularitaten* [ 8. 781f.] gebrauchte. Die hier zunéichst in Betracht kommen-
den Punkte sind die folgenden:

1. die @” isolierten Doppelpunkte der Kurve,

2. die Jw" reellen Punkte, von denen zwei konjugiert imaginare

Wendetangenten ausgehen,
3. die %,—tm reellen Punkte, in denen sich zwel konjugiert imaginire
Doppeltangenten kreuzen.
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Ich behaupte nun: Die Punkie 1, 2 liefern in der Tat Doppel-
verzwetgungspunkte, nicht aber die Punkte 3. Mit diesem Satze und der auf
die reellen Wendetangenten und isolierten Doppeltangenten bez. Diskussion
des vorigen Paragraphen ist der Einflul, den die Singularititen der Kurve
auf die Gestalt der zugehorigen Riemannschen Fliche haben, erschopfend
angegeben, denn die Bedeutung der reellen nicht isolierten Doppelpunkte,
der reellen Spitzen und der nicht isolierten reellen Doppeltangenten ist zu
einfach, als daB sie noch besonders erliutert werden miissen [vgl. etwa
die Fig. 7 bis 9 und 13 bis 16 der Abh. XXXVIII oder die Fig. 14 bis 18
der vorstehenden Abh. XXXIX]; und die imaginiren Doppelpunkte, resp.
die imagindren Spitzen, welche die Kurve besitzen mag, treten bei unserer
Riemannschen Fliche iiberhaupt nicht in unmittelbare Evidenz.

Um den ausgesprochenen Satz zu beweisen, benutze ich, wie in der
Note ,,Uber Singularititen, die Methode, seine Richtigkeit an geeigneten
Beispielen zu demonstrieren; ein Beweis, den man vielleicht explizite
wiinschen mag, dall die jedesmaligen Beispiele -hinldnglich allgemein sind,
unterdriicke ich der Kiirze wegen.

DaBl ein ¢solterter reeller Doppelpunkt Doppelverzweigungspunkt ist,
wurde fiir Kurven vierter Klasse [in Abh. XXXIX, S. 114] gezeigt und ist
damit allgemein bewiesen.

Die Notwendigkeit, den reellen Punki konjugiert vmagindrer Wende-
tangenten als Doppelverzweigungspunkt zu denken, wird sich im folgenden
Paragraphen bei Untersuchung der Kurven dritter Ordnung ergeben, deren
Flache, ohne eine solche Annahme, aus getrennten Stiicken bestehen wiirde,
was der Irreduzibilitit der Kurve widerstreitet.

Endlich um zu sehen, dafl der reelle Punkt konjugiert imagindrer
Doppeltangenten keine Verzweigung herbeifithrt, betrachte man die Kurve
vierter Klasse, welche aus zwei sich schneidenden Kreisen gebildet wird.
Diese reduzibele Kurve hat eine Riemannsche Fliche, die aus den beiden
beziiglichen kreisformigen Doppelblattern gebildet wird. Aber die Kurve hat
vier Doppeltangenten und unter ihnen zwei imagindre. Der reelle Punkt
derselben ist der sog. innere Ahnlichkeitspunkt der beiden Kreise. Von
einer in ihm stattfindenden Verzweigung kann selbstverstindlich keine
Rede sein.

Wir werden jetzt diese Verhaltnisse an dem Beispiele der Kurven
dritter Ordnung ausfiithrlich diskutieren. Dieselben sind, wenn sie keinen
vielfachen Punkt haben, von der sechsten Klasse und haben dann sechs
imaginire Wendungen; wir werden daher bei ithnen drei Doppelverzwei-
gungspunkte und evtl. sechs iibereinander liegende Blitter haben, so dal
eine schon ziemlich betrdchtliche Anzahl von Elementen zu kombinieren
ist. Indem wir die Modifikationen verfoigen, welche die zugehorige Fliche



XL. Neue Riemannsche Flichen. (Zweite Mitteilung.) 141

erfahrt, wenn die Kurve einen singuliren Punkt erhélt oder verliert, er-
halten wir nebenbei eine bemerkenswerte Veranschaulichung der Pliicker-
schen Formeln, sofern dieselben aussagen, dal ein Doppelpunkt sechs, eine
Spitze acht Wendungen absorbiert.

Noch in einer anderen Richtung scheinen die folgenden Figuren be-
merkenswert. Man hat sich seither bei der Wendepunktsgleichung der
Kurven dritter Ordnung und &hnlichen Problemen wesentlich mit der Auf-
stellung der Resolventen beschiftigt. Aber man kann die Frage in einem
anderen Sinne stellen, indem man verlangt, die einfachsten Ndherungs-
methoden anzugeben, welche bei mnumerischer Auflosung solcher Glei-
chungen am raschesten zwm Ziel fithren. Die nachfolgenden Figuren
geben fiir die Wendepunktsgleichung der Kurven dritter Ordnung in diesem
Sinne insofern eine Anleitung, als sie diejenigen Bezirke der Ebene kennen
lehren, in welchen man die reellen Punkte der Wendetangenten zu suchen
hat, was mit einer Separation der Wurzeln etwa auf gleicher Stufe steht.
Das Wendepunktsproblem, wie es. hier vorliegt, ist freilich noch zu einfact,
um den Vorzug einer solchen Behandlung bei praktischen Fillen gegen-
iiber der direkten Auflésungsmethode wesentlich hervortreten zu lassen.
Anders wird es aber z. B. schon bei Kurven vierter Ordnung, wenn es
sich um numerische Bestimmung der Doppeltangenten oder Wendetangen-
ten handelt.

§ 3.
Die Riemannsehen Flichen der Kurven dritter Ordnung.

Bereits in [Abh. XXXVIII, 8. 95 (Fig. 11)] wurde die zu einer
Kurve dritter Ordnung mit Spitze gehdrige Fliche gezeichnet. Da wir
weiterhin (§ 4) noch auf diejenige Partie der Fliche, welche in der Nihe
des reellen Wendepunktes sich erstreckt, zu reden kommen, so wird es

2

P4 2
‘__A ) g

2

2 2 2 2
Fig. 1. Fig. 2.

hier gestattet sein, den Wendepunkt unendlich weit zu projizieren und
dadurch die Fig. 1 zu einer symmetrischen zu gestalten.

Nun soll aus der Kurve mit Spitze eine Kurve mit nicht isoliertem
Doppelpunkt entstehen. Zu dem Zwecke haben wir die Spitze durch eine
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(zunéichst kleine) Schleife zu ersetzen. Die Klasse der Kurve wiichst bei
diesem Ubergange um eine Einheit, und die Anzahl der Blitter der Rie-
mannschen Flache ist [fiir die verschiedenen Teile der Ebene] dement-
sprechend die in Fig. 2 angegebene.

Enthielte nun das Innere der Schleife keinen Verzweigungspunkt,
so konnten diese Bldtter kein zusammenhdngendes Ganzes bilden. Ein
isolierter Doppelpunkt ist aber nicht vorhanden, es miissen sich also ima-

ginire Wendungen gebildet haben — was die genannte Bestitigung der
Pliickerschen Formeln ist — und sie miissen eine Verzweigung veran-
lassen — was den von uns fiir die betr. Behauptung in Aussicht gestellten

Beweis ausmacht. Die Pliickerschen Formeln zeigen, daff die nun auf-
tretenden imaginéiren Wendungen nur in der Zahl 2 vorhanden sind, wir
erhalten also nur einen Doppelverzweigungspunkt. Wir wollen die beiden
von ihm ausgehenden Verzweigungsschnitte in den Doppelpunkt auslaufen
lassen (oder vielmehr die beiden Schnitte, die bez. die Durchdringung der
beiden oberen und der beiden unteren Blitter vorstellen (und also in
der Zeichnung koinzidieren) im Doppelpunkte sich vereinigen lassen ). So
entsteht folgende Figur:

Fig. 3.

Wir denken uns bei ihr die beiden von der Schleife umschlossenen
Blétter zwischen den beiden sich ins Unendliche erstreckenden Blattern
gelegen; dementsprechend wurde die Schleife schwicher ausgezogen, als die
iibrigen Konturen und der Verzweigungsschnitt.

Von der Kurve mit Doppelpunkt gehen wir, indem wir den Doppel-
punkt in dem einen oder anderen Sinne auflésen, zu einteiligen oder zwei-
teiligen Kurven dritter Ordnung iiber, die dann von der sechsten Klasse
sind. — Die entstehende einteilige Kurve gehort, wie beildufig bemerkt
sel, zu den sogenannten Viereckskurven, d. h. sie verlauft in den Vier-
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ecken der Figur, die durch die drei reellen Wendetangenten und die gerade
Linie, welche die drei Wendepunkte enthdlt, gebildet wird (Mobius,
Uber die Grundformen der Linien dritter Ordnung. Abh. der Sichs. Akad.
1848/52, S. 80). Weiterhin leiten wir aus der zweiteiligen Kurve, indem
wir das Oval verschwinden lassen, einteilige Dreieckskurven ab. TIhre
Riemannsche Flache scheint auf den ersten Blick von der Fliche der
Viereckskurven sehr verschieden; dieselben gehen aber, wie noch gezeigt
wird, kontinuierlich ineinander iiber, sobald man den Ubergangsfall ins
Auge faBt, in welchem sich die drei reellen Wendetangenten in einem
Punkte kreuzen. Deshalb werden bei der allgemeinen Betrachtung (§5)
derartige Vorkommnisse (daf Kurven iiberschritten werden, welche statt
dreier Doppelpunkte, die durch Uberkreuzung von Kurvenzweigen oder auch
von reellen Wendetangenten entstehen, einen dreifachen Punkt besitzen)
nicht weiter diskutiert.

Sobald wir bei der zuletzt gezeichneten Kurve dritter Ordnung den
Doppelpunkt auflésen, bilden sich nach Pliickers Angabe [Uber Singu-
larititen, S. 81] zwei reelle Wendungen und vier imaginire, also bel
unseren Fldchen zwei neue Doppelverzweigungspunkte. Dal dieselben in
2

2

; / \ .
2
den Fig. 4 richtig angegeben sind (wir haben in diesen Figuren zugleich
die betr. Blatteranzahlen notiert), ergibt sich, da die Lage des schon vor-
handenen Doppelverzweigungspunktes schon bekannt ist, aus Symmetrie-
griinden. Man sieht das deutlicher bei den Figuren, die sich ergeben, wenn
man die drei reellen Wendepunkte unendlich weit projiziert (Fig. 5) und,
indem wir sie zugrunde legen, erhalten wir die umstehend abgebildeten
Riemannschen Flichen (Fig. 6).

Die hyperbelartigen Ziige der ersten Figur, das Oval der zweiten und
Stiicke der bei ihr auftretenden Verzweigungsschnitte, sowie beide Mal

Fig. 4.
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bestimmte Segmente der Wendetangenten sind schwiicher ausgezogen, da
die von ihnen begrenzten Bliatter durch vorgelagerte Blitter verdeckt sind.

Fig. 5.

Die Verzweigungsschnitte erstrecken sich in der ersten Figur durch das
Unendliche hindurch; bei der zweiten Figur schneiden sie sich in einem

Fig. 6.

Punkte. Es ist wohl kaum ndtig, zu bemerken, daB die Lage der Ver-
zweigungsschnitte noch mannigfach abgeindert werden kann. —

Aus der zweiteiligen Kurve mag jetzt
eine Kurve mit isoliertem Punkte entstehen,
indem wir das Oval in einen Punkt zu-
sammenziehen. Dann hat man die neben-
stehende Fig. 7.

Man sieht, dafl der Doppelpunkt, wie es
die Plii ckerschen Formeln verlangen, sechs
Wendungen absorbiert hat. Der Doppel-
punkt ist ein einfacher Doppelverzweigungs-
punkt; die drei in der Figur von ihm aus-

Fig. 7. gehenden Verzweigungsschnitte lassen sich
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durch einen ersetzen (vgl. auch die etwas anders angeordnete [Fig. 18 der
Abh, XXXVIII, 8. 97]).

Indem wir endlich das zum Doppelpunkte gewordene Oval vollends
verschwinden lassen, entsteht die einteilige Dreteckskurve. Um die betr.
Flédche aus der zuletzt betrachteten zu er-
halten, mache man folgende Uberlegung. In-
dem der Doppelpunkt verschwindet, steigt
die Klasse der Kurve um zwei Einheiten.
Es lassen sich also von jedem Punkte der

Ebene zwei Tangenten mehr an die Kurve 7 N
legen als vorher. Aber fiir keinen Punkt ’“‘L

sind dieselben reell. Es ist also die ganze

Ebene mit esnem neuen Doppelblatte zu iiber- 7 \;
decken, dessen obere resp. untere Hilfte man Fig. 8.

sich vor der Vorderfliche resp. hinter der

Riickfliche der bisherigen Figur ausgebreitet denken mag. Dasselbe hingt
dadurch mit den iibrigen Blittern zusammen, daB sich der isolierte Doppel-
punkt wieder in dres Doppelverzweigungspunkte aufgeldst hat, wie die oben-
stehende Fig. 8 aufweist.

In ihr sind diejenigen Konturen, welche fiir den Beobachter durch
zwel Blatter verdeckt erscheinen, nur punktiert; vor die schwach ausge-
zogenen Konturen ist nur je ein Blatt vorgelagert.

Von der so erhaltenen Zeichnung geht man nun v
zu der einteiligen Viereckskurve zuriick, indem man 4 “
eine Kurve betrachtet, bei der sich die drei reellen
Wendetangenten in einem Punkte schneiden (Fig. 9). 2N

Dreht man diese Figur um 60 Grad, so iiber- 4 4
sieht man, dal} dieselbe von der oben fiir die Vier-
eckskurve gegebenen (Fig. 5 links) wenig verschieden
ist. Man hat nur die drei Asymptoten der letzteren
zu verschieben, daB sie durch einen Punkt gehen, und die Verzweigungs-
punkte durch das Unendliche hindurch auf den Mittelpunkt der Figur zu-

riicken zu lassen.
Hiermit sind alle Arten der Kurven dritter Ordnung besprochen.

Fig. 9.

§4.

Der Zusammenhang unserer Flichen.

Wenn der Zusammenhang, den unsere Flichen besitzen, bestimmt
werden soll, bedarf es vor allen Dingen einer Erorterung iiber die Gestalt

der Flache in der Niahe eines recllen Wendepunktes. Denn Flichen mit
Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. II. 10
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singuldren Punkten sind von den gewohnlichen Zusammenhangsunter-
suchungen ausgeschlossen, und man muf}, wenn bei ihnen dennoch von
einer Zusammenhangszahl gesprochen werden soll, eine besondere Fest-
setzung treffen. Eine Kurve mit Wendetangente ist, als Klassenkurve
aufgefallt, Ubergangsfall zwischen einer Kurve, welche eine isolierte, und
einer Kurve, welche eine nicht isolierte reelle Doppeltangente besitzt

(Fig. 10).

T T

T

UL H e LU

S o

LR HiH I
Fig. 10

Der Zusammenhang der Flache sinkt, wenn wir von der ersten Figur
zur letzten fortschreiten, um zwei Einheiten; es scheint daher naturgemas,
der in der Mitte befindlichen Figur die mittlere Zahl beizulegen.

Allgemein: Es sei eine Klassenkurve mit w’ reellen Wendetangenten
gegeben. So lasse man die letzteren durch kleine Anderung der Konstanten
in Doppeltangenten iibergehen. Von denselben mogen w; nicht isoliert,
wsy isoliert sein (w{ 4 wj = w’)*). Sodann bestimme man den Zusammen-
hang der Riemannschen Fliche, die zu der modifizierten Kurve gehért,
und addiere w{ — w;. Die dann erhaltene Zahl soll der Zusammenhang
der urspriinglichen Fliche genannt werden.

Bestimmen wir jetzt den Zusammenhang der ,,modifizierten” Fliche,
die im ganzen t” + wh isolierte Doppeltangenten enthilt. Zu dem Zwecke
vergleichen wir sie mit der gewohnlichen Riemannschen Fliche, die sich
ergibt, wenn man, vermoge der Gleichung der Klassenkurve, eine der
beiden Linienkoordinaten als Funktion der anderen betrachtet und die
komplexen Werte der letzteren iiber die x - iy-Ebene ausbreitet. Auf
diese gewohnliche Riemannsche Fliache ist unsere im allgemeinen ein-
deutig abgebildet. Eine Ausnahme verursachen nur die isolierten reellen
Doppeltangenten, die ihrer ganzen Erstreckung nach auf unserer Fliche
liegen, wahrend ihnen auf der gew. Flidche je ein Punktepaar entspricht.
Da nun die gewdhnliche Riemannsche Fliche den Zusammenhang 2p
aufweist, so erhdlt unsere , modifizierte Fliche nach einem schon im §1

%) Vielleicht gibt es Fille, in denen eine solche Modifikation nicht méglich ist,
ohne dafl gleichzeitig andere Doppeltangenten verschwinden usw. In solchen Fillen
reicht der Wortlaut des Textes nicht mehr aus; es wird aber leicht sein, die Dar-
stellung des Textes dennoch zu verwerten.
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besprochenen [in Abh. XXXVI, 8. 70] aufgestellten Satze®) den Zu-
sammenhang : ”
und also unsere urspriingliche Flédche den Zusammenhang:

Z=2p+w +ws+2t =2p-+w +2¢".

Zu eben dieser Formel wiirde man gefiihrt, wenn man, ohne sich auf
eine nihere Untersuchung der reellen Wendepunkte und ihres Einflusses
auf den Zusammenhang einzulassen, einfach von dem Umstande ausginge,
daB den nach ihrer ganzen Erstreckung auf unseren Flichen liegenden
reellen Wendetangenten auf der gewGhnlichen Riemannschen Fliche nur
je ein Punkt entspricht, und dann den eben zitierten Satz anwendete. Ein
solches Verfahren wire natiirlich an sich nicht gerechtfertigt, da der betr.
Satz an der angefiihrten Stelle nur unter Voraussetzungen bewiesen ist, die
hier nicht zutreffen (die Existenz singulirer Punkte blieb ausgeschlossen).
Vielmehr hat man in der Ubereinstimmung nur eine Bestétigung dafiir zu
erblicken, daf die oben getroffene, die Wendepunkte betr. Festsetzung
naturgemil ist.

Wir werden nun in den folgenden beiden Paragraphen versuchen, die jetzt
fir Z gewonnene Formel direkt, ohne auf die gewohnliche Riemannsche
Fliache zuriickzugehen, aus der Gestalt der Kurven n-ter Klasse zu be-
weisen. Mir scheint diese Aufgabe besonders deshalb interessant, weil sie
zeigt, dall wir die jedenfalls sehr mannigfachen Gestalten dieser Kurven
doch schon mit Hilfe der jetzt bekannten Sitze bis zu einem gewissen
Grade beherrschen.

Inzwischen werde hier ein instruktives Beispiel vorausgeschickt, in
welchem sich die direkte Abzéhlung unmittelbar gestaltet.

Es sei die Klasse & der Kurve und die Ordnung n derselben eine
gerade Zahl:

k=2x, n=2v».

Dann kann die Kurve — und das soll hier vorausgesetzt werden —

moglicherweise ohne jeden reellen Zug sein. Auf den von uns festgehal-

tenen Standpunkt der Allgemeinheit sind von den Singularititenanzahlen
" ”r nr

w’,t',r',d in diesem Falle gleich Null zu setzen, withrend ¢, d", ", d
beliebige Werte haben, die untereinander und mit » und » nur durch die
Pliickerschen Formeln und durch die Relation:

y+t”:%+d”

%) Derselbe lautet: Sind zwei Flichen im allgemeinen eindeutig aufeinander
bezogen, doch so, daB die eine u, die andere » Fundamentalpunkte trigt, so ist der
Zusammenhang der ersten, vermehrt um g, gleich dem Zusammenhang der zweiten,
vermehrt um ».

10*
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verbunden sind (in welche in diesem Falle die allgemeine
, " Ly ”
iibergeht), n+w 42t =k+r' +2d
Betrachten wir jetzt die zugehorige Riemannsche Fliche. Dieselbe
iiberdeckt die ganze Ebene mit » unbegrenzten Doppelblittern, die durch
d’ + 1w” Doppelverzweigungspunkte miteinander verbunden sind. Wéiren
diese Verzweigungspunkte nicht vorhanden, so kdme als Zusammenhangs-
zahl — 2(x — 1). Denn jedes die ganze Ebene iiberdeckende Doppelblatt
hat (wie die als Doppelfiiche betrachtete Ebene selbst) den Zusammen-
hang Null, und fiir die Trennung der » Bestandteile voneinander hat man
(» — 1) mal (— 2) in Anrechnung zu bringen. Diese Zahl — 2 (x — 1)
wird dann durch jeden Verzweigungspunkt um eine Einheit, durch jeden
Doppelverzweigungspunkt also um zwei Einheiten erhoht. Somit kommt

— —2(x—1)+2d" +w".

Dies aber ist in der Tat gleich 2p + w’ - 2¢", wie sich folgender-
maflen ergibt. Zunichst ist

p=ETLETE e (O — 1) (1)t = w”
und insbesondere w' =0,
also 2p+w' 2" =2(x—1)(2x— 1) — 2¢" — 20",

Dann aber gibt die Pliickersche Formel
2r=2x (2x — 1) — 2¢" — 24" — 3w”.
Aus ihr folgt:
2p +w' + 28" =2y —2(2%— 1)+ 28" 4 w”
und dieses setzt die angegebene Relation:
v+ £ = + d”

unmittelbar in die gewiinschte Gestalt um:

n

2p+w +2t" = —2(x—1)+2d" +w”.

§ 5.
Direkte Bestimmung der Zusammenhangszahl.
Die direkte Begriindung der Formel
Z—=2p+w +2t"
aus der Gestalt der Kurve soll jetzt in folgender Weise gefithrt werden.

Wir zeigen zundchst, dal man fiir jede Klasse & Beispiele angeben kann,
in denen die Formel richtig ist. Wir zeigen sodann, daB sie richtig bleibt,
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wenn man von der im Beispiele benutzten Kurve zu einer beliebigen
anderen Kurve derselben Klasse iibergeht.

Die Wahl des anfinglichen Beispiels kann natiirlich auf sehr mannig-
faltige Weise geschehen; man konnte z. B. fiir ein gerades k die zuletzt
betrachteten Kurven wahlen, welche keinen reellen Zug enthalten®). Da
ich aber weiterhin verschiedene Sitze brauche, die ich in dem Aufsatze
,,Uber Singularititen* zusammengestellt habe, so ziehe ich es vor, mich
iiberhaupt genau an diesen Aufsatz anzuschlieBen. Es sind nur die Be-
trachtungen, die dort fiir Ordnungskurven angestellt wurden, hier durch-
gingig dualistisch auf Klassenkurven zu iibertragen.

Beginnen wir damit, die dort zugrunde gelegten Beispiele [S. 831l.]
nach dualistischer Ubertragung fiir die hier vorliegende Fragestellung zu
verwerten.

Ist £ gerade = 2x, so nehme man [8. 83] » Ellipsen, deren jede
mit jeder anderen vier reelle Tangenten gemein hat, und konstruiere aus
ihnen eine allgemeine Kurve der Klasse 2x, indem man bei jeder dieser
Tangenten eines der beiden Segmente, in die sie durch ihre Beriihrungs-
punkte zerlegt wird, in zwei reelle Kurvenziige spaltet, wihrend man das
andere Segment verschwinden 1a8t. (Dies ist also dasselbe Verfahren,
welches insbesondere fiir Kurven vierter Klasse im vorstehenden Aufsatze
angewandt wurde und dort ausfiihrlich erldutert ist.) Jede dieser Opera-
tionen, deren Anzahl 2x (x — 1) ist, erhoht den Zusammenhang der ur-
spriinglichen Riemannschen Fliche um zwei Einheiten; derselbe wird also

Z— —2(x—1)+du(x—1)=(k—1)(k—2),

da das Aggregat der nicht verbundenen s elliptischen Doppelblitter den
Zusammenhang — 2 (% — 1) aufweist und bei dem Anderungsprozesse keine
Verzweigungen entstanden sind. — Der gefundene Wert von Z stimmt
iberein mit der allgemeinen Formel

Z—2p+w +2t",

insofern im Beispiele iiberhaupt keine Wendungen oder Doppeltangenten
vorhanden sind, und also:

—1-k—
p:k—__lz 2, w =0, t =0.

Ist & dagegen ungerade, so setze man dasselbe == 2x - 3 und zeichne,

%) In meiner oben angefiihrten Note (Erlanger Berichte 1874) hatte ich eine
Kurve benutzt, die in lauter einzelne Punkte zerfallen war [was zwar zu dem ge-
wiinschten Resultat fiihrte, aber Bedenken verursachen kann und jedenfalls besondere
Vorsicht erfordert, da jede Gerade durch einen dieser Punkte geradeso als Spitzen-
tangente anzusehen ist, wie jeder Punkt auf einer Geraden als Wendepunkt. K.].
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analog wie auf [S. 84], » Ellipsen und eine Kurve dritter Klasse. Das
Aggregat der bez. zugehorigen Flichen hat als Zusammenhangszabl

2 — 2= —2(x—1),

und geht man nun zu einer allgemeinen Kurve k-ter Klasse iiber, indem
die 25 (% — 1) reellen Tangenten, die den Ellipsen zu zwei gemeinsam
sind, und die 6x reellen Tangenten, welche gleichzeitig eine Ellipse und
die Kurve dritter Klasse beriihren, in reelle Kurvenziige spaltet, so kommt

Z=—2(x—1)+4x(x— 1)+ 12x = (k— 1) (k — 2),

was wiederum stimmt.
Von diesen Beispielen ausgehend zeigen wir zundchst: Die Formel

Z:Zp—{—w'—}—Zt"

gilt fiir alle allgemeinen Klassenkurven, d. h. fiir solche, die keine Doppel-
und Wendetangenten besitzen.

Zu dem Zwecke lassen wir die einzelne in Betracht kommende Kurve,
je nachdem £ gerade oder ungerade, aus dem ersten oder zweiten der
gegebenen Beispiele nach Anleitung von [S.83f.] entstehen. Dann
werden, allgemein zu reden, eine Anzahl einzelner Kurven iiberschritten
werden miissen, bei denen die Riemannsche Fliche eine wesentliche Ge-
staltsinderung erfahrt, und es ist zu zeigen, daBl trotz der Anderung
die Zusammenhangszahl dieselbe geblieben ist. Die hier in Betracht zu
ziehenden Vorkommnisse beziehen sich entweder darauf, daB eine Kurve
iiberschritten wird, bei der eine besondere Singularitdt auftritt, oder daB
bei der betr. Kurve die immer vorhandene Singularitit ihre Bedeutung
fir die Riemannsche Fliche wechselt. Mit Riicksicht auf die oben
(§2) gegebene Erorterung iiber den gestaltlichen EinfluB, den die Singu-
larititen der Kurve auf deren Riemannsche Fliche haben, und im An-
schlusse an die Entwicklung der [S. 81] zeigt sich, dal fiir jede der
beiden Arten nur eine Moglichkeit in Betracht zu ziehen ist, namlich bez.:

das Auftreten einer reellen, nicht isolierten oder isolierten Doppel-
tangente

und der Ubergangsproze, der dem Verschwinden einer Einbuchtung (Uber
Singularitdten, [S. 80]) dualistisch entspricht und bei dem daher

ein nicht isolierter Doppelpunkt zum isolierten wird.

Der EinfluB}, den diese Vorkommnisse auf die Gestalt der Riemann-
schen Fliche und damit auf ihre Zusammenhangszahl haben, wurde aber
schon in den fritheren Aufsitzen, sowie in § 1, 2 des vorliegenden hin-
linglich erértert. Wenn eine nicht isolierte Doppeltangente entsteht, so
zieht sich ein ,,Band“ der betr. Riemannschen Fliche in ein doppelt-
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zahlendes Segment einer geraden Linie zusammen und kommt so in Weg-
fall; hernach aber gestaltet sich das erginzende Segment der betr. geraden
Linie zu einem Bande um, und der Zusammenhang hat auf der einen Seite
zwel verloren, um auf der anderen zwei zu gewinnen. -~ Das Entstehen
der isolierten Doppeltangente beeinflut den Zusammenhang nach § 1
iiberhaupt nicht. Denn es ist damit gleichbedeutend, daf man in der
betr. Riemannschen Fliche einen Riickkehrschnitt ausfiihrt. Die Rander
dieses Riickkehrschnittes werden dann spiter nur in umgekehrter Weise
zusammengefiigh. — Endlich das zweite der angegebenen Vorkommnisse
wurde auf [S. 1141 ] des Aufsatzes ,,Uber Integrale* ausfiihrlich betrachtet;
die bes. Voraussetzung, die dort gemacht ist, daB bloB Kurven der vierten
Klasse zu untersuchen sind, beeinflufit offenbar nicht die Allgemeingiiltig-
keit der dort gegebenen Entwicklung.

Damit ist der gewiinschte Beweis bereits erbracht. Der Zusammenhang
bleibt bei der allgemeinen Klassenkurve immer 2p -+ w’ 4 21" oder besser,
da w'=0,8" =0, er bleibt = 2p.

Um den Beweis jetzt auf solche Kurven, die Doppel- und Wende-
tangenten haben, auszudehnen, verfahren wir wie auf [S. 85]. Jede
solche Kurve kann aus einer unmittelbar benachbarten allgemeinen Klassen-
kurve abgeleitet werden. Das Geschlecht der letzteren sei [p]. So wird
die zu untersuchende Kurve ein Geschlecht haben:

p=[p]—t —t " —¢" —w —w",

wo t,4 usw. die immer festgehaltene Bedeutung haben [S. 78 ff.]. Der
Zusammenhang der Fliche, die zu der allgemeinen Kurve gehort, ist

(2] =2[p],
der Zusammenhang der zu untersuchenden Fliche soll werden
Z—2p-tw 2t =2[p] -2t —2t" — w — 20",
und es ist also zu zeigen, daf:
Z—=[Z]—2t —2¢" —w' —2w".
Mit anderen Worten, es ist zu zeigen:
Das Entstehen
einer micht isolierten reellen Doppeltangente,
etner imagindren Doppeltangente,

etner reellen Wendung,
einer imagindren Wendung
erniedrigt den Zusammenhang bez. um 2, 2, 1, 2 Einheiten.
Dagegen fiikrt das Entstehen einer isolierten reellen Doppeltangente
keine Erniedrigung herbes.
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Von diesen Sdtzen konnen diejenigen als bewiesen gelten, welche
sich auf die reellen Doppeltangenten bheziehen. Auch der Einflul der
reellen Wendungen ist damit gegeben, denn sie sollen nach der im vorigen
Paragraphen getroffenen Festsetzung die Mitte halten zwischen den isolierten
und den nicht isolierten reellen Doppeltangenten.

Was die imagindren Doppeltangenten und Wendetangenten betrifit,
so zeigt der Satz 3 der [S.85]:

Der reelle Punkt zweier konjugiert imagindrer Doppeltangenten ab-
sorbiert zwei, und der reelle Punkt zweier konjugiert imagindrer Wende-
tangenten absorbiert drei reelle isolierte Doppelpunkte.

Es riicken daher in diese reellen Punkte zwei, bzw. drei Doppelver-
zweigungspunkte der Fliche zusammen, um (nach § 2) sich im ersten Falle
zu kompensieren und sich im zweiten Falle auf nur einen Doppelver-
zweigungspunkt zu reduzieren. Beidemal verliert also die Fliche zwei
Doppelverzweigungspunkte und also sinkt der Zusammenhang um vier Ein-
heiten. Das macht fiir die einzelne imaginire Doppeltangente oder Wende-
tangente zwei Kinheiten, w. z. b. w.

Und hiermit ist die geforderte allgemeine Abzéhlung geleistet.

§ 6.
Komplexe Kurven.

Es wird hier am Platze sein, noch einige Worte iiber die Riemann-
sche Flache solcher Kurven zu sagen, deren Gleichung komplexe Koeffi-
zienten besitzt [S. 86]. Eine solche Kurve von der Ordnung n und der
Klasse k hat auf dem hier festgehaltenen Standpunkte der Allgemeinheit eine
Anzahl (6) reeller isolierter Punkte und eine Anzahl (7) reeller isolierter
Tangenten. Sie besitzt sodann w” imaginiire Wendetangenten, ¢”' imaginire
Doppeltangenten (und analog imaginére Spitzen resp. Doppelpunkte).

Man vereinige nun die komplexe Kurve mit der ihr konjugierten.
So entsteht eine neue Kurve, deren Gleichung reelle Koeffizienten hat,
von der Ordnung 27, der Klasse 2%, mit 2w” imaginiren Wendetangenten
usw. und ¢ isolierten reellen Doppelpunkten, t isolierten reellen Doppel-
tangenten. Bei ihrer Riemannschen Fliche kennen wir den Zusammen-
hang und die Verzweigung der Blatter. Fiigen wir hinzu, dafl zusammen-
gehorige Blatter dieser Flache notwendig auf die beiden verschiedenen
komplexen Kurven Bezug haben, so erhalten wir beziiglich der einzelnen
komplexen Kurve folgenden Aufschluf:

Die zugehorige Riemannsche Fldche vberdeckt die Ebene mit k
etnfachen Bldttern, und hat die v reellen isolierten Tangenten zu ein-
fachen Randkurven.
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Die Bldtier sind durch 6 - w” einfache Verzweigungspunkte ver-
bunden, enisprechend den & isolierten reellen Punkten und den w” reellen
Punkten der w” imagindren Wendetangenten.

Der Zusammenhang der Fldche st

2=2p-1,
unter p das Geschlecht verstanden.

Was die Ableitung der letzteren Gleichung angeht, so verfahre man
etwa folgendermaBen. Die reelle Kurve, welche durch Vereinigung der
beiden komplexen entsteht, hat 2w” Wendetangenten und 21" + k°
Doppeltangenten (in die die k® gemeinsamen Tangenten der beiden kom-
plexen Kurven eingerechnet sind). Thr Geschlecht ist also:

ouw” — 28" — k.

2k—1-2k—
P:l‘gz

2
Andererseits 1st
k—1-k—2
2 w" t"l ,

also
P=2p—1.
Der Zusammenhang der Fldche, welche zur reellen Kurve gehort,
muB aber nach den fritheren Abzéhlungen sein:

Z = 2P 4 2x.

Andererseits ist, da sich diese Fliche aus zwei Bestandteilen vom Zu-
sammenhange z zusammensetzt,

7 =2z — 2.
Hieraus folgt durch Elimination das gewiinschte Resultat:

z2=2p-r.

Als Beispiele betrachte man die Riemannschen Flichen, die zum
einzelnen komplexen Punkte oder zum komplexen Kegelschnitte gehdren.

Im ersteren Falle ist k=1, t=1, d = 0. Die Flache besteht aus
einem einfachen Blatte, welches, die ganze Ebene iiberdeckend, von beiden
Seiten an die reelle gerade Linie hinanreicht, welche den komplexen Punkt
mit seinem konjugierten verbindet, und diese Linie zur Randkurve hat.
Wir haben eine einfach zusammenhingende, einfach berandete Fliche.

Bei komplexen Kegelschnitten haben wir nach [8.86] drei Arten
zu unterscheiden. Ist kein reeller Punkt und also auch keine reelle
Tangente vorhanden, so besteht die betr. Fliche aus einem nullfach zu-
sammenhingenden, die ganze Ebene itberdeckenden Doppelblatte. ~Aber
es kénnen zwei oder vier reelle Punkte vorhanden sein, dann finden sich
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auch zwei oder vier reelle Tangenten. Man erhdlt eine Fliche mit zwei
oder vier Randkurven, die zwei oder vier Verzweigungspunkte besitzt und
demnach doppelt oder vierfach zusammenhingend ist.

§7.
Bedeutung der reellen Kurvenziige fiir die
Riemannsche Fliche.

Zum Schlul will ich noch einige lose Bemerkungen hinzufiigen, die sich
wieder auf reelle Kurven beziehen und die Bedeutung erlautern, welche
die reellen Ziige dieser Kurven fiir die zugehérige Riemannsche Fliche
haben. Es miissen diese Sitze von fundamentaler Wichtigkeit sein, wenn
man es unternimmt, bei beliebigen reellen Kurven den Verlauf der Abel-
schen Integrale in der Weise zu untersuchen, wie ich es im vorstehenden
Aufsatze fiir die Kurven vierter Klasse begonnen habe. Dabei will ich
der Einfachheit wegen hier die Annahme festhalten, daB keine reellen
Wendetangenten oder reelle isolierte Doppeltangenten vorhanden sind;
eine Erginzung, welche auf Kurven Bezug nimmt, bei denen diese Singu-
laritdten auftreten, liBt sich leicht zufiigen.

Zunéchst sage ich: Wenn eine Kurve C reelle Ziige besitzt und man
zerschneidet die zugehorige Riemannsche Fldiche lings (C — 1) derselben,
so zerfdllt dve Fldche noch micht. Denn wenn sie zerfiele, so kénnte das
nur so geschehen, dal sich zwei zusammengehorige (komplex konjugierte)
Bestandteile bildeten. Dieselben werden dann aber notwendig in dem noch
unzerschnittenen, letzten Zuge zusammenhéngen.

Es folgt hieraus zundchst (natiirlich unter der Beschrinkung, die wir
uns hier im Interesse der Einfachheit der Darstellung auferlegt haben)
der Harnacksche Satz (Math. Annalen, Bd. 10 (1876), S. 190): daf eine
Kurve vom Geschlechte p mnicht mehr als (p -+ 1) Ziige haben kann.
Hitte sie namlich (p 4-2) Ziige, so wiirde ein Zerschneiden lings (p 4 1)
derselben noch kein Zerfallen der Flidche herbeifiithren, wihrend man doch
auf einer 2p-fach zusammenhidngenden Fliche nicht mehr als p nicht
zerstiickende Riickkehrschnitte ziehen kann.

Andererseits ergibt sich fiir die Kurven, deren Ziigezahl

C>0, C<p-+1

eine bemerkenswerte Einteilung in zwei Arten.

Die Kurven der ersten Art haben die Eigenschaft, daf ihre Rie-
mannsche Fliche, lings der C Ziige zerschnitien, zerfdllt: bei den Kurven
der zwesten Art findet ein solches Zerfallen nicht statt. Die von Herrn
Harnack betrachteten Kurven mit (p - 1) Ziigen mag man der ersten
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Art, die Kurven, welche iiberhaupt keine reellen Ziige besitzen (§ 4), der
zweiten Art zurechnen”).

Ich erinnere in dieser Beziehung an die frither betrachteten Kurven
dritter und vierter Klasse.

Die zweiteilige Kurve dritter Klasse gehdrt zur ersten, die einteilige
zur zwelten Art.

Bei den Kurven vierter Klasse ohne Doppeltangente gehdren zur
ersten Art die vierteilige und die Giirtelkurve, zur zweiten Art die iibrigen,
die drei-, zwei-, einteilige und die imagingre.

Die Kurven derselben Art zeigen eine grofle Reihe gemeinsamer Eigen-
schaften. Z. B. kann bei den Kurven der ersten Art durch allmahliches
Andern der Konstanten niemals eine isolierte reelle Doppeltangente neu
entstehen, um dann einen (C - 1)-ten Kurvenzug zu liefern; wahrend die
Kurven der zweiten Art in dieser Richtung nicht beschréinkt sind. Die
Kurven der zweiten Art sind sozusagen noch entwicklungsfahig, wéhrend
es die Kurven der ersten Art nicht sind. Doch soll hier auf diese Ver-
haltnisse noch nicht ndher eingegangen werden.

Miinchen, im April 1876.

[Es hat mir immer vorgeschwebt, dafl man durch Fortsetzung der Betrachtungen
des Textes Genaueres itber die Gestalten der reellen ebenen Kurven beliebigen Grades
erfahren konne, nicht nur, was die Zahl ihrer Ziige, sondern auch, was deren gegen-
seitige Lage angeht. Ich gebe diese Hoffnung auch noch nicht auf, aber ich muf
leider sagen, daB die weiter unten mitzuteilenden Realititstheoreme iiber Kurven
beliebigen Geschlechtes [vgl. Abh. XLII] (welche ich aus der allgemeinen Theorie der
Riemannschen Flichen, speziell der ,,symmetrischen‘ Riemannschen Flichen ableite )
hierfiir nicht ausreichen, sondern nur erst einen Rahmen fiir die zu untersuchenden
Moglichkeiten abgeben. In der Tat sind ja die doppelpunktslosen ebenen Kurven
n-ten Grades fiir n >4 keineswegs die allgemeinen Reprisentanten ihres Geschlechtes,
sondern, wie man leicht nachrechnet, durch (n—2) (n —4) Bedingungen partiku-
larisiert. Da man iiber die Natur dieser Bedingungen zunichst wenig weil}, kann man
noch nicht von vornherein sagen, dafl alle die Arten reeller Kurven, die man gemi8
7»1%_2 findet, bereits im Gebiete be-
sagter ebener Kurven n-ter Ordnung vertreten sein miiiten, auch nicht, daf ihnen
immer nur eine Art ebener Kurven entspriche. K.]

meinen spiteren Untersuchungen fiir p =

) [Bei Kurven erster Art hat man V—;z

Art p +1 Unterarten zu unterscheiden. Siehe Abh. XLII. K.]

} Unterarten, bei denen der zweiten



XLI. Uber den Verlauf der Abelschen Integrale
bei den Kurven vierten Grades.
(Zweiter Aufsatz.)
[Math. Annalen, Bd. 11 (1876/77).]

In der ersten unter dem vorstehenden Titel erschienenen Mitteilung
[vgl. die oben abgedruckte Abh. XXXIX] habe ich fiir die verschieden-
artigen Kurven vierten Grades, welche reelle Ziige besitzen, im Anschlusse
an eine bestimmte Zerschneidung der zugehérigen Riemannschen Fliche
reelle Normalintegrale hergestellt, ihren Verlauf im allgemeinen beschrieben
und Schliisse auf die Realitit gewisser Berithrungskurven gemacht. Dabei
bin ich aber noch nicht auf eine Diskussion derjenigen Fragen eingegangen,
welche mit der Aufstellung der sogenannten ©-Charakteristiken zusammen-
hingen. Eben diese werde ich im nachstehenden angreifen und im speziellen
Falle erledigen, insofern ich wenigstens fiir die wvierteilige Kurve und die-
jenige Zerschneidung der zugehorigen Riemannschen Fliche, die ich in
der fritheren Arbeit angab, den in Betracht kommenden ausgezeichneten
Beriihrungskegelschnitt bestimme und die Charakteristiken, welche den
einzelnen Doppeltangenten beizulegen sind, wirklich anschreibe.

Die Methode, deren ich mich dabei bediene, ist im wesentlichen die-
selbe, welche ich in dem fritheren Aufsatze gebrauchte: die Methode der
Kontinustdt. So wie ich dort die aligemeine Kurve vierter Ordnung aus
dem Kegelschnittpaare entstehen lieBl, so jetzt aus einer symmetrisch ge-
stalteten Kurve, oder aus einem hyperelliptischen Grenzfalle. Eigentliche
hyperelliptische Kurven vierter Ordnung vom Geschlechte p =3 gibt es
bekanntlich nicht; aber man kann eine Kurve vierter Ordnung, die in einen
doppeltzéhlenden Kegelschnitt mit acht Scheiteln (sommets, Verzweigungs-
punkten) ausgeartet ist, als solche auffassen. Die Betrachtung solcher
mehrfacher Kurven, die in der Theorie der Kurvensysteme lingst iiblich
ist, scheint fiir Fragen der hier vorliegenden Art in der Tat von weit-
reichendem Vorteile.

Ein analoger Ubergang zu einem doppeltzihlenden Kegelschnitte kann
auch bei den Kurven vierter Ordnung, welche weniger als vier Ziige be-
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sitzen, bewerkstelligt werden und man kann an diesen Ubergang ganz &dhn-
liche Schliisse kniipfen. Nur werden von den acht Scheiteln, die der Kegel-
schnitt trigt, einige imagindr sein. Da ich in der weiteren Darstellung
hierauf nicht mehr zuriickkomme, so bemerke ich nur, daB} der Zeuthensche
Satz, demzufolge eine Kurve vierter Ordnung immer vier reelle Doppel-
tangenten besitzt, sich dann als unmittelbare Konsequenz der Tatsache
ergibt, daB acht reelle oder imaginére (doch paarweise konjugiert imaginare
Punkte immer mindestens vier reelle Verbindungsgeraden haben; auch er-
gibt sich ohne weiteres, dafl immer vier Doppeltangenten ,,von der ersten
Arté sind.

§ 1.
Die Kurve vierter Ordnung. Imaginire Bestandteile der Integralwerte.

Statt der vierteiligen Kurve vierter Klasse, welche ich in dem friitheren
Aufsatze betrachtete, werde ich im folgenden, unter Benutzung resp. Uber-
tragung der damals abgeleiteten Resultate, die vierteilige Kurve vierter
Ordnung in der von Pliicker gegebenen Gestalt be-

nutzen; sie ist fiir die hier zu verfolgenden Zwecke iiber- "3‘5"

sichtlicher, insofern nicht mehr, wie damals, eine expli- #

zite Betrachtung imagindrer Elemente eintreten soll. (@ @l
Dementsprechend sollen die vier Ziige der Kurve

(siehe Fig 1) mit I, II, I11, IV bezeichnet sein; die bei-

gesetzten Pfeile geben diejenigen Richtungen an, welche

als positiv zu gelten haben. Unter J (£=1, 2, 3) Fig. 1.

werden die iiberall endlichen Integrale verstanden, wie

sie in dem ersten Aufsatze als Normalintegrale eingefithrt wurden, und
@yy> Aoy Ggy» @y SOllen die (in unserem Falle reelien) Periodizitdtsmoduln
bedeuten, welche , ergibt, wenn es im positiven Sinne an den Ovalen
1,11, 111, IV entlanggeleitet wird. Zwischen ihnen hat man die Relation?):

Qg T Goy = Gy 0y == 0.

1) Von dieser Relation kann man sich folgendermaBen Rechenschaft geben, ohne
die zur Kurve gehorige Riemannsche Fliche zu betrachten. Man nehme auf jedem
der Ovale I, II, III, IV einen festen Punkt an und wihle diese vier Punkte als
Grundpunkte eines Kegelschnittbiischels. Jeder Kegelschnitt desselben schneidet das
einzelne Oval in noch einem beweglichen Punkte, und 1i8t man einen dieser Punkte
sein Oval in positivem Sinne durchlaufen, so geschieht das Entsprechende von seiten
der iibrigen. Werden nun die vier beweglichen Punkte in einer Lage mit a,, a,, a,, a,,
in einer anderen mit b,, b,, b,, b, bezeichnet, so ist nach dem Abelschen Theoreme:

by be bs by
0=[agu+ [aFe+ [dSu+ [d%
a1 a2 a3 Qy
und hieraus folgt die Relation des Textes, wenn man die b durch die betr. Ovale
hindurchwandern ld8t, bis sie wieder mit den a zusammenfallen.
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Als untere Grenze der Integrale wihle ich einen beliebigen Punkt des
Ovales IV, etwa u, wie es in Fig. 1 angegeben ist (weiterhin werde ich
dem u eine noch speziellere Lage erteilen). Die Tangente in s schneidet
die Kurve noch in zwei weiteren Punkten «, 5. So setze ich

« r's
fd%k+zl]‘d8k: Ol:’

wo die vorkommenden Integrale in der Weise gebildet sein sollen, wie es
bei Fig. 1 am einfachsten scheint: Beidemal werde das Integral von u be-
ginnend lings des Ovales IV hingeleitet, und zwar das eine Mal in positiver
Richtung bis f, das andere Mal in negativer Richtung bis «. Die C, sind
dann véllig bestimmte, reelle GroBen. Sie treten als Konstanten beim
Abelschen Theoreme auf. Sind namlich x,, ..., z,  diejenigen Punkte,
in denen die Kurve vierter Ordnung durch eine Kurve m-ter Ordnung ge-
schnitten wird, so hat man [modulo der Perioden]:

o

fddl+fd07+ fddkfmo

Die Entwicklungen des ersten Aufsatzes gestatten namentlich auch,
die imaginaren Bestandteile anzugeben, welche die Integrale J,, modulo 24z,
erhalten, wenn man sie von u zu einem anderen reellen Kurvenpunkte
hinerstreckt. Es sind, je nachdem der betr. Punkt den Ovalen 7,..., IV
angehort, die folgenden:

I I IIIJ‘IV
s 0 0 0

0 iz 0 0

S, 0 0 dm 0

G &R

32

Hieran schlieBen sich nun zwei, fiir das Nachstehende fundamentale Folge-
rungen.

A. TIch betrachte zuvorderst diejenigen Argumente, welche, bei der
hier gewihlten unteren Grenze, den 28 verschiedenen Doppeltangenten
beizulegen sind (als Summen der zu ihren Berithrungspunkten hingeleiteten
Integrale). Wenn x, y die Beriihrungspunkte einer Doppeltangente be-
zeichnen, so ist, nach dem Abelschen Theoreme

z y
2(] d8k+ dek) o 0k=

also

fd\s, +Jd\sk—7+~;,
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wo g eine halbe Periode bedeutet. Wir werden uns dieselbe, wie in dem

ersten Aufsatze, in der Form geschrieben denken:

P 1
?:Tj(mﬂglk+m2/32k+m3ﬂ3h_}“ 910y + 4oy + €5%5)
wo die Zahlen: My, My, My, §15 sy Gys

allgemein zu reden, die Werte 0, 1 annehmen kénnen, und die Bedeutung
der f3, durch folgende Tabelle gegeben ist:

‘: ﬂlk ‘_/?37: By
k=1 2z 0 0
k=20 2in 0
k=3 0 0  2ix

wiahrend die @, reelle GréBen vorstellen. Von den 64 §7 die es iiber-
haupt gibt, werden nur 28 fiir die Doppeltangenten benutzt; welche, ist
zunichst unbekannt. Aber wir konnen wenigstens die Werte der zuge-
horigen m,, m,, m, unmittelbar angeben, insofern nur von ihnen die
imagindren Bestandteile abhingen, welche die Doppeltangenten anfweisen,
und wir diese imagindren Bestandteile in der Figur ablesen konnen.

Offenbar némlich erhalten die vier Doppeltangenten erster Art, die-
jenigen, welche bez. ein Oval zweimal beriihren, reelle Integralsummen;
fiir sie also ist:

My, My, My = 0,0, 0.

Fiir diejenigen Doppeltangenten dagegen, welche das Oval IV und

andererseits bez. I oder IT oder III beriihren, findet man

my, m,, m, bez. gleich 1, 0, 0,
0,1, 0,
0,0,1.
Endlich fiir diejenigen Doppeltangenten, welche zwei der drei Ziige I, I1,
111 beriihren, ergibt sich bez.:

my, My, my =0, 1, 1, (11, III)
=1,0,1, (III, I)
=1, 1, 0. (I, II)
B. Die zweite Folgerung, welche wir an die Tabelle der imaginiren

Bestandteile kniipfen, bezieht sich auf das Jacobische Umkehrproblem.
Das Punktetripel x, y, z, welches durch die Gleichungen:

x y z
:'fd%l;_é“.[d&c"f‘l.fd%k:”k
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definiert wird, ist nach meiner fritheren Angabe, dann und nur dann reell,
wenn die »,, modulo 2¢7, die imaginiren Bestandteile 0 oder 7z auf-
weisen. Fiir die hier vorliegende, vierteilige Kurve kénnen wir sofort die
folgenden, niheren Bestimmungen zufiigen, deren Richtigkeit sich unmittel-
bar ergibt:
1. Wenn die imagindren Bestandteile der » unter eins der folgenden

vier Schemata fallen:

0, 27, @7,
iz, 0, ta,

i, tm, O,

i, tm, 17,
so sind die drei Punkte x, y, z einzeln reell und liegen auf drei ver-
schiedenen Ovalen, nédmlich bez. auf II, III, IV oder III, I, IV oder
I, II, IV oder I, II, III.

2. Wenn aber die imagindren Bestandteile der v resp. gleich sind

1z, 0, 0,
0, ¢z, 0,
0, 0, on,
0, 0, 0,

so ist nur einer der drei Punkte x, y, z notwendig reell und bez. auf
dem Ovale I, II, III, IV befindlich; die beiden anderen Punkte kénnen
konjugiert imaginir sein; sind sie aber reell, so liegen sie gemeinsam auf
einem, iibrigens [vorldufig nicht niher anzugebenden] Ovale.

§ 2.
Beriihrungskegelschnitte.

Bei der Lésung des Umkehrproblems durch O-Funktionen erscheinen
die Integralsummen

x Y F4
Ja3i+ [ a3+ ] a3,

um bestimmte (nur von u abhingige) Konstante K, vermehrt, deren Be-
stimmung nach Clebsch-Gordan folgendermaBen formuliert werden kann?).

Durch die Punkte «, f, in denen die Tangente des Punktes x die
Kurve vierter Ordnung abermals trifft, kann man Kegelschnitte legen,
welche die Kurve in drei weiteren Punkten berithren. Ihre Zahl ergibt
sich zundchst gleich 64; aber 28 derselben sind uneigentliche, insofern sie

) Vgl. hier und im folgenden: Clebsch, Vorlesungen iiber Geometrie, heraus-
gegeben von F. Lindemann, Bd. I, 2 (Leipzig 1876); oder auch: H. Weber, Theorie
der Abelschen Funktionen vom Geschlechte 3. (Berlin 1876.)
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in die Tangente des Punktes x und je eine der 28 Doppeltangenten zet-
fallen. Es bleiben 36 eigentliche Berithrungskegelschnitte, und unter ihnen
ist einer, welcher der ausgezeichnete heilen soll. Er ist dadurch bestimmt,
daB seine drei Beriihrungspunkte ¢ der transzendenten Gleichung geniigen:

0(fd3,) =0,

und nennt man diese Beriihrungspunkte einzeln ¢?, ¢?, ¢?, so ist die in
Rede stehende Konstante:

K, [d3,+ [d3, + [d3,.
° co? c3?

Es ist eine der uns vorliegenden Aufgaben, diesen ausgezeichneten Kegel-
schnitt (deren Lage iibrigens mit der Zerschneidung der Riemannschen
Fliche wechselt), in der Figur nachzuweisen. Reell wird er jedenfalls
sein; denn nach den im ersten Aufsatze entwickelten Anschauungen sind
die 64 eigentlichen und uneigentlichen Berithrungskegelschnitte, von denen
eben gesprochen wurde, alle reell.

Orientieren wir uns zunéichst iiberhaupt hinsichtlich der Lage der 36
eigentlichen Beriihrungskegelschnitte. Sind ¢,, ¢,, ¢, die Berithrungspunkte
eines solchen, so hat man

¢ o s a B
2([dg+[dS+ [as) + [dS + a3, =20,

o ra A 14 13
oder, da

fd8k+fd8k:0k;

C1 Ca C3 0]. P
Jadi+ Jdd o+ Jad =3 +5-
10 Mt 1

Setzen wir hier fiir g die 64 Werte ein, deren es fahig ist:

P 1

9 = ?(mlﬂlk + My By A My A 10+ GGyt 055,

so erhalten wir neben den 36 eigentlichen Beriihrungskegelschnitten noch
einmal die 28 Doppeltangenten. Es fillt dann einer der drei Beriihrungs-
punkte, etwa c,, in u zuriick; das auf ihn beziigliche Integral kommt in
Wegfall; und die beiden anderen c¢,, ¢, sind die Beriithrungspunkte der
betr. Doppeltangente. Diejenigen Werte won g also, welche ber den
Doppeltangenten schon auftreten, kommen bei den eigentlichen Beriihrungs-

kegelschnitten nicht mehr vor; wir wollen sie dementsprechend fortan
’

. P . . . .
mit 5 bezeichnen, Die Werte der Zahlen my, mg, ms, welche sich bel

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. II. 11
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’

den I; einstellen (ich akzentuiere fortan die m, q, wo sie sich auf eine
Periode P’ beziehen) haben wir bereits soeben (§ 1) bestimmt; es waren

bez. je viermal die folgenden Zahlen:

1, 0, 0, 0,1, 1,
0, 0, 0, 0,1, 0, 1,0, 1,
0,0, 1, 1,1, 0.

Zu jedem Wertsysteme der m gehGren aber im ganzen acht halbe
Perioden, weil die Werte von g¢,, ¢,, ¢, noch beliebig sind. Demnach hat
man den Satz:

Die 36 eigentlichen Berithrungskegelschnitte verteslen sich auf sieben

Gruppen von je vier und eine Gruppe von acht. Die zugehdrigen g be-

sttzen ndmlich je viermal eins der sieben angefiihrten Wertsysteme der m ,
und achtmal tritt das Wertsystem

my,m,, my=1,1,1
auf.

Es sind insbesondere die acht Kegelschnitte der letzteren Gruppe, auf
die wir weiterhin unsere Aufmerksamkeit zu richten haben. Die Summen
der zu ihren Berithrungspunkten hingeleiteten Integrale haben alle den
imagindren Bestandteil sz; die Berithrungspunkte sind also einzeln reell
und sind auf die Ovale I, I1, I1I verteilt, nach den Ausfiihrungen des §1.
Hiernach ist die Lage der acht Kegelschnitte in der Figur leicht anzugeben.
Man denke sich einen Augenblick die Ovale I, II, III in isolierte Punkte
zusammengezogen. Dann gibt es eimen Kegelschnitt, der durch sie und
durch « und g hindurchgeht. Er spaltet sich in acht, sobald man statt
der isolierten Punkte (zunéchst) kleine Ovale setzt, insofern man will-
kiirlich bestimmen kann, ob das Oval mit dem Kegelschnitte einen tnneren
oder dupferen Kontakt besitzen soll.

§ 3.

Bestimmung der Konstanten K.

Ich will die halbe Periode, welche dem ausgezeichneten Kegelschnitte

zugehort, mit % bezeichnen. Dann erhalten die Konstanten K, die Werte:
G P
Ky=—45—7%

oder auch, da es auf ganzzahlige Multipla der Perioden nicht ankommt:

C P,
Kkz—?k—‘rég.
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Addieren wir sie zu den Argumenten, die wir oben (§ 1) den Doppel-
tangenten beilegten:
8 g o P

o + 9
so entstehen die sogenannten Charakteristiken der Doppeltangenten:
P'+P, P

2 e

”

deren schlieBliche Bestimmung unsere Hauptaufgabe ist.

bzw. das L0 gesucht. Ich benutze dazu

Zuvorderst werde das K 5

k2
zwelerlei Methoden. Es sei

P, 1
‘QQ =3 (M) Byye 4 my By - mg By - €7 @y + €5 @y - g5 ay,).-

So bestimme ich zundchst m., m?, m?, indem ich davon ausgehe, daf} die

7

Charakteristiken der Doppeltangenten, bekanntlich ungerade sind, d. h.

72’7
dal fiir die in ihnen auftretenden Zahlen m”, q”
my gl i g+ m gl =1 (mod 2).

Sodann bestimme ich ¢, g2, ¢), indem ich die seither betrachtete Kurve
vierter Ordnung in eine andere iibergehen lasse, bei der die Ovale I, II,
III eine gegen das Oval IV symmetrische Lage haben. Die Betrachtung
dieser neuen Kurve wiirde auch sofort m?, mJ, m) liefern; aber ich zog
es vor, so lange es ausreichte, an der urspriinglichen Kurvenform festzu-
halten. Dieser Wunsch bestimmte mich auch, die weiterhin so bequeme
hyperelliptische Kurve erst im folgenden Paragraphen einzufiihren.

1. Da % eine ungerade Charakteristik sein soll, so diirfen die zu-

”

gehorigen m,", m)’, m; nicht alle gleich Null sein. Die Zahlen m?, m?, m?,

welche in l:" auftreten, diirfen daher nicht gleich sein einem der Zahlen-

’

. P . .
systeme my, m,, m,, welche bei den - vorkommen. Daher ist notwendig:

0 0 [
m),m,,mg =1,1,1,

und der ausgezeichnete Beriihrungskegelschnitt gehért also, wie gleich hier
vorgehoben sei und schon angedeutet wurde, zu der Gruppe der acht Be-
rithrungskegelschnitte, deren jeder jedes der drei Ovale I, II, 111 beriihrt.

2. Die symmetrisch gestaltete Kurve, in welche ich nunmehr die
seither betrachtete iibergehen lassen will, 1st in Fig. 2 gezeichnet. Sie
entsteht aus der urspriinglichen Kurve folgendermafen. Man I6se die vier
Ovale I, II, III, IV bzw. von den Doppeltangenten erster Art ab, so

daB vier isolierte Doppeltangenten entstehen. Sodann projiziere man die
11*
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Figur in der Art, daf8 die eine dieser Doppeltangenten unendlich weit riickt,
wihrend die anderen ein (in unserem Falle) gleichseitiges Dreieck bilden.
Die Doppeltangenten, welche in der neuen Figur mit 1, 2, 3 bezeichnet sind,
sind diejenigen, welche frither die Ovale I, I, IV je zweimal beriihrten;
die unendlich ferne Doppeltan-
gente ist aus derjenigen ent-
standen, welche sich an 117 an-

schmiegte.

Bei dem geschilderten Ande-
rungsprozesse bleibt, wie ich in
dem ersten Aufsatze nachwies,

1 2 die Zerschneidung der Rie-

I mannschen Fliche, die Defini-

@ tion der Normalintegrale usw.

ungeéndert. Es bleiben daher

3 auch die Charakteristiken der

@ / \ @ Doppeltangenten die alten. An-

dererseits sind wir jetzt, bei der

Fig. 2. Symmetrie der Figur und der

symmetrischen Benutzung, wel-

che ihre Bestandteile bei der Definition der Normalintegrale erfahren, in

der Lage, die Charakteristiken der vier Doppeltangenten erster Art ohne

weiteres anzugeben. Die zugehérigen Zahlen m,’, m,’, m; sind jedenfalls

1,1,1; denn m), m), my wurden = 1,1,1 gefunden, wéhrend (§ 1)

my, m,, my fiit die Doppeltangenten erster Art = 0, 0, 0 waren. Fiir die
Zahlen ¢, q., q; bleiben daher nur noch die vier Méglichkeiten

—_0 O =
—_ O = O
—_ - o

und bei der Symmetrie der Figur ist nicht fraglich, wie sich diese Mog-
lichkeiten auf die vier in Betracht kommenden Doppeltangenten verteilen.

Dieses Resultat mul auch fiir die urspriingliche Kurve gelten. Ich
benenne bei ihr, was am bequemsten scheint, die Doppeltangenten erster
Art fortan nach demjenigen Ovale, welches sie beriihren. Dann hat man
also folgende Charakteristiken :

I 111, 010
II 111, 100
171 111, 111
Iv 111, 00 1.
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Zieht man von diesen Charakteristiken resp. den GroéBensystemen, die sie
vertreten, diejenigen Argumente ab, welche den betr. Doppeltangenten
anfianglich (§ 1) von uns beigelegt wurden, so erhdlt man die Konstanten
K, resp. das % Aber die Argumente, welche urspriinglich der Doppel-
tangente IV beizulegen waren, sind einfach anzugeben: es sind geradezu

die Konstanten % Um dies deutlich zu sehen, lasse man u, dessen Lage

noch beliebig war, iiber das Oval IV, etwa nach rechts hin, wandern,
bis es in den nachstgelegenen Beriihrungspunkt der Doppeltangente IV
hineinfallt. Auf dem Wege hat es einen Wendepunkt und in demselben
das zugehorige « iiberschritten; fortan ist, sofern wir an der alten Defi-

B o
nition des C, festhalten, nicht nur f sondern auch f in positivem Sinne
g o

an dem Ovale IV vorbeizuleiten. Sowie w in den einen Beriihrungspunkt
der Doppeltangente IV riickt, fallen « und f in den anderen Beriihrungs-

B
punkt zusammen; das | wird also mit dem f identisch, jedes einzelne also

w "
gleich %, da die Summe der beiden = C, gesetzt war. Aber zugleich
stellen dann die Integrale

@ p
[d3, oder [dg,

die Argumente vor, welche der Doppeltangente IV beizulegen sind (denn
der andere Beriihrungspunkt von IV fillt ja mit u zusammen); diese

G

Argumente werden also gleich den -f, wie behauptet wurde.

Die Charakteristik
111 001,

welche wir der Doppeltangente IV beilegten, vertritt die GroBensysteme:

1 . .
3 (Brr + Bax 1 oy = a51);
wir erhalten daher fiir die Konstanten K, die Werte

G 1
K, = — 9 + 0] (Bui+ Bor+ Byx + @31,

oder, mit anderen Worten, das %’ ist durch das folgende Symbol gegeben :

111, 001
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§ 4.
Die hyperelliptische Kurve. Bestimmung der Charakteristiken und des
ausgezeichneten Kegelschnitts.

Ich werde jetzt die bisher betrachtete Kurve vierter Ordnung in einen
doppeltzéhlenden Kegelschnitt iiberfilhren und an ihm die noch fehlende Be-
stimmung der Charakteristiken der 24 Doppeltangenten zweiter Art und
des ausgezeichneten Beriihrungskegelschnittes durchfiihren. Zu dem Zwecke
sollen p, ¢, r, s die vier Doppeltangenten erster Art bedeuten, Q = 0 sei der
Kegelschnitt, welcher durch ihre acht Beriihrungspunkte hindurchgeht. So
kann man die Gleichung der urspriinglichen Kurve in die Form setzen:

<p:c§22—}tpqrs:0.
In ihr betrachte man i als einen Parameter, den man allméihlich zu Null
werden 1a8t. Die Kurve vierter Ordnung geht dann in bekannter Weise
in diejenigen vier, doppelt zu zéhlenden Segmente von Q = 0 iiber, welche
bez. durch p, g, r, s abgeschnitten werden, wie Fig. 3 erldutert.

Die 28 Doppeltangenten der €, verwandeln sich dabei, ohne unbe-
stimmt zu werden, in die 28 Verbindungsgeraden der acht Scheitel (der
acht Segmentendigungen), welche Q trégt. Ich will annehmen, dall der
Punkt ;o wihrend des Grenziiberganges fortwéhrend die besondere Lage

beibehalten habe, welche wir ihm soeben (§ 3)

erteilten. Dann ist er schlieBlich in einen der

zwei Grenzpunkte des Segmentes IV iiberge-

gangen (vgl. die Fig. 3), wihrend «, § in den

anderen Grenzpunkt desselben Segmentes zu-

sammenfallen. Die beriihrenden Kegelschnitte,

die wir zu konstruieren haben, gehen dann also

durch diesen Scheitel «, § hindurch und be-

rithren in ihm die Doppeltangente IV. Ins-

besondere die acht Kegelschnitte der ausge-

zeichneten Gruppe sind ihrer Lage nach leicht

Fig. 3. vollig zu bestimmen. Offenbar sind sie in

diejenigen acht Kegelschnitte der genannten

Eigenschaft iibergegangen, welche von den begrenzenden Scheiteln der Seg-
mente I, II, III je einen enthalten.

Betrachten wir jetzt die lings der Kurve erstreckten iiberall endlichen
Integrale. Man kann dieselben, indem man den konstanten Faktor 2Vi
im Zéahler zusetzt, folgendermaflen schreiben:

2Vi-lexdx| uy Vi -lexda| - u,
f e J‘Ect{gg%zms)!

ox; )
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Setzt man hier fiir Q seinen Wert:
Q=Vi-pqrs
und 148t dann 1= 0 werden, so erhélt man die Ayperelliptischen Integrale:

|exda |- u,
bl

— 0
3o ——
Vpars-Se 7z,

welche langs des Kegelschnittes Q = ( erstreckt sind und an den acht
Stellen

pqrs=20
Verzweigungen aufweisen (also vom Geschlechte 3 sind).

Entstand ein solches Integral auf die gegebene Weise aus dem
Normalintegrale J,, so soll es wieder J, genannt sein; ebenso sollen die
GroBen a,, ihre frithere Bedeutung erhalten. Fiithrt man §, lings des
reellen Kegelschnittes Q entlang, so erhilt man bald reelle, bald resn ima-
gindre Zuwéichse, je nach dem Vorzeichen des unter dem Quadratwurzel-
zeichen stehenden Produktes p g7 s: innerhalb derjenigen Segmente von Q,
welche von reellen Punkten der urspriinglichen Kurve doppelt iiberdeckt
sind, erweisen sich die Zuwichse als reell, innerhalb der anderen als rein
imagindr. Achten wir also jetzt, da die imaginiren Bestandteile der
Integrale , bereits in den fritheren Para-
graphen genugsam beriicksichtigt sind, auf
die reellen Bestandteile derselben, so erhalten
wir das in Fig. 4 gegebene Schema, in wel-
chem die beigesetzten Argumente sich jedes-
mal gleichzeitig auf die beiden einander fol-
genden Scheitelpunkte beziehen. In dieser
Figur nun lesen wir ohne weiteres die Be-
antwortung der noch ausstehenden Fragen ab.

Zunichst erfahren wir die Argumente

¢ P .
Z" + 5 Fig. 4.

welche die einzelne Doppeltangente bei der hinsichtlich u getroffenen Fest-

’

setzung erhdlt. Denn die imaginiren Bestandteile von % kennen wir be-

reits (§ 1) und die reellen erhalten wir, indem wir einfach die beiden
Zahlen zusammenaddieren, welche den beiden Scheiteln zugesetzt sind,
die die Doppeltangente verbindet. Sodann ergibt sich (vgl. § 3) aus dem
Umstande, daB «, # in den zweiten Begrenzungspunkt des Segmentes IV
fallen: Co _ G _ Gipttanta

2 2 2 :
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Die Konstanten K, haben also folgende Werte:

K, — _CZE‘ +é‘(ﬁ1k+ﬂzk+ﬁ3k+a3k)

:%(ﬂ]k+ﬂ2k+ﬂ3k+a1h+a'zk>'

Indem wir sie zu den eben berechneten Argumenten der Doppeltangenten
hinzufiigen, haben wir deren eigentliche Charakteristiken, wie sie in Fig. 5
angegeben sind.

Fig. 5.

Der ausgezeichnete Kegelschnitt endlich bestimmt sich durch folgende
Uberlegungen. Man hat fiir seine drei Beriihrungspunkte ¢?, ¢?, ¢? fol-
gende Gleichungen (§ 2):

ef ef cf
— K, :fd\c}r. _,_.dek +.J d%k'
Es fallen dabei, wie bereits angegeben, ¢?, ¢?, ¢ in drei derjenigen Scheitel,
welche bez. I, II, III begrenzen, und durch diesen Umstand werden die
vorstehenden Gleichungen, was die imaginiren Teile angeht, jedenfalls be-
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friedigt. Es sind also nur noch die reellen Teile zu beachten. Mit anderen
Worten: Die Punkte c?, ¢y, c) sind unter den die Segmente I, II, 111
begrenzenden Scheiteln in der Weise auszusuchen, daf3 die ihnen in

Fig. 4 beigesetzten Zahlen zusammenaddiert kongruent werden mit den
reellen Teilen der (— K,).

Aber die reellen Teile der (— K,) sind kongruent mit
1
9 (“1k =+ a‘.}k)’
oder, was dasselbe ist, mit
1
+ 2 (a’lk =+ a‘.’k);
es ergibt sich also der Kegelschnitt, den Fig. 6 darstellt.

pid

—— e,

4

1T
Fig 6.

Er schliefft das Segment 111 ein, wdhrend er mit den Segmenten
I wund II einen duflerlichen Kontakt besitzi. Damit ist zugleich ange-
geben, welche Lage der ausgezeichnete Beriihrungskegelschnitt besitat,
wenn an Stelle der hyperelliptischen Kurve wiederum die eigentliche Kurve
vierter Ordnung mit ihren vier Ovalen tritt.

Miinchen, im August 1876.



XLIT. Uber Realititsverhiiltnisse bei der einem beliebigen
Geschlechte zugehorigen Normalkurve der o).

[Math. Annalen, Bd. 42 (1892).]

Man kann die Wechselbeziehung zwischen algebraischen Kurven und
Riemannschen Flachen unter einem doppelten Gesichtspunkte auffassen.
Das Gewdhnliche ist, dall man die Flichen nur subsidiir benutzt, um den
im komplexen Gebiete vorhandenen ,,Zusammenhang® des Gebildes, die
aus ihm hervorgehende Periodizitit der zugehorigen Integrale, usw. besser
verstehen zu konnen; als Definition der Kurve bleibt dann in herkémm-
licher Weise die algebraische Gleichung oder eine mit ihr &quivalente
»geometrische‘ Konstruktionsvorschrift bestehen. Dementgegen betrachtet
die andere Auffassungsweise die Riemannsche Flidche als das zunichst
Gegebene und 4Bt aus ihr erst die verschiedenen ,zugehorigen** Kurven
entstehen, mag man die Fliche nun mehrblittrig iiber der Ebene ausge-
breitet, oder frei im Raume gelegen oder irgendwie als ,,Fundamental-
bereich® gegeben denken. Indem der Riemannsche Ewistenzsatz z. B.
bei der iiber der Ebene ausgebreiteten mehrblittrigen Fliche in Geltung
bleibt, wie immer man auch die Verzweigungspunkte der Fliche gegen

1) [Eine Voranzeige der in diesem Aufsatze enthaltenen Resultate gab ich in
Nr. 9 der Gottinger Nachrichten von 1892 am 20. April d. J. unter dem Titel ,Uber
Realitétsverhdltnisse im Gebiete der Abelschen Funktionen“. Die genaue Ausfiihrung
folgte dann wihrend des Sommers 1892 im zweiten Teile einer Vorlesung iiber
Riemannsche Flichen, die ich schon im Herbst 1891 begonnen hatte. Die ausfiihr-
liche Ausarbeitung der Gesamtvorlesung wurde hernach autographisch reproduziert
und bei Teubner in Kommission gegeben. Hieriiber werden in Bd. 3 dieser Gesamt-
ausgabe noch einige Bemerkungen nachzutragen sein. Ebenso kommen erst in Bd. 3
dieser Gesamtausgabe die funktionentheoretischen Arbeiten iiber hyperelliptische und
Abelsche Funktionen zum Wiederabdruck, welche ich seit dem Erscheinen der vor-
angehenden Abh. XLI im Jahre 1876 bis zum Jahre 1892 verdffentlicht habe. Es
handelt sich um folgende Arbeiten: Uber hyperelliptische Sigmafunktionen. Erste
Abhandlung: Math. Annalen, Bd. 27 (1886). Zweite Abhandlung: ebenda, Bd. 32
1888). — Zur Theorie der Abelschen Funktionen, Math. Annalen, Bd.36 (1890). K.]
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einander verschieben mag, hat man bel diesem zweiten Ansatze die Will-
kiir, welche in den Moduln des Gebildes liegt, ganz anders in der Hand,
als bei dem iiblichen Ausgangspunkte, und kann darum die auf sie be-
ziiglichen Probleme viel eingehender behandeln als sonst. Ich bezeichne
hiermit diejenige Untersuchungsrichtung, zu der ich mit meiner Schrift
diber Riemann 1881 den AnstoB habe geben wollen®). Indem ich im
dritten Abschnitte daselbst den Begriff der ,,symmetrischen Riemann-
schen Fliche® entwickelte und bald darauf durch Herrn Weichhold die
Periodizitdtseigenschaften der zugehorigen Normalintegrale erster Gattung
untersuchen lieB®), glaubte ich insbesondere fiir die Diskussion der bei
den algebraischen Kurven stattfindenden allgemeinen Realitdtsverhdlinisse
neue Grundlagen gewonnen zu haben. Inzwischen hat noch niemand, so
viel ich weill, die hier gegebene Fragestellung seither aufgegriffen, und
ich nehme also an, dal} es nicht unniitzlich ist, wenn ich nachstehend
auf die Sache zuriickkomme und die beziiglichen Resultate mitteile, welche
ich in einer Vorlesung [iiber Riemannsche Flichen] des letzten Sommer-
semesters in ausfithrlicher Form entwickelt habe. Es wird kaum der Recht-
fertigung bediirfen, wenn ich dabei unter allen ,,Kurven*, die aus einer
Riemannschen Fliache erwachsen, insbesondere die Normalkurve der ¢
herausgreife. Ich erreiche dadurch insbesondere den Vorteil, dafl sich meine
neuen Entwicklungen unmittelbar an diejenigen anreihen, welche ich in
Bd. 10 und 11 der Math. Annalen 1876 [vgl. die vorstehenden Abh. XXXIX
und XLI] iiber ebene Kurven vierter Ordnung gegeben habe. Alle die
Kontinuititsmethoden und die ganze Art des Ansatzes, welche ich damals
fiir den besonderen Fall p =3 entwickelt habe, erscheinen hier auf den
Fall eines beliebigen Geschlechtes iibertragen. Und die Moglichkeit dieser
Ubertragung ruht, — um noch einmal auszusprechen, was mir an diesen
Dingen das wesentlichste ist —, durchaus darauf, dal jetzt mit den
Riemannschen Flichen als solchen begonnen wird. Ich hatte 1876 den
Ausgangspunkt unmittelbar von den Kurven genommen. Das war bei
p = 8 moglich, wo ich zahlreiche geometrische Vorarbeiten, inshesondere die-
jenigen des Herrn Zeuthen in Bd. 7 der Math. Annalen (1874)*), benutzen
konnte, Aber eben dieses Ausgangspunktes halber wollte mir damals
die Ubertragung auf beliebige p nicht gelingen, so einfach die Theoreme
sind, um die es sich schlieBlich handelt.

?) Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale.
— Eine Erginzung der gewdhnlichen Darstellungen. — Leipzig, B. G. Teubner, 1882.
[Vgl. Bd. 3 dieser Gesamtausgabe.]

3) Uber symmetrische Riemannsche Flichen und die Periodizititsmoduln der
zugehorigen Abelschen Normalintegrale erster Gattung (Leipziger Dissertation 1883,
abgedruckt in Bd. 23 von Schlémilchs Zeitschrift).

4) Sur les différentes formes des courbes planes du quatriéme ordre.
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§1.

Yon den verschiedenen Arten der symmetrischen Riemannschen Flichen,
insbesondere im Falle der hyperelliptischen Gebilde.

Reelle algebraische Kurven ergeben symmetrische Riemannsche
Flichen und konnen umgekehrt allgemein gilltig von letzteren aus defi-
niert werden, das ist der hier fundamentale Satz, den ich in § 21 meiner
Schrift entwickelte. Ich bezeichne dabei eine Riemannsche Fliche als
symmetrisch, wenn sie durch eine konforme Abbildung zweiter Art von
der Periode 2 in sich iibergefiihrt wird (i. e. durch eine konforme Abbil-
dung, welche die Winkel umlegt). Die symmetrischen Riemannschen
Flachen eines gegebenen p zerfallen, wie ich ebendort angab und Herr
Weichold a. a. O. eingehender ausgefiihrt hat, nach der Zahl und Art ihrer

.,Symmetrielinien in ( »3—12;5] Arten. Wir haben erstlich [%_—Z} Arten

orthosymmetrischer Flachen bez. mit p 41, p — 1, p — 3, ... Symmetrie-
linien; das sind solche symmetrische Fldchen, welche lings ihrer Symme-
trielinien zerschnitten, in zwei (zueinander symmetrische) Halften zerfallen;
— das einfachste (zu p = 0 gehorige) Beispiel ist eine Kugel, welche
durch ,,orthogonale Projektion auf sich selbst bezogen ist —. Wir haben
ferner (p +1) Arten diasymmetrischer Flichen bzw. mit p, p —1,...,1, 0
Symmetrielinien; das sind Flidchen, die lings ihrer Symmetrielinien zer-
schnitten gleichwohl noch ein zusammenhéingendes Ganzes vorstellen; —
man vergleiche, bei p =0, die durch eine ,diametrale‘ Projektion auf
sich selbst bezogene Kugel. — Dabei bilden die Flédchen derselben Art
jedesmal ein zusammenhéngendes Kontinuum: es ist moglich von jeder
Fliche einer Art zu jeder anderen Fldche derselben Art kontinuierlich
iiberzugehen, ohne aus der Art herauszutreten. Hierin liegt, daf es
geniigt, die hiernach tn Betracht kommenden Realitdtsverhdlinisse immer
nur ber einem beliebig gewdhlten Reprdsentanten der einzelnen ,, Art“ zu
untersuchen; die Resultate gelten dann ohne weiteres fiir alle Fldchen
derselben Art. Dabei kann die Reihenfolge, in der man die Symmetrie-
linien der einen Fliche den Symmetrielinien der anderen Fliche zuweist,
beliebig gew&hlt werden. Wir driicken dies aus, indem wir die verschie-
denen Symmetrielinien als gleichberechiigt bezeichnen.

Als besonders einfache Reprisentanten kommen hier die Ayperellip-
tischen Flichen in Betracht®). Aber dieselben reprisentieren nicht die
simtlichen vorgenannten Arten und es hat mit ihnen {iberhaupt eine be-

%) Wie ich dies fiir p =3 bereits in [der oben abgedruckten Abh. XLI, S. 155 f.
u. 166 ff.] benutzte, entgegen der sonst verbreiteten Auffassung, welche die hyperellip-
tischen Fille wesentlich als Ausnahmefille angesehen wissen wollte,
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sondere Bewandtnis. Eine symmetrische hyperelliptische Fliche wird in
der Art zweibldttrig iiber der z-Ebene ausgebreitet werden konnen, daf
zu ihr eine Gleichung gehért:

(1) 5= Viiprs(2),
in welcher f,,,2 ein Polynom (2p -}-2)-ten Grades von z mit reellen
Koeffizienten ist. Nun beachte man, daf} die Fliche durch die konforme
Abbildung ,,erster Art*:

S: 8'=—3s, 2'=2
in sich iibergeht. Infolgedessen geht sie immer gleich durch zwei Abbil-
dungen zweiter Art in sich iiber, die ich 3 und 3, nenne®):

<1
Y . ’ = [
20 8= 5, 2/=2,
Y. r__ o '
P 8= —38, 2'=3,

ist also immer in zweifachem Sinne symmetrisch. Bei ), bilden die-
jenigen Kurven der Fliche die Symmetrielinien, welche gleichzettig reelles
z und reelles s besitzen, bei >, diejenigen Kurven, deren Punkie reelles
z und rein tmagindres s aufweisen. Man betrachte nun zunichst die
Fille, wo wenigstens einige, sagen wir 27, der 2p -+ 2 Verzweigungs-
punkte fipi2(2) =0 reell sind. Wir werden dann sowohl bei Y als bei
>, © Symmetrielinien der Fliche erhalten, die beide Mal in derselben
Weise gegen einander liegen: die Fldche gehort, mégen wir X, oder Y,
auswdhlen, beide Mal zu derselben Art symmetrischer Fldchen. Und
zwar ist diese Art fiir = = p -- 1 selbstverstédndlich orthosymmetrisch, fiir
1< p-+1 aber diasymmetrisch. In der Tat: zerschneidet man die
Fliche lings der v Symmetrielinien, so wird sie fiir 7 < p-+ 1 immer
noch ein zusammenhingendes Ganzes vorstellen. Seien nun aber simtliche
Verzweigungspunkte imaginar. Das Polynom fo,.e(2) ist dann definit,
und ich will der Bestimmtheit halber (hier wie weiter unten) annehmen,
daBl es positiv-definit sei. Es werden dann bei Y, alle Punkte der Fliche
festbleiben, welche reelles z haben, bei 3, aber iiberhaupt keine Punkte.
Wir sehen: sofern wir 3, zugrunde legen, haben wir eine orthosymme-
trische Fldche, bes >, aber eine diasymmetrische. Und dabei ist die
Zahl 1 der auftretenden Symmetrielinien bei 3, natiirlich 0, bei 3, aber
(wie man sofort sieht, wenn man die Figar macht) 2 oder 1, je nachdem
p ungerade oder gerade ist. Dies stimmt damit, daB die Differenz
(p-+1-—12) in den orthosymmetrischen Féallen immer gerade ausfillt.
Wir werden kurz sagen diirfen, daB wir im Falle lauter imaginérer Ver-
zweigungspunkte eines reellen hyperelliptischen Gebildes entweder den

niedrigsten diasymmetrischen Fall oder den niedrigsten orthosymmetrischen

%) In den Formeln bedeuten 5§ und z bzw. die konjugierten Werte von s und z.
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Fall des in Betracht kommenden Geschlechts wvor wuns haben. Nehmen
wir dann ferner alle Falle hinzu, wo einige oder alle der Verzweigungen
reell sind, so erbalten wir Beispiele fiir die simtlichen tibrigen diasym-
melrischen Fdlle und den hdchsten orthosymmetrischen Fall. Das macht
bei p=0,1,2,3 noch alle Arten symmetrischer Flichen, die es gibt,
und hierin liegt z. B., dal man bei p =3 noch alle hier in Betracht
kommenden Realitdtsfragen von den hyperelliptischen Fillen aus disku-
tieren kann, wie ich in [der vorstehenden Abh. XLI] angab. Bei p =4
zum ersten Male existiert eine Art symmetrischer Flichen, welche keinen
hyperelliptischen Reprisentanten zuldft: das sind die orthosymmetrischen
Flichen mit drei Symmetrielinien. Solcher Arten gibt es allgemein

[p—2]
2 -

§ 2.
Yon den Normalkurven ¢, die zu den symmetrischen

Fliachen gehoren.

Wir definieren jetzt die Normalkurve der ¢ in iiblicher Weise durch
die Formeln:

PPyt i@, =dw dwy: ...t dw,,
unter w,, Wy, ..., w, irgend p linear unabhingige iiberall endliche Inte-

grale der Fliche verstanden?). Dabei kénnen wir vermdge der in meiner
Schrift a. a. O. gegebenen Uberlegung die dw jedenfalls so aussuchen, daB
ihre Verhéltnisse in symmetrischen Punkten der Fliche konjugiert imaginire
Werte annehmen. Solcherweise haben wir dann der symmetrischen Fliche
entsprechend eine reelle Kurve der ¢. Zugleich ist ersichtlich, daf diese
Kurve abgesehen von reellen Kollineationen, denen man sie unterwerfen
mag, bei gegebener Riemannscher Fliche vollig bestimmt ist. Den 1
Symmetrielinien der Fliche entsprechend hat sie 1 reelle Zige. Man
iiberzeugt sich leicht, daf} dieselben alle paaren Charakter besitzen. Uber-
haupt sind sie alle gleichberechtigt. Wir nennen die Kurve orthosymme-
trisch oder diasymmetrisch, je nachdem es die zugehdrige Riemannsche
Fléche ist.

Beispielsweise entstehen bei p =3 sechs Arten von ebenen Kurven
vierter Ordnung (wie das mit der von anderer Seite bekannten Theorie
dieser Kurven stimmt): zwel orthosymmetrische Arten mit 4 bez. 2 und

") Was diesen Ubergang zur ,Sprechwoaise der analytischen Geometrie“ und die
Einfithrung der ,Kurve der ¢“ insbesondere angeht, so darf ich den Leser, der damit
nicht vertraut ist, auf die Darstellung verweisen, welche hieriiber in meinen von Herrn
Fricke bearbeiteten Vorlesungen ,iiber elliptische Modulfunktionen“ in Bd. 1 (Leipzig
1890), S. 556—572 gegeben ist.
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vier diasymmetrische Arten mit 3, 2, 1, O reellen Ziigen. Es kann nur
die Frage sein, welche der zwei bekannten zweiteiligen Kurven vierter
Ordnung die orthosymmetrische ist, die ,,Giirtelkurve* oder die andere,
deren zwei Ovale getrennt liegen. Hier entscheiden die Riemannschen
Flachen, die ich in [der oben abgedruckten Abh. XXXIX | zu den einzelnen
Kurvenarten hinzukonstruiert habe®). Nehmen wir etwa den Fall der Giirtel-
kurve. Zerschneiden wir die dort gegebene, zu ihr gehorige Riemannsche
Flache langs der beiden Ziige der Kurve, so zerfillt die Fliche in zwel
Stiicke. Die Giirtelkurve ist also orthosymmetrisch. Das gleiche Resultat
entsteht, wenn wir die hyperelliptischen Falle heranziehen (wegen deren
ich hier, wo es sich um p =3 handelt, auf die Darstellung in [ Abh. XLI]
verweisen darf). Wir haben da als Normalkurve der ¢ einen doppelt-
zéhlenden einteiligen Kegelschnitt, auf dem wir so viele ,,Scheitel* an-
zubringen haben, als f= 0 reelle Verzweigungspunkte liefert. Ist diese
Zahl wieder gleich 27, und nehmen wir = vorab > 0, so zerfallt der Kegel-
schnitt durch besagte Scheitel in 27 Segmente, die man dann, um zu einer
allgemeinen Kurve vierter Ordnung iiberzugehen, abwechselnd wegnehmen,
beziehungsweise in schmale Ovale verwandeln wird. Ist aber v =0, so
werden wir beim Ubergang zur allgemeinen Kurve vierter Ordnung ent-
weder den ganzen Kegelschnitt wegnehmen miissen (was die hullteilige
Kurve vierter Ordnung ergibt) oder ihn nach seiner ganzen Erstreckung
in zwei reelle Ziige spalten miissen (wobei eben die Giirtelkurve entsteht).
Die Giirtelkurve entspricht also dem hyperelliptischen Falle mii v=(
und ist eben darum orthosymmetrisch.

Nehmen wir ferner p=4. Die Normalkurve der ¢ liegt hier im
dreidimensionalen Raume und stellt sich als voller Schnitt einer Fliche
zweiten und einer Fliche dritten Grades dar. Aber die verschiedenen
Moglichkeiten des genannten Schnittes hat man direkt noch nicht unter-
sucht und wir sehen uns also, was die Diskussion der mdglichen Kurven-
gestalten betrifft, auf unsere eigenen Hilfsmittel angewiesen. Wir beginnen
vielleicht vom hyperelliptischen Falle aus. Da haben wir (als Beriihrungs-
schnitt eines Kegels zweiter Ordnung mit einer Fliche dritten Grades)
eine doppeltzihlende Raumkurve dritter Ordnung vor uns und auf dieser
je nachdem 10, 8, 6, 4, 2, 0 reelle Scheitel. Indem wir dann genau so
operieren, wie mit dem doppeltzihlenden Kegelschnitte im Falle der
Kurven vierter Ordnung, erhalten wir zundchst Kurven sechster Ordnung,
die aus 5, 4, 3, 2, 1 nebeneinander liegenden Ovalen bestehen: nur die

8) Ich hebe gern hervor, daB ich [in der Abh. XL beim ndheren Studium
meiner ,neuen® Riemannschen Flichen (auf 8. 154) zum ersten Male zur Unter-
scheidung der reellen Kurven in orthosymmetrische und diasymmetrische gefiihrt
worden bin.
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erste dieser Kurven ist orthosymmetrisch, die anderen sind diasymmetrisch.
Ferner aber erhalten wir von der doppeltzihlenden Kurve dritter Ordnung
aus, die keinen reellen Scheitel trigt, einerseits die nullteilige C; (welche
diasymmetrisch ist), andererseits eine merkwiirdige einteilige C,, deren
einer Kurvenzug sich lings der ganzen Erstreckung der Kurve dritter
Ordnung doppelt hinzieht. Dies ist die einteilige orthosymmetrische C,.
Es fehlt uns nun noch die orthosymmetrische Kurve mit drei reellen
Zigen, und diese kann uns, wie wir wissen, vom hyperelliptischen Falle
aus iiberhaupt nicht geliefert werden. Gliicklicherweise gibt es einen
anderen Ansatz, welcher in einfachster Weise eine dreiteilige C, liefert,
welche von der gerade konstruierten dreiteiligen diasymmetrischen Kurve
durch die Anordnung ihrer Ovale verschieden ist und daher notwendig
orthosymmetrisch ist. Man schneide ndmlich ein Ellipsoid oder auch ein
Hyperboloid durch drei Parallelebenen in drei Ellipsen und ersetze dann
die drei Parallelebenen durch eine in ihrer unmittelbaren Néhe verlaufende
eigentliche Flache dritter Ordnung. Die entstehende Durchschnittskurve
hat ersichtlich keine dreifachen Tangentialebenen, welche alle drei Ovale
der Kurve gleichzeitig beriihren, und eben hierin werden wir bald eine
Bestitigung ihres orthosymmefrischen Charakters erblicken.

§ 3.
Einfiihrung der Doppelpunktsmethode.

Die Uberfithrung in ein hyperelliptisches Gebilde ist nur einer der-
jenigen Kontinuitétsprozesse, die wir beim Studium unserer reellen Kurven
benutzen wollen. Wir stellen daneben die Uberfilhrung der Kurve in eine
solche mit isoliertera Doppelpunkte. Wir denken uns dieselbe in der Weise
bewerkstelligt, daB wir irgendeine der Symmetrielinien der zugehdrigen
Riemannschen Fliche auf einen Punkt zusammenziehen. Dies setzt
natiirlich voraus, dall die Fliche iiberhaupt eine Symmetrielinie hat: die
nullteiligen Kurven bleiben also von unserem Verfahren ausgeschlossen.
Aber auch diejenigen orthosymmetrischen Fille miissen beiseite gelassen
werden, welche nur eine Symmetrielinie besitzen (was natirlich gerades p
voraussetzt). Ziehen wir namlich bei ihnen die eine iiberhaupt vorhandene
Symmetrielinie zu einem Punkte zusammen, so zerfilt dabei die Fliche
in zwei Stiicke. Dementsprechend degeneriert dann die zugehérige Kurve
der @ in einer Weise, die kompliziert ist, und hier nicht weiter verfolgt
werden soll. Gliicklicherweise gehdren die beiden hiernach auszuschlieBen-
den Fille zu denjenigen, die man hyperelliptisch degenerieren lassen kann.
Bei allen anderen Fillen hat die Durchfilhrung des genannten Prozesses
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und damit die Zusammenziehung eines beliebigen Ovals der Kurve zu
einem isolierten Doppelpunkte keine Schwierigkeit. Dabei entsteht dann
eine Kurve des Geschlechtes (p — 1), welche auBer dem isolierten Punkte
noch (41— 1) reelle Ziige hat, und iibrigens orthosymmetrisch oder dia-
symmetrisch ist, je nachdem es die urspriingliche Kurve war. Dieselbe
ist nach wie vor von der Ordnung (2p — 2) und im Raume von (p—1)
Dimensionen gelegen. Projiziert man sie von ihrem Doppelpunkte aus auf
einen Raum von (p — 2) Dimensionen, so entsteht in diesem eine Normal-
kurve der ¢ des Geschlechtes (p —1) von der Ordnung (2p — 4).

Sollen wir diese geometrischen Verhaltnisse durch Beispiele belegen,
so nehmen wir vielleicht zundchst den Fall der Giirtelkurve p — 3. Hier
hat es ersichtlich keine Schwierigkeit, das innere Oval auf einen Punkt
zusammenzuziehen. Von diesem aus projizieren wir jetzt die Kurve auf
eine gerade Linie. Die Gerade wird dann nach ihrer ganzen Erstreckung
von den Bildpunkten doppelt tiberdeckt, so zwar, dafl dabei kein reeller
»Scheitel* auftritt. Das entspricht in der Tat dem orthosymmetrischen
Falle /=1 des Geschlechtes p=2. Wie aber kann man das #uBlere
Oval einer Giirtelkurve zu einem isolierten Punkte zusammenziehen?
Einfach so, dafl man dasselbe vorab durch das andere Oval hindurchtreten
laBt. Dabei wird als Zwischenfall ein doppeltzdhlender Kegelschnitt iiber-
schritten, der dem Geschlechte p = 3 angehért, d. h. der beziigliche hyper-
elliptische Fall. — Man nehme ferner die dreiteilige orthosymmetrische
Kurve des Geschlechtes p — 4, die wir vorhin als den Schnitt einer Fliche
zweiter Ordnung und einer Flache dritter Ordnung erzeugten. Hier er-
reichen wir durch Ab#nderung der genannten Flichen mit Leichtigkeit,
daB sich ein beliebiges Oval der Kurve zum isolierten Punkte zusammen-
zieht. Projizieren wir dann die Kurve vom isolierten Punkte aus auf die
Ebene, so entsteht in letzterer richtig die orthosymmetrische Kurve 1 = 2
des Geschlechtes 3, namlich eine Giirtelkurve vierter Ordnung. —

Der Ubergang zum hyperelliptischen Gebilde und die hiermit be-
sprochene Einfithrung eines isolierten Doppelpunktes sind die einzigen De-
generationsprozesse, die wir bei unseren Kurven in Betracht ziehen wollen.
Es hat ja keine Schwierigkeit, noch andere Prozesse heranzuziehen. Wir
kénnten z. B. mehrere Ziige unserer Kurve gleichzeitig in isolierte Doppel-
punkte iiberfithren. Wir kénnten auch jeden einzelnen der erhaltenen
Doppelpunkte vollends verschwinden lassen, wodurch das Geschlecht wieder
auf p steigt, die*Ziigezahl und Art unserer Kurve aber eine andere wird.
Es ist besonders interessant, bei den sogleich zu gebenden Abzéhlungen
alle diese Moglichkeiten ins Einzelne zu verfolgen. Doch wiirde es sich
dabei nur um Bestdtigungen der von uns zu machenden Angaben handeln,
und wir lassen also alle diese Entwicklungen hier der Kiirze halber beiseite.

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. II. 12
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§ 4.
Allgemeine Sitze iiber die zu unseren Kurven gehiorigen ¢ und F,.

Unter einer ¢ verstehe ich fortan allgemein ein solches Gebilde des
Raumes der ¢, : @, :...: ¢, welches durch eine lineare Gleichung zwischen
den ¢, @,, ... dargestellt wird, unter einer f, aber ein Gebilde, welches
durch eine Gleichung wu-ter Ordnung gegeben wird. Beriihren die ¢, f,
unsere Kurve iiberall, wo sie dieselbe treffen, also in (p —1), bez. in
u(p —1) Punkten, so nenne ich sie ®, bez. F,. Die ¢, ®, sind also
nichts anderes als die f;, F,, und es geschieht nur wegen ihrer Wichtig-
keit, daB sie mit einem besonderen Namen belegt sind. Der besondere
Zielpunkt der gegenwdrtigen Arbeit soll sein, die Realitdtsverhdlinisse
darzulegen, welche die © wie die F, bet den wverschiedenen Arten reeller
Normalkurven darbieten, die wir wunterschieden haben, und damit die
Realitdtstheoreme, welche man diber die Doppeltangenten und sonstigen
Beriihrungskurven der ebenen Kurven wvierter Ordnung hat, auf beliebige
p zu ibertragen. Ich darf hier vorab die allgemeinen Sitze von der
Theorie der Abelschen Funktionen zusammenstellen, welche die Grund-
lage fiir jedes Studium dieser ®, F', bilden miissen:

Seien w,, w,, ..., w, irgend p zur Kurve gehérige linear unabhfmnglge
Integrale erster Gattung, P,i,..., P,, die p ersten, PC, 1y oeny Py die
p zweiten Perioden von w,. Seien ferner z,, ..., #3,_ > die Schnittpunkte
unserer Kurve mit irgendeiner ¢, z ein beliebiger fester Punkt der Kurve.
Man hat dann die Gleichungen des Abelschen Theorems:

(1) w4 b wer ™ = K, (mod Puy, Ply),

die umgekehrt ausreichen, nachdem man die K, an irgendeiner besonderen
@ berechnet hat, um die z,,...,»,,_, als volles Schnittpunktssystem der
Kurve mit einer ¢ zu charakterisieren. Man beachte, daB die hiermit ein-
gefiihrten Konstanten K, ihrer Natur nach nur bis auf beliebige ganz-
zahlige Multipla der Perioden P,g, Pa' s definiert sind. — Wir betrachten
ferner die Schnittpunktssysteme unserer Kurve mit einer f,. Wir er-
halten als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf die Punkte
Xy, ..., Taup—1 unserer Kurve ein solches Schnittpunktssystem bilden,
die Gleichungen:

.2

(2) we' A w T = K, (mod Py, Pey).

In (1) und (2) brauchen wir jetzt die Punkte z nur paarweise zusammen-
fallen zu lassen, um die Beriihrungspunkte einer ® bez. F, zu erhalten.
Indem wir beiderseits durch 2 dividieren, erhalten wir 2°? verschiedene
Gleichungssysteme, ndmlich erstens fiir die ®:
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K ¥4
) 2 — iy ap
(3) w' —{—...+w:" lzz—gf{—Z‘p ;‘/ —[—2 o *g’/’ (mod P, P'),

zweitens fiir die F,:

l

: xu( 102 'LK(/. a N a
(4) ST :—(;Jr 05 5~ +Z (mod P, P');
hier bedeuten die % Q/:, 2 p Zahlen, welche nach Belieben gleich 0 oder

1 zu nehmen sind. Diese 2°? Gleichungssysteme stellen uns ebenso viele
Umkehrprobleme zur Bestimmung der ® bez. der F, wor. Aber wir
werden uns bei Diskussion derselben zundchst auf die Gleichungen (4)
mit u > 1 beschrinken miissen. Denn die Gleichungen (3) enthalten nur
—1) Unbekannte, sind also iiberzéhlig, und es bedarf tiefer gehender

Untersuchungen, die erst durch die Theorie der Thetafunktionen geliefert
werden, um zu unterscheiden, welche der 2°7 in (3) eingeschlossenen
Heichungssysteme iberhaupt Losungen zulassen. Fir u > 1 aber haben
wir folgende Sétze:

1. Ein jedes der 2°? Umkehrprobleme hat sicher Losungen; es gibt
also 2°? Scharen von F,.

2. Was die Zahl der Losungen angeht, so miissen wir den Fall p =2,
0, =0, 0; =10 vorweg nehmen, fiir den die Gleichungen (4) mit den
Gleichungen (1) zusammenfallen und bei dem es sich also einfach um
diejenigen oc?”' Punktsysteme a, .. .., ,,_, handelt, in denen die ¢
schneiden (welche doppeltzéihlend als uneigentliche F, anzusehen sind).

3. In allen anderen Féllen hat man es durchaus mit ,bestimmten
Umbkehrproblemen zu tun, d. h. von den u (p — 1) Punkten : , ..., . p-1
sind genaw w(p-—1)— p willkirlich anzunehmen. Ich werde dies kurz
wohi so ausdriicken, dal ich sage: dee zugehérigen Scharen von F, sind
[1(p—1)— p]-fach unendlich. Da sind denn alle F,, welche in den-
selben Punkten 2 beriihren, nur fiir eine ¥, gezéhlt, was ja natiirlich un-
genau ist, weil man bel héheren Werten von u aus jeder F,, die in irgsnd-
welchen Punkten z berithrt, unendlich viele F, machen kann, die in den
ndmlichen Punkten z beriihren, indem man einfach diejenigen f,, welche
lings der Kurve identisch verschwinden, mit irgendwelchen Zahlenfaktoren
multipliziert hinzuaddiert. TIch denke aber, dall diese Ungenauigkeit keine
MiBverstindnisse zur Folge haben wird.

4. Ist u gerade und alle o 5> 0 * gleich Null, so kann die Schar der

F, allemal durch die Gesamthe@t der doppeligezdhiten f, ersetzt werden.
2
5. Uberhaupt aber wird es bei geradem u offenbar niemals zweifelhaft sein,

welches Zahlensystem der o , 0, man einer bestimmten F, zuordnen soll.
12%
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Denn es handelt sich in den Gleichungen (4) bei geradem u rechter Hand
um ganzzahlige Multipla der K,, und die K, sind selbst, wie wir hervor-
hoben, bis auf ganzzahlige Multipla der Perioden P,g, P.; bestimmt. Das
Zahlensystem ¢, ¢, welches einer F, gerader Ordnung zugehort, nennen
wir thre Elementarcharakteristik.

6. Anders bei ungeradem u, insofern die dann rechter Hand stehenden

Grofen —2~“ von vornherein nur bis auf halbe Perioden bestimmt erscheinen.
Die o 4 Q; des einzelnen F, sind also keineswegs fixiert, nur die Differenzen

05— 0y gé — ¢, sind es, welche zu zwei verschiedenen F,, F, gehren.
Wir haben da also zundchst keine absoluten Charakteristiken o, o', sondern
nur relative Charakterisiiken (Elementarcharakieristiken).

Zur Ergénzung dieser Sitze ziehen wir nunmehr die Theorie der Theta-
funktionen heran. Indem wir auf der Riemannschen Fliche irgendwie
ein ,kanonisches‘ Querschnittsystem konstruieren, filhren wir statt der
Wy, Wy, « - ., w, Normalintegrale j,, j,, - .., 7, ein, deren kanonische Perioden
Py, Paﬂ in iiblicher Weise so lauten Werden

4

| Pas Pas .. Poy | Py ... Pl |
%Wy |

(5) 550 1 0 ... 0 i Typ oo Ty |
2 0 1 ... 0 !T‘n"":'pi
, i |
Jpl 0. 0 .o T, i,

Die P,; entsprechen hier der Uberschreitung der 44, die P.; der Uber-
schreitung der B;. Ich will annehmen, daBl man dabei einfach setzen kann:

(6) Pri@ate. i@, =djidjyr. . dj,.
Unsere Kurve ist dann auf ein Normalkoordinatensystem bezogen; fiir
jedes System kanonischer Querschnitte unserer Riemannschen Fliche

wird es ein solches Koordinatensystem geben. Im iibrigen definieren wir
jetzt die 2°? Thetafunktionen durch die Relhenentwmklungen

(7) 19lyx -9, (71:"-,71,; Tigs s = pp)_Z ZE

|h1...hp] Mo n e
wo
D B I (B s B L[, P
L 2. _>_. /?+’_ t(lﬁ+ y(”a*".,‘/ (7'&+T>
E: e a=1f=1 a=1 © =

Hier haben die Zahlen g, Gy By ...hp, welche die , Charakteristik‘
der Thetafunktion ausmachen, unabhingig voneinander die Werte 0 und
1 anzunehmen, und die Thetafunktion ist als Funktion der j, . - j, gerade
oder ungerade, je nachdem g, %, .. -+ g,k,= 0 oder ml(mod ‘7) Des
weiteren ergibt sich dann:
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1. Jeder Schar von F, ungerader Ordnung ist eine bestimmie Theto-

funktion zugeordnet. Die Definition der GroBen - ° in den Formeln (4)

2
1aBt sich darauf so wahlen, daf} die o 3 05 gleich den &, g, der zugehdrigen
Thetafunktion werden. Die F, ungerader Ordnung erhalten so absolute

Charakteristiken, welche wir ihre Primcharakteristiken®) nennen.

K
2. Nach der hiermit bezeichneten Fixierung der GréfBen ?a entscheidet

sich die Frage, ob es den Gleichungen (3) entsprechend fiir bestimmte
0, o' iiberall beriihrende ® gibt, bez. wie viele solcher ® es gibt, aus der
Potenzentwicklung des zugehorigen ¢ (nach ansteigenden Potenzen der
JisJa> -+ J,). Im allgemeinen beginnt die Reihenentwicklung der geraden
¢ mit einem konstanten Gliede, diejenigen der ungeraden # mit einem

linearen Gliede: 69

. 09 .
(\EE>0...0' Job e <ﬂ,>o‘..0.‘71’
(wo die den Differentialquotienten beigesetzten Indizes 0 ... 0 bedeuten
sollen, dafl fir j,,...,j, die Werte 0,...,0 einzutragen sind). Dem
geraden ¥ entspricht dann kein ®, dem ungeraden 9 eines, welches, auf
das Normalkoordinatensystem bezogen, durch die Gleichung:

09 09

(8) <5Tj;>0...(,-q?‘+"'+(W,,>o‘..o.(pl’=0
gegeben ist. In besonderen Fillen aber kann die Potenzentwicklung eines
geraden oder ungeraden ) auch mit Gliedern héherer Ordnung, sagen wir
der o-ten Ordnung, beginnen. Es wird dann eine (9 —1)-fach unend-
liche Schar zugehoriger ® geben, deren Gleichungen aus dem Qliede
o-ter Ordnung der fiir das & geltenden Reihenentwicklung algebraisch
abgeleitet werden kénnen.

3. Die Theorie der ® gestaltet sich hiernach im speziellen Falle viel-
fach anders als im allgemeinen Falle. So ist es besonders bei den hyper-
elliptischen Gebilden. Als Vergleichspunkt fiir Realitdtsfragen muf8 dann
nicht sowohl die Theorie der ® selbst, sondern die Theorie der & (speziell
der ungeraden ) dienen.

§ 5.
Besondere Angaben iiber die &, ®, F, der hyperelliptischen Gebilde '°).

Mége das hyperelliptische Gebilde analytisch wieder durch die Gleichung:

(1) s:vfe;ﬁ-e(z)

gegeben sein. Es ist dann bekanntlich méglich, iiber die zugehérigen

") [ Vgl. die genannte Abhandlung in den Math. Arnalen, Bd. 36.]
1% [Vgl.meine oben genannten Abhandlungen in den Math. Annalen, Bd. 27 u. 32.]
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¥, ¢, F, spezielle Angaben zu machen, sofern man die einzelnen Faktoren
von f als bekannt ansehen will, so daB also ein Eingehen auf die trans-
zendente Theorie hier noch nicht erforderlich ist. Es gelten in dieser
Hinsicht die folgenden Satze:

1. Fiir die Theorie der ¢ sind die Spaltungen von f in zwel Faktoren

Ypti-20° Yp+1+2, fundamental <W0 o eine beliebige ganze Zahl bedeuten

soll, die > 0 und gpf; ! ist). Einer jeden solchen Spaltung entspricht
ein ¢, und umgekehrt. Das betreffende ¢ ist gerade oder ungerade, je
nachdem es o ist.

2. Wir konnen hiernach die ®, welche es gibt, direkt den Spaltungen
von [ in zwel Faktoren der genannten Art zuordnen. Die Sache wird
dann die, daB nur bei solchen Spaltungen, deren o= 0 ist, keine ® auf-
treten und daB ibrigens die zu der einzelnen Spaltung gehérigen ® durch
die Formel gegeben sind:

(2) VO =Yt Vipprizo.

Hier soll ¥,_y irgend ein Polynom von z vom Grade (o — 1) bedeuten.

3. Ein entsprechender Ansatz wird fiir die F, ungerader Ordnung
gelten. Sei u = 2» - 1, so erhdlt man die sémtlichen existierenden ¥, wenn
man den verschiedenen unter 1 genannten Spaltungen entsprechend setzt:

(3) ‘/Er: Wv(p—1>+o—1'V/%+1—2a+ Xitp—1)—o—1 'V/){p+1+2n-

Hier bedeuten ¥, X wieder irgend welche Polynome von dem durch den
beziiglichen Index gegebenen Grade. Ferner hat o alle seine Werte, die
Null eingeschlossen, zu durchlaufen.

4. Fiir die F, gerader Ordnung kommen in analoger Weise die Zer-
legungen von f in Faktoren ws,-y2p42-2, in Betracht; das sind dieselben
Zerlegungen, die wir schon betrachteten, wenn p ungerade, aber andere
Zerlegungen, wenn p gerade ist.

5. Indem wir u = 2» setzen, sind die F, gerader Ordnung den ein-
zelnen Zerlegungen entsprechend durch die Formel gegeben:

(4) VF, =Y, 510 Vo o+ Xo—1)p—tyro-2 - Vizpra—zo-

Von diesen Sitzen aus kann man im Falle des einzelnen reelien
hyperelliptischen Gebildes natiirlich sehr leicht die Realitét des einzelnen
® oder F, (oder auch der &) beurteilen. Es wird vor allem darauf an-
kommen, unter den Spaltungen von f in zwei Faktoren -y die ,reellen‘
herauszugreifen. Reell ist aber eine Spaltung erstlich und hauptséchlich,
wenn die Faktoren v, y einzeln reell sind, dann noch, wenn die v, y kon-
jugiert imaginir sind. Letzteres kann natiirlich nur bei solchen f ein-
treten, deren simtliche Wurzeln imaginir sind, und auch dann nur bei
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den Spaltungen in vypi1-7,+1. Statt langerer Erliuterungen will ich Ta-
bellen fiir p=2,3 geben, aus denen die hier in Betracht kommende
GesetzmaBigkeit am besten ersichtlich ist. In denselben ist die Zahl der
reellen Wurzeln von f wieder mit 27 bezeichnet.

p=2. Spaltungen von f;.
a) Reelle Spaltungen der Form vy, 1 s, %p+1420.
27 — 0246
Reelle y,,7, |0 2|4 6

— ‘,]

Reelle v, 7, 012|410

Konjugierte ,, 7, | 4 0100

Reelle Spaltungen |
iiberhaupt [ 41418

b) Reelle Spaltungen der Form vy, y2p12-24.
97 — ol2l4]s

Reelle v,,7, |1 |1 11

Reelle v,,7, 8 |3 7 15

Reelle Spaltungen ; i L

iiberhaupt 14 14816

Von hier aus ergibt sich beispielsweise als Regel: Ist p gerade und
27 die Zahl der recllen Faktoren won f, so hat man fir v > 0 sowohl
bei a) wie bei b) 27" Spaltungen in reelle Faktoren, fir =0 aber
bei a) 27 Spaltungen in konjugierte Faktoren, bei b) 27 Spaltungen in
reelle Faktoren.

p = 3. Spaltungen von f;.

Reelle Spaltungen der Form yyi1-2q- fpi1420= Yag' - 2pta—2o -

27 0|2 468
Reelle vy, 7. TTTl 1
Reelle v,,7, | 4 |4 |8 16|28
Reelle vy,, 7, ?? 7 ‘1“5' *3757
Konjugierte v,, x, 78 7 010 ~O— 0
Reelle Spaltungen ol i
iberhaupt 16| 8 |16 |32 | 64
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Von hier aus dann etwa wieder: Ist p ungerade und 2t die Zahl
der reellen Wurzeln von f, so hat man fir >0 277! Spaltungen n
reelle Faktoren, fiir v=0 aber 2° Spaltungen in konjugierte Faktoren
und 2% Spaltungen in reelle Faktoren.

An diese Realitatsdiskussion der Spaltungen schlieBt sich dann zu-
nichst, von Formel (2) aus, diejenige der ®. Ich will hier einen zu-
sammenfassenden Satz nur fiir diejenigen ® aussprechen, welche ungeraden o
zugehoren; denn sie allein kommen in Betracht, wenn wir hernach vom
hyperelliptischen Gebilde zum allgemeinen Gebilde iibergehen. Wir haben:

So lange 1 >0 und << (p -+ 1), st die Zahl der verschiedenen hier
in Betracht kommenden reellen ® gleich 2777 ~*.

Fiir v =p + 1 wird die Zahl gleich 27 *(2”— 1), fir t=0 bes
geradem p gleich 0, bei ungeradem p gleich 27"

Ferner aber die Realititsdiskussion der F,. Da sind die Gebilde
mit 7 > 0 sofort erledigt, indem wir sagen:

Reelle Spaltungen von f ergeben auch reelle Scharen zugehoriger F,.

Dagegen ist der Fall 7= 0 in nédhere Betrachtung zu ziehen. Ich
will fy,42 hier wieder als positives Polynom voraussetzen. Das reelle
hyperelliptische Gebilde kann dann noch in einer der beiden Formen vor-
gelegt sein:

@) s =Vhpre(2)y B 8 =iVlepre(2);
im ersteren Falle ist es orthosymmetrisch, im letzteren diasymmetrisch.

Wir nehmen nun erstlich p gerade und betrachten die Zerlegungen
von f in Ypi1-2, fp+1+2.. Reell sind unter denselben nur diejenigen
mit ¢ = 0, bei denen y und y konjugiert imaginir sind. Wir setzen nun
nach Formel (8):

Vlj”; == lyv p-1-1"° V@1;+71 “}* Xv(p~—1)—1 'pr+1

und nehmen hier die ¥, X ebenfalls konjugiert imaginir. Indem wir
quadrieren, erhalten wir einen Wert von F,, in welchen wir entweder,
vermige «), das s, oder, vermoge /), das s einfithren werden. Wir sehen:

I. Im Falle «) liefert jede Spaltung von f in konjugiert imagindre
Faktoren eine Schar reeller F, (ungerader Ordnung), im Falle ) aber
etne Schar, die man nur insofern als reell bezeichnen kann, als in thr
neben der einzelnen imagindren F, vmmer auch deren konjugierte auftritt.

Wir betrachten ferner, bei geradem p, die Zerlegungen von f in
Faktoren v .- jop49—25. Reelle Spaltungen entstehen hier nur so, daB
man die vy, 7 einzeln reell nimmt. Ausgehend von Formel (4):

VF,u =Y, 10" V25 4+ Xp—1) p—t)+o—2 - Vizpt2—20

werden wir jetzt sowohl im Falle «) als im Falle f8) reelle F, erhalten
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kénnen. Wir werden zu dem Zwecke im Falle «) die Koeffizienten von
¥, X simtlich reell nehmen, im Falle §) aber die Koeffizienten von ¥
reell, die von X rein imagindr. Also:

II. Eine jede der hier in Betracht kommenden reellen Spaltungen
von [ liefert fir «) wie fir p) eine Schar reeller F, gerader Ordnung.

Wir nehmen endlich das p ungerade. Da haben wir nebeneinander
2% Spaltungen von f in konjugiert imaginire Faktoren und ebensoviele in
reelle Faktoren zu betrachten. Eine jede dieser Spaltungen ergibt ¥, von
ungerader, wie von gerader Ordnung. Wir sehen sofort:

III. Was die Realitit der F, bei ungeradem p angeht, so haben wir
fiir konjugiert tmagindre v, y einen Satz ganz wie I, fiir reelle v, x
einen Satz wie 1L

§ 6.
Die Realititstheoreme des allgemeinen Falles.

Aus der Realitdt der &, F, der hyperelliptischen Félle werden wir
jetzt ohne weiteres auf die Realitdt der beziiglichen Gebilde in allen den-
jenigen Fillen symmetrischer Flichen schlieBen diirfen, die einen hyper-
elliptischen Reprisentanten enthalten; bei den ® werden wir dabei natiir-
lich, wie wir schon bemerkten, nur diejenigen mitzéhlen diirfen, welche
Zerlegungen von f in ywpii1-26- Xp+112. Mit ungeradem o entsprechen;
denn nur diese gehdren zu ungeraden ¢. —

In der Tat ist klar, daB sich die Realitit der einzelnen Scharen der
F,, wie der ®, nicht &ndern kann (selbst wenn einzelne ® zwischendurch
einmal unbestimmt werden), so lange sich die symmetrische Riemann-
sche Fliche nur innerhalb ihrer Art abindert. Denn es konnen niemals
zwei F, oder auch zwei ®, die verschiedenen Charakteristiken angehoren,
zusammenfallen, so lange man es iberhaupt mit einer Riemannschen
Fliche vom Geschlechte p zu tun hat. — Aber wir kénnen weiter gehen.
Die Zahl der Beriihrungspunkte, welche eine reelle ¥, oder ® mit dem
einzelnen reellen Zuge unserer Kurve gemein hat, kann offenbar, so lange
sich die Kurve innerhalb ihrer Art, d. h. stetig, &ndert, nur um gerade
Zahlen abgeindert werden; es wird also eine bleibende Unterscheidung
abgeben, ob dieselbe gerade ist (die Null eingeschlossen) oder ungerade.
Wir teilen unsere F,, ® dementsprechend bei jeder einzelnen unserer
Kurvenarten in Klassen, je nach den Kurvenziigen, welche sie ungerad-
zahlig beriihren. Ich werde die Klassen in der Bezeichnung so weit zur
Geltung bringen, daB ich die Zahl der ungeradzahlig beriihrten Ovale
durch einen dem F, oder ® oben zugesetzten Akzent bezeichne. & z. B.
wird eine & heiBen, wenn sie kein Oval ungeradzahlig berithrt, wenn sie
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also moglicherweise iiberhaupt kein Oval beriihrt (entsprechend den
,Doppeltangenten erster Art“ der ebenen Kurven vierter Ordnung bei
Zeuthen). Bei geradem u wird es natiirlich nur F\", F\?, F, ... geben
kénnen (da doch die Gesamtzahl der reellen Beriihrungspunkte bei diesen
F, gerade sein muBl). Analog gibt es bei ungeradem wu, sofern p gerade
ist, F,(Ll), F‘,(f), ..., dagegen, wenn p wungerade ist, wieder F‘,ﬁO), Ff), e
Dasselbe gilt fiir die ®. Die einzelnen F‘,(:"), & bezeichnen wir dabei
als denjenigen w Ovalen ,zugehorig®, die eben von ihnen ungeradzahlig
beriihrt werden. Natiirlich kénnen nur solche F,(Lw), ¢ existieren, welche,
wie ich mich ausdriicke, kombinatorisch moglich sind. Es soll dies heilen,
dall erstens w gerade oder ungerade genommen ist nach der soeben ange-
deuteten Regel, dal zweitens (wie selbstverstédndlich) w <1 ist, unter 1
die Gesamtzahl der iiberhaupt vorhandenen Kurvenovale verstanden. Und
nun werden wir verlangen diirfen, bei jeder einzelnen wunserer Kurven-
arten die Gesamizahl der verschiedenen Arten reeller F,”, &' anzugeben,
welche in irgend welche kombinatorisch-mdgliche Klasse gehéren.

Die so erweiterte Frage wird sich fiir die simtlichen diasymmetrischen
Arten wie fiir die beiden duBlersten orthosymmetrischen Arten wieder ohne
weiteres aus dem Verhalten der entsprechenden hyperelliptischen Gebilde
beantworten lassen; man hat bei der Diskussion der letzteren nur noch
mehr ins einzelne zu gehen, als wir im vorigen Paragraphen getan haben.
Ich ziehe aber vor, die beireffenden Sdtze, bei denen sich die , mittleren®
orthosymmetrischen Fille von den iibrigen Fiallen schliellich gar nicht
abtrennen, zundchst einmal als solche ganz allgemein hinzustellen. Die
Beweisgriinde sollen dann hinterher, soweit sie sich nicht aus der elemen-
taren Betrachtung der hyperelliptischen Fille ergeben, in den folgenden
Paragraphen entwickelt werden. — Diese hier mitzuteilenden Sétze ent-
halten das eigentlich neue Resultat der vorliegenden Arbeit?!). TIch sage
folgendermaBen:

1. Was die ® angeht, so nehme ich natiirlich keine Notiz von den
besonderen @, welche in einzelnen Fillen den geraden ¥ entsprechen
mogen; auch driicke ich mich so aus, als wenn jedem ungeraden & nur
etn ® zugehorte. Ich habe dann:

Man bilde sich ber den ® die similichen kombinatorisch mdglichen
Klassen, lasse dann aber in den orthosymmetrischen Fdllen die eine
Klasse =1 bei Seite. Jede einzelne dieser Klassen wird dann in
jedem Falle genau 2°" reelle & enthalten.

11) Das auf die ¢ beziigliche Resultat habe ich bereits in der oben genannten
Mitteilung in den Gottinger Nachrichten vom Mai dieses Jahres [1892] bekannt-
gegeben.
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Hiernach ist die Gesamtzahl der reellen ® im Falle 1-=0 277°
oder 0, je nachdem p ungerade oder gerade ist, in den diasymmetrischen
Fillen 27"77%  in den orthosymmetrischen Fillen 277'(2*7% —1).

2. Bei den F, nehme man die Fille 1 > 0 vorweg. Man hat dann:

Es gibt on diesen Fdllen bei jedem u won jeder kombinatorisch mdég-
lichen Klasse genau 27 reelle Arten.

3. Was endlich die F, im Falle 1= 0 angeht, so hat man zwischen
geradem und ungeradem p zu unterscheiden. Bei geradem p hat man
wieder die geraden und die ungeraden u auseinanderzuhalten. Be:¢ ge-

radem 1 gibt es 2° Scharen reeller F,, (die natiirlich als F,(to) zu bezeichnen

sind), bei ungeradem u 27 Scharen won F,, welche nur insofern als reell
zu bezeichnen sind, als sie zu jeder imagindren F, die konjugierie ent-
halten (diese F', fallen aus der verabredeten Bezeichnung heraus; man
konnte sie als [F,] benennen). Dagegen verhalten sich bei ungeradem p
die geraden und ungeraden u iibereinstimmend: Hs gibt ber jedem p

oF Scharen reeller F‘f,o) und 27 Scharen von [F,].

Hierzu dann etwa noch folgende Bemerkungen:

ad 1. Hier finden sich natiirlich die Zeuthenschen Sitze von den
Doppeltangenten der ebenen Kurven vierter Ordnung wieder und zwar in
der Form: allemal gibt es vier Doppeltangenten ®° und auBerdem, sofern
wir nur den Fall der Giirtelkurve beiseite lassen, zu je zwei Ovalen, die
wir unter den vorhandenen nach Belieben herausgreifen mogen, vier zu-
gehorige Doppeltangenten ¢,

Ubrigens mag man darin, daff bes ihnen die Kombination O weg-
fallt, den geometrischen Unterschied der A1-teiligen orthosymmetrischen
Kurven von den mit gleicher Ziigezahl ausgestatteten diasymmetrischen
Kurven erblicken. So hat die dreiteilige orthosymmetrische Kurve des
Geschlechtes 4 keine Tritangentialebenen ®® (wie wir schon am Schlusse
des § 2 bemerkten), die dreiteilige diasymmetrische Kurve dagegen wird
acht derselben besitzen (wie man ebenfalls aus der Figur ohne weiteres
ersieht).

ad 2,3. Unter den F, gerader Ordnung sind hier die doppeltzihlen-
den f, mitgerechnet. Insofern alle reellen Ziige unserer Kurve paaren
2
Charakter haben, werden sie von jeder Fliche und also auch jeder 7, in
2
einer paaren Anzahl von Punkten geschnitten werden. Als F', betrachtet

gehoren die f, daher zu den F;,O ) Von dieser besonderen Art der F,(,O)
2

muB man absehen, wenn man meine jetzige Angabe mit derjenigen ver-
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gleichen will, welche ich selbst in Bd. 10 der Math. Annalen (vgl. Ab-
handlung XXXIX) oder Crone in Bd. 12 daselbst fiir die Scharen der
Berithrungskegelschnitte der ebenen Kurven vierter Ordnung gegeben haben.

§ 7.

Die Weicholdschen Periodizitdtsschemata.

Ich werde den Beweis der vorstehend formulierten Theoreme, soweit
er durch elementare Betrachtung der hyperelliptischen Gebilde gefiihrt
werden kann, nicht weiter verfolgen. Insbesondere mag der Fall der null-
teiligen Kurven fortan durch den Verweis auf die entsprechenden hyper-
elliptischen Verhiltnisse als erledigt gelten. Statt dessen wende ich mich
zu neuen Betrachtungen, welche gestatten werden, den Beweis nach gleich-
formiger Methode fiir die sdmtlichen nicht nullieiligen Kurven zu er-
bringen?). Damit ist dann die Liicke, welche der hyperelliptische Ansatz
betreffs der ,,mittleren® orthosymmetrischen Fille lieB, von selbst mit
ausgefiillt.

Die neuen Betrachtungen schliefen sich direkt an die in § 4 gegebenen
Sitze aus der Theorie der Abelschen Funktionen an. Sie gehen darauf
aus, durch Konstruktion méglichst ,,symmetrischer kanonischer Schnitt-
systeme auf den symmetrischen Flichen mit 1= 0 Normalintegrale j_
festzulegen, bei denen man iiber die Realitit der Perioden 7,; etwas aus-
sagen kann, um dann eine direkte Realititsdiskussion derjenigen Umkehr-
probleme, bez. Thetaformeln eintreten zu lassen, durch welche man die
F,, bez. die @ bestimmen kann, Die erste Hilfte dieses Gedankenganges
ist bereits in der in der Einleitung genannten Weicholdschen Dissertation
zur Durchfithrung gekommen; ich darf mich hier darauf beschrinken, iiber
die begziiglichen von Herrn Weichold gefundenen Resultate zu referieren
(wobei ich ausschlieBlich diejenigen Momente hervorkehre, welche fiir
meine jetzigen Zwecke von Wichtigkeit sind):

Wir setzen 1> 0 voraus. Dementsprechend gibt es sicher Symmetrie-
linien, und nun wollen wir irgendeine derselben bevorzugen und als aus-
gezeichnete Symmetrielinie zugrunde legen. Die iibrigen (4 — 1) Symmetrie-
linien benutzen wir dann in irgendeiner Reihenfolge als die Schnitte
A, ..., A;_1 unseres kanonischen Schnittnetzes. Ferner wihlen wir die
zugehorigen Schnitte By, ..., B;_y so, als sich selbst symmetrische Kurven,
daB jede derselben das ihr entsprechende 4 wie auch die ausgezeichnete
Symmetrielinie einmal schneidet. Es gilt jetzt noch, weitere Schnitte
A;,..., A,, B,,..., B, in geeigneter Weise einzufiihren. Hier muB ich

12) Dies ist dieselbe Methode, welche ich [in Abh. XXXIX: insbesondere bei Unter-
suchung der ebenen Kurven vierter Ordnung gebrauchte.
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wegen der Einzelheiten auf Weicholds eigene Darstellung verweisen. In
der Tat werden wir diese Einzelheiten weiterhin doch nicht in Diskussion
ziehen. Die Festsetzungen werden so gemacht, daB die simtlichen Normal-
integrale j, rein imagindr ausfallen. Wir setzen daraufhin 45, = j.. Die
,reellen Integrale g, zeigen dann bei Uberschreitung der Querschnitte
A, B Periodizitdtsmoduln, die wir der Deutlichkeit halber hier ausfiihrlich
hersetzen:

1 | i

4, 4, 4, B, B, ' B,
i 0 0 | ity |i7, i1y
g2 | O | 3 0 27y, |97, 1Tap
j’f 0 0 2 ’I;Tpl ’I:Tpg ’I;Tpp

Und nun ist die Sache die, daB man in allen unseren Fillen die imagi-
niren Teile der hier auftretenden GréBen 47,5 durch eine einfache Hilfs-
betrachtung (die wir hier iiberspringen) angeben kann. Besagte imagindgre
Teile sind tm allgemeinen Null, nur tn (p-+ 1 — 1) Feldern unserer

Tabelle betragen sie jedesmal . Und zwar liegen diese (p-1— 1)

Felder in den orthosymmetrischen Fillen rechter Hand und linker Hand von
den (p + 1 — 1) letzten Feldern der Hauptdiagonale, wie folgendes Schema
aufweist:

B, | |Bis| B | Bii | By-i| B,
it] o 0olo0] o oo
jiil 0 00| 0 0|0
iilo olo & ol o
jisa] 0 0| w10 0| 0
’ 7
jisl 0 00 0 0|+
in| 0 0|0 0 5 |0
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i den diasymmetrischen Fillen aber riicken sie in die Hauptdiagonale
selbst hinein:

‘7Bl L i ‘_BA:I,J, Bf ‘B;+1' Op—1 :Bp
o 00, 0 0o
A — ] T
(R B R
jial 0 o o0l 0 0
AP R R
71 “ 0 ’; (U o) 0 0 0
jleil 0 o ol =~ 0 0
Jo-ri 0 0 0 0 S0
R : -
.7 : i 2
il o 00 0 0

Dies ist alles, was wir aus der Weicholdschen Dissertation gebrauchen.
Ich darf aber folgende Bemerkungen hinzufiigen:

a) Weichold hat auch den Fall der diasymmetrischen Fliche ohne
Symmetrielinie behandelt und bei ihm ,reelle Normalintegrale j, ge-
funden, deren Perioden ., reell sind, wahrend ihre iibrigen z, # samtlich
den imagindren Bestandteil 3 aufweisen. Dieses Weicholdsche Schema
st indessen dberfliissig. Ich sage, daB man fiir die diasymmetrische
Fliche ohne Symmetrielinie immer dasselbe Schema aufstellen kann, wie
fix die niederste orthosymmetrische Fliche; nur sind bei ihr die zu diesem
Schema gehdrigen j;/ als rein imaginir zu bezeichnen, die jo selbst also
als reell. Man fiihre namlich die gegebene diasymmetrische Fliche durch
Kontinuitdt in den zugehérigen hyperelliptischen Fall (mit lauter imagi-
niren Verzweigungspunkten) iiber. Die so gewonnene hyperelliptische
Flache gehdrt dann von selbst, wie wir wissen, zugleich der niedersten
orthosymmetrischen Art an. Man ziehe auf ihr jetat diejenigen Quer-
schnitte, wie sie Weichold fiir diese orthosymmetrische Art vorschreibt.
Zugleich konstruiere man diesen Querschnitten zugehorig genau dieselben
Integrale wie im orthosymmetrischen Falle. Diese Integrale, welche im
orthosymmetrlschen Falle reell waren, werden eben deshalb jetzt als rein
Imaginir zu bezeichnen sein. Denn diese Integrale haben alle die Gestalt:

Pp-1 9z

‘/?273; +2
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(unter ¢,_, ein Polynom (p — 1)-ten Grades von z verstanden) und hier

ist nun die Vfapys im orthosymmetrischen Falle gleich s, in unserem
diasymmetrischen Falle aber gleich ¢s” zu setzen. Endlich gehe man von der
hyperelliptischen Fliche durch Kontinuitdt zur urspriinglichen Fliche zuriick,
indem man Sorge trigt, dal die Querschnitte dabei fortgesetzt diejenige
Symmetrieeigenschaft behalten, welche sie auf der hyperelliptischen Fldche
beziiglich der zugehorigen symmetrischen Umformung 3, besessen haben.

b) Lassen wir dem gerade Gesagten zufolge das besondere Schema

der nullteiligen Kurve bei Seite, so bleiben 3P ;2J

unabhéngige Perio-
dizitdtsschemata fiir die [p—ggj orthosymmetrischen und die p von uns
beibehaltenen diasymmetrischen Arten iibrig. Diese Schemata konnen bes
beliebigem p durch Abinderung der Schnittsysteme unmoglich aufeinander
reduziert werden. Von dem Schema hingt ndmlich, wie wir bald sehen
werden, in einfacher Weise die jeweilige Gesamtzahl der reellen ® ab, und
diese Gesamtzahl ist bei jeder der genannten Arten eine andere (ausge-
nommen den niedersten diasymmetrischen und niedersten orthosymmetri-
schen Fall eines ungeraden p). — Da scheint nun, auf den ersten Blick,
ein Widerspruch vorzuliegen gegen ein Resultat, welches Herr Hurwitz in
Bd. 94 des Journals fiir Mathematik (1882) abgeleitet hat. Herr Hurwitz
untersucht dort, von dem Allgemeinbegriff reeller 2 p-fach periodischer
Funktionen ausgehend, deren Periodizititseigenschaften und bringt dieselben
auf nur (p -+ 1) Schemata zuriick, die.so konstruiert sind, dall die Perioden
zweiter Art entweder nirgends oder nur in einer Anzahl von Gliedern der

Hauptdiagonale den imaginiren Bestandteil % aufweisen, sofern man die

Perioden erster Art in der Weise rein imagindr gewihlt hat, wie wir dies
bei den j, getan haben. Das wire also unser oberstes orthosymmetrisches
Schema zusammen mit unseren p diasymmetrischen Schematen. — Aber
der Widerspruch ist nur scheinbar, wie mir Herr Burkhardt bemerkt.
Hurwitz sagt in der Tat nirgends, daf er kanonische Perioden betrachten
will. Und verzichtet man hierauf, so sind aus den orthosymmetrischen
Schematen mit 1 < p-I-1 natiirlich sofort diasymmetrische zu machen.
Man hat nur die Kolonnen B; und B, 4, ..., B,_; und B, zu vertauschen.

§ 8.
3
Direkte Abzihlung der reellen I, in den Fillen 2 > 0.

Auf Grund der mitgeteilten Schemata erledigt sich nun die Abzihlung
der Scharen reeller F, in den hier zu betrachtenden Fillen 1 > 0 mit
groBer TLeichtigkeit. Wir werden zuniichst einiges iiber die Werte be-
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haupten, welche unsere Integrale j, annehmen, wenn man sie von einem
Punkte z der ausgezeichneten Symmetrielinie nach einem andern Punkte a
der symmetrischen Fliche hinleitet. Die Richtigkeit dieser Behauptungen
ergibt sich aus den jeweiligen geometrischen Verhéltnissen sofort; wir
brauchen dabei nicht zu verweilen. Wir haben:

1. Ist x selbst ein Punkt der ausgezeichneten Symmetrielinie, so
sind sdmtliche jo %2 reell (d. h. bis auf beliebig hinzuzufiigende Multipla
der Perioden reell).

2. Liegt dagegen x= auf einer der anderen Symmetrielinien, sagen
wir auf Ag, so wird das j3%?, modulo der Perioden gemommen, den

Bestandteil % aufweisen,; die anderen j.%* sind wie ad 1 reell.

3. Ist x ein beliebiger Punkt der Riemannschen Fldiche und % der
zu thm symmetrische Punkt, so wird j,%% -+ ji®* bis auf Multipla der
Perioden allemal einer reellen Gréfe gleich sein.

Wir betrachten ferner irgendwelches Umkehrproblem:

joane pjlanz L = K, (mod P,p, Pap)

und fragen, wie hier die K, beschaffen sein miissen, damit die x, soweit
sie nicht den verschiedenen Symmetrielinien angehdren [also reell sind],
paarweise imagindr symmetrisch ausfallen, damit also das Umkehrproblem
eine reelle Losung zulasse, wie wir sagen wollen. Offenbar kommt:

Zu dem genannten Zwecke ist notwendig und hinreichend, daf, von
Multiplis der Perioden abgesehen,

diejenigen K., deren Index > (1 — 1) ist, reell sind,
diejenigen K, aber, deren Index < (1 — 1) ist, entweder reell
sind oder den imagindren Bestandteil % aufweisen.
Und zwar werden wir, was die einzelne reelle Losung des Umkehr-
problems angeht, sagen diirfen:

Je nachdem das einzelne K, der letzteren Kategorie (¢ < (4 — 1))
reell st oder den tmagindren Bestandteil Z besitzt, wird die Symmetrie-
linie A, eine gerade oder ungerade Zahl beziiglicher Punkte x enthalten.

Damit ist dann zugleich gesagt, ob die ,,ausgezeichnete Symmoatrie-
linie eine gerade oder ungerade Zahl der Punkte x tragh; dies wird er-
sichtlich davon abhdngsn, ob die Gesamtzahl der gesuchten x von der
Zahl der auf dic A4 ,..., 4,_, entfallenden x um eine gerade oder un-
gerade Differenz abweicht.

So vorbereitet greifen wir jetzt auf die Ansitze des § 4 zuriick, indem
wir nur die damals zugrunde gelegten beliebigen Integrale erster Gat-
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tung w, durch die reellen Integrale j, ersetzen. Wir nehmen dement-

sprechend zundchst die 2p — 2 Schnittpunkte x,, x,, ..., Zsp_o unserer
Kurve mit irgendwelcher ¢ und schreiben:
ga 0 F 4 galmi L+ jafer—2® = [, (mod Pz, Pap)

Moge die ¢ hier insbesondere reell sein. Dann liegen die x, soweit sie
nicht paarweise konjugiert imagindr sind, in gerader Zahl auf die ver-
schiedenen reellen Ziige unserer Kurve verteilt. Daher kommt:
Die k, sind bis auf Multipla der Perioden reellen Grofien gleich.
Dementsprechend mogen wir uns fortan die k, als reelle Grofien
denken. Wir bilden uns jetzt die 2*? Umkehrprobleme, von deren Auf-
losung die Bestimmung der F, (,u > 1) abhéngt:

LI el /tka+2 ﬂPaﬁ+2 Paﬂ

Welche dieser Umkehrprobleme werden reelle Lésungen zulassen? Indem
wir die ndheren Angaben iiber die P.s, Pz heranziehen, die wir im
vorigen Paragraphen entwickelten, kommt:

Nur diejenigen Umkekrprobleme, bei denen die Zahlen 07, @i 115 - - -5 9p
verschwinden, ergeben reelle Losungen (und also Scharen reeller F).

Von den 22? Umkehrproblemen sind dies 2”*7, in Ubereinstimmung
mit unserer fritheren Angabe. Ferner aber:

Von den zugehorigen Funkten x liegen auf der Symmetrielinie Ag
eine gerade oder ungerade Zahl, je nachdem g gleich Null oder Eins ist.

Auf der ausgezeichneten Symmetrielinie findet sich eine gerade oder
i—1

ungerade Zahl der Punkte x, je nachdem u(p — 1) — ZQ/; gerade oder
1

ungerade 1st.

Alle F, gegebener Ordnung also, die in den g, ..., 01 iiberein-
stimmen, zeigen betreffs der Verteilungsweise der Punkte x auf die ver-
schiedenen Symmetrielinien einen iibereinstimmenden Charakter, sie ge-
horen im Sinne der friiheren Benennung zu derselben Klasse. Wir sehen:

Die einzelne Klasse ist durch die Werte der o,, ..., 0i—1 bestimmd.

Hat man iiber die g,, ..., 0;—; irgend verfiigt, so kénnen die g;, ..., 0y
und die i, ..., oj_1 noch beliebig angenommen werden, was 2P Moglich-
keiten gibt. Daher:

Jede kombinatorisch mcgliche Klasse existiert und enthdlt noch
2% verschiedene Arten von F,.

Damit haben wir in der Tat die sémtlichen fiir die ', von uns auf-
gestellten Sitze fiir die hier in Betracht kommenden Fille (1> 0) zur
Ableitung gebracht. Wir haben aber noch mehr gewonnen. In der Tat

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. II 13
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sehen wir, wie sich die reellen F, von den imagindren und hinwieder die
verschiedenen Klassen reeller F, voneinander durch ihre ,Elementar
charakteristiken g4, o unterscheiden. Von hier aus ist dann nur noch
ein Schritt, um bei einer Kurve, bei welcher man die siamtlichen Arien
reeller F, geometrisch beherrscht, fiir jede derselben die ganze Reihe der
zugehdrigen gz, of anzuschreiben. Ich will annehmen, dal wir das gleiche
auch fiir die ,,Primcharakteristiken geleistet hétten, welche den F, un-
gerader Ordnung, bez. den ® zuzuordnen sind; ich werde daritber im
folgenden Paragraphen noch nihere Bemerkungen machen. Wir sind dann
in der Lage, alle die schonen Theoreme, die man iiber die Gruppierung
der Charakteristiken besitzt, was die reellen F, und die reellen ® angeht,
in die volle geometrische Anschauung zu iibersetzen. Die Schwierigkeit
liegt hier nur im Vordersatz. Was gibt es fiir Kurven der ¢, bei denen
man die simtlichen Arten reeller F, wie ® auf Grund bestimmter geome-
trischer Definitionen auseinanderhalten kann? Natiirlich sind es die hyper-
elliptischen Kurven in diesem Falle; bei ihnen sind ja die simtlichen F,
wie die ® durch ihr Verhalten zu den Verzweigungspunkten des Gebildes
algebraisch bestimmt, wie wir in § 5 des ndheren ausfithrten. Da hat es
in der Tat keine Schwierigkeit, jeder reellen F, oder ® diejenige Charak-
teristik gz, o4 oder auch diejenige Primcharakteristik zuzusetzen, die ihr
vermége unserer Festsetzungen zukommt. Von da aus beherrscht man
dann durch Kontinuitit die reellen ¥, und ® bei allen denjenigen unserer
Kurven, die eben aus den hyperelliptischen Fillen durch Kontinuitit her-
vorgehen, d. h. also in den beiden &uBersten orthosymmetrischen und in
den simtlichen diasymmetrischen Féllen (inklusive den Fall 1= 0). Die
verschiedenen Scharen der #, sind dabei nicht mehr algebraisch, sondern
nur noch durch Ungleichheiten getrennt, die in abstracto vielleicht schwierig
zu formulieren, aber bei jeder ausgefiihrten Figur unmittelbar zu verstehen
sind. Ich darf mich in diesem Betracht auf die Zeichnungen berufen, die
ich in der [vorstehenden Abh. XLI| fiir die vierteilige ebene Kurve vierter
Ordnung gegeben habe (wobei ich gleich die Bemerkung zufiigen will, daB
die Festlegung der dort fiir das hyperelliptische Gebilde gebrauchten Prim-
charakteristiken verméoge der Regeln, welche Herr Burkhardt und ich iiber
diesen Gegenstand in Bd. 32 der Math. Annalen (1888) entwickelt haben!?),
wesentlich vereinfacht werden kann). — Die Frage bleibt, wie man das
gleiche fiir die ,mittleren orthosymmetrischen Fille soll leisten konnen,
welche dem hyperelliptischen Ansatze unzugénglich sind. Vielleicht wird
hier eine Ausbildung der Doppelpunktsmethode im Sinne der dem § 3
beigefiigten SchluBbemerkungen niitzlich.

13) T'Vgl. speziell § 3 meiner Arbeit. — Bei Burkhardt siehe besonders S. 426. K.
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§9.
Von der Realitit der o.

Sollen wir jetzt noch die Realitdt der ¢ diskutieren, so wollen wir
dabei, weil es keine Miithe macht, unsere siamtlichen Kurvenarten, auch
die mit 1 =0, gleichfsrmig nebeneinander behandeln. Bemerken wir zu-
néchst, daf in allen Féllen das ,,normale” Koordinatensystem, das wir
durch die Formeln definierten: ¢, :...: ¢, =dj, :...:dj,, insofern doch
die dj, mit den dj, proportional sind, reell ist. In bezug auf dieses Koor-
dinatensystem stellen sich nun die ® des allgemeinen Falles (und nur von
diesen soll hier die Rede sein) nach Formel (8) des § 4 durch die Glei-
chung dar: 39 69

(5;)0,“0'% +r <@>0...0'(Pu =0;
@ soll dabei der Reihe nach alle ungeraden ¢ -Funktionen bedeuten. Wir
werden hiernach die samtlichen reellen & erhalten, indem wir unter den
ungeraden 9 jeweils diejentgen heraussuchen, bei denmen sich die Null-

. . . 0 09 . . -
werte der Differentialquotienten ZT’ ...27 vermége der in § 7 gegebenen
1 2

Schemata der v,z wie reelle Gréflen verhalten. Dies ist eine ganz ele-
mentare Aufgabe. Wir finden sofort: dafl bei Zugrundelegung der ortho-
symmetrischen Schemata reelle ® von denjenigen ungeraden ¢ geliefert
werden, welche werschwindende ¢, ¢ivy, .- -, g9, besitzen, im Falle der
diasymmetrischen Schemata aber von den anderen, derem ¢;, g1, .- .» g,
glesch Eins sind. Hieran schliefit sich dann folgende Abzahlung:

In den orthosymmetrischen Fillen wird man, um reelle ® zu be-

kommen, die A, ..., hp ganz beliebig annehmen konnen, dagegen die
Gi>---» 921 und A, ..., h;_; der einen Bedingung unterwerfen miissen,
daBl g, b, + ... + ¢i—1 lu_, ungerade sein soll. Dies gibt

217«).4—1_2).—2(27.-1 - 1) _ 219——1(27.—1 - 1)

reelle ®. Der Minimalwert von 1 ist hier fiir gerade p, wie wir wissen,
gleich 1, fiir ungerade p gleich 2. Dies gibt fiir die niederste ortho-
symmetrische Kurve beziehungsweise 0 und 277" reelle ®. Eben diese
Zahlen gelten dann auch fiir die zugehorige nullteilige Kurve, wie aus
den Angaben, die wir iiber deren Periodizititsschemata machten, ohne
weiteres hervorgeht. Was die anderen diasymmetrischen Fille angeht, so
werden wir bei ihnen (um reelle ® zu bekommen) die GréBen g¢,, ..., g1-1,
hys ..., hi_y beliebig annehmen diirfen und haben dann die %, ..., hp der
einen Bedingung zu unterwerfen, daf

2N S A TR Y VI SRR S
ungerade sein soll. Dies gibt ersichtlich 27 *~% reelle ®. — Wir haben damit

die friiheren Angaben iiber die Gesamtzahlen der reellen ® simtlich bestétigt.
13*
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Das Problem der & ist jetzt fiir alle diejenigen Kurven bereits er-
ledigt, bei denen es hinsichtlich der ® nur eine kombinatorische Moglich-
keit gibt, insbesondere also bei der nullteiligen Kurve und bei geradem p
fiir die niedrigste orthosymmetrische Kurve. Bei den iibrigen Kurven wird
jetzt zu beweisen sein, was in § 6 iiber die Zugehorigkeit der verschiedenen
reellen ® zu den einzelnen Ovalen der Kurven behauptet wurde. Hier gehe
tch nun den Weg der vollen Induktion, indem ich die Doppelpunkismethode
des § 3 heranziehe (die ja bel allen hier noch in Betracht kommenden
Kurven ohne weiteres angewandt werden kann), folgendermafen:

Wir ziehen ein beliebiges Oval der uns vorgelegten Kurve Cp,_s des
Raumes von (p — 1) Dimensionen zu einem isolierten Punkt zusammen.
Dabei verwandeln sich diejenigen reellen ®, welche das Oval ungeradzahlig
beriihrten, indem sie paarweise zusammenfallen, in solche ®, welche durch
den Doppelpunkt hindurchgehen; die anderen reellen & erleiden keine
besondere Anderung, sie haben mit dem Doppelpunkte nichts zu schaffen.
Wir achten nun insbesondere auf die-ersteren ® und bemerken, daB sie
bei der Projektion vom Doppelpunkte aus direkt die ®’ (wollen wir sagen)
derjenigen Cs,_; des Raumes von (p — 2) Dimensionen liefern, in welche
sich unsere C,,_s projiziert. Aber diese C3,_, ist nichts anderes als die
Normalkurve des Geschlechtes (p — 1). Daher werde angenommen, daB
fir sie unser Satz iiber die Verteilungsweise der reellen ¢ auf die ver-
schiedenen Klassen bereits bewiesen sei, daB also bei den zugehdrigen ®
innerhalb jeder kombinatorisch méglichen Klasse 277° Individuen vor-
handen ‘seien, ausgenommen die Klasse @’ = 1 — 1 der orthosymmetrischen
Fille, der keinerlei ®’ angehéren. Wir gehen jetzt zur urspriinglichen
Csp_o zuriick. Da spaltet sich dann umgekehrt jede reelle ®’ in zwei
reelle ®, welche das aus dem Doppelpunkte entstehende Oval ungerad-
zahlig beriihren, und es entstehen so aus den 227*®’ einer Klasse 277" &,
welche wieder einer Klasse angehdren. Wir werden schlieBen, dafl unsere
Behauptung iiber die Anzahl der reellen ® in den verschiedenen kombi-
natorisch moglichen Klassen fiir alle ® der urspriinglichen Kurve, welche
das ausgezeichnete Oval ungeradzahlig beriihren, richtig ist. Aber das ausge-
zeichnete Oval ist doch nur ein beliebiges unter den iibrigen. Wir schlieBen:

Ist unser Theorem fiir das Geschlecht (p — 1) richtig, so ist es auch
betm Geschlechte p richiig hinsichilich aller derjenigen ®. welche wenig-
stens etn Kurvenoval ungeradzahliq beriihren.

Daraufhin wird aber die Zahl 277" der ®°, welche unserem Theoreme
zufolge bei ungeradem p auftreten sollen, jedenfalls auch richtig sein. Wir
brauchen, um dies zu sehen, nur die Gesamtzahl der reellen ®, die wir
vorhin bestimmten, heranzuziehen und von i1hr die jetzt gewonnenen
Zahlen der verschiedenartigen ®®, @ . . zu subtrahieren. Wir sehen:
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Unser Satz ist allgemein fiir das Geschlecht p richtig, sobald er fir
(p — 1) bewiesen ist, —
und damit ist dann die Sache erledigt, da sie fiir p = 2 bekanntlich stimmt.

Es eriibrigt, dall wir noch einiges wenige iliber die Primcharakte-
ristiken sagen, welche den reellen ®, wie den F, ungerader Ordnung,
zukommen. Wir bemerkten bereits, dall die g;, ..., 9p der reellen ® alle
gleich Null oder Eins sind, je nachdem es sich um eine orthosymmetrische
oder diasymmetrische Kurve handelt. Dies gilt gleichformig fiir die F,
ungerader Ordnung, wie die Betrachtung der geraden & zeigt. Aber auch
die A, ..., by lassen sich fiir jede ® oder F, sofort angeben. Die ein-
zelne dieser Zahlen ist ndmlich Null oder Eins, je nachdem das mit
gleichem Index wersehene Kurvenoval ungeradzahlig oder geradzahlig
berihrt wird. Alle ® also, resp. F,, welche derselben , ,Klasse** ange-
horen, stimmen in den h,, ..., h,_1 iberein. Dabel haben wir, wie wir
bereits bemerkten, die h; mit den fritheren of (die gz mit den g4) zu ver-
gleichen. Wir sehen dann, daB unsere Behauptung gerade entgegengesetzt
zu derjenigen ist, welche wir oben fiir die Elementarcharakteristiken
fanden: gf = 0 bedeutete damals den geradzahligen, ¢;= 1 den ungerad-
zahligen Kontakt mit A4. Ich kann leider diese Angabe hier nicht ndher
beweisen, weil ich zu dem Zwecke das Verhalten der ¢ bei der Kurve
mit Doppelpunkt noch ausfithrlicher studieren miiite: man vergleiche
hierzu die Entwicklungen [von § 20 meiner Arbeit aus] Bd. 36 der Math.
Annalen (1889). Ubrigens aber schlieBen sich hier die Bemerkungen vom
Ende des vorigen Paragraphen an, auf die ich nicht weiter zuriickkomme.

Wir haben hiermit die simtlichen Entwicklungen durchlaufen, welche
in der vorliegenden Arbeit gegeben werden sollten. Wir konnten ja
mannigfache Verallgemeinerungen anschlieBen, unter Festhaltung der me-
thodischen Grundgedanken. Einmal wird man statt der f,, welche unsere
Kurve iiberall beriihren, solche f, heranziehen konnen, welche iiberall os-
kulieren, hyperoskulieren usw. (wie ich dies zum Teil schon [in Abh. XXXIX]
fiir die dort behandelten ebenen Kurven vierter Ordnung getan habe).
Dann aber wird man die Betrachtung von der Normalkurve der ¢ als
solcher ablésen. Die Unterscheidung der symmetrischen Flachen in ortho-
symmetrische und diasymmetrische gibt ein durchgreifendes Einteilungs-
prinzip fir simitliche reelle Kurven. Und so oft man bei einer solchen
Kurve eine Anwendung der Abelschen Funktionen zu machen weil}, sind
wir in der Lage, eine vollstindige Realitdtsdiskussion der bei dieser An-
wendung in Betracht kommenden Gebilde hinzuzufiigen.

Gottingen, den 2. September 1892.



XLIIL. Geometrisches zur Abzihlung der reellen Wurzeln
algebraischer Gleichungen.

Aus dem Katalog mathematischer Modelle, Apparate und Instrumente. Herausgegeben
im Auftrage der Deutschen Mathematiker-Vereinigung von W. Dyck. (1892).]

Sylvester und Kronecker haben bereits in den 60er Jahren bei
der Diskussion der Wurzelrealitdt algebraischer Gleichungen geometrische
Konstruktionen in der Weise herangezogen, daf sie die Koeffizienten der
Gleichung oder sonstige GroBen, von denen man die Gleichung abhingig
denken mag, als Koordinaten eines Raumpunktes interpretierten, — wobei
natiirlich ihrer unmittelbaren Anschaulichkeit wegen diejenigen Fille be-
sondere Beriicksichtigung fanden, bei denen man mit Riumen von zwei
oder drei Dimensionen ausreicht!). Es handelt sich da insbesondere um
den Verlauf derjenigen Mannigfaltigkeit, welche durch Nullsetzen der Dis-
kriminante der vorgelegten Gleichung vorgestellt wird — die Diskriminanten-
mannigfaltigkeit —, und um die durch diese Mannigfaltigkeit vermittelte
Zerlegung des Gesamtraumes in verschiedene Gebiete. — Ich mochte im
nachstehenden an den bezeichneten Ansatz in der Weise ankniipfen, dafl
ich die elementaren, fiir Gleichungen beliebigen Grades giiltigen Kriterien
in Betracht ziehe, durch welche man die Anzahl der reellen Wurzeln abzu-
zdhlen vermag, die gegebenen Falles verhanden sein mdgen. Bei der geo-
metrischen Interpretation dieser Kriterien entsteht, wie von selbst, eine
Auffassung derselben, vermége deren die etwas stereotypen Darstellungen
der Lehre von der Wurzelrealitit, wie sie sich in unseren Lehrbiichern
finden, der Neubelebung und Weiterentwicklung zugénglich werden®). Der

)Sylvester in den ,Philosophical Transactions* Bd. 154, 1864 (On the real
and imaginary roots of equations) [= WerkeIl, S.376]; Kronecker in Vorlesungen.

?) Ich werde weiter unten noch hervorheben, daf die bez. Darstellungen der
Lehrbiicher vielfach auch unvollstindig sind. Aber der wesentliche Mangel liegt wohl
darin, da8 die Lehrbiicher durchgiingig an der Auffassung festhalten, als handele es sich
bei den hier in Betracht kommenden Fragen um ,numerische“ Gleichungen, also um
Verfahrungsweisen, welche keinen allgemeinen Charakter haben, sondern sich jeweils
nach dem besonderen vorgelegten Falle richten. Im Gegensatze dazu liBt die geo-
metrische Interpretation die Koeffizienten der zu untersuchenden Gleichungen not-
wendig als frei verinderliche reelle GroBen ansehen.
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Zweck der vorliegenden kurzen Mitteilung wird erreicht sein, wenn es mir
gelingen sollte, in dieser Richtung einen Ansto zu geben. Um so lieber
will ich mich im folgenden auf die allerelementarsten Fille, nimlich auf
Gleichungen zweiten und dritten Grades, beschrinken: ich hoffe da allgemein
verstindlich zu sein und kann doch schon alles Wesentliche, was ich zu
sagen habe, hervortreten lassen.

Zunichst der allgemeine Ansatz. Sei

(1) fle) = a4 mdzn -t M Bt N =0

eine vorgelegte Gleichung n-ten Grades (wo die Binomialkoeffizienten hinzu-
gesetzt sind, weil dadurch die spater zu gebenden Formeln einfacher werden).
So interpretiere man einfach 4, B, ..., N als Punktkoordinaten in einem
n-dimensionalen Raume R, . Gleichung (1) reprisentiert dann, sofern man
das z als gegebene GroBe und die A4, B, ... als Veriinderliche ansehen
will, einen in diesem R, enthaltenen (n — 1)-fach ausgedehnten Raum,
R,_,, und die ganze Reihenfolge von R,_;, welche man so fiir wechselnde
Werte von z erhilt. umhiillt in ihrer Aufeinanderfolge eben jene Diskri-
minantenmannigfaltigheit, von welcher bereits soeben die Rede war; kann

man doch die Diskriminante als Resultante von f(z)= 0 und @,Ziﬁ)z 0

berechnen. — In niichster Beziehung zu diesem R,_; und damit zur Dis-
kriminantenmannigfaltigkeit steht nun diejenige rationale , Kurve‘, die den
Gleichungen (1) mit n-facher Wurzel entspricht:

(z— )" =0,

d. h. diejenige Kurve, deren Punkte sich mit Hilfe eines Parameters 1 so
darstellen lassen:

(2) A=—14, B=1%.: N=(—1)"i"

Moge dieselbe, entsprechend -der Ausdrucksweise der neueren Geometer,
hier schlechtweg als Normkurve benannt werden®); den einzelnen durch (2)
gegebenen Punkt der Kurve werde ich als den Punkt 1 derselben be-
zeichnen. Da ist denn unmittelbar ersichtlich, daff die simtlichen »n Schnitt-
punkte, welche der durch (1) gegebene R, ; mit der Normkurve gemein
hat, in den einen Punkt 2 = z koinzidieren: unsere R,_; sind Schmiegungs-
rdume der Normkurve und eben dadurch unter allen anderen (7 — 1)-fach
ausgedehnten linearen Réumen unseres R, charakterisiert. Die Wurzeln z,
aber, welche die Gleichung f(z) = 0 besitzt, werden auf der Normkurve
durch die n Punkte 1 = z, vorgestellt sein, némlich durch diejenigen Punkte
der Normkurve, in welchen die von dem Raumpunkte (4, B,..., N) an

%) Vgl. z. B. Franz Meyer, Apolaritidt und rationale Kurven. Tiibingen 1833.
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die Kurve laufenden Schmiegungsriume (7 — 1)-ter Dimension dieselbe
beriihren. Insbesondere werden von diesen Wurzeln genau so wiele reell
sein, als von unserem Raumpunkie aus reelle Schmiegungsraume an dee
Kurve gehent).

Spezifizieren wir diesen Ansatz zunichst fiir » — 2, so haben wir in
der Gleichung zweiten Grades
(3) 224+ 24z--B=0

die 4, B als Punktkoordinaten (etwa geradezu als rechtwinklige Punkt-
koordinaten) der Ebene zu interpretieren. Wir haben dann als Definition

der Normkurve

(4) A=—i B=}*

zugrunde zu legen, was eine Parabel mit der Glei-

chung 4% — B = 0 ergibt, wie sie durch die neben-

stehende Fig. 1 versinnlicht wird; man beachte,
A daB auf dieser Parabel die Punkte mit positivem i

linker Hand, die mit negativem 4 rechter Hand

liegen. Gleichung (3) wird zwei reelle oder zwei
imagindre Wurzeln haben, je nachdem von dem reprisentierenden Punkte
(A, B) aus zwei reelle oder zwei imaginire Tangenten an die Parabel gehen.
Augenscheinlich zerfillt mit Riicksicht hierauf die Ebene in zwei durch
die Parabel getrennte Teile; ich habe dieselben in der
nebenstehenden Fig. 2 durch die Ziffern 2 und 0 unter-
2 2 schieden. Die durch die Parabel vorgestellte Normkurve
ist hier eben selbst die Diskriminantenmannigfaltigkeit,
und unsere Figur also ein Gegenbild dafiir, daf die qua-
dratische Gleichung (3) zwei oder null reelle Wurzeln
hat, je nachdem die Diskriminante 4 — B positiv oder negativ ist.

Wir gehen iiber zur kubischen Gleichung:

(5) 2%+ 8A42° 3Bz C=0.

Die Raumkonstruktionen, welche hier auszufiihren sind, lassen sich nicht

Fig. 1.

D)
Fig. 2.

4) [Ich weise hier gern darauf hin, daB man sich auch die bei einer Gleichung
vierten Grades vorliegenden Verhéltnisse im dreidimensionalen Raume anschaualich klar
machen kann, wenn man diese so transformiert, dafl der Koeffizient 4 = 0 wird, also
die Gleichung der Normkurve in der Form

(z+384)(z2—4)2=0
schreibt. Das von Herrn Hartenstein auf meine Veranlassung konstruierte Faden-
modell der Diskriminantenfliche ist im Verlage von Martin Schilling erschienen und
in meiner von E. Hellinger ausgearbeiteten Vorlesung ,Elementarmathematik vom
hoheren Standpunkte (1908)“ (in Kommission bei B. G. Teubner) Bd. I, 1. Aufl,
S. 220—231, 2. Aufl, 8. 222—234 beschrieben. Die Fliche zerfillt tibrigens in einen
Bestandteil fiinfter Ordnung und die unendlich ferne Ebene. K.]
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mehr kurz durch ebene Figuren erldutern, und ich muB den Leser bitten,
falls anders er die Angaben, die ich fernerhin iiber kubische Gleichungen
zu machen habe, véllig in sich aufnehmen will, sich selbst geeignete rdum-
liche Modelle zu verfertigen®). Wir haben da erstlich als Normkurve die

Raumkurve dritter Ordnung
(6) A=—1, B=2* C=—2%

dann als Diskriminantenmannigfaltigkeit die zu dieser Raumkurve gehorige
developpable Flache. Durch selbige wird der Raum in zwei Gebiete zer-
legt, entsprechend der Moglichkeit, daf die Gleichung (5) drei oder eine
reelle Wurzel fiir z ergeben kann. Wir werden diese Gebiete dement-
sprechend mit den Ziffern 3 und 1 bezeichnen. Von den Punkten des
Gebietes 3 aus laufen immer drei reelle Oskulationsebenen an die Kurve,
von den Punkten des Gebietes 1 aus nur eine.

Ich wende mich nun gleich zu den Kriterien fiir die Abzihlung der
reellen Wurzeln einer gegebenen Gleichung. Dabei werde ich gelegentlich
etwas ausholen miissen, insofern diese Kriterien in der Mehrzahl der Lehr-
biicher, wie ich schon andeutete, nur unvollstindig mitgeteilt werden. Ich
unterscheide in erster Linie zwischen solchen Kriterien, welche die Gesami-
zahl der reellen Wurzeln betreffen, und den anderen, die sich auf die
reellen Wurzeln in einem gegebenen Intervalle beziehen. Andererseits
trenne ich zwischen genauen Kriterien und solchen, welche nur eine Grenze
der Wurzelanzahl geben (approximierende Kriterien).

Um hiernach mit den genauen Kriterien zu beginnen, durch welche man
die Geesamtzahl der reellen Wurzeln bestimmt, so habe ich gleich hier von
der iiblichen Darstellung der Lehrbiicher abzuweichen. Man findet in den
letzteren iibereinstimmend das Verfahren von Sturm und einen mehr
oder minder ausfiihrlichen Exkurs iiber diejenigen Methoden, welche sich
an das Trdgheitsprinzip der quadratischen Formen schliefen. Dagegen
fehlt zumeist jeder Hinweis auf die bestimmte Ausgestaltung, welche
letztere Methoden durch Hermite und Sylvester vermdge Aufstellung
jener quadratischen Form von (n — 1) Verdnderlichen gefunden haben,
welche Sylvester als Bezoutiante bezeichnet®). Und doch zweifle ich
nicht, daB erst mit der Bezoutiante der Kernpunkt der ganzen Frage-
stellung getroffen ist.

Sei wieder f(z) =0 die vorgelegte Gleichung. Wir machen der Be-

%) [Auf meine Veranlassung hat W. Ludwig nach Vorarbeiten von E. Lange
ein besonders schones Fadenmodell konstruiert, welches gleichfalls im Verlage Martin
Schilling erschienen ist, K.]

8) Vgl. Sylvester in den ,Philosophical Transactions“ Bd. 143, 1833: On
the syzygetic relations usw. [= Werke I, S.429], Hermite in Bd. 52 von ,Crelles
Journat“, 1856 [= Werke I, S.397]. Vgl. iibrigens auch Baltzers Determinanten.
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. . . . Z .
uemlichkeit halber homogen, indem wir z durch 2 ersetzen und mit z,'
q gen, z 2

heraufmultiplizieren. Solcherweise entstehe f(z,,2,) =0, wo wir nun die
linke Seite kurzweg mit f bezeichnen werden. Entsprechend werde f’ ab-
kiirzenderweise fiir f(z], z,;) geschrieben, unter z;, z, eine zweite Variabeln-
reihe verstanden. Man bilde sich jetzt die , Kombinante®:
of of of of
(7) a.éz—;hazg'dz{
(2,20 — 2,21)

Dieselbe ist linear und homogen einerseits in

n—2 n—3 n—2
o A R TN N
andererselts in
'pn—2 rn—3% 7/ ! p—2
zl » ¥y zga 3 z-_)

Die Bezoutiante
(8) Bt t,, .. ;ta—1)

entsteht nun einfach aus (7), indem man die genannten aufeinander-
folgenden Verbindungen der z, ,z, wie der z;,z, beide bez. durch die
(n— 1) Unbestimmten ¢, ¢,, ..., t,-1 ersetzt. Und nun handelt es sich
nur noch darum, die ,Tragheit* der so gewonnenen quadratischen Form
von (n — 1) Verénderlichen zu konstatieren, d. h. zuzusehen, wie viele
positive bez. negative Vorzeichen hervortreten, wenn man es unternimmt,
die Form B durch reelle lineare Substitution der ¢,¢,,..., - in ein
Aggregat bloBer Quadrate zu verwandeln. Die Regel wird kurzweg die,
daf =10 genau so viele Paare imagindrer Wurzeln besitzt, als bei der
genannten Reduktion von B megative Quadrate auftreten. Die prinzipielle
Einfachheit dieser Aussage aber ruht darin, dafl B nicht nur von den %,
sondern auch von den Koeffizienten von f in quadratischer Weise abhingt
(so daB also bei unserer geometrischen Interpretation B — 0 eine von den
Parametern ¢, ..., ,—1 abhingige Schar von Flidchen zweiten Grades gibt).

Fiir die quadratische Gleichung (3) liefert die so formulierte Regel
natiirlich nichts Neues. Gehen wir also gleich zur kubischen Gleichung (5).
Hier wird die Bezoutiante:

(9) (A°— B)t; - (AB—C)t t,-- (B'— A0)t],

ist also (wie man erwarten konnte), von einem negativen Zahlenfaktor
abgesehen, mit der sog. Hesseschen Form von f(z,,z,) identisch. Wir
werden wiinschen, uns im geometrischen Bild dariiber klar zu werden,
weshalb die ,Trigheit“ von (9) in der angegebenen Weise mit der
Realitdt der Wurzeln von f= 0 zusammenhéngt, oder wenigstens weshalb
f=0 drei oder eine reelle Wurzel liefert, je nachdem die Gleichung

(10) (A° — B)t;4-(AB —C)t,t,+ (B*— AC)t; =0
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fir t,:t, null oder zwei reelle Wurzeln ergibt. Zu dem Zwecke fragen
wir nach der geometrischen Bedeutung der Gleichung (10) bei stehenden
t,,%, und finden, dafl dieselbe den Kegel zweiten Grades vorstellt, der

sich von dem Punkte 1= ;1 der Normkurve nach den anderen Punkten

der Normkurve hin erstreckt. Unsere kubische Gleichung soll also 3 oder
1 reelle Wurzel haben, je nachdem durch den Raumpunkt (4 BC'), 0 oder
2 reelle Projektionskegel dieser Art hindurchgehen. Nun haben zwei Kegel
(10) auBer der Normkurve dritter Ordnung selbst immer noch die Ver-
bindungsgerade ihrer Spitzen gemein. Sind die Kegel reell, so ist diese
Gerade ebenfalls reell und damit eine eigentliche Sekante der Normkurve,
im Gegensatz zu den gleichfalls reeilen aber uneigentlichen Sekanten,
welche unsere Normkurve je in zwei konjugiert imagindren Punkten treffen
(und die der Schnitt zweier konjugiert imaginirer Kegel (10) sind). Daher
148t sich der an Gleichung (10) ankniipfende Satz dahin aussprechen:

dafy die Qleichung f— 0 eine oder drei reelle Wurzeln haben wird,

je nachdem durch den Raumpunkt (A, B, C) eine eigentliche oder

eine wuneigentliche Sekante der Normkurve dritter Ordnung geht.
Und in dieser Form 1st der Satz den Geometern ohne weiteres einleuchtend.
Denn die Normkurve dritter Ordnung projiziert sich vom Punkte (4, B, C)
aus 1m ersteren Falle als ebene Kurve dritter Ordnung mit eigentlichem
Doppelpunkte, im zweiten Falle als solche mit isoliertem Punkte, und es
ist wohlbekannt, dafl eine Kurve der ersteren Art nur einen, eine Kurve
der zweiten Art dreil reelle Wendepunkte besitzt.

Ich habe diese Betrachtung iiber die Kegel zweiten Grades, welche
von den Punkten der Normkurve dritter Ordnung auslaufen, um so lieber
gegeben, als ihre Besprechung ohnehin unerldBlich ist, wenn man die Zahl
der reellen Wurzeln von f=0 durch die sogenannte Newtonsche Regel
abschatzen will. Ich denke dabel an jenes approximierende Kriterium,
welches urspriinglich in Newtons Arithmetica universalis (1707) gegeben
worden ist, aber erst 1865 von Sylvester bewiesen und zugleich nach
verschiedenen Richtungen erweitert wurde?). In ihrer einfachsten Gestalt,
die wir hier allein in Betracht ziehen, lautet diese Regel dahin:

daf} wnsere Gleichung (1) mindestens so viele imagindre Wurzeln be-

sitzt, als die Reihe der quadratischen Ausdriicke

(11) 1,4~ B,B* — AC,...,N*

Zeichenwechsel darbietet.

%) Vgl. insbesondere Transactions of the R. Dublin Academy, t. 24 (1871), sowie
Philosophical Magazine, 4 ser., t. 31 (1866). [Vgl. Sylvesters Werke Bd. II, 8. 704

u.Il, 8.542.] — Auchdiese Regel fehlt in vielen Lehrbiichern; Ausfiihrlicheres dariiber gibt
u. a. Petersen in seiner , Theorie der algebraischen Gleichungen“ (Kopenhagen 1878).
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Im Falle der Gleichungen dritten Grades (5) haben wir also sicher zwei
imagindre Wurzeln; wenn von den beiden Ausdriicken

4°—B, B’—4C
auch nur einer negativ ist. Hier bemerke man nun, daB nach Gleichung (10)
(12) A*—~B—=0, B'—A4C=0
die Gleichungen der beiden Projektionskegel sind, die von den Punkten
A=o0c, bez. 1=10

der Normkurve dritter Ordnung nach dieser Kurve hinlaufen. Der geo-
metrische Sinn des Newtonschen Kriteriums ist dementsprechend der, daf
bet der Gleichung dritten Grades sicher zwei tmagindre Wurzeln vorhanden
sind, sobald der Raumpunkt (A, B, C) im Innern auch nur eines der
beiden genannten Kegel liegt. Die geometrische Anschauung bestétigt
nicht nur, sondern vervollstindigt diese Regel und bringt sie dadurch mit
dem aus der Bezoutiante abgeleiteten Kriterium in klaren Zusammenhang.
Wir wissen bereits, dall keiner der Kegel (10) in das Raumstiick eindringt,
welches den kubischen Gleichungen mit drei reellen Wurzeln entspricht;
wir fiigen jetzt hinzu, was uns ein Blick auf die Gestalt der Kurve dritter
Ordnung lehrt, daB dieses Raumstiick auferhalb der simtlichen Kegel (10)
liegt. Wir wissen andererseits, dall das Raumstiick, welches den kubischen
Gleichungen mit nur einer reellen Wurzel entspricht, von den reellen
Kegeln (10) durchweg zwiefach ausgefiillt wird, und hierin liegt, daB jeder
Punkt (4, B, O) im Innern dieses Raumstiickes jedenfalls auch im Innern
einer unendlichen Zahl von Kegeln (10) liegt. Wir werden also folgenden
genauen Satz aufstellen: daf die kubische Gleichung dann und nur dann
zwei imagindre Wurzeln besitzt, wenn die Bezoutiante (10) fiir irgend-
welche reelle Werte von t,, t, negativ wird. Und von diesem Satze ist
dann die Newtonsche Regel ein blofes Korollar.

So wviel iiber die allgemeine Abzéhlung der reellen Wurzeln. Wir
wenden uns jetzt zur Abzdhlung der Wurzeln in einem Intervalle von z
bis y (x < y). Auch hier werde ich mich auf die elementarsten Erlaute-
rungen beschrinken. Insbesondere will ich der Kiirze halber die exakten
Abzéhlungsmethoden ganz beiseite lassen und unter den approximierenden
Kriterien nur diejenigen betrachten, bei denen lineare Funktionen der
Koeffizienten zugrunde liegen, also den Cartesischen Satz, das Theorem
von Budan-Fourier usw. Auch mégen jetzt vor allen Dingen die qua-
dratischen Gleichungen (3) herangezogen werden, insofern bereits bei ihnen
alles Wesentliche hervortritt; iiber die kubischen Gleichungen gebe ich nur
eine kurze Schlufbemerkung.

Wir hatten bel den Gleichungen zweiten Grades als Normkurve die
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Parabel der Fig. 1. Markieren wir auf ihr die beiden Punkte 1=z und
A =1y (wobei fiir < y der Punkt x rechts von y liegt) und unterscheiden
dann drei Gebiete der Ebene, je nachdem sich vom einzelnen Punkte (4, B)
aus an das zwischen x und y verlaufende Parabelstiick 2 oder 1 oder 0
Tangenten legen lassen, so entsteht offenbar die
nebenstehende Fig. 3, welche ich kurzweg als die
,richtige® Figur (x, y) bezeichnen werde: — die
Grenzen der dreierlei bei ihr zu unterscheidenden
Gebiete werden teils von dem genannten Parabel-
stiicke selbst, teils von den beiden, zu den Punkten
z und y gehorigen Parabeltangenten gebildet. —
Lassen wir hier ¢ insbesondere ins Unendliche Fig. 3.
riicken, so entschwindet fiir die Anschauung die
ganze zu y gehorige Tangente und wir haben als zugehdrige Gebietsein-
teilung den in Fig. 4 vorgestellten Fall; wir benennen diese Figur als die
»richtige® Figur (z, oc).

Aufgabe der zu diskutierenden linearen Kriterien wird es nun sein,
diese richtigen Figuren mit moglichster Anndherung durch solche zu er-
setzen, bet welchen nur gerade Linien zur Felderabgrenzung gebraucht werden.

Von dieser Auffassung ausgehend, betrachten
wir zundchst die Cartesische Zeichenregel. Wit
wollen dieselbe gleich in die verallgemeinerte Form
setzen, in der sie die reellen Wurzeln von f(2) =0
abzuschitzen gestattet, die groBer als ein beliebiges
vorgegebenes  sind. Es handelt sich da um die
Funktionsreihe:

(13) flz), (), "(x) Fig. 4.

und die Regel behauptet, daB f(z) = 0 hochstens so wviele reelle Wurzeln
> x besitzt, als Zeichemwechsel in dieser Funktionsreihe vorhanden sind,
und daf die richtige Zahl der Wurzeln von der durch die Zeichenwechsel
gegebenen Zahl immer nur um ein Multiplum von 2 verschieden sein kann.
Zwecks Ubersetzung der Regel in die geometrische Anschauung werden wir
vor allen Dingen die drei geraden Linien konstruieren, welche in der
Ebene (4, B) durch Nullsetzen der drei Ausdriicke f(z), ' (=), f"(x) vor-
gestellt werden. Hier gibt f (x)=0 die unendlich ferne Gerade und
kommt also fiir die Zeichnung in Wegfall. f'(x)=0 gibt die vertikale
Linie 4 = — z, d. h. den durch den Punkt x der Parabel laufenden Durch-
messer derselben. Endlich f(z)= 0, wie wir von friiher wissen, die zum
Punkte x gehorige Parabeltangente. Ein jedes der von den genannten Ge-
raden umgrenzten Gebiete der Ebene bietet bestimmte Vorzeichen von
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f(x), f'(x), f (x) dar. Nun kommt es uns aber nicht auf diese Vor-
zeichen, sondern nur auf die Zahl der Zeschenwechsel an, welche die Reihe
f(z), (=), f"(x) darbietet. Wir markieren dieselbe fiir die verschiedenen
Teile der Ebene und erhalten so schlieflich die folgende Fig. 5, welche ich
die ,,Cartesische Figur® (x, o) nennen darf.

Wir verstehen die Cartesische Regel in geometrischer
Form, indem wir diese neue Figur mit Fig. 4 | der ,richtigen
Figur (z, oo)] vergleichen. Und dabei bestitigen wir nicht
nur die Cartesische Regel, sondern erkennen auch ihre Vor-
ziiglichkeit. In der Tat sieht man, daf man die ,,richtige*
Figur vermoge einer geradlinigen Feldereinteilung, an der
(unter Einrechnung der unendlich fernen Geraden) drei

Fig. 5. gerade Linien partizipieren, in der durch den Cartesischen

Satz vorgesehenen Weise unmdglich besser approximieren
kann, als dies durch die Cartesische Figur geschieht.

Wir erldutern ferner, in gleichem Sinne, den Budan-Fourierschen
Satz. Es handelt sich bei demselben allgemein um die Zahl der reellen
Wurzeln von f(z) = 0, welche zwischen zwei beliebig vorgegebenen Grenzen,
z und y (x < y) liegen. Man bildet die beiden Funktionsreihen:

(14) {f(w), t' (=), f,"'(x) und
| L), (), 7 (),

bestimmt zuerst die Zahl V() der Zeichenwechsel, welche die erstere
Reihe darbietet, ferner die Zahl V (y) der Zeichenwechsel der zweiten
Rethe, und hat dann in V(z) — V(y) eine Zahl, welche von der Zahl
der zwischen x und y gelegenen reellen Wurzeln
von f(z) =0 hdchstens wm ein positives Viel-
faches von 2 abweicht. Wieder iibersetzen wir diese
Regel in eine geometrische Figur. Indem wir ganz
dhnlich verfahren, wie vorhin, ergibt sich die fol-
gende Feldereinteilung (Fig. 6).
Ein Vergleich mit Fig. 3 bestitigt darauf die
Richtigkeit des Budan-Fourierschen Satzes: iiber-
Fig. 6. all da, wo Fig. 3 und Fig. 6 den Punkten der Ebene
verschiedene Zahien beilegen, ist die Zahl der Fig. 6
um ein positives Vielfaches von 2 gréBer. Aber wir fragen angesichts
unserer Figuren nicht nur nach der Richtigkeit, sondern auch nach der
ZweckmiBigkeit des Budan-Fourierschen Satzes. Und da kommen wir
zu einem Resultate, welches bei einem so elementaren Gegenstande iiber-
raschen mufl und eben darum geeignet sein diirfte, die geometrische Be-
trachtungsweise, fiir die wir hier eintreten, nicht nur als eine beilaufige




XLIII. Abzéhlung der reellen Wurzeln von Gleichungen. 207

Erlauterung, sondern als eine notwendige Erginzung der gewGhnlich ge-
gebenen Entwicklungen erscheinen zu lassen: Fig. 6 mit thren, vier ver-
schiedenen geraden Linien angehdrigen Begrenzungsstiicken ist als An-
ndherung an Fig. 3 keineswegs besonders zweckmdfiig gewdhlt, man kann
der Fig. 3 mit einer nur aus drei geraden Linien gebildeten Figur viel
ndher kommen. Man hat einfach eine Figur zu zeichnen, welche man als
projektive Verallgemeinerung der Cartesischen Figur betrachten kann (so-
fern man bei letzterer die unendlich ferne Gerade mitzéhlen will), d. h.
die nachstehende Figur, welche neben den Tangenten der beiden Parabel-
punkte z, y das geradlinige Verbindungsstiick xy enthalt. Will man das
analytische Kriterium aufstellen, welches dieser Figur entspricht, so ist es
bequem, wieder homogen zu machen, also statt f(z) die bindre Form

Fig. 7.

f(2,,2,) und statt z und y die Variabelnpaare x,, z, und y,, y, einzu-
fithren. Ich setze auBerdem symbolisch f(z,, 2,) = a?. Bei Fig. 7 handelt
es sich dann einfach wm die Zeichenwechsel der Funktionsreihe:

(15) a;, a,a,, a.
Es ist kaum notig, daBl ich beim Beweise dieser Behauptung oder der
damit aufgestellten Regel fiir die Abzahlung der Wurzeln im Intervall z...y
verweile. HEs handelt sich einfach darum, in die Gleichung f(z,,2,) =0
x, + 4y, fir z,, x, 4 iy, fir z, zu substitutieren und nun fiir die so ent-
stehende Gleichung in 1 die Zahl der positiven Wurzeln durch das Cartesische
Theorem festzulegen, bzw. zu umgrenzen. Das ist so einfach, daB es
wundernehmen miilte, wenn dieser Ansatz nicht schon in fritherer Zeit
bemerkt sein sollte. Und in der Tat findet sich derselbe beispielsweise bei
Jacobi in Crelles Journal, Bd. 13 (1835) (Observatiunculae ad theoriam
aequationum pertinentes). Nur fiigt Jacobi merkwiirdigerweise hinzu:
regula a clarissimo Fourier proposita multis nominibus praestat.

Es eriibrigt nur noch, daB ich angebe, wie man bei der Normkurve
dritten Grades diejenige raumliche Figur konstruiert, welche man als Ver-
allgemeinerung der ebenen Fig. 7 zu betrachten hat. Bezeichnet man die
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gegebene kubische Gleichung symbolisch mit a? = 0, so handelt es sich
zumal um die geometrische Definition der Ebenen

(16) al=0, ajay:O, aza;:(), a*‘;:().

Diese ist natiirlich duBerst einfach. Die drei Schnittpunkte, welche die
einzelne dieser Ebenen mit der Normkurve gemein hat, fallen alle nach
x oder y; die folgende Tabelle gibt die Multiplizititen, mit der x und y
als Schnittpunkte zéhlen, genauer an:

. x “ Yy
a? i 310
a;a, i 2 1
7axa; “T¥ 2
a, 0| 3

In dieser Tabelle tritt das einfache Gesetz, welches fiir n — 2 in Fig. 7
befolgt ist, in einer fiir alle #» erkennbaren Form hervor. — Wir sollten
jetzt ferner eine genaue Beschreibung der verschiedenen Stiicke geben, in
welche der Raum entsprechend der Zahl der bei den Funktionen (16)
auftretenden Zeichenwechsel durch unsere Ebenen zerlegt wird. Daran
wiirde sich dann der Vergleich mit denjenigen Raumeinteilungen schlieBen,
die als Analoga der ebenen Fig. 3, 4, 5 und 6 anzusehen sind. Hier ist
offenbar ohne geeignete Modelle nicht durchzukommen. Es wird sehr
dankenswert sein, wenn jemand die Herstellung solcher Modelle in die
Hand nehmen wollte,

Gottingen, den 9. Juni 1892,

{Der vorstehende kleine Aufsatz, der inhaltlich aus dem Rahmen der hier zu-
sammengestellten Arbeiten einigermaBen herausfillt, ist aus einer Vorlesung iiber
Algebra, die ich im Winter 1891/92 hielt, entstanden. K.]



XLIV. Uber eine geometrische Auffassung der
gewohnlichen Kettenbruchentwicklung,")

"Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. Mathematisch-
physikalische Klasse (1895). Heft 3. Vorgelegt in der Sitzung vom 19. Okt. 1895.]

Sei w eine reelle GroBle, die ich der Einfachheit halber als irrational
voraussetzen will; sei ferner in gewdhnlicher Kettenbruchentwicklung:

| l
W ==y e 1
2 y —+ ...
Die sukzessiven Naéherungswerte nenne ich %, —Zi“f,. .., wobei die p,q als
1 2
teilerfremde Zahlen definiert sein sollen, die man einzeln noch beliebig
mit dem -}- oder — Zeichen ausstatten kann. Ich lege nunmehr ein ge-

wohnliches X -Y-Koordinatensystem zugrunde, konstruiere das zugehorige
Gitter der ganzzahligen Punkte, und suche unter ihnen diejenigen, fiir
welche ‘z,y = p,,q, ist. Man weil}, daf diese ,Naherungspunkte® ab-

wechselnd auf der rechten und linken Seite der geraden Linie : =

liegen. Hs ist aber iiberhaupt leicht, wie ich gefunden habe, fiir dieselben
eine kurze geometrische Definition aufzustellen. Ich will hier nur den einen
der beiden Quadranten unseres Koordinatensystems ins Auge fassen,
welche von der geraden Linie w durchzogen werden. Derselbe wird durch
die Gerade w in zwei Sektoren zerlegt, deren einer an die X -Achse, deren
anderer an die Y-Achse angrenzt; ich will kurzweg von einem X -Sektor
und einem Y-Sektor sprechen. Jetzt betrachte man die ganzzahligen Punkte
des einzelnen so gewonnenen Sektors. FErsichtlich kann man dieselben
durch ein geradliniges Polygon umgrenzen, etwa indem man sich die ganz-
zahligen Punkte durch kleine Stifte markiert denkt und um das Ganze
einen Faden schlingt. Die Punkte p,, q,; p,, q,; ... sind nun nichis
anderes als die Eckpunkte des zum Y-Sektor gehcrigen Umrifipolygons;

1y [Vgl. auch meinen Vortrag vor der Naturforscherversammlung in Liibeck,

Sept. 1895. (Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Bd. 4.) K.]

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen, 1I. 14
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die Punkte p,, q,; P> q, --- gehoren enisprechend zum X-Sektor. Die
einzelne Seite des UmriBpolygons, sagen wir etwa, um beim Y-Sektor zu
bleiben, die Seite von (p:s—1, gev—1) bis (Pasi1, g2041), kann dabei mog-
licherweise selbst noch Gitterpunkte tragen. Die Anzahl der Stiicke, in
welche sie durch dieselben zerlegt sind, ist gerade ua,; dieses ist die ein-
fache Deutung der bei der Kettenbruchentwicklung auftretenden Teilnenner.

Auf Grund der hiermit gegebenen Deutung kann man nun sidmtliche
Eigenschaften der gewGhnlichen Kettenbruchentwicklung und der sich an
dieselben anschlieBenden analytischen Verfahrungsweisen geometrisch ohne
weiteres einsehen,

Ich gebe hier in dieser Hinsicht einige Erlduterungen iiber binére
quadratische indefinite Formen. Es sei f==ax?-+ bxy 4 cy? eine solche

Form, deren Diskriminante b’ — 4ac keine Quadratzahl ist. Dann gibt
f=0 zwel reelle irrationale Werte von —;-, die ich mit w’ und o' be-

zeichne. Ich ziehe in unserem Koordinatensysteme die betreffenden beiden
geraden Linien und konstruiere, was ich die zugehdrigen natiirlicken
Umrifpolygone nenne, nimlich die UmriBpolygone derjenigen ganzzahligen
Punkte, welche in die einzelnen von o' und ®” umgrenzten Sektoren
eingeschlossen sind. Das einzelne solche Polygon mag nach seinem Ge-
samtverlaufe mit einem vollen Hyperbelast verglichen werden (welcher
sich nach zwe: Seiten ins Unendliche erstreckt). Man kann nun geradezu
sagen, daf3 die von Lagrange und Gaufl herrihrende Theorie der Formen f
eine Betrachtung dieser Polygone ist, und wird finden, daf die Theorie
durch explizite Einfiihrung der Polygone noch verschiedentlich vereinfacht
werden kann. Dabei ist niitzlich, in Anlehnung an Cayleys projektive
MaBbestimmung den Ausdruck Vf geradezu als ,Abstand“ des Punktes z, y.
vom Koordinatenanfangspunkt zu bezeichnen und von zugehérigen ,Bewe-
gungen® zu sprechen?). Ich verfolge das hier nicht weiter, sondern gedenke
nur noch der Rolle, welche in dieser Theorie die Kettenbruchentwicklung der
Wurzeln w’, w” spielt. Dieselbe kommt darauf zuriick, daB die von den
Koordinatenachsen abhingigen Umripolygone, welche aus der Ketten-
bruchentwicklung entspringen, nach einer endlichen Anzahl von Seiten
notwendigerweise in die vorerwéhnten ,natiirlichen® UmriBpolygone ein-
miinden.

Soweit gibt unser Ansatz nur erst eine geometrische Interpretation
oder auch eine Vereinfachung bekannter Betrachtungsweisen. Das Schine
aber ist, daf er sich auf hohere, noch nicht in dieser Weise behandelte

%) [Hierauf habe ich schon in den Gottinger Nachrichten von 1893 in der Note
,Uber die Komposition der biniren quadratischen Formen“, welche in Bd. 3 dieser
Gesamtausgabe abgedruckt werden soll, hingewiesen. K.]
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Falle ubertragt. Ich will hier beispielsweise zwei Arten ternirer Formen
heranziehen. Sei f(xyz) eine indefinite quadratische Form, F (zyz) aber
eine kubische Form, welche sich in drei reelle Linearfaktoren spalten laBt.
Ich konstruiere mir im gewdhnlichen Koordinatensystem xyz den Kegel
f==0 und das Ebenentripel # =0 und betrachte nun sdmtliche ganz-
zahlige Punkte, welche entweder von der einen Hilfte des Kegels f=0
umschlossen sind oder in einem der durch F = 0 gebildeten Oktanten
liegen. Ersichtlich kann man zu diesen ganzzahligen Punkten jeweils ein
ebenfldchiges Umrifpolyeder konstruieren. Die Betrachtung dieses UmriB-
polyeders gibt eine neue einfache Theorie der Formen f und F.

[Auf den Inhalt der vorstehenden Notiz wird in Bd. 3 dieser Ausgabe gelegentlich
des Referates iiber meine zahlentheoretische Vorlesung von 1895/96 zuriickzukommen
sein. — Hinsichtlich der Formen f und F hatte ich zundchst an das Reduktions-
und Aquivalenzproblem gedacht. Die sonach in Aussicht genommenen Untersuchungen
scheinen noch von niemand aufgenommen zu sein. K.]

14*



Vorbemerkungen zu den erkenntnistheoretisechen
Abhandlungen XLV —XLIX.

Die folgenden Aufsitze, die dem Grenzgebiet von Geometrie und Erkenntnis-
theorie angehdren, sind hier (bis auf die wenigen, duBerlich durch eckige Klammern
gekennzeichneten Zusitze) genau so abgedruckt, wie ich sie s. Z. verdffentlicht
habe. Es wiirde ja mit Riicksicht auf die Entwicklung, welche die Wissenschaft
seitdem genommen hat, vielerlei hinzugefiigt werden konmen, vielleicht auch einiges
zu indern sein. Ich will hier aber nur noch einige Worte iiber die einschliigige, schon
oben genannte Vorlesung vom Sommer 1901 ,Anwendung der Differential- und
Integralrechnung auf Geometrie, eine Revision der Prinzipien“ sagen, welche Conrad
Miiller damals ausgearbeitet hat?). Insbesondere handelt es sich dort darum, das
praktische Zeichnen und Messen mit dem Verfahren der abstrakten Geometrie in Ver-
gleich zu bringen. Ich verlangte u. a. fiir das Zeichnen eine #hnliche Fehlertheorie,
wie man sie seit Gaull bei allen exakten Messungen verwendet. Nach der anderen
Seite gab ich Figuren, welche das Zustandekommen z. B. der WeierstraBschen nicht-
differentiierbaren Funktion oder der in Abh. XLVI (8. 227) genannten in der Theorie der
automorphen Funktionen vorkommenden nichtanalytischen Kurven dem Verstindnis
niherbringen diirften. In beiderlei Hinsicht hat bereits friiher Christian Wiener
bemerkenswerte Ansétze gemacht, deren weiterer Ausbau mir wesentlich scheint. Uberall
wird der Gesichtspunkt hervorgekehrt, daBl es nicht eigentlich die Lehre von den
Gleichungen ist (die Prézisionsmathematik, wie ich sie nenne), welche als theoretische
Grundlage der praktischen Anwendungen in Betracht kommt, sondern die Lehre von
den Ungleichungen, die Approzimationsmathematik. Hiermit wird die Briicke von
der reinen zur angewandten Mathematik geschlagen. Mir hat gelegentlich ein hervor-
ragender Physiker gesagt, daBl ihm mit diesen Erlduterungen eine férmliche Last von
der Seele genommen sei.

»Approximationsmathematik®, wie ich sie bei diesen Auseinandersetzungen ver-
stehe, ist, wohlverstanden, eine ganz strenge und sogar besonders schwierige Disziplin,
nicht etwa approximative Mathematik. Immer wird es zur vollen Klarstellung der
Sachlage niitzlich sein, an dieser Stelle zu bemerken, daB sich der Praktiker in den
meisten Féllen mit der letzteren begniigt. Ich erliutere dieses am liebsten an dem-
jenigen Zweige der angewandten Mathematik, der die duBersten Anforderungen an
numerische Genauigkeit stellt, der rechnenden Astronomie. Die Fachastronomen
haben nicht die Zeit und vielfach auch nicht die theoretischen Mittel, die Zuverlissig-
keit ihrer Resultate in mathematisch bestimmte Grenzen einzuschlieBen, sondern sie
begniigen sich damit, jhre Rechnungen jeweils da abzubrechen, wo sie nach ihrer
durch Erfahrung verschirften Empfindung die hinreichende Genauigkeit erreicht zu
haben glauben. Unendliche Reihen z. B. werden, ohne Abschétzung des Restgliedes.

') Diese Ausarbeitung ist 1902 in autographierter Form bei B. G. Teubner er-
schienen; zweiter Abdruck 1907.
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da abgebrochen, wo die einzelnen Glieder hinreichend klein geworden sind (oder auch
nur hinreichend klein geworden zu sein scheinen). Das theoretisch Unzureichende
eines solchen Verfahrens hat u. a. um 1890 herum H. Poincaré in seiner Mécanique
céleste vielfach gekennzeichnet. Andrerseits belehrt uns die Geschichte, dafl Irrtiimer
in der Tat vorgekommen sind, daB aber im groBen und ganzen die Vorausberech-
nungen der Astronomen die Probe der Erfahrung durchaus bestanden haben. Ich
empfehle dieses Sachverhéltnis dem immer wiederholten Nachdenken der Mathematiker.
Es bleibt eine fur alle Erkenntnistheorie hochst beachtenswerte Tatsache, dal man in
praxi in der Mehrzahl der Fille instinktiv ausreichende Genauigkeit erreicht, wo man
von dem theoretischen Hintergrunde einer exakten Approximationsmathematik noch
weit entfernt bleibt.

Ein anderer sehr merkwiirdiger Umstand, von dem ich in meinen Arbeiten zur
anschaulichen Geometrie, aber auch weiterhin in der Funktionentheorie usw. mannig-
fachen Gebrauch gemacht habe, ist der, daB die geometrisch physikalische An-
schauung, ungenau, wie sie ist, dennoch vielfach zu richtigen Theoremen der Prizisions-
mathematik hinleitet. Ich kniipfe hier nur an das Beispiel an, iiber welches ich mich
auch in meiner autographierten Vorlesung verbreite, ich meine die Relation zwischen
den reellen Singularititen einer ebenen algebraischen Kurve, von der in Abh. XXXVII
gehandelt ist. Es ist ganz klar, daB ein strenger Beweis nur gefiihrt werden kann,
wenn man neben den geometrischen Axiomen irgendeine zureichende Definition
der Kurven, welche algebraisch genannt werden, heranzieht — am einfachsten also,
wenn man sich kurz entschlossen auf den Boden der abstrakten analytischen Geometrie
stellt. Ein solcher Beweis 1aBt sich auch durchfiihren; es geniige hier in diesem Be-
tracht, auf die schon genannte Arbeit von Brill in den Math. Annalen, Bd. 16 zu
verweisen. Trotzdem hat das empirische Zeichnen von Kurvenformen mit unbestimmter
Anlehnung an die analytischen Bezichungen zur Auffindung der Relation und ihrer we-
sentlichen Beweisgriinde gefiihrt. Ich empfehle diese Tatsache, neben vielen #hnlichen,
die in der Geschichte der Mathematik bekannt genug sind, der Aufmerksamkeit aller
derjenigen, die sich fiir das Zustandekommen mathematischer Einsichten interessieren. K.



XLV. Uber den allgemeinen Funktionsbegriff und dessen
Darstellung durch eine willkiirliche Kurve?).

[Sitzungsberichte der physikalisch-medizinischen Sozietit zu Erlangen vom
8. Dezember 1873, abgedruckt in den Math. Annalen, Bd. 22 (1883).]

Der allgemeine Funktionsbegriff ist historisch aus der analytischen
Geometrie (resp. aus der Mechanik und iiberhaupt der mathematischen
Physik) erwachsen; aber es besteht kein Zweifel, daB er, um véllig korrekt
zu sein, von jedem anschauungsmifBigen Gebiete abgelést und auf rein
arithmetische Grundlage gestellt werden mufB}. Ich glaube, daB dies seit-
her, auch nach Dirichlets strenger Definition einer Funktion, noch nicht
in hinreichendem MaBe geschehen ist®), so sehr das Bediirfnis dazu in all-
gemeinen mathematischen Kreisen empfunden wird. Und eben hierin
scheint der Grund fiir die Schwierigkeiten zu liegen, die in so manchen
Satzen iiber willkiirliche Funktionen gefunden werden, wie z B. in dem,
daBl es stetige Funktionen ohne Differentialquotienten gibt.

Demgegeniiber denke ich im folgenden den rein arithmetischen Cha-
rakter des Funktionsbegriffes deutlich zu bezeichnen (§ 1, 2). Ich gehe
sodann dazu iiber, die [ anschauliche] Vorstellung der willkiirlichen Kurve
zu analysieren (§ 3, 4) und finde, daB sie den aus ihr folgenden Eigenschaften
nach nicht sowohl dem Funktionsbegriffe als einem verwandten analytischen
Begriffe, dem des Funktionsstreifens, wie ich ihn nenne, entspricht (§5, 6).
Den inneren Grund dafiir erblicke ich, ganz allgemein gesagt, in der Un-

1) [Im Zusammenhange mit dem im Texte wiederabgedruckten Aufsatze ver-
weise ich auf die beiden im vorigen Jahre erschienenen Lehrbiicher von Herrn Pasch:
»Vorlesungen iiber neuere Geometrie“, und: ,Einleitung in die Differential- und
Integralrechnung®, (Leipzig, B. G. Teubner). Es ist meine Ansicht, daB, dhnlich wie
im Texte, in jedem Lehrbuche der Differential- und Integralrechnung der Unterschied
zwischen der unmittelbaren (physikalischen) Anschauung, und der abstrakten, mathe-
matischen Auffassung zur Sprache gebracht werden sollte. (Zusatz beim Wieder-
abdruck in Math. Annalen, Bd. 22, 1883.)]

*) Wenigstens gelangte eine solche Auffassung noch nicht zur Darstellung. Ich
kann aber nicht zweifeln, daB sich mancher Mathematiker dieselben Uberlegungen
mehr oder minder deutlich gebildet hat, wie sie im Texte entwickelt werden sollen.
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genauigkeit unserer rdumlichen Anschauung (§3). Ich bin mir freilich
bewuBt, daB ich mit diesem Versuche einer Begriindung aus dem rein
mathematischen Gebiete hinaustrete und psychologische Probleme beriihre,
iiber die etwas Richtiges auszusagen auBerordentlich schwierig ist. Aber
einmal stehe ich mit der bez. Auffassung der Raumanschauung nicht allein
(vgl. § 3); andererseits empfiehlt sie sich durch ihren Erfolg: die ganze
Reihe von MiBlichkeiten, welche die gewdhnliche Auffassung mit sich fithrt
(§4), erledigt sich ohne weiteres. In § 7 endlich gebe ich noch einige
Sitze iiber den Gebrauch von Reihen zur Darstellung willkiirlicher Kurven.

§ 1
Rein arithmetische Definition und Erzeugung einer Funktion.

Bei der Definition dessen, was Funktion zu nennen ist, wird man
immer von einer reellen GréBe x als unabhingiger Variabeln ausgehen,
die im folgenden insbesondere so gedacht sein soll, daB sie nicht nur alle
rationalen, sondern auch alle irrationalen Werte annehmen kann?®).

Eine andere Grofe y heiBt eine (eindeutige) Funktion von z inner-
halb eines Intervallst), wenn zu jedem Werte von x innerhalb des Inter-
valls ein bestimmter Wert von y gehort. Dies ist Dirichlets bekannte
Definition; aber man wird die weitere Frage aufwerfen, wie man eine
solche Funktion herzustellen hat? Indem die Betrachtung der anschauungs-
miBigen Gebiete, welche nach der gewdhnlichen Auffassung hier von Be-
lang sind, zundchst vollig beiseite gelassen werden soll, stellen wir fol-
genden Satz als Ausgangspunkt voran:

Es kann mie eine unendliche, sondern immer nur eine endliche An-
zahl von Dingen als willkiirlich gegeben vorausgesetzt werden®).

Dementsprechend kann eine Funktion nie fiir die unendlich vielen
Werte des Argumentes, fiir die sie hergestellt werden soll, willkiirlich ge-
geben sein, sondern sie muf aus einer endlichen Zahl gegebener Elemente

) Der rein arithmetische Begriff der Irrationalzahl ist in neuerer Zeit von
mehreren Seiten her scharf als solcher entwickelt worden, was hier angefiihrt sei,
weil diese Schriften ihrer Tendenz nach mit dem, was in § 1, 2 des Textes ausein-
andergesetzt werden soll, iibereinstimmen. Es sind: Dedekind, Stetigkeit und
irrationale Zahlen, Braunschweig 1872; Heine, Die Elemente der Funktionenlehre,
Crelles Journal, Bd. 74 (1871/72); Cantor, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus
der Theorie der trigonometrischen Reihen, Math. Annalen, Bd. 5 (1872/73).

*) An und fiir sich steht nichts im Wege, von Funktionen zu sprechen, die
innerhalb verschiedener Intervalle oder auch nur fiir einzelne Werte von x existieren.
Aber die hierin liegende groBere Allgemeinheit wiirde fiir die Betrachtungen des
Textes ohne Bedeutung sein, so daB es nicht nétig scheint, sie explizite einzufithren.

%) Ich habe diesen Satz am schirfsten ausgesprochen und durchgefiihrt gefunden
in Dithrings ,Natiirlicher Dialektik“ (Berlin 1865).
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vermoge eines bestimmien Geselzes fiir jeden Wert ihres Argumentes be-
rechnet werden kénnen.

Es soll das nicht miBiverstanden werden. Wenn die Funktion nach
gewohnlicher Ausdrucksweise in verschiedenen Intervallen oder auch fiir
einzelne Werte des Argumentes verschiedenen Gesetzen geniigt, so be-
zeichnen wir deren Inbegriff eben als ein Gesetz.

In diesem Gesetze und der in ihm liegenden Mdglichkeit der Be-
rechnung ist dann das Wesen der Funktion zu erblicken. Die Funktion
ist dementsprechend nicht als fertig existierend vorzustellen, wie dies in
Anlehnung an die rdumliche Anschauung wohl nur zu oft geschieht; sie
existiert, im strengen Sinne des Wortes, nur fiir die einzelnen Werte des
Argumentes, fiir die sie berechnet worden ist (was selbst wieder voraus-
setzt, dal es Werte 'gibt, fir welche die Berechnung durch einen end-
lichen Prozel geleistet werden kann).

Insofern zwei verschiedene Werte, fiir die man die Berechnung durch-
gefithrt haben mag, notwendig endlich verschieden sind, hat man bei
diesen Festsetzungen iiber das Verhalten der Funktion fiir unmittelbar
aufeinanderfolgende Argumente und also iiber das Vorhandensein oder
Nichtvorhandensein eines Differentialquotienten gar keine Intuition; die
Schwierigkeit, welche man in der Annahme stetiger Funktionen ohne
Differentialquotienten zu finden glaubt, existiert iiberhaupt nicht.

§ 2.
Von der Darstellung einer Funktion durch Reihen. Einfiihrung
des Funktionsstreifens.

Entsprechend dem voraufgeschickten Satze von der Unméglichkeit,
unendlich viele Dinge als willkiirlich gegeben anzunehmen, hat eine un-
endliche Reihe von Operationen nur dann einen bestimmten Sinn, wenn
wir in ihr bloB eine endliche Anzahl von Bestimmungen willkiirlich denken,
die iibrigen durch ein Gesetz aus ihr ableiten. So ist es z. B. mit einer
Potenzreihe; wir kénnen von einer solchen Reihe als einer gegebenen nur
sprechen, indem wir uns die Koeffizienten der ins Unendliche fortlaufen-
den Glieder durch eine Regel aus einer endlichen Anzahl voraufgegangener
bestimmt denken ®).

Wenn wir, ohne weitere Beschrinkung, sagen, daB eine Reihe eine
gewisse Funktion darstellen konne, so meinen wir einfach, daB das Gesetz,

%) Ich bin hierauf gelegentlich von Herrn Kronecker gesprichsweise aufmerk-
sam gemacht worden; in seiner Bemerkung lag fiir mich wohl der erste Anla8, mir
die in § 1, 2 des Textes niedergelegte Anschauung zu bilden.
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welches zur Berechnung der Funktion dient, in die Form des durch die
Reihe angegebenen regelméBigen Prozesses gebracht werden kann.

Etwas, was von dieser exakten Darstellung einer Funktion durch eine
Reihe begrifflich durchaus verschieden ist, was aber unter verschiedenen
Gesichtspunkten (und insbesondere in allen Féllen der Anwendung auf
praktische Verhdltnisse) dasselbe leistet, ist die nur approximative Dar-
stellung einer Funktion. Wir sagen, daf eine (endliche oder unendliche)
Reihe eine gegebene Funktion approximativ darstelle, wenn der Unter-
schied des Funktionswertes und des aus der Rethe berechneten immer
kleiner ist, als eine gegebene Grofe d. Die Darstellung wiirde nur dann
eine exakte sein, wenn diese GroBe beliebig klein gelassen werden konnte.

Uber die Moglichkeit der approximativen Darstellung von Funktionen
durch Reihen lassen sich ohne weiteres allgemeine Sitze aufstellen, wie
das in der Folge noch geschehen soll (§ 7), wihrend es bekannt ist, daB
iiber die Moglichkeit einer exakten Darstellung durch die gewdhnlich ge-
brauchten Reihen so lange nichts behauptet werden kann, als nicht die
im allgemeinen Funktionsbegriffe liegende Willkiirlichkeit betrachtlich ein-
geschriankt ist und namentlich sehr viel mehr eingeschrankt ist, als es
durch die blofe Annahme der Stetigkeit geschieht.

Die nur approximative Darstellung einer Funktion charakterisiert
einen wichtigen Teil mathematischer Spekulation, in welchem nicht von
den exakten, sondern nur von den angeniherten Relationen der GroBen
gehandelt wird®). In ihm wird man alle Funktionen, deren Werte um
weniger als eine gegebene Grife ¢ voneinander abweichen, zu einem
Ganzen zusammenfassen, das dann durch eine Gleichung der Form

y=f(x) X e )

charakterisiert sein wird. Ein solches umfassendes Gebiet von zwei Di-
mensionen ist es, welches im folgenden als ein Funktionsstreifen oder
schlechthin als ein Streifen bezeichnet werden soll. Diese Benennung ist
mit Absicht so gewahlt, daBl sie an die geometrische Anschauung erinnert;
denn diese kann, wie die weitere Uberlegung zeigt, fiir die Theorie der
Streifen, wie dieselbe im folgenden gebraucht werden soll, ohne weiteres
verwendet werden (vgl. §5).

Was ein Streifen ist, mag durch die vorstehenden Sdtze nur erst ver-
anschaulicht, noch nicht scharf definiert sein. In der Tat werden wir
weiterhin (§ 5) noch eine wesentliche Zusatzbestimmung treffen und tiber-
dies die Willkiirlichkeit der zugrundeliegenden Funktion f(z) in einem
gewissen Sinne einschriinken.

"y In diesen Teil ist z. B. fast die ganze sogenannte ,angewandte Mathematik“
zZu verweisen.
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§ 3.
Uber die Moglichkeit, eine Funktion durch eine Kurve darzustellen.

Indem ich mich nunmehr zu der Frage wende, in wie weit eine
Funktion anschauungsmiBig gegeben sein kann, beschrénke ich mich auf das
abstrakteste unter den hier in Betracht kommenden Gebieten, auf den Raum,
und, da nur von zwei Verinderlichen die Rede sein soll, auf die Ebene®).
Die Punkte der Ebene seien in gewohnlicher Weise durch die Werte von
y und « reprisentiert; ist es moglich, durch eine in der Ebene verlaufende
Kurve ein Funktionsverhiltnis zwischen ¢ und x genau zu bezeichnen ?

Durch eine willkiirlich gezeichnete Kurve sicher nicht; denn die Zeich-
nung sowohl als ihre spitere Beobachtung sind, wie alle derartigen Titig-
keiten, nur von approximativer Genauigkeit.

Durch eine gesetzmdfig erzeugte Kurve gewil}, sofern das Gesetz mit-
geteilt wird, welches sie beherrscht. Aber in dem Falle ist es eben dieses
Gesetz und die Voraussetzung voller Genauigkeit der geometrischen Axiome,
durch welche die Funktion bestimmt wird; die Frage, mit der wir uns
hier beschiftigen wollen, liegt in einer wesentlich anderen Richtung.

Es soll sich nidmlich darum handeln, ob man sich eine Kurve iiber-
haupt exakt vorstellen und dieselbe somit, wenn auch nur subjektiv, als
genaues Bild einer Funktion betrachten koénne? wobei es dann gleichgiiltig
sein wird, ob wir uns die Kurve willkiirlich oder vermoge eines bestimmten
Gesetzes konstruiert denken. Ich behaupte: Newn. Die Vorstellung einer
Kurve hat nur approximative Genauigkeit, das analytische Gegenbild der
Kurve ist nicht die Funktion, sondern der Streifen. Es mag zunéchst
der Sinn dieser Behauptung ndher formuliert und erst in den folgenden
Paragraphen auf die Vorteile hingewiesen werden, welche aus ihr hervor-
gehen. Nach der psychologischen Seite soll sie sich insbesondere auf die-
jenigen Erorterungen stiitzen, die neuerdings von Herrn Stumpf in seinem
Buche: , Uber den psychologischen Ursprung der Raumvorstellung® (Leipzig,
1873) gegeben worden sind (vgl. daselbst bes. S. 280).

Das Element der rdaumlichen Anschauung ist im Sinne der hier vor-
zutragenden Ansicht nicht der einzelne Punkt, sondern der (dreifach) ausge-
dehnte Korper®). Wir kénnen uns den Kérper in hohem MaBle verkleinert
denken, bekommen aber niemals die fertige Anschauung eines einzelnen
Punktes. Es ist in demselben Sinne unmoglich, eine Kurve exakt vorzu-

%) Auf mechanische Vorstellungen wird man im grofen und ganzen die Be-
trachtungen des Textes iibertragen kionnen.

%) Hierin also liegt ein fundamentaler Unterschied zwischen unserer Vorstellung
vom Punktraume und demjenigen arithmetischen Begriffe, den man als sein Ana-
logon konstruiert hat, nimlich dem Begriffe der (n-fach ausgedehnten) Mannigfaltig-
keit; das erste bei der Auffassung der Mannigfaltigkeit ist das einzelne Wertsystem.
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stellen; wir erblicken immer einen Korper, von dem nur zwei Dimensionen
betrachtlich gegen die dritte zuriicktreten. Wenn wir Geometrie auf einer
Fliache, also insbesondere Geometrie der Ebene treiben, so ist damit die
Tiefenvorstellung nicht ausgeschlossen; es wird nur nicht auf sie geachtet.

Beziiglich der Breite, die wir einer Kurve in unserer Anschauung
beilegen, gelten dann die folgenden Bestimmungen, die geeignet scheinen,
den Gegenstand, um den es sich handelt, noch deutlicher zu bezeichnen:
Man kann die Breite fiir einzelne Stellen der Kurve durch Konzentrieren
der Aufmerksamkeit auf dieselben betrichtlich verringern, aber wohl nicht?)
unter jede gegebene Grenze und sicher nicht unter jede beliebige Grenze.
Fiir jede Stelle aber, die selbstindig aufgefaBlt wird, ist dabei ein be-
sonderer Akt der Aufmerksamkeit notwendig, wie man am besten wahr-
nimmt, wenn man sich die Kurve in sehr viel groBerem Mafstabe [vor-
zustellen sucht] als man gewohnt ist.

§ 4.

Schwierigkeiten, die sich ergeben, wenn man Kurve und Funktion
entsprechend setzt.

Entgegen der Behauptung, wie sie im vorigen Paragraphen entwickelt
wurde, soll jetzt zunichst ein genaues Entsprechen von Kurve und Funk-
tion angenommen und auf die Widerspriiche hingewiesen werden, welche
dann entstehen. Es versteht sich dabeil von selbst, daff der zusammen-
hingenden Kurve nur eine Funktion ohne alle Unstetigkeiten entsprechend
gesetzt werden kann,

Kine Kurve hat, nach der Anschauung, die wir tatsichlich besitzen!t),
in jedem Punkte eine Tangente. Dementsprechend miifite jede stetige
Funktion einen ersten Differentialquotienten habern, was nicht richiig ist.

Die Neigung dieser Tangente &ndert sich, unserer Anschauung ent-
sprechend, stetig, wenn wir auf der Kurve fortschreiten. Sie ist also
selbst wieder durch eine stetige Funktion dargestellt, die man von neuem
durch eine Kurve reprisentieren mag. Man findet so, daB jede stetige
Funktion nicht nur einen ersten, sondern auch einen zweiten Differential-
quotienten hat; und wenn man in derselben Weise fortfahrt, ergibt sich,
dal sie auch einen dritten, vierten, ..., iberhaupt unbegrenzt viele
Differentialquotienten besitzt. Aber eine solche Funktion ist, nach dem
Taylorschen Satze, durch ihren Verlauf in dem kleinsten Intervalle ge-

10) In der Tat scheint es unmoglich, einen Korper von gegebener Grofie [an-
schaulich] zu denken, wenn diese GriSe sehr klein angenommen wird.
1) Nur von dieser (gewohnheitsméBigen) Anschauung ist im Texte iiberhaupt
die Rede; ob wir dieselbe ev. werden modifizieren konnen, ist eine Frage, die durch-
aus jenseits der Grenzen unserer Betrachtung liegt.
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geben'?). Hine willkirliche Kurve miifite also durch ihr kleinstes Stiick
vollig besttmmit sein, was eine Contradictio in adjecto ist.

Wire sie es nicht, so giibe es eine neue Schwierigkeit. Ist eine Kurve, ob
auch willkiirlich, in allen Punkten exakt aufzufassen, so wiirde es moglich
sein, eine Funktion fiir jeden Wert ihres Argumentes innerhalb eines Inter-
valls willkiirlich zu geben, und dies verstofit gegen die in § 1 formulierte Un-
moglichkeit, unendlich viele Dinge als willkiirlich gegeben vorauszusetzen.

Die entwickelten Schwierigkeiten fallen fort, wenn man die Kurve
nicht der Funktion, sondern dem Funktionsstreifen adidquat setzt, wie nun
gezeigt werden soll. Zugleich scheint dies die einzige Loésung zu sein,
welche hier moglich ist. Wenigstens ist eine andere Loésung, soviel ich
weill, noch nicht vorgeschlagen worden!*).

$ 5.
Nihere Betrachtung der Funktionsstreifen.

Den Funktionsstreifen fiihrten wir in § 2 durch eine Gleichung
y=1f(x)+e e <0

in die Betrachtung ein. Waihlen wir die gegebene GroBe d so groB, daB
sie bei rdumlicher Reprisentation der y und « eine merkliche Strecke
bezeichnet, so stellt die vorstehende Gleichung eben dasjenige dar, was
man auch in der gewdhnlichen Ausdrucksweise als einen Streifen be-
zeichnet, und wofiir ein Weg, ein Strom der gewdhnlichen Anschauung
entnommene Bilder sein mogen.

Die Réander eines solchen Streifens wird man, je nachdem man sich
der in § 3 formulierten Ansicht anschlieBt, oder nicht, als unbestimmt
und nur approximativ gegeben oder als véllig bestimmt vorstellen. Dem-
gegeniiber soll jetzt die analytische Definition so gestellt werden, daB

1?) [Dies ist, neueren Untersuchungen zufolge, ein Irrtum; vgl. du Bois, Math.
Annalen, Bd.21 (1882), 8. 109ff. Der Einwurf des Textes sollte also vorsichtiger
formuliert werden. (Zusatz beim Wiederabdruck, 1883.)]

%) In einer Rede vor der British Association zu Brigthon (On the aims and
instruments of scientific thoughts, 1872) hat Herr Clifford darauf aufmerksam ge-
macht, daB eine Erledigung der entsprechenden Schwierigkeiten, die sich bei der
Betrachtung der mechanischen Probleme aufdringen, sachlich darin gesucht werden
konne, da man fir unsere kontinuierliche Anschauung ein diskontinuierliches Sub-
strat voraussetzt — eine Vorstellungsweise, die sich auch schon in Riemanns Ha-
bilitationsvortrag: Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen (1854 )
[Ges. Werke, 1. Aufl,, 8. 254, 2. Aufl,, S.272], als eine mit den Tatsachen vertrigliche
angedeutet findet. Eine solche Vorstelluing von dem, was unserer Anschauung in
der Sphare des Seins entspricht, macht die Erliuterungen des Textes nicht nur nicht
tiberfliissig, sondern muBl dieselben geradezu voraussetzen.
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diese Rénder unbestimmt gedacht werden maissen. Es moge nimlich o
eine gegen & sehr kleine Grofle bezeichnen, die aber im iibrigen véllig
unbestimmt gelassen wird, und der Streifen ser fortan definiert durch die

Qleichung : —f(a)+e e<<0—g.

Wir haben sodann noch eine Beschrinkung hinsichtlich der Willkiir-
lichkeit von f(z) hinzuzufiigen, damit der analytische Ausdruck véllig
dem geometrischen Anschauungsbilde entspricht, wie es durch die Worte:
Weg, Strom bezeichnet wird. Diese Bilder sagen namlich aus, dafl wir
es mit einem Geblete zu tun haben, das in einer Dimension sehr viel
ausgedehnter als in der anderen ist. Analytisch wird man dies so for-
mulieren kénnen: Sei 4 im Vergleiche zu § eine betréchtliche, u eine ge-
ringe Zahl; so bestimme man fiir alle in Betracht kommenden Werte x,
der unabhingigen Variabeln eine lineare Funktion

Yy=ax+ f,
welche fiir die Argumente z, und x,--1 mit den Werten f(x,) und
f(x, + 4) zusammenfallt (was natiirlich voraussetzt, dafi innerhalb des
Intervalls, fiir welches die Funktion existiert, Differenzen von der GroBe /
Platz finden'. Die hinzutretende Voraussetzung sei dann die, daf diese
lineare Funktion innerhalb des Intervalls von x, bis x, -~ 1 von der ge-
gebenen Funktion {(x) nirgends um mehr als um n abweich.

Man kann dann zeigen, dal die Abweichung der Funktion f(z) inner-
halb der beiden Intervalle x, bis z, + 1 und a,-+ 1 bis z,+ 21 von
einer quadratischen Funktion:

=qx®-+-bx + ¢,
die mit ibhr fir die Werte x,, ®, + 4, , -+ 24 des Argumentes iiberein-
stimmt, ebenfalls in bestimmte Grenzen eingeschlossen ist usw.

$ 6.

Fortsetzung. Differentialquotienten eines Streifens.
Zahl der Bestimmungsstiicke, von denen ein Streifen abhingt.

Was geometrisch unter der Richtung eines Streifens, unter seiner
Kriimmung zu verstehen ist, ist ersichtlich; beide sind keine exakt be-
stimmten Grofen, sondern nur in dem MaBe genauer anzugeben, als der
Streifen schmaler ist. Dementsprechend wird man analytisch von einem
ersten und zweiten Differentialquotienten des Streifens als approximativ
gegebenen Grofen reden konnen. Als ersten Differentialquotienten im
Punkte x, wird man geradezu den ersten Differentialquotienten der im
vorigen Paragraphen aufgestellten beriihrenden linearen Funktion, «, oder
auch der dort gegebenen berithrenden quadratischen Funktion, 2az, - b,
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bezeichnen konnen. Als zweiten Differentialquotienten mag man den
zweiten Differentialquotienten der ersetzenden quadratischen Funktion, also
2@, einfithren. Die Grenzen, zwischen welche diese Angaben eingeschlossen

sind, riicken in dem MaBe enger aneinander, als man die Quotienten 5

und g der im vorigen Paragraphen eingefithrten HilfsgroBen betrichtlicher

resp. geringer annimmt. Uberhaupt wird man von einem = -ten Differential-
quotienten des Streifens reden konnen; ein solcher Quotient ist niemals exakt,
[sondern nur mit einer groBeren oder geringeren Genauigkeit] bestimmt.

Der Unterschied aber besteht zwischen den Differentialquotienten
einer Funktion und eines Streifens (abgesehen davon, daBl letzterer keine
exakt gegebene Grofe ist): daB bei der Funktion der betr. Quotient streng
an dem einzelnen Werte des Argumentes haftet, dal er bei dem Streifen
dagegen sich erst durch Beurteilung des Gesamtverlaufes [in dem in Be-
tracht gezogenen Intervall] ergibt.

Achten wir noch auf das MaBl der Willkiirlichkeit, deren ein Streifen
fahig ist, wobei ausdriicklich an die Unbestimmtheit seiner Rénder erinnert
werden soll. Dementsprechend ist namlich ein Streifen so vollkommen,
als iiberhaupt moglich, bestimmt, wenn wir in jeder Strecke 1 seines
Intervalls eine endliche (hinreichend groBe) Zahl ihm angehériger Punkte
kennen. Der Streifen selbst hdngt also nur wvon einer endlichen Zahl
willkdirlicher Festsetzungen ab.

Vergleichen wir das Resultat dieser Uberlegungen mit den Wider-
spriichen, die sich in § 4 ergaben, wo wir die Kurve als exakt dem Be-
griffe der Funktion entsprechend auffassen wollten. So ist ersichtlich, daB
die letzteren alle fortfallen, sobald wir die Kurve dem Streifen entspre-
chend setzen. Die Schwierigkeiten betr. die Differentialquotienten existieren
nicht mekr, weil letztere jetzt eine andere Definition erhalten haben; der
Widerspruch, dafi unendlich viele Dinge als gegeben vorausgeselzt werden
miifiten, ist weggehoben, da die willkiirliche Kurve nur von eimer end-
lichen Zahl von Festsetzungen abhdngt. Und dieses ist die hauptsich-
lichste Einsicht, welche durch die gegenwirtige Mitteilung entwickelt
werden sollte.

§7.
Repriisentation der Streifen (Kurven) durch Reihen.

Noch einige Bemerkungen iiber die Repridsentation von Streifen durch
Funktionen und insbesondere durch Reihen mogen hier zugesetzt werden.
Wir werden dabei sagen, daf eine Funktion einen Streifen darstelle, wenn
alle ihre Werte dem Gebiete des Streifens angehoren. Es ist dabei weder
notig, daB die Funktion Differentialquotienten besitzt (nicht einmal, daf



XLV. Funktionsbegriff und willkiirliche Kurve. 223

sie stetig ist), noch auch, wenn sie solche besitzt, daB dieselben mit den Diffe-
rentialquotienten des Streifens [anndhernd] iibereinstimmen. Aber man wird
diejenige Darstellung fiir die vollkommenste halten, bei der dies der Fall ist.

Als ein erstes Beispiel nenne ich eine nach dem vorhergehenden nahe-
liegende Darstellung durch Fouriersche Reihen. Man verbinde namlich (geome-
trisch geredet) Punkte, welche dem Streifen angehéren und den Argumenten

—Nhy .., — 4, 0, +4, ..., +ni
entsprechen, so wie sie aufeinander folgen, durch begrenzte gerade Linien;
das entstehende Polygon représentiere man durch eine Fouriersche Reihe.
Dann hat man eine Reprdsentation des Streifens durch eine Funktion,
die mit alleiniger Ausnahme der Punkte
x=0, £, ..., £tni

tiberall Differentialguotienten hat. Die ersten Differentialguotienten stimmen
mit denen des Streifens (anndhernd) iberein; die iibrigen nicht, sie haben
den konstanten Wert Null.

Diese Art der Reprisentation hat den Vorzug, an jeder Stelle nur
von dem Verlaufe des Streifens in nichster Ndhe abhiéngig zu sein, und
also die Willkiirlichkeit, die wir in den Streifen hineinlegen, auch analy-
tisch zum Ausdrucke zu bringen.

Als ein zweites Beispiel, das den entgegengesetzten Charakter besitzt, sei
die Darstellung des Streifens durch eine [endliche] Potenzrethe genannt.
Wir kénnen, vermittelst der bekannten Lagrangeschen Interpolationsformel
eine Potenzreihe herstellen, welche jede beliebige (endliche) Anzahl von
Punkten des Streifens enthdlt. Man iiberzeugt sich — und dieser Satz
liegt implizite der Definition der Differentialquotienten eines Streifens in
§ 6 zugrunde — daB bei richtiger Wahl der bestimmenden Punkte nicht
nur die Potenzreihe selbst den Streifen anndhernd darstellt, sondern
namentlich auch, daB ihre Differentialquotienten an jedem Punkte mit
den bez. Differentialquotienten des Streifens approximativ iibereinstimmen.
In diesem Sinne kann also jeder Streifen durch eine Potenzreihe dar-
gestellt werden.

SchlieBt man sich der Anschauung an, daB eine Kurve nichts anderes
ist, als ein Streifen, so sind diese Sitze Fundamentalsitze iiber die Dar-
stellung willkiirlicher Kurven.

§ 8.
SchluBbemerkung.

Die vorgetragenen Betrachtungen legen die Frage nahe, in wie weit
es bel analytischen Untersuchungen gestattet ist, geometrische Anschauung
zu verwenden. Diese Frage ist um so wichtiger, als man einen Gebrauch



294 Anschauliche Geometrie.

dieser Anschauung in den mannigfachsten Gebieten nicht nur in ausgiebig-
ster Weise, sondern auch mit dem gréBten Erfolge macht. Ich denke
dabei nicht sowohl an eigentliche Geometrie, die ja auller in dem leben-
digen Erfassen des im Raume Angeschauten noch an den Axiomen eine
Stiitze findet, als vielmehr an solche Disziplinen wie Analysis situs oder
geometrische Theorie der Differentialgleichungen. Es diirfte sehr schwer
sein, die Grenzen fiir die Richtigkeit solcher Betrachtungen allgemein an-
zugeben. Aber die Fruchtbarkeit, welche diese Verkniipfung analytischer
Probleme mit der Raumanschauung besitzt, scheint auf die erhéhte Uber-
sicht hinauszukommen, welche die Anschauung mit sich fitbrt, und fiir
welche die nach der entwickelten Ansicht fehlende Genauigkeit im kleinen
nicht nur kein Hindernis, sondern geradezu eine Forderung ist.

[Die vorstehenden Erorterungen sollten sich von vornherein auch auf die Zu-
lassigkeit der Nicht-Euklidischen Doktrinen, d. h. ihre Vertriglichkeit mit unserer
Raumanschauung beziehen. Man wolle hierzu die Abhandlung ,,Zur Nicht-Euklidi-
schen Geometrie, Math. Annalen, Bd. 37 (1890) vergleichen, die bereits in Bd. 1
dieser Gesamtausgabe unter Nr. XXT abgedruckt ist; siehe insbesondere S. 381 bis
382 daselbst. Im iibrigen komme ich auf diese Verhéltnisse in Abh. XL1X zuriick. K.]



XLVI. On the mathematical character of space-intuition
and the relation
of pure mathematics to the applied sciences.

[Aus dem ,Evanston Colloquium®, Lectures on Mathematics delivered at the North-
western University Evanston, I11.]%)

In the preceding lectures I have laid so much stress on geometrical
methods that the inquiry naturally presents itself as to the real nature
and limitations of geometrical intuition.

In my address?) before the Congress of Mathematics at Chicago I
referred to the distinction between what I called the naive and the refined
intuition. It is the latter that we find in Euclid; he carefully develops
his system on the basis of well-formulated axioms, is fully conscious of
the necessity of exact proofs, clearly distinguishes between the commen-
surable and incommensurable, and so forth.

The naive intuition, on the other hand, was especially active during
the period of the genesis of the differential and integral calculus, Thus
we see that Newton assumes without hesitation the existence, in every
case, of a velocity in a moving point, without troubling himself with the in-
quiry whether there might not be continuous functions having no derivative,

At the present time we are wont to build up the infinitesimal cal-
culus on a purely analytical basis, and this shows that we are living in
a critical period similar to that of Euclid. It is my private conviction,
although I may perhaps not be able to fully substantiate it with complete
proofs, that Euclid’s period also must have been preceded by a “naive”
stage of development. Several facts that have become known only quite

1) [Dieser Vortrag wurde als sechster von zwolf Vorlesungen am 2. September 1893
in Evanston gehalten und findet sich in dem schon auf S. § dieses Bandes genannten
Buche abgedruckt. Ich habe damals englisch vorgetragen, und im Anschlul daran
hat Herr Ziwet naturgemdB auch englisch berichtet; hieran habe ich bei dem nun-
mehrigen Wiederabdruck festhalten wollen, wo doch jede Ubersetzung den Sinn des
einzelnen Satzes einigermaflen abgeéindert haben wiirde. K.]

?) [Weiter unten in Abschnitt III dieses Bandes abgedruckt.]

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen, 11. 15
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recently point in this direction. Thus it is now known that the books
that have come down to us from the time of Euclid constitute only a
very small part of what was then in existence; moreover, much of the
teaching was done by oral tradition. Not many of the books had that
artistic finish that we admire in Euclid’s “Elements”; the majority were
in the form of improvised lectures, written out for the use of the students.
The investigations of Zeuthen?®) and Allman*) have done much to clear
up these historical conditions.

If we now ask how we can account for this distinction between the
naive and refined intuition, I must say that, in my opinion, the root of
the matter lies in the fact that the naive gntuition is not exact, while
the refined intuilion vs not properly intuition at all, but arises through the
logical development from axioms considered as perfectly exact.

To explain the meaning of the first half of this statement
it is my opinion that, in our naive intuition, when thinking of
a point we do not picture to our mind an abstract mathematical
point, but substitute something concrete for it. In imagining
= a line, we do not picture to ourselves “length without breadth”,
1 but a strip of a certain width. Now such a strip has of course
R always a tangent (Fig. 1); ¢.e. we can always imagine a straight
strip having a small portion (element) in common with the curved

Fig. 1.  Strip; similarly with respect to the osculating circle. The defi-
nitions in this case are regarded as holding only approximately,
or as far as may be necessary.

The “exact” mathematicians will of course say that such definitions
are not definitions at all. But I maintain that in ordinary life we actually
operate with such inexact definitions. Thus we speak without hesitancy
of the direction and curvature of a river or a road, although the *line”
in this case has certainly considerable width.

As regards the second half of my proposition, there actually are many
cases where the conclusions derived by purely logical reasoning from exact
definitions can no more be verified by intuition. To show this, I select
examples from the theory of automorphic functions, because in more common
geometrical illustrations our judgment is warped by the familiarity of
the ideas.

Let any number of non-intersecting circles 1,2, 3,4, ..., be given
(Fig. 2), and let every circle be reflected (i.e. transformed by inversion,
or reciprocal radii vectores) upon every other circle; then repeat this

%) Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum. Ubersetzt von R.v. Fischer-
Benzon, Kopenhagen, Host, 1886.
*) Greek geometry from Thales to Euclid. Dublin, Hodges, 1889.
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operation again and again, ad infinitum. The question is, what will be
the configuration formed by the totality of all the circles, and in particular
what will be the position of the limiting points. There is no difficulty
in answering these questions by y
purely logical reasoning; but the
imagination seems to fail utterly 2
when we try to form a mental
image of the result.
Again, let a series of circles
be given, each circle touching the
following, while the last touches
the first (Fig. 3). Every circle is
now reflected upon every other
just as in the preceding example,
and the process is repeated inde-
finitely. The special case when the
original points of contact happen
to lie on a circle being excluded, Fig. 2.
it can be shown analytically that
the continuous curve which is the locus of all the points of contact s
not an analytic curve®). The points of contact form a manifoldness that
is everywhere dense on the curve (in the sense of G. Cantor), although
there are intermediate points between them. At each of the former points
there is a determinate tangent, while
there is none at the intermediate points.
Second derivatives do not exist at all.
It is easy enough to imagine a strip co-
vering all these points; but when the
width of the strip is reduced beyond a
certain limit, we find undulations, and
it seems impossible to clearly picture to
Fig. 3. the mind the final outcome. It is to be
noticed that we have here an example
of a curve with indeterminate derivatives arising out of purely geometrical
considerations, while it might be supposed from the usual treatment of
such curves that they can only be defined by artificial analytical series.
Unfortunately, I am not in a position to give a full account of the

AN

%) [Vgl. die Ausfiihrungen in Frickes und meinen Vorlesungen iiber die Theorie
der automorphen Funktionen, Bd. 1, 1897, S. 411—-424, wie auch in meinen auto-
graphierten Vorlesungen ,Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf
Geometrie®, 1901, S. 298—318. K.l

15*
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opinions of philosophers on this subject. As regards the more recent
mathematical literature, 1 have presented my views as developed above
in a paper published in 1873, and since reprinted in the Math. Annalen®).
Ideas agreeing in general with mine have been expressed by Pasch, of
GieBen, in two works, one on the foundations of geometry?), the other
on the principles of the infinitesimal calculus®). Another author, Képcke,
of Hamburg, has advanced the idea that our space-intuition is exact as
far as it goes, but so limited as to make it impossible for us to picture
to ourselves curves without tangents®).

On one point Pasch does not agree with me, and that is as to the
exact value of the axioms. He believes — and this is the traditional
view — that it is possible finally to discard intuition entirely, basing the
whole science on the axioms alone. I am of the opinion that, certainly,
for the purposes of research it is always necessary to combine the intuition
with the axioms. I do not believe, for instance, that it would have been
possible to derive the results discussed in my former lectures, the splendid
researches of Lie, the continuity of the shape of algebraic curves and
surfaces, or the most general forms of triangles, without the constant use
of geometrical intuition.

Pasch’s idea of building up the science purely on the basis of the
axioms has since been carried still farther by Peano, in his logical
calculus.

Finally, it must be said that the degree of exactness of the intuition
of space may be different in different individuals, perhaps even in different
races. It would seem as if a strong naive space-intuition were an attri-
bute pre-eminently of the Teutonic race, while the critical, purely logical
sense 1s more fully developed in the Latin and Hebrew races. A full
investigation of this subject, somewhat on the lines suggested by Francis
Galton in his researches on heredity, might be interesting.

What has been said above with regard to geometry ranges this science
among the applied sciences. A few general remarks on these sciences and
their relation to pure mathematics will here not be out of place. From
the point of view of pure mathematical science I should lay particular
stress on the heuristic value of the applied sciences as an aid to discov-
ering new truths in mathematics. Thus I have shown (in my little book

%) Uber den allgemeinen Funktionsbegriff und dessen Darstellung durch eine
willkiirliche Kurve. Math. Annalen, Bd. 22 (1883), S. 249—259. [Siehe die vor-
stehend abgedruckte Abh. XLV dieses Bandes.]

") Vorlesungen iiber neuere Geomstrie. Leipzig, B. G. Teubner, 1882.

%) Einleitung in die Differential- und Integralrechnung. Leipzig, B.G.Teubner, 1882.

%) Uber Differentiierbarkeit und Anschaulichkeit der stetigen Funktionen. Math.
Annalen, Bd. 29 (1887), S. 123—140.
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on Riemann’s theories®)) that the Abelian integrals can best be under-
stood and illustrated by considering electric currents on closed surfaces.
In an analogous way, theorems concerning differential equations can be
derived from the consideration of sound-vibrations; and so on.

But just at present I desire to speak of more practical matters,
corresponding as it were to what I have said before about the inexactness
of geometrical intuition. I believe that the more or less close relation
of any applied science to mathematics might be characterized by the
degree of exactness attained, or attainable, in its numerical results. Indeed,
a rough classification of these sciences could be based simply on the number
of significant figures averaged in each. Astronomy (and some branches
of physics) would here take the first rank; the number of significant
figures attained may here be placed as high as seven, and functions higher
than the elementary transcendental functions can be used to advantage.
Chemistry would probably be found at the other end of the scale, since
in this science rarely more than two or three significant figures can be
relied upon. Geometrical drawing, with perhaps 8 to 4 figures, would
rank between these extremes; and so we might go on.

The ordinary mathematical treatment of any applied science sub-
stitutes exact axioms for the approximate results of experience, and deduces
from these axioms the rigid mathematical conclusions. In applying this
method it must not be forgotten that mathematical developments tran-
scending the limit of exactness of the science are of no practical value.
It follows that a large portion of abstract mathematics remains without
finding any practical application, the amount of mathematics that can be
usefully employed in any science being in proportion to the degree of
accuracy attained in the science. Thus, while the astronomer can put to
good use a wide range of mathematical theory, the chemist is only just
beginning to apply the first derivative, s.e. the rate of change at which
certain processes are going on; for second derivatives he does not seem to
have found any use as yet.

As examples of extensive mathematical theories that do not exist for
applied science, I may mention the distinction between the commensurable
and incommensurable, the investigations on the convergency of Fourier’s
series, the theory of non-analytical functions, etc. It seems to me, there-
fore, that Kirchhoff makes a mistake when he says in his Speciral-
Analyse that absorption takes place only when there is exact coincidence
between the wave-lengths. I side with Stokes, who says that absorption
takes place ¢n the vicinity of such coincidence. Similarly, when the astro-

10) [Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale.
Leipzig, B. G. Teubner, 1882. Vgl. Bd. 3 dieser Gesamtausgabe.]
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nomer says that the periods of two planets must be exactly commensurable
to admit the possibility of a collision, this holds only abstractly, for their
mathematical centres; and it must be remembered that such things as the
period, the mass, etc., of a planet cannot be exactly defined, and are
changing all the time. Indeed, we have no way of ascertaining whether
two astronomical magnitudes are incommensurable or not; we can only
inquire whether their ratio can be expressed approximately by two small
integers. The statement sometimes made that there exist only analytic
functions in nature is in my opinion absurd. All we can say is that we
restrict ourselves to analytic, and even only to simple analytic, functions
because they afford a sufficient degree of approximation. Indeed, we have
the theorem (of Weierstral) that any continuous function can be approxi-
mated to, with any required degree of accuracy, by an analytic function.
Thus if ®(x) be our continuous function, and é a small quantity represen-
ting the given limit of exactness (the width of the strip that we substitute
for the curve), it is always possible to determine an analytic function f(x)
such that
O (z) = f(x)+ ¢, where |e| < |d],

within the given limits.

All this suggests the question whether it would not be possible to
create a, let us say, abridged system of mathematics adapted to the needs
of the applied sciences, without passing through the whole realm of ab-
stract mathematics. Such a system would have to include, for example,
the researches of Gaull on the accuracy of astronomical calculations, or
the more recent and highly interesting investigations of Tchebycheff on
interpolation. The problem, while perhaps not impossible, seems difficult
of solution, mainly on account of the somewhat vague and indefinite
character of the questions arising.

I hope that what I have here said concerning the use of mathematics
in the applied sciences will not be interpreted as in any way prejudicial
to the cultivation of abstract mathematics as a pure science. Apart from
the fact that pure mathematics cannot be supplanted by anything else as
a means for developing the purely logical powers of the mind, there must
be considered here as elsewhere the necessity of the presence of a few
individuals in each country developed in a far higher degree than the rest,
for the purpose of keeping up and gradually raising the general standard.
Even a slight raising of the general level can be accomplished only when
some few minds have progressed far ahead of the average.

Moreover, the “abridged” system of mathematics referred to above is
not yet in existence, and we must for the present deal with the material
at hand and try to make the best of it.
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Now, just here a practical difficulty presents itself in the teaching
of mathematics, let us say of the elements of the differential and integral
calculus. The teacher is confronted with the problem of harmonizing two
opposite and almost contradictory requirements. On the one hand, he has
to consider the limited and as yet undeveloped intellectual grasp of his
students and the fact that most of them study mathematics mainly with
a view to the practical applications; on the other, his conscientiousness
as a teacher and man of science would seem to compel him to detract
in nowise from perfect mathematical rigour and therefore to introduce from
the beginning all the refinements and niceties of modern abstract mathe-
matics. In recent years the university instruction, at least in Europe, has
been tending more and more in the latter direction; and the same ten-
dencies will necessarily manifest themselves in this country in the course
of time. The second edition of the Cours d'analyse of Camille Jordan
may be regarded as an example of this extreme refinement in laying the
foundations of the infinitesimal calculus. To place a work of this character
in the hands of a beginner must necessarily have the effect that at the
beginning a large part of the subject will remain unintelligible, and that,
at a later stage, the student will not have gained the power of making
use of the principles in the simple cases occurring in the applied sciences.

It is my opinion that in teaching it is not only admissible, but ab-
solutely necessary, to be less abstract at the start, to have constant regard
to the applications, and to refer to the refinements only gradually as the
student becomes able to understand them. This is, of course, nothing but
a universal pedagogical principle to be observed in all mathematical in-
struction.

Among recent German works I may recommend for the use of be-
ginners, for instance, Kieperts new and revised edition of Stegemanns
text-book?!); this work seems to combine simplicity and clearness with
sufficient mathematical rigour. On the other hand, it is a matter of course
that for more advanced students, especially for professional mathematicians,
the study of works like that of Jordan is quite indispensable.

I am led to these remarks by the consciousness of a growing danger
in the higher educational system of Germany, — the danger of a separation
between abstract mathematical science and its scientific and technical
applications. Such separation could only be deplored; for it would ne-
cessarily be followed by shallowness on the side of the applied sciences,
and by isolation on the part of pure mathematics.

11) GrundriB der Differential- und Integralrechnung. 6. Auflage. Herausgegeben
von Kiepert. Hannover, Helwing, 1892.
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Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen.
Geschiftliche Mitteilungen. 1895. Heft 2.]

Hochgeehrte Anwesende! Wenn sich die Einzelheiten der mathemati-
schen Wissenschaft naturgemif dem Verstéindnis und damit dem Interesse
der Fernerstehenden entziehen, so darf der Mathematiker doch wielleicht
unternehmen, allgemeine Gesichtspunkte zu bezeichnen, unter denen er die
Entwicklung seiner Wissenschaft sieht, und dieses um so mehr, wenn
diese Gesichtspunkte fiir sein Verhalten zu den Nachbargebieten maligebend
sind. So maochte ich bei der heutigen Gelegenheit versuchen, meine Stel-
lung zu derjenigen wichtigen mathematischen Richtung zu bezeichnen, als
deren Hauptreprisentant Weierstrall dasteht, dessen 80jdhrigen Geburts-
tag wir eben gefeiert haben, — zur Arithmelisierung der Mathematik.
Ich muB wohl einige Erklirungen iiber die Entstehung und die Tendenz
dieser Richtung vorausschicken.

Gemeinhin verbindet man mit dem Begriffe der Mathematik schlecht-
weg die Idee eines streng logisch gegliederten auf sich selbst ruhenden
Systems, wie uns ein solches etwa in der Geometrie des Huklid entgegen-
tritt. Indes ist der Geist, aus dem die moderne Mathematik geboren
wurde, ein ganz anderer. Von der Naturbeobachtung ausgehend, auf
Naturerkldrung gerichtet, hat er ein philosophisches Prinzip, das Prinzip
der Stetigkeit, an die Spitze gestellt. So ist es bei den groBen Bahn-
brechern bei Newton und Leibniz, so ist es das ganze 18. Jahrhundert
hindurch, welches fiir die Entwicklung der Mathematik recht eigentlich
ein Jahrhundert der Entdeckungen gewesen ist. Allmé#hlich erst erwacht
wieder eine strengere Kritik, welche nach der logischen Berechtigung der
kithnen Entwicklungen fragt, — gleichsam eine Wiederaufrichtung der
geordneten Verwaltung nach einem langen Eroberungszuge. Das ist die
Periode von Gauss und Abel, von Cauchy und Dirichlet. Aber

1) [Vortrag, gehalten in der offentlichen Sitzung der Kgl. Gesellschaft der
Wissenschaften zu Géttingen am 2. November 1895. — Dieser Vortrag ist vielfach
tibersetzt worden.]
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hierbei ist es nicht geblieben. Bei Gauss wird die Raumanschauung,
insbesondere die Anschauung von der Stetigkeit des Raumes noch unbe-
denklich als Beweisgrund benutzt. Da zeigte die nihere Untersuchung,
dall hierbei nicht nur vieles Unbewiesene unterlief, sondern daB die Raum-
anschauung dazu gefiihrt hatte, in iibereilter Weise Sitze als allgemein-
giiltig anzusehen, die es nicht sind. Daher die Forderung awusschlieflich
arithmetischer Beweisfithrung. Als Besitzstand der Wissenschaft soll nur
angesehen werden, was durch Anwendung der gewdhnlichen Rechnungs-
operationen als identisch richtig klar erwiesen werden kann. Ein Blick
auf die neueren Lehrbiicher der Differential- und Integralrechnung geniigt,
um den groBen Umschwung der Methode wahrzunehmen. Wo sonst Figuren
als Beweismittel dienten, da sind es jetzt immer wiederholte Betrachtungen
iiber GroBen, die kleiner werden oder angenommen werden konnen, als
jede noch so kleine vorgegebene Grofe. Da werden Erorterungen voran-
gestellt, was die Stetigkeit einer Variabelen bedeuten soll oder nicht be-
deuten soll und ob von Differentiation oder Integration einer Funktion
iiberhaupt die Rede sein kann. Das ist der WeierstraBsche Habitus der
Mathematik, die Weierstrafische Strenge, wie man kurz zu sagen pflegt.

Natiirlich ist auch sie nichts Absolutes, sondern kann weitergebildet
werden, indem man sich hinsichtlich der Verkniipfung der GréBen noch
weitergehende. Beschrinkungen auferlegt. Ich nenne in dieser Hinsicht
Kroneckers Tendenz, die Irrationalzahlen zu verbannen und die mathe-
matische Wissenschaft in Beziehungen allein zwischen ganzen Zahlen auf-
zulésen. Ich nenne ferner die Bestrebungen, fiir die verschiedenen Arten
der logischen Verkniipfung kurze Zeichen einzufithren, um dadurch die
Ideenassoziationen, sowie die Unbestimmtheiten auszuschlieBen, welche sich
bei Anwendung der gewéhnlichen Sprachformen unbemerkt und darum
unkontrolliert einschleichen, In dieser Hinsicht ist neuerdings insbeson-
dere ein italienischer Gelehrter, dem wir schon nach anderer Seite ver-
schiedene interessante Bemerkangen verdanken, Peano in Turin, hervor-
getreten.

Alle diese Entwicklungen mdchte ich im folgenden unter das eine
Wort: Arithmetisierung der Mathemattk mit begreifen. Und nun soll
meine Aufgabe sein, von der Bedeutung zu reden, welche die so bezeich-
nete Gesamtrichtung iiber das Gebiet der Analysis hinaus fiir die iibrigen
Teile unserer Wissenschaft besitzen diirfte. Darin liegt, wie Sie verstehen,
einerseits die vollige Anerkennung der auBerordentlichen Wichtigkeit der
hierher gehérigen Entwicklungen, andererseits aber eine Zuriickweisung
der Auffassung, als sei in der arithmetisierten Wissenschaft wie in einem
Extrakt der eigentliche Inhalt der Mathematik bereits erschopfend ent-
halten. Ich habe meine Auffassung dementsprechend nach zwei Seiten zu
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entwickeln, nach einer positiven, zustimmenden und einer negativen, ab-
wehrenden. Indem ich als das Wesen der Sache nicht die arithmetische
Form der Gedankenentwicklung ansehe, sondern die durch diese Form er-
reichte logische Verschirfung, ergibt sich die Forderung — und dieses ist
die positive Seite meines Programms —, in Anlehnung an die arithmeti-
sche Begriindung der Analysis die iibrigen Disziplinen der Mathematik
einer Neubearbeitung zu unterziehen. Andererseits aber habe ich auszu-
fiihren und stark zu betonen — das ist die negative Seite —, daf} die
Mathematik keineswegs durch die logische Deduktion erschopft wird, daf
vielmehr neben der letzteren die Anschauung auch heute ihre volle spe-
zifische Bedeutung behdlt. — Die Vollstindigkeit wiirde eigentlich ver-
langen, daB ich auch noch von der algorithmischen Seite der Mathematik,
also von der Bedeutung der formalen Methoden spreche, doch méochte ich
diesen Gegenstand, der mir personlich ferner liegt, bei der heutigen Ge-
legenheit beiseite lassen.

Sie wollen iibrigens meine Erorterungen nicht so verstehen, als hitte
ich im einzelnen viel Neues zu sagen. Vielmehr handelt es sich im wesent-
lichen darum, Vorhandenes zusammenzutragen und zu gruppieren und, wo
es notig sein sollte, in seiner Berechtigung hervortreten zu lassen.

Bei der kurzen mir zugewiesenen Zeit werde ich mich auf Hervorhebung
einiger Hauptpunkte beschrinken miissen. Lassen Sie mich zunichst
skizzieren, wie sich die positive Seite meiner Auffassung auf dem Gebiete
der Geometrie gliedert. Die Arithmetisierung der Mathematik hat, wie
ich andeutete, ihren urspriinglichen Ausgangspunkt darin genommen, daB
sie die Raumanschauung zuriickdringte. Indem wir uns zur Geometrie
wenden, wird das erste sein, daB wir die auf arithmetischem Wege ge-
wonnenen Resultate mit der Raumanschauung wieder in Verbindung setzen.
Ich verstehe das hier so, daB wir die gewdhnlichen Grundlagen der ana-
lytischen Geometrie akzeptieren und von derselben aus die geometrische
Interpretation der neueren analytischen Entwicklungen suchen. Es ist
dies nicht etwa schwierig, aber trotzdem besonders anregend, wie ich dies
im verflossenen Jahre in einem diesem Gegenstande gewidmeten Seminare
nach vielen Richtungen hin habe verfolgen konnen. Es resultiert eine
Ubung der Raumanschauung, welche auf eine Verfeinerung derselben hin-
auskommt; andererseits belohnt sich der Ansatz dadurch, da8 die in Be-
tracht kommenden analytischen Entwicklungen unmittelbar einleuchten
und dadurch den Charakter des Paradoxen verlieren, der ihnen sonst viel-
fach anhaftet. Was ist der allgemeinste Begriff einer Kurve, einer Fliche?
Was meint man damit, wenn man eine Kurve usw. als ,analytisch® oder
yhicht analytisch“ bezeichnet? Diese und #hnliche Fragen miissen bis
zur vollen Evidenz durchgebildet werden. — Das zweite ist, daB wir die
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Grundlage der Geometrie in neue Untersuchung ziehen. Dies kénnte an
sich sehr wohl, wie in friiherer Zeit, in rein geometrischer Weise geschehen,
aber durch die obwaltenden Umsténde ist auch hier die Bezugnahme auf
das Begriffssystem der Analysis, also die Verwendung der analytisch-
geometrischen Methode in erster Linie gegeben. Die AduBlere Untersuchung
der Formeln, durch die wir die Raumgebilde darstellen sollen, also [etwa] die
sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie und was damit zusammenhingt,
ist nur erst die eine Seite der Sache; die tiefer liegende Frage ist, warum
wir den Inbegriff der Raumpunkte iiberhaupt als Zahlenmannigfaltigkeit
ansehen diirfen, in der Art, dal wir zwischen den in drei Richtungen
geordneten Rationalzahlen in bekannter Weise die Irrationalzahlen inter-
polieren. Wir kommen zu der Auffassung, daB die Raumanschauung zu-
nichst etwas Ungenaues ist, welches wir zum Zwecke der mathematischen
Behandlung in den sogenannten Axiomen (die uns wirkliche Forderungs-
sdtze vorstellen) idealisieren. Von philosophischer Seite hat die hier vor-
liegenden Probleme insbesondere der friih verstorbene Kerry bearbeitet;
ich glaube seinen Entwicklungen in der Hauptsache zustimmen zu kénnen,
namentlich auch was seine Kritik von P. Du Bois angeht. — Umgekehrt
wird uns jetzt die neue Festlegung der Raumauffassung zur Quelle neuer
analytischer Begrifishildungen. Wir glauben im Raume die unendliche
Zahl der Punkte und der aus ihnen zusammengesetzten Gebilde unmittel-
bar vor uns zu sehen. Von hier aus sind die grundlegenden Untersuchungen
iiber Mengen und transfinite Zahlen erwachsen, mit denen Georg Cantor
der arithmetischen Wissenschaft ganz neue ldeenkreise erschlossen hat. —
Endlich aber verlangen wir, daBl der neue Standpunkt auch in der ferneren
Darstellung der Geometrie, insbesondere der Infinitesimalgeometrie, zur
Geltung komme. Am leichtesten wird das wieder geschehen, wenn wir
auch hier an der Methode der analytischen Geometrie festhalten. Natiir-
lich empfehle ich darum nicht ein blindes Rechnen mit x, y, z, sondern
nur einen sabsidiiren Gebrauch dieser GroBlen iiberall da, wo es sich um
die prazise Festlegung eines Grenziiberganges handelt.

Hiermit haben Sie in seinen Umrissen das neue geometrische Programm.,
Dasselbe ist, wie Sie erkennen, sehr verschieden von den Tendenzen, die
in der ersten Hilfte dieses Jahrhunderts vorwalteten und damals zur Ent-
wicklung der projektiven Geometrie fithrten (welche lingst ein bleibender
Bestandteil unserer Wissenschaft geworden ist). Die projektive Geometrie
hat uns zahlreiche neue Gebiete der Wissenschaft mit groBer Leichtigkeit
erschlossen, man rilhmte von ihr mit Recht, daB sie auf ihrem Gebiete
einen ,Konigsweg“ darstelle. Unser neuer Weg ist statt dessen miihsam
und dornenvoll und es bedarf fortgesetzter Sorgfalt, um sich durch die
Hindernisse desselben durchzuwinden. Wir néhern uns dabei wieder mehr
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der Art der antiken Geometrie und lernen geradezu das Wesen der letzteren
vermége unserer modernen Auffassungen in neuer Weise verstehen, wie
noch letzthin Zeuthen in glinzender Weise dargelegt hat. — Dieselbe
Denkweise werden wir weiterhin in die Gebiete der Mechanik und mathe-
matischen Physik hineintragen. Ich will hier, um nicht zu ausfiihrlich
zu werden, dies nur an zwel Beispielen erliutern. Alle angewandte Ma-
thematik muB das tun, was ich soeben bereits bei der Raumanschauung
als notwendig bezeichnete, sie mul zum Zwecke der mathematischen Be-
trachtung ihre Gegenstinde idealisieren. Nun finden wir durchweg, daf}
auf einem und demselben Gebiete, je nach dem Ziele, welches man im
Auge hat, verschiedene Arten der Idealisierung nebeneinander gebraucht
werden. Dahin gehort, um nur dies eine zu nennen, daB man die Materie
bald als kontinuierlich den Raum erfiillend behandelt, bald wieder als
diskontinuierlich aus einzelnen Molekiilen bestehend, die man sich selbst
entweder als ruhend denkt oder aber in lebhafter Bewegung begriffen.
Wieso und in welchem Grade sind diese verschiedenen Vorstellungsweisen
fir die aus ihnen zu ziehenden Folgerungen mathematisch gleichwertig?
Die élteren Darstellungen von Poisson u. a., wie auch die Entwicklungen
der kinetischen Gastheorie sind fiir den modernen Mathematiker in dieser
Hinsicht nicht eingehend genug; wir miissen eine von Anfang beginnende
Neubearbeitung des Problems verlangen. Ich vermute, daB eine in Aus-
sicht stehende Publikation von Boltzmann hieriiber interessante Auf-
schliisse bringen wird. — Eine andere Fragestellung ist diese. Das phy-
sikalische Experiment versieht uns vielfach mit Erfahrungstatsachen, die
wir unwillkiirlich mathematisch verallgemeinern und als Theoreme auf die
idealisierten Gebilde iibertragen. Dahin gehort die Existenz der sogenannten
Greenschen Funktion bei beliebiger geschlossener Oberfliche und beliebig
anzunehmendem Pol, — entsprechend der Tatsache aus dem Gebiet der
Elektrizitdt, daB sich auf jedem leitenden Kérper unter dem FEinflusse
irgendwelches elektrisierten Punktes eine Gleichgewichtsbelegung bildet.
Dahin gehort die Anwendung, welche ich gelegentlich von den elektrischen
Strémen gemacht habe, die in einer beliebigen leitenden Fliche bei Auf-
setzung der Poldrdhte einer galvanischen Sdule entstehen, indem ich nim-
lich zeigte, dal deren Betrachtung unmittelbar zu den Fundamentalsitzen
aus Riemanns Theorie der Abelschen Funktionen hinleitet. Es gehért
dahin das Theorem, dal jeder begrenzte elastische Korper einer unend-
lichen Reihe harmonischer Eigenschwingungen fihig sei, und anderes mehr.
Sind dies wirklich, abstrakt genommen, richtige mathematische Sitze, bez.
wie mul man sie einschrinken und prézisieren, damit sie richtig werden?
Die Mathematiker haben mit Erfolg versucht, hier einzugreifen, zuerst
C.Neumann und Schwarz in der Theorie des Potentials, dann neuerdings
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die franzésischen Gelehrten, an die deutschen Arbeiten ankniipfend, — mit
dem Resultate, dafl sich die der Physik entnommenen Theoreme in aus-
gedehntem MaBe als stichhaltig erwiesen haben. — Sie sehen hier deutlich,
wenn ich es noch ausdriicklich hervorheben soll, um was es sich bei den
in Rede stehenden Untersuchungen handelt: nicht sowohl um neue physi-
kalische Einsicht, sondern um abstrakte mathematische Beweisfiihrung, die
wir um ihrer selbst willen anstreben, um der Klarheit und Bestimmtheit
willen, die dadurch in unsere Auffassung der Erscheinungen hineingetragen
wird. Oder, wenn ich einen Ausdruck Jacobis in allerdings etwas modi-
fiziertem Sinne gebrauchen darf, es handelt sich allein um die Ehre des
menschlichen Geistes.

Hochgeehrte Anwesende! Indem ich mich solcherweise ausdriicke, ist
es fast schwer, nunmehr im Gegensatze zu den bisherigen Betrachtungen
der Anschauung den ihr gebiihrenden Anteil an unserer Wissenschaft zu
sichern. Und doch ruht gerade in dieser Antithese der eigentliche Sinn
meiner heutigen Darlegungen. Dabei denke ich nicht so sehr an die aus-
gebildete Form der Anschauung, von der soeben die Rede war, also an
die Anschauung, die sich unter Einwirkung der logischen Deduktion ent-
wickelt hat und die ich als eine Form des Gedichtnisses bezeichnen méchte,
als vielmehr an die naive Anschauung, welche zum guten Teile ein an-
geborenes Talent ist und sich iibrigens aus der eingehenden Beschiftigung
mit diesem oder jenem Teile der Wissenschaft unbewuf3t herausbildet. Das
Wort ,Anschauung® ist vielleicht nicht zweckmiBig gewihlt. Ich méchte
hier die motorische Empfindung mit einschliefen, mit welcher der Ingenieur
die Krifteverteilung in irgendwelcher von ihm durchgefiihrten Konstruktion
beurteilt, und selbst das unbestimmte Gefiihl betr. die Konvergenz ihm
vorliegender unendlicher Prozesse, welches der geiibte Zahlenrechner besitzt.
Ich sage, daf die so verstandene mathematische Anschauung auf ihrem
Gebiete iiberall dem logischen Denken voraneilt und also in jedem Mo-
mente etnen weiteren Bereich besitzt als dieses.

Hier konnte ich nun erstlich einen historischen Exkurs dariiber ein-
schalten, wie bei der Entwicklung der meisten Zweige unserer Wissenschaft
in der Tat die Anschauung den Anfang gemacht hat und die strenge lo-
gische Behandlung erst folgte. Und zwar gilt dies nicht nur im groBen
von der Entstehung der Infinitesimalrechnung, wie ich bereits in der Ein-
leitung andeutete, es gilt ebensowohl von vielen Gebieten, die erst im
Laufe des gegenwirtigen Jahrhunderts ihren Ursprung genommen haben.
Ich erinnere in dieser Hinsicht, um nur eines zu nennen, an Riemanns
Funktionentheorie komplexer Variabler, und fiige gern zu, daB diejenige
Disziplin, welche lange Zeit am meisten von der Anschauung abgewandt
schien, die Zahlentheorie, eben nun durch Heranziehung anschaulicher
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Methoden in den Hinden von Minkowski und anderen einem neuen
Aufschwunge entgegen zu gehen scheint. Weiterhin wire von groBem
Interesse, die Entwicklung nicht der einzelnen mathematischen Disziplin,
sondern der individuellen mathematischen Personlichkeit unter dem vor-
liegenden Gesichtspunkte zu verfolgen. Ich begniige mich in dieser Hin-
sicht hier mit der Angabe, daB die zwei wirksamsten mathematischen
Forscher der Jetztzeit, Lie in Leipzig und Poincaré in Paris, beide ur-
spriinglich in der Anschauung wurzeln. Aber alles dies wiirde, wenn ich
weiter darauf eingehen wollte, zu sehr in spezifische Einzelheiten hinein-
fiihren und schlieBlich nur auBerordentliche Fille betreffen. Ich will lieber
schildern, was die einigermaBen gefibte Anschauung tagtiglich iiber die
rechnerische oder konstruktive Behandlung hinaus fiir die quantitative Be-
handlung der physikalischen oder technischen Probleme leistet. Wenn ich
beispielsweise auf die beiden Angaben der Elektrizitatslehre zuriickkommen
darf, auf die ich eben Bezug nahm, so wird jeder Physiker im vorgegebenen
Falle ohne weiteres den Verlauf der Niveauflichen der Greenschen Funktion,
bez. der Stromkurven bei dem zweiten der genannten Experimente ziem-
lich richtig zeichnen konnen. Oder nehmen Sie den Fall irgendwelcher
Differentialgleichung, ich will sagen (um beim einfachsten Falle zu bleiben)
einer Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variabeln. Héchst-
wahrscheinlich versagt die analytische Behandlung. Demungeachtet kann
man auf graphischem Wege den allgemeinen Verlauf der Integralkurven
sofort angeben, wie dies noch neulich von Lord Kelvin — einem der
groBen Meister der mathematischen Anschauung — fiir eine beriihmte
Differentialgleichung des Dreikérperproblems gezeigt worden ist. Es handelt
sich in allen solchen Fillen, wenn wir die Sache in der Sprache der Ana-
lysis bezeichnen sollen, um eine Art von Interpolation, bei der weniger
auf Genauigkeit im Einzelnen als auf Beriicksichtigung der allgemeinen
Bedingungen Gewicht gelegt wird. Ich will noch ausdriicklich betonen,
daB wir bei der Aufstellung aller unserer Naturgesetze, oder iiberhaupt,
wenn wir versuchen, irgendwelchen #uBeren Vorgang mathematisch zu
formulieren, von einer dhnlichen Kunst des Interpolierens Gebrauch machen.
Denn es gilt immer unter der Menge der zufilligen Storungen die ein-
fachen Zusammenhinge der wesentlichen GroBen hervorzuziehen. Das ist
schlieBlich dasselbe, was ich oben als das Verfahren der Idealisierung be-
zelchnet habe. Die logische Uberlegung tritt allemal erst in ihr Recht,
wenn die Anschauung die Aufgabe der Idealisierung vollzogen hat.

Ich bitte, diese Angaben nicht als eine Erklirung, sondern als eine
Schilderung tatsichlicher Verhiltnisse aufzunehmen. Der Mathematiker
kann nicht mehr, als durch Selbstbeobachtung die Eigenart des im ein-
zelnen Falle statthabenden psychischen Vorganges konstatieren. Vielleicht
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werden wir iiber die niheren Beziehungen der von der Anschauung aus-
gehenden Prozesse zum logischen Denkvermdgen eines Tages von der Phy-
siologie und der experimentellen Psychologie genaueren Aufschlufl erhalten.
Dal es sich dabei in der Tat um verschiedene, d. h. nicht notwendig ver-
kniipfte Seelentétigkeiten handelt, wird durch die groBen Differenzen be-
statigt, welche die Beobachtung verschiedener Individuen ergibt. Die
modernen Psychologen unterscheiden eine visuelle, eine motorische und
eine auditive Veranlagung. Es scheint, da die mathematische Anschauung,
wie ich sie hier verstehe, den beiden ersten Arten der Begabung, die
logische Auffassung mehr der letzteren eignet. Die Psychologie steht erst
in den Anfingen derartiger Untersuchungen, die ich mit vielen Fachgenossen
freudig begriiBe. Denn wir hoffen, dafl in unserer Wissenschaft und ihrem
Betriebe viele Meinungsverschiedenheiten, die jetzt notwendig unausgetragen
bleiben, verschwinden werden, wenn wir erst iiber die psychologischen
Vorbedingungen des mathematischen Denkens und deren individuelle Ver-
schiedenheit genauer unterrichtet sein werden.

Ich darf hier kurz auf die padagogische Seite der Mathematik ein-
gehen. Wir beobachten betreffs derselben in Deutschland zurzeit eine
sehr merkwiirdige Sachlage. Es sind zwei entgegengesetzte Stromungen,
die nebeneinander herlaufen, ohne bisher nennenswert aufeinander ein-
zuwirken. Bei den Lehrern unserer Gymnasien wird die Notwendigkeit
eines an die Anschauung anschlieBenden mathematischen Unterrichts im
Augenblicke vielfach so stark betont, dall man gezwungen ist zu wider-
sprechen und umgekehrt die Notwendigkeit eingehender logischer Entwick-
lungen zu betonen; das ist der Sinn einer kleinen Schrift, die ich im ver-
gangenen Sommer iiber elementargeometrische Probleme verdffentlicht habe 2).
Bei den Hochschullehrern unseres Fachs aber liegt die Sache genau um-
gekehrt: die Anschauung wird héufig nicht nur unterschétzt, sondern nach
Moglichkeit iiberhaupt beiseite geschoben. Es ist dies ohne Zweifel eine
Folge der groBen inneren Wichtigkeit, welche den arithmetisierenden Ten-
denzen der modernen Mathematik innewohnt. Aber die Wirkung geht weit
iiber das richtige Ziel hinaus. Es ist Zeit, einmal &ffentlich auszusprechen,
dal es sich dabei nicht nur um eine verkehrte Pidagogik, sondern um
eine schiefe Gesamtauffassung der Wissenschaft handelt. Ich lasse der
Eigenart des einzelnen akademischen Dozenten gern den freiesten Spiel-
raum und habe es darum immer abgelehnt, allgemeine Regeln fiir den
hoheren mathematischen Unterricht in Vorschlag zu bringen. Das soll
mich nicht hindern auszusprechen, daB jedenfalls zwei Kategorien mathe-
matischer Vorlesungen notwendig von der Anschauung ihren Ausgangspunkt

?) [Vortrige iiber ausgewihlte Fragen der Elementargeometrie (ausgearbeitet
von F. Tégert) im Verlag von B. G. Teubner, 1895.]



240 Anschauliche Geometrie.

nehmen sollten. Das sind erstlich die Elementarvorlesungen, welche den
Anfinger iiberhaupt in die hohére Mathematik einleiten, — wird doch der
Lernende naturgemiafl im kleinen immer denselben Entwicklungsgang
durchlaufen, den die Wissenschaft im groBen gegangen ist. Das sind ferner
diejenigen Vorlesungen, deren Zuhorer von vornherein darauf angewiesen
sind, sehr wesentlich mit der Anschauung zu arbeiten, also die Vorlesungen
fiir Naturforscher und Ingenieure. Wir haben durch einseitige Uberspan-
nung der logischen Form in diesen Kreisen viel von der allgemeinen Gel-
tung verloren, welche der Mathematik naturgemi zukommt, und es ist
Zeit und eine ernste Pflicht, daB wir diese Geltung durch ein zweckmiBi-
geres Verhalten zuriickgewinnen.

Doch ich kehre zur theoretischen Betrachtung zuriick. Die Gesamt-
auffassung, welche ich beziiglich der heutigen Aufgaben der mathematischen
Wissenschaft vertrete, braucht ksum noch besonders formuliert zu werden.
Indem ich iiberall die vollste logische Durcharbeitung des Stoffes verlange,
betone ich zugleich, daB daneben die anschauungsmiBige Erfassung und
Verarbeitung desselben auf alle Weise gefordert werden soll. Mathematische
Entwicklungen, welche der Anschauung entstammen, diirfen nicht eher als
fester Besitz der Wissenschaft gelten, als sie nicht in strenge logische Form
gebracht sind. Umgekehrt kann uns die abstrakte Darlegung logischer
Beziehungen nicht geniigen, solange nicht deren Tragweite fiir jede Art
der Anschauung lebendig ausgestaltet ist, und wir die mannigfachen Ver-
bindungen erkennen, in welche das logische Schema, je nach dem Gebiete,
welches wir wihlen, zu anderen Teilen unserer Erkenntnis tritt. — Ich
vergleiche die mathematische Wissenschaft mit einem Baume, der seine
Wurzeln nach unten immer tiefer in das Erdreich treibt, wihrend er nach
oben seine schattengebenden Aste frei entfaltet. Sollen wir die Wurzel
oder die Zweige als den wesentlicheren Teil ansehen? Die Botaniker be-
lehren uns, daB die Frage falsch gestellt ist, daB vielmehr das Leben des
Organismus auf der Wechselwirkung seiner verschiedenem Teile beruht.



XLVIIL. Auszug aus dem Gutachten der Gottinger
philosophischen Fakultiit
betreffend die Beneke-Preisaufgabe fiir 1901

[Math. Annalen, Bd. 55 (1902).]

Die philosophische Fakultit hatte im Mérz 1898 folgende Aufgabe
gestellt?):

,Als allgemein geltende Grundlage fiir die mathematische Behandlung
der Naturerscheinungen ist lange Zeit hindurch das Prinzip der Stetigkest
oder noch spezieller die Darstellung durch unbeschrankt differentiierbare
Funktionen angesehen worden. Diese Grundlage wurde von den Erfindern
der Differential- und Integralrechnung als etwas Selbstverstindliches ein-
gefiihrt; die Fortschritte der mathematischen Forschung haben aber je
linger je mehr gezeigt, dall dabei eine seht grofle Zahl stillschweigender
Voraussetzungen zugrunde lag, zu denen man bei der immer vorhandenen
Ungenauigkeit unserer sinnlichen Wahrnehmungen keineswegs gezwungen
ist. Auch tritt mit dem genannten Ansatze die Annahme der molekularen
Konstitution der Materie von vornherein in Widerspruch. Die Fakultit
wiinscht eine von aktuellem wissenschaftlichen Interesse getragene Schrift,
welche die hier in Betracht kommenden Fragen in allgemein verstindlicher
Weise darlegt und die Zuldssigkeit, bez. ZweckmiBigkeit der diiblichen
Darstellung einer eingehenden Priifung unterwirft. Die Schrift kann mehr
nach mathematischer oder philosophischer und psychologischer Seite aus-
holen; historische Studien sind erwiinscht, werden aber nicht verlangt“.

Auf diese Aufgabe hin sind bei dem Dekan der Fakultit dres Arbeiten
rechtzeitig eingelaufen, [deren keiner aber ein Preis zuerkannt werden
konnte]. Jedenfalls mdge hier eine ausfiihrlichere Erlduterang der Preisfrage

1) [Das betr. Gutachten ist in extenso in den Goéttinger Nachrichten vom April 1901
(Geschaftliche Mitteilungen, Heft 1) publiziert; ich bringe hier wie schon in Bd. 55
der Math. Annalen denjenigen Teil zum Wiederabdruck, der allgemeines mathematisches
Interesse besitzen diirfte. K.]

2) Vgl. Gottinger Nachrichten, 1898.

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. IL 16
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gegeben werden, einmal, weil die urspriingliche Formulierung in threr
Kiirze verschiedentlich nicht richtig aufgefa3t worden ist, dann aber auch
um einen Mafstab fiir die Beurteilung der eingelaufenen Arbeiten zu haben.

Die Fragestellung ist vielfach dahin gedeutet worden, oder es ist doch
als ihr Kern angesehen worden: man solle entscheiden, ob man die Materie
besser als molekular aufgebaut oder als kontinuierlich zu denken habe,
ob insbesondere die modernen Fortschritte der Naturwissenschaft mehr in
der Richtung der einen oder der anderen Auffassungsweise liegen.

Eine derartige Erorterung, von einem unabhingigen Standpunkte aus
und mit wirklichem Uberblick iiber die neuesten Fortschritte der in
Betracht kommenden naturwissenschaftlichen Gebiete unternommen, wire
nicht ohne Verdienst. Dies jedenfalls sollte dabei hervorgekehrt werden,
dal sich die zweierlei Auffassungsweisen gerade auch in der neuesten Zeit
alterniernd immer wieder ablosen. Nachdem Maxwell in der Elektrizitats-
lehre die Theorie des Kontinuums zu Ehren gebracht hat, steuern wir bei
derselben jetzt infolge des Studiams der Kathodenstrahlen und der elektro-
dynamischen Lichttheorie wieder auf atomistische Vorstellungsweisen hin.
Die physikalische Chemie, welche in der Phasenlehre von Gibbs die
Zustande in der Materie durch eine endliche Zahl von Parametern charak-
terisiert, also Kontinuititsvorstellungen zugrande zu legen scheint, ent-
wickelt nach anderer Seite die wesentlich atomistische Jonentheorie. Zu
derselben Zeit, wo man in der Physik versucht, durch eine blof ,phino-
menologische” Schilderung der Erscheinungen das Beste zu leisten, wird
in der Chemie die Lehre von der Lagerung der Atome im Raume aus-
gebaut, usw. — Andererseits wire hervorzuheben, dafl die atomistische
Vorstellungsweise nicht notwendig zur Idee von Fernkriften fiihrt; man
kann sie mit der Idee einer im Raume kontinuierlichen Krafttransmission
verbinden, indem man die elektrischen oder materiellen Atome (wie immer
man sich dieselben denken mag) als singuldre Stellen in einem den Raum
kontinuierlich erfiillenden Medium einfiihrt.

Die so umschriebene Erérterung, so interessant sie sein konnte, trife
aber doch nicht das eigentliche von der Fakultdt vorgeschlagene Thema,
sondern gibe fiir dasselbe nur beildufiges Material. Man wird dem Thema
wesentlich naher kommen, wenn man fragt: in wie weit sind bei den ge-
nannten Beispielen die beiden Vorstellungsweisen (der Kontinuumstheorie
und der Molekulartheorie) firr die Erklirung oder, besser gesagt, die Dar-
stellung der beobachteten Tatsachen mathematisch gleichwertig? Man wird
den Sinn des Themas vollstindig haben, wenn man zunichst alles Hypo-
thetische oder Spekulative, auf das intime Wesen der Materie Beziigliche,
abstreift und ganz allgemein Folgendes beachtet: Jedermann fiihrt, sobald
er die Gesamtwirkung ausgedehnter Gebilde beurteilen will, die in kleinen
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Dimensionen inhomogen sind, homogene Mittelwerte ein; fiir diese statuiert
er Abhiingigkeiten, die er durch moglichst einfach gewahlte Funktionen
ausdriickt. So ersetzt der numerische Rechner in zablreichen Fillen
Summationen durch Integrationen usw. Der urspriingliche AnlaB zu dem
solcherweise bezeichneten Ansatze liegt vermutlich in der Natur unserer
sinnlichen Wahrnehmungen. Man denke z. B. daran, daB ein Schneehaufen,
aus einiger Entfernung betrachtet, oder ein Wald, der den Horizont ab-
schlieBt, eine kontinuierliche Kontur zu besitzen scheinen. Hiermit ver-
bindet sich des weiteren das Streben nach moglichst einfacher Darstellung.
Wie weit ist der in Rede stehende Ansatz mathematisch berechtigt?
Insbesondere, welchen Sinn hat es, auf die Abhéngigkeiten, die wir zwischen
den homogenen Mittelwerten aufstellen, die Grundsitze der Differential-
rechnung und der Reihenlehre anzuwenden? Und wenn wir durch eine solche
Anwendung richtige Resultate finden, kénnen wir dann auf die Homogenitit
oder Nicht-Homogenitdt des Substrats einen RiickschluB machen? — Erst
wenn der Komplex der solcherweise bezeichneten Fragen erledigt oder doch
verstanden ist, moge man zum Problem der Naturerklarung zuriickgehen.
Man wird sich. dann fragen, welche innere Bedeutung den Stetigkeitsvor-
aussetzungen, die man hierauf beziiglich von alters her zu machen pflegt,
beigelegt werden muB, ob dieselben mehr sind als ein bloBes Hilfsmittel
zur leichteren Durchfithrung der mathematischen Betrachtung, und in
welchem Sinne die Resultate, welche man von den genannten Voraus-
setzungen aus ableitet, auf objektive Giiltigkeit Anspruch machen.

Es ist unméglich, das Gesagte hier noch eingehender zu erldutern.
Nur auf ein besonders einfaches Beispiel (welches Boussinesq gelegent-
lich behandelt) mag noch hingewiesen werden. Jedermann lernt, daf das
Potential der Schwere im Inneren eines Koérpers der Differentialgleichung
AV =— — 470 geniigt. Welche Bedeutung hat diese Differentialgleichung
oder auch welche Bedeutung will man den GroBlen V und p, die in der
Differentialgleichung vorkommen, fiir einen Korper beilegen, der in kleinen
Dimensionen inhomogen ist (wie der soeben genannte Schneehaufen)? Und
wie stellen sich diese Fragen, wenn man einen Aufbau des Korpers aus
streng punktférmigen Atomen voraussetzen will? Man wird in dem einen
oder andern Fall ¥V und o selbstverstindlich als Mittelwerte einfiihren
wollen; wie sind diese Mittelwerte zu berechnen?

Uber Fragen und Schwierigkeiten der hiermit bezeichneten Art sind
die hervorragendsten Theoretiker fritherer Jahrzehnte unbedenklich hinweg-
gegangen. Man lese nach, wie Cauchy oder Poisson von Molekularvor-
stellungen aus zu den Differentialgleichungen der mathematischen Physik
kommen. Und das hiermit gegebene Beispiel findet von seiten der Mehr-
zahl der heutigen Physiker ebenso unbedenkliche Nachfolge. Offenbar

16*
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spielen dabei in die Uberlegungen eine Menge empirischer Elemente hinein.
Die Erfahrung gibt uns die GewiBheit, da im allgemeinen kleine Ab-
anderung der Primissen die Resultate nur wenig abdndert. Freilich trifft
dies nicht immer zu (wenn ,Instabilitit“ vorliegt, bei Explosionen usw.);
die Naturforscher verlassen sich aber beziiglich der Frage, ob gegebenen-
falls ein solcher Ausnahmefall vorliegt, oder nicht, auf ihr Gefiihl oder auf
die experimentelle Kontrolle; wie der Erfolg zeigt, mit Recht.

Der heutige Mathematiker aber, der iiber die Prinzipien seiner Wissen-
schaft nachdenkt, kann unméglich die gleiche Selbstbeschrankung iiben.
Er wird nicht die ZweckmaBigkeit des geschilderten Verfahrens bestreiten,
— sogar von da aus mit Vorliebe Anregung entnehmen —, dariiber hinaus
aber eine genaue mathematische Begriindung und Umgrenzung des Ver-
fahrens verlangen. Fiir seinen Erkenntnistrieb mafBigebend ist die moderne
Entwicklung der Mathematik nach der kritischen Seite hin. Diese Ent-
wicklung ist bisher in allgemeineren Kreisen, sowohl von physikalischer
als auch von philosophischer Seite, gern als etwas Beildufiges angesehen
worden, was fiir die Zwecke der Naturerklarung nicht eigentlich in Betracht
kommt. Die Aufgabe solite aber doch nie sein, eine unbequeme Kritik
zuriickzuschieben, sondern immer nur, sie innerlich zu iiberwinden. Anderer-
seits haben sich die Mathematiker in ihrer Mehrzahl damit begniigt, die
neuen Prinzipien im Bereich ihrer Spezialwissenschaft zur Geltung zu bringen;
sie haben nur erst selten Gelegenheit gehabt oder gesucht, die Beziehungen
zu den Nachbargebieten dementsprechend auszugestalten. Deshalb mégen
einige Erlduterungen zur Sachlage hier am Platze sein.

1. Es handelt sich um diejenige Entwicklung der Mathematik, welche
als Arithmetisierung derselben bezeichnet wird. Als einzige Grundlage
derselben gilt die Evidenz des Zahlbildes, bez. der Gesetze, nach denen
man mit Zahlen operiert; auf diese Grundlage sind alle anderen Beziehungen
zuriickzufithren. Die Idee der kontinuierlichen Verinderlichen wird durch
die allgemeineren Formulierungen der Mengenlehre ersetzt; die Idee der
Funktion erfihrt eine dementsprechende Durchbildung. Differential: und
Integralrechnung werden ausschlieBlich auf den strengen Grenzbegriff basiert;
es erscheint als Regel, nicht als Ausnahme, dafl eine stetige Funktion
nicht differentiierbar ist, usw.

9. Das Wesentliche ist nun, dafl an der solcherweise arithmetisierten
Mathematik gemessen alle sinnliche Auffassung als etwas Ungenaues, nur
auf eine Anzahl Dezimalen Bestimmies erscheint. Trotzdem wird man
die arithmetisierte Mathematik als Ausgangspunkt fiir die quantitative
Beherrschung der AuBenwelt festhalten wollen®). In welcher Form hat dies

%) Man kommt sonst in neue Schwierigkeiten. Vgl. die Antrittsrede von Prof.
Burkhardt: ,Mathematisches und naturwissenschaftliches Denken“. Ziirich 1897.
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zu geschehen? Und welche Erleichterungen darf man sich gestatten, wenn
man von den Resultaten wieder nur eine begrenzte Genauigkeit verlangt?
Dies ist die zentrale Frage, unter welches sich alles frither Gesagte unter-
begreift.

3. In dem Gesagten ist bereits enthalten, was zur Losung der vor-
liegenden Schwierigkeiten geschehen sollte. Es handelt sich darum, daB
sich der Mathematiker und der Empiriker auf einem Zwischengebiete die
Hand reichen. Fiir den Mathematiker erwéchst die Aufgabe, auf Grund
der arithmetisierten Wissenschaft eine umfassende Lehre von den Ndherungs-
methoden zu entwickeln, als eine besondere Disziplin dasjenige zu pflegen,
was Hr. Heun neuerdings treffend als 4 pproximationsmathematik bezeichnet
hat*). Fiir den Empiriker aber wird es sich darum handeln, auf allen
Gebieten und jedenfalls sehr viel mehr als bisher, den Genauigkeitsgrad
festzulegen, innerhalb dessen die (duBeren oder inneren) Beobachtungen,
von denen er ausgeht, richtig sind, oder innerhalb deren er zuverldssige
Resultate zu haben wiinscht.

Das hiermit bezeichnete Programm verlangt an sich nichts Neues,
nur daBl die strenge Durchfithrung bisher vielfach fehlt. Zahlenrechner
haben sich von je an dasselbe angeschlossen und in Astronomie und
Geoddsie ist dasselbe seit den Arbeiten von Gaull universell rezipiert.
Von neueren rein mathematischen Arbeiten diirften ganz besonders die-
jenigen von Tschebyscheff zu nennen sein. Nicht minder wird man
hier den Satz von Weierstral3 anfilhren wollen, dall man jede in einem
Intervall gegebene stetige Funktion durch eine rationale ganze Funktion mit
[beliebig vorgegebener] Genauigkeit gleichméfBig approximieren kann. Als
neue Forderung tritt nur auf, die bezeichnete Fragestellung als den eigent-
lichen Muttelpunkt aller angewandien Mathematik mehr in den Vorder-
grund zu ricken, und iibrigens einzusehen, daf die approximative Auf-
fassung der Gréflenbeziehungen sehr wviel mehr, als man friher wufte,
unser ganzes Denken durchzieht. Unsere Aussagen iiber die Natur der
Dinge aber werden bescheidener werden. Man hat frither oft gesagt, daf
andere als analytische Funktionen in der Natur nicht vorkommen. Man
wird diese Aussage jetzt dahin wenden, daBl man vielleicht nur infolge
der Ungenauigkeit unserer Naturauffassung seither mit analytischen
Funktionen ausgereicht hat, und zwar durchweg mit sehr einfachen ana-
lytischen Funktionen. Man wird darum aber noch nicht zu dem andern
Extrem iibergehen, welches Boltzmann neuerdings vertritt, wenn er die
Hypothese von der Unstetigkeit der Naturerscheinungen sozusagen als
Denknotwendigkeit hinstellt.

4) Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung I1X,2 (1900).
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Die Bedeutung der von der Fakultdt gestellten Preisfrage diirfte
hiermit geniigend hervorgekehrt sein. Hs galt, den Komplex der in Betracht
kommenden Fragestellungen und Auffassungen in {iibersichtlicher Form
darzulegen und womdglich kritisch zu sichten. Ein Mathematiker konnte
zugleich unternehmen, die Lehre von den Néherungsmethoden auf einem
speziellen Gebiete durchzufithren, ein Philosoph oder Psycholog, die Un-
genauigkeit unserer sinnlichen Wahrnehmung nach der einen oder anderen
Richtung genauer zu studieren; man denke an den von Boltzmann mit
Vorliebe herangezogenen Kinematographen. Was an mathematischen Kennt-
nissen unbedingt verlangt werden mufite, war nur, daB der Autor das
Wesen der arithmetisierten Wissenschaft, wie es in den Schriften der
heute mafBgebenden Mathematiker zutage tritt, in sich aufgenommen hatte.
Hierzu geniigt nicht, die allgemeinen Auseinandersetzungen hervorragender
Autoren gelesen zu haben, welche den Einzelheiten der modernen Prizi-
sionsmathematik niemals ndher getreten sind, mag es sich nun um
Helmholtz oder Kirchhoff, Boltzmann oder Mach handeln. Mathe-
matik 148t sich nur durch konzentriertes Studium erlernen; es gibt bei
ihr keinen ,Koénigsweg*.



XLIX. Grenzfragen der Mathematik und Philosophie®).

[Aus der wissenschaftlichen Beilage zum 19. Jahresbericht
der Philosophischen Gesellschaft an der Universitit zu Wien (1906).!

Sehr geehrte Anwesende! Ihr Ehrenprisident Héfler hat an mich
die Aufforderung gerichtet, gelegentlich meines Besuches in Wien eine
Diskussion der philosophischen Gesellschaft ,Uber Grenzfragen der Mathe-
mathik und Philosophie“ durch einige Worte einzuleiten. Wiewohl ich
diese Aufforderung erst vor drei Tagen empfing, komme ich ihr doch um
gso lieber nach, als ich zu den Mathematikern gehdre, die nahere Be-
ziehungen zu philosophischen Kreisen wiinschen; denn ich bin von der
Uberzeugung durchdrungen, daB eine Menge von Fragen die Philosophen
und uns Mathematiker gemeinsam beschéiftigen sollte. Neues habe ich den
heute anwesenden Mathematikern freilich nicht zu sagen. Denn die Auf-
forderung lautete dahin, ich mdge namentlich einiges von den Ideen, die
ich tiber die Ungenauigkeit unserer Raumvorstellungen schon anderweitig
auseinandergesetzt habe, hier neuerdings entwickeln. Zum erstenmal bin
ich fiir jene Ideen vor zweiunddreiflig Jahren eingetreten und die Thesis,
zu der ich damals kam, schicke ich heute voraus.

Jedermann weil}, dal die unmittelbare rdumliche Wahrnehmung
ungenau ist, dal es eine Schwelle der Genauigkeit z. B. fiir die Wahr-
nehmung durch das Auge gibt, und zwar auch fiir das noch so sehr be-
wafinete. Ich habe daran ankniipfend entgegen der damals herrschenden
Meinung die Behauptung aufgestellt, daB gleiches nicht minder wie fiir
die Wahrnehmung auch fiir die abstrakte Raumvorstellung gelte, daf} jeder
mit sich herumtragen mag, und zwar so, da wir in einem engeren Raum-
stiick, das uns umgibt, noch die verhdltnisméBig bessere Genauigkeit haben,
dal diese aber immer geringer wird, je weiter in Gedanken wir dariiber
hinausschweifen. Die stetigen Funktionen ohne Differentialquotient (speziell

1) [Dieser Vortrag wurde am 14. Oktober 1905 bei den Verhandlungen der Philo-
sophischen Gesellschaft an der Universitit Wien iiber Grenzfragen der Mathematik
und Philosophie gehalten.]
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die WeierstraBsche Funktion) waren damals etwas Neues; jedermann war
davon iiberzeugt, daB es unmdéglich sei, sich von den zugehdrigen Kurven
y = f(x) ein anschauliches Bild zu machen, d. h. den Verlauf einer solchen
Kurve in der Raumanschauung als etwas Fertiges aufzufassen. Demgegen-
iiber behauptete ich, daf man iiberhaupt nicht die Fahigkeit habe, sich auch
einfachere Beispiele der Funktionentheorie und Infinitesimalrechnung genau
und zugleich anschaulich zu denken, daB die Raumanschauung sogar schon
versagt, wenn es sich um die genauen Einzelheiten derjenigen Kurven
handelt, welche durch ganze Funktionen dargestellt werden. (Zur Orien-
tierung fiir diejenigen, die sich nicht mit der modernen Prizisionsmathe-
matik beschiftigt haben, teile ich mit, da die stetigen, nicht differentiier-
baren Kurven nur ein Anfang gewesen sind, daf mit mehr Vorliebe noch
von den jingeren Mathematikern die Punktaggregate studiert werden, mit
denen sich die sogenannte Mengenlehre beschéftigt. Diese liegen mit ihren
merkwiirdigen Eigenschaften erst recht iiber alle Anschauung hinaus.)

Es scheint da eine zweifache Stellungnahme moglich: entweder die
radikale, zu der ich mich bekenne, daB unsere Raumvorstellung eine
untere Schwelle der Genauigkeit habe, und dall das, was wir vor Augen
haben, wenn wir von einer Kurve sprechen, ein Streifen von allenfalls
sehr geringer, jedenfalls nicht verschwindender Querdimension sei. Oder
aber es habe — so ist mir gesagt worden — der menschliche Geist die
Fihigkeit, die sogenannten analytischen Kurven sich wirklich genau vor-
zustellen; nur die nichtanalytischen seien im eigentlichen Sinne transzendent.
— Da wire es eine sehr merkwiirdige Tatsache, dall gerade den Kurven,
die man frither von mathematischer Seite allein kannte, unsere Raum-
anschauung sollte koordiniert gewesen sein, und dal nur, was man seitdem
konstruiert, iiber unsere Anschauungen hinausgehe. Wenn das der Fall
wire, so wire damit fiir das Wesen unserer Raumanschauung eine duferst
merkwiirdige Unterscheidung gewonnen.. Ob aber nicht die ganze Sachlage
vielmehr dahin zu verstehen ist: solange man sich nur mit analytischen
Kurven beschiftigte, merkte man nicht, daB man gar nicht in der Lage
sei, die Dinge so, wie die Infinitesimalrechnung sie darstellt, auch wirklich
anschaulich vorzustellen; weil nédmlich die mathematischen Eigenschaften
der analytischen Kurven mit den anschaulichen Eigenschaften der Streifen
einigermaflen parallel gehen?

Jedenfalls scheint mir ein Problem zentralster Stellung fiir die An-
wendungen der Mathematik auf die Naturwissenschaften vorzuliegen, und
ich glaube, daB die Versammlung, die einen so hervorragenden Vertreter
der mathematischen Physik unter den Anwesenden begriiit?), gerade hier-
iiber wird Meinungen austauschen wollen.

2) [L. Boltzmann.]
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Etwas ndher will ich ausfiihren, daB die Ansicht von der Ungenauig-
keit der Raumvorstellungen uns sowohl bei den Aziomen wie bei den
ersten Definitionen der Geometrie zu neuen Auffassungsméglichkeiten fiihrt.

In erster Hinsicht ein paar Worte iiber die Nicht-Euklidische Geo-
metrie. Denken wir uns eine gerade Linie gezeichnet und durch einen
Punkt Strahlen gezogen, welche diese gerade Linie treffen. Indem wir
uns die Parallele als Grenzlage einer Sekante denken, die dadurch entsteht,
daB die Schnittpunkte eines Strahles nach rechts immer weiter hinaus
wandern, andererseits nach links hin, so bekommen wir eine Parallele
nach rechts und eine nach links. Unsere gewohnliche Raumanschauung liefert
uns dann den Satz, daB diese beiden Parallelen zusammenfallen und daf
es also nur eine Parallele zu einer gegebenen Geraden durch einen ge-
gebenen Punkt gibt. Unter der Auffassung aber, dafB all unsere rdumlichen
Vorstellungen nur approximativ seien, wird es unserer lebendigen An-
schauung auch noch geniigen, wenn wir die beiden Parallelen verschieden
voneinander annehmen, nimlich so wenig, daB wir es nicht merken. Ich
habe dies gelegentlich in folgender Weise fiithlbar zu machen gesucht:
Denken Sie den Punkt, durch den wir die Parallelen ziehen sollen, von
der gegebenen Geraden um Siriusferne abstehend — diirfen Sie da mit
ehrlichem Gewissen behaupten, ihre Raumanschauung sei so iiberzeugend,
daB Sie behaupten konnen, die beiden Parallelen wiirden auch nicht einen
Winkel von einer Millionstel-Sekunde bilden? Bemerken Sie, daBl, wenn
von einer Millionstel-Sekunde die Rede ist, etwas sehr Unbedeutendes ge-
meint sei, was weit unter der Genauigkeitsschwelle jeder physischen Be-
obachtung auch bei astronomischen Instrumenten ersten Ranges liegt. Wir
konnen es uns zwar denken, aber niemand kann es sich meines Erachtens
vorstellen, dal zwei Linien in einem um Siriusferne von dieser Tafel ab-
stehenden Schnittpunkt einen so kleinen Winkel bilden. — Beachten Sie,
dafl wir den Sirius selbst dabei unwillkiirlich als Punkt denken. Ist irgend
jemand, der auf die Frage, ob fiir ihn auch in so grofier Entfernung die
Parallele nach rechts und die Parallele nach links genau zusammenfallen,
mit lautem Ja antworten kann? Wenn das aber nicht der Fall ist, so ist
die Moglichkeit gegeben, dal die Nicht-Euklidische Geometrie, die be-
kanntlich von logischen Widerspriichen frei ist, auch mit unserer Raum-
anschauung nicht im Widerspruche sei. Wir miissen nur den Parallelen-
winkel so gering annehmen, daf er auch bei stark wachsendem Abstande
[zundchst noch] unter jeder vorstellbarer GroBe liegt.

Das war die eine Folgerung, die ich zu [der heute zur Diskussion
stehenden] Frage bringen wollte. — Man wird darum doch die Euklidische
Formulierung vom Vorhandensein nur einer Parallelen der Nicht-Euklidi-
schen praktisch immer vorziehen nach dem Prinzip, welches Mach das 6ko-
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nomische genannt hat. Es ist die einfachere Annahme, daB es nur eine
Parallele, nicht zwei seien. Aber man wird diese Annahme bewuf3t machen,
nicht weil sie eine notwendige, sondern weil sie die einfachste ihrer Art
ist. Soviel also iiber die Bedeutung, welche unsere Thesis fiir die Formu-
lierung der Axiome in der Geometrie hat.

Nun aber die Definitionen, mit denen Euklid die Geometrie beginnt;
hier heilt es z. B.: Fldche ist, was nur Linge und Breite hat. Man fiigt
dann meist hinzu: Fliche ist die Grenze eines Korpers. Zur Erlauterung
macht man den Schiiler aufmerksam, wie z. B. die Mauer durch die Wand-
fliche abgegrenzt ist. Wenn Sie aber andere Gegenstinde, die uns tédglich
umgeben, aus kleinerem Abstand betrachten als die Winde, z. B. des
Morgens nach dem Aufstehen den Badeschwamm, mit dem man sich
wischt, oder beim Friihstiick die Semmel, die man durchbrochen hat
— wo ist da die Oberfliche, die nur Linge und Breite hat? Und
wie kann man bei einer solchen Oberfliche von Tangentialebene und
Kriimmung reden, was man doch bei den Anwendungen der Differential-
und Integralrechnung auf Geometrie z. B. in der mathematischen Physik
unbedenklich zu tun pflegt? Sowie man weiter nachdenkt und naturwissen-
schaftlich noch tiefer geht, bemerkt man, daB iiberhaupt Oberflichen, wie
man sie in der Theorie voraussetzt, in der Natur nicht vorkommen (die
Dinge, die wir in der Natur vorfinden, haben sozusagen alle eine zellige
Struktur). Die theoretische Idee einer Oberfliche scheint durch eine Eigen-
schaft unseres Auges veranlafit zu sein, an die wir von frither Jugend
gewohnt sind. Gegenstinde, deren Diskontinuitdten hinreichend fein sind,
erscheinen dem Auge als Kontinuum. Wenn wir die Bldtter eines Waldes
aus der Nihe betrachten, so werden wir kaum von einer Oberfliche des
Waldes reden wollen. Gehen wir aber einige Kilometer weg und sehen
uns um, so glauben wir scharfe Umrisse, scharfe Konturen zu sehen. Erst
aus solchen ungenauen Wahrnehmungen entstehen die Ideen, die wir in
verschirfter Form unseren mathematischen Spekulationen gewohnheitsmaBig
zugrunde legen.

Sie sehen, wie tiefgreifend die Kritik ist, und ich zweifle nicht, daf
mancher jiingere Mathematiker sich mit der Hoffnung trigt, daB es an der
Zeit ist, die alten mathematischen Definitionen iiberhaupt zuriickzuschieben,
daB das Studium der diskontinuierlichen Funktionen und der Punktmengen
,z0 scheuBllichen Klumpen geballt“ es gestattet werden, tiefer in das
Wesen der Dinge einzudringen als es beim Gebrauch der analytischen
Funktionen méoglich war.

Es ist ein gemeinsamer Charakter aller Wissenschaften in der neuesten
Zeit, daB alles in Zweifel gezogen wird, was bis dahin als ganz feststehend
gegolten. Alles ist in Girung, so auch in der Mathematik. Ich méchte
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“

meinen Wunsch dahin aussprechen, daf diese Entwicklung, in die wir
durch allgemeine Notwendigkeit eingetreten sind — kein einziger hat sie
verschuldet oder kann sie sich zurechnen, sondern es ist 1m Sinne der Zeit,
daB iiberall die Fragen nach den Grundlagen im Vordergrunde stehen —
ich mochte meinen Wunsch aussprechen, daf diese Periode nicht enden
mége mit einem allgemeinen Skeptizismus, sondern mit einem neuen Aufbau.

(In der Diskussion machte Boltzmann u. a. darauf aufmerksam, da die Vor-
stellungen der Gastheorie, aber auch die Aufzeichnungen hinreichend empfindlicher
Registrierapparate Kurvenbilder geben, die eine groBe Ahnlichkeit mit Weierstrall
undifferentiierbaren Kurven besitzen. Er fithrte dabei folgendes aus:

»DaB vom Schreibstifte abgesehen, die Temperatur an einem Punkte wirklich
durch eine WeierstraBsche Kurve dargestellt wiirde, ist sogar meine Uberzeugung.

Damit stimmt auch iiberein, daB wir uns Korper von stetigen Flichen begrenzt
nur denken; betrachten wir aber die Kérper genau, so sehen wir, dafl jede wirkliche
Oberfliche algebraisch undarstellbar ist.

DaBi die Punktmengen, nicht nur der mathematischen Mannigfaltigkeitslehre,
sondern auch die, welche eine physikalische Bedeutung haben, iiber unsere rdumliche
Vorstellung hinausgehen, das ist meine vollsténdige Uberzeugung.

Was die Anschauungen oder Vorstellungen selbst betrifit, so glaube ich, daB sie
sich allmihlich so weiterbilden werden, daB vielleicht kiinftige Generationen iiber
bessere Anschauungen verfiigen. Ungebildete konnen sich die GegenfiiBler nicht vor-
stellen. Ich habe Leute gesprochen, die sagten, dafl sie sich eine Entfernung von
zwanzig Millionen Meilen nicht vorstellen kénnen.

Und im Grunde genommen, kann ich selbst mir das nicht vorstellen. Sobald
man dariiber hinausgeht, was durch den Blick erreicht wird, hort die Vorstellung auf.
Eine Kugel in der GréBe des Sirius kann man sich algebraisch darstellen, aber nicht
sinnlich vorstellen. Und unsere Vorstellung ist beschrinkt auf eine Reproduktion
dessen, was wir wahrgenommen haben. Sobald uns unsere Wahrnehmung im Stiche
16B8t, 188t uns auch die Vorstellung oder Anschauung im Stiche. Nur allméhlich und
erst durch langes Nachdenken kdnnen wir die Vorstellung erweitern. Glauben Sie

sich 10(10) snnen?
ch 10 vorstellen zu kénnen?

Wirtinger bemerkte im Gesprich hernach, daB es ungeheuer schwer sei, sich
die einfachste Figur als hinter dem eigenen Hinterkopf gelegen vorzustellen, und ich
fiige gern von mir aus hinzu, daB ich mir Figuren im Innern meines Kopfes iiber-
haupt nicht vorstellen kann. Die riumliche Vorstellung wird eben sofort sehr un-
bestimmt, wo kein optisches Erinnerungsbild vorhanden ist und versagt ganz, wo die
Erginzung durch die Tastempfindung ebenfalls ausgeschlossen ist. K.]



Substitutionsgruppen und
Gleichungstheorie.



Zur Entstehung der Arbeiten
iiber endliche Gruppen linearer Substitutionen und die
Auflésung algebraischer Gleichungen.

Das einfache und sozusagen selbstverstindliche Prinzip, welches den im folgenden
abgedruckten Untersuchungen zugrunde liegt, ist bereits in der Einleitung zu der
Arbeit iiber W-Kurven, die ich mit Lie zusammen 1871 in Bd.4 der Math. Annalen
(= Abh. XXVT in Bd. 1 der vorliegenden Ausgabe, speziell S. 425 u. 426) veroffent-
lichte, ausgesprochen: da nimlich algebraische Gebilde, welche durch endliche Gruppen
linearer Substitutionen in sich iibergehen, infolgedessen leicht itbersehbare, ausgezeichnete
Eigenschaften haben. 1m Verkehr mit Clebsch bemerkte ich bald hernach (siehe
die sogleich folgende Abh. L, ebenfalls aus Bd. 4 der Math. Annalen, 1871), daB hier-
mit der eigentliche Ausgangspunkt gegeben ist, von dem aus die Lehre von der all-
gemeinen Auflésung der algebraischen Gleichungen mit der Invariantentheorie linearer
Substitutionen in organische Verbindung tritt. Im Erlanger Programm (Herbst 1872,
Abh. XXVII in Bd. 1 der vorliegenden Ausgabe) ist dann auf die einfachen Verhalt-
nisse hingewiesen, welche das genannte Prinzip bei Riemanns Deutung von (x4 iy)
auf der Kugel fiir die bindren Formen dritten und vierten Grades ergibt; es wird
andererseits (S. 489 des Bd. 1 des Wiederabdruckes) des Zusammenhangs mit der
Gleichungstheorie gedacht und beildufig auch das besondere Interesse erwiahnt, welche
eine Betrachtung der reguliren Korper unter den gegebenen Gesichtspunkten haben
wiirde. Indem ich mir um sie eine (z +iy)- Kugel herumgelegt dachte, erhielt ich
fiir die Kérperecken Gleichungen, deren genauere Untersuchung ich um so lieber begann,
als ich den Wunsch hatte, von den mir geldufigen invariantentheoretischen Auffassungen
aus zu einer selbstindigen Behandlung gleichungstheoretischer Aufgaben vorzudringen.
Die Resultate, die ich erhielt, waren sehr merkwiirdig und zeigten, dafl ich eine
erzfithrende Ader angeschlagen hatte. Zunichst gelang der Beweis, daB3 durch meinen
Ansatz ohne weiteres die Gesamtheit aller endlichen Gruppen linearer Substitutionen
einer Verdnderlichen gegeben sei. Sodann konnte ich fiir die Gleichung zwdlften
Grades, welche durch die Ecken eines der (x+ ¢y)- Kugel eingeschriebenen reguliren
lkosaeders gegeben ist, sowohl das volle Formensystem durch einige einfache Schliisse
herstellen, als auch das Vorhandensein von Resolventen sechsten und fiinften Grades
nachweisen. Alles dieses ist in einer vorlidufigen Mitteilung in den Erlanger Sitzungs-
berichten vom 13. Juli 1874 auseinandergesetzt und iibrigens in ausgereifter Form in
den §§ 1 bis 6 der nachstehend abgedruckten Abh. LI (Math. Apnalen, Bd. 9, 1875)
reproduziert. Ich begann iibrigens 1874 auch gleich (wie hier beildufig bemerkt sei),
mich mit den unendlichen diskontinuierlichen Gruppen linearer Substitutionen einer
Verénderlichen zu beschiiftigen. Da ich aber nur erst Funktionen mit endlich vielen
singuliren Punkten kannte, kam ich nur zu den gewdhnlichen periodischen Funktionen
und denjenigen, die Rausenberger spiter [Math. Annalen, Bd. 18 (1881); siehe
auch sein Lehrbuch, Leipzig 1884] multiplikatorisch periodisch genannt hat. Ich ver-
danke es nur einem Zufall, dafl eine unzureichende Abhandlung, in der ich die be-
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ziiglichen Resultate dargestellt hatte, nicht gedruckt wurde. (Auf die weitere Ent-
wicklung meiner Untersuchungen iiber diskontinuierliche Gruppen linearer Substitu-
tionen einer Verdnderlichen wird in Bd. 3 meiner Gesammelten Abhandlungen zuriick-
zukommen sein.)

So ungefihr lagen die Dinge, als in meinem letzten Erlanger Semester (1874/75)
Gordan nach Erlangen kam. Indem er mit gréBtem Interesse auf meine algebrai-
schen Ansitze einging, ist er fiir die néchsten Jahre mein eifrigster Mitarbeiter ge-
worden. Die Lage wurde um so interessanter, als sich zeigte, daB Schwarz schon
1871/72 die der Ikosaederfigur entsprechende Zerlegung der (z 4 4y)-Kugel in 120
abwechselnd kongruente und symmetrische Dreiecke bei seinen Untersuchungen iiber
die algebraischen Integrale der hypergeometrischen Differentialgleichung angetroffen,
auch die Existenz der transzendenten eindeutigen Dreiecksfunktionen mit unendlich
vielen singuliren Punkten, welche eine Kreislinie iiberall dicht iiberdecken, dargelegt
hatte!). Von hier aus haben 1877 meine Arbeiten iiber elliptische Modulfunktionen
ihren Ausgangspunkt genommen, die sich mit den algebraischen Arbeiten, welche
allein hier in Bd. 2 zum Abdruck kommen sollen, mannigfach durchdringen. Immer-
hin*gaben die algebraischen Fragen zunéchst genug zu tun, nachdem ich gefunden
hatte, daBl die Resolventen sechsten und fiinften Grades der Ikosaedergleichung bei
zweckméfBigem Ansatz genau mit den besonderen Gleichungsformen iibereinstimmen,
welche Kronecker und Brioschi bei ihren Untersuchungen iiber die Auflésung
der Gleichungen fiinften Grades aufgestellt hatten; man vergleiche die SchluBpara-
graphen der schon oben genannten Abh. LI, (die iibrigens bereits von Miinchen aus
datiert ist?)).

Jedenfalls wurde der enge wissenschaftliche Verkehr mit Gordan, in dessen

1) Vgl. eine Dbeziigliche Mitteilung von mir in den Erlanger Berichten vom
14. Dezember 1874, sowie ausfiihrlichere Angaben in den unten folgenden Abh. LI
bis LIV. Im iibrigen bediirfen alle diese Zitate einer wesentlichen Erginzung, seit
wir den NachlaB von GauB, wie den von Riemann genau kennen. Was GauBl
angeht, so wolle man die Stiicke vergleichen, die Fricke in Bd. VIII der Werke (er-
schienen 1900) auf S. 99—106 zusammengestellt hat. GauB kennt die Modulfigur
und hat sogar das Beispiel einer allgemeineren eindeutigen Dreieckszerlegung der
(z +1y)-Ebene mit einer kreisférmigen Grenze. Riemann aber hat diese Dinge
wie auch die einschligigen Verhéltnisse auf der (x +iy)- Kugel im Wintersemester
1858/59 in einer besonderen Vorlesung eingehend behandelt. Wir Fernerstehenden
haben davon erst dadurch erfahren, daB der Physiker v. Bezold, der damals bei
Riemann gehsrt hatte, seine stenographische Nachschrift besagter Vorlesung der
Gottinger Universitéitsbibliothek iiberwies (s. eine Notiz von mir in den Gottinger
Nachrichten von 1897, math.-phys. Klasse, S. 190ff.). FEine zweite Nachschrift der-
selben Vorlesung hat sich spiter bei Prof. Ndgelsbach, Erlangen, vorgefunden,
woriiber M. Noether in den Gottinger Nachrichten von 1909, S. 23 der Geschaft-
lichen Mitteilungen, berichtet. Auch diese Nachschrift wurde der Gottinger Univer-
sitidtsbibliothek {iberwiesen. Im {iibrigen ist der Inhalt der Riemannschen Vor-
lesung bereits 1902 in den iiberaus interessanten Nachtrigen, welche M. Noether
und W. Wirfinger zu Riemanns g3sammelten Werken haben erscheinen lassen
(Leipzig, B. G. Teubner), seiner wesentlichen Gliederung nach auf Grund des Bezold-
schen Heftes, reproduziert und danach allgemein zuginglich geworden. DaB eine
Drehung der (z+iy)-Kugel um ihren Mittelpunkt eine lineare Transformation der
komplexen Variabeln nach sich zieht, findet sich iibrigens schon in der posthumen
Abhandlung Riemanns iiber Minimalflichen vermerkt, welche Hattendorff 1867
in Bd. 13 der Gottinger Abhandlungen verdffentlicht hat und die in Riemanns Ge-
sammelten Werken unter XVII abgedruckt ist, vgl. Nr. 8 daselbst.

2) So auch eine auf diese Resolventen beziigliche erste Mitteilung von mir in
den Erlanger Sitzungsberichten vom 12. Juli 1875.
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Mittelpunkt diese algebraischen Fragen standen, durch meine Ubersiedelung an die
Miinchener Technische Hochschule, Ostern 1875, nicht unterbrochen. Einen besonderen
Impuls bekam derselbe noch dadurch, dafl Fuchsim Sommer 1875 Untersuchungen iiber
algebraisch integrierbare lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung verdffentlichte,
in denen er invariantentheoretische Uberlegungen benutzte, die mit meinen Unter-
suchungen iiber regulire Korper augenscheinlich nahe zusammenhingen und von da
aus vereinfacht und vervollstindigt werden konnten. Man wolle die unten folgenden
Aufsitze LIT und LIII, sowie die am SchluB vom LIII genannte Arbeit von Gordan in
den Math. Annalen, Bd. 12 (1877) vergleichen. Aber bald kehrten wir zur Theorie der
Gleichungen fiinften Grades zuriick. Wir erfaBten den Umkehrgedanken: diese Theorie
nicht blof duperlich mit der Lehre vom Ikosaeder in Verbindung zu bringen, sondern
letztere geradezu zur Grundlage der Theorie zu machen. Ich beschiftigte mich zunichst
damit, die Auflosung der allgemeinen Jacobischen Gleichung sechsten Grades ver-
mittels der Ikosaedertheorie zu bewerkstelligen. Aber am SchluB der Note, die ich
hieriiber am 13. November 1876 der Erlanger Sozietit vorlegte, konnte ich bereits
aussprechen, dafl man diejenigen Gleichungen fiinften Grades, die ich spiter ,Haupt-
gleichungen“ nannte, d. h. die Gleichungen, bei denen die Summe der Wurzeln und
die Summe der Wurzelquadrate gleichzeitig verschwinden, in einfachste Beziehung zum
Ikosaeder setzen kann. Bald darauf fand ich einen ersten Beweis des von Kronecker
nur erst ausgesprochenen Satzes, daB bei den allgemeinen Gleichungen fiinften Grades
eine Resolvente mit nur einem Parameter nicht ohne Heranziehung einer akzessori-
schen (d. h. durch die Wurzeln der Gleichung selbst nich¢é rational darstellbaren)
Irrationalitit moglich sei, sowie eine Methode, um die fiinf Wurzeln einer Haupt-
gleichung fiinften Grades explizite durch die zugehéorige Ikosaederirrationalitit dar-
zustellen. Ich verdffentlichte hieriiber zwei weitere Noten in den Erlanger Sitzungs-
berichten (vom 15. Januar und 9. Juli 1877). Im August 1877 habe ich dann die
drei zusammengehdrigen Noten zu einer lingeren Abhandlung (Math. Annalen, Bd. 12)
vereinigt, die weiter unten unter Nr. LIV abgedruckt ist. Inzwischen war Gordan
nicht miiBig geblieben. Es war ihm gelungen, die in Betracht kommenden Entwick-
lungen noch systematischer in eine Fragestellung der bindren Invariantentheorie ein-
zuordnen, Man vergleiche eine Mitteilung von ihm an die Erlanger Sozietit, ebenfalls
vom 9. Juli 1877, und die zusammenfassende Darstellung in Bd. 13 der Math. Annalen
(datiert vom Januar 1878). Ich habe die Gordanschen Entwicklungen immer als
eine wesentliche Weiterbildung meiner vom Ikosaeder ausgehenden Ideen angesehen
und ibren Grundgedanken dementsprechend in einem besonderen Kommentar, den
ich weiter unten an meine Abh. LIV anschlieBe (S.380—384), so gut es bei der
gebotenen Kiirze gelingen wollte, genauer entwickelt.

Im {ibrigen darf ich nicht unterlassen, an dieser Stelle der Anregung zu ge-
denken, welche mir in jenen entscheidenden Jahren die Korrespondenz mit Brioschi
gewihrt hat. Es war ein schéner Erfolg dieser persénlichen Beziehungen, daB Brioschi
in Bd. 13 der Math. Annalen eine zusammenfassende Darstellung seiner eigenen friiheren
Untersuchungen iiber Gleichungen fiinften Grades vertffentlichte (ausgegeben im
Dezember 1877). An Brioschi ist dann auch meine erste Mitteilung iiber elliptische
Modulfunktionen gerichtet [vgl. Istituto Lombardo (2), X; Brief vom April 1877];
ich habe dort bemerkt, daf die besondere Form der Jacobischen Gleichung sechsten
Grades, von welcher Kronecker 1858 die Auflsung der Gleichungen fiinften Grades
abhiingig gemacht hatte, im wesentlichen von der rationalen absoluten Inwvariante des
elliptischen Integrals abhéngt, die ich spéter mit J bezeichnete. Von hier bin ich dann
bald auch in erneute Verbindung mit meinem alten Berliner Studiengenossen Kiepert
gekommen, der schon vorher von der WeierstraBschen Theorie der elliptischen
Funktionen aus an die Theorie der Gleichungen fiinften Grades herangegangen war,
und nun Resultate, die den meinigen sehr nahe standen, auf ganz anderem Wege.
erreichte; man vergleiche seine erste Mitteilung in den Gottinger Nachrichten vom
17. Juli 1878 und die ausgefiihrte Arbeit in Bd. 87 von Crelles Journal (1878/79).

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. II. 17
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Auf die Weiterentwicklung meiner eigenen Arbeiten iiber elliptische Modul-
funktionen, die sich an meine Untersuchungen {iber das Ikosaeder unmittelbar an-
schlieBen und diese zum Teil weiterfiihren, kann nach dem Plane, der dem gegen-
wirtigen Wiederabdruck zugrunde liegt, leider erst in Bd. 3 eingegangen werden.
Ich habe vielmehr als Nr. LV eine aus spiterer Zeit stammende Notiz (vom Herbst
1905; Math. Annalen, Bd. 61) eingeschaltet, welche die Nichtauflosbarkeit der Ikosa-
edergleichung durch Wurzelzeichen in besonders anschaulicher Form nachweist.
Im ibrigen aber lasse ich als Nr. LVI bis LXI meine Arbeiten iiber héhere Glei-
chungen folgen, die in einem allgemeinen Programm gipfeln: die Auflésung der
Gleichungen auf die mit endlichen Gruppen linearer Substitutionen moglichst geringer
Variabelnzahl verkniipften ,,Formenprobleme* zuriickzufiihren. In erster Linie handelt
es sich dabei um Gleichungen mit einer Galoisschen Gruppe von 168 Vertauschungen.
Untersuchungen iiber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Funk-
tionen hatten mich dahin gefiihrt, eine isomorphe Gruppe von 168 linearen Substi-
tutionen im terndren Gebiet aufzufinden. Dies tritt in Nr. LVI (Erlanger Sitzungs-
berichte vom 4. Mérz 1878) nur erst in unbestimmten Umrissen hervor. Der genaue
Nachweis fiir die Existenz und die Eigenart dieser Substitutionsgruppe, wie sie sich
durch eingehende Betrachtung des elliptischen Transformationsproblems ohne eigent-
liche Rechnung ergab (siehe Erlanger Sitzungsberichte vom 20. Mirz 1878 und die
Hauptarbeit in Bd. 14 der Math. Annalen, 1878/79), konnte im vorliegenden Band
meiner Abhandlungen noch nicht aufgenommen werden. Vielmehr wird in Nr. LVII
(vom Frithjahr 1879, Math. Annalen, Bd. 15) das Resultat einfach als bekannt hin-
genommen und daran die algebraische Problemstellung angeschlossen. Die Analogie
fithrt auch gleich dazu, fiir beliebige Primzahlen # Gruppen linearer Substitutionen

n—1

mit 5 und 7-1—:;1 Variabeln aufzustellen, welche die bei =15 und n =7 vorher

bekannten Resultate als besondere Fille umfassen. In Bd. 17 der Math. Annalen
(1880/81) sind diese Gruppen hinterher aus der Transformation #-ter Ordnung der
elliptischen Thetafunktionen abgeleitet, wobei » nur als ungerade Zahl vorausgesetzt
wird, was ich hier, dem Bd. 3 dieser Ausgabe vorgreifend, wieder vorweg erwihnen
will. (Néheres unten im Texte.)

Mit der Abh. LVII ist meine systematische Arbeit auf dem Gebiet der endlichen
Gruppen linearer Substitutionen und das Auflosungsproblem der Gleichungen ab-
geschlossen. Ich schildere aber gern, unter welchen besonderen Bedingungen sie in
der Folge doch noch eine Fortsetzung von Fall zu Fall gefunden hat. Ich war
Herbst 1880 als Professor der Geometrie an die Universitit Leipzig iibergesiedelt.
Nun hatten sich schon in Miinchen Anzeichen einer Uberarbeitung geltend gemacht,
was nicht wundernehmen konnte, da ich neben meinen wissenschaftlichen Unter-
suchungen der Unterweisung der Ingenieure in weitgehender Weise gerecht zu werden
hatte. In Leipzig haben sich dann die Anregungen und Verpflichtungen entsprechender
Art noch vervielfacht, zumal meine wissenschaftliche. Téatigkeit, die sich immer mehr
der Riemannschen Funktionentheorie zuwandte, durch das Hervortreten der ersten
Untersuchungen von H. Poincaré eine auBlerordentliche Belebung erfuhr. Letzteres
wird in Bd. 3 dieser Abhandlungen noch erst genauer hervortreten. Die Folge war,
daB8 im Herbst 1882, wihrend ich an den ,Neuen Beitrigen zur Riemannschen Funk-
tionentheorie“ (Math. Annalen, Bd. 21) arbeitete, meine Gesundheit vollends zusammen-
brach. Ich mufite fiir lange Zeit Urlaub nehmen und sah mich veranlaBt, meine
Titigkeit fortan auf ein anderes Niveau einzustellen. Von der eigentlichen weiter-
dringenden Forscherarbeit mufite ich fiirs erste absehen und lieber beginnen, das
Erworbene in Vorlesungen und Seminaren zu ordnen. Solcherweise sind zundchst
die ,Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Auflisung der Gleichungen fiinften
Grades“ zustande gekommen, die Ostern 1834 bei B. G. Teubner als selbstindiges
Werk erschienen sind?). Gleichzeitig erfaBte ich den Plan entsprechender Darstellungen

%) Dasselbe soll im folgenden kurz als ,Ikosaederbuch® zitiert werden.
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betreffend elliptische Modulfunktionen und allgemeine automorphe Funktionen, wie
er spiterhin durch das tatkréftige Eingreife. von R. Fricke zu gliicklicher Durch-
filhrung gelangte (Modulfunkticnen 1890 und 1892, automorphe Funktionen 1897
und 1912). Im iibrigen vegann ich 1885, mich mit einer Problemstellung eingehender
zu beschéftigen, die ich schon lange vor mir gesehen hatte und die mich nun mehrere
Jahre in Anspruch nehmen sollte, nimlich der Ubertragung der neuen Formu-
lierungen, die mir bei den elliptischen Funktionen gegliickt waren, auf hyperellip-
tische und Abelsche.

An gegenwirtiger Stelle werden zunichst einige Bemerkungen iiber das Ikosa-
ederbuch von 1884, bez. iiber dessen Verhiltnis zu der unter Nr. LIV abgedruckten
Tkosaederarbeit von 1877 am Platze sein. In dem Buche sind viele Einzelheiten
genauer ausgefithrt und es ist auch mancherlei vereinfacht, wobei mir die obenge-
nannten Arbeiten von Gordan und Kiepert von besonderem Nutzen gewesen sind.
Man vergleiche beziigliche Bemerkungen bei dem unten folgenden Abdruck von
Nr. LIV. Andererseits ist doch manches, insbesondere Invariantentheoretisches, was
in den Abh. LI und LIV zur Geltung kommt, weggeblieben. Mich veranlaflite dazu
nicht nur der Wunsch nach Kiirze der Darstellung, sondern insbesondere auch die
Uberlegung, daB ich von dem Leser nicht zu verschiedenartige Vorkenntnisse vor-
aussetzen diirfe. Im {brigen -ist die Darstellung des Buches, wenigstens was die
Gleichungen fiinften Grades angeht, historisch orientiert. Hierdurch scheint in weiteren
Kreisen der Eindruck entstanden zu sein, als handele es sich bei den beziiglichen,
vom Ikosaeder ausgehenden Uberlegungen nur um eine Veranschaulichung der iiber-
kommenen Theorie. Diese Auffassung entspricht keineswegs derjenigen, die ich heute
noch, zuriickschauend, festhalte. Vielmehr glaube ich, daf erst durch die Voran-
stellung der Ikosaedertheorie (und der damit verbundenen, erst in Bd. 3 folgenden
Arbeiten iiber elliptische Modulfunktionen ) die eigentliche Grundlage der vorausgehenden
Untersuchungen von Hermite, Kronecker und Brioschi gewonnen ist. Beweis
dafiir ist, daBl es 1876 bis 1880 gelang, nicht nur simtliche noch ungeklirte Punkte
ihrer Theorie aufzuhellen, sondern auch in raschem Fortschritt héhere, bis dabin un-
zugingliche Fragestellungen anzugreifen. Ich habe jene Jahre, in welche die ent-
scheidenden Fortschritte fallen, immer als die gliicklichste Periode meiner mathema-
tischen Produktion angesehen. AufBerlich waren sie dadurch charakterisiert, daB ich
sehr oft mit Gordan zusammenkam. Als Ort hierfiir haben wir zumeist, weil in der
Mitte von Erlangen und Miinchen gelegen, Eichstddt gewihlt, wo wir hdufig den
Sonntag zusammen zubrachten; Gordan sprach noch in spiteren Jahren gern von
der ,Mathesis quercupolitana®, wie er sich ausdriickte. — Leider hat dieses Zusammen-
arbeiten in meiner Leipziger Zeit nicht mit gleicher Ausfiihrlichkeit aufrechterhalten
werden konnen. So bin ich an der Weiterbearbeitung der Gleichungen siebenten
Grades mit einer Galoisschen Gruppe von 168 Substitutionen, die Gordan von
1880 bis 1885 in den Binden 17 bis 25 der Math. Annalen verdffentlichte, direkt nur
wenig beteiligt gewesen. Die Grundgedanken jener Arbeiten sind dort durch die
Fiille der rechnerischen Einzelheiten in hohem Grade verdeckt und haben darum bis-
her nur erst wenig Beachtung gefunden. Hieran hat auch der recht eingehende Be-
richt, den M. Noether in seinem Nachruf auf Gordan in Bd. 75 der Math. Annalen
(1913/14) den einschligigen Entwicklungen widmet, nicht viel geindert. Um so lieber
habe ich jetzt an den Wiederabdruck meiner Arbeit aus Bd. 15 der Math. Annalen
(Nr. LVIIL) einen Kommentar angeschlossen, in welchem ich diese Grundgedanken
von meinem Standpunkte aus darstelle und teilweise vereinfache. Mdge damit der
Weiterentwicklung das Tor gedffnet sein!

Ostern 1886 bin ich endgiiltig nach Géttingen zuriickgekehrt. Ich erfaBite wieder
ein neues Arbeitsprogramm. Da Schwarz neben mir den Hauptteil des Unterrichts
bestritt, konnte ich die alten Ideen meiner Bonner Studienzeit erneut aufnehmen und
mich der Physik wieder annihern, indem ich allgemeine Vorlesungen iiber Mechanik,
Potentialtheorie usw. hielt. Daneben suchte ich in Spezialvorlesungen alles das, was

17*
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ich friither an rein mathematischen Untersuchungen begonnen hatte, zum Abschlul
zu bringen. Die Einzelausfilhrung aber iberwies ich, soweit dies mdglich schien,
immer mehr geeigneten Zuhérern. In den unten folgenden Abh. LVIII und LIX
sieht man, wieviel dabei fiir die Lehre von den endlichen Gruppen linearer Substitu-
tionen, bez. die Auflosung héherer Gleichungen herausgekommen ist. Indem ich
wegen der Einzelheiten auf die Abhandlungen selbst, bez. die ihnen beigefiigten
Notizen verweise, bemerke ich hier nur folgendes: Nr. LVIII kniipft ersichtlich an
die alten liniengeometrischen Untersuchungen an, die bereits in Bd. 1 des gegen-
wirtigen Wiederabdrucks ihre Stelle gefunden haben; ich nehme dawit die allgemeine
Theorie der Gleichungen des sechsten und des siebenten Grades in Angriff. Nr. LIX da-
gegen, die sich auf die Gleichung 27. Grades bezieht, von der die geraden Linien einer
Fldache dritter Ordnung abhiingen, ist aus meinen schon genannten Vortrigen iiber
hyperelliptische Funktionen erwachsen. Es handelt sich beide Male um neue quater-
niire Gruppen linearer Substitutionen, die gewiB8 ein niheres Studium verdienten und
auch bald von anderer Seite fanden. Im ganzen aber hatte ich den Eindruck, daB
fiir mich die Frage der endlichen Substitutionsgruppen damit abgeschlossen sei. So
habe ich es auch 1893 bei den Vortrigen dargestellt, die ich gelegentlich der Chicagoer
Weltausstellung hielt (vgl. den Vortrag IX des schon verschiedentlich genannten
Evanston Colloquiums). Ich habe damals insbesondere die Vermutung ausgesprochen,
daB fiir Gleichungen achten und héheren Grades, sofern man die Galoissche Gruppe
allgemein, die Gleichungen also ohne Affekt nehmen will, mein Ansatz von 1879
(Abh. LVII) nichts Neues liefern diirfe. Diese Vermutung ist bald hernach von
Wiman in der Tat bestiitigt worden?).

Es ist dann aber doch noch eine merkwiirdige Weiterbildung (der unten in
Nr. LX und LXI Rechnung getragen wird) eingetreten. Die Liste der quaterniren
Substitutionsgruppe ist nicht mehr wesentlich vermehrt worden, es ist aber eine sehr
bemerkenswerte ternire Gruppe von 360 Kollineationen hinzugekommen. Ihre Auf-
findung ist das Verdienst von Valentiner, der sie bereits 1889 durch systematischen
Ansatz konstruiert hatte, dessen Arbeit aber, weil der Verfasser isoliert fiir sich ge-
arbeitet und mit den Problemen der einschligigen Literatur keine rechte Fiihlung
hatte, zuniichst unbeachtet blieb. Fiir alle Beteiligten war es dann eine groBe Uber-
raschung, als Wiman 1896 (in Bd. 47 der Math. Annalen ) darlegte, daB besagte G4, mit
der Gruppe der geraden Vertauschungen von sechs Dingen isomorph sei und iibrigens
eine algebraische Behandlung zulasse, welche in vielem Betracht mit den Ansétzen,
die sich bei der terndren G4 als erfolgreich gezeigt hatten, analog war. Damit war
naturgemifl die Aufgabe gegeben, die Auflésung der allgemeinen Gleichung sechsten
Grades nicht mehr auf die quaternire Gruppe von Nr. LVIII, sondern eben auf diese
terndre Gy, zuriickzufiihren. DaB sich dies wirklich bewerkstelligen lasse, habe ich
gelegentlich einer italienischen Reise (1899) in den Rendiconti dei Lincei (in einem
Brief an Castelnuovo, der unter Nr. LX abgedruckt ist) in vorldufiger Fassung
publiziert. Als dann Gordan 1905 seine Aufmerksamkeit auch dieser Frage zuzuwenden
begann, habe ich im Dirichlet-Bande des Crelleschen Journals (Bd. 129) eine ge-
nauere Darlegung meiner Uberlegungen gegeben, die auch in Bd. 61 der Math. Annalen
abgedruckt wurde (s. unten Abh. LXI). Gordan hat dann in Bd. 68 der Math.

%) In den Géttinger Nachrichten 1897, math.-phys. Klasse, S.55—62 (vorgelegt
am 20. Februar; man vgl. auch Bd. 52 der Math. Annalen, 1899, wo u. a. eine Be-
sonderheit hervortritt, welche die Gleichungen neunten Grades fiir die in Betracht
kommenden Fragestellungen darbieten). — Die beziigliche Stelle im Evanston Collo-
quium (8. 74) lautet: ,I want to call your particular attention to the case of the
general equation of the eighth degree. I have not been able in this case to find a
material simplification, so that it would seem as if the equation of the eighth degree
were its own normal problem. It would no doubt be interesting to obtain certainty
on this point.“
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Annalen (1909) meinen Ansatz noch betrachtlich vereinfachen kionnen, hat aber doch
nicht die einfachste Formulierung getroffen, die erst Herr Coble in Bd. 70 der Math.
Annalen (1911) gegeben hat. Hinsichtlich der Einzelheiten muB ich auf die Be-
merkungen verweisen, die ich dem Text den Nrn. LX und LXI zugefiigt habe.

Die allgemeine Entwicklung hat iibrigens die Richtung genommen, iiberhaupt
nach der Existenz hoherer Gruppen linearer Substitutionen (oder auch birationaler
Transformationen) zu fragen. Hieriiber mdége man als neueste Zusammenstellung
Loewys Artikel in Bd. 1 der zweiten Auflage der deutschen Ausgabe von Pascals
Repertorium der Mathematik (besorgt von Epstein, 1910) vergleichen. (Der ent-
sprechende sehr zuverlissige Bericht von Wiman in Bd. I,1 der Math. Enzyklopidie
reicht nur bis zum Jahre 1899.)

Uber den allgemeinen Charakter der im folgenden behandelten algebraischen
Fragen aber moge noch folgende Bemerkung [gestattet sein. Die Bedeutung der
Gruppentheorie fiir die Lehre von der Auflosung der algebraischen Gleichungen ist
seit Galois’ grundlegenden Arbeiten (1829, publiziert 1846) eine so unvergleichliche,
daB man diese ganze Disziplin vielfach nur gruppentheoretisch bearbeitet, also die
Entwicklungen, die durch den abstrakten Gruppenbegriff nicht ohne weiteres gegeben
sind, entweder wegliBt oder doch nur als Beiwerk behandelt. Die Frage aber, welche
in den nachstehend abgedruckten Arbeiten an einzelnen Beispielen zur Behandlung
kommt, ist anders orientiert. Es handelt sich darum, ob man Gleichungen gegebener
Gruppe unter Festhaltung an dem zundchst zugrunde gelegten Rationalititsbereiche auf
bestimmte Normalformen reduzieren kann, oder ob man den Rationalititsbereich zu dem
Zwecke erweitern muf. Auf alle Falle werden die algebraisch einfachsten Prozesse ge-
sucht, die das Verlangte leisten. Gordan pflegte dieses Gesamtgebiet (welches die
Gruppentheorie selbstverstindlich als bekannt voraussetzt) scherzhafterweise als
oHypergalois® zu bezeichnen. Vermutlich hat er Galois damit unrecht getan, denn
dieser hat zweifellos genau gewuBt, daBl mit dem gruppentheoretischen Schema allein
noch keineswegs die algebraischen Fragestellungen erschopft sind. K.



L. Uber eine geometrische Repriisentation der Resolventen
algebraischer Gleichungen.
[Math. Annalen, Bd. 4 (1871).]

Die allgemeine Theorie der algebraischen Gleichungen wird in schonster
Weise durch eine Anzahl besonderer geometrischer Beispiele illustriert; ich
erinnere nur?) an das Problem der Wendepunkte der Kurven dritter Ordnung,
an die 28 Doppeltangenten der Kurven vierter Ordnung, an die 27 Linien
auf den Flachen dritten Grades usw., dann aber namentlich auch an die
Kreisteilung?).

Der hohe Nutzen dieser Beispiele liegt darin, daf} sie die an und fiir
sich so eigenartig abstrakten Vorstellungen der Substitutionstheorie in an-
schaulicher Weise dem Auge vorfithren. Sie beziehen sich zumeist auf
Gleichungen von sehr partikulirem Charakter, zwischen deren Wurzeln be-
sondere (ruppierungen statthaben, und lassen also iibersehen, wieso der-
artige besondere Gleichungen auftreten koénnen. Ich will nun im folgenden
auf eine Methode aufmerksam machen, vermdge deren man ein geome-
trisches Bild fiir die allgemeinen Gleichungen eines beliebigen Grades er-
halt, insbesondere fiir diejenigen Gruppierungen der Wurzeln einer solchen
Gleichung, wie man sie zur Aufstellung der Resolventen gebraucht. Diese
Methode benutzt als Bild fiir die n Wurzeln einer Gleichung n Elemente
des Raumes von (n — 2) Dimensionen und ersetzt die Vertauschungen der
Wurzeln unter sich durch diejenigen linearen Transformationen des ge-
nannten Raumes, durch welche die n gegebenen Elemente in sich iiber-
gefiihrt werden. Vermége dieser Reprisentation wird die Theorie der
Gleichungen n-ten Grades in einen merkwiirdigen Zusammenhang gebracht
mit der Theorie der Kovarianten von n Elementen eines Raumes von
n — 2 Dimensionen, so zwar, daB jede der beiden Theorien geradezu als
ein Bild der anderen angesehen werden kann. — Das Wesentliche an dieser

1) Vgl. Camille Jordan. Traité des Substitutions. Paris 1870, S. 301 ff.
?) [Als Kreisteilungsgleichung wird hier, im Gegensatz zu der sonst ‘iiblichen
Ausdrucksweise, irgendeine ,reine“ Gleichung z™ = A bezeichnet, wobei 4 als Para-
27t

meter und die Einheitswurzel ¢ =¢ # als adjungiert gilt. K.]
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Vorstellungsweise ist, daBl die Vertauschungen der » Wurzeln unter sich
im geometrischen Bilde ersetzt werden durch lineare Transformationen eines
kontinuierlichen Raumes. Auch Gleichungen von partikuldrer Art kann
man in dhnlicher Weise geometrisch versinnlichen, wobei dann nicht mehr
alle, sondern nur die charakteristischen Vertauschungen ihrer Wurzeln im
Bilde als lineare Raumtransformationen erscheinen. Ich beschrinke mich
im folgenden darauf, zu zeigen, daB eben dieser Charakter des geometrischen
Bildes sich bei den Wendepunkten der Kurven dritter Ordnung und bei
den Kreisteilungsgleichungen vorfindet. — Weiterhin will ich dann noch
fiir die allgemeinen Gleichungen sechsten Grades eine auf denselben Prinzipien
begriindete Reprasentation geben, welche der Liniengeometrie entnommen
ist, und durch welche man ein in sich geschlossenes System von 360 linearen
und 360 reziproken Umformungen des Raumes von drei Dimensionen kennen
lernt. Dabei tritt insbesondere auch die bekannte Resolvente sechsten Grades
solcher Gleichungen in Evidenz, welche der besonderen®) Gruppe von
120 Substitutionen entspricht, die sich bei sechs Elementen aufstellen 1aBt
und nicht mit den 120 Substitutionen von fiinf Elementen identisch ist.

Die nichste Veranlassung zu den hiermit angedeuteten Dingen sind
mir die geometrischen Betrachtungen gewesen, die Herr Clebsch in den
Math. Annalen, Bd. 4 (1871), S. 284 ff. behufs Diskussion der Gleichungen
fiinften Grades angewandt hat, und welche mir derselbe in wiederholten
personlichen Unterhaltungen mitzuteilen die Giite hatte. Auf der anderen
Seite stehen dieselben im engsten Zusammenhange mit den Betrachtungen
iiber lineare Transformationen geometrischer Gebilde in sich selbst, wie
dieselben von Herrn Lie und mir in dem Aufsatze: ,Uber diejenigen
ebenen Kurven, welche durch ein geschlossenes System von einfach unend-
lich vielen vertauschbaren linearen Transformationen in sich iibergehen®
in den Math. Annalen, Bd. 4 (1871) [vgl. Abh. XXVI in Bd. 1 dieser Aus-
gabe| auseinandergesetzt worden sind.

I
Geometrische Reprisentation fiir die Gleichungen n-ten Grades.

Es seien n Elemente (oder n ebene Mannigfaltigkesten von (n — 3)
Dimensionen) des Raumes von (n — 2) Dimensionen gegeben. Dieselben
gehen durch ein geschlossenes System*) von n! linearen Transformationen
des betreffenden Raumes in sich diber.

%) Vgl. Serret. Traité d’Algébre Supérieure. Deutsche Ausgabe, Leipzig 1868,
Bd. II, S. 250.

) Unter einem geschlossenen Systeme von Transformationen soll hier, wie dies
bereits in der zitierten Arbeit von Herrn Lie und mir geschehen ist, ein System ver-
standen werden, dessen Transformationen miteinander kombiniert immer wieder Trans-
formationen des Systems ergeben [also, nach moderner Terminologie, eine Gruppel.
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Man kann ndmlich allgemein durch eine lineare Transformation eines
solchen Raumes n Elemente desselben in n beliebige iiberfithren; es ist
andererseits die Transformation vollkommen bestimmt, wenn » voneinander
unabhéngige entsprechende Elementenpaare gegeben sind. Insbesondere
kann man nun 5 Elemente mit ihren # entsprechenden in beliebiger Reihen-
folge zusammenfallen lassen. Es gibt hiernach so viele lineare Trans-
formationen des Raumes, durch die beliebig gewéhlte » Elemente in sich
iibergefithrt werden, als es Permutationen von n Dingen gibt, also n/.
Diese Transformationen bilden ein geschlossenes System, da beliebig viele
von ihnen miteinander kombiniert wieder eine lineare Transformation er-
geben, durch welche die Gesamtheit der » Elemente ungedndert bleibt,
die also selbst dem gegebenen Systeme angehort.

Ein Beispiel bilden: 3 Punkte einer Geraden, welche durch 6, 4 Punkte
einer Ebene, welche durch 24, 5 Punkte des Raumes, welche durch 120
lineare Transformationen ihrer beziiglichen Trager in sich iibergehen.

Auf ein beliebiges Element des Raumes von (n — 2) Dimensionen
denke ich mir nun die %/ Transformationen angewandt, welche die n ge-
gebenen Elemente untereinander vertauschen. Dasselbe nimmt dann im
allgemeinen n/ verschiedene Lagen an. Das System der somit erzeugten n!
Elemente ist das Bild der Galoisschen Resolvente der durch die n ge-
gebenen Elemente vorgestellten Gleichungen n-ten Grades.

Fiir besondere Annahmen des beliebigen Elementes konnen die /!
Elemente, welche aus ihm hervorgehen, zu mehreren jedesmal zusammen-
fallen. Die Galoissche Resolvente wird dann eine Potenz eines Ausdrucks,
der als eine besondere Resolvente bezeichnet wird.

Als Bild jeder besonderen Resolvente erscheinen also diejenigen Kle-
mentengruppen, welche mehrfach zdhlend in den allgemeinen Gruppen
von n! Elementen enthalten sind.

Diese geometrischen Definitionen sind einer analytischen Einkleidung
fahig, welche die vollkommene Identitét derselben mit den gewdhnlichen
Definitionen der Substitutionstheorie klar darlegt. Die n gegebenen Elemente
mogen durch ihre Gleichungen vorgestellt sein:

p=0, ¢g=0, r=0,...
Zwischen den linearen Ausdriicken p, g, 7 ... besteht eine lineare identische

Gleichung. Wir wollen nun die Ausdriicke p, ¢, 7, ... von vornherein mit
solchen Konstanten multipliziert denken, daf die Identitit die Form hat:

O=p-+gqg+r+...
Unter dieser Annahme sind die n/ Transformationen des Raumes dar-
gestellt, indem man die neuen p, ¢, 7, ... den fritheren in beliebiger Reihen-
folge gleichsetzt. Die fraglichen linearen Transformationen sind also in
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ganz gleicher Weise bezeichnet, wie die Vertauschungen von 7 Dingen
Py Ty

Sei ferner ein beliebiges Element gegeben [wobei es als unwesentlich
angesehen werden muB, daB wir uns vorab auf Elemente beschrinken, die
durch eine lineare Gleichung zwischen den Koordinaten dargestellt werden;
auf S.269 ff. finden sich schon andere Ansitze]:

O=ap+bgtcr-...

Die n/ Elemente, die aus diesem durch die betr. Transformationen hervor-
gehen, sind dargestellt durch alle diejenigen Gleichungen, welche aus der
vorstehenden durch die Vertauschungen der p, g, 7, ... oder, was auf das-
selbe herauskommt, der @, b, ¢ ... abgeleitet werden konnen. Die Multi-
plikation aller dieser Gleichungen miteinander ergibt die Gleichung der
ganzen Elementengruppe, die das Bild der Galoisschen Resolvente ist.
Besonderen Werten von @, b, ¢, . .. entsprechend kann dann diese Resolvente
die Potenz eines niederen Ausdruckes werden.

Wir wollen das Gesagte durch das Beispiel n =4, also das Viereck,
oder, was bequemer ist, das Vierseit in der Ebene®) illustrieren.

Die vier Seiten desselben seien vorgestellt durch:

p=0, ¢=0, r=0, s=0,
wobei die Identitdt besteht:
p+gtrts—0.

Aus jeder beliebig angenommenen Geraden:

ap-+bqg+cr+ds=0

entsteht im allgemeinen ein System von 24 zusammengehdrigen. Dieselben
kann man leicht in folgender Weise konstruieren. Die beliebig ange-
nommene Gerade schneidet die vier Seiten des Vierseits in vier Punkten,
welche mit den jedesmal auf einer solchen Seite liegenden drei Eckpunkten
des Vierseits ein gewisses Doppelverhéltnis bestimmen. Man konstruiere
nun auf jeder Seite diejenigen 24 Punkte (von denen der jedesmalige
Schnittpunkt einer ist), welche mit den drei auf der Seite liegenden Eck-
punkten, die letzteren in beliebiger Reihenfolge genommen, eins der vier
Doppelverhaltnisse bilden. Diese viermal 24 Punkte liegen zu vier vier-
undzwanzigmal auf einer Geraden; diese 24 Geraden (von denen die ge-
gebene eine ist), sind die gesuchten.

Geht die beliebig gewihlte Gerade insbesondere durch einen Eckpunkt
des Vierseits, so erhilt man, wie leicht zu sehen, nur zwolf Gerade, die
paarweise durch die Eckpunkte des Vierseits gehen. In der Tat, wenn

5) [Vgl. Clebsch a. a. 0., § 4.]
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die gegebene Gerade durch einen Eckpunkt geht, miissen zwei der Koeffi-
zienten @, b, ¢, d einander gleich werden. Die (Glaloissche Resolvente
wird dementsprechend das Quadrat einer Gleichung zwolften Grades.

Insbesondere kann die gegebene Gerade durch zwei gegeniiberstehende
Eckpunkte des gegebenen Vierseits gehen. Dann erhdlt man nur noch
Systeme von drei Geraden, nidmlich die drei Diagonalen des Vierseits. Die-
selben sind das Bild einer Resolvente dritten Grades, und man wird auch
auf eine solche gefilhrt, wenn man die @, b, ¢, d paarweise gleichnimmt,
also etwa, was wegen der zwischen den p, ¢, r, s bestehenden Identitit
gestattet ist, a =b=1, ¢c=d = — 1 wahlt.

II.

Die Kovarianten von 7 Elementen des Raumes von 7 — 2 Dimensionen.

Die Gruppen von n/ Elementen, welche nach dem Vorstehenden ge-
gebenen 7 Elementen des Raumes von (7 — 2) Dimensionen zugeordnet
werden, sind offenbar Kovarianten des Systems gegebener Elemente, in
welchen die absoluten, durch lineare Transformationen unverinderlichen
Zahlenwerte (Doppelverhiltnisse), durch welche das hinzutretende Element
mit Bezug auf die n gegebenen festgelegt wird, als Parameter fungieren.

Die Gleichungen dieser Kovarianten haben eine merkwiirdige Eigen-
schaft. Ste sind rational aus den symmetrischen Funkiionen der p, ¢,

r,... 2usammenseizbar, Hs geht das unmittelbar aus der Entstehung
dieser Gleichungen hervor, die wir erhielten, indem wir in einer beliebigen
linearen Gleichung die p, ¢, r, ... auf alle Weisen vertauschten und dann

die resultierenden Gleichungen zusammen multiplizierten.

Es versteht sich dabei von selbst, dal die Gleichungen der besonderen
Elementengruppen, welche, besonderen Resolventen entsprechend, mehrfach
zihlend in den allgemeinen Gruppen enthalten sind, in der die Multi-
plizitat ausdriickenden Potenz genommen werden miissen, damit auch auf
sie diese Darstellung Anwendung finde.

Andererseits ist ersichtlich, daB von den symmetrischen Funktionen
der p, g, 7, ... eine, nimlich ihre Summe, entsprechend der Identitat:

O=p+qg+r+...,
in Wegfall kommt.

Nun 1Bt sich leicht einsehen, dafS die bisher betrachteten Gruppen
von n! Elementen die einzig denkbaren Kovarianten der gegebemen n
Elemente sind, welche von getrennten einzelnen Elementen gebildet werden,
oder allgemeiner, daf} jede Kovariante der gegebenen n Elemente

p=0, ¢g=0,r=0,...
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rational und ganz aus den (n — 1) nicht verschwindenden symmetrischen
Funktionen der p, q,r, ... zusammengesetzt 1st.

In der Tat, jede Kovariante muf durch dieselben linearen Trans-
formationen in sich iibergehen, wie das urspriingliche Gebilde. IThre Glei-
chung muBl also durch die n/ Vertauschungen der p, ¢, , ... unter sich
im vorliegenden Falle ungedndert bleiben, muf} sich also nach bekannten
Sitzen rational durch die symmetrischen Funktionen ausdriicken lassen.

Dieses Raisonnement bedarf noch einer Ergénzung in demselben Sinne,
wie eine solche fiir die (mehrfach zdhlenden) Kovarianten von weniger als
n! Elementen notwendig war. Die Gleichung der Kovariante braucht nim-
lich nicht vollig bei den Vertauschungen der p, ¢, r,... ungedndert zu
bleiben, sondern es kann dabei ein Faktor vortreten. Dieser Faktor kann
aber nar eine Einheitswurzel sein, insofern die Wiederholung einer be-
stimmten Vertauschung endlich einmal die Identitit erzeugt, und also eine
bestimmte Potenz des Faktors gleich der Einheit wird. Die entsprechende
Potenz der Kovariantengleichung bleibt dann bei den Vertauschungen der

P,q, 1 ... vollig ungeindert; sie ist es, die wir als eigentliche Kovariante
ansprechen miissen, und die sich rational aus den symmetrischen Funk-
tionen der p, ¢, r. ... zusammensetzen laBt.

Es ist durch die letzten Betrachtungen die Theorie der Kovarianten
von n Elementen im Raume von (n — 2) Dimensionen in engste. Ver-
bindung gesetzt mit der Theorie der Gleichungen n-ten Grades.

Als Beispiel der Anwendbarkeit solcher Uberlegungen fiir die Theorie
der Kovarianten folge hier die aus ihnen entspringende Behandlung des
einfachsten Falles n» =3, also die Behandlung der kubischen bindren
Formen.

Es sei eine kubische bindre Form f gegeben. Dieselbe sei vorgestellt
durch drei Punkte einer geraden Linie. So kann man die gerade Linie
durch sechs lineare Transformationen umformen (unter denen die Identitéit
ist), durch welche die gegebenen drei Punkte untereinahder vertauscht
werden. Durch dieselben gruppieren sich die Punkte der Geraden zu sechs
zusammen. Diese Gruppen von je sechs Punkten sind Kovarianten der
gegebenen kubischen Form; andere Kovarianten gibt es nicht, in dem
Sinne, daf jede Kovariante sich in eine Anzahl solcher Gruppen von sechs
Punkten auflgsen muB.

Es ist nun leicht, sich von dem geometrischen Charakter dieser Punkt-
gruppen Rechenschaft zu geben, und dadurch erledigt sich zugleich die
Frage: ob etwa unter denselben Potenzen von niederen Gruppen enthalten
sind. Eine Gruppe von sechs Punkten enthilt ndmlich, wie dies unmittelbar
aus der Hrzeugung folgt, wie dies andererseits auch zu ihrer Definition
hinreicht, solche sechs Punkte, welche mit den gegebenen drei, wenn man
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deren Reihenfolge beliebig vertauscht, das nidmliche Doppelverhéltnis bilden,
oder, was dasselbe ist, sie enthilt solche sechs Punkte, die mit den ge-
gegebenen drei, die letzteren in fester Reihenfolge gedacht, sechs zusammen-
gehérige Doppelverhiltnisse bilden. Zusammengehdrig heiBlen dabei jedesmal
diejenigen sechs Doppelverhiltnisse, welche bei verinderter Reihenfolge von
vier gegebenen Punkten auftreten.

Es geht hieraus hervor, daB sich unter den einfach unendlich vielen
Gruppen von je sechs Punkten, auBer derjenigen, welche doppelt zéhlend
durch f= 0 selbst vorgestellt wird, zwel ausgezeichnete finden werden,
entsprechend einem harmonischen und einem &quianharmonischen Ver-
héltnisse.

Die Gruppe der harmonisch liegenden Punkte besteht aus drei doppelt
zihlenden Punkten. Dieselben bilden die Kovariante dritten Grades, welche in
der Theorie der biniren kubischen Formen gewShnlich mit @ bezeichnet wird.

Die Gruppe der dquianharmonisch liegenden Punkte umfaft nur zwei
dreifach zéhlende Punkte. Dieselben konstituieren die quadratische Ko-
variante A der gewehnlichen Theorie.

Recht anschaulich hat man die gegenseitige Beziehung der Formen
f, @, A, wenn man sie nicht als Punkte einer Geraden, sondern als Strahlen
eines Biischels interpretiert und dabei die beiden Strahlen A = 0 nach den
imaginiren Kreispunkten der unendlich fernen Geraden hingehen IlaBt.
f=0 wird sodann von drei Strahlen gebildet, welche miteinander gleiche
Winkel = 2 R einschlieBen. @ = 0 umfaBt die Halbierungslinien der von
diesen drei Strahlen gebildeten Winkel. Endlich jede sechselementige
Gruppe besteht aus solchen sechs Strahlen, welche mit den Elementen
von f=0 Winkel = & ¢ einschlieBen, wo ¢ irgendeine Neigung be-
zeichnet. Die linearen Transformationen, durch welche f=0 und also
auch @ = 0 und A =0, sowie jede sechselementige Gruppe in sich iiber-
gehen, bestehen einmal in Rotationen des Strahlbiischels in seiner Ebene
um jedesmal 'R, sodann in einer Rotation des Strahlbiischels um ein Ele-
ment von f=0 um 2R, durch welche die Ebene des Biischels umgelegt
wird.

Unter Zugrundelegung der Faktoren von A als Variabeln iibersieht
man nun leicht, daB sich jede sechselementige Gruppe aus zwei solchen
linear und homogen zusammensetzt. Man hat daher zwischen je drei sechs-
elementigen Gruppen eine homogene lineare Gleichung. Insbesondere wird

eine solche Gleichung zwischen f.2, Q‘"’, N existieren, etwa:

A =of" +0Q".
Es ist bekannt, wie auf einer Identitit dieser Form die Auflésung der
kubischen Gleichungen beruht.
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Wie vorstehend die Theorie der Kovarianten dreier Punkte der Ge-
raden aus der Betrachtung der Vertauschung von drei Elementen unter
sich abgeleitet wurde, so wird man in ganz dhnlicher Weise die Kovarianten
des Vierseits in der Ebene, des Pentaeders im Raume u. s. w. f. behandeln
kénnen. Hierzu eine Bemerkung, die partikuldr fiir das Pentaeder aus-
gesprochen werden soll, aber die ganz geradeso auf den allgemeinen Fall
Anwendung findet. Als Resolvente der Gleichung fiinften Grades, welche
durch ein Pentaeder im Raume repriisentiert wird, kann nicht nur ein
System von 120 zusammengehorigen Ebenen oder Punkten, sondern iiber-
haupt von 120 zusammengehérigen (d. h. aus einem durch Anwendung der
Transformationen hervorgehenden) geometrischen Gebilde, Kurven, Flichen
usw. gelten. Wenn nun auf einer kovarianten Fliche des Pentaeders etwa
eine endliche Anzahl besonderer Kurven aufliegt, so werden sich dieselben
immer zu solchen Resolventen zusammengruppieren; was man auch so aus-
sprechen kann: alle Gleichungen, zu denen kovariante Fldchen des Pen-
taeders Anlaf3 geben kiommen, lassen sich tn solche zerlegen, welche Resol-
venten der einen Gleichung fiinften Grades sind.

Ein Beispiel ist das folgende. Es seien die fiinf Pentaederebenen:

p=0, ¢g=0, r=0, s=0, t=0,
und sei, wie immer:

ptgtr+tsti=0.
So gibt es eine kovariante Fliche dritten Grades®):
PP+’ P4+ 17 =0.
Die 27 Geraden dieser Fliche zerfallen, wie dies auch Herr Clebsch a.a.0.
nachgewiesen hat, in zwei Gruppen, in eine von 15 (dieselben zihlen als

Glieder einer Galoisschen Resolvente achtmal), und in eine von 12
(welche zehnmal zéhlen).

III.

Die Gleichung fiir die Wendepunkte der Kurven dritter Ordnung.
Die Kreisteilung.

Es ist bereits im Eingange hervorgehoben worden, dal das Wesent-
liche an der im vorstehenden vorgetragenen Représentation fiir die Glei-
chungen n-ten Grades das ist, daff die Vertauschungen der Wurzeln wunter
sich im Bilde durch lineare Transformationen des Raumes ersetzt werden
konnen. Ich will jetzt zeigen, daB die Darstellung, welche gewisse Glei-
chungen neunten Grades durch die Wendepunkte der Kurven dritter Ord-

% Auf die Eigenschaft dieser Flichen, durch lineare Transformationen in sich
iiberzugehen, bin ich zuerst durch Herrn Lie aufmerksam gemacht worden.



270 Substitutionsgruppen und Gleichungstheorie.

nung finden, einen &hnlichen Charakter besitzt. Dasselbe gilt fiir die
Kreisteilungsgleichungen. Es tritt nur in beiden Fillen der Umstand modifi-
zierend hinzu, daB die- geometrisch repréasentierten Gleichungen nicht mehr
die allgemeinen ihres Grades sind, sondern daf unter ihren Wurzeln Grup-
pierungen stattfinden. Entsprechend finden in dem geometrischen Bilde
nicht mehr alle Vertauschungen der Wurzeln ihre Darstellung durch lineare
Transformationen, sondern nur gewisse, mit den Gruppierungen der Wurzeln
eng verkniipfte.

Was zunichst die Gleichung der Wendepunkte betrifft, so ist leicht
zu sehen, daf eine allgemeine ebene Kurve dritter Ordnung und insbe-
sondere ihre Wendepunkte durch 18 lineare Transformationen in sich
dibergehen. Man iiberzeugt sich davon am einfachsten, wenn man von der
kanonischen Gleichungsform der auf ein Wendepunktsdreieck bezogenen
Kurve ausgeht. Dieselbe ist:

0=a(x}+ 2} +a})+ba,,z,.
Die betreffenden linearen Transformationen setzen sich zusammen aus Ver-
tauschungen der x unter sich und Multiplizieren derselben mit passenden
dritten Wurzeln der Einheit.

Durch diese Transformationen geht nun nicht nur die gegebene
Kurve f, sondern auch ihre Hessesche Determinante A, iiberhaupt jede
Kurve des Biischels f-+ AN in sich diber.

Dadurch, daB diese Transformationen gleichzeitig einfach unendlich
viele Kurven dritter Ordnung in sich iiberfithren, ist der Widersinn ge-
hoben, der bei einer ersten Abzdhlung darin liegt, daB eine allgemeine
Kurve dritter Ordnung, welche doch von neun Konstanten abhingt, durch
eine endliche Anzahl linearer Transformationen, die ja nur acht Parameter
enthalten, in sich iibergehen soll.

Als geometrisches Bild fiir die Gleichung neunten Grades betrachten
wir nun nicht die Kurve dritter Ordnung, welche die Wendepunkte be-
sitzt, sondern die Wendepunkte selbst und den Transformationszyklus,
durch welche diese untereinander vertauscht werden.

Jede Gleichung, zu der eine Kurve dritter Ordnung, ohne daf dabei
ein fremdes Element benutzt wird, Veranlassung geben kann, muf sich in
Resolventen der Wendepunktsgleichung zerlegen lassen. Man suche z. B.
nach solchen Dreiecken, deren Seiten die (, jedesmal in einer Ecke be-
rithren. Die Darstellung der C, durch elliptische Funktionen zeigt sofort,
dal} es 24 solcher Dreiecke gibt. Die Auffindung derselben kommt nim-
lich auf Neunteilung der elliptischen Funktionen heraus; von den 81 durch
dieselbe gelieferten Werten beziehen sich neun auf die Wendepunkte selbst
und die 72 iibrigen ergeben zu drei jedesmal dasselbe Dreieck. Nun aber



L. Geometrische Reprisentation von Resolventen. 271

schreibt sich die C, mit Bezug auf ein solches Dreieck als Fundamental-
dreieck folgendermaflen:
0=a(x,2] 4 2,0} +x,2})+ b, z,x,.

Wenn man 2,, «,, %, zyklisch vertauscht, bleibt diese Gleichung und das
Dreieck ungeéndert. Diesen Vertauschungen entsprechen lineare Trans-
formationen, welche in den obengenannten 18 enthalten sind; denn nur
diese besitzen die Kigenschaft, die C, in sich iiberzufithren. Das Dreieck
bleibt also ungedndert durch drei der 18 Transformationen, durch welche
die C; in sich iibergeht. Jedesmal sechs Dreiecke bilden also eine unver-
dnderliche Gruppe, eine Resolvente der Wendepunktsgleichung. Die Auf-
lésung der Gleichung 24-ten Grades, welche die Dreiecke bestimmt, verlangt
zundchst die Losung einer Gleichung vom vierten Grade zur Bestimmung
der Gruppen von je sechs zusammengehérigen Dreiecken, sodann nur noch
die Liosung der Wendepunktsgleichung. — Man kommt natiirlich auf das-
selbe Resultat, wenn man die Neunteilung der elliptischen Funktionen be-
handelt. —

Hierzu noch die beildufige Bemerkung, daBl mit den 18 hier be-
trachteten linearen Transformationen eng verbunden sind 18 reziproke
Transformationen. Dieselben erhdlt man aus den 18 linearen, unter z;, u,
Punkt- und Linienkoordinaten mit Bezug auf ein Wendepunktsdreieck ver-
standen, wenn man die z;, mit den w; vertauscht. An Stelle der Wende-
punkte treten dann deren harmonische Polaren, an Stelle des Biischels £+ 1A
das Biischel der die Polaren beriihrenden Kurven dritter Klasse usw. Bei
diesem Gesichtspunkte erscheint die Untersuchung der 18 linearen und
18 reziproken Transformationen als Hauptproblem; dabei erledigt sich denn
nebenher die Theorie der Kurven dritter Ordnung oder dritter Klasse und
deren wechselseitige Zusammengehdrigkeit.

Was die Kreistetlungsgleichungen oder die projektivischen Verall-
gemeinerungen derselben, die Gleichungen der zyklischen Projektivitdt),
angeht, so iibersieht man sofort, wieso bei ihnen die charakteristischen
Vertauschungen der Wurzeln im geometrischen Bilde durch lineare Trans-
formationen (Rotationen der Ebene um den Mittelpunkt des Kreises) er-
setzt werden konnen.

Iv.
Geometrische Reprisentation der allgemeinen Gleichung sechsten Grades.

Ich wende mich. jetzt zur Erorterung der besonderen geometrischen
Reprisentation, welche man fir die Gleichungen sechsten Grades aufstellen
kann. Dieselbe stellt die Wurzeln der Gleichung durch sechs paarweise

%) Clebsch im Crelleschen Journal, Bd. 63 (1863/64), S. 120.
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in Involution liegende lineare Komplexe dar; den Vertauschungen der-
selben unter sich entsprechen lineare Umformungen des Punktraumes.

Die dabei in Betracht kommenden geometrischen Dinge sind groBen-
teils dieselben, welche ich in dem Aufsatze: ,,Zur Theorie der Linien-
komplexe des ersten und zweiten Grades” in den Math. Annalen, Bd. 2
(1870) [vgl. Abh. IT in Band 1 dieser Ausgabe] auseinandergesetzt habe.
GeméB den dortigen Erorterungen besteht zwischen sechs linearen Komplexen :

z, =0, 2,=0, ..., x; =0,

welche paarweise miteinander in Involution liegen (vgl. den genannten
Aufsatz), eine identische Gleichung von der Form:

O=al4x; +...+2;.
Nun benutze ich ferner einen Satz der Liniengeometrie, den ich unter einer
etwas weniger allgemeinen Form in meiner Inauguraldissertation®) ausge-
sprochen habe. Derselbe lautet folgendermallen:
Es mogen der Koordinatenbestimmung der geraden Linie sechs be-

liebige lineare Komplexe zugrunde gelegt sein; dieselben werden eine
identische Gleichung zweiten Grades befriedigen:

R=0.

Einer kollinearen oder reziproken Umformung des Raumes entspricht
ewne lineare Transformation der Linienkoordinaten, bei welcher B in ein
Multiplum seiner selbst iibergeht. Umgekehrt, selzt man statt der Linven-
koordinaten solche lineare Ausdriicke, daf3 R dadurch in ein Multiplum
seiner selbst dibergefiihrt wird, so entspricht dem eine kollineare oder
reziproke Umformung des Raumes.

In dem hier vorliegenden Falle wird nun durch eine Vertauschung
der z untereinander die Identitdt, welche zwischen denselben besteht, in
ihrer Form nicht geéndert. Jeder Vertauschung der z entspricht also eine
kollineare oder reziproke Umformung des Raumes, und zwar ist es eine
kollineare oder eine reziproke, je nachdem die Vertauschung der x aus einer
geraden oder ungeraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt ist.

Die 720 Vertauschungen der sechs Komplexe x wuniereinander oder
die mit denselben gleichbedeutenden 360 kollinearen und 360 reziproken
Umformungen des Raumes gruppieren einerseits jedesmal 720 Linien,
andererseits je 360 Punkte und 360 Ebenen zusammen; jede solche Gruppe
ist ein Bild der Galoisschen Resolvente der durch die sechs Komplexe
vorgestellten Gleichung sechsten Grades.

%) ,Uber die Transformation  der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades
zwischen Linienkoordinaten auf eine kanonische Form.“ Bonn 1868. C. Georgi.
[Vgl. Abh. I in Bd. 1 dieser Ausgabe.]
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Es ist hier nicht meine Absicht, diese Gruppen naher zu untersuchen,
was iibrigens im Anschiusse an die Linien-Koordinatenbestimmung sehr
leicht ist; ich will hier nur darauf hinweisen, wie die Systeme von ge-
raden Linien, welche beziiglich 2, 3, 4 der Komplexe gemeinsam sind
[vegl. die zitierte Abh. IT], Beispiele fiir besondere Resolventen bilden.

Je zwei der sechs gegebenen Komplexe haben eine Kongruenz gemein

und diese besitzt zwei Direktrizen. Es gibt 675 = 15 derartiger Direktrizen-

paare. Diese Direktrizenpaare sind zugleich diejenigen Linienpaare, welche
den vier iibrigen Komplexen jedesmal gemeinsam sind.

Die 15 Direktrizenpaare sind das Bild einer Resolvente fiinfzehnten
Grades.

Die 15 Direktrizenpaare bilden nun die Kanten von 15 Tetraedern
(dementsprechend, da8 man sechs Elemente auf 15 Weisen in drei Gruppen
von zwei teilen kann).

Diese 15 Tetraeder stellen eine zweite Resolvente fiinfzehnten Grades dar.

Aus den 15 Tetraedern nun kann man auf sechs Weisen solche fiinf
aussuchen, die zusammen alle 30 Direktrizen zu Kanten haben.

Diese Gruppen von fiinf Tetraedern reprdsentieren eine Resolvente
des sechsten Grades.

Es ist dies die schon im Eingange erwihnte von der gegebenen Glei-
chung verschiedene Resolvente des sechsten Grades.

Je drei der gegebenen sechs Komplexe haben die Linien einer Er-
zeugung eines Hyperboloids gemein, wihrend die Linien der anderen Er-
zeugung desselben Hyperboloids den iibrigen drei Komplexen angehoren.
Es gibt zehn derartige Hyperboloide, entsprechend den zehn Moglichkeiten,
sechs Dinge in zwei Gruppen von drei zu teilen,

Die Hyperboloide bilden eine Resolvenie des zehnten Grades.

Ich will dabei ausdriicklich hervorheben, daB die Gleichung sechzehnten
Grades, von der die Bestimmung der Singularititen der Kummerschen
Fliche vierten Grades mit 16 Knotenpunkten abhingt®) und die, wie ich
a. a. 0. gezeigt habe, in unmittelbarer Beziehung zu einem System von
sechs linearen Komplexen der hier betrachteten Art steht, keine Resolvente
der durch die Komplexe reprisentierten Gleichung sechsten Grades ist.
Vielmehr ist ihre Beziehung zu der Gleichung sechsten Grades derartig,
daB man ihre 16 Wurzeln durch das Symbol

(a2, £ a2, £ ... + a,,)?

%) DaB die Auflésung dieser Gleichung nur die Losung einer allgemeinen Glei-
chung sechsten Grades und mehrerer quadratischer verlangt, hat zuerst Herr Camille
Jordan in der Abhandlung ,Sur une équation du 16éme degré“ (Crelles Journal,
Bd. 70 (1869) nachgewiesen.

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. II. 18
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darstellen kann, wo die Vorzeichen der @ nur so genommen werden sollen,
daB die Zahl der gleichen Vorzeichen immer eine gerade ist0).

Zum Schlusse will ich noch darauf hinweisen, wie die hier vorgetragene
geometrische Reprisentation der Gleichungen sechsten Grades den alge-
braischen Charakter einiger der Aufgaben iibersehen la8t, die in dem allge-
meinen Probleme enthalten sind: diejenigen rationalen Umformungen
anzugeben, durch welche eine allgemeine Gleichung sechsten Grades in
eine andere dibergefiihrt wird, welche eime bestimmie Invarianteneigen~
schaft besitzt, Eine Methode zur Behandlung dieses Problems ist aller-
dings bereits von Herrn Clebsch in den Math. Annalen, Bd. 4, S. 289
bis 290 nicht nur fiir die Gleichungen des sechsten Grades, sondern fiir
die eines beliebigen Grades angedeutet; es ist aber vielleicht immer inter-
essant, zu sehen, wie sich diese Dinge bei der hier angewandten geome-
trischen Représentation stellen.

Den sechs Komplexen x entsprechen in einer beliebigen Ebene des
Raumes sechs Punkte, welche auf einem Kegelschnitte liegen [vgl. die
zitierte Abh. II]. Diese sechs Punkte sollen die gegebene Gleichung sechsten
Grades vorstellen. Gibt man der Ebene nun irgendeine andere Lage, so
geht die gegebene Gleichung sechsten Grades durch rationale Substitution
in eine andere iiber. Insbesondere kann man der Ebene solche Lagen
geben, dall die Gleichung ausgezeichnete Invarianteneigenschaften erhilt.

Legt man z. B. die Ebene durch einen der vier Eckpunkte der eben
erwihnten 15 Tetraeder hindurch, so verschwindet fiir die resultierende
Gleichung die Invariante R; die sechs entsprechenden Punkte bilden eine
Involution.

Fillt die Ebene in eine der 60 Seitenflichen der 15 Tetraeder, so
riicken die sechs Punkte in ihr in drei doppelt zihlende Punkte zusammen.

Berithrt endlich etwa die Ebene eins der zehn eben genannten Hyper-
boloide, so zerfillt der Kegelschnitt, der die sechs Punkte enthilt, in zweil
Gerade, auf deren jeder drei Punkte liegen. Die Gleichung sechsten Grades
st also dann durch eine quadratische Gleichung und zwei kubische losbar.

Goéttingen, im Mai 1871.

10) Zu dieser Gleichung sechzehnten Grades steht eine zweite von demselben
Grade in naher Beziehung: diejenige, welche die 16 Geraden einer f; mit Doppel-
kegelschnitt bestimmt (oder auch die 16 Geraden einer f,, die einen festen Kegel-
schnitt derselben treffen). Die letztere Gleichung verlangt zu ihrer Lésung nur eine
Gleichung fiinften Grades und mehrere quadratische. Dieselbe ist aufzufassen als eine
der im Texte betrachteten Gleichungen sechzehnten Grades, bei welcher man eine
Wurzel der zu l6senden Gleichung sechsten Grades adjungiert hat.
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