




МОСКВА 

В. Г. БОЛТЯ НСКИй, 

Г . Г. ЛЕВИТАС 

МАТЕМАТИКА 

АТАКУЕТ 

РОДИТЕЛЕЙ 

ИЗДАТЕЛЬСТВО «ПЕДАГОГИКА» 
1973 





Ох, уж эти 
новые проrраммыl 

Лето выдалось жаркое. Лиш ь  
одна неделя была дождливой. 
И случилось так, что именно 
в это время н а  туристском п а
роходе оказались работники 
просвещения. Старый педагог
математик Петр Иванович, 
преподаватель литературы 
Григорий Андреевич и учи
тельница биологии Анн а  Але
ксандровна с мужем-инжене
ром скучали в своей каюте. 
Юрий Алексеевич (так звали 
инженера) подшучивал над 
своими попутчиками, говоря, 
что если собираются педагоги, 
то сразу начинается педсо
вет,- нет бы отдохнуть в ка
никулы от работы. 

И правда, на какую бы те
му они ни говорили, р азговор 
в конце концов переходил на  
ш колу. Вот и в этот совсем 
уже непогожий день мужчины 
поначалу говорили о футболе. 

- Нет, вы как хотите,- пе
ребила мужской р азговор Ан
на Алекса ндровна,- а у меня 
этот футбол в печенках сидит. 
Мой Леня все время проводит 
у телевизор а и в результате
чуть не схватил тройку по ма
тематике. 

- Вам хорошо,- возразил 
Григорий Андреевич.- У вас 
муж инженер. Он может по-
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мочь сыну,- конечно, когда нет футбола. А мне како
во! Недавно Сеня просит помочь решить задачу. Смот
рю я- и ничего не понимаю. Какие-то множества, вы
сказывания. А ведь это- IV класс! Наворочали 
черт знает что! Какие-то пустые множества. Это из выс:
шей мат�матики, что ли? 

- Ну, нет,- возразил инженер,- н ам высшую ма
тематику сам профессор Иванов читал . Никаких мно
жеств там не было, ни пустых, ни полных. 

- Да-с, увлеклись наши ученые, vвлеклись,- в р аз
думье промолвил Петр Иванович.- Не нужны все эти 
выкрутасы. Я как-никак сорок с лишним лет в школе 
математику преподавал. Все-таки гл авное- научить де
тей навыкам счета и решению задач. Да и задачи те
перь не те пошли... Помню, мне еще в гимназии на 
экзамене попалась задачка: купец продал столько фун
тов чая, сколько членов имеет геометрическая прогрес
сия, коей третий член  равен наибольшему члену бино
ма Ньютона, причем в пеказ ателе бинома стоит цена 
одного фунта чая, а . .. 

- Извините, что перебиваю вас,- возр азил инже
нер ,- но такие «шитые» задачи, по-моему, никому не 
нужны. 

- Вот и ошибаетесь, батенька.  Очень они сnособст
вуют развитию. А а рифметические задачи? Знаете. до 
революции задачник Верещагина был. Иной раз семь 
nотов сойдет, nока вопросы к задаче nоставишь. 

- Ну, хитрых арифметических задач и сейчас хва
тает,- возразил Юрий Алексеевич.- Помню, Ленька 
был в V классе, nридет ко мне с з адачкой, так мне что 
приходилось делать? Сначала ур авнение составлю, ре
шу его. а потом думаю, как же теперь  no вопросам ре
шить. Мало того, учительница у них требовал а, чтоб 
знали, какого типа задача. Так что, может, nравильно, 
что теnерь новая nрогр амма и новые учебники будут. 
Говорят, в них все задачи уравнениями решать н адо. 
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- Ты уж молчи,- напустилась на инженер а же
на.- Знаем мы про эти новые учебники .  Читали !  
В «Правде» статья был а .  Н азывал ась, кажется, «Мате· 
матика для мамы» .  И уж так там досталось новым 
учебникам- лучше бы их и не писали .  С I кл асса на 
дум али  вводить и и ксы,  и геометрию, и чуть ли  не выс
шую математику. Безобр азие!  Родители не могут ре
шать задачи , которые первоклассникам задают в 
школе !  

- Ну,  положим ,  высшей м атематики в первых кл ас
сах не  будет,- сказал Петр Ив анович,- это вы уж че
ресчур . Я хот·ь сейчас и на пенсии ,  но за школьными 
делами слежу. Так что  н асчет высшей матем атики в 
н ачальных кл ассах - это вы зря .  Но вот в старших 
классах, говорят, высшую м атем атику введут. И, по
моему, лишнее все  это. Изучить ее хорошо в школе все 
равно не смогут, только по верхам пройдут. Гор аздо 
полезнее школьников элементарной м атем атике на 
учить. Вот  в прошлом году приним ал я вступительные 
экзамены в одном институте. Так там на письменном 
дали систему показательных уравнений.  Верите ли, 
rвсего несколько человек и решили-то. И то небось с 
частными репетиторами занимались. 

- А наш Леня без репетитора' з анимался. Только 
перед экз аменом Никол ай Н икол аевич его проверил,
похвалилась Анна Александровна .  

- Это кто, наш сосед по столику? - спросил Григо
рий Андреевич. 

- Да.  Он наш давний зн акомый .  Долгое время ра 
ботал со  мной  в одной школе - математику вел .  А по
том защитил диссертацию, сейчас работает в Академич 
педагогических наук. 

__: Слуш айте! - В()скликнул Григорий Андреевич.
А не позвать ли  его к нам? Раз матем атик, да еще в 
академии, пусть и отвечает за  все эти фокусы в· новых 
прогр а м мах!  
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- Это идея ! - поддержал а  его Анн а  Александров
на.- Как это я ср азу не додумалась? Юра, сходи к Ни 
колаю Николаевичу, попроси его к нам  н а  огонек. На 
деюсь, вы не  против? - обр атилась он а к Петру Ив а
новичу. 

- Ч го вы, мне это очень интересно. 
- Тем более что все р авно дождь, - добавил Юрий 

Алексеевич, выходя из каюты. Через некоторое время 
он вернулся вместе с Николаем Николаевичем. 

- Простите н ас, р ади бога, Николай Николаевич !
обр атилась к нему Анна Александровна.- У нас  тут 
дискуссия по поводу новых прогр а м м  по м атем атике. 
Объясните, пожалуйста, для чего они понадобились. 

- Охотно .  Вы слышали об открытии Уотсона и 
Крика и о дальнейших успехах молекулярной биоло
гии? 

- Простите, мы хотим про м а-те -ма-ти-ку, - нара 
спев произнесл а  Анна  Александровна. - А биологию я 
сам а в школе преподаю, дайте хоть немного отдохнуть 
от нее. 

- Не спешите, не  спешите. Так  вот, вы, конечно, 
слышали о расщифровке структуры молекулы ДНК, о 
тонкой структуре гена, о механизме биосинтез а белка 
и их практических применениях - хотя бы в селекции 
и практической генетике . . .  

- Но, Н икол ай Н иколаевич, - поддержал супругу 
инженер, - конечно, мы знаем ,  что физика и математика 
сыгр али в этих открытиях далеко не последнюю роль, 
однако . . .  

- Я говорю совсем не  об этом.  Что бы вы сказали, 
если бы в школьных учебниках биологии эти научные 
факты отсутствовали? 

- Я бы сказала, что эти учебники и програ м м а  
курса биологии отстали о т  жизни. 

- Благодарю вас. А вы, дорогой Юрий Алексеевич, 
что бы вы сказали, если бы в школьных учебниках 
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физики ни слова не говорилось об открытии Басов а I\ 
Прохорова-я ·имею в виду л азеры- и о тех практи
ческих применениях этого открытия, которые имеются 
уже сегодня? 

- Лазеры - не моя специальность, я инженер-ме
ханик. Но я вашу мысль понимаю. Такой курс физ.ики 
не отвечал бы требованиям современности, и прогр а м му 
п ришлось бы изменить и дополнить. 

- Ну вот, Анна  Александровна,  вы с супругом по
могли мне ответить на поставленный вопрос. 

- Нет, нет, я с вами решительно не согласен,
з аявил доселе молчавший Григорий Андреевич.-
51 хоть и литер атор ,  но дум аю, что не  ошибусь, если 
скажу, что м атематика-это не физика и не биология. 
Физика и биология, как вы сами признали, резко ш аг
нули вперед за последнее время . А что в м атематике? 
Те же квадр атные ур авнения, та же теорем а Пифагор а! 
З ачем же здесь-то менять прогр амму? 

- Вот именно,-поддержала его Анна Александров
на.- Математика столетиями не меняется. Что ж, те
перь  квадр атные уравнения по-другому реш ают или 
теорему Пифагор а Иlначе форrмулируют? Ничего по
добного. Все осталось таким же, 'Ка'К и 'сто лет 
н азад. 

- О, вы .несколько поспешили в своих выводах,
улыбнулся Никол ай Николаевич.-В том-то и дело, 
что школьный курс м атематики безнадежно отстал от 
науки сегодняшнего дня. Да какое там сегодняшнего! 
Мы преподаем детям м атематику н ачал а XVI I  века! 
Именно так, не удивляйтесь. Возьмите арифметику: все, 
чему мы учим в школе, было, по существу, известно 
еще в глубокой древности. Такие же з адачи, как  в на
ших задачниках, можно найти в вавилонских клинопис
ных табличках и в египетских папирусах. А геометрия? 
Наверное, у всех на зубах навязло поучение о том, что 
Евклид создал свои «Начал а» более двух тысяч лет 
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наз ад и что в его книгах содержалась буквально вся 
геометр ия, изучаемая сегодня в школе. И самым новей- · 
шим,  самым. если  можно сказ ать, современным в дейст
вовавшем до сих пор школьном курсе математики был а 
алгебра :  отрицательные ч исла, буквенные обозначения, 
уравнения, координаты, понятие функции. Но это и есть 
начало XVII века. В работах Фр ансуа Виета и Рене 
Декарта все это уже было. 

Может быть, я. чуть-чуть преувеличиваю: были в 
школьном кур се математики отдельные кусочки, отно
сящиеся к более позднему времени. Например ,  понятие 
о показательной и тригонометрических функциях окон
чательно оформилось в XVIII веке в трудах Леонарда 
Эйлера. Но это не  меняет де�1а :  та м атем атика, которую 
до сих пор изучал и в школе, по своему духу относится 
к XVII столетию. 

- Браво, браво! -захлопал а  в л адоши Анн а  Алек
сандровна.- Мне кажется, вы великолепно изложили 
аргументы прот.ив самого себя. Вы н ас убедили,  что 
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школьная математика окончательно сформировал ась 
еще в XVII, ну пусть даже в XVIII столетии. С тех_ пор 
ее научились хорошо преподавать, н аписали хорошие 
учебники. Все мы изучали м атем атику по учебникам 
Киселева .  Они просуществовали несколько десятилетий, 
еще моя м а м а  по  ним училась. З ачем же теперь все ло
м ать? Совершенно ясно: не нужно было менять про
грамму по м атематике! 

Никол ай Никол аевич невозмутимо продолжал:  
- Вы делаете явно неправильные выводы из приве

деиных аргументов . Школьная математика действи 
тельно з а  эти три века почти не изменил ась, но наука 
м атем атика претерпел а за  это время глубочайшие 
из менения.  Ее потрясли великие открытия - достаточно 
назвать имена  Ньютона,  Эйлер а ,  Гаусса, Галуа, Лоба
чевского, Римана  и многих других, в том числе совет
::ких м атем атиков, из которых я назову, н апример, Лу
зина,  Виноградова,  Понтрягина,  Колмогорова . Совре
менная м атематика такова,  что без нее не обходятся 
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даже такие н ауки, которые не так давно противопо
ставлялись м атем атике. 

В медицине все больше применяются методы ди аг
ностики с применением электронных вычислительных 
м ашИн. И н адо сказать, что эти м ашины иногда ставят 
диагноз лучше вр ачей . Б ыл недавно в одной из клиник 
такой случай. Туда привезли больного лет сорока с ин
сультом .  Инсульт был по  внешним признакам нетяже
л ый , и врачи решили лечить его консервативным мето
дом, дав больному полный покой . Но н а всякий случай 
все результаты анализов сообщили диагностической 
м ашине. Он а  дала ответ: «При консервативном лече
н ии - смерть, при трепанации череп а - жизнь» .  Вр ачи 
только посмеялись н ад стр анным предсказанием.  Но 
к утру было уже не  до смеха - состояние больного 
резко ухудшилось, н аступили нарушения дыхания,  и 
пр.ишлось подключить аппарат «искусственные легкие». 
И тогда решили последовать совету м ашины. Сдел али 
трепан ацию черепа и отсосали кровь с пор ажениого 
участка.  Что бы вы дум али? Ожил больной !  Теперь 
это, вероятно, самый горячий сторонник применения ма 
тем атики в медицине. 

- Я: слышал,- прервал р ассказ Григорий Андрее
вич,- что м ашины при меняют и в гу,м анитарных 
дисциплинах.  Но tКак именно? Вы не ,м .огли бы 
р ассказать? 

- Ну, только очень кр атко. Среди л итер атуроведов 
шли споры относительно Гомер а .  Мнения были р азные, 
в том числе, что не один человек, а многие писали 
«Илиаду». Предложили это произведение электронной 
вычислительной машине для стилистического ан ализа .  
Машин а  дала ответ: «Все песни «Илиады» принадле
жат одному автору». 

С помощью электронных вычислительных машин 
группа  лингвистов и м атем атиков проанализировала 
особенности пушкинского и лермонтовекого стиха в po
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мане «Евгений Онегин» и поэ
ме «Там бовская казначейша».  
О бщеизвестно и то ,  что маши
ны используются для перево
да с одного языка на  другой . 
Машины применяются также 
в археологии  для классифика
ции находок и их научной об
р а ботки . Вторжение математи 
ки в область гуманитарных 
наук так прочно, что матема 
тику стали и зучать на фило
логических факультетах. 

- Да, да,  да,- подхватил 
Григорий Андреевич,- дочь 
моих знакомых учится на  фил
факе МГУ, занимается струк
турной лингвистикой. У нее 
большие трудности с матема
тикой. 

- Ну вот, видите !  А вот 
еще ·примеры.  Мне рассказы
вал знакомый следователь об 
изысканиях по поводу привле
чения электронных вычисли
тельных м ашин к идентифика
ции преступников. Криминали
сты и раньше, исследуя, н а 
пример, взломанные сейфы, 
говорили о «почерке» преступ
ника; теперь с помощью элек
тронных вычислительных ма 
шин этому термину удается 
придать точный смысл. Я уже 
не говорю о внедрении мате
м атики в производство. Н а  
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ряде предприятий есть уже свои вычислительные 
центры. Многие цехи перешли на автоматическое 
управление с использованием вычислительных ма 
шин. А планирование! Из каких  и менно шахт на 
какие именно заводы возить уголь? От правиль
ного решения этой задачи зависит мnогое. А как 
ее  решить? Понятно, что тут возможны тысячи разных 
вариантов. Только привлечение вычислительных м ашин 
позволило решить эту проблему пл анирования в пол
ном объеме. Машины перебирают все заслуживающие 
внимания варианты и предлагают наилучший . Кстати, 
способы отбор а заслуживающих вним ания вари антов 
р ассм атриваются в новой матем атической н ауке - ли
нейном программировании,  начал а которой были зало
жены в 40-х годах советским м атем атиком Канторови
чем.  Это только один пример оптим ального пл анирова
ния с использованием м атем атики. 

Создание электронных вычислительных м ашин озна 
меновало начало величайшей научно-технической ре
волюции. Если п аровая м ашин а  увел ичил а  в тысячи 
раз физические силы человека, то вычислительные 
м ашины в тысячи р аз умножили мыслительные возмож
ности людей. Сейчас мы находiимся в самом начале 
этого пути. Предсказать, что смогут сделать вь;числи
тельные машины в 2000 году, не рискнет и самый сме
лый фантаст. А ведь ребята, которые сейчас учатся в 
школе, будут работать не только в 2000, но и в 2020. 

- Но все, что вы рассказываете,- заметил Юрий 
Алексеевич,- относится к вычислительным машинам. 
Вероятно, можно в особых вузах или техникумах гото
вить специалистов по работе на них. При чем тут сред
няя школ а?  

- Дело не только в появлении новой вычислитель
ной техники .  Жизнь непрерывно ставит перед м атемати
кой раЗЛИЧНЫе проблемы, rИ ЭТО ПрИВеЛО К СОЗДаНИЮ НО
ВЫХ отраслей математики. Математическое прогр амми-
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рование, теория игр, исследование опер аций - еще 
40 лет назад о них никто ничего не знал ,  а сейч ас чис
ло пуб.'шкаций по  этим вопросам составляет почти 
половину всех вышедших по м атем атике работ. Проис
ходит бурный процесс м атем атиз ации наук: возникли 
м атем атическая экономика ,  м атем атическая биология,  
м атем ат.ическая теория управления, м атематическая 
лингвистика  и т. л. Произошло смещение центр а тяже
сти интересов и в самой математике. Так что представ
ление о м атем атике ·как о з астывшей науке глубоко 
ошибочно. Матем атика н аходит п рименение во все но
вых аспектах человеческой деятельности . И поэтому 
знания, необходимые для такой деятельности, должны 
иметь всеобщее р аспространение. Так что создание спе
циальной сети вузов и техникумов - это не выход. 
Школьнюш не должны оставаться в неведении по пово
ду нового лица и новых достижений м атем атики. Ведь, 
кажется ,- улыбнулся Никол ай Никол аевич,- по отно
шению к курсу биологии ,и физики подобное положение 
вещей вызывало у вас  решительное осуждение? 

- Ну и что же,- не сдавалась Анн а  Александров
на .- Введите в разных ·классах по нескальку часов, 
чтобы просто, ярко и доходчиво рассказать - р азумеет
ся, в самых общих чертах - о современных достиже
ниях вашей науки. Основа-то в шrюльном курсе м ате
мат,ики есть. 

- Действительно,- поддержал жену Юрий Алек
сеевич,- ведь, скажем,  о лазерах в курсе физики гово
рится не столь уж подробно. Никому же не придет в 
голову давать школьникам полную теорию вопроса, 
основанную на  идеях квантовой физик;и . Речь идет лишь 
об общем описании явления, так сказать, на  пальцах. 
Ну и ,  р азумеется, о практических при менениях. 

- Ну, вот видите, менять програ м му было нез ачем. 
Просто чуть-чуть дополнить - и все. А вы поспешили 
перегнули  палку - ну, согл аситесь же! 

' 
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- Постойте, постойте! Для начала  отметим ,  что вы 
н ачинаете сдавать позиции.  Зн ачит, «немножко» изме
нить, т. е. все же изменить, программу было необхо
димо. 

Рано празднуете победу,- сказал долго молчав
ший Петр Иванов,ич.- Отдельные изменения в програм 
ме по м атем атике происходили постоянно, сколько я 
себя помню. Это еще не означает того переворота ,  ко
торый устраиваете вы. Если бы речь шл а о добавлении 
в разных кл ассах по нескальку часов, как предл агает 
Анна  Александровна ,  это не вызвало бы протеста ни 
у кого. 

- А как,- повернулся к нему Николай  Никол ае
вич,- как вы предл агаете рассказать в этих небольших 
добавлениях о богатстве современной м атем атики, о 
новых методах, новых подходах, о новых идеях и тео 
риях? 

- Так  это лучше знать в а м - м атем атикам ,- ска
з ал Григорий Андреевич.- Могут же физики коротко 
рассказать о л азерах. В от писатель  Тендряков предл а 
гает вообще все школьные предметы излагать обзор
но - читали в журнале «Москва»?  

- К сожалению,- отвечал Николай  Никол аевич,
этого сделать нельзя.  Матем атика изучает (в ч асти , ка 
сающейся алгебры и матем атического анализ а )  количе
ственные отношения в реальных явлениях, она дает ме
тоды количественного описания явлений - методы, при
меняемые з атем в физике, хим ии , биологии и других 
науках. И если о конкретном явлении можно кратко 
рассказать в порядке общего знакомства ,  то о методах 
матем атического расчета кратенько рассказывать бес
полезно. Методы ведь применять надо, а для этого 
нужно овладевать ими .  Согл аситесь, было бы м ало поль
зы , если вместо того, чтобы научить школьников реш ать 
квадратные уравнения, мы прочли бы им краткую лек
цию о роли ура,внений в м атематике и их применениях . 
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- Ну,- сказ ал Петр Иванович ,- в аш пример не
убедителен .  Здесь ведь теоретических трудностей 
немного, а просто нужно набить руку, решая большое 
число з адач.  

- Хорошо, приведу другой пример .  Из вашей обла
сти ,  Анна Александровна . 

Очень интересно. 
- Вам случ алось вести р асчеты, связанные с ч ас

тотой наследов ания от родителей одного или несколь
ких призна ков? Скажем ,  как в классических опытах 
Менделя с горохом ,  речь может идти о на ,следо·вании 
желтой или зеленой окр аски горошин, а также о на 
следовании гладкой или  морщинистой их поверхности .  
Нередко интересно проследить, каков а  будет судьба 
трех и более элементарных nризнаков, как они будут 
комбиниров аться у потомков .  

- Видите ли ,  самой мне не приходилось nроводить 
такие р асчеты . Но я много об этом читала,  а об опытах 
Менделя р ассказывала ребятам на уроках. Мнё кажет
ся, здесь матем атика какая-то не очень убедительн ая . 
В простых случаях все ясно и без матем атики. А вот 
в случае сложной комбинации н аследуемых призн аков 
все как-то р асплывчато. Иногда частоты появления 
признаков н адо скл адывать, иногда умножать, а иной 
раз из одной ч астоты вычитают другую. Похоже, что 
здесь не з аранее вычисляют ч астоту н аследования,  а 
просто ладгоняют под результат, н аблюдаемый в 
опыте. 

- Сп асибо,- сказ ал Николай  Никол аевич,- вы мне 
очень помогли .  

- Не понимаю.  
- Сейчас  объясню.  Дело · в  том ,  что в м атем атике 

есть понятие вероятности, которое как раз  и означ ает 
ожидаемую ч астоту наступления события .  Выведены со
вершенно четкие пр авила ,  по которы м  вычисляется час
тота одновременного н аступления различных событий 
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(скажем ,  растение наследует и гл адкую форму и жел
тый цвет горошины), или частота наступления хотя бы 
одного из этих двух событий, или н аступления только 
первого из этих двух событий и т. д. Изучением этих 
и ряда более сложных закономерностей з аним ается спе
циальная м атем атическая дисциплина - теория вероят
ностей. Ее з арождение связано с и менами П аскаля и 
Лапласа,  ее существенное развитие н а  современном 
этапе - с имен ами  академика Кодмогорава  и других со
ветских м атем атиков. Так вот, если  'бы в школе изучали 
теорию вероятностей - хотя бы в небодьшом объеме,
то у вас  не было бы сомнений при подсчетах ч астоты 
наследования той или иной ком бинации признаков. Это 
чистая теория вероятностей, и, конечно, там ничего не 
подгоняется под ответ, все выводи'ГСЯ строго по прави
лам. В ыходит, не только м атематикам нужна теория 
вероятностей , но и биологам .  

- Да, здесь я ,  пожалуй, вас  поддержу,- сказал 
Юрий Алексеевич.- Н адо в школе поговорить о вероят
ностях, да и задачки порешать. Комбинаторика тоже 
нужна .  И, пожалуй, инженерам не меньше, чем селек
ционерам .  

- А скажите, Юрий Алексеевич,- оживился Н ико
лай  Николаевич,- как вы полагаете , можно ли в шко
ле р ассказывать о вероятностях обзорно? Дескать, при
думали м атем атики вот такую теорию, вот чем она 
заним ается и вот как применяется. А?  

- Конечно, нельзя,- ответил з а  инженера- Петр 
Иванович.- От такого знакомства толку не будет. Н адо 
научить решать задачи, да с пониманием дела решать. 
А иначе и времени не стоит тратить. 

- Ну, что вы скажете, Анна  Александровна?  
- Да,  пожалуй, по  поводу вероятностей я могла 

бы с в ами согласиться. Это, видимо, полезно. 
-Но то, что относится к теории вероятностей , отно

сится и к цело му ряду других вопросов. Совершенно 
ta 



необходимо более глубоко изучать понятие функции. 
Ведь именно идея функциональной зависимости вели
чин и лежит в основе большинства приложений м ате
матики. И врач, рассматривающий график изменения 
температуры больного, и физик, изучающий таблицу с 
реЗультатами опытов, и экономист, изучающий взаим
ную связь различных показателей работы предприя 
тия, и ,  уж конечно, всякий специалист, переводящий 
свою задачу на язык электронной машины,- все они  
имеют дело с функциональной зависимостыо.  Недаром 
умение чертить графики функций стало обязательным в 
школе. Но глубоко усвоить понятие функции можно, 
лишь познакомившись с тем , как изучает их современ
ная математика. А для этого надо знать, хотя бы в 
виде предварительного знакомства, дифференциальное 
и интегральное исчисления .  

У многих людей эти области математики вызывают 
мистический ужас. Между тем эти области не слишком 
сложны и овладеть их основными идея ми куда проще, 
чем научиться решать специально подобранные замыс
ловатые тригонометрические уравнения .  При правиль
ном отборе материала вполне можно сделать эти науки 
доступными для школьников .  

И наконец, теория множеств .  Эта область матема
тики возникла не очень  давно - всего сто лет назад. 
Сначал а  она ·казалась чем -то экзотическим, не и мею
щим отношения к обычной математике. Но постепенно 
стало ясно, что, подобно мольеравекому герою, всю 
жизнь говорившему прозой и не знавшему об этом ,  
математика и ее  приложения все время и мели дело с 
множествами и операциями над ними. Только слова при
менялись другие, в каждой области свои .  И это затруд
няло работу, так как приходилось наряду с естествен
ными трудностями сталкиваться с необходимостью 
перевода с одного языка на другой. Вы, конечно, слы
шали, что сравнительно недавно - в прошлом веке -
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обнаружены племена ,  у которых было несколько сор
тов чисел :  одни для счета людей ,  другие для счета 
животных, третьи применялись при подсчете дом ашних 
предметов или оружия . . .  ЛеРка представить себе, как 
это неудобно. Скажем, у вас есть несколько луков 
(и, конечно, стрелы к ним) и к в а м  подходит группа  
охотников.  Хватит л и  всем луков? Надо сосчитать. 
Но ведь охотников вы считаете на одно м  числовом 
«языке» , а луки считаете совсем другими  числ а ми .  Так 
что м ало посчитать, н адо еще перевести с одного чис
лового языка н а другой .  Неудобно, пр авда? Примерно 
то же происходило (да еще и сейчас  происходит) с 
понятия ми теории множеств. Чтобы всем было понят
но, о чем идет речь, я приведу бытовые примеры .  Мы 
говори м  не множество волков ,  а стая волков, не мно
жество инструментов ,  а н абор инструментов, не мно
жество людей , а коллектив и т. д .  

Пока  речь идет об обычном употреблении  этих слов, 
все так и остается , но если мы хотим какие-нибудь 
множества изучать с помощью матем атики, то ве·сьма  
полезно применять к ним  общие для всех м ножеств 
законы.  А такие есть, и ими  занимается теория мно
жеств . Курс м атематики в школе до сих пор выглядел 
весьм а  разрозненным ,  пр авда ведь, Петр Иванович? 
Теория множеств дает возможность придать этому 
курсу единство, пронизать его сквозными линиями в 
большей степени ,  чем это было р аньше. 

- А время-то, время откуда н а все это взять?
спросил Петр Иванович .- Опять интенсификация уро
ка и увеличение дом ашних з аданий? 

- Опять з а  счет отдыха детей?  За счет прогулок, 
свежего воздуха? 

- И, конечно, з а  счет чтения? - подхватили Анна  
Александровна и Григорий Андреевич. 

- А учитель и так з адыхается,- добавил Петр 
Иванович .- Почти что каждый день новый м атери ал .  
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- Уфф , сколько ужасов вы тут н аговорили ,- по
качал головой Н иколай Н иколаевич .- А между тем 
ничего такого не будет : новая програ м м а  вовсе не 
должна приводить к увел ичению з агруженности уч а 
щихся .  Уроки нужно будет строить, конечно, не совсем 
так, как раньше. 
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- Это, батенька, хорошие слова, и ничего больше. 
Дети все те же, и все те же 45 минут на уроке. В чем 
же р азница? - недовольно произнес Петр Иванович. 

- Разница в еще большем упоре н а сознатеJrь
ность обучения .  Если до сих пор мы часто говорили 
себе: «Пусть ученик сначал а выучит правило, а потом 
я ему объясню, что оно значит», то теперь этот прием 
становится liедопустимым.  Вообще, делается меньшая 
ставка н а  выучивание математического материала н 
больш ая - на его постепенную отработку. Это, конеч
но, повыш ает требования к построению урока, о чем 
я и сказал.  А новый м атериал- он ведь пойдет з а  
счет ликвидации излишеств старой программы.  

- В этом вы пр авы. Мы как р аз перед вашим при
ходом говорили о диких з адачах по арифметике и о 
вычурных системах показательных ура.внений. 

- Вот, вот. А чего стоит целая наука о том, как 
можно и ка·к нельзя записывать вычисление' площади 
прямоугольника (скажем,  со сторонами 2 метр а  и 3 метра ) :  

2 .м·З м.=б кв . .м, 
2 .м2·3=6 .м2-

или еще как-нибудь,- добавил Николай Николаевич.
Да и разве только это? Очень много частностей, ус
ловностей з агромождали курс  м атематики. Новая про
грамма  делает его значительно более стройным, 
обозримым, более современным .. Ученики получат в ру
ки могучие методы решения задач ; те задачи, которые 
раньше решались искусственными путями, теперь будут 
решаться совершенно  естественно. 

- Ничего,- подмигнул Петр Иванович,- вместо 
них придум ают другие заковыристые задачи. 

Все засмеялись. 
- И вот еще что я хотел сказать. Обыкновенно  

беспокоятся о математическом р азвитии тех детей, 
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которые после школы выбирают деятельность, связан
ную с точными науками .  Мне же кажется ничуть не 
м�нее важным дать хорошие матем атические знани" 
тем , кто не пойдет в такие вузы, не  будет работать на  
заводах точной механики или в планово-экономических 
центрах. 

В наше время каждый молодой человек должен 
знать интегралы в не меньшей степени,  чем стихи 
Пушкина .  Прошло то время, когда в понятие общей 
культуры входили только знания по гуманитарным 
предметам .  Школа обязана дать основные знания и из 
м атематики. 

- Я вот сейчас вспоминаю о своем разговоре с од
ной учительницей,- задумчиво произнес Петр Ивано
вич .- Было это лет пять назад. С большим сожале
нием говорила она о том, что почти весь IV класс 
уходит на повторение м атериала первых трех классов. 
В от я и подумал,  что, может, вы правы:  найдется не
обходимое время на все эти новшества.  

- Да разве только в IV классе? - воскликнул 
Николай Н икол аевич .- Повторение вообще занимало 
непростительно много времени .  Это было р асплатой за  
плохое построение курса .  

- Ну, вообще н е  повторять все-таки нельзя,- ска
зала Анна Александровна .  

- Р азумеется .  Н о  повторение и новый м атериал н е  
должны быть оторваны друг о т  друга .  И тогда на  
повторении м ы  сэкономим массу времени .  А дети не  
будут относиться к повторению как к жвачке. 

- Скажите, пожалуйста,- спросил Юрий Алек
сеевич,- почему вы так уверены, что новый материал,  
включенный теперь в програ ммы,  окажется доступным  
для детей? Это как-нибудь проверялось? 

- Да, проверялось. Я уже не говорю о том, что 
введению новой программы предшествует ее двухго
дичная апробация. 
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- Как двухгодичная? - не понял Юрий Алексеевич.  
- Вот как. Например, прогр аммы для IV кл асса 

введены в 1970/7 1 учебном году. В 1968/69 учебном 
году они проверялись в нескольких школах, а в 1969/70 
учебном году - уже в нескольких районах страны. Та
кая проверка позволяет улучшить и сами программы, и 
учебники, и методику преподавания.  То же было с но
выми учебниками для первых трех кл ассов, да и со все
ми вновь вводимыми учебниками .  Но это еще не все. 
Новые программы для старших кл ассов прошли основа
тельную проверку в математических школ ах. Там были 
и дифференциалы, и интегр алы, и многое другое. 
Короче говоря, нет ни одного вопроса в новой про
гр амме, который бы не изучался в м атем атических 
школах.  

- Э, куда хватили, б атенька,- проворчал Петр 
Иванович,- м атематические школы .  Там дети-то какие. 

Старого учителя поддержали все. Но Николай  Ни
колаевич не сдавался и на  этот р аз: 

- Математические школы тоже разные бывают. 
Есть, конечно, широкоизвестные школы .  В них такой 
большой наплыв, что они могут себе позволить отби
рать математически одаренных детей. Но во многих
и очень многих - математических ш колах учатся обыч
ные дети.  Да и потом дело вовсе не в этом .  Ведь ни
кто и не собирается во всех школах преподавать м ате
м атику так, как в м атематических. Но это все же б ыл 
опыт, показывающий ,  как дети усв аивают новые 
идеи, что для них оказывается более трудным, в какой 
последовательности надо изл агать новый м атериал 
и т. д. 

- Николай  Николаевич, м ы  вас замучили.  Но еще 
один вопрос, - сказала Анна Александровн а .- Раньше 
родители могли оказывать детям необходимую помощь 
в учебе. А как будет теперь? Ведь мы по новой про
грамме, понятно, никогда не учились. Как же дети 

14 



будут учиться, если им не к кому  обратиться дом а  за  
помощью? 

- Любезная Анна  Александровна, а знаете ли вы, 
например, что такое деление на части и что такое де
ление по содержанию? - спросил Николай Николаевич. 

- Понятия не имею,- удивилась она .  
- А в каком  классе дочь ваша учится? Вот-вот. 

А когда она начинала изучать деление, вас, несомненно, 
вызывали на родительское собрание, и учительница 
объясняла,  что такое деление н а  части, что такое деле
ние по содержанию и как отвечать на недоумение ва
шей дочери по этому поводу. 

- Не помню. Но вообще-то, вызывали и по разным 
вопросам инструктировали .  

- В от видите. Младшему школьнику обязательно 
нужна родительская помощь, в том числе в частных 
вопросах, определяемых методикой преподавания.  
И никогда родители не смогли  бы ее оказывать, если 
бы не такие инструктажи. Так что ваши сетования на  
трудность новой программы для родителей объясняются 
только слабой связью со школой . Где есть такая связь, 
та м  родители получают все необходимые разъяснения и 
о высказываниях, и о множествах, и обо всем прочем .  
Кстати, сейчас выходят очень пбстоятельные книги для 
учителей. Их тоже должны читать родители .  

- Что книжка,- вздохнул Григорий Андреевич.
Книжке вопроса не задашь, а задашь, так она не от
ветит. 

- Николай Николаевич,- сказал инженер,- ехать 
нам еще долго, погода плохая.  Может быть, вы расска
жете нам о новой программе  подробнее? Тем более что 
у Григория Андреевича сын в V кл асс переходит, у нас  
мл адшая дочка вот-вот окончит детсад и тоже в школу 
пойдет. 

- Ну, что же,- с готовностью ответил Николай Ни
колаевич,- завтр а и начнем. Поскольку в нашем рас-
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nоряженин четыре дня . . .  Гм ,  какие же воnросы мы смо
жем обсудить? Да,  nожалуй, вот так будет лучше все
го : мы nроведем четыре беседы : 

1.- В ысказывания. 
2. Множества. 
3 .  Новое в школьном курсе алгебры. 
4. Новое в школьном курсе геометрии. 
- Не nонимаю,- удивилась Анна Александровна,

куда девалась арифметика? Или в ней все осталось по
nрежнему? 

- Дело в том, что теnерь такого отдельного nред
мета - арифметики - в школе нет. В младших клас
сах - с 1 по 111- идет nредмет «Математика». В нем 
изучаются начала арифметики, алгебры и геометрии . 
В IV I<Лассе фактически выделяются два nредмета :  
один - «Арифметика и начала  алгебры», второй 
«Геометрия».  С Vl класса м атем атика делится н а  две 
дисциnлины :  геометрию, которая идет до окончания 
школы, и алгебру, которую в IX классе сменяет nред
мет «Алгебра и начала анализа» .  

Об  арифметике как таковой мне вам р ассказывать 
особенно нечего : тут, по сравнению со старой nрогр ам
мой, м ало что изменилось .  Та  же таблица умножения, 
те же задачи.  Больше того, м атериал существенно 
упрощен, так как более трудные задачи ученики ре
шают с иксом .  

- Ну, с иксом-то мы как-нибудь решим,- заверил 
Григорий Андреевич.- .Я хоть и литератор, а в своем 
кл ассе всегда приходится заниматься всем понемногу. 
Н а  уровне Vl I<ласса тяну. 

- Простите, простите,- сказал инженер. -А где же 
в программе н аших бесед анализ? .Я очень надеялся 
услышать от вас, как это вы ухитритесь изложить его 
школьникам .  По- моему, это совершенно недопустим о 
заставлять детей изучать такой сложный курс. Два года ·' 1 математического анализа - с ума соити . 
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- Да, но  не думайте, что все эти два года дети 
будут учить только дифференциалы и интегралы.  За это 
время будут изложены в том же курсе такие вопросы, 
как показательн ая и логарифмическая функции, вся 
тригонометрия, комбинаторика.  Однако изучаться они 
будут с более современной точки зрения именно бла
годаря использованию понятий м атематического анали
за. В н ашем плане этого, однако, нет. В идите ли,  
времени у на� в обрез : четыре дня - и мы в Москве. 
А длительные беседы, конечно, недопустимы - мы все 
же на отдыхе! К тому же мы в неравноправнам поло
жении.- В голосе Николая Николаевича зазвучали 
шутливые нотки.- У меня работа чисто физическая: 
ходи и г.овори.  А нот вам придется работать умствен
но : надо во всем р азобраться и понять. Так что изло
жить все новые вопросы программы я не успею. Мы 
ограничимся первыми пятью классами.  Здесь кончается 
начальный этап обучения математике. Дальше, с VI, 
как я уже говорил, начинается раздельное преподава
ние алгебры и геометрии .  При этом происходит пере
ход на новую, более трудную ступень обучения,  
связанную с большей систематичностью и дедуктив
ностью изложения.  Но об этом мы будем говорить 
завтра. 
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Беседа nервая. 
ссВыскаэывання)) 

Когда назавтра Николай  Нико
л аевич пришел в каюту ·к сво
им любознательным слушате
лям,  все уже ждали его. 

- Прежде всего,- начал 
он,- я хочу задать вопрос ува
жаемому Петру Ивановичу. 
Скажите, как по вашему мне
нию, должны ли оканчиваю
щие среднюю школу уметь де
л ать правильные логические 
выводы, должны ли они знать, 
что такое условие и заключе
ние теоремы, должны ли?  . . 

- Ну, что за  вопр .ос, ба
тенька,  конечно, должны,- не
терпеливо перебил Петр Ива
нович .  

- В таком случае еще во
прос.  А где в школьном курсе 
их учат умению делать пра
вильные логические выводы, 
рассуждать? 

- Ну, специально этому не 
учат, но при доказательстве 
теорем и решении задач в гео
метрии учащиеся ·следуют об
р азцам р ассуждений, которые 
дает учитель и !Которые они 
читают в учебнике, и постепен
но сами .. . Да и в алгебре при
ходится р ассуждать, и в ариф
метике при решении задач то
же ведь подумать надо. 

- Спасибо, - улыбнулся 
Николай Никол аевич.- Итак, 



школьники должны научиться делать правильные умо
заключения ,  должны в конце концов усвоить основные 
правила логического вывода , но их  этому в ш коле спе
циально не учат, и приобрести эти умения они могут 
лишь, так сказать, попутно, стихийно - по мере решения 
задач и выучивания доказательства  теорем .  Вряд ли 
кто-ли бо из  вас сочтет такое положение вещей норм аль
ным. Детей надо научить сознательно делать правиль
ные умозаключения,  надо указать им  основные правила , 
помогающие верно рассуждать. Новая программа по 
матема'I'ике именно из  этого и исходит. В новых учеб
никах излагаются первоначальные сведения, относящие
ся к математи ческой логике - науке, содержащей кон
центрированное выражение законов дедуктивного мыш 
ления. Это означает, что учащиеся получат первоначаль
ные представления о том,  какие приемы рассуждени я  
позволяют делать пр авильные умозаключения,  а какие 
приемы недопустимы,  так как могут привести к ложным 
выводам,  к ошибка м .  

Приведу один простой шуточный пример,  ярко пока
зывающий, что приемы правильного логического мыш
ления вовсе не столь очевидны и просты. Этот пример 
известен еще из глубокой древности . 

Один житель острова Крит сказал: «Все критяне 
лжецы».  

Но ведь сам он критянин и ,  значит, лжец. Значит, 
он сказал неправду. Выходит, все критяне правдивы. 

Но тогда и он правдив и потому сказал правду .  
А если он сказал правду, то получается, что все кри
тяне все-таки лжецы. 

Значит, и он лжец и потому сказал непр авду. По-
сему все критяне правдивы. 

И он правдив - все критяне лжецы. 
Тогда и он лжец . . .  
Как  же выбраться из заколдованного круга? Я не  

буду р асска:'!I.>IВать ?азгадку этого софизма .  Скажу 
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только, что правил а м атема 
тической логики позволяют 
совершенно ясно и четко 
объяснить, в чем здесь дело. 
Есть и много других софиз
мов - так называются рас
суждения, приводящие к явно 
нелепым выводам, - и, надо 
сказать, школьники очень лю
бят их  разгадывать. А разгад
ка любого софизма должна 
состоять всегда в том,  чтобы 
показать, где мы неправильно 
рассуждали, где применили не
законный прием умозаключе
ния.  

Математическая логика по-
1\Юrает избежать ошибок  в 
выводах, умозаключениях. 
Эту весьма сложную науку не 
предполагается изучать в шко
ле в большом объеме, но не
которые первоначальные све
дения и з  нее нужны каждому. 
Школьники часто обращаются 
к учитеоrrям  и родителя м  с во
проса ми о том, можно ли  так 
рассуждать, сделать такой-то 
вывод и т. д. 

З начит, надо вооружить их 
пони манием - хотя бы в са 
мых общих чертах - точных 
законов логического, дедуктив
ного мышления.  

Одной из  важных черт со
временной математики, вели-



чественное здание которой строится на строгой ло
гической основе, является применение аксиоматиче
ского метода.  Впервые аксиоматический метод был 
систематически применен для построения научной тео
рии древнегреческим ученым Евклидом.  В своей книге 
«Начала», написанной свыше 2000 лет назад, он сделал 
попытку построить геометрию как чисто дедуктивную 
науку, изложенную на базе небольшага числа  исход
ных первоначальньrх положений - аксиом. 
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Исходн ая позиция Евклида была примерно следую
щей . К тому времени основным способом получения 
новых фактов в геометрии стал дедуктивный метод, 
т. е. логический вывод новых положений - теорем - из 
уже известных фактов. Взяв какую-либо теорему, мож
но составить список тех фактов, которые требуются для 
логического вывода - доказательства - этой теоремы .  
Факты, вошедшие в этот список, в свою очередь, можно 
вывести из еще более простых фактов и т .  д. 

Этот процесс не бесконечен. В конце концов, продел ав 
такой анализ для всех теорем геометрии, удается выде
лить небольшой список лервоначальных фактов - акси
ом, из которых можно логически вывести - доказать 
все теоремы геометрии .  

С ам Евклид не сумел провести эту точку зрения до 
конца и дать полный список аксиом, из которых можно 
было бы чисто логически вывести все теоремы элемен
тарной геометрии.  Это было сделано лишь на рубеже 
X IX и ХХ ,столетий великим немецким м атем атиком Да
видом Гильбертом, который подвел окончательный итог 
двухтысячелетнего аксиоматического исследования гео
метрии,  н ачатого Евклидом.  Но заслуга открытия ак
сиоматического метода, служащего мощным орудием 
современной м атем атики и других н аук, принадлежит 
Евклиду. 

Кстати, не следует думать, что т о л ь  к о геометрия 
строится на аксиоматической основе. Не меньшее значе
ние аксиоматический метод имеет в алгебре и других 
направлениях современной м атематики. Конечно, курс 
м атем атики должен познакомить школьников с этим 
методом, составляющим замеч ательное завоевание чело
веческой мысли .  И это знакомство должно быть более 
глубоким, чем прежде. Изучение аксиоматического ме
тода и простейших фактов м атематической логики 
начинается, как, впрочем, и по старой программе, с 
V I  кл асса .  Но если раньше эти сложности сваливались 
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на бедных шестикл ассников как  снег н а гол ову, то те
перь в начальных классах предусм атривается серьезная 
подготовка к их восприятию, постепенный ввод учащих
ся в трудности алгебры и геометрии .  

- В ы  меня извините, Николай  Николаевич, но  это 
все общие соображения и пожелания. А как все это 
осуществить? Как подготовить детей к восприятию 
:ложных понятий матем атической логики? Что для это
со сделано в новых программах и учебниках? - спросил 
инженер. 

- Минуточку терпения.  Именно к этому я и соби
раюсь переходить. С этой целью в учебники IV и V 
классов введены такие понятия, как высказывания, ма
тематические предлож�ния, истинность и ложность. 

Давайте р азберемся по порядку. В ысказывание
это любая фраза ,  относительно которой можно чеп<о и 
недвусмысленно судить, истинна она или ложна .  Н а
пример, в сегодняшнем меню я видел рассольник. Фра
за «В сегодняшнем меню имеется раосольник» - выска
;зывание, притом истинное,- конечно, если указано, что 
речь идет о таком-то дне и о таком-то пароходе. Но 
фраза «Мы сегодня будем есть рассольник» не  являет
ся высказыванием, поскольку неизвестно пока, так ли 
это. А вдруг рассольник не  удастся и мы выберем на  
обед что-нибудь другое. 

- Выходит, фразы, построенные в будущем времени, 
вообще не могут быть высказывания ми? - спросил ли
тератор. 

- Ну, почему же? Если такие фразы выражают 
научно обоснованное предвидение, то они являются вы
сказываниями.  Н апример, предсказание о том, что луч 
света за ближайшую секунду пройдет р асстояние около 
300 000 километров,- это высказывание, и притом истин
ное. А что он пройдет за секунду всего 3 километра
это тоже высказывание, и притом ложное. Разумеется, 
не являются высказываниями вопросительные предло-
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жения: о них нельзя сказать, истинные они ил и ложные, 
так как в них ничего не утверждается . Вот еще не
сколько примеров высказываний - вы уж сами решите, 
какие из них истинны,  а какие ложны: 

Корова - домашнее жиьютное. 
Луна больше ЗемЛи. 
Число 17 не делится без остатка на 8. 
Самолеты движутся по рельсам. 

А вот несколько фраз, которые не  являются выска
зываниями,  хотя в них нечто и утверждается (ведь по  
поводу этих фраз невозможно добиться однозначного 
суждения - одному покажутся они истинными, другие в 
этом усомнятся): 

Число 0,01 очень мало. 
Погода сегодня великолепная. 
Днестр переплыть трудно.  
Сладости полезны. 

- .Я только не пон имаю, какое это имеет отношение 
к математике,- сказала долго молчавшая Анна Алек� 
сандровна .- Ведь то, о чем 'ВЫ рассказываете, относит
ся к любому предмету. 

- Да, и в том числе к м атематике. Понятие выска
зывания - первичное понятие, и если  мы хотим н аучить 
школьника р ассуждать, то должны начинать с него. 
Разумеется, полученные знания пом0гут школьнику соз
нательнее воспринимать не только м атематику - тут я 
с вами  вполне согласен . 

В математике встречаются разные виды высказыва
ний - здесь есть и аксиомы, и определения, и теоремы 
(в том  числе формулы, равенства и неравенства) . Уче
ник должен уметь разбираться в них, отличать верные 
(истинные) высказывания от неверных (ложных) . В на
чальной школе он овладевает знанием многих фактов
м ногих истинных высказываний в м атем атике. Тут и 
знаменитое дважды два четыре, и вся таблица умноже-
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ния, н первоначальные н�омет
рические сведения. Поэтому в 
IV классе, когда вводится по
шпие высказывания,  ученику 
уже есть на  что опереться. 

- А ур авнение - это тоже 
высказывание? - спросил Петр 
Иванович.  

- Нет. Вот посмотрите ,
и Никол ай Никол аевич напи 
сал : 

х+2 = 13. 

Можно ли сказать, верно 
это или нет? 

- Нельзя, конечно, - от-
ветил Петр Иванович.- Мы 
ведь не знаем, чему равен икс.  

- Как это не знаем?
возмутилась Анна  Алексан
дровна .- Икс равен одиннад
цати. 

- Простите, давайте раз
беремся, откуда вы взяли ,  что 
х = 1 1 . Для этого вы произ-
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вел и какие-то дей ствия, т. е. вы р е ш и  л и это 
уравнение. В ообразите, что какой-то ученик  не
правильно решил это уравнение и сказал, что 
здесь икс равен пятнадцати (т .  е .  он не вычел от 
тринадцати два, а прибавил ) . Ясно, что этот спор вы 
решите проверкой, т .  е .  посмотрите, что получится при 
х =  1 1  и что получится при х= 1 5. Если вместо икса под
ставить в н аше ур авнение число 1 1 , то получится 
1 1  + 2 = 1 3, т .  е .  получится верное высказывание. Если 
же подставить вместо икса число 1 5, то получится 
1 5+2= 13, т .  е .  получится ложное высказывание. Как 
видите, уравнение х+2 =  1 3  нельзя считать высказыва
нием, так как оно не может быть признано ни истин
ным, ни ложным, пока нам не сказано, чему равен икс. 

В уравнении кроме чисел и знаков действий содер
жится еще неизвестная величина (обычно обозначаемая 
буквой х) . Если вместо икса мы подставим  одно число 
(скажем, Х= 1 1  в случае рассмотренного уравнения) , 
то получится верное числовое равенство . Как вы знаете, 
такое число называется к о р н е м рассматриваемого 
ур авнения .  Если же вместо икса подставить другое чис
ло (·скажем, х= 1 5) ,  то получится ложное высказыва
ние - и это будет означать, что Подставленное на  этот 
раз число не является корнем уравнения. Бели хотите, 
уравнение можно считать как бы вопросительным пред
ложением,: когда ва м  говорят, что дано уравнение 
х+2 =  1 3, то подразумевается неявно поставленный 
в о п  р ·о с «Каковы корни этого уравнения?» .  Иначе го
воря, само слово «уравнение» озн ачает, что вы и н т е
р е с у е т е с ь нахождением всех его корней . Эту эмо
циональную, как бы вопросительно-побудительную 
окраску слова «уравнение» не  следует забывать. 

Кстати, по поводу вопросительности уравнения по
лезно обсудить сомнение, которое ч а сто возникает у 
учащихся. Например, спрашивают: является ли 

х+2=2 +х 
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уравнением или нет? Думаю, что вопрос неправИльно 
поставлен.  В едь слово «уравнение» показывает н аше 
о т н о ш е н и е к этому равенству. Если мы х о т и м 
назвать это уравнением, то это значит, что мы интере
суем,ся , каковы его корни,  и ответ будет звучать так:  
«любое число является корнем этого уравнения».  Если 
же мы хотим сказать, что р авенство х+2=2+х являет
ся т о ж д е с т в о м (в старших классах этот термин при
меняется ) ,  то это будет также означать наше отноше
ние к этому равенству : мы хотим подчеркнуть, что это 
равенство справедливо для всех чисел, т. е. для любого 
значения ИI<'Са.  Итак, слово «уравнение» или «тождест
во» показывает различие в н ашем отношении к н апи
санному равенству. 

Это различие сказывается еще и в том, что если 
уравнение нельзя н азвать высказыванием, то тождест
во, напротив, всегда представляет собой высказывание. 
Возьмем для примера коммутативный (или перемести
тельный)  закон сложения:  для любых чисел а, Ь спра-
ведливо равенство: 

· 

а+Ь=Ь+а. 
Ясно, что это есть высказывание (притом истинное) . 

Перейдем теперь к вопросу о классификации верных 
высказываний.  

Любое высказывание в м атематике Либо объясняет 
значение слова - термина,  либо формулирует некоторые 
свойства чисел, фигур и т. п. Термины вводятся опре
делениями. Свойств а  либо декларируются без доказа
телыства (тогда это аксиомы) , либо доказываются 
(тогда это теоремы) .  Предположим, я не знаю, что та
кое четное число. Анна Александровна ,  объясвите мне, 
пожалуйста, что это такое. 

- Ну, это два, четыре, двадцать четыре,� пожала 
плечами Анна Александровна .  

· Мужчины улыбнулись - ·все, кроме невозмутимого 
НИколая Николаевича .  
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- Значит, четных чисел всего три :  два, четыре и 
двадцать четыре? - спросил он .  

- Да нет же,- я могу н азвать и х  СIКОЛЬIКО 
угодно. 

- Все не назовете, - улыбнулся Петр Иванович. 
- Да,- сказал Николай Николаевич,- в данном 

случае это не метод. 
- Четное число,- сказал инженер,- делится на 

два .  
- Вот, вот. Только для школьников понятнее, если 

в определении звучит слово «называется» :  четным назы
вается целое число, делящееся на два .  Как видите, здесь 
есть слово «называется» .  Это довольно типичная, хотя 
и не обязательная, особенность определений .  Можно то 
же определение высказать и иначе:  четное число- это 
число, делящееся на два .  Но ученик должен понять, что 
в определении обязательно есть определяемый термин 
(в данном ,случае это- ,«четное число») и обяэател�:>но 
есть точная его характеристика (в данном случае ука
зывается, чТо это- «целое число,  делящееся на  два» ) .  
За первые пять лет обучения дети знакомятся со мно
гими определениями . Например, они узнают, что назы
вается наибольши·м общим делителем, паJ5аллёЛЬн'ЬJМИ 
nрямыми, периметром мно·гоуголъника и т. д. 

flерейд:ём к аксиомам· и теоремам . 
Классический п·ример :  через две точки проходит 

единственная прямая линия. Мы принимаем это утверж
дение без доказательства ,  считаем его аксиомой. Н а
против, теорема - это утверждение, которое доказы
вается, выводится из аксиом и р анее установленных 
теорем. Так обстоит дело в математической н ауке. 
В школьной математике не все столь определенно. Н а
пример, в V классе дети доказывают теорему о том, что 
сумма  внутренних углов любого треугольника ра:вна 
18(')0• Однако они не отдают себе отч&та, какие аксиомы 
и теоремы при этом используются, а просто привлекают 
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для доказательства известный им м атериал .  Сами тер
мины «определение», «аксиома», «теорема» прозвучат 
позже, в VI кл ассе. Но на самом деле эти виды пред
ложений появляются раньше.  И называются они одина
ково - правил а .  

Всем памятна  зубрежка пр авил.  Но теперь мы хотим 
обойтись без зубрежки. Как это можно сделать, легко 
понять на простом примере :  давайте попробуем сфор-
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мулироват.ь определение вилки. Можно сказать, что это 
предмет, употребляемый во время еды и приготовления 
пищи, у которого рабочая часть состоит из длинных 
параллельных зубьев. Конечно, к этому можно и при
драться : например, потребовать уточнения, какие зубья 
мы считаем длинными.  Но, р азумеется, это верное 
определение. Между тем никогда нас не учили этому 
правилу, этому определению. Просто дело в том, чтр 
каждый из н ас  хорошо знаком  с вилкой, и если бы дети 
столько же работали с каждым м атематическим поня
тием, сколько мы работаем вилкой, тогда, конечно, 
зубрежка был а  бы ненужной. 

Вот так и строится новая программа ,  особенно про
грамма  первых пяти классов : постепенно, без зубрежки, 
в процессе выполнения упражнений дети усваивают 
правила обращения с м атематическими понятиями.  На
пример,  в IV классе изучается ,многоугольник. При этом 
в учебнике определения многоугольника нет. Зн ачит, и 
с ученика это определение спрошено не будет. Но зато 
ученик должен успеть привыкнуть к этому понятию на
столько, чтобы безошибочно узн авать многоугольники 
в простых случаях. 

Бели  мы хотим избежать в старших классах неоп
равданных перегрузок, то м ы  должны с 1 класса при
учать ребят дум ать. Центр тяжести здесь перемещается . 
Раньше основные трудности были в арифметических 
з адачах и примерах в десять-пятнадцать действий. Те
перь основное - постижение логики м атематики. В част
ности, работа с правилами ( определениями, аксиомами 
и теоремами)  - очень важный вид деятельнос11и уче
ника. 

- Да, все это совсем не просто,- промолвил Григо
рий Андреевич. 

- Но как интересно. Большое спасибо вам  за бесе
ду, Никол ай  Николаевич,- добавила Анна  Александ
ровна .  
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- Э, нет. Так лепю вы от меня не отделае
тесь,- засмеялся Николай Николаевич, выним ая из 
бокового кармана исписанный лист бумаги.- В се рав
но дождь, на палубе мокро. Получ айте домашнее за 
дание. 

1 .  В ашем у  сыну задали проработать текст, свя
занный с понятием прямоугольника, но не содер
жащий определения этого понятия. Он честно все 
выучил и решил упражнения . Однако, как вы вы
яснили, он не совсем ясно понимает, что такое 
прямоугольник: он не признал квадрат прямо
угольником. Что вы будете делать? 

2. Вашей дочери дали задание выделить усло
вие (то, что дано) и заключение (то, что требуется 
доказать) в теореме: «Числа ,  кончающиеся на  
нуль, делятся на  десять» . Она  делает ошибку, го
воря :  «Условие: число делится на десять; заключе
ние:  число оканчивается на нуль». Как вы объяс
ните ей верный ответ? Какие примеры аналогич
ных теорем приведете? 

3. В аш сын, придя из школы, обратился к вам  
с вопросом : 

- Нам сказали, что аксиомы нельзя доказать, 
и дали аксиому :  «Через две точки проходит только 
одна прямая» .  А разве нельзя этого доказать? 
Приложил линейку и проверил ,  что ·вторая прямая 
пойдет по первой. Вот и доказательство! 

Что вы скажете сыну? 

- Это к какому же сроку все сделать? - спросил 
Григорий Андреевич . 

- К какому хотите. Дело добровольное. В конце 
поездки я вам вручу решения всех заданий - этого и 
следующих,- а также разгадку софизм а о критянах. 
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&еседа вторая. 
ссМножества>> 

- Итак, сегодня разговор 
о м ножествах. Эта тема не 
стоит в программе отдельно. 
Уже с 1 класса дети постепен
но приучаются к словам  «мно
жество» и «элемент множест
ва» .  В IV и V классах несколь
ко уроков специально отводят
ся этому вопросу. А в даль
нейшем весь курс должен быть 
пронизав теоретико-множест
венными представлениями. 
Это - существенная черта но
вой прогр аммы,  не затрудняю
щая, а облегчающая ее изуче
ние. 

Вспомните, как трудно да 
вались детям так,ие понятия, 
как геометрическое место то
чек, геометрическое преобразо
вание,  функция, область опре
деления функции.  А теперь все 
это получает единый смысл. 
у,своив понятие множества , 
школьник будет в старших 
классах сознательно применять 
его в перечисленных, да и во 
многих других вопросах. 

И геометрическое место то
чек, и область определения 
функции будут теперь изучать
ся с точки зрения общего по
нятия множества, станут в со
знании учащихся частными 
случаями понятия множества. 
А частные случаи уже знака-



мого общего понятия усваиваются гораздо естественнее, 
проще, прочнее, сознательнее. 

В ажно понять, что изучение множеств само по себе 
не р асширяет програ мму. Это просто более общий язык. 
Конечно, мы не  предлагаем полностью отказаться от 
использования синонимов слова «множество». По-преж
нему ·стадо коров ученик в жизни будет называть ста
дом.  Но мы хотим, чтобы на уроке м атематик•и он го
ворил о «множестве коров». Для IV класса издана спе
циальная таблица о множествах. Я изобразил ее на  
листочке,- и Николай Николаевич вынул из  кармана  
рисунок.- Ка·к видите, здесь и коровы, и кошки, и ло
шади, и самолеты. Спрашиваем н а  уроке: как называет
ся множество коров? Стадо, говорят. А множество ко
ней? Табун. А множес11во самолетов? Звено. А нет ли 
здесь такого множества,  которое не имеет особого на
звания? Есть, например, множество кошек. Дети 
убеждаются в многозн ачности слова «множество»,  в его 
большой общности. 

Затем мы спрашиваем о множестве животнЫх тем
ной окраоки, о множестве вообще всех животных на 
таблице. Специального н азвания оно, конечно, не имеет. 
И не требуется каждое множество как-нибудь специ
ально н азывать. Да и не хватит слов. Другое дело 
обозначить множество буквой . В каждой новой задаче 
буквы могут использоваться з аново, т .  е .  букву, которой 
обозначалось множество в одной задаче, можно в новой 
задаче использовать для обозначения другого множест
ва . Так что букв нам  хватит. А не хватит - можно 
писать буквы с индексам,и :  А 1 , А 2, Аз  и т. д. Конечно, 
глядя на букву А, нельзя без объяснений понять, о ка
ком именно множестве идет речь; буква А может обо
значать любое множество, любую точку так же, как, 
н апример, слово «та бун» может обозначать любое мно
жество лошадей.  Если мы хотим  пояснить, какое мно
жество имеется в .виду, мы можем это сделать по-р аз-
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М н оже с т в а  
'��\ \� \ " '  '\ 1 , 2, 3. 4, 5, . . .  , n , n · 1 . . . .  �b . .  '�- · ,  

2,4, 6, 8, . . .  , 2n , 2rl ' 2 , . . .  · \ ' 
. ) ' 

� 5, 10, 15 ,  20,  . . .  , 5 n ,  . . .  

ному .  Можем нарисовать группу детей и рядом  поста

вить букву А. Тогда А - это группа детей, изображен

ных на рисунке. Можно описывать множеств а  словами :  

А - множество  детей н а  рисунке, В - множество п асса

жиров этой каюты,  С - множество женщин в этой каю- · 
те, D - множество грибов, собранных в прошлое 

вос,кресенье людьми из множества  В. В прочем, может 

быть, вы не собирали грибов в прошлое воскресенье.  

Тогда множество D будет пустым .  Я вижу улыбки Ita 
ваших лицах. Да,  да, это то самое пустое мноwество, 

которое вначале вызывает испуг у родителей . Часто 

спра шивают, з ачем вводить такое странное понятие 

«пустое множество», и добавляют:  множество - ведь 

это значит ыного !  
Однако когда я называл один з а  други ы свои при

меры,  я следил з а  вашей реакцией : А - множество  

детей, В - ыножество п ассажиров этоi1 каюты, С -
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м ножество жен щ и н  в этоl! каюте . И пока я н е сказал 
о грибах, вы спокойно воспринимали мои примеры. 
А разве так уж много женщин в этой каюте? В ажно 
понять, что, хотя слова «много» и «множество» имеют 
общий корень, они выражают р а э н ы е понятия. В от 
еще пример.  Решая какую-нибудь задачу, мы  хотим 
найти все ее решения, т. е. найти множество всех ее 
решений. А если задача не имеет решений? Удобнее 
считать, что у такой задачи множество решений пустое, 
чем говорить, что у задачи «нет множества решений» .  
Так что если вы не ,собирали грибов в прошлое воскре
сенье, то множество D - пустое. Этот факт записывают 
так :  D=,J25. 

С помощью знака равенства можно записывать и 
непустые множества .  Н апример, если В - множество 
пассажиров этой каюты,  то можно это записать так: 
В= { А. А. ,  Ю. А. ,  П.  И., Г. А. } .  В ы, конечно, понимае
те, что я употребил инициалы;  моих инициалов эдесь 
нет, так как я - паосажир другой каюты, я ваш гость. 

Заметьте, при обозначении множеств ни круглых, ни 
квадратных скобок не употребляют - только фигурные. 

До V класса дети имеют дело только с конечными 
множествами .  А вот в V появляются множества беско
нечные, и тут возникают трудности при записи. Напри-
мер, что означает запись В={ 1 , 2, 3, . . .  \ ? Возможно, что 
так обозначено множество, состоящее из всех десяти 
цифр, которое мы не захотели вписать до конца,  
т . е. множество ( 1 ,  2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ,  9, О }  . Но возможно, 
что таким способом обозначено множество всех чисел 
первой сотни - его м ожно было бы записать также в 
виде ( 1 , 2, 3, . . .  , 1 00 ) - или множество в с е х натураль
ных чисел . 

Таким образом, многоточие всегда означает, что в 
множестве имеется целый ряд невыписанных элементов. 
Но чтобы было точно известно, о каком множестве идет 
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речь, надо обязательно п о  я с н и т ь, что означает много
точие, пояснить, какие именно элементы за этим много
точием скрываются . Зная только несколько элементов 
множества (скажем, 1 ,  2, 3) , но не имея дополнитель
ных р азъяснений,  мы можем только д о г а д ы в а т ь с я, 
какое взято множество, но эта догадка может нас и 
подвести. 

Вот еще пример .- Николай  Николаевич написал 

с = ( 2, 3, 5, . . .  1 
и вновь обратился к своим слушателям.- Можете ли вы 
узнать, о каком множестве идет речь?  

- Мне кажется ,  это нетрудно,- сказал инженер.
Следует обратить внимание н а  то, что число 3 больше, 
чем 2, на е д и н и ц у, а следующее число 5 больше его 
предыдущего 3 уже на два .  Поэтому следующее число 
будет больше, чем 5, уже на  три, следующее будет боль
ше на четыре и т. д. Мы получаем возможность выпи
сать сколько угодно элементов этого множества :  

С= ( 2, 3, 5 ,  8, 1 2, 1 7, . . .  ) . 
- Э,  батенька, можно сделать и более естественное 

предполож·ение. З аметьте, что 2, 3, 5 - это три первых 
п р  о с т ы  х числа .  

- Простых? - переспросила Анна Александровна .  
- Да.- Петр Иванович посмотрел на  нее поверх 

очков.- Простым  называется такое н атуральное число, 
большее единицы, которое не делится ни  на  какие н ату
ральные числа, кроме единицы и ·са мого себя. Так вот, 
заметив, что 2, 3, 5 - это три первых простых числа, 
естественно предположить, что С - множество всех 
п р о с т ы  х чисел : 

С.= ( 2, 3, 5, 7, 1 1 , 1 3, 17, 19, 23, . . .  \ .  
- Ну, вот видите,- торжествовал Николай Нико

лаевич,- вывод ясен : перечисление нескольких элемен-
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тов не определяет без дополни 
тельных поясненяй того мно
жества, в записи которого ис
пользуется многоточие. А ино
гда , зная лишь несколько эле
ментов множества , вообще не
легко догадаться, о каком 
множестве идет речь. 

Есть, между прочим ,  такая 
загадка -шутка : угадать, какое 
множество я задумал, если 

его первый элемент 1, 
второй элемент 2, 
третий элемент 3, 
четвертый элемент 5, 
следующий 1 0 . . .  
Николай Николаевич с 

удовлетворением отметил не
доумение на  лицах слушате
лей и продолжал : 

- Следующий элемент 15, 
затем 20, 
затем 50 копеек 
и, наконец, рубль. 
Вот видите, вы не сразу 

поняли , что речь идет о мно
жестве монет разного достоин
ства .  

Теперь обратите внима-
ние - иногда я употреблял в 
своей речи слово «элемент». Я 
не оши бусь, утверждая, что ни 
у кого из  вас  это слово не 
вызвало протеста ,  хотя я и не 
дал ему никакого определеняя.  
Точно так же, исподволь, сло-
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ва «множество» и «элемент» воспринимаются и детьми . 
Множество, конечно, если оно не пустое, состоит из  
элементов. А пустое множество не имеет ни одного эле
мента .  Запись множества с помощью фигурных скобок 
должна содержать перечень его элементов. 

Элементы множества нередко обозначают малыми 
буквами латинского алфавита. Зап•ись а Е А читается 
так:  «элемент а принадлежит множеству А », а запись 
а � А читается : «элемент а не  nринадлежит множест
ву А :.. 

· Мы уже говорили о бесконечных множествах. На 
тур альный ряд 

N = { 1,  2, 3, . . .  1 
(т. е. множество всех н атуральных чисел ) является бес
конечным множеством. Множество 

( 2, 3, 5, 7, . . .  1 
всех простых чисел также бесконечно. Дальнейшими 
примерами бесконечных множеств могут служить мно
жество 

{ 2, 4, 6, . . .  } 
всех четных чисел, множество 

1 1 ' 3, 5, . . . 1 
всех нечетных ч и сел, мн ожество 

{ 1 0, 20, 30, . . . J 
всех чисел, делящихся н а  1 0 (т. е. оканчивающихся ну
лем ) ,  и т. д. 

Отметим еще одну деталь, связанную с обозначени
ем бесконечных множеств . Обычно буквой n обознача
ют Произвольное н атуральное число .  Тогда 2n будет 
обознача1 ь  Произвольное четное число, а 2n- 1 - про
нзвольное нечетное число (здесь, конечно, речь идет о 
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положительных четных и нечетных числ ах, так как 
от-рицательных чисел четвероклассники еще не знают) . 
В самом деле, если вместо n брать последовательно 
числа  l , 2, 3 и т. д. ,  то выражение 2n будет принимать 
значения 2, 4, 6 и т. д., т. е .  выражение 2n будет по
следовательно «пробегать» все четные числа .  Ну, а вы
ражение 2n- l будет приним ать значения l ,  3, 5 и т. д. , 
т. е. выражение 2n- l будет последовательно «пробе
гать» все нечетные числа .  Поэтому выражение 2n на
зывают формулой четного числа, а �выражение 2п- l 
формулой нечетнога числа .  В связи с этим при записи 
бесконечных множеств - или, лучше сказать, бесконеч
ных последовательностей - часто указывают «n-й член» 
(или «общий член»)  соответствующей последовательно
сти, т. е. пишут 

N = ( l ,  2, 3, . . . , n, . . . \ - множество всех натураль
ных чисел ; 

( 2, 4, 6, . . . , 2n, . . .  J - множество всех четных чисел ; 

( l , 3, 5, . . . , 2n- l , . . . \ - множество всех нечетных 
чисел. 

А вот формулы для п-го простого числа не существу
ет, так что записать множество всех простых чисел с 
указанием общего члена невоз можно. 

В от и все, что должен знать о множествах ученик 
IV класса : обозначение множества заглавными ( или, 
к а к  еще говорят, «большими» ) буквами л атинского ал
фавита , обозначение элементов строчными («малыми»)  
буквами латинского алфавита, употребление фигурных 
скобок для обозначения множеств, понятие о бесконеч
ных множествах, употребление многоточия для невыпи
санных элементов, знак пустого множества и знак при
надлежности элемента множеству. 

Этот материал получает развитие в V классе. Там 
учащиеся знакомятся с пересечением и объединением 
множеств. Пересечение двух множеств - это их общая 
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часть, т. е. множество, состоящее из элементов, входя
щих в оба  данных множества :  и в то и в другое. Пусть, 
например, А - множество школьных учителей, находя
щихся здесь, а В - это множество м атематиков, нахо
дящихся здесь. . . В идите, Петр Иванович улыбается . 
Он - элемент каждого из этих множеств. И других 
общих элементов нет. Значит, Петр Иванович - пере
сечение этих множеств .  Точнее говоря,  пересечением 
этих множеств является множество, состоящее из од
ного элемента - Петра  Ивановича .  

Еще пример - на этот раз из географии. Пусть М 
множество частей света,  полностью расположенных в 
Восточном полушарии Земли, т. е .  

М = [ Европа , Азия, Африка , Австралия ) • 
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З а мети м ,  что Анта рктида не лежит полностью в 
Восточном полушарии и nоэтому 

Антарктида Et М. 
Теперь рассмотрим множество N, состоящее из частей 
света, перерезаемых экватором :  

N = { Америка, Африка, Азия ) о 
Найдем пересечение множеств М и N. Пересечение 
это ·общая часть двух множеств. З начит, в данном слу
чае в пересечение войдут части света,  полностью ле
жащие в Носточном полушарии и пересекаемые эква
тором, т .  е. Африка и Азия.  

Пересечение множеств обозначается знаком n , по
хожим на перевернутую букву И латинского алфавита. 
Теперь мы можем ра.ссмотренные примеры записать 
так : 

1 Анна Александровна,  Петр Иванович, Григор,ий 
Андреевич j П 1 Петр Иванович, Николай Николае
вич J =- 1 Петр Иванович J о 

{ Европа, Азия , Африка, Австралия 1 П Америка, 
Африка, АЗия J = \ Азия,  Африка 1 о 

Еще пример . Каково пересечение множества частей 
света, целиком лежащих в З ападном полушарии, и мно
жес'Гва частей света ,  целиком лежащих в Южном по
лушарии? 

В З ападном полушари� лежит целиком только Аме
рика. В Южном - только Австралия и Антарктида. 
Так что получается пустое пересечение: 

1 Америка J n 1 Австралия,  Антарктида ) = g .  
Множества,  у которых пустое пересечение, н азыва

ют непересекающим.ися. Например,  множество рыб и 
множество домашних животных не пересекаются, т. е. 
имеют пустое пересечение. А множество млекопитаю
щих и множество домашних животных пересекаются: 
собака, например, принадлежит тому и другому мно
жеству, входит в .их пересечение. 
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Теперь  п е р ейдем к объединению .  Объеднненне  
двух (ИJш нескольких ) множеств - это множество всех 
элементов, принадлежащих хотя бы одному из данных 
множеств. Вот простенькая задача, иллюстрирующая 
это определение. 

Туристы на завтрак ели кашу из концентрата и пи
ли сл адкий растворимый кофе с хлебом и колбасой. 
В обед они ели суп и кашу из концентр атов и пили ком
пот из сухофруктов ;  суп они ели с хлебом.  В ужин они 
пили сл адкий растворимый кофе с хлебом и сыром.  
После ужина главный повар похода дол-ожил началь
нику, что ося провизия съеден а.  Спрашивается, какие 
продукты были у туристов утром? Ответ, конечно, та
кой : концентрат каши, концентрат супа, растворимый 
кофе, сухофрукты, сахар,  хлеб,  колбаса и сыр. Чтобы 
перевести эту задачу на  язык множеств, обозначим 
буквой А множество названий продуктов, использо
ванных при  приготовлении завтрака, через В - множе
ство названий продуктов, Потребовавшихея при приго
товлении обеда, и через С - множество названий про
дуктов, съеденных во время ужина .  Тогда 

А - 1 концентрат ,каши, растворимый кофе, сахар,  
хлеб, колбаса \ ; 

В= 1 концентрат супа, концентрат каши, сухофрук
ты, хлеб ) ; 

С= 1 растворимый кофе, хлеб, сыр, сахар j .  
В задаче спрашивается, что было у туристов перед 

завтраком (так как за  день, судя по докладу повара,  
они съели все) . Ответом на  вопрос будет объединение 
множеств А, В и С, т. е. множество, состоящее из на
званий всех продуктов, входящих хотя бы в одно из 
этих множеств. Обозначается объединение множеств 
знаком U ,  похожим на латинакое И. Итат<, нас интере
сует множество 
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А U В U С = 1 концентр ат каши, растворимый кофе, 
сахар,  хлеб, колбаса \ U 

U ( концентрат супа, концентрат каши, сухофрукты, 

ХЛ·еб 1 U 
U 1 растворимый кофе, хлеб, сыр, сахар ) • 
Чтобы найти результат, перепишем сначала элемен

ты первого множества,  потом недостающие из второго, 
потом недостающие из третьего : 

А U В U С = 1 концентрат каши, растворимый 
кофе, сахар, хлеб, колбаса, концентрат супа, сухофрук
ты, сыр j .  

Еще задача : утром я езжу в бассейн н а  автобусе, 
оттуда на работу троллейбусом и метро, а вечером еду 
домой н а  метро и на автобусе. Н а  каких видах транс
порта я езжу? 

Эту задачу вы решиrе к завтрашнему дню. А сей
час  я дам и остальные - для жел ающих. Но прежде 
напомню еще одно понятие, изучаемое в курсе V клас
са .  Множество А н азывается подмножеством множест
ва В, если каждый элемент множества А принадлежит 
множеству В. Записывается это так:  А с В (читается : 
«множество А я·вляется подмножеством множества В») .  
Пустое множество считается подмножеством любого 
множества .  

После этого Николай Никол аевич вынул из карма
н а  очередной листок с з аданием. 
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1 . Пусть D = 1 1 , 2, 3, 4, 5 j ,  Е = { 1 , 2, 6 } , 
F= \2, 6 } ,  K= l2 j , М= { 1 , 2, 3, 4, 5 j ,  N= l?; .  

Верны ли утверждения : Е с D, F с D, 
К C D, M C D, N c D, F c E, К С Е, K C F, 
N c  К, К с  К, N c N? . 

2. Составьте все подмножества множества 
А = 1 1 , 2, 3, 4, 6, 1 О J , состоящие из четырех эле
ментов. 



3. Составьте все подмножества следующих мно
жеств : 

А = 0 ,  В = ( 0 \ , С = (0, 1 \ ,  D = ( О, 3, 6 \ . 
4. Докажите, что если А является подмножест

вом множества В и В является подмножеством 
множества А, то А =  В. 

5. Напишите пересечение и объединение для 
каждой из следующих пар множеств, описанных в 
з адании 1 : 

D и Е; Е и N: Е и Е. 
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Беседа третья. 
((Новое 

в шкоnьном 
курсе аnrебрьн) 

- Весь школьный курс ал
г�бры,- начал Николай Нико
лаевич,- пронизан нескольки
ми  идейными нитями,  и з  кото
рых я отмечу три основные. 
Это, во-первых, постепенное 
обобщение понятия числа ,  во
вторых, решение уравнений 
различных типов и ,  в-третьих,  
изучение элементарных функ
ций. Разумеется, эти идеи 
можно найти и в курсе алгеб
ры, изучавшемся в наших шко
лах по старой программе, но 
rеперь они получают более 
глубокое развитие. 

Мы уже говорили о том , 
что по новой программе урав
нения изучаются в школе зна 
чительно раньше. В IV классе 
они уже применяются система
тически, а привычка обозна
чать неизвестную величину 
буквой х вырабатыва·ется у 
учащихся даже с 1 класса.  
Такое «омоложение» темы об 
уравнениях способствует по
степенному и более глубокому 
их усноению. У учащихся же 
это не вызывает дополнитель
ных трудностей, поскольку ма
териал, связанный с уравне
ниями,  вводится постепенно. 
К:р оме того, значительно упро
щается решение наиболее 
сложных арифметических за-



дач , которые теперь решаются с применен ием урав
нений . 

Если к этому добавить, что в старших кл ассах будет 
уменьшено число «вычурных» ура,внений,  решаемых слож
ными и искусственными приемами ,  то станет ясно, что 
темы об уравнениях, построенные в соответствии с новой 
программой, дают у п р о щ е н  и е школьного курса ма
тематики. В ысвобождающееся время можно 6удет 
использовать для более глубокого усвоения основных, 
принципиальных вопросов, связанных с уравнениями,  и 
для изучения тех новых разделов, о которых мы уже 
говорили. 

Примерно то же, только в еще большей степени, от
носится к изучению функций и графиков. Раньше ис
пользование графических представлений происходило 
эпизодически, отдельными небольшими <<ОстровкамИ>> 
в курсе м атематики.  Это приводило к тому, что уча
щиеся, как правило, не умели графически м ы с л и т ь 
и, в результате, курс матем атики усваивался т р у  д н е е :  
ведь графические представления, благодаря их боль
шой наглядности, облегчают понимание наиболее 
трудных р азделов учения о функциях. Ясно поэтому, 
что темы, развивающие графическое мышление, долж
ны пронизывать курс целиком, а не входить отдельны
ми островками.  Из этого и исходит новая программа .  
Графики нужны инженеру и врачу, диспетчеру и эконо
мисту, нормировщику и токарю, научному р аботнику 
и руководителю предприятия. И неудивительно, что 
новые учебники для IV и V классов много говорят о 
графиках, графическом осмыслении формул,  графиче
ском решении уравнений.  Как и темы о решении урав
нений, графический материал значительно «омолодил
ся» :  он изучается теперь не в VI, а уже в IV классе. 
Этим,  благодаря большой наглядности графического 
материала, тоже достигае'Гся о б л е г ч е н и е нового 
курса математики по сравнению ·С преж!ним :  ведь чис-
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ло часов и количество материала в целом осталось 
примерно таким же, но материал во многом стал про
ще, нагляднее. Конечно, новизна м атериала и непри
вычное п остроение I<ypca  вызывают определенные труд
ности у учителей и родителей , но для учащихся этот 
материал , несомненно, проще. 

Однако . в сегодняшней беседе мы уделим основное 
вним ание не уравнениям, не функциям и графикам, а 
первой идейной линии, отмеченной м ною,- постепенно
му обобщению понятия числ а . . .  
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- Как вы. знаете,- продолжал после некоторой паузы 
Николай Никол аевич,- запас чисел , изучаемых в шко
ле, возиакает не сразу: ·сначала учащиеся знакомятся 
с натуральными числами ,  затем к ним присоединяются 
дробные 11,  наконец, отрицательные числа ,  чем завер
шается построение п о  л я р а ц и о н а л ь  н ы х ч и с е л .  

- Значит, не  только биологи говорят на  своих уро
ках о полях, но  и м атем атики? - удивил ась Анн а Але
ксандровна .  

- Да, представьте себе. Только в числовом поле 
«р астут» не злаки, а Ч'И·сла.  Но об этом я упомянул 
лишь попутно. Так вот, в V классе учащиеся уже 
имеют полный «запас» рациональных чисел. Ну, а в 
старших кл ассах пойдет разговор уже о действитель
ных (т. е. не только рациональных, но и иррациональ
ных) числах и о числах комплексных. Очень важно за
метить, что постепенно ра·сширяющийся запас чисел 
изучается не только в том отношении, к а к и е ч и с л а 
в него входят, но и в отношении д е й  с т в и й над эти
ми числами и з а к о н о в д е й  с т в и й. Этот материал 
и р аньше изучался в школе, но знакомство ·С ним было 
очень беглым,  формальным, и в результате учащиеся 
не отдавали себе ясного отчета , где ц когда они исполь
зуют те или иные свойства действий. В результате де
ти не nонимали смысла проводимых алгебр аических 
преобразований и потому допускали ошибки в вычис
лениях и при решении примеров. Новая врограмма тре
бует сознательного, глубокого усвоения свойств дейст
вий и их роли  в алгебре. Вот обо всем этом мы и по
говорим сегодня подробнее. Как вы знаете, множество 

N= { 1 ,  2, 3, . . .  � 
всех натуральных чисел называется натуральным. ря
дом.. Уже в 1 классе дети знакомятся с четырьмя ариф
метическими  действиями над натуральными числами .  
Это - ·сложение, вычитание, умножение и деление. 
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Однако нужно иметь в виду, что сложение и умно
жение в множестве натуральных чисел выполнимы все
гда (т. е .  для любых двух чисел ) , а вычитание и деле
ние - не всегда.  Возьмите числ а  2 и 5. Сложить их 
можно - будет семь. Перемножить тоже можно - бу
дет десять. А вот вычесть два из пяти можно - будет 
три,- но пять из двух нельзя.  Разделить же ни два на 
пять, ни пять н а  два не удается . 

- Как это не  удается ! - возмутилась Анна Але
ксандровна.- И вычесть можно пять из  двух - полу
чится минус три,- и разделить можно. Вот, пожалуй
ста :  2-5=-3; 2 : 5=2/5• 

- То, что вы написали,  совершенно правильно. Но 
ведь мы говорим о начальном обучении, и вы должны 
учесть, что в это время дети еще не  знают ни дробей, 
ни отрицательных чисел . Поэтому они и не могут вы
полнить этих действий. Иными словами, в самом мно
жестве н атур альных чисел, не  выходя за его пределы ,  

дейс"Гвия 2-5 или  � невыполнимы.  Как  видите, не  5 
все дозволено в множестве натуральных чисел! 

Но вот с 1 1 1  класса вводятся дроби. Теперь хоть 
два дели на  пять, хоть . пять .на  два .  Мы получаем воз
можность делить любое число на  любое. Остается 
только од1но запрещение, причем остает.ся навеки : на 
нуль делить нельзя. 

В V классе появляются отрицательные числа.  Те
перь уже можно неограниченно выполнять все четыре 
арифметических действия - .кроме, разумеется, :деле
ния на нуль.  

В есьм а  существенным являеТ!ся то, что, н ачин ая с 
1 класса и до завершения построения поля рациональ
ных чисел в V классе, изучение все расширяющегося 
запаса чисел тесно увязывается с законами действий :  
1юм мутативным, ассоциативным, дистрибутивным. 
Обычно в школе их называли иначе:  переместительный, 
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сочет ательный и расnредели
тельный законы.  Когда м ы  
говорим , что опер аци я  под
чиняется коммутативному (пе
реместительному) закону, это 
значит, что если числа а и Ь , 
участвующие в операции, по
менять местами,  то результат 
не изменится, причем это дол
жно быть верно для л ю б ы х 
чисел а и Ь. Ком мутативному 
закону подчиняются и сложе
ние чисел , и умножение,  т . е .  
а+Ь = Ь +а, аЬ = Ьа. Напро
тив, вычитание и деление не
коммутативны, т. е .  р авенства 
а-Ь = Ь-а и а :  Ь = Ь : а в об
щем случае (т . е. для л ю б ы х  
чисел а и Ь )  неверны. Хотя 
при а = Ь  р авенство а-Ь = Ь-а 
справедливо, мы не можем 
считать вычитание коммута
ти.вной операцией, так как не 
для любых чисел а и Ь равен
ство а-Ь = Ь-а верно. Напри
мер ,  3-6+ 6-3. То же отно
сится и к делению. 

Твперь ,об ассоциативности. 
Предположим,  нам нужно при
бавить к числу а сум му чи
сел Ь и с. Это можно сдел ать 
так: сложить Ь и с и затем 
осуществить требуемое сложе
ние. Например,  8+ (2+4) = 
= 8+6 = 1 4 . Но можно посту
пить и иначе : прибавить к чю:-
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лу а сначала первое сл агаемое, а затем к получившей
ся сумме прибавить второе сла гаемое.  Н апример,  в 
нашем случае это даже удобнее : 8+ (2+4) = (8+2)  + 
+4 = 1 0+4 = 1 4 . Ан алогично можно поступать и при 
умножении :  8 · (2 · 4) = (8 · 2 ) · 4 . В общем случае эти 
равенства  записываются так :  

а+ (Ь+с)  = (а+ Ь )  + с, а ( Ь с) = (аЬ)  с .  

Это и есть ассоциативные ( сочетательные) законы 
сложения и умножения . 

В ычитание и деление - неассоциативные операции. 

Например,  8- (4-2) = 6, но ( 8-4) -2 = 2, так что 
8- (4-2) + (8-4) -2. Аналогично в случае деления. 

Если ком мутативный и ассоциативный законы фор
мулируются отдельно для сложения и умножения, то 
дистрибутивный (р а•спределительный) закон связывает 
сложение и умножение вместе. Чтобы его пояснить, 
возьмем такой пример.  Пусть нужно умножить число 
14 на сумму чисел 2 и 4. Это можно сделать по-разно
му. Можно вначале найти сумму чисел 2 и 4 и потом 
выполнить умножение: 1 4 (2+4) = 1 4 · 6 = 84. Но можно 
поступить и иначе :  умножить 14 на  2, потом умножить 
14 на 4 и наконец сложить полученные произведения : 
1 4 · 2+ 1 4 · 4 = 28+56 = 84. Результат получил ся один и 
тот же, т. е. 1 4  (2+4) = 1 4  · 2+ 1 4  · 4. В ообще, для любых 
чисел а, Ь, с спр аведливо равенство 

а (Ь+с)  = аЬ+ас. 

Это и есть дистрибутивный закон ( или,  как еще гово
рят, свойство дистрибутивности умножения Оl'Носитель
но сложения ) .  Отмет.им , что имеет место также дис
трибутивность умножения относительно вычитания : 

а (Ь-с) = аЬ-ас. 

Например, 7 (5-2) = 7 · 5-7 · 2 . Деление же недистрибу-
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тивно IШ относительно сложения, ни относительно вы
читания.  Вот подтверждающие лримеры : 

8 :  (4+2)  = 1 1/з , а 8 : 4+ 8 : 2 = 6; 
8 :  (4-2) = 4, а 8 : 4-8 : 2 = -2.  

Впрочем,  деление подчиняется так называемой 
п р а в о й  дистрибутивности :  для любых чисел а, Ь, с, 
где с =!= О, справедливы равенства 

(а+Ь )  : с = а : с+Ь : с, (а-Ь ) : с = а : с-Ь : с. 

Н апример, ( 20+30) : 1 0 = 50 :  1 0 = 5, 20 : 1 0+ 30 : 1 0 = 
= 2+ 3 = 5, т. е. (20+30) : 1 0 = 20 : 1 0+30 : 1 0. 

Все это, как вы видите, обычный школьный м атери
ал . Новое состоит лишь в том ,  что теперь дети будут 
изучать его более внимательно. 

""' 

Иногда говорят, что нельзя вводить в школу новых 
слов :  ,коммутативность, ассоциативность, дистрибутив
tюсть; что нужно оставить старые названия :  перемести
тельность, сочетательность, распределительность. Одна
ко это устаревающая точка зрения . Ведь никто не ви
дит нреда в том, что дети на уроках биологии произно
сят название «дезоксирибонуклеиновая кислота», а на  
уроках физики говорят о трансфор маторах и аккумуля
торах. Возражение, что у этой кислоты нет русского, 
«понятного» названия,  неосновательно. Н азвание можно 
было бы и придумать. Прtидумали же старые методис
ты названия : переместительный, сочетательный и рас
пределительный. Это было сдел ано, чтобы детям было 
легче. Вот и для ДНК можно придумать понятное на
звание, а а�кумулятор можно было бы называть нако
пителем. Но вряд ли это целесообразно. Во всем мире 
дезоксирибонуклеиновая кислота называется и менно 
так. И во всем мире, в том числе и в нашей, советской 
математической науке, переместительный з акон назы
вается коммутативным,  сочетательный - ассоциатив
ным, а распределительный - дистрибутивным. В сюду, 
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кроме школ ы. Можно возра зить, Что дезоксирн боl!у
клеиновая ,кислота изучается лишь в Х классе, а зако
ны действий - в IV. В ерно,  но  ведь ученики IV класса 
лихо говорят о л азерах и гиперболоидах, о космосе, 
о лайнерах, совершающих перелеты между городами ,  
и о многом другом .  В ряд ли три  новых слова их испу
гают. Да и трудно сказать, так  ли уж «nонятно» слово 
«раопределительность» . Кто-ни будь из детей ,  возможно, 
скажет, что скорее равенство а+ (Ь+с) = (а+Ь )  + с  
можно н азвать распределительностью, т а к  к а к  здесь по
разному «р аспределяются» скобки в левой и в правой 
частях р авенства .  

- Простите, что я вас перебиваю,- вмешался Петр 
Иванович .- Но мне при:помНiилось, как один шести
кл ассник назвал ассоциативный закон а+ (Ь+с) = (а+ 
+ Ь )  +с  переместительным : он сказал, что скобки в нем 
«перемещаются» .  Так что тут я впол'не к вам  ,присоеди
няюсь. 

- Однако шrшльные традиции живучи,  и даже в 
новых учебниках пока остались старые названия этих 
законов. 

Тот факт, что новая прогр амма предусматривае1 
более серьезное изучени.е этих законов, чем прежде, 
далеко не случаен. С их помощью удается привести 
в систему, казалось бы, р азрозненные правила алгеб
ры. Вот мы и хотим, чтобы дети понимали, откуда что 
берет·ся. З апомнить здесь нужно не так уж много :  ком
мута11ивные законы сложения и умножения, ассоциа
тивные законы сложения и умножения, дистрибутив
ный закон и еще чуть-чуть: роль нуля при сложении 
и роль единицы при умножении. Вот полный перечень 
всех э11их з аконов : 
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а+Ь = Ь +а; аЬ = Ьа;  
а+ (Ь+с) = (а+Ь) +с;  а ( Ьс)  = (аЬ) с ;  
а ( Ь+с)  = аЬ+ас; 



а+О = а ; a · l  = а; 
1 

а+ ( -а) = О; а · - = 1  н р н  а =А О. 
а 

Кстати, Анн а Александровн а , н могу теперь точно 
ответить вам ,  что такое поле в матем атическом понима
нии . Поле - это такое множество чисел, в котором для 
любого числа а имеется также противоположное чис
ло - а, для любого числ а  а* О имеется обр атное чис-

1 
ло а и при этом справедливы все перечисленные за-

коны. Н апример, все р ациональные числа  (целые и 
дробные, положительные и отрицательные) эти ми свой
ствами обл адают. Поэтому это множество чисел и на
зывают полем рациональных чисел . 

- Простите, Николай  Николаевич, я хоть и инже
нер - вроде бы с математикой в дружбе,- а одной ве
щи не понимаю. Где же у вас  отмечена роль нуля при 
умножении?  Где записано, что произведение любого 
числа на ;нуль равно нулю? 

- В идите ли,  Юрий Алексеевич,  это уже можно 
д о к а з а т ь н а основании перечисленных з аконов. 
Кстати, эти законы н азывают 13 м атем атике аксиомами  
поля .  Иными словами,  р авенство а · О = О  не включено 
в сводку основных законов, в список аксиом, потому 
что это т е о р е м а , и мы сейчас докажем ее. Для это
го рассм отрим произведение чисел а и Ь. Его можно 
записать так:  аЬ = а (Ь +О) , поскольку Ь = Ь +О. Но 
а ( Ь +О) .= аЬ + а · О, согл асно дистрибутивному закону. 
Мы .получили, что аЬ = аЬ +а · О. Если теперь из обеих 
частей этого раiЗенства вычесть аЬ (или , что то же са
мое,  прибанить число -аЬ) , то после приведения по
добных членов ( которое сiЗодится к применению ассо
ци ативного ;и коммутативного законов сложения и к 
при менению равенства а+ (-а) = 0) мы получим 
а ·  О = О,  что и требовалось доказать. Я вовсе не хочу 
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ск а з ати,  что эту теорему нужпu доказывать u 1 ИJI И 
даже в V классе. Я ,н ривел ее доказательство только 
дл я того, чтобы чуть-чутi, приоткрыть перед вами пути 
построения алгебры.  

- И, если позволите, еще один вопрос,- не ун и
мался Юр;ий Алексеевич.- При  решении  уравнений  
мы часто применяем следующее правило :  «Если произ
ведение аЬ равно нулю, то обязательно хотя бы одно 
из чисел а или Ь должно быть равно нулю». Вот я и 
х·очу у вас  �опросить : это что же, новая аксиома ,  кото
рую н адо будет ввести в старших классах, или это 
тоже может быть доказано на основании уже пере
численных аксиом? 

- Да, да, Юрий Алексеевич,  может быть доказано. 
В опрос очень интересный, и я с удовольствием приве
ду доказательство. Итак, пусть аЬ =О. Возьмем число а. 
Если оно равно нулю, то ваше утверждение, Юрий 
Алек,сеевич, справедливо .  Значит, нужно лишь рас
смотреть случай ,  когда а =1= О, и доказать, что в это м 
случае обязательно Ь = 0. Так как а =f О, то можн о 

1 
рассмотреть число -- .  Умножим н а это число обе 

а 
части исходного равенства аЬ = 0, т. е. напишем 
1 1 

- ( аЬ )  = - · 0 . Мы уже знаем,  что произведение лю-а а 
бога ч исл а на  нул ь  равно нулю, так что можно на.ни -

сать..!.. (аЬ)  = 0. Применяя ассоциативный закон,  по -а 
лучаем ( -1 · а ) Ь = О, откуда (а · ...!. ) Ь = О, или l · b = O, а а 
и, значит, Ь = 0. Вот и все . доказательство.  

- Ну что ж, батенька,- вступил в разговор Петр 
Ива.нович,- это все очень убедительно.  Кстати , я вижу 
и еще одно применение  этих аксиом . Я имею в виду 
разложение на множители - знаете, сколько мучений 
оно доставляет ШI<Ольника м !  Эта тем а  трудна не толь
ко тем, кто плохо знает формулы. Даже вынесение за 
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скобки проходило обычно весьм а негладко. А между 
тем вынесение за  скобки - это простое примепение дис
трибутивного закона �  

аЬ+ас=а (Ь -1-с) .  

P a iiЫlle Я так Я СН О  себе ЭТО J ie  предста влял . 
- Позвольте, позвольте,- вдруг елохватилась Ан

н а Александровна.- В аша система аксиом явно недо
статочна :  в ней же ничего не говорится о вычитании и 
делении!  

- В ы правы, о вычитании и делении ничего п с  
сказано .  И тем не менее новых аксиом добавлят1, не 
нужно. Начнем с вычитания.  Кто мне с к ажет , к;ш н ро
нсрить справедливость равенства 20-2 = 1 8? 

Посыпались предложения :  
- Взять двадцать предметов, н п nтом отл ожить 

JIЩI ·И пересчитать оставшиеся .  
- В ычесть из двадцнти воссм н адц:l.ТI> . 
- Прибанить два к в о се м н а д ц а т и .  
- Так,- подытожил Николай  Н и кол а е в и ч . - З н а-

чит, либо проверять на  вещах са мо  действие «двадцать 
м инус два», либо проделывать другие операции. Одн а 
из них - снова вычитание, зато другая - сложение .  
Вvт она-то меня и интересует, так как он а сводит 
действие вычитания к сложению, о котором мы уже 
говорили :  20-2 = 1 8, так как 2-1- 1 8 = 20. 

В ообще, равенство а-Ь =с означает то же самое, 
что и равенство а=Ь+с. Это и есть определение вы
читания.  Оно позволяет все свойства вычитания дока
зывать с помощью свойств сложения ,  так что новых 
аксиом, говорящих о «законах вычитания» , добавлятu 
н е  нужно.  

Для примера докажем ди стр и бути вн о сть умножени я 
относительно вычитания :  

з• 
x(y-z) =xy-xz. 
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Мы знаем, что а = Ь-с, когда а+с-:-Ь .  Значит, что
бы доказать, что x (y-z) = xy-xz, достаточно устано
вить ,справедливость равенства x (y-z) +xz = xy. Одна
ко x (y-z) +xz = x [ (y-z) +z] , а это выражение, в 
самом деле, р авно ху (так к а к  в кв адратных скобках 
получится у) . 

Обр атите внимание  еще па  р авенство 
а+ (-а) - 0. 

Это равенство находится в вышеуказанном списке ак
сиом .  Оно позволяет рассматривать минус не только 
как обозначение действия вычитания, но и в совершен
но .новом смысле. Число - а - это число, противопо
ложное числу а. Если а р авно 2, то -а р авно -2, а 
если а равно -3, то -а р авно 3. Написанное равен
ство означает, что -а = О-а, т .  е .  что р азность 0-а 
можно записать как  -а. 

Докажем в ка ч еств е  прпмера , что 

а-Ь = а+ (-Ь ) . 

Чтобы это доказать, надо установить, что [а+ 
+ (-Ь] + Ь = а. В самом деле: [а+ (-Ь) ] + Ь = а+ 
+ [ (-Ь) +Ь] = а+ [Ь+ (-Ь ) ] = а+О = а. Какие аксио-
мы сложения использовались в этом доказ ательстве, вы 
легко проследите сами.  

Доказанное равенство а-Ь = а+ (-Ь) означает, 
что вычитание сводится к сложению, и это делает по
нятным,  почему не нужны аксиомы,  описывающиt 
свойства вычитания .  

- Ну, что же, в этом мы как  будто р азобрались,
сказала Анна Александровна.- А вот я вас попрошу 
объяснить, почему нельзя делить на нуль. 

- С удовольствием.  Равен ство а : Ь = с  озн ачает , что 
а = Ьс. 

Это так же, как с вычитанием и сложением ? 
- Даt да .  Напр имер, 6 : 2 = 3, так как 2 · 3 = 6; или, 
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скажем, 2 : 5 = 0,4, так как 5 · 0,4 =2. Но, например,  8 : 0  
нельзя пр·иравнять н и  к какому числу. Ведь если  б ы  та
кое число а существовало, т .  е .  8 : 0 = а, то получилось 
бы, что 8 = 0 · а = 0. Как видите, это невозможно:  8 ведь 
не равно нулю.  В от и получается ,  что «частному» 
8 : 0  нельзя придать ника�ого смысла .  Правда, если 
н у л ь делить н а  нуль,  то такого проТiиворечия не по
лучается . Смотрите: если О : О = а, то должно быть 
О = О · а. В се как будто правильно.  Но в равенстве 
О= О · а  число а может быть л ю б ы м. В едь и 0 · 2 1 = 0, 
и 0 - 45 = 0, и 0 · 0 =0. Поэтому действие 0 : 0  не может 
дать определенного результата .  И оно не рассматри
вается, как бессмысленное. В от и получает.ся ,  что если 
a=f- О, то записи а : О  нельзя придать никакого смысл а,  
а действие 0 : 0  тоже смысла не имеет. Итак, на нуль 
делить нельзя .  

- То, что  вы нам сегодня сообщили,- сказал IОрий 
Алексеевич,- ,н а м  нужно, так сказать, для общего 
развития.  А для чего все это у •Iеникам первых пяти 
кл ассов? По-вашему получается, что законы арифмети
ческих действий нужно учить, так ка,к они пригодятся 
где-то ,в дальнейшем и ,  может быть, для доказательст
ва некоторых совершенно очевидных теоремок, вроде 
а - 0 = 0. 

- Ну, нет. Это было бы преждевременным заклю
чением . Сейчас  я собираюсь показать вам ,  что эти за
коны используются буквально на  каждом ш агу. И н ач
ну прямо с I кл асса.  Там вначале изучаются сложение 
и вычитание чисел первого десятка ,  т. е. однозн ачных 
чисел , а затем - первой сотни ,  т. е .  двузначных чисел. 
Результат сложения чисел первого десятка поясняет.ся 
подсчетом предметов . Сколько будет 7+ 3? Отсчиты
ваем семь палочек. З атем отсчитываем отдельно три 
палочки. Получившиеся кучки  из палочек объединяем.  
Пересчитываем, сколько их всего. Вот и получается, 
что 7+3 будет 1 0. Этот способ можно усовершенство-
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вать: отсчитав семь палочек, прибанить к ним три,  при
считывая их :  «восемь, девять, десять» .  Но это уже с.riе· 
дующий этап,  так как здесь число 3 не фигурирует в 
явном виде, и ученик должен параллельна с отсчетом 
«восемь, девять, десять» вести про себя, внутри себя, 
отсчет «один, два ,  три», иначе он не  остановится во
время .  Так что при  этом опоеобе игр ают большую 
роль  навыюи счета .  

Наряду · С  палочкам и  важнейшим инструментом для 
счета должна стать л инейка.  Нет, не логарифмическая ,  
а самая обычная м асштабная  линейка с сантиметровы
ми делениями .  С ее помощью к семи  прибанить три 
Jiегче, чем устным присчитыванием. Делается это так :  
от.мечаем первое сл агаемое 7 и от него ш агаем н а  три 
единицы вправо.  Основное облегчение в том,  что при 
таком споообе считать можно не «восемь, девять, де
сять», а «один, два ,  ->гри».  Конечно, для этого нужно 
зв ать две важные вещи : что числ а  обозначаются точ
ками на nря мой и что чем больше число, тем правее 
его обозначение.  

И уже здесь, на этом этапе, широко применяется 
коммутативность сложения.  Согл аситесь, есл и вам да
дут пример 3+29, вы будете не к трем присчитывать 
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двадцать девять, а к двадцати девяти три . И детей мы 
учим пример 2+ 6 реш ать не присчитыванием шести 
единиц к двум : «ТрiИ , ч етыре, пять, шесть, семь, восемь» , 
а двух единиц к шести : «семь, восемь» .  Но  для этого 
приходится пользоваться ком мутативностью сложения : 
2+6 = 6+2. В том,  что этот закон справедлив, дети 
убеждаются уже при первом опоеобе вычислений - н а 
палочках.  Прикл адыван к шести палочкам две, а затем 
наоборот - .к двум палочкам  шесть, они оба раза по
лучают одну и ту же 'кучку палочек. Убедившись, что 
закон а+Ь = Ь + а  спр аведлив, дети применяют его, 
чтобы выполнить сложение наиболее удобным опосо
бом .  В конце концов, в результате частого примене
ния, в результате большой тренировки,  дети постепен
но выучивают такую таблицу ,сложения :  

+ 1  2 3 4 5 6 7 8 9 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  
2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  
3 4 5 6 7 8 9 1 0  
4 5 6 7 8 9 1 0  
5 6 7 8 9 1 0  

6 7 8 9 1 0  

7 8 9 1 0  

8 9 1 0  

9 1 0  

Очень  полезно поработать с такой табличкой.  Мож
но рассмотреть, к а к  устроены строки и столбцы, с ч е
го н а ч.инается кажды й столбец, почему каждое сле
дующее число  в стол бце н а  единицу больше предыду
щего, почему одни строки дл иннее, другие короче. 
А кроме того, можно обр атить вни мание н а  диагонали, 
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з аметив, что именно по диагонали расположены внутри 
таблицы повторяющиеся числа .  Почему число 4 повто
ряется �внутри таблицы три раза?  Потому что 4 =  1 +3, 
4 = 2+2, 4 = 3+ 1 .  Как видно, две из этих трех записей 
очень похожи. В них проявил себя коммутативный за
кон сложения.  

В этой таблице выявлен состав каждого числа .  На
пример, число 6 встречается в ней пять р аз,  так как 
6=5+ 1 =4+2 = 3+3 = 2+4 = 1 +5.  Эта задача - раз
биение числ а  на  два слагаемых - очень важная. 

Весьма существенно, что эту же табличку можно 
использовать и для вычитания чисел . Например,  
1 0-4 = 6, так как 10 стоит на  перекрестке 4 и 6. Мы 
энаем, в чем тут секрет: 1 0 = 4+6, и поэтому 1 0-4 = 6. 
Вот и первоклассника мы учи м  связи между сложени
ем и вычитанием . Мы объясняем ему, что в нашем 
примере нужно искать 1 0  в той же строке, где слева 
стоит четверка, а потом поемотреть, что н ад этой де
сяткой. Конечно, можно вычитать и не по та бличке, 
а снова на  палочках, или на  линейке, или устным от
считываiНием. Но в любом случае ученик должен ви
деть связь между высказыванием 1 0-4 = 6  и высказы
ванием 1 0 = 4+6. 

Но как узнать, понимает ли  он эту связь? Для это
го н адо время от времени спрашивать, как проверяет
ся вычитание,- до тех пор,  пока вы не убедитесь, что 
это прочно усвоено. Напомню еще раз, что каждое вы
читание можно проверить сложением : правильиость 
выполнения действия а-Ь = с  провернется через 
Ь + с = а. 

До сих пор мы говорили о сложении внутри перво
го десятка, т. е. о таком сложении ,  когда н е  только 
слагаемые, но и сум ма  не превышает десяти .  Но очень 
скоро арсенал первокл ассника расширяется : он учится 
скл адывать любые чисд а  от 1 до 1 0, а также прибав
лять и вычитать нуль. Тем самым он овдадевает со-
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держанием правила а+О = а, от�уда немедленно полу· 
чается а-О = а. З амечу, что некоторые пе.м.агоги и ме· 
тодисты трактуют э11и правила как «прибавление ниче· 
го» и «вычитание ничего». Эта трактовка, однако, 
очень вредна .  Она  приучает школьника к мысли, что 
нуль - это ничто. Между тем нуль - это число, играю· 
щее в математике важную роль. Так что подобные 
разъяснения недопустимы.  Это - типичный пример 
вульгаризации м атематики. В место этого нужно лишь 
предложить детя м запомнить, что прибавление нуля не 
изменяет слагаемого :  если к какому-нибудь числу при· 
бавить нуль,  то получится исходное число. Это и будет 
рассказ об аксиоме а+О = а  для 1 кл асса.  

Выходя за  пределы !ПеР'вого десятка, дети прежде 
всего учатся складывать любые числа от О до 1 0. При 
этом сум ма  может принимать значения от О до 20. 
Таблица сложения становится теперь более громозд· 
кой. А палочки считать или с линейкой р аботать тоже 
хлопотно :  можно ошибиться из-з а  длительных присчи·  
тываний. Ясно, что ребенок должен н аучиться у с т н о ·  
м у счету в этих пределах. Посмотрим ,  как это де
лается . 

Как мы, взрослые, стали бы искать в уме сумму 
250+56? Вероятно, сначала мы прибавили бы к 250 
число 50. Будет 300. Да еще 6 - будет 306. Вот так : 

250+56 = 250+ (50+6) = (250+50) + 6 =300+6 = 306. 

- Как видите,- продолжал он,- здесь использован 
ассоциативный закон сложения : а+ (Ь+с)  = (а+Ь )  + с, 
причем он применен в случае, когда а = 250, Ь =50 и 
с = 6. Примерно так же овладевают счетом в преде· 
л ах 20 пер,воклассники. 

Как, например ,  объяснить им,  что 7+5 = 1 2? Вот тут
то и придет на  помощь ассоциативность сложения.  На·  
до прибавить к 7 не сразу 5, а сначал а 3 и затем 2 :  

7+5 = 7+ (3+2)  = (7+3)  +2 = 1 0+2 = 1 2. 
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Однако как ребенок догадывается, что 5 надо запи
сать в виде 3+2, а не, скажем ,  4+ 1 ?  Для этого дети 
должны прочно усвоить состав каждого числа до 1 0, и 
особенно состав  числа  1 0. Тогда операции, подобные 
этой, будут выполняться почти автом атически. 

Но, ,предположим,  у ребенка ничего не  получается. 
Пусть, н апример, он никак не ,может сосчитать, сколь
ко будет 8+6. Или,  может быть, он н ашел на палочках, 
что это будет 1 4, но  не  может объяснить, почему дол
жен получиться именно такой ответ. Вы можете напра
вить его на путь ис11инный такой последовательностью 
вопросов : 

8+6 - это больше, чем 1 О? 

Что нужно прибавить к 8, чтобы получилось 1 0? 
А н ам сколько нужно прибавить к 8? 
После этого вы предлагаете прибавить 6 к 8 не 'Сра

зу,  а по частям :  вначале 2, а потом все остальное. Вот 
и получится : 

Если вы будете терпеливо повторять с ребенком эту 
последовательность умс'Гвенных действий при каждом 
за'Груднении ,  он постепенно усвоит ее, и притом вполне 
сознательно.  

- Так сколько же таких правил нужно усваивать, и 
притом вполне  сознательно? - опросил Григорий Ан
дреевич. 

- Приятно заметить, что по новой программе ре
бенку придется усвоить всего четыре таких правила 
для всех примеров на  сложение и вычитание. И это 
вместо двух десятков р азл ичных правил старой про
гр аммы .  

Эти  четыре правила говорят о прибавленим числ а 
к сум ме и суммы к числу, а также о вычитании числа 
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8 + 6 = 8 +  (2 + 4) = (8+ 2) + 4 

из сум мы и суммы из числа .  Вот первые два пра 
вил а :  

Чтобы прибавить сумму к числу, можно прибавить 
к этому числу одно из слагаемых, а потом к результа
ту прибавить второе слагаемое. 

Чтобы прибавить число к сумме, можно прибавить 
его к одному из слагаемых, а затем к получившемуся 
результату прибавить второе слагаеАюе. 

В буквах в общем виде эти правил а выглядят так :  

а+ (Ь+с) = (а+Ь ) +с; 
(а+Ь ) +с= (а+с) +Ь .  
Первая строчка - это просто ассоциативный з акон, 

а вторая получается так,- и Никол ай Никол аевич на 
писал : 

(а+Ь )  +с= (Ь+а) +с=Ь+ (а+с) = (а+с) +Ь . 
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xyzt=(xy)zt =x(yt)z= . . .  
- Здесь я воспользовался сначала коммутативно

стью сложения,  з атем ассоциативностью и, наконец. 
снова коммутативностью.  Эти формулировки могут по
казаться несколько сложными.  Следует, однако, заме
тить, что прямым следствием коммутатиВ!Ного и ассо
циативного законов является следующая теорема : 
«Любую сумму, состоящую из конечного числа слагае
мых, можно писать, как угодно меняя порядок слагае
мых и как угодно их группируя» . 

Один из примеров на  применение этого правил а  
мы уже имели .  Рассмотрим еще пример, причем решим 
его двумя способами,  пользуясь обоими указанными 
выше правилами : 

7+8 = 7+ (3+5)  = (7+3) +5 = 1 0+5 = 1 5 ;  

7+8 = (2+5) + 8 =  (2+8) +5 = 1 0+5 = 1 5  . . 
С поыощью этих правил 

только однознаЧJные числа :  
+ (3+ 5)  = 1 0+8= 1 8. 

можно скл адывать и не 
1 3+5 = ( 1 0+3)  +5 = 1 0+ 
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Еще два правил а касаю11ся вычитания. Эти правила 
таковы : 

(а+Ь ) -с+ (а-с) + Ь ;  

а- (Ь+с)  = (а-Ь ) -с. 

Их легко объяснить ребенку, м анипулируя с кучка
ми предметов, кучками палочек. Ну а вам я предложу 
в сегодняшней «домашней р аботе» доказать их в об
щем ·Виде. Нужны же эти правила ,в таких,  скажем, 
пример ах:  

1 2-5.= ( 1 0+2) -5 =  ( 1 0-5) +2 = 5 +2 = 7; 

1 4-6 = 1 4- (4+2) = ( 1 4-4) -2 =  1 0-2 = 8. 

Разумее'!'ся, с таким же успехом можно было бы в 
первом примере применить второе пра,вило, а во вто
ром - первое. 

Эти приемы сложен11я и вычитания применяются и 
при вычислениях столбююм.  Так, в примере 

+ 467 
859 

1326 

полные вычисления иопользуют у.помяiНутое ранее об
общение коммутативного и ассоциативного законов сло
жения .  

Вот •эти вычисления : 
467+859 = (460+7) + (850+9) = (4б0+85О) + 

+ (7+9) = . . .  

Николай Николаевич прервал свои выкл адки и ска
з ал :  

- Как видите, применяя ассоЦиативный и коммута
тивный законы сложения, мы получил и ,  что можно от
дельно •складывать десятки и отдельно единицы. При 
сложении столбиком учащийся обыtЮно  не задает себе 
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вопроса «почему так можно дел ать?» ,  а сразу именно 
так и поступает: скл адывает отдельно единицы с еди
ницами .  Будем вычислять дальше : 

(460+850) + (7+9) = (460+850) + 1 6 = (460+ 
+850+ 1 0) +6 = (46+85+ 1 ) 1 0+6. 

Здесь кроме  ассоциативного закона применен еще 
и дистрибутивный . Две цифры я н аписал жирнее, чем 
другие. Это те самые «шесть пишем, один в уме» ,  ко
торые говорит про себя (а на первых порах вслух или 
шепотом )  учащийся.  Иными �словами,  в разряде еди
ниц получает.ся 6 и , кроме того, к числу десятков rн адо 
прибавить еще единицу («один в уме» ) . Теперь под
считаем число десятков :  

46+85+ 1 = ( 40+6)  + (80+5) + 1 = ( 40+80) + 
+ (6+5+ 1 ) = (40+ 80) + 1 2 =  (40+80+ 1 0) +2 =  
= (4+8+ 1 )  1 0+2. 

Мы ·получили следующий шаг при  сложении стол
биком : два пишем, один в уме. 

Иначе говоря,  результат сложения теперь уже вы
глядит так :  

467+859 = [ (4+8+ 1 ) 1 0+2] 1 0+6 = (4+8+ 
+ 1 ) 1 00+26. 

Остается найти число сотен : 4+8+ 1 = 1 3, и резуль
тат готов : 467+859 = 1 326. Как видите, з аконы сложе
ния и умножения нужны н ачИ\Ная с 1 класса, нуЖJНы 
они и при действиях с много.::шач,ными числами  в 1 1 1  и 
следующих кл ассах.  

С помощью небольшого числ а законов сложения 
можно создать в ·Сознании младшего школьника дейст
вительную оонову, на которую он всегда сможет опе
реться,  если з абудет какой-нибудь конкретный факт. 
То же можно сказать и об умJюжении .  Р аньше школь
ники самым безбожным образом путали умножение 
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числа  на  сумму и умножение числа на  произведение, 
делая такие, например, вопиющие ошибки: 

а (Ьс)  = (аЬ) · ( ас) , а (Ь + с) = аЬ +с. 

Опыт nреподавания по новой программе nодтверж
дает, что эти ошибки происходили от отсутствия зна
ния ассоциативного закона  умножения и дистрибутив
ного закона .  В самом деле, что мог противопоставить 
учитель этим  ошибкам ученика, если правила не были 
сформулированы в кратком и сжатом виде? Теперь же 
учитель имеет возможность показать з апись этих за
конов в виде формул на  доске, в таблице, в учебнике: 

а (Ьс)  = (аЬ ) с, а ( Ь + с) = аЬ +ас. 

Он может предложить ученику сопоставить его ·ВЫК· 
ладки с этими законами.  

- Еще один вопрос,- перебил Петр Иванович.
Вы показали нам, как убедить детей ·в спр аведливости 
коммутативного закона сложения и равенства а+О = а. 
А :как пояснить им остальные законы арифметических 
действий? 

- Ассоциативность слож.ения поясняется на  группах 
предметов. Если в одной кучке у ва·с 7 зеленых каран 
дашей, в другой же 5 карандашей - 3 синих и 2 крас
ных, то, очевидно, безразлично, каким способом подсчи
тывать общее число ,карандашей :  присчитать к 7 все 5 
сразу или сначала присчитать 3 синих, а потом ,  после 
передышки, 2 красных. В от и вышло, что 7+ (3+2)  = 
= (7+3) +2. 

Теперь об умножении . Умножение вводится как 
кр аткая за,пись сложения одинаковых чисел : 8 · 3 =  
= 8+8+8, 1 · 5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 .  Произведение числ а 
на  единицу, скажем 5 · 1 , нуждается в особом определе
нии, так как в записи 5 · 1 =5 нет никакой сум мы,  нет 
сложения одинаковых слагаемых. Мы, по определению, 
считаем, что а · ! = а. Это анал огично равенству а+О = а. 

во 
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7 + 5 =  7 +(3 + 2) = (7 + 3) + 2  

Коммутативный закон умножения аЬ = Ьа легче всего 
пояснить, если одно из чисел (скажем, Ь )  равно едини
це.  Тогда, например,  4 · 1 =4 по принятому согл ашению, 
а 1 · 4 = 1 + 1 + 1 + 1 = 4 в силу определения произведения 
как суммы одинаковых сл агаемых. Итак,  4 · 1 = 4  и 
1 · 4 =4, т. е. 4 · 1 = 1 · 4 ;  вообще, а · 1  = 1 · а . А вот как 
объяснить, например,  что 3 · 5 = 5 · 3? Для этого мы по
строим такую фигуру. В ней 5 столбцов по 3 кружка ;  
значит, всего 3+3+3+3+3 кружков, т .  е .  3 · 5 кружков. 

0 0 0 0 0  

0 0 0 0 0  

0 0 0 0 0  
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Н о  м о ж н о  п одсч итать кружки и ин а ч е :  в этой фигуре 
т р и  стр очки п о  пять круж ков, зн ачит,  всего 5 + 5 + 5 ,  
т .  е .  5 · 3 к р ужков.  И т ак как об а эти п р о и з ведения обо
з н а ч ают одн о и то ж е  ч и сл о  кружков, то 5 - 3 = 3 · 5 . 

А н а л огично р а зъясняется и дист р и бутинн ы й  з а кон . 
Н а п р и м е р ,  что б ы  поясн ить р а венство 6 · ( 2 + 3 )  = 6  · 2 +  
+ 6 · 3, пост р о и м  т а кую ф и гуру.  З десь 6 стол б цов,  п р и 
ч е м  в к а ждо м стол б це и м еется 2 + 3  круж ков.  З н ачит,  
всего здесь 6 ( 2 + 3 )  кружков . Н о  м ожно сказ ать, что 
здесь 6 стол бцов по 2 ч е рных кружка и 6 стол бцов п о  
3 бел ых кружка,  т. е .  что здесь 6 · 2 ч е р н ы х  кружков и 
6 · 3 белых круж,ков, а всего 6 · 2 + 6  · 3 кружко в .  Вот и 
получ и л ось,  что 6 ( 2 + 3 )  = 6 · 2 + 6 · 3. 

И н а кон ец, а ссоциативный з а кон у м н ожен и я .  Поясн и м  
е г о  н а  п р и м ер е :  3 ·  ( 5 · 2 ) = ( 3 · 5 ) · 2 . Чrо такое 5 · 2 ? Это 
5+5. З н ачит, 3 ·  (5 · 2 ) = 3 · ( 5 +5 ) , а это, согл а с н о  ди ст
р и бути вному з а кону,  р а вно 3 · 5 + 3 · 5 . М ы  получили 
су м м у  двух один а ковых сл а г а е м ы х ,  к а ждое из кото р ы х  

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
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равно 3 · 5, т. е. эту сум му можно записать как (3 · 5 ) · 2 . 
Вот и получилось, что 3 ·  (5 · 2 ) = (3 · 5 ) · 2 . 

В заключение беседы Николай Николаевич вручил 
своим слушателям  очередное з адание. 

l .  _Доказать, что : 
а )  а+ (Ь-а) = Ь ; 

_ б ) (а+Ь ) -с = (а--с) +Ь ; 
в )  а- (Ь+ с) = (а-Ь ) -с; 
г) а--а = О ;  
д) если а--Ь = О, то а = Ь ;  
е )  если а = Ь, то а+с =,Ь + с и ас = Ьс ; 
ж)  если а+ с = Ь+ с, то а = Ь ;  

з )  а (-Ь) ,=-аЬ; 
и) (--а) · (�Ь )  = аЬ ;  
к)  если ас = Ь с  и с =/= О, то а = Ь.  
2. Доказать, что  справедливы следующие р а

венства (в которых числа Ь и d предпол агаются 
отличными от нуЛя ) :  

d а с а )  если а = Ьс, то т = ([ ;  
б )  .!!:_ = ad 

ь bd 
( ооновное свойство дроби) ; 

в ) : · Ь = а; 
а ас 

г
) Т . с = -ь- ; а с ас 

д) ь .  {[ = bd ; 
) _!!_ + .!_ _ ad + Ьс 

е ь d - bd 
а -а а ж) _ь = т = - т ·  
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3 1 -
3. Ваш сын вычисление суммы 8 + 16 провел 

та н :  
� + -1 = 3 - 1 6 + 1 · 8  48 + 8  5 6  7 
8 1 6  8 - 16 

= 128 = 
128 = ""16 .  

Что вы ему скажете? 

4 .  В а ш  сын не понимает, почему деление чис
а 

ла  на  дробь Т всегда можно заменить умноже-
ь 

нием того же числа  на обратную дробь а (где 

оба числа а и Ь отличны от нуля ) . Как вы ему 
это объясните? 



&еседа четвертая. 
сеНовое 

в wкоnьной 

rеометрню) 

- Сегодня наша тема,
начал Николай  Николаевич,
точечные множества ,  или гео
метрические фигуры. Вот види 
те, уже здесь ощущается"' пре
и мущество языка новой про
граммы перед старой. Геомет
рия, изолированный ра нее 
курс, стала теперь ближе к 
алгебре в понимании ребенка : 
алгебр а  изучает числовые, а 
геометрия - точечные мн оже
ства. Стали естественнее опре
деления. Раньше ученик гово
рил, что геометрия - это нау
ка о геометрических фигурах, 
а геометрические фигуры - это 
предмет геометрии.  За  преде
лы этого порочного круга он 
выйти не мог. Сейчас у него 
есть определение геометриче
ской фигуры через понятие 
множества и понят:ие точки . 

Напри мер, я уже упоминал 
о так называемых геоме'Гриче
ских местах точек. Этот тер 
мин укрепился в геометрии со 
времен Аристотеля.  Он считал , 
что поскольку геометрическая 
точка не и меет размеров, то, 
сколько бы мы точек ни «при 
кладывали» друг к другу, ни 
чего, кроме точки , и не полу
чи м. З начит, лини ю, по мне
нию Аристотеля , нельзя «со
ста·вить» из отдельных точек. 
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Отсюда и возник тезис о том ,  что линия не мо
жет считаться ·состоящей из точек, а лишь представляет 
собой м е с т о, где могут находиться точки. Вот и стали 
в геометрии называть линии, встречающиеся при реше
нии задач на  построение, геометрическими местами 
точек. Эти представления, идущие от идеалистических 
течений древнегреческой философии,  давно преодолены 
в м атематике. Мы сейчас  считаем любую линию, любую 
поверхность состоящей из точек, т. е. считаем ее м н о
ж е с т в о м точек. Отрезок, луч, прямая линия, круг, 
окружность, угол и другие фигуры представляют собой 
бесконечные множества точек. 

В последнее время и в школе стали рассматривать 
«геометрические места» с более современной точки 
зрения - как множества точек, обладающих некоторым 
свойством.  Но  вопрос этот оставался трудным для уча
щихся, и не  случайно. Если геометрическое место то· 
чек - это просто множество точек, то  один из терминов 
лишний . В месте с тем в описании геометрического 
места есть вреднейшие слова : иногда говорят, напри
мер, что геометрическое место точек - это множество 
точек, о б л а д а ю щ и  х н е к о т о р ы м с в о й с т в о м .  
Получается ,  что бывают множества ,  элементы к·оторых 
обладают некоторым общим свойством, но бывают и 
такие множества,  элементы которых яикаким общим 
для них свойством не обладают. Это разрушает пра
вилi>ное представление о множестве как о собрании 
элементов п о  векоторому закону, т . е. по признаку, 
свойству, общему для всех его элементов. Достаточно 
сказать, что все точки, составляющие множество М, 
обладают уже тем общим свойством, что они принадле
жат этому множеству. Здесь виден идейный вред 
понятия геометрического места точек. 

Кроме того, «геометрические места» способствуют 
укоренению одной существенной ошибки. Есть, напри
мер, такая теорема :  «Множеством точек, одинаково 
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удаленных от концов отрезка, является перпендикуляр 
к этому отрезку, проведенный через его середину»,
Николай Никол аевич сделал чертеж. 

- Здесь отмечено несколько точек на перпендику
ляре, и нужно доказать, что каждая из них одинаково 
удалена от концов отрезка , что, вообще, каждая точка 
перпендикуляра  одинаково удалена  от точек А и В, т. е .  
МА = МВ, NA = NB, КА = КВ и т. д. Но предположим,  
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мы это доказали . Дальше что? Многие ученики счита
ют, что дальше ничего, что теорема доказана .  Это 
распространеннейшая ошибка.  Разберем, в чем: о�а за
ключается . Мы хотели доказать, что проведенныи пер
пендикуляр и множество точек, одинаково удаленных от 
концов этого отрезка ,- это одно и то же. А доказали 
пока лишь то, что каждая точка перпендикулнра оди
наково удалена от концов отрезка, т. е. п р  и н а д л е
ж и т множеству точек, одинаково удаленных от концов 
отрезка.  А верно л,и обратное, т. е. каждая ли точка, 
одинаково удаленная от концов отрез,ка, лежит на  этом 
перпендикуляре? 

Это вопрос, требующий отдельного рассмотрения, 
вопрос, без решения которого доказательство не может 
считаться законченным .  

Ученики не очень хорошо улавливают эту мысль, но 
если объяснить ее с более общих позиций - не через 
пресловутые «геометрические места», а через множест
ва,- то все это оказывается куда более ,понятным. Нам  
нужно доказать равенство (т. е .  совпадение) двух мно
жеств : Р равно Q. В нашем случае Р - это множество 
точек, лежащих на перпендикуляре;  Q - это множест
во всех точек, одинаково удаленных от концов данно
го отрезка .  Но что такое р авные множества? Это 
множества, состоящие из одних и тех же элементов, 
одних и тех же точек. Итак, нужно доказать, что каж
дая точка множества Р принадлежит множеству Q и 
что каждая точка множества Q принадлежит множест
ву Р. А пока доказано лишь то, что каждая точка 
множества Р принадлежит множеству Q, т. е. что каж
дая точка перпендикуляра о.-инаково удалена от кон
цов отрезка .  Нужно еще доказать, что каждая точка 
множества Q прин адлежит множеству Р, т .  е . ,  что каж
да я точка, равноудаленная от концов отрезка, nри
надлежит этому перпендикуляру. Вот и вся премуд
рость. 
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Но ·все же тольt<О длst эtого, toJiькo для правиль
ного ланимания «геометрических мест», да еще для 
опреде.'lения геометрической фигуры вряд ли стоило 
бы использовать множества в геометрии .  Здесь пресле
дуются более глубокие цели .  

Дело в том , что курс геометрии по новой программе 
с самого н ачала н до последнего, Х класса пронизан 
идеей широкого 1Применения геометрических лреобра
зований, которые служат подлинным фундаментом но
вого курса геометрии. Но добиться правильного пони
мания существа геометрических преобразований, до
биться сознательного и у·спешного применения их при 
решении геометрических задач и доказательстве теорем 
невозмоЖJно без овладения школьниками языком тео
рии множеств. В от и 1полу;чается, что учение о множест
вах - фундамент !Всей геометрии ло новой программе. 
Это можно считать лер;вой основной отличительной чер
той новой прог.р ам,мы .  

Я уже упомянул,- продолжал Николай  Николае
вич,- о второй основной черте - о широком использо
вании геометрических преобразований. Рассмотрим этот 
вопрос подробнее. По .существу, речь идет о nереосмыс
лении всех геометрических представлений учащихся, 
о переводе всего геометрического мышления, м ирово?
зрения учащихся на  новые рельсы. 

Чтобы было нсно, о чем идет речь, рассмотрим такую 
dадачу: «На  боковых сторонах равнобочной трапеrщи 
построены вне ее равносторонние треугольники и третьи 
их вершины соединены 011резком ; надо доказать, что 
этот отрезок параллелен основаниям трапеции».  В от 
чертеж, иллюстрирующий эту задачу. Раньше учащиеся 
для ее решения рассматривали уrлы, треугольники; ре
шение было довольно  длИ!нным.  Между тем факт, кото
рый нужно доказать, очень прост, нагляден и, по су
ществу, заранее очевиден. И убедить в его слраведливо
сти можно любого ученика, знающего, что такое трапе-
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ция. Надо провести пря мую l через середины оснований 
трапеции - он а н а  рисунке проведена пунктиром - и 
перегнуть чертеж по этой прямой .  Тогда левая и правая 
половины чертежа совместятся и сразу станет ясно, что 
прямые А В, CD и PQ перпендикулярны l и потому па
раллельны  между собой. В этом раосуждении шла речь 
о перегибании чертежа по прямой l, т. е. об осевой сим
метрии - симметрии относительно прямой l . Это одно 
из очень важных и часто применяемых геометрических 
преобразований .  

Идея заключается в том, чтобы эту наглядность 
чертежа, эту бросающуюся в глаза его сим метричность 
принять не отдельно стоящей от доказательства (ви
дишь одно, а рассуждаешь совсем по-другому ! ) , а ис
пользовать эту симметричность чертежа как о с н о в у 
доказательства .  Это очень существенно. Часто ведь бы
вает так,  что ученик не поним ает связи между тем,  что 
он доказывает, и теы, как это дел ается . Так рождается 
форм ализм в знаниях, оторванность их от реального 
содержания.  В ажно сделать чертеж подлинной опорой 
для ученика .  
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Вот еще пример .  На осно
вании равнобедренного тре
угольника АВС отложены рав
ные отрезки АМ и CN, а на 
боковых сторонах - равные 
отрезки А Р  и CQ. Надо дока
зать, что отрезки РМ и QN 
пересекаются на  высоте этого 
треугольника.  С точки зрения 
обычной наглядности, просто
го здра,вого смысла все ясно :  
левая и пр авая половины чер
тежа симметричны относитель
но высоты, так что прямые РМ 
·И QN симметричны и, значит, 
пересекаются на  высоте. А по
пробуйте доказать «старыми» 
методами :  одна пара равных 
треугольников, вторая,  третья . . . 
Сложновато! Можно привести 
такие же примеры, относящие
ся и к другим геометрическим 
преобразованиям : повороту, 
центральной симметрии,  парал
лельному переносу. И эти 
примеры вовсе не спещиально 

·
подобраны : большинство задач 
проще решается с помощью 
преобр азований, чем с по
мощью тр адиционных «цепо
чек» равных треугольников. 
П равда, такой способ реше
ния  непривычен ( и ,  •может 
быть, поэтому не сразу оцени
вается учителями и родителя-
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ми) , IНО ведь учащиеся-то будут т о л ь  к о это изучать, 
для них это будет основной способ геометрического 
рассуждения, это будет их «геометрическое мировоз
зрение». 

А для того, чтобы учащиося действительно усвоили 
эту новую (новую не для них, а для нас ! ) методику 
решения задач и рассуждения, нуЖiно постепенно и воз
можно раньше знакомить их с этими идеями, с при ме
рами симметрии и других геометрических преобразова
ний . Это и осуществлено в новой программе. Уже в 
пятых классах учашиеся узнают обо всех основных 
геометрических преобразованиях плоскости и применя
ют их для ·решения задач и доказательства теорем.  
Такова вторая линия IJiостроения курса геометрии по 
новой nрограмме. 

А третья - и здесь новая программа вполне едина 
как IJIO отношению .к алгебре, так и к геометрии - со
стоит в возможно более раннем введении геометриче
ских понятий в школе. Мы н ачинали геометрию в 
VI кла.ссе, и это очень поздно. Начинать нужно с 
I класса .  Опыт показывает, что !НИчего недоступного в 
этом . нет. В начальной школе от ребенка требуется 
немного : вырезать геометрические фигуры, чертить их,  
уэнавать. В IV и V классах ребята уже начинают при
учаться к элементам  рассуждений R геометрии :  я упо
минал, что в V классе доказывается теорема о сумме 
углов треугольника ;  в IV - о равенстве вертикальных 
углов.  А с V l  кл асса начинается систематический курс. 
Но •вы IJiредставляете себе, насколько подготовленными 
будут наши шестиклассники для такого курса? Чтобы 
представить это более отчетливо, я расскажу подроб
нее, в каком классе что проходится . Это вам важно 
знать как родителям .  

Начнем с 1 •К л а с с а .  Здесь ребенок учится разли
чать и изображать прямые, кривые и ломаные линии, 
отрезки прямой,  многоугольники ,  измерять дЛину от-
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реака линейкой, вынснять, н а  сколько один отрезок 
больше другого (это !Называется разностным сравне
нием отрезков в отличие от кратного сравнения, при 
котором выясняют, во околько раз один отрезок боль
ше другого) . Подчеркиваю, что собственно вычисли
тельных и измерительных задач в 1 классе немного и 
все они выполняются с помощью линейки. Кроме того, 
первокла·ссник должен знать, как сгибами !Наметить на  
листе бумаги прямой угол, и должен уметь отличить 
прямой угол от непрямого. Н аконец, он знакоми'ГСя с 
понятием прямоугольника и квадрата и учится изобра-
жать и х  н а  бумаге в кле11ку. _ 

Перейдем ко I I  к л а с с у. Здесь новый материаЛ по 
геометрии таков: увеличение и уменьшение отрезка в 
несколько раз, 1кратное сравнение отрезков, деление 
отрезка на  равные ча.сти, понятия острого и тупого 
угла, знакомство ·С видами треуголыников :  остроуго.яь
ным, прямоугольным, тупоугольным, разносторонним, 
равнобедренным и р а,вносторонним.  Кроме того, ученик 
должен уметь измерить периметр многоугольника, т. е. 
найти длину ломаной, ограничивающей многоугольник. 
Эта операция сводится к измерению отрезков:  нужно 
измерить линейкой каждое звено ломаной (т. е. каж
дую сторону многоугольника) , а з атем сложить резуль
таты. Далее, мы учим второклассника вычислять пери
метр прямоугольника с использованием его свойств: 
измеряются только две сосед!Ние стороны, а затем сум� 
ма их длин удваивается. Во  I I  клаосе дети также учат
ся вл адеть циркулем : они чертят окружность и должны 
nонимать, что такое окружность, круг, центр окружно
сти, радиус окружности . Они должны уметь разделить 
·круг на две и на четыре р авные части перегибанием 
листа бумаги .  Особо нужно оговорить, в каком смысле 
дети должны n о н и м а т ь, что такое центр, радиус 
и т. д. Здесь пока еще не идет речь о знании точного 
текста определения и умении применить его. Поtа npoo 
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верка пон и м ан и я  идет т а к .  Ученику гово рят:  отступи 
от последней строки, н аписанной тобой в тетради, н а  
1 О клеток вниз, а от левого края листа на  8 клеток 
и в этом месте nоставь точку ; обозначь эту точку бук
вой О; начерти окружность радиусом 3 с.м с центром 
в точке О; прочерти какой-нибудь радиус этой окруж
ности ; обозначь �второй кон ец радиуса буквой А ;  напи
ши,  принадлежит ли точка А н ачерченн ой ок,ружности, 
принадлежит ли он а начерченному кругу ; прин адлежит 
ли точка О н ачерчен н о й  окружности, н ачерченному 
кругу ; отметь на  чертеже точку В, принадлежащую 
кругу, но не tпринадлежащую окружности . Бели в се это 
выполняется правильно,- значит, поним ание достиг
нуто. 

Тепе р ь  о б р ати м с я  к геометр и ч еско м у  м атериалу 
I I I  к л а с с а .  Здесь происходит пер вон а ч альное з н а 
комство · с  понятием площади . При этом площадь про
извольной фигуры отыскивается палеткой,  а площадь 
прямоугольника вычисляется также и по формуле. 
Я расскажу об этом подробнее. 

Видите ли, площадь фигуры - это, с интуитивной 
точки 3рения,  характеристика того, как много места за 
:нимает фигура,  насколько большую часть плоскости 
она покрывает. Площадь характеризуется числом еди
ничных квадратов, помещающихся в этой фигуре.  По
этому самый естественный метод отыскания площади 
данной фигуры - наложение н а  нее квадратной сет
ки .- Никол ай Николаевич нарисовал фигуру непра
вильной формы и изобразил наложенную на  нее сетку. 

- Лист прозрачной бумаги с н анесенной на н е е  
сеткой и есть палетка,- сказал он .- Давайте пещсчи
таем,  какая площадь у фигуры н а  моем рисунке. Пол
ных квадр атов внутри фигуры тринадцать, неполньtх 
двадцать. Неполные квадраты содержатся в фигуре 
одни больше, чем наполовину, другие 1меньше, чем на 
л6.tювину.

· 
Будем считать, что двадца1<ь неполных квад-
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р атов - это п р и близ ител ьно десять полных.  Итого по
луч а е м  1 3+ 1 0, т.  е .  23 еди н и цы ,площади . Есл и  б ы  это 
б ыл а ,  н а п р им е р ,  с а нти м етровая сетка ,  то ответ б ыл бы 
таков - площадь ф и гур ы п р и м ерно р а в н а  23 кв. см. 
Можно повтор ить и з м е р ение ,  н а кл адыв а я  сетку по-дру
гому. И еиш получ атся н е  впол н е  оди н а ковые резул ь
т аты, то не сл едует н а стаив ать н а  одн о м  и з  них : все 
он и п р и бл и ж е н н ы е .  При таком изложен и и  ученики 
хорошо в о сп р и н и м ают ф о р  м у л у площади п р я м о 
угол ь н и к а .  П р я м оугол ьник и подб и р аются в III кл а ссе  
т а ки м  о б р а з о :v1 ,  чтобы дл и н ы их ст орон выр ажались 
цел ы м и  ч и сл а м и :  1 ,  2,  3, 4 с.м и т.  д.  

К р о :-.1 е  изучения пл ощадей учен ики III кл а с с а  п о
вторяют п р о йден ное,  реш ают новые з адачи с п р и мене
н и е м  р а н е е  изучен носа м атериал а .  Н а п р и мер,  р еш ается 
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задача деления окружности циркулем на 6 частей и на  
3 части. 

Дальше - IV к л а с с .  Здесь рассматриваются такие 
геометрические понятия, как точка, отрезок, прямая ,  
луч, ломаная,  многоугольник, его  периметр , угол и все 
его виды, биссектриса угла ,  градусное измерение углов, 
смежные и вертикальные углы, перпендикулярные пря 
мые, расстояние от точки до пря мой. Изучается также 
понятие равенства фигур. Кроме того, впервые рас.:: м ат
ривае'ГСЯ п р о с  т р а н с т в е н н о е тело - :пря моуголь
ный параллелешшед - и понятие объема . 

Здесь очень много такого, о чем говорил ось в на
чальной школе .  Но подходы меняются. Знания ,  которые 
получил ребенок в н ачальной школе, обычно сводились 
к п р а к т и ч е с  к о м у оперированию с геометрическими 
фигурами - к навык8м работы с ними . А нам нужно по
степенно добираться до л о г и ,к и геометрии, до иополь
зования симметрии и других геометрических преобразо
ваний для у•становления свойств фигур, для д о к а з  а
т е л ь  с т в а основопол агающих геометрических фактов . 
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Возьмем, к примеру, понятие угла .  Для третьекласс
ника угол - это нечто нарисованное или, скажем, выре
занное из бумаги . Для че11вероклассника угол - это 
абстрактное геометрическое понятие, а вовсе не его бу
мажная или рисованная модель. Математический угол 
бесконечен .  Это часть плоскости, ограниченная двумя 
лучами,  исходящими  из одной точки. Всякая же мате
риальная модель угл а ноневоле коl'lечна.  Вот мы и при
учаем детей в IV кла,ссе мысленно продолжать модель 
угла .  Вот начертите угол,- и он передал карандаш 
Григорию Андреевичу. Тот очень аккуратно провел два 
отрезка с общей концевой точкой .  

- Да.  И менно так мы всегда и изображаем угол . 
Но допо.rшите этот чертеж новыми  точками.� Николай 
Никол аевич поставил на  чертеже несколько точек.-
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Угол - это фигура,  т. е. множество точек. Спрашивает
ся, какие из отмеченных точек являют.ся его элемента
ми, принадлежат этому углу? Для решения вопроса 
придется nрочертить лучи - стороны угла - до краев 
листа .  И вот ответ на  вопрос о формировании абстракт
ного пон ятия «угол» . Ученик, продолжая стороны,  бу
дучи вынужден это делать не  no указанию учителя,  а 
исходя из смысла задачи, н ачинает овл адевать абст
рактным понятием бесконечности . То же относится и к 
работ·е с бесконечным лучом и с бесконечной прямой .  
Кроме того, прибегая примерно к таким же методам, 
мы добиваем,ся понимания т·ого, что у математической 
линии нет толщины, а у точки вообще нет никаких изме
рений .  Так что, как видите, ученик прони:кает в смысл 
абстрактных :понятий геометрии .  В IV клаосе уже зву
чат определения некоторых геометрических понятий 
(например,  луча или угла ) , но есть и такие понятия, 
которые не получают определений, н апример «отрезок» 
и «многоугольник» . Таким образом,  пока происходят 
лишь отдельные вкрапления л огических элементов в из
ложение курса геометрии .  

На  том же примерно уровне происходит преподава
ние и в V кл а ссе. Здесь большее место занимают по
строения,  но не  только циркулем и линейкой,  а также 
рейсшиной и угольником .  Изучаются взаимное располо
жение 1прямой и окружности, двух окружностей, эле
менты треугольника, параллельные пря мые. Наконец, 
учащиеся узн ают о том , что сумма  углов любого тре
угольника равна 1 80°. И хотя слово «теорема» еще не  
произносится, но это - самая настоящая теорем а .  Ведь 
справедливость этого утверждения устанавливается не  
измерение � углов треугольника с помошью транспорти
ра, а общи м р а ссужщ' н И Е' '\t (доказательством ) ,  которое 
приведено в тексте учебюш а .  

Изучаются в V кл ассе и п р нз н а 1< 11 р а в е н с п <� т р е
угольников. Но саыое г.r1 авное закточ а ется в том ,  ч то 
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пятикл ассники начин ают систематичес·ки изучать ·и nри
менять геометриче,ские преобр азования :  сим метрию, по
ворот и перенос. 

- Нее-таки я очень ,боюсь за этот м атериал,- сказал 
Григорий Андреевич,- смогу ли я помочь сыну? Он у 
меня как раз в V пойдет. 

- Я много думал на эту тему после н аших бесед,
отвечал Никол ай Николаевич .- И nридум ал вот что. 
Я дам вам небольшой словарик терминов, которые 
встречаются в новой программе для 1-V классов. 
В прочем, некоторые термины встретятся позже, в более 
старших кл ассах.- Николай Никол аевич вынул не
сколько исписанн ых листков и •взглянул на часы.- В ы -
знаете, мы Москву прозеваем . Пожалуй, п ридется оста
вить вас без домашнего задания . 

- Без дом ашнего задания мы,  может, и обойдем
ся,- сказал Григорий  Андреевич.- Но все-таки, како
вы будут ваши напутствия?  
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- В о-первых, не сеять вокруг ceбsr, й .g tом числе 
в среде детей, недоверия к новым программам. В се но
вое пробивает себе дорогу с трудом.  И здесь есть труд
ности. Не сразу станут идеальными учебники, не при
выкли еще к новой nрограмме учителя. Но это очень 
важное дело - новые программы в средней школе. 
И оно нуждается во всеобщей поддержке. Второе, как 
вы выразил'Ись, напутствие состоит в совете : держите 
теснейшую связь со школой. Ни один квалифицирован
ный лектор и методист не сможет ввести вас в такие 
детали, касающиеся вашего ребенка, как это сделает 
учитеJiь. У учителя .вы получите и конкретные указания 
о методике изучения того или иного вопроса. Такая 
связь со школой была нужна всегда, а особенно необ
ходима  она теперь. И третье : читайте книги - учебник 
вашего сына или дочери, книги для учителя и спе
циальные книги для родителей. Ну, жел аю вам успеха . . . 
А вот и Химки. Видите, впереди шпиль? 

tOO 

С левого борта на пароход надвигалась Москва . 

ОТ В ЕТЫ И Р ЕШ Е Н И Я  

Р е ш е и н е  с о ф и з м а  о к р и т я н а х  (стр. 29) . 

Текст софизма неявно исходит из того, что каждый критя
нин либо может быть лжецом (и в таком случае он в с е г д а 
говорит неправду) , либо nравдивым человеком (в этом слу
чае он в с е г д а говорит nравду) . Иными словами, возмож
ность, что критянин иногда говорит nравду, а иногда неnрав
ду, nолностью исключается. Проследим теnерь за текстом 
софизма. 

Существуют две взаимоисключающие друг друга воз· 
можности : либо критянин, о котором идет речь в софизме 
(обозначим его буквой х) , nр-авдив, либо он является лже
цом. Рассмотрим обе возможности. Допустим, что х правднв. 
Тогда он сказал правду, т. е. его высказывание («Все критя
не лжецы:.) истинно. Но так как сам х - критянин , то выхо· 
дит, что и он лжец, а это противоречит сделанному допуще-



нию. Итак, допущение, что х nраьдив, nриводит к !lрdтиворе· 
чию и должно быть отброшено. 

Отсюда уже ясно, что истинным должно быть высказыва
ние «Х - лжец». Проследим, что в этом случае действитель
но никакого противоречия не возникает. Так как х - лжец, 
то он сказал неправду, т. е. его высказывание («все критяне 
лжецы») л о ж н о. Но тогда истинным является отрицание 
этого высказывания, т. е. истинно высказывание: 

не все кр11тяне лжецы. Но что это значит? Это значит, что 
и м е е т с я (хотя бы один) правдивый критянин. Итак, среди 
критян имеются и правдивые люди, и лжецы (например, сам 
х) , так что х сказал неправду (как и подобает лжецу) . На 
этом все и кончается. 

Каrк видите, ошибка заключается в четвертой фразе софиз
ма :  из того, что высказывание «все критяне лжецы:. неверно, 
нельзя сделать вывод «значит, все критяне правдивы». Пра
вильным будет вывод «значит, не все критяне лжецы». 

Р е ш е н и е з а д а н и я  (стр. 4 1 ) .  

\ .  Требуется провести некоторую работу с определением 
прямоугольника, однако не заучивая это определение на
изусть. Делать это лучше всего так. Вы кладете перед сы
ном текст учебника: «У прямоугольника четыре угла, и все 
они прямые» - и  даете сыну чертежный угольник. Затем вы  
покаэываете ему чертежи различных геометрических фигур, 
среди которых обязательно должны быть прямоугольники 
разной вытянутости, четырехугольники, у которых не все 
углы прямые, а также многоугольники с прямыми углами, не 
являющиеся прямоугольниками. Сын ваш должен сказать, ка
кие из этих фигур прямоугольники, каждый раз ссылаясь на 
лежащий перед ним текст. Это значит, что вначале он дол
жен проверять выполнение первого условия  (четыре угла) .  
Если у многоугольника не четыре угла, то это не прямо
угольник, а если четыре угла, то еще нельзя сказать, прямо
угольник ли это : нужно проверять, все ли углы прямые. Вот 
как должен выглядеть ответ применительно к приведеиным 
эдесь чертежам : 

Фигура 1 - четырехугольник. Все углы у нее прямые. Зна
чит, это - прямоугольник. 

Фигура 2 - четырехугольник. У нее только два угла пря
мые, а два другие - непрямые. Значит, это не прямоуголь
ник. 
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Фигура 3 - шестиугольник. У нее 
не 4, а 6 углов. Значит, это не пря
моугольник. 

Фигура 4 - четырехугольник. Два 
угла у нее прямые, а два непрямые. 
Значит, это не прямоугольник. 

Фигура 5 - четырехугольник. Все 
углы у нее прямые. Значит, это пря
моугольник. 

Фигура 6 - прямоугольник, так 
как у нее четыре угла и все углы 
прямые. 

Очень важно, чтобы ваш сын 
каждый раз выверял прямые углы 
чертежным угольником. 

Кроме этой работы, очень полез
но задавать такие вопросы : 

Известно, что· у многоугольника 
все углы прямые. Является ли он 
прямоугольником? (О т в е т. Неизве
стно, так как не сказано, сколько у 
него углов.) 

Известно, что у многоугольника 
четыре угла .  Является ли он прямо
угольником? (О т в е т. Неизвестно, 
так как мы не знаем, прямые ли у 
него углы. )  

Обратите внимание вашего сына 
на  то, что квадрат (фигура 5) - то
же прямоугольник; что вообще вся
кий квадрат является прямоугольни
ком, но не всякий прямоугольник 
квадрат. 

2. Ошибка вашей дочери объяс
няется тем, что в этом случае верны 
оба утверждения : прямое и обрат
ное. Вот она их и перепутала . По
этому объяснить ее ошибку лучше 
всего на  примере теоремы, для ко
торой обратная «теорема» неверна . 

Прежде всего, ошибку надо за
фиксировать, т. е. текст задания и 
ответ вашей дочери нужно записать. 
После этого дайте ей такой текст : 
t: Чuсло, кончающееся на 5, делится 



на 5». Спросите, верно ли это, попросите подтвердить приме
рам и запишите пример в такой форме: «725 кончается на 5 ;  
значит, 725 делится на 5» .  А теперь попросите выделить 
условие и заключение в вашем утверждении. Если ваша дочь 
повторит ошибку (т. е. и здесь перепутает условие и закшо
чение) , то это приведет к нелепости : «дано, что число делит
ся на 5; надо доказать, что оно кончается на 5». Неправиль
ность этого утверждения показьшается примером : число 10. 
Оно делится на 5, но доказать, что оно кончается на 5, не 
удастся (ведь кончается оно все же нулем ) .  Добейтесь пра
вильного ответа на  свой r.опрос, а затем сравните его с запи
санным ответом на школьное задание. 

13. Вы можете привести следующие доводы: 
во-первых, жизни не хватит, чтобы проверить в с е пары 

точек, 
во-вторых, не существует столь длинной линейки, чтобы 

проверить пару точек, из которых одна  лежит на Земле, а 
вторая - на Луне, 

в -третьих, предложите вашему сыну попробовать прове
рить пару точек, лежащих внутри вашей квартиры, но разде
ленных стеной. 

Р е ш е н и е  з а ,д а ч и  (стр. 54) .  

В этой задаче легко написать ответ: 
{ автобус, троллейбус, метро } . 

Но будет лучше, если вь1 напишете полное· решение, ис
пользующее знак объединения множеств : 

{ автобус } U { троллейбус, метро } U { метро, автобус } = 
= { а втобус ,  троллейбус, метро ) . 

О т в е т ы  и р е ш е н и я  к з а д а н и ю ( стр. 54-55) . 

1 .  Верны утверждения :  K cD, M cD, NcD, F cE, К сЕ, 
K cF, N cK, К сК, N cN. 

12. { 1 ,  2, 3, 4 } , { 1 ,  2, 3, 6 } , { 1 , 2, 3, 10 } , { 1 , 2, 4, 6 } ,  
{ 1 , 2, 4, 1 0 ) , { 1 ,  2, 6, 10 } , ( 1 , 3, 4, 6 } , { 1 , 3, 4, 1 0 ) , 
{ 1 ,  3, 6, 10 } , { 1 ,  4, 6, 1 0 } , { 2, 3, 4, 6 } , {2 ,  3 ,  4, 1 0 } , ( 2, 3, 
6, 10 } ,  { 2, 4, 6, 10 ) , { 3, 4, 6, 1 0 } ,  итого 1 5  подмно
жеств. 

3. У множества А одно подмножество - само пустое мно
жество А . 

У множества В два nодмножества !25 и { 10 } . 
У множества С четыре подмножества :  !25, {О } , { 1 ) , 

{ О, 1 ) . 
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У множества D восемь подмножеств : 0, {О } {3 } ,  (6 } ,  
(0 ,  3 } ,  {0 ,  6 } , {3 , 6 } ,  { 0, 3, 6 } . Вообще, eCJiн множест
во состоит из n элементов, то у такого множества 2 n под
множеств (это нетрудно доказать с помощью метода матема
тической индукuии, изучаемого в старших к.� ассах) . 

4. Поскольку А с В, каждый элемент множества А являет
ся элементом множества В; поскольку В с А , каждый эле 
мент множества В является элементом множества А. Зна 
чит, А и В состоят из одних и тех же элементов, т. е .  
А = В. 

5. D n Е = { 1 ,  2 } ; D U F = { 1 .  2. 3 ,  4, 5. 6 } ; 
Е n N = 0 ;  Е U N = ( 1 , 2, 6 } ; Е n Е = { 1 , 2, 6 ) ;  
Е U Е = { 1 , 2, 6 } .  

Р е ш е н и е  з а щ а н и я  (стр. 83-84) . 
1 .  а) Обозначим число Ь-а через с, т. е. напишем 

Ь-а = с. 
Это равенство означает, что а+с = Ь. Если в этом равенстве 
а+с = Ь  заменить с через Ь-а, то мы и получим : 

а+ (Ь-а) = Ь. 
б)  Чтобы доказать справедливость равенства (а+Ь) -с= 

= (а-с) +Ь, надо установить, что 
а+Ь = [ (а-с) +Ь] +с. Но 
[ (а-с) +Ь] +  с = {Ь+ (а-с) ] +с = Ь+ [ (а-с) +с] = Ь+ 

+ [с+ (а-с) ] = Ь+а (см. задачу а) . 
в )  Чтобы доказать справедливость равенства а- (Ь+с) = 

= (а-Ь) -с, надо установить, что 
[а- (Ь+с) ] +с= а-Ь. 
В свою очередь, чтобы установить правильиость этого 

равенства, надо доказать, что 
{ [а- (Ь+с) 1 +с } +Ь = а. Но 
{ [а- (Ь+с) ] +с } + Ь =  [а- (Ь +с) ] + (с+Ь) = (Ь+с) + 
+ [а- (Ь+с) ] = а (см. задачу а) . 
г) а-а = О, так как а+О = а. 
д) Если а-Ь = О, то а = Ь+О = Ь. 
е) Равенство а+с = а+с очевидно. Но так как, по усло

вию, а = Ь, то можно во второй части этого равенства заме
нить а на Ь ;  получится : а+с = Ь +с, что и требовалось. Ра
венство ас = Ьс доказывается так же. 

ж) Достаточно показать, что (а+с ) -с = а. 
з) Нам надо доказать, что число а (-Ь) равно 0-аЬ.  т. е. 

что аЬ+а (-Ь) =0. Но, согласно дистрибутивному закону, 
аЬ+а (-Ь) = а [Ь+(-Ь) ] = а · О = О. 



н) Докажем, что число (-а) (-Ь) противопо.'!ожно числу 
-аЬ, т. е.  что (-а) (-Ь) + (-аЬ) = О. Число -аЬ можно 
записать в Вl!,де (-а) Ь (см. задачу з) . Поэтому ( -а) (-Ь) + 
+ (-аЬ) = (-а) (-Ь) + (-а) Ь =  (-а) [ (-Ь) +ЬJ = (-а) · 0 = 0. 
Итак, р авенство ( -а) {-Ь) + (-аЬ) =О доказано. Кроме то
го, справедливо равенство аЬ+ ( -аЬ) = О. Следовательно, 

(-а) (-Ь) + (-аЬ)  = аЬ+ (-аЬ) . 
Но тогда (-а) (-Ь) = аЬ (см. задачу ж) . 

к) Так как ас = Ьс, то ас-Ьс = О, откуда с (а-Ь) = 0  
(см. с11р. 67-68) . Слt>довательно, Лl!бо с = О, либо а-Ь = О 
(см . стр. 66) . Но c of O по условию. Поэтому а-Ь =О, откуда 
находим, что а = Ь  (см. задачу д) . 

2. а) Обозначим число : через р, т. е. напишем Т = р. 
Это означает, по определению, что а = Ьр. Но нам дано, что 
ad = bc. Заменив здесь чис.'lо а на Ьр, получим bpd = bc. Так 
как, по условию, Ь 1" О, то отсюда вытекает, что pd = с (см. 
задачу 1 , к) . Но равенство pd = c означает, по определению, 

с а с а с 
что p =(j' · Итак, р =  Ь ,  р =  d ,  и потому Ь = 7  · 

ad б) Пусть bd 
= р. Тогда,  в силу определения, ad= pbd. 

Отсюда находим а = рЬ (см. задачу ! , к) .  Следовательно, 
а опять по определению, Ь = р. Тем самым требуемое равен· 

ство доказано. 
а в )  Пусть Ь = Р· Тогда а = Ьр. Заменив в последнем равен-

а а а стве число р через Т '  получим а = Ь · ь · или а = Ь · Ь. 

г) Нужно доказать, что (� · с) · Ь = ас. Действительно: ь 
(� · С) · Ь = ( � · Ь) · С = ас. ь ь 

д) Нужно доказать, что ( : · � ) · (bd) = ас. Имеем : 

( : . � )  . (bd) = : . [ � . (bd)J=+ . r ( � . d) . ь J = 

= : · (сЬ) = (Т · Ь ) · с = ас. Здесь несколько раз ис

пользованы коммутатявность и ассоuиатнвность умножения. 
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е) Обозначим первое слагаемое через р. Тогда а = Ьр. 
Обозначим второе слагаемое через q. Тогда с = dq. Теперь 

ad + Ьс _ bp · d + b · dq _ рассмотрим правую часть: bd - bd -
bd(�

d
+ q) = p+q. что и требовалось доказать. 

ж) Так как (-а) ( -Ь) = Ьа (см. задачу 1, и) , то -а = ..!!:.._ Ь -Ь 
(см. задачу 2, а) . Далее, используя правую дистрибутивность 
деления (стр . 63) , нююдим 

(-а) : Ь+а : Ь = [ (-а) +а] : Ь = О : Ь = 0, 
т. е. 
-а а -а а ь + ь  = 0, откуда т = - т .  

3. Не сле1дует пользов аться общей формулом (см. задачу 
2, е) , когда знаменатели дробей имеют общий делитель. 
Нужно решать так: 
3 1 6+ 1  7 

т + Тб = -1в- = 16 · 
4. Прежде всего Н)'ЖНО привести nобольше примеров : nо

казать, что умножение на одну вторую - все равно что деле
ние на два, умножение на две пятых - все равно что деле
ние на два с половиной. При этом нужно давать nобольше 
nримеров с десятичными дробями, с которыми школьник уже 
знаком (обратные числа изучаются в V классе, а десятичные 
дроби - в  IV) . 

Если nосле разбора нескольких nримеров ваш сын n о  в е
р и л в справедливость этого правила, можно nоnытаться 
объяснить ему доказательство правила в общем виде. Нам 
нужно доказать, что 

а : ...!!_ = а · _.!__ . 
с ь 

Но для этого (по оnределению) нужно установить сnра
ведливость р ав�нства 

( а · т) · + = а. 
Это равенство легко установить, польэуясь ассоциативным 

законом умножения и nравилом умножения дробей :  

(а · Т) · += а · (Т · +) = а  · 1 = а. 



Сnоварь 
математических 

терминов 1 

АБСОЛ ЮТНАЯ ВЕЛИЧИНА ЧИС
ЛА - см. Модуль чис.11а. 
АБСЦИССА - см. Прямоугольная 
система координат. 
АI(СИОМА - предложение, принима
емое в данной математической теории 
без доказательства. Совокупность 
всех аксиом

. 
теории называется ее 

аксиом атикои. Примеры аксиом 
школьного курса м а тематики : 

а+Ь = Ь+а, 
аЬ = Ьа, 
а+ (Ь+с) = (а+Ь) +с, 
а (Ь+с) = аЬ+ас, 
а+О= а, 
a · l = a, 
а+ (-а) = О, 

а . _l_ = 1 , если a i' O, 
а 

через две точки проходит единствен
ная прямая линия, 
через точку вне прямой а можно 
провести то.11ько одну прямую, па 
р аллельную прям·ой а. 
АЛГЕБРА - область математики, за 
нимающаяся исследованием абст
рактных операций :  не только над 
числами, но и над более сложными 
математическими объектами. В при
менении к школьному курсу - учение 
об общих свойствах чисел и много
членов. 

1 В словарь включены математические 
тср м н н ы ,  встреч ающи еся в учебниках 
1-V классов. а та кже у nомянутые в 

да нной книге, и еще несколько, которые 
могут nона добнться родятеля м н уча

щнмся.  I(урснвом обозначены ссылки н а  
тер м и н ы ,  включенные в словарь.  
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АЛ ГЕБРАИЧЕСКАЯ СУММА - несколько чисел или выражений, 
соединенных знаками ( + )  и минус ( - ) ,  например, а+Ь-с, а-Ь, 
-а+Ь+с-d и т. д. Таким образом, алгебраическая сумма объеди
няет в себе понятия суммы и разности. Название объясняется тем, 
что с помощью правила знаков алгебраическая сумма может быть 
преобразоваиа в сумму:  

-а+Ь-с-d = (-а) +Ь+ (-с) + ( -d) . 
АРИФМЕТИКА - наука о числах и действиях над числами. 
В применении к школьному курсу - учение о четырех действиях 
над неотрицательными рациональными числаJtи, т. е .  натуральны
ми числами, нулем и положительными дробями (обыкновенными 
и десятичными) . 
АССОЦИАТИВНОСТЬ (сочетательность) сложения и умноже
ния - свойства сложения и умножения, выражаемые равенствами 

а+ (Ь+с) = (а+Ь) +с. 
а (Ьс) = (аЬ ) с. 
Эти равенства справедливы для л ю б ы х  чисел а, Ь, с (если речь 
идет о числах, изучаемых в школе) .  Например, согласно ассоциа
тивности сложения В+ (2+5) = (8+2) +5; согласно ассоциативно
сти умножения 5 · (2 · 8) = (5 · 2 ) · 8 . 
БЕСКОНЕЧНАЯ ДЕСЯТИЧНАЯ ДРОБЬ - см. Десятичная дробь. 
БИССЕКТРИСА - 1 )  биосектриса угла - луч, :исходящий из вер
шины угла и деляший его пополам ; 2 )  биссектриса треугольника 
отрезок биссектрисы угла треугольника от вершины этого угла до 
противолежащей стороны треугольника ; длину этого отрезка также 
называют биссектрисой треугольника. У треугольника три биссект
рисы (по числу углов) .  
БОКОВАЯ СТОРОНА - сторона треугольника или трапеции, от
личная от основания. 
ВЕКТОРЫ - см. Направленные отрезки. 
ВЕРТИКАЛЬНЫЕ УГЛ Ы - два угла, меньшие развернутого, рас
положенные так, что стороны одного угла являются лучами, про
тивоположными сторонам дiругого. 
ВЕРШИНА Л ОМАНОй - см. Ломаная линия. 
ВЕРШИНА МНОГОУГОЛЬНИКА - см. Многоугольник. 
ВЕРШИНА МНОГОГРАННИКА - см. Многогранник. 
ВЕРШИНА РАВНОБЕДРЕННОГО ТРЕУГОЛЬНИКА - см. Равно
бедренный треугольник. 
ВЗАИМНО-ОБРАТНЫЕ ЧИСЛА - см. Обратные числа. 
ВЗАИМНО"ПРОСТЫЕ ЧИСЛА - натуральные числа, наибольший общий делитель которых равен 1. Иначе говоря, это числа, не имеющие других общих натуральных делителей, кроме единицы. Приме
ры: 2 и 7, 1 и 5, 24 и 25. 
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fiHYTPEHH5tЯ ОБЛАСТЬ. Замкну'rаli линия l, ые пересt::кающа!! 
самое себя, разбивает плоскость на две области - внутреннюю н 
внешнюю. К внешней области относятся те точки, нз которых мож
но провести линию (ломаную) , не пересекающую l и уходящую 
как угодно далеко от линии l. Остальные точки, не лежащие на  
динии l ,  принадлежат внутренней области. Из этих точек не удаст
ся уйти как угодно далеко, не пересекая линию l. 

В математике часто рассматривают объединение линии l н ее 
внутренней области. Если 1 - замкнутая ломаная .'1нния, не пере· 
секающая самое себя, то объединение линии l н ее внутренней 
области называется .шюгоугольником. Если l - окружность, то 
объединение линии l н ее внутренней области называется 

круго.м. 
ВОЗВЕДЕНИЕ В СТЕПЕНЬ - нахождение степени числа. 
ВРАЩЕНИЕ - см. Поворот. 
ВЫНЕСЕНИЕ ЗА СКОБКИ - преобразование алгебраической су.м
.мы в пронзведенне, основанное на применении дистрибутивности. 
Оно возможно в том случае, если у всех слагаемых есть общий 
множитель. 

При.меры: 
2а+2Ь-QЕ = 2 (а+Ь-с) ,  
ах-Ьх= х (а-Ь) , 
axy-xy2+t2xy3 = ху ( а-у+2у2) ,  
2аЬ+2а =2а (Ь+l ) .  

ВЫПУКЛ Ый МНОГОУГОЛЬНИК. Фигура называется выпуклой, 
если отрезок, соединяющий любые две ее точки, содержится в этой 
фигуре. Примерами выпуклых фигур могут служить круг, полу
плоскость, угол, меньший развернутого. Многоугольник, являющиii
ся выпуклой фигурой, называется выпуклым многоугольником. 
Если М - выпуклый многоугольник н АВ - произвольмая его сто· 
рона, то весь многоугольник М лежит по одну сторону от прямой 
АВ. Это свойство является характеристическим :  если оно выпол
няется для каждой стороны многоугольника, то этот многоугольник 
выпуклый. 

Любой треугольник nредставляет собой вылуклую фигуру. Четы
рехугольник же (и  многоугольники с б6льш11•м числом вершин) 
может быть КЗJК вы111уклым, так и невыпуклым. Примерами 
•вылуклых четырехугольников являются параллелограммы (в част
ности, прямоугольники, ром,бы, ·квадраты) ·и траnеции. 
ВЫРАЖЕНИЕ - заnись, состоящая из чисел (или букв, или чисел 
н букв ) и знаков действий, указывающих, какие действи�t н в ка
ком порядке следует выполнять над этими  числами (буквами) . 
Отдельное число (буква)  также считается выражением. Если в вы-
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ражении нет букв, а имеются только числа,  то оно называется чИс
ловым выражением, а в nротивном случае - буквенным выраже
нием. 
ВЫСКАЗЫВАНИЕ - фраза, относительно которой можно одно
значно решить, истину или ложь она выражает. Восклицательная 
или воnросительная фраза высказыванием не является. Но и не 
любое nовествовательное предложение будет высказыванием. 
Примеры: 
Река Волга находится в Европе -·высказывание (истинное) ; . 
Л ев принадлежит к семейству кошачьих --:- высказывание (ис-
тинное) ; 
Для любых чисел а и Ь споаведливо равенство ( а-Ь ) + 
+ (Ь-а) = 0 - высказывание (истинное) ; 
Олень принадлежит к семейству кошачьих - высказывание (лож
ное) ;  
Он - писатель - не высказывание, так как неизвестно, о ком идет 
речь, и потому невозможно установить, верно ли то, что утверж
дает эта фраза. 
ВЫСОТА ПАР АЛЛЕЛОГРАММА - см. Высота трапеции. 
ВЫСОТА ПРЯМОУГОЛЬНИКА. Любые две nараллельные между 
собой стороны прямоугольника можно условиться считать его осно
ваниями. Тогда каждая из двух других сторон называется высотой 
прямоугольника. Основанием и высотой называют также не только 
сами стороны, но и их длины. Чаще всего прямоугольник изобра
жают так, что две его стороны параллельны нижнему краю листа 
бумаги (или страницы) . В таком случае основанием обычно счи
тают нижнюю сторону прямоугольника, а перпендикулярную ей 
(вертикальную) сторону считают высотой.  В известной теореме 
«Площадь прямоугольника равна произведению его основания на 
высоту» термины «основание» и «высота» означают, конечно, не 
сами стороны прямоугольника, а их длины. 
Высоту прямоугольника нередко называют также его шириной. 
ВЫСОТА ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА. Любые 
две парl'lллельные между собой грани прямоугольного параллелепи
педа можно условиться считать его основаниями. Тогда каждое из 
ребер, nерпендикулярных основаниям (т. е. каждое из ребер, сое
диняющих вершину одного основания с вершиной другого) , назы
вается высотой прямоугольного nараллелепипеда. Высотой назы
вают также не только эти ребра, но и их длину (все четыре ребра, 
соединяющих одно основ ан и е с другим, имеют одинаковую длину) . 
Основанием же называют не только саму грань, но и ее площадь. 
Чаще всего nрямоугольный параллелепиnед рассматривают в таком 
положении, когда две его грани расnоложены в горизонтальной 
nлоскости. В таком случае основаннем обычно считают нижнюю 
грань, а перпендикулярные ей ребра считают высотами. В извест· 
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ной теореме «Объем прямоугольного параллелепипеда равен произ
ведению его основания на высоту» термин «основание» означает, 
конечно, не саму грань, а ее площадь, и точно так же термин 
«высота» означает не само ребро, перпендикулярное основанию, а 
длину этого ребра. 
ВЫСОТА РАВНОБЕДРЕННОГО ТРЕУГОЛЬНИКА - см. Равно
беlJренный треугольник. 
ВЫСОТА ТРАПЕЦИИ. Две параллельные между собой стороны 
трапеции называют ее основаниями. Отрезок, перпендикулярный 
прямым, на  которых расположены основания трапеции, и соединяю
щий точку одной из ЭТ11 Х прямых с точкой второй прям ой, назы
вается высотой трапеции. Чаще всего высоту проводят из конца 
основания (в таком случае можно сказать, что высота - это пер
пендикуляр, опущенный из конца одного основания трапеции на 
прямую, на которой лежит второе основание) . Основаниями и вы
сотой JНазывают не только сами указанные отрезки, но и их длины. 
Например, именно о длинах идет речь в известной теореме: «Пло
щадь трапеции равна произведению полусуммы ее оснований .  на  
высоту». 

Если трапеция я Jляется параллелограммом (т. е. не только одна 
пара ее противоположных сторон параллельна, но и другая пара 
сторон параллельна) , то любые две противоположные стороны 
можно принять за основания, и тогда им будет соответствовать 
своя высота. Таким образом, у параллелограмма две высоты, при
чем, в случае, если параллелограмм не является ромбом, эти вы
соты не равны между собой. 
ВЫСОТА ТРЕУГОЛЬНИКА. Любую сторону треугольника можно 
условиться считать его основанием. Тогда перпендикуляр, опущен
ный из противолежащей вершины на прямую, на которой лежит 
основание треугольника, называется высотой. Основанием и высотой 
называют не только сами эти отрезки, но и их длины. У треуголь
ника три высоты (по числу сторон) . Чаще всего треугольник 
изображают так, что одна его сторона параллельна нижнему краю 
листа бумаги (пли страницы) . В таком случае основанием обычно 
считают нижнюю сторону треугольника, а перпендикуляр, опущен
ный из противолежащей (верхней) вершины,- высотой. В извест
ной теореме «Площадь треугольника равна половине произведения 
его основания на высоту» термины «основание» и «высота» озна
чают, конечно, не сами отрезки, а их длины. . ВЫСОТА ФИГУРЫ. Пусть F - пдоская фигура.  Для того чтобьi 
можно было говорить о ее высоте, нужно указать на плоскости 
гори.зонташ.ное направление (чаще всеГо горизонтальным считают 
нижний край листа бум аги или тетради) . Далее, нужно провести 
две горизонтальные п р я м ыr. з :> жюt п ющие между собой фигуру F. 
Тоr·ц а p a ccтo н ; r r Je м е ж J.у "> Т i t:II !J tr p я �t Ы )I I \ и будет высотой фигуры 
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F. Обычно nонятие высоты nрименяется только к треугольникам 
или трапециям, у которых основание nараллельна горизонтальной 
nрямой. Объясняется это тем, что в указанных случаях сущест
вует nростая формула, nозволяющая вычислить nлощадь траnеции 
(или ,треугольника) по основаниям и в ысоте (см. статьи Высота 
трапеции, Высота треугольника) . Для других фигур (даже, наnри
мер, для четырехугольников общего вида) не существует npocтot\ 
формулы, nозволяющей выч�ить nлощадь по высоте и .каким-либо 
другим д•анным. В связи с этим nонятие высоты в таком общем 
поJшмаиии nрактически почти не применяется. 

Для оnределения высоты nрОIСтранстве"Нного тела нужно выбрать 
nлоскость, которую мы условливаемся считать горизонтальной, и 
nровести две горизонтальные плоскости, зажимающие между собой 
это тело; тотда расстояние между этими nлоскостями и будет вы
сотой тела. Обычно понятие высоты nрименяется только к nризмам, 
nирамидам, усеченным nирамидам, цилиндрам, конусам, усеченным 
конусам, у которых основания расnоложены в горизонтальной плос
кости, так как в этих случаях существуют nростые формулы, nоз
воляющие вычислить объем тела по высоте и nлощадям основа
ний. В других случаях nонятие высоты nрактически nочти не nри
меняется. 
В ЫЧИТАЕМОЕ - см. Вычитание. 
ВЫЧИТАНИЕ - арифметическое действие, обозначаемое знаком 
минус. Вычитание оnределяется через сложение: по оnределению, 
а-Ь = с, если а = с+Ь. В ра111енстве а-Ь = с  число а иосит назва 
ние  vмент-ш:JемО'!'О. h - вычитаем ого, с - разНОIСТИ. 
ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФИГУРА - множество точек. Геометриче
скими фигурами являются точка, napa  точек, отрезок (так как он 
состоит из точек) , треугольник, круг и т. д. 
ГЕОМЕТРИЯ - область математики, занимающаяся исследованием 
различных nространств. В nрименении к школьному курсу - уче
ние о точечных множествах - множествах, элементами которых 
являются точки. Если все точки этих множеств .11ежат в одной 
плоскости, то такие множества называются nлоскими фигурами. 
ГИПОТЕНУЗА - см. Прямоугольный треугольник. 
ГРАДУС (угловой) - 1 /збо часть полного угла. Деление nолного 
угла на 360 частей восходит к древности, когда считали, что в 
году 360 дней. Изображение года в в 1:.де круга, разделенного на 
360 частей, и nривело к созданию этой единицы измерения углов. 
В учебнике для IV класса градус оnределяется как l fro часть nря
мого угла. Развернутый угол - nоловина nолного; в нем t so•. 
Угол, меньший nрямого (т. е .  содержащий меньше 90°) , называет
ся острым. Угол, больший nрямого, но меньший развернутого 
(больше go•, но меньше 1 80°) , называется туnым. Углы, содержа-
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щие больше 1 80", не имеюt сnеци алыюго названия ,  о них говорвt;  
углы, большие развернутого. 
ГРАНЬ - см. Многогранник. 
ГРАФИК - геометрическая фигура (множество точек) , создающая 
зрительное представление о характере изменения некоторой вели
чины (точнее, о характере зависимости между величинами) . На
пример, можно графически представить нз м е нение температуры с 
течением времени, зависимость стоимо(;ТИ билета на самолет о т  
расстояния и т. п.  В математике чаще всего применяется графн
ческое изображение функциональной зависимости с помощью сис
темы координат. Средством графического изображения зависи
м ости между величинами явл!ИОтся тю<же различные диаграммы 
(секторные, линейные и т. п . ) . 
ДВОйНОЕ НЕРАВЕНСТВО - запись одного из следующих ви
дов : а < х < Ь. а < х <  Ь, а ..;, х < Ь , а <;;: х < Ь. Каждое из этих двой
ных неравенств обозначает требование одновременного выполне
ния составляющих его неравенств ; например, в неравенстве 
а < х < Ь записано, что х больше а и в то же время меньше Ь. 
Таким образом, множество решений двойного неравенства (т. е.  
множество всех чисел х, удовлетворяющих двойному неравенст
ву) является пересечением множеств решений двух состав• 
ляющих его неравенств. Отметим, что в двойном неравенстве 
число а не может быть больше Ь (так как иначе множество 
решений будет пустым) . Равенство а = Ь  может быть допустимо 
только в случае двойного неравенства а <,х <, Ь; в этом случае 
х = а = Ь. Множество решений двойного неравенства а .;; х .;; Ь при 
а < Ь  называется числовым отрезком ; числа а и Ь называются 
конЦами этого отрезка. 
ДЕйСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА - см. Числовое поле. 
ДЕЛЕНИЕ - арифметическое действие, обозначаемое двоеточием 
или дробной чер"l'ой; деле111ие определяется через у.множение: по а 
определению, а : Ь =

т = с  означает, что а = сЬ и Ь *0. Деление на 

нуль запрещено (т. е. «частному:. а : О  не придается никакого смыс
ла ) .  В записи а : Ь = с  число а называется делимым, число Ь - де
лителем и число с - частным. Деление выполнимо не в любом чис
ловом множестве. Например, в множестве натуральных чисел и в· 
м ножестве целых чисел деление выполнимо не всегда, т. е. не 
всегда целое число можнg разделить на  целое число так, чтобы в 
частном получилось целое число. Если же при делении целого 
числа а на целое число Ь получается в частном целое число, то го
ворят, что а делится на Ь. В этом случае число а называют крат� 
иым числа Ь, число Ь называют делиrелем (а также миожиrелем ) 
числа а. Например, 20 кратно числу 2; 2 - делитель числа 20. 
ДЕЛЕНИЕ С ОСТАТКОМ. Любое натура.1ьное (или даже целое) 
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чИсJ!о а моЖitо разделить на н ату�альнос чис.,о Ь > l с остатkом. 
Например, при делении 7 на 2 получается в частном 3 и в остат
ке 1 . Это можно записать так: 7 = 2 · 3+1 . Вообще, число q назы
вается частным (неполным ) ,  а число г - остатком от деления чис
ла а на число Ь > 1 , если a = bq+r, причем O < r < b. Например, 
запись 7fi = 8 · 9+-! оэнач·ает, что при  делении числа 76 н а  8 полу ·  
чается в частном !:J и в остатке 4. Эта же запись означает, что 
при делении числа 76 на 9 получается в частном 8 и в остатке 4. 
Запись же 31 = 3 · 9+4 означает лишь, что при делении числа 3 1  
на  9 получается в частном 3 и в остатке 4 (при делении 3 1  н а  3 
получается в частном не 9, а 10 :  ведь остаток не может превышать 
частного) . Запись 10 =12 · 3+4 вообще не есть запись деления 
с остатком. Число а является кратным числа Ь в том и только в 
том случае, если при делении а на Ь остаток r оказывается рав ·  
ным ну.�ю («деление без  остатка») . 
ДЕЛИМОЕ - см.  Деление. 
ДЕЛ ИМОСТЬ числа а на число Ь - термин, обозначающий, что 
натуральное число а делится на натуральное число Ь (см. Деле· 
ние) ,  т. е. что a=kb, k - натуральное число. Каждое натуральное 
число делится на себя и на единицу. Если других делителей чис
ло а> 1 не имеет, то оно называется простым. числом.. В против
ном случае (т. е. если число а> 1 имеет делитель, отличный от 1 
и а) оно называется составным. Число 1 не считается ни прос
тым, ни составным. Для того чтобы определить, делится ли чис
ло а на Ь, имеются признаки делимости, т. е .  теоремы, позволяю
щие, не производя деления, сказать, делится ли число а на Ь. Вот 
признаки делимости на некоторые числа :  
на 2 делятся те  и только те  числа, которые оканчиваются цифра
ми О, 2, 4 ,  6 или 8 .  Прим.еры: 1 2, 750, б 18 ;  
на 3 делятся те  и только те  числа ,  сумма цифр которых делится 
на 3. П рим.еры: 762 , 27, 303, 1 1 1 1  Н 1 1 1 ;  
на 5 делятся те и только те числа, которые оканчиваются пятер
кой или нулем. П рим.еры: 765, 380, 497 865; 
на 4 делятся те и только те числа, две последние цифры которых 
образуют число, делящееся на 4. Прим.еры: 3 1 2, 504, 700; 
на 1 0 делятся те и только те числа, которые оканчиваются ну
лем. Прим.еры: 40, (35 600 ; 
на 25 делятся те и только те числа, которые оканчиваются одной 
из следующих комбинаций цифр : 00, 25, 50 или 75. Прим.еры: 
700, 3425, 6750, 7875. 
Перечисленные признаки делимости изучаются в школе. Укажем, 
еще один признак делимости : 
на 1 1  делятся те и только те числа, у которых разность между 
суммой цифр, стоящих на нечетных местах, и суммой цифр, стоя
щих на четных местах, делится на  1 1 . Прим.ер: число 3 705 69 1 дe-
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лится на  1 1 , так как число ( 1 +6+0+3) - (9+5+7) = 10-21 = 
=-1 1 делится на 1 1 . 
ДЕЛИТЕЛЬ. Это слово имеет два значения :  1 ) делитель - это 
компонент действия деления (см. Деление, Дгление с остатком); 
2) делитель некоторого числа а - это число, на которое число а 
делится без остатка.  Пример: 2, \ ,  5, 1 0 - делители числа 10. 
ДЕСЯТИЧНАЯ ДРОБЬ - форма  записи дроби без знаменателя, 
с помощью запятой. При записи в этой форме используется основ 
ной принцип десятичной системы счисления: единица каждого раз
ряда вдесятеро больше единицы соседнего разряда справа и вде
сятеро меньше единицы соседнего разряда слева. Запятая служит 
для разделения  целой и дробной части ; иначе говоря, первый раз
РЯiд слева от з&�ятой обозначает целые единицы. При.мер: 2876,53 1 .  
Здесь 6 стоит в разряде единиц, и потому число имеет 6 единиц; 
далее имеется 7 десятков, 8 сотен и 2 тысячи. Передвигаясь от 
разряда единиц вправо, попадаем в дробную часть числа и по 
основному принципу десятичной системы счисления получаем, что 
5 стоит в разряде десятых долей, 3 - в  разряде сотых и 1 - в  
разряде тысячных долей. Итак, этой дробью записано число 

1 1 . 1 2 · 1 000+8 · 100+7 · 10+6+5 · IO +З · 100 + 1000 , 
531  т. е. число 2876 -
00 

. . 1 о 
Это пример конечной десятичной дроби, т. е. дроби, имеющей 
крайний знак, крайнюю правую цифру. Любую обыкновенную 
дробь, знаменатель которой не имеет других простых делителей, 
кроме 2 и 5, можно записать в виде конечной десятичной дроби. 
Для этого нужно лишь добиться, чтобы знаменатель еказался 
числом, з аписываемым единиц� с нулями. При.меры: 

_!_ = � = �  = 0 , 2 ;  
5 5 · 2 10 

2 1  - 7 - 7 - 7 . 22 28 28 
750 - 250 - 2 . 53 - 2 · 53 · 22 = 23 - 53 = 1000 = 0• 028 ·  

Общее правило состоит в домножении числителя и знаменателя на 
недостаюшую в знаменателе степень · двойки или пятерки. Тот же 
результат можно получить делением (в столбик) числителя на 
знаменатель, с приписыванием после запятой нужного числа нулей. 
В том случае, если знаменатель песократимой дроби имеет хотя 
бы один простой делитель, отличный от 2 и 5, дробь не обращает
ся в конечную десятичную. При делении (в столбик) числителя 
на знаменатель все время буд':(Т полуqаться отлцчн1,1е от нуля 

1 1 5  



остатки и частное будет представпять собой бесконечную десятич
ную дррбь, у которой некоторая группа цифр будет все время 
nовторяться. При.мер: + =0,Н2857142857142857. . .  Такие бесконеч

ные десятичные дроби называются периодическими, а повторяю
щаяся группа цифр - периодом. В приведеином примере nериод 
состоит из шести цифр : 142 857. Если у периодической десятичной 
дроби период начинается сразу после запятой, то такая десятич
ная дробь называется чистой периодической, а если не сразу после 

запятой, то смешанной периодической. Например, число �5 обра

щается в смешанную периодическую дробь 0,066666. В м атем атике 
рассматриваются и неперноднческие бесконечные десятичные дро
би. Они изображают иррациональные числа, т. е .  действительные 
ч •1сл а .  не n р е лставля1nщиеся в В"И'!! Р отнтuени я  двух целых чисел. 
ДЕСЯТИЧНАЯ СИСТЕМА СЧИСЛЕНИЯ - снетема записи чисел 
с помощью десяти цифр:  О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 и 9. Основана на 
возможности представить (и притом единственным способом) лю.;: 
бое натуральное число А в виде 

А = ак · 10" + ак-- l · 10"- 1 + . . . + а3 • 103 + а2 • 102 + 
+ а1 • 10 + а0 ,  где каждое из выражений ак, ак-1 • . 

а0 обозначает какое · либо из целых чисел от О до 9. Если, например, 

то м ы  пишем сокращенно: А = 8302095. В десятичной записи чис
ла каждая цифра обозначает число соответствующих разрядных 
единиц. Именно, если у целого числа цифра стоит крайней справа, 
то она обозначает число единиц, если второй справа, то число 
десятков, н т. д. Эти места называются разрядами: разряд единиц, 
разряд десятков, разряд сотен и т. д. Практикуется также деле
ние разрядов на классы:  первые три разряда (справа)  образуют 
класс единиц, следующие три - класс тысяч, следующие три -
класс миллионов и т. д. Таким образом, единица каждого р азря
п:а вдесятеро больше единицы соседнего разряда справа и вдеся
теро меньше единицы соседнего разряда слева. С помощью запя
той в десятичной системе счисления записываются не только целые 
ч а с.� а .  но н десятичные дробu. При.черы: 
2456 = 2 · 1 0Ч4 · 1ОЧ5 · 1 О+б;  

1 1 
47,38 = 4 ·  i0+7+3 · -fo- + & • }<ХГ ;_ 
0,5= 5 · 10 .  
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ДИАГОНАЛЬ МНОГОУГОЛЬНИКА - отрезок, соединяющий две 
несоседине вершины многоугольника (т. е. две вершины, не яв
ляющиеся концами одной стороньt) . У треугольника нет диагОна
лей, у четырехугольника их две, у пятиугольника - пять. 
ДИАМЕТР окружности (круга) - отрезок, соединяющий две точ
ки окружности и проходящий через ее центf'. Диаметр можно про
вести из любой точки на окружности. Поэтому у окружности 
имеется бесконечно много диаметров, но все они между собой: 
равны. Длина каждого из этих отрезков также называется диа
метром окружности (круга) . Диаметр равен двум радиусам. 
ДИСТРИБУТИВНОСТЬ - одна из аксиом арифметических дейст
вий, говорящая о связи между умножением и сложением: 

а (Ь+с) = аЬ+ас. 

Справедливо и свойство д1fстрнбутивности умножения  относитель
но вычитания: 
а (Ь-с) = аЬ-ас. Свойство дистрибутивности умножения относи
тельно алгебраи•tеского сложения имеет место для любого конеч
ного числа слагаемых. Пример: 

3 (2+5-6+7�1 ) = 3 · 2+3 · 5-3 · 6+3 · 7-3 · 1 . 

ДЛИНА ЛОМАНОй - сумма длин всех звеньев ломаной. По
скольку каждое звено ломаной представляет собой отрезок, на
хождение длины ломаной основано на понятия длины отрезка. 
Существует также простой геометрический способ нахождения 
д.'шны ломаной, называемый спрямлением ломаной. 
ДЛИНА ОТРЕЗКА - число, показывающее, сколько раз в дан
ном отрезке уложится единичный отрезок. Если единичный отре
зок не укладывается в данном отрезке целое число раз без остат
ка, то для определения длины отрезка применяется специальная 
процедура, которая называется процессом измерения. В качестве 
единичного может быть выбран любой отрезок. Общепринятыми 
единицами длины (единичными отрезками) являются метр и его 

десятичные производные: километр ( 1000 м) , дециметр ( l� м) , 
сантиметр ( 1 �0- м) ' миллиметр ( то1о м) ' микрон ( 1 00� ооо· м) ' 
миллимикрон (1 000 doo 000 м) . В астрономии употреб.�яются так

же световой год - расстояние, проходимое за год световым лучом 
ln-авен 9460 м.'l"рд. км) , парсек (30 840 мл•рд. км) . 
ДОЛЯ - результат раздробления целого (единицы) на несколько 
равных частей. В зависимости от того, на сколько равных частей 
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раздробляется единица, доли называются вторыми, третьими 
и т. д. Запись: 1/2, 1/з и т. д. 
ДРОБЬ - сумма  нескольких одинаковых долей. Записывается в 

а виде Т , где а и Ь - натуральные числа. Число а называется 

числителе-А! дроби и обозначает число сложенных долей. Число Ь 
называется знаменателе.1.1 дроби и показывает, какие именно доли 
складывались. С введением дробей расширяется множество чисел, 
до этого (в 1 и 11 классах)  состоявшее лишь из натуральных чи
сел и нуля. Такое расширение продиктовано различными сообра
жениями:  потребностями измерения (см. Процесс измерения) и чис
то математическими причинами, из которых в первую очередь 
назовем необходимость решать уравнения вида ах = Ь, где а 
и Ь - натуральные числа ,  и связанную с этим потребность делить 
любое натуральное число Ь на любое другое натуральное число а. 
Существенно, что с введеннем дробей возки.кает возможность не 
только любое натуральное чис.'!о разделить на любое другое нату
ральное число, но и разделить любую дробь на любую дробь 
(отличную от нуля) . Отметим также, что в виде дроби можно 

5 
записать любое целое число : нащ:имер, 5 =  -г (см. Десятичная 

дробь, Обыкновенная дробь, Смешанное число) . 
В V классе, после введения отрицательных чисел, появляется воз
можность рассматривать дроби, числителями и знаменателями ко
торых являются не только положительные, но и отрицательные 

числа, т. е. дробь принимает вид _а_ ,  где а и Ь + О - любые целые ь 
числа. Числа, которые можно записать в виде обыкновенных дро
бей, называются рациональными числа.Аtи. 
ДУГ А - часть кривой линии, расположенная между двумя точками 
(в час;гности, часть окружности между двумя ее точками) . Эти две 
точки, определяющие дугу, называются ее концами. 
ЕДИНИЦА - число, обладающее свойством а · 1 = 1 · а = а  (для лю
бого а) . Отсюда a : a = l при а+ О и a : l = a при любом а. 
ЕДИНИЦЫ ДЛ ИНЫ - см. Длина отрезка. 
ЕДИНИЦА ИЗМЕРЕНИЯ УГЛОВ - см. Градус. 
ЕДИНИЦЫ ОБЪЕМА - см. Объем. 
ЗАВИСИМОСТИ МЕЖДУ КОМПОНЕНТАМИ И РЕЗУЛ ЬТАТА
МИ ДЕИСТНИИ - снетема утверждений о том, как изменятся 
l"езультаты действий, если определенным образом изменить их 
компоненты. Перечислим эти утверждения (словесные формули
ровки относятся к положительным числам) :  
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1 .  Если слзгаемое увеличить на а, to сумма увеличится на а :  
( h +a) + с =  (Ь+с) +а. 

2. Если слагаемое уменьшить на а, то сумма уменьшится на а: 

( Ь-а ) +с =  (Ь +r) -п. 

3. Если уменьшаемое увеличить на  а или вычитаемое уменьшить 
на а, то разность увеличится на  а: 

( Ь +а) -с = (Ь-с) +а; 

Ь - (с-а) = (Ь-с) +а; 

4. Если уменьшаемое уменьшить на а или вычитаемое увеличить 
на а, то разность у!Меньшится на а: 

( Ь-а) -с=, (Ь-с) -а; 

Ь- (с+а) = (Ь-с) -а. 

5. Если сомножитель увеличить в а раз, то произведение увели
чится в а раз :  

(Ьа) с = (Ьс) а. 

6. Если сомножитель уменьшить в а раз, то произведение умень
шится в а раз :  

.!!_ с = �  а а · 
7. Если делимое увеличить в а раз или делитель уменьшить в а 
раз, то частное увеличится в а раз: 

ь: = (-+) а ; 
Ь : (+) = (+) а. 
8. Если делимое уменьшить n а раз или делитель увеличить в а 
раз, то частное уменьшится в а раз :  

( � ) = с =+ = а ; 
ь ь -- = - : а. са с 

Утверждения 1 -8 основ аны на свойствах ассоциативности и ком
мутативности. 
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Из дистрибутивности выте.кает еще одна з ависим ость: 
9. Если все слагаемые в алгебраической сумме увеличить (умень
шить ) в а раз, то и сумма увеличится (уменьшится ) в а раз: 

аЬ-ас+ах-ау = (Ь-с+х-у) а; 

.!!_ + ..!..._ _ _у_ =  Ь+с-у . а а а а 
ЗАМКНУТАЯ ЛОМАНАЯ - см . Ломаная линия. 
ЗВЕНО ЛОМАНОй - см. Ломаная линия. 
ЗНАКИ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ - условные обозначения (символы) , 
служащие для сокращенной записи математических понятий, пред
ложений н вычислений. В основном делятся на три группы : 
1 )  знаки математических объектов (.6., L) , 2) знаки операций 
( +. -, · ,  : )  , 3) знаки отношений между числами, множествами 
и т. п. ( = ,  >, Е ) . Основные знаки, употребляющиеся в курсе 
математики I-V классов, сведены в следующую таблицу. 

Н а писани е знак а 

О, 1 , 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, 9 

1:::. 
L 

+ 

= 

t10 

Его смысл 

цифры 

треугольник 
угол 
градус 
приба·вить 
отнять 
умножить на 
разделить н а  

дробная черта 

запятая, отделяю
щая в десятичной 
записи целую 
часть от дробной 

равно 

не равно 

Прим ер нс п о льзо вании знака 

27 (число , содержащее 2 десятка 
и 7 единиц) 
li.ABC (треугольник АВС) 
LA BC (угол АВС) 
90° (90 градусов) 
2+7 (к 2 прибанить 7) 
3-1 (от 3 отнять 1 )  
5 · 7 (5 умножить н а  7) 
1 2 : 3  ( 1 2  разделить на  3) 
7 l1 (семь одиннадцатых) 

3,75 (три целых, семьдесят пять 
сотых) 

5 2,5 = Т (две целых пять десятых 

равно пяти вторым) 
3 'f 8 (три не равно восьми) 



Напис ание 
знака 

> 
< 

( ) 

1 1 

...1.. . 

Е 

{ } 
(l} 

с 

n 

u 

6-1 746 

Ero смы с .а  

больше 
меньше 
больше 
или равно 
меньше 
или равно 
ск·обки (для 
указания порядка 
вьшолнения 
действий) 
знак модуля 

параллельна 

не параллельна 

перпендикулярно 

принадлежит 

состоит нз 

пустое 
множество 
и т. д. 

содержит 

содержится 

пересечение 
множеств 
объединение 
множеств 

Продолжение 

Пример использо вании знак а 

7 > 2 (семь больше двух) 
3< 1 000 (три меньше тысячи) 
а � Ь (число а больше или рав
но Ь) 
а<:, Ь (число а меньше или рав
но Ь) 
(а+Ь) с (сумма чисел а и Ь умно
жается на число с; без скобок по
рядок действий был бы другой) 

1 - 51 = S (модуль числа -5 ра
вен Б) 
A B II CD (прямая АВ параллель
на CD) 
A B -1/- CD (nрямые АВ и CD не 
параллельны) 
AB..LCD (прямая АВ перпендику
лярна CD) 

АЕ М (точка А принадлежит мно
жеству М) 
М =  { 1 , 2, 3 }  (множество М со
стоит из чисел 1, 2, 3) 
A n B = (l}  (множества А и В не 
пересекаются) 

М =  {0, 1 ,  2, . . .  , 9 }  (в з аписи мно
жества М пропущены элементы) 
А ::> В (множество А содержит 
множество В )  
А с В (множество А содержится 
в множестве В)  
А n В (пересечение множеств А 
и В) 
А U В (объединение множеств А 
и В) 
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ЗНАМЕНАТЕЛЬ - см. Дробь. 
ЗНАЧЕНИЕ ВЫРАЖЕНИЯ - число, получающссся при замене 
всех букв, входящих в выражение, данными числами (значения
ми букв ) и выполнении над этими числами всех указанных дей 
ствий. Если выражение не  содержит букв, то значение его полу
чается в результате выполнения указанных в нем действий. В ча
стности, если выражение состоит из единственного числа,  то его 
значением будет это число. Если выражение состоит из одной 
буквы, то его значением является значение этой буквы. 
ЗНАЧЕНИЕ ПЕРЕМЕННОй - см .  Пере.менная. 
И ЗМЕРЕНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКА - его длина и ширина, т. е .  
длины двух его соседних сторон. Площадь прямоугольника равна 
произведению его измерений. 
ИЗМЕРЕНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАР АЛЛЕЛЕПИЛЕДА - его 
длина, ширина и высота, т. е. длины трех его ребер, исходящих из 
одной вершины (или любых трех попарно непараллельных ребер ) .  
Объем прямоугольногю параллелепипеда равен произведению всех 
трех его измерений. Площадь основания прямоугольного паралле
ле:пипеда равна произведению первых двух его измерений (длины 
и ширины) . 
ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА - действительные числа, не являю
щиеся рациональными, т. е .  не представляющиеся в виде отно
шения двух целых чисел. Всякое рациональное число записывает
ся в виде либо конечной, либо бесконечной периодической деся
тичной дроби. Верно и обратное: если число записывается в виде 
конечной или бесконечной периодической десятичной дроби, то 
оно рационально. Отсюда в ытекает, что иррациональными будут 
все те числа, которые записываются в виде бесконечной и nритом 
непериодической десятичной дроби. 

Примерам может служить число 0,0 10 100010000000100 . . . , в кото
ром единицы стоят на  2-, 4-, 8-, 1 6-м, . . .  , 2 n . . . местах; эдесь рас
стояния между двумя соседними единицами становятся все боль
ше и больше, так что nериодической nовторяемости цифр нет 
(т. е. число иррационально) . Число :n:, входящее в формулы для 
вычисления длины окружности и площади круга, тоже иррацио
нально. Если n - натуральное число, не являющееся точным квад-
ратом, то Yn- число иррациональное. Конечно, множество ирра
циональных чисел не исчерnывается этими nримерами. 
КАСАТЕЛЬНАЯ К ОКРУЖНОСТИ - прямая, имеющая с окруж
ностью только одну общую точку. Касательная удалена от цент
ра окружности на расстояние, равное радиусу этой окружности. 
И ногда, по аналогии с этим определением, учащиеся полагают, 
что и вообще, в случае любой кривой линии, касательной будет 
всякая nрямая, имеющая с этой кривой только одну общую точку. 
Однако это неверно. Например, nарабола у = х2 имеет с осью ор-
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динат (т. е. с прямой х = О) только одну общую точку, но эта 
прямая, очевидно, не является касательной к параболе. О каса
тельных к линиям, отличным от окружности, говорится только в 
старших классах (в связи с понятием производной ) .  
КА ТЕТ - см. Прямоугольный треугольник. 
КВАДРАТ - четырехугольник, все стороны которого равны между 
собой и все углы которого прямые; является частным случаем 
прямоугольника, а также частным случаем ромба. 
КЛАССЫ И РАЗРЯДЫ - см. Десятичная система счисления. 
КОММУТАТИВНОСТЬ (переместительность) - свойство операции,  
состоящее в том,  что результат не изменяется от перестановки 
компонентов. Этим свойством обладают сложение и умножение: 
а+Ь = Ь+а. аЬ = Ьа. 
Им не обладает вычитание:  а-Ь =/= Ь-а в общем случае (равен
ство получается лишь при а = Ь) . Не обладает им и деление:  
а:  Ь =/= Ь :  а в общем случае (равенство получается лишь при 
а = Ь  =/= 0) . 
КОНТУР МНОГОУГОЛЬНИКА - см. Многоугольник. 
КООРДИНАТНАЯ ПЛОСКОСТЬ - см. Прямоугольная система 
координат. 
КООРДИНАТЫ - числа, определяющие положение точек на пря
мой, на  плоскости и в пространстве. Положение точки на  число
вой прямой определяется одной координатой, на плоскости - дву
мя, в трехмерном пространстве - тремя координатами (см. Пря
моугольная система координат) . 
КОРЕНЬ УРАВНЕНИЯ - значение переменной, при подстановке 
которого уравнение преврашается в верное равенство. 
КОСОУГОЛЬНЫй ТРЕУГОЛЬНИК - употребляемое иногда на
звание непрямоугольных треугольников (т .  е. остроугольных и 
тупоугольных треугольников) . 
КОЭФФИЦИЕНТ - ЧИСJIОВОЙ множитель в произведении, не со
держащем других чиСJiовых множителей. Например, в выражении 
5а2Ьс коэффициент равен 5, в выражении - Зх (2х-5) коэффици
ент р авен - 3. Если в произведении имеется несколько числовых 
множителей, то для получения коэффициента надо эти чиСJiовые 
множители перемножить. Например, произведение 2х · Зу надо за 
писать в виде 6ху, пoCJie чего можно будет сказать, что в этом 
выражении коэффициент р авен 6. Наконец, если в произведении 
числовых множителей нет, то коэффициент в нем считается рав
ным 1 или -1 в зависимости от знака : выражение -а имеет ко
эффициент -1,  а выражение ху имеет коэффициент 1 .  
КРАТНОЕ целого числа а, отличного от нуля,- такое целое чис
ло, которое делится на  а без остатка. Кратным числа О считается 
только само число О. Иначе говоря, цео!Iое число Ь называется 
кратным целого числа а, если существует такое целое число k, 
6* 1 1] 



что b = ka. Например, все числа, оканчивающиеся нулем, являют
ся кратными числа 10 ;  число 1 0  является кратным чисел 1 ,  2, 5, 
1 0, - 1 , -2, -5, -10. Если число Ь =!= О  является кратным чис
.'!а а, то а называется делителем числа Ь. 
КРУГ- часть nлоскости, ограниченная окружностью. Более точно, 
круг - это множество всех точек nлоскости, лежащих внутри 
окружности и на самой окружности. Если окружность имеет 
центр О н радиус r, то оnределяемый ею круг считается имеющим 
центр О и радиус r. Этот круг состоит из всех точек (на nлос
кости) ,  удаленных от О на расстояние, не nревосходящее r. Та
ким образом, если К - круг с центром О и радиусом r, то соот
ношение А Е К имеет место в том и только в том случае, если 
ОА <. r. 
КУБ- тело, ограниченное шестью квадратами. Всякий куб являет
ся прямоугольным параллелепипедом. Куб - это такой nрямоуголь
ный nараллелеnиnед, все три uзмерения которого од!IIНаковы. 
Если ребро куба  имеет длину а, то объем этого куба равен а3. 
ЛИНЕйКА - инструмент для nроведения nрямых линий. При ре
шении геометрических задач на nостроение считается, что с nо
мощью линейки можно nровести nрямую через любые две дан
ные точки, т. е. линейка считается неограниченно длинной. На 
nрактике, конечно, линейка имеет ограниченную длину, т .  е. с ее 
nомощью можно nроводить лишь отрезки ограниченной длины. 
Обычно на  линейку наносится мерная шкала (см . Масштабная 
линейка) . 
ЛОМАНАЯ ЛИНИЯ - конечное множество отрезков, которые мож
но занумеровать таким образом, что конец nервого отрезка яв
ляется началом второго, конец второго - началом третьего и т. д. 
Эти отрезки называются сторонами или звеньями, их концы - вер- · 
шинами ломаной. Если nри этом конец nоследнего отрезка совnа
дает с началом nервого, то ломаная линия называется зам�нутой. 
Ломаную линию обозначают nеречисленнем всех ее nершин в том 
nорядке, в котором они лежат на ней (см . также Многоугольник, 
Периметр многоугольника) . 
ЛУЧ - часть nрямой, ограниченная точкой;  эта точка называется 
началом луча и считается nринадлежащей лучу. Если О - начало 
луча и А - какая-либо отличная от О точка этого луча, то этот 
луч содержит, кроме О, все те точки nрямой ОА, которые расnо
ложены no ту же сторону от О, что и точка А. Его называют 
«луч ОА». Заметим. что лучи ОА и АО различны (началом вто
рого служит точка А ) .  
Всякая точка, лежашая н а  прямой, делит е е  н а  два луча ( и  яв
,,Rется началом обоих лучей) . 
МАСШТАБНАЯ ЛИНЕй КЛ - линейка с на несенноii на нelt р а в-
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номерной шкалой, обычно в сантиметрах ИJIИ милJiиметрах. При
меняется как для проведения прямых, так и дJiя измерений. 
МЕДИАНА ТРЕУГОЛЬНИКА - отрезок, соединяющий вершину 
треугольника с серединой противоположной стороны. В треуго.'lь
нике три медианы. Они пересекаются в одной точке - центре тя
жести треугольника. Длину медианы также называют медианой. 
МЕТРИЧЕСКАЯ СИСТЕМА МЕР - совокупность припятых в 
международной практике единиц измерения длины, площади и объ
ема, имеющая в основе единицу длины - метр. Основной едини
цей площади является квадратный метр (квадрат со стороной 
в 1 .ч) , единицей объема - кубический метр (куб с ребром 1 .ч) . 
Остальные меры получаются из этих при помощи умножения и 
деления на степени числа 1 0. При этом употребляются приставки : 
милли- (тысячная доля) , санти- (сотая доJiя) ,  деци- (десятая до
ля) , дека- (десять) , гекто- (сто) , кило- (тысяча)  (см. также 
Длина отрезка) . 
С мерами объема связаны и меры веса : тонна (вес 1 куб . .ч. во
ды) , килограмм (0,001 тонны) . 
МИНУТА УГЛОВАЯ - 1/60 доля углового градуса. 
МНОГОГРАННИК - частьо пространства (тело) , ограниченная ко
нечным числом многоугольников. Эти многоугольники называются 
гранями многогранника, стороны граней - ребрами многогранни 
ка ,  концы ребер - вершинами многогранника. 
МНОГОУГОЛЬНИК - лежащая в плоскости и не иерееекающая 
самое себя замкнутая ломаная линия вместе с ее внутренней об
ластью. Указанная ломаная называется контуром многоугольника, 
звенья . этой ломаной называются сторонами многоугольника, а ее . 
вершины - вершинами многоуГольника. По числу вершин много
угольники делятся на · треугоЛьники, четырехугольники и т. д. 
Многоугольник с n вершиюiми  называетсЯ п-угольииком. 
МНОЖЕСТВО - одно из важнейших понятий математики. Это по
нятие является первичным, т. е. не имеет определения. Для пояс
нения говорят, что слово «множество» употребляется в матема
тике в таком же смысле, в каком мы говорим о наборе предме
тов, коллекции вещей и т. п.  Множество может состоять из эле
ментов произвольной природы. Но каждый раз, говоря о некото
ром множестве, мы  должны точно знать, какие элементы в него 
входят и какие не входят. Это достигается перечисленнем элемен
тов (если их немного) или указанием свойств, наличие которых 
является условием принадлежности элементов данному множест
ву. Например, множество прямоугольных треугольников - это мно
жество, в которое входит каждый прямоугольный треугол�оник и 
не входИт · ни один элемент, не являющийся прямоугольным тре
угольнИком. Для · удобства формулировок вводится понятие nус
того : Мнежества - множества , не содержащего ни одного элемен-
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та. Таково, например, множество квадратов, имеющих острый 
угол (или множество волков, имеющих плавники ) . Множества 
обозначаются заглавными латинскими буквами, а элементы -
строчными латинскими буквами. Запись А =  ( а, Ь, с } обозначает, 
что множество А состоит из элементов а, Ь, с. 
Если перечислить все элементы невозможно (ввиду того, что их 
слишком много или даже бесконечно много) , в записи множества 
используют многоточие. Например, натуральный ряд (множество 
всех натуральных чисел) обозначают записью N = { 1 , 2, 3, . . . ) 
Однако при употреблении многоточия  каждый раз необходимо ука
зывать, что оно означает (см. стр. 45-46 в этой книге) . 
Запись В =  0 означает, чт,о В - пустое множество. Запись а Е А 
означает, что элемент а принадлежит множеству А (см. Под
множество, Пересечение .множеств, Объединение .множеств). 
МНОЖИМОЕ - первый сомножитель. 
МНОЖИТЕЛЬ. Это слово употребляется в двух значениях: 
1 )  второй из двух сомножителей в произведении ; 2) множитель 
числа а - то же, что и делитель числа а (например, гов·орят о 
разложении числа на простые множители) .  
МОДУ ЛЬ ЧИСЛА (абсолютная величина числа) - расстояние от 
изображения числа на числовой оси до начала оси. Обозначается 
модуль числа х через 1 х 1 .  Например, число 3 удалено от О на три 
единицы. Поэтому модуль числа 3 равен 3. На таком же расстоя
нии от начала находится на оси число - 3. Поэтому и его модуль 
равен 3, т. е. 1 3 1 = 3, 1 - 31  =3. Модуль нуля равен нулю. Мож
но дать следующее определение модуля числа (разумеется, равно
сильное предыдущему) : модуль положительного числа равен са
мому этому числу, модуль нуля равен нулю, модуль отрицатель
ного числа равен противоположному ему числу : 

l х 1 = { х
, 

если х :;. О, -х, если х < О. 

Свой-ства модуля: 

1 - x l  = l x \ , 
1 х 1 - неотрицательное число (для любого х) ; 
1 ху 1 = 1 х 1 . 1 у 1 ' 

1 � \ =ffi . 
Все эти свойства могут быть доказаны перебором возможностей 
(х положителен, у отрицателен; х положителен, у = О и т. д.) . · 
Расстояние между двумя точками а и Ь на числовой оси вычис
ляется как модуль их разности : 1 а-Ь 1 · Например, расстояние 
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между 5 и 3 равно 1 5-3 1 = 1_2 1 = 2, расстояние между 5 и 
-3 равно \ 5- (-3 ) 1 = 1 5+3 1 = 1 8 1 = 8. 
НАИБОЛЬШИй ОБЩИй ДЕЛ ИТЕЛЬ двух или нескольких на
туральных чисел - наибольшее из н атуральных чисел, н а  кото
рое делятся все данные числа. Обозначается НОД чисел а и Ь 
символом (а, Ь) или D (а, Ь) . Для отыскания D (а, Ь) нужно 
разложить каждое из  чисел а, Ь на  простые м ножители и выпи
сать все простые сомножители, входящие в оба разложения од
новременно, причем каждый раз нужно брать наименьшую из сте
пеней, в которых они входят в эти разложения ; тогда произведе
ние выписанных множитеJJей и будет равно D (а, Ь ) .  Например, 
1 2 =:22 · 3, 18 =2 · 32. в над войдет и тройка, и двойка, причем 
обе в первой степени. Для чисел же 36 = 22 · 32 и 270 = 2 · 33 · 5  НОД 
будет ра,вен 2 · 32 =. 18. 
НАИМЕНЬШЕЕ ОБЩЕЕ КРАТНОЕ двух или нескольких нату· 
ральных чисел - наименьшее из натуральных чисел, делящихся од
новременно на все эти числа. Обозначается НОК чисел а и Ь сим
волом [а, Ь] или К (а, Ь) . Для отыскания К (а, Ь) нужно раз
ложить каждое из чисел а, Ь на  простые множители и выписать 
все простые сомножители, входящие хотя бы в одно из этих раз
ложений, причем каждый раз нужно брать наибольшую из сте
пеней, в которых они входят в эти разложения ;  тогда произведе
ние выписанных множителей и будет равно К (а, Ь). Н апример, 
1 2 =122 · 3, 1 8 =:2 · 32. Значит, К ( 12, 1 8) = 22 · 32 = 36. Для чисел же 
108 =22 · 33 и 1 20 = 23 · 3 · 5 НОК имеет значение 23 · 33 · 5 = 1 080. 
НАИМЕНЬШИй ОБЩИй ЗНАМЕНАТЕЛЬ данных дробей - НОК 
их знаменателей (см. Наименьшее общее кратное) .  Поскольку НОК 
знаменателей делится н а  каждый из знаменателей, каждую из 
данных дробей можно записать в виде дроби, знаыенатель кото
рой р авен этому НОК Поскольку НОК � н  а и м е н ь ш е е  из чи
сел, делящихся на все данные знаменатели, такая операция в 
большинстве случаев экономнее, чем приведение всех дробей к 
другому общему знаменателю. Приведение дробей к общему зна
менателю (наименьшему) используется при сложении, вычитании 
и сравнении дробей. П ри.меры: 1/24+ 1/16  = 2/4в+3/4в = 5 /4в ;  3/lо-13/во = 18/во-13/во = 5/�о = 1/12; 
3/4 больше, чем 2/3, так как % = 9/12, а 2!3 = 8/1 2· (Конечно, последнюю 
задачу можно решать и по-другому: 3/4 ближе к единице, чем 2f3) .  
НАКЛОННАЯ к данной прямой а - прямая, пересекающая nря
мую а и не перnендикулярная к ней. 
НАПРАВЛЕННЫЕ ОТРЕЗКИ (или векторы) - отрезки, у кото
рых различаются начало и конец. В наnисании начало ставится на 
первом, конец - на втором месте, а · сверху ставится черточка 
(или стрелка ) . Так, отрезок АВ и отрезок ВА - это один и тот 
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же отрезок; направленные же отрезки Aif и В1 различны. У 
первого начало находится в точке А, а конец в точке В, у вто
рого наоборот. Направление вектора обозначается на чертеже 
стрелкой. 
НАТУРАЛЬНЫЕ ЧИСЛА получаются последовательным прибав
лением числа 1 к самому себе : 2= 1 +1 .  3 =·2+1 .  4 = 3 + 1  и т. д. 
Множество N = \ 1, 2, 3, ... } всех натуральных чисел бесконечно, 
оно н азывается натуральным рядом. В школе натуральные числа 
изучаются р а н е е всех ,r;.ругих чисел. Уже после этого вводится 
понятие целого числа и дроби. Поэтому часто произносимая фраза 
«Натуральные числа - это целые положительные числа» не мо
жет служить определением натуральных чисел; . она лишь объяс
няет, какое место в множестве целых чисел они занимают. Отме
тим, что число нуль н е я в л я е т с я натуральным числом. Это 
в ажно знать школьнику, так как длительное время (до V класса ) 
нуль - единственное известное ему целое число, не являющееся 
натуральным. 
НАЧАЛО ЛУЧА - см. Луч. 
НЕИЗВЕСТНЫЕ - см. Равенство. 
НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА. Множество неотрицательных чи
сел включает в себя число нуль и все положительные числа. Н а
пример, число - 2 отрицательное, а числа О, 3, 1/2 неотрицатель
ные. Аналогично можно определить множество неположительных 
чисел : оно содержит все отрицательные числа и число нуль. 
НЕРАВЕНСТВО - 1 ) высказывание одного из видов : «а боль
ше Ь», . «а меньше Ь», са не ,больше Ь», «а не меньше Ь-. (симво
лически : а > Ь, а < Ь, а <.Ь, а > Ь) .  Первые два типа перавеяств 
называются иногда строгими неравенствами, третий и четвертый 
тип - пестрогими неравенствами. Неравенства а > Ь, Ь < а  означа
ют, что число а-Ь положительно (т. е. а-Ь > 0) ; неравенства 
а > Ь, Ь <.  а означают, что число а-Ь неотрицательно (т. е .  
а-Ь > 0) . Как и всякие высказывания, перавеяства могут быть 
истинными и ложными. Н апример, 3 > 2, 4 < 5, 6 > 6, 8 > 1 - ис
тинные высказывания (говорят еще:  верные неравенства) , 6 > 7, 
3 < 2 - ложные (неверные) неравенства. Важнейшие свойства не
равенств : если а > Ь  и Ь > с, то а > с;  если а > О  и Ь > О. то 
а+Ь > О  и аЬ > О. 

2) Если нер авенство содержит переменную, то при одних зна
чениях переменной оно может оказаться верным (т. е .  будет истин
·ным высказыванием) ,  а при других значениях - неверным. Поэтому 
для неравенств, содержащих переменную, ставится задача р е ш и т ь 
это неравенство, т. е. установить, при каких значениях nеременной 
оно становится верным высказыванием. 
НЕСОКРАТИМАЯ ДРОБЬ - см. Обыкновенная дробь. 
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НЕЧЕТНОЕ ЧИСЛО - целое число, не делящееся на два. Общая 
заnись: 2п+ 1, где n - любое целое число. Иными словами, nри 
любом целом n число 2n+ 1 - нечетное, nричем в таком виде 
может быть заnисано любое нечетное число. Общую заnись нечет
иого числа дает и формула 2п-1 . Эта формула особенно удобна 
для выражения натуральных нечетных чисел : n-e натуральное не
четное число раВJно 2n--'1 ; наnример, 5 - третье натуральное не
четное число; 5 =2 · 3--'1 .  
НУЛЬ - число, обладающее свойством а+О = О+ а = а  (для лю
бого а) . Этим свойством обладает только число нуль: если для 
некоторого числа а сnраведливо равенство а+х= а, то отсюда сле
дует, что х = О. Важное свойство нуля заключается в том, что 
а · О = О · а = О для любого чи.сла а. Обратно, если аЬ = О, то хотя 
бы одно из чисел а, Ь равно нулю, т. е. либо а = Ь, либо Ь =О, 
(либо оба они равны нулю) . На этом свойстве nроизведения 
основан, в частности, один из методов решения уравнений. Если, 
наnример, (х- 1 )  (х+2) х = 0, то это значит, что либо х-1 = 0, 
(т. е. х = 1 ) ,  либо х+2 =0 (т. е. Х = --"2) ,  либо х = О. 
ОБРАТНЫЕ ЧИСЛА. Если а ,Р О, то обратным ему называется 

число _l_ . Числа а и _!_ , nроизведение которых равно единш�е. 
а а 

называются вз·аимно-обратными числами. Примеры взаимно -об-

2 1 1 3 1 2 11 -1- = 5  ратных чисел : и -2- , Т и 7, - и - З .  О, 0,2 
3 1 - 7 7 и З - З . Нуль обратного числа не имеет. 

7 
ОБЪЕДИНЕНИЕ МНОЖЕСТВ - множество, содержащее те и 
только те элементы, которые входят хотя бы в одно из данных 
множеств. Объединение множеств обозначается символом U , т. е. 
А U В - объединение множеств А и В. П ри.м.еры: \ 1 ,  а J U { 2, 3 J 
U { A, 4, 6 \ = { 1 , а, 2, 3, А , 4, 6 \ ;  { а, Ь, ? )  U { а , с, ? , ! } = {а ,  Ь ,  
с, ?, t } ; { 1 , 2 ,  3 } u { 1 , 2, 3 } = \ 1 , 2, 3 } ; вообще, A U A= 
= А .  Объединение любого множества А и nустого множества счи
тается ра•вным множеству А, т. е. А U 0 = А. 
ОБЪЕМ - числовая характеристика nространственнr.Iх фигур 
(тел) , nоказывающая (с  интуитивной точки зрения) , как много 
места занимает тело в nространстве. При изучении темы «Объем 
пр ямоугольного параллелепиnеда» в IV кла,ссе вводится более кон
кретное оnределение: объем тела-это число, nоказывающее, сколько 
единиц объема в нем содержится. При этом nод единицей объема 
nонимается куб, ребром которого служит единичный отрезок. Об
щеприняты единицы объем а:  1 куб. .м..м., 1 куб. см. (он равен 
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1 000 куб. м�t) ; 1 куб. дм (литр, он равен 1 000 куб. см) ; 1 куб. м 
( равен 1 000 куб. дм) . 
ОБЫКНОВЕННАЯ ДРОБЬ (или просто дробь) - запись в и-а да Т ,  где а и Ь - целые числа ( Ь =F О) . Число а называется 

ь а П . 3 числителем, число - знаменателем дроби Т . римеры. 5 , 
-2 2 О 1 6 а с -- , -- , - - , -- , -- . Две дроби - и -d считаются 

7 -7 5 6 1 ь 
равными (т. е. изображающими одно и то же рациональное 

15 2 1 9 число) , если ad = bc. Например, - - = - , --
6 3 12 = 2() .  Целые 

( о  6 
числа могут быть записаны в виде дробей 5 и -1- целые числа 

О и 6) , т . . е. множество всех целых чисел является подмножест

В·ОМ множес'J\ва рац;юнальных чисел. Если а и Ь не имеют общих 

делителей, отличных от ± 1 , то дробь .!!:..._ н азывается несократимой. ь 
Если la\ < lЫ (см. Модуль числа) , то : называется правильной 

дробью. 
Отметим, что определения упрощаются, если рассматриваются 
только положительные дроби ( IV класс) , т. е. дроби с натуральны
ми числителем и знаменателем. 
Основное свойство дроби : 

.!!:..._ = .!!:!:__ , еС.'!И С =F 0 .  
Ь Ьс 

Иначе говоря, если числитель и знаменатель дроби умножить 
(или разделить) на  одно и то же число, не равное нулю, получит
ся дробь, равная исходной. На этом основ ано сокращение дробей : 

4 2 10 1 б = з · w = т ·  
Действия над дробями выполняются следующим образом. 
Сумма (разность) дробей с одинаковым знаменателем равна дро
би с тем же знаменателем и с числителем,  равным сумме (разно
сти )  числителей данных дробей : 

3 2 5 3 2 1 
т + т = т · т - т =. т · 
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Сложение и вычитание дробей с р азными знаменателями выпол
няется с помощью приведения их к общему знаменателю (лучше 
всего к наименьшему общему знаменателю) . 

Примеры: 

Произведение дробей равно дроби с числителем, равным произ
ведению числителей данных дробей, и со знаменателем, равным 
произведению знаменателей данных дробей:  

а с ас 
т .  d = bd . 

3 7 3 · 7 7 
Пример: Т · б - ""5Jr - IO .  

Деление дробей заменяется умножением делимого на число, об
ратное делителю: 
а с а d 

т = 7 = -ь · -с
· 

Пример: � : : = � 4 1 
з = т 

(см. также Дробь, Смешанное число) . 
ОКРУГЛЕНИЕ числа до тысячных (или, как еще говорят, до 
0,00 1 )  - замена данного числа другим по следующим правилам: 
1 )  все цифры, стоящие перед разрядом тысячных, сохраняются; 
2) все цифры, стоящие после разряда тысячных, отбрасываются 
(заменяются нулями) ;  
3 )  цифра в разряде тысячных сохраняется, если первая отбрасы
ваемая цифра - О, 1 ,  2, 3 или 4; 
4) цифра в разряде тысячных увеличивается на  единицу, если 
первая отбрасываемая цифра 5, 6, 7, 8 или 9. 
Аналогично определяется о�ругление до любого другого разряда 
(до сотых, до целых и т. п . ) . 
Примеры: 
1 ) округление числа 0, 1 893 до сотых дает 0, 1 9 ; 
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2) округление числа 10, 1 2  до целых дает ! О ;  
3) округление 28, 53  до  целых дает 29; 
4)  округление 394 до сотен дает 400 ; 
5) округление 2 1 ,  95 до десятых дает 22,0. 
Существует еще «правило четной цифры», относящееся к случаю, 
если отбрасывается последняя пятерка, но оно в программу не 
вводится как имеющее ограниченное применение. 
ОКРУЖНОСТЬ с данным центром О и данным радиусом r - мно
жество точек плоскости, удаленных от точки О этой плоскости 
на расстояние r. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ - :предложение, вводящее новое понятие. В 
определении всегда присутствует определяемый термин. 
Примеры: 
1) угол, меньший прямого, называется острым углом ; 
2) несократимая дробь - это дробь, числитель и знаменатель 
которой взаимно просты. · 
ОРДИНАТА - см. Прямоугольная система координат. 
ОСЕВАЯ СИММЕТРИЯ - геометрическое преобразование плоско
сти, наглядно поясняемое перегибанием листа бумаги по некото
рой прямой (называемой осью симметрии) .  При осе11ой симметрии 
каждая точка оси переходит в себя, а точка А, не лежащая на 
оси, переходит в такую точку В, что ось перпеидикулярна отрез
ку АВ и проходит через его середину. Важным свойством осевой 
симметрии является следующее: «если точка А переходит при осе
вой симметрии в точку В, то точка В переходит в точку А». Точ
ки, пе.реходящие друг в друга при осевой симметрии с осью l, на
зываются с и м м е т р и ч н ы м и относительно l .  

Две симметрИ'ЧIНЫе точки одинююво удалены от любой точки оси 
симметрии. Обратно, если две раз.!Jичные точки А и В одинаково 
удалены хотя бы от двух точек М и N некоторой прямой l (т. е. 
АМ = ВМ и A N = BN) , то А и В симметричны относительно l. 
Две фигуры называются симметричными относительно l, если каж
дая точка первой фигуры симметрична пекоторой точке второй 
фигуры и каждая точка второй фигуры симметрична пекоторой 
точке первой фигуры. Симметричные фигуры равны (они совме
щаются при перегибании листа бумаги ; см. Равенство) .  Если при 
симметрии относительно l пекоторая фигура переходит сама в се
бя, то она называется симметричной относительно l, а прямая l 
называется осью симметрии этой фигуры. В этом случае прямая l 
разбивает фигуру на две части, которые симметричны друг другу 
относительно прямой l. Например, прямая линия симметрична 
относительно любого перпендикуляра к ней, отрезок симметричен 
относительно перпендикуляра, проведеиного через середину этого 
отрезка, угол симметричен относительно биссектрисы, равнобедрен
ный треугольник - относительно прямой, проходящей через его 
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вершину и • 1ерсз середи н у  о с н о в а  ни н, окру ж н ость н круг - отно
сительно любой прямой, проходящей через центр. Прямоугольник 
имеет две оси симметрии, ромб - тоже две, квадрат - четыре. 
Прямая, луч и отрезок симметричны относительно оси, проходя 
щей через них. 
ОСИ КООРДИНАТ - см. Прямоугольная система координат. 
ОСНОВАНИЕ - 1 )  прямоугольника - см. Высота прямоугольника; 
2) прямоугольного параллелепипеда - см. Высота пря1t10угольного 
параллелепипеда; 3) равнобедренного треугольника - см. Равнобед
ренный треугольник; 4) степени - см. Степень; 5) тра,пецн11 и па
раллелограмма - см. Высота трапеции; 6) треугольника - см. Вы
сота треугольника. 
ОСНОВНОЕ СВОйСТВО ДРОБИ - см. Обыкновенная дробь. 
ОСТАТО К - см. Деление с остатком. 
ОСТРОУГОЛЬНЫй ТРЕУГОЛЬНИК - треугольник, все три угла 
которого острые (см. Прямоугольный треугольник и Тупоугольный 
треугольник). 
ОСТРЫй УГОЛ - угол, меньший пр ям ого. 
ОТНОШЕНИЕ ДВУХ ЧИСЕЛ - частное от деления первого из 
них на второе. 

п 2 -5 1 римеры: отношение 2 к 3 равно - , отношение - к - рав-3 3 9 
но - 1 5, отношение О к 7 равно О; отношение 7 к О и отношение О 
к О не существуют (см. Деление). 
ОТРЕЗОК - часть прямой, ограниченная двумя точками. Точнее : 
отрезком АВ называется фигура (множество точек) , включающая 
в себя точку А, точку В, а также всякую точку прямой АВ, лежа
щую между точками А и В. Точки А и В называются концами 
отрезка. Отрезок АВ можно также обозначить ВА. Кроме обозна
чения отрезка через наименования его концов (отрезок А В) упот
ребительно и обозначение отрезка одной малой латинск01"1 буквой 
(отрезок а) . 
ОТРИЦАТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА - см. Положительные и отрицатель
ные числа. 
ПАЛЕТКА - квадратная сетка для приближенного измерения пло
щадей. ОбычнQ наносится на прQзрачный материал (см. стр. 94-95 
этой книги ) .  
ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД - тело, ограниченное шестью параллело-
граммами (см. Прямоугольный параллелепипед) .  
ПАР АЛЛЕЛОГРАММ - четырехугольник, каждая сторона кото
рого параллельна противоположной ей стороне ; является частным 
случаем трапеции:  если у трапеции боковые стороны параллельны, 
она превращается в параллелограмм. 
ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ - 1 ) параллельные прямые - прямые, лежащие 
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в одной nлоскости и не и м е ющие общих точек 1 ;  2) n а р аллельпые 
отрезки и лучи - отрезки и лучи, лежащие на параллельных пря
мых; 3) параллельные грани параллеJJепипеда - грани, не имеющие 
общих точек; они лежат в параллельных (т. е .  не пересекающихся) 
плоскостях. 
ПАРАЛЛЕЛЬНЫй ПЕРЕНОС - геометрическое преобраэование 
пJJоскости, при котором каждая точка перемещается на одно и то 
же расстояние в одном и том же направлении. При параллельном 
переносе любая фигура переходит в равную ей фигуру. 
ПЕРЕМЕННА.Я - буква в математическом предложении, вместо 
которой можно подставлять элементы какого-JJибо множества, на
пример числа. Эти элементы называются значениями переменной. 
Например, в математическом предложении а+Ь = Ь +а буквы 
а и Ь - переменные; вместо них можно подставлять числа. При 
каждом употреблении переменной необходимо указывать, из

. 
какого 

МIIЮЖества разрешается производить пvдстановку ее значении. Роль 
переменной аналогична роли местоимений в обычном языке. 
ПЕРЕМЕСТИТЕЛЬНОСТЬ - см. Коммутативн.ость. 
ПЕРЕНОС - см. Параллельн.ый перен.ос. 
ПЕРЕСЕI(АЮЩИЕС.Я ОI<РУЖНОСТИ - две окружности, имею
щие ровно две общих Т QIЧ'К И .  Вообще возможны следующие четыре 
случая взаимного расnоложения ·двух окружностей : 1 )  совпадающие 
окружности (у них бесконечно много точек) , 2 )  nересекающиеся 
окружности (две общих точки) , 3) касающиеся окружности (ок
ружности, имеющие ровно одну общую точку) , 4 )  окружности, не 
имеющие общих точек. 
Заметим, что эта геометрическая терминология (существующая по 
традиции) не совnадает с терминологией, связанной с множествами:  
если две окружности, рассматриваемые как множества точек, nере
секаются в том смысле, что они имеют неnустое nересечение, то 
это еще не означает, что они пересекаются в гео)'dетрическом смыс
ле (они могут оказаться касающимися или совnадающими) . 
ПЕРЕСЕI<АЮЩИЕС.Я ПР.ЯМЫЕ - две nрямые, имеющие ровно 
одну общую точку (т. е. две несовnадающие прямые, имеющие 
непустое nересечение) .  Возможны, таким образом, следующие три 
случая взаимного расnоложения двух nрямых (в одной nлоскости ) : 
1 )  соВII!адающие nрямые (бесконечно много общих точек) , 2) nере
секающиеся nрямые (одна общая точка ) ,  3 )  nрямые, не имеющие 
общих точек (nараллельные) . И эдесь, как и в случае nересекаю· 
щихся окружностей, эта традиционно установившаяся геометриче-
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екая терминология не совпадает с терминологией, связанной с 
множествами :  есди две прямые, р ассм атриваемые как множества 
точек, пересекаются в том смыС.'Iе, что они имеют непустое пере
сечение, то это еще не означает, что они пересекаются в геометри
ческом смысле (они могут оказаться совпадающими ) _ 
ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ДВУХ МНОЖЕСТВ - их общая часть. Пересе
чение м ножеств А и В состоит из эдементов, каждый из которых 
одновременно является и элементом множества А, и элементом 
множества В. Пересечение обозначается символом n , т. е. А n В 
пересечение множеств А и В. 

Лример: ( 1 ,  2, а, Ь } n ( 2, 3, а, с } = {  2, а ) , 
{ 1 ,  а )  -n { 2, з } = 0, 
{ 2. 7, 5 J n { Q, 7, 5 } = { 2. 7, 5 } , 
!ВООбще, А n А = А . 

Пересечение пустого м ножества с любым другим множествоы 
пусто: 

А n 0=0, 0 n 0 =0 ·  
Два множества с непустым пересечением называются пересекаю
щимися. Однако вопрос о пересечении прямых и окружностей рас
см атривается в геометрии нескодько иначе (см. Пересекающиеся 
окружности, Пересекающиеся прямые) . 
ПЕРИМЕТР МНОГОУГОЛЬНИКА - сумма длин сторон много
угодьника (т. е. ддина доманой, служащей контуром этого 
м ногоугодьника) . 
ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ДРОБЬ - см. Десятичная дробь. 
ПЕРПЕНДИКУЛЯР к данной прямой (лучу, отрезку) - прямая 
(дуч, отрезок) , составляющая с данной прямой (лучом, отрезком)  
прямой угол. 
ПЛАНИМЕТРИЯ - раздед геометрии, изучающий плоские фигуры. 
ПЛОСКОСТЬ - одно из основных неопределяемых понятий школь
ного курса геометрии. В I V-V кдассах ученик должен поним ать, 
что плоскость бесконечна, что прямая, имеющая две общие точки 
с плоскостью, вся принадлежит этой плоскости, что плоскость «бес
конечно тонка» (не имеет толщины) . 
ПЛОЩАДЬ - числовая характеристика плоских фигур, показываю
щая fc интуитивной точки зрения) , как много места занимает 
фигура на плоскости. При изучении темы «Площадь прямоуголь
ника» в 1 1 1  классе вводи"ГСя бодее конкретное определение: площадь 
фигуры - это число, показывающее, сколько единиц площади в ней 
содержится. При этом под единицей площади понимается кв адрат, 
стороной которого служит единичный отрезок. Общепринятые еди
ницы плошади : 1 кв. мм, 1 кв. см ( равен 1 00 кв . .мм) , 1 кв. дм 
( равен 1 00 кв . с.м) ,  1 кв. м (равен 1 00 кв. дм) , 1 а (ар, равен 
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100 кв. м) , 1 га (гектар, равен 10 000 кв. м ) , 1 кв. км ( равен 
"1 000 000 кв. м ) . 
ПОВЕРХНОСТЬ ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА 
(и вообще многогранника) - объединение всех его граней. 
ПОВОРОТ (или вращение) с центром О на угол а - ге()IМетриче
ское иреобразование плоскости, при котором каждая точка А пере
ходит в такую точку А', что: 1 ) ОА' = ОА ;  2) LA OA' = a. 
При этом нужно еще указывать направление поворота : по или про
тив ч асовой стрелки (в  старших классах это достигается приписы
ванием углу поворота положительного или отрицательного значе
ния) . При повороте любая фигура ,переходит в рЗ!Вную ей фигуру. 
ПОДМНОЖЕСТВО ДАННОГО МНОЖЕСТВА - множество, каж
дый элемент которого является элементом данного множества. 
Пустое множество считается подмножеством любого множества.  
Если А является подмножеством множества В, то это записывают 
так: А св (А включено в В, или, иначе, А содержится в В) . Нель
зя смешивать знаки с и Е • 
Примеры: / 1 , 2 } с ( 1 ,  2, 3 } ,  0 с: А, 0 с Qj, t 1 , 5 ) с { 1 , 5 ) . 
Вообще, А с А .  
Пересечение двух множеств является подмножеством каждого 
из них: если А n В = С, то С с А, С с: В. Если же А U В =  С, 
то А с С, В с С (см. Объединение множеств) . 
ПОДОБНЫЕ СЛАГАЕМЫЕ - слагаемые, совпадающие между со
бой или отличающиеся числовыми множителями (коэффициента-

ми) . Например, 5m и -'1 7m; --&,7х и +х; z и 7z. Слагаемые, не 

содержащие букв, также подобны :  7 и 5, -+ и 7,6. Используя 

коммутативность и ассоциативность сложения, можно в алгебраи
ческой сумме, содержащей подобные слагаемые, сгруппировать их, 
н апример: 

5m-2,7x+z+7-1 7m+7,6+ -
1
- x+7z =  3 

= (5m-I 7m) + (-2,7x+ -1 х) + (z+7z) +  (7+7,6) . 3 
Затем можно, используя дистрибутивность, записать каждую груп
пу в виде одного слагаемого: 

5m-l7m = m (5- l7)  = m (-12) = -1 2m, 
1 ( 1 ) ( 1 1 ) 1 1  

-2,7х+з х = х .--12.7+ 3 = х ·  - 2 30 = - 230 х .  

z+7z = z (1 +7) = Z · B = Bz, 
7+7,6 =114,6. 
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В результате получается алгебраическая сумма, ие содержащая по
добных слатаемых; в рассмотренном случае получается сумма 

1 1  _.1 2m-2 30 x+Sz+l4,6. 

Описанный процесс называется приведением подобных слагаемых. 
ПОКАЗАТЕЛ Ь  СТЕПЕНИ - см. Степень. 
ПОЛЕ - см. Числовое поле. 
ПОЛНЫй УГОЛ - см. Угол. 
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫЕ И ОТРИЦАТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА. Все действи
тельные числа (см. Числовое поле) делятся на положительные, от
рицательные и нуль. В частности, все натуральные числа, а также 
дроби с натуральными числителями и знаменателями являются 
положительными числами. Числа, противоположные положитель
ным, называются отрицательными. 
Ученик V класса должен знать, что 
сумма, произведение и частное двух положительных чисел - числа 
положительные; 
сумма двух отрицательных чисел - число отрицательное ; 
произведение и частное двух отрицательных чисел - числа поло
жительные; 
произведение и частное положительного и отрицательного числа -
числа отрицательные. 
ПОЛУПЛОСКОСТЬ - часть плоскости, ограничеиная прямой лини
ей. Всякая прямая делит плоскость на две полуплоскости ; точки, 
принадлежащие одной и той же полуплоскости, обладают тем свой
ством, что соединяющий их отрезок не пересекает эту прямую. 
ПОРЯДОК ДЕйСТВИй в числовом выражении определяется сле
дующими соглашениями 1 :  
а)  в в ыражении, н е  содержащем скобок, сначала выполняются 
умножение и деление (в том порядке, в котором они записаны) ,  
а затем сложение и вычитание ( в  том порядке, в котором они 
записаны) : 
б) в выражении, содержащем скобки, сначада выподняются дейст
вия в скобках, начиная от внутренних скобок. 
В следующем примере порядок действий указан цифрами сверху :  

7 8 4 2 1 3 5 6  
a-b + [c+ (d-e · f+g) ] · n :  l .  

1 Иногда м ожно этот порядок изменить, в о  всякий р а з  такое изменение 
должно опираться на законы действи й .  Н а п р и м ер, в при води мом вы
раж ени и  ·можно пом енять м естами действия б н 7. 
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ПРАВИЛЬНАЯ ДРОБЬ - см. Обыкновенная дробь. 
ПРИВЕДЕНИЕ ДРОБЕй I( ОБЩЕМУ ЗНАМЕНАТЕЛ Ю - см. 
Обыкновенная дробь, Десятичная дробь. 
ПРИЗНАКИ ДЕЛИМОСТИ - см. Делимость. 
ПРИЛЕЖАЩИЕ УГЛ Ы - углы, имеющие общую сторону и не 
имеющие общих внутренних точек. 
ПРОИЗВЕДЕНИЕ - см. Умножение. 
ПРОСТЫЕ ЧИСЛА - натуральные числа, ямеющие ровно два 
различных натуральных делителя.  Иными словами, натуральное 
число а> 1 - простое, если оно не имеет других натуральных дели
телей, кроме 1 и а. Из натуральных чисел первой сотни это 2, 3, 
5, 7, 1 1 , 1 3, 1 7, 1 9, 23, 29, 3 1 ,  37, 4 1 ,  43, 47, 53, 59, 6 1 ,  67, 7 1 ,  73, 
79, 83, 89, 91 ,  97. Все остальные числа первой сотни имеют не два 
натуральных делителя :  число 1 имеет один делитель, а другие 
числа - более двух делителей (см. Делимость) .  
ПРОТИВОПОЛОЖНЫЕ Л УЧИ - два луча с общим началом, 
объединение которых есть прямая линия. 
ПРОТИВОПОЛОЖНЫЕ ЧИСЛА - два числа, сумма которых рав
на  нулю: 5 и -5, -8, 1 и 8, 1 , О и О и т. д. У каждого числа есть 
единственное противоположное число: у положительного - отрица
тельное, у отрицательного - положительное, у нуля - нуль. Два 
противоположных числа имеют равные модули. 
ПРОЦЕНТ - сотая часть. Записывается символом %. Например, 
5% от 8 - это 0,05 от 8. Найти р % от числа а - все равно что 

найти 1�0 от а. Таким образом, р %  от а равны ��О . Например, 

01 5 .  8 5 ю от 8 равны -тбО = 0,4. 

ПРОЦЕНТНОЕ ОТНОШЕНИЕ - отношение чисел, выраженное в 
процентах. Например, отношение числа 2 к 4 равно 2/4, или 1 /2, 
или 0,5, или 50 % (см. Процент) . 
ПРОЦЕСС ИЗМЕРЕНИЯ - последовательное откладывание едини
цы измерения и ее частей на данном отрезке с целью определения 
длины отрезка. Процесс измерения проводится следующим образом . 
Сначала на данном отрезке АМ откладываются последовательно 
отрезки АВ, ВС, CD, . . . , равные единице измерения. Допустим, что 
отложилось 4 таких отрезка и остался остаток ЕМ, м е н ь ш и й 
единицы измерения. Тогда с точностью до единицы длина отрезка 
АМ равна 4 (с недостатком )  или 5 (с избытком) .  Записывают это 
в виде двойного неравенства: 
4 -< АМ < 5 
(первое неравенство нестрогое, так как, возм ожно, единица длины 
отложилась на АМ ровно 4 раза без остатка, т. е. остаток ока
зался равным нулю) . 
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Если м ы  хотнм точнее узнать длину отрезi< а I1 M, то на полученном 
остат,ке ЕМ последовательно откладываем отрезки EF, FG, GH,  . . . , 
р авные д е с я т о й ч а с т и единицы измерения (например, если 
единицей измерения служит сантиметр , то на остатке откладываем 
миллиметровые отрезки ) .  Допустим, что десятая часть единицы из
мерения отложилась на  остатке ЕМ 7 раз и остался новый оста
ток, теперь уже меньший, чем десятая часть единицы измерения. 
Тогда с точностью до 0, 1 длина отрезка АМ равна 4,7 (с недостат
ком ) или 4,8 (с избытком ) : 

4 ,7  .< АМ < 4 ,8 . 

Чтобы еще точнее узнать длину отрезка, надо откладывать на но
вом остатке отрезки, равные сотой части единицы измерения. Тогда 
мы узнаем длину отрезка АМ с точностью до 0,0 1 ;  например, 

4,7:2 .< АМ < 4,73. 

Затем можно произвести измерение длины с точностью до 0,00 1 
и т. д. 
Практически процесс измерения обязательно закончится через не
сколько шагов, так как измерительные приборы допускают лишь 
определенную точность измерения (например, штангенциркуль 
позволяет выполнять измерения с точностью до 0,0 1 см) . Матема
тически же процесс измерения может продолжаться неограничен
но - с любой точностью. При этом представятся следующие воз
можности : 1 )  процесс измерения з акончится через конечное число 
шагов (т. е.  на каком-то шаге не получится остатка) .  Тогда мы 
будем точно знать длину отрезка АМ в виде к о н е ч н о й  десятич
ной дроби; 2) процесс измерения будет продолжаться неограничен
но, т. е. на каждом шагу будет оставаться некоторый  остаток. 
В таком случае длина отрезка АМ будет представлить собой чис
ло, записываемое б е с к о н е ч н о й  десятичной дробью. 
Второй случай, в свою очередь, можно разбить на два подслучая :  
1 )  получающаяся бесконечная десятичная дробь б у дет периодиче
ской или смешанной периодической (см. Десяти•tная дробь ) .  В та
ком случае длина отрезка АМ - рациональное число. Например, 
если АМ = '! , 33333 . . .  , то можно написать АМ = 1 1/з .  Ясно, что если 
бы в этом случае мы производили измерение не с помощью д е с я 
т о й  части единицы измерения, а с помощью т р е т ь  е й  части 
единицы измерения, то процесс измерения закончился бы на второы 
шаге ; 2) длина отрезка выражается бесконечной н е п е р  и о д и
ч е с к о й  десятичной дробью, т. е .  является иррациональным числом. 
Например, в старших · классах доказывается, что длина диагонали 
квадрата, сторона которого равна единице измерения, выражается 
uррациональным числомff. Такиы образом, построение полной ма -
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тем атической теории  измерения отрезков с необходимостыо тре
бует введения (в старших классах) иррациональных чисел. 
ПРЯМАЯ Л ИНИЯ - одно из основных неопределяемых понятий 
школьной геометрии. Часто называется сокращенно : «прямая». 
В 1 V-V классах ученик должен знать, что через любые две точки 
проходит единственная прямая линия ;  прямая линия бесконечна. 
Кроме того, ученик должен представпять себе прямую бесконечно 
тонкой (не имеющей толщины) . 
ПРЯМОй УГОЛ - половина р азвернутого угла. См. Угол. 
ПРЯМОУГОЛЬНАЯ СИСТЕМА КООРДИНАТ - один из способов 
установления соответствия  между упорядоченными парами чисел 
и точками плоскости. Состоит в следующем. На плоскости выби
р ается пара взаимно перпендикулярных прямых (обычно - верти
кальная и горизонтальная) ; на каждой из этих прямых выбирается 
положительное направление (обычно вправо и вверх) ; каждую из 
этих прямых считают числовой осью с началом в точке пересече· 
ния и с выбранной единицей масштаба  (обычно единица выбирает· 
с я одинаковой для обеих осей) ; одна из осей н азывается первой 
осью, или осью абсцисс (обыrчно это горизонтальная ось) , другая 
второй осью или осью ординат· числа на первой оси называются 
абсu:иосами, 

'
или первым-и коорДинатами, на второй - ординатами, 

или вторыми координатами. Первая  ось обычно обозначает.
ся Ох, 

вторая Оу. Так, точка А с первой координатой (абсциссои) 2 и 
второй координатой r (Орil!.инатой) -3 обозначается А (2, -3) . 
Плоскость, на которой задана система  координат, называется ко
ординатной плоскостью. 
ПРЯМОУГОЛЬНИК - четырехугольник, все углы которого прямые 
(см. также Высота прямоугольника) .  

ПРЯМОУГОЛЬНЫй ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД - тело, ограниченное 
шестью прямоугольниками (см. также Высота прямоугольного па· 
раллелепипеда) . 
ПРЯМОУГОЛЬНЫй ТРЕУГОЛЬНИК - треугольник, один из 
углов которого прямой. Стороны прямоугольного треугольника, 
образующие прямой угол, называются катетами ;  сторона, лежащая 
против прямого угла, называется гипотенузой. 
ПУСТОЕ МНОЖЕСТВО - см. Множество. 
РАВЕНСТВО - запись, состоящая из двух выражений и соеди· 
няющего их знака равенства ( = ) . Равенство может быть число
вым (если оба выражения числовые) или Сiуквенным (если хотя 
бы одно из выражений буквенное) .  Числовые равенства всегда яв· 
ляются высказываниями - истинными или ложными: 2+3 = 5, 
2+3= 1 7-12, 2 · 3 =17--�12 и т. д. 
Буквенное р авенство называется уравнением, если поставлена зада· 
ча найти те числовые значения букв, при подстановке которых 
получится верное числовое р авенство. Буквы, участвующие в урав-
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пепии, называются н е и з в е с т н ы  м и. (Впро• 1ем, в старших клuс
сах рассматриваются также уравнения с буквенными данными ;  
в таком случае должно быть указано, какие из  входящих в урав
нение букв считаются известными, а какие - неизвестными.) Обычно 
для обозначения неизвестных используются буквы х, у, z.  
Буквенное равенство называется тождеством, если оно превращает
ся в верное числовое равенство при любых значениях входящих 
в него букв. Например, законы арифметических действий 

а (Ьс) = (аЬ) с, а (Ь+с) = аЬ+ас, a · l = a и др. 

являются тождествами. Тождествами являются также изучаемые 
в VI классе формулы сокращенного умножения. 
Таким образом, относительно буквенных равенств типичны следую
щие две задачи : 1) решить уравнение, 2) доказать тождество. 
Само по себе буквенное равенство не может «сказать:., уравнение 
оно или тождество. Мы должны обязательно указать наше отно
шение к этому равенству: если мы говорим,  что это уравнение, 
то тем самым с т а в и м з а д а ч у решить его, а если говорим, 
что это тождество, то тем самым у т в е р  ж д а е м нечто (а имен
но то, что это равенство будет верным числовым равенством при 
подстановке вместо букв любых чисел) . 
РАВНЫЕ ФИГУРЫ - фигуры, которые можно наложить друг на  
друга так, что они совпадут всеми своими точками :  каждая точка 
первой фигуры совпадет с какой-нибудь точкой второй фигуры, и 
каждая точка второй фигуры совпадет с какой-нибудь точкой 
первой фигуры. Тем са-мым устанавливается взаи,мно-однозначное 
соответствие между точками этих фигур с сохранением расстояний 
между точками. 
РАВНОБЕДРЕННЫй ТРЕУГОЛЬНИК - треугольник, две сторо
ны которого равны между собой. Равные стороны равнобедренного 
треугольника называют боковыми сторонами, а третью сторону -
основанием треугольника. Разумеется, как и во всяком треуголь
нике, в равнобедренном треугольнике имеются три вершины, три 
высоты, три медианы, три биссектрисы. Но если говорится просто 
о вершине равнобедренного треугольника, без указания ее обозна
чения, речь идет всегда о вершине, противолежащей основанию, 
точно так же если речь идет просто о высоте, без указания обозна
чения, то имеется в виду высота, проведеиная к основанию. То же 
относится к биссектрисе и медиане. 
Например : биссектриса равнобедренного треугольника является в 
то же время его медианой и высотой. 
Если все три стороны треугольника равны между собой, он также 
равнобедренный (см. Равносторонний треугольник) ,  однако если 
равносторонний треугольник мы хотим рассматривать как равно-
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бедренный ,  то нужно указыв а ть, какую сторону м ы  сч итаем осно8 01 •  
нием . 
РАВНОСТОРОННИИ ТРЕУГОЛЬНИК - треугольник, у которого 
все три стороны равны ыежду собой. Всякий равносторонний тре
угольник является в то же время равнобедренным треугольником. 
РАДИУС - расстояние от точки окружности до ее центра. Отре
зок, соединяющий точку окружности с ее центром, также назы
вается радиусом (см. Окружность, Круг) .  
РАЗВЕРНУТЫй УГОЛ - угол, стороны которого - противополож
ные лучи, составляющие прямую линию. Развернутый угол зани
мает половину плоскости и равен половине полного угла. 
РАЗЛОЖЕНИЕ НА ПРОСТЫЕ МНОЖИТЕЛ И  НАТУРАЛЬНОГО 
ЧИСЛА - представление его в виде произведения простых чисе.'!. 
Примеры: 1 6 =Q · 2 · 2 · 2, 1 80 =2 - 2 · 3 · 3 · 5. Разложение натурального 
числа (большего единицы) на  простые множители всегда осущест· 
вимо и единственно (если не обращать внимания на порядок сле
дования сомножителей) .  Осуществляется оно обычно так. Переби
рая простые числа начиная от 2, находим наименьший простой 
м ножитель данного числа. Разделив данное число на этот простой 
множитель, получим частное, у которого таким же путем ищем еще 
один простой множитель, и т. д. Обычная форма записи этого про
цесса - столбиком. 

Примеры: 144 2 
72 2 
36 2 
1 8  2 
9 3 
3 3 
1 

450 2 
225 3 
75 3 
25 5 

5 5 
1 

999 3 
333 3 
1 1 1  3 
37 37 

1 

РАЗНОСТОРОННИИ ТРЕУГОЛЬНИК - треугольник, у которого 
нет равных сторон. 
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РАЗНОСТЬ - см. Вычитание. 
РАЗРЯДЫ - см. Десятичная система счисления. 
РАСПРЕДЕЛИТЕЛЬНОСТЬ - см. Дистрибутивность. 
РАССТОЯНИЕ - 1 )  расстоянием между двумя точками н азы
в ается длина отрезка, соединяющего эти точки ; 2) расстоянием 
между двумя фигурами называется расстояние между двумя их 
ближайшими точками (если такие точки существуют) . В частно
сти, расстояние от точки до прямой равнq длине перпендикуляра, 
провелениого из этой точки к этой прямой. 
РАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА - числа, которые можно записать в 
виде отношения двух целых чисел. В множество рациональных 
чисел входят все целые числа, так как каждое из них можно 

записать в виде Т,  а также все обыкновенные дроби, все конеч-

ные десятичные дроби и все бесконечные периодические десятич
ные дроби : 

5 о -6 7 1 5= _1 , 0= -1 ,  - 6 = -1 , 0,7 = !О '  О, (3) = З 
и т. д. Кроме рациональных чисел, в старших классах изучают 
действительные и комплексные числа (см. Числовое поле) . 
РЕБРО - см. Многогранник. 
РЕШ,ЕНИЕ НЕРАВЕНСТВА - значение переменной, при котором 
неравенство становится верным высказыванием (см. Нераt1енство) .  
РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИ Я - то же, что корень уравнения (см. 
Уравнение) . 
РОМБ - четырехугольник, все стороны которого равны. Всякий 
ромб является пар аллелограмм ом, всякий квадрат - ромбом. 
СЕКУНДА УГЛОВАЯ - 1 /fio часть минуты: 1 '  = 60". 
СЕКУЩАЯ ОКРУЖНОСТИ - прямая, имеющая с окружностью 
две общие точки. Секущая удалена от центра окружности на рас
стояние, меньшее радиуса. 
СИММЕТРИЯ ОСЕВАЯ - см.  Осевая 'симметрия. 
СКОБКИ - специальные знаки, употребляемые для обозначения 
порядка действий, а иногда и для других целей. В алгебре, напри
мер, фигурные скобки употребляются для записи м ножеств, круг
лые - для записи координат точек и т. д. В алгебре часто стоит 
эадача р аскрытия скобок. Если при этом выражение, заключенное 
в скобки, является слагаемым (см. Алгебраическая сумма) ,  то раз-
личают два случая раскрытия скобки :  ' 

а) перед скобками стоит знак плюс ( 1- )  или не стоит никакого 
знака; в этом случае скобки просто опускают: 

( а1-Ь-с) 1-d = a1-b-c1-d; d1- ( а1-Ь-с) = d1-a1-b-c; 
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б) nеред скобками стоит знак минус (-) , в этом случае скобки 
оnускают, меняя знак у каждого слагаемого в скобках: 

- ( а+Ь-с) +d = -a-b+c+d; 
d- (a+b-c) = d-a-b+c. 
Если выражение, стоящее в скобках, является множителем,  скобки 
раскрывают по nравилам дистрибутивности: 

a (b+c-d) = ab+ac-ad; 
-а ( Ь+с-d) = -ab-ac+ad. 

СЛАГАЕМОЕ - см. Сложение. 
СЛОЖЕНИЕ - действие над числами (слагаемыми) , дающее в ре· 
эультате новое число (сумму) . Сложение обозначается знаком 
nлюс, т. е. сумма чисел а и Ь обозначается через а+Ь. 
Основные свойства сложения: 

а+Ь = Ь+а (коммутативность) ; 
а+ (Ь+с) = (а+Ь) +с (ассоциативность) ; 
а+О =а;  
а+ (-а) = 0  (nоследнее изучается только с V класса ) .  

Сложение чисел nервого десятка в десятичной системе счисления 
выполняется в соответствии с таблицей сложения: 

� --�-2��3--�4 __ 5��6--�7 __ 8��9--t�o ______________ __ 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10  

tl 3 4 5 6 7 8 9 1 0  н 
3 14 5 6 7 8 9 1 о 1 1  12  

4 5 6 7 8 9 \ 0  н 1 2  13  

5 6 7 8 9 1 0 1\ 1  1 2  \ 3  \ .4 

6 7 8 9 i\ 0 1 1 '1 2 \ 3  \1,4 1 5  

7 8 9 1 о 1 1  i\ 2  1 3  1 4  ,1 5 16  

8 9 1 0  1 1 1 2  . \ 3  1 4  1 5  ·\.В t\ 7 

9 1 о н \� ·1 3 1 4  1 5 1 6  1 7 \ 8 

1 0  \ \  12 13 14 1 5  1 6  11 7 18 .19 

:1 1 1 12  1 3  'i4 1 5  1 16  1 7  1 8  1 9  20 

Пользуясь nриведеиными основными свойствами сложения и таблн· 
цей сложения чисел nервого десятка, а также способом заnиси 
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чнсел в десятичной системе счисления, можно вывести правила 
сложения многозначных чисел : 

+
5035 
1 738 

384 + 25 806 
6773 26 1 90  и т. д. (см. стр. 78-79 этой книги) . . 

СМЕЖНЫЕ УГЛЫ - два угла, меньшие развернутого, · у которых 
одна сторона общая, а две другие - противоположные лучи. 
Сумма смежных углов равна 1 80°. 
СМЕШАННОЕ ЧИСЛО - сумма целого числа и правильной дроби. . 1 1 Записывается без знака сложения. Примеры: 2

3 
; 4Т · 

СОКРАЩЕНИЕ ДРОБЕй - см. Обыкновенная дробь. 
СОМНОЖИТЕЛИ - см. Умножение. 
СОЧЕТАТЕЛЬНОСТЬ - см.  Ассоциативность. 
СРАВНЕНИЕ ЧИСЕЛ. Для любых двух чисел а и Ь имеет место 
одно (и только одно) из трех соотношений : а = Ь, а > Ь, а < Ь. На 
числовой прямой (при обычном ее изображении) большее число 
располагается правее, чем меньшее. Всякое положительное число 
больше нуля (т. е. р асполагается справа от нуля) ,  всякое отрица
тельное меньше нуля (располагается слева от нуля) ,  всякое поло
жительное число больше всякого отрицательного. 
СРЕДНЕЕ АРИФМЕТИЧЕСКОЕ НЕСКОЛЬКИХ ЧИСЕЛ - част
ное от деления их суммы на их число. 

П римеры: среднее арифметическое чисел 20 и 15 равно 20 + 15 
2 

= 1 7,5; среднее арифметическое число 20, 15 и 40 равно 
20+15 +40 = 25; среднее арифметиЧеское всех чисел второго де-

3 
сятка равно 

11 + 1 2+ 13+14+ 15+1 6+�1 7+1 8+1 9+20 = 15 ,5 . 
1 0  

СТЕПЕНЬ (с натуральным показателем) - сокращенное обозначе
ние произведения одинаковых сомножителей : 45 =4 · 4 · 4 · 4 · 4 =,1024. 
Вообще a n при натуральном п >  1 - это произведение п сомножи
телей, каждый из которых равен а; кроме того, считают, по опре
делению, что at = а. 

В записи an число а называется основанием степени, а число n 
показателем степени. 
СТОРОНА МНОГОУГОЛЬНИКА - см. Многоугольник. 
СТОРОНА УГЛА - см. Угол. 
СУММА - см. Сложение. 
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ТЕОРЕМА - м атематическое предложение, справедливость которого 
устанавливается рассуждением на  основе ранее установленных фак
тов (аксиом и теорем) .  Рассуждение, подтверждающее справедли
вость теоремы, называется ее доказательством.  
ТОЖДЕСТВО - см. Равенство. 
ТОЧКА - одно из основных, неопределяемых понятий школьного 
курса геометрии. В IV-V классах ученики должны понимать, что 
точка не имеет измерений - длины, ширины, толщины (см. также 
Прямая линия, Плоскость ) .  
ТРАНСПОРТИР - прибор для измерения углов. В обычном ва
рианте представляет собой модель развернутого угла, разделенного 
на градусы. 
ТРАПЕЦИЯ - четырехугольник, две стороны которого параллель
ны. Параллельные стороны называются основаниями трапеции, а 
две другие стороны - ее боковыми сторонами. 
ТРЕУГОЛЬНИК - многоугольник с тремя сторонами (см. Высота 
треугольника) . 
ТУПОй угол - см. Угол. 
ТУПОУГОЛЬНЫй ТРЕУГОЛЬНИК - треугольник, один из углов 
которого тупой (см. Остроугольный треугольник и Прямоугольный 
треугольник) .  
УГОЛ - часть плоскости, ограниченная двумя лучами (стороны 
угла) , имеющими общее начало (вершина угла ) . Стороны угла счи
таются принадлежащими углу. Точки, принадлежащие углу, но не 
лежащле на его сторонах, называются его виутренни,ми точками. 
Два луча с общим началом выделяют на плоскости два угла 
(объединением которых служит вся плоскость) . Сами лучи являют
ся сторонами каждого из них. Угол обозначается тремя точками, 
причем средняя  из них обозн ачает вершину угла, а две другие 
лежат на двух сторонах угла.  Таким образом, запись LABC озна
чает, что рассматривается угол с вершиной В, у которого сторона
ми являются лучи ВА и ВС. При этом надо дополнительно ука
зать, какой из двух углов, определяемых лучами ВА и ВС, рас
сматривается. Чаще всего для указания того, какой из двух углов 
со сторонами ВА и ВС рассматривается, проводят дугу, соединяю
щую стороны угла и проходящую внутри рассматриваемого угла. 
Иногда угол отмечают цифрой, поставленной внутри этого угла 
(или и цифрой, и дугой) . 
Угол называется полным, если его лучи сливаются и каждая точка 
плоскости принадлежит углу. Все полные углы равны между собой. 
Угол называется нулевым, если его лучи сливаются и никакая точ
ка плоскости (кроме точек этих слившихся лучей) не считается 
принадлежащей углу. Все нулевые углы равны между собой. 
Угол называется развернутым, если его стороны образуют прямую 
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линию. Развернутый угол равен половине полного угла, он пред
ставляет собой полуплоскость. Все развернутые углы равны между 
собой. 
Прямым углом называется половина развернутого угла. Все пря
мые углы равны между собой. 
Острым углом называется неиулевой угол, меньший прямого. 
Тупым углом называется угол, больший прямого, но меньший раз
вернутого. 
Нулевой угол содержит 0°, полный угол - 360°, развернутый - 180°, 
прямой - 90°, острый - меньше 90°, но больше 0°, тупой - больше 
90°, но меньше 1 80°. 
УМЕНЬШАЕМОЕ - см. Вычитание. 
УМНОЖЕНИЕ - действие над числами (сомножителями) , дающее 
в результате новое число (произведение) .  Обозначается знаком 
умножения ( Х ) ,  т. е .  произведение чисел 2 и 7 обозначается через 
2Х7 или 2 · 7. Перед буквенными множителями знак умножения 
опускается :  например : 2a =l2 · a, ах = а · Х. 
Основные свойства умножения :  

аЬ = Ьа (коммутативность) ; 
а (Ьс) = (аЬ ) с ( ассоциативность) ; 
а (Ь+с) = аЬ+ас (дистрибутивность) ; 
а · 1 = а; 

а .  _l_ (если а =F 0) . а 
Умножение чисел первого десятка в 
выполняется по таблице умножения. 

К! 2 3 4 5 6 7 8 

2 3 4 5 6 7 8 

2 2 4 6 8 1 0  1 2 н 1 6  

3 3 6 9 ,1 2 1 5  1 8  2 1 24 

4 4 8 1 2 1 6  20 24 28 32 

5 5 1 0  1 5  20 25 30 35 40 

6 6 1 2 1 8  24 30 36 42 48 
7 7 1 4  2 1  28 35 42 49 56 
8 8 11 6 24 32 40 48 56 64 
9 9 1 18  27 36 45 54 63 72 

1 0  1 0  20 30 40 50 60 70 80 

десятичной системе счисления 

9 1 0  
9 1 0  

1 8  20 

27 30 

36 40 

45 50 

54 60 

63 70 

72 80 

8 1  9 0  

90 1 00 
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Используя основные свойства умножения и сложения, таблицы 
умножения и сложения чисел первого десятка, а также правила 
записи чисел в десятичной системе счисления, можно вывести из
вестные правила умножения столбиком. 
УРАВНЕНИЕ - равенст1ю, содержащее букву (неизвестное) , о ко
тором нужно узнать, при каких значениях неизвестного это 
равенство становится верным высказыва1нием. Такое значение 
неизвестного называется корнем (или решением уравнения) . Решить 
уравнение - значит найти все его корни. П римеры: уравнение 
х+2 = 3  имеет корень l и других корней не имеет; уравнение 
Х · Х =Зх имеет корни О и 3 и других корней не имеет; для уравне
ния x+l =ll +x корнем будет любое число; уравнение x+ l = х+2 
не имеет корней. 
ФИ ГУРА - ом . Геометрическая фигура. 
ФОРМУЛА - равенство, содержашее буквенные обозначения неко
торых величин и выражающее зависимость между этими  величи
нами. Например, зависимость между площадью треугольника ( S) , 
его основанием (а) и высотой (h) записывается в виде формулы: 

1 S = 2 ah. 

К концу V класса ученик должен знать целый ряд формул, и сре
ди них следующие :  s = v · t ( где t - время равномерного движе
ния, v - скорость, s - пройденное расстояние) ; 
S = ab (где S - площадь прямоугольника, а - его длина, Ь - его 
ширина ) ; . 

S = a2 (11де S - tnлощадь ·квадрата, а - его сторона) ; 
V= abc (где V - объем прямоугольного ·параллелепипеда, а, Ь и 

с - его измерения) ; 
V = a3 (где У - объем куба, а - его ребро) ; 

N А =  100 р ( где А составляет р % от числа N) ; 
C = 2nr ( где С - длина окружности, r - ee радиус, n ::::� З, l4; 
S = nr2 (где S - tnлощадь круга, r - его радиус) . 

ХОР ДА ОКРУЖНОСТИ - отрезок, концы которого лежат на ок
ружности. 
ЦЕЛЫЕ ЧИСЛА. Под этим названием объединяются все нату
ральные числа 1. 2, 3 . . .  , противоположные им числа --' 1 ,  -2, -3, . . .  
и ЧИСJIО О. Сумма, разность и произведение целых чисел снова 
являются целыми числами. Деление же в множестве целых чисел 
осуществимо не всегда (например, частные 2:3 и ( -5) : ( -7) целы
ми числами не являются, т. е .  в множестве целых чисел указанные 
деления неосуществимы) . 
ЦЕНТР ОКРУЖНОСТИ, КРУГ А - см . Окружность, Круг. 
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ЦИРКУЛЬ - инструмент для проведения окружностей .  С помощью 
uиркуля можно построить окружность с данным uентром О и дан
ным радиусом r. С помощью uиркуля можно также на любой дан
ной фигуре F выделить все ее точки, удаленные от О на расстоя
ние, равное r (дл11 этого надо взять пересечение фигуры F с 
с указанной окружностью) , на расстояние, меньшее r (это будут 
точки фигуры F, лежащие внутри окружности) ,  на расстояние, 
большее r. 
ЦИФРЫ - знаки, с помощью которых записываются числа. В де
сятичной системе счисления 1 0 uифр : О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
ЧАСТНОЕ - см.  Деление. 
ЧЕТНОЕ ЧИСЛО - uелое число, делящееся на 2 без остатка. 
Общая запись: 2n, где n - любое uелое число. Иными словами, 
при любом uелом n число 2n - четное, причем в таком виде может 
быть записано любое четное число. Если n - натуральное число. 
то выражение 2n равно п-му натуральному четному числу. Напри
мер, 6 - третье натуральное четное число : 6 = 2 · 3. 
ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИК - .многоугольник с четырьмя сторонами 
( и  четырьмя вершинами) . 
ЧИСЛИТЕЛЬ - см. Дробь. 
ЧИСЛО - одно из основных, неопределяемых понятий школьного 
курса м атематики. Значительная часть курса арифметики и алгебры 
посвящена учению о числе. Пятиклассник должен знать свойства 
чисел, описанные в статьях Сравнение чисел, Положительные и 
отрицательные числа, Сложение, Умножение. 
ЧИСЛОВАЯ ПРЯМАЯ - прямая, на которой выбраны точки, со
ответствующие числам О (начало отсчета) и 1. Направление от О 
к 1 называется положительным (или направлением возрастания) . 
Каждой точке А · числовой прямой соответствует некоторое дейст
вительное число х, называемое координатой точки А на числовой 
оси и определяемое следующим образом : число х положительно; 
если точка А лежит по ту же сторону от точки О, что и \; и' от
риuательно в противном случае; м одуль числа  х равен расстоянию 
между точками О и А (при условии, что за единиuу измерения 
принят отрезок с конuами в точках О и 1 ) .  Если х - координата 
точки А,  то точка А называется изображением числа х. Каждое 
действительное число изображается некотор,ой точкой числовой 
прямой. Обычно при изображении числовой прямой на чертеже 
отмечают на ней точки. соответствующие uелым числам О. 1 , 2. 3 . . .  
и - 1 ,  -2, -3 ,  . . .  , а положительное направление отмечают стрел
кой. 
ЧИСЛОВОЕ ВЫРАЖЕНИЕ - одно число или несколько чисел. 
соединенных знаками действий так, что известно, какие действil я . и 
в каком порндкс нужно совершать. 
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ЧИСЛОВОЕ ПОЛЕ - множество, элементы которого называются 
ч и с л а м и ,  причем в этом множестве заданы операции и выпол
няются аксиомы, перечисляемые ниже. В поле отмечены два эле
мента, обозначаемые символами О и 1, и заданы следующие опе 
рации :  
1 )  сложение (сопоставляющее каждым двум элементам а ,  Ь рас

сматриваемого множества некоторый элемент того же множества, 
обозначаемый через а+Ь) ; 
2) умножение (сопоставляющее каждым двум элементам а, Ь рас
сматриваемого м ножества некоторый элемент того же множества, 
обозначаемый через аЬ) ; 
3) взятие противоположного элемента (сопоставляющее каждому 
элементу а рассм атриваемого множества некоторый элемент того 
же множества, обозначаемый через -а) ; 
4) взятие обратного элемента (сопоставляющее каждому элементу 
a i= О рассматриваемого множества некоторый элемент того же мно-

жества, обозначаемый через -1- )  . а 
Аксиомы поля: 

а+Ь = Ь +а; 
(а+Ь) + с = а+ (Ь+с) ; 

а+О = а; 

а+ (-а) =0; 

а (Ь+с) = аЬ+ас. 

аЬ = Ьа-
(аЬ) с 

'
а (Ьс) ; 

а - 1 = а; 
1 а · - = 1 при а "о. О . а 

Первым примерам числового поля (с которым учащиеся знакомятся 
в V классе) является множество всех рациональных чисел. Позднее 
учащиеся узнают о действительных числах. О них лишь говорится, 
что они изображаются десятичными дробями - конечными ИЛf! бес
конечными,- но полного представления о свойствах действительных 
чисел и о действиях над ними учащиеся не получают (это выходит 
з а  рамки школьного курса) . Все действительные числа (положи
тельные и отрицательные) также образуют числовое поле. Наконец, 
полем является и множество всех комплексных чисел, о которых 
идет речь в Х классе. 
В математике известно бесконечное множество полей совершенно 
различной природы. 
ЧИСЛОВОй Л�"Ч - луч, начальная точка которого считается соот
ветствующей числу О и на котором отмечена еще одна точка, 
соответствующая числу 1. Каждой точке луча ставится в соответ
ствие неотрицательное число (это делается так же, как и в случае 
числовой прямой) . 
ЭЛЕМЕ НТ - см. Множество. 
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