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V orwort znr ersten Anflage. 

Die vorliegende Arbeit, welche in zwei Lieferungen erschienen 
ist, von denen die erste, bis § 40 reichend, Ende Februar und die 
zweite Ende September 1889 abgeschlossen wurde, war - in be
schrankterem Umfange und mit Hiuweglassung dessen, was sonst 
anderwarts zusammengestellt zu finden ist - urspriinglich nur fiir 
die Zuhorer meines Vortrags iiber Elastizitatslehre bestimmt, mit 
dem Ziele, Ihnen die erfahrungsmaBigen Grundlagen del' technischen 
Elastizitats- und Festigkeitslehre zu bieten, ohne hierzu die fiir die 
Vorlesung verfiigbare Zeit (3 Stunden im Sommersemester), welche 
mit Riicksicht auf die Behandlung del' schwierigen Aufgaben dieses 
Gebiets an und fiir slch knapp bemessen erseheint, in Anspruch 
nehmen zu miissen. Wiederholten Anregungen schlieBlieh Folge 
leistend, iibergebe ieh dieselbe mit den hierdurch bedingt,en Er
weiterungen del' Offentlichkeit. 

Sie geht davon aus, daB es in erster Linie auf die Er
kenntnis des tatsachliehen Verhaltens del' Materialien 
ankommt. 

In GemaBheit dieses Standpunktes war zunachst del' unan
sehauliche Begriff des Elastizitatsmoduls fallen zu lassen. Selbst 
wenn man von del' verbreiteten und angesichts des wirkliehen Ver
haltens del' Stoffe hochst bedenklichen Begriffsbestimmung absieht, 
nach del' unter Elastizitatsmodul diejenige Kraft zu verstehen ist, 
welche ein Prisma yom Querschnitte 1 um seine eigene Lange aus
dehnen wiirde, falls dies ohne Uberschreitung del' Elasti
zitatsgrenze moglich ware, so erweist sieh der Umstand, daB 
del' als MaB der Elastizitat fiir die Betraehtungen und Reehnungen 
gesehaffene Elastizitatsmodul um gek e hrt proportional del' Elasti
zitat ist, als auBerordentlieh storend. Durch Einfuhrung des 
Dehnungskoeffizienten (§ 2), dessen GroBe in geradem Ver-
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haltnisse zur Formanderung steht, lath sich diesel' Ubelstand auf 
einfache Weise beseitigen. DemgemaB sind samtliche Rechnungen 
und Erorterungen mittels des Dehnungskoeffizienten durchgefuhrt. 
Die Gewinnung von MaBen fur den Dehnungsrest und fUr die 
Fed erung, d. i. die eigentliche Elastizitat zum Untel'schied von 
dem MaBe fur die Gesamtdehnung, ist damit ohne weitel'es 
gesichert. 

An die Stelle des del' Anschauung unzuganglichen Schub
elastizitatsmoduls tritt der Schubkoeffizient (§ 29), dessen Be
deutung unmittelbal' aus dem V organge del' Schiebung folgt. 

Sodann war del' mit del' Langsdehnung (Zusammendruckung) 
verkniipften Querzusammenziehung (Querdehnung) (§ 1) 
und deren EinfluB (§ 7, § 9, Ziff. 1, § 14, § 20, Ziff. 2, S. 82 
u. s. w.) mehr Beachtung zu schenken, als dies sonst zu geschehen 
pflegt; zumal in weiten Kreisen z. Z. noch die Auffassung besteht, 
daB die Proportionalitat zwischen Dehnungen und Span
nungen innerhalb gewisser Spannungsgrenzen allgemein giiltig 
sei, gleichgultig, ob auBer del' Zug- odeI' Druckkraft, welche in 
Richtung del' Stabachse wirkt, auch noch Krafte senkrecht zu 
letzterer tatig sind odeI' nicht. 

Ferner muBten aus del' meist ganz unbeachtet gelassenen 
Tatsache, daB die eben erwahnte Proportionalitat ii berhaupt 
nich t fur aIle del' Technik wich tigen Materialien vorhan
den ist, die notigen Folgerungen gezogen werden. Dies trifit 
beispielsweise zu fur das dem Maschinenbau unentbehrliche und 
daselbst so vielfach vel'wendete GuBeisen, bei dem die Dehnungen 
raschel' wachs en als die Spannungen; fur das als Kraftuber
tragungsmittel so wichtige Leder, bei welch em das Umgekehrte 
stattfindet u. s. f. (insbesondere § 2, § 20, Ziff. 4, S. 85 u. f., § 22, 
Ziff. 2, § 26, S. 113, FuBbemerkung 1, § 35 und § 36, § 40, § 41, 
§ 56, S. 324 u. f., § 58, S. 344, FuBbemerkung, u. s. w.). 

Was Einzelheiten anlangt, so glaubte ich Wert legen zu 
sollen auf die Klarstellung von Begriffen wie Festigkeit (§ 3), 
Proportionalitats- und Elastizitatsgl'enze (§ 2, § 4), Knick
belastung (§ 23), Zel'knickungskoeffizient (§ 26), zulassige 
Anstrengung (§ 48, Ziff. 1), Einspannung (§ 53) u. s. w. sowie 
auf die Beseitigung von eingebiil'gerten Il'rtumern. Wie oft wil'd 
beispielsweise die Berechnung auf Schub vorgeschrieben, wo Biegung 
maBgebend ist (§ 40, § 52); wie allgemein ist bei Ermittlung des 
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Dehnungskoeffizienten (Elastizitatsmoduls) aus Biegungsversuchen 
der EinfluB der Schubkraft vernachlassigt worden (§ 22, Ziff. 1, 
§ 52, Ziff.2b); wie verbreitet ist die Auffassung der unbedingten 
Giiltigkeit der Gleichung der einfachen Zug- und Druckfestigkeit, 
nach welcher es nur auf die GroBe des Querschnittes ankommt 
(§ 9, § 13, § 14); wie selten wird erkannt, daB die Druckfestigkeit 
bei Materialien wie weichem Stahl u. s. w., die FlieB- oder Quetsch
grenze ist (§ 11, SchluB; § 27, Ziff. 1, S. 122 u. s. f.). 

Die bedeutende Abhangigkeit del' Biegungsfestigkeit 
des GuBeisens von del' Querschnittsform war so weit fest
zustellen, daB sie rechnungsmaBig berucksichtigt werden kann 
(§ 20, § 22, Ziff. 2). 

Das immer dringender gewordene Bedurfnis, die Anstren
gung auf Drehung beanspruchter Korper von nichtkreis
formigem Querschnitt mit mehr Sicherheit feststellen zu konnen, 
als dies bisher moglich war, verlangte eine eingehende Behandlung 
del' hierher gehorigen Aufgaben (§ 32 bis § 36, § 43, § 47, § 49, 
§ 50, § 52, FuBbemerkung S. 281 und 282). Dabei ergab sich di~ 
Notwendigkeit, Formanderungen ins Auge zu fassen, die bisher 
bei Beurteilung del' Materialanstrengung ganz unbeachtet gelassen 
worden waren (§ 34, Ziff. 3). 

Dem Umstande, daB die zulassige Schubspannung zur zu
lassigen Normalspannung ziemlich haufig nicht in dem Verhaltnisse 
steht, wie dies die Elastizitatslehre ermittelte (Gleichung 101, 102 
[§ 31, Gleichung 5 und 6]), habe ich - wie bereits in meinen 
Maschinenelementen 1880 getan (S. 11, S. 205 u. f. daselbst) -
durch Einfuhrung des Anstrengungsverhal tnisses Rechnung 
getragen (ao in § 48, Ziff. 2, auch flo in § 45, Ziff. 1). 

Die AuBerachtlassung der schon ursprunglich vorhan
denen Krummung del' Mittellinie bei auf Biegung bean
spruchten Korpern erschien nicht mehr in dem MaBe zulassig, 
wie dies bisher bei Berechnung von Kettenhaken und dergleichen 
ziemlich allgemein ublich war. Wenn auch die Endergebnisse del' 
mit Rucksicht hierauf in § 54 angestellten Erorterungen nichts 
Neues bieten, so durfte doch del' hierbei eingeschlagene Weg zur 
Gewinnung eines besseren Einblicks in die Anstrengungsverhaltnisse, 
sowie dazu beitragen, daB mancher, welcher bisher die ursprung
liche Krummung nicht berucksichtigte, sie mindestens schatzungs
weise bei Wahl del' zulassigen Anstrengung in Betracht zieht. 
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In § 60 war die Anstrengung der elliptisehen Platte Zit 

bestimmen i au.Berdem waren bisher nieht beachtete Einfliisse fest
zustellen. Weite1'gehende Ermittlungen mu.Bten namentIieh bei 
den gro.Ben Sehwierigkeiten, welehe hierauf beziigIichen Ve1'suchen 
begegnen, zunachst unte1'bleiben. 

Gern hatte ich Versuehe del' in § 56 behandelten Art in 
gl'aBerem Umfange sowie aueh solehe zu § 57 durehgefiihrt. Da 
mil' aber weder fiir meine Lehrtatigkeit noch fiir meine Versuehs
al'beiten ein Assistent zur Verfiigung steht, und del' eigenen A1'beits
kraft du1'eh die Natur eine G1'enze gezogen ist, aueh die iib1'igen 
Mittel sehr knapp bemessen sind, so muBte wenigstens vore1'st Be
schrankung geiibt werden. Dieselbe Bemerkung hat auch Geltung 
fiir andere Absehnitte, insbesondere fiir § 6l. 

Im ganzen habe ieh mieh namentlieh im Hinbliek auf die 
Bediirfnisse del' mitten in der Ausfiihrung stehenden Ingenieure 
best1'ebt, die einzelnen Entwicklungen so viel als tunlich 
fiir sieh allein verstandlich durchzufiihren und den hierzu 
erforderliehen mathematisehen Apparat unter Heran
ziehung von Versuehen naeh Magliehkeit zu beschranken. 
DaB sieh auf diesem Wege Aufgaben, welche sonst trotz ihrer 
gro.Ben Wichtigkeit gar nieht oder nul' ganz ausnahmsweise be
handelt zu werden pflegen, reeht klar und dazu fruchtbringender, 
als es bisher geschehen ist, erartern lassen, davon diirften beispiels
weise die §§ 33, 34 und 43, S. 220 u. f., sowie § 52, Ziff. 2, 
Zeugnis ablegen. Die Tatsache, da.B die vor vier Jahrzehnten 
von de Saint Venant gegebene Lasung der Torsionsaufgabe -
ungeachtet ihrer wissenschaftliehen Strenge - nur ganz vereinzelt 
Eingang in die technische Literatur gefunden hat, diirfte vorzugs
weise in dem Mangel an verhaltnisma.Biger Einfachheit der zur 
Lasung fiihrenden Rechnungen begriindet sein. 

Um den Umfang des Buches innerhalb einer gewissen Grenze 
zu halten, wurde die zweite Lieferung etwas weniger umfassend 
gestaltet, als urspriinglich geplant war, wodurch iibrigens die An
schauung iiber die wi1'kliehen Vorgange, iiber das tatsachliche 
Verhalten des Materials eine Beeintraehtigung nieht e1'fahrt. Es 
erschien dies um so mehr zulassig, als seit AbsehluB der ersten 
Lieferung das v. Tetmajersche Werk: "Die angewandte Elasti
zitats- und Festigkeitslehre" mit einer Fiille von Beobach
tungsmaterial zur Auegabe gelangt ist (siehe aueh des Verfassers 
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Besprechung dieses Buches in del' Zeitschl'ift des Vel'eines deutscher 
Ingenieure 1889, S. 452-455 und S. 473-479) und iiberdies 
die wel'tvollen Arbeiten von Mehrtens vorliegen. Beispiele und 
Erfahrungszahlen glaubte ich ohnehin als naturgemaB in meine 
Maschinenelemente gehorig dahin vel'weisen zu sollen. 

Moge auch diese Arbeit, welche nicht mehr als ein Schritt in 
neuel' Richtung sein soIl, zur Forderung del' Technik und damit 
del' Industrie beitragen, indem sie die Bedeutung del' Erkenntnis 
des tatsachlichen Verhaltens del' Materialien klarlegt, und indem 
aus ihr erhellt, 

daB es nicht geniigt, von dem Satze del' Proportionalitat 
zwischen Dehnungen und Spannungen allein ausgehend, das ganze 
Gebaude del' Elastizitat und Festigkeit auf mathematischer Grund
lage aufzubauen, 

daB es vielmehr fiir den Konstrukteur - namentlich wenn 
er in voller Erkenntnis del' wirklichen Verhaltnisse die Abmes
sungen festsetzen' und sich nicht in dem Geleise hergebrachter 
Formen halten will - notwendig erscheint, immer und immer 
wieder die Voraussetzungen del' einzelnen Gleichungen, welche er 
beniitzt, im Spiegel der Erfahrungen, soweit solche vorliegen, sich 
zu vergegenwartigen, und die auf dem Wege del' Uberlegung, 
der mathematischen Ableitung gewonnenen Beziehungen hinsichtlich 
des Grades ihrer Genauigkeit zu beurteilen, soweit dies bei dem 
jeweiligen Stande unserer Erkenntnisse iiberhaupt moglich ist, 

und daB da, wo die letzteren und die Uberlegung - Auf
suchung und Ausbildung neuer Methoden eingeschlossen - nicht 
ausreichen, in erster Linie durch den Versuch Fragestellung an 
die Natur zu erfolgen hat. 

Stuttgart, den 30. September 1889. 
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Die dritte Auflage ist, abgesehen von einer Anzahl rechneri
scher Erganzungen, vorzugsweise durch Aufnahme von Versuchs
ergebnissen und den hierzu gehorigen Darlegungen in Zahl, Wort 
und Bild erganzt worden. Ieh halte es fur zweckmaBig, den 
Leser geistig teilnehmen zu lassen an den wesentlichen Einzel
heiten des Versuchs und ihn auf diese Weise zu befahigen, sich 
nach Moglichkeit ein eigenes, auf die tatsachliehen 
Verhaltnisse gegrundetes Urteil zu bilden. Dem jungen 
Fachgenossen kommt dabei von Anfang an zum BewuBtsein, daB 
es sich nicht urn ein Gebiet handelt, das zu einem groBen Teil 
bereits abgeschlossen ist, wie man vielfach anzunehmen pflegt, 
sondern daB er sich auf einem Gebiet befindet, welches selbst 
hinsichtlich der Feststellung seiner erfahrungsmaBigen Grund~agen 
noch in lebhafter Entwicklung begriffen ist. 

In dieser Richtung weiterzuschreiten, dazu veranlaBte nicht 
bloB der leitende Grundgedanke des ganzen Buches (vergl. Vorwort 
zur ersten Auflage) sondern aueh der Umstand, daB in mathe
matischer Hinsicht ausfuhrliche und vorzugliche Werke vorliegen: 
die Arbeiten von Grashof, Keck, Miiller-Breslau, Ritter, 
Weyrauch, Winkler u. a. 

Eine vorurteilsfreie Uberpriifung des' Standes der Elastizitli.ts
und Festigkeitslehre zeigt, daB die physikalische Seite gegeniiber 
der mathematischen Behandlung in gewissen Richtungen recht er
heblich zuruckgeblieben war. Damit hangt es dann auch teil
weise zusammen, daB mancher der an und fiir sich richtigen, aber 
nicht auf ausreichend sicherer physikalischer Grundlage ruhenden 
mathematischen Entwicklungen der V orwurf des Zuweitgehens odeI' 
gar del' Unbrauchbarkeit gemacht werden konnte. Andererseits HeB 
man bei der mathematischen Bearbeitung Aufgaben von groBer 
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Die zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten - ab
gesehen von der Umarbeitung des Abschnittes liber die platten
formigen Korper - in der Hauptsache durch Erganzungen, ent
sprechend einer Vermehrung des 'rextes urn 56 Seiten. Beschran
kung in dieser Hinsicht zu liben, erschien schon deshalb angezeigt, 
urn dem Buchedas Eindringen in weitere Kreise zu sichern, wozu 
gehort, dall der Preis desselben eine gewisse Grenze nicht liber
schreitet. Hierin lag auch der Grund, del' veranlallte, davon ab
zusehen, die urspriingliche Idee, eine Anzahl von Aufgaben nebst 
Losungen aufzunehmen, zur Ausfiihrung zu bringen. 

Die Grundgedanken, welche bei Abfassung del' ersten Auflage 
mallgebend waren, sind die leitenden, geblieben, weshalb ich in 
diesel' Beziehung nichts hinzuzufiigen habe. Dall die Ersetzung 
des Elastizitatsmoduls durch den Dehnungskoeffizienten nicht ohne 
Bemangelung abgehen wiirde, war vorauszusehen. Demgegenliber 
kann ich nur auf die Arbeit selbst, insbesondere auf die Full
bemerkung zu § 2, verweisen, welche durch Ubernahme einer 
bereits in der zweiten Auflage meiner Maschinenelemente gegebenen 
Darlegung erganzt worden ist. 1m Laufe der Zeit wird sich von 
selbst entscheiden, ob die Begriffe "Elastizitatsmodul" und "Schub
elastizitatsmodul" das Feld behaupten, oder ob die BegTiffe 
"Dehnungskoeffizient" und "Schubkoeffizient" an deren Stelle 
treten werden. 

1m ganzen hat sich die Arbeit einer so wohlwollenden Auf
nahme seitens der Fachgenossen zu erfreuen gehabt, dall ich nicht 
umhin kann, fur die aullerordentliche Forderung, welche him'in 
liegt, zu danken. Die Arbeitskraft des einzelnen ist eine be
grenzte und das Arbeitsfeld des Maschineningenieurwesens ein so 
ausgedehntes, dall del' einzelne selbst nur einen kleinen Beitrag 
durch das in seinen Arbeiten enthaltene Neue zu leisten vermag, 
infolgedessen dieses del' entschiedenen Forderung durch die Fach
genossen bedarf, soil del' Fortschritt ein allgemeiner und damit 
em erheblicher werden. 

Stuttgart, den 1. Juni 1894. 
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praktischer Bedeutung so gut wie unbeachtet, odeI' man sah bei 
ihrer Einkleidung in das mathematische Gewand von Wesentlichem 
ab, lieB wohl auch im Laufe der Rechnung mehr odeI' mindel' 
weitgehende Vernachlassigungen eintreten, ohne dann die Ergeb
nisse durch den Versuch einer Priifung und notigenfalls einer 
Berichtigung zu unterziehen. 

Auf diesem Boden gedieh del' Satz von dem Widerspruch 
zwischen Wissenschaft und Praxis. Man iibersah dabei allerdings, 
daB eine Wissenschaft, die im Widerspruch steht mit del' Wirk
lichkeit, d. h. mit dem, was tatsachlich ist, oder deren Folgerungen 
zu solchen Widerspriichen fiihren, nicht den Anspruch mach en 
kann, wirklich Wissenschaft zu sein, mindestens nicht in Beziehung 
auf diejenigen Punkte, welche del' Wirklichkeit zuwiderlaufen. W 0 

ein Gegensatz zwischen Wissenschaft und Praxis in die Erscheinung 
tritt, da zeigt eine scharfe Untersuchung meist seh1' bald, daB ent
wedel' die Annahmen, die Grundlagen, von denen die wissenschaft
liche Bet1'achtung ausgegangen ist, fehlerhaft waren, odeI' daB die 
SchluBfolgerungen mit Mangeln behaftet sind. 

Ich habe es mil' von vornhe1'ein, d. h. mit Eintritt in die Lehr
tatigkeit im Jahre 1878, zur Aufgabe gestellt, mein bescheidenes 
Teil dazu beizutragen, daB solche Gegensatze verschwinden 1). 
Wissenschaft und ausfiih1'ende Technik miissen naturgemaB Hand 
in Hand gehen. Wo diesel' Zustand nicht besteht, da muB von 
beiden Seiten mit Eifel' und Ausdauer daran gearbeitet werden, 
ihn herbeizufiihren. WeI' in diesel' Richtung kraftig strebt, wird 
sehr bald zu del' Erkenntnis gelangen, daB den Ingenieurwissen
schaften in erster Linie eine Sicherung und Erweiterung ihrer er
fahrungsma.Bigen Grundlagen, d. h. eine besondere PHege ihrer 
physikalischen und chemischen Seite, nottut. Die Mathematik 
wird hierbei nicht nur ein sehr oft auBerordentlich wertvolles 
Hilfsmittel sein, sondern sie wird haung das Werkzeug bilden, 
ohne dessen Vorhandensein eine tiefere Erkenntnis iiberhaupt 
unerreichbar bliebe. 

Die ausfiihrende Technik ist nach meinen Erfahrungen immer 
dankbar, wenn ihr die Wissenschaft Hilfe leisteti sie laBt sich 
nicht - wie wohl zuweilen gemeint wird - durch das Schlag-

1) Vergl. z. B. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1894, S. 1361 
und 1362; 1895, S. 1215 und 1216; 1896, S. 268 und 269; 1899, S. 1571. 
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wort von dem Widerspruch zwischen TheOl'ie und Praxis abhalten r 

die wissenschaftlichen Darlegungen zu studieren und zu ver
werten, vorausgesetzt, daLl diese die Anforderung del' Klal'heit 
und geniigender Einfachheit befl'iedigen. Sie weiLl ihl' Intel'esse~ 

welches die volle Beachtung del' Wissenschaft verlangt, wohl wahl'
zunehmen. Aber sehr empfindlich ist sie, wenn ihl' von wissen
schaftlicher Seite Darlegungen geboten werden, durch deren Be
folgung Schaden entsteht. Bei der unmittelbaren und oft recht 
weitgehenden Verantwortlichkeit, welche die ansfiihrende Technik 
zu tragen hat, erscheint dies durchaus begreiflich. J edel' VerstoLl, 
den del' Ingenieur gegen die Wirklichkeit begeht, pHegt bei del' 
Ausfiihrung seines Werkes als Fehler an das Tageslicht zu treten 
und in irgend einer Form Strafe nach sich zu ziehen. In del' 
hieraus folgenden Notwendigkeit, moglichst znverlassig zu arbeiten~ 
liegt auch einer del' Griinde, weshalb schon seit langerer Zeit die 
Technik und ihre wissenschaftlichen Vertreter nicht bloLl manche 
in das Gebiet del' Physik und Chemie gehorige Zahl genauer fest
gestellt haben, als dies von del' Physik beziehungsweise del' Chemie 
selbst geschehen ist, sondel'll daLl sie auch manches bishel' iibel'
haupt nicht El'kannte aufgefunden sowie manchen ins Dunkle ge
hullten Vorgang aufgeklart und ganz wesentlich zul' Entwicklung 
und Forderung dieser 'Vissenschaften an sich beigetragen haben. 
Ein weiterer Grund dafur, daLl die Technik del' Wissenschaft an 
sich haufigel' vorauseilt, als man anzunehmen pHegt, ist dadurch 
gegeben, daB ihr Aufgaben entgegengebracht werden, die sie 
los en muLl - moglichst vollkommen, namentlich auch in wirt
schaftlicher Beziehung -, ohne sich auf wissenschaftlich Erkanntes 
stiitzen zu konnen. Die deutsche Industrie und die technischen 
Staatsbetriebe Deutschlands besitzen eine vel'gleichsweise groBe 
Anzahl von Ingenieuren, die in einer Weise streng wissenschaftlich 
arbeiten, wie vielfach selbst von Vertretel'll del' Wissenschaft nicht 
vermutet wird. 

Inwieweit es mil' mit del' Bearbeitung del' dritten Auflage 
gelungen ist, zur Klarstellung schwebender odel' aufgeworfener 
Fl'agen (vel'gl. z. B. den Inhalt von § 4 und § 5, ferner S. 116 u. f., 
S. 192 u. f., S.211 u. f., S.470 u. f., .u. s. w.), zur Vertiefung un
serer Erkenntnisse auf dem Gebiet del' Elastizitat und Festigkeit 
beizutragen, muB ich dem wohlwollenden Urteil del' Fachgenossen 
zur Entscheidung anheimstellen. Gem hatte ich noch Wei teres auf-
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genommen, aber die starke Inanspruehnahme dureh die unmittelbare 
Berufstatigkeit, zu welcher sieh z. Z. noeh die Erriehtung eines 
Laboratoriums fiir Masehineningenieure gesellt hat, im Zusammen
hange damit, daB das Bueh schon seit langerer Zeit vergriffen ist, 
natigten zur Besehrankung. 

Stuttgart, Anfang Januar 1898. 

V orwort znr vierten Anflage. 

Die vierte Auflage wurde, abgesehen von einer graBeren 
Anzahl von Ergiinzungen in allen bisher vorhandenen A bschnitten 
des Buehes (vergl. z. B. § 13, ZitI. 3, § 22, Ziff. 4 u. s. w.), dureh 
Aufnahme eines neuen (aehten) Absehnittes: "Allgemeine Be
ziehungen iiber Spannungen und Formanderungen im Innern eines 
elastisehen Karpel's" erweitert. Hierzu veranlaBte in erster Linie 
del' Umstand, daB ieh seit Erseheinen del' dl'itten Auflage infolge 
des waehsenden Umfanges del' mil' sonst obliegenden Verpflieh
tungen u. a. aueh die Vorlesung iiber Elastizitl],tslehre abgegeben 
habe. In diesem Vortrag, del' im Jahre 1878 an unserem Poly
teehnikum mit besonderer Riieksiehtnahme auf die dem Masehinen
konstrukteur sieh bietenden Aufgaben zur Einfiihrung gelangte, 
habe ieh in den 21 Jahren, wahrend deren ieh ihn gehalten, aueh 
das gegeben, was del' genannte Absehnitt bietet. Die Aufnahme 
in das Bueh ist bisher unterblieben, weil, wie schon in dem Vor
wort zur er8ten Auflage ausgesproehen, dasselbe urspriinglieh nur 
fur die Z uharer dieses V ortrages bestimm t war. 

Ieh weiB reeht wohl, daB die Anzahl derjenigen Studierenden 
und Ingenieure, welehe sieh mit den allgemeinen Betraehtungen 
iiber den Spannungs- sowie Formanderungszustand und insbesondere 
den aus Ihnen sieh ergebenden Gleiehungen zu besehaftigen pflegen, 
verhaltnismaBig gering ist, und ieh bin del' Uberzeugung, daB 
dies auch voraussichtlieh so bleiben wird, ohne daB hierin ein 
sehwerwiegender Naehteil fiir die Teehnik erbliekt werden kann. 
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Es setzt dies allerdings voraus, daB sieh eine, wenn auch kleine, 
Minderzahl erfolgreieh mit Bearbeitung des hier zur Erarterung 
stehenden Gebietes befaBt. Del' groBen Mehrzahl del' mitten in 
del' Ausfiihrung stehenden Ingenieure, welche auf den Gebieten 
des wirtschaftliehen Lebens leitend odeI' aueh noeh sehapferiseh 
tatig sein mussen, liegen andere Aufgaben obI), und bei del' Be
grenztheit del' Arbeitskraft des einzelnen einerseits und angesichts 
del' ungeheuren Ausdehnung des Ingenieurwesens andererseits wird 
die Arbeitsteilung zur N otwendigkeit. 

Diese Verhaltnisse haben mieh jedoeh niemals abgehalten, mit 
meinen Zuharern die Betraehtungen durchzunehmen, welche zu 
den allgemeinen Gleichungen del' Elastizitatslehre fiihren. Del' 
zukiinftige Ingenieur muB - aueh wenn er keine Neigung hat, an 
del' Entwieklung del' wissensehaftlichen Grundlagen des Ingenieur
wesens mitzuarbeiten -, die allgemeinen Grundlagen del' Gebiete, 
die er studiert, ausreichend kennen. 1m vorliegenden Sonderfalle 
heiBt dies, daB ihm die allgemeinen Gleichungen del' Elastizitats
lehre, wenn sie ihm in del' Literatur entgegentreten, nicht fremd 
sein diirfen. Er solI - wenn aueh nur in beschranktem Sinne -
ein Urteil dariiber haben, wie sichel' odeI' un sichel' die Grund
lagen sind, auf denen sieh derartige Reehnungen aufbauen, und 
ob aus del' einen odeI' anderen soleher Rechnungen ein brauch
bares Ergebnis fiir das Ingenieurwesen zu erwarten steht. Es ist 
fiir den ausfiihrenden Ingenieur nieht selten auBerordentlieh wiehtig, 
ein Urteil, wenn aueh nul' einigermaBen, dariiber zu haben, was 
man uberhaupt nieht odeI' doeh nicht sichel' weiB, gegebenenfalls 
nicht sichel' ermitteln kann. 

AuBerdem kommt in Betraeht, daB eine strenge Behandlung 
vers~hiedener, fur die ausfuhrende Technik wichtiger Aufgaben 
von den allgemeinen Gleichungen del' Elastizitatslehre auszugehen 
odeI' doeh auf sie zuruckzugreifen hat, wenn aueh nul', urn zu 
priifen, ob die gemachten Annah.men mit ihnen in Widerspruch 
stehen odeI' nicht. Es sei hier erinnert an die Aufgaben del' 
Drehungselastizitat, deren strenge Lasung allerdings bisher nul' fiir 
wenige del' in Betraeht kommenden Querschnitte ausreiehend ge
lungen ist, sowie an die Aufgaben, bei denen Normal- und Schub-

I) Vergl. z. B. das V ol'wol't zul' achten Auflage del' Maschinenelemente des 
Vel'fassel's. 
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i>pannungen III den Querschnitten stabfarmiger Karpel' gleichzeitig 
-auftreten, an die Aufgaben, welche plattenfarmige Karpel' und 
-GefaBe vielfach bieten, u. s. w. 

Wenn auch manche Entwicklungen in dem bisherigen Inhalt 
des Buches (Abschnitt 1 bis 7) auf die Ergebnisse des neuen 
achten Abschnittes hatten gestiitzt werden konnen, so habe ich 
-dies doch absichtlich unterlassen, weil ich es fiir den Ingenieur 
-als wertvoll erachte, jede Untersuchung fiir sich so weit selbst-
stan dig durchzufiihren, als es die Verhaltnisse gestatten und als im 
Einzelfalle zweckmaBig el'scheint, und zweitens, weil ich del' 
Uberzeugung bin, daB die Elastizitat und Festigkeit am erfolg
reichsten zunachst in del' Weise studiel't wird, daB man von den 
einfachen Fallen ausgeht und unter Benutzung del' hierbei ge
wonnenen Ergeb'nisse zu zusammengesetzteren fortschreitet. Ich 
halte dieses V ol'gehen auch dann fiir l'ichtig, wenn del' Studiel'ende 
tiber gute Kenntnisse auf dem Gebiete del' hohel'en Mathematik 
verfiigt. Die Auffassung, daB del' wissenschaftliche Gang bei del' 
Behandlung del' Elastizitats- und Festigkeitslehre auch· fiir den 
Ingenieul' vom Allgemeinen zum Besonderen zu fiihren habe, ver
mag ieh nicht zu teilen. Del'jenige Studierende, welcher beim 
erstmaligen Studium des Gebietes zunachst die seinem Verstandnis 
naher liegenden Sonderfalle mit den verschiedenen Abweichungen 
von den Voraussetzungen, welche die Elastizitatslehre bei ihren 
allgemeinen Entwicklungen notwendigerweise machen muB, griind
lich studiert hat und sodann fortschreitend schlieBlich bis zur 
Klarheit iiber die allgemeinen Beziehungen der Elastizitatslehre 
gelangt ist, wird bei demselben Zeitaufwand in der Regel einen 
weiter- und tiefergehenden Einblick gewonnen haben als derjenige, 
welcher den umgekehrten Weg eingeschlagen hat. Insbesondere 
wird dies zutage treten, wenn es sich um die Verwendung del' 
Kenntnisse auf dem Gebiete des Ingenieurwesens handelt, also um 
das Kannen gegeniiber den tausendfaltigen Aufgaben, die das 
Leben fortgesetzt bietet. 

Stuttgart, Anfang September 1901. 
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Die neue Auflage hat versehiedene Erganzungen erfahren, 
so z. B. im ersten Absehnitt dureh die Klarstellung, daB im all
gemeinen eine untere und eine obere Streekgrenze zu unterseheiden 
ist, und daB diese Spannung in erhebliehem MaBe von del' Quer
sehnittsform beeinfluBt wird (§ 2, § 4), Ferner dureh die Aufnahme 
von Versuehsergebnissen iiber die Anderung del' Festigkeits
eigensehaften -von Metallen bei hoheren Temperaturen (§ 10) u. s. w. 
Allerdings konnten die Erganzungen nieht in dem Umfange statt
TInden, wie ieh es selbst gewiinseht hatte. Das Bueh war schon 
seit einiger Zeit vergriffeu und ieh sonst reeht stark in Ansprueh 
genommeni infolgedessen muBte Besehrankung geiibt werden. 

1m iibrigen darf ieh wohl auf das zu den friiheren Auflagen 
Gesagte verweisen; die daselbst niedergelegten Gesiehtspunkte 
sind aueh jetzt wieder fiir mieh leitend gewesen. 

Die wohlwollende Aufnahme, welehe das Bueh gefunden hat, 
im Zusammenhange mit dem Umstande, daB ein groBer Teil dessen, 
was ieh in den friiheren Auflagen dargelegt habe, bereits All
gemeingut geworden ist oder doeh anregend und klarstellend 
gewirkt hat, laBt mieh hoffen, daB aueh die neue Auflage zur 
Forderung der Erkenntnis des tatsaehliehen Verhaltens del' Mate
rialien beitragen wird. 

Meinem friiheren Assistenten, Berrn Ingenieur Braun, habe 
ieh fiir die Unterstiitzung bei del' Arbeit (vergl. z. B. s. 498) 
bestens zu danken. 

Stuttgart, den 15. Marz 1905. 

C. Bach. 
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Erster Abscbnitt. 

Die einfachen Falle der Beanspruchung gerader stabformiger 
Korper durch Normalspannungen (Dehnungen). 

Einleitung. 

§ 1. Formallderullg. Spanllung. 

Del' gel'ade stabfol'mige Korpel', Fig. 1, welchen wir uns als 
Kreiszylinder vorstellen wollen, besitze die Lange lund den Durch-

messer d, also den Querschnitt f = -~- d2• Der- 'l 

selbe werde jetzt - Fig. 2 - von zwei ziehen
den Kraften P P ergriffen, welche gleichmtiBig 
tiber die beiden Endquel'schnitte verteilt angreifen, 
und deren Richtung mit del' Stabachse zusammen
faUt. Ihre GroBe liege unterhalb del' Grenze, bei 
welcher eine Aufhebung des Zusammenhanges des 
Stabes, ein Zel'l'eiBen des letzteren, eintreten 
wtirde; sie halten sich demnach an dem Stabe 
das Gleichgewicht. 

Unter del' Einwil'kung dieser Krafte 

Fig. 1. 

~ ta 
--A , , 

I 
I 
I 
I 
I 

Fig. 2. 

a) vergroBert sich die Lange des Stabes von l auf ll. 
d. h. urn II - l = ). 

und 
b) vel'mindert sich del' Durchmesser des Stabes von d auf 

d1 , d. h. um d - d1 = O. 

Es finden also gleichzeitig zwei Formanderungen statt: 
eine Ausdehnung in Richtung del' Stabachse und eine Zu
sammenziehung (Kon tl'aktion) senkrecht zu derselben. Die 
letzte1'e erweist sich tibrigens weit kleiner als die erstere (vergl. § 7). 

Bach, Elastizitii!. 5. Aufl. 1 



2 Einleitung. 

Wirken die beiden Krafte P P nieht ziehend, wie in Fig. 2 
angenommen, sondern driiekend auf den als kurz vorausgesetzten 
Korper, wie in Fig. 3 dargestellt ist, so besteht die eintretende 
Formanderung 

a) m einer Vcrkiirzung del' Lang'e des Zylinders von l auf 
l2' also urn }. = l - (z, 

und 
b) in einer VergroBerung des Durehmessers des Zylin

ders von d auf dz, also urn 0 = d2 - d. 

-r 

Ai' : .. B"I'-

:z, <>'! 

S 

I 
I 

_l 

Fig. 3. 

Es findet somit gleichzeitig eine Zusammen
driiekung in Richtung del' Zylinderachse und eine 
Ausdehnung senkrecht zu derselben, eine Quer
d ehn ung, statt. 

Del' Vergleich diesel' bei del' Druekwirkung auf
tretenden Erscheinungen mit den bei del' Zugwirkung 
sich einstellenden zeigt, daB die Umkehrung del' Kraft
riehtung aueh die Formanderungen umkehl't. Wird die 
Richtung der ziehenden Kraft als positiv, diejenige del' 

driickenden Kraft als negativ bezeichnet, so hat zur Folge 
+ P eme positive Ausdehnung in Richtung del' Stabaehse und 

negative senkreeht zur 
- P eme negative Ausdehnung in Richtung del' Stabachse und 

positive senkrecht zur 
Wir denken uns in dem Stabe, an welchem sich die Krafte P P 

das Gleichgewicht halten, einen Querschnitt. Die auf beiden Seiten 
desselben liegenden Stabteile werden infolge des Vorhandenseins 
diesel' auBeren Krafte mit gewissen, liber den Quersehnitt ver
teilten Kraften aufeinander einwirken. Diese inner en Krafte, 
bezogen auf die Flaeheneinheit, heiBen Spa 11 nun g en, und zwar 
Zugspannungen, Spann11ngen im engeren Sinne, positive 
Spannungen, wenn die auBeren Krafte ziehend wirken (Fig. 2), 
odeI' Druekspannungen, Pressungen, negative Spannungen, 
wenn die auBeren Krafte driiekend tatig sind (Fig. 3). 

Insoweit zum Ausdruck gebraeht werden soIl, daB diese inneren 
Krafte senkrecht zum Querschnitt, d. h. senkrecht zu den Flachen
elementen, in denen sic wirken, gerichtet sind, werden sie als 
N ormalspann ungen bezeichnet. 

Unter den Voraussetzungen gleiehmaBiger Verteilung del' 
Krafte P P iiber die beiden Endquerschnitte des Stabes und 
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durehaus gleiehartiger Besehaffenheit des Stabmaterials wird aueh 
die Spannung fiir die einzelnen Teile des in Betraeht gezogenen 
Stabquersehnittes, d. h. fur die einzelnen Flaehenelemente desselben, 
gleieh groB sein. Bezeiehnen wir dieselbe mit (1, so erseheint sie 
bestimmt dureh die Gleiehung 

p 
(1=7 1) 

Streng genommen miiBte hierin f denjenigen Querschnitt be
deuten, welehen del' Stab tatsaehlieh besitzt, wahrend er dureh P 
belastet ist. Wie wir oben (S. 1 und 2) bei b) sahen, andert sieh 
un tel' Einwirkung del' auBeren KrMte nieht bloB die Lange, son
dern auch del' Durehmesser des Karpel's und damit aueh del' Quer
sehnitt. Unter Umstanden kann diese Querschnittsanderung, welehe 
abhangt von del' verhaltnismaBigen GroBe del' Belastung und del' 
Art des Materials, von Bedeutung werden. Aus diesem Grunde 
ist es notwendig festzuhalten, daB die Gleiehung 1 die Spannung (1 

bezogen auf den urspriingliehen Stabquerschnitt liefert, 
sofern, wie oben angenommen, f den Quersehnitt des unbelasteten 
Stabes bezeiehnet. 

§ 2. Dehnung. Dehnungskoeffizient. Proportionalitiitsgrenze. 
Flie:Bgrenze. 

Die absolute GroBe l del' Langenanderung (vergl. § 1, a) hangt 
ab von del' urspriingliehen Lange l des Stabes. Um sieh fur Zweeke 
del' Rechnung von diesel' Abhttngigkeit zu befreien, pflegt man die 
auf die Langeneinheit bezogene Langenanderung 

l 
8=-1- . 1) 

anzugeben. Diese verhitltnismaBige (spezifische) Langen
anderung 8 wird dann kurz mit Dehnung bezeiehnet, und zwar 
als positive odeI' negative, je naehdem es sieh urn Verlangerung 
(dureh eine Zugkraft) odeI' um Verkiirzung (dureh eine Druek
kraft) handelt. 

Die Bestimmung del' Dehnung dureh die Gleiehung 1 setzt 
fur den Fall, daB die urspriingliche Lange l nieht eine sehr kleine 
GroBe ist, voraus: es sei die Dehnung an allen Ste1len del' 
Streeke l gleich groB. 

1* 
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Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen del' Dehnung E und 
del' zugehOrigen Spannung (f (vergl. § 1) pflegt angenommen zu 
werden, da.B innerhalb gewisser Belastungsgrenzen Proportionalitat 
zwischen ihnen bestehe, entsprechend del' Gieichung 

E = a a, 2) 
worm 

E AI). f 
a=-=--=--

a la lP 
3) 

eine innerhalb del' erwahnten Belastungsgrenzen konstante Er
fahrungszahl bedeutet, namlich diejenige ZahI, welche angibt, 
um weiche Strecke ein Stab von del' Lange 1 bei einer 
Belastung gieich del' Krafteinheit (Kilogramm) auf die 
Flacheneinheit (Quadratzentimeter) seine Lange andert, 
odeI' kurz: die Anderung del' Langeneinheit, d. h. die 
Dehnung, fur das Kilogramm Spannung. Diese Erfahrungs
zahl sei demgema.B als Dehnungskoeffizient bezeichnet. 

Diese Begriffsbestimmung Iiefert die Dehnung unmittelbar als 
Produkt aus Spannung und Dehnungskoeffizient, und die Anderung 
del' Lange des Stabes, weiche urspriinglich 1 betL'Ug, 

1) Dieser Ausdruck entspricht ganz demjenigen, welcher sich fiir die Aus
dehnung eines Stabes durch die Warmo odeI' auch filr die Zusammenziehung in
folge Abkiihlung ergibt, wie folgende Betrachtung deutlich zeigt. 

Ein Stab von der Lange la nnd der Temperatur ta wird auf die Temperatur t& 
gebracht. Hierbei dehnt sich derselbe aus um 

sorern ftw den Langenausdehnungskoeffizienten durch die Warme, d. h. die Zu
nahma der Langeneinheit fiir 1 0 Erwarmung bedeutet. 

Ein Stab, welcher anfangs so belastet ist, daB in seinen Querschnitten die 
Spannung aa herrscht, besitzt in diesem Zustande die Lange lao Durch Ver
mehrung der Belastung steigt die Spannung auf a.. Hierbei dehnt sich del' 
Stab aus um 

worin ft den oben erorterten Dehnungskoeffizienten bedeutet. 
Wie ersichtlich, tritt einfach an die Stelle des Temperaturunterschiedes t. - ta 

der Spannungsunterschied. a. - aa und an die Stelle des Langenausdehnungs-
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sowie die Spannung als den Quotienten: Dehnung durch Dehnungs
koeffizient, d. i. 

s 
C1=

a 
4) 

Del' reziproke Wert von a wird als ElastizitatsIl!odul be
zeichnet. Uber die dies em Begriff gegebene Deutung vergleiche 
das in der FuJ3bemerkung S. 4 u. f. Gesagte. 

koeffizienten durch die "Yarma del' Dehnungskoeffizient. Beide Erfahrungszahlen 
sind hierbei allerdings als u~veranderlich vorausgesetzt, wenigstens innerhalb 
diesel' Temperatur- beziehungsweise Spannungsunterschiede. 

Es ist bis zum Erscheinen der ersten A uflage clieses Buches in der tech
nischen Literatllr ganz allgemein liblich gewesen, nicht mit dem Dehnungs-

koeffizienten Ct, sondern mit dem reziproken "Yerte desselben, d. h. mit ._1., 
< a 

zu reclmen und flir cliesen den Begriff des Elastizitatsmoduls einzuflihren. 
Derselbe ist dann erklart worden als diejenige Kraft, welche ein Prisma yom 
Querschnitt 1 um seine eigene IJange ausdehnen wilrde, falls dies ohne Uber
schreitung del' Elastizitatsgrenze maglich ware. (So z. B. We i s b a c h, Lehr
buch del' Ingenicllr- und Maschinenmechanik, 1. Band, 5. Auflage, S.386, u. a.; 
Reuleaux sagt in del' vierten Auflage seines Konstrnkteurs, S.l: "Elastizitats
modnl ist diejenige Spannung, bei welcher ein prismatischer, in 
seiner Langenrichtung beanspruchter Karpel' urn seine ganze Lange 
an s ge d ehn t 0 d er z us a m men ge p re13 t wi I'd [eine solche Formandernng als 
magllch vorausgesetzt]. ") Dies liefert fiir das schmiedbare Eisen rund 2000000 kg. 
Man hat sich also diese Kraft von zwei Millionen Kilogramm auf ein schmied
eisernes Prisma von 1 qcm Querschnitt wirkeml vorzustellen. In \Virklichkeit 
wiirde bei etwa 1500 kg schon die Proportionalitatsgrenze, innerhalb welcher 
liberhaupt die Gleichungen 2 bis 4 fill' schmied bares Eisen als giiltig angenommen 
werden durfen, iiberschritten und voraussichtlich bei 4000 kg del' Stab bereits 
zerrissen sein! Wie man sich die Zusammendriickung eines Karpers um seine ganze 
Lange vorstellen soli, darf unerartert bleiben. 

Verfusser ist del' Ansicht, da13 eine solche, mit clem tatsachlichen Yer
halten des Materials nicht im Einklang stehende Begriffsbestimmung hachst be
denklich erscheint und jedenfalls nicht ohne den dringendsten Zwang odeI' ohne 
durchschlagende Niltzlichkeitsgriinde als zulassig bezeichnet werden kann. Seines 
Erachtens mnE del; Grundbegriff der ganzen Elastizitats- und Festigkeitslehre, 
d. i. nach dem bisherigen Standpunkt dieses Teiles der Mechanik die Erfahrungs
zahl, welche Dehnung und Spannung verbindet, so erklart werden, wie es dem 
tatsachlichen Verhalten des Materials entspricht, damit diesel' Grund
begriff und mit ihm die Hauptgesetze dieses Verhaltens in Fleisch und Blut iiber
gehen. Das ist fiir den mitten in del' Ausfiihrung stehenden, zu raschen Ent
schliissen veranla13ten Techniker eine Notwendigkeit. Die Bedeutung von a als 
Zunahme del' Langeneinheit fiir das Kilogramm Spannung ist eine so einfache 
und natiirliche, da13, wenn nicht die Macht del' Gewohnheit in Betracht kame, 
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Die Spannung, bis zu welcher hin die Proportionalitat zwischen 
Dehnungen und Spannungen aLs vorhanden vorausgesetzt wird, fiihrt 
den Namen Proportionalitatsgrenze. Je nachdem es sich hier
bei urn Zug- odeI' Druekspannungen handelt, kommt die Propor
tionalitatsgrenze gegenuber Zug bezw. Druck in Betraeht. ex pflegt 
innel'halb· diesel' b eiden Spannungsgrenzen als gleiehbleibend, also 
unabhangig von del' GroBe und dem V orzeichen von (1 voraus
gesetzt zu werden. Inwieweit diese Voraussetzung zutreffend ist, 
dariiber gibt das in § 4 enthaltene Versuchsmaterial Auskunft. 
Bemerkt sei jedoeh schon hier, daB es <nur eine Minderzahl von 
Stoffen ist, fiir welche innerhalb gewisser Belastungsgrenzen Pro
portionalitat zwischen Dehnungen und Spannungen besteht, und 
daB demzufolge die gl'oBe Mehrzahl del' Korpel' aueh keine Pro
pol'tionalitatsgl'enzen besitzt. 

Behufs Gewinnung eines ansehaulichen Bildes ttber das Gesetz, 
nach dem sieh Dehnungen und Spannungen andern, gl'eifen wir 
zur bildliehen Darstellung. 

es nieht erklarlich erseheinen warde, daB del' unanschauliche Begriff des 
Elastizitatsmoduls - dieses bleibt er, auch wenn andere Erklarungen als die 
oben besprochene aufgestellt werden - nicht schon langst von del' technischen 
Literatur hber Bard geworfen ist. 

Del' Umstand, daB es an einzelnen Stellen fiir Reehnllngszwecke be-

quemer erscheint, an Stelle von a mit ~ zu rechnen, wo bei ii brigens wieder 
rt 

die Macht del' Gewohnheit, und zwar ganz erheblich, einwirkt, berechtigt noeh 

lange nicht clazu, ~ zum Grundbegriff del' Elastizitats- und .Festigkeitslehre zu 
a 

machen, deren Aufgabe cIoeh schlieBlich darin besteht, das wirkliche Verhalten 
des Materials gegcniiber del' Einwirkung auBerer Krafte klal'zulegen, un d n i c h t 
bloB del' Rechnung, sondel'n namentlich auch del' Anschauung miig
lichst zuganglich zu machen. 

Weiter kommt in Betracht, daLl die Zahl, welche Dehnungen und Span
nungen verbindet, naturgemaLl ein MaB fiil' die .Formandel'ung des Materials 
zu bilden hat, und zwal' derart, daB sic, je naehgiebiger ein Stoff ist, um so 

groBel' sein muB. Nun ist abel' del' Elastizitatsmodul, d. h. _1 , umgekehrt 
it 

proportional del' GroBe der Langenandel'ung, so daB einem Material, welches 
eine groBere Dehnung ergibt, dessen Nachgiebigkeit also bedelltendel' ist, ein 
kleinerer Elastizitatsmodlll entspl'icht, llnd umgekehrt. Dies el'weist sich oft recht 
unbequem, namentlich fLir den, del' sich mit dem Material selbst zu be
schaftigen hat. Del' Dehnungskoeffizient a dagegen steht in geradem Verhalt
nisse Zllr Formanc1erllng, ist also tatsachlich ein direktes MaLI derselben. 
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Auf del' Abszissenachse OX, welche senkrecht angenommen sein 
soIl, werden die Belastungen P aufgetragen, auf del' wagrechten 
Ordinatenachse 0 Y die durch diese Belastungen veranlaBten Aus
dehnungen 2. Dm diejenigen Verhaltnisse, 
welche hier zunachst klargestellt werden 
soIl en , recht deutlich hervortreten zu 
lassen, werde ein Korper aus zahem 
Schmiedeisen (FluBeisen) zugrunde gelegt 
und der MaBstab fur die Ausdehnungen 
verhaltnismaBig sehr groB gewahlt. Wir 
erhalten die in Fig. 1 dargestellte Schau
linie 0 Q A B C. Fur den beliebigen 
PtwktJL_ ist C2 Ql = Q2 Q die Belastung P 
und 0 Q2 = QI Q die zugehorige Vedange
rung 2. 

:I-------£~ ~_s 
~~---- i~/ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

4, 

I 

Fig. 1. 

Wie ersichtlich, verlauft die Linie bis zum Punkte A als 
Gerade, entsprechend dem Umstande, daB von del' Belastung 
P = 0 bis P = OAI Proportionalitat zwischen Belastungen (Span
nungen) und Vedangerungen (Dehnungen) besteht. Bei hoherer 
Belastung (uber P = OA I hinaus) beginnt die Verlangerung rascher 
zu wachs en : die Schaulinie lost sich tangential von der Geraden 
o Q A nach der Ordinatenachse 0 Y hin. Von B an vedauft sie 
(auf eine langere Strecke) fast parallel zu diesel', wie zunachst 
angenommen werden moge, entsprechend einem auBerordentlich 
starken Wachstum del' Vedangerungen bei sehr geringer Steigerung 
del' Belastung: del' Stab streckt sich. Del' Eintritt des Streckens 
zeigt sieh beispielsweise bei den Materialpriifungsmaschinen mit 
vVaghebel dureh Fallen desselben, bei den Maschinen mit Messung 
der Belastung mittelst Quecksilbersaule (Amsler-Laffon) durch 
Sinken del' letzteren u. s. w. Del' Stab streckt sich unter einer 
Belastung, die haufig kleiner zu sein pflegt als diejenige, bei welcher 
das Strecken beg ann. Verfolgt man den Verlauf des Linienzuges 
in solchen Fallen naher, so zeigt sich z. B. fur zahes FluBeisen 
ein ziemlich plotzlicher AbfaH bei B und darauffolgendes langsames 
Ansteigen, etwa wie in Fig. 1 durch die gestrichelte Linie B D E 
angedeutet ist. H~iufig wird wiederholter Abfall und darauffolgendes 
Ansteigen, d. h. mehrfaches Auf- und Niedersehwanken im Verlauf 
del' Dehnungslinie wahrend del' Streekpel'iode beobachtet. 

Die Linie del' Vedangerungen weist hiernach zwei ausgezeich-
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nete Stellen A und B auf. Bei A geht die Proportionalitat zwischen 
Belastungen und Verlangerungen zu Ende: die der Belastung 

P = OAI = A2 A entsprechende Spannung () = ~ ist demnach 

die Proportionalitatsgrenze. In B beginnt der Stab sich verhaltnis
maBig sehr stark zu streck en , gewissermaBen zu flieBen: die 
Spannung, welche del' zum Punkte B geharigen Belastung 
P = OBI = B2B entspricht, wird deshalb als Streck- odeI' FlieB
grenze bezeichnet. 

Streckt sich del' Stab unter einer Belastung, die erheblich 
kleiner ist, als diejenige, bei welcher das Strecken begann, wie in 
Fig. 1 dmch die Linie BDE angedeutet wird, so hnn eine obere 
und eine untere Streckgrenze unterschieden werden derart, 
daB die obere Streckgrenze aufgefaBt wird als diejenige Spannung, 
bei welcher das Strecken beginnt, und die untere Streckgrenze 
als del' kleinste Wert del' Spannung, auf den die Belastung wahrend 
des Streckens sinkt, oder als die kleinste Spannung, un tel' welcher 
das Streck en noch VOl' sich geht. 

Handelt es sich urn Druckbelastung, so tritt an die Stelle des 
Streckens des Karpel's ein Zusammenquetschen desselben. Man 
spricht dann von FlieB- oder Quetschgrenze und versteht 
darunter diejenige Druckspannung, bei welcher das Material ver
haltnismaBig rasch nachgibt, ohne daB Zerstorung eintritt. 

Wie bereits erwahnt, besitzen nicht aIle Stoft'e Proportionalitats
grenzen. Dasselbe ist auch hinsichtlich del' St1'eck- und Quetsch
odeI' FlieBg1'enze zu bemerken. 

Die FlieBgrenze und die Propo1'tionalitatsg1'enze werden nicht 
selten als nahe beieinander liegend ermittelt, so z. B. bei weichem 
Stahl. 

§ 3. Brnchbelastung. Zngfestigkeit. Qnersclmittsverminderung. 
Bruchdehnung. Arbeitsvermilgen. 

Wi1'd die Belastung des Stabes, die wir uns im folgenden 
zunachst nur als Zug vorstellen, fortgesetzt gesteigert, so findet 
schlieBlich eine Trennung desselben, em ZerreiBen (Ze1'
brechen), statt. 

Denken wir uns den in § 2 erwahnten Schmiedeisenstab in 
eine Materialp1'itfungsmaschine eingespannt, welche die Linie del' 
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Verlangerungen selbsttatig aufzeichnet derart, daB die Belastungen 
die senkrechten Abszissen bilden, wahrend die Verlangerungen l 
die zugehorigen wagrechten Ordinaten liefern, und sodann die Be
lastung allmahlich bis zum ZerreiBen' gesteigert, so erhalten wir 
die Schaulinie OBCEFl) in Fig. 1. Hierbei sind die Verlangerungen 
im Verhaltnis viel kleiner als in Fig. 1, § 2 gewahlt. Infolge 
dieses kleinen MaBstabes fiir die Werte von l lost sich die Deh
nungskurve erst spater von der Achse OX (Achse der Belastungen). 

& 

, , 
\ 

§' 

~------------------------~&-2------------~~~2---~ 

Fig. 1. 

Sie pflegt alsdann eIDe Strecke nahezu wagrecht verlaufend an
genommen zu werden 2) und steigt hierauf langsam an bis zum 
Punkte E. Von del' Verlangerung l = 0 E2 , welche die der 

1) Znverlassiger als durch eine solche mechanische Vorrichtung, die Selbst
zeichner genannt wird, laBt sich die Dehnungslinie dadurch festlegen, daB fiir 
verschiedene Belastungen die zugehorigen Verlangerungen bestimmt und damit 
die ,erforderlichen Punkte fiir die Kurve erlangt werden. Nach Uberschreitung 
der Streckgrenze verfahrt man dabei zweckmaBig derart, daB jeweils die Be
lastung abgelesen wird, bei welcher eine angenommene Verlangerung eintritt. 
N ach einiger Ubung laBt sich auf diese Weise die Dehnungslinie bis in die Nahe 
des Bruches mit ausreichender Genauigkeit feststellen. Eine gewisse Unsicherheit 
pflegt nur an den in Fig. 1 dUI'Llh Strichelung hervorgehobenen Stelleo, d. i. auf 
der Strecke B C (vergl. § 2, Fig. 1) und in der Nahe des Bruches zu bestehen. 
Doch laBt sich der Verlauf an der zuerst bezeichneten Stelle mit ausreichender 
Genauigkeit feststellen, wenn man den Selbstzeichnl)r verwendet und fiir die in der 
Mitte des Stabes gelegene MeBstrecke desselben das soeben angegebene Verfahren 
benutzt. Die Dehnungslinien Fig. 13 und 14 in § 4 sind auf diese Weise gewonnen. 

2) Auf die in § 2 angedeuteten Abweichungen, die zur Unterscheidung einer 
oberen und unteren Streckgrenze veranlassen, wird spater eiogegangen werden. 
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Messung unterworfene Stabstrecke unmittelbal' bei der Belastung 
P = E2 E el'gibt, wird angenommen, daB sie sich gleichmaBig uber 
die ganze Lange dieser Strecke vel'teilt. 

Nachdem diese Verlangel'ung OE2 eingetreten ist, beginnt del' 
Stab an einer Stelle sich einzuschnuren, also hier seinen Querschnitt 

starker zu vermindern, Fig. 2 (vel'gl. auch 
--g=;;:; ;;=;: -I Fig. 8 auf Tafel I und Fig. 19 auf Taf. IV). 

Fig. 2. Die Belastung P, welche von jetzt an zu 
weitercl' Verlangerung erforderlich ist, nimmt 

ab, bis sich schlieBlich der Stab bei ). = 0 F2 trennt 1). Die Be
lastung im Augen blicke des ZerreiBens ist F2 F < JJ;; E. 

Die groBte zur Aufhebung des Zusammenhanges des Stabes 
erforderIich gewesene Kraft E2E = Pmax wird als Bruch belastung 
bezeichnet 2). Die Spannung, welche diesel' zum Zen'eiBen notigen 
Belastung entspricht, heiBt Zugfestigkeit. Dieselbe ist hiernach 
unter del' Voraussetzung gleichmaBiger Lastverteilung liber den 
Querschnitt 

{(z = Bruchbelastung 
Stabquerschnitt 

Hierbei erhebt sich die schon bei Gleichung 1, § 1 beruhrte 
Frage, mit welchem Querschnitt die Bruchbelastung zu teilen ist: 
SoIl der ursprungliche Querschnitt des Stabes, odeI' soll derjenige 
Querschnitt gewahlt werden, den del' Stab in dem Augenblicke 
besaB, in welchem die Bruchbelastung wirkte? Streng genommen 
ware der letztere Querschnitt in die Rechnung einzufiihren, da 
del' Quotient durch gleichzeitig vorhahdene GraBen gebildet 
werden sollte. Dieser Querschnitt ist jedoch schwer zu ermitteln. 
Tatsachlich benutzt man den ersteren Querschnitt als Nenner 
und erhalt in 

') Es ist noeh naehzuweisen, ob der Gr6Etwert del' Belastung des Stabes 
genau mit dem Beginn del' Einsehniirung zusammenfallt. :Fiil' die Notwendig
keit eines solehen Naehweises spl'ieht die Beobaehtung, daB zuweilen bei zahem 
Material, wie z. B. weiehem Stahl, Bronze, die Erscheinung mehr odeI' minder 
groBer Einschnilrung an mehrel'en Stellen des Stabes naeheinander auftritt; es 
bilden sieh gewisserrnaBen Knoten, bis schlieBlieh del' Bruch an del' zuletzt und 
am starksten eingeschniirten Stelle el'folgt. 

2) Liegt Veranlassung VOl', diese Belastung von derjenigen im Augenblicke 
des Bruches, d. h. von P = f:;F zu unterscheiden, so muB das ausdriicklich he1'
vorgehoben werden. In der Regel wird nur Pmax = E2E angefllhrt und als 
Bruchbelastung bezeichnet. 
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K _ P11lax_ 
z- f 1) 

die Zugfestigkeit, bezogen auf den urspl'itnglichen Stab
querschnittl). Da hiernach f zu groB eingefuhrt wird, so er
scheint die durch Gleichung 1 bestimmte Zugfestigkeit zu klein, 
was im Sinne des Zweckes del' anzustellcnden Festigkeitsl'echnungen 
zu liegen pflegt. Bei manchen Stofl'en kann del' Bctrag dieses Zu
klein bedeutend sein, bei anderen vel'schwindet er. 

Die itbliche Matel'ialpriifungsmaschine mit Waghebel beispiels
weise laBt den Eintl'itt del' hochsten Belastung dadul'ch erkennen, 
daB nach Uberschreitung del'selben del' Waghebel zu sinken be
ginnt, je nach dem Material mehr odeI' mindel' rasch. 

Del' groBere 'reil del' Konstl'uktionsstofl'e liefert Schaulinien, 
,~velche "\Vachstum del' Spannungen bis zum ZerreiBen aufweisen. 
Dann fallen die Punkte E und F (Fig. 1) zusammen. Vergl. hiel'
itbel' z. B. § 4, Fig. 8, 18, 19, 20, und 212). 

Wil'd del' Quel'schnitt des Stabes an del' Bl'uchstelle (an del' 
Stelle del' Einschnitrung, Fig. 2) mit fb bezeichnet, so findet sich in 

f-.t~ 
>/. = 100----
'f' f 2) 

die Verminderung des Quel'schnittes an del' Bruchstelle in 
Hundertteilen des urspriinglichen Quel'schnittes, die Bl'uchzu
sammenziehung odeI' Bl'uchkontraktion odeI' kurz die Zusammen
ziehung, Einschnitrung odeI' Kontl'aktion genannt. KlareI' und 
scharfer erscheint die Bezeichnung Q.uerschnittsverminderung 

I) Der Ermittlung del' Zugfestigkeit den Wert Pm ax = 1":2 E und den Quer
schnitt, welch en del' Stab an der eingeschniirten (kontrabierten) Stelle (Fig. 2) 
besitzt, zugrunde zu legen, muE als unzulassig bezeichnet werden, wenn Bruch
belastung und Bruchquerschnitt nicht gleichzeitig, sondel'll nacheinander vor
hall den sind. 

2) Die scharfe Beachtung des V orstehellden sowie der spaterell Erorte
rungen libel' Festigkeit liiBt deutlich erkennen, daB die durch den Versuch be
stimmten Zugfestigkeiten abhangen miissen von den Umstanden, unter denen del' 
Versuch durchgefiihrt wurde, und von den V oraussetzungen, welche hei der 
Ermittlung gemacht worden sind. Dasselbe gilt auch fUr die spater zu er
orternde Druckfestigkeit. Es gibt keine tatsiichlich bestimmte Zug
odeI' Druckfestigkeit, welche als vollsUlndig losgelost von diesen 
UmsUlnden und Voraussetzungen angesehen werden darf. 
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des zernssenen Stabes, da fb an dem zernssenen Stabe ge
messen wird. 

Bezeichnet lb die Lange, welche das ursprLlnglich 1 lange Stab
stiick nach dem ZerreiBen besitzt, wobei man sich vorstellt, del' 
Bruch erfolge in der Mitte von [I), so wird III 

l -- l 
ffJ = lOO-b-t- 3) 

die Verlangerung der der Messung ullterworfenen Stabstrecke in 
Hundertteilen del' urspriinglichen Lange, die Dehnung des zer
rissenen Stabes, die Bruchdehnung odeI' auch kurz die 
Dehnung erhalten 2). 

Die mechanische Arbeit, welche das ZerreiBen des urspriing
lich t langen Stabes, dessen Verlangerungen del' Dehnungslinie 
OBCEF zugrunde liegen, fordert, wird dargestellt durch die GroBe 
del' Flache OBCEFF2. Die mechanische Arbeit bis zum Eintritt del' 
graBten Belastung gemaB del' Zugfestigkeit wird durch die Flache 
OBCEE2 gemessen. Nach Aufnahme diesel' Arbeit ist die del' Zug
festigkeit entsprechende Widerstandsfahigkeit des Stabes erschapft; 
denn nach Uberschreitung des Punktes E sinkt die Widerstands
fahigkeit, del' Stab schniirt sich ein, und die mechanische Arbeit, 
wie sie durch die Flache EFF2E2 bestimmt erscheint, wird in del' 
Hauptsache auf die ortliche Formanderung an del' Einschniirungs
stelle verwendet, also vorzugsweise nul' von demjenigen Material 
verbraucht, welches an del' sich zusammenziehenden Stelle vor
handen ist3). Die mechanische Arbeit, welche die Dehnung des 
zylindrischen Stabes bis zum Eintritt del' Bl'uchbelastung P rnax fiir die 
Kubikeinheit del' urspriinglichen Stabmasse fordert, wird als Arbeits
vermagen des Materials bezeichnet. Seine GraBe ergibt sich zu 

A = Flache OBCEE2 

fl . 4) 

1) Uber das V orgehen, wenn dieses nicht del' Fall ist, vergl. FuBbemerkung 
S.107. 

2) Da lb nach dem Zen'eiBen des Stabes gem essen wird, so enthalt es nur 
die bleibende Verlangerung in sich, wird also kleiner sein mils sen als die Ver
langerung, welche die Dehnungslinie Fig. 1, glUtig flir die gesamten Verlange
fungen, liefert. 

3) Von dem Ausnahmefall, daB sich der Stab an mehreren Stell en nach
einancler einschnlirt, darf abgesehen werden. 
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Kilogrammeter fur das Kubikzentimeter Material, sofern die Be
lastungen P in kg, die Verlangerungen ).. in m aufgetragen, del' 
Quersehnitt f in qem und die Stablange l in em eingefuhrt 
werden. 

Angaben von Zahlenwerten fur Zugfestigkeit, Quersehnitts
verminderung, Bruehdehnung, Arbeitsvermogen u. s. w., welehe 
die fur den Konstrukteur vorzugsweise in Betraeht kommenden 
Materialien liefern, £nden sieh in des Verfassers Masehinenelementen 
im ersten Absehnitt unter "E. Koef£zientcn del' Elastizitat und 
Festigkeit" (9. Aufi., S. 43 bis 111). 

§ 4. Lallgellallderullgell verschiedeller Stoffe. 
Gesamte, bleibellde ulld federnde Lallgellallderullgell. 

Elastizitatsgrellze. 

1. Ve1'suche 1nit GujJeisen. 

GuJleisenkorper I. 

(Druck.) 

Wir nehmen eincn aus zahem, grauem Gul.leisen, wie es zu 
Masehinenteilen Verwendung findet, hergestellten sowie abgedrehten 
Zylinder und unterwerfen ihn in einer senkreehten Priifungs
masehine del' Druckprobe. 

Die vorher stattgehabte Messung ergibt: 

d ' 8,00 em Durehmesser des Zylinders 

Quersehnitt 
. IT 
. f = --L( 82 = 50,27 qem 

Lange 
Lange del' mittlereu Streeke, fur welehe die 

Zusammendruekung bestimmt werden solI, 
d. i. die Mel.llange 

62,15 em 

l = 50,00 em 1) 

Del' neue, noeh keiner Belastung unterworfen gewesene 
Zylinder wird abweehselnd in Zeitraumen von 1,5 Minuten zu-

I) Die MeL\lange ist mindestens UIll einen Betl'ag etwa gleich d kleinel' 
zn wahlen als die Stablange, urn die UnregelmtlBigkeiten allszuscheiden, welche 
in del' Nahe del' Dl'llckflachen auftreten (vergl. § 13, § 14). 
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nachst mit del' Kraft P = 10000 kg belastet und bis auf P = 0 
entlastet 1). Hierbei ergeben sich aus den Beobachtungen die nach
stehend zusammengestellten Zahlen. 

Temperatur unveranderlich 16,3 0 C . 
. ' 

Belastung in kg Liinge der Zusammendriiekungen in 1/1200 em 

I p Stabstrecke in gesamte I bleibende I sich wieder 
p 

i (j = 

I A' I 
verlierende em A ). -).' I 

I 

1 I 2 3 4 i 5 
I 

6 I I 

I 

I 
0 0 1 - - -

10000 198,9 1- 13,86 
1200 

13,86 

/_ 0,75 
0,75 13,11 

0 0 
1200 

10000 198,9 
13,94 

13,94 l- _._-
1200 

/ ___ 2,89 
0,89 13,06 

0 i 0 
I 

I 1200 

I I 14,00 i 10000 
I 

198,9 l--~-~ 14,00 
1200 

I 
l- 1,00 

1,00 13,00 
0 0 

1200 

10000 198,9 14,03 
14,03 l- -~ 

1200 
I 

l- 1,04 
1,04 12,99 

0 I 0 I 
I 1200 

10000 198,9 1_ 14,03 14,03 
1200 

1- 1,04 
1,04 12,99 

0 0 
1200 i 

I 

1) Eine vollstandige Entlastung des in der Priifungsmasehine senkrecht 
stehenclen Zylinders ist, streng genommen, nicht moglieh, da er durch das eigene 
Gewieht sowie durch das in Betracht kommende Gewieht der Mel.lvolTiehtung 
belastet wird. Diese Belastung betragt im vorliegenden Faile fUr den mittleren, 
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Wie hieraus ersiehtlieh, erfahrt del' Zylindel' dureh die erst
malige Belastung mit P = 10 000 kg auf die Erstreekung von 

.. 13,86 
50 em eme Zusammendruekung von )- = 1200 em. Naeh del' 

hieran sieh sehlieBenden Entlastung zeigt sieh noeh eine Verkiirzung 

" 0,75 D Z l' d hI' l' 1 d . l' urn A = 1200 em. er y m er at a so m10 ge er emma 1gen 

Belastung eine bleibende Zusammendruekung urn diesen Betrag 
erlitten. Die sieh wieder verlierende, d. h. federnde Zu-

d ·· 1 b" h' I 13,86 - 0,75 13,11 
sammen rue mng etragt lernae 1 1200 = 1206- em. 

Die erste Wiederholung des Belastungsweehsels mit P 

10000 kg ergibt die gesamte Zusammendruekung zu ~~~~ em, die 

bleibende zu ~2~~ em und die federnde 

13,05 
1200 em. I-liernaeh ist gewaehsen: 

d' Z d .. 1 13,94 - 13,86 0,08 
Ie gesamte usammen rue nmg um --12~ = T200 em, 

- bleibende 

dagegen hat abgenommen: 

0,89-0,75 
-----_.".".-

1200 
O,I~ 
1200 

d· l' d d Z d .. k 13,11 -13,05 0,06 Ie 1e ern e usammen rue ~ung um ---------- = --- em 
1200 1200' 

Die fernere Wiederholung des Weehsels zwischen Belastung 
mit P = 10000 kg und Entlastung fuhrt sehlieBlieh zu dem Er
gebnis, daB sieh naeh viermaliger Belastung und Entlastung die 
gesamten, bleibenden und fedel'llden Zusammendruekungen nieht 
mehr odeI' - mit Riicksieht auf den Genauigkeitsgrad un serer 
Messungen - doeh nul' noeh unerheblieh andel'll. 1hre Endwerte 
betragen 

14,03 
.A. = 1200 em, 

_, 1,04 
A = 1200 em, 

, A.' 12,99 
A - = 1200 em. 

d. h. in del' halben Hohe liegenden Querschnitt rund 17 kg, entsprechend 

5~,~7 = 0,34 kg/ qcm. Sie wurde hier vernachlassigt; bei spateren Versuchen 

wird sie Berllcksichtignng erfahren. 
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"Vir unterwerfen jetzt den Zylinder elllem Belastungsweehsel 
zwischen P = 20000 kg, entspreehend 

P 20000 
(J = -;- = -5027- = 397,9 kg/qem 

j , 

und P = 0 mit dem Erfolg, daB del' erste Weehsel 

30,42 
), = 1200 em, 

" 3,06 
A = 1200 em, 

), __ 2' = 27,36 em 
1200 

ergibt, und daB del' elfte Weehsel zu den Endwerten 

31,20 ), = ----- em 
1200 ' 

'1 3,95 
A = 1200 em, 

2'"' ')-
1_11_~ 
'" '" - 1200 em 

fuhrt. Die Temperatur im Vel'suehsraum steigt wahrend des 
12 maligen Belastungswechsels von 16,3 auf 16,40 C., also urn 1/10 0 C. 

Del' Belastungsweehsel zwischen P = 30000 kg, entspreehend 

- 30000 _ r--C6 81 0'/ 
(J - 5027 - DtJ, '0 qem , 

und P = ° liefert zu Anfang die Zahlen 

48,66 
), = 1200 em, 

'1 6,18 
A. = 1200 em, 

l' 42,48 
), - '" = 1200 em, 

naeh zwolfmaliger vViederholung, welehe noeh immer eine geringe 
Neigung zum Waehsen del' gesamten Zusammendriiekungen er
kennen laBt, die Werte 

'1 7,49 
), = 1200 em, 

1 l' 42,01 
"'-"'=-1200 em. 

Temperatur bleibt wahrend des ganzen Versuehs unveranderlieh 
16,40 C. 

Aus dem Vorstehenden erkennen wir folgendes. 
Es sind dreierlei Langenanderungen zu unterseheiden: die 

gesamte, die bleibende und die federnde Langenanderung. 
Werden fur den untersuehten GuBeisenzylinder die Endwerte 

ins Auge gefaBt, so betragt die bleibende Langenanderung 
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bei a = 198,9 kgjqcm 11t~3 100 = 7,4% del' Gesamtlangenanderung , 

- a=397,9 

- (J = 596,8 

~9~100=197-
31,20 .." 

7,49 5 
49 50 100 = 1 ,1-, 

I 
I 

/,h I 
" I ~ I 

, I 
/ I 

, I 

" I / I 
" I 

" I 
/ I 

;/
" ------------i- 1989 

, I ' 

" I , I 
, I 

// / 
~ I 

/ I 
, I 

/// / I 
' I 

// I ~ / / / ! ~I 
" I ~L9" 

~////~--- --- ------- ---------/--l '," 

// ! ~I 
" f ~ _______ ------------- -- - - --- ------- ----------'------- -'596,8 

L ---"'=~=OO'0700------------- ~ :---------- • 1200'50 " 

Fig. 1. 

J e graBer die Belastung des Stabes, urn so bedeutender falIt 
die bleibende Langenanderung ausi sie beginnt bei dem un ter
such ten GuBeisen schon fiir sehr kleine Belastungen. 

Die federnden Langenanderungen bleiben urn so mehr hinter 
den gesamten zuriick, je starker del' Karpel' belastet wird. Wir 
sehen, daB die Anderungen, welche die Zy linderlange infolge del' 
Belastung erfahren hat, urn so vollstandiger verschwinden, je weniger 
groB sie waren. 

Jedem Karpel' wohnt die Eigenschaft inne, unter del' Ein
wirkung auBerer Krafte eine Anderung seiner Gestalt zu erfahren 

B a c h f ElastiziHit. 5. Auf!. 2 
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und mit dem Aufhoren diesel' Einwirkung die erlittene Form
anderung mehr odeI' mindel' vollstandig wieder zu verlieren. In
soweit er die erlittene Formanderung wieder verliert, d. h. zuriick
federt, wird er als elastisch bezeichnet. 1st die Ruckkehr in die 
ursprungliche Form eine vollstandige, so spricht man von "v 0 11-
kommen elastisch". Bei den vorstehend hesprochenen Vel'suchen 
ist die federnde Langenanderung diejenige, welche hiernach als 
die elastische gelten kann. 

Stellen wir die fur den untel'suchten GuBeisenzylinder ge
wonnenen Ergebnisse in Fig. 1, S. 17, bildlich dar derart, daB zu 
den Belastungen odeI' Spannungen als senkrechten Abszissen (nach 
abwarts gehend, da es sich urn Druckspannungen handelt,) die je
weils erhaltenen Endwerte der Zusammendruckungen als wagrechte 
Ordinaten aufgetragen werden, so erhalten wir den stl'ichpunk
tierten (-.--.-) Linienzug als Linie del' gesamten Zu
sammendriickungen, den g est ric he 1 ten (- - - -) als Linie 
del' bleibenden und den ausgezogenen als Linie del' federnden 
Zusammendruckungen. Deutlich erhellt aus diesel' Darstellung, 
daB die Zusammendl'uckungen, sowohl die gesamten als auch die 
federnden - jedenfalls innerhalb del' Spannungsgrenze, bis zu 
welcher sich die Untersuchung erstreckt hat - starker wachsen 
als die Belastungen, daB also bei dem untersuchten GuBeisen 
Proportionalitat zwischen beiden nicht besteht. Ebenso scharf zeigt 
dies die folgende Zusammenstellung, welche in den Spalten 3, 5 
und 7 die Unterschiede del' Zusammendl'uckungen fur das Fort
schreiten del' Belastung urn je 10000 kg angibt. 

Zusammendriickungen auf 50 em in 1/1200 em 
Belastungsstufe 

gesamte I bleibende federnde 
kgjqem 

I Unter-

I I 
Unter- I Unter-

sehied sehied I sellied I 

I 
1 2 I 3 4 I 5 6 I 7 

° 0 I 0 ° 14,03 1,04 12,99 
0 und 198,9 14,03 1,04 12,99 

17,17 2,91 14,26 
0 - 397,9 31,20 3,95 27,25 

18,30 3,54 14,76 

° - 596,8 49,50 7,49 42,01 
I 
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Berechnet man den durch Gleichung 3, § 2 bestimmten 
Dehnungskoeffizienten a unter Zugrundelegung del' fed ern den 
Z n sam men d l' U c k un g e n 1) fur die 3 Belastungsstufen in del' 
ublichen Weise, so findet sich: 

a= 

fur die Belastungsstufe 0 und 10000 kg 

12,99 1 a = ---------- - -- = rv 
1200. 50 10000: 50,27 

1 2) 
918800 ' 

fur die Belastungsstufe 10000 und 20000 kg 

fur die Belastungsstufe 20000 und 30000 kg 

42,01 - 27,25 
1200.50 

1 
(30000 - 20000): 50,27 

=rv 

1 2) 
837000 ' 

1 2) 
808600 ' 

') Sofern im spateren nieht ausdriieklieh etwas anderes bemerkt winl, 
sollen del' Bestimmung des Zusammenhanges zwischen Dehnungen unci Spannungen 
immer die federnden (elastischen) Dehnungen zugrunde gelegt werden. 

In Sonderfallen kann Veraniassung vorliegen, neben dem so bestimmten 
Dehnungskoeffizienten aueh noeh denjenigen fLlr die gesamten Dehnungen oder 
die Dehnungsreste zu verwenden; dann wil'd allerdings eine Unterscheidung not
wendig: etwa Dehnungskoeffizient der Federungen, Dehnungskoeffizient der ge
samten Dehnungen unci Dehnungskoeffizient del' Dehnungsreste odeI' del' bleibenden 
Dehnungen. 

2) 'Wie el'sichtlich, kommt dieses Verfahren darauf hinaus, daLl die Kurve 
del' Dehnungen 0 PI P2 Ps , Fig. 2, dnreh gerade Streeken ersetzt wird, weiche 
Sehnen derselbcn bilden. Beispielsweise ist flir die Sture del' Spannungen "I 

und 0"2, denen die Dehnungen fl und E2 entsprechen, 

f'J - ft 
a=---. 

U2- Ul 

Del' so ermittelte Dehnungskoeffizient a ist clann gleich del' Tangente des 
Winkels, unter welch em die betreffende Sehne gegen die O"-Achse geneigt erscheint. 
Je kleiner man die Strecken, d. h. je niedriger man die Hohe cler betreffenden 
Spannungsstufe wahlt, um so genaner erhalt man c< fUr diese Strecke. 1m 

Grenzfall wire! c< = ~: . 
Mit weit weniger Annii.herung an die Wirklichkeit wird a in Fallen starker 

Abweichung von der Proportionalitat zwischen 0" und E fUr die hoheren Spannungs-
2* 
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d. i. ausgesprochen wachs end mit haher liegendel' Spannungsstufe, 
d. h. mit zunehmender Spannung. 

Hiernach ist festzustellen, daB durch Gleichung 2, § 2, d. h. 
durch li = ex (1, worin ex als Konstante gilt, der Zusammenhang 
zwischen den Dehnungen li und den Spannungen (1 fur das untel'
suchte Material nicht zum Ausdruck gebracht wird. 

Legt man das allgemeinere Gesetz (vergl. S. 81 u. f.) 

1) 

zugl'unde und wahlt man flir das geprufte GuBeisen 

1 
ex = ---:--=-:=--=--=-=--::-

1320000 ' 
m = 1,0685, 

setzt also 

1 
li = --c---=-=:-::---::-c-c:- (1' ,0685 • 

1320000 
2) 

stufen bestimmt, wenn man jeweils auf die Anfangsbelastung (hier 0) zuriickgeht. 
Dies ware beispielsweise fiir die dritte Belastungsstufe 

f3 42,01 1 1 
a = -,;:; = 1200-50- 596,8 = 852400' 

L 
--r-

1 
1 
1 

1 

1 

1 
1 

1 

1 
1 

..,1 
"'I 

1 
1 

1 

","I 
1 
1 

------------------- 6 ~ J 
~ ~ 

Fig. 2. 

entsprechend der Tangente des Neigungswinkels des Fahrstrahls OPa gegen die 
u-Achse. Die so bestimmten Werte des Dehnungskoeffizienten geben dann kein 
richtiges Bild tiber die Veranderlichkeit von a. 
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so zeigt folgende Zusammenstellung: 

Spannungsstnfe 

in kg/qem 

o und 198,9 ° 397,9 ° 596,8 

Federung auf·50 em in 1/1200 em 

beobaehtet I bereehnet naeh 
Gl. 2 

12,99 
27,25 
42,01 

12,99 
27,25 
42,03 

eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen dem, was beobachtet 
wurde, und dem, was die Rechnung liefert. 

Die Linie del' bleibenden Zusammendriickungen in Fig. 1 
lost sich schon bei klein en Spannungen von del' senkrechten Ab
szissenachse, um sich nach der Achse del' Zusammendruckungen 
zu kriimmen. Das vorliegende GuBeisen, in dem Zustande, in 
welchem es sich befindet, erweist sich demnach selbst fiir diese 
kleinen Spannungen nicht als vollkommen elastisch. 

Die Linie del' bleibenden Zusammendruckungen kann insofern 
von praktischer Wichtigkeit erscheinen, als sie Auskunft daruber 
gibt, welche bleibende Zusammendriickung bei einer bestimmten 
Inanspruchnahme des Korpers zu erwarten ist. Zu diesem Zwecke 
lieBe sich in ganz gleicher Weise, wie dies oben fiir die federn
den Zusammendriickungen durch Gleichung 2 geschehen ist, eine 
Beziehung zwischen Spannung und bleibender Zusammendriickung 
feststellen. 

In del' Regel muB von den Konstruktionen gefordert werden, 
daB bleibende Formanderungen so gut wie nicht auftreten odeI' 
wenigstens eine gewisse Grenze nicht iiberschreiten. Dement
sprechend kann man in der Linie del' bleibenden Zusammen
driickungen (vergl. Fig. 1) einen Punkt, den wir Z nennen wollen, 
annehmen, bis zu welchem hin die bleibenden Zusammendriickungen 
als verschwindend odeI' doch geniigend klein erscheinen; man er
halt dadurch in dem zugehorigen Hohenabstand einen Spannungs
grenzwert, unterhalb dessen die bleibenden Zusammendriickungen 
vernachlassigbar erscheinen. Diese Spannung kann in Uberein
stimmung mit bisheriger Auffassung als Elastizitatsgrenze 
bezeichnet werden. 
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Wie klar ersichtlich, ist del' Punkt Z nicht durch die Natur 
des Materials allein bestimmt. Diese setzt nm seinen geometri
schen Ort - die Linie del' bleibenden Zusammendruckungen -
fest; sein~ Lage auf diesel' Linie erscheint, sofern die bleibenden 
Zusammendruckungen nicht verschwindend klein sind, zu einem 
bedeutenden Teile von dem personlichen Ermessen desjenigen 
abhangig, del' tiber die hochstens noch fur zulassig erachtete GroBe 
del' bleibenden Zusammendruckung zu entscheiden hat. DaB 
hierbei auch del' besondere Zweck des Gegenstandes, um den 
es sich handelt, sowie die gewahlte MeBlange del' Probestabe 
und del' Genauigkeitsgrad del' verwendeten MeBinstrumente Ein
fluB nehmend auftreten konnen, ist selbstverstandlich 1). 

Ganz das gleiche, was hier zunachst hinsichtlich Zusammen
druckungen gesagt worden ist, gilt auch in bezug auf Aus
dehnungen, weshalb in den folgenden Bemerkungen ganz allgemein 
von Dehnungen (positive und negative) gesprochen werden solI. 

Die Vermengung del' Elastizitatsgrenze mit del' Pro
portionalitatsgrenze, indem man ausspricht: die Elastizitats
grenze ist diejenige Spannung, bis zu welcher die Dehnungen 
nach dem Entlasten' voIlstandig odeI' doch nahezu ganz wieder 
verschwinden, d. h. sich also das Material vollkommen odeI' doch 
nahezu vollkommen elastisch verhalt, und ferner, daB innel'halb 
del' Elastizitatsgrenze Proportionalitat zwischen Dehnungen und 
Spannungen bestehe, erscheint hiernach mindestens im aIlgemeinen 
unzulassig. Sie lauft selbst in den meisten del:jenigen FaIle, in 
welchen Proportionalitat zwischen Dehnungen und Spannungen be
steht, darauf hinaus, daB dmch das mehr odeI' mindel' willkur
liche Festlegen des oben genannten Punktes Z auf del' Linie del' 
bleibenden Dehnungen odeI' Dehnungsreste gleichzeitig del' 
Linie del' Federungen odeI' auch del' Gesamtdehnungen, falls man 
diese zul' Grundlage nehmen will, vorgeschrieben wird, auf welche 
Strecke sie mit einer Gel'aden zusammenzufallen hat, odeI' daB 
dem Punkte Z del' Dehnungsrest-Linie dieselbe Abszisse auf
gezwungen wird, welche del' Endpunkt del' geraden Strecke in 
del' Kurve del' Federungen bezw. del' Gesamtdehnungen besitzt. 

I) In neuerer Zeit bezeichnen einzelne vVerke, wie z. B. die Firma Fried. 
Krupp als Elastizitatsgrenze diejenige Spannung, bei welcher die bleibende Deh
nung den Betrag von 0,03 % del' Memange des Probestabes erreicht. 
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GuBeisenkorpeJ: II. 

(DrucIe) 

lVIaterial: graues, zlihes Roheisen, wie es zu lVIaschinenteilen 
Verwendung findet, in Form eines Hohlzylinders, der innen sorg
fliltig ausgebohrt und auBen abgedreht ist. 

AuBerer Durchmesser-. 
Innerer Durchmesser 
lVIittlere Wandstlirke 

Querschnitt 

Lange. 
lVIeBllinge 

20,50 cm 
18,54 -
0,98 -

1T 
4(20,52-18,542) = 60,1 qcm 

100,00 cm 
75,00 -

Der Zylinder, welcher bereits vorher mehrfach Druckversuchen 
bis reichlich 1000 kg/qcm Belastung unterworfen worden war, wurde 
in einer senkrechten Prufungsmaschine der Druckprobe unterzogen. 
Die Belastung und Entlastung wurde dabei - ganz wie beim 
GuBeisenkorper I - jeweils so oft wiederholt, bis die gesamten, 
bleibenden und federnden Zusammendruckungen sich nicht mehr 
linderten. Die Endergebnisse der 6 Versuchsreihen sind im fol
genden zusammengestellt. 

Spannungsstufe Zusammendriiekungen auf 75 em Lange in %00 em 

kg/qem gesamte bleibende federnde 

° und 166 7,72 0,12 7,60 

° 333 16,07 0,19 15,88 

° 499 24,79 0,19 24,60 

° 666 33,65 0,23 33,42 

° 832 42,61 0,27 42,34 

° 998 51,67 0,36 51,31 

Hiernach betragen die Unterschiede der federnden Zusammen
druckungen 
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fiir den Spannungsunterschied ° und 166 kgjqcm 7,60 
166 333 8,28 
333 499 8,72 
499 666 8,82 
666 832 8,92 
832 998 8,97 

zeigen also - ganz in Ubereinstimmung mit dem fiir den GuB
eisenkorper I Gefundenen - namentlich zu Anfang ausgepritgt 
stitrkere Zunahme als die Spannungen. 

Die bleibenden Zusammendriickungen sind hier weit kleiner, 
was eine Folge davon ist, daB der Zylinder bereits vorher mehr
fach stark belastet worden war. 

Werden zur Priifung der Brauchbarkeit der durch Gleichung 1 
ausgesprochenen GesetzmaBigkeit die mittelst der Methode der 
kleinsten Quadrate bestimmten 'Verte 

1 
a = ---:---::-:::--:-::=-=-

1381700 ' 
m = 1,0663 

in die Rechnung eingefiihrt, wird also 

t; = _~-,-1-=-=-,- (11,0663 

1381700 
3) 

gesetzt, so findet sich die folgende Zusammenstellung: 
\ 

Spannung 

II 

166 kgJqcm 
333 
499 
666 
832 
998 

beobaehtet 

7,60 
15,88 
24,60 
33,42 
42,34 
51,31 

Federung auf 75 em in 1/600 em 

I bereehnet naeh I U t h· d Gl. 3 n erse Ie 

7,59 
15,94 
24,54 
33,38 
42,32 
51,38 

- 0,01 d. s. 0,13% 
+ 0,06 0,38-
- 0,06 0,24-
- 0,04 0,12-
- 0,02 0,05-
+0,07 0,14-
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Die Ubereinstimmung del' Werte in del' zweiten und dritten 
Spalte mu£ ebenfalls als eine sehr gute bezeichnet werden. 

In Fig. 3 sind naeh dem dureh Fig. 1 gegebenen Vorgange 
zu den Spannungen als senkreehten Abszissen die Federungen als 

Fig. 3. 

wagreehte Ordinaten aufgetragen und so <lie dureh Kreuze hervor
gehobenen Punkte erhalten worden. Die ausgezogene Kurve ist 
die durch Gleiehung 3 bestimmte Linie. Wie ersiehtlieh, treffen 
die dureh Beobaehtung erhaltenen Punkte fast ganz genau auf 
diese Linie. 

GuBeisenkol'pel' III. 

Material, Wle unter I und II bezeiehnet, dureh Bearbeitung am 
prismatisehen, del' Messung unterworfenen 'l'eile von del' Gu£
haut befreit. 

Quersehnitt des mittleren prismatischen Teiles 6,99.7,00 = 48,9 qeIll 
Lange 54,5 em 
Me£lange 50,0 -
Gewieht . 29,55 kg 
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Belastung und Entlastung wurden - ganz WIe 1m Fall I 
und II - so oft geweehselt, bis die gesamten, bleibenden und 
federnden Dehnungen sieh nieht mehr anderten. 

Der vorher noeh nieht belastet gewesene Karper wurde zu
naehst in einer senkreehten Masehine auf 

Zug 

beansprueht und dabei jeweils vollstandig von der Zugkraft der 
Masehine entlastet, so daB sein Quersehnitt in del' Mitte nUl' noeh 
belastet war dureh das halbe Eigengewieht und dureh die in Be
traeht kommenden Teile der MeBvorriehtung. 

Diese Belastung des mittleren Quersehnittes dureh das Eigen
gewieht und dureh den Anteil des Gewiehts der MeBvorriehtung 
betrug rund 21 kg, entspreehend 

4~19 = 0,43 kg/qem. , 

1. Versuehsreihe. 

Temperatur nahezu unveranderlieh 19,20 C. 

-- -

Belastungsstufe in kg Ausc1ehnungen auf 50 em in '/600 em 

gesamte 
I 

kgjqem gesamte I bleibenc1e I fec1ernc1e 

21 und 1000 0,43 und 20,45 0,575 0,00 
! 

0,575 
21 - 5000 0,43 - 102,25 3,405 0,105 3,30 
21 - 10000 0,43 - 204,50 7,55 .0,565 6,985 
21 - 15000 0,43 - 306,75 12,405 1,385 11,02 
21 - 20000 0,43 - 409,0 18,255 2,82 15,435 

Del' Versueh wird wiederholt. 
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2. Vel'suchsreihe. 

Temperatur nahezu unveranderlich 19,1 0 C. 
~-

Belastllngsstllfe in kg Ausdehnllngen auf 50 ern in 1/600 ern 

gesamte 
I 

kg/qem gesamte I bleibende I federnde 

21 und 500 0,43 und 10,22 0,245 0,00 0,245 
21 - 1000 0,43 - 20,45 0,59 0,00 0,59 
21 - 5000 0,43 - 102,25 3,37 0,01 3,36 
21 - 10000 0,43 - 204,5 7,105 0,02 7,085 
21 - 15000 0,43 - 306,75 11,14 0,035 11,105 
21 - 20000 0,43 - 409,0 15,465 

I 
0,10 15,365 

Hiernach ergibt die zweite Versuchsreihe eine ganz be
deutende Herabminderung del' bleibenden Dehnungen, eine Folge 
des Umstandes, daB del' Karpel' bel'eits einmal den Belastungen 
ausgesetzt gewesen ist. Ungefahl' den Betragen entspl'echend, urn 
welche die bleibenden Dehnungen zuruckgegangen sind, el'scheinen 
die gesamten Dehnungen kleineI'. Die federnden Dehnungen 
haben sich nur wenig geandert, wie folgende Zusammenstellung 
erkennen laBt: 

1. Versuch 0,575 3,30 6,985 11,02 15,435 
2. Versuch _0,59 3,36 7,085 11,105 15,365 

Untel'schied + 0,015 +0,06 +0,100 +0,085 -0,070 

in % 2,6 1,8 1,4 0,8 0,45. 

Bis auf das letzte Zahlenpaar zeigt sich eine kleine Zunahme 
del' Federung. Bei Beurteilung diesel' Ausnahme muB im Auge 
behalten werden, daB das Material bei dem zweiten Versuch 
bereits allen Belastungen bis 20000 kg (409 kg/qcm) vol'her unter
worfen gewesen war, infolgedessen, wie schon bemerkt, seine Neigung 
zu bleibenden Formandel'ungen vermindel't worden ist. Sein Zu
stand el'scheint deshalb nicht mehl' als del' gleiche wie bei del' 
ersten Vel'suchsl'eihe. El'wal'tet darf werden, daB del' Unterschied 
in den Fedel'ungen vel'haltnismaBig urn so kleinel' ausfallt, je 
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mehr sich die Beanspruchung del' Eudbelastung' nahert, die bereits 
vorher wirksam gewesen war. Das zeigen abel' auch die Zahlen, 
welche den Unterschied in Hundertteilen angeben. 

Ferner darf bei Beurteilung des Unterschiedes nicht iiber
sehen werden, daB die Beobachtung nul' bis zur Feststellung del' 
Zahlen del' zweiten Dezimalreihe reicht, daB also nur bis 0,01 ab
gelesen werden kann, und daB die hierbei auftretenden Unsicher
heiten, sofel'll noch del' Grad del' Genauigkeit, mit welcher die 
belastende Kraft bestimmt werden kanll, Beriicksichtigung findet, 
bei kleinen Belastungen 1 % recht erheblich iiberschreitell kannen. 

Werden fitr die Koeffizienten a und m del' Gleichung 1 solche 
Werte eingefiihrt, daB 

4) 

und sodann die aus Gleichung 4 berechneten Langenanderungen 
mit den arithmetischen Mitteln aus den federnden Dehnungen del' 
beiden Versuchsreihen in Vergleich gestellt, so ergibt sich: 

Spauullngsstllfo in kg/qem I Versuchsmittelwert I 
Berechnet 

Unterschied 
naeh Gl. 4 

0,43 und 10,22 0,245 I 0,269 +0,024 
0,43 20,45 0,58 

I 
0,580 0,000 

0,43 102,25 3,33 

I 

3,357 +0,027 
0,43 204,0 7,035 7,122 + 0,087 
0,43 306,75 11,06 I 11,054 - 0,006 
0,43 409,0 15,40 15,097 -0,303 

Die Ubereinstimmung zwischen den Versuchsmittelwerten 
und den berechneten GroBen befriedigt hier, namentlich bei del' 
untersten und del' obersten Belastungsstufe, nicht ganz. 

Del' Karpel' wird hierauf in einer senkrechten Priifungs
maschine auf 

Druck 

beansprucht und darauf jeweils ganz vom Druck del' Maschine 
entlastet, so daB als Belastung des mittleren Querschnittes sein 
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halbes Eigengewieht und das Gewieht des oberen Teiles del' MeB
yorriehtung Yerbleibt, zusammen 24 kg, entspreehend 

24 9 k ' 489 = 0,4. g/qcm. , 

Die Ergebnisse, welehe die zuniiehst durchgefiihrten zwei Ver
suchsreihen lieferten, sind im folgenden zusammengestellt. 

3. Versuchsreihe. I 4. Versuchsreihe. 

Temperatur nahezu nn- Temperatur nahezu un-
Belastungsstufe in kg ver;inderlieh 19,30 C. veranderlich 19,20 C. 

ZusammendrLlckungen Zusammendruekungen 
auf 50 em in Ihoo em auf 50 em in 1/600 em 

~~- ---- -----~~~----

I 
,'!; I '" 

I '" '" '" I '" I ,." ,." ->" ,." ,." 

s 

I 

l'l l'l S l'l I P gesamte kg/gem '" ;.. '" 
I 

'" ,D 

I 
'" '" ,D 03 

'" en , '" '03 ,." 

'" ';;l ,." 

I 
cJl :D ~ bJl :D ~ 

I 
2,0510,00 24u. 3024 0,49u. 61,84 

I 

2,05 - - --
24u. 5024 0,49u.102,74 3,75 10,285 3,465 3,45 1°,00 3,45 
24u.10024 0,49u.204,99 8,11 1,095 7,015 7,02 \ 0,00 7,02 
24u.15024 O,49u.307,24 12,75 2,02 10,73 10,75' 0,00 10,75 
24u.20024 0,49 u. 409,49 17,555, 3,005 14,55 14,48 0,00 14,48 
24 u. 25024 0,49u.511,74 22,3351 4,01 18,325 18,34 0,09 18,25 

Die 3. Versuehsreihe zeigt sehr bedeutende bleibende Zu
sammendriiekungen, was zu erwarten stand, naehdem del' Karpel' 
yorher Zugbelastungen ausgesetzt worden war. Wahrend del' 
darauf folgenden Belastungen del' 4. Versuehsreihe wurden bleibende 
Zusammendl'iiekungen nul' noeh bei del' hachsten Belastung beob
achtet. Die federnden Zusammendriickungen stimmen gut ltberein, 
wie die folgende Zusammenstellung erkennen laBt. 

3. Versuchsl'eihe 3,465 7,015 10,73 14,55 18,325 
4. 3,45 7,02 10,75 14,48 18,25 

Untel'schied - 0,015 + 0,015 +0,02 -0,07 - 0,075 
in % 0,4 0,2 0,2 0,5 0,4 
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Werden fur die Zahlen a und 'm del' Gleichung 1 die Werte 

1 
a = 1043-000 und 'm = 1,035 

eingefiihrt, also 
1 

Ii = ~-,:--c-c-

1043000 
6) 

gesetzt und sodann die him'mit berechneten Zusammendruckungen 
mit den arithmetischen Mitteln aus den federnden Zusammen
driickungen der beiden Versuchsreihen in Vergleich gebracht, so 
findet sich: 
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Spannungsstufe in kg/ gcm I Versuchsmittelwert I Berechnet 
Unterschied 

nach Gl. 5 

0,49 und 61,84 I 2,05 2,04 - 0,01 I 

0,49 102,74 3,46 3,46 0,00 
0,49 204,99 7,02 7,09 + 0,07 
0,49 307,24 10,74 10,78 +0,04 
0,49 409,49 14,515 14,52 + 0,005 
0,49 511,74 18,288 18,~97 -j- 0,009 

Die Ubereinstimmung zwischen den Versuehsmittelwerten und 
den bereehneten GraBen muB als eine gute bezeiehnet werden. 

In Fig. 4, S. 30 sind naeh dem durch Fig. 1 gegebenen Vor
gange fur den ersten Zug- und fiir den ersten Druekversueh (Ver
suehsreihe 1 und 3) die Linienziige der gesamten, bleibenden und 
federnden Dehnungen eingetragen: Zugspannungen· naeh oben, 
positive Dehnungen naeh reehts und Druckspannungen nach unten, 
negative Dehnungen nach links. Fig. 5 gibt die gleiehe Dar
steHung fiir den zweiten Zug- und fiir den zweiten Druckversuch 
(Versuehsreihe 2 und 4). 

Fassen wir den ausgezogenen Linienzug von Fig. 4 ins Auge, 
so zeigt sieh, daB die Linie der Federungen auf del' Zugseite zu 
Anfang, d. h. in del' Nahe des Koordinatenanfangs, also fiir kleinere 
Spannungen, etwas steiler verlauft als auf del' Druckseite. Fiir 
graBere Spannungen kehrt sieh das Verhaltnis urn. Zu dem 
gleiehen Ergebnis fiihrt eine seharfe Betraehtung von Fig. 5. 

und 

Das gleiehe lehren aueh die Gleiehungen 

1 ,,= 1 338000 a1,083, giiltig fiir Zugbelastung 4) 

,,= __ 1 __ 1,035 

1043000 a , - Druekbelastung 5) 

A us ihnen folgt, daB die Federung fiir die Spannung 1 betragt 

gegeniiber Zug 

gegeniiber Druek 

1 
1338000 ' 

1 
1043000 ' 

also im letzten FaIle erheblieh mehr als im ersten. 
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Fur Spannungen groBer als 1 wird del' groLlere Exponent 
1,083 auf rasches Wachstum del' durch Zugkrafte veranlaLlten 
Federungen hinwirken. Aus 

1 1,083 

1338000 a 
___ 1-,----c:- a1,035 

1043000 

15,365 

'109;i<::::::~==::::::---t::JiQl)"'IL:E7~~5.:'.2~~:::::::::::::.::-' 

306,75 ------------- ------.--

20l1,5 -------------,/ 

-c 

--- IH,s~ 

------ 102,7¥ 

--------------- 201f,99 

---- ------------- --- 307,2~ 

---------------------------- 409,49 

. ------------------------------------ 511,74 
\.----- - - - - ---£- o;~.% -0,0006083-- - -- ----i 

Fig. 5. 

ergibt sich die Spannung 

a = 179,4 kgjqcm, 

/ 

nach deren Uberschreitung die Federungen gegenuber Zugkraften 
groBer werden als diejenigen gegenuber Druckbelastungen. 
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Die gemachte Feststellung, betrefl'end den anfanglich steileren 
Verlauf der Linie del' Federungen gegenuber Zugkraften, wider
spricht dem, was man bisher angenommen hatte. Sie widerspricht 
auch den Werten der Koeffizienten a und rn, welche Verfasser friiher 
fur einen der Zugprobe unterworfenen GuBeisenstab in der Zeit
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 250, Gl. 9, sowie 
in der 6. Auflage seiner Maschinenelemente, S. 687, verofl'entlicht 
hat. Eine dahin gehende Untersuchung hat dazu gefiihrt, daB hin
sichtlich dieses GuBeisenstabes sich ein Irrtum eingeschlichen hat, 
so daB dieser Widerspruch entfallt. Es muB zunachst dahingestellt 
bleiben, ob die bezeichnete Feststellung allgemeine Gultigkeit fiir 
GuBeisen besitzt odeI' nul' fur den untersuchten Korper giW). 
Durch spatere Versuche hat Verfasser Anhalt dafiir, daB in del' 
Mehrzahl der FaIle bei GuBeisen ein anfanglich steilerer Verlauf 
del' Zug-Dehnungslinie nicht vorhanden ist, daB vielmehr fiir 
kleine Spannungen die Zug-Dehnungslinie fast genau so verlauft 
wie die Druck-Dehnungslinie. Die sich ergebenden Abweichungen 
diirften - jedenfalls zu einem Teile - auf den schon fruher yom 
Verfasser festgestellten Umstand zuriickzufuhren sein, daB das 
gegenseitige Verhaltnis zwischen Zug- und Druckelasti
zitat bei GuBeisen stark beeinfluBt wird davon, ob und 
in welchem MaBe del' untersuchte Korper vorher belastet 
worden war. In dieser Hinsicht seien noch die folgenden Ver
suchsergebnisse mitgeteilt. 

Der zu den Versuchsreihen 1 bis 4 verwendete 

GuJJeisenkorper ill 

wurde einem Druck von P = 90000 kg, d. i. 1841 kg/qcm, 
15 Minuten lang ausgesetzt und sodann den aus folgender Zu
sammenstellung ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen. Da 

1) U m iiber diesen Punkt sowie ii ber einige andere Verhiiltnisse Klarheit 
zu schaffen, hat Verfasser Herrn Dr. ing. Otto Berner, damals Assistenten der 
Materialpriifuugsanstalt an der Techn. Hochschule Stuttgart, Anregung gegeben, 
Elastizitatsversuche mit GuBeisen und FluBeisen derart durchzufiihren, daB ein 
und derselbe Korper der Zug- und Druckprobe unterworfen wird, wie 
in § 8 naher angegeben ist. Die Ergebnisse dieser Versuche sind in der 1903 
erschienenen Schrift von Berner: "Untersuchungen iiber den EinfluB der Art und 
des Wechsels der Belastung auf die elastischen und bleibenden Formanderungen"' 
veroffentlicht worden. Hinsichtlich del' Klarstellungen, welche die Schrift bringt, 
muB auf diese verwiesen werden. 

B a c h, Elastizitiit. 5. Auf!. 3 
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bei der Rohe der Belastuug die Skala des Instrumentes fiir eiue 
MeBlange des Korpers von 50 cm nicht mehr ausreichte, so wurde 
eine kiirzere MeBlange und zwar l = 15 cm - in del' Mitte del' 
friiheren liegend - gewahlt. 

Temperatur schwankt zwischen 19,3 und 19,20 O. 

Belastungsstufe in kg Zllsammendriiekungen auf 15 em 
in %00 em 

gesamte 
I 

kg/ qem gesamte I bleibende I federncle 

24 und 5024 0,49 und 102,74 0,96 0,00 0,96 
24 - 10024 0,49 - 204,99 2,00 0,00 2,00 
24 - 20024 0,49 - 409,49 4,15 0,00 4,15 
24 - 30024 0,49 - 613,99 6,375 0,04 6,335 
24 - 40024 0,49 - 818,49 8,61 0,065 8,545 
24 - 50024 0,49 - 1022,99 10,92 0,10 10,82 
24 - 60024 0,49 - 1227,48 13,265 0,14 13,125 
24 - 70024 0,49 - 1431,98 15,66 0,21 10,45 

Werden fiir die Koeffizienten IX und 'm der Gleichung 1 solche 
Werte eingefithrt, daB 

8= 
1 1,052 

1217000 (J • 
. 6) 

und werden sodann die hieraus berechneten Zusammendriickungen 
mit den beobachteten verglichen, so ergibt sich die foigende Zu
sammenstellung: 

Spannungsstufe in kg/ qem Versuchswert 
Berechnet 

Unterschiecl 
naeh Gl. 6 

0,49 und 102,74 0,960 0,963 + 0,003 
0,49 204,99 2,00 1,995 - 0,005 
0,49 409,49 4,15 4,137 - 0,013 
0,49 613,99 6,335 6,336 + 0,001 
0,49 818,49 8,545 8,575 + 0,030 
0,49 - 1022,99 10,82 10,814 - 0,006 
0,49 - 1227,48 13,125 13,136 + 0,011 
0,49 - 1431,98 15,45 15,449 - 0,001 
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Auch hier ist die Ubereinstimmung del' beobachteten und del' 
auf Grund del' Gleichung 6 berechneten Zusammendritckungen eine 
sehr gute. 

Gleichung 5 verglichen mit Gleichung 6 lehrt, daB durch vor-
l 1 

hergegangene starke Druckbelastung ex von 1043000 auf 1217000 

vermindert, m dagegen von 1,035 auf 1,052 vergroBert wird. Hier
durch wird die Federung gegeniiber Druck (Gleichung 5 und 6) 
del' Federung gegenitber Zug (Gleichung 4) genahert. 

Gufieisenkorper IV. 

Material von dem gleichen GuB, wie Korper III bearbeitet. 

Querschnitt des mittleren prismatischen 
Teiles 

Gewicht . 

Zug. 

6,99.7,00 = 48,9 qcm 
. 29,81 kg 

Nach vorhergegangener Belastung mit 40000 kg entsprechend 
818 kg / q em, was bei GuBeisen fur Z ug als Ubel'lastung bezeichnet 
werden muB, wurde del' Korper den aus folgender Zusammen
steHung ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen. 

Temperatur schwankt zwischen 19,5 und 19,60 C. 

Belastungsstufe in kg 
Federnde Ausdehnungen auf 50 em in 

1/600 em 

gesamte 
I 

kg/qem beobaehtet bereehnet 
\ U ntersehied nach Gl. 7 

21 und 500 0,43 und 10,22 0,33 -0,326 - 0,004 
21 - 100O 0,43 - 20,45 0,695 0,711 + 0,016 
21 - 2000 0,43 - 40,90 1,53 1,536 + 0,006 
21 - 3000 0,43 - 61,35 2,41 2,405 - 0,005 
21 - 4000 0,43 - 81,80 3,295 3,304 + 0,009 
21 - 5000 0,43 - 102,25 4,185 4,226 + 0,041 
21 - 10000 0,43 - 204,50 8,96 9,072 + 0,112 
21 - 20000 0,43 - 409,00 19,49 19,457 - 0,033 
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Die Ubereinstimmung der beobachteten Federungen mit den 
auf Grund der Gleichung 

8= 
1 1,1 

1150000 () 7) 

berechneten muB als eine befriedigende bezeichnet werden. 
Der Vergleich der Zahlenwerte in Gleichung 7 mit denjenigen 

in Gleichung 4 zeigt, daB sich fiir den vorher iiberlasteten Karpel' 
sowohl a als auch m groBer ergeben haben. 

Druck. 

N ach vorhergegangener Belastung durch 90000 kg, ent
sprechend 1841 kg I qcm. 

24 
24 
24 
24 
24 
24 
24 
24 

Temperatur schwankt zwischen 19,3 und 19,20 C. 

Belastungsstufe in kg 

gesamte kg/qem 

und 5024 i 0,49 und 102,74 1 
10024 0,49 - 204,99 
20024 0,49 - 409,49 
30024 0,49 - 613,99 
40024 0,49 - 818,49 
50024 0,49 - 1022,99 
60024 0,49 - 1227,48 
70024 0,49 - 1431,98 

Federnde Znsammendrilekungen anf 
15 em in 1/600 em 

bereehnet I U I' d beobaehtet naeh Gl. 8 nterse He 

1,012 
I 

1,024 I +0,012 
2,122 2,115 -0,007 
4,445 4,373 -0,072 
6,80 6,687 -0,113 
9,11 9,039 - 0,071 

11,47 11,420 -0,050 
13,845 13,824 -0,021 
16,245 16,247 +0,002 

Eine Priifung der dritten und vim'ten Spalte zeigt auch hier, 
daB die aus 

l' = -c---:-=--:-1-c-:---o-- () 1,048 
1124000 

8) 

berechneten Werte befriedigend mit den beobachteten iiberein
stimmen. 

Der Vergleich von Gleichung 7. mit Gleichung 8 bestatigt so
dann die oben gemachte Feststellung, daB die Linie der Federungen 
auf der Zugseite in der Nahe des Koordinatenanfanges etwas steilel' 
verlauft als auf der Druckseite. 
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Doch ist der Unterschied hier weit geringer als im FaIle des 
GuBeisenkorpers III (s. Gl. 4 und 5). Es steht dies damit in 
Ubereinstimmung, daB auch bei letzterem durch vorherige starke 
Belastung der Unterschied vermindert wurde (s. Gl. 5 und 6). 

Zusammenstellung del' fur die besprochenen 4 GuBeisen
korp er er hal ten en E lastizi ta tsgleich un gen: 

Fiir Zug, 

wenn vorher nicht belastet 

(Korper III) 
1 1,083 

e= 1338000 
11 • . 4) 

wenn vorher stark belastet 

(Korper IV) 
1 11 1,1 e= 

1150000 
7) 

Fiir Druck, 

wenn vorher nicht belastet 

(Korper I) 
1 1,0685 

e= 1320000 
11 • 2) 

wenn vorher noch nicht durch Druck belastet 

(Korper III) ___ 1-,---_111,035 

e = 1043000 5) 

wenn vorher stark durch Druck belastet 

(Korper III) 
1 11 1,052 E= 

1217000 
6) 

1 11 1,O!8 e= 
1124000 

(Korper IV) 8) 

Wie bereits oben bemerkt, muB es zunachst noch dahingestellt 
bleiben, inwieweit die Ermittlungen, betr. das Yerhaltnis zwischen 
Zug- und Druckelastizitat, allgemeine Giiltigkeit haben, odeI' ob sie 
nur fiir die untersuchten GuBeisenkorper Geltung besitzen. 

Bei Beurteilung der fiir ct und m der Gleichung 1 gewon
nenen Zahlenwerte ist iiberdies im Auge zu behalten, daB sie 
sich unter der Voraussetzung ergeben, das Material sei auf der 
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MeBlange l von gleicher Beschaft'enheit nnd gleich dicht, es seien 
also bei prismatischer Form des Versuchskorpers vom Querschnittj 

sowohl die Spannung (J = ~ als auch die Dehnung E = ~ an allen 

Stellen der Strecke l gleich gro.B. Da.B diese V oraussetzung, 
namentlich bei gegossenen Korpern von gro.Berem Querschnitt, 
welche Hohlstellen im Inneren besitzen konnen und auch hinsicht
lich del' Dichte Veranderlichkeit zu zeigen pflegen derart, da.B 
dieselbe von au.Ben nach innen abnimmt, im allgemeinen nicht -
jedenfalls nicht streng - erfiillt sein wird, liegt bei del' Natur 
solcher Gu.Bstticke auf del' Hand. 

1m allgemeinen ist festzuhalten, da.B del' Dehnungskoeffizient 
auch mit del' Beschaft'enheit des Gu.Beisens ganz erheblich schwankt, 
und zwar viel starker als bei dem schmiedbaren Eisen und Stahl. 
In neuerer Zeit durchgefiihrte Versuche mit Gu.Beisen von hoher 
Festigkeit (hochwertiges Gu.Beisen), ferner mit Gu.Beisen, welches 
fiir HartguB bestimmt, und mit solchem, welches durch ganze oder 
teilweise Abschreckung in Hartgu.B ii.bergefuhrt worden war, ge
wahren einen lehrreichen Einblick nach diesel' Richtung hin. So 
fand sich beispielsweise fur das hochwertige Gu.Beisen (durch
schnittliche Zugfestigkeit bis mnd 2400 kg/qcm, durchschnittliche 
Biegungsfestigkeit unbearbeiteter Quadratstabe bis rund 4400 kg/qcm) 
bei del' Zugprobe der Dehnungskoeffizient del' Federung 

Spannungsstufe Dehnungskoeffizient 

160,1 und 480,3 kg/qcm 
1 

1143000 

480,3 800,5 
1 

-----
970300 

800,5 - 1120,7 
1 

835300 

1120,7 - 1440,9 
1 

687100 

1440,9 - 1761,1 
1 

545200 

Das zu Hartgu.B bestimmte Gu.Beisen zeigt kleinere Werte, 
wahrend das Gu.Beisen, wie es fur gewohnlich zu gutem Maschinen
gu.B Verwendung D.ndet, erheblich gro.Bere Werte und besonders 
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ziihes GuBeisen noeh groBere Werte besitzt. Fig. 6, welehe die 
Linienzuge der gesamten Dehnungen, und Fig. 7, welehe diejenigen 
der federnden Dehnungen, je in l/H){Xl em fur 15 em MeBlange gultig, 
enthalt, lassen dies deutlieh an der mehr oder minder groBen 
Steilheit des Verlaufs erkennen. 

111%2 ______ --- -- - ------- 16,93 

18,25 

26,'+'1 

Fig. 6. 

Der HartguB ergab bei der Zugprobe weit kleinere und 
weniger veranderliehe Dehnungskoeffizienten, z. B. 

Spannungsstufe Dehnungskoeffizient 

13,3 und 133,0 kg/qem 
1 

1870000 

133,0 266,1 
1 

1775000 

266,1 532,2 
1 

1750000 

532,2 798,3 
1 

1710000 
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Hiernach hat das Abschrecken des GuBeisens einen sehr 
groBen EinfluB auf die GroBe des Dehnungskoeffizienten 1). 

l1Q:J.1 _________ ------------------------------- 30,70 

t 
~ :!'t'!Q~ _________________________ 21.89 

tIU 

~ 
j 

1120,7 

573, 

't803Jt7 2 
, Jt71, 

382, 

23, 
191,1 

160,1 

17,18 

236,6 

Fig. 7. 

1) Fur schmiedbaren Stahl dagegen sind bis jetzt nul' unerhebliche Unter
schiede des Dehnungskoeffizienten festgestellt worden, wenn e1' im geharteten und 
ungeharteten Zustand untersucht wird. S tri beck e1'mittelte fUr GuEstahl, wie er 
von den deutschen \Vaffen- und Munitionsfabriken in Berlin zu Stahlkugeln fiir 
Lager verwendet wird, durch Druckversuche mit 48 mm hohen Zylindern (MeE
lange 32 mm): 

l. 
1 

a = -;;2C-:1;-;;2C;;:;7-;;O~OO~' Zylinder ungehlirtet, 

2. 
1 

a = 2128660' in 01 gehartet. 
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Hinsiehtlieh weiterer Einzelheiten, namentlieh uher die Elasti
zitatsverhaltnisse der nur einseitig abgesehreekten Stabe, muB auf 
des Verfassers Arbeiten in der Zeitsehrift des Vereines deutseher 
1ngenieure 1899, S. 857 u. f. (HartguB) und 1900, S. 409 u. f. 
(hochwertiges GuBeisen) verwiesen werden 1). 

Fur die Dehnungslinie bis zum Bruch ergibt sieh bei GuB
eisen, wie es fur gewohnlich zu gutem MasehinenguB verwendet 
wird, die Kurve 0 G in Fig. 8 2). Fur andere GuBeisensorten 
ergeben sieh Linien von dem gleiehen Verlaufe. Das 
Arbeitsvermogen (§ 3) wird demnaeh bei GuBeisen ,§ 

dureh eine Flaehe von del' Gestalt 0 G G2 gemessen. 
1hre GroBe - etwa 0,08 kgmjeem fur das in den Fig. 6 
und 7 als gewohnliehes GuBeisen bezeiehnete Material 
und etwa 0,14 kgm/eem fur das daselbst genannte hoeh
wertige GuBeisen - betragt nur einen sehr klein en 
Bruehteil von der Flaehe, welehe z. B. das Arbeits- §, 

vermogen des FluBeisens (Fig. 10) liefert (Fig. 10 und 8 Fig. 8. 

sind in demselben MaBstab gezeichnet). 
Quersehnittsverminderung und Bruehdehnung sind selbst bei 

zahem GuBeisen so gering, da.a fur gewohnlieh eine Bestimmung 
unterbleibt. 

2. Ym's1whe 1nit Flufieisen. 

Rnndstab I. 

Wir unterwerfen den aus zahem FluBeisen hergestellten Stab 
III einer liegenden Prufungsmasehine del' Zugprobe. 

Durehmesser des mittleren zylindrisehen Teiles 2,007 em 
Quersehnitt 3,16 qem 
MeBlange 15,00 cm. 

3. 
1 

rt = 2102000' Zylinder in Wasser gehiirtet. 

Dagegen ergab sich die Proportionalitatsgrenze, welche im Falle Ziff. 1 
zwischen 5500 und 6000 kg! qcm lag, im Falle Ziff. 3 bei etwa 9000 kg/ qcm. In 
ahnlichem MaGe zeigte sich die Elastizitatsgrenze nach oben verschoben (Zeit
scbrift des Vereines deutscher Ingeuieure 1901, S. 73 u. f.). 

1) Diese Arbeiten finden sich auch in Heft 1 del' yom Vereine deutscher 
Ingenieure berausgegebenen Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten auf 
dem Gebiete des Ingenieurwesens, Berlin 1901. 

2) In diesel' Darstellung ist genau bestimmt die Hobe G2 G und del' Verlauf 
del' Liuie 0 G, soweit sie ausgezogen ist. VOl' Eintritt des Bruches milssen die 
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Del' neue, lioch keinel' Belastung unterwol'fen gewesene Stab 
wird zunachst mit P = 1000 kg und sodann abwechselnd mit 
P = 3000 kg belastet und bis auf P = 1000 kg entlastet l ). Hiel'an 
schlieBt sich del' Belastungswechsel P = 1000 und 5000 kg sowie 
P = 1000 und 6000 kg. In jedem FaIle wul'den Belastung und 
Entlastung so lange gewechseIt, bis sich die gesamten, die blei
benden und die federnden Verlangerungen nicht mehl' anderten. 
Dazu ist aueh hier schon zu Anfang mehrmaligel' Belastungs
wechsel erforderlich. 

Die Ablesungen del' Dehnungen erfolgen in Zwischenraumen 
von 3 Minuten. 

Temperatur sehwankt zwischen 17,6 und 17,80 C. 

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 cm in 1/1000 em 

gesamte I kg/qcm gesamte I bleibende I federnde 

1000 und 3000 kg I 316,5 und 949,4 4,61 
I 

0,17 4,44 
1000 - 5000 - 316,5 - 1582,3 9,21 0,22 8,99 
1000 - 6000 - t 316,5 - 1898,7 11,90 

t 0,63 11,27 

Wie ersichtlich, wachsen die federnden Dehnungen etwas 
raschel' als die Spannungen, denn es betl'agt 

fur die erste Stufe von 2000 kg die Federung 
zweite - 2000 -
dritte - 1000 -

4,44 
8,99 - 4,44 = 4,55 

11,27 - 8,99 = 2,28. 

Instrumente zum Messen del' Verlangel'ungen abgenommen werden, damit sie 
dul'ch den Bruch nicht beschadigt werden; infolgedessen kann die Bestimmung 
del' Verlangerungen in del' Nahe des Bruches nicht mehr genau elfolgen, was 
durch Stl'ichelung in Fig. 8 angedeutet ist. 

1) ·Wenn ein Stab in liegendel' Masehine del' Priifung unterwol'fen wird, 
und man entlastet ihn vollstandig, d. h. bis die in del' Einspannvorriehtung ge
haltenen Stabkopfe sich zu losen beginnen, so liegt die Gefahr VOl', daB die 
Anzeigen del' MeBeinrichtung (hier Spiegelapparat, vergl. Fig. 4, § 8, S. 105, 110 
u. f.) ungenau werden. Das laLlt sich dadurch vermeiden, daB man mit del' Ent
lastung nicht bis Null zuriickgeht, sondern einen erheblichen Betrag dariiber 
bleibt. Hierfiir wurde im vorliegenden FaIle P = 1000 kg gewahlt, entsprechend 

1000 
tJ = 3,16 = 316,5 kg/qcm. 

Beim Entlasten ist die V orsicht zu gebrauchen, daB man jeweils etwas 
unter die Anfangsbelastung, d. i. hier 1000 kg, zuriickgeht und alsdann vorwarts
schreitend auf dieselbe einstellt. 
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In Fig. 9 sind die Ausdehnungen nach 
dem in Fig. 1 u. f. gegebenen Vorgange ein
getragen, und zwar von () = 316,5 kgJqClll 
an gerechnet (vergl. FuBbelllerkung S. 42). 

r----C ~1;~O~i~- ·O,CC07S13-: 
189B7 r--------- 7 

~rl i 

Unter der Belastung von 6850 kg sinkt 
del' Waghebel del' Maschine auf seine Unter
lage; beilll Nachspannen verschwindet die 
Skala in den beiden Spiegeln del' MeB
vol'richtung: die F lie B - odeI' S t I' e c k
g l' e n z e (§ 2) ist erreicht. Sie liegt delll
gelllaB bei 

_ 6850 _ I 
() - 316 - 2168 kg/qClll ). , 

+ I ! 
I l 
I l 
J I 

1582)'3 -------- . 
I 
I 
I 
I 
I 

Ii 
,I 
II 

Ii 
9~9,'i·-----

[I . v I . 
I r 
II v 

I 
Nach dieser Feststellung wird der Stab 316,5 

entlastet und hierauf del' Versuch, wie vor- I 
her durchgefiihrt, wiederholt. Dabei er-
gibt sich oL----

Fig. 9. 

+8 

fiir den Belastungswechsel 
die Federung . 

1000/3000 
4,50 

1000/5000 
9,01 

1000/6000 kg 
11,28 

somit Unterschied . 4,51 2,27 

also die Federung nul' wenig wachsend mit del' Spannung. 
Mit del' Federung 4,50 fiir die erste Belastungsstufe del' zweiten 

Vel'suchsreihe findet sich del' durch Gleichung 3, § 2 bestillllllte 
Dehnungskoeffizient zu 

4,5 
ex = 1000.15 (949,4 - 316,5) 

1 
2109700 

Bei erneutel' Steigerung del' Belastung iiber 6000 kg hinaus ist 
die Streckgrenze - durch Sinkel1 des Waghebels auf seine Ul1ter
lage - jetzt bei P = 6500 kg zu beobachtel1, entsprechend 

6500 
() = 316 = 2057 kgJqcm. , 

1) Auf die Ermittlung auch del' unteren Stl'eckgrenze (vergl. § 2) wird 
S. 49 und 50 eingegangen werden. 
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Nachdem durch Nachspannen eine Verlangel'ung del' MeB
strecke l = 15 cm urn 0,14 cm erfolgt ist, beginnt del' Waghebel 
wieder zu steigen und einzuspielen, hierdurch anzeigend, daB die 
inneren Krafte, mit welchen del' Stab del' Verlangerung widersteht, 
die GroBe von 2057 kgjqcm wieder el'reicht haben und zu uber
schreiten anfangen. Bei Fortsetzung des Nachspannens steigt die 
Belastun·g stetig, bis sie mit P max = 11 840 kg ihren GroBtwert 

<'l 

-r 
~ ! 

"'-:g 

~ 
1 

Fig. 10. 

erl'eicht (vel'gL § 3, Fig. 1). Alsdann sinkt del' Waghebel - nach
dem er vorher einige Zeit hindurch eingespielt hatte -, del' Stab 
beginnt sich einzuschniil'en (vel'gl. § 3), und schlieBlich erfolgt del' 
Bruch an del' stark eingeschniirten Stelle unter l'und P = 8700 kg!) 

8700 
Belastung, entspl'echend (J = 3Ttf = 2753 kg/qcm. , 

In Fig. 10 ist del' Verlauf del' Linie del' gesamten Dehnungen, 
wie sie sich fur den untersuchten FluBeisenstab bei dem zweiten 
Vel'such ergab, unter Zugrundelegung del' MeBlange von urspriing
lich 15 cm, eingetragen. Derselbe ist nicht unabhangig von del' 
Geschwiudigkeit, mit welcher die Belastung gesteigert, d. h. von 
del' Raschheit, mit welcher del' Stab gedehnt wird. 

1) Eille gellaue Feststellllllg diesel' Belastllllg begegllet Schwiel'igkeitell. 
(VergL FuJ3bemel'kullg 1 S. 9.) 
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Die Zugfestigkeit betragt 

11840 
K = ----- = 3747 kg/qem 

z 3,16 ' . 

Die Messung des mittleren Durehmessers des Bruehquerschnittes 

liefert 1,23 em, entspreehendj~ = ~ 1,232 = 1,19 qem (vergl. § 3); 

somit ist naeh Gleiehung 2, § 3 die Quersehnittsverminderung 

_ 100 3,16 - 1,19 - 6" 30/ lf/- - :.:;, /0' 3,16 

Nach dem Bruehe zeigt das mittlere, urspriinglieh 20 em lange 
Stabstiick 25,48 em Lange; infolgedessen ergibt sieh naeh Glei
chung 3, § 3 die Bruehdehnung zu 

= 100 25,48 -- 20,0 27 401 
f{J 200 =, o' , 

Das naeh MaBgabe del' Gleiehung 4, § 3 bestimmte Arbeits
vermogen betragt A = 6,76 kgm/eem. 

Rnndstab ll. 

Durehmesser des mittleren zylindrisehen Teiles 
Quersehnitt 

2,495 em 
4,89 qem 

10,00 em. MeBIange . 

Del' Stab, welcher aus ausgegliihtem Material besteht und 
vorher noeh keiner Priifung unterworfen ist, wird in derselben 
Weise wie Rundstab I gepriift und liefert folgende Ergebnisse: 

Versuehsreihe 1. 

Temperatur sehwankt zwischen 17,0 und 17,2 0 C. 
-

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in '/'000 em 

I I 
I 

gesamte kg/qem gesamte bleibende I federnde 

1000 und 3000 kg 204,5 und 613,5 2,99 I 0,05 I 2,94 
1000 - 5000 - 204,5 - 1022,5 5,98 0,11 5,87 
1000 - 7000 - [204,5 - 1431,0 8,95 0,16 8,79 
1000 - 9000 - 204,5 - 1840,5 11,92 0,21 11,71 
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Die Wiederholung des Versuchs liefert: 

Versuchsreihe 2. 

Temperatur schwankt zwischen 17,2 und 17,40 C. 

Belastllngsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in 1/1000 em 

gesamte 
I 

kg/qcm gesamte 
1 

bleibende .1 federnde 

1000 und 3000 kg 204,5 und 613,5 2,93 0,00 

I 

2,93 
1000 - 5000 - 204,5 - 1022,5 5,89 0,02 5,87 
1000 - 7000 - 204,5 - 1431,5 8,85 0,06 8,79 
1000 - 9000 - 204,5 - 1840,5 11,80 0,09 

I 
11,71 

Hiernach betragen die gesam ten Ausdehnungen: 

1. Versuchsreihe 2,99 5,98 8,95 11,92 
Unterschied 2,99 2,99 2,97 2,97 

2. Versuchsreihe 2,93 5,89 8,85 11,80 
Unterschied 2,93 2,96 2,96 2,95 

Die federnden Ausdehnungen: 

1. Versuchsreihe 2,94 5,87 8,79 11,71 
Un terschied 2,94 2,93 2,92 2,92 

2. Versuchsreihe 2,93 5,87 8,79 11,71 
Unterschied 2,93 2,94 2,92 2,92 

Mit Rucksicht auf den Grad del' Genauigkeit, mit welcher bei 
den Priifungsmaschinen die Einstellung auf eine bestimmte Be
lastung e1'folgen, und mit welcher sodann die Dehnung selbst e1'
mittelt werden kann, sowie in Anbetracht des Einflusses del' nicht 
ganz fernzuhaItenden klein en Temperaturanderungen 1) - hier urn 

I) Bei dem verwendeten MeBinstrnment, dessen in Betracht kommende 
Teile wegen der geringen Querschnittsabmessungen den Temperaturanderllngen 
rascher folgen als der verhaltnismaEig dicke Versuchsstab (vergl. Fig. 4, S. 105), 
au3ert sich der Einflu3 der ldeinen Temperaturzunahme in einer solchen Weise, 
daG eine kleine Abnahme der beobachteten Dehnungen Zll erwarten steht. Tat
sachlich zeigt sieh auch eine solcha Abnahme. Vergl. auch das in § 8, S. 113 
Gesagte. 
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0,2 0 C. - wahrend einer Versuchsreihe, darf die Unveranderlich

keit del' Federungen bis (J = ~~~g = 1840,5 kgJqcm als wirklich 

vorhanden angesehen werden. Fig. 11, welche mit den bei del' erst en 
Versuchsreihe gewonnenen A usdehnnngen hergestellt wurde, be
statigt dies. 

Mit del' Federung 2,93 folgt nach Glei
chung 3, § 2: 

2,93 1 
a = 1000.15 (613,5 - 204,5) = 2094000 . 

Die bleibenden Dehnungen ergeben sich 
fiir die zweite Versuchsreihe weit geringer 
als bei del' ersten, was zu erwarten war. 

Bei Steigerung del' Belastung iiber 
P = 9000 kg hinaus zeigt sich plotzliches 
Sinken des Waghebels del' Maschine bei 
P = 10500 kg; die obere Streckgrenze wurde 
somit bei 

erreicht. 

10500 
-:-=-::-- = 2147 kgjqcm 

4,89 

Um die Kraft festzustellen, welcher del' 
sich streckende Stab unmittelbar nach Sinken 
des Waghebels das Gleichgewicht halt, wird 

+e .Q'-------'--

Fig. 11. 

die Wage stetig entlastet, bis wieder Einspielen stattfindet 1). Dies 

tritt ein bei P = 9900, d. i. fiir (J = ~9~g = 2025 kgjqcm. Bei , 
langerer Fortsetzung des Nachspannens beginnt die Widerstands
fahigkeit des Stabes zu steigen, wie dies Fig. 12, welche auch den Be
lastungsabfall von 10500 kg auf 9900 kg zeigt, erkennen laSt. Nach 

Erreichung der Belastung von 11000 kg, d. i. I! ~~O = 2249 kgjqcm, , 
fallt del' Waghebel zum zweiten Male plotzlich, und zwar auf 

9800 
P = 9800 kg, entsprechend 489 = 2004 kgjqcm. Bei dem nun , 

1) Im Faile del' Fig. 10 geschah diese Feststellung nicht. 
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folgenden Nachspannen steigt die Belastung ziemlich rasch, wie 
Fig. 12 deutlich angibt. 

P max tritt bei 17050 kg ein, entsprechend del' Zugfestigkeit 
17050 

Kz = 489 = 3487 kg/qcm. , 
Die Belastung halt sich ziemlich lange auf diesel' Hohe, wie 

ebenfalls aus Fig. 12 zu ersehen ist. Die letzte Belastung, welche 

Fig. 12. 

, 
, 
, A:-150"""", 

unmittelbar vor dem Bruche und nach weitgehender Einschnii
rung des Bruchquerschnittes beobachtet werden konnte, betragt 
P = 13500 kg, d. i. 2761 kg / qcm. 

Da j~ = ~ 1,542 = 1,86 qcm, so liefert GIeichung 2, § 3 die 

Querschnittsverminderung 

1/J = 100 4,89 - 1,86 = 620/ 
4,89 0 

und wegen lb = 323,7 bei 250 mm urspriinglicher Lange findet 
sich nach Gleichung 3, § 3 die Bruchdehnung 

323,7 -250 
rp = 100 250 = 29,5 %. 
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Rnndstab ID. 

Durchmesser des mittleren zyIindrischen Teiles 
Querschnitt 
MeBl~inge 

2,60 cm 
0,31 qcm 

26,00 cm. 

Der Stab, welcher aus ausgegluhtem Material besteht, wird 
der Prufung insbesondere behufs Ermittelung der oberen und 
unteren Streckgrenze (§ 2) unterworfen; weiter sollen festgestellt 
werden: Zugfestigkeit, Bruchdehnung und Querschnittsverminderung. 

I 
I 
'" '" "" T 
I 

I 
I 
I 

I 
I 

on 

~ 
I 

I 
I 
I 
I 

69.1 \oW\M, <tl .. 

Fig. 13. 

I. 

1 
~ 
"" "-

"" '" I 
I 
I 
I 
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Zu dem bezeichneten Zweck werde ein Selbstzeichner ver
wendet, d. h. eine V orrichtung angeordnet, welche die Dehnungs
linie selbsttatig aufzeichnet 1). 

1) Die Einrichtl1ng ist derart, daB der in senkrechter Richtl1ng sich be
wegende Schreibstift von dem Laufgewicht der vVage, des sen Stelll1ng die GroBe 
der Belastl1ng bestimmt, betatigt wird, wahrend die um eine senkrechte Achse 
sich drehende Papiertroll1mel ihre Bewegl1ng von dem fortschreitenden Ein
spannkopf der Priifl1ngsll1aschine erhalt. Es werden also nicht bloB - wie zu 
wiinschen ist - clie Dehnl1ngen des mittleren zylindrischen Teiles des Versl1chs
stabes auf die Papiertroll1mel iihertragen, sondern auch die iihrigen Form
anderl1ngen, die sich unter der jeweiligen Belastl1ng einstellen, insoweit sie die Lage 
des unteren Einspannkopfes del' stehenden Maschine beeinfll1ssen. Die Darstellung 

Bach, ElastizWlt. 5. Auf!. 4 
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Del' Versueh liefert die in Fig. 13 dargestellte Dehnungslinie 
mit den eingetragenen Spannungen. Die Dehnungen sind zuruek
gefuhrt auf die in del' Mitte des Stabes gelegene MeBstreeke von 
ursprunglieh 20 em Lange (vergl. FuBbemerkung 1, S. 9). 

Wir erkennen: Beginn des Streekens bei 2465 kg I qem Be
lastung, sofortiges Fallen del' letzteren auf 1895 kg/qcm, Fort
setzung des Streekens unter diesel' Belastung, spater geringes Auf
steigen und folgendes Sehwanken del' Belastung, bis sieh sehlieB
lieh wieder stetiges und ausgepragtes Waehstum del' letzteren ein
stellt, das bis zul' Uberwindung del' Zugfestigkeit von 3578 kg/qcm 
andauert. 

Somit el'gibt sich 

die obere Streekgl'enze zu 
untel'e 

- Zugfestigkeit 

ao = 2465 kg / qcm 
(1" = 1895 
K = 3578 

Die Quersehnittsverminderung und die Bruchdehnung werden 
auf dem bereits fur Rundstab I und II angegebenen ,Veg el'
mittelt zu 

cp = 31,9 %. 

der Dehnungen ist somit keine reine und auf die MeBlange des Stabes be
schrankte, ganz abgesehen von den etwaigen Unvollkommenheiten del' TIber
tl'agllng der Bewegllng von dem Einspannkopf auf die Papiertrommel. 

In bezug auf die Darstellllng der Belastungen ist zu beachten, daE das 
Lallfgewieht, von dem aus del' Schreibstift seine Bewegung erhalt, jeweils von 
Hand so eingestellt werden muE, daE die Wage einspielt. Bei rasch VOl' sieh 
gehender Anderung del' Kraft, die eben dureh Verstellung des Laufgewiehts ge
mess en werden soil, kann die Einstellung des letzteren mit einiger Schwierig
keit verkniipft sein. Aus diesem Grllnde werden in solehen Fallen Ungenauig
keiten hinsiehtlieh del' Dal'stellung del' Belastungsanderllngen nicht zu ver
meiden sein. Bei vol'handener TIbung und bei sol'gfilltigem Verfahl'en desjenigen, 
der den Versuch durehzufllhren hat, pflegen diese U ngenauigkeiten iibrigens nicht 
bedelltend Zll sein. 

1st hiernach die Darstellllng des Verlaufs del' Dehnungslinie wahrend del' 
Stl'eekperiode dureh den Selbstzeichner nicht vollstandig genau, so gewahrt sie 
doch ein ansehauliehes Bild von dem eigenartigen VerhaIten des Materials unter 
den Vel'haltnissen, bei dene]) die Streekung vor sieh geht. 

Die Zuriiekfllhrung auf die MeBlange des Stabes, also die Ausseheidung 
del' auEerhalb diesel' Streeke auftretenden Formandernngen, el'folgt nach MaJ3gabe 
des in der FllJ3bemerkung 1 S. 9 angegebenen Vel'fahl'ens. 
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Rnndstab IV. 

Abmessungen und Untersuchung des Stabes IV genau WIe 

bei Rundstab III; beide sind derselben Stange FluBeisen ent
nommen. 

Del' Versuch liefert die GraBen: 

Uo = 2407 kg/qem, 

u" 2075 

Kz 3667 

I./J 69,7 %, 
cp 33,8 -

und die Dehnungslinie Fig. 14, deren Vergleieh 
mit Fig. 13 erkennen laBt, daB sieh das Material 
aus einer und derselben Stange innerhalb del' 
Periode des Streckens odeI' FlieBens nicht gleich 
verhalt. Die Untersehiede sind oft noeh weit er
heblicher. 

3. Versltche mit Flttftstahl. 

Rnndstab. 

Durehmesser des mittleren zylindrisehen Teiles 
Quersehnitt 
MeBlange 

--- --r 
I 
I 
I 
I 
I 
! 

~ "-

~ ~ 
I I 
I I 
I I 
I I 

I 

Fig.H. 

2,00 em 
3,14 qcm 

15,00 em. 

Del' Stab wird in einer liegenden Priifungsmaschine del' Zug
probe unterworfen, jeweils unter Wechsel zwischen Belastung und 
Entlastung, so oft, bis sich die gesamten, bleibenden und federnden 
Dehnungen nicht mehr andel'll. 

Die Ablesungen del' Langenanderungen erfolgen in Zeitraumen 
von 3 Minuten. 

4* 
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Temperatur schwankt zwischen 16,4 und 16,50 C. 

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in 1/1000 em 

gesamte I kgJqem gesamte bleibende federnde 

Unter- Unter-
sehied schied 

1000und 3000 318,5 und 955,4 4,47 
4,47 

0,00 4,47 
4,47 

4,72 4,47 
1000 - 5000 318,5 - 1592,4 9,19 

4,54 
0,25 8,94 

4,49 
1000 - 7000 318,5 - 2229,3 13,73 0,30 13,43 

4,49 4,76 
1000 - 9000 318,5 - 2866,2 18,49 

4,79 
0,57 17,92 

4,48 
1000 - 11000 318,5 - 3503,2 23,28 

4,60 
0,88 22,40 

4,48 
1000 - 13000 318,5 - 4140,1 27,88 

2,31 
1,00 26,88 

2,24 
1000 - 14000 318,5 - 4458,6 30,19 

3,55 
1,07 29,12 

1000 - 15000 318,5 - 4777,1 33,74 

Nachdem P = 15000 kg eingestellt ist, sinkt der Waghebel 
plotzlich, so daB die Streckgrenze bei 

15000 
(J = 314 = 4777 kg/qcm , 

erreicht ist. 
Bei Fortsetzung des Nachspannens beginnt die Belastung 

wieder zu steigen und erlangt mit P mar» = 22720 kg ihren GroBt
wert; alsdann sinkt der Waghebel, der Stab beginnt sich ein
zuschniiren, und schlieBlich erfolgt der Bruch. 

Wie die letzte Spalte der Zusammenstellung der Ausdehnung 
zeigt, wachsen die Federungen bis P = 14000 kg unter Beriick
sichtigung des tatsachlich erreichbaren Genauigkeitsgrades recht 
befriedigend in gleichem Verhaltnis wie die Spannungen 1). Fig. 15, 
welche nach dem Vorgange von Fig. 1 u. f. die Schaulinien del' 
gesamten, bleibenden und federnden Dehnungen enthalt, zeigt den 
geradlinigen Verlauf der Federungen. Wir haben demgemaB Pro
portionalitat jedenfalls bis zur Spannung 

14000 
(J = 314 = '" 4459 kg/qcm. , 

1) Die gesamten Ausdehnungen tun dies weniger. 
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Da auf der folgenden Belastungsstufe P = 15000 kg die Er
seheinung des FlieBens eintrat, so ist anzunehmen, daB die Pro
portionalitat sieh nur unerheb
lieh nber P = 14000 kg hin
aus erstreekt haben wird, wes
halb die Proportionali ta ts
grenze als nul' wenig ober
halb 4459 kgJqem liegend an
genommen werden kann 1). 

Del' D e h nun g s k 0 e f
fi z i e n t bereehnet sieh mit 

-~,~ em FederunO" auf 15 em 
1000 0 

bei 2000 kg Belastungsunter
sehied naeh Gleiehung 3, § 2 zu 

4,48.3,14 
a = --------- = 

1000.15.2000 

1 
rv -,,--=-~~-

2133000 

Die Streekgrenze ist bei 

15000 
314 = rv4777 kg/qem , 

anzunehmen. 

tragt 
Die Zugfestigkeit be-

K __ 22720 
z -- 3,14 

= rv 7236 kg/qem. 

Die durch Gleiehung 2, § 3 
bestimmte Quersehnittsvermin
derung ergibt sieh, da 

11: 
fb = 4 1,512 = 1,79 qem, 

'1'158,6 :~-~~:::--.:.-.:.e: :~~!L ~~"2~':.-.:.-~-.::==.~.:.-.:.: 
'C, I 
+1 

1 
1 

'11'10,1 1------------- -----------
1 
1 
I 

i 
I 
I 
I 

3503,2 +---------------------
1 
I 
I 
I 

Ii 
ZS66,zi t--

I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
1 
1 
1 

Zf2~.~------------

Ii 

1592,1------- . I , 

I ' 

318,5 

o~---------~+(~--

Fig. 15. 

1) Scharf tritt hier die Unzulassigkeit hervor, die Begriffe der Proportio
nalitats- und Elastizitatsgrenze (vergl. S. 21 llnd 22) miteinander zu vermengen. 
Die erstere liegt hier nahe bei 4459 kg, wahrend die letztere, aufgefaBt als die-
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zu 

Einleitung. 

l/J = 100 3,14 -1,79 = 43% 
3,14 

und die 
200mm 

Bruehdehnung naeh Gleiehung 3, § 3 mit lb = 238 auf 
urspriingliehe Lange zu 

= 100 238-200 = 19°/ 
rp 200 Q. 

Uber die Ergebnisse der Untersuchung von StahlguB hat 
Verfasser in der Zeitsehrift des Vereines deutseher Ingenieure 1898, 
S. 694 u. f. beriehtet. 

4. Vm'sltche 'mit Kupfm·. 

Rnndstab I. 

Material: weiehes Kupfer. 

Durehmesser des mittleren zylindrisehen Teiles 2,502 em 
n 

Quersehnitt - 42,5022 = 4,92 qem 

MeBlange . 10,00 em. 

Die Priifung erfolgte zunaehst ganz wie unter Ziff. 3 bemerkt, 
und wurde sodann wiederholt. Die Ergebnisse sind im folgenden 
zusammengestellt. 

Belastungsstufe in kg 

gesamte kg/qcm 

1. Versuchsreihe 
Temperatllr 

16,8 bis 17,1 0 C. 

Ausdehnung auf 
10 cm in '/'000 cm 

750 und 1500 I· 152,4 und 304,9 1,41 1 0,111 1,30 
750 - 2250 152,4 - 457,3 3,18

1 
0,53

1
2,65 

750 - 3000 1152,4 - 609,8 5,38 1,33 4,05 
750 - 3750 152,4 - 762,2 8,05 2,52 5,53 

2. Versuchsreihe 
Temperatllr 

17,4 bis 17,5 0 C. 

Ausdehnung auf 
10 cm in '/'000 em 

1,321 0,001 1,32 
2,68

1 
0,00 2,68 

4,11 0,0414,07 
5,68 0,15 5,53 

jenige Spaunnng, bis zu welcher die bleibenden Formiinclerungen Null oder doch 
verschwindend klein sind, weit tiefer liegt (vergl. die "Werte in der Spalte der 
bleibenden Ausc1ehnungen). 
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In Fig. 16 sind die Schaulinien, welche sich hiernach fur die 
gesamten, die bleibenden und die federnden Dehnungen aus der 
1. Versuchsreihe erge ben, dargestellt. 

Wie ersichtlich, stell en sich bei del' ersten Versuchsreihe blei
hende Dehnungen auBerordentlich fruh und uberhaupt von be-

t" -- -- - ---------t: = 5,53 = D 000553- -- - ------- ---~ 
, '1000-10 ' , 

762,2 ~---------- ------7 -------- ---- -.-----j----------- --_~./.> 

~[/ ~/ 
+1 /' .... / 

/' ,//// 

/ ",,/ 
/ / 

/ ./-,,-...-,/./ 609,s ,---------/------------------

/ /// 

/ " 
I " I / 

I 
I / 

I / 

I " I / 
457,3 ---t- ---/ 

I " I / 
I / 

! ,/ 
I / 
I / 
I / 
I / 
I ./ 

30Lf,9 1------- // 
: / 
I I 
I I 
I I 

: 7 
I -' 
i 

152,4-

Fig. 16. 

deutender GroBe ein. Bei del' zweiten Versuchsreihe dagegen 
treten die bleibenden Dehnungen ganz in den Hintergrund, eine 
Folge davon, daB del' Stab schon einmal den Belastungswechseln 
ausgesetzt gewesen ist. 

Proportionalitat zwischen Dehnungen und Spannungen besteht 
nicht; denn es betragen die Unterschiede 



56 

bei del' 1. Versuchsreihe 
- 2. 

Einleitung. 

der gesamten Aus
dehnungen 

1,41 1,77 2,20 2,67 
1,32 1,36 1,43 1,57 

der fed ern den Aus
dehnungen 

1,30 1,35 1,40 1,48 
1,32 1,36 1,39 1,46, 

d. h. ausgepragt wachsend mit den Spannungen. 
Wird den Federungen die durch Gleichung 1 ausgesprochene 

GesetzmaBigkeit zugrunde gelegt, und werden dabei die Koeffi
zienten a und m so gewahlt, daB fiir die erste Versuchsreihe 

9) 

und fiir die zweite Versuchsreihe 

1 
---c-c----,-- IT 1,074 

8 = 1865000 10) 

so zeigt folgende Zusammenstellung: 

Federungen auf 10 em in 1/1000 em 

Spannungsstufe 
1. Versuehsreihe 2. Versuchsreihe 

in kg/qem 
berechnet bereehnet beobaehtet nach Gl. 9 beobachtet naeh Gl. 10 

152,4 und 304,9 1,30 1,30 1,32 1,32 
152,4 457,3 2,65 ·2,66 2,68 2,69 
152,4 609,8 4,05 4,07 4,07 4,09 
152,4 762,2 5,53 5,52 5,53 5,52 

eine befriedigende Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und 
Rechnung. 

Del' Unterschied in den Zahlenwerten del' Koeffizienten a 

und m del' Gleichungen 9 und 10 laBt den EinfluB del' vol'her
gegangenen Belastung auf die Federung deutlich erkennen. 

TIber die Anzahl del' Spannungswechsel, welche jeweils er
forderlich waren, urn festzustellen, daB sich die gesamten, die 
bleibenden und die fedel'llden Dehnungen nicM mehr andel'll, gibt 
die folgende Zusammenstellung Auskunft. Ebenso dariiber, wie 
sich die Ausdehnungen bei dem erstmaligen Wechsel (Anfangs
werte) von denjenigen bei dem letzten Wechsel (Endwerte) un ter
scheiden. 
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1. Versuchsreihe 

Spannungsstufe Zahl der Anfangswerte Endwerte 
in kg/qcm Span-

nungs-
I I I lA-A' wecnsel A A' A-A' A J..' 

152,4/304,9 2 1,41 0,11 1,30 1,41 0,11 1,30 
152,4/457,3 5 3,10 0,47 2,63 3,18 0,53 2,65 
152,4/609,8 7 5,13 1,16 3,97 5,38 1,33 4,05 
152,4/762,2 7 7,60 2,15 5,45 8,05 2,52 5,53 

2. Versuchsreihe 

152,4/304,9 2 1,32 0,00 1,32 1,32 0,00 1,32 
152,4/457,3 2 2,68 0,00 2,68 2,68 0,00 2,68 
152,4/609,8 4 4,13 0,03 4,10 4,11 0,04 4,07 
152,4/762,2 4 5,60 0,07 5,03 5,68 0,1@ 5,53 

Fig. 17. 

Die weitere Untersuchung des Stabes ffthrte zur Erlangung 
del' Dehnungslinie Fig. 17 sowie zur Feststellung: 

del' Zugfestigkeit 

10980 
Kz = = 2232 kg/qcm, 

4,92 

del' Querschnittsverminderung 

4,92 --1,89 
1./J = 100 = 61,6%, 

4,92 
da 

IT 
fb = ""4 1,552 = 1,89 qcm, 
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und der Bruchdehnung auf 200 mm 

= 100 292,2 - 200 461 0/ 
If! 200 =, o· 

Die unmittelbar VOl' dem Bruch beobachtete Belastung betrug 
rund 8200 kg, entsprechend 

8200 
(j = 492 = 1667 kg/gcm. , 

Eine Streckgrenze in dem Sinne, wie in § 2 erklart, und Wle 
Wir sie bei FluBeisen und bei FluBstahl kennen lernten, besitzt 
hiernach das Kupfer nicht. 

Das Arbeitsvermogen gemaB Gl. 4, § 3, ergibt sich zu 
A = 7,11 kgm/ccm. 

Rnndstab II. 

Material: weiches Kupfer, jedoch von anderer Herkunft als 
Stab I, bereits einmal bis (j = 964,4 kg/gcm beansprucht gewesen. 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 
Querschnitt 

1,99 cm 
3,11 gcm 

10,00 cm. MeBlange 

Die Untersuchung fiihrt ganz wie beim Rundstab I zu dem 
Ergebnis, daB die federnden Ausdehnungen rascher wachsen als 
die Spannungen, entsprechend 

--:::--:-:::-;1--::-:c-:::-- (j 1 ,093 
8 = 2084000 11) 

Nachdem fiir den Rundstab I ausfiihrliche Besprechung statt
gefunden hat, wird es geniigen, die folgende Zusammenstellung 
anzufiihren. 

Spannungsstufe 
Federnde Ausdehnung in 1/1000 em 

kgjqcm beobachtet berechnet nach 
Gl. 11 

160,75 und 321,5 1,40 1,40 
160,75 482,25 2,89 2,87 
160,76 643,0 4,39 4,39 
160,75 803,75 5,95 6,94 
160,75 964,6 7,53 7,53 
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Die Ubereinstimmung zwischen dem, was beobachtet wurde, 
und dem, was Gleichung 11 liefert, muB als eine sehr gute be
zeichnet werden. 

5. Yet'suche n~it B1'Qnze. 

Rnndstab I. 

Material: gegossene Bronze, vorher noch nicht belastet. 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 
Querschnitt 

2,20 cm 
3,80 qClll 

15,00 cm. MeBlange 

Die Prufung wurde in del' gleichen Weise, wie unter Ziff. 3 
angegeben, durchgefuhrt mit den aus folgender Zusammenstellung' 
ersichtlichen Zahlenergebnissen. 

Temperatur schwankt zwischen 15,4 und 15,6 0 C. 

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 cm in "/1000 cm 

gesamte kg/qem gesamte bleibenc1e federnde 

I 
750 und 1500 197,4 und 394,7 3,31 0,07 3,24 
750 2250 197,4 - 592,1 6,61 0,09 6,52 
750 3000 197,4 - 789,5 10,33 0,48 9,85 

Hiernach wachsen die Federungen rascher als die Belastungen. 
Wird 

1 1,028 

s= 733800lJ 

gesetzt, so ergeben sich die Federungen 

nach Gleichung 12 
gegenitber den beobachteten Werten 

also in guter Ubereinstimmung. 

3,24 
3,24 

6,53 
6,52 

12) 

9,85 
9,85, 
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Die Wiederholung des Versuchs liefert: 

750 
750 
750 

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in 1/1000 em 

gesamte 
I 

kg/gem gesamte bleibende federncle 

und 1500 1197,4 nnd 394,71 3,30 0,01 
2250 197,4 - 592,1 6,60 0,01 
3000 197,4 - 789,5 9,89 0,03 

Somit betragen die Dnterschiede 

in den gesamten Ausdehnungen 
- federnden 

3,30 3,30 3,29 
3,29 3,30 3,27 

3,29 
6,59 
9,86 

d. i. in Berucksichtigung aIler Vel'haltnisse nahezu so gut wie Dn
veranderlichkeit. Hiernach zeigt der Bl'onzestab, fur welchen die 
erste Vel'suchsreihe die G leichung 12 liefel'te, im FaIle vorhel'
gegangener Belastung Proportionalitat zwischen Dehnungen und 
Spannungen. Mit del' Fedel'ung 3,29 fur das Material in dem Zu
stande, in welchem es sich wHhrend del' zweiten Versuchsl'eihe 
befindet, bestimmt sich del' Dehnungskoeffizient nach Gleichung 3, 
§ 2 zu 

3,29 1 
a= 15000.197,4 = ('V 900000' 

Wil'd die Belastung wei tel' gesteigert, so stellt sich schlie.Blich 
der Bruch bei 7500 kg ein, entspl'echend del' Zugfestigkeit 

7500 
Kz = 380 = 1974 kg/qcm. , 

Die Quel'schnittsverminderung nach Gleichung 2, § 3 ergibt 
sich, da 

fb = : 2,08 2 = 3,40 qcm, 

zu 
= 100 3,80 - 3,40 = 10 ~ 0/ 

t/J 3 80 ,0 0 , 
und die Bruchdehnung auf 20 cm nach Gleichung 3, § 3, zu 

(() = 100 212,0 - 200 _ 6 0/ 
'Y 200 - o' 
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fiber den Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen gibt 
Fig. 18 Auskunft. 

Fig. 18. 

Wie ersiehtlieh, besitzt die untersuehte Bronze gleieh dem 
untersuehten Kupfer keine Streekgrenze. 

Rundstab II. 

Material ganz Wle bei Stab 1. 

Durehmesser des mittleren zylindrisehen Teiles 
Quersehnitt 
MeJUange 

1,99 em 
3,11 gem 

15,00 em. 

Priifung wie Stab I, jedoeh ohne Wiederholung des Versuehs. 

Belastungsstufe in kg Ausdehnungen auf 15 em in 1/1000 em 

gesamte kg(qcm gesamte bleibende federride 

750 und 1500 241,2 und 482,3 3,98 0,02 3,96 
750 2250 241,2 - 723,5 8,99 0,93 8,06 
750 3000 241,2 - 964,6 17,81 5,63 12,18 

Hiernaeh waehsen die Dehnungen, ganz wie III Versuehs
reihe 1 des Stabes I, raseher als die Spannungen. 
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Ferner ergibt sich 

_ 6500 _ 9 
K, - 311 - ... 090 kg/qcm, , 

311_n 1 912 
, 4' 3,11-2,87 

ljJ = 100 ----31··1---- = 100 = 7,7 %, 
, 3,11 

= 100 -216,2 - 200 = 8 1 u/ 
P 200 ' /0' 

Eine groBe Zahl von weiteren Untersuchungen des Verfassers 
libel' Bronze sowohl bei gewohnlichel' Tempel'atul' als auch bei 
hoheren Tempel'aturen finden sich veroffentlicht in del' Zeitschl'ift 
des Vereines deutschel' Ingenieul'e 1899, S. 354, 1900, S. 1745 u. f., 
1901, S. 1477 U. f.l). 

6. Versuche mit Messing. 

Rnndstab (MessingguB). 

Durchmessel' des mittleren zylindl'ischen Teiles 
Querschnitt --

2,20 cm 
3,80 qcnl. 

Pl'iifung genau Wle bei Bronzestab I (Ziff. 5). 

1. Versuehsreihe 2. Versuehsreihe 

Belastungsstufe in kg 
Temperatur15,4-15,6° Temperatur14,8-15,1° 

Ausdehnung auf 15 em Ausdehnung auf 15em 
in 1/1000 em in 1/1000 em 

------
<l) 

<l) 
<l) <l) 

<l) 
<l) 

+-' '"0 '"0 +> '"0 '"0 
S ~ ~ S ~ ~ 

gesamte kg/qem <l) 

'"' '" '"' oj ~ C) 
oj ~ <l) UJ '@ '"0 
UJ '@ '"0 '" C) 

bIJ ;b ~ bIJ ;b ~ 
I 

500u.1000 131,6 u. 263,2 2,57 0,21 2,36 2,44 0,00 2,44 
500u.1500 131,6 u. 394;7 5,34 0,54 4,80 4,91 0,00 4,91 
500u.2000 131,6 u. 526,3 8,61 1,24 7,37 7,39 0,02 7,37 

1) Mitteilungen uber Forsehungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur
wesens, Berlin 1901, Heft 1, 1902, Heft 4. 
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Wie ersichtlich, wachsen bei del' ersten Versuchsreihe (Stab 
war yorher noch nicht belastet gewesen) die Dehnungen rascher 
als die Spaunungen, denn es betragen die Unterschiede 

der gesamten Dehnllngen der federnden Dehnungen 

2,67 2,77 3,27 2,36 2,44 2,57 

Den Federungen del' ersten Versuchsreihe entspricht die 
Gleichung 

1 1,085 

E = 947 000- (J 

Sie liefert die Federungen 
wahrend die Beobachtung ergab 

Fig. 19. 

2,36 
2,36 

4,82 
4,80 

13) 

7,36 
7,37 

Die zweite Versuchsreihe (del' Stab war yorher durch die Be
lastungen del' ersten Versuchsreihe in Anspruch genommen gewesen) 
liefert die Unterschiede 

der gesamten Dehnungen der federnclen Dehnungen 

2,44 2,47 2,48 2,44 2,47 2,46 

also nahezu Unyeranderlichkeit. Diese Ergebnisse stehen in Uber
einstimmung mit dem, was fiir Bronze festzustellen war. 

Del' Dehnungskoeffizient fLtr das Material in dem Zustand, in 
welchem sich dasselbe wahrend del' Durchfuhrung del' zweiten Ver
suchsreihe befand, ergibt sich bei Zugrundelegung del' Federung 
yon 2,46 nach Gleichung 3, § 2 zu 

a= 
15000. 131,6 

2,46 1 
= r'V -::-:~~:--

802000 . 
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Die weitere Fortsetzung del' Belastungen bis zum Bruche ergibt 
fi.ir den Verlauf del' Linie del' gesamten Dehnungen Fig. 19 und 

6350 
Kz = 3 80 = 1671 kg!qcm, , 

3 80-~2 00 2 
, 4' 

1/-1 = 100 380-- = 100 3,80 - 3,14 174°/ = , 0, 
3,80 , 

= 100 226 - 200 = 13 0/ 
q; 200 0' 

Eine Streckgrenze ist nicht vorhanden. 

'1. Versuchc mit Leder. 

Fi.ir einen friiher schon vielfach belasteten Riemen von 6,44 qcm 
Querschnitt ergaben Zugversuche folgendes. Einstellung erfolgte 
von 3 zu 3 Minuten. 

Spannungsstufe in kg/ qClll 

3,88 und 11,65 
3,88 19,4 
3,88 27,2 

Federnde Dehnung in nun 

5,5 
10,0 
14,0 

Hiernach nehmen die Dehnungen mit wachsender Spannung abo 
Un tel' Zugrundelegung einer urspriinglichen MeJ3lange des 

Riemens von 780,7 mm entsprechen diese Ergebnisse del' Beziehung 

1 07 
E = 415 (j' , 

worin die Zahlenwerte abgerundet worden sind. 
Gleichung 14 liefert fiir die Ausdehnungen 

5,6 mm gegen 
10,1 -
14,1 

5,5 mm beobachtet 
10,0 -
14,0 -

14) 

Diese Ubereinstimmung ist mit Riicksicht auf die vorge
nommene Abrundung del' Zahlenwerte in Gleichung 14 sowie in 
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Anbetracht des bedeuteuden Einflusses, den die Zeit auf die Form
anderungen des Leders auBert, und auf den an anderer Stelle ein
gegangen werden soIl, recht befriedigend. 

!&fS~ ----- --- -- - - - --

20~ -------- ---

~ 
12t' ------ ---

50~ 

~~~--~==~~~!~~----
Fig. 20. 

In Fig, 20 ist die Linie der gesamten Dehnungen fiir einen 
anderen, vorher stark gespannt gewesenen Riemen dargestellt; sie 
kehrt del' Achse del' Be1astungen ihre hoh1e Seite zu, kriimmt sich 
demnach entgegengesetzt, wie die Linie del' Dehnungen bei GuB
eisen, Kupfer, Bronze, Messing u. s. w. 1). 

* 
~ 
~ 

,;; 
" '" '-i1 d 

<B 
Q 

;e 

~ " "'? 

~ 
t1:i 

Fig. 21. 

Fig. 21 zeigt die Linie del' gesamten Verlangerungen fiir einen 
neuen Riemen von urspriing1ich 49,6 mm Breite und 0,5 mm 
mittlerer Starke, entsprechend j = 4,96.0,65 = 3,224 qcm, auf 

1) Kautschuk verhalt sich gegenuber Zugbelastung umgekehrt wie Leder 
(vergl. S. 131 FuEbemerkung); die Dehnungen wachsen weit starker als die 
Spannllngen. 

Bach, Elastizitiit. 5. Aufl. 5 
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500 mm uI'sprunglicheI' Lange. Die Belastungen wurden anfangs je 
um 25 kg gesteigert, spateI' je um 50 kg. Nach 35 Minuten erfoIgte 
del' Bruch unter 760 kg Belastung, wobei unmittelbar vorher die 
Lange del' MeJlstrecke des gesamten Riemens zu 602,2 mm gemessen 
worden war. Unmittelbar nach dem ZerreiJlen zeigte die MeJl
strecke, durch AneinanderstoJlen del' Bruchflachen hergestellt, 
520 mm, 40 Stunden spateI' 516,8 mm, 10 Tage darauf 515,6 mm 
und 23 Tage spateI' 515 mm Lange. 

Bei Beurteilung del' Spannungen darf die weitgehende Ver
minderung des Querschnittes mit steigender Belastung nicht' auJler 
acht gelassen werden. So betragt beispieIsweise bei P = 400 kg 
die Breite 47,5 mm und die Starke 6,0 mm, also f = 4,75 . 0,60 
= 2,85 qcm gegen ursprunglich 3,224 qcm. Mit dem ursprung
lichen Querschnitt ergibt sich somit die Spannung 

400 
C1 = 3,224 = 124 kg/qcm, 

dagegen mit dem Querschnitt, del' tatsachlich unter del' Belastung 
P = 400 kg vorhanden war, 

400 
C1 = 285 = 140 kg/qcm. , 

Bei P = 600 kg war f = 4,66.0,59 = 2,75 qcm 

P = 700 - - f = 4,59 . 0,59 = 2,70 -

Da das ReiJlen des Riemens unerwartet bei P = 760 kg ein
trat, so war f = 2,70 qcm del' letzte del' bestimmten Querschnitte 
des gespann ten Riemens. 

Jenachdem nun diesel' Wert f = 2,70 qcm odeI' del' ursprung
Hche Querschnitt f = 3,224 qcm zur Ermittlung del' Zugfestigkeit 
in Rechnung gestellt wird, ergibt sich diese zu 

bezw. 

760 _ 981 kO'/ 
270 - ~ '" qcm, , 

760 
----.::--=-=--:--- = 236 kg/qcm. 

3,224 

TIber die Elastizitat des Leders an den verschiedenen 
Stell en einer und derselben Raut berichtet Verfasser in del" 
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Zeitschrift des Vereines deutschel' Ingenieul'e 1902, S. 1446 und 
1447 odel' auch in den "Mitteilungen uber Forschungsarbeiten" 
Heft 5. 

Ahnlich wie Lederl'iemen verhalten sich Hanfseile u. dergl.l). 

8. Ve1'suche mit K01'pe1'n aus l'einen~ Zeme1~t, 

Ze1nentl1~ol'tel, Beton. 

Die zahlreichen, yom Verfasser mit solchen Korpern durch
gefiihrten Druckversuche, hinsichtlich welcher auf die fruheren 
Veroffentlichungen vel'wiesen werden mulP) , ergeben ausnahmslos, 
daB die Zusammendruckungen rascher wachsen als die Spannungen. 

Die erlangten Versuchsergebnisse liefern innel'halb del' fur die 
ausfuhrende Technik in Betracht kommenden Spannungsgrenzen 
beispielsweise die aus dem Folgenden el'sichtlichen Beziehungen, 
in den en die Zahlenwerte abgerundet sind. 

Korper aus reinem Zement. 

8 = ----::-:::-::-c1::--::-c:_ a l ,09 
250000 

15) 

Korpel' aus Zementmortel. 

1 
1 Zement, 11/2 Donausand: 8 = 356000 al,ll 16)3) 

1 3 
1 a l ,15 

li = 
315000 

1 41/2 
1 a l ,17 

13= 
230000 

------

1) Siehe hierflber die Ergebnisse del' vom Verfasser durchgefiihrten Ver
suche in del' Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1887, S. 221 u. f., 
S.241 u. f., S.891 und 892, oder auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, 
S. 5 u. f., S. 59 u. f. 

2) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieul'e 1895, S. 489 u. f., 1896, 
S. 1381 u. f., 1897, S. 248 u. f.; oder "Abhandlungen und Berichte" 1897, 
S. 230 u. f., S. 268 u. f., S. 289 u. f. 

3) Es ist von Interesse zu beachten, wie ansgepragt sich der Ein±llill des 
Sandznsatzes auf die GroBe del' Exponenten lit und die GroBe von a auBert. 
Darin liegt iiberhaupt eiu Vorteil del' Beziehung 1, daB ihre beiden 

5* 
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Korper aus Beton. 

1 Zement, 21/2 Donausand, 5 Donaukies: 

1 
E = -,---,,.--,,-=--_ 0 1,145 

298000 

1 Zement, 21/2 Eggingersand, 5 Kalksteinschotter: 

1 
E = -,--,--=--- 0 1,157 

457000 

1 Zement, 5 Donausand, 6 Donaukies: 

1 
E = --=-::-::-c:-::-::- 0 1,187 

280000 

1 Zement, 3 Donausand, 6 Kalksteinschotter: 

E= 
1 1,161 

380000 (J • 

1 Zement, 5 Donausand, 10 Donaukies: 

E= 
1 1,157 

217000 (J 

1 Zement, 5 Eggingersand, 10 Kalksteinschotter: 

E= 
1 1,207 

367000 (J • 

19) 

20) 

21) 

22) 

23) 

24) 

Ko effizien ten a und?n sehr em pfindlich sind gegen u ber Verschieden~ 
beiten in der Zusammensetzung des Materials (GuLl eisen, Kupfer. 
Bronze, Messing, Zementmortel, Beton, Granit u. s. w.) sowie gegen
uber clen Verschiedenheiten des Zustancles, in welcbem es sicb 
jeweils in dem untersuchten Korper befinclet (z. B. ob vorher ausgegliiht, 
ob kaIt bearbeitet, oder vorher belastet u. s. w.). Es erscheint wahrscheinlich, 
claLl durch genaue Feststellungen in dieser Ricbtung in manche Materialien Ein
blicke erlangt werden konnen, die bisher auf pbysikalischem Wege sich nicht 
gewinnen Hellen. 
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9. Vm's1whe mit Granit. 

Die yom Verfasser durchgefiihrten Versuche liefern 

bei Zug Dehnungslinien, WIe z. B. in Fig. 22 dargestellt 
- Druck 23 

Hiernach kehrt die Linie del' gesamten und del' federnden 
Zusammendriickungen (Fig. 23) cler Achse del' Spannungen zunachst 
ihre erhabene Seite und spater ihre hohle Seite zu, d. h. zu Anfang 

r-------------- ---c .. 1~~OG.o50 ""·0,0002';7--------- - --- - ---1 
I I 
, I 

21,01 I ----r- ---------~---------, ---.::::;:;.~ 
'0 / ' ./' 
+ / ._/ 

/ ----/ 
/ -

/ ---1Lf,OD --1-------------- --T'-

t ...--'-
f ...--
f ,// 
t ...--,/ 
I .....-

'7,00 f----- . . / 
/ .v/"/ 

350 --, , .v' 
+c 

Fig. 22. 

wachsen die ZusammendriIckungen rascher als die Spannungen 
und spater langsamer. Die Linienziige besitzen demnach Wende
punkte; diese liegen oberhalb del' fi.tr die ausfiIhrende Technik in 
Betracht kommenden Spannungsgrenze, die gegeniiber Druck bei 
etwa 40 kg I qcm angenommen werden darf. Innerhalb diesel' 
Grenzen fand sich, wenn die Zahlen abgerundet werden: 

fiir Granitkorper I (Druck) Ii 
1 1,132 

= 250000 (j 
25) 

II 
1 0"1,109 26) Ii= 

340000 

III (Zug) 
1 0" 1 ,374 27) 13= 

235000 
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Mit welcher Genauigkeit diese Beziehungen die beobachteten 
Federungen wiedergeben, dariibel' gibt die in del' FuBbemerkung 
angefiihl'te Stelle Auskunft, auf die auch hinsichtlich del' wei tel' en 
Einzelheiten verwiesen werden darfl). 

--------------------------------~O 

I /1 
j J 

/ J 

/ I 
I I 

l ----t 14,9 
/ J 

/ J 
I J 

/ I 
/ J 

/ J 
/ I 

/ I r- ----------1- 29,7 
.I I 

/ I 

/ I 
I I 

I J 

I I 
. I 

/ I 
.f.-- -----------------t-- 4~,6 

.I I 
/ I 

/ I 
/ I 

i I 
i I 

I I 
/ I 

! I 
/1---- ----------------------t--- 59.~ 

/ I 
i I 

/ I 
! I 

/ I 
/ I 

I I 
/ I 

/ I 

/ I 
/ I 

i 1 
/ J 

i J 

/ 1 \c 
i~___ I I 

C-~~-~=~-~_-_-_~_~;~~~;~~~ ~ ~~~:.:==~-~-~=~-.=~-~~~-~~-~~J89," 
Fig. 23. 

Ubl'igens ergeben sich nach Versuchen des Verfassel's selbst 
fur Granit aus einem und demselben Bruch die Fedel'ungen l'echt 
vel'schieden 2). 

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 241 u. f. odeI' auch 
des Verfassers "Abhancllungen und Berichte" 1897, S. 281 u. f. 

2) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, S. 1445 u. f. oder auch 
"Mitteilungen abel' Forschungsarbeiten", Heft 17, S. 78 nnd 79. 
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10. Yersuche 1uit Mm'mol'. 

Querschnitt des mittleren prismatischen Teiles 9,115.9,13 = 83,2 qcm 
Lange 54 cm 
lVIeBlangc . 50 cm 
Gesamtlange des Korpel's7 4,5 cm 
Gewicht des Korpers. 17,715 kg. 

Del' Korper wird zunachst in einer stehenden Priifungsmaschine 
auf Druck beansprucht und dabei jeweils vollstandig von del' 
Druckkraft del' lVIaschine entlastet, so daB als Belastung des 
mittleren Quel'schnitts sein halbes Eigengewicht und das Gewicht 
des oberen Teiles del' MeBvorrichtung verbleiben, zusammen 

18 
rund 18 kg, entsprechend 8~f2 = 0,22 kg/qcm. , 

Hieran schlieBt sich Beanspruchung auf Zug in einer zweiten 
stehenden lVIaschine, ganz wie dies bei dem GuBeisenkorper III 
(S. 25 u. f.) beschrieben worden ist. Die Belastung des mittleren 
Querschnitts durch das halbe Eigengewicht und durch den Anteil 
des Gewichts del' MeBvorrichtung betragt hierbei rund 15 kg, d. i. 

15 
-83,2 = 0,19 kgjqcm. 

Del' Zugversnch wird wiederholt. 
Daranf folgt abermals Druck belastung u. s. w., wie dies aus 

den folgenden Zusammenstellnngen del' Versuchsergebnisse erhe11t. 

1. Vel'sucltsreihe. 

Druck. 

Del' Korper war vorher mit rund 6000 kg belastet, ent
sprechend 72,1 kgjqcm. 

Temperatur 20,0 bis 20,1 0 C. 

Belastnngsstufen in kg I Zu""=""d"'kung,~ in '/@ nm nur 50 nm 

gesamte kg/qcm gesamte I bleibende I federnde 

18 und 2018 0,22 und 24,25 4,10 I 0,25 I 3,85 
18 4018 0,22 - 48,29 7,265 I 0,315 I 6,95 I 

18 6018 0,22 - 72,33 10,035 I 0,33 ! 9,705 



72 Einleitllng. 

Die Unterschiede der Federungen sind 

3,85 3,10 2,755, 

sie nehmen also ausgepragt ab mit wachsender Spannung. Der 
Marmor verhalt sich hiernach umgekehrt wie z. B. das GuBeisen. 

2. Versnchsreihe. 

Zug. 

Der Karper wurde kurze Zeit mit rund 2000 kg belastet, 
entspl'echend 24 kg I qcm. 

'l'emperatur 20,00 C. 

Belastungsstllfen in kg Dehnungen in 1/600 em auf 50 em 

gesamte kg/qem gesamte bleibende federnde 

15 und 300 0,19 und 3,61 0,82 0,085 0,735 
15 600 0,19 - 7,21 1,935 0,115 1,820 
15 900 0,19 - 10,82 3,365 0,18 3,185 
15 - 1200 0,19 - 14,42 4,96 0,215 4,745 

Eine Wiederholung des Vel'suchs - 3. Versuchsreihe - ergab 
nahezu die gleichen federnden Dehnungen. 

Die Unterschiede del' Federungen 

0,735 1,085 1,365 1,560 

zeIgen deutlich Zunahme del' Dehnungen mit wachsender Spannung. 

4. VCl'snchsl'cihe. 

Druck. 

Temperatur 20,0 bis 20,1 0 C. 

Belastungsstufen in kg Zusammenclriiekungen in 1/600 em auf 50 em 

gesamte I kgjqem gesamte bleibende federncle I 

18 und 20181 0,22 und 24,25 7,77 3,295 4,475 
18 4018

1 

0,22 - 48,29, 11,63 3,795 7,835 
18 6018 0,22 - 72,33 14,54 4,125 10,415 
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Die groBen bleibenden Zusammendrttckungen sind die Folge 
des Vorhergehens von Zugbelastung. Auch die federnden Zu
sammendrttckungen zeigen groBere Werte als Versuchsreihe 1. 
Doeh hat sich daran, daB sie langsamer als die Spannungen 
wachsen, nichts geandert. Denn es betragen die U nterschiede 

4,475 3,360 2,580. 

Dieselben unterscheiden sich hier noch bedeutender von em
ander als bei del' Versuehsreihe 1. 

5. Versuchsreihe. 

Druck. 

Temperatur 20,1 0 C. 

Belastungsstufen in kg I ~~s~mmendrliekungen in 1/600 em auf 50 cn~ 
gesamte kg/qem gesamte I bleibende I federnde . I 

I 

I 
18 und 2018 0,22 und 24,25 4,185 I 0,025 4,16 
18 4018 0,22 - 48,29 7,54 0,05 

I 
7,49 

18 6018 0,22 72,33 10,30 0,09 10,21 
I 

Die bleibenden Zusammendrttckungen ergeben sich jetzt klein; 
die federnden haben sich ebenfalls etwas verandert, sie sind abel' 
noch etwas groBer als bei del' 1. V ersuchsreihe. Von Interesse 
ist zu beachten, daB sieh die Federung del' obersten Stufe der
jenigen genahert hat, welche bei del' 1. Versuchsreihe erhalten 
wurde; dort waren die Unterschiede 

3,85 3,10 2,755, 

hier betragen Sle 

4,16 3,33 2,72. 

Eine Wiederholung des Versuchs - 6. Versuchsreihe - ergab 
die gleichen federnden Zusammendrttckungen. 

In Fig. 24 sind die federnden Dehnungen del' 2. Versuchs
reihe (Zug) und die federnden Zusammendl'tiekungen del' 5. Ver
suchsreihe in del' mehl'fach erol'tel'ten Weise eingetl'agen und die 
so el'haltenen Punkte vel'bunden. Del' so erlangte Linienzug hat 
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die EigentiImlichkeit, daB er der Achse der Spannungen auf del' 
Zugseite seine erhabene, dagegen auf del' Druckseite seine hohle 

600 

-f 

------------ 201S 

----------- --- 'f01S 

Fig. 24. 

Seite zukehrt. Fur (j' = 0 darf nach dem Verlauf del' beiden 
Kurvenzweige mit Annaherung eine gemeinschaftliche Tangente 
angenommen werden. 
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'Verte des Dehnungskoeffizieuten u, 

unter Zugrundelegung der Federungen berechnet fill' die einzelnen 
Belastungsstufen. (Vergl. S. 19, ius besondere auch die FuB

bemerkung daselbst.) 

Druck. 
-----======~===================================7====== 

4 V _ i 5. (6) Spannungsstufe 

in kg/qcm 

0,22 und 24,25 

24,25 - 48,29 

48,29 - 72,33 

1. Versuchsreihe . er I Versuchs-
suchsreihe reihe 

I 

1 I iI 'I 1 _3,85__ I 
600.50 -24,25 - 0,22 = 187200 16110. 0 1173300 

6,95 - 3,8~ 1 1 I 1 1 
600.50 48,29 - 24,25 = 2326001214600 I 216600 

9,705-6,95 IIi 1 I 1 
-600.50 72,33 - 48,29 = 2618001279506\265100 

Zug. 

Spannungsstufe 
2. (3.) V ers Ilchsreihe 

in kg/qcm 

0,19 und 3,61 
0,735 1 1 

600.50 
-----

3,61 - 0,19 139600 

3,61 7,21 
.1§2 - 0,735 1 1 

-----
600.50 7,21 - 3,61 99500 

7,21 10,82 
3,185 - 1,82 1 1 - - -----

600.50 10,82 - 7,21 79300 

10,82 14,42 
4,745 - 3,185 1 1 - ----- - -----

600.50 14,42 -10,82 69200 
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11. Yersuche ll~it Sandstein. 

Die vom Verfasser durchgefiihrten Versuche ergaben fiir Sand
stein im urspriinglichen Zustande ausnahmslos, daB die Dehnungen 
weit rascher wachsen als die Spannungen. Da grundsatzlich Neues 
hierbei nicht auf tritt, so d~rf auf die dahingehenden Veroffent
lichungen des Verfassers verwiesen werden: Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1899, S. 1402; 1900, S. 1169 u. f.'). 

§ 5. Gesetz der Langenandernngen. V ollkommenheit und Gro13e 
der Elastizitat. Gesetz der elastischen Dehnung. Einflu13 der Zeit. 

Elastische N achwirkung. 

1. Gesetz del' Langenandel'ltngen. 

Wie WIr in § 4 sahen, sind bei einem in Richtung seiner 
Achse durch Zug odeI' Druck beanspruchten Korper dreierlei 
Anderungen der Lange desselben zu unterscheiden: 

I. die gesHmte Lttngenanderung }." 
2. bleibende J.' , 
3. federnde ). - X = X'. 

Ein Blick auf Fig. 1, § 4, in welcher die Linien del' ge
samtcn (_. - . -), del' bleibenden (- - - -) und der fed ern
den Langenanderungen (-) eingetragen sind, 1ehrt, daB zur Fest
steHung des Zusammenhanges zwischen diesen drei Arten von Langen
anderungen und den zugehorigen Spannungen illl allgemeinen drei 
Funktionen erforderlich sind: 

). =/, (0'), i.' =/2 (0'), X' =/3 (0') 

Die el'ste Funktion bestimmt die Linie del' gesamten, die 
zweite diejenige del' bleibenden und die dritte diejenige del' 
federnden Langenanderungen. 

') Mitteilungen tiber Forschungsarbeiten auf dern Gebiete des Ingenieur
wesens 1901, Heft 1 und aus neuester Zeit 1904, Heft 20. 
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Frither pflegte man nul' die erste diesel' Funktionen zu be
stimmen und sie zur Grundlage del' Elastizitats- und Festigkeits
lehre zu machen. DaB dies unter Umstanden zu recht groben 
Fehlern fithren muBte, liegt auf der Hand. Deshalb ging Ver
fasser dazu uber, X unddamit auch ).," = 2 -).,' in del' Weise zu 
bestimmen, wie dies in § 4 mehrfach besprochen worden ist (vergl. 
z. B. daselbst Ziff. 1, GuBeisenkorper I): man wechselt fur jede 
Spannungsstufe Belastung und Entlastung so oft, bis die gesamten, 
bleibenden und federnden Dehnungen sich nicht mehr andern, und 
erhalt so fur die betreffende Spanuungsstufe in X' die Federung, 
d. h. die eigentliche elastische Dehnung, welche del' Rorper unter 
den Verhaltnissen, unter denen die Untersuchung stattfindet, auf
weist l ). Es erscheint deshalb richtiger, die Funktionf3 (J) als das 

1) Die Bestimmung von MaBzahlen fur die Federung, d. h. fLlr die Elasti
zitat, welche bei mehr oder mindel' rasch aufeinanderfolgenden Spannungsande
rungen vorhanden ist, wnrde vom Verfasser bereits in den Jahren 1885 und 1886 
aufgenommen. Seines Wissens waren dies die ersten derartigen Versnche. Als 
Material wurden znnachst diejenigen Stoffe gewahlt, fiir welche das. Bedllrfnis 
nach dem bezeichneten Elastizit1itskoeffizienten am dringendsten war: Lederriemen, 
Hanf- nnd Drahtseile. TIber einen Teil diesel' Versnche ist in del' Zeitschrift 
des Vercines deutscher Ingenieure 1887, S. 221 bis 225, S. 241 bis 245, S. 891 
nnd 892, (odeI' auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, S.5 n. f., S. 59 nnll 60) 
berichtet. Daselbst findet sich n. a. angegeben, daB in munchen Fallen die 
Federung nicht viel mehr als die Halfte der gesamten Dehnnng betriigt, iibrigens 
in hohem MaBe cine Fnnktion del' Spannl1ng ist (mit Zl1nahme del' letzteren ab
nimmt) und daB sie auch von del' Zeit abhangt. Bis dahin war ganz allgemein 
mit einem konstanten Dehnl1ngskoeffizienten oeler Elastizitatsmodul gerechnet 
worden. Die genannten Versnche wiesen beispielsweise nach, daB cler Dehnnngs
koeffizient del' Federung, d. i. die Federung del' Langcneinheit fUr das Kilogramm 
Spannllng, betrug: 

Jiir einen n e u en Lederriemen 
1 

1250 bei der Spannungsstllfe VI = 7,5 und V2 = 18,75 kg/qem 

1 
V. = 18,75 nnc1 Va = 30,0 1890 

filr einen g e bra u c h ten Leclerriemen 

2;80 bei del' Spannungsstnfe VI = 7,2 und V2 = 21,6 kg/ qcm 

1 
3600 - Va = 36,0 

1 
4130 - Va = 36,0 
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Elastizitatsgesetz anzusehen und sie zur Grundlage del' Elastizitats
lehre zu nehmen. 

Die zweite Funktion /2 ((J), welche die Linie der bleibenden 
Langenanderungen oder kurz der Dehnungsreste bestimmt, kann 
zur Beurteilung des Materials an sich oder auch des Zustandes 
herangezogen werden, in dem sich· das letztere in dem untersuchten 
Karpel' befindet. Insofern die Linie del' Dehnungsreste Auskunft 

Dabei erfolgten die 'IN eehsel in del' Belastung dnrehschnittlieh wahrend del' 
Zeit von 1,5 Minuten, welche zur Voruahme der Messungen erforderlieh wurde. 

Leder, das vorher nicht gestreekt war (Ledertreibriemen werden vor der 
Verwendung kraftig gestreekt), lieferte unter Umstanden fur die gesamte, d. h. 
bleibende un d federnde, Dehnung Werte, welche den Delmungskoeffizienten von 

1 
Tund 100 ergaben. 

Spater hat Marten s das gleiche Verfahren aufgenommen (vergl. Mitteilungen 
aus den konigl. teehnisehen Versuehsanstalten 1888, II, S. 2, sowie 1904, S. 202). 

Einige Zeit darauf hat sieh auch Hartig auf den Standpunkt des Verfassers 
gestellt und ist dafur eingetreten, daLl die federnde Dehnung bestimmt werde. 
Doeh muLl dem von Hartig im Zivilingenieur 1893, S. 126 Bemerkten gegeniiber 
hervorgehoben werden, daB es im allgemeinen nicht ausreichend ist, der Be
stimmung des Elastizitatsgesetzes nur einen einmaligen Spannungsweehsel unmittel
bar vorhergehen zu lassen. Fur manehe Materialien, z. B. Stahl, von groLler 
Festigkeit ist es 'innerhalb del' Belastungsgrenzen, fill' welehe der Dehnungs
koeffizient bestimmt zu werden pflegt, meist iiberhaupt nicht notig, diesen vor
bereitenden Spannungsweehsel auszufiihI'en; filrMaterialien dagegen wie GuJ3eisen 
(vergl. z. B. § 4, Ziffer 1), zahes (ausgeglLlhtes) FluBeisen, Kupfer, Bronze, Messing, 
Beton u. s. w., also ganz abgesehen von Stoffen wie Leder u. dergl., erweist sieh 
-der einmalige Weehsel meist als durehaus ungenugend. 

Das Verfahren, die - filr die Untersuchungen oft reeht unerwunsehten und 
Zeitaufwand vernrsaehenden - bleibenden Dehnungen dadureh zu beseitigen, 
,daG man den Versuehskorper von vornherein weit uber die Spannung hinaus 
belastet, mit welcher das Material spateI' im Gebrauehsstuek beansprucht wird, 
d. h. daB man ihn vorher iiberlastet, lil,uft - je nae\;l del' Hohe del' vorherigen 
Belastung - unter Umstanden auf eine MiBhandlung des Materials hinaus . 
. Jedenfalls wird dasselbe hierdureh oft in einen Zustand versetzt, del' von dem 
mehr odeI' weniger verschieden ist, in welehem sieh das normal behandelte 
Material in den eigentlichen Gebrauehsstiieken befindet, wahrend doeh die Unter
suehung des Materiales ZIl dem Zwecke zu erfolgen pflegt, sein Verhalten in den 
·Gebrauehsstileken mogliehst riehtig beurteilen ZIl konnen. Ziemlieh haufig er
widert das iiberlastet gewesene Material diese Behandlung dureh elastische N ach
wirkung (§ 5, Ziff. 4), indem es sieh dem ursprLlngliehen Zustand wieder nahert, 
also den verlaBt, fiir welehen die ermittelten Zahlen gelten. 

Die Zahlenwerte in den Gleiehllngen 4 bis 8, S. 37, lassen deutlieh den 
EinfluB del' vorhergegangenen Belastungen bei GuGeisen erkennen, noch empfind
lieher pflegen Steine, insbesondere abel' Leder zu sein. Man erhitlt fUr solehe 
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dariiber erteilt, welehe bleibende Dehnung bei einer gewissen 
Belastung des Karpel's zu erwarten steht, kann sie uberdies noeh 
weitere Bedeutung erlangen, worauf bereits S. 21 hingewiesen 
worden ist l ). 

2. Map dm' Vollktnmnenheit und dm' (h'ope dm' EZastiz-i"tat. 

Wie bereits S. 17 bemerkt, wohnt jedem Karpel' die Eigen
sehaft inne, un tel' del' Einwirktmg auBerer Krafte eine Anderung 
der Gestalt zu erfahren und mit dem Aufharen diesel' Einwirkung 
die erlittene Formanderung mehr oder minder vollstandig wieder 
zu verlieren. Insoweit er die erlittene Formanderung wieder ver
liert, d. h. insoweit sein Material zuruekfedert, wird er als elastiseh 
bezeiehnet. 1st die Ruekkehr in die ursprungliehe Form eine voll
standige, so sprieht man von "vollkommen elastiseh". 

Hieraus erhellt, daB del' Grad del' Vollkommenheit del' 
Elastizitat eines Korpers oder kurz der Elastizitatsgrad des· 
selben zum Ausdruek gebraeht werden kann durch den Quotienten: 

federnde Dehnung 
(JJ = gesamte Dehnung , 

wenn nur die Langenanderung eines auf Zug oder Druck bean
spruchten Karpel's ins Auge gefaBt wird. Hiernaeh wurde bei-

Stoffe nach vol'hergegangenen starken Belastungen Federungen, die sich auBer
ordentlich stark von denjenigen untel'scheiden kannen, die das gleiche Material 
im ursprunglichen Zustande lieferte. 

Vergl. auch FuGbemerkung 3, S. 67, sowie diejenige S. 89. 
Del' gemachte Einwand gegen das Verfahren entf:illt natiirlich in den 

Fallen, in welchen das Material auch in den Gebrauchsstiicken vorher iiberlastet 
wird, was z. B. zu dem Zwecke geschehen kann, bleibende Forrnanderungen sp1tter 
von ihnen fernzuhalten. 

I) Die Erkenntnis der Gesetze del' bleibenden Formanderungen bUdet vor
wiegend eine Aufgabe der mechanischen Technologie. Erst in neuerer Zeit ist 
derselben die ihr gebiihrende Wertschatzung zuteil geworden (Tresca, dem 
wohl die ersten Erkenntnisse hinsichtlich des FlieBens fester Karpel' zu verdanken 
sind, Ki c k: Gesetz der proportionalen Widerstande und seine Anwendungen 1885, 
sowie die spateren Veraffentlichungen Kicks, Rejta: die innere Reibung del' 
festen Karper, 1897, sowie die spateren Arbeiten dieses Forschers (s. "Bau
materialienkunde" 1900 u. folgende Jahrgange), Ludwik (Techuische Blatter 1903 
und 1904) u. s. w.). 
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spiels weise del' in § 4 unter Ziff. 1 besprochene GuBeisenkorper III 
auf der mit P = 20000 kg schlieBenden Belastungsstufe folgende 
Elastizitatsgrade aufweisen: 

bei del' ersten Versuchsreihe 

bei del' zweiten 

bei del' dritten 

bei del' viel'ten 

15,435 0 84~ 
-18,255 = rv , 0, 

15,365 = rv 0,996, 
15,465 

18,325 
22,335- = rv 0,826, 

18,25 0 99~ 
1834 = rv , o. , 

Del' in § 4 unter Ziff. 4 behandelte Kupferrundstab weist auf 
del' obersten Belastungsstufe einen Elastizitatsgrad auf 

bei del' erst en Versuchsreihe von 

bei del' zweiten 

5,53 0687 
805 = rv, , , 

5,53 = rv 0 974 
5,68 ,. 

Je niedriger die Spannung liegt, mit welcher die Belastungs
stufe abschlieBt, umsomehr pfiegt unter sonst gleichen Verhaltnissen 
sich f1' del' Einheit zu nahern. Die Spannung, bis zu welcher hin 
f1' = 1 ist odeI' sich doch nur sehr wenig von 1 unterscheidet, kann 
nach MaBgabe des S. 21 und 22 Gesagten als Elastizitatsgrenze 
bezeichnet werden. 

Dieses MaB del' Vollkommenheit del' Elastizitat eines 
Korpers ist zu unterscheiden von dem MaB del' GroBe del' 
Elastizitat, als welches die Federung del' Langeneinheit fur das 
Kilogramm Spannung odeI' allgemein fur das Kilogramm Spannungs
unterschied angesehen werden kann. So wird beispielsweise von 
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dem unter § 4, Ziff. 7, zuel'st bespl'ochenen Riemen sowie von den 
beiden in del' FuBbemerkung S. 77 angefuhrten Riemen zu sagen 
sein, daB die GroBe ihrel' Elastizitat odeI' kurz ihre Elastizitat 
mit wachsendel' Spannung abnimmt. Damit wird eben ausge
sprochen, daB die Federung, d. i. die GroBe del' Elastizitat fiir 
das Kilogramm Spannung (Spannungsunterschied) urn so kleiner aus
fallt, je hoher die Spannungsstufe (vergl. S. 19, FuBbemerkung 2) 
liegt, d. h. in del' Sprache des gewohnlichen Lebens, je starker 
del' Riemen angespannt ist. In gleichel' Weise wil'd man von 
cinem GuBeisenkol'pel' (vel'gl. z. B. § 4, Ziff. 1, GuBeisenkol'per II, 
S. 23 u. f.), einem Kupferstab (vergl. z. B. § 4, Ziff. 4, Rundstab I 
und II, S. 54 u. f.), einem Betonkorper u. s. w. sagen, daB die 
GroBe seiner Elastizitat, kurz seine Elastizitat mit wachsender 
Spannung zunimmt. Bei Bespl'echung del' Elastizitat von Korpern 
aus Zementmortel mit verschiedenem Sandzusatz, wie solche in 
§ 4, Ziff. 8 angefiihrt sind, wird man festzustellen haben, daB die 
Elastizitat mit (iiber 11/2 Teile hinaus) wachsendem Sandzusatz 
unter sonst gleichen Verhaltnissen zunimmt, daB beispielsweise 
Zementmortel mit 3 Teilen Sandzusatz mehr Elastizitat zeigt als 
solcher mit 1,5 Teilen Sand. Ebenso wird man beispielsweise 
den Kautschuk als sehr elastisch, Bausteine als weniger elastisch 
hezeichnen. Von del' GroBe del' Elastizitat eines Korpers zu 
sprechen, liegt im praktischen Leben vielfach Bediirfnis VOl', wie 
bereits angedeutet worden ist und wie sich auch ergibt, wenn man 
del' FaIle gedenkt, in denen del' Ingenieur bei del' Auswahl von 
Material darauf bedacht sein muB, daB es ausreichende Elastizitat 
besitzt. 

3. Allgmneineres Gesetz del' elastischen Dehnnng. 

Wie bereits in § 2 bemerkt, pflegt hinsichtlich des Zusammen
hanges zwischen del' Dehnung s, die stillschweigend als vollkommen 
elastisch vorausgesetzt wird, und del' zugehorigen Spannung (1 an
genommen zu werden, daB innel'halb eines gewissen Spannungs
.gebietes, das nach oben durch die positive Spannung (5' und nach 
unten durch die negative Spannung (5" begrenzt werden moge, Pro
portionalitat zwischen s und (1 bestehe entsprechend del' Gleichung 

Ii = IX (1 2 (§ 2) 
Bach, Elastizitiit. 5. Aufl. 6 
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Hierin wird dann a als eine innerhalb diesel' beiden Grenz
spannungen (1' (Proportionalitatsgrenze gegeniiber Zug) und (1" (Pro
portionalitatsgrenze gegeniiber Druck) gleichbleibende, somit von 
del' GroBe und dem Vorzeichen von (1 odeI' Ii unabhangige Er
fahrungszahl angesehen. 

Diese angenommene GesetzmaBigkeit zwischen Ii und (1, be
kannt unter dem Namen ""Hookesches Gesetz", wurde bis VOl' 
kurzel' Zeit noch in weiten Kreisen als allgemein giiltig angesehen 1). 
Das in § 4 niedergelegte Erfahrungsmaterial, welches noch be
deutend hatte vermehrt werden konnen, ware nicht Notigung vor
hand en , Beschrankung zu iiben, beweist deutlich, daB fiir die 
Mehrzahl del' Stoffe Proportionalitat zwischen Dehnungen und 
Spannungen nicht besteht, und daB somit das Hookesche Gesetz 
in del' Tat nul' fiir eine Minderzahl von Baustoffen des Ingenieur
wesens, zu denen allerdings die hervorrragend wichtigen Materialien: 
Schmiedeisen und Stahl gehoren, als zutreffend angenommen 
werden kann; abel' im allgemeinen auch nul' mit Annaherung. 
Denn selbst bei Schmiedeisen und Stahl fiihrt eine scharfe Priifung 
nicht selten zu dem Ergebnis, daB die Dehnungslinie von (1 = 0 
an eine Kurve, wenn auch eine sehr £lache, ist. 

') DaB dies selbst in Jen Kreisen del' Physiker bis VOl' kurzem del' Fall 
gewesen zu sein scheint, erhellt aus einer Arbeit von Thompson in 'Viedemanns 
Annalen del' Physik und Chemie 1891, S. 555 n. f.: "Dber clas Gesetz del' 
elastischen Dehnung". Er sagt daselbst: "Meines Wissens hat bis jetzt j eder 
fUr selbstverstandlich gehalten, daB das alte Gesetz giUtig sei, und es ist n i e 
versucht worden, dasselbe einer Kritik zu unterziehen." DaB dies nicht ganz 
zutreffend, daB vielmehr bereits im Jahre 1891 die Erkenntnis in del' Tat erheb
lich wei tel' vorgeschritten war, ergibt sich aus den Darlegungen des Verfassers 
in del' Zeitschrift des Vereines dentscher Ingenienre 1897, S. 248 u. f. odeI' in 
"Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 289 u. f. 

In dem hervorragenden Handbuch del' Physik, welches von Winkelmann 
unter Mitwirkung einer groBeren Anzahl von Physikern herausgegeben wird, heiBt 
es im ersten Band (1891), S.218: "Dieses Gesetz ist schon von Hooke, nnd 
zwar in del' Form ,Ut tensio, sic vis' ausgesprochen worden, in die hentig!} 
Redeweise iibersetzt, lautet es: Zwischen Zwang und Veranderung, zwischen 
Veranderung und elastischel' Kraft besteht Proportionalitat. Schon aus dem 
Umstande, daB man es hier meist mit kleinen Veranderungen zu tun hat, konnte 
man nach dem Prinzipe, daB kleine Wirkungen sich einfach addieren, auf jen!} 
Proportionalitat schlieBen, und die Erfahrung bestatigt sie dnrch
a us, vielleicht mit Ausnahme einiger in elastischer Hinsicht anormaler Stoff!} 
(z. B. Kautschuk)." 
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Bei diesel' Sachlage erscheint es begreiflich, daB das Bedurfnis 
sich einstellte, den Dehnungskoef£zienten a (oder seinen reziproken 
Wert, den Elastizitatsmodul E)_ als Funktion del' Spannung (f zu 
kennen, odeI' auch eine Beziehung zwischen Ii und (j" aufzusuchen, 
welche die Versuchsergebnisse befriedigtl). 

W. Schule ermittelte auf Grund des ihm yom Verfasser 1896 
zur Verfiigung gestellten Versuchsmaterill.ls, gewonnen in den J ahren 
1885 bis 1896, daB die Gleichung 

1 (§ 4) 

gute Ubereinstimmung ergab. Seine Arbeit beschrankte sich 
dabei auf GuBeisen, Granit, Karpel' -aus Zement, Zementmortel 

') Eis dahin steIlte Ve1'fasse1' die Veranderlichkeit von a dadu1'eh fest und 
tut dies zum Teil auch heute noeh, daB e1' die elastisehen Langenanderungen fiir 
versehiedene Eelastllngsstufen ermittelt lmcl clafiir a berechnet. 

"Venn sieh auf dem Wege cler Beobachtung ergeben hat, 
a) claB fiir die aufeinander folgenden Spannungswechsel mit gemeinsehaftlicher 

Anfangsspannung: 
()l uncl 112 die Dehnllng ~l' 

betragt, so liefert die Rechnung 

oder 

~2 - ~l 
ct2=---, 

()a - ()2 

~3 - ~2 
(t'3=---, 

U4 - Us 

b) daB fiir die aufeinander folgenden Spannungswechsel mit steigender Anfangs
spannung: 

betragt, so findet sich 

~l 
ctl=---' 

°2-0"1 

tTl und 6 2 die 
62 6 s -

63 64 

Dehnung ~l' 
(~2)' 
(~3) 

Als Eeispiele des Verfahrens nach a) konnen angesehen werden: die Er
mittlung von a fiir den GuBeisenkorper I, § 4, Ziff. 1, S. 19, den Marmorkorper 
§ 4, Ziff. 10, S. 75 u. s. w.; als Beispiele des Verfahrens naeh b) die Bestimmung 
von a filr die beiden in der FuBbemerkung S. 77 erwahnten Riemen. 

DaB beide Verfahren - je naeh dem Material - fiir die gleiche Eelastungs
stufe zu verschiedenen Werten des Dehnungskoeffizienten fiihren konnen, ist unter 
Ziff. 4, FuBbemerkung 1 S. 89 hervorgehoben. 

6* 
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und Beton gemaB den Gleichungen 2, 9, 10, 14 bis 16, 18 bis 26 
in des Verfassers "Abhand1ungen und Berichte", S. 291 u. f., und 
gemllB dem zugehorigen Versuchsmaterial. 

Die Prilfung des Verfassers fuhrte zu dem Ergebnis, daB -
wenigstens fur die durch das vorliegende Versuchsmaterial ge
deckten Gebiete - Gleichung 1, § 4, die gesuchte GesetzmllBigkeit 
innerhalb del' fur die ausfi.thrende Technik in Betracht kommenden 
Spannungsgebiete befriedigend zum Ausdruck bringt 1). Ein groBer 
Teil del' in § 4 aufgenommenen Versuchsergebnisse lag dama1s 
noch nicht VOl'. Urn so 1ehrreiche1' ist es, festzustellen, daB, wie 
die Bemerkungen in § 4 zu den Gleichungen 2 bis 27 Zelgen, 

1) Verfasser glaubt auch hier hervorheben zu sollen, was er bereits an 
anderer Stelle ("Abhancllnngten nnd Berichte" 1897, S. 294) bemerkt hat, n1imlich, 
daB das Zutreffen der Ber,iehung ~ = au'" naeh MaBgabe des von ihm Gesagten 
ansdrucklich beschrankt erscheint: zunachst auf das Gebiet, welches durch das 
vorgelegte Versuchsmaterial gecleckt wird, und sodann auf solche Verhaltnisse, 
welche Spannungen liefern, die innerhalb del' fur die ausubende Technik in Be
tracht kommenden Grenzen liegen. Die Notwendigkeit der zweiten Beschrankung 
erhellt schon ohne weiteres - ganz abgesehen von anderem - aus dem V or
handensein von \Vendepunkten in den Linienziigen fur Gran it (vergl. Fig. 23, 
§ 4, oder auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, S.283 u. f.: Fig. 2, 3, 4 
und 5). Inwieweit die erste Beschrankung Bere~htigung hat, wird dnrch weitere 
Versuche, namentlich auch mit ande1'en Stoffen, festzustellen sein. Bei der groBen 
Masse von Materialien nnd del' Verschiedenheit ihrer Eigenschaften erscheint es 
wahrscheinlich, daB das elastische Verhalten all er Mate1'ialien durch eine ein
fache mathematische Funktion iiberhaupt nicht genau zum Ausdruek gebracht 
werden kaun. 

Wie aus den Arbeiten des V erfassers, betr. die Elastizitat del' Materialien, 
hervorgeht, handelt es sich fill' ihn in erster Linie nieht urn Auffindung eines 
neuen Gesetzes, sondel'll vielmehr darum, durch den Versuch clas tatsachliche 
Verhalten del' Stoffe festzustellen und dazu beizutragen, daB die Beziehung 
E = a (f, welche nur flir eine Minderheit von Stoffen innerhalb gewisser Grenzen 
zutreffend erscheint, nicht meh1' als allgemein giHtiges Gesetz angesehen (vergl. 
in diesel' Binsicht auch FuBbemerkung S. 82) und ohne wei teres zur Grund
lage del' gesamten Elastizit1its- nnd Festigkeitslehre gemacht wird. Die An
forderungen, welche die Technik an den Ingenieur steHt, gestatten dies - wenig
stens in versehiedenen Fallen der Anwendung - heute nicht mehr. Sollte sir.h 
das tatsachliche elastische Verhalten aIleI' Materialiell d urch irgend eine andere 
Funktion zwischen 8 und (j ausreichencl genau zum Au.sdruck . bringen lassen, 
welche noeh dazu den Vorteil bOte, fill' die Entwicklungen, betreffencl clie Er
mittlung der Anstrengung von auf Biegnng odeI' Drehung beanspruchten K6rpern, 
·bequemer zu sein als f = aum, so wiirden seines Erachtens Wissenschaft und 
ausiibencle Technik die AufsteIlung einer solchell Funktion willkommen heiBen. 
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auch die spateren Untersuchungen von GuBeisen, Kupfer, Bronze, 
Messing u. s. w. die Brauchbarkeit del' Gleichung 1, § 4, bestatigen l ). 

Nul' eine einzige A usnahme hat sich bisher dem Verfasser bei 
seinen Versuchen erge ben, auf die spateI' naher eingegangen 
werden solI. 

Fur m = 1 geht Gleichung 1, § 4, in Gleichung 2, § 2, uber. 
Das Hookesche Gesetz bildet somit einen Sonderfall del' 
durch Gleichung 1, § 4, bestimmten GesetzmaBigkeit. Die 
Abweichung des Exponenten 1n von del' Einheit bringt 
die Veranderlichkeit del' Dehnungen zum Ausdruck. Fur 
1n> 1 wachsen die Dehnungen rascher als die Spannungen, fur 
'In < 1 langsamer. J e groBer die Abweichung des Exponenten m 

von del' Einheit ist, urn so mehr wolbt sich die Dehnungskurve 
Gleichung 1, § 4, gegen die 8- Achse, also diesel' ihre hohle Seite 
zukehrend, wenn m> 1, und hohl gegen die o'-Achse, wenn m < 1. 

Del' Koeffizient a hat die Bedeutung del' Dehnung 
fur die Spannung 1. 

Aus Gleichung 1, § 4, folgt 

d8 
- = mao'm-l 
do' ' 

d. i. die 'l'angente des 'Winkels, unter welchem die durch Gleichung 1, 
§ 4, bestimmte Dehnungskurve gegen die 0'- Achse geneigt ist. 

FitI' m > 1, was z. B. fur GuBeisen del' Fall, und 0' = 0 
el'gibt sich 

~=O 
do' ' 

d. h. die Dehnungskurve hat im Kool'dinatenanfang die 0'- Achse 
zur Tangente, gleichgultig wie graB a und m, sofel'll nur 1n> 1. 

Fur m < 1, was z. B. bei Leder zutrifft, finclet sich mit 0' = 0 

d8 a 
-='In--=oo 
do' o'l-m , 

d. h. die 8- Achse ist Tangente im Koordinatenanfang, ebenfalls 
unabhangig von den Sonclerwerten von a und m. 

I) Vergl. aueh die Darlegungen S eh ii I e s in del' Zeitsehl'ift des Vereines 
cleutseher Ingenieure 1898, S. 855 u. f. sowie die FuEbemerkung Ziff.3, S.87. 
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Wir wurden also beispielsweise fur GuBeisen erhalten, daB 
die Dehnungskurve in senkrechter Richtung durch den Koordinaten
an fang gehtl), und fur Leder, daB diese Kurve in wagerechter 
Richtung den Koordinatenanfang verlassend emporsteigt. 

Gerade mit Rucksicht auf diese Eigenschaft del' Kurve Glei
chung 1, § 4, scheint es angezeigt, die Dehnung auch fur verhaltnis
maBig kleine Spannungen zu ermitteln. Das -ist z. B. geschehen 
fur den GuBeisenkorper III, indem die unterste Spannungsstufe 
bei Versuchsreihe 1 mit (1 = 20,45 kg/qcm, bei Versuchsreihe 2 
mit (1 = 10,22 kg I qcm abschlieBend angenommen wurde. Fig. 5, § 4, 
laBt erkennen, daB die beobachteten kleinen Dehnungen in del' 
Tat auf starke Naherung an die (1- Achse hindeuten; del' Grad 
del' Genauigkeit, mit welchem die Langenanderungen bei so kleinen 
Spannungen festgestellt werden konnen, ist jedoch nicht sehr weit
gehend, weshalb diesel' Ermittlung eine durchschlagende Bedeutung 
nicht zuerkannt werden kann. Versuche mit GuBeisen aus neuester 
Zeit lassen es fraglich erscheinen, ob die (1-Achse im Koordinaten
anfang tatsachlich Tangente an del' Dehnungslinie ist. 

Wie S. 84 hervorgehoben, steht die Gleichung 1, § 4, in guter 
Ubereinstimmung mit den Ergebnissen del' yom Verfasser bisher in 
groBer Anzahl durchgefiihrten Elastizitatsversuche bis auf eine 

1) l<\i1' den ersten Augenblick konnte diese Folgel'ung wohl bef1'emden, 
namentlich wenu man sich an die Darstellungen mit iibel'tl'iehen gro13em Ma13stabe 
fiir die Dehnungen halt. "Yenn beispielsweise fUr Schmiecleisen die Linie f = au 

mit a = 200~ 060 als Gerade dargestellt wird, welche gegen die u-Achse unter 

einem "Yinkel geneigt ist, dessen Tangente gleich 0,5, so entspricht dies einer 
Yergro13erung del' Dehnungen anf das 1 000000 fache. In Verbinc1ung mit einer 

so gezeichneten Geraclen ist es allel'clings schwer, sich ~; = 0 fiir u = 0 vor

zustellen. Anders liegt die Sache, wenn man den Ma13stah nicht iibertreibt, sich 
also die Gerac1e unter einem solchon Winkel gegen die a-Achse gezogen denkt, 

1 
da13 dessen Tangente = 2000000 ist. 

Uberdies wendet sich die Kurve nach Yerlassen des Koordinatenanfangs 

au13erorclentlich rasch; denn wahrend fiir (J = 0 !!.d-~ = 0, ergibt sich fiir das Gu13-
(j' 

eisen III nach Gleichung 4, § 4, fUr u = 1 kg/qcm bereits :; = 133~ 000' d. i. 

erheblich mohr, als del' Neiguug del' Geraden entspricht, die gom1i13 f = a u fill' 
Schmiedeisen gelten wiirde. 
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Ausnahme, und diese bildet del' in § 4 unter Ziff. 10 behandelte 
Marmorkorper 1). Fig. 24, § 4, zeigt, daB hier die Dehnungslinie del' 
(1- Achse auf del' Zugseite ihre erhabene und auf del' Druckseite 
ihre hohle Seite zukehrt. DemgemaB mitBte del' Exponent rn in del' 
Gleichung 1, § 4, fur die Zugseite groBer als 1 und fur die Druck
seite kleiner als 1 sein, d. h. nach dem Obigen: auf del' Zugseite 
ware die (1-Achse im Koordinatenanfang Tangente del' Dehnungs
linie, auf del' Druckseite muBte dies die 8-Achse sein. Da ein 
solcher Verlauf del' Dehnungskurve aus dem Gebiete del' Zug
spannungen in das Gebiet del' Dl'uckspannungen nicht angenommen 
werden kann, - wie ersichtlich, ist del' Verlauf del' beiden Linien
zuge in Fig. 24 vieimehr del'art, daB im Kool'dinatenanfang eine 
gemeinschaftliche Tangente zu erwarten ist - so muB geschlossen 
werden, daB fur den untersuchten Marmor die Gleichung 1, § 4, 
nicht als zutl'effend erscheint. 

Verfasser muB es unter Bezugnahme auf das S. 84 FuB
bemerkung Gesagte zunachst dahingestellt sein lassen, ob sich 
im Laufe del' Zeit noch andere Ausnahmen zu del' einen bis jetzt 
ermittelten gesellen werden 2); ebenso, ob es iiberhaupt gelingen 
wird, eine genugend einfache Funktion3) ausfindig zu machen, 
welche das elastische Verhalten aller Materialien genau zum Aus
druck bl'ingt4). 

1) Eine zweite Ausnahme findet sich PuBbemerkung Ziff. 2. 
2) Nach den Mitteilungen, welche Winkler im Zivilingenieur 1878, S.81 

u. f. tiber die Ergebnisse seiner Versuche mit Kautschuk macht, wurcle sich dieses 
Material ahnlich wie Marmor verhalten: auf cler Zugseite wachsen die Dehnungen 
weit rascher als die Spannungen, auf cler Druckseite dagegen nehmen die Zll
sammendruckungen langsamer zu als die Pressungen. 

3) Die Zeitschrift fur Mathematik und Physik (begrundet von Schlomilch) 
bringt im SchluBheft des Jahrganges 1897 eine Arbeit von R. Mehmke "Zum 
Gesetz del' elastischen Delmungen", welche u. a. eine zeitgemaBe Zusammen
stellung del' bis jetzt vorgeschlagenen Formeln zur Darstellung der Abhangig
keit zwischen Dehnungen und Spannungen enthalt. Aus derselben geht hervor, 
daB das Potenzgesetz E = a (Jm bereits im Jahre 1729 von Bulffinger fUr die 
Zugelastizitat in Vorschlag gebracht worden war, und daB es 1822 anch 
Hodgkinson aufgenommen hatte. Das Ergebnis der bis jetzt vorliegenden 
rechnerischen Untersuchungen von M ehm k e besteht darin, daB - soweit diese 
reich en - das Potenzgesetz die Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen 
im ganzen genauer ZUlli Ausdruck bringt als das parabolische Gesetz E = a (J + br;2. 

4) Hieraus geht deutlich hervor, daB Gleichung 1, § 4, in den Augen des 
Verfassers nichts weiter ist als eine Gr;setzmaBigkeit, d urch welche sich die bis 
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4. Ei11.jltt/3 de1' Zeit. Elastische Nachwi1'kttng. 

Wie in § 4 hervorgehoben, wohnt jedem Korper - allerdings 
in versehiedenem Grade - die Eigensehaft inne, unter del' Ein
wirkung auBerer Krafte eine .Anderung der Gestalt zu erfahren 
und mit dem Aufhoren diesel' Einwirkung die erlittene Form
anderung mehr odeI' weniger vollstandig' wieder zu verlieren. Eine 
klar zutage liegende Folge diesel' Eigensehaft ist es, daB del' 
Korper bei plotzlieher Einwirkung del' Krafte odeI' bei plotzlieher 
Entlastung in Sehwingungen versetzt wird. Aus diesem Zustande 
geht er, indem die Sehwingungen kleiner und kleiner werden, naeh 
mehr odeI' mindel' langeI' Zeit in den Ruhezustand tiber. 

Aber aueh dann, wenn die Inanspruehnahme oder die Ent
lastung des Korpers allmahlieh erfolgt, wenn also derartige 
Schwingungen nicht beG bachtet werden, erweist sich die Form
anderung im allgemeinen nicht unabhangig von del' Zeit. Die durch 
eine bestimmte Belastung erzeugbare Formanderung bedarf zu ihrer 
Ausbildung einer gewissen, zuweilen kurzen, unter Umstanden abel' 
auch sehr langen Zeit. Beispielsweise wird ein Stab aus hart em 
Werkzeugstahl schon unmittelbar naeh allmahlich erfolgter Be
lastung die iiberhaupt durch diese erreichbare Dehnung aufweisen, 
wahrend ein belasteter Lederriemen nach JYIonaten, ja selbst nach 
J ahren noeh Langenzunahmen, wenn auch immer kleiner werdende, 
zeigt. In Fallen letzterer Art ftihrt die Zeit asymptotisch zum End
zustand. 

Ganz das Entsprechende gilt hinsichtlich del' Entlastung: del' 
allmahlich entlastete Stab nahert sich dem ursprtingliehen Zustande 
- je naeh del' Art des Materials - mit verschiedener Geschwill
digkeit, um so langsamer, je groBer die erlittene Formiinderung 
war, und je langeI' sie angedauert hatte. 

Diese Erscheinung der allmahlichen Ausbildung und del' 
allmahlichen Rtiekbildullg del' Formiinderungell wird elastische 
Nachwirkung genallnt. Sie beeintriichtigt namentlich dadurch, 

dahin ilber den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen vorliegenden 
Versuchsergebnisse innerhalb gewisser Grenzen, mit Ausnahme von Marmor und 
Kautschuk, befriedigend zum Ausdruck bringen lassen. S. dagegen Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 25 sowie S. 1512; 1903, S. 1014, Dinglers 
polyt. JOl)rnal 1902, Bd. 317, S. 149 u. f. 
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daB sie das Vel'halten des untel'suchten Karpel's unter emer neuen 
Belastung von den Belastungen odeI' Entlastungen abhangig macht, 
denen er vorher unterworfen war, die Genauigkeit del' Beob
achtungen bei Vel'suchel1 zur Bestimmung del' Formiinderungen 
mehr oderminder. Insbesondere bei wechselnden Belastungen kann 
diesel be zu eigentilmlichen A bweichungen fiihren, entsprechend 
einem gleichzeitigen, beiderseits mit veranderlicher Geschwindigkeit 
erfolgenden Verlaufe entgegengesetzter Anderungen, odeI' kurz ent
sprechend einem Ubereinanderlagel'n von Nachwirkul1gen 1). 

Diesel' EinfluB del' Zeit auf die Formandorungen wie auch 
auf die Festigkeit 2) des Stoffes macht es notwendig, daB im all·· 

1) Hierrnit hlingt es auch zusammen, daB clie 'Fec1ertmg (§ 4) bei manchcn 
IGirpern verschieden erhalten wird, je nachdern man die Untersuchung, wie 
in del' FuBbemerkung S. 83 unter a) odeI' lmter b) angegeben ist, dnrchflihrt. 
Besondel's stark tritt dieser U nterschied bei Riemen auf. Beispielsweise fand 
sich fi\r einen Ledertreibriemen, del' in del' "Weise geprilft wurcle, daB flll' j ede 
Belastnngsstufe mit Belastung unci Entlastung so oft gewechselt wllrc1e, bis sich 
die gesamten, die bleibenclen nml die federnden Dehnungen nicht mehr iinderten: 

1. Versuchsreihe 

Belastungsstllfe I federnde Allsdehnnng 

50 unc1 150 kg 
150 2;50-
250 350-

6,0 mm 
3,6 
2,7 

\Vir erkenncn f 0 19cnclcs: 

2. Versllchsreihe 

Belastungsstllfe 

50 uncl 150 kg 
50 250-
50 350-

I 
federnde Allsdehnung 

I 

5,5 mm 
10,0 
14,0 

Fijr die gleiche Belastungtistllfe 50 nnd 150 kg liefert die erste Versuchs· 
rei he eine nm 6 - 5,5 = 0,5 mm groBere Federung als clie zweite Versuchsreihe. 

Fiir l1ie Belastungsstufe 150 unll 250 kg Iiefert die erste Versllchsreihc 
llnmittelbar 3,6 mm Feclernng, wilhrem1 l1ie Ermittlung aus del' zweiten Versnchs
reihe durch Bildung des U nterschiedes 10,0 -G,5 Zll 4,5 mm fUhrt, also mehr ergiht. 

Fur die dritte Belastungsstllfe 250 und 350 kg liefert die erste Versnchs
reihe unmittelbar 2,7 mm Federnng, wllhrend die 7.weite Versnchsreihe w 
14,0 - 10,0 = 4 mm fi1hrt. 

Die Sllmme del' Federungen del' ersten Versuchsreihe el'gibt 6,0 + 3,6 + 2,7 
= 12,3 mm gegen 14,0 mm bei cler zweiten Versuchsreihe. 

Auch hei del' Untersuchnng von anderen Stoffen fand sich ein, wenn auch 
meist weit kleinel'cl' Gnterschiecl, z. B. hei Stein en. Selbst GuBeisen ist nicht frei 
hiervon. Da ein Eingehen an dieser Stelle zu weit fiihren wi.\rde, so muB sich 
Verfasser hier auf diese Feststellung beschriinken. 

2) Beispielsweise werden Stabe aus Schmiedeisen, Lederriemen u. s. w., sehr 
Tasch zerrissen, einen groBeren \Vert fUr clie clurch Gleichllng 1, § 3, bestilllmte 
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gemeinen den Ergebnissen von Versuchen auf diesem Gebiete die 
erforderlichen Angaben tiber die Zeit beigefugt werden. 

Aus dem V orstehenden folgt ferner, daB die im § 4 erorterten 
L~lngenanderungen sowie die aus ihnen ableitbaren MaBzahlen del' 
Gesamtdehnung, des Dehnungsrestes und der Federung, d. h. die 
Dehnungskoeffizienten, streng genommen, Funktionen der Zeit sein 
mussen. Praktische Bedeutung erlangt diese Abhangigkeit von 
del' Zeit jedoch erst fur solche Stoffe, bei denen die elastische 
Nachwirkung von Erheblichkeit ist (vel'gl. § 10 unter Hanfseile 
sowie FuBbemerkung S. 77). Von hel'vorragender praktischer 
Bedeutung wird der EinfluB del' Zeit auf die Aus- und Rttck
bildung del' Formandel'ung, z. B. beim Riemen betrie b, und 
damit auf die GroBe del' iibel'tragbaren mechanischen Arbeit bei 
groBeren Geschwindigkeiten, wie in des Verfassers lVIaschinen
elementen, 9. Auflage (1903), S. 362 und 363, S. 383 bis 385 
dargelegt ist. 

Bei Leder, das fur das Maschineningenieurwesen eine groBe 
Bedeutung hat, pflegt die elastische Nachwirkung so stark zu sein, 
daB sich die Frage aufdrangt, ob es iiberhaupt berechtigt ist, die 
elastischen Dehnungen in zwei Teile zu zerlegen, von denen del' 
eine als plotzlich oder doch sehr rasch eintretend und wieder ver
schwind end angesehen, del' andere als nachwirkend, d. h. als all
mahlich mit abnehmender Geschwindigkeit verlaufend aufgefaBt 
wird. DaB hierin - streng genommen - eine Willkiirlichkeit 
liegt, bedarf keiner Erorterung. 

Festigkeit liefern, als wenn das Zel'reiBen langsam erfolgt. Dagegen pflegen im 
letzteren Falle Dehnung nnd Quel'zllsammenziehung griiBer auszuf'allen; die Zllr 
Ausbildung del' Fol'manderungen gelassene Zeit ist eben bedeutender. (Vergl. 
auch § 10.) 

Siehe auch die Angaben iiber das Ktil'zel'werden del' beiden Bruchstiicke 
eiues zerrissencn Riemens mit del' Zeit auf S. 66, oben. 
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I. Zng. 

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden auJ.\eren 
Krafte ergeben fiir jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren 
Richtungslinie in die Stabachse fallt, und welche diese zu ver
langel'll strebt. 

§ 6. Gleichungen der Zngelastizitat nnd Zngfestigkeit. 

1. Es bedente fur den prismatischen Stab 

P die ziehende Kraft, 
f die GroJ.\e des urspriinglichen Stabquerschnittes, 
l die urspriingliche Lange des Stabes, 
l die Verlangerung, welche del' Stab durch die Einwirkung del' 

Kraft P erfahrt, 

Ii = -} die Dehnung (§ 2), 

a den Dehnungskoeffizienten (§ 2), 
t1 die Spannung, welche durch die Belastung P hervorgerufen 

wird, und die mit del' Dehnung Ii verkniipft ist, bezogen auf 
den urspriinglichen Querschnitt (§ 1), 

kz die zulassige Anstrengung des Materials gegeniiber Zug
beanspruchung. 

Dann ist nach Gleichung 1, § 1, 

P= t1f 

P < k.f . 

1) 

2) 

Unmittelbar aus dem Begriff des Dehnungskoeffizienten folgt 

P 
l=alt1=alj . 3) 

2. Diese zunachst nul' fiir prismatische Stabe entwickelten 
Beziehungen werden dann auch auf gerade stabformige Korper 
von veranderlichem Querschnitte iibertragen. 
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Es bezeiehne, Fig. 1, 

P die Kraft, welehe den Korper auf Zug in Ansprueh nimmt) 
/ die GroBe des beliebigen, urn a; von der einen Stirnflaehe 

abstehenden Quersehnittes, 
j~ den kleinsten Stabquersehnitt, 
l die Lange des Stabes VOl' del' Dehnung, 
it die Zunahme del' Stablange infolge del' Einwirkung cler Kraft P, 
8 die Dehnung im Quersehnitt /, 

u = ; die Spannung im Quersehnitt /, 

a den Dehnungskoeffizienten, 
kz die zulassige Anstrengung cles Materials gegcnuber Zug

beanspl'uchung. 

Die Dchnung 8 ist hier von Quel'sehnitt zu Quersehnitt als 
veranderlieh aufzufassen, weshalb in bezug auf die GraBen lund 

Fig. 1. 

it del' Bestimmungsgleiehung 1, § 2, die Vol'schrift 
getroffen werden mull, daB die Stabhinge unendlieh 
klein, also im vorliegenclen FaIle d,7] ist. Wird clie 
Langenanclerung, welchc dx erfahrt, mit d dx be
bezeiehnet, so folgt 

.4da; 
8=~. 

Dann gclten auBer del' G leichung 1) die folgenden Beziehungen: 

4) 

l 7. 

S r dx 
it = ada; = P J (Xj 5) 

o 0 

1st a unveranderlich, was bei Spannungen innerhalb del' Pro
portionalitatsgrenze zutrifft, falls dem in Frage stehenclen Material 
eine solehe iiberhaupt eigentitmlieh (§ 2), so darf (X VOl' das 1ntegral
zeichen gesetzt werclen. 

Die Voraussetzungen, welehe den vorstehenden Beziehungen 1 
bis 5 zugrunde liegen, sind in manehen Fallen del' Verwenclung 
sehr unvollkommen erfullt. Mit Rucksicht auf diesen Umstancl 
seien sie kurz zusammengestellt. 
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1. Die auBeren Krafte erg-eben fur jeden Querschnitt nUl' eIlle 
in die Stabachse fallende Zug-kraft. 

2. Auf die Mantelflache des Stabes wirken Krafte nicht. 
3. Del' EinfluB des Eig-eng-ewichtes des Stabes kommt nicht 111 

Betracht. 
4. Die Dehnungen und die Spannungcn sind in allen Punkten 

eines beliebigen Stabquerschnittes gleich groB und senkrecht 
zu letzterem gerichtet. (GleichmaBige Vertcilung del' Zug
kraft iiber den QuerschniW).) 

5. Die Form des Querschnittes ist gleichgiIltig. 

1) Diese V oraussetzung ist in del' Mehrzahl der Falle weit unvollkommener 
crftlllt, als man anznnehmcn pflegt. So ist z. B. - streng genommen - iiberall 
da, wo die auBere Kraft in den Stab eintritt, gleichmilBige Verteilung der Span
nungen tiber den ganzen Querschnitt nicht vorhanden, allerc1ings wird dahei der 
Grad der UngleichmaBigkeit sehr verschieden sein konnen. 

~ * S~xx 

• Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. 

Bei den Schrauben, Fig. 2 und 3, tritt die Kraft durch den Kopf in den 
Schaft liber; in dem Querschnitt des Schaftes da, wo dieser an den Kopf an
schlieBt, werden die nach dem Umfange zu gelegenen Fasern mehr znr Uher· 
tragnng herangezogen werden als die nach der Achse zu gelegenen. Bei Schrauhe 
Fig. 3 wird diese UngleichmaBigkeit noch hedeutender sein mussen als hei 
Schranbe Fig. 2, wei I hei der ersteren znnachst nur ein Teil de.s Umfanges ZUlll 

Eintritt der Kraft herangezogen wird. 
Bei der Kraftiihertragung durch Keil oder Splint, Fig. 4, legt sich der Keil 

loder Splint gegen die angenahert rechteckige I"lache bee f. Die Beansprnchung 
der heiden Kreisabschnitte a b f uml cd e im Querschnitt ,T: X muB dabei eine 
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SolI das eigene Gewicht G des Karpel's berucksichtigt 
werden, so ergibt sich fi:ir den obersten Querschnitt von del' 
GroBef1 in Fig. 1 

a= 
P+G 

t~ 
k > P+G 

z = f1 

Von dem Querschnittef (im Abstande x) bis zu dem um dx 
davon entfel'llten Querschnitt andert sich die Gesamtzugkraftf a 
um r f dx, sofel'll r das spezifische Gewicht des Stabmaterials be
deutet. Hieraus folgt 

d (j a) = r f dx. 

vVird nun verlangt, die Stabquerschnitte derartig nach oben 
zunehmen zu lassen, daB a fur aIle Querschnitte den gleichen 
Wert kz hat, so ergibt sich 

kzdj = r j dx, 
und hieraus 

Fur x = 0 muB sein f = P: kz, d. h. 

ungleichmaBige sein, derart, daB die Spannungen in den dem Keilloche, d. h. b f 
und c e am nachsten gelegenen Flachenelementen griiBer ausfallen als in den 
nach dem Umfange, d. h. nach a und d hin gelegenen Elementen. 

"vVeitere Beispiele ungleichmaLliger Spannungsverteilung finden sich in des 
Verfassers Maschinenelementeu, z. B. S. 132, Fig. 98; S. 168, Fig. 149 (9. Auflage). 

Mit Rucksicht auf diese Sachlage ist es bei Zugversuchen eine der Haupt
aufgaben, die Form der Probestabe so zu wahlen, daB die Zugkraft miiglichst 
gleichmaLlig uber die Querschnitte des der Messung unterworfenen mittleren 
Stuckes verteilt wird (vergl. § 8). 

Vergleiche auch den EinfluB der Hinderung der Querznsammenziehung 
§ 9, Ziff. 1. 

Bei Staben mit veranderlichem Quersclmitt, Fig. 1, konnen die Span
nungen in den samtlichen Elementen eines Querschnittes nicht die gleiche 
Richtung haben. Die Spannung im Schwerpunkte des Querschnittes wird aller
dings in die Stabachse fallen, also senkrecht zu dem letzteren stehen, dagegen 
werden beispielsweise die Spannungen in den auf der Umfangslinie des Quer
schnittes liegeuden Flachenelementen die Richtung der Mantellinie des Stabes 
besitzen, somit geneigt gegen die Stabachse sein milssen. 
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Hiermit wird schlieBlich in 

Y'" 
P k 

f=~e z 
kz 

6) 

das Gesetz erhalten, nach dem der gezogene Stab als Korper 
gleichen Widerstandes zu formen ware. 

3. Beispiel der Zugelastizitat mit Riicksicht auf den Einflnfs 
der Temperatur. 

Der Draht einer elektrischen Leitung zum Zwecke del' Arbeits
iibertragung wird von Stangen getragen, welche je urn 2 l von 
einander abstehen. Die Aufhangepunkte A und B, Fig. 5, liegen 
in gleicher Hohe. 

'1 
10<--- ----,t------ - -- -----,e -------'"< . I . 

a: -----T------~r-------------- 'p, 
-;:>: • !l' 
"'<. I 

i+----Xr----~ 

Fig. 5. 

Mit welcher Pfeilhohe h muB der Draht bei del' Sommer
temperatur t ausgelegt werden, damit im Winter bei del' niedrigsten 
Temperatur to die Spannung 0"0 nicht iiberschritten wird? 

Es sei 

H die Kraft, mit welcher del' Draht im Scheitel 0 und 
S - beliebigen Punkte P, 

bestimmt durch die Koordinaten oX und y, gespannt ist, 
h die Pfeilhohe CO, d. i. del' Hohenabstand zwischen dem 

Scheitel 0 und del' durch die Aufhangepunkte A und B 
bestimmten Wagrechten, 

q = f y das Gewicht del' Langeneinheit des Drahtes vom Quer
schnitt fund dem spez. Gewicht y. 

Un tel' der Voraussetzung, daB der Draht vollkommen biegsa.m 
SCI und nach einem so flachen Bogen durchhange, daB das Gewicht 

"-
des Drahtstiickes von del' Lange OP mit Annaherung gleich dem 
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Produkte aus q und del' Horizontalprojektion des Drahtes, d. h. 
gleich q x gesetzt werden darf, folgt unter Beachtung von Fig. 6 

Somit 

Wle auch 

r---. 
S sin ({J = q . 0 P = '"'~ q x 

S cos ({J = H. 

tg rn = qHx = dy 
, dx ' 

I : i----- x -----.., 

Fig. 6. 

7) 

-da die Integrationskonstante wegen y = 0 bei x = 0 zu Null wird. 
Die Drahtkurve ist hiernach mit del' Annaherung, welche del' 
Rechnung zukommt, eine Parabel, fur welche 

q l2 q f2 
h = 2 Hodel' H = 2 h 8) 

cSowle 

Die Lange 0 B = 8 ergibt sich aus 

= 5 (1 +2 ~: X2) dx = l [1 + ~ (~ n . 9) 
o 
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Mit del' Temperatur del' Luft wird sich die Lange des Drahtes 
andern, damit auch nach Gleichung 9 die Pfeilhohe des Bogens und 

H 
mit diesel' nach Gleichung 8 die Spannung (1 = 7 des Drahtes. 

Je mehr die Temperatur sinkt, um so hoher steigt die Bean
spruchung des Materials. Die letztere werde, da es sich um einen 
flachen Bogen handelt, mit Annaherung als gleich groB in allen 

Punk ten des Drahtes aufgefaBt, und zwar gleich ~ gesetzt. 
J 

Nehmen wir an, daB die GroBen H, h, 8 und (1, welche bei 
del' Temperatur t gelten, bei der niedrigsten Temperatur to die 
Werte Ho, ho, 80 und (10 besitzen. Steigt die Temperatur von to 
auf t, so vermindert sich infolge der Verlangerung des Drahtes 
aus AnlaB del' Ausdehnung des Drahtes durch die Warme die 
Spannung von (10 auf (1. Diese Verminderung del' Spannung wirkt 
gleichzeitig zuriick auf die elastische Dehnung. Del' Zusammen
hang zwischen den einzelnen GroBen laBt sich leicht feststellen, 
wenn man zunachst die Langenanderung infolge der Spannungs
anderung und sodann diejenige infolge der Temperaturanderung 
in Betracht zieht. Das gibt, sofern a w den Warmeausdehnungs
koeffizienten bedeutet, 

8 = 80 [1 + a ((1- (10)] [1 + aw (t - to)] 

= rv 80 [1 + a ((1- 0'0) + a w (t - to)] 1). 

') Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man sich ein Stuck spannungs
losen Draht von der Lange 1 denkt. Wird dasselbe der Spannung (J und sodann 
der Spannung 60 unterworfen, so steigt seine Lange auf 1 + "6 bezw. 1 +" 60' 

Demnach gilt bei Unveranderlichkeit der Temperatur 

8 l+/CG d l+aG 
-=---- 0 er 8=80 
~ 1+/C~ l+a~ 

und bei Steigerung der Temperatur von to auf t, wobei die Langeneinheit urn 
aw (t - to) zunimmt 

8 = rv 80 [1 - a (Go - G)] [1 + "w (t - to)], 

was sich, wie wir oben sahen, fast unmittelbar anschreiben laBt. 
B a c h, Elastizitaf. 5. Auf!. 7 
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Unter Beachtung von Gleichung 9 folgt hiermit 

( 2 h 2) 
8 = l 1 + 3 -} [1 + a (a - ao) + aw (t - to)] 

und unter Beachtung von Gleichung 8, nach welcher 

ergibt sich 

rl2 
h = -- odeI' 

2a 

y l2 
a=2h' 

h3 3 l2 [1 y2 l2 ( ) ] h 3 l4 -2 6-7+ aw t-to -aao = Tar . 

Hieraus laBt sich die gesuchte Pfeilhohe berechnen. 
SolI der im Winter zuweilen eintretende Fall beriicksichtigt 

werden, daB der Draht noch durch auf ihm hangenden Schnee 
belastet wird, so laBt sich dies leicht dadurch bewerkstelligen, 
daLl r oder q = f r entsprechend hoher in die Rechnung ein
gefiihrt wird. 

Will man die - unter den gewohnlichen Verhaltnissen iibrigens 
auBerordentlich geringe - Biegungsbeanspruchung, welche del' 
Draht infolge del' Durchbiegung erfahrt, feststelIen, so kann das 
am einfachsten in der Weise geschehen, daB man den Kriimmungs-

I) Grashof hat diese Aufgabe in seiner 1878 erschienenen Theorie der 
Elastizitat und Festigkeit S. 46 und 47 behandelt, dabei jedoch den EinfluB der 
Spannungsanderung auf die DrahtlangeauBer acht gelassen und kommt infolge
dessen fiir h zu einer quadratischen Gleichung. Hierauf machte zuerst Wehage 
im Zivilingenieur 1879, S. 619 u. f. aufmerksam und gab daselbst die vollkommene 
Liisung. 
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halbmesser e fiir den Scheitel del' Parabel, deren Gleichung nach 
Beziehung 7 

ist, als Halbparameter zu 

H e=-q 
11) 

ermittelt und sodann unter Beachtung von Gleichung 8, § 16, und 
Gleichung 11, § 16, die Biegungsanstrengung fiir den 2 e clicken 
Draht zu 

q ere/ r e 
(f = - -

b aH----;;H----;;H:f 12) 

bestimmt, also unabhangig von del' Spannweite. 
Fiir 

r = 0,008, 
1 

a = 2200000 ' H:f = 1000 kg/qcm, e = 0,2 cm 

ergibt sich beispielsweise 

0,008 02 
(fb = -~1=----' 1000 = 3,5 kg/qcm. 

----
2200000 

§ 7. Ma6 der Zusammenziehung. Krafte senkrecht zur 
Stabachse. Gehinderte Zusammenziehung. 

Wie wir in § 1, b sahen, findet mit del' Ausdehnung des nul' 
in del' Richtung der Achse gezogenen Stabes Fig. 2, § 1, gleich
zeitig eine Zusammenziehung senkrecht zur Achse statt. Betl'agt 
die durch Gleichung 1, § 2, bestimmte Dehnung s, so werden die 
nach jeder zur Achse senkrechten Richtung eintl'etenden Zusammen
ziehungen, bezogen auf die Langeneinheit, d. s. die vel'haltnis-

maBigen Zusammenziehungen (im Falle § 1, b gleich 1), als gleich 

groB betl'achtet und durch 

Ii 

Eq = m 

7* 

1) 
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gemessen. Die GroBe Tn pflegt als eine zwischen 3 und 4 liegende 
Konstante aufgefaBt zu werden, so daB hiernach die verhaltnis
mai3ige Zusammenziehung 'h bis '(3 del' Dehnung betragt. 

Del' in Fig. 1 dargestellte Wiirfel, bestehend aus Material, 
welches in jedem Punkte nach allen Richtungen hin gleich be
schaffen, also isotrop ist und Proportionalitatsgrenze (§ 2) besitzt, 
werde innerhalb der letzteren zunachst nul' in Richtung del' .v-Achse 
auf Zug (durch Px , P x ) in Anspruch genommen. Die in diesel' 

'Z 
lI'. 

I ,/ /f'5'.,. 

$ /-'--d7 ~ 

$-:.. 

Fig. 1. 

Richtung eintretende Dehnung sei durch Ex und die hiermit ver-
8 

kniipfte Spannung durch r1a: = -"'-- bezeichnet. Nach MaBgabe des 
ex 

Erorterten betragt dann: 

in Richtung der y-Achse 

die verhioiltnismaBige Zusammenziehung ~, die Spannung 0, 
Tn 

in Richtung del' z- Achse 

die verhaltnismaBige Zusammenziehung ~, die Spannung 0. 
Tn 

vVird del' Wiirfel nul' in Richtung del' y-Achse (von P y, Py) 
gezogen, und werden die hierdurch in diesel' Richtung veranlaBte 

Dehnung und Spannung 8 y beziehungsweise r1y =.!.JL genannt, so 
ex 

findet sich: 

III Richtung del' a;- Achse 

die verhaltnismaBige Zusammenziehung !.JL, die Spannung 0, 
m 
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III Riehtung del' z- Aehse 

die verhaltnismaBige Zusammenziehung !L, die Spannung o. 
m 

Wird sehlieBlieh del' Wiirfel nul' in Riehtung del' z-Aehse auf 
Zug in Anspl'ueh genommen Cdureh P z , Pz ) und die hiel'mit in 
diesel' Richtung verkniipfte Dehnung dureh Ez , die Spannung dureh 

13 
Uz = _z_ gemessen, so miiBte betragen: 

a 

III Riehtung del' a;- Aehse 

die verhaltnismaBige Zusammenziehung ~, die Spannung 0, 
m 

III Riehtung del' y -Aehse 

die verhaltnismaBige Zusammenziehung ~, die Spannung O. 
m 

Wirken die Krafte P", P x , P y P y , P z P z gleiehzeitig, so betragt 
die l'esultierende Dehnung 

Ey+ Ez 
in Richtung del' a;-Aehse 131 = Ex - ----"---

'In 

y-

z-

woraus unter Beriieksiehtigung, daH 

Ey = IX Uy 

, . 2) 

') Besitzt das Material keine Proportionalitatsgrenze, so wird der Dehnungs
koeffizient a nicht konstant, sondern eine Fllnktion von (i odeI' f sein. Es wiirde 
dann heiGen mllssen etwH,: 

Hierin wiirden je nach der Verschiedenheit der Spannungen "'" "y (iz die 
Dehnllngskoeffizienten "1 r'~ "3 verschieden groGe 'IVerte allfweisen, d. h. "1 a2 "3 

wiirden Fllnktionen von " oder E sein. 
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folgt 

( (jy + (jz) d Ej (jy + (jz \ (jx -' 0 er - = (jx - --"'---
m a m 

( fi _ (jz + fix) odeI' Ez = () _ (}z + ()" . 
Y maY 1n 4) EZ = a 

Die Beziehungen 4 lehren, daB die Proportionalitat, 
welche bei dem ausschlieBlich in del' Richtung seiner 
Achse gezogenen Stabe nach 1YIaBgabe del' Gleichungen 2, 
§ 2, und 3 dieses Paragraphen zwischen Dehnungen und 
Spannungen - unter del' Voraussetzung, daB a konstant -
vorhanden ist, zu bestehen aufhart, so bald auch Krafte 
senkrecht zur Stabachse den Karpel' ergreifen. Die 
resultierende Dehnung wird durch solche Krafte, wenn 
sie ziehend wirken, verminderti sind Druckkrafte senk
recht zur Stabachse tatig, so wird die resultierende Deh
nung vergraBert. 

In Anbetracht, daB derartige Krafte eine mehr odeI' mindel' 
groBe Hinderung del' Zusammenziehung zur Folge haben, er
kennen wir, daB Erschwerung odeI' teilweise Hinderung 
del' Zusammenziehung (Kontraktion) des Stabes (senk
rech t zu dessen Achse) die Dehnung (in Richtung del' 
Achse) verringert und damit bei solchen 1YIaterialien, 
welche im FaIle des ZerreiBens eine erhebliche Quer
zusammenziehung erfahren, auch die Festigkeit erhaht, 
Wle Versuche nachweisen 1) (§ 9, Ziff.1). 

1) Hinsichtlich del' el'sten dahingehenden Dal'legung des Verfassel's, welche 
sich anf die Ergebnisse del' von Kirkaldy VOl' l'und 40 Jahren angestellten Ver
snche stiitzt, iiber die § 9, Ziff. 1 berichtet ist, s. Zeitschl'ift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1880, S. 285 u. f. Tl'otzdem findet man bis in die neuere Zeit Ver
suche, welche den EinfluB del' Erschwerung del' Zusammenziehung vollstandig 
auBer acht lassen. So z. B. pflegte man - wie Verfasser bereits in del' Zeit
schrift des Vereines deutscher Ingenienl'e 1889, S. 478 dal'zulegen vel'anlaBt war 
- znl' Feststellung des Wel'tes del' Lochungen von Blechen in del' Weise VOl'

zugehen, daB man die Zugfestigkeit von Ilngeloehten Blechstl'eifen a, Fig. 2, in 
Vel'gleich stellte mit del'jenigen von gebohrten und gelochten Blechstl'eifen b, c, d. 
Hierbei ergibt sieh, sof'ern eine Verletzllng des Materials nicht stattgefunden hat, 
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§ 8. Zugproben. 

Den Zugproben werden die Metalle, auf welche sich das Nach
stehende zunachst nur bezieht, in Form von Rundstaben (Fig. 1) 
odeI' in Form von Flachstaben (Fig. 2 und 3) unterworfen. 

Fig. 1. 

Die Form der Pro bestabe muB so gewahlt werden, und die 
zum Einspannen in die Priifungsmaschine benutzten Vor
rich tungen miissen so beschaffen sein, daB die Zugkraft mog
lichst gleichformig iiber die Querschnitte des del' Messung unter
worfenen mittleren Stiickes des Probekorpers, d. i. der MeBlange, 
verteilt wird. 

Del' letzteren Bedingung laBt sich bei Rundstaben durch die 
Kugellagerung (Fig. 1), bei Flachstaben durch Befestigung mittels 
Loch und Bolzen (Fig. 3) odeI' durch Einlegen der mit gefrasten 

daB die Zugfestigkeit von b, c und d gr6Ber ist als diejenige von a, was nach 
MaBgabe des Er6rterten naturgemaB erwartet werden mnB. Die Ergebnisse der 
mit Stiiben a angestellten Zngversuche, wobei die mit der Langsdehnuug ver-

Fig. 2. 

kniipfte Querzusammenziehung sich ungehindert ausbilden kann, k6nnen eben 
nicht ohne wei teres in Vergleich gestellt werden mit den Ergebnissen, welche 
Zugversuche mit den Staben b, c, d liefern, da hier die Querznsammenziehung 
eine mehr oder mindel' stark gehinderte ist. 
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Nuten versehenen Enden in GebiBkeile (Fig. 2) entsprechen. Die 
Herstellung del' Flachstabe fordert jedoch unter allen Umstanden 
besondere Sorgfalt, wenn del' aufgestellten Bedingung genugt 
sein solI. 

In bezug auf die Gestalt des Probestabes sucht man die auf
gestellte Bedingung dadurch zu erfullen, daB man das prismatische 

~ i~1 ..0- -+-

I 

L Jill 
Fig. 2. 

ftG m-"~-
+-J~"----"-------O.==- J---~<~/: ilT ' 

Fig. 3. 

Mittelstuck des Stabes etwas langeI' macht als die MeBlange, und 
daB man die Querschnitte des Stabes von dem Mittelstuck nach 
den Einspannstellen hin zunehmen laBt, wie dies Fig. 4 fur den 
Rundstab deutlich erkennen laBt. (Vergl. auch FuBbemerkung 
S. 93 und 94.) 

Eine zutreffende Vergleichung der Ergebnisse mehrerer Ver
suche setzt voraus, daB diese unter den gleichen Verhaltnissen 
durchgefuhrt worden sind. Wie aus dem in § 9 und § 10 Er
orterten hervorgeht, gehort hierzu, daB die Stabe gleiche odeI' 
wenigstens geometrisch ahnliche Querschnitte besitzen und im all
gemeinen gleich lange Zeit den Versuchen unterworfen werden. 
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Die der Messung unterzogelle Strecke l, die Mei31ange, pflegt 
- insoweit es sich um die Ermittlung del' durch Gleichung 3, § 3, 
bestimmten Bruchdehnung handelt - zu 200 mm angenommen und 

a 
T- v '::::f=-~~T 
r ! \\ : I 
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I \ \ "" , 
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Fig. 4. 

das mittlere Stuck um wenigstens 20 mm langer, d. h. l + 20 mm 
prismatisch gehalten zu werden. 

Wird fur den Rundstab von 20 mm Durchmesser - wie in 
Deutschland, Osterreich, Schweiz u. s. w. ublich - l = 200 mm 
zugrunde gelegt, dann fordert die in § 9, Ziff. 3 (S. 142) aus-
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gesprochene Bedingung fiir einen Rundstab von d mm Durchmesser 
als MelHange 

d 
l= 200- = 10d 

20 
1) 

und fiir elllen Flachstab von f qmm Querschnitt die MeBlange 

Vi 1 = 200 ----:/======_ = 11,3 Vj . 
V : .202 

2) 

Bei del' groBen Masse del' Zugproben pflegt nul' festgestellt 
zu werden: 

a) die Bruchbelastung P",ax (§ 3) und damit die Zugfestigkeit 
Kz (§ 3), 

b) del' Querschnitt fb an del' Bruchstelle (an del' Stelle del' Ein
schniirung, Fig. 2, § 3, sofern eine solche eintl'itt), 

c) die Lange lb' welche das urspl'iinglich 1 lange Stabstiick nach 
dem ZerreiBen besitzt. 

Die Beobachtung nach ~ liefert durch Gleichung 1, § 3, die 
Zugfestigkeit, bezogen auf den urspriinglichen Stabquerschnitt. 

Die Ermittlung nach b ergibt durch GIeichung 2, § 3, die 
Querschnittsverminderung des zerrissenen Stabes. 

Die Feststellung nach c liefel't durch GIeichung 3, § 3, die 
Bruchdehnung. 

Wie wir in § 3 sahen, dehnt sich zunachst die ganze Stab
strecke mehr odeI' mindel' gleichmaBig bis zum Eintritt del' Bruch
belastung, dann folgt die Einschniirung des Stabes - falls eine 
solche iiberhaupt eintritt -, die mit einer verhaltnismaBig groBen 
Ausdehnung an diesel' besondel'en Stelle vel'kniipft ist. Es setzt 
sich hiernach die durch Gleichung 3, § 3, gemessene Dehnung im 
allgemeinen zusammen: aus del' Dehnung del' ganzen Stl'ecke bis 
zum Eintritt del' Bruchbelastung und aus del' Dehnung an del' 
Einschniirungsstelle, vel'mindert urn die Verkiirzung, welche aus 
AnlaB del' mit dem ZerreiBen erfolgten Entlastung des Stabes ein
tritt. Wird zunachst angenommen, del' Bruch el'folge in del' Mitte 
del' Strecke l, so ergibt GIeichung 3, § 3, bei vorhandener Ein-
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schniirung einen urn so groBeren Wert fur cp, je kleinel' list 1). 1m 
allgemeinen gehol't hiernach zur Angabe von cp auch die der GroBe 
von l. Geht der Bruch auBerhalb der ]~tJitte vor sich - was in 
der Regel del' Fall ,so wil'd cp urn so kleiner ausfallen, je mehr 
die Brucbstelle an das Ende von l ruckt 2). 

') Wie oben bemerkt, pflegt man in Deutschlanu, del' Schweiz, Osterreich, 
u. s w. l nach MaBgabe del' Gleichung 1 bezw. 2 zu wahlen. In Frankreich ist 
es ublich geworden, l kleiner zu nebmen, namlich l = 7,235 d, bezw. l = 8,2 J!J; 
infolgedessen ergeben sich im allgemeinen graLlere Werte fiil' die Bruchdehnung 
des gleichen Materials, somit liefel't ein und dasselbe Material, in Deutschland 
mit l = 10 d unu in Frankreich mit l = 7,235 d geprllft, an letzterer Stelle eine 
graBere Bruchdehnung, el'scheint also hier, wenn rp als MaB del' Zahigkeit angesehen 
wird, zaher. Es mull dies im Auge bebalten werden, wenn man die Angaben 
uber die Bruchdehnung (Zahigkeit) des Materials aus den verschiedenen Landern 
vergleichen will. In N ordamerika wird vielfach die MeBlange noch kleiner ge
wahlt als in Frankreich. 

2) Mit Rucksicht auf diesen Ubelstand und sonstige Unsicherheiten hat man 
in bezug auf die Messung lb folgende Vorscbriften vereinbart: 

Die Dehnung ist anf zwei entgegengesetzten Seiten des Rundstabes so zu 
messen, daB beiderseits auf jedem del' Bruchstucke von dem Ende del' MeBlange 
bis zur Bruchstelle gemessen, und aus den zwei Summen del' zusammengeharigen 
Stucke das Mittel genommen wird. 

Erfolgt del' Bruch auBerhalb des mittleren Drittels del' MeBlange, so ist del' 
Versuch auszuscblieEen odeI' das folgende Verfahren anzuwenden. 

Die MeEhinge list von 10 zn 10 mm einzuteilen, Fig. 5 (s. die unterhalb 
stehenden Zahlen). 

-15""1311.1t'" 51 4) ''''! .. 1 0, t." 

1111111 " 111I " I I I III 

,6 
I 

Fig. 5. 

Es erfolge del' Brnch im Querschnitt b b. Von del' Bruchstelle ausgehend, 
werden zunachst die Teilstriche nach links und rechts hin neu bezeichnet, so, 
wie u bel' del' Figur eingeschrieben ist. Sodann wird links die Lange zwischen 
den TeiIstrichen 1 bis 10 gemessen und zu ihr b 0 + b 1 addiert; hierauf rechts 
die Entfernung del' TeiIstriche 0 3 bestimmt und zu ihr die von links zu ent
nehmende Strecke 3 bis 10 hinzugefiigt. Die Summe del' so erhaltenen beiden 
GraBen ergibt lb' Hiernach ist 

lb = [Lange zwischen den Teilstrichen 1 bis 10 (links vom Bruch) + (bO + b 1)] 
+ [Lange zwischen den Teilstrichen 0 bis 3 (rechts vom Bruch) + 

Lange zwischen den Teilstrichen 3 bis 10 (links vom Bruch)]. 
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Ein solches MaB kann, streng genommen, nicht als richtiges 
bezeichnet werden. Trotzdem ist es heute noch iihlich, die Dehnung 

Wiirde im vorliegenden Falle die Lange l nicht 200 mm, sondel'll 100 mm 
betragen, so wiirde sein 

lb = [Lange zwischen den Teilstrichen 1 bis 5 (links vom Bruch) + (bO + bI)] 
+ [Lange zwischen den Teilstrichen 0 bis 3 (rechts vom Bruch) + 

Lange zwischen den Teilstrichen 3 bis 5 (links vom Bruch)]. 

Auf diese Weise hat man unter del' V oraussetzung, daB die Langenande
rungen zu beiden Seiten des Bruches einen symmetrischen Verlauf haben, den 
Stab nahezu so ausgemessen, als wenn del' Bruch in del' Mitte erfolgt ware. 

1m Falle sich der Stab an mehl' als eiuer Stelle besonders stark zusammen
gezogen hat (v erg!. die FuBbemerkung Ziff. 1, S. 10), so verliert allerdings das 
angegebene Verfahren an INert. 

Die Einteilung del' Strecke l wie auch die Bestimmung von lb nach dem 
Bruche sind immer auf zwei entgegengesetzten Seiten des Stabes vorzunehmen. 

Bei Flachstaben wird empfohlen, die Dehnung sowohl auf beiden Schmal
seiten als auch auf einer Breitseite zu messen und das Mittel aus den beiden 
ersteren Messungen sowie das Ergebnis der letzteren getrennt anzugeben. 

(V erg!. hiermit das S. 142 unter f) Gesagte.) 
Dm die Veranderlichkeit del' Dehnung, iiberhaupt die Formanderung zu 

zeigen, welche ein del' Zugprobe unterworfener Flachstab aufweist, wurde die in 
Fig. 6 (Taf. I) wiedergegebene Zusammenstellung gefertigt. Auf zwei nach Fig. 2 
hergestellten Flachstaben aus FluBstahl von genau 60 mm Breite und 12 mm 
Starke waren durch Langs- und Quel'linien im Abstande von 10 mm Quadrate 
von 10 mm Seitenlange gezeichnet worden. Alsdann wurde del' eine Stab del' 
Zugprobe untenvorfen. Derselbe el'fuhr hierbei die aus Fig. 6 deutlich ersicht
liche Formandel'ung. Del' RiB erfolgte an einer Stelle, welche durch eine del' 
eingel'issenen Querlinien etwas verletzt worden war. Man erkennt an clem Klaffen 
in del' Mitte der Bruchstelle, daB die Widerstandsfahigkeit des Stabes zuerst in 
del' Mitte iiberwundeu wurde und daB sich von hier aus del' Bruch nach den 
Kanten hin fortsetzt. (V erg!. S. 140, sowie Fig. 20 bis 22, Taf. IV.) 

Es betrug 

die Bruchbelastung P max 

der urspl'iingliche Quel'schnitt f 
del' Bl'uchquerschnitt fb . 
die Dehnung auf 100 mm . . . 

Demnach 

die Zugfestigkeit Kz 

die Querschnittsvel'minderung !/J 

WI 

die Dehnung rp (auf 100 m) . . 

· ..... 37460 kg, 
· . 6. 1,2 = 7,2 qcm, 
4,82 . 0,94 = 4,53 qcm, 
· . . . . 27,5 mm. 

37460 I 72 = 5203 kg; qcm, , 
100 7,2 - 4,53 = "7°1 

7,2 {) 0' 

100 127,5 -100 = ')~ ~ 0/ 
100 ~I,O 0' 
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in diesel' vVeise zu messen und die erhaltene GroBe bei del' 
Beurteilung del' Gute des Materials zugrunde zu legen 1). Rich
tiger wurde es sein, wie auch yon Hartig yorgeschlagen wurde, 
diejenige Dehnung zu bestimmen, welche im Augenblicke des 
Auftretens des groBten Zugwiderstandes odeI' unmittelbar YOI' Be
ginn del' Einschnurung yorhanden ist. Es ware dies die GroBe OE2 

in Fig. 1, § 3. Da es mit den ublichen Prufungsmaschinen schwer 
haIt oder wenigstens umstandlich ist, die Dehnung in dem be
zeichneten Augenblick genau festzustellen, so fehlt zunachst noch 
die Aussicht, daB diese GroBe als MaE del' Dehnung allgemein 
angenommen werden wird. FaIle, wie sie nicht selten zu Yer
zeichnen sind, daB del' gezogene Stab sich an einer Stelle einschnurt, 
hierauf eine noch weiter wachsende Belastung yertragt, dann an einer 
zweiten Stelle eine Einschnurung erfahrt und in diesel' bei sinkender 
Belastung zerreiEt, wurden yerlangen, daB das DehnungsmaB un
mittelbar YOI' Beginn del' erst en Einschnurung genommen wird. 

Fig. 7 (Taf. I) zeigt einen SehweiBeisen- und Fig. 8 einen FluBeisen-Rund
stab naeh dem Zerreillen. Die Versehiedenheit der Obertlaehe der Stabe kenn
zeiehnet die beiden Materialien. 

Fig. 9 und 10 (Taf. II) geben zwei Stabe von Aluminiumbronze wieder, 
welehe beide naeh Angabe 90 % Kupfer enthalten sollen. 

Fig. 11 (Taf. II) laBt einen Bronzestab (gegossen) und Fig. 12 einen Messing
stab (gegossen) erkennen. 

Die Priifllng dieser Stabe hat ergeben: 

Stab Fig. 9 
Durehmesser . 1,50 em 
Qllel'sehnitt.. 1,77 qem 
Zugfestigkeit. 3983 kg/ qem 
Bruehdehnllng 64"/oallflOOmm 
Quersehnitts-

verminderung 

Stab Fig. 10 
1,50 em 

1,77 gem 
3232 kg/qem 

50%allflOOmm 

Stab ~Fig. 11 Stab Fig. 12 
1,99 em 1,97 em 

3,11 qem 3,05 qem 
2090 kg/qem 1472 kg/qem 

8,10J0auf200mm 11,5D/oauf200mm 

7,7% 15,7% 

I) Die Beschaffenheit des Materials wird im allgemeinen beurteilt nach den 
fur Kz , 'f und I/J erhaltenen Werten. Dem Arbeitsvermogen (§ 3) ist ein be
sonderes Gewicht namentlich in den Fallen einzllraumen, in welchen es sieh urn 
Widerstandsfahigkeit gegenuber dynamischen Wirkungen (lebendigen Kraften) 
oder gegeniiber den Einwil'kungen von Spannungen handelt, welehe durch stark 
weehselnde Belastungen oder durch groBe Temperatllrllntersehiede veranlaBt werden. 

Da fiir ein bestimmtes gleichartiges Material das Arbeitsvermogen mit An
naherung proportional dem Produkt aus Zllgfestigkeit uud Bruchdehnung gesetzt 
werden darf, so kanu auch dieses Produkt an Stelle des Arbeitsvermugens als 
ein MaB del' Materialgiite angesehen werden. (V erg!. des Verfassers Masehinen
elemente, 9. Aufl. (1903), S. 81 u. f.) 
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-ober die Abhangigkeit del' Dehnung cp von den Abmessungen, 
insbesondere vom Durchmesser bei gleichen Werten von l u. s. w. 
s. § 9. 

Bei umfassenden Versuchen tritt zu den oben unter a bis c 
angegebenen Ermittlungen 1) noch die Bestimmung 

d) del' Langenanderungen (§ 4 und § 5) und aus ihnen zu
treffendenfalls, 

e) des Dehnungskoef:fizienten (§ 2, § 4, Ziff. 1, Fu.Bbemerkung, 
S. 19, § 5, Ziff.3, FuBbemerkung S.83) und del' Prop 01'

tionalitatsgrenze odeI' del' Koeffizienten a und m del' Glei
chung 1, § 4 (§ 5, Ziff. 3), 

f) del' FlieB- odeI' Streckgrenzen (§ 2), 
g) del' Elastizitatsgrenze (§ 4, Ziff. 1, S. 21 und 22) und del' 

Dehnungsreste (§ 4, Ziff. 1, S. 22, § 5, Ziff. 1), 
h) del' Dehnungslinie bis zum Bruch (§ 3, Fig. 1) und des 

Arbeitsvermogens (§ 3). 

Zur erschopfenden Klarstellung gehoren im allgemeinen ferner 
die chemische und die mikrographische Untersuchung des Materials, 
sowie die Prlifung des Verhaltens gegenliber Biegung, insbesondere 
gegenliber Schlagwirkungen. 

Einrichtttngen znnt Messen der Langenandm'ttngen 

hei Zng nnd Drttck. 

Zur Bestimmung del' Langenanderungen hat Bauschinger 
den aus Fig. 4, S. 105, ersichtlichen Apparat ausftthren lassen, del' 
zu den besten gehort, welche flir den Zweck benutzt werden 
konnen. Derselbe setzt Einspannung des Versuchsstabes III 

liegender Maschine voraus. 
Del' zu untersuchende Stab wird an den Enden.A und B del' 

Strecke AB, flir welche die Langenanderungen bestimmt werden 
sollen, durch die ReiBnadel mit zwei leichten Querrissen versehen. 
In die Ebene des einen Querrisses, etwa bei A, legen sich pressend 
die Stahlschneiden del' beiden schraubstockartig verbundenen Backen 

1) Zu del' Ermittlung unter a (Zugfestigkeit) kann auch die Beurteilung 
des Bruchgefiiges hinzugefiigt werden. In diesel' Hinsicht darf u. a. auf die 
Arbeit von R u del 0 f f: "Beitrag zum Studium des Bruchaussehens zerrissenel' Stabe" 
in del' "Baumaterialienkunde" Heft 6/7, IV. Jahrgang, S. 85 u. f. verwiesen werden. 
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ee, die damit am Versuchsstabe festgeklemmt werden. Diese 
Backen bilden die Trager zweier rechts und links vom Versuchs
stab befindlichen senkrechten Achsen, auf denen unten kleine Rollen 
(aus Hartgummi) vom Halbmesser ~' sitzen, wahrend sie oben stell
bare Spiegel trag en , wie dies in del' Abbildung angedeutet 
ist. An die klein en RoUen legen sich Stahlstabchen DE, deren 
Schneiden durch Krafte GG, ausgeubt mittels Stellschrauben, in 
den QuerriB des anderen Endes B del' MeBlange gedruckt werden. 
Damit nun bei einer Anderung del' MeBlange l die beiden kleinen 
RoUen von den Stahlblattern DE mitgenommen werden, sind diese 
auf dem Rucken da, wo sie die Hartgummirollen beruhren, mit 
feinem Schmirgelpapier belegt. Einer stetig erfolgten Langen
anderung l des Stabes wird unter diesen Umstanden eine Drehung 
del' RoUen und damit auch del' Spiegel um den 'Winkel a ent
sprechen, derart, daB l = a l' ist. Mit den Fernrohren F F sieht 
man durch die Spiegel auf den im Abstande L aufgestellten MaB
stab H J J B. Waren die Spiegel bei Beginn des Versuchs so ein
gesteUt, daB man mit dem Fernrohr die Stelle J des MaBstabes 
sah, so wird bei einer Drehung des Spiegels um a del' Beobachter 
mit dem Fernrohr durch den Spiegel die Stelle H des MaBstabes 
sehen, welche dadurch bestimmt ist, daB 

Damit ergibt 

woraus fur kleine 

gesetzt wird, 

JH=a=Ltg2a. 

sich 

Werte 

l ra 
-

a Ltg2a 

r a 
l=a-.- ---

L tg2a 

von a, wenn mit 

a 1 
tg 2 a 2 

r 
l=a 2L 

3) 

Annaherung 

4) 

Somit erscheint del' Apparat als ein Fuhlhebel, dessen kleinel' 
Arm gleich dem Halbmessel' r del' Rolle und dessen groBel' Arm 
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gleich der doppelten Entfernung des MaBstabes von dem Spiegel 
ist. Fur r = 3,500 mm und L = 3500 mm ergibt sich somit die 
Ubersetzung 3,500: 2 . 3500 wie 1 : 2000. Bei Einteilung der Skala 
des MaBstabes derart, daB die Teilstriche um 4 mm voneinander 
entfernt sind, hat demnach der Teilstrichabstand auf dem MaB-

stabe den Wert von 5~0 mm fiir die Langenlinderung, und da im 

Gesichtsfelde des Fernrohres '/10 Teilstrichabstand noch mit aus
reichender Sicherheit geschatzt werden kann, so geht in diesem Fall 

die Messung auf 5~00 mm, d. i. bei l = 150 mm gleich 75~ 000 

der MeBlange. 
Um zu beurteilen, mit welcher Annaherung die Gleichung 4 

zutreft'end ist, sei folgende Zusammenstellung angefugt: 

a= 1° 2° 3° 4° 5° 
a 

tg 2 a = 0,4998 0,4992 0,4982 0,4967 0,4949 

a 
0,5 - tg 2 a = 0,0002 0,0008 0,0018 0,0033 0,0051 

Fehler in % = 0,04 0,16 0,36 0,66 1,02. 

Will man den Fehler bei Rechnung mit Gleichung 4 nach 
Moglichkeit gering erhalten, so muB der Spiegel bei Beginn des 
Versuchs ungefahr so eingestellt werden, daB del' groBte in Betracht 
zu ziehende Wert von a etwa zur einen Halfte links von J und 
zur andern rechts von J zu liegen kommt. Dann bleibt, da der 
Gesamtdrehungswinkel der Rolle und des Spiegels kleiner als 4° 
zu sein pflegt, der Fehler kleiner als 0,16 %. Durch Benutzung 
von Fehlertabellen laBt sich der nach Gleichung 4 ermittelte 
Wert uberaus leicht berichtigen, in der Regel ist dies jedoch 
nicht notig I). 

Wie aus dem Vorstehenden erhellt, geschieht die Messung 
der Verlangerung doppelt: auf zwei Seiten des Versuchskorpers. 
Das arithmetische Mittel wird als die Verlangerung des Stabes 

') Die Gleichung 4 wiirde genau richtige Werte ergeben, wenn der Mall
stab H J J H nicht gerade, sondern nach einem Kreisbogen gekriimmt ware. 
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angesehen. Die Messung auf nur einer Seite wurde in den meisten 
Fallen zu Irrtumern fuhren: einmal weil sich die Mantelober
flache - deren Dehnung doch allein durch den Apparat ge
messen wird - nicht an allen Stell en urn gleich viel dehnt, 
zweitens weil das Versuchsstuck mit dem aufgeklemmten MeB
instrument einschlieBlich des letzteren nicht selten kleine Be
wegungen erfahrt. 

Fur genauere Elastizitatsbeobachtungen ist es ganz wesent
lich, daB Temperaturanderungen wahrend eines Versuches mog
lichst vollstandig vermieden werden 1), namentlich deshalb, weil 
die dunnen Stahlstabchen DE viel rascher die neue Temperatur 
annehmen als del' Versuchsstab, und del' so entstehende Unter
schied in dem Warmezustand das El'gebnis des Versuchs - selbst 
wenn del' Stab aus dem gleichen Material bestande wie die Stahl
stabchen DE - erheblich beeintrachtigen kann. Man muB sich 
eben immer vergegenwa.rtigen, daB bei dem Warmeausdehnungs-

koeffizienten von rund -so-too und dem Dehnungskoeffizienten 

von rund 2 Oo~ 000 die Verlangerung durch 1 0 C. Temperatur

zunahme gleich derjenigen ist, die dul'ch 25 kgjqcm Spannung herbei
gefiihrt wird. Selbst 1/100 C. Temperaturunterschied entspl'icht noch 
2,5 kg j qcm Spannungsunterschied. 

Die Sichel'heit del' Messung hangt natul'lich davon ab, daB die 
Reibung die Rolle mitnimmt. Da nun bei Beschleunigung von 
Massen durch Mitnahme mittels Reibung unbedingt ein Gleiten 
eintreten muB, wenn die Reibungskraft kleinel' ist als das Produkt 
aus Masse und Beschleunigung, so muB bei genauen Elastizitats
messungen, namentlich wenn es sich urn eine genaue Bestim
mung del' bleibenden Dehnungen handelt, mit gl'oilter Sorgfalt 

1) Diesem Punkte wird, nach den Erfahrungen des Verfassers, selbst heute 
noeh viel zu wenig Beachtung zuteiL Dabei reicht es nicht aus, daJ3 man die 
Temperatul' im Versuchsraum wahrend einer U ntersuchung m6glichst unverander
lich erhiilt. Eine Beriihrnng mit der Rand, ein Anhauchen, ein Luftzug u. s. w. 
auBern ihren die Genauigkeit der Messung herabsetzenden EinfluB. 1m Falle 
einer solchen St6rung des Warmezustandes ist es angezeigt, zu warten, bis der 
Apparat in Hinsicht auf seinen "Warmezustand zu ausreichender Ruhe gelangt ist. 
Dies gilt namentlich auch unmittelbar nach dem Ansetzen des Spiegelapparates, 
weil hierbei Erwiirmungen durch die Beriihrung mit den Randen einzutreten 
pflegen, die erst dureh Abkiihlung wieder verschwinden miissen. 

Bach, Elastizita!. 5. Aufl. 8 
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auf ganz allmahliehe Steigerung der Belastung oder Verlangerung 
geaehtet werden 1). 

Der Bausehingel'sehe Spiegelapparat kann aueh zur Er
mittlung del' Zusammendruekung von Karpel'll benutzt werden, 
doeh zieht Verfasser vor, hier eine andere, fur stehende Prufungs
masehinen geeignete Eiuriehtung zu verwenden. Die Abbildungen 
Fig. 13 bis 15 zeigen dieselbe, wie sie zur Bestimmung del' 
Elastizitat von Karpel'll aus Zement, Zementmartel, Beton, Sand
stein u. s. w. in den Abmessungen: rund 250 mm Durehmesser 2) 

und 1000 mm Hahe 2) seit rund 12 Jahren benutzt worden ist und 
heute noeh Verwendung findet. 

Die Versuehskarper sind dureh Hobeln mit genau parallelen 
Stil'llflaehen (Druekflaehen) zu versehen, so daB bei del' vorhandenen 
Kugellagerung der Druekplatten der Masehine (vergl. Fig. 13) eine 
gleiehmaBige Druekverteilung, soweit sie uberhaupt zu erreiehen 
ist, erwartet werden darf. 

Die MeBvorriehtung, vergleiehe Fig. 13 und 14, besteht aus 
dem oberen Ring AA und dem untel'en Ring BB, welehe je dureh 4 
im reehten Winkel zueinandel' stehende Sehrauben am Vel'suehs
karper festgestellt werden, und zwal' urn l (bei Betonkarpel'll 
u. dergl. in del' Regel gleieh 750 mm) ubel'einander. 

Fig. 14 und 15 zeigen die eigentliehe MeBvol'l'iehtung. Er
folgt eine Zusammendl'iiekung des Versuehskarpers, so wird del' 
obere Endpunkt del' Stange C, die ihre Lange beibehalt, gegen-

1) Auch diesel' Punkt, auf dessen Bedeutung man erst dann zu treffen 
pflegt, wenn zum Zwecke del' El'mittlung del' elastischen Langenanderungen die 
bleibenden Dehnungen ~enau festgestellt werden sollen, ist viel zu wenig beachtet, 
was den Venasser veranla13t, ibn hier besonders hervorzuheben. Erst durch volle 
Beachtung desselben werden Instrumente, welche die Dehnung odeI' Zusammen
drllckung der Versuchskiirper unter Zuhilfenahme der Reibung als Ubertragungs
mittel messen, zu Versuchen mit fortgesetztem Wechsel von Belastung und Ent
lastnng verwendbar. 

2) Verwendet man zu Elastizitatsversuchen mit Betonkiirpern Prismen von 
Querschnitten bis etwa 12 cm Seite und 15 cm Memange, wie dies bis zur Auf
nahme del' Untersuchung del' EJastizit1Lt des Beton durch den Verfasser geschehen 
war, so kiinnen die Versuche bei del' Ungleic.hartigkeit des Materials - man 
denke an die einzeluen Schottel'stllcke (Steine, Ziegelbl'ockell, Kiesel bis Apfel
gl'ii13e) - wenigstens im allgemeinen nicht zn El'gebnissell fllhl'en, die mit ~us
reichender Gellauigkeit anf die praktischell Anwendullgen, d. h. auf auszufuhrende 
Betonbauten, llbertragen werden dunen. 

8* 
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/ 

Fig. 14. 
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uber dem Ringe AA und dem daran befestigten MeBinstrument 
um den Betrag del' Verkurzung nach oben rucken; dadurch dreht 
sich del' Hebel DEF um seine bei E gelegene Achse und nimmt 
durch das auf dem segmentartigen Ende F befestigte dunne 
Metallbandchen das Rollchen G mit, auf dessen Achse del' an 
einer Bogenskala entlang laufende Zeiger sitzt. Diesel' tragt am 
Ende nicht eine Spitze, sondeI'll ist hier flach gehalten und mit 
cinem radial en , deutlich sichtbaren Strich versehen. Die Uber
setzungsverhaltnisse sind bei dem einen Instrument des Verfassers 

Fig. 15. 

(ausgefiihrt von C. Klebe in Munchen) so gewahlt, daB 1 mm 
Zusammendruckung des Versuchskorpers 300 mm Weg auf del' 
Bogenskala entsprechen. Da nun hier l/to mm noch abgelesen 
werden kann, so erfolgt die Messung del' Zusammendruckung del' 
ursprunglich l = 750 mm langen Strecke bis auf 1/3000 mm, d. i. 

1 1 
3000.750 = 2250000 del' Strecke, auf welcher die Zusammen-

druckung gemessen wird. 
Bei einem zweiten Instrument (ausgefiihrt von Ludw. Tes

dorpf in Stuttgart) entspricht 1/2 mm Zusammendruckung des un ter
suchten Korpers einem Skalenweg von 300 mm, das ist 600 mal mehr. 
Da nun auf del' Skala noch 1/10 mm abgelesen werden kann, so 
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erfolgt die Messung del' Zusammendruckung del' ursprunglich l 
1 

langen Strecke auf 6000 mm, d. i. bei 1= 500 mm, fur welche 

1 
MeJHange das Instrument meist benutzt wird, auf 3000000 von l. 

Fur l = 750 mm wurde sich 450~ 000 ergeben. 

Neu ist in del' Hauptsache an dem erst en Instrumente die 
Mitnahme des Rollchens G durch ein dunnes Metallbandchen, und 
an dem zweiten uberdies die Anordnung von Kugelzapfen an den 
Enden del' Stange C, die zum Zwecke tunlicbster Fernhaltung 
des Einflusses von Temperaturanderung aus Holz besteht (vergl. 
das S. 113 hinsichtlich des Einflusses del' Temperaturanderungen 
Gesagte, insbesondere auch FuBbemerkung daselbst). Die iibliche 
von Durand-Claye angewendete 1) Ubertragung erfolgt in del' 
';Veise, daB das Rollchen G verzahnt ist, ebenso das segment
artige En de F des Rebels DE F. Gegen die Verwendung eines 
Zahngetriebes sprach zunachst die Absicht, den Korper abwechselnd 
zu belasten und zu entlasten. Del' geringste tote Gang wurde 
sich hierbei storend erweisen mussen, falls die Beruhrung del' Zahn
flank en nicht durch Federkraft gesichert wird. Ferner sprach da
gegen die Erwagung, daB beim Zahngetriebe das tatsachliche Uber
setzungsverhaltnis von del' Zahnform abhangt, und daB bei del' Klein
heit del' Zahnabmessungen, wie sie gewahlt werden mussen, nicht 
damuf gerechnet werden darf, daB die Zahnform so scharf ausgefuhrt 
wird, um das Ubersetzungsverhaltnis genau gleich zu erhalten. Diese 
Grunde hatten den Verfasser schon fruher bei anderer Gelegenheit 
veranlaBt1 ein dunnes Metallband zur Ubertragung zu wahlen ~). 

Die Beruhrung del' senkrechten Stange C mit dem von ihr 
bewegten Hebel wird durch eine Feder gesichert. 

Solcher MeBinstrumente werden auch hier immer zwei, und 
zwar so vel'wendet, daB sie einandel' gegenuberliegen. Auf diese 
'Weise geschieht die Messung del' Verkurzung jeweils auf zwei 

1) Verg!. FuBbemerkung S. 121. 
2) Vergl. des sen V onichtung zur Messung del' Durchbiegung von Platten in 

del' Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1890, S. 1042, Fig. 9 und 10, 
odeI' auch die Schrift: "Versuche iiber die Widerstandsfahigkeit ebener Platten", 
Berlin, S. 4, Fig. 9 und 10, oder "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 112, 
Fig. 90 und 91. 
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einander gegenuberliegenden Seiten. Als Zusammendruckung gilt 
das arithmetische Mittel aus beiden Verkurzungen 1). 

Fig. 16. 

1) Uber clie Berechtigung clel' iiblichen Dehnungsmessungen auf clem Mantel 
cles Korpers vel'gl. A. Menzel, Untersuchungen iiber clas bei cler Bestimmung 
clel' Druckelastizitiit iibliche Vel'fahren, clie Dehnungen auf clel' Mantelflache des 
Versuchskorpers zu messen, 1902. 
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Verfasser beniitzt diese MeBvorl'ichtung auch zur El'mittlung 
del' Zugelastizitat. Wie ersichtlich, besteht del' einzige Unterschied 

Fig. 17. 

lediglich darin, daB, wahrend bei Druckbelastung del' Zeiger auf 
del' Bogenskala von unten nach oben sich bewegt, er bei Zug
belastung von oben nach unten schwingt. Dadurch laBt es sich 
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in bequemel' Weise el'maglichen, daB ein und del'selbe Karper 
der Zug- und del' Druckprobe unterworfen und dabei die 
Dehnung, bezw. die Zusammendrtickung, mit den s e 1 ben In
strumenten genau auf die gleiche Erstreckung gemessen 
werden kann. Will man vom Zug- zum Druckversuch odeI' von 
diesem zum Zugversuch tibergehen, so bedal'f es jeweils nm der 
Versetzung des Karpel'S mit den angeschraubten Instrumenten aus 
del' Zug- in die Druckmaschine bezw. aus del' letztel'en in die 
erst ere. Fig. 16 zeigt den Karpel' (Marmor) mit dem zweiten del' 
Instrumente in der Zug- und Fig. 17 in del' Druckmaschine 1). 

Neben dem Bauschingerschen Spiegelapparat steht und 
diesem ftir senkrechte Prlifungsmaschinen vorzuziehen ist del' Spiegel
apparat von A .. M artens, hinsichtlich dessen auf A. Martens, 
Materialienkunde, S. 477 u. f. verwiesen werden darf. 

1) Die Befestiguug des obern und untern Rahmens ist in der Darstellung 
(fUr die photographische Aufnahme) mit nur drei Schrauben gegeben. 1m all
gemeinen ist die Befestigung mit 4 Schrauben vorzuziehen, wobei dann am obern 
und untern Rahmen die links und rechts VOll del' mittleren Stellschraube vor
handenen Locher fiir die Stellscbrauben zu benutzen sind. 

Fig. 18. 

Nach 'Nissen des Verfassers war Durand-Claye der erste, welcher in der 
'Weise, wie es oben besprochen ist, die Zusammendriickung von Korpern be
stimmte; allerdings ist das Verfahren noch ein wenig genaues. Fig. 18 gibt das 
D urand-C la yesche Instrument wieder (Annales des ponts et chaussees, 1888, 
XV, Taf. 12, Fig. 9, Text XVI, S. 193 u. f.). 

Bei der Einseitigkeit der Messung werden sich haufig recht erhebliche 
Ungenauigkeiten eingestellt haben. Zum Teil lassen sich dieselben unmittelbar 
ans den von Duran d - C la y e veroffentlichten Zahlen erkennen. Die senkrechte 
Stange des Instruments, auf deren unveranderlicher Lange die Messung beruht, 
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§ 9. Einflu13 der Form des Stabes. 

Die Aufstellungen in § 6 enthalten nul' die GroBe f des 
Stabquerschnittes; die Form desselben ware hiernach voll
standig gleichgiiltig. Tatsachlich ist sie es jedoch nicht, wenn auch 
ihr EinfluB nicht bedeutend erscheint. DaB die Querschnittsform 
nicht gleichgultig ist, erhellt, abgesehen von Versuchsergebnissen, 
schon aus folgender Erwagung. 

Den Entwicklungen der iiblichen Gleichungen fiir die Zug
elastizitat und Zugfestigkeit, wie sie in § 6 und § 8 aufgefiihrt sind, 
liegt zunachst die V oraussetzung zugrunde, daB die Dehnungen 
und Spannungen in allen Punkten des Stabquerschnittes gleich 
groB sind, daB sich aIle Fasern, aus denen del' Stab bestehend 
gedacht werden kann, ganz gleich verhalten und nicht gegenseitig 
aufeinander einwirken. Es andert an jenen Gleichungen nichts, 
ob eine Kraft P - gleichmaBig verteilt - getragen wird von 
em em Stab, dessen Querschnitt 10 qcm betragt, oder von 
1000 Staben von je 1qmm Querschnitt. In dem einen Fall ist 
f = 10 qcm, in dem anderen f = 1000.0,01 . 10 qcm, d. h. in 
beiden Fallen gleich. In Wirklichkeit abel' - immer gleichmaBige 
Verteilung del' Last und gleiches Material vorausgesetzt - werden 
sich die 1000 Metallfaden von je 1 qmm Querschnitt unabhangig 
voneinander (senkrecht zur Achse) zusammenziehen konnen; sie 
werden, wenn sie sich vorher gerade beriihrten, die Beriihrung 
infolge del' mit der Dehnung (Belastung) verkniipften Zusammen
ziehung aufgeben. Die einzelnen Fasern des Stabes von 10 qcm 
Querschnitt jedoch besitzen eine solche Unabhangigkeit nicht; sie 
wirken senkrecht zur Achse aufeinander ein. Das Ergebnis dieser 
Einwirkung abel' muB ein verschiedenes sein, je nach del' Form 
des Querschnittes, es wird ein anderes sein bei einem kreisformigen 
als bei einem langgestreckt rechteckigen odeI' einem I -formigen, 
es wird ein anderes sein bei einem dfmnwandigen Hohlzylinder 
als bei eillem Vollzylinder u. s. w. DaB abel' die bezeichnete seit
liche Einwirkung Dehnung und Festigkeit beeinfluBt, ergibt sich 
aus den Betrachtungen, welche in § 7 angestellt wurden. 

war aus Metal! und deshalb sehr empfincllich gegen Temperatllranderllngen. (Vergl. 
S. 113, insbesondere auch FllBbemerkung daselbst.) Ubertragllng del' Bewegung 
erfolgte durch verzahnten Sektor und Zahnrad. Ubersetzungsverhaltnis 1: 100. 
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Derselbe Gedankengang fiihrt zu dem Ergebnis, daB auch 
die verhaltnismaBige GroBe der Abmessungen bei einer und der
selben Querschnittsform - streng genommen - nicht ganz gleich
giiltig sein wird. 

Versuchsergebnisse. 

1. Ein,flujJ (~el' Stctbfol'l1~, welche del' Quel'schn'ittsvel'l1~indel'ttng 

(Zltsmnmenziehung) hinderUch 'ist. 

Kirkaldy stellte vor rund 45 .Tahren ZerreiBversuche mit 
Rundeisenstaben nach Fig. I, 2 und 3 an. Die Stabe Fig. 2 sind 
entstanden aus Zylindern Fig. 1 je durch Eindrehen einer schmal en 
Nute auf den Durchmesser d, die Stabe Fig. 3 aus sol chen Fig. 1 
durch Abdrehen auf den Durchmesser d. 

R 
"",d,,, 

B ,a i i 
'" "" , +-'D-). 

'---

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 

Die Ergebnisse diesel' Versuche sind m folgender 'l'abelle 
zusamm en gestell t. 

Zugfestigkeit Querschnitts-
Material Form des Stabes Kz (Gl. 1, § 3) verminderung 

in kgjqcm IjJ (Gl. 2, § 3) 

Low Moor. Fig. 1, D = 2,54 cm 4560 51,00% 
Walzeisen, 2, d = 1,85 - 6420 8,03 -

harteste Sorte 3, d = 1,85 - 4920 49,23 -

Govan. Fig. 1, D = 2,64 cm 5025 407IDj , 0 

Geschmiedetes 2, d = 1,78 - 6910 13,77 -
Walzeisen 3, d = 1,78 - 5020 36,02 -

Govan. 
Fig. 1, D = 2,59 cm 4040 47,38 % 

2, d = 1,80 - 4950 21,27 -
Walzeisen 

3, d = 1,80 - 4360 46,91 -
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Sie zeigen die fiir den ersten Augenblick schlagende Eigen
tiimlichkeit, daB die Festigkeit, d. h. Bruchbelastung dividiert 
durch den kleinsten Querschnitt, bei den nach Fig. 2 eingedrehten 
Staben weit groBer ist als bei den nicht eingedrehten. Versuche, 
welche in 'V"oolwich mit Stahlstangen (von 13/16" engl. Starke und 
mit einer den Durchmesser a,uf 3// vermindernden Ausrundung 
versehen) angestellt worden sind sowie Versuche von Vickers 
u. a. bestatigen das von Kirkaldy Gefundene. 

Die Erklarung el'gibt sich unmittelbar aus dem in § 7 Ge
sagten. Unter Einwirkung del' Belastung dehnen sich die Fasern, 
welche durch den kleinsten Quel'schnitt bb, Fig. 2, gehen; gleich
zeitig tritt eine Zusammenziehung senkl'echt hierzu ein. Das bei 
a a a a an den kleinsten Querschnitt sich anschlieBende Material 
setzt diesel' Zusammenziehung Widerstand entgegen, d. h. iibt in 
senkrechter Richtung zur Achse des Stabes Zugspannungen auf die 
durch den kleinsten Quel'schnitt gehenden und gespannten Langs
fasern aus, welche Zugspannungen, wie die G leichungen 4 in § 7 
lehren, eine Verminderung del' Langsdehnung zur Folge haben. 

Demnach gr~ift das bei aa aa an den Querschnitt T d 2 anschlieBende 

Material, indem es der Ausbildung del' Zusammenziehung sowie 
der Dehnung hinderlich in den Weg tritt, gewissermaBen unter
stiitzend gegeniiber dem kleinsten Quel'schnitt ein und erhoht 
dessen Festigkeit. DaB die Zusammenziehung gehindert wul'de, 
dal'iiber geben die Werte fiir I/J deutlich Auskunft. 

Hieraus folgt im allgemeinen fiir die genannten Materialien: 
Erschwerung odeI' teilweise Hindel'ung der Zusammen
ziehung senkrecht zur Stabachse (Querschnittsverminde
rung) verringert die Dehnung in Richtung del' letzteren 
und erhoht die Zugfestigkeit. 

Zur Untersuchung des Einflusses del' Lange del' Eindrehung 
sowie del' Ausrundung del' letztel'en hat Vel'fasser folgende Versuche 
mit Rundstaben nach Fig. 4 bis 7, je aus dem gleichen Material 
von bemel'kenswel'ter Gleichartigkeit hergestellt, ausgefiihrt. 
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FIU£eisen SchweiBeisen 

Zug- I Quer- Dehnung Zug- I Qner- I D h 
festigkeit schnitts-

.. . e nunO" 
Stabform auf 

festlgkelt SChnltts f b 

Kz (Gl. 1, vermlU-
100mm rp 

K (Gl. 1, v ermin- 1100au 
z • mm 'f 

§ 3) in derung l/J § 3) ill derung I/J (Gl 3 3 
kg/qcm (Gl. 2, § 3) 

(Gl.3, § 3) kg/qcm (G1.2, § 3) I ., § ) 

r 
4239 I 66% 

I 
33% 3664 34 ufo 28% 

Fig. 4 4242 
I 

66 - 36 - 3674 27 - 24 -

1 4281 65 - I 33 - 3676 28 - 26 -
i 

~.-

I 
I Durchschnitt 4254 66°/u 
I 

34% 3670 
\ 

30 0/0 I 26% 

i 

I 

1 

4428 62% I - 3738 13 0/0 -

Fig. 5 4380 65 - - 3701 12 - -
4447 63 - - 3622 

I 
10 - -

----

Durchschnitt 4418 
I 63% - 3687 

I 
12 0/0 I -

1 

5082 
I 55% - 4154 25 0/0 -

Fig. 6 4935 

I 

55 - - 4029 21 - -
5031 54- - 3925 24 - -

Durchschni tt 5016 I 55 °/0 I 
- 4036 I 23% I 

-

Fig. 7 5894 
I 50% 

I 
- 4474 

I 
14% I 

-

Die eingedrehten FluBeisenstabe rissen si:imtlich in del' Mitte 
del' Eindrehung odeI' in del' Nahe derselben; gleich verhielten sich 
die SchweiBeisenstabe nach Fig. 6 und 7. Die SchweiBeisenstabe 
nach Fig. 5 dagegen rissen nach Angabe del' Fig. 8 am Ende del' 
Eindrehung un tel' Bildung eines groBeren Spaltes, wie in del' Ab
bildung angedeutet ist. Dadul'ch erklart sich die vergleichsweise 
geringe Querschnittsverminderung. Die scharfe Eindl'ehung fiihl't 
also hier beim SchweiBeisen zum Bruch, bei dem zahen FluBeisen 
dagegen nicht. Del' nachteilige EinfluB, welchen die Un gleich
fol'migkeit del' Spannungsverteilung in dem Bruchquel'schnitt des 
SchweiBeisenstabes auBel'll muB (vergL FuBbemel'kung, S. 93 und 94), 
wird fast ganz aufgehoben durch den EinfluB del' Hinderung del' 
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Querzusammenziehung; denn die Festigkeit ist im FaIle del' Stab
form Fig. 4 nahezu die gleiehe wie im FaIle der Stabform Fig. 5. 
Bei dem FluBeisen uberwiegt in dem Quersehnitte der seharfen 
Eindrehung der EinfluB der gehinderten Q,uerzusammenziehung', 
ellle Folge del' groBen Zahigkeit des Materials. Die Fig. 5 a, 5 b, 

-8f3f------ ~---~---fElli_ 
I 1 I --

~O~AO~--"W_ - ~- - ____ - -14<1 -- - - - - --~- -.lfi)- -';1O~-I 

Fig. 4. 

Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7. 

Fig. 8. 

6 a und 6 b auf Taf. III geben die photographisehen Bilder der 
Probestabe naeh dem ZerreiBen, und zwar 

Fig. 5a elllen FluBeisenstab naeh Fig. 5, 
5b SehweiBeisenstab 5, 
6a FluBeisenstab 6, 
6b SehweiBeisenstab 6. 

Die in vorstehender Zusammenstellung enthaltenen Ergebnisse 
zeigen, daB bei einer Eindrehungslange von 25 mm der EinfluB 
del' gehinderten Querzusammenziehung noeh nieht erheblieh ist, 
daB er dagegen mit Abnahme diesel' Lange raseh waehst. Im 
ubrigen bestatigen sie das oben hinsiehtlieh dieses Einflusses Aus
gesproehene voIlstandig. 

Del' letztere ist aueh del' Grund, weshalb die del' Messung 
unterworfene Streeke del' Probestabe - Fig. 1 bis 3 in § 8 -
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kiirzer gewahlt werden muE als del' prismatische Teil derselben. 
Man hat sich eben zu sichel'll, daB ein solcher EinfluB innerhalb 
del' del' Beobachtung unterworfenen Strecke nicht mehr Geltung 
erlangen kann. 

Zur Feststellung des Einflusses solcher Eindrehungen auf die 
Festigkeit von Staben aus nich t zahem Material hat Verfasser 
Versuche mit grauem GuBeisen angestellt, und zwar un tel' 
Zugrundelegung 

a) del' Stabform Fig. 4, jedoch Durchmesser des mittleren 
zylindrischen Teils 2 cm, 

b) del' Stabform Fig. 5, jedoch Durchmesser del' Eindrehung 
2 cm bei 2,9 cm Stabstarke, 

c) del' Stabform Fig. 7, jedoch Durchmesser del' Eindrehung 
2 cm bei 2,9 cm Stabstarke. 

Die Ergebnisse mit den 10 Staben, hergestellt bei demselben 
GuB aus dem gleichen Material, sind dem Folgenden zu entnehmen. 

Stabform a b c 
(Fig. 4) (Fig. 5) (Fig. 7) 

Zugfeetigkeit 1 
1557 1446 1508 
1557 1583 1350 

1417 
1521 1439 1449 

Durchschnitt 1645 1471 1436 

Del' Bruch erfolgte bei den Stab en a (Fig. 4) innerhalb des 
zylindrischen Teiles, bei den Staben b (Fig. 5) am Ende del' Ein
drehung, d. h. da, wo del' 20 mm starke Zylinder aus dem 29 mm 
dick en heraustritt, und bei den Staben c (Fig. 7) in del' Mitte 
del' Eindrehung. 

Wie ersichtlich, ist die durchschnittliche Festigkeit del' Stabe 
mit Eindrehung etwas geringer als diejenige del' glatten Stabe, Fig. 4. 
Del' EinfluB, welchen die Ungleichfol'migkeit del' Spannungsver
teilung' iiber den Bruchquerschnitt auBert, iiberwiegt den hier nicht 
bedeutenden EinfluB del' gehinderten Querzusammenziehung. Ein 
erheblicher Unterschied del' durchschnittlichen Festigkeiten fiir die 
Stabform b (Fig. 5) und c (Fig. 7) ist nicht vorhanden. 
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Zusammenfassung. 

Bei Staben mit Eindrehungen, wie erartert, wird die Zug
festigkeit, d. h. 

Bruch belastung 
kleinster Querschnitt 

beeinfluBt 

1. von del' Ungleichfarmigkeit der Verteilung del' Spannungen 
tiber den Querschnitt in dem Sinne, daB die Festigkeit 
Verminderung erfahrt (vergl. auch § 6, S. 93 und 94, FuB
bemerkung), 

2. von del' Hinderung del' Querzusammenziehung in dem Sinne, 
daB die Festigkeit erhaht wird. 

Bei zahem Material, wie es als FluBeisen, SchweiBeisen u. s. w. 
gegeben sein kann, iiberwiegt del' EinfluB Ziff. 2 namentIich dann, 
wenn die Eindrehung sehr kurz ist (Fig. 2, Fig. 7); die Zugfestig
keit ist dann bedeutend graBer als diejenige prismatischer Stabe 
(Fig. 4). 

Bei Material, welches eine merkbare Querschnittsverminde
rung im Bruchquerschnitt nicht zeigt, wie z. B. graues Roh
eisen, scheint del' EinfluB Ziff. 1 das Ubergewicht zu erlangen; 
die durchschnittliche Festigkeit ergibt sich etwas kleiner als bei 
prismatischer Form, doch ist del' Unterschied sehr gering. 

Hinsichtlich dieses verschiedenen Verhaltens beider Arten von 
Material kommt auch in Betracht, daB bei zahen Stoffen die am 
starksten angestrengten Fasel'll - ohne zu reiBen - nachgeben, 
wodurch die weniger stark beanspruchten mehr zur Ubertragung 
herangezogen werden. 

Hieraus folgt, daB in bezug auf die Zugfestigkeit von Karpel'll 
mit Eindrehungen odeI' Einkerbungen nicht allgemein gesagt 
werden kann: sie ist graBer odeI' kleiner als diejenige von pris
matischen Karpel'll aus dem gleichen Material. Es erscheint un
statthaft, das fiir ein zahes Material gewonnene Ergebnis ohne 
wei teres auf ein weniger zahes odeI' ein sprades zu iibertragen 
und umgekehrt 1). 

1) In neuerer Zeit trifft man in del' technischen Tagesliteratur auf die 
Begriffe "scheinbare" und "wahre" Zugfestigkeit. Da es sich hierbei 
einerseits urn Fragen handelt, die nicht bloB in grundsatzlicher Hinsicht von 
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2. Einjl'ltjJ (lm' Lange 'ltnll des DttrclMnessers. 

In bezug hierauf sowie hinsichtlich des Einflusses der Quer
schuittsform hat der Chefingenieur Bar b a in Creusot umfassende 
Versuche an stell en lassen, die in der Hauptsache von Co u rea u 
und Biguet durchgefiihrt wurden (Barba, Memoires et compte 
rendu des travaux de la Societe des Ingenieurs Civils 1880, 
S. 682-714). Die wesentlichen Ergebnisse finden sich im folgenden 
unter A und B sowie in Ziff. 3 unter A, B und C wiedergegeben. 

Bedeutung sind, sandel'll denen auch eine recht erhebliche Bedeutung fiir die 
ausfiihrende Technik innewohnt, und da andererseits die ganze Unterscheidung 
dureh den Eintlu1.l der Stahform auf die Zugfestigkeit begl'lindet wird, so darf 
der Gegcnstand an diesel' Stelle nicht wohl unerortert hleihen. 

Die heiden Begriffe haben ihren Ausgang genommen 
von einem Aufsatze, den del' Vorstand des mech.·technischen 
Lahoratoriums an del' techno Hochschule :Mlinchen, Prof. Dr. 
Foppl, in del' Tonindustrie-Zeitung 1896, S.145 und 146 
unter dem Titel: "Scheinbare und wahre Zugfestig-
keit des Zements" verofi'entlicht hat. Foppl war damals 
del' :Meinung, da1.l del' oben eriirterte Eintlu1.l del' Stabform 
bisher unbemerkt geblieben sei. (Vergl. dagegen FuEbemerkung 
S. 102 u. f. Bowie S. 122 u. f.) Unter "wahrer" Zugfestigkeit 
wird die Festigkeit ausreichend langer Prismen verstanden, 
wahrend mit "scheinbarer" diejenige von eingekerbten Kar
pel'll, wie ein solcher in Fig. 9, dargestellt erscheint, gemeint 
ist. Diese Abbildung gibt die iibliche Form ("Achterform ") 
der Zomentprobekarper wieder, wie sie znm Zwecke del' ve1'
gleichenden Prufung des Zementes benntzt wird. Um die 

A 

Fig. 9. 

Ungleichformigkeit del' Lastverteilllng iiber den Quersclmitt zn zeigen, lieE F app 1 
Kantschnkk1irper von del' Form Fig. 9 herstellen nnd mit feinen Strichen senk
recht zur Zugrichtung vorsehen. Unter Einwirkung der Zngkraft gehen diese 
Striche mit Ausnahme desjenigen, welcher im mittleren Qnerschnitt mit del' 
Symmetrieachse zLlsammenfallt, in Knrven uber derart, daE diese clem mittleren 
Strich die erhabene Seite zukehren, entsprechend einer starken Zunahme der 
Dehnung nach auEen. Zum Zwecke ziffernmliBiger Bestimmllng del' Ungleich
farmigkeit del' Dehnnng libel' den Qnerschnitt lieE Fa p plan zwei Kantschnk
k1irpern in der :Mitte je zwei um nngefahr lmm voneinander abstehende feine 
Qnerstriche und sodann noch 7 Striche in Richtllng der Achse mit Tnsche ziehen: 
den einen zusammenfallencl mit der Stabachse, die ubrigen links und rechts 
im Abstande von 4, 8 und 11,5 mm. FiiI' diese ursprlinglich 1 mm langen Fasern 
wllnlen nun die Dehnungen des belasteten Karpers e1'mittelt, und zwar 

im Abstande 0 4 8 11,5 mm von del; Achse 
Zll 24 34 53 100, 

Bach, Elastizitat. 5. Auf!. 9 
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Unter D, Ziff.3 sind die aus neuerer Zeit stammenden Er
gebnisse del' von Bauschinger in bezug auf den EinfluB derGe
stalt del' Probestabe durchgefuhrten Zugversuche zusammengestel1t 
(Mitteilungen aus dem mechanisch - technischen Labol'atorium del' 
Ie technischen Hochschule in Mitnchen, 1892, Heft XXI). 

In Einzelheiten weichen die Ergebnisse del' Barbaschen 
Versuche von denjenigen del' Bauschingerschen Untersuchungen 

wenn die Dehnung lIn Abstande 11,5 mm gleich 100 gesetzt wird. Foppl be
merkt hierzll: "Das Verhaltnis zwischen der Dehnung am Rande zum Mittel
wert aUcr Dehnnngen steUt sich hiernach auf etwa 2,1. Fur einen ersten an
genaherten Versucft winl man hiernach annehmen durfen, daB auch die wahre 
Zugfestigkeit des Zementes etwas liber doppelt so groB wie die scheinbare 
(in clem vorher angegebenen Sinne dieses \Vbrtes) Zll schatzen ist." Hiernach 
wiirde also die Zugfestigkeit prismatischer St1ibe von Zement reichlich das 
Doppelte von deljenigen betragen, welche fiir gewohnlieh durch die Proben er
mittelt wird. In der Tat bemerkt auch Foppl: "Sob aid ein Ingenieur, der 
die Bereehnung einer aus Zement hergestellten Konstruktion aus
zufLlhren hat, den \Vert del' Zugfestigkeit des Zements notig hat 
(z. B. bei der Berechnung von Betonbriicken, Futtermauern u. s. w.), 
darf man ihm nicht clie scheinbare Zugfestigkeit angeben, cla er 
sonst die Festigkeit des Materials untersehiitzen wurde, sondern 
die erheblich hohere wahre Zugfestigkeit, auf die es bei cliesen 
Anwendungen allein ankolllmt. Es hat daher immerhin ein erheb
liehes Interesse fur den Fabrikanten, auch die wahre Zugfestigkeit 
seines Fabrikats zu kennen." 

Dureh den ersten dieser zwei Satze wird dem Ergebnisse des Versuchs mit 
den Kautschukkiirpern und den daran gekniipften FolgerLlngen eine schwer
wiegende Riickwirkung auf die zulassige Zuginanspruchnahme des Zements, 
gegenuber welcher Beanspruchllngsart die groBte V orsicht an und fUr sich 
angezeigt erscheint, eingeraumt. Dieser Umstanc1, in Verbindung mit cler Tat
saehe, daB seit jener Zeit bereits in mehreren Aufsatzen die wirkliche Zug
festigkeit des Zementmortels als bedeutend groBer aufgefaBt wird wie diejenige, 
welehe die iibliche Priifung des Zements liefert, notigt clarzulegen, daB es fUr 
die ausfiihrende Teclmik nicht zulassig ist, derart erhiihte Zugfestigkeiten fill' 
Zementmortel in Rechnung zu stellen. 

Zunachst folgt schon aus dem oben vorgefUhrten Versuchsmaterial, wonach 
z. B. FluBeisen im Falle kurzer Eindrehung eine wcit hohere Zugfestigkeit liefert, 
wahrend GuBeisen eine kleine Verminderung zeigt, daB ein ziffernmaBiger SehluLl 
von der Dehnung eines Kautschukkorpers auf die Zugfestigkeit eines be
liebigen Materials - ohne Eingehen auf die Eigenart desselben - wie er oben 
angefUhrt worden ist, als ullZulassig bezeichnet werden llluB. 

Er muB aber auch noeh aus einem anderen Grund zu Ergebnissen fllhren, 
wclehe unrichtig sind. 

Der SehluB setzt voraus, daB die Spannllllgen proportional den Dehnungen 
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etwas abo Es di.trfte dies vorzugsweise davon herriihren, daB die 
von 1VIaterialungleichheiten veranlaBten Abweichungen haufig be-

sind. Das trifft nuu fiir Kautschuk durchaus nicht zu. Nach Versuc.hen ,on 
Win k I er (Zivilingenieur 1878, S. 81 U. f.) ergibt sich flir Kautschuk 

" 
f2 - fl 

a=---
"2 - vI 

° ° 1 

0,5 0,046 10,9 
1 

1,0 0,121 6,7 
1 

1/) 0,207 5,8 
1 

2,0 0,316 4,6 
1 

3,0 0,548 4,3 
1 

4,0 0,859 3,2 
1 

5,0 1,309 2,2 
1 

6,0 1,794 2,1 

I-liernach ,Yiichst del' Dellilungslweffizient a von del' erstcn Spannungstufe 

his zur letzten ,on 1~ 9 bis auf -iI' d. i. etwa um das 5fache. B ei einer , , 
solchen Veriinderlichkeit des Verhiiltnisses zwischen Dehnungen 
unci Spannllngen erscheint es nicht mehr zulassig, einen ziffern
miiLligen SchluLl zu ziehen, del' Proportionalitiit zwischen Deh
nungen nnd Spannungen voraussetzt. Gerade del' Umstand, daB 
bei Kautschuk die Dehnungen viel rascher wachsen als die Span
nungen, hat zur Folge, da.6 die Ungleichfarmigkeit del' Spannungs
verteilnng becleutend geringer ist, als sie nach MaLlgabe des oben 
Bemerkten ermittelt wurde. Bereits aus diesem Grnnde aile in mii.6te man 
zu einer sehr starken Uberschiitzung der Zugfestigkeit des Zementes, clessen 
Dehnungskoeffizient weit weniger veranderlich ist als derjenige des Kautschuks, 
gelangen, wenn man dieselbe gema.6 den Darlegungen Fop pIs 2,1 mal so gro.6 
nehmen wiirde, als sie sich bei den iiblichen Zementproben ergibt. 

Die ganze Frage schien dem Verfasser fiir das Ingenienrwesen wichtig 
genug, um Versnche auszufiihren, durch welche die Zngfestigkeit von genligend 
langen prismatischen SUiben ans Zementmartel, d. h. also dessen "wahre" Zng
festigkeit, llllmittelbar festgestellt wird. DemgemaB wnrden Karpel' in griiLlerer 
Zahl von einer Form, ahnlich del' in Fig. 16, § 8 dargestellten, sowie von del' 
Form :Fig. 9 flngefertigt, nnd zwar in einer groBen Zementfabrik mit der clem 

9* 
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deutend groBer sind als die U nterschiede, welche die Verschieden
heit del' Gestalt bedingt. 

Zweeke entspreehenden Sorgfalt. Die Dul'chsehnittsergebnisse sind in del' folgenden 
Zusammenstellung enthalten. vVeshalb auch Druekversuche in dieselbe aufgenommcn 
worden sind, wird aus dem Spateren hervorgehen. 

Zusammensetzung del' Versuehskiirper: 1 Zement, 3 Sand 
Alter 28 Tage. 

9 Ofo \Vasser, Misehung 9 l/~ Ofo vVasser, Mischung des 
des Miirtels mit del' Miirtels mit der Kugel-

Hand misehtrommel 

Spez. Gewicht I Zug£estigkeit Spez. G -,wicht I Zug£estigkeit 

Zugkiirper 
I 

a) Aehterform, Fig. 9, 
Quersehnitt: 5 qcm 2,33 36,8 kg/qem 2,36 38,5 kg/qem 

b) Prismatische Form, 
Fig. 16, § 8, Quer-
schnitt: 50 qem 2,22 17,35 2,29 25,1 

Druekkiirper Spez. Gewicht Druckfestigkeit Spez. Gewichl Druckfesligkeit 

a) Wurfel von 50 qem 
Querschnitt 2,28 285 kg/qem 2,32 292 kg/qem 

b) Zylindel' von rund 
25 em Durehmesser 
(rund 480 qem Quer-
sehnitt) una rund 
25 em Hiihe 2,23 165 2,25 203 

Die spezifischen Gewiehte wurden durch vVagen in del' Luft und im Wasser 
bestimmt. 

Diese Ergebnisse zeigen, daB die Zugfestigkeit del' prismatische<l1 
SUibe Fig. 16, § 8 (ohne Einkerbung) bedeutend kleiner ist als die
jenige del' Kiirper mit del' Achterform Fig. 9. Es steheD sieh die Zahlen 
36,8 und 17,35 bezw. 38,5 und 25,1 kg/ qem gegenuber. 

Diesel' Untersehied ist nun allerdings nicht auf Reehnung derStabform zu 
setzeD, sondeI'll er erseheint als eine Folge davon, daB Zementkiirper von 50 qem 
Quersclmitt eben nicht so dicht und nieht so vollkommen gemiseht ausfallen 
als solehe von 5 qem Quersehnitt, die uberdies diesen Q,uel'sclmitt nur an einer 
eiDzigen Stelle besitzen. DaB Zementkiirpel' von griiBerem Quel'schnitt unter 
sonstgleichen Verhaltnissen in del' Tat eine geringere Widerstandsfahigkeit auf
weisen als solche mit kleinerem Quersehnitt, das zeig·en die Ergebnisse del' in die 
Zusammenstellung aufgenommenen Druckversuche. Obgleieh fUr kreiszylindl'isehe 
Versuchskiirper, deren Hohe gleich dem Durehmesser ist, nach S. 162 und 16S 
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A. Die Versuchsstabe haben verschiedene Durchmesser d, 
ebenso sind die der Messung unterworfenen Stabstrecken l 

verschieden lang, und zwar derart, da.B l: d konstant. 

Die Versnchsstabe wurden ans gleich stark en Stangen heraus
gearbeitet. 

Gleiche Dauer der einzelnen Versuche wurde mit Sorgfalt 
erstrebt. 

Die angegebenen Werte sind je die Durchschnittszahleu aus 
einer Versuchsreihe. 

Bowie 8. 165 eine etwas grol3ere Druckfestigkeit zu erwarten steht als fiir Warfel, 
ergaben hier die Zylinder mit 480 qcm Querschnitt eine bedeutend kleinere Druck
festigkeit als die Warfel mit 50 qcm Querschnitt; es stehen sich die Zahlen 165 
und 285, bezw. 203 und 292 gegeniiber. Wenn sich ..nun der Einflul3 des 
grol3eren Querschnittes bei Druckversuchen so ausgepragt zeigt, so darf er bei 
Zugversllchen in noch hoherem Mal3e erwartet werden, wie die oben angegebenen 
Zahlen auch nachweis en ; denn gegeniiber Zugbeanspruchung werden sich natur
gemal3 geringere Dichte und Unvollkommenheit del' Mischung des Zementmortels 
der Regel nach einflul3reicher erweisen miissen als gegeniiber Druckbeansprllchung. 
Recht deutlich zeigt sich del' Einflul3 der grol3eren Vollkommenheit des Mischens 
des Mortels bei Vergleich des spez. Gewichts und der Zugfestigkeit der Zug· 
korper mit grol3erem Querschnitt: 2,22 bezw. 17,35 und 2,29 bezw. 25,1. Dabei 
kann nicht verkannt werden, dal3 die Herstellung del' Probekorper in der Zement
fabrik mit einer Sorgfalt erfolgte, welche von derjenigen, mit welcher auf der 
Baustelle gearbeitet zu werden pflegt, kallm erreicht werden diirfte. 

Fassen wir das V orstehende zusammen, so mul3 allsgesprochen werden, 
dal3 es fiir die ausfiihrende Technik - wenigstens bis auf weiteres -
llicht nur nicht ratlich erscheillt, mit hoheren Zugfestigkeitszahlen 
Zll rechnen, als sie bei den iiblichen Zugversuchen mit Zement
mortel erhalten werden, sondern dal3 es vielmehr angezeigt ist, 
weit niedrigere zu wahlen. 

Es empfiehlt sich aul3enlem, im Auge zu hehalten, dal3 die iibliche Zug
probe mit Zementkorpern in erster Linie eine vergleichende Giiteprobe des 
Zementes sein, nicht abel' Zugfestigkeitszahlen liefern soIl, welche ohne weiteres 
auf die Ausfiihrungen iibertragen werden konnen. In bezug auf die Beschaffung 
von Erfahrungsmaterial fiir die letzteren glaubt Verfasser angesichts des Irrtums, 
der hier bloLlzulegen war, betonen zu sollen, was er bereits friiher an anderer 
Stelle (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1895, S.417, S.489, Ful3-
bemerkung) hervorgehoben hat: die Versuche sind in del' Regel unter 
solchen Verhaltnissen anzustellen, wie sie bei den wichtigeren tech
llischen Anwendungen vorzuliegen pflegen, so dal3 die ermittelten 
Erfahrungszahlen auf diese mit aus1'eichender Siche1'heit iibe1'
tragen werdeu konnen. 

Versuche mit Kautschukkorpern konnen aul3erordentlich lehr1'eich sein: in 
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Rundstlibe aus FluBeisen. 

'" IF~~~gl 
Quersehnitts- Ver-'" ~ Dureh- Stab- Dehnung Cl .......... Ver-""C "C5 verminde~·ung. liinge-'" streeke hiilt- 1,,- 1 '" en messer "...c:: j-h rung (1'=100-1-S '" d 1 nIS 1/J=100-j-. - 1b-{ 

S ~ 
'" " em crn l: d !kg/q:rn I % em % Zt> I 

I 
142201 

I 

1,64 1 0,690 5,0 69,3 
I 

32,8 1 
2 1,035 7,5 4200 69,0 2,49 1 33,2 
3 1,380 10,0 4210 69,7 3,30 I 33,0 
4 1,725 12,5 

I 
7,24 4170 68,6 4,18

1 
33,0 

5 2,070 15,0 4160 69,2 5,08 i 33,6 
6 2,415 17,5 4090 69,7 1 5,80 33,2 
7 2,760 20,0 

I 
4000 68,8 

1

660 
33,0 

8 3,105 22,0 I 3960 69,5 7:65 I 34,0 
I 

Durchschnitt 
[4130

1 

69,2 33,3 

erster Linie, urn die Art del' Formanderungen zu zeigen, die untel gewisser 
Belastung bei gegebener Korperform eintritt, wie z. B. irn FaIle del' Zllgbelastung 
beim Korper Fig. 9, urn dem Auge erkennen zu lassen, daB die Dehnung von 
innen nach auBen zunimmt. Wird jedoeh ein ziffernmaBiger SehIuG auf die 
GroGe del' Spannungen beabsiehtigt, so muG die starke Vel'itnderlichkeit des 
Verhaltnisses zwischen Dehnungen und Spannungen bei Kautschuk iu Rechnung 
gezogen werden. Bei Ubertragung auf andere Matel'ialien ist sodann iiberdies 
deren Eigenart im Vergleich zu Kautschuk zu beriicksichtigen. Dazu geseIlen 
sieh die Einfliisse, wie sie im vorliegenden FaIle zn beriicksichtigen waren: die
jenigen del' Diehte, der Quel'schnittsgroGe, del' HersteIlung u. s. w. 

SolI die Zulassigkeit del' Hoherwertnng del' Zugfestigkeit des Zementes fiil' 
auszufiihrende Bauten nachgewiesen werden, so muG dies durch Vel'suche mit 
Kol'pern und un tel' Verhaltnissen gesehehen, welche denjenigeu del' tatsachlichen 
Ausfiihrung geniigend entsprechen. 

SchlieGlieh sei noeh erwahnt, daG bel'eits Dul'ancl-Claye 8 Jahre Miher 
in den Annales des ponts et ehaussees, 1888, II, S.173 bis 211, ziemlich ein
gehend - aIlerdings aueh nieht einwanclfrei - mit dem zul' Erortenmg stehenden 
Verhalten von Zement- und SteinkOrpern sich beschaftigt hat. Daselbst finden 
sieh aueh (Taf.12) die erwahnten Formanderungslinien, welche sieh auf den 
Kautschukkorpern zeigten, mit denen D u ran d -C I aye gleichfalls gearbeitet hatte. 
Ein weiterel' Aufsatz von demselben Verfassel' findet sich in der gleichen Zeitsehl'ift 
1895, S. 604 u. f. Durand-Claye gelangte dabeizu clem Ergebnis, daG die wahre 
Zugfestigkeit des Zementes um 50 % groGer sei als diejenige del' Aehterform, 
wahrend Foppl auf ein Mehr von 110% kam, wie oben angegeben wul'c1e. 

1m iibl'igen ist gegeniibel' clem Begriff "wahre Zugfestigkeit" ganz 
allgemein das in del' FuLlbemerkllng 2, S. 11 Hervorgehobene festzuhalten. 
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Rnndstiibe aus FlnJlstahl. 

@ 1l I - - I' 
c:;':;; DUl'ch- Stab- Ver- 1 Festig-I 

I keit 11 me~ser stretke ,'II ~~~: 
z> em en). 
--~r------r------

II' K, ! 
'. I 

ikg-/qcm I 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

0,690 
1,035 
1,380 
1,725 : 

2,070 I 

2,415 
2,760 I 
3,105 I 

I 
5,0 I 

7,5 I 
10,0 I 

12,5 
15,0 
17,5 

20,0 I' 

22,5 

Durchschnitt , 

I I 

\6480
1 

164901 

1

6390 
724 6330 
, 6350 I 

6200 

!
632°1 

I I 

163601 

Querschnitts- ver-I DehnunO' 
vermindenmg lange- l ~ l 

f-f run 0' -100 b 
100 ' ,b '" 'r'- --

IjJ= --,- to-t i L 

% .t : em I % 

36,5 
38,0 
37,4 
38,4 
31,8 
35,8 
34,4 

nicht 

36,1 

I 
1 1,00 
I 1,41 

1

182 
2'27 , 
2,70 

3,17 1 

3,90 I 
el'mittelt 

20,0 . 
18,8 
18,2 
18,1 
18,0 
18,1 
19,5 

18,6 

Die Vel'suchsel'gebnisse zeigen: 

a) eine, wenn auch nicht bedeutende Abnahme del' Festigkeit 
mit wachsendem Dul'chmessel', 

tJ) Unabhangigkeit del' Quel'schnittsvel'minderung !j.' vom Durch
messer, 

y) Unabhangigkeit del' Dehnung qJ vom Durchmessel' d und del' 
Lange 1, sofern das Vel'haltnis 1 : d das gleiche bleibt. 

B. Die Vel'suchsstabe besitzen vel'schiedene Dul'chmesser, 
dagegen sind die del' lYIessung zugl'unde gelegten Stab

strecken gleich lang. 

I Verlange- I Dehnung 
i 

Nummer 
Dl1rch- Stab-

strecke 
Festigkeit . ; l 

des 
messcr rung , ,- , Bemer-

Versuchs 
d l K z lo - t I g> = 100 -' L- kUDgen 

em em kgJqem em , % 
I 

I 

i 
1 2,0 10,0 3700 3,75 37,5 

FluJ3-
2 1,0 10,0 3690 3,05 30,5 

I eisen 
3 0,5 10,0 3760 2,50 25,0 

1 2,0 10,0 5930 2,59 25,9 
FluJ3-

2 1,0 10,0 5940 2,10 21,0 
stahl ., 

0,5 10,0 6000 1,70 17,0 i) 
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Diese Versuchsergebnisse Iehren, daB die Dehnung g; bei 
gieicher GroBe del' Stabstrecke, weiche der Bestimmung zugrunde 
g'elegt wird, in ziemlichem MaBe abhangt von dem Durchmesser d, 
und zwar derart, daB sie wachst mit zunehmendem Durchmesser. 

Nach dem Ergebnis A, r entfallt diese Abhangigkeit bei 
gieichem Verhaltnis l: d. 

Hieraus folgt, daB bei Forderung einer bestimmten 
Dehnung g; fiir eine bestimmte Stablange L ein gewisser 
Durchmesser d vorgeschrieben sein muB. Sind die Durch
messer verschieden, so haben sich die MeBIangen zu ver
halten wie diese. 

A. Die Versuchsstabe haben verschiedene Querschnitts

form, jedoch gleich groBe Querschnittsflache. 

Aus einer und derselben Stange FIuBeisen von 40 mm Quadrat-
seite wurden hergestellt: 

3 Rundstabe von 26 mm Durchmesser, 
3 Flachstabe 40 - Breite und 13 mm Starke, 
3 ausgefraste Stabe mit Querschnitt nach Fig. 10. 

Fig. 10. 

~ j:; 
~ ~ 

I i 
I I 
I 
I I 
I I 

_~L! __ 
Fig. 11. 

Die mittiere prismatische Lange betrug 290 mm, die MeBlangc 
260 mm, entsprechend del' Gleichung 2 in § 8. 
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Die Stabe wurdeu der Stange so entnommen, daB zunachst 
ein Rundstab, sodann ein Flachstab, him'auf ein Stab mit Quer
schnitt nach Fig. 10, alsdann wieder ein Rundstab u. s. f. auf
einander folgten. 

/' 

--, 
I 

: 0) z. 
I 

: waH 
I 
I 
~ 

~ 

I 
I 
I 
I 
I 

~~-
Fig. 12. 

Fig. 15. 

--:r-r CJ5. 
I ' 
I : 

: i ru%~J 
I I 
I I 
~ g 
~ <:) 

'I 
I 

Fig. 13. 

I 

Fig.lG. 

-- --r 

--r 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I Cls. 
I 
i~ 
I 
I 
~ 

~ 
I 
I 
I 
I 

~---''--.~-

C> 
~ 
~ 
<c 

I 
I 
I 
I 

Fig. 14. 

... 
0-. 

'" I 
I 
I 
I 

Fig. 17. 

I 

Die Ergebnisse der Untersp-chung, welcher das Material in 
ausgeghlhtem Zustaude unterworfen wurde, sind in den folgenden 
Zusammenstellungen und den Schaulinien: § 4, Fig. 13 und 14 
sowie Fig. 11 bis 17 dieses Paragraphen niedergelegt. 

Fig. 19 (Stab J t ), Fig. 20 Vs), Fig. 21 und 22 (Jg) Taf. IV, 
geben die photographischen Bilder del' zerrissenen Stabe; InS

besondere laBt Fig. 19 die Giite des Materials erkennen. 
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Streckgrenze 
ZU O"-

Brllch- Quer-'" festig- sclmitts-
Qllersdmittsform o here I untere keit dehnl1ng verminde- Schaulinie 

170 i er" Kz 'I' Tung V-I 

kg/qem] kg/qem kgjqcln % % 

Rundstab J 1 240712075 3667 33,8 I 69,7 I Fig. 14, §4 
- J4 2465 1895 3678 31,9 71,0 - 13, § 4 
- J7 2134! 1972 3525 I 30,0 70,2 I - 1l,§9 

Durchschnitt 233511981 3690 31,9 70,3 

Flach stab J 2 225611988 3507 30,4 62,6 Fig. 12, §9 
J 4 2009 i. 1940 3474 30,5 63,7 - 13, §9 

- J8 229112004 3484 26,3 61,4 - 14, §9 

Durchschnitt 218511977 3488 29,1 62,6 
I 

Stah nnch Fig.10J3 1893! 1870 3333 35,3 62,7 Fig. 15, § 9 
- - - - J6 1922.188613320 30,4 59,5 - 16, §9 
- - - - J u 194111880 3353 26,0 61,0 .. 17, §9 

Durchschnitt 19191187913335 30,8 I 61,1 I 
Die Durchschnittswertc del' Zusammenstellungen, welche in 

Fig. 18 zeichnel'isch dargestellt sind, lassen beim Vorwal'tsschl'eiten 
von den Rundstaben zu den Rechteckstaben und von diesen Zll 

den Staben mit dem Quel'schnitt Fig. 10 deutlich el'kennen: 

1. bedeutendes Sinken del' obercn Stl'eckgl'enze era, 
2. weit geringel'es Sink en del' unteren Stl'eckgl'enze eru , 

3. erhebliche Verminderung" des U nterschiedes ero - eru , 

4. Abnahme del' Zugfestigkeit /{z. 

Hiel'nach el'weist sich die Streckgrenze, namentlich 
del' Wert era, abhangig von del' Quel'schnittsfol'm; sie liegt 
am hochsten fur die Rundstabe, dann folgen die Flach
stabe und hierauf die Stabe mit clem Querschnitt Fig. 10. 
Diese A bhangigkeit besteht auch hinsichtlich del' Zug
festigkeit, wenn auch in geringerem MaDe. 

Nach del'S. 122 u. f. angestellten Erwagung steht ein 
solcher EinfluD del' Quel'schnittsform zu erwarten. Die Fasel'll, 
welche bei dem Zugvel'such das Bestreben haben, sich senkrecht 
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zu ihrer Achse zusammenzuziehen, sind hierin bei dem kreis
formigen Querschnitt mehr gehindert als im Durchschnitt bei dem 
rechteckigen und bei dies em mehr als bei dem Querschnitt Fig. 10. 

I 
Fig. 18. 

Von Interesse ist es, den EinfluB der Querschnittsform auf 
den Verlauf del' Dehnungslinie wahrend der Periode des Streckens 
des Materials in den Fig. 13 und 14, § 4, und den vorstehenden 
Fig. 11 bis 17 zu verfolgen. 
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Lehrreich ist ferner die Vel'folgung' des Vorganges beim Zer
reiBen del' Stabe mit dem Querschnitt Fig. 10: zunachst l'eiBt del' 
Steg in del' Mitte, dann erweitert sich der RiB naeh den Flansehen 
hin, diese beginnen in del' Mitte zu l'eiBen, und zuletzt erfolgt del' 
Bruch an den Flanschenecken; die beiden photographischen Bilder, 
Fig. 21 und 22, Taf. IV, deuten auf diese Aufeinanderfolge hin. 

R. Aus Versuehen mit 1 em stark en Flachstaben 

ergab sich 

bei del' Breite von 1 2 3 4 5 6 7 8 cm 
die Dehnung auf 10 em zu 31,0 34,0 35,0 37,2 39,040,838,534,5 % , 

d. h. am groBten bei dem Quersehnittsverhaltnis 1: 6. 

Die Festigkeit betrug durchsehnittlieh 3870 kg/qcm. 

C. Die Flaehstab e haben verschiedene Breite. 

I 
I 

I Festigkeit 
Dehnllng 

Nlllllmer Starke Breite 
I 

Ver- l -l Bemer-
des a b hiiltnis ' j( 'P= 100-~-- kllngen I 

\ kg!(~Cm I 

l Versuebs I 
I b:a 

em I em I 
0/ 
10 

I I 
I 

i 1 1,015 2,000 1,98 4270 I 29,5 
I 

I FluB-
2 0,995 5,985 6,02 

I 

4130 
I 

35,0 
elsen 

3 1,017 9,980 
I 

9,81 4020 40,0 
I 

I I I 

1 1,310 2,000 
, 

1,53 2400 51,5 
2 1,308 5,980 I 4,57 2380 I 55,2 Kupfer 
3 1,313 9,990 7,61 2315 

i 
59,0 

I 
! I 

Nach diesen Versuchen nimmt die Festigkeit mit del' Breite 
etwas ab (vergl. auehA). 

Hiel'bei ist nicht auBer aeht zu lassen, daB diesel' EinfluB 
moglicherweise von del' Einspannung herl'iihren kann, und daB 
es iiberhaupt nieht leicht ist, bei verhaltnismaBig breiten Staben 
eine gleichmaBige Vel'teilung del' Zugkraft iiber den Querschnitt 
zu siehern. 

Wir sehlieBen aus den im vol'stehenden niedergelegten Ver
suehsel'gebnissen, daB Ergebnisse von Zugversuehen, streng 



C. B a c h, ElastizitQt. 5. Aufl. Taf.lV. 

Fig. 19, Fig. 20, Fig. 21, Fig. 22, 

§ 9. 
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genommen, nul' dann unmittelbar vel'glichen werden 
kannen, wenn die Vel'suchsstabe, sofel'n sie nicht die
sel ben A bmessungen besitzen, wenigstens geometris ch 
ahnlich sind. 

MeB- Querschnitts-
Querschnitt lange abmessung 

Gelten fiir 2 Rundstabe 

die GraBen II 12 d1 d2 /-!!..d2 j_ 7f d 2 1-4 '1,2-4 2 

und fiir 2 Flachstabe die 

GraBen II l2 al bl a2 b2 /I=albl , /2 = a2 b2, 

so findet sich als Bedingung del' Vergleichbarkeit del' ermittelten 
Dehnungen fiir Rundstabe 

l( : l2 = dl : d2 = -V : dl 2 : -V ~ d22 = JI j~ : JI /2, 

und fiir Flachstabe mit Annaherung 

Del' Satz, welcher soeben hinsichtlich del' Vergleichbal'keit 
del' Ergebnisse von Zugversuchen festzustellen war, gilt mit del' 
in § 10 ausgespl'ochenen Erganzung dahingehend, daB auch die 
Geschwindigkeiten, mit welchen die Versuche durchzufiihren sind, 
ausreichend iibel'einstimmen miissen, gleichfalls fiir aIle andel'en 
Beanspruchungsarten. 

D. Versuche mit Rund- und Flachstaben aus FluB
und SchweiBeisen. 

Bauschingel' gelangte hinsichtlich des Einflusses del' Form 
del' Probestabe zu folgenden Ergebnissen. 

a) Del' Dehnungskoeffizient (a, Gleichung 3, § 2), wie er 
durch die iiblichen Messungen an del' Oberflache del' Stabe 
erhalten wird, ist bei Rundstaben etwas kleiner als bei Flach
stab en aus dem gleichen Material; bei dicken Flachstaben 
etwas kleinel' als bei diinnen und iiberhaupt bei graBeren 
Querschnittsabmessungen ein wenig geringer als bei kleineren 



142 1. Zug. 

Quersehnitten. AIle diese Untersehiede sind jedoeh nul' ge
ring und werden dureh zufallige, von Materialungleiehheiten 
herrtihrende A bweiehungell weit ubertroffell. 

b) Die Zugfestigkeit (Kz , Gleiehung 1, § 3) erseheint von del' 
Quersehnittsform nieht beeinfluBt. 

e) Die Quersehnittsverminderung (!p, Gleiehung 2, § 3) ist 
bei Flaehstaben von del' Form und GroBe des Quersehnittes 
unabhangig. Starkere Rundstabe geben etwas klein ere Werte 
fiir dieselbe als sehwaehere aus dem gleiehen Material, doch 
ist del' U nterschied nieht bedeutend. 

d) Die Dehnung (rr, Gleichung 3, § 3), gemessen ftir eine be
stimmte urspritngliche Lange, ist VOIl del' Querschnittsform, 
von dem Verhaltnis del' Breite zur Dicke bei Flaehstaben, 
also davon, ob del' Ql1erschnitt uberhaupt kreisrund odeI' 
rechteckig ist, nicht abhangig; abel' sie wachst mit del' 
GroBe f des Querschnittes derart, daB 

(p=a+bVf 

gesetzt werden kann, worin die Koeffizienten a und b wesent
lich von del' Besehaffenheit des Materials abhangen. 

c) Vergleichbare Ergebnisse fur die Dehnung (rr, Gleichung 3, 
§ 3) werden erhalten, wenn man die MeBlange del' Probe-
8tabe proportional del' Quadratwurzel aus dem Quersehnitt 
w1lhlt. Unter Zugrundelegung eines Norrnal-Rundstabes von 
20 mm Starke und 200 mm MeBlange ergibt sieh die pro
portionale Lange eines Probestabes vorn Quersehnittj gleieh 

200 VI = 11,3 V f Millimeter, 

y ~ .20 2 

sofern j in qmm eingesetzt wird. 
f) Das in del' FuBbemerkung 2 S. 107 zuerst angegebene Ver

fahren zur Messung del' Dehnung erseheint genugend genau, 
solange die Bruehstelle noeh wenigstens ein Viertel del' 
MeBlange von den Enden del' letzteren abliegt. Dabei sind 
Rundstabe anf zwei el1tgegengesetzten Seiten, Flaehstabe auf 
einer Breitseite zu messen. 
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g) Querschnittsvermindernng (I/J, Gleichung 2, § 3) und 
Dehnung (cp, Gleichung 3, § 3) stehen in keinem Zusammen
hang. 

h) Proportionalitats- und Streckgrenze konnen auch dann, 
wenn die Probestabe sol'gfaltigst ausgegliiht worden sind, in 
einem und demselben Eisenstiick odeI' in Stiicken del' nam
lichen El'zeugungsfolge in so hohem Grade verschieden sein, 
daB dagegen aIle anderen Einflitsse, diejenigen del' Form 
und del' GroBe des Querschnittes, falls sie iiberhaupt VOI'

handen sind, verschwinden. 

Wird die Proportionalitatsgrenze von zerrissenen Stiiben 
gleichen Materials bestimmt, so ergibt sie sich nahezu gleich 
hoch gehoben, wie hoch odeI' niedrig sie auch urspriinglich 
gelegen war. Dieses interessante Ergebnis lassen die folgen
den, ftir 3 Paar Flachstabe giiltigen Zahlen deutlich el'kennen. 

-

LTrspriinglich Nach clem ZerreiLlen 
Bezeichnung I i 

I Proportio-des Proportio- I Streck-Dehnungs- Dehnungs-
Probestabes koeffizient nalitiitsgrenzel grenze koeffizient nalitHsgrenze 

i 
kgjqClll i kgjqcm I I kg/qClll I 

1 
I 1 I 

IV 1a ----- 2350 2460 ----····-1 2700 
2230000 2280000 I 

IV 2c 
1 

1000 1670 
1 

2700 ----- -----
2080000 2160000 

07c 
1 

1840 2130 
1 

2800 ----- -----
2130000 2220000 

07a 
1 

1290 2080 
1 

2850 ----_. -----
2160 000 2130000 

1 
i 

1 
16a ------,- 2230 ! 2370 ------ 2930 

2170000 2245000 

16d 
1 

1290 2230 
1 

2910 ---- ----_.-
2150000 2210000 

I 
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§ 10. Versuchsergebnisse fiber den Einflu13 der Zeit 
auf Festigkeit, Dehnung und Querschnittsverminderung. 

EinfilI.U del' Tempel'atul'. 

1. Einflup del' Zeit. 

Von neueren Untersuchungen, welche den schon l1.tngst be
kannten, auch in § 5, Ziff. 4 bereits erOl'terten EinfluB del' Zeit
dauer des Versuchs nachweisen, seien die folgenden angeftihrt. 

Versuchsreihen mit Rundstaben von 1,6 cm Starke 
aus FluBei sen. 

Dauer des Versuchs 

2,5 Minuten 
75 

Festigkeit Kz 

3936 kg/qcm 
3720 

Dehnung, gemesscn auf 10 ern 

32% 
34 -

(Barba, Memoires et compte rendu des travaux de la Societe des 
Ingenieurs Civils, 1880, S. 710.) 

Feinkorneisen. 

Dauer des Versuchs 

Rasch zerrissen 
Langsam zernssen 

Festigkeit K, 

4990 kg/qcm 
4493 

Dehnung'f! Festigkeit Kz 

22 % 4340 kg/qcm 
25,2 -3770 

Gewohnliches Puddeleisen. 

Dauer des Versuchs 

Rasch zerrissen 
Langsam zernssen 

Festigkeit Kz 

3720 kg/qcm 
3516 

Harter Wolframstahl. 

Dehnung rp 

30,4 % 
35,23 -

Dehnung 'f! 

23,3°/u 

28,8 -

Dauer des Versuchs 

Rasch zerrissen 
Langsam zerrissen 

Festigkeit Kz 

14350 kg/qcm 
12300 

Festigkeit K z 

13270 kg!qcm 
11339 

Festigkeit Kz 

11359 kgjqcm 
10230 

Dehnung 1 bis 1,5 %. 
(Goedicke, Ost. Zeitschrift ftir Berg- u. Hiittenwesen 1883, S.678.) 
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Hiernach ergeben rascher dul'chgefiihrte Versuche elUe 
groBere Festigkeit SOWle eine kleinere Dehnung und 
(nach Vel'suchen des Verfassel's) in del' Regel auch eine 
klein ere Querschnittsverminderung. Dadurch erklart es sich, 
daB die Priifung eines und desselben Materials, welche an del' 
einen Stelle sehr rasch durchgefiihrt worden ist, daselbst un
geniigende Dehnung und Querschnittsverminderung ergibt, an einer 
zweiten Stelle, langsamer vorgenommen, die bedungene Dehnung 
und Querschnittsverminderung aufweist. 

Leder. 

DaneI' des Versuchs 

1 Stunde 26 Minuten 
166 Tage 

Festigkeit K z 

301 kgjqcm 
200 

(George Leloutre, Les transmissions par courroies, cordes et cables 
metalliques, Paris 1884, odeI' des Verfassers Bericht hieriiber. in 
del' Zeitschrift des Vereines deutschel' Ingenieure 1884, S. 871. 
Daselbst finden sich auch Mitteilungen iiber das asymptotische 
vVachstum del' Verlangerung mit del' Dauer del' Belastung sowie 
tiber das dementsprechende Verhalten bei Entlastung.) 

Versuche des Verfassers tiber den EinfluB del' Zeit auf die 
Festigkeit des Leders bestatigen das von Leloutre Gefundene. 
Vergleiche auch den dl'itten, in § 4, Ziff. 7, besprochenen Riemen. 

Hanfseile. 

Die urspriinglich 750 mm lange, del' Beobachtung unterworfene 
Stl'ecke eines 55 mm stark en Seiles aus badischem SchleiBhanf, 
welches nach und nach bis zu 500 kg belastet worden ist, zeigt, 
nachdem diese Belastung 10 Minuten gewirkt hat, die Lange 
788,4 mm. Das Seil bleibt langere Zeit hindul'ch derselben An
strengung ausgesetzt. 

Es betragt nach 10 Minuten 1 7 26 50 82 120 Std. 

die Seillange 788,4 789,7 791,8 793,2 794,5 795,8 796,5 mm 
entsprechend einer 
weiteren Verlange-

rung um o 1,3 3,4 4,8 6,1 7,4 8,1 

Hierauf wurde das Seil bis auf 100 kg entlastet. 
Bach, Elastizitat. 5. Auf!. 10 
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Es betragt unmittelbar nach del' Entlastung 

die Seillange 791,9 mm 
entsprechend einer 

Verkiirzung um 4,6 -

nach 34 Stunden 

790,8 mm 

5,7 

(Des Verfassers Versuche iiber die Elastizitat von Treibriemen und 
Treibseilen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 

1887, S. 221.u. f.) 

Hieraus folgt, daB die Gesamtdehnung, del' Dehnungsrest Wle 
auch die Federung Funktionen del' Zeit sind. 

In sehr anschaulicher Weise laBt sich del' EinfluB del' Ge
schwindigkeit~ mit welcher das ZerreiBen erfolgt, zeigen durch 
Verwendung von selbstzeichnenden Festigkeitsmessern mit Feder
belastung. 

(Hugo Fischer, Dinglers polyt. Journal 1884, Bd. 251, S.337 u. f.) 

Nach MaBgabe des im Vorstehenden enthaltenen Materials 
wird behufs Erlangung vel'gleichbarer Versuchsel'gebnisse davon 
auszugehen sein, daB auch die Geschwindigkeit bei del' Durch
fuhrung del' Versuche entsprechend gewesen sein muB (vergl. 
§ 9, Ziff. 3). Dabei ist, wie bereits in § 5, Ziff. 4, hinsicht
lich des Einflusses del' Zeit hemerkt wurde, die Art des Stoffes 
im Auge zu behalten. Beispielsweise wird ein Stab aus hartem 
Stahl auBerordentlich rasch zerrissen werden miissen, soIl ein Ein
fluB del' Zeit auf das Ergebnis hervortreten. Dagegen wird sich 
diesel' bei einem Lederriemen auch noch im FaIle langerer Ver
suchsdauer feststellen lassen. 

Die unmittelbare Vergleichbarkeit del' Prufungsergebnisse setzt 
somit voraus: entweder es ist jeweils die Versuchsdauer so lang, 
daB del' EinfluB del' Zeit ein unmerklicher, oder es muB die 
Geschwindigkeit, mit welcher die Dehnung erfolgt, wenigstens 
angenahert die gleiche GroBe besitzen. 

Von Bauschinger ausgefiihrte Versuche iiber den EinfiuB 
del' Zeit bei Zugproben mit verschiedenen Metallen haben nach 
dessen Mitteilung zu' dcm Ergebnisse gefiihrt, daB bei FluB- und 
SchweiBeisen, bei Kupfer, bei Messingblech und bei BronzeguB 
ein EinfiuB del' Zeit odeI' del' Geschwindigkeit, mit welcher die 
Delmung vorgenommen wird, nicht oder kaum merklich ist inner
halh del' Grenzen, in denen diese Versuche durchgefiihrt 
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worden sind. Bei MessingguB ist er sebr gering und wird, wenn 
iiberhaupt vorhanden, leicht durch zufallige UngleichmaBigkeiten 
des Materials verdeckt; ebenso bei ZinkguB und GuBeisen. Bei 
Zinkblech dagegen ist er im Verlaufe del' Dehnungslinie (vergl. 
§ 3, Fig. 1, S.9, § 8, S. 106) sowohl als auch bei del' Bruch
belastung (E2 E, Fig. 1, § 3) deutlich erkennbar, nicht abel' an 
der Dehnung Cft , Gleichung 3, § 3) und Querschnittsverminderung 
(l/J, Gleichung 2, § 3). Bei Blei (GuB- und Walzblei) ist del' 
EinfluB del' Zeit unsicher gegeniiber dem Verlaufe des Arbeits
diagrammes, unverkennbar an der Bruchbelastung und kaum be
merkbar an del' Bruchdehnung.. Am groBten erwies sich del' in 
Rede stehende EinfluB bei gegossenem Zinno (Mitteilungen aus 
dem mechanisch-technischen Laboratorium del' k. technischen Hoch
schule in Miinchen, 1891, Heft XX.) 

Die Dauer diesel' Bauschingerschen Versuche Z. B. mit den 
4 FluBeisenstaben betrug nach Uberschreiten del' Streckgrenze 
und unter Abrechnung del' Rubepausen (von 30 Min., 17 Min., 
22 St. 32 Min., 22 Min.) 26, 41, 46 und 77 Minuten, d. s. Zeit
raume, von denen del' kleinste noch bedeutend groBer erscheint 
als derjenige, innerhalb dessen sich bei FluBeisen del' EinfluB del' 
Dauer des Versuchs durch die Priifungsergebnisse iiberhaupt deutlich 
auBert; sie liegen somit auBerhalb des Gebietes, welches fiir die obigen 
Darlegungen wie auch fur diejenigen des § 5, Ziff. 4, in Betracht 
kommt. Bei Beachtung dieses Umstandes klart sich del' Wider
spruch auf, welcher zwischen den Ergebnissen del' Bauschinger
schen Versuche und dem oben Angefuhrten zu bestehen scheint. 

2. Einftup der Temperatwr. 

Die Angaben, welche iiber die Elastizitats- und Festigkeits
eigenschaften del' Materialien gemacht werden, gelten, sofel'll 
nichts anderes bemerkt ist, fur die gewohnliche Temperatur, d. i. 
bei etwa 20° C. Zur Klarstellung, daB sich diese Eigenschaften 
bei hoheren Temperaturen wesentlich andel'll, seien die folgenden 
Versuche des Verfassers angefuhrt 1). 

1) Uber die Versuche anderer :linden sich Angaben in des Verfassers Ma
schinenelementen, 9. Aufl., S. 77 u. f. Hinsichtlich der Abhangigkeit des Dehnungs
koef:lizienten von der Temperatur s. u. a. Marte D s, Mitteilungen u. S. W. 1890, Heft 4; 
Paul A. Thomas, Annalen der Physik, vierte FoIge, Ed. 1, 1900, S.232 u. f. 

10* 
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a) Versuchsreihen mit Rundstaben aus demselben 

Fl uBeisen blech. 

Bei jeder Temperatur wurden 4 Stabe gepriift; die angegebenen 
GraBen sind Durchschnittswerte. 

Versuchs- Streckgrenze Quer- Be-
Zug- Bruch- schnitts-tempe-

festigkeit dehnung vermin de-
lastungs- Schau-

ratur obere I untere dauer linie rung 
o C. kg/qcm kgjqcm kgjqcm % % Minuten 

20 2649 2176 3561 28,4 69,3 27 Fig. 1 
200 2391 2105 5140 18,9 55,1 22 - 2 
300 1373 -

I 
4352 34,8 63,7 29 

I 
- 3 

400 - - 3200 38,2 64,6 20 - 4 

I , 
I 

1 --- r- 1 
I I 
I 
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~ 
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I I 0/) I .... 
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Eine Betrachtung del' Schaulinien Fig. 1 bis 4 zeigt, daB 
der Vorgang des Streckens odeI' FlieBens (§ 2) mit steigender 
Temperatur immer mehr an Ausdehnung verliert und bei 400 0 C. 
iiberhaupt nicht mehr vorhanden ist. 
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Die Zahlen del' Zusammenstellung lassen erkennen 

1. zunachst starkes Wachsen del' Zugfestigkeit von 3561 kg/qcm 
(bei 20° C.) auf 5140 kg/qcm (bei 200° C.), sodann Wiederab
nahme derselben, 

Fig. 3. 
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2. zunachst starke Abnahme del' Bruchdehnung von 28,4 auf 
18,9 %, alsdann Wiederzunahme derselben, 

3. Anderung del' Querschnittsverminderung in demselben Sinn 
wie die Bruchdehnung. 
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Die Schaulinien Fig. 1 bis 4 zeigen durch ihren Verlauf 
sowie in der GroBe der umschlossenen Flache die Anderungen 
del' Festigkeit, del' Bruchdehnung und des Arbeitsvermogens (§ 3) 
deutlich 1). 

b) Versuchsreihen mit Rundstaben aus dem gleichen 
StahlguB. 

Bei jeder Temperatur wurden 4 Stabe gepriift. Die an
gegebenen GraBen sind Durchschnittswerte. 

Versuehs- Zug- Brueh- Quersehnitts-
temperatur festigkeit dehnung verminderung 

o c. kg/qem % Of 
/0 

20 4285 I 25,5 50,4 
200 4502 7,7 15,9 
300 4788 12,0 15,8 
400 3984 15,3 24,1 
500 2691 33,3 44,6 
550 2071 39,5 49,2 

Die Ergebnisse lassen eine sehr bedeutende Abnahme 
del' Bruchdehnung des Materials (Zahigkeit) bei rund 
200 0 C. erkennen, und zwar auf weniger als ein DritteP). 

In Fig. 5 bis 7 sind die Linienziige del' Zugfestigkeiten, der 
Bruchdehnungen und der Querschnittsverminderungen dargestellt. 

1) Uber die Einzelheiten dieser Untersuehung sowie uber die Ergebnisse 
der Frufung von weiteren 14 FluBeisenbleehen ist beriehtet in der Zeitschrift 
des Vereines cleutscher Ingenieure 1904, S. 1300 u. f. 

~) Die Ergebnisse cler unter Ziff. 1 besprochenen Versuche mit FluBeisen
bleeh sowie die angefiihrten Versuehe mit StahlguB fiihren u. a. zu cler SehluB
folgerung: fiir Dampfkessel, DampfgefaBe u. s. w., welehe Gegenstande im 
Betriebe hohere Temperaturen annehmen, und von denen man natiirlieh verlangt, 
daB sie in diesem Zustande volle Widerstandsfahigkeit besitzen, milssen die 
Festigkeitseigensehaften der Baustoffe bei diesen hOheren Temperaturen beaehtet 
werden. Das Material lediglieh naeh den Festigkeitseigensehaften bei gewohn
Heher Temperatur zu beurteilen, was jetzt noeh gesehieht, erscheint nieht richtig. 
Jedenfalls muB im FaIle der Verwendung von FluBeisen und StahlguB zu Dampf
kesseln u. s. w. die Zahigkeit des Materials bei hoherer Temperatul' und nieht 
diejenige bei gewohnlieher Temperatur als maBgebend angesehen werden. 
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Fig. 6. 
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Wei teres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, 
S. 1762 u. f., 1904, S. 385 u. f. 

c) Versuchsreihen mit Rundstaben aus derselben Bronze. 

Die Bronze, deren Analyse die Zusammensetzung: 91,35 Kupfer, 
5,45 Zinn, 2,87 Zink, 0,28 Blei, 0,025 Eisen ergab, lieferte unter 
der iiblichen Belastungsdauer im Durchschnitt 

bei 20 0 1000 200 0 300 0 400 0 500 0 C. 

Z b . k' f 2395 2424 2245 1368 625 441 kg/qcm 
ug estlg elt l 1 1,01 0,94 0,57 0,26 0,18 

Bruchdehnung{ 3~3 35,4 34,7 11,5 ° ° % 
0,98 0,96 0,32 ° ° Querschnitts- { 52,1 47,4 48,2 16,2 ° ° % 

verminderung 1 0,91 0,93 0,31 ° ° Die Verhaltniszahlen bringen die Veranderlichkeit deutlich zum 
Ausdruck. 
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In Fig. 8 nnd 9 sind die Linienziige del' Zngfestigkeiten nnd 
Bruchdehnnngen dargestellt. 

Nach Uberschreiten del' Temperatur von 200 0 C. beginnt die 
Zugfestigkeit ausgepl'agt abzunehmen, die Bl'uchdehnung (das. 
iibliche MaB del' Zahigkeit) auBel'ordentlich stark abzufallen 

~oo zoo 

Fig. 8. 

,,00 

Fig. 9. 

'too 

Lehl'l'eich ist das Aussehen del' Obel'flache del' Stabe: 

Fig. 10, Taf.V zeigt den gedrehten Stab VOl' dem Versuch, 
- 11, - nach -
- 12, -

bei 20 0 C. 
- 1000 C. 
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Fig. 13, Taf.V zeigt den gedrehten Stab nach dem Versuch bei 200 0 C. 
- 14, - 300 0 C. 
- 15, - 400 0 C. 

Fig. 14 liiBt deutlich die Querrissigkeit erkennen, Fig. 15 zeigt 
keine Formanderung mehr, wohl aber die Sprodigkeit des Materials. 

Das bei gewohnlicher Temperatur autlerordentlich 
zahe Material hat mit steigender Temperatur seine ganze 
Zahigkeit verlol'en. 

Weiteres hieriiber s. Zeitschrift des Vereines deutscher In
genieure HlOO, S. 1745 u. f., 1901, S. 1477 u. f. 

d) Vel'suchsreihen mit hochwertigem Gutleisen. 

Die Ergebnisse lieferten die in Fig. 8 gestrichelt eingetragene 
Kurve. 

Weiteres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, 
S. 168 u. f. 

Mit Kupfer uud Duranametall hat Stl'ibeck eingehende 
Versuche ausgefiihrt und dabei auch den groBen EinfluB der Be
lastungsdauel' bei hoherer Temperatul' festgestelIt. Naheres hieriiber 
s. Zeitschrift des Vereines deutsche1' Ingenieure 1903, S.559 u. f., 
bezw. 1904, S. 897 u. f. 

II. Druck. 

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden autleren 
Krafte ergeben fiir jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren 
Richtungslinie in die Stabachse falIt und welche diese zu ver
kiirzen strebt. Die Querschnittsabmessungen werden als so be
deutend vorausgesetzt, dati der Fall der Knickung (§ 23) nicht 
vorliegt. 

§ 11. Formandemng. Drnckfestigkeit. 

Wie wir in § 1 und § 2 sahen, e1'fahrt der Stab unter Ein
wirkung der Druckk1'aft gleichzeitig eine Zusammendriickung 
in Richtung del' Achse und eine Vel'groBerung del' Quel'schnitte, 



C. Bach, Elastizitllt. 5. Auf!. TaJ. V 

20 0 bei 20 0 bei 100 0 bei 200 0 bei 300 0 bei 400 0 C. 
ursprunglich zerrissen zerrissen zerrissen zernssen zerrissen 

Fig. 10, Fig. 11, Fig. 12, Fig. 13, Fig. 14, Fig. 15, 

§ 10. 
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eine Querausdehnung. Die Umkehrung del' Spannungsrichtung 
hat auch eine Umkehrung del' Formanderungen zur Folge. 

Dementsprechend werden fiir den auf Druck in Anspruch ge
nommenen Karpel' die zur Beurteilung natigen Beziehungen sich 
durch Umkehrung del' im Bisherigen fiir Zugbeanspruchung auf
gestellten Gleichungen gewinnen lassen, in welcher Beziehung auf 
§ 12 zu verweisen ist. 

Wir erhalten so- indem Wlf zum Teil friiher Bemerktes 
wiederholen - die GraBen: 

negative Dehnung, d. i. die auf die Einheit del' urspriing
lichen Lange I bezogene Verkiirzung, 

Dehnungskoeffizient gegeniiber Druck, d. i. die Verkiirzung 
eines Stabes von del' urspriinglichen Lange 1 bei del' 
Belastung von 1 Kilogramm auf die Flacheneinheit, 
odeI' kurz: die Verkiirzung del' Langeneinheit fiir das 
Kilogramm Pressung, 
und fiir den Fall; daB diese Zahl bis zu einer gewissen 
Pressung konstant ist, in del' letzteren die 

Proportionali tatsgrenze gegeniiber Druck, 
Elastizitatsgrenze gegeniiber Druck, d. i. diejenige Druck

spannung, bis zu welcher hin das Material sich als voll
kommen odeI' doch als nahezu vollkommen elastisch 
erweist, 

FlieB· odeI' Quetschgrenze, d. i. diejenige Druckspannung, 
bei welcher das Material verhaltnismaBig rasch nach
giht, ohne daB Zerstorung eintritt. 

Hinsichtlich diesel' GraBen gelten sinngemaB dieselben Be
merkungen, welche in § 2 iiber sie fiir den Fall gemacht worden 
sind, daB es sich um Belastung durch eine Zugkraft handelt. 

vVird die Belastung des iu eine Priifungsmaschine gespannten 
Prisma fortgesetzt gesteigert, so tritt schlieBlich del' Augenblick 
ein, in welch em del' Widerstand des gedriickten Karpel'S aufhart, 
del' Belastung das Gleichgewicht zu halten; del' Widerstand er
scheint iiberwunden: das Prisma wird zerdriickt, d. h. mehr odeI' 
mindel' vollstandig zertriimmert, wie z. B. harte Gesteine, odeI' es 
wird zerquetscht, d. h. sein Material weicht nach del'Seite aus, flieBt 
seitlich ab, wie z. B. Blei. Streng genommen wird in beiden Fallen 
del' Widerstand dadurch iiberwunden, daB das Material nach del' 
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Seite ausweicht: im ersteren FaIle erfolgt diese Ausweichung nach 
vorhergegangener oder gleichzeitiger Zertriimmerung, im letzteren da
gegen behalt del' weiche, bildsame Stoff seinen Zusammenhang bei. 

Beobachten wir einen dem Zerdriicken ausgesetzten Sandstein
wiirfel, so sieht man bei normalem Verlaufe an den Mantelflachen 
Platten sich ablosen, welche in der Mitte starker sind als nach 
den in die Druckflachen verlaufenden Randel'll hin. 1m Innel'll 
dagegen bilden sich zwei pyramidale Bruchstiicke aus, wie dies 
Fig. 1 (Taf. VI) deutlich erkennen laBti die Platten, welche sich 
seitlich losten, sind hierbei weggenommen. Man erkennt, wie das 
Material von den heiden Stirnflachen aus je in pyramidaler Form 
in das Innere gedriickt worden ist. (Vergl. auch § 13, Ziff.2, 
a, D.) Werden die Druckplatten del' Priifungsmaschine einander 
noch weiter genahert, so pflegt sich del' Zusammenhang del' beiden 
Pyramid en durch Abschiebung zu losen. 

Ein dem Zerdriicken ausgesetzter Bleizylinder baucht sich zu
nachst aus, wie Fig. 2 (Taf. VI) zeigt, und geht schlieBlich bei 
fortgesetzter Naherung del' Druckplatten in eine immer diinner 
werdende Scheibe iiber. Urspriinglich besaB del' wiedergegebene 
Zylinder einen Durchmesser und eine Hohe von je 80 mmi sein 
Mantel war durch 7 Parallelkreise in Abstanden von je 10 mm und 

durch 25 senkrechte Gerade in Abstand¢n von je 1T2~0 = 10,05 mm 

in 200 Quadrate eingeteilt. Fig. 2 stellt den Zylinder dar, nach
dem er auf 64 mm, d. i. 0,8 seiner urspriinglichen Hohe, zusammen
gedriickt ist. Wie ersichtlich, haben sich die Hohen del' beiden 
End- oderStirnschichten am starksten vermindert: von 10 mm auf 
6,5 mm, d. h. um 35% gegen 20% durchschnittliche Verringerung, 
entsprechend einer Bewegung des Materials in das Innere des 
Korpers, von wo aus del' Stoff nach dem Umfange zu ausweicht. 
Diese Einwal'tsbewegung des Materials in del' Richtung des Druckes 
ist offenbal' in del' Mitte del' Druckflache am starksten und nimmt 
nach auBen ab, infolgedessen erscheint auch die Druckvel'teilung 
iiber den Querschnitt - jedenfalls wahl'end des FlieBens - nicht 
mehr als gleichmii.Big, sondel'll del' art ungleichformig, daB die 
Pl'essung von innen nach auBen abnimmtl). 

1) Es hangt dies zusammen mit dem Einflusse der Reibung zwischen Druck
platte der Vel'suchsmaschine und Stirnflache des gepruften Kiirpers (vergl. § 14). 
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Fig. 1, § 11. 

Fig. 2, § 11. 
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Fig. 3 und 4 (Taf. VII) geben einen Bleiwiirfel wieder, weIchel' 
urspriinglich 80 mm Seitenlange besa£l, und dessen 6 Begrenzungs
ebenen je in 64 gleiche Quadrate eingeteilt worden waren. Fig. 3 
zeigt den Aufri£l des auf 64 mm zusammengedriickten Karpers und 
}a£lt deutlich die Fignren erkennen, in welche die klein en Quadrate 
iibergegangen sind, sowie den Umstand, daB auch hier die beiden 
Stirnschichten am meisten zusammengepreBt wurden, odeI' rich tiger, 
da£l deren Material zum Teil in das Innere gedriickt worden ist. 
Der GrundriB (Fig; 4), die Halfte des vViirfels darstellend, gibt 
die eigentiimliche vValbung wieder, welche die urspriinglich ebenen 
vier Seitenflachen bei del' Zusammendriickung angenommen haben. 

Die 3 in Fig. 5 (Taf. VII) dargestellten Bruchstiicke geharen 
GuBeisenzylindern von verschiedener Hahe an. Auch hier ist zu
nachst eine Ausbauchung zu beobachten, welche schlieBlich in 
Zerstornng iibergeht. Die haheren Zylinder (40 mm bei 19,9 mm 
Dnrchmesser) schieben sich ab, die niederen (19,8 mm Hahe bei 
19,8 mm Durchmesser) erfahren die aus del' Figur ersichtliche 
eigenartige Zertriimmerung. (Vergl. § 13, Ziff. 1 a.) 

Zahes Flu£leisen in geniigend kurzen Stiicken verhalt sich 
ahnlich wie Blei. Die Versuchszylinder nehmen faBartige Gestalt 
an, ohne daB eine Zerstornng eintritt. 

Fig. 6 und 7 (Taf. VIII) stellen zwei verschiedene Seitenflachen 
eines Bronzewiirfels dar, welcher, bevor er der Drnckprobe unter
worfen wnrde, dnrch Hobeln mit ebenen Flachen verse hen worden 
war. Die Gestaltung, welche die Seitenflachen unter Einwirkung 
des Drnckes gegen die Stirnflachen angenommen haben, ist eine 
eigenartige, die inneren Strnkturverhaltnisse nach au£len iiber
tragende und deshalb auBerordentlich lehrreich. Del' Urn stand, daB 
die yom Hobelstahl herriihrenden, nrspriinglich genau wagrechten, 
also parallel zu den Stirnflachen laufenden Striche noch deutlich 
zu sehen sind, la£lt die Formanderungen noch deutlicher hervor
treten, alses sonst del' Fall sein wiirde. 

Die Belastung, bei welcher del' Widerstand des gedriickten 
Karpers iiberwunden wird, diesel' also del' Zertriimmerung verfallt 

Die oben erwahnte Druckverteilung zeigt sich auch bei dem Schmiermaterial, 
welches sich zwischen Zap fen und Lagerschale befindet (vergl. FuEbemerkung 
S.160). 
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odeI' III dem geschilderten Sinne nach del' Seite abflieBt, heiBt 
Bruchbelastung. Die Pressung, welche diesel' Belastung, die 
mit P ma" bezeichnet werden mag, entspricht, wird Druckfestig
k e it genannt. Dieselbe ist hiernach 

K = Bru~h~elastung 
Stabquerschnitt 

In der Regel pflegt man als Nenner den urspriinglichen Quer
schnitt f des Stabes in die Rechnung einzufiihren und erhalt dann in 

K = P max 

f 
1) 

die Druckfestigkeit, bezogen auf den urspriinglichen Stab
querschnitt (vergl. das in § 3 iiber die Zugfestigkeit Bemerkte). 

Korper aus Materialien, welche unter Einwirkung der Druck
belastung nach der Seite ausweichen, ohne daB hierbei eine Zer
sWrung eintritt, vergroBern ihren Querschnitt; infolgedessen wachst 
die zu weiterer Zusammendriickung erforderliche Kraft. In solchen 
Fallen ist es selbstverstandlich unzulassig, die am Ende einer 
weitgetriebenen Zusammendriickung beobachtete Kraft P max durch 
den urspriinglichen Querschnitt zu dividieren und in diesem Quo
tienten ein MaB del' Widerstandsfahigkeit des Materials erblicken 
zu wollen. 

Diese erscheint gegeniiber den Zwecken del' Konstruktion er
schopft, sobald das AbflieBen nach del' Seite beginnt; die Druck
festigkeit ist dann die FlieB- odeI' Quetschgrenze. 

§ 12. Gleichungen der Druckelastizitat und Drnckfestigkeit. 

1. Es bedeuten fiir den prismatischen Stab 

P die auf Druck wirkende Kraft, 
f die GroBe des urspriinglichen Stabquerschnitts, 
l die Lange des Stabes vor Einwirkung del' Kraft, 
A, die Verkiirzung, welche del' Stab durch P erfahrt, 

- 8 = 4- die negative Dehnung, d. i. die verhaltnismaBige Zu

sammendriickung odeI' V erkiirznng, 
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Fig. 0, § 11. 

Fig. 4, § 11 (Grundrifil). 

Fig. 3, § 11 (Aufri13). 
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Fig. 6, § 11. 

Fig. 7, § 11. 
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a den Dehnungskoeffizienten gegeniiber Druckbeanspruchung, 
d. i. die Verktil'zung del' Langeneinheit fiir das Kilogramm 
Spannung, 

- () die Spannung, welche mit del' Dehnung - s verkniipft ist, 
also durch P hervol'gerufen wil'd, 

k die zulassige Anstl'engung des Materials gegeniiber Druck
beanspruchung. 

Dann gilt 

p = - (5j. 

P<kj . 

P 
4= -al(J=al~ .. 

J 

1) 

2) 

3) 

2. Fiir emen gedruckten Stab mit veranderlichem Quer
schnitt, entsprechend del' Fig. 1 in § 6, jedoch mit auf Verkiirzung 
hinwirkender Kraft P, gelangt mim bei Benutzung del' daselbst 
eingefithrten GraBen jo und x zu den Beziehungen 

P < kjo 4) 

5) 

Die Voraussetzungen, welche diesen Gleichungen zugrunde 
liegen, sind: 

1. Die auBeren Krafte ergeben fur jeden Querschnitt nur eine 
in die Stabachse fallende Druckkraft. 

2. Auf die Stirnflachen des Stabes wirken nul' senkrecht gegen 
dieselben gerichtete Krafte. 

3. Auf die Mantelflache des Stabes wirken Krafte nicht. 
4. Del' EinfluB des Eigengewichtes des Karpel's kommt nicht 

in Betracht. 
5. Die Abmessungen des Querschnittes sind so bedeutend, daB 

del' Fall del' Knickung (§ 23) nicht vorliegt. 
6. Die Dehnungen und Spannungen sind in allen Punk ten des 

beliebigen Querschnittes gleich groB. (GleichmaBige Ver
teilung del' Druckkraft tiber den Querschnitt.) 
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7. Die Form des Querschnittes ist gleichgtiltig. 
8. Sofel'll nur die Voraussetzung 5 el'ftillt wird, ist die Lange 

odeI' Hohe des Stabes ohne EinfluB. 

§ 13. Dl'uckvel'suche. 
Eiuflufi del' Gestalt des Kol'pel's auf die Dl'uckfestigkeit. 

Del' Probekorper muB so in die Prtifungsmaschine eingespannt 
werden, daB die Dl'uckkraft sich moglichst gleichmaBig tiber den 
Querschnitt verteilt. Zur Erfitllung diesel' Bedingung wird die 
eine del' beiden Druckplatten del' Einspannvorl'ichtung moglichst 
leicht beweglich angeordnet (Kugellagerung, vergl. § 8, Fig. 13); 
auBerdem werden die Probekorper je mit zwei moglichst genau 
pal'allelen, ebenen Druckflachen (durch Hobeln - erforderlichen
falls mit Diamantstahl - odeI' durch Abdl'ehen auf del' Plan scheibe) 
vel'sehen. Das zuweilen noch gebl'auchte Vel'fahren, die Befl'iedi
gung del' letztel'en Fordel'ung dadurch zu umgehen, daB zwischen 
Druckplatte und Probekorper nachgiebige Scheiben, wie z. B. Blei
platten, gelegt werden, erscheint unzulassig. Dieses bildsame, un tel' 
del' hohen Pres sung wie dicke Fltissigkeit sich vel'haltende Material 
wird bei Pl'obekorpern aus einigermaBen festen und dichten Stoffen 
wie Eisen, Basalt u. dergl. herausgequetscht, also nicht nul' nichts 
ntttzen, sondern vielmehr zu einer ungleichmaBigen Verteilung des 
Druckes tiber die Stil'llflache Veranlassung geben 1), bei Probe
korpern aus porosen odeI' Vertiefungen besitzenden Steinen u. dergl. 
tiberdies in die Poren sowie Vertiefungen eindringen und auf 
Sprengung hinwirken, also zu dem reinen Vorgange des Zer
dritckens andere Wirkungen hinzufitgen. 

Die iu § II besprochenen Erscheinungen beim Zerdritcken 
del' Korper treten in del' geschilderten Reinheit nul' dann auf, 

J) Vergleiche in diesel' Hinsicht die Ergebnisse del' Versuche von Tower, 
betreffend die Vel'teilung des Zapfondl'llcks boi geschmierten Traglagern iiber 
die Lange des Zapfens. Die Pl'essung nimmt von del' Mitte des Zapfens nach 
den Stirnflachen hin ab, zuerst langsam und spater ziemlich rasch. (S. des Ver
fassers Maschinenelemente im vierten Ahschnitt unter ,,2. Tl'agzapfen", 2. (1892) 
his 8. (1901) Auflage, in letzterer S.404 u. f.) 

Vergleiche ferner im Zentralblatt del' Bauvel'waltung 1899, S. 590 und 591; 
sowie 1900, S. 402 und 403 die Darlegungen in del' Frage der Verwendung 
weicher Kol'per oder von Schmiermaterial zwischen Druckplatte und Versuchskorper. 
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wenn die Probewul'fel mit ihl'en parallelen, ebenen Stil'llflachen 
gleichmaBig und unmittelbal' an den Druckplatten anliegen. 

Die in den §§ 11 und 12 enthaltenen Gleichungen lassen die 
Gestalt des Korpers gleichgultig' el'scheinen, sofel'll nur nicht del' 
Fall del' Knickung (§ 23) vorliegt. Tatsachlich entspl'icht dies 
jedoch nicht del' Wirklichkeit: die Querschnittsfol'm ist nicht ganz 
gleichgultig, ganz besondel's abel' beeinfluBt die Hohe des Korpel's 
dessen Dl'uckfestigkeit, wobei die in § 14 erortel'te Hinderung 
del' Quel'dehnung an den Stil'llflachen einfluBnehmend auftl'itt. In 
diesel' Beziehung geben die nachstehenden Versuchsergebnisse deut
lich Auskunft. 

1. Die Belastung tl'ifft clie ganze Stirn/iiiehe cles Pl'QbelrihpCl'S. 

a) Versuche des Vel'fassers mit GuBeisen 
(vol'zuglichel' Beschaffenheit). 

Zylinder aus einem und demselben GuBeisen -Rundstab , del' 
bei 2,00 em Durchmesser (bearbeitet) eine Zugfestigkeit von 
1860 kgjqcm ergeben hatte. 

Die Zahlen sind das Mittel aus je 3 Versuchen. 

Versuchs- Rohe 
Durch- Quer- Druckfestigkeit 

l'eihe 
messer schnitt naeh Gl. 1, § 11 

em em qem kg/qem 

1 4,00 1,99 3,11 7232 
2 1,98 1,98 3,08 7500 
3 1,00 1,99 3,11 8579 

Die Druckfestigkeit wachst hiernach mit abnehmen
del' Hohe del' Versuchskorper. 

Sie betragt fiir den Fall, daB die Hohe des Zylinders gleich 
dem Durchmesser desselben ist, das 

7500 
1860 = "-' 4 fache 

del' Zugfestigkeit 1). 

I)Bei dem hoehwertigen GuBeisen, welches S. 251 mit B2 bezeiehnet ist, 
fand sich fiir Kreiszylinder von 2 em Durehmesser und 2 em Rohe 

Bach, Elastizitat. 5. Auf!. 11 
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Bei den Versuchsreihen 1 und 2 erhaltene Bruchstiicke sind 
III Fig. 5 (Tafel VII) dargestellt. 

Prismen von kreisformigem und von quadratischem 
Querschnitt aus einem und demselbeu GuBeisen-Rundstab, dessen 
Zugfestigkeit zu 2082 kg/qcm ermittelt worden war. 

Quer- Durch- Quac1rat-
Hiihe 

Qller- Drnckfestigkeit 
schnitts- messer seite schnitt nach Gl. 1, § 11 

form cm cm cm qcm kg/qcm 

(' -) 1,70 - 1,70 2,27 7771 
0 - 1,70 1,70 2,89 7509 

Die Druckfestigkeit ergibt sich demnach fiir den 
kreisformigen Querschnitt etwas groBer als fit I' den 
q uadra tischen. 

b) Versuche von Bauschinger mit Sandstein. 

(Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratol'ium 
del' konigl. polytechnischen Schule in Miinchen. 6. Heft. 
Miinchen 1876.) 

Bauschinger stellte auf Grund del' Ergebnisse seiner eigenen 
Versuche (s. unten) und derjenigen anderel' fiir die Druckfestig
keit die Gleichung 

auf, giiltig fiir Prismen, bei denen 

h ~- 5 a, sofel'll a2 =j, d. i. a = liT 

1. Druckfestigkeit = (8710 + 8714 + 8762) : 3 = 8728 kg/ qClll 
= 8728 : 2535 = 3,44 . Zugfestigkeit. 

2. Drllckfestigkeit = (8133 + 8101 + 8048) : 3 = 8094 kg! qClll 
= 8094: 2334 = 3,46 . Zllgfestigkeit. 

3. Drllckfestigkeit= (8032 + 8127 + 8035): 3 = 8081 kg/qcm 
= 8081 : 2261 = 3,57 . Zugfestigkeit. 

1) 
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Rierin bedeutet 

f den Quersehnitt des Prisma in qem, 
u den Umfang dieses Quersehnittes in em, 
h die Rohe des Prisma in em, 
K die Bruehbelastung in kgjqem, 
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a und f1 Konstante, welehe von del' Art des Materials abhangen. 

Bausehinger hlilt ubrigens die einfaehere Gleiehung 

( Y1) JlJ K= a+p--
h u 

2) 

4 

fur ausreiehendi nur wenn die Ergebnisse del' Versuehe von 
Rondelet und Vicat einbezogen werden sollen, erseheint es 
notig, auf Gleichung 1 zuruckzugreifen. 

A. Prism en von l'eehteckigem Quersehnitt, hergestellt aus 

einer und derselben Platte von sehr feinem gl'aublauen 
Schweizer Sand stein. 

Druekrichtung senkreeht zum Lager. 

Quer- Druekfestigkeit Kin kg(qcm 

No. 
Seite a Seite b Bohe h sehnitt 

ah beobaehtet I berechnet 

em em em qcm Gl. 1, § 11 nachG1.3,§13 

1 2 3 4 I 5 I 6 7 

1 9,95 9,85 9,6 98,01 
I 

680 666 I 
2 10,0 9,85 9,7 98,50 685 663 
3 6,0 5,85 5,7 35,10 670 670 
4 5,2 5,2 5,05 27,04 690 666 
5 4,8 4,7 1,1 22,56 1950 1805 
6 5,0 4,6 1,1 23,00 1910 1818 
7 4,4 9,7 1,1 42,68 2140 2273 

Die Vel'suche No. 1 bis 4 sind angestellt mit Prismen, deren 
Quel'sehnitt als quadl'atiseh angesehen werden darf, und deren Rohe 
angenahert gleich der Seite des Quadrates ist. Die Werte del' 

lP 
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Spalte 6 fiir diese 4 Versuche lassen erkennen, da£ Wiirfel von 
verschiedener Gl'o£e, jedoch aus gleichem Material her
gestellt, die gleiche Dl'uckfestigkeit besitzen. 

Die Vel'suche No.5 und 6 beziehen sich auf Prismen mit an
genahel't quadratischem Querschnitt und einer Hohe, welche weit 
kleiner ist als die Querschnittsabmessungen. Die Zahlen in del' 
Spalte 6lehren, da£ die Druckfestigkeit unter sonst gleichen 
Verhaltnissen mit abnehmendel' Hohe wachst. 

Das Ergebnis des Versuches No.7, verglichen mit den Er
gebnissen, welche fiir No.5 und 6 erlangt wurden, zeigt, da£ die 
Druckfestigkeit unter iibrigens gleichen Verhaltnissen 
mit wachsender Grundflache zunimmt. 

Aus 18 derartigen Versuchen (Tab. III, S. 10 de:r: Mitteilungen), 
wobei die Hohe h die Lange del' Seiten nicht iiberschreitet, be
rechnen sich die Gro£en a und f1 del' Gleichung 1 zu a = 310 
und fJ = 346, so daB diese iibergeht in 

3) 

Die Ubereinstimmung del' hiel'aus ermittelten und in Spalte 7 
eingetragenen Wel'te mit den beobachteten (Spalte 6) ist eine 
recht gute. 

B. Prismen Wle unter A. 

Druckrichtung parallel zum Lager. 

Quer- Druckfestigkeit Kin kg/qem 

No. 
Seite a Seite b Hohe 11 sehnitt 

ab beobaehtet I bereehnet 

em I em em qem Gl. 1, § 11 naehG1.4, §13 

1 2 3 4 5 6 7 

1 10,0 9,9 29,5 99 444 371 
2 10,0 9,8 9,7 98 602 588 
3 6,6 6,5 4,75 42,9 676 684 
4 4,8 4,6 1,4 22,08 1540 1337 
5 4,7 10,0 1,4 47,00 1850 1767 
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Aus 17 derartigen Versuchen (Tab. II, S. 9 del' Mitteilungen), 
wobei die Hohe h die Querschnittsabmessungen bedeutend iiber
schreitet, ergibt sich a = 262 und (3 = 320, also 

K = (262 + 320 Vl) iVl . 
h 1t 

4 

4) 

C. Prislllen von kreisformigelll und von rechteckigelll 
Querschnitt, hergestellt aus feinkornigelll gelben Bunt

sandstein (Heil bronn). 

Druckrichtung parallel zum Lager. 

Quer- DUl'Ch-i Seite I Seite 
QuerschniH Druckfestigkeit in kg / qCIll 

Hohe 
7f l" beob- berechnet 

No. schnitts- messer a I b It TO", 
fonn I bezw. ab achtet 

Gl. 5 I Gl. 7 
I CllI em em I cm qcm Gl.1,§l1 bezw.6 

I I I 
i 

I I I 1 2 3 4 5 6 I 7 8 9 10 
i 

1 0 - 9,25 9,18 36,3 84,91 381 377 387 
2 () 9,2 - - 36,25 66,47 451 418 407 '-' 

3 0 - 9,05 9,17 12,45. 82,99 440 436 444 
4 0 9,22 - - 12,201 66,76 463 473 473 
5 0 - 9,20 9,22 2,73 84,82 790 754 755 
6 0 9,15 - - 2,90 65,75 806 733 729 

Aus 18 solchen Versuchen (Tab. V, S. 11 del' Mitteilungen) 
wird unter Anwendung del' Methode del' kleinsten Quadrate zur 
Bestimmung del' Werte a und fJ in Gleichung 1 erhalten 

fiir die rechteckigen Prismen: 

K~ (347+1211li~ . 5) 

fiir die Kreiszylinder: 

K = (369 + 115 ~1) VVZ . 
h 1t 

4 

6) 
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fiir samtliche Prismen: 

K = (358 + 118 ?l-V~ . 7) 

1m ganzen erweist sieh hiernaeh del' EinfluB del' Quersehnitts
form auf die Festigkeit kurzer Prismen - im Gegensatz zu dem
jenigen del' Hohe - als nieht bedeutend. 

c) Versuehe des Verfassers mit Blei. 

Z y Ii n del' aus einem und demselben GuBbleikorper dur0h 
Drehen hergestellt. 

I 

Belastung in kg I qcm, bei 
Durch- Qller- welcher das Material 

No. 
Hiihe 

schnitt 
Spez. 

messer 
Gewicht i ausweicht, 

I 
noch nicht 

I 
d. h. seitlich 

ausweicht 
em em qcm abflieBt 

1 7,05 3,525 9,76 11,37 46 51 
2 3,47 3,53 9,79 11,36 59 69 
3 1,01 3,48 9,51 11,35 105 126 

Hiernaeh steigt bei nahezu gleiehem Durehmesser von rund 
3,5 em die Belastung, welche das Blei ertragt, ohne naeh del' Seite 
auszuweiehen, von 46 kg/qem auf 105 kg/qem, wenn die Hohe 
des Zylinders von 7,05 em auf 1,01 em vermindert wird. 

GuBblei in Wiirfeln von rund 8 em Seitenlange ertrug Be
lastungen von 50 kg/qem; mit 72 kgJqem belastet, wieh dasselbe 
fortgesetzt, wenn aueh sehr langsam, aus. 

GuBblei in Form von Seheiben, deren Durehmessel' 16 em 
und deren Starke 1,5 em, vertrug eine Belastung von 100 kg(qem; 
bei 150 kg/qem wieh das Material sehr langsam naeh del' Seite aus. 

Wei e h w a 1 z b lei in Form von Seheiben verhielt sieh nieht 
wesentlieh andel'S als GuBblei. 

Aus den angefiihl'ten Zahlen erhellt deutlieh die Z una h m e 
del' Druekfestigkeit bei A bnahme del' Hohe del' Blei
korper. 

(S. aueh Zeitsehrift des Vereines deutseher 1ngenieure 1885, 
S.629 u. f.) 
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2. Die Belastung t1"ijft unmittelbar n,U1' ein,en, Teil der Quer

schnittsjlache des P'l'obekorpel's. 

a) Versuche von Bauschinger. 

Mitteilungen u. s. w., 6. Heft, 1876, S. 13 u. f. 

D. Wiirfel mit einer durch Abschragung der Ranten 
verkleinerten Stirnflache. 

Fig. 1. 

Material, wie oben unter A bezeichnet. 
Druckrichtung senkrecht zum Lager. 

.... 
0) 

S Hohe 

II b I Dnlckfestigkeit K 
Wiirfelqllerschnitt A - StirnfHiche in kg/qem 

sehrii- Be- bezogen auf 

I-~--c--~----,---- gung ~--C-I--'-~-I lastung den' den 
S 
'" It 

Z 

enl 

a bah x : Y a' h' a' h' P I s~;:ftt I s~~~Itt 
r:~:~t a b a' b' 

em em qem em I em qcm kg P: ali P: a' b' 

1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I 8 I 9 I 10 11 

1 9,8 10,1 9,91100,°[1 : 1 8,0 7,9 163,2151000 510 
2 9,7 9,8 9,9 I 97,0, 2 : 1, 7,9 8,0! 63,2 45000 460 
3 9,7 9,95 9,9 98,5 3: 1 8,05 8,051 64,8 45500 460 

4 9,8510,0 9,75 97,5 1: 2 6,2 6,0 137,2 34500 I 350 

5 9,90\ 10,1 1.10,05101,512: 2 ~,~ 16,25 39,4 35000 345 
6 9,8010,1 9,8 99,0, 3: 2 6,2 6,0 37,2 32000 325 
7 9,80 9,9 10,0 99,°14: 2 5,9 6,1 36,0 3~ 500 320 

8 9,7510,0 9,8 98,°
1
1: 3 4,4 4,2 18,5 23000 235 

9 9,75 9,95
1 

9,9 98,5
1 
2 : 3 4,2 4,2 17,6 20500 210 

10 9,7~10,05\10,~ 100,5,3:3 4,4 4,2 18,5 23~00 230 
119,8810,10 9,15

1
98,5

1
5:3 4,254,1 17,419100 200 

12 

807 
712 
702 

927 
888 
860 
875 

1243 
1165 
1243 
1132 
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Der Bruch erfolgte immer in del' Weise, daB von der klein en 
Druckflache aus eine Pyramide in das 1nnere des Probestuckes 
hineingetrieben und das umliegende Material auseinander gesprengt 
wurde. 

Bei den Versuchen 1 bis 3 war die Stirnflache von durch
schnittlich 98,5 qcm (Spalte 5) vermindert auf im Mittel 63,7 qcm 
(Spalte 9); die Festigkeit, welche bei Wurfelgestalt z. B. nach dem 
unter 1, b, A, 2 angegebenen Versuch 685 kg (Spalte 6 daselbst) 
betragt, sinkt beispielsweise bei Versuch 3 auf 460 kg, sofern sie 
auf den Querschnitt a b bezogen wird, und steigt auf 702 bei 
Beziehung auf den Querschnitt a' b'. Hiernach wurde sich die 
Druckfestigkeit eines solchen Karpel's (Fig. 1) zu groB ergeben, 
wenn man, von del' an Wurfeln el'mittelten Festigkeit ausgehend, 
die Flache a b del' Rechnung zugrunde legt, und zu klein, wenn 
die Flache a' b' in die Rechnung eingeftthrt wird .. Dieses voraus
zusehende Ergebnis tl'itt um so scharfer hervor, je kleiner die 

x-?"=:==~ 
I 
I 
I 

'i 
I 

J_-'"-__ ---->-

Fig. 2. 

Stahlprisma (von 39 mm Hohe) nur auf einer Seite. 

Stirnflache a' b'. Fur Versuch No. 11 erscheint die aus Versuchen 
mit Wurfeln gewonnene Druckfestigkeit von 685 kg einerseits 
vermindert auf 200 kg, andererseits vergroBert auf 1132 kg, je 
nachdem die Bruchbelastung durch a b odeI' (J,' b' dividiert wird. 

Del' EinfluB des Abschragungsverhaltnisses (Spalte 6) laBt 
sich zwar deutlich erkennen, wie ein Vergleich del' Versuche 
1 bis 3, 4 bis 7, 8 bis 11 je un tel' sich lehrt, ist jedoch nicht 
sehr bedeutend. 

E. Wiirfel aus dem unter A genannten Material. 

Del' Druck wird durch Stahlprismen, deren Achsen mit den
jenigen del' Wurfel zusammenfallen, und deren Kanten den Wurfel
kanten parallellaufen, nur auf einen Teil del' Stirnflache ubertragen. 
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Hohe 
Wiirfelquerschnitt Stahlprisma Brllch- I Drllckfestigkeit 

No. 
I 

I 
belastung I 

h a h 

I 

ab z Z2 P P:ab P:Z2 

cm cm [ cm qcm I cm qem kg kg/qem I kg/qcm 
I 

1 2 I 3 I 4 I 5 6 
1 

7 I 8 I 9 I 10 

1 9,65 10,0 19,9 99,0 3,9 I 15,21 16000 162 1 1052 
2 9,70 9,85

1

9,9 97,5 5,7 32,49 30000 308 923 
3 9,70 10,0 9,85 98,5 7,8 60,84 47000 477 772 

Del' Bruch erfolgte auch hier wieder in del' vVeise, daB von 
del' Stirnflache des Stahlprisma aus eine Pyramide in das Innere 
des Prism a getrieben und das umliegende Material auseinander 
gesprengt wurde. 

No. 

1 

1 
2 

Fig. 3. 

Stahl prism en auf beiden Stirnflachen. 

Hohe I 
Wiirfelquersehnitt I Stahlprisma 

11 I 
(I b ab z 

cm cm cm qcm crn 

2 3 4 5 6 

I 

9,7 9,9 110,0 99,0 5,7 
9,65 9,65 i 9,9 95,5 7,8 

I 
I 

Z2 

qcn; 

7 

32,49 
60,84 

Brllch- Drllckfestigkeit 
belastung 

P:ab I P:z~ P 

kg kg/qem I kg/qem 

8 9 10 

16000 162 
36000 377 

492 
592 

vVie ersichtlich, ist die Bruchbelastung weit kleiner, wenn del' 
Druck auf b eid e Stirnflachen durch die Stahlprismen wirkt. 

Diese Ergebnisse sind in folgender Beziehung noch besonders 
bemerkenswert. Wird nach Gleichung 3 
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fiir ein quadratisches Prisma berechnet, dessen Querschnitt gleich 
dem del' Stahlprismen und dessen Rohe gleich del' Wfirfelhohe ist, 
d. h., da dann VI z und u = 4z, 

so ergibt sich 

fiir Versuch 1 

2 

K= 310+346 f, 
57 

K = 310 + 346 ----¢7 = 513, , 

K=310+346 ;775 =587. , 

Diese Werte unterscheiden sich von den beo bachteten GroBen 
492 bezw. 592 nul' um wenig. Riernach hatte also das Material, 
welcheg dasjenige Prisma umschlieBt, das im Innern des gepriiften 
Wiirfels erhalten wird, wenn man sich die Seitenflachen del' auf
gesetzten Stahlprismen fortgesetzt denkt, keinen merkbaren Ein
fluB auf die Druckfestigkeit. Dieses auffallende Ergebnis, welches 
Bauschinger auch durch Versuche mit Granit angenahert bestatigt 

Fig. 4. 

fand, dfirfte sich durch die verhaltnismaBig geringe Zugfestigkeit 
des Materials erklaren lassen. Mit demselben steht in Uberein
stimmung, daB un tel' D die Zunahme des Wertes [IJ in dem Ab
schragungsverhaltnis tV: y (Spalte 6) bei gleichbleibender GroBe 
von y nur einen untergeordneten EinfluB besitzt. Bei den Ver
suchen No.8 bis 11 daselbst wachst tV von ungefahr 1 bis 5 cm; 
die Druckfestigkeit andert sich hierbei nul' unbedeutend. 

F. Wird die eine Stirnflache des Wfirfels (hier die untere) 
vollstandig, dagegen die andere nur fiber eine klein ere , im all
gemeinen einseitig gelegepe Flache, welche in Fig. 4 durch Strich
lage hervorgehoben ist, belastet, so gilt nach Bauschinger - zu
nachst immer nul' fiir Sandstein -
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8) 

Hierin bedentet: 
K die Drnckfestigkeit bei Belastnng des Wurfels in der schraf

fierten Flache, bezogen anf die Flacheneinheit der letzteren, 
1(0 die Drnckfestigkeit fur den Fall, daB die Belastung uber 

die ganze StirnBache gleichmaBig verteilt ist. 

b) Versuche des Verfassers. 

Material: Buntsandstein. 

Druckrichtung senkl'echt zum Lager. 

r 
I 
I 

r 
t .,/~ -'f_"'--__ ~ 

Fig. 5. 

Stahlpl'isma nur auf einel' Seite. 

(Versuchsreihe, je 3 bis 5 Korper) 1 2 3 4 

Seite a dul'chschnittlich 6,46 10,04 10,01 10,02 
b 6,03 9,99 10,01 10,03 

Hahe h 6,00 9,89 9,85 9,82 
Bl'eite z des Pl'isma 6,03 2,5 2,0 1,5 
Bruchbelastung auf 1 qcm 

des Quel'schnittes a b 653 232 188 156 
Bl'uchbelastung auf 1 qcm 

5 

9,99 
9,95 
9,84 
1,0 

120 

des Quel'schnittes b z 653 926 943 1044 1193 

6 

9,96 cm 
10,02 -

9,84 -
0,5 

102 kg 

2050 -

Fig. 6, Taf. II, zeigt Steine del' Vel'suchsl'eihen 2 bis 6. Wie 
el'sichtlich, el'folgte del' Bruch in del' Weise, daB von del' Stirn
Bache del' Stahlplatte aus ein keilfal'migel' Karper in das Innere 
des Vel'suchswul'fels getrieben und so das nmliegende Material aus
einandel' gespl'engt wul'de. 
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3. Die Belastzmg trijft einen Korpm' mit gewOlbtm' Obm1f,iiche 

(Kugel, Zylindm·). 

Die hier vorliegende allgemeine Anfgabe: Ermittlnng der 
Beansprnchnng nnd der Formandernng zweier beliebig gestalteter 
Karpel', welche gegeneinander gedritckt werden nnd sich dabei 
nm in einem sehr klein en Teile ihrer gewolbten Oberflachen 
berithren, ist trotz ihrer groBen Schwierigkeit einer strengen 
Losung zuganglich, wie zuerst Hertz (1881) gezeigt hatl). Ans
gehend von den V oraussetzungen: 

1. die Stoffe beider Karpel' sind in allen Punk ten nach allen 
Richtungen hin gleich beschaffen (isotrop), 

2. zwischen Dehnungen nnd Spannnngen besteht Proportionalitat, 
del' Delmungskoeffizient a besitzt gegenitber Druck denselben 
Wert wie gegenitber Zug, 

3. die GroBe del' Druckflachen, in denen sich die Karpel' unter 
Einwirkung del' Belastung infoIge ihrer Elastizitat berithren, 
1st sehr klein gegenitber den Oberflachen der Karpel', 

4. in den Druckflachen wirken nm Krafte, welche senkrecht 
zu diesen gerichtet sind (Hertz denkt sich vollkommen 
glatte, also reibungsfreie Oberflachen), 

und den allgemeinen Gleichungen der Elastizitatslehre (vergl. Ab· 
schnitt VIII) gelangt Hertz zu den im nachstehenden zusammen
gestellten Ergebnissen. 

a) Zwei Kugeln 

werden mit del' Kraft P gegeneinander gedritckt. Es Selen 

1'1 1'2 die Halbmesser del' beiden Kugeln, 
a l a2 die Dehnungskoeffizienten der Stoffe, aus denen die Kugeln 

bestehen, 
'lnl 'ln2 die Zahlen, durch welche das Verhaltnis der Langsdehnung 

zur Querzusammenziehung bei diesen Stoffen gemessen 
wird (§ 7, § 14). 

I) H. Hertz, Gesammelte Werke, Bd.1, S.155 u. f. oder auch Verhancl
lungen cles Vereins zur Beforcleruug des GewerbfleiLles in PreuLlen 1882, S. 449 ll. f. 

Eine Erganzung der H ertzschen Arbeit liefert M. T. H II b e1' in den Annalen 
der Physik, Bd. 14, 1904. S. 153 ll. f. 
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Dann betragt: 

die Strecke y, urn welche sich die beiden Kugeloberfiachen unter 
del' Belastung P einauder nahern (Summe del' Zusammen
druclmngen an beiden Obel'flachen - S. 183 bei Hertz -
strenggenommen nicht die .Anderung von 'rl + 1'2), 

del' Ralbmesser a del' Druckflache 

die groBte Pressung ()max III del' Mitte del' Druckflache 

p 
()max = 1,5 --2 , 

na 
11) 

d. i. 1,5 mal so groB als bei gleichmaBiger Verteilung des Druckes P 
uber die Beruhrungsflache. 

Mit 

geht Gleichung 11 nach Einfuhrung von a aus Gleichung 10 uber in 

P -+-V (1 1 )2 
1 3 r1 r2 

()max = -;; 2 2 ( 1 )2 
a 1--

11~2 

10 
und fur m = _I) 

3 

Vp (1 1)2 
()max = 0,388 -2 ---:- + -

a 11 r2 

11 a) 

11 b) 

1) Es empfiehlt sich, festzuhalten, daB selbst erhebliche Abweichungen hin
sichtlich der GroBe von 'In (vergl. § 7) einen bedeutenden EinfluB auf das Ergeb
nis nicht anBel'll; dies gilt auch fiir die folgenden Gleichungen. 
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Mit 

und 

folgt aus den Gleichungen 9 und 10 

f Pa 
a = 1,11 1 1 

-+-
1't 1'2 

b) Kugel und ebene Platte. 

Mit r t = l' und r 2 = 00 folgt aus Gleichung 11 a 

somit 

und nach Einfuhrnng des Kugeldurchmessers d = 2 r 

P = kd2,. 

wenn 

c) Zwei Zylinder, 

9a) 

lOa) 

12) 

13) 

parallel liegend und von der Litnge l, werden so stark gegen
einander gepreBt, daB auf die Litngeneinheit die Kraft P: l ent
faUt, gleichmitBige Verteilung der Belastung P tiber die Litnge l 
vorausgesetzt. Es seien 

r t r 2 die Halbmesser der beiden Zylinder, 
at a2 die Dehnungskoeffizienten, 
mt m2 die bereits unter a bezeichneten Zahlenwerte. 
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Die Breite b del' durcb die Belastung erzeugten Beriihrungs
flache betragt 

die graBte Pres sung in del' Mitte del' Beriihrungsflache 

4 P 
flmax = -;; TI' . 

d. i. ~ mal so groB als bei gleichmaBiger Druckverteilung. 
n 

Fiir gleiches Material, d. h. fur 

wird 

15) 

14a) 

Die Bestimmung del' Strecke, um welche sich die beiden 
Zylindel'oberflachen einander nahel'll, unterlaBt Hertz, indem er 
bemerkt, daB sie nicht allein abhangig von den Vorgangen an 
del' Druckstelle ist, sondel'll wesentlich bedingt wird dul'ch die 
Form des ganzen Karpel's Ca. a. O. S. 187). 

d) Zylinder und e bene Platte. 

Mit 1', = l' und r2 = = ergibt sich aus Gleichung 14a 

b = 4,1:!-a (1_~1 ) £..r 
V n m2 l 

und damit aus Gleichung 15 

3/ P 
(fmax = 1 ( 1 ) 

2na l-~o l1' 
rn" 

14b) 
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Nach Einfuhrung des Zylinderdurchmessers d = 2 r 

P = k l d, 16) 

sofern 

17) 

Die Gleichungen 10 und 11, 14 und 15 werden zurzeit viel
fach, namentlich im Bauingenieurwesen, als solche angesehen, welche 
die unmittelbare Ermittlung del' zulassigen Belastung P ermog
lichen, indem man fur a sowie m die den betreffenden Materialien 
eigentumlichen Werte und fur ()max die groBte, noch fur zulassig 
erachtete Spannung gegenuber Druck einsetzt 1). 

Nun liegen aus neuester Zeit ausgedehnte und grundliche 
Versuche von Stribeck mit Stahlkugeln vor2), durch welche u. a. 
nachgewiesen wird, daB bei vorzuglicher Ausfuhrung del' Kugeln 
und ihrer Laufflachen (beiderseits geharteter Stahl) die zulassige 
Belastung fur ebene Laufflachen noch zu P = 50 d2 gewahlt 
werden darf, sofel'll an del' Druckstelle nur rollende Reibung auf
tritt. Nach MaBgabe del' Gleichungen 12 und 13 entspricht diese 
Belastung mit 

1 
a=-----

2120000-' 

welchen Wert S tri be c k fur das Stahlmaterial del' Kugel bestimmte, 
und mit 

zufolge 

I) Verg!. z. B. Zeitschrift des Hannoverschen Ingenieur- und Architekten
vereins 1894, S. 131 u. f. 

2) S t rib e c k, Mitteilungen aus del' Zentralstelle fiir wissenschaftlich
technische Untersuchungen, Heft 1, Mai 1900, oder auch Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure; 1901, S. 73 u. f. sowie Schwinning, am gleichen Ort, 
S. 332 u. f., ferner Stribeck, Glasers Annalen fill' Gewerbe und Bauwesen, 1901, 
Bd.49, No. 577. 
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einer Druckspannung von 

(1max = 37450 kg/qcm. 

Diese Zahl geht weit tiber das hinaus, was man bisher als 
zulassige Anstrengung angesehen hat, selbst wenn berucksichtigt 
wird, daB im vorliegenden Falle nicht die groBte Pressung, sondern 
die betrefIende Hauptdehnung als maBgebend anzusehen ist (§ 48, 
§ 67 und § 68); 

Stribeck bestimmte durch unmittelbare Druckversuche die 
Proportionalitatsgrenze fur den in Wasser geharteten Stahl zu 
rund 9000 kg / qcm (die Elastizitatsgrenze lag noch ein wenig 
tiefer). Diesel' Wert ware unter Berucksichtigung, daB im mitt
leren Element der Beruhrungsflache zwischen Kugel und Platte 
drei Hauptspannungen 

0,8 amax 

vorhanden sind, infolgedessen die Hauptdehnung senkrecht zur 

Oberflache nach Gleichung 1, § 67 mit m = 1~ 

IX (1 - 2 . 0,8 .0,3) . (1max = 0,52 IX (1max , 

also nur das 0,52 fache der Zusammendriickung betragt, welche 
die Pressung (1max fur sich allein erzeugen wurde, auf 

9000 
0,52 = rv 17300 kg/qcm 

zu erhohen. Diese GroBe ftihrt (Gleichungen 12 und 13) zu 

~ 1 . 
k = 6 2120 000~ (1 - 0,32)2 • (17 300)3 = rv 5, 

somit 

gegenuber P = 50 d2, durch unmittelbaren Versuch ermittelt, d. h. 
wird in del' Hertzschen Gleichung 11 in Verbindung mit 10 fiir 
die groBte Druckspannung diejenige Zahl eingeftihrt, welche der 

B a c h, ElastizitlH. o. Aufl. 12 
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Zusammendriickung an del' Proportionalitatsgrenze, die hier noch 
oberhalb del' Elastizitatsgrenze liegend festgestellt worden ist, ent
spricht und die noch eine hohere Anstrengung Iiefert, als man 
nach bisheriger Auffassung fiir zulassig erachtet, so ergibt sich 
die zulassige Belastung P del' Kugeln zu einem Zehntel der
jenigen, die durch unmittelbaren Versuch noch als zu
lassig festgestellt worden ist. 

Daraus folgt, daB die Hertzschen Gleichungen nicht in 
del' eingangs bezeichneten Weise zur Bestimmung del' 
zulassigen Belastung P benutzt werden konnen, d. h. daB 
del' Wert k del' Gleichung 12 nicht aus Gleichung 13 be
rechnet, sondern daB diese Belastung nul' durch unmittel
bare Versuche bestimmt werden kann. DaB diese Versuche 
unter solchen Verhaltnissen anzustellen sind, die denjenigen ent
sprechen, unter welchen die Kugeln in den betrefi'enden Kon
struktionen sich befinden, ist selbstverstandlich. 

Sodann ist in bezug auf die Verwendung del' Hertzschen 
Gleichungen noch folgender Punkt im Auge zu behalten. 

Werden gehartete Stahlkugeln un tel' steigender Belastung 
gegeneinander gepreBt, so tritt zunachst ein die Druckflache um
gebender Kreissprung ein, zuweilen unter Belastungen, welchen 
noch weniger als ein Zehntel del' Belastung entspricht, bei welcher 
die Kugel auseinanderbricht 1). Meridianrisse treten erst spateI' auf. 

Das Entstehen del' Umfangsrisse ist die Folge von Zug
spannungen, welche sich nach dem Umfange del' Druckflache hin 
einstellen. In del' Tat pflegen auch in Kugellagern stark iiber
lastete Kugeln durch Absplittern kleiner Teilchen unbrauchbar zu 
werden, nicht abel' durch Bruch. 

Fiir die bezeichnete Zugbeanspruchung, durch welche die 
gehartete Stahlkugel zuerst del' Unbrauchbarkeit zugefiihrt wird, 
gibt Hertz eine Gleichung nicht; er hat die Rechnung nur fiir 

I) Fiir gut e Kugeln bis etwa 11/4" engl. (31,8 mm) Durchmesser ist 
P = 550 d 2 bis 700 d 2 als Belastung zn fordern, bei welcher der Umfangssprnng 
eintritt. Grenzzahlen: 1/8" (22,2mm)-Kugeln brechen erst bei P=38000 bis 
40000 kg, entsprechend P = rund 8000 ([2, wahrend del' erste Sprung bereits 
bei 2700 kg, also bei 550 d 2 eintrat. 11/4" (31,8 mm)-Kugeln, deren Brnch
belastung nur l' = 3500 d 2 = rund 35000 kg war, 7,eigten die 101e Sprnng
belastnng von 1000 d 2 = 10 000 kg. (S. die in del' FuBbemerkung 2, S. 176 
angegebenen Quellen.) 



§ 13. Druckversuche. 179 

das am starksten gedriickte Flachenelement durchgefiihrt. Er 
sagt, nachdem er iiber das Verhalten plastischer Korper gesprochen 
hat (S. 167): "Schwieriger ist es, die Erscheinung in sproden 
Korpern wie hartem Stahl, Glas, Krystallen zu bestimmen, in 
welchen eine Uberschreitung del' Elastizitatsgrenze nur als Ent
stehung eines Risses odeI' Sprunges, also nul' unter dem Einilusse 
von Zugkraften auftritt. Von dem oben betrachteten Elemente, 
als von einem allseitig komprimierten, kann ein solcher Sprung 
nicht ausgehen, und es ist bei unserer heutigen Kenntnis von del' 
Festigkeit sproder Korper iiberhaupt nicht moglich, genau das
jenige Element zu bestimmen, in welchem die Bedingungen fiir 
das Zustandekommen eines Sprunges bei wachsendem Druck zuerst 
auftreten. Indessen zeigt eine eingehendere Diskussion soviel, da13 
in Korpern, welche in ihrem elastischen Verhalten dem Glase 
odeI' hartem Stahle ahnlich sind, bei weitem die starksten Zug
krafte in del' Oberilache, und zwar am Rande del' Drncldlache 
auftreten 1)." 

') "Venn nun Hertz zur Bestimmung del' Harte eines Materials den Vor
schlag macht, aus ihm zwei Kiirper herzustellen und ihre Oberflachen dabei so 
Zll wahlen, daB die beim Aufeinanderpressen sich bildende Drucldlache kreis
fiirmig ausfallt, sodann (S. 193) bestimmt: "Die Harte eines Kiirpers wird ge
messen durch den Normaldruck auf die Fllicheneinheit, welcher im Mittel
pnnkte einer kreisfiirmigen Druckflache herrschen muB, damit in einem Punkte 
del' Korper die Spannungen eben die Elastizitatsgrenze en'eichen", und dann 
spateI' bemerkt (S. 195): "im Glase und allen ahnlichen Korpern besteht die erste 
Uberschreitllng del' Elastizitatsgrenze in einem kreisformigen Sprunge, del' in der 
Oberflache am Rande del' Druckellipse entsteht", ohne festzustellen, in welchem 
Punkte des Korpers die Elastizitatsgrenze uberschritten wird - del' mittlere 
Punkt del' Druckflache ist es eben nicht - und von welchen GroDen die Span
nllllg in diesem Punkte beeinfluBt wird, sowie welehe Beziehungen zwischen 
diesen GriiBen bestehen, so tritt hier mindestens eine Lucke zutage; man gelangt 
damit auf ein Gebiet, das jedenfalls noeh del' Klarstellung bedarf. Ob diese zur 
Aufklarung del' Tatsache, daB Versuche mit verschieden gekrummten Korpern 
aus gleichem Material keine ilbereinstimmenden Pressungen fill' die Elastizitats
grenze und somit keine ilbereinstimmenden \Verte filr die Harte des gleichen 
Materials ergaben, beitragen wird, mag zunitchst dahingestellt bleiben. 

Hinsichtlich del' Versuche, die Harte auf dem von Hertz vorgeschlagenen 
\Vege zu bestimmen, sei insbesondere auf die Arbeiten von Auerbach in 
\Viedemanns Annalen verwiesen. 

In bezug auf die HarteprLifung von Kugeln s. die in del' FnBbemerkung 2, 
S.176 angegebenen Veriiffentlichungen. Stribeck sagt hierilber: ,,\Verden 
2 Kugeln aus gleichem Material mit der Kraft P gegeneinander gedrilckt, so 

12* 
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Vorbehaltlich del' Pl'iifung durch Versuche wird man gut tun, 
anzunehmen, daB die Zugspannung, welche am Rande der Dl'uck
Hache sich einstellt, namentlich bei Matel'ialien mit geringer Zug
festigkeit, die zulassige Druckbelastung beeinflussen, d. h. diese 
herabdl'iicken kann. 

Vel'suche, welche Verfassel' mit Quadel'n aus Gl'anit l ) und 
San d s t e i n 2) zu Bl'uekengelenken (QuadeI' mit zylindl'ischel' Flache 
auf ebenem Quader) durchgefithrt hat, lehren, daB die Zerstol'ung 
del' Granit- bezw. Sandsteinkorper nicht durch die in del' J~Ette del' 
Beriihrungsflache sieh einstellende, von Hertz bestimmte groBte 
Druckspannung 

4 P 
draax = -:;; TI ' 

worin b durch Gleichung 14 b bestimmt ist, sondern durch auf
tl'etende Zugspannungen hel'beigefiihl't wird. Die photographischen 
Abbildungen Fig. 3 und 4, bezw. Fig. 4 und 9 in den Verofi'ent
lichungen, welehe die beiden FuBbemel'kungen angeben, lassen 
das deutlich el'kennen. 

Wie sicb aus dem Vorstehenden ergibt, ist die entwel'fende 
und ausfiihrende Teehnik genotigt, die Koeffizienten k 
del' G leichungen 12 und 16, welche von ihr schon seit 

bildet sieh eine kreisfiirmige Druckflache aus, deren Halbmesser a mm betragt. 
LaBt man die Belastung von Null an stetig wachsen, so nimmt die Druckfliiche 

3 

zunachst nach Mal;\gabe von VY,2"" (vergl. Gleichung 10) "unll die durchschnitt-
3 

liche Pressung (j = ~ entsprechend V P zu. Abel' schon nach Uberschreitung 
n a-

der Proportionalitatsgrenze andert sich die Abh;lngigkeit von P in dem Sinne, 
daB die Druckflache rascher und demgemaB die Pressung langsamcr zunimmt, 
und zwar solangc, bis sich schlieBlich die Druckflache im gleichen Verhaltnis 
wie die Kraft andert, und demznfolge die Pressung konstan t bleibt. Diese kon
stante Pl'essung, die sich auch durch eine Steigerung del' Belastung bis zum 
Eintritt des Bruches nicht mehr vergriiBern lii3t, wird die Drnckharte odeI' 
kurz die Harte del' K ugeln (Widel'stand gegen Eindl'ingen) genannt. Sic cl'gibt 
sich fiir gllte Kugeln aus gehartetem Glll;\stahl zwischen 780 und 850 kgj qmm. 
Von kleinen Kugeln wil'd man die griiBere Harte, von 2" (50,8 mm)-Kugeln noch 
etwa 780 erwarten diirfen. Bei Kugeln, die nach innen zu weichel' werden, 
nimmt die Pressung, nachdem sie ihl'en griil;\ten Betrag erreicht hat, sogar 
wieder ab". 

I) Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, Heft 17. 
2) Mitteilungen iiber Fol'schungsarheiten, Heft 20. 
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langeI' Zeit auf Grund von gewissen Annahmen ent
wickelt worden waren, nach wie VOl' durch unmittelbare 
Versuche festzustellen. 

Mit Rucksicht hierauf und in Anbetracht, daB den alteren 
Betrachtungen, die zu den Gleichungen 12 und 16 fuhrten, schon 
wegen ihrer Einfachheit eine gewisse Bedeutung zuerkannt werden 
muB, sei im nachstehenden del' Fall, daB Kugeln gegeneinander 
gepreBt werden, Fig. 7, in del' alteren Weise behandelt. 

Infolge del' Zusammendriickbarkeit des Materials berithren 
sich die Kugeln unter del' Einwil'kung del' Belastung in einer 
kleinen Kreisflache gemaB del' in ubertriebenem MaBe gegebenen 

Fig. 7. 

Darstellung Fig. 8, wobei wir die mittlere del' drei Kugeln, 
welche gleichen Durchmesser besitzen, ins Auge fassen wollen. 

Fur den beliebigen Punkt C del' ursprunglichen Kreislinie 
JvICA sei die Zusammendruckung in Richtung del' Belastung 

a; = l' (1 - cos CPo) - r (1 - cos cp) = r (cos (p - cos CPo), 

woraus bei Beachtung, daB 

cos cp = V1- sin2 cp 

und cP SOWle cpo sehr kleine Winkel sind, also 

2 

cos cp = rv VI - cp2 = rv 1 - !L 
2 

cos cpo 
2 

= rv 1- CPo 
2 ' 
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folgt 

U nter del' V oraussetzung, daB sich diese Zusammendriickung 
gleichmaBig durch die Kugel hindurch fortpflanzt, fande sich die 
verhaltnismaBige Zusammendriickung in C 

a; Po 2 - cp2 
f=--;;= 2 ' 

welcher die Normalspannung 

entsprechen wiirde, falls die bezeichnete V oraussetzung erfttllt 
ware, und Krafte senkrecht zur Richtung von a; nicht einwirkten. 
Letzteres erkennt man sofort als unzutreffend, da die Faser, 
welche im Punkt C in Richtung der Belastung gedacht werden 
kann, durch das sie umschlieBende Material bei del' Zusammen
driickung gehindert ist, sich quer zu dehnen. Diesel' seitliche 
Zusammenhang mit dem Material wird auch eine gleichmaBige 
Fortpflanzung del' Zusammendrttckung del' Faser durch die Kugel 
hindurch hindern. Infolge diesel' Umstande muB del' Ausdruck 
fttr () mit einem aus Versuchen zu bestimmenden Berichtigungs
koeffizienten l/J multipliziert werden, del' ganz allgemein den Ab
weichungen Rechnung zu tragen hat, welche zwischen del' Wirk
lichkeit und den gemachten Voraussetzungen bestehen. Aller 
Wahrscheinlichkeit nach ist l/J mit P veranderlich, wohl auch sonst 
noch von den Umstanden beeinfluBt. Nichtsdestoweniger wurde 
del' Koeffizient l/J, urn die Rechnung ttberhaupt und einfach durch
ftthren zu konnen, als Konstante angenommen und ihre mittlere 
GroBe bis zur Ermittlung durch Versuche auf etwa 3 geschatzt. 

Damit ergibt sich 

18) 

Den groBten Wert el'langt () fttr cp = 0, d. i. III del' Mitte, 
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Der Gleichgewichtszustand bedingt 

~o ~o 

p = So'. 2 n r f/! • r d (f = 1.fJ: r25 (f/!o2 - f/!2) f/! d f/! = ~: f/!o' 1.2, 
o 0 

woral1s mit 

19) 

20) 

21) 

sofern 

. 22) 

Gleichung 21 stimmt mit Gleichung 12 vollstandig iiberein. 
In ahnlicher Weise laBt sich auch die Entwicklung fur den 

Zylinder durchfiihren. Sie fiihrt zu 

P = kld, 23) 

wenn l die Lange des Zylinders ist und P die Gesamtbelastung 
fiir den Zylinder bedeutet, also ganz zum gleichen Ergebnis, wie 
oben in Gleichung 16 ausgesprochen. Fiir den Wert k der 
Gleichung 23 ergibt sich del' Ausdruck 

. 24) 

Dabei ist jedoch die GroBe von k ebensowenig aus Gleichung 22 
bezw. 24 zu berechnen, wie dies aus Gleichung 13 oder 17 zu 
geschehen hat, kist vielmehr durch Versuche unmittelbar zu be
stimmen, wie S. 178, 180 und 181 angegeben wurde. 

DaB die qesetzmaBigkeit, wie sie in den Gleichungen 22 
bezw. 24 fur k zum Ausdruck gelangt, nicht beanspruchen kann, 
genau zu sein, folgt aus dem Gange der Rechnung. 

Eine Beziehung fiir die groBte am Rande der Druckflache 
auftretende Zugbeanspruchung liefert die Annaherungsrechnung 
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ebensowenig wie die Hertzschen Entwicklungen; doch lallt, Wle 

schon oben angedeutet, Fig. 9 deutlich erkennen, daB infolge der 
starken Abbiegung, welcbe die Korperelemente am Rande der 
DruckHache (bei A) erfahren, bedeutende Zugspannungen auf
treten werden, die bei sproden Materialien zu dem beobachteten 
Kreissprung (S. 178) fuhren konnen. 

§ 14. Hinderung der Querdehnung. 

Wie wir in § 11 sahen, wird der 'Viderstand, welchen ein 
auf Druck in Anspruch genommener Korper leistet, schlieBlich 
dadurch uberwunden, daB das Material nach der Seite hin aus
weicht. Daraus falgt, daB del' 'Viderstand an sich unuberwindbar 
erscheint, wenn das Material gehindert wird, nach del' Seite aus
zuweichen, d. h. wenn genugend groBe Druckluafte auf die Mantel
Hachen wirken. 

Diesel' Satz gilt nicht bloB fur feste, sondeI'll auch fur Hussige 
Korper. Denken wir uns beispielsweise einen genugend festen 
Hohlzylinder, zum Teil gefullt mit Wasser, auf dem ein gegen 
die Zylinderwandung vollkommen abdichtender Kolben ruht. Wie 
stark wir aucb - innerhalb der Widerstandsfabigkeit des Hohl
zylinders - den Kolben belasten, das nach allen Seiten hin am 
Entweichen gehinderte Wasser tragt die Belastung, weist also trotz 
seiner tropfbar Hussigen Natur unter diesen Umstanden eine groBe 
Widerstandsfahigkeit gegen Druck auf. 

Die Erscheinung ist eine ahnliche wie die in § 7 erorterte. 
Dort handelt es sich urn den EinHuB gehindertel' Zusammenziehung, 
hier urn denjenigen del' Hinderung del' Quel'dehnung, welche die 
Druckkl'aft zur Folge haben wurde, wenn Krlifte auf die Mantel
Hache senkrecht zur Achse nicht tatig waren. Die in § 7 ent
haltenen Gleichungen gelten in sinngemaBel' Weise auch hier. 
Insbesondere folgt daraus, daB die Beziebung 

Ii 
(I = - odeI' Ii = a (I, 

a 

welche bei dem nur in Richtung del' Achse gedruckten Stab 
zwischen del' Spannung - (J (Pressung) und del' Dehnung - Ii 
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(Kiirzung) sowie dem Dehnungskoeffizienten ex gegeniiber Druck
beanspruchung besteht, nicht mehr giiltig ist, so bald auch Krafte 
senkrecht zur Stabachse angreifen 1). Solehe Krafte wirl>:en bei den 
Versuehskorpern in del' Regel auf die StirnHachen; sie riihren hier 
her von del' Reibung, welehe bei del' Pressung zwischen Druck
platte der Prufungsmaschine und StirnHache des Probekorpers 
dureh das Bestreben des letzteren, sieh quer auszudehnen, wach
gerufen wird. Infolge diesel' Reibung, welehe die volle Reinheit 
del' E1'scheinung der Druekelastizitat und Druekfestigkeit mehr 
odeI' weniger beeintrachtigen mu.lP) , betragt die Querdehnung in 
der Mitte des Probekorpers mehr als an den StirnHachen, wie die 
Fig. 2, Taf. VI, 3 und 4, Taf. VII, deutlieh erkennen lassen; ferner 
mu.B infolge del' an den StirnHaehen vorhandenen Hinderung del' 
Querdehnung die Druekfestigkeit niederer Korper sich groBer e1'
geben als diejenige hoherer Korper, bei denen del' EinHu.B diesel' 
Hinderung um so mehr zuruektritt, je groBer die Hohe ist. 

1st II die dureh eine Druckkraft in Riehtung del' Stabachse 
veranlaBte Zusammendruekung fiir die Lange 1, so wird die hier
mit verkniipfte Querdehnung llq nach allen zur Aehse senkrechten 

1) Damit hiingt es dann auch zusammen, daB die zulassige Dl'uckanstl'engllng 
im Faile gehinderter Quenlehnung gl'oBer genommen werden dad. Die in Fig. 1 
auf Druck beanspruchte Bleischeibe yom Durchmesser d = 35 mm uuel del' 

Fig. 1. Fig. 2. 

Hohe h = 10 mm wurde nach den Versa chen § 13, Ziff. 1 c, eine Belastung von 
125 kgjqcm nicht mehr vertragen. Dieselbe Bleischeibe, nach Fig. 2 vertieft 
eingelegt, so daB das Blei nach del' Seite nicht ausweichen kann, vertriigt die 
doppelte Belastllng und mehr. 

2) Da die Korper, welehe Drllckversuchen unterworfen werden, verhaltnis
maBig kurz zu sein pflegen, so wird die Bestimmung clel' Quel'dehnung clurch 
unmittelbare Messung derselben fur die verschiedenen Querschnitte Ieicht zu ver
schiedenen Werten fllhren konnen. Man wircl deshalb bei Dehnungsmessungen 
die MeBlange ausreichend kleiner als die Stablange, somit diese entsprechend 
groB wahlen mussen. 
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Richtungen als gleich groB angesehen und, bezogen auf die Langen
einheit, gemessen durch 

1) 

Fur em und dassel be Material pflegt man die GroBe m in 
Gleichung ], § 7, und 1, § 14, als gleich zu betrachten, also das 
Verhaltnis del' Dehnung (in Richtung del' Stabachse) zur Zusammen
ziehung (senkrecht zur Achse) bei Zugbeanspruchung gleich zu 
setzen dem Verhaltnis del' verhaltnismaBigen Zusammendruckung 
zur Querdehnung bei Druckbeanspruchung. 

(Vergl. § 7.) 

§ 15. Theorien del' Dl'uckfestigkeit. 

fiber den V organg des Zerdruckens sind ZWel Haupt
anschauungen geltend gemacht worden. 

Fig. 1. 

bezeichnet, 
bedeutet: 

Die altere, von Coulomb herruhrende, denkt 
sich nach MaBgabe del" Fig. 1 das Zerdrucken 
durch A bschieben erfolgend und dabei die Druck
kraft P in zwei Seitenkrafte 

P sin (x, wirkend in der Gleitungsebene, 
P cos (x, senkrecht dazu, 

zerlegt. Wird del' Widerstand gegen Gleiten fur 
das Quadratzentimeter mit K, (Schubfestigkeit) 

so findet sich, so fern f den Querschnitt des Prism a 

Psinex=KsL
cos ex 

P 2 
-=K-----f s sin 2 IX • 

Das Gleiten wird die kleinste Kraft P erfordern, wenn sin 2 ex 

am groBten ausfallt, d. i., wenn ex = 45°; womit nach Einfi.thrung 
del' Druckfestigkeit 

sich ergibt 

K=~ 
f 

K = 2 Ks , 
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d. h. die Druckfestigkeit muBte gleich dem Doppelten der Schub
festigkeit sein. 

Diese Theorie wurde spater durch Rereinziehung del' von 
P cos a veranlaBten Reibung erganzt. 

Die zweite Anschauung faBt die Querdehnung ins Auge (§ 11) 
und nimmt an, daB das Zerdrucken statt£nde, wenn dieselbe so 
groB geworden wie die Langsdehnung beim ZerreiBen im FaIle 
von Zugbeanspruchung. Mit del' Genauigkeit, mit welcher die 
Langsdehnung drei- bis viermal so groB angenommen werden darf 
wie die Querdehnung, £ndet sich auf diesem 'Vege die Druck
festigkeit gleich dem Drei- bis Vierfachen der Zugfestigkeit, was 
beispielsweise fur das GuBeisen § 13, Zifi'. 1 a, mit Annaberung 
zutrefi'en wurde. 

Beide Lehren haben durch Druckversuche nicht die erfol'del'
liche Bestatigung erfahren. 

Eine befriedigende TheOl'ie del' Druckfestigkeit wurde diese 
jedenfalls als Funktion del' Rohe geben mussen (§ 13) und, wenn 
sie voIlkommen sein solI, auch den Fall del' Knickung (§ 23) ein
zuschlieBen haben. 

III. Biegung. 

Die auf den geraden stabformigen Karpel' wirkenden Krafte 
trefi'en dessen Achse rechtwinklig und geben fur jeden Querschnitt 
ein Kruftepaar, dessen Ebene senkrecht auf demselben steht. 

§ 16. Gleichungen del' Biegungsanstreugung und del' elastischen 
Linie unter del' Voraussetzung, da13. die Ebene des Kraftepaares 

den Querschnitt in einer del' beiden Hauptachsen schneidet. 

Bei del' Entwicklung dieser Beziehungen pflegt man von der 
durch Fig. 1 dargestellten Sachlage aus in folgender 'Veise vor
zugehen. 

Del' bei A als eingespannt vorausgesetzte Balken A B ist am 
freien Ende B durch die Kraft P belastet, hinsichtlich welcher 
angenommen wird, daB sie in die Ebene und Richtung del' einen 
Hauptachse des Stabquerschnittes faIle. (Uber das Kennzeichen 
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del' beiden Hauptachsen eines Querschnittes vergl. § 21, Ziff. 1.) 
Die Kraft P ergibt dann fiir den beliebigen, um a; von A abstehenden 
Querschnitt CC ein Kraftepaar, dessen Moment P (l- m) ist, und 
dessen Ebene den Querschnitt senkrecht schneidet, sowie eine in 
die Querschnittsebene fallende Kraft P. Die letztere wird als nicht 
vorhanden angesehen und damit die oben als Voraussetzung del' 

---t-t-- -~ 

Fig. 1. 

einfachen Biegung hingestellte Bedingung, daB sich die auBeren 
Krafte fiir jeden Querschnitt durch ein Kraftepaar ersetzen lassen, 
dessen Ebene den letzteren rechtwinklig schneidet, erfiillt. 

Es bezeichne mit Bezugnahme auf die Fig. 1 bis 5: 

Mb das Moment des biegenden Kraftepaares hinsichtlich des in 
Betracht gezogenen Querschnittes, 

'Tj den Abstand eines Flachenstreifens df = z d'Tj im letzteren 
von derjenigen Hauptachse, welche senkrecht zur Ebene des 
Kraftepaares steht, d. i. bier 00 (Fig. 5), 

e = J 'Tj2 df = J 'Tj2 Z d'Tj das Tragheitsmoment des Quer
schnittes hinsichtlich diesel' Hauptachse, 

e1 den groBten positiven Wert von "I CAbstand del' am starksten 
gezogenen odeI' gespannten Faser), 

e2 den groBten negativen Wert von "I CAbstand del' am starksten 
gedriickten Faser), 

e = e1 = e2, sofern del' QU81'schnitt so beschaffen ist, daB 
beide A bstande gleich groB sind, 

(J die durch Mb im Abstand 'Tj, d. h. im Flachenstreifen df = zd'Tj 
hervorgerufene Spannung, 

kz bezw. k die zulassige Anstrengung des Materials auf Zug 
bezw. Druck, 

;v und y die Koordinaten des beliebigen Punktes 0 del' elasti
schen Linie, d. h. del' Kurve, in welche die urspriinglich 
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gerade Stabachse bei del' Biegung ttbergeht, bezogen auf das 
aus Fig. 2 ersichtliche Koordinatensystem, 

eden Kriimmungshalbmesser del' elastischen Linie in dem be
liebigen Punkte 0, 

a den Dehnungskoeffizienten, d. i. die Anderung del' Langen
einheit fiir das Kilogramm Spannung. 

Unter del' Einwil'kung del' Kraft P biegt sich del' Stab, wie 
Fig. 2 erkennen laBt. Infolgedessen werden zwei mspriinglich 
pal'allele Quel'schnitte CCund Cj C1 , Fig. 1, welche urn drc = 00, 
voneinander abstehen, diesen Parallelismus verloren haben und 
einen gewissen Winkel CM C1 = d(j"J, Fig. 2 und 3, miteinander 

Fig. 2. Fig. 3. 

einschlieBen. DaB sie eben und senkrecht zm Mittellinie bleiben, 
wil'd vorausgese~ Die oberhalb einer gewissen Fasel'schicht, 
welche sich in G H, Fig. 2 und 3, darstellt, liegenden Fasern 
haben sich gedehnt, die unterhalb gelegenen vel'kiirzt. In del' 
bezeichneten Faserschicht ist die Dehnung gleich Null, weshalb 
sie "neutrale Schicht" genannt wird. 

FitI' den in Betracht gezogenen Querschnitt C G C findet sich 
die v~rhaltnismaBige Dehnung 8 im Abstand v von del' Geraden, die 
sich in G projiziert, aus del' Erwagung, daB bei EHP1 E II CG PC 
die Strecke PP1 = CE = GIi = drc infolge del' Biegung itber
gegangen ist in P P/, also 

8= 1) 
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Die hiermit verknupfte Spannung cr ergibt sich unmittelbar 
aus dem Begriff des Dehnungskoeffizienten a nach Gleichung 2, 
§ 2, zu 

cr= 2) 
a 

sofel'll Krafte senkreeht zur Stabaehse auf die Fasersehicht nieht 
einwirken (vergl. § 7 und § 14). 

Die soim Innel'll des Stabes dureh das Moment Mb waeh
gerufenen Krafte muss en sieh mit diesem im Gleiehgewicht be

(, ... -',t-.,.. 

:·,...._-_-~'f-I 7""_ ~:IID-:-: : 
I ~I . o ._. o,--->:·l-+- 0 
I I . 
I ~ I 
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Fig. 4. Fig. 5. 

finden. Dazu gehort, daB die algebrai
sehe Summe diesel' inneren Krafte in 
Riehtung del' Stabachse gleieh Null, und 
daB sie ein Moment liefel'll, welches gleich 
und entgegengesetzt NIb ist. 

Die erste Forderung gibt, wenn del' 
im Abstande v von del' neutralen Schieht 
liegende Flaehenstreifen mit df bezeieh
net wird, 

J crdf = 0, 3) 

genommen uber den ganzen Querschnitt. 
Mit Rucksieht auf Gleichung 2 sowie in Anbetracht, daB del' 

Quotient ~~ fur samtliehe Streifen eines und desselben Quer

schnittes den gleichen Wert besitzt, findet sich aus Gleichung 3 

~ ~ vd! = 0. 4) 

Unter del' Voraussetzung, daB del' Dehnungskoeffizient a fur 
aIle Punkte des Quersehnittes gleieh groB, also unabhangig von del' 
GroBe und dem V orzeichen del' Spannung () odeI' del' Dehnung I; 

ist, folgt 

Jvdf = 0, 5) 

d. h. die Gerade, in welcher die Dehnungen und die Spannungen 
den 'Vert Null besitzen, die sogenannte "neutrale Achse" odeI' 
"Nullachse", geht durch den Schwerpunkt des Querschnittes und 
ist, da die Ebene del' auBeren Krafte den letzteren in del' einen 
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Hauptachse schneidet, die andere Hauptachse ~sselben. Somit 
ist unter Beachtung' auf Fig. 4 und 5, worin 00 die Nullachse 
bedeutet, zu setzen 

v = "I' 

Die zweite Bedingung liefert 

f r1 df . "I = Mb 6) 

und nach lVIaBgabe del' Gleichung 2 unter del' bezuglich a un
mittelbar vorher ausgesprochenen V oraussetzul1g 

M = ~ drp S 2 df 
b acla; "I, 

woraus mit 
7) 

d. i. das 'l'ragheitsmoment des Querschl1ittes in bezug auf 00, 

odeI' 

o clrp 
Afb=--cl-

a a; 

womit Gleichung 2 ubergeht in 

Hiernach sind die Spannungell propor
tional dem A bstande del' Flachenelemel1te 
von del' Nullachse, wie in Fig. 6 dargestellt ist. 

Damit ergibt sich die groBte Zugspanllung 
r11 fitr den groBtell positivell Wert von "I, d. i. nach 
Fig. 5 fitr "I = + el , zu 

8) 

9) 

Fig. 6. 

10) 

die groBte Druckspannung r12 fitr den groBten negativen Wert 
von '1'/, d. i. fitr "I = - e2 , zu 

11) 
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so daB 

oder 12) 

1st e der Abstand des Punktes M, in welchem sich die 
Durchschnittslinie der heiden Querschnitte (Fig. 3 und 4) projiziert 
von dem Punkte 0, Fig. 4, also der Kriimmungshalbmesser der 
jetzt gekrummten Stabachse, d. h. der elastischen Linie im Punkte 0, 
so findet sich 

dx = e dp 

dx e 
0=--=--
- df{! a Mb 

oder 

1 Mb 
-=a--
e (9 

13) 

Der reziproke Wert des Krummungshalbmessers, d. h. die 
Krummung, ist hiernach proportional dem Dehnungskoefnzienten a, 

dem biegenden Moment Mb und umgekehrt proportional dem Trag
heitsmoment e. 

Mit del' Annahel'ung, mit welcher del' allgemein gultige 
Ausdl'uck 

=e 

el'setzt werden darf durch 

1 d2 y -=+--e dx2 , 
14) 

was wegen 1 + tt~r = rv 1 zulassig el'scheint fiir Dul'chbiegungen 

des Stabes, die klein sind im Vel'haltnis zul' Stahlange, nndet sich 

15) 
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§ 17. Tragheitsmomente. 

Die in § 16 entwickelten Hauptgleichungen setzen im Falle 
ihrer Benutzung die Kenntnis des betreft'enden Tragheitsmomentes 

I 

Fig. 1. 

voraus. Hinsichtlich del' Berechnung desselben Sel folgendes 
bemerkt. 

Ist 

o das Tragheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die 
Schwerpunktsachse 00, Fig. 1, also 0 = f rl df = f rl z d"" 

0 1 das Tragheitsmoment desselben Querschnittes in bezug auf 
die Achse Q Q, welche im Abstande a zu 00 parallel lauft, 
demnach 0 1 = f ('" + a)2 df, 

f die GroBe des Querschnittes, 

so ergibt sich 

und unter Beachtung, daB 

f",df=O fdf=f 

1) 

Von diesem Hilfssatz, del' ausspricht, daB das Tragheits
momen t in bezug auf die Achse Q Q gleich ist dem Trag
heitsmoment hinsichtlich del' zu Q Q parallelen Schwer
punktsachse 00, vermehrt um das Pl'odukt aus Quel'
schnittsflache und Quadrat des A bstandes del' beiden 
Achsen, laBt sich oft mit Vorteil Gebl'auch machen. 

B a c h, Elastizitllt. 5. Auf!. 13 
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1. Rechteck, Fig. 2. 

~--$-->, I 1 .-
1 

I • 

-";-8 __ .L - e;·i·, 
: i ~ ! 

I 1~1c-1 

el ;lJ'; ~ .. 

Fig. 2. 

Das Tragheitsmornent in bezug auf die Seite A B betragt 

h 

0 1 = 5.:v2 bd.:v=! bh3 , 

o 

folglich in bezug auf die urn ~ davon abstehende Schwerpunkts

achse 00 

und 

1 (h )2 1 o = 0 1 - a2 f = - b h3 - - b h = - b h3 
3 2 12· 

Fur die Achse Q Q 

o = 0 = ~bk2 
e h 6 

2 

2. Dreieck, Fig. 3. 

h 

I 
I ... 

--1~-
1~1'" 

t----';-i-L 

k.--'& -J 
Fig.S. 

0 1 = 5 .:v2 (b ~) d.:v = ! b k3• 

o 

2) 

3) 



§ 17. Tragheitsmomente. 195 

2 
Fur die um 03 h davon abstehende Schwerpunktsachse 00 

e = - b h3 - - h . -- b h = - b h3 1 (2 )2 1 1 < 

4 3 2 36' 
4) 

Fig. 4. 

Fur die Schwerpunktsachse 0 0 wegen '" = r sin q;, Z = 21' cos q; 

+ r 7: 

e = 5 ",2 Z d", = 41,4 5 2 sin2 q; cos2 q; dq; = ~ 1,4 

- r 0 

"'_~d4 
ry - 64 .. 

e = e = ~ d 3 = rv~ d 3 

e d 32 10 
2 

4. Ellipse, Fig. 5. 

~ \ ,I ;-
~ '.J.t.... - .. ;~~ ~ _1 
! ~ -1--...... I 

I.r:-- -a. ->+of- -.Q.,- Iool 

Fig. 5. 

5) 

6) 

Wir denken uns die Ellipse in Verbindung gebracht mit dem 
Sle umschlie.Benden Kreis vom Radius a und beide Querschnitte 

13* 



196 III. Biegung. 

in unendlich schmale Streifen senkrecht zur Achse 0 0 geschnitten. 
Das Trligheitsmoment eines jeden Kreisstreifens verhlilt sich nach 
Gleichung 2 zu demjenigen des Ellipsenstreifens wie 

1: (~ r 
Folglich ergibt sich das auf 0 0 bezogene Trligheitsmoment der 
Ellipse nach Gleichung 5 zu 

11: (b)3 11: @ = 64 (2a)4 ~ = -:r ab3 . 7) 

5. Zusammengesetzte Qum·schnitte. 

a) Rechnerische Bestimmung, Fig. 6. 

10 

~-.-:.-- =£="""-t---1 
'LO ~ 

, l' 
14----- -.>to ---->I 

Fig. 6. 

Der Querschnitt kann zusammengesetzt gedacht werden aus 

dem liegenden Rechteck 

Dreieck 

stehenden Rechteck 
liegenden Rechteck 

14.2 = 28 qcm, 
1 

""2.1.1 = 0,5 -

1 . (12,05 - 2 -1) = 9,05 -
2,8.1 = 2,8 -

Die Lage der Schwerpunktsachse 0 0 bestimmt sich aus 

28 ~ +0,5 (2 + ~) +9,05. (2+9,05.0,5)+2,8. (12;05-0,5) 

oX = 28 + 0 5 + 9 05 + 2 8 = 2,99 CI , , , 
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und das Tragheitsmoment in bezug auf diese Achse nach MaB
gabe del' Gleichungen 2, 4 und 1 zu 

1 
{<) = 1214,0. 2,0 3 + 14.2 (2,99 -1)2 

+ 316 1 . 13 + ! 1. 1 (2,99 - 2,33)2 

+ f21 .9,05 3 + 1 .9,05 (6,025 - 2,99)2 

+ 1122,8 . 13 + 2,8 . 1 (11,55 - 2,99)2 = 500,7 cm4• 

b) Zeichnerische Bestimmung, Fig. 7 bis 9. 

Bei zusammengesetzten, insbesondere unregelmaBig begrenzten 
Querschnitten pflegt das folgende, von Mohr angegebene zeich
nerische Verfahren rascher zum Ziele zu ftihren als del' Weg del' 
Rechnung. 

Die Querschnittsflache von del' GroBe f (im FaIle des ge
wahlten Beispieles Querschnitt einer :Eisenbahnschiene) wird parallel 
zur Achse, in bezug auf welche das Tragheitsmoment gesucht 
werden soIl, in eine Anzahl Streifen zerlegt; hierauf tragt man die 
Querschnitte fd2 f3' • . • flO diese~ Streifen als Strecken fl = ° 1, 
f2 = 1 2, f3 = 23 . . .. flO = 9 10 auf einer zur genannten Achse 
parallelen Geraden auf (Fig. 8) und stellt sich diese Flachen als 
Schwerkrafte VOl', welche in den Schwerpunkten del' Streifen an
greifen; konstruiert mit dem symmetrisch zu 010 gelegenen und 

von diesel' Linie um .~ abstehenden Punkt 0 als Pol Krafte- und 

Seilpolygon, Fig. 8, bezw. Fig. 9. In dem Schnittpunkt C (Fig. 9) 
del' auBersten Polygonseiten 1 C und 10 C wird alsdann - wie 
ohne weiteres aus del' Natur des Seilpolygons folgt - ein Punkt 
del' gesuchten Schwerlinie CD erhalten, wahrend die von dem 
Seilpolygon 123 .... 10 und den beiden Polygonseiten 1 C und 
10 C eingeschlossene Flache Fp (in Fig. 9 durch Stl'ichlage, von 
links nach rechts ansteigend, bezeichnet) mit f multipliziert das 
Tragheitsmoment beztiglich del' Schwerachse CD liefel't. 
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Beweis: 
Auf den Knotenpunkt 1 des Seilpolygons, welchen wir uns 

herausgeschnitten denken, wirken in der Richtung C 1 die Kraft 
So, in der Richtung 1 2 die Kraft SI und senkrecht abwarts die 
Schwerkraft /1' Dieselben ergeben in bezug auf den Durchschnitts
punkt A der Geraden C 1 mit del' beliebigen, zur Richtung del' 

Fig. 7. 
1 

11 
1 

la 
13 .,. 

Ie Fig. 8. 
~5 

6 
1'7 I 
1 I 
18 I 

I 
19 1 
I 1 

Fig. 9. :11 J 1 

I<-----z---~ 

Streifen und der Schwerpunktsachse CD parallel laufenden Achse 
AB 10 die Momentengleichung 

/Iml = H. AB1 , 

sofern SI in der eigenen Richtungslinie nach Bl verIegt und hier 
m seme Vertikalkomponente und in seine wagrechte Seitenkraft 

zerIegt wird. 
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Durch Multiplikation mit Xl findet sich 

fl X12 = 2 H AB;. Xl = 2 H. Flache Al Bl = f. Flache A 1 B I • 

In ganz gleicher Weise folgt fur den Knotenpunkt 2 

f2 X92 = f. Flache Bl 2 B 2 , 

fur die folgenden Knotenpunkte 

fa xl = f. Flache B2 3 Bs, 

flO x~o = f. Flache B9 10 B IO • 

Nun ist das Tragheitsmoment 0 1 des ganzen Querschnitts in 
bezug auf die Achse ABIO - streng genommen allerdings nur 
unter Voraussetzung unendlich schmaler Streifen 

0, = fl XI2 + f2 X29 + fs xl + .... + flO a;~o 
= f. (FI!l.che A 1 BI + FI!l.che B12 B2 + FI!l.che B2 3 Bs + ... 
+ Fl!l.che B910 BIO) 

= j. Flache Al 5 10 CB IO 

und in Hinsicht auf die Schwerpunktsachse CD nach Gleichung 1 

0= 0 1 - /a2• 

Unter Beachtung, daB Flache ABIO C = a2 (wegen LS... ACBto 
= 90°), wird 

o = f. (Fl!l.che Al 5 10 CBIO - Fl!l.che ACBIO) 

=/. FI!l.che 1510 C =/. J:;~, 

wie das Mohrsche Verfahren voraussetzt. 
Fur die Achse EEII CD ist, wie nach MaBgabe des Erorterten 

ohne weiteres klar, das Tragheitsmoment 

/ . (Fp + Flache C E G), 

d. h. gleich dexp Produkt aus Stabquerschnitt und der Summe der 
beiden in Fig. 9 durch Strichlage hervorgehobenen FI!l.chen. 
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6. Zusammenstellung. 

Tragheitsmoment Schwerpunkts-
GraUe des 

Querschnittsform Querschnittes e abstand 
f 

I ~d4 d ~d2 I , 
Fig. 10. e=-- ~ 64 2 4 __ 1 

.. --4---. 
I I 
I : ~(d4_ d 4) d Fig. 1I. 
I 

~ (d 2 - d02) ._L_. e=-
i ~ 64 0 2 

I- ,--" 
0'" 

'I Fig. 12. ~' , .!L as b e=a nab ., , 
4 I .. 

L _..:I 

rt-£ 0-" 

II ~ Fig.13. 
I \ ~ 

: (as b - ao3 bo) n(a b - ao bo) ~ _. L_ • e= a 
" I • 
,'~d" II , ~l 'l-- -~-'-

- £.j\-->< 

Fig. 14. -~ 5J/3 b4 =054b4 3V3 b2 = 2,6 b2 e = 0,866 b 
~~ .. 16 ' 2 

~--. Fig. 15. ~-- '"1 0,54 b4 e= b 2,6 b2 
L " ___ t 

I " 

l...b h3 
h 

Fig. 16. ~' ~ e=-- bh 
~ : 12 2 t_ _:1 

'ii/" I If- ~ 4.~~ 0-":-:' 

1~ (b h3 - bo ha3) 

h ~_ ~'_ ~'t' l' Q["\! b h - boho I I 1- , e=--
tit .'1 2 

.. ... ' 

Fig. 17. Fig. 18. Fig. 19 '). 

1) Vergl. die Darlegungen S. 220 u. f. 
Biegungsversuche des Verfassers mit guLIeisernen Balken, deren Quer

schnitte nach Fig. 19 gewahlt waren, weisen nach, daB die Widerstandsfahigkeit 
unter sonst gleichen Umstanden um so mehr hinter derjenigen zuriickbleibt, 
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Tragheitsmoment Seh werpunkts-
GroDe des 

querschnittsform querschnittes 
e abstand 

.f 

-..~ .. 
'~ ~ [h3 8+ (6-8 )S3] 

h I 

h8+(6-s)8 ' J 
Fig. 20. ~ - ~'I e=--

I-f' 12 2 
~l___ __ J_l 
~-~ --01 

h 

r~f; ~6h3 
e1 =3 1 

Fig. 21. ~6h 
~-- - -:-:~ 36 2 2 

e2 =3 h 

.. ...$1->< 
6+261 h e ----~-

~-.~! 1 62+4661+61\3 
1- 6+61 3 6+61 h 

Fig. 22. 
~- -" 36 b + 61 26+61 h 2 

:'---,1; -...., e1= 6 +6 1 -3 

_"J. 
0,0069 d4 

e1 = 0,212 d 
~d2 Fig. 23. ~ 

... --,d,- -.: e2 = 0,288 d 8 

tiber die beidenHaupttragheitsrnornente einesQuerschnittes vergl. 
§ 21, Ziffer 1. 

§ 18. FaIle bestimmter Belastungen. 

1. Der Stab (vergl. Fig. 1, § 16, Fig. 2, § 16) ist an dent einen Encle 
eingespannt, ant freien Ende mit P belastet. AujJerdent tragt 
dm'selbe eine gleichmajJig iibm' seine Lange 1 verteilte Belastung 

Q=pl. 

Fiir den beliebigen Querschnitt ee, welcher urn iD von del' 
Einspannstelle absteht, ergibt sich 

(l- X)2 
Mb = P (l - x) + P 2 . 

welche nach den Gleichungen 12, § 16, erwartet wird, je graDer die Flanschen
oder Rippenbreite b im Verhaltnis zur Stegstarke b - bo ist. Es entspricht dies 
ganz den Ergebnissen der Drehuugsversuche mit SUiben, die querschnitte nach 
Fig. 18 uncl 19 besaJ.len, woriiber in § 35 herichtet wircl. 
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Den groBten Wert erlangt Mb fur m = 0, namlich 

l2 ( Q) max (l}fb ) = p t + P 2 = P + 2 l. 

Demnach findet nach den Gleichungen 12, § 16, die starkste An
strengung im Querschnitt del' Einspannungsstelle A statt. 

Zur Feststellung der elastischen Linie ergibt sich mit Glei
chung 15, § 16, 

e d2 y _ P (I ) (l - m)2 - - - - m + p ~----=----'-
a dm2 2 

und fur Materialien, fur welche der Dehnungskoeffizient a kon
stant ist - Gleichung 15, § 16, gilt zunachst auch nur fiir solche -
sowie unter del' Voraussetzung der Unvel'anderlichkeit des Trag
heitsmomentes e 

-_·=P lm--+-l2 m-lm2 +-+C e dy ( (2) P ( ( 3) 
adm 2 2 3' 

sofel'll die Integrationskonstante C genannt wird. Dieselbe bestimmt 
sich aus folgender Erwagung. Mit del' Bezeichnung del' Ein
spannung verkniipft man den Begriff, daB an der Einspannstelle 
die elastische Linie (in Fig. 2, § 16, A G H B) von del' urspriinglich 
geraden Stabachse (AX) beriihrt wird i), d. h. 

fiir m = 0 ist ~~ = 0. 

Damit folgt C = 0, so daB 

-=-Pl--+-l-lm+- m. dy a[( m) P(2 (2)] 
dm e 2 2 3 

1) 

Hieraus laBt sich fiir jeden beliebigen Punkt del' elastischen 
Linie der Winkel berechnen, welchen die Tangente an letzterer 
III dem betreffenden Punkt mit der urspriinglich geraden Stab-

1) -aber die Zulassigkeit diesel' nul' ausnahmsweise tatsachlich ganz erfiillten 
Voraussetzung vergl. § 53. , 
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achse einschlieBt. Beispielsweise findet sich fiir das freie Ende B, 
Fig. 2, § 16, diesel' Winkel fJ mit ill = l zu 

und angenahert, da es sich nm um sehr kleine Werte von fJ zu 
handeln pflegt, 

2) 

Aus Gleichung 1 folgt un tel' Beachtung, daB 

fiir ill = 0 auch y = 0, 

die G leichung del' elastischen Linie 

Die Durchbiegung y' des freien Endes betragt, da hierfiir 
iC = l, 

y,=~(P +l!i)za=~(P +S{)l3 4) 
(9 3 8 (9 3 8 

2. Del' Stab liegt beiderseits auf Stiitzen, Fig. 1. Er ist belastet 

dUl'ch die gleichmiij3ig iiber ihn verteilte Last Q = p (a + b) = pl 

~tnd dltl'ch die im Punkte C angreifende Krctfi P. 

----->I 
I 

l' 
Fig. 1. 

Die Auflagerdriicke del' Stiitzen A und B sind 

a Q B=P T + T · 
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Fur den urn aJ vom Auflager A abstehenden Querschnitt ist 
das biegende :Moment 

[(P (b Q) P x 2 

Mb=A.:r-PT= PT+TaJ-T' 

Dasselbe erlangt innel'halb del' Strecke.A C = a einen groBten 
Wert fur 

sofern 

b Q 
P-+-=PaJ 

l 2 

l 
a>2' 

Del' gesuchte Querschnitt konnte hiernach nur in del' groBeren del' 
beiden Streck en a und b liegen, und zwal' zwischen del' Balken
mitte und dem Angriffspunkt C del' Kraft P, vorausgesetzt, daB 

P l P 2a-l 
-b<a-- odeI' -<---,---,--
Q 2 Q 2b 

b Q 
pa>P T + T , 

a-b 
2b 

d. h. daB die uber die Strecke a gleichmaBig vel'teilte Last groBel' 
ist als del' Auflagerdruck in A. 

Fur den Fall, daB 

P a-b 
Q>~' 

liegt del' durch die Biegung am starksten beanspruchte Quel'schnitt 
1m Angriffspunkte C del' Kraft P. 

Demnach ergibt sich, 

P a-b 
wenn Q > 2b' d. i. fur den Querschnitt C 

( b Q ) P a2 
( Q) a b max(M)= P-+- a--= P+- --'5) 

b l 2 2 2 l' 
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wenn 
P a-b P Z 
Q < 2b' d. i. fiir x = (j b + 2 

max(M)= P-+- -b+--- -b+-( b Q) (P Z ) P (P Z )2 
b Z 2 Q 2 2Q 2 

Fiir Q = 0 wird 

und wenn 

Fiir P = 0 wird 

( b Q)2 Z 
= P-t + 2 2Q' 

b 
max (Mb) = P -Z-. a 

Z 
a=b=-

2 ' 

Pt 
max (Mb ) = 4 

P Z2 
8 

6) 

7) 

8) 

Zur Bestimmung del' elastischen Linie innerhalb del' Strecke 
A C ergibt sich nach Gleichung 15, § 16, 

o d 2y x 2 

- -;; dx2 = A x -- p 2 

und un tel' del' Voraussetzung del' Unveranderlichkeit von a und ( 1) 

(vergl. Ziff. 1) 

_ 0 dy 
a dx 

I) 1st del' Querschnitt des Stabes stetig odeI' sprungweise vel'ander
lich, so k6nnen zur Ermittlung del' Durchbiegung und del' Neigung del' elasti
schen Linie verschiedene Wege eingeschlagen werden. Die Grundlage fLlr rein 
rechnerisches Verfahren :nndet sich z. B. in del' Arbeit von Weyrauch: "Die 
Gleichung del' elastischen Linie willkiirlich belasteter Stabe" untel' III "Homogene 
Stabe mit sprungweise vel'andel'lichem Querschnitt" (Zeitschrift fUr Mathematik 
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Wegen 
y = 0 fur tv = 0 wird G~ = O. 

Fur die Strecke B G findet sich entsprechend 

_ (-) d 2Yl 
ex dtv12 

_ (-) dYl 
ex dtvl 

(-) 
- ---;; Yl 

G" = O . 

. Die Senkung im Punkte G muB fur beide Strecken gleich 
erhalten werden, d. h. 

1 A 3 1 4 G 
(3 a - 24 P a + l a = ~ Bb3_;4Pb4+G'b. 

Ferner muB del' Neigungswinkel der elastischen Linie im Punkte C 
der Strecke A G gleich dem negativen Wert des Neigungswinkels 
del' elastischen Linie im Punkte C der Strecke B G sein, d. h. 

~ A a2 - ! P a3 + G1 = - ~ B b2 + ~ P b3 - G'. 

und Physik 1874, S.392 u. f.). Land (Zentralblatt cler Bauverwaltung 1886, 
S.249: "Die Durchbiegung voller Trager mit veranderlichem Querschnitt") und 
spateI' unabhiingig von ihm Ensslin (Dinglers polyt. Journal 1901, S.341 u. f.: 
"Die Durchbiegung ungleich starker Wellen"; ferner: "Mehrfach gelagerte Kurbel
wellen mit einfacher und doppelter Kriipfung. 1hre Formanderung und An
strengung". Stuttgart 1902) gehen von dem Mohrschen Satz aus, daB die 
elastische Linie des urspriinglich geraden Stabes als Seilkurve aufgefaBt werden 
kann, wahrend KloB ("Analytisch-graphisches Vel'fahren zur Bestimmung del' 
Durchbiegung zwei- und dreifach gestiitzter Trager". Berlin 1902) Einfachheit del' 
Liisung durch Verbindung von rechnerischem und zeichnerischem Verfahren auf 
etwas anderem Wege anstrebt. In nicht wenigen Fallen fiihrt schatzungsweiser 
Ersatz des Stabes mit veranderlichem Querschnitt durch einen prismatischen 
zu geniigend genauer Ermittlung del' Durchbiegtmg und del' N eigung del' elasti
schen Linie. 

tiber das Bediirfnis, die Durchbiegung von Wellen odeI' auch die Winkel 
zu bestimmen, unter denen die elastische Linie del' Welle in den Lagern gegen 
elen Horizont geneigt ist, vergl. des Verfassers Maschinenelemente, 4. Abschnitt 
unter "B. Achsen lmel Wellen" (1892, S.317 u. f., S.324 u. f., 1903, S. 487 u. f., 
S. 494 u. f.). 
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Nach Beseitigung von C1 und C' mittelst der beiden letzten 
Gleichungen findet sich 

fur die Strecke A C 

o (fJ _ dY ) = ~Am2-~pm3 
a 1 dm 2 6 

fJ = (p a b (a + 2 b) Q Z2) ~. 
I 6l + 24 0' 

fur die Strecke B C 

o ( dY1 ) 1 B 2 1 3 - fJ2-- = - ml --pml 
a ~l 2 6 

0 e ) 1B 3 1 4 
~ fJ2 ml - Yl ="6 tBl - 24 P ml 

fJ = (p ab(2a+b) Ql2)~ 
2 6Z + 24 0· 

. . 9) 

Die Durchbiegung Y' im Angriffspunkte C der Kraft P ergibt 
sich zu 

folgt 

, _ ( Z2 + a b ) a2 b2 ~ 
Y - P+ 8ab Q 3Z 0· 

Fiir den Fall, daB 
l 

a= b = 2' 

10) 

11) 

12) 

und sofern Q = 0 
a Pl2 

fJ = 16 --e ' . . . . . . 13) 

a P Z3 
Y' = 48 ---eJ. . . . . . . 14) 
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3. Dm' Stab ist beiderseits ~uagrecht eingespa'fllnt, Fig. 2, und 

beZastet dU1'ch die gleiclnnapig uber ihn verteilte Last Q = P l, 

sowie durcl" die in Ue1' Mitte C angreifenUe Kraft p. 

Wie bereits unter Ziff. 1 erortert, wird mit der Bezeichnung 
der Einspannung der Begriff verkniipft, daB die elastische Linie 

~fl~--=:::-1---e--~ -
--;x:-->l 

--.-i -_ -- 1. -
"2 ~ 

Fig. 2. 

an der Einspannstelle die urspriinglich gerade Stabachse zur Tan
gente hat. Die vorausgesetzte Einspannung in A und B bedingt 
hiernach, daB die gerade Stabachse AB die elastische Linie ACB 
in A und B berlihrt. Inwieweit sich dies tatsachlich erreichen 
laBt, dariiber wird in § 53 das Notige erortert werden. Bemerkt 
sei jedoch schon hier, daB nur in sehr seltenen Fallen von wirk
licher Einspannung in dem bezeichneten Sinne gesprochen werden 
kann. 

Bei der Symmetrie der Belastung genligt es, nur die Halfte AC 
des Stabes in Betracht zu ziehen. 

An der Einspannstelle A wirken auf den Balken 

em Kraftepaar vom 

- Auflagerdruck 

Momente },J A 

P Q 
A=T+T' 

Fiir den beliebigen, um a: von del' Einspannstelle A abstehen
den Querschnitt ist das biegende Moment 

p a:2 

Mb= MA+Aa:~2' 

Hiermit liefel't die Gleichung 15, § 16, 

e d2y pa:2 

- -;; da:2 = MA + A a: - 2' 
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woraus unter V oraussetzung, daB a und @ unverli.nderlich sind, 

@ dy 1 par 
----=M x+-Ax2 ---. 

a dx A 2 6 

Die Integrationskonstante ist wegen der angenommenen Be
festigungsweise der Stabenden, d. h. wegen 

ffir x = 0, 

ebenfalls gleich Null. 
Die unbekannte GroBe des 

die Erw1igung, daB ffir 
Momentes MA ergibt sich durch 

l 
x=-

2 

sein muB, aus der Gleichung 

zu 

dy =0 
dx 

( Pl Ql) 
MA =- 8+ 12 15) 

also links drehend, wie nach der Form der elastischen Linie 
erwartet werden muBte. 

Hiermit das biegende Moment im Abstande x von A 

(Pl Ql) (P Q) pX2 Mb =- 8+1"2 + 2+2 x--2-· 

Ffir die Stabmitte x = -4- folgt 

Pl Ql 
Mb =8+24' 16) 

d. i. absolut genommen ~~ weniger als das Moment MA an der 

Einspannstelle. 
Bach, ElastizitiH. 5. Aufl. 14 
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Da Mb fur die Mitte C positiv ist, so muB das Moment fur 
einen Querschnitt zwischen A und C Null sein, entsprechend einem 
Wendepunkt del' elastischen Linie. (In Gleichung 13, § 16, wird 
e = = fur Mb = 0.) 

FUr den Fall, daB Q = 0, ergibt sich das Moment 

im Punkte A zu 

C -

Pl 
-8' 

PI 
+8' 

I 
- Abstande.JJ = 4 (Wendepunkt) 0. 

FUr den Fall, daB P = 0, wird das Moment 

im Punkte A 
Ql P 12 
]2 --~, 

Ql p l2 
C + 24 = +----w-' 

Abstande X' = 0,2113 l (Wendepunkt) O. 

Die Gleichung del' elastischen Linie wird erhalten durch 
nochmalige Integration des fur den ersten Differentialquotienten 
erlangten Ausdruckes un tel' Beachtung, daB fur.JJ = 0 auch y = 0 

l 
Hieraus findet sich die groBte Durchbiegung y' fUr .x = 2 zu 

, ( Q) IX 13 

Y = P+'F 0 192 . 17) 

§ 19. Korper von gleichem Widerstande. 

Korper diesel' Art sind so geformt, daB die Belastung in 
samtlichen Querschnitten eines und desselben Korpers die gleiche 
GroBtspannung hervorruft. Unter Bezugnahme auf die Be
ziehungen 12, § 16, heiBt dies, daB fur samtliche Querschnitte 
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Mb 
bezw. k =-

@ 

211 

konstant ist. Daraus folgt, daB die Querschnitte mit Mb sich del'
art andem miissen, daB del' Quotient 

fiir aIle Querschnitte gleich bleibt. 
Hiermit fiihrt Gleichung 13, § 16, zu 

1 Mb Mb 1 kz 
~ = a-- = a---- = a-
e @ @ el e1 ' 

el 

woraus ersichtlich, daB im FaIle eines konstanten Abstandes e1 

und bei Unveranderlichkeit von a die elastische Linie ZUlli Kreise 
wird. 

1. De1' einm'seits eingespannte, ande1'e'f'seits fl'eie KO'f'pe1' ntit 'f'echt

eckigen1, Que'f'schnitt von lwnstante'f' B'f'eite b ist am f'f'eien Ende 

d1t1'ch P belastet, Fig. 1. 

Fig. 1. 

Fur den urn a: von A abstehenden Querschnitt betragt 

Mb = P (l- a;), 

Folglich 

1 
@=--bz3 

12 ' 

k -, -
pez-a;) 

~bZ2 
6 

konstant, 

14* 
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woraus mit l - x = XI 

6P 6P 
-b- (l- x) = ~k b XI, 

kz z 

d. i. die Gleichung einer Par·abel. Demnach ist in Fig. 1 die Be
grenzung E B D nach einer Parabel zu gestalten, fur welche BA 
die Rauptachse, B del' Scheitel und E (D) ein zweiter Punkt ist, 
dessen Lage bestimmt erscheint durch 

AE =AD=~=~-./6Pl 
2 2 Y kzb . 

Die Durchbiegung y' am freien Ende ergibt sich unter Zu
grundelegung des Koordinatensystems X y (vergl. Fig. 2, § 16) 
nach Gleichung 12 und 15, § 16, unter Beachtung des S. 211 
oben Bemerkten aus 

2 ex kz YT 
1 "II 6P 
2 V kz b (l - x) 

hYl X ' 

2 

sofern ex als unveranderlich betrachtet und im Auge behalten wird, 
daB fur 

x=O dy 

° Y - 0, 
dx 

zu 
, 8 P l3 

1) Y - ex~ 

Fur den gleichbelasteten, jedoch prismatischen Stab ergab 
Gleichung 4, § 18, 

ex P l3 4 Pl3 
y'= - ex 

_1_ b h3 -g - -,;y:;s , 
12 

d. i. genau die Ralfte des Wertes von Gleichung 1. 
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Nach MaBgabe der vorstehenden Rechnung wiil'de der Quer
schnitt im Angriffspunkte der Kraft P gleich Null sein. Dieses 
natiirlich unzulassige Ergebnis ist die Folge del' Vernachlassigung 
der Schubkraft. 

Unter "Biegung und Schub'" wil'd in § 52 das zur Feststellung 
der Querschnittsabmessungen gegen das Ende des Stabes hin Er
forderliche bemerkt werden. 

2. Dm' Stab wie unte1' 1, jedoch 'von konstanter Hohe h, Fig. 2. 

x ; J <l 
I ' 

""1fl 
I 
I 

I 
..t-e 

---"-

Fig. 2. 

Fi.tr den urn Xl vom freien Ellde B abstehellden Querschllitt 
ergibt sich 

PXl 
kz = -1-- = konstallt, 

6 h2Z 

6P 
Z = k. h2 Xl, 

d. h. die Begrenzungslinien Be und B D sind Gel'ade, derell Lage 
durch 

bestimmt wird. 

- -- b 3Pl 
A C = AD = 2 = kz h2 
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Die elastische Linie ist nach MaBgabe der Gleichung 

~=a kz =2a~ 
I} e1 h 

infolge der konstanten Rohe des Stabes ein Kreis vom Ralbmesser 

h 
I}=--

2 a kz . 

Die Durchbiegung y' am freien Ende B wird daher 

l2 l2 6 P l3 
y'= 21} =akzh=a~ 2) 

d. i. 1,5mal so groB, wie die Durchbiegung (nach Gleichung 4, 
§ 18) unter sonst gleichen Verhaltnissen bei konstanter Breite 
sein wiirde. 

Vergl. SchluBbemerkung zu Ziff. 1. 

3. Del' Stab liegt beiderseits auf Stiitzen, Fig. 3, und ist dzwch 

die im Punkte C angreifende Kraft P belastet. 

bei 

,g ..... -------.t -------+j 
~, - ~? -. 

I 'e' 
-el------~-- .. ------ -.$----- .\!!>--

Der Teil AC 
b 

A durch P -l-

I 
- .J I 

rc- or --' 
*----.Q ---

I 

--,£ --..! 
I 

Fig. 3. 

verhalt sich wie em bei C eingespannter und 

belasteter Stab, del' Teil B C wie ein bei C 

eingespannter und bei B mit P T belasteter Balken (Fall wie 

bei Ziff. 1 und 2). 
1st der Querschnitt kreisformig, so findet sich fiir den be

liebigen, urn a; von A abstehenden Querschnitt del' Strecke A C 

b 
Mb = P-Z-a;, 
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Darnit wird 
b 

P-a; 
l 

kz = -~- = konstant, 
~zs 
32 

32 Ph 
Z3 = ----:----:-- a; , 

rr kz l 

d. i. die Gleichung einer kubischen Parabel, fur welche AC die 
Hauptachse, A der Scheitel ist, und deren Ordinate irn Querschnitt 
bei C durch die Gleichung 

bestirnrnt wird. 

d=!/32~ 
V rr k. I 

Da sich fur die Strecke BC ein ganz entsprechendes Ergeb
nis findet, so besteht der gesuchte Karper A B aus zwei nach 
kubischen Parabeln, welche sich irn Querschnitt bei C schneiden, 
geforrn ten U rndrehungskarpern. 

Vergl. SchluBbernerkung zu Ziff. 1. 

§ 20. Die bei der Entwicklung der Gleichungen in § 16 gemachten 
Voraussetzungen und ihre ZuUissigkeit. 

Der durch Biegung in Anspruch genommene Stab auf Grund 
des Gesetzes e = (J. am. 

Die Voraussetzungen, welche in § 16 zur Bestimmung del' 
Biegungsanstrengung, Gleichung 12, fuhrten, sind: 

1. Die auf den geraden stabfarmigen Karpel' wirkenden auBeren 
Krafte ergeben fur jeden Querschnitt nul' ein Kraftepaar, 
dessen Ebene den Querschnitt in einer del' beiden Haupt
achsen senkrecht schneidet. 

2. Die Fasern, aus denen del' Stab bestehend gedacht werden 
kann, wirken nicht aufeinander ein, sind also unabhangig 
voneinander. 

3. Die ursprunglich ebenen Querschnitte des Stabes bleiben 
eben. 
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4. Del' Dehnungskoeffizient ist fiir aIle Fasel'll gleich groB, also 
auch unabhangig von del' GroBe und dem V orzeichen del' 
Dehnungen odeI' Spannungen. 

Fig. 1. 

Fip:.2. 

I I 
I t.!l. 

'000 ! 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

ggg ! g~ 
0000<1>000000 
0000<1>000000 
000 I 00 
000 00 
0»0 • 

, -.91 
I • 
I I 
I<'} -: 

Diese Annahmen treten am deutl'ich-
sten VOl' das Auge, wenn wjr uns einen 
Karpel' so ausgefiihrt und beansprucht 
denken, daB sie erftillt sind. Zu dem 
Zwecke stellen wir uns VOl', del' Stab 
bestehe aus einzelnen, voneinander un
abhangigen, ursprunglich gleichlangen 
Fasel'll, etwa wie die Fig. 1 und 2 (Durch
schnitt) erkennen lassen. Mit dem einen 
Ende seieli' dieselben im Boden AB be
festigt, mit dem anderen an del' Platte CD. 
Die letztere, welche wir uns gewichtslos 
denken wollen, wel'de in del' Mittelebene 
von einem Kraftepaar P P, dessen Mo
ment Mb = P a ist, ergriffen. Sie dreht 
sich infolgedessen urn eine Achse E E. 
Die links von diesel' gelegenen Fasel'll 
werden gedehnt, die rechts davon befind
lichen erfahren eine Verkiirzung. Von den 
gedruckten Fasel'll werde vorausgesetzt, 
daB sie sich nach del' Seite hin nicht aus
biegen. Die Auffassung del' Fasel'n als 
vollkommen gleichel' Spiralfedel'll, etwa 
wie in Fig. 3 gezeichnet, wil'd diese Vol'
steHung erleichtel'll. 

Wie ohne weiteres ersichtlich, sind 
bei diesel' Sachlage die Verlangel'ungen 
bezw. Verkul'zungen del' Fasel'll propor
tional dem Abstande von del' Achse EE. 

Fig. 3. Bedeutet ;. die Langenanderung, welche 
die urspl'iinglich l langen und im Ab

stande "l von del' Achse EE gelegenen Fasel'll erfahren haben, 
so ist 

). 
6=-

L 
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die verhaltnismaBige Langenanderung, d. h. die Dehnung im Ab
stande ",. Wird diese GroBe im Abstande 1 mit I;' bezeichnet, so 
findet sich 

8=8'",. 

Hiermit ist eme Spannung 
, 

8 8 (1=-=-", 
a a 

verkniipft, welcher bei dem Querschnitt /0 der im Abstande '" ge
legenen Fasern eine Kraft 

entspricht. 

, 
8 

(1/0= -"'/0 
a 

Die Gesamtheit dieser inneren Krafte muB sich mit den auBeren 
Kraften im Gleichgewicht befinden. Infolgedessen muB sein: 

die algebraische Summe dieser inneren Krafte in Richtung 
der Stabachse gleich Null, d. h. 

, 
8 

~(j/o = ~-"'/o = 0, 
a 

und ferner die Summe der Momente dieser inneren Krafte 
gleich dem Moment des Kraftepaares P a = Mb , d. h. 

~ j' _ ~ 8' .f 2 - M 
.... (J o· '" - .-. ----;;-J 0'" - b' 

Aus der ersten Bedingungsgleichung folgt bei Unveranderlich
keit von a 

~/o'" = 0, 

d. h. die Nullachse EE geht durch den Schwerpunkt samtlicher 
Faserquerschnitte, bildet also die zweite Hauptachse des Gesamt
querschnittes. 

Die zweite Bedingungsgleichung fiihrt unter der so eben 
genannten Voraussetzung, a betreffend, und bei Beachtung, daB 
~/0",2 = e, zu , 

8 
Mb=-e. 

a 



218 III. Biegung. 

Betragt der Abstand '" der am starksten gezogenen Fasel'll el , 

der am starksten gedruckten - e2, so erfahren diese :B'asel'll die 
Spannungen 

woraus folgt 

und hiermit 

/ 

8 
0 1 = - el bezw. 

ex 

, 
8 

ex 

Bei Berucksichtigung, daB 

folgt 

oder 

8' 
(J',2 == - - e2, 

ex 

ex 

- 02< k, 

d. s. die in § 16 entwickelten Gleichungen 12. 
"Vir bemerken - wie hervorgehoben sei -, daB bei der vor

ausgesetzten Sachlage die Stabachse gerade bleibt, daB also das 
Kraftepaar P P mit dem Momente Pa eine Krummung derselben 
nicht veranlaBt. 

An die Stelle del' Kriimmungsachse, welche sich im Kriimmungs
mittelpunkt projiziert, tritt hier del' Durchschnitt del' Ebenen CD 
und .ABI). 

1) Der 'Winkel lp, den beide Ebenen miteinander einschlieBen, liiBt sich 
durch folgende Erwagllng leicht fesistellen. 

M 
Es betragt die Spannung im Abstande 1 von der Nullachse -i- und die 

M 
Dehnung dieser Faser E' = a _b_, somit die Langenanderllng cler nrspriinglich 

@ 

I langen Faser im Abstande 1 von cler Nullachse 
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Weiter bemerken wir, daB hier die Ebene CD aufhort, senk
recht zur Faserrichtung und zur Stabachse zu stehen. 

Die Beziehung 1, § 16, welche fur den gebogenen Stab, Fig. 2, 
§ 16, unter der Voraussetzung abgeleitet worden war, daB die 
Querschnitte senkrecht zur gekrumll1ten lYIittellinie stehen, gilt eben 
auch dann, wenn die Achse gerade bleibt, Fig. 1, nUl' mussen dann 
die einzelnen Querschnitte sich gegen die Achse derart neigen, 
daB ihre Ebenen sich samtlich in derselben Geraden schneiden, 
welche den Durchschnitt der Ebenen AB und CD bildet. 

Die Tangente des Neigungswinkels eines beliebigen, zwischen 
AB und CD gelegenen Querschnittes ist proportional dem Abstand 
des Schwerpunktes desselben tiber AB. e hat dann hierbei aller
dings nicht mehr die Bedentung des Krummungshalbmessers, 
sondern bezeichnet den Abstand der Schwerachse EE von der 
DurchschnittsIinie der Ebenen AB und CD. Eine Ersetzung von 

~ durch + dd2~ ist dann naturlich unzulassig. 
e a; 

1. Was nun zunachst die Voraussetzung unter 1 betrifft, 
daB die auf den Stab wirkenden auBeren Krafte fur 

Fig. 4. 

jeden Querschnitt nur ein Kraftepaar Iiefem, so ist fest
zustellen, daB dieselbe nicht erfullt zu sein pflegt. Die Erzeugung 
des biegenden Momentes erfordert Krafte, welche nUl' ganz aus
nahmsweise, etwa wie im FaIle del' Fig. 1, wobei die Stabachse 
gerade bleibt, oder im FaIle del' Fig. 4 fur den mittleren Teil 
AB, der dann wegen Nib = konstant nach einem Kreise gekriimmt 
ist, nicht mehr als ein Kraftepaar ergeben. In del' Regel ist immer 

d. i. aber auch gleich das Maf.l des Drehungswinkels der eiuen Ebene gegen die 
andere, also 

1f1b 
l/J=«--l . ......... 1) e 
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eine Schubkraft vorhanden (vergl. Einleitung zu § 16), deren Ein
flul~ allerdings in vie1en Fallen in den Hintergrund tritt. 

Hinsicht1ich del' FaIle, in denen die Schubkraft Bedeutung 
erlangt, muB auf "Biegung und Schub" in § 52 verwiesen werden. 

2. Was sodann die unter 2 genannte Voraussetzung an
be1angt, daB die Fasern eine gegenseitige Wirkung auf
einander nicht ausuben, so el'kennt man sofort, daB diese1be 
fur einen aus dem Ganzen bestehenden Stab nicht erfiillt ist. Wie 
wir in § 1 bezw. § 7 und 11 sahen, ist verbundim: mit del' Dehnung 
in Richtung del' Stabachse eine Zusammenziehung senkrecht zu der
se1ben, also eine Verminderung des Faserquerschnittes, und mit 
del' Vel'kurzung eine Querdehnung, demnach eine Vel'groBerung 
des Faserquerschnittes. Diese Fol'mandel'ungen senkl'echt zur Stab
achse sind um so bedeutender, je mehr die Dehnungen (positive 
wie negative) in Richtung del' Fasel'll betl'agen. Da nun hier 
diese Langsdehnungen mit dem Abstande von del' Nullachse in 
absoluter Hinsicht zunehmen, so werden die von del' letzteren 
weiter abstehenden Fasern sich quel' auch mehr zusammenziehen 
bezw. mehr dehnen wollen a1s die unmittelbar benachbarten und 
nach del' Nullachse hin gelegenen. Infolgedessen werden diese 
del' angestrebten Querzusammenziehung bezw. Querdehnung zu 
einem Teile hinderlich sein. Diesel' gegenseitige EinfluB del' 
Fasel'll senkrecht zu ihrer Richtung muB nach dem Friiheren (§ 7 

bezw. 14) die Beziehung (J = ~, also im FaIle del' Unverander-
a 

lichkeit von a die Proportionalitat zwischen Dehnungen und Span
nungen beeintrachtigen und die Festigkeit etwas erhohen (§ 9, 
Ziff. 1, bezw. § 14). 

AuBerdem werden abel' auch die fest miteinander verbundenen 
Fasel'll noch dadurch aufeinander einwirken mussen, daB sich die 
weiter von del' Nullachse abstehenden mehr ausdehnen bezw. ver
kurzen und deshalb gegenuber den unmitte1b~r benachbarten, 
diesel' Achse naher gelegenen, ein Bestreben zu gleiten haben. 

In bezug auf den gegenseitigen EinfluB del' Fasel'll werden 
sich vel'schiedene Querschnittsformen verschieden verhalten (vergl. 
auch § 9). Verg1eichen wir beispie1sweise den l'echteckigen Quer
schnitt (Fig. 5) mit dem I-I-formigen Fig. 6, so el'kennt man 
sofort, daB die auf del' Linie G G 1iegenden Fasel'll des ersteren von 
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ihren benachbarten inneren Fasern mehr beeinfluBt werden mLtssen 
als die in gleichem Abstand liegenden Fasern Bee B des anderen 
Querschnittes. Diese sind eben zum groBten Teile nach innen frei. 

Wird z. B. aus einem und demselben Material ein Stab vom , 
Querschnitt Fig. 5 und ein solcher vom Querschnitt Fig. 6 her-
gesteIlt, alsdann fur beide auf Grund del' 
Gleichung 

die bei del' Bruchbelastung eintretende groBte 
Faserspannung 0'1 ermittelt, so muB sich fur 
den ersteren Stab ein etwas groBerer Wert, 
d. h. eine etwa"s gro.Bere Biegungsfestigkeit, 
ergeben als fur den letzteren. 

~: L---.J Fig. 5. 

""I 1 
1 
1 
1 
1 

a:[}{J'~ ex e c 

et;:y, 3:i ex 
Fig. 6. 

Aus dem Erorterten folgt weiter beispielsweise fur die breit
basige Eisenbahnschiene, Fig. 7, daB die im Kopfe des Quer
schnittes zusammengedl'angte Masse del' Dehnung (positiven wie 
negativen) einen verhaltnismaBig (im Vergleich zu dem, was bei 
den Entwicklungen im § 16 vorausgesetzt wird) groBeren Wider-

Fig. 7. Fig. 8. 

stand entgegensetzt als das Material in dem breiten, wenig hohen 
FuB, und daB infolgedessen die tat sac h I i c heN ullachse 0 ber
halb der horizontalen Schwerpunktsachse des Querschnittes gelegen 
sein muB. Wird del' letztere so bestimmt, da.B diese Aehse in 
halber Hohe liegt, so kann hiernaeh del' Querschnitt nieht als ganz 
zweekmaBig bezeiehnet werden, namentlich dann nieht, wenn del' 
FuB sehr breit ist. In saleh em FaIle muB die wagreehte Haupt
aehse des Quersehnittes entspreehend tiefel' als in halber Hohe 
sieh befinden. Hierdurch el'kliirt sich auch eine verhaltnismaBig 
groBere Widerstandsfahigkeit starkkopfiger Stahlsehienen u. s. w. 
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sowohl gegeni'tber gewohnlicher Biegungsbeanspruchung als auch 
gegeniiber Schlagproben. 

J e mehr sich die Querschnittsflache in zwei schmale, del' Null
achse parallele Streifen zusammendrangt, Fig. 8, um so geringer 
wird del' gegenseitige EinfluB del' Fasel'll aufeinander, um so zu
treffender erscheinen unter sonst gleichen Verhaltnissen die Be
ziehungen, welche auf Grund del' V oraussetzung Ziff. 2 entwickelt 
wurden, vorausgesetzt daB nicht ein anderer Urnstand in Betracht 
komrnt, del' so fort erortert werden wird. 

Ohne den Querzusarnmenhang del' Fasel'll miiBten diejenigen 
von ihnen, welche gedriickt werden, in del' Mitte nach del' Seite 
ausweichen (Fall del' Knickung, vergl. § 23). In del' Tat kann 
diese Neigung del' gedriickten Fasel'll, nach del' Seite auszuweichen, 
bei verhaltnisrnaBig groBer Lange des auf Biegung beanspruchten 
Stabes und bei entsprechender Querschnittsforrn des letzteren, wie 
z. B. Fig. 8, dessen Widerstandsfahigkeit erheblich verrnindel'll. 

Del' Querzusammenhang del' Fasel'll kann infolge des ortlichen 
Angriffs del' Krafte, welche das biegende Moment liefel'll, noch 
einen weiteren, zunachst die Form des Querschnittes und sodann 
auch die Widerstandsfahigkeit des Stabes andel'll den EinfluB auBel'll, 

t 

t 

[ 
i 

Fig. 9. Fig. 10. 

insbesondere wenn del' Stabquerschnitt in bezug auf die Kl'aftebene 
unsymmetrisch ist. Ein Blick auf Fig. 9 und 10 laBt deutlich er
kennen, daB die in eine del' beiden Hauptachsen des Querschnittes 
fallen de Kraft auf eine Anderung del' Form des letzteren hinwirkt 
dm'art, daB del' Steg sich wolbt, infolgedessen die Widerstandsfahig
keit des Stabes vermindert wird. 

Uberblicken wir das hinsichtlich des gegenseitigen Einflusses 
del' Fasel'll Gefundene, so erkennen wir, daB im allgemeinen die 
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Anstrengungen kz bezw. k, wie sie sich nach den Gleichungen 12, 
§ 16, ergeben, nicht mehr den Charakter del' reinen Zug- bezw. 
Druckbeanspruchung besitzen, und daB es deshalb im allgemeinen 
als richtig erscheint, bei Ermittlung del' Abmessungen eines auf 
Biegung in Anspruch genommenen Stabes als zulassige Anstrengung 
des Materials We1'te einzufiihren, welche aus Biegungsve1'suchen 
gewonnen wurden. Inwieweit es zut1'effend ist, wenn an Stelle 
diesel' Biegungsanstrengung die aus Zugversuchen abgeleitete 
GroBe kz gesetzt wird, muB - streng genommen - durch Ve1'
gleichung del' Ergebnisse von Zug- und von Biegungsversuchen 
fiir jedes Material und die einzelnen Querschnittsformen festgestellt 
werden. Hierbei ist im Auge zu behalten, daB es sich empfiehlt, 
die Versuche in del' Regel unter solchen Verhaltnissen anzustellen, 
wie sie bei den technischen Anwendungen vorliegen, auf welche 
die ermitt~lten Zahlen itbertragen werden sollen. Del' Beschreitung 
dieses Weges konnen sich allerdings in man chen Fallen sehr er
hebliche Schwierigkeiten entgegenstellen. 

Bei zusammengesetzten Korpern wie Gittertragern u. s. w., 
welche so konstruiert sind, daB die einzelnen Teile fast nul' Zug 
und Druck erfahren, ist naturgemaB mit k, und k (falls nicht 
Knickung in Betracht kommt) zu rechnen. 

3. Was die oben unter 3 aufgefiihrte Voraussetzung an
langt, daB die Querschnitte eben bleiben, so ist festzustellen, 
daB auch sie nicht genau zutrifft; die Schubkraft, welche mit dem 
biegenden Moment unvermeidlich verkniipft zu sein pflegt, wirkt 
auf Kriimmung del' urspriinglich ebenen Querschnitte hin (vergl. 
"Biegung und Schub" in § 52). Doch scheint, soweit das bis heute 
vorliegende Material ein Urteil gestattet, die Annahme des Eben
bleibens del' Querschnitte bei ausschlieBlich odeI' wenigstens in 
entschieden vorwiegender Weise auf Biegung beanspruchten Staben, 
welche aus einem Material bestehen, fiir welches die Voraussetzung 
Ziff. 4 erfiillt ist, zulassig zu sein. 

Fiir einen Stab aus weichem Bessemerstahl von 140 mm Rohe 
und 55 mm Breite und 1200 mm Lange, welcher sich bei einer 
Auflagerentfernung von 1000 mm urn 241,5 mm durchgebogen 
hatte, ohne zu brechen, stellte Bauschingel' fest, daB bei diesel' 
ganz bedeutenclen Durchbiegung die urspl'iinglich ebenen Quer
schnitte eben sowie senkrecht zur elastischen Linie geblieben waren, 
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und die Lange del' friiher geraden, 1000 mm langen elastischen 
Linie sich nicht geandert hatte. 

Versuche des Verfassers mit allerdings weniger hohen Staben 
aus Schmiedeisen fiihrten zu dem gleichen Ergebnis. 

Wie es sich mit dem Ebenbleiben del' Querschnitte bei 
Materialien verhalt, welche Proportionalitat zwischen Dehnungen 
und Spannungen iiberhaupt nicht aufweisen, muB zunachst noch 
dahingestellt bleiben. Immerhin scheint nach dem, was bis heute 
geschlossen werden kann, auch hier die Annahme des Eben
bleibens wenigstens mit Annaherung zulassig zu sein (vergl. FuB
bemerkung 2, S. 245 und 246). 

4. Die Voraussetzung 4, daB del' Dehnungskoeffizient a 

konstant ist, also gleich fiir Zug und fur Druck, sowie 
unabhangig von der GroBe del' Spannungen odeI' Deh
nungen, erscheint nach MaBgabe del' in § 4 niedergelegten Ver
suchsergebnisse und del' hierauf beziiglichen Darlegungen in § 5 
nul' fiir manche Materialien, beispielsweise fiir Schmiedeisen und 
Stahl, zulassig. Bei GuBeisen z. B. ist sie dagegen nicht zutrefl'end; 
hier wachsen die Dehnungen rascher als die Spannungen. Das
selbe ist del' Fall bei Kupfer; auch bei Legierungen desselben 
wie Bronze, Messing u. s. w. wird rascheres Wachstum del' Deh
nungen beobachtet. Gleich verhalt sich Sandstein, Granit, Zement
mortel, Beton u. s. w. 

Nach MaBgabe des Gesagten werden fiir einen auf Biegung 
beanspruchten Stab aus GuBeisen unter del' Annahme, daB die 
Querschnitte eben bleiben, zwar die Dehnungen proportional mit 
dem A bstande r; von der N ullachse wachsen, nicht abel' die 
Spannungen; letztere. miissen vielmehr langsamer zunehmen, ent
sprechend dem Umstande, daB a in a = []: a mit wachsender 
Dehnung (Spannung) zunimmt (vergl. z. B. S. 19). Fig. 11 ver
anschaulicht dies unter Voraussetzung starker Beanspruchung des 
Stabes. Fiir die beliebig um r; von del' in X sich projizierenden 
Nullachse 1) abstehende Faserschicht sei PP1 die Dehnung und PP2 

die Spannung; dann ist fiir GuBeisen del' geometrische Ort aller 

1) DaB diese hier nicht mehr durch den Schwerpunkt des Querschnittes 
geht, folgt unmittelbar aus dem, was S. 190 und S. 217 in bezug auf die Gleichung 
f v d/ = 0 bezw. I/o 'I = 0 gesagt ist. Dieselben werden nur erhalten unter 
der Voraussetzung, daB der Dehnungskoeffizient a konstant ist. 



§ 20. Die V oraussetzungen der Gleichungen in § 16. 225 

Punkte P 2 eine gegen die Achse del' '" gekriimmte, in D 2 XP2 Z 2 

sich projizierende Flliche, wenn auch die Punkte Pi auf del' durch 
die Nullachse gehenden Ebene Di X Zi liegen. Bei Proportionalitl1t 
zwischen B und C1, d. h. auf Grund der' gewohnlichen Biegungs
gleichung 

wiirde sich die Spannungsverteilung nach MaBgabe del' gestrichelt 
eingetragenen Geraden D 0 Z gestalten. Wie ersichtlich, weicht 

die Spannungsverteilung, wie sie sich unter Beriicksichtigung der 
Verl1nderlichkeit der Dehnungen mit den Spannungen ergibt, be
deutend ab von derjenigen, welche unter del' iiblichen Voraus
setzung del' Unverlinderlichkeit von a gewonnen wird. Die Ab
weichung ist - unter der V oraussetzung groBerer Beanspruchung -
hinsichtlich der Lage der Nullachse derart, daB das Ma
terial auf der Seite der groBeren Dehnung, der groBeren 
Nachgiebigkeit (der geringeren Festigkeit) zur Dber
tragung des Momentes einen groBeren Querschnitt bietet 
als auf der anderen Seite, und in bezug auf die Zunahme 
der Spannungen zeigt sich, daB das nach der Nullachse 
hin gelegene Material besser ausgenutzt wird, indem die 
Spannungskurve der senkrechten Abszissenachse ihre 
hohle Seite zukehrt, also die Spannungen nicht mit der 

Bach, Elastizitiit. 5. Aufl. 15 
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erst en Potenz von '1j zunehmen, sondern langsamer 
wachsen. Beides hat zur Folge, daB die Widerstands
fahigkeit eines solchen Balkens gegenuber Biegung 
groBer sein muB, als es die ubliche Biegungsgleichung 
erwarten laBt. Infolgedessen liefern die Gleichungen 10 und 12, 
§ 16, die Zugspannungen groBer, als sie tatsachlich sind. Ein und 
dasselbe GuBeisen muB deshalb bei Biegungsversuchen eine hohere 
Festigkeit ergeben als bei Zugversuchen, wenn dieselbe auf Grund 
del' Gleichung 10, § 16, berechnet wird. 

Aus dem Erorterten folgt dann wei tel' , daB Stabe mit Quer
schnitten, bei denen sich das Material nach del' Nullachse hin 
zusammendrangt, widerstandsfahiger sein muss en , als nach Glei
chung 12, § 16, zu schlieBen ist. Beispielsweise wird ein Stab mit 
kreisformigem Querschnitt eine groBere Bruchbelastung, bestimmt 
nach Gleichung 10, § 16, liefern mussen als ein Stab mit quadra
tischem Querschnitt, diesel' wird dagegen eine groBere Biegungs
festigkeit aufzuweisen haben als del' I -formige Querschnitt u. s. w. 1). 

Will man den EinfluB del' Veranderlichkeit del' Elastizitat 
mit del' Spannung scharfer verfolgen, so hat das unter Zugrunde
legung del' GesetzmaBigkeit zu geschehen, welche zwischen l! und () 
besteht. 1m nachfolgenden solI das in Kurze ausgefuhrt und dem
gemaB 

del' durch Biegung in Anspruch genommene Stab 
auf Grund des Gesetzes 

rechnerischer Betrachtung unterworfen werden. 

1) Hiermit stehen die Ergebnisse del' vom Verfasser in den Jahren 1885 u. f. 
durchgefiihrten Biegungsversuche mit GuBeisen in voller Ubereinstimmuug. 
Siehe Zeitschl'ift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 193 u. f., S. 221 u. f., 
S. 1089 u. f., odel' .auch "Abhaudlungen und Berichte" 1897, S. 60 u. f., Bowie 
§ 22, Ziff. 2 dieses Buches. 

2) Wie Verfasser bei Veraffentlichung betreffend das Potenzgesetz E = a (Jm 

in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 248 u. f. am Schlusse 
ausgesprochen, erscheint durch dasselbe eine Grundlage gewonnen, um an Ent
wickluugen heranzutreten, welche sich die Aufgabe zu stellen haben, die An
strengung von solchen auf Biegung oder Drehung beanspruchten Karpel'll zu 
ermitteln, fiir deren Material Proportionalitat zwischen Dehnungen und Span
nungen nicht besteht. Verfasser hoffte, durch diese Hervorhebung noch be-
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a) Allgemeine Gleichungen. 

Wir gehen von del' zu Anfang des § 16 dargestellten Sach
lage aus. 

Del' einerseits eingespannte und am freien Ende mit P be
lastete prismatische Stab biegt sich unter Einwirkung diesel' Kraft. 
Hierdurch werden zwei urspriinglich parallele, urn dx = 00 1 von-
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einander abstehende Querschnitte GG und G1 GI , Fig. 1, § 16, sowie 
Fig. 12 und 13, sich unter einem gewissen Winkel GMC'1 gegen-

sonders zu c1ahingehenden Arbeiten anzuregen. In der Tat envies sich diese 
Erwartung als berechtigt, denn bereits im Juni 1897 wurde ihm von Ingenieur 
Ensslin eine Arbeit vorgelegt, welche sich mit del' Biegungsaufgabe auf Grund 
des Gesetzes E = a am und insbesondere mit del' Untersuchung des auf Biegung 
beansprnchten gnBeisernen Balkens mit rechteckigem Querschnitt beschaftigte, 
und in del' Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure, Nummer vom 14. August 
1897, S.941 n. f. behandelt Latowski die gleiche Aufgabe unter Anwendung 
del' allgemeiuen Satze auf Granitbalken. Beide Arbeiten gelangen in der Haupt
sache zn den gleichen Ergcbnissen. Eine weitere Darlegnng von La tow ski 
s. Zeitschrift des osterr. Ingenieur- und Architektenvereins 1898, S. 56, und am 
gleichen Ort, S. 249, den Aufsatz von "Y. Car ling. 

V erg!. auch die Arbeit von L. G e use n in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher IngeJiieure 1898, S. 463 u. f., sowie S.516; ferner die Arbeit von 
Fr. Engesser am gleichen Ort, S. 903 u. f.: "Widerstanc1smomente und Kernfignren 
bei beliebigem Formanderungs- und Spannungsgesetz". 

15'" 
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einander neigen. DaB sie eben bleiben, werde vorausgesetzti mit 
welcher Berechtigung, ergibt sich aus dem am Schlusse von Ziff. 3, 
S. 224 Bemerkten. 

Die oberhalb einer gewissen Linie, welche mit xx bezeichnet 
sein mage, liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unterhalb 
liegenden zusammengedriickt. DemgemaB sind im Querschnitt ober
halb xx Zugspannungen ()z und unterhalb xx Druckspannungen ()d 

wachgel'ufen worden, fiir welche im allgemeinen die Beziehungen 
gelten 

2) 

Wird der Abstand des Punktes .M, in welchem sich die 
Durchschnittslinie der beiden Querschnitte projiziert, von der 
Linie xx, in welcher die Spannungen gleich Null sind, und die 
deshalb "Nullachse" genannt werden solI, mit (! bezeichnet, so 
ergibt sich fiir den Querschnitt CO C die verhaltnismailige Dehnung 
1m Abstande "I von xx zu 

S=PP/- PP1= PP1' -1= e+1J_ 1 =!L. 
PPI PP1 (! (! 

Infolge dessen findet sich fiir die beliebige urn "I von del' 
Nullachse xx abstehende Faserschicht 

auf del' Zugseite 

S = al ()m, = ~ odeI' ., = ("~,) ~~ 1 z (! 

auf del' Druckseite 3) 

1 

m. "I odeI' () = (~)~ 8 = a2 ()a- =-
(! d Cl2 (! 

und fiir die auilersten, urn e1 bezw. e2 von del' Nullachse ab
stehenden Fasern, sofern deren Dehnungen mit 81 bezw. S2 und 
deren Spannungen mit ()! bezw. ()2 bezeichnet werden, 
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4) 

woraus durch Division 

5) 

Das Gleichgewicht zwischen dem auBeren biegenden Moment 
Mb - von dem EinfluB der Schubkraft P werde abgesehen -
und den inneren, durch dasselbe wachgel'ufenen Kl'aften verlangt, 
sofern del' im Abstande '" liegende und in Fig. 12 durch Stl'ich
lage hel'vol'gehobene Flachenstl'eifen mit df bezeichnet wil'd, 

el Pz 

5 Uz df-5 Ua dj = 0 6) 
o 0 

und 
el e2 

Mb = 50'. df· 1j + 5 Uel df· 1j 7) 

o 

Aus Gleichung 6 folgt untel' Beachtung del' Gleichung 3 

0= S (a~Q) ~1 df - S (a~Q) '~2 df 
o 0 

und mit Riicksicht auf die Gleichung 4 sowie Gleichung 5. 
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8) 

Diese Gleichung bestimmt durch den Abstand e1 die Lage del' 
Nullachse. Sie zeigt, daB dieselbe hier abhangt von del' GroBe 
del' Spannung 111, also von del' GroBe des biegenden Momentes. 
Da nun dieses fiir die verschiedenen Querschnitte des Stabes ver
schieden ist, so muB bei gleichbleibender Belastung der
selben die Nullachse ihre Lage von Querschnitt zu Quer
schnitt andern. Wird die Belastung des Balkens eine 
andere, d. h. andert sich die belastende Kraft P, so ver
schiebt sich auch die Nullachse in den auf Biegung 
beanspruchten Querschnitten. 

Bei Voraussetzung von Proportionalitat zwischen Dehnungen 
und Spannungen (§ 16) war die Lage der Nullachse unabhangig 
von del' Spannung; sie fiel mit del' einen Hauptachse zusammen; 
sie anderte sich deshalb nicht von Querschnitt zu Querschnitt und 
auch nicht mit del' Belastung, wie dies hier del' Fall ist. 

Infolge del' Abhangigkeit del' Lage der Nullachse, d. h. del' 
GroBe e1 von dem biegenden Moment, muB Gleichung 7 zur Be
stimmung herangezogen werden. Dieselbe ergibt unter Beriick
sichtigung der Gleichungen 3 und 4 

und nach Ersetzung von 112 durch den Wert Gleichung 5 
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9) 

Fur den Fall del' Proportionalitat zwischen Dehnungen und 
Spannungen, d. h. fur 

geht Gleichung 9 uber in 
€l e2 

M" = :11 (5 r/ df + Stj2 df), 
o u 

d. i. die bekannte Biegungsgleichung, da del' Klammerausdruck 
das Tragheitsmoment des Querschnittes inbezug auf die Haupt
achse 00 bedeutet. 

b) Rechteckiger Querschnitt. 

Fur em en rechteckigen Querschnitt VOll del' Breite b und del' 
Rohe h = e1 + e2 gehen die Gleichungen 8 und 9 unter Beachtung, 
daB df = b d"l, uber in 

Fur die Integralwerte wird erhalten 

u " 

m2+ 1 

e m2 2 , 
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Damit folgt aus del' ersten del' beiden Gleichungen 

odeI' 

Aus del' zweiten Gleichung wird 

und nach Beseitigung von o'j mittels del' Gleichung 10 

m2 + 1 e21 2 

+ (mj + 1) (2 m2 +l)~J ej • 

12) 

Sind fiir ein bestimmtes Material die VV' el'te aj a2 mj und m 2 

bekannt, so liefert Gleichung 11 mit einem bestimmten Wert von o'j 

das V erhaltnis ~ = r:p, womit die Lage del' N ullachse bestimmt 
e2 

erscheint; denn es ist 

h 
e2 = --- und 

1 + r:p 
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Durch Einfuhrung von e1 und e2 in Gleichung 12 erhalt man 
den Wert des Biegungsmomentes, welches in dem betrachteten 
Querschnitt die Zugspannung 0"1 im Abstande el hervorruft. 

Mit dem angenommenen Werte von 0"1 (gleich der zulassigen 
Zuganstrengung) ergibt Gleichung 5 die groLlte Druckspannung 0"2. 

Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes hinsichtlich der 
Spannungsverteilung fiber den Querschnitt ist auf die Gleichungen 
3 und 4 zuruckzugehen, nach denen 

Fig. 11, S. 225, gibt ein solches Schaubild fur Materialien, z. B. 
GuBeisen (vergl.das aufS.224 bis 226 zu dieser Abbildung Bemerkte). 

Wie oben erkannt wurde, hangt die Lage der Nullachse in 
dem prisrnatischen Stab, Fig. 2, § 16, von der GroBe des biegen
den Momentes fur den betreffenden Querschnitt ab 1). Denkt man 
sich den Stab stark belastet, so zeigt sich bei naherer Verfolgung, 
daB ein urn so groBerer Teil des Querschnittes an der Uber
tragung der Zugspannungen, gegenuber welchen das GuBeisen, 
der Sandstein, der Granit u. s. w. weniger widerstandsfahig sind, 
teilnimmt, je groBer das biegende Moment ist: Die Nullachse 
ruckt aus der Mitte des Querschnittes nach der Druckseite hin, 
Wle in Fig. 11 angenommen ist2). Je nach den Zahlenwerten, 

t) Eine kritische Besprechung iiber "die bis jetzt vorliegenden Ver
suche zur unmittelbaren Bestimmung der Lage der neutralen Achse 
im gebogenen Stab aus Stein und GuLleisen" von E. Roser nndet sich 
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1899, S. 205 u. f., und daZll 
gehOrig die hieran sich schlieBende Auseinandersetzlmg am gleichen Ort, S. 371 
und 372. Aus neuester Zeit ist die Arbeit von O. Ronigsberg: "Uber die un
mittelbare Beobachtung der Spannungsverteilung und Sichtbarmachung der neu
tralen Schichte an beanspruchten Rorpern" (Zeitschrift des osterr.lngenieur- und 
Architekten-Vereines 1904, No. 11) hervorzuheben. 

2) Die Strecke, um welche die Nullachse in dem am starksten beanspruchten 
Querschnitt selbst bei hober Belastung des Stabes aus der Mitte gelegen ist, er
gibt sich fiir Stoffe wie GuBeisen und Sand stein u. s. w. nicht sehr groB. Sie 
betragt - soweit das Versuchsmaterial des Verfassers reicht - gegen den Bruch 
hin noch keine 10 % der Rohe des rechteckigen Querschnittes. 

Indem man z. B. fiir ein und dasselbe GuBeisen durch Zugversuche den 
Zusammenhang zwischen Dehnungen und Zugspannungen sowie die Zugfestigkeit, 
durch Druckversuche die Beziehung zwischen Zusammendriickungen und Druck-
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welche die Gro1len at ml a2 m 2 der Beziehungen 2 besitzen, kann 
die Nullachse zu Anfang, d. h. fLtr klein ere Beanspruchung nach 
der Zugseite hin aus del' Mitte gelegen sein und erst mit Steigerung 
del' auf Biegung wirkenden Last durch die Mitte nach del' Druck
seite hin sich bewegen. 

Die auf S. 225 erorterte Abweichung del' Spannungsverteilung 
fallt demnach um so gro1ler aus, je starker die Beanspruchung 

o 
wird. Die gewohnliche Biegungsgleichung Mb = (J - wird ~es

e 
halb um so weniger zutrefi'ende Ergebnisse liefern, je mehr sich 
die Anstrengung deIjenigen beim Bruche nahert. 

5. Zusammenfassung. 

Bedeutet 
kb die im allgemeinen aus Biegungsversuchen abgeleitete zu

lassige Anstrengung des Materials, 
eden Abstand del' am starksten angestrengten Faser des auf 

Biegung in Anspruch genommenen Stabes, 

so wird nach Ma1lgabe des unter 2 und 4 Erkannten an Stelle 
del' Beziehungen 12, § 16, zu setzen sein 

13) 

spannungen, clurch Biegungsversuche die zu den einzelnen Belastungen gehorigen 
Durchbiegungen uncl schlieBlich die Bruchbelastung feststellt, erhalt man das zu 
einer Priifung notige Versuchsmaterial. Dureh die Zug- und Drnekversuche 
sind al rill a2 rIl2 der Gleichnng 2 und damit auch die Durehbiegungen bestimmt, 
welche bei dem Biegungsstab fUr gewisse Belastungen erwartet werden dfnfen. 
Da nun diese Durchbiegungen beim Biegungsversueh unmittelbar gemessen worden 
sind, so ist eine Vergleiehung, d. h. eine Priifung gegeben. Eine zweite Prufung 
ermoglicht der Umstand, daB aus den Zugversuchen die Zugfestigkeit und bei 
den Biegungsversuehen die Brllchbelastung ermittelt worden ist. Das setzt aller
dings voraus, daB die Werte al 1I!1 a211!2 fUr geniigend hoch gesteigerte Belastungen, 
d. h. daB insbesondere al rill noch flir Zugkrafte bestimmt worden sind, die nahe 
an diej enige Belastung heranreichen, welche das ZerreiBen herbeifiihrt. 

Der Natur der Sache nach sind del' vorstehend angedeuteten Untersuchung 
die gesamten Dehnungen, Zusammendruckungen und Durchbiegungen zugrunde 
zu legen. 

Statt des Potenzgesetzes kann eine andere Funktion zugl1l1lde gelegt 
werden, welehe den Zusammenhang zwischen Dehnungen und< Spannungen ans-



§ 20. Del' gebogene Stab auf Gnmd des Gesetzes f = a am. 235 

Hierin ist kb - streng genom men fur aIle Materialien -
abhangig von del' Querschnittsform. Von groBerer Be
deutung wird diese Abhangigkeit - wie das vorliegende Versuchs
material schlieBen laSt - jedoch erst bei solchen Materialien, fur 
welche del' Dehnungskoeffizient ex veranderlich ist (GuBeisen); bei 
Materialien mit konstantem ex (Schmiedeisen, Stahl) tritt sie zuruck. 

Die Feststellung del' elastischen Linie auf Grund del' Glei
chung 15, § 16, liefert fur den Fall, daB ex konstant ist, befriedi
gende Ergebnisse. Trifft jedoch diese Voraussetzung nicht zu, 
so kann bei starker Beanspruchung des Materials del' Unterschied 
zwischen Rechnung und tatsachlichem Ergebnis erheblich aus
fallen!). 

Streng genommen, waren fur Stabe aus Materialien mit ver
anderlichen Dehnungskoeffizienten die in §§ 16, 18 und 19 ge
gebenen Entwicklungen unter Beachtung del' zwischen 8 und (J 

bestehenden GesetzmaBigkeit CGl. 1, § 4, S. 20) durchzufuhren, 
wie es beispielsweise oben fur GuBeisen geschehen ist. Die Ruck
sicht auf die erforderliche Einfachheit unserer technischen Rech
nungen halt jedoch im allgemeinen zurzeit noch davon ab, in 
diesel' Weise vorzugehen; nul' in denjenigen Fallen, in welchen 
die Anforderungen del' Technik das bisherige Verfahren nicht mehr 
gestatten, wird die streng ere Rechnung anzulegen sein. Hinsicht
lich des vom Verfasser VOl' rund 19 J ahren eingeschlagenen An
naherungsweges, del' Veranderlichkeit von ex bei GuBeisen Rech
nung zu tragen, sei auf § 22, Ziff. 2, verwiesen. 

l'eichend genau zum Ausdruck bringt uncl die Dllrchflihrung del' Rechnungen 
ermiiglicht. 

S. 254 u. f. ist die zweite PriHung ohne Zuhilfcnahme einer Funktion auf 
graphischem Wege clurchgeflihrt. 

1) Nach Gleichung 14, § 18, 
a PP 

y' = 48-& 

kommt es bezuglich del' Durchbiegung y' eines III del' Mitte mit P belasteten 
Stabes nm auf das Tragheitsmoment @ des Querschnittes an; infolgedessen es 
z. B. gleichgiiltig erscheint, ob bei einem Querschnitte wie Fig. 6, § 17, die breite 
odeI' die schmale Flansche als die gezogene auf tritt, wenn nar P lmd l die gleichen 
'vYerte besitzen. Tatsachlich erweist sich bei guEeisernen Tragern wegen del' 
Yeranderlichkeit von a die Durchbiegung im letztel'en Falle entschieclen gl'iiEer 
als im ersteren. (Yergl. des Yerfassers Arbeit . "Die Biegungslehre und das GuE
eisen" in del' Zeitschrift des Yereines clentscher Ingenieure 1888, S. 224, odeI' 
auch "Abhandlnngen nnd Berichte" 1897, S. 72 lmcl 73.) 
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§ 21. Biegungsanstrengung und Durchbiegung unter der Voraus
setzung, da13 die Ebene des Kraftepaares keine der beiden Haupt

achsen des Querschnittes in sich enthalt. 

1. Hauptachsen eines Querschnitte.'l. Haupttragheitsmmnente. 

In del' durch Fig. 1 dargestellten Flache sei 0 ein beliebiger 
Punkt, OX und OY ein rechtwinkliges, sonst jedoch beliebig 
gelegenes Achsenkreuz; die Koordinaten des mit dem Flachen
punkte P zusammenfallenden Flachenelementes dj seien x und y. 
Dann ist das Tragheitsmoment del' Flache 

III bezug auf die X - Achse @x = f y2 dj, 

Y- @y = f x2 df 

Fig. 1. 

und hinsichtlich del' unter dem Winkel f{! gegen die X- Achse ge
neigten Geraden 00, von welcher P, demnach auch dj, um 
z = y cos f{! - x sin f{! absteht, 

@ = f Z2 df = f (y cos f{! - x sin f{!)2 dj 

@ = @x cos2 f{! + @y sin2 f{! - 2 Z sin f{! cos f{!, 1) 

sofern 
Z = fxydj . 2) 

Auf del' Achse 00 werde nun von 0 aus die Strecke 0 Q 

= r = j ~ aufgetragen und den Koordinaten des so erhaltenen 
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Punktes Q in bezug auf 0 X und 0 Y die Bezeichnung ~ und 1J 

erteilt, so daB 

~ = l' cos qJ 1J = l' sm qJ. 

Aus Gleichung 1 folgt dann mit Rucksicht darauf, daB 

Diese Beziehung zwischen den V eranderlichen ~ und 1J ist die 
Gleichung einer Ellipse. Hiernach findet sich del' geometrische 
Ort alIer derjenigen Punkte Q, welche erhalten werden, wenn anf 
jeder durch 0 moglichen Geraden die Wurzel aus dem reziproken 
Werte des fur diese Gerade sich ergebenden Tragheitsmomentes 
anfgetragen wil'd, als Ellipse, mit 0 als Mittelpunkt, d. i. die so
genannte Tragheitsellipse. Nun sind in einer Ellipse zwei 
senkrecht anfeinander stehende Achsen vorhanden - die groBe 
nnd die kleine Achse -, fur welche das Glied mit dem Prodnkt 
del' beiden Koordinaten verschwindet. Dies tritt ein, wenn Z = O. 
Werden demnach diese beiden Achsen zu Achsen del' x und del' y 
gewahlt, so wird del' Ausdruck Gleichung 2 zu Null. 

Ferner ist bekannt, daB die groBe Halbachse del' Ellipse del' 
groBte und die kleine Halbachse del' kleinste del' moglichen Werte 
yon l' ist. Diese beiden ansgezeichneten Richtnngen werden als 
die beiden Hanptachsen del' Flache fur den Punkt 0 bezeichnet. 
Sie sind nach MaBgabe des V ol'stehenden gekennzeichnet dnrch 

Z = f xy d/= 0 
und 

'@x=Max" @y = Min. oder @x = Min., @y= Max. 

Diesel' kleinste nnd diesel' groBte Wert unter den Tragheits
momenten, welche sich fur alle Geraden el'geben, die dnrch den 
Pnnkt 0 in del' Ebene del' Flache gezogen werden konnen, heiBen 
die beiden Haupttragheitsmomente del' Flache fi:i.r den Punkt 0 
del'selben. 
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Werden die beiden Haupttragheitsmomente mit 0 1 und O2 be
zeichnet, so findet sich das Tragheitsmoment 0 fur eine beliebige 
durch 0 gehende Gerade, welche mit del' Achse des Haupttragheits
momentes 0 1 den 'Winkel cp einschlieBt, nach Gleichung 1 zu 

3) 

Besitzen 0 1 und O2 gleiche GroBe, so folgt 

d. h. die Tragheitsmomente fur alle durch 0 moglichen Geraden 
sind einander gleich. Die Tragheitsellipse geht dann in einen 
Kreis uber. 

Das V orstehende gilt fiir einen beliebigen Punkt del' Flache. 
Dementsprechend hat eine Fla,che unenc1lich viele Hauptachsen und 
Haupttragheitsmomente. Wird von den Hauptachsen oder den 
Haupttragheitsmomenten eines Querschnittes kurzhin gesprochen, 
so sind hierunter die entsprechenden GroBen fur den Schwerpunkt 
des letzteren verstanden. 

2. Biegungsanstrengung. 

Wir wahlen die beiden Hauptachsen des Querschnittes Fig. 2 
zu Achsen del' y und z. 0 1 gelte als das Tragheitsmoment in 
bezug auf die Hauptachse 0 Y und O2 als dasjenige hinsichtlich 

Fig. 2. 

der Hauptachse OZ. Ferner sei 0 jJ;fb die Paarachse des biegen
den Kraftepaares vom Momente Mb , d. h. diejenige Gerade, welche 
in 0 senkrecht zur Paarebene steht, mit ihrer GroBe 0 Mb das 
Moment jJ;fb darstellt und derart eingetragen wird, daB, von Mb 

nach 0 hin gesehen, das Moment Mb rechts drehend erscheint. Die 
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zur Krilmmungsachse, welche urn Q von 0 absteht, parallele NulI
achse besitze die Lage N N, schlieBe also mit 0 Y den Winkel rp 
ein, wahrend 01Y1b urn fJ gegen 0 Y geneigt ist. 

Nach Gleichung 2, § 16, ist die Spannung () in dem Flachen
element dl, dessen Lage durch y und z bestimmt ist, 

1 7J 1 z cos rp - y sin rp () = ~~ = ~-----~- ~-~-
a Q a Q 

J e die Summe del' Momente, welche diese Spannung fill' aIle 
Flachenelemente in bezug auf die y- und die z-Achse ergibt, muB 
sich im Gleichgewicht befinden mit den Komponenten des Krafte
paares Mb , d. i. mit 

Mb cos fJ bezw. Mb sin fJ· 

Folglich 

Mb cos fJ = J () dj . z = S ~ _z_c_o_s--,-rp~Q-,;,,--Ij_sm rp z dj, 

. S 1 z cos rp - y sin rp 1V! sm fJ = - J () dj . y = - ~ --------~--- Y dj. 
b 'a Q 

Unter Voraussetzung del' UnveranderIichkeit des Dehnungs
koeffizienten a und unter Beachtung, daB 0 Y und 0 Z die Haupt
achsen des Querschnittes sind, filr welche die GroBe Z (Gleichung 2) 
verschwindet, ergibt sich 

und hieraus 

cosrp Mb 
oder ~~ = a -- cos fJ 

Q @1 ' 

odeI' 
. M 

sm rp = a __ b sin fJ 
Q @2 ' 

@1 
tg rp = ---;:;;} tg fJ, . 

&2 
4) 

5) 
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6) 

oder 

(J = ~ z cos rp - y sin rp = Ai (z co~f _ y sin ~ ). 7) 
a Q b 0 1 O2 

Die Gleichung 6 geht In die Gleichung 9, § 16, itber, wenn 

~=O, 

d. h. wenn die Paarachse mit einer der beiden Hauptachsen zu
sammenfallt, oder wenn 

d. h. wenn die Haupttragheitsmomente und damit alle Tragheits
momente gleich sind, was beispielsweise zutrifft fitr den Kreis, das 
gleichseitige Dreieck, das Quadrat, itberhaupt ffir alle regelmaBigen 
Vielecke, fitr den kreuzformigen Querschnitt bei gleichen Ab
messungen del' Rippen u. s. f. 

Fig. 3. 

Fitr den besonderen Fall des Rechteckes, Fig. 3, folgt wegen 

aus G lei chung 4 

1 o =-bh3 
1 12 

tg rp = ( ~ r tg p. 

Die groBte Spannung (Jmax wird auftreten 1m Punkte E, fitr 
welchen z = 0,5 h, y = - 0,5 b 
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_ 6 Jib (COS f1 sin f1 ) 
()max - ~ -l-~ - + -6-

und mit Rticksicht auf § 20, Ziff. 5, 

k 6 Mb (cos f1 sin f1 ) 
b> 6h h + b . 8) 

3. Durchbiegung. 

Die Durchbiegung eines Stabes, dessen Belastungsebene die 
Querschnitte nicht in einer der beiden Hauptachsen schneidet, 
pflegt nur insofern praktisches Interesse zu haben, als unter Um
standen del' Stab gehindert sein kann, sich in del' Richtung zu 
bewegen, in welcher er sich durchbiegen will, wodurch Zusatzkrafte 
wachgerufen werden. Denken wir uns beispielsweise einen llangen 
Stab von dem in Fig. 4 gezeichneten Querschnitt an einem Ende 

Fig. 4. 

eingespannt und am anderen Ende mit P belastet, so ergibt sich 
fiir die senkrechte Belastungsebene 0 P die horizon tale Paarachse 
o Mb = Mb = Pl. U nter del' V oraussetzung, daB del' winkelformige 
Querschnitt gleiche Schenkel besitzt, werden die beiden Haupt
achsen OY und OZ unter 45° gegen den Horizont geneigt sein. 
Bezeichnet nun @1 das Tragheitsmoment in bezug auf die eine 
Hauptachse 0 Y und @2 dasjenige hinsichtlich del' zweiten Haupt
achse OZ, so folgt die Lage der Nullachse NN nach Gleichung 4 
unter Beachtung, daB fJ = 45°. Da die Kriimmungsachse parallel 
zu N N lauft, so ergibt sich die Durchbiegungsrichtung in del' zu 
NN senkrechten Geraden OB. Hiermit wird sich das eine Ende 

B a c h, Elastizitat. 5. Aufl. 16 
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des Stabes unter Einwirkung del' vertikalen Belastung P in del' 
Richtung OB durchbiegen. 

Wenn nun zwei solche Stabe miteinander verbunden sind, 
wie z. B. Fig. 5 erkennen laBt, so wird diese Durchbiegung in
folge del' Verbindung mehr oder mindel' vollstandig gehindert, d. h. 
auf die beiden Stabe wirkt noch je eine horizontale, nach inn en 
gerichtete Kraft H, welche unter Umstanden, namentlich dann, wenn 

Fig. 5. 

sie nicht durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht - und 
damit auch auf Verdrehung hinwirkt -, die Anstrengung des 
:Materials wesentlich beeinflussen kann. 

Unter del' Annahme, daB die Abweichung del' Trager in 
horizontaler Richtung durch ihre Verbindung vollstandig gehindert 
wird, wiirde sich H aus del' El'wagung ergeben, daB die Durch
biegungsrichtung mit OP zusammenfallen muB. Damit dies em
tritt, mitBte Li.. YON = p = 45° sein, also nach Gleichung 4 

Die hierdurch bestimmte Lage del' Paal'achse 0 C lieferte in 
del' zu ihl' Senkl'echten 0 D die Richtung del' Belastung (fiir vel'ti
kale Durchbiegung) und damit in P D die gesuchte Horizontal
kraft H. 
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§ 22. Biegungsversuche. 

1. Biegungsversuche im allgemeinen. 

Biegungsversuche werdeu in del' Regel nach Ma.Bgabe del' 
Fig. 1, § 18, angestellt, und zwar derart, da.B die Belastung P in 
del' Mitte des Stabes angreift. Mit del' Genauigkeit, mit welcher 
das Eigengewicht desselben vel'llachlassigt werden darf, ergibt 
sich alsdann fur den mittleren Querschnitt die Durchbiegung y' 
del' Mittellinie des Stabes nach Gleichung 14, § 18, zu 

und die Spannung Vl del' urn e1 von del' Nullachse abstehenden 
und am starksten gespannten Fasel'll nach Gleichung 7, § 18, und 
Gleichung 10, § 16, zu 

unter den V oraussetzungen, welche zu diesen beiden G leichungen 
fuhrten: Ebenbleiben del' Querschnitte und Unabhangigkeit des 
Dehnungskoeffizienten a von del' GroBe und dem Vorzeichen del' 
Spannungen odeI' Dehnungen. 

Durch Beobachtung del' zu einer gewissen Belastung P ge
horigen Durchbiegung y' laBt sich fur einen bestimmten Stab del' 
D ehn ungskoeffi zien t 

o y' 
a =48[3p 

odeI' auch dessen reziproker Wert (Elastizitatsmodul) 

1 [3 P 
---

a 480 y' 

innerhalb des Spannungsgebietes, fur welches a als unveranderlich 
angesehen werden kann, ermitteln. 

Es ist bis VOl' nicM zu langeI' Zeit allgemein ublich gewesen, 

a bezw. 1..- in diesel' Weise zu bestimmen, gleichgii.ltig, wie groB 
a 

16* 
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die Hohe des Stabes im Verhaltnis zur Entfernung del' Auflage 
war. 1st sie verhaltnismaBig bedeutend, so verliert die Glei
chung 14, § 18, an Genauigkeit, da die Durchbiegung des Stabes 
nicht bloB von dem biegenden Moment, sondeI'll auch von del' 
Schubkraft abhangt. Die Vernachlassigung des Einflusses del' 

1 
Schubkraft liefert a zu groB und - zu klein. Wie Verfasser in 

a 

del' Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieul'e 1888, S. 222 u. f., 
erstmals nachgewiesen hat, betragt del' hierdurch begangene Fehler 

1 
m Fallen stattgehabter Ermittlung des Wertes - iiber 30%. 

a 

Diese AuBerachtlassung del' Schubkraft vorzugsweise ist es 
gewesen, welche zu dem Irrtum Veranlassung gegeben hat, daB 

del' Elastizitatsmodul, d. i. ~ fiir Biegung entschieden geringer sei 
a 

als fiir Zug und Druck 1). Die Erwagung des in § 20 unter 2 
Erorterten fiihrt iibrigens ohne wei teres zu del' Erkenntnis, daB 
genaue Biegungsversuche und strenge Rechnung a eher ein wenig 

kleiner, also ~ eher etwas groBer als Zug- und Druckversuche 
a 

liefern miissen. 
Unter Umstanden kann del' nach Gleichung 14, § 18, er

mittelte Wert von a noch durch einen anderen EinfluB ungenau 
geworden sein. Infolge del' Durchbiegung gleitet die Stab
oberflache auf den Auflagern; hierdurch werden Reibungskrafte 
wachgerufen, welche auf die GroBe des biegenden Momentes 
je nach den Verhaltnissen mehr odeI' mindel' abandernd ein
wirken. (Vergl. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, 
S.224 u. f.) 

1m vierten Abschnitt unter "Biegung und Schub" (§ 52) sowie 
unter "Zug, Druck, Biegung" (§ 46, Ziff. 1) wird auf den EinfluB 
del' Schubkraft bezw. del' zuletzt erwahnten Reibung naher ein
zugehen sein. 

Die Beobachtung del' Belastung P ma,,,, bei welcher del' Bruch 
des durchgebogenen Stabes erfolgt, fiihrt mittelst del' Gleichung 

1) Hiernach ist auch die altere Angabe zu beurteilen, daB der Elastizitats
modnl fUr Biegung um etwa ein Zehntel geringer als fiir Zug und Druck zu 
wahlen sei. 
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K _ Pma",l 
b - 4 eel. 

zur Biegungsfestigkeit Kp bezogen auf den ursprunglichen 
Stabquerschnitt. 

In Hinsicht auf diese Bestimmung der Biegungsfestig
keit sei nachstehendes zur Klarstellung hervorgehoben, wobei 
zahes und nicht zahes 1VIaterial unterschieden werden solI. 

a) Zahes 1VIaterial, Wle z. B. PluBeisen. 

Del' del' Biegungsprobe unterwol'fene Karpel', den wir uns del' 
Einfachheit del' Betrachtung wegen als Prism a mit rechteckigem 
Querschnitt vorstellen wollen, sei so belastet, daB die Spannung 
in del' auBersten Faser gerade del' Proportionalitatsgrenze ent
spricht. Dann erfolgt die Spannungsverteilung im Querschnitt 
nach MaBgabe del' Pig. 1. Steigern wir die Belastung derart, daB 
in den auBersten Fasern die Streck- bezw. Quetschgrenze uber
schritten wird, so geben die auBen gelegenen Fasern verhaltnis
maBig rasch nach I). Die nach innen gelegenen Fasern werden 
dagegen verhaltnismaBig stark zur Ubertragung des biegenden 
1VIomentes herangezogen: die Spannungsverteilung gestaltet sich 
etwa, wie in Fig. 2 dargestellt, gleiche Verhaltnisse fur Zug und 
Druck vorausgesetzt 2). Sie weicht weit ab von denjenigen in 
Pig. 1, welche bei Entwicklung del' oben angegebenen Gleichung 

I) Vergl. die Dehnungslinien § 4, Fig. 10, 12, 13 u. s. w. (S. 44 bezw. 48 u. f.). 
Dieses N achgeben erfolgt allerdings nicht ganz so rasch, als diese Linien schlieBen 
lassen, cla die nach auBen liegenden Fasern durch die benachbarten inneren, noch 
nicht ftber die Streck- und Quetschgrenze liinans beanspruchten Fasern im FlieBen 
eine gewisse Hindernng nnd damit eine gewisse Erhiihung der Widerstandsfahigkeit 
erfahren. Biegungsversnche mit Staben, deren Material bei Zngversnchen 
Dehnnngslinien wie in Fig. 10 oder 12 liefert, also sehr deutlich die FlieBgrenze 
hervortreten laBt, ergeben keine derart ausgepragte Streck- oder Qnetschgrenze; 
es wird eben zunachst nnr in der Mitte des Stabes nnd hier wieder nur in der 
anBersten Faserschicht die dieser Grenze entsprechende Spannnng eintreten. 

2) Es ist von Interesse Zll beach ten , daB, wie Versnche Ball s chi n g e r s 
und des Verfassers nachweisen, die Querschnitte von Stab en aus zahem Stahl 
oder Schmiedeisen (FluB- oder SchweiBmaterial) selbst bei sehr weit getriebener 
Durchbiegung eben und senkrecht zur Mittellinie bleiben. Wenigstens liiBt sich 
dies mit groBer Annaherung anssprechen. Dieses Verhalten - bei einer Span-
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fiir Kb vorausgesetzt wurde. Durch weitere Erhohung del' Be
lastung wird diese Abweichung noch gesteigert werden. In dem 
MaBe, wie die Durchbiegung fortschreitet, also die gezogenen 
Fasel'll gedehnt, die gedriickten verkiirzt werden, beginnt auch 
noch die Querzusammenziehung del' ersteren und die Querdehnung 
del' letzteren eine Anderung del' Querschnittsform des Stabes im 

-. ,.-.-.-~~-.-.-

Fig. 1. Fig. 2. 

mittleren Teil herbeizufiihren deral't, daB sie trapezformig wil'd: 
auf del' Zugseite nimmt die Breite ab, auf del' Druckseite wachst 
sie. Ein Bruch tritt meist iiberhaupt nicht ein, nul' eine groBe 
Durchbiegung. Dabei erlangt die Belastung eine Hohe, welche 
bei del' Beurteilung mittelst del' Gleichung 

zu Biegungsfestigkeiten fiihrt, die nach den vorstehenden Dar
legungen - del' Versuch lehrt das gleiche - mehr odeI' mindel' 
weit uber die Zugfestigkeit des gleichen Materials hinausgehen 
mussen. 

Streng genommen, lauft dieses Verfahren darauf hinaus, daB 
man die Dehnungslinie bis zum Eintritt del' groBten Belastung 

nungsverteilung, wie in Fig. 2 dargestellt - lal3t vermuten, dal3 auch bei Mate
rialien, bei welchen Proportionalitat zwischen Dehnungen und Spannungen 
tiberhal1pt nicht besteht, Ebenbleiben del' Ql1erschnitte mit Annaherllng wil'd 
voral1sgesetzt werden durfen, insoweit es sich um den Einflul3 cines biegendeu 
Momentes handelt. 
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als Gerade ansieht, also beispielsweise im }i-'alle der Fig. 1, § 3, 
auf S. 9 (gii.ltig fitr Flu.Beisen) die Kurve 0 BeE als gerade Linie 
auffa.Bt. 

b) Material, Wle z. B. Gu.Beisen, Granit, Sandstein 

und dergl. 

Biegungsversuche mit Korpern aus sol chen Stoffen fithren zum 
Bruch, infolgedessen hier die Beobachtung einer tatsachlichen 
Bruchbelastung moglich ist. Auch zeigen die Dehnungslinien diesel' 
Materialien einen gleichma.Bigeren, stetigeren VerI auf (§ 4, Fig. 8) 
als zahe Materialien wie Flu.Beisen (§ 4, Fig. 10, 12, 13 u. s. w.), bei 
denen an del' Flie.Bgrenze eine Stetigkeitsunterbrechung auftritt. 
Die Formanderung, welche der Stab bis zum Bruch erleidet, ist 
eine weit geringere. 

Infolge diesel' Umstande gestatten die Ergebnisse von Biegungs
Bruchversuchen mit Korpern aus solchen Materialien - trotz del' 
Veranderlichkeit von a - in del' einen odeI' anderen Hinsicht 
meist eher einen - wenn auch beschrankten - Schlu.B auf die 
Widerstandsfahigkeit eines Korpers innerhalb del' iiblichen An
strengung als die Ergebnisse von Biegungs- Bruchversuchen mit 
zahen Korpern. (Vergl. die Spannungsverteilung § 20, Fig. 11, 
mit del:jenigen in Fig. 2, hier.) Immerhin miissen solche Schliisse 
auch hier mit gro.Ber V orsicht und mit Riicksicht auf die wesent
lichen Einflu.B nehmenden Verhaltnisse gezogen werden (vergl. 
S. 234, 0 ben); es sei denn, daB man die Veranderlichkeit von a 

in del' Rechnung odeI' zeichnerischen Ermittlung beriicksichtigt 
(vergl. Fu.Bbemerkung 2, S. 233 bis 235). 

2. Abhltngigli;eit der Biegungsfestigli;eit des Gufleisens 

von der Querschnittsform. 

N ach § 20, Ziff. 4, mu.B Gu.Beisen infolge del' Veranderlich
keit des Dehnungskoef£zienten gegeniiber den Konstruktions
materialien, welche innerhalb gewisser Spannungsgrenzen konstante 
Dehnungskoef£zienten besitzen, ein abweichendes Verhalten bei 
Biegungsversuchen zeigen; namentlich mu.B trotz del' vergleichs-
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weise geringen Formanderungen, welche GuBeisen erfahrt, die 
Biegungsfestigkeit Kb , berechnet auf Grund der Gleichung 10, 
§ 16, 

e 
Mb =K

b e1 

wesentlich groBer sich ergeben als die Zugfestigkeit und in be
deutendem MaBe abhangig sein von der Querschnittsform. 

In diese Verhaltnisse gewahren die vom Verfasser angestellten 
Versuche Einblick. Ausfiihrlich ist hieriiber berichtet in der Zeit
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 193 bis 199, 
S. 221 bis 226, S. 1089 bis 1094; 1889, S. 137 bis 145. 

Die im folgenden je unter einer Bezeichnung aufgefiihrten 
Versuchskorper sind aus dem gleichem Material bei einem und 
demselben Gusse hergestellt worden. 

GnJJeisen A.. 

Zug- und Biegungsstabe bearbeitet. 

Zugversuche zur Ermittelung der Zugfestigkeit. 

1445 + 1355 + 1409 + 1377 
Zugfestigkeit = 4 = 1396 kgfqcm 

1369 + 1303 + 1355 
Zugfestigkeit = ---------=-3----- - 1342 

K. = 1369 kgJqcm. 
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47 Biegungsversuche zur Bestimmung der Biegungsfestigkeit. 

I 
Biegungsfestigkeit 

6Ve 

I 

K _ Pmaxl 
5 zo' 

Querschnitts-
b - ----.re el 

No. 
form bezw. Bemerkungen 

absolut 
in Teilen 4V-e 

cler 
in kgjqcm 

Zugfestigkeit 3 Zo 

1 I 2 3 4 I 5 I 6 

'i I t 
1 ~ 1o.S ~ 1979 1,45 1,43 I ' , i 

L 
1.--'6o-~ 

'11 I " 

2 ~ -. -~--~ 2081 1,52 1,49 
, -}: 

... ~~ 

.. - - 6'---": £ 

.~, ~--- s~fi- Es zerreiB! 

3 2076 1,52 1,49 
die schmale 

'''' Flansche, die : J- f' 
.!-t",f:" I ; ,_....t brei!e bleib! 

":;0 ?I unvedetzt. 

'I I. I 

4 g J 2395 1,75 1,70 
1" ~~ 
~ z' ~ __ so -- ~i 

~30"': 

5 ~f 2372 1,73 1,70 ' t-

I 
;.~O~ 

6 
, 

2905 2,12 2,05 
~~O ...... 

:Ft I -" 
7 ~ ~ 

2929 2,14 2,06 ' .. 
I 
j-

~ -65,S- Ji'I 

8 • 3218 2,30" 2,31 
Us ~'? 
),~ 
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Die in del' bezeichneten Weise ermittelte Biegungs
festigkeit uberschreitet hiernach die fUr dasselbe GuB
eisen ermittelte Zugfestigkeit um so bedeutender, je mehr 
sich das Material verhaltnismaBig nach der Nullachse 
hin zusamendrangt. (Vergl. § 20, Ziff.4.) 

.--1--l- ---t , . " 
~ ~ _ __ .1. 
!!_ I , 

Fig. 3. 

Die hiernach festgestellte Abhangigkeit der Biegungsfestigkeit 
Kb von der Querschnittsform und del' Zugfestigkeit Kz laBt sich 
mit guter Annaherung zum Ausdruck bringen durch die Beziehung 

1) 

Hierin bedeutet 

Zo den Abstand des Schwerpunktes des auf der einen Seite der 
Schwerlinie (Nullachse) gelegenen Teiles der Querschnitts
flache von dieser Linie, Fig. 3, 

fko einen Koeffizienten, der im vorliegenden FaIle (vergl. die 
Werte der Spalte 4 und 5, S. 249) gewahlt werden darf 

a) fur diejenigen Querschnitte, welche oben und unten durch 
eine wagrechte Gerade begrenzt sind, wie No.1, 2, 3, 4, 

5 und 7, etwa : = 1,2, 

b) fUr die beiden Querschnitte No.6 und 8, welche oben und 
unten nicht durch wagrechte Gerade begrenzt sind, bei 
denen - streng genommen - nul' eine einzige Faser 

am starksten gespannt ist, etwa : = 1,33. 

TIber den EinfluB del' GuBhaut auf fko vergl. Ziff. 3, SchluB. 
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HuBeisell Bl "011 llOher Festigkeit. 

Zug- und Biegungsstabe bearbeitet. 
Querschnitt kreisformig, 36 mm Durchmesser. 

251 

Zugfestigkeit = (1893 + 1847+ 1805 + 1846) : 4 = 1848 kgJqcm. 

Biegungsfestigkeit = (4321 + 4148 + 4073+ 3930 + 4295 + 3903 
+ 4513 + 3920) : 8 = 4139 kgJqcm = 2,24. Zugfestigkeit. 

HuBeisell B2 VOIl hoher Festigkeit'). 

Biegungsstabe von 30 mm Quadratseite mit GuBhaut. 

Zugstabe von 20 mm Kreisdurchmesser bearbeitet. 

Material 1. 

Zugfestigkeit = (2531) + 2312 + 2334) : 3 = 2394 kgJqcm. 

Biegungsfestigkeit = (4294 + 4347 + 4305): 3 = 4315 kgJqcm 
= 1,80. Zugfestigkeit 2). 

Arbeitsvermogen = (0,120 + 0,126 + 0,132) : 3 = 0,126 kgmJccm. 

Material 2. 

Zugfestigkeit = (2379 + 2354 + 2261) : 3 = 2331 kgJqcm. 

Biegungsfestigkeit = (4392 + 4442 + 4472) : 3 = 4435 kgjqcm 
= 1,90. Zugfestigkeit 2). 

Arbeitsvermogen = (0,142 + 0,136 + 0,116) : 3 = 0,131 kgm}ccm. 

TIber die Abnahmc del' Zugfestigkeit dieses GuBeisens fill' 
Tempcraturen bis 570 0 C. findet sich berichtet in del' Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 168 u. f. (Mitteilungen 
tiber Forschungsarbeitcn auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, 
Heft 1, S.61 u. f.) 

I) Zeitschrift des Vereines c1eutscher Ingenieure 1900, S. 409 u. f. (Mit
teilungen liber I"orschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Berlin, 
Heft 1, S.49.) 

2) Diese Verhaltniszahlen 1,8 une! 1,9 sind ganz erheblich graUer, als sie 
sich fiir gewohnliches Maschinen - GuUeisen ergeben (Quac1ratische Biegungsstilbe 
mit GuUhallt, kreisfiirmige Zllgstiibe ohne GuJ.\haut). 
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GnBeisen C. 

Zugstabe bearbeitet, Biegungsstab unbearbeitet 
(also mit GuBhaut). 

Zugfestigkeit 
Biegungsfestigkeit 
Verhaltnis beider 

1310 kg!qcm, 
2114 kg/qcm, 

2114: 1310 = 1,61 : 1. 

GnBeisen D. 

Zug- und Biegungsstabe bearbeitet. 

a) Querschnitt:Fig. 6, § 17. 

Die schmale Flansche ist die gezogene, die breite die ge
drtickte. 

Beim Biegungsversuch rei£lt die schmale Flansche, die breite 
bleibt unverletzt. 

Zugfestigkeit 
Biegungsfestigkeit 
Verhaltnis beider 

1418 kg/qcm, 
2077 kg/qcm, 

2077 : 1418 = 1,46: 1. 

b) Quadratischer Querschnitt: 

Biegungsfestigkei t 
Verhaltnis 

2539 kghcm, 
2539: 1418 = 1,78: 1. 
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3. EinjlujJ del' Gu,jJhaut. 

GuBeisen E. 

Zugstabe (3 Stuck) bearbeitet. 
Biegungsstabe (14 Stuck), ZUlli Teil bearbeitet (5 Stuck), 

ZUlli Teil un bearbeitet (9 Stuck). 

Zugfestigkeit liz = 1560 + 1~86 + 1640 = 1595 kg/qcm. 

I P l 
Biegungsfestigkeit Kb = ~o~ e, 

No. 
Quersehnitts-

Stabe bearbeitet Stabe unbearbeitei 
form 

absolut I in Teilen absolut I in Teilen 
in kg! qem von K z in kgJ qem von K z 

1 2 3 4 5 6 

1 2765 1,73 

2 2295 1,44 

3 2390 1,50 

4 2254 1,41 

5 2026 1,27 

Del' Vergleich del' Spalten 4 und 6 zeigt dentlich, daB die 
Biegungsfestigkeit del' bearbeiteten, also von del' GuB
haut befreiten Stabe entschieden groBer ist als diejenige 
del' unbearbeiteten Stabe. Das Vorhandensein del' GuB-
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haut wirkt demnach auf Verminderung der Biegungs
festigkeit hin. 

Diese Erscheinung laBt sich erklaren einmal durch den Ein
fluB etwa vorhandener GuBspannungen und zweitens dadurch, daB 
der Dehnungskoeffizient fur das GuBhautmaterial geringer ist als 
detjenige fur das weiter nach dem lnnel'll des Stabes zu gelegene 
GuBeisen 1). Fur die letztere Erklarung spricht insbesondere 
die Beobachtung, daB die Durchbiegungen, namentlich die 
bleibenden, bei den bearbeiteten Staben verhaltnis
maBig weit groBer sind als bei den unbearbeiteten. Die 
geringere Nachgiebigkeit der an und fur sich am starksten bean
spruchten auBeren Fasel'll hat zur Folge, daB die Festigkeit der 
inneren Fasel'll weniger ausgenutzt wird l ). 

Die GroBe des hiermit festgestellten Einflusses del' GuBhaut 
auf die Biegungsfestigkeit hangt jedenfalls auch z. B. davon ab, 
ob die GuBstucke in frischem Sand oder in getrockneten Formen 
gegossen werden. Unter Umstanden wird dieser EinfluB ~ehr be
deutend werden konnen 2). 

DemgemaB ergibt sich der Koeffizient fLo del' Gleichung 1 fur 
unbearbeitete Stabe kleiner als fur bearbeitete. Den 'Verten in 
Spalte 6 wurde ein Wert flo im Mittel reichlich 1 entsprechen, 
d. i. nahezu 1/6 kleiner als fur die bearbeiteten Stabe. 

4. Versuche zur Klarstellttng des Zusammenhangs zwischen 
Zug- und Biegungsfestigkeit von GujJeisen und der Spannungs

verteilung uber den Querschnitt des gebogenen Stabes. 

Zu diesen Versuchen wurden von GuBeisen bei dem gleichen 
GuB (aus derselben Pfanne), also aus dem gleichen Material, so
weit sich dies uberhaupt erreichen laBt, hergestellt: 

1) Den vom Verfasser aus Biegungsversuchen in del' Mitte del' achtziger 
Jahre gezogenen SchluB, daB die GuBhaut einen kleineren Dehnungskoeffizienten 
besitze alsdas weiter nach dem Stabinnern gelegene Material, haben unmittelbare 
Zugversnche, ilber welche er in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
1899, S. 857 u. f. (Mitteilungen ilber Forschungsarbeiten auf clem Gebiete des 
Ingenieurwesens, Heft 1, S. 1 u. f.) berichtet, bestatigt. 

2) Hieraus folgt, daB nur bearbeitete Stabe del' Prilfung unterworfen werden 
sollten, falls man Zahlen erhalten will, welche unter sich mit Berechtignng ver
glichen werden k6nnen. 
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Zylinder von 90 mm Durchmesser und mnd 950 mm Lange, 
Quadratische Stabe von 90 mm Seite - 1100 -

Durch Bearbeitung diesel' Karpel' auf del' Dl'ehbank bezw. 
Hobelmaschine fand Uberfiihmng derselben in Zylinder von 80 mm 
Durchmesser bezw. in quadratische Stabe von 80 mm Seiten
lange statt. 

Von den Zylindern wurden sod ann Stiicke in del' Lange von 
ungefahr 320 mm abgestochen und aus ihnen zu Zugversuchen je 
4 Rundstabe von 20 mm Durchmessel' im mittleren Teile hera us
gearbeitet. Das jeweils verbleibende Zylinderstiick von mnd 
620 mm Lange wurde zu Druckversuchen verwendet. 

Die quadratischen Stabe dienten den Biegungsuntersuchungen. 
Die Belastung wurde von Stufe zu Stufe gesteigert und dabei 

ohne Zuriickgehen auf die erste Belastungsstufe - jeweils die 
gesamte Lllngenanderung bezw. Durchbiegung festgestellt. 

Sowohl bei den Zug- als auch bei den Druck- und Biegungs
versuchen wurden die Verlangemngen bezw. Zusammendriickungen 
und Durchbiegungen je nach 5 Minuten Belastungsdauer abgelesen. 

Von den Ergebnissen seien die folgenden hier mitgeteilt. 

Belastungsstufe 

in kg/qem 

159,15 und 318,3 
159,15 477,5 
159,15 636,6 
159,15 795,8 
159,15 954,9 
159,15 1114,1 
159,15 - 1273,2 

a) Zugversuche. 

Gesamte Verlangerungen 
in 1/1000 em auf 10 em 

Lange 

2,14 
4,99 
8,83 

14,15 
21,60 
33,31 
55,58 

Die Zugfestigkeit des Stabes ergab sich zu 

Kz = 1315 kgjqcm, 

diejenige von ZWeI anderen Staben zu 

1289 und 1273 kg/qcm. 

Untersehied der 

Verlangerungen 

2,85 
3,84 
5,32 
7,45 

11,71 
22,27 
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b) Druekversuehe. 

Belastungsstufe Gesamte Zusammen- Untersehied der 

in kg/qem 
druekungen in 1/;00 em auf 

Z llsammendrliek ungen 
29,0 em 

0,46 und 298,4 2,13 
2,50 

0,46 596,8 4,63 
2,57 

0,46 895,2 7,20 
3,25 

0,46 1193,6 10,45 
4,09 

0,46 1531,9 14,54 
3,97 

0,46 1790,4 18,51 
5,59 

0,46 2088,8 24,10 
6,98 

0,46 2387,2 31,08 
10,12 

0,46 2685,6 41,20 
15,52 

0,46 2984,0 56,72 

e) Biegungsversuehe. 

Stabbreite b = 8,01 em, Stabh6he h = 8,005 em. 

Entfernung der Auflager l = 1000 mm. 

Belastung erfolgt in der Mitte dureh die Kraft P. 

Belastung P 0,25 Pl Gesamte Dureh- Unterschiec1 der 
1 biegungen cler Stabaehse Dllrehbiegl1ngen 

kg 61>112 in der Mitte in mm in mm 

500 
I 

146,1 ° 0,355 
1000 292,2 0,355 

0,872 
2000 584,4 1,227 

0,999 
3000 876,6 2,226 

1,166 
4000 1168,8 3,392 

1,438 
5000 1461,0 4,830 

1,868 
6000 1753,2 I 6,698 

2,445 i 
7000 2045,4 I 9,143 I 

1 
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Der Bruch erfolgt bei P = 7380 kg. Die fur Proportionalitat 
zwischen Dehnungen und Spannungen gultige Gleichung auf S. 245 
wurde liefern 

25.7380 
2157 kgjqcm. ! . 8,01 . 8,005 2 

d) Prufung des Zusammenhanges der Versuchsergebnisse. 

Es liegt nahe, die Pritfung in del' Art auszufuhren, daB auf 
die Entwicklungen S. 227 u. f. zuruckgegriffen und ermittelt wird: 

aus den Zugversuchen al und 'ln l 

Druckversuchen a2 'ln2 

Gl. 11 (S. 232) mit <il = 1316 kgjqcm die Lage del' 
Nullachse, 

Gl. 12 (S. 232) die GroBe des biegenden Momentes, 
welches mit <il = 1315 kg/qcm den Bruch herbei
fuhren wurde. 

Dieses Moment ware sodann mit dem tatsachlichen Bruch
moment 

P l 100 4 = -4-. 7380 = 184500 kg. em 

zu vergleichen. 
Die Beschreitung dieses Weges fuhrt zunachst zu der Er

kenntnis, daB das Potenzgesetz 8 = a <in, fur die gesamten Dehnun
gen bis zum Bruch den tatsachlichen Verlauf der Dehnungslinie 
wedel' bei Zug noch bei Druck zutreffend genug zum Ausdruck 
bringt. In Fig. 4 sind auf Grund der unter a und b angegebenen 
Versuchsergebnisse zu den Spannungen als wagrechte Abszissen 
die jeweils erhaltenen Dehnungen als senkrechte Ordinaten auf
getragen und dadurch die ausgezogenen Kurven erhalten worden: 
OZI Z gilt fur Zug und OEI ED fur Druck. 

Der Linienzug, WIe ihn das Potenzgesetz mit 

1 
al = -2-4-9-5-6-0-00-00-0'-' 'ln1 = 2,623, 

1 
a2 = -"-2-'--0-'-0-"-0-':-0-::0--=-00-:-" , 'ln2 = 1,491 

B a c h, Elastizitat. 5. Auf!. 17 
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liefel't, ist stl'ich -punktiel't eingetl'agen. Man el'kennt deutlich, daB, 
wenn auch die Werte von a1 m1 bezw. a2 m2 andel's als geschehen 
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i, 
i 
I 

-----,---eSz / 

j, 

el, -----L-------/ %, 
: /., 

i 
l, 

, , 
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.T $.1 @--------- - - - - ---

#-~_. _____________ ---j ill 

Fig. 4. 

gewahlt werden, bedeutende Abweichungen del' beiden Linienzuge 
bestehen bleiben. 

Untel' dies en Umstanden verzichten wir auf die Benutzung 
des Potenzgesetzes sowie auf die Heranziehung einer anderen 
Funktion und verfahren in einer andel'en, schon von W. Schule 
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angedeuteten Weise. Die in Fig. 4 ausgezogene Kurve OZtZ liefert 
fiir (}z = 1315 kg/qem = AZ in del' Ordinate OA die zugehorige 
Dehnung. Unter del' Voraussetzung, daB del' Stabquersehnitt bei 
del' Biegung eben bleibtl), ergibt die Linie OZlZ die Verteilung 
del' Zugspannungen von del' dureh 0 gehenden Nullaehse bis zu 
del' am starksten gespannten Faser in .A. Die GroBe del' Flaehe 
OAZ bildet unter Beriieksiehtigung del' Breite des reehteekigen 
Quersehnittes das MaB fur die Summe del' inneren Krafte auf 
del' Zugseite. Da nun diese Summe, welehe mit N bezeiehnet sei, 
gleieh sein muB del' Summe del' inneren Krafte auf del' Druek
seite (Gl. 6, S. 229), so ist auf letzterer eine Flaehe OBE = 
Flaehe OA Z abzugrenzen, was sieh mittelst des Polarplanimeters 
ziemlieh raseh ausfiihren IaBt. 13 E ist alsdann die groBte Span
nung, welehe auf del' Druekseite eintritt, wenn die groBte Span
nung auf del' Zugseite AZ = 1315 kg/qem betragt. Die zeieh
nerisehe Darstellung liefert die groBte Druekspannung BE = 

. 2270 - 1315" . 
2270 kg/qem, d.1. um 100 1315 = 73% groBer als dIe 

groBte Zugspann ung. 
Die Nullaehse ist in dem l'eehteekigen Quersehnitt von del' 

Rohe AOB so gelegen, daB die Abstande von auBen 

und 

betl'agen. Dies gibt, da del' fiir die Dehnungen - zunaehst ohne 
Riieksieht auf die Hohe des Stabquel'sehnittes - gewahlte M~~ 
stab in del' urspriingliehen Zeiehnung Fig. 4 zur Stl'eeke VA 
= 20,3 em und zul' Stl'eeke OB = 14,7 em, also zu AB = 20,3 
+ 14,7 = 35,0 em gefiihrt hat, bei del' Quel'sehnittshohe h = 8,005 em 

8,005 
e1 = 20,3 35 ° = 4,64 em, , 

8,005 
e2 = 14,7 ~ = 3,36 em. , 

Die Nullaehse liegt somit im Augenbliek des Bl'uehes 
um 0,64 em, d. i. um 8% del' Quersehnittshohe aus del' 
Mitte naeh del' Druekseite hin. 

1) Vergl. FuBbemerkung 2, S. 245 und 246. 
17* 
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Sind Sz und Sd die Schwerpunkte der beiden Flachen OAZ 
bezw. OBE, so findet sich zunachst in der Strecke y der Abstand, in 
welchem die beiden resultierenden Innenkl'afte N wil'kend anzu
nehmen sind, und damit das Moment der innel'en Kl'afte gleich Ny. 

Aus del' Zeichnung entnehmen wir unter Bel'iicksichtigung, 
daB die Stabbreite 8,01 cm betragt, 

8,005 
N = 37160 kg y = 21,0 350 = 4,8 cm, , 

folglich 
Ny = 37160.4,8 = 178368 kg. cm. 

Das Moment del' auBel'en Krafte, welches zum Bruche fiihrte, 
betrug - wie oben ermittelt - 184500 kg . cm. Somit findet sich 
del' Untel'schied zwischen diesem Bl'uchmoment und dem Moment del' 
inneren Krafte, wie es in vorstehendem festgestellt worden ist, zu 

100 184500-178368 =33°/ 
184500 ' o· 

Diesel' Unterschied halt sich nicht bloB innel'halb del' Grenzen 
del' Abweichungen, welche in solchen Fallen zu erwal'ten sind, 
sondel'll er muB sogar als recht klein bezeichnet werden. Hier
nach erscheint die Spannungsverteilung im Querschnitt 
des gebogenen guBeisernen Stabes im Augenblick des 
Bruches und damit auch del' Zusammenhang zwischen del' 
Biegungsfestigkeit und del' Zugfestigkeit klargestellt. 
Man erkennt, daB in dem gebogenen Stabe wesentlich 
h5here Zugspannungen nicht auftreten, als sie del' un
mi ttel bare Zugvel'such liefert. 

Fiir ein unterhalb des Bruchmomentes liegendes Biegungs
moment, etwa fiir ein solches, das Uz = AlZ, liefert, welchem Werte 
dann gemaB del' Gleichgewichtsbedingung, daB Flache OA,Zl 
= Flache OBl E1 sein muB, die Druckspannung ud = E,Bl ent
spricht, verschiebt sich wegen des flacheren Verlaufs del' 
Dl'ucklinie OE1E gegeniiber demjenigen del' Zuglinie OZ1Z 
die Nullachse nach del' Mitte hin, fiir noch kleinel'e 
Momente kann sie aus del' Mitte des rechteckigen Quer
schnittes nach del' Zugseite hin gelegen sein 1). 

1) Diese Feststellung gibt nicht nur eine weitgehende Aufklarung iiber die 
Anstrengung von auf Biegung beanspruchten Korpem, deren Material stark ver-
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Beispielsweise findet sich 

fur (}z = 1000 kg/qcm, 

(}d = 1388 kg/qcm, e1 = 4,27 cm, e2 = 3,73 cm, 

somit die Nnllachse nm 0,27 cm, d. i. 3,4 % der Rohe aus der 
Mitte nach der Druckseite gelegen, 

fiir (}z = 500 kg/qcm, 

(}d = 525 kg/qcm, e1 = 3,77 cm, e2 = 4,23 cm, 

so mit die Nullachse um 0,23 cm, d. i. 2,9 % der Rohe aus der 
Mitte nach del' Zugseite gelegen. 

Um fiir kleine Momente, welche auch nur geringe Spannungen 
(Dehnungen) geben, die Lage der Nullachse auf dem zeichnerischen 
Wege ausreichend genau fest stell en zu konnen, muss en bei den 
Zug- und Druckversuchen die Dehnungen und Zusammendruckungen 
fur geringere Spannungen mit entsprechend niedrigeren Belastungs
stufen ermittelt und muB fiir die Dehnungen ein groBerer MaB
stab gewahlt werden, als dies im Falle der Fig. 4 geschehen ist, 
mit welcher nur die Aufgabe zu losen war, die Verhaltnisse fiir 
den Bruch zn untersuchen. 

Zur weiteren Klarstellung sind Versuche mit verschiedenen 
GuBeisensorten, mit Steinen, Beton u. s. w. durchzufiihren; ebenso 
wird der EinfluB zu ermitteln sein, den Wechsel del' Belastungen 
(Spannungen) auBert. 

anderlichen Dehnungskoeffizienten besitzt, wie Gu13eisen, Sandstein, Beton u. s. w., 
sondern sie beleuchtet auch die Mitteilungen, welche in neuerer Zeit hinsicht
lich der Lage der Nullachse bei Biegungsbalken aus solchen Stoffen gemacht 
worden sind. Je nach der verhaltnisma13igen GroBe des biegenden Momentes 
konnte man die Nullachse in der Stabachse oder auch mehr oder mindel' weit 
au13erhalb gelegen ermitteln, ohne damit del' eigentlichen Erkenntnis del' Spannungs
verteilung libel' den Querschnitt naher zu kommen. Uber diese gibt Fig. 4, S. 258, 
vollen Aufschlu13. 

Herr G. Tiraspolsky, Professor in Tomsk, welcher 1901/1902 in dem 
Laboratorium des Verfassers tatig war, hat auf dessen Anregung die weitere 
Verfolgung dieses Verfahrens aufgenommen und eine dahingehende Arbeit ver
offentlicht, zufolge der er bei Gn13eisen Abweichungen urn 4,3 % und 3,3 % (gegen 
3,3 % oben) ermittelte. 



262 IV. Knickung. 

IV. Knicknng. 

§ 23. Wesen der Knickung. 

Es sei A B, Fig. 1, ein prismatischer Stab von groBer Lange 
und geringen Querschnittsabmessungen, belastet durch die Kraft P. 
Wenn nun die Voraussetzungen, 

1. daB die Kraft P genau mit del' Stabachse zusammenfallt, 
2. daB diese tatsachlich eine gerade Linie bildet, daB das 

Material des Stabcs durchaus gleichartig ist und an allen 
Ste11en in dem gleichen Zustande sich befindet, 

3. daB seitliche Krafte auf den Stab nicht einwirken, daB der
selbe iiberhaupt Einfliissen, welche solche hervorrufen wiirden, 
nicht unterworfen ist, 

zutrafen, so wiirde del' Stab nach § 11 nul' eine Zusammendriickung 
in Richtung del' Achse und senkrecht dazu eine Querschnittsver
groBerung erfahren. Eine Veranlassung, mit dem freien Ende 
seitlich auszuweichen, lage dann nicht VOl'. 

In Wirklichkeit sind die genannten Voraussetzungen, nament
lich diejenigen unter Ziff. 1 und 2, genau iiberhaupt nicht zu er
flillen und angenahert urn so weniger leicht, je groBer die Lange 
des Stabes im Verhaltnis zu seinen Querschnittsabmessungen ist. 
Infolgedessen zeigt die Erfahrung, daB ein solcher Stab mit seinem 
freien Ende auszuweichen best1'ebt ist, daB er eine Biegung er
leidet.- Urn uns iiber das, was hierbei eintritt, ein richtiges Bild 
zu verschaffen, fiihren wir folgende Versuche durch. 

a) Wir nehmen einen sorgfaltig gerade gerichteten Stahldraht 
von 3,5 mm Durchmesser, spann en denselben moglichst genau senk
recht in den Schraubstock so ein, daB er eine freie Lange von 
l = 850 mm besitzt, Fig. 2. Hierauf belasten wir ihn in Richtung 
seiner Achse mit P = PI = 0,4 kg. Sobald Draht und Belastung 
sich selbst iiberlassen werden, beginnt das freie Ende des ersteren 
auszuweichen, bis er bei y' . rund 25 mill zur Ruhe gelangt. In 
diesel' Lage befindet sich das biegende Moment P y' (sofern von 
dem EinfluB des Eigengewichtes des Drahtes abgesehen wird) im 
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Gleichgewicht mit den durch dasselbe im Innel'll des Stabes wach
gerufenen Elastizitatskraften. Die wiederholte Zuruckfuhrung des 
ausgewichenen Drahtes in die senkrechte Lage erwidert derselbe 
durch erneute Ausbiegung urn y'. Wird das freie Ende des Stabes 
mit del' Hand noch etwas weiter, d. h. um mehr als y' ausgebogen 
und alsdann sich selbst uberlassen, so kehrt er in die Lage 
y' = 25 mm zuruck. Del' Gleichgewichtszustand ist demnach ein 
stabileI'. 

Die Belastung PI = 0,4 kg wird entfernt und durch P = P2 
= 1,1 kg ersetzt. Sobald del' Drahtstab mit del' Belastung sich 

Fig. 1. 
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selbst iiberlassen bleibt, beginnt das freie Enc1e auszuweichen, del' 
Draht biegt sich fortgesetzt, bis das belastende Gewicht die Werk
bank, an welcher c1er Schraubstock befestigt ist, erreicht hat, 
Fig. 3. 

Die Biegung ist naturgemaB an del' Einspannstelle am starksten. 
Del' Stab ist hierbei nicht gebrochen. Nach del' Entlastung ver
schwindet ein ziemlich bedeutender Teil del' erlittenen Form
anderung wieder; namentlich erlangt die nach dem freien Ende 
hin gelegene Strecke die Geradlinigkeit wieder. 

b) Ein schlanker Holzstab von quadratischem Querschnitt, 
Seitenlange 7,5 mm, wird moglichst genau senkrecht in den Schraub
stock gespannt, alsdann am freien Ende mit P = PI = 1,1 kg be
lastet, wobei l = 850 mm. Das freie Ende beginnt auszuweichen 
und gelangt schlieBlich bei y' = rund 150 mm zur Ruhe. 
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Die BeIastung PI = 1,1 kg wird entfel'llt und dureh P = P 2 

= 1,3 kg ersetzt. Del' hierauf sieh seIbst uberlassene Stab beginnt 
mit dem freien Ende auszuweiehen, auch naeh wiederholter Zuruek
fiihrung in die senkreehte Lage, und biegt sieh, bis er bei y' etwa 
gleich 550 mm bricht. 

Die Erscheinungen, weIehe die beiden Stabe bei del' Belastung 
mit P = P2 zeigen, werden un tel' dem Namen Knickung des 
Stabes zusammengefaBt: im ersten FaIle tritt eine Biegung ein, 
welehe - abgesehen von del' MogIiehkeit, daB es sich um eine 
Feder handelt - mit dem Zwecke des Stabes, ein widerstands
fahiger KonstruktionsteiI zu sein, unvereinbar isti im zweiten 
Falle erfoIgt ein Bruch, del' gIeichfalls unzuIassig erscheint. 

Aus deu Versuchen a und b erkennen wir foIgendes. 
Bei del' BeIastung PI weicht del' Stab nur um y' aus und ge

Iangt zur Ruhe. Wird das freie Ende des Stabes mit del' Hand noeh 
etwas weiter ausgebogen und sich dann seIbst uberIassen, so kehrt 
del' Stab in diese Lage zuriick. In derseIben herrseht demnach 
stabiles Gleiehgewicht zwischen dem biegenden Moment, welches 
die auf den Stab wirkenden auBeren Krafte, d. h. die Schwerkrafte 
del' Belastung und del' eigenen Masse, Iiefern, und den hierdurch 
iill Innel'll des Stabes wachgerufenen EIastizitatskraften. Bei der 
Belastung P 2 dagegen besteht uberhaupt ein Gleichgewichtszustand 
nicht, del' Stab biegt sich aus, bis die Belastung zum Aufruhen 
gelangt, also zum Teil aufgehoben wird (Versuch a), beziehungs
weise bis sie zurn Bmche fiihrt (Versuch b). In beiden Fallen 
muB es hiernaeh eine zwischen PI und P 2 gelegene BeIastung 
P = Po geben, fiir die der stabile Gleiehgewichtszustand, welcher 
bei P = PI noch zu beobachten war, gerade aufhort, zu bestehen. 

Diese Kraft Po wird als KnickbeIastung bezeichnet. 

§ 24. "Knickbelastung. 

(E u 1 e r s c h e G 1 e i c hun g.) 

FitI' den Stab Fig. 1 bezeichne 

P die in del' Richtung del' ul'spriinglich geraden Stabachse 
wil'kende Kraft, 

Po die Knickbelastung, d. h. diejenige GroBe von P, welche 
die Knickung herbeizufuhren imstande ist, 
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@ das der Biegung gegenuber in Betracht kommende Tragheits
moment des Stabquerschnittes (iu del' Regel das kleiuere del' 
beiden Haupttragheitsmomente), 
die Lange des Stabes, 

u den Dehnungskoeffizienten. 

In bezug auf den durch den Abstand x bestimmten Quer
schnitt ist, da die zu x gehorige Ordinate del' elastischen Linie y 
betragt, das biegende Moment, dessen Ebene den Querschnitt in 
einer der beiden Hauptachsen schneide, 

1v1b = P (a + y' - y) 

und damit unter del' Voraussetzung, welche in § 16 
zu Gleichung 14 flihrt, nach Gleichung 15 daselbst ~ 

d 2 y uP , 
7[;x2 = @ (a+y -y). 

Wird gesetzt 

so folgt 

uP 0 
--=n-

@ 
a+y'-y = -z, 

Fig. 1. 

Diesel' Gleichung entspricht unter Voraussetzung, daB u und @ 

konstant sind, das Integral 

z = C1 sin (n x) + C2 cos (n x) 

odeI' 
y - a - y' = C1 sin en x) + C2 cos (n x), 

sofern die beiden Integrationskonstanten mit C1 und C2 bezeichnet 
werden. Dieselben sind bestimmt dadurch, daB fur den Punkt A, 
also fur x = 0 

Jlj = 0 und ~t = 0 
dx ' 

d. h. 
C2 = -a-y' 
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Hiermit folgt 

y = (a + y') [1 -cos (n .x)] 

Fur .x = l wird y = y', also 

y' = (a + y') [1 - cos (n l)] 

y' = a 1 - cos (n l) _ a [ 1 _ 1] 
cos (n l) - cos en l) 

und damit findet sich die GIeichung der elastischen Linie 

1 - cos (n .x) 
y=a 

cos (n l) 
=a 

1 - cos (.xV~) 

cos (lV a: ) 

1) 

2) 

3) 

Denken wir beispielsweise die GIeichung 2 angewendet auf 
einen schmiedeisernen Stab von 100 em Lange und 1 em Durch
messer, so findet sich mit 

a = 2000000 
n 1 4 1 

@ = 64 d 4 = rv 20 d = 20 l = 100 

1 

Y = a cos 10~'/~~ . [ 1 

r 2000000 
cos'/ ~ rIO 

Fur den Hebelarm a wollen wir uns einen kleinen Betrag 
vorstellen, etwa daher kommend, daB der Stab schon ursprunglich 
nicht genau gerade war und daB P nicht genau durch den Schwer
punkt des Querschnittes geht. 

Es ergibt sich 

fur P = 5 kg y' = a ( 1 - 1) = 0,32 a, 
cos 0,707 
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ftir P = 10 kg y' = a ( 
1 

-1) = 0,850, 
cos 1 

ftir P = 15 kg y' = a ( 
1 

-1) = 1,95 a, 
cos 1,225 

ftir P = 20 kg y' = a (cos 1~.4J42 - 1) = 5,54 0, 

ftir P = 22,5 kg y' = a ( __ 1-,---c5:-- - 1) = 13,16 o. 
cos 1, 
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Wir erkennen, daB y' an fangs langsam, dann aber auBer
ordentlich rasch mit P wachst; fiir P = 24,674 kg wird sogar 

y' = a (cos 1~5708 -1) = a (+ -1) = a. 00 = 00. 

Wie klein also auch a sein mag - sofern es nul' nicht Null 
ist -, fiir P = 24,674 kg liefert die Rechnung y' = 00. Dieses 
Ergebnis ist natiirlich nicht so aufzufassen, daB die Ausbiegung 
des Stabes, del' eine endliche Lange besitzt, tatsachlich unendlich 
sich ergibt, sondern es wird damit nul' ausgesprochen: erreicht P 
den Wert 24,674 kg, so wird bei der geringsten Abweichung del' 
Belastung von del' Stabachse oder bei nicht vollkommener Gerad
linigkeit derselben odeI' bei nicht vollstandiger Gleichartigkeit 
des Stabmaterials odeI' endlich bei del' geringsten seitlichen Ein
wirkung auf den Stab diesel' umknicken, das Gleichgewicht 
zwischen del' auBeren Kraft P und den inneren Elastizitatskraften 
wird aufhoren, zu bestehen. Dabei ist P selbstverstandlich nul' 
mit derjenigen Genauigkeit bestimmt, welche den Voraussetzungen 
del' Rechnung entspricht 1). 

Diesel' Wert von P kann demnach als diejenige Kraft be
zeichnet werden, welche imstande ist, die Knickung herbeizuftihren, 
und welche sie auch herbeifiihren wird, da die Voraus
setzungen unter Ziff. 1 und 2 in § 23 nicht streng erfiillbar sind, 
und deshalb stets ein biegendes Moment vorhanden sein muB. 

Diese Kraft ist die Knickbelastung Po. 

1) Eine strengere Entwicklung gibt Schneider in der Zeitschrift des 6sterr. 
1l1genieur- and Architekten-Vereins 1901, S.633 u. f. 
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Allgemein laBt sich dieselbe aus der Gleichung 2 dul'ch die 
Erwagung bestimmen, daB 

d. h. 

I 
I 
I 
~ 

I 
I 
I 
I 
I 
"L 

J 
Fig. 2. 

P = Po ffir y' = a . =, 

cos ( ql a :0) = ° 
Z .. /aPo = ~ 

V @ 2 

n 2 1 @ 
PO=4~-V 

t 
I 
l 
I 
I 
I 
~ 

I 
I 
I 
I 
I 

Fig. 3. 

4) 

Fur den Fall der Fig. 2, nach MaBgabe welcher der Stab 
gezwungen ist, mit seinen sonst beweglichen Enden A und B in 
del' ursprunglich geraden Stabachse zu bleiben, verhalt sich jede 
del' beiden Stabhalften genau so wie del' ganze Stab in Fig. l. 
Demnach ergibt sich fur die Kraft, durch welche hier die Knickung 
erfolgen wird, mittelst Einfuhrung von 0,5 l in die Gleichung 4 
an Stelle von l 

5) 

1) Erne einfache, elementare Ableitung diesel' Gleichung gibt R. Land in 
del' Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1896, S. 99 u. f. In anderer, 
auf die V organge bei der Knickungsbeanspruchung eingehender Weise behandelt 
W. Schule (liese Aufgabe, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1899, 
S.779. 
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d. i. ein viermal so groBer Wert wie filr den Stab mit 
freiem Ende. 

Die Beziehung 5 wird naeh ihrem Urheber als die Euler
sehe Gleiehung bezeiehnet. 

Wenn der Stab, Fig. 3, an beiden Enden A und B so ein
geklemmt ist, daB bei etwaiger Ausbiegung die Gerade AB Tan
gente in den Punkten A und B del' elastiehen Linie bleibt - was 
ilbrigens in Wirkliehkeit nur sehr selten zutrefl'en wird (vergl. 
§ 53) -, so liegen in den Mitten C und E del' Stabstreeken AD 
und BD Wendepunkte. Die hierdureh entstehenden Endstileke A C 
und BE verhalten sieh wie del' ganze Stab im Fane del' Fig. 1 
(a = 0 gesetzt), wahrend das Mittelstilek CD E dem Stabe in 
Fig. 2 entsprieht. Diese Erwagung ergibt fill' die beiden End-

stileke je von del' Lange ~ naeh Gleiehung 4 

l 
fill' das Mittelstitek, dessen Lange 2' naeh Gleiehung 5 

Folglieh gilt fill' den ganzen Stab, Fig. 3, 

1 0 
Po = 4n2--Z" . 

IX " 
6) 

Hiernaeh verhalten sieh die Kniekbelastungen fill' die Stabe 
Fig. 1, 2 und 3 unter sonst gleiehen Verhaltnissen wie 

Die drei Gleiehungen 4 bis 6 lassen sieh zusammenfassen III 

die eine 

7) 
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worm 
2 

(I) = ~- fiir die Befestigungsweise Fig. 1 

(r) = n 2 fiir diejenige Fig. 2 und 
8) 

(I) = 4 n 2 fiir diejenige Fig. 3. 

§ 25. Zulassige Belastung gegeniiber Knickung. 

Als zulassige Gesamtbelastung P del' in § 24 besprochenen 
Stabe wird del' @i-te Teil von Po genommen, d. h. 

P = Po 
@i' 

Insbesondere 

fiir Stab Fig. 1, § 24, 

2, 1) 

3, 

odeI' allgemein 

2) 

worin (r) einen von del' Befestigungsweise del' Stabenden abhangigen 
Koeffizienten, den Befestigungskoeffizienten, bedeutet, dessen 
GroBe· fiir bestimmte FaIle am Schlusse von § 24 angegeben ist. 
Hinsichtlich (r) = 4 n 2 sei nochmals darauf hingewiesen, daB es 
nur auBerst selten del' Wirldichkeit entsprechen wird, den Stab 
als beiderseits eingespannt anzusehen (vergl. § 53). 

Die Beniitzung del' Gleichungen 1 odeI' 2 bei Feststellung del' 
Querschnittsabmessungen einer Stiitze kommt nach MaBgabe des 
Erorterten darauf hinaris, diese so zu wahlen, daB erst durch das 
@i-fache del' wirkenden Kraft P die Knickung herbeigefiihrt wird. 
Mehr ist hierdurch zunachst nicht erreicht. Insbesondere erscheint 
es unzutreffend, bei Verwendung diesel' Gleichungen zu schlieBen, 
daB erst dul'ch das @i-fache del' Kraft P die Moglichkeit einel' 
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Biegung eintreten warde. Die beiden, in § 23 unter a und b 
angegebenen Versuche zeigen deutlich eine ganz bedeutende Aus
biegung bei P = PI < Po. Die tagliche Erfahrung lehrt eben
falls, daB Ausbiegung von schlanken Staben schon bei ver
haltnismaBig sehr geringer Belastung eintritt. (Vergl. auch die 
in § 27 unter Ziff. 1 am Schlusse von a gemachten Angaben.) Aus 
del' Unmoglichkeit, die in § 23 unter Ziff. 1 und 2 angegebenen 
Voraussetzungen genau zu erfiiIlen, was darauf hinauskommt, daB 
die GroBe a in Gleichung 2, § 24, groBer als Null ist, erklart 
sich diese Erscheinung ohne weiteres. 

Will man das Eintreten solcher weit unterhalb der Knickungs
gefahr liegenden Ausbiegungen nach Moglichkeit verhindern, so 
wird das unter sonst gleichen Verhaltnissen urn so erfolgreicher 
geschehen, je groBer man ® in die Gleichungen 1 odeI' 2 einfiihrt. 

Bei gewissen stangenartigen Maschinenteilen wechseln Zug 
und Druck, so daB die Stange zunachst auf Zug, hierauf auf 
Knickung beansprucht ist u. s. f. Folgen nun - wie haung del' 
Fall - Zug und Druck so rasch aufeinander, daB von einer 
Ausbildung del' Formanderung, wie sie die Entwicklung del' 
Gleichungen voranssetzt, nicht die Rede sein kann, so wird ein 
geringerer Wert von ® geniigen, als wenn del' genannte Vorgang 
langsamer VOl' sich geht!). 

Ferner kommt in Betracht, daB in den meisten Fallen selbst 
del' Anordnung Fig. 2, § 24, schon infolge del' Reibung in den Ge
lenken bei A und B ein (wenn auch nicht bedeutendes) Biegungs
moment vorhanden zu sein pflegt. Bei nicht senkrechter Lage del' 
Stange tritt noch hinzu del' auf Biegnng wirkende EinfluB des 
Eigengewichts und im FaIle ungleichformiger Bewegung noch der
jenige des Tragheitsvermogens. Nicht selten wird del' Warme
zustand des Stabes ein einseitig verschiedener sein, welcher Um
stand fiir eiserne Stiitzen Bedeutung erlangen kann. Auch diesen 
Einfliissen, wenn sie sich innerhalb gewisser Grenzen halten, wird 
in del' Regel bei Wahl von ® Rechnung getragen. 

U nter dies en Verhaltnissen ist es natiirlich ausgeschlossen, 
daB fiir ® ein bestimm tel' Wert angege ben werden kann; es 
werden vielmehr jeweils die besonderen Umstande in Erwagung zu 

I) V~:gl. z. B. des Verfassers Maschinenelemente, 1. Aufl. (1881), S. 311, 
oder 2. Aufl. (1891/92), S.493, 9. Aufl. (1903), S.719 und 720. 
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ziehen sem. Hierzu gehort insbesondere auch die Befestigung del' 
Enden del' gedrtlckten Stange. Eine Saule mit groBer und kraf
tiger FuB- und Kopfplatte wird sich andel'S verhalten als eine 
sonst gleiche Saule mit kleinen Endplatten. Die erstere Saule er
scheint in hoherem MaBe als an den Enden eingespannt wie die 
letztere und insofel'll tragfahiger; dagegen wird die belastende 
Kraft urn so mehr von del' Achse del' Saule abweichen, d. h. die 
Saule voraussiehtlieh mit einem urn so groBeren Hebelarm be
lasten konnen, je groBer die Kopf- und die FuBplatte sind (vergl. 
aueh Fig. 1 und Fig. 2, § 27). Bei Bleiunterlage wird sich die 
gleiehe Saule Ieiehter nach Fig. 2, § 24, krummen konnen, als wenn 
sie mit Zement untergossen worden ist, del' VOl' del' Einwirkung del' 
Belastung geniigend erhartet, u. s. w. Streng genommen, ware aller
dings diesen Umstanden bei Feststellung des Befestigungskoeffi
zienten £0 Reehnung zu trageu; doeh kommt es, da P proportional 
dem Quotienten u): ®, tatsachlieh auf dasselbe hinaus,. wenn £0, 

wie es fur Stiitzen, deren Enden seitlich nieht ausweiehen konnen, 
zu geschehen pflegt, mit n 2 eingefuhrt und ® entsprechend kleiner 
gewahlt wird, falls man nieht, durch Erwagungen besonderer Art 
veranlaBt, vorzieht, statt del' ganzen Saulenlange einen Bruehteil 
derselben in Reehnung zu stellen. (Vergl. SehluB von § 27.) 

Fur Saulen von GuBeisen darf, ganz abgesehen von del' 
selbstverstandlichen Rueksichtnahme auf die Herstellungsweise 
(liegend odeI' stehend gegossen), nicht auBer Aeht bleiben, daB a, 

welches bei del' Entwicklung in § 24 als konstant vorausgesetzt 
wurde, tatsachlich veranderlieh ist, und zwar zunimmt mit 
wachsender Spannung odeI' Dehnung (vergl. § 20, Ziff. 4) sowie 
iiberdies fur die GuBhaut weniger betragt als fur das im Tnnel'll 
gelegene Material (vergl. § 22, Ziff. 3). 

SchlieBlich wird auch dem Umstand Beachtung geschenkt 
werden mussen, daB in del' Regel schon fruhzeitig, d. h. un tel' 
verhaltnismaBig gel'ingel' Belastung, bleibende Fol'manderungen 
eintreten (vel'gl. § 4), weshalb die Durchbiegung des auf Knickung 
beanspruchten Stabes gl'oBel' sieh el'geben muB, als es del' Deh
nungskoeffizient del' Federung a erwal'ten laBt, und infolgedessen 
del' einmal durchgebogene Stab sieh so verhalt, als ob del' Hebel
arm a (Fig. 1) von vol'llhel'ein urn die bleibende Durehbiegung 
groBer gewesen ware. 
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Unter allen Umstanden muD bei einem Stabe, welcher auf 
Knickung berechnet wird, die m § 12 aufgestellte Forderung bei 
einfacher Druck beanspruchung 

P<kj 3) 

befriedigt sem. 

§ 26. Naviersche (Schwarzsche) Knickungsformel. 

Die iu den §§ 24 und 25 erorterte Grundgleichung zur Be
rechnung eines Stabes, welcher del' Gefahr des Knickens ausgesetzt 
ist, hat bis auf unsere Tage in den Kreisen del' Techniker des 
Hochbau- und Bauingenieurwesens vielfach Bemangelung erfahren, 
deren Wurzel namentlich in dem Umstande zu suchen sein diirfte, 
daD in ihr nicht die Spannung auf tritt, welche man sich gewohnt 
hat, als MaDstab del' Sicherheit einer Konstruktion aufzufassen, und 
von del' man deshalb bei Feststellung del' Abmessungen immer 
auszugehen pflegtl). 

1) 1m Maschineningenieurwesen war nichts odeI' verhaltnismaBig nul' wenig 
von einer solchen Bemangelung zu bemerken, nnd zwar aus verschiedenen Griinden. 

Zunachst hat del' Gleichgewichtszustand, wie er im Augenblicke des Be
ginnes del' Knickung vorhanden ist, fill' den Maschineningenienr nichts Fremdes. 
Es ist demselben gelaufig, daB schon die HerstellUIlg eines langeren schlanken 
Karpel'S mit tatsachlich gerader Achse und vollstandiger Gleichartigkeit des 
Materials trotz griiBter Sorgfalt nicht zu erzielen ist, und daB infolgedessen, 
ganz abgesehen davon, mit welcher Genauigkeit es maglich erscheint, die Achsial
kraft P in die vel'meintlich gerade Stabachse fallen zu lassen, bei Belastung durch 
P cine mit diesel' Kraft wachsende Durchbiegnng eintreten finB. (Lange Druck
stangen, wie sie z. B. bei vertikalen Balanciermaschinen auftreten, sind deshalb 
auch bei genan senkrechter Lage niemals durehbiegungsfrei zu erhalten, die Er
zitternngen lassen sich bei weehselnder Belastung nieht ganz beseitigen.) DaG 
bis zu einer gewissen GroBe von P das mit diesel' Kraft und clem Eigengewicht 
verkniipfte biegende Moment von den inneren Elastizitatskraften des Stabes im 
Gleiehgewicht gehalten wird, nud daB hei Ubersehreitung der bezeiehneten 
Grenze dieses Gleiehgewieht aufhart, und del' Stab sieh umbiegt oder zerbricht, 
erseheint dann ganz natiirlich. Dureh Steigerung der Belastung ~w:ird del' Stab 
auf einfaehstem Wege aus dem Zustand des stabilen Gleichgewichts in den des 
labilen iibergefiihrt. An den letzteren muB sieh dann schon infoIge des Ein
flnsses der Zeit auf die Ausbildung del' Formanclerungen del' Vorgang des 
Knickens anschlieBen. 

Bach, Elastizitat. 5. Aull. 18 
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Ferner zeigten die Ergebnisse von Knickungsversuchen keine 
Ubereinstimmung mit dem, was die Eulersche Gleichung 

Das Verhalten des unter auBerem Uberdruck stehenden Flammrohres 
eines Dampfkessels, Fig. 1, ist ein ganz entsprechendes. Erfahrt die Pressung 
del' Flllssigkeit, welche das Rohr umgibt, eine Steigerung, so wird das letztere 
schlieBlich eingedriickt odeI' zusammengedriickt. Eine eigentliche Zerstorung des 
Materials tritt hierbei haufig nicht ein. Die GroBe del' Pressung, welche das 
Ein- odeI' Zusammendriicken herbeifiihrt, hangt in erster Linie mit ab von del' 
Vollkommenheit der Kreisform des Rohrquerschnittes. In ganz gleicher Lage 
befiuden sich nicht wenige GefaBe und Rohrleitungen del' Industrie, welche del' 
Regel nach odeI' auch nul' ausnahmsweise auBerem Uberdruck vViderstand zu 
leisten haben. 

In solchen Fallen sind eben die Abmessungen so zu wahlen, daB unzu
lassige Formanderungen ferngehalten werden. Allgemein von einer zu
lassigen Spannung auszugehen, erscheint dann unzutreffend. Die iiblichen 
Sicherheitskoeffizienten IS haben, wie oben (§ 25) bereits erortert, hierbei den 
allgemeinen Rllcksichten und den besonderen Umstanden des gerade vorliegenden 
Falles Rechnung zu tragen. 

Fig. 1. 

1m Maschinenbau ist aueh in anderen Fallen als bei Knickbeanspruchung 
von einer hochstens zulassigen Formanderung auszugehen, selbstverstancllich unter 
Festhaltung del' Forderung, daB die Anstrengung des Materials in keinem Punkte 
den hochstens fill' zulassig erachteten Wert iiberschreitet. Bei stark belasteten 
vVellen 11. s. w. gestattet man nur eine bestimmte Durchbiegung odeI' eine gewisse 
Abweichung del' Richtung del' elastischen Linie von der ursprllnglich geraden 
Stabachse an bestimmten Stellen; in ancleren :Fallen wircl von einer hochstens 
zulassigen Verdrehung ausgegaugen. Die zulassigen Belastungen unserer Treib
riemen u. s. w. bezwecken, die Dehnungen innerhalb gewisser Grenzen zu halteD. 
u. s. f. Anclererseits werden Federn u. dergl. so konstruiert, daB mit Sicherheit 
auf eine gewisse Formanclerung gerechnet werden darf. (Vergl. des Verfassers 
Maschinenelemente 1881, Vorwort S. IV, S.35, 37, 202, 279, 317 u. S. f. odeI' 
1891/92, Vorwort S. IV, VIII, S.61, 64, 232, 317, 318, 323 u. f., S.427 u. f., 
S.498, 504, 540 u. S. w.) 

Die oben erwahnten Bemangelungen del' E ulerschen Gleichung in den 
Kreisen des Baufachs haben von H. Zimmermann im Zentralblatt del' Bau
verwaltung 1886, S. 217 u. f. eine klare und eiugehende Beleuchtung erfahren. 
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lieferte 1). 
Auf diesem Boden war' die von N a vie r herriihrende 

Knickungsformel 

p 

entstanden 2). 
Him'in bedeutet 

k 
J.----fl2 

1+,,-o 
=f 

k 

P die zulassige Gesamtbelastung des Stabes, 
k die zulassige Druckanstrengung des Materials, 

1) 

1) Man iibersah hierbei, daB, wahrend die Entwicklung dieser Gleichung 
freie Beweglichkeit del' Stabenden voraussetzt (Fig. 2, § 24), bei den Versuchen 
diose freie Beweglichkeit nicht vorhanden war. Hatte man in der Erwagung, 
d:1B die vollstandigo Aufhebung dieser Beweglichkeit, d. i. die Einspannung des 
Stabes, dazu fUhrt, in Gleichung 5, § 24, an Stelle der Lange I nur deren Halfte 
einzusetzen, in jedem einzelnen Fall zu ermitteln gesucht, welcher Bruchteil 
von I oder welcher Wert von w in Gleichung 7, § 24 (Gleichung 2, § 25) den 
Befestigungsverhaltnissen der Stabenden ungefahr entsprochen haben wiirde, das 
Ergebnis wiirde ein anderes gewesen sein. 

Auch der EinfluB der Veranderlichkeit des Dehnungkoeffizienten des GuB
eisens, derjenige der GllBballt nnd etwaiger GuBspannungen durften bei der 
Bellrteilnng der Versuchsergebnisse, welche guBeiserne Stiitzen lieferten, nicht 
iibersehen werden (vergl. S 29, Ziff. 4 und § 22). 

Die Versuche von Bauschinger nnd v. Tetmajer (§ 27) liefern den 
Nachweis, daB der Wert 

del' Knickbelastung bei freier Beweglichkeit del' Stab end en entspricht. 
2) R iihlm an u steHt iu seinem Werlc Vortriige iiber Geschichte der tech

nischen Mechanik, Leipzig 1885, S. 364 uud 365 fest, daB diese Gleichung, 
welche auch als Gordon- und Rankinesche Formel bezeichnet wird, von 
N a vie r zuerst entwickelt wnrde, daB spater 1854 S c h war z sie in auderer 
\Veise ableitete u. s. f. 

Sie hat, wenn es sich darum handelt, ihre Richtigkeit durch die Ergebnisse 
von Knickungsversuchen zu prMen, den Vorteil, z wei Koeffizienten k und " zu 
besitzen, durch deren Wahl leichter eine Anschmiegung der Versuehsergebnisse 
erreicbt werden kann, als wenn nur ein Koeffizient vorhanden ist. 

Die Eulersche Gleichung 5, § 24, ist in dieser Hinsicht allerdings weniger 
gut daran. 

18* 



276 IV. Knickung. 

f den Querschnitt des Stabes, 
l dessen Lange, 

e das klein ere del' beiden Haupttragheitsmomente des Stab
querschnittes, 

l' den Tragheitshalbmesser deral't, daB e = f 1.2, 

"eme El'fahrungszahl, den sogenannten Zerknickungs
koeffizienten. 

Die von Navier dem We sen nach gegebene Begl'undnng er
hellt aus dem Folgenden. 

I 

I 

Del' in Fig. 2 gezeichnete Stab ist im mittleren Querschnitt 
durch das Moment P a, dessen Ebene den letzteren 
senkrecht zu detjenigen Hauptachse schneidet, fur welche 
e gilt, auf Biegung und durch die Kraft P auf Druck 
iu Anspruch genommen; infolgedessen erfahrt die im 
Abstande e von der Nullachse gelegene Faserschicht 

~.a eine Pressung 
I 
I 
I 
I 
I 

Fig. 2. 

woraus 

P Pa 
k=j+ e e, 

k 
P=f----:-

l+~L e 
2) 

In dieser Gleichung tritt die Unbekannte a auf, deren Zweck nach 
§ 23 und 24 darin zu bestehen hat, die Moglichkeit des exzentl'ischfm 
Angreifens del' Kraft P bei auf Knickung in Anspl'uch genommenen 
Stab en sowie die U ngleiehartigkeit des Materials, die etwaige Ver
schiedenal'tigkeit des Warmezustandes u. s. w. und den Umstand 
zu bel'iicksichtigen, daB die Stabachse keine genau geradlinige ist. 
Um diese - offenbar auBerhalb des Rahmens del' wissenschaft
lichen Elastizitats- und Festigkeitslehre liegende - GroBe nicht 
willkiirlich wahlen zu miissen, worin iiberhaupt die hauptsachlichste 
Schwierigkeit bei der Berechnung eines auf Knickung beanspruchten 
Stabes liegt, hat Naviel' folgender Erwagung stattgegeben. 

Durch das Moment P a (allein) tritt in den um e von del' 
Nullachse abstehenden Fasern die Spannung 

Pa (j=--e e 
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auf. Zu diesel' Spannung odeI' Pressung gehort die Dehnung odeI' 
Zusammendriiekung 

I; = a 11. 

Hiermit wird aus del' vorigen Gleiehung 

@ 
P=I;--. 

aae 
3) 

und dureh Gleiehsetzung dieses Wertes mit del' reehten Seite von 
Gleiehung 5, § 24, 

@ 1 @ 
P=I;--=n2--

a a e a l2 , 

woraus folgt 

l2 
a = I; n2 e . 

Dureh Einfllhrung dieses Wertes in die Gleiehung 2 findet sieh 

k 
P =f I; fl2 

1+ n 2 @ 

Mit 

ergibt sieh 

Ie k 
p =f--;---:-:'Z:::-2 = f (l) 2 • 

1+7.@ 1+7.--;; 
1) 

wle oben. 
Riehtiger erseheint es, die Gleiehung 3 nieht mit Gleiehung 6, 

§ 24, son del'll mit Gleiehung 2, § 25, in Verbindung zu setzen, 
so daB 

@ w 1 @ 
P=I;--=---

a a e ® a l2 , 
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woraus dann mit 

ebenfalls folgen wurde 

~ 
" =-8 

W 

k It: 
p = f-----=-fl=-2 = f (l)2 . 

1+"-0- 1+" ---:;: 

4) 

1) 

~ 
Hiernach bedeutet del' Koeffizient r. das - fache der-

w 

jenigen Dehnung (Zusammendruckung), welche im maB
gebenden Faserab stande e vorhanden ist, insoweit die
selbe von dem biegenden Momente allein herru'hrt. 

Die Einfuhrung von" als einem Erfahrungskoeffizienten heiBt 
demnach nichts anderes als die Festsetzung eines bestimmten 
Wertes fur die Dehnung, insoweit diese durch das vorhandene 

biegende Moment hervorge1'ufen wird. Ob es leichter ist, ,,= ~ 8 
W 

anzunehmen oder a unter Beachtung der besonde1'en Verhaltnisse 
'schatzungsweise zu wahlen, mag hier dahingestellt bleiben. 

SoIl nun " - wie unter dem Vorbehalt, die etwaige Ve1'
anderlichkeit des Befestigungskoeffizienten besonders zu beruck
sichtigen, angegeben wird - eine vom Material abhangige Kon
stante sein, so wird damit festgesetzt, daB diese Dehnung (odeI' 
die ihr entsprechende Kantenspannung), soweit sie von del' Biegung 
herruhrt, fur ein bestimmtes Material konstant anzunehmen ist, 
also beispielsweise unter sonst gleichen Verhaltnissen unabhangig 
davoD, ob es sich urn eine Stiitze von 10 m Rohe odeI' urn eine 
solche von 3 m Rohe handelt. 

Greifen wir auf die G1'iinde zu1'uck, welche uberhaupt dazu 
veranlaBten, die GroBe a einzufuhren, so finden wir, daB diese 
GroBe folgenden U mstanden Rechnung tragen sollte: 

a) die Achse ist bei langeren Stab en keine gerade Linie, 
b) das Material ist nicht vollkommen gleichartig, sein Zustand 

nicht an allen Stellen der gleiche, 
c) die Kraft P faUt nicht genau mit der Stabachse zusammen. 

NaturgemaB wachsen die Abweichungen unter a und b vom 
normalen Zustande mit del' absoluten Lange del' Stiitze verhaltnis-
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maBig rasch, so daB nicht Unveranderlichkeit, sondern Abnahme 
del' fiir das biegende Moment zugelassenen Kantendehnung odeI' 
Kantenspannu~g angezeigt .. erscheint. Knickungsversuche werden 
den Nachweis erbringen milssen, daB x nicht konstant sein kann, 
sondern mit l zunehmen muD, und zwar bedeutend, wenn schlanke 
hohe Stiitzen iu das Bereich del' Priifung gezogen werden 1). 

Eine scharfe Betraehtung des Zweekes, zu dem iiberhaupt die 
Gleichung 1 dienen solI, sowie dessen, was von dem Zerknickungs
koeffizienten x verlangt wird, fiihrt zu del' Erkenntnis, daB x 
- selbst bei dem gleichen Werte von w - nicht bloB 
Materialkonstante sein kann, sondern in del' Hand eines 
ration ell arbeitenden Konstrukteurs - falls derselbe die 
Gleichung 1 ttberhaupt benutzt - eine von verschiedenen 
Umstanden zum Teil sehr stark beeinfluilte Groile sein 
muil. (Vergl. das in § 25 iiber @) Bemerkte.) 

Laissle & Schttbler setzen (S.71 ihres Werkes "Del' Bau 
del' Briickentrager", 4. Auflage, 1876) fiir an den Enden drehbare 
Stabe (Fig. 2, § 24) 

x = 0,0001 fur Schmiedeisen (zutreffendenfalls auch fiir 
weichen Stahl), 

x = 0,0003 fiir Guileisen, 
x = 0,0002 fiir Holz. 

1) Tatsachlich glaubte man, diesen EinfluB del' Stiitzenhiihe bereits vol! bei 
del' Entwicklung del' Gleichung 1 beriicksiehtigt zu haben. 

Laissle & Sehiibler (Bau del' Briiekentrager, 4. Auflage, 1876, S.70), 
welehe wohl am meisten zur Verbreitung der N a vie r sehen Knickungsformel bei
getragen haben diirften, ausgehend von del' Gleiehung 2 

P_j k 
- aef' 

1+-' e 
setzen in del' Erwagung, claB a ,,£iir ein und dasselbe Material mit zunehlllender 
Lange sich sehr vergriiBern, dagegen bei zunehmenden Querschnittsdimensionen 
abnehlllen wird", 

[2 
a=%~, 

e 

"worin x ein durch die Erfahrung fiir jedes Material festzustellender Koef:fizient 
ist", und erhalten dalllit 

. k 
P=j fl"' 

1 + X-' -e 
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Es entspricht dies, wenn w = n 2 = rv 10 genommen wird, 

0,001 
{5=~, 

0,003 
bezw.~, 

0,002 
bezw.~. 

Scharowski gibt m semem Musterbuch fiir die Saulen der 
Eisenkonstruktionen 

bei Schmiedeisen 
bei Gui.leisen 

kz 
(§ 6) 

1000 kgJqcm 
250 

k 
(§ 12) 

1000 kg/qcm 
500 

0,0001, 
0,0002. 

Wenn bei guBeisernen Saulen xf l2: 0 > 3, so wahlt Scharowski 

P = 250f 
fl2 

-l+x-' -o 

Hierbei ist freie Beweglichkeit der Saulenenden nicht vor
handen, andererseits kann aber auch nicht Einspannung derselben 
angenommen werden. 

Moller -- Uber die Widerstandsfahigkeit auf Druck bean
spruchter eiserner Baukonstruktionsteile bei erhohter Temperatur, 
von lVL Moller und R. Liihmann, vom Vereine zur Beforderung 
des GewerbfleiBes in PreuBen mit einem Preise gekronte Arbeit. 
Berlin 1888. Abdruck aus den VerhandIungen des Vereines zur 
Beforderung des GewerbfleiBes 1887 (siehe daselbst S. 603 u. f.) -
empflehlt fiir guBeiserne und schmiedeiserne SauIen, weIche im 
Falle eines Brandes dem Feuer ausgesetzt sein konnen, zu nehmen 

k = 1000 bis 1200 kg!qcm 
0,0004 

x = 0,0004, d. i. {5 = -®- w. 

Krohn entwickelt im ZentralbIatt der Bauverwaltung 1885, 
S. 400 bis 401, fiir an den Enden bewegIiche SauIen die Beziehung 
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1 ,,= Sak, 

worin a den Dehnungskoeffizienten bedeutet. 
Dies wtirde beispielsweise geben 

ftir Schmiedeisen mit ~ = 2000000, 
a 

" = 0,00005, 

fur GuBeisen mit ~ = 900000, 
a 

" = 0,00011. 

Uber die GroBe x vergleiche auch § 27. 

§ 27. Knickungsversuche. 

1. Ve'J'suche von Bauschinger. 

281 

k = 800 

k = 800 

(Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium 
der konigl. technischen Hochschule in Mtinchen, Heft 15, 
Mtinchen 1887.) 

Von der groBen Anzahl von Versuchen mit Sttitzen aus 
1-1-, 1_1-, ~-, L-Eisen greifen wir diejenigen heraus, welche 
sich auf Stabe mit Querschnitten beziehen, die zwei Symmetrie
achsen besitzen. 

Material: Walzeisen. Querschnittsform: H. 
a) Die Enden der Versuchsstabe sind in Spitzen, also 

frei beweglich gelagert, Fig. 2, § 24. 
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Quersehnitt Trag- Kniekbelastung Be- Ab-
heits- Lange lastung weiehung 

No. Inhalt moment I beob- berechnet auflqem Po' - Po100 
Breite Hohe @ aehtet n2 @ rr=Po':! P.' ! P.' Po = --; fi 0 

0 

em em qem em4 em kg kg I kg % 

1 2 3 4 5 I 6 7 I 8 9 I 10 

1 25,2 13,8 63,55 575,6 405,5 70600 69000 1105 + 2 
2 12,4 7,2 20,7 37,99 89 61000 94500 3035 s. u. 
3 - - 18,22 - 151 30250 33000 1662 - 9 
4 - - 18,22 - 223 17250 15000 948 +13 
5 9,93 4,92 11,16 11,7 156,1 10650 9500 956 +11 
6 - - 11,38 - 270 4100 3200 360 +22 
7 - - 11,76 - 465 1300 1100 111 +15 
8 9,99 5,01 10,58 12,2 254,3 3900 3700 369 + 5 
9 9,98 5,01 10,58 12,2 254,3 4000 3700 378 + 8 

10 9,95 5,00 10,55 12,2 254,4 3900 3700 370 + 5 
11 10,00 5,00 10,56 12,2 254,4 4050 3700 384 + 9 
12 9,96 4,99 10,55 12,2 254,3 3900 370O 370 + 5 

Bis auf den Versuch No.2, welcher bei del' Belastung von 
3035 kgJqcm (Spalte 9) schon infolge del' Anforderungen del' ein
fachen Druckfestigkeit hier auszuscheiden hat (vergl. SchluB
bemerkung zu § 25), also nicht in Betracht kommt, sind die Ab
weichungen zwischen den beobachteten Knickbelastungen Po' 

(Spalte 7) und den mit IX = 2 OO~ 000 berechneten Werten Po 

(Spalte 8) durchschnittlich nicht so groB, daB das in del' Gleichung 

ausgesprochene Gesetz als unzutreft'end erschiene, namentlich wenn 
noch berucksichtigt wird, daB die Querschnittsform, welche hier 
vorliegt, gegenuber Knickung sich nicht ganz so sicher verhalten 
durfte, wie dies die' Entwicklung voraussetzt. 

Hiernach ist in den Ergebnissen del' vorstehenden Versuche 
eine Bestatigung des in Frage stehenden Gesetzes zu erblicken. 



§ 27. Knickungsversuche. 283 

Zum Zweeke der Klarstellung, daB die Ausbiegungen schon 
bei verhaltnismaBig sehr geringen Belastungen beginnen, sei ein 
Teil del' auf den Versuchsstab No. 12 beztigliehen Ermittelungen 
angefuhrt. 

Belastung P P:f Ausbiegung del' Mitte 
kg kg/qem mm 

° ° 0,00 
200 19 0,00 
400 38 0,04 
600 57 0,11 
800 76 0,20 

1000 95 0,34 
2000 190 1,25 
3000 284 3,88 
3200 303 5,08 
3400 322 6,86 
3600 341 9,92 
3800 360 17,14 

b) Die Versuehsstabe liegen mit ihren ebenen Stirn
seiten an den festen Druekplatten. 

Hiel' gestalten sich die V organge bei der Biegung weniger 
einfach als unter a. Zu del' Schwierigkeit, den Stab so einzu
spannen, daB die Riehtung del' Druekkraft mit der Stabaehse zu
sammenfallt, tritt die weitel'e hinzu, ein gleiehmaBiges Anlegen del' 
Stirnflaehen an die Druckplatten herbeizuftihren und zu siehern. 
Die Erfullung del' letzteren Bedingung muBte sieh naturgemaB als 
unmoglieh erweisen. So bald der Stab seine Ausbiegung - etwa 
naeh A, Fig. 1, hin - begonnen, hat er das Bestreben, sieh bei 

Fig. 1. 

b b von den Druekplatten zu losen. Damit aber muB dann eine 
Anderung der Verteilung des Druekes tiber die Stirnflachen ein
treten: die Pres sung wird hier· von del' Stabmitte aus gereehnet 
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nach a hin wachsen, nach b hin abneillnen. Tatsli'chlich beob
achtete Bauschingel', daB sich am Schlusse des Vel'suches die 
Stirnflachen bis auf die bei a zusammengedl'iickten Kanten von 
den Druckplatten losten, Fig. 2. 

Bei diesel' Sachlage erscheint es nicht wahrscheinlich, daB es 
moglich sein werde, fiir Stabe, welche mit ihren ebenen Stirnflachen 

Fig. 2. 

an fest en Druckplatten anliegen, den Vorgang rechnerisch genau 
zu verfolgen. Bauschinger hat deshalb zum Zwecke del' weiteren 
Betrachtung seiner Versuchsergebnisse die N a viersche Gleichung 1, 
§ 26, herangezogen, derart, daB III 

unter K die Druckfestigkeit verstanden und hiel'filr 4500 kgjqcm 
eingefilhrt wird. Dann £ndet sich 

a) fill' die in Spitzen gelagerten Stabe x schwankend zwischen 
0,00009 und 0,000614, 

b) fill' die Stabe mit flachen Enden " schwankend zwischen 
0,000041 und 0,00031, 

d. i. ilberaus veranderlich. 
Werden K und x aus den Versuchsergebnissen mittelsi del' 

Methode del' ldeinsten Quadrate berechnet, so ergibt sich 

a) K = 2270 kgjqcm 

b) K=3100 

x = 0,000058, 

x = 0,000029. 

Die fur K gefundenen Werte bestatigen die Richtigkeit del' 
SchluBbemerkung des § 11. Die FlieB- odeI' Quetschgrenze war 
von Bauschinger fiir das untersuchte Eisen als schwankend 
zwischen 2150 und 3690 kgjqcm festgestellt worden. 
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Ferner weisen die Ergebnisse darauf hin, dail die aus Knickungs
versuchen bestimmten Werte " ebenfalls mit einem Sicherheits
koeffizienten multipliziert in die Riehtung einzufiihren sind, ganz 
wie das bei K geschieht, wie es auch oben bei del' Entwicklung, 
welche die Gleichung 4, § 26, ergab, vorgenommen worden ist. 

Die mit K = 2270 und " = 0,000058 berechneten Werte Po 
fiir die Stabe mit beweglichen Enden stimmen mit den beobachteten 
We1'ten nicht gerade gut uberein; bessel' ist dies del' Fall bei den 
mit K = 3100 und ,,= 0,000029 e1'mittelten Wert en Po fiir die 
Stabe mit flachen Enden. 

Auf Grund del' Bauschingerschen Versuche kann geschlossen 
werden: 

a) fiir Stabe mit drehbaren Enden ist die Eulersche 
G leichung 5, § 24, zutreffend, sofe1'n die Beziehung 3, 
§ 25, befriedigt erscheint, 

b) fur Stabe mit ebenen, an festen Druckplatten an-
liegenden Stirnflachen bietet die N aviersche 
Knickungsformel 1, § 26, brauchbare Werte. 

2. Versu,che von v. Tetmuje'l'I). 

Schweizerische Bauzeitung 1887, Bd. X, S. 93 u. f. 
1888, Bd. XI, S. 110 u. f. 

a) Versuche mit Schweiil- und Fluileisen in Rund
stab en bis 5 cm Starke. 
(30 Stabe Schweiil- und 30 Stabe Fluileisen bearbeitet.) 
Einspannung del' Versuchsstangen zwischen Spitz en. 

v. Tetmaj er fand: 

1. Ubereinstimmung del' beobachteten Knick
belastungen mit denjenigen, welche sich auf Grund 
del' Eulerschen G leichung berechnen lieilen. 

1) IIinsichtlich del' Ergebnisse del' neuern Versuche v. Tetmajers sei auf 
des sen AJ.'beit: "Die angewandte Elastizitats- und Festigkeitslehre", 1905, ver
wIesen. 
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2. Vel'anderlichkeit des Zerknickungskoeffizienten x, 
falls die G leichung 1, § 26, von N avier zu Gl'unde 
gelegt wird; 

es mu.Bte dann sem 

x = 0,0001 '/0,00867 _L - 0,6936 V r 

m 

Po 
f 

2650 
---;--:---,--:- fur FluBeisen (2650 FlieBgrenze), 

1 +x(+r 
Po 
f 

2350 
fur SchweiBeisen (2350 Flie.Bgrenze). 

b) Versuche mit Bauhalzern. 

Dehnungs
koeffizient 

Druck
festigkeit 

Bemerkungen 

Larche und Fahre im 

Durchschnitt . 1 astfreies Holz 
104230 

Rot- und 'tVeiBtanne 

318 kg/qcm 

285 astiges 

v. Tetmajer stellte zunachst fur die zwischen Spitzen ge
lagerten Stabe fest: 

In 

1. das gleiche wie unter a, ZifI. 1, genugend gro.Be Lange del' 
Stabe vorausgesetzt, 

2. die starke Veranderlichkeit von x, falls die Naviersche 
Gleichung in Betracht gezogen wird: 

x = 00001 ,/ 005 _L - ° 80 , V, r ' 

318 
fur Larche und Fahre, 

( l ) 2 l+x--;-
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Po 285 d 
f - ---=-( -=l:-;)-=-2 fiir Rot- un 

1+x-
l' 

287 

Wei13tanne. 

Fiir die mit ebenen Stirnflaehen an festen Druek
platten anliegenden Holzer beobaehtete v. Tetmajer den Abstand 
del' Wendepunkte von einander zwischen 0,5 lo und 0,6 4, so
fern 10 die Entfel'llung der heiden Druekplatten ist. Er empfiehlt, 
um sieher zu reehnen, in den soeben gegebenen Gleiehungen 0,6 4. 
fiir I einzufiihren, im iibrigen jedoeh niehts zu andel'll. 

Was in § 26. aus der Natur von x zu sehlie13en war, niimlieh 
Waehstum dieses Koeffizienten mit zunehmendem Verhaltnisse l : r, 
bestatigen die von v. Tetmaj er sowohl fiir Holz als aueh fUr 
Eisen erlangten Versuehsergebnisse. 



Zweiter Abschnitt. 
Die einfachen Falle der Beanspruchung gerader stabformiger 

Korper durch Schubspannungen (Schiebungen). 

Einleitnng. 

§ 28. Schiebung. 

Die iill vorhergehenden (§ 1 bis § 27) betrachteten Ande
rungen del' Form waren Anderungen del' Lange (vel'gl. die §§ 1, 
6, 11 u. s. f.). Daillit sind die auftretenden Formanderungen jedoch 
noch nicht erschopft, wie aus folgender Betrachtung erhe11t. 

Wil' denken uns in dem von auBeren Kraften noch nicht er
griffenen Karpel', welcher del' Betrachtung unterworfen werden solI, 

einen kleinen Vierflachner (Fig. 1). Begrenzt 
von den drei in den Kanten OA, OB, und OG 

e sich rechtwinklig schneidenden Ebenen AOB, 

Fig. 1. 

BOG, GOA und der weiteren Ebene ABG, er
scheint derselbe bestimmt durch die drei 
Kantenlangen OA, OB und OG sowie durch die 
Kantenwinkel, welche die Ebenen der korper
lichen Ecke miteinander bilden, namlich 

A BOG (an der Kante 
A GOA (-
A AOB (-

OA), 
OB), 
OG). 

Wenn nun jetzt auf den Korper auBere Krafte, die sich an 
ihm das Gleichgewicht halten mogen, einwirken, so erleidet er in 
allen seinen Teilen Formanderungen. Hiel'bei werden auch die 
den Vierflachner bestimmenden GraBen sich andel'll: die Kanten 
werden eine Anderung ihrer Lange, die Kantenwinkel eine Ande
rung ihrer GroBe erfahren. 
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Die l\loglichkeit, daB die Ebenen AOB, BOC, eOA und ABC 
iu gekriimmte Flachen iibergehen konnen, darf unter del' Voraus
setzung, daB del' Vierflachner unendlich klein gedacht wird, unbe
riicksichtigt bleiben, weil ein unendlich kleines Flachenelement
solche liegen dann in den vier Begrenzungsflachen VOl' - immer 
als eben angesehen werden kann, und wei! die Anderungen del' 
Lage del' vier Flachenelemente bereits durch die Anderungen der 
Kanten und der 'Vinkel bestimmt sind. 

Hiernach treten zu den im friiheren allein betrachteten An
derungen del' Lange noch Winkelanderungen hinzu. 

Zur Klarstellung des Wesens diesel' Anderungen denken wir 
uns einen Wiirfel OADBCGFE (Fig. 2) von einer nach OA ge-

Fig. 2. 

richteten, in del' ob61'en Ebene CGFE liegenden und iiber dieselbe 
gleichmaBig verteilten Kraft ergriffen und unten (in del' Ebene 
OADE) festgehalten. Dann wird sich die obere Begrenzungsebene 
CGF'E nach C1 G1Fl El verschieben, del' rechte Winkel EBD 
= A COA wird in den spitzen Winkel E,BD = A C,OA iiber
gehen, sich also urn 

andern. Diese vVinkelanderung ist bestimmt durch 

tgy -

wofiir unter Voraussetzung, daB es sich nm urn kleine Anderungen 
handelt, gesetzt werden darf 

EE, 
y= 

BE 
B a c h. Elastizitiit. 5. Auf!. 19 



290 Eiuleitnug. 

Diesel' Quotient ist abel' auch gleich del' Verschiebung, welche 
unter den gleichen Vel'haltnissen eine in del' Richtung oe um 1 
von del' Kante BO abstehende Ebene (abstehendes Flachenelement, 
abstehender Punkt) erfahl'en haben wiirde. Aus diesem Grunde 
wird die Anderung r des urspl'iinglich rechten 'Winkels auch als 
verhaltnisma1,lige (spezifische) Verschiebung und knrz als 
Schie bung odeI' G lei tung bezeichnet. 

Znr weiteren Klal'stellung del' Schiebung r werde noch die 
folgende Betrachtung angestellt. 

Zwei urspriinglich un tel' rechtem Winkel sich schneidende 
Ebenen OX und OZ, Fig. 3, gelangen durch die Formanderung 

Fig. 3. 

in die Lagen OA I und OGI • Del' nrspriinglich rechte Winkel XOZ 
hat sich hierbei geandert um die Winkel XOA I und ZOC\, deren 
Tangenten betragen 

bezw. 

wenn AlA und eel senkrecht zu OX bezw. OZ stehen. Da es 
sich nul' um sehr kleine Winkelanderungen handelt, so darf die 
Gesamtanderung r gesetzt werden 

Bei dem betrachteten V organge hat sich del' urspriinglich in 
del' OX-Ebene gelegene Punkt .AI gegen die jetzt nach OGI ge
kommene OZ-Ebene vel'schoben um OA2 , sofern AI.A2 das von 
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Al auf OCl gefallte Lot ist, und der urspriinglich in C der OZ-Ebene 
gelegene Punkt Cl gegen die jetzt nach OAl gelangte OX-Ebene 
um OCt, wenn Cl C2 .L 0 A. . Hiernach ergibt sich fiir die 
Schiebung 

./ 

Das V orstehende zusammenfassend, finden wir, daB mit 
Schiebung bezeichnet ist: 

die Anderung des rechten Winkels (in BogenmaB) 
zweier ursprunglich senkrecht zu einander stehen
den Flachenelemente, 

odeI' auch 

die Strecke, urn welche sich zwei um 1 vonein
ander abstehende Flachenelemente gegeneinander 
verschie ben. 

§ 29. Schubspannung. Schubkoeffizient. 

Der in § 28 der Betrachtung unterstellte sehr kleine Wiirfel 
OADBCGFE geh5re dem Inneren eines festen Korpers an und 
nehme unter Einwirkung der auBeren Krafte, von welchen dieser 
ergriffen wird, die Gestalt OADBC1 G1 FtEl an. Die inn ere Kraft, 
mit welcher aus dies em AniaB die an den Wiirfel anschlieBenden 
Korperteile in der Ebene CG FE auf denselben einwirken und 
dadurch die Verschie bung der letzteren nach C. G1F1E. herbei
fiihren, heiBt, bezogen auf die Flacheneinheit, Schubspannung. 
Sie unterscheidet sich von der in § 1 besprochenen Spannung da
durch, daB ihre Richtung in das Flachenelement hineinfallt, auf 
welches sie wirkt, wahrend die im friiheren betrachteten Spannungen 
senkrecht hierzu standen und deshalb zum Unterschiede als N 01'

malspannungen (Zug- odeI' Druckspannungen) bezeichnet werden. 
Die Schubspannung, die zur Schiebunng r (§ 28) geh5rt, 

werde mit 'T; bezeichnet. 
Die Schiebung, welche sich fiir die Schubspannung gleich der 

Krafteinheit, d. i. fiir das Kilogramm ergibt, solI Schubkoeffizient 
genannt und mit {J bezeichnet werden. Sie betragt 

19* 
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r fJ = -~. 
T 

1) 

Del' Schubkoeffizient ist demnach derjenige Winkel 
(in BogenmaB ausgedruckt), um welchen del' rechte 
Winkel zweier ursprunglich senkrecht zueinander 
stehender Flachenelemente unter Einwirkung del' 
Schubspannung von 1 Kilogramm sich andert, odeI' 
kurz: die Anderung des rechten Winkels fur das 
Kilogramm Schubspannung, 

odeI' auch 

diejenige Strecke, um welche sich zwei um 1 von
einander abstehende Flachenelemente unter Ein
wirkung del' Schubspannung von 1 Kilogramm 
gegeneinander verschieben. 

Diese Begriffsbestimmung liefert unmittelbar die Schiebung 
als Produkt aus Schubspannung und Schubkoeffizient, d. h. 

r = fJ T, . 2) 

wonach del' Schubkoeffizient auch als diejenige Zahl er
klart werden kann, mit welcher die Schubspannung zu 
multiplizieren ist, um die Schie bung' zu el'halten. 

Die Schubspannung ergibt sich als del' Quotient: Schiebung 
durch Schubkoeffizient, d. i. 

r 
T=-

fl' 
3) 

Del' reziproke Wert von fJ wird als Schubelastizitatsmodul 
bezeichnet. 

Del' Vergleich mit § 2 laBt erkennen, daB zwischen Schiebung, 
Schubspannung und dem Schubkoeffizienten gena.u dieselben Be
ziehungen bestehen wie zwischen Dehnung, Normalspannung und 
dem Dehnungskoeffizienten. 

Die vorstehenden Gleichungen 1 bis 3 setzen vol'aus, daB fJ 
innerhalb eines gewissen Spannungsgebietes konstant ist, ganz wie 
dies die GIeichungen 1 bis 4, § 2, hinsichtlich a tun. 1m all
gemeinen wird diese Voraussetzung wohl ebensowenig zutreffen, 
wie dies bei a del' Fall ist. Doch liegen dahingehende Versuche 
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nach Wissen des Verfassers nul' in bezug auf GuBeisen VOl'. Un tel' 
diesen Umstanden bleibt, insoweit es sich um allgemeine Entwick
lungen handelt, nichts anderes ubrig, als (:J konstant anzunehmen. 

§ 30. Paarweises Auftreten der Schubspannungen. 

Wir denken uns aus dem betrachteten und von auBeren 
Kraften ergriffenen Karpel' ein unendlich Ideines Parallelepiped 
OADBCGF E, Fig. 1, dessen Kanten 

OA=a, OB=b, oC=c 

Fig. 1. 

sind, herausgeschnitten und die Krafte eingetragen, mit welch en 
die an dasselbe anschlieBenden Kol'pel'massen in den Schnittflachen 
auf den Wi:irfel einwirken. Dabei sei zunachst angenommen, daB 
nul' Schubspannungen vorhanden sind, und zwar treten auf: 

1. in del' Begl'enzungsflache OADB von del' GroBe ab die 
Schubspannung Tl, also die Kraft Tl • ab; 

2. in del' hierzu parallelen Flache CG FE von dem Inhalte ab 
die Schubspannung 7/, also die Kraft T/ . ab; da CGFE un
endlich nahe an OADB liegt, so kann sich T/ nul' urn eine 
unendlich kleine GroBe, die mit Al bezeichnet sein mag, von 
TI unterscheiden, d. i. T/ = Tl + AI; 

3. in del' Begrenzungsflache 0 BEC von del' GroBe b c die 
Schubspannung T2, demnach die Kraft T2 • bc; 

4. in del' hiel'zu parallelen Flacbe ADFG von dem Inhalte bc 
die Schubspannung 72', demnach die Kraft 72'. bc; da beide 
Flachen unendlich nahe beieinander gelegen sind, so kann 
sich T2' nur um eine unendlich kleine GroBe A2 von T2 unter
scheiden, d. i. T2' = T2 + A 2 • 
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SoIl Gleichgewicht bestehen, so muB u. a. auch die Summe 
der Momente in bezug auf die Achse Y Y, welche durch den 
Schwerpunkt des Parallelepipeds geht und mit del' Kante 0 B 
gleich gerichtet ist, Null sein, d. h. unter Bezugnahme auf Fig. 2: 

Fig. 2. 

b e b a 'b C 'b a 0 
'l"l a . 2 - 'l"2 C 2 + 1"1 a 2 - 1"2 C 2 = , 

Hieraus unter Vernachlassigung der unendlich kleinen GraBen 
Lll und Ll2 gegeniiber den endlichen GraBen 'l"1 und 'C2 

1) 

d. h. die beiden senkrecht zur Kante OB = b stehenden 
Schubspannungen 'l"l und 1"2 sind einander gleich. 1st die 
eine vorh and en, so muB es auch die andere sein; sie 
treten also paarweise auf. 

Zu diesem Ergebnis gelangten wir unter del' Voraussetzung, 
daB lediglich Schubspannungen auf den Wiirfel einwirkten, und 
zwar nul' in den vier Ebenen OADB, CGFE, OBEe und ADFG 
des Karperelementes, Fig. 1. 

1m allgemeinen werden die Karperteile, welche das Parallel
epiped umgeben, auf dasselbe in den sechs Begrenzungsflachen je 
mit einer Normalspannung und einer Schubspannung einwirken. 
AuBerdem kannen noch Massenkrafte (Schwere, Tragheitsvermagen) 
ihren EinfluB auBern. 
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Was zunachst die Normalspannungen anbelangt, so erkennen 
wir, daB diesel ben fur die oben aufgestellte Momentengleichung 
nicht in Betracht kommen: die Normalspannungen in den Be
grenzungsflachen OADB, GGFE, OBEG und ADFG Hefern je 
eine Kraft, welche die Momentenachse Y Y senkrecht schneidet, 
also ein Moment gleich Null gibt; die Normalspannungen in den 
Begrenzungsflachen OA G G und B DFE ergeben in die Momenten
achse fallende Krafte, sind also einfluBlos. Die etwaigen Massen
krafte greifen im Schwerpunkte des Wurfels an, gehen demnach 
durch die Achse, liefern also ein Moment gleich Null. 

Von den Schubspannungen entfallen die in den Flachen OAGG 
und B DF E wirkenden ohne weiteres, da die ihnen entsprechenden 
Krafte die Achse Y Y schneiden. Hiernach verbleiben noch die 
Schubspannungen in den vier Flachen OADB, GGFE, OBEG 
und ADFG. 

Wir zerlegen jede derselben nach den Richtungen der Kanten 
in zwei Komponenten. Momentgebend treten hiervon nur auf die 
senkrecht zu den Kanten 0 B und G F wirkenden Spannungen, 
d. s. Tl T2 Tl' und T2" Fur diese aber fanden wir den oben aus
gesprochenen Satz. Derselbe gilt demnach allgemein, gleichgultig, 
welche Formanderung das Korperelement unter Einwirkung von 
Normalspannungen, Schubspannungen und Massenkraften erfahrt: 

immer sind fur zwei rechtwinklig sich schneideude 
Ebenen die senkrecht zur Durchschnittslinie ge
rich teten Komponenten der Schubspannungen 
einander gleich, 

oder auch mit Rucksicht darauf, daB diese Durchschnittslinie eine 
ganz beliebige Lage im Korper haben kann, 

wird in einem Korper eine beliebige Gerade gelegt 
und dieselbe als der Dul'chschnitt zweiel' sich 
rechtwinklig schneidenden Ebenen angesehen, so 
ist die senkrecht zur Geraden gerichtete Schub
spannung in del' einen Ebene gleich del' senkl'echt 
zu derselben Geraden stehenden Schubspannung 
in del' anderen Ebene. 

Die Schubspannungen treten also paal'weise auf. 
Es entspl'icht dies ganz del' Natur del' Schiebung, eine A.nde

rung des ul'spl'ullglich l'echten Winkels zu sein. Die auf die 
Flacheneinheit del' beiden Winkelebenen wil'kenden Krafte, welche 
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diese Anderung herbeifuhren, muss en in del' Richtung des einen 
Schenkels so groB sein wie in del:jenigen des anderen, da keine 
del' beiden Schenkelrichtungen in irgend einer VVeise VOl' del' 
anderen ausgezeichnet ist. 

§ 31. Schiebungen und Dehnungen. Schubkoeffizient und 
Dehnungskoeffizient. 

1. Mit der Schiebung verknup/te De/mung 
und deren grofiter Wert. 

A B CD, Fig. 1, sei der Durchschnitt durch ein Parallelepiped. 

Fig. 1. 

Del' Karpel', welchem dieses angehort, werde nun durch auBere 
Krafte ergriffen; infolgedessen andert er seine Gestalt. Hierbei 
geht das Rechteck in das Parallelogramm AEFD libel': die Ebene, 
welche ursprunglich in Be sich darstellte, erleidet eine Verschiebung 
urn BE = C"F, so daB die Schiebung 

r= 
CF 
CD 

Gleichzeitig erfahrt die Diagonale A C eine VergroBerung auf AF. 
Wird von A aus mit AF ein Kreisbogen beschrieben, so schnei~~t 
diesel' die Verlangerung von AC in G. Die sehr kleine Strecke FG 
darf dann als Senkrechte zu AG angesehen werden, wahrend CG 
die Zunahme del' Lange der Diagonale jst. Damit findet sich die 
Dehnung in Richtung del' letzteren 

_ CG _ CF cos ({! _ CF ~ . 2 
8 - AC - CD - CD 2 sm ({!, 

sm ({! 
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und wegen 

CF 
CD =y 

1 . 2 
I: = 2 y sm (f· 

Fiir rp = ~~, d. h. fiir CD = AU, also fur die quadratische 

Form des Rechteckes, erlangt li seiuen groBten Wert 

1 
1:, = -- y 

2 
1) 

7t 
Gleichzeitig erfahrt die andere, wegen rp = -4- dazu recht-

winklige Diagonale DB eme Zusammendruckung 
gleichen GroBe 

1'2 von der 

Hiernach ist die Schiebung y mit einer groBten 
Dehnung lit und einer gleichzeitigen, dazu senkrechten 
groi3ten Verkurzung (Zusammendruckung) 1:2 verknupftl), 
welche absolut genommen je halb so groB sind als die 
Schiebung. Die Richtung diesel' Dehnung zweiteilt den 
rechten Winkel, dessen Anderung die Schiebung miBt. 

Flieraus wurde zu folgern sein, daB der zuzulassende Wert y, 

der Schiebung hochstens doppelt so groB sein darf als die auBersten 
Falles noch fur zulassig erachtete Dehnung li" d. h. 

I) Bieraus folgt, dall, wenn ein aus durchaus gleichartigem Material be
stehender Korper lediglich infolge von Schubspannungen zum Bruehe, d. h. zum 
Zerreillen, gebracht wird, die Rillbildullg senkrecht zur Richtllng von E, (del' 
Diagonale AC des Quadrates), also ill del' Richtung von E2 (del' Diagonale DB 
des Quadrates) stattfinden mull, sofel'll clas Vel'halten des Materials bis Zl1m 
Bruche hin - wenigstens mit Annahenmg - del' gleichen Gesetzmalligkeit folgt. 
Bei ztihen Materialien ist dies infolge del' El'seheinung des Fliellens nicht zutreffend. 
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Nach Einfiihrung del' zulassigen Zuganstrengung 

k -~ z-
ex 

sowie der zulassigen Schubanstrengung 

ergibt sich 

k -~ 
8 - f1 

k<'2~lc 
8= f1 ", 2) 

allerdings unter del' Voraussetzung, daB das Material in allen 
Punkten nach allen Richtungen hin gleich beschaffen, also isotrop 
ist, und ex sowie f1 als unveranderlich angesehen werden konnen. 
Wenn die Beziehung 2 benutzt werden soIl, urn von del' zu
lassigen Normalspannung eines Materials auf die zulassige Schub- . 
spannung desselben zu schlieBen, so erscheint es notig, iiberdies 
zu beach ten , daB hierfiir Gleichartigkeit der Beanspruchungsweise 
Vorbedingung ist. 

2. Beziehung zwischen Dehn'ungskoeiftzient und 

Sch'ubkoeiftzient. 

Auf einen Wiirfel ABGD, Fig. 2, von del' urspriinglichen 
Seitenlange 1 wirken in den Seitenflachen AD und BG die Normal-

Fig. 2. 

spanllungen (1. Hierdurch werden die Seitenlangen AB und DG 
urn [3 gedehllt, also auf die GroBe AIBI = DIG, = 1 + [3 gebracht 
werden, wahrend sich die rechtwinklig hierzu stehenden Ranten AD 
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und EC urn ~ verkiirzen (§ 7), demnach die Lange 1 - ~ 
'in m 

annehmen. 
Die beiden Diagonalebenen AC und ED schlossen urspl'iing

lich einen rechten Winkel miteinander ein. Untel' Einwil'kung 
del' Normalspannungen cr hat sich diesel' Winkel um r geandert, 
entsprechend einer Verschiebung z. B. des Punktes C del' Diagonal
ebene AC gegeniiber del' anderen Diagonalebene um 

y 
MC' 

C'Ct ' 

sofern Ct C'1.. Dl B t • 

Die GroBe y folgt unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB 

del' halbe rechte Winkel sich um ~ geandert hat, aus 

tg (~_-" ... ) = + (1 -~) 
4 2 1 

-- (1 + E) 
2 

Die Beniitzung des Satzes 

fiihrt zu 

tga-tgp 
tg (a - P) = 1 + tg a tg.e 

1+~ 
2 

1-~ . m 

und unter Beachtung, daB y und 15 sehr kleine GraBen gegeniiber 1 
sind, zu 

m+l 
y= 
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Denken wir uns jetzt den Wiil'fel in del' Diagonalebene A C 
auseinander geschnitten, Fig. 3, so wil'd die Aufl'echtel'haltung des 
Gleichgewichts die Anbringung einer Nol'malspannung 171 und einer 
Schubspannung 'C fordern, derart, daB die Resnltante del' Kl'afte 

cr1 • A C = cr1 V2 und 'C. A C = 'C V2 

Fig. 3. 

gleich del' Kraft 

cr.BC=cr.l=l7, 
d. h. 

und Ferner 

womit 

N ach dem fl'iiheren ist 

so daB 

und mit 

r 
'C= T' 

li 
cr-~ 

- a' 

r 
fl 

-
1 li 

2 a 
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1n+1 
r= ti, 

1 m+1 1 
tJ 1n 2a' 

tJ = 2 _'In + 1 a 3) 
lit ' 

1n+ 1 
d. h. del' Schubkoeffizient ist das 2 - fache des 

Dehn ungskoeffizien ten. 
Gl. 3 kann, wenn a und tJ durch Versuche ermittelt worden 

sind, in del' Form 
2 

n~ = --,---
_tJ -2 
a 

zur Berechnung von 1n benutzt werden. 
In der Regel pflegt 'In als eine zwischen 3 und 4 liegende 

Zahl betrachtet zu werden; hiermit findet sich 

~ ~ i-« hi, ~ a ~ 2,5 a bi, 2,67 a 1 

a ~ ~ ~ hi, ~ P ~ 0,375 ~ hi, 0,4 ~.I 
odeI' 4) 

Aus Gleichung 2 wird alsdann wegen 

a 1n 
tJ 2(rn+1) 

5) 

und fur m = 3 bis 4 

ks< ! k, bis : kz = 0,75 kz bis 0,8 kz . 6) 

unter den V oraussetzungen, welche zur Beziehung 2 ausgesprochen 
wurden, und unter del' weiteren Voraussetzung, daB m einen 
festen Wert besitzt. Treffen dieselben nicht zu, so erscheint die 
Gleichung 6 nicht ohne weiteres gultig. Dann kann es auf Grund 
von Versuchsergebnissen und sonstigen Erfahrungen notwendig 
werden, davon abzuweichen. 
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V. Drehung. 

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden auBeren 
Krafte ergeben fiir jec1en Querschnitt desselben ein Kraftepaar, 
dessen Ebene senkrecht zur Stabachse steht. 

Es bezeichne 

Md das Moment des drehenden Kriiftepaares, 
0 1 und O2 die beiden Haupttragheitsmomente des Stabquer-

schnittes (§ 21, Ziff. 1), 
o das klein ere del' beiden Haupttragheitsmomente, 
0' = 0 1 + O2 das polare Tragheitsmoment, 
f den Inhalt des Querschnittes, 
r die Schubspannung in einem beliebigen Punkte des Quer

schnittes, 
kd die zulassige Anstrengung des Materials gegeniiber Drehungs

beanspruchung, 
{J den als unveranderlich vorausgesetzten Schubkoeffiziimten 

(§ 29), (reziproker Wert des Schubelastizitatsmodul), 
r = fJ T die Schiebung odeI' Gleitung in einem beliebigen Punkte 

des Querschnittes (§ 28), 
{} den verhaltnismaBigen Drehungswinkel, d. h. den Winkel, 

urn welchen sich das Hauptachsenkreuz eines Stabquer
schnittes gegeniiber demjenigen des urn 1 davon abstehcnden 
Querschnittes verdreht, 
die Lange des Stabes. 

§ 32. Stab von kreisformigem Querschnitt. 

Durch die beiden Kraftepaare K K, Fig. 1, deren Ebenen die 
Stahachse senkrecht schneiden, und welche, das Moment Mel he
sitzend, sich an dem Kreiszylinder das Gleichgewicht halten, werden 
die einzelnen Querschnitte des Stahes gegeneinander verdreht. 
Urn 'uns ein Bild libel' diese Formanc1erung zu verschaffen, teilen 
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wil' die Mantelflache des Zylindel's, Fig. 2, bevol' diesel' von den 
auBeren Kl'aften el'griffen wil'd, durch n Gerade a a parallel zur 

~----£ ----~ 
-J;---------- ----l-

<fl: di 

Fig. 1. 

Achse in n (25) Rechtecke, je von del' Bl'eite n d : n (40 n: 25 
= 5,0 mm, da d = 40 mm), und diese dul'ch Parallelkl'eise im 
Abstand n d : n (5,0 mm) in Quadrate, del'en Seitenlange n d : n 

-X_ -It++-I-l--I--+--I-f-++l-~~ r 
I 
I 
I 
)! 

I 
i 
I 
I 

- eL_ - fL, -L.1----L-L---,\;---1---1-L-llj.e!-__ ~_ , 

I , , , 
I 
I.---~- - - .d. 

Fig. 2. 

(5,0 mm) betl'agt. Auf diese Weise el'halten wir die Fig. 2.Wil'd 
nun del' so gezeichnete Zylindel' del' Vel'dl'ehung untel'worfen, so 
geht er in Fig. 3 (Tafel IX) itbel'. Aus del'selben ist zu entnehmen: 
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a) daB die auf den unbelasteten Zylinder gezeichneten Quadrate 
in unter sich gleiche Rhomben ubergegangen sind, 

b) daB die Ebenen der Parallelkreisc, d. s. die Querschnitte des 
Stabes, eben und senkrecht zur Achse des letzteren geblieben 
sind, 

c) daB sich je zwei aufeinander folgende Querschnitte immer 
gleich viel gegeneinander verdreht haben, daB also beispiels
weise del' Bogen, um welchen sich ein Punkt des Parallel
kreises XX, Fig. 2, gegenuber dem ursprunglich gleich ge
legenen Punkte im Stabquerschnitt A A bewegt hat, pro
pOl,tional dem Abstande (C ist. 

Sind nun /1 und J~ zwei um 1 voneinander abstehende Quer
schnitte des Stabes und PI P2 zwei urspritnglich gleich gelegene 
Umfangspunkte in denselben, so wird sich unter Einwirkung der 

Fig. 4. 

auBeren Krafte P 2 gegen PI um eine Strecke YI verdreht haben, 
welche nach MaBgabe des in § 28 Erorterten als die Schiebung 
im Punkte PI zu bezeichnen ist. Fur die Schiebung Y in einem 
auf dem Halbmesser aPI, Fig. 4, im Abstande OP = (! von del' 
Achse gelegenen Punkt P erscheint auf Grund del' oben an
gefuhrten Erfahrungen die. Annahme zutl'efi'end, daB sie sich zu 
derjenigen im Umfangspunkte P, verhalt wie e: 1', also 

d. h. 
y: YI = e: r, 

(! 
Y=YI-' r 1) 
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Fig. 6, § 32. 

Fig.:-3, § 32. 
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Wird in Fig. 4 die tangentiale Linie PIP/ = YI und die hierzu 

parallele Strecke PP' = Y = Yt -.!L gemacht, so liefert die zeich
l' 

nerische Darstellung der Schiebungen in allen Punk ten der Ge
raden OPI die Gerade OP' P/. 

Nach § '29 sind die entsprechenden Schubspannungen 

im Punkte PI 

1m Punkte P Y YI 
'[= -=-e· 

tl fJ r 

TI muB naturgemaB tangential zum Kreise, also senkrecht zum 
Halbmesser OPt gerichtet sein. Das letztere gilt auch fur T. 

Wird die Schubspannung T durch die Strecke P P", welche 
senkrecht zu OP steht, dargestellt und ist der Schubkoeffizient {J 
konstant, so ergibt sich als geometrischer Ort aller Punkte p" eine 
durch den Mittelpunkt 0 gehende Gerade. Dies trifft z. B. mit 
groBer Annaherung zu fur Schmiedeisen und Stahl innerhalb der 
Proportionalitatsgrenze. 1st dagegen {J veranderlich und zwar der
art, daB (J zunimmt mit wachsender Schiebung odeI' Spannung, 
wie dies beispielsweise bei GuBeisen der Fall, so liegen die durch 

T = P(P") 

bestimmten Punkte CPt) ur.J (P") auf einer gegen die Gerade OPt 
gekrummten Kurve 0 CP") CPt) Die Spannungen nehmen dann 
nach auBen hin langsamer zu als bei Unveranderlichkeit von {J. 

Die im Querschnitte durch das Kraftepaar vom Momente Ma 
wachgerufenen Schubspannungen miissen sich mit Md im Gleich
gewicht befinden. Wird das in P liegende Flachenelement mit df 
bezeichnet, so spricht sich diese Forderung aus III 

und, wenn tl konstant, 

Bach, E1astizitiit. 5. Auf!. 

J '[ df· e = 111d , 

M=~r~2dlf 
d 1.JfJe 

M = 1'2-S 2 df. 
d tl 1' e 

20 
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Unter Beaehtung, daB 

sofern y und z die reehtwinkligen Koordinaten des in P liegenden 
Flaehenelementes sind, und mit 

wird 

Die beiden Tragheitsmomente 0 1 und O2 sind fur den vollen 
Kreisq uersehni tt 

Demnaeh 

0=0 =~d'= ~r4 
1 2 64 4' 

k >~ Md 
d= 11: d 3 

2) 

3) 

Fur den Kreisringquersehnitt ergibt sieh, sofern d der 
auBere und do der inn ere Durehmesser ist, 

M <~k d4 -do' 
d = 16 d d 4) 

Der Drehungswinkel {} folgt unmittelbar aus der gegebenen 
Begriffs bestimmung 

:f = .I..!..- = fJ Md - 32 fJ Md 
r 0 1 + O2 - ----:;; ------;JF . 5) 
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beziehungsweise 

6) 

Hiernach betragt del' im A bstande 1 von del' Achse gemessene 
Verdrehungsbogen del' beiden um l voneinander abstehenden Quer
schnitte des Kreiszylinders 

Bei den vorstehenden Betrachtungen wurden nul' Schubspan
nungen im Stabquerschnitte ins Auge gefaBt; so z. B. im Punkte 
P, Fig. 4, nul' die Schubspannung '(;, welche, senkrecht zu OPt 
angreifend, in del' Bildebene wirkt. Nach § 30 treten jedoch die 
Schubspannungen immer paarweise auf, deral't, daB in demselben 
Punkte P senkl'echt zur Bildebene, d. h. senkrecht zum Quer
schnitte, eine del' oben el'wahnten Spannung '(; gleiche Schubspan
nung vorhanden ist. Das Flll.chenelement, in dem sie wirkt, liegt 
im Punkte P derjenigen Ebene, welche durch den Halbmesser OPt 
und die Stabachse bestimmt wird. So findet sich beispielsweise im 
Punkte P t die Schubspannung '(;1 nicht bloB im Querschnitt (tan
gential zum Kreisumfang gerichtet), sondern auch in del' Achsial
ebene OP1 mit del' Mantellinie des Zylinders zusammenfallend. 

Del' Ubergang del' Quadrate, Fig. 2, (bei Verdrehung des 
Zylinders) in die Rhomben, Fig. 3 (Taf. IX), beweist dies auch 
unmittelbar aus del' Anschauung. Wie wir in § 28 sahen, ist die 
Anderung des ursprunglich rechten Winkels gleich del' Schiebung. 

Diese Winkelll.nderung miBt demnach wegen '& = ; dieSchub

spannung unmittelbar. Sie betrifft sowohl den wagrechten wie 
auch den senkrechten Schenkel des rechten Winkels. Die ent
sprechende Schubspannung ist deshalb ebensowohl in senkrechter 
wie in wagrechter Richtung vorhanden. Sie muB, da aHe Rhomben 
unter sich gleich sind, fur aIle Stellen del' MantelHache des Zylin
del's diesel be GroBe besitzen, sowohl tangential zur Umfangslinie 
also auch in Richtung del' Achse des Stabes. Die groBte Schub
spannung, welche im Querschnitt stattfindet, tritt also auch in 
Richtung del' Stabachse auf. 

20* 
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Schneiden wir aus dem Zylinder ein kleines Korperelement 
ACDBEF, Fig. 5, heraus, mit den Querschnittsebenen ACD, BEF 
und den Achsialebenen ABFD, ABEC, so ergibt die graphische 
Darstellung der in den Ebenen CDA und BFDA wirkenden Schub
spannungen unter V oraussetzung eines unveranderlichen Schub
koeffizienten je ein Dreieck. Sie zeigt deutlich das pam'weise 
Auftreten del' Schubspannungen in den beiden Ebenen, welche AD 
zur Durchschnittslinie haben 1). 

Fig. 5. 

Bei gewalztem SchweiBeisen oder Draht aus solchem Material 
u. s. w. findet infolge del' ausgepragten Faserrichtung die achsiale 
Schubspannung haufig einen verhaltnismaBig gering en Widerstand, 
weshalb dann Langsrisse eintreten, wie Fig. 6 (Tafel IX) fur ein 
del' Verdrehung unterworfenes Stuck Walzeisen erkennen laBt2). 

1) Die Betrachtung von Fig. 5 gestltttet, nach dem V organge von B I' edt 
einen allgemeinen Satz uber die Schubkrafte cines auf Verdrehung beanspruchten 
Stabes abzuleiten. 

Die Gleichgewichtsbedingung des Korperelementes in Richtung del' Stab
achse AB: Summe del' Schubkrafte in del' Ebene ADFB + Summe del' Schub
krafte in del' Ebene AGEB mu~ gleieh Null sein, fuhrt bei Wahl von AB = 1 
unter Berucksichtigung der Gleichheit der Schubspannungen in zwei senkrecht 
zueinander stehenden Ebenen zu dem Satz: werden in einem Querschnitt zwei 
Gerade AD und AG nach dem Umfange gezogen, so ist die Summe der Schub
krafte, welche sich fUr die in AD gelegenen Flachenelemente senkrecht zu AD 
wirkend ergeben, gleich del' Summe del' Schubkrafte, welche die in AG gelegenen 
Flachenelemente senkrecht zu AG liefem. 

2) Wird die Verdrehung weiter fortgesetzt, so liegen die Langsrisse auf 
mehr odeI' minder stark geneigten Schraubenlinien, wie z. B. die betreffenden 
Abbildungen auf Tafel XVI erkennen lassen. Vergl. hierzu das in § 35, Ziff. 3 
Gesagte. 
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Die achsial gerichteten Schubspannungen sind auch Ursache, daB 
bei auf Drehung in Anspruch genommenen K5rpern nicht selten 
schon friihzeitig bleibende Verdrehung eintritt, wie dies z. B. bei 
gewalztem SchweiBeisen ausgepragt der Fall zu sein pflegt. 

Bei mehr isotropem Material erfolgt die RiBbildung nach 
MaBgabe del' FuBbemerkung zu § 31, Ziff. 1, S. 297 unter 45° 
gegen die Richtungen del' Schubspannungen, wie dies der Verlauf 
del' Bruchlinien in den Abbildungen auf Tafel XIV deutlich er
kennen laBt. In Fig. 3 (Tafel IX) miiBte die Bruchlinie als 
rechtsgangige, unter 45° geneigte Schraubenlinie verlaufen, sofern 
die in der FuBbemerkung zu § 31, Ziff. 1, S. 297 bezeichnete Vor
aussetzung erfiillt ist. 

§ 33. Stab von elliptischem Querschnitt. 

1. Formunderung. 

Nach dem in § 32 gegebenen Vorgange wird ein Zylinder mit 
elliptischem Querschnitt (groBe Achse = 2 a = 50 mm, kleine 
Achse = 2 b = 25 mm) hergestellt und seine Mantelflache in 
Quadrate eingeteilt. 

Unter Einwirkung del' beiden Kraftepaare, welche sich an ihm 
das Gleichgewicht halten, geht derselbe in die Gestalt Fig. 1 
(Tafel X) iiber l ). Die beiden urspriinglich geraden Mantellinien, 
welche die Endpunkte del' groBen Halbachsen aller Querschnitte 
enthalten, sind durch die Bezeichnung a a hervorgehoben, wahrend 
diejenigen zwei Linien, welche von den Endpunkten \ del' kleinen 
Halbachsen samtlicher Querschnitte gebildet werden, die Bezeich
nung b b tragen. Wir erkennen bei genauer Untersuchung des 
verdrehten Zylinders: 

1) Das Material des auf pbotographischem Wege dargestellten Zylinders ist 
wie bei Fig. 3, § 32 (Tafel IX) und bei Fig. 1, § 34 (Tafel XI) sowie Fig. 2, § 34 
(Tafel XII) Hartblei. Dasselbe behalt die Formanderung fast vollstandig bei und 
gibt deshalb auch nach der Liisung des Stabes aus der Priifungsmaschine ein. 
gutes Bild dieser Anderung. Bei Verwendung von stark elastischem Material 
wie Gummi ist die Formanderung eine gleiche, nul' verschwindet sie mit der 
Entlastung des Probekiirpers zu einem groEen Teile und entzieht sich so del' 
Darstellung. Versnche mit schmiedbarem Eisen fLihren zu einem ganz ent
sprecheuden Ergebnisse. 
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a) daB die Quadrate in Rhomben iibel'gegangen sind, 
b) daB die Winkel derjenigen Rhomben, welche mit del' einen 

Seite in der jetzt schraubenformig gekriimmten Linie b b 
liegen, am meisten von dem urspriinglich rechten Winkel 
abweichen, wahrend diejenigen Rhomben, deren eine Seite 
von del' Schraubenlinie a a gebildet wird, die geringste Ab
weichung von ihrer friiheren Gestalt, dem Quadrate, zeigen, 

c) daB die urspl'iinglich ebenen Querschnitte sich gewolbt haben, 
d) daB jedoch die beiden Hauptachsen eines Quel'schnittes in 

del' urpriinglichen Ebene verblieben sind und den rechten 
Winkel beibehalten haben, 

e) da.B sich je die beiden Hauptachsen zweier aufeinander 
folgenden Quel'schnitte immer urn gleichviel gegeneinander 
(urn die in ihrer Lage unverandert gebliebene Stabachse) 
verdreht haben 1). 

2; Schubspannungen. 

Fassen WIr zunachst einen Umfangspunkt P' des Querschnittes, 
Fig. 2, ins Auge, so muB die Schubspannung ~' in dem zu P' 

Fig. 2. 

gehorigen Querschnittselement naturgema.B tangential zur Umfangs
linie gerichtet sein, sofern hier auBere, eine andere Richtung der 
Schubspannung bedingende Krafte nicht angreifen. 

Wir zerlegen ~' in die beiden Komponenten 

~~, senkl'echt zur y-Achse wirkend, 
~~, z- und 

1) Die Bestimmullg dieses Verdrebungswinkels erfolgt in § 43. 
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Fig. 1, § :33. 
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bezeichnen durch l/J den Winkel, welchen die Tangente im Punkte 
P' mit der y - Achse einschlieBt, sowie durch y' und z' die Koordi
naten des Umfangspunktes P. Dann folgt zunachst 

, 
'C'I tg l/J =-; 
'C z 

und sodann aus der Gleichung der Ellipse 

y'2 z'~ 

7l+~=1, 

durch Differentiation 

y' d' z'd' 0 - y+- z= 
b2 a2 

Aus Fig. 2 ergibt sich unmittelbar 

dz' 
tgl/J=-d ,. - Y 

Folglich durch Gleichsetzen der beiden fur tg l/J erhaltenen Werte 

, 2' 
'Cy a y 
-, =-b2 -'· 
1:z Z 

1) 

Hiernach erscheint 'C~ proportional y' und l~ proportional z'. 

Denken wir uns fur den im Inneren des Querschnittes liegen
den Punkt P, bestimmt durch die Koordinaten y und z, die ent
sprechende (ahnliche) Ellipse konstruiert, so wird auch hier die 
Schubspannung 'C, deren Komponenten 'C1/ U_ 0 Y) und 'Cz CL OZ) 
seien, tangential gerichtet sein. DemgemaB erhalten WIr 

'Cy = Ay 'C. = Bz, 2) 

worin A und B Konstante bedeuten. 
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Die im Querschnitte wachgerufenen Schubspannungen musseD 
sich nun mit dem Momente Md im Gleichgewicht befinden. Wird 
das in P liegende Flachenelement mit df bezeichnet, so ergibt 
sich die Bedingungsgleichung 

f (Xy df . Y + Xz dj . z) = Md , 

woraus umer Beachtung der Gleichungen 2 und mit Rucksicht 
darauf, daB nach § 17, Ziff. 6 

Die Verbindung derGleichungen 1 und 2 ergibt 

woraus 

A a2 a2 

B = b2 oder A = B b2 . 

Durch Einfuhrung dieses Wertes in die G leichung fur Jl1d 

findet sich 

2 M" 
B=-g-b' n a 

a2 2 M" 
A = B b2 = -;; ab3 • 

Hiermit nach den Gleichungen 2 die Schubspannungen fiir 
den beliebigen Querschnittspunkt P 
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,"dy~ ! ~: g, 1 
2 1V[d 

T.=Bz=---z 
- n a3b ' 
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3) 

Diesel' Ausdruck wachst mit y und z, erlangt also fur be
stimmte Umfangspunkte den grolhen Wert. Zur Feststellung, in 
welchen Punkten des Umfanges dies del' Fall ist, werde a >b 
vorausgesetzt und dem Ausdruck fur T', gultig fur den Umfangs
punkt y' z', die Form 

5) 

gegeben. Da 

(1' r + (: r = 1, 

so muB wegen a 2: b 

(~r+(:r(!r<l 
sein. Demnach ergibt sich del' groBte Wert del' Schubspannung 
fur y' = + b und z' = 0 zu 

, 2 Md 
T max = -;; a 62 , 6) 

d. h. die groBte Schubspannung tritt in den Endpunkten 
B B del' kleinen Achse, also in denjenigen Punkten auf, 
welche del' Stabachse am nachsten liegen. 

Hiermit folgt 

7) 
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In den Endpnnkten AA del' groBen Aehse ist die Sehnb
spannnng, da bier 

y'=o z'=+a 

8) 

d. i. im Verhaltnis del' Halbaehsen kleiner als die Spannnng in 
den Pnnkten EEl). 

Dieses gegeniiber del' alteren Anffassnng, del' zufolge die 
Spannnngen mit dem Abstande von del' Aehse waehsen, fur den 
ersten Angenbliek uberrasehende Ergebnis steht in voller Uber-

Fig, 3. Fig. 4. 

einstimmung mit del' oben nnter Ziff. 1, b angefuhrten Beobaehtung. 
Die Winkelanderungen, welehe naeh § 28 die Sehiebungen r messen, 
die ihrerseits naeh § 29 zu den Sehnbspannnngen in del' Beziehnng 

r 
T=-

fJ 

stehen, sind - Fig. 1 (Taf. X) am groBten in den End
punkten del' kleinen und am kleinsten in den Endpunkten del' 
groBen Aehse del' Ellipse. 

HinsiehtIieh des Gesetzes, naeh dem sieh die Sehnbspannnngen 
im Inneren andel'll, ist die ohne weiteres aus den Gleiehungen 3 
und 4 folgende Bemerknng von Interesse, daB fur aile auf del' 

1) Dieses Verhiiltnis liiLlt sieh aueh unmittelbar unter Zuhilfenahme des in 
der FuLlbemerkung' 1, S. 308ausgesproehenen Satzes ableiten. 
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Geraden OP', Fig. 2, liegenden Querschnittselemente die Span
nungen parallel gerichtet und proportional dem Abstande von der 
Stabachse sind. In Fig. 3 ist das Anderungsgesetz der Schub
spannungen dargestellt fur die Punkte del' groBen und der kleinen 
sowie fur diejenigen einer beliebigen Halbachse OP'. Die in Fig. 3 
gezeichneten Kraftedreiecke mussen inhaltsgleich sein (S.308, FuB
bemerkung 1). Fur die Umfangspunkte laBt sich das Auderungs
gesetz unmittelbar del' Gleichung 5 entnehmen. 

Handelt es sich nicht urn einen Voll-, sondern urn einen 
Hohlstab, Fig. 4, so gilt uuter del' von dem Gange der obigen 
Entwicklung bedingten Voraussetzung, daB die inn ere Begrenzungs
ellipse der auBeren ahnlich ist, d. h. 

0,0: a = bo : {j = 1n, 

wegen 

woraus dann mit 

und schlieBlich 

2 M,; JI 4 2 4 2 
T = - (1 4) 3 b3 a y + b z. n -'lit a 

9) 

Fur die Punkte R des U mfanges erlangt T selDen GroBtwert, 
namlich 

10) 

so daB 

11) 
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Die Gleichungen 7 und 10 zeigen deutlieh, daB die Wider
standsfahigkeit eines elliptisehen Voll- oder Hohlstabes gegenuber 
del' Drehungsbeanspruehung abhangt von dem kleinen del' beiden 
Haupttragheitsmomente, also nicht von del' Summe beider, wie die 
altere Lehre von der Drehungsfestigkeit angab. 

Die letztere schuf ursprlinglieh ihre Entwieklungen, welehe 
davon ausgingen, daB die Sehubspannungen proportional mit dem 
Abstande des Quersehnittselementes von del' Stabaehse waehsen 
und senkreeht zu diesem Abstande stehen, allerdings nul' fur die 
in § 32 behandelten Quersehnitte; hierfur war sie aueh zutreft'end. 
1hre Ubertragung auf andere Querschnitte war unzulassig. 

Die Gleichung 11 enthalt die Beziehung 3 und 4, § 32, je als 
besonderen Fall in sieh. Es wird flir 

d 
a=b=-

2 

und fur do = 0 

Die SehluBbemerkungen zu § 32, betl'eft'end das paarweise 
Auftreten del' Sehubspannungen u. s. w., gelten aueh hier, uber
haupt sinngemaB fur aIle auf Drehung beanspruehten Korper. 

Hinsiehtlich del' Folgen, welche eine Hinderung del' oben 
unter Zift'. 1, c festgestellten Quersehnittswolbung mit sieh bringt, 
sei auf § 34, Zift'. 3 verwiesen. 

§ 34. Stab von rechteckigem Querschnitt. 

1. Formanderung. 

Naeh dem Vorgange in den Paragraphen 32 und 33 wird ein 
Prisma von reehteekigem Quersehnitt (60 mm breit, 20 mm stark) 
hergesteIlt und jede seiner 4 Mantelflaehen in Quadrate von 5 mm 
Seitenlange eingeteilt. Unter Einwirkung del' beiden Kraftepaare, 
welehe sieh an dem Stabe das Gleiehgewieht halten, geht derselbe 
in die Form Fig. 1 (Taf. XI) uber. 



C. Bach, Elastizit~t. 5 Aufl Taj. Xl. 

Fig. 1, § 34. 
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Wir erkennen folgendes: 

a) Die Quadrate haben ihre urspriingliche Form mehr oder 
mindel' verI oren und rhombenartige Gestalt angenommen. 

Die Querlinien schneiden mit ih1'en auBe1'sten Elementen 
die 4 Eckkanten des Stabes senkrecht, wie dies urspriinglich jede 
del' friiher geraden Querlinien in ihrer ganzen Erstreckung tat; 
dagegen andert sich die Rechtwinkligkeit zwischen Quer- und 
Langslinien urn so mehr, je naher die Ietzteren der Seitenmitte 
liegen. Die Anderung des rechten Winkels, d. h. die Schiebung 
(§ 28), bet1'agt hiel'llach in den Kanten des Stabes Null, wachst 
von da zunachst ziemlich rasch, sofel'll die breite Seitenflache ins 
Auge gefaBt wird, und erreicht fiir samtliche Seitenflachen in 
de1'en Mitten ausgezeichnete We1'te, von denen derjenige in del' 
:fiEtte del' b1'eiten Seitenflachen der groBe1'e ist. Die groBte 
Schiebung findet hiernach in denjenigen Punkten des 
Stabumfanges statt, welche der Achse am nachsten Iiegen. 

b) Die urspriinglich ebenen Querschnitte haben sich gewolbt. 
c) Die beiden Hauptachsen eines Querschnittes sind in del' 

ursprunglichen Ebene geblieben. (Fur einen Querschnitt ist 
dessen urspriingliche Ebene gestrichelt eingetragen.) 

d) J e die beiden Hauptachsen zweier aufeinander folgenden 
Querschnitte haben sich immer urn gleichviel gegeneinander 
verdreht 1). 

Hinsichtlich del' Wolbung der Querschnitte ist es von Interesse 
zu beachten, daB del' Abstand derjenigen Punkte des gewolbten 
Querschnittes, welche von den Seitenmitten ab und nach den 
Stabkanten hin gelegen sind, von der urspriinglichen Querschnitts
ebene (vergl. Ziff. 3) sich als ziemlich bedeutend erweist, und daB 
infolgedessen die Ausbildung diesel' gewolbten Form eine ver
haltnismaBig groBe Zuriickziehung (positive im ersten und dritten, 
negative im zweiten und viel'ten Quadranten) del' von den Seiten
mitten abgelegenen Fasel'll gegeniiber del' fl'iiheren Querschnitts
ebene zur Folge hat. Wie ersichtlich, ist die Wolbung e1'haben, 
d. h. del' Abstand der einzelnen Querschnittelemente von del' 
Gl'undebene hat sich vergroBel't in denjenigen diametl'al zuein-

') Die Bestimmung dieses Verdrehungswinkels erfolgt in § 43. Verg!. auch 
die erste FllBbemerkung zu § 52, Ziff. 2, b. 
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ander liegenden beiden Quersehnittsvierteln, gegen deren lange 
Seiten die Kraftedes drehenden Kraftepaares geriehtet sein miiBten, 
wenn hierdureh die stattgehabte Verdrehung bewerkstelligt werden 
sollte. In den beiden anderen Quersehnittsvierteln ist die Wolbung 
vertieft, d. h. del' Abstand dereinzelnen Quersehnittselemente von 
del' Grundebene hat sieh verkleinert. 

Die Stirnflaehen des verdrehten Prisma werden hiernaeh zeigen 
(vergl. Taf. XI, Fig. 1, unten reehts) 

1m Viertel 1 erhabene Wolbung, 
2 vertiefte 
3 erhabene 
4 vertiefte 

1st fiir den reehteekigen Stab b = h, d. h. handelt es sieh urn 
einen quadratisehen Quersehnitt, so nimmt derselbe bei del' Ver
drehung die Form Fig. 2 (Taf. XII) an. Dieselbe bestatigt das 
oben unter a) bis d) Erkannte durehaus. Nul' hinsiehtlieh del' 
Wolbung del' Quersehnitte tritt insofern eine Anderung ein, als 
hier aIle Seiten gleieh groB sind, und deshalb kein Grund vorliegt, 
weshalb sieh das eine Viertel andel'S verhalten solI wie das andere, 
wenn die Krafte, welehe das vorhandene Kraftepaar liefel'll, auf den 
dureh die Verdrehungsriehtung bestimmten 4 Halbseiten wirkend 
gedaeht werden. Tatsaehlieh weist Fig. 2, Taf. XII naeh, daB fiir 
quadratisehen Quersehnitt (vergl. Fig. 2) bei del' angenommenen Ver
drehungsriehtung die Wolbung eine erhabene ist in den Achteln 1, 
3, 5 und 7, dagegen eine vertiefte in den Aehteln 2, 4, 6 und S. 
AuBel' den beiden Symmetrieaehsen verbleiben noeh die zwei 
Diagonalen in del' urspriingliehen Quersehnittsebene und damit 
aueh die vier Eekpunkte. Die hierdureh ausgezeiehneten vier 
Linien wei sen naeh Ziff. 2 noeh die weitere Eigensehaft auf, daB 
die in ihren Punkten wirkenden Sehubspannungen senkreeht zu 
Ihnen geriehtet sind. 

Die Erkenntnis diesel' eigenartigen Formanderungen del' Quer
sehnitte ist unter Umstanden von groBer praktisehel' Bedeutung, 
wie unter Ziff. 3 am Sehlusse dieses Paragraphen naher erortert 
werden wird. 



C. Bach, Elastizitat. 5. Auf!. Taf. XII 

Fig. 2, § 34. 
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2. Schubspannungen. 

Da die Schubspannungen in den Querschnittselementen der 
Umfangslinie unter der Voraussetzung, daB ltuBere Krltfte hier 
nicht auf die Mantelflltche des Stabes wirken, nur tangential an 
diese Linie gerichtet sein konnen, so miissen sie auf der Be
grenzungsstrecke AC, Fig. 1 (Taf. XI) oder Fig. 3, in die Rich
tung AC fallen, ebenso auf der Strecke Be in die Richtung BC. 
DemgemltB ergeben sich im Flltchenelement C (Eckpunkt) des 
Querschnittes, da dasselbe sowohl der Linie AC wie auch der 

$" i!C 

e,A1JJIUa 
• I I 
: I I 

r----+---L-------.-~ 

: ' 
: 1 ~ 

't-.~ ------~r--ifL-----_--- -f 
~ i ..... 

~, ~~'t. -oj 1. 
e, ~';et -

:.--- ~--,-- 4 --~ 
Fig. 3. 

Linie BC angehort, zwei senkrecht zueinander gerichtete Schub
spannungen, welche eine Resultante liefern miiBten. Dieselbe 
hiitte jedenfalls die Forderung zu befriedigen, daB sie gleichzeitig 
in die Richtungen von AC und BC falle. Dieser Bedingung kann 
sie nur entsprechen, wenn ihre GroBe Null ist. Infolgedessen mull 
die Schubspannung inC selbst Null sein. Aus diesem Grunde 
werden sich die in den Querschnittselementen AC wirkenden Sehub
spannungen von A nach Chin bis auf Null vermindern miissen; 
ebenso werden die in B C tatigen Schubspannungen von B nach 
C bis auf Null abzunehmen haben. 

Die Richtigkeit dieser Erwligungen wird voll bestatigt durch 
die oben unter Ziff. 1, a angegebene Beobachtung. Dort war fest
zustellen, daB die Schiebungen in den Kantenpunkten, d. h. in C 
Null waren, nach der lVIitte der Seite, d. h. nach A bezw. B hin 
erst rasch und dann langsamer wuchsen, entsprechend einem Ver
laufe etwa nach der Kurve C H, Fig. 3, die erhalten wird durch 
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Ermittlung del' Anderungen del' urspriinglich rechten Winkel; 
demgemaB werden sich auch die Schubspannungen von C nach A 
hin andern. 

Zum Zwecke del' Bestimmung der letzteren erinnern wir uns, 
daB beim elliptischen Querschnitt (§ 33) die im beliebigen Punkte 
P wirkende Spannung T die beiden Komponenten Ty und Tz Iieferte, 
fiir welche galt 

Ty=Ay Tz = Bz. 

Hier werden Ty (senkrecht zur y-Achse) und Tz (senkrecht zur 
z-Achse) in entsprechender Weise von y und z abhangen miissen. 
Dort waren A und B konstante GraBen, wahrend sie hier ver

b 
anderlich sein miissen, da ja Ty fiir y = 2 nach Chin bis auf 

h 
Null abzunehmen hat, eben80 T z fiir z = 2 . 

Wird die Schubspannung in del' Mitte del' langen Seite, d. h. 
in A mit T~, diejenige in Punkt P', welcher im Abstande z von A 
auf del' Strecke A C gelegen ist, mit T' bezeichnet und AH T~, 

P' P" = 'C' gemacht; wird ferner in Anlehnung an § 38, Fig. 4, dem 
Anderungsgesetz del' Schubspannungen in del' Linie AC, d. h. 
dem Verlaufe del' Linie Cp" H, die einfachste Kurve, die gewahn
liche Parabel mit H als Scheitel und H A als Hauptachse zu
grunde gelegt, so folgt nach dem bekannten Satz, daB sich bei 
del' Parabel die Abszissen verhalten wie die Q,uadrate del' Ordinaten 

( , ,). _ ~2. (h ) 2 
Ta - 'C • 'C a - '" • 2 

DemgemaB setzen Wlr fiir den Faktor A in der Gleichung 
'Cy = Ay 

und ganz entsprechend fiir B in dem Ausdruck 'Cz = Ez 
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wenn c, d, 'In und n Konstante sind, und -r;, die Schubspannung im 
Punkte B bezeichnet. 

Die Gleichungen 

'Cy = Ay '[;z = Bz 

Iiefem, da A fur z = 0 und B fur y = 0 konstant, die in Fig. 4 
dargestellte Spannungsanderung. Somit nach dem in del' FuBbe
merkung S. 308 ausgesprochenen Satz 

Es ergibt sich 

r"""---,ll- --., r ! 

-r-----
, I 

I '7i" ~----:-:-----; 

L--""-";-Z;; a 
I 

Fig. 4. 

'[;y = 'In [1 - (2: ny, 
'Cz = n [1 - (2bY Yl z 

und III ganz gleicher Weise wie in § 33, Ziff. 2 

lffd = 112 'In b3 h + 112 n b k3 - 4 (~ + ; Lf y2 Z2 df· 

B a c h, Elastizitiit, 5, Auf!. 21 

1) 
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wird 

V. Drehlmg. 

Wegen 
b h +- +-

5y2 Z2 df = S 2 y2 dy S 2 Z2 dz = _1_ b3 h3 

b h 144 
-2 -2 

Nun ist 

b 
fur den Punkt A, d. i. Y = 2 und z = 0, 

, 
Ty = 'la, 

womit nach der erst en del' Gleichungen 1 

und 

, b 
Ta = ~n2 

2 T~ 
odeI' m=--

b 

fur den Punkt B, d. i. Y = ° und z = ~ , 

infolgedessen nach del' zweiten del' Gleichungen 1 

Hiel'mit gehen die Gleichungen 1 und 2 tiber in 

, b [ ( 2y )2] = 2 'la hf 1 - -b- z, 

. 2) 

. 3) 
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beziehungsweise 

M _2 'b2h a- gTa . 4) 

Gleichung 4 fiihrt zu 

oder 

Die groBte Anstrengung tritt hierbei auf in den
jenigen Punkten der Urnfangslinie des Querschnittes, 
welche der Stabachse am nachsten liegen. 

(Vergl. das unter Ziff. 3 Erorterte.) 

Fig. 5. 

Urn ein Bild der Spannungsverteilung iiber den rechteckigen 
Querschnitt zu erhalten, sind in Fig. 5 die Spannungen fiir einige 
Flachenstreifen eingetragen. Es werden dargestellt die Schub
spannungen 

1) Dieses Ergebnis ist nUl' mit Annaherung richtig, wie ohne weiteres aus dem 
Gange del' Entwicklung folgt. Es entspricht deshalb auch den im Abschnitt 8 
enthaltenen allge'meinen Gleichungen nicht ganz. Die strengere Liisung, wie sie 
auf Grund del' letzteren zuerst von Saint~Venant gegeben worden ist, wurde 
bereits im V orwort zur ersten Auflage bel'llhl't (vergl. auch S. 348 u. f. sowie die 
Arbeit des Verfassers in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1889, 
S. 137 u. f.). 

In neuester Zeit haben sich die Arbeiten von Prandtl (Physikalische Zeit
schrift 1903, S.758 u. f., Jahresbericht del' deutschen Mathematiker-Vereinigung 
1904, S.31 u. f.), Henneberg (Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 51. Bd., 
1904, S. 225 u. f.) u. a. mit der Aufgabe befaBt. 

21* 
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fiir die in del' Linie CA liegenden Querschnittselemente durch 
die wagrechten Ordinaten der Kurve CB; 

fiir die in der Linie CB liegenden Querschnittselemente durch 
die senkrechten Ordinaten der Kurve CJ, 

fiir die in der Linie 0 A liegenden Querschnittselemente durch 
die zu 0 A senkrechten Pfeillinien, 

fiir die in der Linie 0 B liegenden Querschnittselemente durch 
die wagrechten Ordinaten der Geraden 0 K, 

fiir die in der Linie 0 C liegenden Querschnittselemente durch 
die geneigten Ordinaten der Kurve OMC. 

Die letztere Linie folgt aus den Gleichungen 3 unter Beach
tung, daBfiir die Punkte der Diagonale OC 

ist. Hiermit ergibt sich dann fiir die einzelnen III 0 C gelegenen 
Flachenelemente 

'Lz : 'Ly = b ~ h, 

d. h. die Schubspannungen sind parallel gerichtet, und 

,[ (2y)2]y,/ (6)2 = 2'Lu 1 - b TV 1 + T . 

Fiir 

Y = 0577 ~ , 2 

erlangt 'L seinen graB ten Wert. 
1m FalIe b = h, d. i. fiir den quadratischen Querschnitt, stehen 

die Schubspannungen senkrecht auf den Diagonalen. 
Hierbei ist im Auge zu behalten, daB diese .Schubspannungen 

immer paarweise auftreten und deshalb gleichzeitig in der Ebene 
des Querschnittes und in senkrecht dazu stehenden Ebenen wirken. 

(Vergl. SchluBbemerkung zu § 32.) 
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Die Beziehungen 3, § 32 (Kreis), 4, § 32 (Kreisring), 7, § 33 
(Ellipse), 11, § 33 (Ellipsenring) und 5, § 34 (Rechteck) lassen sich 
auf die gemeinsame Form 

bringen, worin bedel1tet 

o Md< cpkd -
= b 

Md das Moment des drehenden Kraftepaares, 
o das klein ere del' beiden Haupttragheitsmomente, 

6) 

b fiir den Kreis den Halbmesser, fiir die Ellipse die kleine 
Halbachse, fiir das Rechteck die kleinere Seite, 

kd die zuIassige Drehungsanstrengung, 
cp einen Zahlenwert, welcher betragt 

d 
fiir den V ollkreis und den Kreisring mit b = 2 cp = 2, 

fiir die V ollellipse und den Ellipsenring 

fiir das Rechteck 

cp = 2, 
8 

cp =3' 

Auf dieselbe Form, Gleichung 6, laBt sich auch del' Aus
druck fiir das gleichseitige Dreieck 

sowie derjenige fiir das gleichseitige Sechseck 

M __ l_k b31) 
d- 1 09 d , , 

worin je b die Seitenlange bezeichnet, bringen. 
Es ist dann 

cp = 1,385, 

beziehungsweise 

cp = 1,694. 

1) S. u. a. Herrmann, Zeitschrift des osterr. Ingenieur- und Architekten
vereines 1883, S. 172. 
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Die Gleiehung 6 sprieht deutlieh aus, daB die Widerstands
fahigkeit gegeniiber Drehungsbeanspuehung von dem 
kleineren der beiden Haupttragheitsmomente bestimmt 
wird, daB also das graBere nieht in Betraeht kommt. 

3. Gehindm'te AttsbiZdttng dm' QuerschnittswQZbung. 

Unter Ziff. 1 erkannten wir, daB die urspriinglieh ebenen 
Quersehnitte des reehteekigen Prism a infolge Einwirkung des 
Drehungsmomentes in gekriimmte Flaehen iibergehen. Fiir den 
Fall, daB der Quersehnitt langgestreekt war wie bei Stab Fig. 1 
(Taf. XI), fand sieh, daB die Streeken, um welehe hierbei die 
einzelnen, von den Seitenmitten abgelegenen Quersehnittselemente 
aus der urspriingliehen Quel'sehnittsebene hel'ausgetreten waren, 
verhaltnismaJ3ig bedeutend ausfielen. (Vergleiehe daselbst die 
gestriehelte Linie, welehe die urspriingliehe Ebene des jetzt ge
walbten Quersehnittes angibt; das Aehsenkreuz ist beiden ge
meinsam. ) 

Solange del' auf Dl'ehung in Ansprueh genommene Karpel' 
durehaus prismatiseh ist, hat diese Kriimmung del' Quersehnitte 
in del' Regel ein bedeutendes Interesse fur den Ingenieur nieht1). 

Ganz andel's gestaltet sieh jedoeh die Saehe, sobald diese Voraus
setzung nieht mehr erfi.i.llt ist. 

Handelt es sieh beispielsweise um einen Karpel', wie in § 35, 
Fig. 1, dargestellt, del' an seinen Enden Platten tragt, dureh welehe 
die beiden Kraftepaare, die sieh an ihm das Gleiehgewieht halten, 
auf den mittleren prismatisehen 'l'eil wirken, so bietet sieh da, 
wo diesel' an die Platte ansehlieBt, del' Quersehnittskriimmung ein 
Hindel'llis. Insbesondere sind die naeh den Stabkanten zu ge
legenen Fasel'll, Fig. 1, Taf. XI, gehindert, um den verbaltnis
maBig bedeutenden Betrag, den die erhabene Walbung verlangt, 
von der Platte sieh zuriiekzuziehen. Infolgedessen entstehen in 
allen denjenigen Querschnittselementen, welehe unter Einwirkung 
des Drehungsmomentes bestrebt sind, ihre Entfel'llung von del' 
Grundebene zu vergraBern (sieh erhaben zu walben, d. s. die Reeht
eeksviertel 1 und 3, Fig. 1), Zugspannungen, wahrend in allen 

1) Vergl. Fu13bemerkung 1, S. 328. 
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denjenigen Querschnittspunkten, welche bestrebt sind, den bezeich
neten Abstand zu verringern (sich vertieft zu wolben, d. s. die 
Rechtecksviertel 2 und. 4, Fig. 1), Druckspannungen wachgerufen 
werden. Sind diese Normalspannungen geniigend groB, so kann 
del' Bruch, obgleich die auBeren Krafte nur ein auf Drehung 
wirkendes Kraftepaar ergeben, durch ZerreiBen del' am stal'ksten 
gespannten Fasern veranlaBt werden. 

Einel' a uB eren Zug- oder Druckkraft bedal'f es nicht, da die 
Zugspannungen in gewissen Querschnittsteilen (Rechtecksviertel 
1 und 3, Fig. 1) durch Druckspannungen in den anderen Quer
schnittselementen (Rechtecksviertel 2 und 4, Fig. 1) im Gleich
gewicht gehalten werden. 

In solchen Fallen del' mehr odeI' mindel' vollstandig gehin
derten Ausbildung del' Querschnittswolbung riicken die gefahr
detsten Stellen, welche bei Nichthinderung diesel' Ausbildung mit 
denjenigen Punkten des Querschnittsumfanges zusammenfallen, 
welche del' Stabachse am nachsten liegen, von der letzteren fort; 
beispielsweise in Fig. 1 von .A nach Chin. Bei langgestreckten 
Querschnitten werden sie sehr rasch von .A nach Chin vorwarts
schreiten. 

Beim quadratischen Quel'schnitt, Fig. 2 (Taf. XII), bleibt C 
in del' urspl'iinglichen Quel'schnittsebene; infolgedessen ist es aus
geschlossen, daB bei Gleichal'tigkeit des Materiales die groBte 
Anstrengung in oder nahe bei C anftl'itt. Sie ist - allgemein -
da zu suchen, wo die Gesamtinanspruchnahme, hel'riihrend von 
den Schubspannungen, welche durch das Drehungsmoment ver
ursacht werden, und von den Normalspannungen, die infolge der 
Hinderung der Querschnittswolbung ins Dasein tl'eten, den groBten 
Wert erlangt. Bei dem quadl'atischen Querschnitt wird sie -
soweit dies hier ohne Anstellung besonderer Rechnungen beurteilt 
werden kann - del' Mitte del' Seitenflachen viel naher liegen als 
den Stabkanten. 1hre Bestimmung, welche iiberdies von dem Grade 
der V ollstandigkeit del' mehrfach erwahnten Hinderung del' Quer
schnittskriimmung abhangt, gehort in das Gebiet del' zusammen
gesetzten Elastizitat und Festigkeit. 

(Vergl. auch den vorletzten Absatz von § 32 sowie die Be
merkungen zu Gleichung 2, § 31, Ziff. 1.) 

Die zur Berechnung von Staben, welche durch Drehung be
ansprucht werden, in diesem und den vorhergehenden Paragraphen 
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aufgestellten Gleiehungen sind unter del' stillsehweigend gemaehten 
V oraussetzung entwiekelt, daB die Quersehnittswolbung sieh unge
hindert ausbilden kann 1). 

§ 35. Drehungsversuche. 

1. Abhangigkeit dm' Dreh~tngsfestigkeit des Gttfteisens von de1' 

Qltm'schnittsfm·1n. 

Diese Abhangigkeit muB bei GuBeisen wegen del' Vel'ander
liehkeit des Sehubkoeffizienten {1 in ziemlieh bedeutendem MaBe 
vorhanden sein. (Vergl. § 32.) 

Verfasser hat naeh del' bezeiehneten Riehtung hin eine Anzahl 
von Versuehen angestellt. TIber einen Teil derselben ist in del' 
Zeitsehrift des Vereines deutseher Ingenieure 1889, S. 140 bis 145 
und 162 bis 166 ausfiihrlieh beriehtet worden 2). 

Die je unter einer Bezeiehnung aufgefiihrten Versuehskorper 
sind aus dem gleiehen Material (bei demselben Gusse) hergestellt 
worden. 

Gu.8eisen A.. 

Zugstabe bearbeitet. 

1655 + 1480 + 1601 
Zugfestigkeit Kz = 3 1579 kg/qem. 

a) Stabe mit rechteekigem Quersehnitt, unbearbeitet. 

tE' ~-----~'-----4} -- fJl -- - ~-------------------~-
1 -----1--------
~ r<

I 

Fig. 1. 

1) Die~e Voraussetzung trifft auch fiir genau prismatische Stabe streng 
nicht zu; denn denken wir uns einen solchen Stab von del' Lange I an den 
Enden je auf die Erstreckung x von den beiden Kraftepaaren ergriffen, die sich 
an ihm das Gleichgewicht halten, so erkennt man, da~ fiir die beiden Stirnflachen 
des Stabes das verdrehende Moment gleich Null ist und erst zu Ende der Strecke x 
die volle Gra~e erreicht, die es fUr den mittleren Stabteil von del' Lange 1- 2 x 
besitzt. Es besieht somit eine gewisse Hinderung gegeniiber del' Querschnitts
walbung, die sich auf einer Strecke graller als :1: geltend machen mnll. 

2) Siehe auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 80 u. f. 
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Durchschnittliche Drehungs-
Abrnessungen 

festigkeit 
Seiten- Kd 

I 

i JI:J Bemerkungen 

I Kd =4,5 1,2 ~i 
-

verhaltnis I b II Kz 

I em em I em kg/qem 

4 Stabe I 53 3,15] 3,20 I 2228 1,421 nm,h ,dolgt 1m 
b:h=l:l 

I 
p rismatisehen Teil, 
Fig. 8 (Tafel XIII). 

4 Stabe I 56 3,13 7,82 2529 1,60 Bruch erfolgt i 

b: h= 1: 2,5 
I 

der N&he del' eine 
oder anderen End 

n 
n 

platte, Figul' 9 
(Tafel XIII). 

4 Stabe 56 3,08' 15,07 2366 1,50 Desgl. 

b:h=1:5 

3 Stabe 54 1,66 15,13 2508 1,59 Desgl. 

b:h=1:9 
I 

Die Bruchflache, Fig. 8 (Taf. XIII), laBt vel'muten, daB bei den 
quadratischen Staben del' Bruch, del' plotzlich erfolgt, in der Mitte 
del' Seitenflache oder wenigstens in dereu Nahe begonnen habe, 
wie dies nach § 34, Ziff. 3, del' Fall sein soil. 

e Bei den Staben mit langgestreckter Form des Querschnittes 
scheint es dagegen, als ob del' Bruch, Fig. 9 (Taf. XIII), welcher 
immer in del' Nahe einer del' beiden zum Einlegen in die Prufungs
maschine dienenden Endplatten erfolgte, von auBen, d. h. von einer 
Ecke oder in deren Nahe, seinen Anfang genommen habe. 

J edenfalls ist hieraus zu schlie Ben , daB Kcl fur die Stabe mit 
langgestrecktem Querschnitt zu klein ermittelt wurde. Ferner er
kennen wir. als durch den Versuch nachgewiesen, daB ein auf 
Drehung beanspruchterKorper, dessen Querschnitt in 
del' einen Richtung eine wesentlich groBere Erstreckung 
besitzt als in del' anderen, da, wo in Richtung del' Stab
achse del' schwachere prismatische Teil an einen starkeren 
anschlieBt - wie im vorliegenden Falle das rechteckige Prisma 
an die Endplatten - die Anstrengung keine reine Drehungs
beanspruchung mehr ist, daB vielmehr daselbst auch 
Normalspannungen auftreten. (Vergl. § 34, Ziff.3.) 
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b) Stabe mit kreisformigem Querschnitt. 

ttt! ~ ~------ - ------t _;-- I __ ~ ______________________ _ 

-----560 -------

Fig. 2. 

Bezeichnung 

Drehungs- I 
Dureh- , 

festigkeit I 
Kd messer 

16 Ma Bemerkungen 
d K--- K. d- 7T. d 3 

em kg/qcm 

3 Stabe, unbearbeitet 10,23 1618 1,02 Bruch erfolgt plotz-
lich im prismatischen 
Teil. 

1 Stab, bearbeitet 9,6 1655 1,05 Desgleichen, siehe 
Fig. 10 (Taf. XlV). 

Von hohem Interesse erscheint die Bruchflache des linken 
Stiickes der Fig. 10 (Taf. XIV). Deutlich sprechen hier die kleinen, 
der Langsfuge anhangenden Bruchstiicke dafiir, daB die Trennung 
schlieLllich - nach vorhergegangener RiBbildung unter 45° -:
durch Abschiebung in angenahert achsialer Richtung erfolgt ist 
(vergl. Fig. 5, § 32, sowie das in § 32 am Schlusse Bemerkte). 

Ein EinfluB der Entfernung del' GuBhaut auf die Drehungs
festigkeit kann nicht festgestellt werden, da diese fiir die drei 
unbearbeiteten Stabe zwischen 1574 und 1683 kgJqcm schwankte. 

c) Hohlstabe mit kreisformigem Querschnitt, unbearbeitet. 

11 1-------------t $; -- -=-~--~--~-------~--=----~-I -- - - - - - 5ltO - - - - - ---
--------- --- -- -------- -

Fig. 3. 
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DurChmess. er 1\- Drehungsfestigkeit 
---I -- T 16 Md 

Bezeichnung did lid = - -d4 d 4 d o n - 0 

cm cm I kg / q cm 

Bemerkungen 

3 Stabe 10,2 6,97 I 1297 

I 

0)82 Bruch erfolgt plotz
lich im prismatischen 
Teil. 

Hinsichtlich der Bruchflache vergl. die zu "GuBeisen B" ge
horige Fig. 11 (Taf. XIV). 

Die Drehungsfestigkeit nahert sich dem Werte, welcher nach 
Gleichung 6, § 31, zu erwarten ist, entsprechend dem Umstande, 
daB die Drehungsbeanspruchung hier del' einfachen Schubanstren
gung ziemlich nahe gekommen ist. Fur do = d wurde die Drehungs
anstrengung vollstandig dieselbe sein wie die Inanspruchnahme 
auf Schub. 

d) Hohlstabe mit quadratischem Querschnitt, unbearbeitet. 

,4 i-----'·------~ 
- ~j, -- ~:-::.:-::.~-=:-=----~::.----.-=-----~--
~~ ----------------------- -

~+ - - - - - - 5170 - - - - - -

Fig. 4. 

Bezeichnung 

I Seitenlange I Drehungsfestigkeit 
------ M 

1 5 rl 
a 'a Kd =4, -.----. a loa -aD 

cm I cm kgjqcm 

Bemerkungen 

4 Stabe 16,21 3,16 1788 
I 
1 1,13 Bruch erfolgt plotzlich 

im prismatischen Teil, 
Fig. 12 (Taf. XV). I I 

Die Bruchflache, Fig. 12 (Taf. XV), berechtigt zul' Vermutung, 
daB del' Bruch in del' Mitte del' Seite begonnen habe. 

Vergleicht man die Dl'ehungsfestigkeit bei vollquadratischem 
Querschnitt (a) mit derjenigen bei hohlquadratischem, so findet sich 

2228: 1788 = 1,25: 1. 
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Derselbe Vergleich fiir V ollkreis (b) mit Kreisring (c) ergibt 

1618: 1297 = 1,26: 1, 

also dasselbe. 
Beide Vergleiche lemen, daB das nach del' Stabachse zu 

gelegene Material (GuBeisen) bei del' Drehung durchaus 
nicht so schlecht ausgeniitzt wird, wie man dies al1-
zunehmen pflegt. 

Nach § 32 war, da fiir GuBeisen del' Schubkoeffiziel1t t1 mit 
zunehmender Spal1l1ung wachst, dieses Ergebl1is zu erwarten. 

Es entspricht dies ganz dem Ergebnisse, zu welch em die Er
orterul1gel1 in § 20, Ziff. 4, sowie die Versuche § 22, Ziff. 2, bei 
Biegungsbeal1spruchung des GuBeisens fiihrten. 

e) Stabe mit [-formigem Querschnitt, unbearbeitet. 

-------5'+0 ------

W ~t-u ____________ > 
.D 

r,----------- -- ________ -J ~-~---- -- - - - --~ - !~-.---.-.-.-.-.-.-.-.=! 

Fig. 5. 

a) Verhaltnis b:h= rv 1:1,6. 

Abmessungen 
Bruehmoment ----

No. 
, 

I 
1I1d b I II bo lio 

I 
I kg.em em em em em 

1 10,3 I 15,1 8,6 11,9 34000 
2 10,25 

I 

16,15 8,6 11,95 33750 
3 10,3 15,2 8,6 12,0 35500 

Del' Bruch beginnt damit, daB gleichzeitig odeI' unmittelbar 
aufeinal1der folgend die beiden Querrippen von auBen einreiBen, 
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und zwar die eine bei m, die andere bei n, also diametral gegen
uberliegend. Die Drehrichtung des Momentes ist hierbei derart, 
daB - von Platte A nach Platte B gesehen - A in del' Rieh
tung des Uhrzeigers verdreht wird. 

Die oben eingetragenen Werte von Md sind die Drehungs
momente, welche sich unmittelbar VOl' diesem EinreiBen del' Quer
rippen ergaben. Sob aId letzteres erfolgt, sinkt die Schale del' 
Kraftwage, entspreehoend einer Verminderung des Momentes, 
welches auf den Stab wirkt. Fur den. Stab No.3 wurde diese 
Verminderung bestimmt, weshalb dessen Verhalten noch kurz be
sehrieben werden solI. 

Stab No.3. 

Bei Md = 35500 kg. cm reiBen die Querrippen an den zwei 
Stellen m und n von auBen ein, das Drehungsmoment sinkt auf 
25250 kg. em. Unverletzt ist in dem Querschnitt bei m, be
ziehungsweise n noch del' innere Teil del' nur auBen (auf reieh
lieh die Halfte) gerissenen Querrippe, del' Steg und die andere 
Querrippe bei 0, beziehungsweise p. Bei fortgesetzter Verdrehung 
steigt das Moment auf 35250 kg . em und nimmt dann wieder abo 
Del' Bruch del' Querrippe bei n beginnt sich in den Steg hinein 
zu erstreeken, schlieBlich bricht diesel' und bald auch die andere 
Querrippe bei p. 

(1) Verhaltnis b: h = rv 1: 3. 

Abmessungen Bruehmoment 

No. b I h 
i bo flo lIld I M' 

I 
I 

I 
d 

em em I em em kg.em kg.em 
i 

I 1 5,2 ! 15,2 3,5 12,0 27260 -

2 5,2 15,2 3,5 12,0 26750 27750 
3 5,2 15,3 3,5 12,0 24000 25500 

Bruch erfolgt in ahnlicher Weise, wie unter IX erortert. 
Bei dem Drehungsmoment Md reiBen die Querrippen an zwel 

einander diametral gegenuberliegenden Stellen (m und n, Fig. 5) 
von aden ein, das Drehungsmoment sinkt ein wenig (z. B. bei 
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No.3 von 24000 auf 23000, also urn weit weniger als beim Ein
reiBen del' Stabe unter IX, fiir welcbe die Breite b rund nocb ein
mal so graB ist). Mit Wiederaufnabme del' Verdrebung steigt es 
auf M~ > Mdl den Brucb heibeifiihrend. Del' Bruch des Steges, 
welch letztel'el' noch untel'stiitzt wird durch die zweite unverletzte 
Quel'l'ippe desselben Querschnittes, fol'dert also ein etwas groBeres 
Dl'ehungsmoment, als zum EinreiBen del' einen Querl'ippe des 
unverletzten Stabes notig ist; del' Stab tragt demnach mit 
eingerissenel' Quel'rippe mehl' Wle 1m unverletzten Zu
stande. 

FitI' den Versuch No. 1 unter ex witrde Gleichung 6, § 34, 

mit cp = ~ und bei Ersetzung von kd durch Kd liefern 

K = ~!!~ b = ~. 34000 .103 = rv 290 kgjqcm. 
cl 8 (-) 8 528 ' 

Fitr den Versuch No.1 unter fJ witrde die Gleichung 6, § 34, 
ergeben 

K = ~ Ma b = ~ . 2725Q . 5 2 = rv 880 kg(qcm. 
cl 8 0 8 70,5 ' 

Werden diese beiden fitr Krl erlangten Werte mit del' Drehungs
festigkeit rechteckiger Stabe verglichen (a), so ergibt sich, daB 
die G leichung 6, § 34, fitr Korper mit Querschnitten del' 
hier vorIiegenden Art unbrauchbar ist; denn urn auf eine 
Spannung zu gelangen; wie sie del' Drehungsfestigkeit rechteckiger 
Stabe entspl'icht, miiBte r.p im ersteren FaIle (290 kg/qcm) 8mal, im 
letzteren (880 kg(qcm) dagegen reichlich 21/2 mal so gr~B ge
nommen werden. 

Wiirde man beim Stab No. 1 unter IX die Querrippen umlegen 
uud au den Steg anschlieBen, so daB ein rechteckiger Querschnitt 
erhalten witrde von del' Rohe It + 2bo = 15,1 + 2 . 8,6 = 32,3 cm 
bei einer durchschnittlichen Breite von 

It (b - bo) + 2bo (It - ko) _ 15,1.1,7 + 17,2.1,6 = 1,64 em, 
h+ 2bo 32,3 
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so w~l'e mit Kd = 2500 kg/qem (wie untel' a fiir l'eehteekige Stabe 
von 15,1 em Rohe und 1,66 em Starke gefunden) naeh Gleiehung 5, 
§ 34, auf ein Drehungsmoment von 

2 2 
Md=9 b2 h Kd = 91,642.32,3.2500 = rv 48200 kg. em 

zu l'eehnen. Das wiirde 

100 48200 - 34000 = 42% 
34000 

mehr sein, als del' l'ippenformige Quersehnitt tatsaeblieh vertrug. 
Wird die Festigkeit des Stabes No. 1 unter fJ in Vergleieh 

gesetzt mit del' Widerstandsfahigkeit, welehe sein Steg allein be
sitzen wiil'de, d. h. mit 

Md = f (5,2 - 3,5)2 . 15,2 . 2500 = rv 24400 kg . em, 

so £ndet sieh, daB del' Stab No. 1 unter fJ nieht wesentlieh mehl' 
tl'agt (Md = 27250 kg. em) als del' Steg fiir sieh ohne Querrippen. 

Wil' el'kennen hiel'aus, daB die untel'suehten Stabe mit 
[- fol'migem Quel'sehnitt gegeniiber Dl'ehungsbean
spl'nehung vel'haltnismaBig wenig widel'standsfahig sind. 
(Vel'gl. untel' GnBeisen B, d.) 

f) Stabe mit I-fol'migem Quel'sehnitt, unbearbeitet. 

Fig. 6. 
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a) Verhliltnis b : k = rv 1 : 1,5. 

Abmessungen Bruehmoment 

No. 1 

1 

1 

i11d ·1 b 

I 
It bo 

I 
ho M~ 

em em 
1 

em em kg. em 'I kg. em 

1 10,1 15,1 8,6 11,9 45000 52500 
2 10,2 15,2 8,6 12,0 55000 63000 
3 10,3 15,2 8,7 12,0 46500 59000 

Bruch gesund. 
Bei Md reiBen gleichzeitig odeI' unmittelbar aufeinander 

folgend die Querrippen an 4 Stell en von auBen ein. Ist del' 
Drehungssinn des Momentes derart, daB beim Sehen von del' 
Platte .A gegen die Platte B hin .A in del' Richtung des Uhrzeigers 
gegeniiber B verdreht wird, so reiBt die un tere Rippe rechts 
bei n, links bei u, die obere rechts bei m, links bei 'V von 
auBen ein. Mit dies em EinreiBen sinkt das Moment nul' sehr 
wenig. Bei Fortsetzung des Versuchs steigt das Moment auf M~, 
welches wesentlich groBer ist als M d' fiihrt in dieser GroBe den 
Bruch des Steges und damit des Stabes herbei. Derselbe tragt 
demnach mit eingerissenen Querrippen bedeutend mehr 
wie im unverletzten Zustande. 

fJ) Verhaltnis b: k = rv 1 : 3. 

Abmessungen Bruchmoment 

No. b Ii bo ho Md M' d 

em em em em kg. em kg. em 

1 5,0 15,1 3,4 11,9 32500 33750 
2 5,0 15,2 3,4 12,0 30750 32250 
3 5,0 15,1 3,4 11,9 28750 30750 

Bruchflliche hei 1 und 2 gesund, bei 3 gesund bis auf eine 
unbedeutende Stelle. 



§ 35. Drehungsversuche. 337 

Bruch erfolgt in ganz ahnlichel' Weise, wie unter a erortert. 
Bei Md beginnt das EinreiBen dei- Querl'ippen, M~ bringt den 
Steg und damit den Stab zum Bruche. 

y) Verhaltnis b: h = ,"-.} 1 : 6. 

Abmessungen !BYllehmoment 

No·1 

I 

b It 

I 

bo flo 

I 

Md 
em em em em kg.em 

I 

I 
\ 

i 

1 
I 

2,5 15,1 0,9 12,0 25250 
I 

Bruch erfolgt plotzlich. Bruchflache bis auf eine sehr kleine 
Stelle gesund. 

Wird Kd auf Grund del' Gleichung 6, § 34, mit p = ~ 
fur die Stabe No.3 unter a, No.1 unter fJ und No.1 unter r 
berechnet, so findet sich 

3 46500 
Kd = S 295 .10;3 = 609 kg/qcm, 

3 32500 
K = - ----- 5 = 1641 kg/qcm 

d 8 37 . , 

K 3 25250 2 ~ 2912 k / d=S813' ,o=gqcm. , 

Aus del' Verschiedenartigkeit und del' absoluten GroBe diesel' 
Werte erkennen wir, daB auch fur I-Querschnitte die 
Gleichung 6, § 34, nicht verwendbar erscheint. 

Wurde man die Querrippen umlegen und an den Steg an
schlieBen, so daB je ein rechteckiger Querschnitt von 

del' Rohe 15,2 + 2 . 8,7 = 32,6 em, del' Breite 
15,1 + 2 . 3,4 = 21,9 -
15,1 + 2 . 0,9 = 16,9 -

1,6 em, bezw. 
1,6 • 
1,6 -

sich ergabe, so ware mit Kd = 2500 kg I qcm nach Gleichung 5, 
§ 34, auf ein Drehungsmoment zu rechnen von 

Bach, Elastizitiit. 5. Auf!. 22 
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2 2 
Md = 9 b2 h Kd = 9.1,62.32,6.2500 = rv 46360 kg. em, 

bezw. 
2 

Md = 9.1,62.21,9.2500 = rv 31150 kg. em, 

bezw. 

Md = ~ .1,62 .16,9.2500 = rv 24040 kg. em. 

Der Versuch ergab 

46500, bezw. 32500, bezw. 25250, 

also nur wenig hiervon verschieden, so daB ausgesprochen werden 
darf, daB die untersuehten I-formigen Quersehnitte hin
siehtlieh des Widerstandes gegen Bruch durch Drehung 
nahezu gleichwertig erscheinen mit rechteckigen Quer
schnitten, deren Breite gleich del' Steg- und gleich 
del' Rippenstarke 8 und deren Hohe gleich del' Summe 
h+ 2 bo, d. h. 

1) 

g) Stabe mit kreuzformigem Querschnitt, unbearbeitet. 

Fig. 7. 

, 
Abmessungen Tragheits- i Bruch-

No. 
\ 

moment moment 
8 It e Md 

Bemerkungen 

cm I cm cm4 kg. cm 

1 2,14 15,2 637 72500 Bruch gesund. 

2 2,1:t 15,1 616 73750 Bruch gesund bis auf 
1 eine ganz unbedeutende 

Stelle. 

Der Bruch erfolgt III beiden Fallen plotzlich. 
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Uber die Bruchflache vergleiche Fig. 13 (Taf. XV). Wie 
ersichtlich, entstehen je bei dem Bruche 6 Stucke: die beiden End
korper sowie vier Dreiecke, welche aus den Rippen herausbrechen. 

Die Gleichung 6, § 34, wurde mit q; = ~ Hefern 

fur No. 1 
. 3 72500 

Ka = 8 ~7 . 15,2 = 719 kg/qcm, 

- 2 
3 73750 _ 

Ka = 8 616 .10,1 = 676 kg/qcm, 

also viel zu kleine Werte. 
Abel' auch eine einfache Uberlegung zeigt, daB die Gleichung 6, 

§ 34, fur Stabe mit kreuzformigem Querschnitt nicht brauchbar 
sein kann. 

Ein kreuzformiger Querschnitt mit verhaltnismaBig geringer 
Rippenstarke 8 kann in del' Weise entstanden gedacht werden, 
daB man zwei gleiche rechteckige Querschnitte sich rechtwinklig 
kreuzend aufeinander legt. Aus del' Natur del' Inanspruchnahme 
auf Drehung folgt dann ohne weiteres, daB del' Widerstand dieses 
kreuzformigen Querschnittes doppelt so graB sein mnB wie der
jenige jedes der beiden Rechtecke, sofel'll zunachst davon abgesehen 
wird, daB sich in der Mitte Teile del' beiden Rechtecke decken. 
Nachdem nun fur rechteckigen Querschnitt die Gleichung 

Ma = ! [{a b~ h 

als zutreffend erkannt worden ist, nach welcher die Breite b des 
Querschnittes das Drehungsmoment im quadratischen Verhaltnisse 
beeinfluBt, wahrend die Hohe nur mit del' erst en Potenz wirksam 
ist, so ergibt sich auf Grund del' eben angestellten Erwagung fur 
den kreuzformigen Querschnitt 

1 
j , 

= ~ K 82 h (2 __ 8 ) 
9 a h 

2) 

22* 
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d. h. wie fur einen rechteckigen Querschnitt, dessen Breite gleich 
del' Rippenstarke und dessen Hohe durch Aneinandersetzen del' 
Rippen erhalten wird. 

Zur Prufung del' so gewonnenen Gleiehung 2 ziehen wir die 
Versuehsergebnisse heran. Dieselben liefern 
fur No. 1 

72500 
Kcl=4,5 2,142 (2.15,2 _ 2,14) = 2520 kg/qem, 

fur No. 2 

73750 
Kel=4,5 2,1 I2 (2 .15,1 _ 2,11) = 2655 kg/qem, 

Durehsehnitt 2587 kg/qem. 

Das sind Werte, die denjenigen entspreehen, welehe unter 
a fur reehteekigen Quersehnitt erhalten worden sind. Die auf 
dem Wege einfaeher Uberlegung gewonnene Gleiehung 2 liefert 
demnaeh Zahlen, welehe mit den Versuehsergebnissen in guter 
Ubereinstimmung stehen. 

No. 

I. 
I 
I 

1 
2 
3 
4 

Dureh-I 
sebnitt , 

GuBelsen B. 

a) Stabe mit quadratisehem Querschnitt. 

S. Fig. 1, l = 530. 

a) U n b ear b e i t e t. 

Breite 
I 

Rohe Brueh- Drehungsfestigkeit I 

b Ii moment _ Mel I 

I 
Mel K el - 4,5 b2 h I 

Bemerkungen 

I 
em em kg.em kg/qem I 

3,18 3 <) ') ,0 ... 20750 2776 Bruch gesund. 

3,19 3,28 19000 2561 - -

3,30 3,47 21250 2530 - -

3,10 
I 

3,26 17500 2514 Brueh gesund bis 

I auf eine blasige 
I i Stelle. I 

3,22 I 3,34 2598 
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Aus den hiel'bei el'haltenen Bruchstiicken wurden 3 Zugstabe 
hel'ausgeal'beitet. 

No. 

1 
2 
3 

No. 

1 
2 
3 
4 

Durch-
messer 

d 

em 

2,38 
2,37 
2,38 

. Quadrat- ! 

se1te 
II 

em 

3,00 
3,03 
3,22 
3,20 

Quer-
schnitt 

~d2 
4 
qcm 

4,45 , 
4,41 
4,45 

Brueh-
belastung 

Z 

kg 

7860 
7150 
7340 

Durchschnitt 

Zugfestigkeit 

K =Z'~d2 z • 4 

kg/qcm 

1766 
1621 
1649 

1679 

Bemerkungen 

Bruch gesund. 

J(d: Kz = 2598 : 1679 = 1,55 : 1. 

fJ) Beal'beitet . 

Bruch- . Drehungsfestigkeit .1 

moment kId 
j}I d K d = 4,5 /}l I 

kg. cm kg'qcm 

17250 2875 I 
16750 2710 
21000 I 2830 
19250· 2643 

Bemerkungen 

Bruch gesund. 

Bruch gesund bis auf einc 
blasige Stelle. 

Dul'chschnitt 2764 

Aus RohguBstaben von 38 bis 39 mm Seite gehobelt. 

Kd: Kz = 2764: 1679 = 1,65 : 1. 

Hiernach el'scheint die Drehungsfestigkeit del' bearbei
teten, also von del' GuBhaut befreiten Stabe urn 

100 2764 - 2598 = 64°/ 
2598 ' 0 

groBer als diejenige del' unbearbeiteten Stabe von 
quadratischem Querschn itt. 
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Die Vel'dl'ehung, namentlich auch die bleibende, 
welche del' bearbeitete Stab bis zum Bl'uche el'fahrt, ist 
wesentlich groBel' als diejenige des unbeal'beiteten. 

(Vergl. § 22, Ziff. 3, das Folgende unter b, (3, sowie in dies em 
Paragraphen untel' "GuBeisen A", b SchluBsatz.) 

No. 

1 
2 

No. 

1 

b) Hohlstabe mit kl'eisformigem Quel'schnitt. 

S. Fig. 3. 

a) Unbearbeitet. 

Dnrehmesser Brueh- \ Drehungsfestigkeit I 
moment 16 111 d 

Bemerkungen d do 111 I Kd=-~dl d n - Go 

em em kg. em kg/qem 

2315001 
I 

10,2 7,0 1428 Brueh gesunc1. 

10,25 6,9 243750 I 1451 Brueh bis auf eine 
kleine Stelle gesunc1. 

1 I 

Durchschnitt 1439 I 
I 

Kd: K z = 1439: 1679 = 0,86: 1. 

fl) A den abgedreht. 

Ul'spl'iinglichel' Durchmesser 102 mm. 

Durehmesser I Brueh- I Drehungsfestigkeit 
moment 16 lY1 d 

d do 
\ lY1 d 

Kd=-(j!(j! d 
n - 0 

em em kg.em kg/qem 
I 

9,65 7 1173500 1360 

I 

Kd: Kz = 1360 : 1679 = 0,81 : 1. 

Bemerkungen 

Brueh bis auf eine 
ganz unerhebliche 
Stelle gesunc1, Kern 
um 1 mm verlegt, 
Brnehflaehe siehe 
Fig. 11 (Taf. XIV) 
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Hiernach wurde der bearbeitete Hohlzylinder eine etwas ge
ringere Dl'ehungsfestigkeit aufweisen als die unbeal'beiteten; doch 
kann ein Urteil hieriibel' nicht gefallt werden, da del' EinfluB 
ungleichel' Wandstal'ke (einerseits reichlich 12, andererseits reich
lich 14 mm) das El'ge bnis trii bt, und da u berdies d urch Verringe
rung des auBeren Durchmessers da!! Verhaltnis do: cl groBer ge
worden ist. (Vergl. unter GuBeisen A, c letzten Absatz sowie Be
merkung 1 am Schlusse des § 36.) 

c) Stabe mit L-formigem Querschnitt, unbeal'beitet. 

\+-----------~ .... ----------.01 

~----~-~ -------~ 

Fig. 14. 

a) Seitenverhaltnis b: h = 1: 1. 

Abmessungen Brueh- I DrehungSfestigkeit 

I I 

moment 
I J!J No. b h Mel 
K -45 d Bemerkungen 

8 , el - , 82(6+11--8) 

em I em I em kg. em I kg! qClll 

1 

I 

10,2 I 10,4 
I 

2,15 I 47250 ! 2494 Bruch gesunc1 bis 
I auf eine ganz un-

2[ 

I 
I 

erhebliehe Stelle. 

10,2 10,2 I 2,15 47250 2520 Desgleichen. 

Durchschnitt 2507 

Bruch erfolgt plotzlich, ein dl'eieckiges Stiick in del' N~ihe 

einer del' beiden Endplatten bricht heraus. 
(Vergl. die Versuche unter "GuBeisen A", g, Fig. 13, Taf. XV.) 
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fJ) Seitenverhaltnis b: h = 0,6: 1. 

Abmessungen Brueh- Drehun gsfestigkeit 

I 
moment j}[ 

No. b It j}[d 
K =4'5 d Bemerkungen 

8 d , s2(b+h-s) 
I kg. em kgjqem em em I em 

1 6,3 10,4 2,15 37750 2526 Bruch gesund. 

2 6,0 10,3 2,10 35000 2515 Desgl. bis auf 
eine unerhebliehe 
Stelle. 

DurchschDitt 2520 

Bruch erfolgt plotzlich; eiD Dreieck bricht aus Wle unter a. 

r) b = 8, Querschnitt: Rechteck. 

Abmessungen Brueh- I Drehungsfestigkeit 

No. 

I 

moment j}[d 
Bemerkungen b h j}[d Kd = 4,5 7J2h 

em I em kg.em kg/qem 

1 2,00 10,3 24500 2700 Bruch gesund bis 
auf eine sehr kleine 
Stelle. 

2 2,02 10,35 24500 2611 Desgl. 

3 2,02 10,35 25250 2679 
I 

DurchschDitt 2663 

Bruch erfolgt plotzlich in del' Nahe eiDer der beiden End
platten. 

Ed: Kz = 2663: 1679 = 1,59: 1. 

Werden die unter a und fJ auf Grund der Gleichung 

3) 
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erhaltenen Drehungsfestigkeiten verglichen mit den unter r er
zielten, so ergibt sich das Mittel aus den ersteren allerdings urn 

100 2663 - 0,5 (2507 + 2520) = 5 ~ 0/ 
2663 ,/ 0 

geringer. Diesel' Unterschied ist abel' verhaltnismaBig so gering, 
daB die Gleichung 3, welche auf dieselbe Weise wie Gleichung 1 
gebildet wurde, als brauchbare Ergebnisse liefernd bezeichnet 
werden muB. Hierbei wird allerdings festzuhalten sein, daB die 

Rippenstarke wenigstens ~ del' Hohe betragt. 

d) Stabe mit L-formigem Querschnitt, unbearbeitet. 

Fig.5. 

Die untersuchten Stabe unterscheiden sich von den Prismen, 
welche aus dem GuBeisen A gefertigt worden waren, und libel' 
deren Prlifungsergebnisse dort unter e) berichtet wurde, dadurch, 
daB hier die Rippen- und Stegstal'ke verh!iltnismaBig groBer ist. 

No. 

1 
I 

2 
I 

a) Hohe bo del' Querrippen gleich del' d oppelten 

Rippenstarke. 

Abmessungen Brueh-

I 

-~-- moment 
b It bo ho 111d 

Bemerkungen 

em em I em em kg. cm 

6,1 10,2 4,0 6,1 I 38500 Brnch gesund. 

6,2 10,3 4,1 6,1 
I 

39000 - -
I 

Del' Bruch beginnt damit, daB gleichzeitig odeI' unmittelbar 
aufeinander folgend die beiden Querrippen von auBen eiureiBen, 
und zwar die eine bei m, die andere bei n, Fig. 5, also diametral 
gegenliber liegend. 

Wird nach dem EinreiBen del' Rippen del' Stab weiter ver
dreht, so setzt sich del' RiB durch den Steg hindurch fort bei 
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nahezu del'selben Belastung, welche das EinreiBen del' Quel'l'ippen 
herbeifiihrte. 

tJ) Rohe 60 del' Quel'l'ippen gleieh del' Rippenstarke. 

I AhmessLlngen Brueh-

l, moment I------~-----,-------,-----

No.1 
i b lio lvId 

Bemerkungen 

__ ~i ___ em __ -+ ___ cm __ ~ ___ c_m ___ :i ___ e_m __ -r __ k~g_._em __ -+ ____________ _ 

~ I !:~ ~~:~ ~:~5 I ~:~ 
34750 
36250 

Brq eh gesLlnd. 

Brueh erfolgt plotzlieh an den Enden. 
Die Stabe unter a mit 60 = rv 4 em halten hiernaeh nieht 

viel mehr als diejenigen unter tJ mit 60 = ,"V '2 em. 
Die Prufung del' Ergebnisse auf Grund del' Gleiehung 

worm 

8 die mittlere Steg- und Rippenstarke bezeiehnet, 

fiihrt zu folgenden Werten, wenn hierbei fUr 8 die Stegstar~e 

gesetzt wird, 

1 a) 
38500 

Kd = 4,5 2,12 (10,2 + 2.4) = 2159 kg/qem, 

2 a) R· 4 ~ 39000 2151 k I 

d = ,D 2,12 (10,3 + 2. 4-J) = glqem, 

Durehsehnitt 2155 kg/qem. 

1 tJ) 34750 
J(d = 4,5 = 2734 kg/qem, 

22(10,1+2.2,1) 

2 tJ) K 45 36250 , 2-02 k I 
cl = , 2,152 (10 + 2.2,05) ~ b g/qerD, 

Durehsehnitt 2618 kg/qem. 
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Del' fiir die Stabe 1 a) und 2 a) erhaltene lVIittelwert von 
2155 kg/qcm bleibt um 

100 2663 - 2155 = rv 19% 
2663 

unter del' Drehungsfestigkeit del' Stabe mit rechteckigem Quer
schnitt (c, r), wahl'end del' Durchschnittswert fLir die Stabe 1 P) 
und 2 (J) nur um 

2663 - 2618 u 
100 -----26-63---- = rv 1,7 /0 

davon abweicht. 
Del' Widerstand, welchen die Stabe unter tl dem Bruche durch 

Drehung entgegensetzen, ist demnach so groB wie flir einen Stab 
mit rechteckigem Querschnitt, des sen Breite gleich dem Mittel aus 
del' Steg- und del' Rippenstarke und dessen Hohe gleich h + 2 bo• 

Die Stabe unter a dagegen leisten einen wesentlich geringeren 
Widerstand. 

Hieraus und in Erwagung des bei dem GuBeisen A unter e) 
gefundenen Ergebnisses schlieBen wir:. Wenn Stabe mit [-for
migem Querschnitt gegeniiber Drehungsbeanspruchung 
widerstandsfahig sein sollen, so miissen del' Steg und die 
Rippen (Flanschen) verhaltnismaBig kraftig und iiberdies 
die Hohe bo del' letzteren gering gehalten werden. Dann 
erreicht die Widerstandsfahigkeit diejenige eines recht
eckigen Stabes, dessen Breite gleich del' Steg- und Rippen
starke 8 und dessen Hohe gleich h + 2 bo ist. 

C. Zusammenstellung der Drehungsfestigkeit fiir die Querschnitts. 
grundformen des Kreises und des Rechteckes. 

Zugfestigkeit des GuBeisens A 1579 kg/qcm 
B 1679 kg/qcm. 
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I ~ Drehungsfestigkeit 

No. Quersehnittsform I 
Kd in Teilen del' 

in kg/qem Zugfestigkeit 
I_~--.. 

A B 1 A I B 
I 

1 Kreis 1618 1,02 

2 Kreisring 1297 1439 0,82 0,86 

3 Rechteck 
b:h=l:l 2228 2598 1,42 1,55 

1: 2,5 2529 1,60 i 

1:5 2366 2663 1,50 1,59 
1:9 2508 1,59 

4 Hohlquadrat 1788 1,13 

2. Drehungswinkel. 

In diesel' Hinsicht liegen eine groBere Anzahl von Versuchen 
Bauschingers VOl'. 

Zivilingel1ieur 1881, S. 115 u. f. 

Bauschinger hatte sich die Aufgabe gestellt, die von 
de Saint-Venant herruhrende Gleichung 

5) 

zu prufen. In derselben haben {} Md e'f und t1 die unter V, S.302 
angegebene Bedeutung, wahrend 1/.1 einen Koef£zienten bezeichnet, 
welcher rechnungsma.Big ,betragell soIl I) 

fur den Kreis und die Ellipse 
fUr das Rechteck, wenn h: b = 1 : 1, 

h: b = 2: 1, 
h:b=4:1, 
h: b = 8: 1, 

1/.1 = 4 n 2 = 39,5, 
1/.1 = 42,68, 
1/.1= 42,0, 
If-! = 40,2, 
1/J = 38,5, 

I) Comptes rendus 1878, t. LXXXVII, S. 893 u. f. 
1879, t. LXXXVIII, S. 143. 
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fiir das gleichseitige Dreieck 
fiir das regelmaBige Sechseck 
fiir den Kreisausschnitt, wenn 

l/J = 45, 
l/J = 41, 

del' Zentriwinkel 
45°, 1/1 = 42,9, 
90°, l/J = 42,4, 

180°, l/J = 40,8. 

349 

Wird das gleichseitige Dreieck auBer acht gelassen, so unter· 
scheiden sich die Werte von l/J nicht bedeutend, infolgedessen 
bereits de Saint-Venant fur l/J den abgerundeten Mittelwert 40 
vorgeschlagen hat. 

Bauschinger HeB 5 'Paar Probestiicke aus GuBeisen, je 
von 1 m Lange, herstellen, und zwar: 

a) 2 Stabe von kreisformigem Querschnitt, 
b) 2 elliptischem a: b = rv 2: 1, 
c) 2 quadratischem 
d) 2 rechteckigem h: b = rv 2: 1, 
e) 2 h:b=rv4:1. 

Gleichung 5 ist aueh auf andere Querschnitte angewendet worden, wohl 
infolge des Umstandes, daJl de Saint-Venant von ihr sagt: "La formule peut etre 
appliquee non seulement It des sections elliptiques, mais It des sections de toute 
forme, en faisant varier fort peu la fraction que nous avons appelee ,/I". Das kann 
ohne Nachweis im einzelnen Falle zu groJlen Fehlern fiihren. So ergibt sich 
beispielsweise fiir den kreisfiirmigen Hohlzylinder mit einer im Verhaltnis zum 
Durchmesser gel'ingcn Wand starke bei Einfiihrung del' Bezeichnungen S.370 u. 371 

"", =~d 3 S 
'CI > 4 m 

folglieh nach Gleiehung 5, wenn t/J = 4 112 gesetzt wird, 

1 1 
,'I- = -;- 111 d P elm sa ' ....... 5a) 

wahrend Gleichung 6, § 32 liefert 
4 1 

.ft=-J11d P-d 3 
11 m S 

......... 5b) 

Beispielsweise filldet sieh fiir dm = 20 em, S = 1 em 

naeh Gleiehung 5a 
1 1 

,'I- = -;- Md Poo , 

nach Gleichung 5 b 1 1 
.ft = -;- Md P 2000 ' 

d. i. im ersteren Faile 100 mal meh!'! 
Gleiehung 5 gilt eben nicht fiir den Hohlzylinder. 
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Die GroBe der Querschnitte betrug 

bei den Staben a) bis d) 
e) 

j= 50 qcm, 
j=25 

Fiir gleiche Drehungsmomente (also bei im allgemeinen un
gleicher Anstrengung des Materials) laBt die Gleichung 5 mit 
den angegebenen Einzelwerten von l/J Drehungswinkel.{fa' .{fb' :fe' 

:Jd , .{f. erwarten, welche sich verhalten wie 

.{fa::Jb :.{fe:.{fd:.{f. = 1 : 1,25: 1,13: lAO: 9,1. 

Gemessen hat Bauschinger 

Del' Vergleich beider Verhiiltnisreihen zeigt, daB die fiir den 
kreisformigen und fiir den elliptischen Querschnitt auf dem Wege 
des Versuches ermitteIten Verhaltniszahlen mit den berechneten 
in sehr guter Ubereinstimmung stehen. Bei den iibrigen Quer
schnitten ist dies nicht in dem gleichen MaBe der Fall. Beriick
sichtigt man jedoch, daB die Entwicklung del' Gleichung 5 Un
veranderlichkeit des Schubkoeffizienten oder Dehnungskoeffizienten 
voraussetzt, wahrend diese Koeffizienten fiir GuBeisen tatsachlich 
veranderliche, mit wachsender Anstrengung zunehmende Werte 
aufweisen, welchel' Umstimd bedingt, daB die bei gleichem Momente 
starker angestrengten Stabe - das Paar e) ist starker beansprucht 
als d), d) bedeutender als c) und c) mehr als a) - einen groBeren 
Drehungswinkel ergeben miissen, als die Rechnung erwarten laBt, 
so darf die Ubereinstimmung del' beiden Verhaltnisreihen immerhin 
ais eine gute bezeichnet werden. l ) 

Zur Priifung del' Gleichung 5 konnen auch noch die Drehungs
versuche herangezogen werden, welche Bauschinger mit kreis
formigen und quadratischen Wellen aus verschiedenen Rohmaterialien 
(Siemens-Martinstahl von 6 verschiedenen Hartegraden, Bes
semerstahl von 5 verschiedenen Hartegraden, Feinkorneisen 
und sehnigem Eisen) ausgefiihrt hat. 

1) Vergl. in bezug auf Hohlzylinder u. s. w. Fu~bemerkung S. 349. 
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Nach Gleichung 5 ergibt sich, da del' Durchmesser bezw. die 
Quadratseite dieser Wellen je 100 mm betrug, daB die Drehungs
winkel sich verhalten miissen WIe 

~ 104 ~104 
32 6 

{}1 : (}2 = 4n2 Md ( )4 fJ: 42,68 Md --10-8- fJ = 1 : 0,698, 
~102 
4 

Gleichheit des Schubkoeffizienten vol'ausgesetzt. 
Die Messung an den 13 'iV ellenpaaren liefel'te nn Mittel 

allerdings mit Schwankungen del' Einzelwerte zwischen 0,633 bis 
0,747. Das Mittel der beo bachteten Werte stimmt hiernach sehr 
gut mit der berechneten Drehung uberein. 

Die Hel'beifuhrung des Bruches del' oben unter a) bis e) 
erwahnten 10 unbearbeiteten GuBeisenkorper durch Verdrehung 
ergab nach Bauschinger folgende aus Gleichung 6, § 34, berechnete 
Werte fur die Drehungsfestigkeit 

a) Kreis 

b) Ellipse 

c) Quadrat 

d) Rechteck h : b = f'J 2 : 1 

e) h:b=f'J4:1 

17 1915 + 1985 19h Ol I 
.Ad = 2 = D {g qcm, 

J{ = 2362 + 2720 = 2541 
d 2 

J{d = 2337 -;- 2569 = 2453 

K = 2561 +2919 = 2740 
d 2 

K = 3390 + 31~~ = 3262 
d 2 

.1. Versuche 'Jnit RundsUiben ltnd mit Sch'J'auben aus Schweifl

und Flufleisen. 

Uber diese vom Verfasser in erster Linie zu dem Zweck 
durchgefuhl'ten Untersuchungen, den EinfluB der Gewindegange 
auf die Widerstandsfahigkeit der Schrauben festzustellen, ist aus-
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fiihrlieh in der Zeitsehrift des Vereines deutseher Ingenieure 1895, 
S. 854 bis 860 und S. 889 bis 894 beriehtetl ). Unter Hinweis 
auf diese Veroffentliehung mull sieh Verfasser hier auf die An
fiihrung einiger der Hauptergebnisse besehranken. 

Reehtsgangige Sehrauben aus SehweiLleisen, dureh ein 
linkssinniges Moment verdreht, erfahren EinreiBen bezw. ZerreiBen 
der Gewindegange von auLlen, wie die Fig. 15 bis 18, Taf. XVI, 
deutlieh erkennen lassen, und zwar bei einer Beanspruehung, dureh 
welehe die Drehungsfestigkeit des Kernquersehnittes noeh nieht 
ersehopft ist, im Durehsehnitt bei rund 0,8 der Drehungsfestigkeit 
des Kernquersehnittes. 

Fig. 15 und 17 gelten fiir Sehrauben aus gezogenem, Fig. 16 
und 18 fiir Sehrauben aus gewohnliehem (vorher nieht iiber
anstrengtem) SehweiLleisen. 

Linksgangige Sehrauben aus SehweiLleisen zeigen bei links-. 
drehendem Momente diese RiLlbildung nieht, ebensowenig reehts
gangige Sehrauben aus SehweiLleisen bei reehtsdrehendem Momente. 

Bei Sehrau ben aus zahem FluLleisen tritt eine RiBbildung 
iiberhaupt nie~t auf. Hierin liegt - neben bei bemerkt - ein 
Beitrag zur Wertsehatzung des FluLleisens gegeniiber dem SehweiLl
eisen; einen weiteren liefert der Vergleieh des Aussehens der Ober
flachen der verdrehten SehweiLleisenstabe Fig. 19 bis 23, Taf. XVI, 
mit dem Aussehen der Oberflaehen der verdrehten FluLleisenstabe 
Fig. 24 und 25, Taf. XVP). 

Rundstabe erfahren dureh die Verdrehung eine Zunahme 
der Lange. 

Bei Sehrauben hat die Verdrehung durch ein linksdrehendes 
Moment zur Folge eine Verlangerung, wenn sie rechtsgangig sind, 
und eine V erkiirzung, wenn sie linksgangig sind. Die Ganghohe 
wird im ersteren FaIle kleiner, im letzteren groLler. 

Die Zugfestigkeit der Schrauben ist groLler als diejenige 
der Rundstabe aus dem gleichen Material (SchweiLleisen, FluLl
eisen), eine Folge der Hinderung der Querzusammenziehung. 

Die Drehungsfestigkeit der rechtsgangigen Schrauben 
aus SchweiLleisen ist bei linksdrehendem Momente kleiner als 
diejenige der Rundstabe aus dem gleiehen Material. 

1) . S. auch »Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 244 u. f. 
') Der Wert del' Verdrehungsprobe zur Feststellung der Giite des Materials 

ist heute viel zu wenig gewiirdigt. 
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Bei FluBeisen, das durch ein linkssinniges Moment verdreht 
wird, ist die Drehungsfestigkeit der rechtsgangigen Schrauben 
nahezu gleich derjenigen der Rundstabe, diejenige der linksgangigen 
Schrauben dagegen kleiner. 

Wahrend die Zugfestigkeit der Schrauben aus gezogenem 
SchweiBeisen bedeutend gr5Ber ist als diejenige der Schrauben 
aus nicht gezogenem SchweiBeisen, erscheint dies bei der Drehungs
festigkeit nur in geringem MaBe der Fall. 

§ 36. Zusammenfassung. 

Nach MaBgabe der in den Paragraphen 32 bis 34 enthaltenen 
Er5rterungen sowie auf Grund der in § 35, Ziff. 1 und 2, nieder
gelegten Versuchsergebnisse lassen sich folgende Beziehungen zu
sammenstellen. 

Ka: K" Drehungsmoment Drehungswinkel 
No. Querschnittsform 

Ma 9-
fur 

GuJ3eisen 

1 -. 1~ ka d 3 
32 Ma 
-;; (14 fJ reichlich 1 

0 d4 - do' 32 Ma ' . , 11 
2 - ._.¥- .. 

16 ka - d4 _ do4 fJ 0,8 1) 
d 'ff 

"' 
,I , 

3 f '- .!!.....k ab2 
1 a2 +b2 

1 bis 1,252) -M --fJ 
<$ 2 a 11 a a3 b3 t_ 

a>b 

B a c h, Elastizitat. 5. Auf!. 23 
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No. Querschnittsform 

.. .lI -.;.. .& .., 

4 
fim--,~t= 1--
d i 
i_ ~I_ 

J.t. J.,g.~ 
a>b 

ao:a = 60 :b =mj 

5 

6 
<-I ~- . 
L 

~,g .: 

h>b 

V. Drehung. 

Drehuugsmoment 

Ma 
Drehungswinkel 

8-

I 
I 

Ka :K. 
fiir 

GuBeisen 

1 a'+b' I ., 
n Ma a3b3(1-m'/ 1°,8 bIS 1 ) 

Ma 
0,967 y fJ 

fur h:b=1:1 

b2+h2 
3,56 Ma~fJ, 

fur h:b=2:1 

b2 +A2 
3,50 Ma~{J, 

fur h:b=4:1 

b2 +h2 
3,35 Ma~fJ, 

fur h:b=8:1 

b2+h2 
3,21 Ma~fJ 

Nach Versllchen des 
Verfassers, welche je
doch noch nicht aus
reichend erscheinen, 
werden die Zahlen
werte 3,56, 3,50, 3,35 
und 3,21 einer Ab
anderllng bediirfen. 
(Vergl. S. 541.) 

I 1,4 bisl,62) 

I 
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Drehungsmoment Drehungswinkel Ka: K• 
No. Querschnittsform 

Ma ~ 
fUr 

Gu13eisen 

71 ~ I 2~ ka b3 
Ma I ~' '<!J-

I '-< 46,2 V f1 -
".$ .• 

'·m j- ~. 2 b3 h-bo3 ho 8 : ~ 
gka - 1 bis 1,253) , - b I..-A> . ..! 

h>b 
ho: h = bo : b 

, 

'I' I -~ 
I ,,!~ .&ok 

; ka 82 (h + 2 bo) 9 
~ ¥; T __ 

- 1,4bis1,62 I -' ,. ~ 
.,.I¢!.. 

.,. . 

'!+ I 

2 ' ., 
1,4 bis 1,6 2 10 ".; - " gka 82(h+b - 8) -I 'l' I I , 

t~___ ~ 
~-.,g -.~ 

) 

l-E I ~" 
~_ ~~ ~o. 

~ ka 82 (h+2bo) 11 I j 
- 1,4 bis 1,6 2 ·L /. 

~- ~-J 

8=b-bo=O,5(h-ho) 

.,~ .. '-L I 

2 12 ..: 1,4bis1,6 2 I • gka 82(h+b-8) -
j.- i 

i.-.£ -~ 

23* 
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Die Zugfestigkeiten Kz und die Drehungsfestigkeiten Kd setzen 
GuBeisen voraus, wie es zu zahem, fest ern MaschinenguB Verwen
dung findet. Die Drehungsfestigkeiten wurden an unbearbeiteten 
Staben, Fig. 1 bis Fig. 7, § 35, und Fig. 14, § 35, (in getrockneten 
Formen gegossen) ermittelt. 

Die Versuchsstabe No.6 (sofern h> b), No.9 bis 12 brachen 
immer in del' Nahe del' Endplatten, entsprechend dem Umstande, 
daB sich an diesen Stell en del' Ausbildung del' Querschnittswolbung 
ein Hindernis bietet, welches trotz del' Hohlkehle, mit welcher del' 
prismatische Teil an die Endplatten anschlieB~, hier zum Bruche 
fuhrt. Del' letztere ist die Folge einer gleichzeitigen Inanspruch
nahme durch Schub- und durch Normalspannungen, wie in § 34, 
Ziff. 3, erortert worden ist. (Vergl. auch § 35, GuBeisen A, a.) 
Del' ermittelte Wert von Kd muB deshalb kleiner sein als die 
tatsachliche Drehungsfestigkeit. In denjenigen Fallen del' An
wendung, in welch en die Sachlage hinsichtlich des Anschlusses eines 
auf Drehung in Anspruch genommenen Stabes an einen solchen 
mit groBerem Querschnitt eine ahnliche ist wie bei den Versuchs
korpern, schlieBen die angegebenen Werte von Kd die Beruck
sichtigung del' gleichzeitigen Inanspruchnahme durch Normal
spannungen in sich. In Fallen del' reinen Drehungsanstrengung 
fuhrt die Verwendung diesel' Werte zu einer etwas groBeren Sicher
heit, was im Sinne des Zweckes unserer Festigkeitsrechnungen zu 
liegen pflegt. 

Die Gleichungen fur No. 11 und No. 12 bedingen kraftige 
Rippen, etwa von 8: h = 1 : 5 an. AuBerdem ist fur No. 11 noch 
zu fordern, daB bo nicht wesentlich mehr als 8 = b - bo betragt. 

1) Diesel' Wert hangt ab von dem Verhaltnis do: d. In dem 
MaBe, in welchem sich dasselbe del' Null nahert, steigt er 
etwa bis reichlich 1. Die Zahl 0,8 gilt fur do: d ungefahr 
gleich 0,7. 

2) Es sind urn so geringere, del' kleineren Zahl naher kommende 
Werte zu wahlen, je mehr sich je beziehungsweise die 
Ellipse dem Kreise, das Rechteck dem Quadrate, del' 1- und 
del' [-Querschnitt del' Quadratform (bo = 0, h = 8), ebenso 
del' +- und del' L- formige Querschnitt del' letzteren 
(h = b = 8) nahern. 

3) Hier sind die Bemerkungen 1) und 2) zu berucksichtigen. 
Je kleiner verhaltnismaBig ao und bo (gegenuber a und b) 
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beziehungsweise bo und ko (gegenuber b und k) sind, um so 
mehr nahert sich unter sonst gleichen Verhaltnissen del' 
Koeffizient del' oberen Grenze. Das gleiche gilt, je lang
gestreckter del' Querschnitt ist. 

In del' Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, 
S. 1099 u. f. bringt Autenrieth unter Zugrundelegung gewisser 
Annahmen und unter Stutzung auf die Versuchsergebnisse des 
Verfassers die Ausdrucke fur Ma, bezw. Ka bei denjenigen Quer
schnitten, welche einen Mittelpunkt besitzen - in del' Zusammen
stellung No.1 bis 10 - auf eine gemeinsame Form. Er kommt 
dabei im Falle des rechteckigen Querschnittes No.6 und del' ihm 
verwandten Querschnittsformen No.8 bis 10 statt des Koeffizienten 

~ = 4,5 auf 5,14, eine Folge del' fur die Schubspannungen ge

machten Annahme. Hinsichtlich des Weiteren muB auf die Arbeit 
selbst verwiesen werden. 

VI. Schuh. 

§ 37. Allgemeines. 
Schubanstrengung unter del' Voraussetzung gleichmiUHger Ver

teilung del' Schubspannungen iiber den Querschnitt. 

Del' Fall del' Inanspruchnahme auf Schub wird dann als vor
handen betrachtet, wenn sich die auf den geraden stabformigen 
Korper wirkenden auBeren Krafte fiir den in Betracht gezogenen 
Querschnitt ersetzen lassen durch eine Kraft (Schubkraft), welche in 
die Ebene des letzteren fallt und die Stabachse senkrecht schneidet. 

Erfiillt erscheint diese Voraussetzung nul' bei einer Sachlage, 
wie sie in Fig. 1 dargestellt ist, entsprechend dem Arbeitsvor
gange bei einer Schere zum Schneiden von Eisen. Abel' auch 
hier nul' in dem Augenblick, in welchem del' Stab von den Kanten 
del' beiden Scherblatter A nnd B gerade beriihrt wird; denn sobald 
das obere Blatt sich weiter vorwarts bewegt, dringen beide Blatter 
in den Stab ein, Fig. 2: an die Stelle del' Beriihrung des letzteren 
in zwei Linien durch A nnd B tritt eine solche in zwei Flachen. 
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Damit riickt die obere Kraft S nach rechts, die untere nach links; 
es entsteht neben del' Schubkraft S ein rechtsdrehendes Kraftepaar, 
welches Biegungsbeauspruchungen wachruft, die in dem betrach
teten Beispiele allerdings zuriickzutreten pflegen. 

Wir erkennen, daB - streng genommen - Schubinanspruch
nahme allein niemals vorkommen kann, daB vielmehr die Schub
kraft Simmer von einem biegenden Moment begleitet sein wird. 

Die Schubkraft S ruft in dem betl'achteten Querschnitt Schub
spannungen wach, die im allgemeinen von Flachenelement zu 
Flachenelement veranderlich sein werden, und bezuglich welcher 
zunachst nul' bekannt ist, daB sie, je multipliziert mit dem zuge-

Fig. 1. Fig. 2. 

horigen Flachenelement und zusammengefaBt, eine Resultante geben 
miissen, welche gleich und entgegengesetzt S ist. Mit del' Unter
stellung, daB die Schubspannungen in den verschiedenen Flachen
elementen entgegengesetzt S gerichtet, also unter sich parallel 
sind, und die gleiche GroBe 7: iiber den ganzen Quer
schnitt von del' GroBe / besitzen, findet sich 

S 
S = 7:/ odeI' 't; = 7' 

woraus mit 
k. als zulassigel' Schubanstrengung 

folgt 

S < kJ odeI' ks > ~ , 

1) 

2) 

Hinsichtlich del' gemachten Annahme, betrefi'end die Richtung 
und die GroBe del' Schubspannungen, ist folgendes zu bemerken. 

Greifen wir den kreisformigen Querschnitt, Fig. 3, heraus, 
so mii.Bte hiernach beispielsweise im Querschnittselement des Um
fangspunktes C bei senkrecht nach unten wirkender Schubkraft S 
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die Schubspannung vertikal aufwarts gerichtet sein, wahrend sie 
tatsachlich in die Richtung der Tangente im Punkte C des Kreises 
fallen muss, es sei denn, daB in dies em Umfangspunkte eine 
auBere Kraft tatig ware, welche eine andere Richtung von 7: 

bedingen wiirde. In den Punk ten C bis D des rechteckigen Quer
schnittes, Fig. 4, wird die entgegengesetzt S gerichtete Schub-

Fig. 3. Fig. 4. 

spannung in Wirklichkeit Null sein miissen - so fern auBere Krafte 
hier nicht angreifen -, wahrend sie nach del' obigen Voraussetzung 
in allen Flachenelementen die gleiche GroBe besitzen sollte u. s. f. 

Rieraus folgt, daB die Unterstellung, welche zu der Beziehung 
1 und 2 fiihrte, wenigstens im allgemeinen unzutreffend ist. 

§ 3S. Die Schubspannungen im rechteckigen Stabe. 

Wir erkannten in del' Einleitung, daB die Schubkraft immer 
von einem biegenden Moment begleitet sein wird. Davon aus
gehend, stellen wir uns die Aufgabe, fiir die in Fig. 1 und 2 ge
zeichnete Sachlage - Balken einerseits eingespannt, am anderen 
freien Ende belastet - die GroBe del' Schubspannungen im Ab
stande '" von del' y-Achse, die hinsichtlich der Inanspruchnahme 
auf Biegung als Nullachse erscheint, zu ermitteln. 

Zu dem Zwecke denken wir uns ein Korperelement ABCD, 
Fig. 1 bis 3, von del' Lange ,xl -,x, der Breite b und del' Rohe e - '" 
aus dem Stabe herausgeschnitten. Auf die Stirnflachen AB und CD 
desselben, Fig. 3, wirken Normalspannungen 11, welche mit dem 
Abstande '" wachsen. Nach § 16 darf unter der Voraussetzung, 
daB der Dehnungskoeffizient unveranderlich ist, diese Zunahme 
proportional der ersten Potenz von '" gesetzt werden, wie auch 
Fig. 6, § 16, daselbst erkennen laBt. 
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Nach Gleichung 9, § 16, ist fur den Querschnitt AB, da hier 
Mb = P x, die Normalspannung im Abstande Tj 

und die Normalspannung 1m Abstande e 

Px 
(1. = -e e, 

1 
sofern e = 12 b h3 das Tragheitsmoment des Querschnittes III Be-

zug auf die y-Achse. 

1---- 'X, -"'1 
i tX-~ 

lUi :<1'> 

I""---i---- -
~---: -~t----if!---- -

Fig. 1. 

\"<--:-& -~ 
t" : 'T 
J J I 

_3 ---4---- t.~ 
l~ ----!--- ~':'11 

! ; 
I , 

I 
J -"-

! 
'3 

Fig. 2. Fig. 3. 

Die auf die Querschnittsflache AB von del' GroBe b (e-1j) 

wirkenden Spannungen Iiefern zusammengefaBt eine Normalkraft 

P 2 2 
Cf1J + (1, P x e + 1j _X_ e - 1j 

N=---b(e - 'TI)=------b (e -'TI)= r.> ') b 2 -, e 2 ., ry "" • 

Fur den Querschnitt CD findet sieh wegen Mb = P XI auf 
ganz gleiehem Wege diese Normalkraft zu 

Da infolge Xl > X aueh NI > N ist, so muB die Kraft 
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durch Spannungen in der Flache CA, deren GroBe gleich (aft-x) b, 
ubertragen werden, sofern an der Mantelflache B D auBere Krafte 
nicht angreifen, was vorausgesetzt werden solI. Diese in der 
Richtung CA wirkenden und liber die Stabbreite b als gleich groB 
angenommenen Schubspannungen seien mit 7: bezeichnet. Dann gilt 

woraus 

r; = 

unter Beachtung, daB hier P = s. 
Die Schubspannung erlangt ihren groBten Wert fiir '" = 0, 

d. i. fur die Stabmitte (Nullachse). Derselbe betragt 

3 S 3 S 
7:ma", - 2 b h - '2 -7·· , 2) 

so fern b h = f gesetzt wird. 
In der Nullachse ist hiernach die Schubspannung um 

50 % groBer als bei gleichmaBiger Verteilung der 
Spannungen uber den Querschni tt. 

Fur", = ~ , d. i. fiir die am weitesten von der Nullachse 

abstehenden Punkte, wird 7: = 0. 
Werden in Fig. 4 die zu den einzelnen Abstanden '" ge

horigen Werte von 7: als wagrechte Ordinaten aufgetragen, so 
wird eine Linie EF E erhalten, welche das Anderungsgesetz von r; 

klar veranschaulicht. Diese Linie ist fur das Rechteck eine Parabel, 

deren Scheitel Fum 0 F= 7:ma", = ; b~b von 0 abliegt, wie sich 

ohne weiteres ergibt, wenn die Senkrechte FG als Ordinatenachse 
gewahlt wird und der Gleichung 1 die Form 

7: -7:=7: -( '" )2 ma", ma", ~ 
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oder 

1J! = (~)2_"m_a_," __ " 
2 "ma," 

gegeben wird. 
Die vorstehende Betrachtung ermittelte die Schubspannungen 

in Ebenen, welche parallel zur Stabachse laufen und senkrecht zur 
Richtung der Schubkraft S stehen, so z. B. in einem beliebigen 
Punkt P der Linie p' P', Fig. 4, immer diejenige Schubspannung ,,;, 
welche senkrecht zu P' p' wirkt und parallel zur Stabachse (dem-

Fig. 4. 

nach senkrecht zur Bildebene, Fig. 4) gerichtet ist. Nach § 30 
(vergl. auch Fig. 5, § 32) treten die Schubspannungen immer paar
weise auf, derart, daB die oben erwahnte Spannung 'C auch jm 
Punkte P der Querschnittsebene, also in der Bildebene liegend, 
vorhanden ist. Infolgedessen ergibt die Gleichung 1 gleichzeitig 
die Schubspannungen in der Querschnittsebene, und zwar die
jenigen, welche im Abstande '" in dem Flachenstreifen b d", wirk
sam sind. Damit ist in Gleichung 1 ebenfalls das Gesetz gewonnen, 
nach dem sich die Schubspannnngen in der Ebene des Quer
schnittes verteilen. 

Die Forderung, daB diese Spannungen in den Umfangspunkten 
des Querschnittes immer mit der Tangente an der Begrenzungslinie 
zusammenfallen miissen, sofern anGere, eine andere Richtung be
dingende Krafte hier nicht angreifen, wird von diesem Ver
teilungsgesetz erfiillt. In den Punkten der Begrenzungslinie AC, 
Fig. 4, § 37, fallt die Richtung von " mit A C zusammen, und in 
CBD ist 'C = o. 
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Mit del' Veranderlichkeit del' Schubspannung ist naturgemaB 
Kriimmung del' urspriinglich ebenen Querschnitte verkniipft, beziig
lich welcher auf § 52 verwiesen sei. 

§ 39. Die Schubspannungen im prismatischen Stabe von beliebigem, 
jedoch hinsichtlich der Kraftebene symmetrischem Qnerschnitt. 

Es bezeichne unter Bezugnahme auf Fig. 1 

Fig. 1. 

I 
I 
I 

~ , 
I 
I 

__ + . ..lL. • ..Ly 

S die Schubkraft, welche in die Richtung derjenigen Haupt
achse fallt, von del' vorausgesetzt werde, daB sie Symmetrie
ebene des Querschnittes ist, 

@ das Tragheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die
jenige Achse, welche zu S senkrecht steht, d. i. die y-Achse, 

f die GroBe des Querschnittes, 
2 y die Breite des Querschnittes im A bstande 1], 

e 

M~ = J 2 y 1] d 1]das statische Moment del' zwischen den Ab-
~ 

standen 1] und e gelegenen (in del' Figur durch Strichlage 
hervorgehobenen) Flache des Querschnittes hinsichtlich del' 
y-Achse, 
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q;' den Winkel, welchen die Tangente im Umfangspunkte P' mit 
del' Symmetrieachse einschlieBt, 

1;' die Schubspanllung, welche in dem urn 1'/ abstehenden Um
fangspunkte P' durch S hervorgerufen wird, 

Irs die zulassige Anstrengung des Materials bei Inanspruchnahme 
auf Schub. 

Nach dem Vorgange in § 38 schneiden wir aus dem Stabe 
(vergl. auch Fig. 1 und 2, § 38) ein Korperelement, Fig. 2, 

Fig. 2. 

heraus. Auf das im Abstande '1j gelegene Flachenelement 2 y d'1j 
del' Stirnflache AB wirkt die Normalspannung 

Hieraus ergibt sich fur die Schnittflache AB von del' GroBe 
e 

J 2 Y d '1j die N ormalkraft 
7J 

e e 

N = S 2 Y 0'1) d '1j = ~.JJ-S 2 Y '1j d'1j = P .:v ~1) • 

~ ~ 

Fur die Stirnflache CD findet sich auf ganz gleichem Wege 
die Normalkraft 

Demnach del' UberschuB N1 i.tber N 

Diese Kraft muB durch Schubspannungen in del' Flache CA, 
deren GroBe gleich (a:1 -.JJ) 2 Y ist, i.tbertragen werden. Dieselben, 
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in Richtung der Stabachse, also senkrecht zur y-Achse wirkend, 
seien als gleich groBuber die Breite 2 y vorausgesetzt und mit 
'Cy bezeichnet. Dann folgt 

1) 

Bei der vorstehenden Entwicklung wurde angenommen, daB 
die Anderung des biegenden Momentes beim Vorwartsschreiten 
von dem einen zu dem anderen del' beiden urn all - aI vonein
ander abstehenden Querschnitte nach MaBgabe del' Fig. 1, § 38, 
nul' von der Kraft P beeinfluflt wel'de. Fur den Fall, dafl diese 
Vol'aussetzung nicht zutl'ifft, dafl vielmehl' del' Stab, Fig. 3, aufler 

~~,,-,--.Hc1 -~-x-

i I ~ I . I 
, ~'I 
I . 

e,---!~ _____ ~. __ L _________ _ 

I 

t. - - T - ;( 1 

;... ~ ~-- x 

Fig. 3. 

durch die am freien Ende angl'eifende Kraft P auch noch sonst 
belastet ist, etwa dul'ch eine Kraft P', durch die gleichmaBig uber 
ihn verteilte Last ql sowie dul'ch eine zwischen den beiden Quer
schnitten angl'eifende Last P", so findet sich fur 

die Stirnflache A B 

1], 

die Stirnflache CD 

das biegende Moment: 
" .T12 If /I 

Pall + P all + q "2 + P all , 

die Normalspannung 0"1): 

" tlh2 
"" Pall + P all + q"2 + P all 
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• 
die N ormalkraft J 2 Y (f~ d "I: 

1) 

, I a/A " 1lJ12 "" 

N= 
P x + P x + q 2 . P aft + P Xl + q 2 + P Xl 

@ M1), N l = @ ld1)' 

Hieraus folgt 

.p (X, - J;) + P' (X,' - X') + ~ (xl - X2) + pOI xt" 
.NI-N= @ M1)' 

Wegen 

wird 

P ;; + P' ;; + q XI -;-~ ;; + pOI xt 
NI-N= M1)' 

@ 

Diese Kraft ist durch die Schubspannungen in del' Flache CA 
'Vom Inhalte 2 y;; zu ubertragen. SoH deren GroBe innerhalb 
.diesel' Flache als konstant angenommen werden durfen, so muB ;; 
'Ilnendlich klein gewahlt werden. Dann ergibt sich zunachst 

Nl-N=~y2y;; 

und die Schubspannung: 

1. fiir den Querschnitt CD im Abstande Xl = X +;; yom 
freien Ende 

P+P'+q Xl+X +P" xt 
2 ;; 

~y = ------2:::--r..:::------=:.- M1), 
y<!!l 

" woraus unter Beachtung, daB, wenn;; unendlich klein ist, x~ = 1 

sein muB, 

~y= 
P+P'+qXl+P" M,' 

2y@ 1), 
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2. fiir den Querschnitt AB im Abstande x vom freien Ende 

_ P+P'+qx 
'fy - 2 y e M~. 

1m ersteren Falle ist 

P + pi + q XI + P" = S 

und Jm zweiten 

p+pl+qX= S. 

Demnach allgemein 

S M~ 
'fy = :3 'Ii e ' 

ganz, WIe oben schon gefunden I). 

1) 

Dieser Wert, welcher zunachst nur die wagrechte Schub
spannung bestimmt, nach § 30 aber auch gleich der senkrechten 
Schubspannung in demselben Punkte des in wagrechter Lage ge
dachten Stabes ist, bedarf noch einer Erganzung, damit die For
derung befriedigt wird, daB die Schubspannungen in den Quer
schnittselementen der Umfangspunkte tangential zur Begrenzungs
linie gerichtet sind. 

Diese Forderung bedingt beispielsweise fiir das im Punkte pi, 
Fig. 1, gelegene Flachenelement, daB die. Schubspannung in die 
Richtung der Tangente T pi Q odeI' Q P' T faUt. Andererseits 
fanden wir oben, daB die senkrecht zur y-Achse, also parallel 
zur Richtung der Schubkraft wirkenden Schubspannungen die nach 
Gleichung 1 bestimmte GroBe 'fy besitzen miissen. Beiden Be
dingungen wird durch die Annahme Befriedigung, daB die Schub
spannung im Punkte pi betragt 

I) Die vorstehende Entwicklnng liiBt sich. kiirzen und allgemeiner gestalten, 
wenn von dem Satze Gebrauch gemacht wird, daB der erste Differentialquotient 
des biegenden Momentes JJ1b in bezug auf .]; gleich del' Schnbkraft ist, d. h. 

d JJ1b 
--=S. 

dx 

Aus leicht ersichtlichem Grunde wurde dem eiugeschlagenen Wege del' Vorzug 
gegeben. 
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2) 

und fur den beliebig zwischen P' P' gelegenen Querschnittspunkt P 

'1:y S M1 
'1:=---= -~ .. 

cos lfJ 2 Y cos lfJ @ 
3) 

Gleichung 3, aus welcher sich die Beziehung 2 mit lfJ = lfJ' 
als Sonderwert ergibt, spricht aus, daB die samtlichen Schub
spannungen in den um '1J von Y Y abstehenden Querschnitts
elementen sich in demselben Punkte Q schneiden und die gleiche 
Komponente '1:y in der Richtung von S besitzen. 

Wegen T' < ks ergibt sich 

ks "> S I M'lJ 
=2y coslfJ @ 

4) 

odeI' 

5) 

Aus del' Gleichung 2 folgt nachstehendes. 

a) Rechteckiger Querschnitt, Fig. 2, § 38, da hier 

2 y = b lfJ' = 0, 

i = ~+ ~b~"') =; bSh [l-(-nl 
und fur 7J = ° 

3 S 3 S 
'1:max = 2 bh =27' 

WIe schon 1m § 38 als Gleichung 2 ermittelt. 
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b) Kreisformiger Querschnitt, Fig. 4. 

y = r sin I/J = r cos q/ 

Das statische Moment M~ des Kreisabschnittes kann unmittel
bar bestimmt werden durch Integration odeI' auch durch die Er-

i I 

I , : 
, I 

~-----zr-------i 
I 

Fig. 4. 

wagung, daB del' A bstand des Schwerpunktes desselben von del' 
y-Achse 

(2 y)3 
12fa' 

sofel'll fa den Inhalt des Abschnittes bezeichnet. 

48 ,48 '6) 
= 3 n 1'2 cos P = 37 cos P 

Bach, Elastizitlit. 5. Auf!. 24 
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odeI' aueh, da 

,/;' = ~ ~ ,/ 1 _-( 1/ )2 
3 f V r' 

Fiir cp' = 0, d. i. fur die Nullachse, erlangt ,/;' semen groBten 
Wert 

4 S 
'&max = 3/ 7) 

Bei kreisformigem Querschnitt ergibt sich demnach 
die Schubspannung in del' Nullachse urn 33 1/3 % groBer, 
als wenn gleichmaBige Verteilung del' Schubkraft iiber 
den Querschnitt unterstellt wird. 

Werden die zu den einzelnen A bstanden 1j gehorigen Werte 
von ,/;' als wagrechte Ordiriaten aufgetragen, so wird, da 

( ,/;' )2 ( 1j ) 2 : .7 + --;:- =1, 

das Anderungsgesetz von ,,;' durch eine Ellipse dargestellt. 

c) Kreisringformiger Querschnitt, Fig. 5. 

Fig. 5. 

U nter del' Voraussetzung, daB die Wand starke verhaltnismaBig 
klein ist, und es sich nul' urn die Ermittlung del' groBten, in del' 
Nullachse auftretenden Sehubspannung handelt, nndet sich mit 

2y = d-do = 28 cp' = ° d+do = 2dm 
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M _1 d Id_ 1 d 2 
~ - 2 IT '" 8 • -;; '" - 2 m 8, 

1 d 2 

82 m8 8 S 
Tmax = 28 IT d 3 = 2 --;;dm 8 = 2 j' 

8 m 8 

sofern der Quel'sehnitt des Ringes 

8) 

Hiernaeh erseheint die Sehubspanung in der Nullaehse 
urn 100% gro.Ber als bei gleiehma.Biger Verteilung del' 
Sehubkraft tiber den Quersehnitt. 

d) 1-- Quersehnitt, Fig. 6. 

Fig. 6. 

In der Mitte des Steges ist 

2 Y = 1,6 em q/ = 0, 

M7I = 1,6.8.4 + 10.2.9 = 228 em3, 

1 o = 12 (10 . 20 3 - 8,5 . 16 3) = 3765 em4, 

S 228 
'1-max = -15 3765 = 0,0404 S. , 

24* 
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Wegen 

f = 10.20 - 8,5.16 = 64 qcm 

wird 

S 
'Z"ma", - 2,59 f . 

Streng genommen ist fur Querschnitte dieser Art, bei denen 
sich die Breite 2 y und der Winkel q/ beim Ubergang des Steges 
in die Flanschen plotzIich andern, die Gleichung 2 nicht mehr 
richtig; jedenfalls kann sie fur die Beurteilung der Schubspannungen 
an dieser Ubergangsstelle und in der Nahe derselben ganz 
unzutrefi'ende Werte liefern. Da, wo ein so plotzlicher Wechsel 
in der Breite des Querschnittes eintritt, muB die oben gemachte 
Voraussetzung des Gleichbleibens von 'Z"y uber die ganze Breite 
2 y unzulassig werden. 

Die Gleichung 3 und ihre Sonderwerte beruhen auf der Vor
aussetzung eines unveranderlichen Schubkoeffizienten. Bei Mate
rialien, fur welche diese Voraussetzung nicht zutrifi't, wie z. B. bei 
GuBeisen, werden dieselben unter Umstanden zu mehr oder minder 
bedeutenden Unrichtigkeitell fuhren konnen. 

§ 40. Schubversuche. 

Dieselben pflegen durchgefiihrt zu werden nach MaBgabe der 
Fig. 1, § 37, S.358, oder insbesondere fur Rundstabe mit der in 

Fig.!. 

Fig. 1 dargestellten Einrichtung, wobei del' Versuchsstab III zwei 
Querschnitten, also doppelschnittig, durchgeschert wird. 
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Bedeutet S die Kraft, welche erforderlich ist, um den Stab 
vom Querschnitte f abzuscheren, so wird del' Quotient 

s 7 (Verfahren Fig. 1, § 37, S.358), 

bezw. 

~. (Verfahren Fig. 1) 

als Schubfestigkeit odeI' Sc4erfestigkeit des Materials be
zeichnet. Del' letztere Ausdruck erscheint als der zutreft'endere. 
Es wird, namentlich durch das Verfahren, wie es Fig. 1, § 37, 
S. 358, andeutet, weniger die Widerstandsfahigkeit ermittelt, welche 
bei einem auf Schub beanspruchten Konstruktionsteil nach MaB
gabe der Betrachtungen in den §§ 38 und 39 in Frage steht, als 
vielmehr diejenige Kraft, welche erforderlich ist, um den Stab 
durchzuschneiden. Aus diesem Grunde hat es auch Bedenken, 
von del' so ermittelten Scherfestigkeit auf die zulassige Schub
anstrengung zu schlieBen. In diesel' Beziehung· sei insbesondere 
noch auf folgendes hingewiesen. 

Nach Gleichung 6, § 31, besteht fiir durchaus gleichartiges 
Material zwischen der Schub- und Zuganstrengung die Beziehung 

k. = 0,75 k. bis 0,8 k •. 

Weiter ist beispielsweise nach Gleichun$ 2, § 38, fur emen 
Stab von rechteckigem Querschnitt 

3 S 3 S 
'fmax=T bh =27' 

woraus wegen 'fmax < k. 

3 S 
k'?TT' 

; J < 0,75 k. bis 0,8 k., 

J < 0,5 k. bis 0,53 kz , 
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Abscherversuche mit Schmiedeisen und Stahl, in emer del' 
beiden beschriebenen Weisen angestellt, liefern die Scherfestig
keit = 0,67 bis 0,8 del' Zugfestigkeit, also wesentlich hoher. 

FitI' kreisformigen Querschnitt ist nach Gleichung 7, § 39, 

woraus 

-~ 'S.0,56 lez bis 0,6 Ie". 

Abscherversuche, nach Fig. 1, S. 372, durchgefithrt, pflegen 
die Scherfestigkeit des Schmiedeisens und des Stahles zu 0,75 bis 
0,8 del' Zugfestigkeitzu geben, also ebenfalls wesentlich groBeI'. 

Die unten folgenden Versuche mit guBeisernen Rundstaben 
liefern sogar 

Scherfestigkeit: Zugfestigkeit = 1620: 1595 = 1,02: 1, 
bezw. 1967: 1679 = 1,17: 1. 

Dieses abweichende Verhalten des GuBeisens gegeniiber 
Schmiedeisen und Stahl erklart sich in erster Linie aus del' Ver
anderlichkeit des Schubkoeffizienten {J (Dehnungskoeffizienten a). 

FitI' die Beurteilung del' beiden Pritfungsverfahren kommt 
sodann weitel' in Betracht del' oben festgestellte Umstand, daB die 
wirkende Schubkraft _von einem biegenden Moment begleitet wird. 
Bei dem durch Fig. 1, § 37, S. 358, angedeuteten Vorgang laBt 
sich dasselbe allel'dings auf einen unerheblichen Betl'ag herab
dritcken, dagegen tritt es stark auf bei dem Verfahren nach Fig. 1, 
S. 372: wir haben tatsachlich einen im mittleren Teile (inner": 
halb del' Strecke b) belasteten und nach auBen aufliegenden Stab. 
Eine scharfe Beobachtung zeigt auch deutlich, daB del' Versuchs
korper durch die Belastung zunachst eine Durchbiegung erfahrt 
und dann erst abgeschert wird. 1st das Material sprode wie z. B. 
GuBeisen, so erfolgt zunachst Bruch des Stabes durch das 
biegende Moment und zwar innerhalb del' Strecke b; erst 
spateI' (bei hoherer Belastung) tritt das Abscheren ein. 
In diesel' Hinsicht geben die nachstehenden Versuche des Ver
fassers lehrreichen AufschluB. 
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Rundstabe yon 20,0 mm Durchmesser (j = 3,14 qcm), 
aus . GuBeisen gedreht, gepriift nach dem Verfahren 
Fig. 1, S. 372. 

No. 1. Bei del' Belastung S = 3000 kg bricht del' Stab infolge 
Biegung, die Wage del' Masuhine sinkt. Del' Versuch 
wird fortgesetzt, hierbei steigt die Belastung allmahlich 
bis S = 10200 kg, welche Kraft das Abscheren herbei
fiihrt 1). 

Fig. 2 (Taf. XV) zeigt den an den Enden auf die 
Lange b abgescherten und im mittleren Teile durch 
Biegung gebrochenen Stabteil. Die yon dem biegenden 
Moment gezogenen Fasel'll sind gerissen, wahrend die 
gedriickten zum Teil noch unangegriffen erscheinen. 

Die Scherfestigkeit betragt ;~~~104 = 1624 kgjqcm. 

No.2. Bei del' Belastung S = 2825 kg bricht del' Stab infolge 
del' Biegung (d. h. die gezogenen Fasel'll zerreiBen), bei 
S = 9950 kg erfolgtdas Abscheren. 

Schel'festigkeit = 2 ~93~~4 = 1584 kg I qcm. 

No.3. Vel'halten ganz wie bei No.1 und 2, S =·3350 kg, be
ziehungsweise 10370 kg. 

Scherfestigkeit = ~~~~104 = 1651 kgjqcm. 

. .. 1624+ 1584+ 1651 
Dul'chschmtt del' Scherfestlgkelten = 3- = 1620 kgjqcm. 

Eine genaue Bestiinmung del' Biegungsfestigkeit ist nicht mog
lich, da die Feststellung des biegenden Moments Mb die Kenntnis 
del' Vel'teilung del' Belastung iiber die Strecken a, b und a Yor
aussetzt, und iiberdies neben del' Biegungsanstrengung auch Schub
anstrengung stattfindet. AuBel'dem kommt noch del' EinfluB del' 

1) Diese Erscheinung del' Aufeinanderfolge des Bi~gungsbruches und des 
Abschel'ens, sowie der groJ3e Unterschied zwischen den betreffenden Belashmgen 
sinel urn so bernel'kenswertel', als die Biegungsfestigkeit guJ3eisernel' Rundstabe 
das Doppelte del' Zugfestigkeit iibersteigt. (Vel'gl. § 22, Ziff. 2.) 
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Reibungskrafte in Betracht, welche dureh die Biegung des Stabes 
in den Auflagerflaehen waehgerufen werden. (Vergl. § 46, oder 
auch Zeitsehrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, FuB
bemerkung auf S. 224 u. f.) Wird in Ubereinstimmung mit Fig. 3 

flff nn 
r"""" +- " ~",....f 

Fig. 3. 

gleiehmaBige Verteilung unterstellt und der EinfluB des Reibungs
widerstandes vernaehlassigt, so ware 

und, da im vorliegenden Fane 

a = 2,2 em b = 3,0 em 

die Biegungsfestigkeit Kb 

fiir No.1 
30400 (2,2 + 1,5) 

3000.3,7 3-30k I 
n 23 

32' 

-----::--:-:c-'--- = rv D g q em, 
3,14 

fur No.2 2825.,3,7 3330k ' -----::--:-':-'--- = rv g / q em, 
3,14 

fiir No, 3 3350.3,7 39"'Ok I = rv u g qem, 
3,14 

im Durehsehnitt Kb = 3603kg!qem. 

Die Zugprobe mit denselben Rundstaben hatte ergeben die 
Zugfestigkeit 
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fiir No.1 1560 kgJqem, 
fiir No.2 1586 kg/qem, 
fiir No.3 1640 kg/qem, 

1m Durehsehnitt Kz = 1595 kgJqem. 

Naeh § 22, Ziff. 2, GuBeisen A, S. 249, No.6, ware hieraus 
auf eine Biegungsfestigkeit von 

J(b = 2,12 K. = 1595.2,12 = 3381 kgJqem 

zu sehlieBen, welehe GroBe nieht sehr bedeutend abweieht von 
derjenigen, die auf Grund del' Annahme gleiehmaBiger Vel'teilung 
del' Krafte iiber die Streeken a, b und a erhalten wurde. "\Viil'de 
del' das biegende Moment vermindernde EinfluB del' Reibung be
riieksiehtigt worden sein, so ware eine noeh weiter gehende TIber
einstimmung eingetreten. 

Rundstabe von rund 24 mm Durehmesser, aus GuB
eisen gedreht, gepriift naeh Fig. 1, S.372. 

I I Belastung 8 beim Scher-I Quer-Durch- Bruch durch festigkeit 
messer schnitt K= 

No. Biegung Ab- 8 

d ~d2 scheren 8 '2 n d~ 4 8 1 8 2 
2' 4 

I em gem kg kg kg/gem i 

I 

I 

1 2,38 4,45 7600 17650 

I 

1983 
2 2,37 4,41 8250 17060 1934 
3 2,38 4,45 

I 
8450 

I 

17750 I 1994 
I I 

Durchschnitt I 1970 

Die Zugfestigkeit del' drei Stabe war vorher zu 

K - 1766 + 1621 + 1649 = 1679 kgJqem 
z- 3 

ermittelt worden. 
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Wil'd Schmiedeisen del' Pl'iifung nach Fig. 1, S. 372, untel'
worfen, so erfolgt allel'dings VOl' dem Abscheren kein Bruch, weil 
das Material dem biegenden 1VIomente gegenuber eine geniigend 
weitgehende Formanderung zulaBt. Da abel' bei Konstl'uktions
teilen deral'tige Fol'mandel'ungen in del' Regel nicht statthaft el'
scheinen, so el'hellt, daB selbst in Fallen del' Beanspruchung, WIe 

sie durch Fig. 1, S. 372, dargestellt wird, die Berechnung auf 
Biegung - wenigstens del' Regel nach - maBgebend ist 1). 

1) In diesel' Hinsicht bringt die Literatur noch haufig irrtlimliche Angaben, 
obgleich sie hiermit schon seit lauger Zeit und naturgemal3 im \Viderspruch mit 
clem steht, was zweckma1.\igerweise tatsachlich ausgefiihrt wird. So pflegt bei
spielsweise in Beziohllng auf die Gelenkbolzen bei Dachkonstrnktionen u. dergl., 
iiir die Keile del' Keilverbindungen, die Bolzon gewisser Schraubenverbinclungen, 
die Zahne del' Sperrader u. s. f. angegeben zu werdeu, daB dieselben auf Schub 
odeI' gegen Abscheren Zll berechnen seien. Hinsichtlich del' Gelenkbolzen nnd 
ahnlicher Teile diirfte das oben Eriirterte ZlU' Klarstellung ausreichen (vergl. auch 
§ 52, Ziff. 1 a), betreffs del' Keile, Gewindegange n. s. f. sei anf des Verfassers 
Maschinenelemente 1880, S. 41 n. f. (Taf. 1, Fig. 28 und 30) bezw. S. 50, S. 238, 
1891/92, S. 80 u. f., S. 92 u. s. w. verwiesen. In bezug auf Sperrziihue miige das 
Folgende bemerkt werden. 

Die Kraft P, Fig. 4, im ungiinstigsten li'alle auBen im Pnnkt R angreifend 
(vergl. SchlnJhbsatz diesel' Fnl3bemerkllng), ergiht in bezllg auf den zunachst 

Fig. 4. 

heliebig unter dem \Vinkel 'I' angenommenen Brnchquerschnitt A X mit clem 
Mittelpnnkt M ein Kraftepaar yom Moment Px, welches auf Biegung wirkt, 
ferner eine Schubkraft S = P sin 'I' und eine Druckkraft N = P cos '1', welch 
letztere in del' Regel ohne weiteres vernachlassigt werden kann. 

Bezeichnet b c;lie Breite der Sperrzahne, so findet sich die griiGte Biegungs
anstrengung 6 des Materials nach Gleichung 10, § 16, zu 

Px Pre 
6=---=6--. 

}_ b h2 b II" 
6 
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Dureh Verminderung von b und a kannallerdings das biegende 
Moment verringert werden; gleichzeitig waehst abel' dann die 
P,ressung S: b d gegen die Mantelflaehe des Rundstabes. Hier
durch abel' wird del' Verringerung von a und damit auch del'
jenigen des biegenden Momentes eine Gl'enze gezogen. 

Da die Widerstandsfahigkeit des Stabes vom Durchmessel' d 

gegen Biegung del' dritten Potenz von d, gegen Schub dagegen 
nur del' zweiten Potenz von d proportional ist, so muB das 
Prufungsverfahl'en nach Fig. 1, S. 372, fur das gleiche Material unter 
sonst gleichen Verhaltnissen vVerte fur die Schubfestigkeit S: f 
liefern, welche von d abhangig sind. Durch die groBen Pressungen 
gegen die Mantelflachen del' abzuscherenden Zylinder, welche 
Krafte ihrel'seits gegenuber dem Bestl'eben des Stabes, auf del' 
Unterlage zu gleiten, Reibungsluafte wachrufen (vergl. § 46), findet 
allerdings eine weitere Trubung dieses Verhaltnisses statt. 

Es ist nun dmjenige Querschnitt festzustellen, fiir welchen u den grii13ten 
'vVert erlangt, was hei im allgemeinen beliebiger Gestalt del' Begrenzungslinie 
des Zahnes am einfachsten du1'eh Ausproben gesehieht. 

Zu1' Biegungsspannung t1'itt nun allerdings die Schubanstrengung. 'vVie in 
§ 52 unter Ziff. 1 b erorte1't werden wird, ergiht sich jedoch fiir den rechteckigen 
Quersclmitt, da13 die Biegungsanstrengnng allein maLlgebend ist, solange 

d. h. solange 

_.7J > 0 325 h 
sin cp ~, , 

x .:::>. 0,325 h sin cp. 

Diese Bedingung wird fast ausnahmslos erfiillt sein, infolgedessen Sperr
zalme ebenso ausnahmslos auf Biegung zu berechnen sind. 

Indem cler Bruchquerschnitt clureh A gefiihrt wird, wie oben gesehehen, ist 
vorausgesetzt, es habe die Begrenzungslinie des Zahnes cine solehe Form, daLl 
die \Viderstandsfahigkeit del' oberhalb A maglichen Bruchquerschnitte einen 
g1'a13cren odeI' mindestens den gloichen 'vVert besitzt. Wird Pals ganz au13en 
angreifend angenommen, wie in Fig. 4 gezeichnet, so trifft diese V oraussetzung 
bei den ii blichen Zahnformen allerdings nicht zu, wohl abel' dann, wenn die 
Angriffslinie von P - in Ubereinstimmung mit del' Wirklichkeit - um eine 
kleine Strecke von B naeh innen verlegt wircl. Beim Entwerfen pflegt man in 
del' 'vVeise vorzugehen, daB die Begrenzungslinie des Zahnes gewahlt und soclann 
untersucht wird, ob die Beansp1'uchung clie zulassige Anstrengung des Materials 
in keinem del' mag lichen Bruehquerschnitte iibersehreitet. Bei Inbetrachtziehung 
von Querschnitten, die oberhalb A gelegen sind, ist sinngemaB in del' gleichen 
Weise vorzugehen, wie oben fill' clen durch A gehenden Quersehnitt dargelegt 
wurde. 
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Das vorstehend Erorterte fiihrt zu dem Ergebnis, daB die 
Schubversuche, wie sie angestellt zu werden pflegen, nicht geeignet 
sind, die Richtigkeit del' Hauptgleichung (2, § 39) zu priifen, noph 
die Unterlagen fiir die zulassigen Schubanstrengungen mit del' 
wiinschenswerten Genauigkeit zu liefern. . Eine unmittelbare und 
genaue Priifung del' Gleichung 2, § 39, auf dem Wege des Ver
suches begegnet erheblichen Schwierigkeiten. Dieselben erwachsen 
aus dem Umstahde, daB die Schubkraft immer von einem biegenden 
Moment begleitet ist, und daB da, wo dessen EinfluB zuriicktritt, 
so bedeutende Krafte auf verhaltnismaBig kleine Teile del' Mantel
flache des Stabes zusanunengedrangt wirken miissen, daB die den 
weiteren Entwickelungen zugrunde liegende Voraussetzung des 
Nichtvorhandenseins von Normalspannungen senkrecht zur Stab
achse - und unter Umstanden diejenige des Nichtauftretens von 
senkrecht zur Stabachse stehenden Schubanstrengungen, welche in 
Ebenen wirken) die sich in Parallelen zur Achse schneiden 
unerfiillt bleibt. (Vergl. auch den SchluB von § 69.) 
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Form anderung sarbeit 
gerader stabformiger Korper bei Beanspruchung auf Zug, 

Druck, Biegung, Drehung oder Schub. 

§ 41. Arbeit der Langeniinderung. 

Ein prismatischer Stab von del' Lange lund dem Quer
schnitt / sei an dem einen Ende festgehalten, am anderen fl'eien 
Ende dnrch eine von Null an stetig wachsende Kraft P belastet. 
El' erfahl't hierdnrch eine Verlangerung. Solcher Anderllngen der 
Lange sind nach MaBgabe der Darlegungen in § 4 und § 5 dreierlei 
zu unterscheiden: 

1. die gesamte Langenanderung A, 
2. die bleibende Langenanderung X, 
3. die federnde Langenanderung X', 

welche mit der Kraft P in einem solchen Zusammenhange stehen, daB 

l = /1 (P) 
X = /2(P) 
X' = j~ (P) 

oder P FI (l), 
P F~ (X), 
P = F3 (l"). 

Handelt es sich beispielsweise um einen Lederriemen, bei dem 
die Verlangerungen langsamer wachsen als die Belastungen, so 
zeigt die Linie, welche durch l = /1 (P) oder P = FI (l) bestimmt 
wird, etwa den in Fig. 1 skizzierten Verlauf. Die mechanische 
Arbeit, welche aufzuwenden ist, den Riemen z. B. um l = OQ2 
zu verlangern, wozu die von Null an gewachsene Belastung 
P = 0 QI = Q2 Q gehort, wird dargestellt durch die schraffierte 
Flache 0 Q Q2 von der GroBe 
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). A 

Al = SPd)" = S FI()..)d)... 1) 
u " 

Davon ist zu bleibender Formanderung verwendet worden 

).! A' 

A2 = S P dX = S F2 (X) dX, 

G 
+ 

U I) 

111 --------.----- 'D 

Fig. 1. 

2) 

somit die mechanische Arbeit, welche der Korper infolge seiner 
Elastizitat in sich aufgespeichert hat, und die er bei der Entlastung 
wieder zuriickzugeben in der Lage ist, 

)." )," 

A3 = Al - A2 = S P d)"" = S F3 C),") d)"". 3) 
o u 

Die Elastizitatslehre, indem S18 sich lediglich mit den elasti
schen Formanderungen beschaftigt, pflegt nul' die diesen Form
anderungen entsprechende Arbeit als Formanderungsarbeit 
(Deformationsarbeit) in Betracht zu ziehen und ttberdies vor
auszusetzen, daB Proportionalitat zwischen Dehnungen und Span
nungen besteht, daB also die Dehnungslinie eine Gerade ist, wie 
z. B. in Fig. 1, § 2, bis zum Punkte A. 

Unter dieser Voraussetzung findet sich, wenn im folgenden 
die Formanderungsarbeit, in dem soeben bezeichneten Sinne auf
gefaBt, mit A und die elastische Langenanderung kurz mit).. be
zeichnet wird, die Arbeit del' Langenanderung 

A =~P1 1j.",1 
2 '" - 2 v A, 
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und da nach § 2, sofel'll Krafte senkrecht zur Stabachse nicht 
wirken, 

A = a ul 

A = -1-au2fl=~a!TV 
2 . 2 ' 4) 

d. h. die Arbeit del' Langenanderung ist proportional 
dem Volumen V=/l des Stabes und dem Quadrate del' 
Spannung. 

Wird u durch die verhaltnismaBige Dehnung e ersetzt nach 
MaBgabe der Gleichung 

e = a(J', 

so folgt 

5) 

Handelt es sich um einen Karpel' von vel'anderlichem 
Quel'schnitt wie Fig. 1, § 6, so el'gibt sich unter der Voraus
setzung, daB der Dehnungskoeffizient a konstant ist und Krafte 
senkrecht zur Stabachse nicht tatig sind, die Al'beit A mit An
nahel'ung 1) durch folgende Erwagung. 

Damit das im Abstande a: von del' freien Stirnflache des 
Stabes, Fig. 1, § 6, gelegene Korpel'element / da: in der Richtung 
von a: urn e da: gedehnt wird, \vobei die Spannung 

IJ 
u= 

a 

eintritt, bedarf es der Aufwendung einer Arbeit 

dA = -}/u. eda: = 21a j ~2 d.?; = ; j(j2da:. 

1) Mit Annaherung namentlich deshalb, weil die Spannungen in samt
lichen Punk ten eines Querschnittes nieht die gleiche Richtung haben kiinnen. 
Die Spannung im Mittelpunkte des Querschnitts fallt allerdings in die Stabachse, 
steht also senkrecht zu letzterem, dagegen werden beispielsweise die Spannungen 
in den auf del' Umfangslinie des Querschnitts liegenden Elementen die Richtung 
der Mantellinien des Stabes besitzen, also geneigt gegen die Stabachse sein 
mussen. 
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Folglich die Arbeit, welche die Formandernng des ganzen Stabes 
fordert, 

1 1 

A = -i~ S l?jd.7} = ~ S (52f dx. 6) 
o 0 

Fur den Fall, daB der Stab em Prisma, wird hieraus 

wle oben bereits ermittelt worden ist. 
Bei den vorstehenden Erorterungen wurde vorausgesetzt, daB 

die Belastung stetig von Null an wachst, so daB in jedem Augen
blick Gleichgewicht vorhanden ist zwischen del' auBeren belastenden 
Kraft und den' hierdurch wachgerufenen inneren Kraften. Wird 
nun del' Stab plotzlich del' Einwirkung del' ganzen Kraft P 
uberlassen, ohne daB jedoch ein .StoB hierbei stattfindet, d. h. 
ohne daB del' zweite, den Stab belastende Korper diesen mit einer 
gewissen Geschwindigkeit trifi't, so erhebt sich die Frage nach 

. del' GroBe del' Anstrengung (5, welche das Material in dem Augen-
blick del' groBten Vel'langerung )., des Stabes erleidet. Bei del' 
im folgenden gegebenen Beantwortung, wobei ein pl'ismatischer 
Stab zugrunde gelegt wul'de, solI von dem Einflusse del' Zeit 
auf die Ausbildung del' Fol'manderung abgesehen werden. 

Un tel' del' Voraussetzung unveranderlicher GroBe des Deh
nungskoeffizienten a betragt die Arbeit, welche die tiberwindung 
del' inneren, durch die Dehnung wachgerufenen Krafte bei del' 
Verlangerung A fordert, 

1 
2).,/(1· 

Dieselbe muB gleich sein derjenigen mechanischen Arbeit, 
welche die auBere Kraft P verrichtet, indem sie in ihrer Richtung 
l.lm )., fortschreitet, d. i. P A. Also 

woraus 
P 

(1=2-
/ 
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d. h. die den Stab mit ihrer ganzen GroBe plotzlich, 
jedoch ohne StoB belastende Kraft P veranlaBt eine 
doppelt so groBe Anstrengnng des Materials, als wenn 
P von Null an stetig gewachsen ware. 

Nachdem del' Stab sich urn l gedehnt hat, in welchem Augen
blick (jf = 2 P ist, werden die inner en Krafte, da sie urn P groBer 
sind als die auBere Kraft P, eine Wiederverkurzung einleiten, 
welche fur den Fall vollkommener Elastizitat und abgesehen von 
Widerstanden die Stablange auf l zuruckbringt; hieran schlieBt 
sich neuerlich eine Verlangerung u. s. f.: del' Stab wird Schwin
gungen vollfuhren, welche, wegen del' in WirkIichkeit vorhandenen 
'Viderstande fort und fort abnehmend, schlieBIich Null werden. 

§ 42. Arbeit der Biegung. 

Del' Korper sei in del' Weise gestutzt und belastet, daB del' 
Fall del' einfachen Biegung vorliegt (III, § 16). Unter Vernach
lassigung del' Schubkrafte sowie del' ortlichen Zusammendruckung, 
welche del' Korper da erfahrt, wo die auBeren Krafte auf die Ober
Hache wirken, und un tel' der Voraussetzung, daB del' Dehnungs
koefficient a konstant ist, ergibt sich die Biegungsarbeit durch 
folgende Betrachtung. 

Um das im Abstande "I von del' Nullachse gelegene, streifen
formige Korperelement yom Querschnitt df und der Lange dx (in 
Richtung der Stabachse), Fig. 5, § 16, so zu dehnen, daB dessen 
Lange die verhaItnismaBige Dehnung s erfahrt, wobei die Normal
spannung 

s 
(j=

a 

eintritt, ist eine Arbeit 

dA (jdf d a 2 d' d =------s X=-(j if x 
2 2 

erforderlich. 
Unter del' Annahme, daB die Ebene des den Stab biegenden 

Kraftepaares yom Momente Mb die eine del' beiden Hauptachsen 
des Querschnittes, dessen Tragheitsmoment in bezug auf die andere 

Bach, ElastiziHH. 5. Auf!. 25 
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Hauptaehse mit 0 bezeiehnet sei, in sieh enthalt, gilt naeh 
Gleiehung 9, § 16, 

Infolgedessen 

und hiermit die meehanisehe Arbeit, welehe die Biegung des ganzen 
Karpel's beansprueht, 

a 5M; 5 a 5 M; A = - -dx .,2 dif = ~- -dx 
2 0 2 ./ 2 0 ' 

1) 

wobei die Integration sieh auf die ganze Lange des Stabes zu er
stl'eeken hat. 

Fur den Fall Fig. 1, § 16, - del' prismatisehe Stab ist 
an dem einen Ende befestigt, am anderen freien Ende 
d ureh die Kraft P belastet - findet sieh, sofern man, von B 
naeh A hin sehreitend, (Z-x) mit ~ bezeiehnet und dement
spreehend Afb = P ~ einfuhrt sowie dx durch d~ ersetzt, 

1 

A = ~5P2~2 d~ = ~ p2 Z3• 
2 0 6 0 

o 

Diese Gleiehung gestattet eine sehr rasehe Feststellung del' 
Durehbiegung y' des freien Stabendes dureh die Erwagung, daB 
die meehanische Arbeit, welehe die stetig von Null bis auf P ge
waehsene Belastung beim Sinken urn y' verriehtet, d. i. 

gleieh A sein rnuB. 
Demnaeh 

1 P , 
2 y, 

~P '= ~P2[3 
2 y 6 0 ' 
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welches Ergebnis in Ubereinstimmung mit Gleichung 4, § 18, 
steht, sofern man in letzterer die hier nicht vorhandene Belastung 
Q gleich N uIl setzt. 

Wird die Anstrengung an der BefestigungssteIle im Abstande 
tj = el von del' Nullachse mit kb bezeichnet, so folgt 

und damit 

Wenn 

gesetzt wird, was z. B. ergibt fiir den rechteckigen Quer
schnitt 

o = - b h3 = £ b h -1 ( h )2 
12 2 

fur den kreisformigen Querschnitt 

so findet sich unter Beachtung, daB Il gleich dem Stabvolumen V, 

ex ex 
A = - £ k 21 l = - t k 2 V 6 b 6 b , 

2) 

d. h. die Biegungsarbeit ist proportional dem Volumen des 
Stabes und dem Quadrate del' Materialanstrengung. 

Handelt es sich urn einen Korper von gleichem Wider
stan de gegen Biegung (§ 19), so ist 

fiil' die einzelnen Querschnitte konstant, wobei unter e der Abstand 
del' hinsichtlich der groBten Anstrengung maBgebenden Faser ver-

25* 
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standen werden solI. Durch Einfiihrung des hieraus folgenden 
Wertes von Mb in GIeichung 1 wird 

und mit Riicksicht darauf, daJ.l e = ~f e2, 

l 

A = ; ,kb2 5 f dx = ; ~ kb2 V. 
o 

3) 

Hiernach ist die Biegungsarbeit eines Korpers von gleichem 
Widerstand bei bestimmter Querschnittsform 

1. unabhangig von der Art der Unterstiitzung (Befestigung) und 
der Belastung, 

2. proportional dem Volumen des Korpers und dem Quadrate 
der Materialanstrengung, 

3. verhaltnismaJ.lig 3 mal groJ.ler als der Wert GIeichung 2, 
welcher sich fiir den prismatischen Stab Fig. 1, § 16, ergibt. 

Fiir den Stab Fig. 2, § 19, liefert GIeichung 3 wegen 

1 
£=3 

A =~k2V 6 b • 

§ 43. Arbeit der Drehung. 

Der Korper ist in der Weise beansprucht, daJ.l der Fall del' 
einfachen Drehung vorliegt (V, § 32). 

Vorausgesetzt sei, da13 es sich um einen prismatischen 
Stab handle, daJ.l die ortlichen Formanderungen an den Stellen, 
wo die auJ.leren Krafte auf den Korper einwirken, vernachlassigt 
werden durfen, da13 sich ein 'auf gehinderte Ausbildung der Quer
schnittswolbung gerichteter Einflu13 (vergl. § 34, unter Ziff. 3) nicht 
geltend mache, und daJ.l del' Schubkoeffizient fJ (§ 29) unverander
lich ist. 
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Um das im beliebigen Punkte P des Querschnittes (Fig. 4, 
§ 32, Fig. 2, § 33, oder Fig. 3, § 34) gelegene Korperelement von 
der Grundflache dy dz = df und del' Lange l so zu verdrehen, 
daB es die verhaltnismaBige Schiebung r erfahrt, wobei die 
Schubspannung 

w=L 
fJ 

eintritt, ist eine Arbeit 

aufzuwenden; demnach zur Verdrehung des ganzen Stabes 

f1 C A= 2~lJ'(,2df, 1) 

wobei die Integration sich uber den ganzen Querschnitt zu er
streck en hat.!) 

Fur den kreisformigen Querschnitt, Fig. 4, § 32, folgt 
mit kd als Drehungsanstrengung im Abstande r 

~_ 7, ~ 
" - i"d , 

l' 

und da nr 2 l gleich dem Stahvolumen V, 

2) 

1) Unter Benutzung von Gleichung 5, § 35, gelangt man zu 
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worin ka bei gegebenem Drehungsmoment Ma nach Beziehung 3) 
§ 32, bestimmt ist durch die Gleichung 

Fur den Hohlzylinder, Fig. 5, § 39, findet sich 

3) 

worm 

v = ~ (d 2 - d 2) l 4 0 , 

Vergleicht man die mechanichen Arbeiten A., Ab und Ad' 
welche ein Kreiszylinder vom Volumen Vaus durchaus gleich
artigem Material bei Beanspruchung auf Zug bezw. Biegung 
(Fig. 1, § 16) und bezw. Drehung fordert, so erhalt man zunachst 

nach Gleichung 4, § 41, mit a = k. A. = ! ex k.2 V; 

2, § 42, 

2, § 43, 

Nach Gleichung 3 bezw. 5, § 31, ist 

m+l 
fJ=2--~ex, 

m 

Wird nun 

10 
m=3' 

gesetzt, womit 

fJ = 2,6 ex, 

k - m k 
s- m+l •. 

k =k b • 



so folgt 

§ 43. Arbeit der Drehung. 

1 10 
= 1: 12:13 

= 1 : 0,083: 0,769. 

391 

Hieraus erhellt, daB zur Erreichung elDer bestimmten An
strengung des Materials bei Biegung die geringste Form
anderungsarbeit aufzuwenden ist, und daB infolgedessen del' ge
bogene Zylinder auch nul' eine verhaltnismaBig geringe Form
anderungsal'beit in sich aufnimmt. 

Fiir den elliptischen Querschnitt, Fig. 2, § 33, mit den 
Halbachsen a und b el'gibt Gleichung 4, § 33, 

Folglich nach Gleichung 1 

f.I JYl2 5 A = 2 _1" ___ d_ l (a4 1J 2 + b4 Z2) df 
n 2 a6 b6 i7 , 

woraus wegen 

Sy2 dj =~- a b3, 

4) 

und unter Beriicksichtigung del' Gleichung 7, § 33, mit kd als 
Drehungsanstl'engung 

sofern 

V= nabl 

das Volumen des Stabes ist. 
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Die Gleichung 4 ermoglicht die Feststellung des Winkels, 
urn welch en sich jede del' heiden Hauptachsen (das Hauptachsen
kreuz) des einen Endquerschnittes des elliptischen Stabes gegen
tiber der ihr entsprechenden Achsc (dem Hauptachsenkreuz) des 
anderen Endquerschnittes verdreht, in uberaus leichtel' Weise, 
Diesel' Winkel, dividiert durch die Entfernung l del' beiden Quer
schnitte, gibt den verhaltnismaBigen Drehungswinkel ,(f, 

eVergl. § 33, Ziff. 1, d und e.) Seine GroBe sei deshalb mit ,(f l 
bezeichnet. 

Das dl'ehende Kraftepaar (vergl. auch Fig. 1, § 32), dessen 
Moment von Null an stetig bis zu Md wachst, verrichtet bei del' 
Drehung des einen Querschnittes gegen den anderen, d. h. des 
Achsenkreuzes des einen Quel'schnittes gegenuber demjenigen des 
anderen, urn ,(f l eine mechanische Arbeit 

Dieselbe muB gleich sein del' durch Gleichung 4 bestimmten 
Arbeit, welche die Ubel'windung der inneren Krafte fordert, d. h. 

6) 

wle in § 36 unter No.3 angegeben ist. 
Fur den rechteckigen Querschnitt, Fig. 3, § 34, mit del' 

Breite b und del' Hohe h findet sich unter Beachtung del' Gleichung 1, 
§ 34, die Spannung im belie big en Punkte P zu 

v----- / [(2Z)2]2 [(2y)~]2 
'C = 'C!J 2 + 'lz 2 = 1m2 1 - h y2 + n2 1 - b- Z2 i 

infolgedessen 

16 m2 r 2 4 d'f 16 n2 S 4 2 d'j' 
+~JYZ +~yz . 



wird 

§ 43. Arbeit der Drehung. 

Wegen 

ry2 ".4 d'j = _1_ b3 h5 
1 W 960' 
" 

Sy' Z2 d'j = _1_ b5 h3 

960 ' 

r2d'j- 1 2b31 1 2bh3 1 (m2 n2 )b3 h3 J T - 10 m f~ + 10 n - 18 h2 + b2 . 

Nach § 34 ist 

2 , 
rn=-T b a 

2 b I 

n=7Ta ' 

393 

Hiermit folgt, so fern noch die Spannung T'a im Punkte A des 
Querschnittumfanges, Fig. 3, § 34, durch kd ersetzt wird, 

infolgedessen nach G leichung 1 

sofern 

v= bhl 

das Volumen des Stabes bezeichnet. 
Wird nach MaBgabe der Gleichung 5, § 34, 
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gesetzt, so findet sich jetzt 

Diese Beziehung gestattet in ganz gleicher Weise, wie oben 
fur den elliptischen Stab erortert, die Ermittelung des verhaltnis
malligen Drehungswinkels {f fur Prism en mit rechteckigem 
Querschnitt. 

Die Arbeit, welche das drehende Kraftepaar bei del' Ver
drehung del' urn l voueinander entfernten Querschnitte verrichtet, 
mull gleich A sein, d. h. 

Dieses Ergebnis unterscheidet sich von den in § 36 unter 
No.6 aufgenommenen de Saint Venantschen vVerten durch den 
Zahlenkoeffizienten. Es schliellt sich den Ergebnissen del' Ver
suche, welche Bauschinger zu dem Zwecke anstellte, die de Saint 
Venantsche Gleichung zu prufen, noch bessel' an. Wie in § 35 
unter Ziff.2 berichtet, sollten nach den de Saint Venantschen 
Koeffizienten sich verhalten 

{fa: ifb: {fc : ifel: {fe = 1: 1,25 : 1,13: 1,40: 9,1. 

Bauschingers Messungen ergaben 

{fa: {fb : {fc : {fel: {fe = 1 : 1,24: 1,20 : 1,47 : 9,65. 

Die Einfuhrung des hier ermittelten Zahlenkoeffizienten 3,6 
del' Gleichung 9 fur die rechteckigen Stabe (e, d und e) fuhrt zll 

I) Vergl. den SchluBabsatz von § 43. 
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DaB der Zahlenwert 3,6 der Gleichung 9 an sich del' rich
tigere sei, darf hieraus jedoch nicht geschlossen werden, da die 
Versuche mit GuBeisen angestellt wurden, des sen Dehnungskoef
fizient veranderlich ist (vergl. das S. 350 Gesagte). 

Versuche des Verfassers, welche jedoch noch nicht abge
schlossen sind, deuten darauf hin, daB 'l/Jo in der Gleichung 

b2 +h2 
{} = I./Jo b3 kS JrId (J 9a) 

mit dem Verhaltnis b: h abnimmt und zwar etwas starker als die 
de Saint-Venantschen Zahlen S. 354 unter Ziff. 6 angeben. (Vergl. 
S. 541.) 

Dem Vorstehenden entsprechend wird sich auch del' Zahlen
wert in Gleichung S veranderlich ergeben. 

Mit del' Genauigkeit, mit welcher del' Zahlenwert in Gleichung 5, 
§ 34 konstant ist, folgt 

Sa) 

§ 44. Arbeit der Schiebung. 

Del' Fall der Inanspruchnahme auf Schub alIein wird daIlll 
als vorhanden betrachtet, wenn sich die auf den geraden stab
formigen Karpel' wirkenden auBeren Krafte fur den in Betracht 
gezogenen Querschnitt ersetzen lassen durch eine Kraft S (Schub
kraft), welche in die Ebene des letzteren falIt und die Stabachse 
senkrecht schneidet. Wie im zweiten Abschnitt un tel' VI. erortert, 
kann - streng genommen - diese Schubanstrengung niemals 
allein vorkommen; die Schubkraft S ist vielmehr immer von einem 
biegenden Moment begleitet. 

Wird trotzdem nul' diese in Betracht gezogen, welche nach 
MaBgabe del' Gleichung 3, § 39, und del' Fig. 1, § 39, fur den 
beliebig zwischen P' P' gelegenen Punkt P die Schubspannung 

S JrI'l) 
r= ~-

2 Y cos f.fJ @ 

liefert, so ergibt sich unter Voraussetzung del' Unveranderlichkeit 
des Schubkoeffizienten {J folgendes. 
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Die Herbeifuhrung del' Schiebung r des im Punkte P, Fig. 1, 
§ 39, welcher um z von del' senkrechten Hauptachse abstehe, zu 
denkenden Korperelementes von dem Querschnitt 

df = d1j dz 

und del' Lange dx, wobei eine Schubspannung 

r 
'[= -

f1 

wachgerufen wird, fordert eine mechanische Arbeit 

'C df f1 
dA = -2- r dx = 2 ",2 df dx. 

Demnach die gesamte Formanderungsarbeit del' Schubkrafte 

Hieraus findet sich beispielsweise fur den rechteckigen 
Querschnitt von del' Breite b und del' Hohe h, Fig. 2, § 38, da 
hier (vergl. § 39 unter a) 

cp = cp' = 0, df = b d1j, 

h 

A = L5dX 2 ~~- +5 2 [1 - (~)2]2 d1j = JL f1 (' ~ dx 2) 2 . 4 b h2 h ~ 5 J b h . 
-2 2 



Vierter Abschnitt. 
Zusammengesetzte Beanspruchung gerader stabformiger 

Korper. 

VII. Beanspruchung durch N ormaIspannungen 
(Dehnungen). 

Zug, Druck und Biegung. 

§ 45. 

Allgemeines. Der Stab ist nur durch Krafte beansprucht, 
welche in Richtung seiner Achse wirken. 

Allgemeines. 

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkendell auBeren 
Krafte ergeben fur den in Betl'acht gezogenen Querschnitt eine in 
die Stabachse fallende Kraft P und ein Kraftepaar vom Momente 
M b , dessen Ebene den Querschnitt senkrecht schneidet. 

Fur einen beliebigen Punkt des Quel'schnittes liefel't die Kraft P 
eine Dehnung und Normalspannung. Gleiche Wil'kung hat das 
biegende Moment M b • Die Gesamtdehnung wie auch die Gesamt
spannung ergibt sich als die algebraische Summe aus den beiden 
Einzeldehnungen, bezw. Einzelspannungen. 

Unter del' Vol'aussetzung, daB die Ebene des Kl'aftepaares die 
eine del' beiden Hauptachsen des Quel'schnittes in sich enthalt, 
findet sieh die durch Mb im Abstande 1'/ von del' anderen Haupt
achse hervorgerufene Normalspannung nach Gleichung 9, § 16, zu 

Trifft diese Voraussetzung nicht zu, so ist die Norm,alspannung 
nach MaBgabe des in. § 21 unter 2 Erorterten festzustellen. 

Die Normalspannung, welche von P herriihrt, betritgt unter 
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der Voraussetzung gleiehmaBiger Verteilung uber den Quersehnitt 
in allen Punk ten des letzteren 

P 
y' 

Folglieh die Gesamtspannung (f im Abstande 'fJ von del' bezeieh
neten Hauptaehse 

1) 

Das obere Vorzeiehen gilt, wenn P ziehend, das untere, wenn 
P driiekend wirkt. 

M b , P, & und f sind als absolute GroBen zu betraehten, 
wahrend 1j als positiv oder negativ einzufiihren ist, je naehdem die 
betreffende Fasersehieht auf del' el'habenen oder del' hohlen Seite 
der elastisehen Linie liegt. 

Bei Benutzung del' Gleiehung 1 sind die Voraussetzungen, 
welehe zu ihr fiihrten, im Auge zu behalten; insbesondere kann 
sie ganz unriehtige Werte ergeben, wenn unter EinfluB von ~lb 
der Stab sieh in solehem MaBe dul'ehbiegt, daB P infolge dieser 

e" e; r--rrril 
/ / 
Ii 

e 

---'r<-'14 
I /1 
I /1 
/, / I 
/ J 

/ % ~ 
/ / 
I I 
I / 

I / / 
I I I 
I I / 
1/ / 
I· / 
1/ / 

em /1 
I 
I I 
I / 
1/ 
II 
II 

Dt7J 

Durehbiegung ebenfalls Momente liefert, die 
von Bedeutung sind und nieht mehr vernaeh
lassigt werden durfen. 

Hinsiehtlieh des Kriimmungshalbmessers del' 
elastisehen Linie sei unter den in § 16 ge
maeIiten Voraussetzungen folgendes bemel'kt. 

Die beiden urn dx voneinander abstehenden 
Quersehnitte CC und C1 C1 " Fig. 1, andern unter 
Einwirkungen del' in die Stabaehse fallen den 
Kraft P lediglieh ihre Entfernung, und zwar 
urn 0 1 ot' = Eo dx, sofern Eo die dureh P herbei
gefiihrte vel'haltnismaBige Dehnung ist, ent-

spreehend der Normalspannung (f = ~. C1' Ct' 

sei diese neue Lage von C1 C1 gegeniiber CC. 
Fig. 1. 

InfoIge del' Wirksamkeit des Momentes Mb 
neigen sieh die beiden Quersehnitte gegenflinander. Ware nur 
Mb tatig, so wul'den sieh die beiden Quersehnitte in del' dureh 
den Punkt M bestimmten Linie sehneiden, wegen del' Parallel
verruekung urn 0 1 0 1' = Eo dx erfoIgt dieses Sehneiden jedoeh in 
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elUer dazu parallelen Linie, die sich im Punkte MI darstellt, fur 
den gilt 

MA11 : 0 A1 = ~o dx : dm = Eo : 1 

o M~ = 0 M + M MI = 0 M (1 + Eo) = e (1 + Eo), 

wenn eden Krummungshalbmesser bedeutet, wie er sich unter 
Einwirkung des biegenden Momentes allein ergibt. Da Eo eine 
sehr kleine GroBe gegenuber 1 ist, so darf mit Annaherung 
OMI = rv e gesetzt, also mit del' oben bezeichneten Annaherung 
hinsichtlich des Krummungshalbmessers so verfahren werden, als 
sei nul' das biegende Moment wirksam. 

Der einerseits befestigte prismatische Stab wird durch eine 
zur Stabachse parallele, jedoch exzentrisch zu ihr gelegene 

Kraft P belastet. 

1. Die Kl'aft P wirkt ziehend, Fig. 2 und 3. 

Die durch P und die Stabachse bestimmte Ebene schneidet 
samtliche Korperquerschnitte lU elUer del' beiden Hauptachsen. 

~-~
@.,1 

I 

V-

Fig. 2. Fig. 3. 

Die hierbei ~intretende Biegung des Stabes, Fig. 3, ist elUe 
derartige, daB das biegende Moment, insoweit es von del' GroBe 
del' Durchbiegung beeinfluBt wird, von B nach A hin abnimmt, 
also seinen groBten Wert P a im Querschnitt bei B besitzt. Fur 
diesen gilt daher nach Gleichung 1, sofel'll del' Wert von 1] fur 
die am starksten gespannte Faser gleich e ist, 
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Hierbei ist del' - iibrigens nicht erhebliche - EinfluB, welchen 
die mit del' Durchbiegung verkniipfte Neigung des Querschnitts 
nimmt, vernachlassigt. 

Nach A hin wird sich ()max vermindern in dem MaBe, in welchem 
die Durchbiegung den Hebelarm del' Kraft P verringert. 

Fur kreisformigen Querschnitt yom Durchmesser d und mit 

a = { (Angriffspunkt del' Kraft liegt auf dem Umfange des Quer

schnittes) folgt beispielsweise 

d 
e =----

2 ' 

~-~d21 
4 4 I P P 1+--- =-. (1+4)=5-, 
~ d4 j f 
64 J 

d. h. die groBte Anstrengung ist 5 mal so groB als bei zentrischem 
Angriff del' Kraft P. Del' EinfluB del' Exzentrizitat ist demnach 
ein ganz bedeutender. 

Besteht del' Stab aus einem Material, fLtr welches die zulassige 
Anstrengung gegenuber Biegung, d. i. kb) sich wesentlich unter
scheidet von derjenigen gegeniiber Zug, d. i. kz' wie dies z. B. fiir 
GuBeisen zutrifft (vergl. § 22, Zusammenstellung auf S. 249, Spalte 4, 
Gleichung 1, § 22 auf S. 250), so wiirde es unrichtig sein, ohne 
weiteres nach MaBgabe del' Beziehungen 

P Pa P Pa 
-+--e<k oder-+--e<k f e =b f e =z 

zu I'echnen. In solchem FaIle ergeben sich mit 

die Beziehungen 

odeI' 
P 1 Pa 
-+--e<k f flo e - z' 

kb zulassige Biegungsanstrengung 
flo = "k; = zulassige Zuganstrengung r 

2) 
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2. Die Kraft P wirkt ariickena, Fig. 4. 

Voraussetzung wie unter Ziff. 1. 
Rier nimmt bei eingetretener Durchbiegung das 

Moment Mb von B nach A hin zu, wie bereits in § 24 
an Hand der Fig. 1 erortert worden ist. In bezug auf 
den durch .7] bestimmten Querschnitt fand sich dort 

JV!b=P(a+y'-y) 

und hiermit, indem die Gleichung 

d2 y aP , 
-=-(a+y -y) 
dx 2 €J . 

zum Ausgangspunkt genommen wurde, 

~= 1- cos (l11 aP ), 
a+y €J 

woraus 

a 
a + y' = ---:--==:-

cos (lV a: ) 
und damit die Durchbiegung des freien Endes 

Fig. 4. 

3) 

4) 

Fur den Querschnitt bei A erlangt Mb den groBten Wert, 
namlich 

folglich betragt hier die Gesamtzugspannung der im Abstande 
IfJ = + e1 gelegenen Fasern nach Gleichung 1 

Bach. Elastizitat. 5. Auf!. 26 
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5) 

und die Gesamtpressung del' iill Abstande "I = - e2 gelegenen 
Fasern 

Pa eo P 
max (0'2) = -c-os-(-z-V=P= .. : )@+f < k, 

6) 

sofern kb und k die zulassigen Anstrengungen gegeniiber Zug bei 
Biegung bezw. Druck bezeichnen. 

Besteht del' stabfarmige Karpel' aus einem Material, fiir 
welches kb erheblich von Ie abweicht, so muB streng genommen 
in sinngemaBer Weise so verfahren werden, wie am Schlusse von 
Ziff. 1 angegeben worden ist. Da jedoch hier unter allen Um
standen eine graBere Sicherheit darin liegt, wenn die Gleichung 5 
ohne wei teres beniitzt wird, wahrend dort die AuBerachtlassung 
von flo in del' ersten del' Beziehungen 2 zu einer wesentlichen 
Unterschatzung del' Materialanstrengung fiihren kannte, so diirfte 
an diesel' Stelle del' gegebene Hinweis geniigen. 

a) Del' Stab ist schlank und del' Rebelarm a klein. 

Diese Sachlage entspricht dem im erst en Abschnitt unter IV 
behandelten FaIle del' Knickung. Dort wurde zwar zentrische Be
lastung des Stabes durch die Kraft Pzunachst vorausgesetzt; wir 
erkannten abel', daB es sehr schwer halt, diese Voraussetzung zu 
erfiillen, infolgedessen ein, wenn auch sehr kleiner, Hebelarm als 
tatsachlich vorhanden angenommen werden muBte. Diese An
nahme wurde auBerdem noch dadurch zu einer Notwendigkeit, 
daB in Wirldichkeit die Achse bei langeren Stab en keine gerade 
Linie und daB tatsachlich das Material nicht vollkommen gleich
artig ist. Wir gelangten sodann in § 24 zu dem Ergebnis, daB, 
wenn die Belastung P betragt, 

n 2 1 @ P - -----
0- 4 a {2' 
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die Durchbiegung y' nach Gleichung 4 selbst fur einen sehr kleinen 
Wert des Hebelarmes a die GroBe = annimmt. Infolgedessen 
war Po als diejenige Belastung zu bezeichnen, welche die Knickung, 
d. h. Bruch odeI' unzulassige Biegung, des Stabes herbeifiihren wird, 
sofel'll nur a > 0. Letzteres muB abel' aus den bezeichneten 
Grunden immer angenommen werden. 

DemgemaB wurde in § 25 als zulassige GroBe del' den Stab 
belastenden Kraft P nur del' @)te Teil yon Po in Rechnung ge
stellt, also gewahlt 

unter Beachtung, daB iiberdies die Forderung del' einfachen Druck
beanspruchung 

P~kf 

befriedigt sein muB. 
Wird in Gleichung 4 fur P del' in del' yorletzten Gleichung 

enthaltene Wert eingefiihrt, so ergibt sich 

woraus beispielsweise 

fiir @) = 4 
die Ausbiegungen y' = O,414a 

folgen. 
Die Bedingung 

P< Po 
=@) 

9 
0,155a 

16 
0,082 a 

25 
O,052a 

kommt demnach darauf hinaus, daB man die Abweichung y' von 
del' Geraden, d. h. die Ausbiegung, innerhalb einer gewissen 
Grenze halt. 

Ganz entsprechend wird auch hier vorzugehen sein. Del' 
einzige Unterschied besteht darin, daB infolge des exzentrischen 
Angreifens del' Kraft P von vol'llherein ein Hebelarm gegeben ist. 
Derselbe, mit a1 bezeichnet, ist schatzungsweise urn einen Betrag a2 

26* 
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zu vergroBel'll, welcher den oben bezeichneten Umstanden (Nicht
geradlinigkeit del' Stabachse, Ungleichartigkeit des Materials, ein
schlieBlich Verschiedenartigkeit seines Zustandes) Rechnung tragt. 
Hinsichtlich a1 wird wesentlich die Genauigkeit in Betracht kommen, 
mit welcher sich die Lage del' auf den Stab wirkenden Krafte fest
stellen und wenigstens dahin sichel'll laBt, daB Uberschreitung 
des in Rechnung genommenen Wertes von a l in Wirldichkeit 
nicht stattfindet. Indem hierbei die Konstruktion, Material, Aus
fiihrung und AufstelIung EinfluB nehmen werden, greift die GroBe 
al in das Gebiet von a2 iiber. 

Liegen die GroBen a l und az, nach MaBgabe des Vorstehen
den mit Riicksicht auf die besonderen Verhaltnisse del' jeweiligen 
Aufgabe ermittelt, VOl', so kann unter Beachtung, "daB die zu
lassige Biegung y' fiir nicht fedel'llde Konstruktionsteile sehr 
klein sein muB, zunachst gesetzt werden 

womit sich ergibt 

P Cal + a 2) P < k o e2 +y= " 

(Vergl. die Bemerkungen zu Gleichung 5 und 6.) 
Befriedigt del' Stab diese Bedingungen, so 

biegung 

7) 

ist die Durch-

8) 

zu berechnen und EntschlieBung hinsichtlich ihrer Zulassigkeit zu 
fassen. Erforderlichenfalls sind die Abmessungen des Stabes zu 
andel'll. 

Die Gleichungen 7 und 8 setzen voraus, daB a2 in die Rich
tung von a1 falIt, was nicht notwendigerweise del' Fall sein 
muB. 1st das Tragheitsmoment 0 (bezogen auf die zum Abstande 
al senkl'echte Hauptachse) das klein ere del' beiden Haupttl'agheits
momente, so wird diese Annahme allel'dings im Sinne des Zweckes 
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del' ganzen Rechnung liegen. Wenn dagegen 0 das grossere Trag
heitsmoment ist, so verlangt diesel' Gesichtspunkt, daB a2 senkrecht 
zu ai, sofern nicht besondere Griinde fiir eine andere Richtung 
sprechen, angenommen und nach MaBgabe des in § 21 unter 2 
Erorterten verfahren wird. 

Urn die unmittelbare Wahl von a2 zu umgehen, kann z. B. fiir 
Baukonstruktionen in derselben oder in ahnlicher Weise vorge
gangen werden, wie dies in § 26 fiir den Fall einfacher Knickung 
besprochen worden ist l ). Naheres Eingehen hierauf wiirde den 
Rahmen diesel' Arbeit weit iiberschreiten, ganz abgesehen davon, 
daB die besonderen Einfliisse, welche bei den einzelnen Aufgaben 
zu beriicksichtigen sind, die Bel'echnung des betl'effenden Kon
struktionsteiles dahin vel'weisen, wo del'selbe seiner Wesenheit nach 
sowie in seinem Zusammenhange mit den an ihn anschlieBenden 
Teilen zu behandeln ist. 

b) Del' Stab ist schlank und del' Hebelal'm a im Verhaltnis 
zu den Abmessungen des Quel'schnittes groB. 

In diesem Falle wird zunachst die el'ste del' Beziehungen 7 
mit al +a2 = a, d. h. 

Pa P 
-0el-7~ kb 

maBgebendi del' EinfluB des Gliedes 

p 

f 
tl'itt hiel'bei zuritck. Sodann ist fiir den Fall, daB del' Stab diesel' 
Beziehung geniigt, die nach Gleichung 8 eintretende Durchbiegung 
zu ermitteln und iiber deren Zulassigkeit Entscheidung zu treffen. 

1) S. z. B. v. Tetmaj er, Die angewandte Elastizitats- und Festigkeitslehre, 
Zurich 1889 und 1905, sowie: "Die Gesetze der Knickungs- und der zusammen
gesetzten Drnckfestigkeit der technisch wichtigen Banstoffe, Zurich 1901. v. Tet
maj er steht hinsichtlich der Behandlnng der Knickungsaufgabe auf einem anderen 
Standpunkt als V erfasser, weshalb auf dessen Arbeiten besonders aufmerksam 
gemacht sei. (Vergl. auch des Verfassers Besprechung des znerst genannten 
v. Tetmajerschen Bnches in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
1889, S.474 u. f.) 
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c) Die Querschnittsabmessungen des Korpers sind im 
Vergleich zur Lange desselben und zur GroBe des Hebel
armes so bedeutend, daB eine Biegung von Erheblichkeit 

nicht eintritt. 

Dann sind einfach die Gleichungen 7 zu beachten und m 
ihnen 

zu setzen; Gleichung 8 kommt nicht mehr in Betracht. 
Hierher gehoren auch Beispiele wie das folgende. Del' senk

rechte Mauerpfeiler vom Gewichte G und del' Lange l, Fig. 5, 

$! 
I 

: ' 
~JoI ! 

I 

I 
I 

--~ --
i 

% Fig. 5. 

empfangt durch ein Lager den abwarts ge
richteten Druck P. Das im Schwerpunkte 
angreifende Gewicht ergibt fur die Grund
flache ls des Bodens, auf welchem del' Pfeiler 
steht, unter Voraussetzung gleichmaBiger 
Druckverteilung die Pres sung 

G 
ls . 

Del' Druck P, in die Mittelebene des 

rnm~~ 1 Pfeilers, d. h. um ; - z verlegt, liefert eine 

.[[[IT) i/o) F' 6 K f Pd' K f 1\,y" 19.. ra t un em ra tepaar vom lU.omente 
lo~b 

~DJID~' P (; - z) . 

Die erstere fiihrt zu emer gleichmaBig tiber die Bodenflache ver
teilten Pressung 

P 
ls ' 

das letztere dagegen ergibt fur die linke Mauerkante eine Pressung 0', 

welche sich bestimmt aus 



§ 45. Der einerseits befestigte prismatische Stab u. s. w. 407 

zu 

0= 

mit del' Gellauigkeit, mit welcher die Hauptgleichung del' Biegungs
elastizitat auf den vorliegenden Fall angewendet werden dad. 

Damit betragt rdie gesamte Pres sung an del' link en Mauer
kante 

an del' rechten dagegen 

6 P (-~ - z) 
t 82 

Die erstere solI die fur den Boden hochstens noch als zulassig 
erachtete GroBe nicht uberschreiten. 

Fig. 6 gibt ein Bild del' Pressungsverteilung uber die Boden
"fiache. 

Diese Rechnungsweise gilt fur . das gewahlte Beispiel natur
gemaB nul' so lange, als k2 > 0 ausfallt. Wiirde sich k2 negativ 
ergeben, so waren an del' rechten Kante des Mauerpfeilers von 
dem Boden Zugspannungen auf diesen auszuuben, was in Wirk
lichkeit nicht geschehen kann. In solchem FaIle wurde in allen 
denjenigen Flachenelementen, fur welche sich Zugspannungen er
geben, die Beruhrung zwischen Pfeiler und Boden aufhoren mussen 
und damit diesel' Teil des Querschnittes fur die Druckverteilung 
nicht mehr in Betracht kommen konnen. Die Rechnung ist dann 
del' art durchzufuhren, daB nul' derjenige Teil des Querschnittes 
berucksichtigt wird, welcher tatsachlich in Wirksamkeit tritt. 
Wird unter Bezugnahme auf Fig. 7 mit {(J die Breite dieses Quer
schnittsteils bezeichnet, so folgt 
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und da 

6P(i -z) -6G (i-i) 
10;2 

Die Unbekannte 0; ergibt sich aus der Erwagung, daB die 
Pressung im Abstande 0; von del' link en Pfeilerkante gleich Null 
sein muB, d. h. 

0= G+P _ 6P(f~z)-6G(f-f} 
10; l0;2 

woraus 

Z' 
-01 

I 
I 
I 

I I 
to-----oc---....I 

Fig. 7. 

Denken wir uns P und G durch ihre Re
sultante P + G ersetzt, so muBte diese. im Ab
stande 

y= 

von der link en Pfeilerkante angreifen. Demnach 

0; = 3y, 

d. h. die Breite .v der fur die Druckverteilung in Betracht 
kommenden Flache ist gleich dem 3 fachen Werte des Ab
standes y. 
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Die Einfiihrung von y in den Ausdruck fiir kj liefert 

G+P 6(G+P) (; -Y) G+P 6 (G+P)0,5y 
kj = ---=--- + = + ---'------'---"--"-

l aJ l aJ2 3 l Y 9 l y2 

_ 2 G+P = 2 G+P 
3 ly laJ 

d. i. doppelt soviel als bei gleichmaBiger Verteilung des Druckes 
iiber den Querschnitt l aJ. 

Galt del' oben fur kj gefundene Ausdruck nul' fiir das durch 

umschlossene Gebiet, so ist das Geltungsbereich del' zuletzt fur kj 

ermittelten Gleichung durch 

odeI' durch 

G+P k2 =--
l8 

begrenzt. Fiir den Grenzfall k2 = ° odeI' aJ = 8 miissen beide 
Ausdriicke zu dem gleichen Werte fiihren. Die Beurteilung kann 
am raschesten in del' Weise geschehen, daB man y ermittelt und 

zusieht, ob Jj ~ 1- ist. Im ersten und iill zweiten FaIle gilt del' 

zuerst fiir kl bestimmte Wert, im zweiten und dritten FaIle da
gegen del' zuletzt el'mittelte. 
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§ 46. Einflu:B vou Kraften, welche in Richtung der Stabachse 
oder parallel zu ihr wirken, wahrend der Stab durch Querkrafte 

durchgebogen wird. 

1. EinflufJ des Wiclm'standes beim GleUen der Oberflache 

des beidm'seits gelagm'ten und in clel' Mitte durch P belasteten 

Stabes gegenubm' den Stutzen infolge dm' DU1'chbieglmg. 

Del' zunachst als gewichtlos gedachte Stab, im urspriinglichen, 
unbelasteten Zustande, beriihrt die beiden Auflager mit bestimmten 
Teilen seiner Mantelflache. Wenn er sich zu biegen beginnt, so 
muB derjenige Punkt del' Stabachse, welcher urspriinglich iiber 
dem einen, etwa dem linken, Auflager sich befand, nach del' Mitte 
rttcken - vergl. Fig. 1 -, da die Achse, d. h. die elastische Linie, 

i r-!- -- ---- -- -----, 
~ I I I I 

..... ~ ..... I I I 
~ ... .J.. I I I 

__ 'L_~ ~/,_~ _________ _ 

I' ........... 1 I 

1 If ~""""- __ : 
L_ --3:..--------:..--:..-:....--=1 

Fig. 1. 

I 
I 
I 

ihre Lange beibehalt. Diese Verriickung .6. nach del' Stabmitte 
hin laBt sich auffassen als Differenz zwischen del' halben Stab
lange II = 0,5 I und del' halben Sehne des Bogens del' elastischen 
Linie, dessen Lange unveranderlich, namlich gleich ll' und dessen 
Pfeilhohe gleich del' Durchbiegung y' in del' Mitte ist. 

Wird, was fiir unseren Zweck zulassig, die elastische Linie 
als flacher Parabelbogen aufgefaBt, so erhalt man, da fur diesen, 
sofel'll dessen halbe Sehne a, dessen halbe Lange 8 und dessen 
Pfeilhohe 0 betragt, bekanntlich gesetzt werden darf 

( 2 02
) 8=a 1+3~ , 

entsprechend em em Unterschied von 
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2 (.~)2 a = rv ~ (.~)28 
3 a 3 8 

zwischen 8 und a, 

Gleichzeitig mit dieser Verrtickung des Endpunktes del' elasti
schen Linie nach einwarts neigt sich derjenige Stabquerschnitt, 
welcher tiber dem Auflager stand, unter dem kleinen Winkel fl. 
Hiermit ist eine Auswartsbewegung del' Linie (odeI' des Punktes), 
in welcher bezw. in welchem der Stab VOl' del' Biegung das Auf
lager berithrte, urn e fl verkntipft. Da nach Gleichung 13, § 18, 

so betragt diese A uswarts bewegung 

a P l2 
-·--e 16 0 . 

Demnach rlicken diejenigen Teile del' Mantelflache des Stabes, 
mit welchem derselbe im unbelasteten Zustande, d. h. bei gerader 
Achse, die Auflager beruhrte, nach auswarts urn die Strecke 

Gleichung 14, § 18, ergibt 

y' 

folglich 

a P l3 

48 0 ' 

Solange IV positiv ist, d. h. wenn 
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odeI' naeh Einfiihrung von 

0e 
p < 108 al3 ' 

Pl 0 
--= (j--

4 e ' 

worm (j die grofite Biegungsanstrengung m del' Mitte" des Stabes 
bezeiehnet, 

so lange wird die in Frage stehende Bewegung naeh a us warts 
erfolgen und darnit wahrend des Vorsiehgehens der Dureh
biegung eine auf den Stab wirkende, einwarts geriehtete 
Kraft R (vergl. Fig. 1) waehgerufen werden. Setzen wir, 
urn zu erkennen, ob diese Voraussetzung fiir gewohnlich zutrifi't, 
fiir Stahl" 

1 
a=----" 

2150000 ' 

so nndet sich 

e V 1600 
-l> 27 . 2150000 

(j = 1600, 

1 
e> 190 I, 

was ausnahrnslos del' Fall sein wird. Es wirkt also - unter del' 
Voraussetzung kleiner Durchbiegungen - R tatsachlich in der be
zeiehneten Richtung. Diese Kraft ist fiir unbewegliche Auflager, 
welche sich nicht in den Stab eindriicken, gleich del' Reibung, d. h. 

P 
R=TfA', 

sofel'll fA' den Koeffizienten del' gleitenden Reibung zwischen Stab
ober:Bache und festern Auflager bezeichnet. 
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Driicken sich die Auflager in den Stab ein, so tritt R nicht 
mehr als einfache Reibung, sondern als weit groBerer Wider
stand auf. 

Werden die Stiitzen von Rollen gebildet, welche sich urn feste 
Zapfen drehen konnen (Rollenauflager), so wird R kleiner als 
0,5 P fl ausfallen. 

Die Kraft R wirkt nun, abgesehen von ihrem Einflusse auf 
die Lange del' Stabachse, mit dem Momente 

Re =0,5Pfle . 2) 

auf den Stab, sofern del' EinfluB del' Durchbiegung auf das Moment 
vel'llachlassigt wird. Fur den mittleren Stabquerschnitt ergibt 
sich alsdann nicht das Moment 

sondern 

Pl 
4 ' 

P l _ Re = P l _ P fl e = P l (1 _ 2 fl ~) 3) 
4 4 2 4 l . 

Beispielsweise betragt fur 
Verminderung des Momentes 

bei 
p, = 0,1 

1% 
fiir 

e = 50 mm und l = 1000 mm die 

fl = 0,5 
~ 01 D 0 

e = 200 mm und l = 1000 mm, 
bei 

fl= 0,1 
4% 

fl = 0,5 
20%. 

Deutlich zeigt sich del' EinfluB del' verhaltnismaBigen Hohe 
des Stabes und des Koeffizienten fl. 

Werden feste Auflager verwendet, welche die Form einer 
Schneide haben und sich vielleicht gar in den Stab eindrucken, 
wodurch fl einen verhaltnismaBig hohen Wert erlangen muB, so 
kann die Kraft R selbst bei nicht hohen Korpel'll in erheblicher 
GroBe auftreten 1). 

1) Aus diesem Grunde. sollen del' Biegungsprobe zu unterwerfende Stabe, 
deren Querschnittsabmessungen nicht klein sind im Vergleich zur Stutzweite, 
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HandeIt es sich z. B. urn die Ermittlung der Anstrengung, die 
eine Schwelle, Fig. 2, beim Eindrucken in die Bettung erfahrt, 
so wird der EinfluB der Reibung, welche infolge der Durchbiegung 
zwischen Bettung und Untel'flache der Schwelle auf tritt, nicht ohne 
Weiteres auBer acht gelassen werden durfen. Auch bei gebogenen 

Fig. 2. 

Federn, welche an beiden Enden aufliegen und in der Mitte be
lastet sind, konnen infolge des mit del' Pfeilhohe del' gebogenen 
Mittellinie wachsenden Hebelarmes der Reibungskrafte diese von 
erheblicher Bedeutung werden u. s. w. 

Immerhin abel' werden es nul' Ausnahmefalle sein, in denen 
auf die im vorstehenden erol'tel'te Wirkung del' Reibung zwischen 
gebogenem Stab und Auf lager Rucksicht zu nehmen ist. 

SchlieBlich sei noch dal'auf hingewiesen, daB bei - auch 
teilweiser - Entlastung des Stabes sich die Durchbiegung ver
mindert; damit kehrt die Kraft R ihre Richtung und das Moment 
R e seinen Sinn urn, die Biegungsbeanspruchung nicht mehr ver
mindernd, sondern vermehrend. 

2. Der an den Enden dl>ehbar befestigte und him> durch Zug

kl>a{te gespannte pl'ismatische Stab wi1'(l dw'ch die gleichmajJig 

iiber ihn verteilte Querkl>aft Q = pl belastet. 

" I 
I 
I 
I 

[.o.-------------------,f;-- - --- --- - ------ ----~ 
Fig. 3. 

Wir denken uns den nach einem flachen Bogen durchhangen
den Stab in del' Mitte dul'chschnitten und daselbst eingespannt, 

Rollenauflager erhalten, was meist zu geschehen pflegt. (Vergl. hieriiber Zeit
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 244 u. f., FuBbemerkung 
daselbst.) 
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Wle III Fig. 4 gezeichnet. Dann ergibt sich fur den beliebigen 
urn a; yon der Mitte abstehenden Querschnitt bei P das biegende 
Moment 

I 

: ~---; I ~ 
~ I .",. I I - --J- - .t __ -:- - - - - - -=-=--~v+..t.. 

~ ______ ~~=~==~:C~~=~~~~ /~ 

Fig. 4. 

P l2 P x 2 

= 8--2- P(Yo- Y) 

und hiermit unter Beachtung yon Gleichung 15, § 16, 

Die Integration diesel' Diffel'entialgleichung liefel't unter der 
Vol'aussetzung, daB 0 und a konstant sind, 

"'V o;p "'V-;:F ( I ) -H- - e P 2 0p 1 p2 
Y = C e +Ce +--···x +~-- --pYo 

1 2 2 P aP2 P 8 . 4) 

Da fur a; = 0 

so folgt 
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, =lc,yapxya:_cyap-zl/a:+L I =0 
Yz=o I €J e ~ €J epa: ,"=0 ' 

d. h. 

l 
Fur a: = 2 ist Mb = 0, somit e = 00, also 

demnach 

woraus 
p€J 

C = - ------"-[ zl-==-ja p --z,--O-=ja p]. 
aP2e2rIJ+e 2yIJ 

Ferner mull fur a: = 0 Y = 0 sein, womit aus Gleichung 4 
unter Berucksichtigung der Werte der Konstanten folgt 

Hiermit findet sich das biegende Moment in der Mitte der 
l 

Stange, d. i. fur a: = 2' 

und infolgedessen die Biegungsanstrengung 
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Diese Gleichung liefert beispielsweise fur eine 6 m lange Stange 
von 25 mIll, Durchmesser, die durch P = 3000 kg gespannt ist, bei 
Einfiihrung von 

2,5 
e1 =-2' 

n 
p == 4' 2,52 .0,0078 = 0V 0,04 kg, 

Q - ~ 2;;4 - 1 Cl14 
ry - 64' ,OJ - ,iJ • 

b 2 1 
(1 = 2,5 0,04 -[1-

2 000000 3000 
300 1 / 3uOO r 2000 Ouo • 1,n4 

e 

1 
a = -::C~-::-;:-=-:::--

2000000 ' 

=J~O (1- 22~0,5) = 33,3 kg/qcm. 

Wie ersichtlich, tritt der EinfluB des zweiten Gliedes del' 
Klammer ganz zuruck, so daB es fur den Fall groBerer Lange 
der Zugstange und groBe1' Zugkraft bei maBigem Tragheitsmoment 
vollstandig genugt, die Biegungsanstrengung zu berechnen aus 

d. i. die bereits in § 6, Gleichung 12, fur den frei aufgehangten 
Draht gefundene Biegungsinanspruchnahme, wenn dort e durche1 

nnd H durch P ersetzt wird. 
Unte1' den bezeichneten Ve1'haltnissen erscheint hie1'

nach die Biegungsbeanspruchung einer Zugstange so gut 
wie unabhangig von del' Spannweite 1). 

I) Die Berechnung der Biegungsbeanspruchung, z. B. der oben behandelten 
Stange in der Weise, daLl gesetzt wird 

B a c h, Elastizitiit. "~. Auf!. 27 
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In ahnlicher Weise ist vorzngehen, wenn es sich um an den 
Enden eingespannte oder auch um schrage Zngstangen handelt. 

3. Ein diinner Stab ist Uln eine Rolle geschlungen und durch 

Zugkriifte belastet, Fig. 5. 

Die Beanspruchung des Bandes von del' Starke 8, del' Breite b, 
also dem Querschnitt j = b 8, setzt sich zusammen aus del' An-

Fig .. 5. 

strengung, herrtihrend von del' Zugkraft P, und aus del' Anstrengung, 
welche dadurch hinzutritt, daB das Band um die Scheibe ge
schlungen, also gebogen werden muB. 

Die erstere Inanspruchnahme gibt mit del' Genauigkeit, mit 
welcher gleichmal.lige Verteilung tiber den Querschnitt des Bandes 
angenommen werden kann, die Zugspannung 

8) 

'1 - E - 0,04 . 6002 - @) - ~ 253 
1, b - 8 - 8 - (5b e - (5b 32 ' , 

woraus folgen wllrde 

(5b = rv 1150 kg/ qcm, 

ergibt somit eine dnrchaus irrtiimliche Beurteilung clel' Biegungsanstrengung. 
Sie vernachlassigt eben den starken, das biegende Moment vermindernden Ein
fluB der Zugkraft P (vergl. Fig. 4) infolge der Durchbiegung. 

Die erste dahingehende Veriiffentlichung, welche dem Verfasser hekannt 
geworden ist, riihrt von J. Schmidt her und findet sich im Civilingenienr 1874, 
S. 215 n. f. In neuerer Zeit hat Toll eden Gegenstand eingehend hehandelt: 
Zeitschrift des Vereines dentscher Ingehieure 1897, S 885 n. f. 
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Die letztere Anstrengung pflegt in folgender Weise berechnet 
zu werden. 

Unter der Voraussetzung, daB die Querschnitte des um die 
Scheibe gebogenen Stabes senkrecht zur gekl'iimmten Mittellinie 
stehen, erlangen die auBersten Fasel'll eine Lange (i) (R + 8), 

wahrend sie vor der Biegung die Lange (i) (R + +) besaBen; sie 

el'fahl'en also eine Verlangerung um 

entsprechend der Dehnung 

somit del' Spannung 

1 8 1 8 
() = ------=--

b a 2R a D' 
9) 

sofel'll a den innel'halb der eintretenden Beanspruchung als kon
stant vol'ausgesetzten Dehnungskoeffizienten bezeichnet. 

Nach dieser Hechnung zeigt sich in den Querschnitten, welche 
dem gekriimmten Teile des Stabes angehol'en, die in Fig. 6-
mit iibel'trieben groB gezeichneter Bandstarke - nach del' Linie 
abc dal'gestellte Spannungsverteilung. Zu dies en Biegungs
spannungen tritt die von P herriihrende Nol'malspannung I1z, wo
mit sich als Begrenzungslinie del' Gesamtspannungen die Gerade 
a1 b1 01 und infolgedessen 11. + I1b als GroBtwert del' Inanspl'uch
nahme ergibt. 

Diese Rechnungsweise liefert jedenfalls fiir den durch A B 
gegebenen Querschnitt des Bandes eine zu groBe Beanspruchung, 
wie sofort aus folgender Erwagung erhellt. In dem durch den Um
schlingungswinkel (i) bestimmten Endquerschnitt A B des gebogenen 
Stabes solI die Spannungsverteilung nach del' Linie a 1 b1 01 herr
schen, also in der auBersten Faser die Zugspannung 11. + 11M III 

27* 
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del' innersten dagegen die Dl'uckspannung (Jb - (Jz' so fern (Jz < (Jo 

ist. 1m unmittelbar dauebenliegenden Querschnitt EF dagegen 
soIl die konstante Zugspannung (Jz ---:- b bl vorhanden sein. In 
Wirklichkeit wird sich ein gewisser Ausgleich vollziehen, derart, 
daB im Querschnitt A B die von del' Biegung herriihrende Span
nung auBen und innen kleiner ist, als Gleichung 9 angibt, d.h. 
del' Querschnitt des Stabes nimmt nicht die radiale Lage ein, 
welche die Rechnung voraussetzt, bleibt vielleicht auch nicht ganz 
eben. Die Biegungsanstrengung ist also tatsachlich im Quer-

Fig. 6. 

schnitt AB kleiner, als Gleichung 9 angibt. Dagegen wird Sle 

jedenfalls in dem durch den· Umschlingungswinkel ; bestimmten 

Stabquerschnitt diese GroBe erreichen. 
Fiir den Fall, daB die eine del' beiden Zugkrafte P groBer 

ist als die andere, infolgedessen sich Reibungskrafte zwischen 
Band und Scheibe geltend machen, kann durch diese eine mehr 
odeI' mindel' groBe Abanderung del' Spannungsverteilung iiber die 
Querschnitte veranlaBt werden 1). 

1) Es ist hier del' Ort, auf eine haufig anzutreffende irrtlimliche BeurteiluDg 
del' BeaDspruchuDg von Bandel'll, Drlihten u. s. w. aufmerksam zu machen, welche 
libel' eine Rolle oder Stlitze gebogen sind. 

Fig. 7 zeigt die Einrichtung einer ziemlich verbreiteten Drahtzel'reiB
maschine. Das eine Ende des Drahtes wird um einen Zylinder geschlungen und 
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VIII. Beansprnchnng dnrch Schubspannungen 

(Schiebungen). 

§ 47. Schub und Drehung. 

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden auBeren 
Krafte ergeben fur den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in 
denselben fallende Kraft S und ein Kraftepaar vom Momente Md , 

dessen Ebene die Stabachse senkrecht schneidet. 
In einem beliebigen Element des Querschnittes erzeugt die 

Schubkraft Seine Schubspannung '1:8 und das auf Drehung wir
kende Moment Md eine Schubspannung '1:di die Resultante aus '1:s und 

mittelst eines Backens gegen denselben gepreBt. Das andere, durch Backen ge
haltene Ende wird durch eine Schraubenspindel wagrecht gezogen, wobei die 
Belastung des Dl'ahtes in dem MaGe stetig steigt, wie del' Hebelarm wiichst, an 
welchem das Gewicht wirkt. Nach iiblicher Auffassung miiGte de.r 

Fig. 7. 

Draht da reiGen, wo er urn den Zylindel' gebogen ist. In der Regel 
zerreiGt er jedoch in der geraden Strecke. 

Dieses Vel'halten, auf dem die Verwendbarkeit der Umschlingung des Drahtes 
als Einspannung beruht, laBt sich auf folgende Weise el'klaren. Bei dem Biegen 
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'C d liefert die Inanspruchnahme III dem betreffenden Querschnitts
e1emente. 

Bei Beurteilung derse1ben sowie bei Wahl del' zu1assigen 
Anstrengung ist es von Bedeutung, zu beachten, daB sie nicht b1oJ3. 
in dem Querschnitt, sondern auch senkrecht dazu auftritt (§ 30, 
s. auch Fig. 5, § 32, und Fig. 6, Taf. IX, bezw. die Erorterung, 
we1che in § 45, Ziff. 1, zur Einfuhrung von flo und in § 48, Ziff. 2, 
zur Einfuhrung von ao Veran1assung gibt); 

1. Kreisqum'schnitt. 

Nach § 39, b ist die von S herruhrende Schubspannung am 
groBten fur die Umfangspunkte des zu S senkrechten Durch
messers, und zwar betragt SIe dase1bst 

4 S 16 S 
'[--------

8 - 3 f - 311: d 2 , 

sofern 

die GroBe des Querschnittes und d dessen Durchmesser bezeichnet. 

des Drahtes mn den verhaltnismaBig kleinen Zylinder erfahrt er eine starke 
bleibende Kriimmung; die Beanspruchung entspricht aueh entfernt nicht mehl' 
del' durch Gleichung 9 bestimmten GroBe. Dabei wird das Material iiberanstrengt, 
die Festigkeit desselben nimmt zu, die Zahigkeit dagegen abo Somit besitzt die 
gekriimmte Streeke eine groBere Festigkeit. Bei del' Durchfiihrung der ZerreiB
probe selbst vermindert sich die Zugbelastung des auf dem Zylinder liegenden 
Drahtstabes urn so mehr, je weiter die Querschnitte von der Ablaufstelle entfernt 
liegen. Das ReWen erfolgt alsdann, wenigstens der Regel nach, in der geraden 
Strecke. 

Ahnlich verhalt es sich mit einem Brernsband, das urn die Bremsscheibe 
geschlungen wird, oder mit dem Bleche eines Kessels, das kalt gerollt wird, und 
- wenn auch etwas verschieden davon - mit dem Kabel einer Kabelbriicke da, 
wo dasselbe auf den gewolbten Lagern ruht u. S. W. 

Eine solche Uberschreitung der zulassigen Anstrengung des Materials er
scheint, bei ausreichender Zahigkeit des letzteren, in den meisten Fallen ebenso 
wie z. B. das kalte Richten eines Stabes aus zahem Eisen unbedenklich; nul' 
darf es sich nicht oft wiederholen, j edenfalls nicht i.ifter, als es die Zahigkeit des 
Materials und dessen nachherige Verwendung gestattet." 
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Nach § 32 ist fur alle Umfangspunkte die durch Md wach
gerufene Schubspannung 

die groBte. Demnach betragt die resultierende Anstrengung, welche 
in jenen beiden Umfangspunkten den groBten Wert erreicht, 

2. Kreisringquerschnitt von geringm' WandsUirke, Fig. 5, § 39. 

Nach § 39, c ist 
s 

1:s =2 7 , 
nach § 32 

sofel'll 

d _ d+ do 
>n - 2 

Folglich 

3. Rechteckiger Q~terschnitt, Fig. 2, § 38. 

Unter derVoraussetzung, daB S senkrecht zur Breite b wirkt, 
werden beide Schubspannungen am groBten in den Mitten der 
langen Seiten. 

Nach § 38 betragt hier 

3 S 
'Cs = 2 b h ' 
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und nach § 34 

Somit 

3 1 ( Md) 
7:8 + 'fd ="2 b h S + 3 ~b~ . 

IX. Beansprnchnng dnrch Normalspannnngen 

(Dehnnngen) nnd Schnbspannnngen (Schiebnngen). 

§ 48. Gro:6te Anstre,ngung bei gleichzeitig vorhandener Dehnung 
(Normalspannung) und Schiebung (Schubspannung). 

1. Begriff' der zuliissigen Anstl'engung des Matm'ials. 

Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir stillschweigend 
vorausgesetzt, daB hinsichtIich des Begriffs der zulassigen An
strengung ein Zweifel nicht bestehe. So lange nur Normal
spannungen in Richtung del' Stabachse (Zug, Druck, Biegung) 
oder lediglich Schubspannungen (Drehung, Schub) vorhanden sind, 
pflegt ein solcher auch tatsachlich nicht in die Erscheinung zu 
treteni andel's gestaltet sich jedoch die Sachlage, so bald Normal
spannungen mid Schubspannungen gleichzeitig tatig, oder senk
recht zueinandel' wirkende Normalspannungen vorhanden sind. 
Dann kann in del' Tat eine Unsicherheit entstehen. Aus diesem 
Grunde ist hier, wo uns el'stmals gleichzeitig Normalspannungen 
und Schubspannungen entgegentl'eten, del' Begl'iff del' zulassigen 
Anstrengung zu erol'tern. 

Bei del' Herleitung der Abmessungen von Maschinen- odeI' 
Bauteilen sowie von ganzen Konstruktionen aus den beanspruchen
den Kraften sind drei Gesichtspunkte festzuhalten, sofel'll abge
sehen wird von den Fallen, in denen Riicksichten auf Hel'stellung, 
Fortschaffung, Abniitzung u. s. w. maBgebend erscheinen. 

Davon liegen nul' zwei diesel' Gesichtspunkte auf dem Gebiete 
del' statischen Elastizitatslehre, mit del' sich das vorliegende Buch 
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allein beschaftigt. 1m Interesse der Klarstellung erscheint es ge
boten, hinsichtlich dieser Abgrenzung folgendes zu bemerken. 

Die statische Elastizitatslehre setzt voraus, daB in jedem 
Augenblick zwischen den auBeren Kraften, welche den Korper 
belasten, und den hierdurch infolge del' Formanderung wach
gerufenen inneren Kraften G leichgewicht besteht. Wenn z. B. die 
auBeren Krafte, welche auf den Stab ,einwirken, dies sofort in 
voller GroBe tun und dann wieder ~ufhoren, tatig zusein, so wird 
der Korper in Schwingungen geraten, d. h. in eine Aufeinandel'
folge wechseInder Formanderungszustande gelangen. Infolge auBel'er 
und innerer Widerstande nimmt die GroBe dieser Schwingungen 
fortgesetzt ab, und schlieBlich geht del' Korpel' in den Zustand der 
Ruhe tiber. Schwingungen des Korpers, wie soeben besprochen, 
stellen sich auch ein, wenn die auf ihn wirkenden Krafte in rascljem 
Wechsel GroBe od~r Richtung oder beides andern. Sie vermogen 
unter Umstandeu unerwartet groBe Werte zu erl'eichen. Die Fest
stellung der Inanspruchnahmen, welche infolge'dieser Schwingungen 
auftreten konnen, erfordert Eingehen auf "die in Betracht kommen
den dynamischen Verhaltnisse und geht deshalb tiber das Gebiet 
der statischen Elastizitatslehre hinaus. Die Verfolgung dieser Ver
haltnisse kann in manchen FaIle'll notwendig werden, wenn man 
sich ein zutreffendes Urteil tiber den GroBtwert der Beanspruchung 
verschaffen will. Namentlich treten solche Falle im Maschinen
ingenieurwesen auf, haben jedoch in del' Literatur erst in neuester 
Zeit die ihnen gebiihrende Beachtung gefunden 1). 

Del' erste Gesichtspunkt, welcher das bestimmt, was del' Regel 
nach als zulassige Anstrengung gilt, liefert die Forderung, daB 

a) (nach der Ansicht der einen) die Spannung, 
oder 

b) (nach der Ansicht der anderen) die verhaltnismaBige Dehnung 

in keinem Punkte des Korpel's die hochstens fiir zulassig erachtete 
GroBe· tiberschl'eite. 

') Frahm, Neue Untersuchungen liber die dynamischen Vorgange in den 
Wellenleitungen von Schiffsmaschinen mit besonderer Berlicksichtigung der Reson
nanzschwingungen, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 797 u. f. 
odeI' Mitteilungen libel' Forschungsarbeiten, Heft 6, 

So m mer f e 1 d, Beitrag zum dynamischen Ausban del' Festigkeitslehre, 
Physikalische Zeitschrift 1902, S. 266 u. f. 

u. a. 
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Bei einfacher Zug-, Druck- und Biegungselastizitat sowie bei 
Verbindung derselben besteht - streng genommen allerdings nur 
im Falle der Unveranderlichkeit des Dehnungskoeffizienten -
Proportionalitat zwischen Dehnungen und den ihnen entsprechenden 
Normalspannungen. In diesen Fallen kommt deshalb die Forderung 
a) auf dasselbe hinaus wie diejenige unter b); denn multipliziert 
man die hochstens fiir zulassig erachtete Normalspannung mit dem 
Dehnungskoeffizienten, so tritt an ihre Stelle die hochstens noch 
fiir zulassig gehaltene Dehnung. 

Da bei einfacher Drehungs- und Schubelastizitat sowie bei 
Verbindung beider ebenfalls Proportionalitat zwischen Schub
spannungen und den zugehorigen Dehnungen vorhanden ist (§ 31), 
so diirfen auch in diesen Fallen - Unveranderlichkeit des 
Dehnungskoeffizienten vorausgesetzt - die Bedingungen unter aj 
und b) als zusammenfallend betrachtet werden. 

Wirken dagegen senkrecht zueinander stehende Normalspan
nungen gleichzeitig, so hort die sonst vorhandene Proportionalitat 
zwischen Dehnungen und Spannungen auf, wie in § 7 und § 14 er
ortert worden ist, und die Auffassung nach a) fordert etwas anderes 
als diejenige nach b). Die erstere raumt den senkrecht zum ge
zogenen oder ge,driickten Stab wirkenden Kraften keinen EinfluB auf 
die zulassige Anstrengungein, sie laBt die in § 9, Ziff. 1, erorterten 
Versuchsergebnisse unbeachtet, sie belastet einen in Richtung der 
Achse gezogenen und senkrecht zu seiner A~hse gedriickten Stab 
ebenso stark, als wenn diese Druckkrafte nicht vorhanden waren, 
sie wahlt die zulassige Anstrengung der Bleischeibe Fig. 1, § 14, 
ebenso groB wie diejenige der Fig. 2, § 14, obgleich dieselbe im 
letzteren Fa1le erfahrungsgemaB weit groBer genommen werden 
darf; fiir sie ist die zulassige Anstrengung im Falle del' Fig. 5, 
§ 13 (Fig. 3, § 13), dieselbe, gleichgiiltig, ob z = 60 mm oder 
z = 5 mm, und zwar auch dann, wenn etwa an Stelle des Stein
wiirfels ein solcher aus Schmiedeisen trate; sie kann folgerichtig 
den in § 20, Ziff. 2, besprochenen EinfluB del' Fasel'll aufeinander 
nicht anerkennen u. s. f. 

Treten gleichzeitig Normal- und Schubspannungen auf, so er
geben sich fiir den betreffenden Punkt des Korpers eine groBte 
Spannung und eine groBte Dehnung; beide stehen jedoch nicht in 
dem Verhaltnisse wie einfache Normalspannung und Dehnung nach 
MaBgabe der Gleichung 2 odeI' 4, § 2. Die Bedingung unter a) 
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verlangt deshalb in solchem FaIle auch nicht das gleiche wie die 
Forderung unter b). 

Die Auffassung unter a) ist die altere und erfl'eut sich auch 
heute noch einer groBen Verbreitung. Mariotte diil'fte wohl del' 
erste gewesen' sein, welcher darauf hingewiesen hat, daB die 
Dehnung eine gewisse Grenze nicht iibel'schreiten soll; dagegen 
scheint es, daB erst Po n c e let die Forderung unter b) mit 
Entschiedenheit vertreten und durchgefiihrt hat. 

DaB die Bedingung unter a) . in verschiedenen Fallen nicht 
zutreffend ist, erhellt aus dem Erorterten. Unter diesen Umstanden 
erachtet Verfasser die Feststellung des J?egriffs del' zulassigen An
strengung nach MaBgabe del' Forderung unter b) fiir die zweck~ 
maBigere, wenigstens zunachst. Welcher Grad del' Zuverlassigkeit 
ihr innewohnt, welche Mangel ihr anhaften, wird durch aus
gedehnte - iibrigens erheblichen Schwierigkeiten begegnende -
Versuche noch zu entscheiden sein 1). 

Folgerichtig ware hiernach, mit zulassigen Dehnungen statt 
mit zulassigen Spannungen zu rechnen. Da sich jedoch del' Begriff 
del' zulassigen Anstrengung als einer auf die Flacheneinheit be
zogenen Kraft eingebiirgert hat, es auch keine Schwierigkeit bietet, 
zu jeder zulassigen Spannung eine entsprechende Dehnung zu be
stimmen 2), so erscheint die Beibehaltung del' auf die Flacheneinheit 
bezogenen Kraft als MaB del' zulassigen Anstrengung ausfiihrbar 
und berechtigt. Nur ist hierbei festzuhalten, daB dann in den 
Fallen gleichzeitigen Vorhandensein~ 'Von senkrecht zueinander 
stehenden Normalspannungen odeI' von Normal- und Schubspan
nungen an die Stelle del' hochstens zulassigen Dehnung keine 

1) Erst in neuester Zeit ist das Interesse an der Liisung der hier bezeich
neten Aufgabe ein allgemeines geworden. Vergl. u. a. die Veriiffentlichungen von 
M 0 h r in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 1524 u. f., 
1901, S. 740 u. f., Guest, Philosophical Magazine 1902, Roth, Die Festigkeits
theorien und die von ihnen abhangigen Formeln des Maschinenbaues, Leipzig 1902, 
Scily, Baumaterialienkunde 1902, Heft 21. Letzterer gelangt, ohne jedoch die 
Aufgabe als geliist anzusehen, zu dem Ergebnis: "In unserem FaIle scheint es 
als experimentell bewiesen, daB es nicht die maximale Spannung, sondern die 
maximale Dehnung ist, welche bei der Zerstiirung des Materials eine ausschlag
gebende Rolle spielt." 

2) Nach S. 301 ist die Norrnalspannung mit a, die Schubspannung mit 
m+1 
---a 

m 
zu multiplizieren. (Vergl. auch S; 433.) 
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wirkliche, sondern nul' eine gedachte Spannung tritt, namlich 
del' Quotient: zulassige Dehnlmg dividiert durch den Dehnungs
koeffizienten. (S. Gleichung 3, 7.) 

Del' zweite Gesiehtspunkt ergibt sich in del' Forderung, daB 
die Gesam tformanderung des belasteten Karpers innerhalb del' 
Grenzen bleibe, welehe durch den besonderen Zweek, desselben 
odeI' durch den Zusammenhang mit anderen Konstruktionsteilen 
gesteekt sind. Da, wo eine hachstens zulassige Durehbiegung, Ver
drehung u. s. w. die Abmessungen bestimmt, ist im allgemeinen 
eine Reehnung mit zulassiger Anstrengung im soeben erarterten 
Sinne des W ortes nieht mehr riehtig. Dieselbe ist dann eine 
Funktion del' Form und" GraBe des in Frage stehenden Karpel's. 
(S. aueh die erste FuBbemerkung zu § 26, vierten Absatz.) 

Del' dri tte Gesiehtspunkt wird dureh Eingehen auf die oben 
(S. 425) bezeiehneten dynamisehen Verhaltnisse gegeben. 

2. Et'mitaung dm' grofiten Anstl'engung. 

Wir denken uns in demStabe, Fig. 1, ein Karperelement, 
eine Faser ABC D von del' Lange A B = C Ii abgegrenzt derart, 
daB die in A D sieh projizierende Stirnflache mit dem in Betraeht 

, EfJd 3J 

~ . 'DR '!r,' -------r-------- --
. , 

I 

Fig. 1. 

gezogenen Stabquerschnitt zusammenfallt, wahrend die Richtungen 
A B und Demit del' Stabaehse parallel laufen. In Fig. 2 sei 
dieses Faserstiiek, entspreehend dem urspriingliehen Zustande, d. h. 
VOl' del' Inanspruehnahme des Stabes, in graBerem MaBstabe durch 
die ausgezogenen Linien dargestellt. 

Unter -Einwirkung del' au.Beren Krafte dehne sich die Faser 
in del' Riehtung A B urn 

BE=KF=E.AB, 
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sofern 

BE 
8=-=-

AB 

die verhaltnismaBige Dehnung bezeichnet. Nach § 1 mull sich 
die Faser gleichzeitig senkrecht zu ihrer Achse zusammenziehen. 

Fig. 2. 

Diese Zusammenziehung betrage 

C K = D G = 8q • B C, 
wenn 

CK 
8 =--

q BC' 

(vergl. § 7). 
Zu diesel' mit del' Nol'malspannung vel'kniipften Fol'mariderung 

tritt nun die del' Schubspannung entsprechende. Es verschiebe 
sich del' Querschnitt E F' (urspriinglich B C) um 

EH=FJ= y. AB 

gegen den Querschnitt A G D, sofern y die Schiebu)1g (vergl. § 28) 
bedeutet. 

Hierbei dehnt sich die urspriinglich A C lange Strecke bis 
zur GroBe AJ. Fallt man von J ein Lot J L auf die lIbel' C 
hinaus verlangerte Linie A C, so daB also .6.. J LA = 90° ist, so 
ergibt sich die Verlangerung, welche A C beim Ubergang in. A J 
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erfahren hat, mit Rucksicht darauf, daB die Form~inderungen uber
haupt klein sind, angenahert zu CL. Hiermit wird dann die ver
haltnismaBige Dehnung El der Strecke A C . 

CL 
El = -===-. 

AC 

Diesel' Wert ist abel' auch gleich L M : A B, sofern L Mil B A 
durch L gezogen wird; folglich 

LM 
8 1 =-===-. 

AB . 

El erlangt seinen groBten Wert, wenn dies bei L lJf eintritt, 
da die ursprungliche Faserlange A B als Konstante gilt. 

Zur Feststellung von max (LXi) fuhrt nachstehende Be
trachtung. 

Mit N als Schnittpunkt der Linien G Fund A C findet sich 

-- ---- ~ ~ -~AB ~ 
F N = F K + K N = E . A B + K C ---=-- = (8 + 8 q) A B. 

BC 

AuBerdem ist 

FJ= y. AB. 

TIber der Hypotenuse NJ des durch FN und FJ bestimmten 
rechtwinkeligen Dreiecks NF J beschreiben wir. mit NJ als Durch
messer und 0 als Mittelpunkt einen Kreis,. welcher die Punkte L 
und F in sich enthalten muB (wegen Li. JLN = 90° und Li. JFN 
= 90°). Man erkennt nun leicht, das LM seinen groBten Wert 
erreicht, wenn L, auf dem Kreisbogen sich bewegend, in die durch 
den Kreismittelpunkt 0 gehende Horizontale, d. h. nach P ge]angt. 

Ist 0 1 die Projektion von 0 auf GF, so ergibt sich . 

Wegen 

- - 1-
max (LM) = K01 + '2 NJ. 

- - -.- NF ~ 
K01 = N0 1 -NK=-2-- NK 
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unter Beachtung, daB 

infolgedessen 

und da 

so findet sich 

und hieraus 

NF= (Ii + li q) AB, 

- --AB -
NK=CK= = li q • AB, 

BC 

Un tel' del' Voraussetzung, daB innerhalb del' in Betracht ge
zogenen StabstreClke senkrecht zur Stabachse Krafte von Be
deutung iiberhaupt nicht einwirken, so daB die verhaltnismaBige 
Querzusammenziehung 

gesetzt werden darf (§ 1 und § 7), folgt zunachst 

m+1 
2m 

2) 

und sodann (nach § 2, Gleichung 2, bezw. § 31, Gleichung 3) mit 
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und 
m + 1 

y=f1r=2a r 
m 

() _ (m-l m+l Jl2 42) max El - a -~ (J + 2 m (J + 1, • 

Hierdurch ist die GroBe von max (E1) und damit nach Ziff. 1 
auch die groBte Anstrengung 

max (~~) = _1_n--::-_l_ (J + m + 1 JI 0'2 + 4 '[,2 • 

a 2m 2m 
3) 

des Materials festgestellt. 
Del' im vorstehenden zur Bestimmung der letzteren be

schrittene Weg wurde nach Wissen des Verfassers zuerst von 
Poncelet eingeschlagen 1). 

Wie aus dem Gange der Entwicklung folgt, setzt .die Glei
chung 3 voraus, daB die Fasel'll, aus derren der Stab bestehend 
gedacht werden kann, auf. die ganze Erstreckung weder einen 
Zug noch einen Druck noch einen Querschub aufeinander ans
uben, also auch nicht von auBen empfangen. 

Was die Rich tung anbetrifft, in welcher die groBte Anstren
gung stattfindet, so erkennt man, daB diese mit der Verbindungs
linie der Punkte N und P, d. h. mit NP zusammenfallt. Wird 

nun berucksichtigt, daB A FNP = P wegen FE> = PJ die Halfte 
von A FN,J ist, und daB 

so findet sich 

~T FJ y. AB 
tg A FlvJ = -==- = ---'------== 

NF (E+Eq) AS 

tg 2 P = --,y_
E+Eq 

m y 

l+m E 
4) 

Hiermit erscheint .die durch p gegeniiber der Stabachse 
(Richtung der Normalspannung) festgelegte Richtung AC, in. welcher 
die Dehnung ihren groBten Wert erlangt, bestimmt. 

1) Die Ableitung aus den allgemeinen Gleichungen der Elastizitatslehre 
findet sich im § 69. 
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Mit 

y=2a 
m+l 

E = a 0', ~ 
m 

wird 

tg2q;~ 
my =2~ 5) 

(1 +m) E 0' 

Fur 'C = ° e!gibt sich q; = 0, d. h. die groBte Dehnung findet 
dann in Richtung der Stabachse statt, wie ohne weiteres klar ist. 

Fur 0' = ° wird 

wle bereits in § 31, Ziff. 1, festgesteUt wurde. 
Fur ~ = 0 ergibt' Gleichung 3 

max (:) = 0' 

und fur 0' = 0 

max (~) = m+l 7:. 
a rn 

Hiernach entspricht die Schubspannung 'C allein einer Dehnung 

m+1 
m 

wahrend die Normalspannung 0' mit einer solchen 1m Betrage von 

aO' 

verkniipft ist. Bei gleicher GroBe del' beiden Spannungen ergibt 
sich die erstere Dehnung im Verhaltnis von (m + 1) : m bedeuten
der als die letztere. SoU die Dehnung, d. h. die Anstrengung, 
in beiden Fttllen die gleiche sein, so muB 'C im Verhttltnis von 
m: (m + 1) weniger betragen als 0', wie bereits aus dem in § 31 
Erorterten hervorgeht l ). 

Die Gleichung 3 setzt voraus, daB das Material in allen 
Punkten des Korpers nach allen Richtungen hin gleich beschaffen 

1) Die tatsachlichen Anstrengungen verhalten sich hiernach nicht wie T: 0", 

. 'd ,.' m+1. son ern Wle ---T: 0'. 
'In 

Bach, Elastizitlit. 5. Auf!. 28 
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(isotrop) ist. Diese Voraussetzung trifft nun nicht immer zu, so 
z. B. bei Walzeisen nicht, dessen Widerstandsfahigkeit namentlich 
gegentiber Schubspannungen in Ebenen, parallel zur vValzrichtung 
und senkrecht zur Richtung des beim vValzen ausgetibten Druckes, 
sich vergleichsweise erheblich geringer erweist. In derartigen 
Fallen ist es nattirlich unzutreft'end, den EinfluB del' Dehnung li, 

welche einer bestimmten Schubspannung entspricht, gegentibel' 
derjenigen Dehnung, welche bei Normalspannungen als hochstens 
zulassig erachtet wird, nach MaBgabe del' Gleichung 

m+1 
li l = a T = a (f 6) 

zu beurteilen. Dann muB vielmehr die Beziehung 

2 m+ 1 r = a T 
. 'm 

VOl' Einfithrung in die Gleichung 2 eine Berichtigung odel' Er
ganzung erfahren, am einfaGhsten durch Multiplikation mit einem 
Koeffizienten aD, welcher ganz allgemein die Aufgabe haben solI, 
dem Umstande Rechnung zu trag en , daB die zulassige Schub
spannung zur zulassigen Normalspannung ftir die zwischen 4 und 3 
liegende GroBe m nicht immer in dem Verhi.tltnisse 

m: em + 1) = 4: 5 bis 3: 4 = 1: 1,25 bis 1 : 1,33 

steht. (S. auch Gleichung 5, § 31.) 
Mit 

m+1 
r = 2 a aD T 

m 

geht Gleichung 3 tiber in 

max. (:) ~ m2-:., "+ "2:' VN 4 (a.,)' \ 

_ zulasslge Anstrengung bel Normalspannung III kg 
aD ------

m +}_ zulassige Anstrengung bei Schubspannung in kg 
m 

1) S. des Verfassers Maschinenelemente, 1881, S. 11, 207, 208, 210, 211, 
216 u. s. f., 1891/92, S.22 u. f., 330, 331 u. s. f., 1903 (9. Aufl.) , S.27 n. f. 
S. 501 u. s. w. 
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Mit Riieksieht hierauf werde ao als das Verhaltnis der zu
lltssigen Anstrengungen fur den gerade vorliegenden Fall oder 
kurz als Anstrengungsverhltltnis bezeichnet. 

Setzt man, dem heutigen Stande der Versuchsergebnisse ent
spreehend, und in der Absicht, zu runden Zahlenkoeffizienten zu 

.gelangen, 

10 
m=T' 

so gehen die Gleiehungen 7 uber in 

max ( : ) = 0,35 a + 0,65 JI a2 + 4 (ao,,;)2 

zulltssige Anstrengung bei Normalspannung 
aD = 1,3 zulltssige Anstrengung bei Sehubspannung 

8) 

Der Untersehied, welcher sich hinsiehtlieh der Anstrengung 

max (:) ergibt, je naehdem man m = 3 oder m = 4 oder einen 

dazwisehen gelegenen Wert setzt, ist ubrigens unbedeutend. 
Dureh die Feststellung in den Gleiehungen 7 und 8 erfiillt 

del' Koeffizient aD nieht bloB seinen Zweek beim Mangel allseitiger 
Gleiehartigkeit des Materials, sondern auch dann, wenn die Werte 
fur die beiden zulltssigen Anstrengungen aus anderen Grunden 
nicht in dem Verhltltnisse (m + 1) : m stehen. Das wird bei vor
handener Isotropie des Materials allgemein dann der Fall sein, 
wenn die gleiehzeitig auftretenden Normalspannungen und Schub
spannungen nieht gleiehartig sind, beispielsweise dann, wenn die 
erstere eine fortgesetzt weehselnde ist (Biegungsanstrengung einer 
sich drehenden Welle u. s. w.), wlthrend die letztere als unver
ltnderlieh gelten kann (Drehungsanstrengung derselben Welle bei 
Uberwindung eines konstanten Arbeitswiderstandes) u. s. f. 1). 

Bei Entwieklung der grundlegenden Beziehungen 1 bis 3 war 
in Ubereinstimmung mit der hierfur entworfenen Figur 2, S.429, 
angenommen worden, daB die Dehnung 6 (die Normalspannung a) 

1) S. des Verfassers Maschinenelemente, 1881, S. 18 u. f., 1891/92, S. 34 u. f., 
1903 (9. Anft.), S.44 u. f. 

28* 
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in Richtung del' Stabachse eine positive sei, entsprechend einem 
an del' betreffenden Stelle wirkenden Zug. 1st das Entgegen
gesetzte del' Fall, erfahrt del' Stab in Riehtnng seiner Aehse eine 
Zusammendriiekung, d. h. sind 8 und (j negativ, so fiihrt die 
gleiehe Betraehtung zu dem Ergebnis 

( 8) '11~-1 m+1 max - -a 1 = ---:---- (j + Jla2 + 4 $2. • 3 a) 
2m 2m 

Hierbei ist (j nul' mit seiner absoluten GroBe einzusetzen. 
Diese Gleiehung unterseheidet sieh von del' Beziehung 3 lediglieh 
dadureh, daB hier die groBte Anstrengung als Druekbeanspruehung 
erseheint, wahrend sie dort als Zuginanspruehnahme auftrat. Dem
entspreehend treten an die Stelle del' Gleichungen 7 und 8 die 
Beziehungen 

max (-~) = ~ - 1 (j + 'In + 1 Vai + 4 (C;;;;~ 7 a) 
a 2m 2m 

bezw. 

max (- :1) = 0,35 (j + 0,65 1fa2. + 4(ao '[;)2 . . 8 a) 

Neben diesel' Druekbeanspruehung, wie sie hiel'dul'eh bestimmt 
ist, wird unter Umstanden noeh eine gl'oBte Zuganstl'engung maB
gebend sein konnen, namlieh dann, wenn die positive Dehnung, 
welehe del' Sehiebung r entspl'ieht (vergl. § 31, S. 298), die Zu
sammendriiekung, welehe mit del' negativen Nol'malspannung in 
Riehtung del' Stabaehse verlmiipft ist, bedeutend iiberwiegt. Diese 
groBte Zuganstrengung, welehe dann gleiehzeitig mit del' groBten 

Druekbeanspl'uehung max (-- :) auf tritt, und die mit max ( :) 

bezeiehnet sei, kann in gleicher Weise ermittelt werden, wie oben 
die Gleichungen 1 bis 3 gefunden wurden, odeI' man kann sie 
unmittelbar aus Gleiehung 3 ableiten, indem in del' letzteren (j 

negativ gesetzt wil'd. Auf beiden Wegen ergibt sieh 

( 82 ) • max -;- =-
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und damit nach Gleichung 7 und 8 

max (_E_2) = _ 1n - 1 (1 + _m-c:-+_1_ V (12 + 4 (ao 1:)2, 
a 2m 2m 

7b) 

In diese Beziehungen ist (J natiirlich nur mit seiner GroBe 
ohne Riicksicht auf das Vorzeichen einzufiihren. 

Der absolute Wert von max (- :) ist nach Gleichung 3 a 

allerdings groBer als derjenige, welch en Gleichung 3 b fiir 

max ( : ) liefert. Da abel' die zulassige Zuganstrengung in manchen 

Fallen bedeutend geringer zu sein pflegt als die zulassige Druck

inanspruchnahme, so kann trotzdem max ( ~) maBgebend werden. 

§ 49. Zug (Druck) und Drehung. 

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden auBeren 
Krafte ergeben fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in 
die Richtung del' Stabachse fallen de Kraft P und ein Kraftepaar 
vom Momente M,p dessen Ebene die Stabachse senkrecht schneidet. 

In einem beliebigen Element des Querschnitts von del' GroBe f 
wird durch die Zugkraft Peine Normalspannung 

P 
(1=-

f 

wachgerufen, wahrend das auf Drehung wirkende Moment Ma eine 
Schubspannung T erzeugt, welche nach den §§ 32 bis 36 zu be
stirn men ist. Da (1 fiir alle Punkte des Querschnittes als gleich 
groB aufgefaBt werden darf, so tritt die bedeutendste Anstrengung 
da auf, wo 1: seinen groBten Wert erlangt. 

Nach den Gleichungen 7, § 48, ergibt sich mit kz als zu
lassiger Zug- und ka als zulassiger Drehungsanstrengung 
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kz > _m __ l (J+ -~-+ ~ 1/ (J2 + 4 (ao '[;)2\ 
2 m 2 m ' 

kz 
ao = ~~~-:---, 

m+l k 
d 

10 
und mit 1n =3 

1) 

2) 

Wirkt P nicht ziehend, sondel'll driickend, so wird if negativ, 
infolgedessen nach Gleichung 8 a, § 48, zunachst die mit k als 
zulassiger Druckanstrengung giiltige Beziehung 

k > 0,35 (J + 0,65 JI (J2 + 4 (ao '[;)2, 

k 
a O =T3k 

, d 

und sodann auch nach Gleichung 8 b, § 48, die Forderung 

3) 

. 3a) 

befriedigt sein muLl. Hierbei ist vorausgesetzt, daB Riicksicht
nahme auf Knicku:q.g (§ 23) nicht notig wird. 

Die Werte von '[; konnen unmittelbar aus der Spalte 3 der 
Zusammenstellung des § 36 entnommen werden, sofern kd durch '[; 
ersetzt wird. Die Normalspannung (J tritt nur mit ihrer absoluten 
GroBe in die Beziehungen 1 bis 3 a ein. 
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§ 50. Biegung und Drehung. 

Die auf den geradell stabformigen Korper wirkenden auBeren 
Krafte ergeben fur den betrachteten Querschnitt zwei Kraftepaare, 
das eine (biegende) vom Momente Mb und das andere (drehende) 
vom Momente lJ1d ; die Ebene des ersteren schneidet den Quer
schnitt, diejenige des letzteren die Stabachse senkrecht. 

In einem beliebigen Punkte des Querschnitts verursacht 

Mb eine Normalspannung 0', welche Bach § 16 odeI' § 21 festzu
stell en ist, 

Md eine Schubspannung T, deren Bestimmllng nach den §§ 32 
bis 34 zu erfolgen hat. 

Die fur den betreft'enden Pllnkt resllltierende Anstrengllng er
gibt sich alsdann aus Gleichung 7, § 48. Bezeichnet kb die Zll
lassige Biegllngs- und ICd die zulassige Drehungsanstrengllng, so 

10 
gilt mit m = ~3 

kb > 0,35 (J + 0,65 JI (J2 + 4 (ao T)2, 1 

kb J a o =T3k' 
, d 

1) 

NaturgemaB sind () und T fur denjenigen Querschnitt und hier 
fiir denjenigen Pllnkt einzufuhren, fur welchen die rechte Seite 
den groBten W crt erlangt. 

1. Kl'eisqum'schnitt. 

Riel' fallen die Punkte del' groBten Nol'malspannung 

(J = 3: ~: (Gleichllng 10, § 16, und Gleichung "5, § 17) 

und die Punkte del' gl'oBten Schllbspannung 

16 Md 
T = - -do (Gleichung 3,§ 32) 

n " 
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zusammen, folglich 

Auch fur den Kreisringquerschnitt £ndet dieses Zusammen
fallen statt. 

2. Elliptischel' Querschnitt, Fig. 2, § 33. 

a) Die Ebene des biegenden Kraftepaares lauft parallel 
zur kleinen Achse del' Ellipse. 

Die gro.Bte Normalspannung 

tritt hier auf in den Endpunkten B del' klein en Achse (Glei· 
chung 10, § 16, und 7, § 17). 

Die Schubspannung erlangt ihren Gro.Btwert 

an denselben Stellen (Gleichung 6, § 33). 
Hiernach £ndet die gro.Bte Anstrengung 1ll den Punk ten B 

statt. Demgema.B ergibt sich aus Gleichung 1 
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b) Die Ebene des biegenden Krliftepaares lauft parallel 
zur groBen Achse del' Ellipse. 

Die Normalspannung besitzt ihren GroBtwert in den End
punk ten A del' groBen Achse, wahrend die Schubspannung in den 
Endpunkten B del' kleinen Achse am groBten ausfiillt. Infolge
dessen muB zunachst ermittelt werden, an welchen Stellen die 
groBte Anstrengung eintritt. 

DaB dieselben auf dem Umfange lip-gen, ist ohne weiteres 
IdaI'. Nun ist nach Gleichung 9, § 16, die Normalspannung (J im 
A bstande z' von del' kleinen Achse 

und nach Gleichung 5, § 33, die vom drehenden Moment ver
ursachte Schubspannung in den um z' von derselben Achse ab
stehenden Umfangspunkten 

odeI' unter Beachtung, daB 

Hieraus ergibt sich die Anstrengung in den durch z' bestimmten 
Umfangspunkten zu 
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Dieser Ausdruck erlangt seinen GroBtwert ffir den durch 

max(:) . 

d dz' = 0, z' = z'o 

bestimmten Wert z'o, womit dann 

k> b Zo Zo 1I2da a-'2 4 M 
[ , V ( , ) 2 ( A,r ) 2 ( 2 b2 )] 

b = rta2 b 0,35 ~ + 0,65 ~ + Mb bcxo 1-~=Zo . 5) 

ZweckmaBigerweise wird zur Feststellung der groBten An
strengung auch in der Weise vorgegangen werden konnen, daB 
man aus Gleichung 4 fiir verschiedene Werte von z' die An
strengungen ermittelt, diese dann in den zugehorigen Abstanden 
als Ordinaten auftragt, wie dies in § 52 unter a) und b) fur den 
Fall der Beanspruchung auf Biegung und Schub geschehen ist 
(Fig. 2 und 3, § 52), und aus dem Verlaufe der so gewonneneu 
Kurve die groBte Ordinate mit der Sicherheit bestimmt, welche 
das zeichnerische Verfahren gestattet. 

B. Bechteckiger Quel'schnitt, Fig. 3, § 34. 

a) Die Ebene des biegenden Kraftepaares lauft parallel 
zur kurzen Seite des Rechtecks. 

Hier fallen die Stellen der groBten Drehungsanstrengung 'Z", 

d. s. die Mitten der langen Seiten, auf solche del' groBten Biegungs
anstrengung (1, d. s. samtliche Punkte der langen Seiten. 

Wegen 

Mb 
(1 = 6 b' h (Gleichung 10, § 16, und 2, § 17), 

Md . 
'Z" = 4,5 b2 h (GlelChung 4, § 34) 

ergibt sich nach Gleichung 1 
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und fur das Quadrat mit h = b 

b) Die Ebene des biegenden Kraftepaares lauft parallel 
zur langen Seite h des Rechtecks. 

Hier erlangen cr und 'f ihre GroBtwerte nicht in den gleichen 
Punkten (cr wird am groBten in den kurzen Seiten, 'f dagegen in 
den Mitten der langen Seiten), infolgedessen in derselben Weise 
vorzugehen ist, wie unter Ziff. 2, b fiir den elliptischen Querschnitt 
angegeben wurde. 

c) Die Ebene des biegenden Kraftepaares hat keine del' 
beiden unter a) und b) bezeichneten Lagen. 

Fur ein beliebiges, durch y und z bestimmtes Querschnitts
element betrug die Biegungsanstrengung cr nach § 21, Ziff. 2, mit 
den daselbst gebrauchten Bezeichnungen 

die Drehungsanstrengung 'f folgt aus § 34 

und nach Einfiihrung von 

'fy = 9 :~ [1 - (2: rl y'l 
8) 

x, ~ 9:10 [1 -( 2lL)'] z, l' 

'f=9:~V[1-(2:rr~:+[1-(2l/rr~: . 9) 
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Diese Werte von (J und 7: sind nun in die rechte Seite del' 
Gleichung 1 einzufiihren, hiermit die Punkte, in denen diesel' Aus
druck seinen GroBtwert erlangt, zu ermitteln und sodann del' 
letztere selbst zu bestimmen, wie dies un tel' Ziff. 2, b fiir den Fall 
des elliptischen Querschnitts angedeutet worden ist. 

Hier fiihrt das am Schlusse von Ziff. 2, b angedeutete· zeich
nerische Verfahren, den Verhaltnissen del' vorliegenden Aufgabe 
entsprechend angepaBt, zu einer verhaltnismaBig raschen Losung 1). 

§ 51. Zug (Druck) und Schub. 

Die auBeren Krafte liefern fiir den in Betracht gezogenen 
Querschnitt I eine in die Richtung del' Stabachse fallende Zug
kraft P und eine diese senkrecht schneidende Kraft S. 

Die mit P verkniipfte und in allen Punk ten als gleich an
genommene Normalspannung betragt 

P 
(J = ---

I' 

die durch S wachgerufene Schubspannung unter Bezugnahme auf 
Fig. 1, § 39, und mit den in § 39 aufgefiihrten Bezeichnungen 
nach Gleichung 2, § 39, allgemein in dem durch yoder 1/ be
stimmten Umfangspunkte 

S M~ 
2 y cos q;' 0 . 

MaBgebend ist del' groBte Wert, welchen '(;' erreicht, also bei
spielsweise 

fiir den Kreis 
4 S 

'(;=----

3 ~d2' 
4 

fiir das Rechteck '(; =.~ b~L'. 

1) Die vorliegende Aufgabe ist beispielsweise zn losen bei der Berechnnng 
einer Dampfmaschinenknrbel. In des Verfassers Maschinenelementen, 1891/92, 
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Nach Gleichung 8, § 48, folgt alsdann mit kz als zulassiger 
Zuganstrengung und ks als zulassiger Schubaustrengung 

k,:> 0,3k~ «+ 0,65 V.' + 4 Ca. xJ' 1] 

ao = 1,3 k. ' 

1) 

wobei die Punkte der groBten resultierenden Anstrengung diejenigen 
sind, in denen die Schubspannung den groBten Wert erlangt. 

Wirkt P driickend (Fall der Knickung, § 23, ausgeschlossen), 
so miissen die aus den Gleichungen 8 a und 8 b, § 48, folgenden 
Beziehungen 

Ie 
. 1a) 

ao = 1,3ks ' 

und 

. 1 b) 

befriedigt sem. 

§ 52. Biegung und Schuh. 

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden auBeren 
Krafte ergeben fur den betrachteten Querschnitt ein Kraftepaar jIb' 

dessen Ebene den Querschnitt senkrecht schneidet, und eine in 
den letzteren fallende Kraft S. 

S.474 u. f., 1903 (9. Aufl.), S.698 u. f., findet sich diese Bereehnung vollsUlndig 
durchgefiihrt. Au~er den Sehuhspannungen, welehe dureh das drehende Moment 
hervorgernfen werden, sind dabei aueh noeh die von der Sehubkraft veranlaBten 
Spanuungen heriieksiehtigt. 
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1. Anst'rengung des JJfatm'ials. 

In emem beliebigen Querschnittselement verursacht 

l1!b eine Normalspannung 11, welche nach § 16 oder § 21 festzu
stell en ist, 

Seine Schubspannung '[;, zu deren Bestimmung die Gleichung 3, 
§ 39, zur Verfugung steht. 

Da die letztere untel' del' Voraussetzung entwickelt wurde, 
daB die Schubkl'aft S in eine Symmetrielinie des Querschnitts fallt, 
so muB auch hier diese Beschl'ankung beziiglich der Lage von S 
getroffen werden. DemgemaB wurde vorausgesetzt, daB del' Quel'
schnitt symmetrisch ist, und daB die Ebene des biegenden Kl'afte
paares Mb den Quel'schnitt in der Symmetrielinie schneide. Dann 
folgt nach § 16 und § 39 untel' Bezugnahme anf Fig. 1, § 39, so
wie mit den daselbst gewahlten Bezeichnungen: 

fiir die in allen umr; von del' wagl'echten Schwerlinie abstehenden 
Qnel'schnittselementen gleich groBe Nol'malspannung 

und fiil' die in den Umfangspunkten P' P' ihren Gl'oBtwel't el'
langende Schubspannung 

, S M1 
'[; =--~----
, 2y cos q/ e . 

Demnach mit kb und ks als zulassiger Biegungs- bezw. Schub
anstrengung aus Gleichung 8, § 48, die gl'oBte Anstrengung m 
diesen Punkten 

k.> max (~) \ 

= 035 Mb 1] + 065 ,/(Mb r;)2 + 4 ( __ ~~~ .MT) ao)2 1) 
'e ,V e 2 y cos p e 

k b 

ao = 1,3 ks ' 
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Hierbei ist derjenige Querschnitt in Betracht zu ziehen sowie 
fur r; derjenige Wert einzufiihren, wodul'ch del' Ausdl'uck auf del' 
rechten Seite seinen Gl'oBtwel't annimmt, und zu beach ten , daB 
im allgemeinen S undlYfb nicht in ein und demselben Quel'schnitt 
ihl'e GroBtwel'te zu erlangen brauchen. 

a) Kreisquerschnitt, Fig. 4, § 39. 

Unter Voraussetzung del' durch Fig. 1 dargestellten Belastungs
weise ergibt sich 

und mit 

-""";f 
I 
I 
~ .. 
~ 
i 
I , 

'01----+- .i. 

Fig. 1. 

r; = r sin g/, 

S l . I 4 Sl. , 
(j = --- 1" SIn ffi - SIn ffi -r - -; -:;:s I • 

!!-.1'4 
4 

GemaB § 39, Gleichung 6, ist 

, 4 S , 
7: = -- -- cos ffJ 3 7(1'2 , 

somit nach Gleichung 8, § 48, 
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° 35 4 S l. I ° 65 i (4 St. ') 2 4 ( 4 S ') 2 = , --3 sm q; +, - -3 sm q; + ~3- aO--2 coscp , 
n r n r nr 

7 (131) Sl [031"" I 065'/' 2 I (2 l' ,)2] Kb > max ~ = ----;;- , 0 sm q; +, V sm q; + 73 ao T cos cp . 
-1'3 
4 

Wird hierin das Anstrengungsverhaltnis ao = 1 gesetzt, d. h. 

odeI' 

und auBerdem die von dem biegenden Moment herriihrende 
Normalspannung 

Sl 

welche, in del' auBersten Faser stattfindend, die maBgebende An
-strengung sein wurde, wenn die Schubkraft gleich Null ware, 
·durch f1b ersetzt, so findet sich 

kb ?:max ( ~ ) 

= f1b [0,35 sin q;' + 0,65 i sin2 cp' + (} ~ cos cpr] 2) 

Behufs Gewinnung emes Urteils iiber das Ges/iltz, niwh 

welchem sich die resultierende Anstrengung mit . 1; und q;' andert, 

r 
werde dieselbe fiir verschiedene Werte von T und cp' ermittelt. 

d 
a) l = r = 2' 

Aus Gleichung 2 wird 

max ( ~ ) = f1b [0,35 sin q;' + 0,65 V sin2 q;' + (; cos cp') 2] 
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und damit 

fiir q': = 0° max ( : ) = 0,43 ()b im Punkte 0, Fig. 2, 

sin q/ = 0,25 max ( : ) = 0,54 ()b - ] , 

q/ = 30° max ( :: ) = 0,67 rIb - 2, 

q/ = 45° max Hd = 0,80 ()b - 3, 

q/ = 60° max ( :: ) = 0,91 ()b - 4, 

rp' = 90° max ( : ) = 1,00 ()b - 5, 

'Vir ziehen durch die Kreispunkte 0, 1, 2, 3, 4, 5, Fig. 2, 

Fig. 2. 

wagrechte Gerade und tragen alsdann von den Punkten 0, 0 1 , O2, 

0 3 , 0 41 0 5 des senkrechten Halbmessers 0 Os die Streck en 

o Ao = 0,43, 

03A3 = 0,80, 05A5 = 1,00 

auf und erhalten so in del' Schaulinie A o AI A2 A3 A4A5 ein Bild 
iiber das Gesetz, nach welchem sich die von () und 'C herriihrende 

B a c h, Elastizitat. 5. A ufl. 29 
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Anstrengung von Punkt zu Punkt des Umfanges andert. 1m 
Punkte ° ist rr = ° und deshalb -r' allein ~aBgebend, im 
Punkte 5 dagegen ist 7;' = 0 und deshalb rr allein bestimmend 
fiir die Anstrengung. Wir erkennen, daB im vorliegenden Falle, 
d. h. bei 

d 
l=r=-

2 ' 

gemaB den Verhaltnissen der Fig. 1 die der groBten Schub
spannung entsprechende Anstrengung noch nicht die Halfte der
jenigen Anstrengung betrligt, welche im Umfangspunkte 5 durch 
die Normalspannung allein bedingt wird. Wurde man, wie dies 
nicht selten fur derartige Verhaltnisse angegeben ist, den Stab auf 
Schubinanspruchnahme berechnen, so lage hierin ein Fehler von 
uber 100%. 

Gleichung 2, welche hiermit ubergeht in 

max ( : ) = C1b [0,35 sin q/ + 0,65 y sin2 fJl' + (: cos fJl') 2] 

liefert 

fur fJl' = 0° max ( :) = 0,87 rrp 

- sin fJl' = 0,25 max ( : ) = 0,94 rrbl 

fJl' = 30° max (:). 0,99 rrb, 

fJl' = 45° max ( : ) = 1,01 rrb, 

fJl' = 600 max ( : ) = 1,01 (fb' 

fJl' = 90° max ( : ) = 1,00 C1b • 
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Die bildliche Darstellung liefert in Fig. 2 die Schaulinie 
BoBtB,BsB,As. Wir erkennen, daB auch fur l = 0,5 r = 0,25 d 
die groBte in der Nullachse eintretende Schubanstrengung noch 
wesentlich kleiner ist als die Anstrengung, welche im Punkte 5 
von dem biegenden Moment allein veranlaBt wird. Der GroBt
wert der resultierenden Anstrengung tritt zwischen q/ = 45° und 
cp' = 60° auf und uberschreitet (fb um mnd 1,5 %. 

und 

1 d 
y) l=-r=-. a 6 

. In gleicher Weise wie unter a und fJ erhalten Wlr hier 

max ( : ) = (fb [0,35 sin cp' + 0,65 JI sin' cp' + (2 cos cp')'] 

fur cp' = 0° max ( : ) = 1,30 (fb' 

- sin cpr = 0,25 max ( :) = 1,35 (fb' 

cp' = 30° max ( : ) = 1,35 (fb' 

cp' = 45° max ( : ) = 1,28 (fb' 

cpr = 600 max ( : ) = 1,16 (fb' 

cp' = 90° max (~~) = 1,00 (fb. 

Die zugehOrige Kurve ergibt sich in Co Cl Ct Cs C, As. Wie 
ersichtlich, iiberschreitet hier die Schubanstrengung in der Null
achse die Biegungsanstrengung im Punkt 5 um 30 %, also be
deutend. Der GroBtwert der resultierenden Anstrengung findet 
sich in einem zwischen 0,25'f' und 0,5,· gelegenen Abstande von 

29* 
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del' NuIlachse und iiberschreitet die Anstrengung in letzterer um 
etwa 4%, also nUl' um wenig; hiernach wiirde es zuliissig sein, bei 

l=~ 
6 

den Stab nul' auf Schubinanspruchnahme zu berechnen. 

0) l = 0,43 l' = 0,215 d. 

1m FaIle 

l=~ 
4 

ergab sich die Schubanstrengung in del' Stabmitte zu 0,87 del' 
Biegungsanstrengung im Abstande '1', fur 

l=~ 
6 

dagegen um 30 % groBer als die letztere. Es ist nun von Inter
esse, festzustellen, flir welches Verhaltnis l: l' beide gleich werden. 

Dasselbe muB nach Gleichung 2 mit 

sich ergeben aus 

1 = 0,65 ! T 
zu 

1 1,3 
-:;.- = 3 = 0,43. 

Wird diesel' Wert in Gleichung 2 eingefuhrt, so folgt 
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uud hieraus 

fur q/= 0° max ( ~) = 1,00 (Jb' 

- sin fJI' = 0,25 max (~ ) = 1,07 (Jb' 

fJI' = 30° max (~) = 1,10 lib' 

fJI' = 45° max ( ~ ) = 1,09 lib' 

fJI' = 60° max (: ) = 1,06 lib' 

fJI' = 90° max (:) = 1,00 lib. 

Die bildliche Darstellung liefert in Fig. 2 die Schaulinie 
DoDlD2DSD,A5 mit dem Gra.Btwert der Anstrengnng ungef!i.hr 
in halber Bahe. Derselbe betragt rund 10% mehr als die Schub
anstrengung in der Nullachse und um ebensoviel mehr als die 
Biegungsanstrengung im Punkte 5. 

Fassen wir das iill vorstehenden unter a bis (] Gefundene zu
sammen, so ergibt sich folgendes: 

Bei der Belastungsweise des kreiszylindrischen Stabes 
nach Fig. 1 genugt es, denselben mit Rucksicht auf die 
Biegungsanstrengung 

S l 10 S l 
11 =-- = rv---

b n d 3 

32 d 3 

allein zu berechnen, solange l nicht wesentlich kleiner 

als : ist. Betragt l erheblich weniger als :' so er

schein t es ausreichend, nur die Schubanstrengung 
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zu berucksichtigen 1). 

4 S 
r:=----

3 ~d2 
4 

Der etwaige Fehler, der hierbei begangen wird und nach 
:MaBgabe der soeben durchgefuhrten Berechnungen beurteilt 
werden kann, liegt innerhalb des Genauigkeitsgrades, welcher bei 
Festigkeitsrechnungen erreichbar zu sein pflegt. 

Die Berechnung auf Schubanstrengung allein in Fallen, in 
denen 

l>~ 
= 4' 

erscheint unzutreffend, insbesondere dann, wenn 

gesetzt wird. 

S 
r=--

!.!.- d 2 

4 

(Vergl. auch die in § 40 mitgeteilten Versuchsergebnisse so
wie die FuBbemerkung S. 378.) 

1st das Anstrengungsverhaltnis aD von 1, welcher Wert den 
besonderen Erorterungen unter a bis 0' zugrunde liegt, wesentlich 
verschieden, so wird auf die Gleichung 

zuruckgegriffen werden mussen. 

1) Hiernach hat die Bestimmung der Abmessungen des Karpers von gleichem 
Widerstande, Fig. 3, § 19, in der Nahe der Punkte A und B zu elfolgen, wobei 

s=p~ 
1 

bezw. p~ 
1 

ist. Streng genommen, ware die Stab form ii.berhaupt auf Grund der Gleichllng 1 
festzustellen und hierbei darauf Riicksicht zu nehmen, daB die Kraft P wie 
auch S iiber eine, wenn auch kleine Strecke verteilt angreift. 
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b) Rechteckiger Querschnitt. 

In ganz entsprechender Weise wie unter a) gelangen wir, 
sofern b die Breite, h die Hohe des Rechtecks bedeutet, und die 
Richtung von S parallel zu h lauft, mit 

zu 

Mb = S l (s. Fig. 1) 

Sl 
Ii = ---=1-- '1J, 

-bh3 
12 

und nach Gleichung 1, § 38, zu 

gultig fur die Spl;\nnungen im Abstande "I von der Nullachse. 
Unter der Voraussetzung ao = 1 liefert Gleichung 1 

wenu die Biegungsspannung der autlersten Faser 

gesetzt wird. 
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Wahlen wir l = 0,325 Ii, so findet sich 

fiir 1/ = ° 
1 

1/ =-h 
8 

1 
1/ =-h 

4 

3 
1/ =-h 

8 

1 
1/ =-h 

2 

max (:) = 1,00 Ub , 

max ( : ) = 1,04 ub ' 

max ( : ) = 0,99 Ub , 

max ( ~) ~ = 0,91 Ub, 

max (:) = 1,00 ub • 

Die bildliche DarsteHung gibt die Fig. 3. Wie ersichtlich, 
erlangt die Anstrengung zwischen der N ullachse und 

h 
1/=-

2 

Fig. 3. 

einen groBten und einen ldeinsten Wert. Ersterer i.i.berschreitet 
ub urn etwa 4%, letzterer bleibt urn 9% darunter. Die Anstrengung 
in del' Nullachse (lediglich Schub) ist gleich del' Anstrengung in 
del' auBersten Faser (nul' Biegung). Wird l < 0,325 h genommen, 
so iibersteigt die erst ere die letztere; fiir l > 0,325 h tritt das Ent
gegengesetzte ein. 
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DemgemaB folgt: 
1st bei dem Stabe mit reehteekigem Quersehnitt, be

lastet naeh MaBgabe del' Fig. 1, l > 0,325 h, so geniigt 
es, ihn mit Riieksieht auf die Biegungsbeanspruehung 

aHein zu bereehneni betragt dagegen l:S 0,325 It, so reieht 
es aus, lediglieh die Sehubbeanspruehung 

del' Bereehnung zugrunde zu legen 1). 
Die Riieksichtnahme auf die Sehubkraft allein, bei l 

erheblieh groBer als 0,325 h, muB unzutreffende Ergeb
nisse liefern. (Vergl. FuBbemel'kung S. 378.) 

Wenn das Anstrengungsverhaltnis ao von 1 wesentlich ab
weicht, so ist auf Gleiehung 1 zuruekzugehen. 

c) I-Querschnitt. 

Fiir Quersehnitte diesel' und ahnlieher Art lassen sieh so e111-
fache Festsetzungen, wie sie unter a) und b) fur den Kreis bezw. 
das Reehteck ausgesproehen werden konnten, nieht aufstellen. Hiel' 
muB im einzelnen FaIle die Gleichung 1 zum Ausgangspunkt 
genommen werden unter Beaehtung der daselbst angesehlossenen 
Bemerkung sowie des in § 39 d Gesagten. 

Hinsiehtlieh der erforderlichen Starke des Steges pflegt fur 
den Fall, daB nieht Herstellungsrucksiehten die Entseheidung 
trefi'en, die Fernhaltung von Ausbiegungen (Kniekung) und 
nieht die Sehubspannung in der Nullachse bestimmend zu 
sein, namentlieh dann, wenn die Belastung des Tragers ortlich zu
sammengeclrangt angreift, wie Versuche mit eisernen I-Tragern 
1ehren, und wie sieh aueh unter Beaehtung der geringen Wider
standsfahigkeit verhaltnismaBig dunner Wandungen gegenuber 

1) Hiernach sind die Abmessungen del' in del' Niihe des Pnnktes B ge
legenen Quel'schnitte der Korper gleicher Festigkeit, Fig. 1 und Fig. 2, § 19, 
zu bestimmen. Verg!. auch FuBbemel'kllng zu a, S. 454. 
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Einflussen, welche auf seitliche A usbiegung hinwirken, aus dem 
unter "IV. Knickung" erorterten ohne weiteres ergibt, selbst unter 
Voraussetzung' einer (in bezug auf den Tragerquerschnitt) sym
metrischen Belastung. Oft ist jedoch auf eine solche nicht zu 
rechnen, beispielsweise dann nicht, wenn die Belastung durch Quer
balk en erfolgt, die mit ihren Enden aufliegen. Indem sich die
selben unter ihrer Last durchbiegen, belasten sie den inneren Teil 
der Tragerflansche starker, wahrend del' au£ere Teil entlastet 
wird. Die Kraft geht nicht mehr durch die Mitte des Steges; sie 
kann bei entsprechender Flanschenbreite fur den Steg unter Um
standen ein verhaltnisma£ig sehr bedeutendes Biegungsmoment 
ergeben. 

Um die Formanderung eines in der Mitte hinsichtlich des 
Querschnittes symmetrisch belasteten und an den Enden un ter
stiHzten Tragers deutlich erkennen zu lassen, wurde ein Trager 
von 200 mm Hohe aus Hartblei 1) (Flanschen: 70 mm breit, 20 mm 
stark, Steg: 10 mm stark, Entfernung del' Aldlager 500 mm) VOl' 
del' Belastung mit einem Quadratnetz versehen. Fig. 4, Taf. XVII, 
gibt das Bild des mittleren. Teiles dieses Tragers, wie er sich 
infolge del' Belastung gestaltet hat, wieder. Von Interesse ist 
namentlich die Verfolgung del' Anderungen, welche die Form 
einzelner Quadrate erfahren hat. 

2. FO'l'miinde'l'ung. 

a) Imallgemeinen. 

Ein prismatischel' Stab sei in del' aus Fig. 4, § 20, ersicht
lichen Weise belastet. Die auf denselben wil'kenden au£eren 
Krafte ergeben - abgesehen von dem Eigengewicht -

a) fur jeden innel'halb del' Strecke AB gelegenen Querschnitt 
ein biegendes Kraftepaar vom konstallten Moment Mb = Pa; 
infolgedessen die elasiische Linie zwischen A und B (vergl. 
§ 16, Gleichung 13) einen Kl'eisbogen vom Halbmessel' 

bildet; 

o 
e=aM 

b 

1) Vergl. FuBbemerkung S. 309. 
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b) fur die Querschnitte auBerhalb del' Strecke AB, je nach 
ihrem Abstand von del' Querschnittsebene A bezw. B ein 
verschieden groBes, zwischen P a (im Querschnitt bei A 
bezw. B) und Null (in den Endquerschnitten) liegendes 
Moment und eine Schubkraft P. 

Urn uns ein anschauliches Bild uber die hierbei auftretenden 
Formanderungen zu verschaffen, ziehen wir auf dem unbelasteten 
Stabe, dessen Querschnitt ein Rechteck mit del' Breite b und del' 
in del' Bildebene liegenden Rohe h sein mag, nach MaBgabe del' 

Fig. 5, welche den halben S~ab von del' Lange a + + darstellt, 

gerade Linien, und zwar zunachst parallel zur Stabachse, die als 
Achsenlinien bezeichnet werden sollen, und sodann senkrecht 
zu letzteren, d. s. Querschnittslinien, je in gleichem Abstande von
einander. Rierdurch wird die Seitenflache von del' Rohe h in 
eine Anzahl gleicher Rechtecke eingeteilt. 

~:--I 

~i" :r--+-+---I--+---+---+--+---I 

: r' -~-+-4-~~~-~-+~ 
1· -: c---+_-t--+-----1r-_+_-4--t----i 

, r' -+_-t-~---r-_+_-+_-t----i 

~Icl c-: -t-----f--t----f------1i---t---f--j 
; r: -+_-t---+--r-_+_--+-~!----1 

I _ -r----'--'----'-----'-----'----'---,'-

Fig. 5. 

Fig. 6. 

Unter Einwirkung del' Belastung -- Fig. 4, § 20 - wird del' 
Stab eine Anderung seiner Gestalt erfahren, wobei die Rechtecke 
eben falls ihre Form andern mussen. 
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Fur die Stabquerschnitte zwischen A und B liefert die Bc
lastung, wie oben unter a) bereits hervorgehohen wurde, lediglich 
ein biegendes Moment. DemgemaB werden nach § 16 die ober
halb del' Nullachse gelegenen Fasel'll eine mit ihrem Abstande von 
diesel' zunehmende Dehnung, die unterhalb gelegenen eine ent
sprechende Zusammendruckung erfahren. Die ursprunglich paral
lelen Querschnitte sind jetzt gegeneinander geneigt, ihr fruherer 
Abstand ist nul' noch in del' Stabachse vorhanden. Es treten ledig
lich Normalspannungen auf, Schubspanuungen fehlen; infolge
dessen mussen die auf die Stabflache gezeichneten Achsen- und 
Querschnittslinien die rechten Win~el, unter denen sie sich ur
spriinglich schnitten, beibehalten: die ursprunglichen Rechtecke 
gehen in Kreisringsektoren uber. Fig. 6 laBt dieselben fiir die 
rechte H~ilfte von A B (Fig. 4, § 20) erkennen. 

Auf die rechts von B gelegenen Querschnitte wirkt, wie oben 
unter b) bereits bemerkt, auBer dem biegenden Moment noch eine 
Schubkraft, welche Schubspannungen wachruft, die nach § 38 

(s. namentlich Fig. 4, § 38) im Abstande + ~ und - ~ von 

del' Nullachse, d. h. in del' oberen und in del' unteren Begrenzungs
flache des Stabes, sofel'll hier auBere Krafte nicht angreifen, Null 
sein mussen, wahrend sie nach del' Achse hin zunehmen und in 
letzterer den groBten Wert erreichen. Daraus folgt, daB die auf 
del' Staboberflache gezogenen Querschnittslinien auch auBerhalb del' 

Strecke A B - Fig. 4, § 20 - die im Abstande + ~ und - ~ 
befindlichen Begrenzungslinien da, wo auBere Krafte nicht an
greifen, rechtwinklig schneiden mussen, daB sie dagegen die nach 
del' Stabachse zu gelegenen Achsenlinien schiefwinklig zu treft'en 
haben. Die Abweichung von del' Rechtwinkligkeit wird in del' 
Stabachse ihren groBten Wert erreichen. Nach Fig. 6 muB, sofel'll 
GG in E senkrecht zur gekriimmten Stabachse und FF Tangente 
im Punkte E del' Querschnittslinie ist, diesel' Gl'oBtwel't gleich 
dem Bogen Ymax des Winkels FE G sein und mit del' durch 
Gleichung 2, § 38, bestimmten Schubspannung 

III del' Beziehung 

3 P 
Tmax = 2bh 
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stehen, worin f1 den Sehubkoeffizienten bedeutet (§ 29). Fur eme 
beliebige, um 1j von del' Nullaehse abstehende Stelle ist die Sehub
spannung naeh Gleiehung 1, § 38, 

~=~~[1_(~)2] 2 bh h 
2 

und somit die Abweichung von del' ReehtwinkIigkeit 

3 P [ ( 1) )2] r = f1 ~ = -2 bill - ~ fl· 

Fiir 

wird r = 0, wie bereits hervorgehoben. 
Dem Vorstehenden gemaB wird del' ursprunglich ebene Quer

schnitt aueh dann, wenn er unter EinHuB des biegenden Momentes 
eben geblieben ist, durch die Einwirkung del' Sehubkraft in eine 
gekriimmte Flaehe ubergehen, wie dies Fig. 6 reehts von B - in 
ubertrieben gezeiehneter Weise - erkennen laBt. Diese Wol
bungslinie, welche in del' Stabaehse einen Wendepunkt besitzt, 
ist hiernaeh eine notwendige Folge del' besproehenen Vera,nder
liehkeit del' Sehubspannung. Eine stl'enge Darstellung der
selben wird zu berueksiehtigen haben, daB die aui.leren Krafte 
nieht in einem Punkte odeI' einer Linie, sondern in einer Flaehe 
den Stab treffen, so daB also beispielsweise die Quersehnitte un
mittelbar reehts vom Mittelpunkte odeI' del' Mittelebene B des 
Auflagers nieht so fort die volle Kriimmung annehmen, wahrend 
die unmittelbar links davoll gelegenen aueh nieht mehr vollkommen 
eben sein konnen. 

Die Feststellung der besproehenen Quersehnittswolbung auf 
dem Wege des Versuehes begegnet groBen Sehwierigkeiten. U ill 
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die Kriimmung deutlich zu machen, sind im Vergleich zur Lange 
verhaltnismaBig hohe Stabe zu verwenden; dann abel' miissen zur 
Herbeifiihrung einer fiir den bezeichneten Zweck geniigenden Form
anderung so bedeutende Krafte auf verhaltnismaBig kleine Teile 
del' Staboberflache wil'ken, daB hier starke artliche Formande
rungen eintreten, welche die Reinheit des Bildes erheblich beein
trachtigen. SoIl dieser Ubelstand vermieden werden, so wird man 
suchen mussen, dem Stabe eine solche Gestalt zu geben, daB schon 
weit kleinere Schubkrafte erhebliche Schubspannungen wachl'ufen. 
Ein solcher Karpel' ist in Fig. 7 dargestellt: I -Trager, in der 
lVIittellinie zum Teil angebohrt, so daB zul' Ubertragung del' 

I 
\ , 

( ) ) 

'" I 
,. 

Fig. 7. 

Schubkrafte in del' Stabachse nur ein verhaltnismaBig kleinel' 
Querschnitt zur Verfiigung steht, weshalb hier die Schubspan
nungen bedeutend ausfallen mussen. Wird del' Stab in der lVIitte 
belastet und an den Enden unterstiitzt, so nimmt die urspriinglich 
ebene Stirnflache die Gestalt Fig. 8 (Schmiedeisentrager), Taf. XVIII, 
an. Dieselbe entspricht der Form, welche in Fig. 6 rechts von B 
angegeben wurde: Die gedriickten Fasern widerstreben der Ver
kurzung, die gezogenen del' Verlangerung infolge del' Kleinheit 
des Querschnittes, durch welchen sich die Dl'uckkrafte (oberhalb 
der Nullachse) und die Zugkrafte (unterhalb diesel' Achse) ins 
Gleichgewicht setzen, mit sichtbarem El'folg. 

b) Durchbiegung mit Rucksicht auf die Schubkraft. 

Ein prismatischer Stab sei auf zwei um l voneinander ab
stehenden Stiitzen aufgelagert und in del' Mitte durch die Kraft P 
belastet. Die Durchbiegung, welche von P veranlaBt wird, setzt 
sich aus zwei Teilen zusammen: aus derjenigen DUl'chbiegung, 

welche von dem biegenden lVIoment (in del' Mitte Mb = ~ l ) 
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allein verursacht wird, und aus der Verschiebung, welche die 

Querschnitte durch die Schubkraft -; (Auflagerdruck) erfahren. 

Die Durchbiegung der urspriinglich geraden Stabachse im 
mittleren Querschnitt infolge des biegenden Moments betragt 
nach Gleichung 14, § 18, 

sofern (9 das gegeniiber der Biegung in Betracht kommende Trag
heitsmoment des Stabquerschnittes bedeutet. 

Zur Feststellung desjenigen Teiles der tatsachlichen Durch
biegung, welcher von der Verschie bung der Querschni tte 
herriihrt, fiihrt die nachstehende Betrachtung. 

ABeD, Fig. 9, sei ein zwischen den beiden Querschnitten 
A C und B D gelegenes Korperelement des unbelasteten Stabes. 

Denken wir uns jetzt im Querschnitte BD eine abwarts wirkende 
Schubkraft S tatig, wahrend .A C festgehalten wird, so riickt der 
Querschnitt B D um einen gewissen Betrag B Bl = M Ml = D Dl 
abwarts. Unter der Voraussetzung gleichmaBiger Verteilung der 
Schubkraft S iiber den Querschnitt wiirde die Formanderung des 
Korperelements darin bestehen, daB das Rechteck ABD C in das 
Parallelogramm A Bl DI C iibergeht. Die Querschnitte wiirden 
Ebenen bleiben. Da nun aber die Schubspannungen von der Mitte 
nach auGen (d. i. von Ml nach Bl und D 1) hin bis auf Null ab
nehmen, so miissen dies die Schiebungen ebenfalls tun und damit 
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auch die au.Bersten Elemente del' Querschnittslinien die Be
gl'enzungsstrecken ABI und CD I senkrecht schneiden, d. h. die 
Querschnitte muss en sich kl'ummen, wie in Fig. 9 gestrichelt an
gegeben ist. Die Stl'ecke M Ml del' Achse, welche ul'spl'unglich 
die Lage M M einnahm und hierbei mit del' Querschnittslinie B D 
einen rechten Winkel bildete, weist jetzt, sofern MIE 1 M Ml und 
F F Tangente im Punkte MI del' Querschnittslinie ist, eine Ab
weichung um den Winkel F MI E von diesel' Rechtwinkligkeit auf. 
Nach au.Ben hin nimmt diese Abweichung ab bis auf Null. Wie 
wir wiederholt gesehen, mi.Bt del' Bogen y, welcher diesem Ab
weichungswinkel entspricht, die Schiebung und steht nach Glei
chung 2, § 29, zu del' Schubspannung T an del' betreft'enden Stelle 
in del' Beziehung 

y = (:J To 

Fur die Stabachse weist y (T) seinen Gro.Btwert auf und 
zwar ist 

Del' Winkel E jl!1 F setzt sich aus zwei Teilen zusammen, 
namlich 

Del' erste Teil ist gleich 

Er entspricht also del' senkrechten Verschiebung des ganzen 
Querschnitts, wahrend del' zweite Teil die Folge del' Quel'schnitts
kl'ummung ist. Fur die El'mittlung del' Dul'chbiegung y" infolge 
del' Vel'schiebung des Querschnitts kann demnach nUl' del' erste 
Teil in Betracht kommen I). Dieselbe el'scheint dadurch bestimmt, 

1) Die Ermittlung der von del' Schubkraft S bewirkten Durchbiegung V' 
nach dem Vorgange Poncelets und Grashofs - Theorie der Elastizitat und 
Festigkeit, 1878, S. 213 u. f. - del'art, daB gesctzt wird 

V" = Jr dx = RJr dx max ~ max , 

muB, Wle vorstehende Darlegung erkennen laBt, V" zu groB ergeben. In den-
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daB die mechanische Arbeit, welche die Schubkraft beim Sinken 
urn B B\ = M M\ = DD\ verrichtet, gleich sein muB del' Summe 
del' Arbeiten del' Schubspannungen beim Ubel'gang des Stabelementes 
ABCD in die Form AB\CD\ mit gekl'itmmtel' Quel'schnittsflache. 

jenigen Fallen, \D welchen die RlLCksichtnahme auf y" ilberhaupt in Frage zu 
kommen pflegt (vergl. § 22, S. 243 und 244, auch weiter oben) , ist iibrigens der 
EinfluB dieses ZugroB nicht von erheblicher Bedeutung. 

Die vorstehende Betrachtung uber die Wolbung der ursprfmglich ebenen 
Querschnitte eines durch Schub in Anspruch genommenen Korpers liiLlt sich 
anch auf den dnrch ein drehendes Kraftepaar helasteten Stah ilbertragen, 
wie folgende Bemerkungen, die der Einfachheit wegen einen bestimmten, und 
zwar rechteckigen Querschnitt voraussetzen mogen, erkennen lassen. 

Das Gesetz, nach welchem sich die Schuhspaunung in den Querschnitts
elementen del' U mfangsstrecke A C des anf Drehnng heansprllchten rechteckigen 
Stabes, Fig. 3, § 34, andert, ist das gleiche, dem die Schnbspannnngen des durch 
die Schubkraft belasteten rechteckigen Stabes, Fig. 4, § 38, folgen; bei beiden 
Korpern entspricht der Verlauf der Spannungskurve einer Parabel. 'Nir haben 
demnach im ersteren Falle (Drehung) fiir die in der Umfangsstrecke AC liegen
den Querschnittselemente auch dasselbe Kriimmllngsgesetz zu erwarten, wie im 
zweiten Falle. Tatsachlich zeigen die auf der Staboberflache liegenden Quer
schnittslinien der :Fig. 1, Taf. XI, den gleichen V erlauf, der sich in Fig. 8 fand. 
Auch fur Fig. 1, Taf. XI, ergibt die Abweichung von del' Rechtwinkligkeit, d. i. 
del' \Vinkel, welcher die Schiebung und damit die Schubspannung miBt, zwei 
Teile, von denen der eine die Verschiebung del' Querschnittselemente senkrecht 
zur Stabachse bestillmt, wahrend del' andere del' eingetretenen Neigung des 
Qnerschnittselementes entspricht. Fill' die Mitte del' langeren Seite erreichen 
beide den groBten ,Vert. Hier wird ihre Summe gemessen durch das Pro
dukt aus -r'a (Gleichung 4, § 34) llnd {J, wahrend del' erste Teil durch den 
DrehLmgswinkel 8- (Gleichung 9, § 43) bestimmt erscheint, so daB der zweite 
Teil, d. i. die Neigung, welche die gewolbte Querschnittslinie, Fig. 1, Taf. XI, 
in del' Mitte der Hingeren Seite (im \Vendepunkte) gegeniiber dem ursprung
lichen Querschnitt besitzt, den Bogen 

= -r'a \0,6 - 0,4 (~ r J {J 

ergibt. 
Je groLler It ill Vergleich zu fI, urn so bedeutender wird diese Neigung; 

sie nahert sich hierbei asymptotisch dem Werte 

Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 30 
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Nach § 44 £ndet sich fiir die mechanische Arbeit, welche die 
Formanderung des A B = M M = CD = dx langen Korperelementes 
bei der Verschiebung fordert, 

Fi.lr h = b = a, d. h. fUr den quadratischen Querschnitt, wird sie am klein
sten, namlich gleich 

Md Md , 
4,5.0,2 -3- f3 = 0,9 -3- f3 = 0,27: a f3. 

a a 

Fig. 1, Taf. XI, und Fig. 2, Taf. XlI (vergl. je die gewolbte Querschnitts
linie mit der urspriinglich geraden, durch Striche bezeichneten Querschnitts
lillie), bestatigen die Abnahme der Neigung mit Naherung von 11 an b. 

Wiirde man z. B. fiir den quadratischen Querschnitt diese Neigung dem 
eigentlichen Drehungswinkel zuzahlen, indem man setzt 

a Ai 
.'t-2-~ = r' R = 45_d. R a (J 'as jJ' 

so ergabe sich 

welcher \Vert mit der von Gra s h 0 f in seiner Theorie der Elastizitat und 
Festigkeit 1878, S. 144 gefundenen GroBe (Gleichung 246) iibereinstimmt. 

Nach MaLlgabe unserer Darlegungen erscheint somit tliese um 

zu groLl. Wie aus den Erorterungen des Verfassers "Uber die heutige Grund
lage der Berechnung auf Drehnng beanspruchter Korper" in der Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenienre 1889, S. 139 (oder auch "Abhandlungen und Be
richte" 1897, S. 81 u. f.) erhellt, ergibt sich in Ubereinstimmung hiermit der 
Drehungswinkel nach der Grashofschen Gleichllng 

fiir GuLleisen um 

100 1,43 - 1,20 
1,20 

fiir Schmiedeisen und Stahl um 

19%, 

100 0,883 - 0,696 = 27 %, 
0,696 

groBer, als Bauschinger durch Messung bestimmte (vergl. auch SchluB von § 43). 
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Hierin ist unter Bezugnahme auf Fig. 1, § 39, uud nach Glei
chung 3, § 39, 

'(;= 
8 MYj 

2 Y cos P 0 

die Schubspannung in dem um z von der 'Ij-Achse abstehenden 
Punkte P, del' mit dem Flachenelemente d'lj dz zusammenfallt. 

Wird nun BBI = MMI = DDI mit dy" bezeichnet, so er
halten wil' 

1 __ 8 dy" = L dx 15,(;2 d'lj dz 
2 2 J 

dy" = ~ dx 5 5 '(;2 d'lj dz 

y" = fJ 5 d; 55,(;2 d'lj dz, 4) 

sofel'll del' Schubkoeffizient fJ unveranderlich ist. 
Beispielsweise findet sich fur den rechteckigen Querschnitt 

von del' Breite b und del' Hohe h (vel'gl. SchluB von § 44), da hier 
wegen p = p' = 0 die Schubspannung fur aIle in demselben Ab
stan de 'Ij gelegenen Flachenelemente gleich ist, namlich 

so daB an die Stelle von d'lj dz sofort der Flachenstreifen b dTJ 
treten kann, 

h 

" 9 58dX+,.T[ ('Ij)2J2 6 58 y =-fJ --. 1- -.- dr;=--fJ -dx 4 b 11,2, h _h_ 5 b h 
~2 2 

5) 

unll bei Unveranderlichkeit von 8, b und h innerhalb der Strecke x 

30* 
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6 
d. i. [) = 1,2 mal so groB, als wenn die Schubkraft sich 

gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilt haben wiirde. 
Fiir den in der Mitte durch P belasteten prismatischen Stab 

folgt unter Vernachlassigung des Eigengewichtes wegen 

P 
S = 2 ' 

6) 

Hiernach die Gesamtdurchbiegung des rechteckigen Stabes 
III der Mitte 

I " a P l3 ° " P l Y + y = 48 -1--+ ,v fJ bk 
-bh3 

12 

J ~ (_l)2 1 P 
= I 0,2D a k + 0,3 fJ J bit l. 

Wird der Schubkoeffizient fJ nach Gleichung 3, § 31, durch 

ersetzt, so folgt 

m+1 fJ=2---a 
'In 

I ," _ J ° 25 (_l ) 2 ° 6 Y +y -[' h +, 

d . 10 
un Illlt 'In = 3 

7) 

y' +y" = t 0,25 (fr +O,78} a ~/ 8) 

Hierin bestimmt das erste Glied del' Klammer den EinfluB 
des biegenden Momentes auf die Durchbiegung, wahrend das zweite 
denjenigen del' Schubkl'aft zum Ausdl'uck bl'ingt. Das Vel'haltnis 
von y" zu '!I' ist demnach 
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" 0,78 3,12 y -,-
0,25(!r = (~r . y 

Es betragt 

fUr l = 2h 4h 8h 16h 
0,78: 1 0,195: 1 0,049: 1 0,012: 1. 

Von praktischer Bedeutung kann die Riicksichtnahme auf y" 
werden, wenn es sich um die Ermittlung des Dehnungskoeffi
zien ten a aus Biegungsversuchen mit. Staben oder Tragern 
handelt, deren Rohe erheblich ist, worauf bereits § 22, Ziff. 1, auf
merksam gemacht wurde. Durch die bisher iibliche Vernachlassi
gung von y" beging mau im FaIle des rechteckigen Querschnittes 
bei l = 1000 mm und 

l 
h = 4 = 250 mm einen Fehler von 19,5 %, 

h=+= 125 4,9-

l 
h = 16 = 62,5 - 1,2 -

Rieraus folgt, daB die Hohe der Stabe verhaltnismaBig nicht 
bedeutend sein darf, wenn die AuBerachtlassung von y" zulassig 
erscheinen soIl. 

Allgemein wird zur Bestimmung von a oder! aus Versuchen 
a 

mit Staben von rechteckigem Querschnitt die Gleichung 7 zu ver
wenden sein. Dieselbe liefert 

bh 
a = ----;-:-;-:-------;---

{ 0,25 (~r + 0,6 m: 1 } I 

y'+y" 
p' . 

Hierbei ist streng genommen m fur das untersuchte Material 
besonders zu bestimmen; doch erweist sich der EinHuB der Ab-

weichung der besonders ermittelten Werte von dem Mittelwert 1~ 
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als so unbedeutend, daB es geniigt, a aus del' Gleichung 8, d. h. 
nach 

bh 
a = ---~-;--;:------

{0,25 (~r+0,78}Z 
y'+y" 

P 

zu berechnen. y' + y" wird zu jedem Werte von P beobachtet 
und damit fiir jede Belastung del' Dehnungskoeffizient a be
stimmbar. 

Ganz bedeutenden EinfluB erlangt unter Umstanden die Schub
kraft auf die Durchbiegung bei I-Tragern, da hier im Steg die 
Querschnittsbreite gering, also r und '(; groB sein konnen. (Vergl. 
Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 222 u. f. 
sowie § 22, Ziff. 1.) 

Del' EinfluB des in § 46 erorterten Widerstandes, welcher aus 
AnlaB des Gleitens del' Staboberflache auf den Stiitzen (infolge del' 
Durchbiegung) entsteht, ist bei streng en Biegungsversuchen mit 
erheblich hohen Stab en durch Verwendung von Rollenauflagern 
nach Moglichkeit herabzumindern. 

1m FaIle des Kreisquerschnitts vom Halbmesser r' = ~ 
findet sich nach Gleichung 6, § 39, fiir die Umfangspunkte P' die 
Schubspannung 

, 4 S , 
'(; = -----cosp. 

3 nr2 

Die Schubspannung '(; (Fig. 1, § 39), welche in dem beliebigen 
um Ifj von del' Nullachse und um z von del' Ifj-Achse abstehenden 
Punkte P wirkt, werde in ihre zwei E:omponenten zerlegt: 

die eine senkrecht zur y-Achse sei '(;y = '(; cos p, 
die andere senkrecht zur Ifj-Achse '(;~ = '(; sin p. 

Nach § 89 ist die erstel'e fiir aIle im gleichen Abstande Ifj 

liegenden Flachenelemente konstant, also 

_' ,_ 4 S 2 ,_ I 

";y - '(; cos P - -3 --2 cos P - '(; y, 
nr 

wahrend die letztere, von auBen nach del' Mitte zu bis auf Null 
abnehmend, in den Umfangspunkten P' die GroBe 
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in dem beliebigen urn z von del' 1J-Aehse abstehenden Punkte P 
den Wert 

Z r 
'C'fJ = Ty tg f{! = Ty - tg f{! 

Y 
besitzt. 

Wegen 

ergibt Gleiehung 4 

- 2 SdmS (1 1 2 r) 2 d - {3 S + 3 tg f{! Y 'Cy 1J. 

Hieraus folgt mit 

2 

= 2;~.2 S S dm, 

und, sofel'll S unveranderlieh innerhalb del' Streeke m 

d. i. 

" 32 S Y =--(1--m 
27 nr2 

32 27 = 1,185 mal so groll, als wenn die Sehubkraft 

sieh gleiehmaLlig ii bel' den Quersehnitt verteilt 
haben wltrde. 
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Fur den Fall des aufbeide Enden im Abstande 1 gestii.tzten 
und in del' Mitte mit P belasteten Stabes ist unter Vernachlassigung 

P 
des Eigengewichts S = 2 und damit 

wird 

P I _ 

" 32 fJ 52 P 32 2 l 
Y = 27 rr~,2 2 dx = 27 fJ n1£-~-

o 

8 P 8 P 
= -- fJ - l = --- fJ -- l 

27 n r2 27!!-.- d2 . 

4 

Hiernach betragt die Gesamtdurchbiegung 

Mit 
m+l 

fJ=2---a 
~n 

, " f 1 (l)2 16 m + 1 1 a _P 1 
Y +y = '-3- ~d +-27- f m ~d2 ' 

4 

.. 10 
und fur m =-

3 

, " r 1 (l) 2 0 "'7 1 P l y+y =l.~ - + ,/ Ja--
3 d ~d2 

4 

9) 

10) 

11) 

Un tel' Umstanden erscheint es vorteilhaft, die nach MaLlgabe 
des V orstehenden ermittelte GroLle y" allgemein in Vergleich zu 
stenen mit derjenigen Verschiebung, die sich ergibt, wenn man 
die (tatsachlich nicht zutreffende) Annahme macht, daLl sich die 



§ 53. Frage del' Einspannung eines Stabes. 473 

Schubkraft S gleichmaBig tiber den Querschnitt f verteile. Diese 
Unterstellung ftihrt fiir das Korperelement von del' Lange d x zu 

wahrend Gleichung 4 fiir dasselbe liefert 

Demnach das Verhaltnis f1> del' letzteren GroBe (del' tat
sachlichen Verschiebung) zu del' ersteren (del' unterstellten Ver
rtickung) 

_fS l2 dd fl'-,S2j" TjZ 12) 

Del' Koeffizient f.1', welcher fiir jeden Querschnitt besonders 
ermittelt werden muBI), und welcher als Ko effizient del' Quer
schnittsverschiebung bezeichnet werden kann, ist dann die
j enige Zahl, mit welcher die unter Voraussetzung gleich
maBiger Spannungsverteilung gewonnene Verschiebung 
multipliziert werden muB, um die tatsachliche zu e1'
hal ten. Beispielsweise betragt derselbe ftir das Rechteck 1,2, fiir 
den Kreis 1,185 2 ) - wie wir oben bereits gefunden haben -
fiir I-Querschnitt steigt el' bis auf 3 und dal'ubel'. 

§ 53. Frage der Einspannung eines Stabes. 

Wie in § 18, Ziff. 1, 3 und spateI', erol'tel't sowie beniitzt, liegt 
dem Begl'iff del' Einspannung eines auf Biegung in Anspruch 
genommenen Stabes die Auffassung zugl'unde, daB an del' Ein
spannstelle die elastische Linie von del' urspriinglich geraden 
Stabachse bel'uhrt wird, d. h., daB in dies em Punkte die letztere 

I) Hitter hat sich in den "Anwendungen del' graphischen Statik", Ziirich 
1888, No. 32 und 36, mit diesel' Aufgabe eingehend und erfolgreich befal.lt. 

2) Die in del' Literatur zu findende Angabe ft = 1,11 beruht auf del' Vor
aussetzung, daB die oben in del' Hechnung auftretende Schubspannung T~ fill' 
alle Querschnittselemente gleich Null sei. ' 
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Tangente an der elastischen Linie ist. Hierdurch wird dieser an der 
Einspannstelle eine bestimmte Ordinate sowie eine bestimmte Rich
tung zugewiesen. 

Die Einspannung stellt man sich hierbei nicht selten in der 
Weise vor, daB das eingespannte Ende durch zwei, von entgegen
gesetzten Seiten stutzende Auflager, die man als unbeweglich 
und unzusammendl'uckbar betrachtet, gehalten wird, wie Fig. 1 

t-'f1.. -->!+- ----'-,e -- - --1 
~ 1 I 

C-'-'-'~------'-'-'---l~ 
$ 

Fig. 1. 

zeigt. Als Einspannstelle gilt del' Querschnitt A. Zur Bestimmung 
der beiden in A und C wirkenden Auflagerdrucke denken wir uns 
in A eine senkrecht abwarts gel'ichtete Kraft + P und eine zweite 
vertikal aufwarts wirkende Kraft - P angebracht. Da sich diese 
zwei Krafte gegenseitig aufheben, wirc1 hierdurch nichts an dem 
Gleichgewichtszustande geanc1ert. Wir haben alsdann mit der am 
freien Ende B angreifenden Last P - das Eigengewicht des Stabes 
werde vernachlassigt - drei Krafte. + P konnen wir uns auf
gehoben vorstellen unmittelbar durch die Stiitze A, wahrend - P 
und die Last P ein rechtsdl'ehendes Kl'aftepaal' vom Moment P l 
bilden, zu dessen Auffangung in A und C je del' Widerlagsdruck P j 

el'forderlich ist, welcher durch die Gleichung 

zu 

bestimmt wird. 

l 
Pj=P

n 

Demnach el'gibt sich del' Widerlagsdl'uck 1Il A 

Na = P + P _l = P (1 + _l ) 
n n 

und del'jenige in C 

Nc = P_l_. 
n 
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J e kleiner n im Vergleich zu l, urn so bedeutender werden 
die Krafte Na und Nc ausfallen. Selbst wenn man sich diese nicht 
in dem Punkte oder in del' Linie A bezw. C zusammengedrangt 
angreifend denkt, sondel'll auf kleine Flachen verteilt vorstellt, so 
werden sie doch eine Zusammendriickung des Materials del' Stutzen 
A und C sowie del' Oberflache des Stabes an den Angriffsstellen 
zur Folge haben. Hiermit abel' ist eine Abwartsbewegung des 
Stabes bei A und eine - unter sonst gleichen Umstanden wegen 
Na > Nc jedoch geringere - Aufwartsbewegung desselben bei C 
verkniipft. Del' ganze Stab wird sich - abgesehen von der Ver
schiebung seiner Querschnitte gegeneinander sowie von seiner 
Biegung - gegen seine urspriingliche Lage neigen miissen, ent
sprechend del' Drehung urn einen zwischen A und C befindlichen 
Punkt, welcher infolge Na > Nc bei sonst gleichen Verhaltnissen 

naher an C als an A gelegen ist. Wir erkennen, daB die 
Stiitzung des Stabes nach Fig. 1 die Auffassung nicht 
l'echtfel'tigt, die elastische Linie, d. i. die gekriimmte 
Achse des dul'ch P gebogenen Stabes, habe an del' Ein
spannstelle (d. i. in A) die urspriinglich gerade Stabachse 
zur Tangente. 

Nul' dann, wenn n vel'haltnismaBig groB gewahlt wird, und 
die Flachen, gegen welche sich del' Stab bei A und C legt, so be
deutend sind, daB die Zusammendl'iickung del' Stiitzen und ihrer 
Widerlager sowie die ortliche Zusammenpressung des Stabes als 
unerheblich betl'achtet werden diil'fen, el'scheint diese Auffassung 
mit Annaherung zulassig. Wir gelangen dann zur Konstruktion 
Fig. 2 mit zwei Auflagerplatten unter A bezw. iiber C. 

Genauer wiirde die in Frage stehende Auffassung zutreffen im 
Fane del' Fig. 3, wenn del' Stab in del' Mitte A eine geniigend 
groBe Auflagerflache besitzt, so daB die Zusammendruckung da
selbst verschwindend wenig betragt, und wenn er an den beiden 
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Enden gleich starke Belastung erfahrt. Dann falIt die Richtung 
del' Tangente im Punkte A del' elastischen Linie mit del' Richtung 
del' fruher geraden Stabachse zusammen. Bei erheblicher Zu
sammendruckung des vViderlagers und des Stabes wlirde im Punkte A 
nul' Parallelismus zwischen beiden bestehen. 

Fig. 3. 

Wil'd del' Stab, dessen Querschnitt ein Rechteck von del' 
Breite b und del' Rohe h sei, nach MaBgabe del' Fig. 4 derart 
befestigt, daB er in unbelastetem Zustande un tel' Vernachlassig'ung 
des Eigengewichtes die obere und untere Wandung, gegen die er 
sich legt, gerade spannungslos beriihrt, so liefert die Verlegung del' 
Kraft P in die Mitte zwischen A und C die daselbst senkrecht ab
warts wirkende Kraft P und ein rechtsdrehendes Kraftepaar vom 

Moment P (l + -~). 
Unter Voraussetzung gleichmaBiger Verteilung von P tiber 

die Flache a b el'gibt sich die von P allein herriihrende Pressung PI' 
zwischen dem Stab und dm; unteren Wandungsflache, 

In Fig. 5 ist diesel be dargestellt. 

Das Moment P (l +; ) mft gegenttber del' rechten Ralfte del' 

unteren Wandungsflache von auBen nach innen zu abnehmende 
Pressungen wach, wahrend die 0 bere Wandungsflache auf del' link en 
Ralfte aufwarts gel'ichtete, von del' Mitte nach auBen wachsende 
Pressungen erflihrt, wie in Fig. 6 dargestellt ist. Mit del' Ge
nauigkeit, mit welcher die Gleichung 10, § 16, auf den vorliegen
den Fall angewendet werden darf, findet sich wegen 
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1 e =-b as 
12 ' 

die Pl'essung 

Fig. 4. 

~ L'--d_L~ l'ig. 5. 

Fig. 7. 

Hiel'mit folgt die l'esultierende Pressung in del' Kante bei A 

1) 
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und an derjenigen bei C 

Fc = - PI + P2 = - ~ + 6 a~ (~+ ~) 

2) 

In Fig. 7 ist diese Spannungsverteilung dargestellt. Natur
gemaB darf Fa den fur die betl'effenden Materialien (Stab, Stutz e) 
noch hochstens fur zulassig el'achteten Wert del' Druckanstl'engung 
nicht ubel'schreiten. 

Infolge del' ortlichen Zusammenpl'essung des Stabes wie auch 
del' Zusammendruckung des Materials del' Wandung wird sich die 
Stabachse urn den Punkt 0 drehen, dessen Abstand 1j von del' 
Mitte del' Wandung sich aus del' Erwagung el'gibt, daB 

Demnach 

P 
6---

ab 
( l 1) r; -+-- ---

a 2 a 

2 

a r; = ---:----c-

12 (_£.._L~) 
a I 2 

p 

a b ' 

'Vir erkennen, daB auch hier die ul'spl'unglich gel'ade 
Stabachse im Einspannungsquel'schnitt A die elastische 
Linie nicht beriihren kann. 
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Wtirde del' Stab im unbelasteten Zustande, d. h. fur P = 0, 
die obere und die untere Wandungsflache nicht spannungslos, 
sondern mit einer gewissen Pl'essung po bertihren 1), was z. B. del' 
Fall sein kann, wenn auf dem Balken ein Teil des Gewichts del' 
dariiber aufgefiihrten Mauer lastet, so wil'd sich die Stabachse auch 
hier innerhalb del' Wan dung drehen, jedoch nicht so viel, wie fol
gende Betrachtung erkennen laBt. Durch die Pressung po findet 
zunachst eine Zusammenpressung del' sich bertihrenden Oberflachen 
statt, so daB bei Beginn del' Einwirkung del' Belastung P die 
betreffenden Flachen des Stabes und del' Wandung sich bereits in 
weit vollkommenerer Weise beruhren als bei urspriinglich span
nungsloser Befestigung, infolgedessen del' in Frage kommende 
EinfluB del' von P veranlaBten Pressungen kleiner ausfallen muB. 
Auch die Reibung, welche zwischen Wandung und Stab mit 
innerhalb del' Wandung eintretender Biegung (vergl. § 46) wach
gerufen wird, wirkt in diesem Sinne, und zwar urn so starker, je 
groBer po. 

In ahnlicher Weise wie bei dem nur einerseits gesttitzten 
Stabe gelangt man hinsichtlich des beiderseits befestigten 
Stabes, Fig. 2, § 18, zu del' Erkenntnis, daB infolge del' Zu
sammendruckbarkeit des Materials del' Wandungen und des Stabes 
Einspannung in dem stl'engen Sinne, in welchem sie von del' 
Rechnung fiir ihre Zwecke aufgefaBt wird, auch nicht angenahert 
vorhanden zu sein pflegt. Recht anschaulich tritt dies VOl' das 
Auge, wenn man in einzelnen Fallen, ftir welche el'mittelt werden 
soli, ob del' Stab als eingespannt betrachtet werden darf, zunachst 
unterstellt, del' Stab liege beiderseits frei auf, und sodann die 
Neigung del' elastischen Linie tiber den Stiitzen bestimmti hierauf 
pruft, ob del' Stab durch die Befestigung in Wirklichkeit, wenn 
auch nicht vollstandig, so doch ausreichend verhindert ist, diese 
Neigung anzunehmen. Hierbei wird in del' Regel gefunden werden, 
daB man schon zur Befestigungsweise Fig. 2 mit verhaltnismaBig 
groBem Werte von n greifen muB, um die fragliche N eigung 
gentigend zu verhindern. 

1) Bei den Spannungsverbindllngen des Maschinenbaues ist eine solche 
Pressung stets vorhanden (s. des Verfassers Maschinenelemente 1881, S. 39, 
1891/92, S.77, 1903 [9. Aufl.J, S.113). 
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Auch die gegeniiber gewissen Teilen del' Baukonstruktionen 
- wie z. B. gegeniiber den durch Druck in Anspruch genommenen 
Britckenstaben, bei welchen die Gefahr del' Knickung, d. h. del' 
seitlichen Ausbiegung, besteht u. s. w. - oft ohne weiteres ge
machte Unterstellung, daB del' Stab beiderseits als fest eingespannt 
zu betrachten sei, erweist sich bei genauer Priifung ziemlich haufig 
als unzutreffend. 

Am nachsten kommt dem Zustande der vollkommenen Ein
spannung ein auBer an den Enden auch noch in cler Mitte so ge
lager tel' uncl entsprechencl belasteter Trager, claB clie ursprunglich 

a $;, ._---- -----
-;, '" 

Fig. 8. 

geracle Stabachse Tangente an cler elastischen Linie im Querschnitt 
der Mittelstiitze ist. Letzterer Querschnitt - bei B, Fig. 8 -
kann clann als Einspannstelle betrachtet werclen. 

Es ist von Interesse uncl zur Beurteilung cler tatsachlichen 
Inanspruchnahme nicht selten von Wert zu beachten, claB d urch 
clie Nachgiebigkeit an den Befestigungsstellen die GroBe 
cler Biegungsanstrengung bis zu einem gewissen Gracle 
cler Nachgiebigkeit hin verminclel't wil'cl 1), wie folgende 
Betrachtung erkennen laBt. 

Del' an clen Enden befestigte und auf cler Langeneinheit mit p 
belastete Stab, Fig. 9, ist bei vollkommener Einspannung nach 
§ 18, Ziff. 3 beansprucht: 

an cler Befestigungsstelle A 
pl2 

Moment Ma = 12 uncl 

(vergl. auch Fig. 10), 

(rechts) clurch clas rechtsclrehende 

clurch die senkrechte Kraft J!~ 
2 

pl2 
111 clel' Mitte C clurch clas clrehencle Moment Me = 24 . 

1) S. des Verfassers Arbeit: Uber die Formanderungen und die Anstrengung 
flacher Boden in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 1223 
und 1224, oeler auch VersilChe uber die Widerstandsfahigkeit von Kesselwandungen, 
Heft 3. 
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Gibt die Befestigungsstelle nach, so daB das Moment hier 
pl2 . 

auf einen Wert Ma < 12 smkt, dann findet sich unter Beachtung 

von Fig. 10 das Moment in del' Stabmitte zu 

Fig. 9. 

pl2 
worm Ma zwischen 12 (Stab vollkommen eingespannt) und 0 

(Stab frei aufliegend) schwanken kann; somit beispielsweise fiir 

bis 

iV/a = E p l2 E P l2 
0 

12 15 16 24 

Mc= E 7 P l2 E E E 
24 120 16 12 8 

~, I I )0lL.a. 
I, a 

e 
~--*--~¥-
I - I 

Fig. 10. 

Wie ersichtlich, nimmt Ma ab, und del' Wert von ]vIc wachst, 
p l2 

fiir Ma = 16 beide gleich geworden sind; d. h. insbesondere 

fiir einen Stab mit rechteckigem Quel'schnitt: gibt die Befestigung 
an den Stabenden gegeniiber dem Zustande vollkommener Ein

pl2 
spannung so weit nach, daB hier das biegende Moment von ~ 

pl2 
auf 16 sinkt, sich also 1m Verhaltnis von 16: 12 = 4: 3 

B a c h, Elastizitat. 5. Auf!. 31 
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vermindert, so verringert sich auch die gro£te Biegungsinanspruch
nahme des Stabes in dem gleichen Verhaltnis, oder die Tragfahig
keit erhoht sich im Verhaltnis von 3: 41). 

1st die Nachgiebigkeit del' Befestigung eine weitergehende, so 
wird die gro£te Beanspruchung, die nunmehr in C statthat, 

p 12 
wieder wachsen, bis das Moment den Wert -8- erreicht hat filr 

Ma=O. 
pl2 

Fitr Ma = Me = 16 liegt der Wendepunkt um 0,1465 

pl2 
von dem Stabende entfernt gegen 0,2113 l bei Ma = 12. 

1) 1st del' Querschnitt des prismatischen Stabes in bezug auf die zur Ebene 
der belastenden Krafte senkrecht stehende Hauptachse unsymmetrisch, so muB 
beachtet werden, daB die am starksten gezogene Faser an der Befestigungsstelle 
A oben, in der Stabmitte C unten liegt. 



Fimfter Abschnitt. 

Stabfarmige Karper mit gekriimmter Mittellinie. 

1. Die Mittellinie ist ellle einfach gekriimmte Kurve, ihre 
Ebene Ort der eineu Hauptachse samtlicher Stabquer
schnitte sowie der Richtungslinien der auBeren Krafte. 

Die den Stab belastenden Krafte ergeben dann fur einen be
liebigen Querschnitt im allgemeinen 

1. eine im Schwerpunkte des letzteren angreifende Kraft R, 
welche zerlegt werden kann 

a) in eine tangential zur Mittellinie, also senkrecht zum 
Querschnitt gerichtete Kraft P (Normalkraft), und 

b) in eine in den Querschnitt fallende Kraft S (Schub
kraft), 

2. ein auf Biegung wirkendes Kraftepaar vom Moment Mb • 

§ 54. Dehnung. Spannung. Kriimmungshalbmesser. 

In dem gekrummten stabformigen Korper denken wir uns 
zwei unendlich nahe gelegene Querschnitte C1 0 1 C1 und C2 0 2 C2 , 

Fig. 1. Dieselben begrenzen das Stabelement C1 0 1 C1 CC2 02C2C 
und schneiden sich in der Kriimmungsachse M. Der folgenden 
Betrachtung unterwerfen wir nur die Halfte CO C C1 0 1 C1 und 
fassen hierbei die Bogenelemente CCI, 001 und CC1 als gerade 
Linien auf, wie durch Fig. 2, S. 486, in groBerem MaBstabe dar
gestell t ist. 

Es bezeichne nun unter Bezugnahme auf Fig. 2: 
31* 
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1 den Querschnitt CO C allgemein und dessen GroBe 1m be
sonderen, 

11 den Querschnitt C1 0 1 C1 allgemein und dessen GroBe im be
sonderen, 

o den Schwerpunkt von 1, 
0 1 denjenigen von 11, 

-- --
l' = M 0 = MO l den Kritmmungshalbmesser im Punkte 0 del' 

Mittellinie VOl' Eintritt del' Formanderung, 

dcp = A 0 M 0 1 den Winkel, welchen die Ebenen del' beiden 
Querschnitte 1 und 11 vor der Formanderung miteinander 
einschlieBen, odeI' den Winkel, unter welchem die beiden 
Tangenten an der Mittellinie in den Punkten 0 und 0 1 

(vergl. Fig. 1) sich schneiden, 

~+t . I 
elL e ,<:;, 

\ ' 
\ I I 
\ . I 
\ I I 

\ i / 
\ j I 
\, I 
\! I 

\it 
'II ~ 
~ 

Fig. 1. 

ds = r dcp die Lange des Bogenelementes 001 del' Mittellinie 
im urspriinglichen Zustande, 

p P! = ds! = (r + 'Tj) dcp = l' dcp + 'Tj dcp = ds + 'Tj dcp die Ent
fernung zweier in den Querschnitten 1 und 11 gleich ge
legener, urn 'Tj von der Mittellinie abstehender Punkte, 
bevor die auBeren Krafte auf den Stab wirken; wobei der 
Abstand 'Tj als positiv gilt, wenn er von 0 aus in del' 
Richtung 111 0 zu messen ist, negativ dagegen, wenn er in 
del' Richtung 0111, d. h. nach der Kriimmungsachse hin, 
liegt, 

el den groBten positiven Wert von 'Tj, 

e2 den groBten negativen Wert von 'Tj, 
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e = e1 = e2 , falls del' Querschnitt so beschaft'en ist, daB beide 
Abstande gleich groB sind, 

e = f r/ df das Tragheitsmoment des Querschnitts f in bezug 
auf die in 0 sich projizierende, also parallel zur Kriim
mungsachse laufende Hauptachse. 

Ferner 

P die Normalkraft 1m Punkte 0 des Querschnitts f, positiv 
odeI' negativ, je nachdem sie ziehend oder driickend 
tatig ist, 

Mb das fiir den Querschnitt f sich ergebende, auf Biegung wir
ken de Moment, positiv, wenn es eine Vermehrung del' 
Kl'iimmung, also eine Verkleinerung des Kl'iimmungshalb
messel's herbeifiihl't, negativ, wenn das Entgegengesetzte 
del' Fall ist, 

(J = ~ (§ 2) die dul'ch P und NIb im Abstande 'Tj (von del' in 0 
ex 

sich pl'ojizierenden Hauptachse des Quel'schnittes f) hel'vol'
gerufene Spannung, entsprechend del' daselbst eingetl'etenen 
Dehnung 8, wobei vorausgesetzt wel'de, daB Proportionalitat 
zwischen Dehnungen und Spannungen besteht, 

lez , k, kb die zulassige Anstrengung des Materials gegeniiber 
Zug, bezw. Druck, bezw. Biegung, 

80 die Dehnung del' Mittellinie im Punkte 0, d. i. ~d~s , so fern 

sich das Bogenelement ds unter Einwirkung del' auBeren 
Kl'afte urn Li ds verlangert, 

w die vel'haltnismaBige Anderung des Winkels dq; del' beiden 

Quel'schnitte, d. i. Lid;' wenn del' Winkel dq; infolge 

del' Formanderung in drp + d dcp itbergeht, also urn d dq; 
sich andert, 

e del' Kriimmungshalbmesser im Punkte 0 del' Mittellinie nach 
Eintl'itt del' Fol'mandel'ung. 
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1. Anstrengung des Materials. 

Die Normalkraft P wirke allein. 

Ratte del' Stab eine gerade Aehse, so waren die beiden Quer
sehnitte I und II parallel; die Normalkraft P witrde bei gleieh
maBiger Verteilung itber den Quersehnitt samtliehe dazwisehen 
gelegenen Fasel'll wegen del' Gleiehheit ihrer Lange um gleiehviel 

.. ____ e eL~O 
t .. $ _____ 1£1_-! 
I I I 

'f !'"" / 

I I e eJ / It- ------"-,t 
I I I 
.: I I 
I I 

I lee 'e '--r- _1 --/ 0 I: ! / 
I: : / 

I , , 
I I 
I I 
I I 
I, 
I I 
I' 

" !- I I :, ,I 
14 ,I 
~--'I'., I 

I 1/ 
I 'I 
I " 
I /' 
I II 
, ,I 
I II 
1'1 
1/1 
III 

I Ii' 
",--_1 
'It 

Fig. 2. 

dehnen: es andert sieh nUl' die Entfel'llung 
del' beiden Quersehnitte, nieht abel' ih1'e 
Neigung zueinander, dieselbe bleibt Null. 

Anders verhalt sieh das Korperelement, 
Fig. 2. Riel' sind die Fasel'll zwischen den 
beiden Quersehnitten ungleieh groB, und 
zwar um so langer, je weiter sie von del' 
Kritmmungsaehse abstehen. Bei gleieh
maBiger Verteilung von P uber den Quer
sehnitt muB die Spannung (j in allen Quer
sehnittspunkten gleieh gl'OB sein; infolge
dessen muss en sieh die langeren Fasel'll, 
absolut genommen, mehr dehnen als die 
kitrze1'en, und zwar genau in dem Verhaltnis, 
in welehem sie groBer sind, d. h. die Ver
langerungen mitssen sieh verhalten wie die 
Abstande del' Fasel'll von del' Kritmmungs
aehse M. Damus folgt, daB die Ebene des 
Quersehnitts, von dem angenommen wird, daB 
er eben bleibt 1), in ihrer neuen Lage CoCo 
die Kritmmungsaehse lYf sehneidet, wie in 
Fig. 2 angedeutet ist. Wir e1'kennen: unter 

alleiniger Einwirkung del' itber den Quersehnitt sieh 
gleiehmaBig verteilenden N ormalkraft P andert sieh die 
N eigung desselben derart, daB seine Ebene die bisherige 
Krummungsaehse sehneidet, sieh also um diese dreht, 
daB somit del' Krummungshalbmesser derselbe bleibt. 

1) In bezug auf diese Annahme vergl. § 56, Ziff. 2. 
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Normalkraft P und biegendes Kraftepaar vom Moment Mb 
sind vorhanden. 

Wie soeben erortert, fiihrt die Normalkraft P den Querschnitt 
II in die Lage Co Co, Fig. 3, iiber. Beginnt jetzt das Moment 
Mb zu wirken, so wird der Querschnitt /1 aus del' Lage Co Co in 
eine andere, etwa C'l 0'1 C'l, gelangen und die Kriimmungsachse 
von M nach M' riicken, entsprechend einer Verkiirzung des Kriim
mungshalbmessers von l' auf e sowie einer Vergro.Berung des 
Querschnittswinkels dqy auf dqy + d dqy. Hierbei erfahrt das Bogen
element 001 = d8 der Mittellinie die gesamte Dehnung 

wahrend diejenige der im Abstande "I gele
genen Faserschicht P PI aus der Verlangerung 
PIP'I zu bestimmen ist. Wird durch 0'1 die 
Gerade 0'1 Nil zu CI Cl gezogen, so findet sich 

PI P'1 = PI N + N P'1 = 0 1 0'1 + N P'I 

= lio d8 + "I arc NO'I P'I = lio r dqy + "I d dqy; 

hiermit die Dehnung Ii im Abstande "I 

PI P'l lio r dqy + "I d dqy 
Ii = --=- = ---"------,--!---:--'---~ 

P P, (r + "I) dcp 

"I ddcp 
lio+---

'r dqy - -------"'---

1 +-'!L 
l' 

unter Beachtung, daI3 

A drp ----a;p = 00, 

r 
Ii= lio+(OO-lio)---

1+~ 
r 

e e;l ej) e; 
T~- - _____ t -]fC~1 
T /, I 

I " I 
t;- '// 

r"-!-- -"---"~ _fL~;_ 
I I ?I 
: I I,' 
: I~ - /, 
: ~' _ 'eo 

I / I I 
Q..... l!cl /1 I 

, I ~.f fJ 
: I I I " 
I I I I 1/ 
, ~ I I '/ 
I 1./ : I 
L1-"i'~) '/ 

I I I, 
I I '/ 
I 1 If 
I I I, 
I I 11 

I Li if 
I .. -'ell 
I : If 

I '/ , /, I', l /1 
'I' , II 

I :' :t __ ~ 

Fig. 3, 

1) 
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und die zugehorige Spannung, sofern Krafte senkrecht zur Stab
achse nicht einwirken, 

fI= - = - lio+(oo-lio)---[, 1 [ r; ] 
a a r+r; 

. • . 2) 

Die im Innern des Stabes wachgerufenen Krafte mussen sich 
mit den auBeren im Gleichgewicht b efind en , d. h. (§ 16, Glei
chung 3 und Gleichung 6) 

5f1d/=p=5! [liO+(4l- liO) r-!r;]d/, . 3) 

5 fI d/ . 'I = Mb = 5 ! 'I [lio + (00 - lio) r -! 'I ] df. . 4) 

Dnter Voraussetzung, daB der Dehnungskoeffizient a konstant 
ist, folgt 

p = ~ [liO r d/ + (00 - lio) 5-'1- d/] , a J r+r; 

Mit 

Jd/=/, frJ d/= 0, 

5-rJ-d/= -~/, .... 5) 
r+r; 

5_'1_2 d/ = 5 (TJ - r _'1_) d/ = -" 5-r;- d/ = ~/r 6) 
r+r; r+r; r+r; 

wird 

/ p = - [liO - (00 - lio) ~], 
a 

woraus 
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lltIb 
(O-So= a-I 

" l' 

P ex ( Mb) So = a y + (U) - so) " = Y p + -]-, 

Mb a ( Mb Mb) 
(O=so+a~.-=- p+--+--. 

"jr f r "r 

Hiermit liefert Gleichung 2 

7) 

8) 

Handelt es sich um em Material, fiir welches die zulassige 
Anstrengung gegeniiber Biegung, d, i. kb , erheblich abweicht von 
derjenigen gegeniibel' Zug kz, so ist das in § 45, Ziff. 1, hieriiber 
Bemerkte zu beachten. Die hier in Betracht kommenden Verhalt
nisse sind allerdings weniger einfach und erscheinen deshalb del' 
weiteren Klarstellung durch Versuche dringend bediirftig. (Vergl. 
III diesel' Hinsicht die Versuchsergebnisse in § 56.) 

Wenn 
p=o, 

so wird 

und fiir 1'/ = ° 

Bei dem geraden Stab ergibt sich nach Gleichung 9, § 16, 
fiir 1j = 0 

(j = 0, 

d. h. wahrend bei dem nul' durch .NIb belasteten Stabe mit 
gerader Achse die Normalspannungen in del' zur Ebene 
des Kraftepaares senkrechten Hauptachse des Quer
schnittes Null sind, herrscht bei dem gekriimmten, auch 
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nur durch Mb belasteten Stabe in dieser Linie die Span
nung Mb :./1'. Die bezeichn ete Hauptachse ist demnach 
hier nicht Nullachse. 

Del' Grund fur dieses abweichende Vel'halten liegt einfach 
darin, dail bei dem gekriimmten Stab die zwischen zwei Quer
schnitten gelegenen Fasel'll verschiedene Langen besitzen, wahrend 
bei dem geraden Stab Gleichheit besteht. (V erg!. das zu Anfang 
von Ziff. 1 Erorterte.) 

Entsteht Mb dadurch, daB eine Last Q senkrecht zu dem in 
Betracht gezogenen Querschnitt im Abstande l' von dem Schwer
punkt desselben ziehend angreift, also durch den Kriimmungsmittel
punkt der Stabachse geht, dabei auf Verminderung del' Kriimmung 
hinwirkt, so ist wegen 

P=Q, 

nach Gleichung 8 

Q Q l' Q l' Tj Q "I Mh "I 
(J=----------- = ---- = ---- 9) 

f fro xfr' '1"+"1 xf 1'+ "I xfr'r'+r;' 

Fiir "I = ° ergibt sich hieraus (J = 0, obgleich eine 
N ormalkraft vorhanden ist, 

Nach Gleichung 6 ist 

Folglich auch 

Wenn nun l' sehr groB ist gegeniiber "I, d. h. gegeniiber del' 
Abmessung des Querschnittes in Richtung von r', infolgedessen 

-.!L gegen 1 vernachlassigt werden darf, so geht diesel' Ausdruck 
l' 

- streng genommen nUl' fiir l' = 00 - iiber in 
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'll df = '"" \",2 df = ( 1), 
1 + _"L " 

r 

woraus 

1) Zur Beurteilung, fiir welche vVerte von l' - im Verhaltnis zu den Quer
schnittsabmessungen in Richtung von r - diese Annliherungsgleichung benutzt 
werden kann, sei folgendes bemerkt. 

Es ist fiir den rechteckigen Querschnitt (vergl. Ziff. 2, a) nach Glei-
1 2 

chung 13, § 54, da 9 = ·12 b ha = 3 b ea, 

3(e)2 3(e)4 = 1+5 r +7 -;;.- + ... 

3 ( h)1 3 ( h ). 
1 + 5 2T +'f 2 l' + .... 

somit 

fUr l' 11 2h 3h 4h 
X/1,2 

1,18 
9 

1,04 1,02 1,01. 

1m Faile kreisfarmigen oder elliptischen Querschnitts (vergl. Ziff. 2, b) 
ergibt sich nach Gleichung 15, § 54, 

folglich 

fUr 

xfr2 _ 1 (e)2 5 (e)4 -- -1+-2 - +-16 - + .... , 
9 r r 

l' 2e 

1,15 

4e 

1,03 

6e 8e 

1,02 1,01. 

Biernach liefert die Gleichung 8 a gegeniiber der Gleichung 8 das dritte 
Glied der rechten Seite zu groLl, nnd zwar beispielsweise bei elliptischem Quer
schnitt nach MaLlgabe der Zahlen 1,15, 1,03 u. s. w. Wird in diesem Gliede 

JWb 
noch der Quotient '1: r vernachlassigt, also dasselbe @ 'I gesetzt, wie es sich 

fiir gerade stabfiirmige Karpel' ergibt, so kann dagegen sein Wert erheblich zu 
klein ausfallen, wie die Zahlen der nachstehenden Betrachtung erkennen lassen. 
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Die Einsetzung dieses Wertes in Gleichung 8 ftihrt zu 

P Mb 1lf'b 17 
(J = -+--+----

f fr 0 1 r; +--
. 8a) 

r 

und ergibt mit l' = = 

d. i. die ftir gerade Stabe gtiltige Gleichung 1, § 45. 

Fiir den kreisfal'migen Querscbnitt A des ringfarmigen Karpers Fig. 4 
betrrigt 1~lb = - Q 7' und somit del' Wert des dritten Gliedes in Gleichung 8 
mit 'I = - e (d. i. filr (len innersten Pnnkt) 

Fig. 4. 

welche GroBe 

filr r = 2e 4e 6e 8e 

ergibt 
Qr 2 Qr 4 Q7' 6 Qr 8 
(;) 1,15 e, e3.1,03 e, e 5.1,02 e, --19- 7 . 1,01 e, 

Q 7' Ql' Q 7' Q7' = 1,74--e, = 1,29--e, = 1,18--e, = 1.13 ---- e 
(i.j EJ EJ • EJ' 

d.L 74% 29% 18 0/ 0 13% 

J}Jb 
mehr, als del' Ausdruck -- 'I, gliltig fiir gerade stabfarmige Karpel', mit dem 

EJ 
graBten Werte von 'I liefert. 



§ 54. Dehnung. Spannung. Krummungshalbmesser. 493 

SoIl die Anstrengung durch die Schubkraft 8, welche sich 
nach dem oben unmittelbar zu I unter Ziffer 1 b, S. 483, Bemerkten 
ergibt, ermittelt werden, so kann das mit Annaherung derart 
geschehen, wie in § 39 beim geraden stabformigen Korper; nul' ist 
dabei zu beriicksichtigen, daB das Gesetz, nach welchem sich hier (f 

andert, ein anderes ist. 
Grashof (Theorie del' Elastizitat und Festigkeit, Berlin 1878, 

S. 283 u. f.) gelangt auf diesem Wege zu del' Gleichung 

11) 

welche unter Bezugnahme auf Fig. 1, § 39, an die Stelle del' Be
ziehung 2, § 39, 

8M,! '(; = ---'-----, 
2 Y e cos gJ' 

tritt. 

Die resultierende Spannung II wiirde unter Zugrundelegung diesel' Zahlen 
betragen 

bei r= 2e 4e· 6e 8e 

fiir gekrummte stab-

farmige Karper 
Q 

11=8.1,747 
Q 

16.1,29 7 
Q 

24.1,18 7 
Q 

32.1,13 7 

Q 
= 13,92 7' Q 

=20,64 7 , Q 
=28,327 , Q 

=36,16 7 " 
Fiir gerade stab-

formige Karpel' 
wird sein 

Q Qr Q 
11= 7 +@e=9,07' 

Q 
17 7 , Q 

25 7 , Q 
33 7 , 
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1 5 1] 2. JVeTte von x = - -I' -- df· 
1'+"1 

a) Rechteckiger Querschnitt. 

Mit b als Breite und h als Hohe, so daB 

f= bh, 

ergibt sich 

h h 

1 5+ 2 '" 1 5+ 2 ( 1') X = -- --bdTj = -- 1--- d"" 
bh h r + "I h h l' + "I 

-2 -2 

h 1'+-
r 2 

x = -1 + TIn h . 
r--.. -

2 

12) 

Wird 

gesetzt, so folgt 

h e 
1'+-2- 1+-

l' 
In ---- = In ---

he' 
1'- -2- 1--1-, 

und unter V orausetzung, daB l' > e 

womit 

1 ( e)2 1 (e)4 1 (e)6 x=37 +57 +77 + ...... 13) 
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b) Kreisquerschnitt. Elliptischer Querschnitt. 

Zum Zwecke del' Entwicldung in eme unendliche Reihe werde 
gesetzt 

;( = - ;.;:--S 1 1 1/ 1/ df 
+-r 

14) 

Fur den Kreis wird infolge del' Symmetrie 

u. s. f. 
Ferner gilt, Fig. 4, § 17, mit e als Halbmesser: 

1/ = e sin cp, df = z d1/ = 2 e2 C082 cp dp, 

Damit findet sich 

so da.B 

IT 

S 1/4 df = 4 eS S2 sin4 cp cos~ cp dcp = ; e6, 

o 

7t 

S 1/6 df = 4 eB S2 sin 6 Cf cos2 cp dcp = :4 IT eB, 

o 
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Derselbe Wert ergibt sich fiir den elliptischen Querschnitt, 
sofel'll e diejenige Halbachse der Ellipse ist, welche in die Ebene 
.(ler Mittellinie des Stabes fliUt. 

c) Trapezformiger Querschnitt mit Symmetrielinie. 

I 
I 
I 

~ -+. 
I 
I 
I 
:t-f.---.L..-.-+ 
:.-----~----...l 

Fig. 5. 

Aus Fig. 5 folgt unmittelbar 

df= z dlj, 

Wegen 

,,= -~S(l- _r_) df= -l+~S~ f r+1j f r+1j 

ist zunachst dieses Integral festzusteUen. 
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Da 

so folgt 

d) Querschnitt des gleichschenkligen Dreiecks. 

Aus Gleichung 16 folgt fur 

2 
el = Sk, 

x = - 1 + - --+ - In 2r[(2 r) 
h 3 h 

1 
e~ = Sit, 

1+~~ 1 3 r 
1 h -1 . 

1---
3 r 

e) Fur zusammengesetzte Quel'schnitte 

17) 

kann die Bestimmung von x in del' Weise erfolgen, daB del' Quer
schnitt in eine genugende Anzahl Streifen zerlegt wird, welche 
senkrecht zur Ebene del' Mittellinie stehen, so wie dies z. B. 
Fig. 7, § 17, fur eine Eisenbahnschiene angibt. 

1st 6./ del' Flacheninhalt eines sol chen Streifens, 1J sein Ab
stand von del' Mittellinie (positiv odeI' negativ, je nachdem er von 
der Krummungsachse M weg odeI' nach derselben zu gelegen ist), 
so sind fur alle Streifen die Werte 

Bach, Elastizitiit. 5. Auf!. 32 



498 Stabfiirmige Kiirper mit gekrummter Mittellinie. 

zu bilden, him'auf ist deren algebraische Summe zu bestimmen und 
diese schlieBlich durch - / zu dividieren. Das Ergebnis ist del' 
gesuchte Wert von ~. 

In neuerer Zeit haben A. Bantlin und M. Tolle zeichnerische 
Verfahren zur Ermittlung von ~ angegeben 1), welche allgemein 
den Vorzug del' Anschaulichkeit besitzen, und die namentlich 
gegenuber zusammengesetzten Querschnitten mit V orteil benutzt 
werden konnen, solange e im Verhaltnis zu r nicht klein ist. 
Hinsichtlich del' Verwendbarkeit del' Naherungsgleichung 10 im 
FaIle l' groB gegen e ist, vergl. S. 491 u. f. 

Nach dem von Braun 1903 gegebenen Vorgange kann x gemaB 
Gleichung 5 rechnerisch in folgender Weise ermittelt werden 2). 

Besteht die Flache / aus den Teilflachen /1' /2, /3 U. S. f., so 
folgt unmittelbar aus del' Eigenschaft des bestimmten Integrals 

~/ = ~1!1 + ~2!2 + ~3f3 + .... , 

wobei hinsichtlich del' Werte r. l , "2, X3 U. S. f. zu beachten ist, 
daB fur sie jeweils die GroBe '" im Integral 

Xl !l = C-"'-d/l , 

Jr+ '" 
gellommen uber die Flache!1 u. s. w., sich je auf die Schwerpunkts
hauptachse del' Summenflache / bezieht. 

Die wichtigstell Teilflachen pflegen bei geradlinig begrenzten 
Querschnitten das Rechteck und das Trapez zu sein. 

Fur das Rechteck Fig. 6 ergibt sich in bezug auf die Achse 
des Gesamtquerschnitts nach S. 494 unter Anderung del' Inte
grationskonstante 

e, 
x/ = -S -"'-- b d", 

'r + '" 
Se1 

( r) l' + e1 -b 1--- d", = -/+1'bln--, 
l' + '" 1'+ eo 

eo 

') Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, S. 164 bis 168, S. 201 
bis 205, bezw. 1903, S. 884 u. f. S. aueh Maschinenelemente des Verfassers, 
9. Aufl., S. 33 und 34. 

2) Die gleiche Aufgabe hat Werner unabhangig von Braun (Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1905 S. 257 u, f.) jedoch nm fUr solche Quer
schnitte geliist, deren Begrenzungslinien aus Parallelen und Senkrechten zur 
Krummnngsachse bestehen. Braun hat sein Verfahren nicht bloB auf gerade, 
sondern auch auf kreisfiirmige und parabolische Begrenzungslinien angewendet. 
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und fur das Trapez Fig. 7 in gleicher Weise 

Fig. 7. 

-~ 

I ... 
I 

1 I ",' I 

_' __ +_'1-..1_·+ 
I I I 

,_J L_-, I 

I I I 
I I ~ 
L ____ --1 

I 
___ ._. ___ .L 

Fig. 6. 

:"".,.;.;".,., .. -~~ 
""0:,@,--f''''-- -1 I 

J..1i 
';fl 

-T·-M~· --t--t 
~ I 
-~ ~ 
:gl 
1...i I 

I -~50-...J 
_..L __ ._._. __ 

Fig. 8. 

Damit findet sich beispielsweise fiir den Querschnitt Fig. 8 
nach Bestimmung del' Schwerpunktslage 

f - - ~ 11 39,3 + 31,7 _ 8 393 11l 39,3+20,7 
- ...,0. + 39,3.20 In 39,3 + 20,7 11 .34, + ,. n 39,3 -14,1 

x= 

- 25 .13,5 + 39,3. 25ln ~~'~- ~~'~ = 320,86 , , 
320,86 
940 3 = 0,341. , 

3. KrutnmungshalbmessC1". 

An der Hand der Fig. 3, S. 487, erkannten wir, daB del' 
Querschnittswinkel dcp und del' Krummungshalbmesser r unter del' 
Einwirkung von P und Mb in dtp + 6.. dtp, bezw. in (! ubel'gingen. 

32* 
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Wahrend fur das Bogenelement der Mittellinie vor der Form
anderung die Beziehung 

001 = d8 = 1'dg; 

gaIt, ergibt sich fur dasselbe nach Eintritt der Formanderung 

oot' = d8 + 6 d8 = (! (dg; + 6 dg;), 

woraus nach Division mit d8 bezw. r dg; 

1 + 6 d8 = ~ (1 + 6 dg;) 
d8 l' dg;' 

1 + Eo = ~ (1 + w) 
l' 

und hieraus unter Beachtung der Gleichungen 7 

l' 1 + w w - So ~[b e = 1 + Eo = 1 + 1 + So = 1 + ( f Mb) 
x1' ~+p+-;-

18) 

Wird berucksichtigt, daB So eine sehr kleine GroBe ist, so 
kann mit genugender Annaherung in del' Regel gesetzt werden 

r W -Eo 
- = 1 + ---- = rv 1 + W - Eo 
e 1 -+- Eo ' 

woraus bei Ersatz von W - So nach MaBgabe der ersten der Glei
chungen 7 folgt 

Wenn die Querschnittsabmessungen so klein sind gegenuber r, 
daB von del' Gleichung 10, nach welcher 
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Ge brauch gemacht werden darf, so ergibt sich 

1 1 lrfb 
-=-+a--

(! r @ 
oder 

M = (~-~) @ 
b (! r a 

4. Anderung de'/' Koordinaten am' Mittellinie. 

In Fig. 9 sei A peD die Mittellinie des gekriimmten und 
bei A eingespannten Stabes VOl' del' Einwirkung del' autleren 
Krafte. Dieselbe werde auf ein rechtwinkliges, in ihrer Ebene 
derart gelegenes Koordinatensystem A X und A Y bezogen, dati A X 

') Diese Annaherungsgleichung wird nicht selten aus der fUr gerade stab
formige Korper giiltigeu Beziehung, Gleichung 13, § 16, in derl Weise abgeleitet, 
daB man die ursprLlngliche Kriimmung mit dem Halbmesser r auffaBt als herbei
gefLlhrt durch ein Moment ]1'10 , fiir das nach Gleichung 13, § 16, gilt 

1 iV10 
- === a--' 
r e 

Durch Hinzufllgung des Momentes 111b gehe die Rriimmung in eine solche 
mit dem Halbmesser f! iiber, somit 

1 Mo+Mb - = (t --c:---
f! e 

Wird del' erstere Ausdrl1ck von dem letzteren abgezogen, so findet sich 

1 1 111b 
---==a-
f!)' e odeI' 111 = (1 __ ~)~, 

b f! r a 

wie oben angegeben. 
DaB diese V orstellungsweise voraussetzt, es bleibe die Beanspruchung des 

Stabes unter del' Einwirkung von Mo und Mb innerhalb der Proportionalit.1lts
grenze, springt so fort in die Augen wie auch die Tatsache, daB diese V oraus
setzung nicht in Ubereinstimmung mit del' Wirklichkeit steht, die eben einen 
bereits bleibend gebogenen Stab del' Biegung durch Mb darbietet. Trotz des 
hierin liegenden Fehlers gewahrt diese Ableitungsweise, nachdem del' Ausdruck 19 
als Annaherungsgleichung auf strengerem "Vege ermittelt worden ist, ein be
quemes Mittel, urn sich die letztere rasch jederzeit aus dem Ropfe herstellen 
zu konnen, lediglich auf Grund del' fiir gerade stabformige Rorper giiltigen 
Gleichl1ng 13, § 16. 
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die Normale und A Y die Tangente im Punkte A ist. Unter Ein
wirkung del' auBeren Krafte, welche wir uns etwa durch eine im 
Punkte D angreifende Kraft ersetzt denken wollen, andert :sich 
die Form del' Mittellinie und damit auch die GroBe del' Koordi
naten .xc und yc des Punktes C derselben. Diese Koordinatenande
rungen seien mit .t:..xc und .t:. yc bezeichnet, entspl'echend einem 
Ubergange von .xc und yc in .xc +.t:..xC) bezw. yc +!:::. yc. 

Fig. 9. 

Zum Zwecke der Ermittlung von .t:..xc und .t:. yc gl'eifen wil' 
einen beliebigen Punkt P mit den Kool'dinaten .x und y heraus; 
del' Kl'iimmungshalbmessel' der Mittellinie betrage hiel' 1'. Das zu
gehorige Bogenelement, welches in die Richtung del' Tangente P T 
fallt, besitze die Lange dB = r dp, sofern dp den zugehorigen 
Zentl'iwinkel bezeichnet odeI' auch die § 54, S. 484, angegebene 
Bedeutung hat. 

Infolge Einwirkung der auLleren Krafte wird sich das Bogen
element ds - den Punkt P den ken wir uns hierbei fest - urn P 
drehen: P T gelangt in die Richtung P T l , dp andert sich urn 
.t:. dp = w dp (nach § 54, S.485). AuBerdem ~ird ds eine Ver
langerung urn Eo ds erfahren. 

Die Drehung von ds urn .t:. dp hat zur Folge, daB del' 

Punkt C auf dem Kreisbogen cel = PC . .t:. dp nach C1 riickt. 
Hiernach andert sich die Abszisse des Punktes C urn 

- (PC . .t:. dp) sin CEA = - PC sin CEA . .t:. dp = - (y - yc) .t:. dp 
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und die Ordinate um 

- (PC. 6.dfJI) cos CEA = - PCcosCEA. 6. dfJI = - (xc- x) 6.dfJI. 

Aus Anla13 del' Verllingerung von d8 um Eo d8 bewegt sich 
der Punkt C um Eo d8 in del' Richtung von d8, d. h. in del' Rich
tung del' Tangente PT vorwlirts. Dadurch erfahrt die Abszisse 
von C eine Zunahme um 

EO d8 sin fJI = Eo dx 

und die Ordinate eine solche im Betrage von 

EO d8 cos fJI = Eo dy. 

Demnach die Zunahme del' Koordinaten Xc und ye, veranlaBt 
durch die Anderung del' Richtung und durch die Anderung der 
Llinge des Bogen e I em e n t e s d8 allein 

d (6. xe) = - (y - Ye) 6. dfJI + Eodx = yc wdfJI- Y wdfJI +Eodx, 

d (6. Y c) = - (xc - x) 6. dfJI + Eo dy = - Xc w dfJI + .1; W drp + Eo dy, 

und somit die gesamte Zunahme del' Koordinaten Xc und Yc, her
beigefuhrt durch die entsprechenden Anderungen aIler zwischen 
A und C gelegenen Bogenelemente 

'Pc 'Pc Xc 

6. Xc = yc S w drp - S Y w dfJI + S Eo dx 
000 

'Pc 'Pc Yc 
6.Yc = -xcS w dfJI + Sx wdfJI + S Eody 

000 

20) 

Hierin sind w und Eg durch die Gleichungen 7 bestimmt. 
Fur den Fall, daB die Querschnittsabmessungen senkrecht zur 

Mittellinie genugend klein gegenuber r sind, so da13 von Gleichung 10 
Gebrauch gemacht und in del' letzten del' 3 Gleichungen 7 (rechte 

M 
Seite) die Summe der beiden ersten Glieder, d. h. P +-;j!-, 
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gegeniiber dem letzten Gliede vernachlassigt werden darf, geht der 
Ausdruck fiir w iiber in 

Hiermit ergeben sich aus den Beziehungen 20 die Annaherungs
gleichungen 

1 21) 

sofern bei Einfiihrung von Eo aus der zweiten del' Gleichungen 7 
M 

noch -~- gegeniiber P vernachlassigt wird. Bei verhaltnismaBig 
r 

groBem r tritt iiberhaupt del' durch das dritte Glied del' Gleichungen 
20 und 21 gemessene Anteil del'· Formanderung del' Mittellinie 
zuriick gegeniiber dem Betrage, welchen die Summen del' beiden 
ersten Glieder liefern. 

§ 55. FaIle bestimmter Belastlmgen. 

1. Ojj"ene1" Haken tlragt eine Last Q. Fig. 1. 

Die Kraft Q ergibt fur den horizontalen trapezformigen Quer
schniW) B 0 C das groBte Moment und die groBte Normalkraft. 
Nach Gleichung 8, § 54, betragt die Spannung im Abstande 17 von 
del' Schwerlinie (00 im GrundriB) desselben 

P 111" Mb '" 
u=-. +--+---. 

j f r xfr l' + 17 

1). In del' Ausfuhrung werden die scharfen Ecken des Trapezes abgerundet 
und die hiermit verkniipften Querschnittsverminderungen durch gerillge \Volbung 
del' ebellen Begrenzllllgsflachen des Trapezstabes ausgeglichen. 
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Hierin ist 

P=Q, Mb =-Q(a+e2), 

b+b1 
j= 2 h, 

und nach Gleichung 16, § 54, 

Fiir den Kriimmungshalbmesser l' der Mittellinie im Punkte 0 
wird gewahlt r = a + e2, so daB A der Kriimmungsmittelpunkt 
ist. Damit folgt dann wegen el + r = a + h und r - e2 = a 

X=-l+(b.!~I)h{[bl+b h b1 (a+h)]Zn a:h_(b_b1)} 

= -1 + (b!:I)h {[b (1+ ~) - b1 ~ ]zn{l+ ~ )-(b-b1+ 2) 

woraus fiir 

h = 2a, 

wegen 

h b + 2 b1 h 5 b1 5 5 
e~ = 3 b + b1 = 3 4 b1 = 12 h = (f a, 

11 
r = a+e~ = (fa, 

sich ergibt 

11 
x = - 1 + 24 (4 In 3 - 2) = 0,0974, 

1 
- = 10,27. 
x 

Die Spannung betragt unter Beach
tung, daB 
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11 
l' = a+ez =(fa, 

QIJ 
()= -10,27 711-~ 

-a+'l 
6 

und insbesondere 

3) 

5 
fur '1j = -- e2 = - 6 a () = + 8,56 ; (im Punkte B) 

- '1j= 

- '1j= o 

- '1j= 

() = +3,85 ; 

()= o 

Q 
() = - 2,20 7 

(vergl.auchGl.9, §54) 

() = - 3,99 5 (im Punkte C), 

Die Darstellung dieser Spannungen in Fig, 2 derart, daB 
senkrecht zur Symmetrielinie des Trapezes die in dem betreffenden 
Punkte hel'l'schende Spannung aufgetragen wird (beispielsweise in 

B BA = + 8,56 ~, , in C CE = - 3,99 ;), el'gibt die Kul've 

AGE. 
Wird del' Querschnitt BGC -- Fig. 1 - als einem geraden 

stabformigen Korper angehorig betrachtet, so findet sich unter 
Beachtung der Spalte 11 der Zusammenstellung Ziff. 6 des § 17 
wegen 

0_11 2_11 _11 
-----e; - To b1 h - 60 f h - 30 aj, 

fitr die Spannung im Punkte B 

Q 
()= --+ 

j 
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und fiir diejenige im Punkte C 

11 
Q QT a Q Q Q 

(j=------=-. -7-=-6-
f 0 f f f' 

e 

(l, / / 

: / 
: I 

g, I 
~I I 

I / 

@v' 

I 
I, 

I I 
/ I 

I I 
, I 

/ I 

I 

I I 
I ' 

I I 

'D / eJ/ 

Fig. 2. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

J~ 
I" 
I 

a 

I If 
I I 

/ /g 
1/ .0 
II 

/ 
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Die Dal'stellung diesel' Spannungen liefel't die Gel'ade F D G. 
Wie ersich tlich, el'gibt die Unterstellung: del' Quer
schnitt gehore einem geraden stabformigen Korper an, 
die maBgebende Anstrengung im Punkte B um 

100 8,56 - 6 = 30% 
8,56 
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zu klein, fiihrt also zu einer erheblichen Unterschatzung 
del' Inanspruchnahme. AuBerdem wiirde sie im vor
liegenden FaIle zu del' Auffassung veranlassen, daB die 
Zuganstrengung in B gleich del' Druckanstrengung in C 

sei, wahrend tatsachlich die erst ere (8,56 5) urn mehr 

als 100 % groBer ist als die letztere (3,99 5 ). 
Die Beanspruchung des Hakens im Querschnitt B 0 C wird 

sich urn so mehr dCljenigen eines geraden, exzentrisch belasteten 
Stabes nahern, d. h. die Kurve A 0 E, Fig. 2, wird urn so weniger 
von del' Geraden F D G abweichen, je groBer del' Kriimmungs
halbmesser 9' ist. Es ist deshalb angezeigt, den Kriimmungsmittel
punkt fur den Punkt 0 del' Mittellinie nicht nach A, sondern 
weiter nach rechts von A zu verlegen, also dem Haken in dem 
gefahrdetsten Querschnitt eine moglichst geringe Krum
mung zu erteilen 1). 

Ferner erhellt aus diesel' Sachlage, daB ein aus zahem Material 
gefertigter Raken, welcher sich unter Einwirkung del' Last bleibend 
streckt, hierdurch seine Anstrengung - allerdings auch un tel' 
Herabsetzung seiner Zahigkeit - vermindert. 

(Vergl. auch § 56, Ziff. 2, insbesondere SchluBbemerkung.) 

2. HQhlzylindel', welchm' als Walze dient, ist aUf die Langeneinheit 

dUl'ch den Druck 2 Q belastet, Fig. 3. 

Da sich bei dieser Belastungsweise die Viertelzylinder AB, 
B C, CD und D A gleich verhalten, so geniigt es, einen derselben, 
etwa AB, der Betrachtung zu unterwerfen. Wir denken uns das 
Viertel AB herausgeschnitten, wie Fig. 4 darstellt, ersetzen die 
Wirkung del' auBeren Krafte auf den Querschnitt bei A durch 
Befestigung, auf denjenigen bei B durch die Kraft Q und ein 
Kraftepaar vom Momente M, welches positiv odeI' negativ ge
nom men wird, je nachdem es auf Vermehrung odeI' Verminderung 
del' Kriimmung del' Mittellinie im Punkte B hinwirkt. 

1) S. des Verfassers Maschinenelemente 1891/92, S. 412, Fig. 252; 1903 
(9. Aufl.), S. 624, Fig. 544. 
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Fur einen beliebigen, durch den Winkel ffJ bestimmten Quer
schnitt eoe ergibt sich bei Verlegung der Kraft Q nach 0 die 
Normalkraft 

p = - Q cos ffJ, 

Fig. 3. 

das biegende Moment 

111b = 111 - Q ~. (1 - cos ffJ). 

Die Schubkraft S 
Gleichung 8, § 54, ist 

Fig. 4. 

Q sin ffJ werde vernachlassigt. Nach 

worin f der auf die Einheit der Zylinderlange kommende Qller
schnitt. 
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Folglich 
111 .f (f = - Q cos q; + --;:- - Q + Q cos rp 

1 (JH ) fj +- -- Q+ Qcosrp ---
X 1" r+fj' 

111 1 (111, ) 1/ f (f = - - Q + - - - Q + Q cos rp --. 
r x r r+1/ 

Zur Bestimmung des unbekannten Momentes 111 fiihrt die Er
wagung, daB, wie auch die Formanderung del' Mittellinie AB des 
Zylinderviertels sein moge, jedenfalls die beiden Normalen AM 
und B 111 derselben immer rechtwinklig zueinander bleiben werden, 
daB also del' rechte Winkel A 111 B, del' auch gleichzeitig derjenige 
del' beiden Querschnitte bei A und bei B ist, eine Anderung nicht 
erfahrt. 

Es sei C1 0 1 C1 ein dem Querschnitt CO C unendlich nahe ge
legener zweiter Querschnitt und drp del' Winkel, den beide Quer
schnitte VOl' Eintl'itt del' Formandel'ung miteinander einschlieBen. 
Dnter Einwirkung del' auBeren Krafte wird sich del' letztere nach 
§ 64 urn 

.6. drp = w dq; 

andel'll. Die Summe diesel' Anderungen fiir aIle zwischen B und A 
gelegenen Querschnitte muB nach dem eben Erorterten gleich Null 
sein,. d. h. 

Dntel' Beachtung, daB nach del' letzten del' Gleichungen 7, § 54, 

a ( 111b 111b) w=-p·+-+-.f l' Xl" 

also hier 

w = ~ [111 _ Q +~ (M _ Q + Q cos rp)] .f r "1' , 



wird 

oder 
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Somit 
M 2Q 
-;;- - Q = - (1 + x) 11" 

Die Einfuhrung des fur 

M 
--Q 

r 

511 

4) 

gefundenen Wertes III die Gleichung zul' El'mittlung del' Span
nungen el'gibt 

2Q 1 (2Q ) "l 
f (J = - (1 + x) 11" + -;- - (1 + x) n + Q cos Cf! r + "l ' 

Q [ 2 1 (2 ) 1J ] 5) 
(1 = 7 - (1 + x) n + -;- - (1 + x) n + cos Cf! r + "l . 

Fur den l'echteckigen Querschnitt ist nach Gleichung 13, § 54, 

und bei dem Verhaltnis 

e 1 
r 5 ' 

welches wir wahlen wollen, 

1 (1)2 1 (1)4 1 (1)6 x=35 +55 +75- + ....... =o,o1366. 
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Damit folgt 

U= J [-0,63+73,2(-0,63 + cos 'I) 5e:-",]' 6) 

Grenzwerte ergeben sich fiir If = ° (Querschnitt bei B) und 

'I = ; (Querschnitt bei A) SOWle fur", = + e. Sie betragen 

1m Querschnitt bei B 1m Querschnitt bei A 
rr: 

'1=0 '1=2 

innerste Faser, 

",=-e: 

(1i=- J (0,63+73,2.0,37 !),Ui= J (-0,63+73,2.0,63 !) 
Q 

=-7,40 y Q 
=+10,9°/' 

auBerste Faser, 

1) = + e: 

Ua = J (-0,63+73,2.0,37 ~), Ua =- J (0,63+73,2.0,63 ~) 

- Q - +3,88 / , 
Q = -8,32 1 , 

Hiernach findet die groBte Anstrengung im Querschnitte bei A 
und zwar an der lnnenflache des Hohlzylinders durch tangential 

gerichtete Zugspannungen = 10,90 5 statt. An der A uBenflache 

desselben Querschnitts herrscht eine Druckspannung 8,32 5. 1m 

Querschnitt bei B wirkt innen die Druckspannung 7,40 5 und 

auBen die Zugspannung 3,88 5. In beiden Querschnitten geht 
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die Spannung durch Null hindurch. Die Stelle, an welcher dies 
stattfindet, ergibt sich 

aus 

durch den Wert 

aus 

fur den Querschnitt B (f/i = 0) 

° = - 0,63 + 73,2 . 0,37 '" 
oe+", 

'" = 0,12e, 

fur den Querschnitt A (f/i = ;) 

° = - 0,63 - 73,2 . 0,63 5 '" 
e+", 

durch den Abstand 

'" = -0,067 e. 

Die Darstellung Fig. 5 mit H B J als Linie der Spannungen 
im Querschnitte bei B und FE A Gals Linie der Spannungen im 
Querschnitte bei A gibt uber das Gesetz, nach welchem sich die 
Spannung in den beiden Querschnitten andert, ein anschau
liches Bild. 

Zur Erweiterung desselben in bezug auf dazwischen gelegene 
Querschnitte werde noch folgendes festgestellt. 

Fur '" = ° findet sich aus G leichung 6 

Q 
r1= -0,63 7 , 

also unabhangig von f/i, d. h. in allen Punkten der mittleren 
Zylinderflache ist die Spannung eine negative, also 
Pressung, und von gleicher GroBe. 

Auch gibt es in jedem Zylinderviertel einen Querschnitt, 
in welchem nur Druckspannungen, und zwar ebenfalls 
von gleicher GroBe, auftrete'n. Setzen wir in Gleichung 5 

2 
cos f/i = (1 + x) 1l = 0,63, 

B a c h, Elastizitiit. 5. Aufl, 33 
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so entfallt das Glied, welches die Veranderlichkeit und den Vor
zeichenwechsel von (1 bedingt und es wird 

Q 2 Q 
(1= -y (l+x)l1 = -0,63 y ' 

Dieser Querschnitt ist in Fig. 5 durch die Linie Me wieder
gegeben. 

Fig. 5. 

Zur Feststellung derjenigen Punkte 1m Innern des Hohl
zylinders, in welchen (1 = ° wird, findet sich nach Gleichung 5 

0= _ 2 + 1 ( 2 + ) "7 
(1 + x) 11 -;- - (1 + x) 11 cos cp r + "7 ' 

woraus 

2 ( x r) e cos cp = - 1 + -1-- - = 0,64 + 0,043 -, 
11 +x "7 "7 

oder 
x 1 

"7=r 1 + x ' 11 
2coscp-l 

1 
= 00675e ~--~ 

, 11 

2coscp-1 
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An der innersten Faserschicht, d. h. fiir '" = - e, wird (J = 0, 
wenn 

cos q; = 0,64 - 0,043 = 0,597, 

an der auBersten Flache, d. h. fiir '" = + e, flillt (J = ° aus, wenn 

cos q; = 0,64 + 0,043 = 0,683. 

Mit cos q; = 0,5 wird (J = ° fiir 
1 '" = 0,0675 e = - 0,31 e, 

~-1 
4 

und mit cos q; = 0,8 wird (J = ° fiir 
1 

'" = 0,0675 04 n _ 1 e = + 0,26 e. , 

Auf diesem Wege erhalten wir, wie Fig. 5 zeigt, zwei Kurven, 
welche diejenigen Flachenelemente bestimmen, in denen die Normal
spannungen gleich Null sind. 

Ferner sind daselbst auch noch in radialer Richtung einge
tragen die Spannungen, welche an den verschiedenen Punkten der 
Innen- und AuBenflache des Hohlzylinders in tangentialer Rich
tung herrschen 1). 

Was schlieBlich die Formanderung anbelangt, so ist ohne 
weiteres zu iibersehen, daB die kreisf6rmige Mittellinie eine ellip
tische Form annimmt, entsprechend einer VergrtiBerung des Kriim
mungshalbmessers bei A und einer Verkleinerung desselben bei B. 

1) Die in Fig. 5 gegebene Darstellung der Spannungsverteilung in einzelnen 
Querschnitten und der Spannungsiinderung von Querschnitt zu Querschnitt ist in 
den S. 498, FuBbemerkung 1, erwahnten Arbeiten noch erweitert worden. 

33* 
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§ 56. Versuchsergebnisse. 

1. Versuche ~nit Hohlzyli~tdC1·n. 

Zu einer teilweisen Pl'iifung des in § 55, Ziff. 2 gefundenen 
Hauptergebnisses Gleichung 5 bei Verwendung von Material, welches 
fiir die Herstellung solcher Hoh]zylindel' vorzugsweise in Betracht 
kommen kann, fiihrte Verfasser die nachstehend bespl'ochenen 
Vel'suche durch. 

Aus einem gu£eisel'llen Hohlstab mit kl'eisformigem Querschnitt 
und zwar von dem Material: Gu£eisen A, § 35 (Bruchstiick eines 
del' unter c - S. 330 und 331 - aufgefiihrten 3 Hohlstabe, Zug
festigkeit 1579 kg, Dl'ehungsfestigkeit 1297 kg), wurden kurze Hohl
zylinder von del' Lange l = 6,0 em durch Drehen herausgeal'beitet 
und nach Ma£gabe del' Fig. 3, § 55, mit 2 Q l belastet. Del' auBere 
Zylindermantel wurde nul' so "veit abgedl'eht, als es el'fol'derlich 
war, um den Druckplatten del' Priifungsmaschine gute Anlage
flachen zu sichel'll. 

In ganz gleicher Weise wul'den kul'ze Hohlzylinder aus dem 
GuBeisen B, § 35 (Bruchstiick eines del' unter b, ex - S. 342 -
el'wahnten 2 Hohlstabe, Zugfestigkeit 1679 kg, Dl'ehungsfestigkeit 
1439 kg) hel'gestellt. 

Die Ergebnisse del' Gleiehung 5, § 55, in welcher hier 

n: 
If! = -2-' 11 = -e, j = d -;do (Fig .. 3, § 35) 

zu setzen ist, wodureh wird 

e ) 
2 

+ ,,(I! ,,) n: 1 ~.~ J' 
r 

. 1) 
2Q 

()max = -----,_--'-c:-_ 
d-do 

finden sieh, naeh diesel' Gleiehung bel'eehnet, m del' folgenden 
Zusammenstellung unter ()max eingetragen. 
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Gu~eisen A. 

Hohlzylindel', innen unbeal'beitet. 

Durchmesser I Bruch-
Verh;iltnis Bruch-

Bezeich- x festigkeit 
auLlerer 

I 
innerer d-do Gl. 1~, 

belastung 
(i'max e 2 (~l nung d do - -

d +do §54 Gl. 1 
T 

em I em kg kg/qem 
I 

I 

, 

I 0,0105\ 
I 

10,0 
i 

3657 1 7,0 
I 

0,176 5410 
3 10,06 7,06 0,175 ! 0,0104 5420 3685 
5 

I 
10,02 6,92 

I 
0,183 I 0,0114

1 

5170 3269 

B emel'kungen. 

Del' Bruch erfolgt bei No. 1 und 3 durch gleichzeitiges Ein
l'eiBen in den Querschnitten A und C, Fig. 3, § 55, welches innen 
beginnend sich auf etwa dreiviertel del' Wandstarke nach auBen 
fortsetzt. Del' auBere Zylindermantel bleibt unverletzt. 

ImFalle No. 5 reiBt zunachst del' Quel'schnitt inn en bei A 
alleini die Fortsetzung des Zusammendl'uckens vel'anlaBt denjenigen 
bei C, nachzufolgen. 

Hohlzylinder, 111nen beal'beitet. 

I Durchmesser Bruch- Brueh-

B",ci,h~ ! 
Verhiiltnis x festigkeit 

auLlerer innerer d-do Gl. 13, belastung 6 1nax e 2 Ql nung d do - -
d -t- do §54 Gl. 1 

T 

I cm em kg kgjqem 

2 10,06 1 7,28 0,160 0,008671 4410 3498 

I 
4 10,02 7,32 0,156 1°,00823

1 

4395 3695 

Bemerkungen. 

Wie oben No.5. 
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Gufieisen B. 

Hohlzylinder, innen unbearbeitet. 

Durehmesser Bruch- Brueh-
Verhaltnis festigkeit Bezeieh- x 

auBerer 

I 

innerer e d-do Gl. 13, belastung 
({max 

nung d do ~ - d+do §54 2 Ql Gl. 1 

I 
r-

em I em kg kg/qem 

1 10,08 6,96 0,183 0,0114 5005 
I 

3135 

I 
3 10,06 6,96 0,182 0,01127 4980 3156 

Bemel'kungen. 

Wie oben bei Guileisen A, No.5. 

Hohlzylinder, lllnen beal'beitet. 

Durehmesser 
Verhaltnis 

I 

Brueh- Brueh-

Bezeieh- x festigkeit 
auBerer 

I 
innerer d-do Gl. 13, belastung 

O"max e 2 Ql nung d do ~ -
d+do 

I 
§54 Gl. 1 

I 
r-

em em kg kg/qem 

2 10,07 7,43 0,151 0,00771 3980 
I 

3508 
4 10,04 7,42 0,150 0,00760 4200 3759 

I 

Bemerkungen. 

Wie oben bei Guileisen A, No.5. 

Zu diesen El'gebnissen ist nachstehendes zu bemel'ken. 

a) Hohlzylinder A 1 und A 3 sind die beiden einzigen del' 
Vel'suchskorper, welche an den zwei diametral einander gegen
fiber liegenden Stellen gleichzeitig einreiBen. Sie mfissen dem
nach einen groilel'en Wert von !1max aufweisen als sonst gleiche 
Hohlzylinder, bei denen dieses Einreiilen nacheinander stattfindet. 
Daraus erklart sich die geringel'e Bruchfestigkeit von A 5 gegen
fiber A 1 und A 3 ohne weitel'es. 
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b) Zum Zwecke der Prufung des EinHusses der Gu.Bhaut 
kann nach MaBgabe des unter a Gesagten nur A 5 mit A 2 und 
A 4 verglichen werden. Hierbei findet sich die Festigkeit der 
innen von der GuBhaut befreiten Hohlzylinder A 2 und A 4 urn 
durchschnittlich 

d. s. 

3498 + 3695 _ 3269 = 3596 - 3269 = 327 kg, 
2 

100 ::6~ = 10 % 

graBer als diejenige des unbearbeiteten Karpel's A 5. 

d. s. 

Fiir das Gu.Beisen B ergibt sich diesel' Unterschied zu 

3508 + 3759 
2 

3135 + 3156 = 3633 _ 3145 = 488 kg, 
2 

100 :1815 = 15,5 %. 

Diese Zahlen bestatigen den bereits in § 22, Ziff. 3 festge
stell ten EinHu.B del' Gu.Bhaut. 

(Vergl. auch § 58, Fu.Bbemerkung 2, S.557.) 

c) Die Zugfestigkeit des Gu.Beisens A war zu 1579 kg, die
jenige des Gu.Beisens B zu 1679 kg ermittelt worden. Wird nach 
S. 249 No.4 die Biegungsfestigkeit fur den rechteckigen Stab zu 
1,75 mal Zugfestigkeit angenommen, so ware fur bearbeitete 
Stabe auf eine Biegungsfestigkeit von 

1579.1,75 = 2763 kg 
bezw. 

1679.1,75 = 2938 kg 

zu rechnen gewesen. Tatsachlich sind die Werte von rfmax (trotz 
des Einrei.Bens an zunachst einer Stelle) fur das Gu.Beisen A 
(No.2 und 4) urn 

3596 - 2763 = 833 kg odeI' 100 28::3 = 300;0, 
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fur das GuBeisen B (No.2 und 4) um 

3633 - 2938 = 695 kg ·oder 100 26:358 = 24 % 

groBeI'. Diesel' Unterschied durfte zum groBen Teile auf Rech
nung del' dem GuBeisen eigentiimlichen Veranderlichkeit des 
Dehnungskoefnzienten a zu setzen sein, welche den Veri auf del' 
Spannungslinie, z. B. AEF im Querschnitt A, Fig. 5, § 55, dahin 
abandert,. daB die wagrechten Ordinaten weniger rasch waehsen, als 
die Reehnung, welche Unveranderlichkeit des Dehnungskoefnzienten 
voraussetzt, ergibt. War diese Abweichung schon beim geraden 
stabformigen Karpel' von groBem Einflusse (vergl. § 20, namentlieh 
Fig. 11), so muB diesel' hier noeh bedeutender ausfallen. 

U m zu pritfen, inwieweit etwa GuBspannungen bei del' vor
liegenden Frage beteiligt seien, wurden diejenigen Hohlzylinder, 
welehe nul' an einer Stelle gerissen waren, und bei denen del' Ver
such nieht bis zum EinreiBen an del' zweiten (gegeniiberliegen
den) Stelle fortgesetzt worden war, an del' RiB stelle aufgesehnitten 
und sodann genau gemessen, ob hierbei ein Zusammengehen odeI' 
Erweitern des Ringes (odeI' del' Schnittfuge) stattfand. Eine solehe 
Anderung lieB sieh nicht odeI' nm in ganz versehwindender 
GroBe feststellen. Das Ergebnis blieb auch nach vollstandiger 
Beseitigung del' auBeren GuBhaut sowie nach Ausbohren des 
Ringes auf die halbe Starke das gleiche. Hiernaeh konnen GuB
spannungen von Erhebliehkeit nicht vorhanden gewesen sein. 

Werden diejenigen Werte von O"max, welehe fur die aus
gebohrten Hohlzylinder ermittelt wurden, in Vergleich mit del' 
Zugfestigkeit gestellt, so nndet sieh flir das GuBeisen A 

3596 T 

O"max = 1579- Rz = 2,28 mal Zugfestigkeit, 

fur das GuBeisen B 

3633 
O"max = 1679 Kz = 2,16 mal Zugfestigkeit, 

also durehsehnittlieh 
gegen 

heim geraden Stabe. 

2,22 mal Zugfestigkeit, 
1,75 mal Zugfestigkeit 
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2. Versuche utul DaJ'legt£ngen ZlW Ji'"l'age 

det' Spannungsverteil'l£ng iibet; clie Quel'schnitte gekl'iilntnter 

stabfortniget' I(ol'pel'. 

Zur raschen Gewinnung eines Einblicks in die Verhaltnisse, 
welche bei Beurteilung diesel' in neuerer Zeit aufgeworfenen 
Streitfrage in Betracht kommen, laBt es sich nicht vermeiden, 
bereits aus dem Friiheren Bekanntes zu wiederholen. 

Die Biegungslehre ist bisher sowohl fiir gerade als auch fiir 
gekriimmte stabformige Korper von den V oraussetzungen : 

1. daB die Q.uerschnitte eben bleiben, 
2. daB zwischen Dehnungen und Spannungen Proportionalitat 

besteht, 

ausgegangen. 
Damit gelangt Sle 

fur gerade stabformige Karpel', 

in bezug auf deren Belastung angenommen sei, daB die Ebene 
des biegenden Kraftepaares den Querschnitt in einer del' beiden 
Hauptachsen schneidet, zu den Ergebnissen: 

a) daB die Gerade, in welcher die Dehnungen und die Span
nungen den Wert Null besitzen, die sogenannte "neutrale 
Achse" odel' "Nullachse", durch den Schwerpunkt des Quer
schnittes geht und mit del' anderen Hauptachse zusammenfallt, 

Fig. 1. 

b) daB die Spannungen (1 proportional mit dem Abstande 'fj von 
der Nullachse wachsen, d. h. unter Bezugnahme auf Fig. 1, 
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1) 

sofern 0"1 die Spannung im Abstande 1 bezeichnet, daB also 
die Verteilung del' Spannungen uber den Querschnitt nach 
dem Gesetze del' geraden Linie erfolgt. 

Fur den gekrummten stabformigen Korper, 

in bezug auf den vorausgesetzt werde, daB die Mittellinie eine 
einfach gekriimmte Kurve und ihre Ebene Ort der einen Haupt
achse samtlicher Stabquerschnitte sowie Ebene des biegenden 
Kraftepaares sei, kommt die Biegungslehre unter den bezeichneten 
Voraussetzungen, Ziff. 1 und 2, zu den Ergebnissen: 

a) da.B die unter I. a) bezeichnete Hauptachse des Querschnittes 
nicht mehr Nullachse ist, da.B diese vielmehr parallel dazu 
liegt, 

b) daB die Spannungen 0" nicht mehr proportional mit dem Ab
stande "I von der Nullachse zunehmen, sondern auf der Seite, 
welche der Krummungsachse zugekehrt ist, rascher und auf 
der anderen Seite langsamer als "I wachsen, wie Fig. 2 er
kennen IaBt. 

Fig. 2. 

Der Grund dieser abweichenden Ergebnisse, zu denen man 
unter den gleichen Voraussetzungen gelangt, liegt lediglich darin, 
da.B bei dem gekrummten Stab die zwischen zwei Querschnitten 
gelegenen Fasern verschiedene Lange besitzen (vergl. das in Fig. 2 
gezeichnete Korperelement mit den Stabquerschnitten AD und Be), 
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wahrend bei dem geraden Stabe Gleiehheit del' Faserlange vor
handen ist (vergl. das in Fig. 1 dargestellte Korperelement mit 
den Stabquersehnitten AD und Be). Wenn eine kiirzere Faser 
urn die gleiche Strecke gedehnt wird als eine langere, so wird 
eben in del' ersteren eine groBere spezifische Dehnung und damit 
auch eine groBere Spannung wachgerufen als in del' letzteren 1). 

In neuerer Zeit hat nun Foppl die Vertretung del' Ansicht 
aufgenommen, daB fiir den gekriimmten stabformigen Korper eben
falls die durch Gleichung 1 ausgesprochene Spannungsverteilung 
die richtige sei 2). Trifft dies zu, so mussen sich die ursprunglich 
ebenen Querschnitte wegen del' auch von Foppl festgehaltenen 
Proportionalitat von Dehnungen und Spannungen - lediglich unter 
Ein wirkung des biegenden Kraftepaares - kriimmen. 

Foppl stiitzt sich 2) , wenn wir zunachst das von ihm bei
gebrachte Versuchsmaterial ins Auge fassen, auf die Form
anderung eines Ringes, den er aus weiehem Stahl von 250 mm 
auBerem, 150 mm innerenl Durchmesser und 44 mm Hohe herstellen 
sowie auf einer del' beiden Stirnflachen mit konzentrisehen Kreisen 
und un tel' Benutzung del' ReiBnadel mit radial en Striehen in Ab
standen von ungefahr 10 mm versehen lieB. Del' Ring wurde zu
sammengedriickt, so daB sich del' eine Durchmesser urn etwa 30 mm 
verkleinerte, del' andere urn ungefahr 20 mm vergroBerte. In 
bezug auf die urspriinglich geraden radialen Striehe bemerkt 
Fop pi: "Die Striche in den Mitten del' vier Quadranten sind sehr 
deutlich S-formig gebogen. Natiirlieh sehe ieh diesen Versueh 
nieht als entscheidend an, da die bleibende Formanderung 
andere Gesetze befolgt als die elastisehe. Teh lieB ihn auf 

1) Die Sache liegt hier iihnlich, wie bei dickwandigen Hohlzylindern. Die 
Anstrengung in tangentialel' Richtnng ist innen am gl'aBten nnd nimmt nach 
auLIen hin abo (Vergl. S. 555 n. f., insbesondere anch Fig. 4, S. 558.) 

2) Zentralblatt del' Banverwaltung 1896, S. 490 und 491. Sie wil'd daselbst 
als "Geradliniengesetz" bezeichnet. Diese Bezeichnnng liiBt leicht eine Vel'
wechselung mit der anderen Annahme, daB die Qnerschnitte eben bleiben, zn: 
denn hier erfolgt die Verteilung der Dehnungcn nach dem Gesetz del' geraden 
Lillie. Am einfachsten und fill' den Ingenienr am dentlichsten wird sich die von 
Foppl vertretene Ansicht aussprechen: der gekrilmmte stabfarmige Karper 
ist in bezug auf Beanspruchung durch ein biegendes Moment und 
durch eine Normalkraft zu behandeln, als ob seine Qllerschnitte 
einem geraden Stabe angeharten. 
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Anregung eines meiner Schuler ausfithren, del' ttber diese Frage 
gern etwas unmittelbar Greifbares VOl' Augen haben wollte,und 
fuhre ihn eigentlich nur an, weil ich ihn nicht ausdrlicklich ver
schweigell willi immerhin spricht auch er offen bar nicht zugunsten 
der Annahme, daB die Quersclmitte bei del' elastischen Form
underung eben bleiben." 

Fi;; . H. 

Da Foppl, unter mehrfacher Nennung del' Arbeiten des Ver
fassers und unter Hervorbebung, daB er es fur sehr unerwullscht 
balte, wenn in verscbiedenen Teilen des Deutschen Reiches ver
scbiedene Lehrmeinungen uber einen so wicbtigen Punkt vorge
trag en werden, die Beleucbtung seiner Ansicbt ausdriicklich wunscht, 
die er bis auf wei teres flir die richtige halte und seinen Zuhorern 
gegeniiber vertreten werde, so bat Verfasser, obgleich er im allge
meinen del' Meinung ist, daB derjenige, welcher auf wissenschaft-
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liehem Gebiete eine abweiehende Ansieht aufstellt, den Beweis fur 
die Riehtigkeit derselben zu geben habe, und das umsomehr, wenn 
- wie im vorliegenden Falle - diese neue Ansieht dazu fuhrt, 
das Material als weniger beansprueht anzusehen, wie naeh del' 
bisherigen Auffassung, im Interesse del' Saehe doeh geglaubt, sieh 
an diesel' Stelle del' ihm durch Fop P I gestellten Aufgabe einer 
Beleuehtung del' Ansieht des letzteren nieht entziehen zu sollen. 
Dazu geho1'te in e1'ster Linie die Feststellung del' Quersehnittsform 
des deformierten Rings und die Angabe del' Last, welehe diese 
Formunderung herbeigefuhrt hatte. 

! 
j 
i 

Fig. 4. 

\ 
\ 

Fig. 3 gibt das photographische Bild eines Ringviertels in 
einer solchen Lage wieder, daB die belastende Kraft senkrecht zu 
denken ist. Deutlieh luBt sich oben die S-formige Krummung der 
ursprunglich ebenen Querschnitte erkennen. Die Kraft, dul'ch 
welche del' Ring belastet gewesen war, bet1'ug 70600 kg. 

Ehe in eine Erorterung del' S-Form des radial en Ringquer
schnitts eingetreten wird, wollen wir nns die Frage steHen: wie 
mussen sich die ursprunglich ebenen Querschnitte AHG und CDE, 
Fig. 4, des Korperelements ABCDEFGH wolben, wenn der Korper 
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durch ein biegendes Kraftepaar beansprucht wird, dessen Drehungs
sinn derart sein mag, daB die Kriimmung vermindert wird? 

Nach del' iiblichen Voraussetzung, daB die Querschnitte eben 
bleiben, wiirde sich del' Querschnitt AHG urn die in HI sich pro
jizierende Nullachse drehen und die LageAIBIGI einnehmen, wahrend 
del' Querschnitt CDE, sich urn DI drehend, in die Lage CIDIE1 

gelangen wiirde, wobei die Formanderung, urn sie hervortreten zu 
lassen, in stark iibertriebenem MaBstabe gezeiehnet ist. vVird 
nun - mit Foppl - vorausgesetzt, daB nieht die Querschnitte 
eben bleiben, sondel'll die Spannungsverteilung nach Gleiehung 1 
stattfinde, so miissen sich die langeren Fasern verhaltnismaBig 
mehr verklirzen und die kiirzeren verhaltnismaBig weniger dehnen, 
d. h. die Quersehnitte miissen sich wolben, ungefahr wie in A2BG2 

bezw. C2DE2 , dureh -. _. - -Linie eingetragen, angenommen ist, 
hohl naeh dem mittleren Querschnitt BF hin, also ohne 
Wendepunkt. Von S-formiger Wolbung kann unter Ein
wirkung des biegenden Kraftepaares somit keine Rede 
sein. Die S-formige Kriimmung ist vielmehr die Folge 
del' Sehubkraft und tritt bekanntlieh auch bei geraden 
8taben auf, wenn nul' die Sehubkraft groB genug ist, wie 
die Abbildungen in § 52: Fig. 6, Fig. 9 und Fig. 8, Taf. XVIII 
deutlich zeigen und wie aus del' Lehre von del' Schubelastizitat 
und Schubfestigkeit bekannt ist l ). 

Diese 8ehubkraft ist im vorliegenden Faile reeht groB. Sie 
liefert mit del' Genauigkeit, mit welcher die fiir gerade stabformige 
Korper mit lpchteckigem Querschnitt giiltige Gleiehung (vergl. 
§ 39, a, S. 300) auf den vorliegenden Fall angewendet werden 
darf, in del' Nullaehse die groBte Sehubspannung 

_ ~ 70600 _ ') 
Tmax - 2 2.5.4,4 - A07 kg/qem. 

Die Wirksamkeit diesel' Schubkraft und del' durch sie hervor
gerufenen Schubspannungen gegeniiber dem weichen 8tahllaBt sieh 

1) Foppl ist allem Anscheine nach entgangen, daB die S-formige Wolbung 
der Querschnitte eine notwendige Folge der Wirkung der Schubkraft ist, und daB 
das von ihm zur Ubertragung des biegenden Momentes angenommene Ver
teilungsgesetz der Spannungen (Gleichung 1) nicht zu einer S-fOrmigen Wiil
bung fiihrt. 
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in Fig. 3 deutlich erkennen. Die auf del' Stirnflache des Ringes 
gezogenen Kl'eise und radial en Geraden schnitten sich urspriinglich 
senkrecht. Wie das Innere del' Ringflache in Fig. 3 (oben) zeigt, 
haben diese rechten Winkel ganz bedeutende Anderungen el'fahl'en, 
d. i. eben die Folge del' Wil'kung clel' Schubkraft. 

Hiernach muLl ausgesprochen werden, daB die S-fol'mige 
Kl'iimmung del' Querschnitte des Stahll'inges in bezug auf 
die zul' El'ol'tel'ung stehende Fl'age nicht das Geringste 
zu beweisen im stande ist, selbst wenn die bleibenden 
Fol'manderungen nicht anderen Gesetzen als die elasti
schen folgen wiirden. 

Wei teres Versuchsmaterial ist von Fop pI in Aussicht gestellt und 
seit del' Zeit del' Veroffentlichung des Vorstehenden und del' folgen
den V crsuchsel'gebnisse (S. 527 bis 535) beigebracht worden. Die 
FuBbemel'kungen Ziff. 1, S. 535 und 538 geben hiel'iiber Auskunft. 

Da die Fruge von groBer pl'aktischel' Bedeutung ist, so hat 
Verfasser geglaubt, zu den fl'iiheren Versuchen in diesel' Richtung 
(vergl. oben unter Ziff. 1) noch weitere hinzufLtgen zu sollen, tiber 
welche im nachstehenden bel'ichtet wil'd. Dabei sind die Korper
form en so gewahlt, daB vorzugsweise del' EinfluB des biegenden 
Momentes sich auBert, dagegen del' einer Normalkraft oder einer 
Schubkraft zuriicktritt. 

a) Versuche mit Staben aus grauem Roheisen, Fig. 5. 
Bearbei tet. 

k- --- - ----- ------ "f--------- --- - -- --
I 
I 
I 
I 

,,--!--_._---------------------j---

Fig. 5. 
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Stab 1. 

I = 552 mm, l' = 70 mm, h = 80 mm, b = 24,2 mm, 

f = 2,42.8 = 19,36 qcm, 

nach Gleichung 12, § 54 

7 7+4 
x=-I+-S ln 7 / 4 =0,137. 

Der Bruch erfolgt bei P = 855 kg nach der in Fig. 5 ein
getragenen Linie 11. .. Bruchflache gesund. 

Nach Gleichung 8, § 54, berechnet sich hieraus die Bruch
festigkeit 

855 855 . 55,2 855 . 55,2 4 
C1ma", = 19~3tf -19,36~-+ 0,137.19,36.7 7-4 

= 44,2 - 348,3 + 3390 = rv 3086 kg I qcm. 

Von den beiden Schenkelstiicken, die durch den Bruch ent
standen waren, wurde das eine bei der Auflagerentfernung von 
500 mm als gerader Stab der Biegungsprobe unterworfen. Diese 
lieferte bei gesunder Bruchflache nach Gleichung 9, § 16, die 
Biegungsfestigkeit 

Kb = 2524 kgjqcm. 

Wi:irue man den gekriimmten stabformigen Korper als geraden 
behandeln, d. h. seine Anstrengung durch das biegende Moment 
nach Gleichung 9, § 16, beurteilen, wie Foppl verlangt, so er
gibt sich die Bruchfestigkeit zu 

( ) 855 855. 55,2 1873 k I 
C1ma", = 1936 + 1 = glqcm. 

, 6. 2,42.82 
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Die Rechnung auf Grund der Voraussetzung, daB die Quer
schnitte eben bleiben, witrde mit del' Biegungsfcstigkeit Kb = 2524 
eme Bruchbelastung 

PI = 855 ~~~.~ = 699 kg 

liefem, wahrend die Annahme, daB die Spanl1ungsverteilung nach 
Gleichung 1 stattfinde, d. h. genau so, als ob del' Querschnitt einem 
geraden stabformigen Karpel' angehore, eine Bruchbelastung P2 
erwarten laBt, die sich aus 

oder 

zu 

ergibt. 

2524 = _P2_ + _P.:.....2 ._5_5,2 

2,42 . 8 ~ . 2,42. 82 

_ 2524 
P 2 = 8D5 1873 

P2 = 1153 kg 

Hieraus folgt, daB die letztere Annahme zu einer bedeutenden 
Unterschatzung del' Anstrengung fuhrt; sie liefert eine urn 

zu groBe Widerstandsfahigkeit. 
Die erste Voraussetzung dagegen beurteilt dieselbe urn 

= 100 _855 - 699 = 180/0 
f{'2 855 

.zu niedrigl), 

1) DaB der Unterschied T2 zu einem graBen Teile seine Begrii.ndung in del' 
Veranderlichkeit des Dehuungskoeffizienten a bei GuBeisen hat, wurde o13en 
.s. 520 bereits hervorgeho13en. 

B a c h, Elastizitai. 5. Aufl. 34 
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Stab 2. 

l = 554,2 mm, l' = 70 mm, It = 80 mm, b = 22,7 mm. 

Bruch erfolgt bei P = 810 kg nach del' in Fig. 5 eingetragenen 
Bruchlinie 22. Bruchflache gesund. 

Es finden sich die Werte 

dmax = 3128 kg/qcm, Kb = 2500 kg/qcm, (dmax ) = 1899 kg/qcm, 

2500 2500 
PI = 810 3128 = 647 kg, P2 = 810 1899 = 1067 kg, 

= 100 1067 -810 = 320/ 'PI 810 0, 
= 100 810- 647 = 20 0/ 

'P2 810 o· 

Stab 3. 

I = 552 mm, l' = 70 mm, h = 80 mm, b = 23,5 mm. 

Bruch erfolgt bei P = 790 kg, nach der in Fig. 5 em
getragenen Linie 33. Bruchflache gesund. 

Die Bel'echnung del' Versuchsel'gebnisse fithl't zu: 

(Jmax = 2936 kg/qcm, Kb = 2339 kg/qcm, ((Jmax) = 1782 kg/qcm, 

) _ 2339 _ 
II - 790 2936 - 629 kg, 

2339 
P2 = 790 1782 = 1037 kg, 

= 1001037 - 790 = 31 0/ 
'PI 790 ,0, = 100 790 -=- 629. = 20 0/ 

f/'2 790 o· 

SamtIiche 3 Stabe zeigen, daB die ];~6pplsche Vor
aussetzung, die Spannungsverteilung erfolge nach 
Gleichung 1, zu einer bedeutenden Untel'schatzung del' 
[nanspl'uchnahme des v.orliegenden Materiales fithl't und 
zwal' im Durchschnitt Uill 
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35 + 32 + 31 
='~33%, 

3 

wenn die ermittelten Werte von ~1 zugrunde gelegt werden. 

531 

b) Versuche mit Stab en aus grauem Roheisen, Fig. 6. 
Bear beitet. 

Die Form diesel' Stabe ist so gewahlt, daB, wenn die Fopplsche 
Ansicht, die Spannungsverteilung in dem Querschnitte eines ge
kriimmten Stabes sei die gleiche, als gehore derselbe elllem 

r------------------C --------------

i e ~ . .,;-:------------------------
1.1 ,~~,~'------_r--------------------+----J 

.ti3~~- -1 
1tl~ 
rh g I 

, <>l ' --1- __________ L-_______________ J ___ _ 
, , ' 

I : I 
i i 

~-- - --<I i 
\ I t --1 
'''. :8 if) ~ -._._._._. ___ ._. ___ . ______ 1 __ _ 

--(8-
I 

Fig. 6. 

geraden stabformigen Korper an, zutrefi'end ware, der Bruch inner
halb del' geraden Strecke A B erfolgen muBte; denn fiir aIle 
anderen Querschnitte wurde dann - die Richtigkeit diesel' An
nahme vorausgesetzt - die Beanspruchung geringer sein. 

In del' Tat ist jedoch keiner der Stabe in der geraden Mittel
strecke AB gebrochen; selbst dann nicht, wenn der GuB in diesel' 

34* 
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Mittelstrecke schlechte Stellen hatte. Samtliche bl'achen in del' 
Krummung. Del' Querschnitt des immel' von del' inneren Krummung 
ausgehenden Bruches solI jeweils durch die Grosse y, Fig. 6, fest
gelegt werden. 

Stab 1. 

l = 554 mm, ~. = 70, mm, h = 80 mm, b = 22,4 mm, 

f = 2,24.8 = 17,9 qcm, 

7 11 
x = -1 +slnT = 0,137. 

Del' Bruch erfolgt bei P = 870 kg in del' Krummung derart, 
daB y = 1,6 cm. Bruchflache gesund. 

Fur den Bruchquerschnitt ergibt sich 

das biegende Moment 

P(l-y) = 870 (55,4-1,6) = 870.53,8 =."J 46800 kg·cm, 

die Normalkraft 670 kg. 

Nach Gleichung 8, § 54, berechnet sich hieraus die Bruch
festigkeit 

670 870.53,8 870.53,8 4 
(fmax = --7 9 - 7 9 + 0 37 17 9 ,., 7-4 1 , 1 , .7 ,1 '. ,., 

= 37 - 374 + 3636 = 3299 kgJqcm. 

Von den beiden, durch den Bruch entstandenen Schenkel
stuck en CD wurde das eine bei 500 mm Auflagerentfernung del' 
Bruchprobe durch Biegung unterworfen. Dasselbe ergab bei ge
sunder Bruchflache nach Gleichung 9, § 16, die Biegungs
festigkeit 

Kb = 2668 kg/qcm. 

Wilrde das gekrlimmte stabformige Korperstiick, innerhalb 
dessen del' Bruch erfolgt ist, als gerader Stab behandelt, d. h. 
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seme Anstrengung durch das biegende Moment nach Gleichung 9, 
§ 16, beurteilt, so fande sich die Bruchfestigkeit 

( ) 670 870.53,8 _ 3'"' 1961 - 1998 I ' 
()max = 17,9 + _~. 2,24~82 - ,+ - >:g/qcm. 

6 

Die Rechnung, welche Yoraussetzt, daB die Querschnitte eben 
bleiben, wiirde yon der Biegungsfestigkeit f{b = 2G68 kgJqcm auf 
eine Bruchbelastung 

2668 
PI = 870 3299 = 704 kg 

fiihren, wahrend die Annahme, daB die Spannungsvertei1ung so 
stattfande, als gehore del' Bruchquerschnitt einem geraden stab
formigen Korper an, eine Bruchbelastung 

erwarten laBt. 
Da del' Versuch die Bruchbelastung zu 870 kg ergab, so 

folgt, daB die 1etztere Annahme die Widerstandsfahigkeit um 

- 100 1162--870 - !!40/ 
({ 1 - 870 - rv .J 0 

ii.berschatzt. 
Die erste V oraussetzung dagegen beurteilt diese um 

870-704 0 
P2 = 100 --Sro- = rv 19 /0 

zu niedrig I). 

1) Vergl. FuBbemerkung S. 529. 
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Stab 2. 

l = 552 mm, r = 69 mm, h = 78 mm, b = 22,4 mm, ,,= 0,133, 

Bruehbelastung P = 790 kg, Y = 13 mm, Bruchflaehe: fehlerhafte 

Stelle, Normalkraft 645 kg. 

Es Snden sieh hiermit: 

O"max = 3131 kg/qem, Kb = 2759 kg/qem, (O"max) = 1909 kg/qem, 

,.., 2759 
Pi = 190 3131 = 696 kg, 

2759 
P = 790 ------- = 1142 kg 

2 1909 ' 

= 100 1142-790 = 440/ 
fJ!1 790 0, 

_ 790-696 _ 0 
fJ!2 - 100 790 - - 12 /0' 

Stab 3. 

l = 554 mm, r = 70 mm, h = 80,2 mm, b = 19,9 mm, 

" = 0,137 mm. 

Bruehbelastung P = 780 kg, y = 9 mm, Bruehflaehe gesund, 
Normalkraft 685 kg. 

Damit ergeben sieh die folgenden Werte: 

O"rnax = 3378 kg/qem, Kb = 2633 kg/qem, (O"max) = 2043 kg/qem, 

2633 
Pi = 780 3378 = 608 kg, 

2633 _ 
P2 = 780 2043 = 100b kg, 

fJ!1 = 100 100~;780 = 29 %, fJ!2 = 100 7807-;0608 = 22 %. 

Somit weisen auch hier s[lmtliehe Stabe naeh, daB 
eine Ubersehatzung der Widerstandsfahigkeit stattfindet, 
und zwar im Durehsehnitt urn 
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34+44+29 
3 

= rv36% 
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oder bei AusschluB des Stabes mit fehlel'hafter Bruch
flache um 

34+29 
2 

wenn die Spannungsverteilung nach Gleichung 1, also 
angenommen wird, del' Bruchquerschnitt gehore einem 
geraden stabfarmigen Karpel' an 1). 

SchluBbemerkung. 

Aus den Versuchen ist folgendes zu schlieBen. 
Die Anwendung del' Gleichung 1 fur die Spannungsverteilung 

bei gekrummten stabfarmigen Karpel'll, d. h. die Behandlung del'
selben als Stabe mit ger~den:Mittellinien, fiihrt bei den Karpel'll 
Fig. 5 und 6 zu einer ganz bedeutenden Uberschatzung del' 
Widerstandsfahigkeit, und zwar bei den Staben Fig. 5 um durch
schnittlich 33 %, bei den Stab en Fig. 6 um dul'chschnittlich min
destens 31,5 °/02). 

1) Nach den Mitteilungen aus dem mech.-technischen Laboratorium der 
Techn. Hochschule Miinchen, 26. Heft (1898), hat Fiippl mit GuBeisenkiirpern, 
welche den in Fig. 6 dargestellten genau nachgebildet worden waren (S. 39), eben
falls Versllclre durchgefiihrt und im wesentlichen bestatigt gefunden, was oben 
angegeben wurde. Er ermittelte sogar einen Unterschied von 42 % (S. 40, rechte 
Spalte oben). 

Die am Schlusse dieser Veroffentlichung gegebenen Mitteilungen iiber die 
Untersuchung eines GuBeisenringes enthalten die Angaben del' Einzelheiten, welche 
erforderlich sind, um eine sichere Beul'teilung zu ermoglichen, nicht. Sie machen 
iibel'dies an verschiedenen Stellen Vorbehalte, weisen Unsicherheiten auf und 
kommen schlieBlich zu dem nicht klarenden Ergebnis, daB einige der Schaulinien 
von der Gestalt, welche auf Grund del' Annahme des Ebenbleibens der Quel'
schnitte zu erwarten steht, nicht allzuviel abweichen, wahrend andere sich mit 
dieser Annahme durchaus nicht vereinigen lassen (S. 43). 

2) Wie Verfasser aus AniaB eines Unfalles in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1901, S. 1567, und weiterhin 1902, S.141 und 142 (oder 
Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, Heft 4) festgestellt hat, kann diese Uber-
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Diese Unterschatzung der Anstrengung des Materials wird 
unter sonst gleichen Verhaltnissen urn so bedeutender ausfallen, 
je groBer die in Richtung des Kriimmungshalbmessers 1· liegende 
Querschnittsabmessung h im Verhaltnis zu r ist. Sie tritt in dem 
MaBe zurtlck, in welchem diese Abmessung h im Vergleich ZUlll 

Kriimmungshalbmesser l' abnimmt, wie bereits in § 54, namentlich 
FuBbemerkung' daselbst S. 491 u. f., dargelegt ist. 

Die Annahme, daB die Querschnitte eben bleiben, fiihrt zu 
Zahlen, welche auf eine Unterschatzung del' Widerstandsfahigkeit 
hindeuten, und zwar bei den Stab en Fig. 5 urn durchschnittlich 

18+20+ 20 
----::----- = rv 19 %, 

3 

bei den Staben Fig. 6 unter AusschluB des zweiten Stabes urn 
d urchschni ttlich 

19+22 
----:~c--- = rv 20,5 %. 

DaB diesel' Unterschied jedoch zu einem groBen Teile auf 
Rechnung del' dem GuBeisen eigentumlichen Veranderlichkeit 
des Dehnungskoefficienten a zu setzen ist, wurde bereits hervor
gehoben (vergl. S. 520). Die Unterschatzung del' Widerstands
fahigkeit betragt hiernach nur einen kleinen Bruchteil del' an
gegebenen 19 % bezw. 20,5 %. 

Hiernach muB es als gegen den Sinn des Zweckes 
unserer technischen Rechnungen verstoBend und deshalb 
als unrichtig bezeichnet werden, gekrtimmte Karpel', fur 
welche l' im Verhaltnis zu h nicht ausreichend groB ist, 
auf Grund des Gesetzes Gleichung 1 allgemein wie Stabe 
mit gerader Mittellinie zu berechnen 1). 

schatzung del' Widel'standsfahigkeit in praktisch wichtigen Fiillen, je nach del' 
Korper- nnd Querschnittsform, so weit gehen, daB die tatsachliche Widerstands
fahigkeit rund llLlf ein Drittel von derjenigen ist, die nach del' Auffassung, del' 
Bruchquerschnitt gehiire einem geraden stabformigen Korper an, sich ergibt. 

I) DaB man zu dies em Ergebnis auch auf dem vVege der Uberlegung 
gelangt, foIgt aus den oben gegebenen Darlegungen von selbst. Schon die S. 523, 
FuLlbemerkung 1, erwiihnte Ahnlichkeit lieB dasselbe erwarten. 
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Hieran andert auch die Erwugung nichts, daB die Quer
schnitte des gekriimmten Korperteiles da, wo an ihn eine gerade 
Strecke anschlieBt, so z. B. im FaIle del' Fig. G bei A und B, 
odeI' auch bei C, weniger stark beansprucht sind, dn, in diesen 
Grenzquerschnitten wegen ihrer Angehorigkeit sowohl zum ge
kriimmten wie zum geraden Stabstuck nicht gleichzeitig die fur 
ersteres und die fur letzteres geltende Spannungsverteilung vor
handen sein kann. Vielmehr wird sich hier ein gewisser Aus
gleich voIlziehen, ahnlich, wie er in § 46, Ziff. 3, S. 419 und 420 
besprochen worden ist 1). Die groBte Zugspannung wird in dies en 
Querschnitten (vergl. Fig. 6) kleiner sein, als sie sich fur den ge
kriimmten Stab el'gibt, und groBer, als sie fur den geraden Stab
teil berechnet wird. Darin ist es auch begriindet, daB keiner 
del' Stabe Fig. 6 im Querschnitt bei A und B gebrochen ist, ob
gleich hier das biegende Moment und auch die Normalkraft am 
groBten ausfallt. 

Ahnlich liegt del' Fall bei dem in § 55, Fig. 1, S. 505, dar
gestellten Haken. Hier muB del' Umstand, daB del' Kriimmungs
halbmesser del' MitteIlinie oberhalb des Querschnittes B 0 C sehr 
bald bedeutend zunimmt, eine solche ausgleichende, d. h. die groBte 
Zugspannung in diesem Quel'schnitt etwas vermindernde, Wirkung 
auBel'll. Dagegen wird ein solcher, auf Verminderung del' groBten 
Anstrengung wirkendel' EinfluB bei dem Korper Fig. 4, § 54, S. 492, 
nicht erwartet werden konnen. 

Eine Ko1'perform, die sich unter Einwirkung del' auBe1'en 
Krafte so defonniert, daB l' fur den in Betracht kommenden Quer
schnitt zunimmt, wahrend sich gleichzeitig das bicgende Moment 
infolge Abnahme des Hebela1'mes verringert, wie dies beispielsweise 
bei Fig. 4, § 54, S. 492, und Fig. 1, § 55, S. 505, del' Fall ist, wird, 
reichliche Zahigkeit des Materials, d. h. weitgehende Fahigkeit, 
die Gestalt zu andel'll, yorausgesetzt, bei Bruchversuchen -
sofel'll uberhaupt Bruch eintritt - naturgemaB eine bedeutend 
groBere Biegungsfestigkeit ergeben miissen, als die Rechnung, 
die noch dazu Propol'tionalitat zwischen Spannungen und Deh
nungen Yol'aussetzt, el'warten laBt. Von del' so nach weit ge-

1) An Stellen mit plotzlicher Anderllng del' Form des stabfiirmigen Karpers, 
also mit Stetigkeitsllnterbrechungen in dei: Form, wird sich immer ein solcher 
Ausgleich einstellen mussen. 
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triebener Formanderung ermittelten Festigkeit kann ein SchluB 
auf die Beanspruehung, wie sie im normalen Zustand des Korpers 
tatsaehlieh statthat, aueh nieht mit einiger Annaherung gezogen 
werden, wie bereits fiir gerade stabformige Korper in § 22, Ziff. 1 a, 
S. 245 u. f. dargelegt worden ist 1). 

II. Die Mittellinie ist eIlle doppelt gekriimmte Kurve. 

In Berucksichtigung del' Grenzen, welehe diesem Buche ge
zogen sind, haben wir uns hier auf das Naehstehende zu be
schranken. 

§ 57. Die gewundenen Drehnngsfedern. 

Eine genaue Berechnung dieser Federn ist sehr umstandliehi 
der hiermit verkniipfte Zeitaufwand wiirde in den allermeisten 
Fallen auBel' Verhaltnis zur pl'aktischen Bedeutung des El'geb
nisses stehen. Infolgedessen p:B.egt man bei Feststellung del' Zu
sammendl'uckung oder Ausdehnung sowie del' Beanspruchung An
nahmen zu machen, welehe zu geniigend einfaehen Beziehungen 
fiihl'en. 

Die Mittellinie ABCDE, Fig. 1, des gewundenen Stabes von 
gleichem Quel'schnitte bestehe aus dem Kreisbogen A BCD vom 
Halbmesser e und aus del' Geraden DE, welehe in die Riehtnng 
eines Halbmessel's fallt. 1m Punkte .A sei del' Stab eingespannt 
und im freien Endpunkte E, del' gleiehzeitig Mittelpnnkt des 
Kl'eises ist, dureh eine Kraft P senkreeht zur Bildebene (Ebene 
des Kreises) belastet. 

Fiir den beliebigen Quersehnitt im Pnnkte B, welcher dureh 
den Winkel cp bestimmt sein mage, ergibt die Kraft P ein auf 

I) An del' in del' Fuilbemel'kung Ziff. 1, S. 535, genannten Stelle ist ein Be
l'icht libel' Zugversllche mit Eisenbahnkuppelungshaken enthalten, der seine SchHisse 
in solcher Weise aufbaut, also insbesondere die Gleichung 1, § 45, welche Pro
portionaliHit zwischen Dehnungen und Spannnngen voraussetzt, bis zum Brllche hin 
als gultig, cI. h. die Kurve OBGE, Fig. 1, § 3 als Gerade annimmt. Eine auf die 
Einzelheiten dieses Berichtes eingehende Besprechung hat A. Bantlin in der Zeit
sehrift des Vereines deutscher Ingenieure 1899, S. 261 u. f. gegeben. Gegenrede 
unci El'widerung hiel'zu findet sich S.403 und 404 daselbst. 
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Drehung wirkendes Kraftepaar vom Moment l11d = P (! und eine 
Schubkraft P, welche vernachlassigt wird. Die Materialanstren
gung erscheint hiernach festgestellt durch Gleichung 6, § 34, 
natiirlich mit derjenigen Genauigkeit, mit welcher diese fiir den 
geradim Stab entwickelte Beziehung auf den gekriimmten Stab 
iibertragen werden darf. 

Fig. 1. 

Del' Querschnitt im Punkte C del' Mittellinie, welcher von 
demjenigen im Punkte B um d8 = (! dcp absteht, muB sich unter 
Einwirkung von Md gegeniiber dem letzteren Quel'schnitt verdrehen. 
1st {} del' verhaltnismaBige Drehungswinkel, mit del' soeben be
zeichneten Genauigkeit bestimmt: 

fiir den kreisformigen Querschnitt durch Gleichung 5, § 32, 

fUr den rechteckigen Querschnitt durch Gleichung 9 a, § 43, 

b2 +h2 

{} = l/Jo b3 h3 P (! {J, 

so betragt diese Verdrehung {} d8 = {} (! dcp. Dementsprechend wird 
sich del' Angriffspunkt E del' Kraft P um {} d8 . (! = {} (!2 dcp in 
Richtung del' letzteren bewegen. Hieraus ergibt stch die Strecke y', 
um welche del' Punkt E infolge del' Verdrehung samtlicher Quer
schnitte des Bogens ABCD fortriickt, zu 

w 

y' =.f {} (!2 drp. 
o 

Durch Einfiihl'ung von 

(}=A.(!, 
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wo bei betragt: 

folgt 

fiir den kreisformigen Querschnitt 

3:2 1 
A= PH n -~F 1', 

fiir den rechteckigen Querschnitt 

[;2+h2 
A = l./Jo 63 h3 P {J , 

(0 

y' = AS (/df.{' 1) 

Die Bewegung von E aus AnlaB del' Durchbiegung des 
Armes DE wird - als verhaltnismaBig klein - vernachlassigt. 

1. Die zylincll'ischen Sch1'Ctubenfedel'n, Fig. 2 und 3. 

Fig. 2. Fig. 3. 

Das in Gleichung 1 gewonnene Gesetz iibertragt man nun auf 
diese Federn, indem bei i Windungen del' Schraubenlinie 

w = 2ni 

gesetzt und an die Stelle von Q del' Halbmesser r eingefiihrt wird. 
Damit folgt 
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2 rri 

y' = A 5 ~.3 drp = 2 rr i A 1.3, 

o 

541 

insbesondere fiir den kreisformigen Querschnitt unter Beachtung 
del' Gleichung 3, § 32, nach welcher 

2) 

und fiir den rechteckigen Querschnitt bei Beriicksichtigung del' 
Gleichung 5, § 34, 

worin b die kleinere Seite des Rechtecks ist, gleichgiiltig, 
o b b oder h in die Richtung del' Federachse falIt. 

Diese G leichung laBt sich auch unmittelbar aus del' Be
ziehung 8 a, § 43, ableiten. 

Die mechanische Al'beit, welche durch die von Null bis auf P 
gewachsene Belastung bei Zuriicklegung des Weges y' verrichtet 

1) Nach Versuchen des Verfassers mit zylindrischen Schraubenfedern ans 
vorziiglichem Federstahl (gehartet) envies sich Gleichung 3 innerhalb des Gebietes 
h : b = 1 bis 6 und fiir Werte von It (im Gegensatz zu Fig. 3 senkrecht zur 
Schraubenachse liegend) bis 0,6 r noch als allsreichend zutreffend, wenn 

2 l/Jo = 8,35 - 0,3 1 . • 7) 

gesetzt wird. Dabei war fl = 8401000 in Rechnllng gestellt worden. 

Materialanstrengungen, berechnet aus 

ertrug das Material bis l'llnd 14000 kg/qcm (vergl. Maschinenelemente, 9. Aufl., 
.S.58). 
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. d' 1 P , Wlr ,1St 2 y. Dieselbe muB gleich sein der Arbeit, welche 

die Formanderung des gewundenen Stabes, dessen Mittellinie die 
Lange 2 rc l' i besitzt, fordert. Mit der Genauigkeit, mit welcher 
die zunachst fiir den geraden Stab entwickelte Gleichung 8a, § 43, 
auf den gekriimmten ubertragen werden darf, findet sich wegen 
kId = Pr und l = 2 rc·ri 

Wle oben ermittelt. 
In ganz gleicher Weise kann auch die Beziehung 2 aus der 

Arbeitsgleichung fitr den kreiszylindrischen Stab abgeleitet werden. 
Die mechanische Arbeit A, welche die zylindrische 

Schraubenfeder aufzunehmen vermag, wird unmittelbar durch die 
Gleichung 2, § 43, worm 

bezw. durch die Gleichung 7, § 43, mit 

V=bh.2rcri 

bestimmt, oder kann auch mittelst der Beziehungen 2 und 3 unter 
Berucksichtigung der Gleichungen 3, § 32, und 5, § 34, als Produkt 

1 I:'>' . 1 d --11j ermltte t wer en. 2 . 
Beachtung verdient der Umstand, daB mit dem Zusammen

drucken oder Auseinanderziehen der Feder eine Ver
drehung derselben verbunden ist, welche sich am auBeren 
Umfange bei einer groEeren Zahl von Windungen leicht messen 
laBt. Beini Zusammendrucken dreht sich die Feder auf, 
entsprechend einer Verminderung del' Gangzahl, wenn auch nur 
um einen sehr kleinen Bruchteil, beim Auseinanderziehen tritt das 
Entgegengesetzte ein. So ergab sich Z. B. filr eine aus gehartetem 
Federstahl bestehende Feder nach Fig. 3, fur die ermittelt worden war: 
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l' = 55,1 mm, Windungszahl i = 26,5, 
die klein ere Seite b = 5,58 mm (in achsialer Richtung 

graBere h = 33,2 - (- radialer 
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liegend) 
) 

ganze Hahe, senkrecht - also unter dem EinfluB des Eigen
gewichts, das 14,88 kg betrng, stehend - gemessen, 958,5 mm, 

auf del' Belastungsstufe 

P = 50/100 kg 50/150 kg 50/200 kg 50/250 kg 50/300 kg 50/350 kg 

die Zusammendriickung 

V' 84,6 mm 169,2 mm 253,8 mm 338,5 mm 425,1 mm 514,2 mm 

die Verdrehung auf dem Zylindermantel vom Durch-
messel' 2.55,1 + 33,2 = 143,4 mm gem essen 

9,3 mm 18,7 mm 26,5 mm 34,5 mm 40,5 mm 45,5 mm 

Dabei vergraBel'te sich del' urspriingliche Durchmesser del' 
Feder von 2.50,1 + 33,2 = 143,4 mm bei vollstandiger Zusammen
driickung auf rnnd 145,0 mm. 

Ferner ist zu beachten, daB lange Fedel'll, welche auf Druck 
beansprucht werden, die Neigung bekunden, in del' Mitte nach 
del' Seite auszuweichen, d. h. auszuknickeni sie miissen deshalb ge
fiihrt werden und ergeben alsdann einen Reibungswiderstand, welcher 
je nach den Vel'haltnissen mehl' oder weniger EinfluB auf die 
GraBen del' Formandel'ungen (Zusammendriickung und Vel'drehung) 
auBel'll kann. 

2. Die KegeZfedern, Fig. 4, 5 und 6. 

Auch auf diese Federn pflegt die Beziehung 1 iibertragen zu 
werden, indem man e als Veranderliche ansieht und bei i Win
dungen setzt 

de =-
1'2-1'1 

dq;, 
2 ni 

dp=-
2 ni 

de, 
1'2 -1'1 
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Hiermit wird dann 

y' =_ 2ni 
9'2-9'1 

Fig. 5. 

Fig. 4. 

I I 
k--'l"--" 

Fig. 6. 

Fur den kreisformigen Querschnitt folgt 

4) 
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und 1m FaIle der Fig. 6, wegen 1"1 = 0, 1'2 = l' 

5) 

Die Anstrengung kd wird bestimmt aus 

P 1'~ = 1~ kd d 3 (Fig. 4), 

bezw. 

P l' = 1~ kd d3 (Fig. 6). 

Fur den rechteckigen Querschnitt, Fig. 5, ergibt sich 

Die Anstrengung ICd folgt aus 

Die vol'stehenden Entwicklungen bedul'fen hinsichtlich des 
Grades del' Genauigkeit noch einer gl'undlichen Priifung auf dem 
Wege des Vel'suchs, namentlich dann, wenn die Querschnitts
abmessungen der Federn nicht sehr klein sind gegenuber dem 
Kl'ummungshalbmesser der Mittellinie, und wenn die Ganghohe del' 
Schraubenfedern verhaltnismaBig bedeutend ist 1). 

1) Die in der FuLlbemerkung S. 541 erwahnten Versuche mit zylindrischen 
Schraubenfedern erachtet Verfasser zur vollen Klarstellung noch nicht fUr aU8-
reichend. 

B a c h, Elastizitilt. 5. Auf!. 35 



Sechster Abschnitt. 
Gefafse. 

§ 58. Hoblzylinder. 

Unter Bezugnahme auf Fig. 1 bezeichne 

1'; den inneren Halbmesser des an den Stirnseiten geschlossen 
vorausgesetzten Hohlzylinders, 

1'a den au.Beren Halbmesser desselben, 
Pi die Pressung del' den Zylinderhohlraum erfiillenden Fliissig

keit, 
pa die Pressung der den Zylinder ulDschlie.Benden Fliissigkeit. 

, 
I 

I 
_.-1----

! 

Fig. 1. 

--r , 
I 
I 

~ , 
I -_L<tJ 

Der Abschlu.B an den Stirnseiten des Zylinders sei derart, 
daB die Formanderung des abschlie.Benden Bodens einen Einflu.B 
auf die Zylinderwandung nicht au.Bere, oder da.B dieser wenigstens 
unerheblich ausfalle. 

Der Zylinder werde auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
bezogen, in del' Weise, daB die x -Achse mit der Zylinderachse, 
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die y z-Ebene mit der einen, den Hohlraum begrenzenden Stirn
ebene des Zylinders zusammenfallt, wie dies Fig. 2 erkennen laBt. 

Fig. 2. 

Wir greifen einen beliebigen Punkt P des Zylinders heraus, 
welcher in der x z- Ebene liegt und vor Eintritt der Formanderung 
absteht: 

von der y z - Ebene urn x, und von der Zylinderachse urn z. 

Dnter Einwirkung der den Zylinder belastenden Fliissigkeits
pressungen wird sich auBer x noch z, und zwar urn b, vergroBern. 
Aus der x z- Ebene tritt der Punkt hierbei nicht heraus. 

Ferner werden im Punkte P folgende Spannungen entstehen: 

I1x in Richtung der x-Achse, d. i. in achsialer Richtung, 
l1y - - y d. i. in der Richtung des D mfanges, 

in tangentialer Richtung, und 
I1z in Richtung der z- Achse, d. i. in radialer Richtung. 

Dementsprechend wirken auf das unendlich kleine Korper
element, Fig. 3, welches wir uns durch Zylinderflachen im Ab-

35'" 
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stande z und z + dz aus dem Zylinder herausgeschnitten denken, 
III der Bildebene der Figur die Kr!i.fte: 

az • 2 z dcp dx radial einw!i.rts, 

( a. + : dZ) . 2 (z + dz) dcp ax radial ausw!i.rts, 

ay • dz dx senkrecht zu den heiden Fl!i.chen dz dx. 

Der Gleichgewichtszustand fordert nun, daB die Summe der 
Kr!i.fte in senkrechter Richtung gleich Null ist, d. h. 

a •. 2zdcpdx- (a. + ::z dZ). 2 (z + dz) dcp dx+2 ay . dzdx.sin(dcp) =0, I) 

woraus sich unter Beachtung, daB sin Cdcp) = rv dq., und nach 
Division mit 2 dcp dxdz bei Vernachl!i.ssigung des unendlich kleinen 
Gliedes 

da· dz 
dz 

gegenuber den ubrigen endlichen GraBen ergibt 

dda• = ~(ay - a.). 
z z 

1) 

1) Liegt die Aufgabe vor, die Beanspruchung eines rotierenden Hohlzylinders 
infolge der Fliehkraft zu bestimmen, so ist diese Gleichung noch durch die aus
warts gerichtete Fliehkraft des Korperelementes, d. h. durch Hinzufiigung des 
Gliedes 

zu erganzen, worin 

2zd'1'.dzdx ~ -y----w z 
g 

y das Gewicht der Raumeinheit, 
w die Winkelgeschwindigkeit, 
g die Beschleunigung der Schwere 

bedeutet. 
Gleichung 1 geht damit iiber in 

d (Jz . 1 w2 
-d = - «(Jy - (J.) - r - . z. 

z z g 

1m iibrigen ist in gIeicher Weise vorzugehen, wie oben angegeben. 
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In § 7 fan den wir unter der V oraussetzung vollkommener 
Gleichartigkeit des Materials fiir ein beliebiges Korperelement, 
welches in Richtung der drei Achsen gleichzeitig die Spannungen 
()", ()y, ()z erfabrt, die hieraus sich ergebenden Dehnungen: 

in Richtung der x-Achse iii = a (()'" _ ()y -: ()z ), 

y-

Hieraus folgt 

m 
m-2 

so fern 

4, § 7. 

e 
a' 

2) 

Wird hierzu die aus der ersten' der Gleichungen 4, § 7, ab
geleitete Beziehung 

iii 
n~ ()x - ()y - ()z = m

a 

hinzugefiigt, so ergibt sich 

m e lit rn()x + ()x = ----~--+m-
m-2 a a ' 

m 
()x=----

l+m 1 (iii + . e 2)' a m-

Vergl. Gro1.lmann, Verhandlnngen des Vereines znr Befiirderung des Ge
werbeflei1.les in PreuJ.\en, 1883, S. 216 u. f., G r ii b 1 e r, Zeitschrift des Vereines 
dentscher Ingenieure 1897, S.860 n. f., Stodola, Die Dampfturbinen, Berlin 
1904, S. 132. 
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Das gleiche Verfahren liefert 

m ~ (S2 + m~2 ), ay = 
l+m 

m 
+(S3+ m~2 ). at = 

l+m 

Hieraus findet sich bei Berucksichtigung der Gleichung 3, § 31, 

3) 

2 ( e) 
/Jz = 71 S3 + m - 2 

1m vorliegenden FaIle betragt, da sich z um b andert, die 
tangentiale Dehnung S2 im Punkte P 

2 n (z + 1;) - 2 n z 
S~= 

2 nz z 
4) 

Fur die radiale Dehnung Sz liefert die Erwagung, da.B die 
Strecke dz die .Anderung db erfahrt, den Ausdruck 

5) 

Hiermit wird aus den Gleichungen 3 

( 
b d1; ) _~ ~ sl+-;-+Tz 

ay - R + 2 
t' Z m-
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Die Einsetzung des aus der ersten dieser Gleichungen folgenden 
Wertes 

m-2 
1'( = -~-(-:-m--lc-) fJ l1", -

1.-+ db 
zdz 
m-l 

In die beiden anderen ftihrt zu 

2 ~ (m1.-+ d~)+ (fx 
l11j = m-l fJ z dz m-l 

6) 
2 ~ (1.-+m. d~ )+ Ox 

l1. = m-l fJ z dz m-l 

Bier ist unter Voraussetzung gleichmaBiger Verteilung 
del' Achsialkraft n 1'~ Pi-nr: Pa tiber den Zylinderquerschnitt 
n1': - nr~, d. h. 

n (1'2 -1'~) l1 = 11: (p.r~ - P 1.2 ) 
a t z " aa' 

die achsiale Spannung 

Pi 1'; - p" r: 
1'2 - r~ a , 

als unveranderliche GroBe anzusehen. 

7) 

Die Einftihrung der Werte l1y und l1. aus den Gleichungen 6 
in die Gleichung 1 ergibt 

d2~ d~ ~ z-+---=o 
dz2 dz Z ' 

oder 

=0. 
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Durch Integration 

dl; I; -+- = konstant = c. dz z 1 

Hieraus 

oder 
d (z 1;) 
~=C1Z, 

und bei nochmaliger Integration 

Mit den hieraus sich ergebenden Werten 

l=~+~ z 2 Z2 , 

liefern die beiden Gleichungen 6 

2 1 [c1 C2 ] 
(1", 

(1y= 
m-l 

- -(m+l)+-(m-l) + 
m-l fJ 2 Z2 

8) 
2 1 [01 ( ) c, )1 (1" (1z= 

m-l 
- - m+l --(m-l +---fJ 2 Z2 m-l 

Die zwei Konstanten C1 und c, bestimmen sich aus den Be
dingungen, daB sein mu.B: 
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d. h. 

2 1 [C1 ( c~ 1 crx 
- Pi = m _ 1 7i 2 m + 1) -- 1'; (m - 1) + m - 1 ' 

2 1 [Cl C2 . )1 cr", -P =----~(m+1)--\m-1 + m-1' 
a m -1 t1 :2 1': 

woraus 

m--1 (Pi r; - Pa 
1,2 ax ) , a 

C1 = m+1 fJ 1,2 - 1'~ m-1 a , 

Pi-Pa 1,2 1'~ 

C2 = 2 fJ7i a 'r~ . 
a , 

Him'mit wil'd unter Beachtung del' Gleichung 7 

Pi r ; - Pa 1': 1,2 r~ 1 
+Cp;-p) 

a , 
cry = 

'1'2 -r~ 1,2 -1'~ Z2 
a , a , 

9) 
Pi 1'; -- P a 1'! 1,2 r~ 

- (Pi-Pa) 
a , 1 

(jz = 
1'2 - r~ '1'2 - r~ Z2 a , a , 

Die Dehnungen 81, 82 und 053 in den dl'ei Hauptl'ichtungen er
geben sich aus den Gleichungen 4, § 7, nach Einfiihrung del' Wel'te (j", 

(Gleichung 7), cry und (jz (Gleichung 9) zu 

m-2 Pi 1'; - Pa T~ 
81=~~-a 

m 1'~ -- 1'~ a , 

m-2 Pi1'i - Pa 1': m+l 1,2 r~ 1 a , 
(Pi-p)7' 10) 82=---a 

1'~ -1'~ 
+---a 

1'~ -1'~ m a , 'In a , 

m-2 Pir; - Pa r! m+1 1.2 r~ 1 a , 
(Pi-Pa)7' 8 3=---a 

'1'2 -1'~ 
----a 

1,2 - 1'~ m m a , a , 
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2. Innere1' Uberdruck Pi (Pa = 0). 

Die Gleiehungen 10 el'geben unter Beaehtung des in § 48, Ziff. 1 
Erarterten die Matel'ialanstrengung im Punkte P und zwar 

III Riehtung del' Zylinderaehse 

1'1 'in-2 9.2 1'7 , 
Pi = 0,4 -

9,2 - 1'2 1'2 _ r·2 Pi' a 'in a t a • 

III Riehtung del' Tangente (des Umfanges) 

1'~ m+ 1 
1.2 - 1'~ Pi + 'in a 1n a , 

11) 

in Riehtung des Halbmessers 

1n-2 

1n 

(r; 1'2 1'2 1 
=0,4 pi- 1,3 

n , 
1,2 --1'~ 1'2 -r'~ Pi~' 

a , a , 

sofern noeh jeweils 1n -:- 13° gesetzt wird. 

Die Zuganstrengung ~ in Riehtung del' Aehse tritt voIl
a 

sHindig hinter die Zuginanspruehnahme ~, welehe im Sinne des 
a 

Umfanges statthat, zuriiek, so daB sie nieht weiter in Betraeht 

gezogen zu werden braueht. ~ und 2 erlangen die graB ten 
a. a 

Werte fiir z = 1'i, d. h. an del' Innenflaehe des Hohlzylindel's. 
Somit wird mit k" als zulassiger Zug- und k als zulassiger Druek
anstrengung 
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max (- :)= (m+1)r! - (m-2)r~ 
P·= , 

12) 

Die Zuganstrengung max ( : ) in Richtung des Umfanges, d. i. 

in tangentialer Richtung, ist der groBere, also der bestimmende 
Wert. Hiernach :6.ndet sich als maBgebende Beziehung 

oder 

m+ 1 2 m-2 2 ---r +---1'. 
m a m ' 1,3 1'~ + 0,4 1'~ 

1.2 - r~ Pi = 1.2 _ 1'~ P i1 • 
a , a , 

V ( 2) ky+ 1-- . 
- m p, kz + 0,4 Pi 

r.>,·, (1) ~r,Vk -13 .' . 
k. - 1 + - p. z' .p. 

'In ' 

13) 

1). Zur Entwicklung diesel' Beziehung in der Zeitschrift des Vereines 
deutseher Ingenieure 1880, S. 283 u. f. war Verfasser dureh die Beobaehtung 
veranlaJ3t worden, daJ3 Schla~ehe, welche zum Zwecke del' Priifung innerem 
Uberdruek ausgesetzt wurden, sieh verlangern, wahrend die Grundlage del' von 
Grashof in seiner Theorie del' Elastizitat und Festigkeit 1878, S. 312, fUr die 
Berechnung von Hohlzylindern entwickelten Gleichung 

Ylnkz+ (m -1)Pi 
l' =r. , 
a 'mkz- (m+ 1)Pi 

. . . . . . 15) 

d. 10 un nut m=T 

Yk.+O,7 Pi 
·r =r. , 

a 'kz -l,3Pi 

welche dem Verfasser bis dahin als die zutrefi'endste erschienen war, infolge del' 
Vernachlassigung der Aehsialkraft 1J rl Pi nicht eine Verlangerung, sondern eine 
Verkiirzung des Hohlzylinders ergibt, indem fiir die Dehnung E", in Richtung 
del' Zylinderachse ein negativer Wert gefunden wird. (S. am angegebenen Ort 
in No. 199 den Ausdruck fiir E E"" vergl. Zeitsehrift des Vereines deutseher 
Ingenieure 1880, S. 288 und 290.) 



556 GefaJ3e. 

Fur 1,3 Pi = kz wird 1'a = =, gleichgtiltig, wie klein auch del' 
innere Durchmesser sein mag, so fern er nur groBer als Null ist. 
Da nun del' zulassigen Anstrengung kz ftir jedes Material eine 
untiberschreitbare Grenze gezogen ist, so folgt hieraus, daB nul' 
solche Verhaltnisse moglich sind, fiir welche 

oder allgemein 

(Vergl. hierzu FuBbemerkung 2, S. 557.) 
DaB es durch fortgesetzte Vergl'oBerung del' vVandstal'ke 

nicht moglich sein solI, die Fitissigkeitspressung tiber eine gewisse 
Rohe hinaus zu steig ern , kann fiir den ersten Augenblick tiber
raschen, el'kIal't sich jedoch durch die UngieichmaBigkeit del' Ver
teilung del' Anstrengung i:iber den Wandungsquerschnitt. 

Denken wir uns beispielsweise einen Rohlzylinder aus GuB
stahl mit den Durchmessern 

21'; = 80 mm, 2 ra = 200 mm, 

del' Wandstal'ke 
1'a-1'i = 100 - 40 = 60 mm 

Die Beziehung 15 wurde in del' Form 

auch als Winklersche Gleir.hung bezeichnet (v. Reiche, Die Maschiuen
fabrikation 1876, S. 37, wobei mit 1n = 3 gesetzt ist, 

Y3k + 2p: 
U=1'. z '-1' 

, ok -4·". .' Z Ll, 

u. a.). Verfasser, welcher gelegentlieh del' Abfassung dieses Buches (1889) die 
Win kl e r sehe Arbeit tiber zylimlrische GefiiJ3e im Zivilingenieur 1860 erstmals 
durchgesehen hat, fand bei dieser Gelegenheit, daJ3 \Vinkler bereits damals 
nicht blo1.\ die Beziehung 15 aufgestellt hatte, sondern uueh eine weitere Glei
chung, welehe die erw1l.hnte Achsialkraft beriicksiehtigte (S. 348 und 349 daselbst), 
und die sieh von Gleiehung 14 nur dL~rch den mit 4 etwas zu groJ3 gewahlten 
Wert von 1n unterseheidet. 
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hergestellt und emem inneren Uberdruek von 1200 kg auf das 
Quadratzentimeter ausgesetzt. Dunn ergibt sieh naeh der zweiten 
der Gleiehungen 11 die tangentiale Anstrengung (Zug)l) 

a) an der Innenflache, d. h. fiir ;:; = 4 em, 

42 10~.42 1 
0,4 102 - 421200 + 1,3 102 _ 42 .1200 42 = rv 1950 kg; 

b) in der Mitte, d. h. fiir z = 7 em, 

c) an der AuBenflache, d. h. fiir z = 10 em, 

42 102 .42 1 
0,4 102 _ 42 1200 + 1,3 102 _ 42 .1200 102 = rv 390 kg. 

In Fig. 4 ii:it der Verlauf der Inanspruchnahme dargestellt. 
Die Anstrengung bet1'agt hiernaeh auBen nur den fiinften Teil 

d61jenigen an der Innenflaehe. Da die letztere maBgebend ist, 
so wird das naeh auBen gelegene Material seh1' schlecht 
a usgen ii tzt 2). 

1) Die radiale Anstrengung (Druck) betragt an der Innenflache nach der 
zweiten del' Gleichungen 12 

max (_ f(.~) = 1,3.102 
- 0,42 .42 1200 = 1766 kg 

• 102 - 42 ' , 

uUll die achsiale Anstrengung (Zug) nach der erst en del' 3 Gleichungen 11 

E, 42 
-- = 0,4 -10" -4·' .1200 = 91 kg. a -- .. 

2) W cun es sich um ein Material handelt mit derart veriinderlichem Deh
nungskoeffizienten, daB derselbe bei wachsender Spannung zunimmt, so daB 
also del' Stoff um so nachgiebiger ist, je starker er angestrengt wird, wie dies 
z. B. bei GuBeisen zutrifft, so zeigt sich diese UngleichmaBigkeit nicht in dem 
hohen Grade: an del' Innenflache fallt die Anstrengung geringer, an del' AuBen
flache groBer aus, als die vorstehenden Gleichungen, welche Unveranderlichkeit 
des Dehnungskoeffizienten und des Wertes 1n zur Voraussetzung haben, erwarten 
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Vergrol.lern wir die Wandstarke fortgesetzt, bis schliel.llich 
III del' Gleichung 

! 

~ 
}j 

~I 
~I 

I 
I 

Fig. 4. 

1,3+0,4 (~r 

( 
1'i ) 2 1- -
l' a 

(
1', ) 2 1': Null gesetzt werden darf, so ist k z = 1,3 Po unter welche 

Anstrengung also nicht zu gelangen ist, wie oben bereits fest
gestellt. 

lassen. Bei GuBeisen kommt andererseits wieder der in § 22, Ziff.3, festgestellte 
EinfluB der GuBhaut hinzu. 1st diese, geringere Nachgiebigkeit besitzende 
Schicht an der Innenfliiche vorhanclen, so muB sie die Festigkeit verminclerncl 
wirken. Durch Beal'beitung cler Innenflache - vorausgesetzt, daB die Riicksicht 
auf das Dichthalten gegeniiber clel' Flilssigkeit das Ausbohren gestattet - wiirde 
die Widerstandsfahigkeit unter sonst gleichen Verhiiltnissen erhiiht werden kiinnen. 

(Vergl. in § 56 das unter Ziff. 1 b) und c) S. 519 sowie 520 Gesagte.) 
Der EinfluB del' etwaigen Vel'andel'lichkeit von mist von keiner groBen 

Bedeutung. 
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Die erkannte Unvollstandigkeit der Ausniitzung der Wider
standsfahigkeit des Materials, welche um so bedeutender ist, je 
groBer die Wandstarke, hat ZUl' Konstruktion von zusammen
gesetzten Hohlzylindern (Ringgeschutzen u. s. w.) gefiihrt, 
deren Wesen sich aus folgendem ergibt. 

Wir denken uns den Hohlzylinder des soeben behandelten 
Beispiels aus zwei Hohlzylindern bestehend: 

einem inneren, fiir welchen ri = 40 mm, 
auBeren, - ri = 70 

1'a = 70 mm, 
1'(1, = 100 

Der auBere Zylinder sei auf den inneren (warm oder in an
derer \V eise) so aufgezogen, daB diesel' zusammengepreBt wirdi 
infolgedessen tritt bei dem inneren Zylinder eine nach innen 
wachsende Druckspannung auf. Wenn nun jetzt die gepreBte 
Fliissigkeit (Arbeitsfliissigkeit) den inneren Zylinder belastet, so 
fallt hier die Zuganstrengung um den Betrag geringer aus, welcher 
der Druckanstrengung entspricht, die durch das Aufziehen des 
auBeren Zylinders mit Pressung wachgerufen worden war. Da
gegen ergibt sich die Zuganstrengung des auBeren Zylinders um 
denjenigen Betrag groBer, welcher von dem Aufziehen auf den 
inneren herriihrte. ZweckmaBigerweise wird man bei solchen, aus 
mehreren Hohlzylindern zusammengesetzten Zylindern dabin streb en 
miissen, daB die Spannungen an den Innenflachen del' einzelnen 
Zylinder unter Einwirkung der Fliissigkeitspressung gleich groB 
ausfallen. 

Fiir im Verhaltnis zum Halbmesser geringe Wandstarke 
8 = 1'a - 1'i kann mit genugender Annaherung gleichmaBige Ver
teilung der Spannungen iiber den Wandungsquerschnitt ange
nommen werden. Dies gibt fiir den l langen Hohlzylinder 

woraus 
r. 

k >p.-' 
z = , 8 

oder 16) 

Aus der allgemeinen Gleichung 14 laBt sich diese Beziehung 
III folgender Weise ableiten. 
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Mit rn = = (d. 1). die Zusammenziehung, welche ein in Rich
tung seiner Achse gezogener Stab senkrecht zu dieser erfahrt, wird 
vernachlassigt) folgt zunachst 

l' = 'r.,/k-;+r;: = r. '/1+2 Pi 
a 'V kz - Pi ' V kz - Pi 

Unter Beachtung, daB bei geringer Wandstarke Pi nul' einen 
Ideinen Bruchteil von kz bildet, 

1'a = ~1'i -V1 +2 ~: = ~1'i (1 + ~~), 
Pi 

l' -1'.=8=1'.-
a, , k ' 

z 

WIe oben unmittelbar entwickelt wurde. 
Die Spannung (J', welche in dem senkrecht zur Achse ge

legenen Querschnitt 

des Hohlzylinders eintritt, findet sich aus 

zu 

(J' = Pi r~ -1'~ 
a , 

,d. h. halb so groB als die Anstrengung (nach Gleichung 16) 
in Richtung des Umfanges. 

3. Aufle1'er Dbm'd1'uck P a (p i = 0). 

Wenn Flachdriicken odeI' Einbeulen del' Wandung und bei 
,groBer Lange auBerdem die in § 23 besprochene Knickung nicht 
zu erwarten steht, sind die Anstrengungen nach den Gleichungen 10 
mit Pi = 0 zu berechnen. Dieselben gehen dann tiber in 
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m-2 
81=-

m 

m-2 m+1 
82 = - --m-- a r2 -r~ Pa -

a , m 

Den groBten Wert erlangen die Anstrengungen ~ und ~ 
a a 

- die Inanspruchnahme ~ kommt als wesentlich kleiner wie die 
a 

gleichzeitige Anstrengung ~ nicht weiter in Betracht - auch hier 
a 

wieder fur das kleinste z, d. h. fiir die Innenfl1tche, und zwar 

in Richtung del' Tangente (des Umfanges) 

( 82) 2m-1 r! 17 r! 
max ----;- = m r! -r~ Pa = , r! -r~ Pa' 

in Richtung des Halbmessers 

max (~) = ~ r! = 09 r! 
a m r2 - r~ P a 'r2 - r~ P a' 

a l a 1-

10 
sofern noch m = - eingefuhrt wird. Hiernach 

3 

r2 r. 
k> 1,7 a odeI' 

, 
r2-r~ Pa r -

V1--17~ 
a 

a , 

, k 

1,2 r. 
k. > 0,9 a oder 

, 
r2 -r~ Pa r a -
a , V1-09~ , kz 

, 

17) 

18) 

Auch hier gilt die zur Gleichung 14 gemachte Bemerkung, 
daB nul' solche Verhaltnisse moglich sind, fiir welche 

k k. 
Pa<T7 bezw·Pa< 09" 

1 , 

B a c h, Elastizitiit. 5. Auf!. 36 
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(Vergl. das unter Ziffer 2, S. 557 und 558 uber den EinfluB del' 
Veranderlichkeit des Dehnungskoeffizienten Bemerkte.) 

Fur verhaltnismaBig geringe Wandstarke s = ra-ri findet 
sich unter den oben ausgesprochenen Voraussetzungen und auf dem 
gleichen Wege, welcher zur Beziehung 16 fuhrte, 

odeI' 
Pa s>r -

= a k 19) 

Bei den Entwicklungen dieses Pa'ragraphen blieb del' etwaige, 
die Festigkeit des Zylindermantels unterstutzende EinfluB del' 
Zylinderboden (und zutreffendenfalls del' Quernahte) unberuck
sichtigt. J e kurzer del' Zylinder im Vergleiche zum Durchmesser 
ist, um so bedeutender wird unter sonst gleichen Verhaltnissen 
diesel' EinfluB sein; je groBer die Lange, um so mehr wird er 
verschwinden. In del' Mehrzahl del' FaIle tritt er in den Hinter
grund; wo dies nicht zutrifft, kann seine Berucksichtigung 
schatzungsweise unter Beachtung del' Verhaltnisse des gerade vor
liegenden Sonderfalles dadurch erfolgen, daB die zulassige An
strengung des Materials entsprechend h6her in die Rechnung elll
gefuhrt wird. 

Wenn del' HohlzyIinder nicht aus dem Ganzen besteht, sondern 
aus einzelnen Teilen hergestellt wurde, die durch Nietung odeI' 
in anderer Weise verbunden sind, so wird die Widerstandsfahigkeit 
del' Verbindung in Betracht zu ziehen sein. 

Die im vorstehenden gegebene Berechnungsweise von Zylinder
wandstarken setzte voraus, daB die Flussigkeitspressung uber den 
ganzen Umfang gleich groB ist. Die Wirldichkeit kann unter 
Umstanden recht erheblich hiervon abweichen, so z. B. bei sehr 
wei ten wagerechten Rohrleitungen fur Wasser, in denen del' Druck 
von del' Sohle nach dem Scheitel hin verhaltnismaBig bedeutend 
abnimmt, und die nul' an del' tiefsten Stelle gelagert sind u. s. w. 
Solche Fal~e bedurfen besonderer Behandlung I). 

Die Ermittlung del' Wandstarken solcher Hohlzylinder, bei 
welch en unter Einwirkung des auBeren Uberdruckes ein Flach-

1) Vergl. die Arbeit von Forchheimer in der Zeitschrift des osten'. 
Ingenieur- und Architektim-Vereines 1904, S. 133 n. f. 
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drucken (Einknicken, Einbeulen) del' Wandung zu befurchten steht, 
gehort bei dem derzeitigen Stand diesel' Aufgabe sowie in An
betracht del' besonderen Einflusse, welche dabei zu beriicksichtigen 
sind, an· diejenigen Stellen, wo die betreft'enden Gegenstande, zu 
denen solche Hohlzylinder gehoren, behandelt werden l ). 

§ 59. Hohlkugel. 

Mit den Bezeichnungen 
1'i del' inn ere Halbmesser del' Hohlkugel, 
1'a auBere 
kz die zulassige Zuganstrengung, 
k Druckanstrengung 

finden sich auf demselben Wege, welcher 111 § 58 eingeschlagen 

worden ist, und fur m = }30 die folgenden Beziehungen. 

1. Innere1' Uberdl'ttek Pi' 

Die gl'oBte Anstrengung tl'itt auch hier an del' Innenflache ein: 

In Richtung del' Tangente (des Umfanges) 

PO' 1 
m+l 3 m~2 3 
---1' +---1'. 0,65 r! + 0,4 1'~ 

k 
2m am' 

z >-
1'3 ~'r? Pi= 1'3 ~1'~ 

a , a , 
1) 

In Richtung des Halbmessers 

m+l 3 m~2 3 ---1' ----1'. 
131'3-041'~ m a m , 

k> 'a ,~ 

1,3 -1'~ Pi= 1'3 -1'~ Pi' 
a , a , 

N atul'gemaB sind in denselben nUl' solche Vel'haItnisse mog
lich, fur welche sich endliche Werte von 1'a ergeben. 

1) Uber die Berechnung der auJ3erem Uberdracke ausgesetzten Flammrohre 
von Dampfkesseln findet sich Naheres in des Verfassers Maschinenelementen 
1891/92, S. 147 u. f., 1903 (9. Autl.), S. 208 u. f. 

36* 
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Fur im Verhaltnis zum Halbmesser gerin ge Wandstar ke 
8 = r a - 1'i ergibt die aus 

1[r~p. < rv k 21[1'.8 
~ t = z t 

folgende Beziehung 

1 l' 
k > __ i 
"z = 2 Pi 8 

odeI' 

die Anstrengung bezw. Wandstarke genugend genau. 

2. AufleJ'eJ' Ubel'dl'ucli; P a (Pi = 0). 

2) 

Sofel'll Einknicken (Einbeulen) del' Wandung nicht zu be
ful'chten steht l ), gilt fur die Anstrengung, die auch hier wieder an 
del' Innenflache den GroBtwert erreicht, 

in Richtung del' Tangente (des Umfanges) 

k> 3(m:----l) 
r3 r3 

a = 105 a 
~ 2m 1,3 -r~ Pa , r3 --1'~ Pa' 

a • a , 

In Richtung des Halbmessers 

k>~ 
r3 r3 

a 
=0,9 

a 
z~ m 1,3 -1'~ Pa 1,3 -1'? Pa' 

a , a , 

Fur verhaltnismaBig geringe Wandstarke Wle oben 

1 l' 
k > _P _u 
~ 2 a 8 

odeI' 

3) 

4) 

Die zwei letzten Satze von § 58 sind auch sinngemaB auf die 
Hohlkugel zu ubertragen und demgemaB zu beachten. 

1) Uber die Berechnung von kugelfiirrnigen Wandungen, bei denen Ein
beulen zu befurchten steM, s. des Verfassers Arbeit "Die Widerstandsfahigkeit 
kugelfiirrniger Wandungen gegenuber auBerern Uberdruck" in del' Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 333 u. f. odeI' Heft 6 der "Versuche liber 
die Widerstandsfahigkeit von Kesselwandungen". 



Siebenter Abschnitt. 
Plattenformige Korper. 

Die Erorterung del' Widerstandsfahigkeit ebener Platten und 
vVandungen gegenitber einer gleichfOrmigen Belastung, insbesondere 
durch Fliissigkeitsdruck, odeI' gegeniiber senkrecht zu ihnen wir
kenden Einzelkraften fiihrt auf eine del' schwachsten Stellen del' 
Elastizitats- und Festigkeitslehre. 

Eine ziemlich streng wissenschaftliche Ableitung del' Inan
spruchnahme, welche die am Umfange gestiitzte odeI' eingespannte 
Platte bei del' bezeichneten Belastung erfa.hrt, ist nach Wissen des 
Verfassers nul' fiir den Fall del' ebenen kreisformigen Platte, 
del' Scheibe, unter gewissen Voraussetzungen gegeben worden, 
die iibrigens in den meisten FHllen zu einem erheblichen Teile 
mit den tatsachlichen Verhaltnissen in vViderspruch stehen, wie 
spateI' naher auszufiihren sein wird (§ 60, Ziff. 2). 

Fiir die elliptische Platte fehlte es trotz ihres haufigen Vor
kommens als Mannlochdeckel u. s. w. iiberhaupt an einer Beziehung 
zwischen del' Fliissigkeitspressung, den Abmessungen und del' 
Materialanstrengung. 

Die zur Bestimmung del' Inal1spruchnahme l'echteckiger 
Platten vorliegenden Angaben beruhen auf Entwicklungen, die 
zwar zunachst den streng wissenschaftlichen Weg einschlagen, sich 
jedoch im Verlaufe del' Rechnung zu vereinfachenden Annahmen 
gezwungen sehen, welche die ZuverHLssigkeit der Ergebnisse beein
trachtigen. Uberdies muB von wesentlichen der gemachten Vor
aussetzungen das gleiche gesagt werden, was in diesel' Hinsicht 
bei del' kreisformigen Platte bemerkt wurde. Del' zur Losung del' 
Aufgabe notige Aufwand an mathematischen Hilfsmitteln ist trotz
dem und ganz abgesehen von del' Umfanglichkeit del' Rechnungen 
ein sehr bedeutender und geht recht erheblich iiber das MaB 
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hinaus, welches dem zwar wissenschaftlich gebildeten, jedoch mitten 
in del' Ausfiihrung stehenden Ingenieur durchschnittlich noch ge
laung ist. 

Auf andere als ebene Platten erstrecken sich diese Betrach
tungen iiberhaupt nicht, also nicht auf Deckel von den Formen, 
Wle sie z. B. die Figuren 1 bis 5 wiedergeben. Querschnitte 

Fig. 1. Fig. 2. 

Fig. 3. Fig. 4. 

Fig. 5. 

diesel' Art abel' sind bei den in del' vVirklichkeit vorkommenden 
Deckeln u. dergl. weit haufiger zu nnden als das einfache Rechteck. 

Unter diesen Umstanden erscheint die Sicherheit, mit welcher 
del' Konstrukteur die Inanspruchnahme von Platten und Wandungen 
del' in Frage stehenden Art tatsachlich feststellen kann, durch
schnittlich recht gering; in nicht wenigen Fallen kann uberhaupt 
nicht von einer Sicherheit, sondern es muB vielmehr von einer 
Unsicherheit gesprochen werden, welche bezuglich del' Widerstands
fahigkeit solcher Konstruktionsteile besteht. Diesel' Zustand muBte 
urn so driickender empfunden werden, als auf manchen Gebieten 
des Maschineningenieurwesens (Dampfkessel-, Dampfmaschinenbau 
u. s. w.) Aufgaben del' in Frage stehenden Art sich sehr. haung zu 
bieten und hier iiberdies eine hohe, auch auf Menschenleben sich 
erstreckende Verantwortlichkeit einzuschlieBen pflegen. 

Bei dieser Sachlage hat sich Verfasser zur Befriedigung del' 
vorliegenden iiberaus dringlichen Bedurfnisse veranlaBt gesehen, 
einen Naherungsweg einzuschlagen, wie e1' sich aus dem Spateren 
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(§ 60, Ziff. 4, § 61, § 62, § 63) ergeben wird. Die erste dab in
gehende Veroffentlichung nndet sich in der Zeitscbrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1890, S. 1041 u. f. 

§ 60. Ebene kreisformige Platte (Scheibe). 

1. El'mittlung der Anstrengung auf dem Wege der Rechnung. 

Die Behandlung dieser Aufgabe ist 1860 von Winkler und 
1866 von Grashof der Offentlichkeit iibergeben worden. Der 
Gang der Entwicklungen ist bei beiden im wesentlichen derselbe. 

I~ 

Fig. 6. 

l'lj 

Fig. 7. 

Die folgenden Recbnungen geben die Losung wieder, wie sie sich 
in Grashofs Theorie der Elastizitat und Festigkeit 1878, 
S. 329 u. f. nndet. 



568 Plattenfarmige Karper. 

Die Scheibe von del' Starke h wil'd aufgefaBt als am Umfange 
vom Halbmesser r frei aufliegend, wie in Fig. 6 dargestellt, odeI' 
als daselbst eingespannt, wie Fig. 8 wiedergibt, und in bezug auf 
ihre Belastung angenommen, daB diese im allgemeinen bestehe 

aus einer Einzelkraft P, welche im Mittelpunkte angreifend 
senkrecht zur Oberflache gerichtet ist, 

Fig. 8. 

aus einem gleichmaBig tiber die 0 berflbiche rc r2 verteilten 
Normaldruck von del' GroBe p auf die Flacheneinheit und 

aus einer auf die kreiszylindrische Mantelflache 2 rcr h gleich
maBig verteilten, radial auswarts wirkenden Kraft, deren GroBe 
PI auf die Flacheneinheit betragt. 

Fig. 9. 

Die Scheibe, welche zunachst noch nicht belastet sei, denkt 
man sich auf ein l'echtwinkliges Koordinatensystem bezogen, dessen 
a;- und y-Achse in del' Mittelebene liegen, wahrend die z-Achse 
senkrecht dazu (positiv nach unten) gerichtet ist (Fig. 6 und 7). 
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Del' in del' ,'Dz-Ebene gelegene beliebige Punkt P del' Scheibe er
scheint dnrch die Abszisse ,'D und den Abstand A von del' urspriing
lich ebenen Mittelflache bestimmt. Unter Einwirkung del' Belastung 
geht die letztere in eine Rotationsflache iiber (Fig. 9), deren 
Meridianlinie durch die Koordinaten aJ und z festgelegt wird. 

Werden nun fiir den in Betracht gezogenen Punkt P be
zeichnet 

mit (Jx die Normalspannung und mit Ex die Dehnung in Rich
tung del' aJ-Achse, 

mit (Jy die Nol'malspannung und mit Ey die Dehnung in Rich
tung del' y-Achse, 

mit (Jz die Nol'malspannung und mit Ez die Dehnung in Rich
tung del' z-Achse, 

so el'geben sich auf demselben 'lV ege, auf welchem die Beziehungen 
3, § 58, gefunden wurden, die vVel'te 

2 ( Ex + Ey + Ez ) 
(Jy = R Ey + , 

fJ m~2 

2 ( Ex + Ey + Ez ) 
(Jz = R Ez + . 

fJ m~2 

Unter del' Vol'aussetzung, daB die Starke h del' Scheibe 
gering ist gegeniibel' 21', kann die Spannung (Jz nur klein ausfallen 
im Vel'gleich zu (Jx und (Jy DemgemaB vernachlassigt man (Jz, 

d. h. setzt 

wol'aus folgt 

und el'halt hiel'mit 

Ex + Ey + Ez 

-m~2 

Ex + Ey 
Ez = ~ m~l 

= 0, 
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2 
ffx = (m _ 1) fJ (m 8 x + 8y) 

2 
ffy = --:----:-:)- (8x + 'In 8y ) 

(m -1 {J 

1) 

Bedeuten fur den Punkt P' del' Mittelflache, welcher um x 
von del' z-Achse absteht (Fig. 6, 9), 

8 x ' und 8 y' die nach del' Richtung del' x- bezw. y-Ache ge
nommenen Dehnungen, 

(} den Krummungshalbmesser del' Meridianlinie, 
(}1 Mittelflache in dem dazu senk-

rechten Normalschnitt, 
welche Radien als sehr groB gegenuber den Abmessungen del' 

Scheibe vorausgesetzt werden, 

so ist mit del' Annaherung, mit welcher die fur gerade stabfarmige 
Karpel' ermittelte Gleichung 1, § 16, nach hier ubertragen werden 
darf, 

und 
, l 

8 y = 8 y +-. 
(}1 

Da nach Gleichung 14, § 16, 

und ferner (}1 gleich del' Lange del' Normalen bis zum Durchschnitt 
mit del' Achse del' Rotationsflache ist, d. h. unter Bezugnahme auf 
Fig. 9 

x x X 

(}1 = sin cp = ('J tg cp = _ dz ' 

dx 

1 1 dz -- === rv -~--, 
(}t .7: dx 

so ergibt sich 
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2) 
, i,dzj' 

8y = 8 y - ~ dx 

und nach Einfiihrung dieser Werte in die Gleichungen 1 

3) 

Die Spannungen (ix/ und (iy/ in dem Punkte P' der Mittel
Hache, welche sich aus den Gleichungen 3 fur i, = 0 ergeben, 
ruhren - unter den gemachten V oraussetzungen - nur von der 
Spannung PI am Umfangsmantel der Scheibe her, somit 

und infolgedessen auch aus den Gleichungen 3 mit i, = 0 

(ix' = 

folglich 

, , m-l 
8,. = 8y = a --m-- PI' 

Hiermit liefern die Gleichungen 2 

8", = a PI 

2a) 
m-l i, dz 

8y= apI-------
m x dx 
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und die G lei chung en 3 

a, ~ p, - (m' -'" 1) a + ~) + ! ::) 1 
4) 

m (d 2 z m dZ) 
Uy = Pl - (m2~=~)., d:xP + -;- dx 

Vom Punkte P ausgehend denkt man sich ein Korperelement, 
Fig. 10, mit den Querschnittsabmessungen dx und d)" konstruiert 

Fig. 10. 

und herausgeschnitten, sod ann die auf dasselbe wirkenden Span~ 
nungen eingetragen, wo bei zu berltcksichtigen ist, daB Schub
spannungen nur da auftreten konnen, wo Winkelanderungen 
(Gleitungen) stattfinden, und die Gleichgewichtsbedingung 

. dgy (dx ) u'" x dcp dl + 2 uy S111 2 dl dx + 7:y X + 2 dgy dx' 

( du",) (d1: ) ( dX) - ax + dx dx (x + dx) dgy dl - 1:y + dl dl x + 2 dgy dx = ° 
aufgestellt. Aus derselben folgt 
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dux d'Cy 0 
uy - (J" - tv ~ - tv --a;: = , 

Nach Einfiihrung del' Gleichung 4 

&ry 
dJ.. 

und durch Integration in bezug auf die Verauderliche J.. 

573 

Die Konstante C ist bestimmt dadurch, daB fur J.. = -+ ~ 
2 

die Schubspannung 'Cy = 0, somit 

5) 

Das Vorzeichen von 'C deutet an, daB del' urspriinglich rechte 
Winkel, an dessen Kanten in Fig. 10 die Schubspannungen ein
getragen sind, in einen stumpfen iibergeht, diese also nicht in 
den eingezeichneten, sondel'll in den entgegengesetzten Richtungen 
wirken. 
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Um z als Funktion von x zu erhaIten, denkt man sich eine 
Scheibe vom Halbmesser x, Fig. 11, herausgetrennt. Auf diesel be 
wirkt in Richtung der Scheibenachse die Belastung P + n x2 p, 
welche durch die Schubkrafte ubertragen werden muS, somit 

h 
+-s: 7:y . 2nxdl = P+ na;2p, 

2 

wobei die Integration lediglich in bezug auf l zu erfolgen hat. 
Nach Einfiihrung des absoluten Wertes von 7:y aus Gleichung 5 
ergibt sich 

h 
+-

2 n x -----::-m_,2-,- _1_ (d 3 z + ~ d 2 Z _ }__ dz ) S 2 h2 - 4 il,2 d)" 
m2 - 1 a dx3 x daP x2 dx h 8 

2 

und somit 1Il 

die Differentialgleichung del' Meridianlinie. 

I 

r-_, ___ ~'9 _. ___ ~ 
I I ! 
I , I 
I , -z;:u ,-. i 

!--.---- i ----1 
r--'---8T'~. ,---- ----i 

Fig. 11. 

Die Einsetzung des Ausdrucks auf del' rechten Seite diesel' 
Gleichung in Gleichung 5 ergibt fiir die absolute GroBe del' 
Schu bspannung 
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7) 

Wie ersichtlich, wiirde 'Cy fur a; = 0, d. h. fiir die Mitte del' 
Scheibe, unendlich groB werden, sofel'll P > 0 ist. Dies verlangt, 
daB die Einzellast P nicht als im Mittelpunkt der Scheibe zu
sammengedrangt angreifend, sondel'll als auf eine mit del' Scheib en
oberflache konzentrische Kreisflache vom Halbmesser ro verteilt 
gedacht wird, wobei 1'0 natiirIich klein gegeniiber r anzunehmen 
ist. An die Stelle del' Kreisflache 7T r02 kann auch del' Kreis
umfang 2 7T ro treten. 

Mit den abgekiirzten Bezeichnungen 

geht Gleichung 6 iiber in 

und da die linke Seite gleich 

so ist auch 

---a;- -aa;+~ d f 1 d ( dz)l b 
da; t a; da; da; J - a; , 

woraus folgt 
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und wegen 

S aP 
aJ in aJ dx = ""4 (2 in tv - 1) 

Somit 

Hiernach finden sich fur die in den GIeichungen 4 auftreten
den Werte 

10) 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten ist zunachst zu 
dz 

beachten, daB fur tv = 0 auch -d = 0, d. h., daB die Tangente 
< tv 

an der Meridianlinie im Scheitel derselben wagrecht sein muB, 
also nach GIeichung 8 

Da 

in aJ 
.7] in aJ = -1-

fur aJ = O. 

und dieser Wert fur tv = 0 zu 00 wird, so ist fur Zahler und 
00 

Nenner der erste Differentialquotient zu bilden: 
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[~ (In X)] b d.r; b 

2 d~ (! ) ,,=0= 2 
! 1] =: (x)", = 0 = O. 

x2 
",=0 

Hiermit 

o=o+(~) , 
x ",=0 

was nur durch C2 = ° ermoglicht wird. 
1st die Scheibe am Rande nur gestiitzt, also lose auf

li.egend, so muB ftir aIle Punkte des Umfangsmantels der Scheibe, 
d. h. fur x = '/' und fur jeden moglichen Wert von l IT", = Pi sein. 
Nach der ersten der Gleichungen 4 ist das nur moglich, wenn 

d2z 1 dz 
m-d2+--d =0, 

lC x X 

woraus nach Einfuhrung der rechten Seiten der Gleichungen 10 folgt 

13m+1 ( 1 m-1) 
Cl = -- at,2-b lnt'+ ----. 

4 m+1 2 m+1 
11) 

1st die Scheibe am Rande eingespannt, so daB die x-Achse 
an der Befestigungsstelle Tangente an der Meridianlinie ist, Fig. 12, 

Fig. 12. 

dz 
(vergl. hiertiber auch § 53), so muB fur a; = r -d = 0 sein, somit 

.r; 

nach Gleichung 8, da C2 = 0, 
Bach, Elastizitl1t. 5. Aufl. 37 
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O a b ) C1 =-r+-r(2Inr-1 +-r 
8 4 2 ' 

. 12) 

a) Die Scheibe ist nur durch p gleichmaBig belastet; 

P=O. 

Mit P = 0 wird 

m2 -1 6 P 
b = m2 a hf-;; = o. 

Die Konstante Cs der Gleichung 9 bestimmt sich dadurch, 
daB fiir 3J = r z = 0 sein muB, also, da C2 = 0 (S. 577), aus 

zu 

Damit geht die Gleichung 9 der Meridianlinie fiber in 

13) 

a) Die Scheibe liegt am Rande lose auf. 

Gleichung 11 ergibt mit b = 0 

13m+1 
CI = -4 m+1 a-r. 
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Durch Einfuhrung dieser GroBe und von 

a= 

III Gleichung 13 liefert diese 

3 m2 - 1 p (5 m + 1 2 2) ( 2 2) 
Z = 16 m2 a h3 m + 1 r - a; r - a; • . 14) 

Hieraus folgt die Durchbiegung in der Mitte fur a; = 0 

, 3 (m-l)(5m+l) r4 

z = 16 m2 ap h3 

10 
und mit m=-

3 

Fur PI = 0 gehen die Gleichungen 2a uber in 

15) 

16) 

Diese Dehnungen erlangen ihren groBten Wert fiir a; = 0 

(Mitte der Scheibe) und fur)" = + ~ (auBerste Fasern). Diese 

Hochstwerte sind uberdies gleich groB, namlich 

3 (m-l)(3m+l) (r)2 
max (~x) = + 8--·· m2 a h P = max (~y). 

An den bezeichneten Stell en sind die Schubspannungen nach 

Gleichung 7 gleich Null, somit ist max ( ~ ) die groBte Anstren-

37* 
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gung und demgemaB mit kb als zulassiger Biegungsinanspruch
nahme 

k >+~ (m-1)(3rn+l) (1')2 
b = 8 m2 h p .. 17) 

lW 10. d 
lIiLIt m = 3 WIr 

18) 

fJ) Die Scheibe ist am Umfange eingespannt. 

Gleichung 12 liefert mit b = 0 

In ganz gleicher Weise wie unter a) ergibt sich hier die 
Gleichung der Meridianlinie 

und hieraus die Durchbiegung in del' Mitte (,'1; = 0) 

d . 10 
un mIt m = 3 

, 3 rn2 -1 
z = 16 rn2 

1'4 

Z' === 0,17 a p ~ 

Aus den Gleichungen 2 a folgt, da 

1 dz 
x dx 

19) 

20) 

21) 
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a 

1st, Wle vorausgesetzt, PI:::O: 0, so erlangt 
a 

zwel groBte 

Fig. 13. 

Werte: den emen fur .v = ° und }. = + ~ (Mitte del' Scheibe, 

unterste Faser, bei A, Fig. 13) und den anderen fur ,1] = l' und 

.A. = -- ~ (Einspannstelle, oberste Faser, bei B, Fig. 13). Del' 

erstere betragt 

del' letztere 

max ( sax )2= m-1 3 m2 -1 ( l' )2 PI +-4 2 -It p. m m 

Diesel' ist der groBere l ); somit, da die Schubspannungen nach 
h 

Gleichung 7 fur l = + 2 Null werden, 

1) In ""Virklichkeit pflegt die Einspannung nur eine unvollkommene zu sein. 
Durch Nachgiebigkeit des befestigten Scheibeurandes (gegeniiber dem Zustande 
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22) 

Fur PI = 0 wird 

d . 10 
un mlt m =~3 

( 
9' ) 2 

kb 20,68 T p. 23) 

b) Die Scheibe liegt am Hande frei auf und ist nur durch 
die in del' Mitte angreifende Kraft P belastet. 

Die Gleichung der Meridianlinie ergibt sich in gleicher Weise, 
wie unter a ermittelt, bei Beachtung, daB 

und 

m 2 -1 6 
a = --::--- a -k3 P = 0 (wegen P = 0), C2 = 0, 

m2 

fur.x=q' z=O 

aus Gleichung 9 zu 

vollkommener Einspannung) nimmt die Anstrengung cler Scheibe an dem Rande 
ab, clagegen c1iejenige in der Scheibenmitte zu. Hierbei steigt die letztere fiir 

3 m2 -1 (T)2 p, = 0 von dem Werte 8" ~ h p, giiltig fUr v611kommene Einspannung, 

bis zu clem durch Gleichung 17 bestimmten Betrag, 'giiltig fiir Freiaufliegen, 

3 m2 -1 (1.)2 wahrend die Beanspruchung am Umfange von dem Werte 4~ h p bis 

auf Null sinkt. Fiir eine gewisse Nachgiebigkeit an der Befestigungsstelle wird 
die Anstrengung der Scheibe am geringsten ausfallen (vergl. S. 480 u. f.). 
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wird 
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Nach EinfLi.hrung von 

Cl = - b (In l' + 21 m -] ) 
m+l 

583 

Somit die Durchbiegung in der Mitte der Platte (x = 0) 

, 3 ( m - 1)(3 m + 1) r2 
z = 4 n -- m2 ex Ph[ 25) 

d . 10 
un mIt m=3 

1,2 

Z' = 0,55 ex Ph[ 26) 

Die Gleichungen 2a fahren mit den Gleichungen 10 sowie 
unter Beachtung, daB PI = 0, C2 = 0 und Cl durch Gleichung 11 
bestimmt ist, sowie unter Beriicksichtigung der Bedeutung von b zu 

Ex = ~ m2 
- ~ ex ~ (In ~ -- 1 ) .A. 

. n m2 h3 ::c m + 1 ' 

Wird gemaB der Bemerkung zu Gleichung 7 (S, 575) die Kraft P 
auf der Kreislinie 2 nro - in Wirklichkeit auf der dieser Linie 
cntsprechenden schmalen Kreisringflache - gleichmaBig verteilt 
angenommen, wobei ro klein gegen r, immerhin aber so groB VOl'

ausgesetzt ist, daB der groBte Wert del' aus Gleichung 7 folgenden 
Schubspannung, d. i. wegen .A. = 0 P = 0 und ::c = ro, 
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3 P 
27) Tmax - -~-

4n l~ro 

das hoehstens noeh fUr zulassig eraehtete MaB nieht iiberschreitct, 
so ergeben sich die GroBtwerte von fix und By fur 

fIJ = 1'0 und 

und zwal' ist 

die groBere del' beiden Anstrengungen 1); sOlllit, da die Schub
h 

spannungen nach Gl. 7 fUr A. = + --- Null werden, 
2 

3 m2 - 1 (1' m) P kb > -0 - --2- In - + -----:1- -h2 . 
= ~ n m 1'0 m+ 28) 

Hierbei ist aIlerdings vorausgesetzt, daB die del' Schub
spannung Gl. 27 entsprechende Dehnung nicht eine groBere An
strengung liefert, was im FaIle vollkolllmener Gleiehartigkeit des 
Materials darauf hinauskomlllt, daB 

47T h1'0 'In 

3 P m+l 
( 8y ) < max ---;; .. 29) 

Diese Voraussetzung wil'd erfiillt sein, wenn die Scheiben
starke l~, die nach Gl. 28 die Anstrengung mit del' zweiten Potenz . 
beeinfluBt, verhaltnislllaBig, klein gegeniiber r ist, welche An
nahme del' ganzen Entwicklung dieses Paragraph en zugrunde 
liegt (vergl. S. 569). 

Gl. 27 bezw. 29 ermoglicht iibrigens in jedem FaIle eine 
Priifung. 

1) Streng genom men, ware noch die Fol'manderung und die Anstrengung 
innerhalb des mittleren Teiles del' Scheibe, entsprechencl clem DUl'chmesser 21'u 

zu untersuchen; hierauf sei zunachst verzichtet, 
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Mit 1n = 13° geht Gl. 28 iiber in 

( r ) P kb > 0,334 1,3ln -;;:; + 1 -h2 • 30) 

2. Vergleichung (lm' V01'aussetzungen, welche bei den untm' Zijf.1 

du,rchgefuhrten Rechnungen gmnacht worden s'ind, n~it den tat

slichUchen Vel'hliltnissen 1). 

In den weitaus meisten Fallen del' Verwendung plattenformiger 
Korper im Maschinenbau handelt es sich um die Widerstands
fahigkeit gegeniiber Fliissigkeitsbelastung. Die Platten miissen 
alsdann in del' Regel, damit sie abdichten, kraftig gegen die Dich
tungsflache gepreBt werden. Sie liegen also keinesfalls lose auf 
ihrem vViderlager auf, konnen auch haufig nicht als einfach einge-
8pannt aufgefaBt werden, sind vielmehr meist eigenartig befestigt. 
Betrachten wir beispielsweise die Scheibe, welche in Fig. 14 ein 

x 

~#dd&'u'diYdWft"4m%w#'1 

Fig. 14. 

zylindrisches HohlgefaB versehlieBt, so erkennen wir sofort, daB, 
noch bevor die Fliissigkeitspressung wirkt, schon durch das An
ziehen del' Flanschenschrauben die Scheibe sich wolben muB, und 
zwar umsomehr, je groBer del' Abstand .x der Schrauben von der 

I) Wie S. 567 bemerkt, entsprechen die unter Ziff. 1 gegebenen Entwick
lnngen del' von Grashof in seiner bekannten scharfen und klaren Weise anf
gebauten - erstmals VOl' rund 40 Jahren veriiffentlichten - Berechnung del' 
kreisfiirmigen Platte. In del' "Festigkeitslehre" von Fiippl, 1900, S.273 u. f. 
ist grnndsatzlich in gleichel' Weise vol'gegangen, jedoch Zll einem Teile ein etwas 
anderer Gang del' Rechnung - unter \Yeglassung del' l'adialen Belastung PI am 
Scheibenumfang - gewahlt. Die wesentlichen V oraussetzungen und die End
ergebnisse del' RechnilIlg sind die gleichen wie bei Gra s h 0 f. 

Yergl. auch die S.591 genannten Arbeiten von Ensslin. 
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Dichtungsstelle, d. h. von derjenigen Umfangslinie ist, in welcher 
der Widerlagsdruck des Dichtungsringes zusammengedrangt ange
nommen werden darf. Die Scheibe wird also bereits auf Biegung 
bean sprucht , noch ehe eine Flussigkeitspressung in Tatigkeit ge
treten ist. Diese Inanspruchnahme kann bei kraftigem Anziehen 
del' Schrauben unter Urristanden schon allein die zulassige An
strengung des Materials uberschreiten. 

Fig. 15. 

Aber selbst dann ist die Sachlage anders, als die Rechnung 
voraussetzt, wenn ein solcher Hebelarm x nicht vorhanden ware, 
wie z. B. im FaIle der Fig. 15, welche die vom Verfasser in seinem 
Versuchsapparat zur Priifung ebener Platten angewendete Be
festigungsweise zeigt 1). Die. Scheibe liegt hier unten (Seite del' 
gepreBten Fliissigkeit) auf einem Dichtungsring von weich em 
Kupfer (etwa 8 mm stark) und sttitzt sich oben gegen eine etwa 
2,5 mm breite Ringflache von dem gleichen mittleren Durch
messer wie del' Kupferring. Durch Schrauben wird das Oberteil 
des Apparates gegen das Unterteil so stark gepreBt, daB die 
Abdichtung gesichert ist. Unter Einwirlmng der Flussigkeits
pres sung biegt sich die Scheibe durch; dabei sucht sie auf dem 
Dichtungsringe einerseits sowie auf dem Widerlager andererseits zu 
gleiten und gleitet tatsachlich (vergl. § 46, Ziff. 1). Hiermit abel' 
werden Krafte in den Beruhrungsflachen zwischen Dichtungsring 
und Scheibe sowie zwischen diesel' und dem Widerlager wach
gerufen, die in del' Regel entgegengesetzt gerichtet sind und meist 
auch von sehr verschiedener GroBe sein werden. Diese Krafte 
liefern fur die Mittelflache del' Scheibe im allgemeinen radial 

1) Vergl. hieriiber die in § 64 genannte Schrift odeI' allch Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1890, S. 1041 u. f. odeI' Abhandlungen und 
Berichte 1897, S.111 u. f. 
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wirkende Krafte sowie Formanderung und Biegungsanstrengung 
beeinflussende Momente. Diese Momente, unter Umstanden, welche 
die Regel zu bilden pflegen, von ganz erheblicher Bedeutung, sind 
bei den Entwicklungen un tel' Ziff. 1, a, a, um die es sich hier 
handelt, vollstandig aU£er aeht gelassen. Je groBer die Kraft 
ist, mit welcher die Scheibe zum Zwecke del' Abdichtung ange
preBt wird, um so bedeutender werden - unter sonst gleichen 
Verhaltnissen - die erwahnten Momente sein. Hierbei nimmt die 
Oberflachenbeschaffenheit del' Scheibe, des Widerlagers und des 
Dichtungsringes EinfluB (vergl. § 46, Ziff. 1, insbesondere das uber 
den Wert (JJ Gesagte). 

Auch del' Umstand kann EinfluB erlangen, daB die Scheibe 
- Fig. 6, S. 567 - mit ibrem Umfange uber das Widerlager 
binausreicht, einmal insofern, als durch das uberstehende Material 
die Widerstandsfahigkeit del' Scheibe erhoht wird, sodann bei Be
lastung del' uber das Widerlager hinausragenden Ringflacbe da
durch, daB sich del' Charakter del' Stutzung libel' dem Widerlager 
andert, indem bei ausreichender GroBe del' Uberragung die 
Scheibe aus dem Zustande del' einfachen Stutzung in denjenigen 
des Eingespanntseins ubergefubrt wird. Bei den ublichen Ver
haltnissen (1' groB im Vergleich zu h) ist del' erste EinfluB des
halb von geringer Bedeutung, weil die groBte Beanspruchung in 
del' Mitte del' Scheibe auftritt. Ob del' zweite EinfluB bedeutungs
voll auf tritt, ist im einzelnen FaIle zu entscheiden. 

3. Versuchsergebnisse. 

Von den Ergebnissen del' Versuche, welche Verfasser uber die 
Widerstandsfahigkeit ebener Platten seit 1889 angestellt hat, und 
hinsichtlieh welcher im allgemeinen auf § 64 verwiesen werden 
darf, seien hier di~jenigen angefuhrt, welche sich auf kreisformige 
Scheib en aus FluBstahlblech erstrecken. Dieses Material besitzt 
konstanten Dehnungskoeffizienten, und erscheinen deshalb die an 
solchen Scheiben innerhalb del' Proportionalitatsgrenze gemessenen 
Durchbiegungen zu einer Prufung del' un tel' Ziff. 1 erhaltenen 
Recbnungsergebnisse geeignet. Del' Durchmesser (Fig. 15, 16) 
betrug hierbei 560 mm. 
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a) Die Scheibe ist nach lHa£gabe del' Fig. 16 in del' 
Mitte belastet und am Umfange gestiitzt. Sie legt sich 
- abgesehen vom Einflusse des Eigengewichts - nul' mit 
derjenigen Pressung gegen da's Widerlager, welche durch 
die den Versuchskorper in der Mitte belastende Kraft 

hervorgerufen wird. 

I 
I I * ~ ,.,------,d.=z, -_. ------.1 
I I 

I 

!-pt~ 
Fig. 16. 

Der Dehnungskoeffizient a fur federnde Durchbiegung ergab 
'Elich nach Gleichung 26 (It = 8,4 mm) 

bei einer Gesamtdurch-
biegung von 0,205 cm 0,355 cm 0,530 cm 1,1 cm 

auf der Belastungs-
stufe 2 3 4 5 

158/753 753/1373 1373/2258 3688/5208 kg 

1 1 1 1 
zu a= 

2900000 ' 3025000 ' 3972000 ' 5116000 ' 

wahrend Biegungsversuche mit Streifen (Flachstaben) aus genau 
dem gleichen Material 

1 
a = ....,-:---:-:-=--=--=-=-

2147000 

lieferten. 
Wird die Summe der Durchbiegungen auf del' ersten und 

zweiten Belastungsstufe zugrunde gelegt, so liefert Gleichung 26 

1 0,205 . 0,843 1 
~ = 0,55.282 .753 = 2672000 . 

Wir el'kennen, daB mit wachsender Durchbiegung der Scheibe, 
d. h. mit zunehmender Abweichung derselben von der ebenen Form, 
also mit wachsender Wolbung, der Dehnungskoeffizient anfangs 
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langsam, dann jedoch rasch abnimmt, spateI' - bei weit ge
tl'iebener Dul'chbiegung - wil'd diese Abnahme wieder geringer. 
Von einer scharferen Untersuchung, welche namentlich mit niedri
geren Belastungen 1) und kleineren Belastungsstufen zu arbeiten 
hatte, wurde zu erwarten sein: zunliChst Proportionalitat zwischen 
Belastungen und Durchbiegungen bis zu einem gewissen Grade 
del' Belastung hin, dann starkere Zunahme der Durchbiegungen 
nach Uberschreiten del' Materialbeanspruchung, welche auf del' 
Rohe del' Streckgrenze liegt, spateI' wieder langsameres Wachsen 
(Folge del' Wolbung). 

Ferner erhellt, daB del' aus Gleichung 26 berechnete Dehnungs
koef£zient ganz erheblich kleiner ist als del' wirkliche Dehnungs
koef£zient des Materials. Del' Unterschied betl'agt bei Zugrunde
legung selbst des groBten Wertes von a 

100 2672000-2147000 =245°/ 
2147000 ' 0' 

Es muB zunachst dahingestellt bleiben, 0 b das verwendete 
Stahlblech das Material genau in dem Zustande enthielt wie die 
Streifen 2). Abel' selbst wenn in diesel' Hinsicht ein Unterschied be
standen hatte, so wul'de letzterer eine Abweichung von 25% nicht 
zu erklaren vermogen. Sonach muBte geschlossen werden, daB die 
Voraussetzungen, auf Grund deren die Gleichung 26 erlangt wurde, 
nicht - selbst bei lose aufliegender Scheibe - in clem MaBe zu
treffen, als bei Durchfuhrung del' Rechnungen angenommen ist. 

Das Unbefriedigende dieses Zustandes gab Veranlassung zu den 
Versuchen, welche von Professor Dr. ing. Ensslin iill Laboratoriurn 
des Verfassers durchgefuhrt wurden un tel' Verwendung vervollkomm
neter Einrichtungen; insbesondere wurde die V orrichtung, welche im 
Jahre 1890 zu den Plattenversuchen mit Belastung durch cine Einzel
last getroffen war, namlich hydraulische Presse mit Kolben, del' 

1) Der Belastung P = 753 kg entsprieht nach Gleichung 30 mit 1'0 = 1,1 em 
eine Anstrengung 

28 753 '"b = 0,334 (1,3 In IT + 1) 0 84~ = 1856 kg/ qem. , , 
2) Wahrscheinlich wird eine solche Verschiedenheit von erhebliehem Ein

fluE sern ko.nnen; man denke z. B. an gehllmmertes und an ansgegliihtes Blech. 
Aueh war die Scheibe bereits vorher starken Beanspruchungen ausgesetzt gewesen. 
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mittelst Stulp abgedichtet wurde 1), durch eine Presse mit ein
geschliffenem Kolben, wie in Fig. 17 dargestellt, und durch Vor-

1'!9.6 

GJO 

Fig. 17. 

richtung zum Messen des Druckes mit Quecksilbersaule (System 
Amsler-Laffon) ersetzt. Hierdurch war eine von der Kolben-

J) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1890, S. 1104, Fig. 12 bezw. 
S. 1042, 1<'ig. 9 und 10 odeI' "Abhandlungen und Berichte", S. 126 bezw. 112. 
Die Knappheit cler Geldmittel gestattete damals weitergehende Ausgaben nicht. 
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reibung in der Hauptsache unbeeintrachtigte, also genauere Be
stirn mung del' die Platte belastenden Kraft moglich als fruher. 
Die Belastung der Platte wird durch einen Kupferring auf eine 
Kreisringflache vom mittleren Halbmesser ro iibertragen; somit del' 
Kl'aftangriff ein bestimmtel'er als bei den bis dahin vorgenommenen 
Versuchen. Zunachst wurde ro = 15 mm gewahlt. Die Messung 
der Durchbiegungen in del' Mitte erfolgte durch das schon 1890 
benutzte Instrument l ). Fiil' den Durchmessel' des Auflagerringes 
wurden 560 mm beibehalten. 

Uber die Ergebnisse hat Ens s 1 i n in Dinglers polyt. 
Journal 1903, Bd. 318, Heft 45, 46, 50 und 51 ausfuhrlich be
richtet 2). Er ermittelte den groBten Unterschied zu 7,45 % in dem
selben Sinne wie Verfasser, fand jedoch auch einen solchen in 
entgegengesetztem Sinne bis zur Hohe von 3,6 %. Hiernach 
wiirden die Entwicklungen, welche die Elastizitatslehre fur die am 
Umfange frei aufliegende Scheibe liefert, als ausreichend genau 
zu bezeichnen sein. 

b) Die Scheibe ist durch den Flussigkeitsdruck p gleich
maBig belastet und am Umfange nach MaBgabe del' 

Fig. 15 gestii tzt und a bgedichtet. 

Del' Dehnungskoeffizient a ergibt sich nach Gleichung 16 ganz 
allgemein weit kleiner, als ihn das Material tatsachlich besitzt, 
auBerdem im einzelnen zunehmend mit wachsender Flussigkeits
pressung. Beispielsweise fand sich fiir die eine Scheibe (h = 8,5 mm) 

fur die Belastungsstufe 
bei einer Gesamtdurchbiegung 

p = 0)5 bis 1 kg 
z' = 0,106 em 

1 
a = 6257000 

3 bis 3,5 kg 
0,450 em 

1 
4434000 

Durch Nachdrehen der Muttern, d. h. durch starkeres Zu
sammenpressen von Ober- und Unterteil des Versuchsapparates, 
sinkt del' Dehnungskoeffizient 

1) S. FllBbemerkung S.590. 
2) Vergl. allch dessen Arbeit "Studieu uber die Beallsprllchung und Form

auderung kreisf6rmiger Platten" in Dinglers polyt. Journal 1904, Bd. 319, Heft 30 
bis 43. 
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fur die Belastungsstufe 
bei einer Gesamtdurchbiegung 

auf 

p = 4 bis 4,5 kg 
z' = 0,585 em 

1 
a = -8147000 . 

An diesel' Abnahme ist allerdings - jedoch zum weit ge
ringeren Teile - der EinfluB der zunehmenden Wolbung be
teiligt. Die Hauptursache abel' bildet die Abdichtungskraft, d. h. 
die Kraft, mit welcher die Scheibe durch die Schrauben zum 
Zweck del' Abdichtung einerseits gegen die Dichtung und anderer
seits gegen das Widerlager gepreBt wird. (Vergl. das oben unter 
Ziff. 2 Bemerkte.) 

Eine stark ere Scheibe (h = 10,1 mm) liefert 

fur die Belastungsstufe 
bei einer Gesamtdurchbiegung 

p = 0,5 bis 1 kg 
z' = 0,090 em 

1 
a = 4444000' 

3 bis 3,5 kg 
0,365 em 

1 
3664000 ' 

also verhaltnismaBig groBere Werte des Dehnungskoef£zienten. 
Eine andere Scheibe (h = 8,4 mm) ergibt fur die Belastungs

stufe p = 0,1 bis 0,7 kg bei einer Gesamtdurchbiegung bis zu 
0,143 em, wenn die Schrau ben kraftig angezogen sind: 

1 
a = --c-~-----,~-

6540000 7 

wenn dieselben allmahlich mehr und mehr gelost werden: 

1 
a = -=--=-=-:~=-=-

5970000 ' 4920000 
und 

1 
3820000 

Losen del' Schrauben, d. i. Verminderung del' A bdichtungskraft, 
vermehrt demnach a, ergibt also Zunahme del' Durchbiegung, 
wahrend Nachziehen der Schrauben, d. i. VergroBerung del' A b
dichtungskraft, Verminderung del' Durchbiegung zur Folge hat. 

Ohne in die Einzelheiten del' Wirksamkeit del' Abdichtungs
kraft einzutreten, kann del' EinfluB derselben leicht dahin fest
gestellt werden, daB sich die Scheibe umsomehr von dem Zustande 
des Loseaufliegens entfernt und umsomehr einem anderen sich 
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nahert, welcher demjenigen des Eingespanntseins ahneW), je groBer 
- nnter sonst gleichen Verhaltnissen - die Abdichtungskraft ist. 
Da nun Losen del' Schrauben diese Kraft vermindert, Anziehen 
derselben sie vermehrt, so kommt ersteres auf Annaherung an 
den Zustand des Loseaufliegens, letzteres auf Annaherung an den
jenigen des Eingespanntseins hinaus. 

Hiernach wird bei derselben GroBe del' Abdichtungskraft eine 
stark ere Platte unter sonst gleichen Verhaltnissen dem Eingespannt
sein sich weniger nahe befinden als eine schwachere, d. h. die 
stark ere Scheibe mnB unter sonst gleichen U mstanden einen 
groBeren Dehnungskoeffizienten ergeben als die schwachere. Das 
ergab sich auch tatsachlich fiir die 10,1 mm starke Scheibe, ver
glichen mit del' znerst angefuhrten 8,5 mm dicken Scheibe. 

4. Niihel'1tngsweg :mr Ern~ittlnng der Anstrengnng. 

a) Die Scheibe, im Umfange vom Halbmesser r aufliegend, 
wird d urch den F liissig kei tsdruck p ii b er die F lac he m·2 

belastet, Fig. 15. 

Fig. 18. 

Entsprechend dem Umstande, daB bei Gleichartigkeit des 
Materials die Querschnitte der groBten Anstrengung durch die Mitte 
del' Scheibe gehen miissen, werde die letztere als ein nach einem 

1) Von einer vollstandigen Einspannung kann natiirlich bei der Sachlage 
Fig. 15 nicht die Rede sein. 

Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 38 
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Durchmesser eingespannter Stab von rechteckigem Querschnitt, 
dessen Breite d = 2'1' und dessen Hohe h ist, aufgefa13t, Fig. 18. 
Belastet erscheint diese ScheibenhH.lfte bei Vernachlassigung des 
Eigengewichts: 

a) durch die auf die Unterflitche 0,5 nr2 wirkende Flussigkeits
pressung p, welche mit Rucksicht darauf, da13 der Schwer-

punkt der HalbkreisflH.che um :: von der Mitte absteht, fur 

die Einspannstelle das Moment 

liefert, und 

° 5 2 4'1' 
, rtr p. 3rt 

fJ) durch den auf die U mfangslinie rtr sich verteilenden Wider
lagsdruck 0,5 rtr2 p, welcher als im Schwerpunkte der Halb
kreislinie rtr angreifend gedacht werden kann, dessen Ab-

2'1' 
stand -- von der Mitte betragt und deshalb das Moment 

rt 

ergibt. 

2'1' 
0,5 nr2 p .-

n 

Hieraus folgt das biegende Moment 

und somit nach Gleichung 13, § 20, S. 234, da hier 

e -~2' 73.~-~2 h2 e - 12 1. Ib • 2 - 6 'I' , 

1 1 
- '1'3 P < k - 2 'I' h2 
3 = b 6 

unter der Voraussetzung, da13 sich das Moment gleichma13ig uber 
den Querschnitt von der Breite d = 2 l' ubertragt, und unter Ver
nachlitssigung des Umstandes, da13 senkrecht zueinander stehende 
Normalspannungen vorhanden sind. Tatsitchlich treft'en diese Vor
aussetzungen nicht" zu; insbesondere werden die nach der Scheiben-
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mitte hin gelegenen ~lemente des gefahrdeten Querschnittes starker 
beansprucht sein. Dem kann dadurch Rechnung getragen werden, 
daB nicht die volle Querschnittsbreite, sondern nur ein Teil, etwa 

~r, in die Biegungsgleichung eingefuhrt wird, womit 

13k 1 2'1' h2 
3'1' p< bS--;- , 

so daB 

(rr 1 (at 
1 

kb > fJ h P = 4 fJ h P 

oder 31) 

h > '1' -V fJ r = 0,5 a -V fJ r j 
b b 

Hierin wird der GroBe fJ ganz allgemein der Charakter eines 
durch Versuche festzustellenden Berichtigungskoeffi
zien ten beizulegen sein. Derselbe tragt alsdann nicht bloB der 
ungleichmaBigen Verteilung des biegenden J\Iomentes uber den 
Querschnitt Rechnung (insofern muBte er groBer als 1 sein) , 
sondern auch sonstigen Verhaltnissen, namentlich dem U mstande, 
daB seukrecht zueinander wirkende Normalspannungen tatig sind 
(insofern muBte er kleiner als 1 sein). Er wird sich ferner in 
erheblichem J\Ii1Be abhangig erweisen mussen namentlich von der 
Befestigungsweise der Scheibe, sowie von der GroBe der Kraft, 
mjt welcher deren Anpressung erfolgt, von der Art der Abdichtung} 
von der Beschaffenheit der Oberflache der Scheibe da, wo diese. 
das Dichtungsmaterial beruhrt, und da, wo sie sich mit ihrer 
anderen Seite gegen die Auflageflache stiitzt u. s. w. Je groBer 
die Ahdichtungskraft ist, um so kleiner - bis zu einer gewissen 
Grenze hin - wird I./J ausfallen miissen. 

Je nachdem sich die Auflagerung am Umfange mehr dem 
Zustande des Eingespanntseins oder demjenigen des Freiaufliegens 
nahert, schwankt I./J nach dem, was aus den his heute fur GuB
eisen erlangten Versuchsergebnissen, des Verfassers geschlossen 
werden darf, zwischen 0,8 und 1,2. 

38* 
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Flir die Durchbiegung del' Scheibe III del' Mitte liefem die 
Gleichungen 15 (16) und 20 (21) 

worin del' Koeffizient l/J nach des Verfassers Versuchen zwischen 

-~ = 0,167 und ~ = 0,6 sehwankt, je naeh del' Befestigungs

weise del' Scheibe am Rande (vergl. das soeben in 'diesel' Beziehung 
libel' f.IJ Bemerkte). 

Handelt es sich um die Ermittlung del' Anstrengung von 
Scheiben, welche in del' aus Fig. 14 ersichtlichen Weise befestigt 
sind, sowie urn diejenige von Platten, welche Querschnitte be
sitzen, wie solche in den Fig. 1 bis 5 dargestellt sind, so ist in 
ganz entsprechender Weise vorzugehen 1). Dabei kann alsdann 
auch auf die Biegungsanstrengung Rlicksicht genommen werden, 
welche bei Vorhandensein des Hebelarmes x, Fig. 14, durch das 
Anziehen del' Flanschenschrauben fiber diejenige hinaus eintritt, 
welche von del' Flfissigkeitspressung herrlihrt (vergl. S. 585 u. f.). 

b) Die Scheibe, im Umfange vom Halbmesser r lose auf
liegend, in del' Mitte durch eine Kraft P belastet, welche 
sich g'leichformig fiber die Kreisflache nr02 vel'teilt, 

Fig. 16. 

Nach dem unter a) gegebenen VOl'gange findet sich flir die 
nach einem Durchmesser eingespannte Scheibe das Moment, her
riihrend von dem fiber die halbe Umfangslinie nr sich gleich
maBig verteilenden Widerlagsdruck 0,5 P 

0,5 P. 2 r 
n 

Demselben wirkt entgegen das Moment, welches die fiber den 
Halbkreis 0,5 m'02 gleichmaBig verteilte Kraft 0,5 P liefert, d. i. 

1) Derartige Beispiele finden sich behandelt in des Verfassers Maschinen
elementen 1891/92, S. 512 u. f. (vergl. aueh S. 521 u. f. daselbst), 1903 (9. Auflage), 
S. 741 u. f. (vergl. auch S. 762 u. f. daselbst). 
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0,5 P ~~. 

Somit das resultierende biegende Moment 

~ 2 l' ~ 41'0 l' ( 2 1'0) lJf =OoP--OoP-=P- 1-.--, 
b , n '3n n 3 l' 

folglich 

woraus 

3 ( 2 1'0) P Ie >f1'- 1----
b = n 3 l' h2 

oder 33) 

Fur P = r£1'02p und 1'0 = l' geht diese Beziehung tiber in 

d. i. Gleichung 31, wie verlangt werden muB. 
Fur sehr kleine Werte von '1'0, d. h. streng genommen fur 

1'0 = 0, ist 

,/ 3 P 
h> V f1'---

- n kb ' 

also unabhangig von l' oder d. 
Die Durchbiegung bestimmt sich nach Gleichung (25) (26) aus 

34) 

Hierin ist fur kleine vVerte von 1'0, etwa bis 0,11' hin, nach 
des Verfassers Versuchen 
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fI' = 1,5 und l/J = 0,4 bis 0,5. 

Fiir groBere Werte von ro nehmen beide Koef£zienten ab, 
und zwar vermindert sich l/J erheblich starker als fI'. 

§ 61. Ebene elliptische Platte, Fig. 1, a> b. 

Bevor in gleicher Weise vorgegangen werden kann wie in 
§ 60, Ziff. 4, ist hier del' zu erwartende Verlauf del' Bl'uchlinie 

J.: -------r 
: ~ : I ________ .J I L _______ I 

I :'-=--":=--:~"T i--:"-"::'--~:-": ,1~ 
I i ~ r I J 
I J II I I 
J ' ______ L~_ 

I I 
14-------4-----~ 

Fig. 1. 

festzustellen, d. h. zu untersuchen, ob del' Querschnitt del' groBten 
Anstrengung III die Richtung del' groBen odeI' del' kleinen 
Achse fallt. 

Zu dies em Zwecke denken WIr uns in Richtung del' groBen 
Achse a und sodann auch in Richtung del' kleinen Achse b je 
einen (im Vergleich zu a und b) sehr schmalell Streifen von del' 
Breite 1, del' Lange a bezw. b herausgeschnitten und zu einem 
l'echtwinkligen Streifenkl'euz vereinigt, wie in Fig. 1 gestrichelt 
angegeben ist. In del' Mitte des Kl'euzes wirke eine Last P. 
Dieselbe wird sich aIsdann auf die vier Widerlager an den Enden 
del' Streifen derart verteilen, daB diese in del' Mitte sich um 
gleichviel durchbiegen. Bezeichnet 

Wa die Widerlagskraft je an den beiden Enden des Streifens 
von del' Lange a, 

~ die Widerlagskraft je an den beiden Enden des Streifens 
von del' Lange b, 

so entfallt von del' Belastung P auf die Mitte des Streifens von 
del' Lange a die Kraft 2 Wa und auf diejenige des Streifens von 
del' Lange b die Kraft 2 Wh• 
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Die Durchbiegung del' Mitte eines an den Enden im Ab
stande l frei aufliegenden und in del' lVIitte durch eine Kraft S 
belasteten Stabes, dessen in Betl'acht kommendes Tragheitsmoment 
€I ist, betragt nach Gleichung 14, § 18 

demnach die Durchbiegung y'a des Streifens von del' Lange a 

und diejenige des Stl'eifens von del' Lange b 

Wegen 

wird 

d. h. 

1) 

Die gl'oBte Matel'ialanstl'engung Ua in del' Mitte des a langen 
Stl'eifens ergibt sich bei Vernachlassigung des Zusammenhanges 
mit clem anderen Streifen unter Beachtung del' Gleichung 7, § 18 aus 

zu 

und III gleicher Weise diejenige des b langen Streifens zu 
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Folglich mit Rucksicht auf Gleichung 1 

oder 

Da a > b, so ist 

beispielsweise 

fitr a=2b 

a= 3b 

r1b = r1a (2bb r = 4 r1a' 

r1b = r1a (3bb r = 9 r1a· 

2) 

Wir erkennen - fur das Streifenkreuz -, daB die 
am meisten gespannten Fasel'n in Richtung der kleinen 
Achse eine im quadratischen Verhaltnisse der Achslangen 
starkere Normalspannung el'fahl'en als diejenigen in 
Richtung del' groBen Achse, und schlieBen hieraus, daB 
die Bl'uchlinie in del' Richtung der gl'oBen Achse vel'
laufen muB. 

Dementspl'echend ist die elliptische Platte so einzuspannen, 
daB die groBe Achse a die Bl'eite des Befestigungsquerschnittes 
bildet 1). 

1) Wie oben bemerkt, erfolgt das Herausschneiden zweier Streifen zu dem 
Zwecke der Gewinnung eines Urteils dariiber, ob in der Mitte der Platte die 
griiBte Anstl'engung in der Richtung del' groBen oder del' kJeinen Achse del' 
Ellipse auftritt. Diese Methode, welche natiirlich keinen Anspl'nch darauf erheben 
kann, genan und einwandfrei zu sein, setzt in erster Linie voraus, daB die Form
andel'nng, welche den herallsgeschnittenen Stl'eifen unterstellt wird, mit ans-
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a) Die elliptische Platte, welche im Umfange, bestimmt 
durch die groBe Achse a und die kleine Achse b, aufliegt, 

wird durch den Fltissigkeitsdruck p tiber die Flache ~ ab 

belastet. 

Auf dem in § 60, Ziff.4 beschrittenen Wege (vergl. Fig. 18 
daselbst) wird das biegende Moment Mb erhalten als Unterschied 
zwischen dem Moment M u , welches die von der stiitzenden Halb
ellipse (Widerlager) auf die Platte ausgetibten Krafte, die Um
fangskrafte, liefern, und demjenigen Moment, welches der Flussig
keitsdruck ergibt, d. i. 

1 b 2 b _ 1 b2 
Srra P3rr -12 a p. 

Die Bestimmung von M.. ist hier jedoch weniger einfach als 
dort. Bei del' kreisformigen Scheibe durfte ohne weiteres gleich
maBige Verteilung des Widerlagsdruckes libel' den Kreisumfang 
angenommen, d. h. vorausgesetzt werden, daB jede Langeneinheit 
des Umfanges rr d von dem Widerlager die gleiche Pressung er
fah1't. Bei del' elliptischen Platte ist diese Annahme nicht zulassig; 
denn nach Gleichung 1 nimmt del' Widerlagsdruck von den End
punkten del' groBen Achse, woselbst er durch Wa gem essen wi1'd, 
nach den Endpunkten del' kleinen Achse hin zu, und zwar im um
gekehrten kubischen Verhaltnis del' Achslangen 1), wenn das fur 

reichender Annaherung del'jenigen entspricht, welche die Streifen in del' Platte 
erfahren, mindestens hinsichtlich der Form an sich. Vergl. hieriiber auch 3. Auf
lage dieses Buches S. 541 u. f. 

Das ganze Verfahren halt Verfasser, wie er schon vor 15 Jahren aus
gesprochen hat, nul' fUr zulassig, weil del' Versilch nebenhergeht, und der Be
richtigungskoeffizient 11 auf Grund von Versuchsergebnissen bestimmt wird, und 
weil man auf andel'em ViT ege in geniigencl einfacher \Veise nicht zum Ziele ge
langt - wenigstens ist dies clem Verfassel' bisher nicht gelungen - uncl anderer
seits das vorliegende praktische Becliirfnis dringend Befriedigung 
verlangt. Er wiircle es nul' begriiBen kiinnen, wenn von anderer Seite Voll
kommeneres ausfindig gemacht wird. 

1) Diese Veranderlichkeit, welche beispielsweise bei dem Achsenverhaltnis 
a: " = 3 : 2 nach Gleichung 1 durch die Zahlen 
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das Streifenkreuz gefundene auf die elliptische Platte iibertragen 
wird. Mit welcher Annaherung dies zulassig ist, muB zunachst 
dahingestellt bleiben 1). Da, wo del' Kriimmungshalbmesser del' 
Ellipse am kleinsten ist, besitzt auch del' Widerlagsdruck seinen 
geringsten Wert; da, wo jener seinen GraBtwert erreicht, weist 
auch diesel' denselben auf. 

Del' Krummungshalbmesser del' Ellipse ist bekanntlich im 
Scheitel der groBen Achse 

1m Scheitel del' kleinen Achse 

demnach 

d. i. aber dasselbe Verhaltnis, in welchem nach Gleichung 1 die 
GraBen Wb und Wa zueinander stehen. Es darf daher ausge
sprochen werden, daB sich Wb und Wa wie die zugeharigen 
Kriimmungshalbmesser verhalten. Je mehr a von b ab
weicht, um so ungleichfarmiger verteilt sich del' Fliissigkeitsdruck 
iiber das Widerlager. 

Zur Feststellung des Momentes M", welches dieser verander
liche Widerlagsdruck in bezug auf den Befestigungsquerschnitt del' 

gem essen wird derart, daB die Pressung, mit welcher die elliptische Platte illl 
Scheitel del' kleinen Achse gegen das Widerlager driickt, 27: 8 mal = 3,375 mal 
groBer ist als diejenige im Scheitel del' groBen Achse, bedingt eine ungleich
maBige Belastung gleich weit voneinander abstehender Schrauben, 
durch welche etwa die Platte als VerschluBdeckel befestigt ist. An del' Er
kenntnis, daB eine solche U ngleichmaBigkeit stattfindet, andert sich nichts, 
wenn auch die fUr das Streifenkreuz ermittelte GesetzmaLligkeit der Verteilung 
des Widerlagsdrucks nm mit einer mehr odeI' mindel' beschrankten Annaherung 
auf die elliptische Platte iibertragen werden kann. Del' Grad del' Annaherung 
odeI' Abweichung beeinflul3t nur das MaB der UngleichmaLligkeit. 

1) Del'S. 606 in die Rechnung eintretende, aus unmittelbaren Biegungs
versuchen mit elliptischen Platten zu ermittelnde Berichtigungskoeffizient f- hat 
del' Abweichung Rechnung zu tl-agen. 
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elliptischen Platte liefert, werde die Ellipse auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem bezogen, dessen Ursprung im Mittelpunkt der 
Ellipse liegt, dessen x-Achse in die groBe Achse und dessen 
y-Achse in die kleine Achse faUt. Fur einen beliebigen, durch x 
und y bestimmten Punkt del' Ellipse sei das zugehorige Kurven
element mit d8 bezeichnet. Del' auf dasselbe wirkende Widerlags
druck betrage W d8. Dann ist 

lJ![u = J y W d8, 

wobei die Integration sich auf die halbe Ellipse zu erstrecken hat. 
Aus del' Gleichung del' Ellipse 

folgt, sofel'll noch 

gesetzt wird, 

dy 
dx = 

b x 

Nach Einfuhrung von 

b 
= --tgrp, 

a 
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ergibt sich 

ds = ~ J!I - n~ sin2 p . dp, 

und 

Y ds = a4b Vi - n2 sin2 p. cos p dft. 

Hinsichtlich del' Veranderlichkeit des Widerlagsdruckes W 
fanden wir oben fur die zwei Grenzwerte TVa (in den Scheiteln 
del' groBen Achse) und Wb (in den Scheiteln del' kleinen Achse), 
daB sie sich verhalten wie die zugehorigen Krummungshalbmesser. 
Mit Ritcksicht hierauf werde angenommen, daB W in dem be
liebigen Punkte x, y proportional dem Krummungshalbmesser e an 
diesel' Stelle Sel, d. h. 

Da 

, 3 

so nndet sich mit 

dy b 
-- --tg({' 
dx - a ' 

26 1 

die absolute GroBe des Krummungshalbmessers zu 

3 i---~3 2 2 b2 2 

= ~ 1/ 1 - ~ sin2 p = ~ 1 - n2 sin2 Cf 2 b a2 2 b . 
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Fiir 

a; = 0, d. i. rp = 0, wird 

a n 
a; = 2' d. i. ff = ~2' -

b2 

l! = l!a = 2 a' 

WIe oben bereits bemerkt. 
Hiermit 

W = W _l!_ = W VI - n2 sin2 fJ! 3 
b a2 b 

2b 

und infolgedessen fur die halbe Ellipse 

7r 

AI" = Sy W d8 = 2 a4b WS2(1 - n2 sin2 fJ!)2 cos fJ! dfJ! 
u 

Del' Wert Wb bestimmt sich aus del' Erwagung, daB die 
Kraft, welche die unter del' Pressung p stehende Fliissigkeit auf 
die Halfte del' elliptischen Platte ausiibt, d. i. 

nab 
-S-p, 

gleich sein muB del' Summe del' Widerlagskrafte fiir die halbe 
Ellipse, sofel'll von dem Einflusse des Eigengewichts abgesehen 
wird, und andere, den Widerlagsdruck beeinflussende Krafte nicht 
vorhanden sind, d. h. 
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zu 

b 1 
Wb =-4 P 3 

1 2 4 --n +Sn 

Die Einfiihrung dieses Wertes in die Gleichung fiir M" liefert 

1 ,> 3, -n-+-n' 
8 

8+4(-~r+3 H-r 
3+2(!f+3(!f 

Hiermit ergibt sich nun die Biegungsgleichung in bezug auf 
den a breiten und h hohen Querschnitt der elliptischen Platte bei 
Einftihrung des Berichtigungskoeffizienten fb (vergl. § 60; Ziff.4) 

woraus 

oder 

8+4(~-r+3 (~r 
3+2(!f+3 (!r 

k>~ 
b= 2 fb p (! r 

3) 
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F-i.tr a = b = d gehen diese Ausdrii.cke uber in 

1 ,/
bezw. h>TdV p; r ' 

b 

607 

d. s., wie notwendig, die Gleichungen 31, § 60 fur die kreis
formige Scheibe. 

Mit Annaherung werde gesetzt 

34+ 12 - -06-( b)2 (b)4 
, , a ' a 

3+2(!r+ 3 (!f 

infolgedessen 

1 ( b )2 
l+(~r h P 

oder 4) 

Fiir den bei Mannlochverschliissen iiblichen Wert a = rv 1,5 b 
-liefem die Gleichungen 3 

( b)2 (b)2 h P = 0,425(1, h P 

bezw. 

h > 0,65 b V p; fb ' 
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die Gleichungen 4 

bezw. 

1 
k >-11. 
b= 2 ,-

Plattenformige Korper .. 

h > 0,59 b V f1' f . 
b 

Demnach ergibt sich im vorliegenden Falle die Wandstarke 
un,ter Benutzung der Gleichung 4 um 

100 0,65 - 0,59 = 9 % 
0,65 

geringer, als Gleichung 3 liefert. 
Der Berichtigungskoeffizient f1' liegt nach Versuchen des Ver-

fassers etwa zwischen ; = 0,67 und : = 1,12, je nachdem sich 

die Auflagerung am Umfange mehr dem Zustande des Einge
spanntseins oder demjenigen des Freiaufliegens nahert. 

b) Die elliptische Platte wie unter a), jedoch lose auf
liegend und nur in der Mitte mit der Kraft P belastet. 

Unter a) fand sich fiir das Moment der am stiitzenden Um
fange der Platte tatigen Widerlagskrafte 

worin bedeutet 

und worin Wb , die auf die Langeneinheit der elliptischen Stiitz
linie bezogene Widerlagskraft im Scheitel der kleinen Achse, hier 
bestimmt ist durch die Gleichung 



P 
2 

somit betragt 

§ 61. Ebene elliptische Platte. 609 

,,. ~ 7r 

\ W ds = 2 ~ Wb \ 2 (1 - n2 sin2 cp)2 drp 
,_ u 

o 

Die EinBetzung dieses Wertes in die Gleichung fiir M u , die 
unter del' Voraussetzung, daB die belastende Kraft sich nur auf 
eine sehr kleine Flache in der Mitte der Platte verteilt 1), auch 
gleichzeitig mit. Annaherung das biegende Moment liefert, fiihrt 
alsdann zu 

woraus 

odeI' 

2 1 
1 --n2 +-n4 

_~p 3 5 
2n 3 

l-n2 +-n4 

8 

(b)2 (b)4 8 8+4 -;; +3 -;; 

kb 2:f);p' (6)2 (6)4 3+2 - +3 -
a a 

I (6)2 . (6)4 1/ 8 8+4 -;; +3 -;; 

h:?:. ~p' (6)2 Ib)4 
3+2 - +31-

a \ a 

5) 

1) Erscheint diese Y oraussetzung nicht geniigend erfallt, so ist die GroBe 
der Flache, iiber welche sich P verteilt, ins Auge zu fassen und so vorzugehen, 
wie oben in § 60, Ziff. 4, b geschehen. 

Bach, Elastizitat. 5. Auf!. 39 
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Hierin ist nach den Ergebnissen del' Versuche des Verfassel's 

3 5 
u = - - 1.5 bis 1,67 , 2 ' 3 

zu setzen. 
:Mit b == a ergibt sich aus Gleichung 5 

3 P 
kb>-fJ'-h" , = IT ~ 

ubereinstimmend mit Gleichung 33, § 60, wenn 7'0 = ° gesetzt wil'd. 

§ 62. Ebene quadratische Platte, Seitenlange a. 

Wie in § 61, so muLl auch hier zunachst die zu erwartende 
Linie del' groLlten Anstrengung (Bruchlinie) festgestellt werden. 
Diesem Zwecke dient die folgende Betrachtung. 

Urn den Mittelpunkt M del' noch unbelasteten Platte wel'de auf 
derjenigen Plattenilache, deren Fasel'll gezogen werden, ein kleines 
Quadrat, Fig. 1, gezeichnet, dessen Seiten BAB parallel den 

Fig. 1. 

Seiten del' Platte laufen. Un tel' Einwirkung del' Belastung nehmen 
die Strecken M A die Lange MAL (ubertrieben und ohne genaueres 
Eingehen auf den Verlauf del' Formandel'ung gezeichnet) an, ver
groBel'll sich also urn AA!. Die Streck en A B dehnen sich als 
auBerhalb del' Mitte gelegen, woselbst die Dehnung am groBten 
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ist, etwas weniger, etwa so, daB die Punkte B nach BI riicken. 
Dabei geht dann das urspriingliche Quadrat in die Figur 
AIBIAIBIAIBIAIB. mit gekriimmten Seiten BIAIBI iiber. 

Es betl'agt nun die verhaltnismaBige Dehnung in Richtung 
von MA 

AA. 
~~-. 

MA 

Ihr gleich erweist sich in dem kleinen (l'echts unten gelegenen) 
Vierseit MAAIBIAIA, in welches das Quadrat MABA iiber
gegangen ist, nul' die Dehnung in del' Richtung AlAI' Dieselbe 
wird gem essen durch 

2 (~J/0,5) 
MA J/2 MA 

Die Dehnungen nnch allen iibrigen Richtungen sind kleiner, 
WIe eine einfache Betrachtung samtlicher, im urspriinglichen 
Quadrate M A B A beim Ubergange in das Vierseit MAl BI Al ein-

Fig. 2. 

getretenen Langenanderungen ohne weiteres erkennen laBt. Dem
nach tritt die groBte Anstrengung auBerhalb des Punktes M 
nul' in del' Richtung AA odeI' AlAI ein, d. h. del' Verlauf 

39* 
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der Bruchlinie wird von der Mitte aus nach der Richtung 
der Diagonale zu erwarten sein. 

Noch deutlicher tritt das hervor, wenn auf der bezeichneten 
Seite del' Platte ein Quadratnetz gezeichnet wird, wie in Fig. 2 
gestrichelt angedeutet ist. Durch die Belastung werden diese ur
sprunglich geraden Netzlinien in Kurven ubergehen, ungefahr wie 
in Fig. 2 ubertrieben gezeichnet. DaB die Dehnungen senkrecht 
zur Diagonale am groBten sind, somit die Bruchlinie nach diesel' 
verlaufen wird, durfte die Abbildung deutlich zeigen. 

a) Die quadratische Platte, am Umfange 4a aufliegend, 

wird durch den Flussigkeitsdruck p uber die Flache a2 

belastet. 

Mit Rucksicht auf das Erorterte werde die quadratische Platte 
nach Maflgabe del' Fig. 3 eingespannt. 

Fig. 3. 

Das biegende Moment Mb ergibt sich alsdann aus del' Er
wagung, 

daB auf jede der vier Quadratseiten eine resultierende Widerlags-

kraft ~ a2 p wirkt, deren Angriffspunkt in del' Seitenmitte, also im 

Abstande ~ a y ~ yom Einspannungsquerschnitt anzunehmen ist, 

daB es sich fur den letzteren um zwei solche Quadratseiten 
bandelt, demnacb um ein Moment der Widerlagskrafte von del' 

G , .. 0 2 1 2 1 liT 
101)e • 4 a p . 2 a y 2 ' 
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daB del' Fliissigkeitsdruck auf die von der Diagonale begrenzte 

Quadrathalfte -~- a2 p betragt und im Schwerpunkte, d. i. im Ab-

stande -~ a 1 ~-- VOll Einspannungsquerschnitt angreift. 

Hiermit folgt 

_, ~2 _L ~ ~2 ~ _1 ___ 1_3 _~ 1- - -
lrfb - 2. 4 a p. :2 a 2 - 2 a p. 3 1 2 - 12 a p . V 2 

nnd demnach die Biegungsgleichung fiir den a V2 breiten und k 
hohen Querschnitt 

1 3 VT 1 a V2 2 1 yTk L2 --a p -<Ie ---k = -- -- ban, 
12 2 = b 6 ft 3ft 2 

woraus 

1 ( a )2 k>--p,- P 
b= 4 h 

oder 1) 

Hierin ist nach Versuchen des Verfassers 

ft = ! = 0,75 bis : = 1,12 

zu setzen, je nachdem sich die Auflagerung am Umfange mehr 
dem Zustande des Eingespanntseins oder demjenigen des Freiauf
liegens nahert. 
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b) Die quadratische Platte, Wle unter a), jedoch lose auf

liegend und nul' in del' Mitte durch eine Kraft P belastet. 

Auf dem Wege wie unter a) findet sich 

woraus 

odeI' 2) 

Fur den Berichtigungskoeffizienten ist zu setzen (Versuche des 
V erfassers ) : 

ft = ~ = 1,75 bis 2. 

§ 63. Ebene rechteckige Platten, Fig. 1, a> b. 

a) Die rechteckige Platte, welche im Umfange 2(a+b), 

bestimmt durch die lange Seite a und die kurze Seite b, 

aufliegt, ist durch den Fliissigkeitsdruck p iiber die 

Flache a b belastet. 

Die in § 61 fiir die elliptische Platte angestellte Betrachtung, 
welche zu del' Erkenntnis fuhrte, daB die groBte Anstrengung 
fur den Mittelpunkt derselben in Richtung del' klein en Achse statt
findet, kann ohne weiteres auch auf die rechteckige Platte uber
tragen werden. Sie ergibt, daB fiir den Mittelpunkt del' letz
teren die groBte Inanspruchnahme in Richtung del' kleinen Seite 
statthat, und daB infolgedessen in der Mitte die Bruchlinie in 
Richtung der langen Seite verlaufen wird. Nach auBen hin wird 
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sie jedoeh, wie aus dem in § 62 Erorterten zn sehlieBen ist (vergl. 
aueh Fig. 2, § 62), die Neigung haben miissen, in die Diagonale 
einzubiegen, etwa naeh Fig. 1. Die 'Vahl unter den Diagonalen 
diirfte hierbei von Ungleichheiten im Material odeI' in del' Stiitzung 
del' Platte wesentlich beeinfiuBt werden. 

Unter dies en Umstanden begegnet die zutreft'ende Annahme 
des Bruchquersehnitts erheblieher Unsicherheit. In Erwagung des 
fiir die Entwicklungen dieses Paragraphen allgemein gemachten 
und dureh Einftihrung des Beriehtigungskoeffizienten l-" aueh 
rechneriseh zum Ausdruek gebraehten Vorbehaltes, die erhaltenen 
Gleichungen dureh Versuehe hinsichtlieh ihrer Zuverlassigkeit zu 
priifen, sowie in Anbetraebt del' Notwendigkeit, die praktiseb 
wiehtige Aufgabe mit einfaehen Mitteln del' Losung zuzufiihren, 
entsehlieBen wir uns ftir die Einspannung naeh del' Diagonale 

Fig. 1. 

B AI B mit del' J\IaBgabe, nul' das ftir dies en Quersehnitt sieh er
gebende biegende Moment in Reehnung zu stellen. 

Del' gesamte Fliissigkeitsdruek a b p verteilt sieh allerdings 
nieht gleiebformig iiber die Seiten a bezw. bi vielmehr wird del' 
Auflagerdruek in del' Mitte del' Seiten am groBten sein und 
nach den Eekpunkten des Reebtecks hin abnehmen. J edenfalls 
abel' darf davon ausgegangen werden, daB fiir jede Seite del' 
resuitierende Widerlagsdruek dureh die Mitte derselben gebt, 
also urn 

von dem Einspannungsqnerschnitt absteht. So ergibt sieh das 
biegende Moment 
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und hiermit die Biegungsgleichung fitr den Va2 + b2 breiten und 
h hohen Querschnitt 

1 1 ( ~ )2p 
kb >2 f1' ( b)2 n 

1+ -
a 

\ /' 
\ <.l ./ ,.; 

/' 
\ \ /' ./ 

\ 5-/ c., ./ ./ 
\/' ~ 

/' ./ 

./ 

Fig. 2. 

Wird naeh MaBgabe von Fig. 2 die Lange c des Lotes auf die 
Diagonale, deren Lange d ist, eingefuhrt, so findet sieh dureh un
mittelbare Ableitung odeI' aueh dureh Umreehnung von Gleichung 1 

1 a) 

woraus ersichtlieh ist, daB die Hohe c allein die maBgebende GroBe 
fur die Platten starke ist. 

Mit b = a ergibt sich 

oder 

wie III § 62 fur die quadratische Platte gefunden worden ist. 



§ 64. Versuchsergebnisse. 617 

b) Die reehteekige Platte, Wle unter a), jedoeh am Um
fange lose aufliegend und nul' in der l\1itte dureh eIne 

Kraft P belastet. 

Auf dem unter a) besehrittenen Weg findet sieh 

P b a 1 Va2 +b2 

2 2 Va2 + 62 < kb -6--{1>-- 71,2, 

woraus 

oder 1 2) 

V3 1 P 
71,> 2{1>a bk' _+_ b 

b a 

Hieraus foJgen die Gleiehungen 2, § 62, wenn b = a gesetzt wird. 
Mit den in Fig. 2 eingetragenen Bezeiehnungen ergibt sieh 

2a) 

§ 64. Versuchsergebnisse. 

Die in der Einleitung zu diesem Absehnitt erorterte Saehlage 
verlangte dringend die Anstellung von Versuehen uber die Wider
standsfahigkeit plattenformiger Karpel'. Infolgedessen untel'zog 
sieh Verfassel' diesel' Aufgabe und fuhrte 1889/90 naeh Kon
struktion del' erforderliehen Versuehseinriehtungen - solehe 1agen 
bisher nieht VOl' - eine groBe Anzah1 von Versuehen mit Platten 
von FluBstahlbleeh und GuBeisen dureh. TIber dieselben ist in 
dessen Schrift: "Versuehe uber die Widerstandsfahigkeit ebener 
Platten", Berlin 1890, beriehtet 1). 

1) Erganzungen hierzu finden sich in des Verfassers Arbeiten: "Versuche 
libel' die "\Viderstandsfahigkeit del' Wasserkammerplatten von \Vasserrohren
kesseln" (Yersuche libel' die Widerstandsfahigkeit von Kesselwandungen, Heft 1, 
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Insoweit es sich bei denselben urn Seheiben von FluBstahl
bleeh handelt, ist das Wiehtigste aus den Ergebnissen in § 60, 
Ziff. 3 hervorgehoben, so daB hier auszugsweise nul' noeh del' Er
gebnisse zu gedenken sein wird, welche niit guBeisernen Platten 
erzielt worden sind. Hinsiehtlieh del' Einzelheiten darf auf die 
erwahnte Sehrift sowie auf die in del' FuBbemerkung bezeichneten 
Arbeiten verwiescn werden. 

1. Vel'lau! del' Br1whlinie. Sonstiges Verhalten. 

In bezug auf den zu erwartenden Verlauf del' Bruchlinie 
wurden in den vorhergehenden Paragraphen (§ 60, Ziff.4, § 61, 
§ 62 und § 63) gewisse Betraehtungen angestellt, welehe dazu 
fuhrten, anzunehmen, daB diese Linie verlaufen werde 

Berlin 1893, odeI' aueh Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1893, 
S. 489 u. f., S. 526 u. f.), "Berechnung von Sehieberkastendeekeln" u. s. w. 
(Protokoll der 21. Delegierten- und Ingenieur-Versammlung des internationalen 
Verbandes del' Dampfkessel-Uberwaehungsvereine zu Niirnberg 1892, S. 84 u. f., 
odeI' aueh Zeitschrift clieses Verbandes 1893, Berlin und Breslau, S. 1 u. f.; 
dieser Vortrag liefert gleichzeitig einen Beitrag zur Beurteilung cles Grades 
del' Verantwortlichkeit, die den einzelnen Ingenieur, dessen Konstruktionen in
folge ungeniigender Wiclerstandsfahigkeit ebener Wanclungen zu einem Unfalle 
geflihrt haben, tatsachlich trifft), "Maschinenelemente" 1891/92 (S. 512 u. f., 
S.521 u. f., 1903 (9. Aua.), S.741 u. f., S. 762 u. f.), "Die Berechnang flacher 
durch Anker- odeI' Stehbolzen unterstiitzter Kcsselwandungen und die Ergebnisse 
del' neuesten hierauf beziiglichen Versuche" (Versuche iiber die Widerstandsfahig
keit von Kesselwandungen, Heft 2, Berlin 1894, odeI' auch Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1894, S.341 u. f., S.373 u. f.), "Untersuchungen libel' die 
Formanderangen und die Anstrengung flacher Boden" (Versuche iiber die Wider
standsfahigkeit von Kesselwandungen, Heft 3, Berlin 1897, odeI' allch Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 1157 u. f., S. 1191 u. f., S. 1218 u. f.), 
"Untersuchungen iiber die Formanderungen nnd die Anstrengung gewolbter 
Boden" (Versuche iiber die Widerstandsfahigkeit von Kesselwandungen, Heft 5, 
odeI' allch Zeitschrift des V ereines deut~eher Ingeniellre 1899, S. 1585 u. f.). Der 
groLlte Teil cler angefiihrten Arbeiten findet sich aueh in des Verfassers "Ab
handlungen und Berichte" 1897. 

Hiermit verwandte Aufgaben behandelt Verfasser in den Arbeiten: "Ver
suche iiber Flanschenverbinc1uugen" (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
1899, S. 321 u. f., S. 346 u. f., oder Versllche iiber die Widerstandsfahigkeit von 
Kesselwandungen, Heft 4) and "Unfalle an DampfgefaJ3en und die Beanspruchung 
der Zylinderwandungen solcher GefaBe aafBicgung durch die Flanschenverbindung" 
(Zeitschrift des Bayerischen Dampfkessel-Revisionsvereines 1901, S.1 u. f.). 
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1. bei del' kreisformigen Scheibe ungefahl' nach einem Durchmesser, 
2. - elliptischen Platte nngefahr in Richtung del' groBen Achse, 
3. - quadratischen - - Diagonale. 
4. - l'echteckigen - nach MaBgabe del' Fig. 1, § 63. 

TIber den tatsachlichen Vel'lauf del' Bruchlinie geben die 
Fig. 1 bis 9 im Text und Fig. 10 auf Taf. XIX Auskunft. 
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Fig. 1 zeigt die Bruchlinie einer guBeisernen Scheibe von 
12 mm Starke (immer auf del' Seite del' gezogenen Fasern). Andere 
Scheiben von derselben Starke weisen ahnliche Bruchlinien auf. 
Die Scheibe ruht wahrend des Versuchs auf einem Dichtungsring 
von weichem Kupfer (etwa 8 mm stark) und stutzt sich oben gegen 
eine 2,5 mm breite Ringflache von dem gleichen mittleren Durch
messer wie del' Kupfel'ring, namlich 560 mm. Die Pressung 
zwischen del' Scheibe und dem Kupferl'ing muB natiirlich so groB 
sein, daB die Abdichtung gesichert ist. 

Fig. 2 gibt die Bruchlinie einer guBeisernen Scheibe von 
24 mm Starke wieder: sie verlauft ungefahl' nach drei Halbmessern. 
Weitere Scheiben von diesel' Starke brachen in ahnlicher Weise. 

Die del' Prufung unterworfenen Stahlscheiben bogen sich durch, 
ohne zu brechen. 

Zu Ziff. 2. 
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Fig_ 3_ Fig. 4. 

Wie die Fig. 3 und 4 (guBeiserne Platten) erkennen lassen, 
entspricht del' Verlauf del' Bruchlinien mit befriedigender An
naherung der gemachten Annahme, gleichgultig, ob die Platte mehr 
odeI' weniger stark ist. 

Fig. 5 (GuBeisen) zeigt fiir die quadl'atische Platte das Zu
treffen der gemachten Voraussetzung. 

Die Fig. 6 bis 9 (GuBeisen a: b = 2 : 3 und 1 : 3) entsprechen 
dem Ergebnis der stattgehabten Erwagung mehr odeI' mindel'. 

Um ein getreues Bild del' Fol'manderungen rechteckiger 
Platten zu erhalten, wurde eine solche aus Hartblei (a = 360 mm, 
b = 240 mm, h = 20 mm) hergestellt und ihre Oberflache durch 
die ReiBnadel mit einem Netz von Quadraten (je 10 mm Seiten
lange) versehen. 
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Zu Ziff. 3. 
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Fig. 10, Tafel XIX, gibt in ungefahr halber GroBe die 
obere Flache (Seite del' gezogenen Fasern) mit del' Bruchlinie 
wieder. Die Formanderung del' ursprunglichen Quadrate zeigt 
volle Ubereinstimmung mit del' in § 62 angestellten Betrachtung, 
eben so mit dem Ergebnisse, zu welchem wir in § 63 hinsichtlich 
des Verlaufs del' Bruchlinie gelangt waren. Fig. 11, Tafel XX, 
stellt die untere Flache (Seite del' gedriickten Fasel'll) und 
Fig. 12, Tafel XVIII, die Seitenansicht dar. In diesen drei A b
bildungen bietet sich dem Auge ein auBerordentlich lehrreiches 
Bild libel' das Verhalten des Materials einer rechteckigen Platte 
an den verschiedenen Stellen bei Beanspruchung durch Flussig
keitsdruck. 

Fig. 13. 

vVird eine rechteckige, sorgfaltig bearbeitete Platte, welehe 
das Widerlager im ganzen Umfange 2 (a+ b) beriihrt, in del' 
Mitte belastet, so heben sich die Eeken siehtbar yom Widerlager 
ab, derart, daB in den vier Seiten nul' del' mittlere Teil aufliegt, 
wie dies Fig. 13 fur eine quadratisehe Platte dal'stellt. Die GroBe 
diesel' in del' Mitte jedel' Umfangsseite liegenden Bel'ithrungsstl'ecke, 
innerhalb welcher die Pressung von del' Mitte nach auBen hin bis 
auf Null abnimmt, hangt von del' Belastung ab und wird sehlieB
lieh auch von del' ortliehen Zusammendrilckung beeintiuBt, die das 
Material erfahrt. 

Das Lichtdruckbild, Fig. 10, Taf. XIX, zeigt durch das Aus
laufen del' Eindruckungen del' Widerlager nach den Ecken hin 
deutlich die Abnahme der Pressuilg auch fiir den Fall gleich
maBig tiber die Platte verteilter Belastung durch Fliissigkeits
druck; in del' einen Ecke verschwindet die Eindriickung ganz, 
obgleich scharfes Anziehen del' Schrauben des Versuchsapparates 
notwendig war, urn die Abdichtung zu sichel'll. Del' Auflager-



'" 





§ 64. Versuchsergebnisse. 623 

druck selbst ist in den Mitten der langen Seiten des Rechtecks 
gro£er als in denjenigen der kurzen Seiten; je mehr (t von b ab
weicht, um so bedeutender fallt dieser Unterschied aus. 

Fig. l±. 

Hinsichtlich des Einflusses, welchen diese Veranderlichkeit der 
Widerlagspl'essung auf die Inanspruchnahme del' etwaigen Be
festigungsschrauben u. s. w. hat, sei auf die FuBbemel'kung, S. 601 
und 602 verwiesen. 

Flache Boden mit Krempe sind in der Krempung am starksten 
beansprucht. Del" Bruch erfolgt dann, wenn es sich um Gu£eisen 
handelt, und schlechte Stellen oder Gu£spannungen nicht Einflu£ 
nehmend auftreten, in der Krempung tiber den ganzen Umfang 
derart, daB der Boden herausgeschleudert wird. Fig. 14 zeigt die 
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Bruch:Bache sowie das herausgesprungene lVIittelstiick und gibt in 
anschaulicher Weise Auskunft dariiber, daB der am starksten be
anspruchte Querschnitt in der Krempung liegt 1). 

2. Gesetz dm' 1Vide'rstandsfiihigkeit. 

Die Beziehungen 18, 23, 30, 31 und 33, § 60; 3, 4 und 5, § 61; 
1 und 2, § 62; 1 und 2, § 63, liefern ltbereinstimmend die 
Widerstandsfahigkeit e b ener Platten proportional dem 
Quadrate der Starke h. Die Versuche des Verfassers be
statigen die Richtigkeit dieses Gesetzes2 ). 

Wenn sich bei Belastung yon Platten durch FHtssigkeitsdruck, 
wobei diese zum Zwecke del' Abdichtung stark angepreBt werden 
muss en, ergibt, daB starkere Platten etwas weniger widerstands
fahig sind, als nach MaBgabe des quaclratischen Verhaltnisses der 
vVanddicken zu envarten ist 3), so liegt das in dem Ein:BuB der 
Abdichtungskraft, d. h. deJ:jenigen Kraft, mit welcher die Platten 
behufs Abdichtung angcpreBt werden miissen, wie dies bereits am 
Schlusse yon § 60, Ziff. 3 dargelegt wmde. 

Raben sich ebene, aus genugend z~them Material bestehende 
und am Umfange aufliegende oder derart befestigte Platten, daB 
die groBte Anstrengung in der Plattenmitte eintritt, bleibend dmch
ge'bogen, sind sie also nicht mehr eben, sondern gewolbt, so 
besitzen sie in diesem gewol b ten Zustande eine erheblich groBere 

I) Uber diese Untersuchungen, welche sich auch auf Boden von Flu13eisen 
beziehen, s. die S. 618 in del' Fu13bemerkung bezeichnete Schrift: "Untersuchungen 
libel' die Formanderungen und die Anstrengung flacher Boden". 

Hinsichtlich gewolbter Boden liegt in rechnerischer Hinsicht eine wert
volle Arbeit von ,Yo Schlile aus neuerer Zeit vor: "Festigkeit und Elastizitat 
gewolbter Platten", Dinglers polyt. Journal 1900, Bd. 315, Heft 42. Uber da
bingehende Versuche s. Fu13bemerkung S. 618. 

2) Hierauf aufmerksam zu machen, erscheint urn so mehr angezeigt, nachdem 
die Clarksche Berechnungsweise ebener \Vanduugen in nellerer Zeit auch in die 
deutsche Literatur (H a de r, Bau und Betrieb der Dampfkessel 1893, S. 78 u. f.) 
libergegangen ist. Nach clerselben ware die 'Yiderstanclsfahigkeit einer ebenen 
Wand proportionnJ der ersten Potenz von h. Eine Besprechung der Clark
schen Berechnung seitens des Verfassers findet sich Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1897, S. 1225 nnd 1226, sowie in "Y ersuche liber die Wicler
standsfahigkeit von Kessel wanc111ngen", Heft 3, Berlin 1897. 

3) V ergl. z. B. das S. 98 cler "V ersuche liber die Wic1erstanc1sfahigkeit ebener 
Platten" Gesagte im Zusammenhang mit der Feststellung auf S. 86 c1aselbst. 
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Widerstandsfahigkeit gegeniiber ruhender Belastung als in ihrer 
urspriinglichen ebenen Form. Die Zahigkeit des Materials hat 
jedoch durch diese Uberanstrengung abgenommen. 

3. SchlttjJbetnerklmg. 

Ein Blick iiber die in den §§ 60 bis 63 angewendete Methode 
des Verfassers zur Losung der Aufgaben dieses Abschnittes laBt 
erkennen, daB sie darauf hinauslauft, die schwierigen Aufgaben, 
welche sich auf dem Gebiete der Inanspruchnahme plattenformiger 
Korper bieten, auf einfache Biegungsaufgaben zuriickzufiihren unter 
Schaffung und Verwendung von Berichtigungskoeffizienten, welche 
aus Versuchen zu bestimmen sind. Die Methode ist keine streng 
wissenschaftliche; sie liefert aber, da sie sich in del' bezeichneten 
Weise auf Versuche stiitzt, ausreichend zuverlassige Ergebnisse 
fiir die ausfiihrende Technik und ermoglicht die Berechnung 
iiberdies jedem Techniker, welcher auf del' technischen Mittel
schule gebildet ist. Indem Verfasser dies en Weg einschlug, glaubte 
er den Interessen nicht bloB del' Industrie, sondern del' gesamten 
Technik wie auch denjenigen del' Allgemeinheit, die ein Anrecht 
auf Sicherheit hat - auch dann, wenn es del' Wissenschaft noch 
nicht gelungen ist, eine genaue Berechnung del' hier zur Er
ol'terung stehenden Anstrengung del' Materialien zu liefern -
am meisten zu niitzen, wenigstens so lange, bis es gelingt, Voll
kommeneres ausfindig zu machen. 

Bach, Elastizitat. 5. Aufl. 40 



Achter Abschnitt. 

Allgemeine Beziehungen fiber Spannungen und Form

anderungen im Innern eines elastischen Korpers. 

§ 65. Spannungen in einem beliebigen Punkte eines festen Korpers. 

1. Begrijf de'1' No'rmal- 1tnd Tangential- oder Schubspannung. 

Wir legen durch den iu Fig. 1 dargestellten und von auBeren 
Kraften SS ergriffenen Karpel', welche sich an ihm das Gleich
gewicht halten, eine Schnittflache F. Es sel nun P ein Puukt 

Fig. 1. 

diesel' Flache, P N die Nol'male im Punkte P und p die Spannung 
im Punkte P del' Flache F, d. h. die auf die Flacheneinheit 
bezogene Kraft, welche del' an die Flache F angl'enzende und 
im Sinne del' Normalen P N gelegene Kal'perteil im Punkte P, d. i. 
in dem Flachenelement, das den Punkt P enthalt, auf den jenseits 
del' Flache F gelegenen ausiibt. 

1m allgemeinen wird die Richtung del' Spannung p von del' 
Richtung del' Nol'malen P N abweichen. Del' Winkel zwischen p 
und P N, also A p P N, sei mit p bezeichnet. 
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Die Zerlegung von p normal und tangential zur Schnittflache 
liefert die beiden Komponenten 

(1 = p cos cp und $ = p sm cp. 

Die Komponente (1, in die Richtung der Normalen fallend, 
heiBt die Normalspannung im Punkte P der Flache F. Sie ist 
positiv oder negativ, je nachdem cp :; 90°. 1m ersteren Falle nennt 
man sie eine Zugspannung oder Spannung im engeren Sinne 
des Wortes, im letzteren eine Pressung, einem gegenseitigen Zug 
bezw. Druck der durch F getrennten Ktirperteile entsprechend. 

Die zweite Komponente $ fallt in die Tangentialebene des 
Punktes P der Flache Fund wird deshalb als Tangential
oder Schubspannung im Punkte P der Flache F bezeichnet. 

1m allgemeinen wird die Spannung von Flachenelement zu 
Flachenelement sich andern, also ein bestimmter Wert von p 
(bezw. (1 und $) jeweils nur ftir das in Betracht gezogene Flachen
element d F geIten. 

2. Spannungen in WI'ei zueinander senkrechten Ebenen. 

Wir stell en uns den betrachteten Korper auf ein rechtwink
liges Koordinatensystem mit den Achsen 0 X, 0 Y und 0 Z bezogen 
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vor, Fig. 2. Der beliebige Punkt P des Korpers besitze die Koor
dinaten x, y, z. Durch P legen wir parallel zu den 3 Koordinaten
ebenen Schnitte, von denen die unendlich kleinen Flachenelemente 

40* 
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1 mit der GroBe dy dz, 

2 dz dx, 

3 dx dy 

ins A uge gefaBt werden sollen. 
Die Spannungen in diesen Flachenelementen selen 

px py 

Unter Bezugnahme auf die Figuren 3 bis 5 heiBt das fol
gendes. 

-1-

Fig. 4. 

Fig. 3. 

Fig. 5. 

px ist die auf die Flacheneinheit bezogene Kraft, mit welcher 
die diesseits des Flachenelementes dy dz gelegenen Korperteile 
in dies em Element auf die jenseits gelegenen einwirken. Wie er
sichtlich, deutet das FuBzeichen x von px an, daB das Flachen
element, in welchem px tatig ist, senkrecht zur Richtung der 
x-Achse steht. 

py ist die auf die Flacheneinheit bezogene Kraft, mit welcher 
die diesseits des Flachenelementes dz dx gelegenen Korper.teile 
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in diesem Element auf die jenseits gelegenen einwirken. Das 
FuBzeichen y von py spricht aus, daB das Flachenelement, in 
welchem Pv wirksam ist, senkrecht zur Richtung der y-Achse steht. 

Fur pz gilt sinngemaB dasselbe wie fur px und py. 
Die Spannungen px, py und pz besitzen im allgemeinen eine 

beliebige Neigung gegen die zugehorigenFlachenelemente; sie 
liefern demgemaB bei Zerlegung Normalspannungen und Schub
spannungen, wie Fig. 6 bis 8 erkennen lassen. 

Fig. 7. 

Iljg.6. 

Fig. 8. 

px (Fig. 6) ergibt die Normalspannung ax und eine Schub
spannung, welche wir nach den Richtungen del' y und z nochmals 
zerlegen. Die erst ere diesel' Schubspannungen sei mit '[;xy, die 
letztere mit '[;xz bezeichnct. Das FuBzeichen IV bei diesen 3 Kom
ponenten deutet an, daB es sich um Spannungen in demjenigen 
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Flachenelement handelt, welches senkrecht zur x- Achse steht; ax 
als Normalspannung lauft dann parallel mit del' x-Achse, wahrend 
'Cxy und 'Cxz senkrecht dazu gerichtet sind. Das FuBzeichen y in 
'Cxy spricht aus, daB 'Cxy parallel zur y -Achse gerichtet ist, das 
FuBzeichenz in 'Cxz , daB 'Cx• die Richtung del' z-Achse besitzt. 
Hiernach bestimmt bei den beiden Schubspannungen das erste 
FuBzeichen das Flachenelement im Punkte P, fur welches die 
Spannungen gelten, das zweite die Richtung, welche die betreft'ende 
Spannung besitzt. 

In gleicher Weise ergibt 

py (Fig. 7) die Komponenten ay 'Cyz 'Cyx , 

pz (Fig. 8) die Komponenten az 'Czx 'Czy • 

Demzufolge erhalten wir 

im Flachenelement dy dz px mit den Komponenten ax 'Cxy 'Cxz , 

dz dx py -

dx dy pz -

nach den Richtungen del' 

'Cyx rIy 'Cyz , 

x- y- z-Achse. 

3. GZeichgewicht der Krafte an einem 1t1l.endlich kleine'll. 

Parallelepiped. 

Mit Pals Eckpunkt denken wir uns in dem betrachteten 
Korper ein unendlich kleines Parallelepiped, dessen Kanten dx, dy, dz 
sind, Fig. 9. Auf dasselbe werden die j ens ei ts der Ebenen B PC, 
CP A und AP B gelegenen Korperteile einwirken, und zwar 

1. im Flachenelement dy dz mit den Spannungen -ax -'Cxy -'Cxz , 

2. 
<) v. 

dz dx 

dx dy 

- 'Cyx - a y - 'Cyz , 

- 'Czx - 'Czy - a z • 

d. h. mit den Kraften 

1. -ax dy dz - 'lxy dy dz - 'Cxz dy dz, 

2. -'Cyx dz dx - rIy dz dx - 'Cyz dz dx, 

3. --'Czx dx dy - 'Czy dx dy - az dx dy . 
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Da die Flachenelemente unendlich klein sind, also die so eben 
ermittelten Krafte als gleichmaBig fiber die Flachenelemente ver-

Fig. 9. 

Fig. 10. 

teilt angenommen werden durfen, so haben Wlr uns die Krafte 
selbst als in den Schwerpunkten der 3 Flachen B PC, CPA und 
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AP B angreifend vorzustellen. In Fig. 10 sind diese 9 Krafte an 
den bezeichneten Punkten 1, 2 und 3 eingetragen. In den drei 
ubrigen Begrenzungsflachen des Parallelepipeds, welche urn dx, dy, dz 
von den bereits behandelten abstehen, und deren Schwerpunkte in 
Fig. 10 mit I, II und III bezeichnet sind, wirken ebenfalls Krafte, 
die von den d iessei ts del' Flaehen gelegenen Korperteilen aus
gehen und deshalb in entgegengesetzter Richtung tatig anzu
nehmen sind. Hinsichtlich del' absoluten GroBe diesel' Krafte ist 
zu beachten, daB sieh die Krafte in I von denjenigen in 1 unter
scheid en mussen urn die Anderungen, welche die letzteren beim 
Fortschreiten lediglieh urn dx in dem Korper erfahren, d. h. die 
absoluten GroBen del' Krafte, welche oben un tel' 1 angegeben 
wurden, werden in I betragen 

'iJ (()x dy dz) ( 'iJ ()x ) 
ax dy dz + 'iJx • dx = ax + 'iJx dx dy dz 

'iJ (Txy dy dz) ( 'iJ Txy ) 
Txy dy dz + 'iJx . dx = Txy + ~ dx dy dz 

d 'iJ (Txz dy dz) _ (" 'iJ Txz ) d 
Txzdy z + ox . dx - Txz+~dx dy z. 

In ganz gleicher Weise ergeben sich die Krafte in II, da es 
sich hierbei nul' urn ein Fortschreiten urn dy handelt und in III 
gemaB dem Fortschreiten urn dz. 

In Fig. 10 sind diese 9 Krafte, angreifend an den Punk ten I, 
II und III, gleichfalls eingetragen. 

AuBel' den 18 Flaehenkraften, zu den en uns die Betraehtung 
gefiihrt hat, sind noeh Massenkrafte zu berueksiehtigen: die Sehwer
kraft und bei bewegten Korpern der Tragheitswiderstand, z. B. bei 
gleiehformig und rasch umlaufenden Zylindern odeI' Ringen die 
Fliehkraft. Die Komponenten diesel' Massenkrafte nach den 3 Achs
riehtungen seien fUr die Volumeinheit X, Y, Z, also die Seiten
krafte fur das Volumen dx dy dz 

X dx dy dz Y dx dy dz Z dx dy dz. 
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Dieselben sind als im Schwerpunkt des Parallelepipeds angreifend 
zu denken. 

Diese 21 Krafte miissen sich im Gleichgewicht befillden, also 
die bekallnten 6 Gleichgewichtsbedingungen: je Summe der Krafte 
in den 3 Achsrichtungen gleich Null, je Summe del' Momente in 
bezug auf die 3 Achsen oder zu ihnen parallele Drehachsen 
gleich Null, erfiillen. 

Die drei ersten Bedingungen fuhren nach Division durch 
dx d,1/ dz zu 

_~ ()x + ~ 'lyx + ~ '(;zx + X = 0 
~x ~y ~z 

~ '(;X1/ 8 ()y ~ '(;Z1/ Y 0 --+--+--+ = 
~x 8,11 8z 

1) 

~ '(;xz ~ '(;yz ~ ()z Z 0 --+--+--+ = 
~x ~,1/ ~z 

Bei Aufstellung der Momentengleichung in bezug auf die zur 
x·Achse parallele Schwerpunktsachse des Parallelepipeds erkennt 
man, daB Momente nicht liefern: 

a) samtliche in den Punkten 1 und I angreifenden Krafte, 

b) die in den Punk ten 2 und II angreifenden Krafte: 

- '(;yx dz dx - ()y dz dx ( 
~ '(;yx ) '(;yx+~dy dzdx ( 

~ ()y ) ()y + 8Y dy dz dx, 

c) die III den Punkten 3 und III angreifenden Krafte: 

- '(;zx dx dy - ()z dx dy ( 
~ '(;zx ) 

~zx+~dz dxdy ( 8 O'z ) 
()z + ~ dz dxdy, 

d) die Massenkrafte. 

Es verbleiben somit nul' die in Fig. 11 (Schnitt durch den 
Schwerpunkt senkrecht zur x-Achse) eingetragenenKrafte, welche 
als Momentengleichung ergeben 
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dy ( () 'ey.) dy dz 
'eyz dz dx . 2 + 'ey• + ~ dy dz d.c . -2 - 'ezy dm dy . 2 

( 
() 'eZ y ) dz 0 

- 'e.y + ~ dz dm dy . - 2 = , 

Fig. 11. 

woraus bei Vernachlassigung der unendlich kleinen GraBen vierter 
Ordnung gegeniiber denjenigen dritter Ordnung folgt 

'eyz dx dy dz - 'ezy dm dy dz = 0 

'eyz = 'ezy • 

In gleicher Weise liefert die Aufstellung der Momenten
gleichungen in bezug auf die zur y- und zur z- Achse parallelen 
Schwerpunktsachsen die Beziehungen 

'exy = 'eyx • 

Wir erkennen, daB je die beiden zu elller Kante des 
Parallelepipeds senkrechten Schubspannungen (vergl. 
Fig. 12-14) einander gleich sind, daB sie also immer 
paarweise auftreten .und in Hinsicht auf die betreffende 
Kante iibereinstimmend (nach derselben hin oder von ihr weg) 
gerichtet sind. 
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Wir setzen 

entsprechend dem Umstande, daB die beiden Schub-

'eyz = 'ezy = 1:", 1 

spannungen senkrecht zur x - Rante gerichtet sind, . 2) 
und ebenso 

Fig. 12. 

'ezx = 'exz = '1:y 

'1:X1l = 'egx = '1:z 

Fig. 13. Fig. 14. 

Durch Einfiihrung der Gleichungen 2 in die Gleichungen 1 wird 

8 tJx 8 'ez 8 'e1/ X 0 --+--+--' + = 8x 8y 8z 

8 'ez 8 tJy 8 'ex Y 0 --+--+--+ = 8x 8y 8z 

4. Gleichgewicht der Kriifte an einem unendlich kleinen 

Tei1l'aeder. 

3) 

Durch die Punkte ABC des Parallelepipeds (Fig. 9) legen 
wir eine Ebene und bilden so ein Tetraeder PABC, Fig. 15, 
dessen Volumen mit d V bezeichnet werde. Die GroBe der 
Flache ABC sei F, die Stellungswinkel derselben seien mit IX, fJ 
und r bezeichnet, d. h. 
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a ist del' Winkel zwischen del' Ebene ABC und del' Ebene BPC, 
fJ - CPA, 
y - APB, 

so daB 

BPC = Fcos a, CPA = FcosfJ, APB = Fcosy. 

Auf diese 3 Flachenelemente wirken die jenseits derselben 
gelegenen Korperteile mit den in del' Fig. 15 eingetragenen 
Spannungen ein. Die Spannung, welche die diesseits des Flachen-

Fig. 15. 

elementes ABC gelegenen Korperteile auf das Tetraeder ausuben, 
sei p, ihre Richtungswinkel gegenuber den Koordinatenachsen 
seien 2, £1', v. Dann ergeben sich in Richtung del' letzteren die 
Gleichgewichtsbedingungen 

- O"x • F cos a - 'Cz F cos fJ - 'Cy F cos y + P F cos 2 + X d V = 0 

- 'Cz • F cos a - O"y F cos fJ - 'Cx F cos y + P F cos P' + Y d V = 0 

- 'Cy . F cos a - 'C", F cos fJ - O"z F cos y + P F cos v + Z d V = O. 

Die 4ersten Glieder in jeder dieser Gleichungen sind unend
lich klein zweiter Ordnung, das letzte Glied wegen d V unendlich 
klein (lritter Qrdnung, kann deshalb gegenuber den 4 ersten Gliedern 
vernachlassigt werden, somit 

p cos 2 = o"x cos a + 'Cz cos fJ + 'Cy cos y l 
p cos P' = 'Cz cos a + O"y cos fJ + 'Cx cos y 

P cos v = 'Cy cos a + 'Cx cos fJ + O"z cos y 

4) 
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AuBerdem besteht die bekannte Beziehung 

Wir haben hiernach 4 Gleiehungen und sind damit in der 
Lage, bei gegebenen Wert en von rJx , rJiI , rJZJ '1:x , '1:y , '1:z fiir das be
liebige dureh a, {J, y bestimmte Flaehenelement die Spannung p 
und ihre Riehtungswinkel 1, [t, 11 zu ermitteln. 

An diesen Verhaltnissen andert sieh niehts, wenn wir das 
Flaehenelement immer naher an P heranriieken und sehlieBlieh 
mit P zusammenfallen lassen. Dann aber wird p die Spannung 
im Punkte P einer beliebig dureh ihn hindurehgehenden Flaehe, 
deren Tangentialebene im Punkte P die Stellungswinkel a, {J, y be
sitzt, oder deren Normale im Punkte P die Riehtungswinkel a, (J, y 

aufweist, d. h. die Spannungskomponenten rJx, rJy , rJz , '1:x , '1:y , '1:. 

bestimmen die GroBe und Rich tung del' Spannung p, 
welehe im Punkte PeineI' beliebig dureh ihn hindureh
gehenden Flache herrseht. 

An die Stelle der Spannungskomponenten rJx, rJy , rJz , '1:x , '1:y , '1:z 

konnen aueh deren Resultanten P""Py,Pz treten (vergl. oben Ziff. 2). 

5. Geometl'ische DaJ'steUung dm' Spannungen. 

Denken wir uns die dureh 'den Punkt P des Korpers gehende 
Flaehe F der vorigen Betraehtung versehiedene Lagen einnehmend, 
also ihre Stellungswinkel a, (J, y geandert, so wird sieh aueh die 
Spannung p im Punkte P dieser Flaehe sowohl der GroBe als 
aueh del' Riehtung naeh andel'll. Um uns das Gesetz, naeh welehem 
diese Anderungen VOl' sieh gehen, zu veransehauliehen, tragen 
wir auf jeder mogliehen Spannungsriehtung vom Punkte P aus 
die Spannung p = P Q auf und bestimmen nun die Gleiehung der 
Flaehe, welehe den geometrisehen Ort del' Endpunkte Q bildet. 

P, Fig. 16, sei der Koordinatenanfang, die Riehtungen der 
Spannungen p x' P y' P z seien die Koordinatenaehsen fur die gesuehte 
Flaehengleiehung. Da dieselben im allgemeinen sehiefe Winkel 
miteinander einsehlieBen, so wird das System ein sehiefwinkliges 
sein. Die Koordinaten des Punktes Q seien {C', y', z'. In Fig. 16 
sind iiberdies die Riehtungen PX, PY, PZ del' Aehsen des fruher 
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angenommenen rechtwinkligen Koordinatensystems strich-punktiert 
eingetragen. Es sei 

A der Winkel zwischen PX und p, 

/ 

/ 

~ 

/ 
/ 

/ 

Fig. 16. 

x', y' und z' geben die Komponenten von p = PQ nach den 
Richtungen Px' Py und Pz. Die jn der Richtung PX genommene 
Spannung p muB demnach gleich sein der Summe der nach PX 
genommenen Komponenten x', y', z', d. h. 

P cos A = x' cos Ax + y' cos Ay + z' cos A •. 

Unter Beachtung der Figuren 6 bis 8 findet sich 

folglich 

Ux 
cos A", =-, 

Px 

'Cz 
cos ly =-, 

Py 

'C cos;". =-y 

P. ' 

x' y' z' 
P cos A = ax - + 'Cz - + 'Cy -

Po; Py P. 

und mit Riicksicht auf die erste der Gleichungen 4 
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x' y' z· 
(fa: cos a + 'rz cos fl + 'ry cos r = (fx - + 'rz - + 'ry -- , 

pa; py pz 

also 

und wegen 

x' 
cosa =-, 

pa: 
cos8=i , py , 

z' 
cosr= -

pz 

cos2 a + cos2 fJ + cos2 r = 1 

5) 

d. i. die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoides in bezug auf die 
konjugierten Halbmesser px, py, pz als Achsen. Wir kommen da
mit zu dem Satz: 

Stellt man die Spannungen, welche in einem Punkte P 
des betrachteten Korpers fur aIle durch diesen Punk t 
moglichen Schnittflachen auftreten, nach GroBe und 
Richtung durch Gerade dar, die von P ausgehen, so 
liegen die Endpunkte dieser Fahrstrahlen auf einem 
Ellipsoid. 

Die Spannungen in drei zu einander senkrechten 
Ebenen sind konjugierte Halbmesser des Ellipsoides. 

Dieses Ellipsoid wird als Spannungsellipsoid be
zeichnet l ). 

6. Hauptspannungen. 

Weicht die Spannung p im Punkte P der Flache F von der 
Normalen PN in diesem Punkte urn den Winkel ({J ab, so ist die 
Normalspannung (f = P cos ({J, und da zwischen p, den Richtungs
winkeln a, (J, r der Normalen und den Richtungswinkeln )., E", v 
von p die bekannte Beziehung 

cos p = cos a cos l + cos {J cos E" + cos r cos v 

besteht, 

(f = p cos a cos l + P cos fl cos E" + P cos r cos v, 

I) Siehe die :M:ohrsche Darstellung der Spannungen und Formandel'ungen 
in del' Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 1524 u. f. 
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woraus unter Beriicksichtigung der Gleichungen 4 folgt 

u = ax cos2 a + Uy cos2 fJ + Uz cos2 y + 2 T"~ cos fJ cos y 

+ 2 Ty cos Y cos a + 2 Tz cos a cos fJ . 6) 

Zur geometrischen Deutung diesel' Gleichung tragen WIr auf 
1 

del' Normalen von P aus eine Strecke P N = ----=-- ab, also 
V+ a 

gleich dem reziproken Wert der Quadratwurzel aus dem Absolut
wert von a. Dann sind die Koordinaten des Endpunktes N 

x= 
cos a 

J/+a' 
y= 

cos fJ 
V±a ' 

z= 
cos Y 

J/+u 

Die Einfiihrung del' hieraus folgenden Werte von cos a 

cos fJ und cos y in Gl. 6 gibt 

d. i. die Mittelpunktsgleichung einer Flache zweiten Grades. Eine 
derartige Flache hat drei zueinander senkrechte Hauptachsen, fiir" 
welche, wenn sie zu Koordinatenachsen gewahlt werden, die Glieder 
mit den Produkten del' Koordinaten aus del' Flachengleichung ver
schwinden, fiir die alsdann 

To; = 0 Ty =0 Tz = 0 

ist. In den drei zueinander senkrechten Ebenen, fiir welche die 
Schubspannungen Null werden, miissen alsdann die Spannungen 
Fx, Fy, Fz Normalspannungen sein und senkrecht zueinander 
stehen. Wir erkennen, daB es in jedem Punkte P des 
Korpers drei zueinander senkrechte Ebenen gibt, in 
denen keine Schubspannungen, sondern nul' Normal
spannungcn auftreten. 

Diese drei Normalspannungen werden die Hauptspannungen 
im Punkte P genannt; sie seien mit 
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bezeichnet. Sie fallen mit den Hauptachsen des Spannungs
ellipsoides zusammenj denn sie wirken in drei sich rechtwinklig 
schneidenden Ebenen, stehen senkrecht zueinander und sind kon
jugierte Halbmesser des Spannungsellipsoides. Hieraus folgt weiter, 
daB die Hauptspannungen die groBte und die kleinste 
Spannung im Punkte Punter sich enthalten. 

Sind fur ein belie big gewahltes rechtwinkliges Koordinaten
system die Spannungen 11"" l1y, 11., 7:"" 7:y , 7:. gegeben, so lassen sich 
die drei Hauptspannungen 111, 112 und 113 auf folgende Weise be
stimmen. 

Wenn p im Punkte P del' Flache F eine Hauptspannung ist, 
so muB sie gleichzeitig Normalspannung sein; demnach mussen 
ihre Richtungswinkel A, fl', v gleich den Richtungswinkeln a, {J, y del' 
Normalen im Punkte P del' Flache F sein. Aus den Gleichungen 4 
folgt dann mit 

p=11 l=a v=y 

(1 cos a = (1x cos a + 7:z cos fJ + 7:y cos y, 

(1 cos fJ = 7:z cos a + (1y cos fJ + 7:", cos y, 

11 cos Y = ",Oy cos a + "1", cos fJ + 11. cos y. 

Nach Beseitigung von cos a, cos fJ und cos y £ndet sich 

fi3 - (11", + (1y + 11.) 0"2 + (l1y (1. + (1.(1" + (1", (1y - 7:",2 --.:... 7:l- 7:.2) (1 

- (1",l1y (1. + (1", 7:",2 + l1y 7:y2 + (1. 7:.2 - 2 7:",1:y 1:. = O. 8) 

Die 3 Wurzeln diesel' kubischen Gleichung geben die Haupt
spannungen 0"17 (12 und 113 , 

Nach del' Lehre von den kubischen Gleichungen ist 

d. h. die (algebraische) Summe del' Normalspannungen im 
Punkte P ist nach je drei sich rechtwinklig schneidenden 
Richtungen gleich del' Summe del' Hauptspannungen, 
somit unveranderlich. 

Fallt in Gl. 8 das Absolutglied Null aus, d. h. ist 

so wird die eine Wurzel, etwa 113 = O. Das Spannungsellipsoid 
Bach, Elastizitiit. 5 . .Auf!. 41 
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schrumpft auf eine Ellipse, die Spannungsellipse, zusammen, 
deren Halbmessel' 0"1 und 0"2 sind und als Wurzeln del' Gleichung 

erhalten werden. 

§ 66. Formanderungen in einem beliebigen Punkte eines 
festen Korpers. 

DaB im allgemeinen zweierlei Formanderungen zu un ter
scheiden sind: Langen- und WinkeIanderungen, entsprechend 
Dehnungen und Schiebungen odeI' Gleitungen, ist bereits in 
§ 28 dargelegt worden. 

1. Die Dehnungen ncwh einer beUebigen, Richtung als Fu,nktion 

'von den Dehnungen dreier urspriinglich zueinctnder senkrechtel' 

Richtungen und 'von Anderungen (ler 1Vinkel clreier urspriillglich 

sich rechtwinklig schneidender Ebenen. 

In Fig. 1 seien 

P ein beliebiger Punkt des festen Korpers, 

Fig. 1. 

x, y, z des"en Koordinaten VOl' del' Formanderung, 
p' ein dem Punkte P unendlich nahe gelegenel' zweiter Punkt 

desselben Korpers, 
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x + dx, y + dy, z + dz dessen Koordinaten VOl' del' Form
iinderung, 

]Jp' = ds = II dx2 + dy2 + dz2 die Entfel'llung del' beiden Punkte 
VOl' del' Formanderung, 

[(, (J, r die Richtungswinkel der Strecke ds. 

Unter Einwirkung del' den Karpel' belastenden Kl'afte werden 
folgende Anderungen eintl'eten: 

ds geht tiber in ds + d ds, andert sich also urn d ds = f ds, 

J! // ds d' h"I' B' ( 'fi h) L SOIern I; = d;- Ie vel' a tmsma 1ge spezl sc e angen-

anderung odeI' kurz Dehnung im Punkte P nach del' Richtung, 
in welcher die Strecke gemessen wurde, bedeutet; 

die Koordinaten .'/! y z 

gehen tiber in x +~ Y+"l z+ ;, 

andel'll sich also urn ~ "l 1;. 

Die Anderungen, welchc die Koordinaten des Punktes P' 
erfahren, seien mit ~I' "ll' 1;1 bezeichnet. Fiir sie ergeben sich die 
Beziehungen: 

o~ o~ o~ 
~1 = ~+ ~d.1J+~dy+ "". dz 

vx vy vz 

0"l 0"l 0"l 
"ll = "l+-dx+-dy+-dz ox uy oz 11 

I 

Die Projektionen del' Strecke PP' = ds waren vor del' Form
anderung 

dx dy dz. 

Sie haben sich infolge del' Formanderung geandert urn 

41* 
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Die Strecke d8 hat sich geandert nm 8 d8, so daD ans ihr 

d8 + 8 d8 = (1 + 8) d8 

geworden ist. Folglich muD sein 

Unter del' Voraussetzung, daD 8 ein seh1' kleiner Bruch ist, 
darf 82 d82 gegenuber 28 d82 vernachlassigt werden. Da ferner 
~1-~' "11-"1 und 61-6 als die sehr kleinen Anderungen nnend
lich kleiner GroDen anzusehen sind, so konnen die Quadrate diesel' 
A..nderungen gegenuber den anderen Summanden ebenfalls ver
nachlassigt werden. Damus folgt 

~1 - ~ dx "II - "I dy 61 - 6 dz 
8 = ~ds+~ds+~d~·· 

N ach Einfuhrung del' Werte von ~1- ~ , "II -"I nnd 61 - 6, 
welche sich aus den Gleichungen 1 ergeben, und mit 

dx 
-- = cos ex 

d8 ' 

nndet sich 

dy = cos R 
d8 1'7 

dz as = cosy 

o~ 0 0"1 0 06 2 ( 01j 06) 
8 = - COS" ex -1- - COS" fl + -- cos y +-+ - COS fl cos y ox oy oz OZ oy 

( 06 o~ ) ( o~ 01j ) + ox + (1~ cos Y cos ex + oy + ox cos ex cos fl· . 2) 

Fur ex = 0, d. h. wenn d8 parallel zur x- Achse, werde 8 mit 8", 

bezeichneti dann nndet sich wegen fl = 90 0 nnd y = 90° 

O~ 
8",=--ox 

und ebenso fill' fl = 0 bezw. y = 0 

01j 
8 y = -- bezw. oy 

06 
8 z = OZ' 

d. h. die Koefnzienten del' Glieder mit den Kosinusquadraten in del' 
Gleichung 2, also die partiellen Differentialquotienten von ~ nach x, 
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von "I nach y und ~ nach z sind die Dehnungen im Punkte P 
nach den Richtungen der Koordinatenachsen. 

Zur Ermittlung del' Bedeutung des Koeffizienten der Glieder 
mit den Kosinusprodukten ziehen wir in dem urspriinglichen Zu
stande des Korpers von dem beliebigen Punkte aus parallel zu 
den Koordinatenachsen Gerade und tragen auf ihnen die unend
lich kleinen Strecken dx, dy, dz abo In Fig. 2 (Schnitt senkrecht 
zul' x-Achse) sei die urspl'ungliche Lage des Punktes mit Po be
zeichnet, seine Koordinaten seien y und z, ferner Po Bo = dy und 

Fig. 2. 

PoCo = dz. Infolge der Formanderung andel'll sich y und z urn "I 
bezw. b. Del' Punkt Po ruckt nach P. Die Punkte Bo und Co 
wiirden, falls weitere Anderungen nicht stattfanden, nach B bezw. C 
gelangen (PB = PoBo, PC = PoG~). 1m allgemeinen wird jedoch 
auch noch eine Verschiebung von C nach C' im Sinne del' y-Achse 

urn CC' = ~ '1J dz und von B nach B' im Sinne del' z- Achse urn 
uz 

- 8b .. 
BB' = ~ dy eintreten, somit eine Anderung des ursprunglich 

uy 
rechten Winkels BPC urn die beiden sehr klein en Winkel CPC' 
und BP B' statthaben. Wegen der Kleinheit del' Winkel darf 
gesetzt werden 
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CC' BE' a 1'/ or 
PC--+ PB = oz + oy = Yx, 

d. i. die .Anderung des urspriinglich rechten Winkels an del' 
.x-Kante des Parallelepipeds, also nach § 28 die S chi e bun g oder 
Gleitung. 

Ebenso linden sich fur die Anderungen der urspriinglich 
rechten Winkel an del' y- und del' z- Kante 

6/; o~ -+--=y o.x a z y 
01; 0"1 
~) + -;;:;-- = Yz. ( y v.x 

Hiernach bedeuten III Gl. 2 die Koeffizienten del' Glieder mit 
den Kosinusprodukten die Schiebungen an del' .x-, y- bezw. z-Kante 
des unendlich kleinen durch dx, dy, dz bestimmten Parallelepipeds. 

Damit geht Gl. 2 iiber in die folgende: 

8 = flx cos2 a + fly cos2 fl + 8 z cos2 Y + y x cos fl cos y + 
yy cos y cos a + Yz cos a cos fl. 

2. Dm'stellttng dero Fonnande1'ung. 

3) . 

Wir den ken uns in dem Korper - VOl' del' Formanderung -
eine unendlich kleine Kugel mit Pals Mittelpunkt und cls als 

Fig. 3. 

Halbmesser, Fig. 3. P A, P B und PC seien die den Achsen del' 
.x, y, z parallelen Halbmesser diesel' Kugel und clx, dy, dz die 
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Koordinaten eines beliebigen Punktes Q del' Kugelflaehe m Be
ziehung auf P A, P B und PC als Aehsen. Dann ist 

dx2 dy2 dz2 

-d2 +-d2 +-d2 =l. 
S d S 

Durch die Formanderung erfahren die drei Halbmesser die 
Dehnungen 15,,,, liy , Ez , und die urspriinglich reehten Winkel an den 
Kanten P A, P B und PC andern sieh um y,., yy und Yz, so daB 
das Achsenkreuz jetzt ein schiefwinkliges geworden ist. Del' 
Punkt Q, auf dieses sehiefwinklige System bezogen, wird die 
Koordinaten 

zeigen, woraus folgt 

dYI 
dy = 1-+-~' 

und damit 

___ 1 __ + 1 + 1 -1 ( dx ) 2 ( dy ) 2 ( dz ) 2 

(1 + Ex) ds (1 + liy) ds (1 + liz) ds - , 
4) 

d. i. die Gleiehung eines Ellipsoids in bezug auf die konjugierten 
Halbmesser (1 + Ex) ds, (1 + liy) ds, (1 + liz) ds als Aehsen. Wir 
erkennen, daB eine unendEeh kleine Kugel durch die Form
anderung in ein Ellipsoid iibergeht. Dasselbe wird als 
For m tin d erun gs e IIi p soid bezeichnet. 

Um ein mogliehst klares Bild tiber die Bedeutung der un tel' 
Ziff. 1 enthaltenen partiellen Differentialquotienten zu erlangen, 
empfiehlt es sieh, die Formanderung eines unendlich kleinen Parallele
pipeds darzustellen. 

In den Fig. 4 bis 6 ist dies in stark iibertriebenem MaBe ge
schehen; die Ableitungen sind eingetragen. So liiBt z. B. Fig. 4 
deutlich erkennen, wie del' urspriinglich in Po liegende Eckpunkt 
entsprechend del' Anderung von y und z um '" bezw. 1: nach P 

geriiekt ist, wie die Kanten dy und dz ihre Lange um ~; dy bezw. 
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Fig. 4. 

(91; 
3z dz geandert haben, und welche parallel zur YZ-Ebene "ge-

legenen GraBen die Anderung der Kantenwinkel bestimmen. 
Fig. 5 und 6 zeigen das Entsprechende in bezug auf die 

parallel zur ZX- bezw. X Y-Ebene liegenden GraBen. 
Die urspriingliche, durch die Strecken dJJ, dy, dz gegebene 

Diagonale d8 des Parallelepipeds ist in die Strecke P P' iiber
gegangen und hat dabei die durch die Gleichung 3 bestimmte 
Dehnung erfahren. Diese Gleichung ergab die Dehnungen der 
angenommenen Strecke d8 als Funktion von den Dehnungen in 
drei urspl'iinglich zueinander senkrechten Richtungen und von 
Anderungen der Winkel dreiel' Ul'spriinglich sich rechtwinklig 
schneidender Ebenen. Die Darstellung laBt diesen Zusammenhang 
zwischen der Langenanderung der Diagonale des Parallelepipeds 
und den Anderungen del' Kantenlangen sowie der Kantenwinkel 
deutlieh erkennen. 

8. 8iitze uber die FQrmiindeJ·ung. 

Die GroBe, welche Gl. 3 fiir Ii liefert, hat in Hinsieht auf lX, fJ 
und r die gleiche Form wie die GroBe (f, die sich aus Gl. 6, § 65, 
ergibt; der eine Ausdruek geht in den andern iiber, wenn E", durch 
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ax u. s. w. sowie 1/2 Yx durch T", u. S. w. ersetzt wird. Infolgedessen 
konnen hier sinngemaB die gleichen Schltisse gezogen werden. 

In jedem Punkte des Korpers gibt es immer drei zu
einander senkrechte Ebenen, in denen keine Schie bungen 
auftreten, also Yx = Yy = Yz = 0 sind, so daB also das unendlich 
kleine Parallelepiped, das von diesen Ebenen begrenzt wird, dessen 
Kanten also die Richtungen del' Durchschnittslinien diesel' Ebenen 
besitzen, rechtwinklig bleibt. 

Die Dehnungen nach diesen drei Richtungen heWen die 
Hauptdehnungen. Un tel' ihnen befindet sich del' groBte 
und del' kleinste 'Vert del' Dehnungen, die tiberhaupt in 
dem betreffenden Punkte auftreten. 

Sie seien mit ~1' E2 und ~3 bezeichnet. 
Die Summe del' Dehnungen nach je drei beliebig zu

einander senkrechten Richtungen ist konstant, und zwar 
gleich del' Summe del' drei Hauptdehnungen: 

Diese unveranderliche Summe hat eine besondere Bedeutung. 
Das Volumen eines unendlich Heinen Parallelepipeds ist VOl' del' 
Formanderung 

d,1] dy dz, 

infolge derselben 

(1 + Ex) dx (1 + ~y) dy (1 + ~z) dz = ,,,-, (1 + ~x + ~y + ~z) d,1] dy dz, 

sofel'll die sehr kleinen GroBen hoherer Ordnung gegentiber den
jenigen niederer Ordnung vernachlassigt werden. 

Hiermit die Volumenzunahme 

(Sx + Sy + sz) dx dy dz, 

demnach 

5) 

die Zunahme derVolumeneinheit odeI' die verhaltnismaBige Volumen
anderung, welche als Volumenausdehnungskoeffizient be
zeichnet werde. 
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§ 67. Beziehungen zwischen Spannungen und Formanderungen. 

Die Elastizitat des festen Korpers kann in den versehiedenen 
Punkten desselben naeh allen Riehtungen gleieh groB, odeI' sie 
kann in den einzelnen Punkten und naeh den versehiedenen 
Riehtungen hin verschieden sein. Das erstere wird dann ein
treten, wenn del' Korper isotrop, d. h. in jedem seiner Punkte 
naeh allen Riehtungen hin gleieh besehaffen ist, wie dies z. B. 
von vorzugliehem FluBstahl hei nieht zu groBen Querschnitts
abmessungen mit ziemlieher Annaherung erv,artet werden darf. Bei 
Korpel'll von regelmaBigem Gefuge, die nieht isotrop sind, lassen 
sieh bestimmte Riehtungen erkennen, in denen die Elastizitat aus
gezeiehnete Werte aufweist. So z. B. besitzt ein kreiszylindriseh 
gewalzter Stab aus gutem, sehnigem SehweiBeisen in del' Walz
riehtung eine solehe ausgezeiehnete Richtung; in allen Richtungen 
senkrecht zu diesel' darf zwar mit Annaherung wieder ein und 
dieselbe Elastizitat angenommen werden, deren GroBe wird jedoeh 
von derjenigen in del' Walzrichtung verschieden sein. Man spricht 
in solchen Fallen von einer Elastizitatsachse des Materials. So 
zeigt Holz drei ausgezeiehnete Riehtungen: eine im Sinne del' 
Fasel'll, die anderen zwei tangential und radial in bezug auf die 
Jahresringe. Man sprieht dann von drei Elastizitatsaehsen. 

Handelt es sieh um einen Stoff, welcher in vel'schiedenen 
Punk ten nach verschiedenen Riehtungen hin verschiedene Elastizitat 
zeigt, so muB im allgemeinen die Lage del' Hauptdehnungen zu 
den Hauptspannungen von del' Veranderliehkeit del' Elastizitat ab
hangen. Diese Abbangigkeit wird im allgemeinen nUl' fur isotropes 
Material versehwinden; fur Material mit einer odeI' drei Ela&,tizitats
aebsen wird dies nul' in besonderen Fallen eintreten konnen 1). 

1m FaIle del' Isotropie des Materials werden - wie obne 
weiteres aus del' Anscbauung gefolgert werden darf - die 
Aehsen des Spannungsellipsoides mit denjenigen des 

1) Es laBt sich nachweisen, daB bei Kol'pern mit dl'ei zueinandel' senk
l'echten Elastizitatsachsen die Hauptspannungen nul' daun mit den Hauptdehnungen 
zusammenfallen, wenn die Hauptspanuungs- und Hauptdehnungsl'ichtungen mit 
den Elastizitatsachsen in dem betreffenden Punkte iibel'einstimmen, bei Kol'pern 
mit einer Elastizitatsachse nul' elann, wenn mit ihl' eine del' Hauptspannungs
oder Hauptdehnungsrichtungen zusammenfallt. 
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Formanderungsellipsoides, also die Richtungen del' Haupt
spannungen mit denjenigen del' Hauptdehuungen zu
sam m enfallen. 

Die allgemeinen Untersuchungen del' Elastizitatslehre ver
langen, damit sie fiberhaupt durchgefiihrt werden kannen, in del' 
Regel, daB isotropes Material vorausgesetzt wird, was auch im 
folgenden geschehen soIl. Die Ergebnisse solcher Betrachtungen 
gelten deshalb - streng genommen - auch nul' fiir derartige 
Karpel'. 

1. Die Hauptdehmtngen und die Hattptspammngen. 

Auf das rechtwinklige Parallelepiped ABCD, Fig. 1, welches 
zu dem Koordinatensystem so gelegen sein mage, daB die Kante A C 

Fig. 1. 

parallel zur x-Achse lauft, wirke je fiber die beiden Endflachen AB 
und CD, gleichmaBig verteilt angreifend, die gleiche Kraft P '" 
in Richtung del' x-Achse. Hierdurch geht del' Karpel' ABCD in 
ein anderes Parallelepiped AIBI CIDI fiber, und zwar in del' Weise, 
daB die zur Richtung von P", parallelen Kanten sich verlangern, 
wahrend die anderen senkrecht dazu stehenden Kanten sich ver
kfirzen. Die durch P x hervorgerufene Spannung ist eine Haupt
spannung ()l, welche un tel' del' V oraussetzung, daB zwischen 
Spannungen und Dehnungen Proportionalitat besteht, mit del' zu 
ihr gehorigen Dehnung Sx durch die Gleichung 

verbunden erscheint, worin a den in § 2 besprochenen Dehnungs
koeffizienten bedeutet. 

Nach den beiden dazu senkrechten Richtungell del' y uud z 
wird die Debnung als gleicb groB betracbtet und durch 
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m 

gem essen , worin m das als un veranderlich vorausgesetzte Ver
haltnis der Langsdehnung zur Querzusammenziehung bedeutet 
(vergl. § 7). Wir haben somit 

die Spannung die Dehnung 

In Richtung del' x-Achse (h lix = a (J'\ 

y-Achse 0 
lix 

m 

;:-Achse 0 
ex 
m 

Wiirde das Parallelepiped in Richtung der y-Achse - und 
zwar nul' in dieser - gezogen, so daB die Normalspannung 0"2 

und die Dehnung liy = a 0"2 eintritt, SO ergabe sich 

die Spanu un g die Dehnung 

Richtung del' x-Achse 0 
li1j 

In 
'fn 

y-Achse 0"2 liy = a U2 

;:-Achse 0 -~ 
m 

Wiirde schlieBlich der Zug nul' in Richtung der z-Achs3 
stattfinden, so daB die Normalspannung 0"3 und die Dehnung 
liz = a 0"3 stattfindet, So fande sich 

die Spannung die Dehnung 

Richtung del' x-Achse 0 
liz 

III 
m 

y-Achse 0 
liz 

m 

z-Achse 0"3 liz = a (}3' 

Wirken samtliche Zugkrafte gleichzeitig, SO bleiben ()\, 0"2 

und 0"3 Hauptspannungen, die Hauptdehnungen aber sind 
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Ey + E, 
E j =Ex -~ ...... -

m 

woraus nach Einfuhrung del' oben angegebenen Werte fur Ex, Ey 

und Ez 

fj = a (Vj - V2: U3 ) 

1 E2 = a (U2 - V3 + Uj ) 1) 
nt 

fs = a (03 - Vj+ U2 ) 

m 

Die Addition diesel' Gleichungen gibt unter Beachtung von 
Gl. 6, § 66, 

Die erste del' G leichungen 1 liefert 

El 
m Vj - V2 - U3 = m . - , 

a 

durch Addition diesel' Gleichung mit Gl. 2 

nach Einfiihrung von 

1 
2 

rn 1 
1 +rn a 

1 

fJ 
odeI' 

und Ermittlung del' Werte fur 42 und v3 

fJ 

2) 

2 (1 + rn) ---'---'-- a 3) 
m 
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m 1( e) 2( e) 
03 = 1 + m --;- f3 + m - 2 = 7i lOs + m - 2 

2. Spannungen l,tnd Fm'manderungen fiir drei beliebige, 

zueinandm' senkl'echt stehende Richtungen. 

4) 

Die Gleichungen 4, § 65, gelten fiir das Koordinatensystem, 
welches sich ergibt, wenn wir die Normalspannungen ax, ay und (fz 

im Punkte P fiir drei beliebige, senkrecht zueinander stehende Ebenen 
zu Koordinatenachsen wahlen. Nehmen wir statt dessen die drei 
Hauptspannungen im Punkte P zu Koordinatenachsen, also die 
Ebenen, in denen die Hauptspannungen wirken, zu Koordinaten
ebenen, so folgt, da in dies en Ebenen die Schubspannungen 'ex, 'ey 

und 'Cz gleich Null sind, und an Stelle von (fx, ay und (fz die 
GraBen (fl, (f2 und (f3 treten, aus den Gleichungen 4, § 65, 

p cos .A. = (fl cos Ct, p cos f1' = (f2 cos {J, p cOS')J = (fs cos y. 

Die Normalspannung a in dem beliebigen durch den Punkt P 
gelegten Flachenelement bildet mit del' resultierenden Spannung p 
einen Winkel (P, fiir welchen, da die Richtungswinkel 

von (f Ct {J y 

')J 

sind, die Beziehung 

cos cp = cos Ct cos .A. + cos f1 cos f1' + cos y cos ')J 

gilt. Somit 

und nach Einfiihrung del' Werte, welche die Gleichungen 4, § 67, 
fiir die Hauptspannungen liefern, 
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Die Heranziehung der Gleichung 3, § 66, unter Beachtung, 
daB die Schiebungen wegfallen, wenn fiir E"" Ey und Ez die Haupt
dehnungen £)' E2 und ES gesetzt werden, fiihrt zu 

folglich 

(f=~(E+_e ) 
fJ m-2 

5) 

Da diese Gleichung fiir eine ganz beliebige Richtung gilt, so 
muB sie auch fur drei beliebige zueinander senkrecht stehende 
Richtungen geIten, somit 

( (fy + (f.) 
E", = a (f",- m 

(
IT. + (f",) 

Ey = a (fy - ---;;;- 6) 

8. Bedeutung der Grofie (3. 

Die Einfiihrung des Wertes E aus G1. 3, §66, in G1. 5 ergibt 

a = ~ [E'" cos2 a + Ey cos2 fJ + Ez cos2 r + r", cos fJ cos r 

+ ry cos r cos a + r. cos a cos fJ + m e 2 (cos2 a + cos2 fJ + cos2 r)], 

wobei der Faktor von ~2 am Schlusse mit Riicksicht auf das 
m-

Spatere an Stelle von 1 gewahlt worden ist. 
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Aus Gl. 6, § 65, folgt unter Beachtung der Gleichungen 6 
dieses Paragraphen 

(j = {- [EX cos2 a + Ey cos2 fJ + Ez cos2 Y + m e 2 (cos2 a + cos2 fJ + cos2 y)] 

+ 2 'Cx cos fJ cos y + 2 'Cy cos Y cos a + 2 'Cz cos a cos fJ. 

Da die beiden fur (j gefundenen Werte einander gleich sem 
mussen, so ergibt sich 

2 ( , 7i Yx cos fJ cos y + yy cos y cos a + Yz cos a cos fJ) 

= 2 'Cx cos fJ cos y + 2 'Cy cos Y cos a + 2 'Cz cos a cos fJ 

(fJ 'Cx - Yx) cos fJ cos y + (fJ 'Cy - yy) cos y cos a + (fJ 'Cz - Yz) cos a cos fJ = O. 

SolI diese Gleichung fur belie bige Werte von a, fJ und y 

bestehen, so muB 

Yx = fJ 'Cx, Yz = fJ 'Cz • 7) 

sein, d. h. fJ ist diejenige Erfahrungszahl, mit welcher die Schub
spannungen multipliziert werden mussen, damit die Schiebungen 
erhalten werden, also der Schubkoeffizient (§ 29). Zwischen 
ihm und dem Dehnungskoeffizienten a besteht die Beziehung 
Gl. 3, wie bereits § 31, Ziff. 2, unmittelbar festgestellt worden ist. 

§ 68. Allgemeine Anfgabe der Elastizitatslehre nnd Weg znr 
Losnng derselben. 

Die Aufgabe del' Elastizitatslehre begreift m sich: 

1. die Feststellnng des Zusammenhanges zwischen den auBeren 
Kraften, welche auf den in Betracht gezogenen Karper wirken, 
und den durch sie hervorgerufenen Formanderungen, 

2. die Feststellung del' Abmessungen eines solchen Karpers 
unter der Bedingung, daB die Formanderung, d. i. die graBte 
Hauptdehnung, in keinem Punkte desselben die hochstens noch 
fur zulassig erachtete Grenze uberschreitet, und unter der weiteren 

B a c h, Elastizitiit. 5. Aufl. 42 
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Forderung, daB die Gesamtformanderung des belasteten Karpers 
innerhalb der Grenze bleibe, welche dul'ch den besonderen Zweck 
desselben odeI' durch den Zusammenhang mit anderen Teilen 
gesteckt ist. 

Die Lasung diesel' Aufgabe fordert in erster Linie die El'
mittlung del' Hauptdehnungen in einem beliebigen Punkte P des 
Karpel's; denn unter ihnen befindet sich die graBte und kleinste, 
welche iiberhaupt in dem Punkte auftritt. 

Allgemein wurde dabei in folgendel' Weise vorzugehen sein. 
Fur den Punkt P sind a;, y und z die Koordinaten vor Ein

tritt del' Formanderung, ~, "I und 1; deren Anderungen infolge del' 
letzteren und damit nach den Gleichungen 6 sowie 7, § 67, und 
den in § 66 unter Ziff. 1 fur Ex, Ey , Ez , rx, ry und rz gefundenen 
Ausdrucken 

2 (8~ e) 
(fx = fi 8~ + m - 2 ' 

2 (8r; e) 
(jy = fi lJy + m-2 ' 

worlD 

o~ 0"1 o?; 
e=~+~+~, 

v.'/J vy vz 

2 (1 +m) 
{J = ---'--"- ex. 

m 

1) 

Die aus den Gleichungen 1 folgenden Werte del' sechs 
Spannungskomponenten sind in die Gleichungen 3, § 65, einzu
setzen. Hierdurch werden drei simultane partielle Differential
gleichungen zweiter Ordnung fur die GraBen ~, "I und ?; erhalten. 

02~ 02~ 02~ m oe 
---+--" +---+-----+fJX = 0 
ox2 oy2 8z2 m-2 ox 
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Bei der Integration werden im allgemeinen Funktionen einzufiihren 
sein, welche in bezug auf diej enige Veranderliche, nach welcher 
jeweils integriert wird, konstant sind. Diese Funktionen sind durch 
die Oberflachenbedingungen, d. h. dadurch bestimmt, 

a) daB die Spannungskomponenten 

p cos A, p cos I'" p cos v 

III den Gleichungen 4, § 65, fiir die Punkte der K5rperoberflache 
(durch die Belastung) gegebene Werte haben, . 

b) daB ;, '1/, ~ fiir gewisse Punkte von vornherein bekannt 
sind oder doch ermittelt werden k5nnen (Unterstutzung des K5rpers). 

Sind hiernach ;, '1/, ~ als Funktionen von x, '/J, z festgestellt, 
so ergeben sich 

aus den Gleichungen 1, sodann die Hauptspannungen aus Glei
chung 8, § 65, und die Hauptdehnungen mittelst der Gleichungen 1, 
§ 67. 

Oder es kann auch so verfahren werden, daB, nachdem;, '1/, ~ 
als Funktionen von x, '/J, z vorliegen, 

mittelst der in § 66 unter Ziff. 1 fiir diese Gr5Ben gefundenen 
Beziehungen und aus ihnen die Hauptdehnungen berechnet werden. 

In den weitaus meisten Fallen der technischen Anwendung 
erweist sich die Integration der partiellen Differentialgleichungen 
als unausfuhrbar, infolgedessen das. angedeutete Verfahren, trotz 
seiner Einfachheit in grundsatzlicher Hinsicht, nur in Ausnahme
fallen zum Ziel fiihrt. Unter diesen Verhaltnissen geht man 
zweckmaBigerweise derart vor, daB zunachst einfache FaIle be
trachtet und von dies en unter Beniitzung der gewonnenen Ergeb
nisse zu zusammengesetzteren fortgeschritten wird. Die hierbei 
auftretenden Schwierigkeiten sucht man durch geeignete Annahmen 
zu Uberwinden. Dieser Weg, der nach heutigem Stand fiir den 
Ingenieur - wie bereits bemerkt, mit ganz seltenen Ausnahmen -
allein ubrig bleibt, ist in den ersten 7 Abschnitten dieses Buches 
beschritten. DaB es trotzdem fii~ den Ingenieur angezeigt ist, die 
allgemeinen Beziehungen dieses Abschnittes zu kennen, ergibt 
sich aus dem im Vorwort zur vierten Auflage Bemerkten. 

42* 
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§ 69. Anwendnng auf den Sonderfall der Belastung eines geraden 
stabformigen Korpers. 

Fund F', Fig. 1, seien zwei unendlich nahe gelegene Quer
schnitte des stabformigen Korpers. Die auf ihn wirkenden auBeren 
Krafte lassen sich fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt F 
ersetzen: durch eine im Schwerpunkte desselben angreifende 
Kraft R und durch ein Kraftepaar vom Moment M, entsprechend 
der Paarachse 0 M. Durch Zerlegung senkrecht zum Querschnitt 
und parallel zu demselben ergeben sich 

die Kraftkomponenten Rl R2 , 

die Momentkomponenten Ml M2 • 

~>~ 
:ffi"---+-----;#"'~ .fJL 

Fig. 1. 

Die Kraft R1 veranlaBt, je nachdem sie ziehend odeI' druckend 
wirkt, eine Zu- odeI' Abnahme del' Entfernung del' beiden Quer
schnitte Fund F' voneinander, verursacht also positive oder 
negative Dehnungen, ruft demgemaB Normalspannungen wach: 
Fall der einfachen Zug- odeI' Druckelastizitat (S. 91, 154). 

Das Kraftepaar M2 mit der Paarachse 0 lYh bewirkt eine Ande
rung der gegenseitigen Neigung von F zu F', verursacht also posi
tive und negative Dehnungen und ruft damit positive und nega
tive N ormalspannungen wach: Fall der einfachen Biegungselastizitat 
(S. 187). 

Die Kraft R2 veranlaBt eine Verschiebung der Flachenelemente 
von F gegen diejenigen von F', d. h. Schiebungen, und ruft dem-
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entspl'echend Schubspannungen wach: Fall del' einfachen Schub
elastizitat (S. 357). 

Das Kl'aftepaal' Ml bewil'kt Vel'dl'ehungen del' Flachenelemente 
in F gegen diejenigen in P, also Schiebnngen, und ruft dem
gemaB Schnbspannungen wach: Fall del' einfachen Drehungs
elastizitat (S. 302). 

Hiernach haben wir als Hanptwirknngen von R und M erkannt: 
Anderung del' Entfernung und del' Neigung del' beiden Quer
schnitte, Verschiebung und Verdrehung del' beiden Querschnitte 
gegeneinander. Im allgemeinen wird noch eine Krummung der
selben eintreten, die von del' GesetzmaBigkeit abhangt, nach 

% 
I 

»:=-t--~~ 
$1 

I 

/ 
/ 

/ 

)------~ 

Fig. 2. 

welcher sich die Dehnungen und Schiebungen im Querschnitt F 
von Flachenelement zu Flachenelement und von den Flachen
elementen des Querschnitts F zu den gleichgelegenen von F' &-ndern. 

In dem beliebigen Punkte P des Quel'schnitts F, Fig. 2, er
halten wir als Gesamtwirkung eine resultierende Normalspannung (fx 

(in Richtung del' Stabachse wirkend, welche wir uns als x-Achse 
denken wollen) und eine resultierende Schubspannung 'C. Letztere 
zerlegen wir nach Fig. 2 in zwei Komponenten parallel zur y- und 
zur z- Achse und erhalten somit fur den Punkt P die Spannungen 

Damit geht die Gleichung 8, § 65, fur die Hauptspannungen 
wegen 
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fiber in 

0" - 0 1) u- , 0". = 0 1), 'Cx = 0 1) 

3 2 (2+ 2) - 0 0" - O"x (J - 'Cy 'Cz 0" - , 

woraus die eine Wurzel 0"3 = 0 folgt (das Spannungsellipsoid wird 
zur Spannungsellipse), wahrend ffir die beiden anderen Haupt
spannungen mit 

sich ergibt 

1) 

2) 

Fur die Hauptdehnungen folgt aus den GIeichungen 1, § 67, 
wegen 0"3 = 0 

somit 

~ _ m -1 n~+ 1 V 2 4 2 
- 2 0"., + -2-- 0"", + 'l, a m m 

1) Diese 3 Gleichungen ffihren zur Erfiillung der Gleichung 9, § 65, und 
damit - wie schon dort bemerkt - zum Ubergang des Ellipsoids in eine 
Ellipse. 

2) In anderer Weise wurde diese Gleichung bereits in § 48 abgeleitet. 
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ES a", 
-=--

De m 
5) 

1st a", positiv, einem Zug entsprechend, so wird, da in del' 
Regel die zulassige Anstrengung gegeniiber Zug kleiner zu sein 
pflegt als gegeniiber Druck, Gl. 3 maBgebend. Wenn fix negativ 
ist, einem Druck entsprechend, so wird Gl. 4 einen groBeren 
Wert ergeben als Gl. 3; dabei ist abel' immerhin zu priifen, ob 
die kleinere, aus Gl. 3 folgende Zuginanspruchnahme nicht mal3-
gebend wird. . 

1m iibrigen ist das im zweiten Teil von § 48 Gesagte, be
treffend die Einfiihrung des Berichtigungskoeffizienten ao, zu be
achten. 

Da. die Gleichung 3 bezw. 4 haufige Benutzung erfahrt, so 
erscheint es angezeigt, an diesel' Stelle nochmals die Voraus
setzungen zusammenzustellen, auf denen sie beruht, und das um 
so mehr, als diese nicht selten recht ungeniigend erfiillt sind, ohne 
daB daran auch nul' gedacht wird. 

1. Die allgemeinen V oraussetzungen del' Elastizitatslehre: 
a) Isotropie des :Materials, 
b) Proportionalitat zwischen Dehnungen und Spannungen 

sowie Unveranderlichkeit des Verhaltnisses zwischen 
Langsdehnung und Querzusammenziehung, 

c) Elastizitat gegeniiber Druck ist die gleiche wie gegen
iiber Zug, 

d) Formanderungen sind so klein, daB die Proportion a
litatsgrenze nicht iiberschritten wird. 

2. Die Sondervoraussetzungen: 

a) (Jy = 0 und a. = 0, 

d. h. Normalspannungen senkl'echt zur Stabachse treten 
nicht auf; (diese Voraussetzung ist z. B. bei einer 

1) S. Fu.6bemerkung 2, S. 662. 
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b) 

Welle da, wo diese durch die Nabe einer Kurbel, eines 
Rades u. s. w. in radialer Richtung stark gepre.Bt wird, 
nicht erfiillt.) 

'&", = 0, 

d. h. Schubspannungen, welche in Ebenen wirken, die 
sich in Parallelen zur Stabachse rechtwinklig schneiden, 
sind nicht vorhanden; (diese V oraussetzung ist beispiels
weise bei einer Welle da, wo auf diese durch ein auf
gekeiltes Rad oder eine aufgekeilte Kurbel ein bedeu
ten des Drehmoment ubertragen wird, nicht erfallt.) 

Denkt man sich den geraden stabformigen Korper aus Fasern 
bestehend, so kommen die V oraussetzungen 

(Jy = 0 (Jz = 0 '&", = 0 

darauf hinaus, daB diese Fasern weder einen Zug noch einen 
Druck noch einen Querschub aufeinander auBern, also auch 
nicht von auBen empfangen. 



Bedeutung del' in den Gleichung'en auftretenden 
Buchstabengrofsen. 

A Formanderungsarbeit (§ 41 u. f.), KOl1stante. 
a bei elliptischen Querschnitten die groBe Ralbachse, bei elliptischen Platten 

die groGe Achse der Ellipse; die eine Seite eines rechteckigen Quer
schnitts, einer rechteckigen Platte; Seite des quadratischen Querschl1itts, 
del' quadratischen Platte; Abstal1d (unveranderlicher). 

ao groBe Halbachse del' inneren Begl'enzung eines Ellipsel1l'inges. 
ai, 02 AbsHLl1c1e. 

B Konstante. 
b bei elliptischen Querschnitten die kleine Halbachse, bei elliptischen, Platten 

die kleine Achse der Ellipse; die andere Seite eines rechteckigen Quer
schnitts, einer rechteckigen Platte; Seite eines regelmaBigen Dreiecks 
oder Sechsecks; Breitenabmessung; A1,Jstand (unveranderlicher). 

bo klein8 Halbachse del' inneren Begrenzung eines EllipsBl1l'inges; Breiten-
abmessuug. 

C1 , C2 Integrationskonstanten. 
c Strecke. 
Cl, C2 Integrationskonstanten. 

d Durchmesser im allgemeinen, bei Hohlstaben der auBere Durchmesser; Strecke. 
do innerer Durchmesser eines Hohlzylinders. 
dm mittlerer 

e, el , ez Abstande, fiir gerade Stabe s. § 16, fiir gekriimmte s. § 54. 
e Kreishalbmesser; Basis der natiirlichen Logarithmel1. 
e = fl + f2 + Fa (§ 58, Gleichung 2, § 66, § 68). 

F GroBe einer Flache. 
/ Querschl1itt. 
/0' /1 Sonderwerte von /. 
/ b Querschnitt an der Bruchstelle des zernssenen Stabes, dessen urspriinglicher 

Quel'schnitt die GroBe / besaG. 

G Eigengewieht. 

H Horizontalkraft. 
h Hohe eines Querschl1itts, eines Prisma; Starke einer Platte. 
110 Hohenabmessung. 

Anzahl der \Vindungen einer Scln-aubenfeder. 
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K z Zugfestigkeit (§ 3). 
K Druckfestigkeit (§ 11). 

Biegungsfestigkeit (§ 22). 
Drehungsfestigkeit (§ 35). 
Schubfestigkeit (§ 15, § 40). 
zulassige Anstrengung gegenliber Zug. 

Druck. 
kb Biegung. 
ka Drehung. 
k8 Schub. 

Lange des Korpers. 
lb die Lange, welche das urspriinglich l lange Stabstiick nach dem ZerreiBen 

besitzt. 

it! Moment im allgemeinen. 
M A Moment im Punkt A (§ 18, Ziff. 3). 
lY!b biegendes Moment. 
max (ir!b) GroBtwert von Mb· 
Md drehendes Moment. 
1I1u Moment, herriihrend von den auf den Umfang einer Platte wirkenden Wider

lagskraften (§ Gl). 
e 

M7j = J 2 Y '1 dq statisches Moment (s. § 39). 
7j 

in Exponent, welcher die Veranderlichkeit der Dehnung zum Ausdruck bringt 
(§ 4 und § 5, insbesoudere Ziff. 3 daselbst); Verhaltnis der Langs
dehnung zur Querzusammenziehung (§ 7, § 67); Koeffizient (§ 33). 

inl und nt2 Sonderwerte des Exponenten In (§ 20, Ziff. 4). 

n GroBe einer Strecke; Koeffizient. 

P Zug- oder Druckkraft, Einzelkraft. 
Pmax Bruchbelastung. 
Po Knickbelastung (§ 24). 
P Belastung der Langeneinheit eines auf Biegung beanspruchten Stabes, Span-

nung im allgemeinen. 
P,Pll P2' Pa'Pc Pressungen auf die Flacheneinheit (§ 60, § 53), Spannungen (§ 65). 
Pi Pressung im Inneren eines HohlgefaBes, fiir Pa = ° innerer Uberdruck. 
Pa der das HohlgefaB umschlieBenden Fliissigkeiten, fiir Pi = ° 

auBerer Uberdruck. 
Px ' Py ' Pz Spannungen in drei zueinander senkrechten Ebenen (§ 65). 

Q gleichmaBig iiber den gebogenen Stab verteilte Last, Einzellast (§ 55, Ziff. 1). 
2 Q Belastung eines Hohlzylinders auf die Laugeneinheit (§ 55, Ziff. 2). 

r Kreishalbmesser, Kriimmungshalbmesser insbesondere del' Mittellinie eines 
gekriimmten Stabes vor der Formanderung, Tragheitshalbmesser (§ 26). 

r 1 , 7'2 Sonderwerte von r(§ 57, Fig. 4 bis 6). 
ro Sonderwert von r (§ 60, Fig. 17). 
r i innerer Dnrchmesser eines Hohlzylinders, einer Hohlkugel. 
7' a auBerer 
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IS Sicherheitskoeffizient gegeniiber Knickung (§ 25). 
S Schubkraft. 

Wandstarke, Strecke. 

tl Umfang des Querschnittes. 
V Volumen. 
v Abstand. 
$ beliebige Strecke, Abszisse. 
x' Koordinate (§ 65). 
y Koordinate, insbesondere Ordinate der elastischen Linie, Querschnitts

abmessung. 
y' Koordinate, Dllrchbiegllng eines Stabes infolge des biegenden Momentes (§ 18), 

Zllsammendriickung oder Verlangerung einer Schraubenfeder (§ 57). 
y" Durchbiegllng eines Stabes infolge der Schllbkraft (§ 52, Ziff. 2 b). 

W, Wa und Wb Widerlagskrafte (§ 61). 

X, I~ Z Komponenten von Massenkraften (§ 65). 

Z = f $ Y df (§ 21, Gleichung 2). 
z Koordinate; Abstand, Qllerschnittsabmessung. 
z' Koordinate; Durchbiegung plattenfiirmiger Kiirper. 
zo' Sonderwert von z'. 
Zo Schwerpllnktsabstand (S. 250). 

a Dehnllngskoeffizient (§ 2, reziproker Wert des ElastiziUttsmodul), Dehnllng 
fiir die Spannung 1 (§ 4 und § 5); Winkel; Konstante. 

al und "2 Sonderwerte der Dehnllug fiir die Spannllng 1 (§ 20, Ziff. 4). 
ao Anstrengllngsverhaltnis (§ 48). 

{J Schubkoeffizient (§ 29, reziproker Wert des Schubelastizitatsmodul, § 67); 
Winkel, insbesondere der elastischen Linie mit der urspriinglichen Stab
achse (§ 18); Konstante. 

kb 
{Jo =T (§ 45, Ziff.l). 

z 

Y Schiebung, Winkelanderllng (§ 28), Gewicht der Volumeneinheit, Winkel. 
Yx ' Yy ' Yz Winkelanderllng (Schiebung) an der $-, y- bezw. z-Kante (§ 66, § 67). 
Ymax GriiGtwert der Schiebung y. 

verhaltnismaGige Dehnung (§ 2). 
b' Sonderwerte von f. 

E q Querdehnung (§ 7). 
Eo Dehnung der Mittellinie (§ 54). 
EI' E~, f3 die Dehnungen in den drei Hauptrichtungen (§ 58), die Hauptdehnllngen (§ 66). 
f"" Ey ' fz Dehnungen in Richtung der x-Achse bezw. der y- und z-Achse. 

, Anderung von z (§ 58, § 66). 

'1 Koordinate; Abstand, insbesondere eines Flachenelementes von der einen 
Hauptachse des Qllerschnitts, Anderung von y (§ 66). 

e TragheitsUloment eines Querschnitts im allgemeinen, meist jedoch iu bezug 
auf die eine Hauptachse. 

e' polares Tragheitsmoment eines Querschnitts. 
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@1o (i<)2' ex' @y Tragheitsmomente in bezug auf besonders bezeichnete Achsen. 

,'t verhaltnismaLliger Drehungswinkel (§ 33, § 43). 

~ Koeffizient (§ 42). 

Y. Zerknicknngskoeffizient (§ 26). 

1 C 'I 
x = -7 J -I" + 'I elf (§ 54). 

J. Winkel (§ 65). 
~, J.', )." Langenanderungen eines Stabes (§ 1, § 2, § 4, § 5, § 41). 

I' Koeffizient (§ 46) insbesondere Berichtigungskoeffizient (§ 60, Ziff. 4, § 61 u. f.). 
po Koeffizient (§ 22, S. 250). 

v Winkel. 

~ Koordinate, Andernng von x (§ 66). 

7l = 3,14159. 

R Kriimmungshalbmesser, insbesondere del' elastischen Linie; Abstand eines 
beliebigen Quersehnittselementes von del' Drehungsachse (§ 32, Fig. 4, 
Gleichung 1). 

R a' (!b Sonderwerte von (! (§ 61). 

(J Normalspannung (§ 1, § 29, erster Absatz). 
(J max GriiBtwert von (J. 

6 1 , (J2 Sonderwerte von (J. 

v"" (Jy' (Jz Normalspannungen in Richtung del' x-Achse, bezw. y- und z-Achse. 
va' Vb groBte Normalspannung im Streifen von del' Lange a bezw. b (§ 61). 
Va' Vz Drnck- bezw. Zugspannung (§ 20, Ziff. 4). 

T Schubspannung (§ 29). 
T'lIwX Groiltwert von T bei Schub (§ 38, § 39). 
Tl Sonderwert von T. 

'x 'y Tz Schubspannungen senkrecht zur Richtung del' x-Achse, del' y- bezw. 
z-Achse (§ 65). 

T' Schubspannung an naher bestimmter Stelle. 
T~, T~ die Werte von Ty und Tz an einer solchen Stelle. 
T., Ta Schubspannungen, unterschieden je nachdem sie von der Schubkraft odeI' 

vom drehenden Moment hervorgerufen werden. 
';"a", Schubspannung in den Endpunkten der kleinen Halbachse eines elliptischen 

Querschnitts. 
T~ Schubspannung in den Mitten del' langen Seiten eines rechteckigen Querschnitts. 
T~ Schubspannung in den Mitten del' kurzen Seiten eines rechteckigen Querschnitts. 

<p Dehnung des zerrissenen Stabes in Prozenten (§ 8); Winkel (vo~ verander-
licher GroBe), Koeffizient (§ 34). 

¢ Querschnittsvermindernng des zerrissenen Stabes in Prozenten (§ 8); Winkel, 
Koeffizient (§ 35, Ziff. 2, § 60, Ziff. 4). 

1f!o Koeffizient (§ 57). 

ill Befestigungskoeffizient (§ 24, § 25), Winkel. 
VerhaltnismaLlige Anderung des Querschnittswinkels (§ 54). 
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