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Vorwort. 

Der Laie spricht manchmal die Ansicht aus, die Mathematik 
ware heutzutage schon eine tote Wissenschaft: nachdem sie einen 
ungemein hohen Grad der Entwicklung erreicht hat, sei sie in 
ihrer steinernen Vollkommenheit erstarrt. Dies ist ein vollig irriges 
Bild der Situation: nur wenige Wissenschaftsgebiete befinden 
sich heute in der Phase einer solch intensiven Entwicklung wie 
die Mathematik. Diese Entwicklung ist dabei auBerordentlich 
vie1seitig: die Mathematik erweitert ihre Domane nach allen 
moglichen Richtungen, sie wachst in die Rohe, in die Weite und 
in die Tiefe. Sie wachst in die Rohe, da auf dem Boden ihrer 
alten Theorien, denen eine jahrhundert-, ja sogar jahrtausend
lange Entwicklung zugrunde liegt, immer wieder neue Prob1eme 
auftauchen, immer scharfere und vollkommenere Resultate er
zielt werden; in die Weite, da ihre Methoden andere Wissen
schaftszweige durchdringen, ihr Untersuchungsbereich immer 
umfangreichere Gebiete von Erscheinungen umfaBt und immer 
neue Theorien in den groBen Kreis mathematischer Disziplinen 
einbezogen werden; und schlieBlich in die Tiefe, da ihre Grund
lagen immer mehr gefestigt, die bei ihrem Aufbau angewandten 
Methoden immer vollkommener werden und ihre Prinzipien an 
Dauerhaftigkeit gewinnen. 

In dem vorliegenden Buch wiinschte ich dem Leser, der fiir 
die gegenwartige Mathematik Interesse aufweist, aber ihr fern
steht, mindestens einen ganz allgemeinen Begriff von dieser 
dritten Entwicklungslinie der Mathematik, d. i. von ihrer Ent
wicklung in die Tiefe, zu geben. Ich wollte den Leser mit den 
wichtigsten Begriffen derjenigen Disziplin bekanntmachen, die 
mathemati8che Logik genannt wird und die zum Zwecke eil1er 
Vertieful1g und Befestigul1g der Grundlagel1 der Mathematik 
geschaffel1 wurde, eil1er Disziplin, die trotz ihrer kurzel1, kaum 
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hundertjahrigen Existenz schon einen hohen Grad der Voll
kommenheit erreicht hat und deren Rolle in der Gesamtheit 
unseres Wissens bedeutsam iiber die ihr urspriinglich gezogenen 
Grenzen hinausgeht. Meine Absicht war zu zeigen, daB die Begriffe 
der Logik die ganze Mathematik durchdringen, daB sie alle 
spezifisch mathematischen Begriffe als Sonderfalle urnfassen und 
daB in den mathematischen Schliissen stets - bewuBt oder un
bewuBt - Gesetze der Logik angewendet werden. Endlich 
wiinschte ich die wichtigsten Prinzipien des Aufbaus mathe
matischer Theorien darzustellen, Prinzipien, mit deren genauen 
Bearbeitung sich wieder eine andere Disziplin - die Methodologie 
der Mathematik - befaBt, und zu zeigen, wie die Anwendung 
jener Prinzipien in der Praxis aussieht. 

Es war nicht leicht, diesen ganzen Plan im Rahmen eines 
ziemlich kleinen Buches zu verwirklichen, ohne dabei beim Leser 
eine besondere mathematische Bildung oder eine groBere Schulung 
in Uberlegungen abstrakten- Charakters vorauszusetzen.· Auf 
Schritt und Tritt war es notwendig, eine moglichst leichte FaBlich
keit mit der gewiinschten Knappheit der Uberlegungen zu ver
binden, wobei sehr auf das Vermeiden von Fehlern und groBeren 
Ungenauigkeiten yom wissenschaftlichen Gesichtspunkt aus ge
achtet werden muBte. Es war notwendig, eine Sprache zu be
niitzen, die moglichst wenig von der Umgangssprache abweicht, 
und auf die Verwendung einer besonderen logischen Symbolik 
zu verzichten, obgleich diese ein Instrument von hohem Wert 
bildet, das die Knappheit mit der Prazision der Darstellung zu 
vereinigen gestattet, die Moglichkeit von Vieldeutigkeiten und 
MiBverstandnissen in hohem MaBe beseitigt und dadurch wesent
liche Dienste in allen subtileren Uberlegungen leistet. Es war 
notwendig, von vornherein auf eine systematische Darstellung 
zu verzichten, von einer Unmenge der sich bietenden Fragen nur 
wenige genauer zu besprechen, andere nur fliichtig zu beriihren, 
noch andere vollig zu verschweigen, mit dem BewuBtsein, daB die 
Auswahl in starkerem oder schwacherem Grade den Charakter 
einer subjektiven Willkiirlichkeit haben muB. In denjenigen 
Fallen, in denen die heutige Wissenschaft bisher keine einheit
liche Stellung eingenommen hat und fiir ein und dasselbe Problem 
eine Reihe von mogIichen, gleich korrekten Losungen gibt, konnte 
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man an eine objektive Darstellung aller bekannten Meinungen 
gar nicht denken, es war im Gegenteil notwendig, sich zu einem 
bestimmten Gesichtspunkt zu entscheiden; bei der Entscheidung 
habe ich mehr darauf gesehen, daB die gewahlte Methode der 
Problemlosung moglichst einfach ist und sioh in einer popularen 
Weise darstellen laBt, als darauf, daB sie meinen personlichen 
Tendenzen entsprioht. - leh gebe mioh nicht der Tauschung 
hin, daB es mir iiberall gelungen ist, diese und noch viele 
andere Schwierigkeiten zu iiberwinden. 

Um die Betrachtungen zuganglicher zu machen und sie ihres 
rein abstrakten Charakters zu entledigen, habe ich sie an konkreten, 
aus den mathematischen Disziplinen geschopften Beispielen stets 
zu veranschaulichen versucht. Da ich vom Leser kein mathe
matisches Wissen fordern wollte, das iiber den Stoff der Mittel· 
sohule hinausgeht, war die Auswahl der Beispiele von vorn
herein begrenzt: man muBte sie aus denjenigen Teilen der 
Elementarmathematik sohtipfen, die in der Schule behandelt 
werden, also hauptsachlioh aus der Arithmetik und der Geo
metrie. Als Hauptquelle fiir Beispiele hat mir die Arithmetik 
gedient; ioh bin namlioh der Meinung - entgegen der bis
herigen Tradition und Sohulpraxis -, daB sich die Arithmetik 
wegen der Einfaohheit ihrer Begriffe und Satze und wegen der 
Einheitliohkeit der Beweismethoden viel besser als die Geometrie 
zur Veranschaulichung verschiedener elementaren Erscheinungen 
logischer und methodologischer Natur eignet. 

Dieses Buch zerfallt in zwei Teile: der erste Teil vermittelt 
Kenntnisse aus der mathematischen Logik und der Methodologie 
der Mathematik, der zweite Teil enthiilt in der Form eines Bei
spiels die Gnmdlegung einer elementaren mathematischen Theorie, 
die ein Bruchstiick der Arithmetik bildet, was Gelegenheit gibt, 
die im ersten Teile erworbenen Kenntnisse anzuwenden und zu 
vervollstandigen. In den am Ende jedes Kapitels angegebenen 
Ubungsaufgaben werden manchmal Probleme beriihrt, die zu 
besprechen ioh im Texte keine Gelegenheit hatte. Kurze histori· 
sche Aufschlusse sind in den Anmerkungen enthalten. 

Die Abschnitte, die am Anfang und am Ende mit einem 
Stern ,,*" versehen sind, enthalten sehwierigeres Material (oder 
setzen die Kenntnis anderer Absehnitte, die ein derartiges Material 
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enthalten, voraus); man kann sie beim ersten Lesen ohne wesent
lichen Nachteil fiir das Verstehen der weiteren Uberlegungen 
iibergehen. Dasselbe betrifft die Ubungsaufgaben, die durch 
einen Stern vor ihrer Nummer gekennzeichnet sind. 

Das vorliegende Buch bildet eine nahezu genaue Ubersetzung 
des polnischen Originals, das im vorigen Jahre erschienen ist. 
DaB die deutsche Ausgabe zustande gekommen ist, verdanke 
ich in erster Linie Moritz Schlick, unvergeBlichen Andenkens, 
der infolge seiner vielseitigen lnteressen auch fiir dieses, seiner 
eigentlichen Forschungsarbeit ziemlich ferne liegendes Buch 
Verstandnis gefunden hat. Bei der Ubersetzung tauchten ver
schiedene Fragen terminologischer Natur auf, sowie Probleme, die 
mit der Anpassung des Buches an einen neuen Leserkreis ver
bunden waren; fiir wertvolle Ratschlage zu einzelnen diesbeziig
lichen Fragen bin ich den Herren Beer (Wien), Lukasiewicz 
(Warschau), Menger (Wien) und Straszewicz (Warschau) zu groBem 
Dank verpflichtet. lch danke Fraulein Rand (Wien) fiir ihre 
Hilfe bei der Ubersetzung. Auch danke ich herzlich Frau 
Kokoszynska (Kattowitz) und Herrn Woodger (London), die 
vollstandige Korrekturen des Buches gelesen und mir viele 
wichtige Bemerkungen mitgeteilt haben. 

Warschau, im Mai 1937. 
Alfred Tarski. 
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Erster Teil. 

HauptbegriHe der mathematischen Logik. 
Deduktive Methode. 
I. Uber die Variablen. 

1. Konstanten und Variablen. Jede matheinatische Disziplin 
ist ein System von Satzen, die als wahr anerkannt und Lehrsatze 
genannt werden. Diese Lehrsatze folgen einander in einer be
stimmten Reihenfolge - nach gewissen Prinzipien, die wir naher 
in VI besprechen werden. Die Lehrsatze werden in der Regel 
von Uberlegungen begleitet, die diese Lehrsatze begriinden (ihre 
Richtigkeit erweisen) sollen und die Beweise genannt werden. 

Unter den Ausdriicken und Zeichen, die in mathematischen 
Lehrsatzen und Beweisen vorkommen, unterscheiden wir Konstan
ten und Variablen. 

In der Arithmetik kommen z. B. solche Konstanten vor wie 
"Zahl'',1 "Null" (,,0"), "Eins" (,,1"), "Summe" (,,+") u. v. a. 
Jedes der angefiihrten Zeichen hat eine genau bestimmte Be
deutung, die im Laufe der Uberlegungen unverandert bleibt. 

Als Variablen beniitzen wir in der Regel einzelne Buchstaben, 
in der Arithmetik z. B. die kleinen Buchstaben des lateinischen 
Alphabets: "a", "b", "c" ... , "x", "y", "z". 1m Gegensatz zu 
den Konstanten besitzen die Variablen iiberhaupt keine selbstan
dige Bedeutung. Man kann die Frage: 

Hat Null diese und diese Eigenschatt?, 
z. B.: 

1st Null eine ganze Zahl?, 
1 Den Terminus "Zahl" gebrauchen wir hier stiindig in der Be

deutung, in der gewohnlich der Terminus "reelle Zahl" in der Mathe
matik gebraucht wird; er umfa13t also gauze und gebrochene Zahlen, 
rationale und irrationale, positive und negative, dagegen nicht ima
giniire oder komplexe Zahlen. 

Tarski, Mathematische Logik. 1 
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mit "ja" oder "nein" beantworten, die Antwort kann wahr oder 
falsch sein, aber in jedem FaIle ist sie sinnvoll. Dagegen kann 
eine Frage, die x betrifft, z. B.die Frage: 

1st x eine ganze Zahl?, 
nicht sinnvoll beantwortet werden. 

In Hinblick auf gewisse Stellen, denen man in den Schul
buchern, besonders in solchen alteren Datums, begegnet, konnte 
man vermuten, daB auch den Variablen ein selbstandiger Sinn 
zugeschrieben werden kann. Man sagt namlich, daB auch die 
Zeichen "x", "y"... gewisse Zahlen oder GroBen bezeichnen, 
aber nicht "konstante Zahlen" (die durch konstante Zeichen 
wie ,,0", ,,1" ... bezeichnet werden), sondern die sog. "variablen 
Zahlen" oder vielmehr die "variablen GroBen". In dieser An
schauung steckt ein grobes MiBverstandnis. Die "variable Zahl" x 
konnte keine bestimmte Eigenschaft besitzen, sie konnte z. B. 
weder positiv noch negativ noch gleich Null sein; oder vielmehr 
die Eigenschaften einer solchen Zahl wiirden sich von Fall zu 
Fall verandern: diese Zahl wiirde manchmal positiv, manchmal 
negativ, schlieBlich manchmal gleich Null sein. Solche Gebilde 
finden wir in der Welt uberhaupt nicht; ihre Existenz wiirde 
den Grundgesetzen unseres Denkens widersprechen. Der Ein
teilung der Symbole in Konstanten und Variablen entspricht 
somit keine Einteilung der Zahlen. 

2. Ausdriieke, die Variablen enthalten: Satz- und Bezeiehnungs
funktionen. 1m Zusammenhang damit, daB Variablen keinen 
selbstandigen Sinn haben, sind solche Redewendungen wie: 

x ist eine ganze Zahl 

keine Satze, obgleich sie die grammatische Form von Satzen 
haben: sie drucken kein bestimmtes Urteil aus und konnen 
weder bestatigt noch widerlegt werden. Aus dem Ausdruck: 

x ist eine ganze Zahl 

entsteht erst dann ein Satz, wenn wir in ihm "x" durch eine 
'Konstahte eraetzen, die eine bestimmte Zahl bezeichnet: setzt 
man z. B.. fur "x" das Symbol "I" ein, so entsteht ein wahrer 

Satz, setzt man dagegen ": " ein, so entsteht ein falscher Satz. 
Ein solcher Ausdruck, der Variablen enthalt und nach Ersetzung 
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dieser Variablen durch bestimmte Konstanten zu einem Satz 
wird, wird SatzfunktiO'Tb genannt. Die Mathematiker beniitzen 
iibrigens diesen Ausdruck ungern, da sie den Terminus "Funktion" 
in einer anderen Bedeutung gebrauchen. Haufiger wird in diesem 
Sinn der Ausdruck "Bedingung" verwendet; Satzfunktionen und 
Satze aber, die sich ausschlieBlich aus mathematischen Sym
bolen (und nicht aus Worten der Umgangssprache) zusammen
setzen, wie z. B.: 

x+ Y= 5, 
werden von den Mathematikern in der Regel Formeln genannt. 
Wir werden statt "Satzfunktion" manchmal einfach "Satz" 
sagen - allerdings nur in solchen Fallen, die zu keinem MiBver
standnis fiihren werden. 

Die Rolle der Variablen hat man manchmal treffend mit der 
Rolle der leeren Stellen in Blanketten und Fragebogen verglichen: 
so wie ein Fragebogen erst nach Ausfiillung der leeren Stellen 
einen bestimmten Inhalt erhalt, so wird eine Satzfunktion erst 
nach Einsetzung von Konstanten an Stelle der Variablen zu 
einem Satz. Erhalt man als Resultat der Einsetzung gewisser 
Konstanten an Stelle der Variablen (und zwar gleicher Konstanten 
an Stelle gleicher Variablen) aus der gegebenen Satzfunktion 
einen wahren Satz, so sagt man, daB die Dinge, die durch 
diese Konstanten bezeichnet werden, die gegebene Satzfunenge 
er/uUen. So z. B. erfiillen die Zahlen 1, 2 und 2 ~ die Satzfunktion: 

x <3, 
dagegen erfiillen die Zahlen 3, 4 und 4 ~ diese Satzfunktion nicht. 

Neben den Satzfunktionen verdienen noch andere Ausdriicke 
Beachtung, in denen Variablen vorkommen, und zwar die sog. 
Bezeichnungs/unktionen: es sind dies Ausdriicke, die nach Er
setzung der Variablen durch gewisse Konstanten zu Bezeichnungen 
von Dingen werden. So ist Z. B.: 

211'+ 1 

eine Bezeichnungsfunktion, da man die Bezeichnung einer be
stimmten Zahl erhalt (z. B. der Zahl 5), wenn man in diesem 
Ausdruck an Stelle von "x" eine beliebige Konstante einsetzt, 
die eine Zahl bezeichnet (z. B. ,,2"). 

1* 
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Bezeichnungsfunktionen sind insbesondere aIle sog. algebrai8cken 
AUBdrilcke, die aus Variablen, aus Konstanten, die Zahlen be
zeichnen, sowie aus Zeichen der vier arithmetischen Grundopera
tionen zusammengesetzt sind, wie z. B.: 

x+l 
x-y, 11+ 2' 2. (x+ y-z). 

Algebrai8cke Gleickungen, d. h. Formeln, die aus zwei durch das 
Zeichen ,,=" verbundenen algebraischen Ausdriicken bestehen, 
sind dagegen Satzfunktionen. Beziiglich der Gleichungen hat 
sich bekanntlich in· der Mathematik eine besondere Terminologie 
ausgebildet: Varia bien, die in einer Gleichung vorkommen, 
nennt man Unbekannte, und dieZahlen, die die Gleichung erfiillen, 
werden als Wurzeln der Gleickung bezeichnet. So ist z. B. in 
der Gleichung: 

x2 +6=5.x 

die Variable "x" eine Unbekannte und die Zahlen 2 und 3 sind 
Wurzeln der Gleichung. 

Von den Variablen "x", "y" ... , deren man sich in der Arith
metik bedient, sagt man, daB sie Bezeicknungen von Zaklen 
vertreten. Damit soIl ungefahr folgendes gesagt werden: eine die 
Symbole "x", "y" ... enthaltende Satzfunktion wird dann zu 
einem Satz, wenn man an Stelle dieser Symbole solche Konstanten 
einsetzt, die eben Zahlen bezeichnen (und nicht Ausdriicke, die 
Operationen mit Zahlen, Beziehungen zwischen Zahlen oder 
irgendwelche Dinge auBerhalb des Gebietes der Arithmetik be
zeichnen wie geometrische Figuren, Tiere, Pflanzen usw.). In 
ahnlichem Sinne vertreten die Varia bien , die in der Geometrie 
vorkommen, Bezeichnungen von Punkten und geometrischen 
Gebilden. Auch von den Bezeichnungsfunktionen, denen man in 
der Arithmetik begegnet, kann man behaupten, daB sie Bezeich
nungen von Zahlen vertreten. Man sagt manchmal einfach, daB 
die Symbole "x", "y" . .. selbst sowie die Bezeichnungsfunktio
nen, die aus ihnen gebildet wurden, Zahlen bezeichnen oder daB 
sie Bezeichnungen von Zahlen sind, aber man gebraucht dann 
diese Redewendungen in einem iibertragenen Sinne. 

3. Aufstellung von mathematischen Lehrsatzen mit Rilfe von 
Variablen. Man kann aus Satzfunktionen noch auf einem an-
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deren als dem frillier beschriebenen Wege Sii.tze bilden. Be
trachten wir die FOl'IDel: 

x+ y= y+ X; 

dies ist eine Satzfunktion, die zwei Varia bien "x" und "y" ent
halt und die durch jedes beliebige Zahlenpaar erfiillt wird: setzt 
man irgendwelche Konstanten, die Zahlen bezeichnen, an Stelle 
von "x" und "y" ein, so erhiHt man stets eine wahre Formel. 
Diese Tatsache driicken wir kurz in folgender Weise aus: 

Fur beliebige Zahlenx und y: x + y = y + x. 

Der ebenangegebene Ausdruck ist schon ein echter Satz, und 
zwar ein wah.rer Satz; wir erkennen in ihm eines der fundamen
talen Gesetze der Arithmetik, namlich das sog. kommutative 
Gesetz der Addition. In analoger Weise werden die wichtigsten 
Lehrsii.tze der Mathematik formuliert, und zwar aIle sog. generellen 
SiUze oder Satze von generellem Charakter, die behaupten, daB 
beliebige Dinge einer gewissen Kategorie (z. B., wenn es sich um 
die Arithmetik handelt, beliebige Zahlen) diese oder jene Eigen
schaft besitzen. Es muB bemerkt werden, daB in der Formulie
rung genereller Satze die Wendung "tur beliebige Dinge (z. B. 
Zahlen) x, y . .. " oft weggelassen wird und in Gedanken ergitnzt 
werden muB; so wird z. B. das kommutative Gesetz der Addition 
einfach in folgender Gestalt angegeben: 

x+ y= y+ x. 

Dies ist ein ziemlich verbreiteter Gebrauch, an den auch wir 
uns im Laufe der weiteren "Oberlegungen vorwiegend halten 
werden. 

Betrachten wir jetzt die Satzfunktion: 

x>y+1. 

Diese Formel wird nicht durch jedes Zahlenpaar erfiillt: falls 
z. B. ,,3" an Stelle von "x" und ,,4" an Stelle von "y" eingesetzt 
wird, so erhalt man eine Falschheit: 

3>4+1. 
Wenn man also sagt: 

Fur beliebige Zahlenx und y: x> y + 1, 

so. spricht man zweifellos einen sinnvollen, aber offenbar falschen 
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Satz aus. Anderseits gibt es solche Zahlenpaare, die die betrachtete 
Satzfunktion erfiillen: ersetzt man z. B. "x" durch ,,4" und "y" 
durch ,,2", so erhalt man eine wahre Formel: 

4>2+1. 

Dies driickt man kurz durch folgende Worte aus: 

Fur gewisse ZaJUen x und y: x > y + 1 

oder indem man sich einer haufiger gebrauchten Form bedient: 

Es gibt Zahlen x und y, so dafJ x > y + 1. 

Die angefiihrten Ausdriicke sind bereits wahre Satze; es sind 
Beispiele von existenziellen BiUzen oder Batzen von existenziellem 
Oharakter, die die Existenz von Dingen (z. B. Zahlen) mit 
einer gewissen Eigenschaft feststellen. 

Mit Hilfe der beschriebenen Methoden kann man aus einer 
beliebigen Satzfunktion Satze bilden; doch hangt es vom Inhalt 
der Satziunktion ab, ob man einen wahren oder falschen Satz 
erhii.lt. Zur Illustration solI noch ein Beispiel angefiihrt werden. 
Die Formel: 

x=x+l 
wird von keiner Zahl erfiillt; ob man ihr also die Worte "fur 
eine beliebige Zakl x" oder die Redewendung "es gibt eine Zakl x, 
so dafJ" vorausschickt, gelangt man immer zu einem falschen Satz. 

1m Gegensatz sowohl zu generellen als auch zu existenziellen 
Satzen konnen Satze, die keine Variablen enthalten, wie z. B.: 

3+2=2+ 3, 

als singuliire Batze bezeichnet werden. Diese Klassifikation ist 
keineswegs erschOpfend, da es viele mathematische Lehrsatze 
gibt, die man keiner der drei angefiihrten Kategorien unterordnen 
kann. Als Beispiel solI fo1gender Satz angefiihrt werden: 

Fur beliebige Zaklen x und 11 gibt es eine Zakl z, so dafJ x = y + z. 
Sii.tze von diesem Typus werden manchmal bedingt existenzielle 
Baize genannt (zum Unterschied von den vorher betrachteten 
existenziellen Satzen, die auch als absolut existenzielle Batze be
zeichnet werden konnen): sie stellen die Existenz von Zahlen 
fest, die eine gewisse Eigenschaft besitzen, machen dies aber 
von der Existenz anderer Zahlen abhii.ngig. 
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4. Der Alloperator und der Existenzoperator; freie und ge
bundene Variablen. Redewendungen von solchem Typus wie "fur 
beliebige Dinge (z. B. Zahlfm) x, y ... " und "ea gibt Dinge (z. B. 
Zahlen) x, y .•• , 80 dap . .. " werden Operatoren genannt; der 
erste dieser Ausdriicke heiBt Alloperator, der zweite Exi8tenz
operator. Im vorigen Paragraphen wurde u. a. versucht, die Be
deutung dieser beiden Operatoren auseinanderzusetzen; um ihre 
Wichtigkeit fiir die Mathematik hervorzuheben, soli bier noch 
ausdriicklich darauf hingewiesen werden, daB nur dank der 
expliziten oder impliziten Verwendung von Operatoren ein 
Ausdruck, der Variablen enthalt, als ein Satz - also als Aussage 
eines genau bestimmten Urteils - auftreten kann; ohne ihre 
Hilfe konnte man keinesfalls Variablen beim Formulieren von 
mathematischen Lehrsatzen beniitzen. 

In der Umgangssprache werden gewohnlich keine Variablen 
gebraucht, deswegen sind also auch die Operatoren iiberfliissig. 
Im allgemeinen Gebrauch sind dagegen gewisse Worte, die in 
einem sehr engen Zusammenhang mit den Operatoren stehen, 
namlich die Worte "ieder", "alle", "ein gewisser", "manche" u. a. 
Um diesen Zusammenhang zu erlautern, bemerken wir, daB 
Ausdriicke wie: 

ieder Mensch ist 8terblich 
oder 

manche M en8chen 8ind klug 

ungefahr denselben Sinn haben wie Satze, die mit Hilfe von 
Operatoren formuliert werden: 

fur beliebige8 M, wenn M ein Men8ch i8t, so ist M 8terblich, 

beziehungsweise: 

es gibt ein M, so daP M ein Mensch i8t und zugleich M klug ist. 

* Eine Satzfunktion, in der die Variablen "x", "y", "z" ... 
vorkommen, wird automatisch sofort zu einem Satz, sobald man 
ihr einen oder mehrere Operatoren voransetzt, die alle diese 
Varia bien enthalten; wenn dagegen der Operator manche Variablen 
nicht enthalt, so bleibt der betreffende Ausdruck eine Satzfunktion, 
ohne zu einem Satz zu werden. So z. B. wird die Formel: 

x=y+z 
zu einem Satz, wenn man ihr eine der Redewendungen "fur be-
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liebige Zahlen x, y und z", "es gibt Zahlen x, y und z, so dafJ", 
"fur beliebige Zahlen x und y gibt e8 eine Zahl z, so dafJ" usw. 
voransetzt. Wenn man dagegen dieser Formel den Operator 
"e8 gibt eine Zahl z, so dafJ" voransetzt, so bekommt man noch 
keinen Satz; dagegen ist der gewonnene Ausdruck: 

es gibt eine Zahl z, so dafJ x = y + z 

zweifellos eine Satzfunktion, denn er wird zu einem Satz im 
Augenblick, wo wir in ihm an Stelle von "x" uDd "y" gewisse 
Konstanten einsetzen, ohne daB mit "z" eine Anderung vorge
nommen wird (oder wenn man diesem Ausdruck einen geeigneten 
Operator - z. B. "fur beliebige Zahlen x und y" - voraDsetzt). 

Daraus ersieht man, daB zwischen den Variablen, die in einer 
Satzfunktion auftreten, zwei verschiedene Grupp~n unterschieden 
werden c $:9Il!le,*: die Variablen· erster Art - sie werden jreie 
oder echte Variablen genannt - sind dafiir entscheidend, daB 
der betrachtete Ausdruck eine Satzfunktion ist und kein Satz; 
um eine Satzfunktion zu einem Satz zu machen, muB man diese 
Variablen durch Konstanten ersetzen (oder am Anfang der Satz
funktion Operatoren voransetzen, die diese freien Variablen 
enthalten); die iibrigen Variablen dagegen - die sog. gebundenen 
oder 8cheinbaren Variablen - sollen bei einer derartigen Umfor
mung einer Satzfunktion nicht verandert werden. So z. B. sind 
in der vorher betrachteten Satzfunktion: 

es gibt eine Zahl z, so dafJ x = y + z 

"x" und "y" freie Variablen, das Symbol "z" kommt dagegen 
zweimal als eine gebundene Variable vor. Welche Variablen 
frei und welche gebunden sind, hangt vollkommen von der Stroktur 
der Satzfunktion ab, und zwar von dem Vorhandensein und der 
StelluDg der Operatoren. Beginnt z. B. eine Satzfunktion mit 
einem Operator, der "x" enthalt, so kommt in ihr das Symbol "x" 
iiberall als eine gebundene Variable vor; in solchen Fallen wird 
manchmal gesagt, daB der Operator die Variable "x" bindet. 
In Formeln von der Art wie: 

x+ y > x + z, 
die keine Operatoren enthalten, treten ausschlieBlich freie Variab
len auf; ein Ausdruck dagegen, der ein Satz ist, darf lediglich 
.gebundene Variablen enthalten. * 



Die Bedeutung der Variablen fUr die Mathematik. 9 

5. Die Bedeutung der Variablen fiir die Mathematik. Wie wir 
in 3 gesehen haben, spielen die Variablen eine weittragende Rolle 
beim Aufstellen von mathematischen Lehrsatzen. Aus dem Ge
sagten folgt freilich noch nicht, daB das Formulieren dieser Lehr
satze ohne Hille von Variablen grundsatzlich unmoglich ware. 
In der Praxis ist das aber tatsachlich fast unausfiihrbar; sogar 
relativeinfache Satze bekommen eine kompfizierte und undurch
sichtige Gestalt. Zur Illustration soli z. B. folgender Lehrsatz 
der Arithmetik betrachtet werden: 

Fur beliebigeZahlen x und y: 'Jfl- 'If = (x - y) . (X2 + X . y + y2); 

wir sprechen ihn dann ohne Hilfe von Variablen aus: 
Die Ditferenz der dritten Potenzen zweier beliebiger Zahlen 

ist gleich dem Produkt der Ditterenz dieser Zahlen und der Summe 
dreier Summanden, von denen der erste das Quadrat der ersten- Zahl, 
der zweite das Produkt der beiden Zahlen und der dritte das Quadrat 
der zweiten Zahl ist. 

Eine noch wesentlichere Bedeutung vom Standpunkt der 
Okonomie des Denkens besitzen die Variablen fiir mathematische 
Beweise. Der Leser wird sich das leicht veranschaulichen, wenn 
er irgendeinen Beweis, den er im Laufe der weiteren Uberlegungen 
findet, von den Variablen freizumachen versucht. Es soli dabei 
beachtet werden, daB diese Beweise viel einfacher sind als die 
durchschnittlichen Uberlegungen, denen man in verschiedenen 
Gebieten der hoheren Mathematik begegnet; Versuche, diese 
Uberlegungen ohne Hilfe von Varia bIen durchzufiihren, wiirden 
erhebliche Schwierigkeiten bereiten. Es moge noch bemerkt 
werden, daB wir der Einfiihrung der Variablen die Entwicklung 
einer so fruchtbaren Methode zur Losung mathematischer Probleme 
verdanken, wie es die Methode der Gleichungen ist. Man kann 
ohneweiters behaupten, daB die Erfindung der Variablen einen 
Wendepunkt in der Geschichte der Mathematik bedeutet: der 
Mensch hat mit diesen Symbolen ein Werkzeug in die Hand be
kommen, das der ungeheuren Entwicklung der mathematischen 
Wissenschaft den Weg ebnete und zugleich gestattete, diese 
Wissenschaft zu vertiefen und sie auf feste Grundlagen zu stellen.1 

1 Die Variablen wurden schon in der Antike von griechischen 
Mathematikern und Logikern beniitzt - allerdings nur unter be
stimmten Umstanden oder in vereinzelten Fallen. Erst im Anfang 
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tibungsaufgaben. 

1. Welche von den folgenden Ausdriioken sind Satzfunktionen 
und welche Bezeiohnungsfunktionen: 

a) x ist durch 3 teilbar, 
b) die Summe der Zahlen x und 2, 
c) y2 _ Z2, 

d) y2 < Z2, 

e) x + 2 < y + 3, 

f) (x + 3) - (y + 5), 

g) (x + z) . (x + 2 . z), 

h) x+ Z= x-d 

2. Man gebe Beispiele von Satzfunktionen und Bezeichnungs
funktionen aus dem Gebiete der Geometrie an. 

3. Die Satzfunktionen, denen man in der Arithmetik begeg
net und die nur eine Variable enthalten (diese kann iibrigens 
an mehreren verschiedenen Stellen in der gegebenen Satz£unktion 
auftreten), lassen sich in drei Kategorien einteilen: 

(1) Funktionen, die durch jede Zahl erfiillt werden; (2) Funk
tionen, die durch keine Zahl erfiillt werden; (3) Funktionen, die 
durch einige Zahlen erfiillt, durch andere aber nicht erfiillt werden. 

Zu welcher dieser Kategorien gehoren folgende Satzfunktionen: 

a) x+ 2 = 5 + x, 
b) x2 = 49, 

c) (y + 2) • (y - 2) < y2, 

d) Y + 24 > 36, 
e) z ist eine positive Zahl, die kleiner als 3 i8t, 
f) z + 24 > z + 36, 
g) Z2 < zlI, 

h) (x + 2)2 = x2 + 4 . x + 4, 

i) x = 0 oder x < 0 oder x > 0 1 

des 17 • .T ahrhunderts begann man mit Variablen in systematischer 
Weise zu operieren und sie konsequent beirn Aufstellen von mathe
matischen Formeln und bei der Begriindung von mathematischen 
Lehrsatzen anzuwenden; dies ist hauptsachlich das Verdienst des 
franzosischen Mathematikers F. Vieta (1540-1603). 
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4. Man gebe Beispiele von generellen Satzen, absolut-exi
stenziellen Satzen und bedingt-existenziellen Satzen aus dem 
Gebiete der Arithmetik und der Geometrie an. 

5. Wenn man der Satzfunktion: 

x>y 

Operatoren voransetzt, kann man aus ihr verschiedene Sii.tze 
bilden, z. B.: 

fur beliebige Zahlen x und y: x > y; 

fur eine beliebige Zahl x gibt es eine Zahl y, so dafJ x > y. 

Man formuliere alle diese Satze (es gibt ihrer sechs) und unter-
suche, welche VOn ihnen richtig sind. 

6. Man fUhre die Ubungsaufgabe 5 fiir die folgenden Satz
funktionen durch: 

und 
Mist Vater von N 

(man nehme dabei'an, daB die Varia bIen "M" und "N" Menschen
namen vertreten). 

7. Man gebe einen Satz der Umgangssprache an, der mit 
dem Satz: 

fur iedes H, wenn H ein Hund ist, so hat Heinen gutenGeruchsinn 

gleichbedeutend ist und der weder Operatoren noch Variablen 
enthii.lt. 

8. Man ersetze den Satz: 

Manche Schlangen sind giftig 

durch einen gleichbedeutenden, der mit Hille VOn Operatoren 
und Variablen formuliert ist. 

* 9. Man unterscheide die freien und gebundenen Variablen 
in folgenden SatZ£unktionen: 

a) x ist durch y teilbar; 

b) fur beliebiges x: x - y = x + (- y); 

c) es gibt eine Zahl z, so dafJ x = z + 3; 
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d) fur beliebige Zahlen x und y: x + z < y + z; 

e) wenn x < y, so gibt es eine Zahl z, so dafJ x < y und y < z; 
f) fur eine beliebige Zahl y, wenn y > 0, 80 gibt es eine Zahl z, 

80 dafJ x = y . z. 

*10. Welche Zahlen erfiillen die Satzlunktion: 

es gibt eine Zahl y, 80 dafJ x= y2 

und welche erfiillen die Satzlunktion: 

e8 gibt eine Zahl y, 80 dafJ x. y = 1 1 

II. Uber den Aussagenkalkiil. 
6. Die spezil'isch mathematischen und die logischen Aus

driicke; mathematische Logik. Die Konstanten, mit denen wir 
in jeder mathematischen Disziplin zu tun haben, lassen sich in 
zwei gro.Be Gruppen einteilen. Die erste Gruppe besteht aus 
Ausdrucken von spezifisch mathematischem Charakter. Handelt 
es sich z. B. um die Arithmetik, so sind es Ausdrucke, die ent
weder einzelne Zahlen oder ganze Klassen von Zahlen, Beziehun
gen zwischen Zahlen, Operationen mit Zahlen usw. bezeichnen; 
es gehoren hierher u. a. diejenigen Konstanten, die wir beispiels
weise in 1 angegeben haben. In mathematischen Lehrsatzen 
treten aber auch Ausdrucke von einem viel allgemeineren Charakter 
auf, und zwar Ausdrucke, denen man auf Schritt und Tritt sowohl 
in den Uberlegungen des taglichen Lebens als auch in allen mog
lichen Gebieten der Wissenschaft begegnet und die ein unent
behrliches Mittel zur Kundgabe von menschlichen Gedanken 
und zur Durchfiihrung von Schlussen in jedem beliebigen Gebiete 
bilden; es gehoren hierher solche Ausdriicke wie z. B. "nicht" , 
"und", "oder", "i8t", "jeder", "ein gewisser" u. v. a. Es gibt 
eine besondere Disziplin, und zwar die Logik, die als Basis fUr 
alle anderen Wissenschaften betrachtet wird, sich mit der Prazi
sierung des Inhaltes von solchen Begriffen befa.Bt und die allge
meinsten Gesetze festlegt, in denen diese Begriffe auftreten. 

Schon langst hat sich die Logik zu einer selbstandigen Wissen
schaft ausgebildet, friiher sogar als die Arithmetik und Geometrie. 
Doch erst in den letzten Zeiten - nach einer langen Periode 
eines fast volligen Stillstandes - hat diese Disziplin angefangen, 
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sich intensiv zu entwickeln, sie wurde dabei einer volligen Umge
staltung unterzogen und hat einen den mathematischen Diszi
plinen ahnlichen Charakter angenommen; in dieser neuen Gestalt 
wird sie mathematische oder deduktive Logik genannt, manchmal 
wird sie auch als Logistik bezeichnet. Die neue Logik iibertrifft 
in vieler Hinsicht die alte - nicht nur wegen der Soliditat ihrer 
Grundlagen und der V ollkommenheit der bei ihrem Aufbau 
angewandten Methoden, sondern vor allem wegen des Reichtums 
an erforschten Begriffen und an gefundenen Lehrsatzen. Die 
alte Logik bildet im Grunde genommen nur ein Bruchstiick der 
neuen, ein Bruchstiick, das vom Gesichtspunkt der Bediirfnisse 
anderer Wissenschaften, insbesondere der Mathematik, jeder 
tieferen Bedeutung entbehrt. So wird sich (mit Riicksicht auf 
das Ziel, das wir uns hier stellen) in diesem ganzen Buche keine 
Gelegenheit ergeben, den Stoff zu unseren Uberlegungen aus der 
alten Logik zu schopfen.1 

7. Der Aussagenkalkiil; die Negation eines Satzes, die Kon
jnnktion nnd die Disjunktion von Siltzen. Unter den Ausdriicken 
von logischem Charakter ist eine kleine Gruppe ausgezeichnet, 
die aus derartigen Ausdriicken wie "nicht", "und", "oder" , 
"wenn . .. , so .. . " besteht. Alle diese Ausdriicke sind uns aus der 
Umgangssprache wohl bekannt, mit ihrer Hille werden aus ein
facheren Satzen zusammengesetzte Satze gebildet; in der Gram
matik zahlt man sie zu den sog. satzankniipfenden (bzw. satz-

1 Die Logik wurde von Aristoteles, dem groJ3en griechischen Denker 
aus dem 4. Jahrhundert v. Chr. Geb. (384--322), geschaffen; seine 
logischen Schriften wurden in dem Werke Organon gesammelt. Ais 
Schopfer der mathematischen Logik muJ3 der groJ3e deutsche Philo
soph und Mathematiker des 17. Jahrhunderts G. W. Leibniz (1646 
bis 1716) angesehen werden. Die logischen Werke von Leibniz hatten 
jedoch keinen groJ3eren EinfluJ3 auf die weitere Entwicklung der 
logischen Untersuchungen gehabt; es gab eine Periode, in der sie in 
vollige Vergessenheit gerieten. Eine stetige Entwicklung der mathe
matischen Logik beginnt erst in der Mitte des 19. Jahrhunderts, und 
zwar von dem Zeitpunkt an, in dem das logische System des irischen 
Mathematikers G. Boole erschienen ist (1815-1864; Hauptwerk: 
An Investigation oj the Laws oj Though.t, London 1854). Den bisher 
vollkommensten Ausdruck hat die neue Logik in dem epochemachen. 
den Werke der groJ3en englischen Logiker B. ~'!lssell und A. N. White
head: Principia Mathematica (Cambridge, 1910-1913; 2. Aufl., 
ibidem, 1925-1927) gefunden. 
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verkniipfenden) Bindeworten. Schon aus diesem Grunde stellt 
die Anwesenheit der erwii.hnten Ausdriicke keine spezifische 
Eigenschaft der mathematischen Lehrsatze dar. Die Theorie 
dieser Ausdriicke bildet den elementarsten und fundamentalsten 
Teil der Logik und wird Aussagenkalkiil, auch Satzkalkiiloder 
(weniger gliicklich) Theorie der Deduktion genannt.1 

Der Inhalt der Begriffe aus dem Gebiete des Aussagenkalkiils 
erweckt im allgemeinen keine Zweifel. 

Mit Hille des Wortes "nicht" bildet man aus jedem Satze 
seine Negation oder Verneinung; zwei Satze, von denen der erste 
eine Verneinung des zweiten ist, werden kontradiktorische oder 
sich wide1'sprechende Satze genannt. 1m Aussagenkalkiil steDt 
man das Wort "nicht" vor den ganzen Satz (bzw. dem ganzen 
Satze nach) , in der Umgangssprache dagegen steDt man es ge
wohnlich hinter das Pradikat und in jenen Fallen, in denen man 
dieses Wort an den Anfang des Satzes steDen mochte, ersetzt 
man es durch die Wendung "e8 ist nicht wahr, dafJ". So lautet 
z. B. die Verneinung des Satzes: 

1 ist eine positive Zahl 
folgendermaBen: 

1 ist nicht eine positive Zahl 
oder auch: 

es ist nicht wahr, dafJ 1 eine positive Zahl ist. 

Wenn wir die Verneinung eines Satzes aussprechen, so driicken 
wir damit den Gedanken aus, daB dieser Satz falsch ist. 

Die Verbindung von zwei oder mehreren Satzen durch das 
Wort "und" ergibt die sog. Konjunktion oder das logische Produkt 
von Satzen; so ergibt z. B. die Verbindung der Satze: 

2 ist eine positive Zahl 
und 

2 <3 
1 Das historisch erste System des AussagenkaJkiils ist in dem 

Werke Begriffsschrift (Halle 1879) des deutschen Logikers G. Brege 
(1848-1925) enthalten, der ohne Zweifel der groJ3te Logiker des 
19. Jahrhunderts gewesen ist. Sehr wesentlich hat der hervorragende 
zeitgenossische polnische Logiker J. Lukasiewicz die Entwicklung 
dieses Telles der Logik gefordert: er hat dem Aussagenkalkiil eine be
sonders einfache und prazise Form gegeben und hat umfangreiche 
Untersuchungen, die diesen Kalkiil betreffen, angeregt. 
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die Konjunktion: 
2 i8t eine po8itive ZahZ und 2 < 3. 

Wenn man die Konjunktion irgendwelcher Satze feststelIt, so 
stelIt man hiermit fest, daB aIle Satze, die diese Konjunktion 
bilden, wahr sind. 

Durch die Verbindung der Satze mittels des Wortes "oder" 
erhalt man die Disjunktion von Satzen, die auch Alternative 
oder Zogische Summe genannt wird. Das Wort "oder" besitzt in 
der Umgangssprache mindestens zwei verschiedene Bedeutungen: 
in der einen Bedeutung driickt die Disjunktion von zwei Satzen 
nur soviel aus, daB mindestens einer dieser Satze wahr ist, ohne 
etwasdariiber auszusagen, ob beide Satze zugleich wahr sein 
konnen; wenn man dagegen eine Disjunktion in der zweiten Be
deutung ausspricht, so behauptet man, daB einer der Satze wahr, 
der zweite dagegen falsch ist. Wenn in einer Buchhandlung eine 
Ankiindigung von folgendem Inhalt zu lesen ist: 

Kunden, die Lehrer 8ind oder auf HochschuZen studieren, bekommen 
einen Rabatt, 

so wird das Wort "oder" hier zweifellos in seiner ersten Bedeutung 
gebraucht, da der Rabatt nicht denjenigen Lehrern entzogen 
wird, die zugleich auf Hochschulen studieren. Wenn wir dagegen 
auf die Bitte eines Kindes, man moge es vormittags auf einen 
Ausflug ins Freie und nachmittags ins Theater mitnehmen, 
antworten: 
nein, wir machen heute einen A usflug oih,r wir gehen ins Theater, 

so bedienen wir uns des W ortes "oder" offensichtlich in seiner 
zweiten Bedeutung, da wir von den beiden Bitten nur eine einzige 
zu erfiilIen beabsichtigen. In der Logik und Mathematik wird 
das Wort "oder" immer in der ersten der zwei unterschiedenen 
Bedeutungen gebraucht; so kann man z. B. behaupten: 

jede Zahl ist positiv oder kleiner alB 3, 

obzwar man weiB, daB es Zahlen gibt, die positiv und zugleich 
kleiner als 3 sind. Um mogliche MiBverstandnisse zu vermeiden, 
ware es zweckmaBig, fiir das Wort "oder" in der zweiten Bedeutung 
sowohl . in der Umgangssprache als auch in der Wissenschafts
sprache lediglich den zusammengesetzten Ausdruck "entweder . .. , 
oder . .. " zu gebrauchen. 
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8. Die Implikation oder der Bedingungssatz; Bildung von kon
jugierten Siitzen. Zu den logischen Ausdrucken, die in der Mathe
matik sehr oft gebraucht werden, gehort die Wendung "wenn . .. , 
so ... ". Die mathematischen Satze, besonders diejenigen von 
generellem Charakter, haben in uberwiegender Anzahl die Form 
von zusammengesetzten Satzen, in denen der Nebensatz durch 
das Wort "wenn" und der Hauptsatz durch das Wort "so" ein
geleitet wird. Ein derartig zusammengesetzter Satz heiBt eine 
Implikation oder ein Bedingungssatz; der Nebensatz wird Voraus
setzung oder Vordersatz, der Hauptsatz - Behauptung oder Nach
satz genannt. Wenn man eine Implikation behauptet, so behauptet 
man damit, es kame nicht vor, daB die Voraussetzung wahr und 
die Behauptung falsch ware; wer also eine Implikation als wahr 
anerkennt und zugleich ihre Voraussetzung anerkennt, muG 
auch die Behauptung anerkennen. Als Beispiel eines Lehrsatzes 
der Arithmetik, der die Form einer Implikation hat, fUhren wir 
etwa folgenden Satz an: 

(1) wenn x eine positive Zahl ist, so ist 2. x eine positive Zahl; 

die Voraussetzung lautet hier "x ist eine positive Zahl" und die 
Behauptung - ,,2 . x ist eine positive Zahl". 

Neben dieser sozusagen klassischen Gestalt der mathematischen 
Lehrsatze begegnet man manchmal auch anderen Formulierungen, 
in denen Voraussetzung und Behauptung nicht durch die Wendung 
"wenn . .. , so .. . ", sondern auf eine andere Weise verbunden 
sind. So kann man z. B. den soeben angefUhrten Lehrsatz in 
eine der folgenden Formen kleiden, ohne seinen Sinn zu verandern: 

aus: x ist eine positive Zahl folgt: 2 . x ist eine positive Zahl ; 
die Voraussetzung: x ist eine p08itive Zahl hat zur Folge (bzw. 

impliziert) , dafJ 2 . x eine p08itive Zahl ist; 
die Bedingung: x ist eine p08itive Zahl ist hinreichend dafur, 

dafJ 2 . x eine p08itive Zahl ist; 
dafur, dafJ 2. x eine positive Zahl ist, ist es hinreichend, daf3 x 

eine p08itive Zahl i8t; 
die Bedingung: 2 . x i8t eine positive Zahl ist noiwendig dafur, 

dafJ x eine po8itive Zahl ist; 
damit x eine positive Zahl ist, i8t es notwendig, dafJ 2 . x eine 

p08itive Zahl ist. 
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Statt einen Bedingungssatz zu behaupten, kann man im allge
meinen also sagen, daB die V oraussetzung des Satzes seine Be
hauptung zur Folge hat (bzw. impliziert) oder daB sie eine hin
reichende Bedingung fUr die Behauptung ist; man kann es auch 
so ausdriicken, daB die Behauptung aus der Voraussetzung jolgt 
oder daB sie eine notwendige Bedingung fUr die Voraussetzung ist. 
Ein Logiker hatte gegen einige der angegebenen Formulierungen 
manches einzuwenden, in der Mathematik werden sie aber all
gemein gebraucht. 

Aus jedem Satz, der die Gestalt einer Implikation hat, kann 
man drei andere Satze bilden: den umgekehrten Satz (die Um
kehrung de8 Satzes), den kontrilren und den kontraponierten Satz. 
Man erhalt den umgekehrten Satz, wenn man in dem Satze, 
von dem man ausgeht, die V oraussetzung und die Behauptung 
umstellt; um den kontraren Satz zu gewinnen, ersetzt man in 
dem Satze, von dem man ausgegangen ist, die V oraussetzung 
und die Behauptung durch ihre Verneinungen; man erhalt endlich 
den kontraponierten Satz, wenn man die Voraussetzung und 
die Behauptung in dem kontraren Satz umstellt. In Verbindung 
mit den drei erwahnten Satzen wird der Satz, von dem wir aus
gegangen sind, AU8gang88atz genannt. Diese drei erwahnten 
Satze zusammen mit dem Ausgangssatze sollen als koniugierte Siltze 
bezeichnet werden. Zur Illustration wollen wir zu dem vorher 
betrachteten Bedingungssatz (1) zuriickkehren und aus ihm die 
drei iibrigen Satze hilden, d. i. den umgekehrten, den kontraren 
und den kontraponierten Satz: 

(2) wenn 2 . x eine p08itive Zahl i8t, 80 i8t x eine p08itive Zahl; 

(3) wenn x nicht eine p08itive Zahl i8t, 80 i8t 2 . x nicht eine 
p08itive Zahl; 

(4) wenn 2 . x nicht eine p08itive Zahl i8t, 80 i8t x nicht eine 
p08itive Zahl. 

Aus diesem Beispiel ist leicht zu ersehen, daB der kontraponierte 
Satz die Umkehrung des kontraren Satzes und zugleich der 
kontrare Satz in bezug auf die Umkehrung des Ausgangs. 
satzes ist. Man kann den kontraren Satz aus dem umgekehr
ten in derselben Weise bilden, in der der kontraponierte Satz 
aus dem Ausgangssatz entstanden ist, d. i. in der Weise, daB 

Tarski, Mathematische Logik. 2 
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man die Voraussetzung und die Behauptung in dem umge. 
kehrten Satze durch ihre Verneinungen ersetzt und sie dann 
umsteIlt; man kann also sagen, daB der kontrare Satz in bezug 
auf die Umkehrung des Ausgangssatzes kontraponiert ist. -
Es soIl bemerkt werden, daB sich in dem angefiihrten Bei
spiel aIle konjugierten Satze, die wir aus einem wahren Satze 
gewonnen hatten, auch als wahr erwiesen haben. Dies ist aber 
keineswegs eine aligemeingiiltige Regel; um sich zu iiberzeugen, 
daB sowohl der umgekehrte als auch der kontrare Satz falsch 
sein konnen, obwohl der Ausgangssatz wahr ist, geniigt es, als 
Ausgangssatz den Lehrsatz: 

wenn x eine positive Zaltl ist, so ist x2 eine positive Zahl 

zu wahlen und die mit ihm konjugierten Satze zu bilden. 

9. Die Xquivalenz von Satzen. Wir wollen noch einen Ausdruck 
aus dem Gebiete des Aussagenkalkiils betrachten, dem man in der 
Umgangssprache relativ selten begegnet, namlich die Wendung: 
,.,dann und nur dann, wenn". Wenn man mit Hille dieser Wendung 
zwei beliebige Satze verbindet, erhalt man einen zusammenge
setzten Satz, den man eine Aquivalenz nennt; der erste der 
beiden Satze, die miteinander verkniipft werden, heiBt die linke, 
der zweite die rechte Seite der Aquivalenz. Wenn man eine Aqui
valenz von zwei Satzen behauptet, so schlieBt man dadurch 
die Moglichkeit aus, daB der eine Satz wahr und der andere falsch 
ist; man behauptet damit, daB die Satze, die die Seiten einer 
Aquivalenz bilden, entweder beide wahr oder beide falsch sind. 
Man kann den Sinn einer Aquivalenz noch in anderer Weise 
charakterisieren: wie wir schon wissen, kommt es manchmal 
vor, daB zwei Bedingungssatze, von denen der eine die Umkeh
rung des anderen ist, zugleich wahr sind; man kann nun die Tat. 
sache der gleichzeitigen Wahrheit dieser beiden Satze dadurch 
ausdriicken, daB man die Voraussetzung und die Behauptung 
irgendeines dieser Satze mit Hille der W orte "dann und nur dann, 
wenn" verbindet. So lassen sich z. B. zwei der oben angefiihrten 
Implikationen - der Ausgangssatz (1) und der umgekehrte 
Satz (2) - durch einen einzigen Satz ersetzen: 

x ist eine positive Zahl dann und nur dann, wenn 2 . x eine positive 
Zahl ist 
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(wobei die beiden Seiten dieser Aquivalenz umgestellt werden 
konnen). Es sind iibrigens noch einige andere Arten von Formu
lierungen bekannt, urn denselben Gedanken auszudriicken, z. B.: 

aus.' x i8t eine po8itive Zahl tolgt.' 2 . x i8t eine po8itive Zahl 
und umgekehrt; 

die Bedingungen.' x i8t eine po8itive Zahl und 2 . x i8t eine 
po8itive Zahl 8ind einander aquivalent; 

die Bedingung.' x iBt eine p08itive Zahl i8t zugleich notwendig 
und hinreichend dafur, dafJ 2 . x eine positive ZahZ ist; 

damit x eine positive Zahl i8t, i8t es notwendig und hinreichend, 
dafJ 2 . x eine p08itive Zahl iBt. 

1m allgemeinen kann man also, statt zwei Satze durch die 
Wendung "dann und nur dann, wenn" zu verbinden, auch sagen, 
daB zwischen diesen Satzen die Fol{Jebeziekung in beiden Rich
tungen besteht oder daB diese Satze einander aquivalent sind oder 
endlich daB jeder dieser Satze eine notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir den anderen darstellt. 

10. Aufstellung von Definitionen; Regeln des Definierens. Die 
Wendung "dann und nur dann, wenn" wird sehr oft gebraucht 
beim Aufstellen von Dejinitionen, d. h. von Konventionen, durch 
die festgelegt wird, welchen Sinn man mit einem Ausdruck ver
binden will, der bisher in der gegebenen Disziplin nicht vorge
kommen ist und der nicht unmittelbar verstandlich zu sein scheint. 
Man stelle sich z. B. vor, daB bisher in der Arithmetik das Sym
bol ,,<;;" nicht verwendet wurde und daB man jetzt dieses Zeichen 
in die Uberlegungen einfiihren will (wobei man es, wie iiblich, 
als Abkiirzung des Ausdrucks "i8t nicht grofJer al8", bzw. "ist 
kleiner oder gleich" betrachtet). In diesem FaIle muB man zuerst 
das erwahnte Symbol definieren, d. h. seine Bedeutung genau 
mit Hille von Ausdriicken erklaren, die uns schon bekannt sind 
und deren Sinn keinen Zweifel aufkommen laBt; zu diesem 
Zwecke stellen wir folgende Definition auf, wobei vorausgesetzt 
wird, daB zu den schon bekannten Zeichen u. a. das Zeichen ,,>" 
gehort: 

W ir wollen sagen, dafJ x <;; y, dann und nur dann, wenn es nicht 
wahr ist, dafJ x > y. 

2* 
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Die eben formulierte Definition stellt die i\.quivalenz der 
beiden Satzfunktionen: 

und 
e8 ist niche wahr, da{J x > y 

fest; man kann also sagen, daB sie die Umformung der Formel 
"x <; y" in einen fur aquivalenten Ausdruck erlaubt, der das 
Symbol ,,<;" nicht mehr enthalt und in lauter fiir uns verstand
lichen Ausdriicken formuliert ist. Dasselbe kann man von jeder 
Formel sagen, die man aus "x <; y" gewinnt, wenn man an die 
Stelle von "x" und "y" beliebige Zeichen und Ausdriicke ein
setzt, die Zahlen bezeichnen. So ist z. B. die Formel: 

dem Satze: 
e8 ist nicht wahr, da{J 3 + 2 > 5 

aquivalent ;<ia <,lieser Satz ein .wahres Urtell ausdriickt, so ist 
auch die betrachtete Formel wahr. AhnIicherweise ist die Formel: 

dem Satze: 

es ist nicht wahr, da{J 4> 2 + 1 

aquivalent, @~. zwar sind sie beide falsch. Diese Bemerkung 
laBt sich auch auf zusammengesetztere Satze und Satzfunktionen 
anwenden; wenn man z. B. den Satz: 

wenn x <; y und y <; z, so x <; z 

umformt, so erhii.lt man: 

wenn es nicht wahr ist, da{J x> y, und e8 nicht wahr ist, da{J 
y > z, so ist es nicht wahr, da{J x > z. 

Kurzgesagt, man ist dank der angegebenen Definition imstande, 
jeden einfachen oder zusammengesetzten Satz, der das Zeichen 
,,<;" enthii.lt, in einen mit ihm ii.quivalenten Satz umzuformen, 
der dieses Zeichen nicht mehr enthii.lt, - ihn sozusagen in eine 
Sprache zu iibersetzen, in der das Zeichen ,,<;" nicht auftritt. 
Darin besteht eben die Rolle, die die Definitionen in den 
mathematischen Disziplinen spielen. 
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Wenn eine Definition die fur eigentiimliche Aufgabe gut 
eriiillen soll, so miissen bei ihrer Aufstellung gewisse V orsichts
maBregeln beachtet werden. Auf dem Boden der Logik lernt 
man besondere Regeln kennen, die sog. Regeln des De/inierens, 
die dariiber helehren, wie Definitionen korrekt konstruiert werden 
sollen. Da wir auf eine genaue Forniulierung jener Regeln ver
zichten wollen, soll hier nur bemerkt werden, daB auf Grund 
der Regeln des Definierens jede Definition die Gestalt ~ine:r 
Aquivalenz annehmen kann; rue linke Seite dieser Aquivalenz, 
Definiendum genannt, soll eine kurze, grammatisch eiufache 
Satzfunktion sein, die die zu definierende Konstante enthalt; 
die rechte Seite, das sog. Definiens, kann eine Satzfunktion von 
beliebiger Struktur sein, die aber nur solche Konstanten enthalt, 
deren Sinn entweder unmittelbar verstandlich ist oder schon 
vorher erklart wurde. Insbesondere dan in dem Definiens weder 
die zu definierende Konstante auftreten noch irgendein Ausdruck, 
der mit ihrer Hille vorher definiert wurde; sonst ist die Definition 
nicht korrekt, sie enthalt einen Fehler, den man als einen Zirkel 
in der Definition bezeichnet (man spricht auch von einem Zirkel 
in dem Beweise, und zwar dann, wenn man sich beim Begriinden 
eines Satzes entweder auf den zu beweisenden Satz selbst stiitzt 
oder auf irgendeinen Satz, der vorher mit seiner Hilfe bewiesen 
wurde). Um den konventionellen Charakter einer Definition 
hervorzuheben und sie von Lehrsatzen zu unterscheiden, die 
die Gestalt einer Aquivalenz haben, jedoch keine Definitionen 
sind, schickt man ihr oft die W orte voraus: "W ir wollen sagen, 
dafJ". Man kann leicht feststeIlen, daB die oben angegebene 
Definition des Zeichens ,,<:;" aIle diese Bedingungen eriiillt; das 
in ihr vorkommende Definiendum lautet: 

x<:; y, 
das Definiens dagegen: 

es ist nicht wahr, dafJ x > y. 
Es ist zu bemerken, daB sich die Mathematiker beim Auf

stellen von Definitionen statt der Wendung "dann und nur dann, 
wenn" lieber der Worte "wenn" oder "falls" bedienen; wiirden sie 
Z. B. die Definition des Zeichens ,,<:;" aufstellen, so wiirden sie ihr 
vermutlich folgende Gestalt geben: 
Wir wollen sagen, dafJ x <:; y, falls es nicht wahr ist, dafJ x > y. 
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Scheinbar stellt eine solche Definition nur fest, daB das Definien
dum aus dem Definiens folgt, hebt aber nicht hervor, daB die 
Folgebeziehung auch in umgekehrter Richtung besteht, sagt 
also nicht, daB das Definiendum und das Definiens einander 
aquivalent sind. 1m Grunde genommen wird bier eine stillschwei
gende Vereinbarung getroffen, der zufolge das Wort "falls", welches 
das Definiendum und das Definiens verbindet, dasselbe bedeutet 
wie in anderen Fallen die Wendung "dann und nur dann, wenn". 

Auf diese Weise haben wir die wichtigsten Ausdriicke aus 
dem Gebiete des Aussagenkalkiils besprochen. Es soIl bemerkt 
werden, daB aIle diese Ausdriicke im Aussagenkalkiil durch be
sondere Symbole ersetzt werden; bier wiirde jedoch die Ein
fiihrung solcher Symbole keinen wesentlichen Vorteil bringen. 

11. Lehrsiitze des Aussagenkalkiils. Es soIl nun versucht 
werden, den Charakter der Lehrsatze aus dem Gebiete des Aus
sagenkalkiils und ihre Rolle beim Aufbau der Mathematik klar
zumachen. 

Betrachten wir folgenden Satz: 

wenn 1 eine positive Zahl ist und 1 < 2, so ist 1 eine positive Zahl. 

Der Satz ist zweifellos wa!n', es kommen in ihm ausschlieBlich 
Konstanten vor, die in das Gebiet der Logik und Arithmetik 
gehoren, trotzdem wiirde es aber niemandem einfallen, dieseIi 
Satz als einen besonderen Lehrsatz in ein Lehrbuch der Mathe
matik aufzunehmen. Wenn man iiberlegt, welchen Umstanden 
dies zuzuschreiben ist, kommt man zum SchluB, daB dieser Satz 
vom Standpunkt der Arithmetik vollig uninteressant ist: er 
bereichert keineswegs das Wissen von Zahlen, seineWahrheit 
hangt iiberhaupt nicht ab vom Inhalt der in ihm vorkommenden 
arithmetischen Begriffe, sondern bloB vom Sinne der W orte 
"und", "wenn", "so". Um sich davon zu iiberzeugen, ersetzen 
wir in dem betrachteten Satze die Wendungen: 

1 ist eine positive Zahl 
und 

1 <2 

durch irgendwelche anderen Satze<aus einem beliebigen Gebiete; 
wir erhalten dann eine Reihe von Satzen, die ebenso wie der 
urspriingliche Satz wahr sind, z. B.: 
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wenn eine Fig'ur ein Rhomlnt8 ist UM die8elbe Fig'ur ein Recht
eck ist, 80 ist diese Fig'ur ein Rhomlnt8; 

wenn e8 Mute Sonntag iBt UM die Sonne BCheint, 80 iBt e8 Mute 
Sonntag. 

Um diese Tatsache in a11gemeiner Form auszudriicken, wollen 
wir die Variablen "p" und "q" ein.fiihren und die Vereinbarung 
treHen, daB diese Zeichen nicht Bezeichnungen von Zahlen oder 
anderen Dingen sind, sondern ganze Satze vertreten. Wir wollen 
ferner in dem betrachteten Satze die Wendung: 

I i8t eine poBitive Zahl 

durch "p" und die Formel: 
1<2 

durch "q" ersetzen; wir erhalten auf diese Weise die Satzfunktion: 

wenn p UM q, 80 p. 

Diese Satzfunktion hat die Eigenschaft, daB man aus ihr lauter 
wahre Satze erhi1lt, wenn man an Stelle von "p" und "q" belie
bige Satze einsetzt. Man kann diese Beobachtung in die Form 
des folgenden Lehrsatzes kleiden: 

Fur beliebige p UM q, wenn p UM q, 80 P 

(in tibereinstimmung mit dem in 3 besprochenen Gebrauch bnn 
hierbei der Alloperator "Fur beliebige pund q" weggelassen werden). 
Dieser Lehrsatz gehort zu dem. Aussagenkalkiil und wird Simpli
tikati0n88atz der logi8chen M ultiplikation genannt. Der Satz, den 
wir vorher betrachtet haben, war nur ein Spezialfall des angege
benen Lehrsatzes - ebenso wie z. B. die Formel: 

2.3=3.2 

ein Spezialfall des generellen Satzes der Arithmetik: 

Fur beliebige Zahlen x UM Y: x. Y = Y . x 
ist. 

Auf ii.hnliche Weise bnn man zu anderen Lehrsatzen des 
Aussagenkalkiils gelangen, z. B. zu den Sa.tzen: 

Wenn p, 80 p. 
Wenn p oder q, 80 q oder p. 
Wenn q aus p und r aus q tolgt, 80 tolgt r aus p. 
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Der erste VOn den soeben angefiihrten Lehrsatzen heiBt Satz 
der Identitiit, der zweite wird kommutatives Gesetz der logischen 
Addition und der dritte Satz des hypothetischen Syllogismus 
genannt. 

So wie die Lehrsatze der Arithmetik VOn generellem Charakter 
die Eigenschaften VOn beliebigen Zahlen feststellen, so besagen 
die Lehrsatze des Aussagenkalkills sozusagen ,etwas tiber die 
Eigenschaften beliebiger Satze. In diesen Lehrsi(tzefikolllmen 
nur Variablen VOn einer einzlgen Art vor, namlich die sog. Satz
variablen, die ganze Satze vertreten; dieser Umstand ist fUr 
den Aussagenkalkill charakteristisch und ist bestimmend ftir 
seine groBe Allgemeinheit und fUr die Weite seines Anwendungs
bereiches. 

12. Anwendung von Lehrsatzen des AussagenkalkiiIs in 
mathematischen Beweisen. Fast in allen mathematischen Uber
legungen sttitzt man sich - bewuBt oder unbewuBt - auf Lehr
satze des Aussagenkalkills; es solI versucht werden, an Hand 
eines Beispiels zu zeigen, wie man dabei vorgeht. 

Wir haben schon frtiher gesehen (in 8), daB aus der Richtig
keit einer Implikation nichts Bestimmtes tiber die Richtigkeit 
des umgekehrten oder des kontraren Satzes gefolgert werden 
kann. Ganz anders verhalt es sich lnit dem vierten konjugierten 
Satze: so oft eine Implikation wahr ist, ist auch der ihr entspre
chende kontraponierte Satz wahr. Diese Tatsache laBt sich an 
zahllosen Beispielen verifizieren und findet in einem allgemeinen 
logischen Lehrsatz des Aussagenkaiktils, namlich in dem sog. 
Satz der Transposition oder Kontraposition, ihren Ausdruck. 

Um den erwahnten Lehrsatz prazis zu formulieren, wollen 
wir bemerken, daB man einer beliebigen Implikation die sche
matische Form: 

wenn p, so q 

geben kann; der umgekehrte Satz wird dann die Gestalt: 

wenn q, so p 
annehmen, der kontrare Satz wird lauten: 

wenn nicht p, so nicht q 
und der kontraponierte Satz: 

wenn nicht q, so nicht p. 
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Der Satz der Kontraposition, nach dem ein beliebiger Bedin
gungssatz stets den entsprechenden kontraponierten Satz zur 
Folge hat, laBt sich folgendermaBen formulieren: 

Wenn (wenn p, so q), so (wenn nicht q, so nicht p); 

um die Anhaufung der Worte "wenn" zu vermeiden, empfiehlt 
es sich, diese Formulierung einer leichten Modifikation zu unter
werfen: 

(I) Gilt: wenn p, so q, so gilt auch: wenn nicht q, so nicht p. 

Betrachten wir ferner irgendeinen arithmetischen Lehrsatz, 
der. die Gestalt einer Implikation hat, z. B. den Satz, der in 8 
angegeben wurde: 

(II) Wenn x eine positive Zahl iBt, so ist 2 . x eine positive Zahl. 

Es soll gezeigt werden, wie auf Grund dieser zwei Satze der 
zu (II) kontraponierte Satz bewiesen werden kann. 

Der Satz (I) bezieht sich auf beliebige Satze "p" und "q", 
wird also auch noch dann giiltig bleiben, wenn man an Stelle 
von "p" den Ausdruck: 

x ist eine positive Zahl 

und an Stelle von "q" den Ausdruck: 

2 . x ist eine positive Zahl 

einsetzt. Wenn man dabei aus stilistischen Grunden die Stellung 
des W ortes "nicht" andert! so bekommt man: 

(III) Gilt: wenn x eine positive Zahl ist, so ist 2 . x eine positive 
Zahl, so gilt auch: wenn 2 . x nicht eine positive Zahl jst, so ist x 
nicht eine positive Zahl. 

Vergleichen wir (II) und (III) untereinander: (III) hat die Ge
stalt einer Implikation und (II) ist ihre Voraussetzung. Da die 
ganze Implikation und zugleich ihre Voraussetzung als wahr 
anerkannt wurden, so muB man auch die Behauptung der Impli
kation als wahr anerkennen; und diese Behauptung ist eben der 
kontraponierte Satz, um den es sich handelte: 

(IV) Wenn 2 . x nicht eine positive Zahl ist, so ist x nicht eine 
positive Zahl. 



26 TIber den Aussagenkalkiil. 

Auf diese Weise kann jeder, der den Satz der Kontraposition 
kennt, den kontraponierten Satz als bewiesen anerkennen, sofern 
er nur vorher den Ausgangssatz bewiesen hat; ebenso darf er, 
naohdem er die Umkehrung des Ausgangssatzes bewiesen hat, 
den kontraren Satz anerkennen (da - wie in 8 erwahnt - der 
kontrare Satz zu der Umkehrung des Ausgangssatzes kontra
poniert ist). Wenn es also gelungen ist, zwei Satze - den 
Ausgangssatz und den umgekehrten Satz - zu beweisen, so 
ist ein besonderer Beweis fiir die zwei restliohen konjugierten 
Satze iiberfliissig. 

Es solI bemerkt werden, daB mehrere Abarten des Satzes 
der Kontraposition bekannt sind; eine von ihnen ist der umge
kehrte Satz von (I): 

Gilt: wenn nicht g, so nicht p, so gilt auch: wenn p, so g. 

Dieser Lehrsatz ermoglioht es, aus dem kontraponierten Satze 
den Ausgangssatz und aus dem kontraren Satz den umgekehrten 
Satz abzuleiten. 

13. RegeIn des Beweisens, vollstandige Beweise. Jetzt solI 
etwas naher der Meohanismus des Beweises selbst betrachtet 
werden, mit dessen Hllie in dem vorangehenden Paragraphen 
der Satz (IV) begriindet wurde. Neben den RegeIn des Definie
rens, von denen schon die Rede war, gibt es Regeln des Beweisens 
(auoh Schluf3regeln genannt), die einen verwandten Charakter 
aufweisen. Diese RegeIn diirfen nioht mit den logisohen Lehr
satzen verweohselt werden: es sind Vorsohriften, die uns belehren, 
wie man Satze, die schon als wahr anerkannt wurden, umformen 
solI, um neue wahre Satze zu gewinnen. In dem vorher durch
gefiihrten Beweise haben zwei RegeIn des Beweisens ihre Anwen
dung gefunden: die Einsetzungs- und die Abtrennungsregel. 

Die Einsetzungsregel besagt folgendes: wenn irgendein Satz 
von generellem Charakter, der sohon als wahr anerkannt wurde, 
Satzvariablen enthaIt und wenn man diese Variablen durch 
andere Satzvariablen oder durch Satzfunktionen oder endlioh 
durch Satze ersetzt - wobei an Stelle von gleiohen Varia bien 
iiberall gleiohe Ausdriioke eingesetzt werden -, so darf man 
den auf diese Weise gewonnenen Satz als wahr anerkennen. 
Duroh die Anwendung eben dieser Regel hat man aus dem Satz (I) 
den Satz (III) bekommen. Es ist zu betonen, daB sioh die Ein-
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setzungsregel auch auf andere Arlen von Variablen anwenden 
laBt, so z. B. auf die Variablen "x", "y" ... , die Zahlen bezeich
nen: man darf an Stelle jener Variablen beliebige Zeichen und 
Ausdriicke, die Zahlen bezeichnen, einsetzen. 

* Die hier angegebene Formulierung der Einsetzungsregel 
ist nicht ganz prazis. Diese Regel bezieht sich auf solche Satze, 
die aus einem Alloperator und einer Satzfunktion bestehen, 
wobei diese Satzfunktion bestimmte Variablen enthalt, die durch 
den Alloperator gebunden sind (vgl. 4). Wenn man die Ein
setzungsregel anwenden will, lii.Bt man den Operator weg und 
setzt an Stelle von Variablen, die durch den Operator gebunden 
sind, andere Variablen oder ganze Ausdriicke ein (so z. B. an 
Stelle der Variablen "p", "q", "r" ... Satzfunktionen oder Satze, 
an Stelle der Variablen "x", "y", "z" ... aber Ausdriicke, die 
Zahlen bezeichnen) ; wenn in der Satzfunktion noch andere 
(und zwar gebundene) Variablen vorkommen, so werden sie un
geandert gelassen, und man sorgt dafiir, daB in den Ausdriicken, 
die eingesetzt werden, keine Variablen von der gleichen Gestalt 
vorkommen; im Notfalle stellt man dem auf diese Weise erhalte
nen Ausdruck den Alloperator voran, um aus ibm einen Satz 
zu bilden. Wenn man z. B. die Einsetzungsregel auf den Satz: 

tilr eine beliebige Zahl x gibt ell eine Zahl y, 80 dafJ x + y = 5 

anwendet, kann man den Satz gewinnen: 

ell gibt e,ine Zahl y, 80 dafJ 3 + y = 5 
oder auch: 

tilr eine beliebige Zahl z gibt ell eine Zahl y, 80 dafJ Z2 + y = 5; 

man setzt also in diesem FaIle nur in "x" ein und HiBt "y" un
geandert. * 

Die Abtrennungsregel besagt, daB, wenn man zwei Satze ala 
wahr anerkennt, von denen der eine die Form einer Implikation 
hat und der andere die Voraussetzung dieser Implikation ist, 
so darf man auch den Satz als wahr anerkennen, der die Behaup
tung der Implikation ist (indem man sozusagen von der Impli
kation ihre Voraussetzung "abtrennt"). Mit Hille dieser Regel 
wurde Satz (IV) aus Satzen (III) und (II) abgeleitet. 

Daraus ist zu ersehen, daB in dem oben durchgefiihrten Beweis 
des Satzes (IV) jeder Schritt darin bestand, eine Regel des Be-
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weisens auf Satze anzuwenden, die schon frillier als wahr aner
kannt wurden; ein Bolcher Beweis wird vollstiindig genannt. 
Etwas genauer konnte man den vollstandigen Beweis auf folgende 
Weise charakterisieren: man baut eine ganze Kette von Satzen 
auf, deren erste Glieder Satze sind, die schon fruher als wahr 
anerkannt wurden, jedes folgende Glied aus den ihm vorausgehen
den durch Anwendung einer Regel des Beweisens gewonnen werden 
kann und schlieBlich das letzte Glied der zu beweisende Satz ist. 

Es solI darauf geachtet werden, was fUr auBerst elementare 
Form - vom psychologischen Gesichtspunkt aus - die mathe
matischen Uberlegungen annehmen, dank der Kenntnis und An
wendung der Lehrsatze der Logik und der RegeIn des Beweisens: 
komplizierte Denkvorgange lassen sich restlos auf so einfache 
Tatigkeiten zurUckfUhren wie auf aufmerksames Betrachten 
von Lehrsatzen, die schon vorher als wahr anerkannt wurden, 
auf das Wahrnehmen von strukturellen, rein auBerlichen Zu
sammenhangen zwischen diesen Lehrsatzen und auf das Aus
filliren von mechanischen Umformungen, die die RegeIn des Be
weisens vorschreiben. Es ist klar, daB bei einer derartigen Ver
fahrungsweise die Moglichkeit, im Beweise einen Fehler zu be
gehen, auBerst gering wird. 

lllmngsamgaben. 

1. Man gebe Beispiele von spezifisch mathematischen Aus
drucken aus dem Gebiete der Arithmetik oder der Geometrie an. 

2. Man unterscheide in folgenden zwei Satzen die spezifisch 
mathematischen Ausdrucke von denen, die dem Gebiete der 
Logik angehoren: 

a) fur beliebige Zahlen x und y, wenn x> 0 und y < 0, 80 gibt 
e8 eine Zahl z, 80 daf3 z < 0 und x = y . z; 

b) fur beliebige Punkte A und B gibt e8 einen Punkt C, der 
zwi8chen A und B liegt und von A und B gleich ent/ernt i8t. 

3. Man bilde die Konjunktion von Negationen folgender Satz
funktionen: 

x <3 
und 

x>3. 
Was fUr eine Zahl erfiillt diese Konjunktion 1 
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4. Man untersuche, in welcher der zwei angegebenen Bedeu
tungen das Wort "oder" in folgenden Satzen vorkommt: 

a) er konnte zwei Wege wahlen: das Vaterland verraten oder 
sterben; 

b) wenn ich viel Geld verdiene oder aut der Lotterie gewinne, so 
will ich eine lange Reise unternehmen. 

Man gebe noch andere Beispiele an, in denen das Wort "oder" 
in seiner ersten, bzw. zweiten Bedeutung verwendet wird. 

5. Man gebe folgenden Lehrsatzen die Gestalt gewohnlicher 
Bedingungssatze: 

a) damit ein Dreieck gleichseitig ist, ist es ausreichend, dafJ alle 
Winkel des Dreiecks kongruent sind; 

b) die Bedingung: x ist durch 3 teilbar ist notwendig datilr, 
dafJ x dureh 6 teilbar ist. 

Man gebe noch andere gleichbedeutende Formulierungen der 
beiden angefiihrten Satze an. 

6. rst die Bedingung: 
x.y>4 

hinreichend oder notwendig dafUr, daB 

x> 2 und y> 2 
gilt ~ 

7. Man gebe fUr jeden der folgenden Satze die entsprechenden 
drei konjugierten Satze an (den umgekehrten, den kontraren und 
den kontraponierten Satz): 

a) daraus, dafJ x eine positive Zahl ist, tolgt, dafJ - x eine 
negative Zahl ist; 

b) wenn ein Viereck ein Rechteck ist, so kann man diesem 
Viereck einen Kreis umschreiben. 

Welche von den konjugierten Satzen sind wahr ~ 

8. Man gebe ein Beispiel von vier konjugierten Satzen an, die 
ane falsch sind. 

9. Man gebe gleichbedeutende Formulierungen fUr folgende 
Satze an: 
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a) x ist durch 10 dann und nur dann teilbar, wenn x zugleich 
durch 2 und durch 5 teilbar ist; 

b) damit ein Viereck ein Parallelogramm ist, ist es notwendig 
und hinreichend, daP der Schnittpunkt der Diagonalen des Vierecks 
zugleich der M ittelpunkt jeder dieser Diagonalen ist. 

Man gebe weitere Beispiele von Lehrsatzen aus dem Gebiete 
der Arithmetik oder der Geometrie an, die die Form von Aqui
valenzen haben. 

10. Welche von den folgenden Satzen sind wahr: 

a) ein Dreieck ist gleickschenklig dann und nur dann, wenn 
alle Bohen des Dreiecks lcongruent sind; 

b) die Bedingung: x =1= 0 ist notwendig und hinreichend datur, 
daP x2 eine positive Zahl ist; 

c) daraus, dap ein Viereck ein Quadrat ist, tolgt, daP alle W inke 
des Vierecks rechte Winkel sind, und umgekehrt; 

d) damit x durch 8 teilbar ist, ist es notwendig und hinreichend, 
daP x zugleich durch 4 und durch 2 teilbar ist 1 

II. Setzen wir voraus, daB uns die Termini "naturliche Zahl" 
und "Produkt" (bzw. "Quotient") bereits bekannt sind; man kon
struiere die Definition des Ausdrucks "teilbar", und zwar gebe 
roan ihr die Form einer Aquivalenz: 

W ir wollen sagen, dafJ x durch y teilbar ist, dann und nur dann, 
wenn ... 

Man formuliere in analoger Weise die Definition des Ausdrucks 
"Parallele"; welche Termini (aus dero Gebiet der Geometrie) 
werden dabei als bekannt vorausgesetzt 1 

12. Man untersuche, ob folgende Satze wahr, also ob sie Lehr-
satze des Aussagenkalkills sind: 

a) turbeliebige p und q, wenn p und q, so q und p; 

b) tur beliebige p und q, wenn q aus p totgt, so tolgt auch p aus q. 

13. Man betrachte zwei folgende Lehrsatze der Arithmetik: 

daraus, dafJ x - y eine positive Zahl ist, tolgt, daP x > y; 

daraus, dafJ x > y, totgt, dafJ x + z > y + z. 
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Welchen Satz kann man auf Grund des hypothetischen 
Syllogismus (vgl. 11) aus den obigen Lehrsatzen ableiten ~ 

*14. Man fuhre den vollstandigen Beweis des in der vor
herigen Ubungsaufgabe gewonnenen Satzes durch; man stutze 
sich dabei auf die dort genannten Lehrsatze und wende - neben 
der Einsetzungs- und Abtrennungsregel - noch folgende SchluB
regel an: wenn man irgendwelche zwei Satze als wahr anerkannt 
hat, so darf man auch die Konjunktion dieser Satze als wahr 
anerkennen. 

III. Ober die Theorie der Identitiit. 
14. Logische Begriffe au8erhalb des AussagenkalkUls; Begriff 

der Identitiit. Der Aussagenkalkul, dem das vorige Kapitel ge
widmet war, bildet nur einen Teil der Logik. Er ist zweifellos 
der am meisten fundamentale Teil - mindestens in dem Sinne, 
daB man sich beirn Definieren von Begriffen und beimFormu
lieren und Begriinden von logischen Lehrsatzen, die nicht zum 
Aussagenkalkiil gehoren, bereits der Begriffe und Lehrsatze 
dieses Kalkiils bedient. An und fur sich bildet aber der Aussagen
kalkiil keine hinreichende Basis fiir die Grundlegung der Mathe
matik: in mathematischen Definitionen, Lehrsatzen und Be
weisen begegnet man unaufhorlich verschiedenen Begriffen aus 
anderen Teilen der Logik. Manche von ihnen sollen in diesem 
und in den folgenden zwei Kapiteln besprochen werden. 

Der fiir die Mathematik wichtigste logische Begriff, der zum 
Aussagenkalkiil nicht gehOrt, ist wohl der Begritt der Jdentitiit. 
Er kommt in solchen Wendungen vor wie: 

x ist mit y identisch, 

x ist dasselbe wie y, 

x ist gleich y. 

Allen diesen drei Wendungen wird derselbe Sinn zugeschrieben; 
sie sollen - der Kiirze wegen - durch den symbolischen Auso 

druck ersetzt werden: 
x= y. 

Anstatt zu schreiben: 

x ist mit y nicht identisch (x ist von y verschieden) 
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beniitzen wir die Formel: 

xt=y. 

Obgleich der Sinn der Formel: 

x=y 

evident zu sein scheint, wird diese Formel manchmal miBver
standen: wenn man behauptet, daB x = y, stellt man zugleich 
fest, daB die Symbole "x" und "y" Bezeichnungen eines und 
desselben Dinges sind, driickt aber keineswegs den Gedanken 
aus, daB die Zeichen "x" und "y" selbst identisch sind; es ist 
ja bekannt, daB ein und dasselbe Ding viele verschiedene Be
zeichnungen haben kann. So z. B. bezeichnen die Symbole 
,,1,5" und " : " eine und dieselbe Zahl, die Formel: 

15-~ , - 2 

ist zweifellos richtig, trotzdem sind aber die Symbole ,,1,5" 
und ,,:" offensichtlich voneinander verschieden. Das Ver
wechseln des Dinges mit seiner Bezeichnung kann sowohl in 
diesem als auch in anderen Fallen zu wichtigen Fehlern und 
MiBverstandnissen fiihren. 

15. Wichtigste Lehrsiitze aus der Theorie der Identitiit. Unter 
den logischen Lehrsatzen, die den Identitatsbegriff betreffen, 
drangt sich in den Vordergrund folgender Satz, der zum ersten
mal durch Leibniz1 aufgestellt wurde und der deshalb als Satz 
von Leibniz bezeichnet werden kann: 

Lehrsalz I. x = y dann und nur dann, wenn alles, was man 
ilber das Ding x sagen kann, a~u:,h ilber das Ding Y (lesagt werden 
kann. 

Es sind noch andere, korrektere, obgleich weniger durchsich
tige Formulierungen desselben Satzes bekannt, und zwar z. B.: 

x = y dann und nur dann, wenn iede Satzfunktion, die durch 
das Ding x erfilllt wird, auch dunh das Ding y erfillit wird; 

x = y dann und nur dann, wenn iede Eigenschaft, die dem 
Dinge x zukommt, auch dem Dinge y zukommt. 

1 Vgl. S. 13, Anm.1. 
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Der Satz von Lewniz ist der Fundamentalsatz der sog. Theorie 
der Identitat; man kann ibn als Definition des Zeichens ,,=" 
betrachten, da er die Formel: 

x=y 

durch eine ihr aquivalente Wendung, die das Gleichheitszeichen 
nicht mehr enthalt, zu ersetzen gestattet. Aus diesem Satz ergibt 
sich folgende Regel, die von groBer praktischer Bedeutung ist: 
wenn in irgendeiner Uberlegung angenommen oder bewiesen 
wurde, daB x = y, so darf man in jeder Formel und in jedem 
Satz, die in dieser Uberlegung vorkommen und das Zeichen "x" 
enthalten, dieses Zeichen durch "y" ersetzen (wenn dabei 
das Zeichen "x" in einer Formel an mehreren Stellen auf tritt, 
so darf man es an manchen Stellen unverandert lassen und an 
anderen durch "y" ersetzen; darin besteht ein wesentlicher Unter
schied zwischen der jetzt betrachteten Regel und der Einsetzungs
regel, von der in 13 die Rede war und die eine derartige teilweise 
Ersetzung eines Zeichens durch ein anderes Zeichen nicht er
laubt). 

Aus dem Satze von Leibniz kann man eine Reihe von anderen 
Lehrsatzen ableiten, die zur Theorie der Identitat gehoren und 
in mathematischen Beweisen oft verwendet werden. Es sollen 
hier die wichtigsten von diesen Satzen angefiihrt und zugleich 
ihre Beweise skizziert werden, um an Hand konkreter Beispiele 
zu zeigen, daB kein wesentlicher Unterschied zwischen den Uber
legungen aus dem Gebiete der Logik und denen aus dem Gebiete 
der Mathematik besteht. 

Lehrsalz II. Jedes Ding ist sich selbst gleich: x = X. 

Beweis. Man setze in den Satz von Leibniz "x" an Stelle 
von "y" ein; man bekommt: 

x = x dann und nur dann, wenn alles, was man ilber das Ding x 
sagen kann, auch ilber das Ding x gesagt werden kann. 

Die rechte Seite der obigen Aquivalenz ist offenbar stets 
erfiillt: alles, was iiber x gesagt werden kann, kann iiber x gesagt 
werden (es folgt ja schon aus dem in 11 angegebenen Satz der 
Identitat). Es muB also auch die linke Seite der Aquivalenz 
erfiillt sein; mit anderen Worten: es gilt stets x = x, worum es 
sich eben handelte. 

Tarski, Mathematische Logik. 3 
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Lehrsatz III. Wenn x = y, so y = x. 

Beweis. 1st, wie vorausgesetzt, x = y, so darf nach Lehrsatz I 
alles, was von x gesagt werden kann, auch von y gesagt werden. 
Anderseits kann man - auf Grund des soeben bewiesenen Lehr
satzes II - vom Dinge x behaupten, daB es gleich x ist; man 
kann also auch vom Dinge y behaupten, daB es gleich x ist. 
Mit anderen Worten: da x = y, so darf man in der aus dem Lehr
satz II sich ergebenden Formel: 

x=x 

das Zeichen "x" an der ersten Stelle durch "y" ersetzen (ohne es 
an der zweiten Stelle zu verandern). Auf diese Weise gewinnt 
man die gewiinschte Formel: 

y= x. 

Lehrsatz IV. 1st x = y und y = z, so gilt x = z. 

Beweis. Es wird die Giiltigkeit der beiden Formeln: 

x=y 
und 

y=z 

(1) 

(2) 

vorausgesetzt. Der Formel (2) zufolge darf man iiberall - also 
auch in der Formel (1) - den Buchstaben "y" durch "z" er
setzen. Man bekommt hiermit: 

x= z, 

was eben zu beweisen war. 

Lehrsatz V. 1st x = z und y = z, so gilt x = y; mit anderen 
Worten: zwei Dinge, die einem dritten gleioh sind, sind auch unter
einander gleich. 

Beweis. Es wird die Giiltigkeit der beiden Formeln: 

x=z 
und 

y=z 
vorausgesetzt. Aus (2) erhalt man, gemaB dem Lehrsatz III: 

z= y. 

GemaB dem Lehrsatz IV, in dem man "y" durch "z" und 

(1) 

(2) 

(3) 

z" 
" 
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dureh "y" ersetzt, bekommt man aus den Formeln (1) und (3) 
sofort die Formel: 

x= y, 

also diejenige Formel, um die es sich handelte. 

16. Die Gleichheit in der Arithmetik und in der Geometrie und 
ihre Beziehung zu der logischen Identitat. Wir betrachten hier 
konsequenterweise die arithmetische Gleichheit zwischen den 
Zahlen als einen Spezialfall des allgemeinen Begriffs der logischen 
Identitii.t; das ergibt sich bereits klar aus den Bemerkungen, 
die zum SchluB von 14 angegeben wurden. Es muB jedoch be
merkt werden, daB manche Mathematiker - entgegen dem hier 
vertretenen Standpunkt - das gewohnlich in der Arithmetik 
vorkommende Zeichen ,,=" nicht mit dem Symbol der logischen 
Identitii.t identifizieren, gleiche Zahlen nicht als identisch an
sehen und die Gleichheit zwischen den Zahlen als einen spezifi
schen Begriff der Arithmetik betrachten. 1m Zusammenhang 
damit lehnen diese Mathematiker den Satz von Leibniz in seiner 
allgemeinen Form ab, anerkennen aber verschiedene Folgerungen, 
die sich aus diesem Satz ergeben und einen weniger allgemeinen 
Charakter haben, und zii.hlen sie zu den spezifischen arithmeti
schen Lehrsii.tzen; solche Folgerungen sind z. B. die Lehrsii.tze II 
bis V sowie Sii.tze, die feststellen, daB immer, wenn x = y und x 
eine bestimmte, ausschlieBlich mit Hilfe von arithmetischen 
Zeichen aufgebaute Formel erfiillt, dann auch y dieselbe Formel 
erfiillt, also z. B. der Satz: 

wenn x = y und x < z, 80 y < z. 

Unserer Meinung nach zeichnet sich dieser Standpunkt in theo
retischer Hinsicht durch keine besonderen V orzuge au.s und ver
ursacht in der Praxis groBe Komplikationen in der Darstellung 
der Arithmetik: man verwirft ja die allgemeine Regel, die ge
stattet - unter der Voraussetzung, daB x = y, - in jeder Formel 
"x" durch "y" zu ersetzen, und da eine derartige Umformung 
in vielen Uberlegungen unentbehrlich ist, so muB man in 
jedem FaIle, in dem sie angewandt wird, nachweisen, daB 
diese Umformung in dem betrachteten konkreten Fall er
laubt ist. 

Um dies an einem Beispiel zu veranschaulichen, betrachten 
3* 
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wir irgendein System von Gleichungen mit zwei Variablen, 
z. B.: 

x2+ y2= 2. x-3. y+ 18. 

Wenn man dieses System von Gleichungen mit Hilfe der sog. 
Einsetzungsmethode Wsen will, bildet man ein neues System 
von Gleichungen, und zwar Jii.Bt man die erste Gleichung un· 
verandert, in der zweiten aber ersetzt man "x" iiberall durch t,y2". 
Es fragt sich, ob eine solche Umformung erlaubt ist, ob das neue 
System dem urspriinglichen aquivalent ist. Die Antwort ist 
zweifellos bejahend, unabhangig davon, wie man den Begriff 
der Gleichheit zwischen den Zahlen handhabt. Wenn man aber 
das Zeichen ,,=" als Symbol der logischen Identitat ansieht 
und den Satz von Leibniz annimmt, so ist diese Antwort evident: 
da 

x= y2, 

so ist es erlaubt, "x" iiberall durch "y2" zu ersetzen oder umge
kehrt; im entgegengesetzten FaIle muB diese Antwort begriindet 
werden, und obzwar die Begriindung keine wesentlichen Schwierig
keiten bereitet, so ist sie doch ziemlich lang und miihsam. 

Ganz anders stellt sich die Sachlage in bezug auf den Begriff der 
Identitat in der Geometrie dar. Wenn man zwei geometrische 
Figuren, z. B. zweiStrecken, zwei Winkel oder zwei Vielecke gleich 
oder kongruent nennt, so will man damit im allgemeinen nicht 
behaupten, daB diese Figuren identisch sind; man stellt nur fest, 
daB diese Figuren gleiche GroBe und gleiche Gestalt haben, mit 
anderen Worten (wenn man sich einer bildlichen, aber nicht 
ganz korrekten Sprechweise bedienen will): man kann sie zur 
Deckung bringen. So kann z. B. ein Dreieck zwei oder sogar 
drei gleiche Seiten haben, diese Seiten sind aber niemals identisch. 
Es kommen freilich auch solche FaIle vor, in denen es sich nicht 
um die geometrische Gleichheit zweier Figuren, sondern um ihre 
logische Identitat handelt; so sind z. B. in einem gleichschenkligen 
Dreieck die Rohe auf die Basis und die Symmetrale der Basis 
nicht nur im geometrischen Sinne gleich: sie sind einfach ein 
und dieselbe Strecke. Um also keine Verwirrung anzustellen, 
empfiehlt es sich, in allen diesen Fallen, in denen man die logische 
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Identitat nicht meint, den Terminus "Gleichheit" konsequent zu 
vermeiden, statt von im geometrischen Sinne gleichen Figuren 
immer von kongruenten Figuren zu sprechen und das Zeichen ,,=" 
dann durch ein anderes Zeichen, z.B. durch ,,~" zu ersetzen (was 
man iibrigens sowieso oft tut). 

17. Die Quantitiitsoperatoren. Mit Hille des Begriffs der Identi
tat kann man die Bedeutung gewisser Wendungen prazisieren, 
die dem Inhalt und der Rolle nach den All- und Existenzoperatoren 
verwandt,aber von einem spezielleren Charakter sind. Es sind 
Wendungen von der Art wie: 

e8 gibt minde8tens, bzw. hOch8tens, bzw. genau ein Ding x, 80 daf3 . '" 

e8 gibt minde8tens, bzw. hOch8ten8, bzw. genau zwei Dinge x, 80 daf3 ... 

usw. ; man konnte sie als Quantita,tBoperatoren bezeichnen. Iu diesen 
Wendungen kommen scheinbar spezifisch mathematische Aus
driicke vor, namlich die Zahlworter "ein", "zwei" usw. Eine genauere 
Analyse ergibt aber, daB der Iuhalt jener Wendungen (sofern man 
sie als Ganzheiten betrachtet) rein logischer Natur ist. So kann 
man in dem Ausdruck: 

e8 gibt minde8tens ein Ding, da8 die gegebene Bedingung erfiillt 

die Worte "minde8tens ein" einfach durch das Wort "ein" (also 
durch einen Artikel, nicht durch ein Zahlwort) ersetzen, ohne den 
Sinn zu verandern. Der Ausdruck: 

e8 gibt hOchBten8 ein Ding, daB die gegebene Bedingung erfullt 

bedeutet soviel wie: 
fur beliebige Dinge x und y, wenn x die gegebene Bedingung 

erfullt und y die gegebene Bedingung erfullt, 80 x = y. 

Die Wendung: 
e8 gibt genau ein Ding, da8 die gegebene Bedingung erfullt 

ist mit der Konjunktion der beiden vorher aufgestellten Aus
driicke gleichbedeutend: 

e8 gibt minde8ten8 ein Ding, da8 die gegebene Bedingung erfullt, 
und zugleich gibt e8 hOch8tens ein Ding, da8 die gegebene Bedingung 
erfullt. 
Dem Ausdruck: 

e8 gibt minde8tens zwei Dinge, die die gegebene Bedingung erfullen 
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scbreiben wir folgenden Sinn zu: 

es gibt Dinge x 'II/lui, y, 80 £lap x die gegebene Beding'Ung erfiiUt, 
y die gegebene Bedingung erfiillt 'Und x =1= y; 

dieser Ausdruck ist also mit der Negation der Wendung: 

es gibt kiicMtens ein Ding, daB die gegebene Beding'Ung erfiillt 

gleichbedeutend. In ahnlicher Weise erklii.ren wir die Bedeutung 
anderer Wendungen dieser Kategorie. 

Zur Veranschaulichung wollen wir einige wahre Satze aus der 
Arithmetik anfiihren, in denen Quantitatsoperatoren auftreten: 

es gibt gena'U eine Zakl x, 80 £lap x + 2 = 5; 

es gibt gena'U zwei Zaklen y, 80 £lap 'II = 4; 

es gibt mindestens zwei Zaklen z, 80 £lap z + 2 < 6. 

Jener Teil der Logik, in dem man allgemeine Satze aufstellt, 
die die Operatoren betreffen, wird als Tkeorie der 8ckeinbaren 
Variablen bezeichnet, obgleich man ibn eigentlich Operatoren
lcalkiil nennen sollte. In dieser Theorie widmete man bisher keine 
grOBere Aufmerksamkeit den Quantitatsoperatoren und hat 
hauptsachlich den All- und den Existenzoperator untersucht. 

tlbungsaufgaben. 

1. Wir haben in 14 auf die Gefabren aufmerksam gemacht, die 
auf Grund einer Verwechslung des Dinges mit seiner Bezeichnung 
entstehen. Um die Moglichkeit solcher Gefabren zu vermindem, 
empfiehlt es sich folgende Vereinbarung zu treffen: wenn wir 
von irgendeinem Worte (oder von einem Ausdruck, der aus 
mebreren Worten besteht), und nicht von dem Dinge, dessen Be
zeichnung jenes Wort ist, etwas aussagen wollen, so versehen wir 
dieses Wort mit Anfiihrungszeichen; wenn wir dagegen von dem 
Dinge selbst sprechen, so bedienen wir uns des Wortes, das dieses 
Ding bezeichnet, ohne es mit Anfiihrungszeichen zu versehen.1 

Dieser Vereinbarung gemaB ist z. B. der Satz: 

1 Der Leser kann leicht nachpriifen, daB in dem vorliegenden 
Buche die oben angegebene Vereinbarung ziemlich konsequent be
folgt wird. Wir weichen von ihr nur in seltenen Fiillen ab, wenn wir 
eine Konzession zugunsten eingewnrzelter Gebrauche machen: wir 
geben z. B. ohne Anfiihrungszeichen Formeln und Satze an, die in 
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Marie besteht aus tunt Buchstaben 

falsch, da keine Frau aus Buchstaben besteht; auch der Satz: 

"Marie" hat zwei Hande 

ist falsch, da kein Wort Hande hat. 
Man stelle auf Grund der oben getroffenen Vereinbarung fest, 

welche von den folgenden vier Satzen wahr sind: 

a) ° ist eine ganze Zahl, 
b) ° ist eine Zitter, die eine ovale Gestalt hat, 
c) ,,0" ist eine ganze Zahl, 
d) ,,0" ist eine Zitter, die eine ovale Gestalt hat. 

2. Auf Grturrd der Vereinbarung, die in der vorangehenden 
Ubungsaufgabe angefiihrt wurde, ist es evident, daB aus der 
Formel: 

1,5=~ 
2 

, d 3" keine Schliisse iiber die Identitat der Symbole ,,1,5' un "2 

gefolgert werden konnen, da in dieser Formel von Zahlen, und 
nicht von Symbolen, die diese Zahlen bezeichnen, die Rede ist. 

Die Symbole ,,1,5" und ": " sind zweifellos nicht identisch, und 
diese, Tatsache kann man durch eine andere Formel: 

1 5" =!= 3" 
'" "2 

ausdriicken, die der vorigen Formel keineswegs widerspricht. 

Man erklare von demselben Gesichtspunkte aus den Sinn fol
gender Formeln und stelle fest, welche von ihnen richtig sind: 

a) 3 = 2 + 1, 

b) ,,3" = ,,2 + 1", 

gesonderten Zeilen gedruckt werden oder in den Formulierturrgen 
mathematischer und logischer Lehrsatze auftreten. Es werden aber 
dann andere V orsichtsmaJ3regeln getroffen: den Ausdriicken, bei 
denen wir die Anfiihrturrgszeichen weglassen, setzen wir einen Doppel
pturrkt voran turrd sie werden ,in der Regel kursiv gedruckt. Es ist 
zu bemerken, daJ3 man in der U mgangssprache die Anfiihrungszeichen 
in Fallen verwendet, die durch die getroffene Vereinbarturrg nicht 
in Betracht gezogen werden. 
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c) 4=1=5, 
d) ,,4" =1= ,,5". 

3. Man beweise folgenden Lehrsatz: 
1st x = y, y = z und z = t, 80 gilt x = t. 

Man stiitze sich dabei ausschlieBlich auf den Lehrsatz IV 
(aus 15), ohne den Satz von Leibniz zu benutzen. 

4. Man beweise die Lehrsatze III und IV und stiitze sich dabei 
ausschlieBlich auf die Lehrsatze II und V, ohne den Satz von 
Leibniz zu benutzen. 

5. In den Lehrsatzen III und IV wird iiberall das Zeichen ,,=" 
durch ,,9=" ersetzt. Sind die beiden auf diesem Wege gewonnenen 
Satze wahr1 

6. Man beweise folgenden Lehrsatz aus dem Gebiete der 
Arithmetik und stiitze sich dabei ausschlieBlich auf Lehrsatze der 
Theorie der Identitat: 

Wenn x = y und y > z, 80 X > z. 
7. Wir bezeichnen mit den Buchstaben "a" und "b" zwei 

einander gegeniiberliegende Seiten eines Parallelogramms. Kann 
man behaupten, daB a = b, wenn in dieser Formel das Zeichen 
,,=" diejenige Bedeutung haben solI, die wir ihm in 14 zuge
schrieben haben 1 

8. Wir betrachten ein beliebiges Dreieck, das die Seiten a, b 
und chat. Es seien ha, hb und he die drei Hohen auf die Seiten 
a, b und c; ahnlicherweise bezeichnen wir die drei Seitensym
metralen des Dreiecks mit ,,8a", ,,8b" und ,,8e" und seine Winkel
symmetralen mit "Wa " , "Wb" und "we". 

Setzen wir voraus, daB das betrachtete Dreieck gleichschenklig 
ist, und zwar, daB a seine Basis, b und c dagegen die einander 
gleichen Seiten sind. Welche von den angegebenen zw6lf Strecken 
sind dann kongruent (d. h. im geometrischen Sinne gleich) und 
welche identisch 1 Man driicke die Antwort mit Hille von For
meln aus und bediene sich dabei des Symbols ,,~" zur Bezeich
nung der Kongruenz und des Symbols ,,=" zur Bezeichnung der 
Identitat. 

Man lOse dieselbe Aufgabe auf unter der Voraussetzung, daB 
das betrachtete Dreieck gleichseitig ist. 
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9. Man erklare die Bedeutung der Wendungen: 

a) es gibt hOchstens zwei Dinge, die die gegebene Bedingung er
fullen 

sowie 

b) es gibt genau zwei Dinge, die die gegebene Bedingung erfullen. 

10. Man untersuche, welche von den folgenden Satzen wahr sind: 

a) es gibt genau eine Zahl x, 80 daf3 x + 3 = 7 - X; 

b) es gibt genau zwei Zahlen X, so daf3 x2 + 4 = 4. X; 

c) es gibt hOchstens zwei Zahlen y, so daf3 y + 5 < 11 - 2 . y; 

d) es gibt mindestens drei Zahlen z, 80 daf3 Z2 < 2. z; 

e) fur eine beliebige Zahl X gibt es genau eine Zahl y, 80 daf3 
x+ y= 2; 

f) fur eine beliebige Zahl X gibt es genau eine Zahl y, so daf3 
x.y=3. 

11. Wie kann man mit Hille der Quantitatsoperatoren die Tat
sache ausdrucken, daB die Gleichung: 

x2 -5.x+6=O 

zwei Wurzeln hat? 

*12. Welche Zahlen X erfiillen die Satzfunktion: 

es gibt genau zwei Zahlen y, so daf3 x = y2? 

*13. Man unterscheide in der Satzfunktion, die in der vorigen 
Ubungsaufgabe angefiihrt wurde, freie und gebundene Variablen. 
Werden die Variablen durch Quantitatsoperatoren gebunden 
(vgl. 4)? 

IV. fiber die Klassentheorie. 
18. Mengen und ihre Elemente. Neben den einzelnen, indi

viduellen Dingen werden in der Logik und Mathematik Klassen 
oder M engen von Dingen betrachtet; so haben wir z. B. in der 
Arithmetik manchmal mit Zahlenmengen zu tun, in der Geo
metrie bringen wir unser Interesse nicht so sehr den einzelnen 
Punkten als den Punktmengen entgegen (die auch geometrische 
Figuren genannt werden). Schon relativ seltener werden Mengen 
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untersucht, die nicht aus individuellen Dingen, sondem aus 
ganzen Mengen bestehen - also Mengen zweiter Ordnung; manch
mal treten in den Uberlegungen auch Mengen dritter und hOherer 
Ordnungen auf. Um die individuellen Dinge von den Mengen 
von Dingen (und Mengen verschiedener Ordnungen untereinander) 
zu unterscheiden, benutzen -wir als Variablen Buchstaben ver
schiedener Gestalt und verschiedener Alphabete. Gewohnlich 
werden einzelne Dinge, z. B. die Zahlen, mit kleinen Buchstaben 
und die Mengen von diesen Dingen mit groBen Buchstaben des 
lateinischen Alphabets bezeichnet; in der Elementargeometrie ist 
aber genau der entgegengesetzte Gebrauch ublich: mit groBen 
Buchstaben werden Punkte und mit kleinen (lateinischen oder 
griechischen) Buchstaben Punktmengen bezeichnet. 

Jener Teil der Logik, in welchem man den Mengenbegriff 
analysiert und seine allgemeinen Eigenschaften untersucht, heiBt 
Klassentheorie; manchmal wird diese Theorie als eine selbsta.ndige 
mathematische Disziplin behandelt und dann wird sie M engen
lehre genannt.1 

Eine grundlegende Rolle spielen in der Klassentheorie solche 
Wendungen wie: 

daB Ding x ist ein Element der Menge M, 

daB Ding x geMrt zwr Menge M, 

die Menge M enthitlt daB Ding x als Element; 
-----

1 Die Anfange der Klassentheorie - genauer gesagt, jenes Teiles 
diaser Theorie, den wir unten als Klassenkalkiil bezeichnen werden, -
finden wir schon' bei BooZe (vgl. S.13, Anm. 1). Der eigentliche 
Schopfer der Mengenlehre als einer selbstandigen mathematischen 
Disziplin war der gro13e deutsche Mathematiker G.Oantor (1845 
bis 1918); wir verdanken ilmi. insbesondere die Analyse von solchen 
Begriffen wie Gleichnlachtigkeit, Kardinalzahl und Unendlicbkeit, 
die wir im weiteren Verlauf des vorliegenden Kapitels besprechen 
werden (22). 

Die Mengenlehre ist eine von denjenigen mathematischen Diszi
plinen, die sich im Stadium einer besonders intensiven Entwicklung 
befinden; ihre Ideen und Gedankengange sind in fast ane Teile der 
Mathematik eingedrungen und haben iiberall einen anregenden und 
befruchtenden Einflul3 ausgeiibt. Zur Einfiihrung in die Elemente 
der Mengenlehre konnen folgende Biicher dienen: K. GreUing, Mengen
Zehre, Leipzig und Berlin 1924; E. Kamke, Mengenlehre, Berlin und 
Leipzig 1928, sowie die ersten Kapitel des umfassenden Werkes von 
A. Fraenlcel, EinZeitung in die MengenZehre, 3. Aufl., Berlin 1928. 
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wir betrachten diese Wendungen ala gleichbedeutend und er
setzen sie der Kiirze wegen durch die Formel: 

:x:eM. 

1st also z. B. Gz die Menge aller ganzen Zahlen, so sind die Zahlen 
1, 2, 3 ... ihre Elemente, die Zahlen :' 2! ... geMren da
gegen nicht zu dieser Menge; die Formeln: 

1 e Gz, 2 e Gz, 3 e Gz ..• 

sind also richtig, falsch sind dagegen die Formeln: 
2 1 "3 e Gz, 2"2 e Gz •.• 

19. Mengen und Satzfunktionen mit einer freien Variablen. Man 
bedient sich in der Klassentheorie sehr oft der Ausdriicke vom 
Typus: 

die Menge aZZer Dinge, die die gegebene Bedingung (bzw. die 
gegebene Satzfunktion) erfilllen; 

mit diesem Ausdruck bezeichnet man nii.mlich die Menge, die ala 
Elemente die und nur die Dinge enthalt, die die gegebene Bedin
gung (bzw. Satzfunktion) er:fiillen. In der Elementargeometrie 
wird an Stelle von: 

die Menge aZZer Punkte, die die gegebene Bedingung erfullen, 

ofter der Ausdruck: 

der geometri8che On der Punkte, die die gegebene Bedingung erfuUen, 

gebraucht. In diesem Sinne spricht man z. B. von der Menge 
aller ganzen Zahlen (d. i. von der Menge aller Dinge, die die Satz
funktion ,,:x: i8t eine ganze Zakl" erfiillen), von der Menge aller 
negativen Zahlen, von dem geometrischen Ort der Punkte (oder 
von der Menge aller Punkte), die von zwei gegebenen Punkten 
gleich entfernt sind, usw. 

* Es wird in der Logik angenommen, daB jeder Satzfunk.tion, 
die nur eine freie Variable enthalt, genau eine Menge entspricht, 
die die und nur die Elemente enthalt, welche die gegebene Satz
funktion erfiillen. So z. B. entspricht der Satzfunktion: 

:x: > 0 

die Menge aller positiven Zahlen; wenn wir diese Menge mit dem 
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Symbol "Pz" bezeichnen, so wird die betrachtete Satzfunktion 
der Formel: 

x € pz 

aquivalent. In analoger Weise laBt sich jede Satzfunktion, die als 
die einzige freie Variable "x" enthii.lt, auf eine ihr aquivalente 
Formel von der Gestalt: 

x€M 

umformen, wobei an Stelle von "M" eine Konstante auf tritt, die 
eine gewisse Menge von Dingen bezeichnet; eine derartige Formel 
kann man also als die allgemeinste Form einer Satzfunktion mit 
einer freien Variablen betrachten. 

Es wird von einer Satzfunktion mit einer freien Variablen 
oft behauptet, daB sie eine gewisse Eigenschaft von Dingen aus
driickt - eine Eigenschaft, die den und nur den Dingen zukommt, 
welche die gegebene Satzfunktion erfiillen (so driickt z. B. die 
Satzfunktion "x i8t durch 2 teilbar" eine Eigenschaft der Zahl x 
aus, die man Teilbarkeit durch 2 oder die Eigenschaft, gerade zu 
sein, nennt). Die Menge, die dieser Funktion entspricht, enthalt 
also als Elemente alle Dinge, die die gegebene Eigenschaft besitzen, 
und auBerdem keine anderen Elemente. Auf diese Weisekann 
man jeder Eigenschaft von Dingen eine eindeutig bestimmte 
Menge zuordnen. Aber auch umgelrehrt: jeder Menge ist 
eine Eigenschaft zugeordnet, die ausschlieBlich den Elementen 
dieser Menge zukommt, namlich die Eigenschaft, dieser Menge 
anzugehoren. Deshalb ist es, nach der Meinung zahlreicher 
Logiker, iiberhaupt nicht notig, zwischen den beiden Begriffen: 
der Menge und der Eigenschaft zu unterscheiden; eine besondere 
"Theorie der Eigenschaften" ist entbehrlich - die Klassentheorie 
reicht vollig aus. 

Als eine Anwendung der obigen Bemerkungen wollen wir hier 
noch eine Formulierung des Satzes von Leibniz angeben. Wahrend 
wir uns in den friiheren Formulierungen (aus 15) der Ausdriicke 
"Satzfunktion" oder "Eigenschaft" bedient haben, tritt in der 
neuen, vollig aquivalenten Formulierung der Ausdruck "Menge" 
auf: 

x = y dann und nur dann, wenn jede Menge, deren Element da8 
Ding x i8t, auch da8 Ding y als Element enthitlt. 
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Bei dieser Formulierung des Satzes von Leibniz zeigt es sich, 
daB der Identitatsbegriff mit Hille des Mengenbegriffs definiert 
werden kann. * 

20. Grundbeziehungen zwischen Mengen. Zwischen zwei 
beIiebigen Mengen M und N konnen verschiedene Beziehungen 
bestehen. Es kann z. B. vorkommen, daB jedes Element der 
Menge M zugleich ein Element der Menge N ist; wir sagen dann, 
daB die Menge M ein Teil, bzw. eine Teilmenge der Menge N ist 
oder daB sie in der Menge N enthalten ist oder auch daB die 
Menge M in der Beziekung der I nklusion zu der Menge N 
stekt oder schIieBIich daB die Menge N die Menge M als eine 
Teilmenge umfapt, und drucken dies der Kiirze halber mit 
Hille der Formel: 

MeN, bzw. N:::>M 

aus. Der Ausdruck "Teil" wird hier in einer weiteren Bedeutung 
als in der Umgangssprache verwendet: wenn wir sagen, daB die 
Menge Meine Teilmenge von N ist, so wollen wir damit die Mog
Iichkeit nicht ausschalten, daB auch umgekehrt die Menge N eine 
Teilmenge von Mist, d. i. daB die Mengen M und N aile Elemente 
gemein haben; in diesem Fall sind die Mengen M und N, wie aus 
einem Lehrsatz der Klassentheorie folgt, identisch. Wenn aber 
die konverse Beziehung nicht besteht, d. i. wenn jedes Element 
der Menge M ein Element der Menge N ist, aber nicht jedes Ele
ment der Menge N zu der Menge M gehort, so sagen wir, daB 
die Menge Meine eckte Teilmenge der Menge N ist oder daB die 
Menge N die Menge M als eine eckte Teilmenge umfapt. So ist 
z. B. die Menge aller ganzen Zahlen eine echte Teilmenge der 
Menge aller rationalen Zahlen; eine Gerade umfaBt jede Strecke, 
die auf ihr Iiegt, ala eine echte Teilmenge. 

Wir sagen, daB die Mengen M und N sick sckneiden, wenn 
sie mindestens ein gemeinsames Element haben, wobei aber jede 
von ihnen auch solche Elemente enthalt, die der anderen Menge 
nicht angehoren; zwei Mengen, die kein gemeinsames Element 
haben, heiBen disjunkt, elementfremd oder einfach f'1'emd. So 
schneidet sich z. B. ein Kreis mit jeder Geraden, die durch 
seinen Mittelpunkt lauft, dagegen ist er zu jeder Geraden fremd, 
deren Entfernung vom Mittelpunkt groBer ala der Radius des 
Kreises ist; die Menge aller positiven Zahlen schneidet sich mit 
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der Menge aller rationalen Zahlen, ist aber zu der Menge aller 
negativen Zahlen fremd. 

Es seien bier beispielsweise folgende Lehrsatze angefiihrt, die 
die angegebenen Beziehungen zwischen Mengen betreffen und die 
(samt anderen Lehrsatzen von ahnlicher Struktur) als Satze de8 
kategori8chen Syllogismu8 bezeichnet werden konnen: 

18t Meine Teilmenge von N und N eine Teilmenge von P, 80 
i8t auch Meine Teilmenge von P. 

18t Meine Teilmenge von N und 8ind die Mengen N und P 
zueinander fremd, 80 8ind auch die M engen M und P zueinander 
fremd. 

Es ist leicht zu ersehen, daB zwischen zwei beliebigen Mengen 
eine von den betrachteten Beziehungen bestehen muB; dies wird 
durch folgenden Lehrsatz ausgedriickt: 

Wenn M und N zwei beliebige Mengen 8ind, 80 gilt entweder 
M = N, oder die Menge M i8t eine echte Teilmenge von N, oder die 
Menge M umfaf3t die Menge N al8 eine echte Teilmenge, oder die 
Mengen M und N 8chneiden 8ich, oder 8chlief3lich 8ind 8ie jremd, 
wobei zwei von den angegebenen Fallen nicht zugleich vorkommen 
k6nnen. 

Will man sich den obigen Satz veranschaulichen, so ist es am 
besten, die Mengen M und N als geometrische Figuren zu denken 
und sich aIle moglichen gegenseitigen Lagen dieser beiden Figuren 
klarzumachen. Die Beziehungen, von denen in diesem Satz die 
Rede ist, konnen Grundbeziehungen zwi8chen M engen genannt 
werden.1 

1 Die ganze alte Aristotelische Logik (vgl. 6) kann fast restlos 
auf die Lehre von den Grundbeziehungen zwischen Mengen, also 
auf ein kleines Bruchstuck der Klassentheorie, zurUckgefiihrt werden. 
Rein aul3erlich unterscheiden sich diese beiden Disziplinen darin, da13 
in der alten Logik der Begriff der Menge oder Klasse explizit nicht 
auftritt (z. B. statt zu sagen, da13 die Menge der Pferde in der Menge 
der Saugetiere enthalten ist, pflegte man in der alten Logik zu sagen, 
da13 die Eigenschaft, Saugetiere zu sein, allen Pferden zukommt 
oder einfach da13 jedes Pferd ein Saugetier ist). Die wichtigsten Lehr
satze der Aristotelischen Logik sind die Satze des kategorischen 
Syllogismus, die den oben erwahnten und ebenso genannten Lehr
satzen der Klassentheorie genau entsprechen. 
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21. Operationen mit Mengen. Neben den Beziehungen zwischen 
Mengen werden in der Klassentheorie Operationen mit Mengen 
betrachtet, mit deren Hllie man aus den gegebenen Mengen andere 
Mengen bildet. So kann man z. B. aus zwei beliebigen Mengen M 
und N eine neue Menge P bilden, die als Elemente die und nur 
die Dinge enthii.lt, die mindestens einer der beiden Mengen M 
und N angehoren; man kann sagen, daB die Menge P durch die 
Hinzufiigung der Elemente der Menge N zu denen der Menge M 
gewonnen wird. Diese Operation wird Addition von Mengen 
genannt; die Menge P nennt man Vereinigungsmenge oder Summe 
der Mengen M und N und sie wird mit dem Symbol: 

M+N 
bezeichnet. Eine andere Operation, die man DurchschnittBbildung 
oder manchmal auch Multiplikation von Mengen nennt, besteht 
darin, daB man aus den Mengen M und N eine Menge P bildet, 
die die und nur die Elemente enthalt, welche zugleich zu M und 
zu N gehOren; die Menge P wird Durchschnitt oder auch Produkt 
der Mengen M und N genannt und mit dem Symbol: 

M.N 
bezeichnet. 

Diese beiden Operationen spielen eine bedeutende Rolle 
in der Geometrie; es ist besonders bequem, sie beim Defi
nieren neuer Arten von geometrischen Figuren zu verwenden. 
Angenommen, daB wir z. B. bereits wissen, was zwei Nebenwinkel 
sind, so konnen wir die Halbebene oder den gestreckten Winkel 
als die Vereinigungsmenge zweier Nebenwinkel definieren (ein 
Winkel wird hier als ein Winkelgebiet betrachtet, d. h. als ein Teil 
der Ebene, der durch zwei Halbgeraden, die Schenkel des Winkels 
heiBen, begrenzt wird). Betrachten wir ferner einen beliebigen 
Kreis und einen Winkel, dessen Scheitelpunkt im Mittelpunkt 
des Kreises liegt; der Durchschnitt dieser beiden Figuren ist 
eine Figur, die Kreisausschnitt genannt wird. 

Wir geben hier noch zwei Beispiele aus dem Gebiete der 
Arithmetik an: die Summe der Menge aller positiven Zahlen 
und der Menge aller negativen Zahlen ist die Menge aller 
von 0 verschiedenen Zahlen; der Durchschnitt der Menge aller 
geraden Zahlen und der Menge aller Primzahlen ist die Menge, die 
nur ein einziges Element enthalt, namlich die Zahl 2 (die 
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Zahl 2 ist ja die einzige gerade Zahl, die zugleich eine Prim· 
zahl ist). 

FUr die Addition und die Multiplikation von Mengen gelten 
verschiedene Lehrsatze. Manche von diesen Lehrsatzen sind den 
Satzen der Arithmetik, die die Addition und die Multiplikation 
von Zahlen betreffen, vollig analog (eben aus diesem Grunde 
wurden zur Bezeichnung der betrachteten Operationen die Ter· 
mini "Addition" und "Multiplikation" gewahlt); als Beispiel 
fiihren wir das kornmutative Gesetz der Addition und der Multi· 
plikation von M engen an: 

Fur beliebige Mengen M und N: M + N = N + M und 
M.N=N.M. 

Andere Lehrsatze weichen aber bedeutend von den Satzen der 
Arithmetik ab; ein charakteristisches Beispiel fiir einen solchen 
Lehrsatz ist der sog. Satz der Tautologie: 

Fur eine beliebige Menge M: M + M = M und M. M = M. 

Dieser Lehrsatz leuchtet ein, sobald man sich den Sinn der 
Symbole "M + M" und "M . M" klarmacht: fiigt man z. B. zu 
den Elementen der Menge M die Elemente derselben Menge hin· 
zu, so wird damit eigentlich gar nichts hinzugefiigt, so daB man 
als Ergebnis wieder dieselbe Menge M bekommt. 

Wir wollen noch eine Operation erwahnen, die sich von der 
Addition und der Durchschnittsbildung dadurch unterscheidet, daB 
sie nicht mit zwei Mengen, sondern mit einer Menge ausgefiihrt 
wird. Es ist die sog. Komplementsbildung von Mengen; die Menge 
aller Dinge, die zu der gegebenen Menge M nicht gehoren, wird 
namlich Komplement der Menge M genannt und mit dem 
Symbol "M'" bezeichnet. 1st z. B. M die Menge aller ganzen 
Zahlen, so gehoren aile Bruche und irrationalen Zahlen der 
Menge M' an. 

Die Beziehungen zwischen Mengen und die Operationen mit 
Mengen, die wir jetzt kennengelernt haben, werden in einem 
besonderen Teil der Klassentheorie erortert; da die Lehrsatze, 
die diese Beziehungen und Operationen betreffen, meistenteils 
einen kalkillmaBigen Charakter haben und an Satze der Arith. 
metik erinnern, so wird dieser Teil der Theorie Klassenkalkul 
genannt. 
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22. Gleichzahlige Mengen, Anzahl der Elemente einer Menge, 
endliche und unendliche Mengen. *Unter den iibrigen Begriffen, 
die in der Klassentheorie betraohtet werden, verdient die Gruppe 
soloher Begriffe wie gleichzahlige Mengen, Anzahl der Elemente 
einer Menge, endliche und unendliche Mengen besondere Aufmerk
samkeit.Leider sind es sohwierige Begriffe, die hier nur fliiohti,g 
besproohen werden k6nnen. 

Als Beispiel von zwei gleiohzahligen Mengen, die auoh ala 
gleichmitchtige oder aquivalente Mengen bezeiohnet werden, k6nnen 
die Mengen der Finger der reohten und der linken Hand dienen; 
diese Mengen sind gleiohzahlig, da man mit Hille der Finger der 
beiden Hande Paare bilden kann, wobei: 1. jeder Finger genau in 
einem Paar vorkommt und 2. jedes Paar einen Finger der reohten 
und einen Finger der linken Hand enthiilt. In einem analogen 
Sinne sind z. B. folgende drei Mengen gleiohzahlig: die Menge 
aller Soheitel, die Menge aller Seiten und die Menge aller Winkel 
eines beliebigen Vieleoks. Betrachten wir eine beliebige Menge M; 
es gibt zweifellos eine Eigenschaft, die allen mit M gleichzahligen 
Mengen und keiner anderen Menge zukommt (diese Eigensohaft 
ist namlich die Gleiohzahligkeit mit der Menge M); man nennt sie 
Anzahl der Elemente, anders Machtigkeit oder Kardinalzahl der 
Menge M. Dies kann man kiirzer und praziser, jedoch in einer nooh 
abstrakteren Weise ausdriioken: die Anzahl der Elemente einer 
Menge Mist die Menge aller Mengen, die mit M gleiohzahlig sind. 
Man kann daraus u. a. unsohwer folgern, daB zwei Mengen M 
und N dann und nur dann dieselbe Anzahl von Elementen haben, 
wenn sie gleiohzahlig sind. 

Mit Riioksioht auf die Anzahl ihrer Elemente werden Mengen 
in endliohe und unendliohe eingeteilt; innerhalb der ersteren 
werden Mengen unterschieden, die aus einem Elemente, aus zwei, 
drei usw. Elementen bestehen. Am einfaohsten sind diese Begriffe 
auf Grund der Arithmetik zu definieren. In der Tat sei n eine 
beliebige natiirliohe (d. i. ganze nioht negative) Zahl; wir sagen, 
daB die Menge M aus n Elementen besteht, wenn diese Menge mit 
der Menge aller natiirlichen Zahlen, die kleiner ala n sind, gleioh
zahlig ist. Eine Menge besteht also insbesondere aus 2 Elementen, 
wenn sie mit der Menge aller natiirlichen Zahlen, die kleiner 
ala 2 sind, d. i. mit der Menge, die aus den Zahlen 0 und 1 besteht, 
gleichzahlig ist; ahnlicherweise besteht eine Menge aus 3 Ele-

Tarski, Mathematlsche Logik. 4 
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menten, wenn sie mit der Menge gleichzahlig ist, die als Elemente 
die Zahlen 0,1 und 2 enthii.lt. Allgemein wollen wir eine Menge M 
endlich nennen, wenn es eine natfirliche Zahl n gibt, so daB 
die Menge M aus n Elementen besteht; im entgegengesetzten 
FaIle wird die Menge unendlich genannt. 

Es hat sich jedoch erwiesen, daB noch eine andere Verfahrungs
weise moglich ist: aIle zuletzt betrachteten Termini kann man mit 
Hille von AusdrUcken rein logischen Charakters definieren, ohne 
dabei irgendwelche Begriffe aus dem Gebiete der Arithmetik zu 
verwenden. Wir konnen z. B. sagen, daB die Menge M genau aus 
einem Element besteht, wenn diese Menge folgende zwei Bedin
gungen erfiillt: 1. es gibt ein Ding x, so daB x € M; 2. ffir be
liebige Dinge y und z, wenn y € M und z € M, so y = z (diese 
beiden Bedingungen kann man durch eine einzige ersetzen: "es 
gibt genau ein Ding x, so dafJ x € M"; vgl. 17). Analog definieren 
wir die Wendungen: "die Menge M besteht aus zwei Elementen" , 
"die Menge M besteht aus drei Elementen" usw. Das Problem wird 
viel schwieriger, wenn es sich um eine Definition der Termini 
"endliche Menge" und "unendliche Menge" handelt, aber auch in 
diesen Fallen ist es gelungen, dieses Problem in positiver Weise zu 
losen, so daB aIle betrachteten Begriffe in den Bereich der Logik 
einbezogen wurden. 

Dieser Umstand zieht eine Folgerung nach sich, die ungemein 
interessant und von weittragender Bedeutung ist: es erweist sich 
namlich, daB auch der Begriff der Zahl selbst und aIle anderen 
Begriffe aus dem Gebiete der Arithmetik innerhalb der Logik 
definiert werden konnen. Es ist tatsachlich leicht, den Sinn von 
Zeichen festzulegen, die einzelne natfirliche Zahlen bezeichnen, 
also von Zeichen ,,0", ,,1", ,,2" usw. Man kann z. B. sagen, daB 
die Zahl 1 die Anzahl von Elementen einer solchen Menge ist, die 
aus genau einem Elemente besteht (eine derartige Definition ist 
scheinbar unkorrekt, es scheint, als ob in der Formulierung dieser 
Definition ein Zirkel stecken wfude, da das Definiens das Wort 
"ein" enthalt, das eben zu definieren ist; in Wirklichkeit steckt 
hier jedoch kein Fehler, da wir die Wendung "die Menge besteht 
aus genau einem Element" als ein Ganzes betrachten und den 
Sinn dieser Wendung bereits fruher erklart haben). Es fallt auch 
nicht schwer, den allgemeinen Begriff der natfirlichen Zahl zu defi
nieren: die natfirliche Zahl ist die Anzahl von Elementen einer 



tThungsaufgaben. 51 

endlichen Menge. Wir sind ferner imstande, alle Operationen mit 
natiirlichen Zahlen zu definieren und den ZahlbegriH durch Ein· 
fiihrung von Briichen, negativen und irrationalen Zahlen zu er· 
weitern, ohne dabei an irgendeiner Stelle iiber den Rahmen der 
Logik hinauszugehen. Noch mehr, wir vermogen alle Lehrsa.tze 
der Arithmetik zu begriinden, indem wir uns dabei ausschlieBlich 
auf Lehrsa.tze der Logik stiitzen (man muB nur zu diesem Zwecke 
das System von logischen Lehrsii.tzen um einen einzigen Satz 
bereichern, der nicht so einleuchtend ist wie die iibrigen Lehrsii.tze 
der Logik, na.mlich um das sog. UnendlickkeitBaxifYm, das besagt, 
daB es unendlich viele verschiedene Dinge gibt). Diese ganze 
Konstruktion ist sehr abstrakt, sie kann nicht leicht popularisiert 
werden und sie paBt gar nicht in den Rahmen einer elementaren 
Darstellung der Arithmetik hinein. Jedoch die bloBe Tatsache, 
daB es gelungen ist, die ganze Arithmetik samt allen auf ihr aufge. 
bauten Disziplinen - Algebra, Analysis uSW. - als einen Teil der 
Logik zu griinden, stellt eine der schonsten Errungenschaften der 
neueren logischen Untersuchungen dar.l * 

TIbungsaufgaben. 
1. Es sei M die Menge aller Zahlen, die kleiner als ! sind. 

Welche von folgenden Formeln sind wahr: 

OeM, 1 e M, : e M, ! e M, : e M 1 

2. Wir betrachten folgende vier Mengen: 
a) die Menge aller positiven Zahlen, 
b) die Menge aller Zahlen, die kleiner als 3 sind, 
c) die Menge aller Zahlen x, so daB x + 5 < 8, 
d) die Menge aller Zahlen, die die Satzfunktion "x < 2 . x" 

erfiillen. 

1 Die grundlegenden Gedanken in diesem Gebiete stammen von 
Frege; zum erstenmal hat er sie in seinem interessanten Buche: Die 
Grundlagen der Arithmeti1c (1884, 2. Aufl. 1934) entwickelt, dllB bis 
heute mit Nutzen und Vergniigen gelesen werden kann. Die Ge· 
danken Freges haben ihre Verwirklichung in systematischer und er· 
schopfender Weise im Werke: Principia Mathematioa von B. Russell 
und A. N. Whitehead (vgl. S. 13, Anm. 1) gefunden; man kann sich 
iiber sie in dem Buche von Russell: Einjiilvrung in die ma,t1lRJrrw,tische 
Plvilosophie informieren (vgl. die Literaturangaben am Ende dieses 
Buches). 

4* 
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Welohe von diesen :Mangen sind identisoh und welohe ver
sohieden ~ 

3. Wie wird in der Geometrie die Menge aller Punkte des 
Raumes genannt, deren Entfemung von einem gegebenen Punkte, 
bzw. von einer gegebenen Geraden, nioht groBer als eine gegebene 
Straoke ist 1 

4. Es seien K und L zwei Kreise, die den gemeinsamen Mittel
punkt haben, wobei der Halbmesser des ersten kleiner sein solI 
als der des zweiten. Welohe von den in 20 besprochenen Be
ziehungen besteht zwisohen diesen Kreisen 1 Besteht auch die
selbe Beziehung zwischen den Peripherien jener Kreise 1 

5. Man zeichne zwei Quadrate M und N auf diese Weise auf, 
daB eine der folgenden Beziehungen zwischen ihnen besteht: 

a) M=N, 

b) das Quadrat Mist ein eigentlicher Teil des Quadrats N, 

0) das Quadrat M umfaBt das Quadrat N als einen eigent-
lichen Teil, 

d) die Quadrate M und N sohneiden sich, 

e) die Quadrate M und N sind hemd. 

Welohe. von diesen Fallen fallen weg, falls die Quadrate kon
gruent sind 1 

6. Man lOse die vorige "Obungsaufgabe auf unter der Annahme, 
daB M und N nicht Quadrate, sondem (1) die Peripherien zweier 
Kreise oder (2) zwei rechte Winkel sind. 

7. Es seien x und y zwei beliebige Zahlen, wobei x < y. Die 
Menge aller Zahlen, die nicht kleiner als x und nicht groBer als y 
sind, wird bekanntlich Intervall mit den Endpunkten x und y 
genannt; man bezeiohnet diese Menge mit dem Symbol ,,[x, y]". 

Welol:te von den unten angegebenen Formeln sind richtig: 

a) [3, 5] C [3, 6], 

b) [4, 7] C [5, 10], 

c) [-2, 4] ::> [-3, 5], 

d) [-7, 1] ::> [-5, -2] 1 
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Welche von den grundlegenden Beziehungen bestehen zwischen 
den Intervallen 

e) [2, 4] und [5, 8], 
1 1 

f) [3, 6] und [32 , 52]' 
1 d 1 g) [12' 7] un [-2, 32 ] 1 

8. Es seien AB und CD zwei Strecken, wobei der Punkt C auf 
der Strecke AB und der Punkt B auf der Strecke CD liegt. Was 
wird die Summe und was der Durchschnitt dieser beiden Strecken 
sein 1 Man driicke die Antwort in Formeln aus. 

9. Es sei ABC ein beliebiges Dreieck und D ein beliebiger 
Punkt, der auf der Strecke BC liegt. Welche Figur bildet die 
Summe ABD + ACD und welche der Durchschnitt ABD . ACD 1 

10. Man stelle ein beliebiges Quadrat 

a) als Summe zweier Trapeze 

und 

b) als Durchschnitt zweier Dreiecke 

dar. 

11. Welche von den unten angegebenen Formeln sind richtig 
(vgl. die Ubungsaufgabe 7): 

a) [2, 3 ! ] + [3, 5] =\ [2, 5], 

b) [-1, 2] + [0, 3] = [0, 2], 

c) [-2, 8] . [3, 7] = [-2, 8], 

d) [2, 4!] . [3, 5] = [2, 3]1 

Man fiihre in falschen Formeln die Korrektur der Ausdriicke 
durch, die rechts vom Zeichen ,,=" stehen. 

12. Es seien M und N zwei beliebige Mengen, wobei MeN. 
Welche Menge stellt M + N und welche M . N dar 1 

13. Man zeige, daB beliebige Mengen M und N, bzw. M, N 
und P folgende Formeln erfiillen: 

a) Me M + N und M";) M . N, 

b) M + (N + P) = (M + N) + P 
und M . (N . P) = (M . N) . P, 
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c) M. (N + P) = M . N + M . P 
und M + N . P = (M + N) . (M + P). 

Man gebe eine geometrische Veranschaulichung fiir die beiden 
letzten Formeln an (man nehme an, daB "M", "N" und "P" 
gewisse geometrische Figuren bezeichnen). 

Welche von den angegebenen Formeln entsprechen den Lehr
satzen der Arithmetik 1 

14. Einer von den Lehrsatzen der Mengenlehre - der sog. 
Satz de8 doppelten KomplementB - besagt, daB jede Menge M 
die Formel: 

(M')' =M 

erfiillt. Man lese diese Formel ab und begriinde sie. 

*15. Gibt es ein solches Vieleck, in dem die Menge aller 
Seiten mit der Menge aller Diagonalen gleichzahlig ist 1 

* 16. Man stelle die Definitionen der Wendungen: 

a) die Menge M besteht aus zwei Elementen 

und 

b) die Menge M besteht aus drei Elementen 

auf, wobei man sich lediglich der Begriffe aus dem Gebiete der 
Logik bediene. 

* 17. Betrachten wir folgende drei Mengen: 

a) die Menge aller natiirlichen Zahlen, die gr6Ber als 0 und 
kleiner als 4 sind, 

b) die Menge aller rationalen Zahlen, die gr6Ber als 0 und 
kleiner als 4 sind, 

c) die Menge aller irrationalen Zahlen, die gr6Ber als 0 und 
kleiner als 4 sind. 

Welche von diesen Mengen sind endlich und welche un
endlich 1 

Man gebe noch andere Beispiele von endlichen und unend
lichen Zahlenmengen an. 
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v. "Ober die Relationstheorie. 
23. Beziehungen, ihre Vorder- und HintergJieder; Beziehungen 

und Satzfunktionen mit zwei !reien Variablen. Bereits in den 
vorigen Kapiteln lemten wir einzelne Relationen, d. i. Beziehungen 
zwi8chen den Dingen kennen. Als Beispiel einer Beziehung zwischen 
zwei Dingen kann die Identitii.t dienen; wir lesen manchmal die 
Formel: 

x=y 
folgendermaBen: 

daB Ding x 8teht zum Dinge yin der Beziehung der ldentifij,t 

oder auch: 

zwi8chen den Dingen x und y be8teht die Beziehung der Identifij,t 

und wir sagen, daB das Symbol ,,=" die Beziehung der Identitii.t 
bezeichnet. Wir sind ferner man chen Beziehungen begegnet, die 
zwischen den Mengen von Dingen bestehen: es waren die Bezie
hungen des Enthaltenseins oder der Inklusion, des Sich
schneidens, der Elementfremdheit u. a. Jetzt wollen wir einige 
Begriffe aus der allgemeinen Theorie der Beziehungen besprechen, 
die iibrigens 6fter Relation8theorie benannt wird: es ist ein be
sonderer, sehr wichtiger Teil der Logik, in welchem Beziehungen 
von ganz beliebigem Charakter betrachtet und Lehrsii.tze, die sie 
betrefien, aufgestellt werden.1 

Zur Erleichterung von Uberlegungen fiihren wir in der Re
lationstheorie besondere Variablen "R", ,,8" usw. ein, die zur 
Bezeichnung von Beziehungen dienen. Anstatt der Wendungen 
wie: 

daB Ding x 8teht in der Beziehung R zum Ding y, 
bzw. 

da8 Ding x 8teht nicht in der Beziehung R zum Ding y 

wollen wir symbolische Abkiirzungen: 

xRy, 
bzw. 

x nicht R y 
1 Die Relationstheorie hat ihre Entstehung dem amerikanischen 

Philosophen Oh. S. Peirce (1839-1914) und dem deutschen Logiker 
E. Schroder (1841-1902) zu verdanken. 
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beniitzen. Jedes Ding, das in der Beziehung R zu einem Dinge y 
steht, nennen wir Vorderglied der Beziehung R; das Ding y, fiir 
das es ein Ding x gibt, so daB x R y gilt, wird Hinterglied der 
Beziehung R genannt. So sind z. B. beliebige Dinge Vorder
und Hinterglieder der Beziehung der Identitat und beliebige 
Mengen Vorder- und Hinterglieder der Beziehung des Enthalten
seins. 

* Wir nehmen an, daB jeder Satzfunktion mit zwei freien 
Variablen "x" und "y" eine Beziehung entspricht, die zwischen 
den Dingen x und y dann und nur dann besteht, wenn sie die 
gegebene Satzfunktion erfiillen; im Zusammenhange damit wird 
von einer Satzfunktion mit den freien Variablen "x" und "y" 
behauptet, daB sie eine Beziehung zwischen den Dingen x und y 
ausdriickt. So driickt z. B. die Satzfunktion: 

x+y=O 
die Beziehung »ist entgegengesetzt« aus: die Zahlen x und y stehen 
zueinander dann und nur dann in der Beziehung &ist entgegen
gesetzt« (oder, einfacher gesagt, sie sind entgegengesetzt), wenn 
x + y = 0; wenn wir die Beziehung »ist entgegengesetzt« mit 
dem Zeichen "E" bezeichnen, so sind die Formeln: 

xEy 
und 

x+y=O 
aquivalent. In ahnlicher Weise laBt sich jede Satzfunktion, die 
die Zeichen "x" und "y" als einzige freie Variablen enthalt, 
auf eine ihr aquivalente Formel der Gestalt: 

xRy 

umformen, wo an Stelle von "R" eine Konstante vorkommt, 
die eine Beziehung bezeichnet. Die Formel: 

xRy 

kann also als die allgemeine Form einer Satzfunktion mit zwei 
freien Variablen angesehen werden, ebenso wie die Formel: 

x€M 

als die allgemeine Form einer Satzfunktion mit einer freien Va
riablen gel ten kann (vgl. 19). * 
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24. Einige Eigenschaften von Beziehungen. Die Relations
theorie ist einer der am meisten entwickelten Zweige der mathe
matischen Logik. Ein Teil davon, der RelatinrtskalkUl, ist dem 
Kla.ssenka.lkiil ahnlich: es werden dort hauptsa.chlich formrue 
Gesetze begriindet, die die Operationen betreffen, mit deren 
Hilie man aus den gegebenen Beziehungen andere Beziehungen 
bilden bnn. Seines ziemlich speziellen Charakters wegen wollen 
wir una hier nicht mit dem Relationsblkiil befassen. Dagegen 
wird una ein anderer Teil der Relationstheorie nii.her interessieren, 
dessen Aufgabe es ist, gewisse Arlen von Beziehungen auszu
sondern und zu untersuchen, denen man besonders oft in mathe
matischen Disziplinen begegnet. 

So wollen wir z. B. eine Beziehung R retlexiv in der Menge M 
nennen, wenn jedes Element x der Menge Minder Beziehung R 
zu sich selbst steht: 

xRx; 

wenn dagegen kein Element dieser Menge in der Beziehung R 
zu sich selbst steht: 

x nicht R x, 

so wird die Beziehung R irretlexiv in der Menge M genannt. 
Die Beziehung R heiSt 8ymmetriBch in der Menge M, wenn sich 
fiir beliebige zwei Elemente x und y der Menge M aus der Formel: 

:r;Ry 
stets die Formel: 

yRx 

ergibt; wenn dagegen die Formel: 

xRy 
stets: 

ynicht R x 

zur Folge hat, so ist die Beziehung R aaymmetriBch in der Menge M. 
Man nennt eine Beziehung R tranBitiv in der Menge M, wenn 
fUr beliebige drei Elemente x, y und z der Menge M die Bedin
gungen: 

xRy und yRz 
stets: 

xRz 
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ergeben. Wenn endlich fiir beliebige zwei verschiedene Elemente x 
und y der Menge M 

xRy oder yRx 

gilt, d. i. wenn die Beziehung R zwischen beliebigen zwei ver
Bchiedenen Elementen der Menge M zumindest in einer Rich
tung besteht, so heiBt diese Beziehung in der Menge M konnex. 

25. Beziehungen, die zugleich reflexiv, symmetrisch und 
transitiv sind; Ahstraktionsprinzip. Die oben angefiihrten Eigen
schaften von Beziehungen treten oft gruppenweise auf. So ist 
z. B. die Art von Beziehungen sehr verbreitet, die zugleich re
£lexiv, symmetrisch und transitiv sind. Ein typisches Beispiel 
von Beziehungen dieser Art ist die Identitat: der Lehrsatz II 
aus 15 driickt aus, daB diese Beziehung re£lexiv (und zwar in 
einer beliebigen Menge von Dingen) ist, dem Lehrsatze III ge
maB ist die Identitat eine symmetrische Beziehung und nach 
dem Lehrsatze IV ist sie eine transitive Beziehung; aus diesen 
Grunden nennt man die Lehrsatze II, III und IV entsprechend 
Satz der Reflexivititt, Satz der Symmetrie und Satz der Transitivititt 
fiir die ldentititt. Zahlreiche Beispiele von Beziehungen der be
trachteten Art konnen aus der Geometrie geschopft werden. 
So ist die Beziehung der Kongruenz in der Menge aller Strecken 
(oder anderer geometrischen Figuren) reflexiv, da jede Strecke 
sich selbst kongruent ist; sie ist symmetrisch, denn daraus, daB 
eine Strecke einer anderen kongruent ist, ergibt sich, daB auch 
die zweite mit der ersten kongruent ist.; sie ist endlich transitiv, 
denn wenn die Strecke a zu der Strecke b und die Strecke b 
zu der Strecke c kongruent ist, so ist auch die Strecke a 
zu der Strecke c kongruent. Dieselben drei Eigenschaften 
kommen z. B. der Beziehung der Ahnlichkeit 'zwischen Vielecken, 
der Beziehung der Parallelitat zwischen Geraden zu (wenn nur 
angenommen wird, daB jede Gerade zu sich selbst parallel ist), 
ferner - schon auBerhalb der Geometrie - der Beziehung der 
Gleichzahligkeit zwischen beliebigen Mengen oder der Beziehung 
der Gleichaltrigkeit (»ist gleichen Alters wie«) zwischen Menschen zu. 

Jede Beziehung, die zugleich re£lexiv, symmetrisch und 
transitiv ist, wird als eine Art Gleichheit empfunden; statt daher 
zu sagen, daB eine solche Beziehung zwischen zwei Dingen besteht, 
sagt man im Zusammenhange mit der erwahnten Auffassung, 
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daB diese Dinge in dieser oder jener Hinsicht gleich sind oder -
in einer praziseren Redeweise - daB gewisse Eigenschaften von 
diesen Dingen identisch sind. Anstatt z. B. zu sagen, daB zwei 
Strecken kongruent sind, zwei Vielecke ahnlich, zwei Knaben 
gleichaltrig, k6nnen wir behaupten, daB die Strecken hinsichtlich 
ihrer Lange gleich sind, daB die beiden Vielecke dieselbe Gestalt 
haben oder daB das Alter der beiden Knaben dasselbe ist. 

* Wir wollen an Hand eines Beispiels eine..A.ril~it:;;;;'g geben, 
wie man eine derartige Ausdrucksweise begriinden kann. Zu 
diesem Zwecke betrachten wir die Beziehung der Ahnlichkeit 
zwischen Vielecken; wir wollen die Menge aller Vielecke, die dem 
gegebenen Vieleck V ahnlich sind (oder in einer etwas gelaufigeren 
Sprechweise: die gemeinsame Eigenschaft, die allen dem Viel
eck V ahnlichen Vielecken, aber keinem anderen Vieleck zukommt), 
als Gestalt des Vielecks V bezeichnen. Auf Grund dieser Ver
einbarung kann man streng nachweisen, daB die beiden Wen
dungen: 

die V ielecke V und W sind ahnlich 
und 

die V ielecke V und W haben dieselbe Gestalt (d. h. die Gestalten 
von V und W sind identisch) 
aquivalent sind; beim Beweis muB man die oben erwahnten 
Eigenschaften der Ahnlichkeitsbeziehung: die Reflexivitat, die 
Symmetrie und die Transitivitat beriicksichtigen. Der Leser 
wird sogleich bemerken, daB wir schon einmal im Laufe der 
vorangehenden Betrachtungen eine analoge Verfahrungsweise 
verwendet haben, und zwar in 22 beim Ubergang von der Wen
dung: 

die Mengen M und N sind gleichzahlig 

zu der ihr aquivalenten Wendung: 

die Mengen M und N haben dieselbe Anzahl von Elementen. 

Es ist nicht schwer festzustellen, daB diese Verfahrungsweise 
auf jede reflexive, symmetrische und transitive Beziehung an
wendbar ist. Es gibt sogar einen logischen Lehrsatz, das sog. 
Abstraktionsprinzip, das eine allgemeine theoretische Grundlage 
fiir die betrachtete Verfahrungsweise gibt; wir verzichten hier 
jedoch auf die genaue Formulierung dieses Prinzips. * 
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Man hat bisher keinen besonderen Terminus zur Bezeichnung 
der Gesamtheit von zugleich reflexiven, symmetrischen und 
tranaitiven Beziehungen eingefiihrt. Manchmal werden Bezie
hungen dieser Art allgemein Gleickkeiten oder Aquivalenzen 
genannt. Manchmal bezeichnet man auch mit dem Terminus 
"Gleichkeit" bestimmOO Beziehungen der betrachOOOOn Kategorie, 
und man nennt zwei Dinge gleich, zwischen denen eine solche 
Beziehung besteht. So spricht man z. B., wie wir es in 16 erwahnt 
haben, in der Geometrie oft von gleichen Strecken anstatt,von 
kongruenoon Strecken. Hier wollen wir nochmals betonen, daB 
derartige Wendungen lieber zu vermeiden sind: ihr Gebrauch 
fiihrt zu VieldeutigkeiOOn, und man bricht dadurch die Verein
barung, nach der die Ausdriicke "Gleichkeit" und "Identitat" 
ala Synonyme betrachoot werden sollen. 

26. Ordnungsbeziehungen; Beispiele von anderen Beziehungen. 
Eine andere sehr verbreiOOOO Art von Beziehungen bilden die
jenigen Beziehungen, die in einer gegebenen Menge M zugleich 
asymmetrisch, transitiv und konnex sind (man kann zeigen, daB 
derartige Beziehungen zugleich auch irreflexiv in der Menge M 
sein mussen). Wir sagen von jeder Beziehung, die die genannten 
Eigenschaften besitzt, daB sie die Menge M O1'dnet oder daB 
die Menge M durck die gegebene Beziekung ge01'dnet wird. So ist 
z. B. die Beziehung &ist kleiner als« asymmetrisch in einer beliebigen 
Menge von Zahlen, denn wenn x und y zwei beliebige Zahlen 
sind und wenn 

x <y, 
so gilt 

y nicht <x; 

aie ist transitiv, denn die Formeln: 

x<y und y<z 
haben soots: 

x<z 

zur Folge; aie ist ferner konnex, denn eine von zwei verschiedenen 
Zahlen muB kleiner sein als die andere (endlich ist aie irreflexiv, da 
keine Zahl kleiner als sie selbst ist). Dur,ch die Beziehung &ist kleiner 
als« wird also jade Menge von, Zahlen geordnet; ahnlicherweise 
ordnet auch die Beziehung &ist groBer als« die Mengen von Zahlen. 
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Wir wollen noch die Beziehung )ist alter a1s« betrachten. Wie 
man sich leicht klarmachen kann, ist diese Beziehung irreflexiv, 
asymmetrisch und transitiv in einer beliebigen Menge von Men
schen. Dagegen muB sie nicht konnex sein: es kann zufallig vor, 
kommen, daB zu einer gegebenen Menge zwei Menschen gehoren, 
die genau dasselbe Alter haben, d. i. die in demselben Augen
blick zur Welt gekommen sind, zwischen denen also die Beziehung 
)ist alter als« in keiner Richtung besteht. Wenn es aber in der 
betrachteten Menge solche Menschen nicht gibt, so darf man 
behaupten, daB diese Menge von Menschen durch die Beziehung 
)ist alter als« geordnet wird. 

Es sind offenbar zahlreiche Beispiele von Beziehungen bekannt, 
die keiner der beiden bis jetzt betrachteten Arten angehoren. 
Wir wollen hier zwei Beispiele anfiihren. 

Die Beziehung der Verschiedenheit (Ungleichheit) ist in einer 
beliebigen Menge von Dingen irreflexiv, da kein Ding von sich 
selbst verschieden ist; sie ist symmetrisch: wenn 

X-:f:.y, 
so auch 

y-:f:. X; 

sie ist nicht transitiv, da aus den Formeln: 

X-:f:. y und y-:f:.Z 
die Formel: 

X-:f:.Z 

nicht gefolgert werden kann; wie leicht festzustellen, ist sie schlieB
lich konnex. 

Die Beziehung der Inklusion zwischen den Mengen, die mit 
dem Symbol ,,c' bezeichnet wird (vgl. 20), ist reflexiv, da jede 
Menge in sich selbst enthalten ist: 

MCM; 

sie ist ferner weder symmetrisch noch asymmetrisch) da die 
Formel: 

MCN 
die Formel: 

NCM 

weder impliziert noch sie ausschlieBt (diese beiden Formeln 
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sind dann und nur dann zugleich eciiillt, wenn die Mengen M 
und N identisch sind); nach einem Lehrsatz aus 20 ist ferner 
die betrachtete Beziehung transitiv, dagegen, wie leicht ersicht
lich, ist sie nicht konnex. So unterscheidet sich die Beziehung 
der Inklusion durch ihre Eigenschaften von allen bisher be
handelten Beziehungen. 

27. Eindeutige Beziehungen oder Funktionen; die Rolle der 
Funktionen in der Mathematik selbst sowie in den Anwendungen 
der Mathematik auf die Naturwissensehaften. Wir wollen noch 
eine ungemein wichtige Kategorie von Beziehungen hervorheben, 
namlich die sog. Funktionen. Wir nennen die Beziehung R ein
deutige Beziehung oder lunktionale Beziehung (auch lunktionale 
Abhitngigkeit) oder einfach Funktion, wenn jedem Dinge x hOch
stens ein Ding y entspricht, so daB x R y; mit anderen Worten, 
wenn die Formeln: 

xRy und xRz 
stets die Formel: 

y=z 

zur Folge haben. Die Vorderglieder der Beziehung R, d. i. die
jenigen Dinge x, denen tatsachlich Dinge y entsprechen, fiir die 
x R y gilt, werden Argumentwerte und die Hinterglieder der Be
ziehung Funktionswerte genannt. Es sei Reine beliebige Funktion 
und x ein beliebiger Argumentwert; wir bezeichnen jenen einzigen 
Funktionswert y, der dem Werte x entspricht, mit dem Zeichen 
"R (x)"; dementsprechend ersetzen wir die Formel: 

xRy 
durch die Formel: 

R (x) = y. 

Es hat sich dabei der Gebrauch durchgesetzt, daB nicht die 
Variablen "R", ,,8" ... zur Bezeichnung von funktionalen Be
ziehungen, sondern andere Buchstaben, und zwar "I", "g" ... 
beniitzt werden. Wir haben also die Formeln: 

1 (x) = y, g (x) = y ... ; 
die Formel: 

t (x) = y 

wird z. B. folgenderma.Ben gelesen: 
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die Funktion t ordnet dem Argumentwerte x den Wert y zu 

oder: 
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y i8t derjenige Wert der Funktion t, der dem Argumentwerte x 
entBpricht (bzw. zugeordnet i8t). 

In der Schularithmetik begegnet man oft einer ganz anderen 
Definition des Funktionsbegrilis; es wird dort namlich die funk
tionale Beziehung als eine Beziehung zwischen zwei variablen 
GroBen oder Zahlen gekennzeichnet: zwischen der unabhiingigen 
und der abhiingigen Variablen, die in der Weise voneinander 
abhangen, daB die Veranderung der ersten eine Veranderung der 
zweiten bewirkt. Definitionen dieser Art sollten heute schon 
nicht mehr beniitzt werden, da sie einer logischen Kritik nicht 
standhalten: es sind Uberreste einer Periode. in der man konstan
ten Zahlen (oder GroBen) variable Zahlen gegeniiberzustellen 
versucht hat (vgl. 1). Derjenige, welcher den Erfordernissen 
der heutigen Wissenschaft geniigen mochte und dabei mit 
der Tradition nicht vollig brechen will, kann die alte Termino
logie beibehalten und neben den Termini "Argumentwert" und 
"FunktionBwert" entsprechend die Wendungen "Wert der unab
hiingigen V ariablen" und " Wert der abhiingigen Variablen" be
niitzen. - Ferner scheint es schadlich (mindestens im Gebiete 
der elementaren Mathematik) mit dem Terminus "Funktion" 
auch diejenigen Beziehungen zu bezeichnen, die einem und 
demselben Dinge x zwei oder mehrere verschiedene Dinge y 
zuordnen, also die sog. mehrdeutigen Funktionen: es wird dann 
jeder wesentliche Unterschied zwischen dem Begriff der Funktion 
und dem allgemeinen Begriff der Beziehung verwischt. 

Der Funktionsbegriff spielt eine sehr wesentliche Rolle sowohl 
in der Mathematik selbst als auch in den Anwendungen del' 
Mathematik auf andere Wissenschaften. Bereits die Elementar
mathematik, insbesondere die Arithmetik und die Trigonometrie, 
liefert unzahlige Beispiele von funktionalen Beziehungen. Das 
einfachste Beispiel einer Funktion stellt die gewohnliche Identitats
beziehung dar. Funktional sind ferner die Beziehungen, die 
durch die Formeln: 

x+ y= 5, 

x2 = y, 
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loglO X = y, 

sin X= y 

u. v. a. ausgedriickt werden. Wir wollen die zweite dieser Formeln 
etwas naher betrachten. Jeder Zahl x entspricht nur eine Zahl y, 
so daB x2 = y; durch die Formel wird also tatsachlich eine 
funktionale Beziehung ausgedriickt. Argumentwerte der be
trachteten Funktion sind beliebige Zahlen, Funktionswerte da
gegen nur die nicht negativen Zahlen. Bezeichnen wir diese 
Funktion mit dem Symbol "I", so nimmt die Formel: 

x2 = y 
die Gestalt: 

1 (x) = y 

an. "x" und "y" konnen hier offenbar durch Zeichen ersetzt 
werden, die bestimmte Zahlen bezeichnen. Da z. B. 

(_2}2= 4 

gilt, so dad man behaupten, daB 

1 (-2) = 4; 

4 ist also derjenige Funktionswert von I, der dem Argument
wert - 2 entspricht. 

Anderseits lernen wir schon im Gebiete der Elementarmathe
matik verschiedene Beziehungen kennen, die keine Funktionen 
sind. So ist z. B. die Beziehung zwischen den Zahlen x und y, 
die durch die Formel: 

X2+ y2= 25 

ausgedriickt wird, nicht funktional, da einer und derselben Zahl x 
zwei verschiedene Zahlen y entsprechen konnen, fiir die diese 
Formel gilt; so entspricht z. B. der Zahl 4 sowohl die Zahl 3 als 
auch - 3. Um so mehr ist die Beziehung ~ist kleiner als« keine 
funktionale Beziehung, da jeder Zahl x unendlich viele Zahlen y 
entsprechen, so daB 

x <yo 

Es gibt ganze Teile der hOheren Mathematik, die ausschlieB
lich der Er6rterung gewisser Arten von funktionalen Beziehungen 
gewidmet sind. Eine besonders wichtige Rolle spielen die Funk
tionen bei der Anwendung der Mathematik auf die Naturwissen-
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schaften_ Wenn wir irgendeine Abhangigkeit zwischen zwei 
Arten von GroBen untersuchen, die in der AuBenwelt vorkommen, 
streben wir gewohnlich danach, dieser Abhangigkeit die Gestalt 
einer mathematischen Formel zu geben, die es gestatten wiirde, 
die GroBe der einen Art durch die ihr entsprechende GroBe der 
anderen Art genau zu bestimmen; eine solche Formel stellt 
immer eine gewisse funktionale Beziehung zwischen den beiden 
GroBenarten dar. Es sei als Beispiel die aus der Physik wohl
bekannte Formel: 

490,5. t2 = 8 

angefiihrt, die eine Abhangigkeit zwischen der Fallzeit t (gemessen 
in sec) irgendeines frei fallenden Korpers und dem von diesem 
Korper zuruckgelegten Wege 8 (gemessen in cm) feststellt. 

28. Die Satz- und Bezeichnungsfunktionen und der neue Eunk
tionsbegriff. Der Funktionsbegriff, den wir jetzt betrachten, darf 
nicht mit den uns noch aus 2 bekannten Begriffen der Satz
und Bezeichnungsfunktion verwechselt werden. Die Termini 
"Satz/unktion" und "Bezeichnurtg8/unktion" sind - genau ge
nommen ~ keine Termini aus dem Gebiete der Logik oder Mathe
matik: sie bezeichnen gewisse Kategorien von Ausdrucken, aus 
denen logische und mathematische Lehrsatze gebildet werden, 
nicht aber Dinge, von denen in diesen Lehrsatzen die Rede ist. 
Der Terminus "Funktion" in seinem neuen Sinn ist dagegen 
ein Ausdruck von rein logischem Charakter; er bezeichnet einen 
bestimmten Typus von Dingen, die in der Logik und Mathe
matik betrachtet werden. Es gibt zweuellos einen Zusammen
hang zwischen diesen Begriffen, der sich etwa in folgender Weise 
beschreiben laBt: ist / eine beliebige funktionale Beziehung 
und x ein beliebiger Argumentwert dieser Funktion, so ist der 
symbolische Ausdruck ,,1 (x)" eine Bezeichnungsfunktion, die, 
me wir bereits wissen, denjenigen Funktionswert bezeichnet, 
welcher dem Argumentwert x zugeordnet ist. 

* Wir wollen bei dieser Gelegenheit bemerken, daB man in 
den Schulbuchern der Arithmetik und Algebra die Termini, die 
dem Bereich der Mathematik und Logik angehoren, nicht genugend 
scharf denjenigen Termini gegenuberstellt, die nur gewisse in 
der Mathematik vorkommende Ausdrucke bezeichnen. Jemand, 
der auBer dem Unterricht in der Mittelschule mit der Mathematik 

Tarski, Mathematische Logik. 5 
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und Logik niemals zu tun hatte, ist sich in der Regel dessen 
nicht bewuBt, daB solche Ausdriicke, wie "Gleichung" , "Unglei
chung", "algebraische Summe", "Polynom", "algebraischer Bruch", 
gar nicht zum Gebiete der Mathematik oder Logik gehtiren, da 
sie keine Dinge bezeichnen, die in diesen Disziplinen betrachtet 
werden: die Gleichungen und die Ungleichungen sind gewisse 
spezie11e Satzfunktionen, die algebraischen Summen, die Poly
nome und die algebraischen Eriiche sind dagegen gewisse Spezial
£a11e von Eezeichnungs£unktionen. Zu der Verwechslung der 
Begriffe tragt hauptsachlich der Umstand bei, daB die genannten 
Ausdriicke sowie andere Termini ahnlicher Natur oft beim For
mulieren der mathematischen Satze gebraucht werden. Das ist 
ein sehr verbreiteter Gebrauch, und vielleicht solite man ihn nicht 
besonders stark bekamp£en, da er keine groBere Ge£ahr birgt; 
es ist aber der Miihe wert ,sich klarzumachen, daB fiir jeden mit 
Hille der aufgewiesenen Ausdriicke £ormulierten Satz eine andere, 
in logischer Hinsicht korrektere Formulierung angegeben werden 
kann, in der derartige Ausdriicke gar nicht vorkommen. So 
kann z. B. der Satz: 

die Gleichung: a. X2+ b. x+ c= 0 hat hOchstens zwei Wurzeln 

in einer korrekteren Weise folgendermaBen ausgedriickt werden: 

es gibt hOchstens zwei Zahlen x, so dafJ a. x2 + b . x + c = 0; 

anstatt: 

die Ungleichung: x < y hat zur Folge: x + z < y + z 

zu behaupten, emp£iehlt es sich einfach zu sagen: 

wenn x < y, so x + z < y + z 

(vgl. 8). Als weiteres Beispiel wollen wir den Satz von Leibniz 
anfiihren. Wir haben ihn in vier Formulierungen kennengelernt 
(vgl. 15 und 19) ; in den beiden ersten Formulierungen sind auBer
logische Ausdriicke aufgetreten, namlich solche wie "alles, was 
man iiber das Ding x sagen kann", "die Satztunktion, die durch 
das Ding x ertiillt wird"; in den weiteren Formulierungen ist es 
uns aber gelungen, sich dieser Ausdriicke zu entledigen. * 

29. Umkehrbare Funktionen und die eineindeutige Zuordnung; 
die Definition des Begriffes der Gleichzahligkeit. Unter den funk
tionalen Beziehungen verdienen eine besondere Aufmerksamkeit 
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die sog. umkehrbaren Funktionen, d. i. funktionale Beziehungen, 
in denen nicht bloB jedem .Argumentwert x nur ein Funktions
wert y zugeordnet ist, sondern auch umgekehrt: jedem Funktions
wert y nur ein .Argumentwert x entspricht, so daB 

1 (x) = y. 

Falls 1 eine umkehrbare Funktion, Meine beliebige Menge von 
.Argumentwerten und N die Menge der Funktionswerte ist, die 
den Elementen der Menge M zugeordnet sind, so wollen wir 
sa.gen, daB die Funktion 1 in eineindeutiger Weise die Menge M 
aul die Menge N ahbildet oder daB sie eine eineindeutige Zuordnung 
zwischen den Elementen der Mengen M und N herstellt. 

Es sollen hier einige Beispiele angegeben werden. Wir be
trachten eine beliebige Halbgerade, bezeichnen ihren Anfangs
punkt mit ,,0" und wahlen eine gewisse Strecke als Langeneinheit. 
Es sei ferner M ein beliebiger Punkt, der auf der Halbgeraden 
liegt. Die Strecke OM kann man bekanntlich messen, d. i. man 
kann ihr eine bestimmte nicht negative Zahl y zuordnen, welche 
die Lange dieser Strecke heiBt. Da diese Zahl ausschlieBlich von 
der Lage des Punktes M abhangt, wollen wir sie mit dem Symbol 
"I (M)" bezeichnen; es gilt folglich: 

1 (M) = y. 

Aber auch umgekehrt: man kann fUr jede nicht negative Zahl y 
genau eine Strecke OM konstruieren, die auf der betrachteten 
Halbgeraden liegt und deren Lange gleich y ist; mit anderen 
Worten: es entspricht der Zahl y genau ein Punkt M, so daB 

1 (M) = y. 

Die Funktion 1 ist also umkehrbar; sie stellt eine eineindeutige 
Zuordnung zwischen den Punkten der Halbgeraden und den 
nicht negativen Zahlen her (ebenso leicht konnte man eine ein
eindeutige Zuordnung zwischen den Punkten der ganzen Geraden 
und beliebigen Zahlen herstellen). Ein anderes Beispiel stellt 
die Beziehung dar, die durch die Formel: 

-x=y 

ausgedriickt wird. Dies ist eine umkehrbare Funktion, da jeder 
Zahl y nur eine Zahl x entspricht, die die angegebene Formel 
erfiillt; man sieht leicht, daB diese Funktion u. a. die Menge 

5* 
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aller positiven Zahlen auf die Menge aller negativen Zahlen in 
eineindeutiger Weise abbildet. Als letztes Beispiel betrachten 
wir die Beziehung, die durch die Formel: 

2.x= y 
ausgedriickt wird, vorausgesetzt, daB das Zeichen "x" hier aus
schlieBlich natiirliche Zahlen bezeichnet. Es ist wiederum eine 
umkehrbare Funktion; sie ordnet jeder natiirlichen Zahl x eine 
gerade Zahl 2 . x zu; aber auch umgekehrt - jeder geraden Zahl y 
entspricht genau eine Zahl x, so daB 2. x = y, namlich die 
Zahl x = ~ . y. Hiermit wird durch diese Funktion eine einein
deutige Zuordnung zwischen beliebigen natiirlichen Zahlen und 
geraden Zahlen hergestellt. - Zahlreiche Beispiele von umkehr
baren Funktionen und eineindeutigen Abbildungen konnen aus 
der Geometrie geschOpft werden (symmetrische, kollineare Ab
bildungen usw.). 

* Dank dem Umstand, daB wir bereits den Begriff der ein
eindeutigen Zuordnung zur Verfiigung haben, sind wir nun 00-
stande, eine ganz exakte Definition eines Begriffs aufzustellen, 
den wir frUber nur in einer anschaulichen und wenig prazisen 
Weise zu kennzeichnen vermochten. Es handelt sich hier um 
den Begriff der Gleichzahligkeit zweier Mengen (vgl. 22). Wir 
wollen namlich sagen, daB die Mengen M und N gleichzahlig 
sind, wenn es eine Funktion gibt, die eine eineindeutige Zuordnung 
zwischen den Elementen der beiden Mengen herstellt. Auf Grund 
dieser Definition ergibt sich aus den oben angefiihrten Beispielen, 
daB die Menge aller Punkte einer beliebigen Halbgeraden mit 
der Menge aller nicht negativen Zahlen gleichzahlig ist; ferner 
ist die Menge aller positiven Zahlen mit der Menge aller negativen 
Zahlen und die Menge aller natiirlichen Zahlen mit der Menge 
aller geraden Zahlen gleichzahlig. Das letztere Beispiel ist be
sonders lehrreich: es zeigt, daB eine Menge mit ihrer eigentlichen 
Teilmenge gleichzahlig sein kann. Manchem Leser wird diese 
Tatsache auf den ersten Blick ungemein paradox erscheinen: 
gewohnlich werden lediglich endliche Mengen in bezug auf die 
Anzahl ihrer Elemente verglichen und jede endliche Menge ist 
ja von groBerer Machtigkeit als jede ihrer eigentlichen Teilmengen. 
Das Paradoxe verschwindet aber, sobald wir uns klarmachen, 
daB die Menge aller natiirlichen Zahlen unendlich ist und daB 
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wir keinesfalls berechtigt sind, den unendlichen Mengen Eigen
schaften zuzuschreiben, die wir ausschlieBlich an endlichen Mengen 
beobachtet haben. - Es ist bemerkenswert, daB nicht nur die 
Menge der natiirlichen Zablen, sondern auch jede an~e,I:~"un
endliche Menge mit einer ihrer echten Teilmengeu glei()hzahlig 
ist. Diese Eigenschaft ist also fiir die unendlichen Mengen cha
rakteristisch und gestattet, sie von den endlichen Mengen zu 
unterscheiden: die unendliche Menge kann einfach ala Menge 
definiert werden, die mit einer ihrer echten Teilmengen 
gleichzablig ist (mit dieser Definition hangt jedoch eine 
logische Schwierigkeit zusammen, auf die wir hier nicht ein
gehen wollen). * 

30. Mebrgliedrige Beziehungen; Funktionen von mebreren 
Variablen und Operationen. Wir haben bisher ausschlieBlich zwei
gliedrige Beziehungen betrachtet, d. i. Beziehungen, die zwischen 
zwei Dingen bestehen. Oft jedoch begegnet man in den mathe 
matischen Disziplinen drei- und mehrgliedrigen Beziehungen. Als 
typisches Beispiel einer dreigliedrigen Beziehung kann die aus der 
Geometrie wohlbekannte Beziehung »liegt zwischen« angefiihrt 
werden, die zwischen drei Punkten einer Geraden besteht ("der 
Punkt B liegt zwischen den Punkten A und C", symbolisch aus
gedriickt "A I B I C"). Auch die Arithmetik liefert zahlreiche Bei
spiele dreigliedriger Beziehungen; es geniigt hier die Beziehung 
zwischen drei Zablen x, y und z zu erwahnen, die darin besteht, 
daB die dritte Zahl die Summe der beiden ersteren ist: 

x+ y = z, 
sowie analoge Beziehungen, die durch die FormeIn: 

x-y = z, 

x. y = z, 

x: y = z, 

ausgedriickt werden. Als Beispiel viergliedriger Beziehungen sei 
auf die Beziehung hingewiesen, die zwischen den vier Punkten 
A, B, C und D dann und nur dann besteht, wenn die Entfernung 
der beiden ersten Punkte der Entfernung der beiden iibrigen 
gleich ist, oder mit anderen Worten: wenn die Strecken AB 
und CD kongruent sind; ferner auf die Beziehung zwischen vier 
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Zablen x, y, z und t, die darin besteht, daB diese Zablen eine 
Proportion bilden: 

x: y = z: t. 

Aus der Gesamtheit der mehrwertigen Beziehungen empfieblt 
es sich, die mehrgliedrigen eindeutigen Beziehungen hervorzuheben, 
die den zweigliedrigen eindeutigen Beziehungen entsprechen. Der 
Einfachheit halber werden wir uns auf dreigliedrige Beziehungen 
beschranken. R heiBt dreigliedrige eindeutige Beziehung, wenn 
zwei beliebigen Dingen x und y hochstens ein Ding z entspricht, 
das in dieser Beziehung zu x und y steht. Wir bezeichnen jenes 
einzige Ding, sofern es iiberhaupt existiert, entweder mit dem 
Symbol: 

R (x, y) 
oder mit dem Symbol: 

xRy; 

um also auszudriicken, daB das Ding z zu den Dingen x und y in 
der eindeutigen Beziehung R steht, verfiigen wir iiber zwei 
Formeln: 

R (x, y) = z und x R y = z. 

Dieser zweifachen Symbolik entspricht eine zweifache Aus
drucksweise. Bei der Verwendung der Bezeichnungsweise: 

R (x, y) = z 

wird die Beziehung R tunktionale Beziehung oder einfach Funktion 
genannt; um die zweigliedrigen funktionalen Beziehungen von 
den dreigliedrigen zu unterscheiden, sprechen wir im ersten Fall 
von Funktionen von einer Variablen oder Funktionen mit einem 
Argument, im zweiten dagegen von Funktionen von zwei Variablen 
oder Funktionen mit zwei Argumenten; ahnlicherweise werden 
viergliedrige eindeutige Beziehungen Funktionen von drei Variablen 
oder Funktionen mit drei Argumenten genannt usw. Zur Be
zeichnung von Funktionen mit einer beliebigen Anzabl von Argu
menten verwendet man iiblicherweise die Variablen ,,/", "g" ... ; 
die Formel: 

t (x, y) = z 
wird gelesen: 

z i8t derjenige Wert der Funktion t, der den Argumentwerten x 
und y zugeordnet i8t. 
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Falls man sich der Symbolik: 

xRy=z 
bedient, neunt man die Beziehung R gewohnlich (binare) Ope
ration; die soeben angegebene Formel wird gelesen: 

z ist das Ergebnis der mit x und y ausgefukrten Operation R 

(anstatt des Zeichens "R" werden wir in diesem Fall andere 
Buchstaben, besonders den Buchstaben ,,0" verwenden). Als 
Beispiele von Operationen konnen die vier arithmetischen Grund
operationen dienen: die Addition, die Subtraktion, die Multi
plikation und die Division, ferner die im Klassenkalkiil betrach
teten Operationen mit Mengen: ihre Addition und Durchschnitts
bildung (vgl. 22). Der Inhalt der beiden Begriffe: der Funktion 
(von zwei Variablen) und der (binaren) Operation ist offenbar 
genau derselbe. Es ist vielleicht zu bemerken, daB auch Funk
tionen von einer Variablen manchmal Operationen (und zwar 
uninare Operationen) genannt werden; so bezeichnet man z. B. im 
Klassenkalkiil die Komplementsbildung als eine Operation und 
nicht als eine Funktion. 

Obwohl die mehrgliedrigen Beziehungen eine wesentliche Rolle 
in der Mathematik spielen, so ist die allgemeine Theorie dieser 
Beziehungen erst in ihrem Anfangsstadium; wenn man von einer 
Beziehung oder von der Theorie der Beziehungen schlechthin 
spricht, denkt man in der Regel an zweigliedrige Beziehungen. 
Naher wurde bisher nur eine gewisse Kategorie von dreigliedrigen 
Beziehungen untersucht, genauer gesagt: eine Kategorie von 
binaren Operationen, als deren Urbild die gewohnliche arithme
tische Addition dienen kann. Diese Untersuchungen vollziehen 
sich im Rahmen einer besonderen mathematischen Disziplin, 
namlich der Gruppentheorie; manche Begriffe aus dem Gebiete 
der Gruppentheorie werden wir im zweiten Teil dieses Buches 
kennenlernen. 

31. Die Bedeutung der Logik fiir die Mathematik. Wir haben 
die wichtigsten logischen Begriffe besprochen, denen man in der 
Mathematik begegnet; bei dieser Gelegenheit haben wir einige 
(iibrigens sehr weuige) Lehrsatze kennengelernt, die diese Be
griffe betreffen. Wir hatten jedoch keine Absicht, die vollstandige 
Liste der logischen Begriffe und Lehrsatze aufzustellen, deren 
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man sich in den mathematischen Disziplinen bedient oder auf die 
man sich stiitzt. Dies ist iibrigens fiir das Studium oder das Treiben 
der Mathematik nicht notwendig. Die Logik wird mit Recht als 
Basis aller anderen Wissenschaften angesehen, schon aus dem 
Grunde, well man in jeder Uberlegung mit Begriffen aus dem 
Gebiet der Logik zu tun hat und well jedes korrekte SchlieBen 
mit den Gesetzen dieser Disziplin iibereinstimmt. Daraus folgt 
aber nicht, daB die genaue Kenntnis der Logik eine notwendige 
Bedingung fiir korrektes Denken ist; sogar die Mathematiker vom 
Fach, die im allgemeinen keine Fehler beim SchlieBen begehen, 
kennen gewohnlich die Logik nicht bis zu diesem Grade, daB sie 
sich aller logischen Gesetze bewuBt werden, auf die sie sich un
bewuBt stiitzen. Nichtsdestoweniger unterliegt es keinem Zweifel, 
daB die Kenntnis der Logik eine groBe praktische Bedeutung fiir 
jeden besitzt, der korrekt zu denken und zu schlieBen wiinscht, 
da sie die angeborenen oder erworbenen Fahigkeiten dafiir ver
scharft und da sie in besonders kritischen Fallen Fehler zu ver
meiden gestattet. Beim Aufbau der Mathematik spielt die Logik 
auch vom theoretischen Standpunkte aus eine weittragende Rolle; 
dieses Problem werden wir jedoch erst im nachsten Kapitel be
sprechen. 

trbtungsaufgaben. 

1. Man gebe Beispiele von Beziehungen an aus dem Gebiete 
der Arithmetik, der Geometrie, der Physik und des taglichen 
Lebens. 

2. Wir betrachten die Beziehung der Vaterschaft zwischen den 
Menschen, d. i. die Beziehung, die durch folgende Satzfunktion 
ausgedriickt wird: 

der Mensch M i8t Vater de8 M enschen N. 

Sind aile Menschen Vorderglieder dieser Beziehtung tund sind 
sie auch alle ihre Hinterglieder 1 

3. Wie kann man die Formel: 

2.x+3<x+y+3 

vereinfachen 1 Welche Beziehung zwischen den Zahlen wird also 
durch diese Formel ausgedriickt 1 

4. Welche Beziehungseigenschaften, die in 24 besprochen 
wurden, kommen folgenden Beziehungen zu: 
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a) der Beziehung der Teilbarkeit in der Menge aller natiirlichen 
Zahlen, 

b) der Beziehung »ist relativ prim ZU« in der Menge aller 
natiirlichen Zahlen (man nennt bekanntlich zwei natiirliche 
Zahlen relativ prim zueinander, wenn fur groBter gemeinsamer 
Teiler gleich 1 ist) , 

c) der Beziehung der Kongruenz in der Menge aller Vielecke, 

d) der Beziehung »ist liinger a1s« in der Menge aller Strecken, 

e) der Beziehung &steht senkrecht auf« in der Menge aller 
Geraden einer Ebene, 

f) der Beziehung der Gleichzeitigkeit in der Menge aller physi
kalischen Ereignisse, 

g) der Beziehung »ist frillier als« in der Menge aller physi
kalischen Ereignisse, 

h) der Beziehung der Verwandtschaft in der Menge aller 
Menschen, 

i) der Beziehung der Vaterschaft in der Menge aller Menschen, 

k) der Beziehung des Sichschneidens in der Menge aller 
geometrischen Figuren, 

1) der Beziehung der Elementfremdheit in der Menge aller 
geometrischen Figuren 1 

5. 1st jede Beziehung entweder reflexiv oder irreflexiv (in der 
gegebenen Menge) 1 symmetrisch oder asymmetrisch 1 Man gebe 
Beispiele an. 

6. Wir wollen die Beziehung R intran8itiv in der Menge M 
nennen, falls sich fiir jede beliebige drei Elemente x, y und z 
dieser Menge aus den Formeln: 

xRy und yRz 
die Formel: 

x nicht R z 
ergibt. 

Welche von den in der Ubungsaufgabe 4 genannten Beziehun
gen sind intransitiv 1 Man gebe andere Beispiele von den intran
sitiven Beziehungen an. 1st jede Beziehung entweder transitiv 
oder intransitiv 1 
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7. Welche von den in der Ubungsaufgabe 4 angegebenen Be
ziehungen sind zugleich reflexiv, symmetrisch und transitiv 1 
Man gebe andere Beispiele von Beziehungen an, denen diese drei 
Eigenschaften zugleich zukommen. 

* 8. Man zeige, wie man von der Wendung: 

die Geraden a und b sind parallel 

zu der aquivalenten Wendung: 

die Richtungen der Geraden a und b sind identisch 

iibergehen kann und wie in diesem Zusammenhang der Ausdruck 
"die Ricktung einer Geraden" zu definieren ist. 

Man fiihre dieselbe Aufgabe in bezug auf folgende Wendungen 
aus: 

die Strec!cen AB und CD sind !congruent 
und 

die Langen der Strec!cen AB und CD sind gl6ich. 

Was fUr logischer Lehrsatz wird dabei angewendet 1 
Anweisung: Man vergleiche die Bemerkungen aus 25 betreffs 

des Ahnlichkeitsbegriffes. 

9. Wir wollen sagen, daB zwei Zeichen oder zwei Ausdriicke, 
die aus mehreren Zeichen bestehen, gleichgestaltet sind, wenn sie 
sich hinsichtlich ihrer Gestalt nicht unterscheiden, sondem 
hochstens in bezug auf ihre Lage im Raum voneinander ab
weichen, z. B. in bezug auf die Stelle, an der sie gedruckt sind; 
im entgegengesetzten FaIle nennen wir sie verschiedengestaltet. 
So treten z. B. in der Formel: 

X=X 

auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens gleichgestaltete Varia
bIen, in der Formel: 

X=y 

dagegen verschiedengestaltete Variablen auf. 
Aus wieviel Zeichen besteht die Formel: 

x+ y= y+ x1 

In wieviel Gruppen kann man diese Zeichen einteilen, wenn 
man zwei gleichgestaltete Zeichen zu derselben Gruppe und 
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zwei verschiedengestaltete Zeichen zu verschiedenen Gruppen 
zahlt 1 

Welche von den in 24 besprochenen Eigenschaften kommen 
den Beziehungen der Gleichgestaltigkeit und Verschiedengestaltig
keit zu 1 

* 10. Auf Grund der in der vorangehenden Ubungsaufgabe ge
wonnenen Ergebnisse· erklare man, warum von gleichgestalteten 
Zeichen gesagt werden kann, daB sie hinsichtlich ihrer Gestalt 
gleich sind oder daB sie dieselbe Gestalt haben und wie solI der 
Terminus "die Gestalt des gegebenen Zeichens" definiert werden 
(vgl. Ubungsaufgabe 8) 1 

Es ist ein verbreiteter Gebrauch, gleichgestaltete Zeichen 
gleich zu nennen und sie sogar so zu behandeln, als ob sie ein und 
dasselbe Zeichen waren. Man pflegt z. B. zu sagen, daB in dem 
Ausdruck: 

x+x 

auf beiden Seiten des Zeichens ,,+" eine und dieselbe Variable 
auftritt. Wie solI man es exakter ausdriicken 1 

* II. Jene unexakte Redeweise, auf die in der Ubungsaufgabe 10 
aufmerksam gemacht wurde, wird auch von uns selbst mehrlach 
in diesem Buche gehandhabt (wir wollen ja hier nicht mit tief 
eingewurzelten Gebrauchen kampfen). Man zeige solche Un
exaktheiten auf S.8 und 33 auf und gebe an, auf welche Weise 
man sie vermeiden konnte. 

Wir wollen ein anderes Beispiel einer solchen unexakten Rede
weise angeben: man spricht von Satzfunktionen mit einer freien 
Variable und meint damit Funktionen, in denen aIle freien Vari
ablen gleichgestaltet sind. Wie kann man die Wendung: 

Satzfunktion mit zwei freien Variablen 

exakter formulieren 1 

12. Wir betrachten die Menge aller Kreise, die in derselben 
Ebene liegen und den gemeinsamen Mittelpunkt haben. Man 
zeige, daB diese Menge durch die Beziehung »ist echter Teil 
von« geordnet wird. Wiirde das stillmen, wenn die Kreise nicht 
in derselben Ebene lagen oder nicht den gemeinsamen Mittel
punkt hiLtten 1 
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13. Man gebe ein Beispiel einer solchen Menge von Strecken an, 
die durch die Beziehung &ist linger ala« geordnet wird. Wird durch 
diese Beziehung die Menge aller Strecken geordnet 1 

14. Welche Mengen von Menschen werden durch die Be
ziehung »ist hOher ala« geordnet 1 

*15 .. Man begriinde folgenden Lehrsa~z aus der Relations
theorie (der eine Verallgemeinerung des in der Ubungsaufgabe 3 
aus ill gewonnenen Ergebnisses darstellt): 

Jede Beziekung R, die in der Menge M transitiv ist, erfuUt 
folgende Bedingung: 

Bind x, y, z und t beliebige Elemente der Menge M und gilt dabei 
x R y, y R z und z R t, so gilt auch x R t. 

*16. Beim Beweis des Lehrsatzes V ausl!) haben wir ausschlieB
lich die Lehrsatze III und IV benutzt. Durch eine Verallge
meinerung dieser SchluBweise begriinde man folgenden Satz: 

J ede Beziehung R, die symmetriBeh und transitiv in der Menge 
M iBt, erfullt zugleieh die Bedingung: 

(B) sind x, y und z beliebige Elemente der Menge M und gilt 
dabei x R z und y R z, so gilt auch x R y. 

*17. Als eine Verallgemeinerung der 'Obungsaufgabe 4 aus ill 
begriinde man folgenden Satz: 

Jede Beziekung R, die reflexiv in der Menge M iBt und die die 
Bedingung (B) aus der tJbungsaufgabe 16 erfullt, iBt zugleieh in 
der Menge M symmetriBeh und transitiv. 

Man leite aus diesem Satz und aus der Ubungsaufgabe 16 
folgendes Korollar ab: 

Damit die Beziehung R zugleieh reflexiv, symmetriBeh und 
transitiv in der Menge M iBt, ist es notwendig und hinreiehend, 
da{3 diese Beziekung reflexiv in der Menge M iBt und da{3 sie die 
Bedingung (B) aus der tJbungsaulgabe 16 erfullt. 

18. Man untersuche, welche von den durch die unten angegebe
nen Formeln ausgedriickten Beziehungen Funktionen sind (die 
Zeichen "x" und "y" bezeichnen, wie ublich, Zahlen, die Zeichen 
"M" und "N" Mengen): 

a) 2. x + 3 . y = 12, 
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b) x2 = y2, 

c) x> Y - 3, 

d) x2 = Y + x. 

e) MeN, 

f) M'= N. 

19. Wir betrachten die Funktion, die durch die Formel: 

x2 +1=y 

77 

ausgedriickt wird. Was ist hier die Menge alier Argumentwerte 
und was die Menge alier Funktionswerte? 

20. Welche von den in der Ubungsaufgabe 18 angegebenen 
Funktionen sind umkehrbar? Man gebe andere Beispiele von um
kehrbaren Funktionen an. 

*21. Wir betrachten die Funktion, die durch die Formel: 

y=3.x+l 

ausgedriickt wird. Man zeige, daB dies eine umkehrbare Funktion 
ist und daB sie in eineindeutiger Weise das Intervali [0,1] auf das 
Intervali [1,4] abbildet (vgl. Ubungsaufgabe 7 aus IV). Welcher 
SchluB kann daraus in bezug auf die Gleichzahligkeit jener 
Intervalie gezogen werden? 

*22. Man betrachte die Funktion, die durch die Formel: 

y=2:1l 

ausgedriickt wird; nach dem Vorbild der vorangehenden Ubungs
aufgabe zeige man mit Hille dieser Funktion, daB die Menge alier 
Zahlen mit der Menge alier positiven Zahlen gleichzahlig ist. 

*23. Man zeige, daB die Menge alier natiirlichen Zahlen mit der 
Menge alier ungeraden Zahlen gleichzahlig ist. 

24. Man gepe Beispiele von mehrgliedrigen Beziehungen aus 
dem Gebiete der Arithmetik und der Geometrie an. 

25. Welche von den durch die folgenden Formeln ausgedriick
ten dreigliedrigen Beziehungen sind eindeutig: 

a) x + y + z = 0, 

b) x. y > 2. z, 
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c) x2 + y2 = Z2, 

d) x2 + y2 = Z + 2 ~ 

26. Man nenne einige Gesetze der Physik, die das Bestehen 
einer funktionalen Abhangigkeit zwischen zwei, drei und vier 
Gro.Ben feststellen. 

VI. Ober die deduktive Methode. 
32. Grundprinzipien des Aufbaus der mathematischen Wissen

schat'ten: Grundbegriffe und definierte Begriffe, Axiome und Theo
reme; deduktive Methode als charakteristisches Merkmal der Mathe
matik. Wir werden jetzt die wichtigsten Prinzipien darzulegen ver
suchen, die beim Aufbau der mathematischen Disziplinen an
gewendet werden sollen. Die genaue Analyse und kritische 
Wertung dieser Prinzipien gehort zu den Aufgaben einer beson
deren Wissenschaft, namlich der Methodologie der Mathematik. 
FUr jeden, der eine Wissenschaft zu treiben oder zu studieren 
beabsichtigt, ist es zweifellos wichtig, sich der Methode bewu.Bt zu 
sein, die man beim Aufbau dieser Wissenschaft verwendet; wir 
werden sehen, da.B die Kenntnis der Methode im Fall der Mathe
matik von einer besonders weittragenden Bedeutung ist: ohne diese 
Kenntnis ist es unmoglich, das Wesen der Mathematik zu begreifen. 

Die Prinzipien, die wir kennenlernen werden, haben den 
Zweck, der mathematischen Erkenntnis einen moglichst hohen 
Grad von Klarheit und Gewi.Bheit zu sichern. Von diesem Ge
sichtspul1kte aus wiirde eine solche Verfahrungsweise ideal sein, die 
den Sinn aller in dieser Wissel1schaft auftretenden Ausdriicke zu 
erklaren und die Richtigkeit aller ihrer Lehrsatze zu begriinden 
gestattete. Es ist leicht zu ersehen, da.B dieses Ideal niemals zu ver
wirklichen ist. Tatsachlich, wenn man die Bedeutung eines Aus
drucks zu erklaren versucht, verwendet man notwendigerweise 
andere Ausdriicke; urn die Bedeutung dieser Ausdriicke zu er
klaren und dabei einen Zirkel zu vermeiden, mu.B man wiederum 
zu neuen Ausdriickel1 greifen usw. Auf diese Weise beginl1t ein 
Proze.B, der niemals zu Ende gebracht werden kann, ein Proze.B, 
den man bildlich gesprochen als Zuriickgehen ins Unendliche 
- regre88u8 in infinitum - kennzeichnet. Ahnlich ist die Sach
lage beim Begriinden der mathematischen Satze: urn einen Satz 
zu begriinden, mu.B man auf andere Satze zuriickgehen, und (wenn 
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man dabei keinen Zirkel begehen will) verfii.llt man wiederum 
in den regressus in infinitum. 

AlB Ausdruck eines Kompromisses zwisohen jenem unerreioh
baren Ideal und den realen Mogliohkeiten haben sioh gewisse 
Prinzipien beim Aufbau mathematisoher Disziplinen heraus
gebildet, die sioh auf folgende Weise besohreiben lassen. 

Wenn wir an den Aufbau einer gegebenen Disziplin herangehen, 
zeiohnen wir vor allem eine bestimmte kleine Gruppe von Aus
drUoken diaser Disziplin aus, die uns ohneweiters verstandlioh zu 
sein soheinen; die Ausdriioke dieser Gruppe nennen wir Grund
begriffe oder undefinierte Begriffe (auoh (frundausdt'Ucke oder un
definierte AusdriWke) und verwenden sie, ohne ihre Bedeutung zu 
erklaren. Zugleioh aber nehmen wir das Prinzip an: keinen von 
den iibrigen Ausdriioken der betraohteten Disziplin, den sog. ab
geleiteten Begriffen (AusdrUcken) zu verwenden, solange wir nioht 
seine Bedeutung mit Hille von Grundbegriffen und jenen ab
geleiteten Begriffen bestimmt haben, deren Bedeutung sohon 
vorher erklart wurde; der Satz, der eine derartige Bedeutungs
bestimmung gibt, heiSt bekanntlioh Definition und die abge
leiteten Begriffe selbst werden auch definierte Begriffe genannt. 

Ahnlioh veclahren wir mit den Lehrsatzen der betraohteten 
Disziplin. Manohe von diesen Satzen, die uns einleuohtend er
soheinen, wahlen wirals sog. (frundiJatze oder Axiome und aner
kennen sie als wahr, ohne sie irgendwie zu begriinden. Dagegen sind 
wir verpfliohtet, aile iibrigen Satze, die sog. abgeleiteten Lehrsatze 
oder Theoreme, zu begriinden, bevor wir sie als wahr anerkennen, 
und una bei dieser Begriindung aussohlie.Blioh auf die Grundsatze, 
die Definitionen und jene Lehrsatze zu stiitzen, die sohon vorher 
begriindet wurden; wie bekannt, wird eine derartige Begriindung 
von mathematischen Lehrsatzen Beweis genannt. 

Die gegenwartige mathematische Logik ist eine der Disziplinen, 
die im Einklang mit den oben angegebenen Prinzipien aufgebaut 
werden (obzwar es im knappen Rahmen des vorliegenden Buohes 
unmoglioh war, diese wiohtige Tatsaohe deutlioh ans Lioht zu 
bringen). Wenn man diesen Prinzipien gemaB irgendeine andere 
Disziplin aufbaut, so stiitzt man sie sohon auf die Logik, man setzt 
sozusagen die Logik voraus. Dies besagt, daB aile Ausdriicke und 
Lehrs8,tze aus dem Gebiete der Logik gleiohartig mit den Grund~ 
begriffen und Axiomen der aufzubauenden Disziplin behandelt 
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werden: man gebraucht die logischen Termini, z. B. beim Formu
lieren der Lehrsatze und Definitionen, ohne ihre Bedeutung zu er
klaren, und man verwendet die logischen Satze fiir die Beweise, 
ohne sie vorher begriindet zu haben. Manchmal empfiehlt es sich, 
beirn Aufbau einer Disziplin nicht nur die Logik, sondern auch 
gewisse schon friiher aufgebaute mathematische Theorien in dem 
eben genannten Sinne vorauszusetzen; der Kiirze halber !mnn 
man diese Theorien mit der Logik zusammen als die der gegebenen 
Disziplin vorangehenden Disziplinen bezeichnen. So setzt z. B. 
die Logik selbst keine vorangehende Disziplin voraus; wenn man 
die Arithmetik als eine besondere mathematische Disziplin auf
baut,1 so wird die Logik als die einzige vorangehende Disziplin 
angenommen; wenn man dagegen Geometrie treibt, so ist es vor
teilhaft - obgleich nicht notwendig - nicht nur die Logik, 
sondern auch die Arithmetik vorauszusetzen. 

1m Zusammenhang mit den letzten Bemerkungen muB man 
den vorher dargelegten Prinzipien gewisse Korrekturen hinzu
fiigen: bevor man an den Aufbau einer Disziplin herantritt, solI 
man diejenigen Disziplinen nennen, die der gegebenen Disziplin 
vorangehen; aIle Forderungen jedoch, die das Definieren von 
Ausdriicken und das Beweisen von Lehrsatzen betreffen, werden 
lediglich auf diejenigen Ausdriicke und Lehrsatze angewendet, 
die fur die gegebene Disziplin spezifisch sind, d. h. die den vor
angehenden Disziplinen nicht angehoren. 

Die Methode des Aufbaus einer Wissenschaft, die auf der 
strengen Einhaltung der dargelegten Prinzipien beruht, wird als 
ded~6ktive Methode bezeichnet; die diesen Prinzipien gemaB auf
gebauten Disziplinen werden deduktive Disziplinen genannt.2 

1 * Wie bekannt, ka1111 man die Arithmetik auch anders aufbauen, 
nii.mlich als einen Tell der Logik (vgl. 22). * 

2 Die deduktive Methode ist nicht eine Errungenschaft der neueren 
Zeit. Wir finden schon in dem Werk Elemente des griechischen Mathe
matikers Euklid (urn 300 v. Chr. Geb.) eine Darstellung der Geo
metrie, der man yom Standpunkte der angegebenen methodologischen 
Prinzipien nicht viel vorwerfen ka1111. Wahrend 2200 Jahre war fUr 
die Maiihematiker das Werk von Euklid das Ideal und Vorbild der 
wissenschaftlichen Exaktheit. Ein wesentlicher Fortschritt auf diesem 
Gebiete erfolgte erst in den letzten 50 J ahren, in welcher Periode die 
grundlegenden mathematischen Disziplinen, die Geometrie und 
Arithmetik, allen Forderungen der gegenwartigen Methodologie der 
Mathematik gemaB begriindet wurden. 
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Immer mehr verbreitet sich die Anschauung, daB die deduktive 
Methode das einzige wesentliche Merkmal bildet, das die mathe
matischen Disziplinen von allen ilbrigen W issenschaften zu unter· 
scheiden gestattet: nicht nur ist jede mathematische Disziplin eine 
deduktive Wissenschaft, sondern auch umgekehrt jede deduktive 
Wissenschaft ist eine mathematische Disziplin (dieser Anschauung 
gemaB soll auch die deduktive Logik zu den mathematischen 
Disziplinen gezahlt werden). Wir werden bier nicht die erwahnte 
Anschauung begriinden, wir wollen nur bemerken, daB wichtige 
Argumente zu ihrer Stiitzung angefiihrt werden konnen. 

33. Formaler Charakter der mathematischen Disziplinen, 
Modell und Interpretation eines Axiomensystems. *Es wird oft vom 
tormalen Charakter der Mathematik und aller mathematischen 
Uberlegungen gesprochen; es werden darunter gewisse spezifische 
Eigenschaften mathematischer Disziplinen gemeint, die aus einer 
konsequenten Anwendung der deduktiven Methode folgen und 
die wir bier ganz kurz beschreiben wollen. 

Jede mathematische Disziplin stiitzt sich auf ein entsprechend 
ausgewahltes System von Grundbegriffen und Axiomen. Die 
Grundbegriffe werden als unmittelbar verstandlich angesehen; 
ihre Bedeutung soll in uns keine Zweifel erwecken. Unser Wissen 
von Dingen, die durch diese Ausdriicke bezeichnet werden, kann 
sehr umfassend sein und muB keinesfalls durch die angenommenen 
Axiome erschopft werden. Dieses Wissen aber ist unsere Privat
angelegenheit, die nicht den mindesten EinfluB auf den Aufbau 
der gegebenen Disziplin ausiibt. Wenn wir z. B. auf Grund von 
Axiomen irgendein Theorem beweisen, machen wir aus diesem 
Wissen keinen Gebrauch und benehmen uns so, als ob wir den 
Inhalt von Begriffen, auf die sich unsere Uberlegungen beziehen, 
gar nicht verstiinden, als ob wir iiber sie nur das wiiBten, was 
in den Axiomen ausdriicklich behauptet wurde; wir sehen - wie 
man es gewohnlich ausdriickt - von der Bedeutung der von uns 
angenommenen Grundbegriffe ab und lenken unsere Aufmerk
samkeit ausschlieBlich auf die Form der Axiome, in denen diese 
Begriffe auftreten. 

Wir wollen versuchen, dies noch anders, vielleicht etwas 
exakter zu fassen. Stellen wir uns vor, daB in den Axiomen und 
Theoremen der aufzubauenden Disziplin die Grundbegriffe iiberall 
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durch entsprechende Variablen ersetzt wiirden (um die Uber
legungen einfacher zu gestalten, beachten wiT hier solche Lehr
sii.tze nicht, iri denen definierte Begriffe auftreten). Die Lehrsii.tze 
der betrachteten Disziplin sirid dann nicht mehr Sii.tze: sie werden 
zu Satzfunktionen, die ala freie Varia bIen diejenigen Zeichen ent
halten, welche an Stelle der Grundbegriffe gesetzt wurden. Wenn 
man nun diese oder jene Dinge betrachtet, kann man nachpriifen, ob 
sie das in obiger Weise umgestaltete Axiomensystem erfiillen, 
d. i. ob die Bezeichnungen jener Dinge, an Stelle der freien Vari
ablen eingesetzt, die Axiome zu wahren Sii.tzen machen (vgl. 2); 
wenn es sich zeigt, daB es tatsii.chlich so ist, so wollen wiT sagen, 
daB die betrachteten Dinge ein Modell des gegebenen Axiomen
Sy8tems bilden. Ein solches Modell bilden z. B. Dinge, die durch 
die Grundbegriffe bezeichnet werden. Dieses Modell wiTd jedoch 
beim Aufbau der Disziplin den iibrigen Modellen gegeniiber 
keineswegs bevorzugt; wenn wiT aus den Axiomen dieses oder 
jenes Theorem ableiten, denken wiT gar nicht an spezifische 
Eigenschaften dieses Modells - im Gegenteil, es folgt aus unserer 
SchluBweise, daB das bewiesene Theorem nicht nur durch dieses 
spezielle Modell, sondern auch durch jedes andere Modell des be
trachteten Axiomensystems erfiillt werden muB. 

Diese Tatsache ist von einer groBen praktischen Bedeutung. 
Wir sind ja gewohnlich imstande, fiir das Axiomensystem irgend
einer mathematischen Disziplin mehrere verschiedene Modelle 
aufzuzeigen, ohne sogar das Gebiet der Mathematik zu iiber
schreiten. Urn ein solches Modell zu erhalten, geniigt es, gewisse 
Konstanten aus dem Gebiet irgendeiner anderen mathematischen 
Disziplin zu wii.hlen, sie iiberall in den Axiomen an Stelle der 
Grundbegriffe einzusetzen und zu zeigen, daB die auf diese Weise 
gewonnenen Sii.tze Lehrsii.tze dieser anderen Disziplin sind. Wir 
sagen dann, daB das AxiomensY8tem der ur8prunglich betrachteten 
Di8ziplin eine Interpretation in der anderen Di8ziplin gefunden hat 
(insbesondere kann es vorkommen, daB die verwendeten Kon
stanten in das Gebiet der urspriinglich betrachteten Disziplin 
gehoren, wobei manche Grundbegriffe unverii.ndert bleiben und 
die anderen durch definierte Begriffe ersetzt werden konnten; 
wiT wollen in diesem Fall sagen, daB das untersuchte Axiomen
system eine neue Interpretation in der von uns betrachteten Diszi
plin gefunden hat). Einer analogen Umbildung wollen wiT ferner 
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die Theoreme der urspriinglichen Disziplin unterziehen, d. i. die 
Grundausdriicke werden in ihnen iiberall durch jene Konstanten 
ersetzt, die bei der Interpretation der Axiome verwendet wurden. 
Auf Grund der vorher gemachten Bemerkungen konnen wir dann 
von vornherein dessen sicher sein, daB alle auf diesem Wege ge
wonnenen SiLtze sich als LehrsiLtze der neuen Disziplin erweisen 
werden. Es ist iiberfliissig, einen besonderen Beweis fiir irgend
einen dieser SiLtze anzugeben; iibrigens ist es eine Aufgabe rein 
mechanischer Natur: es reicht aus, die entsprechende Uberlegung 
aus dem Gebiet der urspriinglichen Disziplin zu iibertragen und 
sie dabei denselben Umformungen zu unterziehen, die vorher 
an den Axiomen und Theoremen durchgefiihrt wurden. In jedem 
mathematischen Beweis steckt - gleichsam in potenzieller Weise -
eine unbeschriLnkte Anzahl anderer analoger Beweise. 

Das alles eben meint man, wenn man vom form.alen Charakter 
der Mathematik spricht. Die wichtigste Folgerung, zu der wir 
gelangt sind, kann in folgenden Worten gefaBt werden: alle aut 
Grund eines angenommenen AxiomensY8tems bewiesenen Siitze 
bZeiben bei jeder Interpretation die8es System8 gultig. Diese Tat
sache zeugt zweifellos davon, was fiir einen Wert die deduktive 
Methode vom Gesichtspunkt der Okonomie des menschlichen 
Dankens besitzt; sie ist auch von weittragender theoretischer 
Bedeutung, da sie - wie wir im zweiten Teil des Buches sehen 
werden - eine Grundlage fiir verschiedene Uberlegungen und 
Untersuchungen aus dem Gebiete der Methodologie der Mathe
matik bildet. - Dar Genauigkeit wegen wollen wir bemerken, 
daB sich die eben skizzierten Betrachtungen auf jede mathe
matische Theorie anwenden lassen, bei deren Aufbau die Logik 
vorausgesetzt wird, dagegen bringt die Anwendung dieser Bemer
kungen auf die Logik selbst manche Schwierigkeiten mit sich, 
die wir hier nicht erortern mochten. 

Von Zeit zu Zeit begegnet man Behauptungen, deren - im 
Grunde richtige - Tendenz darin besteht, den formalen Charakter 
der mathematischen Wissenschaften zu betonen, die aber ihrer 
paradoxen und iibertriebenen Form wegen zu einer Quelle der 
Unklarheit und der Verwechslung von Begriffen werden konnen. 
So hort man z. B. und manchmal sogar liest man es, daB den 
mathematischen Begriffen kein bestimmter Inhalt zugeschrieben 
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werden solI, daB wir in der Mathematik nieht wissen, woriiber wir 
eigentlieh spreehen, und daB wir aueh nieht wissen, ob das, was aus
gesagt wird, wahr ist. Solehen Urteilen gegeniiber solI man sieh 
entspreehend kritiseh verhalten. Wenn man sieh beim Auf
bau einer Disziplin so verhii.lt als ob man die Bedeutung der 
Termini dieser Disziplin nieht verstiinde, so ist es noeh lange nieht 
dasselbe, wie jenen Termini jede Bedeutung abzuspreehen. Es 
ist zwar manehmal der Fall, daB wir beim Aufbau einer deduk
tiven Theorie ihren Grundbegriffen keine bestimmte Bedeutung 
zuschreiben, daB wir uns diesen Ausdriieken wie Variablen gegen
iiber verhalten und die betraehtete Theorie - wie man zu sagen 
pflegt-als tormales System behandeln. Es ist dies aber ein relativ 
seltener Fall (so daB wir ihn sogar bei der allgemeinen Charakte
ristik der deduktiven Disziplinen, die in 32 angegeben W'Urde, nieht 
beriieksiehtigt haben) und kommt dann vor, wenn man imstande 
ist, fiir das Axiomensystem der gegebenen Theorie eine Reihe von 
Interpretationen aufzuzeigen, d. i. eine Reihe von Mogliehkeiten, 
den in dieser Theorie vorkommenden Termini eine konkrete 
Bedeutung zuzusehreiben, wobei man aber keine dieser Moglieh. 
keiten von vornherein bevorzugen will. Ein formales System 
dagegen, fiir das wir nieht eine einzige Interpretation anzugeben 
vermoehten, wiirde vermutlieh niemanden interessieren. * 

34. Beispiele von Interpretationen der Axiomensysteme. * Da 
die Uberlegungen aus dem vorangehenden Paragraphen ziemlieh 
kompliziert und abstrakt erseheinen konnen, so sollen sie vielleieht 
an konkreten Beispielen veransehaulieht werden. 

Stellen wir uns vor, daB uns allgemeine Lehrsatze iiber die 
Kongruenz von Streeken interessieren und daB wir es beabsiehtigen, 
dieses Bruehstiiek der Geometrie als eine besondere mathematisehe 
Theorie aufzubauen. Wir setzen demnaeh fest, daB die Variablen 
"x", "y", "Z" . .. Streeken bezeiehnen. A1s Grundbegriffe wahlen 
wir die Zeiehen "S" und ,,~" ; das erste von ihnen ist eine Ab
kiirzung des Ausdrueks "die Menge aller Strecken", das zweite 
solI die Beziehung der Kongruenz bezeiehnen. Die Formel: 

xeS 

wird also in folgender Weise gelesen: "x geMrt zur Menge aller 
Strecken" oder einfaeh: "x ist eine Strecke"; die Formel: 

x~y 
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besagt, daB die Strecken x und y kongruent sind. 
Wir nehmen ferner nur zwei Axiome an: 

Axiom I. Wenn x € S, 80 X = x (mit anderen Worten: iede 
Strecke i8t 8ick 8elb8t kongruent). 

Axiom II. Wenn x € S, Y € S, z € S, x = z und y = Z, 80 
X ~ Y (mit anderen Worten: 8ind zwei gegebene Strecken einer 
dritten kongruent, 80 8ind 8ie auck zueinander kongruent). 

Aus den obigen Axiomen lassen sich verschiedene Lehrsii.tze 
iiber die Kongruenz der Strecken ableiten, wie z. B.: 

Theorem I. Wenn y € S, z € S und y ~ Z, 80 Z = y. 

Theorem II. Wenn x € S, yES, z E S, x = y und y""""'- Z, 

80 X ~ z. 

Die Beweise dieser beiden Sii.tze sind sehr leicht. Wir wollen 
beispielsweise den Beweis des ersten skizzieren. 

Ersetzt man in Axiom II "x" durch "z", so erhii.lt man: 

wenn yES, z € S, z~ z und y ~ Z, 80 Z = y. 

In der Voraussetzung dieses Satzes tritt die Formel: 

z ~z 
auf, die wegen Axiom I zweifellos richtig ist; sie kann also weg
gelassen werden. Auf diese Weise gewinnt man sogleich den Satz, 
um den es sich handelt. 

In der durchgefiihrten Uberlegung haben wir uns ausschlieBlich 
auf jene Eigenschaften der Kongruenzbeziehung zwischen Strecken 
gestiitzt, die in den Axiomen I und II ausdriicklich angegeben 
wurden. Wir haben dagegen unser ganzes umfangreiches Wissen 
von der Kongruenz der Strecken, das durch diese beiden Axiome 
keineswegs erschopft wird, gar nichtbeniitzt; mit anderen Worten: 
das spezielle Modell des angenommenen Axiomensystems, das 
durch die Menge aller Strecken und die Beziehung der Kongruenz 
zwischen den Strecken gebiIdet ist, hat in unserem Beweise keine 
bevorzugte Rolle gespielt. Das gibt die Gewii.hr, daB das Theorem I 
- wie auch iibrigens das Theorem II und jeder andere Satz, der 
auf Grund des betrachteten Axiomensystems in korrekter Weise 
begriindet wird, - seine Geltung bei jeder Interpretation dieses 
Systems behii.lt. 
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Und man kann unzahlig viele derartige Interpretationen auf
zeigen. Wir wollen uns hier mit zwei Beispielen begniigen. Wir 
bezeichnen mit dem Buchstaben "D" die Menge aller Dinge; wir 
ersetzen in den Axiomen.l und II iiberall das Zeichen ,,8" durch 
"D" und das Kongruenzzeichen ,,=" durch das Identitatszeichen 
,,=". Wie leicht ersichtlich, werden dann die Axiome zu wahren 
Satzen del; Logik (es sind dies-in einer etwas modifizierten For
mulierung - die Lehrsatze II und V aus 15). Die Menge aller 
Dinge und die Identitatsbeziehung bilden also ein Modell des von 
uns angenommenen Axiomensystems, dieses Axiomensystem hat 
eine Interpretation innerhalb der Logik gefunden. Wenn wir also 
in den Theoremen I und II die Zeichen "D" und ,,=" an Stelle 
von ,,8" und ,,~" einsetzen, so werden wir sicher wiederum wahre 
Satze der Logik gewinnen (wir kennen sie schon von tUber her: 
vgl. die Lehrsatze III und IV aus 15). Es sei ferner Zl die Menge 
aller Zahlen. Wir wollen die Zahlen x und y aquivalent nennen 
und dies mittels der Formel: 

x=:=y 

ausdriicken, falls die Differenz x - y eine ganze Zahl ist (es gilt 

also z. B.: I! - 5~-, dagegen ist es nicht wahr, daB 3 ! - 2 ~ ). 
Ersetzt man nun in den beiden Axiomen die Grundbegriffe ent
sprechend durch "Zl" und ,,~", so erhiilt man, wie leicht Zll er
weisen, wahre Lehrsatze aus dem Gebiete der Arithmetik. Das 
betrachtete Axiomensystem besitzt also eine Interpretation in 
der Arithmetik, die Menge aller Zahlen und die Beziehung der 
Aquivalenz zwischen Zahlen bilden ein Modell dieses Systems. 
Deshalb k6nnen wir, ohne eine besondere Uberlegung durchzu
fiihren, von vornherein dessen sicher sein, daB wir wiederum zu 
wahren Satzen aus dem Gebiete der Arithmetik kommen, falls 
wir die Theoreme I und IIeiner analogen Umformung unter
ziehen. 

Es sind verschiedene Beispiele von Interpretationen der 
Axiomensysteme bekannt, die viel interessanter und wichtiger 
sind als die oben angegebenen. So HiBt sich z. B. das Axiomen
system der Arithmetik in der Geometrie interpretieren: man kann 
auf einer beliebigen Geraden solche Beziehungen zwischen 
Punkten und solche Operationen mit Punkten de£inieren, die alle 
Axiome der Arithmetik erfiillen und deshalb auch alle ihre Lehr-
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satze, welche entsprechende Beziehungen zwischen Zahlen und 
Operationen mit Zahlen betreffen (dies hangt unmittelbar mit 
einem Umstand zusammen, den wir in 29 erwahnt haben, und 
zwar mit der M6gIichkeit, eine eineindeutige Zuordnung zwischen 
allen Punkten einer Geraden und allen Zahlen herzustellen). Um
gekehrt besitzt das Axiomensystem der Geometrie eine Inter
pretation in der Arithmetik. Aus diesen beiden Tatsachen kann 
in verschiedener Weise Nutzen gezogen werden: man kann sich 
z. B. der geometrischen Gebilde bedienen, um verschiedene Tat
sachen aus dem Gebiete der Arithmetik zu veranschauIichen, -
darin besteht die sog. graphische Methode; man kann feruer die 
geometrischen Tatsachen mit Hilfe von arithmetischen und 
algebraischen Methoden untersuchen - es gibt sogar einen be
sonderen Zweig der Geometrie, namIich die analytische Geometrie, 
die aIle derartigen Untersuchungen umfaBt. 

Wir haben seinerzeit erfahren, daB die Arithmetik sich als ein 
Teil der Logik begriinden laBt (22). Wenn wir aber die Arithmetik 
als eine selbstandige deduktive Disziplin behandeln, die sich auf 
ihre eigenen Grundbegriffe und Axiome stiitzt, so laBt sich ihre 
Beziehung zur Logik in folgender Weise ausdriicken: das Axiomen
system der Arithmetik besitzt eine Interpretation in der Logik 
(aber nur unter der Bedingung, daB das UnendIichkeitsaxiom in 
die Logik eingegliedert wird, - vgl. 22); mit anderen Worten: 
man kann innerhalb der Logik solche Begriffe definieren, die aIle 
Axiome und demzufolge auch aile Theoreme der Arithmetik er
fiillen. Wenn wir in Betracht ziehen, daB das Axiomensystem der 
Geometrie in der Arithmetik interpretiert werden kann, so kommen 
wir zum SchluB, daB auch dieses Axiomensystem eine Interpre
tation in doc Logik besitzt. Dies sind Tatsachen, die vom methodo
logischen Gesichtspunkte aus groBes Gewicht haben.* 

35. Die Willkiirlichkeit in der Auswahl von Axiornen nnd 
Grundbegriffen; Postulate der Unabhangigkeit. Wir wollen jetzt 
einige Probleme speziellerer Natur besprechen, die aber funda
mentale Komponenten der deduktiven Methode, namIich die Aus
wahl von Grundbegriffen und Axiomen sowie die Konstruktion 
von Definitionen und Beweisen betreffen. 

Man muB sich vor allem klarmachen, daB man bei der Aus
wahl von Grundbegriffen und Axiomen eine ziemIich groBe Frei-
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heit hat; es ware ein Irrtum zu glauben, daB gewisse Ausdriicke 
auf keine mogliche Weise definiert werden konnen und daB es 
prinzipiell unmoglich ist, gewisse Satze zu beweisen. Wir wollen 
zwei Systeme von Satzen einer gegebenen Disziplin aquivalent 
nennen, wenn jeder Satz des ersten Systems ausschlieBlich mit 
Hille von Satzen des zweiten Systems sowie mit Hille von Lehr
satzen der vorangehenden Disziplinen bewiesen werden kann 
und wenn auch umgekehrt jeder Satz des zweiten Systems sich 
aus den Satzen des ersten Systems ableiten laBt (falls irgendwelche 
Satze zugleich in beiden Systemen auftreten, so brauchen sie 
offenbar nicht abgeleitet zu werden). Stellen wir uns ferner vor, 
daB wir eine mathematische Disziplin auf irgendein bestimmtes 
Axiomensystem gegriindet haben und bei weiterem Aufbau irgend
einem System von Lehrsatzen begegnet sind, das in dem eben 
angegebenen Sinne mit dem von uns angenommenen Axiomen
system aquivalent ist (* ein konkretes Beispiel dafiir kann aus 
jener fragmentarischen Theorie der Kongruenz von Strecken ent
nommen werden, von der in 34 die Rede war: wie leicht zu erweisen, 
ist das oben angefiihrte Axiomensystem jener Theorie dem Satz
system aquivalent, das aus dem Axiom I sowie aus den Theoremen 
I und II besteht *). Vom theoretischen Standpunkt aus kann man 
dann die ganze Disziplin in der Weise umbauen, daB man die 
Satze des neuen Systems als Axiome annimmt und die friiheren 
Axiome als Theoreme beweiat. Sogar der Umstand, daB die neuen 
Axiome anfangs in viel kleinerem Grade als die friihe;en den 
Charakter der unmittelbaren Evidenz haben konnen, ist nicht 
wesentlich: jeder lSatz wird bis zu einem gewissen Grade evident, 
sobald es gelungen ist, ibn in iiberzeugender Weise aus anderen 
evidenten Satzen abzuleiten. Dies alles betrifft auch - mutatis 
mutandis - die Grundbegriffe der mathematischen Disziplinen: 
man darf das System dieser Ausdriicke durch jedes andere System 
von Ausdriicken der gegebenen Wissenschaft ersetzen, falls nur 
diese zwei Systeme aquivalent sind, d. i. falls sich nur jeder Aus
druck des ersten Systems ausschlieBlich mit Hille von Ausdriicken 
des zweiten Systems (und Ausdriicken, die man aus den voran
gehenden Disziplinen geschOpft hat) definieren laBt und um
gekehrt. Nicht theoretische, prinzipielle Griinde entscheiden iiber 
die Auswahl eines bestimmten Systems von Grundbegriffen und 
Axiomen aus der Gesamtheit aller moglichen aquivalenten 
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Systeme, sondern es spielen bier andere Momente eine Rolle -
praktisehe, didaktische, ja sogar asthetisehe: manehmal handelt es 
sieh darum, mogliehst einfaehe Grundbegriffe und Axiome zu 
gewinnen, manehmal darum, daB ihre Anzahl mogliehst klein sei, 
ein anderes Malliegt uns wiederum daran, daB die angenommenen 
Grundbegriffe und Axiome es gestatten, auf mogliehst leiehte 
Weise diejenigen Begriffe der gegebenen Disziplin zu definieren 
und diejenigen Lehrsatze zu begriinden, die uns interessieren. 

Eng an diese Bemerkungen kniipft sieh noeh ein Problem. 1m 
Prinzip streben wirdanaeh, da13 das Axiomensystem keinen 
einzigen iiberfliissigen Satz enthalt, d. i. keinen Satz, der aus den 
iibrigen Axiomen abgeleitet und deshalb zu den Theoremen der 
aufzubauenden Disziplin gezahlt werden konnte; ein solehes 
Axiomensystem wird unabhiingig (oder System von gegenseitig un
abhiingigen Axiomen) genannt. Wir sorgen aueh dafiir, daB das 
System von Grundbegriffen unabhangig ist, d. i. keinen iiber
fliissigen Ausdruek enthalt, den man mit Hille der iibrigen Aus
driieke definieren konnte. Man verziehtet aber ziemlieh oft auf 
diese methodologisehen Postulate ausgewissen praktisehen, und 
zwar didaktisehen Griinden; es betrifft in erster Linie derartige 
FaIle, in welehen das Weglassen eines iiberfliissigen Axioms oder 
Grundbegriffs groBe Komplikationen im Aufbau der Disziplin ver
ursaehen konnte. 

36. Postulate der Formalisierung von Definitionen und Beweisen, 
formalisierte deduktive Disziplinen. Die dedllktive Methode wird 
mit gutem Grund als die vollkommenste aller Methoden angesehen, 
die zum Aufbau einer Wissensehaft verwendet werden: sie sehafft 
in hohem MaBe die Mogliehkeit von Unklarheiten und Irrtiimern 
weg, ohne dabei in einen regressus in infinitum zu fallen; dank 
der Anwendung dieser Methode werden allerlei Zweifel, die sieh 
auf den Inhalt der Begriffe und die Wahrheit der Lehrsatze der 
aufzubauenden Wissensehaft beziehen, bedeutsam verringert und 
konnen hochstens die wenigen Grundbegriffe und Axiome be
treffen. 

Allerdings ist hier ein Vorbehalt notig. Die Anwendung der 
deduktiven Methode wird nur dann die gewiinsehten Resultate er
geben, wenn aIle Definitionen und Beweise ihre Aufgabe voll
kommen erfiillen, wenn uns also die Definitionen den Sinn der zu 
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definierenden Begriffe restlos erklaren und die Beweise von der 
Richtigkeit der zu begrlindenden Satze iiberzeugen. Es ist nicht 
leicht nachzupriifen, ob die Definitionen und Beweise tatsachlich 
diesen Forderungen geniigen; es ist z. B. ganz moglich, daB eine 
Uberlegung, die einem Menschen vollig iiberzeugend erscheint, 
einem anderen nicht einmal verstandlich ist. Um jeden Zweifel 
aus diesem Gebiet zu beseitigen, ist die heutige Methodologie dahin 
bestrebt, die subjektive Wertung bei der Nachpriifung von 
Definitionen und Beweisen durch Kriterien objektiver Natur zu 
ersetzen und die Korrekth~it von Definitionen und Beweisen aus· 
schlieBlich von ihrer Struktur, d. i. von ihrer auBeren Form, abo 
hangig zu machen. Zu diesem Zwecke werden spezielle Regeln des 
Definierens und des Beweisens angegeben, d. i. RegeIn, die be· 
lehren, was fiir eine Gestalt die Satze haben sollen, die in der 
betrachteten Disziplin als Definitionen angenommen werden, und 
was fUr Umformungen Lehrsatze dieser Disziplin unterzogen 
werden konnen, wenn man aus ihnen andere Lehrsatze ableitet; 
jede Definition muB in Ubereinstimmung mit den Definitions· 
regeln aufgebaut werden und jeder Beweis muB vollstiindig sein, 
d. i. in einer aufeinander folgenden Anwendung von SchluBregeIn 
auf Satze, die schon vorher als wahr anerkannt wurden, bestehen 
(vgl. 10 und 13). - Diese neue methodologischen Postulate kann 
man als Postulate der Formalisierung von Definitionen und Be· 
weisen bezeichnen; eine Disziplin, die in Ubereinstimmung mit den 
neuen Postulaten aufgebaut ist, wird formalisierte deduktive 
Disziplin genannt.1 

* Durch die Postulate der Formalisierung wird der formale 
Charakter der Mathematik bedeutsam verscharft. Schon friiher 
sollte beim Aufbau einer mathematischen Disziplin von der Be· 
deutung aller fiir diese Disziplin spezifischen Ausdriicke abgesehen 
werden, man muBte sich so benehmen, als ob an Stelle dieser Aus· 
driicke Varia bIen stehen wiirden, die jedes selbstandigen Sinnes 
entbehren. Dagegen durfte man den logischen Begriffen ihren 
gewohnlichen, iiblichen Inhalt zuschreiben; im Zusammenhang 

1 Die ersten Versuche, die deduktiven Disziplinen in formalisierter 
Gestalt darzustellen, stammen von dem hier schon zweimal zitierten 
Logiker Frege (vgl. S. 14, Anm. 1). Auf ein sehr hohes Niveau wurde 
der Prozetl der Formalisierung in den Arbeiten des gegenwartigen 
polnischen Logikers S. LeSniewski gefUhrt. 
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damit konnte man die Axiome und Theoreme einer mathematischen 
Disziplin, wenn auch nicht als Satze, so mindestens als Satz
funktionen behandeln, also als Ausdriicke, die die grammatische 
Form der Satze haben und gewisse Eigenschaften von Dingen 
oder Beziehungen zwischen Dingen ausdriicken. Ein Theorem aus 
angenommenen Axiomen (oder Theoremen, die schon friiher be
wiesen wurden) abzuleiten hieB soviel wie in iiberzeugender Weise 
zu zeigen, daB alie Dinge, die die Axiome erfiillen, auch das zu 
begriindende Theorem erfiilien miissen; die mathematischen 
Beweise wichen nicht alizusehr von den Uberlegungen aus dem 
taglichen Leben abo Nlll soli man ausnahmslos yom Sinn alier 
Ausdriicke, denen man in der gegebenen Disziplin begegnet, ab
sehen; man soll sich beim Aufbau der Wissenschaft so benehmen, 
als ob ihre Satze Schriftzeichenreihen waren, die jedes Inhalts 
entbehren; jeder Beweis besteht darin, daB man Axiome oder 
Theoreme, die schon friiher bewiesen wurden, einer Reihe von rein 
auBerlichen Umformungen unterzieht. * 

1m Lichte der heutigen Forderungen wird die Logik zur Basis 
der mathematischen Disziplinen in einem viel wesentlicheren 
Sinne, als sie es friiher war. Wir diirfen unS nicht mehr mit 
der Uberzeugung begniigen, daB wir - dank der angeborenen oder 
erworbenen Fahigkeit zum korrekten Denken - den logischen 
Regeln gemaB Uberlegungen anstellen. Um einen volistandigen 
Beweis eines Satzes anzugeben, muB man die durch die Regeln 
des Beweisens vorgeschriebenen Umformungen nicht nur an 
Satzen der Disziplin, die wir treiben, sondern auch an Satzen der 
Logik (und anderer vorangehenden Disziplinen) durchfiihren; dazu 
muB man aber iiber eine volistandige Liste der logischen Lehrsatze 
verfiigen, die ihre Anwendung in den Beweisen finden. 

Nur dank der Entwicklung der deduktiven Logik sind wir 
schon heute theoretisch imstande, jede mathematische Diszi
plin in formalisierter Gestalt darzustellen. In der Praxis aber 
verursacht dies zur Zeit noch groBe Komplikationen: was eine 
Darstellung an Strenge und methodologischer Korrektheit ge
winnt, verliert sie an FaBlichkeit und Durchsichtigkeit. Das 
ganze Problem ist ja ziemlich neu, die betreffenden Unter
suchungen sind noch nicht definitiv abgeschlossen, und man darf 
hoffen, daB ihre weitere Entwicklung bedeutsame Vereinfachungen 
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mit sich bringen wird. Es ware also verfriiht, schon heute den 
Postulaten der Formalisierung in einElI' popularen Darstellung 
irgendeines Telles der Mathematik Geniige zu leisten. 1m be
sonderen wiirde es nicht vemiinftig sein zu fordem, daB die Be
weise von Satzen in einem gewohnlichen Lehrbuch irgendeiner 
mathernatischen Disz~plin in vollstandiger Gestalt angegeben 
werden sollten; man dan jedoch vom Venasser des Lehrbuches 
fordem, er moge die innere GewiBheit haben, daB aIle seine Be
weise sich auf diese Gestalt bringen lassen, wie auch, er moge die 
Uberlegungen bis zu diesem Grade genau durchfiihren, daB die 
Ausfiillung der noch gebliebenen Liicken wenigstens denjenigen 
Lesem nicht besondere Schwierigkeiten bereite, die im deduktiven 
Denken geiibt sind und eine hinreichende Kenntnis der gegen
wartigen Logik besitzen. 

37. Das Problem der Widerspruchsfreiheit und der Vollstandig
keit von mathematischen Disziplinen. Die SchluBbemerkungen 
dieses Kapitels wollen wir zwei methodologischen Begriffen 
widmen, die vom theoretischen Gesichtspunkt aus ungernein 
wichtig sind, die. aber in praktischer Hinsicht einer groBeren Be
deutung entbehren, und zwar den Begriffen der W iderspruchs
freiheit und der Vollstiindigkeit.1 

Man nennt eine deduktive Disziplin widerspruchs/rei, wenn 
keine zwei Lehrsatze dieser Disziplin einander widersprechen oder 
mit anderen Worten: wenn von zwei beliebigen sich wider
sprechenden Satzen (vgl. 7) mindestens ein Satz in der gegebenen 
Disziplin nicht bewiesen werden kann. Man nennt dagegen 
eine Disziplin vollstiindig, wenn von zwei beliebigen sich wider
sprechenden und ausschlieBlich mit Hille von Ausdriicken der be
trachteten Disziplin und der ihr vorangehenden Disziplinen for-

I Auf die Tragweite dieser Begriffe (besonders des Begriffs der 
Widerspruchsfreiheit) machte der groJ3e deutsche Mathematiker der 
Gegenwart D. Hilbert aufmerksam, der besondere Verdienste auf dem 
Gebiete der Untersuchungen tiber die Grundlagen der Mathematik 
hat. Dank seiner Anregung wurden in den letzten Jahren die Begriffe 
der Widerspruchsfreiheit und der Vollstandigkeit Gegenstand inten
siver Untersuchungen einer ganzen Reihe gegenwartiger Mathe
matiker und Logiker. Als Einleitung zu diesen Arbeiten k6nnen Ab· 
handlungen dienen, die von Hilbert selbst stammen und im Anhang 
der 7. Auflage seines bekannten Buches: Grundlagen der Geometrie 
(Leipzig und Berlin 1930) verOffentlicht wurden. 
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mulierten Satzen mindestens ein Satz in dieser DiszipIin bewiesen 
werden kann. Diese beiden Termini: "widerspruchstrei" und 
"vollstiindig" werden nicht nur auf die DiszipIin selbst, sondern 
auch auf das Axiomensystem bezogen, das der betrachteten 
DiszipIin zugrunde liegt. 

Versuchen wir uns nun klarzumachen, worin die Tragweite der 
genannten Begriffe besteht. Jede DiszipIin, auch eine in methodo
logischer Hinsicht vollig korrekt aufgebaute, verliert ihren Wert 
in unseren Augen, sobald wir nur wichtige Griinde zur Vermutung 
haben, daB nicht aIle Lehrsatze dieser DiszipIin wahr sind. Ander
seits ist zweifellos der Wert einer Disziplin desto groBer, je mehr 
wahre Satze sich in ihr begriinden lassen. Von diesem Gesichts
punkt aus konnte man als Ideal eine solche DiszipIin ansehen, die 
unter ihren Lehrsatzen aIle wahren Satze aus dem gegebenen 
Bereich enthalt und keinen einzigen falschen Satz dabei. Wenn 
wir "Satze aus dem gegebenen Bereich" sagen, meinen wir 
damit Satze, die ausschlieBlich in den Termini der betrachteten 
DiszipIin und der vorangehenden DiszipIinen formuliert sind; man 
kann ja nicht verlangen, daB innerhalb der Arithmetik aIle wahren 
Satze begrundet werden konnten, also auch solche, in denen z. B. 
Begriffe aus dem Gebiete der Chemie oder der Biologie vorkommen. 
- Wir wollen uns jetzt vorstellen, daB die vorliegende Disziplin 
nicht widerspruchsfrei ist, daB also unter den Lehrsatzen dieser 
DiszipIin zwei sieh widersprechende Satze auftreten; wie aus dem 
bekannten logischen Gesetz, dem sog. Satz des W iderspruchs, folgt, 
muB einer dieser Satze falseh sein. Wenn eine DiszipIin dagegen 
nieht vollstandig ist, so gibt es zweifellos zwei sich wider
spreehende Satze, derart. daB keiner von ihnen sich in der be
trachteten DiszipIin beweisen laBt; einem anderen logisehen 
Gesetz gemaB, dem sog. Satz des ausgeschlossenen Dritten, muB 
aber trotzdem einer dieser Satze wahr sein. Daraus ist zu ersehen, 
daB eine deduktive DiszipIin sieher unser Ideal nicht verwirklieht, 
wenn sie nicht zugleieh widerspruchsfrei und vollstandig ist (wir 
wollen damit keineswegs sagen, daB jede widerspruchsfreie und 
vollstandige DiszipIin schon eo ipso unser Ideal verwirklieht, d. i. 
daB sie aIle wahren Satze aus dem gegebenen Bereich und nur 
solehe Satze enthalt). 

Man kann das uns interessierende Problem noeh unter einem 
anderen Gesichtswinkel betrachten. Die Entwicklung jeder de-
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duktiven Wissenschaft erfolgt auf dem Wege, daB wir uns Probleme 
von der Form "ist es so und 80?" stellen und diese Probleme auf 
Grund der angenommenen Axiome zu entscheiden versuchen. Es 
ist klar, daB jedes Problem dieser Form in zweierlei Richtungen 
entschieden werden kann: in bejahender oder positiver (die 
Antwort lautet: "es ist so und 80") und in verneinende:r: oder 
negativer (die Antwort lautet: "es ist nicht so und so"). Nun gibt 
die Widerspruchsfreiheit und die Vollstandigkeit des Axiomen
systems die Gewahr, daB jedes Problem der erwahnten Art, das 
ausschlieBlich in den Termini der gegebenen Disziplin und der 
vorangehenden Disziplinen formuliert ist, sich innerhalb dieser 
Disziplin entscheiden lii.l3t, und zwar nur in einer Richtung: 
durch die Widerspruchsfreiheit ist die Moglichkeit ausgeschlossen, 
daB irgendein Problem zugleich auf zwei Weisen - positiv und 
negativ - gelOst werden kann, aus der Vollstandigkeit folgt 
dagegen, daB es jedenfalls auf eine Weise entschieden werden kann. 

Es sind nur wenige deduktive Disziplinen bekannt, die auf 
widerspruchsfreie und vollstandige Axiomensysteme gegriindet 
sind. Dies sind ganz elementare Disziplinen mit einem kleinen 
Bestand von Begriffen; als ein Beispiel dafiir kann der in IT be
sprochene Aussagenkalkiil dienen (sofern man ihn als eine be
sondere Disziplin und nicht als einen Tell der Logik betrachtet). 
Die Sachlage andert sich wesentlich, sobald man etwa zu solchen 
Wissenschaften wie der Arithmetik oder der Geometrie iibergeht. 
Wahrscheinlich zweifelt niemand, der diese Wissenschaften treibt, 
an ihrer Widerspruchsfreiheit; nichtsdestoweniger - wie sich aus 
den neuesten methodologischen Untersuchungen ergibt - bietet 
ein exakter Beweis der Widerspruchsfreiheit ungeheure Schwierig
keiten grundsatzlicher Natur. Noch schlimmer steht es mit dem 
Problem der Vollstandigkeit: es zeigt sich, daB die Axiomen
systeme der Arithmetik und der Geometrie nicht vollstandig sind; 
man hat namlich solche Probleme vom rein arithmetischen oder 
geometrischen Charakter konstruiert, die innerhalb dieser Diszi
plinen weder in positiver noch in negativer Weise entscheidbar 
sind. Man konnte vermuten, daB sich diese Tatsache ausschlieBlich 
aus der Unvollkommenheit derjenigen Axiomensysteme oder Be
weismethoden ergibt, iiber die man heute verfiigt, daB es vielleicht 
durch ihre entsprechende Modifikation (Erweiterung) in der Zu
kunft gelingen wird, vollstandige Systeme zu gewinnen. Tiefere 
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Untersuchungen haben jedoch erwiesen, daB diese Vermutung irr
tfunlich ist: es wird niemals gelingen, eine widerspruchsfreie und 
yollstiindige d,eduktive Disziplin aufzubauen, die als ihre Lehr
satze alle wahren Satze aus dem Bereich der Arithmetik oder der 
Geometrie enthielte.1 

Wegen der zuletzt gemachten Bemerkungen ist es verstandlich, 
warum die Postulate der Widerspruchsfreiheit und Vollstandigkeit 
- trotz ihrer theoretischen Wichtigkeit - in den Praxis keinen 
wesentlichen EinfluB auf den Aufbau der mathematischen Diszi
plinen ausiiben. 

-Ubungsaufgaben. 

1. Man gebe unter Beniitzung von Schulbiichern der elemen
taren Geometrie ein System von Grundbegriffen und Axiomen an, 
das zur Begriindung der Geometrie hinreicht. 

* 2. Man zeige einige Interpretationen des in 34 betrachteten 
Axiomensystems innerhalb der Arithmetik und Geometrie auf. 

* 3. 1st die Menge aller Zahlen zusammen mit der Beziehung 
»ist kleiner als« zwischen Zahlen ein Modell des Axiomensystems 
aus 341 1st die Menge aller Geraden und die Beziehung der Pa
rallelitat zwischen den Geraden ein derartiges Modell 1 

* 4. Wir betrachten ein System, das aus drei Satzen besteht: 
aus dem Axiom I und aus den Theoremen I und II, die in 34 an
gegeben wurden. Was fiir Eigenschaften der Kongruenzbeziehung 
finden ihren Ausdruck in einzelnen Satzen dieses Systems 1 

Man zeige Modelle auf, die 

a) die zwei ersten Satze des Systems erfiillen, den dritten da
gegen nicht; 

b) den ersten und dritten Satz des Systems erfiillen, den zweiten 
dagegen nicht; 

c) die zwei letzten Satze des Systems erfiillen, den ersten da
gegen nicht. 

* 5. Man beweise, daB das System von Axiomen I und II aus 34 
mit dem System, das aus dem Axiom I und den Satzen I und II 
besteht, in dem in 35 festgelegten Sinne aquivalent ist. 

1 Diese Resultate von groJ3er Tragweite verdanken wir dem oster
reichischen Logiker K. Godel. 
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*6. Aus den in 34 angenommenen Axiomen lassen sich -
neben den Theoremen I und II - noch verschiedene andere Lehr
satze ableiten, z. B.: 

Theorem III. Wenn xes, yeS, z e S, x~ y und x ~ z, 
80 Y ~ z. 

Theorem IV. Wenn xeS, yes, z e S, x ~ y und y ~ z, 
so z ~ x. 

Theorem V. Wenn xes, yes, zeS, tes, x ~ y, y~ z 
und z ~ t, 80 X ~ t. 

Man beweise genau, daB folgende Satzsysteme mit dem Sy
stem aquivalent sind, das aus den Axiomen I und II besteht (und 
daB demnach jedes dieser Satzsysteme als ein neues Axiomen
system angenommen werden kann): 

a) das System, das aus dem Axiom I und dem Theorem III 
besteht, 

b) das System, das aus dem Axiom I und dem Theorem IV 
besteht, 

c) das System, das aus dem Axiom I und den Theoremen I 
und V besteht. 

*7. Nach dem Vorbild der Ubungsaufgaben 15-17 aus V 
formuliere man allgemeine Lehrsatze aus der Relationstheorie, 
die eine Verallgemeinerung der in der vorangehenden Ubungs
aufgabe gewonnenen Ergebnisse enthalten. 

8. Man beklagt sich manchmal iiber die Unstimmigkeit der 
verschiedenen Lehrbiicher der Geometrie: Satze, die man in 
manchen Lehrbiichern als Theoreme behandelt, werden in den 
anderen als Axiome, also ohne Beweis angenommen. Sind diese 
Klagen berechtigt? 

* 9. In dem Bruchstiick der Geometrie, das in 34 erortert 
wurde, kann die Beziehung »ist kleiner als« zwischen den Strecken 
in folgender Weise definiert werden: 

Wir wollen sagen, dafJ x kleiner alB y ist (x < y), wenn x und y 
Strecken sind und wenn x einer eigentlichen Teilstrecke von y kon
gruent ist, d. h. wenn xeS, yeS und es ein z gibt, so dafJ z € S, 
z C y, z =1= y und x ~ z. . 
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Man unterscheide in diesem Satz das Definiendum und das 
Definiens; man untersuche, welchen Disziplinen die Termini an
gehoren, in denen das Definiens formuliert ist. Geniigt diese De
finition den allgemeinen methodologischen Prinzipien aus 32 und 
den RegeIn des Definierens aus 10 ~ 

*lO. 1st der in 34 angegebene Beweis des Theorems I ein volI
standiger Beweis, wenn man nur diejenigen RegeIn des Beweisens 
in Betracht zieht, die in 13 angefiihrt wurden ~ 

II. Einer der Lehrsatze des Aussagenkalkiils lautet: 

Fur beliebige p und q, wenn p und nicht p, 80 q. 

Auf Grund dieses Lehrsatzes solI folgendes gezeigt werden: 
wenn das Axiomensystem irgendeiner mathematischen Disziplin, 
die die Logik voraussetzt, widerspruchsvoll (d. h. nicht wider
spruchsfrei) ist, so kann man aus diesem System aIle moglichen 
Satze ableiten. 

12. Wenn das Axiomensystem irgendeiner Disziplin vollstandig 
ist und wenn man zu diesem System irgendeinen Satz hinzufiigt, 
der ausschlieBlich in den Termini der gegebenen Disziplin und der 
vorangehenden Disziplinen formuliert ist, der sich aber innerhalb 
der betrachteten Disziplin nicht beweisen laBt, I;lokanndas auf 
diese Weise erweiterte Axomensystem nicht wide;~p;~~h~f~~is~k\: 
Warum ~ 

Tarski, Mathematische Logik. 



Zweiter Teil. 

Anwendungen der Logik und der Methodologie 
beim Aufbau eines Bruchstiicks der Arithmetik. 

VII. Satze fiber die Anordnung von Zahlen. 
38. Grundbegriffe des aufzubauenden Bruchstiicks der Arith

rnetik; erste Gruppe von Axiornen. Da wir bereits fiber ein gewisses 
Quantum von Wissen aus dem Gebiete der Logik und Methodo
logie verfiigen, wollen wir jetzt an die Grundlegung einer kon
kreten, fibrigens sehr elementaren mathematischen Theorie heran
treten; dies wird fiir uns eine gute Gelegenheit sein, die vorher 
erworbenen Kenntnisse zu befestigen und zu vertiefen, ja sogar 
zu erweitern. 

Die Theorie, mit der wir uns befassen wollen, bildet ein Bruch
stuck der Arithmetik der reellen Zahlen und enthalt fundamentale 
Satze, die die Grundbeziehungen zwischen Zahlen: die Bezie
hungen »kleiner als« und »groBer als« sowie die einfachsten Ope
rationen mit Zahlen: die Addition und die Subtraktion betreffen; 
sie stutzt sich ausschlieBlich auf die Logik. In dieser Theorie 
nehmen wir folgende vier Grundbegriffe an: 

reelle Zahl, 
ist kleiner als, 
ist grofJer als, 
Summe. 

Statt "reelle Zahl" werden wir, wie bisher, einfach "Zahl" sagen. 
Dabei ist es etwas vorteilhafter, statt des Ausdrucks "Zahl", die 
Wendung "die Menge aller Zahlen" als Grundbegriff zu betrachten, 
die wir der Kiirze halber durch das Symbol "Zl" ersetzen; um also 
auszudrucken, daB x eine Zahl ist, schreiben wir: 

x € Zl. 
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Die Ausdriicke "ist kleiner alB" und "ist groper alB" werden hier 
aIs Ganzheiten behandelt - als ob sie einzelne Worte waren; sie 
werden beziehungsweise durch die Symbole ,,<" und ,,>" ersetzt. 
Anstatt "die Summe der Zahlen (Summanden) x und y", bzw. 
"daB Ergebnis der Addition mit den Zahlen x und y", schreiben 
wir wie iiblioh: 

x+y. 

Somit bezeichnet das Symbol "Zl" eine gewisse Menge, die Sym
bole ,,<" und ,,>" gewisse zweigliedrige Beziehungen und schlieB
lich das Symbol ,,+" eine binare Operation. 

Unter den Axiomen der betrachteten Theorie lassen sich zwei 
Gruppen auszeichnen: die Satze der ersten Gruppe driicken fun
damentale Eigenschaften der Beziehungen »kleiner als« und »gr6Ber 
als« aus, die Satze der zweiten Gruppe betreffen hauptsachlich die 
Addition. Wir werden vorlaufig die Axiome der ersten Gruppe 
kennenlernen; es sind dies im ganzen fiinfAxiome : 

Axiom 1. Fur beliebige Zahlen x und y (d. i. fur beliebige Ele-
mente x und y der Menge Zl) gilt x = yoder x < y oder x > y. 

Axiom 2. Wenn x < y, so y nicht < x. 

Axiom 3. Wenn x> y, so y nicht > x. 

Axiom 4. Wenn x < y und y < z, so x < z. 
Axiom 5. Wenn x > y und y > z, so x > z. 

Die eben angefiihrten Axiome, sowie iibrigens aIle arithme
tischen Satze von generellem Charakter, die besagen, daB beliebige 
Zahlen x, y ... diese oder jene Bedingung erfiillen, sollen eigent
lich mit der Wendung "fur beliebige Zahlen x, y ... ", bzw. "fur 
beliebige Elemente x, y ... der Menge Zl" beginnen. Da wir uns 
aber dem in 3 besprochenen Gebrauch anpassen wollen, so lassen 
wir diese Wendung sehr oft weg, sie solI dann in Gedanken hinzu
gefiigt werden; das betrifft sowohl die Axiome als auch die Theo
reme und Definitionen, denen man im weiteren Laufe dieser Uber
legungen begegnen wird. So solI z. B. das Axiom 2 folgender
maBen gelesen werden: 

Fur beliebige Elemente x und y der Menge Zl, wenn x < y, so 
y nicht < x. 

7* 
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Wir werden das Axiom 1 Satz der Trichotomie in schwacherer 
Gestalt nennen (den Satz der Trichotomie in starkerer Gestalt 
werden wir spater kennenlemen). Durch die Axiome 2-5 wird 
ausgedriickt, daB die Beziehungen »kleiner als« und »groBer als« 
asymmetrisch und transitiv in der Menge Zl sind (vgl. 24); dem
gemaB heiBen sie Siitze der Asymmetrie und Siitze der Transitivitat 
fur die Beziehungen »kleiner als« und »gro(3er als«. Die Axiome der 
ersten Gruppe und die aus ihnen folgenden Lehrsatze werden zu
sammen Siitze uber die Anordnung von Zahlen genannt. 

39. Sitze der Irreflexivitit fiir die Beziehungen > kleiner als < 
und >gloBer als< ; indirekte Beweise. Wir werden jetzt aus den an
genommenen Axiomen eine Reihe von Theoremen ableiten; da 
weder hier noch im folgenden Kapitel eine systematische Dar
stellung beabsichtigt wird, wollen wir nur diejenigen Lehrsatze 
angeben, die zur illustration gewisser Begriffe und Tatsachen aus 
dem Gebiete der Logik und der Methodologie dienen k6nnen. 

Theorem 1. Keine Zahl ist kleiner alB sie selbst: x nicht < x. 

Beweis. Nehmen wir an, unser Theorem ware falsch; es gibt 
also eine Zahl x, die folgende Formel erfiillt: 

x <x. (1) 

Das Axiom 2 betrifft beliebige Zahlen x und y (die nicht not
wendig verschieden sein miissen), bleibt also auchdann giiltig, 
wenn an Stelle von "y" die Variable "x" eingesetzt wird; man 
bekommt dann: 

wenn x < x, 80 x nicht < x. (2) 

Aus den Bedingungen (1) und (2) ergibt sich sogleich, daB 

x nicht < x; 

diese Folgerung steht aber in einem offenbaren Widerspruch zu 
der Formel (1). Wir miissen also die urspriingliche Annahme ab
lehnen und das Theorem als bewiesen anerkennen. 

Diese Uberlegung kann man leicht in einen vollstandigen Be
weis umformen (vgl. 13). Zu diesem Zweck wollen wir uns auf 
folgenden Satz aus dem Aussagenkalkiil, den sog. Satz der reductio 
ad absurdum, stiitzen: 

(I) Wenn aus p folgt nicht p, so nicht p. 
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Wir geben ferner dem Axiom 2 eine ffir uns stilistisch vorteil
haftere Form: 

(II) Aus: x < y folgt: y nicht < x. 

Unser Beweis stiitzt sich ausschlieBlich auf die zwei ange
fiihrten Satze: (I) und (II). Zunachst wenden wir auf den Satz (I) 
die Einsetzungsregel an, indem wir "p" iiberall durch "x < x" 
ersetzen und dabei die Stelle des W ortes "nicht" verandern: 

(III) Wenn aus: x < x folgt: x nicht < x, so x nicht < x. 

Dann wenden wir die Einsetzungsregel auf den Satz (II) an, 
wobei wir hier "y" durch "x" ersetzen: 

(IV) Aus: x < x folgt: x nicht < x. 

Wir stellen endlich fest, daB der Satz (IV) die Voraussetzung 
des Bedingungssatzes (III) ist; wir konnen also auf diese Satze 
die Abtrennungsregel anwenden. Auf diese Weise gewinnen wir 
die Formel: 

(V) x nicht < x, 

die eben zu beweisen war. 

Der Beweis des Theorems 1 stellt ein Beispiel der sog. indirekten 
Beweise, die auch apagogische Beweise oder Beweise durch reductio 
ad absurdum genannt werden. Derartige Beweise kann man all
gemein folgendermaBen charakterisieren: will man ein Theorem 
begriinden, so nimmt man zunachst an, das Theorem ware famch, 
und leitet daraus gewisse Folgerungen ab, die die urspriingliche 
Annahme widerlegen. Die indirekten Beweise sind in der Mathe
matik sehr verbreitet. Man darf aber nicht annehmen, daB sie aIle 
unter das Schema des Beweises von Theorem 1 fallen; im Gegen
teil, wir haben hier mit einer verhaltnismaBig seltenen Form von 
indirekten Beweisen zu tun. Weiter unten werden wir ein mehr 
typisches Beispiel von Beweisen dieser Art kennenlernen. 

Das von uns angenommene Axiomensystem ist hinsichtlich 
der beiden Zeichen ,,<" und ,,>" vollig symmetrisch. Deshalb 
bekommen wir auch aus jedem Theorem, das die Beziehung 
»kleiner als« betrifft, auf automatischem Wege das entsprechende 
Theorem, in dem von der Beziehung , groBer als« die Rede ist, wo
bei die Beweise der beiden Satze vollig analog sind, so daB man den 



102 Satze uber die Anordnung von Zahlen. 

Beweis des zweiten Satzes ganz iibergehen kann. So entspricht 
insbesondere dem Theorem 1 das folgende 

Theorem 2. Keine Zahl ist groper als sie selbst: x nicht > x. 

Die Theoreme 1 und 2 sind Satze der Irreflexivitiit fiir die Be
ziehungen )kleiner als« und )groper als«: sie bringen zum Ausdruck, 
daB die beiden betrachteten Beziehungen irreflexiv in der Menge 
Zl sind. 

40. Weitere Satze iiber die Beziehungen. kleiner als c und • groJler 
alsc. Wir wollen nun folgenden Satz aufstellen: 

Theorem 3. x > y dann und nur dann, wenn y < x. 

Beweis. Es solI gezeigt werden, daB die Formeln: 

x>y und y <x 

aquivalent sind, daB also die erste von diesen Formeln aus der 
zweiten folgt und umgekehrt (vgl. 9). 

Wir wollen zunachst voraussetzen, daB 

y <x. 

GemaB Axiom 1 kommt jedenfalls einer der drei FaIle: 

x = y, x < yoder x > y 

(1) 

(2) 

vor. Ware x = y, so konnten wir auf Grund des Fundamental
satzes der Identitatstheorie, d. i. des Satzes von Leibniz (vgl. 15), 
in der Formel (1) die Variable "x" durch "y" ersetzen; wir wiirden 
dann: 

y<y 

erhalten, was in offenbarem Widerspruch zu dem Theorem 1 
steht. Es ist also 

Es gilt aber auch 
x nicht < y, 

da gemaB Axiom 2 die Formeln: 

x<yundy<x 

(3) 

(4) 

nicht zugleich erfiillt sein Mnnen. Nach (2), (3) und (4) mussen 
wir annehmen, daB der dritte Fall vorliegt: 

x> y. (5) 
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Damit haben wir gezeigt, daB die Formel (5) aus der Formel (1) 
folgt; ganz analog kann man die Implikation in entgegengesetzter 
Richtung aufstellen. Die beiden Formeln sind also tatsachlich 
aquiva.lent, w. z. b. w.1 

Jeder (zweigliedrigen) Beziehung R kann man eine andere 
Beziehung B mittels folgender Definition zuordnen: 

fur beliebige x und y gilt x B y dann und nur dann, wenn y R x; 
diese Beziehung B wird die von R konverse Beziehung oder die Um
kehrung der Beziehung R genannt. Das Theorem 3 stellt fest, daB 
die Beziehungen < und > zueinander konvers sind. 

Theorem 4. Wenn x:j: y, so gilt x < yoder y < x. 

Beweis. Da 

so gilt nach Axiom I 
x < y oder x> y; 

aus der zweiten dieser Formeln ergibt sich nach Theorem 3: 

y <x. 
Wir haben also: 

x < yoder y < x, w. z. b. w. 

Ganz analog laBt sich beweisen 

Theorem 5. Wenn x:j: y, so gilt x > yoder y > x. 

Die Theoreme 4 und 5 heiBen Biitze der Konnexitiit fur die 
Beziehungen »kleiner als« und »grofJer als« und driicken aus, daB 
diese beiden Beziehungen in der Menge Zl konnex sind. Die 
Axiome 2-5 zusammen mit den Theoremen 4 und 5 zeigen, daB 
die Menge alIer Zahlen sowohl durch die Beziehung »kleiner als« 
als auch durch die Beziehung »gr6Ber als« geordnet wird (vgl. 26). 

Theorem 6. Beliebige zwei Zahlen x und y erfullen genau eine 
der folgenden drei Formeln: x = y, x < y und x > y. 

Beweis. Es folgt aus Axiom 1, daB mindestens eine der an
gegebenen Formeln erfiillt sein muB. Um nachzuweisen, daB 
sich die Formeln: 

x= y und x <y 
1 Die Buchstaben "w. z. b. w." dienen, wie ublich, zur Abkfuzung 

der Wendung "was zu beweisen war". 
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ausschlieBen, verfahren wir ebenso wie beirn Beweis von Theo
rem 3: wir ersetzen in der zweiten dieser Formeln "x" durch "y" 
und kommen so zu einem Widerspruch mit dem Theorem 1. Ahn
licherweise wird gezeigt, daB sich die Formeln: 

x= y und x>y 

ausschlieBen. SchlieBlich konnen auch die Formeln: 

x <y und x> Y 

nicht zugleich bestehen; mit Riicksicht auf Theorem 3 wiirden 
wir ja dann haben: 

x < y und y < x, 

was offenbar dem Axiom 2 widerspricht. Somit geniigen beliebige 
zwei Zahlen einer und nur einer der drei betrachteten Formeln, 
w.z. b.w. 

Wir wollen das Theorem 6 Satz der Trichotomie in 8tiirkerer Ge-
8talt oder einfach Satz der Trichotomie nennen. Mit Hilfe der 
Wendung "entweder . .. , oder . .. " (vgl. 7) kann man diesen Satz 
kiirzer formulieren: 

Fur beliebige Zahlen x und y gilt entweder x = yoder x < y 
oder 8chliefJlich x > y. 

Die drei Beziehungen: =, < und >, von denen irn Satz 
der Trichotomie die Rede ist, werden als Grundbeziehungen zwi8chen 
Zahlen bezeichnet. 

41. Die Beziehungen <; und ;;>. Neben den Grundbeziehungen 
spielen in der Arithmetik noch drei andere Beziehungen zwischen 
Zahlen eine wichtige Rolle: die uns schon bekannte Beziehung 
der Verschiedenheit ( ::j:: ) und die Beziehungen <; und ;;>, von denen 
wir jetzt sprechen wollen. 

Der Sinn des Symbols ,,<;" wird durch folgende Definition 
festgelegt : 

Definition 1. Wir wollen 8agen, clafJ x <; y, clann undnurdann, 
wenn x = yoder x < y. 

Die Formel: 
x<;y 

wird gelesen: "x i8t kleiner oder gleich y", bzw. "x i8t mindestens 
gleich y" oder auch "x i8t nicht grofJer als y". 
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Obwohl der Inhalt der angegebenen Definition klar scheint, 
zeigt die Erfahrung, daB ihre Anwendung in der Praxis manchmal 
zur Quelle ernster MiBverstandnisse wird. Manche Menschen, die 
glauben, den Sinn des Zeichens ,,<" genau zu verstehen, lehnen 
sich trotzdem gegen jede Anwendung dieses Zeichens auf be
stimmte Zahlen auf. Sie lehnen z. B. nicht nur die Formel ,,1 < 0" 
als offenbar falsch ab (iibrigens mit Recht), sondem sie betrachten 
auch solche Formeln als sinnlos und sogar falsch wie ,,0 < 0" 
oder ,,0 < 1": sie behaupten namlich, es habe keinen Sinn zu 
sagen, daB 0 < 0 oder daB 0 < 1, da ja 0 = 0 und 0 < 1 gilt. 
Mit einem Worte: man kann kein einziges Paar von Zahlen 
aufweisen, bei dem sie zustimmen wiirden, daB es die Formel 
"x < y" oder "x:> y" erfiillt. 

Diese Ansicht ist offenbar falsch. Eben deshalb, well 0 < 1 
gilt, ist der Satz: 

O=loderO<1 

wahr, denn die Disjunktion zweier Satze ist immer dann wahr, 
wenn einer von diesen Satzen wahr ist (vgl. 7); gemaB der De
finition 1 ist aber diese Disjunktion der Formel: 

0<1 

aquivalent. Aus denselben Griinden ist die Formel: 

0<0 

wahr. Die Quelle der erwahnten MiBverstandnisse ist vermutlich 
in gewissen Gewohnheiten des taglichen Lebens zu suchen. In 
der Umgangssprache wird gewohnlich nur dann die Disjunktion 
zweier Satze behauptet, wenn wir zwar wissen, daB einer dieser 
Satze wahr ist, aber nicht, welcher. Wir sagen z. B. nur dann von 
einem Ding, daB es griin oder blau ist, wenn wir seine Farbe nicht 
naher anzugeben vermogen; es kommt uns gar nicht in den Sinn 
zu sagen, das Gras sei griin oder blau, obwohl dies zweifellos wahr 
ist, denn wir konnen e1,was Einfacheres und zugleich logisch 
Scharferes behaupten, namlich kurz, daB das Gras griin ist. 
In den mathematischen Uberlegungen dagegen ist es nicht immer 
vorteilhaft,alles, was wir wissen, in m6glichst schiirfster Form 
auszusagen. Von einem gegebenen Viereck behaupten wir manch
mal nur, daB es ein Parallelogramm ist, obzwar wir wissen, daB 
es ein Quadrat ist, und zwar tun wir es z. B. dann, wenn wir einen 
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allgemeinen Lehrsatz gebrauchen wollen, der beliebige Parallelo
gramme betrifft. Aus iihnlichen Griinden kann es vorkommen, 
daB man von einer Zahl x (z. B. von der Zahl 0) weill, sie sei kleiner 
als 1, und daB man trotzdem nur behauptet, daB x..;;;; 1, d. h. daB 
entweder x = 1 oder x < 1 ist. 

Wir geben hier zwei Theoreme an, die die Beziehung ..;;;; be
treHen. 

Theorem 7. Es gilt x..;;;; y dann unil nur dann, wenn 
x nicht > y. 

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus Theorem 6, d. i. aus 
dem Satz der Trichotomie. 1st, in der Tat, 

x..;;;;y 

und folglich, laut Definition 1, 

x = yoder x < y, 
so kann die Formel: 

x>y 

nicht bestehen; ist umgekehrt 

x nicht > y, 

(1) 

(2) 

(3) 

so muB (2) gelten und demnach, wiederum gemaB Definition 1, 
gilt auch die Formel (1). Somit sind die Formeln (1) und (3) 
aquivalent, w. z. b. w. 

Wir nennen die Beziehung 8 Verneinung oder Negation der 
Beziehung R, wenn diese Beziehungen folgender Bedingung ge
niigen: 

fur beliebige x unil y gilt x 8 y dann unil nur dann, wenn 
x nicht R y. 

Das Theorem 7 driickt hiermit aus, daB die Beziehung ..;;;; 
die Negation der Beziehung ~groBer alse ist. 

Man konnte das Theorem 7 seiner Struktur wegen als Definition 
des Symbols "..;;;;" gelten lassen (vgl. 10), die zwar von der ur
spriingliohen abweicht, ihr aber aquivalent ist. Dank der Auf
stellung dieses Theorems verschwinden endgiiltig aIle Zweifel 
iiber den Gebrauch des Symbols "..;;;;": esleuchtet wohl jedem ein, 
daB derartige Formeln wie: 

0..;;;;0 oder 0..;;;; 1 
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wahr sind, wenn die .erste von ihnen der Formel: 

o nicht > 0 

und die zweite der Formel: 

o nicht > 1 
aquivalent ist. 
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Theorem 8. Es gilt x < y dann und nur dann, wenn x < y und 
x =1= y. 

Beweis. Ist 
x <y, (1) 

so gilt nach Definition 1 
x < y, (2) 

wobei, mit Riicksicht auf den Satz der Trichotomie, die Formel: 

x=y 

nicht bestehen kaim. Wenn umgekehrt (2) besteht, so gilt nach 
Definition 1 

x < yoder x = y; (3) 
ist dabei 

x =1= y, 

so muB man den ersten Teil der Disjunktion (3), also die Formel (1) 
als giiltig anerkennen. Die Implikation besteht somit in beiden 
Richtungen. 

Wir iibergehen hier andere Lehrsatze, die die Beziehung ,,<" 
betrefien, insbesondere Satze, nach denen diese Beziehung reflexiv 
und transitiv in der Menge Zl ist; der Beweis dieser Satze bietet 
iibrigens keine Schwierigkeiten. 

Die Definition des Symbols ,,;>" ist vollig der Definition 1 
analog; aus den Lehrsatzen, die die Beziehung < betrefien, er
halt man automatisch Lehrsatze iiber die Beziehung ;>, wenn 
man iiberall die Symbole ,,<", ,,<" und ,,>" beziehungsweise 
durch die Symbole ,,;>", ,,>" und ,,<" ersetzt. 

Die Formeln von der Gestalt: 

x= y, 

in denen anstatt "x" und "y" Konstanten, Variablen oder zu
sammengesetzte Ausdriicke, die Zahlen bezeichnen, auftreten 
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konnen, werden wie ublich Gleichungen genannt. Analoge Formeln 
von der Gestalt: 

x < y, bzw. x > y 

heiBen Ungleichungen (im engeren Binne); zu den Ungleichungen 
im weiteren Binne werden uberdies Formeln von folgender Gestalt 
gezahlt: 

x * y, x <: y, bzw. x:> y. 

Die Ausdrucke, die in diesen Formeln auf der linken und auf der 
rechten Seite der Zeichen ,,=", ,,<" usw. auftreten, werden 
linke und rechte Beite der Gleichung, bzw. der Ungleichung genannt. 

tlbungsaufgaben. 

* 1. Wir betrachten zwei Beziehungen zwischen den Menschen: 
»ist von kleinerer Statur als« und »ist von groBerer Statur als«. 
Was fiir eine Bedingung soll eine beliebige Menge von Menschen 
erfiillen, damit sie zusammen mit den beiden genannten Bezie
hungen ein Modell fiir die erste Gruppe von Axiomen bildet 
(vgl. 33) ~ 

*2. Die Formel: 
x<y 

soll ausdriicken, daB die Zahlen x und y einer der zwei folgenden 
Bedingungen geniigen: entweder hat die Zahl x einen kleineren 
absoluten Betrag als die Zahl y, oder sind die absoluten Betrage 
dieser Zahlen gleich, die Zahl x ist aber negativ und die Zahl y 
positiv; man schreibe der Formel: 

x> y 

dieselbe Bedeutung zu wie der Formel: 

y <x. 

Es soll (auf Grund der Arithmetik) gezeigt werden, daB die 
Menge aller Zahlen und die eben definierten Beziehungen < und:>
ein Modell fiir die erste Gruppe von Axiomen bilden. 

Man gebe Beispiele von anderen Interpretationen dieser Axiome 
in der Arithmetik und in der Geometrie an. 

3. Man leite aus Theorem I den Satz: 

Wenn x < y, 80 X * Y 
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abo Man leite auch umgekehrt aus dem eben angegebenen Satz 
das Theorem 1 ab, ohne sich dabei anderer Lehrsatze der Arith
metik zu bedienen. Sind diese heiden Schliisse apagogisch und 
fallen sie unter das Schema des Beweises von Theorem 1 aus 39 ? 

*4. Man verallgemeinere den Beweis des Theorems 1 (aus 39) 
und begriinde auf diese Weise folgenden allgemeinen Lehrsatz aus 
der Relationstheorie: 

Jede Beziehung R, die asymmetrisch in der Menge Mist, ist zu
gleich in dieser Menge irre/lexiv. 

*5. Es solI folgendes gezeigt werden: wird das Theorem 1 
als neues Axiom angenommen, so kann man aus diesem Axiom 
und aus Axiom 4 das alte Axiom 2 als Theorem ableiten. Durch 
eine Verallgemeinerung dieser Uberlegung begriinde man fol
genden allgemeinen Lehrsatz aus der Relationstheorie: 

Jede Beziehung R, die irreflexiv und transitiv in der Menge M 
ist, ist zugleich in dieser Menge asymmetrisch. 

6. Man beweise auf Grund der ersten Gruppe von Axiomen 
folgende Lehrsatze: 

a.) Es gilt x = y dann und nur dann, wenn x nicht < y und y 
nicht < x. 

b) Wenn x < y, so gilt x < z oder z < y. 

7. Man leite aus Axiom 4 und Definition 1 folgende Satze ab: 

a) Wenn x < y und y.;;; z, so x < z. 

b) Wenn x .;;; y und y < z, so x < z. 

c) Wenn x.;;; y, y<z und z.;;;t, so x<t. 

8. Man heweise, daB die Beziehungen .;;; und ;> reflexiv, 
transitiv und konnex in der Menge Zl sind. Sind die genannten 
Beziehungen in dieser Menge symmetrisch oder asymmetrisch? 

9. Man zeige, daB zwischen zwei beliebigen Zahlen genau drei 
der folgenden sechs Beziehungen: =, <, >, ::j::, .;;; und ;> bestehen. 

10. Sowohl die Umkehrung als auch die Verneinung (vgl. 40 
und 41) der sechs in der vorigen Ubungsaufgabe genannten Bezie
hungen ist wiederum eine dieser sechs Beziehungen. Man begriinde 
es genau. 
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*ll. Es sei S die Umkehrung der Beziehung R. Man zeige, 
daB falls die Beziehung Reine von den in 24 besprochenen 
Eigenschaften besitzt, auch die Beziehung S dieselbe Eigenschaft 
besitzt. 

*12. Es sei die Negation der Beziehung R mit dem Symbol 
"R' " bezeichnet. Man begriinde folgende Lehrsatze aus der 
Relationstheorie: 

a) 1st die Beziehung R in der Menge M reflexiv, so ist die Be
ziehung R' in dieser Menge irretlexiv. 

b) 1st die Beziehung R in der Menge M symmetrisch, so ist auch 
die Beziehung R' in dieser Menge symmetrisch. 

c) 1st die Beziehung Rin der Menge M asymmetrisch, so ist 
die Beziehung R' in dieser Menge reflexiv und konnex. 

d) Wird die Menge M durch die Beziehung R geordnet, so ist 
die Beziehung R' in dieser Menge retlexiv, transitiv und konnex. 

Welche von diesen Satzen lassen sich umkehren 1 

VIII. Satze fiber die Addition und die Subtraktion. 
42. Zweite Gruppe von Axiomen; einige allgemeine Eigen

sehaften von Operation en, der Begriff der Gruppe und insbesondere 
der Abelsehen Gruppe. Wir werden uns jetzt mit der zweiten 
Gruppe von Axiomen befassen; sie besteht aus folgenden sechs 
Satzen: 

Axiom 6. Fur beliebige Zahlen x und y gibt es eine Zahl z, so 
dafJ x + y = z; mit anderen Worten: wenn x € Zl und y € Zl, so 
auch x + y € Zl. 

Axiom 7. x + y = y + x. 

Axiom 8. x + (y + z) = (x + y) + z. 

Axiom 9. Fur beliebige Zahlen x und y gibt es eine Zahl z, so 
dafJ x = y + z. 

Axiom 10. Wenn y < z, so x + y < x + z. 
Axiom 11. Wenn y > z, so x + y > x + z. 
V orlaufig werden wir uns mit den ersten vier Satzen der 

zweiten Gruppe, d. i. den Axiomen 6--9 beschiiftigen; sie schreiben 
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der Addition eine Reihe von einfachen Eigenschaften zu, denen 
man oft auch bei der Betrachtung anderer Operationen aua 
verschiedenen Teilen der Logik und der Mathematik begegnet. 

Zur Bezeichnung dieser Eigenschaften wurden besondere Ter. 
mini eingefiihrt. So nennt man z. B. eine Operation 0 in der 
Menge M aU8fiihrbar, wenn sie sich mit beliebigen zwei Elementen 
der Menge M ausfiihren laBt, wobei das Ergebnis wieder ein 
Element der Menge Mist, mit anderen Worten: wenn es fiir 
beliebige zwei Elemente x und y der Menge M ein Element z dieser 
Menge gibt, so daB 

xO y= z. 

Die Operation 0 heiBt kommutativ in der Menge M, wenn das 
Ergebnis dieser Operation nicht von der Anordnung der Elemente 
der Menge M abhangt, mit denen sie ausgefuhrt wird, oder, 
genauer gesprochen, wenn fiir beliebige zwei Elemente x und y 
dieser Menge die Formel: 

xOy=yOx 

gilt; die Operation 0 ist assoziativ in der Menge M, wenn ihr Er· 
gebnis davon unabhangig ist, wie die Elemente in Gruppen zu· 
sammengefaBt werden, oder, praziser ausgedruckt, wenn beliebige 
drei Elemente x, y und z der Menge M die Bedingung: 

x 0 (y 0 z) = (x 0 y) 0 z 

erfullen. Die Operation 0 wird rechtsseitig, bzw. linksseitig um· 
kehrbar in der Menge M genannt, wenn es fur beliebige zwei Ele· 
mente x und y der Menge M stets ein Element z dieser Menge gibt, 
so daB 

x = yO z, bzw. x = z 0 y. 

Eine Operation 0, die zugleich rechtsseitig und linksseitig um· 
kehrbar ist, heiBt beiderseitig umkehrbar oder umkehrbar schlecht· 
hin; wie leicht zu ersehen, ist jede kommutative Operation, die 
rechtsseitig oder linksseitig umkehrbar ist, auch beiderseitig um· 
kehrbar. Wir wollen sagen, daB eine Menge M Gruppe hinsichtlich 
der Operation 0 ist, falls diese Operation in der Menge M ausfuhr· 
bar, assoziativ und umkehrbar ist; ist dabei die Operation 0 
kommutativ, so heiBt die Menge Meine Abelsche Gruppe hinsicht· 
lich der Operation O. Der Begriff der Gruppe und insbesondere 
der Abelschen Gruppe wird in einer besonderen mathematischen 
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Disziplin behandelt, namlich dar Gruppentheorie, die wir schon in V 
erwahnt haben.1 

In ttbereinstimmung mit der oben eingefiihrten Terminologie 
heiBen die Axiome 6-9 beziehungsweise Siitze der Ausfuhrbarkeit, 
der Kommutativitiit, der Assoziativitiit und der (recht8seitigen) Um
kehrbarkeit fur die Addition; die Axiome 7 und 8 werden einfacher 
als kommutatives und assoziatives Gesetz der Addition bezeichnet. 
Diese vier Axiome zusammen stellen fest, daB die Menge aller 
Zahlen eine Abelsche Gruppe hinsichtlich der Addition ist. 

43. Kommutative und assoziative Gesetze fiir eine gro6ere An
zahl von Summanden. Es ist zu bemerken, daB sich das Axiom 7, 
d. i. das kommutative Gesetz, in der von uns eingefiihrten Gestalt 
auf zwei Zahlen und das Axiom 8, d. i. das assoziative Gesetz, sich 
auf drei Zahlen bezieht. Man kann jedoch unendlich viele andere 
kommutative und assoziative Gesetze aufstellen, die mehrere 
Zahlen betreffen; so ist z. B. die Formel: 

x + (y + z) = y + (z + x) 

ein Beispiel des kommutativen Gesetzes fiir drei Summanden, 
und die Formel: 

x + [y + (z + u)] = [(x + y) + z] + u 

stellt eines der assoziativen Gesetze fiir vier Summanden dar. 
Es gibt noch Satze von gemischtem Charakter, von denen jeder 
behauptet, daB - allgemein ausgedriickt - gewisse Auderungen 
sowohl in der Anordnung als auch in der Verteilung der Sum
manden in Gruppen auf das Ergebnis der Addition keinen EinfluB 
haben. Es sei hier beispielsweise folgender Satz dieser Art an
gefiihrt: 

Theorem 9. x + (y + z) = (x + z) + y. 

1 Der Begriff der Gruppe wurde in die Mathematik von dem fran
zosischen Mathematiker E. Galois (1811-1832) eingefiihrt. Der Aus
druck "Abelsche Gruppe" wurde nach dem Namen des norwegischen 
Mathematikers N. H. Abel (1802-1829) gepragt, dessen Unter
suchungen einen groJ3en EinfluJ3 auf die Entwicklung der hoheren 
Algebra ausgeiibt haben. Die weittragende Bedeutung des Gruppen
begriffs fiir die Mathematik ist besonders dank den Arbeiten eines 
anderen norwegischen Gelehrten, S. Lie (1842-1899), erkannt worden. 
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Beweis. Aus Axiomen 7 und 8 erhalt man mittels entspre
chender Einsetzungen: 

z+ Y= y+ z, 
x + (z + y) = (x + z) + y. 

(1) 

(2) 

Auf Grund des Satzes von Leibniz und mit Riicksicht auf (1) 
ersetzt man in (2) "z + y" durch "y + z" und man gewinnt so 
die gewiinschte Formel: 

x + (y + z) = (x + z) + y. 

Ebenso wie dieses Theorem sind wir irnstande, auch alle 
anderen kommutativen und assoziativen Gesetze, die eine be
liebige Anzahl von Summanden betreffen, aus den Axiomen 7 
und 8, eventuell mit Hille von Axiom 6, abzuleiten. Diese Satze 
werden in der Praxis sehr oft beirn Umformen algebraischer Aus
driicke angewendet. Die Umformung eines Ausdrucks, der eine Zahl 
bezeichnet, ist, wie bekannt, eine solche Anderung dieses Aus
drucks, die zu einem Ausdruck fiihrt, der dieselbe Zahl be
zeichnet und der demnach mit dem urspriinglichen Ausdruck 
durch das Gleichheitszeichen verkniipft werden kann; am haufig
sten werden diejenigen Ausdriicke Umformungen unterzogen, die 
Variablen enthalten, die also Bezeichnungsfunktionen sind. Auf 
Grund der kommutativen und assoziativen Gesetze vermogen 
wir beliebige Ausdriicke umzuformen von der Gestalt wie: 

x + (y + z), x + [y + (z + u)] •.. , 

folglich Ausdriicke, welche aus Konstanten und Variablen be
stehen, die Zahlen bezeichnen und durch die Symbole der Addition 
sowie durch Klammern getrennt sind: wir diirfen namlich in jedem 
solchen Ausdruck in beliebiger Weise sowohl die Symbole, die 
Zahlen bezeichnen, als auch die Klammern umstellen (wenn nur 
der Ausdruck durch die Umstellung der Klammern nicht den 
Sinn verliert). 

44. Die Satze der Monotonie fiir die Addition und ihre Urn
kehrungen; ein neuer Typus von indirekten Beweisen. Wir wollen 
jetzt der Reihe nach die Axiome 10 und II naher besprechen; es 
sind dies die sog. Siitze der Monotonie fur die Addition hinsichtlich 
der Beziehungen »kleiner als« und »grofJer als«. Man sagt allgemein, 
daB die (biniire) Operation 0 in der Menge M monoton hinsichtlich 
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der (zweigliederigen) Beziehung R ist, wenn fUr beliebige Elemente 
x, y und z der Menge M daraus, daB 

yRz 
gilt, folgt, daB 

(x 0 y) R (x 0 z), 

gilt, d. i. daB das Ergebnis der Operation 0 mit den Elementen x 
und y in der Beziehung R zu dem Ergebnis dieser Operation mit 
den Elementen x und z steht (in Anwendung auf die nichtkommu
tativen Operationen soll man eigentlich die rechtsseitige M ono
tonie von der linksseitigen unterscheiden; die Eigenschaft, die 
eben definiert wurde, soll als rechtsseitige Monotonie bezeichnet 
werden). 

Die Addition ist eine monotone Operation nicht nur hinsichtlich 
der Beziehungen »kleiner als« und »groBer als« - was aus den 
Axiomen 10 und 11 folgt -, sondern auch hinsichtlich der iibrigen 
Beziehungen zwischen den Zahlen, von denen in 41 die Rede 
war. Wir werden dies lediglich fUr die Beziehung der Gleichheit 
nachweisen: 

Theorem 10. Wenn y= z, so x+ y= x+ z. 

Beweis. Die Summe x + y (deren Existenz sich aus Axiom 6 
ergibt) ist sich selbst gleich (nach Lehrsatz II aus 15): 

x+ y= x+ y. 

Mit Riicksicht auf die Voraussetzung des Theorems kann man 
die Variable "y" auf der rechten Seite der angegebenen Gleichung 
durch die Variable "z" ersetzen; man erhalt dann sogleich die 
gewiinschte Formel: 

x+ y= x+ z. 

Das Theorem 10 laBt sich umkehren: 

Theorem 11. Wenn x + y = x + z, so y = z. 

Wir wollen hier zwei Beweise dieses Satzes skizzieren. Der 
erste Beweis, der sich auf den Satz der Trichotomie und die 
Axiome 6, 10 und 11 stiitzt, wird verhaltnismaBig einfach sein. 
FUr unsere weiteren Ziele brauchen wir jedoch noch einen anderen 
Beweis, der wesentlich komplizierter ist, aber ausschlieBlich auf 
den Axiomen 7-9 beruht. 
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Erster Beweis. Nehmen wir fiir den Augenblick an, das be
trachtete Theorem ware falsch: es gibt also solche Zahlen x, y 
und z, fiir die 

(1) 
gilt, und trotzdem 

(2) 

ist. Da x + y und x + z Zahlen sind (Axiom 6), so konnen sie 
mit Rticksicht auf den Satz der Trichotomie, d. i. auf das Theorem 6, 
nur einer der drei Formeln: 

x + y = x + z, x + y < x + z und x + y > x + z 
gentigen; wenn also nach (1) die erste dieser Formeln besteht, 
fallen die beiden tibrigen eo ipso weg. Wir haben folglich: 

x + y nicht < x + z und x + y nicht > x + z. (3) 

Anderseits, wenn wir den Satz der Trichotomie nochmals an
wenden, schlie.Ben wir aus der Ungleichung (2), da.B 

y<z oder y>z 
gilt; mit Hilfe der Axiome 10 und 11 erhalten wir daraus: 

x + y < x + z oder x + y > x + z. (4) 

Die Bedingungen (3) und (4) stehen im offenbaren Wider
spruch zueinander; man mu.B also die ursprtingliche Annahme 
ablehnen und das Theorem als bewiesen betrachten. 

* Zweiter Beweis. Man wende das Axiom 9 an, in welchem 
man "x" durch "y" und "z" durch "u" ersetzt. Man kann dann 
schlieBen, daB es eine Zahl u gibt, die die Formel: 

y=y+u 
erftillt; da hierbei, gema.B Axiom 7, 

y+u=u+y 
gilt und die Beziehung der Gleichheit transitiv ist (vgl. Satz IV 
aus 15), so erhalt man daraus: 

y= u + y. (1) 

Man wende jetzt das Axiom 9 zum zweiten Male an und er
setze darin "x" durch "z" und "z" durch "v"; man gewinnt die 
Zahl v, die folgende Gleichung erftillt: 

z = y + v. (2) 
S" 
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Mit Riicksicht auf (1) kann man in (2) die Variable "y" durch 
"u + y" ersetzen; man erhalt dann: 

z= (u + y) + v. 
Da ferner, auf Grund des assoziativen Gesetzes, d. i. des Axioms 8, 

u + (y + v) = (u + y) + v 

gilt, so kommt man (durch die Anwendung des Satzes V aus 15) 
zur Formel: 

z= u+ (y+ v). 

Mit Riicksicht auf (2) konnen wir in dieser Formel "Y + v" 
durch "z" ersetzen (wir stiitzen uns dabei auf den Satz der Sym
metrie fiir die Beziehung der Gleichheit und auf den Satz von 
Leibniz) , so daB wir schlieBlich: 

(3) 
haben. 

Wir wenden nun das Axiom 9 zum dritten Male an und ersetzen 
diesmal "x", "y" und "z" beziehungsweise durch "u", "x" und "w". 
Auf diese Weise schlieBen wir auf die Existenz einer Zahl w, so daB 

u= x+ w; 
da dabei 

x+w=w+ x, 
so gilt 

u= w+ x. 
Auf Grund von (4) erhalt man aus (1): 

y= (w+ x) + y, 
kraft des assoziativen Gesetzes ergibt sich aber: 

w + (x + y) = (w + x) + y; 

es folgt daraus, daB 
y= w+ (x+ y). 

(4) 

(5) 

Mit Riicksicht auf die Voraussetzung des Theorems, das wir 
eben beweisen, ersetzen wir in der Gleichung (5) "x + y" durch 
"x + z"; wir bekommen somit: 

y= w+ (x+ z). (6) 

Ferner erhalt man, wiederum kraft des assoziativen Gesetzes: 

w + (x + z) = (w + x) + z, 
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was im Zusammenhange mit (6) die Formel: 

Y= (w+ x) + z 

ergibt. Zieht man (4) in Betracht, so kann man in dieser Formel 
"w + x" durch "u" ersetzen, wonach 

Y= u+ z. (7) 
Die Gleichungen (7) und (3) ziehen sogleich nach sich: 

Y = z, w. z. b. w. * 
Wir wollen an dieser Stelle eiuige Bemerkungen im Zusammen

hang mit dem ersten Beweis des Theorems 11 machen. Hier 
liegt, ahnlich wie beim Beweise des Theorems 1, ein Beispiel eines 
indirekten Schlusses vor. Das Schema des betrachteten Beweises 
laBt sich in folgender Weise darstellen. Um einen Satz, z. B. "p" zu 
beweisen, nehmen wir an, daB dieser Satz falsch ist, daB also der 
Satz "nicht p" gilt. Aus dieser Annahme leiten wir eine Folgerung 
"q" ab, begriinden also die Implikation: 

wenn nicht p, 80 q 

(in dem gegebenen Fall ist diese Folgerung die Konjunktion der 
Bedingungen (3) und (4), die im Beweise auftreten). Anderseits 
aber vermogen wir zu zeigen (entweder kraft der allgemeinen Lehr
satze der Logik, wie dies in dem betrachteten Beweise der Fall ist, 
oder kraft der schon frillier begriindeten Lehrsatze aus dem Ge
biete der mathematischen Disziplin, in welcher die Uberlegungen 
durchgefiihrt werden), daB die erhaltene Folgerung falsch ist, 
daB also "nicht q" besteht; das zwingt nus dazu, die urspriingliche 
Annahme abzulehnen und den Satz "p" als wahr anzuerkennen. 
Wiirde man dieser Uberlegung die Gestalt eines vollstandigen 
Beweises geben, so wiirde darin ein logischer Lehrsatz eine wesent
liche Rolle spielen, der eine Abart des nus schon aus 12 bekannten 
Satzes der Kontraposition ist und folgendermaBen lautet: 

Gilt: wenn nicht p, 80 q, 80 gilt auch: wenn nicht q, 80 p. 

Der in Rede stehende Beweis unterscheidet sich ein wenig von 
dem Beweise des Theorems 1. In dem Beweis dieses Theorems 
haben wir aus der Annahme, daB das Theorem falsch ist, darauf 
geschlossen, daB es wahr ist, also eine Folgerung gezogen, die in 
unmittelbarem Widerspruch zu der gemachten Annahme stand; 
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dagegen bier haben wir aus einer analogen Annahme eine Folge
rung abgeleitet, von der wir durch andere Uberlegungen wuBten, 
daB sie falsch ist. Dieser Unterscbied ist jedoch kein wesentlicher: 
auf Grund der logischen Gesetze fMlt es nicht schwer, den Beweis 
des Theorems I (wie ubrigens auch jede andere indirekte SchluB
weise) unter das oben skizzierte Schema zu bringen. 

Ahnlich wie das Theorem 10 lassen sich auch die beiden ubrigen 
Satze der Monotonie, namlich die Axiome 10 und II, umkehren: 

Theorem 12. Wenn x + y < x + z, so y < z. 
Theorem 19. Wenn x + y > x + z, so y > z. 

Man beweist diese beiden Theoreme leicht, wenn man den 
ersten Beweis des Theorems II zum Vorbild nimmt. 

45. Gescblossene Systeme von Siitzen. Es gibt einen allgemeinen 
logischen Lehrsatz, dessen Kenntnis die Beweise der drei letzten 
Theoreme (II, 12 und 13) wesentlich vereinfacht. Dies ist der 
sog. Satz von geschlossenen Systemen; dieser Satz gestattet in 
manchen Fallen, aus der Gestalt der Ausgangssatze allein auf die 
Richtigkeit der entsprechenden umgekehrten Satze zu schlieBen. 

Nehmen wir an, daB einige, sagen wir drei, Ausgangssatze 
vorliegen, denen wir folgende schematische Gestalt geben wollen: 

wenn PI' so ql; 

wenn P2' so q2; 

Wir werden sagen, daB diese drei Satze ein geschlossenes System 
bilden, falls sich die Voraussetzungen dieser Satze in der Weise 
erganzen, daB sie aIle moglichen FaIle erschopfen, d. h. wenn es 
wahr ist, daB 

PI oder P2 oder Pa 

gilt, und falls sich dabei die Behauptungen gegenseitig aus
schlieBen: 

wenn ql' so gilt nicht q2; wenn qI' 80 gilt nicht qa; wenn Q2' so 
gilt nicht qa. 

Es folgt nun aus dem Satz der geschlossenen Systeme, daB, wenn 
uns gelingt, die Ausgangssatze, die ein geschlossenes System 



Geschlossene Systeme von Satzen. 119 

hilden, zu heweisen, wir auch hereohtigt sind, die entspreohenden 
umgekehrten Satze als hewiesen anzusehen. 

Das einfachste Beispiel eines gesohlossenen Systems wird 
duroh ein System dargestellt, das aus zwei Satzen hesteht: aus 
einem heliehigen Ausgangssatz: 

wenn p, 80 q 

und aus dem kontraren Satz: 

wenn nicht p, 80 nicht q. 

Will man in diesem Faile die heiden umgekehrten Satze hegriinden, 
so ist es nioht einmal notig, sioh auf den Satz von gesohlossenen 
Systemen zu stutzen: es genugt hier die Satze der Kontraposition 
anzuwenden. 

Das Theorem 10 und die Axiome 10 und 11 hilden ein ge
sohlossenes System von drei Satzen. Dies folgt aus dem Satz der 
Triohotomie: da zwisohen heliehigen zwei Zahlen genau eine von 
den drei Beziehungen: =, < und > hesteht, so erganzen sioh die 
V oraussetzungen dieser drei Satze, d. i. die Formeln: 

y = z, y < z, y > z, 
und die Behauptungen dieser drei Satze, d. i. die Formeln: 

x + y = x + z, x + y < x + z, x + y > x + z, 
schlieBen sioh gegenseitig aus (aus dem Satz der Trichotomie 
folgt nooh mehr: die drei ersten Formeln erganzen sich nioht 
nur, sondern sohlieBen sioh auoh gegenseitig aus, und die drei 
letzten Formeln schlieBen sioh nicht nur aus, sondern erschopfen 
auch aile moglichen Faile; dieser Umstand hat jedoch fUr uns 
keine wesentliche Bedeutung). Sohon aus dem Grunde, daB die 
drei angegehenen Siitze ein gesohlossenes System hilden, mussen 
die umgekehrten Theoreme 11-13 wahr sein. 

Zahlreiche Beispiele von geschlossenen Systemen sind in der 
elementaren Geometrie zu finden; so hat man z. B. hei der Unter
suchung der gegenseitigen Lage zweier Kreise mit einem gesohlos
senen System zu tun, das aus fUnf Siitzen hesteht. - Zum SchluB 
wollen wir noch hemerken, daB jemand, der den Satz von ge
sohlossenen Systemen nicht kennt, hei der Umkehrung von Satzen, 
die ein derartiges System hilden, automatisoh diejenige SchluB
weise anwenden kann, die wir im ersten Beweise des Theorems 11 
verwendet hahen. 
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46. Folgerungen aus den Siitzen der Monotonie; die iibliehste 
Art von indirekten Beweisen. Die Theoreme 10 und 11 lassen sich 
in einen Satz zusammemassen: 

y = z dann und nur dann, wenn x + y = x + z. 
Ahnlich kann man die Axiome 10 und 11 mit den Theoremen 12 
und 13 zusammemassen. Die so gewonnenen Lehrsatze sollen als 
Satze iiher die aquivalente Umlormung von Gleichungen und Un
gleichungen mit Hille der Addition bezeichnet werden. Der Inhalt 
dieser Satze wird manchmal folgendermaBen beschrieben: wenn 
man zu den heiden Seiten einer Gleichung oder einer Ungleichung 
dieselbe Zahl addiert, ohne dabei das Gleichheits- oder das Un
gleichheitszeichen zu verandern, so erhalt man eine Gleichung 
oder Ungleichung, die der urspriinglichen aquivalent ist (diese 
Formulierung ist offenbar nicht ganz korrekt: die Seiten einer 
Gleichung oder einer Ungleichung sind ja keine Zahlen, sondern 
Ausdriicke, und deshalb konnen keine Zahlen zu ihnen addiert 
werden). Die betrachteten Lehrsatze spielen eine wichtige Rolle 
beim Auflosen der Gleichungen und Ungleichungen. 

Wir wollen aus den Satzen der Monotonie noch eine Folgerung 
ableiten: 

Theorem 14. Wenn x + z < y + t, so gilt x < yoder z < t. 
Beweis. Setzen wir voraus, daB die Behauptung des zu be

weisenden Theorems falsch ist; es ist also weder x kleiner als y, 
noch z kleiner als t. Auf Grund des Satzes der Trichotomie 
schlieBt man daraus, daB eine der beiden Formeln: 

x= yoder x> y 

und analog eine der Formeln: 

z=t oder z>t 

erfiillt sein muG. Wir haben also die folgenden vier Moglichkeiten 
zu erortern: 

x= y und z= t, (1) 

x= y und z > t, (2) 

x>y und z = t, (3) 

x>y und z > t. (4) 
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Zuna.chst wollen wir den ersten Fall betrachten; es wird also 
angenommen, da.13 die heiden Gleichungen (1) giiltig sind. Kraft 
des Theorems 10 ergibt sich aus der ersten Gleichung: 

z+ X= z+ y; 
da dabei, gema.13 Axiom 7, 

x+z=z+x 'UM z+Y=Y+z 
gilt, so gewinnt man durch zweimalige Anwendung des Satzes der 
Transitivitat fUr die Beziehung der Identitat: 

X+Z=Y+L ~ 

Aus der zweiten der angenommenen Gleichungen, d. i. aus 
der Formel: 

Z=t, 
schlie.l3t man, wiederum auf Grund des Theorems 10, da.13 

y+z= y+ t. 
Die Gleichungen (5) und (6) ergeben sofort: 

X+ Z= y+ t. 

(6) 

(7) 

Durch eine vollig analoge Schlu.l3weise (unter Anwendung der 
Axiome 4, 5, 10 und ll) erhii.lt man in jedem der drei iibrigen 
FaIle (2), (3) und (4) die Ungleichung: 

X+z>y+ t. (7) 

Eine der Formeln (6) oder (7) gilt also jedenfalls. Da x + z 
und Y + t Zahlen sind (Axiom 6), so folgt daraus, mit Riicksicht 
auf den Satz der Trichotomie, da.13 die Formel: 

x+z<y+t 
nicht gelten kann. 

Somit sind wir von der Annahme, da.13 die Behauptung falsch 
ist, zu einem offenbaren Widerspruch mit der Voraussetzung des 
Theorems gekommen. Man mu.13 folglich diese Annahme ablehnen 
und anerkennen, da.13 die Behauptung des Theorems tatsachlich 
aus seiner Voraussetzung folgt. 

Die eben durchgefiihrte tJberlegung wird zu den apagogischen 
Beweisen gezahlt; man konnte sie, mit einer ziemlich unwesent
lichen Modifikation, unter das Schema bringen, das in 44 im Zu-
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sammenhang mit dem ersten Beweis des Theorems II skizziert 
wurde. Formal genommen, ist hier jedoch der Verlauf der Uber
legung ein wenig anders als in den Beweisen der Theoreme I 
und II. Das SchlieBen hat folgendes Schema. Wir wollen einen 
Satz von der Form einer Implikation .beweisen, z. B. den Satz: 

wenn p, 80 q. 

Zu diesem Zwecke wird vorlaufig angenommen, daB die Be
hauptung des Satzes (und nicht der ganze Satz) falsch ist, d. i. 
daB "nicht q" gilt, nnd aus dieser Annahme wird gefolgert, daB 
auch die Voraussetzung falsch ist, daB also "nicht p" gilt; mit 
anderen Worten: man begriindet an Stelle des betrachteten Satzes 
den kontraponierten Satz: 

wenn nicht q, 80 nicht p. 

Hieraus wird erst auf die Richtigkeit des urspriinglichen 
Satzes geschlossen. Die Grundlage fUr eine derartige SchluB
weise lie£ert ein Lehrsatz aus dem Aussagenkalkiil, der eine 
Abart des Satzes der Kontraposition ist und der besagt, daB die 
Wahrheit des kontraponierten Satzes stets die Wahrheit des 
Ausgangssatzes zur Folge hat (vgl. 12). 

Schliisse dieser Form sind in allen mathematischen Disziplinen 
sehr verbreitet: dies ist die iiblichste Form von indirekten Be
weisen. 

47. Definition der Subtraktion; inverse Operationen. Wir werden 
jetzt zeigen, wie man in die vorliegenden Betrachtungen den Be
griff der Subtraktion einfiihren kann. Zu diesem Zwecke wollen 
wir zunachst folgendes Theorem aufstellen: 

Theorem 15. Fur beliebige zwei Zahlen x und y gibt e8 genau 
eine Zahl z, so daf3 x = y + z. 

Beweis. Auf Grund von Axiom 9 wissen wir, daB es mindestens 
eine Zahl z gibt, die die Formel: 

x=y+z 
erfiillt. Es solI gezeigt werden, daB es hochstens eine Zahl von 
diaser Beschaffenheit gibt, mit anderen Worten: daB beliebige 
zwei Zahlen u und v, die diese Formel erfiillen, identisch sind. 

Es sei also 
x = y + u und x = y + v. 
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Mit Hille der Satze der Symmetrie und der Transitivitat 
ffir die Beziehung = gewinnt man hieraus leicht: 

y+u=y+v; 

gemaB Theorem 11 ergibt diese Gleichung sofort: 

u=v. 

Es gibt somit genau eine Zahl z (vgl. 17), so daB 

x= y+ z, W.z. b.w. 

Diese einzige Zahl z, von der in dem oben angegebenen Theorem 
die Rede ist, wird durch das Symbol: 

x-y 

bezeichnet; wir lesen es, wie ublich, "die Difterenz der Zahlen x 
und y" (bzw. "die Difterenz des M inuenden x und des Subtrahenden 
y") oder auch "das Ergebnis der Subtraktion mit· den Zahlen x 
und y". Die genaue Definition des Begriffs der Differenz lautet: 

Definition 2. WiT wollen sagen, daf3 z = x - y, dann und nur 
dann, wenn x = y + z. 

Eine beliebige Operation U wird rechtsseitige Umkehrung der 
Operation 0 in der Menge Moder auch eine in der Menge M zu 
der Operation 0 rechtsseitig inverse Operation genannt, wenn diese 
beiden Operationen 0 und U folgende Bedingung erfiillen: 

fur beliebige Elemente x, y und z der Menge M gilt z = x U y 
dann und nur dann, wenn x = y 0 z. 

In ahnlicher Weise wird der Begriff der linksseitigen Umkehrung 
der Operation 0 definiert; ist die Operation 0 (in der Menge M) 
kommutativ, so fallen ihre beiden Umkehrungen - die rechts
seitige und die linksseitige - zusammen, und es wird dann einfach 
von der Umkehrung der Operation 0 gesprochen. GemaB dieser 
Terminologie druckt Definition 2 aus, daB die Subtraktion die 
(rechtsseitige) Umkehrung der Addition ist. 

48. Bemerkungen fiber Definitionen, deren Definiendum das 
Gleichheitszeichen enthlilt. * Die Definition 2 ist ein Beispiel ffir 
eine in der Mathematik oft verwendete Definitionsart. Dies sind 
Definitionen, in denen der Sinn eines Symbols festgelegt wird, 
das ein einzelnes Ding oder eine Operation mit einer beliebigen 
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Anzahl von Dingen (bzw. eine Funktion mit einer beliebigen An
zahl von Argumenten) bezeichnet. In jeder Definition der be
trachteten Art hat das Definiendum die Gestalt einer Gleichung: 

Z = ... ; 
auf der rechten Seite dieser Gleichung steht entweder das zu 
definierende Symbol selbst oder eine Bezeichnungsfunktion, die 
aus diesem Symbol und gewissen Variablen "x", "y" . .. auf
gebaut ist, je nachdem, ob das definierte Symbol Bezeichnung 
eines einzelnen Dinges oder einer Operation mit Dingen ist. Das 
Definiens kann eine Satzfunktion von beliebiger Gestalt sein, die 
dieselben freien Variablen enthalt, welche im Definiendum auf
treten, und die besagt, daB das Ding z - eventuell mit den Dingen 
x, y •.• zusammen - diese oder jene Bedingung erfiillt. - Die 
Definition 2 legt den Sinn eines Symbols fest, das eine Op~ration 
mit zwei Zahlen bezeichnet; es· soIl hier noch< eihanderes· Beispiel 
derarliger Definitionen angeg~ben werden, namlich die Definition 
des Zeichens ,,0", das eine einzelne Zahl bezeichnet: 

Wir wollen sagen, dafJ z = 0, dann und nur dann, wenn jur 
eine beliebige Zahl x die Formel: x + z = x besteht. 

Mit den Definitionen des betrachteten Typus verbindet sich 
eine gewisse Gefahr: beobachtet man beirn Aufstellen von der
artigen Definitionen nicht die notige V orsicht, so kann man leicht 
zu Widerspriichen kommen. Wir wollen das an einem konkreten 
Beispiel zeigen. 

Verlassen wir einen Augenblick die jetzigen Untersuchungen 
und stellen uns vor, daB wir bereits in der Arithmetik iiber das 
Symbol der Multiplikation von Zahlen verfiigen und daB wir mit 
seiner Hille das Symbol der Division definieren wollen. Zu diesem 
Zwecke stellen wir folgende Definition auf, wobei wir uns genau 
nach der Definition 2 richten: 

W ir wollen sagen, dafJ z = x : y, dann und nur dann, wenn 
x= y.z. 

Wir ersetzen nun in dieser Definition "x" und "y" durch ,,0", 
"z" aber zunachst durch ,,1" und dann durch ,,2". Mit Riicksicht 
auf die Giiltigkeit der Formeln: 

° . 1 = ° und 0. 2 = ° 
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kann man daraus sogleich schlieBen, daB 

1 = 0: 0 und 2 = 0 : 0; 

da aber zwei Dinge, die einem dritten gleich sind, auch einan
der gleich sind, so erhalten wir weiter: 

1= 2, 
was offen bar ein Unsinn ist. 

Es ist nicht schwierig, den Grund dieser Erscheinung anzu
geben. Sowohl in der Definition 2 als auch in der zuletzt an
gegebenen Definition des Quotients tritt als Definiens eine Satz
funktion mit drei freien Variablen "x", "y" und "z" auf. Jeder 
derartigen Satzfunktion entspricht eine dreigliedrige Beziehung, 
die zwischen den Zahlen x, y und z dann und nur dann besteht, 
wenn diese Zahlen die gegebene Satzfunktion erfiillen (vgl. 23); 
Ziel der Definition ist eben, ein Symbol einzufiihren, das diese 
Beziehung bezeichnet. Wenn man aber dem Definiendum die 
Gestalt: 

Z= x-y, bzw. Z= x: y 

gibt, so wird von vornherein angenommen, daB diese Beziehung 
eindeutig ist (also eine Operation, bzw. eine Funktion - vgl. 
hierzu 30), daB folglich zwei beliebigen Zahlen x und y htichstens 
eine Zahl z entspricht, die zu ihnen in der gegehenen Beziehung 
steht. Die Eindeutigkeit der Beziehung ist aber von vornherein 
gar nicht einleuchtend und sie soli zuerst festgestellt werden. Diese 
Forderung hahen wir im Falle der Definition 2 erfiillt; im Falle 
der Definition des Quotienten haben wir sie dagegen nicht 
erfiillt und wir konnten sie nicht einmal erfiillen, da die dort 
auftretende Beziehung in gewissen Ausnahmsfall.en ihre Ein
deutigkeit verliert: ist namlich 

x = 0 und y= 0, 

so giht es unendlich viele Zahlen z, fiir die 

x= y.z 

gilt. Will man also die Definition des Quotienten in der oben an
gefiihrten Gestalt formulieren und dabei einen Widerspruch ver
meiden, so muB man irgendwie (z. B. durch die Einfiihrung einer 
zusatzlichen Bedingung in das Definiens) den Fall ausschlieBen, 
daB die heiden Zahlen x und y gleich 0 sind. 
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Folgende Lehre kann man aus den obigen Uberlegungen 
ziehen: jeder Definition vom Typus der Definition 2 soll man ein 
Theorem voranschicken, das dem Theorem 15 genau entspricht, 
also einen Satz, der festlegt, daB es nur eine Zahl z gibt, die das 
Definiens erfiillt (es entsteht die Frage, ob es darum geht, daB genau 
eine Zahl z besteht, oder ob es zu beweisen genfigt, daB hochstens 
eine solche Zahl besteht; dieses ein wenig schwierige Problem 
soll hier nicht erortert werden).* 

49. Sitze, die die Subtraktion betreffen. Auf Grund der Defi
nition 2 und der Satze fiber die Addition kann man ohne Schwierig
keit die fundamentalen Satze aus der Theorie der Subtraktion 
beweisen, wie z. B. den Satz der Ausfiihrbarkeit, die Satze der 
Monotonie und die Satze fiber die aquivalente Umformung von 
Gleichungen und Ungleichungen mit Hille der Subtraktion. Es 
gehoren hierzu auch diejenigen Satze, die das Umformen von 
sog. algebraischen Summen ermoglichen, d. i. von Ausdrficken, 
welche aus Konstanten und Variablen bestehen, die Zahlen be
zeichnen und durch die Zeichen ,,+", ,,-" sowie durch Klam
mern getrennt sind (oft werden die Klammern in diesenAusdrucken 
auf Grund besonderer Regeln weggelassen). Als Beispiel wollen 
wir hier einen Satz anfiihren, der der zuletzt genannten Kategorie 
angehort: 

Theorem 16. x + (y-z) = (x + y) -z. 

Beweis. GemaB Axiom 9 entspricht den Zahlen x und y eine 
Zahl u, so daB 

y= z+ u, 
wonach, im Einklang mit der Definition 2, folgt: 

U= y-z. 

Auf Grund des kommutativen Gesetzes gilt 

x+ y= y+ x. 

(1) 

(2) 

Wegen (1) kann y auf der linken Seite dieser Gleichung durch 
"z + u" ersetzt werden; man gewinnt somit: 

x + y = (z + u) + x. 

Nach Theorem 9 gilt anderseits die Formel: 

z + (x + u) = (z + u) + x; 

(3) 

(4) 
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da zwei Zahlen, die einer dritten gleich sind, einander gleich sind, 
so ergeben (3) und (4) zusammen: 

x + y = z + (x + u). (5) 

Da x + y und x + u Zahlen sind (Axiom 6), so Mnnen in der 
Definition 2 an Stelle von "x", "y" und "z" beziehungsweise 
"x + y", "z" und "x + u" eingesetzt werden. Auf Grund von 
(5) ist das Definiens bei dieser Einsetzung erfiillt, folglich muB 
auch das Definiendum erfiillt sein: 

x + u = (x + y) - z. 

Mit Riicksicht auf (2) kann man nun in der letzten Gleichung 
"u" durch "y - z" ersetzen, und man bekommt schlieBlich: 

x + (y - z) = (x + y) - z, w. z. b. w. 

Hiermit wollen wir den Aufbau des Bruchstiicks der Arithmetik 
abbrechen. 

Ubungsaufgaben. 

* 1. Wir betrachten folgende drei Systeme von Dingen: 

a) die Menge aller Zahlen, die Beziehungen <; und >, die 
Operation der Addition; 

b) die Menge aller Zahlen, die Beziehungen < und >, die 
Operation der Multiplikation; 

c) die Menge aller positiven Zahlen, die Beziehungen < und >, 
die Operation der Multiplikation. 

Man untersuche, welche von diesen Systemen Modelle des 
von uns angenommenen Systems von Axiomen 1-11 sind. 

* 2. Wir betrachten eine beliebige Gerade, die wir Zahlenlinie 
nennen wollen; die Punkte dieser Geraden werden mit den Buch
staben "x", "y", "z" ... bezeichnet. Es wird auf der Zahlenlinie 
ein Anfangspunkt a und ein (von a verschiedener) Einheitspunkt e 
ausgezeichnet. Wir wollen sagen, daB ein beliebiger Punkt x 
der Zahlenlinie dem Punkt y vorangeht, und driicken dies durch 
die Formel: 

x<y 

aus, wenn es einen Punkt z gibt, derart daB e zwischen a und z 
und zugleich y zwischen x und z liegt; unter denselben Bedin-
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gungen behaupten wir, daB der Punkt y dem Punkt x nachfolgt, 
und wir schreiben dies kurz: 

y>x. 

Man nennt den Punkt z Summe der Punkte x und y, wenn er 
folgende Bedingungen erfiillt: 1. z ist von y genau so weit entfernt .. .. 
wie x von a; 2. wenn a < x, so y < z, wenn aber a > x, so y > z. 
Die Summe der Punkte x und y wird mit dem Symbol: 

x+ y 
bezeichnet. 

Man zeige mit Hille der Lehrsatze der Geometrie, daB die 
Menge aller Punkte der Zahlenlinie ( oder, einfacher gesagt, die 

Zahlenlinie selbst), die Beziehungen -< und > sowie die Operation + ein Modell des von uns angenommenen Axiomensystems bilden 
und daB demnach dieses System eine Interpretation in der Geo
metrie besitzt. 

3. Wir untersuchen vier Operationen: A, B, G und K, die -
wie die Addition - zwei beliebigen Zahlen eine dritte Zahl zu
ordnen. Als Ergebnis der Operation A mit den Zahlen x und y 
wird immer die Zahl x, als Ergebnis der Operation B die Zahl y 
betrachtet: 

x A y = x, x B y = y. 

Mit dem Symbol "x G y", bzw. "x K y" wird diejenige von 
den beiden Zahlen x und y bezeichnet, die nicht kleiner, bzw. 
nicht gr6Ber als die zweite ist; es gilt folglich: 

x G y = x und x K y = y, falls x;:;. y; 
x G y = y und x K y = x, falls x <: y. 

Welche von den Eigenschaften, die in 42 besprochen wurden, 
kommen diesen vier Operationen zu? Ist die Menge aHer Zahlen 
eine Gruppe und insbesondere eine Abelsche Gruppe hinsichtlich 
irgendwelcher dieser Operationen? 

4. Es sei F die Menge aner Punktmengen, d. i. aner geometri
schen Figuren. Sind die Addition und die Multiplikation von 
Mengen (d. i. die in 21 besprochenen Operationen) ausfiihrbar, 
kommutativ, assoziativ und umkehrbar in der Menge F? Ist also 
die Menge F eine Gruppe und insbesondere eine Abelsche Gruppe 
hinsichtlich einer von diesen Operationen? 
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5. Man zeige, daB die Menge aller Zahlen keine Abelsche Gruppe 
hinsichtlich der Multiplikation ist, daB aber jede der folgenden 
Mengen eine Abelsche Gruppe hinsichtlich dieser Operation ist: 

a) die Menge aller von 0 verschiedenen Zahlen, 

b) die Menge aller positiven Zahlen, 

c) die Menge, die aus den beiden Zahlen : 1 und -1 besteht. 

6. Wir betrachten die Menge M, die aus den beiden Zahlen: 
o und 1 besteht, wobei die Operation 0 mit den Elementen dieser 
Menge durch folgende Formeln bestimmt wird: 

000= 101 = 0, 

001=100=1. 

Man priife nach, ob die Menge Meine Abelsche Gruppe hin
sichtlich der Operation 0 ist. 

7. Wir betrachten die Menge M, die aus den drei Zahlen: 
0, 1 und 2 besteht. Man bestimme eine Operation 0 mit Elementen 
dieser Menge, derart daB die Menge M zu einer Abelschen Gruppe 
hinsichtlich dieser Operation wird. 

8. Man beweise, daB keine Menge, die aus zwei oder drei ver
schiedenen Zahlen besteht, eine Abelsche Gruppe hinsichtlich 
der Addition sein kann. Gibt es eine aus einer einzigen Zahl be
stehende Menge, die eine Abelsche Gruppe hinsichtlich der Ad
dition ist ~ 

9. Man leite aus den Axiomen 6-8 folgende Satze ab: 

a) x + (y + z) = (z + x) + y. 

b) x + [y +(z + t)] = (t + y) + (x +z). 

lO. Wie viele Ausdriicke kann man aus jedem der Ausdrucke: 

x + (y + z), x + [y + (z + t)] und x + {y + [z + (t + u)]} 

gewinnen, wenn man sie ausschlieBlich auf Grund der Axiome 
6-8 umformt ~ 

11. Man formuliere die allgemeine Definition der linksseitigen 
Monotonie einer Operation 0 hinsichtlich einer Beziehung R. 

12. Man beweise auf Grund der angenommenen Axiome und der 
aus ihnen abgeleiteten Theoreme, daB die Addition eine monotone 

Tarskl, Mathematlsche Logik. 9 
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Operation in der Menge aller Zahlen hinsichtlich der Beziehungen 
=1=, .;;; und > ist. 

13. 1st die Multiplikation eine monotone Operation hinsichtlich 
der Beziehungen < und > 

a) in der Menge aller Zahlen, 

b) in der Menge aller positiven Zahlen, 

c) in der Menge aller negativen Zahlen 1 

14. Welche von den Operationen, die in der Ubungsaufgabe 3 
definiert wurden, sind (linksseitig oder rechtsseitig) monoton in 
der Menge aller Zahlen hinsichtlich der Beziehungen =, <, >, 

=1=, .;;; und > 1 

15. 1st die Addition und die Multiplikation der Mengen (in 
irgendeiner Menge von Mengen) hinsichtlich der Beziehung des 
Enthaltenseins monoton 1 Und hinsichtlich der anderen Be
ziehungen zwischen Mengen, von denen in 20 die Rede war 1 

16. Man leite aus den angenommenen Axiomen folgenden 
Satz ab, den sog. Satz uber die seitenweise Addition von UngZei
chungen: 

Wenn x < y und z < t, so x + z < y + t. 
Man ersetze in diesem Satz iiberall das Symbol ,,<" der 

Reihe nach durch ,,>", ,,=", ,,=1= ", ".;;;" und ,,>" und unter
suche, welche von den so gewonnenen Satzen wahr sind. 

17. Man gebe Beispiele von geschlossenen Satzsystemen aus 
dem Gebiete der Arithmetik und der Geometrie an. 

18. Man leite aus den angenommenen Axiomen folgende Satze 
ab: 

a) Wenn x+ X= y+ y, so X= y. 

b) Wenn x + x < y + y, so x < y. 

c) Wenn x + x> y + y, so x> y. 

Anweisung: Man beweise zuerst die umgekehrten Si~tze und 
zeige, daB sie ein geschlossenes System bilden. 

*19. LaBt sich ein Satz lediglich aus den Axiomen 6-9 ab
leiten,so kann man ibn auf beliebige Abelsche Gruppen ausdehnen, 
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da jede Menge M, die eine Abelsche Gruppe hinsichtlich einer 
Operation 0 ist, mit dieser Operation zusammen ein Modell der 
Axiome 6-9 bildet (vgl. 33). Dies betrifft insbesondere das 
Theorem II (und zwar mit Riicksicht auf den zweiten Beweis 
dieses Theorems); es gilt namlich folgender allgemeiner Lehr
satz aus der Gruppentheorie: 

Jede Menge M, d·ie eine Abelsche Gruppe hinsichtlich die Ope
ration 0 ist, ertilllt tolgende Bedingung: 

wenn x € M, y € M, Z € M und x 0 y = x 0 Z, so y = z. 

Man begriinde diesen Lehrsatz genau. 
Man zeige anderseits, daB der Satz a) aus der Ubungsaufgabe 18 

nicht auf beliebige Abelsche Gruppen ausgedehnt werden kann; 
man gebe namlich ein Beispiel einer Menge M und einer Operation 
o von folgender Beschaffenheit: 1. die Menge Mist eine Abelsche 
Gruppe hinsichtlich der Operation 0 und 2. es gibt zwei ver
schiedene Elemente x und y der Menge M, derart daB x 0 x = 
= yO y (vgl. die Ubungsaufgabe 6). LaBt sich demnach der 
Satz a) lediglich aus den Axiomen 6-9 ableiten? 

20. Man forme den Beweis des Theorems 14 derart urn, daB 
er sich unter das Schema bringen laBt, das in 44 im Zusammen
hang mit dem ersten Beweis des Theorems II skizziert wurde. 

21. Kann man behaupten, daB die Division eine zu der Multi
plikation inverse Operation in der Menge aller Zahlen ist? 

22. Gibt es inverse Operationen (in der Menge aller Zahlen, 
bzw. in der Menge aller geometrischen Figuren) zu denjenigen 
Operationen, von denen in der Ubungsaufgabe 3, bzw. 4 die 
Rede ist? 

23. Was fiir eine Operation ist die rechtsseitige, bzw. die links
seitige Umkehrung der Subtraktion (in der Menge aller Zahlen) 1 

* 24. Wir haben in 48 beispielsweise die Definition des Zeichens 
,,0" angegeben. Will man die GewiBheit haben, daB diese Defi
nition nicht zum Widerspruch fiihrt, so muB man ihr folgendes 
Theorem vorausschicken: 

Es gibt genau eine Zahl z, so dafJ tilr jede beliebige Zahl 
x die Formel: x + z = x besteht. 

Man beweise diesen Satz lediglich auf Grund der Axiome 6-9. 
\1* 
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25. Man formuliere die Satze, die ausdriicken, daB die Sub
traktion ausfiihrbar, kommutativ, assoziativ, rechts- und links
seitig umkehrbar sowie rechts- und linksseitig monoton hinsicht
Hch der Beziehung »kleiner als« ist (und zwar in der Menge 
aller Zahlen). Man untersuche, welche von diesen Satzen wahr 
sind, und man beweise sie, wenn dies der Fall ist, auf Grund der 
angenommenen Axiome und der Definition 2 aus 47. 

25. Man leite aus den angenommenen Axiomen und der 
Definition 2 folgende Satze ab: 

a) x - (y + z) = (x - y) - z. 

b) x - (y - z) = (x - y) + z. 

c) x + y = x - [x - (x - y)]. 

27. Mit Hille des Satzes der Ausfiihrbarkeit fiir die Subtrak
tion und des Satzes c) aus der vorangehenden Ubungsaufgabe 
beweise man folgendes Theorem: 

Damit die Menge M von Zahlen eine Abelsche Gruppe hinsicht
lich der Addition ist, ist es notwendig und hinreichend, dafJ die 
Ditterenz beliebiger zweier Zahlen der Menge M wieder zu der Menge 
M gehOrt (d. i. dafJ die Formeln: x € M und y € M stets: x - y € M 
zur Folge haben). 

Man benutze diesen Satz, um Beispiele von Zahlenmengen 
anzugeben, die Abelsche Gruppen hinsichtlich der Addition sind. 

IX. Methodologische Betrachtungen iiber das aufgebaute 
Bruchstiick der Arithmetik. 

50. tTheriliissige Axiome in dem urspriinglichen Axiomen
system~, Axiomensystem~'. In den beiden vorangehenden 
Kapiteln haben wir in groBen Ziigen die Grundlagen einer ele
mentaren mathematischen Theorie kennengelernt, die ein Bruch
stuck der Arithmetik bildet. 1m vorliegenden Kapitel wollen wir 
manche Betrachtungen methodologischer Natur anstellen, die 
das dieser Theorie zugrundeliegende System von Axiomen und 
Grundbegriffen betreffen. 

Es sollen hier zunachst an konkreten Beispielen die in 35 ge
machten Bemerkungen veranschaulicht werden, die solche Pro
bleme wie die Willkiirlichkeit in der Auswahl von Axiomen und 
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Grundbegriffen, die Moglichkeit, iiberfliissige Axiomen wegzu
lassen, u. ii.. betreffen. 

Beginnen wir mit der Frage: enthii.lt vielleicht das von uns 
angenommene System von Axiomen 1-11 - wir wollen es der 
Kiirze halber System m: nennen - iiberfliissige Axiome, d. i. solche, 
die aus den iibrigen Axiomen dieses Systems abgeleitet werden 
konnen ¥ Es fii.llt nicht schwer, auf diese Frage zu antworten, 
und zwar im positiven Sinne. 

Vor allem ist esleichtnachzuweisen, daB einesvondenAximnen 
4 oder 5 weggelassen werden kann, da sich jeder diaser beiden Sii.tze 
aus dem anderen mit Hille der drei ereten Axiomen des betrach
teten Systems ableiten lii.Bt. Hierzu bemerken wir, daB sich der 
Beweis von Theorem 3 ausschlieBlich (unmittelbar oder mittelbar) 
auf die Axiome 1-3 stiitzte. Hat man anderseits das Theorem 3 
schon zur Verfiigung, so kann man Axiom 5 aus Axiom 4 (oder 
auch umgekehrt) durch folgende SchluBweise ableiten: wenn 

x > y urul y > z, 

so ist, nach Theorem 3, 

y < x urul z < y; 

unter Anwendung von Axiom 4 (in welchem "x" durch "z" und 
"z" durch "x" ersetzt wird) schlieBt man daraus weiter, daB 

z <x; 

gemii.B Theorem 3 ergibt sich nun aus dieser Ungleichung: 

x>z, 
d. i. die Behauptung des Axioms 4. 

Ahnllch kann man aus System m: eines der Axiome 10 oder 11 
weglassen, da jeder dieser beiden Sii.tze ohne Schwierigkeit aus 
dem anderen mit Hllie von Theorem 3 abgeleitet werden kann. 

SchlieBlich kann man aus den Axiomen 7-9 das Axiom 6 
ableiten. 

* Die SchluBweise ist hier nicht ganz einfach und erinnert an 
den zweiten Beweis des Theorems ll. Es sind zwei beliebige 
Zahlen x und y gegeben; durch viermalige Anwendung des 
Axioms 9 fiihrt man der Reihe nach vier neue Zahlen u, w, z und " 
ein, die folgende Formeln erfiillen: 
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Y= y+u, (1) 

u= x+w, (2) 

Y= w+ z, (3) 

Z= Y + '17. (4) 

Mit Riicksicht auf das kommutative Gesetz folgt nun aus (1), 
daB 

y= u+ y; 

wenn man diese Gleichung mit (4) kombiniert und ahnlich wie im 
Beweis vom Theorem 11 schlieBt, so gelangt man mit Hille des 
assoziativen Gesetzes zu der Formel: 

z=u+ z. (5) 

Aus (5) und (2) bekommt man: 

z = (x + w) + z, 

wonach, wieder auf Grund des assoziativen Gesetzes: 

Z= x + (w+ z). 

Aus der letzten Gleichung gewinnt man unter Beachtung 
von (3): 

z= x+ y. (6) 

Somit haben wir gezeigt, daB zwei beliebigen Zahlen x und y 
eine Zahl z entspricht, fiir die (6) gilt; und darum handelte es sich. 

Es soil bemerkt werden, daB die soeben skizzierte SchluB
weise nicht nur auf die Addition, sondern auch auf eine beliebige 
andere Operation anwendbar ist: jede Operation 0, die in einer 
Menge M kommutativ, assoziativ und rechtsseitig umkehrbar ist, 
ist in dieser Menge auch ausfiihrbar, die Menge M bildet also 
dann eine Abelsche Gruppe in bezug auf die Operation 0 (vgl. 42). * 

Aus den angefiihrten Betrachtungen ergibt es sich, daB 
System III mindestens drei iiberfliissige Axiome enthalt; man 
kann folglich System III durch ein aquivalentes Axiomensystem Ill' 
ersetzen, das aus folgenden acht Satzen besteht: 

Axiom 1'. Fur beliebige Zahlen x und y gilt x = yoder x < y 
oder x> y. 

Axiom 2'. Wenn x < y, so y nicht < x. 
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Axiom S'. Wenn x> y, so y nicht> x. 

Axiom 4'. Wenn x < y und y < z, so x < z. 
Axiom 5'. x+ y= y+ x. 

Axiom 6'. x + (y + z) = (x + y) + z. 

Axiom 1'. Fur beliebige Zahlen x und y gibt eB eine Zahl z, so 
daf3 x= y+ z. 

Axiom 8'. Wenn y < z, so x + y < x + z. 
1m Vergleich mit dem urspriinglichen System besitzt das neue, 

vereinfachte Axiomensystem vom asthetischen und didaktischen 
Gesichtspunkte gewisse Mangel: es ist nicht mehr in bezug auf die 
heiden Grundzeichen ,,<" und ,,>" symmetrisch; auf Grund 
dieses Systems werden gewisse Eigenschaften der Beziehung 
»kleiner als« ohne Begriindung angenommen, wahrend ganz 
analoge Eigenschaften der Beziehung »groBer als« erst begriindet 
werden miissen; es fehlt in dem betrachteten System das Axiom 6, 
das einen sehr elementaren und einleuchtenden Oharakter hat, 
dessen Ableitung aber aus den in System ~' enthaltenen Axiomen 
manche Schwierigkeiten bereiten kann. 

51. Unabhangigkeit der Axiome des Systems m:', Beweise durch 
Interpretation. Es taucht nun die Frage auf, ob in dem Axiomen
system ~' noch weitere iiberfliissige Axiome auftreten. Es zeigt 
sich, daB es nicht der Fall ist: ~' ist bereits ein System von gegen
seitig unabhangigen Axiomen. 

* Der soeben formulierte Satz ist kein Lehrsatz der Mathe
matik selbst, sondern ein Lehrsatz der Methodologie der Mathe
matik. Um ihn zu begriinden, wendet man eine besondere Methode 
der Beweisfiihrung an, die als Methode der Beweise durch M odell
angabe oder durch Interpretation bezeichnet wird. Wir werden 
zu erklaren versuchen, worin diese Methode besteht. 

Es soIl gezeigt werden, daB kein Axiom des Systems ~ aus den 
iibrigen Axiomen dieses Systems ableitbar ist. Wir wollen uns 
hier beispielsweise auf das Axiom 2' beschranken. Ersetzen wir 
in den Axiomen des Systems ~' das Zeichen ,,<" iiberall durch 
".;;;", ohne diese Axiome sonst zu verandern. Man sieht nun leicht 
ein, daB infolge dieser Umformung keines der Axiome mit Aus
nahme des Axioms 2' seine Giiltigkeit verliert: die Axiome 3', 5', 
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6' und 7', die das Zeichen ,,<" nicht enthalten, werden iiberhaupt 
unverandert bleiben und aus den Axiomen 1', 4' und 8' werden 
gewisse Lehrsatze der Arithmetik gewonnen, deren Beweis auf 
Grund des Axiomensystems ~ oder ~' und der Definition 1 des 
Symbols ,,<:" (vgl. 41) keine Schwierigkeiten bereitet. Es kann also 
hehauptet werden, daB die Menge aller Zahlen Zl, die Beziehungen 
<: und > sowie die Operation der Addition ein Modell der Axiome l' 
und 3'-8' bilden; das System dieser sieben Axiome hat somit eine 
neue Interpretation in der Arithmetik gefunden. Anderseits ist 
es nicht schwer einzusehen, daB der durch die Umformung des 
Axioms 2' gewonnene Satz falsch ist; man beweist ja in der 
Arithmetik leicht den ihm widersprechenden Satz: aus der Formel: 

x<:y 
folgt nicht immer: 

y nicht <: x, 
da es solche Zahlen x und y gibt, die zugleich die heiden Un
gleichungen: 

x <: y und y <: x 

erfiillen (dies ist offenbar dann und nur dann der Fall, wenn die 
Zahlen x und y gieich sind). Falls man also an die Widerspruchs
freiheit der Arithmetik glaubt (vgl. 37), so muB man zur Uber
zeugung kommen, daB der aus Axiom 2' gewonnene Satz kein 
Lehrsatz dieser Disziplin ist. Damit ist es uns gelungen, eine 
solche Interpretation der Axiome l' und 3'-8' anzugeben, bei 
der das Axiom 2' nicht gilt. Es folgt hieraus sogleich, daB das 
Axiom 2' aus den iibrigen Axiomen des Systems ~' nicht ab
geleitet werden kann: im entgegengesetzten Fall wiirde ja dieses 
Axiom (wie wir es aus den Betrachtungen in 33 wissen) bei keiner 
Interpretation, bei der die iibrigen Axiome gelten, seine Giiltigkeit 
verlieren. 

Allgemein kann man die Methode der Beweise durch Inter
pretation in folgender Weise beschreiben. Es soli gezeigt werden, 
daB sich ein Satz S aus einem gewissen System 2 von Lehrsatzen 
irgendeiner mathematischen Disziplin nicht ableiten laBt. Zu 
diesem Zwecke betrachten wir eine beliebige mathematische Dis
ziplin :£l, von der angenommen wird, daB sie widerspruchsfrei ist 
(es kann insbesondere dieselbe Disziplin sein, der die Lehr
satze des betrachteten Systems angehoren). Wir versuchen dann 
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innerhalb dieser Disziplin eine solche Interpretation des Systems 2 
zu finden, bei der nicht der Satz S selbst, sondern der ihm wider
sprechende Satz Lehrsatz der Disziplin 'l) ist. Wenn dies nun 
gelingt, so stiitzen wir uns auf Betrachtungen, die in 33 gemacht 
wurden und die den formalen Charakter der mathematischen 
SchluBweisen betreffen: auf Grund dieser Betrachtungen wird 
die Tatsache selbst des Bestehens einer derartigen Interpretation 
als ein Beweis dafiir angesehen, daB der Satz S aus dem System 2 
nicht ableitbar ist (streng genommen, ist dies ein Beweis fiir den 
Bedingungssatz "wenn die Disziplin 'l) widerspruchsfrei ist, so 
kann der Satz S aus den Siitzen des Systems 2 nicht abgeleitet 
werden"; die besprochene Methode des SchlieBens gestattet es 
nur dann festzustellen, daB sich ein Satz aus anderen Satzen nicht 
ableiten laBt, wenn die Wi,derspruchsfreiheit einer bestimmten 
deduktiven Disziplin vorausgesetzt wird). - Um auf diesem 
Wege den erschopfenden Beweis fiir die Unabhangigkeit irgend
eines Axiomensystems zu gewinnen, muB man die beschriebene 
Methode so oft anwenden, wieviel Axiome es in dem betrachteten 
System gibt: der Reihe nach wird jedes Axiom des Systems als S 
angenommen und 2 wird durch aHe iibrigen Axiome dieses Systems 
gebildet.* 

52. Reduktion der Grundbegriffe im Axiomensystem ~l', 
Axiomensystem ~"; Begriff der geordneten Abelschen Gruppe. 
Wir kehren nun zu dem Axiomensystem ~:(' zuriick. Da dieses 
System unabhangig ist, kann es unmoglich durch Weglassen von 
iiberfliissigen Axiomen vereinfacht werden; eine Vereinfachung 
laBt sich aber hier auf einem anderen Wege erreichen. Es zeigt sich 
namlich, daB die Grundbegriffe des Axiomensystems Ill' nicht 
gegenseitig unabhangig sind: man kann aus der Liste der Grund
begriffe eines der beiden Symbole ,,<" oder ,,>" streichen und 
es mit Hille des anderen definieren. Dies ist aus Theorem 3 zu er
sehen: seiner Struktur wegen kann dieses Theorem als eine 
Definition des Symbols ,,>" mit Hille des Symbols ,,<" an
genommen werden; sobald wir aber in diesem Theorem die beiden 
Seiten der Xquivalenz umstellen, konnen wir es als Definition 
des Symbols ,,<" mit Hille des Symbols ,,>" betrachten (in 
heiden Fallen empfiehlt es sich, dem Theorem die Worte "Wir 
wollen sagen, dafJ" voranzuschicken; vgl. 10). Vom didaktischen 
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Gesichtspunkte aus konnte eine derartige Reduktion der Grund
begriffe gewisse Einwande hervorrufen: die Begriffe »kleiner als« 
und »gro13er als« sind beide in gleicher Weise klar und besitzen 
analoge Eigenschaften, so daB es vielleicht etwas kUnstlich er
scheinen konnte, wenn man einen dieser beiden Begriffe als ohne 
weiteres verstandlich betrachten wollte und zugleich den anderen 
mit seiner Hille definieren wiirde; diese Einwande sind aber 
nicht iiberzeugend. 

Wenn wir uns nun, von didaktischen Griinden abgesehen, 
entschlieBen, eines der betrachteten Symbole, z. B. das Symbol 
,,>", aus der Liste der Grundausdriicke zu streichen, so taucht die 
Aufgabe auf, das angenommene Axiomensystem so zu gestalten, 
daB in ihm definierte Begriffe nicht vorkommen (nebenbei er
wahnt, es ist ein methodologisches Postulat, das in der Praxis oft 
nicht beachtet wird; besonders werden in der Geometrie die 
Axiome gewohnlich mit Hille definierter Begriffe formuliert, wo
durch eine gr6Bere Einfachheit und Durchsichtigkeit erreicht 
werden kann). Die gestellteAufgabe bietet keine Schwierigkeiten: 
jede Formel vom Typus: 

x>y 

wird im Axiomensystem 12{' einfach durch die ihr - gemaB Theo
rem 3 - aquivalente Formel: 

y<x 

ersetzt. Es ist dabei leicht zu sehen, daB das Axiom I durch den 
Satz der Konnexitat, d. i. durch das Theorem 4, ersetzt werden 
kann, da sich jeder dieser beiden Satze aus dem anderen auf 
Grund der allgemeinen Lehrsatze der Logik (naml1ch des Aus
sagenkalkiils) ableiten laBt; das Axiom 3 wird eine einfache Ein
setzung des Axioms 2 und kann deshalb iiberhaupt wegbleiben. 
Auf diese Weise gelangt man zum Axiomensystem 12{", das aus 
folgenden sieben Satzen besteht: 

Axiom 1". Wenn x =F y, 80 gilt x < yoder y < x. 

Axiom 2". Wenn x < y, 80 Y nicht < x. 

Axiom 3". Wenn x < y und y < Z, 80 X < z. 
Axiom 4". x + y = y + x. 

Axiom 5". x + (y + z) = (x + y) + z. 
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Axiom 6". Fur beliebige Zahlen x und y gibt es eine Zahl z, 
so dafJ x = Y + z. 

Axiom 7". Wenn y <z, so x + y < x + z. 
Das Axiomensystem 2(" ist somit jedem der beiden friiheren 

Axiomensysteme: 2( und 2(' aquivalent Wenn wir dies sagen, be
gehen wir jedoeh eine Ungeuauigkeit: es ist unmoglieh, aus den 
Axiomen des Systems 2(" diejenigen Satze der Systeme 2( oder 2(' 

abzuleiten, in denen das Symbol,,>" auf tritt, solangeman nicnt 
zu 2(" die Definition dieses Symbols hinzufugt. Wie bekannt, 
kann man dieser Definition folgende Gestalt geben: 

Definition 1". Wir wollen sagen, dafJ x> y, dann und nur 
dann, wenn y < x. 
Wir wissen aueh, daB der soeben angefiihrte Satz auf Grund 
des Axiomensystems 2( oder 2(' bewiesen werden kann, falls man 
ihn nicht als eine Definition, sondern als einen gewohnlichen 
Lehrsatz behandelt (und im Zusammenhang damit die Anfangs
worte "W ir wollen sagen, dafJ" streicht). Die Tatsache der Aqui
valenz der beiden untersuchten Systeme solI demnach folgender
maBen formuliert werden: das Axiomensystem 2(" zusammen mit 
der Definition 1" ist jedem der Systeme 2( und 2(' aquivalent. Eine 
ebenso vorsichtige Formulierungsweise ist immer dann geboten, 
wenn man zwei Axiomensysteme vergleicht, die zwar aquivalent 
sind, in denen aber zumindest teilweise verschiedene Grund
begriffe auftreten. 

Das Axiomensystem 2(" zeichnet sich Yorteilhaft durch seine 
durchsichtige Struktur aus; die drei ersten Axiome betreffen die 
Beziehung »kleiner als« und stellen zusammen fest, daB die 
Menge Zl durch diese Beziehung geordnet wird; die weiteren drei 
Axiome beziehen sich auf die Addition und drucken aus, daB die 
Menge Zl eine Abelsche Gruppe hinsichtlich der Addition ist; 
das letzte Axiom - der Satz der Monotonie - stellt schlieBlich 
eine Abhangigkeit zwischen der Beziehung »kleiner als« und der 
Addition fest. Man sagt von einer beliebigen Menge M, daB sie 
eine geordnete Abelsche Gruppe hinsichtlich der Beziehung R und 
der Operation 0 ist, falls 1. die Menge M durch die Beziehung R 
geordnet wird, 2. die Menge Meine Abelsche Gruppe in bezug auf 
die Operation 0 bildet und 3. die Operation 0 hinsichtlich der 
Beziehung R in der Menge M monoton ist; gemaB dieser Termino-
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logie kann man sagen, daB die Menge aller Zahlen durch das 
Axiomensystem m:" ala eine geordnete Abelsche Gruppe hinsicht
lich der Beziehung »kleiner als« und der Operation der Addition 
gekennzeichnet wird. . 

Es kann gezeigt werden, daB m:" ein unabhangiges Axiomen
system ist und daB aIle Grundbegriffe, die in diesem System auf
treten, nii.mlich "Zl", ,,<" und ,,+", gegenseitig unabhangig sind. 

* Will man die gegenseitige Unabhangigkeit der Grundbegriffe 
feststellen, so wendet man wiederum die Methode der Beweise 
durch Interpretation an, die jedoch hier eine kompliziertere Form 
hat; aus Platzmangel konnen wir aber nicht beschreiben, worin 
diese Methode modifiziert weraen solI. * 

53. Das vereinfachte Axiomensystem W'" und seine Aquivalenz 
mit den vorangehenden System en ; Bemerkungen iiber die mog
lichen Umformungen des Systems von Grundbegriffen. Das 
System m:" kann offenbar durch jedes ihm aquivalente System 
von Sii.tzen ersetzt werden. Wir wollen hier ein besonders ein
faches Beispiel eines solchen Systems angeben; dieses Axiomen
system, das mit dem Symbol "m:"'" bezeichnet werden solI, ent
halt dieselben Grundbegriffe wie m:", besteht aber nur aus funf 
Satzen: 

Axiom 1"'. Wenn x =1= y, 80 gilt x < yoder y < x. 

Axiom 2'''. Wenn x < y, 80 Y nicht < x. 

Axiom 3'''. x + (y + z) = (x + z) + y. 

Axiom 4"'. Fur beliebige Zahlen x und y gibt es eine Zahl z, 
80 daf3 x = y + z. 

Axiom 5'''. Wenn x + z < y + t, 80 gilt x < yoder z < t. 
Um die Aquivalenz der Systeme m:" und m:"' zu begriinden, 

bemerken wir zunachst, daB aIle Satze des Axiomensystems m:'" 
entweder in das Axiomensystem m: eingehen (das Axiom 2'" deckt 
sich namlich mit dem Axiom 2 und das Axiom 4'" mit dem 
Axiom 9), oder auf Grund dieses Systems bewiesen wurden (das 
Axiom If" als das Theorem 4, das Axiom 3'" als das Theorem 9 
und schlieBlich das Axiom 5'" als das Theorem 14). Da aber die 
Axiomensysteme m: und m:" aquivalent sind, wie wir es bereits 
aus 52 wissen (die Definition 1" kann ja jederzeit dem Axiomen
system m:" hinzugefugt werden), so darf man auch behaupten, 
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daB alle Satze des Systems &'" auf Grund des Systems &" be
wiesen werden konnen. Es ve~bleibt nur, diejenigen Satze des 
Systems &" aus den Axiomen des Systems &'" abzuleiten, die 
in &'" fehlen, also die Axiome 3", 4", 5" und 7". Diese Aufgabe 
ist ein wenig schwieriger. 

* Wir beginnen mit den Axiomen 4" und 5". 

Ableitung des Axioms 4" aU8 dem AxiomensY8tem &111. Man 
wendet auf zwei gegebene Zahlen x und y das Axiom 4'" an (in 
das "x" an Stelle von "y" und umgekehrt eingesetzt wird); 
es gibt also eine Zahl z, fill die 

y = x + Z (1) 

gilt. Ersetzt man ferner im Axiom 3'" "y" durch "x", so erhalt 
man: 

x + (x + z) = (x + z) + x. (2) 

Mit Riicksicht auf (1) kann auf der rechten und auf der linken 
Seite der Gieichung (2) "x + z" durch "y" ersetzt werden; man 
bekommt dann sogleich: 

x+ y= y+ x, W.z. b.w. 

Ableitung des Axioms 5" aU8 dem Axiomen8Y8tem Ill"'. GemaB 
Axiom 3"' (in das man "y" an Stelle von "z" und umgekehrt 
einsetzt) erhalt man: 

x + (z + y) = (x + y) + z; 

auf Grund des bereits abgeleiteten kommutativen Gesetzes darf 
man in dieser Formel "z + y" durch "y + z" ersetzen. Es er
gibt sich daraus: 

x + (y + z) = (x + y) + z, 

worum es sich eben handelte. 

Um die Ableitung der Axiome 3" und 7" leichter durchfiihren 
zu konnen, werden wir zunachst zeigen, wie auf Grund des 
Axiomensystems Ill"' manche der in den vorangehenden Kapiteln 
angegebenen Lehrsatze bewiesen werden konnen. 

Ableitung de8 Theorems 1 aU8 dem Axiomen8Y8tem &'". Hier 
geniigt die Bemerkung, daB der in 39 angefiihrte Beweis des 
Theorems 1 sich ausschlieBlich auf das Axiom 2 stiitzt, das sich 
seinerseits mit Axiom 2"' aus dem System 1ll'lI deckt. 
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Ableitung des Axioms 6 aus dem Axiomensystem ~'''. Wir 
haben in 50 gesehen, daB Axiom 6 sich aus den Axiomen 7, 8 
und 9 ableiten laBt. Nun decken sich die Axiome 7 und 8 be
ziehungsweise mit den Axiomen 4" und 5", lassen sich also, 
wie wir bereits wissen, auf Grund des Axiomensystems ~'" be
weisen; das Axiom 9 tritt aber im System !Z('" als Axiom 4'" 
auf. Das Axiom 6 laBt sich folglich aus dem System ~'" ab
leiten. 

Ableitung des Theorems 11 aus dem Axiomensystem ~III. Wir 
haben uns in dem zweiten Beweise des Theorems 11, der in 44 an
gegeben wurde, ausschlieBlich auf die Axiome 7, 8 und 9 gestutzt. 
Das betrachtete Theorem laBt sich hiermit aus dem System ~'" 
ableiten, und zwar aus denselben Griinden wie das Axiom 6. 

Ableitung des Theorems 12 aus dem Axiomensystem ~"'. Wir 
setzen voraus, daB 

x+ y <x+ z, 
und wenden das Axiom 5'" an, in dem "z", "y" und "t" 
beziehungsweise durch "y", "x" und "z" ersetzt werden. Wir 
kommen dann zum SchluB, daB eine der Formeln: 

x < x oder y <z 
gilt; die erste Moglichkeit wird abgelehnt, da sie dem bereits be
griindeten Theorem 1 widerspricht. Wir mussen also die Formel: 

y <z 
als giiltig anerkennen, womit der Beweis beendet ist. 

Ableitung des Axioms 3" aus dem Axiomensystem ~"'. Die 
Voraussetzungen des Axioms 3" lauten: 

x<y 
und 

y <z. 
Ware 

y+ X= y+ z, 
so hatten wir, gemaB Theorem 11: 

x= z, 
wir konnten also in (1) "x" durch "z" ersetzen und dadurch: 

z<y 

(1) 

(2) 
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bekommen; diese Konklusion muB aber abgelehnt werden, weil 
sie kraft Axiom 2'" in einem Widerspruch zu der Ungleichung (2) 
steht. Es gilt also: 

y+ x =1= y+ z. (3) 

Da y + x und Y + z Zahlen sind (Axiom 6), so folgt aus (3) 
auf Grund des Axioms I"', daB einer der beiden FaIle bestehen 
muB: 

y + x < y + z oder y + z < y + x. (4) 

Wir wollen zuerst die zweite der Formeln (4) ins Auge fassen. 
Auf Grund des schon vorher abgeleiteten Axioms 4" wird in dieser 
Ungleichung "y + x" durch "x + y" ersetzt; man bekommt dann: 

y+ z <x+ y. 
Man wendet nun auf die letzte Formel Axiom 5'" an, in welchem 
man an Stelle von "x", "y" und "t" beziehungsweise "y", 
und "y" einsetzt. Man kommt somit zum SchluB, daB 

y<xoderz<y 

x" 
" 

gilt; diese Folgerung ist aber abzuweisen, da sie kraft Axiom 2'" den 
Voraussetzungen (1) und (2) offenbar widerspricht. 

Wir kehren also zu der ersten der Formeln (4) zuriick; nach dem 
vorher bewiesenen Theorem 12 (in welchem "x" durch "y" und 
umgekehrt ersetzt wird) ergibt diese Formel sogleich: 

x <z, 
d. i. die Behauptung des Axioms 3"'. 

Ableitung des Axioms 7" aus dem Axiomensystem lit"'. Die 
SchluBweise ist hier der vorangehenden ahnlich, obgleich be
deutend einfacher. Es wird vorausgesetzt, daB 

y <z. 
Ware 

x+ y= x+ z, 
so hatten wir nach Theorem 11: 

Y= z; 

(1) 

wir konnten dann in der Voraussetzung (1) "y" durch "z" ersetzen 
und so zu einem Widerspruch mit dem Theorem 1 kommen. Es 
gilt also: 
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daraus folgt auf Grund des Axioms 1"': 

x + y < x + Z oder x + Z < x + y. (2) 

Nach Theorem 12 ergibt die zweite dieser Ungleichungen: 

Z <y, 

was aber auf Grund des Axioms 2'" der Voraussetzung (1) wider
spricht. Wir miissen also die erste der Ungleichungen (2): 

x+y<x+z 
annehmen; das ist eben die Behauptung des Axioms 7". * 

Auf diese Weise lassen sich aIle Satze des Systems 5l{" aus dem 
System 5l{'" folgern und umgekehrt; die Systeme 5l{" und 5l{'" 

sind demnach tatsachlich aquivalent. Das System 5l{'" ist zweifel
los einfacher als das System 5l{" und um so mehr einfacher als die 
Systeme 5l{ und 5l{'. Besonders interessant ist die Zusammenstel
lung der Systeme 5l{ und 5l{"': zufolge der ausgefiihrten Reduktionen 
hat sich die urspriingliche Anzahl der Axiome um mehr als die 
Halfte vermindert. Anderseits soli aber bemerkt werden, daB 
manche Satze des Axiomensystems 5l{'" (und zwar die Axiome 3'" 
und 5"') einen weniger natiirlichen Charakter haben als die Axiome 
der iibrigen Systeme und daB die Beweise mancher ganz elemen
taren Theoreme auf Grund des Systems 5l{'" relativ schwieriger 
und komplizierter als die vorhergehenden sind. 

Ebenso wie ein System von Axiomen kann auch ein System 
von Grundbegriffen durch ein beliebiges aquivalentes System er
setzt werden. Dies betrifft insbesondere das System der drei 
Symbole: "Zl", ,,<" und ,,+", die als die einzigen Grundbegriffe 
in den zuletzt betrachteten Axiomen auftreten. Ersetzt man z. B. 
in diesem System das Symbol ,,<" durch ,,<", so erhalt man 
ein aquivalentes System: das zweite dieser Symbole wurde ja 
mit Hille des ersteren definiert und in Theorem 8 wird gezeigt, 
wie man umgekehrt das erste Symbol mit Hille des zweiten de
finieren kann. Eine derartige Umformung des Systems wiirde 
aber keineswegs vorteilhaft sein, insbesondere wiirde sie nichts zur 
Vereinfachung der Axiome beitragen und dem Leser, der vermut
lich eher mit dem Symbol ,,<" als dem Symbol ,,<" vertraut ist, 
konnte sie etwas kiinstlich erscheinen. Ebenso gewinnt man wieder 
ein aquivalentes System, wenn man in dem angefiihrten System 
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von Grundbegriffen das Zeichen .. +" duroh ,,-" ersetzt; aber 
auch diesa Umformung wiirde niOOt zweokmaBig sain. Wir wollen 
noch erwii.hnen, daB auoh solche Systeme von Grundbegriffen 
bekannt sind, die dem in &ade stehenden System ii.quivalent sind, 
die aber ana einer kleineren Anzah! von Begriffen, namlioh aus 
nur zwei Begriffen bestehen. 

04. Das Problem der Widerspruchsfreiheit des betrachteten 
Bruchstiicks der Arithmetik. Wir wollen nun kurz andere metho. 
dologische Probleme beriihren, die das von uns besprochene 
Bruchstiiok der Arithmetik betreffen, und zwar die Probleme 
der Widerspruchsfreiheit und der Vollsta.ndigkeit (vgl. 37). Es ist 
vollig irrelevant, auf welches der ii.quivalenten Axiomensysteme 
unsere Bemerkungen bezogen werden; deshalb werden wir stets 
von dem Axiomensystem ~ sprechen. 

Wenn wir an die Widerspruchsfreiheit der ganzen Arithmetik 
glauben (diese Voraussetzung wurde schon gebraucht und wird 
auch weiter in unseren tJberlegungen gebrauoht werden), so miissen 
wir um so mehr annehmen, daB das auf dem Axiomemystem ~ 
gegriindete Bruckstilclc der Aritkmetilc widers'/fl"UCkstrei ist. W8.hrend 
aber aIle Versuche, die Widerspruchsfreiheit der ganzen Arith. 
metik streng zu beweisen, auf Schwierigkeiten grundsatzlicher 
Natur stoBen, so ist ein derartiger Beweis fiir das System ~ wahl 
uiliglich und sogar nicht schwierig. Der Bestand von Satzen, die 
sich aus dem Axiomensystem ~ ableiten lassen, ist namlich reoht 
klein: auf Grund dieses Systems ist man z. B. nicht imstande, 
die elementare Frage, ob es iiberhaupt Zahlen gibt, bejahend oder 
verneinend zu beantworten. Eben deshalb ist es relativ leicht zu 
zeigen, daB zwischen den Lehrsatzen des betrachteten Bruch. 
stiicks der Arithmetik kein einziges Paar von sich widersprechen. 
den Satzen auftritt. Es ist vollig unmoglioh, mit den Mitteln, iiber 
die wir bier verfiigen, den erwiihnten Beweis der Widerspruchs. 
freiheit zu skizzieren oder mindestens annahernd den Leser mit 
seiner Grundidee bekanntzumachen; wir wollen nur bemerken, 
daB dies eine viel tiefere Kenntnis der Logik erfordem wiirde und ala 
eine notwendige Vorarbeit dazu miiBte man das in Rede stehende 
Bruchstiick der Arithmetik in der Gestalt einer formalisierten 
deduktiven Theorie darstellen (vgl. 36). Erwahnt sei noch: 
wenn man dllS System ~ durch einen einzigen Satz, der besagt, 

TarskI, Mathematlsche Logik. 10 
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es gabe mindestens zwei versehiedene Zahleu, vervollstandigt, so 
wird man beirn Versueh, die Widerspruehsfreiheit des so erweiterten 
Axiomensystems zu begriinden, auf Sehwierigkeiten desselben 
Grades stoBen wie irn FaIle des vollen Systems der Arithmetik. 

55. Das Problem der Vollstandigkeit des betrachteten Bruch
stiicks der Arithmetik. Einfacher als die Frage der Widerspruchs
freiheit stellt sich die Frage der Vollstandigkeit des Axiomen
systems III dar. 

Es gibt eine Menge von Problemen, die ausschlieBlich mit 
Hille logischer Termini und Grundbegriffe des Systems III formu
liert werden, die aber auf Grund dieses Systems in keiner Weise 
entschieden werden konnen. Von einem solchen Problem war 
schon in dem vorangehenden Paragraphen die Rede. Ein anderes 
Beispiel stellt der Lehrsatz dar, nach dem es fiir jede Zahl x eine 
Zahl y gibt, so daB 

x=y+y 

gilt; stiitzt man sich ausschlieBlich auf Axiome des Systems Ill, 
so vermag man diesen Lehrsatz weder zu beweisen noeh zu wider
legen. Dies ergibt sich durch folgende Uberlegung. Mit dem 
Symbol "Zl" haben wir die Menge aller reellen Zahlen bezeichnet; 
die Menge Zl umfaBt also sowohl die ganzen Zahlen als auch die 
gebrochenen, sowohl die rationalen als auch die irrationalen. Es ist 
aber leicht zu ersehen, daB keines von den Axiomen des Systems III 
und dadurch auch keines von den aus ihnen folgenden Theoremen 
seine Giiltigkeit verlieren wiirde weder in dem FaIle, wenn wir 
mit dem Symbol "Zl" die Menge aller ganzen Zahlen (der positiven 
und negativen einschlieBlich der Zahl 0), noch in dem FaIle, 
wenn wir damit die Menge aller rationalen Zahlen bezeichnen 
wiirden; aIle diese Satze wiirden also gwtig bleiben, sowohl wenn 
das Wort "Zahl" "ganze Zahl", als auch, wenn es "rationale Zahl" 
bedeuten sollte. 1m ersten FaIle ist der angefiihrte Satz. nach 
dem es fiir jede Zahl eine solche Zahl gibt, die der Halfte der 
ersteren gleieh ist, falsch, irn zweiten FaIle ist er wahr. Wiirde uns 
also gelingen, den betraehteten Satz auf Grund des Systems III zu be
weisen, so wiirden wir dadurch zu einem Widersprueh in der Arith
metik der ganzen Zahlen kommen; konnten wir ihn aber widerlegen, 
d. h. den ihm widersprechenden Satz beweisen, so wiirden wir auf 
einen Widersprueh in der Arithmetik der rationalen Zahlen stoBen. 
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* Man kann leicht sehen, daB die soeben skizzierte Uberlegung 
unter die Kategorie der Beweise durch Interpretation fallt (vgl. 51); 
um dies zu verdeutlichen, wollen wir diese Uberlegung in einer 
etwas modifizierten Gestalt darstellen. Es sei mit "Gz" die Menge 
aller ganzen Zahlen und mit "Rz" die Menge aller rationalen 
Zahlen bezeichnet. Wir geben nun zwei Interpretationen des 
Systems Ilt in der Arithmetik an, und zwar bleiben die Symbole 
,,<", ,,>" und ,,+" in den beiden Interpretationen unverandert, 
das Symbol "Zl" dagegen, das in jedem Axiom explizit oder im
plizit auftritt (vgl. 38), soll in der ersten Interpretation durch 
"Gz" und in der zweiten durch "Rz" ersetzt werden (man kann 
eventuell in der zweiten Interpretation das Zeichen "Zl" auch 
unverandert lassen). Aile Axiome des Systems Ilt bewahren in 
beiden Interpretationen ihre Giiltigkeit, dagegen ist der Satz: 

fur jede Zahl x gibt es eine Zahl y, so dafJ x = Y + y 

nur bei der zweiten Interpretation erfiillt, in der ersten Inter
pretation gilt aber die Negation dieses Satzes: 

nicht fur jede Zahl x gibt es eine Zahl y, so dafJ x = Y + y. 

Unter der V oraussetzung der Widerspruchsfreiheit der Arithmetik 
erschlieBt man aus der ersten Interpretation, daB der betrachtete 
Satz auf Grund des Systems Ilt nicht beweisbar ist, aus der zweiten 
Interpretation aber, daB dieser Satz auch nicht widerlegbar ist, 
d. h. daB der ihm widersprechende Satz nicht bewiesen werden 
kann.* 

Wir haben hiermit gezeigt, daB es zwei widersprechende Satze 
gibt, die ausschlieBlich mit Hille logischer Termini und Grund
begriffe des betrachteten Bruchstiickes der Arithmetik formuliert 
werden und die sich aus dem Axiomensystem dieses Bruchstiickes 
nicht ableiten lassen. Das BruchstUck der Arithmetik, das sich 
auf das Axiomensystem Ilt grundet, ist also nicht vollstandig. 

Ubungsaufgaben. 

* 1. Wir wollen die Festsetzung treffen, daB die Formel: 

x<y 
dasselbe bedeutet wie: 

x + I < y. 
10· 
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Wir ersetzen iiberall in den Axiomen des Systems \2t" aus 52 
das Zeichen ,,<" durch ,,<r..". Man untersuche, welche Axiome 
ihre Giiltigkeit bewahren und welche nicht, und man schlie.Be 
damus, daB das Axiom 1" sich nicht aus den iibrigen Axiomen 
ableiten laBt. Wie wird die hier angewandte Methode des Schlie
Bens genannt ¥ 

* 2. Nach dem Vorbild des Beweises, der in 51 fiir das Axiom 2' 
skizziert wurde, zeige man, daB das Axiom 2" aus den iibrigen 
Axiomen des Systems \2t" nicht abgeleitet werden kann. 

* 3. Das Symbol ,,zi" solI die Menge bezeichnen, die aus den 
drei Zahlen: 0, 1 und 2 besteht. Wir definieren die Beziehung < 
zwischen den Elementen dieser Menge, und zwar setzen wir fest, 
daB diese Beziehung nur in den folgenden drei Fallen besteht: 

o < 1, 1 < 2, 2 < o. 
Wir bestimmen femer die Operation -+ mit den Elementen 

der Menge zl durch folgende Formeln: 

o + 0 = 1 + 2 = 2 + 1 = 0, 

0+ 1 = 1 + 0 = 2 + 2 = 1, 

0+ 2 = 1 + 1 = 2 + 0 = 2. 

Man ersetze iiberall in den Axiomen des Systems \2t" die Grund
begriffe dieses Systems beziehungsweise durch "Zl~', ,,<:" und ,,+ " 
(und das Wort "Zahl" durch den Ausdruck "eine von den drei 
Zahlen: 0, 1 und 2"); man zeige auf diesem Wege, daB sich das 
Axiom 3" nicht aus den iibrigen Axiomen ableiten laBt. 

* 4. Um mit Hille eines Beweises durch Interpretation zu 
zeigen, daB das Axiom 4" aus den iibrigen Axiomen des Systems 
\2t" nicht abgeleitet werden kann, geniigt es, das Zeichen der 
Addition in allen Axiomen durch das Symbol einer der vier 
Operationen zu ersetzen, von denen in der Dbungsaufgabe 
aus VIII die Rede war. Man untersuche, um welche Operation 
es sich hier handelt. 

* 5. Wir betrachten die Operation +, die fo1gende Formel 
erfiillt: 

x + y = 2 . (x + y). 
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Mit Hille dieser Operation weise man nach, daB das Axiom 5" 
nicht aus den iibrigen Axiomen des Systems m" abgeleitet 
werden kann. 

* 6. Man zeige eine derartige Menge von Zahlen auf, die 
zusammen mit der Beziehung »kleiner als« und mit der Ope
ration der Addition das Axiom 6" nicht erfiillt, zugleich aber 
ein Modell ffir die iibrigen Axiome des Systems m" bildet. Was 
ffir ein SchluB kann daraus hinsichtlich der Ableitbarkeit des 
Axioms 6" gezogen werden 1 

* 7. Will man nachweisen, daB das Axiom 7" auf Grund der 
iibrigen Axiome des Systems Ill" nicht bewiesen werden kann, 
so ersetzt man in allen Axiomen zwei von den Grundbegriffen 
dieses Systems durch entsprechende Symbole, die in der Ubungs
aufgabe 3 eingefiihrt wurden, wahrend der dritte Grundbegriff 
unverandert bleibt. Man untersuche dies ganz genau. 

* 8. Die Ergebnisse, die in den Ubungsaufgaben 1-7 gewonnen 
wurden, zeigen, daB keines von den Axiomen des Systems m" 
aus den iibrigen Axiomen dieses Systems abgeleitet werden kann. 
Man fiihre analoge Unabhangigkeitsbeweise fiiI; die Axiomen
systeme m' aus 50 und m'" aus 53 durch (wobei man die in 
den bisherigen Ubungsaufgaben aufgezeigten Interpretationen 
zum Teil beniitzen moge). 

* 9. Wir haben die Methode der Beweise durch Interpretation 
eigentlich schon in einer Ubungsaufgabe aus vm angewandt. 
In welcher denn 1 

* 10. Man stelle die Unabhangigkeit aller Satzsysteme fest, 
von denen in den Ubungsaufgaben 5 und 6 aus VI die Rede war 
(vgl. hierzu Ubungsaufgabe 4 aus VI). 

II. Man weise auf Grund des Axiomensystems m" nach, daB 
jede Menge von Zahlen, die eine Abelsche Gruppe hinsichtlich 
der Addition ist, zugleich eine geordnete Abelsche Gruppe hin
sichtlich der Beziehung »kleiner als« und der Addition ist. Man 
gebe Beispiele solcher Mengen von Zahlen an. 

12. In der Ubungsaufgabe 5 aus vm wurden Mengen von 
Zahlen angegeben, die Abelsche Gruppen hinsichtlich der Multi
plikation sind. Welche von diesen Mengen sind geordnete Abelsche 
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Gruppen hinsichtlich der Beziehung < und der Multiplikation 
und welche sind es nicht 1 

* 13. Man verwende das Ergebnis, das in der Ubungsaufgabe 12 
gewonnen wurde, fUr einen neuen Beweis der Unabhangigkeit des 
Axioms 7" von den iibrigen Axiomen des Systems ~" (vergl. 
Ubungsaufgabe 7). 

* 14. Man beweise auf Grund des Axiomensystems ~" fol
gendes Theorem: 

Wenn es mindestens zwei verschiedene Zahlen gibt, so gibt es fur 
iede Zahl x eine Zahl y, so daf3 x < y gilt. 

Durch eine Verallgemeinerung dieses Ergebnisses begriinde 
man folgenden allgemeinen Lehrsatz aus der Gruppentheorie: 

1st die Menge Meine geordnete Abelsche Gruppe hinBichtlich 
der Beziehung R und der Operation 0 und besteht diese Menge aus 
mindestens zwei Elementen, so gibt es fur iedes Element x der Menge M 
ein Element y ilieser Menge, so daf3 x R y gilt. 

Man zeige auf Grund dieses Lehrsatzes, daB keine Menge, 
die eine geordnete Abelsche Gruppe ist, genau aus zwei, drei usw. 
Elementen bestehen kann; kann sie aus genau einem Elemente 
bestehen 1 Man vergleiche hierzu Ubungsaufgabe 8 aus VIll. 

* 15. Man zeige, daB das System von Axiomen 1"_3" (aus 52) 
demjenigen System aquivalent ist, das aus Axiom I" und aus dem 
folgenden Satz besteht: 

Wenn x < y, y < z, z < t, t < u und u < V, so v nicht < x. 

Durch eine Verallgemeinerung dieses Ergebnisses begriinde 
man folgenden allgemeinen Lehrsatz aus der Relationstheorie: 

Damit die Menge M dunh die Relation R geordnet wird, ist 
es notwendig und hinreichend, daf3 die Relation R konnex in der 
Menge Mist und daf3 sie folgende Bedingung erjullt: 

sind x, y, z, t, u und v beliebige Elemente der Menge M und gilt 
x R y, Y R z, z R t, t R u und u R v, so gilt v nicht R x. 

* 16. Auf Grund der Uberlegungen aus 43, 50 und 53 weise 
man nach, daB folgende drei Systeme von Satzen aquivalent sind: 

a) das System von Axiomen 6-9 aus 42, 
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b) das System von Axiomen 4"-6" aus 52, 
c) das System von Axiomen 3'" und 4'" aus 53. 
Als eine Verallgemeinerung dieses Ergebnisses formuliere man 

neue Definitionen des Ausdrucks: 
die Menge M ist eine Abelsche Groppe hinsichtlich der Ope

ration 0, 
die der in 42 angefiihrten Definition aquivalent, aber ein

facher sind. 

* 17. Wir wollen das System 21"" betrachten, das aus fol
genden fiinfAxiomen besteht: 

Axiom 1"". Wenn x :j: y, 80 gilt x < yoder y < x. 

Axiom 2"". Wenn x < y, y < z, z < t, t < u und u < V, 

80 V nicht < x. 

Axiom 8"". x + (y + z) = (x + z) + y. 

Axiom 4"". Fur beliebige Zahlen x und y gibt es eine Zahl z, 
80 dafJ x = y + z. 

Axiom 5"". Wenn y < z, 80 X + y < x + z. 
Auf Grund der in den Ubungsaufgaben 15 und 16 gewonnenen 

Ergebnisse zeige man, daB das System ~"" jedem der heiden 
Systeme 21" und 21'" aquivalent ist. 

18. Wir haben in 53 behauptet, daB das System der drei Sym
bole: "Zl" , ,,<" und ,,+" dem System der Symbole "Zl", ".;;;;" 
und ,,+" aquivalent ist; dieser Behauptung sollten wir eigentlich 
hinzufiigen, daB diese Systeme mit Riicksicht auf ein bestimmtes 
System von Satzen, z. B. mit Riicksicht auf das Axiomen
system 21'" und die Definition 1 aus 41, ii.quivalent sind. Man 
iiberlege, warum eine solche Erganzung unentbehrlich ist. All
gemein gesagt: warum muB man immer ein bestimmtes System 
von Sii.tzen ins Auge fassen, wenn man die Xquivalenz zweier 
Systeme von Ausdriicken (im Sinne von 35) feststellen will ~ 

* 19. Wir wollen das System 21° betrachten, das aus folgenden 
sieben Sii.tzen besteht: 

Axiom 1°. Fur beliebige Zahlen x und y gilt x .;;;; yoder y.;;;; x. 
Axiom 2°. Wenn x';;;; y und y.;;;; x, 80 X = y. 
Axiom 8°. Wenn x';;;; y und y.;;;; Z, 80 x';;;; z. 
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Axiom 4°. x + y = y + x. 

Axiom 5°. x + (y + z) = (x + y) + z. 

Axiom 6°. Fur beliebige Zahlen x und y gibt e8 eine Zahl z, 
80 clap X + y = z. 0 

Axiom'r. Wenn y.;;; z, so x + y.;;; x + z. 
Man zeige, daB die Axiomensysteme 1[(" (aus 52) und 1[(0 zu 

aquivalenten Systemen von Satzen werden, falls man zu dem 
ersten dieser Systeme die Definition I aus 41 und zu dem zweiten 
das Theorem 8 aus 41 hinzufugt, wobei dieses Theorem als Defi
nition des Symbols ,,<" betrachtet wird. Warum darf man 
nicht einfach sagen, daB die Systeme 1[(" und 1[(0 aquivalent sind ~ 

20. Nach dem Vorbild der Uberlegungen aus 55 zeige man, daB 
auf Grund des Axiomensystems I[( folgender Satz weder bewiesen 
noch widerlegt werden kann: 

1st x < z, so gibt e8 eine Zahl y, jur die x < y und y < z gilt. 

*21. Es soli gezeigt werden, daB auf Grund des Axiomen
systems ~I folgender Satz weder bewiesen noch widerlegt werden 
kann: 

Fur jede beliebige Zahl x gibt es eine Zahl y, so clap x < y. 

* 22. Wir haben die Methode der Beweise durch Interpretation 
in IX dazu verwendet, um die Unabhangigkeit oder die Unvoll
standigkeit eines Axiomensystems festzustellen. Dieselbe Methode 
wird auch in den Untersuchungen uber die Widerspruchsfreiheit 
verwendet. GeIingt es namIich, fur das Axiomensystem einer 
DiszipIin SD eine Interpretation in einer anderen mathematischen 
DiszipIin SD' aufzufinden, so wird der folgende Satz als bewiesen 
angesehen: 

1st die Disziplin SD' widerspruchsjrei, so ist auch die Disziplin SD 
widerspruchsjrei. 

Man begriinde eine derartige SchluBweise. Wir haben in 34 
manche Bemerkungen bezuglich der InterpretationsmogIichkeiten 
der Axiomensysteme gemacht, die der Arithmetik und der Geo
metrie zugrunde Iiegen; durch Anwendung der beschriebenen 
SchluBweise leite man aus diesen Bemerkungen Folgerungen ab, 
die die Widerspruchsfreiheit jener beiden DiszipIinen und ihren 
Zusammenhang mit der Widerspruchsfreiheit der Logik betreffen. 
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X. Axiomensysteme fUr die ganze Arithmetik reeDer 
Zahlen. 

06. UnzulingJichkeit des Axiomensystems '-l fiir die Begriin
dung der ganzen ArithmetJk reeller Zahlen; System '-lx, seine 
Grundbegriffe und Axiome. Das Axiomensystem 2{ ist nicht aus
reichend zur Begriindung der ganzen Arithmetik reeller Zahlen, 
sowohl deswegen, weil - wie wir in 00 erfahren haben - zahl
reiche LehrsiLtze dieser DiszipJin nicht aus den Axiomen dieses 
Systems abgeleitet werden konnen, als auch aus einem anderen, 
nicht weniger wichtigen und ubrigens vollig analogen Grunde: 
es kann eine Reihe von Begriffen aus dem Bereich der Arithmetik 
angegeben werden, die sich mit Hilfe der im System 2{ auf
tretenden Grundbegriffe nicht definieren lassen. So werden wir 
z. B. auf Grund des Systems 2{ niemals imstande sein, die Zeichen 
der MultipJikation und Division, ja nicht einmal solche Symbole 
wie ,,1", ,,2" usw. zu definieren. 

1m Zusammenhang damit taucht in natiirlicher Weise folgende 
Frage auf: wie sollen wir das von uns angenommene System von 
Axiomen und Grundbegriffen umformen oder vervollstii.ndigen, 
um eine ausreichende Basis fur die Grundlegung der ganzen 
Arithmetik reeller Zahlen zu gewinnen 1 Wir konnen dieses Pro
blem in verschiedener Weise losen; es sollen hier zwei ziemlich 
verschiedene Losungsmethoden skizziert werden. 1 

Bei der Darstellung der ersten Methode wii.hlen wir als Aus
gangspunkt das System 2{'" (vgl. 53); zu den in diesem System 
auftretenden Grundbegriffen fugen wir das Wort "Eins" irinzu, 
das, wie ublich, durch das Symbol ,,1" ersetzt wird, und ergiLnzen 
die Axiome des Systems durch vier neue SiLtze. Auf diese Weise 
bekommt man ein neues System 2{ x, das die vier Grundbegriffe: 

1 Das erste fiir die Grundlegung der ganzen Arithmetik reeller 
Zahlen ausreichende Axiomensystem wurde im Jahre 1900 von 
Hilbert veroffentlicht (vgl. S. 92, Anm. 1); dieses System ist dem 
System ~xx verwandt, das wir weiter unten kennenlemen werden. 
Vor 1900 waren Axiomensysteme fiir gewisse weniger umfassende 
Teile der Arithmetik bekannt; das erste derartige Axiomensystem, und 
zwar fiir die Arithmetik der natiirlichen Zahlen. wurde im Jahre 1889 
von dem italienischen Mathematiker und Logiker Q~ Peano.< (1858 
bis 1932) verOffentlicht. 
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"Zl", ,,<", ,,+", ,,1" enthalt und aus neun Axiomen besteht, die 
wir hier explizit aufschreiben wollen: 

Axiom 1x. Wenn x =!= y, so gilt x < yoder y < x. 

Axiom 2x. Wenn x < y, so y nicht <x. 

Axiom ax. 1st x < z, so gibt es eine Zahl y, tilr die x < y und 
Y < z gilt. 

Axiom 4x. Wenn M und N beliebige Mengen von Zahlen sind 
(d. i. M C Zl und N C Zl), die tolgende Bedingung ertilllen: 

ist x ein beliebiges Element der Menge M und y ein beUebiges 
Element der Menge N, so gilt x < y, -

- dann gibt es eine Zahl z, die tolgender Bedingung geniigt: 
ist x ein beliebiges Element der Menge M und y ein beliebiges 

Element der Menge N, wobei x =!= z und y =!= z, so gilt x < z und 
z <yo 

Axiom 5 x• x + (y + z) = (x + z) + y. 

Axiom 6 x• Filr beliebige Zahlen x und y gibt es eine Zahl z, 
so dafJ x = y + z. 

Axiom 7x. Wenn x + z < y + t, so gilt x < yoder z < t. 

Axiom 8 x• 1 € Zl. 

Axiom 9 x• 1 < 1 + l. 
57. Nahere Charakterisierung des Systems ~x, dichte und 

stetige Beziehungen; methodologische Vorteile und didaktische 
Nachteile des Systems ~x. Die im vorigen Paragraphen ange
gebenen Axiome zerfallen in drei Gruppen: in der ersten Gruppe, 
die aus den Axiomen 1 x--4 x besteht, treten nur zwei Grund
begriffe auf: "Zl" und ,,<"; in der zweiten Gruppe, zu der die 
Axiome 5 x_7x gehoren, tritt zu den vorangehenden Begriffen 
noch das Zeichen ,,+" hinzu; schlieBlich erscheint in der dritten 
Gruppe, die aus den beiden letzten Axiomen 8 x und 9 x besteht, 
noch das Symbol ,,1". 

Unter den Axiomen der ersten Gruppe befinden sich zwei, die 
bisher nicht bekannt waren: die Axiome 3 x und 4 x. Das Axiom 3 x 
wird Satz der Dichtigkeit tilr die Beziehung »kleiner als« genannt: 
es driickt aus, daB die Beziehung »kleiner als« in der Menge aller 
Zahlen dicht ist; die Beziehung R heiBt namlich in der Menge M 
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dicht, wenn fiir beliebige Elemente x und y dieser Menge die 
Formel: 

xRy 

die Existenz eines solchen Elements z der Menge M nach sich 
zieht, fiir das 

x Rz und z R y 

gilt. Das Axiom 4 X wird Satz der Stetigkeit tur die Beziehung 
)kleiner als« (auch einfach Stetigkeitsaxiom) oder Satz von Dedekind 
genannt1 ; will man ganz allgemein festlegen, unter welchen Be. 
dingungen die Beziehung R in der Menge M stetig ist, so reicht 
es hin, in Axiom 4 X iiberall "Zl" durch "M" (und - was damit 
zusammenhangt - das Wort "Zahl" durch den Ausdruck "Ete· 
ment der Menge M") sowie ,,<" durch "R" zu ersetzen. Wird die 
Menge M durch die Beziehung R geordnet und ist R in dieser 
Menge dicht, bzw. stetig, so sagt man, daB die Menge M durch die 
Beziehung R dicht, bzw. stetig, geordnet wird. 

Das Axiom 4 X ist weniger einleuchtend und komplizierter als 
die iibrigen Axiome; es unterscheidet sich von anderen Axiomen 
schon dadurch, daB in ihm nicht von einzelnen Zahlen, sondern 
von Zahlenmengen die Rede ist. Um diesem Axiom eine durch. 
sichtigere und faBlichere Form zu geben, empfiehlt es sich, ihm 
folgende Definitionen voranzuschicken: 

W ir wollen sagen, dafJ die Zahlenmenge M der Zahlenmenge N 
vorangeht, dann und nur dann, wenn jede Zahl der Menge M kleiner 
als jede Zahl der Menge N ist. 

W ir wollen sagen, dafJ die Zahl z die Zahlenmengen M und N 
trennt, dann und nur dann, wenn beliebige zwei Zahlen x und y, 
von denen die erste der Menge M und die zweite der Menge Nan· 
gehOrt und die dabei von z v6rschieden sind, die Formeln: x < z 
und z < y er/ullen. 

Auf Grund dieser Definitionen laBt sich das Stetigkeitsaxiom 
ganz einfach formulieren: 

1 Dieser Satz wurde - in einer etwas abweichenden Formulierung 
- von dem deutschen Mathematiker R. Dedekind (1831-1916) auf· 
gestel1t, dessen Untersuchungen viel zur Grundlegung der Arithmetik 
und besonders der Theorie der irrationalen Zablen beigetragen haben. 
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Wenn eine Zahlenmenge der anderen vorangeht, so gibt es min
destens iine Zahl, die diese M engen trennt. 

AIle Axiome der zweiten Gruppe sind uns aus friiheren Uber
legungen bekannt. Die Axiome der dritten Gruppe sind zwar 
neu, aber ihr Inhalt ist so einfach und einleuchtend, daB sie kaum 
einer Erlauterung bedUrfen. Hochstens ist dies zu bemerken: 
schickt man dem Axiom 9 x die Definitonen des Symbols ,,0" und 
des Ausdrucks "positive Zahl" voran, so kann man dieses Axiom 
durch die Formel: 

° < 1, 
bzw. durch den Satz: 

1 ist eine positive Zahl 
ersetzen. 

Wie wir bereits wissen, bilden die Axiome 1 \ 2 x , 5\ 6 x und 7 X 

das Axiomensystem \2{"I, das - ebenso wie das ihm aquivalente 
System \2{" - die Menge aller Zahlen als eine geordnete Abelsche 
Gruppe charakterisiert (vgl. 52). Beriicksichtigt man nun den 
Inhalt der neu hinzugefiigten Axiome 3 x, 4 x, 8 x und 9 x, so kann 
das ganze System folgendermaBen gekennzeichnet werden: das 
Axiomensystem \2{x legt test, dafJ die Menge aller Zahlen eine dicht 
und stetig geordnete Abelsche Gruppe hinsichtlich der Beziehung 
)}kleiner als« und der Operation der Addition bildet, wobei in dieser 
Menge ein gewisses positives Element 1 ausgezeichnet wird. 

Das Axiomensystem \2{ x besitzt vom methodologischen Ge
sichtspunkt aus eine Menge von V orteilen: es ist auBerlich wohl das 
einfachste aller bekannten Axiomensysteme, die eine ausreichende 
Basis fiir die Grundlegung der ganzen Arithmetik geben; mit Aus
nahme des Axioms 1 \ das sich (auf nicht allzu einfache Weise) 
aus den iibrigen Axiomen ableiten laBt, sind sowohl aIle anderen 
Axiome des Systems als auch aIle in diesen Axiomen auftretenden 
Grundbegriffe voneinander unabhangig. Der didaktische Wert 
des betrachteten Systems ist dagegen unvergleichlich geringer, 
weil die Einfachheit der Grundlagen bedeutende Komplikationen 
in den weiteren Ausfiihrungen verursacht. Schon die Definition 
der Multiplikation und die Ableitung der Grundgesetze, die diese 
Operation betreffen, ist in dem gegebenen FaIle nicht leicht durch
zufiihren. Fast vom Anfang an muB man in den Uberlegungen 
das Stetigkeitsaxiom benutzen (ohne seine Hilfe kann man z. B. 
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auf Grund des Systems ~ x unmoglich beweisen, daB die Zahl ! 
existiert, d. i. eine Zahl y, fiir die y + y = 1 gilt), und die Schlusse, 
die sich auf dieses Axiom stutzen, bieten gewohnlich den An
fangern ziemlich groBe Schwierigkeiten. 

58. Grundbegriffe und Axiome des Systems ~XX. Aus den 
soeben erwahnten Griinden ist es der Miihe wert, nach einem 
anderen Axiomensystem zu suchen, auf das man die Arithmetik 
aufbauen kann. Ein solches System kann auf folgendem Wege 
gewonnen werden. Ausgangspunkt soll das Axiomensystem ~" 
sein. Es werden drei neue Grundbegriffe angenommen, und zwar 
"Null", "Eins" und "Produkt"; wir ersetzen, wie ublich, die ersten 
zwei Termini durch die Symbole ,,0" und "I" und statt des Aus
drucks "das Produkt der Zahlen (Faktoren) x und y" (bzw. "das 
Ergebnis der Multiplikation mit den Zahlen x und y") schreiben wir 
"x . y". Ferner werden dem Axiomensystem dreizehn neue Satze 
eingefugt; darunter sind uns schon zwei bekannt, namlich der 
Satz der Stetigkeit und der Satz der Ausfiihrbarkeit fiir die 
Addition. So gewinnen wir schlieBlich das Axiomensystem ~ x X, 
das sechs Grundbegriffe: "Zl", ,,<", ,,+", ,,0", "." und ,,1" 
enthalt und aus folgenden zwanzig Satzen besteht: 

Axiom 1xx. Wenn x ::j:: y, so gilt x < yoder y < x. 

Axiom 2xx. Wenn x < y, so y nicht <x. 

Axiom 3 xx• Wenn x < y und y < z, so x < z. 

Axiom 4xx. Wenn M und N beliebige Mengen von Zahlen sind, 
die folgende Bedingung erfullen: 

ist x ein beliebiges Element der Menge M und y ein beliebiges 
Element der Menge N, so gilt x < y, -

- dann gibt es eine Zahl z, die folgender Bedingung genilgt: 
ist x ein beliebiges Element der Menge M und y ein beliebiges 

Element der Menge N, wobei x ::j:: z und y ::j:: z, so gilt x < z und 
z <yo 

Axiom 5 xx• Fur beliebige Zahlen x und y gibt es eine Zahl z, 
so dafJ x + y = z (mit anderen Worten: wenn x € Zl und y € Zl, 
so x+ y €Zl). 

Axiom 6 xx• x + y = y + x. 

Axiom 7xx. x + (y + z) = (x + y) + z. 
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Axiom 8 xx• Fur beliebige Zahlen x und y gibt es eine Zahl z, 
so daf3 x = y + z. 

Axiom 9 xx• Wenn y < z, so x + y < x + z. 

Axiom 10xx. ° € Zl. 

Axiom 11xx. x + 0= x. 

Axiom 12 xx. Fur beliebige Zahlen x und y gibt es eine Zahl z, 
so daf3 x. y = z (mit anderen Worten: wenn x € Zl und y € Zl, 
so x. Y € Zl). 

Axiom 13xx• x. y = y. x. 

Axiom 14xx. x. (y • z) = (x. y) . z. 

Axiom 15xx• Fur beliebige Zahlen x und y, wenn y :j:: 0, so 
gibt es eine Zahl z, so daf3 x = y . z. 

Axiom 16xx• Wenn 0< x und y < z, so x. y < x. z. 

Axiom 1'1xx. x. (y + z) = (x. y) + (x. z.) 

Axiom 18xx• 1 € Zl. 

Axiom 19xx• x. 1 = x. 

Axiom 20xx. 0 :j:: 1. 

59. Nahere Charakterisierung des Systems ~ x x: Einheitselement 
einer Operation, Distributivitat einer Operation hinsichtlich einer 
anderen, der Begriff des Korpers und des geordneten Korpers. 
Ebenso wie im Axiomensystem ~ x konnen im System ~ x x drei 
Gruppen von Axiomen ausgezeichnet werden. In den Axiomen 
1 xX-4xx, die die erste Gruppe bilden, treten nur zwei Grund
begriffe auf, "Zl" und ,,<"; in der zweiten Gruppe, die aus den 
Axiomen 5 x x_ II x x besteht, kommen noch zwei andere Zeichen 
vor, namlich das Symbol der Addition ,,+" und das Symbol ,,0"; 
schlieBlich spielen in der dritten Gruppe, die die Axiome 12 x x-20 x x 
enthalt, das Symbol der Multiplikation ". " und das Symbol ,,1" 
die Hauptrolle. 

AIle Axiome der beiden ersten Gruppen mit Ausnahme der 
Axiome lOxX und II xx sind uns bereits bekannt. Die Axiome 
lOxX und II xx zusammen stellen fest, daB 0 ein (rechtsseitiges) 
Einheitselement der Addition ist. Man sagt namlich, daB e rechts
seitiges, bzw. linksseitiges Einheitselement der Operation 0 in der 
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Menge Mist, wenn e zu der Menge M gehort und wenn dabei jedes 
beliebige Element x dieser Menge die Formel: 

x 0 e = x, bzw. eO x = x 

erfiillt. 1st e zugleich ein rechts- und linksseitiges Einheitselement, 
so wird es beiderseitiges EinheitBelement oder einfach EinheitB
element der Operation 0 in der Menge M genannt; es leuchtet ein, 
daB im FaIle einer kommutativen Ope:ration 0 jedes recbts- oder 
linksseitige Einheitselement dieser Operation zugleich ein beider
seitiges Einheitselement ist. 

In den ersten drei Axiomen der dritten Gruppe, d. i. den 
Axiomen 12xx_14xx, erkennen wir die Biitze der Ausfuhrbarkeit, 
der Kommutativitiit und der Assoziativitiit filr die Multiplikation; 
sie entsprechen genau den Axiomen 5 XX_7XX. Das Axiom 15 XX 

wird Batz der (rechtBseitigen) Umkehrbarkeit und das Axiom 16 XX 

Satz der Monotonie fur die Multiplikation hinsichtlich der Beziehung 
)}kleiner al8« genannt. Diese Axiome entsprechen den Satzen der 
Umkehrbarkeit und der Monotonie fiir die Addition, jedoch nicht 
ganz genau: man kann auf Grund der betrachteten Axiome nicht 
behaupten, daB die Multiplikation in der Menge Zl umkehrbar 
oder hinsichtlich der Beziehung )}kleiner als« monoton (im Sinne 
von 42 und 44) ist, da in den Voraussetzungen dieser Axiome die 
beschrankenden Bedingungen ("y ::f: 0", bzw. ,,0 < x") vor
kommen. 

Das Axiom 17 x x stellt eine grundlegende Abhangigkeit 
zwischen der Addition und der Multiplikation fest; es ist der sog. 
Satz der (rechtsseitigen) Distributivitiit fur die M ultiplikation hin
sichtlich der Addition. Allgemein formuliert, heiBt die Operation P 
rechtsseitig, bzw. linksseitig distributiv hinsichtlich der Operation 0 
in der Menge M, wenn beliebige drei Elemente x, y und z der 
Menge M die Formeln: 

x P (y 0 z) = (x P y) 0 (x P z), 

bzw. (x 0 y) P z = (x P z) 0 (y P z) 

erfiillen; ist dabei die Operation P kommutativ, so fallen die 
Begriffe der rechtsseitigen und der linksseitigen Distributivitat 
zusammen, und man sagt einfach, die Operation P ist hinsichtlich 
der Operation 0 in der Menge M distributiv. 
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Die drei letzten Axiome betreffen die Zahll. Die Axiome 18 XX 

und 19 xX zusammen drucken aus, daB 1 ein (rechtsseitiges) Ein
heitselement der Multiplikation ist. Der Inhalt des Axioms 20xX 
braucht nicht erkl.ii.rt zu werden; die Rolle, die dieses Axiom beirn 
Aufbau der Arithmetik spielt, ist groBer, als es von vornherein 
scheinen konnte: ohne seine Hille vermag man nicht nachzuweisen •. 
daB die Menge aller Zahlen unendlich ist. 

Die Gesamtheit der Eigenschaften, die der Addition und der 
Multiplikation in den Axiomen 5 xx_8 xx, 12xx_15xX und 17 xX 

zugeschrieben werden, wird kurz durch die Behauptung ausge
druckt, daB die Menge Zl ein Korper (genauer: ein kommutativer 
Korper) hinsichtlich der Operationen der Addition und der Multi
plikation ist; stellt man die angegebenen Axiome mit den Anord
nungssatzen 1 x x_3 x x und den Monotoniesatzen 9 x x und 16 x x 
zusammen, so kann man feststellen, daB die Menge Zl ein geord
neter Korper hin8ichtlich der Beziehung »kleiner als« 80wie der Ope
rationen der Addition und der M ultiplikation ist. Der Leser wird 
leicht erraten, wie der Begriff des Korpers, bzw. des geordneten 
Korpers auf beliebige Mengen, Operationen und Relationen aus
gedehnt werden kann. - Falls man noch das Axiom 4 x x, d. i. das 
Stetigkeitsaxiom, sowie die Axiome: lOxX, 11 xx und 18 xx-20xX, 
die die Zahlen 0 und 1 betreffen, in Betracht zieht, so k!J,nn man 
den Inhalt des ganzen Axiomensystems ~ x x wie folgt kennzeichnen: 
da8 Axiomen8Y8tem ~xx driickt a1t8, dafJ die Menge aller Zahlen 
ein 8tetig geordneter Korper hinsichtlich der Beziehung »kleiner als<c 
80wie der Operationen der Addition und der Multiplikation i8t, und 
zeichnet dabei in dieser Menge zwei ver8chiedene Elemente: 0 und 1 
aU8, von denen da8 eine Einheit8element der Addition und da8 zweite 
Einheitselement der M ultiplikation i8t. 

60. Aquivalenz der A.xiomensysteme ~x und ~xx; methodo
logische Nachteile und didaktische Vorteile des Systems ~xx. Die 
Axiomensysteme ~x und ~xx sind aquivalent (genauer, sie werden 
es im Augenblicke, wenn man dem ersten System die mit Hille 
der Grundbegriffe dieses Systems formulierten Definitionen des 
Symbols ,,0" und des Symbols der Multiplikation hinzufugt). Der 
Beweis der Aquivalenz ist jedoch nicht leicht. Zwar bietet die Ab
leitung der Axiome des ersten Systems aus denen des zweiten 
keine groBere Schwierigkeit; aber aus den uber das System ~ x 
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vorher gemachten Bemerkungen folgt, daB auf Grund dieses 
Systems sowohl das Definieren der Multiplikation als auch 
das Begriinden der Grundsatze, die diese Operation betreffen 
und im System IlixX enthalten sind, ziemliche Schwierigkeiten 
macht. 

In methodologischer Hinsicht iibertrifft das System Ilix er
heblich das System Ilixx. Die Anzahl der Axiome in IlixX ist mehr 
als zweimal so groB. Die Axiome sind voneinander nicht unab
hangig: so lassen sich z. B. die Axiome 5 xX und 12 xx, d. i. die 
Satze der Ausfiihrbarkeit fiir die Addition und fiir die Multipli
kation, aus den iibrigen Axiomen ableiten, wenn man aber diese 
beiden Satze belaBt, so kann man einige andere Axiome, u. a. 
6 xx, llXX und 14 xx, streichen. Auch die Grundbegriffe sind von
einander nicht unabhangig: denn drei von ihnen, namlich ,,<", 
,,0" und ,,1", k6nnen mit Hille der iibrigen Begriffe definiert 
werden (* eine der m6glichen Definitionen des Symbols ,,0" wurde 
beispielsweise in 48 angegeben *), wobei die Anzahl der Axiome 
eine weitere Reduktion erfahren kann. 

Somit laBt sich das Axiomensystem Ili x x bedeutsam verein
fa:chen, und zwar in verschiedener Weise; infolge dieser Verein
fachungen wiirden sich aber die didaktischen Vorteile des betrach
teten Systems vermindern. Und diese V orteile sind tatsachlich 
groB. Auf Grund des Axiomensystems Ili x x k6nnen die wichtigsten 
Teile der Arithmetik reeller Zahlen - die Theorie der Grundbezie
hungen zwischen den Zahlen, die Theorie der vier "niedrigeren" 
arithmetischen Operationen: der Addition, der Subtraktion, der 
Multiplikation und der Division, die Theorie der Gleichungen, der 
Ungleichungen und der Funktionen ersten Grades - ohne jede 
Schwierigkeit entwickelt werden. Die SchluBweisen haben hier 
einen sehr natiirlichen und ganz elementaren Charakter; insbe
sondere geht das Stetigkeitsaxiom in diese SchluBweisen gar nicht 
ein, es spielt eine wesentliche Rolle erst in der Theorie der drei 
"h6heren" arithmetischen Operationen: des Potenzierens, des 
Wurzelziehens und des Logarithmierens und es ist notwendig fiir 
den Beweis der Existenz irrationaler Zahlen. Es ist wohl kein 
anderes System von Axiomen und Grundbegriffen bekannt, das 
eine vorteilhaftere Basis fiir eine elementare und zugleich streng 
deduktive Begriindung der Arithmetik reeller Zahlen geben 
k6nnte. 

Tarski, Mathematische Logik. 11 
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tJbtungsaufgaben. 

* I. Man zeige, daB die Menge aller positiven Zahlen, die Be
ziehung »kleiner als«, die Operation der Multiplikation und die 
Zahl 2 ein Modell des Axiomensystems m: x bilden und daB dieses 
System hiermit mindestens zwei verschiedene Interpretationen 
in der Arithmetik besitzt. 

2. Welche von den in der Ubungsaufgabe 4 aus V aufgezeigten 
Beziehungen sind dicht 1 

* 3. Man beweise, daB jede Beziehung, die in einer Menge 
reflexiv ist (vgl. 24), in dieser Menge auch dicht sein muB. 

4. Welche von den folgenden Mengen von Zahlen werden durch 
die Beziehung < dicht geordnet: 

a) die Menge aller natiirlichen Zahlen, 

b) die Menge aller ganzen Zahlen, 

c) die Me.nge aller rationalen Zahlen, 

d) die Menge alier positiven Zahlen, 

e) die Menge alier von 0 verschiedenen Zahlen 1 

Welche von diesen Mengen werden stetig geordnet 1 

* 5. Will man auf Grund des Axiomensystems m:x beweisen, 

daB die Zahl ! existiert, d. i. eine solche Zahl z, fiir die 

z+z=1 

gilt, so schlieBt man folgendermaBen. Man bezeichnet mit dem 
Symbol "M" die Menge alier Zahlen x, so daB 

x+ x < I, 

und mit dem Symbol "N" die Menge alier solchen Zahlen y, fiir die 

I<y+y 

gilt. Man zeigt, daB die Menge M der Menge N vorangeht. Durch 
Anwendung des Stetigkeitsaxioms gewinnt man eine Zahl z, die 
die Mengen M und N trennt. Es wird gezeigt, daB die Zahl z 
weder zu der Menge M gehoren kann (da es im entgegengesetzten 
Fali eine Zahl x in der Menge M geben wiirde, die groBer als z 
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wiLre), nooh in der Menge N enthaJten ist, und daraus wird ge
sohlossen, daB x die gesuohte Zahl ist, d. i. daB 

x+x=l 
gilt. Man fiihre ganz genau den soeben skizzierten Beweis duroh. 

*6. Duroh eine Verallgemeinerung der SohluBweise aus der 
vorangehenden Vbungsaufgabe beweise man auf Grund des 
Systems 2l x folgendes Theorem: 

T.FurjedebeliebigeZakl xgibte8 eineZakl y, 80dafJ x = y + y. 

Man vergleiohe das gewonnene Ergebnis mit den Ausfiihrungen 
aus 00. 

* 7. In dem Axiomensystem 2l x wird das Axiom ax duroh 
das Theorem Taus der vorangehenden tJbungsaufgabe ersetzt. 
Man zeige, daB das auf diese Weise erhaltene System von Satzen 
dem System ~t x i1quivalent ist. 

Anweisung: Um das Axiom ax aus den Satzen des modifi
zierten Systems 2lx abzuleiten, setzt man in das Theorem T 
"x + z" an Stelle von "x" ein; auf Grund der Voraussetzung 
des Axioms a x kann man nun leioht zeigen, daB die Zahl y der 
Behauptung dieses Axioms geniigt. 

* 8. Man zeige, mittels der Methode der Interpretation, daB 
naoh Weglassung des Axioms 1 x das System 2l x zu einem System 
von gegenseitig unabhangigen Axiomen wird. 

* 9. Man gebe eine geometrisohe Interpretation der Axiomen
systeme 2lx und 2lxx an, indem man die Vbungsaufgabe 2 aus VIII 
erweitert. 

lO. Besitzen die Subtraktion, die Division und die in der 
tJbungsaufgabe a aus VIII aufgezeigten Operationen reohts
seitige, linksseitige oder beiderseitige Einheitselemente in der 
Menge aller Zahlen 1 

11. Besitzen die Addition und die Durohsohnittsbildung von 
Mengen (vgl. 21) Einheitselemente in der Menge aller geometri
sohen Figuren ~ 

* 12. Man zeige, daB jede in einer Menge kommutative Ope
ration hoohstens ein Einheitselement in dieser Menge besitzt. 
Duroh eine Verallgemeinerung des in der tJbungsaufgabe 24 

11* 
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aus vm gewonnenen Ergebnisses begriinde man ferner folgenden 
Lehrsatz aus der Gruppentheorie: 

f8t die Menge Meine Abel8che Gruppe hinaichtlich der Ope
ration 0, 80 be8itzt die Operation 0 in der Menge M genau ein 
EinheitBelement. 

13. Wir betrachten fiinf arithmetische Operationen: die 
Addition, die Subtraktion, die Multiplikation, die Division und 
die Potenzbildung. Man formuliere Satze, die ausdriicken, daB eine 
dieser Operationen hinsichtlich einer anderen rechtsseitig oder 
linksseitig distributiv ist (es gibt im ganzen 40 solcher Satze). 
Man untersuche, welche von diesen Satzen wahr sind. 

14. Man lOse die vorige Ubungsaufgabe, indem man sie auf 
die vier Operationen: A, B, G und K anwendet, die in der Ubungs
aufgabe 3 aus vm eingefiihrt wurden. Man zeige ferner, daB jede 
Operation, die in einer Menge von Zahlen ausfiihrbar ist, in dieser 
Menge hinsichtlich der Operationen A und B beiderseitig distri
butiv ist. 

15. 1st die Addition von Mengen hinsichtlich der Durch. 
schnittsbildung distributiv oder umgekehrt (vgl. Ubungsaufgabe 13 
aus IV) ? 

16. Welche von den in der Ubungsaufgabe 4 aufgezeigten 
Mengen von Zahlen sind Korper hinsichtlich der Addition und 
der Multiplikation oder geordnete Korper hinsichtlich der Be· 
ziehung >}kleiner als« sowie hinsichtlich der Addition und der 
Multiplikation 1 

17. Man beweise, daB die aus den Zahlen 0 und 1 bestehende 
Menge ein Korper hinsichtlich der in der Ubungsaufgabe 6 aus 
vm definierten Operation 0 und der Multiplikation ist. 

18. Man bestimme zwei Operationen mit den Zahlen 0, 1 
und 2, derart daB die Menge dieser drei Zahlen einen Korper 
hinsichtlich dieser Operationen bildet. 

19. Wie kann das Symbol ,,1" mit Hille der Multiplikation 
definiert werden 1 

20. Auf Grund des Systems \llxx laBt sich folgendes Theorem 
beweisen: 

Wenn 0 < X, 80 gibt e8 eine Zahl y, tilr die x = y . y gilt. 
Man nehme an, daB dieses Theorem bereits bewiesen wurde, 
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und leite mit seiner Hille aus den Axiomen des Systems mxx fol· 
genden Satz ab: 

x < y gilt dann und nur dann, wenn x =1= y ist und wenn e8 

dabei eine Zahl z gibt, 80 dafJ x + z . z = y. 
Wird durch den soeben angefiihrten Satz eine in 60 gemachte 

Bemerkung betreffs einer moglichen Reduktion von Grund. 
begriffen im System m x x begriindet? 

* 21. Man beweise das Theorem Taus der Ubungsaufgabe 6 auf 
Grund des Axiomensystems m x x. Man vergleiche diesen Beweis 
mit demjenigen Beweis, der in der Ubungsaufgabe 6 vorgeschlagen 
wurde und der sich auf das Axiomensystem m x stutzt; welcher 
der beiden Beweise ist schwieriger und erfordert eine groBere 
Kenntnis von logischen Begriffen? 

Anweisung: Um das Theorem T auf Grund des Systems mxx 
zu beweisen, wendet man das Axiom 15xX an, in welchem "y" 
durch ,,1 + 1" und "z" durch "y" ersetzt wird (vorher ist aber 
zu zeigen, daB 1 + 1 von 0 verschieden ist); somit gewinnt man 
eine Zahl y, von der man mit Hille der Axiome 13 x X, 17 xX 

und 19xX leicht zeigen kann, daB sie die durch das Theorem 
T angegebene Formel erfilllt. 

* 22. Man leite aus den Axiomen des Systems m x x alle Axiome 
des Systems mx abo 

Anweisung: Um das Axiom 3 x abzuleiten, nimmt man an, 
daB das Theorem Taus der Ubungsaufgabe 6 bereits auf Grund 
des Systems mxx bewiesen wurde (vgl. die vorangehende Ubungs. 
aufgabe), und dann verfiihrt man iihnlich wie in der Ubungs. 
aufgabe 7. 

Literaturangaben. 
Wir wollen zum SchluB auf einige Werke hinweisen, mit deren 

Hille der Leser die in dem vorliegenden Buch erworbenen Kennt· 
nisse zu vertiefen und zu erweitern vermag; es soIl aber vorweg· 
genommen werden, daB in keinem dieser Werke aHe hier be· 
ruhrten Probleme in systematischer und erschopfender Weise 
erortert werden. Es ist zu bemerken, daB die Literatur des uns 
interessierenden Gebietes noch verhiiltnismaBig arm an Lehr. 
buchern ist; man kann schwer Bucher angeben, in denen die 
Durchsichtigkeit und FaBlichkeit ,sIer Darstellung mit der not. 
wendigen Exaktheit Hand in Hand geht. 
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H. Behmnmn. Mathematik und Logik. Leipzig und Berlin 1927. 
(Mathematisch-physikalische Bibliothek, Bd. 71.) - Dieses Buchlein 
ist au13erordentlich knapp. Es wird einem Lesert- der schon eine 
gewisse Ubung iro abstrakten Denken und in der Benutzung der syro
bolischen Schreibweise hat, errooglichen, den logischen KalkUl etwas 
naher kennenzulernen; es wird ihro auch eine fluchtige Kenntnis ge
wisser subtilerer Probleme der mathematischen Logik geben, die in 
dem vorliegenden Buche nicht berUhrt wurden (hier gehort z. B. die 
sog. Typentheorie). 

R. Carnap. Abri/3 der Logistilc. Wien 1929. (Schriften zur wissen
schaftlichen Weltauffassung, Bd. 2). - Trotz seines kleinen Umfangs 
gibt dieses Buch eine klare Ubersicht uber die gesamte gegenwartige 
mathematische Logik und uber die Methoden ihrer Anwendung auf 
andere (nicht nur mathematische)· Wissenschaften; insbesondere 
kann es dazu dienen, die logische Syrobolik kennenzulernen. 

D. Hilbert und W. Ackermann. GrundzUge der theoretischen Logik. 
Berlin 1928. (Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, 
Bd. XXVI!.) - Dieses Werk enthalt die Grundlinien fundamentaler 
Teile der mathematischen Logik sowie die Er6rterung der wichtigsten 
methodologischen Probleme, die diese Teile der Logik betreffen; es 
ist zugleich prazis und faBlich und kann schon als eine EinfUhrung 
in ein systematisches Studiuro und in die tieferen Untersuchungen 
aus dem Gebiete der mathematischen Logik dienen. 

H. Scholz. Ge8chichte der Logik. Berlin 1931. (Geschichte der Philo
sophie in Langsschnitten, Bd. 4.) - Es ist ein historischer GrundriB 
der Entwicklung der Logik bis zu den neuesten Zeiten. Der Glaube 
an eine weittragende Rolle der heutigen mathematischen Logik durch
dringt jede Seite dieses Buchleins und die Lebendigkeit und Farbigkeit 
des Stils macht seine LektUre sogar fUr einen Laien anziehend. 

Aus der nichtdeutschen Literatur mochten wir folgende 
Bucher empfehlen: 

B. Rus8ell. Introduction to Mathematical Phil080phy. London 1921 
(2. Aufl.). Es gibt auch eine deutsche Ubersetzung von E. J. Gumpel 
und W. Gordon: Einfiihrung in die mathemati8che Phil080phie, Mlinchen 
1923. Das Werk gibt eine klare und faBlicheDarstellung derjenigen 
Grundbegriffe der Logik, die zu einer strengen Grundlegung der 
Mathematik notwendig sind. 

J. W. Young. Lecture8 on Fundamental Concept8 of Algebra and Geo
metry. New York 1911. - In diesem kleinen, aber au13erordentlich 
lehrreichen Buchlein kann man eine Reihe von interessanten Uber
legungen und Beispielen aus dem Gebiete der Methodologie der 
Mathematik finden. 
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